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Chapitre 1

Représentations temporelles
- et frequentielles
d'un signal déterministe

1.1 REPRESENTATIONS TEMPORELLES

Dans ce chapitre, nous allons donner les différentes représentations linéaires des
signaux déterministes et des systémes lindaires.

1.1.1 Différents types de signaux

Nous appellerons signal toute grandeur physique susceptible de contenir de 1'infor-
mation. La représentation temporelle d’un signal est définie par une fonction x(¢),
réelle ou complexe, de la variable réelle temps ¢ qui doit approcher « au mieux » les
informations contenues dans le signal. La dénomination fonction est prise au sens
le plus général du terme, ie., x(f) peut étre une suite discréte, une fonction de la
variable continue ou une distribution. Cette fonction peut étre une fonction au sens
classique et dans ce cas, on dira qu’elle représente un signal déterministe. Elle peut
aussi étre une « fonction aléatoire » et dans ce cas elle représente un signal dit aléa-
toire ou stochastique. Signalons que tout signal physique est forcément perturbé par
un bruit plus ou moins important (bruit de mesure, influence des appareils utilisés
etc...). Un signal physique est donc un signal aléatoire. La figure 1.1 montre I’effet
du bruit : signal non bruité (réalisation 1), signal bruité (réalisations 2 et 3).
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Réalisation 1 Realisation 2 RAsgalisatlon 3
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Figure 1.1 Trois réalisations d'un signal montrant I'effet du bruit.

Le signal peut aussi étre représenté par une relation de récurrence entre les valeurs
prises par le signal 4 des instants différents. La figure 1.2 donne une illustration d’un
tel signal.

Un signal x (1) est dit causal s’il vérifie x (¢} = 0 pour t < fg ol # est un instant fixé
(en général 1o = 0). Un signal qui vérifie x(t) = 0 pour ¢ > #; est dit anticausal.
D’aprés le principe suivant ; I’effet ne peut précéder la cause, tout signal physique
est causal. Dans ce chapitre, nous allons exposer les principales représentations des
signaux déterministes en distingant les trois types de signaux suivants.

Signal {a temps) continu C’est un signal modélisable, la plupart du temps, par une
fonction x(r) continue par intervalles au sens mathématique du terme, ou par une
distribution.

Signal (a temps) diseret C’est un signal dont un modgle peut étre une fonction
définie par ’ensemble des valeurs x, qu’elle prend sur un ensemble dénombrable
f0:814- - « o ty,y. .. de valeurs de la variable (la différence t4, — t; étant en général
constante).

Signal numérique C’est un signal ne pouvant prendre qu'un mombre fini ou
dénombrable de valeurs distinctes.

Exemple 1.1.1 Fonction porte et fonction sinus cardinal

On désignera dans toute la suite par I1(z) la fonction rectangle normée, centrée &
Porigine et de support 1, définie par

Miy=1 si —1/2<r<1/2 et 0 ailleors
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Figure 1.2 5ignal non défini par une fonction classique simple.
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Figure 1.3 Fonction sinus cardinal.

et par sinc (sinus cardinal) la fonction définie par

ne(t )A sin{mt)
v

On utilise parfois la notation sinc (wt).

Toutc fonction rectangle peut se déduire de I1(¢) par translation sur ¢ et change—
ment d'échelle. A titre d’exemple (%) estla fonctlon rectangle centrée qui vaut
1 sur Vintervalle [T /2,T/2] et 0 ailleurs et (= ") est la fonction rectangle qui
vaut 1 sur 'intervalle [0,7T] et O ailleurs. Par souci df: simplification, cette dernigre
fonction est parfois notée [T7{f).

Il est souvent assez commode de représenter un signal x(¢) 4 valeurs dans C par
sa puissance instantanée, sa puissance moyenne ou son énergie définies respective-
ment par :

Pt E1x (O,

A

o0
P .= 1lm -m-f |x(0)|°dt ou E. _f lx ()]
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On peut vérifier qu'un signal d’énergie finie est forcément de puissance nulle. La
réciproque est fausse : il suffit de prendre x(¢) = [¢|* avec —1 < o < 0. Un signal
d’énergie infinie peut avoir une puissance infinie, par exemple, un signal périodique
de puissance infinie.

1.1.2 Différents types de systémes

Un systéme est un ensemble organisé d’éléments destinés & remplir une fonction
physique. Il est souvent représenté par un schéma qui met en relation de cause i
effet des grandeurs dites d’entrée e;(t) et des grandeurs dites de sortie 5;{t), ce
schéma devant faire apparaitre au mieux le type de systéme considéré. Les systémes
que 'on peut rencontrer dans les applications appartiennent, en général,  1'un des
types suivants. Les propriétés des principaux systémes rencontrés dans la pratique
.seront développées plus loin dans la suite de ce chapitre,

Systeme a temps continu Dans le langage courant des systémes, on appelle trés
souvent systéme « continu » un systéme dont les signaux d’entrée et de sortie sont
« continus ». C’est en fait une expression contractée pour « Systémes i signaux
continus ». On les appelle aussi systemes analogiques. Nous utiliserons indifférem-
ment 1'une ou P’ autre de ces terminologies.

Systeme a temps discret C’est un systéme concu pour fonctionner avec des
signaux d’entrée et de sortie discrets.

Systame hybride C’est un systéme faisant intervenir des signaux & temps continu
et des signaux a temps discrets.

Systeme passif et systeme actif On appelle élément actif un élément capable de
délivrer une énergie supérieure a celle qu’il recoit, par exemple un moteur, un tran-
sistor ... , sont des éléments actifs. Tout élément qui n’est pas actif est dit passif, c’est
le cas par exemple d’une résistance d’une inductance, d’un condensateur, d’un ressort,
d’un amortisseur... Un systéme est dit passif forsqu’il est exclusivement composé
d’éléments passifs. Il est dit actif lorsqu’il contient au moins un élément actif.

Systeme a éléments localisés C’est un systdéme décomposable en un nombre fini
d’éléments, poss€dant chacun un nombre fini d’entrées et de sorties, dont les gran-
deurs de sortie s’expriment au moyen des grandeurs d’entrées, de leurs dérivées et
de leurs primitives.

Systéme mathématiquement continu  Soit ,(¢) une suite d’excitations et s, (f)
les réponses assocides. Le systéme est dit mathématiquement continu si la réponse
a lim ¢,(7) est égale & lim s,(¢) et ceci quelle que soit la suite e, (t).

n—=0g H—= 00

Systeme causal Un systéme est dit causal (ou non anticipatoire) si la réponse 2
toute excitation causale est causale. En d’autres termes, la réponse ne peut prendre
naissance avant que n’ait ét€ appliquée I’excitation. Les systémes réels sont cau-
saux. On montre par ailleurs qu’un systéme théorique n’est synthétisable ou réali-
sable que 5’1l est causal.
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Systeme invariant ou stationnaire Un sysi®me est dit invariant si, lorsqu’on
appelle 5{t) la réponse a une excitation e(r}, la réponse & e(f — fy) est s(r — fp) quel
que soit fy constant. Autrement dit, un systéme est invariant si la réponse a une exci-
tation donnée est indépendante de la date i laquelle s’effectue 1’expérience,
L'invariance exprime donc la permanence dans le temps du systeme. On rencontre
aussi la dénomination de systéme stationnaire pour désigner un systéme invariant.

Systéme instantané et systeme a mémoire Un systéme est dit instantané ou sans
mémoire si sa réponse i un instant donné dépend uniquement de la valeur du signal
d’entrée au méme instant. Un circuit électrique ne comportant que des résistances
entre dans cette catégorie. Un amplificateur idéalisé qui fournit un signal de sortie
ae(t) (u réel) lorsque le signal d’entrée est e(#) est aussi un systéme instantané. Un
systéme non instantané est appelé systéme 4 mémoire ou & temps différé. Un te] sys-
teme posséde donc une certaine mémoire : ¢’est le cas d’un circuit électrique com-

. portant des capacités ou des inductances. La plupart des systémes réels sont

mémoire et on les suppose souvent linéaires et invariants. On introduit alors la
notion de filtre linéaire qui sera développée dans le paragraphe suivant.

1.1.3 Les systémes invariants ou filtres

On introduit souvent le terme filtre pour désigner un systéme invariant. On se limite
ict aux cas des filtres linéaires. Nous allons tout d’abord introduire [a définition sui-
vante qui traduit de maniére mathématique les principaux types de systemes énu-
méres ci-dessus.

La causalité d’un systéme se traduit done par le fait que la valeur S, [e(#}] ne dépend
que des valeurs e(f/} pour § €] — oco,t]. Pour un systéme instantané la valeur
Sile(8)] ne dépend que de la valeur e(r). L'invariance d’un systéme se traduit par :

st —M 28, [e@—7], Y1, Vi (1.3)
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La linéarité d’un systéme se traduit par la condition suivante : si s;(¢) et s2(¢} sont
les sorties associées respectivement aux entrées e; () et ea(r}, alors la sortie asso-
ci€e & aje(t) + anea(r) est égale a as( (1) + qasa(t), Yo,z € R. La définition
se lranspose au cas d’'un systéme & temps discret, il suffit de considérer r sur Z.
Dans la suite, s’il n’y a aucune ambiguité, les définitions et propriétés seront don-
nés uniquement dans le cas continu. La linéarité est une notion importante car elle
rameéne I'étude d’un systéme  plusieurs entrées et sorties i celle d’un systéme 4 une
entrée et une sortie, par application du principe de superposition. Les systémes
linéaires constituent une approche commode des systémes non linéaires entre cer-
taines limites de fonctionnement de ceux-ci.

Exemple 1.1.2 Différents types de systémes

~-]-es-relations-suivantes définissent-des-exemples.de systémes ayant pour entrée e(t)
et pour sortie s(#).

Systéme non linéaire invariant instantané :
5(t) = sin(e(t) + i)
Syst&me non linéaire variable instantané :
§{t) = m(t)sin{e(r) + )

Systéme non linéaire variable 4 mémoire :

t
)= [ sinle(t) + 6010
-t
Systéme linéaire variable instantané :
y() = m(t)e(r)
Systéme linéaire variable & mémoire :
[n o]
5(t) = f hr,8e(d)df
—0o0

Systéme linéaire invariant :

()= fw h{e(t — Ddb.

o0
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Un Filtre linéaire est un systéme linéaire qui vérifie les deux propriétés suivantes.
1. Il est invariant dans le temps
2. 81 lim eg(?) = e(r), alors on a lim s;(t) = s(t).
k—o0 k—oo

Rappelons que la convolution est une loi interme qui associe a deux fonctions
e{t),f1(t) une autre fonction s(t) que I’'on note souvent par s(t} = /t(¢) * e(¢) mais
il est recommandé de faire trés attention aux variables. La convolution est associa-
tive, commutative et admet comme élément neutre la distribution de Dirac &(r). On
a donc:

[eee) % w()] * h(t) = ut) = [V{) = h(1)]
ety =h(t) =h{t)y xe(?)
S{t) * &(r) = 5(1).

La distribution de Dirac joue un rfle important dans la représentation des signaux
et systémes et elle peut étre définie par la condition suivante (voir plus loin pour
plus de détails) :

| swenar2e0, voes
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oi § désigne |’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et 4 « décroissance
rapide ». On peut noter les résultats suivants utiles pour les calculs :

A2 - =x0—D o) =x0—"7).

Comme la réponse impusionnelle d’un filtre est égale a la sortie du filtre lorsqu’il
est attaqué par un Dirac dans le cas continu et par un symbole de Kronecker dans le
cas discret, on peut illustrer la non causalité et la causalité d’un filtre 4 temps dis-
cret par les schémas de la figure 1.4,

d ——|Filtre non causall——— h;

0y ——— Filtre causal ——— A

Figure 1.4 Réponses impulsionnelles d'un filtre non causal et un filtre causal.

Un filtre dynamique est un filtre linéaire dont Ia relation entrée-sortie est une
équation différentielle lindaire & coefficients contants du type :

Jid dl‘

() I dFe(r)
ag——— =) bp——. (1.8)
; drk é drk

Exemple 1.1.3 Le circuit RLC est un filtre dynamique

Comme exemple de filtre dynamique, considérons un circuit RLC aux bormes
duguel on a une tension instantanée v(¢). L’intensité instantanée i(¢) et la charge
q(t) vérifient les équations différentielles suivantes :
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. t
PO f {(0)d0 = v(r)
dr c

—02

d qgt) dyg(r) q
R il
dr? + dt + C

= v(t).
On a bien une équation différentielle du type (1.8) avec p =2 et ¢ = 0. L'entrée
du filtre est e{f) = v(¢) etla sortie est s(1) = g(t).

Exemple 1.1.4 Une bobine est un filtre linéaire

Considérons une bobine d’inductance L constante aux bornes de laquelle on a une

. tension instantanée v(r). I'intensité instantanée i(z) est donnée par :

i) = %f v(@)db

—00

et cette expression montre que le systéme est linéaire et que si 'entrée est rempla-
cée par v(t — 7), la sortie associée est i{(t — 7). Le systéme est donc un filtre
linéaire. On peut aussi vérifier que cette expression peut se mettre sous la forme
d’un produit de convolution :

i(f) = %f U@t — Hu(B)db

-0

ol U(¢t) est I"échelon unité qui vaut 0 pour + < 0 et 1 pour ¢ > 0. Ceci montre
d’une autre maniere que le systéme est un filtre linéaire de réponse impulsionnelle
U(” . En vertue de la Proposition de la page 8, ce systéme doit admettre les fonctions
exponentlelles comme fonctions propres. En effet, on obtient :

v 3 Ve
(ry = _— e u(t) pour u{t) = Vel Tl
li

Tenant compte de I'importance du réle joué par les signaux exponentiels pério-
diques en tant que fonctions propres des filtres lindaires, les méthodes d’analyse des
signaux sont souvent fondées sur des représentations faisant intervenir ces signaux
exponentiels. Les représentations les plus classiques sont la représentation fréquen-
tielle (Transformé de Fourier) et les représentations symboliques (Transformée de
Laplace et Transformée en Z). Nous allons développer les principales propriétés
pratiques de ces trois représentations.
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1.2 REPRESENTATIONS FREQUENTIELLES

La représentation temporelle d’un signal ne permet pas toujours de répondre 2 la
question que I’on veut traiter. Comme les systemes physiques utilisés sont souvent
des filtres linéaires, admettant donc les signaux exponentiels comme fonctions
propres, il est intéressant de représenter un signal donné comme combinaison
linéaires de signaux exponentiels. Ceci conduit 4 la décomposition en série de
Fourier. Cette derniére décomposition n’étant pas toujours valable, une autre repré-
sentation du signal x(¢) a été introduite afin d’améliorer 1’analyse du probleme a
résoudre. Elle consiste & représenter le siganl x(t) par un autre signal X () appelée
transformée de Fourier (T.F) de x(t). L’ opérateur qui associe 4 x(¢) la fonction X(»)
de la variable réelle v est appelé T.F et I'ensemble de définition de cet opérateur
peut étre trés vaste et dépend du probléme que 1'on veut traiter. Nous distinguons
--1:ensemble.des.signaux d’énergie finie, & temps.continu puis.& temps discret et nous._.
donnons ensuite quelques extensions aux cas des signaux d’énérgie infinie et en par-
ticulier aux signaux périodiques.

1.2.1 Série de Fourier et projections associées & un signal

Considérons un espace vectoriel E de dimension finie, muni d’un produit scalaire
noté < .,. > et soit ' un sous-espace vectoriel de E.

Pour fe calcul de la projection X(¢), on introduit souvent un systéme orthonor-
mal dans F. 5i le systéme

eplt) € IF, n=-N,..,Ng Z, = em(!)a ex(t) >= 5m,n

qui est orthonormal est en plus une base de F, on peut décomposer X(¢) d’une
manigre unique sous la forme

N
:‘\\([) = Z Xney(t) avec X, = < x(1),e,(t) >
=N

on les X, appelés Coefficients de Fourier, vérifient 1’inégalité de Bessel :

N
3 xR < 012,

n=—N
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Il i . n . .
Le systéme particulier : e,{t) = ¢’ gt joue un role fondamental dans la « repré-
sentation spectrale » d’un signal et le résultat suivant précise la nature des signaux
x(t) pour lesquels Ia projection X(t) devient égale 4 x(¢) lorque N tend vers I'in-
fini.

Tl est évident qu’un signal non penodlque ne pourra jamais étre €gal & sa projec-

tion sur un espace I engendré par les ¢ Jami méme si F est de dimension infinie.

Exemple 1.2.1 Projection d’un signal particulier

On considere le signal x(#) = cos(?xrr% + ¢). On approxime ce signal par sa pro-
jection orthogonale sur 1'espace vectoriel ' engendré par les 2 signaux de période
T:u(t) = cos(ZTr’T) etv(r) = sin(.’lw%) et muni du produit scalaire :

T
<x().y() > = f x()y(0)dt.
0

La projection orthogonale de x(¢) sur F s’écrit X¥(r) = cu(t) + Fv(t) et elle est
unique. Or on sait que x(t) = cos(@)u(t) — sin(¢)v(r). On obtient donc par unicité
« = cos(g) et § = —sin{¢). Ce résultat signifie que x(r) appartient au plan F.
Un signal x(¢) de période T peut donc étre complétement déterminé par la suite
de ses coefficients de Fourier X,,. Si 1"on trace les points dont les abscisses sont les
nombres /T, appelés fréquences discrétes, on obtient un graphe formé par des
points qui ont des absc1sses équidistantes. Ce graphe qui définit de maniére unique
les fonctions €/ >" T et le signal x(¢), est appelé spectre d’un signal périedique (ou
harmonique). Ce graphe, appelé aussi spectre de raies, donne une représentation
dans le domaine fréquentiel d’un signal périodique sur laquelle nous reviendrons
plus loin. Remarquons qu'un signal quelcongue observé sur Uintervalle [oe,cx 4 7]
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peut toujours &tre considéré comme étant extrait d’un signal périodique de période
T. La portion du signal observée peut done éire représentée par une série de Fourier
unique. Dans la section suivante, on va étendre la représentation fréquentielle au cas
des signaux non périodiques.

1.2.2 Transformée de Fourier des signaux d'énergie finie

a) Cas d'un signal a temps continu

o

Associons & un signal x(t) non périodique ses «projections» sur le systéme de
signaux particuliers /2™ oll v est un paramétre téel quelconque. Par abus de lan-

gage, nous définissons ces projections par :
A )

Ce procédé introduit naturellement 1'opérateur F qui associe & x(¢) la fonction de
la variable réelle v :

Flx 232X W) 2 f x(Ne ™™ gy (1.9)

—0Q

dénommé Transformée de Fourier (T.F) directe de x(¢}. On va exposer les princi-
pales propriétés de cet opérateur en utilisant, selon le contexte, I'une des trois nota-
tions associées. Les propriétés suivantes découlent alors immédiatement de la défi-
nition de la T.F.,

Linéarité [ opérateur F est linéaire, soit :

Flax(®) + By()] = aX (@) + 5Y (v).

Symétries Pour tout signal admettant une T.F, on a:

Fla(=0lw) = Flx(O)](—=v) et Fx"OIw) = Flx(O)](~v)*.
Décalage et changement d'échelle Pour tout signal admettant vne T.F, ona:

Flx(t =] = e ™ X (1)

Flr(an)] = —x (), aréel 2 0.
le] e

Ceci donne, pour o« = —1, la premiére relation de symétrie ci-dessus.
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Les propriétés suivantes, plus difficiles a établir, font de 1a T.F une représentation
trés importante pour 1’analyse des signaux physiques.

Conservation du produit scalaire L'opérateur F est une isométrie sur 1'espace
L2 (®) des signaux d’énergie finie (£, < oc). Il conserve le produit scalaire, et la
norme, i.e., pour tout x(t) et y(¢) de L*(R), on a:

+oc +oo
f x(O)y(tydt =f X (Y ()*dy, produit scalaire

o -0

+00o +co
f | x(t) |* dr = f | X(v) |* dv, égalité de Parseval,

oC Q

Inversibilité Comme F est une isométrie, il admet donc un opérateur inverse
F = F~! et on a pour tout x(¢) tel que F[x] et FIF(x)] existent :

x(t) = fm X (e dy A FIX ().

Produit usuel et produit de convolution Si ’on considére des fonctions de
L*(IR), alors I’opérateur F transforme le produit usuel en produit de convolution et
vise-versa :

Flxy) =Flx) = F(y) et Flxxy)=Fx)F(y).

Existence, majoration et dérivabilité Toute fonction x(¢) sommable a une T.F ¥
qui vérifie les propriétés suivantes.

La fonction X est continue, elle admet 0 comme limite lorsque |¢| tend vers I’in-
finietona:

|2 () Is[ | x(¢) | dt.

o]

Si x est m fois continuement dérivable et si ses dérivées x*) d’ordres k < m sont
sommables, alors on a :

FLx" = (j2a)"T ().
Si " x(¢) est sommable, alors ¥ est m fois continuement dérivable <t 1’on a

T (W) = Fl(=j2mt)"x(n)].
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Si I'on adopte 1a définition suivante :
A [* ; A
Flxlw) = [ x(e dr = X(w)
=00

un simple changement de variable conduit & :
1 [ :
x(t) = _f X{w)ye!“ dw.
2r Joxo

Dans toute la suite, on convient d’utiliser la méme notation ¥ pour la T.F, la
variable w ou » indiguera la définition qui a €€ retenue.

_b)Casd'un 5-‘9”3’ a femps d:scret

Un 51gr1al X —.IL(HT) T: > O a ternps dlscret et d’eﬁerme finie "

00

E:2 Y xPeoo

H=—=0
est une suite de I'espace de Hilbert £2(Z). A toute suite de cet espace, on peut asso-
cier une fonction périodique de la variable réelle v de période 1/ T, définie par

+00

Flnl2X@) EF@) 2 Y xyem 20T (1.10)

-0

appelée T.F du signal & temps discret. Comme dans le cas des signaux i temps
continy, la T.F d’une suite vérifie les propriétés suivantes.

Linéarité

Fla(xn) + Byl = aX @) + 5Y (v).

Décalage
Flan-i] = X()e™ /4T,

Conservation du produit scalaire, égalité de Parseval

o+1/T,
Z 111}’;1 = Te[ XY (N dv

n=—0x

= a+i/T.
N lzznf | X ) P dv.

n=-—00
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Inversibilité

at+1/T,
e
X, = Tef Xwe!™ gy, aeR.

a

Comme dans le cas continu, si I’on adopte la définition :
P

+oo
A~ A A -]
Flr ]2 (w2 X (w) = Z:c(n)e JunT,
—0C
ona.:
) (,1+?]—f: .
X =5t X(w)e e duw.

-t o]

¢) Transformée de Fourier de signaux particuliers

Signaux réels et signaux pair Si x(f) est un signal pair & valeurs réelles ou com-
plexes, i.e., x{¢) vérifie x{(—t) = x(¢), alors on a F(x) = F(x).

Si x{t) est un signal réel, alors on a ¥(—v) = X(1)*

Si x(t) est un signal réel et pair, alors ¥ est aussi réelle et paire.

Signaux exponentiels symsétriques Si I’on prend x(¢) = e~ a > 0, un calcul
simple conduit & :

2
Fle=" = et Flo0——— “ "t"] = ¢~
2 2

2a
a? 4 4n22 + 7

Signaux gaussiens On démontre que pour tout a > 0, les signaux du type

exp(—ma’t?), appelds signaux gaussiens, se conservent par ’opérateur Fetl'ona :

F[e—-'ﬂ'ﬂzr:] — le—ﬁamlvl
o
La T.F de Ia fonction e~ est donc la fonction e~ ™ elle-méme.

Fenétre rectangulaire a temps continu Les deux signaux TI(¢) et sinc(z)} sont
réels et pairs et on peut vérifier que

FIIO()] = sinc() et Flsine(r)] = IT(w).

Utilisant la propriété de changement d’échelle, on peut vérifier que la fonction rec-
tangle de support [—7T,T1], définie par

{
H(F)=1 sio —T<¢<T et 0 ailleurs
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et la fonction sinc(2Br) sont relides par :
f .
J—'[I'I(B?)] = 2Tsinc(2Ty) et Fisinc(2Br)] = —B~I'I(——)
Fenétre rectangulaire a temps discret Soit I1y le signal 4 temps discret définie
par
Oy()21 si 0<k<N—1 et O ailleurs.

La T.F de la fenétre & temps discet [Ty est donnée par :

ﬁN(V) = NT,sinc(N Tgy)e_fZWI’N?L )

~Fenétres-de Hamming.et de Hanning L’analyse d’un signal nécessite souvent
I"introduction de fonctions appelées fenétres de ponderatlon autres que la fenétré
rectangulaire. La fonction suivante :

2wt
wr() =a+ (1 — a')cos—%— pour O0<r<gT
= ailleurs

dont la T.F est donnée par :
~ Ty l -« 1 1 ,
wr{v) =Te ™! ad(i) + — oy — ?) + &6+ ?) * sinc{Tv)

définit pour @ = 0.54 et @ = 0.5 la fenétre de Hamming et celle de Hanning res-
pectivement. Pour @ = 1, on obtient la fenétre rectangulaire dont 1a T.F est un sinus
cardinal et pour o = 0.5, on obtient une fenétre dont la T.F est donnée par :

1 Te~J=Tv

ET:?,JI—IZSIDC(TU).

wr (V) =
Dans e cas discret, la fenétre de pondération est définie par :

271‘1&‘]1
wy (k) = a+ (a— 1)cos

pour k=01,....N—-1
=0 ailleurs
1.2.3 Transformeée de Fourier des signaux d'énergie infinie

On aura souvent besoin d’introduire des signaux d’énergie infinie qui ne sont pas
forcément périodiques. Pour étendre la définition de la T'F a ces signaux, on doit
représenter ces derniers par des « fonctions généralisées » appelées distributions.
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Une fonction & décroissance rapide est une fonction qui tend vers (}, pour
|t| = o0, plus vite que toute puissance de ﬁ On désigne par S I’ensemble des fonc-
tions indéfiniment dérivables et dont toutes les dérivées sont 4 décroissance rapide.

a) Transformée de Fourier d’une distribution

Une distribution définie sur un ensemble [ de fonctions est une forme linéaire sur
F. L’ensemble des distributions est donc le dual de F et sera noté . Comme pour
les fonctions classiques, dans la définition d’une distribution on deit obligatoire-
ment préciser I’ensemble de définition de cette derniére. On introduit dans la suite
trois ensembles de fonctions qui jouent un réle important dans la définition des dis-
tributions.

D : Ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et 4 support compact.

_§ : Ensembie des fonctions indéfiniment dérivables et 4 décroissance rapide.

E : Ensemble des fonctions indéfiniment dérivables et & support quelconque.

On introduit sur 2 et § la notion de convergence suivante : une suite de fonc-
tions ¢, € § (€ D) converge vers 0 au sens de S (D) si, quels que soient les entiers
I et m > 0, les fonctions /@™ () convergent vers O uniformément sur I'axe des
réels. Si x(¢) appartient 2 S, alors chaque fonction #/x™(¢) est bornée et som-
mabile. En effet, comme t/+2x)(t) est bornée par une constante M, alors ' x“ (1)
est bornée par ‘:—f D’aprés la formule de Leibnilz donnant les dérivées d’un produit,
on en déduit que (¢! x(t))™ est bornée et sommable. On peut vérifier que si x(7)
appartient 3 §, alors sa T.F X () appartient aussi 2 S.

Exemple 1.2.2 Fonction non dérivable et a support borné

La fonction rectangle x(r) = IT(+/ T) n’est pas continuement différentiable. Sa T.F
X (v) = Tsinc(Tv) est telle que [vX ()| est bornée et |12 X (1)| est non bornée.
Comme x(¢) est i support borné, 1™ x (¢} est sommable pour tout m. On vérifie ainsi
que X (v) est indéfiniment dérivable et que chacune de ses dérivées est bornde.

Afin de définir la T.F d’une distribution, commencgons par exprimer F(x) en
considérant x et F(x), non plus comme fonctions, mais comme distribution.

+oa ' +co ‘q
< F(x),p > = f () f eV (dtdy
—0G

w00

+00 +0oa .
= f f e~ 1™ x (Dp(drdy

oo +oa .
= f x{r) f e~ ™ s(w)dtdy
— 00

-0

=< x,F{p) >, Ve
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En effet, [e7/ 2™ x()p)f < |x()] le(¥)] est sommable comme produit d’une
fonction sommable x(#) par une fonction sommable (1) (cette formnle reste
valable lorsque ¢ ¢ D, pourvu que » € LY). Ce résultat suggere de définir Ia T.F
d’une distribution U par la formule

<Fp> 2 <UF()>, VoeD. (1.11)

Mais cette formule n’aura pas de sens pour {/ € E quelconque. En effet, si g € E,
F(ip) n’a aucune raison d’appartenir & E. La T.F d’une distribution arbitraire n’exis-
te pas. Nous considérons dans la suite uniquement le cas des distributions impor-
tantes dites tempérées pour lesquelles Ia T.F est définie par (1.11) oli I’ensemble D

...est_ remplacé par § . En effet, soit U une distribution tempérée. Pour (1) € S e

28me membre de (1.11) a un sens, puisque F(ip) = 7(¥) est dans S &t U dans S’ par

hypothése. 11 définit alors une forme linéaire continue de ¢() € S donc une distri-
bution tempérée V,, qui sera par définition F{(U). On définit la dérivée T’ d'une dis-
tribution tempérée T par :

<Tp>=—<T,y > (1.12)

b} T.F des distributions tempérées

Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur D et prolongeable par
une formie linéaire continue sur §. Comme on le verra sur les exemples, le mot tem-
pérée évoque une croissance lente a I'infini. On démontre qu’une fonction du type
e’, qui n’est pas a croissance lente pour 1 tendant vers ’infini, ne définit pas une dis-
tribution tempérée.

Exemple 1.2.3 Exemples de distributions tempérées

Les fonctions suivantes définissent des distributions tempérées.
1. Les fonctions sommables.
2. Les fonctions bornées.

3. Les fonctions localement sommables et & croissance lente, i.e, telles que :
|x()] < AltlF pour || — oo.

4. Les distributions & support borné et leurs dérivées successives.

5. Le produit d"une distribution tempérée par une fonction polynomiale.

Les résultats suivants étendent les propriétés de la T.F des signaux d’énergie
finie au cas des signaux d’énergie infinie.
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inversibilité Dans I'espace des distributions tempérés, les opérateurs F et F sont
inverses 'un de ’autre, i.e.

FFU)=FFU =U. (1.13)

Dérivabilité Si U est une distribution tempérée, alors V ey a (U) esttempéréeetona:
FIUY = (j2a)y"v (1.14)

Fl(—j2axy"v] = vim (1.15)

Produit de convolution Si § et T sont deux distributions & supports bornés, alors
le produit de convolution § = T est aussi 4 support borné, et on a :

FIS * THv) = S)T(w) (1.16)

" Ce résultat reste vrai si S est une distribution tempérée quelconque et T une distri-

bution & support borné.

Le résultat {1.13), dont une démonstration est donnée dans 'exercice 1.17, per-
met d’établir que si une distribution U vérifie 7(U) = 0, alors on a forcément
U =0.Eneffet, si V = F({/) =0, alors U = F(V) = F(0) est bien nulle. Dans
le cas ol U est une fonction, cela prouve seulement que I/ est nulle en tant que dis-
tribution, ¢’est-a-dire nulle presque partout.

Exemple 1.2.4 TF des distributions a support borné

La T.F d’une distribution ou d’une fonction est une distribution. Si x{r) est une
fonction & support borné, sa T.F est une fonction holomorphe et ne peut donc pas
étre & support borné sans étre identiquement nulle. Comme F{¢) ne peut étre nulle
que si ¢ est nulle, on voit que si p(f) € D n’est pas identiquement nulle, son image
de Fourier n’est jamais dans D. A titre d’exemple, la formule (1.14) donne :

F[8Y] = (j2m)™ pour m = 0. (1.17)

Il existe plusieurs représentations possibles pour la distribution 6. On a vu que la T.F
de la Eonction rectangle de support [—7,7T], définic par IT(%), est la fonction
A()y=2Tsinc(2Tv). Lorsque T tend vers I'infini, on démontre que la fonction
A(v) tend vers la distribution de Dirac 6(¢) qui peut donc étre interprétée comme la
T.F de la fonction constante x(r) = 1.

¢) Signaux particuliers et leur T.F
Signal signe Le signal signe est défini par :
Sg(ty=—-1 si r=0 et Sg®)=1 si r=0.
On peut vérifier que la dérivée au sens des distributions de Sg(r) est donnée par :
Sg()’ = 26(1).
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Ce résultat et la relation (1.17) permettent d’exprimer les T.F des dérivées et des pri-
mitives au sens des distributions de la de la fonction signe. On obtient :
1 4l

1
FlSg)) = —=——vp(-).
jmv jwm v

oil la notation vp(.) signifie que la fonction ainsi obtenue doit étre prise au sens des
distributions et son application & une fonction se calcule en valeurs principales de
Cauchy comme suit :

f A(U)—I_du__ lim [ ) J:(V)‘f’l"_di/‘!_j‘ x(r;)_—l-du].
0 17y

00 jmv e=0J £ jmv

Echelon unité ou Heaviside C’est le signal défini par la fonction de Heaviside :
U =1 si t>0 et U@)=0 si t=<0.
Pour calculer 1la T.F de U {#), au sens des distributions, on peut utiliser la relation

évidente entre les fonctions Sg(t) et U{t). On obient ;

1
Uiy = [1+S°(f)] et f[U(f)]——J(V)+——-

Jl

)

Partant de Sg(r)’ = 246(z), on obtient aussi :

FIUO = ——

o4

et la justiﬁcation de la différence entre les deux expressions de U (¢} provient du

fait que —; est une distribution qui est définie en valeurs principales et donc & un

Jru
Dirac d(i/) prés.

Signal analytique Soit le signal x(r) = a(t)cos{¢(t)). Dans le cas ol a(t) est une
constante positive et ¢(¢) une fonction linéaire du temps, le signal ne peut contenir
aucune information intéressante. Un tel signal sert spuvent comme porteuse pour
véhiculer un autre signal utile. On a alors recourt a des techniques de modulation
qui conduisent au cas ol a(¢) n’est plus une constante et () n’est plus une fonc-
tion linéaire du temps. Le probléme est qu’un signal peut s’écrire d’une infinité de
maniére sous la forme x{t) = a(t)cos(¢(¢)). 1l existe une technique qui permet
d’associer 4 un signal réel x(¢) un couple unique [a(#),®(t)] et qui est fondée sur
la notion de signal analytique. Un signal z{¢) est dit signal analytique, si sa T.F est
nulle pour les fréquences négatives. Soit x(f) un signal réel admettant une T.F X (14).
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On appelle signal analytique associé a x(¢) le signal z{(¢) a valeurs complexes dont
la T.F est définie par :

Zw) =2XU ) =1+ Sgh X (). (1.18)

Comme F(z(t)*) = Z(—wv)*, on obtient de maniére unique

w() = 2D +TO J;Z .

Il y a donc une correspondence biunivoque entre un signal réel x(r) et son signal
analytique z(r) associé. On peut alors poser
) =x(t)+ jy(t) soit ZM =X+ jY({)
et la définition de Z (1) conduit 4 :
Y () = —jSg() X (v). ' (1.19)

Le signal y(¢) ainsi défini est appel€ signal en quadrature de x(¢) eton a:
1 J N
y() = x0) * —up(D) =H[x(1)] (1.20)

ou 'opérateur H est appelé transformée de Hilbert. On peut vérifier en utilisant
(1.19) que H~! = —H.

Comme Z(¥) = 0 pour v < 0, le signal z(r) n’est pas 4 valeurs réelles et on peut
I’écrire d’une maniére unique sous la forme :

z(t) = a()exp(jo (1)), a(r) = 0.

La notion de signal analytique permet donc d’associer a tout signal réel x(¢) le
couple unique [a(¢),o(t)]. Evidemment, le fait que z(t) soit analytique impose i
a(t) et ¢(t) de satisfaire des contraintes. Ces contraintes s obtiennent en écrivant
que a(t)cos(g(r)) et a(t)sin{¢(r)) sont transformées de Hilbert I'une de 1’autre. On
peut vérifier facilement que la somme et le produit de deux signaux analytiques sont
aussi des signaux analytiques. On a aussi le résultat suivant (Théoréme de
Bedrosian) ; si X{v) =0 pour v > B et Y(v) = 0 pour v < B, alors

HIx(Oy ()] = x(YHIy(OL.

Exemple 1.2.5 Signal analytique associé a une sinusoide
La TF du signal x(¢) = cos(27 fot + ¢) ol ¢ désigne une phase & 'origine
constante est donnée par

X = %[ej‘-ﬁcS(U — fo) + e 5w+ fo)]-

Le signal analytique associé & x(t) est donc z(7) = ef C7/fr+d)
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1.2.4 Transformée de Fourier d'un signal périodique
Soit x(¢) un signal périodique de période 7. Ce signal est donc d’€nergie infinie et
pour définir sa T.F, i! faut prendre des précautions particuliéres. Une méthode

consiste & associer & ce signal son développement en série de Fourer, lorsqu’il
existe, défini par :

=3 jemly .
x(f) = ZX,,E T (1.21)
—og

et de prendre la T.F de ce développement au sens des distributions :

+00
OE ;:GX,,é(u— ;-) N (1.22) N

On voit donc que la T.F d’un signal périodique est réduit & un ensemble de Dirac
pondérés par les coefficients de Fourier et centrés en des points dénombrables et
équidistants sur I'axe des fréquences (u,,-A-n/T,n € Z). On dit que 'on a un
spectre de raies. Réciproquement, une fonction dont le support est réduit A un
ensemble de points dénombrables et équidistants peut étre interprétée comme la T.F
d’un signal périodique. A titre d’exemple, nous donnons la T.F des sigaux expo-
nentiels périodiques, x(¢) = /™7, lesquels jouent un rdle fondamental dans les
applications, On a ;

Fel?™y = §(r — vg).

Exemple 1.2.6 Limitation de la T.F en analyse temps-fréquence

L’utilisation de la T.F pour rechercher des fréquences pures contenues dans le
spectre suppose que les caractéristiques spectrales de ce signal sont « station-
naires ». En effet, la T.F conduit 4 une analyse en moyenne d'une représentation
spectrale comme le montre la figure (1.5) ot I’on trace la T.F de la juxtaposition de
2 sinusoides de fréquences différentes. Une fagon de traiter ce probiéme consiste &
découper le signal observé en plusieurs tranches chacune de durde T et calculer
ensuite les T.F de chacune de ces tranches. Mais cela introduit des effets de bord dus
aux différentes troncatures du signal dans le cas olt 7" est assez petit. La figure (1.6)
donne les T.F d’un signal observé sur une durée T puis sur une durée 27.

Peigne de Dirac La distribution définie par :

+00
PT(I)::A—_ Z &t —nT)

H==—0DQ
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Figure 1.5 La juxtaposition de deux sinuscides et son spectre.
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est appelée peigne de Dirac de période T. Elle est identique 4 un Dirac en tout point
kT .k € Z et vaut z€ro ailleurs. Tenant compte de la parité de Py (r), on démontre
que pour tout T fixé, 'image de Pr(t) par F est le peigne de Dirac de période 1/7,
ie.

1
FIPr0)(w) = = Pyyr ). (1.23)

Le peigne de Dirac de période 1 est donc invariant par 7. Comme Pr(~t) = Pr(f),
on a FF[Pr(t}] = Pr(t) et par suite :

1 = i A =
?ZeMT‘ =Z§(I—;1T). (1.24)
.ol — 00

~-Pour-toute-fonction x(1)-a-décroissance rapide, on peut appliguer (1.23) et obtenir
la formule suivante appelée formule sommatoire de Poisson :

1+DO

—ZX( ) =< Pyr(). X (1) >=< F[Py7r]1).x(1) >...Za(nr)

Exemple 1.2.7 Signal en dents de scie et peigne de Dirac
Considérons la fonction périodique de période T définie par :

Vi) —E-.% pour ¢ e [0,T].

La dérivée au sens des distribution de ce signal est définie en tout point r € R par:
Al
ViY== — Pr(t
() 7~ Pri
o Pr(t) est le peigne de Dirac.

Exemple 1.2.8 Lien entre cogfficients de Fourier et TF

Soit le signal x(1), de durée finie, défini par x(¢) = 2T1(t/2T) et y(t) le signal de
période 2T qui coincide avec x{t). Donner la relation entre x(t), y(t) et la fonction
rectangle TT(¢/ 7). On décompose y(t) en série de Fourier sous la forme :

y() 2 Z Y, el 3T

n=—0a

ol les coefficients de Fourier sont donnés par :

2T
= Fi H(t/2T)].

ba N I
Y,,—i tl'I(t/2T)e_"“TWtdt f 2Tt /2T e > 2 dt
-0
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1.2.5 Transformée de Fourier multidimensionnelle

La TF d’un signal multidimensionnel x(t1.f5,...,t;) € L' est la fonction
F¥(v,va,. . .. de R" dans C, définie par

() =f (e Tt g & By

oil ’on adopte la notation € = (ty,... ,4), ¥ = (V1,...,¥,) etdb=dt ... t,.
Les propri€tés de la T.F mutidimensionnelle sont similaires a celles établies dans
ie cas monedimensionnel. A titre d’exemple, on a :
1
ik‘n

v
A(__k““ )

Flxtkty kta,. .. k)] = I

a4 dé
Fl—1=j2my et Fl—j2aty] = —.
i diy

1.2.6 Transformée discréte et transformée rapide

Dans la pratique, on doit souvent traiter un signal & temps discret mais on ne dis-
pose que d’un nombre fini d’échantillons x4 = 0,!,...,N — 1. La question est de
savoir comment peut-on obtenir des informations sur le spectre de x¢,& € Z & par-
tir de 1’observation x¢.k = 0,1,...,N — 1 7 Pour répondre & cette question, asso-
cions a (xp),k € Z, le signal :

A .
xf:xk pour £=0,....N—1 et xf = () sinon
gui est complétement défini par le vecteur observation :
A
x=[xg,...,xn-11".
On a souvent x; == x{kT,), k =0,...,N — 1 oll x(¢) est un signal & temps continu

et T, est une constante appelée période d’échantillonnage. Pour simplifier les nota-
tions, on désignera par ¥ 1a T.F du signal (_t,iv), ie.,

N1
:i:‘N (V) - § '\_kew-jz‘ﬁl/kfe.
=()
Associons i la fonction ¥ (1) la suite X de période N, définie par le vecteur :

N w N1
X2 FY0),... ,x”(—N—)]T A Xo.. .. . Xn_i0T. (1.25)
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La suite X; qui est complétement déterminée par le vecteur X est appelée
Transformée de Fourier Discréte (TFD) du signal observé représenté par le vecteur
X et on a les propriétés suivantes :

X = W(w)x
olt W(w) désigne la matrice symétrique de Vandermonde suivante construite avec

A _2al,
le nombre complexe w="¢"/ "N :

wt w w?

A w? w! o.owhl
W(w) = w? w? w1
w? w0 V=D

La démonstration de ces résultats repose sur le fait que la matrice W(w) est symé-
trique et vérifie :

W(u)W(w™") = NL

Exemple 1.2.9 Calcul de la TFD d’une fréquence pure

On va calculer la TFD du signal 5, = e"-g’Tﬁ'%, n=0,1,...,N — 1. On obtient :

N1 N—
. n k . k
X(/NY =Y ThT 2T = Y )

n=0 ne={

On voit bien que cette fonction admet un maximum pour fy = 7’;« La valeur ainsi
obtenue est celle qui permet de remettre en phase tous les vecteurs s,. Cette pro-
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priété permet de déterminer une fréquence fy € [0,1] inconnue de la maniére sui-
vante. On calcule la TED, X (¢}, pour vq,2u,,..., My, on trace le graphe de cette
fonction en utilisant ces points et les échantillons sg,. .. ,sy..1. L’abscisse du maxi-
mum de cette fonction nous donne la fréquence fj.

a) Effet spectral d’une troncature et fenétres de pondérations

Dans la pratique, un signal discret provient souvent de I’échantillonnage d’un signal
continue. Le probléme est que la durée d’acquisition T est finie et I’information
contenue dans cette observation ne permet pas de calculer la T.F du signal 4 moins
que ce dernier soit périodique et que T soit un multiple de sa période. Méme dans
ce dernier cas, il faut en plus que la période d’échantiilonnage vérifie une condition
qui sera donnée plus loin. Le calcul de la TFD introduit alors des « effets de bord »
comme le montre ’exemple suivant. Associons an signal l(f) observe sur ung

durée finie T, e signal tionqué x+(r) défini par :

xr(t) 2 x(OT7(r) (1.26)

oli [T est la fonction rectangle de support [0, T]. Avant d’analyser I'etfet de la tron-
cature sur un signal a temps discret, considéront tout d’abord ie cas continu. On
obtient :

X7(¥) = X (v} * [Tsinc(Tr)e~ ™7 ] (1.27)

Pour bien voir les similitudes entre le spectre X {#) et celui X+ (¢) du signal tron-
qué, considérons le cas particulier suivant.

A
x(1) = Acos(27 fot), X () = [8(v — fo) + 8(v + fo)l-

La T.F du signal tronqué est donnée par :

X)) = i_)i:e_jWT{ej“f“TsincT(V — fo) + e I ™ sine T (v + fp)]
On peut choisir fyT entier et tracer le spectre d’amplitude du signal tronqué x7 ().
Le graphe montre qu’il y a un effet de lissage et un effet de bord. Ces effets se tra-
duisent par I’apparition de lobes secondaires qui ne devraient pas exister. Ces lobes
secondaires proviennent de ['effet brutal de troncature du signal qui revient i rem-
placer ce dernier par zéro en dehors du support de la fenétre d’observation [17. Ces
effets réduisent la finesse d’analyse. En particulier, si I’on a deux raies spectrales
distantes de moins de 1/7, elles seront pratiquement indiscernables. Pour atténuer
les effets de troncature, on introduit des « fenétres de pondération » wr(r). Cela
signifie qu’au lieu de traiter le signal tronqué xy(¢), on (raite le signal pondéré
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wr(t)xr(t). I existe plusieurs types de fenétres. Les plus utilisées sont celles de
Hanning et Hamming introduites 4 la page 16 et celle de Gauss définie par : wr(r) =
Aexp(—at?), a,A > 0. La figure 1.7 donne la partie réelle d’un signal égal i Ia
somme de deux sinusoides (a), ia TFD du signal calculée avec une fenétre rectan-
gulaire (b} et avec une fenétre de Hamming (c).

(=) (L) (c)
1.5 T |0 r 45 r
BO = 4ot 4
k] -
7O 1 351 -
0.5 [-Te3 o 1 aotl E
i
l s0f {1 as} .
o [Rie i
R aok i zof :
. .i SNSRI S—————r W N .
—-0.5 E 30 1 151 1
20 H - 10 E
—1 m
10 E 5H E
i . . X
1 '50 2 4 8 % 0.5 1 o 0.5 1
temps (en B} frégquence fréquance

Figure 1.7 Effet d’une fenétre de pondération sur fa TFD.

b) Calcul de la TFD : Transformée de Fourier Rapide

Le calcul de X nécessite a priori 4N multiplications réelles. A titre d’exemple,
pour N = 32, il faut 4 096 ce qui est trés important ! Ceci a conduit i la recherche
d’algorithmes rapides pour effectuer ces calculs en tenant compte de P'application
considérée.

Les calculs doivent se faire en temps réel & 1'aide d’un faible nombre d’échan-
tillons N mais dont le renouvellement est assez rapide (par exemple 4 une fréquence
de 4 MHz).

Les calculs doivent se faire en temps différé & 1'aide d’un grand nombre d’échan-
tillons N et avec trés peu de renouvellement.

Comme critére de rapidité d’un algorithme, on prend généralement en compte le
nombre d’opérations arithmétiques et celui de places mémoires nécessaires pour les
stockages intermédiaires. Durant la derniére décennie, les algorithmes utilisant la
logique ciblée ont €t€ progressivement abandonnés au profit de I'introduction de
processeurs programmables spécifiques dont [a rapidité dépend fortement du type
d’architecture utilisée.

II existe plusieurs types d’algorithmes qui permettent de calculer le vecteur X &
partir du vecteur x. En particulier, il est possible de réduire considérablement le
nombre d’opérations a effectuer en utisant les propriétés de la matrice W et en choi-
sissant NV egal & une puissance de 2. Ceci conduit 4 des algorithmes connus sous la
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dénomination Transformée de Fourier Rapide (TFR ou FFT en anglais) et qui ne
seront pas développés ici.
A titre d’exemple, les algorithmes dénommés algorithmes de racines 2* sont fon-

"dés sur ’idée qui consiste & décomposer une TFD de N = 2* points en 2% TFD de

@ Dunod. La photocopie non sutorisée est un délit.

2F-K points. Cette idée permet d’introduire des algorithmes itératifs ayant une
structure modulaire répétitive, facile & mettre en oeuvre et nécessitant une faible
complexité de calculs numériques. Actuellement, de nombreux consiructeurs pro-
posent des processeurs spécialisés optimisés pour le calcul de la FFT comme le pro-
cesseur HOSP 66210.

¢) Prolongement du signaf observé par des zéros
Considérons un signal observé sur M échantillons. La question est de savoir s’il est
plus intéressant de calculer la TFD X# de longueur M en utilisant les M échan-

tillons ou la TFD X de longueur N, M < N en complétant les observations par
N — M échantillons égaux 4 0. La TFD de dimension N s’écrit sous la forme :

N—1
ke
xV = mulle W M=01..N-1,n=0,1..N—1
k=0

oil u}:" désigne la fenétre rectangulaire de support (0,M ~ 1). Un calcul simple

montre que le module de la TFD d’un signal prolongé par des zéros est indépendant
de la position du support du signal et que cette opération revient a un €chantillon-
nage plus serré. Comme ce prolongement correspond 4 une multiplication du signal
par une fenétre porte, la TFD du signal prolongé sera donc égale 4 la convolution
du signal observé par une fonction sinc qui est la T.F de la fenétre. Comme la fonc-
tion sinc n’est pas a support compact, la convolution considérée a pour effet, a cause
de ses lobes secondaires, d’altérer la T.F du signal considéré. Cet effet est néfaste
sur la résolution, ¢’est-a-dire la capacité de la TFD de distinguer deux fréquences
spectrales proches. Des exemples simples permettent de voir que 1’on peut séparer
deux fréquences f; et f> si elles vérifient f1 — f2 > 1/T ol T est la durée d’obser-
vation du signal. Pour bien séparer les signaux, on a intérét a avoir un lobe prin-
cipal aussi étroit que possible et des lobes secondaires d’amplitudes trés faibles.
Malheureusement, il n’est pas possible d’avoir simultanément ces deux propriétes.
H est cependant possible de diminuer les amplitudes des lobes secondaires en rem-
plagant la fenétre rectangulaire par une fenétre plus douce et sans discontinuités.
Les exemples suivants montrent comment on peut calculer la TED avec fenétre de
pondération  partir d’une TFD sans fenétre.

Exemple 1.2.10 Calcul de la TFD avec fenétre de pondération
Associons 4 un signal A temps discret de durée finie x,k =0.,1,...,§N —1, le

signal pondéré ; y é.tkwk,k =0,1,...,N —1, olt uy 2 wy (k) est la valeur de la
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fenétre de Hanning 2 temps discret introduite a la page 16. Le probléme consiste
calculer la TFD ¥;,k =0,2,...,N — 1 de v en fonction de la TFD de x;. Partant
de la définition de la TFD du signal y; et remplagant w, par son expression, on
obtient la récurrence suivante :

1 1 1 _

Y. = -~2-Xk — ZXk“l - ZX;H_l, k=1,....N.

Cette récurrence montre que 1'application de la fenétre de Hanning revient i faire
un lissage de la TFD X par un filtre ayant une réponse impulsionnelle symétrigue
définie par: g =1/2, hy = —1/4 et hy = 0 pour k = 2.

Exemple 1.2.11 Séparation de deux fréguences et TFD

“~Onconsidere le signal i temps-discret-défini-par-;

x(f) = Ael2mUNIH8) 4 g pi2nlfat+en)

ol f1, f> désignent deux fréquences positives distinctes, ¢;,%, deux phases 4 1"ori-
gine données. Soit y(¢) le signal observé, égal & x(¢) sur 'intervalle [-7/2,T/2]
et nul partout ailleurs. La T.F de y(¢) est donnée par :

Y () = [Aef918(v — fi) + Ae/P26(v — f2)) # Tsine(aTv)
= ATe/sinc(xT (v — f1)) + ATe/%sine (7T (v — f2)).

Soit M I’ordonnée du creux entre les deux lobes principaux du graphe de |¥ (15)]%.
On se propose de déterminer la durée d'observation T pour laguelle

(M/AT)? < 1/2. L’ abscisse du creux entre les deux lobes est fy = (fi + f2)/2 et
onaM = |Y{(fy)| = 2ATsinc(wT (fo — f1)) = 2ATsinc(xT(f2 — f1)). Dol

sin(n? (fo — f1)) _ 1
=T (f2— f1) 242

11 suffit de choisir T tel que aﬁ,(—ﬁ—_ﬁ < ;% La figure 1.8 montre 1'influence du

choix de 7T sur la possibilité de détecter les deux fréquences contenues dans le
signal.

T.F et convolution cycliques On associe aussi parfois au signal observé x; .k =
0,....N —1 le signal périodique de période N et qui coincide avec (x;) pour
k=0,...,N — 1. On définit ensuite le produit scalaire, la T.F et la convolution en
limitant les sommations & N termes. On obtient ce que 1'on appelle la T.F et la
convolution cycliques. Ces définitions permetient d’étendre certaines propriétes de
la T.F et de la convolution a la T.F et & la convolution cycligues.
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Figure 1.8 Durée d'observation et séparation de fréquences.

EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

1.1 Représentation d'un systéme

Dire, dans chacun des cas suivants, si la relation d’entrée-sortie définit un systéme
linéaire, instantan€é, invariant, causal {entrée : e(t), sortie : s{(#)).

5(t) = sin(r)e(r)

P g
s = ajelt —iTo)e(t — jTo)
i=0 j=0
f

s(1)y = Asin(e(t —1p)), s(t) = f sin[e(t) -+ #]d8.
=7

1.2 Fonctions propres d'un filtre linéaire

1. On considére le systéme défini par la relation entrée-sortie suivante :
o0
s(t) = f hit — He(Dds.
)

Démontrer que c’est un filtre linéaire et exprimer la sortie associée au signal
e(t) = /! en fonction de e(r).
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2. On considére un filtre linéaire F. Démontrer que pour tout signal du type
x(t) = 7’ ol z est un nombre compiexe fixé, on a F[x(#)] = ax(t) ol « est une
fonction de z indépendante de . On dit que = z est une fonction propre de F et la
fonction ce(z) est appelée fonction de transfert du filtre,

3. On suppose que la réponse impulsionnelle du filtre est la fonction rectangle IT(:)
de support 7. Calculer la sortie s(7) de ce filtre associée & 'entrée

e() =T(—), T’ >T.
T

4. En déduire le produit de convolution r(7) & [ITy « ITx](7) d’un rectangle par lui-
méme et tracer le graphe de r(7).

1.3 Projection orthogonale et série de Fourier

1. Soient deux signaux x(¢) et y{t) d’énergies finies, a valeurs complexes. Exprimer

I’énergie
+o0 ~,
E; = f |z(1))7

[a.w)
du signal z{t) = x(#) + Ay(t) en fonction de celles de x(¢) et v(1).

2. On suppose les signaux réels. Etudier le signe du polyndme E. et en déduire
I'inégalité suivante (inégalité de Schwarz) :

| f Oy (i < f (1)t f () 2t (1.28)

00 —o0
3. On suppose maintenant les signaux complexes. On pose A = |Alexp(j&).
Choisissant convenablement €, démontrer I'inégalité de Schwarz pour les signaux &
valeurs complexes.
4. Que peut-on dire de x(t) et y(¢) dans le cas ol (1.28) est une &galité 7

J2mns

: o R . , A . .
5. Développer en série sur le systéme de fonctions ¢, (t)=e’"""T les signaux

x{t) = CDS(Z‘.’T/L’U%) puis x(¢) =} CDS(Q’}T/CU%) | ofi kg est un entier fixé.

1.4 Prgjection orthogonale d'un signal
On consideére le signal & temps continu

x(f) = ed 27 fortip)
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oil  est une phase i I’origine constante et fy une fréquence positive donnée. On
projette le signal x (#) sur I’espace vectoriel muni du produit scalaire :

o0
A
< x(),y(t) > —_-f x(t)y*()de
-0
et engendré par les 2 signaux ¢, (1) = 5@% et g,(1) = 51“2(—?_'7;:1’1 oll B est une

constante positive donnée.
1. Déterminer la projection orthogonale X(r} de x(1).
2. Calculer 1’énergie de X(¢) et discuter sa valeur en fonction de fj et B.

3. Calculer la T.F du signal x(k7T,), k =0,1... N — 1, et déterminer I'abscisse du
maximum de son module.

1.5 Signal périodique
On considere le signal x(t) = I[T1{¢/ T).
1. Tracer le graphe de y(t) = x(¢) + x(t — %) et calculer sa T.F.

2. On introduit le signal de période 27 défini par

0]

02 3 y(t—2nT)

n=-—0G

et on décompose z(f) en série de Fourier sous la forme :

A oc "
2L g
W= E Zyel Tt

n=-—0c
Exprimer le coefficient Z,, en fonction d'une intégrale faisant apparaftre le signal
¥,

3. Donner V'expression de Z,, en fonction de 1a T.F de y(z) en un point particulier
que I’on précisera et calculer Z,,.

1.6 Utilisation de la conservation du produit scalaire

1. Rappeler la propriété de conservation du produit scalaire par la T.F et appliquer
ce résultat pour calculer intégrale

P2 < (0, (1) > & f () y(oyrde

—o0
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dans les cas suivants :

{a) — x(r) == sinc(Ar) et y(t) = sinc(B+)

(b) — x(t) = sinc(At) et y(t) = sin(w Br)

() —x(r) = sinc(At) et y(t) = eeltl,

2. Calculer la T.F du signal x(t) = B[sinc(B1)]* et son énergie E,.

3. On «module » x(¢) par le signal m(t) = cos(2Zmyt) pour obtenir le signal
y{t) = m()x (1), vy > 2B. Cette opération définit-elle un filtre linéaire ?

4, Calculer la T.F du signal y(r) et son énergie E,.

1.7 T.F d'un signal a support borné

x(1) =x()TI(t/T). Soit x,(¢) le signal de période T qui coincide avec x(7) sur
[~T/2,T/2) et

A +o0 n
2mamt
xplt) = E X el™T

H=—00
son développement en série de Fourier.
1. Ecrire les relations entre x(¢) et X,,.

2. On admet que x(¢) posséde une T.F X (/). Exprimer les coefficients Xy en fonc-
tion de X (v).

3. Partant de I"identité x (¢) = x,(1)T1(z/T), exprimer X (v) en fonction des coeffi-
cients X} et de la fonction sinus cardinal définie par sinc(u) = sin(mu)/(7u).

4. Vérifier I’expression obtenue pour X (1) pour les fréquences multiples de la fré-
quence fondamentale 1/7.

1.8 Transformée de Fourier et dérivation

1. Donner I’expression de X () en fonction de x(¢) et exprimer x (¢) en fonction de
X ().

2. Exprimer la dérivée de 1a T.F X (/) d’un signal x(¢#) en fonction de y(¢) = rx(¢).
Utilisant la transformée inverse, donner 'expression de la T.F de y(¢) en fonction
de X' ().

3. On suppose dans toute 1a suite que x(¢) est le signal rectangulaire TI(t/T).
Calculer la T.F de x(r).
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4. Montrer que le signal :

+00

rn = Yy —nl)

=00
est périodique et déterminer sa période.
5. On décompose r(t) en série de Fourier sous la forme :
A = 2o
r)2 3 Ry eTT
N=—00

Donner Iexpression du coefficient R, en fonction de Y (v/) et calculer ce coefficient.

6. Exprimer 7(z) sous forme d’une série de Fourier faisant intervenir les fonctions

sin(—-——y;’” ).

7. On note y (1) la dérivée de y(¢). Calculer la T.F de y,(#} et comparer cetic T.F 2
celle de x(r) et expliquer le résultat.

1.9 Approximation d’'un signal par projection

On considére I’ensemble des signaux ¢, (¢), k € Z, définis par :

sin(mt
i (£) 2 sinc(Bt — k), sinc(t) & (;T)
T
et on introduit le produit scalaire suivant :
oo
A Y
<x()y@) > A f x(0) y(o)* dt
J =00

1. Calculer a,, , I &, (1), (1) =>. Que peut-on dire des signaux ¢, (¢) 7
2. Soit le signal x(t) = cos(27 for + )., fo > 0. Calculer Ia TF X (v) de x(¢).
3. On approxime x (¢} par sa projection orthogonale

N

HOEDITAG

k=0

sur I'espace vectoriel £y engendré par les signaux ¢, (t), £k = 0,1,...,N. Calculer les
coefficients ay en distinguant les cas fy < B/2 et fy > B/2. Interpréter le résultat.

4, Expliciter x(r) dans le cas x(t) = sinc(B’t), B’ < B, et interpréter le résultat.
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1.10 Approximation d’'un signal par un autre

sin(5t)

t

tangle de support [—1/2,1/2]. On admettra que la T.F de sinc(r) est [T1(»). On veut
approximer le signal

On pose dans toute la suite sinc(f) = et on désigne par I1() Ia fonction rec-

x(t) = >0

it
par un signal de la forme s(r) = Asinc(2Br) ol A est un paramétre réel & détermi-

ner et B un réel positif connu, On admettra que la T.F de x(r) est égale a e =201 gt
on introduit le signal ecreur e(r) = x(f) — s(t).

1 EXprimier en fonction de A 1'énergie définie-par
o0
EA) = f e (t)dt.

——2, Déterminer la valeur Ag de A pour laquelle cette énergie est minimale.

3. Calculer, pour A = Ay, le produit scalaire :

oo
P = f e(t)sinc(2Bt)dt.
-0
4. On fait passer le signal s(¢), A quelconque, dans un filtre linéaire dont la réponse
impulsionnelle est 2(7) = s.inc(#). On soppose 0 < BT < 1/4, calcnler la T.F
Y (1) du signal v(7) a la sortie de ce filtre. En déduire y(r).

1.11 Signal triangulaire

On désigne par Tri(¢) la fonction triangle de support [—7/2, T/i] définie par
; Trife) = Tri(—1) et :
Tri(t) =t+7T/2 pour —T/2<t<0
=0 pour t < ~T/2
ol T désigne un réel positif donné.
1. Tracer le graphe de la fonction Tri(z).

2. On rappelle que la fonction Tri(z) est égale au produit de convolution d’une fone-
tion porte par elle-méme. Déterminer cette fonction porte que i"on désignera par
Rec(t).
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3. Rappeler I'expression de la T.F de Rec(r) et calculer fa T.F de Tri(r).

4. On introduit le signal x(¢) de période T défini par x(t) = Tri(f) pour | 7 |« T/2.
Calculer 1a T.F de x(2).

5. On projette le signal x(t) sur 'espace vectoriel engendré par les N signaux :

t — kT
T

Hk([)=l—[( ), £=0....N—-1

on IT(t) désigne la fonction porte de support [—T/2,7T/2]. Déterminer la projection
orthogonale X(t) de x(¢).

1.12 Séparation de deux fréquences
" On considere le sighai 3 téinps discret défini par :
x(1) = x1(8) + x2(r) avec x;(1) = /TSI f =12

ol f1, f7 désignent deux fréquences positives distinctes, ¢,¢, deux phases & 1’ori-
gine données.

1. Calculer la T.F X (v} de x(1).

2. On considére le signal observé y{(t) = y;(t) + y2(t} égal & x(¢) sur 'intervalle
[0,7] et nul partout ailleurs. Calculer la T.F ¥ (/) de y{r).

3. Représenter 1'allure du graphe de | ¥, (v}].

4. Déterminer les deux fréquences v et v les plus proches de f; pour lesquelles
¥1(r) s’annule (ces fréquences sont symétriques par rapport i f).

5. Représenter dans le méme repére la fonction
1Y ()| = Y1 ()] + [V2(v)]
ou

Yi)l = Y:(v)| pour v e [14,5]
= () ailleurs

6. Discuter le choix de T qui permet de séparer les fréquences f; et fa.
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1.13 Exemple de signal analytique

On consideére le signal complexe x(¢) défini par :

() = S exRGn
1 ~ aexp(jwt)
ot a estréel et tel que |a| < | etw > 0.
1. Calculer le module |x(¢)] de x(¢).

2. On admet que le signal x(¢) est analytique si tous les péles de x(¢) ont une par-
tie imaginaire négative. Calculer les pdles de x () et en déduire que ce signal est
analytique.

.3.~Déterminer le signal réel s (¢).dont x(¢) est le signal analytique,

1.14 Calcul d'une TFD

On considére le signal & temps continu

x(r) = ¢/ T for+)

oil ¢ est une phase & I’origine constante et fy une fréquence positive donnée. On ne
dispose que des N &chantillons xp = x(k7,), k=0,1,...,N — 1, ol T, est une
constante positive donnée. On introduit la transformation suivante qui associe a ces
N échantillons, un ensemble de N autres échantillons définis par :

N-1
N P L
X, = Zxke SN o n=0,1,....N —1.
k=0

1. Calculer X, pour n =0,1,...,N — 1 et tracer les N peints de cordonnées
(r/N,|Xy|) sur un méme graphique.

2. On calcule maintenant la fonction de 8 :
N—1 _
Y(O) =) xpe 20,
k=0

Tracer le graphe de la fonction | ¥ (#)| et déterminer la valeur 9 ded pour laquelle
|¥Y (#)| est maximale.

3. On se place dans le cas N = 2 et on se fixe une valeur particuliere pour 8, soit
Op. Représenter dans le méme plan les nombres complexes xg et x; d’une part et X

et Xy d’autre part. Interpréter géométriquement a quoti correspond la valeur 8.
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1.15 Majoration de 1a T.F, dérivation, intégration
1. Soit x € L', une fonction continue et dérivable. Démontrer en intégrant par par-
ties I’expression de la T.F x la majoration suivante :

+0a

2EAIX ()] < f WOl 2 15 (1.29)

—o0

2. Supposons x m fois continuement différentiable avec des dérivées d’ordre < m
sommables. Démontrer la formule suivante :

Hmy XO @) < 12 5 (0™ | (1.30)
3. Par dérivation sous le signe intégral, établir la formule suivante :
X'(v) = F[—j2=tx(t)] (1.3D

et généraliser ce résultat dans le cas ol x*"(¢) est aussi sommable et X (v) m fois
continuement différentiable.

4, Montrer que si x est indéfiniement dérivable et que toutes ses dérivées sont som-
mables, alors X (¥/) décroit plus rapidement que toute puissance de iT]/T

5. Montrer que si £/ x(¢) est sommable quel que soit /, alors X% (/) décroit plus vite
que toute puissance de - EUI lorsque || — oc.

1.16 T.F d'une distribution a support borné

Démontrer que si U est une distribution a support borné, son image de Fourier est
une fonction prolongeable pour les valeurs complexes de v en une fonction hole-
morphe entiere, définie par la formule :

FIUIW) =< U,e™ 7™ > | (1.32)

1.17 Propriétés de la T.F d’une distribution

1. Soit U une distribution & support borné, justifier pourquoi le calcul suivant est
possible :

V() =< U,e 7™ >
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2. Démontrer que V(1) est une fonction indéfiniment dérivable de v.

3. Démontrer que V (1) existe pour v complexe et qu’elle est indéfiniment dérivable.
4. Démontrer que V (), considérée pour v réel, est la transformée du Fourier de 1.
Soit x(#) une fonction appartenant a S. Démontrer que F ' F(x) = FF ' (x) = x.
5. Démontrer la méme formule pour I/ € 5.

6. Soit x(t) une fonction & support borné, 2 fois continuement différentiable. Partant

de
+0o +oo
f () Pdt = f ()P

—00 oo

et remplagant x(r) par son expression en fonction de X (v), démontrer la formule

“giivante T
+00 +oo
f (Pt = f X () d
oo —00

7. En déduire la formule :

o0 400
f x(£)y*(6)dt =f X()Y*hdw.

-0 hade o]

SOLUTIONS

1.1 1. Le sysieme est linéaire, instantané, causal et variable.
2. Le systéme est non linéaire, non instantané, causal et invariant.
3. Le systéme est non linéaire, instantané, causal et invariant.
4, Le systéme est non linéaire, non instantané, causal et variable,

1.2 1. C’est un systéme linéaire invariant puisqu’a une entrée e(r — &) it associe une sor-
ties(r — ).

s(r):f hr —a)efw*’de;:f h(G)ef”("de=s({)G(%). {1.33)

(o]

Le signal e(t) = e/*' est bien une fonction propre du filtre de Gain G(%).

2. La sortie associée 2 2’ est égale 4 la convolution de la réponse impulsionnelle par I"entrée.
Soit ;

s(t) = f Hz %0 = 2 o).
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3. $() = () * e(t) = f ;. m(—~)d6

On peut verifier que {r) est une fonction paire. Il suffit donc de la déterminer pour ¢ < 0.
On obtient le trapéze définie par :

T+T
(1) =0 pour < -— -
T+ T T+7T T-T
=rI+ pour — <t <
2 2 2
=T pour )

4. Le produit de convolution r(7) s obtient en faisant 7 = T’ dans le résultat précédent. On

-~ pbtient le triangle de support [—7, 7] et qui prend la vateur T pour ¢ = ().

oC

- . A . e, .

1.3 On utilise les notations Eyy, = f () (dt et Eyy 2 Ey. La linéarité du produit
scalaire conduit i : =

E, = [APE, 4 2Re[AE, ]+ E,.
1. Pour les signaux réels, E. est un polyndme en A qui ne prend pas de valeurs négatives.

Donc son discriminant doit rester toujours négatif. Cette condition se tradvit par I'inégalité
{1.28).

2. Dans le cas de signaux complexes, on pose \* = [Aexp(j#) et on choisit comme valeur
pour # I'argument de £,,. Cela nous conduit au polynéme

E = |APEy 4+ M| Eye| 4 Ex

dont ’'indéterminée est | A} et donc & la méme inégalité (1.28).
3. Dans [e cas ol I’on a égalité, les signaux x(7) et y(t) sont proportionnels.

4. On obtient :

x(1) = Z X0, (1)t

=00

o4 T o
)

Dans le premier cas, on choisit o = ~T/2, et le calcul de 'intéprale conduvitd : X, = X 4,
= 1/2 et tous les autres coefficients nuls.

davec

Dans le second cas, on choisit « = —T /4, on pose /T = 7 et I'expression de X, s'écrit :
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1/4 , 3/4 "
X, = f cos(Zrne ™~ dT — f cos(2mre ™™ dr
~1/4 §/4

1/4
= f cos(2rH1 + (=1)*le ™ dr=0 pour n=72k+1
~1/3

s )
- f [e=/TmQk-7 4 o= iR DT e pour n o= 2k
~i/d

o T
sin(2k ~ 1) | sink+ nZ
T ki)
(2% —1)3 2k +1)7

= (=] pour 5 =2k,

a(n?—1)

141 Lz;;rojection orthogonale est donnée par
X() = ey (1) -+ g (1)
oil fes coefficients rv) et ey vérifient le systéme suivant
< x(0).41 (1) >= eallgy|I* + 0 < by >

< x(),d:(t) >= a1 < ¢.dy > +alld||?

avec
~ o~ 1
|1 =< ¢,y >=< &0y >= B
il =< $1.60 >=< dn, 0 >= 73
| I
< x(1),0;(t) >= EEJPH(-J—;E), < x(t),¢a(t) >= Q—B-e“’l'l( fo 3.
On a donc le systéme suivant
o1 +aaf2 = e“’l’l(fﬂ
o) +az= e“’ﬂ( fﬁ
Sa solution est donnée par
ot =ef’*'[2H(J[; (—fﬂ—) et az=2 “’[Tl( fo )— (E)-

Les valeurs de «vy et a; dépendent de la position de f; par rapport & B/2 et B.
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2. L'énergie de X{r) est donnée par

E; = IR =< x(0.% >=a} < x(),¢, > +a} < x(t),¢, >
D’ol
e N E O .

D’oil la discussion : E; =1/B si fuy < B/2, Ez=1/2B si B/2 < fu < B, E; =0 si
B < fo.

3.0na
Nt N1 wh —1
Y() = 3 x(kT,)e 2T = o7y gmI2nkTetv=ii) =
' k=D k=0 w—1

avec w = e~/* = folT {Jn calcul simple conduit 4

sin[rN T, (¥ — fo)]
sin[nT.(v — fo)]

Y (v}l =
et donc le maximum de |¥Y (¢/)f est atteint pour v = fy.

1.5 1.0na ¥} = X(v) + X (e/™7.
2. Le coefficient de Fourier Z,, est donné par :

i ~i2r LT —j2n et
Zy = — c(f)f 77 = ar | _}’(f)e ar
i n
— ' j"':f—r = —¥(—
f ye ZTY(?.T)'
3. On obtient finalement :
e e (— Y
Z, = (—)[1 +el™] = —smc:(—)[l +e"l]l= 7]

1.6 1. La propriété de conservation du produit scalaire par la T.F est donnée par I'égalité
suivante :

P:j x(tyy () de mf XY@y de

{nu] —00

La quantité P peut donc se calculer de deux maniéres différentes.
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{a) Comme X (1) = $T1 (%), on obtient :

f“ 1 7 inf(A,B)
P = e 1 [ —emnn— } dpf == ————
e AB inf(A,B) AB

(b} Comme Y (1) = é[ﬁ(u — B) — d(v+ B)], on obtient :

ij;mziAﬂ(%)[J(rJ—B)—é(rx+ B)]du:% si Bl < A

et P =0 si|B}> A,

oy .
{c) Comme Y (1) = 2 on obtient :

i m ln iy oy g 1 B2 Ya .
- j;m A (;)az + 4t V= A j;B/Z 4+ 4t ¥

2. La T.F du signal x(¢) = B[sinc(B¢)]* est égale B fois le produit de convolution de Ia T.F
de sinc(Brt) par elle-méme. On sait que ce produit est la fonction triangle. D¥of

X(w) = %n(-g) * mg) = Trizs ()

v
Trigp(r) = 0 pour ¥ < — B, Triag (V) = 3 4+ 1 pour ~B < <0
et Triag (1) = Triag(—1).

Pour calculer 1" énergie £, il suffit de calculer I'intégrale de la fonction Triag (14)°.

3. Cette opération ne définit par un filtre linéaire puisque la sortie associée a x(f — 1) est
égale & m(t)x(r — 7). Elle n’est donc pas égale & y(¢ — 7) qui vaut m(t — dx(t — 7).

4.0na
1
Y{u) = M) % X (v} e= %{(5(11 —uy) + (vl X (1) = i[X(V_ vy) + X (v ol

Comme » > 28, le graphe de ¥ () est constitué par les deux triangles Triag (¥ — 1) et
Triag (¥ — 1) qui ne se chevauchent pas. On obtient done E, = E,.

1.11 1. Tracer le graphe de la fonction Tri{¢).

2. La fonction Tri(¢) est égale au produit de convolution d’une fonction porte de support
[—T/4,T/4} par elle-mé&me. On a donc

Tei(r) = () # T1(2).
T T
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3. On sait que

Ty
2

F(Rec(t)) = gsinc( ).

E

F(Tri(z)) = %sinc(g)z

4. La T.F de x(#) s’obtient en développant en série x(¢} el en prenant les T.F de cette série
terme A terme. On obtient :

X = ZXkﬁ(rJ— ;)

" ol les coefficients X sont donnés par :

N 1k 1 [ ok
Xy = —f (e T = —f Tri(t) e /" 7' dt
T Jorp T J_«

I . k T . km., 2T
= — _—) = — —_—} = =2
Tj:(Tn(r))(T) 1 sinc( 7 } pEr pour 20+ 1.

5.0na:

N-1
TU) = Zakl'[k(t).
]

On peut vérifier que les I, (¢} sont orthogonaux et donc les oy sont donnés par :
1 fre T
g = — x(t)dt = —.
p= -[—TIZ (t) 7]

On constate que oy est la valeur moyenne de x(t) sur une période.



Chapitre 2

Représentations énergeétiques
- at symbeoliques
d'un signal déterministe

2.1 REPRESENTATIONS ENERGETIQUES

Si X (v) est la T.F de x(¢), la fonction | X (/)|* est appelée spectre ou bien densité
spectrale (d’énergie ou de puissance) de x(¢). Si le support de | X ()] est réduit 2
un ensemble discret de fréquences, on dit qu’on a un spectre de raies. Le spectre
d’un signal périodique x(#) est donc un spectre de raies particuliers ol les raies sont
équidistantes et oul leurs amplitudes sont les coefficients de Fourier associés a x(7).
Nous allons donner quelques précisions sur ces définitions et pour plus de détails,
on peut consulter les références suivantes [14] [15].

2.1.1 Corrélation et densité spectrale

L’intercorrélation de deux signaux 2 temps continu est définie par ’'une des deux
expressions suivantes selon que 1'on considére des signaux d’énergie finie ou infi-
nie. Dans ce dernier cas, on se limitera aux signaux de puissance finie en insistant
sur les signaux périodiques qui sont évidemment d’énergie infinie.

Signaux d’énergie finie

Yoy (NE f Xyt — T dr @.1)

e O
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Sighaux de puissance finie et signaux périodiques

a . L7 .
= —— W i —_ 2
Yy (T Tlingo 77 j;T.x(t)) (t — Ndt (2.2)
Dans le cas des signaux i temps discret, les définitions s écrivent :
A o 4]
e () 2D )y 00 = B
- @2.3)
= Nll—mo 2N Za(n)y (n— k).

11 existe un lien étroil entre le produit scalaire et les deux lois internes qui définis-

__sent le produit de convolution et I'intercorrélation. Ces deux lois internes définis-

sent des applications de L? x L2 dans L” ef on pent vérifier facilement 1y identi=
tés suivantes :

Yoy (T) = [ (8) # y(=1)"1(7) =< x(t),y(t —7) > . (2.4)

La T.F de la fonction d’intercorrélation de deux signaux est appelée densité inter-
spectrale de ces signaux. Dans le cas de signaux d’énergies finies, on obtient ja den-
sité d’énergie et dans le cas de signaux de puissances finies, on obtient la densité de
puissance.

Dans le cas ol I’on considére un seul signal, i.e. x = y, on utilise la dénomina-
tion auto i la place d’ inter pour toutes les grandeurs introduites ci-dessus. On sup-
prime souvent le préfixe auto et on ne garde qu’un seul indice : par exemple 7y, est
appelée autocorrélation ou corrélation et on 1'écrit simplement ~y,. "

Si x(¢) estun signal d’énergie finie, I’expression de cette énergie est donnée par :

&=%@=f |X () dv. (2.5)

=g
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Exemple 2.1.1 DSP d’un signal tronqué ou périodisé

On considere le signal observé y(t) de 'exemple 1.2.11. La T.F de y(t} est donnée

.+ par (1.28). Soit z(#) le signal périodique égal 4 y(¢) sur {—T/2,T/2]. Le calcul de

la Densité Spectrale de Puissance (DSP) de z(¢) donne :
() = A Tsine(nT (v — fl))2 + B*Te!Psinc(wT (v — fg))z.

La figure (2.1) montre que Ia DSP du signal périodisé est plus adaptée que celle du
signal prolong€ par des zéros pour séparer les fréquences contenues dans le signal
considéré.

DSP : Sighal trongué DSP : Signat périodisa
0.4 0.45

0.35¢ E 0.4r 1
0.35 -

03F 1
03¢ 4

G.25F “1
0.25F 1

0.2 1
0.2r “

olisl E
0.15¢ 1

0.1 E
oO.1r 1
D.05F E o0.05+ i

o o .
o 5 10 =] 5 10

Figure 2.1 DSP: signal prolongé par des zéros et signal périodisé.

|
Exemple 2.1.2 La corrélation d’un rectangle est un triangle

La fonction rectangle x{(f) = 77(%) a pour TF [a fonction IT(¥) 2 T'sinc(Tv), pour
fonction d’autocorrélation la fenétre triangulaire, symétrique de support [—7,7] :
(1) = sup (0, T — |7|) et pour densité spectrale de puissance :

[P.(1)|* = T2sinc(wr ).

Exemple 2.1.3 Orthogonalité des signaux sinusoidaux

Considérons les deux signaux sinusoidaux définis par :

x(1) = acosQmuvt + 6), y(t) = bcos(2mr/t + ). (2.8)
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La fonction d’intercorrélation de ces signaux est donnée par :
P

b T
Yy (T = lim o cos(2mut + 6) cos(@mi/(t — 7) + @)dt
i T—o 2T J_ 1 .
o ab [T
= lim — f cos2m(v+ V)t — 2w/ 7+ 8 4 ©ldt
T—oa 4T —T
. ab T
+ lim — cos[2a(v — V) + 2m/ T+ 8 — wldt
T—00 4T -T
=0 si v

b
m%cos(.’lﬁw+6—go) si v=1.

~ Ce résultat montre que deux fréquences pures différenites sont orthogonales au sens
du produit scalaire défini par la fonction d’intercorrélation.

2.1.2 Filtrage et formule des interférences

Exemple 2.1.4 Translation du spectre par modulation

On considere le filtre & temps continu de réponse impulsionnelle A(t) = H(ij‘—’d‘) oll
A est un réel positif donné. On suppose que 'entrée du filtre est le signal
x(t) = sinc(Bt). Le module de la réponse en fréquence G (v} du filtre est |G () [> =
A%sinc(2Av)?. La densité spectrale de la sortie y(¢) de ce filtre est T'y(v) =
1GNP (V) = igésinc(QAu)EH(l—g). On suppose B = 100 Hz et on veut trans-
mettre le signal y(¢) ainsi obtenu dans un canal qui ne laisse passer que les fré-
quences comprises dans 'intervalle [1000 Hz, 1300 Hz]. Un traitement préalable

devient nécessaire et il consiste 2 moduler le signal pour ramener son spectre dans
la bande [1000 Hz, 1300 Hz].



@ Dunod, La photocopie non autorisde est un délit.

2.1 Représentations énergétiques 51

Exemple 2.1.5 Corrélation de la sortie d’un dérivateur

On considére un filtre dont la sortie y(t) est égale 4 Ia dérivée x'(r) de I’entrée x (1)
(filtre dérivateur). Utilisant la formule des interférences dans le domaine spectral,
on obtient T'y () = |Y(1)|* = |G(») X()|> = | j27|*T'x(v). Les propriétés de la

T.F conduisent immédiatement 4 : v, (7) = —7, (7).

2.1.3 Filtrage, exemple du filtre adapté

Le filtrage est un (raitement qui consiste & extraire une information « utile » d'un
signal composite. Par exemple, sur une chafne stéréophonique, on trouve générale-
ment un amplificateur-égaliseur comportant plusieurs filtres réglables par I'utilisa-
teur. Ainsi, on peut actionner ces filtres pour supprimer les basses fréquences pour
n’entendre que les violons. L’atmosphere joue le réle d’un filire pour les signaux
Infra Rouge (IR). La fonction de transfert d’un tel filtre dépend des conditions cli-
matiques et on a affaire & un systéme qui est un filtre sur des durées d’observation
limitées. L'atténuation que ce systéme apporte dépend des longueurs d’onde des
signaux qui traversent l’atmosphére. On peut citer un grand nombre d’autres
exemples tels que les milieux marins, les cables de transmission, etc.

Généralement, on distingue les filtres passe bas, passe bande et passe haut. Cn
introduit alors la largeur de bande d’un filtre qui est la bande fréquentielle 4 —3dB,
i.e., le support fréquentiel de la réponse en fréquence défini par :

| Hinax (1))
e

{v tellesque |[H@)* >

On introduit aussi le temps de monté d’un filtre. Ce nombre permet de caractériser
I'inertie du filtre, il est relié directement i la réponse implulsionnelle et il est prati-
quement inversement proportionnel a la bande fréquentielle.

D’une maniére générale, les caractéristiques d’un filtre sont définies par I’appli-
cation envisagde. A titre d’exemple, on va développer ci-dessous les propriétés d’un
filtre particulier.

Filtre adapté Considérons un filtre dont le gain complexe est H{z). Les sorties
¥:(r) et y,(¢) assocides respectivement aux entrées s(f) et nz(r} sont donndes par :

o0 )
ye(t) = H{Sw)e! ™ dv
. |
ynlt) = HW)N (e’ dv.
—o0

Supposons que s(t) et n{r) désignent respectivement un signal utile et un bruit nui-
sible. Un filtre adapté au couple [s(t),n(r)] est un filtre qui maximise le rapport



52 2 « Représentations énergétiques et symboliques d'un signal déterministe

appelé rapport signal & bruit (SNR) défini par :

A | ys(t) |2
s —
== LT

On obtient en utilisant les expressions dans le domaine fréquentiel :

400 "
| ys(e) I*=] H(w)S(m)e! ™ du |?

—oQ

et

+oo )
f [ya(t) Pdt = f HAN W HF N 2™ =D dud £ dr
RJ

-0

S
_ f f HWNWHFY NS — fdudf

+
=f | Hw) | Nw) | dv.

-0

Finalement, I’expression de «(¢) peut se mettre sous la forme d’un rapport de deux
produits scalaires :

| P2 HOMSWAYE < AG),BW) >

O T O RINGD P s < AWLAG) >

oil ’on a posé :

A ASW)”
AWy=HWN W), B(U)___N(U)*

e~ FAmn .

On a donc d’apres I'inégalité de Schwarz :
a(t) € < B(u),B(1) >.

Comme - B(v), B(v} > est indépendant du filire cherché, I'inégalité de Schwarz
montre que, pour ¢ fixé, le maximum du rapport o) est atteint pour le filtre H tel
que A et B soient proportionnels. Dol :

Sy*

—j2mn
NGRS (2.11)

H) = A

N . A .
Dans le cas particulier important oit N (1)=e/**)_ on obtient :

H(v) = ASW) e 7™ h(®) = As(t — &) (2.12)
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y(@) = Ay, (t — D). (2.13)

]:)‘ans ce cas particulier, le filire adapté au signal s(f) a donc pour réponse impul-
onnelle le signal s(r} retourné et décalé de t. Ce décalage signifie qu’il faut
attendre pendant une durée ¢ aprés I’apparition du signal pour le détecter.

f____'2.2 REPRESENTATIONS SYMBOLIQUES

"La modélisation d’un signal peut se faire de plusieurs manizres. Soit E un ensemble
“de signaux et O un opérateur inversible de E sur son image O(E). Six est un signal
~de-E-et-y-=-0fx] son image par O, nous dirons que y est aussi une représentation
-‘du signal x. D une manieére générale, |’ opérateur O est choisi de facon 4 ce que les
- opérations classiques (somme, produit, convolution...) sur les signaux de départ, x,
- se transforment en opérations simples sur les signaux images, y. Nous allons pré-
senter dans cette section deux opérateurs classiques connus sous les dénominations
transformée de Laplace et transformée en Z,

2.2.1 Transformée de Laplace d'un signal a temps continu

A toute fonction x(t) de la vadable réelle ¢, on peut associer la fonction de la
variable complexe s, définie par

0

Llx] 2 X 2 [

™.

e T x()dt + [0 ” ey (t)dt (2.14)
et

B(O’g,O’g)é [s telque o < Re(s) < o1} (2.1
oll B(g,02) est la bande de convergence de I'intégrale (2.14), i.e., o) (resp. 02) est

le plus petit (resp. le plus grand) réel pour lequel la premigre (resp. deuxi®me) inté-
grale converge absolument pour tout s vérifiant Re(s} > o {resp. Re(s} < o2).
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Lorsque o7 < g3, le couple L{x(r)], B(oy,07) associé & un signal continu x(¢) est
appelé transformée de Laplace (T.L) du signal x(r). Plus généralement, étant don-
née une fonction X (s), une fonction x(¢) et une bande B(o;,07) telles que 'inté-
grale ffom x(t)e " converge absolument vers X (s5) et que B(o,07) soit sa bande
de convergence. Alors; le couple [ X (s),Blo;02)) estla-TL-de x (1o

On peut étendre la définition de la T.L au cas des signaux d’énergie infinie en
introduisant une représentation de ces signaux par des fonctions généralisées appe-
lées distributions. Si d(t) est une distribution tempéree, définie sur ’ensemble des
fonctions 2 décroissance rapide S, on définit sa T.L par :

< LldLx() > 2 <d Llx] >V x(@) €S (2.17)
La transformée X (p) d’un signal x(¢) est appelée représentation symbolique de ce
signal.

Exemple 2.2.1 Bande de convergence d’un signal causal

Comme un signal causal est modélisable par une fonction x(t) nulle pour + < 0 ou-
par une distribation dont le support est contenu dans la demi-droite £ > 0, 1a bande de
convergence d'une T.L associée & un signal cansal est forcément du type B(o,o0).

2.2.2 Propriétés de la transformée de Laplace

Un probléme important dans la pratique consiste 4 déterminer les fonctions /(r)
admettant comme T.L une fonction donnée H (s). On se limite au cas des fractions
rationnelles, Sojento; < a2 < ... < Tp les parties réelles des différents p6les de 1a
fraction H(s). Dans chacune des p+4+ 1 bandes B(—oo,01), Bloy,02),...,
B(o,, o0}, H(s) admet un développement en série de Laurent unique qui définit
H(s) en tout point de cette bande. On peut donc associer a8 H(s) p+ 1 fonctions
différentes x; (¢ admettant H(s) comme T.L sur
; . A
B(O’,’_[,G}'),I =1,... P+ l,o5= —O0,0'p_H =00,

Si I'on veut associer & H(s) vne fonction unigue, il faudra préciser 1a bande sur
laquelle on se limite pour la définition de H({s). Ainsi chaque couple {H (s},
B(o;_1,0;)} est la T.L d’une fonction unique x;(¢) admetiant H(s) comme T.L sur
1a bande B(g;_;,o;) définie par deux pdles consécutifs de H(s).
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L opérateur L vérifie les propri€t€s suivantes.
Linéarité

Llax(t) + By(H)] = aLlx@)] + L), BN B, (2.18)
Propriété de décalage

Llx(t ~n]=e""Llx(t)], By (2.19)

Changement d'échelle Pour tout ¢« > 0, on a

1 -
Llx(er)] = EX(%), B(aoy,aom) (2.20)
Conservation du produit scalaire
+00 1
f x(Dy(t)dt = —f XYY (—s)ds (2.21)
—00 127‘— b
Produit de convolution
LIx() = y(#)] = X(5).Y(s), B.NB, (2.22)
Dérivation
LIx' (D) =s5X(s5), B. (2.23)
Intégration
1
o f x(du] = ~X(s), By N (0,00) (2.24)

Valeurs initiale et finale Pour les signaux causaux qui n’ont pas de singularités en
(0,ona:

lim x(1) = lim sX(s) et lm x(t)=limsX(s) (2.25)
=0+ 500 1> 00 s—0

Fonction porte et fonction sinus cardinal Pour la fonction rectangle IT(z}, ona:

LIt /2)] = 2%‘2, B(—00,00) (2.26)

oil sh désigne le sinus hyperbolique. La fonction sinc n’admet pas de T.L car elle
décroit lentement a 1I’infini. Il en est de méme pour un signal constant. La distribu-
tion de Dirac admet comme T.L la fonction 1.
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Signaux exponentiels pondérés Des signaux périodiques (comme cos wt, e/*"...)

n'ont pas de T.L. Par contre, pour les signaux t*e® oll a est un nombre arbitraire,
ona:

v oL k!
LU ()tke!] = G B[Re(n),00] (2.27)
k  at —k! o)
LIV (—ntfe™] = m, Bl[—cc,Re(a)] (2.28)
Signal de Heaviside On peut vérifier que
LIU®] = l, B(0,00). (2.29)

5

2.2.3 Transformée en Z d‘un signal a temps discret

A toute suite (x,) on peut associer la série définie par
A A -1 400 A
ZIEX@E Y xz "+ Y "R Z_ I+ Zidx]  (230)
-0 0
et

Alry,rm) é{z telque ry <[ 7 |< ra} (2.31)

olt A(ry,#2) est 'anneau de convergence de la série de Laurent définie par (2.30),
i.e., ry (resp. m) est le plus petit (resp. le plus grand) réel positif pour lequel ia pre-
miére (resp. deuxiéme) série converge absolument pour tout z vérifiant | z |> ry
(Resp. | z < ra). On a les trois situations possibles suivantes :

1. 81 r| > ro, 1a 5érie (2.30) ne converge en aucun point du plan complexe.

2. Si ry = ra, 1a série peut converger ou diverger pour les z vérifiant | z |= ry.

3. Si r| < rq, alors cette série est absolument convergente dans 1'anneau A{ry,rs)
sur lequel elle définit une fonction holomorphe et elle diverge en tout point situé
sirictement & 1'extérieur de A(ry,r2). Dans ce cas, la suite originale (x,) se calcule
& partir de son image X (z) i I'aide de la relation suivante :

X(z)z"dz (2.32)

Xp — —/—
i _]27( c+

oll C* désigne un cercle orienté dans le sens positif et situé dans 1’anneau de
convergence.
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Le développement de la fonction X (z) en série est donné par :
oQ
X(z2) =) mz (2.33)
—00

Comme cette série est uniformément convergente sur I’anneau de convergence, on

' peut intégrer terme  terme la fonction X (z)z"~'. On obtient :

1 Lunad, La photocopie non autorisde est un délit.

=1y o=k -1 ;.
fﬁxu)@ d4__§~/gj+lk4 " dz. (2.34)

Tenant compte du résultat classique suivant (lemme de Cauchy)

f Mdz=j27 pour m=—1 et O sinon (2.35)
C+
on obtient
1 .
x(ky = — | X (2)dz. (2.36)
J2r Jo+

Lorsque r; > ra, le couple Z[x,],A(r,r2) associé€ & un signal discret (x;) est appelé
transformée en Z (notation T.Z) de ce signal. Inversement, étant donnée une fonction
X (z) développable en série de Laurent sur une couronne maximale A(ry,72)} et soit
{(x) la suite apparaissant dans son développement. Alors, le couple {X (), A(r1.72)}
est appelé T.Z de la suite {x,).

La transformée en z,{X (z).A{r;,r2)} d’uon signal discret (x,) est appelée représen-
tation symbolique de ce signal.

Exemple 2.2.2 Anneau de convergence d’un signal causal
P g g

Comme un signal causal discret est modélisable par une suvite (x,) nulle pour
n < np (par changement d’indice, on peut se ramener a ng = 0), ’anneau de
convergence de 1a T.Z d’une suite discréte causale est de la forme A (r,00) et réci-
proquement. A titre d’exemple, la T.Z de ’échelon unité A temps discret : u; = 1
pour & > 0 et O pour & < O est donnée par :

oo

U(I) = ZZ_k = '1—'12‘;—

] A(l,4o0).
k=0 -
2.2.4 Propriétés de la transformée en Z

Un probléme important consiste & déterminer les suites admettant une fonction
X (z) donnée comme T.Z. Commengons par ’exemple suivant qui montre que deux



58 2 ¢ Représentations énergétiques et symboligues d’'un signal déterministe

signaux différents (x,) et (y,) peuvent avoir la méme image X(z) = ¥ (z) mais
dans ce cas, les séries assocides ont forcément des régions de convergence diffé-
rentes.

Exemple 2.2.3 Importance de Panneau de convergence

Pour [az"'] < 1,0na

X(@) =~ = = Yokt
4_z—a_'l—az‘l_o °o

Le signal

kaak pour k>0 et x=0 pour k<0

a donc pour T.Z la fonction
X(z) = ”—'i"E,A(ial,—l—oo)

On vérifie que le signal

yi=—a""' pour k<O et w=0 pour k>0

a pour T.Z la fonction
z

Y(z)= A(—00,]al).

1
z—da

Les T.Z des signaux ainsi définis ne different donc que par leurs anneaux de conver-
gence.

La donnée d’une fonction X (z) ne permet pas de déterminer une suite unique
(xy) telle que Z[x,] = X (z). Cependant la donnée du couple X(z), A(p;,pp) ol
A(py,pg) est un annean sur lequel X (z) est développable en série de Laurent, per-
met de trouver un seul signal (x,) admettant X (z)}, A(p;,py) comme Z. Il existe
plusieurs méthodes pour calculer la suite (x,). On peut, par exemple, développer en
série la fonction X (z) sur I’anneau de convergence associé et déduire la suite (x,)
en vertu de ’unicité de ce développement. On peut aussi calculer I'intégrale (2.32)
en utilisant le théoréme des résidus qui donne le résultat sous la forme suivante.

Inversibilité de la T.Z Si I’on désigne par C* un cercle arbitraire situé dans ’an-
neau de convergence de X(z) et orienté dans le sens positif, alorson a ;

X = Z Res{z*'X(2)1,, pour k>0 (2.37)
@'J,'EC+

oll la somme porte sur I’ensemble des pbles p; situés a I’intérieur de C+.
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Pour k < 0, I'origine peut devenir un péle pour z*~! X (z). Moyennant des condi-
tions générales de décroissance de |z* X (z)| lorsque |z| tend vers I’infini, on peut
utiliser le théoréme des résidus pour les domaines infinis qui tient compte du péle
 'infini. Pour le calcul des résidus, on peut utiliser par exemple les formules sui-
vantes.

Cas d’un péle simple z = a :

é} z—a)?'X(@). (2.38)

Cas ot z = a est un péle d’ordre g :

1 49 1
q a8 - _ k—1
Resd _15:1"1I @ — D dar- —lz—a) 7 X (@] (2.39)
Exemple 2.2.4 Calcul de la T.Z par la méthode des résidus
Le signal x; associé 3 la T.Z :

1
X(@) = —— A(l,00)
1-z
est donné par :
1 s 1 Z
M= | = — Iz,
W i Je 1= 1% jzw[:z—l“

ot € est un cercle de rayon supérieur & 1. Pour & » 0, on a un péle simple z = 1 et
done :

k

Z
z—1
Pour & < 0, £ = 1est un pdle simple et z == 0 un pdle d’ordre k. Les résidus en ces
points sont donnés par :

xk=Resll=}i_IE;(z—l) =1.

-k
Res! = lim(z — 1)~ = — =1
et
1 d.k—l _L-l-l
k —
Reso = -1 15 @ 1=
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D’ou
. & §
xp = Resy + Res; = 0.

Un cas pratique trés important correspond aux fonctions X (z) qui sont des fractions
rationnelles. Appelons dans ce cas ry < 1y < ... < r, les modules des différents
pdles de X(z}. Dans chacun des u 4+ 1 anneaux A{0Q,r), A(r1,/m), ..., A(r,,00),
X (z) admet un développement en série de Laurent unique qui définit X (z) en tout
point de cet anneau. Il existe donc # 4+ 1 suites différentes x, admeitant X(z)
comme T.Z sur les 4 + | anneaux A(rj.i,77), f =1,...,u+ 1, avec les conven-

tons : rg 20et Fu+t1 2 . Chaque couple (X (2),A(r;-1,77)} est la T.Z d"une suite
unique (x,;) admettant X (z) comme T.Z sur 'anneau A(r;—;,r;) défini par deux
-...pbles_consécutifs de X (z). Lorsque le domaine de 7 est précisé, I'opérateur T.Z est

donc inversible. La méthode générale du calcul du signal original fait intervenir les
trois étapes suivantes.

- Développer X (z) en éléments simples.

— Déterminer le développement en série de chacun des éléments simples.

— Additionner les différentes séries obtenues.

Exemple 2.2.5 Calcul de la T.Z d’une fraction rationnelle

Toute fraction rationnelle

bo+ bzt +. .+ by

X(z) = 2.40
@ ag+azl + ...+ apz" ( )
s’écrit d'une maniére unique sous la forme :
Nz
X@) = PO +HE), H@2 —% (2.41)

ot N(z) est un pdlynome de degré inférieur & n et P(z) est un polynéme nul ou de.
degré m — n. Le développement en éléments simples de X(z) est donné comme
suit.

1. Si X(z) ne posséde que des pdles simples p;, alors :

n

H@ =) —

i=1 ¢ Pi

avec «; = (2 — pi) H(Z}|:=p;-

2. 81 X (z) admet un pdle p; d’ordre g, alors :

n o q ﬂ 1 dj[(z- _ P{’)H(Z)]
X(Z) = E + E ) . avec S : |:= i
ikt LT Pi i=1 (z— pe) =4 Jl dzd Pe
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3. 1l existe plusieurs pdles multiples. On fera intervenir dans la somme un nombre
de termes €gal 4 I"ordre de multiplicité pour chacun de ces pdles comme indiqué
dans le cas précédent.
Comme la T.L, la T.Z vérifie les principales propriétés suivantes qui sont don-
nées sans démonstration. Pour plus de détails, on pourra consulter {15].
Linéarité
Zlox,) + ﬁ(}’n)} = aZ[(x)] + ,BZ[()’M)L AN A}' {2.42)

Propriété de décalage

Z[(xy-i)] = 275 2[(x)] {2.43)
Transformée du produit usuel

1 z du
Z[(.\‘,;}’”)] = - X(H)Y(E)?
O+

j2m (2.44)
2X ()Y (z), A;NA,
Produit de convolution
Zlxn) * ()] = X(@.Y(z), AN A}' (2.45)
Conservation du produit scalaire
400
1 dz
Yo Eavn = f X(@Y )= (2.46)
(X0 J“ﬁ C+ Z-

2.2.5 Spectres symboliques

L’interspectre symbolique de deux signaux & temps continu (resp. & temps discret)
est défini par T.L (resp. T.Z) de la fonction d’intercorrélation des deux signaux. On
a donc :

r.t_v(S) é / "Y_U,(T)E_""Td‘;" r.\‘y(z)% Z: 'T_ry(f)zwf- (2.47)

i=—00



62 2 = Représentations énergétiques et symboliques d'un signal déterministe

Six(r) admet une T.L {X (5),B{o(,02}} etsil’ona o) < 0 < a3, alors sa T.F existe
et elle est donnée par :

Fla®)w) = X (j2m). (2.48)

Si un signal (x,) admet une T.Z {X(z), A(r;,r2)} etsil’ona r| < 1 < ry, alors la
transformée de Fourier de (x,,) est donnée par :

Flxg 1) = X (&™), (2.49)

Si I'axe des imaginaires appartient & la bande de convergence du spectre symbo-
lique Ty, (s), on a la relation suivante :

Fey () = Ty (20, (2.50)

Si Ie cercle unité appartient 4 1"anneau de convergence du spectre symbolique
["yy(z), on a la relation suivante :

Ty () = Ty (72™). 2.51)

Par souci de simplification, on utilise souvent la méme notation 'y, pour désigner
I"interspectre symbolique et I'interspectre de puissance et ceci aussi bien pour le cas
discret que pour le cas continu, les variables s, z, v permettent de préciser la fonc-
tion que I'on considére, Par exemple, on remplace souvent la notation ?_‘.J. (1) par
Cey(2).

A titre d’exemple, pour un signal réel & temps discret, on a 7y, (k) = v, (k) et -
donc la T.Z de ~, (k) vérifie I'y(z) ="y (z™") et son domaine de convergence est
donc de la forme: p < iz| < p~! avec p < 1.

EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

2.1 Intercorrélation et énergie

On considére un signal x(¢) de TF X (1) = Al’l(%) ol A et B sont des constantes
positives,

1. Déterminer x(t).

2. Déterminer A pour que [’énergie de x(¢) soit €gale & 1. On prendra cette valeur
dans la suite.

3. On pose y(t) = x'(t). Calculer la T.F de y(¢).
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4. Calculer I'énergie de y(1).
5. Calculer la T.F de la fonction d’intercorrélation 7, (7) de x(¢) et y(¢). En déduire
Yyx (0.

2.2 Corrélation et densités spectrales

1. Rappeler la définition de la fonction d’intercorrélation 7.,(7) de deux signaux
x{t) et y(t} a temps continu, périodiques, de méme période Ty et de puissance
moyenne finie ?

2. Montrer que 7,,(7) est une fonction périodique du temps dont on préeisera la

période.

3. Exprimer Yry (7) en fonction des coefficients de Fourier respectifs X, et ¥, de
x(t) et y(1).

4. Démontrer que la fonction d’autocorrélation d’un signal sinusoidal est aussi un
signal sinusoidal.

5. En distinguant le cas des signaux d’énergie finie et celui des signaux de puissance
finie non nulle, donner I’expression de la densité spectrale.

2.3 Mesure du retard par I’ intercorrélation

On considere les signaux & temps continu définis par :

x(t) = Aysinel By (¢t —11)],  y{t) = Assinc[Ba(r — 11)]. (2.52)

1. Calculer les T.F X (v} et Y () de x(¢) et y(z).

2, Calculer les densités spectrales de puissance T' () et I, ().

3. Calculer la fonction d’intercorrélation 7, (7).

4. Déterminer I"abcisse du maximum de ,,(7) et en déduire une méthode pour

mesurer le tetard 1, — f; entre x{r} et y(r).

2.4 Filtre adapté

On considere le signal déterministe x () = e/>™/" ot f;; désigne une fréquence posi-
tive. On introduit le filtre linéaire F. de réponse impulsionnelle /1. (r) définie par :
Bty = ef ™ TI(r) (2.53)

ol 1 est une fréquence positive donnée et TT(7) 1a fonction porte de support [0,277].
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1. Déterminer la T.F H; () de fi (7).

2. Soit y(t) la sortie de Fy associée a x(¢). Donner [’expression de I’énergie de y(1)
définie par

T = f ().

-0

3. On fait varier 1, donner |"allure du graphe de J (#) en fonction de 1.

4. On suppose que la fréquence fp est inconnue et que fy € [0, qy]. On se propose
de déterminer f; en utilisant N filtres Fi, £ = 1,...,N. Expliquer comment 1’exa-
men des €nergies des sorties de ces filtres permet d’approximer la fréquence fj.

2.5 Séparation de fréquences non bruitées
On désigne par I1(¢) la fonction porte de support [—1/2,1/2].
1. On considére le signal défini par :

() = A P 4 ApelPTh

oll fj et f5 sont des fréquences positives et A| et Ax des constantes positives. On
introduit le signal d’énergie finie suivant :

t—T/2

x(t) = s()HTI( T

}

ol T est un réel positif. Caleuler la densité spectrale 'y (/) de x ().
2. On fait passer x(r) dans un filtre dont la réponse en fréquence est G(v) = H(%

et on désigne par y(r) la sortie de ce filtre. A quelle fréquence minimale f, doit-on
échantillonner y(¢) pour pouvoir le reconstituer sans erreur & partir de ses échan-
tillons 7

3. Calculer la fonction de corrélation v, {(¢) de x(z).

4. Calculer la densité spectrale ', (1) de x (7).

5. Tracer le graphe de I'y () pour fo = 2 f) et A = 2A,.
6. Tracer le graphe de la densité spectrale 1", (1).

7. On échantillonne y(¢) & la fréquence f, = 2—} pour obtenir un signal v, Tracer le
graphe de la densité spectrale §,(v) de y,.
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8. On se place maintenant dans les hypothéses suivantes :

Ay >> Aaetfh=fi + —2%; Tracer le graphe de I', {1/).
9. L'examen de la densité spectrale permet-elle toujours de détecter I’existence des
fréquences f| et f>» dans le signail x(r) ?

2.6 Réponse impulsionnelle et fonction de transfert

On considére le filtre & temps discret F de réponse impulsionnelle
Iy = (172)F pour O<k<oo et =0 ailleurs

On appelle e; I'entrée de £ et y; la sortie associée.

1. Que peut-on dire de la causalité et de la stabilité du filtre ainsi défini ?

2. Calculer la fonction de transfert du filtre F.

3. On fait passer le signal y, dans un filtre F) causal de fonction de transfert
Hi(z) = 1/(1 —4z) et on désigne par s; la sortie de F;. Donner la relation qui
existe enire les transformées en Z : E(z) et 5(2) des signaux (eg) et (sg).

4. Déterminer la réponse impulsionnelle du fltre stable qui associe a ey le signal sy.

2.7 Filtre non causal et non stable

1. On considére le filtre causal & temps discret de fonction de transfert :

372 — 13z — 38
232221124127

H(z) =

Quelles sont les régions de convergence possibles dans le plan complexe ? Calculer
la réponse impulsionnelle /21(7) qui comespond au systéme qui n’est ni causal si
anticausal,

2. On considére le filtre causal & temps discret, défini par la relation :

S =asg..| e, k=—0,...,0,...,00

ol a est un réel vérifiant a® < 1, ¢; le signal d’entrée et sy le signal de sortie.
i) Donner I'expression de la fonction de transfert H(z} de ce filtre.
i) Déterminer la réponse impulsionnelle /1; du filtre causal dont la fonction de
transfert est H(z).
iii) Déterminer la sortie s; lorsque "entrée est définie par : eg = 1 et e = 0 pour
k£ 0.
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SOLUTIONS

+ )
21 1. x(H = Af e Mgy = A

I 2=jt

[¢7/%" — ¢=*8"] = 2A Bsinc(2:81).

2. Ona E, = 2B A? et donc il faut choisir A = 1/+/28.
3. Larelation entre Ia T.F d’une fonction et celle de sa dérivée donne ¥ (») = A27 v pour

v} < B et{}sinon.

1 +i k) 4 157
4. &, =47r'A“f vdv=-a°B".
o ___B 3

5. Ty, (1) = A*27jv pour |1| € B et O sinon. D’of Ty (@) = 0.

2.2 1 Voi‘rule Cours.

2. Partant de la définition de la fonction d’intercomélation de deux signaux périodiques, on
obtient :

17 N
T (T+ Tp) = rli.“;“é“%"f_,"(”-" (r — 71— To)dt

NTy
f Xyt — 7yt =y, (7)

= lim
N— 2N Ty NT,

puisque les signaux sont de période Ty.

3. Remplacant x(z) et y{r) par leurs séries de Fourier, on obtient :

. NTy 2o jamky wjrndlem
VoD = lim > KT N e T Dy
; N—oo 2NTo Jonty 53 =
o X ok NTo ., k=h
Ir5 s 1 —jlate—
=Y > XX R lim f e T dt
et N 28Ty J_nT,

oo

o A )
=Y X e T
-=0a

4. La fonction d’autocorrélation d’un signal sinusoidal acos(2mur) est donnée par :

2 T
T (M) = Tllmm T cos(2mutycos(2au(t — D)dr
at 1 g7
=5 Mm —— f [cos(2mu(2t — 7)) + cos(2mwr)]de
2 T 2T T

2

a
7cos(27rm').

[l
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5. Dans le cas des signaux d’énergie finie, 1a conservation du produit scalaire par la T.F
permet d’écrire :

Tay(7) = f XY e du,

w00

La densité interspectrale d’énergie est donc donnée par (2.6).
Dans le cas des signaux de puissance finie non nulle, on a :

~ : 1ot
Yoy (V) = Flyy, (1] = FLlim T f x()y(t — ry'di]
— 00 24 ~T

1 oo
= J’-'{ l1m v \T(r)yT(f —7)dt]

i
= Hm —]—'[\.T(t) * yp(—1)"] = hm T)—f\y(u)vr(u)

.. T=oa 2T

oll xy et yr sont définis par la relation (2.7).
23 1.0na

Ay v . An v o
X e ] (— s L t ¥ = —TI --]_nwg.
) 7 (B] Je € (1} B (—B2 Je
2. Les densités spectrales sont égales aux carrés des modules de X (1) et ¥(1). Dol :

Al v AZ
Iy = "‘},‘n - t Ty = *['l —
(1) 52 (Bl) et [yv) = a2 ( )

3. La fonction d’intercorrélation v, (7) est égale & la T.F inverse de la densit€ interspectrale
[y (7). Soit :
AlAg v 14

TT(— YT (e STty +13) T
BB, (B]) (Bz)e 1

YoM = FIX @Y ()*](1) = f

AlA
= IBZSinC[B(T-i-Q—f[)]

ol B désigne le plus petit des deux nombres By et Bs.
4. 1’abscisse du maximum de 7,,(7) correspond & 7— £, + 2 = 0. Il suffit donc de calcu-
ler cette abscisse pour déterminer le retard 7= t; — t2 entre x{f) et y{z).

2.6 1. Le filtre est causal car sa réponse impulsionnelle vérifie fiy = 0 pour & < 0. Il est
stable car 3% || < 00.

2. La fonction de transfert est donnée par

o0 , 1 _
-} = =k — s
Ha= ;]’k‘ =@t T 221
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3.0naY{()H (2) = S(z) et y(2} = H(Z)E(z}. Donc 5(z}) = H(z)H (z)E(z). La lonction
de transfert du nouveau filtre est égale au produit des deux fonctions de transfert. On a donc

Hilz) =

4. Pour déterminer fa réponse impulsionnelle du filtre stable qui associe i e, le signal 5, on
développe chacun des termes de

~1 1
Hi(z) = ———
A

dans le domaine |z| > 1/2. On obtient: fy = —27% 4-4~% pour k > 0 et i =0 pour
k< 0.




Chapitre 3

Echantillonnage et modulation

3.1 SIGNAL ECHANTILLONNE ET SIGNAL NUMERIQUE

3.1.1 Condition de Shannon-Nyquist

Nous allons présenter succinctement quelques résultats sur ’échantillonnage et la
quantification d’un signal. Pour plus de détails, on peut consuiter les références sui-
vantes [ 1] [107 [12] {17]. En communications numériques, on transmet une suite de
symboles appartenant 4 un certain alphabet, généralement binaire : {0,1}. Pour
transmetire un signal x(¢) analogique, on commence par [’échantillonner avec un
certain pas T, on forme donc la suite numérique x(n T}, n € Z. On quantifie ensuite
chaque échantiion x(n7) en le remplacant par un nombre appartenant  un alpha-
bet bien déterminé et on code ce nombre & "aide d’une suite de p symboles choisis
dans {0,1}. Parmi les problémes fondamentaux, on peut chercher i savoir dans
quelle mesure la suite x(nT), n € Z, peut-elle représenter de maniére satisfaisante
le signal x{¢). Pour répondre a cette question, associons 4 un signal analogique x (1)
le signal défini par :

+o0

xr () 2 Zx(nT)(?(t —nT) (3.1)

bk 4}
appelé signal échantiilonné associé & x(¢). Le lien qui existe entre les T.F d’un
signal x{t) et son signal échantillonné x7(#) est précisé dans la proposition sui-
vante.
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Théoréme d'échantillonnage La T.F X (v) d’un signal x{r) et celle X7 (») de son
signal échantillonné sont reliées par :

+0 1
Xr) = fo ;X(u— nfe), feE o (3.2)

La fonction X(1/) est de période f, et on a les deux situations suivantes.

1. 8i X (1) est & support borné, i.e., il existe fiin et finax telles que X (v) = 0 pour
& [ finin, fmax]. alors, pour que X (v) puisse Etre déterminé sans erreur a partir de
Xr(1), il suffit de choisir :

fe 2| fmax — fmin | (Condition de Shannon-Nyquist).

2. Si le spectre X (v) n’est pas i support borné, quelle que soit [a valeur de T, 1a
connaissance de X7 () ne permet pas de déierminer sans erréur X (7).
En général, on a | X ()| = | X (—w~)}|. Dans ce cas, fiin = — fmax et il suffit donc

de prendre f, = 2 fimax-

3.1.2 Formule d'échantilionnage

Un signal x(z) est dit 4 bande limitée [~ B, B] s’il admet la représentation suivante :

+B .
x(t) = f c(el>™ dy (3.3)
-8

ol o() est une fonction de L'(—B,B). Si la fonction x(t) appartient i
L!(~00,00), alors sa T.F est donnée par

X(w)=0a() VYvre]—B,Bl et X(v)=0 ailleurs
A titre d’exemple, sinc(2Br) est un signal 4 BL [—B,B] et e~ plest pas & BL.

Dans la pratique, on associe 2 un signal réel quelconque, une durée moyenne 7§ et
une largeur de bande B, définies par :

14 [ P XD dT 12 [l X dy

S = > et B; = - .
Y (mPdr oo 1 X )2 dv

Un signal & BL x(f) peut étre défini sur le corps des nombres complexes C en rem-
placant tout simplement la variable ¢ réelle par la variable complexe z. On obtient
alors la fonction x(z) qui est une fonction analytique sur le corps C et qui vérifie :

+B
| x(z) |< AePFl vz e © avec f | o(1/} | dv < oo.
-8
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Exemple 3.1.1 Signal @ bande limitée

On peut établir que tout signal 2 BL [—B + fo, B + fol, fo > B, peut se mettre sous
la forme :

x{t) = m(t)cos(2m for) — n(t)sin(2w fyr)

oil m(¢) et n(r) sont deux signaux a BL. [~ B, B], appelés composantes en quadra-
ture du signal x (7). L'expression ci-dessus de x(¢) peut se représenter par un dia-
gramme appel€ diagramme des phases.
Tenant compte de la symétrie du spectre d’un signal réel, il est possible de décrire
un signal réel de bande [— B, B] en utilisant seulement la moitié de la bande. L'autre
moitié pourra étre utilisée par un autre signal. Cette démarche permet, par exemple,
de transmettre simultanément deux signaux réels de bande [— B, B] chacun dans un
méme canal de largeur de bande 2B. 11 existe plusieurs maniéres de réaliser cette
opération, par exemple, la méthode dite de multiplexage en quadrature (MAQ)
consiste 3 associer aux signaux u«(t) et v(t) de bande [— B, B], i transmettre simul-
tanément, le signal unique :

x(t) = u()cos(2w for) — v(O)sin(27 fot).
Une méthode, dite détection synchrone, permet de retrouver les deux signaux u(r)
et u{t).
Considérons ’ensemble L2(R) des signaux d’énergie finie. Cet ensemble contient
le signal sinc(2B+) ainsi que tous les signaux obtenus par des translations de pas
t,=1/2B:
n
7B
On a vu que le spectre de tout signal & bande limitée [— B, B] peut étre reconstitué
sans erreur 4 partir de celui du signal échantillonné associé€ i condition d’échan-
tillonner 4 une fréquence f, < 2B. On peut énoncer la formule d’interpolation
exacte suivante.

T (1) éSiHC{Q_B(I —t))y ty o=
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La démonstration de cette formule repose sur le fait que la T.F du peigne de Dirac
A +0o
Pr(ty= ) 6 —mT)
00
de période 7' = 1/2B est égale au peigne de Dirac de période 28 définie par :
+0o
Pog(1) = 2B Z d(v—m2B)
—0C

En effet, le signal étant i bande limitée [—B, B], on a

. ] e~
Xy= ﬁtx (O F P Tlag (o)

L’application de Ia T.F (théoréme de Borel) conduit &
x(1) = [x (1) Pr ()] % sinc(2Bt).

Le développement de Ia convolution donne {3.4).

La formule d’échantillonnage est indépendante de 1'instant initial, i.c., on peut
remplacer tous les instants /2B par les instants n/28 4 T oll T est un paramétre
fixé. On a donc la formule :

“+00
¥ =Y wr+ %) sinc(2B(f — 7— 2’—;)]. (3.5)

-

Comme tout signal & BL [—8’,B’] est aussi & BL [B,B] si B’ < B, la formule
d’échantillonnage donnée par (3.4) est aussi valable pour tous les signaux d’énergie
finie 2a BL. [- B, B'].

La formule d’échantillonnage ne doit pas &tre étendue sans précautions aux cas
des signaux d’énergie infinie. 11 suffit de prendre x (¢} = sin(27 fy). On obtient :
B = fyetx(n/2B) =0 pour tout n € Z.

3.1.3 Filtre antirepliement

Un signal d’énergie finie peut étre représenté comme e produit d’un signal de puis-
sance moyenne finie non nulle par une fonction de pondération du type rectangle de
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support fini T. Le spectre d’un tel signal est donc représenté par le produit de convo-
lution de deux termes dont I’un est a support infini. Méme si un signal de puissance
moyenne finie est &4 BL, on obtient un produit de convolution qui a un support infini.
Ainsi un signal physiquement réalisable ne peut jamais étre a BL. L'échantillonnage
d’un signal physiquement réalisable entraine donc toujours un recouvrement spec-
tral qui exclut toute possibilité de reconstitution parfaite. Cependant, comme le
spectre d’un signal d’énergie finie vérifie

f |X(u)|2dr/mf |x(N)dt < oo (3.6)

oo -0

il tend vers zéro lorsque la fréquence v tend vers I'infinie. Il est done possible de
choisir une fréquence d’échantillonnage qui garantit une reconstitution acceptable

“des signdux d’¢nergie finie. Plus X (1) décroit lentement vers zéro, plus la fréquence

d’échantillonnage doit &tre grande. On peut alors utiliser un filtre, appelé filtre anti-
repliement, pour ne pas avoir recours & une fréquence d’échantillonnage abusive-
ment grande. On procdde i un pré-filtrage adéquat du signal analogique avant de
U"échantillonner. Pour un signal y{¢) dont la T.F Y (v) vérfie Y{z} =0 pour
1 < 300 Hz et v > 500 Hz, la fréquence minimale d’échantillonnage est, a priori,

Je = 1000 Hz. Mais on peut translater le spectre de ce signal 4 1'aide d’un traite-

ment préalable pour diminuer f,.

Généralement, le spectre du signal est perturbé par une composante large bande due
a la présence de bruits de fond additionnels causés par les mesures. Le filtre antire-
pliement serait done un filtre passe-bas idéal de bande B = f,/2. Mais un tel filtre
n’est pas réalisable car il est non causal. Pour étre réalisable, tout filtre doit compor-
ter forcément une bande de transition gui reporte la bande passante limite 58, au-deli
de la bande passante effective 8. La fréquence d’échantillonnage f, i, doit donc véri-
fier fo min = 2B, > 2B. Lalargeur de bande de transition dépend du type de filtre uti-
lisé et du critére choisi pour fixer B,,. Par exemple, le choix d’un filtre du type
Butterworth (voir plus loin) de degré n maintient dans la bande passante une réponse
plate optimale avec une atténuation de —3 dB pour v = f, et une pente asymptotique
d’atténuation de —20n dB par décade (—6n dB par octave) pour v > f..n € N. Le
cas 1 = | correspond au circuit RC.

3.1.4 Quantification d'un signal : numérisation

Considérons un échantillon x{4T,) d’un signal échantillonné. A priori sa valeur est
définie par un réel quelconque ou par deux réels s°il est complexe. Dans la pratique,
on veut associer 4 x(kT,) supposé réel un nombre bien défini ng ou 1 est un entier
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choist dans un ensemble donné et g un réel fixé définissant le « pas de quantifica-
tion ». Cela revient & approximer x(k7,) par un un nombre x; vérifiant :

1 1
(n— ;)qsxk <(n+ ;)Q- 3.7

On réalise une quantification ou un codage du signal échantillonné x (k7)) en lui
associant le signal codé x; appel€ signal numérique. L’analyse de cette opération de
codage ne sera pas développée ici. Elle est fondée sur la recherche de lien existant
entre la densité de probabilité de x (f) supposé aléatoire et celle de sa version quan-
tifie x,, et sur le résultat suivant.

Soit [—A,A] Dintervalle A coder, i.e. intervalle des valeurs possibles de la V.A
x(#). Le nombre N défini & partir de A et du pas g par:

q
A=2"1 .
3 (3.9)

est appelé nombre de « bits » nécessaires au codage de x.

3.1.5 Chaine d'acquisition d’un signal

Un schéma type d’une chaine d’acquisition d’un signal comprend les éléments sui-
vants :
1. Un conditionneur dont la fonction est d’adapter €lectriquement le signal.
2. Un filtre anti-repliement.
3. Un échantiflonneur bloqueur {« sample-hold »).
4. Un codeur analogique-numérigque (CAN).
5. Une horloge pour les impulsions de période T.
6. Un générateur d’adresse.
7. Une mémoire.

On distingue trois types de codeurs CAN.
1. Les codeurs parallgles (flash converters). lls sont i conversion directe précédée
ou pas d’un échantillonneur bloqueur (EB). Ils sont couramment utilisés dans les
domaines de la vidéo et du radar. Ils sont chers, rapides et assez précis. Leur prin-
cipe consiste a générer a partir d’une source de tension continue de référence, tous
les mivaux de quantification 2 ’aide d’un pont diviseur & résistances. Une batterie
de comparateurs, compare la tension d’entrée i tous ces niveaux.
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2. Les codeurs & approximations successives. Par rapport aux codeurs paralléles, ils
sont moins chers, moins rapides et tré&s précis. On les utilise surtout dans le domaine
de I'instrumentation. Leur principe de fonctionnement est fondé sur la génération
d’une tension continue d’opposition Ey, créée & P'aide d’un convertisseur numé-
rique-analogique (CNA) piloté par un systéme logique qui engendre A chaque coup
d’horloge des mots binaires qui commandent le CNA. Lorsque la tension E, est
approximativement €gale a celle £ du signal, il suffit alors de lire le mot binaire
pilotant le CNA.

3. Les codeurs & rampes. Ces codeurs ne sont pas précédés d’un échantillonneur
bloqueur. Ils intégrent une tension pendant une durée &, ensuite pendant une durée
&, une tension de référence de signe inverse remet & zéro I'intégrateur. On peut
montrer que la T.F du signal ainsi échantillonné est doublement modulée par I'effet
de la fenétre dii au bloqueur pendant le temps 7 et par celui de la fenétre dii a I’in-

~tégration pendant le temps ¢ d’ouverture de I’échantillonneur-moyenneur. On
obtient : B T

+00
X (v} = F,rsinc (vn)[sinc ) X (V)] * Z v —nkF,). (3.10)

3.2 MODULATION D’'UN SIGNAL

La modulation est un moyen qui permet de réaliser, en particulier, les opérations
sutvantes.

1. Coder I'information contenue dans le signal modulant #1(¢) que I’on désire trans-
mettre.

2. Transposer, sans perte d'information, le specte d’un signal »(¢) dans une bande
de fréquence adaptée a des conditions imposées. Par exemple, il est important de
transposer le spectre du signal dans une bande contenue dans celle du canal de
transmission pour lequel la bande de fréquences est souvent imposée.

3. Immuniser un signal #2(¢) contre des bruits parasites dont on connait Ia bande de fré-
quences en déplagant le spectre de m () a I'extérieur de la bande des bruits parasites.

4, Permettre le partage d’un canal de transmission entre plusieurs signaux 2 trans-
mettre simultanément (multiplexages fréquentiel ou temporel).

5. Obtenir une amplification et un filtrage efficace de signaux basse fréquence et de

faible puissance en s’affranchissant d’un bruit parasite qui est souvent un bruit de
fonden 1/f.
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6. Enregistrer des signaux dont le specire s’étend jusqu’a 0 sur des supports magné-
tiques.

7. Madifier le spectre du signal émis afin d’améliorer les conditions de travail sur
ce signal.

L’opération qui consiste a associer au signal x(¢) a BL [— 8, B] le signal
s(t) = x(t)cos(2w fot), fo= B

se traduit par une transposition en fréquence. En effet, s(7) ainsi construit est un
signal 8 BL. [—B + fo.B + fo]. En communication, au lieu de transmettre le signal
x{t) par voie herzienne ou par cable, on transmet le signal s(r) appelé signal
modulé et la récupération de x(r) se fait par détection synchrone.

D’une maniére générale, la porteuse p(r) est une suite périodique d’'impulsions et
le signal modulé x(¢) peut se mettre sous la forme :

023 ag =T ) C S Gg(y it —m—kT) (1)
x(H= g {(——————) = apg(—) =0t —m — k .
L8 AL ' L8 As k
k=00 k=—00
oll ag, 7 et Ay désignent respectivement des parameétres d’amplitude, de position et
de durée susceptibles d’étre fonction du signal modulant m(t). Cette définition
générale de la modulation ne permet pas d’établir une expression de la densité spec-
trale du signal modulé. Généralement, le signal auxiliaire p(¢) est périodique et se

réduit souvent & une porteuse sinusoidale de fréquence f définie par :
pn) 24 cos2m fut + &bp). (3.12)

On se limite dans la suite 4 une porteuse sinusoidale. En général, on a le choix entre
trois types de modulation,

1. La modulation d’amplitude qui est un procédé dans lequel c’est I'amplitude A de
la parteuse qui est fonction du signal modulant.

2. La modulation de phase qui est un procédé dans lequel c’est Ia phase ¢, de fa
porteuse qui est fonction du signal modulant,

3. La modulation de fréquence qui est un procédé dans lequel c’est la fréquence f,,
de la porteuse qui est fonction du signal modulant,

Comme on le verra plus loin, la modulation de phase peut étre considérée comme
un cas particulier de la modulation d’amplitude. On ne traitera donc que la modu-
lation d’amplitude et la modulation de fréquence. Dans le premier cas, [’amplitude
de la porteuse est souvent une fonction linéaire du signal modulant. Dans le
deuxiéme cas, le signal modulé est forcément une fonction non linéaire du signal
modulant.
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Nous allons donner dans la suite les principales caractéristiques de ces deux types
de modulations. On introduit pour cela la représentation complexe en associant au
signal modulant #(t) le signal analytique défini par:

(1) = At Crfo) (3.13)

ol A est une fonction 4 valeurs complexes appelée enveloppe complexe du signal
zm (1) caractérise le type de modulation considérde. Le signal modulé x{r) est sou-
vent un signal a bande limitée qui est représenté par la partie réelle de z,,(1), ie.,
sous la forme :

x(t) = Re [z, (1] (3.14)

.51 'on pose

AZa(t) + jb(1) & Aef240 (3.15)

ol Af{(m(f)] est une fonction & valeurs réelles, le signal modulé x(#) prend les
formes équivalente suivantes :

x(t) = alt)cos 2mfor) — b() sin 2w for) = Al(m{r)] cos [Ad(t)]

ot A[(m(1)] est appelée enveloppe réelle et Ag(t) phase instantanée de x(r).

3.2.1 Modulation d’amplitude (AM)

La modulation d’amplitude représente une famille de techniques de modulations
dans lesquelles I’amplitude d’une porteuse sinusoidale varie en fonction du signal
modulant. On considére souvent quatre classes de modulation d'amplitude et on
introduit les appelations suivantes :

1. la modulation d’amplitude avec porteuse (AM),

A%

. la modulation d'amplitude sans porteuse (AM-P),
3. la modulation & bande latérale unique (SSB),
4, la modulation i bande latérale résiduelle {VSB).

La modulation d’amplitude est une opération linéaire ¢ui conserve, en général, la
forme du spectre unilatéral du signal modulant en lui faisant subir une translation
en fréquence. L’opération de base dans les quatre type de modulation est la multi-
plication du signal modulant ou d’une fonction de ce signal par une porteuse sinu-
soidale.

Les quatre classes de modulation d’amplitude sont définies par des signaux
modulés dont les enveloppes complexes ont pour expression :
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Afm(t)] = A[l + mp(t)] Modulation : AM
= Amp(t) Modulation : AM —P
A
= 7[11100) + jH@no)] Modulation ; SSB
A

= —(1 + mg(t) + j[H{mp) * 1]} Modulation : VSB

~

ofl mg(t) est le signal modutant réduit obtenu en divisant #1(¢#) par une valeur carac-
téristique appropriée et A 'amplitude de la porteuse sinusoidale définie par (3.12).
Selon le procédé de modulation, I'information contenue dans m(t) est portée par
I’enveloppe réelle A(t) ou par 1'écart de phase instantanée A¢(r) ou encore par ces
deux grandeurs i la fois. Les spectres des signaux modulés en amplitude avec por-
teuse sinusoidale seront déterminés dans la suite dans les deux cas suivants.

x(8) = Am(t) cos 2w fyr). (3.16)
2. La modulation d’amplitude avec porteuse ol le signal modulé s’écrit :

x(t) = A[1 + km{t)] cos (27 fot) (3.17

ol le nombre & est une constante qui caractérise 1’amplitude relative de m(t) par
rapport a x(z).
Dans le cas de la modulation de phase, le signal modulé€ est souvent mis sous la
forme
x(t) = Acos 2n fot +m()) {3.18)

1l est facile de vérifier que cette modulation peut étre considérée comme une modu-
lation d’amplitude complexe.

Exemple 3.2.1 Modulation d’un signal a bande limitée

Soit x(t) = Am(¢) p(¢) un signal modulé en amplitude par un signal m(¢) & bande
limitée [~ F,4F] et supposons que la porteuse p{¢) est un signal périodique, de
période Ty = 1/ fy. Partant du développement en série de Fourier de p(t), on obtient :

P(v) = Z P.8(v — nfy). (3.19)

ou les P, désignent les coefficients de Fourier de P (¢), on peut calculer la T.F X (v)
de x(¢) et obtenir :

X()=A Z PaM (v — nfy). (3.20)
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Le support du spectre de x(¢) est donc constitué par la réunion des intervalles
[nfo— F.aifo+ F1.Si F < fu/2, ces intervalles sont disjoints et donc la puissance
de x{(#) se répartit sur des bandes de fréquence disjointes. Dans le cas d’une por-
teuse sinusoidale, la relation (3.20) se réduit 4 :

A
X)) = SIM @+ fo)l + My — fo)l.

Dans le cas particulier :
m(t) =14+ acos(ZaEt)
on obtient
M(v) = 6() + Z[6(v — F) + 8w+ F)]

et le spectre de x(r) est constitué par un ensemble de 6 raies spectrales.

Pulses annulant I'interférences inter-symboles Considérons un systéme de com-
munication dans lequel on transmet une suite de nombres réels ou complexes
Xy, 71 € Z sous forme d’un signal analogique

s(t) = Zx,,h(r —nT)

ol /7 est une fonction réelle ou complexe et T un réel positif définissant la cadence
avec laquelle on transmet I'information et on préleéve le signal a la réception. A
I'instant k7, le signal recu est donné par

SkT) = Zx,,h(kT —nT) = x:h(0) + Zxk_,-h(fT).
n iZ0

Si 'on veuot récupérer seulement le terme xy, il faut choisir 7 de sorte que
h(iT) =0, ¥i & 0. On se restreint souvent i des fonctions /1 pour lesquelles 1a for-
mule sommatoire de poisson est vérifide, i.e.,

Ty hnT) =Y H(v— 1%), VueR.
n n

Dans ce cas, la fonction recherchée doit vérifier la condition suivante, appelée
condition de Nyquist [12], garantissant ['absence d’interférences entre symboles :

S Hw- ;) — Th0) YveR.

Les fonctions pulses /71{¢) utilisées en communication sont toujours & bande limitée,
[—A,A], & cause des contraintes des canaux de transmission et des bandes de fré-
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quences allouées i I'utilisateur. Pour assurer une transmission sans interférences
entre symboles, la condition de Nyquist conduit &

1
2A 2 —.
T
Cette condition signifie que pour transmettre un symbole x, toutes les T secondes

sans interférence entre les symboles transmis, il faut une largeur de bande minimale
A .. . .
2A =2B=1/T. Dans ces conditions, le pulse est donné par /1{r) = sinc(27B1).

Supposons que 'échantillonnage de x (1) se fasse non plus aux instants n7 mais aux
instants nT + €, € > 0. On obtient

s(nT + ¢€) = x, sinc (2w Be) + _Zx”_i %;((%E—l%
i+0
~—Commela série
!
est divergente, la quantité
eq 21T + ) ~ x4l (3.21)

qui représente |’erreur commise ne reste pas bornée pour toute suite x,. Cette diffi-
culté constitue "inconvénient majeur du puise /() considéré. On préfere alors uti-
liser le pulse, appelé cosinus surélevé, défini par

cos (2w Bt)

=sinc (27 B1) ————
gi{t) =sinc (Zw )1 BT

ayant pour T.F G(v) = cosz(i‘_—g)l’[(z’fg) et pour lequel ’erreur (3.21) reste bornée
pour toute suite x,,. En effet, on peut écrire

sinc{4we) Z ) e sinc(dw Be)
=i

o(nT =Y s ; i iTY21
ST + 6 =T epza (e—iT) 1 — 16B%(c—iT)3

i#0
Un autre inconvénient du pulse /1(#) provient du fait que la réalisation pratique d’un
signal dont la T.F a une forte pente aux points —B et B. On a alors recours & un

codage qui permet quand méme &’ atteindre la borne de Nyquist. Par exemple, au
lieu de transmettre le signal x{¢}, on transmet

(0 =Y (i +xm)hit —iT) = ) xiholt —iT)

ieZ ieZ
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ho(ty=h() + h(t + T).

Avec le pulse /i{r}, on obtient y(n7") = x,, + x,41 = ¢,,. Connaissant xg et la suite
¢, ON peut retrouver la suite x,. Au lieu de construire le signal v(#) en introduisant
le pulse irréalisable h(t). on construit y(¢) & I'aide du pulse réalisable fip(7}. En
effet, comme

o 1
Hy(v) = QTCOS(::?J/T)e"“'z"”fI'[(%), T = 75

le pulse fip(r) est & largeur de bande 258 et il ne présente pas de pente infinie. Le
procédé décrit ci-dessus est un cas particulier d’une méthode générale qui consiste
a remplacer dans la définition du signal x(r) faisant intervenir fi{t) les x,, par une

3.2.2 Modulation de fréquence (FM)

La modulation de fréquence est une transformation non linéaire du signal modulant
dans laquelle le signal modulé est donné par :

x(t) = Acos (27rf Fim(@)de). (3.22)
0

C’est la dérivée de 'argument de x(t) qui est fonction du signal modulant. En géné-
ral, on a le modele de modulation de fréquence suivant ;

x(t) = Acos (_?.'ﬂ'f [ fo + Bm(T)idT) (3.23)
0

ol le nombre 3 est appelée excursion maximale de fréquence.

Exemple 3.2.2 Spectre d’un signal modulé en fréguence
Considérons le signal modulé en fréquence :

i
x(t) = Acos [271' (_for + ﬁf (T d’?‘)] (3.24)
0

ol le signal m(r) est supposé vérifier |m(¢)| < 1. On va calculer le spectre de x(1)
dans le cas m(t) = cos(27 F't), avec F & fpy. Le signal défini par (3.24) s’écrit sous
la forme :

x(t) = Acos[2afor + psin (27 Ft)] (3.25)
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ou p = 3/F est appelé indice de modulation. Pour établir I'expression du spectre,
on admet le développement suivant :

+oo

expljusin@nFn)] = Y Ju(u) e*™F
fim=—0D0
ou J,{(p) est une fonction 4 valeurs réelles qui posséde la propriété suivante :
Jon{p) = (—=1)* S, (1). On obtient alors le développement suivant de x (¢} en série
d’exponentielies :

A 40 i ) .
I([) - Z Jn(”)[ejz’ﬁ(j(]-]-ﬂp)f + (_l)ne—jlﬂ'(_ﬂ)mnF)t]‘
p)

n=—0

Le spectre du signal x(z) est alors donné par :

XwW) =2 > Tnwlbv— fo—nF)+ (=16 + fo— nF)l.

=00

Les fonctions J,{(y1) ont des propriétés particulieres qui permettent de montrer que
'on peut approximer la largeur de bande utile du signal x(r) par B =
2(u+ 1)F = 273 et que cette largeur est en général supérieure 2 celle de la modu-
lation d’amplitude.

3.2.3 Comparaison des modulations AM et FM

Dans la modulation d’amplitude, I’information est portée par la valeur instantanée
de « I’amplitude » du signal modulé qui dépend fortement des conditions de propa-
gation. Pour lutter contre les bruits parasites, on ne peut qu augmenter la puissance
du signal et ceci limite les possibilités de transmission & aide de ce type de modu-
lation, L’examen du spectre, montre qu’une large part de la puissance est concen-
trée sur la porteuse ; or celle-ci ne véhicule pas d’information. La modulation d’am-
plitude se propage ma! i longue distance mais elle a ’avantage d’avoir une bande
de fréquence éiroite. Dans la modulation de fréquence, I’information est portée par
[a valeur instantanée de la fréquence du signal modulé. Elle n’est donc pas trés alté-
rée par les variations d’amplitude de {a porteuse. La modulation de fréquence a
cependant le grand inconvénient de conduire a un encombrement spectral important
puisque le signal modulé a une grande largeur de bande et il a plus de risques d’étre
masqué par d’autres signaux.

Exemple 3.2.3 Modulations d’une impulsion radar

Considérons le cas o I’impulsion émise par un radar v(t)e/0 est un signal modulé
en amplitude et non en fréquence. La fonction «{r) est souvent modélisée par une
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- gaussienne approximant une impulsion breve. Afin d’obtenir une bonne résolution
- en distance, cette impulsion doit étre aussi bréve que possible. De plus, la précision
" des mesures est inversement proportionnelle 4 I"énergie du signal émis. Pour satis-
faire 4 ces deux conditions, on doit émetire des puissances élevées (beaucoup
- d’énergie pendant la courte durée de ['impulsion). On se heurte alors & de diverses
limitations technologiques et un moyen qui permet de ‘pallier & cette difficulté
- consiste 2 utiliser une modulation en fréquence de 1’impulsion. Le cas le plus simple
et qui est fréquement utilis€ dans la pratique est celui d’une impulsion 4 modulation
linéaire en fréquence.

Exemple 3.2.4 Récupération d’un signal modulant

Un amplificateur radio-fréquence délivre un signal modulé en amplitude de Ia
“forme x(#) = A[1 + m(£)] cos(2mrpt). La fréquence vg de la porteuse appartient i
la bande {0.5 MHz, 1,7 MHz]. Le signal modulant m2(¢) est & bande limitée [50 Hz,
5 kHz] et vérifie [m{1)| < 1 (caractéristiques de la radiophonie en « grandes
ondes »). Le spectre du signal x(7) est donné par :

A
Xy = ;[J(V — o)+ 0+ gy + My — ) + My 4+ 1))
Dans le cas particulier oll m(f) = %COS(ZW!{J), ona
1
M) = Z[é(v —vy) + 8(v+ )]

La puissance totale est P, = % + % et [a puissance qui correspond a Pinformation

utile transportée par x(7) et contenue dans m(f) est P, = fl*—;:.

L’oscillateur local délivre un signal sinusoidal de la forme p(t) = B cos2w(1yg
—+u1)t, ol vy est une fréquence fixe dite « fréquence intermédiaire », et choisie égale
A v = 455 kHz. Au signal p(t), on associe g(t) = x(¢)p(¢) et ’on fait passer ce
dernier dans un amplificateur & fréquence intermédiaire considéré comme filtre
passe-bande idéal dont la bande passante est centrée en v et de largeur 10 kHz.
L'expression du signal de sortie y(¢) est donné par :

BA
y(t) = T[l + m(t)][cos 2mt + cos 2m (v + 2],

En général, on a v| + 21 >> 1. Donc un filtrage passe-bas idéal, centré en v
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permet de ne conserver que la composante %—A[i + m(1)] cos2muyt.
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EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

3.1 Formule sommatoire de Poisson

On désigne par

o0

Pr(n2 Y 6(t~aT)

=00

le peigne de Dirac de période T et on rappelle que 1la T.F d’un peigne de Dirac est
aussi un peigne de Dirac, i.e.,

-
FIPrOl == 3 Sv—=).

m=—0c

On pose
V(1) = Pr(t) * x (1) (3.26)

1. En développant Ia convolution, exprimer y(¢) en fonction des signaux x(r — nT).
2. Utilisant la conservation du peigne de Dirac par la T.F, exprimer la T.F de v en
fonction des échantillons X (n/T).

3. En déduire une autre expression de y(¢) en fonction des échantillons X (n/T).

4. En déduire la formule sommatoire de Poisson :

oo oo

1 n _,"Zm'l-!- .
Z x(t=nT)=— Z X(2)e T (3.27)

He=—00 HN=—00

5. On suppose que x est & BL [— B, 8], avec 28 = 1/T. Monltrer que

Z x(t —nT) = constante. (3.28)

H=—00

3.2 Formule d'échantillonnage

Soit s{z) le signal dont la T.F est S{r) = T1(%) et
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(25t —t) ne D, solt) 250

1. Déterminer le signal s(t) et caleuler ["€nergie E de ce signal.

2. Déterminer toutes les valeurs f, de ¢ pour lesquelles les signaux s, sont orthogo-
naux a s(1).

" 3, Montrer que les s, (¢) sont alors orthogonaux deux a deux.

4. Déterminer la projection orthogonale X(¢) d’un signal x (r) sur ’espace vectoriel
Ep engendré par s,{t),—N<n< + N.

5. On suppose que x(¢) est 2 bande limitée [—B,+B]. Expliciter ¥(¢) en fonction
des valeurs échantiflonnées de x(#).

~6.-On-prend-N = oco. Comparer les T.F de-X(¢) et x(1) toujours dans le cas ol x(7)

est 4 bande limitée [—B,+ B]. Donner la formule qui permet d’exprimer un signal
x(t) A BL [—B,+ B8] en fonction des échantillons x(2/28).n € Z,

7. On fait passer le signal x(r) dans un filtre linéaire de réponse impulsionnelle (R1)
h{r). Montrer que la sortie y(r) de ce filtre est aussi 8 BL [— B, B].

8. Montrer que le signal échantillonné v, 2 y(n/2B) se déduit du signal
X éx[n /2B par un filtrage linéaire & temps discret dont on calculera la RI g a
I*aide de /(t). Donner la fonction g telle que gi 2 g(n/2B).

-~

9, Que devient la fonction g(+) dans le cas particulier ol /i{r) est aussi & BL
[-B,+B]?

10. On suppose que le filtre /1(7) est un dérivateur, c’est-i-dire que sa sortie y(r) est
la dérivée par rapport au temps de x{¢). Calculer dans ce cas la fonction g(7).

11. En déduire I’expression de la dérivée d’un signal x(r) & BL [—B,+ 8] en fonc-
tion de ses échantillons x,,.

3.3 Fréquence d'échantillonnage

Soit e; un signal réel dont la fonetion de corrélation vérifie v, (1) = o2d(7) on §(7)
désigne la distribution de Dirac. On considére le filtre & temps continu défini par

T/2
s(1) = f e(t — Hd8.
~T/2

1. Ecrire 5(t) sous forme d’une convolution en faisant intervenir une fonction porte
et en déduire la réponse impulsionnelle i(r) du filtre ainsi défini.
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2. On désigne par G(v) la T.F de k(). Calculer la densité spectrale [';(v/) du signal .
s(t) et tracer son graphe,

3. Calculer I'énergie du signal s(t).

4. On fait passer le signal s{t) dans un filtre linéaire de réponse en fréquences -
H(y) = % et on désigne par x(¢) Ia sortie de ce filtre. On échantillonne x () & une
fréquence f,. Donner une borne inférieure de f, qui permet la reconstruction de s(z)
Sans erreur.

5. On fait passer le signal a temps discret, x, = x(nT,),n € Z dans un filtre linéaire
dont la sortie est définie par

Y = &¥—1 + Xp.

Calciilér 14 densite spectralede v, ainsi gue la puissatice £ ( y,? Yenfonctionde Iy (v

3.4 Fréquence d'échantillonnage d’'un signal analytique

Dans un récepteur de radio communication le signal utile est superposé 4 une fré-
quence dite porteuse choisie en fonction de différents critéres. On se propose de voir,
commment, dans ces conditions et en |'absence de bruit pour simplifier I’exercice,
extraire un signal échantillonné et numérisé représentatif de la DSP du signal utile.

1. On considére deux signaux : p(t) = ¢™*" " et x(t) = ed?0" Sachant que :

1

(12N

2.1 -1
Fle™® "1 =ke 4 avec k=

quel est le spectre de s(t) = x{t}p(t) ?

2. On considére un signal analytique y(¢) dont la DSP est inconnue mais contenue
dans une gaussienne centrée sur la fréquence fy et d’écart-type . C’est le signal
entrant dans le récepteur. Quelie fréquence d’échantillonnage F, faut-il choisir pour
que la bande passante B, = [ fo — a, fo + a] soit correctement restituée ? Introduit-
on alors un signal parasite dans la bande B, ?

3. Si on multiplie ¥(¢) avant échantillonnage par exp[— j2= fyt] pour obtenir un
signal z(t), quelle conséquence cela a-t-il sur F, ? Introduit-on alors un signal para-
site dans la bande Bp 7

4. On suppose F, = fu/N < fp. Quelle condition doit respecter F, par rapport 4
a 7 Quel choix de F, proposez-vous pour avoir des codeurs les plus simples pos-
sibles ? Comment isoler I'information cherchée en utilisant un filtrage 7

5. A-t-on perdu théoriquement de ’information entre ces trois fagons d’échan-
tillonner le signal ? ‘
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- 6. Applications : fop = 500 Mhz , @ = 5 Mhz , on veut de plus numériser le signal
sur 12 bits, quelle méthode choisir parmi les trois ?

3.5 Transmission d'une impulsion rectangulaire

On considére un canal de transmission équivalent & un filtre passe bas idéal avec une
fréquence de coupure B. On transmet une impulsion x(t) = T1(5).

1. Calculer la densité spectrale d’énergie de x () et le dessiner sur le méme repére
que la réponse en fréquence du canal lorsque 1/T << B.

2. Donner I’expression du signal de sortie s(¢) (sous forme d’intégrale) et tracer son
graphe pour 1/T << B etpour 1/T = B.

3, On veut transmettre 2 impulsions successives. Quelle condition doit-on vérifier
pour éviter les recouvrements (importants) en sortie du canal ?

3.6 Modulation d’un signal

1. On considere le signal 2 temps continu, périodique de période Ty, défini par
p(t) = p(t + To) et p(t) = I1(§) avec T < Tp. Calculer la transformée de Fourier
P(v) de p(1) et déterminer le spectre de puissance de p(f}.

2. On considere un second signal m(r) & temps continu, d’énergie finie, et 4 bande
limitée [— B,+8]. Calculer la T.F X {¢) du signal modulé x(r) = m (1} p(1).

3. Quelle condition doit vérifier B pour que le spectre de x(¢) soit constitué d’une
succession de motifs élémentaires & supports fréquentiels limités et disjoints 7 On
supposera cette condition vérifiée dans la suite.

4, Montrer que le passage de x(t) dans un filtre passe-bas idéal permet de retrouver
m(t) en sortie {démodulation). Ce méme principe de démodulation peut-il étre
appliqué au signal modulé y(¢) = m(¢) cos(2nr/Tp) ? Le fait que les impulsions
constituant p(z) soient rectangulaires joue-t-il un réle dans ce cas ?

3.7 Signal madulé et signal analytique
Soit le signal modulé suivant
x(t) = m(t)cos 2mugt + @)

dont I"amplitude m (1) est un signal réel a bande limitée dans I'intervalle [—B,+B],
avec B < 1y .

1. Calculer la T.F de x(#). On désignera par M (v) la T.F de m{r}.

@ Dunod. La phnt'ucn;':uie non avtorisée est wn delit,
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2. En déduire I'expression du signal anlytique de x(¢) que 'on notera z(t),

3. Calculer les parties réelle et imaginaire de z(r). Comment sont-elles lides ?

4, On pose : z(t) = a(t)exp]jP(1)], 0 < ®(t) < 27. Calculer I'amplitude instanta-
née a(t) et la phase instantanée ®(¢). En déduire ’expression de la fréquence ins-
tantanée :

1 dd (1)
Vf(r):% ST

3.8 Filtrage d’un bruit blanc

Soit e un signal réel dont la fonction de cortélation vérifie v, (7) = a28(0) oh (1)

désigne la distribution de Dirac. On considere le filtre a temps continu défini par

T/2
s(t) = f e{t — Nda.

T/2

1. Bcrire () sous forme d'une convolution en faisant intervenir une fonction porte
et en déduire ia réponse impulsionnelle /() du filtre ainsi défini.

2. On désigne par G(v) la T.F de k(). Calculer la densité spectrale I's (1) du signal
5{t) et tracer son graphe.

3. Calculer I’énergie du signal s(¢).
4, On fait passer le signal s(t) dans un filtre linéaire de réponse en fréquences
H(wy = % et on désigne par x(z) la sortie de ce filtre. On échantillonne x (1) i une

fréquence f,. Donner une borne inférieure de f, qui permet la reconstruction de s(¢)
sarns erreur.

5. On fait passer le signal & temps discret, x, = x(n7,),n € Z dans un filtre linéaire
dont la sortie est définie par

Yn = a¥p—1 + Xy

Calculer la densité spectrale de y,.

3.9 Causalité et stabhilité d'un filtre
On considére le filtre & temps discret F de réponse impulsionnelle

he =1/ pour O0<k<oo et hy=0 ailleurs
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On appelle ¢; 'entrée de F et y; la sortie associde.
1. Que peut-on dire de la causalité et de la stabilité du filtre ainsi défini ?
2. Calculer la fonction de transfert du filtre F.

3. On fait passer le signal y, dans un filtre £1 causal de fonction de transfert
Hi(z) = 1/(1 — «z) et on désigne par s; la sortie de F1. Donner la relation qui
existe entre les transformées en Z : F(z) et §(z) des signaux (eg) et (sg}.

4. Déterminer Ia réponse impulsionnelle du filtre stable qui associe d e le signal sy.

SOLUTIONS
3.1 1. y{t) = Z x(t —~nT)
[ v n
2. Y(v) = ?,,;mx(?')‘s(”" =)

3, Par transformée de Fourier inverse, on obtient :

n
JATY—

1 oo
Y=z 3 X T

=00

4. La comparaison des deux expressions de y(t) conduit & la formule (3.27).

5.Sjxestd BL[~B,B],ona X(3) =0 pour n # 0 et ceci donne la formule (3.28).

3.2 1. Ce signal est un sinus cardipal. Soit s(¢) = 28 sinc(2Br}. L "énergie E de ce signal
est dgale A I'intéerale de |S(1)|*. On obtient E = 48>,
2.0na:

+o +o0 .
y(1) = f st —w)s(r —u)'df = f [S()|Pef P gy,

—co -0
+eo .
= f S()el TV, = s(u — 1) = 2B sinc(2B(v — u)).

0

Donc ce produit scalaire est nul si, et seulement si, v — i est un entier relatif non nul. Les
signaux cherchés sont donc les signaux s(+ —+,), n € Z avec, = n/(28).

N
B
]
‘a
=1
=1
o
n
]
]
]
LM
TR
=
£
-3
@
]
g
=
|
LR
5]
=}
=}
]
=}
=
o
]
=
=
2
£
S
]
@

3. Par construction, les signaux s,(+) sont orthogonaux deux & deux et on a is,||* = E.
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4.0na
o N
x(#) = Z xS 1)
—N

avec

(I e 1 o o
= ﬁf x5, () dt = ﬁf_mX(u)S(u)*ei~7“"mw

-0

1 [? .
=— | XWeT™udy.
2B J g

5. Si x(¢) est i bande limitée [—B,4+ 8], on peut remplacer les bornes =8B de I'intégrale par
Zo0. On obtient

(=}

[0 — L X(U)ejzwur"dy= ,1'(1,-;)-
28 Jooo
On a donc
o
T(F) = ZI(I")S" (t).
-

FX(@) =S Z_l-(rrl)ewj.??rur".

6. Les T.F de ¥(r) et x{r) sont égales et on peut donc déduire que ¥(r) = x(z}. Finalement

oo

x(t) = Z.\'(n/QB)s,, )

-0
qui est la formule d’échantillonnage.

7. Ce résultat se déduit de la relation de filtrage Y (1) == H(1)X (1)

B. Les signaux x(t) et y{¢) se décomposent en utilisant la formuole d’échantillonnage.
Remplagant dans

+0
() = f h(x (@t — Hdl

20
x(t) par sa décomposition :

+oo

x() =) x,sinc(2Bt —n)

00

on obtient
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+oo +oa
YO =D x, f (@) sinc[2B(t — ) — n].

Dol
+0o

A K
M 2)’(%) = Z-trlgrlwk

—Oo

avec
A Kk .
8 =g(ﬁ) avec g(t) = h(r) = sinc(2B1).

9. Si i1(r) est aussi & BL [—B,+B], la conservation du produit scalaire donne :

+ox ) +o0 )
CgE = . H(U)S(U)*ejlrr!fu)dy — H(U)e_rlﬁlﬂ; du = ]l(fk).

10. Le caleul direct de la fonction g{(¢) conduit i (utiliser g(t) = T-FHG (1)) :

__cos(2xBr)  sin(2wBr)

f
8tt) nBe?

et par suite, gy = (—l)”%. Comme la relation .x(#)" = fi(¢) * x(f) est vraie pour sinc(2B1),
alors g(¢) est égale & la dérivée de sinc(2B¢). Ceci donne une autre méthode pour calculer
g(r).
11. L'expression de la dérivée d'un signal x(¢) i BL [—B,+ 8] en fonction de ses échan-
tillons x, est donc :

+00 (__ l)k—n

!
X, =2B é Xy—.
k " k—n

hadv.®]

3.3 1.L’intégrale est égale au produit de convolution de la fonction porte de support T par
e(t). Soit

s() = n(g) *e(f)

et donc la réponse impulsionnelle est i1{t) = ]'I(%).

2. LaT.Fde /i{t) donne le gain complexe du filtre : G{») = Tsinc(«Tv). D' aprés la formule
des interférences, la densité spectrale est donnée par :

[ () = T2 sinc(nTv) o .

On obtient le graphe classique de la fonction sinc élevée au carré.
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3. L'énergie du signal s(¢) est donnée par
Ey = ’Y\(O) = f I (vdv = Tc,rI

4, On applique la formule des interférences et on obtient :

L) = [HW)P ().
Le signal x(} est donc & bande limitée [—B, B} et le théoréme d’échantilionnage donne
comme borne inférieure pour £, le nombre 2B.

5. Prenant les transformées en Z des deux membres, on obtient ¥(z) = az™'¥Y(z2) + X (2).
Soit

1

o f (z): - 87—1 :

La densité spectrale de v, a donc pour expression

Fy(v) = L (e

|1 — ge—diZ™|2

La puissance est donnée par £(y?) = f.iﬁz Ty{vdv.

3.4 1.LaT.Fde s} est donnée par :

1 _te—fud

SW)y =X+ P() =kd(v— fyve a0 =ke aa°

2. La T.F du signal analytique y(7) est de la forme :

- (U—fn):
Y1) = gl (p)e  4°

Le signal échantillonné associé a y(t) est:
Vi) =Y y(kT)6U — kT,) = y(t) ) &(t — KT.).
Sa T.F est
1 k 1 k
V) =YW+ > - =T S v 7

La fréquence d’échantillonnage F, qu’il faut choisir pour que la bande passante
B, == [ fy — a, fo + a] soit correctement restituée vérifie 2a + 2 fy < F.. Comme le spectre du
signal ne contient pas de fréquences négatives, il suffit de choisir une fréquence vérifiant
a + fy < F,. Ce choix n’introduvit aucun signal parasite dans la bande 8,.
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3. 0na Z(v) =Y {¥+ fiu). La DSP du signal z{#) est toujours contenue dans {a gaussienne
centrée cette fois-ci & "origine et d’écart type inchangé a. Pour restituer la bande [—a,a], il
suffit maintenant de choisir 2a < F,. On introduit alors un signal parasite dans [a bande Bp
qui est du au repliement du spectre.

4.1l faul que F, = 2a. Pour avoir des codeurs les plus simples possibles, il faut que F, soit

le plus petit possible. Comme F, = fy/N, on obtient N < % La valeur maximum de N est

égale 4 la partie entiére de {% soit £(s1}. La fréquence F, minimale est alors

_ _fo
E({)

€

Pour isoler I'information cherchée, on doit utiliser un filtre passe-bas de fréquence de cou-
pure £, =a.

5. Théoriquement, il y 2 une perte d’information due au repliement de spectre dans les deux

dernigres méthodes et des pertes dues aux filtrage.
6. La premiére méthode n’est pas envisageable car on obtient F, > 105 MHz. La seconde

méthode donne F, > 10 MHz. Dans la troisieme méthode, comme E(4}) = 5{, on obtient
F, > 10 MHz, On a donc intérét i choisir la troisiéme méthode pour sa simplicité puis-
qu’elle ne nécessite pas la multiplication du signal avant échantillonnage comme c’est le cas

pour la seconde méthode. Dans le cas ol :,’% n’est pas entier, on a plutdt intérét a choisir la
seconde méthode car elle conduit & une fréquence F, inférieure i celle obtenue dans la troi-

sidme méthode.

3.5 1. La densit€ est donnée par :
T () = Tsinc(aTi)?.

2. La réponse impulsionnelle du canal est un sinus cardinal /(1) = A sinc(2wBt). Le signal
5(t) est €gal au produit de convolution de x{¢) par /i(t). Soit :

£{1) zf Sil’]C(Z}TBH)H({;—H)dH.

Tenant compte des hypothéses, I'intégrale qui est une fonction symétrique peut Etre
approximée par une constante pour |¢t| £ T/2 —1/(2B),parOpour |t| > T/2+ 1/(2B8) et
pour T/2—1/(2B) <t < Tj/241/(2B) elle est égale & une fonction décroissante. Pour
1/T = B, on obtient un signal semblable au lobe principal de /i(f) mais sur un support
double. Soit un signal s(#) de support [—1/8,1/B]. D’ol une approximation du graphe de
s(t).

3. Soit 7, la période des impulsions. Pour 1/T << B, on doit choisit T, = T 4+ 1/B. Pour
1/T = B, on doit choisit T, = 2/B.



94 3 = Echantillonnage et modulation d'un signal déterministe

3.6 1. Par définition, on doit développer p(t) en série de Fourier, soit :

Pty = Z P
H=—00
puis prendre la T.F de ce développement, soit :
n
Py} = Py ~ —)
> T

=00

oll les P, sont les coefficients de Fourier donnés par

1 T — 2t 1 (77 jpan
Fy=— plt)e T dt = f fnd[
TU —Tai2 T{] -T/"
Py PRt T "
1 e,u.Tﬁ- _ EJHTT; Sln(”ﬁ%)
7 j27r,;.—’0 T

2.0na:

X@) =MW * PGy = Y P.Mv— ;—’D)

Ht==—0D0

3. C’est un signal de période 1/ T;. On doit donc avoir 1/ T > 2B pour gue les motifs ne se
chievauchent pas.

4. Tl suffit de Faire passer le signal dans un filtre passe-bas idéal de largeur de bande [— B, B]
pour isoler et donc retrouver m{t). On a:

()

Y = * (S(v ——)+5(U+—)"—[M(U——)+M(V+——)]
Le fait que les impulsions constituant p(1) soient rectangulaires ne joue aucun rdle.

3.7 1. Ona:

i P o P
X() = M) =8y — vo) + €7/ 70(v + 1]
1, 1.
= ':")"EJ,’ M(V - Uﬂ) + ;E‘ ‘IOM(U—I- V()).

2. Le signal analytique de x(t) a pour TF Z(v) = e/*M (v — ). Donc ona:
Z(ty=m (f)ej(?-ﬂ'lmf+f_:‘:).

3. Les parties réelle et imaginaire de z({t) sont des transformées de Hilbert I’'une de I’autre.
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4.0na:

x(1) = a(t)e! T = mi(r)edTertd)

L'amplitude instantanée est a(r) = m(t) si m(#) > 0 et a(t) = —m(t) si m(t) < 0. La
phase est une fonction linéaire périodique. La fréquence instantande est égale a 1;{t) = v.

3.8 1.L'intégrale est égale au produit de convolution de la fonction porte de support T par
e(t). Soit

s(h) = H(g) + e(8)

et donc la réponse impulsionnelle est /1(t) = I1(5).

2.LaT.F de /(t} donne e gain complexe du filtre : G (1) = Tsinc(nTv). D’aprés la formule
des interférences, la densité spectrale est donnée par :

I (v) = Tsine(nTv) o™,

dont le graphe est bien connu.

3. L'énergie du signal s(r) est donnée par

Es=7(0) = f I(dv = To .

4, On applique la formule des interférences et on obtient :
Fe() = |H@)Tu).

Le signal x(¢} est donc & bande limitée [~ B, B] et le théoréme d’échantiflonnage donne
comume bome inférieure pour f, le nombre 28.

5. Prenant les transformées en Z des deux membres, on obtient ¥ () = az~1Y(2) + X (z).
Soit

1
H)= —.
@ | I ot

La densité spectrale de v, a donc pour expression

Iy = Te().

“ — ae—j2mf|2



96 3 « Echantillonnage et modulation d’un signal déterministe

3.9 1. Comme /i =0 pour k < 0, le filtre est causal. Comme Zfin | Ay |< oo, le filtre
est stable.

2. La fonction de transfert est égale i la T.Z de la réponse impulsionnelle,
D’ob :

3.0na:

S(2) = HEYH (YE() = E(z).

1—22' 1 —az
4. La fonction de transfert, H2(z), du filtre qui associe s(7) & ¢(z) admet 1/2 et [ /o comme
poles. Cette fonction définit un seul filtre causal stable si, et seulement si, | a |> 1. Pour
obtenir la réponse impulsionnelle de ce filtre, on développe Ha(z) en série dans le domaine

défini par : | z |> sup(%; 1'@). On commence par décomposer H(z) en éléments simples

sous la forme :

(4)—2_(1 1_(2;)‘“'_1—(CEZ)_I:|.

Le développement en série de chacun des deux termes donne

2 o) i 00 ; [=a] ;
H@ = 5— [g(zz) *—é(az) *} = > It

kozm 00

Par identification, on obtient la réponse impulsionnelle /.



Chapitre 4

Bases probabilistes
pour ia représentation
d'un signal aléatoire

4.1 VARIABLE ALEATOIRE

4.1.1 Espace probabilisé et loi de probabilité

a) Espace probabilisable

Une expérience aléatoire est une expérience pouvant conduire & plusieurs résultats
possibles et dont le résultat ne peut étre prévu avec certitude. Cela signifie que si
I"on répéte plusieurs fois la méme expérience, on obtient & chaque fois un résultat
bien défini mais qui n’est pas toujours le méme. L’ ensemble des résultats possibles
sera noté £2.

Exemple 4.1.1 Le lancer d’un dé cubique ne pouvant rester en équilibre sur aucune
de ses arétes et dont les faces sont numérotées de 1 a 6 est une expérience aléatoire.
Les résultats possibles de cette expérience sont les six chiffres 1, 2,..., 6.

D’une maniére générale toute expérience physique est aléatoire. En effet, méme
les expériences pour lesquelles on peut appliquer le principe classique suivant : la
méme cause produit toujours le méme effet sont aléatoires dans le sens ol la mesure
de Deffet peut introduire des incertitudes. Chaque résultat possible d’une expérience
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aléatoire est appelé événement aléatoire €lémentaire. L'ensemble de tous ces événe-
ments est appelé ensemble fondamental et il est souvent désigné par Q2. Toute partie
de £2 est appelé événement aléatoire. 1'ensemble de tous les événements 1iés i une
expérience aléatoires est donc confondu avec I'ensemble P(£2) des parties de 2.

Un événement lié€ au lancer d’un dé cubique est par exemple A = {1,3,5}.

Avant de procéder 4 une expérience aléatoire, on peut étre intéressé par un évé-
nement donné A et vouloir faire une prévision sur la chance que cet événement a de
se réaliser. On peut dire a priori que A = {1,3,5} a une chance sur deux de se réa-
liser si la symétrie du dé est parfaite.

L’événement €2 qui par définition a toutes les chances de se réaliser est appelé
événement certain et I'événement &, ensemble vide, qui n’a aucune chance de se
réaliser est appelé événement impossible.

L'événement certain 2 = {1,2,3,4,5,6} correspond a I'affirmation « I’expérience

-va-conduire-a-1’un-des chiffres-1+2;-3+4:-5:-6-»
L'événement impossible & correspond a I’affirmation « 1’expérience ne conduit &
aucun des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 ».
Soit une expérience aléatoire conduisant & un nombre fini n de résultats pos-
sibles, par exemple, pour un lancer de dé on a n = 6. Dans ce cas le nombre d’évé-
nements possibles est donné par

Card{P(2)} = 26448 = o7

ol I’on désigne par Card(£2) le cardinal de 2. A la suite d’une telle expérience, on
est amené naturellement & s’ intéresser a la réalisation d’un événement A ou 4 sa non
réalisation, a la réalisation simultanée de deux ou plusieurs événements, i la réali-
sation d’au moins un événement faisant partie d’un sous-ensemble de deux ou plu-
sieurs autres événements, etc... On introduit ainsi sur 'ensemble des événements
P(£2) les trois opérations classiques suivantes.

1. La réunjon pour indiquer la réalisation de A ou 8 : A U B.
2. L'intersection pour indiquer la réalisation simultanée de A et B: AN B.
3. La complémentation par rapport & Q pour indiquer la non réalisation de A : CA.

Considérons 1'ensemble 7(£2) muni des opérations intersection, complémenta-
tion et réunion. Les différents sous-ensembles de P(£2) ne présentent pas tous le
méme intérét pour ’expérimentateur qui est amené a considérer des parties 7 de
P(52) qui sont plus ou moins grandes. Donnons quelques exemples de sous-
ensembles de P(82).

1. Le joueur est intéressé par chacun des numeéros et par toute réunion de ces numé-
ros. Il doit donc considérer le sous-ensemble T de P(£2) le plus grand possible, i.e.

T = P(Q).
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2. Le joueur est intéressé uniquement par la parité du numéro de la face du dé, Dans
ce cas, il peut réspoudre son probléme en considérant le sous-ensemble

T ={9,2,(1,3,5),(2,4,6)} C P(2).

3. Le joueur est intéressé par miser sur un ensemble de numéros parmi lesquels au
moins un est gagnant ou ne pas engager de mise. Le plus petit sous-ensembie qu’il
doit considérer pour résoudre son probléme est :

T = {Q, D] C P().

Soit un ensemble €2 fini et P(£2) 'ensemble des parties de €. On appelle tribu de 2
(ou o-algébre) toute famille 7 de 7(£2) contenant £ et stable pour la réunion et la
complémentation par rapport 4 £2. Le couple (2,7") est appelé espace probabilisable.
Les trois ensembles définis ci-dessus sont des tribus de €2.

© Dunod, La photocepie non autorisée est un délit.

"b) Espace probabilisé fini

Avant de procéder & une expérience aléatoire, intéressons-nous & une réalisation
particuliere dénommeée w; et appelée événement €lémentaire ou singleton. On peut
vouloir faire une estimation de la chance que cet événement a de se réaliser. Pour
obtenir une telle estimation on procede comme suit. On répete N fois Pexpérience
dans les mémes conditions et on associe i w; le nombre
i1
pi = N’ 0 pigl
oll #; représente le nombre de fois oll w; s’est réalisé. On fait tendre N vers I'infini
et le nombre py, ainsi obtenu est appelé probabilité de w;. On définit ainsi une appli-
cation P de £ dans [0,1] par :
Curd(S2)
Pw)=ph, i=1...Cad(Q) avec » Plw)=L
fe=|
Si le nombre P(w;) associé i chacun des singletons w; est indépendant de ce der-
nier, I'application P est constante et définie sur €2 une probabilité uniforme. Dans
cette hypothése d’équiprobabilité, on peut étendre la définition de P 4 I'ensemble
Q lui-méme de la maniére suivante : '

Card(A)
P = 2 Caacy
wieAd ar ( )
Soit (£2,7) un espace probabilisable fini et P I’application qui associe & chaque w;
le nombre
1

P(UJ[) = m
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L’application P se prolonge d'une maniére unique et définit une probabilité sur
{£2,7). Une probabilité est donc une application de (£2,7) sur [0, 1] qui vérifie les
axiomes suivants :

P(A) = Z Plu} et Z Plu} = L.

wicA el

Le triplet (§2,7, P) est appelé espace probabilisé.

Dans "hypothése d’équiprobabilité des événements élémentaires, fe calcul de la
probabilité d’un événement quelconque se ramene a un calcul de dénombrement.
Ce calcul repose sur les relations classiques qui donnent les nombres d’arrange-
ments, de permutations et de combinaisons de n objets.

“Nombire d'arrangements L& nombre de fagons différerites de choisit pobjets tous
différents parmi 7 objets tous différents (tenant compte de I’ordre des p objets choi-
5is) est donné par

P n!
T n=p)

Nombre de permutations Le nombre de facons différentes d’ordonner # objets
tous différents est donné par

Nombre de combinaisons Le nombre de facons différentes de choisir p objets tous
différents (sans tenir compte de I’ordre des p objets choisis) parmi n objets tous dif-
férents est donné par (tirage sans remise) :

!
plin — pyt’

P
no

Nombre de combinaisons avec répétitions Le nombre de fagons différentes de
choisir p objets, non tous forcément différents, {sans tenir comple de 1"ordre des p
objets choisis) parmi # objets tous différents est donné par (tirage avec remise) :

b _ (n+p— 1)
¥ plin — 1)t~
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¢) Espace probabilisé quelconque

Soit un ensemble £2 quelconque et P(£2) I'ensemble des parties de £2. On appelle
tribu ou o-algébre de 2 toute famiile 7 de P(£2) vérifiant les trois propriétés sui-
vantes :

-« Tcontient §2

« Test stable pour la réunion dénombrable
« T est stable pour la complémentation par rapport & 2.
Le couple (£2,7) est appelé espace mesurable et les éléments de 7 sont appelés

parties mesurables de £2. Si B est une partie d'un espace E, la plus petite tribu de
E contenant B est appelée tribu engendrée par 8.

Exemple 4.1.2 Tribus classiques

— Tribu fine : T = P(2)

— Tribu grossigére : 7 = {$,L2)

— Tribu de Bernoulli : 7 = {$,A,4,Q).

— Tribu de Borel : Soit (E,®) un espace topologique. Il est clair que 1a topologie @
n’est pas une tribu. La tribu engendrée par © est appelée tribu de Borel sur E. Si

E = R, on admettra que la tribu de Borel est engendrée par les ouverts de R et
qu’elle est aussi engendrée par des demi-droites | — oo, . Cette tribu sera notée B.

Une mesure positive est une application p¢ d’un espace mesurable (£2,7) sur
I’espace mesurable (R,B} muni de sa tribu de Borel qui vérifie les axiomes sui-
vants :

— Positivité : pour tout élément A de Tona u(A) e Rt
- Additivité complete : pour toute suite fini ou dénombrable d’éléments A, de T
deux & deux disjoints, on a:

p(UpenA,) = Z[—L(An)

nel]

Le triplet (£2,7 1) est appelé espace mesuré. Toute mesure positive P vérifiant
P(€2) = 1 est appelée probabilité. Un espace mesuré oll la mesure est une probabi-
lité est appelé espace probabilisé.

Produit d’espaces probabilisés : Si (§27,P(S2,}, P1) et (€22, P(£22), P>} sont deux
espaces probabilisés, on peut considérer sur 1'espace probabilisable {£2) x £25,
P(2) x £25)] la fonction P définie par

Pwiwn) = Piw) Prws) ¥V (wi.ws) € R X Q.
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I est facile de vérifier que P définie une probabilité sur 1'espace
[€2) x £2,,P(2) x 27)] appelé espace produit. On peunt étendre ce procédé pour
définir de proche en proche I’espace produit de n2 espaces probabilisés.

d) Régles de calcul sur un espace probabilisé

La probabilité de la réunion de deux événements quelconques est donnée par la for-
mule des probabilités totales :

P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(AN B). (4.1)

Deux évenements sont dits incompatibles ou disjoints si leur intersection est réduite
4 I’ensemble vide. L' axiome d’additivité compléte conduit 3 I'identité suivante :

P(AUB)y=P(AY+ RB(B). (4.2)

Deux événements sont dits complémentaires s’ils sont disjoints et si en plus leur
réunion est égale 4 U'ensemble £2. Dans ce cas on a

P(AUB)=P(A)+ P(B) = I. (4.3)

Un systéme complet d’événements est un ensemble d’événements deux & deux dis-
joints et tels que leur réunion donne I’ensemble 2. Un tel systéme forme une parti-
tion de $2. La probabilité de la réunion des événements d’un systéme complet est
toujours égale & 1. Si Aj, As,..., A, Torment un systéme complet, alors tout événe-
ment B se décompose sous la forme :

B=B,UBU...UB, avec B 2 A;NB (4.4)

etona
P(B) = Z P(B;).
i=1

Soit £ un ensemble fini ou dénombrable et £ une probabilité définie sur (2, P(£2)).
Alors les événements élémentaires de £2, i.e. les singletons {w;} de P{X2) forment
un systéme complet. De plus P est définie de maniére unique par la donnée des
P({w;]). En effet, les ensembles {w;} forment une partition de € et donc tout évé-
nement 5 peut s’ écrire

B = Uien B N {w;).

La valeur de P({B) est alors définie d’une maniére unique par

P(B)S ) PBNwl =) Plul

iel w;el
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Toute mesure de probabilité posséde les propriétés élémentaires suivantes.
DCACR=0<P(A) L]
ACB= P(A) < P(B)
A=Ca= P(A) =1— P(A).

e) Probabilité conditionnelile, Indépendance

Soit (2,7, P) un espace probabilisé et A un événement de probabilité¢ non nulle.
Soit I’application P, définie par

P(ANBAE
R DN @3

oil la notation P{B|A) se lit couramment probabilité de B sachant A. II est facile de
vérifier que P4 définit une probabilité sur (£2,7). Cette probabilité est appelée pro-
babilité conditionnelle (conditionnellement i la réalisation de A). On a donc :

P(AN B) = P(B|A)P(A) (4.6)
et aussi par symétrie, pour P(B) & 0,
P(ANB)= P(A|B)P(B) 4.7

Les deux expressions de P(A M B) conduisent i la relation suivante dénommée for-
mule de Bayes :

P(A
P{A|B) = %B—; P(BlA). (4.8)

Plus généralement, si A1, As,...A, est un systéme complet de 2 et B un événement
quelconque, on obtient la seconde formule de Bayes suivante :

P(BIA)P(A)
> iz P(BIA)P(A))

P(A;iB) = i=12,..n 4.9

Cette identité se déduit immédiatement de la premiére formule de Bayes qui donne

P(B|A)P(A;
P(A/IB) = -(LP(%_—) (4.10)
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et de la définition d’un systéme complet qui permet d’écrire

n
P(B) =Y P(B|Aj)P(A)). (4.11)

j=l
Les formules de Bayes sont & la base de la branche de la statistique appelée statis-
tique Bayésienne. Ces formules sont couramment appelées formules des probabili-
€s des causes. En effet, les A; peuvent s”interpréter comme des causes incompa-
tibles pouvant provoquer 1"événement B. Les probabilités P(A;) sont appelées
probabilité a prior alors que les P(A;|B) portent le nom de probabilités a poste-

riori.

Exemple 4.1.3 Application de la formule de Bayes

~-I>ans-une-usine-deux machines-A-et-As-fabriquent-des-boulens. de-méme-type. A

sort en moyenne 0,3 % de boulons défectueux et A2 0,8 %. Ona P(D|A;) = 0,003
et P(D|Az} = 0,008, On mélange 1000 boulons dans une caisse, 650 provenant de
Ay et 350 de A>. Lorsque I’on tire un boulon au hasard les probabilités dites a priori
qu’il provienne de A| oude A; sont: P(A;) = 0,65 et P(Az) = 0,35, Sachant que
I'événement, noté D : le boulon tiré est défectueux, s’est réalisé, les probabilités
précédentes sont modifiées et remplacées par les probabilités plus précises dites a
posteriori : P{A[|D) et P(A»]D). Pour calculer ces probabilités, on applique Ia
2tme formule de Bayes.

indépendance Soient 4,,...,4, un ensemble de n événements définis sur un
espace probabilisé. Ces événements sont dits indépendants deux 4 deux si, et seule-
ment si :

P(A;NA;) = P(ADP(A)) i j (4.12)
ils sont dits indépendants dans leur ensemble si pour toute partie 7 de I’ensemble
[1,2,....n} ona:

P{NierAn) = [lie) P(A;). {4.13)
Remarque Si ’on considére un ensemble de trois événements, les deux formes

d’indépendances sont équivalentes si, et seulement si, la formule (4.13) est valable
pour I = {1,2,3}.

Remarque On peut trouver des ensembles de n événements indépendants dans leur
ensemble et tel que tout sous ensemble de n — 1 €vénements constitue un ensemble
d’événements non indépendants dans leur ensemble.

L’incompatibilité de deux événements est définie sur un espace probabilisable sur
lequel aucune probabilité n’a été définie. L'incompatibilité de A et B ne fait pas
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intervenir la probabilité, elle exprime simplement la condition AN B = @. Par
contre I'indépendance de A et B est directement liée & une probabilité. Elle peut
donc changer avec la probabilité définie sur I’espace probabilisable considéré. Deux
événements A et B peuvent étre en méme temps :

— Indépendants et incompatibles

— Indépendants et comipatibles

— Dépendants et incompatibles

-- Dépendants et compatibles.

4.1.2 Statistique a une dimension

Nous considérons dans ce chapitre, une population 2 d’effectif total N, et dont

--chaque élément présente. un caractére X. Soit, par exemple, un ensemble © d’indi-

vidus dont on veut étudier la taille X. A chaque individu w on associe 1a valeur de
sa laille x = X (w). Pour cela, on peut supposer que x appartient 4 un intervalle
[a,b]. On subdivise alors [a.b] en r sous-intervalles de méme amplitude et on
appelle xj,xa,....%;,...,% les centres de ces intervalles. Au lien d’associer 2
chaque individu w, le nombre x, on convient de lui associer le nombre x; défini par
le centre de I’intervalle contenant x. Ainsi un méme nombre x; peut étre associ€ a
plusieurs individus w. On appelle série statistique pour le caractére X |’application
qui & chaque élément w de €2 associe le nombre x;. Soit une série statistique dont le
caractére X a pour valeurs x|,X2,....%,...,x . On appelle effectif partiel du
nombre x; !e nombre #; des éléments w de 1a population 2 dont la valeur du carac-
tére est .v;. Les fréquences partielles sont définies par :

"
L
ﬁ:N’ avec Y fi=1 et 0<fi<L

i=|

La moyenne, la variance et I'écart type de X sont respectivement définis par :

X = Z fix;, Var(X) = Z Jfily; — X, ox = +/Var(X).

I3 o]

Dans ce qui précéde, nous avons introduit une application X qui associe & chaque
élément w e nombre x de R et les nombres f; compris entre O et 1 et tels que leur
somme vaut 1. Lorsque le nombre N tend vers 'infini, chaque f; tend vers une
limite appelée probabilité du nombre vers lequel tend x;. La fonction X tend vers
une fonction limite appelée variable aléatoire (V.A) discréte. Le concept de V.A a
été introduit pour « quantifier » les résultats d’une expérience aléatoire [2] [13] [16]
[20]. Par exemple, le lancer d’une pigce peut conduire aux deux résultats possibles :
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obtenir face ou pile. On peut associer & ces deux résultats respectivement les
nombres —1 et 1 et parler des résultats possibles —1 et 1. Chacun parmi ces deux
nombres est alors entiché d’une probabilité qui sera celle de la face qui lui est asso-
ciée. On a ainsi défini une application X de I’espace probabilisé associé a 1'expé-
rience sur I'ensemble des réels, chacune des valeurs x prises par cette application
étant affectée d’une probabilité égale a celle de tous les antécédents de x. La loi de
probabilité d’une V.A est complétement déterminée i partir de la probabilité P
introduite sur £. On considére B muni de sa iribu de Borel et on doit imposer 2 X
de vérifier la propriété suivante :

X YByeT, YBeB

qui signifie que X est une application mesurable de I'espace probabilisé (2,7, P)

dans "espace probabilisable (R,B). Si T = P(£2), toute application X est mesu-
rable. Toute application mesurable de (2,7, P) est appelée V.A. Une V.A complexe
est une application d’un espace probabilisé sur I’ensemble des nombre complexes
telle que ses parties réelle et imaginaire sont des V. A réelles.

4.1.3 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

A chague V. A définie sur (2,7, P) est associée sa « loi de distribution de probabi-
lités » ou simplement sa « loi de probabilité ». La loi de probabilité d’une V.A X,
notée Py, est définie & partir de P par :

Px(B) = P(w|X{w) € B) = PIX"Y(B)], VB eB. (4.14)

Pour une autre V.A, Y, définie sur le méme espace probabilisé (£2,7,P), 1a loi de
probabilité sera notée Py mais s’il n'y a pas d’ambigufit€, on utilise Ia méme nota-
tion P pour la loi de probabilité de X, de Y et mé&me pour celles de toutes les V.A
définies sur (£2,7,P).

Exemple 4.1.4 Variable certaine et variable aléatoire

Si I’espace probabilisé est défini par la tribu grossidére 7 = {2, ®}, toute applica-
tion constante de € dans B est une V.A. Ce cas correspond 4 une variable dite cer-
taine. Si I'espace est défini par une tribu de Bernoulli {®,A, 4,Q} la fonction indi-
catrice de A est une V.A dite variable indicatrice de I’événement 4. Si I’espace est
défini par une tribu engendrée par une partition A, A1,. .., A,, une application X est
une V.A. si, et seulement si, X est constante sur chagque A;.
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Exemple 4.1.5 La notion de V.A dépend de la tribu choisie

On considére 1’espace probabilisable (£2,7) avec T = [Q,®}. Soit X I"application
numérique telle que, w et w; étant deux éiéments distincts de €2, on ait :

Xwp))=xretX(w)=x2%x

Montrer que X n’est pas une V.A sur I’espace probabilisable considéré. En déduire
que les seule fonctions pouvant &tre des V.A sur (€2,7) sont les fonctions
constantes,

Parfois la fonction de répartition est définie par :
F(x) = Py(X < x)
et on a I'identité :
F(x) = F(x) + Px(X = x).

On conviendra dans toute la suite que la fonction de répartition est définie par
(4.14). Elle posséde alors les propriétés suivantes.
Non décroissance : 31 € x2 = F(x1) € F(x2)
Valeurs a 'infini : lim F(x) =0, et Hm F{x)=1.

00 X——0

Continuité : Ia fonction de répartition F' admet des limites & droite et a gauche en
tout point x, ses discontinuités éventuelles sont bornées et elle est continue 4 droite
en tout point x.

Exemple 4.1.6 Exemples de fonctions de répartition
Les fonctions suivantes sont des fonctions de répartition.
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Fx)=0 pour x < —c

= 1/2 pour —c<g<x<c
=1 pour xz2¢, ¢>0
1 l—e™
=t e

H(x)=¢"/2 pour x <0
1 pour x =0

La fonction F est la fonction de répartition d'une V.A discréte qui ne peut prendre
que les valeurs £c avec une probabilit€ 1/2. On a une seule V.A associée i F, car
F est une fonction en escaliers. La fonction G est la fonction de répartition d’une
V.A continue qui peut prendre « toute les valeurs réelles ». Il existe une infinité de

~—V#Aradmettant-G-comme-fonction-de tépartition- Deux-telles 'V:A ne peuvent étre

différentes que sur un ensemble de K de probabilité nulle (elles sont dites égales
presque partout au sens de la mesure G). La fonction H est la fonction de réparti-
tion d’une V.A continue ne pouvant prendre que des valeurs négatives et la valeur 0
avec une probabilité 1/2. Comme pour G , il existe une infinité de V.A admettant H
comme fonction de répartition.

Dans la majorité des problémes pratiques, on ignore complétement 1°espace pro-
babilisé et on définit une VA X par la donnée de sa fonction de répartition F. Il
existe une infinité de V.A associées 4 F et I'information contenue dans F est com-
mune 2 toutes ces V.A. La probabilité pour que chacune de ces V.A prenne ses
valeurs dans un intervalle ]a,b] s’exprime & ['aide de F par :

Pxla < X g b)=F(b)— F(a). (4.16)

Variable aléatoire discréte Une V.A X définie sur B est dite discréte si elle ne
prend qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs avec des probabilités non
nulles. Il existe done une suite de nombres strictement positifs P dont la somme
vaut 1 et une suite de réels xp tels que Py(X = x) =P, k=1,2,... et
Px(X = x) = 0.

Variable aléatoire continue Une V.A X définie sur R est dite absolument continue

s’il existe une fonction f telle que [a fonction de répartition de X se mette sous la
forme

F(x):fx f)dt, ¥y eR. @.17)
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La fonction de répartition d’'une V.A absolument continue est dite fonction absolu-
ment continue et [a fonction f est appelée densité de probabilité de X. On a donc

F'(x) = f(x). (4.18)
Une fonction f positive, continue par morceau et qui vérifie
+oo
f fdt =1 (4.19)

est une densité de probabilité. La fonction de répartition associ€e est alors définie
par (4.17).

'4.1.4 Fonction de répartition et densité de probabilité

D’une maniére générale, une V.A peut étre définie par la donnée d’une fonction F
non décroissante vérifiant F{—o0) = 0 et F(00) = 1. Cette fonction est la fonction
de répartition de la V.A considérée. Un élément différentiel dx de R, centré en x,
porte I'élément de probabilité :

dF(x) = f(x)dx + ) 6(x — x) Pedx {4.20)
k=1

ol f(x) représente la dérivée de F qui doit exister saul aux points x; et d{x — xz)
la distribution de Dirac centrée en xp, &k = 1,2,....n. Cette forme de 4 F fait appa-
raitre une densité généralisée au sens des distributions qui est valable aussi bien
pour représenter les V.A discrétes que les V.A continues. Dans toute la suite, il ne
sera fait aucune distinction entre & P, Py et d F. On utilisera surtout la notation ¢ F
et si I'on considére plusieurs V.A en méme temps, on introduira des indices pour
distinguer les fonctions I assocides {par exemple, Fy, Fy ...) Pour une V.A abso-
lument continue, I'élément d F (1) se réduit au seul terme f (1)du et pour une V.A
discréte, d F{it) ne contient pas le terme f (1)du. Dol

X

Fx(.\:):P(Xg.’C)=f dF ()

. u]

X
= f Flut) du  pour une V.A continue (4.21)
—

= Z X; P pourune V.A discréte.

RYESY
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Exemple 4.1.7 Fonction de répartition d’une V.A discréte

Une V.A pouvant prendre les valeurs discrétes 1,2,...,6 avec les probabilités res-
pectives Py, Pa,. .., Ps admet comme fonction de répartition, la fonction F définie
par:
4]
dF(x) =) Piblx — x)dx. (4.22)

k=1

4.1.5 Fonction d'une variable aléatoire

Soit une fonction déterministe 7 de R dans B. A toute V.A réelle X on associe la
nouvelle V.A Y dont chacune des valeurs y est obtenue comme 1rnage d’au moins

“runiervialentx de X On pose ™
Y =h(X) (4.23)

et I’on dit que la V.A ¥ est I'image de X par la fonction /2. On se propose alors de
déterminer la densité de probabilité fy et la fonction de répartition Fy de ¥ & partir
de la densit€ fy et de la fonction de répartition Fy de X. Le cas le plus simple cor-

respond & des fonction i monotones. Par exemple si /2 est une bijection croissante,
on obtient

Fr(3) = P(Y <y) = P(h(X) < ¥) = P[X < ™' ()]
= [Fxoh="1(»),¥Vy € k.

Fy = Fxﬂh_l. (424)

Sil'on suppose Fy et i dérivables, on obtient, en distinguant les cas / croissante et
h décroissante :

fx(x)
| (x)|”

fry) = avec  y = h(x). {4.25)

Exemple 4.1.8 Fonction affine d’une V.A
Dans le cas d’une fonction affine y = i1(x) = ax + b, un raisonnement direct
conduit & :
—b
fx(£2)

fr(v) =
lal
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Exemple 4.1.9 Foncfion quadratiqgue d’une V.A

. . . 2 P .
Considérons maintenant le cas de la fonction y = /i{x) = x~. Pour déterminer Fy,
introduisons I’événement :

Ay=lw/—oco <Y <yl =w/ —oo < X <yl
On a par définition Fy(y) = P{Ay). D'olt Fy(3) =0 pour y < 0 et pour y > 0,
ona:
Fy(y) = P(Ay} = P(lw/ — /Yy < X <))
= Fx (/) — Fx(=/y) + P(X = =/¥).

La dérivée de Fy(y) donne la densité fy(y) =0 pour y < O et

e fx(/y) T fx (=
NE] vy

Cette densité peut se mettre sous la forme :

fx(x) | fx(x)
v(y) = + avec v == fi(x1) = h(xm). 4.26)
A TP TRATTES TR (
Ce résultat peut s’ obtenir directement en partant de (4.25) et en introduisant les res-
frictions monotones de /1 définies sur B~ et B*. Utilisant ce méme raisonnement,
on peut généraliser (4.26) au cas des fonctions & quelconques pour obtenir la rela-
tion suivante :

S

, pour ¥ >0

Sx(xp) Fx o)
:(J): +_'|+ (4'27)
) = 4G G
avec
y=h{x))=...=h{x,).
4.1.6 Espérance mathématique, variance et écart type
L'espérance mathématique d’une V.A X, si elle existe, est donnée par :
oQ
E(X)= f x{wyd P(w) = f xd Fy(x)
Q —00
= f Xfx(x)dx pourune V.A continue {4.28)
=00

= Z x; P;  pourune V_A discrete.
i
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L'espérance £(X) n’existe pas toujours. Par exemple, pour la densité de probabi-
lité

fx)= Loi de Cauchy (4.29)

(1l + x2)

I'intégrale £(X) est divergente. De méme, on peut déterminer e pour que la fonc-
tion définie par f (x) = 0 pour x < 1 et f(x) = ax —3/2 pour x > 1 soit une densité

de probabilité. On peut vérifier que £(X) n’existe pas. Lorsque E(X) existe, pour
tout réel o donné on a :

Elo) =«
ElaX)=aF(X) (4.30)

E@+X)=a+EX).

Pour faciliter la compréhension de ce théoréeme, nous donnons sa démonstration
dans le cas d’une V.A discréte. Supposons que X peut prendre les valeurs sui-
vanles @ xy(,X12,. ... X1g, X21,3220+ - 8%+ XE1.XE2.. .. Xk, avec les pro-

- A . ., .
babilités p;; = P(X = xy;). Supposons que la fonction / qui n’est pas forcément
injective, prend les valeurs y;,ys,..., ¥ et que

yi=hixp)=hlxp)=...=hlxi), i=1,.. )k

n;

Comme P(Y = y;) e q; = Zp;j on obtient :

j=I
n; kow
E(Y)= ZYL?J—ZY ZP:J—ZZ)’IPU
f=] j=1
koo
= ZZh(xu)pU —[R/I(-T)CI’FX(I)-
fom] o= i

Cette démonstration se généralise sans difficulté au cas d’une V.A continue.
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On peut établir que si g est une fonction convexe et X une V.A telle que les espé-
rances de X et de g(X) existent, alorson a:

g(E[X]) < E[g{X)]. (4.32)

Le théoréme fondamental ci-dessus est trés important puisqu’il permet de calculer
E(Y) directement a partir de Fx(x) sans passer par la détermination de la loide ¥.
Il permet aussi d’introduire les grandeurs suivantes associées a une V.A.

La variance d’une variable aléatoire est la quantité positive ou nulle définie par

A var(X) 2 E[(X — EGX)Y = | (x — ECOYdFy(x).  (433)
R
Le nombre positif o défini par (4.33) est appelé écart type de X.
La fonction - déterministe f(a) = E({X —a}®) atieint "son minimum pour
a=FE(X)etl'ona
fl@) = E((X —a)*) = var(X) + [E(X) —a]? (434)

Cette relation est & comparer avec la formule de Kénig-Huyghens sur les moments
d'inertie. On déduit de (4.34) les résultats suivants valables pour tout nombre
déterministe a

var(X) = E(X?) ~ [E(X)]*
var(X) = var(X +a) et var(aX) = azvar(X).
On a souvent besoin de connaitre un majorant de la probabilité de I'ensemble des

valeurs de X vérifiant [X — E(X)| » ko. 1. inégalité de Bienaymé-Tchebyshev
donnée par :

1
P(X —E(X)| = ko) < i vk e R 4.35)

permet d’avoeir un tel majorant en fonction de la valeur moyenne et de I’écart type
de la V.A. Cette inégalité ne nécessite donc pas la connaissance compléte de X.

Pour établir ce résultat, il suffit de minorer I'expression de ¢ comme suit :

o = f(x — E(X))2d Fy (%)
E

> f (r = ECOYd Fy(3) 3 K20 dFy ()
{x/le—E(X)|zka] . {o/le—E(X)|zka)

= k20" P(|X — E(X)| > ko).
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Exemple 4.1.10 Autre inégalité

Soit ¥ une V.A réelle ne pouvant prendre que des valeurs non négatives et pour
laquelle 1'espérance mathématique E(Y) existe. On suppose que ¥ admet une den-
sité de probabilité fy (). Alors, on a :

E(Y
P(Y;k)g%. ¥k > 0.

En effet, on a

E(Y) 2/ yd Fy (y) 2k/ dFy(y)
yzk

vk

> kP(Y 2 k).

< EQY —af”)

P(Y —a| > ) -
£

., Ye=0¥n =0,

Exemple 4.1.11 V.A prenant des valeurs entiéres

Si X est une V.A i valeurs entiéres > 0, on a 1’égalité suivante :
= e] = a]
nP[X =n]= Z PIX = k] (4.36)
n=e k=i
Eneffetona P(X > k) =Prob [X = k] + Prob[X =k 4+ 1]+ ...+ Prob[X = o0].
D’ob en prenant £ = 1,...,00 et en sommant membre & membre les égalités obte-
nues, on obtient le résultat énonce.

4.1.7 Fonctions caractéristiques, moments, cumulants

La fonction caractéristique d’une V.A réelle X est la transformée de Fourier de sa
mesure de probabilité. Elle est notée couramment &y et on a par définition :

Dy () = E(e¥) = f eTdFy(x), i*=-1. (4.37)
B

Comme Fy est une mesure bornée et je| = 1, la fonction ®y existe toujours et elle
est continue. Lorsque Fy est une mesure absolument continue on a :

Gy(n) = f e fi(x)dx (4.38)
B
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oll fx désigne la densité de probabilité de X. La fonction caractéristique possede les
propriétés suivantes qui décounlent directement de sa définition.

Gx0) =1, Dpy)u) = Oxlan), Srxya) =" dyu).

Pour tout entier positif &, on définit le moment centré d’ordre k, s’il existe, par
A 3 '
mg = E(IX —E(X)1") = f (x — E(X))'d Fx(x)
B

et les moments non centrés par

A 3
e = E(X5).

- Les moments p; peuvent se calculer & partir de la fonction caractéristique. En effet,

s1 @y (1) est dérivable & 'ordre K on a :
o) = *E(x*) (4.39)

et si ©y (i) admet un développement en série au voisinage de 0, il est donné par :

o0k
() = Y TFECD). (4.40)
k=0 -

D’aprés les propriétés de la transformée de Fourier, deux V.A ayant la méme fonc-
tion caractéristique ont forcément la méme loi de probabilité. Les formules d’inver-
sion de la transformée de Fourier permettent d’obtenir

+T —ina ewmb

L Py()—du. (4401

Fy(b) — Fy(a) = lim
T—oo 27 -T L

Si
f IOy () |du < oo
R
alors X admet une densité de probabilité £{x) continue donnée par
1 -
fix) = —f Dy()e " du. (4.42)
27 Ji

Il est facile d’établir qu'une fonction caractéristique vérifie toujours :

1] n

Z Z Dy (u; — Hj)Zf"; =0 (4.43)

i=1 j=I
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et ceci pour toute famille finie de réels uy,ua,.. . 1y, et pour toute famille finie de
complexes z,z3,...,2,. Une Tonction vériliant cette propriét€ est dite définiec non
négative.

Exemple 4.1.12 Fonction caractéristique d’une V.A uniforme

Soit X une variable aléatoire réelle de densit€é uniforme sur [0,7]. On définit les
variables ¥ = cos(aX) et Z = sin(aX) ol a désigne un réel fixé.

l. Déterminer les espérances mathématiques E(Y) et E(Z).

2. En déduire, sans calcul, la fonction caraciéristique de X.

Comme toute fonction caractéristique est continue au voisinage de 0 et vérifie
D5 (0) =1, il existe un voisinage A de O dans lequel ®x (i) £ 0. Pouru € A, on
peut donc définir la seconde fonction caractéristique de X par :

Wy(u) & Logdy (). (4.44)
Comme Wy (1) est complexe, on choisit la détermination de la fonction logarithme
qui s’annule pour u# = 1. 8i Wy (i) est dérivable 4 'ordre k on pose
3 AL
w0y £ ifFCuX)
et le réel Cp{X) est appelé cumulant d’ordre & de X. Si Wy (4) admet un dévelop-
pement en série au voisinage de U, ce dernier est donné par :
ST
Wy () =) ——i*Cp(X).

-1
= k!

Remarque Partant de la relation entre Wx{u) et $x () et utilisant un développe-
ment limité, on peut établir des relations entre les cumulants C(X) et les moments
i d’une VA X,

4.1.8 Fonction génératrice

Soit X une V.A pouvant prendre les valeurs 0,1,2,....k,... avec les probabilités
P0.P1-P24 . Pr.... On peut associer 4 X sa fonction caracténistique @y mais on lui
préfére la fonction définie par

=)

A .

gx(z) = Z ez,
k=0

<1 (4.45)
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appelée fonction génératrice de la V.A X. Toute fonction généralrice gx est holo-
morphe sur le disque [z| < 1. En effet, comme

oo (a)
|2Pk2k| £ Zpk =1
k=0 k=0

la série est absolument et donc uniformément convergente sur le disque
fonction génératrice peut se mettre sous la forme suivante :

< |.La

z

gx(2) = EEY), gx(h=1

qui permet d’introduire les moments factoriels d’ordre n d'une V.A X. Ces moments

son{ définis par :

”;,';['X] = E[X(X ;'1_).‘.()( —n+ DI

Ces moments factoriels sont définis aussi bien pour une V.A discréte que pour une
V.A continue mais ils présentent un intérét surtout dans le cas d’'une V.A & valeurs
entigres grice au résultat suivant :

va(X) = 8;1)(1)
4.1.9 Lois de probabilités classiques

Loi uniforme Une V.A discréte est dite uniforme si elle prend un nombre fini de
valeurs xp,xa,....%, avec les mémes probabilités 1/s#. Une V.A continue est dite
uniforme sur [0,a] si elle admet une densité de probabilité définie par :

1
f(-‘:) = — I, (x)
a

oll /; est la fonction indicatrice de {0,a]. On a :

fua __ 1

a2
, var(X) = 3 Gxlu) = T

E(X) =

R

Loi de Benoulli et loi binomiale 5(n, p) La loi de Benoulli de paramétre p est la
loi d’une V.A ne pouvant prendre que deux valeurs, en général on se ramene 2 1 et

0, avec les probabilités p et ¢ = 1 — p. On a donc X? = X et par suite

E(X)=p, var(X)= p(l —p) = pq, by (u) = peiu +q.

La loi binomiale peut &tre introduite de plusieurs manigres différentes. C’est la loi
de la variable X égal au nombre de succés lorsqu’on répéte une méme expérience 1
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fois dans des conditions indépendantes sachant que cette expérience conduit a deux
résultats complémentaires : succés ou €chec. Introduisons cette loi en considérant
une urne contenant N boules dont la couleur est soit blanche soit noire. Soit p la
proportion de boules blanches et g = 1 - p celle des boules noires. Supposons que
I'on effectue un tirage avec remise de n boules. Nous supposons donc que les n
tirages successifs sont des épreuves indépendantes. On définit ainsi une V.A X pre-
nant comme valeurs le nombre de boules blanches tirées. La loi de X est donnée
par :

P(X =ky=Cpfq"™*, k=01, .. a (4.46)

Les probabilités P(X = &) sont données par le développement du bindme
n

(p+aq)" =) Ciplg"™

k=1

et pour cette raison, cette loi est appelée loi binomiale de paramétres 1 et p. On la
note B{(n,p) etona:

E(X)=np, var(X) =npg, Ox{u}= (pe“‘ +g)".

1l est facile de voir que si X suoit une loi B(n, p), la variable définiepar ¥ =n — X
suit alors une loi B{n,1 — p). Dans la pratique on est souvent condunit 3 étudier la

VAF = % appelée fréquence. Si la variable X suit une loi binomiale B, p}, on
obtient facilement

P(F =k/n)= Cffpkq”“k, k=0,....,n

E(F)=p, var(F)= aﬁ.

La variable F prend des valeurs non entidres mais suit elle aussi la loi B(n, p).

Loi multinomiale et loi du tirage exhaustif Scit une urne contenant N boules
dont les & couleurs sont numérotées par 1,2,...,&. Soit p; Ia proportion de boules
de couleur i,i = 1,2,... k. Supposons que I’on effectue un tirage avec remise de n
boules. Nous supposons donc que les n tirages successifs sont des épreuves indé-
pendantes. On définit ainsi une VA x = (X, X»,...,X;) prenant comme valeurs
(riy,m2,...,1;) ol n; représente le nombre de boules de couleur { tirées, On obtient
apres calculs :

I
1. iy N2 iy

Plx = (ny,na,...,n;}} = Py'Py Py

nylng!. . oayg!

Cette loi est appelée loi multinomiale car P{X = (n,12,....1;)} est donné par le
terme général du développement suivant :
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!
. ny _Ha HE

P Pa P

+prt.+p)t = T
(p1+ p2 Pk) Zk i lnal. . ng

ny,..,0
Soit une population de N individus parmi lesquels une proportion p posséde une
propriété A. On préléve un échantillon de n individus parmi cette population (le
tirage s’effectuant d’un seul coup ou au fur-et-a-mesure mais sans remise). Soit X
la V.A prenant comme valeur le nombre d’individus de I'échantillon possédant la
propriété A, On montre alors que

k n—k
CN—p N—-N-—p

PX =k =—"1
N

(4.47)
et un simple calcul donne

L . N—n
E(X)=np, var(X)= ﬁnp(l — pl.

Loi de Poisson de paramétre X : P()\) Cest la loi d'une V.A entiére pouvant

prendre les valeurs 0,1,. .. ,00 avec les probabilités suivantes :
}‘k
Pw:m:fﬁ?keN (4.48)

Un calcul simple donne

E(X) = )\, Vﬂr(X) = A, gX(Z) — e.-\{:'.—f), (DX(U) — e_Aechu‘

Exemple 4.1.13 Loi de Poisson pondérée

Déterminer la fonction génératrice d’une V.A N i valeurs entiéres pour laquelie les
i, sont donnés par :

o0 e'--lluﬂ 1 —u
Py e(i)du, avec €)= —ea
) H! 4]

On a, en prenant comme définition g(s) 2 ET(1 — S)N] :

00 og e—ll’L[H o 0]
gi{s) = Zf — (1 —5Yel)du = f e e e ()du
0 .

n==0 Y
(+3) ]
©a 1 —u | © (.1 11e™ sta 1
= e —e@ du = — e "(H_“)du = — = .
0 a aJo a s | 14as
a 0
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Loi exponentielle de paramétre A : £(A\) Cette loi est définie par

fx)=Ae™ pour x>0 et =0 pour x <0.

—A

E(X) =1/, var(X) =1/)?, q:X(u)zm_A.

Loi de Laplace-Gauss ou Loi normale : A/(n,0) Cette loi joue un rdle fondamen-
tal dans la pratique. Elle constitue un modéle fréquemment utilisé dans diverses
applications. Une V.A X suit une loi normale si sa densité de probabilité est donnée
par :

—{(x —m)?

1
O e H (4.49)

Si X suit la loi normale A (m,o), on montre que
. l 13
E(X)=m, var{X)= UZ, Dy u) = MmO

Si on effectue le changement de variable :

X—m

T=h(X)=

la nouvelle variable T suit aussi une loi A(0,1) appelée loi normale centrée et
réduite et on a :

5
2
Er'/".

1
frity = N

2
La graphe de fr, appelé courbe en cloche, admet comme asymptote 1’axe des abs-
cisses #'t et deux points d’inflexion aux points | ¢ |= 1 . La fonction caractéristique
de la variable réduite T est donnée par :

Or () = e,
La probabilité pour que X appartienne a "intervalle [a,b] est donnée soit par
b
PXelal] = fx(x)dx
4

soit par :

P(X € [a.b]) = P(T e [a —m b—m

D.

o
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Dans la pratique, on introduit fa fonction de répartition de 7' et on utilise des tables
pour calculer les valeurs de cette fonction.

4.2 COUPLE ALEATOIRE

4.2.1 Statistiques a 2 dimensions

Nous considérons une population € d’effectif total N et dont chaque élément pré-
sente deux caraciéres X et Y. Soit, par exemple, un ensemble € d’individus dont on
veut étudier la taille X et le poids Y. A chaque individu w on associe la valeur de sa
taille x = X (w) et celle de son poids y = ¥ (w). Dans la pratique, on peut supposer
que x et y appartiennent respectivement aux intervalles [a 5] et [¢,d]. On subdivise
alors [a,b] en r sous-intervalles de méme amplitude et on appelle x;,x3,...,

 Xi,....x les centres de ces intervalles. La méme opération sur [¢,d] conduit i s

sous-intervalles de méme amplitude dont les centres sont yi,y2,...,Y,....Ys. Au
lieu d’associer & chaque individu w, le couple {x,y}, on convient de lui associer le
couple (x;,y;) défini par les centres des intervalles contenant respectivement x et y.
Ainsi un méme couple (x;,y;) peut étre associ€ a plusieurs individus w. On appelle
série statistique double de € pour les caractéres X et ¥ 'application qui 4 chaque
élément w de Q associe le couple (x;,y;). Si, par rapport & un repeére cartésien xoy,
nous marquons les points de coordonnées x;, y;, nous obtenons un graphique appelé
nuage de points ou « graphe » de la série statistique double. Soit une série statis-
tique double, dont le caractére X a pour valeurs xy,xa,. .., xj,...,% et le caractére
Y a pour valeurs yi,ya,...,¥,...,ys. On appelle effectif partiel du couple (x;,y;) le
nombre 1;; des éléments w de la population € dont les valeurs des caractéres sont
respectivement x; et y;. Nous obtenons le tableau 4.1 dont certains éléments sont
définis dans la suite.

TABLEAU 4.1 STATISTIQUES A 2 DIMENSIONS

v
Yt ¥2 - ¥ . ¥r Totaux
X
X nn Mz . My My iy,
Xz Hay Haz e a; N Nay i,
X iy i [N nj - His Iy
X 1 e P Hr; - Heys My,
Totaux ", na e n; - My N
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4.2.2 Fréquences partielles, marginales et conditionnelles

Les fréquences partielles sont définies par :

r §
Hij
ft-j=# avec 0 fi; <1 et ZZﬁf:l'

i=1 j=1

La somme des effectifs partiels contenus dans la ligne de x; est égale & I'effectif des
éléments dont la valeur du caractére X est x;. On représente par le symbole n; cette
somme, le point remplacant I’indice de sommation j qui disparait. Les nombres #n;
sont appelés effectifs marginaux et ils vérifient :
5
n=3 my, i=12..r (4.50)
J=l

~ @ appel]e fréqucnce mar; ginalede"x,' N 1’;2;";"’;"‘;"’; ?‘;"16“ rapport-
i,

fi=4-

On suppose que tous les effectifs marginaux sont différents de O et on appelle fré-
quence conditionnelle de la valeur x; sachant y;, le nombre noté f;;; donné par :

nij f, i
fy=t =2
ni £
On obtient la relation suivante qui relie les trois types de fréquence :
fij = Fifuy
Inversant les réles de i et j, on obtient :
Ty _
fii = T et fij = fifiu
1.

Comme les fréquences conditionnelles vérifient :

r Ky
=1

i=l
les nombres f;;; pour j fixé (res. f;); pour i fix€) définissent des distributions de pro-
babilit¢, appelées probabilités conditionnelles du caractére X sachant Y = y;
(res. du caractére ¥ sachant X = x;).

4.2.3 Loi conjointe, loi marginale et loi conditionnelle

Dans ce qut précéde, nous avons introduit une application qui associe & chaque élé-
ment w le couple (x,y) = (x;,y;) de R? et le nombre fijcomprisentreQet1.0Ona
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ainsi défini une variable aléatoire sur R? & partir des probabilités associées i toutes
les valeurs possibles du couple (x,y). On remarque que la cennaissance des deux
V.A X et Y est insuffisante pour déterminer la loi du couple (X,Y). Considérons une
population £ d’effectil total pouvant étre fini, dénombrable ou nen dénombrable.
Chaque €lément w présente deux caractéres X et ¥. Chacun des deux caracteres X
et ¥ peut étre considéré comme une V.A et I'on se propose de faire une étude
conjointe du couple (X,Y). Scient deux V.A X et ¥ définies sur le méme espace
probabilisé (£2,7, P). Ces variables sont donc des fonctions mesurables de €2 sur
associant 4 tout élément w de © un couple de réels (x,y) = {X(w),¥(w)]. LaV.A
(X,Y) & deux dimensions est définie par :

(X,Y): (Q.T,P) = (B>, By) (4.51)

—oll By représente la tribue de Borel sur B2,

Loi conjointe La loi de probabilité conjointe d’un couple aléatoire est la loi qui
donne la probahilité, notée Pyy, du couple (X,Y). Elle est définie par la connais-
sance, pour tout (A1,A»2) € Ba, des probabilités :

Pyy{(X,Y) € (A,A2)} = Plwe XA N Y I(A). (4.52)
Les ensembles de valeurs de (X,¥) qui n’ont pas d"antécédent ont donc une pro-

babilité nulle.

Fonction de répartition La fonction de répartition d’un couple aléatoire est la
fonction de B* dans [0,1] définie par

Fyy(x,y) = Pyy(X <x,Y < y). (4.53)

La loi de probabilité est une mesure de masse totale 1 définie sur IR” et la fonction
de répartition Fyy(x,y) donne la valeur de cette mesure sur le quart de plan
] —00,x]x ] — co,y] comme !'indique la relation :

X ¥
Fxy(x,y) =f f d Pxy (it,v}. (4.54)
—00 J—00
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Si la fonction Fyy(x,y) est absolument continue sur R, i.e., il existe une fonction
fxy telle que

x ¥
Fxy(x,y) =[ f Fxy,v)dudv (4.55)
=0 J—00

le couple aléatoire (X,¥) est dit absolument continu et la fonction fyy est appelée
densité de probabilité conjointe de (X,¥). La fonction Fyy est alors dérivable en
tout point (x,y), sauf sur un ensemble fini ou dénombrable de points, et Fon a

3 Fyy
- Y — forx. (4.56)
dxdy

Comme Fyy est non décroissante par rapport  x et y, on peut en déduire que

fry(x,y) 20 Vix,y) e R% (4.57)

Dans le cas ot (X,¥) ne peut prendre qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs
(xi,¥;) avec des probabilités ponctuelles P;; = Pxy(X = x;,Y = y;), le couple est
dit discret. On Iui associe alors la densité définie par la distribution suivante :

Frv(x,y) =Y Pydlx — x5 = ¥;) (4.58)
N ¥
ot 8(x — x;,y — y;) est la distribution de Dirac & deux dimensions.
D’une maniére générale, un couple (X,Y) est défini par la donnée d’une fonc-
tion de répartition. A cette fonction, on peut associer une densité de probabilité

égale 4 la somme d’une composante continue et d’une autre composante discréte.
Soit :

dFxy(x.y) = {fxy(xy) + Y Pyd(x = x;,y — yMdxdy ~ (4.59)

X

ot les P;; sont tous nuls pour un couple continu et fyy (x,y) est identiquement nulle
pour un couple discret. La fonction de répartition s’écrit donc

X ¥
ny(x,y)=f fry@)dudv+ Y Py (4.60)

oo -0 xX; QT.)‘J \(_}

Si (X,Y) est absolument continu, on a forcément P{X =x}=0et P{Y =y} =0
pour tout x € B et tout y € . Une simple observation du graphe représentant Ie
rectangle R = [(x,v}/a € x < b,c £ ¥ < d} conduit 4 la relation :
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P(RY= F(b,d)— F(a,d)— F(b,c)+ F(a,c)

I d b o
z/ f a’PXy(u,v)=f f Sfxy(u,v)dudv.

Cette probabilité peut donc étre représentée par le volume du prisme compris entre
le rectangle R xoy et la surface d’équation £ = fyy(u,v).

Loi marginale On peut s’intéresser 4 la projection de la probabilité Pyy sur cha-
cune des coordonnées X et Y. On définit alors les fonctions de répartition des
variables X et Y prises indépendemment ’'une de 1I"autre. Ces fonctions, appelées
aussi fonctions de répartition marginales, ont pour expressions :

X G0
Fyx(x) = Fyy{x,+o0) =f f d Pyy (11, v) {(4.61)
et
v oo
Fy(y) = Fyy (+00,y) = f ] d Py (1.0). (4.62)
—00 J —0

Ce sont des fonctions d’une seule variable : x ou y. Pour un couple continu, les den-
sités de probabilité (appelées densités marginales) s’introduisent alors naturelle-
ment comme st

dFy(x oo
froy = 250 f FrrGody (4.63)
X oo
et
1Fy(y 0
)=S0 = [ . (4.64)

Loi conditionnelle Pour mesurer un lien éventuel pouvant exister entre deux V.A
X et Y, on introduit le concept de lois de probabilités conditionnelles. 1l s agit de
trouver la loi de probabilité d’une V.A lorsque la seconde a une valeur fixée. On se
place directement dans le cas d'un couple continu. Soit A et B les événements défi-
nis par :

A={(X.¥)/x s X <x+dyet —oc <y < +0o0]

et
B={X)/ygsY <y+dyet —oc <x < +ox}.
Ona
+oo —+00
Po@) =ds [ faGody e Pa®=dy [ forteods
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Pyy(ANB) = fyy(x,v)dxdy.

Le théoréme sur les probabilités conditionnelles conduit & la définition de la proba-
bilit¢ de X conditionnellement & ¥ = y comme suit :

Pxy(ANB)  fxr(x.y)

Pyy(A|B) = = T A
xr(Al Pxy(B) T2 v (e, y)d

{(4.65)

On définit alors la densité de probabilité de X conditionnellement i ¥ = y, notée
Fxjr=y(x), de sorle que :

PX}’ (AlB) é fX”’::_\' ()[)d.'): = fXY(x,y) dx. (466)

-[:!_c:jo fX Y (.—t,y) X
Pour ¥ = y fixé, le couple (X,y) est une V.A dont fa densité de probabilité est don-

née par fx|y=,(x). On introduit aussi la fonction de répartition conditionnelle défi-
nie par

Fxiy=y(x) = f Fxp=y(u)du.

Inversant les réles de X et Y, on définit la densite fyx=,(y) et la fonction de répar-
tition Fyyy—,(y) de Y.

Espérance mathématique et loi conjointe L'espérance d’une V.A X se calcule 3
partir de la loi conjointe du couple (X,}} comme suit :

E(X)= f xd Fy(x) = f f xd Fyy (x.y)

o0 oo
= f f xfyy(x,y)dxdy Pour un couple continu (4.67)
=00 J—00

S Z x; F;;  Pour un couple discret.
ij
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4.2.4 Variables aléatoires indépendantes

Deux V.A réelles définies sur le méme espace (£2,7, P) sont dites indépendantes si
VY(A,B) € B;,ona:

Pyy({X e ADD{Y € B]) = Px(X € A)- Py(Y € B) (4.69)

ceci équivaut a dire que la loi de probabilité du couple (X,Y') est égale au produit
des lois (lois marginales) de chacune des variables X et Y prises séparément.

Comme conséquence directe de la définition, on peut établir que si X et ¥ sont
deux V.A indépendantes, on a :

E(XY) = E(X)E(Y). @.71)

4.2.5 Fonction de deux variables aléatoires

Cas d'une fonction quelconque Soit une fonction déterministe / de R? dans IR?
définie par :

ho(X,Y)—=(Z,T)=1{(X,Y) (4.72)

On dit que le couple aléatoire (Z,T) est Pimage par 7 du couple (X, ¥). Comme
dans le cas d'une V.A, on peut étre conduit a déterminer la densité de probabilité
Sfzretlafonction de répartition Fzr de (Z,7T) a partir de 1a densité fxy et de la fonc-
tion de répartition Fyy de (X,Y).

Ce résultat est la généralisation au cas d’un couple du théoréme déji établi pour
une V.A. Il permet de calculer I'espérance de Z directement & partir de la loi du
couple (X,Y) et sans passer par la détermination de la loi de Z.

Somme et produit de deux V.A, inverse d'une VLA On va déterminer la loi de la
V.A définie par Z == X 4 ¥ en fonction de celle du couple (X,Y) dans le cas géné-
ral ol les variables ne sont pas forcément indépendantes. Nous considérons direc-
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tement le cas d’un couple continu, le cas discret pouvant étre traité d’une facon
similaire. Nous allons faire ce calcul de deux manieres diftérentes. La premiére

consiste A introduire la fonction déterministe /# de B> dans R?, définie par :
NXY)=(Z=X+YW=Y).

Calculer ensuite la densité fzyw en fonction de fxy et délerminer enfin la densité fz
de Z comme densité marginale. La deuxiéme méthode consiste 4 calculer directe-
ment la fonction de répartition Fz de Z et d’en déduire ensuite [z en dérivant par
rapport a z.

Méthode 1 L'expression de /1(X,Y) peut s’inverser et conduire 2 la solution unique
X =2Z — WY =W, Comme le Jacobien de I’application (4.71) vérifie J (x,y) = 1
pour tout {x,y), I'application / est inversible et tout élément de surface infinitési-

TURTAlE @S =d e d vocerE e (V) setransforme e un €lément o E= dzdwocentrd

en (z,w) et réciproquement. Les probabilités assocides 4 d S et X sont les mémes
etl'ona:

Jzw G w)dZ] = fxy(x. S| = fxy(z — w,w)|dS].

Comme les deux surfaces oS et dX vérifient |dE] = |J(x,y)| |dS| = |dS|, on
obtient

fzw(z,w) = fxy(z —w,w).

La densité de Z, définie en tant que densité marginale, est donnée par

oo
fz(z) = [ fxy(z — w.w)dw. (4.74)
—00
Méthode 2 On commence par calculer la fonction de répartition :
+oo  pzey
Fr(z) = PUx. /x4y < 2} = [ FerGey)dxdy.
-0 o0

La dérivation de Fz(z} sous le signe intégral, par rapport a z, conduit immédiate-
ment & I"expression de fz obtenue ci-dessus. Si les V.A X et ¥ sont indépendantes,
la densité fxy se factorise et on obtient :

o0

fz(z) = Fx(z = y) fyr(y)dy.

~ 00
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On peut vérifier facilement les résultats suivants :

1. La somme des deux V.A de Poisson indépendantes de parametres A et A, est une
V.A de Poisson de paramétre A + A,.

2. La somme de deux V.A binomiales indépendantes de lois B(n, pq) et B(n, pa) est
une V.A binomiale B(n, p; + p2}.

3. La somme de deux V.A gaussiennes {normales) indépendantes de lois A (m ,U%)
et N'(ma,03) est une V.A gaussienne de foi N'(m + ma,07 +03). On verra plus
loin que la somme de 17 V.A gaussiennes dans leur ensemble est aussi une V.A gaus-
sienne méme si ces V. A sont liées. Mais dans ce dernier cas la variance de la somme
n’est plus égale 4 la somme des variances.

Exemple 4.2,1 Indépendance de V.A uniformes sur un rectangle

JSoit (X, Y} uniforme sur le carré [0,1] x [0,1]. On peut vérifier facilement que X et

Y sont indépendantes el donc la densité fz de Z = X 4+ ¥ est égale au produit de
convolution :

o0
fz(2) = f fxz—w)fy(w)dw.

C’est donc le produit de convelution de la fonction indicatrice de I'intervalle {0,«]
par elle-méme. On obtient la fonction triangle symétrique de support [a,a] et qui
admet (0,a) comme sommet.

Exemple 4.2.2 Mise en série de deux résistances

On considére deux résistances R;,i = 1,2. On suppose que R; et R> sont deux V.A
indépendantes et que chaque R; a une lot uniforme sur [intervalle
[im; — AR.m; + AR], ma > m.

1. Exprimer I"espérance et 1’écart type de R; en fonction de m; et de AR.

2. On s’intéresse i la mise en série des résistances R;,i = I,2. Donner la densité de
probahilité f,(w} de la résistance R; = R} + R» et tracer son graphe.

La loi du produit de deux V.A peut étre établie i partir de la loi conjointe en suivant
la démarche adoptée pour établir la loi d’une somme. On sait que si les 2 V.A sont
indépendantes, cette loi est égale au produit des fois de chacune des 2 V.A. Dans le
cas général, on n’a pas d’expression explicite.

Exemple 4.2.3 Mise en paralléle de deux résistances

On considére deux résistances R;,/ = 1,2. On suppose que R; et R» sont deux V.A
indépendantes et gque chaque R; a une loi uniforme sur [intervalle
[m; — AR,m; 4+ AR], m2 > m|. On s’intéresse i la mise en parallgle des résis-
tances R;.i = 1,2. On suppose que AR;/R; << 1 (résistances de bonne qualité).
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Donner des expressions simplifiées pour les densités suivantes.

1. Densité de X; = 1/R;

2. Densité de 1/R, = 1/R; + 1/Ra.

3. Densité de R,.

4.2.6 Covariance et coefficient de correlation

Comme dans le cas d’une V.A i une dimenston, la variance de la V.A X est définie par

var(X) = E([X — E(X)1P) = E[(X)*] ~ [E(X)]? (4.75)

et on a une expression analogue pour la variable Y. Mais les grandeurs
E(X),E(Y),var(X) et var(Y) ne permettent pas de mesurer un lien éventuel pou-

vant exister entre X et ¥. On introduit alors la nouvelle quantité, appelée covariance
de X et ¥, définie par:

Cov(X,V) = E{[X — E(X)NY — E(Y)]}. (4.76)

On peut vérifier, directement & partir de sa définition, que 1’opérateur Cov(X,Y)
posséde les propriétés suivantes :

Cov(X,X) = var(X)
Cov(X,Y) = Cov(¥,X)
Cov(aX,dY) = af Cov(X,Y)
Cov(X.,Y) = E(XY)— E(X)E(Y).
L’espérance E{[X + a¥]*} est un polynéme de degré 2 par rapport i la variable a.

Comme ce polyndme ne prend que des valeurs non négatives lorsque # varie sur B,
on peut en déduire I"inégalité suivante (Inégalité de Schwarz) :

ICov(X,V)|* < |Cov(X, X)||Cov(Y, ¥)i. (4.77)
Cette inégalité monire que le nombre

Cov(X.,Y) _ Cov(X,Y)
Jvar(X)var(Y))  oxoy

appelé coefficient de corrélation lin€aire de (X,Y), vérifie

Ile

(4.78)

—1<r<l (4.79)
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Deux V.A X et ¥ sont dites non corrélées si elles vérifient la propriété suivante :
Cov(X.,Y) = 0. (4.80)

On dit aussi que les deux V.A sont orthogonales. 1 est facile de voir que X et ¥ sont
non corrélées si, et seulement si, r = 0. On admet que plus la valeor absolue de
est proche de 1, plus les V.A sont corrélées. Donc plus r est proche de 0, plus les
V.A sont décorrélées et elles sont orthogonales pour r = 0. Deux V.A indépen-
dantes sont forcément non corrélées et ceci pour toute loi de probabilité. La réci-
proque est fausse pour une loi de probabilité quelcongque mais peut étre vraie pour
certaines lois particuligres comme la loi de Gauss. Cependant la non corrélation
conduit au résultat suivant important dans la pratique : si deux V.A X et ¥ sont non
corrélées, on a pour tout couple (o,3) de nombres réels :

Var(aX + AY) = a’var(X) + FPvar(Y). (4.81)

Le coefficient de corrélation entre X et ¥ représente le cosinus de ’angle formé par
les vecteurs X — E{X ) et Y — E{Y]. Un coefficient de corrélation nul exclut 1’exis-
tence de relation linéunire entre X et ¥ mais n’exclut pas ’existence d’autres types
de relations.

Dans Ia pratique, la notion d’indépendance est difficile 4 vérifier et on préfére se
limiter & savoir si deux V.A sont plus ou moins corrélées. L’ étude d'un couple aléa-
toire se fait donc souvent, de maniére incompléte, a partir de la seule connaissance
de la matrice définie par :

var(X)  Cov(¥, X)
I' = . {4.82)
Cov(X,Y) var(Y)

Cette matrice symétrique, dénommée matrice de covariance ou matrice de corréla-
tion du couple aléatoire est complétement déterminée par les moments du second
ordre du couple (X,Y). Elle posséde des propriétés importantes qui seront énoncées
plus loin dans le cas général d’un vecteur aléatoire.

Exemple 4.2.4 V.A non corrélées et dépendantes

On considére le couple aléatoire (X1, X>) uniformément réparti 4 I'intérieur d’un
cercle de rayon R et centré  l'origine des coordonnées. Les densités marginales
sont données pour | x |> Rparfy, =0 etpour|x |< R par:

ot = YR X
My = —
Xi TR?
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On vérifie que fx, fx, & fx, ¥, et les variables X et X» ne sont donc pas indépen-
dantes.

Un calcul simple conduit & E(X ) = E(X>) = E(XX72) =0 et donc les variables
sont corrélées.

Exemple 4.2.5 V.A corrélées et indépendantes

Les deux V.A (X, Y) de densité conjointe :
k
(1 + .21 + ¥

sont dvidemment indépendantes et un calcul simple montre qu’elles sont corrélées.

fxrx,y) =

4.2.7 Fonction caractéristique d’un couple aléatoire

On appelle fonction caractéristique d’un couple aléatoire (X, Y} la fonction de R*
¢dlans € définie par
(t1,0) € B? = Dyy(u.v) = E[/HEH. (4.83)

On a donc
o0 o0
Dy (ir,v) = [ f e T g By (1, y)
o =00 — 0

o oo
= [ f e’(”"""”-")f}{y(x,y)dxdy Pour un couple continu
o —00 J —00

= Z ' UT v B Pour un couple discret.
ko

(4.84)
La fonction caractéristique est la transformée de Fourier de Ia densité de probabilité
du couple aléatoire. Elle posséde donc des propriétés importantes qui ne seront pas
développées ici. Par exemple, deux V.A X et ¥ sont indépendantes si. et seulement
si, la fonction caractéristique du couple (X, Y} est égale au produit de celles de X et
Y, ie.,

Py (u,v) = Py )Py (v). (4.85)

4.2.8 Espérance et variance conditionnelles

Soit ¥ une V.A réelle et X une V.A pouvant étre qualitative. Pour une valeur X = x
fixée (ou une situation possible dans le cas ol X est qualitative), le couple (X.Y) se
réduit & la V.A (x,Y). L'espérance mathématique de (x.¥) est une fonction 2
valeurs réelles de la variable x :
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h(x) 2 E(Y|X =x) e B, (4.86)

Cette fonction est donc une V.A qui prend les valeurs fi(x)} avec les probabililés
P(X = x). Cette V.A est appelée espérance conditionnelle de ¥ sachant X,
On la note E(Y|[X) etl'ona:

+oa

E1X) & hixy & j Vi (wdy. (487)

—00
On définit de 1a méme maniére 'espérance conditionnelle de X sachant Y par

A A [T
E(X|Y)=k(Y) = f xfxpy(x)dx. (4.88)
=00
Si X(,Xs et ¥ sont trois V.A définies sur le méme espace probabilisé et («v,3) un
couple de réels, la définition de 1’espérance conditionnelle conduit 4 1a relation sui-
vante :

El(aX) + 3X:2)|Y] = aE(X;]Y) + JE(Xa]Y). (4.89)

La démonstration de ce résultat important est donné ci-dessous, dans le cas d'un
couple continu, Ona:

E(Y) =f y [f fxr(.\‘,y)d.t:l dy
= f [ f J’fmf:x(y)dy] fx(x)dx

=j E(YIX =x) fx(x)dx = E[E(Y|X)].

o0
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On introduit parfois le nombre py,y, appelé rapport de corrélation de X en Y,
défini par :
2 A var[E(X{Y)]
Yy = ——— 4.92
Pxy var[X] ( )
Ce nombre vérilie ~1 < pyyy < 1. 81 P:_)YIY =1, alors X est reliée 4 Y par une rela-
tion fonctionnelle au sens de 1"analyse classique.

Si ,o}m, = (}, alors E(X|¥) est égal & une constante avec une probabilité 1.

En effet, si p?\,“, =1, alors on a Efvar(X|Y}] =0, i.e. var(X|Y) == (0 avec une
probabilité 1. Pour Y fixé, [a VA X ne prend qu’une seule valeur X = &(¥). Le
rapport ,o?:m, est donc maximal (= 1) si X est reliée & ¥ par une relation fonction-
nelle au sens de 'analyse classique.

Si )y = 0, alorsonavar[ E(X|Y)] = 0,ie. E(X|Y) estégal 2 une constante avec
“upprobabilitg 1. On-dit qu'ily a absence de dépendance enmoyenne entre X et'Y.

4.2.9 Espérance conditionnelle et projection

Nous allons donner une interprétation des grandeurs associées a un couple aléatoire
en se placant directement dans le cas des V.A complexes. Un couple (X,Y) a valeurs
complexes est une application d'un espace probabilisé sur I'ensemble des nombres
complexes C? dont chacune des deux composantes X et Y est une V.A & valeurs
complexes, Rappelons que X est une V.A 4 valeurs complexes si ses parties réelle
et imaginaire sont des variables aléatoires réelles. Soit E F'ensemble des V. A réelles
ou complexes définies sur le méme espace probabilisé (2,7, P} pour lesquelles

< X.Y > 2 E{X7)} < o0 (4.93)

Considérons sur [E [a relation d’équivalence X = Y ssi X = Y avec une probabi-
lité 1, c’est-d-dire la probabilité de ’ensemble des w pour lesquels X {w) # Y (w)

est nulle. L'ensemble, dénommé L>(P), de toutes les classes d’équivalence ainsi
définies est un espace vectoriel complet pour la topologie définie par la norme

A
X1 = EQXP). (4.94)
En effet, il est {acile de vérifier que (4.94) définit bien une norme puisque

E(X) =0 X=0 sur L*(P). (4.95)

L’ensemble L>(P) est donc un espace de Hilbert et il appelé ensemble des V.A de
carré sommable ou d’ordre deux. La définition de la covariance d’un couple aléa-
toire complexe se généralise comme suit :

Cov(X,Y) 2 E[{X — ECOYT — E[T)]. (4.96)
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ofl Z désigne le complexe conjugué de Z. L’écart type et la covariance sont donc la
norme et ke produit scalaire des V.A centrées.

Ce résultat est une conséquence directe du fait que le minimum de E{(X — a)g}
est atteint pour g = E(X).

Démontrons a titre d’exemple que 1’opérateur 1y vérifie les deux propriétes sui-
vantes (c’est donc un projecteur) :

Iy Iy (X) = 1y {X) (opérateur idempatent)

< Z,IIy(X) »>=< Ily(Z),X > (opérateur auto-adjocint)

La premiére propriété est évidente d’aprés la définition de I’espérance condition-
nelle. La deuxigéme propriété s’ obtient en utilisant le théoréme de P’espérance totale.
On a en effet :

E{ZE(X|Y)] = E{E[ZE(X|Y)|Y]} = E{E(X|Y).E(Z|Y)}

et ceci prouve la propriété par symétrie.
Remarque Le théordme de la variance totale s’interpréte comme le théoréme de
Pythagore appliqué au triangle dont les cotés sont X — E(X), X — E(X|Y) el
E(X|Y) — E(X) qui est rectangle en E(X|Y). En effet, on a:

A

var(X) = || E(X|Y) — EQO P + 11 X — E(XY) |

= var[E(X|V)] + E{[X — E(X|V)T)

= var[E(X|Y)] + E[E{[X — E(X|V)P)|Y]

= var(E(X|Y)) + E{var(X|Y)].
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4.3 VECTEUR ALEATOIRE

4.3.1 Passage d'un couple 3 un vecteur aléatoire
p

L’étude de la loi de probabilité d’une V.A X peut dépendre de la connaissance des
valeurs prises par d'autres V.A Xo,X5,...,X,;. Pour faire cette €tude, 1l faut
connaitre en premier lieu la distribution de probabhilité du n-uplet (X, X»,...,X,)
qui est une application mesurable de (2,7, P) dans R". D’oil la notion de vecteur
aléatoire. Associons aux 7 V.A X1, X1,...,X,, définies sur le méme espace proba-
bilisé {£2,7, P), le n-uplet

X 2(X{. X2, .. X7 (4.99)

appelé variable aléatoire i 1 dimensions cu vecteur aléatoire 4 n composantes. La

loi de probabilité d’un vecteur aléatoire est la loi qui donne 1a probabilité, notée Py,
pour que x prenne ses valeurs dans un sous-ensemble quelconque de R". Cette loi
est définie naturellement par :

Px[(XIEXZE" '!Xﬂ) € (AI':A.?.?" " ’A”)]

2 pixTNAD N X A N L0 X (A) (4.100)

1B

P(lu)/Xi(w) e Aji=1,....n) 4.101)

et ceci pour toute partie Ay x ... x A, de BR".

L’espérance mathématique d'un vecteur al€atoire est le vecteur certain de R”
défini par :

m £ E(x) 2 (EX).EX2),... . EX) . (4.103)
Un vecteur aléatoire est dit centré 5’1l vérifie la condition

E(x)=0. (4.104)
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4.3.2 Fonction de plusieurs variables aléatoires

Soit une fonction déterministe h de B" dans R" définie par

l-l:(X'lw-'eX'ﬂ)_> (Yle---aym)- (4105)

Si les X; désignent des V.A, alors chaque ¥; est une V.A monodimensionnelle,
Y; = hi(Xy..... X)), fonction des V.A X|,....X,. Comme dans le cas d’un couple
aléatoire, on a le théoréme suivant.

Ce résultat généralise les théorémes déji énoneds pour une V.A et pour un couple.
Les notions de densités conjointes, de lois marginales et de lois conditionnelles,
introduites pour un couple aléatoire, se généralisent également de maniere naturelle
aux vecteurs aléatoires. La loi d’un vecteur aléatoire se rattache i celle d’une V.A
comme le précise le résultat important suivant.

Exemple 4.3.1 Soit X;,i =1,2,...,n, une suite de n V.A de Bernoulli indépen-
dantes et de méme paramétre p. La loi de probabilité de la variable définie par

"
X = in (4.108)
h=1}

est une loi B(n, p). Démeontrer que la fonction caractéristique ® y (i) de X est égale
au produit de celles des X;. En déduire que
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Py (u) = (pe'™ + gq)". (4.109)
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Exemple 4.3.2 Loi d’une somme aléatoire de V.A indépendantes

On considére N V.A, X .. .., Xy déhnies sur le méme espace probabilisé, indépen-
dantes et de méme loi (iid). On suppose que N est aussi une VA. On se propose
d’exprimer la fonction caracléristique de la nouvelle V.A :

N
v 23X (4.110)
k=1
On obtient en appliquant le théoréme de I’espérance totale :

hi N .
By () = E{E[" it X|N] = E(] ] Ere™* N1}
k=1

— E{®y ()} = Elel Lot ton,y

= Oy (—jLog[®x (u)]).

4.3.3 Indépendance statistique et orthogonalité

Les composantes de x sont dites statistiquement indépendantes dans leur ensemble
si la fonction caractéristique est égale au produit des fonctions caractéristiques de
chacune des composantes de x, i.e.,

n
Dy(u) = [ | P, (). 4.111)
f=1
L’indépendance ainsi définie est difficile & vérifier dans 1a pratique. On se limite
souvent i 1'information contenue dans les moments d’ordre 2 des composantes de
x. On introduit alors la matrice de variance-covariance (ou matrice de covariance)
définie par:

Iy 2 E{lx — E®Ix— Ex]}. (4.112)

Si x est complexe, on doit remplacer [x — E(x)]? par son conjugué.

Cette matrice est complétement déterminée par les moments d’ordre 2 associés au
vecteur x et joue un réle important dans les applications pratiques. Si les compo-
santes de x sont des V.A réduites, i.e. des V.A de variances égales & 'unité, la
miatrice de covariance de x est appelée matrice de corrélation. Par abus de langage,
on ne fait pas de distinctions entre matrice de corrélation et matrice de covariance.
Si x a des composantes réelles, la matrice I'y est symétrique et elle est hermitienne
dans le cas ol les composantes sont complexes. Daus les deux cas, I'y vérifie Ia pro-
priété suivante { matrice définie non négative) :
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]
> ANy 20, YheC

i,j=1
ou les ;; représentent les €léments de I'x. En effet, si Z est la V.A complexe défi-
ni¢ par

]

Z2) N
i=]
oll les A; sont des nombres complexes arbitraires, on a :
n .
E“le] = Z )\f}g"}’u =z 0, V/\i eC

ij=I

puisque I"espérance E[)Z|*] est forcément non négative.

G R

Les n VA X,X0,..., X, sont dites non corrélées si la matrice de corrélation du
vecteur X ayant pour composantes les X; est une matrice diagonale. Soit

X1,X2,..., X, : noncorrélées ssi Cov(X;,X;) =0pouri # j.

Remarque 1l n’y a pas de distinction entre Ia non corrélation deux 4 deux et Ia non
corrélation tout court. Par contre, des V.A indépendantes deux & deux ne sont pas
forcément indépendantes dans leur ensemble.

Variance d'une somme de V.A non corrélées La variance d’une somme de V.A
non corrélées est égale 4 la somme des variances de chacune de ces V. A.

Pour établir ce résultat trés utile dans les calculs, il suffit d’utiliser la linéarité de
I’espérance et d’appliquer la définition de la non corrélation, i.e., si X; et X; sont
non corrélées on a Cov(X;, X;) =0.

Exemple 4.3.3 Variance d’une somme de VA indépendantes

Un avion long-courrier peut transporter 100 passagers et leurs bagages. 1l pése
120 tonnes, sans passagers ni bagages, mais équipage compris et plein de carbu-
rant. Les consignes de sécurité interdisent au commandant de bord de décoller si
le poids de I'appareil charg€ dépasse 129.42 tonnes. Les 100 places ont été réser-
vées. Le poids d’un voyageur suit une loi d’espérance mathématique 70 kg et
d’écart-type 10 kg. Le poids de ses bagages suit une loi d’espérance mathématique
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20 kg et d’écart-type 10 kg. Toutes ces variables aléatoires sont supposées indé-
pendantes.

1. L'espérance mathématique du poids total de I"appareil au moment du décollage
est-elle conforme aux consignes de sécurité ?

2. Calculer ["écart-type o du poids total de I’appareil.
3. Donner un majorant de la probabilité pour que le poids réel de 1'appareil au
décollage dépasse 129.42 tonnes.

4.3.4 Vecteur gaussien réel, représentation complexe

Un vecteur aléatoire x est dit vecteur gaussien & n dimensions si toute combinaison
linéaire de ses composantes est une V.A gaussienne, i.e., pour tout vecteur détermi-

. . P A .
“"""nrste"a;""1{1"V:A'"scaimre""dehnlﬁ"'pnr"‘k’"“"m“aIX”'est"gau551 cnnes

Tenant compte des propriétés de la fonction caractéristique, on peut supposer que
x est centré. Le théoréme de Cramer-Wold [6] permet d’établir que 1a loi de x est
alors parfaitement déterminée. L'expression de la fonction caractéristique @y se
décuit de Ia relation :

Dola) = dy(l) si ¥ 2alx

Comme, Y est par définition une gaussienne centrée et de variance :

var(¥)=a’ Ta

. A . . . .
o T' = E[xx'] désigne la matrice de covariance du vecteur x, on obtient :

() s ) .
Dy(u) =e 7%"Y) D on I'espression suivante pour @y :

1
By(u) = e 3V TY @.113)

Partant de cette expression, on peut établir les résultats suivants pour un vecteur
gaussien.

1. Les composantes de x sont indépendantes si elles sont non corrélées, i.e., si et
seulement si la matrice de covariance est diagonale.

2. Si la matrice de covariance [' d’un vecteur aléatoire gaussien x est inversible, x
admet une densité de probubilité et cette derniére est donnée par :

Lje oo T ol e
x e R > filx) = B F R

(2w [det(T")]
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3. Les moments d’ordres impairs sont nuls, i.e.
E(X; ... Xiy, ) =0 (4.115)

el les moments d’ordres pairs sont donnés par :
Elxyxip .. x] = Z ElxgupXounl. - ElxciypYoun]  (4.116)
a

oll o désigne une permutation de (1,2,...,2k) et ol la somme est étendue 4 I'en-
semble de tous les ¢ donnant des termes différents. Le membre de droite de (4.116)

A - o
comprend une somme de (2k — 131! = 1.3.5... (2k — 1) termes. En particulier si
I’on prend i| = ia = ... = iy, on obtient

E{X] = [(2k = DUNEXDH (4.117)

Tous les cumulants d’ordre n =+ 2 sont nuls et la seconde fonction caraciéristique
est donnée par :

1
U (u) = —auTI“u. (4.118)

Exemple 4.3.4 Moment d’ordre 4 d’une VA gaussienne

5

La relation (4.120) donne pour X| = Xo = X3 = X3 =X, E(X% =35 ol o*
désigne la variance d’une V.A gaussienne centrée.

Tl est possible d’introduire la définition d’un vecteur gaussien comine étant un
vecteur dont la lot est définie par (4.114). On démaontre alors que le caractére gaus-
sien se conserve dans toute transformation linéaire, i.e., si x est un vecteur gaussien,
alors il en est de méme pour y = /i(x) ol /i est une transformation linéaire. Cette
propriété fondamentale s obtient en calculant 1a fonetion caractéristique de y. Cette
propriété est valable pour les vecteurs de dimension finie ce qui est souvent le cas
des espaces fonctionnels rencontrés dans différents domaines tels que I’automatique
et le traitement du signal. Par contre, /1(x) n’est plus gaussien si /2 est non linéaire.
Les V.A gaussiennes jouent un r6le important dans la pratique pour les raisons sui-
vantes.

La loi de Gauss introduit de grandes simplifications dans les calculs.

Toute combinaison linéaire de V.A gaussiennes dans leur ensemble est une V.A
gaussienne.

La loi de Gauss s’introduit naturellement dans un trés grand nombre de pro-
bigmes en raison du « théoréme central limite » qui sera énoncé plus loin. Ce théo-
réme relie la moyenne arithmétique d’une infinité dénombrable de V.A 4 une V.A
gaussienne.
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Il y a équivalence entre la notion d’indépendance et celle de non-corrélation dans
le cas de VLA gaussiennes.

Exemple 4.3.5 Carré d’une V.A gaussienne

Soit X une V.A gaussienne centrée et de variance o-. On pose ¥ = X°. Les
variables X et ¥ sont statistiquement lides puisqu’il existe une relation entre ces
deux variables. On a E(XY) = E(X?) =0 puisque c’est le moment d’ordre trois
{’une variable gaussienne centrée. Les variables X et Y sont donc orthogonales, On
a E(XY") = E(X**'y=0 puisque c’est un moment d’ordre impair d’une
variable gaussienne cenlrée.

Exemple 4.3.6 Combinaison linéaire de deux V.A gaussiennes

~.Soit (X, Y).un couple aléatoire réel, centré et de matrice de covariance ;

Fé[i u‘],()--’Hor-z'l..
a 1

Jr . o A N
On définit la nouvelle variable aléatoire Z = aX 4+ bY ol a et b sont deux
constantes déterministes.

1. On suppose que chacune des V.A X et Y est gaussienne. Alors Z est non gaus-
sienne.

2. On suppose que chacune des V.A X et Y est gaussienne et que X et ¥ sont indé-
pendantes. Alors Z est aussi gaussienne.

3. On suppose que le couple (X, Y) est gaussien. Alors le calcul de la fonction carac-
téristique ¢ de Z en fonction de a et b montre que Z est gaussienne.

Exemple 4.3.7 Représentation complexe d’un vecteur gaussien

Pour des raisons pratiques, la notion de V.A 2 valeurs complexes joue un réle impor-
tant dans plusieurs applications. Les définitions de moments, de cumulants et de
V.A gaussienne, ont élés introduites dans le cas complexe en utilisant des démarches
plus ou moins différentes [16]. Si Z est une V.A réelle ou complexe, sa fonction
caractéristique est définie par :

i —
By (w, W) = E[eWFT0R 2o

oll w est une variable déterministe complexe et W le complexe conjugué de w. La
fonction @z est donc une fonction des deux variables complexes w et W qui prend
des valeurs réelles. Pour les variables réelles, Z = X, & est relide 4 la fonction
caractéristique classique par :

DOy} = @z} = Oz(u,u)
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ol u est une variable réelle. Ainsi cette extension permet d’avoir une seule défini-
tion de a fonction caractéristique qui est valable aussi bien pour des V.A a valeurs
réelles que complexes. En particulier, les concepts de moments, cumulants, variable
caussienne seront définis sans distinction entre le cas réel et le cas complexe. Les
résultats dans le cas complexe ne seront pas développés dans ce chapitre.

4.4 SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Si X et X7 sont deux VA définies sur le méme espace probabilisé, leur somme
X + X5 etleur produit Xy X> définissent des V.A sur cet espace. Ce résultat s’ étend
au cas de plusieurs V.A. L'ensemble des V.A définies sur le méme espace (2,7, P)
est un sous-espace vectoriel £(£2,R) de I'espace vectoriel des applications de £2
dans R. C’est également un sous-annean de I'anneau des applications de £ dans R.

~Supposons que la loi de probabilité Fy(x,n) d’une V.A X dépend d’un paramétre n

pouvant prendre toutes les valeurs entiéres. Les fonctions Fy (x,n) sont délerminées
a partir de la loi de probabilité P introduite sur I’espace probabilisé (2,7,P}. On
peut s’intéresser aux propriétés asymptotique des Fy (x,n). On introduit alors pour
chaque i ixé, une V.A notée X, admettant Fy(x,n) comme fonction de répartition.
II est clair que X, n’est pas unique. On définit ainsi une suite de V.A, Les différentes
notions de voisinage d’un point donnée de P'espace £(52,R) permettent d’introduire
différents types de convergences d une suite de V.A sur £(€2,R) [13] [16] [20].

4.4.1 Convergences d'une suite de variables aléatoires

Une suite de V.A X, n € N, appartenant & £(Q,IR) étant une suite de tonctions de
Q2 dans R, il existe diverses facons de définir 1a notion de convergence de X, vers
une V.A limite X. Certains types de convergences jouent un rdle important en cal-
cul des probabilités. Quatre types de convergences vont &tre examinés dans cette
seciion.

a) Convergence en probabilité ou convergence faible

La suite (X,,) converge en probabilité vers la V.A X si pour tout réel e fixé, la suite
numérique

A

Pue & Plu/|X,(w) — X@w)| < e} 2 dP(w)

jl‘f-'J/EXn (L)X (W) <€)

converge vers 1. On dénomme cette convergence par la P-convergence. Cette
convergence exprime que pour # suffisamment grand et ¢ quelconque, la probabi-
lité de I"événement

Ane = w/|Xalw) — X@)| < ¢} (4.119)



144 4 = Bases probabilistes pour la représentation d'un signal aléatoire

est arbitrairement voisine de |. Cette convergence est la convergence en mesure
classique ol la mesure est définie par 1a mesure de probabilité P.
b) Convergence presque stre ou convergence forte

La suite (X,,) converge presque siirement (p.s.) vers X si la suite des ensembles
A
Apo = W/ Xy(w) — X(w)]| =0}

tend vers un ensemhle A de probabilité | : P(A)} = 1. Cette convergence est la
convergence presque partout classique ol la mesure est définie par la mesure de -
probabilité P.

Condition suffisante La suite (X,) converge p.s. vers X si I'une des deux condi-
tions suivantes est vérifide :

1. Pour tout j fix€, la série & termes positifs suivante est convergente :

S =3 Plw/1Xuw) = X(@)| > pl]

n=(
2. Il existe un réel s > 0 tel que la série i termes positifs suivante est convergente :

§ 2 ) E(Xa—~ XI).

n=()
On peut vérifier i titre d’exemple que la preuve du point 2 découle du point 1. en
utilisant 'inégalité de Tchebyschev qui permet d’écrire :

Plw/|Xn(w) — X{w)| > p} < E{X, — X[}/ 1"

¢) Convergence en moyenne d’ordre p

La suite (X,;) converge en moyenne d’ordre p vers X si la suite numérique

V, = E{X, — X|7)

converge vers 0. Le cas le plus fréquent en pratique correspond 4 p = 2 et Pon parle
dans ce cas de convergence en moyenne quadratique (m.q).

Lemme de Loéve Une condition nécessaire et suffisante pour quune suite (X,)
converge en m.q. est que, lorsque /7 et i tendent vers I'infini, indépendamment [’un
de I’autre, la suite suivante tende vers une limile :

ym = E[X, X051

m
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d) Convergence en loi

La suite de V.A (X,,) de fonctions de répartition Fy, converge en loi vers la VA X
de fonction de répartition Fy si en tout point x olt Fy(x) est continue, la suite
numérique Fy, (x) converge vers le nombre Fy(x). Pour des V.A discretes la
convergence en loi vers une V.A s’exprime par P (X, = k) converge vers P(X = k)
pour toutes les valeurs & de X;,.

Une suite de V.A discrétes peut cependani converger vers une V.A continue (par
exemple, la loi de Poisson converge vers une loi de Gauss : voir dans la suite de ce
chapitre).

Si une suite de V.A X, admettant des densités f, et X une densité f, alors Ia
convergence en loi de (X,) vers X implique la convergence ponctuelle de la suite

Jfulx) vers f(x} en tout point x.

...e) Convergence des.fonctions caractéristiques

La convergence en loi est lée a la convergence des fonctions caractéristiques
comumne le précise le théoréme suivant,

Levy-Cramer-Dugué 1. Si la suite (X,,) converge en loi vers X alors ¢y, converge
uniformément sur tout intervalle [a,b] vers ¢y,

2. Si la suite de fonclions (@ ) converge vers une fonction ¢ dont la partie réelle
est continue & ["origine, alors ¢ est une fonction caractéristique et la suite (X,)
converge en loi vers une V.A X dont [a fonction caractéristique est donnée par
by = ¢.

f) Liens entre les différents types de convergence

Nous allons donner trés brievement quelques résultats sur les liens entre les 4
notions de convergence,

La p.s convergence implique la convergence en probabilité. En effet, il est clair
que A, o est contenu dans A, g, introduit en (4.119) et donc P(A,0) < P(Ane).
Comme la probabilité est majorée par 1, la condition P(A, g} tend vers 1 entraine
P(A, ¢} tend vers 1.

La convergence en m.q implique la convergence en probabilité. En effet, on a

f iX, — X|*d P(w) ;f | X, — X|*d P{w)
2 [LIJ/IX,.—-X%;E}

2

> e f dPW) = EPLw/IX — X| > €)].
{L\J,/!X”—Xléfl
Don

El(X, - X I’A
Pllw/| Xy — X| 2 €]] < i—&w-l—} =2 VYeeRT. (4120
[ €=
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La convergence en probabilité implique la convergence en loi. En effet, la conver-
gence en probabilité implique que pour n suffisamment grand et € quelcanque,
I’'événement A, ¢ défini par (4.119) est quasi certain. La suite des fonctions Fy,
converge donc ponctuellement vers la fonction de répartition de X.

La convergence en loi est la convergence la plus faible dans le sens ol elle est
entrainée par les trois autres. Cependant, ¢’est la convergence la plus utilisée en pra-
tique car elle permet d”approximer la fonction de répartition de X, par celle de X
pour les grandes valeurs de .

Exemple 4.4.1 Egalités en moyenne quadratique et presque sitrement

On a X = Y en moyenne quadratique (X "1 ¥} s, et seulement si, X = ¥ presque
sirement (X % ¥). En effet, X = Y équivauta E(|X — Y|?) = 0 et X & ¥ équivaut
LA PHw/X # Y1 =0.Le résultat énoncé se déduit immédiatement de 1'égalité sui-

vante.

E(X -YP) = f

X — Y|?d P(w) + f X — YPdP (W)
(w/IX~Y|£0]

W/ X=Y}

= f IX —YdPw) 2 Pl{w/X # Y}
(WX +¥)

4.4.2 Loi des grands nombres

La somme de V.A indépendantes et de méme loi, on utilise souvent I’abréviation
V.A iid qui signifie « independent and identicaly distributed », joue un rdle fonda-
mental en statistique. Nous donnons ici quelques résultats fondamentaux concer-
nant ce probléme.
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Si (X,) est une suite d’échantillons, on a: 1, = p et o> = ¢ et dans ce cas, la
condition (4.124) est toujours vérifide.

4.4.3 Théorémes de la limité centrée

Pour démontrer ce résultat, il suffit de posern¥, = E:l Xi. Ce résultat se géné-
ralise comme suit,

@ Dunocl. La photocopie non aulorisée est un délit.



148 4 « Bases probabilistes pour la représentation d’un signal aléatoire

4.4.4 Approximations des lois de probabilité classiques

Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson Soit X, une suite de
V.A binomiales de 1ot B(n, p) telles que 22 et p tendent respectivement vers oo et
de maniére & ce que le produit np tende vers une limite finie A. Alors la suite X,
converge en loi vers une V.A de Poisson de paramétre A.

Approximation d'une foi multinomiale par une loi binomiale Lorsque N tend :
vers Uinfini, la loi H (N,n, p) tend vers la loi binomiale B(n, p).

Approximation d’une loi binomiale par une loi normale Si X, est une suite de :
V.A binomiales de loi B(n, p), alors la suite de V.A définie par

A Xy —np

Y,
n ,—”pq

converge en loi vers une V.A normale centrée et réduite.

Approximation d‘une loi de Poisson par une loi normale Soit X une famille de
V.A suivant la méme loi de Poisson P(A), alors la famille

A Xy—A
NETA

converge en loi vers une V.A normaule réduite.

4.4.5 Approximations des moments d'une variable aléatoire

Soient X;,/ == 1,...,n une suite d’observations indépendantes et de méme loi (iid)
de Ia méme V.A vectorielle x 2 p dimensions et soit # un vecteur déterministe. Une
fonction g des variables x1,. .. ,x, telle que

Efg(X1.....x:)1 =0 (4.128)

est un estimateur non hiaisé de §. Deux situations importantes dans la pratique cor-
respondent aux cas ol g(xy,....X,) est un estimateur d’un moment ou d’un cumu-
lant. Différents types d'estimateurs des moments et des cumulants sont propos€s
dans la littérature. Les plus importants sont fond€s sur les k-statistiques et corres-
pondent aux cas ol la fonction g(x,...,.X,) est un polyndéme symélirigue des com-
posantes des x;, Nous rappelons ci-dessous des résultats sur ces estimateurs dans le
cas multidimensionnel puis monodimensionnel.
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Pour un nombre d’échantillons fixé 2, une mesure de la précision de I’ estimateur
de y, peut étre faite & I’aide de la quantité :

W é M=—l*(vk—l) avec  v¢ é m—zjk, mkz,é 0

E<(p.) n mi
appelées variances relatives. Les résultats suivants montrent que la suite des
variances relatives des estimateurs empiriques des moments n’est pas croissante
dans fe cas général. En revanche, si la loi de x est symétrique et centrée, seule Ies-
timation des moments pairs présente un intérét et dans ce cas la suite des variances
relatives est croissante.
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EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

4,1 Dénombrement et calcul de probabilités

I"éguation x; -+ ... -+ x;, = p dans chacun des deux cas suivants : x; € {0,1} puis
x e N

4.2 Fonction d'une VA

Soient X une V.A continue et /» une fonction déterministe dérivable. La fonction &
permet d’associer 3 X une autre V.A notée ¥ = i(X) et par définition, une valeur y
de Y est obtenue comme image par /t d’une valeur x de X, i.e. y = h(x). On sup-
pose /i dérivable et on se propose de calculer [a densité de probabilité fy de ¥ en
fonction de celle de X notée fx. Traiter le probléme dans les cas suivants.

1. h{x) =2x — 3.

2. h{x) = —2x,

3. i(x) = sinx et X distribuée uniformément sur | — m,7].

4.3 Formule de Huyghens et Inégalité de Tchebyshev

1. On appelle variance d’une variable aléatoire X la quantité notée var(X) ou o,
définie par

var(X) = E([X — ECOT).
Démontrer les propriétés suivantes reliant var(X) et £(X) :
var(X) = E(X*) — [ECOF

El(X —a)?] = var(X) + (E(X) —a)*,a € B (Huyghens).
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2. On considére la fonction f définie par

1 ) .
flx)y= i Ax® pour x e[-1,1] et f{x)=0 sinon.

Déterminer A pour que f soit une densité de probabilité. Soit X une V.A de densité
. Calculer £(X), var(X). Utilisant I'inégalité de (Bienaymé-Tchebyshev) détermi-
ner une valeur du nombre &, & > 0, pour que 1’inégalité

3
PlX e [~kkl] = 1
soit vérifiée. Commenter le résultat obtenu.
3. Soit Y une V.A réelle ne pouvant prendre que des valeurs non négatives et pour

laquelle I"espérance mathématique E(¥) existe. On suppose que ¥ admet une den-

_ sit€ de probabilité fy(y}. Alors, ona:

E(Y
PY 2k < i), Vi = 0.

4.4 Fonction de répartition

Soient X une V.A uniformément répartie sur I’intervalle réel [—c,c] et i 1a fonction
déterministe définie par :
h(x)=x—¢c pour xzc¢
=0 pour |x| <c¢
=Xx+4+c¢ pour x<g-—c¢, c>0.

On introduit la nouvelle VA Y = 1(X). Calculer la fonction de répartition Fy , la
densité de probahilité fy de ¥ et I'espérance mathématique E(Y) de la nouvelle
VAY.

4.5 Fonction génératrice

On considére une variable aléatoire &V ne prenant que des valeurs entiéres positives
ou nulles et on appelle p(k] la probabilité p[k] = Prob[N = k], k = 0, k entier. On
appelle fonction génératrice de N la fonction

g(s) £ E[(1 — V], (4.130)

1. Donner 'expression de g(s) i 'aide de pfk] et calculer g(0).

2. Calculer la dérivée premiere et la dérivée seconde de g(s). En choisissant une
valeur appropriée de s, en déduire I’expression de E[N] et de EfN(N — 1}].
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3. On appelle moment factoriel d’ordre p (p entier) de N la quantité f, = E[N(N — 1):
.. (N — p)]. Exprimer f;, en introduisant la fonction g{s).

4, Calculer explicitenent g(s) lorsque N est une variable aléatoire obéissant & une:’
loi de Poisson de paramétre /. En déduire les moments factoriels dans ce cas.

4.6 Fonction caractéristique

On considére une variable aléatoire réelle X dont la densité de probabilité est don- 2
née par

[13
a: + x! ’

flx)=

1rExprimet @ en fonclivndea

2. Déterminer la fonction caractéristique de X.

. . A . -
3. Que peut-on dire de ['existence des moments y, = E(X") pour n entier positif ?

4.7 Loi exponentielle

Soient A une constante positive et X une variable aléatoire continue dont [a densité
de probabilité est définie par f(x) = Ae~?r pour x = 0 et f(x) = 0 sinon.

1. Délerminer 1a densité de la variable aléatoire ¥ == ¢*.

2. Calculer 'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de probabilité de la variable Z = [X] ol [X] désigne la partie
entiere de X. (On rappelle que [x] est le plus grand entier inférieur ou €gal 2 x).
4. On considére deux variables aléatoires indépendantes X et ¥ de lois exponen-

ticlles de parameétres A et g respectivement. Calculer la probabilité de 1’événement
(X <Y}

4,8 Loi du carré d'une V.A gaussienne

On rappelle que la densité de probabilité d’une V.A gaussienne X de valeur
moyenne m et de variance o est donnée par

{x — m)2

fx)= exp{—

2a2

1
av2n

e e A .
On se propose de calculer les moments centrés définis par : my = E{(X — m)"‘}.
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1. Etablir une relation de récurrence entre n1;, et /1,2 et en déduire I’expression de
m;, en fonction de o.

2. On suppose m = 0 et on considére la nouvelle V.A ¥ = /(X)) oll la fonction /1 est
définie par :

hix)= axz,a > ().

Exprimer la fonction caractéristique @y (&) de ¥ en fonction de la densité de X et
se ramenant 4 une intégrale sur [{},00[, introduire le changement de variable défini

par: y = axl.x > 0.
3. En déduire, sans ancun calcul d’intégrale, la densité de probabilité fy (y) de Y.

4. Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, 1’espérance mathématique de Y.

4.9 Loi conjointe et lois marginales

Soit (X,Y) un couple aléatoire uniforme sur le triangle T = {{x,¥), x = 0,y > 0,
x+y <al

1. Tracer le triangle T dans le plan xoy et donner I’expression de la densité de pro-
babilité conjointe de (X,Y).

2. Déterminer les densités marginales de X et Y.

3. Les variables aléatoires X et ¥ sont-elles indépendantes ?

4.10 Corrélation et indépendance
Soit (X,Y) un couple aléatoire continu réel de densité uniforme définie par :

fxr(x,y)=a, si |[x[+][yl <]
= ailleurs.

1. Déterminer la constante cx.

2. Déterminer la densité {marginale) fy de la V.A X et calculer E(X). Traiter les
mémes questions pour Y.

3. Calculer E(XY) et en déduire 1a valeur du coefficient de corrélation de X et Y.
4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

On considére une V.A & deux dimensions (X, Y) uniforme sur le carré {0,a] x [0,a].
1. Déterminer les densités de probabilité marginales fy(x) et fy(y) de Xet Y.

2. Démontrer que X et ¥ sont indépendantes.
3. Déterminer la densité de Z = X 4 Y.
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4.11 V.A a valeurs complexes
On considére la V.A 4 valeur complexes définie par :
X, = Aleﬁﬂf|n+d’x) +A:ejlrr(fzn+fﬁz) + B
ol f, f2,A1, A» sont des constantes positives, # un entier relatif fixé et ¢, ¢,, B trois

V.A indépendantes deux a deux et de méme loi uniforme sur [—a,a].

1. Calculer I'espérance mathématique £[x,].
2. On choisit pour a la plus petite valeur pour laquelle E[x,] =0, ¥n. Determmer

celte valeur et calculer la covartance v, ,, = E[r,,.l,,,

412 _Somme de deux V.A

Deux personnes se donnent rendez-vous 3 la sortie de leur travail entre 19 et 20 h.
On suppose gu’on peut associer aux deux instants d’arrivée des deux personnes res-
pectivement deux V.A X et ¥, continues, indépendantes et uniformes sur le carré
[0, 1] x [0, 1].

1. Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire W qu’on peut
associer au temps d’attente de fa premiére personne arrivée.

2. En déduire la densité de probabilité fiy de W.

3. Calculer E{(W).

4. Les deux personnes conviennent que la premieére arrivée s’en ira aprés une attente
égale 3 2ZE(W). Quelle est Ia probabilité pour que le rendez-vous ait lieu ?

4.13 Produit de deux V.A

On considére le couple aléatoire continu (X,Y) de densité de probabilité uniforme
sur de carré [0,1] x [0,1]. On construit & partir de (X,Y) la nouvelle variable aléa-
toire W dont les valeurs sont définies par :

w=h(x,y) 2 Xy,

Déterminer [a fonction de répartition Fy de la variable W. En déduire 1"expression
de la densité fy de W.

4,14 Rapport de deux V.A

On considére le couple aléatoire (X,¥) de densité de probabilité

k
Fer G = ATy
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1. Déterminer la valeur de la constante £,
2. Trouver la fonction de répartition de Fyy{x,y).

3. Calculer la probabilité pour que le couple aléatoire (X,¥) apparticnne au rec-
tangle [0,1] x [0,1].
4. On construit & partir de (X,Y) la nouvelle variable aléatoire Z dont les valeurs
sont définies par :

\J'

z=hx,y) Y =,

X
Exprimer la fonction de répartition Fz de la variable Z en fonction de fxy. En
déduire I'expression de la densité fz de Z.

4.15 Couple gaussien

On rappelle que la densité de probabilité d’un vecteur aléatoire V 4 n dimensions,
réel, centré et gaussien est donnée par

ey 1 TR B
fx) = ERVTEIY 7zexpl—ox I7x] (4.131)

ofl X est un vecteur i n dimensions, x’ sont transposé et ' la matrice d’autocorré-
lation de V définie par

r2EWwvD.

Dans toute la suite de 1'exercice on se place dans le casnn = 2 et on appelle X et ¥

les composantes du vecteur V. On suppose que £ (X?y = E(¥Y?) = o et on intro-
duit le coefficient de corrélation ¢ défini par :

E(XY)

C = e,
VEXDHE(Y?)

1. Exprimer la densité de probabilité en fonction de ¢ et o et calculer 1a probabilité
p= P{X »0etY = 0]. Pour ce calcul on peut utiliser les coordonnées polaires et
on doit trouver :
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2. On construit & partir du couple aléatoire (X, Y) le nouveau couple (Z,7T) défini
par :

A X] Y]
(2.7) W(Y’T)'

Calculer la fonction caractéristique ®zp(n,v} de (Z,T) ainsi que les moments
E(Z), E(T), E(ZYH, E(Tz) et E(ZT).

4.16 Bornes inférieure et supérieure de plusieurs V.A

Soient X,...,X, une suite de n V.A réelles de méme loi.
1. Soit ¥ la V.A définie par

Y‘:—"IIIIH(X] R STV
Démontrer que les fonctions de répartition de Y et de X vérifient I'inégalité

Fr(y) s nFx,(y)y VyeR.

2. On suppose, en plus, que X;,..., X, sont indépendantes. Etablir la relation qui
existe entre la densité de X et celle de la V.A, Z, définie par

Z =max(Xy,...,X,).

4.17 Mouvement brownien

On considére la suite de V.A x,,, n = 1,2,.. ., définie par :
H
Xy = Z U;
i=1

ol les U; sont des V.A réelles, centrées, indépendantes deux & deux, et toutes de

méme variance o=. Donner [a structure de 1a matrice de covariance du vecteur aléa-
toire X de composantes x;,1 < j < N.

4.18 Propriétés d’'une matrice de corrélation

Soit M une matrice 2 éléments dans C définie positive (M > 0).
1. Montrer que pour toute matrice A inversible, on a

M=>0 ssi A"MA > 0.
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2. Montrer gue pour toute matrice N ayant le méme nombre de lignes que M, on a
M >0 implique M+ NN = 0.

3. On sait que toute matrice hermitienne d'ordre n 5" écrit d'une maniére unique sous
la forme

M= Z z\,kU,kU‘,éLlr
k=1

oll les A sont les valeurs propres de M et les Uy les vecteurs propres associ€s, sup-
posés de norme I. Démontrer que les A; sont réels et que deux vecteurs U; et U}

- associés & deux valeurs distinctes A; et A; sont orthogonaux, i.e., U,.H /; =0 pour

A2 A
4. Soient X un vecteur dont les composantes sont des variables aléatoires définies
sur le méme espace probabilisé et soit M sa matrice de covariance définie par
M = E[XX ). Démontrer que M est définie non négative.

4,19 Espaces propres associés a une matrice de corrélation

On considére M vecteurs orthonormés de CV, S)..... Sy et on introduit le vecteur
aléatoire :

M

x=y+bh, yzz:Aij
j=1

ol les A; sont des V.A non coirélées, de variance cr;T et indépendantes du vecteur b.

On suppose que les composantes de b sont orthogonales et de méme variance u%
Onsuppose N > Metonpose K =N — M.
1. Déterminer la matrice de covariance 'y du vecteur aléatoire x.

2. Vérifions que les S; sont des vecteurs propre de I'y et déterminer les valeurs
propres associées,
3. Démonter que la matrice I'y est de rang M.

4. Démontrer que o, est valeur propre minimale de I'y et donner sa multiplicité .

5. Soit V un vecteur propre de I'y associ€ & cr%. Démontrer que V est orthogonal a
chacun des S5y,...,54.
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6. Démontrer qu’on peut trouver K vecteurs propres B,...,Bg de CV deux i deux
orthogonaux et pour lesquels la fonctionnelle suivante s’annule

M
F(Vi,....ve) =Y Vs,

Les deux espaces vectoriels engendrés par Sy,...,Sy et par By,...,Bg sont appe-
1és respectivement espace signal et espace bruit et ils jouent un réle important en -

analyse spectrale.

4,20 Suites de V.A

Soient A;,j = 1,2,... une suite de V.A indépendantes et prenant chacune la valeur
0 ou 1 avec les probabilité ¢ p = 1 —g. Pour n fixé, on définit Ia VA X = 4,

+As+ ...+ A, Laloi de probabilité de X, notée B(n, p) est appelée loi bino-
miale de pardmetres n et p. Démontrer que

P(X=k =CFp*(1 — p)"*, O<k<n.
Calculer la moyenne m, I'écart type o et la fonction caractéristique @y (1) de X.

Approximation de la loi B(n,p) par la loi normale A(G,1). On pose T =
(X — m)/o. Calculer Ia fonction caractéristique ®y(v) de T et en donner un déve-
loppement limité par rapport & 1/s. En déduire que lorsque # tend vers 400, ®{v)
tend vers la fonction caractéristique de la loi normale réduite.

Approximation de la loi B(n, p} par la loi de Poisson. On pose

1
pP=A/n -I—o(;)

ol o(1/n) désigne une quantité qui tend vers zéro avec 1/n. Montrer que lorsque n
tend vers +oc, Py (1) tend vers la fonction caractéristique d’une loi de Poisson
dont on précisera le paramétre.

SOLUTIONS

4.1 Dans le premier cas, le nombre de solutions est €gal aux nombre de fagons différentes
de tirer p variables v; parmi les ». I suffit ensuite d’attribuer la valeur 1 aux variables sélec-
tionnées et la valeur 0 i celles non choisies pour obtenir une solution. Le nombre de solu-
tions est donc égal i CP. 8i p > n il n'y a pas de solution. Dans le second cas, le nombre de
solutions est égal aux nombre de fagons différentes de tirer p variables x; parmi les n mais
cetle fois-ci le tirage se fait avec remise. Ainsi, une méme variable peut étre tirée & fois avec
0 £ & < p. [ suffit d’attibuer ensuite 1a valeur & i la variable qui a éié tirée k [ois pour obte-
nir une solution. Le nombre de solutions est donc égal au nombre de combinaisons avec
répétitions de n objets pris p 4 p.
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4.4 La détermination de la fonction de répartition se fait en distinguant les trois cas sui-
vants :

1.y<0:
Fy =Py £y}=PX+cgy]=PX <—]=0
2.y=0:

Fy=PY£0=PX € —c]l+Pl-cx X €]
=04 Fylc]— Fy[—c]=1.
3.v>0:onaFyr(y)=1.
La V.A Y ainsi construite est donc le nombre certain 0.

45 1.0na
g() =E[(1—s)"] =) " pe(1 —5)*
k=0

Dotg@=po+pm+p+...=1
2. D aprés le théoréme fondamental, on a :

E(f(N) = Zf(”k)Pk =fOpo+ fWpr+ [P p2+...
k

Dol fy = E[N] = —g'(0). Le moment factoriel d’ordre 1 est donné par :

fi= k= p =g 0.
k()

3. La généralisation est immédiate et on obtient : f, = (—1)P*lg(s){Pth,
4. Dans le cas d’une loi de Poisson de parameétre 2, on obtient :

= . 1~ 1 -5
g(é')zgpk(i s = e [['”( = o It - )l +}

g [errl(l—n'}] s @I

Le moment factoriel d’ordre p est

o= (=1 H0) = (=) (=)
=m"t!,

4.6 1.1l suffit d’écrire que 'int€grale de f{x) vaut 1. On obtient :

a a & du ar
f = 7[[.1’:—] > =—=1.
a4+ x- QO J o | " o

On a donc ¢ = ar.
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2. La fonction caractéristique de X est donnée par :

= a
Dy lu) = ! e dx.
. a-m" + x~

3. 11 est clair que T"intégrale suivante diverge pour tout entier positif n :

oc
a
n
L, = X ___“"d,\:.
Ha _/:mw aimt 4 At

4.7 1. La fonction de répartition de la variable ¥ = &% est donnée par Fy(y) = 0 pour
¥y <fQet:

Fy(y) = Prob[y/e" < y] = Fy(Log(y)).

La dérivée par rapport & ¥ donne :

i ,
Fr) = fx(Log) = Ag=ALoz(s),

2. On peut utiliser ie théoréme fondamental qui donne pour A > | :

o —A
E(Y)=2A [ et e My = .
J 0 I - .‘\
3. La V.A Z prend des valeurs entiéres k € Z eton a:
k
Prob[Z = k] = Prob[k — 1 < X < k] = f he~Mdx .
ko1

4. Comme les V.A sont indépendantes, la densité de la somme W = X + ¥ est égale au pro-
duit de convolution des densités de X et V. Soit :

u

1w
f'.',f(lﬂ) — /\,u[ e—)‘(fe—_u(w—(.')dg — /\#a—_uu:‘/‘ e(ﬂw.\)ﬁd&
0 8]

Comme X et Y sont indépendantes la loi conjointe est égale aun produit des densités de X et
¥ et on obtient :

ProblX < ¥] = ] f C ) fr (ndxdy.
Q 1]

48 1.0na:

oo . 1 _(.v—r_u]: 1 o no— W
my = {(x —m)" e W = wWe 20
— 2 -

20 o~/ 2T o 2T

Une intégration par parties conduit i la relation de récurrence

pes = (h + Da'my,
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Comme les moments sont centrés, on obtient mayy) = 0 et

(k) 1ok
My = —
2* 2L

2. La fonction caractéristique est donnée par :

w2 v
E,Jua.l"' — expl— IR L'!_\'
[m T 27 i 207 }

1 Sl d dy
= f e/ exp{— L )
2w Jo

a 2adt 2 oy

Dy ()

3. La relation entre densité et fonction caractéristique est biunivoque. Par identilication de
la relation ci-dessus et la suivante :

Dy (1) = f ey (y)dy

0

on obtient fy (¥} = 0 pour ¥ < Q et

pour y > 0.

1
fr(y}=
T

4.Ona E(Y] =akE[X?*] = ac” puisque X est gaussienne de variance o-.

4,9 1. C’est le triangle rectangle dont les cdtés sont portés par les axes de coordonnées.
La densité conjointe est égale 4 une constante «x sur T et cette constante est égale d I'inverse

de la surface de T, soit o« = 2/a”.

2. Lintégrale de la densité conjointe fyy(x,y) par rapport i x {resp. y} est égale & fy (x)
(resp. fy(¥)). D'ol :

a=x 7 Y — v
fx(x) =f —dy = M pour 0<x<a et 0 sinon.
0

Par symétrie du domaine d’intégration, on a le méme résultat pour fy (y).

3. Les variables aléatoires X et ¥ ne sont pas indépendantes puisque fxy #+ fx fr.

4,10 1.Le domaine est le carré dont les sommets ont pour coordonnées (0,=1) et (£1,0).
La constante o est égale & 'inverse de la surface de ce carré, soit o = 1/2.

2. La densité (marginale) fy est donnée par :

e gy

fx(x) =f —-5-— =1—|x] pour —1l<x<1 et 0 sinon

[el=1 2

Par symétrie du domaine d’intégration, on a le méme résultat pour fy(y}. On a
E(X)=E(¥)=0 car la densité conjointe est uniforme et le domaine admet !’origine
comme centre de symétrie.
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3. Les variables X et ¥ ne sont pas indépendantes puisque fyy %= fx fr.
On considére (X,Y) uniforme sur le caré [0,a] x [0,a].

1. La densité fy est donnée par :

4y | X
fxiv) = —=— pour D<x<ag e 0 sinon
0 4 a
Par symétrie du domaine d’intégration, on a le méme résultat pour £y (¥).
2. Les vanables X et Y sont indépendantes puisque fxy = fx fv.

3. Comme les 2 V.A sont indépendantes, la densité de Z = X + Y est égale au produit i
de convoluticn de fy(x} et fy(v). On peut vérifier que le produit de convolution de la .
fonction indicatrice de Vintervalle [0,a] par elle-m&me est la fonction triangle symé- '
trique de support [—a,a] et qui admet (0,4) comme sommet. On peut retrouver ce résul-
_._tat en déterminant directement la fonction. de.répartition.de-Z.

4.11 1. On peut melttre x, sous la [orme :
x, =X Fa(mXa+ B

oil les V.A : X\, X, B sont indépendantes.
2.0na

E(x,) = o (m)E[X)] + aaln) E[ X2] + E{B]

a L j2wdy a ,f2me,

= o (i) dgy + aa(n) do,
sinf 27
= ﬂ"—a)[a';(n) + cea(1m)].
2ra

La plus petite valeur strictement positive de a est 1/2. Pour cetle valeur, on a E[x,] = 0 pour
toutes les valeurs de 7. Comme les trois V.A sont indépendantes et centrées, dans le déve-
loppement de E[x,x},] il ne restera que trois termes. On obtient :

Yom = |A‘l2€j:’.7.'(rlwm)E[X§} + !Azllejzﬂ(nnm)E[X%] + E(B?_)_

412 1 pou) = Pllx,y}/|lx =y €£w)j=0 pour w<0

=Plx,y)/ —w<x—y<wl=1—(I — w)? pour 0 < w < |

=1 pour | <w.
2. La dérivation de Fy (w) conduit immédiatement i expression de fyy = 2(1 — w) pour
0 < w < 1 et zéro ailleurs.

3. On obtient E(W) =1/3.
4. La probabilité pour que le rendez-vous ait lieu est P = Fw(2/3) = §/9.
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4.13 La fonction de répartition Fyy est donnée par

Fiy(w) = P{(x.y)/xy < w}

}

= Plx3)/x <0 el y 2 =]+ P((ry)/x >0 et y < =
X X

0 0 00 wix
=f j:\'y(.\',_\’)d.\'d_\’+[ fxy(x,y)dxdy.

r=—00 Jwfr =0

L.a dérivation de Fy (w) sous le signe intégral donne la densité :
=1

. L ‘
fw(w) = —[ —.fxr(—\',%)d»\‘+[ - x:'(-\',%)d-\‘

X=—00 - x=0 ¥

= f“" i"i"f.ﬁxy(-l‘.w/x)dx.

e u}

o o
f [ Sxy(x,y)dxdy =1

La valeur de k est donc égale & l'inverse de U'intégrale

1:-[ quf : =dy.
R e V¥

2. La fonction de répartition est

4.14 1. On doit avoir

© o
Fyy(x,y) =f ]_thdnf Tr;;ml_du
—0C -0

puisque la fonction & intégrer est & variables séparables.

3. La probabilité pour que le couple aléatoire (X, Y) appartienne au rectangle [0,1] x [0, 1] est

1 1
P = wwww;duf Sdu.
n I + = 0 l + =

4. La fonction de répartition F7z est donnée par

F2(@) = P{tx.y)/> <)
= P{{x,y)/x <0 et y2zx}+ P{{x,y)/x >0 et ¥ < zx]

0 o] o X
= [ Fxylx,y)dxdy +[ f Sxy(x,»)dxdy.
R —_—

X=-0G o 2T yz=()
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La dérivation de Fz(z) sous le signe intégral donne la densité :

4] o0
Falo) = — f ey (rzn)dx + f ey (6,20

Fa 00 =0
o0
:f x| fry (v, zx)dx.
—

4.151.0na E(XY) = co” et la matrice de corrélation est donnée par :

r=¢" Loe et F":—I Lo—e
c 1 a2l =) \—c |

La densité de prababilité a pour expression :

1 Loy
= ———e T30 e Oy 2ty —Zewv.
2o/ 1 — 2

Pour le calcul de p, on introduit le changement de variable ¥ = pcos(f) et v = psin(8). On
obtient :

w2 gl -esin(26) (|~ km("(})
P _f f (x,Vdxdy = f [ 20 od pdf
0 4 2ra/ 1 —ctJo Jo 4

Utilisant les résultats classiques, on intdgre par rapport & p ensuite par rapport & f, et on
obtient 'expression de p.

2. La fonction caractéristique Pzy est donnée par: ®zp(r,v) = E[e/@ZT La VA
(uZ + vT) prend quatre valeurs et tenant compte des symétries de 1a densité fxy, on a:
PlZ=1letT=1]=P[X20etY 20l=p
PlZ=—letT=—11=P[X €0etY £0]=p
PlZ=tetT=—1]=P[X20etY <0]=1—p
PlZ==-1etT==-1j=PIX <0et¥Y €0l =1-p.

La définition de 'espérance conduit a I"expression :
G (u, vy =2pcos(u + v} + 2(1 — pleos(ue — v).

Les moments peuvent se calculer en utilisant directement la définition de I'espérance ou
bien en utilisant la formule :

akHl(DZT

W (0 O) .’t*l’! E(Zlk Tft)
i

On obtient : E(Z) = E(T) =0, E(ZY) = E(T) =1, E(ZT) = 2(1 — 2p).
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4.161.0na
Fy{y) =Prob(X| <y ou Xo <Ly ou...ou X, €¥)
< Prob(X, € ¥) + ...+ Prob(X, € y) < nFy (¥).

2.0na
Fz(z) =Prob(X) € zet...et X, <)

Comme les X; sont indépendantes et de méme loi, on obtient
Fz(z) = |Prob(X; < )" = [Fy, (2)]".

Dioil fz(z) = n Fx ()" fx, (2).

4.17 Les covariances des composantes x, et x, du vecteur aléatoire sont données par :

P inf(p.g)

wp.g) = Z Z E[UU;]1= Z ot = inf(p.q)o.

im=1 j==1 i=I

Par définition, la malrice de covariance de x a pour expression :

1 ... 1
o2 2
F=o 1. . :
1 2 N

218 1.0na
MATMAN=0"MO>0 VieC.

Comme la matrice A est inversible, la propriéié ci-dessus est vraie ¥8 € C et donc on a
AfPMA > 0.
2.0na

MMA+FNNNIN = ATMA (NI (NN >0 VAaeC

puisque le premier terme de la somine est strictement positif et le second positif.
3.0na

UfiMU; = U (U = NI
Comme M > 0, ona Uj.”MUj > 0 et donc les A; sont des réels positifs. On a :
UfmMu; = Ul oup = Ul

et

© Dunod. La photocopie non antorisée est un délit.
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puisque H est hermitienne. D’olt (Ay Uj” Ut = N0 U;. Comme les ); sont réelles, on
obtient [:UJ-HU,Q]H(/\;\— - Aj) = (0 et donc UjHUk =05 At £ Ay
4. 0na VA e©):

MNMAN=NEXXTINT = EXT 0T (XA = E[1ZF1 2 0.

puisque | Z|* est une V.A i valeurs positives.




Chapitre 5

Représentations d'un signal aléatoire

5.1 REPRESENTATION TEMPORELLE

5.1.1 Signal a temps discret et signat a temps continu

a) Signal a temps discret

Censidérons une suite infinie de variables aléatoires x(w) dépendant d’un para-
meétre entier k € N et définies sur le méme espace probabilisé (2,7, P). Nous
dirons que xi(w) est un signal aléatoire & temps discret ou une suite aléatoire, ou
encore un signal aléatoire. Le qualificatif « aléatoire » est couramment remplacé par
« stochastique ». Du point de vue mathématique, un signal aléatoire & temps discret
est une application

X(w,k) (LT, P)xN—-R (ou R" ou C"

de deux variables, I'une 4 représentant généralement le temps et 1”autre w décrivant
les résultats possibles d’une épreuve dans un certain espace probabilisé de sorte
gue, pour chaque valeur de & fixée, X (w,k) est une variable aléatoire V.A. Souvent
on utilise la notation simplifiée :

T = x(w k).

. . .. . . . A
Associons au signal iy le vecteur aléatoire arbitraire & n dimensions x =
R ,xk"]r et désignons par :

Fe(hr, .. kyxyy.oxp) = Plag < x1,.00,0, € X) (5.1)
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sa fonction de répartition. Si, quels que soient le nombre 7 et les instants &,. .. .k,
fa fonction de répartition Fy du vecteur X est connue, on dira que la suite al€atoire
est définie par sa loi temporelle. Comme cette définition est difficile & utiliser dans
la pralique, on se limite souvent i # < 2. On admet donc que la loi temporelle du
signal est pratiquement connue si I’on se donne les les fonctions Fy pourn =1 et
1 = 2. Cela revient i se donner les lois de probabilité de chaque x; et les lois des
couples [xy,..xx,] pour tous les entiers &y el k2. Une suite de V.A vy indépendantes
et de méme loi (iid)} est appelée bruit blanc & temps discret. Comme on le verra
plus loin, les bruits blancs jouent un rdle fondamental dans les applications.

b) Signal & temps continu

Au lieu d’un nombre fini ou dénombrable de variables aléatoires, considérons une
famille de variables aléatoires x{w,#) dépendant d’un paramétre continu ¢/ qui varie

sur un intervalle A de B (R") et d’un paramétre w qui représente |"aléa. Nous dirons
que x(w,!) définit une fonction aléatoire ou un signal aléatoire & temps continu ou
encore un signal aléatoire. Un signal aléatoire est donc une fonction d’une variable
déterministe + et d’une variable w représentant I’aléatoire. Du point de vue mathé-
matique, une signal aléatoire est une application

x(w,): (. T,.P)x A— R (ou R" ou C")

i deux variables ¢ et w telle que, pour chaque valeur de 1 fixée, x{w,1) est une V.A.
Si le signal prend ses valeurs dans I’ensemble des nombres complexes C, pour
chaque valeur de ¢ fixée x(w,t) est une V.A complexe. Si le signal prend ses valeurs
dans R" ou €7, on dit que le signal est vectoriel et pour chaque 7 fixée x(w,7) est un
vecteur aléatoire & n composantes qui sont des V.A réelles ou complexes selon le
cas considéré. Si I'intervalle de variation de ¢ est un sous-ensemble de B, on dit
que le signal est multidimensionnel. Par exemple une image est un signal bidimen-
sionnel {(n = 2) et une image en mouvement est un signal tridimensionnel {(n = 3).
Dans la suite, si aucune indication n’est donnée, les fonctions aléatoires seront i
valeurs dans R et ¢ représentera une variable réelle. Souvent on fait apparaitre la
seule variable déterministe  en adoptant la notation simplifi€e :

x(t) éx(w,t).

Pour une valeur fixée du paramétre w on obtient une fonction classique de la seule
variable déterministe 1 appelée trajectoire ou réalisation du signal aléatoire. Le
résultat de 1'épreuve qui permet de mesurer une variable aléatoire est un nombre
alors que celui de I'épreuve qui permet de mesurer une fonction aléatoire est une
fonction classique dite fonction « déterministe » par opposition a fonction aléatoire.
La figure 5.1 donne I’exemple d’un signal égal a la somme de deux sinusofdes. Les
2 figures de gauche donnent deux réalisations de ce méme signal et elles sont donc
identiques. Les 2 figures de droite donnent deux réalisations de ce signal aifecté par




© Dunod, La photocopie non autorisée est un délit,

5.1 Représentation temporeile 169

un bruit dont I’effet change d’une réalisation & "autre. Dans ce dernier cas, on a un
signal aléatoire. Pour un tel signal, les trajectoires sont en général toutes différentes
mais elles ont des propriéiés statistiquement semblables.

Signat non bruilé Signa! bruité
3 5
2
g 5
g o g0
‘o =
@A o
2
3 5
Q 200 <00 BGO a 200 #00 600
ternps (en 5) temps {en s)
a 6
2 q
‘é 1 E 2
g0 R : r
g 1 3z
2 4
a 6
[v} 200 400 [=1s]e] [s] 200 440 [=10]u3
temps (an 5) temps {en s)

Figure 5.1 Réalisations d'un signal déterministe et d'un signal aléatoire.

Exemple 5.1.1 Vitesse de Uair dans une soufflerie

Si I"on enregistre en un point la composante longitudinale x{t) de la vitesse de 1’air
dans une soufflerie on obtient en fonction du temps une représentation compliquée
et irréguliere. Si I’on répéte plusieurs fois de suite la méme mesure, dans la méme
soufflerie et dans des conditions identiques (méme vitesse de rotation des ventila-
teurs, mémes grilles, méme température, méme humidité ...), nous obtenons plu-
sieurs courbes du type x(f) qui représenterons le méme phénomene, mais qui ne
seront pas superposables. Nous interpréions ces courbes comme les résultats d’une
série d'épreuves (trajectoires) du méme signal aléatoire x(t).

Pour n = 1, la fonction de répartition de x (¢) permet d’étudier chacune des V.A
x(t) prise indépendamment les unes des autres.



170 5 » Représentations d’un signal aléatojre

Pour n = 2, la fonction de répartition de [x(#).x(t2}] dépend de #; et de 1 et per-
met d’étudier les propriétés du couple de V.A [x{#1},x(t2)]. Elle permet, en particu-
lier, d’étudier 1a corrélation enire deux valeurs prises par le signal aux instants #1 et
2. Si I'on s’intéresse au lien entre les valeurs du signal aux instants #q,. .. ,f,, il fau-
dra considérer la fonction de répartition du vecteur [x(t;),.. . ,x{t)17.

Lorsque la loi temporelle est utilisée dans la pratique, on se limite trés souvent a
n < 2. Méme dans ce cas, on concoit qu’une telle définition reste encore peu pra-
tique et on se contente souvent de définitions moins complétes, mais plus simples a
utiliser. On définit alors un signal aléatoire & ’aide d’un modele de la maniere sui-
vante,

Cette définition se justifie par la convergence de la série (5.3). En effet, d’aprés
les hypothtses, le reste ;

Rty = ) Apgplt)

p=n+1

vérifie

E[Rn(t)z] < MZ{ Z E[A?;}} < 0O,
p=n+1

Donc Ia série aléatoire (5.3) converge en moyenne quadratigue.
On démontre que le modéle (5.3) permet de représenter une classe trés générale
de fonctions aléatoires appelées fonctions aléatoires « séparables » du second ordre.
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5.1.2 Moyenne et covariance d’un signal

L’analyse d’un signal aléatoire & partir de sa loi temporelle est rarement possible dans
la pratique. En effet, dans les applications pratiques, il est souvent difficile d’établir
un modéle pour la loi temporelle du signal 4 analyser. On ne dispose, en général, que
d’'un nombre limité d’échantillons du signal a partir desquels on doit faire ’analyse.
Une méthode couramment utilisée consiste a estimer, & partir des échantillons dispo-
nibles, des grandeurs déterministes, appelées moments statistiques, qui permettent de
faire une analyse plus ou moins compléte du signal considéré. Dans le cas d’un signal
a valeurs réelles, on définit le moment d’ordre n € N par:

Ve1re oo ty) 2 E[x() ... x ()], (5.4)

Ce moment est une fonction déterministe des variables ¢y, ... ,t,. Des difficultés
d’ordre théorique et calculatoire imposent souvent aux traiteurs de signaux de se
limiter aux informations contenues dans les moments d’ordre 1 et 2 seulement. On
va donc se limiter dans la suite & présenter les définitions et les propriétés des
moments pour # = 1 et n = 2.

a) Signal a temps discret
L’espérance mathématique, appelée aussi moyenne, d’une suite aléatoire x,, est la

suite déterministe m, L2F [x,:]. Pour tout couple « et 3 de réels on a
Elax, + Byn] = aElx,] + BE[y,]. (5.5}

Une suite aléatoitre x,, est dite centrée si fa suite déterministe m,, est identique-
ment nulle. Nous savons que le coefficient de corrélation de deux variables aléa-
toires X et ¥ permet de se faire une idée de la dépendance statistique entre ces deux
variables. Pour une suite aléatoire x,,, on introduit Ia suite double déterministe défi-
nie par :

e "A' Ef{xm — EQu) Hxw — E(xg )] (5.6)

appelée covariance ou fonction d’autocorrélation ou encore fonction de corrélation
de x,. La définition de -y, , est donnée parfois sans les termes E(x,,) et E(x,)

méme si la suite x,; n’est pas centrée. Les propriétés d’une covariance seront étu-
diées plus loin dans un cadre plus général.

b) Signal a temps continu

Les définitions précédentes se transposent au cas d’une fonction aléatoire de la
variable ¢ comime suit. La moyenne de x{¢) est la fonction déterministe

m(t) 2 E[x(0)] (5.7)
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et x(r) est dite centrée si E[x(¢)] = 0 V(. La fonction de {; et £ définie par:

V(t1h) 2 E[lx () — mDHx(t2) — m(r)}] (5.8)

est appelée indifféremment covariance ou fonetion de corrélation ow fonction d’au-
tocorrélation de x(t). La définition de ~{f,.2) est donnée parfois sans les termes
(e} et m(t) méme si la fonction x(¢) n’est pas centrée. Dans fe cas ol le signal
est & valeurs complexes, on pose :

(1) 2 E[{x(t) — m@)x () — m@)}].

Si I’on considére deux signaux x{f;) et y(#;), on introduit la fonction d’intercorré-
lation par :

A "
Yoy (t1:12) = E[{x(t1) — my (1) Hy (1) — my (82)}7) (5.9)
ou my et my désignent les espérances des deux signaux.

- Exemple 5.1.2 Interprétation de la covariance

Une premiére interprétation de la covariance peut se faire en utilisant I’égalité sui-
vante :

E(lx{t)) — x(t:)12] = E(x(t)*] + Ex ()] = 29(t1.12)

qui s’obtient en développant le premier membre et en utilisant la linéarité de 1’es-
pérance. Cette égalité montre que plus ¥(#(,f2) est petit plus E{|x{(#) — x(12)|*] est
grand et donc moins x (1) et x(f2) se « ressemblent ». La covariance ~{#,f2) peut
donc étre utilisée pour mesurer la « ressemblance » entre les valeurs du signal aux
instants f; et 5. Les exemples svivants donnent deux signaux particuliers qui sché-
matisent la propriété qu’a Ia fonction de corrélation de mesurer le « lien statistique »
pouvant exister entre les valeurs d’un signal & deux instants ¢ et t — 7.

Exemple 5.1.3 Signal trés fortement corrélé

Considérons le signal x{¢) = A oll A désigne une variable aléatoire donnée (signal
constant). La fonction de corrélation de x(¢) est égale & la variance Jf‘ de A. Elle est
donc constante et cela signifie que le lien entre les valeurs de x{t) aux instants 7 et
t — 7 est maximal et ceci pour 7 quelconque. Ce résultat était prévisible puisque la
connaissance statistique du signal 4 un instant donné suffit pour connaitre A et donc
le signal pour tous les instants.
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Exemple 5.1.4 Signal trés faiblement corrélé

. . . . e . - ~ : 2
Soit A, une famille de variables aléatoires centrées et de méme variance . On sup-

pose que pour ¢ % 7 A, et A+ sont indépendantes. La fonction de corrélation du
signal y(1) = A, est égale & crﬁJ(T) ol & est la distribution de Dirac. Elle est donc
maximale pour 7 = 0 et nulle partout ailleurs. Ce résultat était prévisible puisque la
connaissance statistique du signal 4 un instant donné ne contient aucune informa-
tion sur la valeur de ce signal a un autre instant.

¢) Propriétés de la corrélation de signaux centrés
Une fonction quelconque de deux variables ne peut évidemment pas étre une fonc-

tion de corrélation. En effet, cette derniére fonction doit satisfaire i certaines condi-
tions comme celle énoncée ci-dessous.

Ce résultat permet d’interpréter la corrélation de deux signaux centrés x(f() et
x(t2) comme étant le produit scalaire de ces deux V.A aux instants ] et #; fixés.
Cette interprétation permet d’établir d’autres propriétés d’une covariance. En parti-
culier, I'inégalité de Schwarz classique est vérifiée et elle se traduit par I’inégalité
suivante qui va jouer un role important dans la suite.

[yt 2P <y, i), Y .
On peut démontrer, par exemple, que si I'on pose :

(t,12)
VA1) (1)
alors les trois nombres p(t1,13), p{t3,71), p(t1,12) sont les cosinus des angles au som-

met d’un trigdre et ceci pour #,f2, 13 quelconques.
On peut aussi établir directement & partir des définitions les propriétés suivantes.

A
plti, ) =

Y.} = v, Vi
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Yty = Eflx(t))*1 20, ¥V
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Pour I'intercorrélation, on a les propriétés suivantes.
Yoy (t1.12) = Yy (12,11)", V11,00
7
Ve Gt <y (10007, (12, 12), Vi1

- . A
ol I'on adopte la convention v, = ..

5.2 PRINCIPALES CLASSES DE SIGNAUX

Les signaux que {’on rencontrent dans les applications de 1'ingénieur peuvent étre
représentés par des signaux aléatoires vérifiant des propriétés plus ou moins difficiles

4 décrire d’une maniere @ la fois compléte, Tigoureuse ¢t sans trop de complexité

mathématique, Dans la pratique, on introduit des hypothéses qui permettent de défi-
nir des classes de signaux conduisant ainsi a I'élaboration de modéles mathématiques
valables pour les signaux d’une méme classe. On définit ainsi plusieurs classes, par
exemple les signaux harmonisables, les signaux stationnaires, les processus de
Poisson, les signaux Gaussiens, les bruits blancs, efc. Pour une étude détaillée de ces
différentes classes on peut se reporter aux références [2] [13]. Dans cette section, on
se limite & donner les définitions des processus utiles en traitement du signal. Les
résultats de cette section sont présentés dans le cas des signaux A temps continu et se
transposent de facon immédiate au cas des signaux 4 temps discret.

5.2.1 Signal stationnaire et spectre de puissance

Stationnarité stricte Un signal aléatoire est dit stationnaire au sens strict si toutes
ses propriétés statistiques sont invariantes dans tout changement de ’origine du
temps. Ceci se traduit sur la loi temporelle de la maniére suivante.

Felnty,. .ot X1 = Fynoti + 7. .. + 10X, VT (5.1D

Donc, pour tout signal stationnaire au sens strict, 1a loi de probabilité de la V.A x (1)
pour ¢ fixé est indépendante de ¢ et la loi conjointe de tout couple {x(#),x(r)] ne
dépend que de la différence des instants 7 = #; — f2. Deux signaux x{(¢) et y(¢) sont
dits stationnaires dans leur ensemble si {x(f), ¥{(£)} et {x(r +7), ¥({t + 7] ont les
mémes statistiques pour tout réel 7. Le signal complexe x(¢) + jy(z) est dit sta-
tionnaire 51 x(r) et y{r) sont stationnaires dans leur ensemble.

Un signal aléatoire x(¢) est dit du second ordre (puissance finie) s’il vérifie :

E[x()*] < +o0, Vi el
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I’ application de I’inégalité de Schwarz montre que cette condition entrafne 1’exis-
tence de mn(t) et de (t:,t2) définis par (5.7) et (5.8). Les fonctions aléatoires du sec-
ond ordre jouent un réle important dans Ia pratique et leurs propriétés découlent de
celles des formes bilinéaires définies non négatives.

Stationnarité au sens large Un signal x(¢) est dit stationnaire au sens large s'il est
du second ordre et s’il vérifie en plus les deux propriétés suivantes.
E{x (1)} = constant

Elx(t)x* ()] =y, (1), 7=1—1.

Cela équivaut a dire que E[x(f)] est indépendant de ¢ ef que le moment d’ordre 2,
que 'on note 2, (7) ou v, (7), ne dépend que de la seule variable 7= #| — #.

Exemple 5.2.1 Interprétation géométrique de la stafionnarité

Pour chaque 7 fixé€, la valeur de la fonction d’autocorrélation d’un signal x(¢) cen-
tré est égale au pro_duit scalaire des deux vecteurs x(#) et x (¢ — 7). Si, par exemple,
x(t) = Aef2" oI+ | ce produit scalaire est indépendant de I'origine des temps des
vecteurs considérés. Ce résultat reste vrai pour un signal x{r) quelconque.
Pour un signal x(¢) stationnaire, on a

Y (7)
Y (0)
Cette égalité montre que plus v, (1) est petit plus la valeur moyenne de

[x(t) — x{t — )| est grande et donc moins x{¢) et x(t —7) se «ressemblent »,
En général, pour les signaux du second ordre, v, vérifie la condition :

E(lx(t) — x(t — D[] = 27, (O[1 — 1.

Jim 5,(7) = 0

qui signifie que plus 7 est grand, plus les V.A x(r) et x(¢ — 7) sont décorrélés. En
plus de ce résultat qui permet d’interpréter v, (7) comme une fonction qui mesure
le lien statistique entre les valeurs de x (¢) aux instants f et r — 7, la fonction de cor-
rélation vérifie les propriétés suivantes.

To(=7) = 7 (7" et |y (Y (0) Y7
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On dira qu’un signal certain est stationnaire s’il peut se mettre sous la forme :

x(t) = ZAkef(ﬁfrka-fﬁa)

ke

avec (c,bk,f}k) e B et A; € B*. Cette notion de stationnarité qui dépasse le cadre de
ce chapitre correspond naturellement & celles de régime établi et de stabilité tem-
porelle dans les systémes physiques.

Exemple 5.2.2 Signaux stationnaires particuliers

Les signaux aléatoires :

el HD  cos(ar + ) et sin(at + @)

‘‘‘‘‘ F

ofi g esUuie VA tniforme sii [0, 27 sont cenires; staticnnaires an” §éiis large et
admettent respectivement comie fonction de corrélation :

fat 1 1 H
el ;CDS(C}!T) et asm(a:'r).

Le signal aléatoire :
x(t) = Acos(ar) + Bsin(at), aelR

défini a partir des deux variables aléatoires A et B, centrées, orthogenales et véri-
fiant E[A?] = E[B*] = | correspond 3 un cas particulier de (5.3) ol les fonctions
£, sont des cosinus et des sinus, Les trajectoires de x(¢) sont des sinusoides de
période 27/ La covariance de x(¢) est donnée par :

v {t,t2) 2 E[(Acosat + Bsinan)(Acosatr + Bsinaf)]
= E[A?]cos at, cos ety + E{B ] sinat sinan

+ ElAB]sina{t; + t2) = cosaff ~ ).

Comme E[x(r)] =0, le signal x(¢) est stationnaire au sens large.

Exemple 5.2.3 Signal binaire & temps conlinu

Considérons le signal défini pac y{t} = x(H)el ™! avec

o kT
s= 3 and —)

k=00

ofl les A; forment une suite de V.A binaires, centrées et de méme variance o, indé-
pendantes et pouvant prendre chacune les valeurs réelles xg ou x;.
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Un calcul simple montre que
Tt = Elyt)y(t = '] = Elx(Dx(t — D]/,
A titre d’exemple, pour Ap=1letA; =0,Yk# p,ona

(1) =TI
Yt = T(— -

et le signal y(t) est non stationnaire. Pour Ay = 1, V&, on a x(r) = 1 et le signal
v(r) est stationnaire.

Pour tenir compte de l'incertitude sur les instants kT de transition entre les
valeurs xp et xj, on remplace ces instants par kT + € ol € désigne une V.A uniforme
sur [0, 7] indépendante des Ag. Sous ces hypothéses, on va établir que v, (t,t — 7)
est indépendante de t. En effet, on a en posant ii(r) = 7(¢/T) :

v, (1,1 — Z Z E[AcAiTNERG —kT —h(t —7—iT — )]

car les Ay sont indépendantes de ¢. Comme les Ay sont orthogonales et € est uni-
forme sur [0, T'], on obtient :

[s.m)
Tt — 7 = Z O'?'E[fl(f —~ kT — et — 7 kT = €)]
= “"f Z h(t — kT — e)h(t — 7— kT — e)de
0.2 kT
o — (uh(u — T)du
T Z,\:./:.wkrwr

= i mf- /! Tdu = Oll /
=T /;Do ()i (i — Ddu = - 1(u) # i(—u)[T].

Exemple 5.2.4 Signaux a temps discret et stationnarité

Soit U}, j € Z une suite de V.A réelles, centrées, deux i deux orthogonales et toutes
de méme variance o°. Considérons les signaux aléatoires  temps discret définis
par:

\A_ZU_}J">0 \’A—ZUAJ et ¢t = ¥k — Yi-1-
j=I j=1
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Le signal x;, appelé promenade aléatoire est centré, sa fonction de corrélation est
donnée par :

v k) = E(xpxg) = fo* avec € = inf(k,h)

et il est donc non stationnaire.
Le signal y; est aussi centré et sa fonction de corrélation est donnée par :
N-1

1
vy (k1) = Ng Z T Ok—hmis )
i, j=0

oll les termes non nuls dans cette somme correspondent 4 & — i — i 4+ j = 0, soit
i=k—h+4javecO<i,j<N—1.Dotk—f1gi<N-—1.Donc,ilyaN —1
—(k—h)-+1=N~—(k—h) termes non nuls. On obtient ~,(k./) = (N_jv#l

pour N >k =kl et 7, (k,h) = 0 pour N <’k — 7. Le signal y; est donc station-
naire.
Le signal z; est centré, sa fonction de corrélation est donnée par :

v.(k,n) = 2y, (n) + v, (n 4+ D) + '}'},(n. -1

et il est donc stationnaire.

Stationnarité au sens large et spectre de puissance La T.F de la fonction de cor-
rélation, v, (v}, d’un signal stationnaire x{(t) de puissance finie vérifie :

o) 2 0. (5.12)

La fonction "y (/) est appelée densité spectrale de puissance (DSP) du signal x(r)
etona:

0o . 142 .
Yo (T} = f T ()e!T™dy ou 7. (k) = f T, (e Ty
il

—00 —1/2

suivant que le signal est & temps continu ou & temps discret. Les expressions de la
puissance P, = y.(0) sont :

oo 172
P_rzf T (dv ou Px=[ T (V)dv. (5.13)

e —-1/2

Estimation du spectre a I'aide du périodogramme Dans la pratique, on est sou-
vent conduit 4 chercher une « estimation » de la densité spectrale d’un signal a par-
tir de la connaissance d’un nombre d’échantillons fini : x; = x(kT,).k =0,

... — 1. Comme les coefficients de corrélation -y, sont scuvent difficiles a déter-




@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délil.

5.2 Principales classes de signaux 179

miner, au lieu de chercher & calculer 1a T.F de la fonction de corrélation on introduit
la fonction suivante, dénommée périodogramme :

P = —l Z vue T2, (5.14)

n={)

On va démontrer plus loin que P(») donne une bonne approximation de la densité

spectrale du signal x,, supposé stationnaire. On introduit souvent une fenétre de

pondération wy (1), i.e., au lieu de traiter le signal x,, on traite le signal pondéré
A . , .. .

¥ = wy{n)x,. De plus, afin de diminuer 14 variance du périodogramme, on intro-

duit souvent un périodogramme moyenné P égal 4 Ia moyenne arithmétique de plu-
sieurs périodogrammes.

" Exemple 5.2.5 Estimation de la DSP a Paide du périodogramme

Considérons le signal aléatoire & temps continu défini par
sty = A,ej(” Tfii+idy) + As oI T2t +6)

ol fy,f> désignent des fréquences réelles déterministes, A;,A> des amplitudes
déterministes positives, ¢, ¢, des variables aléatoires uniformes sur [0,27] et indé-
pendantes. La fonction d’autocorrélation et la DSP théoriques de s{t) sont données
par:

A1) = A%eSTIT L BRI Py = A%S(v — f5) + BXS(v ~ f1).

La fonction d’autccorrélation du signal s7(¢), égal a s(t) sur [—T/2,T/2] et nul
ailleurs, est donnée par :

(t,7) = (DI (=) (=)
vt ) = (T) (T )

Ce n’est donc pas un signal stationnaire. En fait, dans la pratique on ne dispose que
de N éEchantillons s = s(kT.), k=0,...,N —1 d’une seule réalisation sur
[—7/2,T/2]. Ces échantillons doivent nous fournir une estimation de la DSP en
prenant par exemple comme estimateur le périodogramme :

|Pr()| = —| Z sue”SAm T2 -—ITFD[(M)}(V)I"

n=0

Les figures 5.2 donnent, de gauche a droite respectivement, la partie réelle d'une
réalisation de s7(z) , la DSP théorique de s (¢} et I’estimation de cette DSP 4 "aide
d’un périodogramme moyenné, i.e., la moyenne de plusieurs (ici 10) périodo-
gramimes.
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Parie reelle DSP théarique Perindogramme
3] 18 20
161 -t 80
&b 4
14 T 701 b
4
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Figure 5.2 DSP théorique et son estimation & |'aide du périodogramme.

5.2.2 Signal gaussien

Un signal x{t) & temps continu est dit gaussien si le vecteur aléatoire de compo-
santes x{f(),... . x{t;) est gaussien pour toul n et quels que soient les instants
f1,...,t;. Les propriétés des signaux gaussiens sont donc complétement détermi-
nées par celles des vecteurs gaussiens. En particulier, on a la propriété suivante.

Une représentation approximative [18] d’un signal gaussien peut &tre obtenue par
le modele :

[0, 4]
X(1) =Y aycos@rfut +1p,) (5.15)
n=0

ol les i, sont des phases aléatoires ind€pendantes et uniformément distribuées sur
(0271, fu =0/ T, a, = 2T (fi)T et I’y la densité spectrale du signal.

Comme un bruit blanc est une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme variance, pour générer un tel bruit il suffit de construire une suite : uy,uz3,. ..
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de réalisations d’une méme V.A uniformément répartie sur [0, 1[. If existe des logi-
ciels qui permettent de générer sur un ordinateur une telle suite. A partir de ces
échantillons, on peut générer un échantillon x; approximant un bruit blanc gaussien
comme suit.

=0, xp=axp+u, k=12,...

L’ approximation est d’autant meilleure que le nombre d’itérations k est élevé. On
peut vérifier [acilement que 1a moyenne et 1'écart type sont respectivement 1/2 et
1/12.

La méthode suivante permet d’approximer encore mieux un bruit blanc gaussien.
Cette méthode introduit 2 variables intermédiaires : « et x4 et elle permet de
construire I"échantillon x; comme suit.

a=Zrup, p=oy—In(l =), xp=pcos(e), k=12,...

5.2.3 Processus de Poisson

Considérons une suite d’événements identiques £, F»,... (par exemple : appels
téléphoniques, passages de voitures 4 un carrefour,...) qui se succédent dans le
temps & des instants aléatoires #1,62,... Le nombre d’événements x(f) qui se sont
produits dans Uintervalie de temps [0,7] définit un signal aléatoire 4 valeurs
entigres. Lintroduction d’hypothéses plus ou moins restrictives sur x(¢) conduit &
des modeles plus ou moins importants dans les applications. L'un des plus connus
est le processus de Poisson que nous allons définir ci-dessous.

Un événement £} a une probabilité trés faible odt de se produire une fois dans
un intervalle de temps trés petit de durée «¢. Cependant, dans un intervalle de temps
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fini de durée ¢ il y a une probabilité finle are™" que E; se produise une fois,
L accroissement de x(z) dans un intervalle de temps [/.70 + 7] de durée 7 est €gal
au nombre & d"événements qui se sont produits dans cet intervalle indépendamment
des valeurs de x{r) pour ¢ extérieur & [fo.fp + 7]. Si 'on connait x{#), la valeur
x(fg -+ 7) est aléatoire et ne dépend que de x(1y) et de la loi de probabilité de Fac-
croissement A:ﬁJ‘f'F.\' de x (). Ainsi un processus de Poisson est markovien. Un pro-
cessus ponctuel x (1) possédant une distribution de Poisson peut étre représenté par
une suite d’impulsions de Dirac de poids aj places en des instants aléatoires 1p.
Soit .

x(1) = Zaka(r — 1. (5.17)

k=0

Exemple 5.2.6 Autocorrélation d’un processus de Poisson

Par hypothése, si 1| < t1,x(t:} — x(f1} est indépendant de x{f) = x (|} — x (0},
Donc

E{lx(n) —x()]x()} = Elx(r) —x(t) ] Elx (1 1]

soit

E[x{t)x(t))] — E[x(t;)] = E[x(0)]ELx(1))] — (E[x(r)1}
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Yta.h) = E{x(t)x ()} — ELx(t2)1ELx (1)]
= E[x()"] — {E[x(r)]}7.

Comme x(f;) et x{f) sont des variables de Poisson on a :
Efx(t)] = an, Elx(n)]=af+on.

On trouve donc :
F{t2.11) = afy avec f) < r; et le coefficient de corrélation entre x(#|) et x(#2) a pour
expression :
¥(f,n) i
= avec T=1# —f > 0.

NalURD iGN ez
y

Exemple 5.2.7 Basculeur Poissonnien

C’est la fonction aléatoire x{¢) définie par les propriétés suivantes :

1. La V.A x(r) peut prendre les valeurs 1 et 0 avec les probabilités et% .

2. Entre les instants f et £; = 1y + 7,x(r) subit un nombre N(r) de changements
(passages de 0 a 1 oude 1 a0). Ce nombre N (1) est aléatoire et obéit 4 une loi de
Poisson de parametre i1 = a7, Moyennant un choix convenable de I'unité de temps,
on peut supposer i = 1. On a done :

)}

PIN() = 1) = J’I—reﬁ*‘ (5.20)

Cette probabilité dépend de [a longueur de I'intervalle 7 mais non de son origine #; ; elle
est stochastiguement indépendante de 1a valeur initiale x(fg). Si 1'on connait x(f;), la
valeur de x(f) a l'instant ultérieur #; dépend du nombre n de sauts subis par x(f) entre
fy et t;. La fonction aléatoire x () se rencontre fréquemment dans les applications.

On peut I'attacher A un phénomene donné qui tantot se manifeste (x () = 1), tantdt
s arréte (x(¢7) = 0), ces changements ayant lieu & des dates aléatoires. Calculons la
fonction de corrélation :

At 4+ 7 = Ele(t)x(r + D).

Comme pour r et 7 fixés, la V.A x{r}x(+ + 7) peut prendre "une parmi les deux
valeurs 0 et I, v{t,t + 7) est égale 4 la probabilité pour que x(r)x(r + 7) prenne la
valeur 1. Cecl équivaut 2 la réalisation simultanée de I'événement x(r) =1 et
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x(r+7) = l.ie, x(t) = 1 et la variation du nombre de sauts entre les instants 7 et
{ + 7 est paire. D aprés le théoréme des probabilités totales. on a:

. y = T’ -7 I -2r
P{N(1) = pair} = ',,Z:(:J (2;)')'.8 = 5([ +e )

D apres le théordme des probabilités composées, la probabilité pour que x(#) = 1
est égale 2 1. Les deux événements intervenants sont indépendants et donc :

| 1,
¥ = 1(1 +e 7).

Comme E[x(7)] = 1 et que la fonction de corrélation est paire, on obtient :

¥(7) = 18*517‘.
Ty

5.2.4 Bruit blanc théorique

Au sens le plus large, tout signal indésirable par rapport & un autre signal dit utile
est appelé bruit. Le terme bruit est employé dans un cadre trés général méme s’il a
été utilisé au départ pour désigner le phénomene acoustique venant perturber un son
utile. On peut distinguer deux classes de bruits : ceux provenant de perturbations
imprévisibles donc aléatoires et ceux dis a des interférences provoquées par le cap-
tage accidentel d’autres signaux utiles (couplage entre des lignes de {ransmissions
voisines par exemple}. Du point de vue mathématique. on intreduit la notien fon-
damentale de bruit blanc qui conduit & des traitement simples et qui se retrouve i la
base de la modélisation mathématique d’une large classe de signaux.

La puissance moyenne d’un BB est infinie et donc un BB n’est qu’un modeéle
mathématique sans réalité physique. Un BB peut éire cependant considéré comme
I"idéalisation d’un signal aléatoire a corrélation microscopique observeé a travers un
fittre qui réintroduit une certaine corrélation.

Une suite (x3)gez de V.A est appelée bruit blanc discret pur si ces V.A sont indé-

pendantes dans leur ensemble et bruit blanc au sens fort si ces V.A vérifient :

T 2 Elal()ie sl = Elxg]. Vk e Z. (5.21)
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il existe plusieurs autres notions de bruits blancs qui ne seront pas considérées
ici. La définition d’un bruit blanc au sens large énoncée dans le cas continu s™étend
immédiatement au cas discret en remplcant la distribution de Dirac par le symbole
de Kronecker.

Exemple 5.2.8 Bruit blanc complexe
On considere les signaux a valeurs complexes : ¥ (1) == Ae/ P70 ol & est une
V.A. uniformément répartie sur [0,27] et 5(¢) un bruit dont chaque composante est
blanche, centrée, d’écart type o~ ; ces composantes étant indépendantes entre elles
et de ¢.
1. Comme la fonction d’autocorrélation de b(r) est égale an produit scalaire des
vecteurs b(t) et b(f — 1), on peut conclure que 1’angle formeé par ces derniers
est indépendant de Porigine des temps ¢ et il est égal & 7/2.
2. 0n'pose ¥(r) = x(r) + b(r) et =(t) = x(1)b{r). Comme x(¢) et b(r) sont indé-
pendants et que b(r) est centré, les fonctions de corrélation de y(¢) et z(f) sont
données par :

T (1) = ATl £ o257
Y.(7) = 7 AT TS = BIS(r).

On voit ainsi que 1"altération d’un signal par un bruit multiplicatif conduit & un
nouveau signal qui est lul méme un bruit blanc. Ceci complique les traitements
en présence d'un bruit multiplicatif,

La figure (5.3) donne des réalisations d’un bruit blanc gaussien et un bruit blane uni-
formément réparti.

Bruit blanc uniforme Bruit blanc gaussien
2
1
o
L=l
w2 g
2
3
200 400 600 800 1000 200 400 GOG 800 1000
2.5 2.5

Spaclre

N
n

1.5 1.5

100 200 300 <00 500 100 200 300 400 500

Figure 5.3 Bruits blancs gaussien et uniforme.
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5.2.5 Signal continu et signal différentiable

Soit x{f,w) une famille de V.A X, (w),r € B, définies sur le méme espace probabi-
lisé (£2,7, P). Pour chaque ¢, X,{(w) est une fonction mesurable sur {$2,7, P) et on
a donc plusieurs types de convergence pour une famille x{r,w). Les quatre plus
importants sont :

1. la convergence en loi

2. Ia convergence en probabilité

3. la convergence en moyene quadratique

4. la convergence presque slirement ou avec une probabilité 1.

Les notions de continuité et de dérivabilité d’un signal dépendent du type de
convergence que 1’on considere. Nous rappelons ici quelques résultats élémentaires

relatifs A CE§ notiois et ‘pour plus-de détails; on peut se reporter -aux références [2] -

[5].

Dans les applications pratiques 1a convergence la plus utilisée est 11 convergence
en moyenne quadratique (m.q) et on a le résultat sujvant.

5.2.6 Signal ergodique

En général, le calcul probabiliste n'est possible que dans fe cas de signaux particu-
liers, mais trés importants, appelés « signaux ergodiques ». En effet, il arrive sou-
vent que 'expérience aléatoire ne peut Etre faite qu'une seule fois. Par exemple,



@ Dunod, La photecopie non autorisée est un dilit.

5.2 Principales classes de signaux 187

observer I'évolution du niveau d’un fleuve en un point précis en fonction du temps
ne peut se faire g’une seule fois dans les mémes conditions. Ce niveau est une
« fonction aléatoire » dont on ne peut connaitre qu’une seule trajectoire v (w.r) pour
w fixé. Dans ce cas, le calcul des moments statistiques 4 partir de la définition est
impossible. L'idée de la théorie ergodique consiste a chercher des conditions sous
lesquelles les portions de la trajectoire x(w,t) sur les intervalies de temps
[0, T[L[T.2TF2T 3T etc... nous donnent une information du méme type que
I'examen de plusieurs trajectoires x(w,t)} pour différentes valeurs wy,wa,ws, etc... I
existe plusieurs notions d'ergodicité et nous commencons par définir I"ergodicité au
sens large qui est la plus simple 2 utiliser dans a pralique.

Par définition, un signal ergodique au sens large est donc forcément stationnaire
au sens large.

Exemple 5.2.9 Signal ergodique

Les moments du signal .\'(T e (:‘j(zﬁ.fhf"‘ ) olt ¢ est une variable uniforme sur 0,21|
& 7 .
sont donnés par:

E(x(t) = E (el for pi2ngy — i for /01 L’-';:"'“;’dq’) =0

Elx(D)x(t — )] = /277,
T

. 1 Py £
¥ = lim — g 2wt g —
Treoo 2 J 7

. 1 T [l Foor b =i f 1) (Ve fr 1
Y= lim — el FHU ) g 2RI HD) 2TNT o @ 2TI0T
Treno 2 T

Comme les moments temporels sont égaux aux moments statistiques de méme
ordre, le signal x(r) est ergodique au sens large. Ce signal est done stationnaire au
sens large.

Pour expliquer la notion d’ergodicité dans un cadre plus général, considérons un
grand ensemble de tajectoires x(f,w,),n = 1,...,N d'un méme signal & temps
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continu et introduisons les mioyennes temporelles et « statistiques » définies res-
pectivement par :

- Tk
AT 2 N s [ [0 = nsnde 624
et f=1
N ok
LA -
(.. T ) = hm _"ZH Xt — Ty ). (3.25)
HES W R

Les signaux pour lesquels les moyennes temporelles 7y sont indépendantes de w,
et peuvent approximer des morments statistiques my. jouent un role important dans
la pratique. Ces signaux sont appelés signaux ergodigues. Pour I”étude théorique de
tels signaux, on peut consulter les rétérences {2 [11]. On se hmite ici & la défini-
tion suivante.

Signalons que cette définition est difficile & mettre en application et dans les pro-
biemes pratiques on se limite & la notion d’ergodicité au sens large qui correspond
au cas particulier de la définition générale obtenu pourn = 1.7 =0, f(x) =x
puisn =2, 7 =0, =7, fl{x,y) = xy*

5.2.7 Signal markovien

Un signal stochastique est dit markovien ou de Murkov si pour tout n et tout
ensemble d’instants f),... .1, vérifiant: t; < ... < 4,004

Ple(tysy, bx (i), x (=) = Plxs)<x, [ Xt )] {5.28)

ol P[A|x) représente la probabilité conditionnelle. Cette définition est équivalente
a la suivante

Plx(t,y<agix(t) pour tout tsty—1] = Plx(t) <y (G- D]
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Exemple 5.2.10 Circuit RLC et signal markovien

Considérons une bobine d’inductance 1. constante aux bornes de laquelle on a une
tension instantanée v{r). U'intensité instantanée 7 (¢) est donnée par :
1 !
ity =1i(tg)+ — v(do.
’ L Jig
Pour connaitre (¢}, il suffit donc de connaitre i {ry) et v{({) pour fr<<t. La connais-
sance de i(¢..1) & un instant 7| antérieur & £, n’apporte aucune information de plus
lorsque i (fp) est connu. Ainsi le signal déterministe {(f) est markovien,
Considérons un circuit RLC aux bornes duquel on a une tension instantanée v(t).
La charge instantanée ¢{r} du condensateur vérifie i’équation différentieile sui-
vante
dag(ty g

a0 +R + 1) (5.29)
—— Y . A
dr? dt C v '

L'expression générale de la solution de cette dquation différentielle montre que la
connaissance de g (fy) et de v(f) pour rp<d < t ne suffit pas pour calculer ¢(#). On
a besoin de connaitre en plus une autre condition initiale. par exemple ¢'(rp)}. Le
signal déterministe ¢ () n'est donc pas markovien. Par contre, si I'on considére la
fonction vectorielle [g{r).q"(#)]. on sait que la connaissance de [g(t).q (fo)] et
celle de v{#) pour fy<f) < 1 suffisent pour déterminer {g(7).¢'(f)]. La fonction vec-
torielle [g(r),¢"(1)] est done markovienne.
Dans la suite, on introduira pour les fonctiens de répartition la notation

Flyilxal & PLe(t)<x |x(t) = xal (5.30)

qui représente une fontion de la variable x; dans laquelle x; est un paramétre fixé.




190 5 « Représentations d‘un signal aléatoire

Comme dans le cas continu, pour une chaine de Markov, si [e présent est connu,
le passé et le futur sont indépendants.

5.3.1 Signal harmonisable
Un signal aléatoire x(r) est dit harmonisable s’il peut tre écrit sous la forme :

. %]
Xty = f e ™A X (1) Signal i temps continu
-0

12
x(n) = f e *™M G X (vy  Signal & temps discret
—1/2

ot / X (v) représente I’accroissement d’une mesure X (/) appelée distribution spec-
trale du signal aléatoire. Les intégrales ci-dessus sont des intégrales aléatoires au
sens de Riemann-Stieltjes définies comme limites en m.q, [4]. Dans toute la suite,
nous considérons seulement le cas continue, le cas discret s’en déduit en remplacant
t par n et oo par 1/2 dans les intégrales. Dire qu'un signal est harmonisable signi-
fie que ce signal admet une décomposition sur les signaux déterministes ¢/>™" les
coefficients de la décomposition étant des V.A. Cette décomposition existe si 1’on
peut passer de x (¢} 4 X (v).

Exemple 5.3.1 Signal ayant un Dirac comme mesure spectrale
Le signal

x (1) = Ae/*T 4 Bl P!
o 4 et B sont deux V.A indépendantes peut se représenter par

X = fﬂ [AS(r — 1) + Bé(v — 1)1 "™ d .

8]
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C’est donc un signal harmonisable dont la mesure spectrale est la distribution
Ad(y — 1) + Bé(v — 1)

Analysons maintenant I'effet d'un filtrage lindaire sur un signal harmonisable.
Désignons pour cela par y(¢) la sortie associde 4 une entrée x(r) dans un fil{re
linéaire de réponse impulsionnelle 7:(1), i.e..

y(r) = flz(Tmr').r(r)cir

ol la convolution est définie comme une intégrale stochastique. Le gain complexe
du fltre fi(¢) est alors donné par :

Hv) = f hi(He 2™ dr.

On suppose dans la suite les signaux centrés ce qui n'est pas une restriction si
I’on s’intéresse aux signaux vérifiant : |E{x(1)]| < oo. En effet, il suffit d"étudier le
signal x(t) — E[x(s)]. Pour des raisons pratiques, on doit imposer (Hypothése H1)
aux signaux que Fon veut décomposer d’étre tels que ['intégrale :

+0o0
Te() & / G)el ™ d X (1} (5.32)

oo

soit convergente en ml.g et ceci pour toute fonction G (i) & valeurs réelles ou com-
plexes vérifiant |G ()| < 1. Moyennant des conditions qui permettent d’intervertir
I'ordre des intégrales, on peut dire que Zg(¢) est la transformée de x(¢) dans un
filtre de gain & (v). Imposer ta condition |G (1} < | équivaut # interdire tout phé-
noméne d’amplification sur une fréquence quelconque. Cela revient i dire aussi que
le dispositif physique qui réalise le filtre est un dispositif passif qui ne contient
aucune source d’énergie interne. Un tel filtre agit en écran coloré a travers lequel on
observe des radiations qui sont plus ou moins absorbées par le filtre et dont I'inten-
sité ne peut jamais dépasser celle de la radiation de départ. Le lemme de Logve [2]
donne une cendition suffisante sur X (v) qui assure I'existence de Jg(r) quel que
soit £.
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Hypothése d'harmonisabilité (H2): Un signal vérifie I"hypothase H2 si sa cova-
riance peut se mettre sous la forme (5.30) ol les accroissements ¢ y1, (1) ,14) satis-
font 4 la condition {(5.33).

L'hypothése H2 porte uniquement sur la covariance ~y,.(f;,#2} et ne nécessite
aucune hypothése sur la stationnarité de x (/). Elle implique que v, (¢,72) est uni-
formément bomée et qu’elle est continue dans tout le plan #; x 1. Ceci implique
que le signal x(+) est continu en m.q.

Exemple 5.3.2 Signal ne vérifiant pas H2

Six(r) = U{r) est la fonction échelon unité, alors v, (71,12) = 0 sauf sur le domaine
1 —0c.0]x] — 00,0] ol elle vaut . Donc v, (f1.42) ne peut pas se mettre sous la
forme (5.37) i cause des discontinuités sur les axes de coordonnées. Le signal x(¢)
ne vérifie par H2 pour les deux raisons suivantes.

Le signal contient des fréquences trés basses qui permettent & un signal d’avoir
une moyenne €gale i {/(r).

Le signal contient des fréquences trés élevées qui sont introduites par des dis-
continuités a "origine des {emps.
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Exemple 5.3.3 Signal vérifiant H2

Six(1) = AedT™ oh A est une VLA de variance o=, on a : v (t.1) = gel A=)
Le signa} x(¢#) vérifie donc H2 sans étre forcément stationnaire puisque Elx(D)]
peut dépendre de 1.

Si 1"on fait passer un signal ne satisfaisant pas 4 ‘H2 dans un filtre qui supprime
le voisinage de la fréquence {} et qui atlénue les fréquences élevées, on obtient un
signal qui peut satisfaire H2.

Sixp (1) et x2{1) sont deux signaux vériftant 'hypathése H2, on peut déduire i
partir de I"inégalité de Schwarz que la fonction d'intercorrélation définie par (5.9)
peut s*écrire sous la forme :

(e} +00

- 2Ty ity

?';\‘1.'-'3“’{,1'3_) — / / e_i-n(mn U‘!')dl-f‘_r!_‘—i(mJ"Z) {538)
[nle vl — X2

ol diy, ., désigne la diftérentielle d'une fonction déterministe jz,, ., appelée distri-

bution interspecirale de 7,,,,. On dit alors que Iy, est harmonisable. §’il existe

une fonction Iy, v, tefle qne di, ., peul se mettre sous la forme

Vi

dity o, (riv2) = Uy (v, —1n)dvidis {5.39)
alors fa fonction Iy, 4, est la TF de 7, ,. On doit souvent calculer la fonction v, ,,
ot vi{r). v2(¢) sont les sorties de deux filtres attaqués par des signaux x,(f) et
xa{t}. Ceci peut se faire a "aide de la formule suivante.

Formule des interférences Soient v, (7) et y2{(t) les sorties des filtres £ et F> de

gains H () et Ha{w) associées aux entrées x((f) et xa(r). Si v (1) et xa(r) sont

harmonisables et si v (1) et y2(r) existent, alors on a:

Yypva (11:12) =[ H](Vl)Hf’(Vz_)ej:ﬂ“'““"le)du‘_\-,_\-z(f‘llsz)- (5.40)

Si, de plus. dy,

e (1 02) = Dy (1, —12)d i d ey, alors Ta TF de ., est donnée

par:

FA\'I."Z (I}] ‘-'U?-») = Hl (V])H;(Vl)r.\'l,\'g“}] !]}2)‘ (5.41)
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Pour Fi = Fa et x(t) = x2(r), on a y1{t) = y»() = v(r), la formule (5.40) o
t1 = t» = O montre que la distribution oy, vérifie 'inégalité suivante ;

o0 +oo
f / H) H w)dp, (1,00) = 7,(0.0) = E(|y(0)]) 2 0
=00 V00
et pour tout # fini, 1a matrice carrée dont les éléments sont dye, (v;,177), 1<, j<n est
définie non négative.

On voit également d’aprés (5.40) que si F; et F> sont deux filtres passe-bande de
largeurs de bande Ay et Aws, alors on a

i 2 -4l
Yyixa (t.t2) = f [ pd2mlinn ”’r')dﬁ"‘xl.\‘z(u* ).
Alsy o ALA

Exemple 5.3.4 Interférences enire deux radiations lumineuses

Soit x(+) une radiation émise par une source lumineuse et v (f), () les radiations
filtrées par deux écrans colorés. Les phénoménes d’interférences dans un certain
plan entre v;(¢) et y»(¢) sont déerits par la fonction E[y) (1) y2(r2}] dont le calcul
se fait & 'aide de la formule des d’interférences.

5.3.2 Signal a covariance stationnaire et spectre

Une covariance 7,(f),f} est dite stationnaire si elle ne dépend que de la différence
T=1{] — h, le., pour tout T et tout £, on a

A
hfx('rlefl - T) = HI’_\‘(T)-

Par abus de notation, dans toute la suite, on désigne par -y, deux tfonctions diffé-
rentes qui prennent les mémes valeurs : une v,(f;,f1 — 7) étant une fonction de
deux variables et 'autre v, (7) une fonction d’une seule variable. S”il est nécessaire
de faire la distinction entre ces deux fonctions, on précisera les variables.
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Formule des interférences Soient y|(f) et y2(¢) les sorties des filtres F) et 7 de
gains H (1) et H2(v) associées aux enfrées x; () et x2(r). Six (1) et x2(¢) sont sta-
tionnaires au sens farge dans leur ensemble et si v (r) et y2{r) existent, alors on a;

Ve (1) = D (Dxh3 (=137, 1, (D1(7) (5.42)
et sila densité interspectrale Iy, existe, on a:
Ly ) = H\ () HS (AT ¢ 1y (). (5.43)

En effet, on a

o o0
";‘yl_‘.z()‘],tg) = F |:f x(h — 9])/1](91)(1'9] / ,\';(fj — 02)*112(83)6/92}

K pale e}

o0 poo
- f [ 1@0m O Elsitn = 803302 = 62140, 6
0 W -0

= /‘b /k 1'11(91)]13(93)*’)1‘.“.3(7— 91 -+ 93)0’91 dfi‘z.

Exemple 5.3.5 Corrélation d’une fonction dérivée
p

Comme application de la formule des interférences, établissons la relation entre la
fonction de corrélation d’un signat x(r) et celle de la dérivée de x(¢). La relation
qui permet de passer de x{f) & x'(¢+) se traduit dans le domaine fréquentiel par
X{fy= j2x fX(f). On passe donc de x(r) & x'(r) par un un filire linéaire de gain
complexe G(f) = j27 f. La formulie des inter{érences donne :

Po(f) = 1727 fPT(f) = QrfYTo(f).
Prenant les transformées de Fourier inverses des deux membres, on obtient 7 .{7) =
"
—7 (7).

Filtrage des signaux vectoriels Le filtrage linéaire d’un signal & plusieurs com-
posantes est défini dans le domaine fréquentiel par la relation :

dy(v} = Gv)dx(v} (5.44)
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olt G(») n’est plus un gain complexe scalaire mais une matrice dont les éléments
sont des fonctions scalaires. Dans le cas stationnaire, on a

Eldx(udy™ (Y] = T o ~ frdudf (5.45)
ou I'(x) est une matrice dénommée matrice spectrale ou interspectrale, Utilisant

alors un filtre matriciel faisant passer de ¥ & y, on voit que la matrice spectrale du
vecteur y se déduit de celle du vecteur x par la relation

I = GG ). (5.46)

_ Factorisation d'un spectre et blanchiment d'un signal Dans le cas particulier
e el P S

Xy =xa,ethy = >, onobtient ¥y =y = y et

D Pt e
W= [ IR W (5.47)
om0
Si x admet une densité spectrale, i.e., si d Fo (v = (1)dv, on a:
') = |[HP T (). (5.48)

Six(s) est un bruit blanc, stationnaire au seas large, i.e., sa densité spectrale I', (1)

est égale A une constante O'_::’., on abtient ;
Fo(v) = |HOH|a? (5.49)

Cette relation est appelée factorisation spectrale de I’y A Paide du filre A, La fac-
torisation d’un spectre donné I'y(i#) consiste & délerminer la réponse en fréquences
H (1) d’un filtre de sorte que I'y(v) vérifie (5.49). T est clair que cette relation ne

permet pas de determiner la phase du filire et donc, lorsqu’il existe, ce filtre n’est
pas unique.

Blanchir un signal x (¢) signifie rechercher le filtre linéaire qui associe A ce signal
une sortie qui est un bruit blanc. L'existence de ce filtre dépend de ce que 'on
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entend par bruit blanc. Classiquement, le probleme est traité dans le cas oit le bruit
blanc est un signal stationnaire au sens large ayant une densité spectrale constante
{bruit blanc au sens des statistiques d’ordre deux). Se placant dans ce cadre et tenant
compte de {5.48), on doit déterminer ta fonction H (1) telle que

7 =@ H ). (5.50)
Lz solution H () de ce probleme existe toujours a un facteur de phase Arg[ (/)]
prés et elle est discutée dans des ouvrages classiques. Le cas d'un bruit blanc au
sens des statistigues d’ordre supérieur & deux sera examing plus loin.

Considérons un filtre quelcongue de réponse en fréquence G{i) qui recoit en entrée
un bruit x(¢) et soit v(r) la sortic associde. Soit v;(f) la sortie du filtre idéal placé
dans les mémes conditions. On appelie bande équivalente de bruit, la largeur de
bande du filtre idéal telie que les puissances de y(r) et ¥ (f) solent les mémes.
On a donc :

L’LI pramay

l no -
Pyl lG(l/)l_dI/.
2G-S
On a toujours intérét & avoir By aussi petit que possible pour Himiter les effets du
bruit dans la bande du filtre. On admettra que le filtre qui minimise By est celui qui
maximise le rapport signal a bruif en sortie.

Y

z(t)

Filtre considéré — y(t)

v

Filtre idéal +—= yilt)

Figure 5.4 Bande équivalente de bruit: ¥(¢} et v {r) de méme puissance.

5.3.3 Propriété du périodogramme et applications

Nous allons revenir sur le périocdogramme P{r) défini par (5.13). Comme, il est
possible d'introduire plusieurs estimateurs ditfférents pour un méme parameétre,
nous commencons par définir les qualités qui permettent de comparer de tels esti-
mateurs.
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Soit x,, un signal réel & temps discret, de moyenne nulle et stationnaire au sens
strict. Sa [onction de corrélation et sa densité spectrale sont définies par

oG
. - R I B 2wk
T = Ve = E(xpxmen) et ’}'(V) = E Y€ / .

A==

On admet que le signal est ergodique et on introduit I"un des deux estimateurs sui-
“vants pourles coellicients -y, B

N—1—n

=N _ N o oal
Vg = Vo = U} X, O = N
=l
N—1-—n 1
ZV ?JV & Xip X &l =
T = ey = Q2 XmXmtn, O2 = oo
m={ N R

Pour estimer {a densité spectrale de x,, on peut prendre la T.F d’un estimateur de la
fonction de corrélation de x,. Mais cela peut conduire & une fonclion pouvant
prendre des valeurs négatives et ceci n’est pas auterisé pour une densité spectrale.
On préfere alors calculer, i partir des échantillons xy,. .. ,vy -1, le périodogramme :

N1
oAl L P 1
P = — e d2mnl 3,51
() Nl ”§=ﬂ n | ( )

et étudier son comportement pour les grandes valeurs de N. On peut démontrer que
P (1) est un estimateur non biaisé de la densité spectrale du signal x, supposé sta-
tionnaire.

Cydostationnarité Dans un grand nombre d’applications, on suppose que le signal
est stationnaire. Mais pour certaines applications telles que les communications, le
canal est non linéaire et les entrées sont non stationnaires mais elles possédent
cependant une propriété proche de la stationnarité dénommée cyclostationnarité,
Nous nous limitons pour expliquer cette notion i la définition suivante et nous don-
nons ensuite un exemple. Pour plus de détails, on peut consulter les références sui-
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vantes [9]. Un signal & temps continu x{f) est dit cyclostationnaire si sa fonction
d’autocorréfation -y, peut se mettre sous la forme :

"‘;"_‘.(I._f — A = Z 7'(;\-](7_)6_,1-27?(,!)’ (5.

acA

th

2)

ot A désigne un ensemble cyclique de fréquences et

sl
(7 e / X(f — (e 2 gy

W 20

est uppelée autocorrélation cyclique de x(f).

Exemple 5.3.6 Signal cyclostationnaire

Considérons le signal défini par

v
x2S Ah(r —kT)
k=00

ol T est une constante, (Ag) une suite de variables aléatoires binaires de méme loi
de probabilité pouvant prendre chacune les valeurs xg ou x; et /2(s) une fonction
dont le support est contenu dans [0.7]. On peut vérifier que, pour toul ¢, on a
Elx(t +T)Y] = Elx(t)] et v (¢t — 7)) = (¢t + T, +T — 7). Ces deux fonctions
soni de période T par rapport 4 la variable ¢ et le signal x(¢) n’est donc pas station-
naire. On peut établir que, sous des hypothéses générales, pour chaque 7 [ixé, la
fonction v, (¢t — 7) admet une décomposition en série de Fourier, i.e, vy (1., — 7)
peut se mettre sous la forme (5.52).

Exemple 5.3.7 Estimation de la direction d’une source & aide d’un réseau de
capteurs

Soit un réseau de N capteurs omnidirectionnels dans un demi-plan, alignés, numé-
rotés de 0 4 N — 1 et espacés entre cux de w/2. On considére une onde plane x(r)
émise par une source ponctuelle supposée i I'infinie, de fréquence fo, d’amplitude
A, de longueur d’onde w et de vitesse de propagation v. Soit x(r) = A exp[j27 fot .
Le signal recu par Ie capteur O est alors xg(t) = A expl[j2#( for + @] o ¢ est une
phase & ["origine quelconque {fy = v/w).

La différence de « trajet » pour aller du pluan 7y du capteur O au plan 7y du capteur
1 est égule a:

AL wo.o
d == Esm(()) B Ebll’l(@).

Comme on a w = AT, le temps mis pour effectuer ce trajet est

d wsin(®
AT =— = ——,
v 2u
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Comme la vitesse du front d’onde est v, le déphasage temporel est de ;

nw sin(e)
AT =T = r—
2v
c’est une avance ou un retard selon la valeur de #. Le signal recu par le capteur
est done :

e o
X (1) = Al FRUTHATCL o (il wg = e/ TTAT

La fonction d’autocorrélation et la DSP du signal x,{r} sont données par :

B
T (1) = lim o | (D (0 = 1) dr = | A/
T—:co.__B..‘ iy e PR S

[al3
T, 00 = A8 — fo).

Les vecteurs x,;(f) et x,_((1) se déduisent donc Fun de 1'autre dans une rotation
d’ungle arg wy indépendant de n. On peut déterminer wy & partir des NV signaux
Ny = 0. N — 1 en faisant une TFD. On peut retrouver alors fa direction ¢
de la source en calculant le signal

N1

¥(t) = Z .\‘,-(I)u_;“f ot w = explj2mu]
i=0)

et en déterminant ensuite la valeur de i qui permet de remettre en phase tous les
vecteurs x; (#}. On obtient

-
=l ; I - (11)(]/11_,?)N

¥(1) = xg(f) Z whw ™ = xp(r)

— I —wp/w

et la valeur de « cherchée est obtenue en écrivant que (v (f)! est maximum (on choi-
sira ¥(t) réel), On obtient # = fyAT ct on peut déduire la direction ., Soit #; =
Arcsin(’%).

Comme Ia DSP du bruit est égale 2 I'y, = . la puissance de b, est infinie. On
peut limiter la puissance totale de bruit recue par chaque capteur en mettant un fillre
dont {a réponse en amplitude est la plus proche possible de 1 sur [— fuax, fius] €t
nutle ailleurs. Dans [a pratique ce filtre n’existe pas. Le filtre aura une fréquence de
coupure I > fiax.
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5.3.4 Pseudo-spectre d’'un signai non stationnaire

Nous allons aborder seulement trois cas assez importants dans la pratique : le cas
d'un signal stationnaire tronqué, celui d’un signal cyclostationnaire et enfin celui
d’un signal fon stationnaire plus général.

Signal tronqué Soif un signal x(f) stationnaire de densité spectrale ['{#). On
trongue x(r) pour obienir le nouveau signal v(ry défini par y{r) == x(¢r) pour
1e[=T/2,T/2] et ¥(t) = 0 ailleurs. Cette situation se rencontre dans la pratique a
chague fois que I’on ne dispose que d’un signal x () observé surr € [-T/2.7/2]
et prolongé par z€ro i ['exiérieur de cet intervalle. I1 est clair que v{r} est non sta-
tionnaire et done sa fonction d autocorrélation v, (1,1 - 7) dépend de ¢ et 7. En eifet,
si "on derit ¥(r) sous fa forme y(r) = x(£)I1(%) ol T1(5) désigne la fonction indi-
catrice de 'intervalie [—7/2.7/2}, on obiient :

F—7

1
vt =1 = Elx(Ox™(t = AT (=) T (——)
y (it — 1) fx()x™(r =) (T) ( T )
. f t—T7
=7, (7) H(?)H(—T—).

Afin d’introduire une densité spectrale gui approxime celle de x(f), considérons la
fonction suivante :

o~
[ ]
)]
1l
P

_ Lopre .
() = —:[—: f_-r/: ";,'.‘,(I‘,l‘ - T)edt.

t—T

et
T €

| e t
TP =7 (D = [ =
!.t( ) I,l( ) 7 jm (T)H(

= (-)i[n( N T
IR S r A

On définit alors le pseudo-spectre du signal x () comme étant la T.F de 7., soit :
= - . l ~ 1 2 . - . . 1 .
Pl Sy =T (f) = ?!l"l(?_)l"(,f’) = (/) = Tsinc(Tf) (5.54}

Exemple 5.3.8 Application a la séparation de deux fréquences

Considérons le signal aléatoire & temps continu défini par

xX{1)y =s) + b
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oit b(¢) est un bruit blanc de variance o~ et s(#) un signal indépendant de b{t) défini
par:

3
s(t) = Z Aged Criirr)
k=1
ol les f; désignent des fréquences réelles déterministes, les Ap des amplitudes

déterministes positives, les ¢, des variables aléatoires uniformes sur [0.27] et indé-
pendantes. On a :

3
Y1) =) AfelPT 4 g75(7).
k=1

3
Ce(f) =07+ D AT — fo).
k=1

On ohserve le signal sur [~7/2,7/2], tenant compte de (5.56), le pseudo-spectre
de x{t) a pour expression :

3
To(f) =0+ ) TABINCT(f — fi)
k=I
car

A~

] .1 . T
“wsine{Tf)= —.
o~ * sinc™ (T f) T

La figure 5.5 donne {e pseudo-spectre pour deux valeurs de 7" différentes. On peut
constater que plus T est grand plus le pseudo-spectre permet de voir existence des
3 fréquences présentes dans le signal.

Puooudo spoctra  TR<T/3 Praouda spactro | Tamzs T

1.9 1z
v ] |
10}
1_4[- -
B35 -‘ 2% .
1 E
sl b
a.an .
a6l E at E
D. - p
[ =g o -1
o o
o Ea 100 o 50 1Do

Figure 5.5 Durée d'observation et pouvoir de résolution du pseudo-spectre,
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Signal cyclostationnaire

On a vu dans I'exemple 5.3.6 que le signal

[nu)
x(0) 2 Y Ach(t—kT)
k=00
ot T est une constante. A, des variables aléatoires binaires pouvant prendre les
valeurs xp ou x et /i{r) la fonetion rectangle de support [0, 7'} n’est pas stationnaire
mais cyclostationnaire. On peut lui associer une pseudo-corrélation en remplacant
¥, (t.f — 7) par sa moyenne par rapport & ¢ sur Uintervalle [0,7]. On obtient alors
une fonction de la seule vartable 7 qui a pour expression :

3 (vl T o0
Tl = = Z ",’A(}IT}[ Z hir—=kTYh(r — 74 (n — k)T )ds.

r H=m 00 0 k=-—020

oo 20 t—&T
— Z v (nT) Z f (e — 7+ nT)du
1—kT =T

H=—0J k=

I & e
= = Z f}fA(nT)f (yh(u — 4+ nT)du
—00

n=—00

l o0
= T Z YalnTig{r —nT), avec glu) 2 fe(u)y # h(—u).

Ne=—00

Le pseudo-spectre de x(r) est égal 3 la T.F S, () de 7, soit :

L 3 — 2w
Sy(v) = wj:G(u) Z (T Ye™d T

=00

) sin(wvT 2 2 2
2D o1 4D + AL
T

=T

Spectre évolutif d'un signal non stationnaire Dans beaucoup d’applications, on
doit traiter des signaux aléatoires non stationnaires plus généraux que le signal tron-
qué et le signal cyclostationnaire. Pour ce faire, des méthodes d’analyse temps-fré-
quence des signaux déterministes ont été étendues pour Lraiter les signaux aléatoires
[3]. L'une des méthodes les plus connues pour traiter les signaux déterministes est
la distribution de Wigner-Ville définie par :

W (r.) = / i+ /20— 7/2) eIy (5.55)

of O
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Afin d'introduire une extension de cette distribution pour les signaux aléatoires non sta-
tionnaires et pour des raisons de symictrie, on définit la covariance d’un signal x(¢) par:

:_A_

YT 2 (T2 = 7/2) = E(x( 4+ /205N — /). (5.56)

Moyennant des hypotheéses qui permettent d’intervertir Pordre d’intégration, on
peut établir que 'espérance mathématique de la distribution de Wigner-Ville est
égale & la T.F de la covariance. En effet,

A ganae \
. o e YL
Sy (t,0) _w:j v, (. Pe ™ Ty

-0

fl

+C\’J Ty
f E[x(t +7/2)x*(t — 7/)]e™ Ty

o0 o
= E[f X+ 720" — 7/2) eI
.

= E[WF("!”)J'

Ce résultat justifie utilisation de S, (f,v/} comme une extension de la distribution
de Wigner-Ville au cas des signaux aléatoires. La distribution temps-fréquence
Se{t.1) ainsi définie peut s’ interpréter comme un « spectre évolutif » du signal aléa-
toire non stationnaire x{r). En effet, pour chaque ¢ fixé S, {¢,1) représente unc sorte
de densité spectrale.

5.4 MODELISATIONS CLASSIQUES D'UN SIGNAL

La modélisation d’un signal joue un réle important dans I"analyse qui permet de
connaitre les caractéristiques de ce dernier. Pour up signal déterministe x(r). sou-
vent entaché de bruit, son analyse temporelle fait apparaitre la présence ou 1’ab-
sence d’informations uliles contenues dans ce signal. L'analyse fréquentielie, géné-
ralement fondée sur la transformée de Fourier X {1/) de x{r) permet de voir quelles
sont les fréguences présentes dans le signal et quelles sont leurs amplitudes. Pour
un stgnal aléatoire stationnaire, "analyse est fondée sur [estimation de la fonction
d’autocorrélation -y, de x (1) et de I’étude de ~y, en tant que signal déterministe. Pour
les signaux non stationnaires, on introduit des méthodes d’analyse lemps-{réquence
qui dépassent le cadre de ce manuscrit, On peut aussi considérer les stalistiques
d’ordre supérieur 2 2 et faire une analyse polyspectrale qui peut contenir plus d’in-
formation sur le signal i traiter. Le probleme de 'analyse du signal modélisé
consiste généralement 4 « estimer » les paramétres du modeéle considéré pour le
signal. Nous allons présenter succinctement quelques modeéles pratigues qui per-
mettent de représenter une large classe de signaux réels.
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5.4.1 Les bruits de fond dans les circuits électriques : bruits blancs

Les sources géndratrices de bruit sont essentiellement de deux sortes : les sources
extérieures & un systéme de traitement et les sources infernes au systéme. Les pre-
miéres, localisées a 'extérieur du systeme de traitement, agissent par influence et
peuvent étre naturelles of artificielles. Les secondes génerent des « bruits internes »
au systeme qui sont indépendants des conditions extérieures. On dispose de peu de
moyens pour lutter contre un bruit exterme. La principale méthode consiste & filtrer
au maximum le signal bruité 4 Paide d’un filtre adapté qui permet de réduire I'in-
fluence du bruit parasite avant de procéder au traitement du signal recu. Pour un
bruit interne, il existe des méthodes adaptées, par exemple utiliser des blindages
pour réduire les bruits dus aux commutations, aux couplages, efe.

Dans les circuits €lectriques, on a soit des perturbations de type impulsionnel

engendrées par des conunutations de courants {(interrupteurs électroniques, circuits

logiques), soit des bruits de fond générés dans les cibles et les composants électro-
niques. Ceux sont les bruits de fond sur lesquels on ne peut le moins agir car ils
résultent du déplacement erratique de particules chargées en équilibre thermodyna-
mique (movement Brownien) ou sous I'influence de champs appliqués. On assimile
ces bruit & un signal stationnaire et ergodique et parmi ces bruits les trois principaux
sont : le bruit thermique, le bruit de grenaille et le bruit additionnel de basse fré-
quence.

a) Bruit thermique (Johnson Noise)

Au-dessus du zéro absolu, les électrons libres d’un matériau conducteur sont sou-
mis & des vibrations aléutoires (agitation thermique). L'ensemble de ces mouve-
ments erratiques provegue, méme en "absence de différence de potentiel aux
bornes du conducteur, une fluctuation aléatoire de la valeur instantanée de la ten-
sion observable. En I"absence de champ électrigue appliqué, la valeur moyenne de
laddp e(t) est nulle. Par ailleurs, si I’on observe la valeur quadratique moyenne de
ety & I'aide d’un appareil de grande sensibilité, on constate que celle-ci est une
fonction croissante de la température, Cette tension e(f) est un signal aléatoire
appelé bruit thermique et parfois Johnson Noise qui est présent dans tout composant
passif ou actif opposant une certaine résistance €lectrique R au passage d'un cou-
rant. On peut medéliser ce bruit par un signal stationnaire ergodique du second
ordre, centré et de spectre constant. Le bruit thermique constitue I'exemple le plus
important du bruit blanc. La densité spectrale de puissance de ce signal est donnée
par la formule suivante, connue en thermodynamique sous la dénomination de
Formwule de Nyquist :

2]

{,]f!u|)
CXMH ) —
P T

(1) =
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ol = (6,62)107HJ - s etk = (1,38)107>J / kel désignent les constante de Planck
et de Boltzmann respectivement et T la température exprimée en degrés Farenheit. La
fréquence de coupure fi. == kT / /i est assez élevée et on admet dans la pratique que
Iintervalle [~ f,, f.] contient les supports des spectres de tous les signaux étudiés. On
obtient comme approximation du premier ordre de la densité spectrale :

Cpi1) = 2kT.

La puissance électrique active délivide par ¢(r). dans une résistance adaptée R, est
donnée par P (1) = e™ /4R.

b) Bruit de grenailie (shot noise)

On appelle bruit de grenailie (ou shot naise) les fluctuations statistiques du nombre
de-porteurs.-de charges (électron ou trou) qui.participent A.la créution.d’un courant.
en traversant une barriere de potentiel. Une telle barriére existe & chaque jonction
PN d'un dispositif & semiconducteur. Elle intervient dans les mécanismes d’émis-
sion thermoélectrique et photoélectrique. Si I"on admet que les porteurs sont indé-
pendants, fa distribution de leur nombre par unité de temps suit une loi de Poisson.
On peut, en premiére approximation, considérer le flux des porteurs comme une
suite aléatoire d'impulsions de courant représentées par des distributions de Dirac
pondérées par la charge de I'électron. L'équation du courant est donnée par :

i) = Zea(r — 1)

k
ol les 1 sont les instants aléatoires de passage de chaque porteur & travers la bar-

ritre de potentiel et e = (0,16)1078C. La fonction d autocorrélation de i(r) est
donnée par :

(1) = e’[a? + ad(7)]
oul a désigne le nombre moyen de charges par unité de temps. La densité spectrale
de puissance a donc pour expression :
i) = 102(5(1/) +ely, Iy =eq

ou Iy désigne le courant moyen {composante continue), Le premier terme corres-
pond a [a distribution spectrale de la composante continue et Je deuxieme a celle des
fluctuations de courant dues a 'effet grenaille. Le bruit de grenaille est donc un

bruit blanc de puissance I&.
¢) Bruit additionnel de basse fréguence

Aux fréquences supérieures 4 quelques kHz pour les composants électriques, ou
quelques dizaines de kHz pour les composants électroniques, le bruit de fond de ces
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composants est essentiellement un bruit blanc. Ce bruit, appelé bruit de fond addi-
tionnel, résuite surtout de I'eftet thermique et de U'effet de grenaille. Aux fréquences
inférieures, on observe que la densité spectrale de puissance décroit en fonction de la
fréquence. Il nexiste pas de modéle précis permettant d’établir une expression théo-
rique de la DSP d’un bsuit additionnel. On constale que cette densité varie approxi-
mativement comme ["inverse de la fréquence. On introduit la loi empirique suivante :

My

Fe() =4k

-, Q<< {5.57)
| v |H

La validité de cette loi a été vérifiée jusqu’a des fréquences tres basses, de 1'ordre
de 107% Hz et le réet o est souvent proche de 1, d’oil Ie nom de bruiten 1/, Sil'on
admet que le bruit est stationnaire, lorsque la fréquence tend vers zéro la puissance
devient infinie et "on doit imposer des limitations théoriques. On suppose que le
bruit n’est pas stationnaire et que le passé a une grande influence sur I’état présent.
Le bruit en 1/ impose des limitations importantes 4 Pamplification directe de
signaux consiants ou de trés basses fréquences. Pour certaines applications cri-
tiques, on a recourt 4 une technique d’amplification indirecte fondée sur la modula-
tion-démodulation synchrone.

De nombreux signaux aléatoires, n’ayant aucun rappori avec les prohlémes de
conduction, ont des fluctuations dont le spectre est aussi défini par la loi empirique
(3.60). On peut citer par exemple, la fréquence des oscillateurs A quartz, certaines
grandeurs économiques et biclogiques, des phénoménes musicaux. .. Ces constata-
tions permettent de penser que le modéle non stationnaire du bruit en 1/: est sus-
ceptible de s appliquer 4 de nombreux phénoménes naturels.

5.4.2 Les modeles ARMA {p.q)

On consideére dans cette section des signaux i temps discret définis par des récur-
rences sur la variable instant.

a) Signal autorégressif : AR(p) {Autoregressive signal}
Un signal x, est dit récursil ou autorégressif d’ordre p s°il est défini par la réeur-
rence suivante :

Xy = a1y T2 Xp-2+ . ApXy—p iy, 1€ Z

ot le signal u,, est un bruit blanc. Cette relation peut s’ écrire sous la forme conden-
sée :

. T, . . . T
Xy =a Xyt ity Xy =[x, -lu-—p]
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ol a désigne le vecteur de régression el x, le vecteur des p échantilions passés. En
terme de fltrage, le signal x, se déduit de u,, par le passage dans un filtre dit récur-
sif dont la fonetion de transfert est donnée par

|

3
I - i=1

H{z) = o
apl
On peut établir que si la fonction H (z) définit un filtre causal et stable. i.e., tous les
poles de H(z) sont a 'intérieur du cercle unité, alors x, est un signal du second
ordre. Dans la majorité des applications, le signal i, est un bruit blanc au sens large
et centrd, i.e., les u, forment une suite de variables aléatoires centrées et non corré-
lées (pas forcément indépendantes). Sous cette hypothése on peut déduire que, pour
tout 1 fixé, 'espace vectoriel engendré par Xp—(. Xy—1. ..., ¥_q es identique &
celui engendré par u, . tfy_3, .. ., #_q. Par conséquent, chaque V.A i, est ortho-
""" ; xZzgret cect pour v1-quelconque. On a donc
Elxyuy] = 0 et ceci conduit au systéme suivant :

v w1 2 A g o
C == E[k,,?\”]d = I"ya, ¢ = Elxgx,}

qui relie le vecteur de corrélation ¢, le vecteur de régression a et Ia matrice de cova-
riance ', de x,,. Ce systéme, appelé équation normale (ou équation de Yule-Walker)
permet de calculer a & partir des p + | premiéres valeurs de la fonction de corréla-
tion du signal xv,,.

Jé‘_ﬁ?‘ﬂéﬁ{ } '&;},‘M Ad .

58 100 150

Figure 5.6

b) Signal & moyenne mobile

Un signal & moyenne mobile d’ordre g est défini par 1a relation de récurrence sui-

vante :

200 250 300 a5 400 450

Exemple de modéle AR (2).
:MA (¢) (Moving Average)

Xy o= botty + Dy + o+ Dy
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ot 1, est un bruit blanc. La relation ci-dessus définit un filtre appelé filtre &
moyenne ajustée (moving average) d’ordre ¢ que Fon note MA(g). C’est un filtre
de Réponse Impulsionnelle Finie (RIF): bg..... b,. Le calcul de cette réponse
impulsionnelle 4 partir de la fonction de corrélation de la sortie x, est plus délicat
que dans le cas des signaux autorégressifs. En effet 1a fonction de corrélation de x,,
qui véritie v (—=k) = v, (k) est donnée par v, (k) == 0 pour k > g et :

v (k)= J;, (Doby + Ibepy + ...+ by_ibyy pour O<h<yq.

On voit donc que fa connaissance de fa suite des v, (k) ne permet pas de déterminer
simplement les &; puisque le systeme d’équations A résoudre et non linéaire et on
peut vérifier qu'il n'admet pas une solution unique. Ceci signifie que plusieurs
signaux MA(g) distincts peuvent avoir la méme fonction de corrélation. On peut
enfin noter que si le bruit générateur «,, est blanc au sens fort, dims Xy el.x, 4 sont
indépendants des que |k| > ¢.

Exemple 5.4.1 Modéle MA(10)

Considérons un signal MA(I0) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
L'expression ci-dessus de la fonction de corrélation d'un tel signal conduil a:
7o (k) =0 pour [&] > 10 et 5, (k) =+, (k) = (11 — k), pour O<k<10.

i

Signal

= p:
e et O O T

BNy w e

L
500

50
70
50

E 50

& 40
a0
20

10

Figure 5.7 Exemple de modéle MA (2).

¢) Modele ARMA(p.q)

Un signal ARMA(p.g) est une combinaison linéaire des deux types précédents. 1l
est défini par la récurrence :

X —Za,\,, ,_Zb tais by =1. (5.58)

i=0
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Un tel signal correspond au passage d’un bruit blanc dans un filtre dont !a fonction
de transfert est une fraction rationnelle :

Ces signaux n’ont aucune des propriétés évoquées précédemment pour les signaux
AR(p) et MA(g) mais ils jouent un réle important dans ka pratique.

[ =

60~ ~1

Spectre

40~ ~

20 .

Sl Sl n i 4 i i,
50 1co 180 200 250 3op as5a 400 45Q 500

Figure 5.8 Exemple de modéle ARMA (2,2).

5.4.3 Estimation linéaire d’un signal

Les techniques d’estimation linéaire dépassent le cadre de ce chapitre. On va se
limiter ici & un exemple d’estimation dans le cas particulier de la prédiction. Soit
x{t) un signal aléatoire scalaire, réel, centré, stationnaire et possédant une fonction
d’autocorrélation 7, (7) connue. On cherche 4 estimer la valeur de ce signal & I'ins-
tant (# + Ar) , Ar > 0 & partir de toute fonction linéaire des échantillons x(r — i),
1 > 0 supposés connus. On désigne par X(r + At) cetie estimation que 1"on appelle
prédiction et on introduit I"erreur d’estimation définie par:

x{t+ AD =30+ AN =X + Al

Dans la majorité des cas, on introduit un modéle pour ¥(r + Ar) qui fait intervenir
des paramétres. Le probléme de 'estimation linéaire revient a déterminer des esti-
mateurs de ces paramatres au sens d’un critére donné. On peut par exemple cher-
cher une estimation au sens des « moindres carrds », du « maximum de vraissem-
blance ». ou du « maximum a posteriori »... (voir les définitions dans la suite).
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Par exemple, si 'on ne connait x(#) qu’aux instants ¢ et + — 7, on peut prendre
comme fonction ¥(¢ + Aty = ax(t) + bx{(t — 7).

Dans certaines applications, on connait le signal x(#) et sa dérivée ; on peut
construire le modéle :

(4 A = ax(t)y + by ().

Dans les deux cas considérés, le probléme revient & déterminer les parameétres g et
b au sens d’un critére approprie.
Exemple 5.4.2 Estimation de paramétres déterministes

Lors d’une transmission. le signal regu est souvent modélisé par :
x{t}y = as(t) + ()

olt b(¢) est un bruit de perturbation du au canal, a une grandeur non aléatoire défi-
nissant une modulation d amplitude contenant I"information a transmettre et 5(¢) un
signal déterministe connu. On suppose que {e bruit parasite est un bruit blane cen-
tré. On se propose d’estimer I'amplitude inconnue a & partir de |’observation de N
échantillons du signal x{z}. On introduit la forme vectorielle :

X=as-+b

ol x est le vecteur dont les composantes sont les & échantillons observés, s un vec-
teur connu, @ 'amplitude a déterminer et b un vecteur aléatoire décrivant la per-
turbation. Touies les quantités considérées sont réeles. On appelle estimateur
linéaire de a toute V.A notée @ définie par :

a=h'x

o1 h est un vecteur de BY i déterminer suivant le critére considéré (voir la section
suivanie). Déterminer a revient & déterminer h.

5.4.4 Estimation des paramétres d'un modeéle
L'objectif est de donner seulement quelques exemples de critéres classiques qui sont
i la base de ’estimation des parameétres d’un modéle.

Estimateur au sens des moindres carrés Soient x(1),x(2),...,x(x) un ensemble
d’observations et ¥(1),v(2),...,v(n) un ensemble de références. On cherche un
modele de la forme :

yiky=ax(k)4+elk), pour k=172,....1
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qui traduise « au mieux » le lien entre es observations et les références. La méthode
des moindres carrés consiste 2 déterminer le coefficient ¢ pour lequel la fonction :

Cla) &3 | v(k) —ax(k)

k=1
est minimale, Un caleut simple conduit 4 Pexpression suivante pour I"estimateur de a :
o~ ;‘Wl x(k)vik)
I'L-:l "\_(k) 1_
Cette technique peut se généraliser au cas vectoriel, c’est-d-dire au cas o le para-

meéire scalaire ¢ est remplacé par un vecteur a. La méme démarche que dans le cas
acahure Condmt au iyslemc suivant [1]

~
=

RJ =T avec R ‘{W‘{T elr a XWy

ol R et r sont les matrices « dautocorrélation » et « d'intercorrélation » avec fac-
teur d’oubli, définies & partir des moyennes temporelies pondérées des observations
et des références.

Estimateur du maximum de vraissemblance On veut estimer une variable sca-
laire ou vectorielle certaine X 4 'aide d’une suite d’échantilons Yy,...,Yy. On
introduit la densité de prohabilité conjointe f(¥q,...,¥y.X) qui dépend de la
variable & estimer X. La densité ainsi définie est appelée vraisemblance. La
méthode du mammum de vraisemblance (MV) consiste & prendre comme estima-
teur de X fa V.A X qui maximise la vraisemblance. En fait, cela équivaut 2 prendre
la solution de I'équation de vraisemblance définie par :

Grad(In(f)) & ‘”2”’ 0. (5.59)

Exemple 5.4.3 Maodéle gaussien quelcongque

Supposons que les échantillons (¥y,....Yy) sont les composantes d’un vecteur
gaussien Y de moyenne m, et de matrice d’autocorrélation I" pouvant dépendre
d’un paramétre X a estimer. La densité de probabilité de Y est donnée par :

i -
F) = aexpl—5(y —m) T (y —my)] (5.60)
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ol y est un vecteur a N dimensions et «v une constante donnde par :
1
v (2mNdet(I™)

Duans ce cas, important dans les problémes pratiques, ["égquation de vraisemblance
devient :

]

o=

i(y——m‘)TIﬂ“](y—m‘):(J (5.61)
0xX ! g '
La méthode du MV s’étend sans difficultés au cas ol la quantité a estimer X est une
V.A [20].

Exemple 5.4.4 Modéle gaussien linéaire

Un probléme pratique consiste & déterminer au mieux un vecteuwr X 4 partir des
ohservations faites sur un autre vecteur Y. On considére souvent le modéle linéaire
suivant :

Y=¢(X)=AX+B (5.62)

ob A est une matrice déterministe de dimension n x n et B un vecteur gaussien
centré et de maltrice de covariance I"g. On va développer les calculs dans le cas ol
X est déterministe et on le note x. Le vecteur Y est donc gaussien de moyenne
my = Ax et de matrice de covariance I'y = I'g. La densité de probabilité de Y est
donnée par :
: ~Sy—Axl 05 [y-Ax]

Sr(y) =de 2 ¢ .
Le vecteur x qui maximise la densité fy (y) et qui est appelé estimateur de X au sens
du maximum de vraisemblance sera noté x,,,, et il vérifie donc :

AT Ax,, = ATT,'Y.

Si Ia matrice ATFEIA est inversible, le vecteur x,,, est donné de maniére unique
par ;

Xy = [ATT;'AITATT Y, (5.63)
Estimateur du maximum a posteriori Pour expliquer le principe de cet estima-

teur, nous ailons nous placer directement dans le cas du modéle linéaire introduit
par {5.65) ol I'on suppose X gaussien d’espérance my et de matrice de covariance
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I'x. Le principe du maximum a posteriori consiste & trouver le vecteur X quj maxi-
mise la densité conditionnelle :

. fry(x.y)
Ix/r=y(X) = ———. (5.64)
Frr= Jr(y)
La densité marginale de y étant une fonction fy (y) indépendante de x, il suffit de
calculer fxy. Or, la formule de Bayes donne :

; "‘]‘ XYy
Frr(xy) = fryx=() fx () = fe” 195V

AL - , -
e Q(5Y) 2y~ AX)TTS y— Ax] 4 [x — my] T [x = my]
Finalement, tenant compte de (5.67), la densité fx,y~, prend la forme :

7.
3 e_% %y}

Jr(y)

Fxrr=y(X) =

Le vecteur x qui maximise fx,y.,(X), appelé estimateur de X au sens du maximum
a posteriori et noté X, vérifie :

[ATT'A 4 T gy = ATT3'Y + Ty 'my.

Si la matrice ATT;'A + ;! est inversible, X,,,, est déterminé de maniére unique
a X !
par:

Xmap = [ATTR' A+ T TATTL'Y + T myl,

Exemple 5.4.6 Estimateur et matrice de Fisher
On considére un vecteur aléatoire défini par :
x=usb
ou s est un réel positif et b un vecteur gaussien, centré et de matrice de covariance

I". On cherche & estimer le nombre s & partir du vecteur observation x. On pose

o)
=J".

1. Exprimer la densité de probabilité p; du vecteur observation en fonction de %,
Fetl,

2. Calculer I'estimateur au sens du maximum de vraisemblance, &, de o.
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3. Calculer le biais de 7y,

4. Calculer la variance de G,,,,.

5. Un estimateur centré est dit efficace si sa variance est égale ii I'inverse de {'in-

formation de Fisher définie par :
Nogp(x,0)
lg=E(—————).
da
Que peut-on dire de Festimateur ,,, ?

6. On suppose n = 1. Caleuler I"estimateur au sens du maximum de vraisem-
blance £, du paramtre s. Que vaut son biais el sa variance et 'information
de Fisher associée [,

EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

5.1 Signaux aléatoires et stationnarité

On considére le signal aléatoire x(t) = cos{ar + B) oll B est une V.A dont on
désigne la fonction caractéristique par ) = E(exp(juB}).

1. Exprimer E(x{r}) en fonction de E{cos(8)} et £(sin{B)).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur @ (1) pour que la fonc-
tion x(r) soit centrée.

3. On suppose la fonction x(r) cenirde,

— Donner "expression de la covariance . (¢,f — 7) = E(x()x(r — 7)*) en fonc-
tion de E(cos(ZB)) et E{sin(2B}).

— Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur ©z(2) pour que la
fonction x(t) soit stationnaire puis donner I"expression de . (¢,t — 7) dans
I’hypothése de stationnarité.

4. On suppose que B est uniformément répartie sur | — m,7].

— Calculer @ g(u).

— La fonction x(r) est-elle centrée ?

— La fonction x(¢) est-elle stationnaire ?

On considére maintenant e signal aléatoire w(t) défini par :
wi(t) = x(ricos{et) + sinf{ar)v(t) (5.63)

ol x{f) et y(¢) sont deux fonctions aléatoires réelles, centrées et stationnaires dans
leur ensemble, et o« un nombre déterministe.
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1. Exprimer la fonction d’autocorrélation ,,(¢.1 — 7) de w(r) i ["aide des [onctions
T (T 7 (7) ety (7).

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que w(¢) soit stationnaires
au sens large.

3. Donner alors {'expression de v,, dans le cas stationnaire.

5.2 Signaux aléatoires et stationnarité
On considere le signal réel & temps continu défini par :

Xy = Asin(2xa for + &)
ol A et ¢ sont deux variables aléatoires statistiquement indépendantes, fy une fré-
quence positive donnée el 1 une variable représentant le temps. On suppose que A
est uniforme sur [0, 1] et que ¢ est aussi uniforme sur [0,27]. Pour chaque 7 fixé,
x(f) est donc une variable aléatoire.
1. Calculer I'espérance E[x(f)].
2. Calculer la fonction de corrélation

Y,y = Ele(r)x{r)].

3. Que peut-on dire de la stationnarité de x(¢) ?

5.3 Signaux aléatoires et stationnarité

On considére le signal s(r), définie par
q
$() = Zej(lrrjkf+(:')kJ’ jZ =1
f=1
ol les fi sont des fréquences positives et les ¢, des variables aléatoires statistique-
ment indépendantes et uniformément réparties sur [(,27].
1. Calculer Els(1)] pour + fixé.
2. Déterminer la covariance des deux V.A X1 = s(ry) et X2 = 5{n).
3. On prend ¢ =2 et on désigne par Re(x} la partie reélle de x. Exprimer sous
forme d’une intégrale la densité de probabilité, fy, de la V.A Y = Re(s(0)).
4. Donner la valeur de I'intégrale [fi yfr(vdy.
5. On pose maintenant x(r) = s(t) - H{r) oll H{r} est un bruit blanc centré, de
variance o indépendant des ¢,. Calculer E[x(7}] et déterminer la fonction de cor-
rélation y,.

6. Que peut-on dire de la stationnarité de x{r) ?
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5.4 Signal a temps discret

Seit un signal & temps discret #p réel, centré et de fonction de corrélation

Tulpl = Eligug_pt = a=8(p). p entier et 6(p) =0 pour p =£ Qet J(O) = 1.

1. Le signal uy, est-if stationnaire au sens large 7

2. On fait passer ce signal dans un filtre linéaire de réponse impulsionnelle /1 = a*
pour k =0 et iy =0 pour k& < 0.|a] < L. Calculer fa sortie xp de ce filtre et en
déduire sa moyenne E{x}.

3. Calculer la fonction de corrélation v, [ 2] de x[£] pour p = 0 et établir, sans aucun
cafcul, Pexpression de . p] quel que soit p.

4. Calculer la densité spectrale I" (1} de x;.

5. On suppose que ¥ est connu. Montrer que x4 peut se caleuler a 'aide de v et
de Uentrée w4 (. Géncraliser la propriété et donner I'expression de vz, p > 0, en
fonction de x; et de «; pour k < I<k 4+ p.

6. On suppose maintenant que les variables aléatoires 1 sont indépendantes entre
elles. Montrer que si x; est connu, alors xg.,, est indépendant des valeurs anté-
rieures X;—.¢ > O (propriéi€ de Markov}).

5.5 Densité spectrale et filtrage

On considére le signal aléateire & temps discret, x;. défini par

P
Y=y allUi;, ieN
i=0

ol fes U}, j € Z sont des variables aléatoires réelles, centrées, deux & deux ortho-

~ . o) 2 2
gonales et toutes de méme variance ¢~ (E(U,,U,) =0 pourm = net E(U;) =0~

pour m € Z) el a un réel positif vériflant 0 < a < 1.

1. Déterminer la fonction de corrélation 7, , = E(x,x,). On commencera par le
cas O < n < m.

2. On suppose a = 1. Expliciter la fonction de corrélation et fracer son graphe.

3. Onsuppose a = 1 et p = 1. Expliciter la fonction de corrélation et déterminer la
densité spectrale I"(v).
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4. On fait passer le signal x(r) dans un filtre lindaire dont la sortie est définie par
¥ = C¥p—1 + Xp.

Toujours dans le cas @ = 1 et p = |, calculer la densité spectrale de v, et [a puis-

sance E(yﬁ).

5.6 Transmission d'un signal quasimonochromatique

Un émetteur génére un signal aléatoire x(f} suppesé réel, centré et stationnaire. On
suppose dans toute la suite que x(r) est quasimonochromatique de fréquence
moyenne iy, ¢ est-2-dire la densité spectrale de x{¢) vérifie pour v > () :

oll 14 est un nombre pasitif certain et Ar un nombre petit devant 1. Le signal recu
aprés transmission et réflexion double s’écrit

y{t) = x () + x(t — &)

ol & est un retard constant.

1. Calculer E[y(¢)] puis la fonction de corrélation v, de y(f) en fonction de celle
de x(1).

2. Caleuler la puissance E[yv(r)*] du signal y(r) ainsi que sa densité spectrale T {1).
3. Justifier que y{r) s’obtient par filtrage linéaire de x(r), donner la réponse en fré-
quence du filtre et retrouver I'expression de I' (1) en utilisant la formule des inter-
férences.

4. Est-ce que y(r) est quasimonochromatique 7

5. On suppose que x(#) est égal i la partie réelle du signal complexe défini par

3(1) — ej[?.'n.qﬂ«}-g(!)] J-l = —1]

ol () est un stgnal aléatotre, réel. Exprimer £[z(r)] et donner une condition sur
Ia fonetion caractéristique de (¢) pour que z(f) soil eentré.
6. Calculer la fonction de corrélation «.{f;.f>) dans chacun des cas suivants et étu-
dier {a stationnarité de z{r}.

{(a)} w(r) = Ar ot A désigne une V.A uniformément répartie sur {—m. 7}.

(b) (f) = Ar® ot A désigne une V.A uniformément répartie sur [—m,7].
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(D w(r) = Ar + B ot A désigne une V. A gaussienne de variance crf‘ et Bune VA
indépendante de A. On rappelle que la fonction caractéristique d’une V.A gaus-
sienne X, centrée et de variance o-, est donnée par ¢y (1) = exp{—a—'z'ﬁ}.
{d) o(r) est un signal aléatoire stationnaire, gaussien et dont la covariance est
donnée par: Y (1) = Elp(Ne(t — ). Pour cela, on introduira la VA
Y = @(r) — @ — 7), on justifiera que cette variable est gaussienne et on expri-
mera sa variance en fonction de Y-
7. On pose w(t) = z(t) 4+ z{r — §). Calcuier la puissance [ = E(Jw{r)*) en sup-
posant que z{r} est stationnaire.

5.7 Détection de fréquence et pseudo-spectre
On considére le signal observé sur 'intervaile de temps {0.7] :
xi{t) = Al AT (r)

ou f| est une fréquence réelle déterministe, A; une amplitude réelle aléatoire cen-
trée de variance (r%, ¢, une phase aléatoire uniforme sur [0,1] indépendante de 4,
et ITy(#) la fonction porte de support [0,T].

1. Exprimer la fonction de corrélation v, (ry.#} de x{r) en fenction de ITy.

2. Exprimer la fonction de corrélation moyennée :
1 T
7T = —f Wit —ndr
T Jo

sous forme d’un double produit de convolution faisant intervenir la fonction I7.
3. Calculer Ia T.F Iy (i} de v, (7} appelde pseudo-spectre de v (f}.
4, Calculer le rapport

I
IT A +ﬁ)§

RTINS

5. On considére maintenant le signal x{r} == x,(r) 4+ x2(f) oit x2(t) est défini de la
méme facon que x((r) et Fon suppose que les signaux x(r) et xa(r) sont indépen-
dants.

(a) Calculer la fonction de corrélation ~{#,12) de x(z).

{b) Calculer le pseudo-spectre I' (1) de x(r).

() On suppose f1 < fa, tracer le graphe de ['(}.
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(d) On suppose ) = o2 = ¢. Donner un équivalent de F(I'—“;—‘E) pour les
grandes valeurs de 7. On suppose que f> — f; = 1/ 7. Quel est le comportement
de I'{¥) pour les grandes valeurs de T 7

{e) En déduire une régle sur te choix de T, f) et f7 si I'on veut discerner deux
composantes fréquentieiles,

(7 On veut échantillonner le signal x{7}. Sachant que seule la fréquence [ nous
intéresse, que peut-on proposer comme solution ?

5.8 Pseudo-spectre et somme de signaux non stationnaires

On considére le signal

2 =Y i) +bir) 2 y(6) + (D)
k=1
2wl tio t=T,—T/2 .
xp{f) = ef T "'**-'H(—LT-—L—) avec £ Jo+EAS

ol () désigne la fonction rectangle de support [—1/2,1/2] et les ¢, des V.A indé-
pendantes, uniformément distribuées sur [0, 1] et £(7) un bruit blanc complexe cen-
tré de variance 20° indépendant de y(7). On suppose T4 — 71 = T et on pose
y=T.

1. Calculer E[x(fp)].
2. Calculer la fonction d’autocorrélation de x(1).
3. Que peut-on dire de la stationnarité de v (z) ?

4, Calculer le pseudo-spectre de xp{r}. Peut-on définir un pseudo-spectre pour
x{f) ?

5.9 Signal cyclostationnaire
Considérons le signal défini par
oo
()2 Y At~ 1) +D@), nel (5.66)
k=0

ot &(t) est un bruit blanc de puissance a%, Ap une suite de V.A binaires, indépen-
dantes de H(r), pouvant prendre chacune les valeurs 0 ou | et f1{t) une fonction dont
le support est contenu dans [0,7], T constante positive. Le signal x{r} est un
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exemple de signaux que l'on rencontre en transmission. C'est un signal dont la
valeur bascule entre 0 et 1 & des instants ;. Ces instants sont souvent des multiples
de T définis par # = AT. Parfois, les # ne sont pas exactement des multiple de T
mais sont définis par f = kT + ¢ oi1 € est une V.A uniformément distribuée sur {'in-
tervalie {0,7[. On se propose de déterminer la fonction de corréiation de x{f) sous
différentes hypothéses.

1. On suppose que les A sont délerministes, les f; donnés par # = kT et

hin) = I"I(’l;ﬁ) ol [1(ar) est la fonction porie de support [—1/2,1/2]. Déterminer
la fonction de corrélation de y(¢f) dans les cas suivants et étudier la stationnarité de
ce signal.
(@A, =letA, =0 pourk £ p.
(A, = A, =1 et tous les autres Ag sont nuls.
{c) A = | pour toutes les valeurs de &,
2. Pour tenir compte de I'incertitude sur I'origine des temps, on définit les ¢ par
t: = kT 4+ € ot € désigne une V. A uniforme sur [0, T ] indépendante des Ay et de b(t).
(2) On suppose que les A; sont orthogonales et de méme variance . Déterminer
la fonction de corrélation de v(r). Ce signal est-il stationnaire 7
(b} Reprendre la question précédente dans le cas ol les A; forment un signal a
temps discret centré et stationnaire de fonction de corrélation v, (nT).

{c) On se place dans les hypotheses de la question précédente et on suppose que

f
Rty =11 (F) . Déterminer la densité spectrale ', ().

5.10 Estimation de la direction d‘une source a 'aide d'un réseau
de capteurs

Soit un réseau de N capteurs omnidirectionnels dans un demi-plan, alignés, numé-
rotés de 0 4 ¥ — 1 et espacés entre eux de w/2. On considére une onde plane x(f)
émise par une source ponctuelle supposées i 'infinie, de fréquence fiy, d’amplitude
A, de longueur d’onde w et de vitesse de propagation v. Soit x(r) = Aexp{ /2w fot].
Le signal recu par le capteur 0 est alors xp(t) = A explj2x(fof + @] ol ¢ est une
phase & I"origine quelconque (fy = v/w).

1. Calculer {e signal recu par chaque capteur, sa fonction d’autocerrélation puis sa
DSP.

2, Comment peut-on i partir des N signaux x,(0),n ={0.....N — 1, retrouver la
direction € de la source. Y-a-t-il des directions favorisées ?



222 5 e Représentations d'un signal aléatoire

3. Chaque capteur rajoute un bruit blanc centré stationnaire b, (1) de variance a2,
indépendant de I"onde recue et des autres capteurs. Calculer la DSP de b, (¢) ainsi
que sa puissance totale P, . Est-ce possible ?

4. Lors d'une acquisition des signaux ( par exemple par un enregistreur magnetique
continu } si | fo| € finax, comment peut-on limiter la puissance totale de bruit recue

P,
par chagque capteur ? Que vaut alors le rapport p, = L pour chaque capteur en
y,

fonction de la bande équivalente de bruit B. Qu'en déduire sur le cboix de B 7

5. Les signaux s,{f) = x,{(t) + b, (¢) sont échantillonnés & la {fréquence F, aprés
avoir €t¢ filtrés par un filtre de fréquence de coupure f. et de pente —12dB par
oclave Comment doit-on choiqir Fe par rapport :‘-1 ﬁ pour que le recouvrement spec-

6 En ne retendnt que M echdntrlions numérisés de s,,(t) =0, M'—— 1, com-'
ment peut-on encore augmenier le rapport signal sur bruit p, 7

7. Faire un schéma fonctionnel du traitement global pour estimer fa direction de la
source en faisant d’abord un traitement par capteur pour augmenter le rapport signal
sur bruit. Indiquer quelles sont les valeurs de N et de M préférables et pourquoi.

5.11 Exemples de prédicteurs linéaires

Soit x(r) un signal aléatoire scalaire, réel, centré, stationnaire et possédant une
fonction d’autocorrélation v, (7) connue. On suppose que x(¢) a I’instant ¢ est éga-
lement connu. On désigne par X(f -+ Ar) une estimation de x(1 + At) et on intro-
duit 'erreur d’estimation définie par :

X(t 4+ AD =3 4+ At)y =X(r + Ar).
1. On considere le modele linéaire suivant :
Xt + Ay = ax(n).

{a) Calculer le biais de cet estimateur et exprimer \"erreur quadratique moyenne
(EQM) e(ar) £ E(¥(t + Ar)}z) de cet estimateur en fonction de v, (0}, v (A1)
et a.

(b) Démontrer que la valeur de a qui minimise €(a) est donnée par :

_ %l(Ar)

70

et calculer la valeur minimale € (ag).
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(0) Calculer le produit scalaire E{X(r + At).x(¢)] et commenter le résultat,
{d) Que devient cet estimateur pour un bruit blanc ou un signal faiblement cor-
rélé.

2. On considére maintenant le modéle :
X+ AL = ax(t) +bx'(D)

et on suppose dans toute la suite que la fonction de corrélation du signal x(r) est
dérivable denx fois.
{a) Calculer E1x'(0)].

(b} Utilisant la formule des interférences, établir les résultats suivants :
ELe(n)y'(r — 1)) =~ ()

E[X'(0x'(t =Dl = —/(D) .

(0) Justifier les propriétés suivantes : v, (0) = 0 et 4/(0) < 0.

(d} Calculer le biais de ["estimateur proposé.

(e) Exprimer I'EQM, ¢e(a,b), en fonction de v,(0), v, (A1), v/(0), a, et b.
{f) Démontrer que les coefficients qui mintmisent e(a.b) sont donnés par :

Y (A1) Yy (A7)
an = . 00 = ——
7y ()

R

et calculer e(ap, by).
(g) Calculer les produits scalaires E[X(r + A)x(r)] et E[X(t + ADx'(H)] et
commenter le résultat,

3. Comparer les deux estimateurs étudiés ci-dessus en considérant les biais et les
EQM associés. Discuter le cas oll At tend vers zéro.

4. Le signal x(¢) est une sinusoide ;
x(t) = Acos(2m fyt + ) (5.6

de fréquence fj certaine et de phase i 'origine uniformément répartie sur [(,2a].
Le signal x{r) est stationnaire et ergodique.
(a) Calculer la valeur moyenne ainsi que la puissance de ce signal.

{b) Calculer la fonction d’autocorrélation v, (7) de ce signal et vérifier qu'elle est
périodique.
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(o) Vérifier que la connaissance de v,(7) en tout point 7 permet de déterminer
I"amplitude A et la fréquence fp.

(d) Exprimer les deux estimateurs x{7 + Ar) étudiés ci-dessus et commenter les
résultats obtenus.

{e} Peut-on améliorer 'estimation de x{¢# + Ar} en introduisant les dérivées
d’ordre supérieur & 7

SOLUTIONS

5.1 1.0na E(x{r)) = cos{at)E(cos(B)) — sin(at) E'(sin(B)).

2 Unecondition nécessaire et suffisante-pour que-x(t)-s0it centrée-est-donnde par- e :
E{cos(8)} = E{(sin(B8)) = 0. Ce qui équivaut a

Elcos(B) + jsiu(B)] = E[¢/#]1 2 &y(1) = 0.

3.0na:

T (88 —7) = Ef{cos{ar + B)cos{a(r — 7) 4+ B)]

;I;E{cos(m‘)} — éE{cos(aEt —at+ 28)]

= écos(crr) — cos[{a(2t ~ N]E[cos(2B)] + sin[a(2t — DIE[sin(2B)]

Comme le signal est centré, il est stationnaire si ¥, est indépendante de ¢, Ceci est vérifié si
et seulement si E(cos(2B)} = £(sin{28)} = 0. Cela équivaut & $5(2) = O et dans ce cas,
on a7 (r.f —71) = scos{ar),

4. On suppose que B est uniformément répartie sur | — 7, 7].

_ I jubdb __ sin{7n)
Ona @g(u) ""fv’ﬂ'e IT T T

— La fonction x(t) est centrée car ®p(1) = 0.
— La fonction x(¢) est stationnaire car ©5(2) = 0.

1. Comme les signaux sont réels, on a 7,, = 7, et donc :
Y lt.t —T) = y.(reosafcos ot — 1) + Fy_‘,('r)sin atsina(t — 1) + ")’_U.(T)COS oT
1 ‘ I
= [ Y (1} + 3(’}1\»(T )+ 7y (lcos at+ S (7,47) — v, (M)Jeos alt — 7}

2. Une condition nécessaire et suffisante pour que w(t) soit stationnaires est v, = ¥,.

3. Dans le cas stationnaire, on a 7,, = [, {7) + 7. (D]cos aT.

5.2 1.0na E[x(1)] = E[A)E[sin{27 fut + @)] = O car les variables A et ¢ sont indépen-
dantes et ¢ est uniforme sur [0, 271,
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2. La fonction de corrélation est
Hr.t2) = E[A’]cos(2m fyr), T 0y - 12
3. Le signal x(r) est donc stationnaire.

5.3 1. Comme les ¢, sont uniformément réparties sur [0,2x(, on obtient :
q
Els(h] =y /M E[i") =0.
k=1

2. La covariance de X, et X, est donnée par :

g
Elx(t)x{(n)] = Z plhitn-i),

k=]

3.0na ¥ = cos(¢,) + cos{d;) = ¥ + Y=. Comme ¢, et ¢ sont indépendantes, alors 1) et
Y> le sont aussi et la densité de ¥ est donc égale au produit de convolution des densités de
Y| et ¥-. 5i l'on désigne par g la densité de ¥ (égale i celle de Y, voir cours), on a:

H(y) = f glyg(y —uw)du.
4. La détermination de f, n’est pas nécessaire. On a
f yfy(Mdy = E(Y) = E(Y}) + £(Y2) = Efcos(d,}] + Elcos(e,)] =0,
E

5.0na

4
Elx(t)] = Z ¢! Bl + E[b(D] = 0.
fzm]

q

Yl =Y &I g8,

k=1
6. Le signal est donc stationnaire.

5.4 1. Le signai est centré et vérifie v,(p} = o8(p). Il est donc stationnaire.
2.8 = Z;c’:” a’u(k — p) etdonc E(xp) = 3 a?E{u(k — p)y = 0.

3. On obtient pour p > 0
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T (p) = E( i aulk —m) ia"u{k - p— n_))

=} r=()

- E( i i a" M ELu(k — nuk — p — H)])
nr=0 =0}
=3 S a p =)

moon
2P

oo gy
T
20, —
= Za’ v, () = rpt

n=0

Cormme la fonction de cormélation est paire, on a 7, (—p)=~.(p) et finalement
7. p_)]‘_’—iia“" pour p quelcongue.

------- -4 1l-suffit de calculer 1a.TF de v, (p)..On obtient

oo 2
M) = Z a 1H]p|e—j27m
P 1 —a-
U2 0 P o T
- j( Z (aed=P 4 Z(ac“““”)"’)
I —a- | pe=—00 ]
3 o
_ T _ (1 + Z [(ae_ilrru),r) + (CIL’A“EZWV)P])
l —a- N
a?

1+ a? = 2acos(2rr)

On peut aussi appliquer la formule des interférences, ['{v) = !l_:(rz)lza:', pour obtenir le
résultat ci-dessus.

5.0na:

o0 [m ]

]

Xpp1 = E alupsyp = sy + E aupiop
p=0 p=1

.y + ax;

1l

On obtient de proche en proche

Nidp = Uprp + AXjpgp—i = Higp + a(“k-}-p—l + a—\'k+p—2}

2 p
= Upap + Qlgap-) + A Hgapa + ...+ a iy
6. 0naxg_, = folypug, g, tpgpr). Dol

E(e™ v fxp v g, .. Xpeg) = E(e"™rixp up atp_q,. .. Mg )
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5.5 1. Comme 7, ,, = 7, ON peut supposer i 2= 1 et poser k = m —n 2 0. On obtient

7 7
Yo = E(Z a’l Umwj Z a' )

=0 i=0
I n
j+f
= § § a! E(Um—-jUn—-f)-
F=0 i=0

Comme les ¥, sont deux 3 deux orthogonales et toutes de méme variance . on obtient
={ pourk > petpourk < p:

—
T

P p—k

2 i . . . 3 1.3

Yoy =T E E a’7olm — )= (n—0)) = E at 3,
j=0 i=h i=0

2. On obtient pour a = I, vy =p-—k+letpoura#1

L T A
gy g b=a’? Ut
y(k) =aa .
| —a-

3. Pourg=1letp=1,o0na
vo =0 (14 a)y =c°a et v =0 pour k > 1.
La densité spectrale I"'{») st donnée par :

() = o3(1 4+ a”) + 2ac°cos(27).

4. La densité spectrale de y, est donnde par la formule des interférences
T, () = [H@)PT ().

ot H (1) = 1/(1 — ce*™) désigne le gain complexe du filtre. La puissance £(y2} a pour
expression E(y;) = [:ﬁl Iy()dv.
56 1.0na E(v()=10.
2. La fonction de corrélation de y{t) est égale a
",‘.\.(f[,fl) = 2’-)\(7-) + _:'l(T_‘_ &+ Tr (7 0)
Le signal est donc stationnaire,

3.0na
E(vin))) = 29+, (0 et Ty(e) =27, (0[] + cos(2wd)]
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et
o) = X1 + Xwe™ = X @)l + ™).

Donc H(t) = | + /7% et Ia formule des interférences permet de retrouver

Co() = [H@APT, () = D)1 + cos2m)].

4. Cette relation permet de voir que ¥ (¢} esl aussi quasimonochromatique.,
5. 8i ¢..{1) = 0, on obtient E[z(1)] = eﬂm’“’{,f‘)-ﬁp(l) = (),
6. La fonction de corrélation est donnée par .

Yot 1) = I E[pd 0=

{a) Pour @(r) = Ar,ona

.(1y 1) = e e (7).
(b} Pour (1) = At ona
Y.t 1) = e ine (w1 — 13)).
{c) Pour w(t) = Ar -+ B,ona
Yol 2} = eI,
{d) La V.A Y est gaussienne centrée de variance Uf- = 2v.(0) — 2y {(7) etona
() = I oIV = IO,
7.0na
I =E(wt)?) =700 + 7.0 = 0,0 — O + 4.0t —0.0) + 7.t — 0)

St z(t) est stationnaire, on obtient :

= 2’}‘:(0) + 2’)’: (.

5.8 1. D’aprés les hypothéses, ona
E(eﬂﬂ‘ﬂ) =0
et par suite E{x(#)} = 0.
2. Ona . (1,7) = v,{t,7) + 7, (7) avec
BT =Y 7 (6D + Y Bl — )"
ki

Comme les ¢, sont indépendants et les ¢/>™ sont centrées. on obtient

Flt D) = D7 (7.
k
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Soit
T =) 4 (LD = T = T/ = 7= T — T/2) + a*8(7).
&
3. Le signal x{¢) n’est donc pas stationnaire au sens large.
On a
Te4T 1 .
Y AT == Yo (T = — eIy % TH( A
_1_“(7') T -/.:1 Y, (1, 7)e TL (1) (1)i7]
Dol

1 © = ul
L. n= ?O(u — ) * {TI(]".

Pour ~.(¢,7), on doit caleuler I'intégrale sur un ensemble qui contient a réunion des sup-
ports des TTI(r — T — T/2). Dans ce cas, la contribution de &(¢) est infinie. Il faut donc une
porte pour fitrer le bruit.



Chapitre 6

6.1 REPRESENTATION EXTERNE ET FONCTION DE TRANSFERT

6.1.1 Représentations en série et en paralléle

La représentation symbolique d’un filtre joue un réle fondamental dans 1"étude de
la stabilité, de la syntheése et de la réalisation de ce dernier. Elle consiste a repré-
senter un filtre par une fonction de la variable complexe, appelée fonction de trans-
fert. Cette fonction est en [ait la T.L. (respectivement T.Z) de la réponse impulsion-
nelle du filtre analogique (respectivement filtre numérique). Prenant la T.L de
I'expression (1.8), on obtient X (s) = H{s)U(s) avec :

Y g bus™

A
H(s) = .
©) L= Yo aps™

(6.1)

Dans le cas d’un signal & temps discret, on obtient le méme résultat en remplacant
(1.8) par une équation aux différences et en prenant la T.Z. Un filtre dynamique est
donc un filtre dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle. Nous allons
donner les principaux résultats concernant ces filtres en commengant, tout d’abord,
par les définitions suivantes.

Le filtre équivalent 4 deux filtres en paralléles a pour réponse impulsionnelle
Ry = (1) + hadr).
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Le filtre équivalent 4 deux filtres en série a pour réponse impulsionnelle
=11 *«hy.

Si P'on décompose la transmittance d’un filtre sous la forme d'un produit de
transmittances élémentaires {souvent du premier ou du second ordre) :

q
H(z) =[] H@ (6.2)
i==0)

on obtient la représentation en série ou en cascade du filtre : figure 6.1, droite.
Si Pon décompose la transmittance d’un filtre en éléments simples (souvent du
premier ou du second ordre) :

q
H(z) =) Hi() (6.3)

O S

on obtient la représentation en parallele du filtre : figure 6.1, gauche.

X(2) > DY (2)

Hy () p

X(z)— Hi(z) o - - > Hy(2) > Y(z)

l——» Hy(z) ————l

Figure 6.1 Représentations en paralléle et en cascade.

6.1.2 Causalité, stabilité, phase minimale, phase linéaire

Un filire lindaire est dit stable au sens strict (Entrée Bornée - Sortie Bornée) si a
toute entrée bornée correspond une sortie bornée. Il est dit stable au sens large si
| ity |« M YieR,

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un filtre soit stable au sens strict est
que sa réponse impulsionnelie vérifie :

f (D < -Foo. (6.4)

oo
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En effet, si la réponse impulsionnelle vérifie (6.4) et si x(¢) est un signal borné tel
que |x(t)| < A, alors la sortie y(¢) vérifie :

o

[v(1)| < fu [ |x(r — idO < A [ [ (H))d6 < oo.

0 of =0

Réciproguement, comme le signal x(¢) = e~/AH (1) aqt horné, la sortie associde
i ce signal vérifie :

o0

|y = [L H{x (—ydb| =f | d O < ox.

-2

Un filtre stable au sens large peut &tre instable au sens strict et réciproquement. En
effet, si hi(r) est égal & Péchelon unité u(z), le filtre est stable au sens large mais
instable au sens strictet si 7 (#) = &(r), le filire est stable au sens strict mais instable
au sens large.

Un filtre & temps continu est dit & phase minimale s°il est stable et si tous ses
z€ros sont a partie réelle négative.

Un filtre est & phase linéaire si P'argument de sa fonction de transfert est une
fonction lindaire (i.e. A(#) = Arg[H(z)} = af).

Ce résultat se traduit par fr; = sh,—; pour i =0,1,....7 avec | £ |= 1, les coeffi-
cients fig, /iy, . .. .1, étant les termes non nuls de la réponse impulsionnelie du filtre
RIF.

Il existe des critéres qui permettent de tester la stabilité des filtres linéaires. Parmi
les plus connus, on peut énoncer le critére de stabilité de Routh et ses extensions
[8]. L'étude de la stabilité se rameéne 4 celle de la position des racines d’un poly-
néme par rapport i 1'axe des imaginaires. On appelera polyndme de Hurwitz tout
polynéme n’ayant que des racines a partie réelle négative. Les algorithmes qui per-
mettent de tester la stabilité calculent de maniére récursive, 4 partir d’un polyndime
donné de degré 11, une suite de i paramétres dont le simple examen permet de dire
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si le filtre est stable ou non. Le principe consiste & associer 4 un palynéme g(s) de
degré n (supposé ici & coefficients réels), mis sous la forme

g(s) =8} rp(s). m <n (6.5)

ol r(s) et r,(s) sont ses puarties paire et impaire de degrés n et m, une suite de
polyndmes

.ﬁhﬁnwl v

vérifiant chacun deg( f,) = p et I'identit€ suivante

[p(=s) = (=17 fp(s) ¥s.

Cette identité signifie que f,(s) ne comporte que des mondémes de méme parité que
p et pour cette raison, tout polynéme vérifiant cette propriété sera appelé polyndme
pair.impair (p.i). Le premier polyndimé de la suiie est f; =1, et"le second est
construit & partir de r,,. Chaque polynéme f},_;{s) est construit a partir du reste
rq(s) de la division euclidienne :

Jpr1(8) = apq f;1(5) +rys), g=<p (6.6)
de fpy1(s) par f,(s) selon une régle qui sera précisée dans la suite. On peut verifier
que r, (s} est un polyndme p.i dont le degré g est de méme parité que p+ 1. On
commence par le cas, dit régulier, ol mt =n — 1 et ¢ = p — 1 & chaque étape de
I'algorithme. Dans ce cas, on a f,—y = r, et I'algorithme se réduit & la récurrence
d’ordre trois suivante, p=n— 11 —2,....1:

f}:-H (8) = apy1 § frls) + fp_l (s). (6.7)

Les paramétres o, p = n. — 1,...,1, ainsi construits définissent la représentation
en fraction continue du polyndéme g(s) donnée par :

(s 1
) s+ - (6.8)
Fu{s) a1 § + i
ez s+ T ooy ¥ iy
En effet, (6.7) conduit immédiatement &
M — CEI-H‘] s+ M (6.9)
Fp(s) fp (s)

et I'itération de cette relation conduit a (6.8). A titre d’exemple, pour n = 4, on
obtient :

His) A ri(s) ] 1
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Nous allons donner différents énoncés du critére de stabilité d’un filtre linéaire, cha-
cun étant fond€ sur des concepts adaptés 4 une application spécifique. Pour les
démonstrations et pour plus de détails, on peut consulter les références [8]. Posons
fo(s) = aj 5P 4 al
nome f, la ligne

1Rt nee 1 - 0
- lw' “+ ..., p=nn-1...,0, et associons i chaque poly-

R, - af,’ “,{:—1 (6.10)
L'écriture de toutes les lignes R,,, R, —1,..., Fune i la suite de I'autre conduit & un
tableau triangulaire connu sous la dénomination table de Routh et on a le résultat
suivant.

Stabilité et Table de Routh Le polyndme g(s) est de Hurwitz si et seulement si la
premiére colonne de la table de Routh associde 4 g(s) comporte 7 + 1 coefficients

n n—t

ay, a,_y,. .. ,ag et que ces coefficients sont tous non nuls et de méme signe, i.e,

a,,—ap/a 1 =0pourp=nn-—1,....1.

Une fraction rationnelle H (s) est dite « sans perte » si elle satisfait les 3 pro-
priétés suivantes :

H{s) estirréductible (6.11)
Re[H(ju)l =0 VweR {6.12)
Re[H(s)] = 0 Vs tel que Rels] = 0. (6.13)

La fonction H(jw} est évidemment la réponse en fréquence du filtre linéaire de
fonction de transfert H(s) et (6.12) signifie que la partie résistive est nulle ou que
le filire est purement réactif (sans perte). Par exemple, si H{s} est une fraction
impaire i coefficients réels, elle est sans perte si et seulement si elle vérifie les deux
conditions (6.11) et (6.13).

Stabilité et fonction sans perte [8] Les 3 propositions suivantes sont équivalentes.

I. Le polyndme g(s) = r,(s) + (s} est de Hurwitz.

n(5)

2. La fraction rationnelle ! est sans perte.

3.Onam=n—1c¢etsi rq(s) et v, sont définis par (6.6), alors la fraction r"'((:)) est

sans perte et le nombre o, est striciement positif,

Cette propricte est i la base du développement en fraction continue associé 4 un
polyndéme de Hurwitz introduit ci-dessus.
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Stabilité et propriété d'entrelacement des zéros [8] Le polyndme g(s) est de

Hurwitz si et seulement si les o, sont tous strictement positifs et toutes les racines

des polyndmes r,(s) et r,(s) sont simples, distinctes, situées sur I’axe imaginaire

et lorsqu’on parcourt cet axe, on rencontre ces racines de fucon alternative,
Associons au polyndme :

"

g(.&‘) —A- Z(I,'S”_—i. {agp % —1 (614)
i=0
sa matrice compagnon :
0 1 0
N . T} = pfe 5
9= gy | ona dellG—sh) =g (615
aq ay ... Ly

Stabilité et matrice définie positive Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes.
1. Le polyndme g(s) est de Hurwitz.
2. Pour toute matrice Q définie positive, I'équation matricielle

GP+ PG =—0 (6.16)

admet au moins une selution P définie positive. Cette solution est alors unigue,
3. T existe une matrice P définie positive vérifiant I'équation :

GP+ PG =-—1. (6.17)

Détermination du nombre de zéros instables La table de Routh étendue [8] que
nous allons présenter dans la suite permet de déterminer le nombre de zéros & par-
tie réelle positive d’un polyndme g sans calculer explicitement ces derniers. Ce
nombre, noté nt (g), tient compte de la multiplicité de chacun de ces zéros et sera
dénommé aussi nombre de zéros instables du polynéme g. La construction de la
table consiste a déduire, 4 partir des composantes paire et impaire du polynéme g
et par divisions successives, une suite de polyndmes pair-impair (pair ou impair
selon leurs degrés) une suite de polynémes : f,, f-1..-., f0.

L'algorithme qui permet de construire la table de Routh étendue comporte trois cas
selon le degré g du reste r, de la division de f,,4| par f, donnée par (6.6).

Sig=p—1,o0nprend f,_ 2 Ty
Siry = 0, on prend f,_ égal 4 la dérivée de f,,.
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Siry# Oetg < p—1I,onconstruil f,_; comme suit. Soit A la ligne associée 4
ry et fr le nombre des premiéres colonnes de A formées par des zéros. On construit
la ligne R,_; comme suit.

Deécaler les éléments de (—1)* A de / positions vers la gauche pour obtenir une
ligne intermédiaire B :

R Pt e~ |
B (““])h“p—h—l (=Dal”,

Additionner colonne par colonne [es lignes A et B pour obtenir la ligne :

p—l 1

Rl‘"‘l : a,‘_h—l p-2

Cet algorithme, plus simple que la procédure classique de Routh, associe & un poly-
néme quelconque de degré i1 un tableau ayvant # + 1 lignes B, R,—i,...,Ry. A tout

moalTh L al eton ale résultat suivant.

polyndme g. on peut associer une suife : «

Exemple 6.1.1 Table associée a un polynéme singulier

La table associde 2 g(s) = (s + 35% + 352 + 1) + (57 + 357 + 25) se construit
comme suit,

R6 : I 3 3 1
RS : | 3 2
As 0 1 1 Ona hi=1
s @+ —1 ~1 Obtenue en décalant — As d’ une position
Ry -1 0 1 Obtenue en calculant A5 + Bs
Ry 3 3
R, 1 1
A 0 Prendre Ia dérivée de R,
R 2
Ro |

Dot nt(g) =V(1,1,-1.3,1,2,1) = 2.
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Les définitions et propriétés précédentes se lransposent assez naturellement aux
cas des filtres numériques. Par exemple, un filtres numérique est dit 4 phase mini-
male s’il est stable et si tous ses zéros sont situés 4 I'intérieur du cercle unité. Pour
I"étude de 1a stabilité des filtres numériques, il suffit de remplacer la transformée de
Laplace par la transformée en z, 1'axe des imaginaires par le cercle unité et je demi-
plan gauche par I'intérieur du cercle unité. Cela revient a remplacer la variable s par
(1 4+ 2)/(1 — ) et par transformation homographique pelyndmiale, on obtient des
algorithmes qui permettent d’associer 4 un polyndéme de la variable £ une suite de
polyndmes F,(z) autoréciproques, i.e., vérifiant I'identité suivante :

Fp(z) = 2"Fp(z™) vz (6.19)

oll F, est le polyndme obtenu en conjuguant les coefficients de F,. Partant d’un
pelynéme G(z), mis.sous la forme @

G = Ry(z) + (1 —2)R,(2) (6.20)

ot R,(z} et R, (z) sont des polyndmes autoréciproques, on construit une suite de
polyndmes F), & I'aide de la récurrence :

Fpi1(2) = vp(1 + 2 Fp ()1 — 2 Fpoi(2) (6.21)

et une suite de coefficients 17, p = 1,2, ... ,n. On a alors le critére suivant [8].

Dans la suite, on se limitera surtout & la présentation des filtres numériques. En
effet, le filtrage numérique est de plus en plus utilisé pour différentes raisons :
modélisation parTaite des filtres, filtres trés précis, possibilité de reconfiguration
aisée, composanis numeérigues de plus en plus rapides, efficaces et de faible codt.

Exemple 6.1.2 Filtre inverse

L’inverse d’un filtre, & temps continu ou A temps discret, de réponse impulsionnelle
f1(t) est un filtre qui associe i 'entrée /1{¢) une sortie égale & un Dirac. L'existence
du [iltre inverse n’est pas toujours possible. Considérons,  titre d’exemple, les deux
filtres causaux définis par les équations suivantes avec a* < 1 :

Ve =Xp ~ axg.y. Hi(y=1- az ! (6.22)

1

Ve =%t ave-r. Hifo) =
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Le premier est un filtre MA stable et & phase minimale. Dans ces conditions, le sec-
ond est un filtre AR stable qui est I'inverse du premier. Les gains | Hj (&2 | et

| Ha(e/2™y | sont donnés par la tigure 6.2.

x 10*
12 *

[= . o 1

D7 =

o.4a |l .

0.4 A

Figure 6.2 Gains |H, (/7| et {Ha{e/*™]

6.2 REPRESENTATION INTERNE ET EQUATIONS D'ETAT

On se place dans le cas ol les observations sont scalaires. Le modéle d’état s’écrit :

X'(t) = A()x{r) + B{H)u(r) : éguation d’état (6.24)

y() = C(ryx(r) : équation d’observation (6.25)

dont 1’évolution dynamigue est modélisée par I'équation d'état oli les ditférentes
grandeurs sont définies comme suit :

x(f) € R" est le vecteur qui définit I"état du systéme 2 'instant ¢

x(1) € B? est I'observation ou sortie du systéme a "instant ¢

A(#) est Ia matrice d’évolution (71,n) dépendant en général de I’instant ¢

C(r) est la matrice d’évolution {p,n) dépendant en général de I'instant ¢ (systéme
non stationnaire). Dans e cas d’une observation y scalaire, la solution générale du
systéme {6.24) est donnée par :

!

x(r) = @(7.f0)%(to) + [ ot T)B(Du{ridr

Yy

(6.26)

ol (1, fg) est une matrice du type {11.#). appelée matrice de transition. Si la matrice
A ne dépend pas du temps, le systéme est dit invariant, dans le cas contraire, il est
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dit variable. Dans le cas d’un systéme invariant, la matrice ¢(f,7) ne dépend que de
la différence ¢ — 7 et elle est donnée par :

@ty = " TA, (6.27)
La matrice de transition ¢(#,7), oll T est considéré comme parametre arbitraire mais
fixé et ¢ comme variable, est inversible et vérifie les propridtés suivantes :

do(t,T)
et

B(t,12) = Blt1.43)0(15,12)

= A(Heo(r,n)

Pty =1, ol R =¢lhm ™.

Soit v;(t).l <7 < n, n solutions lindairement indépendantes de 1'équation d'état
libre, i.e., les x;(¢) sont solution de

X = Ax)

et soit X (¢} une matrice ayant pour colonnes les n vecteurs x;(r}:
LA
X)) =[x (). x200).....x5 (D]
Alors, une matrice de transition associée a A(t) est donnée par
Lo A Ly
B, 7y = X)X (1)

Les transformées de Laplace monolatérales des deux membres de I'équation d’état
(6.24) et I"équation d’observation (6.25) conduisent aux deux relations :

SX(s)—x() = AX(s) 4+ BU(5)
al
Y{$) = CX(s)

ou les lettres majuscules désignent les transformées de Laplace monolatérales des
lettres minuscules correspondantes. Dol

s X)) —x(0) = AX({$) + BU(s).
La matrice de type (g,m) définie par

H(s)=C(sI — A)"'B (6.23)
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et qui relie Y (s) et U/ (s) est appelde matriee de transfert du systeme. C’est I'exten-
sion de la fonction de transfert au cas vectoriel. Pour rester duns le cas général, nous
parlerons toujours de matrice de transfert, la fonction de transfert étant considérée
comme matrice de type (1, 1). La sortie d"un systéme linéaire est relide i son entrée
par [a relation

Yis) = H(UE) + CsI — A7 x(0) (6.29)

ol H{s) est la matrice de transfert définie pur (6.28). Si au lieu du vecteur d’élat
x(), on considére le vecteur g(¢) défini par:

Xty = Pg{n

ol P est une matrice inversible, La représentation d’état & 1"aide des variables g est
donnée par :

q(t) = P APq(1) + P Bu(r}: équation d’état
v(1) = CPg(t): équation d’observation

et la matrice de transfert reste inchangée.

Propriété markovienne Soit une fonctionnelle scalaire ou vectorielle y(t) =
Fr,u(8)y, dont la valeur & I'instant ¢ dépend de ¢ et des valeurs prises par une fonc-
tion scalaire ou vectorielle #(#). On dit que f (¢, (#)) posséde la propriété marko-
vienne si la connaissance de y(ry) et celle de u(#) pour & < # < ¢ suffisent pour
déterminer y(¢) et ceci pour tout /. Par exemple,

14 !
y(f) = [ u(dg = yiry) —3—[ w{(d6.

of —O0 Iy

est marcovienne. Comme la propriété markovienne joue un réle important dans la
pratique, il est souvent intéressant d’introduire une fonctionnelle vectorielle qui
possede cette derniére propriété et & partir de laquelle on peut exprimer facilement
¥(1). On peut montrer qu'un vecteur d’état x(r) possede la propriété markovienne.

6.2.1 Commandabilité et observabilité d'un filtre

Commandabilité Aux maltrices A et B, on associe 1a matrice définie par

Duned. La photocopic non autorisée est un délit.

C 2(A"B,A'B.... A" 'B) (6.30)

jal
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appelée mairice de commandabilité. Soit Im(C) 1'espace image de C, engendré par
les colonnes de C et £¢ un sous-espace complémentaire quelconque de Im(C) dans
B, ie.,

P" = Im(C) & Ep. (6.31)

L’espace Im(C} est appelé sous-espace commandable de R” et le systéme est dit
commandable si Im(C) = B". De plus, comme le théorgme de Cayley-Hamilton

permet d’écrire A" comme combinaison lin€aire des AF pourk<n—1,ona

exp{r A)[Im(C)} < Im{C). {6.32)

|58}

L'étude de [a commandabilité d’un systéme consiste & déterminer {’espace vectoriel

et vérifiant
Im(C) = Im(©).

On peut vérifier que les opérations linéaires sur les colonnes d’une matrice C qui
consistent, soit 4 intervertir ['ordre des colonnes, soit & remplacer une colonne par
une colonne proportionnelle, soit & ajouter & une colonne une combinaison linéaire
des autres colonnes, ne modifient pas I’'image de C. Comme ces opérations revien-
nent & multiplier & droite la matrice € par une matrice inversible M, on peut donc
remplacer C par

C=CMM,.. M (6.33)

ol les matrices M; représentent des opérations élémentaires décrites ci-dessus sur

les colonnes de C et qui conduisent 4 une matrice C triangulaire. Les colonnes
indépendantes de C donnent directement Im(C).

Observabilité Aux matrices A et C, on associe [a matrice définie par

CA®

5 | cal
= (6.34)
CA‘n—v}

appelée matrice d’abservabilité, On introduit le noyau :

Ker(O) 2{x / Ox=0) (6.35)
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de & et un sous-espace complémentaire quelconque de Ker((?) dans ", i.e.,
R" = Ker(®) @ Ey. (6.36)

L'espace Ker(() est appel€ sous-espace non observable de B et le systéme est dit
observable si le noyau de sa matrice d’observabilité est réduit au seul vecteur nui,
Le., Ker(O) = {0]. De plus, comme le théoreme de Cayley-FHamilton permet

d'écrire A" comme combinaison linéaire des A* pourk <n —1,0na
Ker(©) C Ker(C). (6.37)

Comme pour la commandabilité, "étude de 1'observabilité d’un systéme consiste &

determiner Ker(() et de remplacer O par une autre matrice O plus simple et véri-
fiant .

Ker(©) = Ker(O). (6.38)

11 est simple de vérifier que les opérations lindaires sur les lignes d’une matrice ©
qui consistent, soit & intervertir 1’ordre des lignes, soit & remplacer une ligne par une
ligne proportionnelle, soit & ajouter & une Hgne une combinaison lindaire des autres
lignes. ne modifient pas Ker{((?). Comme ces opérations se traduisent par des mul-
tiplications & gauche de la matrice © par une matrice inversible M, on peut donc
remplacer & par

O = MM, ... M, (6.39)

ou les M; représentent des opérations élémentaires décrites ci-dessus sur les lignes

de (7 et conduisant & une matrice (7 triangulaire, Le rang de la matrice ainsi obte-
nue est égal 4 ta dimension de {"espace Ker(¢(}) et une base de Ker((?) est donnée

par une base de Ker(@) d’apres (6.39).

Décompeosition de Kalman Soient C et (7 les matrices de commandabilité et d’ob-
servabilité associ€es & un systéme. Posons

E; £ Im(C) N Ker(O)
ImC) 2 E, 9 F,
Ker(0) = E; § E;

B' 2R @E. @ BE,

et introduisons une nouvelle base formée par la réunion des bases des E;. On obtient
dans cette base une nouvelle représentation d’état pour laquelle seules les variables
correspondant i 'espace &} jouent un réle important.
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6.2.2 Forme compagnon et fonction de transfert

Soit un systeme doat 1'équation d"état est donnée par (6.24), et P une maltrice inver-
. o A

sible définissant un changement de base x = Pq. On se propose de trouver une

matrice P telle que les matrices apparaissant dans la nouvelle équation d"état faisant

intervenir le vecteur q, aient les formes suivantes :

o 1 0
N o 0 1 .. 0
S=P'AP=}... ... ... ...|. P'B= Y (6.40)
0 0 [ :
ap  a» ity

La matrice § introduite en (6.40) est appelée matrice compugnon du polyndme

DO 2 (=13 N ag = —1 (6.42)

i=0

On peut vérifier facilement que le polyndme caractéristique de la matrice S est égal
d D, soit:

det(S — A = D(\) (6.43)
et que la derniére colonne de la matrice inverse de (8 — AL est donnée par :
AR A = (A0 A (6.44)

Supposons que les matrices A B satisfont (6.40) et que la matrice C est une matrice
Hene défnie par:

C % ((."(),C[,. .. ,C?,,W[_). (645)

Tenant compte des formes de P~'B et C et de "expression de la fonction de trans-
fert H. on ohtient :
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n—l i
D i CiA
" n—i’-
> in il
La fonction de transfert du systéme est donc une fraction rationnelle. 11 est clair

d’aprés (6.43) que les valeurs propres de la matrice A apparaissant dans une repré-
sentation d’état quelconque sont les pdles de la fonction de transfert du systéme.

HN=CIS=MN|]"'"B=C"A = (6.46)

6.3 REALISATIONS ET SYNTHESE D'UN FILTRE NUMERIQUE

6.3.1 Passage d'un filtre analogique a un filtre numérique
Soit x(#) un signal & bande limitée (— B, B). Alors la sortie d"un filtre /(1) associée
. . . k k
& x(f) est aussi a bande limitée {(—B, B). Si I'on pose iy 2 '\-(_;) et v 2 y({—1,
28 2B

alors le systéme qui fait passer du signal & temps discret x; au signal y; est un filtre
numérique dont la réponse impulsionnelle g; se déduit de 7i(f) comme suit :

k. . .
72 2 g(ﬁ) avec  g(r) 2 h{t) * sinc(2B1}, {6.47)
Le gain complexe G () du filtre numérique est obtenu par repliement de celui du
filtre analogique associé G (1) selon la relation :

Gron =+ G-
T{l/) = — = —}.
1 T 2 T

Utilisation de la réponse fréquentielle Cette technigue consiste 2 associer a la
suite des entrées xy,....xx la suite Xy,.. ., Xy du domaine spectral obtenue en cal-
culant la TFD, multiplier cette dernigre par le gain fréquentiel du filtre puis revenir
dans e domaine temporel en caleulant les sorties y).....vy par T.F inverse.

Utilisation de la fonction de transfert : forme directe et forme cancnique Un
filtre ARMA(2,¢) est défini soit par une relation entrée-sorties du type (5.61) soit
par sa fonction de transfert :

Xz Y‘?ﬁo bz~ A

i

P
U =Y a0

H(z} = {6.48)

£

()

(2)
La réalisation de ce filtre peut se faire de plusieurs maniéres. Une forme dite directe
s obtient en considérant le diagramme qgui traduit tout simplement la relation entrée-
sortie oi1 I'on désigne par 2! 1’opérateur de retard. Cette structure est trés sensible
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& la précision des coefficients forsque les pdles sont proches les uns des autres ou
proches du cercle unité. On peut aussi décomposer la fonction de transfert sous la
forme :

1
H(z) 2 Hi(Ha(z), Hiz) 2 o e £ p()

et infroduire le signal fictif wy qui est la sortie du filtre Hy. Sil"on désigne par W(z)
la T.Z de wy, on a les relations suivantes :

QEIWE)=Uz) et X(z)=POW()
qui se traduisent dans fe domaine temporel par :

7 r
Wy = iy E ajwe.; et ap = E bBiwy_ .

...... i=1 . i=()

Ces relations conduisent 4 la structure dite canonique qui minimise le nombre d’¢lé-
ments de retard, i.e., la taille mémoire. Les réalisations de ces deux structures sont
données par la ftgure 6.3.1. (Afn de simplifier Ia figure, les coelfficients de pondé-
ration g; et b; n’apparaissent pas.)

U
u . !
SO '
p P k-1
z7! ¢
] b -1
b . — E
271 : .
1
Wa
SPa >
¥ &
T

Figure 6.3 Forme directe et forme optimisée.
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Exemple 6.3.1 Filtre ARMA(1,2)
Soit le filtre défini par I'équation aux ditférences suivante ;
¥ =2y =2y =x(k) - 2x(k — D)+ ax(k —2)

ot x{k}) est le signal d’entrée. Prenant les T.Z, on obtient pour fonction de transfert
- . Py P T .

la fraction H(z) = me-_—il—jl“— On a donc un filtre ARMA(1.2) dont le diagramme

qui synthétise la transmittance est donné par la figure 6.3.1 oft 'on prend p = 1 et

g = 2.

6.3.2 Filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Les avantages des filires RIF sont Ia synthése aisée, [a stabilité assurée et la possi-
bilité d’étre & phase linéaire. L'inconvénient majeur est la réalisation plus complexe
et un ordre plus élevé que celui du filtre RIT pour des performances égales.

Technique de fenétre On peut imposer 1'identité des réponses fréquentielles du
filtre idéal et du filtre synthétisé. Par T.Z inverse, on calcule la réponse intpulsion-
nelle /1. Le probléme est qu’on arrive & un filtre RII non causal. On prend alors seu-
lement N termes de la réponse impulsionnelle. Ceci revient & multiplier la réponse
impulsionnelle du filtre idéal par une fenétre rectangulaire et donc a convoluer la
réponse fréquentielle par un sinus cardinal. On a vu que cela introduit des lobes
secondaires parasites et conduit donc i des bandes de transition plus larges. Pour
limiter ces effet parasites. on introduit des fenétres de pondération approprides.

Echantillonnage de la réponse fréquentielle On considére N point Gy.....Gy
de la réponse fréquentielle et par TFD inverse, on détermine N points gi.....gxn-
Ces points déterminent la réponse impulsionnelle d’un filtre RIF d’ordre N. On a
donc une méthode simple mais qui nécessite le calcul d'une TFD inverse. Ceite
méthode conduit & une réponse [réquentielle qui ne coincide avec celle du filtre
cherché que pour les N points considérés.

6.3.3 Filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII)

On s’intéresse 4 des méthodes fondées sur les techniques classiques dans la syn-
thése des filtres analogiques.

invartance temporelle Le principe de cette méthode consiste a partir d’un gabarit
donné dans le plan de Bode, de calcuier ensuite la fonction de transfert du filtre ana-
logique qui approxime au mieux le gabarit donné puis, par transformation de
Laplace inverse, déterminer la réponse impulsionnelie du filtre analogique. Le filire
numérique est alors obtenu par €chantillonnage de cette réponse. Soit



a8 6 ° Représentations, réalisations et synthéses d'un fiftre

q

Hip=) -~

i=0 7

a fonction de transfert du filtre analogique cherché supposé stable. La réponse
mpulsionnelle est donnée par :

q
h(t) = Z Aeli!

i=0

i celle du filtre numérigque associé est prise égale a iy = I(kT,). La fonction de
ransfert du filtre numérique causal est

o0 x 4 A;
- - z : )p}]( _—." — S !
) WAE . I{lk.-. E A £ Lz ;'EP"T"Z,—] e

{=(} ={) i=l)

Jn voit donc que H(z} s obtient en substituant dans "expression de H(p) chacun
les termes p — p; par | — e”iTez™! Le probléme majeur provient de I'échantillon-
1age de i{r) qui peut conduire A des effets de repliement de spectres et ceci peut
liminuer considérablement "atténuation du filtre numérique pour les fréquences
1015 bande. Le phénoméne de recouvrement des spectres se traduit dans le plan des
ddles de H (p) par le fait que 2 pdles ayant la méme partie réelle et des parties ima-

rinaires distantes de 3 ’” auront Ia méme image dans le plan des z. Cette technique

,_,

v'est alors utilisée que pour les filires analogiques & bande limitée.

nvariance indicielle On écrit que la réponse indicielle du filtre numérique est
‘gale & I'échantillonnée de celle du filtre analogique. On a donc :

vip =22

_a T.Z de la suite by, = ¥(kT,) est donnée par :

2y

B(z) = Z(by) = ZIL~Y(p)H KT

= 1
H{(U () = H(z) Z:“"’ = H(:)—Wl —-
0 )

_a fonction de transfert du filtre numérique cherché est

Hiz) = 2= f“w‘l(Hf”’))uLTn (6.49)

1
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Le recouvrement de spectre dans cette méthode est moins important qu’avec la
méthode d'invariance impulsionnelie. Le terme 1/p assure une atténuation plus
forte des fréquences élevées. L'inconvénient de cette méthode est de faire apparaitre
des zéros dans H(z) lorsque fe filtre analogique associé ne possede que des poles.

Transformations conformes Lorsque la transmittance H(p) du filtre analogique
ne présente que des poles stables, on pense qu'il est plus intéressant de réaliser le
filtre numérique en passant directement par une forme cascade. La méthode
consiste alors & déterminer H(z) en remplacant dans H(p) les termes p — p; par

| —ePilez=Vetp —zipar I — %7271 ol les pj et les z; représentent les poles et les
zéros de H{p) respectivement. Le H () ainsi obtenu 4 les mémes pdles que celui

obtenu par la méthode de ["invariance impulsionnelle mais les zéros sont différents.

Transformation d'Euler On passe de "équation différentieile qui définit le filue
analogique & Féquation aux différences en effectuant les opérations suivantes. On
associe i la valeur x'(k7T,) de la dérivée ['accroissement """—;,'.‘““'_ On associe au

¢

P2

. -1 - . N . - .
terme pX(p) le terme ———X(z). La méthode consiste alors & déduire H(z) en

. ot
remplacant dans H(p) la variable p par ! 7

le domaine de stabilité est le disque de centre 1/2 et de rayon 1/2.

. On obtient un filtre numérique dont

Transformation homographique Cette technique permet d’éviter Ierreur due au
repliement du spectre rencontrée dans la méthode de « 'invariance impulsion-
nelle ». La méthode est fondée sur I'approximation d’une intégrale par la méthede

n !
du trapéze. On associe & [intégrale y(r} = / x{md7 'équation aux ditférences
— I

Vi = ¥p—1 +T.2=2=t La transformation consiste alors & déduire f/(z) en remplagant

dans H{p} la variable p par w]»:u—l——, Le domaine de stabilité est le disque unité.

1427

6.3.4 Synthese a partir d'un gabarit donné

Parameétres définissant le gabarit Soit H(w) = M (w)e/ " w = 27, la réponse
en fréquence d’un filtre, ot M{w) représente le module et F{w) la phase de H(w).
L’ atténuation du filtre est définie par :

Aw) = = AXO)[1 + K ()]

M (w)

~ - 2 ~ - . - . . .
oll K (w) esl une fonetion mesurant la qualité du filtre appelée fonction caractéris-
tique. La bande passante d’un filtre réel est la valeur de la fréquence pour laquelle
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I"atténuation est égale a 3dB. Le filtre idéal (passe-bas) transmet toutes les compo-
santes spectrales du signal appartenant i la bande passante [ f;, f] sans atténuation
ni déphasage et élimine toutes les autres (Bande coupée). Cependant un tel filtre est
non causal et n'est donc pas réalisable physiquement. Dans la pratique, on consi-
dére des filtres réalisables. De tels filtres sont caractérisés par ce que 'on appelle
un gabarit. Pour un filtre passe bande, ce gabarit est défini par la donnée des 5
paramétres : Guin, Gmans fp. fu €t fp vérifiant les conditions suivantes.

1. Dans ia bande atténuée [0, f,], on doit avoir | H (27 f) |< Gmin.

2. Dans la bande passante [ f,. f3], on doit avoir | H(27f) |2 Gpux-
3. Dans la bande [ f; + f; — fp.00], on doit avoir | H(27 f) |< Gmin.

LLe nombre fp/ fa et la bande [ fp, f,,] sont appelés reﬁpecuvement raideur et

bande de transition du filtre. Le filtre est dit A bande étroite si B = ﬁ, - fﬂ < 0.1
et i bande large si B > (.53, La figure ci-dessous donne une courbe qui approxime
Ia fonction de (ranslert d’un filtre idéal en faisant rentrer le module de cette fonc-
tion dans un gabarit donné.

3
tH 2=

G max

S omin

fp fa fia f

La synthése consiste souvent & partir d’un filtre analogique dont le gain complexe
est défini par une fonction connue mais dépendant d’un certain nombre de para-
métres. 11 s’agit ensuite de déterminer ces paramétres afin de satisfaire les condi-
tions imposées au filtre. En général, on dispose de trois principales classes de filtres
analogiques passe bas : les filtres de Butterworth, les filtres de Chebyshev et les
filtres elliptiques. On utilise ensuite des transformations qui conduisent & des fltres
passe bande ou passe haut. Les gains complexes des filtres de Butterworth, G, et
de Chebyshev, H,, sont donnés par

|Gaj) 2 T et [ Haje) [ 2
| 4 ()2 L+ e T {w)

We
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ol T, désigne le polyndome de Chebyshev de degré n défini récursivement a 1’aide
de la relation :

Ti(x) = 2Ty (x) = Thalx)n > 2, Tolv) =1, Tilx)=x.

Distortion due & un recouvrement spectral Si ’on échantillonne une sinusoide
x{r} de fréquence fy 4 la cadence f, = 1.25fy. on obtient les points M =
[kT..x(kT,)]. Il existe une infinité de sinusoides x, (¢} qui passent par ces points,
chacune étant définie par une fréquence f, = nf. +|fol. En I"absence d’autres
informations sur x{(¢#), la suite de points M, est toujours interprétée, par un filtre
passe-bas de reconstitution, comme provenant de la sinusotde de plus basse fré-
quence f, — fo. Cette distortion qui est due a un recouvrement spectral ne peut pas
se produire si I'on respecte le théoréme d’échantillonnage. Lorsque le signal analo-
gique v (1) posséde un spectre de support non borné et que la fréquence d’échan-
tillonnage introduit un recouvrement important, la déformation subie par le signal
reconstitué y(t) peut étre assez significative.

Exemple 6.3.2 Approximation d’un filtre antirepliement

L'approximation d’un filtre antirepliement par un Butterworth de degré n est défi-
nie par :

1A !

14+ (_Dlé)?m )

|G, ()]

Ce filtre doit maintenir dans la bande passante une réponse plate optimale avec une
atténuation de —3dB pour v = f. et une pente asympiotique d’atténuation de
—20ndB par décade (ou —6ndB par octave) pour v > f.. Le cas n = 1 correspond
au circuit RC. La figure (6.4) donne des exemples de gains complexes en fonction
du parametre 17 qui intervient dans la définition,

o

A==

0.z e -1
r==2
a1 -
Y

pava

1.5 3 [EE3 (=) o.5 1

Figure 6.4 Gains complexes d'un filtre de Butterworth en fonction de n.
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6.3.5 Diagramme asymptotique de Bode

Dans la pratique, on est conduit 4 faire des tracés asymptotiques pour fe module et
Iargument de la réponse en fréquence d'un filire linéaire. On obtent les dia-
grammes de Bode. D une maniére générale, la réponse en tréquence H (jw) est un
produit de termes du type suivant :
K= ! i
== Cfe 0Ou m ol = o o
Jik - +2ja—
0 'y

Le principe du diagramme consiste & tracer fes demi-asymptotes du moedule de
&
Ly

H(jw) correspondant & i—‘% << | etd= >> 1, I'axe vertical étant gradué en dB.

On a pour une fonction H(jw) ayant un numérateur égal & K :

W2
|H(je)lag = 20 Logk — 10 Log(l + —).
=
]

Le diagramme se compose de 1'ensemble des deux demi-droites d’équation

|H(jw)las = 20LogK pour — << |
]
et

w w
[H{juw)|gp = 20LogK — 20Log— pour — == |,
i) w

Ces deux droites se coupent pour w = wy. Pour obtenir e tracé réel, on utilise les
irois points suivants :

{H{jwollap =20LogK — 3

|H(jwo/2)|ap =20LogK — 1

|H(j2wo)lep = 20Log Kwy — 20 Log2uwy — 1.

Pour 'argument A{w) = —Arctg{w/wg), ona:
Alw) = —Arg(K) pour w << wy
K
= —Arg(- )= -7/ pour wm>wy
Jw/wo

A (UJU) = —Al'g(

: = —7/4,
1+j) /
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Fonction du second ordre Soit H({p) une fonction admettant deux poles conju-
gués. On a, pour H (jw) ayant un numérateur K =1 :

H(jwlag =0 et Aw) =0 pour w<<uwy

H(jw)lag = —40 Log(i) et Alwy) = —7/2 pour w >>wy
W

|H(jwo)les = —20Logla et A(wy) = —wn/2.

Le terme du second degré provient de la présence de deux pdles conjugués. Pour les
termes polynomiaux, les courbes représentant les amplitudes se déduisent de cefles
tracées par symétrie par rapport & "axe horizontal 20 LogK et les courbes représen-
tant les arguments se déduisent de celles tracées par symétrie par rapport & F'axe des
abscisses.

Cas général Tenant compte des propriétés élémentaires des nombres complexes,
pour construire le tracé€ dans le cas général ol H(jw) comporte plusieurs facteurs
élémentaires, on doit éffectuer fes opérations suivantes.

1. Ordonner les facteurs de H(p)} par valeurs croissantes des valeurs .

2. Tracer le diagramme dans chaque intervalle

— < W < —
iy Wil

en se plagant dans les conditions limites suivantes

i
— << pour k=1.2,....0
W

]
— »>w pour k=i+1,....n
Wi

.

Construire les tracés asymptotiques du facteur correspondant 2 la valeur la plus
Taible de wy.

3. On compléte ensuite ce tracé en faisant intervenir successivement les autres fac-
teurs par valeurs croissantes de wy.
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EXERCICES ET PROBLEMES CORRIGES

6.1 Bande équivalente de bruit

On considere deux filtres linéaires F| et Fr de réponse en fréquence respectivement
G (1) et Ga(v) = G;(O)H(%), oll B désigne une constante & déterminer et &7 est
donné. I’entrée de ces deux filtres étant un bruit blanc réel de densité spectrale de
puissance (DSP) Iy, = o=, on note respectivemnent v {f) et v,{¢) les sorties de F| et
F> associées a ce bruit.

1. Donner les expressions des puissances Py et P de v((#) et y2(7) en fonction des
grandeurs_caractéristiques des filtres et du signal d’entrée,

2. Comment doit-on choisir le nombre B pour avoir Py = P> 7 Ce nombre est
appelé bande équivalente de bruit du filtre F.

6.2 Filtres en cascade, causalité, stabilité

On considére un filtre & temps discret dont la réponse impulsionnelle est donnée
par:

hi=d pour {20 et ;=0 pour i<0.

1. Donner 1a condition sur ¢ pour que le filtre soit stable. On suppose que a vérifie
celte condition dans toute la suite du prohléme.

2. Déterminer Ia fonction de transfert H)(z) de ce filtre.

3. Soit x; la sortie de ce filire associée 4 I'entrée u; définie par :

iy = b* pour O<hk<<N~—1 et u=0 ailleurs
oit N est un entier positif et 7 un réel vérifiant b > a. Déterminer les transformées
enz, U(z) et X{z) de 1y et xp.
4. On constdére un deuxiéme filtre de fonction de transfert
z—a
(@a+2)b+2)

et on appelie y; sa sortie associée au signal x. Préciser les bornes p| et p; pour les-
quelles le filtre ainsi défini est causal.

Ha(z) = Alpy.p2)

5. Donner la fonction de transfert H(z) du filire causal H qui associe a uy la sortie
Yk
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6. Déterminer la condition sur b pour que H soit stable au sens strict. On suppose
cetle condition vérifiée dans la suite du probléme.

7. Déterminer la réponse impulsionnelle de .
8. Donner I'expression de la densité spectrale de puissance I',(2) du signal y; en
fonction de celle de .

6.3 Filtres équivalents

On considere e signal suivant
x(#) =cos(2rt +w/2) pour ¢t =10, et O sinon
On échantillonne x(¢) 4 T, = [ /4 et an note xp = x(k/4).
1. Calculer les valeurs de x; pour £ = 0.1,...,10 et tracer x;.
2. On introduit le filire numérique défini par : vz = xp — Xg..| ol v est le signal a
la sortie du filtre. Calculer les valeurs de v pourk = 0,1,...,10 et tracer ce signal.
3. Calculer la réponse impulsionnelle /ix du filtre et ia tracer.
4. Calculer le produit de convolution g == xy * /1.
5. Représenter ce filtre en synthétisant directement su transformeée en Z.

6. On considére le signal s; délivré a la sortie de deux filtres identiques & celui défini
ci-dessus et mis en série. Calculer la réponse impulsionnelle g; du filtre équivalent
F2.

7. Calculer la fonction de transfert de F2.

6.4 Causalité et changement de l'origine des temps

On considere un filtre causal a temps discret dont Ta fonction de transfert est don-
née par
) i
H{z)= [

“

la| <)zl lal<l.

1. Calculer la réponse impulsionnelle /1,, de ce filtre puis celle du filtre inverse et
préciser la causalit€ de ces filtres.

2. Calculer les réponses impulsionnelles des filtres de fonction de transfert

L

Hi) 2 2 HOa| < 2| et Hafz) 2

"7 al < Izl < |b|

-

et étudier leur causalité.
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6.5 Filtre éliminateur de fréquence pure

On considere le filtre causal 4 temps discret qui admet comme [onction de transfert :

]

1O TG

1. Donner la condition sur a qui assure la stabilité de ce filtre.

2. Déterminer la réponse impulsionnelle /1, du filtre & temps discret, causal et
stable, qui admet H(z) comme fonction de transfert.

3. Donner I'expression de la réponse en fréquence G (1) du filtre ainsi construit.

4. On désigne par v, la sortie de ce filtre associde 4 Ventrée .v,. Donner la relation

5. On prend x, = A X ™1" 41 Ae2772 o les A; et f; sont des constantes posi-
tives. Peut-on choisir /] et A> pour que la sortie v, soit identiquemnent nulle ?

6. Calculer le module de la T.F de v, dans lecas AjAx = 0 pour a = 1/2.

6.6 Filtre éliminateur de bruit

On considére le signal x(1) = s(r) + b(r} ol s{r} et b(#) sont des signaux aléatoires
a temps continu, réels, centrés, indépendants et de DSP I'y (1) et I'y (1) Le systénie
F dont "entrée est x(r} et 1a sortie y(t) est un filtre lin€aire de réponse en fréquence
G{v).

1. Calculer 1a DSP de x(f) en fonction de U, (/) et [p{v).

2. Calculer la densité interspectrale [y, (7) de x (¢} et s{t) puis celle, 'y, (7). de y{r)
et s(r}).

3. Calculer la fonction d'autocorrélation ~,{7} de erreur ¢(t) = v(r) — s(¢} ainsi
que la DSP ", ().

4. Montrer que minimiser v, (0) équivaut & minimiser I'. (/) pour chaque fréquence
v fixée.

5. Montrer que le filtre qui minimise I'.{z} a nécessairement une réponse en Té-
quence (1) réelle.

6. Déterminer en fonction de [ (1) et T, (v} la réponse en fréquence G{ir) minimi-
sant la variance de I"erreur ¢(#) et donner 'expression a* de cette variance.

7. Déterminer les DSP I'. (1) et T, (1) telles que la variance o soit nulle. Calculer
le filtre G(r) correspondant et discuter son effet sur le bruit.
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6.7 Filtrage sélectif de signaux recus

On note dans la suite +.(7) et [".(») respectivement la fonction de corrélation et [a
DSP d’un signal z{¢t) aléatoire et stationnaire, Un émetteur transmet simultanément
2 signaux destinés a 2 récepteurs différents notés R1 et R2 et utilisant la méme
antenne de réception. Le signal émis est de la Torme :

x() = A () + Ax(n)xa(n) + b(r)

avec
. ! . .
Xi{t) =sin(2r— + ;) (i =12}
it,

ol fes ; désignent deux phases aléatoires uniformément réparties sur [0.2#[, les
A; (1) des signaux stationnaires. centrés de DSP [y, (¢} et (¢} un bruit blanc centré
de DSP 7*. Toutes les grandeurs aléatoires sont indépendantes.
1. Calculer la fonction de corrélation v, et la DSP 'y, de v;(¢). On rappelle que
sin{a)sin(h) = [cos{a — b) — cos{a + b)]/2. Discuter la stationnarité de x ().
2. Caleuler la fonction de corrélation «y, de x(¢) en fonction des v, , des 7, et de 7.
En déduire la DSP de x(r) en lonction des ", des I'y, et de al.
3. Chaque récepteur R; met en ccuvre un filtre lindaire F; dont la sortie est définie
par:

vilt) =Y+ 300 -1, (i=12), T,>0

olt «v; et F; sont des réels donnés. En déduire la réponse impulsionnelle 72;(t) du
filtre F; {réponse 4 une impulsion i déterminer sans aucun calcul).

4. Expliciter la réponse en fréquence G; () du filtre F;. Tracer le graphe de |G (/)

dans le cas particulier oy = —f; = [.

5. On suppose que les DSP I'y, sont des Dirac & Dorigine, soit 'y, (v) =
"4, (1) = &(v). Expliciter 1a DSP de y(1}.

6. Quel est le signal qui a été supprimé par le filtre £y 7

7. Comiment doit-on choisir les coefficients a et . pour aveir un filtre /5 qui agit
de la méme faceon que Fy sur le signal qui n'a pas €t€ supprimé 7

8. On veut échantillonner le signal dans chacun des récepteurs. On suppose que la
DSP de chaque A;{¢) est nulle pour || > T,/4, quelle fréquence doit-on choisir ?

9. Le signal (/) est correctement échantillonné, quel (raitement peut-on utiliser
pour augmenier le rapport signal sur bruit ?
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SOLUTIONS

6.1 1.0na
B/

P,»:f LG [P ordy, done Py =| G{0) |3f dv=B|Gi{0) .

- B2

2. La bande équivalente de bruit du filire F) est donnée par :
1 /’m -
B=———— |G|(U) |~ dr.
} G (0) 4_ J—oa

6.2 1. Le filtre est stable si, et seulement si, me |f;} < oo, Cette condition équivaut 4
el Lo

2. La fonction de transfert est : H,(z) = fo al = 1/(1 — rz).m -

3.0na UG = Y0 b = (1~ oY)/ — b) et X(2) = Hi{)U{z).

4, Le filtre est causal pour {p,p1) = ([b].00).

5.0naY(z) = HFalo)Hi{(z)U(z). Dol H(z) = Fh{(z)H(z) avec |b] < |z| < cc.
6. Le filtre causal H est stable si, et seulement si, |b] < 1.

7. La réponse impulsionnelle de H s’obtient en développant en série de Laurent H(z) dans
le domaine |b| < |z} < o0.

8.La DSP I', {1/} du signal y; en lonction de celle de u; est donnée par §a formule des inter-
férences. Soit: I, (1) = | H (e/7™)* T, (v).

6.3 1.0naux; == cos[(k + 1)x/2].

20nay=—-l,m=n=Lnu=y=—1,...

3. La réponse impulsionnelle est la sortie associée A I'impulsion égale au symbole de
Kronecker. Dol fiy = 1, /iy = —1 et tous ies autres /1, sont nuls.

4.0naz =y -

meeeoe Mn¥k—n = X — X1 - Donc z¢ = yg.

: mrefart « BT (=) — §0 ot 1
5. Fonction de transfert : H(z) =) o /mz " =1-z7"
6. Signal i la sortie de F2 : sp = v — ¥r—1 = %% — 2841 + ¥;.2. Réponse impulsionnelle :
go=1. g == —2,22 = | ettous les autres g sont nuls.

7. Fonction de transfert de F2 : G(z} = 1 — 27" + 772,

6.4 1. La réponse impulsionnelle /i, s’obtient en développant A(z) en série dans le
domaine |z} > |a}. On obtient :

o . Bk __ ok
H(L)__—w—lmaz_] —Za z —;hk‘, .

V]

D’ ob par identification, /iy = 0 pour & < 0 et /1 = a* pour k& = 0. Ce filtre est donc causal,
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Le filtre inverse a pour [onction de transfert H;(z) = 1 — az™!etsa réponse impulsionnelie

est définie par: /iy = 1, iy = —a et iy = 0 ailleurs. Ce filtre est causal.
3 20 oC
- - _ i i3 _ k+3_~k
Hi(z) = T = .Emu a'z = :Eqa Rl

D’oit iy = @+ pour & = =3 et hi; = (0 ailleurs. Le filtre est donc non causal mais peut par
un simpe changement de "origine des temps devenir causal. Par contre le développement
en séric de Laurent de H2(2) sur son domaine conduii 2 une réponse impulsionnelle /iy pour
laquelle il n’existe pas de translation /g telle que fi; = O pour { < . Le [ilire ainsi défini ne
peut pas ére causal.

6.5 1.Comme le filtre est causal, il est stable si, et seulement si, les poles —a et a de H(z)
sont de module <1. D’oi fa condition ja| < 1.

2. La réponse impulsionneile /i; du filire causal et stable est donnée par les termes du déve-
loppement suivant de H(z) :

al_wl o0 o
Hiz) = — N I R T )
A 2
On obtient : /iy = —a** et gy = O pour k > O et fiy = 0 pour k < 0.
3. La réponse en fréquence est G(v) = H{e/*™),
4, 51 X(2) et ¥(z) désignent les transformées en Z de v, et y,,ona:

¥

. - -
(1 —az7 )Y ()= —az7°X()
et ceci se traduit par 1a refation de récurrence suivante entre x, et y,.
)
Y =@ [ a2 — X2l

5. Choisissons 4> = 0. On obtient :

oo )
¥p = Z hpxp_p = Ay Z I'Ik(.’jzjrf'(”“‘k) = _t,,H(r?j:ﬁf').
—0

0

Une sortie nulle signifie que x, est une fonction propre du filtre et que le gain du filtre véri-
fie G(fi) = H(e/* Ny =10. Ceci n'est pas possible car H(z) n'admet pas de zéro. Si
Ay Az & 0, une sortie nulle signifie que chaque composante de v, est une fonction propre
du filtre et que P'on a G{ fi) = G{(f=) = 0. Cela n’est pas possible d’apres I'expression de
H(z).

6.0na

¥ ()] = [GWIIX ()] = ANGUAS — i)+ AG(RI6 = f).
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6.6 1.0 =T,(7+ ["y() en raison de I'indépendance.
2. Pour la méme raison [y (1) = [ {(0).

3. Dapres 1a formule des interférences ona Ty (1) = Gl (),

4. En développant les calenls, on obtient :
Tolt) = 47 = Yy (1) = Y (1) 7, (D).
D’ou
() =0 = T, 00 [ G + GHN] + [T (1) + ThAG (0] .

5. Comme I.(#) 2 0,¥r, minimiser Uerreur, ¢'est-i-dire Uintégrale de la DSP (1),
revient & minimiser cette densité spectrale.
6. Posons G(1) = M {pexplja()]. 11 vient alors

To(1) =0, + MRl = IMcosel, K Ty
Comme 'y (1) 2 0, il favt prendre cosd maximum, d'olt ¢ = 0 et G (&) est réel. On a alors
G(V) = r.s‘(“)ir.\‘(y) + rb(”)]_ et

1 / r‘i'(V)[’b(V)

= e g 1
[‘.\‘(U) + rll(p)

7.0naa” =0 si [ ()0 (p) = 0, ce qui signifie que les bandes de [réquence du signal et
du bruit sont disjointes. On trouve G = | & [;(11) > 0 et G{v) =0 51 [} = 0. Dans
ce cas v{f) = s(r), et le bruit est entid@rement éliming.

6.7 1. Calculons tout d’abord la fonction de corrvélation de x;, On a

f( 1 2T
In )= peost)-

.J

J’\i( )““

L)
T, "

¢

I
Iy, (1) = 1

2. Comme les sighaux sont centrés et tous indépendants, on obtient
T (1) = 7, (7, (P + 70,07, () + 70(7)
et dane
Co(p) =g, () e Uy ) + T, () T 00 + a*

Finalement

Mo = 3
o

I 2
a2, + i’_ﬂ.)} + .
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3. On sait que la répense tmpulsionnelle est fa sortie associée i une impulsion de Dirac.
D’oll
hi(t) = oy + 3,8(r — T,.).
4. Dans le cas particulier ) = —7; = 1, on obtient
Gy =1 — eIV, G0 = dsin(neT) .
5. Si la DSP de chaque A;(7) est un Dirac, on a
[ ) = 5(1/ ERNY (r/) + (e x T, (1) + g

= w[c)(rfm —) + v+ _)] + —[fb(rfw —w) + o+ ~m)J

LS t

Comme. fe signal filtré ¥, est Ia convolution de x(¢) par la réponse impulsionnelle /. ia Tor-
mule des interférences donne :

Ty () = G PT ) = 4 sin(mvT,) T ().
On obtient
() = sin(m@) 26w - .i) + sin(7) 6 (v + -I~)

(

n~,

+ sin(—g)l S+ —} + o sm( wT

= 5y~

1 -
T )+ (e +

2T, 2
6. Le signal x,(#) est annulé 4 la sortie du filtre Gy. Le récepteur £y ne receit done que le
signal va(¢) et le bruit.

7. On peut faire Je méme traitement en choisissant un G2 qui s'annule en F et — 5. Il sul-

fit de choisir pour cela oy = F, = 1. Le récepteur ainsi délerminé ne re¢oit que x; (r) et le
bruit. On peut véritier que les {iltres Gy et &2 ainsi construits sont en quadrature puisgue

|GV + G2 (A° = 4.

8.5i Ty, (#) = 0 pour v < 4/7,. il faut échantillonner & une {réquence > 2/7,.

9. Eliminer le bruit 4 Faide d’un filtre passe bande.
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