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Avant-propos 

Cet ouvrage fait partie d'une collection d'exercices corrigés de mathématiques, qui a 

pour but principal d'aider les étudiants des classes de Mathématiques Spéciales dans la 

préparation des épreuves écrites et orales des concours. 

Les exercices proposés, qui sont de niveau et de difficulté variés, ont été rédigés 

dans ce souci de liaison entre le cours et les concours. Si certains ne sont que des 

applications directes du cours, les plus délicats demandent au lecteur un effort de 

recherche personnelle important. 

La plupart d'entre eux s'inspirent d'exercices posés aux oraux des concours des 

grandes écoles, ou des concours de recrutement d'enseignants (CAPES et Agrégation). 

Quelques-uns sont des classiques adaptés au niveau et à l'esprit de notre enseignement. 

Nous les avons très souvent complétés par des exemples et contre-exemples. 

C'est à dessein que la solution a été séparée de l'énoncé: cela devrait inciter le lecteur 

à un effort personnel de recherche, seul moyen de tirer parti efficacement de ce livre. 

Plutôt que de multiplier les exercices redondants, nous avons choisi d'illustrer les 

principales techniques par un ou deux exercices bien choisis, et nous nous sommes 

attachés à la rédaction détaillée et progressive des énoncés et des solutions. L'étudiant 

trouvera sur le sujet traité une illustration complète et des approfondissements variés 

des grands résultats du cours. Les techniques essentielles utilisées sont d'ailleurs 

rappelées en début de paragraphe. 

Le présent volume est consacré à l'étude des suites et des séries de fonctions, et 

comprend notamment l'étude des séries entières et des séries de Fourier. Fidèles à 

l'esprit des classes de Taupe, nous avons cherché à maintenir un certain équilibre entre 

les approches abstraites et pratiques, voire numériques, nous refusant à privilégier un 

point de vue au détriment de l'autre. 

Les auteurs. 
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SUITES DE FONCTIONS 

À - Convergence simple et uniforme 

Une série d'applications (f,) d'un ensemble X dans un espace métrique F est 
ne N 

simplement convergente si pour tout x de X, la suite (f, (x)) est convergente dans 
neN 

l'espace F. 

La suite (f,) converge uniformément vers f si la suite (@,) définie par neN 

On = Sup d(f, ), f (x)) converge vers 0. Si l'espace métrique E est complet, on dispose 
X 

du critère de Cauchy uniforme: 

Ve>0,3Ne N;V(n,p)e N°,Vxe X,(n2N = d(fyp &), fax) €). 

Rappelons les théorèmes essentiels relatifs à la convergence uniforme que nous 

aurons à utiliser dans toutes les parties de ce chapitre. 

Théorème de continuité: 

Si E et F sont deux espaces métriques et (f,) une suite d'applications continues 
neN 

de E dans F convergeant uniformément vers une application f : E — F, alors f est 

continue. 

Théorème de la double limite: 

Soit E et F deux espaces métriques, À une partie de E et (f,) une suite d'application 

de À dans F. 

On suppose que F est complet et que a est un point de E adhérent à À (ae À). 

Si la suite f, converge uniformément vers f : À — F et si pour tout n, fn À) re L, 
X 
xe À 

alors la suite (1,) a une limite l dans F et f (x) —— l. 
neN X—a 

xE A 

Ainsi on peut écrire: 

in (me) Jin ln A) 
xeA xe À 
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Théorème de dérivation: 
Soit I un intervalle de R, F un espace de Banach et (f,),-n une suite d'applications 

de classe C1 de I dans F. On suppose que: 

i) il existe ape Itel que (f, (ao)),-.N converge vers l dans F. 

li) la suite des dérivées fn), en st uniformément convergente vers g : [— F. 

Alors la suite (f,) converge simplement vers une application f de classe Cletf'=8.De 

plus, la convergence de (f) vers f est uniforme sur toute partie bornée de I. 

Théorème d'intégration: 
Soit a < b deux réels et (f,) une suite d'applications continues par morceaux de 

neN 

[a, b] dans un Banach F, convergeant uniformément vers f: (a, b] — F. Alors f est 
b b 

continue par morceaux et f @) dt = lim J În © dt. 
a Ress 

A-1 Études de convergence. 

Etudier la convergence simple et uniforme pour les suites de fonctions (f,) 

suivantes: 

a)fh o-(2). xe KR. 

2nx 
b X)= —— ,XxEeR. 
) fn Q) n2x4+1 

of@=MA+m ,;ert 

d) |f# @=0 pour0<xs< . 

fa @ = L pour x <0 oux> 
1 n 

nin[1- — 
nx 

A-2 Irrationnalité de x2. 

Soit la suite de fonctions (u,) définies sur R, par: 
X 

Vx, UD @)=sinx et Vn20, Vx, u,,1 = f tu, (®) dt. 
0 

a) Déterminer les fonctions #1, w, … et montrer qu'il existe des polynômes P 

et O, tels que, pour tout x, u, (x) = P, (x ?) sin x + x Q, (x 2) cos x. 

Déterminer les degrés de P, et On et montrer que ces polynômes sont à 

n 

coefficients entiers. 
2n 

b) Montr: LA IN ES ) Montrer que pour tout x, lu, (x)l < T4. On 



c) Donner une relation liant u,,1, 4, et uy_1. 

d) Déterminer une équation différentielle vérifiée par u,. 

e) Montrer que 2 est irrationnel. (On pourra étudier P, (x2/4)). 

A-3 Étude de l'exponentielle comme limite. 

a) On considère la suite f, de fonctions de C dans C définie par: 

2 Z_\A M @=( He 

En développant à l'aide de la formule du binôme et en employant une 
co 

n 
. . se . Z 
interversion de limites, montrer que lim jf, (z) = D. de e’, et que la 

nc = : n= 

convergence est uniforme sur tout compact. 

b) On considère la suite de fonctions (g,) de R* dans R définies par: 

n 
En œ=f1- à pourx<n 

8n &) = 0 pourx2n. 

Montrer que cette suite tend, en croissant, uniformément vers g définie par 

g (x) = e* pour x 2 0. 

On se propose dans la suite de trouver un équivalent de llg — g,ll.. 

c) On pose @,(x) = g (x) — g, (x). Montrer qu'il existe un unique x, de R* où y, 

est maximum. 

En étudiant la fonction w, définie par w, (x) = (n — 1) In ( — D x, pour 

tout x <n, montrer que Jim (Xn) = 2. 

Trouver un développement de x, et en déduire un équivalent de @, (x,). 

A-4 Développements Eulériens. 

a) En partant de l'égalité vue à l'exercice A-3, on peut écrire: 
1Z +1 1Z +1 

LÉ Es lire 
sin z = lim = 

n—>00 2i 

En factorisant, montrer que pour toutze C, 

: 2 Z 2 
sin z= lim |z II = ONE CNE 

n—>0 k=1 (2n + 1)2 at T ) 

n+l 



12 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

b) En utilisant le rhéorème de la double limite, montrer que pour tout z 

= 2 
complexe, sin z=z | Us 2) 

Tin n=1 

Indication: on aura intérêt à écrire, à partir de l'expression trouvée à la question 

a), sinz= lim z][ (1- uy (n)). 
à 

c) En décomposant en éléments simples la fraction rationnelle: 
1 

N 
2 

Z IT = > D 
n=]1 n_ TK 

montrer la formule d'Euler valable pour z dans C\x Z: 

{ RME rl ) 
z—ntx z+tnT 

A-5 La fonction I! comme limite. 

; +00 

On définit pour x réel strictement positif la fonction I (x) = J etr% 1 dr. 
0 

a) En utilisañt l'exercice A-3. b, montrer que: 

ne 2 n FALSE lim Le ci æ= | e2 dr. 
h—co 0 n 0 

Calculer l'intégrale trouvée en utilisant l'équivalent des intégrales de Wallis: 

T/2 e 

: (cos r}? dr - A] = 

b) Montrer que pour x > 0, 

T (x) = lim tie si r#1 dr 
nr 0 n |): 

se nXn! | 
L@= Em xx+1).(x+n) 

c) En déduire l'expression: 

1 À . =xe“]I] ( +7 je 
T @&) el À 

oùYyest la constante d'Euler, y= lim ft + ; — + + : — In #) 
n—>0o 

d) En utilisant la factorisation d'Euler de sin x (voir exercice A-4.b), montrer 

que pour x dans JO, 1[, 

GE FRS 
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A-6 Séries doubles. 

On considère une série }, Up,g indéxée par (p, q) dans N2. On suppose que 
1 

pour tout g la série >” lu, 4) est convergente de somme 5,, et que la série 2 q st 
p=) 

convergente. 

Montrer que pour tout p, la série 7 lu, | est convergente de somme 5,, et que 
g=0 

la série Z 5, est convergente. 

Montrer que dans l'hypothèse formulée qui peut s'écrire +» > lu,g\ <>, et 
g=0 p=0 

s'appelle convergence absolue de la série double, on a existence et égalité de 

deux sommes: 

22 Hp4% 22 Up,q° 
p=0 g=0 qg=0 p=0 

Indication: on pourra poser f, (p) = ÿ y, et étudier la convergence uniforme 
k=0 

par rapport à p de la série de fonctions > Ja 

Application: calculer )s 1 CIF. 

p=2g=2 qP 

Fonctions réglées. 

Dans cet exercice 1 désigne un intervalle de R et F un espace de Banach. 

Une application f de J dans F est dite réglée si elle admet en tout point x de J où 

cela a un sens, une limite à gauche notée f (x — 0) et une limite à droite notée 

f & +0). 

Comme exemple d'applications réglées on connait les applications continues 

par morceaux, les applications du type f : x @ (x) À où À est un vecteur fixe de 

F et @ une application monotone de 7 dans R, ainsi que leurs combinaisons 

linéaires. 

On désigne par R (1, F) l'espace vectoriel des applications réglées de 7 dans F. 

a) Montrer que si (f,),-.n St une suite d'applications réglées de 7 dans F 

convergeant uniformément vers f : 1 — F, alors f est réglée. 

b) Montrer que si 1 est compact et f réglée de 7 dans F, alors f est bornée. Par 

quelle propriété topologique se traduit le a) dans ce cas? 

c) D'après le a), toute limite uniforme d'une suite d'applications en escalier de / 

dans F est une fonction réglée. 
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c-1) Réciproquement, si / = [a, b] est un segment (a < b), montrer que toute 

application réglée f de 7 dans F est limite uniforme d'une suite d'applications en 

escalier. 

Indication: soit E l'espace vectoriel des applications en escalier de [a, b] dans R. 

On définit pour x e [a, b] o(x, f) = Inf ( Sup_ If GO) -g GI. 
geE yelax] 

Montrer que pour tout € > O, l'ensemble des x de [a, b] tel que @ (x, f) < e est 

[a, b] tout entier. 

c-2) Par quelle propriété topologique se traduit le résultat du c-1)? 

B - Séries de fonctions 

Les théorèmes vus pour les suites de fonctions s'appliquent bien entendu aux séries 

de fonctions. C'est ainsi que par exemple sous réserve de convergence de la série et de 

convergence uniforme de la série des dérivées, on peut dériver une série de fonctions 

terme à terme. 

On dit qu'une série de fonctions Ÿ, u, d'un ensemble X dans un Banach F est 

normalement convergente si chaque u, est bornée et si la série À lu,ll est 

convergente avec llu,ll. = Sup lu, Il. Une série normalement convergente est 
XE 

uniformément convergente. 

Une autre technique utile pour l'étude de la convergence uniforme des séries de 

fonctions est la transformation d'Abel qui permet de majorer un paquet de Cauchy de 

manière uniforme si les majorations initiales le sont. Nous détaillerons les diverses 

transformations d'Abel dans les exercices qui les utiliseront. 

B-1 Études de convergence et d'équivalents. 

Pour les fonctions ci-dessous, définies par une série, étudier l'ensemble de 

définition, la continuité, la dérivabilité et donner éventuellement les limites ou 

équivalents demandés. 
co 

a) » CWY. Equivalent quand x — +. 
n=0 RCE 

co 

b)YGx)= Y — À Etudier la convergence normale et la conver- 
n=1n+(n-n)) 

gence uniforme sur R entier. Trouver la limite quand x — +, 

Ce en 3 s ee 
CHAOS 2 "3 : Etudier la dérivabilité au point 0 et déterminer un 

n= n 

équivalent simple au voisinage de +co. 
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- 2 2 
df&x)=> EUX) 2x E(nx%) , Déterminer les points de 

n=1 n?(n+1) 
continuité de l'application f. 

co 

dfX=}Y 
n=1 

+ Trouver la limite et un équivalent lorsque x — 0 (on 
Te 

Co 

1nX 
pourra introduire la fonction g définie par g (x) = D: a , et utiliser son calcul 

n=1 

proposé au B-2a)). 

B-2 Calcul de la somme d'une série de fonctions. 

Calculer la somme des séries définies ci-dessous: 
co u 1 

Inx 

a) > — , en utilisant 1- \ tn] dr. 
n=1 n n 0 

b) 2. 2"th G } en introduisant une primitive de la fonction de À. 
n=0 

B-3 Étude des fonctions de Riemann. 

= _qyn+l 
On considère les deux fonctions & (x) = > + etat) D CDR , de la 

n=1l ñn n=1 n 

variable réelle x. 

a) Déterminer l'ensemble de définition de & et «& et étudier la continuité et la 

dérivabilité. 

b) Etablir pour x >,1 une relation entre & (x)et & (x). En déduire un équivalent 

de € (x) lorsque x — Te 

c) Calculer lim © (x). 
x—0 
x0 

Indication: en groupant par 2 les termes de & (x), on déterminera un encadrement 

de 26e 
Ê&X+1) 

d) Par un autre groupement de termes, montrer qu'on a : 

VreR*'”*: 5 GO [ 
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B-4 

B-5 

SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Séries de Dirichlet. 

Etant donnée une suite (a, de nombres complexes , on lui associe la série 
neN* 

de fonctions » u, (z), avec u, (2) = “ , appelée série de Dirichlet de la variable 
n 

complexe z. 

a) On suppose donné un nombre complexe b tel que À w, (b) est convergente. 

En employant la transformation d'Abel sur les restes (voir notre livre Analyse 

topologie et séries $ III-A), montrer que pour tout @ dans l'intervalle ]O, SL la 

série D, u n () est uniformément convergente dans l'ensemble D, (b) des z 

vérifiant les conditions: 
Re (2) 2 b 

_0< Arg(z-b)<6 

b) Montrer qu'il existe Ge R tel que: 

1) pour Re (2) > ©, > u, (z) converge, 

ii) pour Re (z) < 6, Ÿ u, (z) diverge. 

© s'appelle l'abscisse de convergence de Ÿ u, , et sera noté OC. (a). On définira de 

même l'abscisse de convergence absolue, ©, (lal). 

On suppose dans toute la suite que ©, (a) < +, donc qu'il existe un b réel tel 

que > u, (b) converge. 
co 

c) Montrer que l'application f : z- >. u, @) est continue dans le demi-plan 
n=1 

ouvert D (6, (a)), ensemble des z tels que Re (2) > ©. (a). 

d) Démontrer la double inégalité ©, (a) < ©, (lal) < ©, (a) + 1, et prouver par 

un exemple que chacune des deux inégalités peut être une égalité. 

La fonction de Weierstrass. * 

On considère b un entier multiple de‘4 et au moins égal à 12. 
co 

On pose f (x) = > 27% cos (Rb x). 
0 n= 

a) Montrer que f est une application continue sur R. 

b) On pose g (y) = max (Icos (-y + x) — cos yl, lcos (-y + 7/2) - cos yl). 

Calculer le minimum c de g sur R, et vérifier que 2 é + À < 12: 

c)Pourpe NetxeR, onnote: . 

Cp @)=bP(FX+bP)-f(x)) 

BL = 260 (ffx+ 2-10), 
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Montrer que Jin (max (a, (x), b, (x))) = +. 

En déduire que f n'est dérivable en aucun point de R. 

B-6 Procédé de sommation de Riemann. 

sin? x. 
Soit p :R—R continue, définie pour x # 0 par @ (x) = 5 

ï 

Soit par ailleurs, une suite complexe (œ,)._ telle que À @, converge. 
neN 

On pose u, (f) = &, p (nt) pour tout f réel. 
+00 

a) Montrer que @ est de classe C1 et que [ lo' (fl drest convergente. 
0 

b) Montrer que pour tout t réel, > u,, (ë) est convergente. 

On pose alors U (r) = >», u, (t). 
n=1 

c) On définit r, = >, œ puis €, = Sup (Iryl). 
k=n En 

Montrer, en utilisant une transformation d'Abel que: 
co ES 

D & © <fi + J CHOC }er 
0 k=n 

En déduire que l'application U est continue. 

B-7 Zéros des fonctions C®°. 

Pour une application bornée de R dans R, ll, = Sup If 
X 

a) On considère deux points a et b de R, avec a < b, et on définit la fonction 

fab de R dans R par: 

x > 1 
pour x € ia, b[, f,,p (x) = exp Ce Gen ) 

pour x € Ja, b[, {ab (D=0 

Montrer que f, pb est de classe C®. 

b) Montrer que si {2 est un ouvert non vide de R, il existe deux suites (a,) et 

(b,) de réels vérifiant a, < b, pour tout n et telles que 2= ee las 
ne 

c) Avec les notations des parties a) et b), on pose maintenant f, =f4, bu 

La fonction f, étant à support compact et C”, a toutes ses dérivées bornées. 
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co 

: 1 On pose alors @, = 2" QE, I OI., puis f &) = 2 _ În ©. 
n=1 

Montrer que f est une application de classe C*° de R dans R et que F est 

l'ensemble des zéros de f. 

Aïnsi, tout fermé de R est l'ensemble des zéros d'une fonction de classe C®°. 

(Théorème de Whitney en dimension 1). 

C - Contexte topologique 

On peut munir divers espaces vectoriels de fonctions d'une structure d'espace normé 

grâce à la norme de la convergence uniforme ||f|l. = Sup ILf GII. C'est le cas de 
XE 

B (X, F) espace vectoriel des fonctions bornées de X dans l'espace de Banach F, ou de 

C(X, F) espace des applications continues de X dans F si X est compact. 

L'utilisation de la compacité est d'ailleurs un des ressorts principaux des exercices 

suivants qui tournent tous autour de la notion de convergence uniforme. 

C-1 Suite de rang fini dans C (K, R). 

Soit À un espace métrique compact, et E = C (K, R) l'espace vectoriel des 

applications continues de X dans R, muni de la somme de la convergence 
uniforme: llfl = Sup If). 

XE 

Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie p et (f,)._,, une suite 
neN 

d'éléments de F convergeant simplement vers un élément f de E. 

Montrer que f est dans F et que la convergence est uniforme. 

Indication: on montrera d'abord l'existence de deux p-uplets (x1;, x, …, Xp) e KP 

et (P1; Pr, …, Pp) e FP tels que pour tous i'et j dans [1, p}, ; (xÿ) = dj. 

C-2 Propriété de Dini généralisée. 

On considère un espace métrique compact X, ( une suite d'applications neN 

continues de X dans C, et f une application continue de X dans C telles que: 

1) la suite (f,) converge simplement vers f, 

W1K>0VijeN,Vrex,lf,;-FQI<Kf@-f I 
Montrer que la convergence est uniforme. 
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Application: (premier théorème de Dini) si (f,) est une suite croissante 

d'applications continues de X dans R convergeant simplement vers f continue, 

alors la convergence est uniforme. 

Suites équicontinues. 

Soit X un espace métrique compact et E l'espace vectoriel des applications 

continues de K dans C, normé par la norme uniforme: Ilfil = Sup If GI. 
XE 

On dit qu'une partie F de E est équicontinue si: 

Ve>0,31a>0VGyek?2VfeF,(d&,»<a=lf@-foll<e). 

a) On considère une suite d'application (f,),- A éléments de E, telle que 

(f,; n e N} est équicontinu et convergeant simplement vers f. Montrer que la 

convergence est uniforme (Arzela). 

b) Soit À une partie de K, dense dans K. On suppose que la suite (,),-n 

d'éléments de E est équicontinue et converge simplement sur À vers une applica- 

tion f de À dans C. 

Montrer que f peut se prolonger par continuité en une application de K dans C 

et que (f,) converge uniformément vers f. 

c) Dans cette question, on prend pour K un segment [a, b] de R (a < b), et on 

considère une partie F de E fermée et bornée. 

Montrer que pour que F soit une partie compacte, il faut et il suffit qu'elle soit 

équicontinue. 

Indication pour la condition suffisante: on pourra montrer que de toute suite 

d'éléments de F on peut extraire une suite convergeant simplement dans 

[a, b] N Q par le biais d'un procédé diagonal (voir l'exercice I.B.4 de notre livre 

"Analyse topologie et séries") 

d) Soit E et F deux espaces vectoriels normés, tels que E est de dimension 

finie. La norme naturelle dans Z (E, F) sera notée IIlAll = Sup If GI. 

Soit par ailleurs, f une application linéaire de E dans F, et A une partie de E 

dense dans £. 

On considère une suite (f,),_ y d'applications linéaires de E dans F vérifiant: 
neN 

)Vxe À,f, à —fQ), 
n—>0 

i)3MER*;,VnenN,lfii SM. 

Montrer que (f,) converge vers f dans £ (E, F) (i.e. If fl CE 0). 
n—>o 
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C-4 

SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Suites de fonctions convexes. 

On considère une suite (f,) de fonctions convexes continues définies sur un 

intervalle 7 de R et convergeant simplement vers une application f continue. 

a) Montrer que f est convexe. 

b) On suppose I ouvert, et on considère un segment [a, b] inclus dans L. 

Montrer qu'il existe X > 0 tel que, pour tout n entier, la restriction de f, à [a, b] 

est K-Lipschitzienne. En utilisant l'exercice C-3, montrer que la suite (f,) 

converge vers f uniformément sur tout compact. 

c) On suppose maintenant I = [a, b] compact. 

c-1) Soit @ une application convexe continue de Z dans R et € un réel > O. 

Montrer qu'il existe une application convexe y de R dans R telle que 

Sup lpa-YyQS<E. 

Dans quel cas peut-on prolonger @ en une application convexe sur R ? 

c-2) Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f. 

d) Si I est un intervalle quelconque de R, montrer que (f,) converge vers f 

uniformément sur tout compact. 

Convergence diagonale. 

Soit X un espace métrique compact et (f,) une suite d'applications neN 

continues de X dans KR. 

a) Montrer que si (f,) converge uniformément vers une application f : X —R, 

alors pour tout x de X et toute suite (x,) convergeant vers x, la suite He10r,) 

converge vers f (x). 

Montrer que si l'on suppose seulement la convergence simple de fn) vers f, ce 

résultat peut tomber en défaut. 

b) Réciproquement, on suppose que pour toute suite Xn),en COnvergente de 

X N la suite (f, (x,)),. est convergente. neN 

Montrer que la suite (f,) est uniformément convergente. 

Indication: si Me Se x on posera f (x) = lim f, (x,) et on montrera d'abord que f 

est continue. 
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C-6 Extension d'une fonction continue sur un fermé. 

On considère un espace métrique (E, d). 

a) Soit À et B deux fermés de E disjoints. On définit f1 p : E— R par: 

d (x, À) Vxe E, fig &)= dx, A)+d@&,B) 
Montrer que l'on définit ainsi une application continue de E dans [0, 1] vérifiant: 

CAR ARR ESS 

Apm=lexes. 
b) Soit F un fermé de E et f une application continue de F dans [0, 1]. On se 

propose de démontrer qu'il existe une application f de E dans [0, 1] continue 

prolongeant f (lemme d'extension de Tietze). 

b-1) Montrer qu'il existe f] : E — [0, 1/3] continue telle que: 

f Go =1/3 sixe Fetf(x) > 2/3 

1@=0 sixe Fetf(x)<1/3. 

Pour xe F, on pose g, (x) = f(x) — fi &). 

Montrer que pour tout x de F,0 < g] (x) < 2/3. 

b-2) Montrer que l'on peut définir deux suites (f,),-n €t (gn),en de fonctions 

continues définies Se sur É et sur F et vérifiant: 

DVxe E,f, @) € [0 3 (6 : 

ii) f, © =0sixe Fetg, 102 > (7 

li) fn (X) = EE sixeFetsz, 10) : (Ÿ 

iv Vxe F,8n © =f@)- ÿ fi @, 

v)Vxe F,0 $8 (x) (5) 

b-3) On pose f (x) = > f, @). Montrer qu'on définit bien ainsi une application 
n=1 

continue de E dans [0, 1], prolongeant f. 

c) Montrer que le résultat du b) est encore vrai pour une application continue g 

de F dans R non nécessairement bornée. 

Indication: composer g avec une application convenable et remarquer dans b-3) 

que fe {(0,1}=xer. 
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C-7 Une caractérisation des espaces compacts. 

Soit (E, d) un espace métrique. On se propose de démontrer le critère de 

compacité suivant (Hewitt): 

E est compact ssi toute application continue de E dans R est bornée. 

Pour montrer la condition suffisante (la condition nécessaire étant un théorème du 

cours), on suppose £E non compact. 

a) Montrer qu'il existe dans E N une suite (an), nv telle que À = {a,; ne N} 

est fermé, et une application f de À dans R non bornée et continue. 

b) En utilisant le lemme d'extension de Tietze (exercice C-6) montrer qu'on 

peut prolonger continâment f à E et conclure. 

D - Approximation des fonctions continues 

Les exercices présentés ici ont pour but de familiariser le lecteur à diverses 

approximations d'applications continues par des applications plus régulières et à 

diverses techniques pour obtenir ces approximations. On ne s'étonnera donc pas que le 

théorème d'approximation de Weierstrass puisse être obtenu par différents détours, 

puisque c'est la propriété essentielle. 

La “version trigonométrique" sera développée dans le chapitre consacré aux séries 

de Fourier (exercice III C-3) 

D-1 Approximations de |x|. 

I s'agit d'exhiber, par différentes méthodes, une suite de polynômes 

convergeant sur l'intervalle [-1, 1] uniformément vers f: x lxl. 

a) Etudier la suite de polynômes (P,) définie par: 

Po =0 etpourne N,xe R: 
1 Pau = Pr + > (x PQ). 

Donner la limite simple sur [0, 1] et montrer que la convergence est uniforme. 

Conclure. 

b) À partir du développement en série de Fourier de la fonction £ 
2r-périodique qui vaut xl sur [-x, x] (voir l'exercice III A-2), définir une suite de 

polynômes convergeant uniformément vers f sur [-1, 1]. 

c) On écrit le développement en série entière de la fonction gx \1+x. 
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Montrer qu'il y a convergence normale de la série de Taylor de g sur tout le 

segment [—1, 1]. 

Définir alors, à partir de ce développement en série entière, une suite de 

polynômes convergeant uniformément vers f sur [-1, 1]. 

D-2 Approximation par des fonctions polynômes. 

Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans € muni de la 

norme uniforme, et f un élément de E. 

a) Montrer que pour tout € > 0, il existe une application continue affine par 

morceaux g telle que: 

lg — fl = | _ |< €. EEE @O-fOSE 

b) Pour a € R on désigne par ®, l'application x lx — al. 

Montrer que (@u),e [0,1] ©St une famille génératrice de l'ensemble des 

applications continues affines par morceaux de [0, 1] dans C. 

c) En utilisant le résultat démontré dans l'exercice D-1, montrer que pour tout 

e > 0, il existe une fonction polynôme P telle que If PI< €. 

d) En déduire le théorème d'approximation de Weierstrass: 

"Toute application continue définie sur un compact de R est limite uniforme d'une 

suite de polynômes". 

(On pourra utiliser l'exercice C-6). 

D-3 Approximation par convolution. 

Soit une suite (Er), EN d'applications continues de R dans R*, telles que: 

i) chaque , est nulle hors de l'intervalle [-1, 11, 
+00 

1i) @, (®) dt = 1 pour tout n, 

ii) pour tout Ô > 0, Sup Pn À) es 0. 

Soit f une application continue de R dans C. On définit la suite fy),eN 

d'applications de R dans C par: 
+00 +00 

fn œ= [ FO ph &-0 dt = | FQ&— 0 Pr © dr. 



24 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

a) Montrer que la suite (f,) converge simplement vers f, uniformément sur tout 

compact. 

b) Montrer que si les @, sont de classe C”, il en est de même des f,.. 

c) On considère l'application g de R dans R définie par: 

£ (X)= el/@2-1) pourxe [-1,1] 

g (x) = 0 pour xl > 1. 
1 

Montrer que g est de classe C®. On pose a = g (6) df , puis pour tout x réel 
—] 

Pn = 2 (Rx). 

Montrer que la suite @, vérifie les conditions posées au début de l'énoncé. 

En déduire que toute application continue de R dans C est limite d'une suite de 

fonctions de classe C”, la convergence étant uniforme sur tout compact. 

D-4 Le théorème de Weierstrass par la méthode de Landau. 

On considère une application f continue de R dans C et nulle hors de 

l'intervalle 3; 5] 

1 

On pose a, a {-x2) dx, puis on définit la suite @, : R —R par: 
sf 

pour -1l <x<1 er 
Pr (x) = TU 

Pr À) = 0 pour Ixl > 1. 
+00 

On pose ensuite f, (x) =] f(x —r) @, (0) dr , pour tout x réel. 

a) En utilisant D-3, montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f. 

b) En déduire une nouvelle démonstration du théorème d'approximation de 

Weierstrass (exercice D-2). 

c) Montrer que si f est une application continue de R dans C il existe une suite 
(Pr'yen de polynômes convergeant vers.f, uniformément sur tout compact. 

Que peut-on dire de f si la convergence est uniforme sur R tout entier? 

D-S Approximation de Laguerre. 

N 
Ke 

a) On pose fy (x) = e-2* - ex > CT, pour N € N'etxeR. 
FUN 

Montrer que lfyl a un maximum sur ]0, +c.[ obtenu pour x = x, et calculer en 

fonction de N et xy ce maximum. 
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nn 

En utilisant la formule de Stirling (im (ee } V27r } montrer qu'il 
n—>o ! 

existe un réel K > 0 tel que pour tout x 2 0, on a lfy (I < _ , pour tout N de N°. 

b) On se propose de démontrer par récurrence la propriété (P,) 

"Va>0,Ve>0,3PER[X]: Sup k#%-_e-&Pp(ils<e" 
XxE [0,+ce[ 

b-1) Vérifier (P,) et (P)). 

b-2) On suppose (,) vraie, et on fixe un réel € > 0. 

Montrer qu'il existe Q € R [X], tel que: 

Sup k-W+1Xx_e-n2e-20 (x) < 
xe [0,+c0[ 2 

et qu'il existe R € R [X] tel que: 

Sup _k-GW+IX_ex 0 (GR (SE. 
XE [0,+c0[ 

b-3) Conclure que (P,) est vraie pour tout n de N*. 

c) Soit f une application continue de [0, +ce[ dans R telle que lim f(x) =0et 
X—>+00 

un réel & > 0. 

Montrer qu'il existe une suite de polynômes (P,) telle que la suite de fonctions 
us . 2 + 

x e7% P, (x) converge uniformément vers f sur R'. 

Indication: on pourra poser @ (rt) =f F 1 In à pour t€ ]0, 1], et montrer qu'il 
a 

existe Q € R [X] tel que SP lbh-1QUI<E. 

D-6 Approximation par une série entière universelle. 

Note: cet exercice utilise le théorème d'approximation de Weierstrass (voir D-4) . 

a) On considère une application f continue de [0, 1] dans R telle que f (0) = 0. 

Soit m un entier et € un réel > 0. Montrer qu'il existe un polynôme non nul P de 

Q [X] tel que: 

AVR ENO Tr OO = LePONSE 

b) L'ensemble P,y des polynômes de QIX] s'annulant en O étant dénombrable, 

on définit une bijection n + P, de N° sur Ph telle que P} #0. 

b-1) Montrer qu'il existe une suite (Q,) EN de polynômes dans Po de degrés 

respectifs strictement croissants, tels que: 

ii) V n2>2, val (Q,) > deg (Q, 1), 

n 

ii) Vxe [0,1] Vne N°, Po 2 oo) | < 1 
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b-2) Montrer qu'il existe une série entière » a, x" à coefficients rationnels et 
n>1 

e . . . * e A 

une injection croissante de N° dans lui-même telles que: 

5 Ph @&)- ax 
k=1 

1. 
n 

Vxe [0,1], < 

c) Montrer que pour toute f continue de [0, 1] dans R et s'annulant en O, il 

existe une injection croissante y de N° dans lui-même telle qu'en posant: 

1) 

s axÀ etpourn2? 1, 
k=1 

y(n+1) 

u@= À» æxé, 
k=y(n)+1 

la série de polynômes » u, converge uniformément vers f sur [0, 1]. 

Quel est le rayon de convergence de la série À ax? 

On a démontré un résultat dû à Mazurkiewicz par la méthode de Sierpinsky: 

« Il existe une série entière universelle Y an x” à coefficients rationnels telle 
n>1 

que pour toute application continue f de [0, 1] dans R s'annulant en O, il existe un 

groupement des termes de la série entière donnant une série de fonctions qui 

converge uniformément vers f sur [0, 1]. » 

D-7 Méthode de Korovkine et polynômes de Bernstein. 

On désigne par E l'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dansR, 

normé par la norme uniforme |lfl = Sup If Go. 
x€ [0,1] 

On dit qu'une application linéaire T de E dans E est positive, si pour toute f de 

E à valeurs dans R*, T (f) est également à valeurs positives. 

On définit les applications monômes (ep), en Par: 

Ep @)=x? pourxe [0,1]. 

a) Soit f un élément de E et € > 0. Justifier l'existence d'un 6> 0 tel que: 

VGye OP Fo-roi<e+ LT @-m2 
b) On considère une suite (T,) d'applications linéaires positives de E dans neN 

E, vérifiant pour i=0,1,et2, lim IT, (e)—e;ll =0. 
n—>0o 

Déduire du a) que si x et y sont dans [0, 1] et fdans E, pour tout e > O, on a: 

IT, PDA-FOT, (eo) XI 

£ 8 Th (ep) + D (Ta 2) (9 —2y Ta (en) @ +27, (Co) @) 



Montrer alors pour tout y de [0, 1], l'inégalité: 

(Ta (e2) ©) — 27 Ta (e1) @) + y ? Ta (e0) OI 
SIT, (e2) — el + 2 UT, (e1) — e1ll + IT, (eo) — eoll. 

En déduire que pour toute f de E, lim IT, fl = 0. 

n 

c) On définit T,, (9 @)= À C* f( ÿ ki x. 
k=0 ds 

Montrer que les T, vérifient les conditions du b) et en déduire que (T, (f)) suite 

des polynômes de Bernstein de f converge uniformément vers f. 
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Solutions 

A - Convergence simple et uniforme 

A-1 Etude de convergence: 

a) Etudions d'abord la convergence simple. 

LE 
Vn 

Pour n assez grand, < 3 et cos KA est strictement positif. On peut écrire 
n 

alors: : 

fi @=e In(cosx /Vn) 

2 . : x X X CE 
Or, quand n tend vers l'infini, nIn{cos — |- n {cos = -1}--—: Ainsi: 

lim f, (x) = e*7/2 
n—0 

: ë x Il n'y a pas convergence uniforme puisque pour x, = 2rnVn, cos = 1, alors que 
n 

. : 2 
lim (x,)=+ et lim e*72=0. 
neo n—>+c0 

Il y a en revanche, convergence uniforme sur tout compact de R. 

2 
Choisissons en effet À > 0, puis np > LA , de telle sorte que pour n 2 np, etx <A, 

EPST donc cos >0 à În @&) =e” In(cosx Nn) 
n \n|°2 \h 

L'application g, : x —> In (f, (x) 2) a pour dérivée 

g'h @) = Vn tan T +x=Vn CES? srA 

Comme pour u € [0, 5 tan uZu, 8, est décroissante (et négative puisque g, (0) = 0) 

on ait 

sur l'intervalle [0, A]. 

Final | = inalement SP, jen Go) = lg,(4) 

Comme g, (A) — 0, g, converge uniformément vers 0 sur l'intervalle [0, A]. 

Mais alors, toujours pour x dans [0, A], 

1, Go = 21 2 02 le8n® 2 11 < le, Gi <lg, (AN 
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puisque d'après l'inégalité des accroissements finis, pour u < 0, 

O<1-et + Sup uv = lil. 
xe [u,0] 

On en déduit (par considération de parité) que la suite (f,) converge vers sa limite 

uniformément sur [—-A, A]. 

ne (n2x4+1 

ses variations sur l'intervalle [O, +oof. 

f', (x)= 2n (n 2x4 +1)—8n 3x 4 _ 2n(1 nn 

6 (n2x4+1ÿ (n2x4+1ÿ 
La fonction f, qui vaut 0 en O0 et tend vers O0 en +, est donc maximale en 
RU 1/4 1 

M (5) “3 
2n e 33/4 n 

Pie he 

b) Pour x fixé dans R, lim be de 0. La fonction f, étant impaire, étudions 

Ce maximum vaut et tend vers + quand n tend vers l'infini. 

Il n'y a pas convergence uniforme dans R. On peut montrer néanmoins qu'il y a 

convergence uniforme sur tout [®, +c[ pour & > 0. 

Allure des f,: 

0 

c) On a f, (0) = 0 et pour x > 0, f, @T 2 , donc la suite (f,) converge 

simplement vers 0. 

Mais pour n x = 1, f, É E m2 ne tend pas vers 0, et il n'y a pas convergence 

uniforme sur R*. 
In (1+u) 

Etudions les variations de g (u) = Pa 

g'(u)= / (1-In(1+u)) <0 pouru>e-1. 
(1 + u)? 

Considérons alors & > 0. 

Pour nef }+ 1, n>np etxe [@, +, ona f, GX) <j, (@). 
œ 

Il y a donc convergence uniforme sur [@, +c[ pour tout à > 0. 
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d) On af, (0) =0 et pour x > 0 fixé, il existe un rang no à partir duquel: 

L ssl seen "TR p x 

Conclusion: la suite (f, (x)) converge simplement vers — x. 

Y a-t-il convergence uniforme? 

Posons g, (x) = f, (0) + x = Lh (n x), avec: 

h(u)=u pour0O<u=<1 

h (u) = Eu siu<0 ou u>1 
is 4 

Comme lim h (u) =0 et lim h (u) = 1, l'application h est continue sur R. De plus: 
u—0 u—1 

2 1 =] 18 1 E\ FI d: h (u) = I l ; ut de ()) 3 
0 — 

U Qu? G 2 ) 

L'application h est donc bornée sur KR et si Sup lk @l= a, 
XE 

VxeR, lg, @I= : la (nxl< . 

(gn) converge uniformément vers 0, et la suite (f,) est uniformément convergente. 

A-2 Irrationnalité de x? : 
X X 

a) U] @= J'rsin tdt =—-[tcos a + eos r =—XCOSX+sinx de même 

X 

Un œ= | (22 cost +t sin r) dt = x 2 sin x — 3x cos x + 3sin x. 
0 

Supposons que pour tout &, k < n, uy (X) peut s'écrire: 

ug @) = PL & 2) sin x + x Q@X 2) cos x , relation vérifiée par les fonctions up, 41 et w. 

Nous pouvons alors montrer que u, s'exprime sous la même forme, en constatant que: 

X X 

L, 1 2n+1 sin r dr = x 21 cos x + (2n + 1) J 128 cos t dt 
0 0 
X X 

reel 12 cost dt = x 2" sin x2n | PSN r dr. 
0 0 

Les polynômes P, et Q, sont à coefficients entiers, et ont pour degrés respectifs: 

deg (P,)=E G} et deg (0,)=E fe 1} 
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b) lup I < 1 pour tout x. 
2 

En majorant l'intégrale définissant w1, on obtient luy (x)l < . pour tout x, et, par le 

même procédé, il vient : 

Vn,Vx, lu, IS HE Gr 

Donc, pour tout x, la suite (u, (x)) tend vers 0. 

La suite des fonctions (u,) converge simplement vers la fonction nulle, et cette 

convergence est uniforme sur tout compact. 

c) Nous constatons que, pour tout x, 2 (x) = 3u (x) -x 2 Up (x). 

Supposons, que pour une valeur donnée de n, Un+1 () = (2n + 1)u, (x) -x 2 H,- 10). 

et calculons u,,,2 (x) à l'aide de cette relation : 
X X 

Un+2 (0) = f: Un+1 (O d =(2n+1)u,;1 à) - f: 3 Uh_1 ©) dr 

et puisque u, est une primitive de la fonction : x x u,_1 (x): 
X X 

f: 3 u,_1 O d =[r2 Un @]o- [2 un (0) dt =—2u,,1 ) +x2u, (x). 

La relation u,,,1 (x) = (2n + 1)u, (x) -x 2 u,,_1 (x) est donc vraie pour tout n. 

d) En dérivant cette dernière relation, on obtient : 

until @)=(2n+1)u,(x)-2xu, 1 @-x2u, 1 © =xu, (x), 

ce qui peut également s'écrire : 

un @) = (2n + 1) u,_1 (x) — 2u,_1 (x) -x u'h_1 X), 

d'où, en dérivant à nouveau : 

Un @=Qn-1)u', 1 x) -u' y 1 D -xu", 1) =xu, 1 D. 

On en déduit donc l'équation différentielle vérifiée par la fonction u, : 

xu",-2nu'h+xun=t{ 

2 
e) Pour tout n, u, G je n É ) 

Si x? est rationnel, T- SE est aussi rationnel. Posons = FA 

TZ 
Alors la suite (a” 1h e 3 4) Jest une suite d'entiers tendant vers 0 d'après l'inégalité de 

la question (b). 

rZ . 

Donc P 1E 4 ue est nul à partir d'un certain rang, ainsi que uw, G) et, d'aprés la relation 

de la question (c), u, G}s nul pour tout n. Or, u] Ge pas nul. 
2 

Donc x? est irrationnel. 



32 | SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

A-3 Étude de l'exponentielle comme limite: 

C k 
a) On peut développer f, (2) = » és — 

k=0 n 

k e 

Posons alors uy (n, z) = é = pour tout k € N, avec la convention habituelle Ce? = 0 
n 

co K 

our k > n, de sorte que f, (z) = >» ug (n, z) = lim >. ug (n, 2). P ; que fn 2, Pr AL 

i) Si nous considérons z fixé dans C, nous pouvons écrire pour k < n, 

k ne Dates Da ei 
A 

et cette majoration reste valable pour k > n puisqu'alors uy (n, z) est nul. 

n(n—-1)..(n-k+1) 

n 

La série » uy (n, 2) est donc normalement convergente par rapport à n, et on a: 
CO 

zk 
lim 2 Jn (z) = > En uy (n, z) = LE =. 

De plus li = 1, J PRE eplus lim ug (n, z) ET 

ii) Considérons À un réel > 0 et D le disque fermé de centre 0 et de rayon À. 

Soit E l'espace vectoriel des applications continues de D dans € normé par la "norme 

sup": lIAl = Sup If (2). 

Montrons que la suite f, converge vers la fonction exponentielle dans l'espace 

vectoriel normé E. 

Il suffit de reprendre la démonstration précédente: 
A# 

- Iluy (n, JW < . montre la convergence normale dans E de la série À uy (n, .). 

k 
- Si y désigne la fonction z _ , le théorème de la double limite, valable dans 

l'espace complet E , donne: 

lim f, = > Jim Ug (n, > Py = EXP. 
n—0 

La convergence de la suite (f,) vers la fonction exponentielle est donc uniforme sur 

D, et donc sur tout compact de C. 

b) Pour x fixé, considérons l'application , définie par: 

O<t<x, p O=0 

HALL Gate) 
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Elle est croissante car, pour t > x, 

& (n(@ @) = À (en (i- F)}=m(1- y £., - 
L= 

EE 
t EX 

RON Nils = mu 
draps NÉS) PAT) ar (re 

La dérivée est décroissante jusqu'à 0 (quand t —> +) donc positive et @, est croissante 

sur [x, +c[. La suite g, converge donc en croissant vers g. 

Montrons que la convergence est uniforme. 

Pour € > 0 fixé, on peut choisir À > 0 tel que e-À <£ et alors, pour x > A et pour tout n 

entier, n2X, 0<ex*- ( — - ik <eX*<eA<eg, donc pour tout n entier, 

O£g(x-g8, QE. 

Mais on sait d'après a) que g, converge uniformément vers g sur [0, A]. Il existe donc N 

tel que pour n 2 N, 

0 <g(x)-g, (x) <E pour tout x de [0, A] donc finalement pour tout x > 0. 

c) On observe d'abord que g, est de classe C-1 sur R*, donc aussi 9,. 

Pour x dans [0, #] @, (x) = e*- ER et peer + (1 ENT est du 

signe de y, (x) = (7 — 1) In ( — o À x (croissance du logarithme). 

n—1 1 — 
Mais y, (x) =— à +T= Z ce qui donne le tableau de variations suivant: 

EX REX 

Les croissances indiquées sur ce tableau de variation étant strictes, @, a un unique 

maximum y, obtenu pour x, racine de l'équation y, (x) = 0. 
7 

De LL CE 
Il | = | le 

SI 
+ 

Se 
+ Se + © 

PES D 7 
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Pour x fixé > O, à partir d'un certain rang on a: 

six<2, W, (x)>0, donc x<x, 

six>2, W, (x) <0, donc x>x, 

On en déduit que lim (x,) = 2. Posons alors x, = 2 + @&,, de sorte que Am? O, et 
n—>0o 17e 

écrivons que Y, (x,) = 0. 

_ 2 Un \%% (n Din(1 = 2 = 2-4 
2 

_Ln(L2_On_ 2 _20_ y _ 8 MN 37 (n D RE ETES A CE) 2-4, 

: ND OP ST CR 2-4 Den 2 Meet a 0e 

LR, 
soit en simplifiant et en multipliant par n, — &, — DT Rat 00 fs 0. 

On en déduit &, -— +, soit: 

n Ing 1 
Fa 2 nt 0) 

Pour trouver un équivalent de y, écrivons: 

Yn = Ph (X) = EXP (— Xh) So exp{n In É — 

: Sono he Lee 2 a 1) age (mn) ca (el : LE she) 

on) 2. 27 L\, = Fr 1 roi 

Finalement: 

A-4 Développements Eulériens: 

; ei _ ei : ZONES CS PR ; 
a) De sin z = 5 et lim ( + ” =e? on déduit sin z = lim P, (2), avec 

1 n n—>0o n—>0co 

1z 2n+1 1z Qn+1 

(Si 2net) “een 

FO à 
Factorisons dans € [X] le polynôme P (X) = (1 + X)27+1 - (1- xXÿn+1 

Cherchons ses racines: 
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P()=08(1+z)22+1 = (1 7y2n#1 

=z#let En = | 
1-7 

On en tire: Ti = e2kr/Qn+1) E=Q 1,.,2n 

e2ik/2n+1) _ 
soit Z= ———— =;jtan e2kW/Qn+1) + ] 

KT 
Sul pour & = 0, 1,.., 2n. 

La réciproque est immédiate puisque la valeur 1 n'est pas atteinte. 

Comme P' (0) = 2 (2n + 1), on peut écrire en regroupant les racines opposées: 
n 

PS2 Ca DELL [LE EXT — 
k=1 tn? ( kT ) 

2n +1 

z? 

S 1 ou TR 
(2n + 1)“ tan Gi) 

b) Pour z fixé dans C considérons la suite de fonctions de la variable entière n: 
2 z 

22229 4 LT 
(2n + 1)< tan Ga + #1) 

u;(n)=0 pourk>n, de telle sorte que: 
K 

P,(G)=7]1] (ue ()) = Jim 2] 1 Qu n)). 
k=1 He cpl 

ug (n) =-— pourl<k<n 

Remarque: cet artifice permet de rendre indépendants les indices variables k et n. 

Montrons que lorsque K° — ce, la Eee vers P, (2) est uniforme par rapport à n. 

K+p 

2] Qu ) -2ÎT (1 y (n)) 
K+p 

<Izl Il (1 + luy (n)1) JA (1= um) 1 

K+ 

<Izl Il (1 + luy (n)l) Li I (1 + lug (n)l) — | 

Iz2 Iz2 <a [[ (1+ 12 [I (1 + 
if ( k?2 ;) il k2 ;) 

TH TI 

en utilisant pour la dernière étape: 

pourk>n. 
k k 2x2 

tan2 ET D pourk<n,et lu, &)l = 0<-5 3 SENS 

2n+1  (n+1 
1212 

k 2r2 
De la convergence de la série >. In F + |e* déduit celle du produit infini 

2 
El : + . 5 lé la convergence uniforme par rapport à n vers P, (2). 

T 
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En appliquant alors le théorème de la double limite, on obtient: 

sinz= lim P, (2) = an Jim (1 ug (n), soit: 

1 __ _æ(N) 1 < 
c) Ne D. pad » dh PET + an) à cause de 

ALU IE EE 
n=] | n 272 | 

l'imparité de la fonction rationnelle. 

On obtient en multipliant par z— n x et en remplaçant z par nn, 

ag (N) = 1 puis pour n = 1,2,..,N 

Be 
nT 179 He) 

1222, 130 Gr en 
more ET (n=1)(n-2) TTL 20 Nen) Genre D Chr D ON) 

(-1)2 (N !»2 = (_1y N(N-1).(N-n+1) 
 G+NIWN-n) (N+D(N+2).(N+n) 

1 1 2 2 2 Izl 
MU (Eesti) EL I) 

FEREZ SEPT Iz2-n2xÀ4 nn 

La convergence est uniforme par rapport à N. On peut appliquer encore une fois le 

théorème de la double limite et conclure puisque im an (N)=1. 
—00 

mais 

A-5 La fonction comme limite: 

a) Si nous considérons la suite g, définie au A-3.b, nous avons: 

| (1- mi dt = J 8n (2) dr. 
0 f 0 

Gardons en mémoire les propriétés: 

1) pour toutx 20, 0<g,(X)<e*=8g (x), 

ll) g, converge uniformément vers g sur R*, 
+00 

TE 7 à iii) l'intégrale | eŸ dt converge car pour 1 > 1,e-" <e-{. 
0 hs 

Pour £ > 0 fixé, on peut, d'après iii), trouver À > 0 tel que | eŸ dr< ; , puis un 
A 

N tel > Nimpli = eee Ne Ntelquen implique SE, lg 2) 28, xl < de telle sorte que: 
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eo 2 +00 A +00 2 

os [° et &- | 8n (2) dr <[ lg 2-28, (21 de +[ e! dr 
0 0 A 

EVE 
Se . 54 5 € 

\n p2\n 
Calculons alors J (a =) dt en posant 1 =Vn sin x. 

0 

ii 1 ss d=Vn fe Pl dx = \n AT >, donc ii » | JO ANS: D ? 

+oo 

b) SiT, (x) =f (i = A 2*-1 dr = J 8n ®1*-1 dr, pour tout £ > 0, il existe 
0 0 

+oo 

A>Otel que | etrxldr< Ë et alors, si y, = Sup, (g (D — 8, (6), 
A 2 LE 

A +co 

O<TG)-T,@S7y, J 121 dr + [ ets qe 
0 A 

< A, Éd pour n 2 N, puisque lim y, = 0. 
Si X n 2 F n—>co n 

Il ne reste plus qu'à calculer F, (x). 
1 

En posant = nu, l,(x)=n* J a —uÿ'u X1 du. 

1 

Si, (x) = [ (-uy'u*1 du, en intégrant par parties: 
0 

1 1 

I @ = au | + = L Guy lux ldu)= € In +1) 

: n(n=-1)2#1 

_x&+l).m+n-1) 
n'n* 

xa+D.c+n 

n ! 

D 
Finalement, F, (x) = 

dE n'n* 
FU) = Jim x(x+1l).(x+n) 

c) On peut écrire alors: 

Ron? = dm (rx Qi +» ( x 2) ( + )) 

n *=e xl exp e È RÉ 1 — Y+ €) Jeù yest la constante d'Euler 
2 

et lim (€,) = 0. 

n 

Etudions le produit infini À, = El F + : ee 
k=1 
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In an= > (M (SEE) GE) 
donc la suite À, est convergente. 

On peut donc écrire pour tout x > O, 

. = X 2 . . 
d) Rappelons que sin 7x = ax El F - 12 ) (voir exercice A-4). 

k=1 

Prenons x dans ]0, 1[, de telle sorte que: 

LE n*n! PE HORS EE A 
ne 1 n HE 2, 2 one dl LT y Re ne x (1x )(1 ns) f 3) 

= lim 
n—0o 

en 
On en déduit bien la formule des compléments: 

T(x) (A - x) = = 

A-6 Séries doubles: 

P Ù 4 5 co 

Si on pose f, (p) = D Uy y On peut écrire: fo Gp} < lux > lg = So 
k=0 k=0 k=0 

t 

On en déduit que la série }, Ja série de fonctions de la variable p est normalement 

convergente puisque > S est convergente. 

D'après le théorème de la double limite, énoncé en préambule, Les limites suivantes 

existent et sont égales: D 
LE means um Em) 
nee) 
PRPCUE= OM AUIEU 
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y 
qgP 

Application: xs 
p=2 

2 =D 2 CE = 2 1 converge, donc 

A-7 Fonctions réglées: 

a) Soita € 1 avec a > inf I. Montrons que f a une limite à gauche au point a (pour 

les limites à droite il suffirait de considérer les fonctions x > fn A). 

Désignons par g, (resp par g) la restriction de f, (resp f) à J = ]-c, a[ N 1. La suite 
(Gn), en COnverge uniformément vers g. 

De plus, pour tout ne N, g, (x) eut (a — 0). 

xEJI 

On peut alors appliquer le théorème de la double limite et existe donc: 

lim g (x) = lim f(x) = lim f, (a — O). 

re <a AO + 
L'application f a en tout point où cela a un sens une limite à droite et une limite à 

gauche donc est réglée. 

b) Soit f une application non bornée de [a, b] dans F. On peut alors définir une suite 

(x) de [a, b] telle que Ilf > +00, 
n—>c 

De la suite (x,) on peut extraire une suite convergente (y,) dont nous appelons x la 

limite. Comme Îf(y,)l—— + , pour n 2 N, y, # x, donc l'un des deux ensembles A 
n—>c 

ou Bavec A=fne N;y,<x} et B={ne N;7y,>x}, est infini. Supposons par 

exemple que À est infini. On peut extraire à nouveau une suite z, tendant vers x par 

valeurs strictement inférieures avec Ilf(z,)1—— +. 
n—0 

L'application f n'a alors pas de limite à gauche en x et donc n'est pas réglée, ce qui 

démontre la propriété par contraposition. 
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Si on se place dans l'espace vectoriel B ([a, b], F ) muni de la norme de la convergence 

uniforme (\fll = Sup, If GIP), la propriété démontrée se traduit par: 
XE |a 

R ([a, b], F) est un sous espace fermé de B ([a, b], F). 

c-1) i) Fixons donc € > 0 et désignons par A(€) l'ensemble des x e [a, b] tels que 

p (x, f) < €. Il est immédiat que À (€) est non vide car il contient a puisque @ (a, f) = 0 

(prendre pour g la constante f (a)). Par ailleurs, À (€) est un sous-intervalle de [a, b] car 

xe À (€) implique [a, x] € À (€) puisque l'application x @ (x, f) est croissante. 

Soit c = sup À (€). 

li) Montrons d'abord que c € À (E). 

C'est vrai sic=a.Sic > a, il existe & > 0 tel que œ<c—-aet: 

V xe Je-a, c[, If()-f(c-0)Il < €. 

Comme c-a@e À (€), il existe g, en escalier de [a, c—c] dans F tel que: 

sup, Fo g1 OI < €. 
xe [a,c— 

Si nous définissons g : [a,c]l-F Fa 

1) g C)=f(c) 
li) Vxe Jc-a, cf, g (x) =f(c—-0) 

iii) Vxe [a, ca], g (x) = g1 (x), 

nous aurons Sup If(x)-g (mil<e et ce À (e). 
xe [a,c] 

iii) Supposons c < b. Il existe alors Be ]0, b-cf tel que: 

Vxre Ie, c+B],llf(x)-f(c +0) <e. 

Si nous définissons alors g, : [a, c+f] — F par: 

)Vxe [a, c], g2 x) = 8 @X) 
ii) Vxe Jc, c+B], g2 (x) =f(c + 0), 

nous aurons immédiatement ne If (x) — go II <e doncc+Be À (€) ce qui 

contredit la définition de c. 

On a donc montré que sup À (€) =b et finalement que À LÉ [a, b] 

1v) Prenons alors une suite de £ tendant vers 0, par exemple eu ) d 
n+1l JreN 

1 . 

n+l 
Pour tout n e N il existe alors g, en escalier tel que Sup, If @) — g, OI < 

ye (a, 

La suite (g,) converge donc uniformément vers f. 

c-2) Si R ([a, b], F) est muni de la norme uniforme (|l\fl = Sup. If GI), L'espace € 
XE |[a, 

des fonctions en escalier est dense dans R ([a, b], F): 

ŒE =R ([a, b], F). 
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B - Séries de fonctions 

B-1 Études de convergence et d'équivalents: 

» , 7: ; 2. Y (—-1)" e. a) Pour x € Z, f (x) n'est pas définie. Pour x & Z-, la série Here est une série 

alternée à partir du rang m = E (— x) + 1. Comme le terme général tend vers 0 et décroît 
en valeur absolue, la série est convergente. 

L'application f est donc définie sur R\Z.. 
_q\n+1 

La série dérivée : 1) 52 est pour tout GE ]0, 1/2[, et Ne N normalement 
n+x 

convergente sur l'ensemble: 

An (@) = [-N+a, -N+1-0] L [-N+1+a, -N+2-01 ..U [-1+@, — a] L [@, +, 

car pour x € Ay (@), le terme général est en valeur absolue majoré par y avec: 

= 7 pourn<N 

1e lsx pourn>N 
(n- NY 

et la série À @, est convergente. 

La série dérivée étant normalement convergente sur tout À N (@), la fonction f y est 
de classe C1, et finalement f'est de classe C1 sur son ensemble de définition R \ Z”,et}y 

a pour dérivée f' (x
) = Y ee 

n=0 (n +x) 

Pour chercher un équivalent, regroupons les termes 2 à 2, 
1 L % 1 

2n+x 2n+1+x (n+xH)(2n+1+x 
co co 

1 A 1 

À On+0 On+2+ <f@= 2 On+9Ontir3 
Co 

D 
SC 0 rl + x) (2n EL + x) 

1V 1 1 
2 Dr B+21#) SAGE re 3 Etre 1+x SH ) 

1 
OT ED Sn 

On a donc lim f(x) =0 et: 
X—+00 

1 f@ + 7 
X—+00 

1 
D) Sup —  — 
cR n+ (n &-n))? 

entier (il y a en fait convergence normale sur tout intervalle ]-co, A]). 

= … Il n'y a donc pas convergence normale sur R tout 
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Montrons néanmoins qu'il y a convergence uniforme sur R. 

Dans un paquet de Cauchy 5 uy (x), il y a au plus deux termes (= E (et 
k=n+1 

k=E (x + 1)) tels que 1x — ki < 1. Chacun de ces termes est majoré par AT . Pour les 

AE PR 
k+ (ka 0)? k+k2 

Se n+ 2 

uy @) 5. a 
k=n+1 £ era EE Dust 

1 2 3 Ha TOI 2 s < . 
Fr n+I ntpil n11 #41 

autres termes, de sorte que. 

La série est uniformément de Cauchy donc converge uniformément sur R entier. 

In? G-n) . 

(n+(n @-n))?)? 
Pour x € ]-,N] et n2N+1,ona: 

2m un pores puisquex-n2>1 et x—nl<(x-nY. 
(n+n2(&-nÿ)2  n+n? 

La série dérivée est normalement convergente sur ]->, N] donc f est de classe C1 sur 

La série dérivée est v,, (x) = 

lv, QI < 

]->, N], donc sur R, la dérivée étant: 

jo À 20-29 
n=1 (1+n(x-n)?)? 

En raison de la convergence uniforme sur R entier, on peut appliquer le théorème de la 

double limite en +cs: 
co 

Paie s 2 le (as lé 
> 00 

c) i) Pour x < O0, le terme général u, (x) ne tend pas vers 0, et il n'y a pas 

convergence. De plus, Sup, (u, @)) = et il y a convergence normale sur R*. 
XE 

13 
2° 

—X\N 
2 paie 2 € * e 

La série dérivée v, (x) = — est normalement convergente sur tout intervalle 

[@, +o[ avec à > 0 mais n'est pas convergente pour x = 0. 

L'application f est donc de classe C sur [@, +co[ pour tout œ > 0 donc sur ]0, +ce[, de 

dérivée: 

ii) Pour étudier la dérivabilité (à droite) en O0, mettons en évidence la limite de 

f' (@) lorsque x — 0. 
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N N N 
Pour tout À > O, il existe N > 0 tel que > ; — > À + 1 et comme lim = Des 1 

n=1 x n=1 n=1 n° 

. . x n 

il existe & > 0 tel que xl < œ = ÿ 2 À. On a alors, pour 0 < x < &, 
n=1 

eh À eh 
— D. <— Da <— A 

n=1 " n=1 

On en déduit que si f' (x) = -c et la fonction f n'est pas dérivable en 0 (la courbe 
X 
x0 

représentative a une demi-tangente verticale). 

li) Remarquons que > er 2 Y En = 0 = 0 (e*) lorsque x — +c, 
n=2 n n=2 

X—+00 

d\)nx-1<E(nx)<nx, donc 

six <0, IE(nx)l<inx—11= n1lx +1. 

Ainsi: 

six>0, E(nxi<nx 

Dans tous les cas, ÎE (n x)l < n lxl + 1, et comme Inx-E (n x)l < 1, 

lg, OI = ICE mx))2-2(nx-E (n H}21< (n lxi + 1)2 +2 < n 2((xi + 12 + 2), 
(A + 132 +2 

(n 
donc pour Ixl < À, on a lu, (x)l < 

+1) 
+ Il y a convergence normale sur tout 

intervalle [—-A, A]. 

La fonction f est donc continue en tout point où tous les u,, sont continus. 

La fonction u, est a priori discontinue pour les x de la forme x = : avec Ne Z. 

Pour M=1 Sy< de 
ñn n 

PO=N-1)-2(ny-N+1) — (N-1-2=N2-2N-1. 
ny—N 
ny<N 

Pour “ Sy NE, 

PO)=N?2-2(ny- NÉ, N2. 
E DEN 

Ces deux limites sont distinctes (car 2N + 1 # 0). De plus, le saut @, (x + 0) — @, (x —0) 

vaut 2N + 1 etest du signe de N donc de x: 

Plus précisèment: 

-six>0,N2>0, donc N + ; > Det le saut est > 0 

-si x <0, N <0, donc N + ; < 0 et le saut est < 0. 

Sire Q,r= Fe , avec p € Z, qe N, les u, sont discontinues ou continues en r, selon 

que n est multiple de g ou non. 
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Sir 20, les u, ont tous un saut > 0 au point r et il en est de même de f. Si r < 0, les 

ug4 Ont un saut < O au point r donc f aussi. 

Finalement f est continue en tout point de R \Q et discontinue en tout point de Q. 

Le saut f(r + 0) — f (r — 0) au point r = . de Q vaut: 

26pD Re 

E1 kg) ka+1}Ÿ 

e) i) Utilisons une transformation d'Abel, pour e* # 1: 
nl sin —— 

role cu Ce dr S 
n : DR ré se 2. 

Sin sin 5| 

Sur tout intervalle [2kx+a, 2(k+1)n-a], avec œe J0,nf,ona IB, @I<K, 

n+ 

Sn,p © = de de 

1 B, (x) + “ee ren) @) 

en posant K =——— : 
sin (&/2) 

= (GG -Bx 10) 

n+1+etmtix knti\k+eiltt  &+1+ei@&+1)x 

+ an Ent 

BpQsK|E + À En al 
k=n+ilk+e k+1l+e P 

24 cK "2 11 + ei&+1}x _ eikx | 

On pén l&+eix) (k+ 1 +eikx)l 

ckf2 3 x }rÉ et +3} SK. 
HET ET (CET DR n n+p n n n 

Il y a donc convergence uniforme sur tout intervalle de la forme [24 x+a, 2(k+1)r-@] et 

comme pour x = 2k n, il y a divergence, f est définie et continue sur R \2x Z. 

in eix 

(n + ei)? 

on démontre comme au i), qu'elle est uniformément convergente sur les intervalles 

[2k n+a, 2(k+1)n-@] pour ke Zetae ]0, rl. 

ii) La série dérivée u,' (x) = n'est pas absolument convergente, mais 

En effet, en groupant les termes par deux, on majore 
ne tol= | neS +1 Un () +u,+1 (x) 7. einxp? (n+1+ eiti+lx)2 

n (n+1)2 2eir+1x n(n+l)+n e2i(r+1)}x _ (n+1) n 2 _9einx n (n+1)—(n+1) e2inx 

(n +ei%)2 (n + 1 +eitr+lx)2 

n (n+1) (+ 2ei@+Dx _ 2einx) + » e2iO+1X _ (p41) e2irx 
(n + einxy? (MALE eitr+1)x)2 : 



Suites de fonctions Solutions 45 

Sn(ntl)+n+n+1 _5n?+7n+1 13 
(m-1) n2 n?(n-1)  (n=1ÿ 

inx 
iii) On démontre au B-2a) de ce chapitre que la fonction g (x) = > = est 

n=1 

Donc lu," (x) +u,:1' IS 

définie sur R\2x Z et vaut or sin 2) (7) pour 0 < x < 2x. 2 2 

e2inx 
Pour tout x e R\2rZ , posons h (x) = g (x) — f(x) = # = He SOC que la 

nl n : + einx) ” 

e2inx 1 série définissant h est normalement convergente sur IR car D 
n(n+elx) n(n—1) 

donc h est continue sur R. 

Co Co 

En particulier lim, k (2) = k (0) = rt D Re Te 1. 
n=1 

Quand x — 0,x>0, g (x) = nn © sin 2) = Go). 

La fonction g ayant une partie réelle paire et une partie imaginaire impaire, cette 
formule reste valable pour x < 0 à condition de remplacer x par — x. Enfin, la différence 

g — f ayant une limite finie, on obtient: 

f@) = -In{x| 
x—0 

B-2 Calcul de la somme d'une série de fonctions: 

a)i) Effectuons une transformation d'Abel, en posant, pour x e R \2r Z: 

a sin D LA 1 
B, @) = D ex = SRE elw/2 de telle sorte que LB, (x)l < à 

k=0 sin 5 sin 5 | 

n+ La n+ 

ne pe E (Be + Br1 @) 

1 "er RG 1 
rt LRO EE} 745 np © 

1 1 5? 1 1 1 < + Énele 
__ 2e “1 a 

< sd _. pour 2kn+a<x<2(k+1)x- ©. 

sin à 

La série est donc convergente sur R \ 27 Z. 
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No: N 
x 

ii) Ecrivons 2 2 À en de 
n=1 = À 

IN-1 

> «eixÿ' à 
0 n=0 

À eix 1 1 e tN elNx 

ire 
0 

Nous avons, pour x e R\2r2Z 
1 4N eiNx 

— dt| < 
| 1-rex 
0 

11 —reixl2 = (1-1 cos x) + r 2 sin2 x > (1 -rIcos xl}? > (1 — Icos xl} 

MER li Na 
T —icos x J : dcr es ET 0 RG 

lorsque t varie dans [0, 1]. 

Calculons l'autre terme, pour 0 < x < nr: 

1-tex ex cCoSX—{—isinXx 
0 0 0 

1 _ He 1 
ge) ne a. RE tisinx f ER — en 

ot —2tcosx +1 0 (t— cos x)” + sin{ x 

et 2 1... t- cos x | Re [in (4 <—2rcosx + 1)] +i[ Arctan ne Ï 

ad "2 É Ye TX = Rue UE 5 

T—-Xx 
a 2 }*i ME 

Soit maintenant x < x < 27. Posons y = 27 — x. 

1 x 1  _iQz-y) Te Ha 
S = dt = ser. dt = LE es dt 

1-rex 1- reit27-y) 1-re 1 
0 0 0 

ei 

— tel) 

1 
qui est le conjugué de | : 

0 

Comme y est dans ]0, x, 

1 

dt =-In{2sin : 2 LEAVE So ER Er 

et la formule précédente reste valable, et elle est encore valable pour x = x car 

1 iT 1 
ee ar= | ur 

0 0 

: Ù ; ex 1 
Compte tenu du 1), on a donc: f (x) = lim > —— = - 

Ne" EE È 1-tex 

ex 

dé, 
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Finalement, pour 0 < x < 27: 

2= NE RL f(x) = mi(2 sin 2 ji 3 

Remarque: pour les autres valeurs de x, f (x) s'obtient par 2x-périodicité. 

Sixe ]2kn, 2(k+1)nl, f(x) =-1In Ê es 21}+i (2k + Dex. 

b) Posons f (À) = » 210 2 = > 2 shA27) et 
n=0 2 n=0 ch (42) 

_. À d AR. À g À) = Zen 37 | en partant de a (ner te 

La série D 24h Ge Je normalement convergente sur KR et la série > In (or 
2n 

simplement convergente puisque: 

2h Ée ) 
2n 

On en déduit que f (À) = g' (À). 

Posons G (À) = eg) = El ch Gr} 
n=0 

2 
210 et DÉS on 

2n 2n 22n+1 

En utilisant la formule sh 21=2shftchf, on obtient: 

sh24=2chAsh A=4chch - sh : =. 

— 9N+1 À À À 2  ChACH 5 ch 5N sh N de sorte que 

N 

IE ch À = See sh24 puisque sh (À 2N) À A2, 
n=0 RAPONEI ch (15N)N 257 ns 

nee ae donc e A)=-Insh21 21 50) 

f() =2 coth 24- : 

2h24 1 
sh 24 

soit: 

B-3 Étude des fonctions de Riemann: 

a) La fonction &'est simplement convergente six > 1; 
À 1 1 1 7e 

De plus, si a > 1, pour x € [a, +, on a ee < RTE alors que > FA est une série 
n n n 

convergente. 
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Il y a donc convergence normale de Ë sur tout intervalle [a, + avec a > 1. On en 

déduit la continuité de & sur son ensemble de définition D £= ]1, +oof. 

La fonction & est simplement convergente ssi x > 0, en vertu de la règle spéciale des 

séries alternées. 

> ft 
k=n+1 kY 

Cette même règle permet de majorer le reste = et l'on choisit 
Ses 

a > 0 puis x dans [a, +cof: 

n ip aixtil, 1 oc de. EL > seit. 
% k=1 k* Emil k* | 12 

Il y a donc convergence uniforme sur tout intervalle [a, +>[ avec a > 0. On en déduit 

la continuité de & sur son ensemble de définition D, = ]0, +1. 

d [1 \-d ,.-xinm -_ Inn, 
œ (x) & ee 

n Re nn 
Pour a>letxe [a, +, nn < _ et la série > Mr est convergente. 

n n n X 

La série dérivée de & (x) est donc normalement convergente sur tout intervalle [a, +co[ 

avec a > 1. La fonction £est donc de classe C sur ]1, +cof et 

Prenons maintenant a > 0 et x dans [a, +c. 

La fonction t- 2 est strictement décroissante à partir d'un certain rang car : 
D 

d finf | _1-xintr 1/ 
ne | FA <0poure>e 7. 

La série a donc son terme général qui, en valeur absolue, tend vers 0 en 
(1) Inn > ER 

décroissant à partir du rang N, =E (el4) + 1. 

Elle est donc convergente, et de plus pour nZ2N,=E (el/a) +1 

ein @+1) < nn 41). 

(n +1} (n +14 

Ainsi la convergence est uniforme sur [a, +cef. 

Sc In & 

k=n+]1 Ée 

On en déduit que & est de classe C L sur ]0, +co[, de dérivée: 

Le lecteur pourra vérifier que & et 6 sont de classe C®°. 
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b) Pour x > 1, on peut écrire: 
co co 

æ 1 e L 

FN 2 (2n + 1° À (2nY° 
C9 

en) 
n=1 n* n=]1 ee n 

(2 #60) 
Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, 

L 
7° 

1 : 21-x 

n* n M iM: 

e +1 
a > Ÿ D =In2 et1-21%- 10-502 © (= 1) In 2, donc 

se x—1 À 
xl 

Remarque: on peut aussi montrer cette équivalence par encadrement de & (x) à l'aide 

d'intégrales. 

c) On va grouper les termes de &æ (x) deux par deux, ce qui est possible sans changer 

la somme puisque le terme général tend vers 0. 

2n+2 2n+2 

+ - ni a (F je fl . 
(2n + 1) Qn+2Æ J,,: t On+1 © 

RARE NE IRR SI Re VERTE x 
Qn+2)*1 Qn+1Y  (Qn+2Y Qn+1ÿ7*1 

On en déduit l'encadrement 

co 

d'où par sommation x — <a(x)<x > 
L ONCE en 0 (2n+ Fe 

_. 1 1 ET 
Mais — = 6(x+1)- — =(1-2 1) ( (x + 1), et 

n—0 (n+1>*+1 A 7 Qn +2ÿ+1 S 

finalement: 

x 2416 Gm+)D<am<x(1-2%1) 6 (x+ 1). 

| ] = l:d' ê ] rl) 1 Comme lim x &œ+1)=1 d'après b) et lim (2 ) 5° 

x0 

, I 
DAS 
x>0 

, TS 1 | 1 1 
d) Ecrivons &G) = 3 + 2 3 { en pe] 

2 @p-1Y (2p+1} (2pY 
. * * dur 

Pour x > 0, la fonction u € R'*# u est convexe (sa dérivée seconde est > O0). 

Ainsi tous les termes de la série sont > O, et alors, pour tout x € R**,@(x) > ; : 
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D'autre part, d'après la règle spéciale des séries alternées, a (x) est inférieur au 

premier terme de la série qui est 1. 

On a donc bien pour tout x e R°” ; <aœ(x)<lI. 

B-4 Séries de Dirichlet: 

rt De CRU a) On écrit 2 = D 

Posons R, = D Li de sorte que = =Ry1-R» 
k=n+1k n 

Nous pouvons alors transformer un paquet de Cauchy 
n+ 

1 
Sn,p ) = RER 
ee k=n+1 : Fe 

n+p-1l 

ln Nue NN 
(n+1) pi G OMS +) (n + pY 

En posant z =b+ œ@+iy avec @ réel > 0, et en utilisant In 21 = n ©, on obtient: 

Der 1 —_ l'E zS D dr 

krb perl L [ seb 
k+1 | zh _ fl Iz-bl 

«ÿ Frnlde J, pa] . 

CE ed 

Sy Ga rm) 

En considérant €, = Sup IR}, on obtient les majorations: 
2n 

Lion. sn QEe SO 1 1 IS, ,G<E + Ÿ un er ne PP + DE ne à KT +12) m+pt 
Ib 1 : 
a cos 0 

n+p-1 

Sp QI<e, ] #4 lys : 
(n+1)% cos 0 kn+1 \(K® (k+1)%) (n+p}® 

Se fe 
(n+1)% cos 0 \(n+1)% mn) (n + p}A 

Dans D, (b), on peut majorer 

Rate 
(n+ DC ( 

+ 1 . 
cos 0 

La série est donc uniformément de Cauchy dans D, (b) donc y est uniformément 

convergente (voir le dessin page ci-contre). 
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W, 
8/7 Da) 

b) Nous venons de voir que si pour un certain complexe b , > u,, (b) est convergente, 

b 

alors } u, (z) converge pour tout z du demi-plan ouvert: 

D (b)= {ze C ; Re (z) >Re(b)} puisque D(b)E LU D). 
6 ]0,x/2[ 

Sn u, (z) diverge pour tout z, on a O = +, et si > u, (z) converge pour tout z, 

O = —, 

Dans les autres cas, posons © = inf {Re (z); > un (x) converge}. 

Par définition de la borne inférieure, pour tout £ > 0, il existe zo tel que 

Oo < Re (20) < © + € et alors d'après la remarque préliminaire, D u, (2) converge dans le 

demi-plan D (20). Finalement, pour tout € > 0, 2 u, (z) converge dans le demi-plan 

D (© + €). On en déduit La convergence dans tout le demi-plan D (o), et c'est la 

propriété 1). 

Mais si pour un z de C, > u, (z) converge, on a Re (z) 2 © d'après la définition de © 

et c'est la contraposée de la propriété ii). 

c) Soit 4 € D (o, (a)). * 

Re (0) + ©. (a) 

2 
Prenons © = si O.(a)>-> et œ= Re (z0) — 1 si O, (a) = —ce. 

Prenons par ailleurs 0 = . + ; lArg (z0 — @)l (où les arguments sont pris dans ]-n, x), 

de telle sorte que z9 soit à l'intérieur de D, (@). 

D'après a), il y a convergence uniforme de la série » u, (2) dans D4 (@) et la somme est 

continue comme chaque 4, (z) au point zo. Finalement f est continue dans D (o, (a)). 

d) La convergence absolue implique la convergence, ce qui prouve l'inégalité 

©. (a) < ©, (lal). 



52 | SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Mais si nous posons © = ©. (a), et choisissons & > © + 1, il existe B > 0 tel que 
la, a 1 1 : à = © + 1+2B, de telle sorte que A = me ne fs) puisque 

a on la 
ll _ est convergente. On en déduit la convergence de 2 pour tout 

n n ©+B 

a> ©+ 1, donc l'inégalité ©, (lal) < ©, (a) + 1. 

Pour avoir l'égalité o:. (a) = ©, (lal), il suffit de choisir une suite (a,,) réelle positive, 

et pour avoir ©, (la) = ©, (a) + 1, on peut considérer l'exemple de La fonction de 

= _1\n 
Riemann > CD étudiée dans l'exercice B-3, (dans le cas particulier z e R ) pour 

n=1l n 

laquelle ©, (a) =0 et ©, (lal) = 1. 

B-5 La fonction de Weierstrass: 

a) Puisque 12” cos (xb " x| £ 27" pour tout x réel, il y a convergence normale sur R, 

et comme les termes de la série sont tous continus, f est continue. 

b) Par n-périodicité, il suffit de se placer sur [- . à ]: 

lcos (y + x) — cos yl = 2 Icos yl = 2cos y 

Icos (—y + 7 )— cos yl = Isin y — cos yl 

tan y <3 

2 cos y > sin y — cos y > 0 pour cpu soit + < y < Arctan 3, 
AN dE 

on a alors g (y) =2 cos y. 
tan y2—1 

2 cos y > cos y — siny > 0 pour] x <y< 

on a encore g (y) =2 cos y. , 

Finalement, g (y»)=2cosy pour 7 : y< Arctan 3 et sinon 

8 @) = lcos y — sin y = V2 lcos (y+7)I 

2 -X/4 Q  ArcTan3  x/2 

_Hr2 1 
y 7 Y 0 7 

car cos (Arctan 3) = _— 
V1+32 VI0 

Clairement c = Min g (y) = fm" 2-2( ee 12-7x V10 —2 > 0,06 > 0. 

| “ 

V10 
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c) Puisque b est divisible par 4, les termes de rang > p s'éliminent aussi bien dans 

Cp (x) que dans B, (x). 

Cp @) =bP ÿ 2 [cos (xb " x + xb "P) - cos xb" x] 
n=0 

n—- 

Br (x)=2bP? ÿ 2| cos (ronx+ Fc mb x || 
n=0 

Si nous mettons à part les termes jusqu'au rang p- 1, 
p-1 p-1 

bP À 2 [cos (xb"x+ nb") cosnb'x]| < bP À 2m 
n=0 n=0 

p-1 

=T > G) < F7 G} et de même, en utilisant Icos x — cos yl < 1x — yl: 
n=0 

p=1 5 
2bP > 2n| cos (nor + 2, cos T px | < 2m Gy 

Oronala, (xI2zbP 2 Icos (mb P x +7) cos mP xl- 27 2) et, 
b-2 |2 

> 2pP 2P Ds Di pyl- 27 fb. 8, Il >2bP 2 [cos (re x+ 2) cos Tb x | Po G) 

Donc, Max (la, GI, 18, Go) > G) (ec F5) 
b\p [ 1 T >9 [2 RE ga . G) Gr = ) 

Comme b —2 2 10 >xV10 puisque x < V10, lim Max (la, (dl, 1B, GI) = +». 
p—+ 

Or si f était dérivable en x, Cp (x) et Bp (x) convergeraient vers la dérivée au point x, 

d'où la conclusion. 

B-6 Procédé de sommation de Riemann: 

sin X 

« f X ( 

en posant y (0) = 1, lim y" (x) =0 donc y" (0) existe et vaut 0. En effet: 
X 
XxF0 

a) L'application @ étant continue, on a @ (0) = 1. Si y (x) = y est CI sur R” et 

° x Lee  . +0 (x 3) 
y' (x) = d . DD. 

L'application y, donc aussi l'application @, est alors C l'sur R. 

p'(x)=2 y(x) y'(x) — 0 quand x — 0. L'intégrale est propre en 0. 

lp' I<2 a+ 1 montre la convergence en +°. 
À 

En développant en série entière, on voit même que y, donc aussi @, est C” sur R. 
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b) Pour t = 0, il s'agit de la convergence de À @,. 

Pour 1 # 0, u, (D) = 0 (27 ) =0 (2) à s fixé puisque lim (@œ,) = 0, d'où La 
n 2 l 2 n z 

convergence absolue. 

N N 

o 2 œp@=Z Gr- re) PU) 
k=n k=n 

N 

= rn Pt) + 2 re (D — @UUE-1) 2) = roux P (N 
 k=n+ 

Donc >, œ o()=r, (nt) Dr Q' (u) du 
k=n k=n+1 (k-1}t 

+00 +00 
< & le (ne)l + | lo" (u)l du Ïs ë F + h lo" (u)l du | 

La convergence est donc uniforme et U est continue. 

et > œ op) 
k=n 

B-7 Zéros des fonctions C°°: 

a) La fonction f = f,L est évidemment de classe C® sur R\{a, b} et toutes ses 

dérivées sont nulles hors de ]a, b[. 

D'après une application de l'égalité des accroissements finis, il suffit donc de 

démontrer que pour tout ne N, lim fU)(x) = lim La (G)(x) = 0. 
Xx—a x—b 
x>a x<b 

Or, pour x dans Ja, b[, nous avons f (x) = R (x) f (x), où R est une fonction 

rationnelle, et il existe un entier k tel que, pour un certain K > O, 

GG) = _—- exp(— a ui tend vers 0 (comparaison de FO) a PC G-oc-0) 1 (comp 
X>a 

fonctions puissances et exponentielles). . 

Le même résultat vaut au point b à gauche. 

b) Si {2 est un ouvert non vide de R, il contient une infinité de rationnels. 

L'ensemble des rationnels étant dénombrable, ceux-ci peuvent être rangés en une suite 

(rh). L'ensemble {2 étant ouvert, chaque r, est contenu dans un intervalle ouvert Ja,, b,[ 

inclus dans (2. 

On a donc Ü ]Ja,, b,I € ©. 
neN 

Si on suppose de plus que les intervalles Ja,, b,[ sont choisis maximaux 

(a, =inffreR LI C0. b,-sin DeR. [r,, LE Q tout x de est contenu 

dans un intervalle contenu dans ©. 
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Cet intervalle contient au moins un rationnel r} et x e ]æ, byl. 

Conclusion: = © ]a,, b,[ 
neN 

c) Pour appliquer le théorème sur les suites de fonctions de classe C”, il suffit de 

démontrer que pour tout ke N, la série D 18 0) est normalement convergente 

n 

par rapport à x. 

Or pour k fixé etn >k, || 1 OIL. <27* donc la série D Te f(x) est 
y An 

normalement convergente sur R. Ainsi f est de classe C®. De plus, comme f, est 

positive et s'annule sur ]-c, a,] U [b,, +, l'ensemble des zéros de f est R \ 2 c'est à 

dire F. 

C - Contexte topologique 

C-1 Suite de rang fini dans C (K, R): 

Pour x e K fixé, on peut définir la forme linéaire 6, de F dans R par 6, (g) = g (x), 

pour tout g de F. 

a) Montrons que le dual algébrique F *=L(F,R)est engendré par la famille (Ô), cK' 

Pour cela posons G = vect {ô, ; x e K}. 

L'orthogonal de G dans F noté G ° est l'ensemble des fe F tels que pour tout x de 

G, 6, f}=fx)=0. 

On a donc G ° = {0}, donc G =F * (puisque dim G + dim G ° = dim F = dim F *). 

b) On choisit alors (x, X2, .…, x,) dans K P tel que (ô,.,, ô,,, …, à.) soit une base de 

F” ,eton note (@1,.@, Ph) la base de F duale de (ôs xp 4 de). 

Par définition même, on a: . 

Vi,je [1,p}, dx (p) = pi x) = dj: 

c) Pour ge F, on peut alors écrire, puisque 1 <j<p St duale de (@;), en 

P 

g=> SR 8 &) Pi. 
j=1 7 i=1 

Dans F nous pouvons considérer la norme N définie par N (g) = ee lg cl. 

P 

Alors, pour la suite (f,) étudiée, f, = >, f, &;) 9. 
{= 1 
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Pour tout x, f, x) —— f (x), donc, en particulier dans RP 
n—>co 

Ga (1) fn (x), fe Xp) Lx (f &1),f &), sf), 

p 

donc f= lim f, = D f;) @ estdansF. 
RSR AVE 

Alors, N (f, FES O0 et comme Ilf, — fil < ; 1, -P &l lol <C N F, —f) avec 
… i=] 

Ge > llp;ll, If, -fl—— 0 et la convergence est uniforme. 
il ET 

Note: en fait dans F de dimension p, les deux normes sont équivalentes. 

C-2 Propriété de Dini généralisée: 

a) Supposons que la convergence n'est pas uniforme. On peut écrire: 

(D3e>0;,VreN,3x,eX,1m>nlf,t,)fa,)l2e. 
De la suite (x,) de X N, on peut extraire une suite convergente On), en de limite y dans 

le compact K. 

Comme on a posé y, = Xo(n) Où P est une injection croissante, dans la propriété (1) le m 

relatif à (y,) vérifie m > @(n) > n. Ainsi: 

VneN,3m>nlfh O0») -fO,)l2E. 

D'après la propriété ii) de l'énoncé, on a alors: 

E< fn Oh) — f,)l < K f, Oh) —fo,)l, soit: 

VneN fn On) SO) 2 & | | 
| 

b) Ecrivons alors que f est continue en y. 

Va>0,3ve V(y,VzeK,(zev=f(y)-f(@) <a). 

En raison de la convergence simple de f, (y) vers f (y), 

INEN,VreN,(n>2N={f,()-f(y)l < à), 

et en raison de la continuité de fy, 

1v'e VO) VzeK,(Gev'=lfy()-fy(z) < a). 

Prenons alors w = v Nv',z dans wet r > N, pour avoir: 

VF, G)-fGN <KfyG)-f@ 
€ K (y @)— 0 ON + OF ON + FO) -F I) <3K a. 

Choisissons alors œ < _—. 
3K 
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Comme lim (y,) = y, il existe m > N, tel que y,, e w, et alors, pour cet entier m: 

k £ fn Om) -f Om)l < 3K ©, ce qui contredit à < = . 

La suite (f,) converge donc uniformément vers f. 

c) Application: si pour tout x, f, (x) converge vers f (x) en croissant, on a pour tout i, j 

entiers et pour tout x, f; (x) < f4; (x) <f (x), donc fé x) - FOI < If GC) - f Go, ce qui 

est la propriété ii) pour K = 1. 

C-3 Suites équicontinues: 

a) Montrons d'abord que f est continue et même que {f,} L {f} est équicontinu. 

Ve>0,3a>0 VG,ye K2,VneN,(d&,y»<a=lf, -f, HI<e). 

En passant alors à la limite simple dans l'inégalité, il vient: 

If@-FOII<E dès que d (x, y) < a. 

Considérons maintenant le recouvrement K = LU @B (x, a). 
xeK 

On peut extraire un recouvrement fini (théorème de Borel Lebesgue): 

A= LA D (x, ©) 
1<i<p 

On peut alors trouver N € N tel que: 

n>2N=lf,@)-f&All<e pouri=1,2,..,p. 

Mais alors pour tout x e K, il existe i e [1, p] tel que x e ‘B (x;, ©) et donc: 

If, ©) -f OI SU, © -f, GI +1, &)-FQA + fG&)-fFOI <3e. 

La suite (f,) converge donc uniformément vers f. 

b-i) Pour montrer que f est prolongeable par continuité à K = À , il suffit de 

démontrer que pour toute suite (x,) d'éléments de A convergeant dans K, alors (f (x,)) 

converge. 

Six, ne x, en raison de l'équicontinuité, 

Ve>0,3a>0;: V(y,2eK2,VmeN,(d(y,)<a=lf,@)-f,(<E) et 

1Ne NN; V(,p)e N?,(n2N = d (Xytp» Xn) < @), 
donc pour n 2 N, y (tn+p) — fm n)l < € pour tout m, et par passage à la limite simple 

quand m — ce, f (xn4p) —f &n)l < €. 

La suite f (x,) est donc de Cauchy dans € donc est convergente. 

ii) Montrons que f est équicontinue aux /,. 

Prenons x et y dans X tels que d (x, y) < &. Alors pour tout n e N, il existe x, et y, dans 

À tels que lim (x,) = x, lim (y,) = y et d (x, y») <&. 
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On a donc F(x,)-f(,) <e et par passage à la limite f()-fON< €, qui est 

l'inégalité que l'on voulait. 

ii) On peut alors reprendre la démonstration du a), ou partir du recouvrement 

K = LU B (x, @), et on en déduit la convergence uniforme. 
xe À 

c) Condition nécessaire: 

On suppose que F est compact. Montrons qu'il est équicontinu. 

Pour tout réel € > 0, du recouvrement F € U (f, €/3), on peut extraire un 
fe F 

recouvrement fini FC Ÿ B (f; €/3). 
1<i< 

Chaque jf; continue sur un ne est uniformément continue et comme il y en a un 

nombre fini, il existe & tel que: 

VayeK?,Viellpl,(x-yp<a=lf@-f Oo <e/3) 
Sife F,ilexistie [1,p]tel que lf-fll < e/3 et donc pour x — yl < & 

FO —F ON < 1 — fi GO + LÉ G9 fi ON + 1f ©) —F ON < €. 
On a démontré que F est équicontinue. 

Condition suffisante: 

Considérons la suite (ap), en des éléments de À = [a, b] N Q rangés dans un ordre 

quelconque. 

Soit (y), une suite d'éléments de F. Comme F est bomné, chaque suite (f,(a,)), à est 

bornée, donc admet une sous-suite convergente. Par le procédé diagonal, on peut alors 
extraire de Gr) en Une Sous-suite Fon))h en dui Converge simplement sur À vers une 

application f : À — € (cela parce que À est dénombrable). 

Il ne reste plus qu'à appliquer la question b) pour conclure: la suite Fotn)) converge 

uniformément vers f élément de E. 

Cela signifie encore que lim loc) — fl = 0. Comme F est fermé la limite f est dans F. 
nc ‘ \ 

Ainsi, de toute suite d'éléments de F, on peut extraire une sous-suite convergeant 

dans F et cela prouve bien que F est compact. 

Remarque: ce résultat serait vrai pour un espace métrique compact K quelconque, car 

tout compact contient une partie dénombrable dense. 

d) Par définition de la norme Il|All, a suite (f,) est équicontinue puisque pour tout x, 

y dans E, 1, @-f, OM = If, y) < M lx — pit. 

On en déduit d'après b), puisque la suite (f,):converge simplement sur une partie dense, 

qu'elle converge uniformément sur tout compact, en particulier sur la boule fermée unité 
‘Bf(0, 1), donc que Illf, — fl En 0. 
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C-4 Suites de fonctions convexes: 

a) Si x et y sont deux points de Jetne N, 

fn(QA-9x+r7)<A-9f, © +tfh O). 
Par passage à la limite simple (puisque seuls les trois points x, y et (1—#)x+t}y 

interviennent), on obtient: 

F(A-9x+1Y) SA -0fG +1FO) 
qui prouve la convexité de la limite simple f. 

b) Si nous choisissons c et d dans J tels que c < a < b < d, d'après la propriété de 

croissance de la pente d'une fonction convexe, nous acons pour tout (x, y) de (a, by?, 

fn ©) fn @) of Of © 0 RO) fn © e fn O) fn O) à fn @) - fn O). 
Fan de 7 F Ba CA C—x y—Xx y— 

Les suites Lee) et Lee) sont convergentes donc sont majorées. Il 

RO RO | <k 
d-b Er 

existe donc X tel que pour tout n entier, LORO | <K a 
C4 

ce qui implique, Vnre N, OO | cr 
VEX 

Les fonctions (f, ) (ainsi d'ailleurs que f) sont toutes K-Lipschitziennes. 

La suite (f,) est équilipschitzienne, donc équicontinue. 

D'après le rhéorème d'Arzela (exercice C-3a)), elle est donc uniformément 

convergente sur [a, b]. 

c-1) Si p admettait en a une dérivée à droite et en b une dérivée à gauche, on pourrait 

construire yen prolongeant @ par les tangentes en a et b. Dans le cas général, on garde 

la même idée mais en prenant des cordes entre des points voisins. 

Si € > 0 est fixé, il existe & > 0 tel que pour x dans [a, a+], lo (x) — o (a)l < 5 "er 

pour x dans [b-@, b], lo (x) — p(b)l < ; 

Considérons alors la fonction y définie par: 

pour x < a + 1 ON Asa 0 
a 

poura+@<x<b—@, W(x)=@p(x) 

pour x>b-—«, y (x) = ob) + pE)-p-a) (x—b) 
a 

On vérifiera que cette fonction west convexe (dérivée à droite croissante). 

Pour xe [a,a+a], y étant affine, la valeur y (x) est entre y (a) = @ (a) et 

y (a + @œ) = p(a + à). 
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On a donc lg (x) — y Gi < lo (x) — p (a)l + lo (a) — w Xl <> + lo(a)- p(a+oœl<Ee. 

De même sur [b-«, b], alors que sur [a+@, b-@], @ (x) = y (x). En fin de compte, on a 

Sup lpa-yHls<Ee 
XE 

c-2) On peut trouver g, convexe de R dans R telle que pour tout x e [a, b], 

sup lg,&) — f,@)I < € définie sur [a+@, b-a] par g, (x) = f, (x), et sur les autres 

intervalles comme wy au c-1) mais à partir de f,.. 

bien: 

Par passage à la limite, la suite g, converge simplement sur R vers la fonction g 

définie par: 

pour x < a + LG) Sa ER 
a 

poura+a<x<b-a, g(x)=f(x) 

pourx>b-a, LOSrOMLOMEROREe, 
a 

etona encore sup f(x) -g (XI < €. 

D'après la question b), la suite g, converge uniformément vers g sur [a, b]. Donc il 

existe N € N, tel que pour n > N, on ait Sup, lg, — g GI €. 
XE |4, 

On a alors, pour tout x de [a, b]: 

FC) - fo < If — 8 GO + lg C9 — 8,001 + le,09 - I < 3e. 
Conclusion: la suite f, converge uniformément vers f. 

d) Si Z est un intervalle ouvert, ou un intervalle compact, le résultat est vrai. Si J est 

un intervalle semi-ouvert, par exemple de type [a, +cf, il peut s'écrire comme réunion 

d'un intervalle compact et d'un intervalle ouvert, ce qui permet de conclure. 

Remarque: une fonction convexe peut être discontinue à une extrémité de son intervalle 

de définition. Dans les énoncés précédents, la continuité des (f,) et de f est 

indispensable (exemple: MO) =T PSV I): 

C-5 Convergence diagonale: 

a) Si (f,) converge uniformément vers f: | 

Ve>0O,INeN;VrenN,Vrex,(n>N=f@-f, @I<e/2). 

Les f, étant continues et la convergence uniforme, f est continue. 

VrexX,Ve>0,1a>0;VyeX,(G,y<a=f()-fal<e/2). 
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La suite (x,) convergeant vers x dans X, pour & défini ci-dessus, 

I1nEeN; VrenN,(n>np = d(x,, x) < à). 

Donc avec m = max (N, no), 

n>m=lf,@«)-fON< If, &) -f@)l + fx) -fO<E. 

On a donc bien lim f, (x,) = f (x). 
n—c 

Donnons un contre exemple en cas de convergence simple mais non uniforme: 

Pour X = [0, 1], f, &) = x ” et les suites suivantes (x,) de limite 1, În Ah) à une limite 

différente: 

Xn = 1, În En) — 1 
no 

1 1 
Xn=l-, În En) > e 

1 \/n 
res) » fn En) => 0. 

b)i) Si on considère la suite constante égale à x, elle converge vers x, donc 

(Un Guen est convergente. La suite (f,) est donc simplement convergente. Appelons f 

sa limite. 

Si on considère une suite (x,) convergeant vers x, on peut définir une suite (,) en 

posant Yon = X2n €t Y2n+1 = X, et une suite (z,) en posant 2), =x et Z2y+1 = X2n+1- 

Elles convergent toutes deux vers x etf, (y,) ainsi que f, (z,) sont convergentes. 

Donc fn G2n) => f@) et fons1 Xon+1) JG). 

Cela prouve que lim f, (x,) = f (x). 
n— 

üi) Remarquons que si est une injection croissante de N dans N et (x,) une suite de 

XN convergeant vers x, alors la suite Fotr) (An)}hen converge encore vers f (x). Il suffit 

pour cela de considérer la suite définie par: 

sine P(N), y, =x 

sin=@plmn), y, =xn de sorte que f, (y») = fo(m %m); Ce qui montre que 

(Foim) Xm)) est une sous-suite de (f, (yh)). 

iii) Montrons maintenant'que f est continue. 

S'il n'en est pas ainsi il existe x e X, € > 0 et une suite ŒXn), en COnvergeant vers x telle 

que pour tout ne N,lf(&x,)—-f 2e. 

Pour chaque ne N, lim nn) = f &h) et il existe p (n)e N tel que 
m 

PU) > p(n-1) et Won) Gn) -f nl < €/ 2, de sorte que fn) (En) = QI > €/2. 
Cela contredit la remarque du ïi). Ainsi f est continue. 

iv) Supposons que (f,) ne converge pas uniformément vers f: 

3e>0,VneN,31m2>n,1xeX;f,@)-fQ2E. 
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On peut ainsi définir par récurrence une suite (x,) et une injection croissante @ de telle 

sorte que Yon) in) —f &n)l 2 €. 

De la suite (x,) dans le compact X, on peut extraire une sous-suite (y,) convergeant vers 

nye X, et il existe une injection croissante y de N dans N telle que 

Lyc) On) -f On) 2 €. 

Mais d'après ii) et iii), lim Lynn)© n) = lim f Oh) = f ©) et on aboutit à une 
nc n 

contradiction. 

C-6 Extension d'une fonction continue sur un fermé: 

a) Pour un fermé F de E, on saitque (d(x, F)=0)&xer. 

L'application f, 3 est donc définie sur E puisque son dénominateur ne s'annule pas: 

dx, A)+d(x,B)=0=xEe A NB impossible. 

Elle est continue comme quotient d'applications continues, et pour tout x de F, 

0 < f1p @) < 1 puisque d (x, À) et d (x, B) sont positifs. 

De plus: Ja,8 (x)=0S d(x, A)j=08SxeA 

Jap @=1ed(xB)=0&xe B. 

b-1) Les ensembles B, = {xe F-70600) 22 } et Ag = {xe FT CIS : } sont des 

fermés de F pour la topologie induite, donc sont des fermés de E, et sont bien sûr 

disjoints. 

On pose alors f1 = : 1480 (notation du a)) qui vérifie les conditions de l'énoncé. 

De plus, si x est un élément de F, g1 (x) est 2 0 car f (x) <f (x) dans tous les cas et, 

nn CRE Mie sif@)2%,ona fi @)= 3 donc g MSI nee 

t si f (x) < 3,ona f œ)20 donc: g (x) < 
SIN 

b-2) On itère le procédé mis au point en b-1). Si on suppose (f,) et (g,) définies 
N 

jusqu'au rang N > 1, on définit Ay= {xe F: NX <3 G) } et 

N 
By = {xe k: gn @ 24 G) } 5 

N 
qui sont des fermés disjoints de F donc de E, et on pose fv,1 =} G) fay y (notation 

de la question a)). 
N 

Cette fonction est continue sur E, à valeurs dand 0. : G) | et fv1 (x) vaut : ( : 

N N 
pourxe F et gy (x) > à G) et vaut 0 pour x e F et gy x) < i G) 1 
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N+1 

Posant alors gy,1 (x) = f(x) =} fr (x) pour x e F, il reste à vérifier que gw,1 est à 
k=1 

N. 
valeurs dans Lo, @) Pa} 

Comme gv41 = 8 —/fv+1 
; N+1 N+1 : 

si gy (x) < G ) ,omagmwe Lo, G) L | puisque 0 £ f41 (x) < gn (x) , et 

h 2 \N+1 DPDIEN, TON 2 \N+1 
Si £N O2G os G ) > ÎN+1 @) = 3 G ) donc gv41 (x) € Lo. G) LÉ 

; N 
puisque gx (x) < G) ; 

—] 
b-3) Puisque 0 < f, (x) <3 G | , la série définissant Ÿ converge normalement 

ete ; ‘ : 1 - 2 \n-1l 
sur E et y définit une fonction continue à valeurs dans [0, 1] (car 3 > G) = 1). 

n=1 

De plus pourxe F, < G Ye. et par passage à la limite, f (x) = f (x). f@- 2 fe@ 

c) Si g est une application de F dans R, on considère l'application f de F dans ]0, 1[ 

définie par Vxe F, f(x) = ; + + Arctan (g x)). 

D'après b) il existe ? : E — [0, 1] continue et prolongeant f. 

Regardons à quelle condition Î (x) € {0, 1}: 

FH=08(VrneN"fH=0)fAM=-0—(xe Fetfx< 3) 
—] 

FfH=-1e (Vnre N°,f, © = : G) )=fr = ; GerFef(t> 2). 

Dans les deux cas, on a nécessairement x dans F, et alors f (x) =? Go 

Comme f est ici à valeurs dans ]0, 1[, il en est de même de } et on peut définir 

£ (x) = tan fr Â (x) - 3) Jupplcation continue de E dans R et prolongeant g. 

C-7 Une caractérisation des espaces compacts: 

a) Si E est non compact, on peut trouver dans E N une suite (a,) nen 5475 valeur 

d'adhérence. On pose À = {a, ; ne N} et on se propose de montrer que À est fermé. 

Soit x € À, x n'est pas valeur d'adhérence de (a,) donc: 

F1E>0,I1NEN, VreN,n>N=d(u,, x) 2 E. 

Si l'on pose & = min (d (4, x), d (uy, x), …, d (un, x), €), on obtient B (x, &) N A =@. 

Ainsi, E \A est ouvert donc À est fermé. 
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De plus, Les points de À sont isolés, car tout point d'accumulation de À serait valeur 

d'adhérence de la suite, donc toute application de À dans KR est continue. 

On peut prendre par exemple f (a,) = n pour avoir une application non bornée. 

b) Le lemme d'extension de Tietze permet de construire une application f continue de 

E dans R prolongeant f. 

Cette application n'est pas bornée puisque f ne l'est pas. 

La condition suffisante en découle immédiatement par contraposition. 

D - Approximation des fonctions continues 

D-1 Approximations de |x|: 

a) Si la suite (P, (x)) a une limite, elle vérifie: 

FO =f@)+ 3 @-f@)) soit F2 =x. 
Etudions le signe de Vx-P, (x). 

VE Pre = [VX Pa GI] (1 3 (x+P, @)), 
Vx+P,(@) 

2 Si nous supposons Vx-P, (1) >0, <Vx<1 donc x-P,,, © >0. 

On en déduit aussi, par récurrence, 

0< VE Pa GE Va (1- 5x)" 

Il en découle que P, (x) converge simplement vers x sur [0, 1]. 
: “ SN ‘ A n-1 HERO De plus, si 9) = [1 3) 9 CHI ;) [1 : 2: | 

p est donc maximum pour f = et le maximum vaut donc: 
n+l: 

o 2 _ 2 n n 2m 

Ga) RCE 5) Ten 

La suite Vx - P} () converge donc uniformément vers 0 sur [0, 1], et la suite P, (x 2) 

converge uniformément vers |x| sur [-1, 1]. 

r » 4 cos (2n + 1)x. 

2 0 r(2n+1} 
La fonction g étant continue et C1 par morceaux, sa série de Fourier converge 

b) La série de Fourier de g est 

normalement vers £. 
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Pour € positif, il existe donc une somme partielle 8h telle que Ilg, — gll < € /2. 
(on a défini la norme par ligll = SUP 7 lp &)l). 

Comme g, est développable en série entière de rayon de convergence infini, il existe 
un polynôme de Taylor G, de g, tel que lg, — Gdl < e/2 soit IG, —f < €. 
La suite de polynômes G; In TÉépond alors à la question. 

L52n=3%%7 
24. 2n-2 02h 

D'après la formule de Wallis (ou à l'aide de la formule de S tirling), on en déduit que: 
3..2n-3 1 1 

— pe —  ———— 

c) La série de Taylor de g est > (-1}! 

La série de Taylor est donc normalement convergente sur [—1, 1] vers g. 

Mais f (x) = dd = Vx2= 8 x 2-1). 
Si P, est la suite des polynômes de Taylor de g, la suite P, (x 2-1) converge 

uniformément vers f sur [-1, 1]. 

D-2 Approximation par des fonctions polynômes: 

a) L'application f, continue sur le compact [0, 1] est uniformément continue, ce qui 

implique: 

Ve>0,1a>0; V(,y)e [0,1], (x-p<a=fa-f(yl<e2). 
Prenons N > 1/@ et considérons une subdivision (Ko: X1: ., Xn) de [0, 1] en sous 

. : 

On peut considérer la fonction g continue affine par morceaux dont les noeuds sont les 
points (x;, f (x;)). 

Ansipourie [1,N] et xe 1x 

8 @ = fx) + = ee = F1) —f(x;)), 

intervalles de même longueur en posant x, = 

ce qui implique en dE ie 

lg -Fnl <F1-F@;)l puis que 
lg @)-FQN SF -F GA + Fa -8 CISCO -F GA + D -FœI < €. 

b) L'application y, est continue et affine par morceaux. Il en est de même de toute 

combinaison linéaire > À Par: 
iel 

Réciproquement, si g est une application continue affine par morceaux non 
dérivable aux points a4, a, …, 4,_1 avec 0 <aj <a. < a,_j1 < 1, posons ap =0, a,=1 

n 

et montrons qu'il existe (A9; À; … Àn) tels que g = 2 Par 
= 
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Les deux applications étant continues affines par morceaux de [0, 1] dans C, elles 

coïncident ssi elles ont les mêmes nœuds, ou encore, puisqu'elles sont associées à la 

même subdivision, si elles ont la même valeur initiale et la même dérivée sur les 

intervalles de la subdivision. 

On obtient donc le système: 

- 8 @)-8 (@o) lsdidede ge he 

2o + À - ss. rire DEEE 

_a _ 8) -8 (ay) 
2 + À SPA À = 00e 

Calculons son déterminant: 

LL RTE 1 LOUE. re 

Lsahe 21, OUa el V2Æ0 2006 

= =91-1 

1 [. . e9miImreA 107259 EH 

OR A Si or tr Al 

(On a additionné la première colonne à toutes les autres). 

Le système est un système de Cramer donc admet une solution (unique d'ailleurs), 

ce qui prouve le résultat cherché. 

c) On a vu dans l'exercice D-1, qu'il existait une suite de polynômes (P,) 

convergeant uniformément sur [-1, 1] vers la fonction x + lxl. Donc pour a € [0, 1], 

(P, (x - a)) converge uniformément vers |x - a] sur [0, 1]. 

Soitfe E. Il existe g continue affine par morceaux telle que If — gll < £/2. D'après b) 

ÿ : m 

il existe (40, À, …, Âm) € C*1 et O =ap < ay <.. < a, = 1 tels que g = pe À Par 
i=0 

m 

La suite Q,, (x) = D À; Ph (x — a;) converge uniformément vers £, donc il existe N e N 
i=0 

tel que llg —- ONll< € /2. On a bien alors |f- Qi] < €. 

d) Soit K un compact de R et f une application continue de K dans C. Il existe un 

segment [a, b] tel que K C [a, b]. 

Par application de l'exercice C-6 (lemme de Tietze) il existe une application ? de 
[a, b] dans C continue et prolongeant f (on applique le C-6-c) à la partie réelle et à la 

partie imaginaire de f). Définissons alors une application g de [0, 1] dans C par: 

te [0,1,g8@=f({-Da+tb). 
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1 D'après la question c) appliquée aux valeurs successives € = 1, € sl RS ERE pa n 2 

1 . 

n+l 
il existe une suite de polynômes #, telle que Sup, lb, D -g DI< 

te [0, 

Posons alors H, (x) = 4, (5=a) pour x € [a, b], de telle sorte que: 

#, © =H,(1-a+trb)pourte [0,1], pour avoir: 
1 

= < < SEP, IH, @) è œl< | 

La suite de polynômes (H,,) converge uniformément sur K vers f. 

D-3 Approximation par convolution: 
+00 1 

a) Puisque | ®, (®) dt = î ®, ©) dt = 1, on peut écrire: 
—20 = 

f, @) —f CI = 
1 

J v&-0-560) On @) de ë 

Raisonnons d'abord à x fixé. 

Ve>0,16e ]0,1[;Vre R(H<SSF&-D-FQN< Z 

On en déduit 
5 
J no) me E < 2h 

Maintenant que 6 est fixé (en fonction de €), 
—ô 1 

A @) = [ Qc) —f Go p, © dr + [ f@ 0) — fo p, © dr 
1 ô 

< = < Sup ®, ().4 SP y f&-nl=4M, Sup On (). 

D'après la condition ïüüi) pour n > N, À (x) < 5 et donc ff, @)-fO<eE. 

Si maintenant on fait varier x mais en le limitant à un compact K, posons 

a=inf (K)—1 et b = sup (K) + 1. La fonction f est uniformément continue sur [a, b], 

donc Ô est indépendant de x, et bornée sur [a, b] donc M, est indépendant de x. 

L'indice N ne dépend donc que de £ (et pas de x) et la convergence est uniforme sur K. 

x+ 1 b+1 

b) Prenons x € Ja, b[. Alors j, (x) = | 10 Ph à — t) dt = 10 Pn &— t) dt. 
X= O= 

Comme Le PnX-Ù= op, ® (x — t), l'application (x, = (f (t) PP (x -t)est 
x 

continue sur Ja, b[ x [a-1, b+1], et le théorème de dérivation des intégrales à paramètre 

montre que f, est de classe CF avec 

fn 9 @ = [7 © pr? (x 2) dé 
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c) L'application g est de classe C® sur R\{-1, 1}. 

Pour xe ]-1, 1[,g @ (x) =R (x) el/x2-1 = R (x) el/G@-DG@+D où R est une fonction 

rationnelle avec les pôles -1 et 1. On en déduit par comparaison de fonctions 

puissance et exponentielle que: 

lim g © (x) = lim g © (x) =0. 
x—1 x—-1 
x<l x-1 

Aüïnsi, par un corollaire du théorème des accroissements finis ("dérivée des fonctions 

prolongées") g est de classe C® surR tout entier. 

Pour n 2 1, @, est nulle hors de Eee ; | ce qui prouve à la fois i) et ii). De plus: 

+00 n(Un 1 1 

J en @ & = 2 | g(nx) dx = > | g(u)du =1. 
—0e 4 —1/n 

Ainsi, en choisissant cette suite (@,), d'après a), f est limite de la suite (f,) d'application 

de classe C”, la convergence étant uniforme sur tout compact deR. 

D-4 Le théorème de Weierstrass par la méthode de Landau: 

a) La suite (@,) satisfait aux conditions posées dans l'exercice D-3 car comme 
1 1 

An = 2 J à (1—x 2)’ dx >2 je (1— x)" dx = la condition iii ) est vérifiée puisque PAR 
n+l” 

Sup 9, (x) < +1) (1—0 2)" —— 0, les deux autres étant immédiates. 
x>Ô 2 N—>00 

Comme la fonction f est nulle hors du compact _. , | la suite (f,) converge 

uniformément vers f. 

b) Mais on peut écrire aussi: 
1/2 

În À) = fais () P, xt) dt etpourxe le AT 
| 

NI pin 
comme x — { est dans [-1, 1] pour { dans a 1 ; 

1/2 n 

fa -| OR LO RE 
_1/2 # 
1/2 n 

OT © Cie» 
An j=0 ? —1/2 

2k 
1 ae 5 i a 2 C; Cy EX Le @) 1% a 

est une fonction polynôme de x: 
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Donc sur l'intervalle Es < 1 la suite (f,) est une suite de polynômes convergeant 

uniformément vers f. 

Considérons maintenant une application g continue sur un segment [a, b|]. 

Définissons alors f par: 

pour x € Ê Re fo)=e (5 +2 Ga) ) 

pour x € R\]- ; ; 2 |: f@)=0 

pour x € |- 3: 

pourre [3,3]. fO=0-408 (6) 
de sorte que f est continue et que pour te [a, b] g (D =f Ge G- e ) 

En appliquant le a), la suite de polynômes (g,) définie par g, Ô =f, ee) 

converge uniformément vers la fonction g sur le segment [a, b]. 

c) On peut définir la suite (P,) en appliquant le b) de la manière suivante: 

pour tout ne N, il existe un polynôme P, telque Sup IP, -f(I< À 
xe [-n,n] nr] 

Pour x fixé et N = E (xl) +1, pourn 2 N,onalP, (x)-f(xl< - 1 ce qui montre la 
+1 

convergence simple de P,, vers f. 

Si K est un CenpRe de R, il existe N entier tel que KC[-N,N]etpourn2>N, 

Sup IP, @)-f@l< 

Si une suite de polynômes (P,) converge uniformément vers f sur R, la suite 

141% qui prouve la convergence uniforme sur K. 

(Py+1 — Ph) converge uniformément vers 0 (critère de Cauchy), donc à partir d'un 

certain rang (P,,1 — P,) est borné sur R donc est un polynôme de degré 0. 

Il existe donc une suite (@,) convergente telle que pour n 2N, P,=Pn+@, etsion 

pose lim (@,) = &, f= Pn + à. 

Ainsi f est une fonction polynôme. 

D-5 Approximation de Laguerre: 

a) La fonction lfyl est continue sur [O, +. et vérifie lim y I = 0 = lfy (O)!, donc 
X—3+00 

a un maximum strictement re en un XN > 0. 

ie (x) = - 2e-2X + 2e-X . (=Y a ex > de 25. (x) — ex = . donc 

comme fy (x) = 0, 
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e Ny= 
Honenee our = CPE er GE, 

La fonction x e* x N a un maximum atteint pour x =N, donc: 

VxreR',ex*xN<eNnN 
N NN 

D'après la formule de Stirling, la suite at tend vers Ÿ2x donc est bornée 

À * ENNNUK 
par un réel K >0.On a alors VNE N°, y &n)l < 5N1 SF 

b-1) Pour la propriété (P,), on prend P = 1 et pour (P;) un entier N tel que SE 

puis P (x) = S Ce 
k=0 

On a bien Le. À le-20X _ ex p (x) < _ < € d'après a). 

et on applique (P)) pour la valeur _. b-2) On prend & = Ta 3 
2 

Il existe un polynôme Q tel que: 

VzreR',le-W+1Xx_ 2-+1Xx72 0 (xl < ; 4 

La fonction x le-*2 Q (x) est bornée sur R* par un A > 0 et d'après (P,), il existe 

un polynôme R tel que: 

VreR*',le-%2_R(x)e-%A < PT d'où: 

€ 
le-2 420 (x)-R (De 2e 20 Ri< _. le-*2Q (ml< Z et finalement: 2 

VreR*, [e-W+1x_e-xQ{(x)R (MISE 

b-3) Pour en déduire (P,, 1), il reste à changer x en @ x. La propriété (P,) est donc 

démontrée par récurrence sur n. 

c) Soit Ÿ l'application de [0, 1] dans R définie par: 

ÿ (0) =0 et pour re J0, 1], 6) ee In 1) 
a 

Comme Ÿ est continue sur [0, 1], pour tout € > O il existe un polynôme P tel que 

up lb@-P (DS ; 

Comme Ÿ (0) = 0, on a en particulier IP (0) < > d'où 

£: s < Æ SP lÿ @) -(P ; P (OI< €. 

Le polynôme Q; = P — P (0) s'annule en 0 donc est de valuation > 1. Ainsi: 

Q1 = P (X)-P (0)=X0Q (x). 
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Ecrivons Q1 (X) = ds an X ”. Pour tout n € [1, k], définissons æ, = ? sia, =0 et 
n=1 

œ si a, # 0. 
n— à À 

Il existe un polynôme R, tel que: 

k 

VxreR', le-10x-_€e-0x R, OS 4 d'où |Q1 (2%) - ex ». an Ra Q| SE. 
n=1 

k 

En posant P = D: an Rh ; On a pour tout x 2 0: 
n=1 

f@)-e % P (x)l = lp (6%) - Q, (ee) -e EP (x) + Qi(e MI < 2e. 

En prenant une suite de polynômes (P,) associés aux valeurs successives € = 1, € es 

+, E = — , +, On obtient bien une suite de polynômes (P,) telle que e% P, (x) 

converge uniformément vers f (x) sur R'. 

Remarque: en raison du théorème de la double limite, la condition lim f(x) = 0 était 
X—+00 

nécessaire pour que e® P, (x) converge uniformément vers f (x), puisque pour tout n 

entier, lim € ®P, (x) =0. 
X—>+c0 

D-6 Approximation par une série entière universelle: 

a) Comme f (0) = 0 et que f est continue, il existe œ € JO, 1[ tel que Sup f GI < £ 
xe [0,0] 8 

ce qui permet de définir une application continue @ de [0, 1] dans R par: 

pour x € [0, a] eee 

p (x) = fe) pour x e ]&, If. 
X. 

, R € . É 7e 
Il existe alors un polynôme Q de R [X] tel que MP |Q (x)-p(x)l< 4 

Pour x e [a, 1],on a donc f(x) -Q ()x"1< : xm< ï etpourxe [0, a], 

+ 00 
a 

f@-x"0Q GS f)- 2 f(o) 
a 

€ < f@l + fo + 4 <3- 

Finalement Sup À x)-0@Mx"|< : 
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n 

Ecrivons Q (x) D: ag X K, Comme Q* est dense dans R , pour tout k € [0, n], il 
k=0 

existe &y € Q* tel quel, — al < D de telle sorte que si l'on pose: 

n 

FAO > y X k pour tout x € [0, 1], P est non nul et: 
k=0 

n 

FG-P @xml< à +x MPG -Q GS $ + À la œ <e 
k=0 

b) Remarquons qu'un produit fini d'ensemble dénombrable est dénombrable, ainsi 

qu'une réunion dénombrable. 

Or, Q, [X] est en bijection avec Q"*! et Q[X] = LU Q, [IX], ce qui montre que 
neN 

Q [X] est dénombrable et a fortiori l'ensemble Po: 

b-1) Supposons Q1 = P1, puis Q», …, Q,_1 définis et satisfaisant aux conditions ii) et 

1) aux rangs k = 2, 3,..,n-1. 

Posons m = deg (Q,_1) + 1. D'après a) il existe un polynôme P non nul tel que: 

<1. 
n 

n-1 

SP, Fe, @- 2 car &) 
Il ne reste plus qu'à poser Q, = x " P pour conclure par récurrence. 

b-2) On peut poser pour tout & e N°, O4 5 a,® X #, puis An = > a,® sachant 
n=1 k=1 

d'ailleurs qu'en raison de la condition ii) pour tout n e N°, l'un au plus des a, ® est 

non nul. 

degO, 

Toujours en raison de la condition ii) on a pour tout ke N*, Oz (À) = > a, AS 
n=valQ, 

k) 
donc si on pose @ (k) = deg Oz» Q (x) = an X ”, de telle sorte que 

+ n=qg{k-1}+1 
n n) 

> Qg @) = 5 ax; X KE et donc par définition des Qz, 
K=1 k=1 

$ 
P, (x) - ayx* Vxe [0,1], < 

S | 

c) On se propose de démontrer par récurrence qu'il existe une suite (K,) d'entiers 

strictement croissante telle que: 

Vxe [0,1] f(x) -Px, @< ï 
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i) On applique le a) avec m = 1: il existe Py, tel que Sup ÉG) -Pzs SA 
xe [0,1] 1 

ii) Supposons donnés les entiers k;, pour i = 1, 2, .…, n tels que 1 < kj <k <.. 
1 

k — Pz. £ +: <k,etpour toutme [1,n], ee If (x) k; @l i 

Posons alors m = 1 + Pet. (val P). D'après a) il existe Q € Q [X] tel que: 

SP, If @) x "Q Gl < 

Le polynôme X ”* Q est dans PQ mais comme val(X ” Q) > m, n'est pas élément de 

(P1, P2, ., Py,}. C'est donc un polynôme Pensy 2VeC kn41 > Kn. 

+ 

La suite (k,) est donc construite par récurrence. 

Il ne reste plus qu'à poser y{n) = p (k,). 

y(n) k, 
Eneffet |f(x) - 2 axÀ| <lf(x)- aa Gx)l + Py X)- > Q; @ 

< il pour tout x € [0, 1]. 

La série À u, converge donc uniformément vers f. 

Si pour un x € ]J0, 1[, la série > an X ” était absolument convergente, sa somme 

serait indépendante des groupements de termes. Or il existe toujours un groupement de 

termes pour lequel la somme est 0 (f = 0) et un autre pour lequel la somme est 

x (f(x) = x). Le rayon de convergence est donc nul. 

D-7 Méthode de Korovkine et polynômes de Bernstein: 

a) L'application f est uniformément continue sur [0, 1] donc: 

Ve>0,36>0;V (x y)e [0,112 (k-n<8=fx-fol<e). 

L'inégalité proposée est donc vérifiée pour tous les couples (x, y) tels que Ix— y] < 6. 

Mais si au contraire, x et y sont tels que x —yl > ô,ona (x — y)2 2 2 Ilfil, ce qui 

prouve encore l'inégalité dans ce cas, puisqu'on a toujours lf (x) -f (y)l < 2 NA. 

b) L'inégalité du a) peut sé raduire par: 

lF@ —f 0) eo I £ € ep © + ee (e2 x) — 2y e1 @) + y 2 eg &). 

Les T,, étant positives, elles conservent l'inégalité ci-dessus, ce qui prouve l'inégalité 

demandée puisque: 

Ip£LyS-y<p<yesp+y20 et y—-p20. 

Si on applique cette nouvelle inégalité pour y = x, on obtient: 

IT, D G)-F 0) Ta (eo) OA 
£ ET; (e0) (>) + ne [Ty (2) ©) 2y Th (ei ) ©) +7 2 Th (eg ) O)]. 
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On peut écrire ensuite, avec l'inégalité triangulaire, et parce que 

e )-27e]@)+y z (eo) ©) = © - y)? = 0, les inégalités: 

IT} C2) ©) 2y T; (e1 ) ©) + y 2 Ts (ep) OI 
< \(T, (e2) — e2) ©) - 2y (T} (e) — e1) ©) + y 2 (T, (eo) - eo) O) 
< IT, (e2) — ell + 2y IT, (e3)— ejll + y ZT, (eo) — eoll 

< IT, (e2) — ell + 2 IT, (e1) — exll + IT, (eo) — eoll. 

Choisissons N € N tel que pour n > N, 

Dre (e) _ ell SE 

IT, @1)-ell<e pour avoir, pour tout y de [0, 1], 

IT, (eo) — eoll < € 

IT, (e2) y) - 27 T, (e1) ©) + y 2 Th (eo) GA 4€, donc 

IF} PDO)-FOT, (eo) (pl <E IT, (ep)l RE . 4€ | s Fe 

Il reste alors à écrire: 

IT, DO)-FONÏS<IT, D O)-FO)T; (eo) OÙ + FONIT, (eo) ©) — e0 PI 

< ef + fi rs 7 JS 

€ 
Le réel €" > 0 étant donné, on choisit € dans JO, 1[ tel que € < —— pour 

2 + Ilfl + SIA / 62 
obtenir alors lorsque n > N, [T,(P-fl<e". 

c) Les T, sont linéaires positifs par définition puisque É x E (1-09 est positif 

n 

sur [0, 1].Au rang 0, T, (60) ©) = 2, CÉxk (12h = (x + 1 — x)" = e0 
k=0 

Pour calculer les deux termes suivants, nous remarquons que: 

Renoir à cal) A8 20 ep 
m = Cri F n(n-—1) GE 

n 

On a alors T, (e) (x) = > : CA k (1 -xyk 
k=0 

= X Se k-1 n—k £ re (1 —x) 

n-1 

=X À a xk GIE 2 x = e1 (X) 
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n 

Gi ne ED) = 2 Grta ER 

n 

= x2 D Do (—xy# 
2 

n-2 

=x2 > Cox (1  xy 2 =x2- en (x), 
k=0 

n—]1 

n 

IT. en -attel - 2l<lre is n (2) = € in Pie 

et finalement T, (e) = € + L ej, donc 

SIN 

Donc pour tout f élément de E, T, (f) est une suite de polynômes convergeant 

uniformément vers f. 



€ “ 
er y 
Sagem tapes mm mn 

= ee 

=“ x 
Æ 

Tr x cu de “is sida 

Du tésl be 2x Ft | $ vf | 

LP ê 1 50 Te : ” Ke 1 
Wie 8: Er) lee es 

| ei «il + (7, Go él. 

9 que Pad pis, à Q Sie . _ 

; ren res "DA | | L € 

Le _ 

200b 4 + + 8 = Les ct | 
| F. et ét LÉ dE LA ee sue ni fe 

mssrrens, radios » Shwz sim pa 3 ni BE es mn 

Fr, 05 011 NT, te vis efr, Le à Ge sesaf Va ù 

fl A0 * PavS At oné s N reste aiors à écrire Fo: é 

af -HON 8,400) LOT, A TES 
4 AR Pres 

: »- 
. & 

Le céel €‘ > D étans dinné, cn chote & Gnés NX LE wiquees —— a 

ofremir ajors korvgue « 2 A, C7, (fre . = 

crleT, sont bre pe po per ét pa É O E port 

eus tà 1 LAù Eh qû 1 L'ETTSS 
7 . 

Par où _— Min et 7 

ous: M. D Ge 

éd 2 

| 1 Pr 
masèus 7, dr;rt7 Étéoudt! 

Agbi 



Il 
SÉRIES ENTIÈRES 

A - Domaine de convergence 

Pour une série entière À, a, z" de variable réelle ou complexe, le premier résultat 

est le lemme d'Abel. 

"Si pour un 70 # 0, la suite (a, zo") est bornée, la série Z, a, z " est absolument 

convergente pour tout z tel que 12 < Izpl". 

On peut alors définir le rayon de convergence R de la série entière par 

R = {Izl; (a, z ") est bornée} élément de R* de telle sorte que: 

i)pour 1 <R, Ÿ an z "est absolument convergente 

ii) pour I1>R, À a; z "est grossièrement divergente. 

Si DR désigne le disque ouvert de centre O et de rayon R appelé disque de 

convergence, le domaine de convergence de la série entière sera intermédiaire entre 

DretD p 

A-1 Détermination du rayon de convergence. 

Pour la série entière À a, z ”, déterminer le rayon de convergence R et étudier 

la convergence pour |zl = R (si est fini > O0) dans les cas suivants: 

a)a,=2In1+22In2++2"Inn 

b)a,= (2-2) (2- V2). 2-2) 
2n et 

ape J Le dé 

an+ay+-+a 
d)an=1,a=1etpourn2>1,a.., = "0" "1" ""#. 

1 | Ë C4 (n + 1)2 
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A-2 Rayons de convergence de séries entières associées. 

On considère une série entière > an X ” de rayon de convergence R(a). On 

suppose que les (a,) sont réels positifs. 

On considère une série entière À b, x " de rayon de convergence R(b) telle que b 

est donné en fonction de a. 

Dans les différents cas proposés, il s'agit de déterminer (partiellement ou 

complètement) À (b) en fonction de R (a). 

a : a _ n STE nm 

LS 1+a, PES RE \ 1+a,? 
b)b,=a,F (n) où F est une fraction rationnelle de n sans pôle dans N, 

dj+4+--+4a De A 
Gn 7 

db, = [ ns dr. 
0 

? 

: a 

A-3 Étude de la série Ÿ + za, 

On considère la série entière complexe > an z" et on suppose que son rayon 

de convergence est non nul. 

An a) Montrer que la série entière > 117 a un rayon de convergence infini. 

On pose alors f (z) = >. “a ce 
10 

+0 co 

b) Montrer que pour Izl <R, | f(z)et dr = > dr. 
0 n=0 

c) On suppose que la suite (a,) a une limite À non nulle dans C. 

Montrer que pour x réel, f(x) ex. 
X—+00 

A-4 Étude de la série À (ap+a1+4a2+….+a,)z",. 

On considère une série entière > a, z" et on suppose que son rayon de 

convergence r est non nul. 
* 

On pose f (z) = ÿ az" pourid<r. 
n=0 
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n 

On considère d'autre part À, = ” ay et la série entière À À, z" dont on désigne 

le rayon de convergence par R. 

a) Montrer que R est non nul. 

On pose alors pour Izl <R, F (z) = AGE 
n=0 

b) On pose R, = inf (7, 1). 

Montrer que R 2 R, et que pour Iz < R,, les sommes sont liées par la relation: 

(DfG)=(-2)F (2). 

c) En calculant pour Izl <R, (1-2) ÿ A, 2", montrer que r 2 R et que la 
n=0 

relation (1) est vraie pour tout Izl < R. 

d) Montrer que si r < 1, alors R =r. Dans le cas r > 1, discuter selon que f 

s'annule ou non au point 1. 

A-5 Calcul de sommes de séries entières. 

Reconnaître et déterminer les sommes de séries entières: 
ALE 

Ç 14 
D 2 Gt D 2 CN Gi 

ae n\ n O2 GrDm+D- CD” 
T/2 

(utiliser les intégrales de Wallis J cos’ x dx ) 
0 

D Y per | > cos je 
ro DTe tin 

A-6 Logarithme complexe. 

Pour z € Ce z=r eig d'argument 6 choisi dans ]-x, x}, on pose: 

L(J=in \x2+y2+i0=Inr+i0. 

a) Calculer L (e?) et eLG), Que dire de L (z z') pour zetz'dans ce? 

b) Pour z dans C* s'écrivant z = r el0 avec -x < 0 < x, on pose sir = Izl < 1, 

f()=L (+2). 



80 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Calculer en fonction de r et 6, S f (x + iy) et son développement en série 

entière de la variable z. 

c) En déduire le développement en série entière de f. 

x : pe cos n Ô 
Application: à l'aide de l'exercice B-1 calculer la somme des séries 7 CR et 

n=1 

sin n 0 
D à pour les valeurs convenables de 6. 
n=1 

B - Étude au bord du disque de convergence 

Si R est le rayon de convergence de la série entière Y a, z ”, on sait qu'elle est 

absolument convergente pour |z| < R et grossièrement divergente pour |z| >R. 

Il reste à étudier ce qui se passe lorsque |z\ = R. 

Des exemples simples (D nz”, > 20 > _ z") montrent qu'une grande variété : 
n 

de situations peut se présenter, dont certaines font l'objet des exercices de cette partie. 

Un autre problème est celui des propriétés de la somme de la série entière au 

voisinage d'un point frontière quand elle est définie en ce point. Y a-t-il continuité? 

dérivabilité? 

Un théorème classique dû à A bel fait l'objet de l'exercice 1, mais nous donnons dans 

cet exercice d'autres conditions suffisantes plus simples qu'il faut mettre en œuvre dès 

que possible. 

B-1 Convergence radiale. 

On considère une série entière de variable réelle À a, x" de rayon de 
CO 

convergence 1 et on définit f (x) = > a, x” en tout x où la série converge. 
n=0 

a) On suppose que la série a, est absolument convergente. 

Montrer que la série À a, x ” est normalement convergente sur [-1, 1] et que f 

est définie et continue sur [-1, 1]. | 

b) On suppose que la suite (a,) est positive et tend vers 0 en décroissant. 
Montrer que la série > a, x” est uniformément convergente sur [-1, 0] et que f 

est définie et continue sur [-1, 1[. 
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c)Montrer que si la série } a, est convergente, pour tout x de [0, 1], 
co 

> ax" £<2€,. , Si on pose €, = Sup L dk 
k=n+1 P2n || k=p+1 

En déduire que la série Ÿ a, x "est uniformément convergente sur [0, 1] et que 

f est définie et continue sur ]-1, 1]. 

B-2 Théorèmes Tauberiens. 

Soit À a, x" une série entière de rayon de convergence 1, et de somme 

f @&) = >> ay 
n=0 

On sait d'après l'exercice précédent que si a, est convergente alors existe 

lim f(x)= > a,. 
x—1 n—0 
x<1 

Le but de cet exercice est d'étudier des réciproques de cette propriété. 

a) Montrer par un exemple que peut exister Him f (x) alors que > a n SSt 
1 
x<l 

divergente. Il faudra donc, si on veut un résultat réciproque de la convergence 

radiale, rajouter des conditions supplémentaires. 

b) On suppose donc que f (x) FR l, et que de plus na, un 0. On se propose 
X—> n—>co 

x<l 
Co 

de montrer qu'alors la série À} a, est convergente avec D an=l. 
n=0 

Pour cela, montrer pour tout m € N° et tout x e [0, 1[ la majoration: 

m m co 
£ 

> an -f&)| <(1- x) > n\G, 10 ; es 
n=0 n=1 M n=m+1 

AVEC Em = Sup (n la,l), et conclure en considérant comme valeur de x un x,, 
n2m 

approprié tel que lim (x,,) = 1. 

c) On suppose toujours f Ge 1, mais la deuxième condition est remplacée 
> 
x<l 

n 

maintenant par 1 > k ak Re 0. Il s'agit encore de montrer la convergence de 
k=1 re 

Ya, etl'égalité À a,=1. 
n=0 
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À ta. B, À n. A, a et Pour cela, on pose b, == GET ESS 

g = b,x?. 
n=1 

c-1) Montrer que g est définie sur ]-1, 1[ et vérifie les égalités: 

g@D=(A-2 D B,x"=(1-x) D, A,x"-(1-x) 2 nb,x" 
n=1 n=]l n= 

= Da,x"-(1-x 2 nb,xr. 
n=]1 n=1 

c-2) Si (d,) est une suite complexe convergeant vers 0, montrer que lorsque 

1 e 
x—1(x<1), > d,x"=0 GE AE la technique de l'exercice B-5). 

c-3) En ra b) à la série > b, x" montrer successivement que 

> b,=1- ap puis que > an = L. 
n=1 n=0 

B-3 Convergence au sens d'A bel. 

Soit À u, une série à termes complexes. 
n 

On dit que À u, est sommable au sens de Cesaro si la suite ©, = S : I ” S 
k=0 

k 

avec Sy = Y LU) à une limite finie ©. 

p=0 
On dit que À w, est sommable au sens d'Abel si la série entière Ÿ u, X° a un 

2 : 

rayon de convergence R 2 letsi ‘lim > u, x” lexiste. 
Il n=0 

Montrer que toute série sommable au sens de Cesaro est sommable au sens 

d'Abel, la limite étant la même (Frobénius). 

B-4 Semi-convergence sur le cercle de convergence. 

On considère les séries entières SZant" et > b,2", 
_1)E (n) E 7 CODEC EN EREE 

Fe 4 7 EG 
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a) Montrer que les deux séries entières ont pour rayon de convergence 1. 

b) Montrer qu'elles sont semi-convergentes sur le cercle de rayon 1. 

B-5 Etude asymptotique à la frontière du disque. 

a) On considère deux séries entières de rayon de convergence 1 qui définissent 

les fonctions f (x) = D: ax” et g(x) = > b;-x ft 
n=0 n=0 

On suppose que (b,) est réelle positive, que a,  b, et que > b,est 
n—> 

divergente. 

Montrer que g (x) —— + etque f(x) = g (x). 
x—1 x—1 
x<1 x<l 

Co 

Exemple: donner un équivalent au voisinage de 1 de à nE x" où ke N° est fixé. 
n=0 

b) Donner un résultat du même ordre pour deux séries entières de rayon de 

convergence infini (préciser les hypothèses) et en déduire un équivalent au 
co co 

* 2 
voisinage de + de À, “E pat = ,puisde > (i- ï) 2 

n=1 n=1l me n! 

C - Développement en série entière 

Une application f de variable réelle ou complexe définie sur un voisinage (2 de O est 

développable en série entière s'il existe une série > a, z " dont la somme vaut f (z) sur 

un voisinage de O inclus dans {2. On sait que dans ces conditions il y a unicité de ce 

développement en série entière. 

Dans les exercices de cette partie C) nous chercherons soit à déterminer 

explicitement le développement en série entière de fonctions données, soit à trouver des 

conditions sur f permettant d'assurer l'existence d'un développement en série entière. 

Dans le cas où la variable est réelle, si f est développable en série entière, elle est de 

classe C® sur un voisinage de 0 et la série entière dont elle est somme est sa série de 

n) 
Taylor en 0 (appelée aussi série de Taylor-Mac Laurin) > f® @) OO 

Mais réciproquement, cette condition de classe C® n'est pas rm 
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D'abord, comme le montre l'exercice C-7, la série de Taylor peut avoir un rayon de 

convergence nul. Mais même si la série de Taylor converge dans un voisinage de 0, sa 

somme peut être différente de f comme le montre l'exemple ultra classique de la 

fonction f: x el? dont la série de Taylor-Mac Laurin est nulle, alors que f ne 

s'annule qu'en 0. 

C-1 Développement des fonctions rationnelles. 

a) Pourke N'etae Gé en dérivant & — 1 fois la fonction x— = , donner 

le développement en série entière de la fonction de variable réelle définie pour 
1 

œ-aY 
Quel est le rayon de convergence? 

b) Justifier le développement en série entière de la fonction de variable 

x#apar f (x) = 

complexe f (z) = ae . 

Remarque: bien entendu, pour le lecteur connaissant la notion de dérivée par 

rapport à la variable complexe z les questions a) et b) n'en font qu'une. 

c) Montrer que toute fonction rationnelle de variable complexe n'admettant pas 

le pôle 0 admet un développement en série entière au voisinage de 0 et donner son 

rayon de convergence. 

| Indiquer des méthodes pour déterminer ce développement. 

Exemples: développer en série entière les fonctions f (z) = sites "7 4 
(2-1) (G2+z+1) 

1 1 
()= CHR) 

: 1-z+z2-73 1+z+z2473 

d) La suite (a,) étant donnée, comment reconnaître que Ÿ an z ” est la série 

entière d'une fonction rationnelle? (on se contentera d'une condition nécessaire 

dans le cas d'une fraction rationnelle de partie entière nulle). 

C-2 Exemples de développements en série entière. 

a) Pour les fonctions ci-dessous, donner le développement en série entière en 

précisant le rayon de convergence. 

a-1) Avec ae R*,ft)=(x+V1+x2)% 

a-2) f (x) = Arg th G + à | 

a-3) f (x) = (Arc sin x)? 
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1 

a-4) f (x) = fs dt. 

Calculer une valeur approchée de f (1) avec une précision de 10710. 

b) Pour & € R*, développer f (x) = sin & x comme série entière de sin x. Cas 

particulier? 

c) Pour 8e KR, on pose: 

Fi) = Aicten x sin 0 

1+xcos 0 

29 = ; In (1 + 2x cos @ + x ?). 

c-1) Donner les développements en série entière de fy et 29. 

c-2) Pour z=reid avec 0<r< 1, on pose F (2) = gg (r) +ifa(r). 

Calculer exp (F (z)) et en déduire l'expression de F (2). 

C-3 Développement en série entière d'un quotient. 

a) On considère une série entière Z a, z de rayon de convergence R > 0 et 

telle que a = 1. 

a-1) Montrer qu'il existe une unique suite (b,) vérifiant l'égalité (formelle): 

(Da,z1) (Db,z')=1 
a-2) Montrer qu'il existe À > 0 tel que pour tout # entier, la,l < À ", et en 

déduire qu'il existe B > 0 tel que pour tout n entier, lb, < B ". Que dire alors du 

rayon de convergence de À b,z17? 

b) Montrer que si f et g sont deux fonctions développables en série entière de z 

et telles que g (0) Z O, la fonction z+- 2 est développable en série entière de 

la variable z. 

c) Application à la fonction f : x+ tan x. 

Montrer que la série de Taylor de f est convergente pour tout x dans [0, : [. 

Montrer que f est:développable en série entière de x, déterminer le rayon de 

convergence, et donner une formule de récurrence liant les coefficients. 

C-4 Développement d'une série de fonction. 

Pour développer en série entière une fonction f définie comme somme d'une 
co 

série de fonction f (x) = D u, (x), plusieurs méthodes sont possibles. 
n=0 
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1) Chercher une équation différentielle ou fonctionnelle vérifiée par f et en 

chercher les solutions développables en série entière. 

ii) Développer chacune des 4, en série entière et intervertir les sommations. 

ii) Montrer directement que le reste de Taylor tend vers O. 

Les différentes techniques pourront être utilisées dans les exemples qui suivent. 

a) Soit a un réel de ]-1, 1[. 
co 

Développer en série entière f (x) = > sin (a " x). 
n=0 

+00 s 

b) On pose f (x) = Se SE, + Déterminer l'ensemble de définition de fet 
n=—c° 

son développement en série entière de x. 

c) Soit 2e ]0, 1[. On pose f(x) = [[ +4"). 
n=0 

Montrer que f est définie sur R et développable en série entière. On donnera le 

développement et son rayon de convergence. 
co 

d) Donner le développement en série entière de f (x) = > … In (x + n). 

C-5 Critère d'analyticité réelle. 

Soit À un réel strictement positif, et f une fonction de variable réelle définie et 

de classe C® sur l'intervalle ]-R, R[. 

Montrer que si f est sur ]-R, R[ égale à la somme de sa série de Taylor: 
Ca 

(n) fé= ZX EU vn, 
eDMPANr 

elle vérifie la propriété: 

(P;:Vae J0,R,3K>0,36>0;, Vpe N,Vxe }-a, al, f®) (I<K p! 6P. 
Etudier une réciproque. 

C-6 Fonctions absolument croissantes. 

On dit qu'une application f d'un intervalle Z de R à valeurs dans R est 

absolument croissante si elle est de classe C® sur I et si f ainsi que toutes ses 

dérivées sont positives: 

VkeN,Vrelf®(2>0. 
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On considère & > 0 et f une application de classe C® de ]-@, al dans R et 

absolument croissante sur [0, af. 
n 

On pose pour tout ne N,a, = f (0) et Rh (x) =f (x) -f (0) - 2 ag X k 

reste de Taylor-Mac Laurin. 

a) Montrer que la série entière >. a, x "est convergente sur [0, af et que: 

Vxe [0, al, » an X" <f @). 
n=0 

b) Montrer que n + R, (x) est décroissante pour tout x dans [0, af, et que pour 

tout n deR”",xm x” R, @) est croissante sur [0, af. En déduire que: 

Vxe [0, a, £e< 2 ax”. 
n=0 

c) Application: montrer que la fonction x+ tan x est développable en série 

entière de x et déterminer le rayon de convergence de sa série de Mac Laurin. 

C-7 Série de Taylor ayant un rayon de convergence nul. 

On considère la fonction f définie par: 

f(x) = Ÿ'erGin-l) ze R. 
n=0 

Montrer que f est définie et de classe C® sur R mais que sa série de Taylor a un 

rayon de convergence nul (on pourra utiliser la formule de Stirling 

lim Cr L V2x). 
n—>c n n+1/2 

D - Fonctions analytiques 

Dans cette partie, nous cherchons à dégager les propriétés des fonctions somme 

d'une série entière. 

La propriété essentielle, mise en évidence dans le premier exercice, est la 

développabilité en série entière au voisinage de tout point, c'est à dire le caractère 

analytique de la somme d'une série entière, et c'est cette propriété fondamentale qui 

nous guidera tout le long. 
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D-1 Développement en série entière. 

On considère une application f de D = {z e C; Iz < R} dans C somme d'une 

série entière sur D 

co 

f@)= À arr. 
n=0 

Soit zQ un point de D. Montrer que l'application u + f (Zo + u) est développable 

en série entière de la variable u et que le rayon de convergence est au moins 
R — Iz0]. 

D-2 Principe des zéros isolés. 

On considère une série entière > a, z ” de rayon de convergence R > 0 et on 

pose pour Izl < R: 

fG)= À a,7°. 
n=0 

On suppose de plus que la suite (a,) n'est pas la suite nulle. 

a) Montrer qu'il existe œ € ]0, R[ tel que pour tout z tel que 0 < Izl < @&, on ait 

f() #0 (on pourra utiliser un développement limité de f(z) en O). 
b) Soit zo tel que 0 < Iz0l < R et f (zo) = 0. En utilisant le résultat du D-1, 

montrer qu'il existe & > 0 tel que f (z) # 0 pour 0 < Iz — zol < &. 

Ainsi les zéros de f sont isolés. 

D-3 Principe du maximum. 

On considère une série entière X a, z" de rayon de convergence R > 0 et on 
note: 

f@= 2 az. 
n=0 

a) Soit0 <r<R. 

1 27 à 
Calculer en fonction des a, et de r, I (r)= Gr f lf (r eit)12 dr. 

0 

Ne voyez-vous pas un rapport avec les séries de Fourier? 
En déduire que si f n'est pas constante, |f (0) < SUP If (21. 

z 

b) En utilisant l'exercice D-1, montrer que si f n'est pas constante, [fl n'admet 
pas de maximum local. 
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c) On suppose dans cette question que R est infini et qu'il existe K > O0 et œ >0 

tels que: 

VzeC,f@I<K(1+14)% 
Montrer que f n'est pas constante et est un polynôme de degré inférieur à ©. 

d) On suppose que f n'est pas constante et que lA admet en z0 (tel que Izol < R) 

un minimum local. 

Montrer que f (z0) = O0 ( on pourra utiliser grâce à l'exercice D-1 un 

développement limité de f en zo). 

Application: théorème de D'Alembert-Gauss. 

Montrer que tout polynôme non constant à coefficients complexes admet au 

moins une racine. 

D-4 Approximation polynômiale. 

On considère un réel R >0,D = {ze C:l1<R}etA={ze C;lzi<R} son 

adhérence. 

Soit f une application continue de À dans € somme d'une série entière sur D: 

VzeD,f()= > az". 
n=0 

On se propose de démontrer qu'il existe une suite de fonctions polynômes 

convergeant uniformément vers f sur À. 

a) Première méthode: par rétraction. 
N 

Pour 5 > 0, utiliser le polynôme >, a, z”" (1 — 6}. 
n=0 

b) Deuxième méthode: moyenne de Cesaro. 
n n 

Montrer que si P, (z) = S: ag 2 K Ja suite Q, (z) = L De Py () convient. 
k=0 

n'+ulr 27) 

D-5 Fonction entière de type exponentiel. 

On considère une série entière > a, z ” de rayon de convergence infini et de 

somme f (z) = > An PK 
n=0 

On suppose qu'il existe un réel & > 0 tel que: 

Va>a1A>0; Vze C, (I1>A = Wf(2) < ef). 
a) On pose m (r) = Sup (If (2)1) pour tout r positif. 

zl=r 
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Montrer en utilisant l'exercice D-1 que: 

VneN;lair"<m(r). 
bx 

b) Pour b > 0 et n entier > 0, trouver le minimum de la fonction x — — 
x 

quand x décrit JO, +col. 

; er : a? 
c) Soit a > à. Montrer qu'il existe N € N, tel que pour n > N on ait la,l < ca 

(on pourra utiliser la formule de Stirling). 

D-6 Formule de Cauchy et suites de fonctions. 

Soit R un élément de ]0, +] et D = {ze C;1zl<R}. 

On désigne par (D) l'ensemble des applications de D dans C qui sont sur D 

somme d'une série entière. 

Le but de l'exercice est de montrer que si une suite (f,) d'éléments de D 

converge vers une application f de D dans C uniformément sur toute partie 

compacte de D, alors f est élément de H{(D). 

a) Formules de Cauchy. 

Soitfe JH(D) avec f(2)= D, a,z" pourld <R. 
n=0 

27 
Montrer que pour tout r < R, air n = F fer el!) ent dr. 

0 

b) On considère donc une suite (f,) d'éléments de (D), définis par leur 
co 

développement f, (z) = > an (p) zP, et on suppose que la suite f, converge vers 
p=0 

une application f de D dans C uniformément sur toute partie compacte de D. 

b-1) Montrer que pour tout p, la suite (a, @)), en COnverge vers un complexe 

noté a (p). 

b-2) Montrer que la série À a (p)zP aun rayon de convergence au moins égal 

à R et a pour somme f. 

c) On considère (r,) une suite de réels positifs strictement croissante de limite 

R et pour fe (D) on pose a, (f) = Sup f(2)l, puis B, (N = NT | 
Tn +@, 

co 

Montrer que d (f, g) = > 5 Bh (f — g) définit une distance dans Æ{(D), la 
=() n= 

convergence pour d étant la convergence sur tout compact. 
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E - Applications des séries entières 

Beaucoup d'applications tournent autour de la recherche sous forme de la somme 

d'une série entière de la solution d'une équation différentielle ou d'une équation 

fonctionnelle. La démarche de base consiste à chercher formellement la solution a 

priori sous cette forme, mais le point essentiel qui conditionnera la réciproque est la 

démonstration que le rayon de convergence est strictement positif. 

S'il en est ainsi, la relation trouvée dans le cadre de la condition nécessaire montre 

la condition suffisante et permet de conclure. 

E-1 Equations différentielles du premier ordre. 

a) On considère l'application o de R dans R définie par: 

pour x > 0, p (x) = Ch (x #2) 

pour x < 0, @ (x) = cos ((-x)7/2). 

Chercher les solutions développables en série entière de l'équation 

différentielle: 

2xy'+y=3x (x). 

b) On considère l'équation différentielle 

XY'=Xx+}y 2, 

b-1) Montrer qu'elle admet une solution f développable en série entière sur un 

voisinage de 0. 

La fonction f'est-elle définie sur R entier? 

b-2) Y-a-t-il d'autres solutions définies sur un voisinage de 0? (on pourra 

chercher les autres solutions sous la forme y (x) = f (x) + GS d 

c) On considère l'équation différentielle: 

(WP + y». 
c-1) Quelles relations doivent vérifier les (a,) si on suppose que 

y (x) = D. a, x" est solution de (1)? 
n=1 

c-2) Déterminer le développement en série entière de l'application g définie par 

g@=1-VI-2x;. 

Si g (x) = D b, x", calculer b, en fonction des (b4) pour 1<k<n-—1. 
n=1 

c-3) Montrer que pour tout n, on a 0<a, <b,. 

En déduire que si f est l'unique solution de l'équation (1) telle que f (0) = 0, elle 

est développable en série entière de rayon de convergence au moins égal à 5 - 
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E-2 Equations différentielles du second ordre. 

a) On considère l'équation différentielle: 

4xy"+2y'-y=0. 

a-1) Intégrer cette équation différentielle en posant x = 1 2 pourx>0Oetx=-#2 

pour x < 0. 

a-2) Donner les solutions développables en série entière et trouver les solutions 

définies sur R tout entier. 

b) Montrer que pour À e R*”, l'équation différentielle: 

x(1-x)y"-1Gy'+y)=0 
a une solution non nulle développable en série entière de rayon de convergence au 

moins égal à 1. 

c) Soit p et q deux fonctions continues définies sur un intervalle contenant 

l'intervalle ]-1, 1[ et telles que pour Ixl < 1, 

pa@= 2 ax, qa@= 2 Bxr. 
n=0 n=0 

On suppose de plus qu'il existe M > 0 tel que pour Ixl < 1, 

Ib OI<M et lg x <M. 

On considère l'équation différentielle: 

Œ)xy"+xpGXy'+q@)y=0. 

c-1) On pose a priori y (x) = > dx 
n=1 

Quelles relations doivent vérifier les (a,) pour que y soit solution de l'équation 

(E)? 

c-2) Montrer que pour tout nr on a les majorations 

la) <M et IBI <M 

(voir par exemple l'exercice D-6). 

c-3) Si D b, x "est la solution de l'équation étudiée au b) dans le cas À = M, 
n=1 : 

montrer que pour tout ne N, 0 <la,l<b,. 

En déduire que (E) admet une solution non nulle, développable en série entière 
de rayon de convergence au moins égal à 1. 

E-3 Etude d'une équation fonctionnelle. 

On considère «& et À deux réels tels que IA < 1 et on désigne par E l'ensemble 
des applications f de R dans R de classe C1 vérifiant l'équation: 

f'O=eXf(Q x). 
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a) Montrer que toute fonction élément de (E) est de classe C® et calculer 

f®) (x) en fonction des valeurs de f, f', …, f (1) au point À x. 

b) Chercher les solutions de l'équation qui sont somme d'une série entière. 

Montrer qu'elles forment une droite vectorielle. 

Donner explicitement l'expression des coefficients dans le cas particulier & = 0. 

c) On revient à æ quelconque. 

Montrer que tous les éléments de Æ sont développables en série entière. Ainsi 

E est de dimension 1. 

d) En déduire pour 0 < À < 1, la dimension de l'espace vectoriel F des 

applications g dérivables de JO, +c[ dans R vérifiant l'équation: 

Vxre R**,g'=£(x?). 

E-4 Fonction de Bessel Jo. 

a) On définit la fonction Jo par: 
f2 "|" Jo @) = n Jo cos (x sin f) d'. 

Montrer que J,Q est solution de l'équation différentielle 

xy"+y'+xy=0. 

b) Montrer que la fonction J{ est développable en série entière et donner son 

développement. 

c) Montrer que J6 (x) —— 0. 
É X—>+00 

E-5 Etude d'une équation de Riccati. 

a) On considère l'équation différentielle 

(E) xz'-xz2+2z-1=0. 

On suppose que (E) ‘admet une solution développable en série entière sur un 

voisinage de 0 s'écrivant z (x) = > DPXT. 
n=0 

Montrer qu'il existe une unique suite (b,) répondant à la question et démontrer 

que la série entière correspondante a un rayon de convergence R 2 1. 

En déduire que (E) a une solution unique développable en série entière. 

b) Au voisinage de 0 on pose z = Dr : 

Montrer que u est solution de l'équation 

(F) xu"+u'+u=0. 
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Déterminer les solutions développables en série entière de (F) et les exprimer à 

l'aide de la fonction de Bessel JQ de l'exercice E-4. 

Soit f celle de ces solution telle que f (0) = 1. 

Montrer que f est strictement croissante sur l'intervalle ]-c, 2] et qu'elle a un 

zéro unique sur l'intervalle [O, 2]. 

Partitions de [1, n]. 

Pour tout n entier naturel, on note D, le nombre de partitions de l'ensemble 

[1, n]. On pose aussi Do = 1. 

a) Montrer que pour tout n € N, 

n 

k Dyn= D CÉDy 
k=0 

co 

b) On pose f (x) = 2 D ré 

Montrer que la série entière a un rayon de convergence au moins égal à 1. 

Déterminer une équation différentielle vérifiée par f et en déduire la valeur de f. 

c) Donner une expression de D, 

Arbres binaires. 

Etant donné un ensemble fini E, on appelle arbre binaire défini sur E, un 

couple de relations G et D (pour gauche et droite) de E vers E vérifiant les 

propriétés (P) ci-dessous. 

Terminologie: si a G b on dit que b.est suivant gauche de a, 

si a D b on dit que b est suivant droit de a, 

si a G b ou a D b on dit que a est antécédent de b. 

Propriétés P: 

i) il existe un élément unique de E sans antécédent appelé racine de l'arbre 

binaire, 

ii) tout élément distinct de la racine admet un antécédent unique, 

iii) tout élément admet au plus un suivant gauche et au plus un suivant droit. 
On peut représenter un arbre binaire sous forme de schéma orienté vers le bas, 
comme dans l'exemple présenté plus loin (page ci-contre). 
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On désigne par a, le nombre d'arbres binaires (à un isomorphisme près) pour 

un ensemble à n éléments, avec la convention 4 = 1. 

a) Pour n > O, calculer a,,, en fonction de (Gi)ocien: 

co 

b) On pose f (x) = ; a, x" en supposant que la série entière a un rayon de 
n=0 

convergence R > 0. 

Montrer que pour lxl < R, la relation suivante est vérifiée par f (x): 

x (FO) -FG)+1=0. 
c) Calculer l'expression explicite de f (x), donner la valeur de R et en déduire la 

valeur de a, 

Exemple d'arbre binaire pour n = 20, où chaque nœud représente un élément. 
racine 

suivant gauche 
se à droit 

de la racine SEA e la racine 
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Solutions 

A - Domaine de convergence 

A-1 Détermination du rayon de convergence: 

2 2*<2*Inn<2In1+22In2+.+2%nn<ninn2. 
Le rayon de convergence de chacune des deux séries encadrantes 2 2z1et 

Znin2zest 1 car. par exemple: 2 

n 

Vn in n 22, 
N—00 

ne a : Le rayon de convergence de la série est donc ; , €t comme 2Inn,ilya 

1 convergence pour {zl < 5 €t divergence pour |zl > 1. 
2 

2 k b)in(a)=] [in 2-5). 
k=1 

Comme Ca) In (2-3). 1-214 
k—co 

RE In (2- 2 22. 

La série définissant 1n (a;) est divergente et à termes négatifs. 

n 

On a donc In (a,) => ->etde plus: in (a) In D 1 --In2nn. no k=1 À 
Finalement = Gn) en 0 donc a, Â* —_, 1,etle rayon de convergence est 1. Co n—>co 

Choisissons In 2 < & < 1. A partir d'un certain rang N, on aura ln (a,)>-œ@lnn soit 
1 Pins) ! ae An Cl la série Ÿ 4 n'est pas convergente, donc > an z ” n'est pas absolument n 

convergente pour Izl = 1. 

Prenons z = ei avec 0 < 8 < 2x. La règle d'Abel usuelle peut s'appliquer ici puisque 
n : 

les sommes partielles > eko | | 1SESSE Ryan s F k=0 1- ei. sin 0/2 Isin 0/21 
sont bornées et que a, tend vers 0 en décroissant puisque Le 20 

An 
Il y a donc semi-convergence pour Iz1 = 1 à condition que z # 1. 
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c) Intégrons par partie { u = 2 dv = el dr ) 

2n ,t t 72n 2n at 2n n 
€ € € € € 

a = — = — + — = —— — _— 

F J ae Et | 29 2 ain SE 
n 

n 

2n n 2n 2n 
CEE RO 11. Jpsh Es. 2e e" e2n 5h : 5h (1 — 2e )- 57 > et RE )=0 5h 

; 2n On 
Finalement, a, - , Va, — e2 et le rayon de convergence est Fo 

Etude pour |] = — 

£ Le 
Comme a, e 2n _ 57? il n'y a pas convergence absolue. 

Prenons z = e2 ei0 avec 8e ]0, 2n[ de sorte que a,z"=b, eir8 avec b, = a, e 2". 

La suite (b,) converge vers 0 car b, - . 

2n ,t-2n 2 An(u-2) 
= | _ a = | L . du enposantf=nu. 

n 1 

Sous cette forme, comme pour ue [1,2], (+12) < e(4-2) ji] apparait que la suite 

(b,) est décroissante. On peut encore appliquer la règle d'Abel usuelle et il y a 
1 L 

convergence lorsque 11 = — siz # — : ” =: 

d) On peut remarquer que pour tout n e N, 0 < a, < 1 (récurrence immédiate). On a 
2 PEL 1 

donc ———— <a LS = —— : 
+1 7 + +1 

Le rayon de Fe MAC est donc égal à 1 qui est le rayon de convergence commun des 

z site ; 
séries D. Ge ET > FEU On peut affiner la majoration car: 

se, + Ref us et finalement D ne 
2 (n+1) 

Comme la série de Bertrand > ÎE est convergente, la série a, est convergente 
n 

et la série } a, z ” est absolument convergente pour lzl < 1. 

co 

Remarque: siR, = à ag sets _ ax on sait que R, —_— 0, donc 
k=n+1 k=0 

S-R, S 
—_——#ñ_ , Ce qui précise la convergence de dd. 
n+1ÿ  n+1ÿ es 5 An+1 + 

A-2 Rayon de convergence de séries entières associées: 

a) Sia,—— 0, alors b, aussietb, æ a,.On a donc R (b)=R (a)21. 
no no 
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Si (a,) ne tend pas vers 0, (b,) non plus puisque: 

b Er _—“h" 

as 1'NG, 1=b, 

Dans ce cas on a donc R (a)< 1etR (b) < 1. Comme de plus, pour tout n, 0 <b, <1, 

© 4 = 

on a exactement RÀ (b) = 1. En fin de compte: 

R (b) = sup (R (a), 1) 

Posons alors c, = 1b, . Dire que c, r est borné équivaut à b, r 2" borné. 

Comme R (c)=inf {re R*”; (c, r ") borné} 

etR(b)=inf {re R°”; (b,r") borné}, on en déduit que: 

R (c) = VR (b) = sup (VR (a), 1) 

b) Quand n — co, F (n) - K n % avec entier. Or on saitque D a,x"et>a,n%x" 

n 

ont le même rayon de convergence puisque lim Vn %= 1. Donc: 

R (b)=R (a) 

c) Supposons R (a) > 1. Alors À a, converge, donc si À = >: Ans Pn — î et 
n=1 

RD) EL. 

Supposons R (a) < 1. Pour tout 0 < r <R (a), il existe K > 0 tel que anr”"<kK pour 

tout n entier, donc: 

rl 

Sete 4 

# = 

sn ok 
n(i-r) (|r 

La suite (b, r ”) étant bornée, on en déduit R (b) > r'et puisque c'est vrai pour tout 

r <R (a), on en déduit que R (b) > R (a). 
. . . ’ ep a e a A Mais par ailleurs l'inégalité b, > à montre, puisque > s. x'et © a, x! ont même 

s 

sl. 

rayon de convergence, l'inégalité R (b) < R (a) d'où l'égalité. 

R (b)= inf (R (a), 1) 

< 1 valable pour tout r > 0, on déduit b, <a, donc 

Conclusion: 

sin t d) De l'inégalité 

R()2R (a). 
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: I + oi 
Si0<t< 5 ona, par concavité de la fonction sinus, 

Enfer sa 
: T 12 : ii) Sa >> 2 [° Ba. d= 

Donc, si tous les (a,) sont dans [0, : ] à partir d'un rang, on a R (b) <R (a)etenfin 

On en déduit: 
sint|, 2, 

PAT [Le 

de compte R (b) = R (a). Notons que dans ce cas, R (a) > 1. 

S'il existe une infinité de (a,,) supérieurs à À , la suite des (a,) ne tend pas vers 0 et 

R (a) £ 1. Il existe une infinité de (b,) tels que b, > £ et on a aussi À (b)< 1. 

: +00 ; 
Mais de plus, pour tout n, b, sf” ee ; dt <Tr+ | e = TH + 1 , €t la suite (b,,) 

12 t T 
0 T 

étant bornée, R (b) > 1. Dans ce cas, on a donc R (b)= 1. 

Conclusion: 

R (b) = sup (R (a), 1) 

a) Pour r € ](0, R[, la série >», a, r "est convergente, donc la suite (a, r ”) est 

bornée par un réel M > 0. 

la un rayon de convergence infini (test de d'Alembert) 

M 

n\r 
et comme An, «| 

n! 

a à 
1 7h aussi. 
n! 

b) i) Montrons d'abord la convergence absolue de l'intégrale. 

Fixons z tel que 0 < Izl < R, puis prenons r dans ]Izl, R[. On peut écrire: 

< M : (ons ne 

n=0 r 

<M xpfTe r) donc f(tz)e-1<M e-%, avec a=1- ci > O, et cette 

ft 2)l < >. a zntn 
n=0 

majoration prouve l'absolue convergence. 

ii) Supposons toujours z fixé tel que 0 < Izl < R. Pour n et p dans N posons 
He, n 

Pp (ni) = Feb # k (2) ar « | ns. FE (2) dr. 
k=0 À: 

0 
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On peut majorer le reste de l'intégrale: 
LÉ n 

lp (n) — p, (n)l «| e{ 5 “ le zl£ de 
=D 

P 
+00 n 

< et us A dt 

k=0 k! r 

P 
+oo 

= Me-% a = M 70 
P a 

en prenant comme au i) 0 <r <Izl et a=1-7 : 

La suite de fonctions (Pp) LEN est donc uniformément convergente vers @. 
: 

De plus, pour tout p, lim Ph (n) existe et vaut [ e { f(t z) dt . On peut donc appliquer 
n—c 0 

le théorème de la double limite et ainsi: 

il tzhe tdt = li li =tli Î : D Sn Cie CD) CEE) 
Co n 

D % ;kzk dr 
i=0 À! 

+ 

DCS Pp w=| 

0 
n +00 2 # a : ; a x] etrkdr = à, azk et lim o(n) = > a zk, soit 

k=0 K : 0 k=0 m2 k=0 

+00 Se 

J ft 2) et dt = ÿ ai 27 
0 n=0 

égalité qui s'étend à z= 0. 

c) Posons g (x) = f (x) — À e* = > _ Le 
n=0 

Vx>0,1mEeN;VrenN,(n>m=la,-ÀAl<e/2). 
m ; co 

Donc le Dexl<ex À ln Len 4 ex SL ue 
n=0 2 7: nm !! 

Co ñ C x” 

Or, > Led er et pour mn fixé, 

m 1 

lim |e* Gn= 9 çn = 0, donc il existe À € R tel que pour x > A 
n=0 Le S 

CR 
CN ET BOSS +3 €. 

Ainsi g(x)e *—>0 doncf(x) # 1e. 
X—>+00 X—>+00 
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A-4 Étude de la série Ÿ (ap + ay +a2 +... +a,)z": 

a) SiO<r<r, Zla,lt" converge, donc la suite {alt * est bornée par M et 

la! SM t 7, Choisissons r # 1. 

—h"— 

Ainsi, A, <M > Flers 
Det 1-:71 

SH DOI Ï. 

Sit> 1, A, est bornée et si r < 1 c'est À, 1". Dans les deux cas on en déduit R > 0. 

pour t>1 

b) Pour Izl < R; les deux séries Ÿ z "et X a, z " sont absolument convergentes. On 

peut appliquer le théorème sur le produit de 7e 

D IA nl zl* est convergente et ù AIT E . À d, 2 usoit F (2)= 
n=0 n=0 

1 
1-2 

d'où la relation (1). 

On en déduit en particulier R > R1 (ce qui provient aussi du raisonnement du a)). 

p+1 P P 

c) (1-2) >, Anzt= D, Ayzt- DA 2" 
n=0 n=l n=0 

P 
= A0 + À (Ah —A»_1)z NA 7 AT 

n=1 

P 

= > og te op sn 
n=0 

Pour Izl <R, A, z "converge, donc À, z "— 0. 
n— 

D ca 

La suite > az" a donc pour limite (1 — z) D: À 2 
n=0 n=0 

On en déduit bien la minoration r > R et: 

Vz,ll<R=(1-2)F (z2)=f(2). 

d) Les études du b) et c) montrent que pourr<1,onaR>R,=retr>R doncr=R. 

Dans le cas r > 1, on sait d'après b) que À 2 1 et d'après c) quer 2 R, mais il n'y a 

plus forcément égalité. 

1) Si la fonction f ne s'annule pas pour z = 1, on est sûr que R = 1 à cause de 

l'égalité: f(z) = (1-2) F (2) 

valable pour Izl < 1 et qui ne peut se prolonger à 1. 

ii) Si la fonction f s'annule pour z = 1, il existe une application g continue 

vérifiant pour Il < r, f (z) = (1 — 2) g (z). 

Elle est définie par g (z) = ie pour z #1 et g(1)=-f'(1)=- 2 Wa, 
n= 
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Pour z # 1, on a donc, puisque f (1) = 0, 

PE = À @z"-a)=- 2 a(+z+++7"1) 
T2 n=0 n=1l 

et cette formule est encore vraie peus z=l1. 
N n-1 N-1 

Alors D, a, > zk4=- D zk et À eau 4p =D 240 - An) 
n=1  k=0 k=0 n=k+1 

N 

= 2 Azzk-_Ay S zk 

k=0 k=0 

N 

Comme f (1) = 0, Ay = w dy =— > ay, et on peut majorer: 
k=0 KE=N+1 

N co 

An D zË D &lWN+D1W 
k=0 Kk=N+1 

< Ant (N + 1) IZN = 

D lag klzk-1 pour la > 1. 
Kk=N+1 

La série dérivée Ÿ k ak z K-1 à même rayon de convergence r que la série initiale donc 

CO 

Finalement lim > A4 2 lim (> 2 An $ g É g (2)},etR2>r. 
itE=0 

Dans ce cas on a donc R = r et la relation (1) est vraie pour tout z tel que 2] < r. 

pour 1 <Izl<r, es — 0: 
0 N> 

A-5 Calcul de sommes de séries entières: 

a) En remarquant que 1 + j + j? = 0, donc que pour tout n entier, 1" + j"+ j27 = 3 si 

n=0[mod3let1"+7 +j2n = = 0 sinon, on obtient: 

EN ar x ÿx . Le > et+ex+e . donc: 

=3( + 2e-*/2 cos : x) 

co 

Remarque: on peut y arriver aussi en posant f (x) = Ds de telle sorte que 
x 3 

Gn)! 
3n-1 3n-2 

FCGY= 2 A ete Ge 2 A , ce qui montre la relation (1) 

f'Q)+f OO +fQ)=e. 
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La fonction f est alors l'unique solution de l'équation différentielle (1) telle que f (0) = 1 

et f" (0) = 0, ce qui permet de trouver l'expression donnée ci-dessus puisque la solution 

générale est y = i x+AeïtueÎx 

b) Pour x >0,posonsx=12 et EUX? = Cr = Pa : ) p 2 On 2 Cn) cos t = cos Vx 

2n 
Pour x < 0, posons x = — t2et | Oz" = > Le = Chr=Ch\-x. 

n=0 On 0 (2n)! 

— n 

pour x > 0, 2 G = cos Vx 

So 0 pour x < 0, 2 On)! = Ch V-x 

c) Par application du test de d'Alembert, 

dnx1 _ ___(n+1) L 3 
de Or DOTE 

Posons alors pour x > 0, x = 4t ? de sorte ae 

2:52n 
fa) = 1-2 ET ‘ pe nt? 

L Été fee Qn+1 
MES on D ; (cos u) du . 

Pour 0 << 1, on a donc: 

C4 2 

gO= > 12 fr (cos u)2+1 du . 
n=0 0 

Pour O < t < 1, la série de fonctions Ÿ r 2n (cos u)2+1 de la variable u est 

normalement convergente donc peut être intégrée terme à terme sur [0, 2 À. 
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T/2/ oc 

8 = È CAES pp = [2 du. 
j°1= 0 n=0 COS”u 

On peut calculer l'intégrale en posant sin u = v: 

FE 12 cos u du -f dv 

12 sin2u + 1-12 ot?v?2+(1-# 

1 
1 vt 

= ——— | Arc tan 

t a el 
1 AR t _ Arcsint. 

tV1-r2 1-62 1-2 

Finalement pour tout x de ]0, 4f, 

y. RS a 3 f (x) = Eten St 3 

Pour x < 0, posons x = — 4t ?, de sorte que: 

n2 (ner p2n = S Es 2n fO=h@ = > ( D mt CUS 
Avec les mêmes arguments que dans le cas précédent, on trouve maintenant: 

T/2 12 

h (1) = EDP 2 a | RL 
1 +12 cos2u 

0 
1 

L 2 COS HU Sd dv 

Es sin2u 12 1+12 
0 2 se 

2? J1+r2| Ni+r2 tv 

1 A Vi+r2#e) © 

NT ee a \1+12-5 = 

Sn Arg sht. 
tV1+r2 

Finalement pour tout x de ]-4, O[, 

1 t " V1 +72 2 

WUENT +72 ) 

f = Rene Re As Ÿ2 

d) On utilise la somme bien connue t + 2 +. + n = 2 +D 

D Mess 
n(n+1l) n 

, puis l'identité 

z à Fate ce qui donne pour Ixl < 1, 
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f&)= > 
n=1l X 

= 2ntl- » + À (In n (1— x) + x), d'où: 

f@=2+ £ (L- x) In (1- x) 

Remarque: par définition f (0) vaut 0 et il y a continuité en 0. 

es x 2 C x'+l 
-222-122 n FC + . nl 

= 1 
e) Comme 2 aise = In? 

+1 +1 He EDS ne > Œ1 DE 
"nl 

On a alors, par une technique sa à celle de l'exercice A-4, 

Ce DA cit }r À ce }r 
n=2 

7 ( 1yt+1 ( 1+1 
0) Cl 3% rate 

k=1 n=2) n 

N 
_1Y%+1 

; Pour Ixl < 1, comme > a < 1 (série alternée) et que x V1 ET 0, la série 
k=1 7772 

est convergente et: 

+1 

Lo io ps ea x=In(1+x). 
n=1 \k=1 Le 

Finalement pour tout x de ]-1, 1[, f (x) = . In2- —. In (1 + x), soit: 

f@O= = G&In2-In(1+x) 

A-6 Logarithme complexe: 

a) Si z=x+iy, e/=e*el de sorte que e*= lei et y = Arg z [mod 2x]. 

On a donc L(e?)=x+iy+2ikn, k étant choisi de telle sorte que y + 2k 7 € ]-n, x]. 

En sens contraire, eL@) = eln ei0 = z, 

En résumé, l'application z+ e’, à condition de la restreindre à D = {x+iy; x <y<x}, 

est bijective sur Cor application réciproque étant L. 

Ona L(zz')=L(z)+L(z')+2iK 7, k étant l'unique entier relatif tel que Arg z + 

Argz'+2knEe ]-n, xl]. 
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b) Pour Izl < 1, 1 + z a une partie réelle > 0 et Arg (1 + z) = Arc tan ) donc 

Ut DANS ER fœ+iy)=s In ((1 +2) + y?) +i Arc tan Te 

Où à ons À Ge 

eo ee D 
(1 + x) 

= JE So RS 

A+x2+y2 (+1) +7y2 

Here 1 
y ++ y-i(1+x) 

A 1)277 

c) Raisonnons à x fixé en posant g (y) =S fx +iy). 

La série de fonctions de terme général (—-1}”* (x + iy)* est normalement convergente sur 

tout segment [-a, a] telquex?2+a2<1l,iea <V1-x2. On peut alors intégrer terme 

à terme entre 0 et y si lyl < \1 -x2, pour obtenir: 

y C y 
fœ+i)-fa) = n s@& =i 2 [6 +ion a 

= S oy[etin l -Sar 
n=0 n=0 

, on obtient: Comme f (x) = In (1 + x) = > Ein À 
n=0 

pour |z| < 1, L (1 +2) = y (-1y -1 27 e 

n=0 

nn * inO 
En particulier pour Irl < 1, L (1 — r eï0) = > ra _ - 

n=1 

Pour 0 < 0 < 2x, la série D l ei18 est convergente en vertu de la règle d'Abel. Le 

théorème de convergence radiale (voir exercice B-1) permet d'écrire: 

> à eir0 = lim _ L(1-rei)=-L(1-ei6), car l'application L est continue pour 
da r<l 

Re (2) > 0 puisqu'alors:Arg (z) = en ] avec un dénominateur qui ne 
x+Vx2+y2 

s'annule pas pour x > 0. 
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Ce calcul donne alors: 

1 — 659 = 02 (6-92 _ O2) = _ 7j sin ; ei 

52 2 
=2 sin 2 Em et L (1-68) = in(2 sin 3 )+i Ex, 

On 4 donc pour 0 < 8 < 2x: 

B - Étude au bord du disque de convergence 

B-1 Convergence radiale: 

a) Si Z la,] converge, pour tout x de [-1, 1], la, x” < la, et la série Z a, x "est 

normalement convergente sur [-1, 1], d'où le résultat. 

b) Pour x e [-1, 0], posons x = — y, de sorte que la suite a, x" = (-1)" a, y" est 

alternée, et à son terme général qui décroît en valeur absolue vers Ô. La règle spéciale 

des séries alternées s'applique ici et on peut majorer le reste de la série en valeur 

absolue par son premier terme. Ainsi: 

< a LÉ <a. 
n 2 Los arte] £a 

“kA) k=n1 

Il y a bien convergence uniforme sur [-1, 0] donc sur [-1, œ] pour tout & € JO, 1[, 

d'après les théorèmes généraux. Ainsi f est continue sur [-1, ci pour tout &« € J]0, 1[ 

donc sur [-1, 1[. 

c) On applique une transformation d'Abel en posant R, = >, az. Pour tout p e N”, 
kn+1 

etxe [0,1]: 

n+. n+ n+p-]1 

So ge mjit 2e den à À RG xD Rx". 
In1 kn41 In] 
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n+ n+p-1l 

Sepisi ca (ent. Ÿ nr sur) 
k=n+1 k=n+1 

Donc 

n+ 

<erlxttes D @h_xk + nt? Sr LÉ SDES 
k=n+1 

La majoration étant valable quel que soit p: 

> a x® = 

k=n+1 

Il y a donc convergence uniforme sur [0, 1] donc sur [-a@, 1], pour tout & € ]J0, 1[, en 

Vxe [0,1], 

raison des théorèmes généraux, et f est continue sur ]-1, 1]. 

B-2 Théorèmes Tauberiens: 

a) Si nous considérons la série entière D, (—1}* x" dont la somme est 

1 = Y 1} x "= Ti. La série est divergente pour x = 1 alors que f (x) = à - 
n=0 

b) On peut écrire: 

à an (-x”)- \ Ont 
n=m+]1 

m 

2 d -s) = 

co 

AD Grx+e+xmhe X loc xn 
n=m+]l 

<= SRE pro > In al x" 
Fe n=m+1 

£<(1- » À nn + fe Sen 
n=m+1 : 

m 

» nla,| 

< CH EL SE ne. <m(1-x) F Vus 

Si nous prenons m (1 — x) = 1 soit x = 1 - L, 

m 

ÿ 1 
Le Res RE 4 dy f ) < 2 nla,l +€» 

Le premier terme à droite tend vers 0 grâce au rhéorème de Cesaro et ainsi: 
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N N 

c-1) D byx"= D (B,-B, Dx"+Bx 
n=1 n=2 

N-1 

, Ba (xx) + Bnx? 
n= 

N-1 N N 
=(1-x) À B,x"+ByxN mais By = >, b, = 

n=1 n=1 

1 2 = (by). 

La suite (n b,) a pour limite 0 par hypothèse donc est bornée. Si \n b,| <K, 

BM<KN et Byx" Nl et N À +20 

On a donc bien g (x) = (1 — x) à B,x" (voir l'exercice A-4). 
n=1 

n k n n 
chum 1 = 1 Mais B= 2 D Dman = Dmanl À, | K&+1) 

Énn(Ê(E-r1)} Éne(s rt) 
n 

= D Am-"bh=A,-nb, d'où la deuxième expression. 
m=1 

c-2) On utilise la technique de Cesaro. 

VE>OINEN; Vne N,n2N=ldII<E. 

Pour x e [0, 1[, 

(1—x) > a," 
n=0 

N co 

<=» D idix"+e(-x D x" 
n=0 n=N+1 

N 

<(1-2 D Id) +ex 1 
n=0 

N ‘ 

<(1-x » Id)+e<2e pour 1 -x< É 
n=0 

On en déduit bien que lim (1-x) >, d,x"=0. 
rt oi 

Le résultat peut s'appliquer pour d,, = n b,, car par hypothèse n bird Det 

lim g(x=lim > a,x"=1-a0 
x—1 XL ,=1 
x<i x<i 

c-3) On peut appliquer le b) à > b, x "et cela montre que > b,=1-&@0. 
n=1 
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Comme B,=A,-nb,,A,—— Îl- ag ce qui s'écrit encore: 
n—>00 

B-3 Convergence au sens d'Abel: 

Soit Z u, une suite complexe. 

Ds. 

n 

On pose S, = > Uy, PuiS On = 
20 n . 1 

On pose f (x) = ». H,1/ te 0 Y (n +1):6,x”" 
n=0 n=0 

a) Supposons donc que lim 6, = ©. 
n 

n n 

On a bien lim sup V(n+1)l0,) <1(sio#0,Vlo,l — 1 et si o = 0 pour n assez 

n 

grand, V lo,! < 1), donc g est définie sur ]-1, 1[. 

Posons, pour simplifier les expressions ©_1 =S_ = 0. 

Par produit de Cauchy, (1-x)8 = D (n+1)o,-no1)x"= > S5,x" 
n=0 n=0 

co 

(= x) 8 (= 2 S,-5)x"= 2 ux"=f(. 
n= n= 

> u, x converge absolument pour xl < 1 (produit de Cauchy). 

b) Montrons maintenant que lim f x) existe et vaut ©. 
=” 
x<1 

Si O, était constante (O, = ©), on aurait: : 

{x}? 2 M+1) ox"=(1-23ÿ © 2 , + Dans (a of )= a 

On a donc f(x) -o=(1- À @+0 (0 ox". 
n=0 

Ve>0,INEeN;n>N=lo,-0o< 3 » et pour x € ]0, 1[: 

fa-o<(- x? Ÿ ta, - _ oi (n+1)x" +5 (- x}? vanne, 
n=N+1 

<(1- x? ÿ m+1)lo,-ox"+ £. 
n=0 2 
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N 

Or le polynôme (1 — xÿD (n + 1) 10, — oi x" tend vers 0 quand x tend vers 1, autant 
n=0 

dire qu'il existe «>Otelque1-a<x<1=f(-0os< 5 + 5 < €. 

B-4 semi-convergence sur le cercle de convergence: 

a) us el et [2n+l Lee d'où le rayon de convergence. 
n n>> RARE 720 

n 2+2n : n 2+2n 

b) Considérons v, (z) = Y bz zk= el > zk 
k=n ? n k=n ? 

HOUR Pr = ay Gn+1) = z = pourzz#letv, (1) =(-1} 22 

La série >, v, (1) est convergente en raison de la règle spéciale des séries alternées et 

pour z # 1, >» y, (2) est absolument convergente lorsque Izl = 1. Finalement » v n @) 

converge pour tout z tel que Izi = 1. 

On peut encadrer un entier n entre deux carrés successifs: 

(E (Vn)}2< n <(E (Nn) + 1)2-1. 

ÿ oi, Œ(Vn)+1)2-1 
De plus Br LA RE — 

k=0 k=0 =ŒEQm) E (n)} 

- 2E(\n)+1 

Me à 
La série > b, z "est donc convergente pour tout z de module 1. 

1 1 
De plus, (a, — b,) z"1< ñ à EU: (Vn}2 

, ns 06 Le SRE CR Le EE De plus, (a, — b,) z" E (Nr) n E(Vn)? (E(\n)+1)2 

2E (Vn) +1 2 CENT nr ef 
E(yn) (EWn}1) n°? 

La série > (a, — b,) z ” étant donc absolument convergente pour tout z de module 1, 

comme la série À b, z" est convergente, il en est de même de La, z". 

Ainsi, pour Z a, z "et > b, z", il y a semi-convergence en tout point du cercle de 

rayon 1. 
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B-5 Etude asymptotique à la frontière du disque: 

a) La série > b, est à termes positifs et divergente. 
N 

Soit À >. Il existe Ne N tel que > b}2A +1. 
n=0 

Alors, pour x € JO, 1[, 

1e T mare D 0, L De 

0 A 

Donc il existe ss ]0, 1[ tel Le pour x e ]@, If: 

s@2 Ÿ 8, X Su — 12 A,eton a bien POSTE 
n=0 

pe 

L'équivalence de (a,) et (b,) se traduit par: 

VE>O,INEN;,VrneN,n>2N=la,-b,l< 5 Dh 

puisque la suite b,, est réelle positive. 

On peut alors écrire les majorations (pour 0 < x < 1): 
$ 

2 (a bp)x"| ia,-byx" 
aise fe) EG le n SF an te A ue mo n=N+]1 

Door 
n=0 

N 

à la, —b,lx" y Dex” 
< n=0 0 +5 © n=N+1 

D px" 
n=0 

N 

D la, -b,| 
< n=0 Æ 

_ 186 Ji 
Comme g D +0, il existe Ô > 0 tel que: 

X \ 
x<1l 

1-0<x<135ge%> Se la, — b,l , et alors, 
Ern=0 

FO-8Q<Eg GX) 

et cela prouve l'équivalence: 

fQ) = gx 
x—1 : 
x<i 

Exemple: pour n > k, on peut écrire n£ = n(n—1).(n-k+1). 
n—c 
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s@=2 n@-0 .(n=E+l)x” 
n= 

xD nm-D.m-k+Dxrk 
n=k 

k a 1 k k! | 
=X — [— |=x", ————— donc: 

dxk Le Ge xp 

fx) Ki a k+1 X— _ # 
x<l Œ-x) 

b) Précisons les hypothèses: > an X-"iot > b, x” sont deux séries entières de 
co 

sommes respectives f(x) = D AXEL 0) >} b,x”" vérifiant: 
n=0 n=0 

1) la suite (b,) est positive et non presque nulle 

ii) le rayon de convergence de Ÿ b, x " est +co 

ii) 4,  b,. 
ln ” 

Montrons qu'alors f(x)  g (x). 
X—>+00 

La démonstration est tout à fait semblable à celle vue au a). Pour N € N donné il existe 

m > N tel que b” > 0 et on peut écrire: 
N N 

Dila,-bix" D la,-b,x" 
pe < 10; 0 ce qui permet pour x assez grand de 

g @) b,,;x m X — +00 

; | 2 
majorer le premier terme par 5 et de conclure. 

rats n A MS IV x” V x" 
De l'équivalence L 1 — 1 m © on déduit: D 1— — _ € — 

n ! n n—œ nn ! n=1 n N ! x—>+co n=1 pre 

soit: 

De la même manière, (1 = ;) = en2in(1-1/n) _ e#-1/2+0(1), donc 

2 co 2 co 
n —n n n non 

2 17 Ep. , ce qui donne Ÿ, ie CS L Ÿ À À 
mr n n—>co \le n ! n=1l n ni n—+c e n=0 ni 

, 



114 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

C - Développement en série entière 

C-1 Développement des fonctions rationnelles: 

a) Si nous posons g (x) = — , alors 

k1 
g ED @ = Ho DE soit f@= se = ni 87 @. 

co 

Or gx) = —— =- - = L = È f pour lxl < lal (série géométrique). 
n 

Pour Ixl < lal on peut dériver terme à terme autant de fois qu'on veut pour obtenir: 

(Dee n(n=1)..(n=k+2) ,nk+1 8 @X) > an 

LEA GET A+k-1), 
É 2 antk 

Finalement pour lxl < lal, 

FH= CD > a ee soit 

x! 

f @) = (1 2 ls = 
antk 

b) La série entière Ÿ b, z" avec b, = ou a un rayon de convergence lal. 

De plus, pour x réel avec Ixl < lal, il y a convergence absolue et l'égalité: 

1=xœ-a} y DRxXTE= S CP Car xP È x (on a pris la 
n=0 p=0 n=0 

convention habituelle et logique Ce P = 0 pour p > k). 

La convergence absolue implique l'égalité des coefficients en prenant le produit de 

Cauchy, c'est à dire 1 = (-aX bo, et pour m > 1, > Ê? (-aÿP b, = 0. 
p+n=m 

On en déduit l'égalité formelle (produit de Cauchy) des séries entières 

1 = (2e (a? )@ b, 2 ë) ; donc l'égalité des sommes pour tout z 

complexe tel que |z\ < |a| qui assure la convergence absolue. 
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Ainsi, 1=| À C?(-ak?zP È be") 6-0f D b,z", d'où: 
p=0 n=0 n=0 

Remarque: La technique utilisée a pour but de contourner la dérivabilité par rapport à la 

variable complexe z, hors programme des classes de taupe. 

c) Si f est une fonction rationnelle sans pôle 0, on peut la décomposer en éléments 

simples sur C et développer chacun des éléments simples selon la méthode vue ci- 

dessus. Ainsi f sera somme d'une série entière de z pour tout z tel que Izl <R si R est le 

minimum des modules des pôles de f. 

Mais réciproquement, f étant discontinue en un de ces pôles, aucun des pôles ne peut 

être à l'intérieur du disque de convergence. C'est dire que le rayon de convergence est 

au plus À. C'est donc R. 

Une première méthode pour obtenir le développement est la décomposition en 

éléments simples. 

On peut aussi chercher une relation de récurrence vérifiée par les coefficients. 

Si f@= LE et Q ()=q0+41z+.+qe26, P (Z)=po+P12 +: + Dm 2 "Netsi 

on écrit f (z) = ;È an Z", On aura pour n GO 4n + 41 An-1 + + + Qk An-k = Pn 
n=0 

(en prenant p; = 0 pour i > m). 
A ENS © e £ 1 

Le polynôme caractéristique de cette relation de récurrence est X * Q (x) et on ne 

peut espérer en tirer explicitement les a, que si on sait factoriser Q (ce qui était déjà 

une condition sine qua non pour décomposer f en éléments simples). 

Exemple 1: 
1 1 Dai nt. ; Ar EUR 

OT GP Ge D EG C-)E-D 
a b C 

= + + —— . 

PTE M2) rl ee] 

On calcule les coefficients par la technique habituelle: 

Moss > ir b= lim (z—1) fO= 3; D De er lol et Co jf @) G-17G-j2 j6-1} S 
ne 

cu m2 ” 

nl nca niet 
1—+00 9 3 



116 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

LAONDE RIT EN RTE GNUERENIE TE RI 
FE 3 TEE 9 42 9 BYE 

j F 
co co Da Le co n 

=3 Let D'urDzrrs LEZ E4LIZ 2. 
3 ;=0 3 »—0 9 n=0 1 n=0 ÿ7 :2 LA ©; 

Pour n = 0 [mod 3] _E + ci =2-j-j2-3 
J J nd D A 

pour n = 1 [mod 3] FE + Licp_j+j-ÿ-0 
J J 

:9 . 

pour n= 2 [mod 3] L=È + 1=i_, 1,2 1-3 
j" j27 

co 

Finalement f(z) = D a, zLavec: 
n=0 

pour n = 0 [mod 3] a, = 

pour n = 1 [mod 3] a, = 

pour n = 2 [mod 3] a, = 

Exemple 2: 

Là, nous allons procéder par coefficients indéterminés. 

eD=Y u, z" avec: (1-z+z2-73) > U,z = 
n=0 n=0 

Up = 1, Up= 1 

Uj -up = 0, ce qui donne uwj=1 

Un — Uj + up =0, un =0 

etpourn23, u,-u, 1+u,-u, 3=0. 

L'équation caractéristique s'écrit: 

Der 12401 = (DEC: D 

Onadoncu,=aœ+fBit+7y(i}t avec: 

a+fB+7y=1 

a+Bi-7yi=1 

@œ—fB-7y=0 

mr 
fes 

nr) On en tire & = puis 
NI 
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et finalement On a donc B= es = Lt 

(1+(1)- i (1 + (1341), ce qui donne g (2) = D, 24+ 741. les 
U,= = + — 

PART NA Fe, 

si n = 0 [mod 4] u,=1 

si n = 1 [mod 4] u,=1 

si n = 2 [mod 4] u,, = 0 

si n = 3 [mod 4] u,, = 0 

Exemple 3: 

Pour h (z), on peut employer une des deux techniques précédentes, mais il est plus 

simple de remarquer que pour Izl < 1: 

h{) = |} __ 21-27) Dozdn= D) z4n_ 74H 

1+z+z<+7 7 n=0 n=0 

Remarque: la même méthode pourrait être appliquée pour g en remarquant que 

£2(z)= = SA Z (ce qui saute peut-être moins aux yeux!). 
—Z 

d) Si Z a, z " est le développement en série entière d'une fonction rationnelle de 

numérateur de degré m et de dénominateur de degré k avec m < k puisque la partie 

entière est nulle, on aura pour tout n 2 0: 

40 An+k + 41 An+k-1 + «+ + k An = 0 

Les coefficients du développement satisfont à une équation de récurrence linéaire. 

L'existence des (go, 41, … 4x) non tous nuls implique que pour tout » le déterminant 

D,,4 est nul où 

An An+1 ++ An+k 

7e Qn+1  An+2 ++ An+k+] 
AET 

An+k An+k+1 ++ An+2k 

Remarque: on démontre qu'en fait la condition ci-dessus est suffisante (nullité des 

déterminants de Hankel). 

C-2 Exemples de développements en série entière: 

DR A Ne) 1 +2) _— (x) 
\1+x2 1+x 
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NOR Tr a —f' 
1+x 

RÉ ae nt) 
1+x2 lix2 

Donc f vérifie l'équation différentielle (1+ x 2) y" +xy'- œ2 y =0 avec les 

conditions initiales f (0) = 1 et f' (0) = cr. 
co 

Si on pose a priori f (x) _ a, x” en supposant le rayon de convergence R > O, pour 
n=0 

xl <R, 

> +2) (n+1l)amox "+ D n(n-1)a,x"+ > na,x"-Ÿ a2a,x"=0 
n=0 n=0 n=0 n=0 

pour n2>0, (n+2)(n+1)a,»,2+(n2-a7a,=0 

On a donc a4p= 1, ay = @&, puis pour n2 1, 

n ta?)(4-a?2).(4n2- a?) 
Gin = CD 2n ! 

n1 4 A-a2).((2n-1ÿ- a? a = (D 1 RE — Le LE, Re 

Le rayon de convergence est 1, ce qui justifie a posteriori le développement en série 

entière pour lxl < 1. 

Remarque: si & est entier, la série des termes impairs ou la série des termes pairs est un 

polynôme mais l'autre garde bien un rayon de convergence 1. 
3 

4 RES QE ar 2m|+ e 

1 
Arg th G + à 

le rayon de convergence étant celui du développement de In (1 — 2x) c'est à dire ; ‘ 

a-3) A priori on ne peut envisager sans frayeur de chercher le développement par 

carré de Cauchy de celui de Arc sin x. 

Essayons plutôt de dériver deux fois: 
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f'o= Le Arc sin x 
be 2° 

" 2x : 2 

Den AI SX 
1207 1 

La fonction f' est donc solution de l'équation différentielle 

A-x2)y'-xy=2 avec f' (0) = 0. 

2 — X 1- Be tE . 

Siy&)= 2 ax”, 
n=1 

a =2, 2a=0 etpourn22: 

(n+1)a,,1-(n-1)a, 1-4, 1=0, soit: 

(n+1)a,;,=n4a, 1. 

Les termes de rang pair sont nuls (normal: y est paire), et pour n 2 O, 

Le rayon de convergence est 1 car = = —— 1, et pour xl < 1, 
dn-1 2n + 1 n—> 

y @)=2 > ee x 2ntl 

La __—_. fest la primitive de y s'annulant en 0 et: 

co 

x 2n+2 

pour [xl < 1, &) = À 37 3 .Qn+D n+1 n=0 

n n 

a-4) Pour tout x réel et + dans [0, 1], @ (r, x) = 1* = extin = ; z Er ) 
n=0 

et cette formule se prolonge par continuité pour t = 0 avec @ (0, x) = 1. 

La fonction 1 |f 1n 4 atteint son maximum qui vaut _ - Ainsi: 

XInN 

n 

VreR,Vte 0,1] tr 
n! 

Pour x fixé on a donc une série de fonctions de t normalement convergente sur [0, 

1] et on peut l'intégrer terme à terme: 

ES 1 n pa X 27 [er an dr. 
n=0 n : 0 

1 

Si 1 (n, p) = 16 t" (In tP dt , par intégration par parties, 

lin 0e ee amy] - ae 2 (nd 
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On trouve la relation de récurrence 1 (n, p) = — on ln, p-1), qui donne, par 

itération: 
! 

L(n,p)=(-1DP —L = j(n,0)=(-1P te (n, p) = ( Grp + pps 

n! 
Dans le cas particulier qui nous occupe J (n, ; = (1) ——— et 

(n+1y+1 

co 

— n ® # + 

Le cas particulier pour le calcul numérique est f (1) = D A - La série vérifie 
n=0 (n + 1) 

les conditions de la règle spéciale des séries alternées et on peut majorer le reste: 

N n 

fo- 2-2 
n=0 (n + 1)t1 

La précision cherchée sera obtenue pour N = 8, ce qui donne l'approximation 

f (= 0, 7834305108 

b)Sir=sinxtet re 2 ],x= Arc sint et 

1 
LUNEDNPE 

fx) =g(6)=sin(œArcsinr,,te [-1,1]. 

g'O= cos (@ Arc sin f) 
1-1 

cos (& Arc sin f) — 
" Es at . . 

go) 7 à 73 D 5 Sin (@ Arc sin f) 

a? 

ee Fais D Tee be 

La fonction g est donc sur [-1, É la solution de l'équation différentielle: 

(1- t2)y" -ty'+a2 y=0 

vérifiant les conditions initiales y (0) = 0, y ‘ (0) =a. 

Posons a priori y = y a, t”, on obtient la relation: 
n=1 

VnenN,(n+2)(n+1l)as;2-n(n-1l)a,-na,+a2a,=0, soit: 
(n+2)(n+l)as2=(n2-ada, 

Comme a9 = 0, les termes pairs sont nuls, et pour les termes impairs: 

_ (Gn- 1ÿ-a?)((2n-3} -a2).(1-a2) « 
(2n +1)! 

doin+1 
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Si @ est un entier impair, &@ = 2k + 1, les a,,1 sont nuls pour n > k et g est un 

polynôme de degré 2k + 1 (on retrouve ici un résultat connu sin (24 + 1) x = P} (sin x)). 

Sinon le rayon de convergence est 1 et: 

sin œx= >, @n,y (sin x)2%+1 
n=0 

sin Ô 

1 +2x cos 0+ x? 

— ei0 et e-i8 donc est développable en série entière de rayon de convergence 1 (C-2). 

0 1 j -1 1 Pour 0e rZ, — fo(x sr + 
dx fo 9 = œ+ei(x+ei® 2ilx+ei0 x+e-i0 

1 ei0 e”i0 

; z ( +xeig 1 er 

ati 1ÿ ei10 x ne 8 À emrevxr) 

n=0 

c-1) La dérivée Le Ja x) = est une fonction rationnelle de pôles 

: s (-1Y' sin (n + 1)0 x”. 
n=0 

On en déduit avec un rayon de convergence 1: 

f0 218 6 a 
n=0 n 

la formule étant encore valable pour 8 € nr Z. 

On procède de la même manière pour gg (x) si 0 € rZ. 

x + cos 0 1 1 1 Get re) d D gg = — SE (— + 
1+2xcos0+x2 Z2(\x+eid x+e 

e-i9 ei0 
ni LD 
1+xei8 1+xei 

A 1 Èc 1ÿte-i10 x n + ei0 > (-1Y 10 x 1 

n=0 

NI 

ND 

Y (-1}" cos (n + 1)8x7. 
n=0 

On en déduit avec un rayon de convergence 1: 

1 EE x" 
go @) = > (-1ÿ+ 

la formule étant encore valable pour 8 e nr Z. 

c-2) Pour 0 <r<1 et z=reit, 
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Le) = ; in (1 + 2r cos 0+ r 2)=1In 11 +2 

fe en OS = Arg (1+z) pris dans |- ni : pe 
1+rcos @ 

Donc F (2) = In 11 +21 +1 Arg (1 +z) =L (1 +2). 

C'est le logarithme complexe étudié dans l'exercice A-6 et on retrouve que 

F (2) = > (1y+1 SE , ainsi que er) = elnl1+4+iArg(1+z) ste 

n=1 n 

C-3 Développement en série entière d'un quotient: 

a-1) Si la suite (b,) existe, elle vérifie les relations: 

bo=1 
b1 + ay bp =0 

D, +410, 1 +. + a, bp =0 

qui permettent de définir une unique suite (b,) vérifiant l'égalité formelle 

26200; 20)21 

a-2) SiO <r < R, la suite À la, r est convergente, donc la suite la,l r est bornée. 

Il existe K > 0 tel que: 

VrnenN,lar"<K. 
n n n 

Mais alors, Vla,l < \K et NK ABS $ 1 
r Ta N—>0co r 

La suite \fla,l est donc bornée et il existe À > 0 tel que Nail < À , soit pour tout 

n,la,| <A”. 

Pour la suite (b,), quel que soit le choix de B > 0, la relation lb, < B " est vraie pour 
n = 0 puisque bo = 1. 

Supposons alors qu'il existe B > 0 tel que: 

Vke [0,»], lb <BÉ. 
On a alors: 

by+il lat 1b,l + lat 1b,_1l +. + la,41l lbol 

<AB'+A2Bn14+.+An+1p0 
B'+2_ A n+2 Fi B À 
RASE RARE ES <pntlf_D__J\_pn+l B'+l<B Ga 1) Br = < BA me à condition de 

choisir B > À et finalement on aura encore |b, ,1| < B "1 en choisissant B = 2A. 
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B 

bornée et le rayon de convergence de Ÿ b n Z est au moins égal à B ten tous cas 

Par récurrence on en déduit la propriété demandée. Mais alors la suite b, G) est 

strictement positif. 

b) Si f et g sont développables en série entière de rayon de convergence 2 r et si 
1 
nn 0) 

g (0) = ap # 0, on peut écrire encore FORT doi. 7 

ADI g (2) 
ao 

co 

Posons g (z) = D a, z”" pour Izl <r. 
n=0 

D'après a) il existe une unique série entière > b, z'" de rayon de convergence r ” 

strictement positif et & > 0 tels que pour IA < @: 
1 Co 

ANS ER 1, 
ao ? n=0 5 

En effet si & est inférieur à r et r ', pour Izl < &, la convergence des deux séries 

implique la convergence du produit de Cauchy et l'égalité des sommes. 
co 

Si f (z).= > Ch z”, pour lzl < r, on peut écrire, pour Izl < @: 
n= 

 b Fo 2 270 =f@. 
n=0 40 

: Lex : : . b, _. ; DR 
et si on définit d, par le produit de Cauchy » cz La m=} d, z", on a l'égalité 

formelle } Dre. Darsre > c, z', qui donne pour Izl < & l'égalité : 
co ca co 

Ad Gel m D nCu le aBOÏE >. dy z an2z"= Cas eSOIE 
n=0 n=0 n=0 

c) Si f (x) = tan x, la dérivée n ième de fest de la forme f (n) (x) = P, (tan x) où P, est 

un polynôme à coefficients entiers positifs (récurrence immédiate), donc est positive 

= [ 2 D) ” 

: 4 _ TH 
Si nous écrivons une formule de Taylor avec reste intégrale, pour x € JO, 5 [, 

pour xe [0 

sos Dre 0 E + PE 00 à 
n 

le reste est positif donc 0 < » f (k) (0) 2 < f (x), et la série de Taylor est convergente. 
k=0 s 
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Elle est donc absolument convergente dans ]- AS 5 

. 
2 

1 à 
L 

Si nous appliquons la question b) à tan x = “he 

sp 
COS X n=0 

il existe & > 0 et une série entière 

Dax 

Bien entendu, c'est la série de Taylor donc a, = D f (n) (0). 

On a donc l'égalité formelle (produit de Cauchy): 
1ÿ1 x 2n+1 1x 2n . 

Dee D. Zanx”, 
et cette égalité formelle donne une égalité des sommes pour tout x tels que les séries 

sont absolument convergentes, c'est à dire pour tout x dans > } ; [. Finalement le 

T rayon de convergence est 5 : 

La fonction étant impaire, on a donc: 

Vre h?, . [, tan x = 2 On +1 X "+1 
n= 

Pour trouver une formule donnant les @; par récurrence, on peut utiliser la relation 

f'@=1+/f2(x) vérifiée par f et en identifiant les coefficients de degré 2n on obtient 
œ = letpour n 21: 

n-1 
1 

Cn+1 = 3e À Ck+1 C2(n-k)-1 

C-4 Développement d'une série de fonction: 

a) Comme lsin a * xl < lal”  lxi la série est male convergente sur tout 
segment et f est en particulier continue sur R. De plus, 

f (ax) = Di sin (a "#1 x) = D sin (a x) =f (x) — sin x. 
n=0 n=1 

Cherchons a priori le développement en série entière de f sous la forme 

fo=Èaxr. 
n=0 

Si le se de convergence est R > 0, pour ll <R, 

Rom n Er j à DET x À aux > Or 0 , Ce qui donne: 
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pour n pair, n = 2p 

Gp (1-a?)=0 donc œ, = 0 
pour n impair, n =2p + 1 

En _1ÿ 
œ (La mises Ch . donc © = Res” 1 + + 
ts PT 2) O1) (2p + 1)! 

Réciproquement la fonction g définie par 

g )= > EE est définie sur R (rayon de convergence infini) 
n0 (=a2%+1) (2h +1)! 

et vérifie la relation g (a x) = g (x) — sin x, qui donne par une récurrence immédiate: 
N 

CE Se sin (@"x)+g(a"tlx). 
n=0 

Comme g (0) = 0 et comme g est continue, lim g (a+! x) =0 et g = f. Finalement 
n—>0o 

co 

CD" 
JO 2 (= a 2141) (2n + 1)! 

Dans cet exercice, on peut aussi étudier le développement de Taylor. Les séries 

dérivées k MS étant normalement convergentes, on peut dériver terme à terme et 

Fo > (a "X sin (ax +k 7 ) donc 
n=0 

FD Col <- 9 taie = Le ds 
jf @ 2 o 1 —lalé 1:= al 

Les dérivées étant uniformément bornées sur R, la fonction est développable en série 

entière de rayon de convergence infini. 

Les coefficients du développement en série entière sont: 

da = Le > an sin (k 1) avec pour tout p: 
RARES) 2 

p = 0 

(-1) 1 
a SE — 
24H17 Qp+1) 1e 2ptl 

On retrouve bien sûr le même résultat. 

On peut enfin, si l'on préfère, développer chaque sin (a * x) en série entière et permuter 

les deux >. 

+oo 

b) Si f (x) = D D , la fonction f est définie sur R \ (2Z + 1) car chacune 
n=— 

ne (—-1)’ (1) ne. LC 
des deux séries 2 El et a ont satisfait aux conditions de la règle 

spéciale des séries alternées, à partir d'un certain rang. 
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Comme f'est 2-périodique, on peut donc se contenter de l'intervalle ]-1, 11. 

Considérons les tèrmes d'indices positifs, et groupons les par tranche de deux: 
N-1 

LCD 1 1 (-1)" Rte 
Hu 2 | x+4n+3 2 sim sk x+2n+l TN 29 x+4n+1 

LS. 1 1 1 1 
E An+1 X7 ET UAR LS x 0 MAT: 

5 la in 

SES Le PER EURE 
22 ae 141 (4n+ 331 } 
Co co 1 

La somme double De 1 > UE NUIT 
0) À (An+1)Ët1 (An +3)#+1 

ca co 1 

1 ie HE SOUS IE = 

2 À (GG +11 (4n+371 ) ; 
co 

S'ÉETRRR  N E 
2 (ans FPE 0) n=0 (4n + 1-1) (4n + 3-lxi) 

et est donc convergente pour lxl < 1 (terme général en 2 1” 
n 

On peut donc intervertir les sommations (cf exercice I.A-6) et: 

ere Ds L k  … = Es mes X 

x+2n+1 5 ce n=0 (4n+ Sr (an + 3)+1 

Ê DE È a)» k 
k=0 n=0 (2n + 1)#*1 

On trouve de la même manière pour Ixl < 1 

Dire > x S a pt et finalement lt ant = lOnt 1)6+1 

f @) = > (-1X axk avec 
É=0 % 

N 
CDs ÿ EL 

DEC ORARUEN im 

neo (2n +141 Ne hp y 1 (2n + 141 
N 

Te n 1 1 _ Ce 1— (1361 
= li AY (© 2 — = Fa . 
je. 2 s rx De C2-1) 2, ( j (n + 1371 

co 

y 
Ainsi @2)+1 = 0 et a, =2 4 en + Finalement: 

n= 

CAE an Je 
p=0\ n=0 (2n + Qn +1) 
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N 
c) Posons fy (x) = II (1 +47 x). 

n=0 

S'il existe m e N tel que x = — À ”"!, pour n > m, f, (x) est nul et la suite converge vers 

0. 

Sinon pour ñn assez grand 1 + À” x est strictement positif et la suite f\ (x) garde un 

signe constant. 
N 

De plus, In lfy = D Inl1+ "xl. 
n=0 

La série est absolument convergente car lnl1 + À * xil æ ) À lxi donc la suite fy (x) 
n—co 

converge vers f (x). 

Remarquons de plus que f (x) = (1 + x) f (A x) (1). 

Cherchons alors une solution de (1) sous forme de la somme d'une série entière. 

Posons g (x) = > a x”. Sig est solution de (1), 
n=0 

> ax > D'ATXEE > GRANT, 
n=0 n=0 n=0 

soit pour n>1 a, (1-4")=1"a, 1, donc 
1 n(n+1)/2 

An = 
D A in 0 ar” 

n 

Comme —# = À —— 0, le rayon de convergence est infini, et si de plus 
dn-1 de À n n—œ 

= à "+12 
g(O)=1 g8@=1+ 2 a, ns X 

al (A7) (1 1 630) 

Mais comme g (x) = (1 + x) g (À x), par une récurrence immédiate: 

2DH=(1+H041+40.041+24720 8 (A "1x =f, 0 g (A1 2». 

L'application g est continue en 0 donc g (À +1 x) g (0)=1 et 
nc 

g@= lim jf, @ =f GX). 
n—00 

On peut donc écrire le développement en série entière: 

FI A+170=-14 > 
À n(n+1)/2 : 

a X 

50 er 20) de (= 2) 

d) On peut utiliser une somme double, maïs il va être plus rapide de calculer la série 

de Taylor et de majorer le reste. 

L'application f est définie sur ]-1, +c[ car si a, (x) = a In (x + n), les (a,) sont tous 

Ap+] (x) y Inx+n+1) 1 O. 
définis sur ]-1, +ce[ et de plus ay &) In(x+n) n+1 n- 
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CMD, La série dérivée p “"® a pour terme général a, E) (x) = 
ni 1 (x +nÿ 

Pour tout @, avec 0 <aœ<letxe [-@, +, 

LOC Pme =; 
n!(n- a 

Comme bal - Rae —- 0, il y a convergence normale de toutes les 
bn (n+1)(n+1-aÿ 

séries dérivées sur [-@, +. 

Ainsi on peut dériver indéfiniment terme à terme et pour x € ]-1, +, 

f®) (© = > PTE)! . 
n=1 n!'x+n 

On peut alors majorer pour — 1 < & et x 2 &, 

FE) col < Ÿ DE Dee 
n=1 n!(n+aŸ 

<e-D (2 +2 : 4 ke +e-—2 
a 

Le reste de Taylor-Mac Laurin est donc majoré: 

1 X 

< - J xt dt 
l+#o 0 

1 
<|e—2+ l ip? : 

1+a@)P+1 
X 

donc | GP FH) (3 dr — 0 si li < 1. o P! pre 

fé renus 

L'application f est donc développable en série entière de rayon de fonrersgnce 1. 
C9 

1 

f@=Y ap XP, avec ag = na et pour p 2 1, ap = 1 » (-1ÿ- 

PR n=1 %: P'n1n! InP. 

C-5 Critère d'analyticité réelle: 

Prenons 0 < &œ<R, puis B = : =: Œ de telle sorte que a<fB<R. 

La série de Taylor X a, x " est absolument convergente pour x = B donc la suite la, 
B"l est bornée par un M > 0. On a donc pour lxl < @, 

pos X [Ey cu (ME ; 
n=0 n=0 
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De plus, pour p > 1, 

FE) GI < 2 (+ p)(n+p—1)..(n+ 1) lanepl 

<M 5 n+p)(n+p-1).… ha) 

x" vo dd 2 (; 

Mais À + +p-0. Re rap nn “(4 kg 

À . 

de ns 
Finalement |f®) (xl < _p'MB_, 

(pop Tr 

Le résultat est donc acquis à condition de prendre K = me et Ê= _ 
— B-a 

Réciproquement, si la propriété (P) est vérifiée, on montre que f est développable 

en série entière sur un voisinage de 0. En effet, le reste de Taylor-Mac Laurin peut être 

majoré pour x € [-&, x]: 

Lel+1 _ gy AE (+1) (9 dr <K(n+1)! 6"+1 Mm+D! + D! 

< K (lx 6)"*1, donc il tend vers 0 pour lxi < : . 

C-6 Fonctions absolument croissantes: 

a) On sait que le reste de Taylor-Mac Laurin est: 

Ra @® = Eee FD (9) dr. 
0 

n 

Dans le cas présent on a donc R, (x) 2 0 pour 0 < x < &, donc 0 < y ax k <f (x). 
à k=0 

La série étant à termes positifs est convergente et par passage à la limite: 

Vxe[0,af, D a,x"<f(x) 
n=0 

n 

b) Comme R,_1 (x) = _ fU) (0)+R, (x), la suite (R, D),en est décroissante. 

X 
n+]1 

Par ailleurs x ”*R, (x) -| (es J pe) dt 

0 

X 
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Prenons 0 < x < y < & 

1 
Y RO)-x TR, (x) = ire ” ra Ne) ans : L 

. n! 
0 

FC ee 0 
n 

puisque l'application u (1 _ L ) est croissante sur [0, f]. 

+ + 
On peut alors, si x est fixé dans [0, af, choisir y = - 5 Œ de telle sorte que x < y < &. 

On peut alors écrire: 

OR, (GX)< ê k R,O)< Ê i Ro ©) = 6 Lee et cela prouve bien que 

R, @) FAT: 0, donc que pour tout x e [0, af, f (x) = Y An X 
n=0 

c) La fonction x + tan x est absolument croissante sur [0, LE [ puisque sa dérivée n- 

ième s'écrit f () (x) = P, (tan x), où P, est un polynôme à coefficients dans N. 

D'après ce qui précède, sa série de Taylor converge vers f sur [0, . [. 

Pour x € 1-5 ,O[, 

Fe If a. pe 700 6 d | e [, : CD 1) Co dr 

= 1F : La = Et fx) (0 dd =R, (X), 

0 

puisque f (+1) est soit paire, soit impaire. 

On a encore R, (x) es 0 et f est somme de sa série de Taylor sur F5 , - [. 
n—>co 

On a donc, si >» a, x "est cette série et si son rayon de convergence est R, 

à (1) x 2n+1 
(a, X (2 Ex) > ne 

donc pour tout x € ]-R,RI, 

C . es x 2n x x 2n+1 

(er JÈ eo Ex] x D Gr DE 
Comme cos : = 0 Z sin È , l'égalité ne peut avoir lieu pour x = - et cela prouve 

que ; KR: 

: Se 
Finalement R = 34 

Remarque: on peut obtenir l'existence d'un développement en série entière pour la 

fonction tangente par d'autres méthodes (voir exercice C-3). 



Séries Entières Solutions 1931 

C-7 Série de Taylor ayant un rayon de convergence nul: 

La série de fonctions est uniformément convergente sur R, car le"(n*-1)| < e-n. 
La série dérivée p ÎÈME peut être aussi majorée uniformément 

E GG) | 2 I(in 2 eir?x en] = n 2 en, 

Toutes les séries dérivées sont normalement convergentes sur R et f est dérivable 
terme à terme indéfiniment avec 

co 

19 @= À Penn 
n=0 

La série de Taylor de fest donc Ÿ Gp X P avec 

L ohne | On GE OI n‘Pen donc 

la, | = 1 > nPen > L h2e. 
DE n=0 D 

Mais d'après la formule de Stirling, 

2 1/2 
Lis CS NY Lies etpour toutr >0, lim la, r PI = +0, 
P : V27p V27 pe 

Le rayon de convergence est nul 

D - Fonctions analytiques 

D-1 Développement en série entière: 

Si u est tel que Iz0 + ul <R, on peut écrire: 
co n 

féo+u= 2 a, > CE rt tut 
n=0  k=0 

= »e > ace gt uË, 

avec la convention naturelle Le =0pour&>n. 
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La série double > à a € : zo" À u À est absolument convergente pour 
n=0 k=0 

co co co n 

ll < &— Izl car ZE a CE tot ke À la À CE 1 * 
n=0 k=0 n=0 k=0 

= À la, (zo! + lu}, 
n=0 

et la série entière est absolument convergente puisque |z0! + lul < R. 

On peut donc intervertir les sommations et écrire ainsi: 
ca 

f Go +u)= É Se an © AT ue > à ay C 206 uk, 
k=0 n=0 k=0 | n=k 

qui constitue le développement en série entière de u + f (zo + u). 

Remarque: les lecteurs connaissant la dérivation des fonctions de variable complexe 

reconnaitront dans la parenthèse . f @ (zo) et donc dans la série entière, la série de 

Taylor au point z0. 

D-2 Principe des zéros isolés: 

a) Désignons par m le plus petit indice pour lequel a,, # 0. Ainsi: 
C9 

fG)= a, re sul > mel Fe z "+1 9 (2). 

n=m+1 

La série entière de somme g converge pour /zl < R, donc la fonction g est continue 

en 0 et z g (7) — 0. 
z—0 

Il existe donc & € ]0, R[ tel que pour 1zl < @, on ait Iz g (2) < lai, donc An +28) #0. 

Pour 0 < /zl < @, le facteur z ”* est lui-aussi non nul, donc: 

f (2) ne s'annule pas pour 0 < Izl < @. 

Par contraposée, si f s'annule sur tout voisinage de 0 en un autre point que 0, elle est 

identiquement nulle sur B (0, R), car tous les coefficients c,, sont nuls. 

b) En utilisant le développement au point zp vu au D-1, on en déduit que si f s'annule 

sur tout voisinage de zp en un autre point que zp, elle est identiquement nulle sur 

B (20; R — Izo!). Mais dans ce cas: 

i) si 0 e B(z0, R - Lol), i.e. lzol < à , f s'annule une infinité de fois sur tout 

voisinage de 0 donc est identiquement nulle sur B (0, R), 
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lol 
ü) si Izol > ï , On considère le point 7; à io fa )°° qui est tel que 

IZ1 =,2 IZo]l —R et IZ] = Zo] =R-— IZo]l. 

Comme z, e B f (20, R — Iz0!), f s'annule une infinité de fois sur tout voisinage de z] 
donc est identiquement nulle sur B (z1,R —Iz1l)= B (21, 2 (R—Izol). 

On poursuit alors la démarche: 

si 1z1l < ? 1e. lzol < 3 R, on est dans le cas i) en échangeant les rôles de zp et z1. 

Sinon, on est dans le cas ii) et on définit Z9 = e Bi) Z] avec 
1 

I291= 212; —R = 4 Izpl — 3R. 

Plus généralement, si nous supposons défini z,, posons Zp+1 = (2 — À } de telle 
P 

sorte que 1z,,11 = 212, —R =2P Il-(2P-1)R. 

La condition pour que 0 soit dans B f (Gb R = Iz,411) (donc pour que f soit nulle 
sur B (0, R) ) sera IZ41l < 2; soit: [z| < (1 - 2-P-1)R.. 

Comme Iz0! < R et que lim (1-—27-1) = 1, cette condition sera vérifiée pour un certain 
ps 

rang p et On pourra conclure dans tous les cas que f est nulle dans B (0,R). 

D-3 Principe du Maximum: 

a) On peut écrire: |f (r ei!)|2 = f (r ei!) f(r ei!) = > ar'eint > à ar'erint 

2 > È aa, so): 
n=0 

puisque il y a convergence absolue. 



134 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Il y a en fait convergence normale par rapport à la variable t sur l'intervalle [0, 2x] 

n=0 \k=0 

On peut donc intégrer terme à terme et les seuls termes non nuls dans cette 

EE n 

puisque la série >» È lagl 7) l'est convergente. 

intégration sont ceux pour lesquels n — 2k = 0 et finalement: 

co 

I (r) = 2, dm ar? =D jar?" 
n= n=0 

En fait, cette égalité n'est que /a relation de Parseval appliquée à la fonction tr f (r ei!) 

continue et 2x-périodique. 

Si f n'est pas constante, il existe n > 0 tel que a, est non nul et alors: 

lFCO)2 = lag? < À la, r 27 < Sup LFP < Sup GP. 
20 zl=r zl<r 

b) Une conséquence du a) est que 0 ne peut être un maximum local (si f n'est pas 

constante). 

Le résultat de l'exercice D-1 permet alors de faire le même raisonnement en un point 

quelconque de ‘B (0, R). 

c) Dans le cas présent, pour tout r > 0, 

1 27 l = 
I = 3 il \f(r eit)I2 de <K2 (1+rP%, donc D laf2r2<K2(1+rÿ0 

0 n=0 

Pour tout r > œ, on a donc la, 2 <K? (1 + rÿ{a-n) —— 0, c'est à dire a, =0,etfest un 
r—+00 

polynôme de degré < ©. 

d) Grâce à l'exercice D-1, on peut écrire pour lul <'R — Izo| 

fGo+w)=bpt », Due 
n=1 

Comme f n'est pas constante il existe un indice m > 0 tel que b,, # 0. 

Supposons que m > 0 est le plus petit indice tel que b,, 0. On peut écrire alors un 

développement limité de f (z0 + u) sous la forme: 

fGo+0)=bo+bnu"+u"e() où e&= À Pnrmu "> 0. 
n n=1 

Supposons alors que |f| ait un minimum localement en z et que f (z0) = bo # 0. 

pe fGo+w= 1 + Ë uMm(1+e'(u)). 
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Choisissons alors y de la forme u = À r el0 avec 0 < À < 1 et r " em0 = _ . (r ei0 est 
m 

une racine mn Me de — 2 ), pour avoir: 
m 

Be fGo+w=1- 4" (1+E"(2) avec Jim &"()= 0. 

Il vient alors: 

. fGo+u) | <1-A4"+4"le"Q)=1-A"(1- le" (A)) 
À m 

<1- 5 Pour À assez petit, donc 

f (zo 5 u)l < lbol = f Go). 

Sur tout voisinage de 79 il existe donc z tel que Wf (21 < lf (zo)l et zo n'est pas un 

minimum local. 

Application: 
n 

S1f.(z) = D ag K est un polynôme non constant (avec a, # 0), 

[f (2)l 2 la, 1211 — 
zl—+00 

n-1 

ÿ, ag 2 k 

k=0 

Il existe donc R > O tel que fIz > R = lf(z)l > lf(O)l. 

n-1 

2 Izl* Lo . D lag LE" e +0, 

= ] > _ On a donc Inf If (2) nf f()l, puisque nf (2) > FCO) > nf lf ()l. 

L'application |f| étant continue sur le compact B f (0, R) a un minimum et il existe 

zo € C tel quel (zo)l = nf f G)l. 

D'après ce qui précède, on a nécessairement f (z0) = 0, ce qui constitue le théorème 

de d'Alembert-Gauss. 

Remarque: on peut démontrer d) directement pour un polynôme en utilisant la formule 

de Taylor (exacte) en 20. 

D-4 Approximation polynômiale. 

a) Première méthode: 

L'application f est continue sur le compact À donc uniformément continue. 

Ve>0,3a>0,Vzz'eAlz-z1<a=f(t)-fG'Nse. 
! 

Si nous prenons 0 < Ô< 1 et z 

, donc d'avoir lf(z)—f((1 — 6) z)l< €. 

= (1 — Ô) z, si [z] SR, nous sommes sûrs d'avoir 

Iz-z'l=l1 Ô<a@ pour Ê= F 
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La série entière À a, z" est normalement convergente sur tout compact inclus dans 

D donc en particulier sur ‘B;(0, (1 — ë) R). 

Il existe donc m > 0 tel que: 

= Sup F(1-D2-2Za(i-97Y|<e et 
Izl n=0 5e 

m 

fc) ait 
n=0 

donc pour tout z € À: 

< 2€. 

m 

fo- 2 a(-52" 
n=0 

Remarque: l'indice ne dépend que de ô (donc que de €). 
m 

Si P£&(z) = > an (1 — 6Ÿ z ” la suite P1}, (z) est bien une suite de polynômes 
n=0 

convergeant uniformément vers Î. 

b) Deuxième méthode: 

Cette méthode s'inspire du théorème de Fejer pour les séries de Fourier (voir exercice 

III.C-3). 

Pour tout r <R il y a convergence uniforme sur le cercle de centre O et de rayon r, 

donc: 
2T 

(Dar _ ; f(reït) e-int dr. 

Les a, r " sont d'ailleurs les coefficients de Fourier de la fonction périodique 

te f(r el!). Notons que pour n < 0, a, = 0. 

L'application f étant continue sur À la relation (1) est encore vraie pour r = R. 

Siz=rei (par continuité de l'intégrale dépendant du paramètre r), 

7 re . 27 . . 

Y azk= = D et Î fret) eu qu 

k=0 LE n 0 
| 27 n 

re i … ek(t- RG | fre) 2e (1) du 

1 f2x in, Sin(n+1/2) (t-u) 

2 [ Te (&—u)/2) 
Nous avons alors, toujours pour z = re: 

2 i U 
0, G)= Rn | ORNE) en) 

0 
sin ((t— u)/2) k=0 

LS 0 TU D LAN 
27 mx5 | ftre 'É RES ] du 

nu É 16 A) i a sin (4/2) 
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En posant @, (x) = role nefsin ((r Duo) Ni ee re 
2x (n+1) ( sin (x/2) ) , il vient puisque [er (u) du = 1: 

. . T . , 

fre") -Q, (re!) = [ re) —f(r el) p, (u) du . (voir exercice III.C-3). 
—T 

L'application f étant uniformément continue sur À, à tout € > 0, on peut associer 

a > 0 tel que: 

Vrel[0,R], VteR,VueR,(lu<a= lf(rei)-f(r eit-#))] < ; D 
T œ 

Pour ce qui concerne 4,, J Pn (u) du = 1 avec p, > 0, donc 1 ®, (u) du < 1, etde 
= -a 

plus, pour lul > @, 

PESTE QD A+) (2) ZA m+D 

On peut alors majorer: 

If (r et) — Q, (r eït)l < - fe (u) du + PNEU A < €, pour n assez grand 
L 2/4" sinZ(a/2) "+1 

Conclusion: la suite Q, est une suite de polynômes convergeant vers f uniformément 

sur À. 

D-5 Fonction entière de type exponentiel: 

a) Dans l'exercice D-3, on a démontré l'égalité: 

2 la2rk= > croi dr. 
k=0 Lx 

Mais on a à la fois > lag? r2# > (la,l r ")2 
0 

3. fre ei de <m GŸ+ Jar = m (rP, 

donc Vne N,la,lr"< m (r). 

b) Si f(x) = x * elx, f' (x) = (-n + bx) x "-l'ebX et fest minimum pour x = 
IS 

puisque f Gr + et f(x) es +0, Ce minimum est donc: 
X 

d G) (ir CR: 2 © 2xn en vertu de la formule de Stirling. 
n 

+ x 
c) Prenons b = 5e de sorte que & < b < a. On peut écrire la,l r " <m (r) < ebr 

7 Le pour r assez grand, donc la,l <r ” ebr < G) e” ANT 2nn. 
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Let b\n n & 
Finalement mel ue ei Die 27n 2 —— 0 puisque b < a. 

a” n" a n—>co a n—0 

n!la,| : ' 47 
A partir d'un certain rang N on a donc <1 donc la, < te 

a 

D-6 Formules de Cauchy et suites de fonctions: 

a) La série > ar kK° eikt est normalement convergente par rapport à t car 

lag r # et] = layl r É est le terme général d'une série numérique convergente. 

Il en est de même bien sûr de la série X a r À el&-n)! dont la somme est f (r el!) ein. 
27 

On peut donc intégrer terme à terme et comme | elÆ-n)! qr est nul pour k# net vaut 
0 

27 pour k = n, on obtient bien: 
2n 

nf (r ei!) ein dr . M 
- 27 

b-1) Pour re ]0, R[, la suite f, converge uniformément vers f sur le cercle Izl = r, et 

en intégrant: 
27 

1 | nt 1 a = ——— r el!) et dr —— n ®) D 7 ) PRET 
27 . . 

free Pides 
0 

On peut poser: 

1 
2x 

a(p)= —— | f(reit) et dt 
2rr P “0 

b-2) Prenons r € ]0, RI[ et définissons K = Sup f (). 
ZISr 

Cette borne supérieure existe dans R car f est continue comme limite uniforme pour 

Izl < r, d'une suite d'applications continues. 

On obtient alors la (p)l r P < ar KG EEK. 

D'après le lemme d'Abel, la série Ÿ a (p) zP est absolument convergente pour lzl < r. 

Son rayon de convergence est donc au moins égal à r, et comme cela est vrai pour tout 

r <R, il est au moins égal à R. 

Prenons Izl = r et r < R1 < R. La suite (f,) est uniformément bornée sur B(0, R;). 

Ainsi, il existe K] tel que pour toutne N, |f, (2) <K1 et aussi (2) < K1. 

On a donc pour tout p et pour tout n, la, Gp) RP <K, soit, 

la, @zP1= la, @UrP<K; R) 
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co 

La série ” an @) zP est donc normalement convergente par rapport à n, et on peut 

appliquer le théorème de la double limite pour obtenir: 
co 

f@= lim f,@= im À a,@)zP= 2 lim (a,@)zP)= À aGp)zP. 
n—>oo n> p=() p=0 >> p=0 

c) Le lecteur vérifiera sans difficulté les axiomes des distances, l'inégalité 

triangulaire provenant de l'inégalité: 

a+b__ : Ta b 
usb la ME vraie pour a20etb2>0, 

et de la croissance de l'application x —. : 

Supposons donnée une suite (f,) et f € H (D) telles que d Cp De 0. Soitr<R 
—3 00 

fixé. Il existe ne N'tel quer <r, et donc Sup f, G)-fGN< a, FD. 

Pour tout £ > 0, il existe po € N, tel que p 2 po implique l'inégalité d (f,, f) < A + On 

en déduit en particulier: 

L Bh Gp —f)< F soit On Üp=h < 2 et finalement, 
2 1 + an Ün —f) 

Un fn < —. <£e sion suppose de plus £< 1. 

Ainsi: Ve>0,3meN;VpeN,(p2>po=Suphf,(z)-fGN<E). 
Ci 7? 

Il y a donc convergence uniforme sur tout compact de D. 

Réciproquement, si (f,) converge vers f uniformément sur tout compact de D, à tout 
co 

€ > 0, on peut associer me N, tel que » sue < 
£ 
2 , et comme pour tout ñ, 

n=m+1 s 20 
co 

BF-f) <1, De 7 BF) S 
Comme (f,) converge uniformément vers f pour Izl <r,,, il: existe D tel que 7 P 2 PQ 

/ 

Le 

implique l'inégalité: 2 / Gire Sr D'É, a 
£ CE TA, FE N° à 

Life _ l< > lors our nÆ m : TR amp = Sup VOS @IS 3 etalors pourn£ mi 
€ 

Ba F-1p) one) ee) 2 2 - Finalement 80 Eee, © Co. 470 

æ Con Le +E Da EN LEc Ure 

CP € me TR 54 

DETTES et 

Soi 1 d(f fp) = 2 x Pa Up) + _ Bn -fp) < € 

IVe 
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E - Applications des séries entières 

E-1 Equations différentielles du premier ordre: 

a) En utilisant les développements en série entière des fonctions x cos x et 

x ch x, on obtient: 

ca 

3n 
pour x 20, @(x) = ch (x 3/2) = L On D 

tLaN a L 3n 
pour x < 0, @ (x) = cos ((-x)?/2) = à CD BTE; = 2 nf 

Finalement @ est développable en série entière de rayon us convergence infini 

e 3n ue < 
e@= 2 nt 

Cherchons alors une solution de 2x y" + y = 3x @(x) sous la forme f(x) = > ARTE 
n=0 

RE — 3x 3n+1 
il vient: Xxf'@+fx =D Qn+Da,x"= : 

n=0 n=0 (2n)! 

Si n n'est pas de la forme 3p + 1, le coefficient a, est nul. 
‘ _ n 3 n 1 

Sin =3p+1, (6p +1) a3,41 = Gpi donc 43»41 = Gp+ D 

x 3n+1 
ét) = : + On+ii , avec un rayon de convergence infini. 

Pour x2>0,posons x=t 2/3, 

Ce 24283 D p2n#l NSP TE IRAN A 3/2 
f@) 2 On+IN 17 2 Gp CE 

Pour x < 0, posons x = 12/3, 

. r 2n+2/3 1 Ÿ 2n+1 
fx) = 2 CD re Di FrZ 118 2,60 Lea 2 D] =— sin ((- x)?), lt — 

Le graphe de f a l'allure suivante: 

Sur R° les oscillations sont de plus en plus faibles et de plus en plus courtes. 
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Remarque: La solution générale de l'équation différentielle est y (x) = f(x) + ) sur 

chacun des intervalles ]-c, O[ et ]0, +c[. Il n'y a donc pas d'autres solutions que f 

définie sur R tout entier. 

Co 

b-1) Cherchons a priori une solution de la forme f (x) = 2 an x”, de rayon de 
n=0 

convergence R supposé strictement positif. Pour Lx! < R, f (xÿ? est égal à la somme de la 

série carré de Cauchy puisqu'il y a convergence absolue et: 
co co n 

D nasx"=x+ + Dates PE 
n=1 n=0 \ k=0 

Au degré 0 on obtient ap? =0 donc ap = 0. 

Au degré 1, on obtient a; = 1 +2ap ay = 1. 
n-1l 

Pour n22,a, = £ dry bp 
ut 

ce qui permet de définir une unique suite (a,) par les conditions: 

ap=0,a;=1 

n-1l 

Vn22,a,= : 2 dj Ay-k 

Il reste à démontrer que le rayon de convergence de la série entière Da, x", ainsi 

définie, est strictement positif. 

Cela résulte immédiatement de la propriété: 

VneN,0<a,=l. 

Elle est vraie aux rangs 0 et 1, puis si on la suppose vraie jusqu'au rang n— 1, 

0<a, = 4 à Ag dy < PR 
n = n n= 

Le rayon de convergence de »> a, x "est donc au moins égal à 1. 

Si la fonction f est la solution maximale de l'équation différentielle développable en 

série entière sur un voisinage de 0, on sait que f est définie sur un intervalle ouvert du 

type ]Q, BP avec a <0 < B. 

Montrons que f ne peut pas être +co. 
2 

Sur ]0, BI, f est strictement croissante car f'(x)=1 +10 et comme f'(x)21, ona 

TOME: 

Si B est fini, f a une limite quand x — B (x< B), car la fonction est croissante. Cette 

limite ne peut être finie puisque la solution est maximale: c'est donc +ce. 

Si B est +, comme f (x) 2 x, la limite est encore +ce. 
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Dans tous les cas: 

JO Fe 
X— 
X< 

Si g est l'application réciproque de f sur [0, BI, on a donc B runs g (y) et comme 

+co 

: 1 dr 
& CAN B= LE FAO 

pr gai Ce 
8 ©) : g © 

es Y dr Mais g (y) = Re =Iin(1+y) car fix)2xe y28g (y), eton 
U 0 D 

‘ : g @) 
+00 d 

obtient l'inégalité B< —. 
t 

Po 
0 

L'intégrale obtenue est convergente car a . à 
ta t {+ f 

In (1 +5) 

_ 
et l'intégrale de Bertrand lé 

1 

Finalement B est donc fini et f n'est pas définie sur R tout entier. 

—; df converge. 
12 

b-2) Cherchons la solution générale de l'équation sous la forme y (x) = f(x) + z (x). 

XT CO RXZ OST +f2 (x) + 2f (x) z (x) +22 soit 

x 2° (2) =2f @) z (x) + z x). 
Posons maintenant sur tout intervalle où z ne s'annule pas 4 (x) = … + On obtient: 

—Xu'"(x) =2f(x) u (x) + 1. 

Posons 1 = @ (x): c'est une fonction de classe C®. 

L'équation homogène a pour solution À ug avec uo (x) = exp (2 Je () dt ). 

Posons u (x) = v (x) up (x) pour faire varier la constante: 

— y " (x) up (x) = L soit, v (x) = ; fre DS + 1} et finalement: 

0 Pad +À Up ) et y (x) =x @ (x) + —— . 

ko.) (sf DID 1 

La fonction up ne s'annule pas et #9 (0) = 1. L'intégrale J se tend vers — quand 
1 

x = 0, donc À - fre ne s'annule pas sur un voisinage de 0. tUp To 
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eines 250 
Up (x) en 

Toute solution y (x) est donc prolongeable par continuité en 0 en posant y (0) = 0. 

On en déduit que 

Néanmoins pour x > 0, RTE —Inx, donc 
t' Up (E) +0 

y &) PUS et  T. 
*02 Inx X x—0 

La fonction est prolongeable en 0, mais ce prolongement n'est pas dérivable en 0. 

Finalement, il n'y a pas d'autre solution définie sur un voisinage de 0. 

Co 

c-1) Si y (x) = > a, x” est solution de (1) avec un rayon de convergence R > 0, on 
n=1 

aura pour Ixl < R, 

co —] o f/n-]l p-1 

y -G= ” > aan 4 x" puis y? @= 7 > An-p > ax ap4 ||x” 
n=2 \k=1 n=3 \ p=1 k=1 

Il vient alors: 

co œ fn-1l p-1 

D 'hiDauxr=x +), >, a, D) dk X". 
n=0 n=3 \pel k=1 

On peut en déduire: 

ai = 0, a =0, a3 =0, a = > puis pour n > 3, 

An] = —— a 5 ay a 
8 n+1 p=1 fe er ct 

ce qui définit la suite (a,,) de manière unique. 

c-2) Partons du développement: 

Vi-u=l-su-3z nr un valable pour lul < 1. 

On obtient: 

g (x)=1- NES 2x TRE xt pour bi < 7, avec: 

13:.024—3)27 
bi=1 et pour n 22, b, = SAARE ne 

Mais par ailleurs la fonction g vérifie la relation: 

g?(x)-2g (x) +2x=0, 

aûme À [S hub ]s°- 22 0, x+2x=0, 
n=]l 

IMÈ 
ce qui donne b; = 1 etpourn22,b, = LS «De br 
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c-3) Comme les (a), les (b;) sont positifs et pour 1 <i<4, 0 <a;< b;, puisque 

dj = d) = 43 = 0, et ay = 7 et by = è : 

Supposons donc que 0 <a; < b; pour ie [1, n]. 
l n-1 p-1 2 n-1 à 

ARTE À br À bx bp- = jt 2 bnp Em 

Pour ñn > 4, on a à la fois 

n-1 
1 1 1 

emo et bai = 3 bn + 3 2 bebe + 3 bn 2 Dn 

et on a bien alors 0 <@a,,1 <b,41, Ce qui termine la démonstration. 
co 

On en déduit que la série >. a, x” a un rayon de convergence au moins égal à 5 : 
n=1l * 

pi 

La somme de cette série est donc solution de l'équation (1) sur l'intervalle +3 ; ; [ et 

vaut 0 en 0 donc est une restriction de la solution f. 

E-2 Equations différentielles du second ordre: 

a-1) On pose z () =y(t 2) de sorte que 

2'O=2y'(«? 
z2"=42y"t2+2y (2) 

ce qui nous donne l'équation z "—z=0. 

La solution générale est z (9 = A chr+B sht, soit sur ]0, +, 

y (x) =A ch Vx +8 sh \x 

Pour x < 0, on pose z (f) = y (1 2) de sorte que: 

2'(D=-2y (4? 
2'D=4?y" (412-242 

ce qui nous donne l'équation z"+z=0 

La solution générale est z (r) = & cos t + B sin r , soit sur, ]-c, Of, 

y &) = cos Ÿ- x + B sin Ÿ- x. 

a-2) Cherchons les solutions développables en série entière sous la forme 

y &)= >. an X ”, soit si le rayon de convergence est > 0, 
n=0 

D A+ Dnax"+ D 2(h+ Dax" D a,x=0. 
n=0 n=0 n=0 

On en déduit en prenant ap quelconque fixé dans R, pour n > 0: 

(2n + 1) (2n +2) 4,41 = a, donc pour tout n > 1, 

ape Eee On vs op ER 
#17 Qn+2)Q@n+1 (2n +2)! 
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Les solutions développables en série entière (avec un rayon de convergence infini) sont 
co 

n 

l : Ù: = Lise . ES ap @, où p(x) 2 On! 

Pour x > 0, on a @(x) = ch (1x) et pour x < 0, o (x) = cos Ÿ- x. 

Soit f une solution définie sur R avec: 

f&)=achVx+bsh4Vx pourx>0 
f@X)= «cos V-x+BsinV=x pour x <0. 

La continuité en 0 impose & = a et alors f (0) = a. 

Pour x > 0, 1-0 sa es + b ee = ne + +0(1) 

La dérivée à droite en O n'existe que si b = 0 et de même si B = 0 pour la dérivée à 

gauche. 

Finalement, f(x) = a ch Vx pour x >0 et f(x) =a cos Ÿ=x pour x < 0; les seules 

solutions définies sur R sont celles développables en série entière. 

Remarque: Le graphe de la fonction f est le symétrique par rapport à Oy de celui qui a 

été tracé au A-Sb. 

co 

b) Cherchons une solution sous la forme y (x) = » bix À 
n= 

En supposant qu'il existe une telle série entière ayant un rayon de convergence > 0, elle 

doit vérifier: 

D (m+Dnb,;1-n(n-1b,)x"-2 D. (nb,+b,)x"=0, ce qui donne: 
n=1 n=0 

bo =0, puis, pour n2 1, 

nin+1l)b}y =(nin-1)+2(n+1))b,. 

b] est donc quelconque et pour n2> 1, 

22(2x1+32).(m-1)(n-2)+nÀ) b.. 

G-DPn 
Le rayon de convergence est égal à 1 puisque Dns1 — 1. 

bh n—>+0 

by = 

co 

c-1) Si y (x) = > a, x "est solution de l'équation, la série entière ayant un rayon de 
n=1 

convergence R > O, on aura pour Ixl < R et Ixl < 1: 
co co n 

> WEDre x? È are hr" it Bras 0 
n=0 n=0 \k=1 n=0 \k=1 

On aura donc a; quelconque et pour n 2 1, l'égalité (1): 

> Œ ang + Bn-0 @k An+1 = OH 
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c-2) En considérant les coefficients de Fourier des fonctions t— p (R el!) et 

tm q(R eit), nous obtenons comme dans l'exercice D-6 pour tout R < 1: 
1 fé, à 7 1 27 

NS] es 11) Int CIE = 1%, R 7 _ FAEPE dt D ASS M 

1 27 

<— M dt =M. 
27 0 

1 f ; x 
UE 1) Int IB, R DE RES dt 

Comme cela est vrai pour tout R < 1, on en déduit les inégalités: 

la,l <M et |B,| <M. 

c-3) Par majoration dans l'égalité (1), on obtient: 

ER EE > M (k + 1) lagl. 

L'équation différentielle “ b) peut s'écrire encore, si À = M, 

co 

On en déduit que la suite (b,) telle que > b, x " est solution de cette équation vérifie, 
n= 

puisque xy'+y=(xy)'= D b,x"tl = D m+1)b,x": 
n=0 n=0 

D buini+Dx"=MD m+1b,x" D x”, soit, 
n=0 n=0 n=0 

co co n 

D nh+Dbix =MD È ds Do le 
n=0 n=0 \k=0 

On obtient donc finalement pour n 2 1: 

Reprenons notre suite (a,) et posons b] = la. 

D'après les questions c-1) et c-2) on aura pour tout n > 1, 
n 

1 ER 2 (Elo yl +18) ay 

n 

M 

Par une récurrence immédiate, on a donc: Vne N*, O<la,l <b,, 

et le rayon de convergence de la série entière > a, x" est au moins égal à 1. 

Conclusion: l'équation (E) admet une droite de solutions développables en série 

entière de rayon de convergence au moins égal à 1. 
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E-3 Etude d'une équation fonctionnelle: 

a) En appliquant la formule de Leibniz, on obtient: 
n 

fur) (© = À cé ak eX À n-k f(n-k) (À x). 

Co 

b) Si on pose f (x) "+ a, x” en supposant le rayon de convergence R > 0, on 
n=0 

obtient: 

D m+Da,sx" ne TD ana, x, d'oùpourn2>0, 
n=0 : n=0 

n 

A PATIR 
n+1 Fu k! ra Enk 

Le coefficient ap est quelconque et ensuite ap étant fixé, la suite (a,) est définie de 

An+1 = 

manière unique. Plus Gen vob si on définit la suite (@&,) para@p = 1 et pour n 2 0, 
n 

Dr Lg 

1+2+..+n n À _ 
Dans le cas particulier œ=0,ona @,;1= r À On = Gr Dao soit: 

A n(n-1)/2 

nn! 

c) Plaçons-nous sur l'intervalle [-A, A], et posons M = sup f (x). Alors, puisque 
xE = 

pour x € [-A, A],Âxe [-A, A], f'(Ml=le%f(Axi<M eldi, 

Supposons qu'il existe H 2 elCA tel que pour x € [-A, A] on ait FO < M H k 

pour &£=0, 1,2,..,n. 
n 

Alors 1f@+D (ol <M À CÉiot IA" Hrk el < M eltl4 (loi + IA HY". 
k=0 

Et pour que la propriété If Gt D (x) < M H "+1 soit encore assurément vraie, il suffit 

CE 
A 

d'avoir: ld + lAl H <H soit H > 

1 k 
Ainsi, en posant À = Max (es. Du on aura bien pour tout n et tout x dans 

[-A, A], If () l < MH, Mais alors pour le reste de Taylor-Mac Laurin: 

IR, Go] = je CD 0 ar | M AT HI 0 
Ainsi f est développable en série entière de rayon de convergence infini. 



148 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

d)Sig'(x)=8£8(x À, en posant x=e! soit t=Inx etf(i) =8£ (e!), on obtient: 

f'O=eg'(=es'(eH=e#fAn. 
Donc f est élément de E dans le cas particulier où & = 1, l'application f- g étant un 

isomorphisme d'espace vectoriel, F est de dimension 1. 

E-4 Fonction de Bessel Jo: 

a) Par dérivation sous l'intégrale, possible puisque (x, 1} < cos (x sin f) est 

continue sur R x [0, . ], on obtient: 

DE 
f'œ)=- - 4h sin sin (x sin fr) dt 

0 

2HIRE 
f'@)=- - l sin? rcos (x sin) dr. 

0 
r/2 

On a alors x (f(x) +f" (x)) = = J x cos? f cos (x sin ft) df . 
0 

En intégrant par parties: 
/2 

Te w=-2f sin f sin (x sin f) dt 

2 L20 2 2 : 
= — [costsin (xsinr)] (ee - x cos r cos (x sin r) dt 

T I 0 

2 [2 
FRS x cos? r cos (x sin r) dr 

= x (f"@ +f" D). 

b) On peut développer: 

. 2n c;:n2n À LUS Ur 
cos (x sin f) = D: (1Y —— — 

Pour x fixé, la série de fonctions de t est normalement convergente et on peut 

intégrer terme à terme car: 

2n «n2n 2n 
| (-1)' nn < at + On obtient: 

2 Fr. 2n sin2n 
De jy x sin Lq f@) = ? | 2 

2 
(-1Y a, x 7", avec ,= À f sin2! rdt . 

n=0 HG 

On sait calculer directement les a, à l'aide des intégrales de Wallis, mais on va 

plutôt les calculer à l'aide de l'équation différentielle. 
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co 

En cherchant une solution de la forme De b, x”, on obtient: 
n=0 

b1 =0 etpourn2>1, (n+1)2b,,1 +b, 1 =0. 

Tous les b}, d'indice impair sont nuls, on prend bQ arbritraire et pour 

bon2 - CI bo 
Qnÿ  4(n!} 

La solution f correspond à bo = 1 donc: 

by =- 

c) Faisons le changement de variable u = sin t. 

2 É 2 fl cos (x u) 
. cos (x sin f) dd = — 7" du 
KL 0 TH 

: \1-u2 

L'intégrale impropre est absolument convergente en 1. 

Nous sommes dans le cadre de l'application du lemme de Riemann Lebesgue (voir 

III C-1) pour une intégrale impropre convergente. Il va suffire d'isoler le point de 

discontinuité. Prenons @ dans ]0, 1[. Alors: 
1 1 

: D TE 2 Arc co a 
| \1-u2 7 1-u? a 

a 

+ e ° o 

Pour tout € > 0 fixé, on peut choisir & tel que ATC COS @. < 5 (par exemple 

= COS = si € < 2), et alors d'après le lemme de Riemann Lebesgue: 

1 
im Z | COS) à, _0, 

X—+oo T 1 2 

C'est à dire qu'il existe À > O tel que: 

1 ,= #5 su jquen <e | M“ CSG) y | £e 
L \t-u2, 2 

E-5 Etude d'une équation de Riccati: 

a) Si zest solution de (E) avec z (x) = +. b, x”, on aura: 
n=0 

co co n-1 co 

D nb,xt- D È bb": DIN LE 
k=0 n=0 n=0 n=1 
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1 

n+l 
Cela donne d'abord au rang 0, bo = 1, puis pour n 2 1, b, = 2 byb;sie 

n= 

ce qui définit bien une unique suite (b,). 

Montrons que pour tout n on a 0 <b, 1. 

La propriété est vraie pour b9. Si nous la supposons vraie pour k de 0 à n — 1, alors: 
1 n a < 0<b,<z Tee “1 

Le rayon de convergence est au moins égal à 1. 
Co 

Ainsi pour lxl < 1, zo (x) = > b, x” définit une fonction z solution de (E) et c'est la 
n=0 

seule développable en série entière. 

' X 

b) Poser z =- = équivaut à définir w par u (x) = K exp Ç- [: (2) a) avec K z 0. 

: u # Ts > RTE ; 

On obtient z'=-— RE él ce qui injecté dans (Æ) donne: 

" 2 2 ' 

pet nee alt sepeoie 
U y? u2 u 

(F) xu"+u'+u=0. 
Co 

On pose u = > a, x” a priori de rayon de convergence > 0, ce qui donne: 
n=0 

D. @+Dnaux"+ > CT MEL D) anx"=0. 
n=0 n=0 n=0 

On obtient au rang 0, ay + ap =0, puis pour n > 1, (n + 1) An+1 + An = 0, soit: 

- CO" 

La série entière est de rayon de convergence infini. 

L'équation F admet donc une droite vectorielle de solutions développables en série 

entière engendrée par la fonction f! 

f@= 2 nc = Jo 2 VX). 

Réciproquement, si u est une solution de (F), = est solution de (E). C'est le cas en 

particulier de z (x) = . 

D'après l'exercice C-3 (développement d'un quotient) 2 est développable en série 

entière sur un voisinage de 0 (puisque f (0) = 1 40) et : = 2). 
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Mais l'égalité f (x) z (x) = f' (x) qui se traduit par une relation formelle entre les 

coefficients, est vraie tant que les séries entières sont absolument convergentes, donc 

pour xl < 1 au moins. 

JS Cie NCIS ES Do À CE = À un Q. 
En valeur _e le rapport de deux termes consécutifs est: 

OT NS db 2h. 
u,]@O| n(n+1D 2 

Pour 0 < x < 2, la série est alternée et satisfait à la règle spéciale des séries alternées. 

On en déduit que sa somme est comprise entre deux sommes partielles consécutives, 

par exemple: 

— 1 = up @) <f'() < 49 © +4 D =-1+3 : 

En particulier f' (x) est négatif sur ]0, 2], donc f est strictement décroissante. 

Pour x < 0, tous les u, (x) sont aussi < 0 et f" (x) < 0. 

Comme f est strictement décroissante sur [0, 2], elle s'annule au plus une fois. I suffit 

donc pour conclure de montrer que f (2) < 0. 

Cine D hedlEner ss CHE ic he par . 2=14 2 Y'a 
a Le ESy a à 32 

Comme ee = 2 Te <1 pour n 2 1, la série satisfait à la règle speciale des séries 
n n + 

alternées et: 

ue) CP < ia 24l= | 
n=l 

On a donc en particulier f (2) < 0, ce qui termine la démonstration. 

E-6 Partitions de [1, #7]: 

a) Dans une partition de [1, n+ 1], » + 1 appartient à l'un des sous-ensembles F. 

Raïisonnons selon le cardinal de F. 

Si F est de cardinal n +1-k,ilyaC Er façons de choisir F (puisque l'élément n + 

1 lui est imposé). Il reste ensuite une partition portant sur les k autres éléments qu'on 

peut réaliser de D} manières différentes. On en déduit la formule: 
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b) On peut montrer que pour tout n, D, < n!. C'est vrai pour n = 0 et si on suppose 

cette inégalité vraie pour & € [0, n], 

Dyn SD CÉkI= D nn-1).(n-k+1)<(n+1) M 1)= (+1)! 
k=0 k=0 

Dr yn < x et le rayon de convergence de la série est 
n! 

On en déduit que pour tout n, 

au moins égal à 1. 

Aünsi pour Ixl < 1, 
co co n co co 

' D, = D 1 Tr - D n 

OZ vit EE 2m) 5 JS ne | 
L'équation différentielle vérifiée par f est donc: 

f'O=efG) 

f (x) = exp (e*-1) 

c) On peut déterminer le développement en série entière de f en écrivant: 

On a donc puisque f (0) = 1, 

Or pour toutxe R, >: = Soul 2 ne € e est convergent. On peut donc 
n=0 p=0 

permuter les deux Ÿ (voir exercice I ps et on obtient alors: 

1[S n»? f@)= 1 is D ERr 
€ p=0 P! n=0 1: 

Finalement on trouve, pour tout ne N: 

E-7 Arbres binaires: 

a) Pour construire un arbre binaire à (n + 1) éléments, on choisit la racine puis un 
sous-arbre binaire gauche à k éléments et un sous-arbre binaire droit à n — k éléments. 
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Puisqu'on a posé ap = 1, on intègre dans cette étude le cas où l'un des deux sous- 

arbres est vide et on obtient: 

b) Pour Ixl < R, on a: 
co co n 

Lée-D= L'auxr= 2 À qasyxr. 
n=0 n=0 k=0 

On obtient donc à droite le carré de Cauchy de f (x) et GR=D=F (2, soit: 

x (FG))Ÿ? —fG) + 1=0. 

c) En résolvant cette équation du second degré, on obtient: 

FD = ES et puisque (0) = 1,4) = IX 
On reprend le développement en série entière de V1 —-4 (voir ex E-1c par exemple): 

an ie Ro am 
\i-u=1 SU Su LT 54 mon don Qn = 2) 2n de rayon de convergence 1. 

On obtient donc avec un rayon de convergence i $ 

s d Lin) go. 
(Ne +2(53 PT Dam) On ) 

LS OCnr=DEr es (2n)! 47 
Par identification, on obtient alors a,, = . 

soit: 

_ __@n)! 
= n+lni 
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III 
SÉRIES DE FOURIER 

À - Exemples de développement 

Dans les exercices présentés ici, il s'agira d'abord de déterminer la série de Fourier 

d'une fonction 2x-périodique et continue par morceaux. Rappelons que cette série 

trigonométrique peut s'écrire sous forme trigonométrique: 
a : 
ci + > (a, (P) cos nx + b, (f) sin nx), 

n21 

et sous forme exponentielle: 

D eee 
nez 

où les coefficients sont donnés par les formules: 
27 

ne N\, an => f @) cos nt di, 
0 

1 (27 

ne N°,b, (f)= : FC) sin nt dr, 
T 
l 27 , 

ne Z, Def FO e vd. 

On en déduira ensuite diverses formules sommatoires , soit en étudiant la 

convergence simple ou uniforme, soit en appliquant la formule de Parseval (voir les 

préambules des parties B)'et C)). 

A-1 Dent de scie. 

Donner la série de Fourier de la fonction 2r-périodique f définie par: 

pour x € J-n, nl, f (x) = =. 

f(n) =0. 
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En déduire le développement de la fonction g 2x-périodique définie par: 

pour x € ]0, 2nf, 8 &)= + 
g (0) =0. 

et étudier la convergence. 

En déduire les sommes des séries ue et > . 
n0 (2n +12 el 7 

A-2 Dent de scie continue. 

Donner la série de Fourier de la fonction 2r-périodique définie par: 

pour x e [-n, x], f x) = lxl. 

En déduire les sommes des séries > . et ee” 
n=il ñn n=0 (2n + 1) 

A-3 Parabole par morceaux. 

Donner la série de Fourier de la fonction impaire 2r-périodique définie pour 

tout x de [0, x}, par f (x) =x (x - x). 
co 

En déduire les sommes des séries > L 1. 
n=1 ñn n=0 (2n +1) 

A-4 Développements Eulériens. 

a) Pour & eC \Z, donner le développement en série de Fourier de la fonction f 

2r-périodique définie pour x dans [-n, x], par f (x) = cos ax. 

b) En déduire les formules d'Euler: 
co 

b-1) » Jef her se RE 
n=1 n2-a2 242  2atan(om) 

FRS 2u D) yeC\r 2 connu RS 
HU y=1 u?2-n2r?2 

b3)VueR\rz, LD ER 
Sin” U peZ (u + pr)? 
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b-4) V xe ]-n, nl, sinx= PAritre +) 
n=1 Rail 

c) Montrer que: 

c-DaeC\z, à 0 hrs HE 
sin (@Œ) n=1 n2- a? 

Trouver un développement analogue pour 
sh (ax) 

c-2) V œe JO, 1[, Ji dr Ne. 
rl sin (ŒT) 

d) A partir de la relation obtenue en b-2, montrer que pour u € ]-A, nl, 

Hi oo le 2E 
à (E-cuns)- 2 (S ee n=1l nn 

En déduire que quel que soit ke N\, il existe az € Q tel que: 

242 
D 2e 

| Donner ap, 4j, a, (on aura à permuter deux À infinis). 

A-5 Exemples de série de Fourier d'une série de fonctions. 

a) On considère la fonction f définie LUE tout x réel par: 

fo= De-nrani - Dean . Ÿ tan 
keZz k=-1 

Montrer que f est continue, C 1 par morceaux, 2t-périodique, et paire. Donner 

sa série de Fourier, et étudier la convergence. 
Le) 

Calculer >; 1 
n=0 n kt 

+00 

b) Soitf()= > 1 
n=—c (x — 2nn)? + a? 

(a réel fixé, a > 0). 

Montrer que f est 2r-périodique et somme de sa série de Fourier, qu'on 

déterminera. 
+00 ; 

En déduire l'expression à l'aide des fonctions usuelles de > LOU, 
n=—0 (x—n)+a 

-a +oo 

h” : cos x TE 
On utilisera l'expression | —— dx = 

x 
pour œ >0. 

2+a?2 2a 



158 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

A-6 Fonctions de Bessel d'indice entier. 

Pour tout x réel fixé, on considère la fonction 2x-périodique f, : 1 eix Sin 

On définit ses coefficients de Fourier exponentiels c, (f,) =J, @). 

a) Etudier la convergence de > 1 n À) et, Montrer que pour tout nr dans Z, 

J, @=(-1}J, ©. 

b) Montrer pour ne Netxe R, les propriétés: 
T 

) J, © if cos (nt— x sin r) dr. 

_1p (XYP 

bLo=CVS 6 7 G) 2 Pi +p) | 
ii) J, est solution de l'équation différentielle x2 Y"+xy'+ (2 n?) y= 0. 

c) Donner les séries de Fourier des applications: 

tr cos (x sin f) et {+ sin (x sin f). 

En déduire de nouvelles expressions de J',, (x) et J5,:1 (x) pour n entier 

naturel. 

d) Montrer la relation: 

VneZ,V(ab)e R2,J, (a+b)= 2 Jp @)Jy-p O). 
PE 

e) Montrer les majorations suivantes: 

VxeR, WJpS<I, 
1 VneN’,VreR, W,GQN<—-: 

i V2 

B - Séries trigonométriques 

Une série trigonométrique est une série de fonctions s'écrivant sous forme 

trigonométrique À, (a, cos nx + b, sin nx) ou sous forme exponentielle (Z Che her. 

Deux cas particuliers intéressants se présentent souvent pour la convergence. 

1) Si > lc,l est convergente (ou ce qui revient au même si Ÿ la,l et > lb} sont 
nez 

convergentes ) la série de fonctions est normalement convergente. Dans ce cas, si on 
+oo 

pose f (x) = + Ch €”*, la convergence normale permet d'intégrer terme à terme et. 
n=—c0 

1 QT : Ru c 27 $ 

CkO) = el foekaz > af cd 
n=—c0 
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La série trigonométrique est donc la série de Fourier de sa somme. 

li) Si (a,) et (b,) sont positives décroissantes et tendent vers 0, une 

transformation d'Abel appliquée à la série À (a, cos nx + b, sin nx) montre qu'elle est 

simplement convergente sur RÜnZ et uniformément convergente sur tout intervalle du 

type [@, 2x-@] avec 0 <a< 7x. 

B-1 Comparaison à la dent de scie. 

On considère la fonction définie par f (x) = > nr, 
n=1 Vn2+1 

a) Montrer que f est définie sur R. 

b) En utilisant l'exercice A-1, étudier la continuité et la dérivabilité de f. 

c) Quelle est la série de Fourier de f ? 

B-2 A propos du logarithme complexe. 

a) Si a est un réel tel que lal < 1, déterminer la série de Fourier des fonctions 

suivantes et étudier la convergence. 

f ) = Arctan es , et f &) = Arctan 
a Sin x 

1 + a cos x”? 

g (x) = jm (1 — 2a cos x + a?), et g] = jin (il + 24 cos x + a 2). 

Indication: considérer les fonctions de a, dériver par rapport à a et développer en 

série entière de a pour x fixé. 
co 

le b) Pour z complexe tel que Iz | < 1, on pose @ (z) = > (-1}! e 
n=1 

Montrer que eŸ@) = 1 + z. 

c) Pour x dans ]0, 21, montrer que: 
co 

ie _LHI-x 1 3 HA . Sin nX = et 2 cos nx =-in(2sin 3 ) 
n=1 

d) En déduire, pour x toujours dans ]0, 2x{, que: 

>: COS LA TX LT et pour x réel quelconque que: 
= 2 4 2 6 
r\n 

co : X 

>, Su = In |2 sin . dr. 
n=l ñn 

© 



160 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

B-3 Dérivation terme à terme impossible. 

On définit f par f(x) = >, (-1Y' RL 
n=2 n “— 

a) Montrer que f est définie sur R et continue sur R \ (x + 272). 

Il est évidemment impossible de dériver la série terme à terme. En utilisant 

l'exercice A-1, montrer que f est dérivable sur R \ (x + 2r2). 

b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f. 

En déduire une expression de f à l'aide des fonctions usuelles. 

Calculer de même D (-1} _ me; 
n=2 n‘-1 

Co Co 1 

c) Calculer » COS Ditis D a ARE LPS SENTE 

1 B-4 Développement en série trigonométrique. 

1 
Soit & un réel > 0 et f définie sur R par f (x) = ——————. 

Ch @ + cos x 

Développer f en série trigonométrique. 

COS 71X 
T 

En déduire la valeur des intégrales —— 
Ch à + cos x 

—K 

B-5 Limite de la suite des coefficients de Fourier. 

a) Soit (k,) une suite d'entiers strictement positifs vérifiant: 

VrenN, ky124k,. 

Montrer qu'on peut définir une suite Z, de segments emboîtés de R d'intérieurs 

non vides, tels que: 

A D L35 PDU PTT ” 

ii) Vxrel,, Isin (k, xl > nEs 

En déduire qu'il existe un réel r tel que la suite (sin k, f) ne tend pas vers 0. 

b) Soit (a,) et (b,) deux suites de nombres complexes telles que pour tout x 

réel, lim (a, cos nx + b, sin nx) = 0. 
n—0o 

Démontrer que les deux suites (a,) et (b,) tendent vers 0. 
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c) Soit (c,),.., une suite de nombres complexes telle que pour tout x réel, 

imac es, er) 0) 
n—>o 

Montrer que les suites (c,) neN €! (C_»), en Ont pour limite 0. 

B-6 Pseudo-dérivée seconde. 

Remarque: cet exercice, qui n'a pas a priori de rapport direct avec les séries de 

Fourier, est utilisé dans les exercices B-7 et B-8. 

Soit f une application continue de R dans C. On dit que f admet une pseudo- 

dérivée seconde en x0, notée f ll(xo) , si [+9 fee 0 #60 a pour 

limite f 219) quand h tend vers 0 (h z 0). 

a) Le but de cette question est de prouver que si f a en tout point une pseudo- 

dérivée seconde nulle, c'est une fonction affine. 

a-1) Si f réelle a un minimum local en x, et si f Pl(xo) existe, quel est son 

signe? 

a-2) Soit f réelle et continue telle que pour tout x, f l21(x) existe et vaut 0. 

On considère € > 0 et les fonctions g, et g> définies par: 

n@=f0-f@- PO LIQ (0) ea) Gb) 
820 =f@)-f 0 -LOLO (Ga) +ex- 0 (xD). 

Etudier les signes de g, et g2 sur [a, b]. 

a-3) Conclure. 

b) Soit f une application continue de R dans € admettant en tout point une 

pseudo-dérivée seconde telle que: 

VreR, f Plxl <M, où M est un réel strictement positif fixé. 

Montrer que pour tout xQ réel et k > 0, on a: 

f Go + À) + f Go — h) — 2g o)l SM V2 h?2. 

Indication: supposer d'abord f à valeurs réelles et introduire son polynôme d'inter- 

polation aux points x — h, X(» X0 + h. 

B-7 Unicité du développement en série trigonométrique. 

Soit (C,) 

n 

une suite complexe et S,, (x) = » Ck ekx, 
nez rec, 

On suppose que pour tout x la suite S, (x) converge vers une limite, notée f (x). On 

pose de plus F, (x) = > - “4 eikx, 
Oclkien k 
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a) Montrer que la suite (F,) converge uniformément vers une fonction F 

continue (utiliser l'exercice B-5). 

Déterminer la série de Fourier de F. 

b) En utilisant l'exercice I.B-6, montrer que F a une pseudo-dérivée seconde en 

tout point xp, et la calculer (la définition de f Pl(xo) figure à l'exercice B-6). 

c) On suppose de plus que la fonction f est nulle. 

Montrer que F est constante (utiliser l'exercice B-6), et en déduire que pour 

tout ñ, C, est nul. 

En déduire la propriété d'unicité de Cantor-Riemann: 

«Si f est la somme sur R d'une série trigonométrique convergente, cette série 

trigonométrique est unique.» 

B-8 Série trigonométrique et développement de Fourier. 

n 

Soit (Ch), e7 une suite complexe et S,, (x) = > Ck ekx, 
k=-n 

On suppose que pour tout x la suite S,, (x) converge vers une limite, notée f (x). 

On pose F, (x) = > - el eton suppose que la fonction f est continue. 
O<lkl<n 

La suite F,, ainsi qu'on l'a vu à l'exercice B-7 a une limite F, continue sur R.. 

a) Démontrer, en utilisant l'exercice B-6, question b) que: 
T 

is | EetD+PG DIF 4e + chars 0 
h=0 h?2 
0 Jr 

b) En déduire que À c, eŸ% est la série de Fourier de f. 

C - Problèmes de convergence 

Une application continue par morceaux est dite régulière si, en tout point x, f (x) est 

la demi-somme de la limite à droite et de la limite à gauche: 

f Go) = D SU 

Considérons l'espace vectoriel D des applications 2x-périodiques continues par 

morceaux et régulières à valeurs dans C. 
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27 1/2 
On peut définir une norme hermitienne en posant \\fl = Œ J If (12 dr ) : 

0 

Par ailleurs, si nous considérons les applications (en), ez définies par e, (t) = ent, 

la famille (en), 7 est une famille orthonormale pour le produit scalaire hermitien qui a 

été défini. Cette famille engendre T l'ensemble des polynômes trigonométriques. 
27 

1 Le coefficient de Fourier c, (f) = 5x f@) ei dr peut s'interpréter comme le 
0 

n 

produit scalaire (e, | f) et donc la somme de Fourier S, (f) = D Cx () ex comme la 
=" 

projection orthogonale de f sur le sous-espace vectotiel T, des polynômes 

trigonométriques de degré inférieur à n (T, = vect (eg) y<pen ). 

Le résultat essentiel lié à ce point de vue préhilbertien est le théorème de Parseval 

qui établit que: 

i) lim If—S, ll = 0, (convergence quadratique), 

+oo 

ilf2= À le, PL. (égalité de Parseval) 
n 

Il traduit en fait la densité de T dans D pour la norme hermitienne de D. 

Dans ce paragraphe, nous serons amenés souvent à considérer des séries indexées 
co co 

sera dite convergente si les deux séries >. u, et >» U_y 
n=0 n=1l 

dans Z. Une série (Zu) 
nez 

sont convergentes et nous écrirons alors: 
+co co 

> Un = Ugo + >: (ur UE) 
n=—00 n=]1 

Ce point de vue préhilbertien est le cadre naturel de l'étude des séries de Fourier. 

Néanmoins, il est intéressant de se poser les questions de convergence liées à toute 

suite ou série de fonction. Les deux résultats figurant au programme de Mathématiques 

Spéciales sont les suivants: 

1) Si f est 2x-périodique de classe C! par morceaux et régulière, la série de 

Fourier de f converge simplèment vers f. 

2) Si f est 2r-périodique continue et de classe C\ par morceaux, la série de 

Fourier de f converge normalement vers f. 

C-1 Décroissance des coefficients de Fourier. 

Soit f une application de classe (P 27-périodique. 

Montrer que ses coefficients de Fourier a, (f) et b, (f) sont négligeables devant 

. LL puis que, pour p > 1, Ilf-S, (PI, est négligeable devant 
n?P p-1 n 
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C-2 Coefficients de Fourier d'un produit. 

a) Soit f et g deux éléments de D défini au préambule. 

a-1) Montrer que la série (> Cn P Cn (&))hez converge et que: 
+oo 

Fle)= D Dec) 
n=—c0 

+0oo 

a-2) Montrer que c, (fg) = > CE Cr EG). 

b) On considère la fonction g 2r-périodique définie par: 

pourte JO, 2n[, g (t)= TS et g (0) = 0. 

Soit par ailleurs une fonction f, élément de D. 

Montrer que la série > : non (f) est absolument convergente et que: 

co 

2 3 bn D =2 (1: 

C-3 Convergence des sommes de Fejer. 

Si f est une fonction 2x-périodique et continue sur R, on désigne par c, (f) les 

n 

coefficients de Fourier exponentiels et par S, (f) (x) = ÿ Ck Ÿ) e* ja somme de 
k=-n 

Fourier de rang n. 

On définit alors la somme de Fejer de rang n comme la moyenne des sommes 

de Fourier o, (f) = Ë Sz ), soit pour tout x, 
re 

n a n 5 

1pX — anal Voipx On D @) = ri1g Lr0e 2 o0(1 RS 
T 

a) Calculer 6, (f) (x) sous la forme o, (f) (x) = 1 J f&-ÔF,(® dt, où 
—T 

F,, appelé noyau de Fejer, est à calculer. 

b) Montrer que ©, (f) converge uniformément vers f sur R. 

c) En déduire une nouvelle démonstration du théorème d'approximation de 

Weierstrass (voir exercice I.D-3). 

d) Soit æe ]0, 1[. On suppose que f est «-Hôülderienne, ce qui signifie qu'il 

existe C > 0 tel que: 

VGye R2, f@-fOI<CIx- y 
Démontrer que l'on peut déterminer À > 0 tel que: 

Vne N”, lo, hf, < À 
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C-4 Phénomène de Gibbs pour la dent de scie. 

a) On es la fonction 2r-périodique impaire définie pour x dans JO, 2x 

par g &) = _. , complétée par g (0) = g (2x) = 0. 

Dans l'exercice A-1, nous avons obtenu le développement en série de Fourier 

sin Kx 
k 

sur tout segment [a, 27 — a] avec 0 <a<r. 
n-1 

Posons P, (x) = > 
Æ1 

de la fonction g, g (x) = ?. , la convergence étant simple sur R et uniforme 
k=1 

sin kx 
, pour n 22. 

En écrivant P, (x) = 7 + Le G +P} @) df, montrer qu'il existe M 2 0 tel que 

0 

pour tout x de [0, x] et tout n entier, 

IP, @I<M. 

b) Nous allons affiner ce résultat en montrant qu'il existe un réel 

G>3 tel que lim he P,@\=G. 

vas x x 
| ni n> sin @-1 3 : Alfcinss cos; : 

b-1) Montrer que PP) = ————— = cos n;|sinn; — COS n7 
sin : sins 

b-2) Donner, en les ordonnant, les zéros de P,' sur [0, x]. 

En déduire que P, est positif sur [0, x]. 

b-3) Si x, et xy,1 sont deux maximums locaux consécutifs de P, avec xy < 

X41, Montrer que P, (xp41) < P, Gp). 

Indication: utiliser la majoration P;, (x) < ï sin 7x cotan y - 

b-4) Déterminer alors sous forme d'intégrale la valeur de G et montrer que 

G > Interpréter le résultat obtenu. 

Phénomène de Gibbs dans le cas général. 

Soit f une fonction 2x-périodique, C1 par morceaux et régulière, mais non 

continue. 

a) Montrer, en utilisant l'exercice C-4, qu'il existe une application F 

discontinue et affine par morceaux, telle que f-F soit continue et C1 par 

morceaux. 

b) On note f, la somme de Fourier de rang n de f, et on considère un point de 

discontinuité xp de F (ou de f). 
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Montrer que pour & > 0 suffisament petit, il existe X > 0 et N entier, tels que 

pour tout n >N, 

Max {f @ fn OI ; @, y) € Woo, xo+a} > K > If (xo+0) —f (xo-0). 

C-6 Série de Fourier des fonctions Lipschitziennes. 

Soit À un réel strictement positif et f une application 2x-périodique et 

K-Lipschitzienne de R dans C. 

On désigne par (Ch),e7 la suite de ses coefficients de Fourier exponentiels. 

Pour h réel strictement positif, on pose 2, (9) =f(x +h)-f(x-h). 

27 Lo 

a) Démontrer l'égalité 1 lex GOIZ dx = D 4 lsin (NM) le, 2 , et déduire 
0 = n=— 

+o0 

la majoration >, lsin (nh|2 lc 2 <K 2 h 2. 
n=—c° 

b) Soit p un entier strictement positif. 

K2?x? 
22p+1 En choisissant h = + , montrer la majoration: >. le 2 < 

2 2P-l<inie2P 
c) En déduire une majoration de >: lc, et en déduire la convergence 

2P=l<nl<2P 
+co 

de la série > Je 
n=— 

Ainsi, la série de Fourier d'une fonction Lipschitzienne est normalement 

convergente (Bernstein). 

C-7 Approximation des fonctions Hôldériennes. 

On considère un réel & dans ]0, 1[ et f une application 2x-périodique continue 
de R dans C telle qu'existent un réel À > 0, et une suite Pn),en dE Polynômes 

trigonométriques vérifiant: 

n 

1) pour tout n, p, est de degré inférieur à n, i.e. Pn À) = > Ank ekx 
k=-n 

A üi) pour tout n > 0, Ip, fl < 
n 

a) En utilisant l'inégalité de Bernstein (vue à l'exercice D-5) montrer qu'il 
existe B > 0 tel que pour tout de [-1, 1] et n de N°, 

fa+h)-fœI<B Fe +n il. 
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b) Pour À € J0, 1], on dit qu'une application f est À-Hôüldérienne s'il existe un 

réel C > 0 tel que pour tous x, y réels, f(x) —f(y)l <C 1x — yl. 

Si on pose B = Fe , montrer que l'application f est B-Hôldérienne (on 
œ + 

choisira "optimalement" » en fonction de h). 

C) On va montrer en fait que fest &-Hôldérienne. 

On pose g;= p,;j, puis Pj=4j-qj1. 

c-1)en utilisant les propriétés de f, montrer qu'il existe D > 0 tel que pour tout j 
entier > 0, Ilgjl, D 248. 

c-2) en utilisant l'inégalité de Bernstein, montrer qu'il existe E > 0 tel que: 

VmeN,VxeR,Vhe [-1,1], la, &+4)-q, œl<E ll 2"0-0), 

c-3) En choisissant m en fonction de lkl, montrer qu'il existe F > 0 telle que 

pour tout x réel et h dans [-1, 1], f(x+h)-f@I<F IH. 

Conclure. 

C-8 Série de Fourier divergente. 

Pour ke N, on considère le polynôme trigonométrique 
ë 2 co 

QG) = 2 sin (2241 9 À SPPE et on définit f(x) => ne Q @). 
p=1 k=1 

a) Montrer que f est continue et calculer ses coefficients de Fourier. On pourra 

utiliser la majoration démontrée à l'exercice C-4: 

ÿ sin XX 

ENT 
b) On définit S, (x) somme de Fourier de rang n de f et on considère les suites 

d'entiers œy, = 3x2 et Be = 228. 

Calculer S de (0)—S Bk (0) et en déduire que la suite S$,, (0) est divergente. 

1K>0VxeRr.VNe N”, fs 

D - Applications des séries de Fourier 

C'est l'étude de phénomènes physiques de type vibratoire qui amena l'introduction 

de l'outil des séries trigonométriques (L. Euler pour les perturbations des mouvements 

des planètes, D. Bernoulli pour l'étude des cordes vibrantes). Mais c'est Fourier qui 
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pour l'équation de la chaleur dégagea clairement la notion du développement qui porte 

son nom. 

Les exercices qui suivent montrent différents aspects de l'utilisation des séries de 

Fourier pour la résolution d'équations différentielles, ou l'obtention d'inégalités de type 

variationnel. 

D-1 Résolution d'équations différentielles ordinaires. 

En utilisant une solution particulière sous forme de série trigonométrique, 

résoudre les LÉ THUeRs différentielles (fonction i inconnue sous la forme 1 +> y ()). 

a) se @) + 5y + 4y = Isin 2#1. 

b)y + y = Max (sin r, 0). 

D-2 Equation de la chaleur dans une tige. 

La fonction u (x, t), qui mesure la température à l'instant f au point d'abscisse 

x (0<x< 1) d'une tige rectiligne de longueur 1 isolée aux deux extrémités, obéit 

aux équations: 
2 

du __ du _p 

Es ex? 
VteR',u(0,n=u(1,n=0. 

Si on se donne par ailleurs une fonction f continue, C1 par morceaux de [0, 1] 

dans R et telle que f (0) = f (1) = 0, on cherche à déterminer l'ensemble Qf des 

applications u de [0, 1] x R* dans R qui sont continues sur [0, 1] x R*, de classe 

CT sur [0, 1] x R**, de classe C2 sur 10, 1[X*R**, qui vérifient (E) ainsi que la 
répartition initiale: V x e [0, 1], (x, 0) = f (x). 

1 
a) Si u est élément de f, on définit: pour te R* par @ (t) = J u2 Gode 

Montrer que @ est continue sur R° et décroissante sur R**. 

En déduire qu'il existe au plus une application u dans {f. 
b) On prolonge f pour en faire une fonction impaire et 2-périodique de R dans 

: + : en: à R. On cherche alors u continue surR XR”, C2 sur R x R**, satisfaisant à: 
2 

VGDÔERXR*”*; Ou _ du =0 
Mme. 

Vire R, u (x, 0) = f(x) 

Vtre R,u(0,r) =u(1,r)= 
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Déterminer u sous la forme u (x, t) = > b, (t) sin n rx. 
n=1 

c) Montrer que {f a exactement un élément noté u. 

Montrer qu'on peut écrire pour tout t > 0: 
? +oo 

u (x, ?) -| ; | >: enr cos nr œ= ) f(u) du. 
n 0 =—00 

D-3 Inégalités de Poincaré et Wirtinger. 

Les fonctions considérées sont à valeurs dans R ou C. On utilisera les 

coefficients de Fourier exponentiels. 

a) Soit f une application T-périodique, continue et Cl par morceaux, vérifiant: 
T 

f @ de =0. 
0 

T T2 T 
Montrer l'inégalité: | If 2 dr < 2 If' (2 dr, et indiquer dans quelles 

0 "0 

conditions il y a égalité. 
T 

b) Soit f une application continue et T-périodique telle que | f@ d=0 etg 
0 

une application de classe CI et T-périodique. 
T2 T2 ( T 

Montrer l'inégalité J foros J If (12 dr J lg (DZ dr . 
0 4x< 0 0 

c) Soit f une application continue, C1 par morceaux définie sur [a, b] et 

vérifiant f (a) = f (b) = 0. 

L (b — a) 2 pb 9 Ne 2 
Montrer l'inégalité | If (2 dr < PR J f' (I dt , et indiquer à quelles 

a T a 

conditions il y a égalité. 

Indication: prolonger l'application f pour la rendre T-périodique avec T = 2(b — a) 

et pouvoir lui appliquer le a). 

D-4 Inégalité des isopérimètres. 

Soit une courbe simple fermée de classe C1 et régulière. On peut donc la 

définir par une paramétrisation normale s + M (s). 

Si L est la longueur totale de la courbe et S l'aire intérieure, on se propose de 

démontrer l'inégalité: L 2 >4ns, l'égalité n'ayant lieu que dans le cas du cercle. 
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Remarques: - dire que la courbe est fermée signifie que la fonction s M (s) est 

périodique de période L, 

- dire que la courbe est simple signifie que la fonction s M (s) est 

injective sur l'intervalle [0, LT. : 

Pour se ramener à l'intervalle [0, 2x], on pose f (n = M Gr 

T T 
Lei) Vx'(92+y" (02 à etS= | x (e) y" (6) dr. 

On interprète f comme une fonction à valeurs complexes, et on pose: 

F @) = x (0) + iy ©. 

a) Montrer que L 2= an J° l£: (012 dr , et en déduire l'égalité: 

à de sorte que: 

Lans = 2x Le (x 20 x 29) àr + pa GO-y'" 0) | 
re —T 

b) En utilisant l'inégalité de Wirtinger (exercice D-3), montrer alors l'inégalité 

isopérimétrique et étudier le cas de l'égalité. 
T 

Indication: on pourra commencer par le cas où il x (r) dt =0 
—T 

D-5 Inégalité de Bernstein. 

a) Développer en série de Fourier la fonction f, 2x-périodique et impaire: 

ROEX pour O£x< 

f&)=7r-x pour 7 SXST. 

En déduire pour a réel > O, He suivante: 

4 *HDE Ti Vxe [-a, a],x= 2 14 + 1  *P (7 ak) 
k=—0 (2k— 

+oo 

Que vaut la somme > ——— 7? 
le OL. m2 

b) Le réel a > O étant toujours fixé, on désigne par C l'espace vectoriel des 

applications continues de [-a, a] dans C, normé par Ilfil = Fr, Fo. 

On considère d'autre part une forme linéaire y: de _ dé e continue pour 
d A 

cette norme, et pour tout réel f, on pose (r) = Li (e s) où e, est l'élément de ee 

défini par e, (x) = eixt. 

b-1) Montrer qu'il existe C > 0 tel que pour tout x réel, leiX — 1 — ixl < Cx 2. 
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A 

En déduire que y est dérivable et que sa dérivée est donnée par n "@) = (), où f, 

est définie par f, (x) = ix e, (x). 

A A 

b-2) Démontrer que y! et 1" sont des fonctions bornées sur R et que: 

A 4 s (1% 4 DE OT ——<—,; + — x |: 
HE T2 k=o(2k-— 12 “ { 2a ) 

En déduire l'inégalité de S. Bernstein: Sup | l "(I<a Sup | L )l. 
te LE 

c) On considère deux n-uplets (œ1, @, … @,) de réels et (1, #, … Y}) de 

n 

complexes, et on définit la fonction @ par la formule p (£) = » y ce 

J=1 
Montr lo' I< : ontrer que Sup o'(?) (ex la) Sup lo | 

N 

Qu'en déduit-on pour un polynôme trigonométrique P (r) = à cr eikt ? 
k=-N 

D-6 Formule d'inversion de Fourier. 

Soit un réel À > 0 et f une application de R dans C, de classe C2 et nulle hors 

de [-A, A]. On définit la transformée de Fourier de f par: 
+co 

VteR,f(=| fear. 

A A 

a) Montrer que f est continue sur R et que #1 2 |f (nl est bornée sur R. 

b) Soit T > 2A, montrer la formule sommatoire: 
+ ., 

LT er LR TN 2nixuT 
Vrxef;, 5 /@= 7 Li } È 

c) En déduire la formule d'inversion de Fourier: 
+00 

VxeR, f(x= nn __ FO ei ar. 

D-7 Fonctions de Hardy. 

On considère deux suites (indéxées dans Z), (a,) à valeurs dans Z et 
nez 

(Ph), à valeurs dans N vérifiant: 

1) aQ = 0 

in VreZ,a,1<a,-b,<a,+b,<a,,] 

ü)VneZ,b,#0 
1V) D, —— ce, 

M Inl—500 
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+oco 

On considère par ailleurs une suite (7,),_, de réels telle que > 7,1 soit 
n=—> 

convergente et on pose: 

oo 

VteR, f(i)= à pe" (normalement convergente). 
n=—0° 

m 

a) Soit nr un entier non nul et P (f) = D (072 elkt un polynôme trigonométrique 
k=-m 

de degré m < b, — 1 tel que œ@= 1. 

Montrer que L Le ft) P e ant dr= 7 
2R, 4 7 

n n 

b) On pose D, (= À et et F, (= —— À DO. 
k=-n n+L yo 

On suppose que sur [-x, x], f (NI <clA% avec ce R'*etæe ]0, 1[. 

En appliquant la question a) au polynôme trigonométrique P = F,,_1, montrer 

== O(b, 9. 
PE eso (Prend 

c) En s'inspirant de la partie b), montrer que s'il existe He Retæe JO, I[ tel 

que f ( — f (to) = o (lt — 101%) quand # — #0, alors y, prima (b3"@); 
nl—co 

On pourra commencer par le cas {0 = f (to) = 0. 

d) A partir de maintenant, on choisit b entier > 2, « réel dans ]0, 1[ et on pose: 

1) 40 = 0, a, = b" pour n >0et a, =—b " pour n < 0, 

üi) % = 0 et 7, = la, pour n 4 0, 

iii) pour tout n, b, = + la,l. P AP rn 

Montrer que les conditions du début sont bien remplies, que f est continue et 

peut s'écrire f(r) =2 > brcos(b"#); 
n=1 

e) Existe-t'il #0 réel tel que f(r) —f (to) = o (It — 101%) lorsque 1 — tp? 
De la réponse à cette question, conclure que f n'est dérivable en aucun point. 
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Solutions 

A - Exemples de développement 

A-1 Dent de scie: 

La fonction f étant impaire, fous les coefficients az sont nuls. 

P 12 QE 18: 
our &£2 1,b4 de 5 Sin À dt 

0 

Boteec > MS CAEN = 5 5E cos ke | + : 

PARTS 
Ainsi nous avons f (x) = > ( vs sin XX. 

k=1 

Les hypothèses du théorème de Dirichlet sont satisfaites pour cette fonction. 

Nous avons en fait, Vxe R, f(x) = > a sin Xx. 

En particulier pour |x| < Tr, 

La relation de Parseval donne 
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co 

D Der - 12 Sales d'où: 
k=0 (2k + 1)? 

+ 

LS 
8 10 (2k+1) 

Le changement de variable x + x — x donne le développement de la fonction g: 

VreR,g@=> SE. 
k=1 

, alors que g (0) = 0: En particulier, pour tout x dans ]0, 2r[, == = > — 
k=1 2 k 

Remarque: cette série converge uniformément sur tout intervalle du type [@, 2r-&], 

O0 < œ < 7, d'après la règle d'Abel. Il n'y a pas convergence uniforme sur [0,2x] car la 

fonction somme est discontinue en 0. Nous reviendrons sur cette série. 

A-2 Dent de scié continue: 

Ici il s'agit d'une fonction continue C1 par morceaux. Sa série de Fourier sera donc 

normalement convergente, et la fonction sera somme de sa série de Fourier. 

La fonction est paire. Tous les coefficients b, sont nuls. 
de 2 

ap = 2 [xd = 2 F7 

ie 2 Ft ce RAI pour£21, a = F Ne . é sin kr | & sin #x dx 
0 0 

Ainsi, pour tout entier k >0, ay =0, ay_1 = Re La 
Fra 1 
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Donc pour tout x réel: 

T 3 2 ee 
De la relation de Parseval, Te x 2 dx = Dr ne + x a  /0 n 5 4 2 2x2 (2k +1) 

co 

on déduit l'égalité nn. : = -—,et finalement: 
T 

n24=0 (2k+1Y 12° 

co 

1 

Comme >, L - Ÿ l eme (0 2 © 2e don: 

A-3 Parabole par morceaux: 

Le lecteur vérifiera qu'il s'agit d'une fonction de classe C1, et C2 par morceaux. Son 

graphe est constitué d'arcs de paraboles. 

La série de Fourier convergera normalement et aura pour somme f. 

Les coefficients a, sont tous nuls. 

by = À (2) sin hr dk 

2 |-Kx-x2) SE Aer 2x) cos kx dx 

a [e- 2x) sk + rAlR sin &x dx = = (Ci 131 +1) 
0 
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Ainsi pour tout k, bg = 0, big41 = et grâce au théorème de Dirichlet: 278 340 
x (2k +1)” 

VxeR, fo = 8 5 sin (24+1)x. 

k=0 (2k+1) 

De la relation de Parseval, 22 > —— EE ? (mx) dr = ou EE m2 0 Gk+IYS To 
déduit: 

co 

T2 
k=0 (2k + 196 — 960 

co ca 

u VC 1 
Mais on a alors Y — = ne 1 

k=1 k=1 (2 Æ k=0 (2k + Ck+ 1 
Co Co 

1 1 1 

Lo fi -à) F6 , €t finalement: 
JE kS 0 Ck+1Y 0 

Remarque: Le lecteur aura observé que plus la fonction est régulière, plus sa série de 

Fourier converge vite. Si fest CE, par k intégrations par parties, on montre que ses 

coefficients de Fourier sont des o Fe ] Si f est C”, ses coefficients de Fourier sont 
n 

négligeables devant toute puissance de L (voir exercice C-1)- 
n 

A-4 Développements Eulériens: 

a) Le lecteur tracera le graphe de f pour & = a = 2 a = > par exemple. Il 
20 2 

observera pour tout & non entier, que f est une fonction 27-périodique continue et C1 

par morceaux. Sa série de Fourier convergera alors normalement et aura pour somme f. 
La fonction f étant paire, les coefficients b4 sont nuls. 

T : 

ao = 2] cos (ax) dx = 2 sin (@ x) 

20 ar 

n>1l, a,= 2 J cos (x) cos (nx) dx = + eos (œ+n)x + cos (a-n)x] dx 

An = 1 1 sin (@+n) T + sin (@-n) Tr 
Tla+n a-n 



Séries de Fourier Solutions 177 

15; a, = Re on | 
u a+n œ-n 

n Sin(ar)  2a 
TAN PET ED: 

Ainsi pour tout x dans [-x, x], 

sin (© m) | 2a sin (@n) n-1 COSAX. = a 
1 : 

f(x) = cos (ax) je RE de ) Fr 2 

b-1) Donnons à x la valeur x. 

2a sin (& 7) ss (151 (1 

T = 72. n=1 n2-a? 

d'où, pour tout @ non entier (1.e. & & Z), la relation: 

cos (& TK) = 
, 

I 

8 

b-2) Avec OT =u, POU UE NZ, —— = ; 
2antan (or) 2(x0)ÿ n=1 n?- œ& 

b-3) Plaçons-nous sur le compact [-A, A], posons m = de mettons à part les 
I 

tèrmes L et Ÿ —_— 
n<muUuUu-n°TT 

Alors la série de fonctions Y 24 converge normalement sur [-A, +A], 
nm U 22 n 2 T 2 

ainsi que sa série dérivée. 

En effet, pour lul < A etn >m Fr | 2 2A 

n?r2 n2r2-A2 nmn?r?-A?2 

converge. 

di 4 ion n 
du an x? (u2=-n2r2) 

« 2A4?7+n?x?) 
Te É (n 2x2-A 2 & 

Alors D En — est sur [-A, A], de classe CL et dérivable terme à terme. 
n>m U TH 

même conclusion. 

È 
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x 2u 
Il en sera de même de 1, Y 5 + nv 

UN TU ENT 
sauf aux points de [-—A, A] du type + ra, 

où r est un entier naturel. 
CO 

2 272 
Ainsi, sur R\Z, — _ =— _ —2 >: RE 

sin‘u u n=1 (u 2? nr) 

su +. u?+n2r? 
Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle TE 

(u<-n°7r*) 

DH RU SAT PR NÉE 

(u — nr)? (u + nr)? (u + nn)? u+nnr (u — nr)? u— nn 

Des considérations de parité font que « = y, B= 6. 

On trouve & = et (en faisant u = 0) Ô = 0. 1 
? 

COQ 

re l 1 1 1 Ainsi EE RE Ai on 
sin2u u2 n=1 Fa +n T)2 (u — nn)? ) 

4: 1 
La convergence, pour u € R \ x Z, de chacune des deux séries > eo 

n=1 (U+nT) 

] autorise à écrire: 
n=1 (U—-nT) 

1 1 

sin pez (u + pr)? 

ca 

b-4) Pour tout 4 dans ]-n, n{ \ {0}, nous avons cotan u — hoc > — Eu  - 
n=1l U -n°T 

On peut même prolonger par continuité par la valeur 0 en 0, et il y a convergence 

normale sur tout intervalle [0, x] où lxl < x. On . alors intégrer terme à terme: 
X 

1 2u du 8 
[ our u — L Jan = si u2-n?n2 soit: 
0 n=1J5 U 

Le. Ên|s nr?) - Z(i- ee) 
n=1 n 272 

De la continuité de l'exponentielle, on déduit l'égalité: 

: 2 sin RE al Vxre ]-n, rl, Sr» = —— , , qui s'écrit encore: 
X n°T 

CO 

sin x = : Il (1- 5) 

Cette formule est en fait valable dans des conditions bien plus générales (l'exercice 
I.A-4 l'a établie pour tout x e C). 
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c-1) Dans le développement en série de Fourier de la fonction f, donnons maintenant 

à x la valeur 0. 

; Sr 
1= Sn (an) +2 sin sin (an) y LE d'ou VreZ 

an Tr n=1 n2- @ 2° 

n-1 

TM _ =1+2a2 > AE ee 
sin (ŒT) n=1 n2-@ D 

n 

En changeant & en i@, on obtient alors: Arr 2a Il ob 
sh(œr) « n=1 n2+a2 

Fc t%1 

c-2) Pour & dans ]0, 1[, l'intégrale impropre d ne dt converge. 

eo t o-1 l} o-1 PTE 

Décomposons J —— dt = + (TE , €t dans la seconde 
Dre o1+# +t 1 T+c 

intégrale, faisons un changement de a en posant f =1/u. 
0 + | o-1 à 1e 1 ,, (1-a)-1 

I — d =- Er dés f = du = | ap 
1 +1 u 1e L u 0 u 0 u 

1 
1 58:21 

Pour f dans ]0, 1[, nous pouvons calculer | LT dé. 
0 

n 
+1 

== Dr IX r£+ (171 _ Le et donc pour tout t dans JO, 1[, 
k=0 
n 

De k+B-1 n+1 _ PTE 
1+6 = 2 EN: LE T+c 

Si nous revenons à l'intégrale, 

po dt D ex fe kK+B-1 Gr + (- sl dt. 
pires 

n+B 1 
Or nous avons r tEtB-1 Gr = 1 et & dt < st dr DU 

0 k+B Des 0 n+B+1 

l'nt 1/41 D (STE 
Finalement, cap | Da dt tend vers 0, et —— dt = > EN. 

ol+tf | ol+é k=0 k + B 

La série est bien convergente en vertu de la règle spéciale des séries alternées. 

+oo ,o-] se ad ES _1\2 

Alors | LÉ dre NS Et D 
o 1+f n=0 n+ @ n0n+1-@ 

= op , €t finalement: 
n+A4 n-œ 

(-1Y- = 2 a - T 

n2-a? sin (@ 7) 
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ce 2k+1 
d)Pourul<netn>1, ——7#— - ee AUX DOS dE = 241 n2r2 - 0 (n2r?) 

n?r2 

u 
2 

La série double à termes positifs > >s 5 est convergente et on peut 
+1 n=1 (40 m? T ET 

permuter les deux Ÿ (cf Exercice I A-6). 

C 2k 
Alors cotan u — Lei 2u >, D n 5 ES , Soit encore: 

A k=0 Vn=1 n AT nt 

> >» L die = 7 (y coumnu 
DELL ni 22 n2k+2 2u |\u 

La fonction écrite au second membre, est de classe C° et admet un développement 

n 

ue 1 
limité à tout ordre : LA. cotan u | = » au +0 (u 2n+l, 

2u |\u 0 
. . 1 jl 1 2 Z ue 

=— = = = ° l On obtient facilement ap 6 41 = o 22 = 545 Plus généralement, tous les az, qui 

proviennent de la division selon les puissances croissantes de deux polynômes à 

coefficients rationnels, sont rationnels. 
CO 

Par identification, on obtient ue 1 = n2k+2 ay et on retrouve en particulier: 
n=1 n 

2k+2 

A-5 Exemples de séries de Fourier d'une série de fonctions: 

a) Montrons que cette série de fonctions converge normalement sur tout intervalle 

A 

2T 

Pour li <A et &>m, nous avons lx + 2kxl = x + 2kn > — À + 2kn > O. 

Alors, e-R#2nl < e4-2t, Comme la série » eZ converge, la série D e-W+2knl 
k>0 km 

Prat [-A, A]. Pour cela posons d'abord m=E él 

converge normalement sur [—A, A]. 

Maintenant, pour lxl <A et & <—m, nous avons: 

XL +2kni=-x-2kn >-A-2kr>0. 

Alors, e+24nl < LA e24m 
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La convergence de >; e2kT implique la convergence normale, sur [—-A, A], de la 
k<0 

série » e-X+2knl et ainsi, > eW+2knl + Y e-X+2knl est continue. Si nous rajoutons 
k<-m k<-m Em 

les fonctions eX+2"l pour — m <k < m, on obtient une fonction continue. 

Pour la dérivabilité, nous observons que chaque fonction x + e-+2ñl est C* sauf 

au point x = — 2Kn. 

Plaçons nous encore sur l'intervalle [-A, A], et considérons les deux séries 

Dette Yen 
km k<-m 

Elles s'écrivent respectivement de e*-2Zr et D: eX+2KT et convergent 
km k<-m 

normalement sur [-A, A]. 

Les séries des dérivées n-ièmes sont respectivement (—1)" D: e*-2ÂR et D ex+2kr 
Em k<-m 

et convergent normalement elles aussi sur [-A, A]. 

Ainsi, Y e-+2knl + Y eX+24nl est, sur [-A, A] une fonction C”, dérivable terme à 
k<-m Em 

terme, une infinité de fois. 

Rajoutons-y les fonctions e-X+24xl pour k dans [-m, m] qui sont aussi C® sauf au 

point — 2kr (où il y a une dérivée à droite et une dérivée à gauche). Ainsi, sur [—-A, A], la 

fonction f est continue et C 1 par morceaux (et même de classe C® sur tout intervalle 

du type ]24n, 2(k+1)z{). 

Ceci étant vrai pour tout À > O, l'application f est continue surR et C1 par 

morceaux. On voit facilement que le changement d'indice k en k+1 traduit le fait que f 

est 2x-périodique. Le changement d'indice k — — k traduit le fait qu'elle est paire. 

On peut facilement imaginer son graphe. 

Calculons ses coefficients de Fourier. La série de Fourier de f va converger 

normalement vers f. Les coefficients b; sont nuls. 
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2x 
An = L D e-W2nl cos nr dt pour n > 0. 

7 keZ 
0 

Comme il y a convergence ue sur [0, 2x], on peut intégrer terme à terme: 
27 

Due eb+2knl cos nt dt. 
© T À Z 

Dans chacune des intégrales faisons le _._—— de variable rt + 2knr 1: 
2(k+1)x 

An = 1 Y J el cos nt dt. 
T'£ez kr 

+oo 

Comme l'intégrale | el cos nt dt est absolument convergente, nous avons alors 
—20 

(comparaison séries-intégrales impropres), 

LE no An= — evcos nrdrten e ‘ cos nt df'. 
a “A Fe T J) 

Alors ap = 2 et pour n2> 1: 

00 +oo 

= Re 2 eClinN |dr= dns : ste cntests 1067; K /0 T ACER 0 r(n2+1) 

Ainsi, pour tout x réel, >, e-+2xl - oi _2cosnx , 
keZ a n=1 TX (n 2 + 1) 

Si nous donnons à x la valeur 0, nous obtenons la relation: 

Ÿ e-ni _ ) re ere 2 Do 25 
ke Z k=0 Lee L y n à K 

Remarque: on peut vérifier que pour x e [0, 2x], HG D - » e-X+2knl 
keZ 

b) La série S ——, est normalement convergente sur tout intervalle du 
n=0 (x—2nn) + a 

type ]-c, A], alors que y 1 7, ——; €st normalement convergente sur tout 
n=1 (x+2nn)2 + a2 

intervalle du type [-A, +o[. La série D pie est donc normalement 
nez (x-2nr)’ + a2 

convergente sur tout intervalle [-A, A]. 

La fonction f est donc définie et continue sur R. 

La série dérivée X, - — 2% 2m 
nez  ((x-2nx) + a?) 

Sur [—A, A] pour tout À > 0. On en déduit que f'est de classe C1. 

est elle-aussi normalement convergente 
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Par ailleurs, si g (x) = > re + et AUX) = > a , de telle 
n=0 (x-2nn)’ +a? n=1 &+n)+a 

sorte que f (x) = g (x)+h(x),ona 

g +27) = 8 GE ——— © et 
(x + 2x) + a? 

nn 2 de sorte que f (x + 2x) = f (x). 

La fonction f, 2r-périodique et de classe C1 est somme de sa série de Fourier. 
1 2x +00 nr 

DE ARS br 
ii x] LÉ | 

La convergence normale sur [0, 2x] permet d'intégrer terme à terme. Dans chaque 

h(x+2r)=h(X)- 

intégrale, on fait le changement de variable 1 = x — 2kn, de sorte que: 

TO CCM) int ue lei 1 >. È en: e de 

rene t2+a2 27] r2+a?2 
—2kT —09 

Pour calculer c, (f), dans le cas n # 0, posons nt = u, de sorte que: 
+co : : 

1 e. An TEE Ù 
Ch P= — ——— E. — = — ———;—; du (eest le signe de n). 
& 27 u2 2 n 2T u2+n2a2 

2) —00 

La partie imaginaire est nulle comme intégrale d'une fonction impaire. Il reste par 

parité: 
e-lnla +00 

HOT f = 5 pour n #0, et 
u‘+n’a aq 

nd Loic 1 
C = — PE 

09 1 [ F2 D) 200 CRAN Ne 29 

On peut alors écrire: 

fœ) = nt 3 w (et-a+ix)n + e(a-x)n) 

n=1 

sort Let RÉ y 
POP ODA EAN er 

D : om Er AC ES) 

24 24 1_2e 4% cos x +e 24 

+LeA de cos x—e 4 
MPa 820 Cha cor 
” sha \ 
” 2a(cha-cos x) 

Notons que dans le cas particulier x = 0, on trouve 
+oo 

d. 1 cs lies Tel. 
OS Dr TEn re 2e chant — 23 SN (3) 

qui résulte directement des développements Eulériens vus en A-4. 
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Par changement de variable, 
+oo +oco 

———— - 4? ————— n=— (x-n}?+a?2 n=— (2Tx — 2nn)? + 4n2a 

=4r2f(2mx) en remplaçant a par 2Ta 
Tr sh (27xa) 

a (ch 27xa — cos 27a) 

Bilan de l'étude: 

+00 

1 ” sh a 

n=(x-2nr)2+a2 2a(cha-cos x) 

+00 

1 æ x sh (2xa) 

n=(x-n)+a2  a(ch2ra-cos 27x) 

A-6 Fonctions de Bessel d'indice entier: 

a) La fonction f, : 1 eix Sin! étant de classe C®, sa série de Fourier converge 

normalement vers f,. D'après le résultat de l'exercice C-1, ses coefficients sont 

négligeables devant toute puissance de : + On a donc: 

VreR,eixsine Ÿ J (x) ein 
nez 

T 
Pour n entier, J_, (x) = _ ex SIN el dr, soit en posant f = T — u, 

—K 

0 

JhQ) =- Se [, Sins ein (T4) du 

(1) É ix Sinu nu n = ; é e "du =(-1)"J, (x). 

b i) On partage en 0, l'intégrale donnant J, (x) et on ramène les deux à l'intervalle [O, 

TK] par symétrie: 

EN TR RER 
F, (x) = Se ff ex Siné el t dt de ï ex sinf et dt | 

= j (e-X Sin ein t + eixsint int) dy 
0 

L F COS (nf — x sin f) dt. 
TH 

0 

2e PA e # . k k s k 

li) La série de fonctions de r, e!*Sint D IX "Sin K est normalement 
k=0 

convergente. On peut donc intégrer terme à terme: 
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@ = 3% 
T 

F Six Sint int dy — x] 2 > Gof ee ASS miera) 

Il 
Ÿ|- 

AE 
n 

Kkxk (T E _ ei ) ein ” 

T k 2i 

k 

! 

PU 
LE y (-1} ci ein) dy 

k! 
. 

l 
N- LMA3 02 ! 

Le “ > (-1} C ef ei&-21-n)t dt. 

Comme … fer ar vaut 1 sip #0 et 1 sip = 0, si k <n où & — n est impair, 
—T 

l'intégrale est nulle. Seuls subsistent les termes pour lesquels il existe / e N tel que 

k=n +721. Pour k fixé, un tel I est alors unique et dans [0, k ] , et , pour tout x réel, 

é 1 n+21 ne | ss EE CU ADIN EX 7 @ = 2 221 (n +2Dt L'(n+D! C2 LiGa+Dt. 

iii) Cherchons les solutions de l'équation différentielle x 2 Y"+x'+(x 2_n 2)y =0, 

k sous la forme y = x” » ay x° avec ap # 0. 
k=0 

En injectant y dans l'équation, on trouve ap indéterminé, a; = 0, puis pour k2 2, 

(2n + k) k Ag = — Ag). 

Les coefficients d'indice impair sont donc nuls et pour k2 1, ay; =-— reZS : 

à a : à . ne: 
Comme jm NS = 0, on obtient une série entière de rayon de convergence infini: 

> 4242 

, = (-1X x 2k 
> 1 rl Sel Y = apx | +2 

re 

On voit que J, correspond à ag = 
27 n! 

c) Dans le développement en série de Fourier de la fonction f,, on peut séparer partie 

réelle et partie imaginaire pour obtenir: 

i) cos (x sin #) = Jo (x) +2 D, Jo, &) cos 2nr, 
MA 

d'où J, @&) = L [cos (x sin fr) cos 2nt dr. 

ii) sin (sin D =2 D, Jon sin (2n + 1), 
n=0 

TH 

d'où J5,41 (x) = L sin (x sin ft) sin (2n + l)tdt. 
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d) Pour a et b réels, ei(a+b)sint = à J, (a + b}) eint = eis Sinieib sine, 
nez 

Or eia Sins + J, (a)e”t, eibSint Ex J, G)e if, de telle sorte qu'en appliquant 
nez nez 

l'exercice C-2, J, (a + b) = 2 J, (a) JD (b), la série D J, (a) Ju (D) étant 
pEZ pEeZ 

absolument convergente d'après le a). 

e) La relation de Parseval donne ici: 

27 ee 

1 | feix Sing? de = 1 = Jo @2+2 D J, GY. 
2T 0 n=1 

On en déduit immédiatement les deux majorations: 

VxeR,Ho@i<1 

Le VxreR,VneN”,U,(@I< Mn @| D 

B - Séries trigonométriques 

B-1 Comparaison à la dent de scie: 

a) Effectuons une transformation d'Abel. 

En posant B, (x) = sin x + sin 2x + - + sin nx, on sait que pour x e [a, 2r-d, 
. n+l 

_ ei(i+1Xx sin x 
B, &) = Im Ep sin 2x se donc lB, (xl < nn È 

—@e LE TX 

ne 2 | Sin ‘ sin 5 

n+ 

_ sin x = 

ken+1\g2+ 1 

n+p-1 

_ B, (@X) £ B} (x) 1 a 1 se Bip (x) 4 

Vn+1)2+1 kr Vk2+1 & +172+1)] Vn+p}+1 

On en déduit: 

n sin — 
2 

IT y a donc convergence uniforme sur tout intervalle [@, 27-04]. Comme par ailleurs 

n+p . 

D} SUR | SAN SE 2 0e 
= à o 5 
PEN sin S Vi+1/ +1 É 

la série est nulle pour x = 0 et 2x-périodique, il y a convergence simple surR. 
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b) D'après le a), on peut affirmer dès à présent que f est continue sur ]0, 2x. 

Pour aller plus loin, introduisons la fonction 2r-périodique @ définie par: 

(0) =0 et pour xe ]0, 27, p (x) = TX. 

On a vu au A-1, que p est égale à la somme de sa série de Fourier et donc que pour 
Co 

tout x réel, @ (x) = > Es + On peut alors écrire: 
n=1 

gX@=p@A)-f@X) = 2 b, sin nx 
n= 

LE ee APE Te 
Vn2+1 n\n2+1(m+Vn2+1) 275 

Cette série est normalement convergente ainsi que la série dérivée Ÿ n b, cos nx. 
co 

Sa somme g est donc dérivable de dérivée g " (x) = > n b, cos nx. 
n=l 

1 avec b, = : 

Comme @ est de classe C1 (puisque affine) sur l'intervalle 10, 2x{, on en déduit que f est 

de classe C1 sur ]0, 2rI et que 

c) La fonction g étant somme d'une série trigonométrique normalement convergente, 

cette série trigonométrique est sa série de Fourier. Pour la fonction f, les coefficients 

de Fourier sont donc a, (f) = 0 (fest impaire) et 

bn (D = bn (@) — bn (8) = à LC = — Jar lee #4 
f ra.) Nn2+1 

La série de Fourier de f est donc > "7. 
\n2+1 

B-2 A propos du logarithme complexe: 

Les fonctions f et g sont de classe C®et 2x-périodiques, donc égales à la somme de leur 
a Sin x 

série de Fourier. Comme le préconise l'indication, posons@ (a) = Arctan en 

et Y(a) = In (1 —2a cos x + a 2) en considérant x fixé. 

De sin X z sin x 
1-2acosx+a? (a—-eX*)(a-eX) 

AVNTL SAR 

"a (s es LE) 

et cette formule est valable pour tout x réel. 
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On en déduit: 
1 1 

En ex ———————— + ex RS 

NL a ï (- 1-ae" oct) 

= > añe-itr+iX + 5 añeiti+ix |= Ds a” sin (n+1)x. 
ä n=0 n=0 n=0 

Mais comme @ (a) = 0, nous avons pour la | < 1, 
co 

É n+1 n 
o(a) = De ni sin (n+1)x = > . sin nXx. 

n=0 n=l 

Ainsi pour tout x réel, et tout a dans ]-1, 1[, 

La fonction f est donc somme d'une série trigonométrique qui converge 

normalement pour la | < 1. Cette série trigonométrique est donc la série de Fourier de 

j; car du fait de la convergence normale par rapport à x, on peut intégrer terme à terme 

selon le schéma: 

He Arctan Er a sin x JL 
— a COS X 

2R/ © : co : 27 k 

SL D Lisinx sin kx dx = SE sin nx sin kx =2-. 
I n=1 n T »=] n 0 k 

0 

De même, pour x réel fixé et la | < 1, 

: a — COS X a — COS X 1 1 1 
y (a) Sn rm ee : 

1 — 2a cos x + a? (a—e*) (ae) (SE ns) 

=1 _ebhml.. 1 = 

2 1l-ae x 1-ae* 

115 a'e-i@+1Xx + > a'eit+lx |= 5 a" cos (n+1)x. 
n=0 n=0 n=0 

Comme y (0) = 0, nous avons en intégrant terme à terme, 

yo =- > 27 
Doll 

! 

CO 

n 

cos (n+1)x =— » 2 cos nx. 
n=1 ! 

Comme pour la fonction f, la convergence normale de la série trigonométrique par 

rapport à x quand a est fixé dans ]-1, 1[ permet d'écrire le développement de g en série 

de Fourier, pour tout x réel: 

Co 

n 

In (1 - 2a cos x + a ?) SECTE cos nx 
n n=1 
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En SEE a en — a, on obtient, toujours pour lal < 1, 
co 

fh O= > e DFE sinnx et g1(x)= 2 e Chi a? COS 7X . 
n=]1 

n 

b) La série entière » (—-1)+1 2 a pour rayon de convergence 1. Ainsi, on peut 
n=1 

poser pour Iz | < 1, @(z) = > É 1yt1 2 

pe 

p(rei8) = Ë. Eiy#t 
Finalement, en séparant parties réelle et imaginaire et en utilisant la question a): 

o(r eiô) = > (—1y+1 r? cos n, ; S (-1y+1 r " sin n0ô 

n=1l n n=1 n 

ee 
re 

In (1 + 2r cos O0+r2)+;i Arctan Reret 
1+rcos 0 

Comme le nombre complexe 1 + z appartient au disque ouvert de centre 1 et de 

rayon 1, il existe un unique @ dans ]- Re [ et p dans R** tels que 1 +z=p°"%. 

r sin O0 r sin 0 
tan Œ= ———— etcommeœe |- . 

1+rcos 0 1+rcos 8 

Par ailleurs, p=11 +z1=V(+rcos 0)? + r 2 sin? 8 =V1+2rcos0+r2. 

Nous obtenons alors p(z)=Inli+zl+iæ et eP@ =11+7zl eia = p = 1 +z. 

à = [, œ= Arctan 
N| a 

c) Nous utilisons ici le théorème de convergence radiale d'Abel (exercice II.B-1). 

«Si Ya, est une série convergente, alors pour tout r de [O, 1[, Da, r'" converge et 

Him (Ëe "+ > An » 

FA n=1 n=1 

Dans le cas présent, pour x dans ]0, 2x, 5 _ converge d'après la règle d'Abel 

CO 

etpourre [0, If, > ER r"= Arctan _rsinx 
lee 1—7r cos x 

Donc Di SNL © Jim Arctan — SX = A4rctan MX 
AC LN 08 FÉ 1] l=rcosx 1 — cos x 

T<] 

cosr T—-X\_T—-X 
= Arctan ie Arctan ee 5 le no +k7n, ke Z. 

sin + 
? 

Comme = est dans l'intervalle |- a [, l'entier k est nul et: 
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De la même manière, et pour x toujours dans JO, 2x, 

Die È cœn |im (Jin an) 
n r—1 2 nl 4 à n=1 

S LL 2% ). =; In (2(1- cos x)) = ES ) 
r<] 

2 

Finalement, pour x dans ]0, 2x: 

2 

Co 

2, Sn mi US 

d) Nous utilisons la transformation d'Abel en version uniforme. 

N DS à Ne ei@W+1)x ; ÿ 1 
Partant de Y ce” Rs Ve "S; — >, "Valable pour œ 

n=0 ec 2i sin À 12@ 
> sin 5 

dans ]0, nl fixé, pour tout x dans A,, =. [a +2kn, 2x - a+2k 7x], comme Ê Jrend 
eZ 

vers 0 en décroissant, uniformément par rapport à x (puisqu'il n'en dépend pas), les 
A COS nX sin AX : L 

séries D Pa et D Fe convergent uniformément sur À,,. 

Le théorème de dérivation des séries de fonctions permet de dériver terme à terme 

HO= D cos = , pour obtenir u " (x) = + Ssimnx sin 7x, 
n2 n=1 

2 
Finalement, pour x € ]0, 2x{, u ' (x) = = et puisque u (0) = _ , êt que u est 

continue en 0, pour tout x dans [0, 2x], 

COS = x? 
.. 4 7e 

ca 

Le même raisonnement s'applique à la fonction v définie par v (x) = >. 
; n=1 ñn 

La convergence normale de la série rend v continue sur R, et puisque v (0) = 0 et que 

sin ñx. 
2 

sur ]0, 24 v°G)= pes FOR 2 sin 2) v (x) = f — In . sin — 5 7) sur [0, 2x. 

‘ 27 è : : Mais l — In L 4) = y (27) = 0, car l'intégrale doublement impropre est 
0 

convergente et v continue. On en déduit: 
2 D 

e 12 dt sin In 2sinÿ |dr = =f Hi. 
0 0 x 

2x 
“| — In 

0 

2 sin £ 3 dt 
NE 

2.sin = 
à 

2 sin$ jar = 0. 
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Finalement, les deux applications étant 2x-périodiques et égales sur [0, 2x], on en 

déduit l'égalité pour tout x réel, 

B-3 Dérivation terme à terme impossible: 

a) Pour x € nr Z, f (x) est nulle. Pour x dans R \ (x + 2x Z), la règle d'Abel permet de 

conclure à la convergence, et même à la convergence uniforme sur tout compact 

inclus dans ]-n, r{. 

L'application f est donc continue sur ]-1, n{, et par conséquent sur R\(x + 27 Z) 

En dérivant terme à terme, on obtient une série oo Néanmoins, si on pose 

g (x) = 5; C1Y sin nx LPS sin nx , on obtient f (x) — g (x) = > (1) ___— , dont Ja 
n=2 n(n<-1) 

dérivée terme à terme est normalement convergente. 

Ainsi, f — g est dérivable sur R, de dérivée (f— g)' (x) = ds (—1}! Se - 
n=2 a 

Mais, grâce à l'exercice A-1, on sait que g est la fonction 2r-périodique telle que 

g (nr) =0 et g &@=sinx- pour x e ]J-n, nl. 

b) La convergence uniforme sur ]-n+e, r-el pour £ € ]0, x{ de la série dérivée 

seconde permet d'écrire: 

(F- 8)" @)= 2e 1) ee f@. 

D'où l'équation différentielle ns par f sur de L 

| f" (x) + f(x) =-sin x 

La solution générale de l'équation différentielle est: 

ÿ= : cos x + À cos x + Li sin x. 

La valeur en 0 permet d'obtenir À = 0. 

É _1y 
Pour x = 0, f' (0) = + ï = g'(0)+ dE DAT 

n= 

UE L'oeil 1 1 1 
En écrivant 2h =» Era Al ) et en utilisant g (0) = +, on calcule y. 
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SE eNER 
: de n+] 
see et eue 4125 0e 24 
= 3 n(t-5+ Fa 3 »4 N+1) 
“4 (LI Les pi 

an là )= 2 

Finalement, pour x dans ]-x, rl: 

Nos . COS x + à sin x 

De plus, (f- g)' =G COS x + : -- ; sin x): , donc, toujours pour x dans ]-x, nl: 

» Enr TE 
n=2 n 2_1 

La convergence étant normale sur R. 

c) Pour les calculs demandés au c), on part de f (x) = > Fe et 
n=]1 n 5 5 

BD pe 

On sait que g (0) =0 etg (x) = TX pour x € ]0, 2x. 

Toujours pour x € ]0, 2r{[, f-g)' (x) =|- Le _——— x > PE 
n=1 n(n<+1) 

Finalement, pour x € ]0, 2x, 

J'@)-g"@=f@ soit f"(@=f(X), d'où 
f&)=Ae* tue 

f(m)=0=21et+peTt 

mg a DSC DEA pet SAR f'@ u : 2 ni 

= 2 +27 > Ce donc pour z=x, 
shz n=1 n27r2+7z2° 

La PNEU e —=—-+— = 
shr © Ty1n2+1 E pe ps  2shr 

Tr H=(: + MENT 
. FREE de 4 4shr 

ri ne dite 
Re" AMeRE 2shr HER 

4shr 
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On trouve finalement, f (x) = Tree . = (— eXT + ext), soit 

TA)= HE sh (x -— x) 

On en déduit, pour x € ]0, 2x{, 

CO 

cosux __ 1, 
2 nin2+1 

La formule de Parseval permet alors de calculer 

Lars rf (rare) a. 
où f” ch? (x— x) dx = = [on x à - Ps +amaueest san 

co 

L'intégrale complète vaut alors : 

2) 3 2 TK T Su T TH à 5 ape -2sh7r+ ro 3 mater coth x, et: 

co 

1 + - JR 

n=1(n2+1)2 4 

Remarque: on pourrait aussi trouver cette formule à partir des développements 

Eulériens (exercice A-4). 

B-4 Développement en série trigonométrique: 

ix 
OR PES Car Bag 2e — de ce décompose en 

2cha+eX+e x eX+(e%+e a ex+] 

éléments simples. 

fa = + Sr + = 
sf amet tase er Til 

pnalref ali peeima Ein) 
shaæll+e %eX 1+e Lex 

Comme le-® eix| = le e-X] = e-% < 1, on peut développer en série entière et on 

obtient: 
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f@) Re E (-1ÿ: (ea erx se e-Wi+la ibn 

sh a n=0 

Le Ô +2 > (—-1}' ee” cos | 
sh @ 

La série trigonométrique ainsi trouvée étant normalement convergente, c'est la série de 

Fourier de f. On a donc pour n > 1: 

—hn X F cos ax dx = (-1)" 2r e 

7 Ch œ+ cos x sh & 

B-5 Limite de la suite des coefficients de Fourier: 

a) On peut prendre /, = . 44? e | de sorte que sin (k] x) > Le pour x dans 1. 

Supposons construits /1, 12, …, 1, Mae les conditions i) et ii) et tel que La 

longueur de I,, pour 1 <m< n est égale à a rs , Comme c'est le cas pour /}, 

Alors l'intervalle k,,1 1, est de longueur kel L' 2x, donc supérieure à 2x. Il contient 
n 

donc un intervalle de la forme E +pT; + +p x 

Si nous posons alors 1,1 = = G +p 7) . FR r)} nous avons à la 
n+1 n+1 

V2 fois 441 € 1, et pour tout x de Z,,1, lsin (k,:1 x > re 

La suite 7, étant une suite de segments emboîtés dont le diamètre tend vers 0, 

l'intersection est un singleton =): 
ne N* 

Mais alors pour tout # dans N°, on a lsin (k, #)l p de sorte que la suite (sin (k, t)) 

ne tend pas vers 0. 

b) En faisant d'abord x = 0, on obtient lim (a,) = O donc lim (b, sin nx)= 0 
n—>0o n—>0o 

Raisonnons ensuite par l'absurde. 

Si la suite b,, ne tend pas vers 0, il existe une suite extraite Do(n) et un réel & > 0 tel 
que pour tout n, lb nl 2 &. 

De la suite (@ (n)) tendant en croissant strictement vers +c, on peut extraire une 
suite (k,) telle que pour tout n > 0, k,,1 > 4ky. 
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v2 D'après a), il existe alors un réel r tel que lsin (k, n1 > “£, soit finalement ? 
V2 

lb, sin (k, | 2 & =, et la suite (b, sin nt) ne tend pas vers 0. 
2 

: +1 0 
c) En posant classiquement c,, = Gin ter In Pr 

Che +C he =, COS x FD, Sin nx. 

, On obtient: 

Donc, si ce "+c,e"*X —30, a, cos nx + b,, Sin nx—— 0, et d'après b), (a,) 
n—>co n—>c 

et (b,) ont pour limite O. Il en est de même de (c,) et de (c_,). 

B-6 Pseudo-dérivée seconde: 

a-1) Pour h > 0 assez petit, si f (xp) est minimum local, on a f (xo + h) —f(xo) 20 et 

f&o-h)-f(o) 20, donc T0 + 2 +800 7 En) > 0 et aussi f 1] (xp). 

a-2) La fonction g, a pour pseudo-dérivée seconde gl CET (2] (Xp) — 2€ = - 2€ < 

0. 

D'après a)1-, g1 n'a pas de minimum local sur Ja, b[. La fonction g, étant continue, 

son minimum sur [a, b] est donc obtenu en a (et en b où elle prend la même valeur). 

Vxe [a, b], g1 2 g1 (a) =0. 

On obtient de la même manière g; (x) < 0, et on en déduit: 

Vxre a, b], Ve>0, e(x-a)(x-b)<f(x)-ax-fB<-E(x-a)(x-b) 

où l'on a posé a=1@ 1e et B=f(a)-a FI. 

a-3) Finalement, pour tout x de [a, b], f (x) = ox + B. 

La fonction f qui est affine sur tout segment est affine sur R (car elle est de classe C2 

avec une dérivée seconde nulle). 

Si f est à valeurs complexes, on applique ce qui précède à sa partie réelle et à sa 

partie imaginaire. 

b) Supposons d'abordla fonction f à valeurs réelles et désignons par P son 

polynôme d'interpolation aux points xo — hk, xp; xo + h. Un calcul simple montre que: 

Fo + h) + f(x - h)-2f Go). 
h 2 

Montrons que f— P admet un maximum dans ]xo — h, xo, xo + A. 

Cette fonction s'annule au moins trois fois dans [xo —h , xo + h] aux points xp — h, xp et 

Xo + h. Comme elle est continue, elle a un maximum sur le compact [xo — h, xp + h]. 

Si ce maximum est strictement positif, il est atteint en un point de ]xp — h, xp + Al. 

S'il est nul, il est atteint en xp qui est encore un point de ]x — À, xo + HI. 

VxeR, P"(x)=Pl(x= 
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Le même argument appliqué à P — f montre que f - P a un minimum dans 

ho — h, xo + AL. 
Il existe x] tel que (P 1-2) (x,)>0 

et x) tel que (P P1- FPT (x) < 0, et comme P ll est constante, 

-M<SPP(x)=PlX)<M soit: 

Fo +x)+f(xo-h)-2f(x0)| <M h? 

Si nous prenons maintenant f à valeurs complexes, nous pouvons appliquer ce qui 

précède à sa partir réelle f\ et à sa partie imaginaire f; puis utiliser l'égalité: 

Fo! = VIA GP + 15 2 
pour conclure, à l'inégalité: 

Fxo+h)+f(xo-h)-2f (x) <M V2h 2 

B-7 Unicité du développement en série trigonométrique: 

a) Comme la suite (S, (x)) converge, lim (c, e* + c_, e-iX) = 0 et d'après 
n—>0co 

l'exercice B-S5, lim (c,) = lim (c,)=0. 
n—c nc 

 ikr, C4 Qikx| < M ë On a donc 52 He 2 PME UE 

Il y a donc convergence normale, donc uniforme et F est continue. 

En raison de la convergence normale, on peut sans problème intégrer terme à terme la 

fonction x+ F (x) ex, d'où les coefficients de Fourier Cn F) = —<$ : 
n 

b)On a MGotR) + io h) 2ei"0 à 261010 (cos nh- 1) =- 4e {sin 3) Fe donc 

sin? x 
x > 

en utilisant la fonction @:x- et le résultat de l'exercice I B-6, on obtient: 

AM= 5 (EF Go+h)+F Go -2F Gp)= Ze, of) 
ne Z* 

On en déduit in AM= ce" f(x) — cp. 
#0 ne Z* 

Conclusion: F a une pseudo-dérivée seconde en tout Xo et 

FU (x0) = f (xo) - co 
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2 
c)Sif=0,F)+0c . a une pseudo-dérivée seconde nulle donc est affine d'après 

2 

Mais comme F est continue et périodique, elle est bornée et cp = & = 0. 

l'exercice B-6 (question a)) et F (x) =- © + ax + B. 

L'application F étant constante, sa série de Fourier est constante donc c n(F)=0 pour n 

# 0, soit pour tout n # 0, c, = 0, et c'est vrai pour tout 7 puisqu'on a déjà vu que cp est 

nul. 

Si maintenant f est la somme de deux séries trigonométriques convergentes, leur 

différence est nulle et, d'après ce qui précède, leurs coefficients sont les mêmes. 

B-8 Série trigonométrique et développement de Fourier: 

a) On a FU (x) = f @) — co. Or, f est uniformément continue sur R, donc: 

Ve>0, 1a>0; V(x,yje R2, (x-y<a=lf()-f(y}l <e). 

Si xp est un réel et x € ]xo — @, xp + Gi, on a: 

[FUI (x) — f (xo) + col = f ) — f (xo)l < € 

D 
D'après l'exercice B-6 question b) appliqué à la fonction x= F (x) — (f (xo) — co) S 

sur [xp — @, x + ©] on obtient: 

FGo+h)+F (Xo-h)-2F (x) 

| h?2 
Cette relation est vraie pour tout x0 réel. Pour ke ]0, fixé, on en déduit: 

— (FX) + Co) | £<V2e, pour0O<h<«. 

fr pores — f(x) + col dx < 2x V2€ 
h2 

—T 

ce qui donne le résultat demandé. : 

b) Rappelons que À (x, A) me Vans E à 
ne Z* 

: 2 

@est la fonction définie à l'exercice I B-6 par @ (x) = on . , pourx Æ0et @(0)= 1. 
+ 

La série étant normalement convergente, on peut intégrer À (x, h) e-!X terme à terme, 
T : 

donc cy = lim Lu Axzh)e te dx= He [r me" dx pourrn#0, 
—T _ 1% 

T 1 T 

et pour n = 0 x J_ (0) -e0) &x=0 = cp x J 10 dx. 
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C - Problèmes de convergence 

C-1 Décroissance des coefficients de Fourier: 

27 

Considérons a, (f) = ' f @) cos nt dt et intégrons par parties. 
0 

La partie intégrée est nulle à chaque fois puisqu'on prend entre 0 et 2x une fonction 

2r-périodique. On a donc: 
2 

a, (P)= rh 0 ges 2) dt , 
TrnP 0 

et d'après le lemme de Riemann-Lebesgue, rnP a, (f} ——0. Il en est de même pour les 
n—>00 

coefficients b, (f). 

On sait que dans ce cas, pour p > 1, S, (f) converge uniformément vers f. 

a De + y in | 
1 k=n+ 

On a alors pour toutx, f(x) —S, (D &)l = 

< D lag (Pi + lby PI. 
k=n+1 

Supposons p > 1. Pour tout &, il existe N € N tel que pour 4 > N, lag (P1 + lby PI < ce ! 

CO 

1 + dr € de sorte que pourn>N, Ff(D-S,PDA<E D — <E = ————. 
; EntikP J, 11 -Dnri 

On a bien, {f (x) -S, (N (IL = 0 Ga Joue > 1 
n 

Pour p = 1, le résultat est encore vrai et résulte du théorème de convergence normale. 

C-2 Coefficients de Fourier d'un produit: 

a-1) le, . c, (g)l <; (lc, PP + lc, (g)2) montre la convergence absolue de la 

n 

série. De plus, (5, (DIS, (g)) = D . cn (@) et lim (5, DIS, Ce) = F1 8) 
puisque 

1(Sx D 154 &)) F1 8) = IS, P-FIS, (@)) + (15, (g)-g)| 
= ICS, D—FIS, @)) + I(1 Sn &)- 8) 

SIS, AL. US, Gil + A. HS, (g) = gll = 0 

(inégalité de Cauchy-Schwarz). 

a-2) On peut écrire: 
1 27 ; à 

Cn W8)= a) fOgDe" dr=(fenlg). 
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Pour appliquer a-1), cherchons les coefficients de Fourier de la fonction fe;,: 

Cm (fen) = (Emlf en) = Em-n1f): c'est le conjugué de (e, ,1.f) donc de c, M (f), et: 
+00 +0 

nf = (Feng = comte) Cm @)= À Cn-m () Cm) 
m=—co M=—o 

ou, ce qui revient au même en posant m =n—K, 

+00 

Cn F8) = » Ck Ÿ) Cn-x (@) 
mMm=—° 

sin kt 

k 

Cela nous donne l'occasion d'écrire l'égalité de Parseval sous forme trigonométrique: 

si la série de Fourier de f est À + À (ay cos k + b, sin kr), 

b) La série de Fourier de g est > (voir exercice A-1). 

2n 2 mé 2 2 Lf D la la? + lbyl 3x J, VOP ar = 0 + 2 HE 

En particulier » lb? converge. Or on peut écrire: 

1 1 31.164 : 1 
E bLP|< 5 lby PE + 2) ce qui montre la convergence absolue de À È b} (). 

L'expression du a-1), devient avec les coefficients trigonométriques: 

C-3 Convergence des sommes de Fejer: 

a) On rappelle que Sy (f) (x) = nn ren Re 4. 

= ' 
n n 

D. sin & + 1/2) Ë 1m ( as 
k=0 k=0 

s 1 —eitr+1} 2 _ ei(r+1)/2 sin(n+1)t/2 

Eu + rare jt ( Sin (1/2) ) 

_ (in(m+1x2) 
G. sin f/2 

On a donc: 

11 ñ sin (n+1)/2 2 
On Ÿ) (x) = rar | 1-0 (tn) dé 

=" 
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b) Le noyau de Fejer F, étant positif, on se trouve dans un cadre déjà rencontré 

(voir exercice I D-3). 

On peut remarquer d'abord en appliquant le calcul précédent à f = 1 que Sy () = 1 

puis ©, (f) = 1 pour tout net =] @Qu=T 

—T 

On a alors pour tout x et pour tout n, 

. 1 à sin (n + 1)r/2 
On Ô (x) —f (x) — 2 (n r | Fa- 1) — f() | sin (4/2) Jar 

—K 

Soit € > 0 fixé. Puisque f est continue et 2r-périodique, elle est uniformément 

continue sur R. Il existe donc @ > 0 tel que x — y! < & implique f(x) —-f()< . - 

On peut donc découper l'intégrale en deux. 

1 sin (n + 1)r/2 \2 
Z@+ Dr x] ENS (ue GP) ) ë 

-a 

< €/2 fe (n + DE) & 

-a 
2(n+ Dr sin (/2) 

AE 
12 

1 a fr sin (n + 11/2 \2 
Zn+Dn If: + fje-0-r0 | sin (2) Ja 

- 2-0) CR 2 FIL < be EE — 2 (n + Dr (sin 4/2} (n+ 1) (sin (a/2))2 
Donc il existe N tel que n > N implique: 

1 a fr sin (n + 1)/2 2 
2(n+Dn de tafe re-0-re | sin G2) Ja 3 

pour tout x réel, |o, (fN) (x)-f (x < €. 

c) Soit f une application continue de [0, 1] dans R. 

On peut prolonger f par une application affine à gauche et à droite jusqu'à l'intervalle 

[-x, x] de telle sorte que f (-n) = f (x) = 0. 
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Mais f peut être prolongée à R par 2x-périodicité et relève alors du résultat 

précédent: la suite des polynômes trigonométriques ©, (f) converge uniformément 

vers f. 

En d'autres termes, pour tout € > 0, il existe des réels (ap, 41, …., 4,) et (b1, b2, …, b,) 

fX)- > ay COS Kx — > b, sin kx| < tels que Sup 
2 

L'application x — D az COS KX — à b} sin kx étant développable en série entière 
k=0 k=1 

avec un rayon de FRERE infini, il existe un polynôme P tel que: 

xE SP |& 
$ ag COS KX + > by sin &x-P (@)|< < 5 , de telle sorte que: 

Sp. f@) -P IS e. 

d) En repartant du a) et en majorant f&œ-0-f(@x)lpar C IA, il vient: 

sin (n + 1/2 |? 
lo, () x) -f I < ro | 11% mere) : 

12 
En utilisant la minoration sin? 1/2 > — valable pour t dans [-n, x], on obtient: 

; 

lo, ( x) -FHIS ED an É 1182 sin? en 

: + 
On pose ensuite À 5 ; t = u, pour obtenir 

(n+Dn/2 172 
lo, -flle < oi) sin u_ ou 

6) 1)% 7 2-a 

(ia ie Er u) 

On en déduit bien Ilo, }-fIL< Le , à condition de pôser 
n 

‘ 9 2 

ir sin” 4 a sin‘ 4 1 
L'intégrale converge en +c et en —co car —— + Qu) et << —%— 

Fr j (2u)?-% u-30 Cu QuiRe 

C-4 Phénomène de Gibbs pour la dent de scie: 

a) Le calcul classique du noyau de Dirichlet donne: 

1 1 sin 2 on si 
5 LP = + cos t +: + cos (n— 1) = ——: 



202 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

Alors, en prolongeant par continuité en 0, pour x dans [0, x], 

À # sin 21 
. +f (2+P104)- SRE sam 

0 2 sin = 
2n04 0 

x . 2n-1 x SIN ——— f x 1 152 Dai 2 | 
<s + [es 2)" 2 tdt| + | a dt 

La fonction @:t- , prolongée par (0) =0, est continue sur [0, x]: nadiihe 0 
2'sin (/2)e 

mb se 1 #L 
PLU 3 2 sin — TBE à 2 2(3 Se tou ) 

OT CET 
t 24 u 

1\ = 2n1 fl e < On a donc [{ (Go ee Te  . 5 tdt| < IE dt. 

l sin 21 m-12Xx 
D'autre part, —— —— ds -| ne du 

0 0 
+oo 

Comme l'intégrale [ sn du est convergente, il existe un réel H tel que pour tout 
0 

Ÿ sin y 

0 

Alors pour tout x dans [0, x], [P, (x)| <> + f |@ (6) dt + H. 

b-1) En reprenant la formule du a), on obtient les deux expressions données. 

b-2) Posons m = E(" 5 al Les zéros de P,' qui ne s'annule pas en 0, sont ceux de 

cos n : ou de sin (n - ne sur l'intervalle ]0, x]. 
x ne I ‘ T | : cosn > =0&Sn 0 FER OK D> pour (2k— Ve < n> soit: 

x= (1) pour &= 1,2, .., m. 

sin (n— 1)3 =0S @-1)% = KT pour kr <(n—1)# soit: 

Yz=2k pourK= 1,2 mL ee 
n—1 

Après vérification de xy < y <xy41 qui provient de la double inégalité 

(24 — 1) (n— 1) <2kn < (2k+ 1) (n—1) 

soit—n—2k+1<0<n-2k-1 pour k = 1, 2m 2, et de 

Xm-1 <Ym-1 < Xp 

on obtient la famille ordonnée des zéros de Ps 

X1 SMS <Y2< ee < Yi < Xm ST 
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Les deux dernières inégalités sont soit toutes deux strictes, soit toutes deux une 

égalité, plus précisément: $ 
Qm-2)n. | Pmenr._, 
2m-—1 2m 

(2m-—-2)r Cm=Dr- 
MODE Die Mo D] 

Comme P,' (0) = n — 1 et que toutes les racines de P,' sont simples, P,' est positif sur 

pour n pair (n = 2m), ml 

pour n impair (n =2m— 1), 

[0, x1[ puis sur les ]yz_1, x£f et négatif sur les Kz, y£l. 

Les points x, correspondent donc à des maximums locaux et les yy à des 

minimums. 

Pour montrer que P, est positif sur [0, x] il suffit donc de montrer que pour tout & 

dans [1, m—1], P, (4) est positif. 

Cela provient immédiatement du fait que P, (x) = sin x et que pour n 2 3, 

Pr O0 = Pn-1 Ox) (de même d'ailleurs que P, (y) = Ph41 (x). 
En effet, P, (x) -P,_1 G) =— 1 

suppose P,_1 2 0, les P, (yg) sont 2 0. 

sin (n — 1) x, donc P, (yg) = P,_1 Op) et si on 

b-3) De la SES Ne écrite en b-1), on déduit immédiatement 

PE) <> sin nX cotan? d'où 

Pere 
P, Grs1) —Ph sf sin x cotan + dx= À. 

(2k- po . 
(2k+Dr/n x 

Ora= 3 f"" sin x cotan? + ; sin nx cotan 7 dx 

(2k-1)r/n a 2kr/n 

= ; à sin nx | cotan 3 cotan G +3 Je g 
(k-1r/n 

en changeant de variable dans la deuxième intégrale (x : EX) 

Sur l'intervalle ](24k-1) . | 27 [, sin nx est strictement négatif et 

2 2n 

puisque les deux points sont dans ]0, n[ où/a fonction cotangente est décroissante. 

On a bien alors P, Gt) < P, y) pour k = 1,2,..,m-1. 

cotan Æ > cotan 6 cn A) 

b-4) Ainsi, P, (x) =P; É }es le maximum de P, sur [0, x]. C'est donc: 

2-08 
et on reconnaît une somme de Riemann de la fonction @ continue définie sur [0, x] par 

(x) = sin x pour x 4 Cet @(0) = 1. On a donc: 

fin P () lo mves G. 
0 X 
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On vérifie que G > I , en considérant la série: 

(n+Dr . Tin 
# SINX , _ y sin X 

“= | + dx = (-1) [ Lrnn 

nt 0 

La suite (lu,l) tend vers 0 en décroissant donc la série satisfait à /a règle spéciale des 
Co co L 

à z sin x T 2 ; séries alternées et sa somme, d un J 7 at= 5 ? est encadrée strictement par 
n=0 0 

È Es qe Tr deux sommes partielles consécutives, en particulier G = up 1 

On trouve en fait G =1,1789 : - 

I La suite P, G) tend en croissant vers G car P, QE Bi Ge Ex G4) 

Alors pour tout x de [0, x], 0 < Pr O)E'PE (ais G, et par périodicité et imparité, 

pour tout x réel, |P, (I<P, us G. 

; 

T/2 

0 T 

La suite P, tend simplement vers g. Il y a même convergence uniforme sur tout 
intervalle du type [a, 2r-a], pour ae ]0, ñ{. Néanmoins, il se produit toujours au 
voisinage de 0, une oscillation résiduelle de plus en plus rapide, sur un intervalle de 
plus en plus petit, le maximum de cette oscillation ne tendant pas vers : (qui est le 

"saut" de g) mais vers G > à + C'est le phénomène de Gibbs. 

C-5 Phénomène de Gibbs dans le cas général: 

a) Dans l'intervalle [-x, r{, la fonction f possède des discontinuités aux points 
H<A<.<0 avec, puisqu'elle est régulière , pour tout i, 

fi) = 3 (a + 0) + Fo 0)). 
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Posons pour i € [1, m], À = f(œ+0)-f(a;-0) et, en désignant par g la fonction 

m 

étudiée à l'exercice C-3, définissons F pour tout x par F(x) = > % g (x — a), 
i=1 

puish=f-F. 

L'application F est bien affine par morceaux , h continue et C 1 par morceaux. La 

série de Fourier de h converge donc normalement vers h. Si nous désignons 

respectivement par f,, F,, h, et g, les sommes de Fourier des fonctions f, F, h et g, nous 

Savons que: 

1) fy En €t 8h COnvergent simplement vers f, F et g respectivement, 

ii) h, converge uniformément vers h, 

iii) g, converge uniformément vers g sur tout intervalle [a, 2x-@] avec 0 <@ <7. 

b) Pour fixer les idées, prenons xp = Œj, mais le même raisonnement s'appli uerait 0 1 

en un autre point de discontinuité. 
J m 

On peut écrire, f (x) = h (x) _. g & —Xo) + > g (x-— a). Choisissons déjà B > 0, tel 
2 

que pour i = 2, m, 1@ — xol > 2. 
m 

Si nous posons À (x) 2 g (x— a)et H,, (x) la somme de Fourier associée, on sait 
= 

qu'alors, H,, converge uniformément vers H sur l'intervalle [xo-B, xg+B]. 

Donnons nous alors un € > 0 qui sera fixé plus tard. 

L'application À + H étant continue sur [xo-B, xo+B] , y est uniformément continue, 

donc il existe & > 0 tel que pour tous x et y dans [xp-@, xo+ 0, 

€ 
A+ H)@)-R+HON< 3° 

Mais comme h, + H, converge uniformément vers h + H sur l'intervalle 

Lo-@, xot oi, il existe No € N tel que pour tous n 2 N et x dans [xp-@, xo+0], 

ls + An) @ — + H) GI < 3 

On en déduit que: | 

V(xye Lro-® tot, V 2 No in + H}) © -(h+H) ON < €. 

Mais d'après l'exercice C-4, 

Max {lg, @) — 8, O: G@, »)e [-n, xl} = 287 + 2G, avec 2G > ñ. On a donc ici, 

si Max (A, (x — Xo) — ue, O0); & y) € xo-@, xo+of } =Ky; 

21 G 
T 

lim K} = > A: 
f—c 

Choisissons alors € = : ee G -h). puis N > No tel que pour n 2 N, on ait 

K, > A +2€. 
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Comme la variation de h + H sur [xo-@, xp+a] est < €, on en déduit, pour n > N: 

Max {lf, @) -fh Ol: G, ») € [xo-@, xt } > A +e> À, 
et la valeur K = Àj + E convient. 

C-6 Série de Fourier des fonctions Lipschitziennes: 

a) La fonction g4 est 2r-périodique et continue et si n est un entier, 
27 

Cn En) = 3], (+1 ef G = hy ei) dx 
27 . 

1 f ; x) en) _ f(x) erG+h)) dx = 2 i (sin nh) c, (f). 

En désignant, pour simplifier, par c, le coefficient de Fourier Cn () et en appliquant 

1 2x re 
l'égalité de Parseval à gy, on obtient A J lex OI dx = Ÿ 4 lin (nk)l2 lc 2. 

0 n=—0 

Comme lg, (x) < 2Kh, on peut majorer l'intégrale et 

as 212 
> sin (n#)f? le, [2 < KR =K2h2. 

ni =—00 

sin Ga) 
2p+1 

D 2e?) 
sin (-2T lc, 2 < KR. 

2p+1 4p+1l 

2 A KR 
+oo 

b) Pour À = A , l'inégalité devient y ICS A1? 
n=—-0co 

et on en déduit la majoration du paquet > 
2P=l<Ini<2P 

2 Mais pour 2-1 < Inl <2P, on a Le lal x < © done lan TN Les 4 7 op#l 2 2p+1 2 

2,2 
D lua< £ “ 

P-L<In|<2P 2°P* 

c) Considérons la série à termes positifs Icol + Ÿ IC RIe 

On peut la sommer par paquets en posant y, = > lc,l , et par l'inégalité de 
P=l<Inl<2P 

Cauchy-Schwarz, on obtient: 

| > el + ses" rte ak 
2P-l<nle2P P-lenl<2P 22. (J2p+2 

La série Ÿ v p St donc convergente et il en est de même alors de > lc,l ce qui 
nez 

prouve la convergence normale de la série de Fourier de f puisque lc, ei < lc, pour 
tout x réel. 
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C-7 Approximation des fonctions Hôldériennes: 

a) On part de l'inégalité triangulaire: 

Fa+h-fO<Fa+h)-p, @+hl+lp, @+h)-p, G) +1p, «)-f D. 
On majore lf@+4)—p, (x +7) et lp, &)-f GI par À. 

n 

Quant à Ip, (x + k) — p, (xl, il est majoré par Ilp,'ll. . lkl d'après l'inégalité des 

accroissements finis, lui-même majoré, en raison de l'inégalité de Bernstein (voir 

l'exercice IT D-5) par # llp,ll_ lhl. 
co 

La suite (p,) étant uniformément convergente vers f, est uniformément majorée sur 

R. Il existe T > O tel que pour tout n, Ilp,]l, ST. Ainsi: 

Fa+n-fois À +nliT<B ue in mi, où l'on a posé B = max (24, T). 
n n 

nr vs 1 _—. a N/(aœ+1) 
b) L'application x= ns lhl est minimale pour x = É . Donc si h est tel 

x 

que O0 <lhi < 1, on peut trouver un entier n vérifiant: 

1 L/(a+1) 1 \L/(a+1) 
(m1) <n<2 (1) 

1 
et, pour cette valeur de n, on a nlhl <2 IAB et — IR de sorte que: 

n 

fx + h)-f GI < 38 1h. 
De plus, si lx — yl 2 1, on peut majorer. 

fax+h)-f@IS<21AL <2 fl x yIB 
et finalement, en prenant C = max (3B, 2 I|fl..) on a bien: 

Ve R2, f@-fOHI<CIx-yP 

c-1) On peut écrire Ilgjl,, <llg;— fl +11g;_1 —file 

<A2Ï0+ A2-FDa 
<A(1+2%) 270 

ce qui est l'inégalité cherchée avec D = A (1 + 2%). 

c-2) L'inégalité des accroissements finis puis l'inégalité de Bernstein nous donne 

d'abord | | 

lp; x + h)- p; I St llpjl,, 2 1h llpjl,, < D 2-0) |hl. 

Mais on peut écrire: 

Am (= > @; @) +p1 @) donc 
J= 

lan + A) — am QE À lo; @ + h) — p; QI + ps @ + h)- pr. 
j=l 



208 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

m 

Finalement ,_|qm (x + A) — 4m G < DA D 20-02 + Ip pri 
1 

Dm(1-0) 91e | 

< E lhi 2"Q-0) 

en prenant pour E un majorant de la suite u,, = D DAFT TE sfr … 

qui est bornée puisque convergente vers LR 
21-a_1 

On obtient alors en écrivant l'inégalité ii) pour n = 2": 

Fa+h-fo) <f&+h)-p, @+h)+1f 6) -p, OI + Ip, @ +h)-p,; GX) 

< À } Ep 2-0) 
20m 

c-3) Pour h tel que 0 < lAl < 1, on choisit m = E(-log> ll) + 1, c'est à dire tel que: 
1 me 02 
IH <2 Sr? 

pour obtenir lf (x + h)—f  < E 21% hi + 2A IN = FIM, avec F =E 21-% +24, 
On conclut alors comme à la fin du b) que f est «-Hôldérienne. 

C-8 Série de Fourier divergente: 

a) Compte tenu de la majoration rappelée, 1Q, (x) <2K et la série E Qy (x) est 

normalement convergente. La fonction f est continue et ses coefficients de Fourier 

obtenus en intégrant terme à terme. 

Les formules de linéarisation donnent comme expression: 

_ cos 26 x cos (26 +1)x COS (24+1 1) x Qz @) = ER Ne eme 
2 EN l 

_ cos (2#141)x 1 OCCOSÉAR 26) x 
1 21 

Comme les indices des cosinus dans les différents Qz ne se recouvrent pas, les 
coefficients des cos px figurant dans les Q, sont les coefficients de Fourier d (f). 

26 
3+1 

be = LI CCE RAS 
k p=1 D 

1 # 1 1 3 donc S,, (0)—Sg, (0)= — 2 > In (2)=.kin 2: Ok Be ( F2 p k2 ( ) A 

La suite S, (0) est donc divergente. 
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D - Applications des séries de Fourier 

D-1 Résolution d'équations différentielles ordinaires: 

a) Résolvons déjà l'équation re 5 Pre . 

L'équation caractéristique est r 4 + 5r 2 + 4 = 0 dont les racines son Ex 2, —2. 

La solution générale de l'équation homogène est donc 

A cos t + B sin {+ C cos 2t + D sin 21. 

Cherchons alors une solution de classe C4 pour l'équation complète sous forme de 

somme de série trigonométrique. 

Commençons par développer sous cette forme le deuxième membre, en partant de 

l'expression comme série de Fourier de 1 Isin 24 (continue, C1 par morceaux, 

Re ; : a 
2r-périodique et paire). On a donc Isin 2#| = n + > An COS nt avec: 

n=1 

An = 2 ['iin Au cos ru du 

2 [2 
= = (sin 2u cos nu + sin 2u cos n (x — u)) du 

0 
12 

= 2 f” sin 2u cos nu du. 
TV 

Sinestimpair, a, = 0, puis pour n = 2p, 
12 

Dp 2 f° (sin 2(p + 1) u — sin 2(p — 1) u) du. On a donc a; = 0 et pour p 22, 

2 cos 2(p+1)u, ses 

2p EE 2 +1) 2-1 Jo 
1 cos (p+1)r-1 4 cos 1-1 : 

Ex e p+l pi ) 

Si p est impair, a), = 0, il ne reste que les indices divisibles par 4, soit: 

DO LR. le NRA NT 
au = % (Er x) T 4k2_] 

On a donc finalement: 

Compte tenu du fait qu'interviennent seulement les dérivées paires, cherchons une 
co 

solution particulière sous la forme f () Y On COS Ant. 
n=0 

Supposons qu'on puisse dériver quatre fois terme à terme: 

19 © +5"@+40=X 40, (64n -20n ? + 1) cos 4nr. 
n=0 
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Par identification, puisque 64n * — 20n 2 + 1 ne s'annule pas, 

1 1 
27 n(ân2-1)(64n4-20n2+1) 

On constate alors a posteriori que la série >, 64n + &, COS 4nt est normalement 

= 5, etpourn21,a,=- 

convergente d'où la possibilité effectivement de dériver f (t) quatre fois terme à terme. 

La solution générale de l'équation est donc: 

cos dnt 
1Y 

() =A cost + B sin £ + C cos 21+ D sin 2+ 2 - ED, SAME L Tn=1 (4n 2 - 1) (64n 4 — 20n ? + 1) 

b) Comme dans la question précédente, cherchons le développement en série de 
Fourier du deuxième membre, qui est une fonction 2x-périodique, continue et de classe 
C1 par morceaux donc égale à la somme de sa série de Fourier. 

d = 1 in rcosr dr 
0 

À (sin (1 + k)t + sin (1 — )r) dr. 
0 

Pour k = 1, a = Jia 
0 

T 
Pour k#1, a = Lun er cos (k + 1}r + ps cos 1» | 

0 

= SL UE . 1—(-13-1 ) 

27 k+1 k-—1 
a , 2) Pour & impair, az =0, et pour kpair, k= 2p, Mp=- — - 

T 42] 

Lienas 4p” 
by = — | sinrsin krdr 5 

L+0 

og [ Pie . CS (&—1}— cos (k + 1)t) dr. 

Pour k=1, b,= 7» et pour k > 1, b;=0. 

Finalement: 

Max (sin f, 0) = 

Pour des raisons de parité, cherchons d'abord une solution particulière de l'équation 

f" @ +f (0 = Max (sin £, 0) — ane sous la forme f (r) = > n COS 2nt. 

En admettant qu'elle est deux fois dérivable, on est conduit = 

= + et pour n2> 1, (1-4n2 a, 24. È 
KT 4n2 27e 
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On en déduit la solution potentielle f (ô = — ne 25 cos 2nt 
RS (4n2-1} 

Comme la série deux fois dérivée est normalement convergente, la fonction 

obtenue est bien de classe C2 et dérivable terme à terme. 

Il reste à trouver une solution particulière de l'équation y " + y = ; Sin £. 

Comme sin f et cos t sont déjà solutions de l'équation homogène associée, on la cherche 

sous la forme y = f (a cos t + b sin #). 

y"+y=2bcost-2asint d'où a=- ï Mb 20. 

Finalement, la solution générale s'écrit 

cos 2nt __ tcost 
y=À cos ft +B sin {+ 

n?-1) d 

La solution obtenue ne reste pas bornée. Il se produit un phénomène de résonnance 

due à la présence du terme Du au second membre de l'équation. 

D-2 Equation de la chaleur dans une tige: 

a) Comme (x, fr u 2 (x, t) est continue, gest continue sur R*. 

Comme (x, t) SL u 2 (x, t) est continue sur [0, 1] x R** pest de classe C 1 surR'* et 

po =2 [à GP 0 o)ar 
ot 

0 

1 du 
2 u (x, 1) — (x, t) dx =2 | u(x, np 4 Ce t) dx. 
[ ot [ ox? 

| : ou , 
En intégrant par parties ( a est continue pour t > 0) pour t > 0, on obtient: 

x 

EL sup lou 2 
p'(t)=2lu(x, DE ] —2 — (x, D | dx =-2 "fou n* Fe 

) û ox ü ox 

La fonction o est donc décroissante sur R*. 

Si 4, et w) sont deux applications dans 42}, alors u1 — u est dans 42, 

La fonction y définie comme @ par w (1) = 1: (u1 &,  -u @, n) dx est positive 

décroissante nulle en 0 donc est identiquement nulle. Par continuité on a alors uy = u). 

b) La fonction f continue, C 1 par morceaux, impaire et 2r-périodique est somme de 

sa série de Fourier qui est une série de sinus. 
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co 

Posons f (x) = 5 B, sin rnx. et cherchons alors y de la même forme (mais avec des 
n=1 

coefficients fonctions de f) u (x, f) = > b, () sin rnx. 
n=1 

Supposons que nous puissions dériver terme à terme sans problème. 

Nous obtenons alors > b' () sin rnx.= 2 _n2r b, () sin rnx , soit pour tout n 

de N*,b," ()=-n2172b, (1) , ce qui donne : @=1, ent, où An € R: 
co 

_n2r2 Donc, sous réserve de convergence, on trouveu (x, f) = Si À, 4 sin rnx , et pour 
n=1 

avoir u (x, 0) = f (x) il suffit de prendre À, = B,, ce qui donne alors: 

co 

u (x, f) = > b, et sin rnx 
n=1 

Réciproquement, on vérifie la convergence et la possibilité de dériver: 

1) D, enr sin tnxl < b,l, donc la série est normalement convergente. Sa 
somme est définie et continue sur R x R*. 

+l 
ii) Ë = ; GE, enr sin Tnt) 

x 
n2nr2) ee" sin (nt + k . ) 

<lb,1 (rn}l+ke-n2a = G (1b,1) pour 1 > a > 0. 

Toutes les séries dérivées par rapport à x ou t sont normalement convergentes sur 
R X [a, +c[, donc u est de classe C® et peut être dérivée terme à terme. 

Elle vérifie donc l'équation (E) comme chacun des termes de la somme. 

c) La restriction à [0, 1] x R+ de la fonction 4 trouvée au b) est bien dans (2 ; 

D'après l'unicité vue au a) on en déduit l'existence et l'unicité. 
2 2 

Souvenons nous que b, = J f x) sin rnx dx, etque 0 =a, = J f @) cos rnx dx. 
0 

eus a ; Ainsi, u (x, t) = D +2e nr [a, cos n ax + b, sin n ax] 

: -n2r2 . du+2 À e-"2r2 3 fe f (u) du + > € [eos nr (= u) f (u) du 

NI 
n=1 

D co 

| > e T2 cos n © (x - u) f (u) du, 
0 

en raison de la convergence normale par rapport à 4, pour f > 0. 
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On a donc pour t > 0: 

+00 

n=—c0 

> e74 cos n x (x = u) | f(u) du 

D-3 Inégalités de Poincaré et Wirtinger: 

a) Les coefficients de Fourier de f et f' sont définis par: 
T . 

De L fo) CP qe, co (P) = 0 

cn F9= "2 f'@ eiCr/Dnt gr = _u nc, (f), par intégration par parties. 

Nous utilisons alors l'égalité de Parseval , qui donne, pour f et f": 

1 p6T 2 Ç 2 life 2 Ç 4r2 2 2 Ah IF O2 dr = > le, rep F'oPa- Zn 2le, 
+oo 

Comme cp (f) =0,ona s lc, 2 < D n?lc, (Pl?, ce qui s'écrit aussi: 
n=—c n=—00 

… 

T T ne J OP a 2 p f'OP de 

Il y a égalité ssi pour tout nl > 1, c, (f) = 0. Comme f, continue et C 1 par morceaux, est 

somme de sa série de Fourier, cela implique: 

fO=c 1e tivTN 4 © eCiVTX = À sin Dos 1 
s 

1 

b) Si nous posons co = ul g (0 dr puis g1 (9) = g (f) — co, nous obtenons: 

le M Ds. - 
le @) g @ dr = [7 @ (@g @— co) dr = [7 @) 81 O dr. 

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 

Ti Th 

< | If O2 dr L le: dr, 

puis l'inégalité de Poincaré à g1, il vient, 

Lnob 

[3 () g1 @) de 

12 [robe [lever a | F FO g ( dt 



214 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS 

c) Si nous posons T = 2 (b — a), on peut considérer la fonction f comme la restriction 

à [a, b] d'une application T-périodique impaire par rapport à a. Cette application que 

nous noterons encore f est définie sur [2a — b, a] par f (1) =- f (2a — t), puis prolongée à 
R par T-périodicité. 

Elle reste continue (puisque f (a) = f (b) = 0) et C1 par morceaux. 
a T 

Comme | FE) drs= f f ) dt = 0, on peut appliquer à f l'inégalité de Poincaré 
2a-b 0 

b ( 2 b 

vue au a), pour obtenir: If (12 dr < CE f' OP dr. 
a I a 

S'il y a égalité, d'après a), f (1) = A … (t— p), et comme f (a) = f (b) = 0, 

f =A sin É pe 

D-4 Inégalité des isopérimètres: 

ue “opel En: dM, _ 1. a) On peut écrire que |f' (#)l2 = | = 272 ? Puisque Il … MEN 

T 2 
Comme cette valeur est constante, on a immédiatement J If (012 dr = 27 Ga) 

_r T 

donc: L?2=2r f' OP dr. 
—K 

Nous pouvons alors écrire, compte tenu de l'expression de S: 

L2-4rS a(fatoo-zov we) 

-a[f Copa fao-rota) + 7 

T 

b) Supposons d'abord que 1 x () dt = 0. L'inégalité de Wirtinger donne: 
TT 

TH 

| (x'2@-x 2 (6) dr > 0, d'où L 2 -4ns$ > 0. 
—T 

Il y a égalité s'il y a égalité dans l'inégalité de Wirtinger, et si y' = x., donc si: 
x () = A cos (t— to), puis y ‘(r) = À cos (t— 10), d'où y (r) =A sin (— to) + Yo 

et la courbe est un cercle centré sur l'axe des LA 
T 

Dans le cas général, si nous posons X0 = . J x (#) dt, comme y (x) = y (-n), nous 
27 * -n 

T 

avons s=| (x (6) — xo) y' (6) dr. 
I 
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Nous pouvons alors écrire, en introduisant la translation sur x: 

2 : 2 L ans =2n| | (x2@-& (D-x0)?) àr+ | (O-x0-»'OY à |, 
= à —T 

/ 

et nous sommes ramené au cas particulier précédent. 

D-S Inégalité de Bernstein: 

a) La fonction f continue et C1 par morceaux sur R, est somme de sa série de 

Fourier. Calculons ses coefficients de Fourier. 

GnD = 5 ik JD ein dr 

1 7/2 à T/2 ! 3 
re f (nt) eV dr + J t ei dr + E (x -1) et dr 

2X |/_x _r/2 n/2 

2 | Re . 
mais par changement de variable, | Cr=0) e M" dr = [ — ue Tr et du et 

Tr . 0 : : 
| (x - ne" dr = —-ve!"Me-U dy, enposantu=n+t et v=t-7. 
/2 _r/2 

Comme eÂT = e-Ü1T, les termes se regroupent et: 

T/2 nl 1 int) [ein ae [1 L (1—eiT) i£ LL mé ent : Cn ) = EE — € ee, 77% [( +) _r/2 

Si n est pair, c, (f) = 0 et si n est impair, n = 2k — 1,e 124-1772 = _ SiGk-1)7/2 2 (Xi, 

donc: 

(-1)# 2i 
Hier 

+oo 

ZT 2i Cu i(2k-1)x 5 sb btenons x = — e : Pour xe { 2 > | nous oO e 2 Ck- 1 

6 à T I A : 
Si nous prenons maintenant x dans [-a, a], 33% est dans [-<, 5 ], donc: 

Ÿ (C1X ' iT 
; ia L Gr? exp (Ga (2k — 1) *) 
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b-1) La dérivée seconde de x elx est — el et est majorée par 1 sur R (en module). 
: Z 

L'inégalité de Taylor-Lagrange d'ordre 2 donne alors le!* — 1 — ixl < _. , et la valeur 

Ce . convient. 
2 

Pourte Ret he R*, par linéarité on peut écrire: 

A A 

AG,h)=u(G+h)- 1 (@)—hu) = 4 (ex) -H (es) — hu 

: : 2 
Mais le, (x) (ey (x) — 1) — hf, (Xi = lex (ex _ 1  ihx)l Ê sr si x est dans [-a, a], 

2 
et finalement lA (+, h)l < dE Hu À 2, donc A(t,h)=0 (h), ce qui montre bien 

A 

l'expression attendue de la dérivée: g' (r) = Li (f). 

A 

b-2) Comme pour tous t et x réels le, (x) < 1, pour x € [-a, a] et t réel, | y: (6) < Ill. 
A 

Dans les mêmes conditions, on a |f, (x)l < a, ce qui conduit à:l y’ (dl < a ll. 

Pour x dans [-a, a] et t réel, on a d'après a), 

2 g= > (2k — 1ÿ2 

Le go ne exp fi Ge (k- D+5x) 

La série est normalement convergente sur R car leX| = 1 et on peut donc, par 

+co 

10 = 4 2 CDS op fi GE Dx)e (0 

continuité de 4 écrire pour tout t réel: 

ae LT + (DE A 

l'O = (D =- — 2 ons M (+ 25 @k-0) 

On a donc pour t réel, 
+oo 

lus 42 Le Fe. - Su Wu (s)l l 2 2. xp SE BL (s) 
+00 

d'où l'on tire, puisque » mer LE , l'inégalité de Bernstein: 
k= (241) « 4 

A A 

Sup lu" <a Sup [4 | 

9) On poses Ml les et pour dans C,,, u (0) = Ÿ n0(a Qi). 

Alors (5) = à p e\%! et d'après b), Sup 2°] £ a Sup MO 
j=1 = 
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En particulier, si P est un polynôme trigonométrique de degré N,on a a=N et, 

, < Max |P ' (@Ï<N Max [P | 

D-6 Formule d'inversion de Fourier: 

A 
A . 

: 

a) En fait, f (r) = [ fx) ef dx. Comme l'application (4 x) — f (x) e* est 

continue sur R x R, le théorème de continuité d'une intégrale dépendant d'un paramètre 

A 

assure la continuité de f sur KR. 

Par ailleurs, en intégrant deux fois par parties 

jo =[-5e#r@| fre est du 
A 

—A 

= 1 Es L'e-ix fr @] - Lh, f" @) et dx 
1i 

A 

: L h f' Ge Ë' dx, puisque f(-A)=f(4)=f' (-A)=f' (4)=0. 
. A 

On a donc t2[f (| < | [f" (x)| dx =K indépendant de t. 
A 

b) La fonction f peut être considérée comme la restriction à [- . L L ] d'une fonction 

de classe C? et T-périodique. 

Si kest dans Z, le k-ième coefficient de Fourier de cette fonction est: 

T2 00 
- 1 | —i 2kiT hf ut qe = L ? (2kT = 7 JO ACER dE mr alor ) 

Comme la fonction considérée est de classe C2, elle est somme de sa série de Fourier 

sur R. En particulier, 

Vre[-73hf@= L 2? Éd 

c) Fixons x réel. Si N est un entier, N > 2 AI, on peut appliquer b) et: 

+00 

1 VS? /2kT\ in 
FO =Y Zi F N ) e ; 

A - A 

Posons alors g, (9 = f (6) e*. On sait depuis a) que t 2[e, Ole t2|fHI<K. 
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Si nous fixons € > 0, nous pouvons trouver un entier B > À tel que: 

5 4 Fr) < €. 

L'entier B etant ainsi fixé, S EN IN, 2e e: (Re est une somme de Riemann de la 

J lg, Oldr <e et 
k>27rB Kl>BN 

Lx (2rB) Ne 0, 
fonction g, sur l'intervalle [-2xB, re et comme EN 

1 S k 1oifÉ T 

NES IE ee 2n f ns D 
Il existe donc N entier tel que N > No implique: 

l BN L l B 
> É TI 

x J aoû DAENT £ m5 u (5) 

1 

SC 

< 3€, soit: Aüïnsi, pour N > No: 

< 3€. 

+00 

__ TO eit dr fG) 
On en déduit la formule d'inversion de Fourier: 

fx = JL fr f (D ext dé 

D-7 Fonctions de Hardy: 

a) Par convergence normale, on peut intégrer terme à terme la série. 

FE) P D e iant = > % 5 et soit: 
k=-m p=—> P 

in fQ) P @) ent ar = >  % LE He ei(aprantb qe. 
—T 

Pour p # n, lorsque k varie entre — m et m, . — K varie entre 4, m et a, + m donc entre 
an —bn+leta, +b,-1,et ne peut être égal à a). Une seule des intégrales est donc 
non nulle, pour p = n et & = 0. Il reste donc 9 Mh = M puisque = 1. 

b) On rappelle les calculs déjà faits (voir exercice se 

: 2 ourte 2nZ, D, (t = SE+IRy F, © = sin ( (x + 1)/2)r P ® in (1/2) @= _. sin (1/2) 
etD, (2ZXn)=F,(2r)=n+1 

Fp,-1 est bien un polynôme trigonométrique de degré b, — 1. 
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© | de fsin(b, x/2) |2 
Alors, ll < = - en ) de 

Or, sur [0, Ÿ ],sinu > 2 u, donc: 

Mi <c' [°ue Ë ax?) : 

en | Than 2), 
b,* —bnT 12 

+00 +2 

AC D 1 yo SGD) de = K b, % puisque l'intégrale est 

convergente: 

en0 p(i)-ld4 0 

en to |p(nl <lA%2 avec a < 1. 

c) Si f («) = o (lA®), choisissons € > 0 et associons-lui un 7 > 0 tel que 

H<n=lf@l<elie 

Soit M un majorant de |f sur [-n, ne 

e (in (sin @, 1/2) + M sin (b, 1/2) 
ll < = — F3 

2T D bh sin “sin (#2). sin (2). 

fl 
: Il # so tue Pa sin? (b, 1/2) d 

IA 
" bit? 

1 

par le changement de variable b, 1 = u, 
Na x 9 Th s G} 

Dis ro pe SG) Gurmr| SUD qu. 
nb é nan Ion n 

Tbn . 2 Tb 
gr sin” (4/2) 4, < ou el F : et 
Dr ue 22 CH | MO US . u mn % n ANTON 

Rpenatee D Si A est la valeur de l'intégrale convergente | 
| u 

—00 

2 

<enAb, * pour Inl assez grand puisque bp, RE 0. 

V ce pes MX b1= É ne 
n n 

Ainsiona 7, =0 (b, %) quand Inl —ce. 

Ajouter une constante à f ne change que ÿ, et comme: 

to + U) = > e ian(0+u) _ D: De ne avec |y,1=lye lanl0, ly,l, une 
0 YÎn Mn Yn n 

n=— n=—0 

translation sur la variable ne change pas le module des coefficients, d'où le résultat 

dans le cas général. 
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n 
d)Pourn>0,bml<pn- b” <b"+ 2 <b'tl carb>2 et on en déduit toutes 

les propriétés requises des suites (a), (b,). 

De plus, 17,1 = b -%l et les séries Y lt et © ly,l sont des séries géométriques 
convergentes donc > l},l converge. 

nez 

La fonction f est donc continue sur R et en regroupant les indices opposés pour 

lesquels 7, = y,, on obtient l'expression: f (r) = 2 ss br cos br). 
n=1 

e) La série des dérivées n'est pas convergente, ce qui prouve qu'on ne peut dériver 
terme à terme, mais ne permet pas de conclure quant à la dérivabilité. 

S'il existe {9 tel que f (1) — f (to) = o (Ir — t0l2), on a vu que M = 0 (b,-%) quand 
Inl — ce. Or, ce n'est pas le cas ici puisque 7, b,® ur rh 

Aïnsi pour tout 10 réel, Ÿ Co + #) = f (to) ne tend pas vers 0 quand À — 0 donc: 
lh1% 

Go DEC VE + IRIS. Ÿ Co + ) Fo) es Go) ne reste pas borné quand h — 0. 

La fonction f n'est donc dérivable en aucun to réel. 
Remarque: en fait, on a montré que quel que soit œe ]0, 1], il existe une fonction 

continue sur R qui n'est pas à -hôlderienne sur aucun sous-intervalle de R (voir la 
définition dans l'exercice C-7 question b). 
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Cet ouvrage fait partie d'une collection d'exercices résolus de 

mathématiques qui a pour objectif la préparation des épreuves 

écrites et orales des concours scientifiques. C'est dire qu'elle 

s'adresse d'abord aux étudiants des classes de Mathématiques 
Supérieures et de Mathématiques Spéciales. 

Les exercices proposés, dont le degré de difficulté est variable, sont 
rédigés de façon à permettre une approche progressive des grands 
thèmes du programme. Îls pourront intéresser tous ceux étudiants 
de premier cycle des universités, candidats aux concours de 
recrutement (CAPES ou Agrégation), enseignants des lycées - qui 
pratiquent et aiment ces mathématiques. 

Ce volume est consacré à l'étude des Séries entières et des Séries 
de Fourier. 
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