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EEE ” fie 

SA 
Toutes les tions sent valables sur cette gamme, les instructions sont celles en version française. 

S uite réeu pe nte EE On traite l’exemple pour u, , = 2u, + 1avecus = 1. 

Grarhi Grarhè Grarh> 
nMin=6 

-UCR3B2#u6n—13+1 

ucnMin)B€1} 

SM) pour saisir l'expression u(n) en fonction de u(n — 1),en 

remplaçant n par Fax. 
; 

u s'obtient par #85 4  nMin est l'indice du termeinitial. 

déf table 

# pour définir les paramètres de tabulation : début de la table et 

pas. Prendre un pas entier ! 

table 

ame @@ pour tabuler. 

MolslAleli On traite l'exemple de la fonction par f(x) =— —-x? + x + 1. 

Entrer une expression . Grarhi Grarhé Graphz 
@D) pour saisir l'expression en Y1, en remplaçant x par f is Bé-13/dkx2+x+ 

Dresser un tableau de valeurs Tracer une courbe représentative 

Héftable Es i été pour choisir la fenêtre. 
@enêt® pour définir les paramètres de 

tabulation. ph& pour visualiser la courbe. 

table 

2nde pour tabuler. 
& pour se déplacer sur la courbe. 

calculs 

Calculer dans la fenêtre graphique 

2 : zéro pour déterminer les solutions de l'équation f(x) = 0. 

3 : minimum et 4 : maximum pour les extrema de la fonction. 
5 : intersect pour les points d'intersection de deux courbes. : 

6 : dy/dx pour calculer le nombre dérivé de f'en un nombre saisi au clavier. 
7 : ffix)dx pour calculer l'intégrale de fentre deux bornes à saisir. SÉGOdXEE.2E 

Calculer dans l'écran de calcul 
8 : nbreDérivé( pour calculer le nombre dérivé de la fonction, de variable SE. - 5 
en un nombre donné. intéagrFoncté-Kè7 
9 : intégrFonct{ pour calculer l'intégfale d'une ronge de variable SEM, entre |++K+1:%3; 1: 
deux bornes données. 

NUE Eee se placeren TT 

Utiliser #8 [) pour obtenir le nombre i. 

Calculer sur les complexes fi ls 47197551 | 
4 : argumènt!{ pour calculer un argument d’un complexe non nul [Rep #nrFrac 1:3| 
5 : abs, pour calculer ie module d'un complexe  : FR os Fa 
6: > Réct pour obtenir la forme algébrique du complexe précédent TER 
7 : » Polaire pour obtenir la forme exponentielle du complexe précédent 1+ii 

FICHÉS CALCULATRICÉS 



Calculatrices graphiques TIM 

stats Li dois . pour entrer chacune des valeurs au fur et à mesure. 

mé Est Jops EF suite pour définir les valeurs par une formule. 

pour stocker des nombres dans une liste. suite(kK;:K:6;63 1) 

Suite (k), où k varie de 0 à 6, par pas de 1 il 123456; 

4 : EffListe pour effacer le contenu d'une liste, à indiquer. 

Mettre les valeurs x; en L1 et les effectifs n, (ou les fréquences) en L2. 

LUS Kd:\Ke 1 : Stats 1-Var pour 
ET % de Stats 1-Usr Li:L|] Moyenne 

calculer les paramètres de la série. |; 
Écart type 

1 : NbrAléat pour obtenir un réel aléatoire entre 0 et 1. 

5 :entAléat( CE b Ee n SE pour simuler le tirage aléa- 

toire de n'entiers entre a et b : on obtient une liste. 

943396 
entAléat(1;6; 
LS Lu 7 Et 

| ere : Pour P(X = 1) et P(X< 1) 
X est une variable aléatoire suivant la loi B(n ; p) avec la loi B(6 ; 0,4) 

binonmFdr(é;,4;12 
. 156624 

ROMIFRETRRENE RE 

. 23328 

binonFdréé;: 6, 42+ 
ë 

{. 646656 . 18662... 

Pour calculer P(X = k) oulaliste des P(X — k) où k est un entier entre 0 et n: 

2nde Ur | A : binomFdpl n BR: ER Ù :. pour calculer P(X = k) 

2nde ES A:binomFdp{( n Far E pour obtenir la liste des probabili- 

tés P(X = k) pour toutes les valeurs de k. 

Pour calculer P(X < k) ou la liste des P(X < k) où k est un entier entre 0 et n: 

2nde eg B : binomFRép{ n@B ER - D pour calculer P(X < k) 

2nde Sen B : binomFRép( dE D Er pour obtenir la liste des probabi- 

lités P(X< k) pour toutes les valeurs de k. DRM TEE. 

Pour P(1<X<6) 
laveclaloiN (3:0,52):. 

normallRéeci; b:3 

F7. 0ad9eesis 
FracNormale(é, 97 

» 631) 
1.959965986 

X est une variable aléatoire suivant la loi N'( ; 62). 

2nde ŒB 2 normarrrép ED : ED 2: 0 [ ) Eos calculer 

P(a<X<b). 

Attention à mettre en PTE l'éc t-type © , et non la variance 0°! 

2nde [ar À 3 : FracNormale( ns. L 14 e: pour. Calculer le réel a tel 

que P(X< 0 P. 

2nde €: ‘normairdp (229 @8 : @B : @- 

fonction de densité de’X. 

YEnormalFdr té; 
_Mylg se | 

MPÉRIGES, 68268949 : 

La loi W(0 ; 1: 

a eos a: 

FICHES CALCULATRICES QT 
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Pour bien préparer le bac 

Présentation dimManuel:. Ra 6 

Programme officiel..."  ...................... ...................... 8 

ROUE TT TT. | EN EpSignémentspécif Re A SNNEINSENNRENS 

al Suites numériQUeS tm. #HimRe PERRET 12 
D) Raisonnement par rÉCUFTENCE..................................U Ut nintendo 16 

B Limite finie ou infinie d'une suite... 18 

ER Limites et COMPAras ON... er A D ut 

EX Convergence de certaines suites a 

D Prés Bac ne ER 

Pistes pour l'accompagnement personnalisé Re LA D PR RE 46 

2] Limites.et continuité... lhetbmnr.’.2 Rime 
D limitedunefonction din RER Re ee | 

PB Limite infinie d'une fonction en un réel a 

Eÿ Détermination de limites’... ............. ....;..:............ 

EX Continuité 

D Prépa Bac 
Pistes pour l'accompagnement personnalisé... 

3} Compléments sur les fonctions numériques... 90 
D lesfonctions cosinus'et:sints 222.8. DO Te OU RE A en 94 

2 PMR EE RD RE EE Re 96 
ÉD Ve den 00e) etes OX) SU 96 
Oo Mol a RL à OR LE LE AP TE 

Pistes pour l'accompagnement personnalisé 

Al Fonction exponentielle... 11 
D la fonétion exponentiels... #0. SRE re  . 122 

2] Étude de lifonetonexponentiellé 2.20. UMR. Ain dc eh ARE SR RE 124 

ERIC AN COMpar ee RE Rem ee 

EX Dérivée dex > exp(u(x))...…. 
Pin Doc 2 EN Re PER SR RS 
Pistes.pourl'accompagnement personnalisé. #22 ae 148 

Gi Fonction logarithme népérien….….……… 150 
Hi] lAtfonctionlogarithmeNÉpéTIEN ee ee a Da en ei a or TS MES 154 

ER Propriétés al0ébriques de la fonñEtion in... SR RE Rene MON 156 

ER Fonctions l008rithme.et dériNées ee or 156 

[4 ] Croissances comparées … ns rte ne nn Le SR Sc 156 

D D D Gus nm, deu Rte CRM Lea Re Re ee 171 
Pistes pour l'accompagnement pers finalisé... 180 

6] CalEul intégral... tenue 182 
D Intégration d'une fonction continue et positives. fs … 186 

BR INT GA TION pri MINES EEE RE Re a 

Ekintégrale d'une fonction eontinu se Ta LE CR 

té pa Bac... ER ER Re RS 
Pistes pour l'accompagnement personnalisé 

É-e © Sommaire 



FA | Les nombres complexes 

LORIE R  R ne  Rr-— ne En l ess 
[3 ] Équation du second degré à coefficients réels 

a RO COMMENT Re nt 

Module et arguments d’un nombre complexe 

D Forme trigonométrique, notation exponentielle 

PO RE RP ONE C _ PUMA TS 

Pistes pour l'accompagnement personnalisé 

sl Droites et plans de l’espace - Vecteurs.. 
D Positions relatives de droites et de plans 

BR Caractérisations vectorielles 

EX Repères de l'espace 

@ Prépa Bac 

Pets pour l'accompagnement personnalisé... RON eo Re PE 288 

sl Broduitscalaire de l'espace... . . .. . . ". 290 
It cahire danse | 294 

B Propriétés du produit scalaire CR ER TR ee En en Re ent 296 

EX Orthogonalité dans l'espace 

OA BE ES Eee. Le Le ES CP Re ee TS Er 
Mets pour l'accompagnement personnalisé... ts SN En Re 322 

10! Probabilités conditionnelles 326 
D Probabilités conditionnelles…… 

BR Formule des probabilités totales 

EN épendance de déux événements"... 332 

A BE nsc NO En SRE 347 

Bistes pour l'accompagnement personnalisé fait ee ee er MO CR PERRIN ES 359 

mn} Lois de probabilité continues 362 
ie sur un metal bone ET RENE PR re ngia bat to  o 

Élomiionnesur [e:b] (ab)... 0 NE EE 

ÉRLainonnale CENCRE FÉdOIE eme nn dut ent ue 

EN Sinommale Nu: 67)... AR RO SR NET 
OR Pa Bas RS RES 

Pistes pour l'accompagnement personnalisé 

12] Échantillonnage et estimation 
D Échantillonnage et estimation : introduction PR PR le de à) 

2 81e OO RP A NC Re I SR TPE Or 
ER ES CA ON me nn nan conne NN Dies Gi 0 

nn BC a me on nee peine SE ee 

Pistes pour l'accompagnement personnalisé... to ne TR re 

Les probabilités et les statistiques au lycée : sujets de synthèse…….430 
t 

L 

Sommaire 



8} Divisibilité et congruences ne .. 438 
Dirproblème Vers les nos … AA4O 

ED DIVISIDIITÉ dans Zn er ne 444 

HR NGMDTES prenne 446 

ER DIVISION EUCIIAIENNe ER ee 448 

[4 ] CORDTUENCES DANS Z pese minen ee NOT OR 450 

AV AUX DATIQUES nn mn nr me nie re ee 452 

OR PE Da Bac D ne mn one da dan 465 
ELA ULTRA it mn. RU A + 469 

14] PGCD et nombres entiers premiers entre eux... 474 
Piproblémevers JS noOtOAS ER a rm oime none ee 476 

D PGCD de deux entiers : propriétés éC déNNITIONS 2 nernnmeneneeetere ER … 480 

AI RÉCIÈME de BéZOUt 482 

5 TROIE SAR ee nee PR EE Rene Rae en 482 

TRAVAUX PratiQUeS mn unanime MAROC SERRES Re 484 

OR PTÉDA BAG same ne ete tiens 2e RE LOTIR 496 

DEDDIÉINE Se Pen. A Sd A en ne nt (es RASE LME LEO PR 500 

5] MAtriCES CE SUITESZ 2 ue. 504 
DPIDÉOHIEITE VOrs ES NDÉIONS ue cs ue tee UE ee 506 

ER Mnices et OPÉFATIONSS encre ua RH PRES CREER 511 
D invérsed'une matrice Carrée 2e ere nn ee RER ENS E NE dent hd à On Le 516 

[3 1 Puissance n-ième d'une matrice:carrée:;2822 ten une RE 518 

[4 1 Exempledétude d'une:suite dé'matrices:2: 2 2eme een ee IR Re 520 

Meva Pratiques ess, once ne nn ce AT ARE MORTE AVS A SR : 522 

CAS EN RS eut 

PEODIÈMES RE een ere me ot ten ae Gant. SURRE DONNER METIER 540 

Corrigés des exercices 

EUSIQUE 

Fiches Logiciels 

Fiches Calculatrices - 

Ai Sommaire ‘ 



Une rubrique entièrement dédiée à l'entraînement pour le Bac 

Partie À - ROC Gemma DEEE 3 CE 
œ = ne ne LEE ne me ie On rappelle qu'une suite u converge vers un réel { si pour 

shoes eratlertel Qu Lee ns ioeeie : SE À 
Don mme D Où | s-ËS A een ÿ tout intervalle ouvert 1 contenant 4 il existe un rang N tel_# 
Put à + TT 
Po ont er = 

AL nude v et défie su N pat ve. ere Le géomera de canon 

Lame veut borde et corner. hate est ere de La 4 Le w , ‘ 1 . . DT + 

Ge er RE ROC ou Restitution organisée des connaissances D ro mm Em Rs an rame ma 2 Déerm EN ES 
SN à te es Ut ; l 5 mere ETS RES La con) (question de cours). 

RTS On rdc € LT 2 Cape a démarche. Es — 
Creer On pat a Concerne ne ae Doris] 
danse SE a a 1 mn om Fate DNS Re mea 
cn compaemen ane ut» Drap sr C2 ntm mn NO de par Pme Question ouverte 
OT E ET tiens SE ARR euh rente 
Lt de mm eut dés den do dédes gr de cote Gen. rer a A 
Creer Et Sn 1 M tm mn El Dans cette question, toute trace de recherche, 

1. 
rs tn den 0214 DOCS 2: MR a Cmniens 
a de rar 0: hate (4) 2 
« 3 spas à Prenrvae 98} 

même incomplète, ou d'initiative non fructueuse, 
sera prise en compte dans l'évaluation. 

Pour quelles valeurs de l'entier n, a-t-on l'inégalité : 
47> An +17? 

come Le sie à te | Be 
at = 6 8 pur out ui aa = / (4) | Co t-on te come | 
un rep ntm pére Le ou | Den de Le at Vlr du 4 de 
Sutra) Len | 

icaxe 

De Ce dde me eme D de de | aa (ujettodenée pad une 
2ère ir poboite-rli à ae qqs Mo pie ur le des acids en nt 

cr dus (0: 4h. Deer 
que en ééaecn à Qar — ABS» 0, ot On pce nu gran td 
mo4” am) 0" prenantes 
1 On pou à vil Tune ds queteon préc ment dx Copa ven ul 
dents: jéamt coosamte sus (0:60) 340 <2< 80h En stfinamt La loomnde de récueence et lunch de la STE pee pertes name 8e, et étant éteu à QUI. Question qui apparaît régulièrement dans les sujets 

d'épreuve au Bac. MD une see mmiiqes 

Des exercices de type BAC, extraits ou adaptés de sujets de BAC: 

— guidés : par des pistes de résolution possibles ; 

— d'entraînement avec des QCM ou vrai-faux, des exercices ROC, des questions ouvertes. 

Les démonstrations à connaître le jour 

d u Bac Î Il s'agit de démontrer q que > tout intervalle de la forme ]A;+ oo contient 

dans le cours où les exercices résolus E toutes les valeurs v,, à partir d'un certain rang. 

Soit Aun réel. Comme >: lim U, = +0, l'intervalle JA;+ œo| contient 

LONSTRATION (CUILS 
: D On suppose que, lim "Un = +00. 

i tous les u, à partir d'un rang p : pour tout n 2 p, u, > A. 

? Alors pour tout entier n > max(p ; N),ona:v, > u, > A, c'est-à-dire : 

: mE]JA;+oœ[.Onendéduit: lim v, =+0e. 
N— +00 

i D La démonstration du théorème de majoration est analogue. 

Dans les exercices d'applications ou les problèmes 

BAC Des exercices de type BAC, extraits ou adaptés de sujets de BAC. 

° EÉRYz 2 : : . z z É . “24 

Éc) ue) Des exercices « chronométrés » à faire dans le temps indiqué (rédaction comprise). 

Compréhension d'algorithmes 

Pour bien se préparer à l'évaluation 
de l’algorithmique 

D Une rubrique « Outils pour l'algorithmique » 

avec des exercices papier d'algorithmes 

à corriger, à compléter, à rédiger, 

à comprendre. 

- ae 
1 à spiquer en debut de Fous nd, mn à a Fagor dead à 
cpu partent ere de ogostme. cheri un encaemment de 8 d'amgée ns Crpelant. 

Dhectex, 

b Dans tous les chapitres, des exercices 
d’algorithmique variés : sur papier, ou à l'aide 

de la calculatrice, ou d'un logiciel. 

Pour bien préparer le BAC Es 



Exercices pour tester les acquis antérieurs. 

Un aperçu de la variété des champs d'application des mathématiques. 

Points de repère historiques autour des notions abordées. 

Activités d'approche et de découverte des contenus du chapitre. 

Page de cours et, en regard, mise en œuvre sur un exercice résolu en détail 

avec des rappels de ce qui est « Bon à savoir ». 

: Exercices de base pour appliquer le cours. 

S Des activités, à travailler dans différents contextes, pour rechercher, expérimenter, 

tt” démontrer, rédiger. 

Des exercices de mise en œuvre des contenus du chapitre : 

_ leurs énoncés et des solutions détaillées, avec des « stratégies ». 

D Savoir - Comment faire ? Fiche synthétique résumant le cours. | 

b QCM - Vrai ou faux ? Exercices de type « QCM », pour tester l'assimilation du cours. 

|} Des QCM, des vrai-faux, des exercices de base pour appliquer le cours. 

» Des exercices guidés, conçus pour le travail en autonomie. Ils donnent des pistes de résolution détaillées et-sont à 

compléter avec des calculs intermédiaires et des éléments de rédaction adaptés. 

» Des exercices d'entraînement de type Bac, extraits ou adaptés de sujets de Bac, des exercices chronométrés pour 

se préparer à l'épreuve. 

: Des exercices d'approfondissement, d'entraînement à la recherche, à la rédaction, utilisation des TICE, 

» des problèmes ouverts, des exercices en lien avec les autres sciences... 

P Pour revoir les bases. » Exercices en lien avec les sciences. 

D Exercices d'application directe, avec aide. D Exercices vers le supérieur. 

Logos | 

Les exercices avec une numérotation jaune | 3 Exercice sollicitant l’utilisation d'un logiciel 

sont corrigés à la fin du manuel. 

A me | | 6 Exercice sollicitant l’utilisation de la calculatrice 
CD Exercice proposant une activité £ | ie, we 

d'algorithmique Ne | | [BAC | Exercice de type Bac ou extrait d'un sujet de Bac. 
. | 

GAL Exercice appuyé sur une activité de logique ” | 
; | (ue Exercice à faire pendant le temps indiqué (en minutes). À 

F6 Présentation du manuel 



Présentation 

de problèmes 

célèbres et de leur 

contexte historique 

Partie À - Les codes-barres 

cms de dé d'un ce ame 
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B.0. du 13 octobre 2011, applicable à la rentrée scolaire 2012 

Plusieurs démonstrations, ayant valeur de modèle, sont repérées par le symbole H Certaines sont exigibles et correspondent 

à des capacités attendues. De même, les activités de type algorithmique sont signalées par le symbole +. 

1 Analyse 

Suites 
Raisonnement par récurrence. 

Limite finie ou infinie d’une suite. 

Limites et comparaison. 

Opérations sur les limites. 

Comportement à l'infini de la suite (q,), q étant un 
nombre réel. 

| Suite majorée, minorée, bornée. 

Limites de fonctions 

Limite finie ou infinie d'une fonction à l'infini. 

Limite infinie d'une fonction en un point. 

Limite d’une somme, d'un produit, d'un quotient ou 

d'une composée de deux fonctions. 

Limites et comparaison. 

Asymptote parallèle à l'un des axes de 
coordonnées. 

| Continuité sur un intervalle, théorème des 

valeurs intermédiaires 

| Calculs de dérivées : compléments 

Fonctions sinus et cosinus 

Fonction exponentielle 
Fonction x +> exp(x) 

Relation fonctionnelle, notation e*. 

Fonction logarithme népérien 
Fonction x > Inx. 

Relation fonctionnelle, dérivée. 

685 Programme 

- Savoir mener un raisonnement par récurrence. 

B Dans le cas d'une limite infinie, étant donnés une suite croissante (Un) 
et un nombre réel À, déterminer à l’aide d'un algorithme un rang à partir 
duquel u, est supérieur à A. 

+ __ Démontrer que si (u,) et (v,) sont deux suites telles que : 
| — u, est inférieur ou égal à v,, à partir d’un certain rang ; 
— u, tend vers + quand n tend vers + co ; 
alors v, tend vers + quand n tend vers + oo. 

- Étudier la limite d'une somme, d’un produit ou d'un quotient de deux 

suites. 

+ ŒZÆXB Démontrer que la suite (q,), avec q > 1, a pour limite +00. 

- Déterminer la limite éventuelle d’une suite géométrique. 

- Utiliser le théorème de convergence des suites croissantes majorées. 

- Déterminer la limite d'une somme, d’un produit, d'un quotient ou 

d'une composée de deux fonctions. 

+ Déterminer des limites par minoration, majoration et encadrement. 

- Interpréter graphiquement les limites obtenues. 

- Exploiter le théorème des valeurs intermédiaires dans le cas où la 
| fonction est strictement monotone, pour résoudre un problème donné. 

- Calculer les dérivées des fonctions : 

x Ju(x ; 

- Calculer la dérivée d’une fonctionx ++ f(ax + b) où f estune 
fonction dérivable, a et b deux nombres réels. 

- Connaître la dérivée des fonctions sinus et cosinus. 

+ Connaître quelques propriétés de ces fonctions, notamment parité et 
périodicité. 

- Connaître les représentations graphiques de ces fonctions. 

LAS Démontrer l'unicité d'une fonction dérivable sur R, égale à 
sa dérivée et qui vaut 1 en O. 

+ ŒZZB Démontrer que lim e*=+æet lim e*=0. 
. . X — +00 X——0c 

- Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture. 

- Connaître le sens de variation et la représentation graphique de la 
fonction exponentielle. _ 
Connaître et exploiter lim <—=+et lim xe*= 0. 

X—+0o0 X X — — oo 

+ Connaître le sens de variation, les limites et la représentation graphique 
de la fonction logarithme népérien. 

+ Utiliser, pour a réel strictement positif et b réel, l'équivälence 
ha=b&a=et. 

+ Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture. 

- Connaître et exploiter lim Inx _ 0. 
X — + 00 



Intégration 

Définition de l'intégrale d'une fonction continue et 
positive sur [a ; b] comme aire sous la courbe. 

Notation ‘ f()dx. 

Théorème : si f est une fonction continue et 
positive sur [a ; b], la fonction F définie sur [a ; b] 
par F(x) = 1 f(t)dt est dérivable sur [a ; b] et a 

pour dérivée f. 

Primitive d'une fonction continue sur un intervalle. | Déterminer des primitives des fonctions usuelles par lecture inverse du 
tableau des dérivées. 

+ Connaître et utiliser les primitives de u’e“, u’u" (n entier relatif, 
A # 

u u 

vu u 
différent de — 1) et, pour u strictement positive, 

Théorème : toute fonction continue sur un 
intervalle admet des primitives. 

Intégrale d'une fonction continue de signe - Calculer une intégrale. 
quelconque. 

- Utiliser le calcul intégral pour déterminer une aire. 

Linéarité, positivité, relation de Chasles. - Encadrer une intégrale. 

Valeur moyenne. B Pour une fonction monotone positive, mettre en œuvre un algorithme | 
pour déterminer un encadrement d'une intégrale. 

2 Géométrie 

Nombres complexes 

- Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes. 
Somme, produit, quotient. 

Équation du second degré à coefficients réels. - Résoudre dans C une équation du second degré à coefficients réels. 

- Représenter un nombre complexe par un point ou un vecteur. 

+ Déterminer l'affixe d'un point ou d'un vecteur. 

- Passer de la forme algébrique à la forme trigonométrique et 
inversement. 
+ Connaître et utiliser la relation zz =|zf. 
- Effectuer des opérations sur les nombres complexes écrits sous 
différentes formes. 

Représentation géométrique 

Affixe d'un point, d'un vecteur 

Forme trigonométrique : 
— module et argument, interprétation 
géométrique dans un repère orthonormé direct ; 
— notation exponentielle. 

Géométrie dans l'espace 

Droites et plans 
Positions relatives de droites et de plans : 
intersection et parallélisme. 

Orthogonalité : 
— de deux droites ; 
— d'une droite et d’un plan. 

Géométrie vectorielle 
Caractérisation d'un plan par un point et deux 
vecteurs non colinéaires. 

Vecteurs coplanaires. Décomposition d'un vecteur 
en fonction de trois vecteurs non coplanaires. 

Repérage. 

- Étudier les positions relatives de droites et de plans. 

- Établir l'orthogonalité d’une droite et d'un plan. 

- Choisir une décomposition pertinente dans le cadre de la résolution de | 
problèmes d’alignement ou de coplanarité. 

- Utiliser les coordonnées pour : 
— traduire la colinéarité ; 
— caractériser l'alignement ; 

— déterminer une décomposition de vecteurs. 

Représentation paramétrique d'une droite. 

Produit scalaire 
Produit scalaire de deux vecteurs dans l'espace : 
définition, propriétés. 

Vecteur normal à un plan. 
Équation cartésienne d'un plan. 

« Déterminer si un vecteur est normal à un plan. 

+ Le Caractériser les points d'un plan de l'espace par une relation | 
ax + by + cz + d = 0 avec a, b, c trois nombres réels non tous nuls. 

Programme Er 



+ Déterminer une équation cartésienne d'un plan connaissant un point 
et un vecteur normal. 

+ Déterminer un vecteur normal à un plan défini par une équation 
cartésienne. 

+ Démontrer qu'une droite est orthogonale à toute droite d'un plan si,et|  g 
seulement si, elle est orthogonale à deux droites sécantes de ce plan. 

- Choisir la forme la plus adaptée entre équation cartésienne et 
représentation paramétrique pour : 
— déterminer l'intersection d’une droite et d’un plan ; 

3 Probabilités et SATÉTAUS 

Condiéinement aépendne 
Conditionnement par un événement de 
probabilité non nulle. 
Notation P;(B). 

Indépendance de deux événements. 

Notion de loi à densité à partir d'exemples 
Loi à densité sur un intervalle. 

Loi uniforme sur [a ; b]. 

Espérance d'une variable aléatoire suivant une loi 
uniforme. 

Lois exponentielles. 

Espérance d'une variable aléatoire suivant une loi 
exponentielle. 

Loi normale centrée réduite N(0 ; 1). 
Théorème de Moivre-Laplace (admis). 

Loi normale N'(11 ; 6?) d'espérance y et d'écart- 
type 6. 

Intervalle de fluctuation 

Estimation 

Intervalle de confiance (*. 

Niveau de confiance. 

10 Programme 

— étudier la position relative de deux plans. 

DES RS 

- Construire un arbre pondéré en lien avec une situation donnée. 

- Exploiter la lecture d'un arbre pondéré pour déterminer des 
probabilités. 

- Calculer la probabilité d'un événement connaissant ses probabilités 
conditionnelles relatives à une partition de l'univers. 

+ ŒIL Démontrer que si deux événements À et B sont 
indépendants, alors il en est de même pour A et B. 

- Connaître la fonction de densité de la loï uniforme sur [a o b]. 

+ Calculer une probabilité dans le cadre d'une loi exponentielle. 

+ [dérné BAC | Démontrer que l'espérance d’une variable aléatoire 

suivant une loi exponentielle de paramètre À est +. 

+ Connaître la fonction de densité de la loi normale N(0 ; 1) et sa 
représentation graphique. 

Démontrer que pour a € ]0 ; 1[, il existe un unique réel positif 
u tel que P(— Ua <X < Ua) = 1 — à lorsque X suit la loi normale N'(0 ; 1). 
+ Connaître les valeurs approchées ü565 & 1,96 et Up & 2,58. 

- Utiliser une calculatrice ou un tableur u calculer une probabilité 
dans le cadre d'une loi normale N'(11 ; 6?) 
+ Connaître une valeur approchée de la probabilité des événements 
suivants : 

{Xelu-o;u+ol},{Xelu-20;u+206]}et{Xelu -36;u+30]} 
lorsque X suit la loi normale N (1: : 62). 

+ Démontrer que si la variable aléatoire X, suit la loi 
(n ; p), alors, pour tout a dans ]0;1[,on a, 

lim ht + )=1-e 
n— +00 

SAR pat Et 
DE Ug——— = — où , désigne l'intervalle _. 

+ Connaître Ré de fluctuation mp au se de 95 % : 

= 100 EU ERE PAST GPL PR)" 

dans la in 

+ Estimer par intervalle une proportion inconnue à partir d'un 
échantillon. 

- Déterminer une taille d'échantillon suffisante pour obtenir, avec 
une précision donnée, une estimation d'une proportion au niveau de 
confiance 0,95. 

où p désigne la proportion | 



Algorithmique 

Instructions élémentaires (affectation, calcul, entrée, sortie). 
Les élèves, dans le cadre d'une résolution de problèmes, doivent être capables : 
- d'écrire une formule permettant un calcul ; 

+ d'écrire un programme calculant et donnant la valeur d'une fonction ; 
* ainsi que les instructions d'entrées et sorties nécessaires au traitement. 

Boucle et itérateur, instruction conditionnelle 
Les élèves, dans le cadre d’une résolution de problèmes, doivent être capables de : 
- programmer un calcul itératif, le nombre d'itérations étant donné ; 
+ programmer une instruction conditionnelle, un calcul itératif, avec une fin de boucle conditionnelle. 

Notations et raisonnement mathématiques 

Notations mathématiques 
Les élèves doivent connaître les notions d'élément d'un ensemble, de sous-ensemble, d'appartenance et d'inclusion, de réunion, 
d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspondant correspondant : €, €, U, N ainsi que la 
notation des ensembles de nombres et des intervalles. 
Pour le complémentaire d'un ensemble À, on utilise la notation des probabilités A. 

Pour ce qui concerne le raisonnement logique, les élèves sont entraînés, sur des exemples à : 
- utiliser correctement les connecteurs logiques « et », « ou » et à distinguer leur sens des sens courants de « et », « ou » dans le langage 
usuel ; 

- utiliser à bon escient les quantificateurs universel, existentiel (les symboles Y, 2 ne sont pas exigibles) et à repérer les quantifications 
implicites dans certaines propositions et, particulièrement, dans les propositions conditionnelles ; 
- distinguer, dans le cas d'une proposition conditionnelle, la proposition directe, sa réciproque, sa contraposée et sa négation ; 

- utiliser à bon escient les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ; 

+ formuler la négation d'une proposition ; 
- utiliser un contre-exemple pour infirmer une proposition universelle ; 
- reconnaître et à utiliser des types de raisonnement spécifiques : raisonnement par disjonction des cas, recours à la contraposée, 
raisonnement par l'absurde. 

Problèmes de codage (codes barres, code ISBN, clé du RIB, code INSEE). |. Divisibilité dans Z. 

- Division euclidienne. 
- Congruences dans Z. 

Problèmes de chiffrement (chiffrement affine, chiffrement de Vigenère, + PGCD de d tiers. 
chiffrement de Hill). 

PGCD de deux entiers 
- Entiers premiers entre eux. 

- Théorème de Bézout. 

+ Théorème de Gauss. 

Questionnement sur les nombres premiers : infinitude, répartition, + Nombres premiers. 

tests de primalité, nombres premiers particuliers (Fermat, Mersenne, - Existence et unicité de la décomposition en produit de 

Carmichaël). facteurs premiers. 

Sensibilisation au système cryptographique RSA. 

2 Matrice et suite 

Exemples de problèmes 

Marche aléatoire simple sur un graphe à deux ou trois sommets. 
Marche aléatoire sur un tétraèdre ou sur un graphe à N sommets avec 
saut direct possible d'un sommet à un autre : à chaque instant, le mobile 
peut suivre les arêtes du graphe probabiliste ou aller directement sur 
n'importe quel sommet avec une probabilité constante p. 

Contenus 

-. Matrices carrées, matrices colonnes : opérations. 

- Matrice inverse d'une matrice carrée. 

- Exemples de calcul de la puissance n-ième d'une 

matrice carrée d'ordre 2 ou 3. 
- Écriture matricielle d'un système linéaire. 

Étude du principe du calcul de la pertinence d'une page Web. + Suite de matrices colonnes (U,) vérifiant une relation 
de récurrence du type U, ; = AU, + C : 
— recherche d’une suite constante vérifiant la relation de 

récurrence ; 

— étude de la convergence. 

Modèle de diffusion d'Ehrenfest : N particules sont réparties dans deux - Étude asymptotique d'une marche aléatoire. 

récipients ; à chaque instant, une particule choisie au hasard change de 

récipient. 

Modèle proie prédateur discrétisé : 
— évolution couplée de deux suites récurrentes ; 

- étude du problème linéarisé au voisinage du point d'équilibre. 

Programme F0] 



ù 

A) Différents modes de génération d'une suite 
QCM Déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s). \ 

EX La suite u définie sur N par 
u, = 2n° — 1 vérifie : 

AU 07 

F1 La suite v définie sur N par 
Vo = 2 et Vyz1 = 3Vh — 2 Vérifie: 

EA Parmi les suites w définies 
ci-contre sur N, laquelle est 

arithmétique ? 

E Parmi les suites t définies 
ci-contre sur N, lesquelles sont 
géométriques ? 

| Suites définies par récurrence 
Vrai ou faux ? On a représenté ci-contre une suite définie 
par u, = 3 et pour tout entier n naturel, u, ; 1 = f(u,). 
La fonction f'est représentée par la droite ®. 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

Eu = 2. Fu = 0. 

EA La suite u n'est pas bornée. 

E] Quand l'entier n augmente, le réel u, se rapproche de —1. 

} Variations d'une suite numérique 
Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

EX La suite u définie sur N par u, = — n? — n est décroissante. 

FA La suite v définie sur N par v, = — < est décroissante. 

El Toute suite géométrique de raison q > 1 est croissante. 

D) ŒDinterpréter un algorithme 
Vrai ou faux ? l'algorithme ci-contre permet de calculer 
le terme u, d'une suite u définie sur N. 

On considère la suite v définie sur N par v,, = u, — ——. 

Répondre par vrai où faux. 

El & = 50. 

PA u, = 6,25. 

EX Pour tout entier n,u, ,=—0,5u, +5. 

E1 La suite u est décroissante. 

FA La suite v est géométrique. 

12 À CHAPITRE1 Suites numériques 



numériques 

RTE DES OO St ES En | 

N 

RÉ RSS GS NE RE LE CE UE DR 

Victor Vasarely, Vonal-Stri, 1975. 

Les suites sont depuis longtemps l'outil privi- 

légié pour la modélisation des évolutions de 

phénomènes « discrets » : , 

— croissance d'une population d'animaux 

(modèle de Verhust par exemple) ; 

— présence de médicaments dans le sang ; 
— propagation d'une épidémie. 

Dans les arts également, la reproduction « à 

l'infini » de phénomènes est une source d'inspi- 

ration par exemple pour l'artiste français d'ori- 
_gine hongroise, Victor Vasarely. 

CHAPITRE 1 



CCR Vers le raisonnement par récurrence 
Soit un réel a > 0. On considère les propriétés suivantes écrites «aurangn>»,oùn «Le raisonnement 
est un entier naturel non nul: par récurrence est un 

DP,:«(1+a) >1+nav»; instrument qui permet 
de passer du fini à 
Pinfini. » 

n(n Lu DC sa 2 ». Henri Poincaré (1854-1912), 

z 3 mathématicien, physicien 
El Écrire chaque propriété au rang 1. Puis indiquer pour chaque propriété si elle et philosophe français. 

est vraie au rang 1. 

DQ,:«107— 1est divisible par 9 »; 

DR,:«1X2+2X3+:... EnX(n+1)= 

El a. Écrire chaque propriété au rang (n + 1). 
b. On suppose chacune de ces propriétés vraies à un rang n. Peut-on alors démon- 

trer qu'elle est également vraie au rang (n + 1) ? 

E La balle au rebond 
On laisse tomber une balle d'une hauteur de 1 mètre. 

À chaque rebond, elle remonte aux trois quarts de la hauteur d'où elle est tombée. 

TN) E 

EX Pour tout entier naturel n, on note u, la hauteur atteinte au n-ième rebond. 
Calculer la hauteur atteinte au 2° rebond, au 10€, au 1 000€. 

F1 À l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice, déterminer à partir de quel 

rebond la hauteur atteinte est théoriquement inférieure à 1071? mètre. … Voir les fiches Calculatrices. 

On se propose d'évaluer l'aire de la surface délimitée par la parabole d'équation 

y = x?, l'axe des abscisses et la droite d'équation x = 1. 

EI Conjecturer à l’aide de Geogebra. Voir la fiche Geogebra. 
a. Construire : | 

> la parabole d'équation y = x? pour x E[0;1]; 
b un curseur n variant de 1 à 100 avec le pas 1; 

ples n rectangles accolés sur le segment [0;1] en utilisant l'instruction 

S=Sommelnférieure[ xA2,0,1,n1] dans la ligne de saisie. 

b. Pour tout entier n 2 1, quelles sont les dimensions des n rectangles tracés sur 
le segment [0 ; 1] ? 

c. En faisant varier n, conjecturer le comportement à l'infini de la suite S dont le 

terme général $,, donne la somme des aires des rectangles dessinés de base L. 

F1 Démontrer que pour tout entier n > 1: 

> l'me) n—1ÿ| 124224... +(n—1Ÿ 
= (5) +(4) +..+( à | PE . 

E Démontrer par récurrence que pour tout entier k > 1: “ 

k(K+ 1)(2k + 1) 
ë 

k 

Die 12+27+.. ke 
i=1 

E En déduire la limite de la suite S. 

HW CHAPITRE 1 Suites numériques 



Convergence vers 0 
On considère les suites u et v définies pour tout entier n > 1 par : 

ai L ur 73 et Me ve 

El à. À quel résultat aboutit la mise en œuvre de l'algorithme ci-contre ? 
b. Modifier cet algorithme pour obtenir la plus petite valeur N telle que pour tout 
entiern>N,ona:u,<10 . 
c. Soit € un réel strictement positif. 

Démontrer qu'il existe un entier N tel que pour tout entier n > N,on a: 
DÉENRESE 

On dit que la suite u converge vers 0 ou que la limite de la suite u est 0, 

et on note : pm Un 10. 

F1 Démontrer de façon analogue que la suite v converge vers 0. 

a ” Û e 

G Etude d'une suite récurrente 

On considère la fonction / définie sur R par : 
1LI=DEX A. 

El Étudier les variations de f. 
justifier que, pour tout réel x de l'intervalle I =[0 ;2], f(x) appartient à I. 

El On considère la suite u définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n par : 

Un-1—0SUF-PA: 

a. On a représenté ci-contre les premiers termes de la suite u à l'aide de la courbe 

représentative ® de la fonction f et de la droite À d'équation y = x. 

Rappeler le principe de cette construction, lire des valeurs approchées des quatre 

premiers termes et vérifier les valeurs lues par des calculs. 

b. Conjecturer le sens de variation de la suite u. 

c. La suite u semble-t-elle converger ? 

d. En utilisant le sens de variation de la fonction f sur I, démontrer, à l'aide d'un 
raisonnement par récurrence, que la suite u est croissante. 

El On souhaite consolider les conjectures émises à la question PA b. à l’aide d’un 

tableur comme ci-contre. 

a. Parmi les formules suivantes, laquelle peut-on entrer en B3 et recopier vers le 

bas pour calculer les termes de la suite u ? 

=0.5*A2+1 =0.5*A3+1 =0.5*B2+1 =0.5*B3+1 

b. Établir la feuille de calcul, et confirmer que la suite u semble converger vers une 

valeur { à préciser. 

E] On s'intéresse à la suite des écarts à 0, c'est-à-dire la suite v définie sur N par : 
Vh = Un — {. 

a. Entrer une formule en C2 et la recopier vers le bas de façon à calculer les termes v,. 

Quelle semble être la nature de la suite v ? 

b. justifier la nature de la suite v (on précisera sa raison et son premier terme). 

c. En déduire l'expression de v,,, puis de u, en fonction de n. 

d. Peut-on confirmer les conjectures émises aux questions El c. et El b. ? 

Variables : 

nentier ; u réel; 

Début 
n-1;u-l; 

TantQue u > 10-3 Faire 

n-n+l;u- LE 

FinTantQue ; 
Afficher (n) ; 

Fin. 

ui 

+ Voir les Outils pour 

SATA 

Voir la fiche Tableur. 

CHAPITRE Suites numériques 15 



» Ë La DÉMON 

Dans tout le chapitre, les entiers considérés sont naturels, c'est-à-dire positifs ou nuls. 

ED Raisonnement par récurrence 

# 

El Le principe de récurrence 
Soit P(n) une propriété dépendant d'un entier n. Soit n, € N. 

DEEE © 

ILLUSTRATION : IMAGE DE L'ESCALIER 

Si on peut : 

— accéderàune marche n, del'escalier(initialisation), 

— et monter d’une marche quelconque à la suivante 

(propriété d'hérédité), 

alors on peut accéder à n'importe quelle marche 

au-dessus de no. 

Le raisonnement par récurrence est souvent utilisé pour démontrer 

une propriété sur les entiers lorsqu'une démonstration « directe » est 

difficile, par exemple pour établir des égalités, ou encore pour étudier 

des suites définies par récurrence. 

L'1 Exemple de démonstration par récurrence 

EXEMPLE : Soit la suite u définie sur N par: u, = 3 et u,;: = Lu, —1. 

# 

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = + =, 

On se propose de démontrer par récurrence que la suite (u,) est 

décroissante et minorée par — 2, c'est-à-dire la propriété P(n) : 

« uyZ Uh+3 = en 2 », 

N | ; 
D Initialisation : u, = 3 et u, = Zu ES TIiE 

Donc u, > ü 2 — 2. Donc P(0) est vraie. 
D Hérédité : On suppose que pour un entier n, P(n) est vraie. 

Ainsi; =U,+1 2. 

Comme la fonction f est affine de coefficient positif, elle est croissante. 

Donc: f{u,)>f(u,+1)>f(2):soitu,41 >u,:2222. 

Ainsi, P(n + 1) est vraie. 
D Conclusion : Par récurrence, on conclut : 

pour tout entier naturel n, u, zu, >—2. 

On en déduit que la suite u est décroissante et minorée par — 2. 

16. CHAPITRE 1 Suites numériques 

cabulaire 
| Un axiome est une propriété 

* admise, qui sert de base à la 
+ construction d'une théorie. 

| Ici, cet axiome est lié à la 
| définition de l'ensemble des 

| entiers naturels N. 
PARA EN PPENINE PRE NREEPEE CNT IRENRERENTEN ERA 

| 
| ] 

| | | | | 4 

La phase d'initialisation 

| Elle est souvent simple 
Û à vérifier, mais elle est 

b indispensable ! En effet, une 

| propriété héréditaire peut être 

| fausse. 

è Par exemple : la proposition 

« « 2° est un multiple de 3 » est 

. héréditaire, car si 2° = 3 XK, 

h alors 2"*1= 2x2 = 3KkX2 
î est aussi un multiple de 3. 

. Pourtant, pour tout entier 

À naturel n, cette proposition est 

. fausse. 
RS mens en CRAN ARE 

ANSE DANETRENRENIANM PRN EN SRE IERRIENTE TRINIPAN ACNETI DETTE TRRRRE 

| | | | } 
mr 

are 

Une démonstration par récur- 
rence se déroule toujours en 

| deux étapes : 

| D l'initialisation : 

| b la preuve de l'hérédité. 
PSE ERPATERPETINENEEN | 4 | À 



© Mener un raisonnement par récurrence 

BGCCXUUTE 
: On considère un réel a positif. 

Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln: (1 + a) > 1 + na. 

Pour tout entier naturel n, on appelle P(n) la propriété : « (1 + a)" > 1 + na ». f> 
On veut démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, P(n) est vraie. 

Bon à savoir 

sesssseesececeereses 
g > Bien repérer ou écrire la 

propriété P(n) indexée par 

l’entier n. Ici, P(n) est écrite 
entre guillemets, car c'est une 

égalité qui reste à démontrer. 

À ce stade, on ignore si elle est 

vraie. 

D Initialisation 

Pour n =0,ona:(1+a) =1eti1+0Xa=1. 
Donc:(1+a)Ÿ >1+0Xa. 
La propriété est vraie pour n = 0. 

D Hérédité 

On suppose que pour un entier n > 0, P(n) est vraie : c'est l'hypothèse de 

récurrence. On cherche à prouver qu'alors, P(n + 1) est vraie. > 

P(n +1) s'écrit: (1 + a) *">1+(n+1)a. 

Or:(1+a) ""=(1+a)x(1 + a) E> 

et d’après l'hypothèse de récurrence : (1 + a)” > 1 + na. 

F> Attention : lorsqu'on écrit 

l'hypothèse de récurrence, il 

faut bien considérer P(n) vraie 
pour un entier n, et pas pour 

tout entier n. Sinon, on admet la 

propriété qu'il faut démontrer ! 
A Gr RÉ ls 

E> Écrire P(n + 1) et essayer 
de faire apparaître la 

propriété P(n) supposée vraie, 
En multipliant de part et d'autre par (1 + a), qui est strictement positif, on obtient : 

1+a)X({(+a) 2(1+a)X{(1+na); 
( ) ( PE Ÿ ( a) ( a) pour utiliser l'hypothèse de 
soit: (1+a) ® >1+na+a+na ; itrence 

c'est-à-dire : (1 = T0 LE (n LE 1)a + na2:(1). nn ane 

Or: na? > 0, donc :1 +{(n + 1)a + na? > 1 +(n+1)a (2). 

SR 

Avec les inégalités (1) et (2), on obtient : (1 + aŸ *'>1+(n+1)a, 
c'est-à-dire que la propriété P(n + 1) est vraie. 

On a donc prouvé que la propriété P(n) est héréditaire à partir du rang O. 

D Conclusion 

. 

. 
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La propriété P(0) est vraie, et la propriété P(n) est héréditaire à partir du rang O. À 
Donc par récurrence, on a prouvé que P(n) est vraie pour tout entier n > O. 

Ainsi : pour tout entier naturel n, (1 + a) > 1 + na. 

Exercices d'applicati RE OR RE CE de NE & D'Oddele Le MolololiTetehnle)1 RIT, 

: [1] Démontrer que pour tout entier naturel n : [3] On considère la suite u définie par u, = 1 et pour 
| SRE , n(n+1)(2n+1) | tout entier naturel n, u, ; ; = u, + 2n +3. 

ae a Ge : Démontrer que pour tout n, u, = (n + 1). 

P— , : E Démontrer que le nombre de cordes reliant n points 
Démontrer par récurrence que pour tout entier (a) 

- n 
naturel n, 2* — 1est un multiple de 7. distincts d'un cercle (n > 2) est égal à 5 

SALE ET 

. 

. 

. 

. 

. 
e 
. 
e 
. 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
. 
. 
e 
e 
e 
e 
. 
e 
. 
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Le) Cours 

2] Limite finie ou infinie d'une suite 
On étudie ici le comportement d'une suite lorsque l'entier n tend vers + ox, 

c'est-à-dire lorsque n « devient très grand ». 

El Définitions 
Limite finie d’une suite 

Soit une suite u et un réel {. On dit que u, tend vers { quand n tend 

vers + o où que la suite u converge vers L si tout intervalle ouvert I 

contenant { (aussi « petit » soit-il) contient toutes les valeurs u, à partir 

d'un certain rang N, c'est-à-dire : pour tout entier n 2 N,u,€elI. 

On note : lim u, = L. 
n— +00 

Quand elle existe, la limite £ de la suite u est unique. 

Concrètement, les termes u, deviennent aussi proches de £ qu'on le 

souhaite à partir d'un certain rang. 

Limite infinie d’une suite 

On dit que u, tend vers + œ quand n tend vers + œ ou que la suite 

u diverge vers + si tout intervalle de la forme ]A;+ {| contient 

toutes les valeurs u, à partir d'un certain rang N, c'est-à-dire : pour tout 

entier n > N,u, > A. 

On note dans ce cas-là: lim u, = + oo. 
n— +00 

Concrètement, les termes deviennent aussi grands qu'on le souhaite à 

partir d'un certain rang. 

De la même façon, on définit « u,, tend vers — © quand n tend vers + o » 

( lim u, =— œ) en remplaçant « intervalle de la forme |A;+| » par 
n—+oo 

«intervalle de la forme ]— c ; A[ ». Dans ce cas, pour tout entier n > N,u, < A. 

REMARQUE : Une suite peut ne pas admettre de limite. Par exemple, la suite 

de terme général (— 1)” prend alternativement les valeurs 1 et — 1. Elle 
n'admet pas de limite, et on dit également qu'elle diverge. 

l1 Limites des suites usuelles 

D limn=+ D lim n° =+ D lim /n = + 
n— +oo n—+oo n— +00 

D lim 1-0 D lim l 0 D lim —!_ -0 
n—+on n—+0 np? n—+o ÿn 

Pour tout entier kZ 1: D lim n*=+ D lim ie = 0 
n—+o n-+on 

PREUVE DE lim n?=+ : Soit un réel A quelconque. 
n—>+ 00 

D Si A 0, alors pour tout entier n > 1, n°? > A. On pose alors N = 1. 

D Sinon, A>0. Alors pour tout entier n>4%A, on a n°? >A, car la 

fonction carré est croissante sur |A : + |. Soit N le plus petit entier 

tel que N > A , alors : 

Pour tout entier n > N,onan?>A.Donc: lim n?=+00. 
n — + 00 

18 CHAPITRE Suites numériques 

interprétations graphiques 

> Limite finie d'une suite 

On peut restreindre l'intervalle 

I à tout intervalle de la forme 

 J!—e;0+e[oüe>0o. | 

È 

. représentations graphiques 

-pour mémoriser ces limites : 

1000 à — 

800 

| 
© Voir quelques démonstrations 
aux exercices 45 et 51, pages 33 et 34. 
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Énoncé EF) Soient les suites u et v définies sur N par: 
2n +1 

n +3 

El a. Montrer que la suite u converge vers un réel { que 

l'on déterminera. 

El a. À l'aide de la calculatrice, on conjecture que la 
suite u converge vers 2. f» 
Soit un réel e > O. # résout l'inéquation : > 

lu—-21<ee)— |<eæn>i-3 

u = et vn=—{(n +1). 

En posant N = (5 — 3) + 1, pour tout n > N, 

on à | u, — 2 | < e ; ici, E désigne la fonction « partie 

entière » (voir page 33). 

Ainsi la suite u converge vers 2 : k lim Un 2: 

b. La distance entre u,, et 2 est | Un — 2 È On résout : 

Lun 
Donc N = 4998 ;sin2> ue alors |u,, — 2|< 0,001. 

F1 a. À l'aide de la calculatrice, on conjecture que la 

suite v diverge vers — co. f» 

E> Soit un réel A. 

D Si A > O, alors pour tout entier n, v, 

D Sinon, v, <A & — 

CORLELEEET) 

| b. À partir de quel rang N at-on v, 

PT-TESES PTIT T SE 

< 0 < À. On pose alors N = 0. 

(n+1Ÿ<A& n>,/|A|-—1,carn est un entier positif. 

COCEEELELENETT) 

b. À partir de quel rang N la distance entre u, et {est-elle 

| strictement inférieure à 0,001 ? 

| Fa. Déterminer la limite de la suite v. 

<=10107 

Bon à savoir 

Pour déterminer la limite 

d'une suite : 

É D Pour commencer, on peut 

utiliser la calculatrice pour 

conjecturer la limite. 

Voir les fiches Calculatrices. 

2e Pour montrer que la suite 

u converge vers un réel {, pour 

tout réel e > 0, on trouve un 
rang N'tel que pour tout n 2 N, 

_ u, appartient à l'intervalle 

]2—e;0+el, ce qui revient à 
prouver que pour tout nZ N, 

[use 

 E Pour montrer que la suite v 
diverge vers — co, pour tout réel 

de À, on trouve un rang Ntel que 

| pour tout entier n > N, v, < A. 

On peut résoudre l'inéquation 

MW < A pour déterminer N. 

On pose alors N = E(|A l). Ainsi pour tout entier n > N, v, < A. Donc la suite diverge vers — 

b. On résout v, < —101° > —{n + 1Ÿ <—1 

Exercices d'application 

E E] À l’aide de la calculatrice, conjecturer si les 

suites dont on donne le terme général admettent ou non 

une limite. La préciser dans ce cas. 

a.u, =(—-1)xn; 

0-2. 
Ms 
C.W, = n° —2n. 

L à at 5 
| 6 | E] Soit la suite u définie sur N par u,, = CL 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la 

suite u. Démontrer la conjecture. 

1008 n >10° — 1. Donc N = 10° :sin > 

eosensoresceseceoeseecoesserceeoeceresoesveceseceeecesssceessve 

> 10°, alors v, <— 10 
“. 

El À partir de quel rang N a-t-on : 

a.|u,|< 0,01? 
FR 10N7 

Er Soit la suite v définie sur N par v, = n?+n. 

El a. Résoudre les inéquations : 

Lis 210 

ii. v, > 1010. 
b. Conjecturer la limite de la suite v. 

F1 Démontrer la conjecture. 

OAI PACE 
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Q> 0 n < 0 ñ > 0 {<0 

+ 00 | — 00 | +oo 

| On ne peut pas 
conclure directement | 

+ 00 OÙ — co 

avec 

Vn > 0 

avec 

ARQE 

+ 00 | 

On peR 

conclure | 

Onne 

peut pas 

conclure 

+ oo 

aE£ 

EXEMPLES : Soient les suites u et v définies sur N par: 

m2 mt EN 
Un 3n+5 

lim 2=2 et par produit et somme 
n=+0 

lim (3n + 5) = +00. Par quotient, on obtient : 
n— +00 

D Pour la suite u, on a 

lim u,= 0. 
n— + 00 

D Pour la suite v, on est dans un cas où on ne peut pas conclure directe- 

ment. En effet, on ajoute une suite qui tend vers + (w, = n) à une suite 

qui tend vers —c (u, =—Vn). 
En factorisant par n et en simplifiant, on a : 

m=nx(1 -4n) = nx( Sr 

1 
Or lim [1———|— 1,parproduit,ona: lim v, = : nm ( ES par p AT + 0 lim n =+æœet 

n — + 00 

@0 cHarirre1 Suites numériques 

| Ces règles sur les opérations 

sont «naturelles ». 

| Ilimporte surtout de retenir 

RARE 

mes 

Ë 

È 
| les cas où on ne peut pas l 

| conclure directement (on È 

parle d'«indétermination »), u 

| cas pour lesquels on is 
| utilise souvent le calcul : 
| algébrique (développement, Ë 

‘ factorisation..) pour obtenir À 

| la limite. | 
Re 

L'utilisation de la calculatrice 

permet de confirmer les 

limites en tabulant les suites 

pour des rangs « grands » : 

| MrE2-xr0) 
. Voirles fiches Calculatrices. 

D. CM 

PRIT SAINS APTE NE PETINEN NET 

basses 
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Exercices d'application 

Énoncé _.\"c184 Soient les suites u, vet w définies 

U,=2n "b3n4il, vV'=2n = 4n4#02 

2n +3 

sur N par: 

et w,= : 
La L . en _ . 

El Déterminer la limite de la suite u. 

El a. Déterminer la limite de la suite v. 
b. Justifier que la suite v est croissante à partir du rang 1. 

EI lim 2n2=+; 
n— Lee] 

lim 3n =+; 
n— +00 

El a. Avec la forme initiale de v,, il y a indétermination. On factorise par le terme de 

2 Rte Ne) ) 
ee ——— | — En + ——— 

n° à À x( 7 RON: EN 
4 5) 

lim (3—-—+—<—)=3 b>. AL Free) 3 

plus haut degré : P> 

pour tout entier n ÆZ0,v,=n ie 3n° 
n° 

lim n°? = +0 et par somme 
n—+o 

Par produit, on obtient lim v,, = +0. 
n— +0 

b. Pour tout entier n, v, 

f(x) = 3x — 4x +2. 

fest dérivable sur Ret f(x) = 9x? — 4. Pour tout réel x > 

croissante sur É 3:t |. Donc la suite v est croissante à Fe du rang 1. 

c. Il s'agit de calculer w,, v:, … jusqu'à obtenir le plus 

petit rang N tel que v, > A. On propose l'algorithme fALGO ; ÉRE E RNREE ANEIHESE 
ci-contre. Après avoir programmé cet algorithme, on | Entrer(A); 
obtient v, > 10% pour tout entier n > 70.F> | N<—0; 

El Avec la forme initiale de w,,, 

lim 1 = 1. Par somme, 
n— + oo 

= f (n) où fest la fonction définie sur R par : 

j'nQue 3N3 — AN +2. <A 

| €. Pour un réel 4, on souhaite déterminer le rang à partir 

| duquel v, > A. 
Construire un algorithme permettant de résoudre ce 
problème. Programmer, puis déterminer le rang à partir 

duquel v, > 10%. 

“ Voir les Outils pour la programmation. 
| El Déterminer la limite de la suite w. 

Bon à savoir 

Pour déterminer la limite 

d’une suite : 

D> Quandil n'y a pas 

d'indétermination, on conclut en 

utilisant les théorèmes du cours. 

lim u, 
n— +oo 

= +00. D> 

> On transforme l'expression 

pour lever l'indétermination. 

Souvent, on factorise par le 

«terme dominant » en + co. 

Penser aux positions relatives 

des courbes des fonctions 

usuelles : 
f'60) > 0: fest 

= A STE L : FaireN<—N+1; 
il y a indétermination. On factorise numérateur et Mio: 
dénominateur par le terme de plus haut degré, et on Afficher (N) : E> Lorsqu'une suite vest 

simplifie : > 

a+ Pour tout entier n £ 0 :w, = 

DEN 

Par somme, : lim (2 4 à) ns Ton a (es # —) 

E Déterminer la limite de chacune des suites de terme 

général u, : 

= (2n +1) ; a. U, b. u, = 
3 

2Vn+5 

Lo | Déterminer le comportement à l'infini des suites de 

terme général u, dans les cas suivants : 

Ant 2n?— 5n +3 
n+4' n+4 

œu, — b. u, = 

croissante, dès que l'on a trouvé un 

rang Nel que w, > À, alors pour 

tout entier n > N,ona v, > A. 

— 1 f>.Par quotient, on obtient lim w, =—2. 
n— +00 

nn eeneneeeeneeeeeeeneeseeeenenenesenesenesseeeeneeeneeeeeneseeeeeesee 

Don considère la Re u définie pour tout 
n°=1 

CLR 

En s'inspirant de l'algorithme de l'exercice corrigé, 

déterminer un entier N tel que, dès que n > N,on a: 

10 <ur<10%. 

entier n par : = 

© Voir exercices 56 à 64 
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E Limites et comparaison 

El Détermination de limites par comparaison 

Théorèmes 
_tc Soit la suite u définie sur N 

par u, = n + sin(n). 

Pour tout entier n, 

sin(n)Zz—1,doncu,>2n—1. 

Or lim (n—1)=+0: 
n— +00 

On en déduit que : 

Alim Us = +00. 
— + 00 

CP enee les points de 

coordonnées (n; 5 Un) sont au- 

dessus de la droite d'équation 

VENUE 

| \ GLS 
: D On suppose que qu Un = +00. 

[ee] 

: [s'agit de démontrer que tout intervalle de la forme | A ; + | contient 

toutes les valeurs v,, à partir d’un certain rang. 

Soit À un réel. Comme lim u, =+0, l'intervalle | A ; + œ|[ contient 
n— +o 

tous les u, à partir d'un rang p : pour tout n > p,u, > À. 

Alors pour tout entier n > max(p;N),ona:v, > u, > A, c'est-à-dire : 

VnE]A;+of[.Onen déduit: lim v, =+00. 
n— +00 

D La démonstration du théorème de majoration est analogue. 

Représentation graphique 

On raisonne par l'absurde : 

on suppose qu'il existe un entier n, tel que u,, > 2. 

: Comme la suite u est croissante, pour tout n > no, { <u,, < u, (1). 

L'intervalle ]?- 1;u,,[ est un intervalle ouvert qui contient 2. 

Comme la suite u converge vers L, il existe un rang N tel que pour tout 

nzN,u,el]l-t;u,l. 

Ainsi pour tout entier n > N,u, < Un (2). 

Alors, pour tout entier n > max(N;nQ),ona:u,, < u, et u, <u,,. On 
aboutit à une contradiction, et l'hypothèse initiale est donc fausse. 

On en déduit que pour tout entier n, u, < 0. 

Les points de coordonnées 

(n; u,) sont sous la droite 

d'équation y = {. 

COLEETELEE ET ETIENNE EE TENTE) 
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ER Déterminer la limite des suites u, v et w dont on donne les termes généraux ci-dessous. 

—1 n + cos Aie (7 Re nm 
n+1 n +3 & n+5 

Solution Bon à savoir 

a. Pour tout entier n, —1 <(—1) < 1 >. D> On utilise ici des 

En divisant par n + 1 (strictement positif), — here u,< rt >. encadrements classiques. 
ne se n+1 n+1 Par exemple, pour tout entier n : 

r im ———= lim = : 
N-+o N+T1 n-+xo n+1 . den Me 

D'après le théorème des gendarmes, la suite u converge vers O. Ex Sie UE 
b. Pour tout entier n, —1 < cos(n)< 1,d'où:n —1<n+cos(n)<n+1. -1<sin(n)<1 
En divisant par n + 3 (strictement positif), on obtient : 1 — LE re sal >. B> On encadre (ou on majore, ou 

n +3 n+3 on minore) la suite par des suites 

Hs AA 1 1+ ae dont on sait déterminer la limite. 
Or pour tout entier n > 0, = Den ET ne de ni 1 HE n +3 . + > On conclut en utilisant les 

n n théorèmes : 

Donc lim -2— DO ER 1 - de majoration ; 
n=+oN+3  n-+on+3 — de minoration ; 

D'après le théorème des gendarmes, la suite v converge vers 1 >. . - des gendarmes. 

c. Pour tout entier n, —1 <(—1) < 1, d'où : n°? — 1 <n?+(—1) < n?+1. 
2 2 

n° —1 n° +1 
<W, < À 

ns ve" nas © 
En divisant par n + 5 (strictement positif), on obtient : 

1 

‘ 1 ut _n ml 
Or pour tout entier n > 0, : F .Donc lim = =+00. 

+5 1+2 N—+o N +5 

D'après le théorème de minoration, la suite w diverge vers +00 Ex. 
a À 

Remarque : l'inégalité « w, < - Fee ne permet pas de conclure sur le comportement à l'infini de la suite w. 

CEELEELELELLLELL ET sunenosessesseneresesesecesesceuece vessossenesesesese seusroessessees 
F2 Exercices d'application 

; | ÆÀ l’aide d'un tableur, on a obtenu la représentation 
LLE Démontrer que les suites suivantes dont on donne | graphique ci-dessous. 

le terme général sont convergentes (préciser leurs limites). 

sin(n) n+cos(n) 
= ——; b. V, = ———-. 

n -100 “En ES) 

12] Soit la suite u définie sur N par : | ue 

n—3n+5 | PE 
ni 3 ni | +4 

El à. Démontrer que pourtoutentiernatureln,u,2n—6. | 

b. En déduire la limite de la suite u. | 
F1 Déterminer la limite de la suite u en factorisant 

numérateur et dénominateur par n. El Déterminer un rang N pour lequel on est certain que 

pour tout entier n 2 N,v, <—1000. 

LE | On considère la suite v définie sur N par : _ EEE 

= (34 cos(n)}xn + 1 

u, = 

IRD GENE NERS ET RENÉE 

Conjecturer le comportement à l'infini de la suite v. 

F1 Démontrer la conjecture émise à la question EI. 

CHAPITRE 1 Suites numériques 



ED Convergence de certaines suites 

El Épnvermenes des suites monotones 
ER KAut (CLUTOR Représentation graphique 

Si la suite u est croissante et 

majorée par un réel M, alors 

sa limite { vérifie 9 < M. 

Attention : Ce théorème ne donne pas la valeur de la limite de la suite, 

mais seulement son existence et un majorant, ou minorant de la limite. 

CONSÉQUENCE : Une suite croissante est : 

- soit majorée et convergente ; 

— soit non majorée et divergente vers +00. (Voir l'exercice 23, page 28.) 

On obtient un résultat analogue pour une suite décroissante. 

{1 Limite d'une suite Jéometrique 

"Représentation graphique, 
‘ Avec la calculatrice : 

b Pour q = 14: 

—. Soit un réel q. 

) On = uppose que q > 1. On pose alors q = 1 + a avec a > 0. 

Par récurrence, on a montré au Savoir faire, page 17, que pour tout entier 

naturel n, (1 +a)ÿ >1+ na. 
Ainsi pour tout entier naturel n, q” > 1 + na. 

Or lim (1+na)=+00, car a > 0. 
n— +00 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

: D'après le théorème de minoration: lim q”=+0. 
: n— +0 

: D On suppose que —-1< q<1. 

? - Dans le cas où q = 0, on a de façon évidente lim q"= 0. 
: n— +0 

: n 
: -Danslecasoù 0<q<1,ona = >1.Donc lim (a) = +00, c'est-à- 
: n— +00 

;: dire: lim À. = +oo. 
: n—+o q é 

Par passage à l'inverse: lim q”= 0. 
: n— +00 

: - Dans le cas où —1< q < 0, pour tout entier n, —|q|"< q"<|q/. 

i Comme lim | q|" = 0, d'après le théorème des gendarmes: lim _q” = 0 
n—+ TES 

D On suppose que gq <— 1. Les valeurs q” appartiennent alternative- 

ment aux intervalles ]— © ; — 1] et [1;+ œ{ selon la parité de n. La suite 

: de terme général q” n'admet donc pas de limite. 

EXEMPLE : Soit la suite u géométrique de raison 2 et de premier terme — 3. 

Pour tout entier n, u, =—3X2".Comme2>1, lim 2 =+0. 
n — +00 

En multipliant par — 3 (négatif), on a lim u, =—0. 
n— +00 

ri] CHAPITRE 1 Suites numériques 
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Exercice corrigé 

Soit la suite u définie sur N par u, = — 2 et pour tout 

entier n: Url + + Un. 

A. Première méthode 

El Démontrer par récurrence que la suite u est croissante 
et majorée par 2. 

El En déduire que la suite u converge vers un réel { 

vérifiant € = 1 + LL. 

A. EI On pose pour tout entier n:P(n):«u, <u,,1<2». 

D Initialisation : u, = — 2 et u, = 1 + Zu = 0.Donc u, < u; 

D Hérédité : On suppose que la propriété P(n) est vraie pour un entier naturel n : 

TASSE < 2. 

1 Comme la fonction f: x+> 1 + —-x est croissante sur R,on a: f{u,)<f(u, ; 1) <f(2). 
2 

Donc u, ;1< U, ; 2 2. Ainsi P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n, u, < U, ; 
La suite u est donc croissante et majorée par 2. 

El La suite u est croissante et majorée, donc elle converge vers un réel {. D 

1] 

< 2. Ainsi P(0) est vraie. 

< 2. 

e e 
PalWr at dd Ew 
{ 1 f | | [ ail de 

VAS [ASAE « 
Æ 

El Déterminer la limite de la suite u. 

B. Seconde méthode 

EI Déterminer la nature de la suite v définie sur N par : 

Va 

El En déduire l'expression de u, en fonction de n. 

EX Retrouver le résultat de la question A. El. 

Bon à savoir 

D> Le théorème sur les suites 

croissantes majorées permet 

de conclure sur la convergence, 

sans donner la valeur de la 

limite. 

> La formule de récurrence et 

l'unicité de la limite permettent 

d'obtenir une équation vérifiée 

par la limite. En la résolvant, on 

peut obtenir sa valeur. 

> On peut utiliser l'expression du 
Or pour tout entier n, U, 4 1 = 1 + 7 Un. terme général et : 

Comme lim u,,,=4et lim (1 + un) cnrs par unicité de la limite, on - les théorèmes sur les 
#e S tres y. 2 opérations; 

obtient : 0 = 1 + Le. > — le théorème sur les suites 
: ; 1 ; géométriques. 

El On résout l'équation { = 1 + ER qui donne : { = 2. Donc la suite u converge vers 2. 

B. EX Pour tout entier n, v, ;1 = U,,1— 2 = (1 + ur) —2 = Lu — 1. 

Doncv 1 (ur —2)= v : la suite v est géométrique de raison + et de premier terme V = Up — 2 =—4. 
n n 

El On en déduit que pour tout entier n, v, =—4X e+ . Or u, = 2 + v,. Donc pour tout entier n, u, = 2 —4X en : 
2 

1 

7 
n 

El Comme —1< 1 <1, lim F7) = 0.On en déduit que: lim u,=2—-4X0 = 2.F> 
F n— +00 n— +o 2 2 

Remarque : Dans cette seconde méthode, la limite 2 de la suite est donnée dans l'énoncé, alors qu'elle est déterminée 

dans la première méthode (question F1). 

Exercices d'application 

LE Soit la suite v définie sur N par v = 2 et pour tout 

entier n : Vs +3. 

EX Démontrer par récurrence que la suite v est décrois- 

sante et minorée par 4. 

El Déterminer la limite de la suite v. 

El Démontrer que la suite w définie sur N par w,, = v, — 4 

est géométrique, et retrouver le résultat de la question El. 

once eseseecseseneseeeeseeeseeeseeveeeneseeseseeeseeseseseeesesesesesseeseseesece 

M5] Déterminer le comportement à l'infini de la suite u 

dans chacun des cas suivants : 

a. u est géométrique de raison 3 et de premier terme 0,1. 

b. u est géométrique de raison — 0,5 et de premier terme 

100. 
5 n 

c. Pour tout entier n, u, = 13) te 
ci 

® Voir exercices 80 à 83 

K 
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L16 | ; (3 Longueur d'une spirale … 

OABoest un triangle équilatéral de côté 4. 

On appelle A, le milieu du segment [468] et B, le symétrique de A; par rapport à 

la droite (OB). 
On construit de même les points A, et B,, A; et B3, 

Comment évoluent la longueur 4,4, , et la longueur de la ligne brisée 

; An Et Bn- 

AoA14…A, lorsque l'entier n tend vers +0 ? 

Voir la fiche Geogebra. 

PS AR A CPR TA OI RCI ee ae Ant Le 
4 ARR UE BETTER RE A Pt 1 NÉ { 

© Sefaire une idée du round. | ElEn notant, pour tout entier n, & Libres 

On modéiise las ibition et Dire des notations. | ae du triangle OA,B,, on remarque que G+ 
DRE CE ES A PRE Te TS AO SR NE TEE auteur du triangle équilatéral de. cô

té Rs inc 

Rappel 

Mener une recherche étape par étape 

# RCE 

ÆlConstruire à l'aide d’un logiciel de géométrie | 
dynamique le es points Ai, A), / A3, A SL Pros reel 

Erou tout entier n, 2 appelle a 

Si un triangle équilatéral a pour côté c, 

alors sa hauteur a pour longueur ie, sf 

n+r - D 
Des dt RUSSE SC APR SE 

Ainsi: = 
oc ue 1= GX. rene 

en TE NE Ed 

sl “ è va Si 20 + + se À Gn-1= 2 | Onen déduit la nature dela: suitec, , puis de la suite a. 
ERA F 1= + OR M OUR ES ARE, ED 

Ne SR LU de D A ee du pe LE si PRE 

Donner à l'aide du logici el des valeurs approch EU El Calculer 4, en fonction den. 
Gor A Get. ne NE RDA AB EDR AS ii à RE 
PR Lie peau Eordue: À or A LORS ES TT Per 

ND ne on G Ra. Me in ASE AE PTE ve Mc 

ElConjecturer la nature de la suite a. DÉS A 5 tapas 
PAUL DE SSL N k 

LME _  |Orégerunesoition 
@ Valider la conjecture formulée ra dx 

A Mr Ne SEAT AS 
À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 

ÆEon prouve d ‘abord que les t triangles OA,B, sont tous | solution du problème e posé. | 
_équilatéraux. Pour cela, démontrer | par récurrence Jas is 

: | propriété : «Le triangle OA nBn est équilatéral », à 
LE ARC ame re M 

On considère la suite u définie pour tout entier n non nul 

+: À 

H R- TA * 

JU #5: k 

“ & slt 
PRE CU EC S 

= CD convergence d'une suite 
El Conjecturer les variations de la suite u et sa limite éven- 

par : Un = sin + sine +... + sin. tuelle. 
n n ; n & Voir les Outils pour la progre 

On se propose de prouver que la suite u converge vers 
un réel a que l'on déterminera. ALGO 

Partie À - Approche à l’aide d’un algorithme NP EME 
El On souhaite construire un algorithme permettant de Entrer(n) ; 

calculer u, pour tout entier n > 1. u+ 0; : 

On propose pour cela l'algorithme incomplet ci-contre. Pour allant de … à … Faire 

Le compléter de façon à résoudre le problème. Uu—U +... 

El Programmer l'algorithme et donner des valeurs appro- ! Re APN 

chées de üo, U5o €t Woo (vérifier que l'unité d'angle de la LES het Qu): 
‘calculatrice ou du logiciel est bien le‘radian). 
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Partie B - Stratégie 

On admet que pour tout réel x € Lo F | on a: 
3 

Xe ES SINX EX, 
6 

On considère la suite v définie pour tout entier n non nul 

par: FLE RE MER AE LE 
n n n 

El Calculer v, en fonction de n et déterminer la limite de 
la suite v. 

| F1On admet que pour tout entier n > 1: 

n(n +1) 
13+23+...+n = Te Te) z 

| (Voir l'exercice 29, page 32.) 
Démontrer que pour tout entier n non nul : 

1 (+ 
MECS pre PS MARS Vs 

| ÆlEn déduire la limite de la suite u et vérifier la conjecture 

émise dans la partie A. 

Étudier une suite arithmético-géométrique par deux méthodes 

On considère la suite u définie par u, = 1 et pour tout | 

entier naturel n par u, ; = te, 

Soit la fonction f définie sur [0 ; + œ| par f(x) = AE. 
3 

El Calculer u, u, et u. 

Ela. Dans un repère orthonormé (unité graphique 2 cm), 

tracer les droites À et (D) d'équations respectives y = x 

et y = f(x). 
b. Après avoir placé le point de coordonnées (u,; 0), 

construire les points de coordonnées (u,;0), (u,;0) et 

(u3; 0). 
c. Conjecturer le sens de variation et la limite de la suite u. : 

Étudier le comportement à l'infini d'une suite 

Soit un réel a non nul. On considère la suite u définie par : 

ü, = a et pour tout entier n, U, : 1 = Un + —. 
n 

On s'intéresse au comportement à l'infini de la suite u. 

El ustifier que la suite u est bien définie sur N. 

ElUne première démonstration 
| a. Démontrer par récurrence que la suite u est croissante 

| et majorée par 4. 

| b. Démontrer la conjecture émise à la question Elc. 

| EUne deuxième démonstration : utilisation d’une 
suite auxiliaire 

On considère la suite v définie pour tout entier naturel n 

CEE = Ai 

a. Montrer que la suite v est une suite géométrique dont 

on précisera la raison et le premier terme. 

: b. Exprimer v,, puis u, en fonction de n. 

c. Démontrer la conjecture émise à la question Elc. 

GE Je 
ee 

MTS EU 
x "2 

Ela. On suppose que a > 0. 
Quel est le signe de la suite u ? 

| Quel est son sens de variation ? 

| Préciser le comportement à l'infini de la suite u. 

| b. Reprendre la question a. danse cas où a < 0. 

Des « 1» partout !GAEERER 
1 ? Combien vaut le réel (s'il existe !) : 1 + 

1 

il <E 

1 
1 

158 60e 

Que de racines ! DEMI 
On considère la suite u définie par ü5 = 2 et pour tout entier n, Un41= 2 — Un. 

Démontrer que la suite u converge et déterminer sa limite. 
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CT Étudier une suite définie par récurrence et déterminer des seuils 

Soit la fonction fdéfinie sur Rpar f(x) =—0,5x?+x+0,5. | 
Soit la suite u définie sur N par uç = — 0,5 et u, ; 1 = f(u). | 

El Étudier les variations de la fonction fsur R. 

El Démontrer par récurrence que la suite u est croissante | 

et majorée par 1. 

Ella. Montrer que la suite u converge vers un réel 0 | 

vérifiant f(0) = 2. 

El La fonction f'est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) =— x + 1. 
Ainsi la fonction f’ est positive sur ]—  ; 1] et négative sur [1;+ of. 
Donc la fonction f'est croissante sur ]-  ; 1] et décroissante sur [1; + oo. 

El Pour tout entier n, on pose P(n):«u, <u,,1< 1». 

D Initialisation : u = — 0,5 et ü = f(uo) =— 0,125. 
Donc us < u,< 1. Ainsi P(0) est vraie. 

D Hérédité : soit un entier n tel que P(n) est vraie. Onau,<u,,1< 1. 
Comme est croissante sur |—-;1],ona: f{u,) <f(u, 1) <f(1). 
Donc u, ; 1 < Un4 2 < 1: P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n, u, < U, 
Donc la suite u est croissante et majorée par 1. 

E] a. La suite u est croissante et majorée, donc convergente vers un réel {. 

Or pour tout entier n, u, ; = — 0,5u? + u, + 0,5. 
Comme lim Un = d'et lim (— 0,5u? + u, + 0,5) =— 0,50 + 0 + 0,5, 

n— +00  N—+o 

par unicité de la limite, on a: 
—0,50 +0+0,5 = 0, soit f(0) = 0. 

b.—0,502+0+0,5 =0e & = 1 {= 1ou 0 =—1. 
Or la suite u est croissante : pour tout entier n, u, > Uo, Soit u, 2 — 0,5. 

Pre 

On en déduit que { = 1: 
la suite u converge vers 1. 

E] a. On propose l'algorithme ci-contre. 

| ji e = 10 ” ; 

| Variables : n : entier : e, u: réels; | 

b. Déterminer la limite { de la suite u. 

El a. Pour tout réel e > 0,on souhaite déterminerlerang N 
| à partir duquel la distance entre u, et { est inférieure à 

e. Construire un algorithme permettant de résoudre ce 

problème. 

| b. Programmer, puis déterminer le premier rang N associé à : 

ii. e — 107. 

Stratégies 

! El On étudie le signe de la dérivée 
de f, ou directement le sens de 

variation d’une fonction polynôme 

du second degré. 

à 

El Après avoir précisé la 

proposition à démontrer, on 
procède en deux étapes : 

- l'initialisation, 
1 — l'hérédité, pour laquelle on utilise 

| l'hypothèse de récurrence. 

El b. Une suite minorée par (— 0,5) 
ne peut pas converger vers (— 1) : 

l'intervalle ]— 1,25 ; — 0,75[ ne 
contient aucun terme de la suite. 

< 1. +1 

La distance entre u, et 1 est 

Ua 
Comme la suite u est croissante 

et convergente vers 1, dès que 
[uy — 1]<e, alors pour tout n 2 N, 

| ona:lu,—1}<e. 
| On détermine N en calculant 
| successivement les termes u,.. 

SA a Én Sri  t 

: Début | 
b. Sur calculatrice : M 0u- "05: 

_ On exécute le programme et on obtient : Entrer (e) ; | 

iN=6; 1 TantQue |u — 1|>e Faire | 

ON — | n-n+l; 1 
HN 7: | He 

u——-05uw +u+0,5; 
É FinTantQue ; : 

1 Afficher(n) ; | "HN 

1 
- 6, SXU8+U+6, 54e 
WhileEnda 

LE] 
a El 

[23 | EX Démontrer un résultat de cours et l'utiliser 

ET partie À - ROC 
Démontrer que si une suite u croissante n'est pas majorée, 

alors elle diverge vers + oo. 

Partie B - Application 

Soit la suite u définie sur N par u, = 1et pour tout entier | 

naturel n,u, ;1= u,+U,2. 

89 cHariTre1 Suites numériques 

| EDémontrer que la suite u est croissante. 

E1On suppose que la suite u est majorée. Montrer qu'alors 

| elle converge vers un réel que l'on déterminera. 

| EMontrer que u n'est pas majorée, et préciser son 

| comportement quand n tend vers +00. 



Partie A : Il faut démontrer que pour tout réel 4, il existe un rang N tel que 
pour tout entier n > N,ona:u,> A. 

Soit un réel À. Comme la suite u n'est pas majorée, il existe un rang N tel que 

Un 2 A. Or la suite u est croissante. Donc pour tout entier n 2 N,u, > un > A. 

Donc la suite u diverge vers +: lim u, =+. 
n— + 00 

Partie B : 

El Pour tout entier n, u, ;  — u, = u,? > 0. Donc la suite u est croissante. 

E1 Si la suite u est majorée, comme elle est croissante, alors elle converge vers 

un réel 0. Or pour tout entier n, U, ; 1 = Un + U,?. 
Comme lim u,,1=0et lim (u,+u,*)= +42, par unicité de la limite, 

n— +00 n— +oo 

on a: 0 = 0 + (2. 
Donc { = 0 : ainsi, si la suite u est majorée, alors elle converge vers 0. 

El La suite u étant croissante, pour tout entier n, u, > Uo, soit u, > 1. 

Partie A : On utilise la définition 

d'une suite non majorée. Aussi 

grand que l'on choisisse À, il existe 

un terme Uy supérieur à À. 

Partie B : 

| Æ Pour montrer qu'une suite est 

croissante, il peut être commode de 

prouver que u, ;  — U, est toujours 

positif. 

| El Onraisonne « par l'absurde » : 
on suppose que u est majorée, et 

on constate une contradiction. 

Siuest majorée, alors avecE, elle converge vers 0 : c'est impossible, car une suite minorée 

par 1 ne peut pas converger vers 0 (aucun terme n'appartient à l'intervalle |— 0,5 ; 0,5 D). 

On en déduit que la suite u n'est pas majorée. 

Comme la suite u est croissante et non majorée, d'après la partie A, la suite u diverge vers +00. 

FE) Calculer la limite d'une somme et d'un seuil 

Un globe-trotter a parié de parcourir 5 000 km à pieds. | EX Exprimer D, en fonction de n. 
Frais et dispo, il peut parcourir 50 km en une journée. 

Mais chaque jour, la fatigue s'accumule et sa performance | El Déterminer la limite de la suite D. 
diminue de 1 % tous les jours. | Le globe-trotter peut-il gagner son 

À ; MES 
Pour tout entier n > 1, on note d, la distance parcourue | Païl: 

le n-ième jour et D, la distance totale parcourue au bout | El À l’aide de la calculatrice, 

de n jours, en km. | déterminer le nombre minimal 
| de jours N qui lui seraient 

| nécessaires pour parcourir 1 500 km. 
El Préciser la nature de la suite d. En déduire l'expression 

de d, en fonction de n. 

EI On a: d, = 50 et pour tout entier n > 1, dy; 41 = dn : 
100 

Donc la suite d'est géométrique de raison 0,99 et de premier terme d = 50. 

Alors pour tout entier n > 1, d, = 50 X0,99°7 

El Pour tout entier n > 1, D, = d+d,+...+dh. 

Donc D, = 50 + 50 X 0,99 + … + 50 x 0,997 !, soit : 

1 — 0,997 
1—0,99 

Donc pour tout entier n > 1, D, = 5 000 x (1 — 0,99"). 

El Comme —1<0,99<1, lim 0,99 = 0.Donc lim D, = 5 000. 
n— +0 

d, = 0,99d,. 

D, = 50 X(1 + 0,99 + … + 0,997!) = 50 x 

n— +00 

Par définition, pour tout entier n > 1, D, < 5 000 : le globe-trotter ne peut pas 

gagner son pari. Il peut s'approcher des 5 000 km, sans jamais les atteindre ! 

El On tabule la suite D à la calculatrice à partir de n = 1 par pas de 1. 

Ainsi N = 36. 

Stratégies 

‘ Hon exprime d, ; 1 en fonction de 
d, pour reconnaître la nature de la 

1 suite u. 
: Pour une suite géométrique de 

raison q, on a : d, = di” !. 

| Fi On utilise la formule pour q #1: 

nv ET 
1ERGEE SEE — ET 

| El On utilise le comportement à 

l'infini d'une suite géométrique. 

pl 006% él 6. 39° Xx3 

| 35 D 
36 
37 1552,1 

Se Een 
Forni CP GUP EvxT K-con [G-FL ee 
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DiravoipersonnelEgairedepoint 

Savoir... Comment faire ? 

Utiliser une suite b Suite arithmétique u de raison r: 

arithmétique ou une suite Pour tout entier natureln:u,,;1=u,+r 
c RÉ n(n +1 

géomatique Pour tout entier natureln:u, =uo+nr;1+2+...+n= 2 ) 

» Suite géométrique v de raison q: 

Pour tout entier naturel n:v,,1= q XV. 

Pour tout entier naturel n:v, = voXq”. 

Utiliser un raisonnement par | h On identifie clairement la propriété P(n) relative à un entier naturel n que l'on 

récurrence. se propose de démontrer. 

Cette propriété est : 

- soit donnée dans l'énoncé, 
— soit conjecturée par observation des résultats obtenus pour les premières 

valeurs de n. 

b Bien respecter les deux étapes du raisonnement par récurrence : l'initialisation 

et le caractère héréditaire de la propriété P(n). 

Montrer qu'une suite est Pour montrer que M est un majorant ou 

majorée, minorée. m est un minorant de la suite u, il s'agit de 

prouver que pour tout entier naturel n : 
u, < M ou u, 2 m. 

On peut : 

b soit étudier le signe de M — u, ou de u, — m; 

D soit utiliser un raisonnement par récurrence. 

Penser aux inégalités « classiques » : 

—1<cosn <1;—1<(—1) <1;.. 

Montrer qu'une suite est  - | Il s'agit de montrer que : pour tout entier naturel n, u, < u, , ; (pour u croissante), 

croissante, décroissante. ou que pour tout entier naturel n, u, z u, , . (pour u décroissante). 

On peut : 

b soit étudier le signe de u, , ; — u, ; 

D soit utiliser un raisonnement par récurrence. 

Dans le cas d'une suite u récurrente définie par u, ; ; = f(u,), penser à utiliser les 

variations de la fonction f. 

Démontrer qu'une suite u b Utiliser la définition. 

admet une limite infinie. b Utiliser les opérations sur les limites (attention aux cas d'indétermination). 

» Minorer u par une suite v qui tend vers + ou majorer u par une suite v qui 

tend vers — co. 

Démontrer qu'une suite u est | D Utiliser la convergence des suites géométriques. 

convergente vers un réel 2. b Utiliser les opérations sur les limites (attention aux cas d'indétermination). 

D Encadrer la suite u par deux suites v et w qui convergent-vers {. 

D Prouver que la suite de terme général (u,, — ) converge vers 0. 

D Prouver l'existence de 0 à l’aide du théorème de convergence des suites : 

monotones, et déterminer { en utilisant l’unicité de la limite. 

mnershaneana nn nnnnnn rene naar nn annnnnana na rnnpéarnn bttt th tt ll tt matter int th sas. DORE EEE TEE MR RO RS PT 
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b. est 

géométrique 

a. est 

arithmétique 

c. diverge 

El La suite u est définie par u, = 0 et pour tout entier n 

par Uhn+: = 2Un= 4 

b. La suite u c. Pour tout entier n, 

converge 
a. u, = 0 

U5+3 = Un 

E] La suite u est définie par u, = 0 et pour tout entier n | a. La suite u 

es 1 est croissante 

(n+1)(n +2) 

E] On considère la suite u définie pour tout entier a. La suite u b 47 
le U3 ge 

n > 1par Un = + —- F4 est croissante 1 00 

El On considère une suite u vérifiant pour tout entier b. La suite u 

n >100 l'inégalité |u, — 1|< is converge vers 1 
n+1 

2 c. Pour tout entier n, 
n 

Ur 

Ar EE Par Un+3— Un 

c. La suite u est 

majorée 

c. La suite u est 

croissante 

a. La suite u 

est bornée 

HI La suite de terme général u, = Ÿ3n + 1— 2n + 1: | a. converge c. est croissante 
vers O0 

37-77, b. converge vers 

CPE IN = 1 

(—1)"sinn 

NÉE 

b. diverge 

a. converge c. diverge 

vers 1 
La suite de terme général v, = 

a. est 

croissante 

| c. Si la suite u est décroissante, alors la suite vest 
El On considère une suite u définie sur N'ettelle | croissante. 

b. est positive c. est convergente El La suite u définie sur N par u, = 

qu'aucun de ses termes ne soit nul. | d. Si la suite u est divergente, alors la suite v admet 0 

On définit alors la suite v sur N par v, = -—<— | comme limite. 

L El Une suite strictement décroissante est majorée par 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou son premier terme. 

fausses. | El La suite u de terme général u, = 0,999 999 999 99" 
a. Si la suite u est convergente, alors la suite v'est converge vers 1. 

convergente. | | sh; (= 1ÿ 

b. Si la suite u est minorée par 2, alors la suite v est | El La suite u de terme général u,, = n — converge 

minorée par — 2. : | vers O. 
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IN 
u définie sur N par son premier Sur : FE 

err “entier n:Un+1= 3u, +1. Lis 

El La proposition « u, < Ur» esthéréditaire. El La proposition « u, > u,, 1» esthéréditaire. RÉARE ds d 
Hi u = 1, alors la suite u est croissante. 

NET SRB AR SET ess DS a Si o : : 2, alors la suite u est décroissante. mvi$ Les A he Bd fine M VA : HSiuo = 05, alors la suite u'eststationnaire. 
5 te EC EE D 7 IFRS Le 
î PARTS 6 tt se à Reis CE 

128! QCM indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). CÉRRETE mr 
EN Pour tout entier n, on considère la proposition. 
| ALERT: multiple de 5 PMU BAM à Là es à 

: 4 Ne AE AE 

a propo MS te + 4 9 -Prird 
b. La proposition P est vraie Sur N. 
c. Il existe un entier n tel que P(nJest fausse” M 4 à 
PEN done idère la proposition 

our tout entier n, on considère la proposition 
Dire alestunmültipledess, = Fes 080 

PE Ras tata EE LEP 
1O 

a. 

1b. La proposition st vraie sur N. L'EY ESS 1 
<. Il existe un entier n tel que Q(n) est fausse. 
ERELE LS LR à à. à : TE AS bte ee - - -: - + 

29  Démontrer par récurrence que pour tout entier 

naturel n 2 1: 
2 

ner. COHY 

1 1 

5 12 é 2X3X4 eS 
1 n(n +3) 

F nxfn+Dx{(n+2) 4(n+1{n+2)' 

30 Pour tout entier n, on note /, la fonction définie 

sur R par f,(x) = x”. 
Démontrer que pour tout entier n, la fonction jf, est 

dérivable sur R et pour tout réel x, f(x) = nx°7!. 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier 

naturel nnonnul,ona:n!2>2" 1, 

Pour info La factorielle d'un entier naturel n > 0, 

notée n!, est le produit des nombres entiers strictement 

positifs compris entre 1 et n: 

n=nx(n-1)x...x2x1. 
La notation n! a été introduite en 1808 par le 

mathématicien français Christian Kramp (1760-1826). 

se CHAPITRE Suites numériques 

| 

Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

aisonnement par récurrence 
Analyse critique d'un résultat 

Soit P(n) la propriété définie sur N par: 

« 47 + Test divisible par 3 ». 

Sapposons ga Weust n € N k/ que P(no) sat vraë, 

Montrons que P(no + 1) est vraie, 

Puisque P(no) est raie, Wenste KE N tebque 4 +1 = 3k. 
On a alors . 

gm+141=4x40+1=(3+1)40+1 
=3x40+40+1=3xX40+3k. 

me 4+14#1 =3x(40 + k), 
Ceci proue que A4MŸ 147 et x nabople de 3 et dc que 

P(no + 1) esé vraie, 

x ex déduit que quel que st ne N, P(n) est vrai, 

Ce raisonnement est-il exact ? Pourquoi ? 

33 | Montrer par récurrence que pour tout entier n 2 2, 

on a l'inégalité 11+ 2!+ ... +(n—1)!<n! 

34 | Pour tout entier n, on considère la propriété : 

P(n):«27>(n+ 1ÿ ». 

El Montrer que la propriété P est héréditaire à partir du 

rang 2. 

El Pour quelles valeurs de n, cette propriété est-elle vraie ? 

Étudier des suites - 

EF On considère la suite v définie sur N par : 

vo = 0 et pour tout entier n, V, 3 = Vy + 2n + 1. 

El Calculer les cinq premiers termes de la suite v, puis 

conjecturer l'expression de v, en fonction de n. 

F1 Démontrer par récurrence la conjecture émise à la 

question El. 

(86! Soit la suite u définie sur N par uy =—3 et pour 

tout entier n, u, , = O,5u, + 1. 

El On donne le graphique 

ci-contre : Se 

Après avoir donné les 1 

équations des droites D et us 
À, lire des valeurs appro- 

chées de u,, u, et u3. 

El Démontrer que pour tout entier n, u, < 2. 

El Justifier que pour tout entier n, on a: 

Un+1— Un = 0,5(2 — u,). 

En déduire le sens de variation de la suite u. 



37 Soit la suite v définie sur N par vw = 0 et pour tout 
entier n, V,41—=2v, + 1. 

El Représenter graphiquement dans un repère ortho- 

normé les droites ® et À d'équations respectives 

y=2x+1et y = x. Puis construire sur l'axe des abs- 

cisses les quatre premiers termes de la suite v. 

Conjecturer le sens de variation de la suite v. 

El Montrer par récurrence que pour tout entier n, Vn 2 0. 

El En déduire que la suite v est croissante. 

On considère la suite u définie sur N par u, = 3 et 

pour tout entier n, U, ; ; = 3U, + 2. 

Démontrer que pour tout entier n: u, = 4X 3° — 1. 

Soit la suite u définie par u, = 8 et pour tout entier 

S)\Exercices d'application 

40) Soit la suite u définie sur N par u, = 3 et pour tout 

entier n : Au, — 2 

un +1 

El Dresser le tableau de variations de la fonction f défi- 

nie sur |—1;+ | par: 

Ax — 2 X) = —-—-. 

El Démontrer par récurrence que pour tout entier n, 

DRE 

El La suite u est-elle monotone ? 

Un+1— 

a | On considère la suite u définie par u, = 0,u, = 1et 

pour tout entier n 2 1: 

Re AU OUR: 

Démontrer par récurrence que pour tout entier n : 

naturel n, Un+1= YU, + 1. Démontrer que la suite u est ne. 37—1 

minorée par 1 et est décroissante. PIE ED 

= = HEERE ue €" mi Te is AN Ne CORRE 

: B Limite finie ou infinie d'une suite 

[42] Vrai ou faux ? 
a. Si une suite n'est pas majorée, alors sa limite est + oo. 

b. Si une suite est croissante, alors sa limite est + oo. 

c. Si une suite tend vers + co, alors elle n'est pas majorée. 

d. Si une suite tend vers +, alors elle est croissante. 

[as CII vrai ou faux ? 
On considère deux suites u et v définies sur N. 

a.Si lim u,=+æetsi lim v,=—,alors: 
n— +00 n—+0c 

lim u,+v,= 0. 
n— +0 

b. Si la suite u converge vers un réel non nul et si 

lim v, = +0, alors la suite u X v ne converge pas. 
n— + 

c. Si la suite u converge vers un réel non nul, si v est 

strictement positive telle que lim v,= 0, alors la 
n— +o 

ne 
Vn 

don EU 
suite ne converge pas. 

n 

d. Si les suites u et v convergent, alors la suite 

converge. 

[44] Vrai ou faux ? 
Étant donné une suite x définie sur N, on considère la 

suite S définie sur N par S, = X9 + Xi + ... + Xn. 

El Si la suite x est convergente, alors la suite S l'est 

aussi. 

F1 Les suites x et S ont le même sens de variation. 

Utiliser les définitions 

145 | Démonstrations du cours 
© Voir la démonstration du cours, page 18. 
El Soit la suite u définie sur N° par u, = L. 

a.Soitunréele>0. Montrerqueu,<e&n2 A 

b. En déduire que la suite u converge vers 0. 

El En s'inspirant de la démarche précédente, démontrer 

in Les er Min lee ue : 
q N—+o nm? N-+o ÿn 

Si x est un réel, la partie 

entière de x est le plus grand 

entier qui est inférieur ou égal 

à x. On le note E(x). 

[Démonstration du cours : 
unicité de la limite © Voir le cours, page 18. 
Soient une suite u et deux réels Let [’ tels que 0 < Ÿ'. 
On suppose que la suite u converge vers Let ('. 

2 —0  … 

El Pourquoi, à partir d'un rang p, tous les termes u, sont- 

ils dans l'intervalle [0 — e ;0+ el ? 

On considère un réel € > 0 tel que € < 

El En opérant de même avec [”, montrer que l'on aboutit 

à une contradiction. Que peut-on en conclure ? 
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47 | Soit e un réel strictement positif. 

<e. El Résoudre dans [0 ; + | l'inéquation Sara 

à À Dee 3 
ar U) = ————.: F1 Soit la suite u définie sur N par u, Nil 

a. Démontrer que u, < e à partir d'un certain rang N. 

b. En déduire que la suite u converge vers 0. 

Pour les exercices 48 et 49 : 

On définit une suite u par son terme général. 

a. Étudier les variations de la suite u. 
b. Conjecturer la limite { de la suite u. 

c. Déterminer un rang p à partir duquel tous les termes 

de la suite u sont dans ]0 — 107 ; 0 + 10 *[. 
d. Démontrer que la suite u converge. 

E EI Démontrer que toute suite convergente est bornée. 

F1 La réciproque est-elle vraie ? 

El Démonstration du cours 
S Voir la démonstration du cours, page 18. 

Soit la suite u définie sur N par u, = Vn. 

EI Soit un réel A. Résoudre dans N l’inéquation : u, > A 
(on distinguera les cas A <0 et A > O). 

El En déduire que la suite u diverge vers + oo. 

2 

[52 Soit la suite u définie sur N* par u, = -? =. 2! 

EN Montrer qu'à partir d’un certain rang no, à détermi- 

ner, tous les termes de la suite appartiennent à l'inter- 

valle [10 ;+ |. 

F1 Soit À un réel. Montrer qu'à partir d'un certain rang 

No, à déterminer en fonction de À, tous les termes de la 

suite appartiennent à l'intervalle | A ; + |. 

El En déduire la limite de la suite u. 

SEX On définit une suite u par son terme général. Dans 

chaque cas : 

D Étudier les variations de la suite u. 

D Conjecturer la limite de la suite u. 
D Déterminer un rang p tel que pour tout n > p: 

EU 10: ii. u, € [10/2 ;+ |. 
D Déterminer la limite de la suite u. 

Eu, = 2n? -3. Au, =29n +5. 
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ZE On considère la suite v définie sur N par: 

V, =—2n? +3. 
Démontrer que la suite v diverge vers — co 

Utiliser des opérations sur les limites 

FE Comprendre les cas d'indétermination 
On considère deux suites u et v. 

El Déterminer la limite éventuelle de la suite u + v dans 

les cas suivants : 

au,=Èn+n et V,=-n. 
b.u,=n+1et v,=-n-n. 
CU NE AIRe Ve ne? 

du,=n+(-1) et v,=-n. 

F1 Proposer des termes généraux u, et v, tels que : 

lim, U,=+o et lime v, = 0 et tels que: 
n— n— + 

a. im Un X Vn = +00. 
n— + 

b. FA EVA D; 
n— + 00 

c lim u,XVy =—0. 
n— + oo 

d. lim ENV = 
n — + 

Pour les exercices 56 à 64, déterminer les limites 

éventuelles des suites u et v dont on donne les termes 

généraux. 

dau, =-4n+6; b.v,=n —3n+5. 

: 5 I = 5 BV; = ne ne 

bye se [1 s & =) 

ns b. v, © ° [= 3 

| © [RS] ; | IN 

ÿ [= 3 Il (à E La = Il 

RE sl A 2 MS ere a — 2Vn 

3 3 1 
au 12. EE SC b. v Sn EE 

L n° Vn 

nn 2 
autel, Dev, = SET 

n à NAN ES] 
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En situation 

[es] QG Soit la suite u définie par uy = — et pour 

tout entier naturel n : 
u, 

EE 
La suite v est définie sur N par v, 

Un+1= 

aol 
u n 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer le comporte- 

ment à l'infini de la suite u. 

El Prouver que la suite v est arithmétique. 

El Exprimer v,,, puis u,, en fonction de n. 

En déduire la limite de la suite u. 

(66! 12:49 On considère la suite u définie sur N par : 

u LEE 
2 +1 

El Étudier les variations de la suite u. 

El Déterminer la limite 0 de la suite u. 

El a. On souhaite déterminer le rang N à partir duquel la 

distance entre u, et { est inférieure à 10. 

On propose pour cela 
l'algorithme ci-contre. ALGO ; 
Expliquer la démarche. Variable : N : entier ; 

b. Pourtoutréele>0,on | Début: 
souhaite déterminer le N<—0; N 

rang N à partir duquel la TantQue RÉ > 10? 

distance entre u, et 0 est . FaieN=N+1: 

inférieure à e. FinTantQue 

Modifier l'algorithme ci- Afficher (N): | 
contre de façon à résoudre Fin. 

le problème. 

c. Programmer, puis déterminer les rangs N associés à : 

Les10 49H ="100: 

FE} Limites et comparaison 

Démonstration du cours : 
le théorème de majoration 
© Voir la démonstration du cours, page 22. 

Soient deux suites u et vet un entier Ntels que Pr tout 

entier n >zN,u, < Vs. 

On suppose que TM Vn = — æ, Soit un réel A. 

El justifier l'existence d’un entier p tel que pour tout 

entier n 2 p, V, < A. 

F1 Démontrer que l'intervalle ]- © ; Al contient toutes 

les valeurs u, à partir du rang p. 

Conclure sur le comportement à l'infini de la suite u. 

70 [On considère une suite u. Dans chacun des cas 
suivants, déterminer la limite de la suite u. 
a.u,=n+(-1)n.  b.u,=(cos(n)—-2)xn. 

Er On considère la suite u définie sur N° par: 
n 

HE. = 1+ LE near or 
LA dgtene V2 #3 Yn 

El Soit un entier n > 1. le que pour tout entier k, 

1<k<n,ona: GE ro 
KA ÿn 

En déduire que pour tout entier n 2 1,u, 2 Yn. 

El Déterminer la limite de la suite u. 

[72] EF) Soit la suite v définie par v, = 0 et pour tout 

entier naturel n, V, 4 1= 2V, — 3. 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer le SOLE 

ment à l'infini de la suite v. : - 

El a. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, 
Vv < 0. En déduire que pour tout n, V,;1—Vn <—3. ä 

b. Montrer que pour tout entier n, V, <— 3n. 

c. En déduire le comportement à l'infini de la suite v. 

CHAPITRET Suites numériques 



LE Soit la fonction définie sur R par f(x) = ne +2 
et ‘6 sa courbe représentative. 

On considère la suite u définie sur N par u, = 3 et la 

relation de récurrence u, ; ; = f(u). 

ee - [al 4 
L JA 

EI Montrer que pour tout réel x, f(x) z x + 1. 

El Prouver que, pour tout entier n, u,,1— Un? 1. 

En déduire le sens de variation de la suite u. 

EX Montrer que pour tout ne N,u,-u>n. 

CNRC Utiliser que : 
Un = Ug = (Un — Up) + + (Wii — Uo)- 

En déduire le comportement de la suite u en +0. 

E À partir de quel rang N est-on certain que pour tout 

entier n > N,u, > 105 ? 

Théorème des gendarmes 

ZE Démontrer que les suites u et v suivantes sont 

convergentes et déterminer leurs limites. 

(= ) b. Vn = cosn ; a. u, = : 
n+1 n? 

75 | On considère la suite u définie sur N° par : 

: l 1 1 L = + + + —— 
n+v2 

Uh = 

24 76 ti rl 

diverge etn ’admet pas de limite. ce "ie 

mer); É a TOSTT à 

haeretpr a ate) Le 
Vraiouf ARRET ET bete 

Eoute suite éométrique de raison {strictement | 

comprise entre 1 et 1 converge vers 0. H LÉ TEL 
M 

Toute ‘suite FE de raison strictement 
supérieure à 1 diverge vers +. da TT 

4 L a L D” 
ElToute su ite e géométrique de raison n inférieure à x 1 

Mdr eut Ce" i 
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EL Montrer que pour tout entier n non nul: 
n n EU  < ———; 

nn M on 

MATELAS Sion a n nombres rangés dans l'ordre 

croissant, la somme de ces nombres est supérieure à n 

fois le plus petit et inférieure à n fois le plus grand. 

El Montrer que la suite u est convergente et préciser sa 

limite. 

Gs| La suite u est définie pour tout entier n 2 2 par: 

METÈRE 1J'cosn 
n—1 

n = 

El Calculer u, — 3 en fonction de n. 

Montrer que pour tout n > — 3| est majoré par 

le terme général d'une suite convergeant vers 0. 

En déduire la limite de la suite u. 

E1 Déterminer un rang N à partir duquel on est certain 

que pour tout entier n > N, la distance entre u, et 3 est 

inférieure à 0,01. 

77 | La suite u est définie sur N par: 

2n?—3sinn 
1e SR 

Donner une valeur approchée de u:5 et U00- 

Que peut-on conjecturer concernant la limite éventuelle 

de la suite u ? 

U; = 

F1 Prouver que, pour tout entier naturel n : 

pi _ — is +3 = 

n+1 +1 
En déduire la limite de la suite u. 

< Un < 

El a. Justifier que pour tout entier n : 

idee 
A se il FR SET 

b. À partir de quel rang N est-on certain que pour tout 

n > N, la distance entre u, et 2 est-elle inférieure à 107? ? 

c. A-t-on pour tout entier n > N,u,< 2? 

6 ru RE à 
£ à 0 pee DÉLAI 

Le : , Gr a d 

Vrai ou faux ? ee . er rt 1 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 
fausses. brand > es. RE + 
El Toute suite croissante majorée converge. A £ 

ElToute suite croissante convergente estn majorée. pa 

El Toute suite majorée convergente est croissante. 8 | 
EToute suite décroissante est majorée. 4 ra ia NO 

co de > 



Cas des suites monotones 

[8ol Soit la suite u définie par son premier terme us = 1 
et pour tout entier naturel n, u,,,= 1 +u,. 
Soit la fonction définie sur [— 1; + | par: 

FX) = V1+>—. 

EI Montrer que f'est strictement croissante. 

El Soit a la solution de l'équation f(x) = x. Montrer 
que pour tout réel xe[1; a], f(x)ef1;a]. 

El En déduire, à l’aide d’un raisonnement par récurrence 

que, pour tout entier n,1 <u,<aetu,<U, , 1. 

El Qu'en déduit-on pour la suite u ? 

En 2547 Soit la fonction définie sur [0 ; + œ| par: 

f=6-— X+1- 
On considère la suite u définie par u, = 0 et pour tout 

entier naturel n, u, ; 1 = f(u,). 

El Dans un repère orthonormé, représenter les courbes 

A et 6 d'équations y = x et y = f(x). 

Puis représenter graphiquement les cinq premiers 

termes de la suite u. 

Quelles conjectures peut-on émettre quant au sens de 

variation et à la convergence de la suite u ? 

El a. Résoudre l'équation f(x) = x.On note « la solution. 
b. Montrer que pour tout entier n, 0 <u, <u,,1< @. 

El En déduire que la suite u converge. On déterminera la 

valeur de sa limite (. 

El a. Pour tout réel e > 0, on souhaite déterminer le 

rang N à partir duquel la distance entre u,, et { est stric- 

tement inférieure à e. 

Construire un algorithme permettant de résoudre ce 

problème. 

b. Programmer, puis déterminer le rang N associé à : 

Le=0001:. hi. e=—.10 °. 
2 Voir les Outils pour la programmation. 

CD soit la suite u définie par u, = 0 et pour 
tout entier naturel n, u, ; = u,? + 3u, + 1. 

El Justifier que pour tout entier naturel n, u, Z 0. 

En déduire que la suite u est croissante. 

El On suppose que la suite u est majorée. 
Déterminer dans ce cas la valeur de sa limite. 

El Que peut-on en déduire ? 

E1 a. Pour tout réel À, on souhaite déterminer le rang 

N à partir duquel u, > A. Construire un algorithme per- 

mettant de résoudre ce problème. 

b. Programmer, puis déterminer le rang N associé à : 

i. À = 1000. ii. À = 106. 

Œo considère la suite w définie par w, = 0,6 et 

pour tout entier naturel n, w, ; ; = 0,7w, + 0,1. 

El Justifier que pour tout entier n,ona:0<w, < 1. 

F1 Démontrer que la suite w est monotone. 

El En déduire que la suite w est convergente. Préciser la 

valeur de sa limite. 

Limite d'une suite géométrique 

Pour les exercices 84 à 86, déterminer les limites 

éventuelles des suites u et v définies sur N. 

M. - 2 b.v,=67— 77. 

1-(5) 
n+3 n n 

[El - : ; b. v, = 2 —# 
8" Sp In 

à _ at 1 : "| 31 2: DEN RUE 
(JA On considère la suite u définie par u, = 4, u, = 14 

et pour tout entier n non nul, u,, = 5u, , ; — 6u,. 

Montrer par récurrence que pour tout entier n>0, 

u, = 2 X 3° — 2". En déduire la limite de la suite u. 

E Un ressort est modélisé 

par une succession « infinie » 
de demi-cercles dont le rayon 

de l’un est égal aux deux tiers à = = 

du rayon précédent. 

Si le diamètre du premier 

demi-cercle est 1 cm, quelle est la longueur totale du 

ressort ? Cd 

E Soit un entier naturel n supérieur ou égal à 1. 
g n+1 1 1 1 

Démontrer que : = 1] à 
ji 2 10 Ma90 10" | 

F1 La suite v est définie sur N par v, = 1,2777...7,avecn 
décimales consécutives égales à 7. 

Ainsi V = 1,2; M = 1,27 et v, = 1,277. 

En utilisant la question EE démontrer que la limite de la 

suite vest un nombre rationnel r (c'est-à-dire le quotient 

de deux entiers). 

MelMioN Cette démonstration caractérise les 

nombres rationnels : un nombre x est rationnel si, et 

seulement si, son développement décimal est périodique 

à partir d'un certain rang). 
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Exercices guidés 

E Vrai ou faux ? Répondre par vrai ou par faux 

aux affirmations suivantes. Justifier votre réponse. 

El On considère la suite u définie sur N par u, = 0 et 

1 

(n + 1)(n +2) 

n » 

n+1 

pour tout entier n, U, +1 = Un + 

Pour tout entier n,ona:u, = 

F1 On considère la suite S définie sur N° par : 
n 

CRD 2 APE n +——. 
n 

in UM 

La suite S est croissante et converge vers J. 

2 1+(-—1) sinn 
El La suite v est définie sur N par v, = LE 

La suite v est bornée et convergente. 

ÆoOn calcule les que termes : u = 0 = © 

1 1 IN 
SRE ie dre LESC MERE 
Il semble que la proposition soit vraie. On pense à utili- 

ser un HS Es par récurrence pour la démontrer. 

Honas,- ess +) 

_n(n + 1) 

Fa. 
simplement Sa en fonction den. “4 

côte 12H PNn- ,on peut exprimer 

El Étudier le comportement d'une suite à 
l'aide d'un raisonnement par récurrence 
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 1,4x — 0,05x°. 

Le but de l'exercice est d'étudier des suites u définies 

par un premier terme u, de [0 ; 14] et vérifiant pour 
tout entier naturel n:u, ,,=— f(u,). 

El à. Étudier les variations de la fonction f sur [0 ; 14]. 
b. Résoudre dans l'intervalle [0 ;14] l'équation f(x) = x. 
c. Montrer que si x appartient à l'intervalle [0 ; 8], alors 
f(x) appartient à l'intervalle [0 ; 8]. 
De même, montrer que si x appartient à l'intervalle 

[8:14], alors f(x) appartient à l'intervalle [8 ; 14]. 

F1 Dans cette question, on considère la suite u définie 

par u, = 6 et pour tout entier naturel n:u, , 1 = f(u,). 

a. Dans un repère orthonormé, représenter les courbes 

A et @ d'équations y = x et y = f(x). 

Ela. On étudie par exemple le signe de 

f'(x) = 14 —0,1x sur [0 ;14] pour obtenir les varia- 
tions de fsur [0 ; 14]. 

b. L'équation est équivalente à 0,4x — 0,05x? = 0, soit 

x(0,4 — 0,05x) = 0. 
c On pense à utiliser l'une des questions précé- 

dentes : fétant croissante sur [0 ; 8], si 0 < x 8, alors 

F(0)</(x) <7(8). 
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On peut alors étudier : 

D les variations de la suite S, par exemple en étudiant 

__ les variations de la fonction f telle que 5, = f(n); 
D le comportement à l'infini de la suite S en utilisant les 

règles sur les opérations et les limites. 

El On pense à encadrer : 0 < 1 +(—1)’sinn < 2. 
On peut alors conclure sur la limite de la suite v par le 

théorème des gendarmes. 
Pour montrer que la suite v est bornée, il faut encadrer 

Va par deux réels (indépendants de n). 

Placer le point À, de coordonnées (u, ; 0), et, en utili- 

sant ces courbes, construire à partir de À, les points AÀ;, 

A, À et A, d'ordonnée nulle et d'abscisses respectives 

Us, U, U3 et Us. 
Quelles conjectures peut-on émettre quant au sens de 

variation et à la convergence de la suite u ? 

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 

DS USU rt 
c. En déduire que la suite u est convergente et détermi- 

ner sa limite . 

Question ouverte 

El Dans cette question, toute trace de recherche, 

même incomplète, ou d'initiative, même non fruc- 

tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

Que peut-on dire du sens de variation et de la conver- 

gence de la suite u suivant les valeurs du réel uw de 

l'intervalle [0 ; 14] ? 

Fa. u; = f (w) est l'ordonnée du point de € d'abscisse 
9, que l'on reporte sur l'axe des abscisses en utilisant 
la droite A. 

b. On procède en deux étapes: l'initialisation et l'hérédité. 

<. Avec la question précédente, là suite u est croissante 
et majorée, et donc convergente vers un réel {. 

En utilisant la formule de récurrence et l’unicité de la 

limite, on obtient une équation vérifiée par {. 



«209 Étudier la somme des premiers 
termes d'une suite 
On définit la suite u par : uy = 13 et, pour tout entier 

naturel n, u, ; ; = +un+ +, et la suite S sur N par: 

Sn = Uo+d+...+u,—-n—1. 

El a. Montrer que la suite v définie sur N parv,=u,-1 

est géométrique de raison 5- 

b. En déduire l'expression de u, en fonction de n. 

Quelle est la limite de la suite u ? 

El a. Déterminer le sens de variation de la suite S. 

b. Calculer 5, en fonction de n. 

c. Déterminer la limite 0 de la suite S. 

El a. On souhaite déterminer le rang N à partir duquel la 

distance entre S$, et { est inférieure à 107%. 

On propose pour cela l'algorithme ci-contre. 

Expliquer la démarche. 

| 
| 

b. Pour tout réel e > 0, on souhaite déterminer le rang N 

à partir duquel la distance entre $, et { est inférieure à e. 

Modifier l'algorithme précédent de façon à résoudre le 
problème. 

c. Programmer, puis déterminer les rangs N associés à : 

Léo: Lé=I0S. 

El a. On doit exprimer v, ,,= u,,— 1 et démontrer 
1 que Vi 41 = eV. 

. n 

b. Par la question précédente, v, = w En : 

Comme u, = v, + 1, on obtient l'expression de u,. 

On en déduit la limite de la suite u. 

Fa. On a:5,,,-$,=u,,,-— 1. On est ramené à 
l'étude du signe de cette différence. ? 

b. On utilise l'expression de u, et la formule pour q # 1: 
TE Ga +1 

1+q9+q +... Tv EURE 

BIS a 
Soit un nombre réel a tel que —1< a < 0. 

On considère la suite u depnie par Uo = 

entier naturel n, U, ; ; = U,? + U,. 

a, et pour tout 

EX Étudier la monotonie de la suite u. 

F1 a. Soit la fonction h définie sur R par h(x) = x? + x. 
Étudier le sens de variation de la fonction h sur KR. 
En déduire que: si x € ]-1;0[,alors h(x)e |-1;01. 
b. Montrer que pour tout entier n, on a: —1<u, < 0. 

El Étudier le comportement à l'infini de la suite u. 

El a. On souhaite déterminer le rang N à partir duquel la 

distance entre u, et 0 est strictement inférieure à 0,01. 
Compléter l'algorithme pour répondre au problème. 

c. On utilise l'expression obtenue à la question précé- 
dente. 

El a. La distance entre S, et l'est |S, — 0. 
La suite S étant croissante et convergente vers {, dès 

que [Sn —0[< 10%, alors pour tout n>N, on a : 
| Sn — 2 < 107. ; 
Il s'agit donc de calculer 5, de proche en proche tant. 

que|s, —0|>10. 
b. Il faut entrer le réel e et modifier la condition dans la 

boucle «Tant Que ». 

ce : uen hes C 

b. Pour tout réel 

e > 0, on souhaite 

déterminer le rang 

N (qui dépend de 

a) à partir duquel 

[u|<e. 

Modifier l'algorithme 

précédent de façon 

à résoudre le pro- 

blème. 

c. Programmer, puis 

déterminer les rangs 
N associés à : 

Lu=-05 ethe=107Ÿ; 

re (De ii. a =—0,2 et 
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On considère la suite w dont les termes vérifient, 

pour tout nombre entier n 2 1: 

=(n+1)w 1+1 et W=l. 

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de 

cette suite. 

El Détailler le calcul permettant d'obtenir wo. 

Question ouverte 

F1 Dans cette question toute trace de recherche, 
même incomplète, où ou d d initiative, , même n non fruc- 
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. “ 
Déterminer la nature de la suite w. Calculer w W201 D da 

Éc) Partie A - Question de cours 
On rappelle que la limite d'une suite u est + si pour tout 

réel À, il existe un rang N tel que pour tout entier n Z N, 

UE |A; + oo. 
Soient deux suites u et v telles que pour tout entier n, 

Un < Vn- 

On suppose que lim u, =+0. 
n— + oo 

Démontrer que lim v, =+0o. 
n— + oo 

Partie B 
On considère la suite u définie par : 

u, = letpourtoutne N,u,,:;= un+ ne2> 

El Calculer u,, u, et u:. 

F1 a. Démontrer que pour tout entier n > 4,u, > O. 

b. En déduire que pour tout entier naturel n > 5 : 

u, 2 n —3. 

c. En déduire la limite de la suite u. 

On définit la suite v pour tout n € N par: 

== 2un + 3n— 1. 

a. Démontrer que la suite v est une suite géométrique 

dont on donnera la raison et le premier terme. 

b. En déduire que pour tout n € N : 

25/1 ï 3 21 Un = |) +=n-——- ET DL er 
c. Retrouver par le calcul la limite de la suite u. 

Question CRETE 

IT la Suite éfinie 410 | Soit la: uite S défir pour out e NE 

US» D L 6 EE 

Vite terre ait 
RSS ia ct : M0" 

Dans cette de toute > trace de recherche, même 

incomplète, ou d’ initiative, même non fructueuse, 

sera prise ( en compte dans l'é l'é évaluation. Es 

| Étudier le comportement à l'infini de la suite ‘ ss 
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E Soit la fonction f définie sur ]— 2;+ | par: 

Ax—1 

ASE X: 12 

On considère la suite u définie par u, = 5 et pour tout 

entier naturel n, par u, 1 = f(u;). 

El a. Construire la courbe représentative € de la fonc- 

tion f'et la droite 3 d'équation y = x, puis construire les 

points d’abscisses 9, u, u et u, sur l'axe des abscisses. 

b. Quelles conjectures peut-on émettre sur le sens de 

variation et sur la convergence de la suite u ? 

Fa. Démontrer par récurrence que, pour tout entier 

naturel n, on au, 2 1. 

b. En déduire que la suite u est monotone. 

c. Déterminer la limite de la suite u. 

Dans cette question, on se propose d'étudier la suite 

u par une autre méthode, en déterminant une expres- 

sion de u, en fonction de n. 

Pour tout entier naturel n, on pose v, = = - É __ 

a. Démontrer que la suite v est arithmétique. 

b. Exprimer v,,, puis u,, en fonction de n. 

c. En déduire la limite de la suite u. 

STE Partie À - ROC 
On rappelle qu'une suite u converge vers un réel £ si pour 

tout intervalle ouvert I contenant 4 il existe un rang N tel 
que pour tout entier n z N,u,€ 1. 

Soit un réel { et une suite u croissante et convergeant 

vers {. > 

On veut démontrer que la suite u est majorée par 2. 

On raisonne par l'absurde, en supposant qu'il existe un 

rang n, tel que u,, > 0. 

a. Justifier que pour tout entier n > No, Un 2 Un, 

b. Justifier qu'il existe un rang N tel que pour tout entier 

nzN,uEl]î-t;u,. 

c. En déduire que la suite u est majorée par {. 

Partie B - Application 
On modélise le nombre u, de foyers français possédant 

un téléviseur à écran plat (en millions) en fonction de 

l'année 2005 + n par la suite u définie par, u, = 1 et 

pour tout entier n > 0: 

1 
U +3 —= 70 tr (20 Ds Un). 

El Soit la fonction / définie sur [0 ; 20] par: 

109) = 65x20 -x). 
a. Étudier les variations de f sur [0 ; 20]. 

b. En déduire que pour tout x€[0;10], f(x) e[0;10|]. 

Montrer par récurrence que pour tout ne N,ona: 
D SUS u% AO 



El Montrer que la suite u est convergente et déterminer 

sa limite. 

ElLe nombre de foyers français possédant un télévi- 

seur à écran plat pourra-t-il dépasser 10 millions de per- 

sonnes selon la modélisation ? 

EC CID partie a 
Voici quatre propositions : 

P, : « Pour tout entier n, 4 > 4n + 1»; 

P; : « Pour tout entier n, 4° < 4n + 1»; 

P; : « Il existe un entier n tel que 4” < 4n + 1»; 
P, : «Il existe un unique entier n tel que 4° < 4n + 1». 

El Pour chacune d'elles, dire si elle est vraie ou fausse. 

El L'une des trois autres est la négation de la propriété 

P.. Laquelle ? 

Partie B 

El Soit un entier p >1 
a. Développer et réduire 4(p + 1) + 1 — 4(4p + 1). 

b. En déduire l'inégalité 4(4p + 1) > 4(p + 1)+ 1. 

rathématique. 

Question ouverte 

El Dans cette question, toute trace de recherche, 

| même incomplète, ou d'i initiative non fructueuse, 

sera prise en compte dans l'évaluation. RCE 
Pour quelles valeurs ‘del'entier n, a-t-on l'inégalité : 
AA dal d de US. 

# 

[90! On considère la fonction f définie sur 1={[0;1] 
_ 3x+2 

HE ar 
La suite u est définie par u, = 0 et pour tout entier 

naturel n, u, ;1 = f (un). 

par : 

On se propose d'étudier la suite u par deux méthodes 

différentes. 

El Étudier les variations de f et en déduire que, pour 

tout réel x élément deI, f(x) appartient à I. 

El Montrer que, pour tout entier n, u, appartient à I. 

El Première méthode 
a. Représenter graphiquement la fonction f dans un 

repère orthonormé d'unité graphique 10 cm. 

b. En utilisant le graphique précédent, placer les points 

Ao; À A2 et À; d'ordonnée nulle et d'abscisses respec- 

tives Uo, U, U) et U3. 

Que suggère le graphique concernant le sens de varia- 

tion et la convergence de la suite u ? 
(1 —u,)(un + 2) 

UF 4 

déduire le sens de variation de la suite u. 

eten c. Établir la relation u, ,,—u, = 

d. Démontrer que la suite u est convergente et détermi- 

ner sa limite. 

El Deuxième méthode 
On considère la suite v définie sur N par : 

+ un — 1 

ATEN 

a. Prouver que la suite v est une suite géométrique de 
: 2 raison —-. 

5 

b. Calculer v, et exprimer v, en fonction de n. 

c. Exprimer u, en fonction de v,, puis en fonction de n. 
d. En déduire la convergence de la suite u et la valeur 

de sa limite. 

100 Laueo 
Partie A - On considère l'algorithme ci-dessous : 

'ALGO , 
Variables : 

n,i:entiers ; u,S:réels 

Début : 

Entrer (n) ; 

u=1;S—1;i-0; 

TantQue i < n Faire 

u—2Uu+1—i; 

SES ui El: i 

FinTantQue ; | 

k 

F 

RASE PINTRST PETER PRNR PERS PEN EN 

Afficher (u ; S) ; 

Fin. 

El justifier que pour n = 3, l'affichage est 11 pour u et 

21 pour S. 

2) ROUTE et SERIES: le tableau suivant : 

Partie B — Soit la suite u définie sur N par u, = 1 et pour 

tout entier n, U,,1 = 2u, + 1 — net la suite S définie sur 

N par: 
Sh = U FU +... FU. 

EX Pour un entier n donné, que représentent les valeurs 

affichées par l'algorithme de la partie A ? 

Fa. Recopier et compléter le tableau ci-dessous. Quelle 

conjecture peut-on faire à partir des résultats du tableau ? 

b. Démontrer que pour tout entier n,u, = 2"+n. 

El En déduire l'expression de $, en fonction de n. 
Vérifier le résultat obtenu dans la partie A pour n = 5. 
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Loi! E] Partie À - ROC 
Soit un réel q. 

Pré-requis : si q >1, alors lim q”=+0. 
n— +00 

Démontrer que si 0 < q <1, alors " lim qg= 0: 

Partie B 
Soit la suite u définie par u, = 5 000 et pour tout entier 

naturel n, u, ; ; = 0,8u, + 1500, et l'algorithme ci-dessous. 

ALGO 
© Variables: 

n,i:entiers ;u: réel: 
Début 

Entrer (n); 

u—5000; | 
_ Pouriallant de 1 à n 
FinPour ; ho 

“Afficher (0) © 

ireu—O8u; 

El a. Faire fonctionner l'algorithme pour n =5 (on 

arrondira l'affichage final au centième). 

b. Modifier l'algorithme de façon qu'il affiche en sortie 

le terme u,. 

c. Après avoir programmé l'algorithme, on a obtenu les 

valeurs suivantes arrondies au centième : 

70 | 10 | 50 | 100 | 500 | 1000 

Conjecturer le sens de variation et le comportement à 

l'infini de la suite u. 

El a. Déterminer la nature de la suite v définie sur N par: 

Vh— Un 7 500. 

b. En déduire l'expression de u, en fonction de n. 

Question ouverte 

: El Dans cette @ question, toute trace de recherche, 
même e incomp ète, ou d'initiative non f fructueuse, 

l | serapi a prise en compte dans l'évaluation. NN SR 

E] a. On souhaite déterminer le rang N tel que pour tout 

entier n z N, la distance entre u, et 7 500 est stricte- 
ment inférieure à 0,1. Justifier que l'algorithme ci-des- 
sous permet de résoudre le problème. ARE 

Variables: None 
_ N:entier;u — réel ; 

. Début 

N-O;u-— - 5 000: ë 

TantQue 7 500 — u > 

u —0, 8u +1 500; | 
FinTantQue 

Afficher (N) ; 

2 0,1 FaieN=N+1; 

Fin. 
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b. Pour tout réel e > 0, on souhaite déterminer le rang N 

à partir duquel |7 500 — u, Ie: 
Modifier l'algorithme précédent de façon à résoudre le 

problème. 

c. À l’aide de la calculatrice, déterminer les rangs N 

associés à : 
Peu ii. e = 0,1. 

102) On considère la suite u définie par u, = 1 et pour 
2 tout entier naturel n, u, ,; = 2u, — --u,*. À 

El à. Représenter graphiquement les fonctions : 

X+H> 2x— Lx et x xsur l'intervalle [0 ; 4]. 

b. Utiliser ces représentations graphiques pour visuali- 

ser la suite u. 

c. Quelles conjectures peut-on émettre sur les variations 

et la convergence de la suite u ? 

F1 Si la suite u converge, quelles sont ses limites pos- 

sibles ? 

El Démontrer que pour tout entier n, 0 <u, < 4. 

En déduire que la suite u est croissante. 

EI Démontrer que la suite u converge et déterminer sa 

limite. 

LE Partie A - Question de cours 

HT: Une suite u est majorée s'il existe un réel M tel 

que pour tout entier naturel n, u, < M. 

Soit une suite u croissante et non majorée. 

Il s’agit de démontrer que lim u, = +0. 
n re 

EX Écrire la définition d’une suite non majorée. 

F1 Soit un réel M. 
On suppose qu'il existe un entier n, tel que u,, > M. 

a. Démontrer que pour tout entier n > no, u, > M. 

b. Quelles conséquences peut-on en tirer pour la suite u ? 

E1 Conclure. 

Partie B On considère la suite u définie sur N par : 

us = 1 et pour tout entier n, U, ; = Un + —. 
n 

El Démontrer que pour tout entier n, u, > 1. 

El Étudier les variations de la suite u. 

El On suppose que la suite u est majorée. 

a. Montrer que la suite u converge. 

b. Montrer que la limite { de la suite u est solution de 
l'équation : 

x=x+ 
x 

E] Déterminer la limite de la suite u. 



On considère la suite u définie par : uj = 0, u = 1 

et pour tout entier n 2 0,u,,2= unit + Un et les 

suites v et w définies pour tout entier naturel n par : 
dr. 2 

Vn = Unyi— Un et Wn=Unsi+ ET 

El Démontrer que la suite v est une suite géométrique 

dont on donnera le premier terme et la raison. 

El Quelle est la nature de la suite w ? 

El En déduire l'expression de w, en fonction de n. 

E1 La suite u converge-t-elle ? 

CD vrai ou faux ? 
On considère une suite u positive et la suite v définie 

te. as 
1+u,. 

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

El Pour tout entier naturel n, 0 < v,, < 1. 

sur N par: = 

El Si la suite u est convergente, alors la suite v est conver- 

gente. 

El Si la suite u est croissante, alors la suite v'est croissante. 

E] Si la suite v est convergente, alors la suite u est conver- 

gente. 

Badiel3 Travailler sur 

les hypothèses des théorèmes 
Soit une suite u. On considère les propriétés suivantes : 

— P, : «la suite u est majorée » ; 

— P, : «la suite u n'est pas majorée » ; 

— P;, : « la suite u converge » ; 
— P, : «la suite u tend vers + »; 

— P, : «la suite u est croissante ». 

El Donner la traduction mathématique de la propriété P.. 

ESi P, et P, sont vraies, que peut-on conclure pour la 

suite u (on ne demande pas de justifier) ? 

El Si P, et P, sont vraies, que peut-on conclure pour la 

suite u (on ne demande pas de justifier) ? 

E] Une suite vérifiant la propriété P, vérifie-t-elle néces- 

sairement la propriété P, (justifier la réponse) ? 

CD sot la suite u définie pour tout entier 

n 2 2 par: 

un = (1 ES =+)x.x( nl 

El à. Construire un algorithme qui permette de calculer 

u, pour tout entier n. 

b. Programmer, puis, en utilisant le programme, conjec- 

turer le sens de variation et le comportement à l'infini 

de la suite u. 

El a. Démontrer que pour tout entier n > 2 on a: 
n(n +2) 

u sr Cr n+1 (n + 1Ÿ n 

b. Démontrer que tout entier n Zz2:u, = n+1 
2n 

Prouver les conjectures émises à la question EE b. 

Los! Série harmonique 
On définit la suite u pour tout entier n non nul par: 

1 1 1 
Del t. no rt 

El En utilisant un tableur, déterminer le plus petit entier 

m tel que u,, > 5. 

El Démontrer que la suite u est croissante. 

El Comparer pour tout entier n non nul et tout entier 

naturel i inférieur à 2”, les fractions 1 et 1 
DANS 

ElOn considère la suite S définie par S, = 1 + et 

pour tout entier n non nul : 

= 1 dE 1 roc ar Es 

2 Erae2 +2 22 
a. En utilisant le nombre de termes de la somme 5,, 

montrer que pour tout n E N, S, > + 

b. Pour n > 1, exprimer la somme S, + S, + .. +5, en 

fonction d’un terme de la suite u. 

n 

c. En utilisant les résultats des questions précédentes, 

déterminer une expression dépendant de l'entier n qui 

minore u}n+1. La suite u est-elle majorée ? 

El Quelle est la limite de la suite u ? 

verre LR Feet 

Los! Puissance et factorielle 
Soit un réel x Z 0 et un entier k > x. 

a. Montrer par récurrence que pour tout entier n > k: 

Rte 
RER 

b. En déduire que pour tout entier n > k : 

x" x \ kk 

(pe 
x" 

c. Montrer que lim -=—— = 0. 
n—+o Nl 
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Encore des factorielles 
On considère la suite u définie pour tout entier n 21 

n! par: CRE 
n° 

El Calculer les valeurs de u, pour ne {1,2,3,5,10}. 

Que remarque-t-on ? 
NA 

F1 a. Sachant que pour tout entier net toùt réel, on a : 

(+xÿ 21+nx, A7 
montrer que pour tout entier n 2 1,ona: 

u 
1202. 

u; +1 

b. En déduire le sens de variation de la suite u. 

u u u u 
El a. En remarquant que 1 —=-1x-2X...x—"1, 

Uo üo . U Un-1 

démontrer que pour tout entier n > 1,u,< Sr 

b. Quelle est la limite de la suite u ? 

LE LS EF) Modélisation : étude des flux 
de populations 
On étudie les flux de population entre trois zones géo- 

graphiques : une ville notée À, une zone périphérique 

notée B et une zone rurale notée C. 

Pour modéliser la situation, on suppose que : 

D La population totale des trois zones reste constante. 

D Chaque année la zone A perd 10 % de sa population, 

mais accueille 10 % de la population de la zone B et 1 % 

de la population de la zone C. 

D Chaque année la zone B perd 10 % de sa population, 

mais accueille 10 % de la population de la zone A et 1 % 

de la population de la zone C. 

D Chaque année la zone C perd 2 % de sa population. 

Au 1er janvier 2012, la zone À comptait 5 000 habitants, la 

zone B en comptait 2 000 et la zone C en comptait 4 000. 

Pour tout entier naturel n, on désigne par a,, b, et c, les 

nombres d'habitants respectifs des zones À, B et C au 

1er janvier de l'année 2012 + n. 

Pour l'étude mathématique, on considérera que les 

nombres a,, b, et c, peuvent ne pas être entiers. 

El à. Représenter graphiquement, à l'aide du tableur 

ou d’une calculatrice, les suites a, b et c. 

b. Conjecturer le sens de variation et la convergence des 

suites a, bet c. 

c. Pour tout entier naturel n, on pose d, = a, — b,. 
Conjecturer la nature de la suite d. 

F1 a. Déterminer l'expression de c, et de d, en fonction 

de n. 

b. En déduire l'expression de a, et de b,, en fonction de n. 

c. Déterminer les limites des suites a, bet c. 

Interpréter les résultats. 
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[rr2 | 4 Que reste-t-il ? 
Pour un réel a > 0, on considère un triangle ABC isocèle 

rectangle en B tel que BA = BC = a. 

On réalise les constructions suivantes : 

Étape 1 : On divise ce triangle en quatre triangles iso- 

cèles rectangles obtenus en joignant les milieux des 

côtés et on numérote « 1 » le triangle central. 

Étape 2 : Chacun des trois triangles non numérotés 

est alors divisé comme précédemment en quatre 

triangles isocèles rectangles obtenus et on numérote 

« 2 » les triangles centraux comme précédemment. Il y a 

donc trois triangles numérotés « 2 ». 

On continue le procédé. 

Après trois étapes, on obtient la figure ci-contre conte- C 

nant un triangle numéroté « 1 », trois triangles 

numérotés « 2 » et neuf triangles numérotés 

«3». 

A B 

On se demande si le triangle ABC sera complètement 

recouvert par des triangles numérotés si l’on conti- 

nue indéfiniment la construction. 

Pour tout entier n 2 1, on note: è 

D m, le nombre de triangles numérotés n ; 

» a, l'aire d'un triangle numéroté n ; 

D u, l'aire totale des triangles numérotés de 1 à n après 

n étapes. 

El Montrer que pour tout entier n non nul: 
1 

Ma+1= 3Mn et Anr1= ar: 

El À l’aide d’un tableur, calculer les premiers termes de 

la suite u. 

Quelles conjectures peut-on faire ? 

El interpréter géométriquement u, , ; — u,. 
Et démontrer que pour tout entier n > 1: 

me a? 
RE UE 

El En « additionnant » les égalités : 
LR Pa re D = + X=EX——; 2HA NU AUS 4 1002 
1 3 J a? 

= Uk X(=—) x; 

exprimer u, en fonction de n. 

El Conciure. 



Pour info 
Lorsque le triangle ABC est équilatéral, la figure obtenue 

s'appelle triangle de Sierpiñski (1882-1969). 

L'élément de départ est un triangle 
plein. Le triangle de Sierpiñski est un 

objet fractal. à 

qe À : : 
AAÀAÀAAAAAÀ 

UÉL Refroidissement d'un système 
Une machine est refroidie par un circuit de 20 L d'eau. 

Dès que la température de l'eau atteint 80°C, le circuit 

est rafraîchi en continu et en de multiples points, avec 

un débit de 2 L/s par un courant d'eau à 16°. 

Ainsi il rentre autant d'eau qu'il en sort, le volume d'eau 

est donc constant et égal à 20 litres, et la température 

est en tout point homogène. 

Par ailleurs, on admet que si on mélange x, litres d'eau 

à la température t, et x, litres à la température t;, on 

Xiti + Xb 
X+X 

On considère que, pendant le rafraîchissement, l'apport 

de chaleur dû à la machine est négligeable. 
Le rafraîchissement s'arrête lorsque la température du 

circuit est revenue à 40° C. 

On cherche à trouver le temps nécessaire pour 

atteindre cette température de 40° C. 

Pour tout entier n, on appelle T, la température du sys- 

tème, n secondes après que la température de 60° C ait 

été atteinte. 

obtient x, + x, litres à la température 

EÏ à. Montrer que pour tout entier naturel n: 

F-14116 0,97;.- 

b. Construire un algorithme permettant de résoudre le 

problème, puis le mettre en œuvre. 

= Voir les Outils pour.l’algorithmique. 

El Pour tout entier naturel n, on pose U, = T, — 16 
Montrer que la suite U est géométrique. 

El Exprimer U, et T, en fonction de n et répondre à la 

question posée. 
Comparer avec le résultat obtenu à la question El b. 

RENDENT 

ETES DER EPA TENTE SEE 

RETIRE 

Era 
A EEE DE DRE RE ETS 

mm Signe d'une suite convergente 
El Soit une suite u convergeant vers 1. 
Démontrer que la suite u est strictement positive à partir 

d'un certain rang. 

F1 Soit une suite v convergeant vers un réel { > O. 

Démontrer que la suite v'est strictement positive à partir 

d'un certain rang. 

Nombre de Copelaud-Erdôs 
On considère la suite u telle que : 

Du, = 0,2 ; u, = 0,23 : u3 = 0,235: 
D de façon générale u, s'écrit O virgule, suivi de la suite 

des n premiers entiers premiers. 

El Écrire u, et us. 

El Démontrer que la suite u 

est convergente. 
Sa limite est appelée la 

constante de Copelaud- 

Erdôs. 

Paul Erdôs (1913-1996), 

mathématicien hongrois. 

ä On considère la suite u définie sur N* Re = 

= — 100 et pour tout entier n 2 1, u,,; 1 = Lu IF 

Étudier le sens de variation et la çonvergence ane 

de la suite u. 

Que d'impairs ! 
On considère la suite u telle que : 

1 ls 1+3+5 
SEC LPS 7+9+11 TE EN = 

et ainsi de suite. 

La suite u converge-t-elle ? 

Suite arithmétique cachée 
On considère la suite u définie par : u, = 1 et pour tout 

nu, + 4 
entier n > 

n+1 
1 Un41= 

Démontrer que la suite u converge et déterminer sa 

limite. 
SIRET RTE SERA UE 
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Revoir les outils de base 

LEE Sens de variation d'une suite 
Parmi les suites suivantes dont on donne la définition 

sur N\, indiquer celles qui sont croissantes. 

a. Un = 7n 3; b.u,=n?+3n+1; 
1\ 

CHR Èn 5 

Déterminer une formule de 
récurrence 
Pour tout entier n > 3, on désigne par u, le nombre de 

diagonales d'un polygone convexe ayant n côtés. 

Répondre par vrai ou faux en justifiant. 

a. u; = 6 et u6 = 10. 

b. Pourtoutentiern>3,onau,,;;=u,+n—1. 

c. La suite u est une suite arithmétique de raison n — 1. 

n(n — 3) 
T5 pris 

d. Un+1 = Un + 1 et Up = 4. 

d. Pour tout entier n>3,ona:u, = 

Faire un dessin et réfléchir au nombre de 

diagonales à ajouter si on ajoute un sommet au polygone 

dessiné. 

Les savoir-faire du chapitre 

Mener un raisonnement par récurrence 
PTE TEE PEL TETE ETES EEE ETES CITES TELLE ECC ETES LITTLE CEE CIEL EL ECE LC CEL EEE EC TELE TEE ELEC EETE 

121 | Démontrer par récurrence que la suite u définie sur 

N par Uo = 2 et pour tout entier n, u, , 1 = 100u, — 63 
11 

est stationnaire (c'est-à-dire constante). 

} Si la suite est stationnaire, alors tous les termes doivent 

être égaux à LE k 
i l 
1 Il s'agit de moñtrer la propriété P, :«u, = + ». ; 

RENE IRORIPRIERTENENERN RCE 

4 Suite bornée 
On considère la suite u définie par u, = 1 et pour tout 

entier n, U,41= Au, +5. 

Démontrer que pour la suite u est bornée. 

Méthode æn 
: Représenter graphiquement la suite u et conjecturer 

un minorant et un majorant de celle-ci, puis démontrer 

par récurrence. 
D D So ee 

4 ae re ee 

rm nee meme 

| 
i 
2 : 
: 
i 

D AE che 

46. CHAPITRE Suites numériques 

Étudier le comportement à l'infini 
d'une suite 
PRET PTT II TI TETE TI TITLE TITI LI TEE EEE EE LEE ELEC ELEC ECECEEE CCE EE EEE EEE CE EECEEECEECEEEEEEUEEE ES 

EX] Opérations … ou indétermination 
Déterminer la limite de chacune des suites u, v,wet t 
dont on donne les termes généraux. 

a La ten ner ei ne nié en 3n ‘ 

c. UT 2 ; detre, 
nat 

Méthode 

} D Exprimer la suite comme une somme, un produit ou 

. un quotient de deux suites de référence 

: D Sion ne peut pas conclure directement, factoriser ê 
1 É 

parle terme prépondérant. Ë 
A DD PEER EE RE RE 

DS À 3 D D m É  R+ 

sen 

21 Suite auxiliaire 
Soit la suite u définie par u, = 0 et pour tout entier n: 

1 Una1= > Vunt 12. 

El À l’aide d'un tableur ou d’une calculatrice, conjectu- 

rer le comportement à l'infini de la suite u. 

F1 Montrer que la suite v définie sur N par: v, = u,? — 4 

est géométrique. à 

El En déduire la limite de la suite v, puis celle de la suite u. 

Déterminer une limite par comparaison 

LE] Vrai ou faux ? 
Soit la suite u définie pour tout entier n > 1 par: 

1 
u,=n— es 

E La suite u est croissante. FA La suite u est majorée. 

E] La suite u converge vers 0. EX lim u, =+0. 
n— +oo 

LE} Vrai ou faux ? 
Soient trois suites u, v et w telles que pour tout entier n 

non nul : 

2n- 4 2n? ESS, WT RS et Un <V, <Wh. 
n 

Alors : 

EI lim w,= 0. Æ lim v,=2. 
n— +00 n— +0 

E x lim WU =2. E1 La suïte v n'a pas de limite. 
—# O0 

HIS Vérifier les hypothèses du théorème des 
gendarmes! 
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Nombre d'or et suite de Fibonacci 
Partie À - Extrême et moyenne raisons 

« Une droite est dite coupée en extrême et moyenne rai- 

sons quand, comme elle est toute entière relativement au 

plus grand segment, ainsi est le plus grand relativement 
au plus petit. » 

Euclide, Éléments, livre VI, 3e définition. 

Pour Euclide, « droite » signifie « segment ». 

El Soient trois points A,BetC. A 1 e B 
On pose AB = x. CRE Ten 

Démontrer que si le point C * 

partage le segment | AB] en moyenne et extrême raison, 
alors x vérifie l'équation x? — x — 1 = O. 

El Résoudre cette équation. La solution positive, notée 

, est appelée « nombre d'or ». 

El Vérifier que @ = 1 + ee 

Partie B - Les rapports des nombres de Fibonacci 

Les nombres de Fibonacci sont définis par : a = 1, 

a = 1, et pour tout entier naturel n, 4, , 2 = @,41+ @. 

El Démontrer que pour tout entier naturel n, a, > 1. 

dn+1 On pose pour tout entier naturel n, u, = à 
n 

F1 Démontrer que la suite u est telle que : u, = 1et pour 

tout entier naturel n,u,, = 1 + six 
U; 

El Démontrer que si la suite u converge, alors elle 

converge vers le nombre d'or +. 

E] a. Démontrer que pour tout entier naturel n : 
®—u 

LU L pRrTe 

n 

En déduire que |u,,,—@|< = Un — P|. 

b. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 
1 n 

VA el<( E [1 |. 

c. En déduire que la suite u converge vers ®. 

Méthode de Héron 
Voici l'algorithme de Héron d'Alexandrie : 

En itérant le procédé, les rectangles ainsi construits se 

rapprochent d’un carré d'aire 2, donc de côté 2. 

En termes modernes, cet algorithme de calcul approché 

de Y2 utilise la suite u définie sur N par : 
1 ? 

NUE —— = ue H n qe) et u= A, 

où { est un réel strictement positif. 

El À l'aide de la courbe représentative de la fonction 

X+ È “le a vérifier graphiquement que la suite u 

semble converger. 

Montrer pour tout entier n > 1,u, > V2. 

Montrer que la suite u est décroissante ; conclure quant 

à la convergence de la suite u. On déterminera sa limite. 

E] a. Montrer que pour tout entier n : 
1 D 2 

— Ste SUR : Un+3 V2 pa (un V2) > (un V2) 

b. Montrer par récurrence que pour tout entier n > 1: 
2n 

u-v2<(5) (ds =Y2Y 
c. On choisit ici { — 2. Au bout de combien d'itérations 
sera-t-on sûr que u, est une valeur approchée de D 

10 ? près ? re 

a CZ ALGO ; 
a. Pour toute pré- 

cision e > 0, on 

souhaite connaître 

le nombre d'inte- 

ractions pour lequel 

on est sûr que 

u, est une valeur 

approchée de Ÿ2 à 

e près. On propose 

l'algorithme ci- 

contre. . ess 

Justifier qu'il permet de résoudre le problème. 

b. Programmer l'algorithme , pufs l'exécuter pour : 

i.0—=10 et e = 10 *; 
ii. (= 50 et e = 10 *. 
€. Commenter les résultats obtenus. 

Héron d'Alexandrie 

(ler siècle apr. J.-C.), 

mathématicien grec 

commentateur d'Euclide, 

fut l’un des premiers 

à mettre l'accent 

sur l'idée fructueuse 

d'approximations 

successives. 
Tablette babylonienne Ybc 7289 

qui donne une valeur approchée de V2 : 

1,41421296. 
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pes Méthode de Newton 
A. Étude d’un exemple le 

On considère la fonction f 

définie sur [1;+ œ| par: 

AE 
et # sa courbe représenta- 

tive donnée ci-contre. 

On pose Xi = 1. 

EX Soit 7, la tangente à 4 
au point A(1; f(1)). 
Démontrer que 7, coupe l'axe des abscisses au point de 

coordonnées( 7 ; 0) . On pose x = +. 

El Soit 7, la tangente à % au point A,(x; f(x)). 
T;, coupe l'axe des abscisses au point de coordonnées 

(2 ; 0). Calculer x;. 

El On poursuit la construction : pour tout entier n > 3, 

on appelle 7, la tangente à 4 au point d'abscisse x,_; 

et x,, l'abscisse du point d'intersection de T, et de l'axe 

des abscisses. 

a. Exprimer x, , , en fonction de x, pour tout entier n. 

b. En déduire que la suite x converge vers la solution 

strictement positive de l'équation f(x) = 0. 

Meleeielllletig) La méthode mise en œuvre ici s'appelle 
la méthode de Newton; elle permet de résoudre de 

façon approchée l'équation f(x) = 0 (Dans ce premier 

exemple, une résolution approchée est inutile !). 

B. Appliquer à un autre exemple 
Montrer que la méthode de Newton appliquée à la réso- 

lution de l'équation x? — 3 = 0 sur [0;+{[ conduit 
par exemple à l'étude de la suite v définie par : = 3 et 

pour tout entier n: à 
1 à 

Vis = 3 nie al 

Démontrer que la suite v converge vers v 3. 

En déduire les cinq premières approximations ration- 

nelles de Y 3 fournies par la suite v. 

LHAUTICUTS De façon analogue, si on applique la méthode 

de Newton à la résolution de x? — 2 = O, on retrouve l’al- 

gorithme de Héron pour approcher 2 (voir l'exercice 128). 

Approfondissement 

EM En dynamique de population : modèle 
de Verhulst 
Thomas Malthus (1766-1834) est un économiste britan- 

nique du xixe siècle. 
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Pour Malthus, sur une période prise pour unité de 

temps la population est modélisée par une suite géo- 

métrique : P, ; 1 = À P,. Dans ce cas l'accroissement rela- 

tif de la population par unité de temps est constant : 

P (ne Jonas P n 

n 

Pierre-François Verhulst (1804-1849) est un mathé- 

maticien belge, contemporain de Thomas Malthus. Il 

considère que, si la population peut se développer sans 

contrainte conformément au modèle de Malthus pen- 

dant une courte période d’« explosion démographique », 

les ressources n'étant pas inépuisables, la croissance de 

la population sera ensuite freinée et limitée. Il faut donc 

introduire un facteur de freinage. 

Le modèle logistique repose donc sur l'hypothèse sui- 

vante énoncée par Verhulst : l'accroissement relatif de 

la population par unité de temps est une fonction 

affine décroissante de la population, c'est-à-dire pour. 

tout entier n: 
ALT ( n Re ) 
n 

où K est la population maximale admise. 

On remplace alors la suite P par une suite qui lui est pro- 

portionnelle. 

On pose pour tout entier n: x, = 

— À — 1; la constante est notée a. 

Pi+1 

a 12 
at I ik 

El Démontrer que la suite x est définie pour tout entier 

n par: Xn41= kx;(1 — x,) appelée équation logistique 

avec k = 1 + a, et que pour tout entier n, 0 < x, < 1. 

El Comportement de la suite x 
a. Démontrer que les seules limites possibles de la suite 

k—1 PE 

b. Démontrer que si k < 1, alors la suite x converge vers 0. 

c. Démontrer que si 1< k <2, alors la suite x converge 
k—1 FE 

HTC Si 2 <k<3, on montre que la suite x converge 

xsont0et 

vers 

«très lentement » vers 
k 

Si k dépasse 3, on n'observe plus de convergence, sauf si la 
k—1 

). suite est stationnaire (par exemple si x, est égal à k 

QU Dans les arts : règle des deux tiers et 
carrelage en perspective centrale 
Pour dessiner un carrelage, on met en place le point de 

fuite F sur la ligne d'horizon et on décide de dessiner 
une première rangée de carreaux comme sur la figure 
ci-après à une distance a de la droite (AB). 
Comment ensuite déterminer la largeur de la deuxième 

rangée de carreaux, puis la largeur de la troisième, et 
ainsi de suite pour que l'effet visuel produit soit réussi ? 



Leon Battista Alberti (1404-1472), écrivain et architecte de 

la Renaissance, a élaboré une théorie de la perspective géo- 

métrique dans les arts. || rapporta que certains peintres pre- 

naient pour largeur de la deuxième rangée les deux tiers de 

la largeur de la première, et pour largeur de la troisième les 

deux tiers de la largeur de la deuxième, et ainsi de suite. 
F 

Ligne d'horizon 

A B C D E 

El Pour tout entier n > 1, calculer la somme 5, des lar- 

geurs des n premières rangées de carreaux. 

El Déterminer la limite de la suite S. 
Qu'en déduire quant à la validité du procédé ? 

MECS Ambrogio Lorenzetti (1290-1348) utilisait 

en 1344 cette règle des deux tiers. Malheureusement, 

en appliquant la règle des deux tiers, on montre que les 

diagonales des carrés ne sont pas sur une même droite. 

Ambrogio Lorenzetti, 

L’'Annonciation, 1344, 

peinture à fond d'or 

sur bois, 

122x 117,5 cm. 

À la Renaissance Leon Battista Alberti a donné une 

construction pour corriger ces défauts : 
F F’ 

Ligne d'horizon 

Vers le Supérieur 

On considère la suite u définie par u, = 8 et pour 

tout entier n, u,,1= 3u, — 5. 
Démontrer que pour tout entier n, u, 2 » Xe 

En déduire la limite de la suite u. 

LEE} EI Démontrer que la suite u définie pour tout 

entier n > 1 par u, = + est une suite de Cauchy. 

On dit qu'une suite u est une suite 

de Cauchy si pour tout € > 0, les distances 

entre deux termes | u,, — u, | sont 

inférieures à € à partir d'un certain rang, 

c'est-à-dire qu'il existe un rang n, tel 

que pour tous entiers m 2 no etn 2 No, 

on a [Un — Un] <E. 

Augustin Cauchy (1789-1857). 

alors elle est de Cauchy. 
Soit une suite u convergente vers un réel {. 

a. En écrivant que u, —u, = Un — { + 0 — u,, justifier 

que pour tous entiers naturels m et n: 

lu us ]|us 4e 

Expliquer pourquoi à partir d'un certain rang no, on a 

pour tout entier naturel n 2 no: | u, — | < ar 

b. En déduire que la suite u est de Cauchy. 

MMS La réciproque est vraie dans R : toute suite de 

Cauchy dans R est convergente. 

LEZ Vrai ou faux ? (ESSIE 2009) 
Soit deux suites u et v vérifiant pour tout n € N : 

0 <u, < Vn < 2U,. 

a. Si pour tout entier naturel n, 0<u,<1, alors 

la suite u converge. 
b. Si pour tout, neN, 0<u,<1 alors la suite v 

converge. 
c. Si la suite u converge, alors la'suite v converge. 

d.Si lim u, =+o,alors lim v, =+0o. 
n— +00 n— + oo 

e. Si la suite u ne converge pas, alors la suite v ne 

converge pas. 

KA] Découvrir le nombre e 
On considère la suite u définie pour tout entier n non 

nul par : 
1 1 1 

ol VE TE TIR CE A 1e 

El Démontrer que pour tout entier k > 1,k > 2-1. 

El Démontrer que pour tout entier naturel n : 
L 1 1 

un <] Éd ordre: Mn jn=T* 

En déduire que la suite u est majorée par 3. 

E] La suite u est-elle convergente ? 
« 
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Limites 

Partir d’un bon al 1 EL CO EI 

(A } Revoir les suites 
QCM Déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 4 

El Parmi les suites u définies 
ci-contre sur N, lesquelles 
convergent vers 2 ? 

F1 La suite v définie sur N par 
Dal Les à pk AN 

AN es admet pour limite : 
a. | b. + co 

EA Parmi les suites w définies 
ci-contre sur N, indiquer celles 

qui sont majorées. 

E La suite t définie sur N par : 

a.est minorée | b.est majorée c. converge b = 1 

tn+1 7 fn = 03t; 

7 Comparaisons et graphiques 
Vrai ou faux ? 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses 

ET Pour tout réel x, si x < — 100, alors x? > 1000 (figure @). 

F1 Soit deux réels À > 0 et x Z O.Si ei +>A 
(figure @). 

El Soit f :xr-> x + 2cosx. La courbe représentative ‘€, de la fonction f est comprise entre les 

droites d'équations y=x—-2ety =x+2. 

ElSoitg:x > 1 + . La courbe représentative €, de la fonction g est toujours au-dessus de 
2 

XD? 

la droite d'équation y = 1. 

27 Lire un graphique 
Vrai ou faux ? 
On donne ci-contre la courbe € représentant une fonction f 

dérivable sur [— 4 ; 4], avec ses tangentes parallèles à l'axe des 
abscisses. 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

, ee Tr 1 ii —- 
Î : | 

EX — 3 admet 4 pour antécédent par f. 

FA La fonction f’ est négative sur [-3;0]. 

El L'équation f(x) = —1 admet trois solutions sur [—4 ; 4]. | | | Î 
+ ——7— à — 

E 11 existe au moins un réel k de [1; 4] tei que l'équation f(x) = k admet une seule solution. 
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et fonctions continues 

« L'infini désigne # 4 LR _æ “ MR 
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Les notions de « limite » et de « conti- 
_nuité » trouvent de nombreuses appli- 

cations dans l'étude de phénomènes 

dépendant du temps avec la notion 

d’« asymptote », comme la charge 

et la décharge d'un condensateur, la 

désintégration d'atomes radioactifs. 

Le débat sur « l'existence » de l'infini 

reste toutefois ouvert. On estime 

aujourd’hui que le nombre d'atomes 

_dans l'univers visible est de l'ordre 
: l'infini n'est, pour certains, 

qu une invention de | esprit humain... 
ARE A A TEE 
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27722 À Droites passant par un point 
Dans un repère orthonormé d'origine O, on considère le point A(2 ; 1) et un point 

M(x ; 0) avec x > 2. La droite (AM) coupe l'axe des ordonnées en N. 
Les points P et Q sont les projetés orthogonaux du point À respectivement sur 

l'axe des abscisses et des ordonnées. 

El À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique 

a. Construire les points A, P, Q, Met N, et faire afficher la longueur ON et l'aire de ANQ. 

b. Lorsque l'abscisse x du point M devient « très grande », que peut-on dire du ON =2 

point N ? de l'aire de ANQ ? Aire(ANQ) = 1 
c. Lorsque l'abscisse x du point M devient « très proche » de 2, que peut-on dire du 

point M? du point N ? de l'aire de ANQ ? 

El Pour tout réel x > 2, on pose f(x) = ON. 
x 

X 20 

b. Traduire par une phrase utilisant xet f(x) les conjectures du Eb. 

a. Démontrer que f(x) = 

El a. Démontrer que, pour tout réel x > 2, l'aire du triangle ANQ, notée g(x), est 

égale à : > 
9 X 2 

b. Traduire par une phrase utilisant x et g(x) les conjectures du EI b. Voir la fiche Geogebra. 

LEP) Notion d'asymptote horizontale 
2 

On considère la fonction f définie sur R par: f(x) = 2 : : 

On note 6 sa courbe représentative et % la droïte d'équation y = 1. 

On note M et N les points de € et ® de même abscisse x. 

El ustifier que pour tout réel x, MN = | f(x) 1 l 

F1 On a effectué les calculs ci-contre à l'aide d’un logiciel de calcul formel. 
a. En utilisant les résultats affichés, déterminer : 

» un réel x; tel que pour tout réel x > x,,on a MN <107!; 

» un réel x, tel que pour tout réel x > x;, on a MN <10°? ; 

» un réel x; tel que pour tout réel x > x3, on a MN <10°. 

b. Justifier que la distance MN peut être rendue aussi petite qu'on le souhaite dès 

que x dépasse une certaine valeur. 

El Que peut-on dire de la distance MN lorsque x devient «très grand en étant 

négatif » ? 

PTE Comportement à l'infini des fonctions de base 
On considère les fonctions , g et h définies sur [0 ; + œ[ par: 

fO)=x, g(x)=x et h(x)=Vx. 

El Construire la table des images de 1, 10, 102,..., 10° par f,geth. 

El a. En déduire une valeur x, telle que f(x) > 10". 
Que peut-on dire de f(x) si x > xo ? 
b. Reprendre la question précédente pour les fonctions g et h. 

Commentaire 

On dit que f tend vers +00 

lorsque x tend vers + .On 

note lim X) = é lim f(x) = +00 El a. Soit A > 0 ; démontrer qu'il existe un réel x, tel que, si x > x,, alors f(x) > A. 
b. Reprendre la question [FA a. pour les fonctions g et h. 
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Comportement au voisinage de 0 
On considère les fonctions f et g définies pour x # 0 par: 

fO)=+ « g(= TL 
On a représenté ci-contre ces deux fonctions. 

El identifier les courbes des fonctions f etg. 

El a. Déterminer un réel a > 0 tel que : si 0 < x < @, alors + 102: 

Quelle inégalité vérifie alors ? 

b. Si — a < x < 0, quelle inégalité obtient-on pour + ? pour ? 

El Soit un entier naturel n. Pour quelle valeur de x a-t-on L 100? 
On note ce résultat sous la forme lim f(x) = +0. 4 

ÿ50 
E1 De même, préciser les limites : lim 0), lim g(x) et lim g(x). 

x <0 x>0 x<0 

ŒDDétermination d'une solution 
de l'équation f(x) = 0 par balayage 

On considère la fonction f définie sur Rpar: f(x) = x? +x—1. 

El ustifier que la fonction f est strictement croissante sur R. 
On admet qu'il existe un unique réel a tel que f(a) = 0. 

FA On considère un réel x. Justifier que : 

» si f(x) <0, alors x < a ; » si f(x) > 0, alors x > @. 
En déduire que 0 <a <1. 

El On souhaite obtenir une valeur approchée de « à 0,1 près. On propose pour 

cela l'algorithme ci-dessous et sa traduction à l'aide du logiciel A/gobox. 

CCR ALGO ; 
Variables : W VARIABLES 

x, y : réels ; | E x EST_DU_TYPE NOMBRE 

“bu | y EST_DU_ TYPE NOMBRE 
. Début LL 

x—0; ou x PREND_LA VALEUR 0 
Eye x— 1 y PREND_LA_VALEUR pow(x3)+x-1 

Tant y < OFaire re tir TantQue y F DEBUT_TANT_QUE CN EN 

x<x+0,1; x PREND_LA VALEUR x+0.1 
y=xtxe |; y PREND_LA_VALEUR powx3)+x-1 

FinTantQue ; LAN TANT QUE 
Afficher(x) : AFFICHER x nÉsé | 

FIN_ALGORITHME 

a. On a programmé l'algorithme et on a obtenu le tableau de suivi des variables 

ci-dessus. Vérifier les calculs effectués à chaque étape. 

b. justifier que l'algorithme permet de résoudre le problème. 

c. Modifier l'algorithme de façon qu'il affiche une valeur approchée à 0,1 près par 

défaut de «@. 

E1 Pour un entier naturel n non nul quelconque, on souhaite obtenir une valeur 

approchée de a à 10 ” près. Modifier l'algorithme pour résoudre ce problème. 

_ 

| — 0,899 

| 0792 | 

— 0,673 

PE 0536 

Î — 0,375 | 

Lil 

| 

— 0,184 | 

0,043 

2 Voir les Outils pour 
l'algorithmique. 
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ED Limite d'une fonction à l'infini 
On étend ici aux fonctions la notion de limite étudiée pour les suites. 

EI Limite finie à l'infini 

10” 

Ainsi la figure @ illustre que pour tout entier n > 0, il existe un réel B tel 

1 1 
D On peut se restreindre aux intervalles de la forme | 707 10 | 

que : 
1 1 ë : or — dès que x > B,ona: /(x)€ |! to ge | 

= MN, peut être rendue aussi petite et 

proche de 0 qu'on le souhaite dès que x est assez grand. 

Cette distance tend vers 0 lorsque x devient très grand : 

lim f(x) =0e lim |f(x)-0|=0 
X — +oo X — + oo 

D On définit de manière analogue lim f(x) = 4. 
Ne in C0 

O 

ÉHAIDPESN 7 
{ 

{-107 

é ben+o: im 1 To: 
| — + oo X 

lim 1% 
QE ve 

lim 
Aie rs 

Pen: lim 15 
— — 00 X 

im — 0: 
: die 

: © Voirles démonstrationsà | 
… l'exercice 31, seuer 70. 

Brrcemesecenpnnenennnn es 

D La figure @ illustre que pour tout entier n > O, il existe un réel B tel que: 

dès que x >B,ona: f(x) >10". 

Ainsi l'ordonnée f(x) peut être rendue aussi grande qu'on ne souhaite dès 

que x est assez grand. 

D On définit de manière EE lim LUE =—o, lim f(x) = + et 
lim MAS = 

REMARQUE 

Une fonction qui admet pour limite + en + (ou en — æ) n'est pas majorée. 
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ben+o: lim X=+; 
X—+00 

lim Xx2= +0; 
 X—+00 

lim x = +0 ; 
X — +o 

lim_/x = +00 
X —+00 

| Ben—c: lim xX=—; 
X——o 

lim X2 = + 00 ; 
REC 



© Démontrer en utilisant les définitions 

Exercice corrigé 

Énoncé (E) On considère les fonctions f et : définies respectivement sur |— 2 ; + œ{ et sur R par: 

0.0... 

7 Let, _ f(x) = 2 et g(x) =— x? + 2x. 

Déterminer la limite en +0 : a. de la fonction f ; b. de la fonction g. 

Solution Bon à savoir 

a. D On constate que lorsque x devient de. k (x) est proche de 3 D. > On construit, à l’aide d’une 

D Pour x € ]- 2:+ œf, na f(x = An calculatrice, la représentation 

RTC RENE graphique de la fonction pour des 

donc | 093 | = _. 3- É dis «x grands » et on conjecture la 

limite 0 ou + ou — 

D Soit un entier n. Pour tout réel x > O, B> Sila limite conjecturée est { 
on cherche, pour tout entier n, 

fa) =3/< 107 ST < 10" x2 _ — 2h» .k-9000 V=7 999274 un réel À tel que : dès que x 2 À, 

= 10" ds f(x) —01< 1077. 

Ainsi dès que x > À avec À = D MES 2,ona | TX) 3 | 10,7 On peut pour cela résoudre 

Donc lim f(x) =3. l'inéquation :| f(x) —0|< 1077. 

pd E> Si la limite conjecturée est 
b. D La représentation graphique de g sur une calculatrice conduit à penser que g + c (ou — æ), on cherche, pour 

admet — comme limite en +o >. tout entier n, un réel À tel que : 
D Soit un entier n non nul. On a: si x À, alors f(x) > 10° 

DO NID XEROX 10e 2x 10 O.[NE= Rae 

Or (10°Ÿ — 2 X 10° — 10° = 10° (10° — 3) >0 Ex 
et la fonction x > x? — 2x — 10" est croissante 

sur [10° ; + of. 
Donc si x > À avec À = 10”,ona: g(x)<—10". # = -BOpzûû 
On a donc Lim 909 =: 

(ou f(x) <—10"). 
On peut pour cela résoudre 

l'inéquation : f(x) > 10° 

(f(x) <— 10"). 
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Exercices d'application Pense AR ne est petrerte un PRET. MORE ane 

EE Onareprésenté ci-contre 
la courbe représentative de la 

fonction valeur absolue. 

à. Conjecturer les limites de Re Ce on: — —— 

la fonction valeur absolue en a. Démontrer que €; admet une asymptote horizontale 

+ oo et en —o que l'on déterminera. 

b. Démontrer la conjecture. b. Démontrer que la fonction f est bornée. 

PA En s'inspirant de l'exercice corrigé ci-dessus [al 
_— < . Soit une fonction f telleque lim x) = 
déterminer lim (—x2+ 3x). d q ALLUA ) 

KT 00 
Démontrer, en utilisant le définition de la limite, qu'il existe 

|: représentation graphique €, ci-contre est celle un réel a tel que pour tout réel x de l'intervalle ]a ; + œl, 

; fG)>0. 
de la fonction f définie sur R par f(x) = LE. 

sossesosesesscnseceessecsvcsséeesssecsessessvecs 
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Définition 

Limite infinie en un réel a 

On considère une fonction f définie sur un ensemble ouvert dont le 

réel a est une borne. 

On dit que f a pour limite + œ en a lorsque tout intervalle de la 

forme |A;+ {| contient toutes les valeurs de f(x) dès que x est 

assez proche de a. On écrit : lim f(x) = +00. 

D Sur la figure ci-contre, on illustre que pour tout entier n > O, il existe un 

réel B > 0 tel que: dès que|x—a|<B,ona f(x)>10". 

Ainsi l'ordonnée f(x) peut être aussi grande qu'on le souhaite dès que x 

est choisi suffisamment proche de a. 

D On définit de façon analogue lim f(x) =—c. 
2 Œu / | 

Limite infinie en un réel a, à droite 

On dit que f admet pour limite + en a à droite lorsque tout 

intervalle de la forme | A ; + | contient toutes les valeurs de f(x) dès 
que x est assez proche de a, x restant strictement supérieur à a. 

lim f(x) = 
X— PAR ) Lei 
x>a 

On écrit alors : 

On définit de façon analogue la limite en a à gauche, que l'on note : 

lim f(x). 
X—a 

x< a 

BATCH Lorsque j a pour limite + (ou —) en a (ou à droite en a, ou 

à gauche en a), on dit que la droite d'équation x = a est asymptote 

verticale à la courbe €. 

FS) Détermination de limites 
El Limites et opérations 
Les principaux résultats sur les calculs de limites ont été vus au chapitre 

1, page 32. On retient qu'on ne peut pas conclure directement dans les 

cas des formes indéterminées indiquées ci-contre. 

UNE RÉDACTION POSSIBLE : 

56 

1 

X DE 
On considère la fonction f définie sur R\{2} par f(x) = 1 + 

D lim (x—2)=+o.Parinverse lim 
X — + oo Re? 

D Demême lim f(x)=1. 
NE 00 

D On a le tableau de signes ci-contre. 

Donc lim f(x) = + et lim f(x) =—- 
X— es 

x 02 NZ 

On vérifie à l’aide de la calculatrice que les droites d'équation y = 1et x = 2 

sont asymptotes à la courbe de f. 

CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

= 0.Donc lim f(x)=1. 
X — + oo 

2 Limite infinie d'une fonction en un réel a 
y 

10” 

x—0 X 

x>0 

lim AFTER 
1 x—0 X 

li x<0O 

\ 2 1 

D lim — =+; 
x—0 x2 

: 1 
4 D lim —— = +00. 

x—0 Yx = 
: x>0 

; Voir l'exercice 47, page 72. 

je 8 

En 

Formes indéterminées M 

On ne peut pas conclure un 
: calcul de limite dans le cas : 

> de la somme de fonctions 

ayant des limites infinies de 

signes différents : « oo — oo ». 

du produit d'une fonction de 

| limite nulle par une fonction 

de limite infinie : « O X oo ». 
PAIE 2 SD TT 

> du quotient de deux fonctions 

ayant toutes deux des limites 

infinies ou des limites nulles : 

1 Le où RE 

ee) 0 



cover eeeesocesecess 
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ET 0 12 fonction f est définie sur R par : 

f(x) = x? — 2x. 

Déterminer les limites de f en — et en +. 

El La fonction g est définie pour x # 1 par: 

É ==? | 
Xe 10 g(x) = 

ED La courbe dex ++ x? — 2x ci-contre fait penser que : f> 
lim f(x)=+ et 

X——0o0 

D lim x2=+ et 
MAS OS 

lim f(x) = +00. 
X — + oo 

lim — 2x = +. Donc en utilisant la 
NH 00 

somme de deux fonctions, ona lim f(x) =+0o. 
=> — 

D En +, on est en présence d'une forme indéterminée « oo — 

> Lorsque x est « grand » en valeur absolue, 2x est négligeable devant x°.On 

factorise donc par x? 

Pour x £ 0, f(x) = x (1 - 2). 
X —+oo 

Or lim x? =+0.Doncen utilisant le produit de deux fonctions, lim : 10 +00. 
X — + oo 

El a.) La courbe ci-contre nous fait penser que b> : 

lim g(x)=1et lim g(x)=1. 
X——0o0 X — +oo 

D En + et en —, on est en présence d'une 

secoue ceesesssoucesssesse CELEE] 

2 PES 
Comme lim + = 0, ona lim (1 à 

soocesvossocosesssocevseescecesves e 

On note ‘6, la courbe représentative de g. 

a. Déterminer les limites de g en + et en —c 

interpréter graphiquement les résultats. 

| b. Déterminer les limites à droite et à gauche degen1. 

| interpréter graphiquement les résultats. 

Bon à savoir 

ne On commence par conjecturer 

la limite cherchée (tableur, 

courbe...) 

Attention à ne pas confondre cette 

phase avec la démonstration ! 

P> Si on a une forme 
indéterminée du type 
« oo — © »,on met en facteur le 

terme le plus « grand ». 

© }, 

E> Si on a une forme 

indéterminée du type « — », 

on factorise au numérateur et 

au dénominateur les termes 

_ prépondérants. Puis on simplifie. 

44 Si on a une forme « L », 

il faut étudier le signe du 

dénominateur pour conclure. 

Lorsqu'une expression tend vers forme indéterminée « ee », 

2 3) 12 = 1 -B> 

Pr 

lim g(x) = 1 et 

Pour x £ 0, g(x) = 

De même qu'au EE on obtient : 
X 

lim g(x) = 1.On en déduit que 
X — —oc 

| 0,elle peut parfois le faire en 

restant positive (notation 0+) ou 

négative (notation 0). 
On conclut alors en utilisant la 
règle du signe d’un quotient. 

la droite d'équation y = 1 est asymptote horizontale de € en + et en —. 

b.) On a lim (x 2) == 1 et lim (x 1)=0;, 
> Nr 

D On étudie donc le signe de (x — 1).f> 
Comme (x — 1) change de signe en 1, la fonction g n'a pas de 

limite en 1, mais admet une limite à droite et à gauche de 1. 

Comme lim (x — 2)=—1 (négatif) et lim (x — 1)= 0*, par quotient lim g(x) = — 0. 

+ à 

De même Im (x —1)=0",donc Jim gx) = +. On en déduit que la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale à €. 

. Et 

0000000060 Sesosesssececesse esusceccues cosusoocescecuseceeve 

louemne, lim Ce Vx). 

© Voir exercices 53 à 60 

CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues. 



>) Cours 

[1 Limite d'une composée 
Pour décrireune fonction, on peut parfois ladécomposer en enchaînements 

de fonctions plus simples. 

LE Soient deux fonctions u et v définies sur deux ensembles I et J 

tels que l'image de I par u est contenue dans J': rent 

La fonction obtenue en appliquant successivement u, puis v, s'appelle 

la composée d'u par v et est notée vou, ou parfois v(u). 

(vou)(x) = v(u(x)). Pour tout réel x de I: 

UCCEUTACCUIOR à ,bet À désignent des réels ou + ou — co. 

Siona limu(x) =b et Jim v(X) = À,alors limvou(x)= À. 

Le schéma ci-dessous illustre l'enchaînement des limites et permet de 

mémoriser ce théorème : 

u v 
x u(x)r v{u(x)) 
| | l 
a b À 

Limite et comparaisons 
On dispose de théorèmes analogues à ceux déjà vus pour les suites. 

Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle 

de la forme | a ; + | telles que pour tout réel x > a, f(x) < g(x). 

D Théorème de minoration : 

si lim. f(x) =+, alors lim 9(x) = +00. 

D Théorème de majoration : 

si lim g(x)=-, alors lim X)=— 00. Pre nn GE 

REMARQUE 

UTC UO Théorème d'encadrement, dit « des gendarmes » 

| On considère trois fonctions f, g et h définies sur un intervalle de la 

| forme | a ; + w| telles que : 

: On obtient des théorèmes analoguëés en — co. 

pour tout réel x > a, 4 
g(x)<f(x)< h(x). € X6h 

On suppose que : 4 

i = li — O X Lim 900 = lim, (0 6 
où { est un nombre réel. € 

Alors f admet pour limite { en + : “g 

lim f(x) = 2. 
X —+0oo S ) 

REMARQUE : On obtient un théorème d'encadrement analogue en — co: 

58 CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

vou 

Adele 
xr> u(x) + v(u(x)) 

Exemple, 
Soit f(x) = (—2x+ 1ÿ. 
On peut décomposer f en 

enchaînement de fonctions : 

Xe -2x+1r> (—-2x+1) 

On a: 

lim (—2x+1)=-0 
X — + oo 

} 

mer 

et lim (XŸ = +00 | 

Donc par composition : 

lim f(x) = +00. 
X — +oo 

© Voir les démonstrations à 

l'exercice 66, page 75. 

‘Exemple 

Soit 1) = Sox l 

sur ]0 ; + of. 

Pour tout réel x > 0, 

Î 

—1<sin(x)< 1. 

En divisant par x > 0: 

Ur cle L<f(o<—. 
Comme : 

lim ne lim 
X—+0o0 X 

D, 
X— +00 X 

d'après le théorème des 

gendarmes : im 100 =0. 

YI=sinRI en 

#=10 =-054u021 



Ô Déterminer une limite 

Exercice corrig 
# Énoncé Déterminer les limites des fonctions 

suivantes. 

H/:x-— RES en 0 à droite. 

El En 0 à droite, on obtient la forme indéterminée « œ — 0 », 
ee 2 à 5 ne à car lim 7 to lin, Nine +0. f» En réduisant au même dénominateur, 

X — X— 

x>0 x>0 

on obtient pour tout réel x #0: f(x) = ee >. 

On a lim (3° +2x—5)=—5 (négatif) et lim x = 0" 
X — A 

x>0 x>0 

Donc en utilisant les opérations sur les limites, lim f(x) =— 0. 
x—0 

on a: in Le = +00. 
X —— co 

El Le graphique ci-contre incite à minorer h(x).> 
Pour tout réel x, —1 < sinx < 1. 

Donc pour tout réel x, x — 1 < h(x). ; 

Comme lim (x—1)=+ on en déduit par 
X — +oo 

comparaison que : clim _hG) = +00, 

EI En +, on obtient la forme indéterminée « © — o » 

3 EE . . 
à VxrT+vx  Vatitvx  Vxti + x 

Or lim (Yx+1 +x)=+00.Donc par quotient, lim k(x) = 0. 
X —+oo X — + oo 
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Exercices d'application He haie 

On considère la fonction f:x-> 

Calculer lim f(x). 
X — +oo 

he: L h 2 
[e| Déterminer lim 3 cos( +). 

| X +00 X 

E Déterminer lim (x+2x? —3)= 
. X——o0 Vv00000007000000000000900ve 

x>0 

El La fonction g est la composée de x > x? + x + 1 et de la fonction racine 
carrée. E> 1 1 
Comme im CP +x+ 1) = lim x Fi =+oet lim X =+, 

X—— X x X—+0 

Hg:xe Vx+x+1 en—0c. 

Eh:xe x+sinx en +oo. 

Ek:xe> Vx+1—Vx en+oo. 

Bon à savoir 

D D> On essaie d'utiliser les 
opérations sur les limites. 

> On transforme l'expression de 

FO). 
D Si on aboutit à une forme 
indéterminée, on ne peut pas 

conclure. On peut alors utiliser 

diverses méthodes selon la forme 

de la fonction : 

E> On essaie d'écrire la fonction 

comme la composée de deux 

fonctions et on applique le 

théorème. 

_ E> On compare la fonction à des 

fonctions de base et on applique 

les théorèmes de comparaison 

ou des gendarmes. . 

B Si l'expression de la fonction 

contient des racines carrées, 

penser à utiliser l'expression 

conjuguée. 

car. lim VX =+oet lim =Yx+1 =+00. > On multiplie et divise par l'expression conjuguée de k(x) : 

# 

ecee toseoeocovsrecesoncecesssencece 

On considère la fonction f définie sur |1;+ | 

par: HAE 
a. Calculer la limite de f en + et en 1. 

b. interpréter graphiquement les résultats précédents. 

OA ARE EE PA 
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4) Continuité 

El Définition et propriétés 
Soit une fonction f définie sur un intervalle I et un réel a de I. 

On note 6; la courbe représentative de f et À le point de €, d'abscisse a. 

Pour tout réel x de I, on considère le point M de €, d'abscisse x. 

Ainsi, on a: A(a; f(a)) et M(x; f(x). 

En général, lorsque x est proche de a, le point M est proche du point A, 

c'est-à-dire que le réel f(x) est proche du nombre f(a). 

On dit alors que la fonction f admet pour limite en a le réel f(a). 

La courbe @; est alors « sans trou » autour de À, elle ne présente pas de 

« saut » en À. 

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLE 

Les fonctions carré, cube, cosinus, sont continues sur R. Leurs courbes ne 

présentent jamais de « saut ». 

Certaines fonctions ne possèdent pas cette propriété. 

Par exemple, la fonction partie entière E est définie sur R par E(x) = n, 

où nest l'entier relatif tel que n <x<n+1. 

Ainsi : si 0 < x <1, alors : E(x) = 0, et si 1 < x < 2, alors : E(x) = 1. 

Donc: limE(x) = 0 alors que E(1) = 1. 
X—1 

x 

On dit que E est discontinue en 1, et de façon générale, en tout entier 

relatif. 

La courbe €; est «en escaliers » et présente des sauts en ses points 

d'abscisses entières. 

Théorème (CUUTOR 
Æ LS: 

[oute fon: 

REMARQUE 

La réciproque de ce théorème est fausse : les fonctions valeur absolue 

et racine carrée, par exemple, ne sont pas dérivables en 0, mais sont 
continues en 0, et respectivement sur R et sur [0 ; + |. 

CONSÉQUENCES 

D Les fonctions «usuelles » (affines, carré, cube, racine carrée, inverse, 

valeur absolue, cosinus, sinus) sont continues sur tout intervalle où elles 

sont définies. 

D Les fonctions construites à partir de ces fonctions par somme, produit 

où composition, sont continues sur tout intervalle où elles sont définies. 

60 CHAPITRE 2 Limites et fonctions continues 

Ne pas confondre 

« continuité » et « dérivabilité » 
È 

» Une fonction f'est continue | 

en a si la courbe €, ne | 

présente pas de saut en son Ê 

point d'abscisse a. | 

: 
È 

b Une fonction f est dérivable 

en a si la courbe €, admet une 

tangente non verticale en son 

point d'abscisse a. 



>) 

Étudier la continuité d'une fonction 

Exercice corrigé 

| El On considère la fonction f définie sur R 

. FC) = XE(x), 
où E(x) est la partie entière de x. 

Étudier la continuité de f sur R. 

ED On a représenté la courbe de f. b> 
_ Les seuls problèmes de continuité semblent apparaître 

aux points d’abscisse entière. 

 bP> etf> Soitunentiern. 

D. 
+sixefn-—1;nlona f(x) =(n—1)x; 

-sixefn;n+1[,ona f(x) = nx. 

Les fonctions x > (n—1)xetxr++ nx sont linéaires, 
donc continues sur R et on a: 

Jim f(x) =n(n—1) et Jim f(x) = n?, 

seocovsesesesesscvssecosesecsecoe sessecensseseeseeccseecse e0000-000 

E1 Soit la fonction g définie sur R par: 

D g(x) mt sx nl: 9 1)=m. 

Peut-on choisir le réel m pour que la fonction g soit 
continue sur R ? 

Bon à savoir 

> Si l'énoncé ne le précise pas, 

s'appuyer sur un graphique pour 

déceler les éventuels points 

de non-continuité. 

> Repérer les intervalles où 

la fonction est manifestement 

continue (fonctions polynômes, 

éic). 

E> Si a est une valeur critique : 

- calculer l'image f(a) de a; 
 — étudier siles limites de f à 

x<n x>n 

qui sont différentes pour n £ 0. 

ED Par construction, la fonction g est continue sur R\{—1}. 

D Comme x2—1=(x+1)(x—1),onapourxZ-1, 

HER Ce ee 
LE TE 

> lim g(x)= lim (x—1)=—2, 
: ER kel 

: carlafonctionx -> x — 1 est continue en — 1. 

4 

Pour que g soit continue en — 1, il faut que m = — 2. 

Exercices d'application 

[ni | On considère la fonction f définie sur R par : 

x pour x <1 

f(x) 
pour x > 1 

La fonction f est-elle continue sur R ? 

Étudier la continuité de la fonction f définie sur 

[0 ; + | par: 6 

AOBUE ER) 
E désignant la fonction partie entière. 

D Ainsi la fonction f est continue en a, sauf si a est un entier relatif différent de O. 

D > Le graphique incite à simplifier l'expression de g(x) et à choisir m =—2.. 

droite et à gauche de a sont. 

égales à f (a). 

42 Se ramener après 

_ simplification à une fonction 

continue partout égale à f sauf 

éventuellement en a. 

Loose ssesvreseceseseeseveecsececese ensvocsececesesesescveoscceesossevecvceesescesccesesenus 

M3} On considère la fonction f définie pour x £ O par: 

ETS aa 

a. Simplifier f(x) pour x > 0 et en déduire lim fx). 
X — 

2 à x>0 
b. Calculer de même lim AUX): 

X—= 

x <0 

c. Peut-on trouver une fonction g définie et continue 
sur R telle que pour tout réel x £ 0, g(x) = f(x) ? 

© Voir exercices 77 à 81 

CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 



LA Théorème des valeurs intermédiaires 

LU ACTION 

La figure ci-contre illustre le théorème : comme f est continue, la courbe 

6 est «sans trou ». Pour tout réel ktel que m < k < M, la courbe coupe au 

moins une fois la droite  d'équation y = k. 

Soit un réel k compris entre f(a) et f(b). 
Comme f est continue sur [a;b]|, d'après le théorème des valeurs 
intermédiaires, il existe un réel c de [a ; b] tel que f(c) = k. 
D Dans le cas où la fonction f est strictement croissante sur [a ;b],on a: 
- pour tout réel x de [a;c[, f(x) < f(c), c'est-à-dire f(x) <k 
— pour tout réel xde |c;b], f(x) > f(c), c'est-à-dire f(x) > k. 
l'équation f(x) = k n'admet donc pas d'autre solution que c dans 
l'intervalle [a ; b]. 
D Dans le cas où la fonction f est strictement décroissante sur [a ;b],on 

raisonne de la même façon. 

REMARQUES 

D Ce théorème s'étend au cas d'intervalles ouverts ou semi-ouverts, bornés 

ou non bornés en remplaçant si besoin f(a) et f(b) par les limites de f 
enaet en b. 

D Convention dans les tableaux de variations 
On convient que les flèches obliques du tableau de variations d'une 

fonction f traduisent la continuité et la stricte monotonie de f sur 

l'intervalle correspondant. 

MÉTHODE &\rcle 

Approcher une solution d'une équation f(x) — k par dichotomie 
On considère une fonction f continue et strictement croissante sur [a ; b] 
et un réel k compris entre f(a) et f(b). 
On sait que l'équation f(x) = k admet une unique solution c sur [a;b]: 

< b (1). 
+ 

On pose : m = 4 2 , la moyenne de a et b. On a alors: 

D soit f(m)<k ; f étant croissante, on a alors : m<c<b (2). 

D soit f(m)> k ; f étant croissante, on a alors: a <c<m (3). 

Les encadrements (2) et (3) de csont d'amplitude moitié de l'encadrement (1). 

En réitérant le procédé en remplaçant [a ; b] par [m;b] ou par [a;:m|, 
on obtient de proche en proche un encadrement de c, d'amplitude aussi 

petite qu'on le souhaite. L'algorithme ci-contre affiche les valeurs extrêmes 

d'un encadrement de c d'amplitude inférieure à 10°”, pour f strictement 
croissante sur [a ; b]. 
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SNA Le tableau de | 

variations d’une fonction Î 

permet de dénombrer le | 
nombre de solutions de 
l'équation f(x) = k. 
Par exemple : 

> L'équation f(x) =—5 
admet une unique solution xo. | 

b L'équation f(x) =—1 | 

admet trois solutions x, x | 

et x. 

Variables : a, b, km: er 

_n:entier ; 
Début “ 
< Entrer(a, b, N, R: 

| TantQue b — a >107" Faire 
te + b)/2; 2x 

ù : Es 

AR 

= FinSi; RAT ER 

Hands de Fe # Fe : $ 

D Aa 

Commentaire On raisonne 

de façon analogue dans le 

cas où f est strictement 

décroissante. 
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OCR El soit la fonction f dont le tableau de Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet exactement 

variations est donné ci-dessous. deux solutions dans R\{2}. 

El Soit la fonction f définie sur l'intervalle [— 2 ; 2] par: 

FOX char xd 1, 
Déterminer les valeurs du réel k > O0 pour que l'équation 

f(x) = k admette au moins une solution. 

Bon à savoir 

[1 0 l'intervalle |- « ; 0], d'après le tableau de variations, f(x) > 1. b> D> Pour dénombrer les 

Donc l'équation f(x) = 0 n'admet pas de solution dans |— > ; 0]. solutions, il faut décomposer R 

D Sur l'intervalle [0 ; 2[, la fonction f est continue et strictement décroissante, _ enintervalles où f est strictement 

d'intervalle-image ]- © ; 2| contenant 0. Donc l'équation f (x) = 0 admet monotone, et conclure avec 

exactement une solution dans [0 ; 2. le théorème des valeurs 

D Sur l'intervalle ]2 ; + œf, la fonction f est continue et strictement croissante, intermédiaires dans ce cas. 

d'intervalle-image |— « ; 1[ contenant 0. Donc l'équation f(x) = 0 admet Pour résoudre une équation 
exactement une solution dans |2;+ |. | (ouune inéquation) du type 

D Ainsi l'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R\{2}. 1e à J(x)= KO) . Le surun 

ED La fonction f est une fonction polynôme continue sur [— 2 ; 2].b> ou . infeneel 
DE> La fonction f est dérivable sur[—2;2]etpourtoutréelxde[—2;2]ona: de On vérifie que à fonction . 

est continue sur. EL 

 p > On étudie les variations def. 
sur Let on construit le tableau de 

à variations de sur. 

PE 2x A. 

re s'annule en — 1 

t+— ,et est positif sauf pour x 
p}> Pour s ‘assurer de l'existence 

appartenant à É 1; =. dv au moins une solution, ilsuffit | 
_ de vérifier que kE[m; M], où 
. metM sont respectivement les 

4 minimum et maximum de f sur L. 

D'où le tableau de variations 
ci-contre. 
F> La fonction f présente un minimum égal à — 1 et un maximum égal à 11. 

Donc pour tout ke [—-1;11], l'équation f(x) = k admet au moins une solton dans LL 2. 21 

Exercices d'application 

a! On considère la fonction f définie sur R par: 6 On a tracé la courbe 

O0) = 26 +122 + 18x +0. représentative d'une 
fonction f définie sur 
l'intervalle [2 ; 2]. 
a. La fonction f est-elle 

continue sur [— 2 ; 2]? 
b. Déterminer graphiquement les réels k Pour donors 

[15 On considère la fonction f définie sur [0 ; + | par: l'équation de x) = k admet au moins une solution. 

fGo = 2(x- 2) x +1. c. GAL UT En déduire que la conclusion du théorème 

a. Démontrer que l'équation f(x)=0 admet deux des valeurs intermédiaires peut être vérifiée pour certaines 

los de à fonctions qui ne sont pas continues. 

b. Déterminer des valeurs approchées de aetbà 10 ? près. | © Voir exercices 88 à 92 
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a. Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique 

solution a. 
b. En déduire les solutions de l’inéquation f(x) > 0. 



S) ravaux pratiques 

Mener une recherche et rédiger 

Des limites en géométrie 

Soit un cercle € de centre O et un point P extérieur à ‘€. 

On note A le point d'intersection du cercle @ et du segment [OP]. 
Du point P on mène une tangente (PT) au cercle ‘€. 
Soit N le projeté orthogonal de T sur la droite (OP). 
On se propose de déterminer la limite de la distance AN, puis du 

rapport de distances Fe ; 

droite (OA). 
lorsque le point P se rapproche de A sur la 

Mener une recherche étape par étape 

© Modéliser la situation et conjecturer 

dynamique. 
Intuitivement, quelle est la limite de la distance AP 

lorsque le point P se rapproche de A ? 

limites demandées. 

@ Élaborer une démarche 

On appelle R le rayon du cercle @ et x la longueur AP. 

Il faut exprimer la longueur AN en fonction de x. 

Pour cela, on calcule PT en fonction de x en utilisant le 

| solution du problème posé. : théorème de Pythagore. 

. ÆDémontrer que PT? = x? + 2xR. 
El Construire la figure avec un logiciel de géométrie 

. FlEn déduire que AN = puis calculer le rapport 
en 

AN R 
APx 

EFaire apparaître les longueurs AP, AN et leur rapport. ElConclure. 

Puis en déplaçant le point P sur (OA), conjecturer les ACC penser que le triangle OTP est rectangle en T. 

Calculer cos OPT de deux façons différentes. À 

. © Rédiger une solution 

À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 

CiKcTo} Résolution approchée d'une équation par dichotomie 

On considère la fonction f définie sur R par : 

FOIX 4x 12x14. 

El a. Étudier les variations de la fonction f. 

b. Dresser le tableau de variations « complet » de f, en y 

faisant figurer les limites de f en — et en + ainsi que 
les extrema locaux de f. 

Ela. Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet exacte- 
ment deux solutions & et B dans KR. 

b. Donner un encadrement de a et B par des entiers 

naturels. 

ElOn propose l'algorithme ci-contre. 
a. Justifier que la condition « f(a)Xf(m)< 0 » permet 
de tester si f(a) et f(m) sont de même signe. 
b. Que fait l'algorithme ci-contre ? Quelles valeurs 

peut-on donner à a et b si on veut approcher a à e près à 

l’aide de l'algorithme ? 

64 CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

c. Déterminer une valeur approchée de «& à 10° * près. 

d. Faire de même pour £. 

|ALGO © 
Variables : a, b,e,m: réels ; FD 

Début se 
Entrer(a, b, e) ; 

 TantQue b — a > e Faire 
CR 

| FAR 

Si f(a)Xf(m)<! 
Alors b- m; 
Sinon a m'; _ 
FinSi ; | 

FintantQue:e 2e 
Afficher (a,b); 

m — 

Fin. 



D 

Lio À Comme une parabole ou comme une hyperbole ? 

On considère la fonction f définie pour x # 1 par: 

X—x2+x VE FC = XX 
On appelle 6 sa courbe représentative dans un repère 

orthonormé, dessinée ci-dessous. 

El Déterminer les limites de f aux bornes de son 

ensemble de définition. 

On se propose, dans un premier temps, de trouver 
une parabole la plus proche possible de € au voisi- 

nage de + «. 

El À l’aide d’un traceur de courbes, tracer la courbe‘ et 

construire une parabole P « très proche » de € au voisi- 

nage de +oo. 

Ed ciaudine s-t-elle raison ? GOECITES | 
On considère la fonction f définie sur R\{—2;1} par: 

CPR 
NE NX an 

7x) x +x—2 

Le professeur demande de calculer f (1000), f(10 000). 

Claudine répond très rapidement : 

« f(1000) = 998 et (10 000) — 9 998 … 

ACC La parabole Ÿ admet pour équation : 
y=ax+bx+c, (a#0) 

Créer des curseurs a, bet c, et les modifier manuellement 

pour obtenir une parabole P proche de ‘€. 

Ela. Déterminer les réels a, b, c et d tels que pour tout 

réel x £ 1, 

: d 
fo) = ax +bx+c+ AT 

b. Peut-on répondre à la question posée ? Justifier. 

c. Construire la parabole répondant à la question. 

Voir la fiche Geogebra. 

On se propose maintenant de trouver une hyperbole 4 

la plus proche possible de la courbe € au voisinage de 

l’'abscisse 1. 

E1 a. À l’aide d’un traceur de courbes, tracer la courbe 

6 et construire une hyperbole # « très proche » de € au 

voisinage de 1. 

Aide L'hyperbole % admet une équation : 
_ ax+b 2 ee (cÆ0)et ad— cb £ 0. 

b. Calculer pr + ea h#0. 
==. 

A 
c. En déduire que l'hyperbole 4 d'équation y = 

convient. Justifier. 

d. Déterminer les coordonnées des points d'intersection 

des courbes P et 4. 

GC On pourra utiliser un 

logiciel de calcul formel pour 

transformer l'expression f(x). 

à très peu de choses près. » 

Claudine a-t-elle raison ? Justifier et estimer l'erreur commise par Claudine. 

El Soit un entier n > 2. 
Montrer que l'équation x + x? +. + x" = 1 a une unique solution a, dans [0 ;1]. 

ÆlMontrer que la suite (a,) converge vers une limite © dans [0 ; 1]. Déterminer la 

valeur de {. 
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Choisir une démarche pour chercher une limite 

Dans chaque cas, déterminer la limite de f en a: 1 
X}= = en 4 = — ©. 

5x2 + 3 E/() Vx2+1 D /(x)= LS en a = 00 
x E f(x) = x + 25sinx en a = +0. 
2 ss H()=S en A 00  e 

x+2sinx 

{Solution 2 4 pe SX ( di 2) 5+ - mon reconnaît une forme 

= « —— », On factorise numérateur 
OO 

El On a pour tout réel x £ 0 : f(x) = 2 5: 
Si EEE 2 Het ue X x | xx 1 | x 

1 

et dénominateur par les termes 

dominants en - + et on simplifie 

pour conclure. 

1 | 
| 
; 

à “3. Re : OPA | 
Comme lim es lim X=—oœ et lim (1 == , par 

KT 100 X — — 00 
RER 

X — — oo 

. quotient et produit, on obtient: lim f(x) = 0. Bon reconnaît une forme 
Hess er On étudie le signe du 

dénominateur, puis on détermine 
la limite en tenant compte du signe 

du numérateur. 

El Au numérateur : lim (2x +1)=-—5 (négatif). 
X—— 

Au dénominateur: lim 0c+ 3)=0 et lim + 5) 0 
x=-3 | Ne 

El On utilise la décomposition 
d'une fonction pour conclure. 

El et El Les limites de sin x et de 
cosx en + n'existent pas. Il faut 

comparer f(x) à des fonctions 
dont on connaît la limite, par 

exemple en encadrant sin x et 

cosx entre — 1et1. 

je X>=3 

Donc par quotient : lim, f(x) = +0 et lim, f(x) = 0. 
X—— xX—— 

X<=3 MS 

El On peut décomposer f: xr> xX+11> VX?+1r> ——— -  - - de ren 
KE 00 — + oo 
lim Oe+1)=+oo, lim VX =+o et lim L=0. 

X—+0c F° 

Donc par composition, lim f(x)= 0. or Ho © ASH EK SIN 

El Pour tout réel x, on a : —1 < sin(x)< 1. 

Donc:x—2<f(x)<x+2. 

Comme lim (x—2)=+0, par le théorème de minoration, on obtient : 
É X—+0o 

‘=8.9119c7H im F(X)= To. 

Remarque : en +oo, l'inégalité de droite ne permet pas de conclure. 
ICO CR REINE 

El La calculatrice suggère que la limite de f en + est 0. 

Il suffit alors de démontrer que lim | f(x)|= 0. 
X — + oo 

SARA DÉS ÉD RS TS SR A PSP ES RS PS D PS SC RE 

Ona:|f(x)| . lon Pour tout réel x, O0 <|cosx|< 1 (1) 
|x + 2sinx | . V=-.094151à 

Pourtoutréelx 2, 0x 2<x+2sSinx<xt2, ee REC CCE 
ee 1 1 

D ne En passant à l'inverse : x-2 XH2snx x (> 0). 

e L 1 
Donc pour tout réel x > 2,0 < < : 

pe ne ixd2sinx). X 2 2 

En multipliant (1) et (2) membre à membre, on a pour tout réel x > 2 : 0 <| f(x)|< . 5 

Comme lim 
Ko en 2 

lim | f(x)|= 0. Donc lim f(x) =0. 

—0, d'après le théorème des gendarmes, 
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Iravail personnels exercices résolus 

[23 | interpréter graphiquement une limite 

On HONASe la fonction f définie sur |—1;+ | par: El Soit ® la droite d'équation y = x +1. 
+ 2x + m = — f(x) = Éd ce = = , de courbe représentative €. nn se ne 1:d(x)= 0x) (x +1). 

a. Déterminer la limite de d'en +oo. 

El a. Déterminer la limite de f en +. Que peut-on en déduire pour les courbes € et % ? 

b. Déterminer la limite de f en — 1. b. Étudier le signe de d sur ]—-1; + œ{[. Que peut-on en 
Que peut-on en déduire pour la courbe € ? déduire quant à la position des courbes € et % ? 

PEER 2.405 : 

Ea.Ona #0: f(x) peer) RE | Eneine CFD 0e) € 0 , pour x : = = — | 
P JAX .e pe) 1 x : . signifie que lorsque l’abscisse x 

x x | devient grande, l'écart algébrique 

Donc lim f(x) =+0. “ entre les points de € et 
X — Too E | d'abscisse x est très proche de 0. 

b. lim QE +2x +5) = 4et lim (x+1)=0*.Donc lim f(x) =+00. 
X=— X— X——1 

Xi Xl 

On en déduit que € admet une asymptote verticale d'équation x = —1. 

La calculatrice permet de 
visualiser les résultats obtenus. 

Vischitén+El(n+1) 

x +2x+5 _ X2+2x+5—(x+1Ÿ 4 
x+1 RUE x+1 pee 

Donc lim d(x) = 0 : 6 et ® tendent à se rapprocher au voisinage de +0. 
X— To 

Æa.Ona:d(x) = 

D Ve met 

b. Pour tout réel x > —1, d(x) > 0, et @ est au-dessus de % sur ]—-1;+|. 
"=6.666666% 

Utiliser les variations d'une fonction pour étudier son signe 

On considère la fonction f définie pour tout réel x Æ 1 par: : b. Démontrer que l'équation P(x) = 0 admet une unique 
He #5 1 solution a dont on donnera une valeur arrondie à 0,01 

En | pres. 

El a. Dresser le tableau des variations de la fonction P | €. En déduire le signe de P(x) pour tout réel x. 
définie sur R par P(x) = — 2x? — 3x? — 1. El Étudier les variations de f. 

Solution) | Stratégies 

k. 1 Ma. Le signe de P'(x) donne le 
Ha. C9 = = 6=— ex + 1). _ +00) sens de véfiation de P. 
D'où le tableau de variations ci-contre. 

b. On utilise le théorème 

des valeurs intermédiaires sur 

les intervalles où P est 

strictement monotone, en s'aidant 

du tableau de variations pour 

visualiser le résultat. 

b. » Sur [-æ;—1], P est continue et | 
strictement décroissante, d’intervalle- | 
image [-— 6 ; + æ|[ contenant O. : 
Donc l'équation P(x) = 0 admet une unique solution a dans -œ;-1]. 

D Sur [—1;+ œ[,le maximum de P est — 1. Donc l'équation P(x) = 0 n'admet | 

pas de solution dans [—1;+ œf. 

D Ainsi l'équation P(x) = 0 admet une unique solution « dans R. 

Par balayage à la calculatrice, — 1,678 < a < —1,677.Donc à = —1,68. 

c. En utilisant le tableau de variations de P et le fait que P(a) = 0,ona:si x < &,alors P(x) > 0 ; si x > &, alors P(x) <0 

: ME 1 ed Po EL PRE 2 FE onc f'(x)e signe de P(x). Ainsi : E j'(x) = mr T er tre AVE c f'(x) est du signe de P(x). Ainsi : 

D est strictement décroissante sur [a ,1[ et sur ]1; + | ; 

D f est strictement croissante sur |  ; &]. 

On arrondit à 0,01 par défaut si 

| la troisième décimale est 0, 1,2,3 

1 ou 4, et par excès sinon. 

PNA RENTREE Er 
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BAravaLipersonnelL:jaire Le point 

Savoir... 

Déterminer la limite 
d'une fonction f. 

snnsnsenanmeteneasnsnemnssnssmenenneneneassenteneneensse en» ol 

Montrer que la courbe 

€, admet une asymptote 

verticale d'équation x = a 

ou une asymptote 

horizontale d'équation y = b. 

CECECECP EP EEE ECC EEE TELE CEE CE CEE CEE CET ETES CECILE 

Justifier qu'une équation 

f(x) = k admet une unique 
solution dans un intervalle I. 

Utiliser un tableau 

de variations pour dénombrer 

les solutions de l'équation 

f(x) = k. 

Déterminer un encadrement 

d'une solution ©& d'une 

équation f(x) = Kk. 

Comment faire ? 

b On utilise les limites des fonctions de base et les résultats « opérations et 

limites ». Attention à bien repérer les cas d'indétermination : 

(CO CO « 0 X © »; Em 

Dans ces cas-là, on peut penser à factoriser par le terme dominant et à simplifier 

pour lever l'indétermination. 

(be k07 

b Si la démarche précédente ne permet pas de conclure, on pense à majorer, 

minorer, encadrer f(x) par des expressions dont on sait calculer la limite, et à 

utiliser les théorèmes de comparaison, ou de composition. 

D On montre que lim f(x) =— ou lim f(x) = +00. 

(On peut remplacer la notion de limite en a par celle de limite à droite ou à 

gauche en a.) 

Dans ces cas, &; admet la droite d'équation 

x — a comme asymptote verticale. 

b On montre que: lim f(x) = b (ou 
im Cie 
Xi CO 

Dans ces cas, 6; admet la droite d'équation 

y = b comme asymptote horizontale en 

+ oo (ou en — «). 

On utilise le théorème des valeurs intermédiaires dans le cas où f est 

strictement monotone, après avoir vérifié ses conditions d'application : 

D continuité et stricte monotonie de f ; 

D appartenance de k à l'intervalle-image de I par f. 

Une flèche dans un tableau de variations indique continuité et stricte monotonie. 

Dans le tableau, on raisonne sur chaque intervalle I où f est continue et 
strictement monotone (cas repéré par une flèche oblique) : 

D si l'intervalle-image associé ne contient pas k: l'équation f(x) = k n'a pas de 
solution sur l'intervalle T ; 
b si l'intervalle-image associé 
contient k, le théorème ci-dessus 
s'applique et on compte le 

nombre de LE DH 

D On détermine un intervalle [a ; b] contenant à sur lequel f est continue et 
strictement monotone. 

D On peut procéder par balayage à la calculatrice : 

- On tabule f(x) sur [a ; b] par pas de 0,1 par exemple. 
— On repère deux valeurs x; et x, telles que f(x) < k et f(x) > k. Alors & est 
compris entre x, et x. 

— On recommence le procédé en tabulant f(x) entre x; et x, avec un pas de 

0,01 par exemple ; jusqu'à encadrer & avec l'amplitude souhaitée. 

D Don peut aussi procéder par dichotomie ou utiliser un algorithme. 
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Pr slave, Le sp. 

Ÿ 

{ 

} 

" [es] Pour chacune des questions suivantes, une ou plusieurs réponses sont correctes. 

[1 à lim (é Fe 5x) a. est égale à —o b. n'existe pas c. est égale à + 

E 1 X+2xS je 1 
a. n'existe pas b. est égale à —- c. est égale à + 

3 x2—6x+9 2 

El Pour tout réel x > 0, 
à À fx) f(x) est l'hypoténuse 1 f(x) f0x) 

du triangle rectangle a. lim f(x)=+o |b. lim = +o |e lim ai HER X — + 00 X—+o À X—+o À 
de côtés 1 et x: x 

E lim + c0sx AR MD a (4 
in x a. est égale à +oo b. est égale à "47 c. n'existe pas 

4 
ou S a + b.1 cc 

° P RU S.. RAR mes 

-_ | Pour les questions FE à EL on considère une fonction f, 

: | dérivable sur R dont le tableau de variations est donné ci-contre. 

EH Léquation f(x) = — 4 admet: a. une solution b. deux solutions 

A lim D im 7 = a. +00 b.0 
Tree 

: x=0 f(x) —1 

: x)+4 : 
Ë D im {09+4 _ b. 0 c. On ne sait pas 
“ et CEA 

P 

: | ÆL'équation x° + 3x — 5 = 0 admet une 
2: 

unique solution dans : 

nm ne nn ss ne n nee nmoneneebecnebeseanpsenensecnseneseesseusen 

: fe! €, désigne la courbe représentative de f. Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

EI Si la courbe €; admet une asymptote horizontale au voisinage de +, alors lim f(x) = +0. 
X — + oo 

ESi lim /(x)=—5, alors 6; admet une asymptote horizontale. 
X — +oo 

ES ‘€, admet une asymptote horizontale d'équation y = 2 en +0, alors l'équation f(x) = 2 n'a pas de solution sur R. 

E Si pour tout réel x de ]0 ; + œl, Sr TUIE ——, alors im JO) = 0: 

Hi pour tout réel x de |—-æ;0[, x°+1</f(x), alors lim f(x) = —œ 

: x 
ESi / définie sur [0 ; + | est telle que pour tout réel x > 0, 0 <f(x)< x, alors lim fc Fa 0. 

X — + oo 
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| et | 
ne _… h 

aroite a d'équ on y = —] 

Ds L 

aus cs irmations ser 
lim_f0 qi + L RE in 

as QUPTE dr Frttu 
Limites : lecture graphique 

29 | On considère les fonctions j;, f,, f, et f, définies 
sur KR, de courbes représentatives @:,@;,%; et 6. 

Quelles semblent être leurs limites en — et en + ? 
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+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

s19) Conjecturer graphiquement la limite éventuelle 

des fonctions f, g,h et k suivantes en +00. 

GE Démonstrations du cours 
© Voir le cours, page 54. 

E3 à. Soit un réel € strictement positif. 

Résoudre sur KR’ l'inéquation _ < €. 

1 : 122 
im. =0'et im =0! 

X — +oo X 00 

b. En déduire que : 

2 À 1 
Démontrer de la même . que lim ne = 

X — + oo 

S7Æ Soit la fonction JO (viste-paiiens 

définie sur R par: 

_ 2-x 
f(x) = 1+x2 G 

El Étudier les variations 
de f surR. 

F1 a. Déterminer un réel a tel que : 

Si x>a, alors f(x) —(—-1)< 10 *. 

b. Démontrer que lim f(x) =—1. 
X — + oo 

c. Déterminer la limite de f en — 

d. Que représente la droite d'équation y =—1 pour la 

courbe représentative de f ? 

El ustifier que la fonction f est bornée. 

[33! e Soit la fonction f définie sur ]—-2;+ | 

3x +4 par : FO) = TE 

En tabulant f(x) à la calculatrice pour des valeurs de 

x « grandes », conjecturer la limite de f en +. 

El a. Exprimer | f(x) — 

b. Démontrer la conjecture émise à la question EE. Que 

peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ? 

3 | en fonction de x. 



SLI On considère la fonction f définie sur ]0 ; + œ| par: 

= 22 +2x—3 
fQ)= 2 . x 

El Étudier les variations de f et construire sa courbe 

représentative €,. 

El a. Conjecturer la limite de f en +co. 
b. Tracer la droite ® d'équation y = 2. 

E] a. Démontrer que pour tout x >1, f(x) == £. 

b. Soit un réel € > 0. Démontrer qu'il existe un réel À tel 

que pour tout x > A,| f(x)—2|<e. 

En déduire la limite de f en +. 

c. Que représente la droite ® pour la courbe €,? 

À la Renaissance, 

les peintres 

commencent 

à utiliser la 

perspective avec 

un ou plusieurs za 

points de fuite à | FHEESN 

l'infini ». ! E tonnes 

SE Soit une fonction f décroissante sur ]0 ;+ | 
telleque lim f(x)= 0. 

X — + oo 

Démontrer que pour tout réel x >0,ona f(x)> 0. 

Dans un repère orthonormé, on considère 

le point A(0 ; 2) et un point M(x ; 0) avec x > O. 
La perpendiculaire en À à la droite (AM) coupe l'axe des 

abscisses en M. 
On pose y = OM. 

El a. En utilisant un logiciel de géométrie dyna- 

mique, construire les points A, M et M', ainsi que le 

point N de coordonnées (x ; y). 

b. Que peut-on dire du point M' lorsque l'abscisse x 

devient « grande » ? devient « proche » de 0 ? 

c. En affichant la trace du point N, confirmer ou infirmer 

les résultats du b. 

El a. Démontrer que la fonction f qui à x associe y est 

telle que f(x) = +. 

b. Pour quelles valeurs de x a-t-on f(x) > 10° ? 

c. Que peut-on dire de f(x) lorsque x > 10° ? 

Limite infinie à l'infini 

JA Démonstrations du cours 
© Voir le cours, page 54. 

El a. Soit À un réel strictement positif. 

Résoudre sur [0 ; + | l'inéquation x? > A. 
b. En déduire que lim x? =+00. 

X — + oo 

c. Démontrer de la même façon que lim x? = +00. 
NET 00 

El Démontrer que lim x =+00. 
x=+ (ee) 

£LE Soit une fonction / définie sur ]- «;0[. 
On donne deux propositions : 

DP,:«ilexiste un intervalle ]—  ; A[ qui contient tous 
les réels f(x) pour tout réel x assez grand. » 
D P, : « Tout intervalle |— æ ; A[ contient tous les réels 

f(x) lorsque x est assez grand. » 
Laquelle des propositions P, ou P, est la définition de 

« lim f(x) =-»7? 
X — + oo 

SL Déterminer les limites en +o et en — des 

fonctions f,g et h définies ci-dessous sur R: 

FLO == t)=Ss 2x; Mh(x)==3x. 

# 

[40 El Construire la représentation graphique de la 

fonction carré et rappeler ses limites en — et en +oo. 

F1 En déduireles représentations graphiques des fonctions 

get h définies sur R par g(x) =- x? et h(x) = x? +5. 

El Déterminer, par lecture graphique, les limites de g et 

h en — et en +o. 

AB Fonction sans limite à l'infini 
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = sinx. 

El justifier que f ne peut pas admettre de limite infinie 

en + co. 

F1 Calculer pour tout entier k les images par f de: 

x, = kx et = +2kr. 

El justifier que f n'admet pas de limite en + oo. 

CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 



>) Exercices d'application 

[42] Vrai ou faux ? 
@ est la courbe représentative d’une fonction f et À 

est la droite d'équation x = 1. 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El Si À est asymptote à € alors : 

lim f(x) = +00 ou lim f(x) = — 00. 
X— X — 

As lim /(x) = —, alors À est asymptote à €. 
X — 

x<1 

X alors À est asymptote à €. 
, es 

ESi f(x) = EX 

ESi f n'est pas définie en 1, alors À est asymptote 

à 6. 

[43] QCM Donner les bonnes réponses. 

E La fonction f est définie pour x £ 1 par: 

Jo = 
On a: 
a. lim f(x) = +0. b. lim f(x) = +00. 

c. lim f(x) = 0. d. lim FX) ==. 

x>1 x <1 

F1 La fonction g est définie pour x <1 par: 

3 1 

Les 
On a: 

a. lim g(x) =+o. . b. limg(x) =+o. 
x—1 Xx—1 

x<1 

c. lim g(x) = 0. d. limg(x) = 0. 
x—1 x—1 

x>1 Si 

Représentations graphiques 

44 | Dans chacun des cas suivants, donner une allure 
possible de la courbe € représentant une fonction f 
définie et dérivable sur R\{1 }. 

a. lim f(x) =—2, lim f(x) = +0 

et lim f(x) = 0. 

b. lim f(x) =— 0 et lim _ f(x) = — 00. 

La droite d'équation y = 2 est asymptote à € en +0. 
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_ BLimite d'une fonction en 
EE re fonction f définie sur R\{—2;2} est 
représentée ci-dessous par la courbe €. 

On a tracé les asymptotes d'équations x =—2, x =2 

ets 

Lire les limites de f en —,en +, en —2 (à droite et 

à gauche) et en 2 (à droite et à gauche). 

146 | On donne le tableau de variations d’une fonction f, 

de courbe représentative € : 

El Préciser les équations des asymptotes à ‘€. 

F1 Tracer une allure possible de ‘€. 

Utiliser les définitions 

EX Démonstration d'un résultat du cours 
© Voir le cours, page 56. 

El Soit A un réel strictement positif. 
Résoudre sur R° l'inéquation mr > A. 

pas éme à 1 
En déd SS F1 En déduire lim 3 

148 | Soit la fonction f définie sur |1; + | par: 

1 
X = à ) (x =. 1h 

El À l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite de 4 
en 1. 

F1 Soit un réel a > 0.Démontrer que pour tout réel x £ 1 : 

1 1 SR Eee 
fx Yabnidi 

silx—1|< a, alors 



El a. Donner la définition d'une fonction qui admet une 
limite égale à + en 1. 

b. Démontrer la conjecture émise à la question El. 

El Donner une équation de l’asymptote verticale à la 

courbe représentative de f. 

49 | Fonctions n'ayant pas de limite 
en un point 

El a. Démontrer que la fonction inverse définie sur R* 
n'admet pas de limite en O. 

D) Exercices d'application 

b. Admet-elle une limite en 0 sur l'intervalle ]—  ; O[ ? 

et sur l'intervalle |0 ; + | ? 

F1 a. La fonction f:x+ sin définie sur R° admet- 

elle une limite en 0 ? 

b. Admet-elle une limite en 0 sur l'intervalle ]—  ; 0[ ? 
et sur l'intervalle 10 PE œ| ? 

E3 Détermination de limites 

[50 CI vrai ou faux ? 
On considère deux fonctions f et g définies sur l’inter- 

valle [0 ; + |. 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

si lim f(x) = 0, alors imac. 
X — 

1 

x—0 f(x 

ESi f est strictement décroissante sur [0; +, 
alors lim f(x) =—. 

X — + oo 

AS lim f(Xx)=—-œ et si lim g(x)=+0, 
X — To X — + oo 

alors lim fx) = À. 
X—+oo g(x) 

El On suppose que pour tout réel x > 0,0 <f{(x)< x. 

Alors lim ALI ES 
X—+o À 

El Vrai ou faux ? 
Soit la fonction f définie sur |— æ ; 5[U ]5 ; + [ par: 

3 
5 XE 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

ELa droite d'équation y = 5 est asymptote à la 

courbe €; représentative de f. 

a] lim f(x) =-0. 

H= TXT 2+ 

ElSur |5; +, lim f(x) = — 00, 

El La courbe €, est toujours au-dessus de la droite 

d'équation y =— x +2. 

RIM C'est au ve siècle 
av. J.-C. que Zénon d'Élée, 

philosophe grec, énonce 

ses paradoxes, dont le plus 

célèbre reste celui d'Achille 

et de la tortue : 

Achille voit une tortue 

et décide de courir pour 

la rattraper, mais Achille 

ne réussit pas à devancer 

la tortue. 

En effet, au point 0 d'Achille, la 

tortue est au point À. Le temps 

qu'Achille atteigne le point À, la tortue aura atteint le point 

B. De sorte que la distance aura beau se réduire, Achille ne 

parviendra jamais à rattraper la tortue, qui restera en tête. 

Zénon d'Élée 

(env. 450 ans av. J.-C.) 

Utiliser les opérations 
snnnsnnsenssosnonnnooesessossscocseneese ses ne se pire eneneeneneneeseneeseneseenenneee 

152 On considère une fonction f définie sur R° dont 
on donne le tableau de variations. 

Dresser, en justifiant, les tableaux de variations des 

fonctions — f, | f 

aux bornes de R°. 

Pre et a en précisant les limites 

Déterminer les limites suivantes : 

a. lim x(x— 3); b. lim —x2(x+2)+1. 
X — — oo X — + 00 
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[54 Déterminer les limites suivantes : 

ra 
a. lim be ( Éce n ] :b. lim — 3x(x 4 = 

x Fe x 

3 

X — + X 

E Déterminer : 

EI lim (+3) 4). F1 lim TRS) 
Me tues X x — +00 À 

—+ — OO 

56! Déterminer les limites en —o et en + des 

fonctions f, g et h suivantes, après avoir vérifié qu'elles 

sont définies sur R. 

Ai de. He —"—;. a f:X+-> —Xx +2x° —4 b:giXe> = 5 

Ne nr 
Déc: D HE 

SYA Le graphique donne les courbes représentatives 

de trois fonctions f, g et h définies sur R. 

L'axe des abscisses est une asymptote à la courbe 6; en 

+ et à la courbe 6, en — > et + ; de plus 6, est une 

droiteet lim f(x) =+00. 
X — — oo 

€ YA 

Donner, si possible, les limites en — et en + des 

fonclons boire oil had en L 

2 Let foh. 

FE Déterminer les limites suivantes : 

: x , x > x 
a. lim D: lim ; € lim : 
x-24—X x-24—X x-24— x? 
X 2 xX=2 2 

€ x . x 
d. Iim—..e.-|lim L 

x--24— x? X= bo de 
XX? 

EF Déterminer les limites aux bornes de l'ensemble 

de définition de f dans chacun des cas suivants : 

a fx (+ 2)08— 1) sur Jo: + co[; 

b.f:xr- (-+2)08 = 1) sur] 00[; 
32 3 

CiiXIE BAT 
+: 

Le 
d.fixe 2 RES sur ]2; + oo. 

A CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

[60| Même exercice que l'exercice 59. 

a. f:Xr+ L 

Ax +1 

X+5X+6 

X 21410 
10% 

b.f:x- sur ]=3:—2|; 

cjixe> sur |5; + | ; 

3 
d.f:xr> 2x-1+ D sur ]—1;+ of. 

EF o considère la fonction f définie sur 

TX 
]0 ; + œ| par: f(x) = er 

El Tracer la courbe représentative de f à la calculatrice. 

Conjecturer la limite de f en 0 et en +0, ainsi que ses 

variations. 

El Déterminer les limites de f en 0 et en +oo. 

En donner une interprétation graphique. 

El a. Calculer f(x). 
b. Étudier le signe de f'(x) sur ]0; +. 
c. En déduire le tableau complet des variations de f. 

Limite d'un polynôme à l'infini 
El Soit une fonction f polynôme de degré n (entier). 

On pose pour tout réel x: 

f(R)=a,x Fa, OP Fax Eds 

les a; sont réels tels que a, Z 0. 

En factorisant par a,x”, démontrer que : 

lim f(x) = lim a,x° et lim f(x)= lim a,x°. 
X — + oo X — + 00 KI X°= — CO 

F1 Déterminer rapidement les limites en + et en —o 

des fonctions suivantes définies sur R: 

a. f(x) =-3x*+2x +4x +1; 

b. g(x) = 2x +5x2—3x +4. 

Composition de fonctions 

Déterminer : 

; x2+5 ; ; 
a. lim D OR. IIM VA EExXUle 

X — + oo 4x +1 X — + oo 

; 3 à se 
CO ne —— 
SES CRE, X=+00 V.X 1 

[64| On considère la fonction f définie sur R par : 

FO = VX +4 — x. 

El Déterminer la limite de f en — oo. 

El Démontrer que pour tout réel x : 

L'u NRTe 
FAQ VR+4+x 

En déduire la limite de f en +. 



[65 Einstein a montré que 

la masse m (en kg) d'un 
objet en mouvement est 

une fonction de la vitesse 

(en m.s ?). Si un solide a 
pour masse M, au repos, à 

la vitesse v, sa masse est : 

Fr Albert Einstein (1879-1955) 

a reçu le prix Nobel de 

= ) _ physique en 1921. 
où c est la vitesse de la lumière. 

Déterminer la limite de m lorsque v tend vers c, avec 

UE: 

Théorèmes de comparaisons 

[66| | BAC | Démonstration du cours 
© Voir les théorèmes du cours, page 58. 

Soit un réel a. On considère deux fonctions f et g 

définies sur [a ; + æ|[ telles que pour tout réel x> a, 

OK g(x). 
On suppose que lim f(x) =+ 

X — +oo 

El Rappeler la définition mathématique de : 

« lim f(x) =+0 ». 
X — + oo 

El En déduire que la fonction g tend vers + en +00. 

YA Déterminer la limite en +o et en —œ de la 

fonction f définie sur R par: 

f(x) = x +1—sinx. 

M=H+1-sint#) 

[68| Déterminer la limite de f en + dans chacun des 

cas suivants : 

a. f(x) = (2-sinx)Xx ; 

3x 

b. f(x) = COX 

[6o! El Montrer que pour tout réel x: 

] pa 1 re A Terme 
2 = COSX 0 

El En déduire les limites suivantes : 
X : XCOSX 

F D'AlMNS-EEE-S a. lim à 
Net 2m COS X Xe Lie COSX 

ZA0] El Démontrer que pour tout réel xZ 1,ona: 

1 Peux 
DENT EET 

<= 

F1 En déduire les valeurs de : 

xVx | x 
ki | ; 
re UE) 

lim 
he Xl 

f est une fonction définie sur [0 ; + | telle que : 

D pour tout x > ln (t 

D pour tout xeJoitl +<f0)< 

El Peut-on en déduire la limite de f en + ? 
Si oui, la donner. 

El Peut-on en déduire la limite de f en 0 ? Si oui, la donner. 

[LA Soient deux fonctions u et v représentées ci-dessous. 

TAN lc a nt 
— ER l 

AS RCE" 
Î | . 

titane 
On considère une fonction f définie sur R et telle que : 

bu(x)<f(x)< v(x) pour tout x E[0; + |; 
D f(x) > u(x) pour tout x E ]- æ;—4]. 
a. Déterminer les limites de f en — et en +co. 

b. Reproduire le graphique et donner une allure pos- 

sible de la courbe représentative de f. 

LE] Soit la fonction f définie sur R* par : 

| E(x) fo= TZ, 
où E désigne la fonction partie entière. 

a. Démontrer que, pour tout réel x, x — 1 < E(x)< x. 

b. En déduire que lim f(x) = 1. 
X — T o0 
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Exercices d'application 

[al Vrai ou faux ? 
On a tracé la courbe représentative d'une fonction f 

définie sur l'intervalle [—5 ; 5]. 

Par lecture graphique, dire si les propositions sui- 

vantes sont vraies ou fausses. 

El La fonction f est discontinue en 3. 

F1 La fonction f est continue en 1. 

El La fonction f est continue sur l'intervalle [—3 ; 3]. 

La fonction f est continue sur l'intervalle |— 2 ; 2. 

El La fonction f est continue sur l'intervalle [—5 ; 2]. 

GAL Vrai ou faux ? 
Soit une fonction f définie sur I = [0 ; 2] et a un réel 
de I. Préciser si les affirmations suivantes sont vraies 

ou fausses. 

EI Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. 

F1Si f est continue sur I, alors f est dérivable sur I. 

Si f est continue sur chacun des intervalles [0 ;1] 
et [1;2], alors f est continue sur [0 ; 2]. 

EI Si f est dérivable sur chacun des intervalles [0 ;1] 
et [1;2], alors f est dérivable sur [0 ; 2]. 

(6! Vrai ou faux ? 
Soit une fonction f définie sur l'intervalle I = [a ; b] 
telle que : f(a)=02:; f(b)=-1. 
Répondre par vrai ou faux. 

- HiLéquation f(x) = 1 admet au moins une solution 
dans. 

E1Si f est continue sur I, alors l'équation f(x) = 1 
admet au moins une solution dans I. 

El Si f est strictement décroissante sur I, alors l'équa- 
tion f(x) = 1 admet au plus une solution dans I. 

ESi f est strictement monotone sur I et s’annule en 

un réel a de I, alors l'ensemble des solutions de l'iné- 
quation f(x) < 0 est l'intervalle ]a ; b]. 

76 CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

ess EpéontiqUié 
Étudier la continuité 

or a tracé la courbe représentative d'une 
fonction f définie sur l'intervalle [—3 ; 4]. 

El La fonction f est-elle continue : 

a.en —2? b. en 1 ? c.en2? 

El La fonction f est-elle continue sur l'intervalle : 

a.[-3;0]?  b.[1;2]? c: 12:41 

El Donner un intervalle de longueur 4 sur lequel la fonc- 

tion f est continue. 

Pour xe[0;4]|, f(x) 
est l'aire de la partie colorée 

sur la figure ci-contre. 
La fonction f est-elle conti- 
nue en 2 ? 

LE Pourchacundescas, tracerlacourbe représentative 

de la fonction f et préciser si f est continue sur R. 

10) x? —1si x<0 
a. f(X)= É 

X=T IN SI Xe10 

xX2+1 six <1 

b. f(x) = 
= six > 1 
x 

Ed Soit la fonction f définie sur R par f(x) =|x2 — 4|. 

El Tracer la courbe représentative de la fonction f. 

F1 La fonction f est-elle continue sur R ? Est-elle déri- 

vable sur R ? 

Dans chacun des cas, quelle valeur doit-on donner 

au réel m pour que la fonction f soit continue sur R ? 

x2—1 . 
D / (0 = LE ne Xe L 

m si x=—1 

A fh0) = IEEE ob SX 0. 

f(0)= m 



Calculs de limite 
CEELELEEECECEEEEECEEEECC EEE ECEEEEOEEEEEEEEEEEENNOEEE EEE ET EI ET TITI TT TITI TEE ER 

[82 EF) Soit f la fonction définie pour x £ 1 par: 

_ x2—3x+2 LEE 
El À l’aide de la calculatrice, conjecturer le comporte- 

ment de f au voisinage de 1. 

El Prouver ou infirmer la conjecture. 

83 Soit la fonction f définie sur R\{—3 ; 3} par: 

x? — 4x +3 

F6) = x?—9 

El Déterminer, si elle existe, lim f(x). 
X—3 

El Démontrer que la courbe représentative de f admet 

deux asymptotes dont on donnera les équations. 

[84] Déterminer : 

a. lim ,/ _— D in = — 
xs eV Ax 1." x VX +1 | 

[85 Déterminer : 

a. lim cos 
X — — oo 

Er | b. lim si —. PRE SUN PE USD Tan 

Utiliser un tableau 

Œ Vrai ou faux ? 
Justifier la réponse. 

Soit f une fonction dont le tableau des variations est : 

4 +o 

LL 
El l'équation f(x) = 1 admet une unique solution. 

El L'équation f(x) = — 3 admet une unique solution. 

El L'image par / de l'intervalle ]0;4] est l'intervalle 

[o ca |. 

El Le signe de f est donné par le tableau suivant : 

it 

[62 4 f une fonction continue sur l'intervalle 
[—3 eh dont on connaît le tableau des variations. 

Donner les images par la fonction f des intervalles : 

[-25]; 2721; [3:11 

GLE Soit f une fonction dont le tableau de variations 

esie 

El Donner les images par f des intervalles : 

]J-:;0{; [05215 ]-o:2|; 12:#col: 

El Déterminer le nombre de solutions de l'équation : 

a. f(x)=0 b. f(x) = 1. 

Théorème des valeurs intermédiaires 

[ao Soit la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 
10e Xe 50) 

El Calculer (0) et f(1). 

El En déduire que l'équation f(x) = 0 admet au moins 

une solution dans [0 ; 1]. 

p" 

Dans chacun des cas suivants, démontrer que 

l'équation proposée a au moins une solution dans 

l'intervalle I. 

Hx/x+2=2;:1=[-2;2| 

AH(+1)x=1:I1=R. 

L'or | Démontrer que l'équation x? — x? — 1 = 0 admet 
une unique solution dans R et encadrer celle-ci par 

deux entiers successifs. 

CEA On considère la fonction g définie sur R par : 

g(x)= x 4 +41. 

Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet exactement 
trois solutions sur R dont une entière. 

CHAPITREZ2 Limites et fonctions continues 



CES La fonction f est définie sur [—3;6] par: 

be 
a. Déterminer f(x) et dresser le tableau de variations 
de f sur [-3:6|]. 
b. l'équation f(x) = 30 a-t-elle des solutions dans l'in- 

tervalle [—-3; 6]? 

Si oui, préciser le nombre de solutions sur [—3 ; 6]. 

c. On a tabulé ci-contre à la calcula- 

trice f(x) par pas de 1. 

En déduire un encadrement de la 
solution de f(x) = 30 entre deux 
entiers consécutifs. 

d. Obtenir de la même façon un 

encadrement d'amplitude 10°? de la solution de l'équa- 

tion f(x) = 30. 

En «1:19 Encadrer les solutions 
d'une équation 

Soit l'équation (E) x° — 5x = 3. 

EX Démontrer que l'équation (E) admet une unique 

solution dans l'intervalle [— 1; 0]. 

El On souhaite obtenir un encadrement d'amplitude 

107? de cette solution. 

Après avoir analysé l'algorithme ci-dessous, compléter 

les pointillés de façon à résoudre le problème. 

A 

ANRT 

El L'équation (E) admet-elle des solutions n'apparte- 
nant pas [— 1; 0] ? Justifier. 

Si oui, pour chaque solution, modifier l'algorithme pré- 

cédent de façon à en obtenir un encadrement d'ampli- 

tude 102. 

El On considère la fonction f définie sur R par : 

f(x) = °° — 3x2 1. 

Déterminer, selon les valeurs du réel k, le nombre de 

solutions de l'équation f(x) = K. 

(38: CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

E On considère la fonction f définie sur R par: 

OA = 2x 6x P5,9067-1,00: 

VAzLAT3-ba "és. JbHkA-1.9 EOn a tracé ci-contre 
la courbe représentative 

de f. 

Conjecturer le nombre de 

solutions de l'équation 

f(x) = 0. Puis donner 
une valeur approchée des solutions éventuelles. 

El Étudier lés variations de f sur R. 
La conjecture précédente est-elle confirmée ? 

E] a. Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout 

réel x, f(x) = (x— 1)(ax? + bx + c). 
b. Résoudre dans R l'équation f(x) = 0 
/ # 

[e7| Soit la fonction f définie sur R par : 

LE 4 f(x) ere 

EX Exprimer f'(x). 

El a. Étudier les variations de la fonction dérivée f”. 

b. Justifier que l'équation f’(x) = 0 admet une unique 
solution a sur R. 

Donner une valeur approchée de a à 0,1 près. 

c. En déduire le tableau de signes de f(x) sur R. 

El Étudier les variations de f sur R. 

E Dans un récipient cylindrique de rayon 10 cm, on 

place une bille de rayon 4 cm. 

On verse ensuite de l'eau jusqu'à recouvrir exactement 

la bille. On retire alors la bille, et on la remplace par une 

autre bille de rayon R (où R est différent de 4). 

Est-il possible que l'eau 

recouvre exactement la 
nouvelle bille ? 

El Calculer le volume d'eau 
versé dans le récipient. 10 

El À quel intervalle doit appartenir R ? 

El En calculant de deux façons le volume « eau + bille », 

démontrer qu'une nouvelle bille est solution du pro- 

blème si son rayon R vérifie l'équation : 

(E).:3x° —180x7536=0. 

E justifier que le problème admet une solution. 

Donner une valeur approchée du rayon R à 0,1 cm près. 

D Le volume d'une boule de rayon R est TR. 

D Le volume d'un cylindre de hauteur h et de rayon de 
base rest xr’h. 



Exercices guidés 

El Utiliser un tableau 
Soit une fonction f définie et dérivable sur R, de courbe 

représentative ‘6, et dont on donne le tableau de varia- 

tions ci-dessous. 

On donne de plus : 

F(r2)=0; f(5)=0 et (10) =3. 

À l'aide des informations fournies, répondre aux ques- 

tions suivantes. 

El Dresser sans justification le tableau donnant le signe 

de f(x) suivant les valeurs du nombre réel x. 

F1 a. La courbe € admet-elle une asymptote horizon- 

tale ? Si oui, préciser une équation de cette droite. 

b. Montrer que l'équation f(x) = 2 admet une unique 
solution sur l'intervalle [3 ; 10]. 

Question ouverte 

El On considère la fonction g lle que : 

CIE se 
Dans cette question, _. ee de recherche, 
même incomplète, ou d'initiative, même non fruc- 

tueuse, sera prise en compte. 

Dresser le tableau de variations complet de la fonc- 
+ 

tiong.. L 

Elintroduire dans le tableau f(—2) et f(5), puis 
conclure. 

F1 a. On rappelle que l'existence d’une asymptote hori- 
zontale est liée à la présence d'une limite finie eñ — 
ou en +. 

b. On remarque que 2€[-1;3] qui est l'intervalle- 
image par f de l'intervalle [3 ; 10]. : 5 
Donc on peut penser à utiliser le théorème des valeurs 
intermédiaires, dans le cas d’une fonction continue 
strictement monotone. 

el) Utiliser une fonction auxiliaire 
et étudier les positions relatives 
de deux courbes 

Partie A 
Soit la fonction g définie sur R par : 

gd)=2 4x1: 

El Étudier les variations de g. 

El En déduire que l'équation g(x) = 0 admet sur R une 

unique solution «, vérifiant 0,65 < a < 0,66. 

El Étudier le signe de g(x) en fonction de x. 

Partie B 
Soit la fonction f définie sur ]— œ ; 0[U]0 ; + œ{ par: 

f(x) = Le se di) FT 

On désigne par € sa courbe représentative. 

Eli s'agit de préciser les variations de g et les limites 

aux bornes de son ensemble de définition. 

b Quelles sont les valeurs qui annulent f(x) ? 
déduire l'ensemble de définition Ddeg. … 

D Pour les limites de g aux bornes de D, utiliser les opé- 
rations sur les limites en distinguant bien ce qui se 

à passe à droite et à à gauche des valeurs interdites 

| : D Pour les variations de g, vérifier que le signe de g(x) 
est les signe contraire du signe de f (0, et que celui-ci 

est connu EE aux variations SE ES ” 
} 

EX Étudier les limites de / aux bornes de l'ensemble de 

définition. pr 

El a. Montrer que pour tout réel x £ 0 : 

US 10) 
f'(x) 3 À 

b. Construire le tableau de variations complet de f. 

El Soit la fonction h ÈS sur R par : 

h(x) = (x + x) 

et P sa courbe re he va 

a. Déterminer les limites en — et en + de la fonc- 

tion d:xr+ ‘f(x)— h(x) 
Que peut-on en déduire des courbes € et ® au voisi- 
nage de — et de + ? 

b. Étudier les positions relatives des courbes € et P. 

E] Construire les courbes € et ® dans un même 

repère. 

CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 



Partie A 

El On étudie le signe de g'(x) = 6x? + 2x sur R pour 
obtenir les variations de g sur KR. On peut préciser 

dans le tableau de variations les valeurs des extrêéma 

locaux. di RE 4e 
F2. Utiliser le tableau des variations de g ; constater que 

g(x)<0 sur | ;0] et vérifier que les conditions 
d'application du théorème des valeurs intermédiaires 

sont vérifiées sur [0 ; + col + de 
Ej Utiliser le tableau de variations de c g pour détermi- 
ner son signe. DNA LOBD SE 

ARE 

for interpréter des limites 
On considère une fonction f, dont on donne le tableau 

de variations ci-dessous. 

On appelle € la courbe représentative de f dans un 

repère Srthonormé (o, Fr j) (unités graphiques : 2 cm). 

Partie A 
En interprétant le tableau donné ci-dessus : 

Préciser l'ensemble de définition de f ; 

F1 Donner les équations de l'asymptote horizontale et 
de l’'asymptote verticale ®, de la courbe €. 
Donner les coordonnées du point A où la tangente à la 

courbe € est horizontale. 

El On sait de plus qu'il existe trois réels a, b et c tels que 

b c 
+ . 

X—=1 (x—1Ÿ 
pour tout réel x £ 1, f(x) = a + 

a. Démontrer que a = 1. 

_ Partie A Sa 

Ha. Utiliser la limite de f en ne 

L b. D'après le tableau, f(0)= 0 et Es = Fi 

On peut exprimer ces images en fonction de bet c 

 PartieB_ 4 

ai Il faut déterminer les limites de f en +,en — et 
_en1 (à droite et à gauche). 

Les variations de f sont obtenues par le signe de f'(x). 

On utilise pour cela l'expression factorisée de f(x). 
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Partie B 

EX Utiliser les règles sur les opérations. 

F1 a. Utiliser les dérivées usuelles et mettre f (x) au 

même dénominateur. 

b. Utiliser que f’(x) a le même signe que g(x) et 
conclure quant aux variations de f. 

El a. Ce sont des limites de fonctions usuelles. Puis 
faire l'analogie avec la notion de droite asymptote. 

b. Pour étudier les positions relatives des deux courbes, 
il faut étudier le signe de f(x) — h(x). 

b. Justifier que les réels b et c sont solutions du système : 

bio: 

2 4 __4 
so a 

Déterminer les valeurs de b et c. 

Partie B 

On donne maintenant l'expression de f : 

4 3 
PACA EUR. Érat FT 

HF09:=1+4/0-13+3/0-1)2 1 Répondre aux questions 

suivantes en utilisant 

les résultats obtenus ci- 

contre à l’aide d’un logi- 

ciel de calcul formel. 

El Vérifier le tableau de 

variations de la partie A. 

F1 Déterminer une équa- 
tion de la tangente À à 
€ au point À d'abscisse 

0, puis préciser la posi- 

tion de la courbe @ par 

rapport à la droite À. 

E1 Construire la courbe ‘€ et les droites ®, D, et A. 

fl F1 La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation : 

y =f'(0)X(x—0)+7(0). 
| Pourétudier les positions de € et À, étudier le signe de 

FX) — 2x. 
El Le graphique doit résumer l'étude précédente. 

En particulier il faut placer le point À, et les positions 

relatives de € et À doivent être cohérentes avec le 
résultat de la question F1. 



1 Etudier une suite de solutions 
Pour tout entier n > 2, on considère la fonction f, défi- 
nie sur [0 ;1] par f,(x) = x? — 2nx + 1. 

EI Démontrer que pour tout entier n > 
f(x) = 
El À l’aide de la calculatrice, donner une valeur appro- 

chée à 0,001 près de «, et de w:. 

2, l'équation 

0 admet une unique solution a, dans Lratl 

El Comparer a, et _ 

Montrer que la suite (&,) est convergente et préciser 

sa limite. 

El On pense à utiliser le théorème des valeurs intermé- 
diaires, dans le cas d’une fonction strictement mono- 
tone. 

L'étude des variations de f, permet de vérifier la vali- 

dité des conditions d'application de ce théorème. 

El On tabule f, sur [0 ;1] et on procède par balayage 
pour obtenir une valeur approchée de &;. 

Exercices d'entraînement 

ocu l'E) Vrai ou faux ? 
On donne ci-dessous le tableau de variations d'une 

fonction f, définie et dérivable sur R, et on nomme € 
sa représentation graphique dans un repère. 

Répondre, par vrai ou faux, aux questions suivantes, en 

justifiant lorsque la réponse est « faux ». 

EX Pour tout réel x, f(x) > — 2. 

El l'équation f(x) 
dans R. 

El L'équation f(x) = 1 admet une solution unique dans 

l'intervalle [4 ; 9]. 

E Pour tout réel x, f'(x) 2 0 

El La droite d'équation y = 0 est asymptote à €. 

G im 0 = 

= — 3 admet au moins une solution 

On procède de même avec /; pour 3. 

El En utilisant les variations de Jar le signe de es 

permet de situer An dans Lo: r ou dans FE a 

E] Penser à utiliser le théorème ee RS et la 

question précédente. j 

Pour chacune des questions, une seule réponse, parmi 

les trois proposées, est juste. 

EX La droite d'équation y = 0 est asymptote à la courbe 

de f pour f définie par: 

4 2h x 41 
a. f(x) = Vx ++ reqt b. f(x) = 

1 

x2+1 COTE 
El La droite d'équation x = 1 est asymptote à la courbe 

de g pour g définie par : 

1-x 
Xe 10" a. g(x) = 

c g(x) = RS 

El La droite d'équation y = + est asymptote à la courbe 

de h pour h définie par : 

y Ph pet a. h(x) = PEUR b. h(x) Een 

ch(xX) = vx + int 

CHAPITREZ2 Limites et fonctions continues 



à) 

CE Partie A On considère la fonction polynôme 

Pdéfinie pour tout réel x par P(x) = 2x? — 3x? — 1. 

El Étudier les variations de P sur R. 

El Montrer que l'équation P(x) = 0 admet une unique 
solution a et que « appartient à |1,6;1,7|. 

El Dresser le tableau de signes de P(x). 

Partie B On considère la fonction f définie sur 

Ve x 
f(x) a 1 + 3x3 d 

On note € la courbe représentative de f. 

]—1;+ | par: 

El Étudier les variations de la fonction f. 

El Déterminer les asymptotes à la courbe‘€. 

El Écrire une équation de la droite %, tangente à la 

courbe 6 au point d'abscisse 0. 

Étudier la position de la courbe @ par rapport à ®, sur 

l'intervalle ]—1; + |. 

El a. Écrire une équation de la droite 3, tangente à la 

courbe € au point d'abscisse 1. 

b. Montrer que pour tout réel x > —1 : 

1 __(-x}G2+x+1) 
HQE SrEX)E 206 +1) 

c. Étudier la position de la courbe 6 par rapport à ®, sur 

l'intervalle ]—1;+ œ[. 
El Représenter €, %, et ®, dans un repère orthonormé 
d'unité graphique 4 cm. 

5 Partie A Soit la fonction g définie sur R par : 

g(x) = 4x — 3x — 8. 

El Étudier le sens de variation de g sur R. 

0 admet dans R El Démontrer que l'équation g(x) = 
une unique solution que l'on note «. 

Déterminer un encadrement de a d'amplitude 1072. 

El Déterminer le signe de g sur R. 

Partie B Soit la fonction f définie sur Fe 2: Be | par : 

f69 = NT. 
A1 

On note € la courbe représentative de f. 

El a. Déterminer la limite de f en +00. 

b. Déterminer la limite de f en + 

Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

Fil 
c. En utilisant la définition de a, démontrer que : 

fa)= +. 
En déduire un encadrement de (a). 

El a. Calculer f(x). 
b. En déduire le sens de variation de f sur 

“8è: CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

Partie C 

À l'aide d'une calculatrice formelle, on a obtenu : 

Terminé 

Et le graphique suivant : 

On appelle % la droite d'équation y = 2 

EN a. Conjecturer les positions relatives de € et de %. 

b. Pour tout réel x > —- ; on considère les points M et N 2 LL 

d'abscisses x respectivement sur @ et #. 

Que peut-on conjecturer sur la distance MN lorsque x 

tend vers + oo ? 

Question VER 
—_ — 

EiDans cette ( question, , toute trace de recherche, 
même incomplète, oi u d'initiative, même non fruc- ne 
| tueuse, sera 1 prise encompte. 

et = 

 Démontrer les s conjectures précé sden tes. 

ue Et 

Re 

LZZA Soit la fonction f définie sur ]— æ ; 2[U]2;+ | 
par : 

__—2x?+7x-8 
f(x) uES Fer : 

On appelle @ sa courbe représentative. 

El Déterminer les limites de f en —œ et +0. 

El Déterminer les limites de f en 2 (à droite et à gauche). 

Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

El Étudier les variations de f. 

El On appelle A la droite d'équation y = — 2x +3. 
a. Justifier que pour tout réel x £ 2, on a: 

f(x) -(-2x+3)= _ 

b. Étudier la position de la courbe € par rapport à la 

droite A. 

c. Déterminer lim | f(x) — 
X — + oo 

(-2x+3)|. 

interpréter graphiquement ce résultat. 



LL Soit la fonction f définie, pour tout réel x #1, 
par : 

Xn 
NE —. = AT 

On désigne par ‘6 sa courbe représentative dans un plan 

rapporté à un repère orthonormé. 

El Démontrer que, pour tout réel x £ 1,ona: 

srext sic) 
Lixl= 

(Grimm 
où P est une fonction polynôme de degré 3 que l'on pré- 

cisera. 

El a. Étudier les variations de la fonction P sur R. 

b. Démontrer que l'équation P(x)=0 admet une 

unique solution «. 

On donnera une valeur approchée de « à 10°? près. 

c. En déduire le signe de P(x) selon les valeurs de x. 

El En utilisant les questions précédentes, déterminer 

les variations de la fonction f sur les intervalles où elle 
est définie. 

El a. Déterminer une équation de la tangente T à la 

courbe @ au point A(0;—1). 
b. Préciser la position de € par rapport à la droite T. 

E Préciser la position de € par rapport à sa tangente % 

au point d'abscisse — 1. 

EH Vérifier les résultats obtenus précédemment en visua- 

lisant à la calculatrice la courbe € et les différentes tan- 

gentes. 

LE Soit la fonction f définie sur R* par : 

00 = x ne 

de courbe représentative €. 

EI Démontrer que pour tout réel x # 0 : 

ET x). 
Que peut-on en déduire pour la courbe ‘€, ? 

On appelle g la restriction de f à l'intervalle ]0 ; + œ| et 

€, sa courbe représentative. 

F1 Déterminer les limites de g en 0 et en +oo. 

El Démontrer que la fonction g est croissante sur l'inter- 

valle]0 ; + |. 

X) = 
E] Déterminer lim SEE 

x—0 X - Ch 

Que peut-on en déduire pour la courbe ‘6, au voisinage 

du point A(0;1)? 

E Construire €, et ‘6; dans le même repère. 

M CD over le plan muni d'un repère 
orthonormé, on considère la parabole Ÿ d'équation 

y = x? et le point A(1;0). 
L'objet de l'exercice est de déterminer le point M de 

la courbe Ÿ tel que la distance AM soit minimale. 

Pour tout réel x, on pose f(x) = AM? où M est le point 

de P d'abscisse x. 

El Déterminer f(x). 

F1 a. Étudier les variations de la fonction dérivée /” sur R. 
b.En déduire que l'équation f'(x) = 0 admet une 
‘unique solution @ sur R. Justifier que 0 < & < 1. 

c. Dresser le tableau de signes de f’(x), puis le tableau 

de variations de f. 

El Condlure sur le problème posé. 

Pour tout réel e > 0, on recherche des valeurs appro- 

chées a et b de a à e près telles que a <a <b. 

a. Justifier que les réels cherchés a et b vérifient : 

f(a)<0 et f'(b)>0,etque:b—-a<e. 
b. On procède par dichotomie pour obtenir des valeurs 

a et b. 

On propose pour cela l'algorithme incomplet ci-dessous : 

Variables : 

e, a, b, m:réels ; 
Début : 

Entrer(e) ; 
a+-0;b-1; « 
TantQue … Faire 

deb: 
2 = 

Si f(m)<0 Alors a-m; 
Sinon... = 1m; 

FinSi ; 

FinTantQue ; 

Afficher(a ; b) ; 
Fin. : 

Après avoir rappelé le principe de la dichotomie, com- 

pléter l'algorithme de façon à résoudre le problème. 

c. Faire fonctionner l'algorithme pour e = 0,01 (on don- 

nera les valeurs successives de a et b jusqu'à l'affichage 

final). 

A TE LE ES 

m — 

PLAT S 

5; Voir les Outils pour l’algorithmique 
et les Outils pour la programmation. 
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LE Vrai ou faux ? 
Soit la fonction f définie sur R par : 

TT 
FR Petra 

On note 6 sa courbe représentative. 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

a. La courbe 6 admet un centre de symétrie. 

b. La fonction f admet une limite en O. 
c. La fonction f est dérivable en O. 

d. La droite d'équation y = 1 est asymptote à ‘€. 

e. La droite d'équation y = —1 est asymptote à €. 

LEZ Soit la fonction f définie sur D = R\{—1:;:0;1} 

fr += 6x1 EX OX 
f(x) = Pur 

On note 6 sa courbe représentative. 

El Déterminer la limite de f en — et en +0. 

F1 à. Démontrer qu'il existe quatre réels a, b, c, d'tels que 

pour tout réel de D: 

b € d = X+ + + RTS all à 2e 
b. En déduire les asymptotes verticales à la courbe €. 

El On a obtenu avec une calculatrice formelle : 

Terminé 

(241) 
x2.{ -1}2(+1}2 

En utilisant ces résultats, dresser le tableau de variations 

de f . : 

E1 Soit la droite ® d'équation y = ax où a est définie en FA 
Pour tout réel x de D, on pose d(x) = f(x) — ax. 
a. Calculer la limite de d'en + et en — co. 

b. Que peut-on en déduire pour les courbes € et % ? 

UE Soit un réel a et la fonction f définie par : 

krepe 1 a? x? 
HÉVRE Mu: 

En utilisant le résultat fourni par un logiciel de calcul, 

déterminer l'ensemble de définition de la fonction f. 

fiffactoriser(x"3-a"3) 

Le 
Ë (x-a)- (x +x- ata”) 

El Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f admet 

une limite au point a. 
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1 Deux réels a et b sont donnés. On considère la 
pu. 

fonction f définie sur R\{b} par: f(x) = 1e 

On note 6 sa courbe représentative. 

El Pour quelles valeurs du couple (a;b) la courbe € 
présente-t-elle une asymptote verticale ? 

El Pour quelles valeurs du couple (a;b) la courbe € 

présente-t-elle une asymptote horizontale ? 

El On prend ici a = 1 etb = 2. 
a. Déterminer les limites de f aux bornes de son 

ensemble de définition. 
b. Étudier les variations de f sur R\{2}. 
c. Étudier les positions relatives de la courbe € avec la 

droite À d'équation y = x +2. 

LE On considère la fonction f définie sur R par : 
x SN He 

LU) = Si TSX 
8/x si x>4 

El Déterminer les limites de f en — et en +0. 

F1 La fonction f est-elle continue sur R ? 

LL On désigne par E la fonction partie entière. 
Soit la fonction f définie sur [0 ; 2] par : 

FX) = E(x) + (x EG). 
El Tracer la courbe représentative de la fonction f. 

El La fonction f est-elle continue sur [0 ; 2] ? 

EF) Quelle méthode ? 

Soit l'équation (E) + =x—2 où xE]0; +]. 

El Un élève a représenté sur 
sa calculatrice l'hyperbole 

d'équation y=+ et la 

droite d'équation y = x — 2. 

Au vu du graphique, 

combien l'équation (E) 

semble-t-elle admettre de solutions dans ]0 ; + | ? 

El Un deuxième élève considère la fonction g définie sur 
ä à 
* 

a. Dresser le tableau de variations de g sur ]0 ; + |. 
b. En déduire le nombre de solutions de l'équation (E) 

et en donner, à l’aide de la calculatrice, un encadre- 

ment d'amplitude 1072. 

10 ;+ | par g(x) = x-—2— 

El Un troisième élève dit : « Je peux résoudre l'équation (E) 
algébriquement. » Justifier que ce troisième élève a raison. 



To considère la fonction f définie sur |0 ;+ oo 
par: ; 

f0)= 1. X 

El Démontrer que l'équation f(x)=1 admet une 
unique solution a sur ]0 ; +. 

El Déterminer une valeur approchée à 1072 près de a. 

Mracines d'un polynôme 

El à. Démontrer que tout polynôme de degré 3 s'annule 

au moins une fois sur KR. 

b. Démontrer que tout polynôme de degré impair s’an- 

nule au moins une fois sur KR. 

El Tout polynôme de degré n pair s'annule-t-il obligatoi- 

rement au moins une fois sur R ? 

On pourra étudier les cas n = 2 et n = 4. 

El On admet qu'un polynôme de degré 3 a au plus trois 

racines. 

a. En calculant les images par f des réels — 3, 0 et 

2, déterminer le nombre de solutions de l'équation 

f(x) = 0 où f(x) = x° — 6x +3. 

b. Donner un exemple d'équation du troisième degré 

- qui n’a qu'une seule solution dans KR. 

AJOn considère la 
fonction f dont on a 

donné la courbe ci-contre 

en rouge. 

a. Quel encadrement de 

f(x) suggère le dessin ? 
b. En déduire lim AA 

El considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 

FR) 1 VF: 
On note €; la courbe représentative de f dans un 

repère orthonormé (0, ä, j) (unité graphique 1 cm). 

Partie A 

EI Montrer que : un point M(x ; y) appartient à 6 si, et 

seulement si, 

x>0; y>0 et x2+(y—-1) =1. 

El En déduireque‘@,estun quart y 
de cercle (préciser son centre et  1+---------- 

son rayon). 

El Calculer l'aire 4 du domaine 

compris entre €;, l'axe des abs- 

cisses et la droite d'équation 

x = 1. 

>) 

Partie B 

Pour tout réel x de [0;1|, on 
considère le point M de ‘6, d'abs- 

cisse x. 

Le point H est le projeté orthogo- 

nal de M sur l'axe des abscisses 
et le point P est tel que OHMP est 

un rectangle. 

On se propose de rechercher les valeurs de x pour que 

l'aire du rectangle OHMP soit égale à 4. 

On appelle 4(x) l'aire du rectangle OHMP, en cm2. 

El Montrer que le problème revient à résoudre sur l'in- 

tervalle [0 ; 1] l'équation : 
2 

x2(1 — x2) = = 1 pd ; 

El Soit la fonction g définie sur [0 ; 1] par: 

g(x) == x +(2 = Ex+(1 +). 

a. Étudier les variations de la fonction dérivée g' sur 

l'intervalle [0 ; 1]. 
En déduire que l'équation g'(x) = 0 admet une unique 
solution x, sur [0 ;1]. 
Donner une valeur approchée de x, à 0,1 près. 

b. En déduire le tableau de signes de g'(x), puis le 

tableau de variations de g sur [0;1]. 
c. Démontrer que l'équation g(x)=0 admet une 

unique solution a sur [0 ;1]. 
Donner une valeur approchée de «a à 0,001 près. 

El Conclure. 

FE) Fonction réciproque 

LME Soit une fonction définie sur un ensemble, 

d'ensemble-image J. 

Si pour tout y de J, il existe un &hique x de I tel que 

J=I 

y— g(y)=x 
f(x) = y, alors la fonction g: est appelée 

fonction réciproque de f. 

El à. Déterminer la fonction réciproque g de la fonc- 

tion f définie sur [0 ; + œ[ par f(x) = x2. 
b. À l’aide de la calculatrice, observer que les courbes 

de f et g sont symétriques par rapport à une droite À 

qu'on précisera. Expliquer pourqoi. 

El On considère la fonction f définie sur [—1;1] par: 

HOME 

a. Démontrer que pour tout réel ye[-1;1], l'équation 
f(x) = y admet une unique solution. 
b. Déterminer la fonction réciproque de la fonction f. 
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La cissoïde de Dioclès 

Partie A 
On note get f les fonctions définies sur [0 ;1[ par: 

3 x 
9(x)= = et. f(x) = gx). 

On note € la courbe e représentative de f dans un repère 

orthonormé (o, à Deal ni 

El Vérifier que la fonction f est bien définie sur [0 ;1[. 

El Étudier les variations de la fonction g sur [0 ;1|. 

x 
El a. Déterminer lim 04 

X — 

En déduire que la fonction f est dérivable en 0. 
b. Quelles sont les variations de f sur [0 ;1[ ? 

El Quelle est la limite de f en 1 ? Que peut-on en 

déduire pour la courbe € ? 

El Construire €. 

Partie B 

Dans le plan rapporté au repère précédent, on consi- 

dère le point /(1; 0), le cercle T° de diamètre [O7] et la 
droite À tangente en 7 à l”. 
Pour tout point A de À, la droite ite (OA) r recoupe [en M. 
On appelle N le point tel que AN = MO. 

La cissoïde de Dioclès 

est l'ensemble des points 

N obtenus lorsque le 

point À décrit la droite A. 

El À l’aide d’un logiciel 
de géométrie dyna- 

mique, construire la 

figure et représenter la 

trace du point N lorsque 

le point le point À décrit 
la droite À. 

= Voir la fiche Geogebra. 

El Montrer que le cercle T° a pour équation : 

X Yo x — 0. 

86. CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

El On note (1; t) les coordonnées de A (t réel). 

a. Donner une équation de la droite (OA). 
b.En déduire les coordonnées des points M et N en 

fonction de t. 

E] En déduire qu'une équation de la cissoïde de Dioclès 

est : x(x2 + y?) — y? = 0. 
El Démontrer que la courbe € est une partie de la cis- 

soïde. Indiquer comment obtenir, à partir de la courbe €, 

la cissoïde en entier. 

Zi Coût moyen 
Partie A Soit la fonction g définie sur [0 ; + œ|[ par: 

g(x)= x° —1200x— 100: 

EI Déterminer la limite de g en +, puis dresser son 

tableau de variations. 

El Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution 
unique a dans l'intervalle [20 ; 40]. Donner en justifiant 
une valeur approchée de « à l'unité près. 

El En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x. 
Partie B Soit la fonction f définie sur |0 ; + | par: 

f(x) 60 ee rs _ 

On appelle @ sa courbe représentative dans un repère 

orthogonal (on prendra 1 cm pour 5 unités en abscisse 

et 1 cm pour 20 unités en ordonnée). 

El Déterminer la limite de f en 0 et en +. 

El Montrer que, pour tout x de ]0; + œ{[,ona: 

ro = 2%. 
El Étudier les variations de fsur ]0 ; + |. 

El Construire €. 
El Résoudre graphiquement l'équation f(x) = 130.Don- 
ner des valeurs approchées des solutions à l'unité près. 

Partie € Le coût total de fabrication, en centaines 

d'euros, d'une quantité x d'un produit, exprimée en cen- 

taines d'unités, est défini sur [1; 100] par : 

Ce x + 50x2 = 200x + 50 

Le coût moyen de fabrication par centaine d'objets est 

C(x) 
de: 

donc défini par Cy(x) = 

El Déterminer la quantité d'objets, à la centaine près, à 

fabriquer pour avoir un coût moyen minimum. 

El On suppose que le prix de vente d’une centaine d'ob- 

jets est égal à 13 000 euros. 

Déterminer graphiquement, à la centaine près, le 

nombre minimum et le nombre maximum d'objets que 
l'entreprise doit fabriquer pour être rentable. 



2 ©) : Famille de courbes 
Pour tout entier n > 2, on considère la fonction f, 
définie sûr [0 ;1] par f,(x) = x” — nx + 1 et de courbe 
représentative ‘6, 

El Après avoir conjecturé le résultat, étudier les posi- ‘ 
tions relatives des courbes €, et 6, ; ;, pour tout entier 

n > 2. 

El Démontrer que, pour tout entier n > 2, l'équation 

fn{X) = 0 admet une unique solution a, sur [0 ;1]. 

El La suite (a,) est-elle monotone ? converge-t-elle ? 

Fonction limite d'une suite de fonctions 
Pour tout entier n > 1, on considère la fonction jf, défi- 

nie sur [0 ; + | par: 
1 

MEET 

On note €, la courbe représentative de fi. 

El a. Déterminer, pour n > 1, les variations de fi. 
b. Démontrer que les courbes €, passent toutes par 

deux points fixes que l’on déterminera. 

c. Soient deux entiers n et m non nuls avec n < m. 

Comparer f,(x) et f(x) selon les valeurs de x. 
En déduire les positions relatives de €, et €,, 

El a. On a représenté ci-dessous les courbes €;, 6;,, 63, 

io et E100- 

Conjecturer, selon la valeur du réel x 2 0, la limite de 

fn(X) lorsque que n tend vers + 00. 
b. Démontrer la conjecture émise à la question précé- 

dente. 

El Pour tout réel x > 0,on note f(x) = lim CAEN 

On définit ainsi une fonction f sur [0 ; + |. 
a. Expliciter la fonction f. 
b. La fonction f est-elle continue sur [0 ; + | ? 

GET EE 

a 

meme oreenseesnee 
{ 

>) 

Bsuite des polynômes de Tchebychev 
Les polynômes de Tchebychev de 1e espèce sont les 

fonctions /, définies sur [—1;1] par: 
fotx) = 1, f(x) = x et pour tout entier n > 2: 

f(x) FAX TRE TE) 

filtchebyshev1(2) 
À 

DK TEE 

tchebyshev1(3) | 

4- x°-3. X_! 

tchebyshev1(4) 

: 8.x”-8 x +1) 

El a. On a obtenu par le logiciel 
de calcul formel Xcas les résultats 
ci-contre. 

justifier les expressions de f,(x), 
f3(x) et f(x) en fonction de x. 
b. Déterminer l'expression de 

f(x) en fonction de x. 

El Tracer les représentations graphiques de f,, f,,.…. et 

fs sur[—-1;1]. 
Puis conjecturer le nombre de solutions de l'équation 

fa0x) = 0 sur [-—-1;1] en fonction de l'entier n. 

El a. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, 

fn(cos(x)) = cosnx. 
On pourra utiliser que pour tous réels a et b: 

2cosacosb = cos(a + b)+ cos(a — b). 
© Voir la fiche Logique et raisonnement mathématique. 

b. Démontrer la conjecture émise à la question El et 

déterminer toutes les solutions de l'équation f,(x) = 0 

sur [—1;1] en fonction de l'entier n. 

WlFonctions égales à leur carré 
Déterminer toutes les fonctions continues sur R telles 

que pour tout réel x, f(x) = (f(x)).. 

UÆ] Points fixes d'une fonction 
Soit une fonction f définie et continue sur l'intervalle 
[0 ; 1] qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0 ;1]. 
Démontrer que l'équation f(x) = x admet au moins 

une solution. 

or considère la fonction f définie sur [1; + | 

FE x —sinx 

fx) # 2X= COS x 

On a obtenu à l’aide d'un logiciel de calcul formel : 

C:=(x-sin(9)(2"x+cos(x)) à 
->_Xx-sin(X) _ | 

2: 
limite(f(x),x, +infinity) 

1 

U Démontrer le résultat obtenu par le logiciel. 
CADDIE DER PP EDP DRE De DIN PAPE IP DD ETS APE ETES 
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Revoir les outils de base 

WiRevoir les limites de suites 
Parmi les suites suivantes, indiquer celles qui sont 

convergentes (et dans ce cas donner la limite), celles qui 

divergent vers l'infini, celles qui n'ont pas de limite. 
+ 

a.u, = 3n —5; b.u, = de £ 

… 4 \ 1 _ 
CU = 5) ; deUn41 = Un et Up = 4. 

Résoudre des inéquations —- QCM 

ElLes solutions x de l'inéquation | x— 1|<1072 véri- 
fient : 
a.xe]08;12|; b.xe ]0,98;1,02|; 
c. x € ]0,998 ;1,002]. 

El Soient deux réels À > 0 et x £ 0. Si x <-}., alors: 

4: b. <a; 
X X 

€. AX <1. 

7 
El L'ensemble-solution de l'inéquation | < 10e 
ES 

a. ]—-;—3[U]697 ; + | ; b. |697 ; + | ; 

€ | 3;697|;: 

XunS 

à Les savoir-faire du chapitre 

Ænémontrer en utilisant les définitions 

ont El Résoudre dans R l'inéquation 

El Soit la fonction f définie sur R par : 

2x. 
Aisne: 

a. Déterminer un réel a tel que, pour tout réel x > a,on 

a: 

0SFOQ M2 <SA0. 
b. Déterminer lim f(x). 

X — + oo 

c. Que représente la droite d'équation y = 2 pour la 

courbe représentative de f ? 

DER 
? Utiliser une solution de l'inéquation du EE pour 

: déterminer a. Attention, on demande de choisir UN 

: nombre a et pas le meilleur des réels a possibles. 

88 CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 

LEZ Déterminer u ne limite 
Déterminer les limites des fonctions suivantes. 

Hj:xr 2x2 — 3x en +o. 

en 
2x 

Box ue 

X 
E j/:x— ra 

00 

en 2 (à droite et à gauche). 

) Ne pas confondre recherche et rédaction. Il faut conjec- 

turer le résultat de la limite (« ordre de grandeur », outils 

de calcul, graphiques, 

sont pas à rédiger. 

KA Utiliser la lim 
composée 

…). Les hésitations et détours ne 

on 

ite d'une fonction 

Déterminer les limites des fonctions suivantes : 

EH j:xe vx —3x en +o. 

Hf:x- x Cul: ai 
(x 1) 

E/:x— sin(-©_) en — co. 

MAUCLEE 

Visualiser la chaîne de 

x u00E v(u() = 0 
fonctions composant f : 

Mutitiser une expression conjuguée 
pour une racine c arrée 
On considère la fonction f définie sur R par: 

T'ON X2+x+1—x. 

El Démontrer que pour tout réel x, 

XF 1 
FG) = 

Vr+x+I+x 

EX Démontrer que pour tout réel x > 0 : 

1420 
X F6) = 

En déduire la limite de 

Méthode # 

j En +0, on est en 

minée « oo — oo ». 

St 
X x2 

f en +o. 

présence d'une forme indéter- 

Ontransforme f(x) enutilisant l'expression conjuguée 

de Vx?+x+1-—x, c'est-à-dire Ÿ x? + x + 1 + x. 



eYelals ler) 
A A 2 1 #7 

Eoésnombrer les solutions de l'équation 
fX=Rk 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 
fausses. On justifiera les réponses. 

Soit une fonction f définie et dérivable sur R\{1 } dont 
le tableau de variations est : 

a. Pour tout ae R, l'équation f(x) = a admet au 
moins une solution. 

b. Pour tout a € [-;0[, l'équation f(x) = a admet 
exactement une solution. 

c. La courbe représentative de f admet deux asymp- 

totes horizontales. 

d. l'équation f(x) = 0 admet exactement une solution. 

e. Pour tout xE |3;+œ{, f(x) <0. 

MELUAUELCUEETRUR TRUE 

EEjConiques 
Dans le repère (o, d, j) on considère la courbe # 
d'équation y? — x? = 16. 

El On considère la fonction f définie sur R par : 

#00 = +16. 
Montrer que # est la réunion de la courbe représenta- 

tive € de la fonction f et de la courbe €, représentative 

de la fonction — f. 

F1 Dresser le tableau de variations complet de f. On 

précisera en particulier les limites en + et en — co. 

El On appelle A la droite d'équation y = x. 

Déterminer lim [f(x)-— x] et interpréter graphique- 
X — +oo 

ment ce résultat pour la courbe €. 

El Construire #, À et la droite d d'équation y = — x. 

HAE) La courbe # est une 
hyperbole. C'est une des courbes 

« coniques », intersection d'un plan 

avec un cône. 

L'étude des coniques a commencé 

400 ans av. J.-C. par le mathémati- 

cien et géomètre grec Menechme, 

et s'est développée surtout grâce 

au géomètre et astronome grec 

Apollonios de Perga 200 ans av. J.-C. 

En lien avec les sciences 

Eur problème de vitesse moyenne 
Pour aller d'une ville À à une ville B, un véhicule roule en 

moyenne à 80 km/h. Puis il effectue le trajet-retour à la 
vitesse moyenne de x km/h. 

On s'intéresse à la vitesse-moyenne v(x) sur l'ensemble 
du trajet, en km/h. 

| Re LR El Justifier que pour tout réel x > 0 : 80 SE x va. 

En déduire l'expression de v(x) en fonction de x. 

El Déterminer la limite de v en 0 (à droite) et en +0. 
interpréter physiquement les résultats. 

El Dresser le tableau de variations complet de v sur l'in- 

tervalle ]0 ; + |. 

Toi de Descartes 
On note f la distance focale d'une lentille convexe. 

Lorsqu'un objet A est placé à une distance p (p > f) de 
la lentille, son image A’ se forme à une distance q de la 

1 1 1 
lentille telle que : — + — = ——, 

q DORA TE) 

On appelle u la fonction définie sur | f ; + œ|[ par: 

u(p)= q. 
El Étudier les variations de u sur l'intervalle | f ; + æ|. 

El Déterminer les limites de u en f et en +. 

interpréter physiquement les résultats. 

Vers le Supérieur 

Li Vrai ou faux ? (Concours ESSIE) 
Soit une fonction f dérivable sur [—1;1] telle que: 

LEE 0 (0) =Hmets (1) "0 
Préciser siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

a. Pour tout xe[—-1;0], f'(x)> 0. 

b. Il existe c € ]-1;0[ tel que f(c) = =. 

c. Il existe un unique dE[0;1]tel que f(d) = —-. 

d. l'équation f(x) = + admet au moins deux solu- 

tions dans [—1;1]. 

e. l'équation f(x) = + admet exactement deux solu- 

tions dans [—1;1|. 

CHAPITRE2 Limites et fonctions continues 
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V/Revoir la notion de dérivée 
ave 

QCM Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. 

EX Si la fonction f est dérivable en a, alors : 

_ f{a+h)-y(a) E f(a+h)-f(a) 
h ; h 

— 

= 0 c. f'(a) = Jim as (a) 
bus 

FA La fonction f:xr> vx — L, dérivable sur ]0 ; + æ{, est telle que, pour tout réel x >0 : 

f(ath)=—f(a) 
h 

a. f=- = es DRE CFO = Le 

F1 La fonction f : x > 2x°, dérivable sur R, est telle que, pour tout réel x: 

a. f'(x) = 2x" b. f'(x) = 10x* c. f(x) = 8x° 

E Si les fonctions u et v sont dérivables sur l'intervalle I, alors leur produit uv est dérivable sur Let : 

a. (uv) = u'v + uv’ b. (uv) = u'v — uv” lc. (uv)= u'v’ 

Esoit fixe xvx 

a. f n'est pas définie en zéro b. f est définie mais pas déri-  |c. f est dérivable en zéro et 

vable en zéro f'(0)=0 

| 57 Composée de deux fonctions 
Vrai ou faux ? On considère les fonctions f:x+-> x?etg:xr-+> f(3x — 2) définies et dérivables 
sur R. Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, justifier par un calcul. 

E9(0)= (2). FA 9(0) =—2. El J(0) = 4. 

EN 9(x) = 3x — 2. E 9x) = (3x 2}. EH 9609 = 9x — 12x +4. 
E 9 (x) = 6x. E 9 (x) = 2Gx -— 2). E 9x = 6(3x — 2). 

Cosinus et sinus d'un réel 

EX Le point À du cercle trigonométrique ci-contre est associé à un réel x. 

a. Quels sont les autres réels auxquels le point À est associé ? 

b. Citer un réel auquel chacun des points B, Cet D est associé. 

c. Compléter les égalités suivantes, où x désigne un réel quelconque : 

ect e cos(r x) =. : COS RENE. : 

sin(—x) =... : sin(r Ex) =+..;: sin(r — x) = …. 
FA Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

NT RE ne Lo 2 fuel SAC 1 a. COS — >. b. sin dé C COS — 2. d. sin = =. 

Ares ET R 1 x _1 SEA e. COS — f. sin APR : g- cos — h. SN 6 = 2: 

À CHAPITRE3 Compléments sur les fonctions numériques 



L'architecte anglaise, d'origine irakienne, Zaha Hadid 

a conçu pour les Jeux de Londres 2012 le centre 

aquatique ; on reconnaît son style qui mêle 

lignes tendues et courbes. nu pti dis 

La continuité d'une fonction se traduit par une courbe 

représentative ininterrompue. La dérivabilité assure 

que cette courbe est bien «lissée », sans « points angu- 

leux ». On démontre facilement que toute fonction 

dérivable sur un intervalle est continue sur cet inter- 

valle. 

L'agence néerlandaise NOX de Lars Spuybroek crée aussi 

bien des architectures que des œuvres d'art. 

Elle développe une architecture souple qui s'inspire 

des organismes biologiques comme dans cette œuvre 

Son-O-House, « La maison où les sons ont une vie ». 

Au fil du temps 
u XIXe siècle, les mathématiciens pensaient que toute 

fonction continue est dérivable, sauf éventuellement 

en quelques points particuliers. 

Le mathématicien allemand Bernhard Riemann étonna 
la communauté mathématique quand il exhiba, lors 

d’une conférence en 1861, un exemple de fonction qui est 
continue sur R mais dérivable seulement en de rares points. 

Bernhard Riemann ; 

(1826-1866). 
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On à appris en Seconde à associer à chaque réel x un unique point du cercle trigo- 
nométrique. En nommant respectivement cosx et sinx l’abscisse et l'ordonnée 

de ce point, on a ainsi défini deux fonctions sur R: les fonctions cosinus et sinus, 

que l'on note cos et sin. 

E Construire la figure ci-contre avec le logiciel Geogebra. 

D Indications pratiques 

— Choisir le radian comme unité d'angle dans « option ». 

— Noter le curseur avec la lettre t, car le logiciel n'accepte pas la lettre x pour 
un curseur. 
- Faire varier le curseur entre — x et x. 

- Créer le point M associé au réel t en effectuant la saisie suivante : {Sais 

b Saisir les points Cet S et leurs coordonnées respectives dans le repère (O, VE 1) : 

Saisie: /S=(0, sintt)) Saisie: (c=(costt), 0) 

Fl Avec le curseur, faire varier le point M de la position K à la position L. Décrire 

les trajets correspondants des points C et S. En déduire les variations des fonctions 

Lio . 
1 2 æ 

El En faisant varier de même le point M de la position L à la position 1, puis 

des positions 7 à J et enfin des positions J à K, donner les tableaux de variations 

des fonctions cosinus et sinus sur l'intervalle E de tr]. 

cosinus et sinus sur l'intervalle 

EA Construire sur la figure précédente les points R et Q de coordonnées respec- 

tives (t ; cost) et (t ; sint). Faire afficher leurs traces et vérifier la cohérence entre 
les courbes obtenues et les tableaux de la question Ei. 

On considère un réel x appartenant à l'intervalle lo 2 a le point M du cercle 

trigonométrique associé à x, et le point T à l'intersection de la droite (OM) et 

de la tangente au cercle en J. 

El a. Montrer que /T = ASE 

b. En rangeant dans l'ordre croissant les aires des triangles OM, OIT et celle du 

secteur de disque OZM, montrer que, pour tout x de |0 ; = sinx < x < Sn. 

En déduire que, pour tout x de |0; ss. COSX < snx < 1 (1). 

On montre de même que l'encadrement (1) est également vrai lorsque x appar- 

tient à l'intervalle ee À of. 

c. En déduire, en utilisant la définition, que la fonction sinus est dérivable en zéro 
et que sin’(0) = 1. 

s : ER Fa. Montrer que pour tout réel h non nul de l'intervalle + > |,ona: 

cosh—1 _ sinh —sinh 

h h cosh+1. 

b. En déduire le nombre dérivé en zéro de la fonction cosinus. 

92 CHAPITRE3 Compléments sur les fonctions numériques 

Dérivabilité de sinus et cosinus en zéro Lo 

Vocabulaire 

(1; t) est le couple des 

coordonnées polaires 

du point M. 

_ Voir la fiche Geogebra. 

Indications 

1. a. Penser au théorème de 

Thalès. 

b. L'aire d’un secteur de disque de 

rayon r et d'angle de mesure «, 

en radian, est égale à a KT. 

2. a. Multiplier et diviser par 

(cos h + 1) et utiliser la relation 
fondamentale de trigonométrie. 



>) 

E Notion de parité pour les fonctions 
El a. Saisir dans la calculatrice le programme ci-contre et le tester avec les fonc- 
tions suivantes : 

X+ X; X+-> 2x+1: X te, X2: eu 
Let: : X+-— a X+-> 3; X+H> COSX ; X+-> sinx. 

LL 

b. Afficher la courbe représentative des fonctions proposées ci-dessus pour 

lesquelles le programme a conclu « F EST PAIRE » et dégager une propriété 

commune de ces courbes. 
su Qeusuusss en T] MMNO << 

EiRéécrire le programme en remplaçant l'instruction « À = B » par « A = — B>»et 

l'affichage « F EST PAIRE » par « F EST IMPAIRE ». Reprendre alors la question EX 

UE Vers la dérivée de x > f(ax + b) 
On considère une fonction dérivable f, une fonction affineu:x+> ax+b,eton 

définit la fonction g:x+-> f(u(x)). 
Vocabulaire 
On dit que g est la composée 

Cas 1 : f est la fonction carré de u suivie de f. 

On pose : f(x)=x? et u(x)=—3x+5:onadonc g(x)=(—-3x+5). 

El Déterminer l'ensemble de définition de g. 

Elustifier que g est dérivable en tout point x de son ensemble de définition et 

calculer g'(x) après avoir développé g(x). 

E Pour tout réel x, calculer f'(x), puis —3f"(—3x + 5). Que constate-t-on ? 

Cas 2: f est la fonction inverse 
l 

On pose: f(x) = et u(x)=2x+1 ;onadonc g(x)= = . 

El Déterminer l'ensemble de définition de g. 

Elustifier que g est dérivable en tout point de son ensemble de définition et 

calculer g'(x) pour tout réel x 4. 

EA Calculer, pour tout réel x £ 0, f'(x), puis pour tout réel x # ——., 2f'(2x+1). 

Que constate-t-on ? 

Conjecturer une formule générale pour la dérivée deg:x+> f(ax +b). e 

®) utilisation de la quantité conjuguée 

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = v x? +1. Voir les fiches Calculatrices. 

EN 2. Faire afficher par la calculatrice le nombre dérivé de f en zéro. 

for h)—7(0) De ls Pour info 
b. Vérifier que le calcul de Jim x conduit à une forme indéter- On dit que Vh?+1+ 1est 

minée. à 0 la quantité conjuguée de 

c. En multipliant le numérateur et le dénominateur par Vh?+1 +1,montrer que hate 

VheET=1 æ h CONCLUE Pour étudier une limite 

h h+1+1 indéterminée avec une 

[2 | Montrer, en utilisant une quantité conjuguée, que : expression comportant des 

RES TU .r h +2 racines carrées, l'idée d'utiliser 
h CRE ODh ET AD la quantité conjuguée est 

se ? ; souvent efficace. 
En déduire f’(1) et vérifier le résultat avec la calculatrice. e re 
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Sete urs 

ED Fonctions cosinus et sinus 
El Définitions et propriétés 
Le plan étant muni d'un repère orthonormé direct (0, J,J), on peut 

associer à tout réel x un unique point M du cercle trigonométrique. 

Si x appartient à [0 ; x], x désigne la mesure en radian de l'angle ZOM. 

Définitions 

D La fonction qui à tout réel x associe l’abscisse de M est la fonction 

cosinus, notée cos. Ainsi, x > cosx est définie sur R. 

D La fonction qui à tout réel xassocie l’ordonnée de Mest la fonction 

sinus, notée sin. Ainsi, x + sin x est définie sur R. 

D Périodicité 

Pour tout réel x, les points du cercle trigonométrique associés aux 

réels x et (x + 2x) sont confondus. Ainsi, on a : 

cos(x+217)=cosx et sin(x+27)= sinx. 

On dit que les fonctions cos et sin sont périodiques, de période 2x. 

D Parité 

Pour tout réel x, les points M, associé à x, et M', associé à (— x), sont 

symétriques par rapport à l'axe des abscisses. Ainsi, on a : 

cos(—x)= cosx et  sin(—x)=—sinx. 

On dit que la fonction cos est paire, la fonction sin impaire. 

ULTIEIUTE Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R. 

Pour tout réel x, on a: 

cos (x)=—sinx et  sin'x= cosx. 

© Voir la démonstration à l'exercice 44, page 108. 

L'1 Variations et représentations graphiques 
Grâce à la périodicité des fonctions cos et sin, et au fait que l’une est paire 

et l’autre impaire, on peut limiter l'étude des variations à l'intervalle [0 ; x]. 

On obtient les tableaux de variations et les représentations graphiques 
suivants : 

Fonction cosinus Fonction sinus 
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lim 
x—0 

sinx 

x 

Le calcul du nombre dérivé de 

la fonction sinus en 0 donne : 

sin'(0) = cosO = 1. 
On en déduit : 

— di À 
EME 



d Soit la fonction f définie sur R par : 
X+H> sinx + cosx. 

limiter l'étude de f à l'intervalle [0 ; 2x] ? 

El Déterminer la fonction dérivée f” de f. 

un intervalle de longueur 2x. 

El Étudier le signe de l'expression (cos x — sinx) sur 
l'intervalle [0 ; 2x] revient à étudier la position relative 
des courbes représentant les fonctions cos et sin sur cet 

intervalle. On observe le tracé de ces deux courbes, à 
l'aide de la calculatrice, d’un logiciel de tracé ou en les 

traçant sur papier. 

En observant les positions relatives des deux courbes, 
on obtient : 

f(x)>0. 

[0;2x]: h> 

El ustifier que f est dérivable sur R. Pourquoi peut-on 

El Pour tout réel x, on a : f(x) = sin'(x)+ cos’(x) = cosx — sinx. 

DSixe Lo ; +[ufse ; 2 alors cosx > sinx, donc cosx — sinx > 0, c'est-à-dire 

DSixe | à 5 el alors sinx > cosx, donc cosx — sinx <0, c'est-à-dire f(x) < 0. 

On obtient donc le tableau de variations suivant de la fonction f sur l'intervalle 

3] FE) En étudiant les positions relatives des 

représentations graphiques sur [0 ; 2x] des fonctions cos 
et sin, préciser le signe de la dérivée /” sur cet intervalle, 

puis dresser le tableau de variations de f sur [0 ; 2x]. 

Bon à savoir 
El La fonction f est dérivable, car elle est la somme de deux fonctions dérivables. De 
plus, les fonctions cos et sin sont périodiques de période 2x, donc pour tout réel x: 

fGC+ 27) = sin(x + 2x) + cos(x + 2x) = sinx + cosx = f(x). 
Donc la fonction f est périodique de période 2x : on peut ainsi limiter son étude à 

D> D 1! faut connaître les 
« Valeurs remarquables » des 

fonctions cos et sin : 

D 1! faut également connaître 

les formules donnant cosinus et 
sinus des angles « associés » : 
COS(T + X) = — cosx ; 

_ Sin(T+x)=-sinx. 
COS(T — x) = — cosx ; 
sin(x — x) = sinx. 

cos (5 + x) = — Ssinx ; 

screens seneneseseseseseseeeseneeeeseeeeeeesesseseseseseesescesesceseeseceseceseeeesesevecsceserseresece 

g: x + sinx sont croissantes sur R. 

au point d'abscisse a. 

EI x sinx et a = O. 

ÆHx x+cosx et a = 0. 

nos sroneeesesseeseesesessecesce 

; sn T 
Ex sinx + cos x et a =. 

Remarque : on peut également étudier le signe de cos x — sin x en utilisant le cercle 

trigonométrique et en étudiant suivant les valeurs de x celles de cosx et sinx. 

EX Montrer que les fonctions f:xH-> x+cosx et 

[2] Dans chacun des cas suivants, calculer f’(x), puis 
déterminer une équation de la tangente à la courbe de f 

sin( + +x) = COSX. 

: cos x} = sinx : 

sin( + . x) — COSX. 

Ici, on a: cos _ cos{x + .. 

ct 

57 "2. 
de même : sin =— 

On considère la fonction f :x ++ cosx — sinx. 

El ustifier que est dérivable sur R et calculer f(x). 

El En utilisant le cercle trigonométrique ou les positions 

relatives des courbes des fonctions cos et — sin, étudier 

le signe de f’(x) sur [0 ; 2x], puis établir le tableau de 
variations de f sur cet intervalle. 

Montrer que la fonction h: x+- sinxXcosx a 

pour dérivée la fonction x + cos(2x). 
® Voir exercices 19 à 36 
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PRINCIPE DE LA DÉMONSTRATION. 
: Soitte J;le taux d'accroissement de gent est: 

t(h)= 
AÉREE ENS, > (tr DEEE b) 

f(at + b+ 0 {ati b) 
T(h)= 
En posant T = at + ie et H = ah, on peut écrire : 

pen FUME T(h) = 

É Commete J,onaTEelI,donc f est dérivable en T;et quand htend vers 

: 0,comme H = ah, Htend également vers 0, d'où : 

ee UE HUE. 

H—0 

ÉRENCE 

ST) = F'(at + b}et limt(h) = ax f'(at + b). 

Soit aie I: le taux d'accroissement de ; entest: 

T(h) = 
g(a+h)-q 

h 
i numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée : 

Vu(a + h)+ Ju(a),ona: 

. En multipliant le 

T(h) = 

? On obtient Jimt(h) = = u'(a)x 

REMARQUE : Les deux propriétés sont des cas particuliers de la dérivée 

d'une fonction composée x -+ f(u(x)). 
On admettra le résultat général : 

x+> _f(u(x)) a pour fonction dérivée x > u'(x)xf'(u(x)). 
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u(a + à — u(a) & 

ee ; d'où È résultat. 

Pour démontrer une formule 

de dérivation, on est souvent 

conduit à utiliser la définition 

du nombre dérivé. 

ts 

FA À 

ui 

a et b sont des réels fixés. | 
x+> cos(ax + b)est | 
dérivable sur R de dérivée | 

XH> —asin(ax +b)- ! 

| Dérivées de; X > VU( DELX se (UC 

Soit h la fonction définie sur R 

par: h(x) = /3x2+2. 

On a dans ce cas: = 

u(x) = 3x2 + 2, donc: 

h' E= 6x 

(x) 2V3x2+2 
Æ 3x 

V2 
OT One 

< 
Ê 

| 

RTE EEE STE TONNES 

BOUT Soit h la fonction Ÿ 
RER T: , 

définie sur Fe + œ| par : 

1 
h(x) = —— 
@ (2x— 1 

= (2x — 1) ©. 
On a dans ce cas u(x) = 2x —1, | 
donc: 
h(x)=-3x2X(2x- 17°"! | 

=—6X(2x— 1)". 
On peut alors Si l 

Corner LES ap | 

© Voir la démonstration à 

l'exercice 61, page 110. 



O Utiliser les nouvelles formules de dérivation 

Exercice corrigé 

Dans chacun des cas suivants : 

justifier que la fonction /, définie sur l'intervalle I, est 

dérivable sur I, puis calculer f(x) pour tout réel x de I. 

a. fix V4X +1:Î1=RkR 

ROUES cos(—x);1 = KR; 
2 

Solution 
msn sesessscesecesss 

: a.La fonction x ++ 4x? + 1 est dérivable sur R et strictement positive. 

Leosverenereseceessesecseseceseceue 

e.f:xr- 

Sesoseonoveneensesseseeeeesecoeceeeeseesenecesesecceesescuesesse 

cfixe V-x+3x-2;1=]1;2|; 

d.f:xr- (Vx +1Ÿ = 10; + |. 

:I1=R. 

Bon à savoir 

1 

(x2 +2Ÿ 

4 8x 4 De Une puissance d'exposant 
: Donc f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = eue Res = | négatif est l'inverse d'une 

: b. On applique le résultat du paragraphe 2 du cours à la fonction cosinus, et à la D 0 0exPeantponi: 
: fonction affine x + —x +7. Ainsi, f est dérivable sur R et pour tout réel x: Pi eu 

: c. Le trinôme — x? + 3x — 2 a pour racines 1 et 2: il est strictement positif et dérivable 

: sur l'intervalle |1; 2]. 

fbd=(t-1)x (- sin(-—x)) = sin( x). 
à 

1 

Ici, on se ; 

7). 
LL 2 
# noi ne Sa ES un 

: 2 AXES) 
: Donc f est dérivable sur |1;2| et:pourtoutxdelI, f'(x) = ; 5 N;2[et:p A 
: d. La fonction racine carrée étant dérivable sur |0 ; + œ{, f l'est aussi. 
. 

2 
LI à x + 

: Pourtout x > 0, f(x) = vel En : 

— 4x 
Fo. D> 

Exercices d'application 

Dans chacun des cas suivants, la fonction f est 

dérivable sur l'intervalle I; calculer f'(x). 

a fx 2/x+ 12et T=|- 1; +; 

b.f:xr cos(2rx) et I=R. 

6 Démontrer que les fonctions f: x++ cos?x et 

g:xr-> — sin?x ont même fonction dérivée. 

LA Dans les cas suivants, justifier que f est dérivable 

sur l'intervalle I, puis calculer f’(x) pour tout réel x de I en 
utilisant les formules du paragraphe 3 du cours. 

E j(x) = cosx et1=R. 

H/(x)=75-Xx El 

E/(x)=(05x2-7) et1=R. 

E j(x) = et1=|--;+0|; se 
(2x+1) 
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: eX- x? + 2 ne s'annule pas et est dérivable sur R, donc f est dérivable : sur R. En écrivant 0= Ce +2)?, 

! on obtient: f'(x) =— 2X 2xX(x2 + 2) ° 

E Déterminer une équation del la tangente à la courbe 

delafonctionh:x+> V1 +sinx au point d'abscisse zéro. 

E Dans les cas suivants, la fonction f est définie et 

dérivable sur R ; calculer f(x). 

D/:xe (r+x-1). 

ol Selon cet écran de cal- 

culatrice, la fonction : 

fixe (x-x+1) 

semble admettre un mini- 

mum pour une valeur de x 

voisine de 0,5. 

Valider cette conjecture par le calcul. 

® Voir exercices 37 à 60 

Hf:x- Vv2+cosx: 

LEO ETES 1 Dir) 

n=.H10b3B Y=.héètébüi 



RE ee ae: eee Wa, | Eéravigateurdistret ME RIINNUNMSNeReNTRRn 
Robinson, en vacances dans une maison côtière (point M sur le dessin), se 

promène dans son canot à moteur. Distrait par un dauphin, il heurte un récif qui 

éventre son embarcation. Il doit alors rentrer à la nage et à pied. 

Le lieu du naufrage (N sur le dessin) est à un kilomètre du point le plus proche de la côte, 

supposée rectiligne (point A sur le dessin). On sait de plus que, le long du rivage, 

la distance AM mesure dix kilomètres. 

Robinson évalue ses vitesses moyennes à 3 km: h7! dans l'eau et 5km-h7! surterre. 

On s'intéresse au problème suivant : en quel point de la côte Robinson doit-il 

atteindre la terre ferme pour rejoindre au plus vite la maison ? 

D Ne Er RTE A IE VS SUR PS à à : Dar à 

Re ne A Re compense L'ÉENES An, 

4 UOTE F S PER 

© Se faire unei idée dur résultat Ra _ A dl @ vai derla conjecture formulée Fa 
Se ARDERSE Ra CE 

À l'aide du logiciel Geogebra, on c crée un curseur ( a | | En notant K le point de la côte que Robinson doit viser 
. de 0 à 10: avec un pas de. 0,01 et . s points À etxla. distance AK en kilomètre, résoudre le problème 

_A(0;0), M(10; 0), .N(O;—1) et K(a: had n revient à à trouver le minimum sur l'intervalle [0:10] 
_ La saisie permet de visualiser let temps de} par arcOUrs f, en. | del la fonction 7 qui à x associe la durée du trajet. : 

La 4 

heure, dans a fenêtre algèbre. 6" + Re . ot. Lo ne . 
bee — LR EL 2 ir: done le dde du trajet, en Re 
ed | EEE SE OIRERMIS | s . Fi : Re , 

na ES 5 5 F be : 

fé ET st. ; « 

10—x 

= SE à ” DE . . . : . 

Il faut donc étudier les variations de la fonction : 

fx LS _ . l JE Le sur l'intervalle [0 ; 10]. 

» On calcule f(x). 
En utilisant une quantité conjuguée, on mettra f” (x) 

sous la forme d'un quotient dont le dénominateur est 

| positif € et dont le numérateur est égal à 16x? — 9. 

| | ple cours de Première sur le signe du second degré 
| | permet . de conclure. 

de faisant varier le curseur a, ou en et 
be courbe dar t, on conjecture que Robinson doit | 
rejoindre à la côte au point K (situé à environ 750 m de A a 
RSS Fe 2 à > 
tar Jorc-oso .._ . O 1222667 Roue | © Rédigerune solution 
RAT Sue à me l | À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
5 PE GR à : Fe Cree Voirla fiche Geogebra. l _solution du problème étudié. 

A DE EEE DT PE Cr ù ef VA =: 3 x = EST sn 3 
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a _ Étude de la fonction tangente 

Pour tout réel x tel que cos x Z 0, on définit la tangente 

sinx 
COS ‘ 

El ustifier que l'ensemble de définition de la fonction tan 

est RUE +nTr,.nEe z}. 

de x par: tanx = 

ESoit x € R\ + nr n eZ} etnez. 

Calculer tan(x + nx) et tan(—x). 

MELUN Traiter séparément n pair et n impair. 

Que peut-on en déduire graphiquement ? 

On étudie donc la fonction tan sur l'intervalle Lo 5 + | 

Elustifier que la fonction tan est dérivable sur Lo ; = et 

que, pour tout x de Lo ; 2 

1 

cos’?x 

En déduire les variations de la fonction tan sur Lo ; 

tan'(x) = = 1 +tan?x. 

Hi 

ÉD Lemouvementdubouchon 

Un vibreur frappe la surface de l'eau en un point S. 

Le déplacement vertical en cm du point S est modélisé 

par la fonction f définie en fonction du temps t (exprimé 

en seconde) par: 

f(t)= acos(-ÆFE.), 

où a est l'amplitude du mouvement du vibreur et T sa | 

période. On donne : a = 1,5cm et T = 0,55. 

El Donner l'expression de f(t). 
L'onde ainsi produite se déplace à la surface de l'eau avec 

une vitesse de 10cm:5 !. Un bouchon M est situé à 

32,5 cm de S, il se déplace verticalement avec un retard n | 

égal au temps mis par l'onde pour l'atteindre en partant 

du point S. 

CHAPITRE 3 

d 

ElCalculer lim tanx. 
T 

FETE 
T 

X <> 

| interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

E Expliquer le tracé ci-dessous proposé par une calcula- 

trice. 

UUTEQNT La fenêtre a été définie avec Xnax = 2T, 
DCS = — 27. 

L'axe des abscisses est gradué de en ms et l'axe des 

ordonnées de 1 en 1. 

Se Ft, 

| ECalculer r. 

El On admet que le mouvement vertical du bouchon en 

| fonction du temps est donné pour t 2 r, par: 

g(t)=f(t+). 
a. Montrer que pour tout t, avec t 21,0n a: 

g(t)=-1,5cos(4rt). 
b. À quels instants la hauteur à laquelle se trouve le 

| bouchon sera-t-elle minimale ? 

EX La vitesse du bouchon est donnée, pour tout t > %, par: 

dg | v(e)= 2 (e)= gt). 
| a. Calculer l'expression de v(t ). 
| b. À quels instants la vitesse du bouchon est-elle égale à 0 ? 
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Étude d'une fonction trigonométrique 

i lER2.coSx 
| On considère la fonction f:x> —SMXx a. Montrer que, pour tout réel x, f(x) = =. ET f 2 FCosSx 5 PE F5) (2 + cosx) 

El justifier que f est définie et dérivable sur R. | b. À l’aide du cercle trigonométrique, étudier le signe de 
| (1+2cosx) sur[0; x]. Fa. Soit xE R, calculer : f(x + 2x) et f(—x). ; 

À lie c. Établir le tableau de variations de f sur [0 ; x]. Que peut-on en conclure ? 

b. En déduire qu'il suffit d'étudier Ji sur l'intervalle [0 ; x]. El Tracer la courbe représentative de jf sur [O ë t|, puis sur 

| [-x;0], et enfin sur [— 3x ; 3x]. 

es fonctions sin et cos sont définies et dérivables sur R, et, pour tout réel x, 2 MES 5 ra o FRE 

2+cosx £ 0, car —1 < cosx < 1. Donc f est définie et dérivable sur R. ASE RE 
HR fe pus El. On utilise les propriétés des 

ner) maine | fonctions sinus et cosinus. 

2+cos(x+27r)  2+cosx = 1x). 

ne er o e eve SR a ms 

Fa. /(x+ 27) = 
; ; * Ea. Onutilise les formules 

LIEN Ve - 
—)= VW, cos’ (x) =—sinx, v _ 

| sin (x) = cosx et cos?x + sin?x = 1. La fonction f est donc périodique de période 2x et impaire. 
b. On connaît cos-T =  ; 

4 

1 

î 
i 
: 

À 

| | 
_ b. Par périodicité, on peut limiter l'étude de f a un intervalle de ondueur Date | 3502) 

É 2 
c. (2+ cosx) > 0, donc f’(x) est 

| du signe de (1 + 2cosx). 

| 

_ Sionchoisit[-x; x], comme f est impaire, on peut encore OUI D ERaIR Sn en ln co É NE 
d'étude à 19 x]. se 

: cosx(2 + cosx) — sinx(— ne 
Ba = 

QE en 
|2cosx + cor sin x + 1 2cosx 

_(2+ cosx} _@ + cosx) 

DE mil 
On utilise cos <— 3. 

_ - re 
MERE 2T 13 

et sin = —— pour calculer 3 ne 
b. 1+2c05x> 0 & cosx > 4e een : É 

EJ Après avoir tracé la courbe sur 
l'intervalle [0 ; x], on complète par 
symétrie par rapport à l'origine, 

puis par translations de vecteur 

1 kx2r O0] aveckeZ. 

] Sur “L2 co cos x > _— D 1EAS 2 os x — > 0. 

» Sur r| À; x] cos x ur 1+ < 0: 

ee 

3 

[15 | CD Étude de la dérivabilité en un point 

ET soit f la fonction définie sur [—1;1] par: El En déduire les variations de f sur ]—1;1[. 

fQ)=(1-x)1 -x2. El a. Étudier la dérivabilité de f en — 1. 
El justifier que f est dérivable sur ]—1;1[ et que, pour x | b. Étudier la dérivabilité de f en 1. 

2xX2=x-1 
appartenant à |—1; il f(x) = 1 2 

= 
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Solution) 
El Pour tout xe |-1;:1[,1-x2>0,doncxr> V1 — x? est dérivable et | EAvant ne NPA 

f l'est aussi comme produit de fonctions dérivables. | (Vu)= CAF Éa s'assure que 

’ = NS 2 RAY Le AU F x) = x(1 = x) ‘ les conditions d'application sont 

fo) DT Rex NUE 0 ls 5 | satisfaites : u doit être dérivable et 

’ DA 1 | strictement positive. 

AU se | > 
dx | FA On utilise le cours de Première : 

| ax?+bx+c (a #0) est toujours 

E j'(x) est du signe de (2x? — x — 1) ; les racines de cetrinôme sont — 0,5et1. | du signe de a sauf lorsque ce 
On en déduit que f” est positive sur |—1; —0,5] et négative sur [—-0,5;1{, | trinôme admet deux racines et 

donc que f est croissante sur |— 1; — 0,5] et décroissante sur [—0,5;1|. | que x est compris entre ces deux 
racines. 

. Soit hunré Û itif ; 1 
Ha D ne El Quand on ne peut démontrer la 

HE TEA © —h)0—h" + 2h )  dérivabilité à l’aide des « formules », 

h dr h AS h}y eu h : | il faut utiliser la définition du 

+ nombre dérivé en un point. 
2 
lim h = + donc f n'est pas dérivable en —1. 
h—0 a. On factorise par h? sous la 

h>0 | racine et, h étant positif (pour que 

b. Soit h un réel strictement négatif ; À —1+h>-1,0ona:vh?=h. 

fQ +h)=f(1 Fe Es P2 3 Re 

der RPC ET EP ES 
Or: Jim Ÿ—h?—2h = 0, donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 0. 

[16 | | BAC } Réinvestir la notion de tangente 

ER 1 En factorisant l'expression x — 1, résoudre El Déterminer a pour que la courbe représentative de f 

dans R l'équation x* = 1. dans un repère du plan admette au point d'abscisse 1 

Fsoit / 1 . une tangente ayant pour équation : 

AE Xe —_ —., où da est un réel fixé. Le : bars) y 202 1E 

Calculer f'(x). 

Solution 
EU 

! Honutilise la formule : 

Hona:xt=1e xt—1= 0.07: xt = (x). À (uw) = nd" avec n = —4. 

D'où:xt—1=(xX2)—-1=(2—1)2+1)=(x-1)x+1)02 +1). | El On déduit de l'équation de 

Le produit des trois facteurs est nul si, et seulement si, l’un au moins des | la tangente deux informations : 

facteurs est nul. Pour tout réel x: x2 + 1 > 1, donc x? +140. | l'image de 1 par j et le nombre 

3 es Te EE | dérivéd en 1 (c'est le coefficient 
Donc:x*=1x=1'oux=—1. face e f en1 (c'est le coefficien 

. directeur de la tangente). 

—4(2ax + 1) ÉLUS Te rues 1 
A (x) = 4(2ax + 1)(ax + x +1) ° = : 

) ( X ) (ax2+x+1) 

El Le point d’abscisse 1 sur la tangente appartient à la courbe de f. 

Donc: f(1)=—20X1+21=1. 
De plus, la pente de la tangente est égale au nombre dérivé en 1 ; ainsi: f’(1) =— 20 

ile RS =1e(a+2) =1 

&a+2=1 ou a+2=—1(d'après El) c'est-à-dire a =—1 ou a = —3. 

Sia =—1, alors f (1) = 4 et si a = —3,alors f’(1)=—20. 

On peut donc conclure : a = —3. 
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OMroil Jonas ia dis 

Savoir... 

Décrire les variations des 

fonctions sinus et cosinus sur 

l'intervalle [0 ; x]. 

Tracer les courbes 

représentatives 

des fonctions cosinus 

et sinus. 

COOPEE EEE E EEE EE EEE EE EEE EE CE EEE TEE CESSE TE 

Dériver une fonction composée 

avec une fonction affine. 

sonossensnneo nes een esevi0 ei 210 0 0 à 8 0 0 0 0 0 0.0 0.9 0 010 8 vi 010.0 0010 180.00 

Étudier une fonction 
trigonométrique. 

CCCCCECEECECEL CEE ECECEECECECCCC EEE EEE EEE 

Dériver les fonctions 

« racine carrée » et 

« puissance entière » 

composées avec une autre 

fonction. 

102 

Comment faire ? 
On observe sur le cercle trigonométrique comment varient les coordonnées 

d'un point se déplaçant de 7 à K dans le sens direct. 

D Fonction cosinus : 

D On trace la courbe sur [0 ; x] en s'aidant du tableau de variations. 

D On complète par symétrie et par translation en exploitant les égalités : 

pour x un réel quelconque et k entier relatif quelconque : 

cos(— x) = cosx ; 
cos(x+kx27)=cosx et 

sin(— x) =—sinx ; 

sin(x+kx 2x) = sinx 

D Fonction cosinus : D Fonction sinus : 

On utilise la propriété «x + f(ax + b) a pour fonction dérivée 
x+> ax f'(ax + b)» en vérifiant ses conditions d'application. 

D On exploite les éventuelles propriétés de parité et de périodicité pour limiter 

l'ensemble (ou domaine) d'étude. 

D On utilise les formules de dérivation : 

cos'(x)=—sinx et sin (x)= cosx. 

éventuellement combinées avec les formules vues en Première. 

On a aussi: 

x++ cos(ax + b) a pour dérivée:x + —asin(ax + b). 

x++ sin(ax + b) a pour dérivée :x + acos(ax + b). 

_ 

2Vu 
Avant d'appliquer une formule, on n'oublie pas de s'assurer que l’on est dans 
les conditions d'application de cette formule. 

On utilise les propriétés (Yu ) = et (u")=nu'u"-t(neZ;:). 
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El Lafonctionx > —2sinx 
est : ; T 

l'intervalle |0 ; 5 

c. décroissante sur 

l'intervalle [0 ; x] 
CLOLEEEE EEE EEE EEE EEE EEE EE EEE EEE EEE NEO EEE ETS CIS ELLELE III I LEE TI RTE 

El La fonction f définie sur 
l'intervalle |0 ;x| par : 

ra= LE 
admet pour fonction dérivée : 

HN 
sin? X 

— sin x + cos” X |b. ie 

sin?x 

El La fonction / définie sur 
Rpar f(x) = sin?x admet 
pour fonction dérivée : 

a. f'ixr> 2sinxcosx b. f:x— 2cosx 

El La fonction / définie par 

= 4 f(x) = cos(2x + 3 ) 

a pour fonction dérivée : 

a. 

x r—S — sin(2x+ +) 
b. 
f' 

3 3) X——> 2sin(2x + 5 

El La fonction f définie 
1 

sur |H-;+ par 

f(x) = v 4x — 

a pour fonction LINE : 

HE La fonction f définie 
sur ]J—-2;+| par 

= 1 
fe (x+2Ÿ 

a pour fonction dérivée : 

a. 

, OX Xe — > —— 
: 2V2Y nl 

, — 4 EIRE = E 
(x+2) 

vosonssnonnveennnennons benne suee eee ceesaupassntonsessens 

cé Mel Préciser si les affirmations suivantes sont vraies où fausses. 

El Dans un repère orthogonal, la courbe représentative de la fonction sinus est symétrique par rapport à l'origine. 

El Dans un repère orthogonal, la courbe représentative de la fonction cosinus est symétrique par rapport à 

l'origine. 

El La fonction f définie par f(x) = 1 — x est décroissante sur]— æ ;1]. 

EI Si j est définie sur R par : f(x) = V x? +x+1,alors f'(0) = L. 

ES est définie sur R par: f(x) = 

E La dérivée de la fonction j définie sur R par:x + 

(5x + 3), alors f'(x) = X(5x +3). 

DL 1° 
(+1) 

est négative sur R. 
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D E lication 
nn 

= Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

19 | Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El La fonction cosinus est décroissante sur l'intervalle 

[0 ; x]. 

F1 La fonction sinus est croissante sur l'intervalle 

_ ST). es 
DR | 

El La fonction cosinus est croissante sur l'intervalle 

[10x ; 117]. 

El La fonction sinus est décroissante sur l'intervalle 

| 117 | Sa à 

Dans chacun des cas suivants, indiquer l'unique 

bonne réponse. 

El La fonction cosinus est : 

a. paire. b. impaire. c. ni paire niimpaire. 

El La fonction sinus est : 
a. paire. b. impaire. c. ni paire ni impaire. 

El Pour tout réel x; cos(— x) est égal à : 
a. COSX. b. — cos x. c. sinx. 

E] Pour tout réel x; sin(— x) est égal à : 
a. sinx. b. —sinx. C. COS X. 

3 x hadie 
E Pour tout réel x; cos{x = . est égal à: 

3 3 

[ail ocm 
Dans cet exercice, on se place sur un intervalle où la 

fonction est dérivable. Dans chacun des cas suivants, 

indiquer par a., b. ou c. l'expression de la fonction 

dérivée de la fonction proposée. 

EE f:xe x + cosx. 

a. f'(x) = 2x + sinx. 

b. f'(x) = 2x — sinx. 

RTE She 

a. cos{x a . b. cos(+- — } €. COSX — +. 

Af:xr- xsinx. 
a. f'(x) = cosx. 
b. f'(x) = sinx — xcosx. 

c. f(x) = sinx + xcosx. 

Ex et 

a. (= TX. 

b. f(x) = SNA COX. 

c f(x) = TE.
 

Du 
a. f(O= 

b. f(x) = =RXT COX 

Se 2 

Sur le sol de la base aérienne américaine Edwards en 

Californie, le cercle trigonométrique, gradué en degrés, 

sert de boussole géante. 

Pour les exercices 22 à 25, on se place sur un intervalle 

sur lequel la fonction est dérivable. Calculer l'expression 
de sa fonction dérivée. 

[221 IH f:x À +2cosx. 
Af:xe sinx-Vx. 

EH /f:xr 3cosx — 25sinx + x. 

a; x > X2COSX. 

A f:xe (6 +22 +1)sinx. 

E/j:x- Vxcosx. 
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! 1 R: 
Ef:x- 

COSX 

2sinx 

2 SIN Xe 
E/:x- 

25 | On considère la fonction f définie sur R par : 

FO) = x? +3x + sinx. 

El Démontrer que pour tout réel x, on a: 

X?+3x—1<f(x)<x2 + 3x +1. 

El Calculer lim f(x)et lim f(x). 

Coup de pouce 
Pour tout réelx,ona: —1<sinx <1; —1<cosx< 1. 

[26! On considère la fonction f définie sur ]3;+ | 

x? + cos x 
par : Na 

El Écrire un encadrement de f(x) pour tout réel x > 3. 

El Calculer lim f(x). 
X — + oo 

JA Calculer la limite en + de chacune des fonctions 

suivantes en utilisant un théorème de comparaison. 

Hf:xr cosx + x. 

sin x 
Hf:x- x ” 

Ef:xe sinx- x. 

28 | Calculer la limite en O0 de chacune des fonctions 

suivantes : 

E ; XI 

J . 

A /:xr x TÉENX 

Ef:x {nx., 
f x 

SINXCEX 

# Coup de pouce 

PA Calculer les limites suivantes : 
2 . 

Eu D : x ONE ISIN X 
= ; lim , Im’ 

E lim sinx 5 cos x E lim xsinx 

x>0 x <0 

Bol ner utilisant la définition du nombre dérivé, 

HACOSX 
CalcUieraliMs 

x—0 X 

; : cos x 
El Même question avec lim ——— 

TT T ui 
KE X ) 

CHAPITRE 3 Compléments sur les fonctions numériques 

Calculer les limites suivantes : 

… Sin(3x) .. sinx 
Him, B lim 5x 

sin(2x) sin(3x) ne. fm EL. 
E ex g LH sin(2x) 

Vrai ou faux ? 

On considère la fonction f définie sur R° par: 
se Cet 2e 

f(x) = xsin( Ge k 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 
fausses et justifier. 

LA Te a /(+)-<# 
HOn a f(x) = 0 si, et seulement si, il existe un entier 

relatif k non nul tel que x = rs 

E lim f(x) = 1. 
x—0 

E lim f(x) =2. 
X — + oo 

Un électrocardiogramme est l'enregistrement de signaux 

électriques liés à l’activité cardiaque. On mesure une 

tension électrique en fonction du temps. Le signal 

enregistré décrit en général un phénomène périodique. 

référence 

On considère la fonction f définie sur R par: 

fx) = x + sinx. 

El Vérifier que f est impaire. 

El Calculer les limites de f en —c et +0. 

El Calculer f'(x). 

El Déterminer les réels x vérifiant f'(x) = 0. 

El Dresser le tableau de variations de f. 



>) Exercices d'application 

-+;1] 
2718 34 On considère la fonction f définie sur 

par f(x) = tanx — x. 

El Calculer les limites de / aux bornes de son intervalle 

de définition. 

El Démontrer que f est croissante sur son intervalle de 

définition. 

El Dresser le tableau de variations de f. 

On a tracé sur l'intervalle [—2x ; 2x] les 
courbes représentatives des fonctions f (en vert) et g 

(en rouge) définies par : 

f(x)=x et gx) =x2- cosx. 

On pourra tracer les deux courbes à l’aide de la calculatrice 

et utiliser la fonction zoom. 

Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

EX La fonction x ++ sin(2x) a pour fonction dérivée 
surR:x+> cos(2x). 

El La fonction x + cos[ax + +.) a pour fonction 

ï 
dérivée surR: x 3 sin(3x 2e “ni 

1 La fonction x ++ cos( 2) a pour fonction dérivée 

A TEX sur R:Xxe> = int |: 2 sin 2 

La fonction x ++ sin(x — x) a pour fonction déri- 

vée surR:x+-> cosx. 

» Dérivée de x f(ax+b) 

EX Calculer les limites en + et en — de la fonction g. 

El Résoudre sur l'intervalle [— 2x ; 2x] l'équation : 

1x) = g(x). 
El Par lecture graphique, en utilisant la calculatrice, 

conjecturer les positions relatives des deux courbes en 

fonction des valeurs de x. Démontrer cette conjecture. 

Courbes représentatives 
des fonctions sinus et cosinus 
Sur la figure ci-dessous, on observe les courbes repré- 

sentatives des fonctions sinus et cosinus. 

Soit x E R. On note M le point d'abscisse x de la courbe 

de la fonction cosinus et N le point d'abscisse x + # 

de la courbe de la fonction sinus. 

El Montrer que le vecteur MN ne dépend pas de x. 

El En déduire que tout point de la courbe de la fonction 

sinus est l'image d'un point de la courbe de la fonction 

cosinus par une translation de vecteur ü, dont on préci- 

sera les coordonnées. 

[88! Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

EI Sur |— Ti+ol, la fonction x ++ 4x +1 a pour 

fonction dérivée x + DES 
V4x+1 

E Sur |-;3[,lafonctionx ++ V3 — x a pourfonc- 

tion dérivée x ++ ie 
Viet 

El Sur Ï-o:2+l. la fonction x > —41 —2x a pour 

: dre Si 
fonction dérivée x nn 

El Sur ]0;+{, la fonction x + > a pour 
À 

fonction dérivée x > 3x 
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El ocu 
Dans chacun des cas suivants, indiquer l'unique 
bonne réponse. 

HLa tangente à la courbe de f:x++ sin(2x) au 

point d'abscisse Se à pour équation : 

ay xt b. y =—2x Cy=—-2X+T. 

El La tangente à la courbe de f:xr+> (1—2x) au 
point d'abscisse 1 a pour équation : 

a y=—6x+5"; 

b.y=6x—-7; 

cy= 3x4, 

El La tangente à la courbe de f:x+ cos (3x 4 + 
au point d'abscisse 0 a pour équation : 

:BAIEER 

by--392,:%2, 

Le 8) Ÿ2 
Fr TD LÉ En 

El La tangente à la courbe de f:xr> /3x—1 au 

point d'abscisse —- : a pour équation : 

a.x=—+; b.x=0; c. y = O. 

El ocu 
Dans chacun des cas suivants, une seule expression est 

celle de la dérivée de f. Préciser laquelle. 

D/:xe (5x1). 

a. f(x)=3(5x-1); b.f(x)=15(5x- 1)"; 

c f(x) = 15(5x— 1). 

Hf:xr (-4x+3). 

a. f'(x) = 20(—4x+ 3) ; b. f(x) =—5(—-4x+3); 

c. f(x) =— 20(— 4x+3). 

Af:xr> 6(7-2x). 

a. f(x) =—42(7 — 2x) ; b. f'(x) = 84(7 - 2x) ; 

c. f(x) =— 84(7 - 2x). 

1 
2 NES (3x+4Ÿ 

a. f(x) = CP. / b. f'(x) = e- ! 

PR vies 7 
AE (3x+4Ÿ 

D) Exercices d'application 

DEA 5 
aa ri) 

RÉRRET me TT 
or Pa ani je GS Es 

nl 20 
a mr _— 

[ail oc 
Dans cet exercice, on se place sur un intervalle où la 

fonction est dérivable. 

Dans chacun des cas suivants, préciser la (ou les) 

bonne(s) expression(s) de la dérivée de f. 

5) 3 

DH f:x- (xs 1) 3 

2 4 

a. f(x) =- (2x je 

2 2 

b. f'(x) =- AE 12 

4 

c. f(x) = (2x tre 

1 
A j : X+ PTS un) 

a. f(x)=-4(x+5)”; 

b. f(x) = 4(x+5)” ; 
TRUE 

c. f(x) = (x+5Ÿ 

UE B/f:x- (x+3) 3 

a. f(x) = 9(2x+3)*: 

b. f(x) = 18(2x +3)"; 
— 18 - 

c. f(x) = Gars 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer 

que la fonction f définie sur l'intervalle [1; + | par 

OA 
pour une valeur de x que l'on indiquera. 

admet un maximum que l'on précisera 

F1 Démontrer cette conjecture. 

EE étudier la dérivabilité en 1 de chacune des 
fonctions suivantes définies sur l'intervalle [1; + | : 

Hj:xe xvx—1. 

Af:xe (x 1)Vx 1. 
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nm Démonstration du cours : dérivation 
des fonctions sinus et cosinus 
© Voir le théorème du cours, page 94. 

Rappel (voir l’activité 2, page 92) : les fonctions sinus 

et cosinus sont dérivables en zéro avec sin’(0) = 1 et 

cos’(0) = O. 

El Démontrer que pour tout réel a et tout réel non nul h, 

sin(a+h)—sina 
h 

cosh—1 
= sina X + cos a X 

Coup de pouce sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa. 

El En déduire que la fonction sinus est dérivable sur Ret 

a pour dérivée la fonction cosinus. 

El Montrer alors que cos est dérivable sur R et que, pour 

tout réel x, cos’(x) =—sinx. 

Coup de pouce 

2 2 
COSX = sin( x Se 5) : cos(x + LS 

Pour les exercices 45 et 46 : Préciser l'ensemble de 

dérivabilité de la fonction f et calculer l'expression de 

sa fonction dérivée. 

[45 FF (x-1). A f:x- rl 

Ef:x ‘ral 

Pl à ; + (3-4x)". Hf:xe É—- 

D f:x- (#35), 

A j:x- cos(2me + +.) 

Bf:x- rar 
2 +sin2x 

47 On considère la fonction f définie sur R par: 

Se lee f(x) = 2sin( 2 T3 ] 

Déterminer les abscisses des points en lesquels la fonc- 

tion dérivée de f s'annule. 

[48 Même exercice que le 47 avec la fonction f 
définie sur R par : 

f(x) = - 2 cos[mx “ = 

[aol On considère la fonction f définie sur R par: 

f(x) = sin(ax+B), aveca>0etBe[o;xl]. 

On donne 10) =" 2 et F0) =-1. 

Calculer a et 6. 

sin h 
+ 

(50! On a représenté graphiquement une fonction f 

dont l'expression est donnée par: 

é 109 = cos(ax+bhoùaeRetbe|o; 2 | 

La courbe représenta- 
tive de f coupe l'axe des 

ordonnées en À, la tan- 

gente à cette courbe en À 

admet pour équation : 

Calculer a et b. 

EG On considère la fonction f définie sur R 

par: 

f(x) = cos(2x = 2 

EX Montrer que pour tout réel x: 

fG+x)= f(x). 
On en déduit que f est périodique de période x. 

El On étudie alors cette fonction sur l'intervalle [0 ; x]. 
a. Calculer f'(x) où f” désigne la fonction dérivée de f. 
b. Déterminer les réels x de l'intervalle [0 ; x] tels que : 

f(x)= 0. 
c. En déduire le signe de f’(x) sur l'intervalle [0 ; x] en 
fonction des valeurs de x. 

d. Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle 

[0 ;x]. 

El Sur l'écran de la calculatrice, tracer la courbe repré- 

sentative de la fonction f sur l'intervalle [0 ; x]. 

Lors d'un audiogramme, 

le médecin teste 

l'audition de son patient 

avec des sons ayant une 

fréquence comprise e 

entre 125 Hzet 8,0 kHz. si 
Le signal électrique 

correspondant à un 

son est représenté ci- 

dessous. 

Tension (en mV) 
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BY Exercices d'application 

On considère la fonction f définie sur R par : 

f(x) = 3 cosx — sinx. 

El Démontrer que f est périodique de période 2x. 

On étudie alors f sur l'intervalle [0 ; 2x]. 

El Démontrer que f(x) = 2cos{ x + &). 

Rappel cos(a + b) = cosacosb — sinasinb. 

El Démontrer que f est décroissante sur l'intervalle 

(o; 2 ST TR | décroi 
A “6 : 6 |etdécroissante sur 

{he 
| 6 22 

Dresser le tableau de variations de f. 

, Croissante sur 

EE] rangente commune ? 
Sur le dessin ci-contre, on a repré- 

senté graphiquement les fonc- 

tions f et g définies sur [—-1; + 
par : 

FOX) = sinxv x +1 

et g(x)= Vx+1. 
Les courbes représentatives de ces deux fonctions 

semblent avoir la même tangente au point d'abscisse 
T ; » ; 
2 Est-ce vrai ? Justifier la réponse. 

_ B Dérivée de x. 

155 | Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El Sur R, la fonction x + sin?x a pour fonction déri- 

véex + 25sinx. 

ElSur R, la fonction x+-> x? +1 a pour fonction 
x 

dérivéex = —=——. 
VOX ar 

ESur ]0;x{,lafonctionx ++ Vsinx a pour fonction 
cosx 

dérivée x =, 
Fi 2Ysinx 

El Sur R, la fonction x > (x2+x+ 1) a pour fonc- 

tion dérivée x > 3(2x + 1)(x?+x+1 ve 

s 1 
ESur [0;+ œ{, la fonction x Gé+ a pour 

— 6x? 

fonction dérivéex+> 3. 
(6 +2) 

CHAPITRE 3 

Maths et physique } 

E] Mouvement oscillatoire 
Un point M est soumis à un mouvement oscillatoire qui, 

en fonction du temps, est défini par : 

2T T 

Le x(t)= 2sin Javec T = 055. 

test exprimé en seconde, x( t) en centimètre, 

La vitesse instantanée du point M est définie par : 

vt)= D (t)= x(e). 
L'accélération instantanée est définie par : 

_ dv er af a(t)= ere VE v'(t). 

El Calculer la vitesse instantanée et l'accélération ins- 

tantanée du point M à l'instant t = 0. 

F1 À quels instants la vitesse instantanée du point M est- 

elle nulle ? 

La propagation d'une onde périodique (onde sonore ou 

onde mécanique), le mouvement d'un solide accroché à un 

ressort ou les oscillations d’un pendule sont décrits à l’aide 

de fonctions trigonométriques. 

fu et Xe x 

[56] ocm 
Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) 

bonne(s) réponse(s). =. 

EI La fonction f :xr-> vx? +x+3 : 
a. est définie sur R. 

b. admet un minimum en —.. 

è = 
€. admet un maximum en Em: 

El La fonction f :x ++ sin?x : 
T b:£] 

b. est dérivable sur R. 

c. est négative sur [x ; 2x]. 

a. est croissante sur 

El La fonction f:x + (x +1) : 

a. prend des valeurs négatives. 

b. est croissante sur [0 ; + |. 
c. n'est pas dérivable en O. 
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Pour les exercices 57 à 59 : Dans chacun des cas sui- 

vants, la fonction f est dérivable sur l'intervalle I. 

Calculer f'(x). 

SYA EI =[0;+œ[ et f(x) = x +1. ve 

v COSX. 

H1=]-x;0| et f(x 

gi; 7 et f(x) = 

CL EI 1 = ]0; + et F0 = (+) 

ÆAI=R et f(x)=(sinx+cosx). 

E1=]0;+01 et f(x) =(/x +x). 

ae Te 1 
SE [EI = _ 2: +œ| et f(x) = Gx+1ÿ- 

a SIT ALT" 
EH 1 - Di _- et f(x) = foot 

DT 1] 
gi}; «t f(x) APR 

SM MTUTAS Utiliser les exposants négatifs. 

(60! Dans chacun des cas suivants, déterminer une 

équation de la tangente à la courbe de f au point 

d'abscisse a. 

E (x) = (32 —1) et a=1. 

El f(x) = Vx+x+1 et a =-1. 

E (x) = V1+cosx et De 3 

IE Démonstration du cours: dérivation 
de un, nentier relatif non nul 
© Voir le théorème du cours, page 96. 

Soit u une fonction dérivable et ne s'annulant pas sur un 

intervalle I. 

El Démontrer à l’aide d'un raisonnement par récurrence 

que, pour tout entier naturel non nul n, (u")= nu'u""1. 
’ ee 4 B ESrSr 

El En déduire, en utilisant la formule (+ due 
v 

1 \_ nv 
pour tout entier naturel non nuln, [5] = —2"-. 

u u" 1 

El Conclure. 

4 On considère la fonction f sur R définie par : 

1 
X)= —=— RE TEES 

Démontrer que l'équation réduite de la tangente à la 

courbe représentative de f au point d'abscisse 1 est: 

PAP 
= 5 Xe FR 

(EE On considère la fonction f définie sur R par: 

F0) = sin 3x + sin? Le 

EI Démontrer que f est sun de période 27. 

El Préciser si f est paire, impaire ou ni paire ni impaire. 

El a. Démontrer que pour tout réel x, on a: 

f'(x) = (sinx) (cosx) (sinx + 1). 

b. En déduire le signe de f’(x) sur l'intervalle [0 ; 2x|. 

E1 Dresser le tableau de variations de la fonction f sur 
l'intervalle [0 ; 2x]. 

+ Distance d'un point fixe 
aun 1 point mobile d'une courbe 
On considère la fonction f définie sur [0;+| par 
f(x) = Vx et M un point quelconque de sa courbe repré- 

sentative tracée dans un repère orthonormé (O, 1, J). 
On place le point A(1; 0). 
Le but de cet exercice est de déterminer la position du 

point M pour lequel la distance AM est minimale. 

À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 
réaliser la figure et conjecturer l'abscisse de M pour 

laquelle la longueur AM semble minimale. 

Préciser cette longueur minimale. 

El Démontrer que si on note x l'abscisse du point M, 

on a: 

AM=Vx—x+1. 

El On considère la fonction g définie sur a ;+o| par: 
gx) = Vx?—x+1.# 

a. Calculer g'(x) et déterminer son signe sur l'intervalle 

[O ; + oo le ”- 

b. Dresser le tableau de variations de la fonction g. 

EI Quelle est la position du point M qui répond au pro- 
blème ? Quelle est la valeur de la distance minimale 
cherchée ? 

10 CHAPITRE3 Compléments sur les fonctions numériques 



Exercices guidés 

GE On considère la fonction f définie sur [0 ; + 

par f(x) = sn six >0 et f(0)= 0. 

El La fonction f est-elle continue en 0 ? Justifier. 

F1 La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier. 

ElDéterminer lim f(x). 
X — + oo 

En déduire l'existence d'une asymptote à la courbe 

représentative de f. 

Ella «fonction f est continue en a» signifie que 

lim f(x) = f(a). La limite à étudier étant indétermi- 

née, on transforme l'écriture de f(x) pour faire inter- 
sinx _ 1 

sinx sinx 
ee ser . 

venir lim 
0 

On écrit : 

F1La fonction f est dérivable en O signifie que 

f(h)—f(0) 
h lim est un nombre réel. 

h-0 

Attention à la manipulation des quotients ! 

[66| Étude d'une fonction à l'aide 
d'une fonction auxiliaire 
Partie A - Une fonction auxiliaire 

On considère la fonction g définie sur R par : 

gO=XkT x TF1 = 1. 

Calculer les limites de g en —c et +0. 

El Étudier les variations de la fonction g. 

El Montrer qu'il existe un unique réel à tel que g(a) = 0. 

Donner un encadrement de «& à 0,1 près. 

E1 En déduire le signe de g sur R. 

El À partir de l'encadrement —1 < sinx < 1, on écrit 

un encadrement de f(x) et on conclut à l'aide d'un 
théorème du cours. 

Remarque : 

Les réponses aux questions de cet exercice peuvent 
être conjecturées en traçant sur la calculatrice la 

courbe représentative de j, et en l'observant « au bon 

endroit ». 

Partie B - Étude d’une fonction 
Soit la fonction f définie sur R par : 

= RE T. 

El Calculer les limites de f en —o et +0. 

Montrer que X)= == —. [2 que f'(x) Lies 
: 

a+ —3 
El a. Montrer que f(a) = Ed 

b. Déterminer le signe de f’(x) suivant les valeurs de x 
et dresser le tableau de variations de f. 

Partie A 

El On utilise les opérations sur les limites. 

El On utilise les formules de dérivation de u Xv et de 

Vu. 
El Penser au théorème des valeurs intermédiaires. L'enca- 

drement de a peut s'obtenir à la calculatrice par balayage. 

E1 On obtient : 
ne 

CHAPITRE3 Compléments sur les fonctions numériques 

Partie B 

El Seule la limite en + est indéterminée. Dans ce cas, 

on factorise par x. 

F1 On dérive les deux termes, puis on réduit au même 

dénominateur. 

El a. Penser à utiliser le fait que g(a) = 0. 

b. On connaît le signe de g(x) grâce à la partie A, on en 
déduit le signe de f’(x) à l'aide d'un tableau de signes. 



H1 Des tangentes qui passent par l'origine 
On considère la fonction f définie sur |— 1; +{ par: 

3 x 
10) = RE ] R 

El Calculer les limites de f en — 1 et en +oo. 

F1 Étudier les variations de f. Dresser son tableau de 

variations. 

Question ouverte TS. 
5 PAL EEE 7, 2 

ElDans « cette question, toute trace de e recherche, e 
RE SET Aa At 

même incomplète, ou d'initiative, même i rfruc- 

| tueuse, sera prise en compte dans l'é valuation. ar 
 Ona ppelle'6, la RACE 7e dans un. 

da d BE 

‘repère (O PA JT) RER FE Se GE, TS ORNE 

| | Existe-t-il des | s points de € ; en lesquels la tangente_ 
à passe par origine durepère? si e

s | 

_de chacun des points et l'équation de la tangente. ngente. 

me AE ACT 2 EX. Ps etes ‘il 
on cherche dans un premier temps les limites € en J F | ElSoit a l'abscisse d'un point À di ee. Ce . 
ee “te et en +œ der et t'on utilise la limite d'une * La tangente à €, en, À admet pour équ quai ation réc luite : 

ne 

EN . 2 2) RE Ris AUTRE At EE DE = f'(ax 5e —a)+f{a)=f(ax- a f(a)+. +f(). 

 FlOnutiis el la formule tn e à Le Fe he a: La tangente NASA par DéquiNaurE ps pré Er 
À GADE ELA (à 38 a les nr MR pr ris LE +. nrto caf) OS 

On obtient f'(x)= sr nr L* sas Rd 7. | On résout cette équation en réduisant au même déno- 
#; RER ? 1: er: hi EVE AA M? |minateur (a + 1) on obtient deux solutions. Es 

Exercices d'entraînement 

[68] Pour tout entier naturel n >1 

fonction f, définie sur [0 ;1[ par: 

CRE S 

EX Étude de la fonction /, 
a. Calculer f(x) et déterminer son signe. 

, On considère la 

TX 

b. Dresser le tableau de variations de la fonction f.. 

c. En déduire que la fonction f;, admet sur [0;1[ un 
maximum en une valeur x, € [0 ;1[ que l'on précisera. 

El Étude des fonctions f, 

a. Montrer que, pour tout réel x de [0 ;1| : 
PR Pre nSe)x] 
HUE TE 

b. Déterminer le signe de f’,(x) en fonction des valeurs 

de x. 

c. En déduire que pour tout entier n > 1,la fonction f, 

admet sur [0 ; 1[ un maximum en une valeur x, €[0;1[ 
que l'on précisera. 

El Étude de la suite (Xn) >1 

a, Démontrer que la suite (x,),-, est croissante. 
b. Calculer lim x,. 

n — + oo 

[69 On considère la fonction f définie sur R par : 
f(x) = cosx — sin°x. 

El Démontrer que f est 2r7-périodique. 

F1 a. Démontrer que pour tout réel x: 

V2 cos(x ni _ = COSX + sinx. A 
b. Démontrer que pour tout réel x : 

f'(x)=—3V2(sinx) (cosx) cos x Ë . 
El À l'aide d'un tableau de signes, déterminer le signe 

de la dérivée de f sur [-x, x] et dresser le tableau des 
variations de f sur cet intervalle. 

ETracer la courbe représentative de f sur l'intervalle 

[-x,xl]. 

F1 a. Montrer que pour tous réels a et b, on a l'égalité : 

a — b° = (a — b)(a? + ab + b?). 

Question: CNTTECE , 

: _b. Dans cette question, : toute trace « de Re. 
même incomplète, 0 ou d'initiative, n mêm me infr 

| tueuse, sera prise en compte dans l' dteu ee ü 
| Résoudre dans R l'équation FC) = CC ee 
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e| Un point M se déplace sur un demi- 

cercle de centre À et de diamètre [DB] avec DB = 2. 
Lorsque M est distinct de D, on appelle x la mesure prin- 
cipale de l'angle (DB, DM). 

Lorsque M et D sont confondus, on convient que : 

PERLE FR 

On appelle 4(x) la somme des aires des deux portions 

de disque limitées par le cercle et par les cordes [DM] et 
[BM] (en bleu sur le dessin ci-dessous). 

ne HR ee , ap ren ne 

On cherche à savoir comment varie 4{x) lorsque x 
varie de 0 à 5: 

El Réaliser la figure à l’aide d’un logiciel de géométrie 

dynamique et conjecturer les réponses aux questions 

posées. . Voir la fiche Geogebra. 
El a. Pour M distinct de D et B, préciser la nature du 

triangle DBM et exprimer son aire en fonction x. 

b. En déduire l'expression de 4(x) en fonction de x. 

El Étudier les variations de la fonction 4. 

EI Conclure en répondant au problème posé. 

El Donner une solution géométrique au problème en 

considérant la hauteur issue de M du triangle DMB. 

&] Résolution approchée 

d'une équation 
Dans cet exercice, on se propose de dénombrer les solu- 

tions dans R de l'équation (E) : cosx = x et de trouver 

une valeur approchée de chacune d'elles. 

El Tracer sur l'écran de la calculatrice les courbes 

représentatives des fonctions x ++ cosx et X+> x. 

Conjecturer le nombre de solutions de l'équation (E) et 

une valeur approchée de chacune d'elles. 

El Démontrer que si x > 1, l'équation n’a pas de solution. 

El Démontrer que si x < 0, l'équation n'a pas de solution. 

CNT TITEZ On distinguera les cas suivants : 

xe[-3:0| et xe]-wi- + 
7M|le 

CHAPITRE 3 Compléments sur les fonctions numériques 

>) 

El On considère la fonction f définie sur [0 ;1] par: 

f(x) = x— cosx. 
a. Démontrer que f est strictement croissante sur 

Tran re 
b. En déduire que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 
tion unique a sur l'intervalle [0 ; 1]. 
c. À l’aide de la calculatrice, trouver un encadrement 

de « à 0,001 près. 

Voir les fiches Calculatrices. 

E À l'aide d'un logiciel de calcul formel, on a résolu dans 

KR l'équation (E), voici ce qu'on a obtenu : 

fsolve{cosix}=x) 

MA REINE LUE EE ee: 
Vérifier la cohérence de ce résultat avec l'encadrement 

trouvé en El c. 

LL On considère les fonctions f et g définies sur 

[—-1; + par: 

f(x) = Vx+1 et g(x)=1 nee 

El Calculer f (0) et g(0). 

El Démontrer que les courbes représentatives de ces 

deux fonctions admettent la même tangente au point 

A d'abscisse 0. 

El On a représenté graphiquement les fonctions f et 

g dans un repère orthonormé ainsi que leur tangente 

commune 7 au point A. 

On pose pour tout réel x >—1 : d(x) = f(x) — g(x). 

a. Montrer que pour tout x > —1: 

2 mm nl 

" AVx+T 
b. Étudier sur l'intervalle ]— 1; +{ les variations de la 

x 2+(x—-2)Vx+1. 

c. En déduire que pour tout réel x >—1, d'(x) > 0. 

d'(x) 

fonction h: 

F1 à. Calculer la limite en + de la fonction d. 

b. Dresser le tableau de variations de la fonction d. 

FE Déduire des questions précédentes, les positions 

relatives des courbes représentatives de f et g. 



LEE On considère la fonction fn définie sur R par : 

fn(x) = sinx + sin(nx) 

où n est un entier naturel. 
On appelle €, la courbe représentative de f, dans un 

repère orthogonal (O, 1, J). 

EI Démontrer que pour tout entier naturel n, f, est 

périodique de période 2x. 

El Démontrer par récurrence que : 

pour tout entier naturel n, cos(nx) = (—1}). 

El Démontrer que pour tout entier naturel n, 6, passe 

par le point A(x ; 0). 

F1 Déterminer l'équation réduite de la tangente 7, à 6, 
en À. 

F a. La tangente à @, en A coupe l'axe des ordonnées 

en un point B, d'ordonnée y,.. 

Montrer que y, = x(1 — n(—1)"). 

Question ouverte 

De 

arr” RTE TRS F 
b. La suite (y,) admet-elle une limite? 

EF) Surface balayée sur un disque 

Sur la figure ci-après, [CB] est un diamètre du cercle @ 
de centre À et de rayon 1 et D est un point de € autre 

que C. 

On note x la mesure principale 

de l'angle orienté (CB, CD ); 

AT UT 
22 EE 

On note a(x) l'aire de la por- € 
tion du disque « balayée par la 

corde [CD] » c'est-à-dire située 
en dessous de la corde [CD]. 

ainsi x € 

El Déterminer, en fonction de x, la mesure principale en 

radian de l'angle orienté (AB, AD ). 

ElDans cette question, on suppose que xelo:&. 

(Voir le dessin ci-dessus.) 

a. Exprimer en fonction de x l'aire du triangle CAD et 

l’aire du secteur circulaire ABD. 

b. En déduire que pour tout x € Lo Ê De à 

+ + Z-sin(2x) x. 

El Dans cette question, on suppose que x € 

a(x) = 

T Lo] 
a. Réaliser à main levée un dessin correspondant à cette 

situation. 

b. Démontrer que pour tout xe 
T 
7; 0) on à 

également a(x) = . + —-sin(2x) + Xe; 

EI a. Démontrer que la fonction a est croissante sur l'in- 

tervalle |— + ; 5 ervalle 7 A: 

b. Dresser le tableau de variations de la fonction a en 
dés _—. T T 

précisant les limites en Cs et 2: 

FE Déterminer à la calculatrice un encadrement à 0,01 

près du réel x tel que a(x) = 1. 

Voir les fiches Calculatrices. 

LE On considère la fonction f définie sur l'intervalle 

[0 ; x] par f(x) = vsinx. 

El ustifier que f est bien définie sur l'intervalle [0 ; x]. 

El Démontrer que f n'est pas dérivable en O. 

de pouce On pourra écrire, pour h > 0, 

’ TV SIN /sinh 1 l'expression h SOUS la forme à X DES 

El La fonction f est-elle dérivable en x ? 
Attention ! Pour que (x + h) appartienne à l'intervalle 
[0 ; x], il faut que h soit négatif. 

El Dresser le tableau de variations de la fonction f. 

76 Dans ce problème, on cherche à représenter 

dans un repère orthonormé l’ensemble des points M 

du plan, de coordonnées (x ; y), vérifiant l'équation : 

x NN pa (E) : 4 EF = ik 

El justifier que, pour x e [-— 2 ; 2], l'équation (E).est équi- 
2 2 

valente à: y =4/1 Tr où y=— Les 

El Soit f la fonction définie sur l'intervalle [—2 ; 2] par : 

FOIE 

a. Pour xE]-2;2[, calculer f'(x) et déterminer son 
signe. 

b. Étudier la dérivabilité de f en — 2eten 2. 
c. Dresser le tableau de variations de f. 

ElTracer la courbe représentative €, de f dans un 

repère orthonormé (0, I, J). 

EI Comment obtient-on, à partir de €;, la courbe repré- 

sentative €, de la fonction x + — 
2 x 

1= ne ? Tracer 
cette courbe €.. 

RMS La réunion des deux courbes €; et 6, est une 
ellipse. - 

E] Pour aller plus loin 
Soit F(/3 ;0) et F(—3 ;0) ; montrer que, pour tout 
point de cette ellipse : MF + MF' = 4. 
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Des tangentes perpendiculaires 
On considère les fonctions f et g définies par 

f(x) = Vx+a où a est un réel fixé quelconque et 

g(x) = V3 — 2x. 

On appelle €; et €, leurs courbes représentatives dans 
un repère orthonormé (O, 1, J). 

Le but de ce problème est de déterminer si on peut 
choisir le réel a pour que les deux courbes se coupent 

en un point où leurs tangentes respectives sont per- 

pendiculaires. 

El Démontrer que €, et 6, se coupent si, et seulement 

si, a > T2: 

Dans toute la suite du problème, on prendra a ><, 

on appellera B le point d'intersection des deux courbes. 

T; et T, désignent les tangentes en B aux courbes €; et 

€, respectivement. 

F1 À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 
réaliser la figure après voir créé un curseur a. Conjecturer 

la valeur de a qui répond au problème (on pourra affi- 

cher la mesure de l'angle formé par les deux tangentes). 

El Démontrer que B a pour coordonnées : 

BC Mon TE ne) | 
3 AR 3 | 

E1 Déterminer l'équation réduite de chaque tangente. 

E Démontrer que : 
2 HDTERS 

a. T; a pour vecteur directeur v 3 | 
1 

Das 

b. T, a pour vecteur directeur wW 3 ; 
—1 

Une droite ayant pour équation cartésienne Rappel 
3 —b 

ax + by + c = 0 admet pour vecteur directeur äl à ] 

E Calculer la valeur de a qui répond au problème. 

Vérifier la conjecture émise en . 

CHAPITRE 3 Compléments sur les fonctions numériques 

Le) 

Un triangle isocèle d'aire 

maximale 

Un triangle ABC de périmètre 12 est isocèle en À, et on 

note AB= AC = x et BC= y. 

On cherche à déterminer x et y pour que l'aire du 

triangle ABC soit maximale. 

El justifier que 2x + y = 12 et que 2x > y. 

F1 En déduire que 3 <x< 6. 

a = 4,41 
+ 

ElRecherche à l’aide d’un logiciel de géométrie 

dynamique 
D Créer un curseur a. 

b Avec À comme centre, construire le cercle de rayon a 

et placer un point B sur ce cercle. 

b Avec B comme centre, construire le cercle de rayon 

122724 

b Placer le point C à l'intersection des deux cercles 

et tracer le triangle ABC. 

b Faire bouger le curseur et conjecturer la valeur de a 

qui répond au problème (l'aire dutriangle ABC apparaît 

dans la fenêtre algèbre). 

Voir la fiche Geogebra. 

Quelle semble être la nature du triangle dans le cas où 

l'aire paraît maximale ? 

EI Exprimer en fonction de x la hauteur du triangle issue 

de À. 

FE Démontrer que l'aire f(x) du triangle ABC est don- 

fo) = (6— x)V12x — 36. 

H a. Démontrer que pour tout réel x € ]3;6],ona: 

’ — 9x + 36 
ART Lee mr 

b. En déduire que la fonction f admet, sur [3;6], un 
maximum pour une Valeur de x que l'on précisera. 

née par: 

Quelle est la nature du triangle d'aire maximale ? 

Préciser son aire. 



Revoir les outils de base 

ILE Écrire le plus simplement possible les expressions 

suivantes : 

sin(x+x);  cos(r — x); sinfx +); 

T : 3 
cos( 5x); cos(—x)+cosx;  sin(—x)—sinx. 

E Trouver les réels x de l'intervalle |- x, x] vérifiant 
chacune des inéquations suivantes (on pourra s'aider du 
cercle trigonométrique) : 

sinx > +: cosx < 0; sinx < V2. 
2 2 

E Résoudre dans R les équations suivantes : 

a. sinx =—1; b. cosx = : 

c. sinx = sinZ ; d cosx =— cos 1 5 , e A . 

74 Résoudre dans R les équations suivantes : 

, LEE , =) 5r. a. sin(x+ ol b. sin(3x 7) = sin mé 

8/2) RER) eu T 
€ cos(2x) = > ; d. cos|=+- }=-cos +. 

GE} Onatracélacourbe représentative d'unefonction f 
dont l'expression est donnée par f(x) = ax? +bx+c 
avec a, b et c qui sont des réels non nuls. 

On a tracé la tan- | | : 
gente à 6; au point 

A d'abscisse —2. La 
courbe coupe l'axe 

des ordonnées en 
B. En utilisant des 
renseignements lus 

sur le dessin, calcu- 
ler a,betc. 

Les savoir-faire du chapitre 

Étudier une fonction trigonométrique 
nnnensensssnn nn nnnneasenenn same ennennennnssnnnsnenentnnenennennnenennnennnennnnesenme ss 

[84| Démontrer que la fonction f : x* cos(-X) est 

décroissante sur l'intervalle [0 ; 2x]. 

[85 Déterminer le sens de variation de la fonction g 

définie sur [0 ; 2x] par g(x) = sin(-2). 

[86 C3 on racer sur l'écran de la calculatrice la 
courbe représentative de la fonction f définie sur |0 ; x| 

1 
par f(x) = sinx ° 

El Conjecturer son sens de variation, ainsi que ses limites 

aux bornes de l'ensemble de définition. 

El Démontrer les conjectures. 

C7 | On considère la fonction f définie par: 
COX 

QUE CosXx — 2 ‘ 

El Démontrer que f est définie sur KR. 

El Démontrer que f est paire et périodique de période 

27 

El Étudier les variations de f sur [0 ; x]. 

EI Représenter graphiquement cette fonction sur l'inter- 

valle [-x ; x]. 

” La dérivée delafonctionx + cosx estx > —sinx. 

Une fonction définie sur R est paire lorsque pour tout 

réelxona f(—x) = f(x). 
Une fonction f admet comme période 27 lorsque 

pour tout réel x, on a f(x+2x) = f(x). 

Étudier une fonction du type 
x f(ax + b) 

88 | On considère la fonction f définie sur [1; + | par: 

REG DATE 

Démontrer que pour tout x >1, f(x) = y Xl 

E Dans chacun des cas suivants, la fonction f est 

dérivable sur l'intervalle I ; calculer f'(x). 

a. f:xr> xcos(2x)etI = R; 

1 Da ! 
b.f:x- rm | à: +o[; 

1 SPC Cfxr TE pas 

sin 5. + 

11 Étudier une fonction du type 
Xi y ax+b 

On considère la fonction f définie sur + Dors æ| par : 

1o)= V2 T. 
El Démontrer que la fonction f est croissanté sur 

el 
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El Démontrer que f n'est pas dérivable en +. 

La fonction f est donc dérivable sur | + dl | 

El Calculer la limite de f en + et dresser le tableau de 
Variations de f. 

E] Calculer l'équation réduite de la tangente à la courbe 
représentative de f au point d'abscisse 5. 

El Déterminer l'ensemble de dérivabilité de la 

fonction f et calculer f(x). 

a. f(x) = V4x—1. b. f(x) = /—3x. 

c. f(x) = (5x +4}. d. f(x) =(1-xŸ. 
Re 

Mn en M. 
Méthode = 

» Si f est dérivable sur R, et si g est la fonction : 

| X+ oo alors 70) = axf'(ax + b). 

Étudier une fonction du type /u ou un 
CELELELEECEEEEEECECECECECCCECECECECECECCCCECECCECOCCEEOOOEEEEEEOEEEEEE EEE EEE EEE TETE TITI IT 

92! Déterminer l'ensemble de dérivabilité de la 

fonction f et calculer f'(x). 

fx)= vx -x+3. 

b. f(x) = V2 + cosx. 
« f(x) =(1+2/x). 

d. f(x) = 

| j 5 É n—1 (Vu) = _ et (u”)=nu'u 
u 

(sinx + cosx). 

CEE On considère la fonction f définie sur R par : 

ft) =(ax-1} 
où a est un réel non nul. 

Justifier tous les éléments qui apparaissent dans le 

tableau des variations de f ci-dessous pour toute valeur 

de a non nulle. 

Coup de pouce 
Étudier séparément les cas a positif et a négatif. 

[94 | On considère la fonction f définie sur R par: 

fx) = V1 +sin?x. 

El Démontrer que f admet pour période x. 

El Démontrer que f est paire. 

El Déterminer la dérivée f’ de f et étudier son signe 
s T 

sur l'intervalle Lo > 

El Dresser le tableau de variations de / sur LE Ë # 

Approfondissement 

[95 | Une asymptote oblique 
On considère la fonction f définie sur R par : 

CODE x No EEE 

El Déterminer les limites de f en + et en —œ 

Coup de pouce 
En cas de forme indéterminée, penser à la quantité 

conjuguée. 

El Calculer f(x). 

El Démontrer que pour tout réel x, f(x) > 0. 

Coup de pouce 
Lorsque x est négatif, on montrera que l'on a : 

f=1 pe 

El Dresser le tableau de variations de /. 

El À l'aide de la calculatrice, tracer la courbe repré- 
sentative de f notée €, dans un repère orthogonal et 

la droite # d'équation y = 2x. Qu'observe-t-on en + 

concernant la courbe et la droite ? 

EH Démontrer que lim LG) =" 2x] =10: 
X — To 

On dira dans ce cas que la droite ® est asymptote à €, 

en +oo. 

Définition 
La droite % d'équation y = ax + b est asymptote à la 

courbe RE do d'une Sn f en + signifie 

(ax + b)] = que, lim 109 

On a une ae similaire en — . 
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Partir d’un bon el 

iManipuler les puissances 
QCM Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. 

(a et b sont des réels non nuls quelconques, n est un entier quelconque.) 

FI (loaŸ _ a. 6a b. 200a 
5a? 

(il X (26) A 8x b”! 2a° F2 PEAR COPA PRT CE b. 2 
4a ° Xb° 

E] 2a° x a° = a. 2156 af «|b29%" 

4 (ay . aan b.1 
a! 

| B) Dériver des fonctions 
Déterminer la fonction dérivée de la fonction f: 

a. f est définie sur R par f(x) = (2x+3) ; b. f est définie sur R par f(x) = sin (- 4x + +) : 
3 

c. f est définie sur R par f(x) = g(+ =. s), où g est une fonction dérivable sur R. 

Travailler avec des suites 

El Si (u,) est une suite géomé- 
trique de premier terme us = 4 

, +) 
et de raison q = 7 alors, pour 

tout entier naturel n : 

a. Un = ax 
1 n 

_. b. u, = 20 

— Sans calculatrice Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la (ou les) réponse(s) correcte(s). 

E On a représenté deux suites, 

l'une géométrique et l’autre 
arithmétique. 

Of = A PR TE (un is à 

OST 4 67/8 RONION 

a. La suite (v,) est |b.Pour n assez grand, 
géométrique et (va) finira par dépas- 
la suite (u,) est ser (u,) 
arithmétique 

— 

É Fer 

c. On ne peut pas 

savoir si (v,) finira 
par dépasser (u,) 

El (v,) est une suite 

[üo = 4 et de raison r. 

géométrique de premier terme 

a. Sir >O, b. Sir <1, (v,) tend 
(v;) tend vers + |vers 0 

CIO QI 

(v;) tend vers 0 
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OCTO TNEÉ RENNES EESTI PAT PACE NEED ENTER 

La « demi-vie » (ou « période », 

utilisée ici dans un sens qui n'a 

rien à voir avec la périodicité 

dans le langage usuel ou en 

mathématiques), est le temps 

nécessaire pour que la moitié des 

atomes d’une quantité donnée d’un 

isotope radioactif se soit désintégrée 

de façon naturelle. La radioactivité 

Be. 7 ss naturelle est utilisée dans divers 

De CIVISCANTE Re ee RS domaines scientifiques, par exemple 
RER ANMENT (en miliard) | Se l'archéologie pour des méthodes de 
mon ouai ù Fo datation. 

Le phénomène de désintégration 

radioactive est un « phénomène 

exponentiel ». 

Le modèle ayant servi à décrire l'évolution 

de la population jusqu'à l'an 2000 est exponentiel. 

Au fil du temps 
ombien de grains de sables faudrait-il pour remplir 

l'univers ? C'est à partir de cette question qu'Archimède 
définit le premier, au IIIe siècle avant J.-C., un phénomène 
que nous qualifions aujourd’hui d’exponentiel. Toutefois, 
c'est Leonhard Euler (1707-1784) qui donna son nom à 

cette fonction et qui la relia à des phénomènes temporels. 

: C’est aujourd’hui une fonction que l’on retrouve dans tous 
- les domaines de la modélisation, que ce soit pour prévoir 
: l’évolution d’une population, comprendre la trajectoire 

d’une particule, etc. 

SARA R ARR ALI R AE  Od r n AL. 
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On étudie l'évolution du nombre de bactéries Rhizobium. 

À l'instant t = 0, le nombre de bactéries dans la culture, en millions, est égal à 

Up — 40. On sait que le nombre de bactéries double toutes les quatre heures. On 

appelle u, le nombre de bactéries, exprimé en millions, au bout de n heures. 

El Construire une feuille de calcul qui permette de visualiser l'évolution de la 

population. 

PE M EE PE CR ER RE 

un 

FA Représenter graphiquement sur le tableur les valeurs de la suite (u,) (on choi- 

sira un nuage de points reliés par une courbe). 

El À l'aide du graphique, estimer le nombre de bactéries au bout de 17 heures, 

21 heures et 25 heures. 

EI Comparer le taux d'évolution du nombre de bactéries entre 16 et 17 heures, 

puis entre 20 et 21 heures, puis entre 24 et 25 heures. Que peut-on conjecturer 

quant à la nature de la suite (u,,) ? 

FE] À l'aide du tableur, évaluer le temps nécessaire pour que la population atteigne 
100 milliards de bactéries. 

LEP) Loi de refroidissement de Newton, 
modélisation discrète 

La loi de refroidissement de Newton peut s'énoncer de la façon suivante : /a varia- 
tion de température d'un corps inerte est proportionnelle à la différence de tempéra- 
ture entre le corps et le milieu ambiant. On va s'intéresser ici à un bol de soupe chaud 
que l'on laisse refroidir dans une pièce dont la température est 20 °C. 

On appelle T, la température de la soupe, en degrés Celsius, au bout de n minutes. 
On a 7, = 80 °C. 

EX Montrer que l'application de la loi de refroidissement de Newton implique que, 
pour tout entier n : Fr ne 20). 

F1 a. Montrer que la suite définie par u, = T, — 20 est géométrique. 
b. En déduire une expression de u,, puis de T, en fonction de n et k. 
c. Sachant que le température de la soupe est de 69 °C au bout de 2 minutes, 
calculer k. 

El Quelle sera la température de la soupe au bout de 20 minutes ? 
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EMTAD Croissance d'une population de bactéries 

_ Voir la fiche Tableur. 

Isaac Newton (1643-1727), 

physicien et mathématicien angjlais. 



EX On considère la suite géométrique (u,) de raison q, de premier terme U = 1. 
Démontrer que pour tous entiers naturels n et p, on a : Ur X U = U4p: 
En utilisant la notation fonctionnelle, le résultat de la question KE s'écrit : pour tous 
entiers net p, u(n)Xu(p) = u(n+p). 
On s'intéresse ici aux fonctions numériques f définies sur R et vérifiant 
le même type de relation fonctionnelle, à savoir : pour tous réels x et y, 
f(x +y)= f(x) X f(y) (relation R). 
Soit f une fonction définie sur R et vérifiant la relation À. 

El Démonter que s’il existe un réel atel que /(a) = 0, alors pour tout réel x, on a : 
f(x) = 0. On dit alors que « f est la fonction nulle ». 
On écarte désormais ce cas, en supposant que f ne s’annule pas sur R. 

El soit x un réel quelconque. 

a. En écrivant que f(x + 0) = f(x), démontrer que f (0) = 1. 

b. En écrivant que f(x) = (+ + &}, démontrer que f(x) > 0. 

1 

RE 10 d. On s'intéresse à la suite des nombres ( f(n)), pour n entier naturel. Démontrer 
que cette suite est géométrique de raison f(1). 

c. En écrivant que f(x +(—x)) = (0), démontrer que: f(—x) = 

EJOn suppose maintenant que f est non nulle, qu'elle vérifie la relation À et 
qu'elle est dérivable. On fixe un réel x quelconque, et on considère la fonction 

g'y+ f(x+ y). 
justifier que g est dérivable sur R et, en calculant g'(y) de deux façons différentes, 

démontrer que, pour tout réel y : f(x + y) =/f(x)Xf'(y). En déduire que pour 

tout réel x, on a: f'(x) = k f(x), où k est un réel non nul constant. 

Esi j est une fonction non nulle, dérivable, vérifiant la relation À, récapituler 
toutes les informations obtenues sur f dans les questions précédentes. 

TE) Fonction f telle que f=— f et f(0)=1 
On cherche à construire de façon approchée la courbe représentative d'une fonc- 

tion dérivable f qui vérifie f” = f et f(0) = 1, c'est-à-dire une fonction égale à 
sa dérivée et qui prend la valeur 1 en 0. 

Construire un repère orthonormé en prenant 10 cm pour unité graphique. 

El Avec un pas de 1 
a. Quel est le coefficient directeur de la tangente à la courbe au point d'abscisse 0 ? 

b. Tracer le segment porté par cette tangente pour x variant de 0 à 1. 

c. Si on assimile la courbe à sa tangente, quelle approximation de f(1 ) obtient-on ? 

El Avec un pas de 0,5 
a. Avec le tracé précédent, quelle approximation de / (0,5) obtient-on ? 

b. Quelle approximation de f’(0,5) peut-on en déduire ? Construire ainsi un 
nouveau segment ayant cette approximation comme coefficient directeur, pour 

x variant de 0,5 à 1. 
c. Quelle nouvelle approximation de (1) obtient-on ? 

El Avec un pas de 0,2 
Adapter les méthodes précédentes avec un pas de 0,2 (on a représenté sur le 

graphique ci-contre les trois premières étapes). 

CHAPITRE 4 

MMAlULN Le domaine des 

Fonction exponentielle 

Des fonctions « transformant les sommes en produits » 

mathématiques qui étudie 

les opérations entre les 

nombres est celui de l'algèbre. 

C'est aussi le domaine de la 

résolution des équations. En 

algèbre, une fonction telle que 

celle étudiée ici, qui transforme 

sommes en produits, est 

appelée un « morphisme ». 

0.8 È 

0.6 



eo) Cours 

ED La fonction exponentielle 

El Fonction exponentielle : existence et unicité 

Ilexiste une unique fonction f dérivable sur R telle que : 

f'=f et f(0)=1. 

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp. 

Ainsi, pour tout réel x: exp'(x) = exp(x) et exp(0) = 1. 

Commentaire 
On admet l'existence de 

cette fonction. L'activité 4, 

p. 121, permet de conjecturer 

son existence grâce à la 

construction approchée de sa 

courbe représentative. 
BOITE ;; une fonction f dérivable sur R vérifie f” = f et f(0) = 1, 

alors, pour tout réel x, on a: f(x)f(—x) = 1 et donc f(x) # 0. 

Par conséquent : pour tout réel x, exp(x)  O. 

ÉMO: ‘ATION 
: Soit f une fonction dérivable sur R telle que : f” = f et f(0) = 1. 

: On pose pour tout réel x, p(x) = f(x)f(—x) ; @ est dérivable sur R 
comme produit de deux fonctions dérivables et, pour tout réel x : 

PQ) = OC x) OX CS x) = FC) < ff (29) = 0. 
: La fonction @ est donc constante sur R et, comme (0) = 1, on 

: obtient pour tout réel x: (x) = 1. 
Finalement, pour tout réel x, f(x)f(—x) = 1 et donc AO 40. 

DÉMO ATION DE L'UNICITÉ Cu 
: On suppose l'existence d'une fonction dérivable g vérifiant g’ = g et 

sur R. 

On utilise ici une propriété 
| fondamentale : si une fonction 

admet une dérivée nulle sur un 

| intervalle, alors cette fonction 

| est Constante sur cet intervalle. 
ones g(0) = 1. La fonction exp ne s'annulant pas, on peut définir h = = : 

Pour tout réel x, on a: 

= ep) dep (x) | gb)e()- et) _ à 
(exp(x)) (exp(x)) - 

g(0) : hest donc constante sur R et h(0) = = 1 ; ainsi, pour tout réel 
exp(0) 

i xona h(x) = 1. On en déduit que, pour tout réel x: g(x) = exp(x). 

L'1 Propriétés algébriques et notation ex 
Pour tout réel x, pour tout réel y et pour tout entier relatif n : 

O exp(x+y)=exp(x)xexp(y);  @ exp(-x) = 

exp(x). 
exp(y) ‘ 

ba 
exp(x) ” 

© exp(x — y) = © exp(nx) = (exp{x))". 

Le nombre exp (1) noté e, admet 2,718 28 pour valeur approchée à 10. © bi . Semonsason 
des propriétés algébriques n = = n — 5n Pour tout entier n, on à exp(n) exp(1 Xn) (exp(1 )} = er. » aux exercices 29, page 134, 

Par convention, on décide de noter pour tout réel x : exp(x) = e*. et 55, page 138. 
Avec cette nouvelle notation les résultats précédents s'écrivent : à ie P LUTTE Ainsi, le nombre } ML] Pour tout réel x, pour tout réel y, pour tout entier relatif n : exp(3), noté e*, est bien égal | 

à ! Î 
0e=e Xe: O6 1 ; A FRERES } 

. 

ce f 
: ; 

\ 

x 
F 

(3) eme SEE OQ ex — (e*}  _— Au Aa eo : : exemple, e° = 1 et e'= e. 
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© Utiliser les propriétés algébriques 
| de la fonction exponentielle 

Lovonescesenesvsescssecesese Exercice corrigé soosresoenoeseeresseesesoecessesssenecesecessecesesss 006000000600 

d Énoncé EI Simplifier au maximum chacune des El On considère la fonction f définie sur R par : 
expressions suivantes où x représente un réel quelconque : e*+e * 

2x x+2 TX 
AE. B = e*(1 + 2e *); Fe. / . 2 À ; RSS 

e* .' Û a li a. Démontrer que la fonction f est paire. Qu'en déduit- 

Sn on pour sa courbe représentative dans un repère 
_ ( x xÿ ô 6 D=\eîte "J;: E= @Ÿ orthogonal ? 

e 
Représenter cette courbe sur l'écran de la calculatrice. 

b. Démontrer que pour tout réel x: (2x) = 2(f(x)Ÿ — 1. 

L 
Bon à savoir 

ones seneessseesssesesensseseseeeseceseececeseseesesseueceeseseesse 

El A = =. = e XX = pe *: D B=e* (1 2b 2e *) = e*+2e Xe * = e* +2: > Fi é D> Pour tout réel x, pour tout réel y : 

x+2 : ea e— 
= rs = ex+2)- (+1) = 81 = e:;h> ! PAS e’ 

: P> Pourtoutréelx,e*Xe * = 1, 
sert ES EN ET x EX EX No 2x EN 2 1 a ë ? ; 

Non ne Aramxe" (eee +2 te : et > Pour tout réel x, e* = (e*}". 
2x—1 2x—1 ; 

E=< — € een Reel — 42 : Attention : la notation e° est 
4 j 

(e*Ÿ e Ê ; utilisée pour exp(x2). Pour 
x + x _ écrire e*xe”, on utilise des 

Ela. ;(-x) = ne 5 = = f(x), donc la fonction f est paire. : parenthèses : 
# je SX 

Sa courbe représentative est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées. B> 4 de (e*Ÿ = (e:)x (ex) = e7- 
: Pour tout réel x, on a: : k Fe xŸ 2x 72 24 2x À M mn ee 

pb, 2/0) = 1= {SE e J-1= (rte TT J-1= £ | de 
3 = /(2x) L e*° 
$ vi : > Une fonction / est paire sur 
: CD apr | 1 R signifie que pour tout réel x, 

: . ona:f(-x)= f(x). 
: 

7 ARC ARR e Eee RTE ne NE NEnnenr 

3 72 

Exercices d'application DRE PE RE AP EPP D 

: [| Vrai ou faux ? Pour tout réel x, on a: E Démontrer que pour tout réel x, on a : 
: ; 1 Le —X x 
5 a.exp(x2)=(exp(x)Ÿ ; b.exp(—2x) = -———; pen: leth, nl mes er 

$ (exp(x)Ÿ g e*+1 1+e*" E er APR LS 

5 € exp(1 — x) = —<—; 
: exp(x) | 
: Répondre par vrai ou faux : 
: d. exp(x) + exp(x) = 2exp(x). EM @ÿ 
2 a Acte 

= F2] 
a. ( e* | e ’ b. e e , 

Simplifier les expressions suivantes : RÉ SNS ex 
: = 4 Nelson ë con : aa=e*xXe ? ; bb=e**'Xe!"*; “ar $ kà RS 

: CC— eZ. ; Me pXt ] à 
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124 Étude de la fonction exponentielle 

EI Signe et sens de variation 
LUXILIUT La fonction e entiell ictem 

On sait, d'après la paragraphe 1, que pour tout réel x, e* Z O. 
! . XV £ 

De plus, pour tout réel x, e* — te) > 0, donc pour tout réel x, 

ona:e*>0. 
CCELECETEEEEE ET 

Th éorème | La fon 

On sait que exp’ = exp et, d’après le théorème précédent, la fonction 

exp est strictement positive sur R. 

Ainsi, la fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 

DÉMONSTRATION CLS 
On considère la fonction f définie sur [0 ; + { par f(x) = e*— x. 
On a f'(x) = e* — 1 ; or pour tout réel x positif, e* >1, donc f(x) >0. 
Ainsi, la fonction f est croissante sur [0 ; + [ et comme (0) = 1, 
on a, pour tout réel x, f(x) > 0 ce qui équivaut à e* > x. 
Or, lim x=+, donc par comparaison, on abien: lim e* =+. 

X — +oo E X — + oo 

COECECEE EE TE 

D demo BAC 
Pour tout réel x: e* = ar: or si X tend vers —œ, —x tend 

: vers +, donc e * tend vers + d'après le théorème précédent. 

Par conséquent, tend vers 0, d'où le résultat. es 

Les résultats précédents permettent de dresser le tableau de variations de 
la fonction exponentielle : 
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ALCUTS La fonction 
exponentielle est de croissance 

très rapide. Ainsi, e2! dépasse un 
milliard... 

et 

asymptote à la courbe 

représentative de la fonction 

exp en — ©. 

D'où l'expression usuelle de 
« croissance exponentielle ». 

UTLUTS Les deux théorèmes 
ci-contre permettent d'écrire : 

lim e*=0 
X — +00 

lim e* =+. 
X — — oo 

FETE 

î 
RERRAPRRR FE ER PTE 



la fonction exponentielle 

Exercice corrigé 

d On considère la fonction f définie sur R par : 
as 
| 

f(x) = cd ad + 1 

On appelle ‘€ sa courbe représentative dans un repère 

(OT TJ). 

El Calculer la limite de f en — 0. En déduire l'existence 

d'une asymptote à € en — dont on précisera une 

équation. 

EI lim e* = 
X — — co 

0,donc lim f(x) =—1.Donc admet en 
X— — oo 

y = — 1 comme asymptote horizontale. 

LOT R Ft el et) ter 
On écrit donc f(x) = € = = 

f( ) e*+1 e*(1+e *) 1+e* ñ 

lim e*= lim ee O,car lim e*=+0. 
X—+o0 X— + € X — +oo 

asymptote horizontale. 

1 x[_1 = ——-1 
ec ES 

enr de el ire tel 

A / x = e*(e* dre 

La fonction f est croissante sur R. 

(e*+1Ÿ 

= 
J 
- 
d 
- 
- 
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. 
: 
. 
. 
. 
. 
e 
e 
. 
. 
e 
. 
. 
. 
e 
. 
. 
. 
. 
e 
e 
. 
. 
. 
e 
e 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
e 
e 
. 
. 
. 
. 
. 
e 
. 
. 
° 
. 
. 
. 
e 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
e 
. 
. 
. 
. 
. 
. 
° 
. 
e 
- 
. 
. 
. 
. 
. 
e 
. 
e 
. 
e 
. 
. 
. 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
° 

Exercices d'application 

[5] Soit / la fonction définie sur R par : 

f(X)=e"+x—1. 

Déterminer l'équation réduite de la tangente à la courbe 

représentative de f au point d'abscisse 1. 

6 Calculer les limites suivantes : 

e 
. 
e 
. 
. 
0 
. 
e 
0 
0 
° 
. 
. 
. 
0 
° 
e 
. 
e 
. 
0 
° 
e. 
0 
e 
. 
0 
. 
. 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
e 
o 
e 
e 
e 
e 

a. lim (e*— x); b. lim - se 
X — +oo X=—0'1— 

rer Fat ‘ te be 
EE +; d. lim e*. 

eur 2 X — + oo 1+x 

— la droite d'équation _ ?* 

ElL'expression de f conduit à une forme indéterminée en +. 

:&> 

Donc lim f(x) = 1 et6 admet en + la droite d'équation y = 1 comme 
X—+o 

yen +e*—e*+e* 

Etudier une fonction faisant intervenir 

....e essor esereonresenseseesesesenesesesosevececece 

El Calculer la limite de f en + oo. 
En déduire l'existence d'une deuxième asymptote à € 

en + dont on précisera une équation. 

El Démontrer que, pour tout réel x, f(—x) =— f(x). 

Que peut-on en déduire pour la fonction f et pour sa 

courbe représentative ? 

E Calculer la dérivée f’ de f'et préciser son signe. 
En déduire le tableau de variations de f. 

Bond savoir _ Ronan 

Ds, lim . aoùa 

est un ist alors la courbe 

représentative de f admeten 

— > une asymptote horizontale 
d'équation y = a. 

P> En + oo, on « voit » que e* 
est le terme « qui l'emporte », au 

numérateur et au dénominateur. 

| Onfactorise donc, «haut et bas » 

par e* 

E> Si, pour tout réel x, on a 

f(x) =- f(x), alors fest 
impaire. 

> Pour tout réel x, e*>0. 
FRE D 

4 

“4 

à 

À 
r=-f(). 

Here re 

on. 

esseossecsssess 0... concorenenroseesceseveceeseeeeecececeeeecessceseccesevesvesesee 

; Calculer les limites suivantes : 

a. (lime: bclims en" 2e 
X — + oo X>—=060 

RUE ‘ “ 
Clim # d. lim ex. 
X—+o € = 2 X — + oo 

6 E On considère la fonction f définie sur R par : 

FUN =AILESeN, 

a. Démontrer que pour tout réel x < 0, f(x) <0. 
b. Démontrer que pour tout réel x >0,0< f(x) <1. 

OA CS RE EN 
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M Représentation graphique 
L'axe des abscisses est asymptote à la courbe € représentative de la 

fonction exp en —, du fait de l'égalité: lim e*= 0. 

La courbe € passe par les points de cordonnées (0;1)et (1;e).Du fait de 

la croissance très rapide de la fonction exp, on peut difficilement visualiser 

les points d'abscisse supérieure à 3 ; on a en effet: 6 20: 

CI Une limite à connaître 

La fonction eo ertielle est dérivable sur R, donc en ERE en O. 

D EXp(0 + h)— exp(0) _  e—e0 .  h—7 
exp (0) = Jim h _ im es = img : 

: he 
: Or, exp'(0) = exp(0) = e° = 1, donc in = 1. 

Conséquence : la tangente T à la courbe € de la fonction exp au point de 

coordonnées (0 ; 1) a pour équation réduite : y = x +1. 

E Croissance comparée 
mi: ENT à : ve 

LA L 
7 

= +00 

À D: 
: nié fsigs ‘UT Dansle langage 

courant, on dira « qu’à l'infini 

Rs ester ne le AU sur X>. | 

+ ? 

© Voir l'exercice résolu 16, page 130. 

@ On pose X = — x, alors xe* = — Xe * = . 

Onobtient lim xe* = ; lim = + = 0 d'après la partie @ du théorème. 
— + oo X — — co 

ED Dérivée de x- exp(u(x)) 
On applique le résultat du chapitre 3 sur les fonctions composées pour 

obtenir la fonction dérivée de x + exp(u(x)) qui est: 
xt u'(x)*exp'(u(x)). 

Comme exp’ = exp, on obtient : 

la dérivée de la fonction x + et) est: x ++ u'(x)x et), 

Pour u(x) = ax + b, 
la dérivée de la fonction 

xt eX+b est: 
Xe UE 

REMARQUE 

Les fonctions e“ et u ont le même sens de variation; leurs fonctions 

dérivées, u'e“ et u” sont de mêmes signes. 
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S) Savoir faire 

® Étudier une fonction du type x+> eut» 
Exercice corrigé tt Nr D AS ed te ei A AA a _.. 

HER on considère la fonction f définie sur R par: ! ElCalculer f(x) et déterminer son signe. 
f(x) e* "2x El Dresser le tableau des variations de f. 

On appelle ‘6 sa courbe représentative dans un repère (O, I, J). 

El Calculer les limites de f en — et +00. 

ED Calcul de lim Fr). 
X — +oo 

Tracer la courbe de f sur l'écran de la calculatrice. 

El Résoudre l'équation f(x) = 1. 

EEETT ER, 
D» Pour lever une forme 

: < 2 ; Er à lim (x2—2x)= lim x2 ( — 2.) sor: lim x2=+oœet lim ( - 1. | indéterminée à l'infini dans le 
X— +00 X — + 00 X X— + 00 X — + 00 X : à ; cas d’un polynôme, on factorise 
2 : : : s 2 — 3 

Ainsi, lim (x2— 2x) = +00 D>.Puis lim e*=+,donc lim e*7*=+00. le terme de plus haut degré, qui 
X — + oo X +0 X — + oo ; 

:_ «l'emporte » sur les autres. 

D Calcul de im f(x). D» (el) uen, 

lim _(x2— 2x) = +00 (pas de forme indéterminée). : ete a=b. 
X— —0o A 

Puis lim e*=+œ,donc lim e*7*=+0. ! B> Résoudre l'équation | 
X—+00 X — — co : f(x) = 1, c'est trouver les 

. abscisses des points d'ordonnée 
/ = EE x2—2x 1° 

El j'(x) = (2x — 2)e > . ! 1 surla courbe Avecla 
Comme pour tout réel x, e**_ * > 0, le signe de la dérivée est celui de (2x — 2). calculatrice, on peut déplacer le 

curseur pour vérifier le résultat. 
RP RER ONPE 

Courbes de f : 

Hi -tee ct pee 7-0 x 0p. 

L'équation x? — 2x = 0 a pour solutions x = 0 et x = 2. 

Ainsi: S = {0 ; 2}. On peut vérifier ce résultat à la calculatrice ?> . 
Soon oneseeseessecssencsepesescecccseseeseeseeesecoeeseccseresesseesecsesesesecserceeeseseceseesee 

Ses 

Exercices d'application 

Toi Calculer la dérivée de la fonction notée f dans LE Calculer les limites suivantes : a 
5 ; , Vaste 

chacun des cas suivants : a. lim e*—x: b. lim : 
1—2>Xx X — + oo x—0 X 

a.xr e sur R; . 
safe « lim e*(x+5): d. lim e!-*x. 

b.x+> —e* surR; te A 

axr> e* sur ]0;+ol ; [12 | a. Démontrer que la fonction f: x e * est 
xs es R décroissante sur R. 

. b. Démontrer que la fonction f:x + a. est croissante 

Lio 0 De sur [0 :+œ{ et sur ]—-;01. 
ss RATES È tableau de variations de la fonction f: cDémontrer que la fonction f:x+> e 

x+-> € définie sur R. sur [0 ; x]. 

El Déterminer l'équation réduite de latangente à la courbe 

représentative de cette fonction au point d'abscisse — 1. OO EEEEET. 
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On considère la représentation graphique de la fonction exponentielle dans un 

repère orthonormé. 

On cherche ici à répondre à la question suivante : 

Existe-t-il, parmi tous les points de la courbe de la fonction x > e”*, un point 

plus près que tous les autres de l'origine O du repère ? 

Si ce point existe, déterminer une valeur approchée à 107 ? près de son abscisse et 

de sa distance au point O. 

Mener une RICE étape par étape 
HT ARTS 

DONNE MIRE SIMS TENEE CTUNS SES 

CRETE RTE 

Ose faire une idée du résultat UM de © Valider la conjecture formulée 
TARN 

D 

À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, | | Considérer le point A(x:e*) sur la courbe de exp ; 
tracer la courbe de la fonction exp, créer un peines j calculer la distance OA, et justifier que l’on cherche à 
mobile e A sur cette courbe, et afficher la distance OA. __: minimiser sur R la fonction 1 X+-— eXx + x2. 

ETEnE) PR eee 5 

ÿ | Pour déterminer le signe de /f”’, calculer sa dérivée He ETAT ÿ ARR 

© Rédiger une solution 

À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
solution du problème posé. 

_& Objets libres Pie B h——- 2 ; té t la dé de de f) 
À Lo f(x) = enx (notée f” *C es e lérivée seconde de f). 

n de nes Dresser le tableau de variations de f” et montrer que 
r® A= (-0.82, 0. ! ! 2 ! CHER Q ES ARE ie = Ligue 

: 08 = (0,0) Fe none 2 f's'annule une unique fois dans R en un réel a ; puis 
: N'oa=093 dresser le tableau de variations de f. 

: 7” Pour. finir, identifier le minimum de f et justifier que le 
X MEET LE RE PAT OS RE 7 C7 point recherché existe, que son abscisse vaut «. 

: | Achever en calculant une valeurapprochée de a à l'aide 
POTTER ER : e la calculatrice, en utilisant le fait que f'(a) = 0. 
k = 

(4) Prolongement 

On appelle (T) la tangente à la courbe de x + e* au 

point A(a:e°) 
En Re varier A sur h courbe, il semble qu'une 

valeur minimale dela distance OA se dégage (environ : EDéterminer le coefficient directeur de (T,). 
égale à à 0 78), pour une abscisse de À environ égale à à  ADéterminer le coefficient directeur de la droite (OA). 

UT US … ES .. | HlDémontrer que les droites (OA) et (T) sont perpen- 
de A . diculaires. 

: D a 2 - LR TE EE 12 CE N Indication 
a  . | Avec l'équation f’(a) = 0,on a: e2° = 
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) 

[14 À Étude des fonctions x > e- #xet x ++ e- #2, où k> 0 
Pour tout réel strictement positif k, on considère les fonc- 
tions 7, et g, définies sur R par : 

fx)= ef et g(x) = €” 
On appelle €, les courbes représentatives des fonctions 
f et lX les courbes représentatives des fonctions g, 
dans un repère (0, I, J). 

El Étude des fonctions fi 
a. À l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique, créer 

un curseur k variant de 0 à 5 et conjecturer le sens de 

variations de 7, et les limites en — et +0. 
b. Les courbes représentatives de Cox Cos 61 et 61,5 sont 

tracées. Reconnaître ces courbes sur le graphique. 

kx2 

Conjecturer les positions relatives de €, et €, lorsque 
k<K'. 

c. Démontrer les conjectures faites en Ha. et lb. 

Elétude des fonctions g, 
a. À l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, créer 
un curseur k variant de 0 à 5 et conjecturer le sens de 

variations de j, et les limites en — et +00. 
b. Sur le graphique ci-dessous, les courbes représenta- 

tives l'or, l'os, L et l'3 sont tracées. Reconnaître ces 
courbes sur le graphique. 

Conjecturer les positions relatives de [”, et I’, lorsque 

k<Kk'. 
c. Démontrer les conjectures faites en la. et Eb. 

PR ne Ernseiences physiques : décharge d'un condensateur * ue 

LS À K 

Un condensateur de capacité C a été chargé et la tension | 

entre ses bornes est E = 10 V. 

À l'instant t = Os, on ferme l'interrupteur K du circuit de 

résistance R. L’ampèremètre À indique le passage d'un 

courant dont l'intensité diminue progressivement tout | 

comme la tension aux bornes du condensateur. La tension 

U, aux bornes du condensateur est donnée, en volt, par : 

t 

U, (+) = Ee 7, 

où t = RC est la constante de temps du circuit ; elle se 

mesure en seconde. 

On donne C = 10 °F et R = 140 000 Q. 

El Donner l'expression de U,(t) en fonction de t. 

ÆDémontrer que U. est une fonction décroissante du | 

temps. Dresser son tableau de variations. 

EÆTracer la représentation graphique [° de la fonction U,. 

On prendra en abscisse 2 cm pour 1 s, en ordonnée, 1 cm 

pour 1 V. 

El a. Déterminer l'équation réduite de la tangente (T) à 
F en 0. Tracer (T). 

b. Montrer que cette tangente coupe l'axe des abscisses 

à l'instant t = +. # 

E Lire sur le graphique la tension aux bornes du conden- 

sateur à l'instant t = t. 

Démontrer qu'à cet instant, la tension aux bornes du 

condensateur a diminué d'environ 67 %. 

LM) Le condensateur est un composant 

fondamental des circuits électriques. Son rôle est de stocker 

des charges électriques. Il emmagasine de l'énergie au cours 

de sa charge, puis il la restitue lors de la décharge. 

La quantité d'énergie électrique emmagasinée dépend 

de la capacité du condensateur, noté C. 

On le trouve notamment dans les appareils comprenant 

un flash. Il libère son énergie dans une lampe qui émet alors 

une lumière intense. Dans ce cas, la décharge est très rapide. 
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[I ia) 
Edeivfeitt 
IDREA'ACEAR 

6 | Démonstration du résultat de cours lim $ 
Voir le cours, page 126 

On considère la fonction définie sur [0;+[ ! b. En déduire le signe de f”, puis le tableau de variations 

x2 | de la fonction f. 
PATES | ; 

| a. Démontrer que pour tout réel [0 ; +, f(x) 0. 
El Calculer f(x), puis f(x), où f” désigne la dérivée . 
seconde de f. b. En déduire que pour tout réel x > 0,on a: 

à : F ae” 
El a. Déterminer le signe de f(x) pourtout x € [0 ; + | 
et déterminer le sens de variation de la fonction dérivée f”. ! Conclure. 

jo) =e-x; f(x) = e*-1. 

Ha. si x >0, alors e* > e°, c'est-à-dire e* >1. D'où : f(x) >0. 

On en déduit que la fonction f”’ est croissante sur [0 ; + [. On obtient pour 
la fonction f le tableau de variations suivant : 

! Stratégies 

: El La dérivée seconde d'une 
fonction deux fois dérivable est la 

. dérivée de sa dérivée. 

! Ha. «> a>b. 

+ b. Comme f” est croissante sur 
| [0;+[, f'(0) est le minimum de 
| f' sur cet intervalle. 

: Ha. Onraisonne avec / comme 

: avec f” dans la question 

précédente. 

 b. Le signe positif de f permet de 

! comparer les deux membres de la 

: différence qui définit f(x). 

| Théorème: s'il existe un réel A tel 
que pour tout x > A, f(x)Z g(x) 

1 etsi lim g(x)=+, 
ï X— +00 

f'(0) = e°—0 = 1. | 

b. Comme f’(0)= 1 et f’ croissante sur [0;+{, on a, pour tout réel x 
positif, f’(x) > 0. D'où le tableau de variations de f suivant : 

+ alors im 0x) 1e 

El a. Comme f(0) = 1 et f croissante sur [0 ; + æ{[, on a, pour tout réel x positif, f(x) > 0. 
2 x 

b. Comme pour tout réel positif, f (x) > 0, on en déduit e* > , donc pour tout réel strictement positif x, = > 
D|x 

TX - À 7 
Ona lim Cie +o, donc, par comparaison, lim Re. 

x—+ X — + oo co 

} Une suite définie à l'aide de la fonction exponentielle 

ESA soit f la fonction définie sur R par | unique solution sur [0 ; + œf[, notée a. 

b. Grâce à la calculatrice, déterminer une valeur approchée 1 
x)=e 4* etla suite définie par: | 

F0) p | de a à 10° * près. 
U5 = 0,5 
Pas = f(u,) pourneN. El a. Représenter graphiquement les premiers termes de 

, la suite (u,). 
El Étudier les variations de f sur [0 ; + |. b. Quelles conjectures peut-on faire sur le comportement 

la. Démontrer que l'équation f(x)=x admet une | dela suite (u,) ? 
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Solution) 
Se perl ! El On applique la formule de la 

H/(x)=-Txe 2". dérivée de e“. 

fest donc strictement décroissante sur [0 : + œ|. 
El a. On pose g(x) = f(x) - x = f(x) +(-x). 

D RES à . solution, penser à utiliser 

Par ailleurs, g(0) = 1 — 0 = 1 et g(1)= e °#% —-1<0. { le théorème des valeurs 
Donc, grâce au théorème des valeurs intermédiaires, et g étant strictement { intermédiaires pour une fonction 
décroissante, l'équation g(x) = 0 a une unique solution sur [0 ;+œ[.D'oùle { Pien choisie. 
résultat. b. On localise la solution positive 

b. En tabulant la fonction g, on trouve : « + 0,838. de g(x)= 0: 
E a. CD El Ne pas oublier de tracer y = x. 

! Fa. Le calcul de la dérivée n'est 

pas toujours indispensable pour 

étudier des variations. 
a db eh mm 

=" 0.2S#utnm-11"2) “nn bn a no er mon mnn aa 
an+i=e"(-6.25Xane) 

#=0. 8412871607 Y=0.84128711601 NE 
N=.BS1UESSE |Y= HS1N4EE3E 

b. On peut conjecturer que la suite n'est pas monotone, mais qu'elle converge vers «. 

Le | . Utiliser une fonction auxiliaire 

Énoncé D nier les variations del Déterminer les variations de g, puis son signe. 

ep définie sur [0 ; +]. El a. Justifier que la fonction f est bien définie sur |0 ; + |. 
di b. Déterminer la limite de f en O. 

c. Déterminer les variations de f sur ]0; +. 

fonction f:x + 

On étudie pour cela une fonction « auxiliaire » g. 

El On considère la fonction définie sur [0 ; + | par 

mens (1 x)e"—1. 

EEE 
EI On applique la formule de 
dérivée d'un produit. 

On utilise lé‘fait que le maximum 

de la fonction est égal à 0 pour en 

déduire son signe. 

El La fonction g est dérivable sur |0 ; + æ{ et on a: 

g'(x) =— e* + (1 — x)e* =— xe*. Sur JO; +, x>0ete*>0; 

donc: g'(x) < 0. Ainsi : g est strictement décroissante. 
Or, g(0) = 0 ; on en déduit que g(x) < 0 sur ]0 ; + of. 

El a. Les variations de 

l'exponentielle permettent d'établir 

des inégalités. 

€. On fait apparaître dans le calcul 
de la dérivée la fonction auxiliaire 

définie au EL 

El a. La fonction exponentielle est strictement croissante, donc, pour x > 0, 

e* > e°, c'est-à-dire e* >1. Ainsi, f est bien définie sur |0 ; + |, puisque le 
dénominateur ne s'annule pas sur cet intervalle. 

b. D'après le cours : lim T1 2 3 Donc lim f(x) = 1. 
XE0 XX x — 0 

c. La fonction f est bien dérivable sur ]0 ; + | comme quotient de fonctions 

dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. On a: 

(e*—1)=xe. ___ gx) 
x)= = : 

fo) (e*—1) (e*—1} 

Ainsi, pour x > 0, f(x) est du signe de g(x). On en déduit que f”<0 sur ]0 ; +. 

La fonction f est donc strictement décroissante sur 10 ; +. 
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S) rravailipersonnel:yaireile point4 

Savoir... | Comment faire ? 

Caractériser la fonction La seule fonction f dérivable sur R telle que f’ = f et f(0) = 1 est 

exponentielle à l'aide la fonction exponentielle. 
de la définition. 

PRO ROCCO CDD OO OIL COR DO OOOOOOCR ÉLILELI LOI LEO ECO EL ELEC OCCC CEE CEECCCCCCCCECCOCECECC CCE CE CCE CCC EC CCE CE CCE EEE OUEECES 

Utiliser la relation La fonction exponentielle « transforme une somme en produit » : 

fonctionnelle pour simplifier | pour tousréelsxety:  e*'*=e*xe”. 

des expressions. e* . 
Onaaussi: e*7*=—; e*=—; 

e’ .. e* 

pourtoutentiern: e"”* =(e*)". 
PAPA PPT PT CPE TETE PRO TT TRE DE RO CLIS PP ELLE EI ELLE LIT EE LEE LIE ELITE EEE EL TELE LICE IE CCE ELE ET EEE CEE ECC ET ELEC EC ELEC EE CEE EEE EEE EE ECECCEECCECECEECECEEECCEC 

Connaître et utiliser 

les variations de la fonction 

exponentielle. 

Pour résoudre des inéquations, on peut utiliser le fait que : 

ba<bæe<e!; 
D pour tout réel x, e* > 0. 

Connaître et exploiter La connaissance de la courbe de la fonction 

la représentation graphique exp permet de mémoriser simplement de 

de la fonction exponentielle. | nombreuses propriétés. 

D exp est définie sur R, strictement croissante 

et strictement positive sur R. 

De°=1;:e!'-e. 

b L'axe des abscisses est une asymptote horizontale à la courbe. 

D La tangente à la courbe au point A(0 ; 1) a pour pente 1. 

Calculer des limites. On utilise les résultats : 

< u À ed] 
lim e*=+; lim e*=0; lim EI: 

X — +oo X——0c x—0 X 

Utiliser les résultats On utilise les résultats : 

sur la « croissance e* 
; : = : ï = 

comparée ». lines = +00; : . Jim xe°=0. 

On retient : la fonction exponentielle l'emporte à l'infini sur la fonction x ++ x. 

Étudier des fonctions du type 
e”, où u est une fonction : 
dénivable b Les fonctions u et e! ont le même sens de variations. 

D Connaître la formule (e“) = u'e“ et ses conditions d'application. 
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- Mie] Dans chacun des cas suivants indiquer quelle est l’unique bonne réponse. 

EI j est définie sur Rpar |a. f’ est définie sur Rpar |b. est définie sur R par |c. f” est définie sur R par 

fee r'h)=ex J'E)=- 2e 2 ft) =ne 
F1 j est définie sur Rpar  |a. /’ est définie sur R par |b. f’ est définie sur Rpar |c. f’ est définie sur R par 

Lx) = xe”*. f'(x) = xe* f)=({1+x)e* fj=({-x)e* 

E] j est définie surRpar |a. f’ est Us sur Rpar |b. est définie sur Rpar |c. f” est définie sur R par 

FO) = er. fo = Xe" f(x) = 2xe f'(x) = 2x2 

[20| Dans chacun des cas suivants, déterminer toutes les bonnes réponses. 

= - sx Z 
El e” Xe * est égal à: a.e 3 b. e* 

AL 5 
B-— est égal à : a.e 5 b. e 

5 
a » = 

—1 

5 est égal à: a.e6 b.e e+— 

E —< — est égal à: alte” Deus ce*+e* 
Pre 1+e * 

El L'équation e*7! = 0: a. a pour solution x = 0 |b.a pour solution x = 1 |c.est impossible 

H(e*) est égal à: nie b. e* cé 

[21! Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. : 

El Pour toute fonction u:1++ R, on a, pour tout x de I: et) > 0. 

El Pour toute fonction u:1-+> Rk, la fonction e“ est strictement croissante. 

El Pour tout réel k, on a e* — kx > 0 sur KR. 

El Pour tout réel k,ona lim (e*— kx) =+00. 
X — + oo 

1 et 
Ein — =. 

É 

x—0 3 

[22] Déterminer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Pour tout réel k, la fonction définie sur R par f(x) = e* vérifie f” = f. 

El Si une fonction f définie et dérivable sur R vérifie f” = f, alors pour tout réel x: f(x) = e*. 

El La dérivée de f :xr e“"* surRest f':xr> cosx ee 

E limxe* = 0. 
x —0 
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S) Exercices d'application | + Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

[23/ vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. | 

El La fonction exponentielle est croissante sur KR. 

El exp(0) = 0. 

El La fonction exponentielle est strictement positive 

sur R. 

1 exp'(x) = exp(x). | 

[24! Vrai ou faux ? 
Indiquer si les égalités suivantes sont vraies ou fausses. 

El Pour tout réel x, e* 7? = e* — e2. 

El Pour tous réels a et b, ef + eb = e*b. | 

2 1 
El Pour tout réel x, —— = e*. 

e 
X ; e 

F1 Pour tout réel non nul x, mare 

Le à 25} AU Vrai ou faux ? 
Préciser si chacune des affirmations suivantes est vraie 

ou fausse, en justifiant. 

El 1! existe un réel a et un réel b tels que : 
+ ec 2/enx en. 

El Pour tout réel a et tout réel b, / e22X e2? = e9tb, 

El Il existe un réel a et un réel b tels que : | 
ee ads bi | 

a e21 

n+e 

ment 

Pour tout réel a, 
e 21 + es: 

| [6 vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

El Pour tout réel x, Ve* = e*. 

El Pour tout réel x, Ve = e*. 

2 

= e*, 
e D|x 

EX Pour tout réel x, 

ui 
ET Pour tout réel x, e2 = Ve*. 

QCM Donner la bonne réponse dans chacun 

des cas suivants. 

He! XXe * est égal à: 
are x, bel” ce 
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e* 

[2 | e est égal à: 

a. X. b.e*"®. Ce A 

El (e* + e-*Ÿ est égal à: 

a. e*+e * +2. b. 1. «e*+e X, 

E (e* + 1)(e* — 1) est égal à: 

a. e*— 1, b. 2e*. ce 

On définit sur R les fonctions : 

e* + er es = eux 

PR  - 
Montrer que pour tout réel x : 

a. F(xŸ — g(xŸ = 1; 
b. 2f(x) — 1 =f(2x) ; 

c. g(2x) = 2g(x)X f(x). 

Démonstration d'une propriété 
du cours 

© Voir les propriétés algébriques, page 122. 

Pour tous réels x et y, on a: 

e*TY = XXe. 

EX Soit y un réel quelconque, fixé. On considère la fonc- 
XFY 

tion f définie sur R par f(x) = = . Calculer f’(x). 

El Démontrer que, pour tout réel x, f(x) = e”. 

El Conclure. 

EI En remarquant que -x+x=0etx-y=x+(-—y) 

z L = 1 
démontrer que, pour tous réels x et y, on a: e * = —— 

e e* 

KEY ete AE 

ÿ Simplifier des expressions (1) 
Simplifier au maximum les expressions suivantes : 

IE b. Ve? x ä. e° 1 e 2 L 

L.. JTE 
En 1e 

EI Simplifier des expressions (2) 
Simplifier au maximum les expressions suivantes : 

a. f(x) = (e*+eŸ — (er ex) ; 
1+te* ere 

b. g(x) = ae ; 
g( ) 1 Le e* 1 un. AA , 

c. h(x) = (e* +1} — Ve — 1. 



ZA On a utilisé l'instruction « expexpand » sur le 

logiciel de calcul formel Xcas. 

El Écrire et vérifier les égalités traduites par les calculs ci- 
dessous et “és ce que fait cette instruction. 

expexpand(exp(3-x)) ! 

exp(3). exp(0 | { 

expexpand(exp(4x+2y)) 

| ep(x “- e : | 

expexpand{exp(5"x"2+2)) 

res Re RSS CN RS UN 6 en 

Voir la fiche Logiciel KR, 

ESur le même principe, transformer chacune des 

expressions suivantes en produits d'exponentielles : 
a. RE b. e*73 : 

ce! ax : d. ex +2x 

El Vérifier les réponses avec le logiciel. 

=) Le but de cet exercice est de factoriser des 

expressions qui comportent des exponentielles en 

utilisant un logiciel de calcul formel. 

B Étude de la fonction ex 

El Factoriser e* — 2e*. 

El Analyser les résultats ci-dessous donnés par un logi- 

ciel de calcul formel. 

[ifineariser(3"exp(9"2"exp(x)) 

exp(3%x+2) 

patin 4 1}*exp(1)) 
eee REe ere rare vertes RSR RER ROSE AS TROP MR ONE PESTE 

El Utiliser le logiciel de calcul formel pour factoriser les 

expressions suivantes : 

a. e* + 2e* 

c. 3e + e* 

b.e* — ex ; 

d. 2e + 6ef*. 

e Ecrire et vérifier les égalités traduites 
par les résultats suivants obtenus à l’aide du logiciel de 

calcul formel Xcas. 

Expliquer ce que fait l'instruction « linéariser ». 

— Voir la fiche Logiciel Xcas. 

El Sur le même modèle, transformer les expressions sui- 

vantes : 
3 

a/(e*)'x 2e : 

cex(e*} ; 

b. 3(e*Ÿ x e* 

d. (exÿ xe**1. 

El Vérifier les réponses à l’aide du logiciel. 

Calculs de limites (1) 
Déterminer les limites en a des expressions suivantes : 

a. e* pour 4 =— ; 
2x e 
D poun ac; 

e* +1 p — st 

ae 
c ex poura=to; 

1 
DE ROUE ES 

Calculs de limites (2) 
Déterminer les limites en a des expressions suivantes : 

x 

e 
a. se pour a = — ; 

À — b. e 1 
Era = DOUNCU — TO0); 
e* +1 P 

c. e* —x pour a =+; 

| 
d. <— 15er POUr Ar #00. 
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| pa ALGO FE) On considère la fonction f définie 
sur [0 ;2] par: 

f(x) =x+3—-e* 

EX Étudier le signe de la dérivée de f. 

El Dresser le tableau de variations de f. 

El Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 
tion unique a sur [0 ; 2]. 

F1 À l’aide de la calculatrice, trouver un encadrement 

de a à 10 ? près. 

FE a. Compléter l'algorithme ci-dessous en faisant affi- 

cher les valeurs de x — a et de x. 
b. Tester cet algorithme pour a = 0,1, a = 0,01, puis 

pour a = 0,001. Que fait cet algorithme ? 

ALGO À 

GA Calculs de limites 
EX a. Calculer les limites suivantes : 

lim ces ai et lim Es 
x +00 €7* + 4 x=+o ex +4 

(pour ce second cas, on pourra utiliser une factorisation). 

b. On a calculé la première limite avec le logiciel de 

calcul formel Xcas. Vérifier la cohérence avec le résultat 

trouvé ci-dessous. 

limit{(exp(2%x}+1}{exp(2%9#4) x.-infinity) | 

c. Quelle est l'instruction pour calculer la seconde 

limite ? Comparer avec la réponse trouvée. 

F1 Calculer les limites suivantes, puis les vérifier avec le 

; ex* +] : e*+1 
Min 2 3 lim logiciel : a 

9 Re tél Miasez 

4 CJ On considère la fonction f définie sur R 

par f(x) = e* — ax, où a est un réel positif. 
Le but de ce problème est de savoir s’il existe une 

valeur de a pour laquelle la courbe représentative 

de f est tangente à l'axe des abscisses et, dans ce cas, 

de déterminer l'abscisse du point de contact entre la 

courbe et la tangente. 
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El À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, créer 
un curseur et conjecturer les réponses au problème posé. 

F1 Soit k l’abscisse d'un point quelconque de la courbe 

représentative de f. Écrire l'équation de la tangente à la 

courbe en ce point. 

EJ Conclure. 

= Voir la fiche Geogel 

UKD El Déterminer la limite de la suite (u,) définie 
: ep) 

pour tout entier n non nul paru, =e mn 

El Même question avec la suite (v,) définie pour tout 

cos(n — 1) entier n non nul pär v, = e n ). 

; [44 | On considère la suite (u,) définie pour tout entier 

hiparts = eme 

El Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont 

on précisera le premier terme et la raison. 

El La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, préciser sa 

limite. 
n 

El On pose 5, = >_w. 
k=0 

2 

Montrer que S, = mnt —e ”-!), Calculer la limite 
1 

de la suite (S,). 

[45 | | BAC | e On considère un réel strictement 

positif et la suite (u,) définie pour tout entier naturel 
n par : 

Up = a 

Un+1 = u,e 

El À l’aide du tableur, tester plusieurs valeurs de a et 

conjecturer le sens de variation de la suite (u,) et sa 
limite éventuelle. 

El Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel 
NAUREAUE 

EX Montrer que la suite (u,) est décroissante. 

EI La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, calculer sa 

limite. 



“ 

[46 | El Calculer les limites suivantes : 

te oi 
2x 1 

FR Le 
2x [2 

Le 
x . lim 

X — + oo 

lim 
X — +oo 

lim 
X —+oo e 

F1 Vérifier les limites de la question EI avec un logiciel 
de calcul formel. 

Croissance comparée 
de la fonction exponentielle 
et des fonctions puissances 

El Réaliser une feuille de calcul sur le modèle suivant en 
modifiant la valeur de l'entier naturel n (supposé supé- 

rieur ou égal à 1). 
Ex PIE TU IR RE TU 

22026,46579 2,202646579 

485165195,4 3032,282471 

1,14201E+26 12960000 

2,51544€+30 

5,54062E+34 ’ 

1,2204€+39 65610000 1,86009E+31 

24010000 

40960000 1,35269E+27 | 

2.68812E+43 2,68812E+35 

28561000 | 
384160000 | 164708E+52 | 

65536000 | 46842260 | 
} 8,09592E-64 DE RE TROMPETTE 

5,92097E+47 | 146410000 | 40441€+39 | | 

AT 

» 

. Lt e* 
Conjecturer la limite de ei en + oo. 

El Pour tout réel x non nul, on pose x = nt. 

cel (= | 
Démontrer que D SA LIN 

X 

ElCalculer lim —-. 
X — +oo 

EJ On pose x = — X. 
n 

ex 
Démontrer que: x”e* = A 

où À est une constante que l'on déterminera. 

El Calculer lim x’e*. 
XPEEICO 

8,81179E+18 | | | 

1,04766E+23 

X 
4 er 3x x 

a. lim —— ; b. lim (x2+4x-—1)e*; 
X—+oo x X —+ — oo 

X — y4 ; 

c lim ne d. lim (3% -x2}e*. 
X — + oo e X— +oo 

Mocu 
Donner la bonne réponse. 

; cr us ‘ 
E lim est égale à: 

X — + oo 

a. l: b. OO €. 0. 

FE lim (x-— e*) est égale à: 
X — +oo 

a. 0. b. +. C0! 

E lim (x2—3x+1)e * est égale à: gale 
X— + oo 1 

a co Mb. Sc. c. O. 

1 X 

GI} Calcul de lim <— 
— X—+0 y x 

El Première méthode 

PUCES ren e* 
Écrire —— à l’aide de —. 7. x 
Conclure. 

El Seconde méthode 
Pour tout réel x 2 1, comparer x et x. En déduire une 

comparaison entre Es et ee F xG+ dvd 
Conclure. : 

dé 

e* 

| El On souhaite calculer lim ST 
amet nr 

On pose X = 3x. + Core 
3x X 

e 6) e 
Montrer que 0 X X . Conclure. 

El Calculer les limites suivantes : 

lim En, dir Fr ) lim ee. 

Ke ob ; Ke d x Co A : 

2x 2 SUR 
PM a caicuier HE. 
ar ému ete vor X 

F1 Calculer lim (e*— x). 
X — + oo 

El Calculer lim (e* — x2 — x). 
X — + oo 
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Dans chaque cas, on 
tion .f, dérivable sur l'intervalle I et 
dérivée f”. RTC 
Préciser si l'expression de f 

CHOSES 
AR . 

RE 

: MATOS 

He 
= + Li . ? & Ê # ÿ * 3 à E u à = 

il 

p! 
x | > “ Gi So e .: a ads L., La 

- LL L] + LE: re 
Ha Fab 15: GR — sels | 

RES AS SO A EEE 
ï . BH, OR rs 
sinx ex; ANT 
vestes 

SLR 6 0 MAR 7 

s 
à s] $ 

EE DD 
2 4 Li 

Ars Sete est 

se 

LD LE, # 

; Li Ne 

SE ES CE EE CEE fausses, en justifiantles réponses. 
a fonction f définie sur R par f(x) = e“%), 

où u est une fonction déri vable et p sitive sur R, est DONS NUS FE 
HAE - . FRAME ERPTNTT 

Fa fonction f définie sur R par 1x) = et, 

où u est une fonction dérivable et croissante sur KR, 

estcroissante. Re Ti éiee: 
Ella fonction f définie sur R par f(x) = e“), 

+. Es DA. JR re re MD 
oùu est une fonction dérivable strictement négative 
sur R, est strictement positive. T2 >» « : 

EL fonction f définie sur R par 10) - e“, oùu 

EP ÉCE GR RS SRE 

Ë Æ De Li “ # Fa ” Li à E * . * 4 

EM Démonstration de cours 

© Voir la propriété, page 122. 
El Première méthode 
On considère la fonction f définie sur R par : 

en 

f(x) = 
Cu 

a. Calculer f(x). 
b. En déduire que f est constante sur R. 
Quelle est sa valeur ? 

c. Conclure. 

F1 Seconde méthode 

Démontrer l'égalité à l'aide d'un raisonnement par 
récurrence. 

RJHMMAUCLES Raisonner par récurrence dans N. 
Lorsque la propriété est établie dans N, passer à Z en 

remarquant que : exp(—nx) = 
exp(nx) : 
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x exp( 
(56! On considère la fonction f définie sur R par : 

fo) = ex, 

El Démontrer que cette fonction est paire et périodique 

de période 2x. 

El Calculer f'(x) et déterminer son signe sur l'intervalle 
[0 ; x]. Dresser le tableau de variations de f sur l'inter- 
valle [0 ; x]. 

El Tracer la courbe représentative € de f sur l'intervalle 

[=x;x]. 

E] Déterminer l'équation réduite de la tangente à € au 

point d'abscisse Le 

| CR 

ED considère la fonction f définie sur 

LE par: pourtout x € |-7-; 7, 

f(x) ='er"* et (7) = 0. 

ne : T 
El Rappeler les limites de la fonction tangente en — D et 

T Vire Pa 
D où les calculer à l'aide d'un logiciel de calcul formel. 

2 T 
Avec Xcas, pour calculer la limite quand x tend vers — DJ 

par valeurs supérieures, on entre : 

| lim(tan(x},x.-pi/2,1) ! 

Pour une limite par valeurs inférieures, on entre — 1 

comme dernier argument. 

os T 
El a. Calculer la limite de f en —-. 

2 

b. Calculer lim f(x). 
T 

be > 
IT 

XD 

: ê T 
c. La fonction f est-elle continue en Toi ? 

E] a. À l’aide du logiciel Xcas, calculer f(x). 

Voir la fiche Logiciel Xcas. Hfco:=exptanx) | 

b. En déduire les variations de RE UE 

la fonction f sur 1 Dre Blderiver(tee)x) * | D) 1 2 . TE 

c. Dresser le tableau de variations de f. 

EI Tracer la courbe représentative de f sur l'écran de la 
calculatrice ou avec le logiciel de calcul formel. 

(Blgraphe(f(o,x=-pi/2.pi/2) À 
RAR SC 



Exercices guidés 

É E Soit f la fonction définie sur R par : 

4e* 
XVe fee 

On note € sa courbe représentative dans un repère ortho- 

normal (o, Fab ). Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la 

courbe ‘€. Elle coupe l'axe des abscisses aux points A et B. 

L'objectif de ce problème est de démontrer certaines 

propriétés de la fonction f que l'on conjecturera à 

partir du graphique. 

La fonction f semble croissante sur l'intervalle 
[O : + oo [. 

a. Vérifier que pour tout réel x, on a: 

= 4e* (ex — 1) 

(e% +1) 
b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur 

l'intervalle [0 ; + |. 

F1 La droite d'équation x = 0 semble être un axe de 
symétrie de la courbe 6. Démontrer que cette conjec- 

ture est vraie. 

El a. Transformer la dérivée en utilisant les propriétés 

de l'exponentielle. En général, on transforme l'expres- 
sion d’une dérivée afin que l'étude de son signe soit la 
plus simple possible. 

E Partie A 

On considère la fonction g définie sur [0 ; + œ| par: 
g(x)=e*-x—1. 

El Étudier les variations de g. 

F1 Déterminer le signe de g suivant les valeurs de x. 

El En déduire que pour tout x de [0 ; + œ[,e*—x>0. 

Partie B 
On considère la fonction f définie sur [0 ; 1] par: 

el 

“ile à 
On note € sa courbe repré- y 

sentative dans un repère 

orthonormal (o, 1,1) 
Sur le graphique ci-des- 

sous, on a tracé la courbe ‘€. 

On admet que la fonction f 
est strictement croissante 

sur [0;1|. 

Partie À 

El Utiliser le minimum de g sur [0 ; + |. 

El Traduire le résultat de la question précédente en 

termes d'inégalité. 

Partie B 

El Utiliser la croissance de f. 

b. Repérer dans la dérivée la partie qui n'est pas de 

signe constant et étudier son signe. L'inéquation 

e* >1 s'écrit aussi e* > e°, 

El Comparer f(— x) et f(x) pour justifier que f est paire. 

El Montrer que pour tout x de [0;1], f(x) e[0;1]. 

El Soit % la droite d'équation : y = x. 
a. Montrer que pour tout x de [0 ;1]: 

G=x)g(X) 
FOIRE Aie PEL 

b. Étudier la position relative de la droite ® et de la 

courbe @ sur [0 ;1]. 

Partie C 

1 
ME . 

Un+3 = f(u;) 

[1 | Construire sur l'axe des abscisses les quatre premiers 

termes de la suite en laissant apparents les traits de 

construction. 

On considère la suite (u,) définie par : 

F1 Montrer que pour tout entier naturel n : 

7 Un <Un+1 <]. 

E] En déduire que la suite (u,) est convergente et déter- 

miner sa limite. 

F1 b. Étudier le signe de l'expression obtenue au a. 

Partie C 

F1 Procéder par récurrence et utiliser la croissance de f 

sur [0 ;1]. 

El interpréter les résultats du El. Utiliser un théorème 

de convergence. 
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[60 e. Partie 1 

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e* — xe* +1. 

El Déterminer la limite de g en + oo. 

F1 Étudier les variations de la fonction g. 

El Donner le tableau de variations de la fonction g. 

El a. Démontrer que l'équation g(x) = 0 admet sur 
[0 ; + œ| une unique solution. On note a cette solution. 
b. À l'aide de la calculatrice, déterminer un encadrement 

d'amplitude 107? de a. 

c. Démontrer que e°* = A: 

El Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 

Partie 2 
Soit À la ue définie et dérivable sur [0 ; + œ| telle 

que A(x) = He 

EI Démontrer que, pour tout réel x positif ou nul, A'(x) 
a le même signe que g(x), où g est la fonction définie 
dans la partie 1. 

El En déduire les variations de la fonction A sur [0 ; + œ|. 

Partie 3 

On considère la fonction f définie sur [0 ; + | par: 

ne qe | 

On note € sa courbe représentative dans un repère 

orthonormal (o, Dr ). 
La figure est donnée ci-dessous. 

Pour tout réel x positif ou nul, on note : M le point de € 

de coordonnées (x ; f(x)) ; P le point de coordonnées 

(x; 0); Qle point de coordonnées (0 ; f(x)). 

EI Démontrer que l'aire du rectangle OPMQ est maxi- 

male lorsque M a pour abscisse «@. 

El Le point M a pour abscisse æ. La tangente (+) en M à 
la courbe @ est-elle parallèle à la droite (PQ) ? 

Partie 1 D. 6 Free o 

EH Factoriser pare PRES ER 

Ha. Penser au théorème des He intermédiaires, 

bien vérifier les hypothèses. ds 

b. Procéder par balayages successifs en divisant le pas 

Hat à chaque SEVEN L bd 
ce 

c. FRE W l'équation eee 

5 Utiliser le tableau de variations, pee y avoir placé a. 

Partie 2 

El Calculer A'(x) et factoriser le numérateur. 

F1 Utiliser les résultats du El de la partie 2. 

Partie 3 

El Expliciter l'aire du rectangle en fonction de x et 

retrouver une fonction déjà étudiée. 

El Déterminer une équation de la tangente en fonc- 
tion de a et utiliser la question El c. de la partie 1. 

Exercices d'entraînement 

(61) #5 ccm 
Pour chaque question, trois propositions sont formu- 

lées. Indiquer la seule bonne réponse. 

Soit la fonction g définie par : 

72 
g(x) , e* 

et € sa courbe représentative dans un repère. 

EI L'ensemble de définition de g est : 

a. [0;+œ[;  b.R\{0}; c R\{1}. 
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El La limite de g en + est : 

b. + 0 : C2: 

El La courbe € admet une asymptote d'équation : 

a. x=0; b.y =—1; € y = 0. 

EI La fonction dérivée de g est définie par : 

a. Lien : b. 428% 2 : 

(e*—1) (e*— 1} ‘ 

2(e*—1—-eXx*) 

| (1 



25 On considère la fonction f définie sur R 

fx)=v1+e* 

SCC les limites de f en — et +o. 
En déduire l'existence d'une asymptote à la courbe 

représentative de f. Préciser son équation. 

El Calculer f'(x) et déterminer son signe. Dresser le 
tableau de variations de f. 

E FE) Tracer la courbe représentative € de f sur 

l'écran de la calculatrice. 

E] Déterminer l'équation réduite de la tangente à € au 

point d'abscisse O. 

[63! 0) On considère un entier naturel n non nul et 

la fonction f, définie sur |0 ; + œ| par: 

ex 

f(x) = 

Calculer les limites de ;, aux bornes de son intervalle 
de définition. 

El Calculer f’,(x) et déterminer les variations de f, . 

El Démontrer que pour tout entier non nul n, la fonc- 

tion , admet un minimum. Exprimer en fonction de n 

la valeur y, de ce minimum et la valeur x, pour laquelle 

il est atteint. 

El Étudier le comportement des suites (x,) et (y,). 

[64| ue On considère la fonction f définie sur R par : 

des se 
On note €; sa courbe représentative dans le plan 

rapporté à un repère orthogonal d'unité graphique 

2 cm sur l'axe des abscisses et 5 cm sur l'axe des 

ordonnées. 

Partie A 
Soit g la fonction définie sur R par : 

g(x) = e*—-x—1. 

El Étudier les variations de la fonction g sur R et en 

déduire le signe de g(x). 

El Justifier que, pour tout réel x, (e* — x) est strictement 

positif. 

Partie B 

El a. Calculer les limites de f en +o et — 

b. interpréter graphiquement les résultats précédents. 

El Étudier le sens de variation de f, puis dresser son 

tableau de variations. 

>) 

El a. Déterminer l'équation réduite de la tangente (T) à 
la courbe €; au point d'abscisse O. 

b. À l'aide de la partie A, étudier la position de la courbe 

€, par rapport à la droite (T). 

ElTracer la courbe €; la droite (T) et les asymptotes. 

c) Soit f la fonction définie sur l'intervalle 

Etfe[parr (sx) 
Dans le plan muni d’un repère orthonormal (unité gra- 

phique : 2 cm), la représentation graphique de la fonc- 

tion f est notée (C). 

Déterminer la limite en + de f : interpréter graphi- 
quement ce résultat. 

El a. Déterminer la fonction dérivée /f” de /. 

b. Déterminer, suivant les valeurs de x dans l'intervalle 
[—- 1; + of , le signe de (x2 —2x—1). 
En déduire le tableau de variations de f. 

El Déterminer une équation de la tangente notée (T) à 
la courbe (C) au point À de (C) dont l'abscisse est O. 

El Tracer la tangente à la courbe (C) en A et la courbe (C). 

(66! (0) On considère la suite définie par : 

= 0 
S \ 

pa Lr e?"" : 

El à. Représenter sur un même graphique (unité : 

20 cm) la fonction définie sur [0 ; 0,5] par f(x) = e**7? 
et la droite d'équation y = x. 

b. Représenter les premiers termes de la suite et conjec- 

turer ses variations et son comportement. 

El a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a: 

0 <u, <Up+3 < 0,5. 

b. En déduire que la suite (u,,) converge vers une limite (. 

€. À l’aide de la calculatriee, donner une valeur 

approchée de {. 

GYA Étude d'une fonction 
On considère la fonction f définie sur l'intervalle 

[—-1;+ | par f(x) = e*1+x. 

El a. ROC 
s Poe 

On suppose connu le résultat: lim ——=+00. 
X — + oo 

Démontrer que lim xe * = 0. 
X — + oo 

b. En déduire la limite de f en +oo. 

El Calculer f'(x) et déterminer son signe suivant les 

valeurs de x. 

El Démontrer que f admet un maximum égal à Ÿ+ 

pour une valeur de x que l'on précisera. 

El Dresser le tableau de variations de la fonction f. 
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[68 Lors d'un usinage, la partie active d'un outil, en 

mouvement relatif par rapport à la pièce travaillée et 

aux copeaux que l'on désire produire, est soumise à des 

sollicitations mécaniques et thermiques très importantes. 

On usine des barres cylindriques (en alliage d’alumi- 

nium). Le volume V, exprimé en centimètre cube, de 

copeaux obtenus pendant la durée d'utilisation de l'ou- 

til est modélisé par la relation : 
VERS 000( 0,002 _ e0.004v), 

où v désigne la vitesse de coupe, exprimée en mètres 

par minute (m - min !). 

L'objectif de ce problème est de déterminer la vitesse 
de coupe conduisant à une production maximale de 

copeaux au cours de la durée d'utilisation de l'outil. 

El Calculs préliminaires 
a. Calculer le volume, en cm3, de copeaux obtenus pen- 

dant la durée d'utilisation de l'outil lorsque la vitesse de 

coupe est de 1 200 mètres par minute ; on donnera la 

valeur approchée arrondie au cm3. 

b. Calculer V lorsque vest égale à 0 (m : min_!). Pouvait- 

on prévoir ce résultat ? 

El Étude d’une fonction numérique 
On considère la fonction numérique f, définie pour 
tout réel x de l'intervalle [0 ; 1200] par: 

fx) —= 36 000(e2:002x C3 CR 

On note f” la fonction dérivée de la fonction /f, définie 
pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 1200]. 
a. À l'aide de la calculatrice, conjecturer les variations de 

la fonction f, ainsi que son maximum, et la valeur de x 
pour laquelle il est atteint. 

b. Donner l'expression de f(x), où f”’ désigne la déri- 
vée seconde de f, en fonction de x et déterminer son 

signe. 

c.En déduire les variations de f’ sur l'intervalle 

[0;1200]. 
d. En déduire que la fonction f admet un maximum sur 
l'intervalle [0 ; 1200] en un réel «, dont on donnera une 
valeur approchée à l'unité près. 

El Grâce à l'étude précédente, répondre au problème 

posé. 
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| [69 Une fonction inconnue 

ÆOn considère la fonction f définie sur R par 

F0) = (ax? + bx + ce *, où a, b et c désignent des 

réels non nuls. 
On donne (0) = 1 ; f’(0) = 2; f’(0)=—1. 
Déterminer les réels a, b et c. 

F1 Parmi les trois courbes suivantes, une seule est la repré- 

sentation graphique de f ? Préciser laquelle en expliquant. 

Courbe n° 1 

Courbe n° 2 

Courbe n° 3 



CD Fonction de demande 
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [4 ; 20] par : 

FC) = (a 4)e- 0255, 
Partie A 

El Calculer f’(x) et déterminer son signe. 

El Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle 
[4:20]. 

Partie B 

Une entreprise commercialise des centrales d'aspira- 

tion. Le prix de revient d'une centrale est 400 €. 

On suppose que le nombre d'acheteurs d'une centrale 

est donné par N = e %2**5, où x est le prix de vente 
d'une centrale, exprimé en centaines d'euro. 

El Exprimer en fonction de x le bénéfice réalisé par l'en- 

treprise, en centaines d'euro. 

El À quel prix l'entreprise doit-elle vendre une centrale 

pour réaliser un bénéfice maximal ? Quel est ce bénéfice 

maximal à l'euro près ? 

LIUMINE) En économie, on définit, pour un produit 

donné, les fonctions « d'offre » et de « demande » selon le 

prix. La première décrit la quantité de produit mise sur le 

marché, en fonction du prix de vente ; elle est, en général, 

croissante. La seconde décrit la quantité de produit 

achetée par les consommateurs en fonction du prix ; elle 

est en général décroissante 

Le Britannique Alfred Marshall (1842-1924) est l'un des 

fondateurs de cette théorie économique. 

: CD partie À 

On considère la fonction f définie sur l'intervalle 

De 
. e—1 

El Démontrer que: lim—— = 1. 
h-o h 

En déduire la limite de la fonction f en O. 

F1 Déterminer la limite de la fonction f en +. 

Partie B 
Soit (u,) la suite définie pour tout entier n supérieur ou 

égal à 1 par: 

2. 2 ne | 
un = |: renrensri he no 

EI Démontrer que: - 

LOT het EL. n = 

F1 En déduire que: u, 

El Calculer la limite de la suite (u,). 

LA Durée de vie d'un 
appareil électroménager 
La durée, en heure, de fonc- 

tionnement d'un appareil élec- 
troménager jusqu'à ce que sur- 

vienne la première panne est 

modélisée par une loi de proba- 

bilité P, appelée loi de durée de 

vie sans vieillissement. 

Elle est définie de la façon suivante : si on Sopelle X la 

variable aléatoire ainsi définie, la probabilité que l’appa- 

reil tombe en panne avant l'instant t est donnée par : 

PXENE Le PE 
On admet que (X2t) est l'événement contraire de 
l'événement (X<t) et il signifie que l'appareil tombe 

en panne après l'instant f. 

El Calculer la probabilité que l'appareil tombe en panne 

avant 2 000 heures de fonctionnement. 

El Calculer la probabilité que l'appareil tombe en panne 

après 10 000 heures de fonctionnement. 

EF) Loi de Beer-Lambert 

Loi de Beer-Lambert 

Si un rayonnement 

lumineux 

monochromatique traverse 

un milieu transparent, 

l'intensité lumineuse 7 de 

ce rayonnement diminue 

en fonction de la distance 

parcourue dans ce milieu. 

Si À est l'intensité de la lumière incidente, exprimée en 

candela, et a le coefficient d'absorption du milieu, on a 

I(x) = 1e *, où x est la longueur, en mètre, parcourue 

dans le milieu. 
On suppose un rayon lumineux qui pénètre dans l'eau 

d'un lac. On donne Z, = 110 et a = . 

El Étudier les variations de la fonction Z sur l'intervalle 

[0 ; 100]. Dresser son tableau de variations. 

FA Tracer la courbe représentative de la fonction 7 dans 

un repère orthogonal. 

El À l’aide de la calculatrice, trouver une valeur appro- 
chée de la profondeur à laquelle la lumière a perdu la 

moitié de son intensité. 
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\) AT Une suite qui converge vers e 

Soit f la fonction définie sur R par : 

f)=e (TF1). 

El Étudier les variations de f et en déduire que pour 

tout réel x, 1 +x< e*. 
1 

TSX 
El Démontrer que pour tout réel x <1,ona:e*< 

(on pourra écrire l'inégalité du EE pour un réel y quel- 

conque et poser y = — X). 

El a. À l’aide de l'inégalité du EX démontrer que pour 

à il 
tout entier n non nul, ( <e +) <e. 

b. En posant x = dans l'inégalité du EX, démon- 

trer que : 

1 
n+l 

1 n+1 
< = 

e & ( de n | 

(on vérifiera que, dans ce cas, on a bien l'hypothèse 

x <1). 

E1 Soit (u,) la suite définie pour tout entier n > 0 par: 

_ sl th (1 2 = ) : 

a. Démontrer que pour tout entier n > 0 : 

5 
CRU 

b. En déduire que la suite (u,) converge vers e. 

ÿ Méthode d'Euler 
On cherche à construire de façon approchée la courbe 

représentative d'une fonction dérivable f qui vérifie 

f'=f et f(0)= 1, c'est-à-dire une fonction égale à sa 
dérivée et qui prend la valeur T en O. 

Partie A - Présentation de la méthode 

D'après la définition du nombre dérivé, lorsqu'une fonc- 

tion f est dérivable en a, on a: 

NE at h}e (a) 
F(a)= lim h = , 

c'est-à-dire : 

f(a+h)-f(a) 
h = f'(a)+ Eh), avec Jime(h) = 0. 

On peut ainsi écrire, pour h voisin de 0 : 

f(a+h)=f(a)+hf'(a)+ he(h), avec Jim e(h) = 0. 

Le terme he(h) peut être négligé au voisinage de a 
(c'est-à-dire pour h voisin de 0), car il est « très petit », 

donc au voisinage de a, on a l'approximation : 

f(ath)=f(a) *hf'(a). 
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On ditqueh+- f(a)+hf'(a) est une approxima- 
tion affine de f(a + h) au voisinage de a. 

Partie B - Tracé d’une courbe à l’aide de la méthode 

d'Euler 
On considère une fonction f définie et dérivable sur 

l'intervalle [0 ; 1] vérifiant f’ = f et f(0) = 1. 
Pour tout entier naturel n non nul, on définit une subdi- 

vision régulière de l'intervalle [0 ; 1] en posant, x, = 0 et 

pour tout entier ktel que 0 <k<n—1: 

XX —- 

EI Cas n = 10 
a. En utilisant l'approximation affine de la partie A, 

démontrer que pour tout entier k compris entre 0 et 

nhhIrONaE 

S(Xex1) MATRA 

b. Construire une feuille de tableur qui permet de cal- 

culer des approximations de f(x.) pour tout entier k 

compris entre 0 et n. 

Représenter ces valeurs par un graphique réalisé à l’aide 

du tableur. 

c. Déterminer une approximation de f(x,) en fonction 

de k pour tout entier k compris entre 0 et n (on pourra 

poser f(x) = u, et utiliser la nature de la suite (uy )). 

El Cas n — 100 
a. En s'inspirant de la question EE, exprimer f(x4;) en 
fonction de f(x,) pour tout entier k compris entre 0 et 
Rule 

b. Reprendre les questions b. et c. de la question EE. 

Cette méthode permet de trouver une très bonne 

approximation de la représentation graphique de la 

fonction f cherchée, qui est la fonction exponentielle, 
Plus n est grand, meilleure est l’'approximation. 



Une suite définie implicitement 
On considère la fonction définie sur [0 ; + | par: 

f(x) = e* — x. 

Partie A - Définition d’une suite 

El Étudier les variations de la fonction f sur [0 ; + |. 

El Soit n un entier naturel non nul. Montrer que l'équa- 

tion f(x) = n admet une unique solution sur [0 ; + œ| 
que l'on notera «,. 

El a. Donner la valeur exacte de a.. 

b. Donner une valeur approchée à 107? près de «, et &3. 

Partie B - Étude de la suite (a,),_\- 

Montrer que la suite (&,) est croissante. 

El Déterminer sa limite en +0. 

en 
EJ Montrer que tend vers 1 en +. 

77 Particules de pollution 
ne 

Dans des conditions atmosphériques normales, la den- 

sité N(t ) de particules de pollution, en g - cm ?, dépend 
de deux facteurs : 
— le paramètre de coagulation, k,, qui dépend de la force 

avec laquelle les particules sont liées ; 

— le paramètre de dissociation k;, qui rend compte de la 

tendance des particules à se dissocier. 

N(t) est alors donnée par la formule : 
ekadt 

N(t) = £ , 
sn =: ekadt + E 

ka 
où la constante C dépend de la concentration initiale à 

t=0. 

EI Déterminer la constante C sachant que N(0) = 1,2. 

El Étudier la limite de N(t) en +oo. - | 

El Étudier les variations de N(t ). 

El Tracer la courbe de N 
pour les valeurs suivantes, 

correspondant à 

des polluants classiques : 

LE Chute libre 
Un parachutiste de 80 kg s'élance d'une altitude de 

1 000 m avec une vitesse verticale initiale de 1m 5°. 

La distance d(t) (t en 
seconde) parcourue par 

le parachutiste depuis 

son saut est donnée par 

la formule : 

d(t)=10t+ Ce t—1), 

où la constante C dépend de la vitesse initiale du para- 

chutiste au moment du saut. 

El La vitesse v(t) du parachutiste à l'instant t est don- 
née par v(t)= d'(t). 

a. Déterminer v(t ). 

b. Sachant que v(0) = 1, déterminer la valeur de C. 

c. Quelle est la vitesse limite que peut atteindre la para- 

chutiste ? 

El Tracer la courbe de d à la calculatrice et déterminer 

le temps au bout duquel le parachutiste atteindra une 

altitude de 500 m, où il doit déclencher son parachute. 

El Trouver un lien entre la fonction v et sa dérivée. 

LÉE Avec un parachute 
On suppose qu’un para- 
chute est ouvert alors 

que le parachutiste 

avait une vitesse ver- 

ticale initiale à l'ouver- 

ture de 1m:s |. 

La vitesse v(t) (t en 
seconde) du parachu- 

tiste en fonction du 

temps écoulé depuis 

l'ouverture du para- 

chute est donné par: 

rs — /10(Ke10t + 1) 

ot Dame UTOt 
v(t) 

El Déterminer la constante K grâce aux données de l'énoncé. 

El Déterminer la vitesse limite atteinte par le parachu- 

tiste. Comparer avec le résultat obtenu à l'exercice 78. 

El Établir une relation entre v'(t) et v?(t). 
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80! Population américaine 
On donne ci-dessous l'évolution de la population améri- 

caine depuis 1800 (en million d'individus) : 

248,7 jh 

On décide de prendre comme référence l'année 1880 et 

d'approximer la population par une fonction P(t) (ten 
année et P en million) du type : 

FYo 
t) = = 

(e) aÿo + (r — ayo)e 
avec r = 0,03 et a = 0,0001. 

El On décide de prendre comme année 0 l'année 1830, 
soit P(O) = 5,3. 
En déduire la valeur de y. 

El Donner l'expression de P(t) et étudier les variations 
de la fonction. 

EI Comparer les valeurs obtenues par le modèle avec les 

données fournies par l'énoncé sur la période 1880-1990. 

Le modèle paraît-il satisfaisant ? 

EI à. Quelle est la limite de P en + ? Comment peut- 
on interpréter cette valeur ? 

b. On donne les chiffres suivant pour la population amé- 

ricaine,.en millions d'habitants : 

Le modèle paraît-il toujours satisfaisant ? 

BAC Famille de fonctions et suites 
Dans tout le problème, le plan est rapporté au repère 

orthonormal (0, i, à (unité graphique : 5 cm). 

Partie A Soient la fonction f, définie sur [0 ;+ œ| par 
f(x) = xe * et@, sa courbe représentative. 

EI Montrer que, pour tout réel positif x : 

fo =e "22e". 

En déduire le sens de variation de ji. 
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F1 Calculer la limite de /, en + (on pourra poser 

u = x2). Interpréter graphiquement ce résultat. 

El Dresser le tableau de variations de f. 

El On appelle A la droite d'équation y = x. Déterminer 

la position de ‘6, par rapport à À. 

El Tracer 6, et A. 

PartieB On considère la fonction /, définie sur [0 ; + | 

par f(x) = Xe * et on appelle €, sa courbe représen- 

tative. 

El Montrer que, pour tout réel x positif, f,(x) a même 

signe que (3 — 2x2). 
En déduire le sens de variation de fi. 

El Déterminer les positions relatives de 6, et ‘3. 

El Tracer @; dans le même repère que €, (on admettra 

que 6; a la même asymptote que 6, en +). 

Partie C On désigne par n un entier naturel non nul et 

on considère la fonction f définie sur [0 ; + œ| par: 

ft =xer. 

On note 6, la courbe représentative de f dans le repère 

(OR 
El Montrer que, pour tout entier n >1, f, admet un 

; n ; 
maximum pour x — ,/ -;-.On note à, ce maximum. 

El On appelle 5, le point de €, d'abscisse , / 2 

Montrer que, pour tout n, 6, passe par S. 

Placer S,, S,, S; sur la figure. 

Le problème de la forme prise par un fil pesant flexible 

ou un câble a intéressé très tôt les mathématiciens. 

Au xvie siècle, Galilée pensait que cette forme devait 

être un arc de parabole, mais la preuve du contraire 

fut apportée, en 1669, par Joachim Jungius. En 1691, 

Gottfried Leibniz, Jean Bernoulli et Christian Huygens 

démontrent quasi simultanément que la forme exacte 

est une chaînette. C'est d'ailleurs Huygens qui la baptise 
ainsi, dans une lettre adressée à Leibniz. 



On considère un réel strictement positif a et la fonction 
fa définie sur R par: 2-2) 
El À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 
créer un curseur a et tracer la courbe représentative 
de f,; pour plusieurs valeurs de a (on pourra activer le 
mode « trace »). 

Conjecturer une propriété géométrique de la courbe de 
Ja, le sens de variations de cette fonction ainsi qu’un 
éventuel extremum. 

Voir la fiche Geogebra. 

El Calculer les limites de f, en — et en +0. 

El Démontrer que f, est paire. 
En déduire une propriété géométrique de sa courbe 
représentative. 

E Calculer f’,(x) et trouver son signe. 

El Dresser le tableau de variations de f.. 

M Démontrer que f, admet un minimum que l'on 

déterminera. 

E Tracer la courbe représentative de la fonction /, dans 
un repère orthonormé. 

< AR ete * 
La fonction j, définie sur R par f, (x) = FD jet 

appelée cosinus hyperbolique. 

On note f(x) = ch x. 

Une fonction polynôme et la fonction 
exponentielle 

On a représenté dans un repère orthogonal les courbes 

représentatives de la fonction exponentielle (en noir) et 

de la fonction polynôme f définie par : 
2 

EN. 
2 

El Vérifier que ces deux fonctions prennent la même 

valeur en O. 

3 
OO UE x + + FA (en rouge). 

Le but de cet exercice et d'étudier ces deux fonctions 

pour des valeurs de x proches de la valeur 0. 

F1 Conjecturer par lecture graphique les positions rela- 

tives des deux courbes. 

El On pose, pour tout réel x : 
F ME 

TRE TESS NT GE: 
Calculer g'(x), g’(x), gB)(x), où g6) désigne la déri- 
vée troisième de g, c'est-à-dire la dérivée de la dérivée 
seconde g”. 

E à. Étudier le signe de g@)(x). 
b. Dresser le tableau de variations de g”. 
c. En déduire le signe de g’(x) pour tout réel x. 

ES 

F à. Dresser le tableau de variations de g'. 

b. En remarquant que g'(0) = 0, déduire de la question 
précédente le signe de g'(x) pour tout réel x. 

EH à. Dresser le tableau de variations de la fonction g et 

en déduire son signe pour tout réel x. 

b. Que peut-on dire de la courbe représentative de la 

fonction exponentielle par rapport à celle de la fonc- 

tion f ? 

Es 
Une approximation de exp x 

a. Construire une feuille de tableur comme ci-dessous 

qui calcule les images par la fonction exponentielle et 

par la fonction f des réels compris entre 0 et 1et qui ont 

deux chiffres après la virgule. 

Préciser ce que l'on calcule dans la colonne D. 
A PR PR A ER 

ox | opt | 0 | leph}ftll 
0 1 û 

0,01 1,01005 417501E10 
0,02 6,69342E09 À 
0,03 1,03045 3,39535E08 À 
0,04 1.04081 1,07526E-07 
0,05 1.05127 2,63043E-07 
0,06 1,06184 1,06784 5,46545E-07 

1,01459E-06 
1,08329 1,08329 1.73434E 06 
1,09417 1,09417 2.78371E-06 
110517 

1,11628 

112750 

1,13883 

1,15027 

1,16183 

117351 

118530 

1.103517 

1,11627 

1,12749 

1,13882 

115026 

1.16181 

1,17348 

1.183527 

1,19722 1,19717 

1 1,20925 1.20919 
RS SU a DR D GE UN ei. 

4,25141E-06 

6,23713E-06 

8,85158E-06 

1.22167E-05 

1,64655E-05 

2,17427E-05 

2,82043E-05 

3,6018£-05 

4,53631E-05 

5,6431E-05 

Voir la fiche Tableur. 

b. On souhaite remplacer e* par f(x). 
Quelles sont les valeurs de x de ce tableau pour les- 

quelles l'erreur commise est inférieure à 0,001 ? 
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Revoir les outils de base 

[84| Propriétés CMeRne qe x+-> e* 

Rappeler, à l'aide du graphique donné ci-dessus : 

a. les limites de la fonctionx + e* en — et en +o ; 

b. la valeur des images exp(0) et exp(1) ; 
c. l'équation réduite de la tangente à la courbe au point 

d'abscisse 0. 

Les savoir-faire du chapitre 

Méthode ; 

Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle 

sont identiques aux propriétés des puissances entières : 
Æ 1 

e1x el e1tb;. Det 

n b et 
(e2)” = e"1 (n entier) ; CHR 

LT RARE ER DRE EE een 

Utiliser les propriétés 
de l'exponentielle 
Simplifier les expressions suivantes : 

a.exXe°(e:} : b. ne + e *Ÿ — 2e* : 

e/*+2 

(#7 

(86! Déterminer des limites 
Déterminer les limites suivantes : 

€. 

: = À 1+e* 
a. lim ect; b. lim ——— ; 

X = + 00 ser 2e 

1+e* 
lim nl = c d. c. lim (e*— 2x) A nent 

X — + oo 

GJA Calculer une dérivée 
Calculer la dérivée de la fonction f. 
E /(x) s e* +2. 

El f(x) = xe* 

IE 
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88| Étudier les variations d'une fonction 
Étudier les variations des fonctions suivantes sur R. 

E j (x) = xe* 

E f(x) = 

D) 
Approfondissement 

| Évolution d'une population : 
modèle de Malthus 
Voici un extrait de tableur donnant les valeurs de la 

population américaine, en millions d'habitants, entre 

1800 et 1860 : 

+ Populstion 

10,00 + + 
| 

| | 

| Î 
0,00 + 

| 1780 1800 1820 1840 1860 1880 

$ ! ? 

TRIER NE 

On modélise l'évolution de la __——— par une fonc- 

tion, en prenant 1830 comme origine : 

P(t)=53e7° 

El Comparer les valeurs obtenues par la modélisation 

avec les valeurs réelles. 

El Trouver une relation entre P’ et P. 

El Quelle est la limite de Pen + ? Que peut-on penser 

de ce modèle sur une longue durée ? 

ElTrouver d'autres évolutions qui sont modélisées par 

une relation du type trouvé à la question EE 

[90 | Évolution de la masse 
du rat musqué 
On considère que l'évolution du 

poids de certains rongeurs, en 
gramme, peut être modélisée par 
une équation du type : 

M(t) = Cexp(—be ‘) 

où C et a sont des constantes 

strictement positives et b une 

constante réelle. 



Déterminer la limite de V(t) en +00. 

El Comment peut-on interpréter ce nombre ? 

Que représente la constante C ? 

E Si M(t) représente l’évolution d'un poids, quel doit 
être le signe de b ? 

Application numérique : a—0,04; b= 
C= 7509. 
a. Déterminer l'expression de V/(t ). 
b. Tracer la courbe représentative pour t € [0 ; 400]. 

Vers le Supérieur 

SALE Une équation fonctionnelle 
On s'intéresse aux fonctions f, définies et dérivables sur 
R, qui vérifient : 

« pour tout réel u et tout réelt: f(u+t)=f(u)f(t) ». 

El Montrer que si f n'est pas la fonction nulle, alors 

fLOÏE 1: 
El Montrer que si f s’annule en a ER, alors f est la 

fonction nulle. 

3,90 ; 

El On suppose dans cette question que f ne s'annule 
pas sur R. Montrer, en fixant u, que f vérifie : 

«PourtoutueR:f{u+t)=f(u)f(t)». 

EI En déduire une relation entre f’ et f, puis une 

expression de la fonction f. 

BTS 
Une entreprise fabrique des appareils. Dans cette partie, 

on suppose que, si chaque appareil est vendu au prix 

unitaire x (en euros), la quantité d'appareils demandés 

f(x), en milliers d'unités, s'exprime par: 

f(x) = 200 e 2". 
La fonction f (fonction de demande) est définie sur 

l'intervalle [15 ; 40]. 

El Tracer la représentation graphique € de la fonction f 

sur [15 ; 40]. 

El Déterminer graphiquement le montant de la 

demande si l’entreprise propose l'appareil à 23 euros. 

El Par le calcul, déterminer dans quel intervalle doit se 

situer le prix unitaire pour que la quantité demandée 

soit supérieure ou égale à 9 000 unités. 

El Calculer f'(x), où f’ désigne la fonction dérivée de 

la fonction f.En déduire le sens de variation de la fonc- 

tion f. 

El On appelle fonction d'offre la fonction g définie sur 

l'intervalle [15 ; 40] par:  g(x) = 4x — 60. 

= 

Le nombre g(x) est le nombre de milliers d'appareils 

que l'entreprise est capable de produire et de vendre au 

prix de x euros l'appareil. 

Tracer sur le même graphique la représentation gra- 

phique de la fonction g. 

On appelle prix d'équilibre le prix unitaire x d’un 

appareil pour lequel l'offre est égale à la demande. 

a. Déterminer graphiquement le prix d'équilibre. 

b. Déterminer graphiquement combien l'entreprise 

peut compter vendre d'appareils, au prix d'équilibre. 

CEE CPGE scientifique 
le 

On pose, pour ae R: f(x) = xe*-®. 

EX Sur quels intervalles la fonction f, est-elle définie ? 

El Déterminer les limites de f, aux bornes de son 
ensemble de définition. 

El Montrer que la droite À : y = x + 1 est asymptote à la 
courbe représentative de f, . 

E Déterminer les variations de f, . 

El Tracer les courbes de f, fo, £o2s, f-1- 

94! Cambridge, 
examen de fin de première année 

The size of the population of ducks on the pond of a 

certain Cambridge college is governed by the equa- 

tion Le = aN — N? where N = N(t) is the number of 

ducks at the time t and & is a positive constant. Given 

that N(O) = 2a, find N(t). 
What does happen as t — c ? 

Indications 

D Poser u = + et déterminer une relation entre u’ et u. 

D Vérifier que les fonctions du type u(t) = Ce + L 

vérifient la relation établie au El. 
(On admettra que ce sont les seules.) 

D Finir la résolution du problème. 

CHAPITRE 4 Fonction exponentielle 
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‘ } Construire une fonction réciproque 

} Connaître les propriétés de la fonction exponentielle 

QCM Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. 

EI ; (x) = xe’ a. f(x) = e* . f'(x) = xe* c. f(x) = (1 + x)e* 

Flexe = a.e° 

E<- L el? e° © 

EX lim e* = a.0 
X = — oo 

H/( = <= se yeetel 

1 Bi) Utiliser le théorème des valeurs intermédiaires 

On définit sur R la fonction f par: f(x) = e* — 4. 

EX Déterminer les limites de f en + et — 

FA Calculer f(x) et étudier son signe. 

Æl ustifier que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans R et donner un encadre- 

ment à 10 ? près de a. - 

On a représenté ci-contre une fonction f continue stric- 

tement croissante sur l'intervalle [—5 ; 4]. 

E Reproduire la courbe €; le plus précisément possible. 

F1 Déterminer graphiquement une valeur approchée de 

l'antécédent par la fonction f de chacun des nombres 
suivants : 

a.2; yes CIE 

El On définit une fonction g qui, à tout réel a de l'inter- ru She 
valle [6 ; 3], associe son unique antécédent par f. Re 
a. Justifier l'intervalle de définition de g. 

b. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant : 

HS 
c. Construire sur le graphique utilisé pour ‘6 la courbe représentative de la fonction g sur | SE 



Neptune ra 

LE 
Saturne 

EE 

Modéliser la forme d'un cyclone, d'un 

coquillage ou d'une fleur de tournesol, mais 

aussi représenter sur un même graphique les 

distances des planètes au Soleil en fonction 

Distances moyennes héliocentriques (échelle log) de 0,3 à 50 A.U. 

z se ; à 
7 Mars de leurs périodes de révolution, sont autant 

Pa Terre d'activités qui utilisent une même famille de 

re fonctions : les fonctions logarithmes. 

Mercure 

02 03 1 2 345 410 230 100 200 300 

Périodes sidérales moyennes (échelle log) de 0,02 à 300 ans 

Gr. © : Es 

e QT Johoitum 6e nes . ag 1 Sr4zs 681 | Sr4z568o 1| [roses 59 
z 74494713 17449411 922959 $ Au fil du temps pen p 
4 1 1675062745 | 67562739 ss | 

$ 9909982 } $$ 
5 ; 4 s L Q RD RSS RES s4 

est l'astronome écossais John Napier, ou Neper (1550-1617) qui 3 ossi | évépisse 595997a | à 
2 : 2 s A 2 9 59453453 | 5045340 9999967 | $k crée un nouvel outil permettant de représenter à une même échelle ro] vo0f none | opbia| 43] | 9992055 to 

des nombres très éloignés : le logarithme. Le mathématicien anglais h | | HS HS | &| | poule 
1 o $so3s1, 55035064 9299917 | 46 

Henry Briggs (1556-1630) réalise peu après les premières tables du # Het [ons] 107] | motos | 
l ith dé . al 17. 53093600 | 53093577 9959878 43 
ogar1 me decimal. 52522010 | 52621N81 138 D009863 | 32 

HR EENS ARIE 
Par la suite, c’est le mathématicien suisse Léonhard Euler (1707-1783) Naf Nralorsr [spotodro|" 187] | vo581à | 38 af la suite, ces 

” 53995 osusaés | sosas137 | 205 | 9999795 | 38 
à 2 Re S s 7 , 1: 9! s0070827 | soo7o603 2 9999776 qui relie véritablement le logarithme à l'analyse en l’utilisant pour AT] fon fear | 2e | AE 

etre . » . / / « . 2ç Ë 2 $. 999973 35 

calculer des dérivées et des intégrales. L'idée « d'échelle logarithmique » 261 recro | | 4fhaad6 |4Stagrso | a87| | 90714 | 54 
* 309 

33z 
356 constitue un modèle toujours actuel pour de nombreux phénomènes Batez | [annsats [arsises LUE 

scientifiques : de l'intensité des séismes à la magnitude des étoiles en 

passant par la mesure du bruit. 

Les logarithmes de John Napier, publiés en 1614. 
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AR © Une approche numérique du logarithme népérien 
EX Dresser le tableau de variations de la fonction exponentielle sur R. 

FA a. Justifier que l'équation e* = 2 admet une unique solution dans R. 

b. On note In 2 cette solution. Déterminer une valeur approchée à 107? 

près de In2. 

EX Reprendre la question FA avec l'équation e* = 8 (on notera In8 la solution). 

E a. Pour quelles valeurs de a, peut-on définir ainsi In a ? 

b. Donner une valeur approchée à 107? près de:In3 ;In6 ;In18 ; In0,1 ; In 0,01 ; 

In 500 ; In 5 000. 

c. Conjecturer une relation entre In2,In3 et In6, puis entre In2 et In8. 

lim Ina et lim Ina. 
a—+o a— 

El Conjecturer les limites suivantes : 

On a tracé ci-contre la courbe de la fonction exponentielle :x > e*. 

El Reproduire soigneusement cette courbe. 

El À l'aide de cette courbe, faire apparaître en abscisse l’antécédent de 3 par la 
fonction exponentielle, que l'on notera In3. 

Placer, sans calculs, le point A(3 ; In 3) (on pourra utiliser un compas). 

EX En suivant la démarche du PA placer les points suivants : 

B(2;ln2), C(4;ln4), E(5;ln5), G(6;ln6), H(7;lin7), 

J(05;ln0,5) et K(0,25;In0,25). 
a. Relier les points obtenus par une courbe en rouge aussi «régulière » que 

possible. 

b. Tracer la droite d'équation y = x. Que remarque-t-on ? 

Il Int), 

Images de suites numériques 

EX On considère la suite arithmétique u de premier terme u, = 3 et de raison 
FES 

a. Exprimer, pour tout entier naturel n, le terme u,, en fonction de n. 

b. On appelle v la suite numérique définie pour tout entier naturel n par : v, = et. 
Quelle est la nature de la suite v ? Préciser ses éléments caractéristiques. 
c. Énoncer une propriété générale concernant l'image d'une suite arithmétique 
par la fonction exponentielle. 

El On considère à présent la suite géométrique g de premier terme g = 2 et de 
raison q = 3. 

a. Exprimer, pour tout entier naturel n, le terme g, en fonction de n. 
b. On appelle w la suite définie pour tout entier naturel n par : w,, = In(g,), où In 
désigne la fonction logarithme népérien (on admet que la suite w est bien définie 
sur N). En utilisant l'outil de votre choix (calculatrice, ou tableur), conjecturer la 
nature de la suite w et préciser ses éléments caractéristiques. 
c. Conjecturer un énoncé concernant l'image par la fonction In d'une suite géomé- 
trique. 
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ER formi F 

-4.605170186|. 
In 0.001 Ë 

-6.907755279]|! 
In 0.001 

-6.907755279 

_ Voir les fiches Calculatrices. 

Une approche graphique du logarithme népérien 



Activité 

pour tous réels strictement positifs x et y, on a la relation (E) : 

LOXy)= f(x) +f(y). 
EX En posant x = y = 1 dans la relation (E), en déduire la valeur de Fan nr 

1 ? 
FA En posant y = -,, exprimer +) en fonction de f(x). 

El on pose y = Yo, OÙ y, est un réel strictement positif fixé. 
a. Quelle égalité obtient-on en dérivant par rapport à x les deux membres de la 
relation (E) ? 

a. ’ ART ; 
b. En déduire que f'(yo) = ——, où k est une constante que l'on déterminera. 

Yo 

Loi de Kepler 
On admet que les trajectoires des planètes du système solaire 

peuvent être assimilées à des trajectoires circulaires autour du 

Soleil. 

Johannes Kepler (1571-1630) a, le premier, établi une loi reliant 

la période T de révolution d'une planète (c'est-à-dire le temps 

qu'elle met pour parcourir un tour autour du Soleil) et le rayon 

R du cercle qu'elle décrit. 

El Reproduire la page de tableur suivante : 

R (en km) T (en jours) 

2 | Mercure 57 909 227 | 87,96 

3| Vénus 108 208 475 224,7 

4 | Mars 227 943 824 687 

pe Jupiter 778 340 821 4331 
6| Satume 1 426 666 422 10747 
7| “Uranus | 2870 658 186 30589 
B| Neptune | 4498 396 441 59800 | 
PE un 

FA Construire un nuage de points représentant la période en fonction du rayon. 

PR D 

“Üranus "3 

D -d < 

2 Relation fonctionnelle et fonctions logarithmes 
On s'intéresse aux fonctions f, définies et dérivables sur ]0 ; + |, telles que : Commentaire 

Transformer des produits 

en sommes pour simplifier 

les calculs, telle était l'idée 

de John Napier (1550-1617), 

mathématicien écossais à 

l'origine des logarithmes. Il avait 

également inventé une machine 

à calculer basée sur ce principe. 

7 8 

Neptüne 

Terre D" 

2 © +. Mercure 

Vénus # &s 

5 Jupiter 

Satürne 

Voir la fiche Tableur. 

El a. Compléter les colonnes D et E avec les logarithmes népériens des nombres 

situés dans les colonnes B et C. 

b. Réaliser un nuage de points à partir des deux dernières colonnes. 

Quelle est l'allure de ce nuage ? 

c. Tracer, à l’aide du logiciel, une droite de régression (ou courbe de tendance 

linéaire) et noter son équation. 

d. Quelle relation peut-on conjecturer entre InT etinR, puis entre TetR? 

El Sachant que pour la Terre, on a R = 149 598 262km, quelle période obtient- 

on ? Cela semble-t-il valider la loi établie à la question EX? 
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ED La fonction logarithme népérien 
El Définition et propriétés 
Soit a un réel strictement positif. La fonction x + e”* est strictement 

lim et cPooet 
X Fo 

croissante sur R. De plus, lim e* = 0. Donc, par le 

théorème des valeurs intermédiaires, l'équation e* = a admet une unique 

solution sur R appelée logarithme népérien de a et notée Ina. 

REMARQUES 

D La fonction logarithme népérien et la fonction exponentielle sont des 

fonctions réciproques l’une de l'autre. 

D Les courbes de la fonction exponentielle et de la fonction logarithme 

népérien dans un repère orthonormal sont symétriques par rapport à la 

première bissectrice d'équation y = x. 

LI Variations et limites 

Propriétés 

CLLLELELEEEEEEEEEEEEEE EEE EEE EE EEE ET 

© Soient a et b deux réels tels que 0 < a <b. 

On a: a = el" et b = e"b. Ainsi : M2 < elnb 

croissance stricte de la 

fonction, on a, pour 

strictement Ra 

Rec 
La fonction exponentielle étant strictement croissante, on en déduit : 
Ina <Inb. 

(21) ne A un réel positif quelconque. 

Si x > e/, alors, par croissance de In sur J0;+[,ona:lnx >In(e4). 
OF HE A. D'où: si x > e/,alorsinx > A. 
On en déduit: lim Inx =+0. 

X — + oo 

D Soit A un réel négatif quelconque. 

SiO0< x <e, alors : Inx <ine{ = À. 

Ainsi : si 0 < x < e4, alors Inx < A. 
On en déduit : lim Inx =—00. 

x—0 
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BOULES pour démontrer 
les propriétés, on utilise 

uniquement les propriétés 

de la fonction exponentielle, 

et le fait que la fonction 

exponentielle et la fonction 

| logarithme népérien sont des 

| foncions PÉcIpre ges 

D dé DL ed 



eh RS CE 
SAVOLI Jaire 

® Utiliser le logarithme népérien pour résoudre 
des équations ou des inéquations 

Exercice cOrriGé ROM mn ne State dé, AU 

EL soit k un réel strictement positif. El On revient au cas général. 
On considère la fonction définie sur [0 ; + | par: | a. Montrer que la fonction f, admet un minimum sur 

RC = e* = kx. | [0; + | en un réel a; que l'on précisera. 

| b. On pose u, = f(a,). 
El Dans cette question, on pose k = 2. | à ‘ KA 9) 
nn = Exprimer u, en fonction de k. 
Étudier les variations sur [0 ; + æ| de la fonction : 

: 0x0) = e*— 2x. 

: Solution Bon à savoir 

EI ;, est dérivable sur [0 ; + œ[,etona: f(x) = e*— 2. 

| c. Déterminer la limite de u, en +oo. 

D Pour résoudre une équation 

: Onadonc f,(x)=0Se*=2e x=In2 D. de la forme e* = a: 

3 On aaussi f(x)>0S e*>2S e>e"2 es x>In2h». _ D si a < 0, cette équation est 

: On a donc le tableau de variations suivant : impossible ; 
D si a > 0, on applique In à 

: 2m chaque membre de l'équation, 

: qui devient Ine* = Ina,c'est-à- 

: | direx=Ina. … 

:  R+ Pour résoudre une inéquation 

: f(In2)= e"?—21n2 = 2—21n2. |  délafommee za: Le 

: Fa. j, est bien dérivable sur [0 ; +, D si a < 0, tous les réels sont M 

! etona: F4 ( x) ee solution de | inéquation ; 

! Onadonc: f{x)=0Se =kex=Ink bp». 
D si a > 0, on applique la 
fonction In, qui est strictement 

3 On à aussi : Fitx) 0 e* re e* > elnk & x>Ink > È : croissante, à chaque membre 

: On a alors le tableau de variations suivant : … de l'inéquation, qui devient 

j | EE pot he? Ina, c'est-à-dire x>Ina. 

3 LC 0 Fi E> On utilise les limites du cours. : 

: Ainsi, f, admet un minimum sur [0 ; + [ en ax = Ink. 

: b.Onau = f(Ink) = e"*—kInk=Kk—Kklnk. 

: cu, = k(1 — Ink).Or, lim Ink = +00 F> donc lim (—Ink) =-—0. On obtient: lim Up = — 0. 
. — + oo — + oo Te 

nsc sosenesoeceoceessssessesesssesscssesesesesesessscssesoseseececserececesees Exercices d'application 

: Résoudre dans R les équations suivantes : | Étudier les variations de la fonction définie sur KR, 

: a.e*=5; he=—4; par: f(x) = ef 2e. 

e *=)2; d.e*=— 2. | ass A n _— 
: 4 Fa! Étudier les variations de la fonction définie sur KR, 

: ; dés e* 
: Résoudre dans R les équations suivantes : | par: f(x) = CPE 

: a.inx=5; b.inx =—4; 

? œinx = In(x+1); dn(2x)=in(x-1) | 
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y 
Ainsi, la fonction 

logarithme transforme 

les produits en sommes. 

L'exponentielle transforme 

les sommes en produits, 

et ces deux fonctions sont 

réciproques l’une de l’autre. 

l'ensemble est bien cohérent ! 

SN 

: Soient a et b deux réels strictement positifs. 

On peut écrire : a = e"2,b = eMb et axb = e"laxb), 
Ainsi : axX b = eMnax emb _ enatinb 

On a donc : e""(2*b) = eha+lnb : d'où :In(aXb)= Ina + nb. 
DER ENTENSNTNE 

On pose f(x) = Inx.On admet que / est dérivable sur ]0 ; + |. 
Pour tout réel x strictement positif, on a (E) : exp(f(x)) = x. 
Or, exp(f), également notée f o exp, est dérivable sur |0;+ | et 
sa dérivée a pour expression : f'(x)exp(f(x)). 
En dérivant chaque membre de l'égalité (E), on obtient, pour tout 
x 0: (x)exply(x))= 1 

© Ainsi, pour tout x > 0 : f'(x)Xx = 1 ; d'où: f(x) = L. 

strictement positive : 

[in (u)]= 
ES S 

ENS Pour u dérivable et } 

| u” 
u 

Commentaire 

Dans le langage courant, on 

dira qu'« à l'infini, x l'emporte 

sur Inx ». 

INnx2unx y 
et utiliser le résultat: lim —=+4,. 

ÿ — +o 

Écrire, pour x > 0, SE elnx 
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© Étudier une fonction comportant un logarithme népérien 
Exercice corrigé nas ee AREAS dau 2 HE M 

: L UE El Étudier le signe de la dérivé 
: ED or considère la fonction f définie sur bc HP etER . 

10 ;+ œ[ par: En déduire le tableau de variations def. 

1 FO) = (Inx +1}. ElTracer la courbe représentative de / sur l'écran de la 

: El Déterminer les limites de en 0 et en +0. calculatrice, 

: El Montrer que, pour tout réel x de ]0 ; + | : PHIPESRCHESCOICUIETi es. 
: K 2inx +2 
: f (x) = MERE 

Solution Bon à savoir 

EI On sait que lim Inx = —, donc lim (Inx +1) =—00 >. D> Pour calculer les limites, 
on utilise ici la « composition » 

des fonctions, en remarquant 

que f(x) correspond à 
l'enchaînement de deux calculs 

successifs : 

x (Inx+1)r+> (Inx+1ÿ. 

Or, lim X2=+0, donc: lim (Inx + 1} =+00. 
X— + 2 

Onsaitque lim Inx=+œ,donc lim (Inx+1)=+0 p>. 
X —+oo X — +00 

Or, lim X2=+%,donc lim (Inx+ 1) =+00. 
X — +oo X — +00 

> On applique ici la formule de 

dérivation : (u?) = 2u'u. 

E> Pour résoudre une inéquation 
du type Inx > a, on utilise le 

A (x)=2X2X(nx+1)= 2042, 

El On sait que x > 0, donc f’(x) est 

du signe de (21nx + 2). 

2Inx+2>0@æ2Inx>-2S1Inx>-1ex>e BE. 

M 
re dé ji fait que les fonctions exp et In 

D'où le tableau de variations de f : CD | sont réciproques l'une de l'autre, 

| etqueexpest strictement 
| croissante : : 

Inx > a  exp(Inx) > expa 

(croissance de exp); 
lex 

E Voir la courbe représentative de f ci-contre. << (« réciprocité » de exp et In). 

Exercices d'application PP rt RON CON 

EE On considère la fonction définie sur ]0; + | par: On considère la fonction définie sur |0 ; + | par: 
2 f(x) = (Inx}. nous 

x 

a. Déterminer les limites de f en 0 et en +. 

b. Étudier les variations de /. 

a. Déterminer les limites de f en 0 et en +0. 

b. Étudier les variations de f. 
<. Donner le tableau de variations complet de f. 

,n fe! On considère la fonction définie sur |0 ; + | par: 
On considère la fonction définie sur ]0 ; + | par: 

f(x) =x-Inx. 
10) = Inx+(Inx}. a. Déterminer la limite de f en 0. 

a. Déterminer la limite de f en + oo. b. En remarquant que, pour tout x > O, 

b. En remarquant que, pour tout x > 0, fx) — x(1 = x } déterminer la limite de f en +oo. 
fx) = (Inx)(1 + Inx), 

déterminer la limite de f en 0. 

c. Étudier les variations de f. 

c. Étudier les variations de /. 

> Voir exercices 45 à 56 
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[° À Qui est le plus grand ?. je 

Quel est le plus grand parmi les nombres 20142915 et 2015201 ? 
Peut-on généraliser le résultat ? 

Mener une recherche étape par étape 
Te TT ie RS RL De. BRAS 

© Se faire une idée du résultat | Hétudier les ne : la fonction f définie sur 

Ha. Comparer 3* et 4°,87et 9. | | ]0;+o[ par f(x) = 1x, puis valider les conjec- 
b. Émettre une première conjecture. | tures. 

_ . L'étude de la fonction ne règle pas tout ; il reste des cas 
Ha. Luce permet-elle de tester les nombres i ge P 

; î ASE main ». 
RDIOPOSÉS PEN en pe 

ÿ S ta en com arant les jo: arit mes. 
dl Établir ue É SR mpar 9 mes | @ rédiger une solution 

PRE LES LUMEEnS 

@ Valider! rene mule More 0e : | À a a Cr parties précédentes, rédiger une 

__ solution du problème posé. Rs 
Montrer que pour tout entier naturel non nul n: Me B ER 

SOS hin(r tn à Yo | £ 

RENTREE RES: 
: ni <(n+1ÿ Fe 

RÉ TRE R ET UN 
RD RME OI FRANCE 

A : vitesse de croissance » de la fonctionin 
La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction In. 

El On dit souvent que « la fonction In croît lentement ». Commenter cette 

phrase, en utilisant la courbe ci-contre. 

El Pour deux réels strictement positifs distincts a et b, on appelle « taux de 

variation de In entre a et b » le quotient : 

INnb—Ina 

b—a 

a. Comment ce taux de variations s'interprète-t-il graphiquement, à l'aide 

des points A(a;lna) et B(b;inb) ? 
b. Calculer les taux de variations de la fonction In entre : 

0,1et0,2; O5et06; 1et1,1; 2,7et28; 99et100. 

Commenter ces résultats. 

c. Déterminer un réel positif à pour lequel le taux de variations de In entre & et & + 1 est inférieur à 10 ©. 
d. Soit n un entier naturel non nul ; peut-on trouver un réel positif &, pour lequel le taux de variations de In entre &, 

et a, + 1 est inférieur à 10 ” ? interpréter ce résultat. 

Dune approximation de In2 
On définit les suites (u,) et (v,) par: FlOn admet que les deux suites convergent vers In(2). 

En déduire que pour tout entier naturel n, u, <In2<v,.. 

= = = les te " DOS Te Ce € W=Unt, 3. | Hécrire un algorithme, qui, en entrant un entier p, renvoie 2n 
un encadrement de In2 d'amplitude inférieure ou égale à 

El Montrer que la suite (u,,) est croissante et que la suite | 10 ?.Que penser de l'efficacité pratique de cet algorithme : ? 
(v,) est décroissante. © Voir les ( 
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[12 À Logarithme décimal 

Partie A - Le logarithme décimal 

Le logarithme décimal, noté log est la fonction définie sur 

]0 ; + | par: | 
In x | 
In10 * 

logx = 

El Déterminer log 10, log 100, log 0,001. 

ElSans calculatrice, donner un encadrement entre deux 

entiers consécutifs des nombres : 

log(1789) ; log(25 665) ; log(0,009 33). 

El Calculer la dérivée de la fonction log. En déduire le sens | 

de variation de log sur l'intervalle ]0 ; + |. 

à 

| ElCalculer l'intensité sonore correspondant à un niveau 
sonore de 100 dB, (correspond au niveau sonore d'un 

| marteau piqueur). 

| EUn réacteur d'avion au décollage a un niveau sonore 

de 140 dB; à environ 100 m (niveau qui peut occasionner 

| des lésions irréversibles de l'audition). 

Quelle est l'intensité sonore correspondante ? 

| On considère la fonction TE sur [102 ; + œ| par: 

TX) 101og( x 072 } 

a. Calculer f (10772). 

| b. Démontrer que, pour tout réel x de 10 ; + | : 
Partie B - Une application : le décibel 

Pour quantifier la sensation Ds 

sonore, on utilise une gran- 

deur appelée niveau sonore. 

Cette grandeur, notée ici L, 

se mesure en décibel acous- 

tique (dB; ). 

Le niveau sonore, L, s'exprime en fonction de l'intensité | 

sonore, 7 (exprimée en watt par mètre-carré), et de l'in- | 

tensité sonore de référence, Z,, exprimée dans la même 

unité que 7: 

= 10log(-r-): | 
À | 

Par convention, 9 = 10 !?W-m ? : c'est la limite de | 
sensibilité de l'oreille à la fréquence de 1 000 Hz. 

CRT AUTOS 
En 1998, un décret sur l'intensité du bruit dans les lieux 

publics a fixé des seuils comme niveau sonore maximum 

acceptable par la population. 

Échelle du bruit | 
A | 

a. (en dB) | 

LEUR avion au décollage | 

120 dB 

seuil de la douleur 
90 dB 

seuil de danger 

85 dB 
seuil de risque 

concert discothèque 
klaxon 
restaurant scolaire 
automobile 
salle de classe 

fenêtre sur rue 
éolienne 
salle de séjour | 
chambre à coucher 
vent léger 

—— 85 
REA 

0 dB —| 
seuil d’audibilité | 

El Calculer le niveau sonore correspondant à une intensité 

sonore de 10° W-m_? (correspond au niveau sonore d'un 

grand magasin, à l'heure d'affluence, ou d'une cantine). 

f(x) = 10logx + 120. 

| c. Calculer la dérivée de la fonction f et en déduire le 

tableau de variations de f sur [1072 ; + oo. 

HOn a tracé la courbe représentative de f dans un 

| repère orthogonal à l’aide de la calculatrice : 

Æ 

| Par lecture graphique, répondre par vrai ou faux à l'affir- 

| mation suivante : 
Sile niveau sonore passe de 40 à 50 dB,, l'intensité sonore 

| est multipliée par 10. 

| HOna mesuré le niveau sonore de deux machines, dB, et 

dB, en fonctionnement. L'enregistrement donne 70 dB; 
pour la machine A et 80 dB; pour la machine B. 

| a. Déterminer les intensités sonores de chaque machine. 

| b. On fait fonctionner ces deux machines côte à côte. 

| On admet que l'intensité sonore des deux machines ainsi 

| réunies est la somme des intensités sonores produites 

| par chacune des machines. 

Calculer le niveau sonore des deux machines lorsqu'elles 

fonctionnent ensemble. 
| Que remarque-t-on ? 

’ 
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Uneinégalité utile 
ETS on considère la fonction fixe Inx-x 

définie sur ]0 ; + of. 
El a. Calculer f'(x) et déterminer son signe suivant les 

valeurs de x. 
b. En déduire le tableau de variations de la fonction /. 

c. En déduire l'inégalité suivante : 

pour tout yE ]0;+œ{, Iny < y. 

El a. f est dérivable, une somme de fonctions dérivables, et on a, pour 

xE]0;+ ol: f(x) = . 

Comme x > 0, f'(x) est u signe de 1 — x. 

Donc f'(1) = 0, f'(x)>0 sur ]0;1[ et f(x) <0 sur ]1;+ of. 

b. 
+ oo 

nn 

c. La fonction f est strictement négative sur ]1; + œ{ ; on a donc, pour tout 
yEÏ0; +: Iny-y<0e Iny< y. 

Fa. Soit x un réel strictement positif. 
On peut appliquer l'inégalité établie au EX c. à y = Vx. 

ü: Linx < x. D'où :Inx <2Vx. On a donc In(x)< /x.Or, In(/x) = Zinx. D'o 

b. Soit x un réel strictement pos d'après le a., on a nx < 2Vx.Donc: 
Inx 

D'où, pour x >1 OS 
ñ La 

< 2 : 
Or, lim —— = 0.Donc, par encadrement: lim 

X—+o V X 

x UE 

Inx 

X — +oo X 

Se is Fe 

NU FU 

El a. Déduire de la question que, pour tout réel 

xE]0:+œ{,Inx <2V%. 
Inx 

b. En déduire la limite en + de Dr 

El Déterminer: lim ——=0. ee 
X — + oo X 

Stratégies 

{ El Dans cette question, on utilise 

le tableau de variations d'une 

1! fonction pour en déduire une 

inégalité. C'est une stratégie très 

+ utilisée : l'analyse d'un tableau de 
1 variations permet de prouver de 

| nombreuses inégalités. 

4 Fa.0n applique le résultat 
obtenu non pas avec une valeur 

In1—1=—1. numérique, mais avec y = 7x 

b. On utilise le théorème des 
gendarmes. 

Inx c2Vx 
X X 

0 

On retrouve le résultat concernant les croissances comparées de x et Inx. 

ace re Je Anx  In(Vx ÿ 
EI Soit x un réel strictement positif, on a : = Y = 2 ne : 

vx vx vx 

San In x 5 n : 
Onaaussi: lim ——-= lim nr lim x = +oo. 

X —+oo X y —+oo X — +oo 

D'où, avec les résultats du FA, lim nice = 0.Ainsi: lim 0x _ 0. 
X — + oo X—+o V X 

[4] Éutitiser le logarithme népérien p
our étudier une su 

EXT on considère la suite (u,) définie par : 
Uo = 

u 
UNE re pour ne N. 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la 

suite (u,). 
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RENMESTRNNE 

El On pose, pour tout entier naturel n: v, = In(u,,) + 1. 
a. Montrer que la suite (v,) est géométrique. 

b. En déduire une expression de Vn, Puis une expression 

de u, en fonction de n. 

c. Déterminer la limite de u,, en +o. 



Travailpersonnelse) 

El Apparemment, la suite converge vers une limite strictement positive, aux 
alentours de 0,37. 

El 2. Soit n un entier naturel : 

Vn+1 = IM(us41) +1 = in )+ 1=- in(t)+ 1 

= = (In(u,) - 1)+1 = = (In(u)+ 1)= +. 

Donc (v,) est géométrique de raison : et de premier terme : 

v = in(e)+1 = ++ = à. 

b. Soit n un entier naturel, v, = v x{ 4} = Ex(t ) “ne PT ME TR CPE 
n 

= in(u,)+1& n(u,)=v,-1 u,=e""!.D'où u, = er" (5) Ft 

; x R 1 
c. (v,) est une suite géométrique de raison —-., elle tend donc vers 0 en +. 

: 3 noi 
lim (3x1 -1) 

n— +o 2 2 

[15 | Avec une fonction trigonométrique 

D'où : =—1.Ainsi, lim u, = e7! = + = 0,37. 
n—+o 

EI On a tracé la courbe 

| représentative de f sur 

| l'écran dela calculatrice. 

Justifier le sens de 

variation de f. 

On considère la fonction f définie sur 0; x| par: 
f(x) = In(sinx). 

El ustifier que f est bien définie sur |0 ;x|. 

El Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble 

de définition. En déduire que la courbe représentative : 

de f admet deux asymptotes que l'on précisera. 

Hsixe]0;x|,alors sinx > 0 ; donc In(sinx) existe. | 

f est bien définie sur ]0 ;x|. 

El limsinx = 0* et liminX =—, donc limin(sinx) =— oo. 
x—0 x—0 | x>0 X>0 x>0 

lim sinx = 0* et liminX =—, donc limln(sinx) =—0o. 
X—T X—0 X—T 

K ST X2>0 X>T 

La courbe de f admet deux asymptotes verticales d'équations: x = 0;x= 7x. 

NE LCOSX 
E f(x) = 

TT 
sin x 

De plus, pour tout réel x € lo ; … cosx > 0 et pour tout réel x | 2 sr, 

cos x < 0. D'où le tableau de variations de f : 

. Or, pour tout réel xe ]0;x, sinx > 0. 

ÉÉRRECAEE PET 

D En hr 
Hoide 0 ta Ju merite | *+ és In(sin _ Nr ue en 2 (5) 

D 0 ge OUT 

El On utilise la calculatrice pour 
constater que les valeurs de la suite 

semblent se stabiliser. Pour calculer 

les termes consécutifs d'une suite 

récurrente, on utilise la touche |Ans!. 

EI a. On montre que (V,) est 

géométrique en établissant une 

relation du type v,41= kv,. 

c. Si une suite géométrique non 

constante converge, c'est vers 0 : 
sa raison est, en effet, un réel q de 

lle bAlineqa=0 title im, a 
RESTE ONE EONETIIRELEE PO TIONTPONTT DC NTRRTR TT APRES PEER 

CD 
LORIE LES PAS SSL LS) 

| (Ans+el)] 
G,.3682388739 

{(Anssel)] 
4 6.3688591137 

CUITE drrti gta TH 

Stratégies 

El La fonction In est définie sur 
10 ; + |. Pour qu'une fonction du 
typex+-— In(u(x)) soit définie, il 
faut vérifier que la fonction u est 
strictement'positive. 

: FOn calcule ici des limites par 
1 composition : 

xt sinx ++ In(sinx). 

| ElOn déduit du tableau de 
« variations que f est négative sur 

10; x[. Ce résultat est immédiat 
i d'après la définition de f : 

sinx < 1etin croissante, donc 

| In(sinx)< sin1 = 0. 
SEEN 

La fonction f admet 0 comme maximum (atteint pour x — + ), donc f est négative sur son ensemble de définition. 
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S)ravailpersonnel-yaire 
Le Point 

Savoir... | Comment faire ? 

Utiliser la définition de ) Savoir que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la 

la fonction logarithme fonction exponentielle sur ]0 ; + |. 

népérien. b Si a est un réel strictement positif et b un réel, alors on a: 

e=ab=tlna. 

RPC TT TPE TT TE TT TETE CIE CECILE CE TEL ECS IPEREEEE EEE EEE CEREECEEREEECEEECCECEEECECREERCEEECEECEC EEE CCCEC ECC EECEC CCE CCECECECCCEECCCCCECECECCCEEEECEE EE EEE ES 

Résoudre des équations Utiliser les relations : 

ou des inéquations faisant 

intervenir l'exponentielle ou : 

le logarithme népérien. » pour tout réel b : In(e°) = b ; 

D pour résoudre des inéquations, utiliser la croissance stricte de la fonction In : 

si0 <a <b, alors Ina <Inb. 
mnnnonasesssnessnnseenense sense seneesensseessesssaseeseahessssnennesssensosenemenmesnnne sense se nmnnns annees en snnnnnnnns ess eenenensnnnnennetennenmenanssteneneesennnnmeneneneeneenmenesenenenent ne d: 

D pour tout réel a strictement positif : el"? = a ; 

Utiliser les propriétés On utilise les résultats du cours : : 

algébriques du logarithme pour tous réels strictement positifs x et y, pour tout entier relatif n non nul: Ë 

népérien pour simplifier des e 
expressions. Din(xy)=Inx+1ny; D inf) ——Inx; 

»'in(#)=Inx-Iny; . Din(x") = ninx. 

Connaître et exploiter la La connaissance de la courbe de la fonction In 

représentation graphique de | permet de mémoriser simplement de nombreuses 

la fonction In. propriétés : 

} In est définie et strictement croissante sur ]0 ; + | ; 

Din1 =0;inx est négatif pour 0 < x <1,Inx est 
positif pour x >1 ; 

Dine = 1; 

» l'axe des ordonnées est asymptote verticale à la courbe : lim Inx = — : 
x — 

} la tangente à la courbe en A(1; 0) a pour pente 1. 
CLECLOC CCE CCOCOCECECOOCERECCCORCOOECCOPOOOCECCOOOCECCCECOCE CREER CEECENEECCEEE PCI EC EE ER RENE EE PEU EU LUE UUE : 

Calculer des limites. On utilise les résultats : 

D liminx=+0: D lim NX _o. 
X — +o X—+o X 

=. .. In(x+1 
D lim Inx = — : B no De 
x—0 x—0 X 

Calculer des dérivées. D La dérivée de la fonction In est la fonction inverse : 

pour tout réel x de |0; + œ{[,In'(x) = L. 

} Si u est une fonction strictement positive et dérivable sur l'intervalle I, alors, 

In(u) est dérivable sur I et : 

(in(u))}= #. 
LEE EE TE TEE OCT CEE COCECCNCCONEr COCO EEE EE EEE CET PERRET ERP EEE NT ITR TITI RENTE NTI VER RÉRRÉRRRS SSSR Resp en SERRE Sons { s . Nr EC DEEE DORRPRARMATRARAR EE ne DOTE C  E EEE TT ” At as anse era 
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: M6} Dans chacun des cas suivants, indiquer par a. b. où c. l'unique bonne réponse. 

Ein6-1In4 = a.In2 b.In1,5 c. In 24 

El L'encadrement e° < 20 000 < e!° 
permet d'affirmer que : 
CECECELE ELEC TETE LT TETE LIST LES EIT LITE IT IE III ICI TITI TITI TTL ERREUR 

El Pour avoir Inx > 10}, il suffit de 

a. e° <In20000<e!° | b. 9 <In 20 000 <10 c. In9 < 20 000 < In 10 

c. environ égal à 
a. supérieur à 10° b. supérieur à 1 

choisir x : 2 X 10434 

ns En eo ne EE a RÉALIMOENRATLER 

en baucnesoution le x=1 

El e2** = 2 admet: cou ee 

7] Dans chacun des cas suivants, indiquer par a., b. ou c. l'unique bonne réponse. 

rl est . H a. f'estdéfiniesurR  |b. f'estdéfiniesurR | c. f’ est définie sur R 
f(x) = In + x). AE PT 2x par f'(x) = 2x. 

Lee OO | CNE LR INR ES 
El j est définie sur [0;+œ[ | a. f’ est définie sur b. f’ est définie c. f' est définie 
par f(x) = xinx. ]0;+ œ[ par f'(x) = 1. | sur [0 ; + | par sur 0; + | par 

F0) = Inx. FX) =1+Inx. 

E] j est définie sur R par a. f’ est définie sur R b. jf’ est définie sur R c. f' est définie sur R par 

f(x) = In(1 + e*). par f'(x) = 1. os æ | f'(x) = e*In(1 + e*). 

Æ 

Mel Déterminer si les affirmations ci-dessous sont vraies ou fausses. 

El Si u est une fonction définie sur I et strictement positive, on a, pour tout x de I: In(u(x)) > 0. 

El Si u est une fonction définie sur I et strictement positive, la fonction In(u) a les mêmes variations que u. 

El Si u est une fonction définie sur I, l'écriture In(— u) ne peut pas avoir de sens. 

El Pour tout réel k,ona lim (Inx— kx) = —0. 
X — + oo 

Miel Déterminer si les affirmations ci-dessous sont vraies ou fausses. 

El Pour tout réela,onae*=a&x=lna. 

El Pour tout réel a, l'équation Inx = a a une unique solution sur |0 ; + |. 

Eli 4 > 0, la fonction définie sur ]0 ; + | par f(x) = In(kx) est dérivable sur [0 ;+ œ[ et f'(x) = +. 

EI Si k > 0 et siu est strictement positive et dérivable sur I, alors les fonctions In (u) et In(ku) ont la même dérivée 

sur [. 
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Fonction réciproque 
de la fonction exponentielle 

+ NP ET PEER EE y “ TTL TT bn se. . 

Bol vraioutaux? 
DU SPREUSSS ux affirmations ci-dessous. 

ie oi ei + r. 
El Pour tout réel x, In(e*)= x. s2%1 

| AE NX dés + à ; {El Pour tout réel x, el” Es de PSE TLIÈE 

Pour tout réelxIn(e-*) < 0. MENT TITeS 
LR AE D ee 
La Pour tout réel stictement OSitifx, Ex 0 

Sent DOUX Ge nn HPourtoutréels stic eme nt positi tif x, e? Le 2x. : fr 

D 21 Calculer les réels suivants : 

a = In(e?): In(e-?); 
c= ee d = e”1n3 ; 

e = e?"7; F= e 22, 

22 f Résoudre dans KR les équations suivantes : 

a.inx =3; b.2Inx+6=0; 

c 1—4inx=Inx-9; d. (InxŸ = 1. 

123 | Résoudre dans R les équations suivantes : 

a.e*=4; b. 5e*+2=8; 

ce*—-2=0 d.e*—3=2e*—1. 

(ZE Résoudre dans R les équations suivantes après 

avoir déterminé l'ensemble de définition : 

a. INC 2)=1In2; b.In(2x=5)=1" 

cAln(1=x)=8; d. In(3x+8)= Inx. 

29 | Résoudre dans KR les équations suivantes après 
avoir déterminé l'ensemble de définition : 

a.In(x+1)+1Inx= 0; 

b. In(x2 +1) = Inx; 

cin(3 -x)XIn(x+1)=0; 

d.in(5x—6)—21Inx= 0. 

/ 26 | Résoudre dans R les équations suivantes : 

a. In(e*+1)=1In2; b. In(2e* + 1) = 1; 

cer = y = > d. exe y, 
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> Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

Le 

: FA Résoudre dans R les équations suivantes : 

A6 3. b. 46% !=1; 

c 24e? * = 10. 

PAS} El Résoudre dans R l'équation X2 — 3X +2 = O. 

Fi En déduire les solutions dans R des équations sui- 

vantes : 

a. (nxŸ —3Inx+2=0; be*—3e*+2=0. 

El Résoudre dans R l'équation X? — 6 = 0. 

El En déduire les solutions dans R des équations suivantes : 

a. (InxŸ —-6=0; b.e*—6= 0. 

Variations et limites 

© 

APOUFAUX 

D TS 

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 
{El La fonction logarithme népérien est croissante sur R. 

DER RD LC. . 

Bimnx=0. + NES 

à P0 00 à  ÉT
TS 

es RE 

soi S AA RAS En à  — 

(a) lim Inx =+oo.
 ETES 

rs gén a rer L'ÉFSNTCAT À 

_E Résoudre dans R les inéquations suivantes : 

a.Inx < 1; b. 2Inx >In3 ; 

c 4Inx+62>0; d. 31nx—4<Inx. 

, 32 Résoudre dans R les inéquations suivantes après 

avoir déterminé l'ensemble de définition : 

a.in(x+1)<0; b.In(x—2)>Inx :; 

C2 -x) T0 

| « ET Déterminer les limites suivantes : 
_ 

a. lim In(x2 +2); b. 
X — + oo 

ut en |: 
Re xX=b2 

2 | Y 
lim in } 
X— +o X = 5 

34 | Déterminer les limites suivantes : 

: +e * | | aie”). 
im. In( 2x+1 J' 

d. lim In(1-x). 
Luc S! 

c lim In(e* +3); d. 
MI CQ 

a. lim In(x2+3x+7): b. 
X — + oo 

c. limin(sin x) ; 
'x—0 

x>0 



[85] QCM Dans chacun des cas suivants, préciser 
par a. b. ou c. l'unique bonne réponse. 

El L'expression In(— x) : 
a. est égale à —Inx. 

b. est une écriture impossible. 
c. est définie pour x < 0. 

El L'expression In(x2) : 
a. peut être négative. 

b. est égale à 21nx pour tout réel x. 

c. est égale à (InxŸ pour tout réel strictement positif x. 

El L'expression — In(— x) avec x strictement négatif : 

a. désigne un réel négatif. 

b. est égale à in(- ET 

c. est une écriture impossible. 

: 1 À 
E] Le réel in(L). où x>e: 

a. est supérieur à 1. 

b. est inférieur à —1. 

c. est compris entre — 1 et 0. 

l [86] vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

El Pour tout réel strictement positif x: In 5 UE 

El Pour tous réels strictement positifs a et b: 

InaXInb = In(a+b). 

El Pour tout réel strictement positif x : 

In(x2) = 21nx. 

E] Pour tout réel strictement positif x : 

In x = x : 

[37] EAU Vrai ou faux ? 
Préciser si chacune des affirmations suivantes est vraie 

ou fausse, en justifiant. 

El Pour tout réel strictement positif x : 

In(2x) = In2 +Inx. 

Fil existe un réel x tel que In(2x) = Inx. 

El Pour tout réel strictement positif x : 

In(2x) >1Inx. 

E] Pour tout réel x>e,onalnx 21. 

El existe un réel x tel que In(2 + x) = In2. 
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D Propriétés algébriques 

[gel Vrai ou faux ? 
Indiquer si les égalités suivantes sont vraies ou fausses. 

Eine = 1. ÆIn6 = In3 +In2. 

Ein4 = (In2}. Hin(+) = In5 —In3. 

Ein(+)=1-In2. Hin2—in3 =2n4/<. 

ime chacun des nombres suivants en 
fonction de In 2 et/ou de In3 : 

b=In8 ; c=9; 

e =In(2Ve);  =n(2). 

a=in12; 

d= inf): 

M soimer chacun des nombres suivants en 
fonction de In 2 et/ou de In5 : 

a = In 100 ; b=In(-); cn); 

dose); he n(YS); fi =in( 32) 

41 Exprimer chacun des nombres suivants en 

fonction de In x, où x est un réel strictement positif : 

a=h@);  b=m(£); <=); 

d = In(ex); e={ A f =). 

1 Exprimer chacun des nombres suivants sous la 

forme In A, où A est un réel strictement positif : 

a=in4tins; = n6= mn; 

e=—+in3—In5 ; d=21n6; 

ein 2al f =3in5 +=. 

[43 Reprendre l'énoncé de l'exercice 42. 

d=SIn2-2n2 b=—21n3 ; 

€ = In45 —In9 : d=4in2-—+; 
ar ; Le e== {ns +in3); HER nS: 

[al Reprendre l'énoncé de l'exercice 42. 

a=3+ln2: b=—In3-In7; 

à PJ er d=2n(+) 2 : 

f =2+21ns. 

c=Iin6—-2; 

= In2 ns 



5) Exercices d'application 

[45| Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

El La fonction logarithme népérien est croissante sur 

]0 Pme [. 

Ain1=0o. 

El La fonction logarithme népérien est positive sur 

10 BE œ|. 

El In'(x) = 

HSio<x<1,alorsinx < 0. 

[46! Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai où faux aux affirmations ci-dessous. 

de M. 

El L'équation In x = —1 n'a pas de solution dans R. 

FA Les réels x qui vérifient In x > 1 sont supérieurs à e. 

El In(x — 1) existe pour tout réel x strictement positif. 

E L'inéquation In x < 0 a pour solutions tous les réels 

inférieurs ou égaux à 1. 

[47 Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El Pour tout réel x < 0, in(-—+) =— In(—x). 

Hinx>-1=x>-e. 

El In (In 2) est un réel positif. 

Eine + x) = 1 +Inx. 

[4el Vrai ou faux ? 
Dans chaque cas, on suppose que l'on se place sur un 

intervalle, où la fonction f est dérivable. 

Préciser si les affirmations sont vraies ou fausses. 

a. Si f(x) = In(4x— 1), alors f(x) = = 1: 

b. Si f(x) = In(x2), alors f(x) = 

c. Si f(x) = In(3x2 + x + 1), alors : 
fL0 7 6x +1 ; 

In(3x2 +x+1) 

d. Si f(x) = In(x + 2x2), alors : f'(x) = rl 
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| [4e oc 
Choisir l'affirmation correcte. 

E f(x) = n(1+x+x): 

a. f(x) = arme à 

b. (x) = es 

SC) 

E f(x) = In(e* + e*) : 
1 

FC 

” e* 
b. f'(x) = 1 Le*" 

; ee 
TOP er 

50 El Résoudre dans R les équations suivantes : 

2 RAT a. (Inx) nf )= t-; 

b. (Inx) + 31nx = 0. 

El Montrer que l'équation e* — 5e* +7 = 0 n'admet 
aucune solution dans R. 

El La probabilité d'obtenir au moins un 6 lorsqu'on 
lance fois un dé équilibré est égale à : 

n 5 
Bi (5) 

Déterminer le nombre minimal de lancers pour que l'on 

ait P, 2 0,99. 

On considère la fonction f définie sur ]0 ; + | 
par : 

FO = Inx—(Inx}. 

EI Déterminer les limites de f en 0 et en +o. 

El Calculer f'(x). 

El a. Résoudre l'inéquation 1 — 2Inx > 0. 
b. En déduire le signe de la dérivée de jf, puis dresser le 

tableau de variations de cette fonction. 

EI Tracer la courbe représentative de / dans un repère 
orthonormé. 

E Déterminer en fonction du réel k le nombre de solu- 

tions de l'équation f(x) = k. 



AC... salle informatique d'un établisse- 

ment scolaire est équipée de vingt-cinq ordinateurs 

dont trois sont défectueux. On prélève au hasard deux 

ordinateurs de cette salle. On suppose que tous les ordi- 

nateurs ont la même probabilité d'être choisis. 

El Quelle est la probabilité que ces deux ordinateurs 

soient défectueux ? 

El Dans cette question, on admet que la durée de vie 

d'un ordinateur est indépendante de celle des autres et 

que la probabilité qu'un ordinateur ait une durée de vie 

supérieure à 5 ans est de 0,4. 

Quel nombre minimal d'ordinateurs doit-on choisir 
pour que la probabilité de l'événement « l'un au moins 

d'entre eux a une durée de vie supérieure à 5 ans » soit 

supérieure à 0,999 ? 

cuir la dérivée de chacune des fonctions 

suivantes sur l'intervalle I indiqué. 

DH /:x xinx;1=1]0;+o. 

Ej:x- =] t cl. 
nx 

Ej:x (InxŸ :1=7]0;+ of. 

A:xr InxX sinx ; I = ]0;+o. 

E On considère la fonction f définie sur |0 ; + | 
par : 

fx) = (Inx}. 

El Déterminer les limites de f en 0 eten +oo. 

El Calculer f(x), trouver son signe, puis dresser le 

tableau de variations de f. 

El Démontrer que pour tout réel k>0, l'équation 

f(x) = k admet deux solutions. 

El Exprimer en fonction de k les solutions de cette équa- 

tion. 

E) Étudier une fonction avec 

un logiciel 
On considère la fonction f définie sur R par : 

fH)=N(Vxe+x+1). 

El Expliquer quelles sont les questions auxquelles on a 

répondu ci-dessous en utilisant un logiciel de calcul for- 

mel ? 

rorsinnssanoe2t } j 

: c 

RENTREE RETENIR PIERRE 

F1 Faire les calculs permettant de valider ces réponses. 

ElLa courbe représentative ci-dessous, obtenue avec 

la calculatrice, est-elle en cohérence avec les résultats 

trouvés ? 

EF. placement dans 

une banque rapporte 3 % 
par an en intérêts composés, 

c'est-à-dire, en fin de chaque 

année, les intérêts s'ajoutent 

au capital et rapportent à 

leur tour des intérêts les | —— 

années suivantes. Ë CE XÉES 

EX On place un capital de 1 000 euros. Au bout de com- 

bien d'années aura-t-il doublé ? 

EI à. Même question avec un capital de 2 000 euros. 

Que remarque-t-on ? Démontrer cette remarque. 

b. Démontrer le résultat précédent dans le cas général. - 

El Établir une formule donnant, en fonction du taux 

de placement, le nombre d'années nécessaires pour le 

capital double. 
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FE On considère la fonction f définie par : 

He 
EI Déterminer le domaine de définition de f. 

El Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble 
de définition. En déduire que la courbe représentative 

de f admet deux asymptotes. Préciser leurs équations. 

El Calculer f(x), puis dresser le tableau de variations 
de f. 

FE El On considère la fonction g définie sur |0 ; + œ| 
2. 2 

par: gx} mx 

On donne ci-dessous le tableau de variations de g. 
me 

Démontrer toutes les propriétés de g regroupées dans 

ce tableau. 

El Soit f la fonction définie sur |0 ; + «| par: 

5inx j 6) = 5inx 
Démontrer que f(x) = . où x, est la valeur présente 

0 

dans le tableau ci-dessus. 

[60! = 

]J0;+[ par f,(x)= alnx, où a désigne un réel 
strictement positif. 

Dans un repère orthogonal, on trace la droite ® 

On considère la fonction fa définie sur 

7e : 1 z : 
d'équation y = x et €, la courbe représentative de 

Ja. 

Le but de cet exercice est de trouver s’il existe une 

valeur de a pour laquelle la courbe représentative 

de f admet la droite D comme tangente et de calcu- 

ler les coordonnées du point de contact. 

El À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 

créer un curseur et conjecturer une valeur approchée 
de a. 
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Quelles semblent être les coordonnées du point de 

contact ? Voir la fiche Geogebra. 

El Montrer que €, est tangente à ® en M(x; Yo) si, et 

seulement si : 
Cl 

X0 2 

alnx, — a = 0. 

El Calculer a, puis les coordonnées de M. 

Ces résultats sont-ils cohérents avec ceux conjecturés à 

la question El ? 

E Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe 

représentative d'une fonction f définie sur ]0; + | 
par : 

f(x) = (ax + b)lnx, 

où a et b sont deux réels donnés. La courbe passe 

par les points A(1; 0) et B(3;0). 
La tangente à la courbe au point d'abscisse 1 coupe l'axe 

des ordonnées au point d'ordonnée 2. 

Calculer a et b. 

Dans les exercices 62 à 64, déterminer la fonction 

dérivée de f sur un intervalle I donné. 

@.0-n6x-11=|4:+0f; 

b. f(x) =InG2+x+1):T=R ; 

c. f(x) = nf): Jo:+ œo| ; 

d. f(x) =(x+1)In(2-x);1=1]-;21. 

0 - In(inx) ;1= ]1;+o 

b. f(x) =In(x);1=7]0;+ |; 

c. f(x) = In(e*+1);1=R; 

d. f(x) = In(sinx);1=7]0;x|. 

[641 a. f(x) =In(+e*):I1=R. 

b. f(x) = In(cosx) ; I = st 

c f(x) = In(xx);1=1]0;+ oo. 



CÉX On considère une suite géométrique (u,) de 

premier terme up = + et de raison q = 1,2. 

El Démontrer que cette suite est croissante. 

El Pour quelles valeurs de n a-t-on u,, > 100 ? 

Fleur de Galaxie en forme 

tournesol. de spirale logarithmique. 

La fonction logarithme népérien permet de modéliser 

mathématiquement des objets de tailles et de nature 

aussi différentes que les fleurs de tournesol et les galaxies. 

[66] Vrai ou faux ? 
El La fonction f définie sur ]0 ; + o[ par f(x) =Inyx 
est croissante sur son intervalle de définition. 

El Lafonction f définie sur |— æ ; 0[ par f(x) = In(—x) 
est croissante sur son intervalle de définition. 

El La fonction f définie sur ]—  ; 2| par: 

f(x) = In(-2x +4) 
est décroissante sur son intervalle de définition. 

E 3) Question ouverte 
On considère la fonction f définie sur |0 ; + œ| par: 

f(x) = in Ee 1 

El Tracer la courbe représentative de f. Conjecturer le 

| signe de f(x). 

: El Démontrer la conjecture. 

D Croissance comparée 
; (68! vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations 

suivantes : 

a. lim (Inx-x)=0; 
X — + oo 

2 
b. lim 1x = 02 

X — + oo X 

c lim (InxŸ —x2 =; 
X — + oo 

+ 

d. lim À ! = + oo. 
X — +o Inx 

Vrai ou faux ?_ 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies où 

fausses. 

a. lim InxXe*=+; 
X — + oo 

b. lim (Inx-x—1);=- 
X — + oo 

Inx 1) im (+ — |, 

ALL X x+1 

4 El Calculer les limites suivantes : 

x+inx a. me 
b. lim (Inx-x+1); 

X—+o 

ae Inxes 

X— +o 2x É jé 

: x 
LATTES 
e. lim n(L) 
ne X 

EÀ l'aide du logiciel Xcas, utiliser l'instruction 

limit(f(X),x,+/-infinity) pour valider chacune des réponses 

du EI. 
Exemple : 

f(xh=(xrin(x)} {2x} 

xX+In X) 

2 4X 

imit{f00.x,+infinity) 

+ 
2 

Voir la fiche Logiciel Xcas. 
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EX On sait d'après le cours que : 
ox 
in 10; 

X — + oo X 

Utiliser ce résultat pour calculer les limites suivantes : 

.  Inx k EE 
alim; b. lim nn 

x— +0 V X x +0 In V X 
2 

ns ._ In(x) 
Aime d. lim è 

x—+o X X — + oo 

F1 Vérifier les réponses à l’aide d’un logiciel de calcul 

formel. Voir les fiches Logiciel. 

LL On cherche à calculer lim + 
x=+o (Inx) 

(InxŸ 
On pose Inx = X.Exprimer en fonction de X. 

Calculer la limite demandée. 

LEE Calculs de limites 
On sait d'après le cours que lim x = 0. 

X — + oo 

El Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1,on a: 

Inx 
n 

lim = 0. 
X—+o X 

F1 En posant X — L, démontrer que, pour tout entier 

naturel n > 1, limx”Inx = 0. 
x —0 

El Calculer les limites suivantes : 

a. lim (Inx-x2+1); 
X — + oo 

b. lim (Inx-x+x2—-x+3); 
X — + oo 

c. lim (x2—2x)Inx. 
x—0 

IL Calculer les limites suivantes : 

a. lim Te b. lim (e*—Inx); € lim InxXe*. 
X = +o INX X = + co X — + oo 

= On considère la fonction f définie sur 

10 ; + o[ par f(x) = Inx — 1 — x. 

El Calculer la limite de f en 0. 

El On a calculé la limite de f en + à l’aide d’un logi- 
ciel de calcul formel : 

Bllimit(f0c).xHnfinity) 

Justifier le résultat proposé par le logiciel. 

bamrmsennens 

El Démontrer que la fonction f ne prend que des 

valeurs strictement négatives. 
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AD On considère la 
fonction f définie sur 

]0 ; + | par: 
f(x) = InxÆ4x=2; 

El Déterminer les limites 
de f enOeten +o. 

El Calculer f'(x), puis 

dresser le tableau de 

variations de f. 

El Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 
tion unique a sur |0 ; + |. 

E1 Démontrer que 1,557 < a <1,558. 

ZE On considère la fonction f définie sur |—1; + 
par : 

1b)=x= AE) 

El Déterminer les limites de f aux bornes de son 

ensemble définition. 

El Étudier les variations de f et tracer sa courbe repré- 

sentative dans un repère. 

El Déterminer le signe de f sur |—-1; + œ|. 

EJ a. Utilisant le signe de f, justifier que pour tout entier 

naturel n, in (1 ne . < 2e 
n n 

b. En déduire que pour tout entier naturel n non nul : 
1 n 

( an = <e. 

78 Répondre par vrai ou faux à chacune des affirma- 
tions suivantes en justifiant chaque réponse. 

EI Si la suite (u,) est convergente, alors la suite (v,,) défi- 
nie par v, = In(u,) est convergente. 

El (u,) est une suite géométrique définie pour tout 

entier naturel n, de premier terme w, > 0 et de raison 
q> 0. 

Pour tout entier naturel n, on définit la suite (v,) par 

Vn = In(u,). Alors (v,) est arithmétique, de premier 
terme In(u,) et de raison Ingq. 

E] Pour tout entier n, n > 2, on définit la suite (u,) par: 

_ In(i+n) 
u 
" Inn 

Alors la suite (u,) converge vers 1. 

1 La suite (u,) est définie pour tout entier naturel n, 
n > 2 par: 

: kr 
Un = in } Per 

Alors la suite (u,) est divergente. 



Exercices guidés 

SALUT Logarithme népérien 
et suites 
El Soit (u,,) la suite définie par u, = 0 et pour tout entier 
naturel n : 1 

u FER. n+1 2—u, 

a. Calculer u,, u,, u;. 

b. Comparer les quatre premiers termes de la suite (u,,) 

aux quatre premiers termes de la suite (w,) définie sur 
N par: 

Wh = 

c. À l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer 

que pour tout entier naturel n, u, = w,. 

El Soit (v,) la suite définie par : 

= In n 
D eniate fois 

a. Montrer que v, + v, + v3 = —In4. 

b. Soit S, = v, + v +. + v,, où n > 0. Exprimer S, en 

fonction de n. 

Déterminer la limite de ($,) lorsque n tend vers +0. 

El c. Pour faire une démonstration par récurrence, on 

doit procéder en deux étapes : 

— initialisation : ici, on vérifie l'égalité uy = wo ; 
— nature héréditaire de la propriété : on suppose que 
pour un entier naturel n, on a u, = w, ; c'est l'hypo- 

thèse de récurrence. 

On démontre alors qu'on a, au rang suivant : 

Un+1 = Wn+i- 

[80| Un problème de distance 
Partie A - Étude du signe d’une fonction 
On désigne par f la fonction définie sur l'intervalle 

]0; + | par: FOI=X+ Alinx. 

El Déterminer le tableau de variations de la fonction f 

en précisant les limites de f en 0 et en +oo. 

El Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 
tion & et une seule dans l'intervalle ]0 ; + œ[. Détermi- 
ner une valeur approchée de & à 107? près. 

El En déduire le signe de f(x) selon les valeurs du réel 
strictement positif x. 

Partie B 

On appelle € la courbe représentative, dans un repère 

orthonormal, de la fonction définie sur l'intervalle 

]0 ; + œ[ par: g(x) = 2Inx. 

On termine le calcul du membre de droite pour aboutir 

à W+1- 

Ha. + +v= in(+) + (2) + in( +). 

b. Comme dans la question précédente, on utilise le 

fait qu'une somme de logarithmes est égale au loga- 

rithme du produit. 

On trouve que ($,) diverge. 

L'objectif de cette partie est de démontrer que, parmi 

les points de la courbe 6, il y en a un et un seul qui est 

plus proche de l'origine O que tous les autres. 

El Soient M un point de la courbe € et x son abscisse. 

Exprimer OM en fonction de x. 

El a. Soit h la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; + | 
par : 

h(x) = x + 4(InxŸ. 

Étudier les variations de la fonction h. On pourra utiliser 

la partie A. 

b. En déduire qu'il existe un unique point À de la courbe 

@ tel que pour tout point M de €, distinct de À, on ait 

OM > OA. 

El Démontrer que la droite (OA) est perpendiculaire à la 
tangente 7, à la courbe (6) au point A. 

Partie A 

F1 On applique le théorème des valeurs intermédiaires 

dans le cas d'une fonction strictement monotone. 

Partie B 

El Utiliser la formule de la distance à l'origine au repère 

orthonormal : OM= Y xf Fy 
F1 b. On traduit le résultat obtenu pour le minimum 

de h. 
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3) Avec une fonction auxiliaire 
On considère la fonction f définie sur ]0 ; + | par: 

a cinx 
COS en 

El Soit g la fonction définie sur ]0 ; + œ| par: 

g{x)=Mx+x+1. 
a. Calculer g'(x) et étudier son signe. 
b. Calculer les limites de g en 0 et + oo. 

c. Dresser le tableau de variations de g. 

d. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique 
solution a sur |0 ; + æ[. Montrer que 0,27 < a < 0,28. 

é o TR es de. 

Ma. 909) = + x 0. + PRE es. è 
= 

b.. On utilise les limites du cours de la fonction In. 

ll n tk aucune forme indéterminée. 

à ge ER nee 

d. La fonction . g est continue € et strictement croissante 
= % x 

sur ]0;+ Se rent PRÉ RAMNS 
Det lus, elle change de signe... un P à g g 

* 

Pour l'encadrement de a, on procède par balayage 
avec la calculatrice. SES 
e. Le tableau de variations deg permet de déduire s son 

signe: 
2 di | APR 

F. Te EEE z 
+ EME 

[2 La limite enOne pose pas « de problème. 
Pour la limite en he 0, qui SAME forme indéterminée, 

on peut écrire : ë 
Xinx is sd ent SEE AE Fons Joe . 

| ae ï ul Læ@ 
es L'ER : de Re ; Mie 

e. Déterminer le signe de g(x) en fonction de x. 

El Calculer les limites de f en 0 et + (on admet que 

lim xinx = 0). 
X — 

ElPour x >0, exprimer f'(x) en fonction de g(x). 

Dresser le tableau de variations de /f. 

EI Calculer l'équation réduite de la tangente à la courbe 

représentative de f au point d'abscisse 1. 

E Sur l'écran de la calculatrice, tracer la courbe 

représentative de f et la tangente en son point 

d'abscisse 1. 

g(x) 
LOTS 

| On déduit le signe de f'(x) de celui de g(x). 

: El La tangente a pour équation réduite : 

nue 
és. FR 

Exercices d'entraînement 

[82! Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations 

suivantes. 

EX Pour tout réel xe ]0; + œ[,Inx > 0. 

El La tangente à la courbe représentative de la fonction 

In au point d'abscisse 1 a pour coefficient directeur 1. 

X 

El Sur ]0 ; + œ|[,lafonction f définie par f(x) = 
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Inx E1 Pour tout réel x € ]3 ; + œ[, In(x — 3) = FES 

E Pour tout réel x € ]1; + of : 

In(x—3)-—Inx = In (1 +), 

H L'équation In(x — 1) = Inx — 1 admet pour solution 

dans l'intervalle |1; + of. 

Inx 
E lim — = 0. 

x-0LX 

lim IX 2 0. 
X — + oo 



| ES Soient les fonctions f et g définies sur 
l'intervalle |0 ; + | par: 

f(x) =Inx et g(x)=(Inx}. 

On note € et €’ les courbes représentatives de f et g 

dans un repère orthogonal. Les courbes € et €’ ont été 
tracées à l’aide de la calculatrice. 

El a. Étudier le signe de (Inx)(1 — Inx) sur |0 : + |. 
b. En déduire la position relative des deux courbes € et 
€' sur ]0 ; + œ|. 

El Pour x appartenant à [0 ; + æ{[, M est le point de € 
d’abscisse x et N est le point de €’ de même abscisse. 

a. Soit h la fonction définie sur l'intervalle |0 ; + | par : 

h(x) = f(x) — g(x). 
Étudier les variations de À sur |0 ; + œ|. 
b. En déduire que, sur l'intervalle [1; e], la valeur maxi- 
male de la distance MN est obtenue pour x = Ve. 

Quelle est la valeur de cette distance maximale ? 

o) On considère la fonction f définie sur R par: 
f(x) = e*In(1 +e*). 

On note € sa courbe représentative dans un repère 

orthogonal (0, I, J). L'unité graphique est 1 cm sur l'axe 

des abscisses, 10 cm sur l'axe des ordonnées. 

n(1+h 
El à. ROC Démontrer que im ACER =] 

— 0 

b. Déterminer la limite de f en —c. 

c. Vérifier que pour tout réel x : 

f(x) = He e *In(1 +e-*). 

Déterminer la limite de f en +oo. 

d. En déduire que la courbe € admet deux asymptotes 

que l'on précisera. 

F1 a. On considère la fonction g définie sur l'intervalle 

[0 ; + | par: 
ones à Her IE). 

Démontrer que g est strictement décroissante sur 

[o PE |. 

b. En déduire le signe de g(t) lorsque t > O. 

El Calculer f(x). En déduire le sens de variation de la 

fonction f et dresser son tableau de variations. 

E] Tracer la courbe € et ses deux asymptotes. 

>) 

ES Hi Soit / la fonction définie sur ]0 ;+ | 
par : 

f(x) = in( Æ des 

a. Déterminer les limites de la fonction f en 0 eten +. 

b. Montrer que la fonction f est strictement décrois- 

sante sur [0 ; + |. 
c. Montrer qu'il existe un unique réel & appartenant à 

]0 ; + | tel que: 

f(a) = 0. 
Déterminer une valeur approchée de a à 107 * près. 

F1 Soit g la fonction définie sur ]0 ; + œ{ par: 

1 
g(x) = in(1 nn 

La suite (u,),-\ est définie par u, = 1,5 et pour tout 
entier naturel n : 

Un+1 — g(un). 

a. Représenter la courbe € représentative de la fonction 

g et la droite d'équation y = x. 

b. Construire sur l'axe des abscisses, en laissant les traits 

de construction apparents, les cinq premiers termes de 

la suite (u,), -\- 

c. On admet que la suite (u,),-, est convergente vers 

une limite strictement positive 0. 

ce gd infr + =. 

d. Démontrer que © = «. 

Montrer que : 

as Éc Vrai ou faux ? 
Pour chaque affirmation, répondre par vrai ou faux en 

justifiant. 

Pour tout entier n non nul, on considère la fonction f, 
définie sur |—1;+ | par: 

HAE ie (HE): 

On désigne par €, la courbe représentative de f, dans 

un repère du plan. 

El Pour tout entier naturel non nul n, la courbe €, passe 
par le point A de coordonnées (1; In2). 

El La suite (u,) définie pour tout entier non nul n par 

un = fn(2) est une suite géométrique. 

El Pour tout entier naturel non nul n, 6, admet en 0 une 

tangente horizontale. 

El Pour tout entier naturel non nul n, pour tout réel 

xe[o;1]: 

41009 > 00). 
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El On a tracé la courbe € de la fonction exponentielle et 

la droite % d'équation y = x. 

On désire construire la courbe €’, symétrique de € par 

rapport à ®. 

a. Reproduire la figure. 

b. Construire avec soin la courbe €, symétrique de € 

par rapport à ©. 

F1 Soit un point M de la courbe % d'abscisse x, où x est 

un réel fixé. 

a. Quelle est l'ordonnée de M ? 

b. On appelle N le symétrique de M par rapport à %. 

c. Justifier que le milieu de [MN] se trouve sur %. 

d. Justifier que les vecteurs MN et OK sont orthogo- 

naux. 
e. Déduire des deux questions précédentes les coordon- 

nées de N. 

f. En déduire que N appartient à la courbe de la fonction 

logarithme népérien. 

GE} Quelques propriétés algébriques 
El Soient a et b des réels strictement positifs. 

a. Rappeler l'expression de In(a X b) en fonction de Ina 

etinb. 

b. En appliquant cette relation à b = _ en déduire 

que : 

(+ =—lIna à ; 

c. En déduire que : 

HE Ina—1Inb. 

El Soient un réel c strictement positif et Un entier natu- 

rel n non nul. 

a.En appliquant la relation établie au Ella. à 
b = a = Vc,en déduire que : 

In(c)= Zinc. 

b. Montrer par récurrence que : 

In(a”)= nina. 
CEE 

© Voir la 

14 CHAPITRE 5 Fonction logarithme népérien 

[89 EF) Emprunt et remboursements 
Lorsqu'on emprunte de l'argent à une banque sur une 

certaine durée, elle transmet un plan d'amortissement 

qui permet de connaître le montant de chaque mensua- 

lité à payer sur la durée du prêt. 
Si on appelle Cle capital emprunté, t le taux mensuel de 

l'intérêt et n le nombre de mois de remboursement du 

prêt, la mensualité m, hors assurance, est donnée par la 

formule : 
1240 

1-{+t)" | 

HAUTES Par exemple, un taux annuel de 6 % corres- 
0,06 
10,005; 
12 

pond à la valeur t = 

El On emprunte à la banque 5 000 € à un taux annuel de 5,4% 

sur une durée de 3 ans. Calculer le montant de la mensualité. 

El Représenter sur l'écran de la calculatrice le mon- 

tant de la mensualité du remboursement en fonction 

du nombre de mois de remboursement pour 5 000 € 

empruntés à un taux annuel de 5,4 %. 

ElOn emprunte à la banque un capital € à un taux 

annuel de 6 % sur une durée de 4 ans. Le montant de 

la mensualité s'élève à 234,85 €. Calculer le capital € 

emprunté (arrondir à l'euro près). 

EI On emprunte à la banque un capital de 6 000 € à un 

taux annuel de 4,8 %. On rembourse 112,68 € par mois. 

Quelle est la durée du prêt ? 

| 4 E Le lieu d'un point correspondant 
à un maximum 
On considère la fonction f, définie sur ]0 ; + | par: 

£0 = met a : 

où a désigne un réel quelconque. 

On appelle €, la courbe représentative de f, tracée 

dans un repère. 

Le but de cet exercice est de montrer que pour toute 
valeur de a, la fonction f admet un maximum. 

On étudiera ensuite le lieu dés points où le maximum 
est atteint pour chaque valeur de a. 

El Déterminer les limites de f, en 0 et en +0. 

El Calculer f'(x). 



El Démontrer que pour tout réel a, la fonction f, admet un 

maximum pour une valeur de x que l'on calculera. On notera 

cette valeur x,. Quelle est la valeur y, de ce maximum ? 

E1 Soit A(x, ; Ya). Exprimer y, en fonction de x,. Mon- 

trer que lorsque a varie, le point A appartient à la courbe 
représentative d'une fonction connue. Préciser laquelle. 

Population d'animaux 
Un laboratoire de recherche étudie l'évolution d'une 

population animale qui semble en voie de disparition. 

En 2000, une étude a été effectuée sur un échantillon 

de cette population dont l'effectif initial est égal à 1 000. 

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en mil- 

liers d'individus, est approché par une fonction f du 

temps t (exprimé en années à partir de l'origine 2000). 

D'après le modèle d'évolution choisi, la fonction f est 

définie sur [0 ; + œ| par: 

f(t)= exp(3 + kexp(L) 

où k est une constante. 

El Calculer k. 

F1 Démontrer que f est décroissante sur l'intervalle 

[o 23€ œ|. 

El Au bout de combien d'années, selon ce modèle, la 

taille de l'échantillon serait-elle inférieure à à 20 individus ? ? 

T tortue Luth est en voie de Hspastoi, 

- Une famille de fonctions 
On considère la fonction f, définie sur ]0 ; + | par: 

1+ninx 0 ee no de 
où n désigne un entier naturel non nul. On appelle ‘€, 

la courbe représentative de f, tracée dans un repère 

orthonormé. 

El Déterminer les limites de /, en 0 et en + co. 

2 0nInx 
El Montrer que f(x) = MANUST + El 

El Dresser le tableau de variations de la fonction /,. 

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, cette 

fonction admet un maximum en un réel a, > 0. 

E1 Calculer la valeur de ce maximum b,. 

EH À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 
tracer les courbes représentatives des fonctions jf, pour 

1 <n< 30. On utilisera un curseur et le mode « trace 

activée » pour les différentes courbes. 

Conjecturer les limites des suites (a,) et (b,). 
Vérifier que toutes les courbes €, passent par un point 

fixe dont on déterminera les coordonnées. 

Voir la fiche Geogebra. 

FE Déterminer, par le calcul, les coordonnées du point 

fixe par lequel passent toutes les courbes 6,.. 

Calculer les limites des suites (a,) et (b,). 

Une suite qui converge vers In2 
On considère la suite (u,) définie pour tout entier natu- 

1 1 1 
: en + ar he rel non nul n par: u, 1 Rs) DAC 

El Calculer u,, u;, 3, Ua. 

F1 Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n: 
1 

2(n+1)(2n+1)° 
En déduire le sens de variation de cette suite. 

El a. Soit / la fonction définie sur ]0 ; + >| par: 

f(x) =Inx= (xt); 
Étudier les variations de f et montrer que pour tout réel 

x>0,Inx<x—1. 

b. En utilisant le changement de \ variable X = —- x dans 

Un+1 Un — 

l'inégalité précédente, montrer que pour tout ar XP 20 

1 
Le m7 < Inx. 

c. Déduire des deux questions précédentes que pour 

tout entier naturel non nul p: 

enr) t 
pEl P P 

EI n désigne un entier naturel non nul. 

a. Écrire l'encadrement du El c. pour toutes les valeurs 

de p allant de n à 2n — 1. 

b. En additionnant membre à membre les inégalités obte- 

nues, démontrer que, pour tout entier naturel non nul n: 

1 
< In2 <u, + Dn- 

c. En déduire un encadrement de In2 — u, et prouver 

que la suite (u,) converge vers In 2. 
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[94 3 Deux tangentes sécantes 
On considère un réel a strictement positif et la fonc- 

tion f définie sur R par: f(x) = In(ax? +1). 

El Calculer les limites de f en — et +0. 

F1 Démontrer que f est une fonction paire. 

El Démontrer que f est croissante sur [0 ; + |. 
En déduire le tableau de variations de f. 

El On appelle ‘6, la courbe représentative de f tracée 

dans un repère orthonormé. 

On considère les points À et B de 6; d'abscisses respec- 

tives 1 et — 1, puis on trace les tangentes 7, et 7, à 6; 
passant respectivement par À et B. Ces deux tangentes 

se coupent en M (voir dessin ci-dessous). 

LRYE Lo) 

À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, créer 

un curseur a, avec des valeurs allant de 0 à 20 pour un 

pas de 0,1. Tracer la courbe et les deux tangentes, puis, 

avec la fonction «animer » du logiciel, conjecturer la 

position du point M. 

Voir la fiche Geogebra. 
Ce point semble-t-il avoir une ordonnée minimale 

lorsque a varie ? Pour quelle valeur de a cette ordonnée 

minimale semble-t-elle atteinte ? 

Validation des conjectures 

El Position de M 
a. Déterminer les équations réduites des tangentes T, 

et Te. 

b. Démontrer que ces deux tangentes se coupent sur 

l'axe des ordonnées. 

c. Montrer que les coordonnées du point M sont : 

M(0;in(a + D 

El Ordonnée minimale de M 
On considère la fonction g définie sur ]0 ; + | par: 

2x 
g(x) = In(x + (image 

a. Calculer g'(x) et étudier son signe. 
b. Démontrer que g admet un minimum lorsque x = 1. 

c. Quelle est l'ordonnée minimale de M lorsque a varie 

dans |0 ; + œ| ? 
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| Dos = Une famille de fonctions 
On considère un réel a strictement positif et la fonction 

{ définie par : 
In(ax + 1) fax) = ET. 

On nomme €, sa courbe représentative dans un repère 

orthogonal. 
Le but de ce problème est de déterminer l'ensemble 

de définition de la fonction f,,, son sens de variation 
et d'étudier le comportement de cette fonction pour 

x = 0. 

El À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, 

conjecturer l'ensemble de définition de la fonction f, et 

son sens de variations. On pourra créer un curseur a avec 
un pas de 0,5 et activer la trace de €, pour avoir plusieurs 

courbes à l'écran. 

La fonction est-elle définie en 0 ? 

El Quel est le domaine de définition de f, ? 

ElCette fonction est-elle continue sur l'intervalle 
1 Fr 

Calculer lim fa(x) (on pourra poser ax = X). 

Quelle valeur doit-on donner à f,(0) pour que f, soit 

continue sur É _ Aa æ| ? Vérifier sur le graphique. 

E] Calculer les limites de f, en + et en +0. 

En déduire l'existence de deux asymptotes à €, 

El a. Montrer que : 

fax) = 

b. On considère la fonction g, définie sur|- JL + | 

par : 

ax—(ax+1)in(ax+1) 
x? (ax +1) 

Ja(x) = ax — (ax +1)In(ax+1), 
où a est strictement positif. 

» Calculer g’,(x) et déterminer son signe en fonction de x. 

bPEn déduire que pour tout réel xe Le L : + 00 

Ga(X) 0. 
D Conclure sur le sens de variation de f,. 

, 



Maths et chimie } 
Elie pH | 

|_Le pH en phase aqueuse au quotidien | 
Substance PH approximatif 

Drainage minier acide < 1,0 

Acide d'une batterie <1,0 

Acide gastrique 

Jus de citron 

Cola 

Vinaigre 

Jus d'orange ou de pomme 

Bière 

Café 

Thé 

Pluie acide 

Lait 

Eau pure 
Salive humaine 

Sang 

Eau de mer 

Savon CAE 

Chaux 

En 1893, le chimiste danois Soren Sorensen travaille sur 

les effets des concentrations de quelques ions sur des 

protéines et remarque l'importance des ions hydro- 

gène. Il décide d'introduire le concept de pH et définit 

l'acidité d'une solution en fonction de la concentration 

(exprimée en moles par litre) en ions hydrogène, Hx, par 

la formule : 

pH =— log[H*] 
(où log désigne le logarithme décimal). 

EI Une solution est dite neutre lorsque son pH est égal 

à 7. Calculer la concentration en ions H+ d’une solution 

neutre. 

El Une solution est dite acide lorsque son pH est infé- 

rieur à 7. Que peut-on dire de la concentration en H+ 

d'une solution acide ? 

El Toute solution dont le pH est supérieur à 7 est appelée 

une base. La concentration en ions H+ d'une solution 

d'ammoniaque est 3 X 10°? mole par litre. 
Calculer le pH de cette solution. Cette solution 

d'ammoniaque est-elle basique ? 

El Un chimiste affirme que lorsque la concentration en 

ions H+ augmente, le pH diminue. Est-ce vrai ? Justifier. 

>) 

E1 EF) Résolution approchée 

d'une équation à l'aide d'une suite 
On considère l'équation notée (E) : 

Inx =— x. 

Le but de l'exercice est de prouver que l'équation (E) 

admet une solution unique notée « appartenant à 

l'intervalle ]0 ; + | et d'utiliser une suite conver- 

gente pour en obtenir un encadrement. 

Partie A - Existence et unicité de la solution 
On considère la fonction f définie sur l'intervalle 
]0;+ | par: 

FX) = x HUNX, 

a. Déterminer le sens de variation de la fonction f sur 

l'intervalle |0 ; + |. 
b. Démontrer que l'équation f(x) =0 admet une 

unique solution, notée «, appartenant à l'intervalle 

10 ;+ of. 
c. Vérifier D slt 

Fm de 

Partie B - rer de la solution @& 

El On considère la fonction g définie sur l'intervalle 

10 ; + | par: 
_ 4x=Inx 

g(x) a 5 : 

a. Étudier le sens de variation de la fonction g sur l'inter- 
valle ]0; +. 
b. En déduire que, pour tout nombre réel x appartenant 

re 1 s : ; 
à l'intervalle ee 4 | g(x) appartient à cet intervalle. 

c. Démontrer qu'un nombre réel x appartenant à l'inter- 

valle [0 ; + æ|[ est solution de l'équation (E) si, et seule- 
ment si, g(x) = x. 

PTS : k 1 
El On considère la suite (u,) définfe par uo = 7 et pour 

tout entier naturel n, par : 

Un+1 — g(un). 

a. En utilisant le sens de variation de la fonction g, démon- 

trer par récurrene que, pour tout entier naturel n : 
(l 

DU) SU ul 

b. En déduire que la suite (u,) converge vers «. 

El Recherche d’une valeur approchée de & 

À l’aide de la calculatrice, déterminer une valeur 

approchée de u9, arrondie à la sixième décimale. 

On admet que us, est une valeur approchée par défaut 

à 5 X 10° * près de a. 
En déduire un encadrement de æ& sous la forme 

u < a <v, où u et v sont deux décimaux écrits avec trois 

décimales. 
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Maths et pnu 

EF Demi-vie d'un élément radioactif 
Le Thorium 237 est un élément radioactif émetteur de 
rayons alpha. Lorsqu'une source radioactive de thorium 

a une masseinitiale m,, cette masse varie en fonction du 

temps selon la loi de décroissance radioactive. 

On appelle demi-vie radioactive (ou période), le temps 

mis par le thorium pour perdre la moitié de sa masse. 

Minéral contenant, entre autre, du thorium. 

Si M(t) est la masse, en gramme, de thorium, à l'instant 

ton a M(t) = me *, où t est exprimé en jours. 

El On dispose à l'instant t = O d'une source radioactive 

de thorium de masse m) = 10 fg = 1yg. Sachant que 

la demi-vie du thorium est égale à 18 jours, calculer À. 

F1 Quelle est la masse de thorium restante au bout de 

36 jours ? 

El Au bout de combien de jours le thorium aura-t-il 

perdu 90 % de sa masse ? 

El Représenter graphiquement dans un repère orthogo- 

nal la fonction masse M. Déterminer graphiquement la 

demi-vie du thorium 237. 

E Étude de suites 
Soit v = (v,), >, Une suite. On considère la suite u défi- 
nie pour tout entier naturel n par : 

u,=e "+1. 

Pour chacune des questions, quatre propositions sont 

données dont une seule est exacte. Indiquer à chaque 

fois, sans justification, la bonne réponse. 

El «& est un réel strictement positif et In désigne la fonc- 

tion logarithme népérien. 

Si v = Ina, alors: 

a.u) = Ina+l; buy = +1; 

&U=—-a+l; d.u=e ‘+1. 

EI Si v est strictement croissante, alors : 

a.u est strictement décroissante et majorée par 2 ; 

b. u est strictement croissante et minorée par 1 ; 

c. u est strictement croissante et majorée par 2 ; 

d. u est strictement décroissante et minorée par 1. 
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El Si v diverge vers +, alors: 

a. u converge vers 2 ; 
b. u diverge vers +0 ; 

c. u converge vers | ; 

d. u converge vers un réel L tel que L>1. 

EX Si v est majorée par 2, alors : 

a. u est majorée par 1 +e ? ; 
b. u est minorée par 1 +e ? ; 

c. u est majorée par 1 + e? ; 

d. u est minorée par 1 + e?. 

El Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a 

In(u,) + vn > 0. 

Lt} On considère la fonction f définie sur ]—1;+ | 
par : 

ini x) 
RU metres 
La courbe représenta- 

tive 6 de f ainsi que 

la droite  d'équation 

y = x sont données ci- 
contre. 

Partie A - Étude de certaines propriétés de la courbe @ 

El Calculer f’(x) pour tout réel x de l'intervalle ]—1;+ |. 

El Pour tout x de l'intervalle ]—1;+ {[, on pose : 

N(x) = (1 +xŸ —1+In(1 + x). 
a. Montrer que la fonction N ainsi définie est strictement 

croissante sur ]—1;+ |. À 

b. Calculer N(0). En déduire les variations de f. 
c. Vérifier la cohérence du résultat précédent avec le 

graphique ci-dessus. 

El Calculer les coordonnées du point d'intersection de la 

courbe 6 et de la droite D. 

Partie B- Étude d’une suite récurrente définie à 
partir de la fonction f 

El Démontrer que si x € [0 ; 4], alors: 

fG)el0;4]: 
El On considère la suite (u,,) définie par : 

Uo = 4 
L pour tout entier naturel n. 

Un+1 — f(u;) 

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a 

u, E[0;4]. > 
b. Étudier la monotonie de la suite (u,). 

c. Démontrer que la suite (u,) est convergente. 

On désigne par { sa limite. 

d. Utiliser la partie A pour donner la valeur de 0. 



pa «319 Résolution approchée 
‘un e équation à l'aide d'un algorithme . 

On considère la fonction f définie sur |0 ; + | par: 

CAE Inx+ 1, 

El Calculer les limites de f aux bornes de son domaine 
de définition. 

El Démontrer que f est strictement croissante sur 

Jo Dre ©) Ni 

Dresser son tableau de variations. 

El Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une solu- 
tion unique a sur |0 ; + | et montrer que : 

102 

El Tester l'algorithme suivant dans lequel on a entré : 
2 Ï 

a=1; b=2; n=6; F(x)=inx+#-1, | 
2 

Expliquer ce que fait cet algorithme. | 

L2 Population animale en voie 
d'extinction 
Un laboratoire de recherche étudie l'évolution d'une 
population animale qui semble en voie de disparition. 

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de 

cette population dont l'effectif initial est égal à mille. 

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en mil- 

liers d'individus, est approché par une fonction f du 
temps t (exprimé en années à partir de l'origine, 2000). 

Le tigre blanc est un animal en voie d'extinction. 

D'après le modèle dévolution choisi, la fonction f est 

dérivable, strictement positive sur [0 ; + æ|[ et vérifie la 
relation (E) suivante : pour tout t de [0 ; + œl, 

== (0 - n(7(0)]. 
El à. Déterminer f’(0). 
b. Démontrer l'équivalence suivante : 

une fonction f dérivable, strictement positive sur 
[0;+œ{, vérifie la relation (E) si, et seulement si, 

g = In(f) vérifie la relation (E') : 

pourtouttde[0;+œ{, g'(t)= alt) _. 

F1 Vérifier que les fonctions définies sur [0;+ | par 
É 

g(t) = 3+Ce20, où Cest un réel, vérifient la relation 

(E’). On admettra que ce sont les seules. 
a. En déduire l'expression de f en fonction de t. 

b. Déterminer la limite de f en +. 
c. D'après ce modèle, déterminer, par le calcul, au bout 

de combien d'années la population serait inférieure à 

vingt individus. 
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Revoir les outils de base 

Los Dériver avec l'exponentielle 
Calculer la dérivée de la fonction f. 

H/(x)=e**5; f(x)=xxe* 

H/0)= 2; F0) = (e'+eŸ. 

171 Étudier les variations d'une fonction 
Étudier les variations des fonctions f dont les expres- 

sions sont les suivantes sur R : 

a. f(x) = x'e* ; 

Les savoir-faire du chapitre 

Los] Utiliser le lien entre les fonctions 
exponentielle et logarithme 
EI Simplifier les expressions suivantes : 

Ce 
b. f(x) = e* +3 

a. In(ei) : b. In(e-5) ; cn 7: 

d. el(4) ; ee": fe ; 

g.In(e>**3);  h.In(e*); i. (In(e*)Ÿ. 

El Dresser le tableau de variations de la fonction f défi- 

nie sur R par: f(x) = e* — 3x. 

LA] Résoudre des équations 
et des inéquations 
EN Résoudre les équations suivantes dans R: 

a.inx = 4; b. e* — 

c.In(x+2)=4 d'et° 25 

El Résoudre les équations et inéquations suivantes dans 

R, après avoir déterminé sur quels intervalles elles sont 

définies : 

a.in(x+2)=In(3x-2); 
b.In(x+2)<In(3x— 2); 

c. In(x2—1)=In(x+1): 

d.In(x2—1) = 1In(x2+2x-3). 

LA Déterminer des limites 
Déterminer les limites suivantes : 

1 
b. lim ne ail 

d. lim (x2—1Inx). 
X — +o 

a. lim In(x2 +4); 
X — + 00 

+ proies 
x—0 X 
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Utiliser les propriétés de la fonction 
logarithme népérien 
Exprimer les expressions ci-dessous en fonction de 

In(3). 

Ein(9). 

Æin(6)-—1In(2). 

Ein(24)- 31n(2). 

Étudier les variations d'une fonction 
Étudier les variations des fonctions f suivantes sur 

10 ; + | : 

a. f(x) = x? +iInx; 

« f(= 0x; d. f(x) = 
MALTE PART RL li | 

» Attention à: . 

D être attentif aux valeurs de x pour lesquelles Ë 

l'expression étudiée existe ; | 

D bien connaître la fonction exponentielle et ses liens 

avec cla fonction logarithme. 
AR US D ue 

b. f(x) = xinx ; 

In(x2 + 2). 

rer nn 

Approfondissement 

[no Séismes : loi de Gutenberg-Richter 
La force d'un séisme est déterminée par sa « magni- 

tude », M. En 1949, Beno Gutenberg et Charles F. Richter 

établissent une loi reliant le nombre N(M) de séismes 
de magnitude supérieure c ou égale à M, et la magnitude 
M par la loi : 

log(N(M)) = a — bM, 
où log désigne la fonction logarithme décimal. 

On a effectué les relevés de magnitude des séismes pour 

la Californie du Sud sur un papier semi-logarithmique. 

103 

102 

101 
100 _— 

Sands LM ZE E 

El En quoi la forme de la courbe permet-elle de valider 
là loi énoncée ? 

El Déterminer une valeur approchée de a et b. 



Loi de Benford 
En 1881, l'astronome Simon Newcomb remarque que les 

tables de logarithmes utilisées sont généralement plus 

usées dans leurs premières pages que leurs dernières, ce 

qui semblerait indiquer que lorsque les utilisateurs ont 

besoin de chercher un nombre dans la table, son premier 

chiffre significatif non nul est plus souvent 1 que 2, plus 

souvent 2 que 3, et ainsi de suite jusqu'à 9. Cette remarque 

est reprise et développée au xxe siècle par Frank Benford 

qui s'aperçoit, en compilant des milliers de données chif- 

frées, que la répartition des premiers chiffres significatifs 

non nuls est DR PAvement la suivante : 
ne 

| | Î 

D nt 
D ar D PE DEN 1 
0,20 +n6 | | 

| 2 En | 
0,157 7 01249 hd 

+ AR RO LE ea 
x 

0 :; Ru 

El a. Vérifier que le lien entre la fréquence observée f 
et le premier chiffre non nul d'est de la forme : 

1 
f=A in(1 Ar ni 

b. Comparer la valeur trouvée pour À avec n10 - 

F1 La loi de Benford est utilisée pour lutter contre la 

fraude fiscale en détectant les fausses déclarations. 

Indiquer la manière dont elle peut être utilisée. 

4 Des équations fonctionnelles 
EL On s'intéresse aux fonctions f définies et continues 

sur |0 ; + æ|[ et qui vérifient : 
pour tous réels strictement positifs x et y, 

f(xXy)= f(x) +7(y) (E): 
Montrer que les fonctions définies sur ]0;+{ par 

f(x) = kinx, où k est un réel, sont des fonctions qui 
vérifient (E).On admet que ce sont les seules. 

F1 Déterminer les fonctions g définies et continues sur 

10 ; + | et qui vérifient : 
pour tous réels strictement positifs x et y, 

g(xXy) = xg(y)+ yg(x). 
2), (On pourra poser f(x) = 

Vers le Supérieur 

[BTS Comptabilité - Gestion 
Une entreprise de loisirs possède 60 bateaux et les loue 

à la semaine. Le coût de fonctionnement hebdomadaire 

C(q), exprimé en milliers d'euros, correspondant à la 

location d'un nombre q de bateaux est donné par : 

C(q) = 15 + 2q — 40In(0,1q + 1). 

El a. Calculer C(10) et C(20). Le coût de fonctionne- 
ment hebdomadaire est-il proportionnel au nombre de 

bateaux loués ? 
b.On considère la fonction définie sur l'intervalle 

[0 ; 60] par f(x) = 15 + 2x — 40In(0,1x + 1). 

El a. Étudier les variations de f sur [0 ; 60]. 
b. En déduire le coût de fonctionnement hebdomadaire 
minimal. 

El Chaque bateau est loué 3 000 euros la semaine. 
a. Montrer que le bilan financier hebdomadaire, B(q), 
en milliers d'euros, correspondant à la location d'un 

nombre q de bateaux, est donné par : 

B(q) = q + 401n(0,1q + 1)— 15. 

b. À l’aide de la calculatrice, déterminer à partir de 

quelle valeur le bilan est positif. 

LEZ On considère dans un repère orthonormé d'origine 
Ola courbe représentative @ de la fonction In et un point 
A appartenant à @ d'abscisse a (a > 0). 
On cherche la position du point À pour que le segment 

[OA] soit perpendiculaire à la tangente T à € en A. 

El à. Montrer qu'une équation cartésienne de T est : 

1 no jy il Se 10: pie 1+Ina=0 

b. En déduire un vecteur directeur Ÿ de la tangenteT. 

F1 Montrer que OÂ et Ÿ sont orthogonaux si, et seule- 

ment si, a? +Ina = 0. 

ElOn considère la fonction f définie sur ]0 ; + «| par 
FO) = x +Inx. 
a. Montrer que f est strictement croissante sur [0 ; + o [. 

b. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet sur ]0 ; + | 
une solution unique . 

c. Déduire des questions précédéntes les coordonnées 

du point À répondant au problème, en arrondissant au 

millième. 

“5 RS: | | | É | 

5 
| 
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Fonctions de même dérivée 

M Déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

ee 

brie — In[(x —1}] 

EX La fonction ani pour 

xÆ£1parxr- a É 

dérivée de : 

FA La fonction définie sur R par 

x > 3x? — 2x est la dérivée de : 

est la 
ra 

—X2lb.xr> (x—2)(x2+x+2) lc. 
+ 

a.xr> (Inx) |b.xr+ In(Inx) cxr+> In(21nx) 

c Lyer XE 3 

EX La fonction définie sur |1; + | 

est la dérivée de : 
1 

AE ee 
p xiInx 

EX La fonction définie sur R par 

x+> xe * est la dérivée de : 
axr> xe* |bxr> LE 

2e 

: Bb) Dérivées : vrai ou faux ? 
D Répondre par vrai ou par faux aux affirmations suivantes : 

EX Si j est continue sur l'intervalle L alors elle est dérivable sur I. 

F1 Si j est dérivable sur l'intervalle I, alors elle est continue sur I. 

El Si les fonctions f et g dérivables sur l'intervalle I vérifient f’= g', alors f =g. + 

) Évaluation d'aires 

Dans chacun des cas ci-dessous, calculer l'aire de la surface colorée ou en donner un encadrement. 

On supposera que cReqUE, carreau a pair côté 1 cm. 

En. ÉD 2 6 | | 
Trapèze qu Ellipse | Surface sous une parabole To 

D) Associer un domaine du plan et des inégalités 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé. | A A 2 

EX à. Tracer la droite d'équation y = x et la parabole d'équation y = 1 — x2. ds a | 
b. Sur le graphique du à., colorer l'ensemble des points M(x ; y) tel que : ue ap 

O<X<1 et x<y<1—x2. 

EX Sur le graphique ci-contre, caractériser l'ensemble des points M(x ; y) 
coloré, par des inégalités utilisant x et y. 
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CHAPITRE 

% cumulé 
: o - Bo É 

10 285 . % 
20 9,24 à 80 
30 1676 M 70 
40 24,46 = 
50 3324 à}, | 60 4276 L | : 
70 530 L y A 
ss te ’ F7 ll Par aumulée des ménages en %) | 

100 100,00 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 À 
É OT 

rar EE « De de Lors » qui RETTE de 

déterminer « l'indice de Gini » utilisé en économie. 

C'est le taux d'inégalité de répartition (double de 

l’aire A). 

| Des maths partout | 

Le calcul intégral permet : 

- de mesurer des grandeurs (longueur d'une courbe, 
aire, volume, flux...) ; 

- de calculer des probabilités et des statistiques : 

- de résoudre des « équations différentielles » omni- 

présentes en mathématiques et en physique (mou- 

vement, quantité d'énergie, ondes, mécanique quan- 

tique). Son utilisation est très fréquente dans le 

monde de l'industrie (automatisme, électronique). 

Au fil du temps 
UNE LONGUE HISTOIRE... 

e calcul de l'aire d’une surface a été l’un des moteurs dans la mise en place des 
| ae mathématiques. Beaucoup de grands mathématiciens se sont penchés 
sur ce problème, depuis Archimède (287 av. J.-C. - 212 av. J.-C.) qui calcula l'aire 

de la surface située sous une parabole, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) qui 

développa sa théorie des indivisibles, Gilles de Roberval (1602-1675) qui calcula l'aire 
sous une arche de cycloïde, Gottfried Leibniz (1646-1716) qui utilisa pour 

la première fois le symbole à , jusqu’à Bernhard Riemann (1826-1866) qui établit  Bonaventura Francesco Cavalieri 
une théorie aboutie du calcul intégral. mathématicien italien (1598-1647). : 

PEVAN EN TR NT TR 

AAA RAM RAA IAA AAA LISA CET NN ET NN Ne reve rrv. 
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Le plan est muni d’un repère orthonormé. On désignera par f la fonction inverse. 

On se propose d'obtenir des valeurs approchées de l'aire 54 de la surface Ÿ située 

; : D 
entre l'hyperbole # d'équation y = 

tions respectives x = 1 et x — 2. 

; À ! 1 : 
EI On partage l'intervalle [1; 2] en cinq intervalles de même amplitude 5- Puis 

on trace, en prenant appui sur la courbe %#, cinq rectangles « inférieurs » et cinq 

LEA 1 : 
rectangles « supérieurs », tous de largeur ——, comme sur la figure ci-contre. 

a. Justifier que : 

1 2 El 1 4 bre) tr) ro h)+. (+8) 
5 > 5 k — 

b. On a effectué les calculs ci-contre à l'aide du logiciel Xcas oo:= 1x ; e e Ë 

En déduire un encadrement de s4 entre deux nombres rationnels, puis un enca- F - F 
drement de 4 d'amplitude 0,1. omme(f(1+k/5), .: 0 2} 

En + FA Soit un entier n > 1. 
a. En RE la démarche précédente, montrer que : 

sfi+ ++ 2)+ PT MR ES ES 
n n 

On pose : 

ffi+ ++ 2)+ ++ fQ)+f(1+2)+ 
D n et 7, = : 

b. On propose l'algorithme ci-contre pour calculer S,,. 

Expliquer la démarche. Modifier ensuite l'algorithme de façon à ce qu'il affiche 

comme résultat final 5, et T,.. 

fQ = 10) « 
D FN 

d. Pour quelles valeurs de n les RATE S, et 7, sont-ils des valeurs approchées 

de 4 à 0,001 près ? 

À l'aide d’une calculatrice ou d’un logiciel de calcul, obtenir un encadrement 

de 4 à 0,001 près. 

c. Justifier que : 7, — S, = 

El Exploiter les encadrements de #1 obtenus aux questions EE b. et FA d. pour © FinPour; Le 
encadrer exp(s). Afficher se RSS 
Que peut-on ainsi conjecturer comme valeur de 54 ? U Fin. Her 

Le plan est muni d'un repère orthonormé. 

On se propose de calculer l'aire 4 de la surface située entre la parabole d'équation 

y = x°, l’axe des abscisses et les droites d'équations respectives x = 0 et x = 1. 
Soit un entier n 2 1. 

EX On considère les points M et N de la parabole d'abscisses respectives Je et 
k+1 É 

n 
Vérifier que l'aire du trapèze ABNM est A, = 

, où Kestunentiertelque0<k<n—1. 

. Lk+(k+1ÿ]. 
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ni 

OnposerS = A; + A; ch... + À. — are : 
Eonp n où A n-1= D Ag. On s'intéresse à S, en tant que Ce résultat a été obtenu par 

k=0 
valeur approchée de 4. Archimède par des méthodes 

a. S, est-elle une valeur approchée de 4 par excès ou par défaut ? algébriques. Il a été prouvé au 
b. Construire un algorithme calculant S,, pour n = 10, puis pour n = 100. chapitre 1 à l'aide de rectangles 
c. Quelle conjecture peut-on émettre pour la valeur de 4 ? auRen de tapes 

El. Démontrer que : 

1 n=\ 
= +2(1 + 22 Tee (n 1) ) 2n Ar 

b. En déduire l'expression de 5, en fonction de n. 

(n+1)(2n +1) 
On utilisera : 12 + 22 +... + n? = 6 (voir chapitre 1, p. 14). 
c. Conclure. 

Aire et primitives 

La droite (CB) a pour équation y = Lx 62 

L'unité d'aire est visualisée par le rectangle dont le bord est blanc 

El Déterminer l'aire du trapèze OABC en unités d'aire. 

El Pour tout réel x de [0 ; 2], on considère le point M(x ; 0) et le point N de la 
droite (BC) d'abscisse x. Calculer en fonction de x l'aire du trapèze OMNC. 

El On considère la fonction F définie sur [0 ; 2] par: F(x) = Le + 2x. 
a. Quel est le lien entre les fonctions f et F ? 
b. Montrer que l'aire du trapèze OABC est égale à F(2) — F(0). 

Activité 4 Fonction « aire sous la courbe » 
Soit une fonction f continue et positive sur un intervalle [a ; b]. 
On suppose, de plus, que f est croissante sur [a ; b]. 

On appelle S le domaine formé des points M(x ; y) tels que: L SAS UE. 

On se propose de calculer l'aire de S, en unités d'aire. 0<y<f(x) 

Pour tout réel t de [a ; b], on appelle 4(t) l'aire du domaine formé par les points 

M(x ; y) tels que | <X<T  enunités d'aire. 
0O<y<f(x) 

El Calculer 51 (a). Que représente 4(b) — (a) ? 

El Soit un réel t de [a;b]etunréelhtelquet+hela;b]. 
a. On suppose que h > 0. Par des considérations géométriques, montrer que : 

hxf(t) <a4(t+h)- at) < hXf(t+h). 
b. On suppose que h < 0. Montrer que : 

(—-h)xf(t+h) < a4(t)- A(t+h) < (-h)xf(t). 
c. En déduire que la fonction 54 est dérivable en tet que 4'(t) = f(t). 

On dit que la fonction 4 est la 

primitive de la fonction f qui 

El Retrouver le résultat de l'activité 2. s'annule en a. 
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D Cours | | 

Dans tout le chapitre, le plan est muni d'un repère orthogonal (o, 1 Le 

En posant OÏ=i et Of = ‘j, l'aire du rectangle OJKJ définit l'unité d’aire (u.a.). 

ED Intégrale d'une fonction continue 

Dans tout ce paragraphe, f et g désignent des fonctions continues et positives 

sur un intervalle [a ; b]. désigne la représentation graphique de f. 

Définition 1 Intégrale d’une fonction positive 

L'intégrale de a à b de f, notée [ f(x)dx, est égale à l'aire 
a 

exprimée en unités d'’aires, du domaine %, délimitée par €, l'axe des 

abscisses, et les droites verticales d'équation x = a et x = b. 

On parle aussi d'aire sous la courbe € sur [a ; b|. 

COMMENTAIRES 
b 

» il fOc)dx se lit aussi « somme de a à b de f(x)dx ». 
a 

D xest une variable muette : elle n'intervient pas dans le résultat. 

On peut la remplacer par d'autres lettres, par exemple, t ou u: 
b b b 

L'rood= f°r(t)at = [° r(u)du. 

REMARQUE JE fOx)dx = 0, car ® est alors réduit à un segment. 

Définition 2 Valeur moyenne 

La valeur moyenne de f sur [a ; b] est le réel : 

ne pa] 0x 
Le graphique @illustre cette définition : la valeur moyenne 1 correspond 

à la hauteur du rectangle de base (b — a) dont l'aire est égale à l'aire sous 

la courbe € sur [a ; b]. 

Propriété 1 Relation de Chasles ; 
: b c b 

Pour tout ré ;b|, = : our tout réel cde [a ; b] ona [ f(odx if fOOdx+ f fOLodx 

Le graphique G)illustre la relation : l'aire du domaine hachuré est égal à la 

somme des aires des deux domaines colorés ; et ®,. 

Propriété 2 Conservation de l’ordre 
Si pour tout réel x de [a; b],on a f(x)< g(x), alors: 

b b 
< . L° r008x < [°a(oax 

Le graphique (®) illustre la propriété : le domaine ®, est inclus dans le 

domaine %;. Donc l'aire de ®, est inférieure à l'aire de D... 

Propriété 3 Linéarité 

Pour tous réels & et B positifs : 

L'ar69 + BaGo]ex = a f° r00ax + B ['a(oax. 
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SYelfelf rjaire 

© Déterminer une intégrale à partir de calculs d'aires 

. 
° 

Exercice corrigé 2; 

El Soit k un réel strictement positif et deux 
F b 

réels a et b tels que : a < b. Calculer Ÿ k dx. 

FA On considère la fonction f définie sur R par : 

fG)=|x-2|+1. 

Les aires sont toutes exprimées en unité d'aire. 

El L'aire sous la courbe est un rectangle de longueur b — a 

et de largeur k, donc Ê k dx = (b — ak. 

El a. La fonction f est définie par : 
22 H < fu= NX SIREX 2. 

XML SIT 2 

d'où sa représentation graphique ci-contre. b»- 

: D'après la relation de Chasles, 

Prod f7(-08+ fe Dax. pb 

a. Calculer je fOo)dx. 

| b. En déduire la valeur moyenne de f sur [0 ; 3]. 

El Calculer 15 [3 f(x) + 2]dx. 

Bon à savoir 

L'intégrale d’une fonction ANT 
continue et positive sur un 

intervalle mesure une aire 

dans le plan. On va ici calculer 

nn b* cette intégrale en calculant 
l'aire correspondante. 

> On visualise la courbe 

représentative de f pour 

contrôler qu'elle est positive. 

> On décompose si possible le 

domaine « sous la courbe » en 
Ë D ALES) surfaces dont on peut calculer 
Ë) Î (3 — x)dx est l'aire du trapèze vert, soit FRAIEeS = 4 los af. . 

e Dr 1+2)X n utilise la relati les. 
: D * (x— 1)dx est l'aire du 1. bleu, soit ( 2) LE e z 

: DOn en déduit LÉ f(x)dx = 4 +5 = = +. 

: b. La valeur moyenne de j sur [0 ; : est égale à: = ef fbo)dx = 2. 

: EfEn utilisant la linéarité de l'intégrale, 
; 3 
: ja [3 (x) + 2]dx = 3 [ f(x)dx + f°2 dx, soit en tenant compte des résultats 

: précédents : #. 
3 ie 13.09 + 2]dx = 3x1 +(3-0)x2= À. 
ÿ æ 

Sosreceecesenesseenesee 

es. 

CERCEREEEE 

Exercices d'application 

go On considère la fonction f dont 

la courbe représentative est donnée 

ci-contre. Calculer : 
0 

a. [, fCOdx. 

b. ['fCdx en fonction du réel t € [0 ; 2]. 

ZE a. Démontrer que y =v4x—x? est l'équation 
d’un demi-cercle dans un repère orthonormé. 

Préciser son centre et son rayon. 

b. En déduire sh Y 4x — x° dx. 

eoseusssesesesesscece ones vesosesceseecoceseesceseseseccesececesenecesesesececsesees 

1 
| [3] Sachant que f x? dx = + (résultat obtenu par 

Archimède en 287-212 av. J.-C.), calculer : 

à lite 1)dx ; 

b. dj V'x dx grâce 

aux symétries 

constatées de la 

figure ci-dessus. 

6 Voir exercices 26 à 29 
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A intégration et primitives 
El Notion de primitive 

Pxe x'etxr> x —3 

sont des primitives sur R de 

X+H> 2x. 

Définition 
= 

b Les primitives de 

x In(x) sur ]0;+ 

sont les fonctions définies sur 

]0 ; + | par: 

x+> xIn(x)—x+Kk,oùk 
est un réel. 

En effet, 

si F(x) = xin(x)— x, alors 

Fix) =1 In(x) + xx 1 

DÉ rs RATION 

 @D Pour tout réel k, (F+ k)= F' = f ; donc F + k est une primitive de f 
sur IL. 

D Soit une primitive G de fsur I. Alors (G—F)= G'—F =f —f=0. 
Comme I est un intervalle, on en déduit que G—F est une fonction 

constante sur I : il existe un réel k tel que pour tout réel x de:I, 

G(x) — F(x) = k, c'est-à-dire G(x) = F(x) + k. 

Q R(%) = Yo © F0) + k = Yo © k = Yo — F(0)- 
Donc, l'unique primitive FA de f sur I vérifiant &(x) = Yo est définie 

par:xr-> F(x)+ yo — F(x0). 

sonnessesnsossssnsesesesesesses 

INTERPRÉTATION GRAPHIQUE 

Les courbes représentatives des primitives de f se déduisent donc l'une 

de l’autre par des translations de vecteur k , avec k réel. 

Une seule d'entre elles passe par le point M, de coordonnées (%x ; Yo). 

CONSÉQUENCE 

Des primitives sont obtenues par lecture inverse du tableau des dérivées. 

Ainsi, pour une fonction u dérivable sur un intervalle I: 

La fonction de la forme . … admet pour primitive 

sur les fonctions 
PERTE RS, C0 De ai Fr É Si FE SE 

Il suffit, compte tenu de la définition d'une primitive, de vérifier que 

chaque fonction de la colonne de gauche est la dérivée de la fonction 
correspondante dans la colonne de droite. 
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© Déterminer des primitives 

Exercice corrigé a ET AMIE PR nt nn 

- EU EI Démontrer que la fonction a. f:xr> 3x — 2x surR. 
F:xr+ xe*— e* +2 est une primitive sur R de la fonction 

fx xe*. 

El Déterminer les primitives de chaque fonction suivante 
sur l'intervalle I. | dj:x-— 

| b.g:x+ sin2x— cosx surR. 
2 

| Ch:xt xe* — 3x surkR. 

LL 
res 

Solution Bon à savoir 

EX En utilisant les formules de dérivation, on obtient, pour tout réel x: f> 
F'(x) = xe* + e* — e* = xe* = f(x). 

Donc F est une primitive de f sur R. 

D> Pour démontrer qu'une 

fonction F est une primitive de f 

Ra 2 Rare (w Ve nue sur I, il suffit de RESUME que s r. pour tout x e I, F'(x) = f(x). 

Pour tout réel x, on a: f(x) = (46) Fee #+ On essaie de faire apparaître 

une formule du tableau des 
Donc toute primitive F de f sur R est définie par : F(x) = + — x2 + k,kétant un darivées douelles 
réel quelconque. 

b. On pense à la formule (cos 2x) = — 2 sin 2x. > Ë> On essaie de faire apparaître 
1 une des formules de la page 

Pour tout réel x, on a: g(x) = in 2 sin 2x) — cosx. précédente. 
1 - ee 5 un+1 

Donc toute primitive G de g sur R est définie par : G(x) = ——, cos2x — sinx, k étant > Bien se souvenir que re 

un réel quelconque. est une primitive de u’ Xu”, où 

c. Si on pose u(x) = x?, alors u'(x) = 2x et on peut écrire, pour tout réel x: Ex ne Z et n £—1,surun intervalle 
h(x) 5 Zu (x)et) ee u ne s'annule pas. 

Donc, toute primitive H de h sur R est telle que : 

H(x) = Let) _ LS + k, soit H(x) = Le = Se + k, où k réel quelconque. 

d. On peut écrire j(x) = 2x(x — 1) ?. En posant u(x) = x — 1,onau'(x)= 2x et j(x) = u'(x)(u(x)) * qui est de la 

0 
e 
e 
. 
0 
. 
. 
e 
e 
. 
e 
. 
e 
° 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
. 
. 
n 
e 
e 
° 
. 
. 
. 
° 
e 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
. 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
° 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
. 
. 
. 
e 
e 
e 
. 
e 
e 
e 
e 
e 
. 
e 
. 
e 
. 
. 
e 
0 
e 
. 
. 
e 
° 
. 
. 
e 
. 
. 
e 
° 
. 

-2 u(x 
forme u’ X u” avec n =—3.}> Donc toute primitive J de j sur ]—1;1[ est définie par J(x) = Lo + k, donc, en 

écriture usuelle, Z:x + DRE ne k; k étant un réel quelconque. 

Exercices d'application SÉRIE A PR ARRET Re PRO à >. ns. 

14 Déterminer une primitive sur I de : | \ [6 Déterminer une primitive sur I de chacune des 

a.f:xr> 3x%—-2x+2sur1=R; | fonctions suivantes: 
| , IR AR Te =R: 

bgixes x+2+-5suri=1]0;+ cf; Len. rl 
Inx 

ChExi— = sur 1=]0;+ ol. | b.g:xr —, -suri=]0; +ol. 

Soit une fonction u strictement positive et dérivable 

sur L. 

a. Quelle est la dérivée de la fonction u’u ? En déduire 

une primitive de la fonction u'/u. .. 
b. Déterminer une primitive de x+-- xVx2—1 sur 

115: © Voir exercices 43 à 54 
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fs] On a représenté ci-contre des 
courbes représentatives de primi- 

e* 

i REX sur R. tives de: f:xr- Hi 

Déterminer une équation de celle qui 

passe par le point A(0 ;1). 

0 
. 
° 
e 
0 
e 
° 
. 
. 
e 
° 
° 
e 
. 
. 
° 
e 
. 
e 
. 
. 
. 
e 
e 
° 
. 
° 
. 
0 
° 
e 
. 
. 
e 
° 
e 
e 
e 
e 
° 
° 



EE 

LI Étude de x Frot (fcontinue et positive sur [a:; b]) 

est dérivable sur [a; 

ä est dériva Die S 

Cas où f est croissante sur # b] 

Pour tout x de [a ; b], F(x) est l'aire sous la courbe € entre a et x. 
On fixe x, dans [a ; b]. Pour h # 0 tel que x, + h Efa ; b],on encadre 

F(% Ro h) < F(x) , 
h à le taux d'accroissement t(h) = 

D sih>0, F(x + h) — F(x), égal à l'aire sous la courbe & entre x, et 

Xo + h, est compris entre les aires des rectangles de base h et de hauteur 

F0) et F0 + h); 
D si h<0, on raisonne de même sur F(xo) — F(xo + h). 
La limite du taux t(h) lorsque h tend vers 0 est obtenue par le théorème 

des gendarmes en utilisant la continuité de la fonction f en x. CORP EEEE PET ET TE TETE SES EST STI ET IT TITI TITI TS 

Soit une primitive F de f sur {[a;b]. 
Comme x + L f(t)dt est aussi une primitive de f sur [a;bl], 

alors il existe un réel Ktel que : 

pour tout réel x de [a ; b], F(x) = fe f(t)dt +k. 

ea f(t)dt +k. 

Per ft)dt= fr fOo)dx. 

Ainsi, F(a) = J f(t)dt + k= k et F(b) 

n 
n 
n 
. 
"1 
n 
D 
. 
. 
n 
. 
. 
. 
n 
. 
. 
D 
n 
n 
. 
n 
. 
. 
n 
. 
n 
. 
n 
. 
. 
n 
. 
n 
. 
. 
. 
n 
. 

LE NTÉONQUE Reel 

On en déduit que : F(b) — F(a 

Fr Un ir tervalle e admet des 

_? Cas où fest définie sur 1= [a ; b] [BAC ] 

:_ Pré-requis : on admet que dans ce cas, f admet un minimum msur [a ; b]. 
La fonction g:x+> f(x) m est alors continue et positive sur [a ;b]. 
Elle admet donc une primitive G sur [a ; b]: 

pour tout réel x de [a ; b], G'(x) = f(x) — m. 
On définit la fonction F sur [a ; b] par: F(x) = G(x) + mx. 
F est dérivable sur [a ; b] et, pour tout x de [a ; b]: 

F'(x) = G'(x) + m = f(x). 
Ainsi, f admet F pour primitive sur [a ; b]. 

CCECEEEECEPETE EE TE TETE TT TS 
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ELETUEMES Les fonctions 
continues et positives 

admettent des primitives. 

XoXothb x 

Commentaires 

b Ce théorème sert en pratique 

pour calculer des intégrales. 

b La différence F(b) — F(a) est 
| notée [F(x)]? ce qui permet 
| d'alléger les notations dans les 

calculs d NÉS 
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LCR 11 Calculer les intégrales suivantes, après avoir 
vérifié que la fonction concernée est continue et positive 

sur l'intervalle d'intégration : 
T 

a. À = ET b. B = 'é costsint dt. 
0 x?2+1 

El Déterminer, en unités d'aire, l'aire du domaine délimité 

par la courbe représentative de la fonction 

fixes x+sin2x, l'axe des abscisses et les droites 

d'équations x = 0 et x = x. 

Solution 
c x 

Ha. x ere 

Donc si Fest une primitive de f sur [0 ; 1], alors à sd 

On peut choisir F:x + Zin(e +1). Donc À = +in2. 

b.g:x++ cosxsinx est continue et positive sur Lo ; æ| D> 

us 
Donc, si G est une primitive de g, alors Î ? costsint dt = a+) — G(0). 

On peut choisir G :x ++ Lsin?t. Donc B = +. 

El La fonction f est continue et positive sur [0 

est donnée, en unités d’aire, par = jé . fbo)dx. 

Xi 
La fonction f admet pour primitive F:x+-> = ——cos2x. 

2 2 
2 nl 

Donc s4=— Es 2 

Ela.Pourtoutt e[0;1|,ona:0 <t’sin(nt)< t”. 

Donc f” odt< ['t’sin(nt)dt < [lt dt, soit 0 < 1, < [rar > 

est continue et positive sur [0 ; 1]. f»> 

x = F(1)— F(0). 

; T]. Donc l'aire 4 du domaine orange 

T2 He. 

= cosxl =(%-Leos2x)-(--c0s0) = Hs, 

El Pour tout entier naturel n, on 
1 

pose J, = à t'sin(xt)dt. 

a. Montrer que pour tout entier 

naturel n : 

EL: < | tdt. 
b. Montrer que la suite de terme 

général /, converge et donner 

sa limite. 

Bon à savoir 

> Pour calculer une intégrale 

Tentre a et b, on vérifie la 

continuité (et ici la positivité) 

de la fonction f à intégrer sur 
l'intervalle [a ; b], pour pouvoir 

“utiliser une primitive F de f : 

1= [? FO) = F(b) -F(a). 

> L'aire sous la courbe 

représentative d'une fonction 

f continue positive, délimitée 

_ parles droites d'équations 
respectives x=a et x = b 

(a <b) est égale à à L 
_ en unités d’aire. 

On utilise une primitive F de f 

pour calculer l'intégrale. 

2 L'intégrale conserve l'ordre. 

On obtient des inégalités en 
- intégrant membre à à membre de 

a b (avec a< <b). 

OIL : ; ne nl 
b. On a, pour tout entier naturel n, 0 < 1, <| ra |. En conséquence, 0 < 1, < ivre 

Comme lim ie 0, en utilisant le théorème des gendarmes, on obtient lim J, = 0. 
n—+o N + n— +oo 

booccoessesese Exercices d'application 

E a. Calculer Re — 1) dx. 

b. Calculer la valeur moyenne de la fonction 

fixe X+x2—x+1sur[-1;2]. 

[oi Avec la relation de Chasles, calculer : 

(le: dx. La 

Sesscvescerecseesereeseesecccseeesescesesve coovoesevereeesesvescecevesesese 

Lo A la fonction f définie 

sur [0 ; 3] par f(x) = xe *. 
a. Rechercher une primitive F de f 7) Ft Î 
sous la forme F(x) = (ax+b)je *. Of 
b. En déduire l'aire du domaine ——+ 
jaune ci-contre, en unités d’aire.  -!- 

© Voir PET 

Le 
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E Intégrale d'une fonction continue 
de signe quelconque 

tu) airel Soit une fonction f continue sur un intervalle 

I et une primitive F de f sur IL. Alors, pour tous réels a et b de I, la 

différence F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive F de f choisie . 
b 

On définit l'intégrale de a à b de f par: j. f(o)dx = F(b)-—F(a). 

EI Définition 

DÉMONSTRATION 

Soit une fonction f continue sur un intervalle I, et un réel a de I. 

Alors la fonction F définie sur I par : F(x) = ‘5 f(t)dt est la 

HAT f et g désignent deux fonctions continues sur un intervalle L. 

G(b)— G(a) = 

La valeur moyenne de fsur [a ; b]estle réel: n = b J 

L'1 Propriétés gé 
Les propriétés déjà vues pour les fonctions continues et positives se 

: Soit Gune primitive def surL.Ilexiste alors un réel ktel que G = F+Kk. 

: Alors, pour tous a et b del: 
F(b)+ k— F(a)— k = F(b) — F(a). 

PLUG Soit une fonction f continue sur un intervalle [a ; b]|. 

néralisées 

Se aux fonctions continues de signe quelconque. 

primitive de f sur I qu 

@ Relation de Chasles 

Pour tous réels a, betcdel: [” f(x)dx = f* f(x)dx + [° f(x)éx 

@ Linéarité 

i s’annule en a. 

Pour tous réels a et b de I et tous réels a et f : 

[te f(x) + B g(x)]dx = a [? f(x)dx + B [” a(x)ax. 

@ Positivité et conservation de l'ordre 

Pour tous réels a et b de I, tels que a <b : 

D si, pour tout x de [a ;b], f(x) > 0, alors: | 

: b 
D si,pourtoutxde[a;b], f(x) < g(x), alors: st Te ax < f° g(x)dx. 

? fbOdx > >0; 
a 

IDÉES DE DÉMONSTRATION 

192 

TC )dx = F 

jo f()dx = ae 

; @ Relation de me on utilise une primitive F de sur J, et on écrit : 

— F(a), J° f(x)dx = F(c)— F(a), 

&} 

È @ Linéarité : Si F et G désignent respectivement des primitives de jet 
: g sur Z, on remarque que (aF + BG) est une primitive de (af +Bg). On 
: calcule ensuite les trois intégrales en utilisant des primitives, et on 

compare les résultat obtenus. 

CHAPITRE6 Calcul intégral 

LETJES xest une variable 
| « muette » : elle n'intervient 

pas dans le résultat. 

© Voir la démonstration à 

l'exercice 82, page 206. 

Conséquence 

| Pout tous réels a et b, 

| Lroodx+ [°F 004 
= f° God = 0 

D'où le résultat : 

fr Cdx = [° sax. | 

© Voir la démonstration 

de la propriété © 
à l'exercice 87, page 206. 



SYel el) r faire 

© Utiliser les nDriètés de l'intégrale 
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Exercice corrigé 

EUR fa. Vérifier que la fonction : 
F:xE+> sinx —xcosx 

est une primitive sur R de : 

fixe xsinx. 

Je. 

b. Calculer / 7 f(t)dt. 
DE 

El Déterminer la valeur du réel a > 0 tel que : 

L'xtx—2)dx= 0 

Solution 
El a. Pour tout réel x, F'(x) = cosx — (cosx + x(— sinx)) = xsinx = f(x). 

Donc F est une primitive de f sur KR. b> 

b.Ona donc: f: F()ét= A+)-#-2) =(1)- 

ED La fonction f :x+> x(x — 2) est continue sur R. Pour calculer l'intégrale, on 

Xe 2x: 
Par lecture inverse du tableau des dérivées, on peut choisir F:x ++ = — x?.b» 

cherche une primitive F de f en écrivant f(x) = 

.. a a ; 

D Dans ces conditions, js x(x— 2)dx = F(a)— F(0) = nn de 

3 
Fxx-2&-08%-2-08a(%-1)=08 a=3(ara>0) 

3 

El. La courbe d'équation y = 

I représente l'aire d'un demi-disque de rayon 3. Donc I = 

b. En utilisant la linéarité de l'intégrale, J = ie 3x? ne V9 — x dx. 

Donc J = {x SF, + SE. = 54 + <. 

El a. La fonction inverse est décroissante sur [0 ; + æ{, donc sin <x<n+1,ona: 

Aire 1 < : 
n+1 ; 

b. On en déduit que : Te 

1 
Donc HET 

Exercices d'application 

En! Pour tout réel x, exprimer cos?x — 1 en fonction de 
T 

cos 2x, puis calculer Î * (cos2x — 1)dx. 

[12 | Vérifier leur existence et calculer les intégrales : 
T 

a. [7 2x; 
7e 

b. tan x dx. 
on PR, f 

=t)=2 

Ÿ 9 — x? est un demi-cercle de centre O et de rayon 3. 

n+1 de Fi UE Deere DA al n+1 Lx 
d< f dx ;soit:| rer x| <[Inx], 

me 1)— Inn = in 

Ha. calculer litégrale = f° Ÿ9 — x? dx en utilisant 

un calcul d'aire. 

| b.En déduire J = [° | [3x2 + V9 — x? dx. 

| Æla. Soit un entier n > 1. Démontrer que, pour tout réel 

1 1 
| xefn:n+1], be 

n : 1 x 

b. En déduire que, pour tout entier n > 1 : 

1 1 1 
ee RE — | LL — L<nfi+)<t 

Bon à savoir 

Pour calculer À — L fb)dx 

on utilise une primitive F de f 

obtenue : 

D> soit en vérifiant que la 

fonction F donnée dans l'énoncé 

est une primitive de f en 

montrant que F’ = f; 
P> soit par lecture inverse du 

tableau des dérivées usuelles ou 

les formules du cours. 

(Voir Savoir faire, page 189). 

Ex on peut décomposer À en 
Utilisant la linéarité de l'intégrale. 

3 

Ÿ> Pour obtenir un 
_ encadrement de A,on 

détermine deux fonctions get h 
telles que pour tout x € [a;b], 

g(x) Sf(x) < h(x), puis on 
utilise la conservation de l'ordre 

par l'intégrale en intégrant 

membre à membre... 

Attention, il faut avoir a < b. 

n+1 

n 

2i1) = in(1 <F 1 : d'où le résultat attendu. 

LÉ Sans chercher à les calculer, quel est le plus grand 

des deux nombres suivants ? 

ne EE RE A= fVT+xdx; 8= f1+2 Ja. 

©) MIO LELE 
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3 A n (Pour n 2 

0) PS PR RES 27 AU OP CHER CS # 

cé et fi ixer des notations 
(D AR TO EUR SR NER 

5 © 
aie 
as 

sue 
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MES \ mn _ 
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= Gi sa AE RU ca RD 

: 5 

ENST CTI à | 
3> 7 

EE Le 

ae 

be de DE 

SR 2 

RÉ MENReS 

 - 

a? 

* 

Ve 

FA Benessonrer graphiquement les s premiers s te 
2 

des suites h et u. Que peut- on conjecturer ? ? 
MA RER ER PRES A 

SOS ANSE 
(2) Élaborer u une démarche NE A AE 

L'observation du graphique incite à à penser que la diffé- 
rence h, — un tend à à devenir constante. Sn 

Soit un entier | n2z =: 
EL DRE É eee 
[1 | Re qe ci- -contre représente la fonction : inverse 

LE FO 

EE R sur lintervale LL on]. Elle permet d’ ET 

po ur tout nt k compris entre 1 et n — 

D VEN AS 
BEN A RASE 

 . 

EE 

1, lesi inéga- 
lités suivantes: os à: 
FRANS LÉ CE NOR CARE 
bn ù 

No se pen À RAR ae 
_ Justifier cesi iné égalités. RS M . El | 

£ < 

| Étude de la série harmonique … 

DS PSE AR 

ÉD CS MO MAS TNT ET 

bleur, construire le tableau donnant 

etdeu,=In(n)pourn>1. 

EL AEREE 

A da 

ermes fn 2 
ARS ARE SS 

tt la question EL démontrer que : 

_ SRE ” RS FT RE, à NÉS AA | Re Re ENT er EN 

ROC ES eo fs n'a 

On a vu au chapitre 1, page 43, que « la série harmonique », c'est-à-dire la suite de terme général 

1), diverge vers +, de façon très « lente ». 

C'est Leonhard Euler qui a eu l’idée de comparer cette suite à la suite de terme général u, 

Mettre en place la comparaison des suites h et u, en particulier en étudiant leur différence 

= In(n). 

Mener une recherche a Es RE 
PAS 

LEGER ECS 

RSR AIRES, 
EYE Se ee 

TR 
A A USE en ed 

RÉTREL. 

ne CS ee rt 

MP EE er ET 

0 

+ RME A 

= | 
KkIn “es 

Re RENE 

DS LS RE MN CE PT CE DES Î : UE AE MEET ES 

AR nn | Fe PA FAR 

= 

à ER WA we .1 

+ est décris. à 
IP Le 

Ne MER 

: Een utilisant 
CE VC EN EENTNEE 

12: 
LE 

PRE PES PM. 

Ten 

eue 

ABLE EURENT AE 

a. ee : 

ECS DT En NT 

1 
ESS Le 

ù He. 

ARMES 

0 

: Een déduire que a. suite < converge. 
SERRES j 

Euler a Nr en 1791 cette limite 

: | «gamma » et en a donné une valeur approchée : 

0,577215664. 

ÉrÈN AR 

MOT 

| © Rédiger une solution RS
 

ir “2 

À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
he solution du problème posé. 

PEL PS2 

[15 Ÿ Mouvement d'un solide en chute libre 

En négligeant les forces de résistance de l'air, un corps 

abandonné en chute libre est soumis à la seule action de 
son poids. Son accélération est alors constante et égale à 

l'intensité de la pesanteur g. (On prendra g = 10m:5s 2.) 

Au temps t = 0, on lance une bille de 1 g vers le haut à 

partir d'une hauteur de 1 m, avec une vitesse initiale de 

Sms 
On note alt), v(t) et z(t), respectivement l'accélé- 
ration, la vitesse et l'abscisse du point M dans le repère 

94 cHariTRe6 Calcul intégral 

(O,K) ci-contre, en fonction du temps t. 1,254 
On sait que a(t)=—10; v'(t)= at) 

- 1+A 
et z(t)= v(t). 

El Montrer que v(t)=—10t+3 etque 27°] 

z(t)=- 52 +3t+1. ; 0,50- 

El Déterminer le temps t au bout 0,25 
duquel la bille atteint le sol. 

0+0 



[16 à IQ (? étude d'une suite définie par une intégrale 

On considère la suite u définie sur N par : |: El On utilise le tableur pour calculer les premiers termes 

es f PR | de la suite u: 
mr ur | 

EVOPTE ex | 
| El a. Montrer que uj + = 1. 

b. Calculer u,.En déduire uw. 

El a. Montrer que pour tout entier n > 1, 

— a 9 

PT Ur | à ; a. Parmi les formules suivantes, laquelle faut-il entrer en 

En déduire les valeurs de u, et u:. B4 de façon à obtenir u, ? 

b. On souhaite calculer u, pour n > 2. sf _EYpI À 

On propose pour = (1-EXP(-A3))/A4 — 

cela l'algorithme 
ci-contre. b. Recopier la formule vers le bas et calculer les 100 

premiers termes de la suite u. 

Que peut-on conjecturer sur le comportement à l'infini 

| de la suite u ? 

Expliquer pour- 

quoi celui-ci est 

incorrect, puis le 

corriger de façon 

à résoudre le 

problème. 

| Fa. En utilisant la question El a., montrer que pour tout 

- lent 
entier n21,0<u,<— 

b. En déduire la limite de la suite u. 

c. Rémi affirme que pour tout entier n Z 100, on a: 

un < 0,1. 

A-t-il raison ? 

[17 À [E} Formule de Simpson et calcul approché d'intégrale 

On peut montrer (voir l'exercice 130) que tout polynôme | a. Obtenir une valeur appro- Alf (9:=1/(1+x2) à 
LR pr z : 5 + | 2 : E 

P de degré inférieur ou égal à 3 vérifie la formule de | chée de 7 en appliquant la Q:=fonction_derivee(f | 

Simpson : pour tous a et b réels, | formule de Simpson. h:=fonction_derivee(g) | 

: 3 | b. À l'aide d'un logici 0 Ion Foret à 
[ P(x)dx = 2 6 2 (P(a) “a aP| = = b }+ P(b) Dada nos k:=fonction_derivee(h) : 

de calcul formel, calculer 

On étend cette formule à d’autres fonctions f définies la dérivée d'ordre 4, f*) 

sur un intervalle [a ; b] pour obtenir une valeur appro- | de f, puis He les aura ti 
b | . . A : Z . 

chée 4 de l'intégrale Z = [ fax. | variations de f®/ sur [0 ; 1]. En déduire la valeur de M,. 
Fosse 

actoriser(m(x)) 

| ©. Déterminer un majorant de l'erreur commise lorsqu'on 

ba at+b approche 7 par la valeur de la question a. B=9| ;(o)+4(242)+5(b)] on | 2PProche /P 9 
peut démontrer et on admet, dans le cas où f est 5 fois | FOn divise [0;1] en 10 intervalles [x;; x;+1] de même 

dérivable sur [a ; b], que: . amplitude 0,1. 

En notant /ç = 

|_ a. Utiliser un tableur et appliquer la formule de Simpson 
5 

[1 1s|< (bare X My, où M, est le maximum sur | Sur chacun de ces 10 intervalles. 
Si | En déduire une valeur approchée de 1. 

FRE If : . b. Déterminer un majorant de | f® | sur chaque intervalle 

Rappel (4) Lt : [x ; X+1]. En déduire un majorant de l'erreur commise 

esthdéivée dede fish ontion 71 lorsqu'on approche 7 par la valeur de la question Fa. 

El On considère la fonction f définie sur [0 ;1] par: Pour info 

fx) = ne eton pose 1= [” f(x)dx. 
T 

La valeur exacte de est : ] = 4 

CHAPITRE6 Calcul intégral 195 



Calculer l'aire de la surface comprise entre deux courbes 

ElEn déduire l'aire #4, en cm”, du domaine délimité 

| par €, let les droites d'équations respectives x = 1 

(In(x)Ÿ | etteier 

On considère les fonctions f et g définies sur | 

]0 ; + | par: ) 
In(x fh)= EL et 99 = der 

Onnote@ et l' les courbes représentant respectivement f | . 

et g dans un repère orthogonal (unités graphiques : 2 cm | 

sur l'axe des abscisses et 4 cm sur l’axe des ordonnées). 

El Étudier les positions relatives de € et l”. 

El Calculer 7 = f° f)dx et J = f° a0odx. 

Solution 

Fo le du En pose, pour tout réel x > 0, d(x) = f(x 

EX Le signe de la différence 
1 f(x) — g(x) permet d'étudier les 

positions de 6 et T°. 

soit d(x) = In (x) x In(x)) : 0 1 e +o | 4 Onfactorise et on utilise un tableau 
EX ë pour conclure. 

On dresse le tableau de signes CRE + | a ; k re 
Je d(x) 5 Ë ze On détermine des primitives 

D @ d der pour calculer les intégrales et J, en 

à 4 s 1. : 4e dE — |: utilisant les formules du cours. 
sur |1;e| et en dessous de : i 
D sur J0:1]et[e;+ | 1007 - El On utilise la définition de 

nee + : 4 l'intégrale comme aire sous la 
A courbe, en unité d'aire. 

| ë CO = i =. , à ; 
En f(x) est de la forme a @) u(x) ae u(x) In(x) . (x) DE + L'unité d’aire est l'aire du rectangle 

Donc la fonction x+> u(x) = n(o} est une primitive de f sur É dont les côtés mesurent une unité, 

: : 6 At soit 2 X 4 = 8 cm2. 

Re Le Ë 1 1 a - . 
]0 ; + |. Ainsi, I = [2 (nC9Y] es 0. 

D g(x) est de la forme u'(x)X(u(x)Ÿ avec u(x) = In(x) et u'(x) = — Donc la fonction 

1 1 DH ï Son nl el RES RE 
X+ à ax) a 3 (n()} est une primitive de g sur |0 ; + æ|. Ainsi, J = [3 nCoŸ] Mr 

E Sur l'intervalle [1; e], est au-dessus de l°. Donc, en unité d’aire, 4 = 1— J = . — + = + 

Comme l'unité d'aire est 2 X4 = 8 cm’, on a: 4 — _ , soit # — + cm. 

[19 | Obtenir un encadrement d'une intégrale 

| On suppose que, pour tout réel x de [a ; b], f(x) < g(x). 
Fe b b 

El Restitution organisée des connaissances | Démontrer que ak FG)dx < [ g(x)dx. 
On suppose connus les résultats suivants : pour toutes | ESoitlafonction / définiesur[1;+ œ|[ par FC = In(x) 

fonctions u et v continues sur un intervalle [a ; b] (où a < b): | li 
b : 1 

Dsipourtoutréelxde [a ; b],u(x) > O,alors /. u(x)dx > 0; | a. Justifier que, pour tout réel x > 1,0 < f(x) < nee 

en tout réel a et B, s | b. justifier que la fonction G définie sur [1;+{| par 
b | 

= | . El J (af(x) + Bg(x))dx a f f(x)dx + B/ g(x)dx. | G(x) = ris est une primitive de x Lin, 

Soient deux fonctions f et g continues sur un intervalle : 
[a;b] (où a < b). | €. En déduire un encadrement de 7 = + fOo)dx. 
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El La fonction g — f est continue sur [a ; b]. 

Comme pour tout x de [a ;b], f(x) < g(x),on a: g(x)— f(x) > 0. 
b 

Alors : ‘ (g(x) — f(x))dx > 0 en utilisant le premier résultat. 

EI On met en relation les deux 
résultats donnés dans l'énoncé. 

1 F1 Pour prouver que G est une 
{ primitive sur [1;+ «| de 

In E ) b 
Or, par le second résultat, il (g(x) — f(x))dx = 1e g(x)dx — 754 f(c)dx. 'anenus 

x $ 4 q que pour “tout réel x 2 1, 

On en déduit que / g(odx> f fLdx. 6x) = Les 

El a. Pour tout x > 1, x? +1 > x?, donc 0 < On peut ns la calculatrice pour 
calculer J et vérifier l'encadrement 

1 obtenu: 

He 
En multipliant par In(x) > 0 pour x > 1, on obtient : 0 < f(x) < qe à 

b. En utilisant la formule de dérivation d'un quotient, on a pour tout x > 1 : 
1 

x2 . 

In(x) 
x? 

G'(x) = 

Donc F est une primitive de x ++ sur [1; + ol. 

c. Avec la question a., f°o dx < MO < Î 

e In(x) 

x2 

e In(x) | sfCdx= 20085232 
RS . 

D'après la question b., sk dx = G(e)-—G(1) 

rende RO EX 42 
NT ER Éd aile 

On obtient: O</7<1 — 2 (etona: 1 - 20264) 
OUER=1 
dx=0, 2008523822 

UPFFER=2. "1182 

Étudier une primitive 

Énoncé On considère le tableau ci-contre des variations d'une fonction f 

continue sur R. On définit la fonction F sur R par F(x) = ‘E f(t)dt. 

EI Dresser le tableau de variations de F sur R. 

F1 Déterminer la limite de Fen +oo. 

El La fonction f étant continue sur R, F est la primitive de f s'annulant en 0: 

pour tout x, F'(x) = f(x). 

En lisant le signe de J (x) dans le tableau, on obtient : 

} Stratégies 
1 Elle tableau de variations de f 

+ donné, permet de connaître le 

1 signe de f(x).Et le signe de f(x) 
donne les variations de F. 

0 + 00 | ! ElUne minoration de f(x) permet 
ra Fa | d'obtenir une minoration de F(x) 

nié par une fonction qui admet + co 

Hors M comme limite en + oo. 

El Pour tout réel x > 1, LE jh f( oae= f' roae+ PS f(t)dt. 

Ainsi, pour tout x > 1, F(x) = F( (1)+ f7 f(t)dt. 

Or, pour tout t > 1, f(t)Z 1. Donc, f'r(nar> f'iar. Ainsi, Fra x- 1: 

On en déduit que, pour tout xZ 1, HS F1) +X 1. 

Or, lim (F(1)+x— 1) =+00. Ainsi, avec le théorème de comparaison, | lim F(x) = +00. 
X — +oo 

— + 00 
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Sravailpersonneleiyaire ile pointy 

Savoir... 

Déterminer une primitive 

F d'une fonction f'sur un 

intervalle I. 

ennenenessssssenenneenenmnnnseneneeneenesnnsenenennenesee 

Déterminer la primitive 

F, d’une fonction f sur 

un intervalle I telle que 

F(%) — Yo- 

ÉPCECOECCEC ET ECC ELEC EC CEE EEE EE CEE CEE EEE CCE EE CEE CCE ETES 

Déterminer le signe de 

[ ? fOodx. 

Calculer l’aire 4 d’un 

domaine délimité par 

une courbe &,, l'axe des 

abscisses, et les droites 

d'équations x = a et x = b 

avec a < b, en unités d’aire. 
ÉCCECECECECOOCEEOCC EC COCCOEC EE EEE ELEC ELEC CELL ELLE EE ETS 

Calculer l'aire 54 d’un 

domaine délimité par deux 

courbes €, et sr 

nn sms sers nnne ns es snsns nee nste nement e 

Calculer la valeur moyenne 

de fsur [a ;b]. 

CECECCEEE CEE EE CEE ECO CE PCE PE EECOEE EEE EE 

Comment faire ? 

Si la fonction F est connue, il suffit de démontrer que F” = f sur I. 

Sinon : 

b on utilise le tableau des dérivées de base en en faisant une « lecture inverse » ; 

D on essaie de reconnaître les formes « usuelles » de primitives : 
; ; u’ u’ 

u' Xe“; u’Xu” (avecn#-1); Dr: et FR 

D on transforme l'écriture de f(x) pour retrouver l’un des cas précédents. 

D On trouve une primitive F de f sur. 

D On écrit F, sous la forme x + F(x) + k, où k est un réel 

quelconque. 

D On calcule la valeur de la constante k pour laquelle la - 

condition Æ (x) = Yo est vérifiée. 

D Si on connaît une primitive F de f sur un intervalle contenant a et b, alors : 
b [rod = F(b) - F(a). 

b 
b Dans le cas où f est positive sur [a ; b] avec a < b, J f(x)dx est égale à 

l'aire sous la courbe €; sur [a ; b], en unité d'aire. 

D On peut utiliser la relation de Chasles, pour fractionner les calculs, ou la 

linéarité de l'intégrale. 

b 
b Si a < b et si f est positive sur [a ; b], alors f fbo)dx > 0. 

b 
» Si a < b et si f est négative sur [a ; b|, alors ‘ fO)dx < 0. à 

D Si f change de signe sur [a ; b]|, on peut chercher à encadrer l'intégrale sur les 

intervalles où f reste de signe constant, et utiliser la relation de Chasles. 

b 
D Si f est positive sur [a ; b], si = 1: fOo)dx. 
(Voir la figure.) 

b 
D Si f est négative sur [a ; b], 4 = <f fo) dx. 

Sia<betsi@; est au-dessus de €, sur [a ; b], 
alors l'aire du domaine dont les points M(x ; y) 
vérifient a < x < b et g(x)< y < f(x) est égale à 

1 [C9 ER g(x)|dx, en unité d'aire. 

« 

La valeur moyenne 1H: de f sur l'intervalle [a c b| avec a < best: 

EE 1 LL bah, fx)dx. 
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El La fonction x > e* + e* admet à, 2x 
a. x e*+e * b. X— e* j'en À 

pour primitive : t: net LOCE 
ne É Des HE toenanens 

FAN PAST xebelir ol, b. Fest croissante sur | €. Pour tout x >—1, 
TV | ! : [o :+ œo| A ri 

qui s'annule en 1. F(x)= f f(t)dt ue ere 
bu AE on , Ru cl A de + RE 

El L'aire, en unités d'aire, de l'ensemble 
des points M(x;y)telsqueO<x<xz |a, [SEX dx b. + c. F. 
etO <y< sin?x est égale à: 

El L'äire de la surface 
colorée, en unités 

2 2 
d'aire, est : a 4 Ce _ 

Pour les questions FE à EX, on considère 
la fonction f dérivable sur R, dont 
le tableau de variations est donné ci- 

contre. 

Hi Le signe de l'intégrale b c. Impossible à 
ir. a. positif . négatif déterminer avec ce 

J= Î f(x)dx est : Chen 

Le signe de l'intégrale c. Impossible à 
nr À a. positif b. négatif déterminer avec ce 

KE [00 est tableau 

El La valeur moyenne y de f sur 2 1 b e 3 a -—<U<—— M0) CO<U<— 

[- 2 ; 0] vérifie : D D LÉ 

Q [22) On considère deux réels a et b tels que a < b. Les affirmations suivantes 

sont-elles vraies ou fausses ? 

[1 À [° rcdx = Pg(x)dx, alors pour tout réel x de [a ;b], f(x) = g(x). 

El La fonction F définie sur R par F(x) = fx t(t — 2)dt est décroissante sur [0 ; 2]. 

b 
E Si j est une fonction continue sur R et si Î f(x)dx > 0, alors pour tout réel x de [a ;b], f(x) > 0. 

E Si est une fonction continue sur [a ; b], alors LP r0o8&x|> [1700 1x LA LA a a D 

ES . f(x) -fbo)dx = 0, alors f(0) et (1 }sont égaux ou opposés. 
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Soit la fonction 1 définie 
sur [0 ; 61p par sa courbe 

représentative &. 0 sredies 
Donner toutes les bonnes ones ét té 
ve Vi tr me 

af dr est égal à: het ST TD. 
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Vrai ou NEO FETE 

Soit f continue et positive sur R - Indiquer s si les pro- 
one ones fausses. poil à 

a (rca f°, Joe [rod 
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ES j est? périodique Het bibete à 
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représentative @ symétrique par rapport à L à l'axe des 

ordonne onnées. Indiquer si sn le A rs DO | 
vraies es ou QE 72 
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> Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

[26 Soit la fonction f définie sur [—1;1] par: 

Fit ere 
|  Onnote € la courbe représentative de f. 

El Vérifier que la courbe est un demi-cercle de centre 

O et de rayon 1. 

F1 En déduire la valeur de [ V1 — x? dx. 

| 27 | Soit la fonction f affine par morceaux, définie sur 
| l'intervalle [— 4 ; 4] par sa courbe représentative €. 

Î il j j 

++ x Y Li — + —— 

Caiculer [" qe dx, on Fe a f(x)dx. 

En déduire fi rbodx 

Soit la fonction f 

définie sur [3 ; 3] de 
courbe représentative 6. 

| Sur[-2;2],@ est un demi- 
cercle. 

El Calculer 15 fb)dx, 

| puis Le fo) dx. 

| El Soit la fonction g définie sur [—3 ; 3] par: 

| g(x) = f(x) +2. 
a. Tracer la courbe représentative de g sur [3 ; 3]. 

b. En déduire [° g(x)dx. 

(EE Soit la fonction f, 2x-périodique sur R, telle que 
pour tout réel x de [0 ; 2x| : 
bsixe[0;x], alors f(x) = x; 
Dsixe]x;2x{,alors f(x) =-x+ 27. 

El Tracer la courbe représentative de f sur [—4x ; 4x]. 

El justifier que f est continue et positive sur R. 

El Calculer LrCodx et [7 rcoax. 

E] En déduire PO et LT ro). 



Encadrer une intégrale 
CELELELEEEEEE CEE EC EC EECEEEEEEEEE EEE EEE EEE EEE EE EEE EEE TITI TITI 

Soit la fonction f définie sur [— 2 ; 4] par sa courbe 
représentative 6. 

LY 

1 
El Justifier que 1 < [ fbo)dx < 2. 

El Déterminer un encadrement de : 

Jr fOo)dx, de fOLodx, te fo)dx et L fbo)dx. 

El En déduire un encadrement de ju fO)dx. 

» 
SL On considère la fonction “i 

définie sur [0;5] par la courbe 
représentative €. 

En utilisant des trapèzes bien 1 

choisis, encadrer TT fo dx. 0 

_ Brntégrationetpr 
| [34) Vrai ou faux ? 

El La fonction f :x+> 2x +1+ + est une primitive 

sur [0 ; + æ| de la fonction x ++ es. 

El Sur R, la fonction f :x > (x+ 1Ÿ a pour primitive 

la fonction x -> (x +1). 

El Sur KR, la fonction f :x ++ sinx a pour primitive la 

fonctionx > cosx. 

El Les fonctions x +> x(x—2)etxr> (x—1) sont 
deux primitives sur R de la même fonction. 

Ed vrai ou faux ? 
Soit la fonction f définie sur [0 ; + œ| par: 

_NRT 

LÉ Enbrar 

Soit la primitive F de f sur [0 ; + | s'annulant en 0. 

D) Exercices d'application 

Valeur moyenne 

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x — 3. 
Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [2;5], 

puis sur l'intervalle [10 ; 20]. 

331 On considère la fonction f définie sur [—3 ; 3] par 
la courbe représentative €. 

El Calculer les valeurs moyennes y, et 1 de f respecti- 

vement sur [—3;—1], puis sur [—1;3]. 

El Calculer la valeur moyenne 1 de f sur [-3;3]. 
Obtient-on la moyenne de y, et 1 ? 

El Démontrer que LH: est égale à la moyenne pondérée 

de y, et 11), avec des coefficients à déterminer. 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El F est définie sur [0 ; + | par F(x) = L'r(Hr. 

] 
Xl 

El Pour tout réel x > 0, F'(x) = 

F1 F est croissante sur [0 ; + œ{[. « 

E1 Pour tout réel x > 0, F(x) = In(x +1). 

[B6locm 
Donner la bonne réponse. 

1 
u | x dx est égal à : 

a. 0. b. 0,5. cal: 

E f'e*dx est égal à: 
0 
# 2 

a. Le. b.1—e?. c. 2e? — 2. 

E ['——ux est égal à: Lx dx est égal à : 

3 2. a. In3. b.In=-. cn. 
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Utiliser des représentations graphiques 
PELLE CIL LL EEE ELLES EEE TEE TELE EI EEE EEE CEECEE CCE EEE CEE LE LEE CEE LE ECCE EEE EE CEEEEEEEEEEECEES 

<7A Soit une fonction f définie 
et dérivable sur KR, de courbe 
représentative 6. 

Une des trois courbes ci-dessous 

représente graphiquement une pri- 

mitive de la fonction f sur R. 
Déterminer FRE en SPA le choix rec te 

ct} Onconsidere la x Yi LH ONU 

courbe représentative | | | | a 
€ d'une fonction f || | | | | 
dérivable sur R. 
Soit une primitive F 

de f sur R. 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses : 

a. Fest décroissante sur [4 ; + |; 
b. F admet un minimum en 0; 

c. F admet un maximum local en 6. 

Utiliser la définition 
CCCECEEE ELEC CEE CEE EEE CEE CEE EEE EEE EEE EEE EP ECC EE ECC EEE EEE EEE EEE EEE ENT EEE ETES 

E | On considère deux fonctions f et F définies sur R. 

Dans chaque cas, montrer que F est une primitive de f 

sur R. 

a. f(x) = 

b. f(x) = (3x + 1)eY ; F(x) = xe* 

c. f(x) = 2x (x2 +1); 

F(x) = Ge +1)XIn(x2+1)-— 

x? 3 
DPNX ES) OS ae 

[40| On considère la fonction f définie sur [0 ; + | 
par : f(x) = xin(x)— x. 

El Calculer f(x). 

F1 En déduire la primitive de la fonction In qui prend la 

valeur 0 en 1. 
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[46 FPE (2x +3). 

nn 47 Ex. 

Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = x . 

El La fonction f est-elle dérivable sur R ? 

El On considère la fonction F définie sur R par : 
2 

FX) =, six> 0; FO) = 2, si x <0. 
Montrer que la fonction F est une primitive de f sur R. 

El Déterminer la primitive de f sur R qui vaut O en 1. 

Soit la fonction partie entière définie sur l'intervalle 

[0 ;2[ et notée j': 
FLO =0;: 0x SIL OISE 

On veut démontrer que la fonction f n'admet pas de 

primitive sur [0 ; 2[. 
On raisonne par l'absurde, en supposant que f admet 

une primitive F sur [0 ; 2[. 
On pose F(0) = a. 

El Démontrer que : 
Dsi0o<x<1,alors F(x) = a; 
Dsi1 <x<2,alors F(x)=x+a—1. 

El En déduire une contradiction en étudiant la dérivabi- 
lité de F en 1 et conclure. 

Pour les exercices 43 à 50, déterminer une primitive de 

la fonction donnée, sur un intervalle que l'on préciser, 

où celle-ci est continue. 

REX x —2x +2. Ex x+2+-1. 

[44 CPE Aix: 4*—1! 

+ 

FEICPES tee. Enii 2 
(2 +2) 

Axe x(x— 1}. 

Hx. ch sl 
2 = EST 

AXE C2 +2x +2)" 

Hx ns -Sinx_ 
COS X 2 

Pl a, 3xe* 

| 50 TR EU 

- 7 
Bxe =. 

Ex. 
xInx 



El Déterminer les primitives des fonctions suivantes : 
Sn, 

a f:X+ =————; définie sur |0 ;: + œl : 
(Ge + 2x) Mel 

b.g:x- se définie sur R. 

Pour les exercices 52 à 54, déterminer la primitive F 

de f sur R vérifiant la condition indiquée. 

SEA Où f(x) = 2x — 5 et F(0) = 

E f(x) = e* et F(2)= 0. 

‘EME ; (x = = cos(x) et A+.) = 0. 

El f(x) = 3x? +2 et la courbe représentative de F 
passe par le point A(—1;3). 

54 11 f(x) = (sin2x+ sinx)cosx et la primitive F 

T 
prend la valeur 1 en 2- 

sinx 

E f(x) = 1 2 + cosx 

valeur 1 +In3 en. 

et la primitive F prend la 

sx une fonction u strictement positive et 
dérivable sur un intervalle I. 

El Quelle est la dérivée sur I de la fonction uyu ? 

El En déduire les primitives sur I de la fonction u'Vu. 

El Application : déterminer les primitives sur I de cha- 

cune des fonctions f : 

a f:xr-> 2V2x+3 sur 1= |- 

b.f:xr> xvx2+3 surl=R'; 

«fixer e*1+e* sur! = R. 

++ |; 

Avec transformation d'écriture 

[sel Soit la fonction f définie pour x # 1 par: 

2X3 
f(x) = PAR 1 

El Déterminer deux ae aetbtelsque,pourtoutx #1, 

b 

(x—1} PULE = 

F1 En déduire une primitive de f sur |-;1|. 

97 | On considère la fonction f définie sur R\{—1} 
ar : 

à x2 + 2x2 + x — 3 
xX2+2x+1 FE 

El Démontrer que pour tout x D 15 

3 
XX SRE 0e 

El Déterminer la primitive F de f sur |—1; + qui 

vérifie F(0) = — 

: EF On considère la fonction f définie sur R par: 

1 

ed ll HUE 
e* 

1+e* 

F1 Déterminer la primitive de f sur R qui prend la valeur 

Oenc. 

El Démontrer que, pour tout réel x, f(x) = 

Fonction x-> f[” f(t)dt; 

où f'est continue positive 

É FE Soit la fonction f définie sur [— 1; + | par: 

aie 12 dr 
1 th 

El ustifier que f est dérivable sur [— 1; +. 

Calculer f'(x). 

F1 En déduire le sens de variation de f sur [—-1; +. 

‘ [60| Préciser les variations de la fonction f définie sur 

l'intervalle I, sans chercher à exprimer f(x). 

a. f(x) = L'e dr sur I = [0 ; + |. 

b. f(x) = [7 16 - 8 dt sur 1 =[-4;41. 

[61 On considère la fonction f définie sur [0 ; + ol 
par: 

JE fer dr 
El Calculer f'(x). Étudier les variations de f sur 

[05 œo|. 

F1 a. Montrer que pour tout réel t > O 

b. En déduire que f(2)2> 2. 

El Montrer qu'il existe un unique réel c de [0 ; 2] tel que 

f(c)=1. 

203 CHAPITRE 6 Calcul intégral 



Din pete reMeteje]lTeeinte)gl 

Primitives et intégrales 
PPPTETET EEE EE CE TELE ECC EEE EI EE TELE EL EEE EEE EEE ECC ECEE CETTE ECC EEE ELEC CELL EEE CEE EEE EE EEE EEE EEE 

E cacuter l'intégrale 7 et vérifier à la 

calculatrice. 
5 

a. 1— IA 2e*dx. b. 1 = £ t(t2 — 4)dt. 

Une fois entré f(x) = 2e* en Y1, tracer la 
courbe représentative de f, puis utiliser : 

p y CUD 
GnéJaaluis]7]: f f(x)dx En F3 (G-Solv) f dx 

LOWER=0 
fdx=3, 1436563651 

UFFER= 1 
ffxidx=3. 4366637 

:> Voir les fiches Calculatrices. 

Pour les exercices 63 et 64, calculer l'intégrale Z. 

GI .:- 6x: b.1= f __ 

Ed .:- fx - Dax; fra 

[67 Vrai ou faux ? 
Soit une fonction f continue sur R. Préciser si les affir- 

mations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Si f est paire, alors IIOC = 0. 

EOn a F°(-r0o)ax =- fF F0 x. 

E f° kde xt dx. 

68| Vrai ou faux ? 
Soit une fonction f continue sur R. 

ESi f est positive sur R, alors, pour tout réel t, 

Je f(x)dx est un nombre réel positif. 
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con 

| Re pe 
* on considère l'intégrale 7 = Î RS dx. 

| El Démontrer que pour tout réel x de [0 ;1]: 

x O 4 
= X 2#-33- 

Xe, 2 

Hinto"2/0+2),x,0,1) F1 À l'aide du logiciel 

4- in(3}+=$-4- In(2) À 
Xcas, on a obtenu : 

Justifier la valeur exacte 

de I. 

66 | Soit une fonction f continue sur [0 ; + |. 

Soit la primitive F de f sur [0 ; + æ|[ qui s'annule en 0, 
dont on donne la courbe représentative €. 

El Sur quel(s) intervalle(s) f est-elle positive ? 
2 

F1 Déterminer la valeur exacte de JL fOo) dx. 

ElSoit la primitive G de g sur [0;+{| telle que 

G(0) = 1. Calculer G(2). 

inue de signe quelconque 
? 

AS e f()dx est un nombre positif, alors la fonc- 

tion f est positive sur [0 ;1]. 

El Pour tout a et b réels, £° rCodx = - [? rod. 

[sol Vrai ou faux ? 
Soit une fonction f continue et croissante sur R, 

et telle que f(1) = 0. On pose g(x) = L'r(Hdt. 

Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes : 

a. g est dérivable sur R ; 
b. g est continue sur R ; 

c. la représentation graphique de g possède une tan- 

gente horizontale en x = 1. 

d. g possède un maximum local en x = 1. 



Calculs d'intégrales 
CLEEELEEEEEECE CEE CE EE EEE ECEECEECEEEEEEEEOEEEEOEEEEE EEE EEE EEE EEE TITI TT TT 

int(x*(x12-1),x,-1,3) ; 
70 | On a effectué des 

calculs d'intégrales à 
l'aide du logiciel de 
calcul formel Xcas. 
Pour chaque ligne de 

saisie, préciser l'inté- int(cos(x)*sin(x),x,0, pi/2) à 
grale calculée, puis jus- LA | 

tifier le résultat obtenu. 
PA SEAT 

Pour les exercices 71 à 76, calculer l'intégrale I. 

À 
@-/ 20 b.1= ['xe" dx. 

eh -TIN Vérifier à la calculatrice (voir exercice 62). 

Bis 

B.:- "04 

@..-.« 

[75 PEACE TE 

16 N'ES 

Calculs d'aires 
PPPPETET TITI IIII III III IIIIELTET ELLE LEE TE EEE LT EE ETES EEE EEE EE EEE EEE CE CEE ECCECECECECCCECEECCEX 

b. 1 = ik cos(3x)dx. 

ou | at 
b.1= f >x+1 À: 

b. 1= ‘É ee de 

coop pou, b.1= Rens 

bafbébnct Lara 

{ZA Signe d'une fonction et aire 
Soit une fonction f continue sur un intervalle [a L b|, de 

courbe représentative ‘€. 

Dans l'exercice, les aires considérées sont exprimées en 
; À b 

unités d'aire. On pose / = Î f(x)dx. 

El Supposons que f est négative sur [a;b|. 
b 

En utilisant Î — f(x)dx, justifier que J est égal à l'op- 

posé de l'aire du domaine compris entre ‘6, l'axe des 

abscisses et les droites d'équation x = a et x — b. 

El Supposons que le tableau de signes de f(x) soit : 

On note 4. l'aire du domaine compris entre ‘6, l'axe des 

abscisses et les droites d'équation x = a et x = c,et 4; 

l'aire du domaine compris entre €, l'axe des abscisses et 

les droites d'équation x = c et x — b. 

En utilisant la relation de Chasles, montrer que : 

I = 4: ni A. 

El Soit la fonction f définie par sa courbe € ci-dessous. 

Calculer É fo) dx. 

Pl or à représenté 

dans le repère ci-contre la 
courbe 6 d'équation : 

= 2x 6x +8. 
Calculer, en unités d'aire, 

l'aire de la surface colorée. 

[el On a représenté dans le repère 

ci-contre la courbe d'équation 

y=2-—x? et la droite d'équation 
Y=—X. 

Calculer, en unités d'aire, l'aire de la 

surface colorée. 

+ 

[80 Déterminer l'aire de la surface délimitée par les 

s4 - : ns PR 2X 
courbes d'équations respectives y = L' y = MERS 

et la droite d'équation x = 2. 

: Soit les fonctions f et g définies sur ]0 ; + œ| par: 

Pa 
A 

On appelle 6; et ‘6, leurs courbes représentatives. 

f(x) = x et g(x) = x? + 

El Étudier les positions respectives des courbes €; et 6, 

en fonction des valeurs de x. 
FiSoit un réel t> 1. Calculer l'aire A(t) de la sur- 
face délimitée par les courbes €; et ‘6, et les droites 

d'équations x = 1 et x = t,en unités d'aire. 

El Déterminer la limite de A(t) en + oo. 

CHAPITRE6 Calcul intégral 



X [ f(t)dt 
où f est continue 

Fonction x > 

CEA Démonstration de cours 
© Voir le théorème du cours, page 192. 
Soit une fonction f continue sur un intervalle I, et un 

réel a de I. On sait que f admet une primitive F sur I. 

Soit la fonction F, définie sur I par: 

X AGE ['r(rat. 
El justifier que pour tout réel x de I : 

(x) = F(x)— F(a). 
F1 Montrer que F, est la primitive de f sur I qui s'annule 

en a. 
TS RSR ES 

S 

SR DER ne? + S'ENERTTT 

Œvrcioutaux? VE at d'art 
; CE. ni. 

On considère la fonction / déf ie sur | {; 1] pat 
CR ARE RDS 

Bb; 
er 

pa 

PART 
mott

e 

AA (0) pee Qu © PAT ol 

b. f est croissante sur El D adieteer 

fe + NME ee 
) RON EE mr Lot ee D 

Vi ele) 

ha tex rer TT 

[84| Soit la fonction f 
définie sur R par : 

5x e 
X)=——— 

f( ) 1 ZE e x 

On désigne par 6 sa courbe 

représentative. 

ve 8 lmibstet mie 

ARE ET 

El Déterminer les limites de f en — et en +0. 
Puis étudier les variations de f sur R. 

E1 Pour tout réel «, on pose : Z(a) = de f(x)dx. 

a. Donner le signe et une interprétation graphique de 

(a) en fonction de «. 
b. Exprimer I, en fonction de «. 

c. Déterminer la limite de (a) lorsque à tend vers +0. 

[85 Soit la fonction f définie sur R par : 

f(x) = x e*. 

El Déterminer deux réels a et b tels que : 

x+> (ax + b)Xe* soit une primitive de f sur R. 

Parure 1 
El En déduire la valeur de fi xe*ax. 
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[86 Soit la fonction f définie sur |— > ; 0[ par: 

fh)= re". 
El à. Déterminer la primitive F de f sur ]J-;0[ qui 

s'annule en —1. 

b. Étudier le sens de variations de Fsur ]— © ;0[. 

Misd net (le) 

‘=.367 879344 

F1 Déterminer la limite de Fen 0. 
interpréter graphiquement le résultat. 

E] Faire de même pour la limite de Fen —. 

Propriétés de l'intégrale 

74 Démonstration de cours : 
conservation de l'ordre 

© Voir la propriété du cours, page 192. 
Soit deux fonctions f et g continues sur un intervalle I. 
Soient a < b dans I. 

On suppose que pour tout x de [a;b], f(x) < g(x). 

El Justifier que : 1 [g(x) —f(x)ldx > 0. 

b 
FE] En déduire que: / fh)dx< [” ao. 

GE Signe d'une intégrale 
Soit une fonction f continue sur un intervalle I. 
Soient a et b deux réels de I. 

EI On suppose f positive sur I. 
b 

Quel est le signe de [ f(x)dx dans le cas où : 

a. a<b? 

b.a>b? 

El Reprendre la question précédente dans le cas où la 

fonction f est négative sur I. 

EX Donner le signe de chacune des intégrales suivantes, 
sans les calculer : 

2 FREE 
LEE 
rise 1 1 

B= | en dx ; L= f,in(odx. 
e 

3 
B= (2x + 1) dx ; 



‘E Parité d'une fonction 
Soit une fonction f continue sur R et un réel a de I. 

El a. Montrer que, dans le cas où f est impaire, 

L£ FO) = 0 

b. Montrer que, dans le cas où f est paire, 

a 

OT = 2 [° fax. 

El Calculer rapidement : 

h= f° sinCoax ; = [° [Be +|xiéx 

| EI Soient les fonctions f et g définies sur R par: 

fO)= 2 et 90) = 
3 

ad 

El Calculer 7 = ik f(x)dx 

El Soit J = [ g(x)dx. 

Calculer Z + J.En déduire la valeur de J. 

El Soit la fonction f définie sur [2 ; 4] par: 

EX. 

: _ 1 1 
El ustifier que f(x) = HSE 

El Calculer 7 = fe f(x)dx 

[92 Soit la fonction f définie sur R par : 

fx) = vx +1. 

El ustifier que pour tout réel x > 1, x < f(x) < x+—. 

El En déduire un encadrement de ‘E f(x)dx. 

CE] Soit la fonction f définie sur Lo; + par 

fx) = on note € la courbe représentative de f, 

et À et B les points de € d'abscisses respectives 0 et +. 

El a. Justifier que la tangente I” à ‘6 en B a pour équation: 

b. Justifier que la droite (AB) a pour équation : 

y=-+x+1. 

El Voici les résultats obtenus par la calculatrice formelle TI- 

repère : 

Terminé 

2:x-1)2.(4x-3) 

25 (241) 

x (x-2) (2:x-1) 

5.(x2+1) 

En utilisant ces résultats, étudier les positions relatives 

de ‘6 et I’, puis de ‘6 et (AB). 

El En déduire un encadrement de ik + fc)dx 

Valeur moyenne 

[94| Soit la fonction f définie sur R par : 
f(x) = cos(rx). 

El Montrer que la fonction f est périodique. 

F1 Déterminer une primitive F de f sur R. 

El Calculer la valeur moyenne de f sur [—1;1]. 

E La figure ci-dessous, sur laquelle la distance d et la 

hauteur h(d) sont indiquées en mètres, montre le profil 

d'un terrain, modélisé par : 

d d? 

AD où 0<d< 400. 

Our d 

On voudrait niveler le terrain décrit ci-dessus. À quelle 

hauteur faut-il situer le terrain nivelé pour que les rem- 

blais équilibrent exactement les déblais ? 

a. Répondre à cette question en utilisant le graphique. 

b. Répondre à cette question en calculant la valeur 

moyenne de h sur [0 ; 400]. 

E La capacité pulmonaire, en litres, de l'être humain 

suivant son âge x de 10 à 90 ans, peut être modélisée au 

moyen de la fonction f définie par : 

pee Hot, 

Déterminer la valeur moyenne de la capacité pulmo- 

naire entre 20 et 70 ans, à 0,1 litre près par défaut. 
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SIA Utiliser un tableau 
On donne le tableau de variations d'une fonction f 

dérivable sur R. 

EI On considère les intégrales suivantes : 
3 —2 ar 

1= j f(t)dt, J= je f(t)dt et K= ile f(t)dt. 

Pour laquelle des intégrales peut-on affirmer qu'elle est 

positive ? Qu'elle est négative ? Justifier. 

El À l’aide du tableau de variations de f, encadrer par 

des entiers chacune des intégrales suivantes : 

A= [°f(t)dt et B= ” f(t)dt. 

d , 

Hon est certain du signe de sf 1. avec ro < cb | 

lorsqu'on connaît le signe de F () sur[a;b]. 
RS TS Cr ni 

E Calcul d'une valeur moyenne 
Soit f la fonction définie sur R par : 

4 Xe 

CEE TIETÉ 

ME Sir 10 SEE 

Etudier le signe de x? —2x en fonction de x pour 

Re écrire 2 C9) sans E AD SE absolue. 

re 
RL È 

x #7 
PRE ee ES 0-1 

RER EN à DEL PR 

E Calculer une aire 
en utilisant une primitive 
On considère la fonction f définie sur R par : 

FLE AT)e"t2 
Le plan est muni d'un repère orthogonal d'unités 
graphiques : 1 cm sur l'axe des abscisses et 0,5 cm sur 

l'axe des ordonnées. 

On note € la courbe représentative de f, A la droite 

5 ne 
3 x et 4 l'aire, en cm?, de la surface 

comprise entre € , À et l'axe des ordonnées. 

d'équation y = 

EX Exprimer l'aire 54 à l'aide d'une intégrale. 

El Soit la fonction G définie sur R par: 

G(x) = (—x? — 2x —3)e"#2, 
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FlLe tableau de variations de f permet d'obtenir un 

encadrement de f(x) sur [0 ; 1 | et, également, sur [1; 2]. 
On peut en déduire un encadrement de A et de B. 

El Calculer f° f(x)dx. 

F1 Soit m un réel strictement supérieur à 2 

Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0 ; m| 

+ | Utiliser la relation de Chasles : 
Æ 

He (dax = [Frodx+ [ Godx. 
puis utiliser la bonne expression de f(x) dans chaque 

| cas pour effectuer les calculs. 

a. Calculer G'(x). 
En déduire une primitive F de f sur R. 
b. En déduire la valeur exacte de sf. 



El De façon générale, l'aire comprise entre les courbes 
‘€, et 6, sur l'intervalle [0 ; 2], où €, est au-dessus de 

: , f2 € est égale à Î (f(x) — g(x)}dx, en unités d'aire. 

Ici, l'unité d'aire est 1cm X 0,5 cm, soit 0,5 cm°. 

LA] Étudier une suite définie 
par une intégrale 
Pour tout entier naturel n, on pose : 

1 

1h = f XP TX: 

El Calculer J. 

El a. On utilise les formules : 

(e“)=u Xe et (uxv)=u Xv+uxv. 
Le résultat obtenu pour G'(x) est à mettre en relation 
avec f(x). 

2 
b. On utilise [°° (x)dx = F(2)— F(0). 

El a. Montrer que la suite (Z,) est décroissante. 

b. En déduire que la suite (/,) converge. 

El a. Justifier que, pour tout entier naturel n : 
1 

DE d x dx. 

b. En déduire la limite de la suite (1,). 

1 
E L = il e *dx. 

Utiliser une primitive dex ++ e *. 

Fl a. On obtient le signe de J,:,—1, en étudiant le 
signe de x” *'e * — x’e * sur [0 ;1] (factoriser). 

| Loi] Étudier la primitive d'une fonction 
qui s'annule en a 
Soit la fonction f définie sur R par : 

FE +1 
Soit la fonction F définie sur R par : 

x F(x)= J'y (0)ar. 

El Étudier le signe de f sur R. 

El ustifier que F est dérivable sur R et calculer F'(x). 
En déduire les variations de F sur R. 

b. La suite (/,) est minorée par 0 et décroissante. 

El a. On pense à utiliser la relation d'ordre. 

b. Penser au théorème des gendarmes. 

El a. Montrer que pour tout t > 0, on a: 

f(Y=NE 2e 

b. En déduire que pour tout réel x > 0, 

FOUExXR 2 
c. Déterminer la limite de Fen +. 

Question ouverte w. 

1 Dans cette question, toute trace de recherche ou 

d'initiative, même incomplète, sera prise en compte 

dans l'évaluation. 

Déterminer la limite de F en — co. 

El On réduit f(x) au même dénominateur et on fac- 
torise : ? 

4 «er =1 
f(x) C4 ex RE 

D'où le signe de f(x) sur R. 

F1 f étant continue sur R, F est la primitive de f sur R 

qui s'annule en 0. 

| 

| 
| 
| 

El a. Exprimer f(t)—1 en fonction de t et utiliser 
l'inégalité e2! + 1 > ef. 
b. Utiliser la conservation de l'ordre par l'intégrale. 
c. Utiliser le résultat précédent et le théorème de mino- 

ration. Ne pas oublier que e * > O. 

E] Penser à utiliser des propriétés de f : parité, symé- 

trie éventuelle de sa courbe représentative, etc. On 

peut en déduire des propriétés de F : parité, etc. 
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Lo la fonction f | ; 
définie sur ]— 3;3|[ par: 

F0 = des 
et sa courbe représentative 

€. 

El Montrer que € admet 
un centre de symétrie. 

_ + = 

| 

6; 

Fi 
| 
a 

F1 Démontrer que @ admet deux asymptotes. 

El Justifier que f est positive sur [0 ; 3[. 

El] à. Calculer la dérivée de la fonction h:x > xf(x). 

._ b. En déduire une primitive de f sur |—-3;3f. 
c. Calculer l'aire de la surface hachurée sur le graphique, 

en unités d’aire. 

LÉ EI Soit la fonction g définie sur ]0 ; + | par: 
J)=in( 1) "Inx. 

a. Étudier le signe de g(x) suivant les valeurs de x. 
b. Déterminer les limites de g en 0 et en +oo. 

F1 Soit la fonction f définie sur ]0 ; + | par: 

fb)=x+2+In(x+1)-Inx. 

‘On a tracé @ sa courbe représentative et la droite % 

d'équation y = x + 2. 

a. Donner les limites de f en 0 et +oo. 
b. Étudier la position de la courbe € 
par rapport à #. 

El a. Démontrer que la fonction G 

définie sur |0 ; + | par: 

G(x)=(x+1)in(x+1)-xInx 

est une primitive de g sur ]0 ; + |. 
b. En déduire l'aire, en unités d'aire, 
de la surface délimitée par 6,3 et les 

droites d'équations respectives x = 1 et x = 3. 

Froa) Question de cours 

Prérequis : positivité et linéarité de l'intégrale. 

Soient deux réels a <b d'un intervalle I de R. Soient 

deux fonctions f et g continues sur I. 

Démontrer que, si pour tout réel x de I, f(x) > g(x), 
alors : 
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Exercices d'entraînement 

Partie A ; 

El Soit un réel x tel que x > 1. Calculer ÿ (2 -t)dt en 

fonction de x. 

F1 Démontrer que, pour tout réel t 2 1,ona: 

1 
il. r?27t 

El En déduire que pour tout réel x 2 1,on a: 

tire je 2 < 2 *X +2xX— 5 < In x. 

Partie B Soit la fonction h définie sur R par : 

nee mo hX)E Se 

On a tracé les courbes 6 et [” représentant respectivement 

les fonctions h et In, et la droite (d) d'équation x = 4. 

4 e 
El Démontrer que À h(x)dx = 0. interpréter graphi- 

quement le résultat. / 

FlOn note % le domaine du plan délimité par’ les 

courbes @, l et la droite (d) sur [1; 4]. 
En utilisant le fait que x > xInx — x est une primitive 

dex+-- Inx, calculer l'aire de ® en unités d'aire. 

à Los! Pour tout entier n > 1, on appelle j, la fonction 

définie sur [0 ; + œ{[ par f,(x) = In(1 + x”) et 7 la suite 

de terme général 1, = ii In(1 + x°)dx. 

El a. Montrer que, pour tout entier n > 1,ona: 

0 <1,<In(2). 
b. Étudier les variations de la suite (1,). 
c. En déduire que la suite 7 converge. 

E Soit la fonction g définie sur [0 ; + «| par: 

g(x) = In(1 +x)-—x. 
a. Étudier les variations de g sur [0 ; + |. 
b. En déduire le signe de g(x) sür [0 ; + |. 
c. Montrer que, pour tout entier n > 1 et pour tout réel 

x2>0,ona:ln(1+x)< x. 

El Déterminer la limite de la suite Z. 



ALGO On considère la fonction f définie sur 

1] par: 

ne 
10) SEX 

ar 1 
et l'intégrale 1= f(x)dx. 

El Étudier les variations de f sur [0 ;1]. 

El Pour tout entier n > 1, on pose : 

n= 1 
k . k 

s,= > (+) > He) 
k=0 k=1 

Soit un entier n > 1. 

a. Justifier que, pour F4 Fes kde0Oàn—1,ona: 

he h" 
À 
n 

Gode Lit) 

b. En déduire que : St Fee Le 
n 

1 
c. Calculer Un 4): 

“0 . S 
d. Soit un entier p > 1. Justifier que les nombres nn et 
- 

sont des valeurs approchées de 1 à 10 P près dès 

e — 2 

2n 

El a. On propose l'algorithme suivant : 

que <107P. 

Quel est le résultat final affiché par cet algorithme ? 

pes PT à PT D PONT E NE Ne 9V r lac P f 1 , 

b. Modifier l'algorithme précédent de façon qu'il affiche, 

en fonction d’un entier p, une valeur approchée de 7 à 

10 P près par défaut. 
c. À l’aide d’un logiciel de calcul, on a obtenu : 

100 500 1 000 5 000 

1 1236 | 562,513 | 1125,2 | 5626,7 

Donner une valeur approchée de J à 0,001 près. 

Lo) Soient les fonctions f et g définies sur R par : 

x-e! * et g(x)= Xe! x, J(x)E 
On note € et [” les courbes représentant respective- 

ment f et g dans un repère orthogonal. 

Partie A - Étude des fonctions f et g 

El Déterminer les limites de f et gen — 

El Déterminer les limites de f et gen +0. 

El Dresser les tableaux de variations de chacune des 

fonctions f et de g sur R. 

Partie B - Calcul d'une aire plane 

El Étudier les positions relatives de € et l°. 

F1 Pour obtenir des primitives de f et g sur R, on a réa- 

lisé la recherche suivante à l’aide du logiciel Xcas : 

Hiint(r"exp(1-x),x) k 

En utilisant les résultats du logiciel, calculer Î f(x)dx 
1 

et 1. g(x)dx. 

El On note 51 l'aire, en unités d'aire, de la partie du plan 

comprise entre €, l' et les droites d'équations respec- 

tives x= 0 etx =" Ir 

Montrer que 4 = 3 — e. 

Partie C - Étude de l'égalité de deux aires 

Soit a >1. On désigne par S(a) l'aire, en unités d'aire, 
de la partie du plan comprise entre €, T° et les droîïtes 

d'équations SR x=1etx=a. 

On admet que ns é ere 1X(a2+a+1). 

El Démontrer que l'équation S(a) 
l'équation : e = a? +a+1. 

= 4 est équivalente à 

Question ouverte 

El Dans cette question, toute trace de recherche ou 

d'initiative, même incomplète, sera pee en SRE 

dans l'évaluation. | 
Montrer qu'il existe une unique Valeur de a pour 

laquelle les aires sd et S(a) sont égales. 
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WE On considère la fonction f définie sur |0 ; + œ| 

par : FO) TEXINx 
On note € sa courbe représentative dans un repère 

orthogonal. Les aires sont exprimées en unités d'aire. 

On appelle 4 l'aire du domaine délimité par l'axe des 

abscisses, la courbe € et les deux droites d'équations 

x= let x = 2; 

Partie À - Déterminer un encadrement de l'aire 4 
On note M et N les points de € d’abscisses respectives 1 

et 2, P et Q leurs projetés orthogonaux respectifs sur l'axe 

des abscisses. 

y 

El a. Montrer que f est positive sur [1; 2]. 
b. Montrer que le coefficient directeur de la droite (MN) 
est 2In2. À 
c. Soit E le point de € d'abscisse rs 

Montrer que sur [1; 2], le point E est l'unique point de € 
en lequel la tangente à & est parallèle à (MN). 
d. On appelle (T) la tangente à @ au point E. Montrer 

qu'une équation de (T) est: y = (21n2)x — + +: 

F1 Soit la fonction g définie sur [1; 2] par: 

É 4 909 = F0) [m2 -<+1| 

a. Montrer que g'(x) = 1 + inc). 

b. Étudier les variations de g sur [1;2]. En déduire la 
position relative de @ et de (T) sur cet intervalle. 

El Soient M' et N' les points de (T) d'abscisses 1 et 2. 
On admet que la courbe est en dessous de la droite 

(MN) sur [1; 2] et que les points M' et N° ont des ordon- 
nées strictement positives. 

a. Calculer les aires des trapèzes MNQP et M'N'OP. 

b. En déduire un encadrement de 54 d'amplitude 107!. 

Partie B - Déterminer la valeur exacte de 4 
2 2 

El Démontrer que x +> Sinx = De est une primitive 

de la fonction x ++ xinx sur ]0 ; +. 

F1 En déduire la valeur exacte de 1. 

@12 cHaritreë Calcul intégral 

‘MT On considère une fonction f dérivable sur R. On 

donne le tableau de ses variations : 

Partie A 

El Tracer une courbe € susceptible de représenter f 

dans le plan (unités graphiques : 1 cm sur l’axe des abs- 

cisses, 2 cm sur l'axe des ordonnées). 

El a. interpréter graphiquement g(2). 

b. Montrer que 0 < g(2)< 2,5. 

El a. Soit un réel x tel que x > 2. Montrer que : 

L'r(t)dt>x-2. 

En déduire que g(x) > x — 2. 
b. Déterminer la limite de la fonction g en +. 

E1 Étudier le sens de variation de la fonction g sur R. 

Partie B 

On admet que, pour tout réel t: f(t) =(t—1)e ‘+1. 

El Montrer que pour tout réel x, g(x) = x(1 — e*). 

F1 Déterminer la limite de la fonction g en — co. 

LL Partie À 
On considère la fonction f définie sur ]0; + œ[ par: 

f(x) = In(x) +1 + 

El Déterminer les limites de f en 0 et en +. 

El Étudier les variations de f sur [0 ; + |. 
En déduire le signe de f(x) sur 0 ; + oo. 

E] Pour obtenir la primitive F de f sur [0;+œ|[ qui 
s'annule en 1, on a réalisé la recherche suivante à l’aide 

d'une calculatrice formelle : 

Après avoir expliqué la démarche, justifier le résultat 
obtenu par la calculatrice. 

E] a. Démontrer que F est strictement croissante sur 

l'intervalle [1; + |. 

b. En déduire que l'équation F(x) = 1 — + admet une 
unique solution a sur [1; + |. 
Donner un encadrement de a à 0,1 près. 



Partie B 

Soit les fonctions g et h définies sur |0 ; + | par: 

g(x) = + et h(x)=In(x)+1. 

On note € et L” les courbes représentatives de g et h. 

Toutes les aires sont exprimées en unité d'aire. 

El Soit A le point d'intersection de [° et de l'axe des abs- 

cisses. Déterminer les coordonnées de A. 

El Soit P le point d'intersection de ‘€ et l”.Justifier que le 

point P a pour coordonnées (1; 1). 

El On note f l'aire du domaine délimité par € , Let les 

droites d'équations respectives x = Le etx= 1. 

a. Exprimer s4 à l'aide de la fonction f. 
1 

b. Montrer que 4= 1 EE 

El Soit un réel t >1. On note B(t) l'aire du domaine 
délimité par € , [’ et les droites d'équations respectives 

Xe X— f. 

a. Montrer que B(t)=t-In(t)—In(t). 
b. Peut-on trouver une valeur t telle que B(t) = 54 ? 
Si oui, y a-t-il unicité de la solution t ? 

4 Le but de cet exercice est de déterminer une valeur 

approchée à 10°? près de l'intégrale : 

sLLe 1= [ 5 + dx. 

On définit la fonction f sur [0 ;1] par: 

RE 

El a. Étudier les variations de la fonction f sur [0 ;1]. 
-b. Montrer que, pour tout réel x de [0;1],on a: 

1 1 = <f(x)< 2 + 

et 

DE CR 

. FSoit J et Kles intégrales définies par : 

1 F 1 
J= [ (2+x)e *dx et K= Ÿ x2f(x)dx. 

| 

a. À l’aide du logiciel de calcul formel Xcas, on a obtenu 

une primitive dex ++ (2+x)e * : 

Lean 
(-x-3)- exp(-x)| 

Justifier le résultat obtenu, puis calculer J. 

b. En utilisant EE b., montrer que : + <K< +. 

€. Démontrer que J + K = 41. 

d. Déduire de tout ce qui précède un encadrement de I, 

puis donner une valeur approchée à 10°? près de I. 

Soit la fonction f définie sur [0 ; + | par: 
f(x)=xe *. 

On désigne par € la courbe représentative de f dans un 

repère orthogonal. 

y 

Partie À 

El à. Déterminer la limite de la fonction f en +co. 

: ; v2 
b. Démontrer que f admet un maximum en TE 

calculer ce maximum. 

FSoit un réel a >0. On note Fa) l'aire, en unités 
d’aire, du domaine délimité par €, l'axe des abscisses et 

les droites d'équations respectives,x = 0 et x = a. 

a. Exprimer F(a) en fonction de a. 

b. Quelle est la limite de F(a) quand a tend vers +0 ? 

Partie B 

On considère la suite u définie sur N par : 

Un = Fi fo) dx. 

On ne cherchera pas à expliciter u,. 

El Montrer que, pour tout entier n > 1 : 

f(n+1)<u,<f(n). 

F1 Quel est le sens de variation de la suite u ? 

El Montrer que la suite u converge. 

Quelle est sa limite ? 

CHAPITRE6 Calcul intégral 
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CTP rhéorèmes et réciproques 
El Si deux fonctions f et g continues sur I = [a ;b] sont 
telles que, pour tout réel x del, f(x) = g(x), alors : 

Pr = Patodr. 

La réciproque n'est pas vraie. Trouver un contre-exemple. 

El Si deux fonctions f et g continues sur I = [a;b] sont 

telles que, pour tout réel x de 1, f(x) < g(x), alors : 

[rca < Lacodrx. 

La réciproque n'est pas vraie. Trouver un contre-exemple. 

LEE Soit une fonction f continue sur [a ; b], où a <b. 
b b 

Démontrer que | f. fodx|< J | f(x) ax. 

[ns CD v'après ENI GEtPi, 2011. 
On considère la fonction f définie sur R par : 

fx) = e*— 4e* +3: 

Soit € la courbe représentant f dans un repère ortho- 

normé. 

EI à. Déterminer la limite de f en +oo. 
b. Déterminer la limite de f en — co. 
En déduire que € admet, au voisinage de —, une 

asymptote À dont on donnera une équation. 

El a. Déterminer et factoriser f’(x). 
b. Dresser le tableau de variation de f sur R et donner 
la valeur exacte du minimum. 

ElLa courbe € coupe l'asymptote À en un point E. 

Déterminer les coordonnées (xe ; y) du point E. 

| 
E1 Soit l'intégrale : J = dim (3—f(x))dx. 

a. Calculer la valeur de J. 

b. J'est l'aire (en unités d’aire) d’une surface S. 

Définir S. 

116 | Soient la fonction f définie sur R par : 

4et 
t)= 

et € sa courbe représentative dans un repère ortho- 

normé. 

Pour tout entier n 2 1, on pose : 

In(n+1) 

Un = [ : f(t)dt. 

EX à. interpréter graphiquement le nombre u,. 

Lee 

NÉE 
b. Établir que, pour tout n > 1,u, = ain 

@1@ cuariTre6 Calcul intégral 

F1 On pose pour tout entier n 2 1 : 
n 

SE >Du=u+u+.. + Un. 
k=1 

Donner une interprétation de $, en terme d'aire , et 

déduire du EE b. une expression simple de S,,. 

El a. Calculer, en unités d'aire, l'aire 4, du domaine 

délimité par la courbe € et les droites d'équations y — 4, 

X—0.et X—In(nr 1). 
b. Déterminer la limite de (54,). 

LLPA E On considère la fonction g définie sur l'intervalle 

]0 ; + | par: g(x) = Inx- +. 

On donne ci-dessous le tableau de variations de g. 

x 231 022 

Démontrer toutes les propriétés de la fonction g regrou- 

pées dans ce tableau. 

El Soit la fonction f définie sur |0 ; + œ|[ par: 
5inx 

fGx)E nr. 

z 10 : : 
a. Démontrer que f(x) = TZ OÙ Xo est le réel appa- 

0 

raissant dans le tableau ci-dessus. 

b. Soit un réel a > 1.Exprimer Je f(t) en fonction de a. 

El On a tracé dans un repère orthonormé les courbes 

représentatives €; et 6, des fonctions f et g. f 

On appelle 7 le point de coordonnées (1; 0), P, le point 
d'intersection de €, et de l'axe des abscisses, M, le point 

de €; ayant même abscisse que PF, et H, le projeté 

orthogonal de M, sur l'axe des ordonnées. 

On nomme : 

b 4; le domaine délimité par la courbe 6, et les seg- 
ments | P, | et [RM] (en jaune sur le schéma) ; 

DA; le domaine délimité par le rectangle construit à par- 
tir de [O7] et [OH] (en rouge sur le schéma). 

Justifier que les domaines 4; et 4, ont la même aire, 
dont on donnera un encadrement d'amplitude 0,2. 



118 On considère la fonction f définie sur R par : 

fx) = e*sinx. 

EI Pour obtenir une primitive de f sur R, on a réalisé la 
recherche suivante à l'aide du logiciel Xcas. Justifier le 
résultat obtenu. 

Hilint(exp(-x)"sin(0,x) 

exp(-x)- (COS(x)+sin(x)) 

ae 2 = — = 

El Calculer 7 = Je f()dx. 

El On définit la suite u sur N par : 
(2n+1)x 

U, = f(x)dx. 
2nx 

Démontrer que la suite u est une suite géométrique 

dont on précisera la raison et le premier terme. 

119 Soit une fonction f continue sur l'intervalle [0 ; 1]. 
Soient deux réels M et m tels que, pour tout réel x de 

[0;1|,m<f(x)<M. 
Étudier la convergence de la suite de terme général : 

A: 

u= [" f(x)dx. 

WA) Longueur de la chaînette 
On laisse pendre un fil d'une longueur de 4 m entre deux 

points situés à une même hauteur et distants de 2 m. 

On montre et on admettra dans ce problème que, rap- 

portée à un repère orthonormé convenable, la chaînette 
Bx — px 

Vs 33 lg ET 
où $ est un paramètre réel positif dépendant de la lon- 

gueur du fil. On note; la courbe représentative de fs. 
Le but du problème est de calculer une valeur 

approchée de la flèche prise par le fil, c'est-à-dire 

l'écart de hauteur entre le point le plus bas et celui 

le plus haut. 

Soit un réel B > 0. 

a pour équation : 

A. Étude de la chaînette 

El Déterminer les limites de f} en +0 et en — 0, puis 

étudier les variations de 7; sur KR. 

Fi Tracer les courbes @,, €, et 63. 

>) 

B. Recherche de la flèche 

On admet, dans le cas d’une fonction f dérivable sur un 
intervalle [a ; b], que la longueur de la courbe 
d'équation y = f(x) entre les points d'abscisses respec- 
tive a et b est donnée par: 

L= [1 +L7 CP x. 

El Faire un schéma du fil en prenant l’axe de la chaînette 

comme axe des ordonnées et montrer que : 
1 RTS 

a= f. 1+[73 (x) dx (E). 

El Montrer qu'il existe un unique réel B, solution de 

l'équation (E). 

El Donner une valeur approchée à 10°? près de Bo. 

E] Déterminer les coordonnées du minimum de la fonc- 

tion fp,- 

En déduire la flèche du fil. 

La chaînette est la forme prise par un fil pesant flexible 

infiniment mince homogène inextensible suspendu entre 

deux points, placé dans un champ de pesanteur uniforme. 

Sa courbe représentative a été étudiée par Gottfried 

Leibniz, Jean Bernoulli et Christiaan Huygens, en 1691. 

L'architecte catalan Antoni Gaudi l'a beaucoup utilisé dans 

ses constructions. 

AE Onconsidèreuncircuitélectriquefermécomprenant 

un condensateur, une bobine et un interrupteur. À 

l'instant t = 0, on suppose le condensateur chargé, on 

ferme l'interrupteur ; le condensateur se décharge dans 

le circuit. La valeur de la charge, exprimée en coulomb, à 

l'instant t (en s) est donnée par: 

q(t)=6X10 *cos(400t). 

On sait que la valeur i(t) de l'intensité du courant, 
exprimée en ampère, qui parcourt le circuit à l'instant t 

vérifie i(t) = q'(t). 

El Calculer i(t) pour t € [0 ; + œl. 

El Justifier que i est périodique de période ET 

El On désigne par Z, la valeur, exprimée en ampère, de 

l'intensité efficace du circuit : 
LT 

1? = AT f 0 2 (t)dt. 

Calculer Z,, puis en donner une valeur approchée à 107* 

près. 

CHAPITRE 6 Calcul intégral 



114 Offre, demande et surplus 
Partie 1 Soient les fonctions f et g définies sur [0 ; 9] par: 

x 
f(x) = ne fe gx) >: 

El Résoudre algébriquement l'équation f(x) = g(x). 

9 
El Calculer l'intégrale 7 = fbo)dx. 

On donnera la valeur exacte de J. 

Partie 2 Un produit conditionné en boîte est mis sur le 

marché. On désigne par x le prix d'une boîte de ce pro- 

duit en dizaine d'euros. 

On admet que la 

quantité achetée 

par les consomma- 

teurs, en fonction du 

prix x appliqué sur le 

marché, est donnée 

par f(x), en cen- 
taines de boîtes. 

On admet que la 

quantité proposée 

sur le marché par 

les producteurs, en Fo | 

fonction du prix de vente x rate les du teur sont 

disposés à vendre, est donnée par g(x) en centaines de 
boîtes. 

El On pourra utiliser le graphique pour conjecturer les 

réponses aux questions suivantes, puis on les justifiera 

algébriquement. 

a. Combien de boîtes seront achetées par les consom- 

mateurs si le prix de vente est de 40 € la boîte ? 

b. Lorsque l'offre est égale à la demande, le marché 

atteint son équilibre. Donner le prix d'équilibre, en €, et 

le nombre de boîtes correspondant. 

El à. D'après le graphique, les producteurs étaient dis- 

posés à vendre des boîtes à un prix inférieur au prix 

d'équilibre. 

On appelle surplus des producteurs, le gain réalisé en 

vendant des boîtes au prix d'équilibre. Ce gain est donné 

en milliers d'euros par l'aire du triangle bleu (1 unité 

d'aire = 1 millier d'euros ). 

Calculer ce surplus, en euros. 

b. Le surplus des consommateurs est l'économie réali- 

sée par les consommateurs qui étaient prêts à payer plus 

cher que le prix d'équilibre. Ce surplus est donné en mil- 

liers d'euros par l'aire de la partie violette sur le graphique. 

Préciser quelle intégrale permet de calculer ce surplus et 

en donner l’arrondi à l'euro. 

216 CHAPITREG Calcul intégral 

x"? 

1AEX 

1 
Æ] Pourtout entier n > 0,on pose: Z, = Î dx. 

El a. Montrer que, pour tout entier naturel n: 

1 n 0<1,< je x” dx. 

b. En déduire que la suite (/,) converge vers 0. 

El Calculer Z, + Z,:, en fonction de n. 

El Pour tout entier n > 

Sn =(Db+h)-(4+2)+ 

0, on pose : 

CC EL 

a. Simplifier S,. 

b. En déduire une expression de : 

EP ALES os bee 

lorsque n tend vers + oo. 

+0 L et sa limite 

1 
123 Soit la suite u définie sur N par: up = Î FE 

1 x"? Rene Et, pour tout entier n 2 1, u, re 

El a. Soit la fonction f définie sur [0 ;1] par: 

fe) = In(x+V1+3x2). 

Calculer la dérivée f” de f.En déduire w. 
b. Calculer u:. 

F1 à. Prouver que la suite u est décroissante (on ne cher- 

chera pas à calculer u,). 

En déduire que la suite u est convergente. 

b. Montrer que, pour tout réel x de [0;1],on a: 

]<Y1Ee eo: 

En déduire que, es tout entier n 2 1,0ona: 

1 
QU, Sn 
(n + D 2 re F1 

Déterminer la limite de u. 

l'BAC ] D'après ENI, 2010. 
Soit la fonction h définie sur |0 ; + æ| par: 

h(t)=1-—In(t). 

El Étudier le signe de h(t) sur [0 ; + |. 

El Soit la fonction g définie sur ]0 ; + œ| par: 

g(t)=tx(1—In(t)). 
a. Déterminer g'(t ). 
b.En déduire la primitive H de h sur JO; +[ qui 
s'annule en e?. 

El On considère la suite v définie sur N par: 

Vn= tar = Int)dt. 

a. Justifier que, pour tout entier n, on a: v, > O. 

b. Calculer v, en fonction de n. 

c. Déterminer la limite de v. 



E1 Pour tout entier n de N, on pose : 
n 

Sn = DU = Vot+n+ 
k=0 

a. Exprimer $, en fonction de n. 

b. Déterminer la limite de S. 

AV n° 

LE Formule d' Archimède 
Archimède a prouvé que l'aire de la surface sous une 

arche parabolique vaut les deux tiers de la base multi- 

pliée par la hauteur de l'arche. 

El En utilisant une intégrale, calculer l'aire sous l'arche 

de parabole d'équation y = 6 — x — x? sur [—3 ; 2]. 

El Trouver la hauteur h de l'arche. 

El Vérifier l'affirmation d'Archimède. 

Cité des Arts et des Sciences - Valence 

U24 Méthode de Fermat 
On considère deux réels strictement positifs & et &, et 

la suite géométrique (a,) de termeinitial & et de raison 

(1+a): 

pour tout entier n > 0, a, = ap(1 + a). 
Cette suite s'appelle suite de Fermat. 

Dans un repère orthonormé, on s'intéresse au domaine 

4 situé entre la courbe d'équation y = m l'axe des 

abscisses et à droite la droite d'équation x = &. 

Dans la suite, les aires sont exprimées en unité d'aire. 

1, on construit n rectangles « supé- 

A, _,, comme sur la figure ci- 

Pour tout entier n 2 

rieurs », d’aires 4, 4, … 

dessus. 

On admet que le domaine 4 admet une aire finie S. 

El à. Montrer que 4,= —— 

b. Calculer 4, pour tout entier k,où 0 <k<n—1. 

c. En déduire que : 

1 1 
d4,= | + —— ner 

à KE To sci 

d. Démontrer que : 
n=1 1+a male à = "Tome 
2 k do (+a) 

e. En déduire que S < 1 _ : 
0 

Dans le livre « Précis des œuvres de Fermat et de l'Arithmétique 

de Diophante, 1853 » de Émile Brassinne (1805-1884), qui 

retranscrit la méthode de Pierre de Fermat, il est affirmé 

1+@ 
directement que S — 

Le] 

El a. Reprendre la méthode précédente en prenant des 

rectangles avec la même subdivision, mais situés sous la 

courbe et démontrer que : 

L lee 
AO) 77) Rue s 

b. Fermat fait ensuite tendre «& vers 0, ce qui augmente 

le nombre de rectangles. Quelle valeur de S obtient-on ? 

El En posant le problème à l’aide d'intégrales, confirmer 

le résultat précédent. 

UXJ Partage équitable 
Dans le plan muni d'un repère orthonormé, on considère 

le domaine % situé sous l'arche de parabole d'équation 

y = x — x? et au-dessus de l'axe des abscisses. 
.… Déterminer la droite passant par l'origine qui découpe le 

: domaine Ÿ en deux surfaces de même aire. 

LEZ Étudier la convergence de la suite de terme 
ni1 — 

un = J en axe 

h30| ®} Formule des trois niveaux 
Soient deux réels a et b, avec a < b. Montrer que pour 

tout polynôme f de degré inférieur ou égal à trois, on a: 

une dt= = “fre +41(23)+r0)| 
EE 

général : 
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Revoir les outils de base 

El Calculer des aires de figures usuelles 
Dans le repère orthonormé ci- 

contre, l'unité d'’aire est l'aire 

du carré OJK1. 

Calculer les aires du triangle 

BOJ, du quadrilatère ABJC et et 

du demi-disque de diamètre 

[cK]. 

K74 Calcul de dérivées 
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes 

X e 
EL TUE sie 

ire “ 

— sur} 1: 1[; 

ch:xe Vx?+4 surR; 

d.k:xr-> cos(2x)Xe* sur R. 

b.g:xr- In | 

(AIN Revoir au chapitre 3 le tableau des dérivées 

usuelles et les formules de dérivation. 

EE} Caractériser un domaine plan 
Ci-contre, la droite a pour 

équation y =—0,5x + 1 et la 
parabole P a pour équation 

x +x #2: 
Caractériser les points de la sur- 

face jaune par des inégalités 

portant sur leurs coordonnées. 

Méthode Pa D 

| Commencer par déterminer les coordonnées des 

points d'intersection de % et P. 
EE 

Les savoir-faire du chapitre 

Calculer ou encadrer une intégrale 
en utilisant des calculs d'aires 

EZI Linéarité de l'intégrale 
* 1 1 1 

On pose À = | 1x, B= [xdx et c= | x? dx. 

EX Exprimer l'intégrale 7 = f (x2 + 2x+ 2)dx en fonc- 

tion de A,BetC. 

F1 Calculer 7 sachant que C = +. 

@1@ chapirres Calcul intégral 

sais. M ét h 0 d e | pi A 

Pour calculer A et B, représenter graphiquement les 

droites is à ety=x sur ur [0 ; 1] 

LEE En dents de scie 
On considère la fonction f:xr-> x—E(x), où E est 

la fonction partie entière. 

a. Démontrer que f est périodique de période 1. 

b. Calculer 7 = dé fOo)dx, puis J = A fOo) dx. 

Méthode a is ta an lt sam 

Représenter graphiquement la fonction f. La périodicité 

induit des translations qui conservent les aires. 

Déterminer des primitives 
mms nnsns nn nn ones nn en nenemnnenmn nn names enennennnnnenenennnsnenenenssenennene 

EL] Vrai ou faux ? 
On a représenté ci-contre une 

fonction f dérivable sur [-2;3]. 
On note F une de ses primitives 

su 23) 
a. Fest croissante sur [1; 3]. 
b. F présente un maximum en — 1. 

c. F présente un minimum en'2. 

d. Fest décroissante sur [-— 2; 2]. 

Attention, la courbe dessinée est celle de la 

fonction dérivée de F, car F’ = f. 

A Calcul de primitives 
Déterminer les primitives de chaque fonction f sur 

l'intervalle I. 

a f:iXr> x  3X SX surk: 

b. f:x- er + sur |0; + œ| ; 

c f:xr> sinxcosx sur R; 

Xi 
deu Se sur [2; +. 

| Calcul d'une primitive particulière 
Déterminer la primitive F de chaque fonction f sur 
l'intervalle I qui vérifie la condition donnée. 

a. f:x+- sinxsurRet En = 0; 

b.f:xr+ e*+e *surRet F(0)= 3; 

: : _— md er cf:xe Gx+ 5) sur | © ; > [et# NF ES 

d.f:xr- = sur ]-1;+ ol et F(0) = 



LLLELELEEEE EE CECCEE COCECECCCECCCCCCCCCRCCCRCEREEREEEREENERNENEENRE RENNES 

ËE Vrai ou faux ? 
On considère la fonction F:x + 
[o sir œo|. 

El La fonction F est décroissante sur [0 ; + |. 

El F présente un minimum en 0. 

d, ES 

4 e ‘dt définie sur 

ET <F(i)<1. 

EM Calculer des intégrales 
Calculer les intégrales suivantes : 

a. f(x; b. [7 — dt; 

T 

3 + ca 
1 d. is tant dt. 

6 
€ J xX2+x+1 

dx ; 

Transformation d'écriture | 
Soit la fonction f définie sur |1; + | par: | 

RS 
f(x) psg 

EI Déterminer deux réels a et b tels que pour tout réel 

b 
xEf;+oœf, f(x) = = ARE RTE | 

El En déduire 1È f(x)dx. 

Utiliser les propriétés de l'intégrale 

Obtenir un encadrement 
à l'aide d'une intégrale 

El Montrer que pour tout réel t > 0, | 

1-t< <1—-t+r. ter: ES 
PET 

El En déduire que pour tout réel x > 0. | 

x X < In(i 10e +4 

) Passer aux intégrales entre 0 et x à partir des inégalités du E | 

LE} Un calcul d'aire | 
On a représenté ci-contre la 

courbe représentative de la fonc- 

tion f définie sur [— 2; 3] par: 

x x 
AU SET route M 

Calculer l'aire de la surface jaune, 

en unités d'aire. 

Décomposer la surface sur des intervalles où f est de 

signe constant, et utiliser des intégrales. 

Approfondissement 

En lien avec les sciences 

m Calcul de vitesse moyenne 
Un véhicule se déplace sur un 

trajet rectiligne. 

Sa vitesse v(t), en fonction 
du temps t, est représentée ci- 

contre. 
On rappelle que la distance 

parcourue x(t) vérifie : 
x'(t) = v(t) avec x(0) = 0. 

El Déterminer x(t) en fonction du temps t. 

El Calculer la vitesse moyenne du mobile sur l'ensemble 
du trajet. 

En économie 
Une entreprise fabrique et vend des objets. 

À la date t > 1, exprimée en semaines, on modélise : 

D la quantité f(t) d'objets produits par l'entreprise, en 
milliers, par : f(t)=1,1t-In(t)—In(t+1) (on parle 
de quantité offerte par l'entreprise) ; 

bla quantité g(t) d'objets commandés par les 
consommateurs à cette entreprise, en milliers, par : 

t)= et L (on parle de quantité demandée à 9 t 
l'entreprise). sc 

El On dit que « la demande est satisfaite à la date t » 
lorsque l'on a f(t)> g(t). 
Démontrer que la demande n'est jamais satisfaite. 

Étudier les variations, puis le signe de la fonction 

hitr f(t)-—g(t) définie sur [1;+ of. 

El On admet que le nombre d'objets manquants pour 

que la demande soit satisfaite entre les dates n, et nm 
n: 

(m < n2), en milliers, est : p ‘[g(t)—f(t)lat. 
1 

a. Dériver la fonction k définie sur [1; + | par: 

k(t)=(t+1)n(t+1)+tin(et). 

b. Donner, à un objet près, le nombre total d'objets 

manquants pour que la demande soit satisfaite entre les 

dates 1 et 5 (en semaines). 
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ET Intensité efficace 
On considère un courant alternatif de période T, dont 

l'intensité i(t) (en A) passant dans la résistance R est 
donnée, en fonction du temps t, par: i(t) = 10cos(wt). 
& est la pulsation du signal (en rad -s"!). 

El Calculer la période T en fonction de w. 

F1 Préciser l'intensité maximale 7,,,, du courant. 

El Pendant la période T, la quantité de chaleur produite 

par le passage dans la résistance R, en joule, est : 

W = É R(i(t )Ÿ dt (loi de Joule) 

Calculer W. 

El Déterminer l'intensité du courant continu Z. qui pro- 

duirait le même dégagement de chaleur W durant la 

période T. Exprimer une relation entre Z. et Z,.. 

NME L'intensité Z est appelée intensité efficace de i. 

74 Courbes de Lorenz et indice de Gini 
On a représenté ci-contre les courbes € et [” représen- 

tant respectivement les fonctions f et g définies sur 

Dur 

1 f(x) = xt a 

RS ee ee pe RE | ES UN |A) 

—tet g(x)=e*-(e=2}x= 1. 

Elles illustrent la répartition des surfaces agricoles de 

deux pays F et G en fonction de la répartition de la taille 

des exploitations (on parle de courbes de Lorenz). 

Ainsi, on lit g(0,3) + 0,13. Cela signifie que dans le pays 
G, 30 % des exploitations les plus petites représentent 

environ 13 % de la superficie des exploitations de ce 

pays. 

El a. Calculer f(0) et f(1). interpréter. 
b. Justifier que f est croissante sur [0 ; 1]. interpréter. 

El Reprendre la question précédente pour g. 

El On appelle indice de Gini, y, le quotient de l'aire 

comprise entre la courbe de Lorenz et À, par l'aire du 
triangle OAB. 

@20 cuariTres Calcul intégral 

a. Expliquer la phrase : « plus l'indice de Gini est petit, 
plus la répartition de la surface agricole est égali- 

taire ». 

b. D'après le graphique, lequel des deux pays corres- 

pond à la répartition la plus égalitaire ? Calculer les 

indices de Gini y- et y respectivement des pays F et G 

et expliquer la réponse par le calcul. 

Calcul de volumes 

L\ On considère un 
solide délimité par les 

plans d'équations z = a et 

z = b (avec a <b). 

Tout plan d'équation z = t, 

avec tE[a;b], coupe ce 
solide suivant une section 

d'aire S(t), en unités 
d'aire. 

Lorsque S:t+> S(t) est continue sur [a;b], on admet} 
que le volume V du solide, en unités de volume, est : 

Li Volumes de solides usuels 
Volume d’une boule LR 

On coupe une boule de centre ) : ad 

O et de rayon R par un plan (P) 
et on appelle x la distance OH de 

O au plan (P). On appelle (D) le 
disque intersection. 

a. Déterminer l'aire de (D) en fonction de R et x. 

b. À l'aide d'un calcul d'intégrale, retrouver la formule 

du volume d'une sphère. 

El Volume d'un cône de révolution 
De manière analogue, retrouver le volume d'un cône de 

rayon de base R et de hauteur h. 

LE Solides de révolution 

Partie 1 On considère 
un solide obtenu par la 

rotation d'une courbe 

€ autour de l'axe (Oz). 
Dans ce cas, la section 

du solide avec tout plan 

d'équation z = t est un 

disque de rayon R(t). Alors s(t)= = rXR(t ÿ. 

Calculer le volume du solide engendré par la rotation de 

l'arc de parabole d'équation z = y? pour y dans [0 ; 2] 
autour de l'axe (Oz). 



. 

Partie 2 On considère la fonction f définie sur [0 ; x] 
par f(x) = sin? (x) et @ sa courbe représentative dans 
un repère orthonormé (unité graphique 2 cm). 

Le domaine % est l'ensemble des points M(x;y) du 
plan tels que 0 <x<ret0<y<f(x). 

El Représenter graphiquement le domaine ®. 

ElExprimer sin?(x) en fonction de cos(2x), puis 
sin* (x) en fonction de cos(4x) et de cos(2x). 

El En déduire la valeur de ‘ sin{(t )dt. 

ElLa courbe €, en tournant autour de l'axe (Ox), 
engendre un solide S dont le volume est donné par V, 

en unité de volume. Calculer le volume V, en cm3. 

Vers le Supérieur 

EU Intégration par parties 
El Soient deux fonctions u et v dérivables sur un inter- 

valle I, de dérivées u” et v’ continues sur I. 

Justifier que pour tout réel a et b del: 

MONO = [u(x)-vQ) IE - de u'(x):v(x)dx. 

El Applications 

a. Calculer 1 = [ x-e*dx et J= femCoax 

b. Déterminer la primitive de la fonction In sur l'inter- 

valle ]0 ; + æ[ qui s'annule en 1. 

Avec les fonctions trigonométriques 
Soit la suite (/,) définie pour n > 0 par: 

+ (sinx) 
RES jÉ cos x Le 

La 
EI Calculer je (sinx)"cosx dx. En déduire 1,;—1, 

en fonction de n. 

El Calculer Z, et en déduire Z, et J5. 

: NRC 
El à. Calculer la dérivée de f :x+- In(tan & DE Fi 

b. En déduire Z,, puis Z et J4. 

F7 Valeurs approchées de e 
Soit a > O0. Pour tout entier n 2 0, on pose: 

D f, la fonction définie sur I = [0 ; + | par: 

ut AC= Le; 
D €, la courbe représentative de /f, ; 

»1,(a)= [° 7 0)dx. 

El Calculer I, (a). 

El Montrer que, pour tout réel x > 0 ettoutentier k > 1: 

H(O)=0 et (x) = f(x) x x) 
En déduire que pour tout entier k Z 1 : 

aq = 

LG) (a) SE Te 

E1 En déduire que pour tout entier n > 1 : 
n a " 

I(a)=1 : 7: a je de 
k=0 

E1 Dans cette question, on prend a = 1. 
Pour tout entier n > 0, on pose u, = 1,(1 ): 

un = [AC = 1 dt > He 

a. Montrer que pour tout entier n > 1,u, Z 0. 

Donner une interprétation géométrique de u,.. 

b. Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout 

xe[0;1]: 
1 
x. ACO<< 

c. En déduire que pour tout entier naturel n : 

ee, MDP 
Quelle est la limite de la suite u ? 

à 
li ani E 

0 < 

d. En déduire que e — 

EX} intégrales généralisées 

BEIC Soit une fonction f continue sur ja;:b] 

(respectivement [a ; b[). 

Si lim 1 [° fCodx (resp. lim \ ['AL0d0 existe et est | 

finie, alors on dit que l'intégrale de f(x)dx converge et 

sa valeur est la limite trouvée. 

La définition reste valable si a =— ou b = +0. 

Les intégrales suivantes sont ele Ne ? Sioui, 

les calculer. 

RE ah. Ha. { Prat b. [ x x : 

1 
CL Inx dx (On rappelle que x ++ xinx—x est une 

primitive de la fonction In). 

Momie ' +o0 1 
Fa. { _ dx ; b: f eq à dx 

1 dx. 
ë 1 (1 +e*)(1 + e*) 
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S } Utiliser des coordonnées 
Ru cif 

APITRE 7 

| Revoir le trinôme ax? + bc+c(a Z 0) 
QCM Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. , 

El Le discriminant du 
trinôme ax? + bx+c (a0)|a,-_b_ 
est le réel : 

PA La « forme canonique » , 
du trinôme " a(x + 2 » 
ax +bx+c (azÆ0)est: 2a 

E L'équation 
3x2 + x — 2 = 0 a pour a.S 
ensemble de solutions : L hs 
E Si le trinôme 
ax +bx+c (a 0) admet 
deux racines x, et x,, alors 

sa forme factorisée est : 

a. a(x + x)(X + X) 

Dans un repère orthonormé (0, I, J') du plan, on considère les points 

A(1;3), B(O ; —2) et E(—4;3). 

EX Calculer les coordonnées du vecteur AB. 

FA Calculer les coordonnées du milieu € du segment [BF]. 

Æ1 Calculer la distance OE. 

E1 Calculer les coordonnées du point F tel que le quadrilatère ABEF 

soit un parallélogramme. 

FA Déterminer les coordonnées du point F symétrique du point E par rapport à l'origine O. 

E Déterminer les coordonnées du point A’ symétrique du point À par rapport à l'axe (O7). 

F1 Les droites (81) et (EJ) sont-elles perpendiculaires ? 

} Revoir les angles orientés 
rent 

Le plan est muni d'un repère orthonormé (0, 1, J) ; à et Ÿ sont deux vecteurs non nuls. 

Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

EH On dit que le repère orthonormé (0, I, J') est direct lorsque (Of, Of ) = S (2x). 

FA Si le point M, distinct de O, appartient à l'axe des abscisses, alors (OZ, OM) = 0 (2x). 

E1 L'ensemble des points M tels que (oi, OM) = . (2x) est l'axe des ordonnées privé de l'origine. 

E si (or, v) = (of, ü) (2x), alors les vecteurs ÿ et sont colinéaires. 

E Si les vecteurs ü et sont colinéaires, alors (OÏ, ÿ) = (OÏ, ü) (2x). 
EF Si M appartient au cercle de centre O et de rayon 1, ses coordonnées sont de la forme 
(cos a ; sin a), où & est une mesure en radian de l'angle (O7, OM). 

Les nombres complexes 



Le mathématicien 

franco-américain 

Benoît Mandelbrot a 

développé la notion 
de fractalesquia 
permis de modéliser 
des formes natu- 

du L Benoît Mandelbr. 

relles comme celles (1924-2010). 

d’un chou-fleur, 

d'un poumon, d’une côte rocheuse … 

Il a utilisé des suites de nombres com- 
_ plexes pour tracer à l'aide d'un ordi- 
_ nateur des ensembles comme celui 

Fi + 

| représenté ci 
Ita 

-contr 

CHAPITREZ7 Les nombres complexes 



LETAR ©) Des nouveaux nombres 
El La calculatrice contient un nombre noté « i » ; après avoir repéré ce nombre, 
calculer son carré et expliquer pourquoi ce nombre ne peut pas être un réel. 

Voici un extrait des manuels d'utilisation des calculatrices Casio et TI: 

CD RUN Avant de commencer un calcul de nombres complexes, appuyez sur (Pn] (F3) (CPLX) 

pour afficher le menu de calcul de nombres complexes. 

+ {i} … {entrée de l'unité imaginaire i} 

+ {Abs}/{Arg} … obtention de {la valeur absolue}/{l'argument} 

+ {Conj} … {calcul du conjugué} 

+ {ReP}/{ImP} … extraction de la partie {réelle}/{imaginaire} 

Pour afficher le menu MATH CPX appuyez sur (TE) [e) [9]. 

MATH NUM CPX PRB 

coni | Donne le conjugué complexe 

real({ Donne la partie réelle 

imag{ Donne le partie imaginaire 

angle { Donne un argument 

abs Donne le module 

PRect Affiche le résultat sous forme algébrique 

Polar Affiche le résultat en forme exponentielle 

conj( 

conj{ (conjugué } donne le conjugué complexe d'un nombre complexe ou d’une liste de 
nombres S 

On considère les nombres complexes a = — 3 + 2i et b = 2 — 5i. 

F1 2. À l’aide de la calculatrice, calculer a + b et a X b ; retrouver les résultats par 
un calcul « à la main ». Pour calculer a X b, utiliser la « distributivité » comme on 

l'utilise dans R (voir ci-contre). 

b. Calculer « à la main » a? : vérifier le résultat avec la calculatrice. 

El à. En utilisant l'extrait du manuel d'utilisation, faire afficher par la calculatrice 
la partie réelle, la partie imaginaire et le conjugué de chacun des nombres a et b. 

b. Soit z = x + iy un nombre complexe, avec x et y réels ; grâce aux résultats de 
la question EI a. proposer une définition de « la partie réelle de z», de « la partie 

imaginaire de z » et du « conjugué de z». 

LP Le second degré dans C 
EX Résoudre dans C les équations suivantes : 

Be A (1); b. x? = k, où kest un réel négatif. 

F1 On considère l'équation x? — 2x +5 = 0. 
a. Montrer que cette équation n'a pas de solution dans R. 

b. Donner la forme canonique de x?—2x+5 ; en déduire que l'équation à 

résoudre équivaut à : (x — 1) =—4. 

c. Montrer alors que l'équation x? — 2x + 5 = 0 admet deux solutions dans C. 

El Utiliser la même méthode pour résoudre dans C l'équation z2 + 4z+ 13 = 0. 

224 CHAPITRE Les nombres complexes 

Indication 
On appelle nombre complexe 

un nombre de la forme x + iy, 

avec x et y réels et i un nombre 

imaginaire vérifiant i? = — 1. 
On note C l'ensemble des 

nombres complexes. 

Fe 108 
(—3+2i)X(2 —5i) 
ER ee. 

Voir les fiches Calculatrices. 

Indication 
On admet que l'équation 

x?=—1 admet dans C deux 
solutions, notées i et (— i). 



LCR) E) Un peu d'histoire 
El a. Pour résoudre quel type de problèmes 

les mathématiciens italiens Tartaglia, Cardan 

et Bombelli ont-ils été amenés à considérer 

des nombres (qu'ils ont appelés imaginaires) ayant 

un carré négatif ? 

b. À quelle époque ces mathématiciens ont-ils vécu ? 

El À quel mathématicien doit-on la notation i 
pour éviter l'écriture « ÿ —1 »? 

En quelle année ? 

El L'appellation « nombre complexe » à la place de Jérôme Cardan, 
« nombre imaginaire » est due à un mathématicien ee Pi Fo pRs 

: : MERE so et astrologue italien 
qui a donné une définition précise de ces nombres et (1501-1576) 

popularisé leur étude : de qui s'agit-il ? 

E Pourquoi dit-on que l'ensemble des nombres 
complexes est « algébriquement clos » ? 

_ Pourquoi l'ensemble R n'a-t-il pas droit à cette appellation ? 
 CARLE. GAUSS 1777-1855 ; 
n'en 2e 222222299904 

E À partir du timbre ci-contre, dédié au mathématicien allemand Carl Friedrich 

Gauss (1777-1855), expliquer comment, un repère orthonormé du plan étant fixé, 

on associe un nombre complexe à un point du plan. 

ECC Un autre repérage pour les points du plan 
On munit le plan d'un repère orthonormé direct (0, 1,7) et on note @ le cercle 
trigonométrique associé à ce repère. 

El Placer les points A, B et Ctels que: 
On peut repérer un point 

OA=1 et (Of, OÀ)= (2x); M du plan autre que Oen 

pre connaissant la distance r = OM 

OB = 2et(O[,0B)= 4e (2x) ; et une mesure @, en radian, de 
l'angle orienté (of, OM). 

OC-= let (Of, OC) = (27). On dit que ret « sont les 
coordonnées polaires de M dans 

F1 Quelles sont les coordonnées polaires des points 7 et J? le repère (0, 1). 

El Faire le lien entre les coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes : 

soit M(x ; y) un point autre que l'origine ; 24 

on note r la distance OM, a une mesure en radian de l'angle orienté (oi, OM) et 

m le point de € associé au réel «. 

a. Donner les coordonnées polaires de m dans le repère (0, 1). 

b. Donner les coordonnées cartésiennes de m dans le repère (0, 1, J). 

c. Justifier que les vecteurs Om et OM sont colinéaires et de même sens. 

Pour cela, calculer l'angle (Om, OM ) à l'aide de la relation de Chasles. 

d. En déduire que OM = rOm. 

e. Montrer que x = rcos a et y = rsin«. 

CHAPITRE7 Les nombres complexes 



ULCUICAUTA 1! exis 

E L'ensemble C 
El Théorème (admis) 

l1 Vocabulaire 
Si un nombre complexe s'écrit z = x + iy avec x et y réels, alors : 

D x +iy s'appelle la forme algébrique de z; 

» xest la partie réelle de z ; on note x = Re(z); 
D yest la partie imaginaire de z; on note y = Im(z); 

D siy =0,alorsz=xe R (on retrouve le fait que C contient R) ; 

D si x = O, alors z = iy est dit imaginaire pur ; on note iR l'ensemble des 

nombres imaginaires purs. 

REMARQUES 

D Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont même 

partie réelle et même partie imaginaire : 

z=7 &Re(z)=Re(z) et Im(z)=Im(z). 

D En particulier : z = 0  Re(z) = Im(z)= O. 

FI Conjugué d'un nombre complexe 

La notion de conjugué permet de caractériser les nombres réels et les 

nombres imaginaires purs parmi les nombres complexes. 

RON ON 
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On note x + iy la forme algébrique de z; 

Z=ZX-iy=xt+iyæ—2iy=0y=0z=xS7ER; 

Z=—ZæX-iy=-Xx-iyæ2x=0x=0z=iyezeik. 

Soit z=3+5ietz = 2 —3i. 

Calcul de leur somme z +7 
et de leur produit z x z’ (noté 
aussi zz'): 

z+z'=3+5i+2—3i 

=3+2+1(5—3) 

=5 +21; 

zz' =(3+5i)(2 — 3i) 

= 6 — 9i + 10i — 15È 
=6+1+15=21+1. | 

Attention ! 
La partie imaginaire d'un 
nombre complexe est un réel. 

Commentaire 
C'est une autre façon de dire que . 
la forme algébrique est unique. 

D—2 +323. | 

D5=5; 2i=-—)i. | 

D zZ+7=2Re(z). 

Z—Z=2ilm(z). 



© Utiliser la forme algébrique 
bosses oseoeceoseesssssceses Exercice corrigé 

* MOT où résoudre dans C les équations d'inconnue 
__Zsuivantes : 

ssssessesese suesssssse sssecesescesscese cosscessecessecece 

El On considère le nombre complexe z = a + 2i avec 
a € R. Déterminer a dans les cas suivants : 

a 3z+1-i=7+3i; b.2z+iz=5-—)i. a. Z°EiR; b.z+azeR. 

Solution) Bon à savoir __| 
Ela.3z+1-i=7+3@ 37=-7+3i-1+; . ; : 

; ARTE D- Comme pour une résolution 

bide az sr 2,4. D. dans R, on effectue les calculs 
3 3 nécessaires afin d'isoler l'inconnue 

Donc he 12 D + i}. dans un membre de l'égalité. 

> Pour utiliser la définition du 
b. On pose z = x + iy avecxet yréels >. conjugué, il faut introduire la 

272+iz=5-2i 2(x+iy)+i(x—iy) = 5—2i forme algébrique de z. 

2X+2iy+ixty=5—-2i(2x+y)+i(x+2y)=5— 2; E> Deux nombres complexes 

eæl2XTY=S Gr2x+y et x + 2y sont des réels Ë>. 
XAY 2, 

On résout le système par substitution : 
2xFy=5 

AVE 
| eæY-5—2x fi) 

2 …. IxF2(5—2x)=—2 

Donc:$= {4 — 3i}. 

Fa. 2 = (a+ 2i) = a? + 4ai — 4 = a? — 4 + 4ai. Comme a 

ZeiR&a-4=0&a=2oua=-2}>: 

algébrique de z + az. 

z+azeR&2-2a=08a=1 > 

Exercices d'application 

Déterminer la partie réelle, la partie imaginaire et le 

conjugué de chacun des nombres complexes suivants : 

= 21159; 2=15; Z3 = 3i; 

2, = i(2 + 31): z =(1-5i}. 

Écrire sous forme algébrique les nombres complexes 

suivants : 
D = (25) + (i+ 3); 

2 = (7 +5i)(-4 Fi); 

tRETEXRANS 

A=3= 11) -(8#90; 

z=(1-5i); 

EU +iri, 

Montrer que, pour tout nombre complexe z: 

z+z est réel et z — Z est imaginaire pur; 
>=; 
Z 

VIS 2x ss 

—3x =—12 

(a? —4)et 4a sont des réels, et (a? — 4) + 4ai est la forme algébrique de 2. 

sont égaux si, et seulement si, ils 

ont même partie réelle et même 

_ partie imaginaire. 

42 Un nombre complexe est un 

imaginaire pur si, et seulement 

si, sa partie réelle est nulle. 

b> Un nombre complexe est un 

réel si, et seulement si, sa partie 

imaginaire est nulle. 
N PERRIN NN RETP ENTER Éd 

x = 4 | 
est un réel, 

y=-3 

8 BG PR 

b.z+ az = a+2i+a(a— 2i) = a? + a + i(2 — 2a) ; on obtient ainsi la forme 

toceoveoresecesseseesencsseescsesces cocseuvcesescussensenesesee ... 

E Résoudre dans C les équations suivantes : 

A 27134121; 
b. 1z +3 =—1 + 2i (multiplier par i); 

c z°+2iz—1—=0 (reconnaître une identité remar- 
quable) ; 

d.z+i=2z+1 (utiliser la forme algébrique de 2). 

i [5 Soit z=x+iy avec x et y réels ; déterminer les 

parties réelles et imaginaires des nombres complexes 

suivants : 

a. 571; 

Le 
e.(2+i)(2i—z); 

b:(3=2)z: 
d.3z — 57; 

f.(z—1)Z-i). 
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P Calculs avec le conjugué 
EI Calcul d'un inverse, d'un quotient 

Soit z un nombre complexe de forme algébrique x + iy et z 

son conjugué. Alors: zz = x? + y°. 

zz est donc un réel positif, nul si, et seulement si, z = O. 

CELUI tAITER Tout nombre complexe z non nul de forme algébrique 

s 3 1 z 
x+iy auninverse: — = —"——. 

4 Zz x +y 

[1 Conjugaison et opérations 
KO pour tous nombres complexes z et z’, z+7z’ =z+z et 

1 1 Z 
7 ) . 2 et ( F2 ) 

Pour tout nombre complexe z et tout entier relatif n 

z0sinest négatif). 

zz =zz';si,deplus, z  Æ0, ( 

A ni 

Z (avec 

“ Pour la démonstration, il suffit  ! 

de développer (x + iy)(x — iy). 

| La forme algébrique d'un 
| quotient est obtenue en 

| multipliant le numérateur et le 

dénominateur par le conjugué 

du dénominateur : 

NL D Ve 
1+21  (1+21)(1—2i) 

1—2i—-i—2 
1+4 

es 
Su 

S Voir la démonstration à 

l'exercice 42, page 241. 

E> Équation du second degré à coefficients réels 

On considère l'équation az? + bz + c = 0 dont l'inconnue zest 

un nombre complexe et les coefficients a, b, c sont des réels, avec 

a 4 0.On note A le réel b? — 4ac appelé le discriminant. 

D Si A > 0, alors l'équation admet deux solutions réelles : 

= Davi —b+VA 
2a Ft 2a s 

D Si A = 0, alors l'équation admet une solution réelle : — L. 

D Si A<O, alors l'équation admet deux solutions complexes 
—b—iy-A —b+iv-A 

2a 2a À 
conjuguées : et 

BR A EDS AFRO 

: Lorsque À > 0 où À = 0, la résolution dans R a été vue en Première 
: et, puisque R C C, les solutions sont les mêmes Fu (> 

Si A <O: ne cm © r|( 20 2-- 0. 

IA ; ; on peut donc factoriser : 

pe) -(6E) 
Dans C, est le carré de 

az +bz+c=0S a 
2a 

; “AE b AY SAN en 
& a(z+ RU 2: À + 2a WE 29 }=0 

a # 0, d'où les deux solutions complexes conjuguées : 

Die A =) 
et : 

2a 2a 
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« » On utilise la forme canonique 
vue en Première. 

| b Dans C, le réel négatif À est 

GYaaN 

b Dans C, un produit est nul 
si, et Séulement si, l’un des 

facteurs est nul. 

| © Voir la démonstration à 

| l'exercice 43, page 241. 

un carré : À = 
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Sonore nesessesees 

MIT résoudre dans C les équations ci-contre. 
Les solutions seront données sous forme algébrique. 

M(-1+2iz=3+tiez- ti ph 
121 

On met la solution sous forme algébrique ?> : 

(B+i)-1—2i) _-3-6i-i+2 __1 
(—1+2i)(—-1-2i) | 1+4 DR 

=—9e 2 ={(3i) 72 —(3iŸ = 0 

LS 

A 7 

& (z— 3i)(z+ 3i) = 0 & z = 3i ou z =—3i > et?>. 

Donc = {—3i;3i}. 

El Cette équation du second degré est à coefficients réels ; elle a pour discriminant : 

A=16—-4X4X25 =—144 =—12?, doncelle a deux solutions dans C Ex : 

te ae 
8 “HAS 8 Fe 

2 3; 

El Pour tout nombre complexe z #—1 À> : 
SZ 
ZE 

A=22—-4x(—-1)xX(—2)=-—4 =-— 22, doncl'équation a deux solutions dans C E+ : 

OP ENLHI ET ie A nl y 
2. 2 

Exercices d'application 

[6 | Écrire sous forme algébrique les inverses des 

nombres a non nuls suivants : 
Z =i; Pl, 3 =2iti. 

ZA Résoudre dans C les équations suivantes en 

donnant les solutions sous forme algébrique : 

aus us umb(24i)z=3z- ti. 

Fe! Soit z un nombre complexe non nul de forme 

algébrique x + iy. 

Calculer les parties réelles et imaginaires des nombres 

complexes suivants : 

2 NIR à. Z — e b. z, = 

one 

PR 

2 (87. 2)=7z44)e-7+:22-260; 

eusenecescesseseseeeeeesecscesesecsvcseceocescece 

PE TFai)z- 3 +1 E 7 =-9 

| Æ42 + 162+25 = 0. En -22 2 =>. 
AS | 

D» On n'arrête pas le calcul à 
cette étape, car z n'est pas sous 

forme algébrique. 

> On multiplie numérateur et 

dénominateur par le conjugué 
du dénominateur, car : 

Zz= x + y. 

> —9 est le carré de 3i, donc 
on peut factoriser en utilisant 

Gi nu ; 
2—b?=(a-bl(a+b). 

: D Comme dans R, un produit 
est nul si, et seulement si, un 

des facteurs est nul. 

3 
LS ou LÉ AR 

2 

D Le discriminant étant 

: négatif, l'équation a. deux 

solutions dans C: 
“ + . +R. 

seeoooosecsescsececeveesecessscsevecesesee 

dé 

à TEEN résoudre dans € les équations suivantes sans 

calculer le discriminant : 

a. 21160; 

cri Ibir: 

b.z2—-5=0: 

d.z2+2iz-1=0. 

Lio Résoudre dans C les équations ci-dessous. 

Hz-572+6-0. Az -52-6,5 =0. 

E42-42+17=0. Æ-72+22-5=0. 

u T1 | Résoudre dans C les équations suivantes : 

He Zi Z 
a+; Zi. b. PR PR EL 

® Voir exercices 37 à 52 
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ED Représentation géométrique 
Le plan muni d’un repère orthonormé direct (0, 1,J) est appelé plan 

complexe, car on associe un unique point du plan à chaque nombre 

complexe et réciproquement ; ainsi : 

ut En posant à= Of | 
et Ÿ= OJ , le repère (0, 1,J)se ! 
note aussi (O, à, Ÿ). 

Dàz=x+iy avec x et y réels, on associe le point M de coordonnées MERE 
(x ; y) ; on dit que M est l’image de z et on note M(z); Peer M{x+iy) 
D à M(x; y), on associe le nombre complexe zy = x + iy ; on dit que zy 
est l'affixe de M. Le vecteur OM ayant les mêmes coordonnées que le 

point M, on dit aussi que x + iy est l’affixe du vecteur oM. ÿ 

D L'axe des abscisses (O ; ü) est appelé axe réel, celui des ordonnées olü 

(0 ; v) est appelé axe imaginaire. 

Axe réel l 
EXEMPLES : O,ZetJ ont pour affixes respectives 0, 1 eti; 

1] a pour coordonnées 1 

25e 

REMARQUES 

D Les points d'affixes zet z sont symétriques par rapport à l'axe réel. 

D Les points d'affixes zet —z sont symétriques par rapport à l'origine. 

1 > È 7 
} donc le vecteur 17 a pour affixe — 1 + i notée 

Propriété | 

D Module et arguments d'un nombre complexe 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (O, à, Ÿ). 

EXEMPLES : |i[=1; arg(i)=< (2x); —3|=3; arg(-3)= x (2x). 

REMARQUES 

D Siz = x+iy avec x et yréels, alors |z|= / x? +y2. 

D Si les points À et B ont pour affixes respectives z, et zg, alors 

AB — |Z8 — ZA Ê 

Propriétés 

d'angles des deux dernières | 
propriétés sont « modulo x » | 
et non « modulo 27 ». ; 
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.secscecse eveoreesessenseuesesesece Exercice corrigé 
Dans le plan complexe muni d’un repère b. Quelle est la nature du triangle OA’A avec le point 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ ), on considère le point A2; 0) ? En déduire un argument de z;. 
A(2;2),le point B(—3 ;1) etle point Cd'affixe z- = 2i. | Ela. Calculer |Zl|zclet|z — zc|. Donner une 
On note z, et z, les affixes respectives des points A et B. conséquence géométrique de ces résultats. 
El a. Donner la forme algébrique de ZA, Puis calculer son b. Déterminer alors un argument de z,. 
module. 

Bon à savoir 
Ha.z,=2+2i,donc|z,|= /22+22 = /8 = 2/2 bp et P>.  D> Le point M(x; y) a pour 
b. Par lecture des coordonnées, OA’ = A'A = 2, donc le triangle OA’A est isocèle affixe le nombre complexe 
en 4’. Comme (A4) est parallèle à (Oy) et (OA') à (Ox), et les axes du repère étant Zum = X+iy. 
perpendiculaires, OA'A est rectangle en À’. #> Si za pour ne algébrique 

x + iy, alors le module de zest : 

| [al= rer 
i > Si zest l'affixe d’un point M 

autre que l'origine, un argument 

de z est une mesure de l'angle 

On en déduit : (ü, OÂ) = 7 (2x) en s'aidant du graphique pour le signe de l'angle 

orienté ; un argument de z, est donc a >. 

Ela.|z|=|-V3 +il=/3+1 = 94 =); 

[Ze | re P2i | 45 orienté (à, OM). 

|z8—zc| = |—3 — i | =V3+1=2f>et)>. E> Si zest l'affixe de M, alors : 

Ainsi OB = OC = BC, donc le triangle BOC est a. (2i= 0m 

équilatéral > et E>. | E> Si B et C ont pour affixes 

b. arg(z2) = (9,08) = (1, v)+(,08)= 5+ += SE (2x) : . à 
en s’aidant du graphique pour les signes des angles orientés > et !>. : F> On utilise la relation de 

 Chasles des angles orientés : . (GO )= (A) G). 

À 
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ocsesenmocecenresececesessesseces coreoneososseoperesveneeoceeeceeevoecsereeseeseeeseseeese Exercices d'application 
Pour les exercices qui suivent, le plan complexe est 

; Le point M de la muni d’un repère orthonormé direct (O, ü, Ÿ). ré 
figure ci-contre a pour 

| : , F M(z 
Placer les points 4, B, Cet D respectivement associés affixe z. . . 

aux nombres complexes suivants : Reproduire la figure et , 

So rs Sr =-2#+i; Z=)2it3. tracer : 
— en vert l'ensemble des o| ü 

[13) On considère les points À et B d'affixes respectives points dont l'affixe a 

Za = 1 +2i et zg = 2 — i. Déterminer l'affixe du point C pour argument arg(z), 
- en bleu l'ensemble des points dont l'affixe a pour 

argument arg(—z), 
— en rouge l'ensemble des points dont l’affixe a pour 

argument arg(z), 

tel que OABC soit un parallélogramme : 

a. en utilisant les affixes de vecteurs ; 

b. en utilisant l'affixe d'un milieu. 

ZE Dans chacun des cas suivants, placer le point M — en noir l'ensemble des points dont l'affixe a pour module 

d'affixe z, puis donner le module et un argument de z: | Z Ê 

A. z— 41; b.z=—3; 

C7 210 7/51. ADO EEE TZ 
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D Forme trigonométrique, notation exponentielle 

EI Forme trigonométrique 
Propriété — Définition à Soitzunr 

= Re( 7) m 

PASSAGE D’UNE FORME À L'AUTRE 

Si le nombre complexe non nul z s'écrit x + iy sous forme algébrique et 

r(cos 0 + i sin 6) sous forme trigonométrique, alors : 

D x=rcosû et y =rsin0 ; 

orme nee 0 — 7 Dr=/x" +y"; cosû DER sin 0 See 

[1 Notation exponentielle 
Soit f la fonction qui, à tout réel a, associe le nombre complexe 

cos +isin@. ; On utilise les formules d'addition : h 

à ’ : ’ os(a b = f(a + a’) = cos(a + a’)+isin(a + a’) cos(a + b) ee 
cos a cos b — sin asin b ; 

sin(a + b) = 

sin a cos b + sin bcos a. 

. = cosacosæ — sinasina’ + i(sinacos a’ + sina’ cos a). 

Et: f(a)xf(a’) = (cos a + isina)(cos & +isinæ) 

= cosacos a’ — sinæsin a’ + i(sinacos a’ + sinæ’ cos a). 

Ainsi, pour tous réels & et a’,on a f(a + «’)= f(a)xXf(a’). 

On retrouve la même propriété algébrique que pour la fonction 

exponentielle : exp(a + b) = exp(a)X exp(b). 

Pour cette raison, on adopte la notation el! = cosa +isina. 

Ainsi, el* désigne le nombre complexe de module 1 et d'argument a. 

La forme trigonométrique z = r(cos a + isin a) s'écrit doncaussi z = reï ; 
elle est appelée forme exponentielle de z. 

REMARQUE 

La forme exponentielle permet d'écrire « naturellement » les égalités : 

e2ia — (eiaŸ et eila+b) = gif X eib : 

en les développant, on retrouve les formules de duplication : 

sin2a = 2sinacosa et  cos2a = cos?a — sin?a, 
et les formules d'addition : cos(a + b) = cosacosb — sinasinb 
et sin(a + b) = sinacosb + sinbcos a. 

EXEMPLE : Déterminer le module et les arguments de = Z) avec: 
T Cyr PE à F2 = /2(cos À + isin lez cos ne 

= 
Pre ;T us 

On écrit z = /2e'4 et PS ENS 

T 

Z2 = V2 2 eat sie 2 re 

d'où |zz,|= 2 et arg(zz) = TH (2x). 

Tout nombre complexe de la 
forme e* est représenté par un 
point du cercle trigonométrique 
et réciproquement. 
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> Utiliser différentes formes 

Exercice corrigé CRREEEEEEEE] 

EU on considère les nombres complexes : 

A=1+iv3 et 2 = 6(cos ?- = isin à). 

El Déterminer une forme trigonométrique de A. 

El Préciser un argument de z,. 

ü}z|- 1+3=414 = 2 ; en posant &, = argz, on obtient : 

ER V3 à i 
cos dy — > et sin = D> ; on reconnaît un angle remarquable : à, = a (2x). % 

Une forme trigonométrique de z, est donc z, = 2(cos 7 +isin we). 
3 

a> ce = cos(-7) et — sing = sin(-% ), donc 

2 = 6[cos (- #) +isin (: +) donc un argument de z, est re 

Ea.z=6(2-i%2)-3/2-3/2 E> ; 

donc zz, =(1+i93)3V2 —-3V2i)= 392 -3V2i+3V6i+3V6. 
Ainsi : AZ) = 3V6 + 392 +i(396 — 392). 

b. z2 = 2eï3 X6e Ÿ4 = 123 4)= 12eï12 ?> ; 
Le ee. in-Z_; donc z,Zz, = 12cos 12 + 12sin TE 

x _ 3V6+3V2 _ V6+V2 

El a. Écrire le produit z,z, sous forme algébrique. 

b. En utilisant la notation exponentielle, écrire le produit 

Z 2 Sous forme trigonométrique. 

SE T re 1 
c. En déduire les valeurs exactes de cos et sin 72- 

Bon à savoir | 
 D> On utilise les formules 

r= VX +ÿ ;cosa = + et 

DA 

r . 

forme algébrique z = x +1y 

à la forme trigonométrique 

z = r(cos a + isinæ). 

sin@ = -— pour passer de la 

> Attention ! . n'est pas la 

bonne réponse : en effet, l'écri- 

ture 6 os in n'est 
pas une forme trigonométrique 

en raison de la présence du signe 
«—», 

> On connaît les valeurs parti- 
Le T A 

culières cos — = sin =. 
4 4 2 

> La notation exponentiélle 

e" = cos a +isinœ permet 

d'utiliser la formule : 
c. Des questions El a. et El b. on déduit cos 

TE 3V6 —-392 
et sin = 12 

V6 — V2 
== 4 B . 

Exercices d'application 

LR Calculer le module et un argument de chacun des 
nombres complexes suivants : 

A = 2i; Z = —3i; Z =5; Za = — 1. 

LA Écrire sous forme algébrique les nombres complexes 

suivants : 

I Six De 40 ET La 21T 
Z = 2{cos %- + isin &.); Z—3e03; 7; —2E16- 

el Déterminer un argument de chacun des nombres 

complexes suivants : 

Z 
DT 

BE 1x 2) 

= = dite 3% 2, = — 272) ; 

Er 5(cos À de isin-&.) ; 

12 12 4 ei X ei — eita+b) 

> Onidentifie par unicité les 

deux formes algébriques de zz;. EL or 

# 
LL Déterminer par lecture graphique le module et un 

argument des affixes z4, z4 et zc des points À, Bet C de la 
figure ci-dessous puis écrire ces nombres complexes sous 

forme exponentielle. 

@ Voir exercices 66 à 73 
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 @r CD Étude d'un lieu de points 

Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé | ElDéterminer l'ensemble des points M tels que : 

: se yes : , | M=M'. 

an OUR Eee Cie pee de FE É | FDémontrer que lorsque M décrit le cercle l” de centre 

non nulle, le point M' d'affixe z° = He ne à: | Oet de rayon 1, l'ensemble des images M' est un 
AT : | ! écisera. 

Le point M' est appelé l’image du point M. segmentAe ON précise 

Mener une recherche étape par étape 

O Se faire une idée du résultat PAS .  b une forme trigonométrique ou une forme exponen- 

| tielle pour l'affixe z semblent bien adaptées, on pourra 
Elie l'énoncé et reformuler la question 11 | P BE OTE 

alors noter a un argument de z. 
L'égalité des points M et M' dans le contexte du plan : Et es | £ 

| bon peut aussi, à la lumière du calcul effectué 
complexe, se traduit par | ‘égalité de leurs affixes. ki 1 

a. Écrire | équation vérifiée par | 'affixe z d'un point M au Elb. pour le point C, exprimer autrement A 
CRUE MM | | lorsque |z|=1. 

b. Transformer cette équation pour obtenir u un mernbie a. Choisir l'une des pistes proposées ci-dessus et. 
Ë nul, reconnaître une équation du second degré « clas- L | exprimer z' en fonction de a, ou de z, suivant le choix. 

_sique » etlarésoudre (on sait, d d'après l'é énoncé, ,que z £ 0). | b.En déduire que z’ est un réel de l'intervalle EXD 

 EFaire une : conjecture sur l'ensemble cherché. Ils ‘agit de | É c. Justifier que tout point dont l'affixe est un réel de l'in- 

trouver les i images de quelques points (4 ou 5) pour iden-. tervalle[- 1;1 | est bien l'image d’un point du cercle F°. ds 
‘tifier c ce segment (deux points suffisent pour! unedroite..…, | | d. Co nclure. 

mais on n'est pas sûr des extrémités | pour un en . LS six 

a. La résolution de la a question| Hldonne une indication | | B) Rédiger ur une solution 

pour l'image de deux points du cercle". 
b.Déterminerles i images des points A(i }et t B(— Le 
d' ai autre point nabeus de Ê non SEX sur un axe Les 

| À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
_ solution Li problème posé. 

PE 

du Co exemple, es tel que (&, OC)= _. 

et faire une figure. RE ou ï se 
! A | CUS Le compte rendu de recherche doit _<. Formuler une ue pour le segment cherché. : P 

ae DORE NE à RE nt MA ! contenir : la mise en équation et sa résolution pour le @, 

@ Valider la conjecture formulée nr ù ._ | | la conjecture sur le segment au @, avec les calculs qui 
(0 ne ont conduit à sa formulation, la preuve générale et la 

conclusion trouvée au @. 
On doit chercher à traduire mathématiquement l'ap- 
partenance d' un point M au cercle 1 en tenant compte L 

du contexte du plan complexe. l'est le cercle trigono- * 
métrique, donc : RE PR Rte 1 

d 

_ Résolution d'équations polynomiales et applications 

Partie A Partie B 
El Résoudre dans C les équations suivantes : On définit la fonction polynôme f de C dans C par: 
a.z-272+26=0; b.137+672+1=0: f(z) = z* — 67° + 1422 — 247 + 40. 
c. 47 +47+1 =0. El Démontrer que l'équation f(z) = 0 a deux solutions 

s imaginaires pures. 
ElFactoriser dans C, avec seulement des facteurs du J P 

1er degré, chacune des expressions suivantes : 

P(z)=z?-2z+26; Q(z)=(2+7)22-7); 
R(Z) = 137° + 67° + z. 

Indication On pourra poser z = iy, avec y € R, puis 

mettre f(iy) sous forme algébrique et enfin traduire la nullité 
de f(iy) par un système. 
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ElTrouver deux réels a et b tels que, pour tout z de C, on 
Elu 

f(2)= (22 +az+b)(2 +4). 

ElEn déduire l'ensemble des solutions dans C de l'équa- 
tion f(z)= 0. 

Ella. Placer, dans le plan complexe rapporté au repère 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ), les images A, B, C et D des 

À racines n-ièmes de l'unité 
Si n est un entier naturel non nul, on dit que le nombre 

complexe z est une «racine n-ième de l'unité » si on a: 

2 — L 

ElRésolution dans C de l'équation E; : 
z°=1 

a. Déterminer une racine évidente de l'équation E;, puis 

justifier que cette équation équivaut à : 

(z-1X2+z+1)=0. 
b. Résoudre l'équation F3, puis écrire les solutions sous | 
forme exponentielle. 

. 2T 
c. On pose j =e'3 ,eton 

rapporte le plan complexe 

à un repère orthonormé 

direct (O, ü, Ÿ). 

B(j) À 

C(j2) 

A(1) 

| solutions de l'équation f(z) = 0. 
| b. Démontrer que ces points sont sur un même cercle [° 

| dont on précisera le centre et le rayon. 
| 

LEEUHCUE On pourra conjecturer sur la figure l'affixe du  } 
centre de [”. È 

Démontrer que les trois points d'affixes respectives 1, j 

| et j? forment un triangle équilatéral dont le centre du 

cercle circonscrit est le point O. 

| ERésolution dans C de l'équation E, : 
4 

Z:=Ai 

a. On pose z=ret,r>0etaeRk. 

Justifier que z* = 1 [ md , 
4a = O (2x) 

|: b. Démontrer que l'équation FE, a exactement quatre 

solutions qui sont les puissances successives du nombre 

complexe i. 

El Résolution dans C de l’équation E, : 
| z'=1,;oùn2>2 

| Adapter la méthode exposée dans le EX pour résoudre 

l'équation E, et exprimer sous forme exponentielle ses 

n solutions. Retrouver, pour le cas n = 4 les solutions de 

| l'équation E;. 

Æ CDprrogrammer la résolution d'une équation du second degré 

On considère dans C l'équation az? +bz+c=0 d'in- 
connue z, où a, bet c sont trois réels et a # O. 

El Rappeler, suivant les valeurs de son discriminant , le 

nombre et la nature des solutions de l'équation dans C. 

L'algorithme donné ci-contre permet-il d'obtenir les 

solutions dans tous les cas ? 

Sinon, le corriger et le compléter, de sorte qu'il distingue 

les trois cas rappelés à la question EI. 

Ela. Programmer cet algorithme sur la calculatrice ou en 

utilisant un logiciel de programmation. 

(Dans scilab, le nombre complexe i s'écrit « %i ».) 

b. En utilisant l'algorithme, résoudre dans C les équations | 

suivantes : 

O7 -2z+26=0; 

Q-272+z+1-0; 

9137 +67+1-0; 
@472+47+1=0. 
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[24] Utiliser la forme algébrique d'un quotient 

Dans le plan complexe muni d'un repère | 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ), on associe à tout point M | 

NZ =3 
PEN 

On désigne par A le point d'affixe 3 et par B celui d'affixe 21. | 

d'affixe z distincte de 21, le point M d'affixe z” 

El On pose z = x +iy et z' = x’ +iy’, avec x, y, x’ et y” 
réels. Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y. 

ssl 4 

El Démontrer que l'ensemble l° des points M du plan, tels 
que M' soit un point de l'axe des réels (O ; ü ), est le cercle 

| de diamètre [AB] privé a point que l'on précisera. 

| LeR PA 
| ElRésoudre l'équation -Z DR 

| On désigne par K le point d’affixe _ + Si. 

| Justifier sans calcul que KE T°. 

! El On prépare le numérateur 
1 et le dénominateur pour voir D XVe D XN md Y 

Hz (x +iy)+2 (2=y+Erù 

, -10=3)0-y)+y]#ily(@ y) xx 3)] 
G-wWax 

— 2X4+3y—6 x — y +3x+2y 

x2+(2-y) x2+(2-y} 

2x+3y—6 XV EX TOY 
Comme 2+0- n° re =) 

y le sont aussi, cette écriture est la forme algébrique de z’ et, du fait de son | 

Xe ay Fax 2. 2x +3y -6 

man e 

sont des réels, puisque x et : 

clairement les parties réelles et les 
| parties imaginaires. On multiplie 
| «haut et bas » par le conjugué 

| du dénominateur : on obtient 

‘ au dénominateur la somme 

* des carrés des parties réelle et 

imaginaire. 

L'unicité de la forme algébrique 

permet d'identifier x’ = Re(z') 

et y’ = Im(z’). 

1 El Pour mettre en évidence les 
unicité on a: x’ sr 2 El = 

2 
AMEeTSzeRey =0 

Sx+y2—3x-2y=0 et x2+(2-y) <0 
. 13 1x re et (x;y)Æ(0;2). 

Comme (0 ; 2) vérifie l'équation du cercle ci-dessus, 

x? +(2 

on conclut que : l’est le cercle de centre of + ) 

et de rayon - : , privé du point B(2i). 

ZA + ZB De 35 

2 6 02 
milieu du segment [AB] et par suite [” est bien le 

De plus, +i=Zz; donc Q est le 

cercle de diamètre [ AB] privé du point B. 

E Es 3 = 

L'équation a une seule solution dans C : ; 2i 

y} 

a. 

éléments caractéristiques de 1, 
on met l'équation du cercle sous 

| forme canonique. 
| La non-nullité du dénominateur 
x2+(2— yŸ 0 est une autre 
façon de dire que z Z 21. En effet, 
la somme des carrés de deux 
nombres réels est nulle si, _ 

et seulement si, ces deux nombres 
4 sont nuls. 

EI Contrairement au EL on résout 
en conservant l'inconnue z sans 

i utiliser la forme algébrique. 

5 _— 

1-1 
tee) 

est 

Zx = 1, donc K” appartient à l'axe des réels : Kest donc un point de T°. 

_ Utiliser la forme exponentielle pour étudier une configuration 

EE on considère dans le plan complexe muni 

d'u un repère orthonormé direct (O, à, Ÿ) les points À, Bet 

C d'affixes respectives z4 = 3 + iv3, Z =—V3 + 3i et l 

Le ae ae 
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| El Déterminer une forme exponentielle de z, et de zg. 

| El En déduire une mesure de l’angle (OA, OB OB ), en radian. 

| El Déterminer la nature du quadrilatère OACB. 



H}z1-/2+ = 2/3,et z4=2V3( 5 +] 

PURE 
COSA — ie T ST 

a—- (2x). Parsuite z, = 2V3eï6. 

sna= + 

. % 1 4: 
On obtient de manière analogue z4 = 293 2 

E(ü, 04) = a = &- (2x) et (5,08) = 2 

Or, (OÀ,OB) = (ü,OË) —(ü, OA); 
LT TOR SPAE HONOR DB) (2). 

(2x). 

E l'égalité Zc=ZatZ traduit l'égalité de 

i)= 2/3(25-+ di). 
En appelant à un argument de z4, il vient par AR 2 

El Pour déterminer une forme 
! exponentielle de z, on calcule 

| lemodule dez:|z|= x? +y, 
puis on le met en facteur dans 
la forme algébrique, ce qui permet 

! d'identifier le cosinus et le sinus 

d'un argument a de z. 

z s'écrit alors sous forme 

| exponentielle : z = | z ei”. 

| El On interprète les arguments 
de z, et z; comme les angles 

de vecteurs (à, OÀ) et (à, OB), 
. puis on utilise la relation de Chasles 

sur les angles orientés. 

1 El Une égalité entre modules 
| s'interprète comme une égalité 

1 entre longueurs, une égalité 

vecteurs OC = OÀ + OB, c'est-à-dire que OACB 

est un parallélogramme. 

On sait, d'après EI, que le triangle OAB est rectangle direct en O. De plus, comme OA = = l2 ZA a|= 

entre affixes comme une égalité 

É es LEs 

= 2/3 =|2|= 08,le 
triangle OAB est aussi isocèle. En définitive, le quadrilatère OACB est un carré direct. 

26} Résoudre une équation dans C et déterminer un ensemble de points 

A-ROC Rappel : soit z un nombre complexe | 

non nul, r un réel strictement positif et & un réel: 

|z|=r et argz = a (2x) si, et seulement si, z = re". 

Démontrer que, pour tout nombre complexe z non nul, 
2 2% et arg(z2) = 2arg(z)(2x). 

d'affixe z le point image M' d'affixe z° = z? — 2z. 

On désigne par À le point d'affixe D. 
2 

Solution) 
A. Soit z un nombre complexe non nul, z = 

alors z2 = (reitŸ = r(eitŸ = Pet. Or, r > 0 et 2a est un réel ; par suite : 

re“! avec r > 0 et a réel ; 

Ea. Démontrer que OMAM' est un parallélogramme si, 

| et seulement si, 2? —z+ + =9L 

| b. Résoudre dans C l'équation Ze 7 + = 0: 

| Fa. Exprimer z’ + 1 en fonction de z — 1. Déduire de la 
B - Application Dansle plan complexe muni d'un repère | 

orthonormé direct (O, ü, v), on associe à tout point M | b. Démontrer que les points M du cercle (6) de centre 

B(1) et de rayon 1 ont leur image M sur un cercle que 

| lon précisera. 

Site 

A. Il suffit d'utiliser les propriétés 
1 des puissances avec la notation 

| exponentielle. 

B EE a. Un parallélogramme 
= = = 2a = 2arg(z) (2x). 

12 | Fe | . F FRArg () £ g( ) ( ) se caractérise par une égalité 

; : PPT HE NE | vectorielle, que l'on traduit par une & MAS 7 = 72. B.El a. OMAM' est un parallélogramme < OM° = MA & z x z Pan RD. 

Et: 2" =-}-7e7 27 =-3-1072 +5 = 0. ! F1 a. On reconnaît une identité 

b. L'équation a pour discriminant À = 1 — 10 —=—9 — (3iŸ ; elle a donc deux ! 

solutions complexes conjuguées : 

PASS NE 2 gti et 2 2) 2 

Ha.z +1=22-27+1=(2-1) ;donc, d'après A., 

PAU AR EL RE Fe ES 2 

z+1|=|z-1f. 

| remarquable. 

! b. On interprète le module d'une 
différence comme la longueur d'un 

1 segment : | Zg — ZA | = AB. AE 1; 2 = , 

b.ME(C)SBM=1&/|z-1|=1,donc |z'+1|= 1, c'est-à-dire KM' = 1, en appelant K le point d'affixe (-1). 

Par suite, M’ appartient au cercle de centre K(—1) et de rayon 1. 
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Sravailtpersonnel;:aireile points 

Savoir... | Comment faire ? 

Travailler avec la forme Une écriture de la forme x + iy est une forme algébrique à condition de savoir 

algébrique. que x et y sont des réels. 

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont même partie 

réelle et même partie imaginaire. 
CELL CET CCE CCE CCE ECC ECC EL EEE EC ECC ECC ECOLES, ECEEEELEECELCEECEEECEECEEECECEEEECEEES 

Mettre un quotient sous On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur, 

forme algébrique. car _ = ne et ZzZ = | Z Ê est un réel positif, non nul pour z 0. 

Résoudre dans C une On calcule le discriminant À = b? — 4ac. 
équation du second degré bSi A > 0, la résolution se fait dans R, comme étudié en Première. 
à coefficients réels : b Si À <0, alors l'équation admet deux solutions complexes conjuguées : 
az? + bz + c = 0 (avec a j 0). -b-iv-A 2h A 

2a 2a , 

Utiliser la représentation D Si M a pour affixe z = Rez + ilmz, alors (Rez ; Imz) sont les coordonnées 
géométrique des nombres du point M dans le repère. 
complexes dans un repère b Une égalité entre affixes peut s'interpréter comme une égalité vectorielle : 
orthonormé direct (O, ü, Ÿ). z=z & 0M=OM avec M(z)et M(7'). 

Écrire une forme D Si M(z), alors OM =|z|et,sizÆ0, arg(z) =(ü,0M)= a, 
trigonométrique. on a: 

z=|z/(cosa +isina). 
Interpréter géométriquement 

le module et un argument 

dans un repère orthonormé De 

direct (O, à, Ÿ). (04, OB) = arg(zs) — arg(z4) (2x). 

D Le vecteur AB ayant pour affixe Z3 —Za,ona 

AB =|z5 —Z,|. En utilisant la relation de Chasles, 

Passer de la forme algébrique | D On passe de la forme algébrique à une forme trigonométrique en utilisant les 
à une forme trigonométrique | formules : 

s 
x : et inversement r= JR+ÿ ; cosa = nee _ 

D On passe d'une forme trigonométrique à la forme algébrique en utilisant les 

formules : X=rcosœ; y =rsin®. 

Interpréter la forme L'égalité eÏ* = cos a + isin a permet de caractériser le 

exponentielle. cercle trigonométrique comme l'ensemble des points 

dont l’affixe est de la forme eï*, a décrivant R ou un 
intervalle de longueur 2x. 

Autrement dit, tout point du cercle trigonométrique 

a une affixe de la forme eï! et, réciproquement, tout 

nombre complexe de la forme eï* à pour image un 

point du cercle trigonométrique. 

Utiliser la notation Les égalités « naturelles » en notation exponentielle du type ei? X ei? = eila+b) 
exponentielle. =é tre? A” P ete =; = eat) bermettent de trouver des-arguments de produits e el 0 

inverses et quotients de nombres complexes. 

Elles permettent également de retrouver rapidement les formules 
trigonométriques d'addition et de duplication vues en Première. 

nnesrenipesnanetensonesesenmasssnmsenssanenennnnssensmsnarslrrnnsssmnnnsenrrannramm ENCORE EEE ODRRRRRARR DRASS RRRORRRRARRR RAR RSS ADSRt OR pREnnn sono) 
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EI (— 1 +2i) est égal à: 

13, 1 
El L'inverse de Fra est 
égal à: 

SE NS 
5 33; cstégal à: 

EI L'équation — 27? + 2z — _ 

(z—i)(Z+i) est: 

son conjugué : 

Soit zun complexe non nul ; 

= 2 z si, et seulement si, 

a. —13 —2i 
COLEECEE EEE ETES EE EE TETE EE SEE EE CETTE TETE LEE EE CITE II TITLES TITI ET TT 

a. son opposé 

a deux solutions dans € qui sont : 

E Pour tout nombre complexez, |a.unréel 

a. Re(z2?) = [Re(z)f 

z|=1 

b. 11 — 2i 

b. son conjugué 

A1: _ 13. b. 10 0: 

et —1—4i 

H Soit z un nombre complexe et z 

[28! Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (O, ü, Ÿ). 
Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

EI On donne les points A(1 — i); 
B(2i) et C(— 2). L'affixe du point D tel 
que ABCD est un parallélogramme : 

A-1+,/3i: 

El L'ensemble des points M d'affixe z 

tels que|z—i|= 3 est: 

E1 L'ensemble des points M d'affixe z 

telle que argz = va (2x) : 

(—/3 +iÿ°® est un imaginaire pur. 

a. est égale à 3 +i 

a. est égal à 

b. est égale à 

mo 1 

b. est égal à 
Te 

2( cos” +1sin 

a. un segment 

de droite 

a. est la droite 
” 5 T 

d'équation x = 

T Eu 
3 ) 2e ‘3 

b. un cercle 

b. est réduit au 
: je 

point A(eïa ) 

[29! Pour chacune des affirmations suivantes répondre par vrai ou faux. 

b. un imaginaire pur 

b. Re(z2) = Re(z2) 

b'7z— louz-\] 

c. 11 + 14i 

c. l'opposé de son conjugué 

COXPCECEE EC CEE ET EEE EE TETE EEE TELE TESTS EST EI T ELEC TETE CT ETES ILE III IT TITI 

c. un nombre complexe ni réel 
ni imaginaire pur 

c.Im(z?)=-2Re(z)XIm(z) 

«z=e",ae 

c. est égale à —1 — 3i 

c. a pour module 2 et pour 

argument Z 

c. égal à l'ensemble des points 

d'affixe z=i+3et, 0eR 

c. a pour éffuation 

y=xetx>0 

… Voir corrigés en fin de manuel 

: El L'ensemble des points M d'affixe z telle que : 

El l'équation z° + 2cos-L-z + 1 = 0 a deux solutions 
5 

complexes de module 1. 

Pour les questions El et EL le plan complexe est muni 
d'un repère orthonormé direct (OUT) 

est la droite d'équation y = x PS 

|lz+2|=)z-4il 
3 
2. 

| ÆOn considère les points A(—1 +i) et (V2 e 56). 
Le triangle OAB est isocèle rectangle. 

| l'équation z° — 6z = 2 d'inconnue z a exactement 

deux solutions dans C, qui sont réelles. 
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d'Exercices d'application | + Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

Dans tous les exercices, chaque fois que c'est nécessaire, le plan complexe est muni d’un repère orthonormé 

direct (O, à, vo 

EU Vrai ou faux ? 

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El La partie réelle de 2i — 3 est —3. 

F1 La partie imaginaire de 4 + 5i est 5i. 

El Les entiers naturels sont des nombres complexes. 

El (1 + iŸ est un imaginaire pur. 

‘ AE QCM Pour chaque question, plusieurs 
réponses proposées _ être exactes. 

EN Le conjugué de i + i? est: 
ail Die 

F1 La somme de deux nombres complexes : 

a. est un nombre complexe. 

b. peut être un entier. 

c. peut être un imaginaire pur. 

El Le produit de deux imaginaires purs est : 

a. un réel. 

b. un nombre complexe. 

€. Un imaginaire pur. 

El (2 — i)(2 + i) est égal à: 
a. 3. b.5. Ai: 

Cale 

| [32 2! Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations 
suivantes sont vraies ou en 

EH Si ze ik, alors z=z. 

FA Si zZ 0, alors z #0. 

EI 7 = Re(z) — Im(z). 

EiRcC. 

ESi z = 7, alors Re(z) = 0. 

Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
parties réelle et imaginaire du nombre complexe z. 

Hz-(3-;i). 

Az= (2i-1)G +i). 

Ez=3r+i)- 5035); 

| On pose z = x + iy avec x et y réels. 

Dans chacun des cas suivants, déterminer Re(z’ ) et 

Im a } 

EI 7 = 1. 

E z = (3 +2i)z. 

Az =(2+i)z+1). 

Hz =zt:7. 

Az =(z+z7). 

; Ed Résoudre dans C les équations suivantes. 

Coup de pouce 

El Muitiplier les deux 

membres par (1 — i). 

M3z+2-i-=7+5+a4i. 

A (1 +i)z = 3 — 2i. 

E-1-2=0. 

[6] résoudre dans C les 
: 4 À GIRLFRIEND 

équations suivantes en uti- 24 
lisant la forme algébrique 
de z. 

H2z+i-7z+1. 

E 2 =z. 
nd n) 

ITS *COMPLEX” 

Vrai ou faux ? On considère deux 
nombres complexes z et z’ quelconques. Préciser si 

les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

E L'inverse de i est —i. 

ASiz£o, Heu réel. 

El Le conjugué de Z_ est + 

E] Le conjugué de z + iz’ est z— iz’. 
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[es] QCM Pour chaque question, plusieurs 
réponses proposées peuvent être exactes. 

El L'inverse de z = 1 + i est: 
na 1. 1 a.1 NE Mr CE 

F1 L'inverse de Re est : 
La à 

un b. 1 — 2i: c. 1 + 2i. 
i 

À bus | 
El Le nombre complexe i + a est : 

a. un réel ; b. un imaginaire pur;  c. égal à 0. 



Résoudre dans C les équations suivantes. 
Les solutions seront données sous forme algébrique. 

H(2-i)z+1=(3+2i)z-i. 

Az+2i=iz-1. E(3+2i)z-1)=i. 

140! On pose z = x + iy avec x et y réels tels que z Z 0 
et Zi. Dans chacun des cas suivants, déterminer 

Re(z') et Im(z'). 

Ne 2: ln 
EI Fr E z' = DT 

; Zu ; np) 4 — —, Hé. E =: E z ; 

41 Mettre sous forme algébrique les quotients suivants. 

1—2i 2 LRU: 
D; D 73; 5; 
La calculatrice permet de vérifier les calculs. 

CD CD 
(1-2i1)-C3#1) CI—2L DA CS+L D 

8.1-6. 71 D TE 
C1-1)8-+C2+21) È LE : 

A S-HASE| | LIL D FC2FPL 2 
ads OÙ 

ER TS EI TE FC 

Voir les fiches Calculatrices. 

D) Exercices d'application 

Démonstrations du cours 

42 Propriétés de la conjugaison (voir page 228) 

El Démontrer que pour tous complexes z et z',on a: 

b.z+z =7z+7'; 

El Démontrer, en utilisant le résultat de la question EI c., 

que pour tous complexes z et z’ avec z' Æ0,ona: 

a. (1. )=—.; ne CE 
V4 Z fé Z 

E1 Soit z un nombre complexe. 
a. Démontrer à l’aide d'un raisonnement par récurrence 

que, pour tout entier naturel n, (z°) = (z}". 

a. Z=Z7; C. ZZ = ZZ. 

b. En utilisant le résultat de la question Fla. montrer 

que, si z  O, le résultat est encore vrai lorsque l'entier n 

est négatif. 

Nullité d'un produit dans C 
El Soit z un complexe de forme algébrique x + iy. 
Justifier que 0 Xz = O. 

El Soit z et Z deux nombres complexes tels que zXZ = 0. 

a. Démontrer que si z £ 0, alors Z = O. 

CITE LITE On pourra utiliser l'inverse de z. 

b. Formuler la propriété ainsi démontrée. 

El Résoudre dans C l'équation suivante : 
(2-4)X2+4)=0. 

_ Béquation du second degré à coeffic 

Œocu 
Pour chaque question, une seule réponse est correcte. 

El L'équation z? + z — 1 = 0 admet: 
a. deux solutions dans R. 

b. deux solutions dans C\R. 
c. une seule solution dans R. 

El L'équation — z? + z — 1 = 0 admet: 
a. deux solutions dans R. 

b. deux solutions dans C\R. 
c. une seule solution dans R. 

ElL'équation z°? + 2z + 1 = 0 admet: 
a. deux solutions dans R. 

b. deux solutions dans C\R. 

c. une seule solution dans R. 

Ell'équation 27? + 97 + 13,25 = O0 a pour ensemble 

de solutions dans C : 
a. {—4,5 —2,5i;— 4,5 + 2,5i}. 
b. {— 2,25 — 1,25i ; — 2,25 + 1,25i}. 
c. ©. 

145 | Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations 
suivantes sont vraies ou fausses. 

El l'équation 2 —-z-2=0Ona pas de solution dans C. 

Fi L'équation z* — 1 = 0 a quatre solutions dans C. 

El L'équation z* — 1 = 0 a deux solutions réelles. 

E1 Pour tout nombre complexe z, 
222+62+5=(Z+1,5—0,5i)(2z + 3 +i). 

[al Vrai ou faux ? 
a, bet c sont des réels, et a est différent de zéro. Préci- 

ser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El l'équation az? + bz + c = O a deux solutions dis- 
tinctes dans C. 

Fi Si l'équation az? + bz + c = 0 a pour solutions z, et 

2, alors z = 2. 

El Si l'équation az? + bz + c = 0 a pour solutions z, et 
2, alors az? +bz+c=a(z+z)(z+2). 

CHAPITRE7 Les nombres complexes 241 



47 | Résoudre dans C les équations suivantes. 

H22+6+5-0. Hz2-67+13=0. 

ÆH427-122+9=0. AzZ2-62-7=0 

[as Résoudre dans C les équations suivantes. 

M "13. F1.7°= 16. 

z—3iŸ 231 4 g(2 > He }+13 = 0. 

: ECR Résoudre dans C les systèmes suivants. 

ü Zeb 202 A ZE ZY=S) 

z'=17 zz' =6,5 

Résoudre dans C les équations suivantes : 

H272+62+5=0. H7=67+13=0. 

El 472 —- 122+9=0. Hz2-672-7-0. 

hoooserc=zrir vis 

El Calculer P(—1 — i). 

F1 Déterminer les réels a et b tels que, pour tout 

complexe z, P(z) = (z+1+i)(z2 + az +b). 

El Résoudre dans C l'équation P(z) = 0. 

92 | On pose P(z) = 2? —(6 +i)z? + az — 13i, où «@ 
est un nombre complexe. 

EI Calculer a pour que P(i)= 0. 

F1 Déterminer les réels a et b tels que, pour tout 

complexe z: 

P(z)=(z-i)(2+ az + b). 

El Résoudre dans C l'équation P(z) = 0. 

Pour les exercices 53 

et 54, on utilisera la 

figure ci-contre et on 

répondra par lecture 

graphique. 

4 gs fe mare 
; ral ou faux ? Préciser si les affi rmati 

ivantes sont vraies ou fausses. FE Le 2 rar 
"VAL = :.: 

‘affixe du point À est1 4 > RE : 

ÆLe vecteur OB a pour affixe —2i. 
# ; EM BU ne 

du poi nt À par rapport à | axe réel a 
senti it M Ed © À à # + æ 
A EE PE cn ERA ElLe symétriq le du point C par Sn e lori 

Elle symétrique 

et. FRS ral pour a ent % 

PR 

ons 

ali 

1. 

gine a 
Fan 

1 

_Pour chaque question, une seule r ponse est correcte. 

El Le vecteur AË a pour affxe: dv 
a.2—3i. + + b.3+2i. - 

hr Le d LR: nt [4 

one 
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On considère le nombre complexe z = 3 — 21. 

Placer dans le plan complexe les points 4, B,C, D d'affixes 

respectives z, Z,—Z, —Z. 

[56] On considère le nombre complexe z =— 2 +i. 

Placer dans le plan complexe les points A, B,C, D d'affixes 

respectives 2Z,1i—Z,1iZ, Z —Z. 

‘ [57! Représenter dans le plan complexe l'ensemble des 

points M d'affixe z tel que : 

a. Re(z) = 2 (en bleu); b. Im(z) =— 1 (en vert); 

c. Re(z) = Im(z) (en rouge); 

d. Im(z) = (Re(z}) (en noir. 

EËE Démonstration du cours : affixe d'un 
vecteur, d'un milieu (voir page 230) 
A et B sont deux points du plan complexe d'affixes res- 

pectives Z4 — X4 + iÿa et Zg = Xp + iÿg. 

EI Quelles sont les coordonnées du vecteur AB ? 

En déduire que Z35 = zg — za. 

El Quelles sont les coordonnées du milieu / de [AB] ? 
Za Ÿ Zg 
Er 

El Soit Cle point d'affixe z-. 
Démontrer que le centre de gravité G 

En déduire que z, = 

du triangle ABC a pour affixe : Indication 

_ ZAatZB+TZc 
Re | 



DExercices d'application 

rguments d'un nombre complexe 
F [62| Vrai ou faux ? 

Pour chaque question, plusieurs réponses proposées 

peuvent être exactes. 

El Le module de 4 + 3i est: 
a. 25. b. V5. c.5. 

ASi|z|= 2 alors: 

a.|—z|=-2. b.|z|=2. czz=4. 

EISi M(z) et M'(z') sonttels que |z|=|2 
a. O, M, M' sont nécessairement alignés. 

b. le triangle OMM' est isocèle. 

c. M et M' sont sur un même cercle de centre O. 

, alors : 

El L'ensemble des points M(z) tels que | z|= 3 est: 
a. le cercle de centre O et de rayon 3. 

b. le cercle de diamètre [OM]. 
c. constitué des quatre points dont les coordonnées 

sont (3;0),(0;3),(—3;0),(0;—3). 

ol oc 
Pour chaque question, plusieurs réponses proposées 

peuvent être exactes. 

El Si A(z,) et B(z8), alors AB est égale à : 

a.|z1 —Z|. b.|z1 + Z|. Ca 

ESi A(z,) et B(z8) avec|z1|=|z |, alors: 

a. OA = OB. b.|Z1|=|Z |. c. AB = 0. 

ESi A(z) et B(z), alors le point M(z) tel que 

|z—za|=|z-—Z8|est un point: 
a. du cercle de diamètre [AB]. 
b. du segment [AB]. 
c. de la médiatrice du segment | AB]. 

161! Vrai ou faux ? 
On note / le point d’affixe 1 et M un point d'affixe z 

avec z 0. Préciser si les affirmations suivantes sont 

vraies ou fausses. 

Hsi (OM, Of) = 5 (2x),alors ME (0;v). 

Si ZOM = 60°, alors arg(z) = A (2x). 

El Si arg(z)= 0 (2x), alors zE [0 ; + œl. 

EsimMe(O;v), alors arg(z) = es (2x). 

: [64| Le point M de la figure 

Le point M a pour affixe z avec z # 0. Préciser si les affir- 

mations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Si M' a pour affixe —z, alors OM = OM. 

ESi M(z), alors (ü,OM)+(ü, OM) = 0 (2x). 

ESi M(z') tel que z 40 et arg(z’) = arg(z) (2x), 
alors ME [OM]. 

Si M(z) tel que 770 et M E[OM], alors 
arg(z') = arg(z) (2x). 

Par lecture 

graphique, donner 
le module et un argument 

de Z4, Zp, Zc €t Zp- 

ci-contre a pour affixe z. 
Reproduire la figure et tracer: 

a.en vert l'ensemble des 

points dont l'affixe non nulle 

z' est telle que: 

arg(z') = arg(z)+ es (2x); 

b. en bleu, l'ensemble des points dont l'affixe non nulle 

z'esttelle que|z'|=|2z|; 
c. en rouge, l'ensemble des points dont l’affixe non nulle 

z' est telle que arg(z’) = arg(z) (x): 
d. en noir, l'ensemble des points dont l'affixe non nulle 

z' est telle que arg(z') = arg(z}«+ arg(z) (2x). 

65 Démonstration du cours : module et 
argument d'un opposé et d'un conjugué 
S Voir le cours, page 230. 

El Soit z un nombre complexe. En utilisant la forme algé- 

brique de z montrer que:|-z|=|z|=|z|. 

F1 Soit z un nombre complexe non nul et M le point du 

plan complexe d'affixe z. 

a. Comment est situé le point M’ d'affixe z par rapport 

à M ? En déduire arg(z) en fonction de arg(z). 
b. Comment est situé le point M, d'affixe —z par rap- 

port à M ? En déduire arg(—z) en fonction de arg(z). 
c. En utilisant les résultats du Fla. et Flb., exprimer 
arg(—Z) en fonction de arg(z). 
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> Exercices d'application 

eiT+1=0Q 
@ Euh Hippie, c'était dans les années 70 non ? 

@ Cest vrai! 

Q@ Cest faux. 

[D] Je ne suis pas concerné par la question. 

l66! Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Un argument de 1 + i est ue 

El Un argument de — 1 + i est nr 

EJ Un argument de —1 — i est De 

EX Un argument de 1 — i est . 

' [67 QCM Pour chaque question, plusieurs 
réponses proposées peuvent être exactes. 

EI Si z=— 63 , alors: 
a.|z|= 1. b. arg(z) = (27) dcr er, 

FA Siz=—1-—;i,3, alors: 
; he GA D 

a. Sa forme trigonométrique est — 2(cos 3. +1sin En 
AT : AT 

b. z——2e'3. c z=2e 3. 

É ee le 
El Si z = 2e'6 et z, = 7 e"2,alors: 
a. le point d’affixe z,z, appartient au cercle trigono- 

métrique. 

Z 
b.|=1|=4,. 

: 2? Tee 
c. une forme exponentielle de —< est ——eï3. 

22 

F3 4 

Œocu 
Pour chaque question, une seule réponse est correcte. 

El Un argument de cosy _ isin 3 est : 

a. T.. bp). c. SE 
4 4 4 : 

El Un argument de 2(cos : + isin = ) est : 

a ste b. — e-7 +3 3 Es 

ÆSi z = — 3e, où 6 est réel, alors : 

a)|z|=3. b.|zl=-3. c arg(z)=0 (2x). 
CS 

E1 Si z = 2e ‘4, alors: 
T a. z= V2 +iv2. b. arg(z)=ù,s (2x). 

cz = V2 +iV2. 

244 CHAPITRE Les nombres complexes 

| Dans le plan complexe, placer les points À, B, Cet 

D d'affixes respectives : 
1 iZ CORRE Zn = 2e 3; Zg=—e 6; Z—=—-ZaXZB; Zp= 21% 

D 70 | Déterminer la forme algébrique de chacun des 
nombres complexes suivants. 

. I .T 4 ; 
Hz =e'"3 +e'6. Hz, =2-i+3e”. 

M. Je NES eus E z, — 2icos-%- + isin-F-) 

PAR Pour chacun des nombres complexes suivants, 

donner sa forme algébrique, une forme trigonométrique 

et une écriture exponentielle. 
- 

Hz =1-;i,3. F1 z, = 3e'4. 

L pes E 2; = 2{cos 6 + isin 6 ] 

Même consigne qu'à l'exercice précédent. 
ee ZEN 

EI z, = 1 -e'2. EI z, = — 2e'6. 

Pa RE re SE EI, = 6(sin 3 ticos- ] 

E Soit les nombres complexes : - 

Zi VE AIMOP 2-2 2iRet Ze : 
2 

EX Écrire Z sous forme algébrique. 

F1 a. Déterminer le module et un argument de chacun des 

nombres z, et z,, puis les écrire sous forme exponentielle. 

b. En déduire le module et un argument de Z. 

c. Déterminer les valeurs de cos 77 et sin TL. 

EI Pour le dessin, on prendra 2 cm comme unité. 

On désigne par 4, B et C les points d'affixes respectives 

Z, 22 et Z. Placer le point B, puis placer les points A et C 

en utilisant la règle et le compas (on laissera les traits de 
construction apparents). 

EI Écrire sous forme algébrique le nombre complexe 2292. 

F) En utilisant la calculatrice, déterminer 
une forme exponentielle pour. chacun des nombres 
complexes suivants, en exprimant, lorsque c'est possible, 
l'argument comme une fraction de x : 

Z = 4 Si; Z2=2V3 —2i; 

Z=—2e—-3i; Zz=-2+iV5. 



Exercices quidés 

: MA Vrai ou faux ? 
Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est 

vraie ou fausse et justifier votre choix. 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé 

direct (O, ü, Ÿ). 

; . T 
El Soit z un nombre complexe d'argument 3 

Proposition 1 : « z'® est un nombre réel ». 

ElSoit () l'ensemble des points M d'affixe z tel que 

F1 ER nt 4! 
Proposition 2 : « l'ensemble (#) est une droite parallèle 

à l'axe des réels ». 

ElOn considère l'ensemble (&) des points M d'affixe 

z=1-2e",ael0;x|. 
Proposition 3 : « l'ensemble (@) est inclus dans un cercle 

de rayon 2 ». 

E] Avec les mêmes notations qu'au El. 
Proposition 4 : « le point À d'affixe (1 + 2i) est un point 

de l'ensemble () ». 

El On considère l'équation (E) suivante : Fr 
/ 

2-2{cos 7 }2+1 =0, | 

Proposition 5 : « l'équation (E) a deux solutions com- 

plexes de modules égaux à 1 ». 

El La forme adaptée aux calculs des puissances de zest 
AUIE 

la forme exponentielle : z = re'3. 

Celle de z'® permettra de « lire » un argument de ce 
complexe. 

Il n'y a plus qu'à savoir caractériser un réel non nul au 
moyen de son argument : les réels non nuls ont pour 

argument 0 ou x modulo 2x. 

ElPardéfinition| z| = OM etune égalité entre modules 
s'interprète comme une égalité entre deux longueurs. 

L'appartenance de M à (#) s'écrit donc OM = AM, où 

l’affixe du point À est à indiquer. à 

Autre idée : on peut poser z = x +iy, x et y étant réels, 
et calculer les deux modules en prenant garde pour 

1 — z de bien faire apparaître la partie réelle et la partie 

imaginaire, 1 —z = (1 —-x)+i(—y), avant de calculer 
le module. L'égalité entre modules se traite en élevant 

76 Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O, ü, v ), d'unité graphique 2 cm. 

El Résoudre dans C l'équation d'inconnue z suivante : 

2-9/3z+4=0. 

F1 On considère les points : 

- À d'affixe a = 3 —i; 

- Bd'affixe b = V3 +i; 

- C, le milieu du segment [OB], d'affixe c. 

a. Déterminer une forme exponentielle de a, b et c. 

b. Sur une figure, placer les points 4, Bet C. 

c. Montrer que le triangle OAB est équilatéral. 

au carré, puis en simplifiant. 

Cette piste est à déconseiller ici : elle conduit à de nom- 

breux calculs ; elle est bien plus lourde que la précédente. 

El On peut donner à « quelques valeurs simples per- 

mettant de trouver des points: & = 0 ; à = É+ GANTS 

Trois points déterminant un cercle, on peut trouver son 

centre et son rayon. 
On peut aussi réfléchir à la signification de l'écriture 

z—1=-—2eit = 2e, en identifiant B, et à la valeur 
dans ce cas de|z—1|. 

ElTout revient à savoir si on peut écrire —i = el! avec 
ae[0;x]. 

H1l convient de calculer le discriminant. 

On obtient À =— 4sin2 TL, en utilisant la relation 

cos?t + sin?t = 1. 

El Soit D le point tel que le triangle OCD est isocèle rec- 

tangle en O et (OC, OD) = Fa. (2x), et E tel que DABE 

soit un parallélogramme. 

a. Placer les points Det E. 

b. Déterminer une forme exponentielle de l'affixe d du 

point D, puis sa forme algébrique et montrer que l'affixe 

e du point E est: E = , ne (4 

c. Démontrer que : OE = BE = V5 — 2V3. 

Question ouverte 

El Dans cette question toute trace de recherche, 

toute initiative sera prise en compte. 

Démontrer que les points À, Cet E sont alignés. 

CHAPITRE Les nombres complexes 



Æl On calcule le discriminant A. Si on ne se trompe pas 

dans les formules, on a la bonne surprise de trouver 

comme solutions les nombres a et b du F1, d'où l'inté- 

rêt de lire intégralement l'énoncé d'un exercice avant de 

commencer la recherche : on comprend mieux où l'on 

doit aller. 

El a. Les modules de a et tb sont égaux à 2:Aet Bse 
| _ trouvent donc sur le cercle de centre O et de rayon 2. 

_ Onidentifie les arguments de a et b, qui sont opposés, 

puisque a = b, grâce aux valeurs remarquables des 

_cosinus et sinus : si a — arga, on a: 

F = RASE RE AN À 
Fe "21 et sina =— 2, * 

ê b.c On peut placer pré- 

cisément les points A 

et B situés sur le cercle 

de centre © et de 

rayon 2, grâce à leur 

_ ordonnée Ar ; 

€. On peut déterminer ë 

l'angle (oÀ, O8) en 
interprétant géomé- 

|triquement les argu- 
a Le 

Partie A - ROC 
On rappelle les propriétés suivantes : 

D il existe un nombre complexe i tel que i? =—1 ; 

» soit Zet 7’ deux nombres complexes : 
ZZ" = 0 si, et seulement si, Z = 0 ou Z’ = 0. 
Démontrer que pour tout réel a strictement positif, 

l'équation Z? + a = 0 a deux solutions dans C, dont on 

donnera l'écriture sous forme algébrique. 

Partie B - Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ). 
Dans toute la suite de l'exercice, z désigne un nombre 

complexe non nul. 

À tout point M d'affixe z, on associe le point M’ d'affixe 
/ 

z'= ——., puis le point N milieu du segment [MM]. 

L'affixe de N'est donc TZ = Ze 

On désigne par l” le cercle de centre O et de rayon 1,J 

le point d'affixe i et J” celui d'affixe —i. 

E Dans cette question z = el, où a est un réel. 

a. Écrire z’ sous forme exponentielle. 

b. Sur la figure on a placé le point M, d'affixe z. 

Expliquer comment on peut obtenir géométriquement 

le point M’, puis le placer et construire alors le point N . 
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ments de a et de b, et en utilisant la relation de Chasles, 

puis penser que l'on a déjà établi que OA = OB. 

Autre idée : on peut calculer la longueur AB et la compa- 

rer avec celle des deux autres cotés. 

El Pour une forme exponentielle de d, on a besoin 

de connaître OD et l'angle 5 =(ü,0D) et alors 

d = ODX eÿ. Or, en utilisant la relation de Chasles, on 

obtient (ü, OD) = (ü, OC) +(OC,0D). 
TD 

En utilisant e *2 = — 1, on prouvera que : 

d = ls ra LES 

À 2e 
Pour trouver € on utilise : 

DABE est un parallélogramme DÉ = AB. 

Les longueurs OE et BE s'obtiennent comme les 
modules des affixes des vecteurs OË et BÉ. 

EZ Le plus simple est de faire la synthèse des résultats 
établis au fil des questions, en interprétant les égalités 

| de longueurs: 

OA BA, OËE"PBE: 
Que sait-on du point C ? 

La figure aussi est un support pour la réflexion. 

Autre idée : on peut examiner la colinéarité des vec- 

teurs AC et AË. 

Etat la forme algébrique de l’affixe du point N. 

; 

déduire l'ensemble décrit par le point N onque M 

décrit le cercle l”. 5 

Dans cette question, M est un point du plan distinct de O. 
a. Déterminer les points M du plan pour lesquels M et N 
sont confondus. 

b. Développer (z — 2iŸ +3. Déterminer les points M du 
plan pour lesquels l’affixe de N'est 2i. 

El Dans cette question, M est un point du plan distinct 

de O, d'affixe z = x + iy, avec x et y réels. 

a. Exprimer, en fonction de x et y, la partie réelle et la 
partie imaginaire de l'affixe du point N. 

b. Déterminer l'ensemble & des points M du plan tels 
que N appartient à l'axe (O, ü). 
c. Déterminer l'ensemble % des points M du plan tels 
que N appartient à l'axe (O, v). 



Partie À - ROC 
L'existence de i permet de transformer l'équation 

Z+a=0 en Z?—b? = 0, où b est un nombre com- 
plexe que l'on exprimera en fonction de a. 
Il n'y a plus qu'à factoriser la différence de deux carrés 

(déjà pratiqué dans R), puis la propriété du produit nul 

pour obtenir le résultat. 

Partie B 

El Attention, une forme exponentielle re? nécessite 
un réel r > 0. 

Dans l'écriture de 7’, il conviendra d'utiliser l'écriture 

exponentielle de —1 qui est ei’. 

La construction géométrique découle de l'interpréta- 

tion du module et de l'argument du nombre complexe 

z' mis en évidence par la forme exponentielle : 

argz’ = (ü, oO") (2x). 

Chaque fois que nécessaire, le plan complexe est rap- 

porté à un repère orthonormé direct (O, ü, v). 

ic El Te ee nombre complexe z, on pose : 

2-32 +3z+7. 

a. Calculer = 1 sk 
b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout nombre 

complexe z, on ait: 

P(z) = (z+1)(2 + az +b). 

c. Résoudre dans C l'équation P(z) = 0. 

ElLe plan complexe est rapporté à un repère ortho- 

normé direct (O, ü, v ), d'unité graphique 2 cm. 

On désigne par À, B, Cet Dles points d'affixes respectives : 

Dza = 1, Dz=2+iv3, 

Dz=2-iv3 D z) = 3. 

| 

Exercices d'entrainement 

fé 

Pour l'ensemble décrit par le point N, on n'oubliera pas 

de vérifier que tout point du segment trouvé est bien 

l'image d'au moins un point M de l°. 

Eli convient de mettre en équation, en conservant 

l’inconnue z, les différentes conditions indiquées pour 

un point M et son image N. 
C'est l'occasion d'appliquer le résultat de la partie A 

pour résoudre ces équations du second degré qu'on 

aura pris soin de mettre sous la forme Z? + a = O. 

Las 1 
El Dans a. on calculera la forme a de re 

Hernel _) 
LORIE 1ÿ hr 

2 X 5 

On aura soin aussi, pour la suite, de factoriser au maxi- 

mum les numérateurs de Re(z,) et Im(zn). 
Dans tout le PRpIeme, onaz£0,c'est-à-dire M £ 0 : 

les ensembles & et # cherchés ne doivent donc pas 

contenir le point O. 

Attention, dans cette question, le point M n'appartient 

pas forcément au cercle ', comme au El. 
Mais le résultat établi au KE c. donne une indication sur 

l'ensemble #, qui contient nécessairement le cercle l°. 

a. Réaliser une figure et placer les points 4, B, Cet D. 

b. Calculer les distances AB, BC et CA. En déduire la 

nature du triangle ABC. 

c. Déterminer les affixes des ve vecteurs CÀ et CD. 

Calculer le produit scalaire CÀÂ-CD. 

En déduire la nature du triangle ADC. 

On considère dans l'ensemble des nombres 

complexes, l'équation (E) d'inconnue z: 

34+(—-8+i)z2 +(17 — 8i)z+17i= 0. 

El Démontrer que l'équation (E) a une solution imagji- 

naire pure. 

F1 Déterminer deux réels a et b tels que: 

34+(—8+i)2 +(17 — 8i)z+ 17i = (z+i)(z2+ az +b). 

El Résoudre l'équation (E) dans C. 
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" [80! Résoudre dans C l'équation : 

| 2 = 626 2027221133 0; 
Démontrer que les quatre points ayant pour affixe les 

solutions sont cocycliques. 

a. On montrera d'abord que l'équation a deux solutions 

imaginaires pures. 

b. On cherchera ensuite à factoriser le membre de 

gauche de l'équation sous la forme : 

(z2+ 9)(z? + az + b) avec a et b réels. 

81 Dans l'ensemble € des nombres complexes, i 

désigne le nombre de module 1 et d'argument Ce 

El Montrer que (1 + iŸ =— gi. 
El On considère l'équation (E) : z? =— gi. 
a. Déduire de EE une solution de l'équation (E). 
b. l'équation (E) possède deux solutions : écrire ces 
deux solutions sous forme algébrique. 

El a. Déduire également de EE une solution notée t de 

l'équation (E’) : z? =— gi. 
.[ 2T 

b. On pose j — A Démontrer que jt et j°t sont 

aussi des solutions de (E). 

EI On considère dansle repère orthonormé direct (O, ü, Ÿ) 

les points À, Bet C d'affixes respectives t, jt et j?t. 

a. Donner une forme exponentielle de chacune de ces 

affixes, puis représenter les points À, Bet C. 

b. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral. 

k FAITES) À tout point M d'affixe z dans le plan 

complexe, on associe le point M’ d'affixe z’ telle que : 

z' = z — 4z.Le point M' est appelé image du point M. 

Soit À et B les points d'affixes : 

2h NC 7; ie 

a. Calculer les affixes des points 4’ et B’ images des 
points À et B. 

b. On suppose que deux points ont la même image. 

Démontrer qu'ils sont confondus ou bien qu'ils forment 

un segment de milieu le point K d'affixe 2. 

F1 Soit / le point d'affixe —3. 

a. Démontrer que OMIM' est un parallélogramme si, et 

seulement si, z? — 3z+3 = 0. 

b. Résoudre l'équation z? — 3z+ 3 = O. 

El a. Exprimer (z’ + 4) en fonction de (z — 2). 
b. On pose z — 2 = reï, avec r > 0 et a réel. 

Déterminer une forme exponentielle de z’ +4. 

En déduire que arg(z’ +4)= 2a (2x) et exprimer 
| Z 4 | en fonction de r. 
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El Soit E le point d'affixe z; = — 4 + 3i. 

a. À l'aide de Elb. démontrer qu'il existe deux points 

qui ont pour image le point E. 

b. Déterminer la forme algébrique des affixes de ces 

deux points et vérifier leur positionnement par rapport 

au point K. 

FRE: Vrai ou faux ? 
Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si 

elle est vraie ou fausse et justifier la réponse choisie. 
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé 

direct (O, ü, Ÿ) sinécessaire. 

EI Pour tout nombre complexe z: 

Im(z2) =—[im(z)f. 

El Pour tout nombre complexe non nul z, les points M 

d'affixe z, N d'affixe L et O sont alignés. 

El Pour tout nombre complexe z, si [2 +iz|=|2i-7 
alors la partie imaginaire de z est nulle. 

’ 

1 EI Pour tout nombre complexe z, si [1 +iz|=|1—iz 
alors la partie réelle de z est nulle. 

E Pour tout nombre complexe z de module 1, si 

arg(z?) = arg(z) (2x), alors: 

z=el 3/ouz=1. 

En Pour tout nombre complexe z, on définit :_ 

P(z)=z+2(/2 -1)2+4(1-V2)z-8. 

El a. Calculer P(2). 
b. Déterminer deux réels a et b tels que : 

P(z)=(z-2)(22 + az + b). 

El Résoudre dans C l'équation P(z) = 0. On appelle z, 
et z, les solutions de l'équation autres que 2, z, ayant 

une partie imaginaire positive. 

Vérifier que : 

AtT2=— 2V2. 

Déterminer le module et un argument de z, et de z;. 

El a. Placer dans le plan, muni d’un repère orthonormé 

direct (O, ü, Ÿ) (unité graphique : 2 cm), les points À 

d'affixe 2, B et C d'affixes respectives z, et z,, et / milieu 
de [AB]. 

b. Démontrer que le triangle OAB est isocèle direct. 

En déduire une mesure de l'angle (ü ; Of). 

c. Calculer l'affixe z, de /, puis le module de z,. 

d. Déduire des résultats précédents les valeurs exactes 
3T 37T : 

de cos 8 et sing 



A ES rare a - roc 
On rappelle le prérequis suivant : dans un repère ortho- 

normé deux vecteurs t et © de coordonnées respec- 
X 

tives et 
x’ 

y y’ sont orthogonaux si, et seulement si : 

xx" + yy' = 0. 

El Démontrer la propriété : 

« deux vecteurs f et t” d'affixes respectives zet z'sont 

orthogonaux si, et seulement si zXz'E ik ». 

El En déduire que si N a pour affixe z et N’ a pour affixe 

iz, alors le triangle ONN' est isocèle rectangle en O. 

On admet dans ce cas que le triangle ONN' est direct, 

c'est-à-dire que : 

(ON, ON’) =+5- (2x). 
Partie B 

El à. Déterminer le nombre complexe a tel que : 

a(1 +i) = 1 + 3i. 
b. Vérifier que ix? = — 4 + 3i. 

F1 Pour tout nombre complexe z, on pose : 

1(2)= 7 (1 + 397 + (4 3j). 
a. Montrer que f(z) s'écrit sous la forme (z — a )(z — ia). 
b.En déduire les solutions dans C, sous forme algé- 

brique, de l'équation f(z) = 0 

Partie C 

EI On considère les points À et B d’affixes respectives 

a=2+ietb=—1+2i. 

Placer À et B dans le repère et compléter au fur et à 

mesure. L'unité graphique est 3 cm. 
Démontrer que le triangle OAB est isocèle rectangle. 

El On considère le point C d'affixe c =— 3 + 2i. 
Déterminer l'affixe d du point D tel que le triangle OCD 

soit isocèle rectangle direct en O. 

El On appelle M le milieu du segment [BC]. 
a. Déterminer les affixes des vecteurs OM et DA. 

b. Démontrer que les droites (OM) et (DA) sont per- 

pendiculaires. 

c. Établir que OM = +-DA. 

EÆ0On appelle J, K et L les milieux respectifs des seg- 

ments [CD], [DA] et [AB]. 

2) 

a. Démontrer que le quadrilatère JZXLM est un parallélo- 

gramme. 

b. En utilisant la partie À démontrer que JKLM est un 
carré. 

F3. plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O, à, Ÿ) d'unité graphique 1 cm. 

El Résoudre dans l'ensemble C l'équation : 

z+62+18=0. 
On donnera les solutions sous forme algébrique, puis 

sous forme trigonométrique. 

El On note A et B les points d'affixes respectives : 
a=3—3i et b=—a. 

a. Placer ces points sur le graphique qui sera complété 

au fur et à mesure des questions. 

b. DA l’affixe c du point C tel que OC = OB et 

(OË, OC ) = 5 (2r), 

c. re l'affixe d du point D tel que le quadrila- 

tère ABCD soit un parallélogramme. 

El On cherche à déterminer l'ensemble (&) des points M 

du plan tels que : 

| MA + MB + MC | = 2X8D. 
a. Justifier que D appartient à (&). 

b. On note z l'affixe d’un point M ; déterminer l'affixe du 

vecteur MA + MB + MC. 

Montrer que: ME(&)|z+1+i|=495. 
c. En déduire la nature de (6) et le représenter. 

LAC Ie) On considère la suite de nombres 

Fes (Zn) définie par : 
= 1 et, pour tout entier n>1, z,=a" avec 

1 Li = +. a 
El à. Déterminer une forme expdñentielle de a. 

b. Calculer sous forme algébrique les six termes de z, 

à Ze- 

c. Dans un repère orthonormé d'unité graphique 8 cm, 

placer les sept points A, d'affixe z,, pour k = 0;1;...;6 

; A désigne le point d'affixe z,. 
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F1 Pour tout entier n on considère une forme exponen- 
. | 

tieledez;); 77; | 

Zhil eZ — ne. 

a. Calculer r, puis vérifier que, pour tout n 2 1 : 

_ FAP Eee a V2 2 DE 

(b. En déduire une relation entre 5 et F1 pour tout 

tier n > 1, puis exprimer r, en fonction de n. 

c. Donner une interprétation géométrique de chaque 

nombre r,. 

H 
k=n 

d.On pose L,= D AçAr+1, la longueur de la ligne 
k=0 

polygonale de sommets successifs A5, A1, A2, .…, A,+1. 

Déterminer L, en fonction de n, puis la limite de L, 

quand n tend vers +oo. 

EI On considère l'algorithme suivant : 

a. Expliquer ce que calcule cet algorithme et compléter 

les deux dernières phrases. 

CCE LES On pourra prendre la valeur p = 1 

et tester l'algorithme à la main, en calculant les 

puissances de r avec la calculatrice. 

b. Lorsque l'algorithme s'arrête, est-on sûr qu'il reste 

moins de h cm à parcourir sur la ligne polygonale ? 

c. Modifier l'algorithme pour que, lorsqu'il s'arrête, la 

longueur parcourue soit proche à moins de h de la lon- 
gueur totale. 

d. Programmer cet algorithme sur la calcu- 
latrice ou un logiciel et déterminer le nombre de tours 
nécessaires pour une précision h = 10° $. 

Cela change-t-il par rapport au premier algorithme ? | 

(53 
SEA 
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GB: 
Pour chaque question, une seule des trois réponses est 
exacte. Choisir la réponse correcte et en donner une 

courte preuve. 

EX Une solution de l'équation 2Z + z = 9 —i est: 
a.3; b.3—;; Csrt 

F1 Soit z un nombre complexe, | z — i | est égal à: 
a 1 be Zen Li; 

Fi Soit z le nombre complexe de forme exponentielle : 

z=ret,r>0et0e[0;2x]. 

Un argument de mue modulo 2x est: 

T à 2R _g. 2T a. 0; b. 3 ; ce +8; 

EI Soit n un entier naturel. Le nombre (1 — i/3 )" estun 
réel positif si, et seulement si : 

a.n=6; b.n=6k+3,kEeN; 

cn=6k,keN. 

EF Soient A et B les points d'affixes respectives 1 et i. 

L'ensemble des points M  d'affixe z vérifiant 

|z—1 |[=|Z+ilest: 
a. la droite (AB) ; 
b. le cercle de diamètre [AB] ; 
c. la médiatrice du segment [48]. 

EH L'ensemble des points M d'affixe z = x +iy,avecxet y 

réels, vérifiant | z — 1 +i|=|5 — 2i| a pour équation : 
AY RxC il 

b.(x—1) +(y+1Y = V5 ; 
cz=1-it3et,aek. 

Soit A le point d'affixe 2 eil-3).Le point B tel que le 
triangle OBA est direct, rectangle et isocèle en O a pour 

affixe : _… 
TL : T 

a. /2e ÿ2 : b. V2el-% ): cn llai: 

El l'ensemble des solutions dans C de l'équation 
Zn OL 
7=3 Zest: 

a.{2+2i}; b.{-2+2i}; cf{2+2i,2-—2i}. 

Aro 
Une ou plusieurs réponses sont correctes, les détermi- 
ner dans chaque cas. 

27 zest le complexe de module 2 et d'argument 3 - 

On pose t = 0 — 

SL 
Ha.t=-; 

c. 1% est réel, si nest entier. 

El a. Z° est réel : 

LE 

b. b ER 
V2 



Fa 
b. un — est —— argument de 5 est e ; 

c. il existe deux entiers non nuls m et n tels que z” = t”. 

El a. Re(z'°) = — 2° 
t 

ee ! 
8; 

SLhIEt ht =0. 

Le plan complexe est rapporté à un repère 
orthonormé direct (O, ü, Ÿ). 

On place dans ce repère les points A d'affixe 1 et B d'af- 

fixe b = ei,oùBE[0; x]. 
On construit à l'extérieur du triangle OAB les carrés 

directs ODCA et OBEF, comme indiqué sur la figure ci- 

dessous. 

El Déterminer les affixes c et d des points Cet D. 
- T 

El a. justifier que l'affixe f du point Fest: f= eilB+3). 
b. En déduire que f— 

c. Déterminer l'affixe € du point E. 

El On appelle G le point tel que OFGD soit un parallélo- 

gramme. 
Démontrer que l'affixe g du point G est égale à i(b — 1). 

E] à. Écrire une forme trigonométrique de b. 

b. Déterminer les affixes des vecteurs GE et GC , puis leurs 

coordonnées dans le repère (O, à, Ÿ) en fonction de B. 
c. En déduire que le triangle GCE est isocèle rectangle. 

Question ouverte 

[| Le résultat établi au EI demeure-t-il si br n'a pl us un | 

module égal à 1 ? : 

i =) Dans tout l'exercice, le plan complexe est 

rapporté à un repère orthonormé direct (O, ü,v) 
d'unité graphique 2 cm. 

On considère les points À, B et C d'affixes respectives 

DER 
LEE" b=—a et c=3i. 

>) 

Partie A 

El Écrire les nombres complexes a, b et c sous forme 

exponentielle. 

El Placer les points A, B et C dans le repère. 

EJ Démontrer que le triangle ABC est équilatéral. 

Partie B 

À tout point M d'affixe z, on associe le point M' d'affixe : 

z = 2. 

Le point M’ est appelé image du point M. 

On note 4’, B’ et C' les images des points À, Bet C. 

El a. Déterminer une forme exponentielle des affixes 

des points 4’, Bet C’, puis placer ces points. 

b. Démontrer l'alignement des points O, A et B/, ainsi 
que des points O, Bet A’. 

El a. Soit K le milieu du segment [AB]. Déterminer l’af- 
fixe du point image K. 

b. Quel est l'ensemble des images des points de l'axe 

(o,v)? 

El On considère un point libre M sur la demi-droite [KA). 
a. Avec un logiciel de géométrie dynamique, réaliser 

une figure : une fois M placé, on pourra créer OM = m et 

(üä,oM )= a, puis déterminer une forme exponentielle 

de z' = r'e” en fonction de r et a’, et définir alors le 
point M à partir de ses coordonnées polaires (r’; a’). 

Voir la fiche Geogebra. 

UE TISS Pour les coordonnées polaires, 
le séparateur entre module et argument doit être un 

point virgule. 

On peut aussi créer le point M et dans l'onglet propriétés/ 

algèbre/coordonnées le transformer en un nombre 

complexe ; on peut alors définir dans la barre de saisie 

M =1/3*M 

b. Faire une conjecture sur l'enserable (£) des points M' 

lorsque M décrit la demi-droite [KA). 
c. Démontrer que l'ensemble () est inclus dans la para- 

D 2 
2- bole d'équation x' = y 

Indiquer une équation de (#). 

Pour tout point P on convient de noter son affixe 

70 

El On considère dans C l'équation (E) : 7? +8 = 0. 
a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout 

nombre complexe z, z? +8 =(z+2)(22 + az +b). 
b. Résoudre l'équation (E) (on donnera les solutions 
sous la forme x + iy avec x et y réels). 
c. Écrire ces solutions sous la forme re 

positif. 

% où rest un réel 
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F1 On considère les points À, B, C d'affixes respectives 

—2,1-—i3 et 1+i93, et le point D milieu du seg- 

ment [OB]. 

Montrer que, modulo 2x, on a: 

(OÀ,08) = (O8,0€) = (OC, oÀ)= +, 
puis que le triangle ABC est équilatéral. 

E] à. Déterminer l'affixe z, du point L tel que AODL soit 
un parallélogramme. de 

b. Démontrer que les vecteurs OL et AL sont orthogo- 

naux. 

c. En déduire que L appartient au cercle de diamètre 

[OA]. 
Placer L sur la figure. 

: CD Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ). 

EHIROC 
On rappelle les prérequis suivants : 

» Soit z un nombre complexe non nul et M le point d'af- 

fixe z. On appelle arg z un nombre réel a tel que : 

(ü,0M) = a (2x). 
» Soit $ et £ deux vecteurs non nuls, 3 et £ sont coli- 
néaires si, et seulement si ($, {)= kx, ke Z. 

Démontrer que z est un imaginaire pur si, et seulement 
si : 

JT 
2 

El On désigne par € l'ensemble des points M d'affixe z 

tels que Z° soit un imaginaire pur. 

z=0 ou argz=—+Kkr,keZ. 

a. Le point À d'affixe e_ï6 appartient-il à € ? 
b. On note B le point d'affixe b =—/3 —i. 

Calculer un argument de b et montrer que B appartient 

à 6. 

c. On suppose z £ 0 et on pose z = re, où rest un réel 

strictement positif et & un réel. 

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur œ 
pour que z° soit un imaginaire pur. 
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d. Après avoir vérifié que le point O appartient à 6, 

déduire des résultats précédents que 6 est la réunion de 

trois droites que l'on déterminera. Placer À et B, et repré- 

senter & sur une figure. 

El Application : on veut résoudre l'équation (F) : 

(2 + 8i)(7° — 8i) = 0. 
a. En utilisant une forme exponentielle de z, montrer 

que toute solution de (F) a un module égal à 2. 
b. En utilisant les résultats du EX, démontrer que les 

solutions de (F) sont les affixes des points d'intersection 
d'un cercle de centre O avec l'ensemble 6. 

Donner la liste des solutions sous forme exponentielle. 

1. plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé direct (o, ü, M) unité graphique 4 cm. 

À tout nombre complexe z différent de —i, on associe le 

nombre complexe : 

Le LU 
z : 

ZA 

EX Si z = x +iy, x et y étant deux réels, exprimer la par- 
tie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x 

et y. 

On vérifiera que : 

Xe 2x Eh 

x LG) 
F1 En déduire la nature de : 

a. l'ensemble € des points M d'affixe z, tels que z’ soit 

un réel ; : 

b. l'ensemble % des points M d'affixe z, tels que z’ soit 

un imaginaire pur. 

c. Représenter ces deux ensembles. 

Re(z') = 

- 52 : 2 : 
El Résoudre dans C l'équation = 2i. 

On désigne par a la solution. Justifier que le point d’af- 

fixe à appartient à F. 

E10On appelle À et B les points d'affixes respectives 

a=1etb=—1i. 

On considère, dans toute la suite de l'exercice, un point 

M d'affixe z =— i+ 2e, 0 e[0;2x]. 
a. Justifier que le point M appartient au cercle I de 
centre B et de rayon 2. 

b. Calculer z° — 1, puis déterminer une forme exponen- 

Zi 
c. En déduire le module du nombre complexe z' — 1. 
d. Démontrer que, lorsque le point M d'affixe z décrit 
le cercle [”, les points M’ d'affixe z’ appartiennent à un 
cercle [” dont on précisera le centre et le rayon. 
Représenter L° et [”. 
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E L'équation du 3e degré (re partie) 
Au xve siècle, l'algébriste italien Tartaglia, puis 

Jérôme Cardan, proposent des méthodes pour résoudre 

une équation du 3e degré. 

Partie À - Exemple 

On veut résoudre l'équation (1) : x? = 3x + 14. 

El On pose x = u + v. 

a. Que devient l'équation (1) en substituant (u + v) à x? 
On pourra utiliser l'identité : 

(u +v) = 0 + 3u2v + 3uv? + 

= u? + v? + 3uv(u + v). 
b. Quelle valeur suffit-il de donner au produit uv pour 

que (1) s'écrive u° + v? = 14 ? 
Que vaut dans ce cas le produit uv? ? 

El On pose U = u? et V = vi. 
a. Démontrer que U et V sont les solutions de l'équation 

du second degré (2) : X? — 14X +1 = 0. 
b. Résoudre dans R l'équation (2). 

El a. En déduire que */7 +493 +%/7 —- 4/3 est une 
solution de l'équation (1) dans KR. 

b. Vérifier, en étudiant les variations de la fonction 

X+-> x° — 3x — 14, que l'équation (1) n’a qu'une seule 

solution dans KR. 

Partie B. Voici le texte de la méthode de résolution trou- 

vée par Tartaglia et transmise à Cardan sous le sceau du 

secret, qui la publiera dans Ars Magna, en 1545 : 

« Quand un cube égale des choses et un nombre donné. 

Trouve deux nombres dont la somme est le nombre donné 

et dont le produit est toujours le tiers cubé des choses. Alors, 

ta chose principale sera la somme des racines cubiques des 

deux nombres. » 

El Quel est le sens du mot « choses » dans le texte de 
Tartaglia ? 

MMS Les algébristes arabes désignaient « l'inconnue » 

dans une équation par le mot « cheï » qui signifie la « chose ». 

Quel est la signification de l'expression « chose princi- 

pale » ? 

Que représente dans l'équation (1) de la partie A « le tiers 

cubé des choses » ? 

F1 Vérifier que la solution trouvée pour l'équation (1) est 

bien conforme au texte de Tartaglia. 

El Reprendre la méthode pour résoudre l'équation : 

X5 + 3x = 36. 

On trouve x = 18 +513 +/18-513. Quelle 
valeur simple se « cache » derrière cette formule ? 

>) 

[96 L'équation du 3e degré (29e partie) : 
« l'apparition » des nombres complexes 
Dans la seconde moitié du xve, le mathématicien ita- 

lien Raphaël Bombelli, qui connaît la méthode de 
Jérôme Cardan, est confronté à un paradoxe qu'il résout 

en présentant, en 1572, la résolution de l'équation (3) : 

x = 15x +4. 

El On pose x = u + v.Que devient l'équation (3) ? Quelle 
valeur suffit-il de donner au produit uv pour que (3) s'écrive 

uŸ + v? = 4 ? Que vaut dans ce cas le produit u°v? ? 

El On pose U = uÿ et V = vi. 
a. Vérifier que U et V, s'ils existent, sont solutions de 

l'équation : (X—-2ÿ +121 =0. 
b. Cette équation a-t-elle des solutions dans R ? 

c. Vérifier que 4 est pourtant une solution de (3) et trou- 

ver les deux autres. 

LOS, On pourra établir que : 
x—15x—-4—(x—4)(x2+ ax +b). 

Devant ce paradoxe, où la méthode de Cardan ne donne 

rien alors que l'équation comporte des solutions «réelles », 

Bombelli décide de faire comme si « — 121 » était le carré 

d'un nombre imaginaire qui s'écrirait 11Y—1, appelant 

Ÿ—1 «piu di meno », nombre que l'on écrit aujourd'hui 

«i », donc avec i? = —1. Au moyen de ce stratagème, il 

retrouve la solution 4 de l'équation (3). 

El a. Résoudre dans C l'équation (X— 2) + 121 = 0. 
b. Calculer (2+i)(2—i), (2+i) et(2—i). 
Quelle solution de l'équation (3) obtient-on en extrapo- 

lant la méthode de Cardan ? 

VOST 
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Revoir les outils de base 

STE Factoriser dans R 
Écrire, lorsque c'est possible, P(x) sous la forme d'un 
produit de facteurs du premier degré (c'est-à-dire de la 

forme ax + b avec a et b réels et a Z 0). 

E P(x) = (x+1Ÿ — 16. 

EX P(x) = x° — 5x — 14. 

E P(x) = 22 +x+1. 

E1 P(x) = — 26 + 9x2 — 9x. 

GE Géométrie et trigonométrie 
Dans un repère orthonormé direct (0, Z,J/) d'unité 

2 cm, on donne A(,3 ;1) et on note B le point d'inter- 
. section de la demi-droite [OA) avec le cercle de centre 
O et de rayon 1. 

El Calculer la distance OA, puis placer le point A. 

El justifier l'égalité : OB = TO, puis donner les coor- 

données du point B. 

EEn déduire la mesure principale de l'angle orienté 

(OI, OA). 

Les savoir-faire du chapitre 

Si nécessaire, le plan complexe est muni d'un repère 

orthonormé direct (O, ü, Ÿ). 

E Calculer dans C 
Déterminer la forme UN des nombres com- 

plexes suivants : 

a. z — (3 Li) ; b. z = (2 — 3i)z ; 

CZ =iZ2 —2Z; d. z, = LI 

LA Le second degré dans C 
Roue dans C les équations suivantes : 

a. z 1 121 — 0: b.z2—4z2+53=0;: 

c.322—-57+4=0: _d.zt+572—36=0. 

Méthode a bé à tb 

Lorsque le discriminant est positif ou nul, on résout 

comme dans R ; lorsqu'il est négatif, l'équation dans C 

deux solutions complexes conjuguées : 

—b—i9-A et =D} 1v— 
2a 2a 

DRE DCE AOL 
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qe mn ee marne a 

Interpréter géométriquement 
un module et un argument 
Dans le plan complexe muni d'un repère orthonormé 

direct (O, ü, Ÿ), déterminer, dans chacun des cas sui- 
vants, l'ensemble des points M(z) : 

212502 

d. arg(z) = nr (x). 

a.|z—i|=3 

(2x) ; 

LS 2 D ire 

c. arg(z) = _s 

Méthode 
| On interprète les modules en termes de distances et 

les arguments en termes d'angles orientés. 

On n'oublie pas que arg(z) n'est pas défini si z = 0. 
ennemie 

RÉPARTIE 
ne 

12 Démontrer avec les nombres 
complexes 
Les points 4, B, C et D du plan complexe ont pour affixes 

respectives a, b, cet d. 

El Calculer les affixes des points , J, K et L milieux res- 

pectifs des segments | AB], [BC], [CD] et [DA]. 

El Montrer que ZJKL est un parallélogramme : 

a. en utilisant des affixes de vecteurs ; 

b. en utilisant des affixes de milieux. 

Méthode # id nt PORTES a 

Le vecteur AB a pour affixe z; — ZA. Le milieu de [ AB] a 
: 
k 

712 
pour affixe AB. | 
RS D ee 

Utiliser la notation exponentielle 
; T LL 

Soit z = e'12 et z = e'3. 

PRE. À Z 
EX Écrire le quotient A sous forme exponentielle, puis 

2 

sous forme algébrique. 

El En notant a = PE et b = sin montrer que : 
12 

A-sabbys sab=a/ss 
Z 2 2 

ElEn déduire, & nn un système, les valeurs 

exactes de cos —— D et sin = 

PL rm A ga 

a Me la | L'égalité — = e(a—b) est efficace pour calculer un | F 5 

quotient. On passe ensuite à la forme algébrique en | 
utilisant e"* = cos a + isin &, à condition que « soit une È 
valeur particulière dont on connaît le cosinus et le sinus. ; 

er TON 



Lroal Calculer des valeurs exactes 
El Soit z = x + iy, avec x et y réels, un nombre complexe 

de module 1. On note X la partie réelle du nombre com- 
1EX VX 

| : = RER plexe z?. Montrer que x? s y + 

El Application : déterminer les valeurs exactes de cos g 
NO 

et sing. 

LÉ EI Prolongement du cours 
On considère trois nombres complexes non nuls z, 
2 et z,. Montrer, en utilisant leurs écritures exponen- 
tielles, que : 

arg(zZZ;) = arg(z) + arg(z) + arg(z;) (2x). 

El Application : la figure « aux huit carrés » 
J A 

RE ur ne er 
es: ] 

O I K [2 

Le but est de prouver que a + B+ = —X.. 

Onse place dans le repère orthonormé direct (O, ü, Ÿ) 
tel que ü= OÏ et v= Of. 
a. Reproduire la figure et placer les points B et C sur 
[JA] tels que B et + soient des mesures respectives de 
(ü, OË) et (ü, OC). 
b. Préciser les affixes z4, z$ et z- des points A, B et C 
sous forme algébrique. 

c. Montrer que z4 X zg X Ze = 65(1 +i). 

d. Conclure en utilisant le résultat de la question EI. 

UV} EI à. Résoudre dans C l'équation : 

Z—2V3z+4=0. 
b.On pose a = 3 +i et b= a. Écrire a et b sous 
forme exponentielle et placer les points À et B d'affixes 

respectives a et b. L'unité graphique est 2 cm. 

El a. Soit A le point tel que le triangle OAA' soit équilatéral 
direct et a, son affixe. Déterminer une forme exponentielle 

de a’, puis sa forme algébrique et placer A’ sur la figure. 
b. Déterminer l’affixe b’ du point B’ défini par l'égalité : 

Of => 08. 
El Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B' 
et À le rayon de ce cercle ; on note c l'affixe du point C. 

a. Justifier les égalités suivantes : 

cc=R?, (c—2i)c+2i) =R? 

EAU Es PE 3i)- > 
(c+33-3ifc+ 2 +5 i Te 

as e e # 4y3 
b. En déduire que c — c = 2i,puisquec+c=— 3 . 

c. Déterminer alors l’affixe du point C et la valeur de R. 

A PP rofondi ssement On considère les points A et B d'affixes respectives : 

Za=1+i et = ++. 

(6) désigne le cercle de centre O et de rayon 1. 

El Donner une forme trigonométrique de z, et zg. 

El Dans la suite de l'exercice, M désigne un point de (€) 

d'affixe eï®, « e[0; 2x]. 
On considère l'application f qui, à tout point M de (€), 

associe le nombre réel f(M) = MA X MB. 
a. Démontrer, en utilisant les formes exponentielles, que 
pour tous complexes nonnulsaetb,|axXb|=|a|x|b|. 
b. Montrer, pour tout a € R, l'égalité suivante : 

i(2a) e2a)— 1 = ex )2isine. 
c. Montrer que : 

JM) =| ee) — 1 (+ Sijeir) 
2 

puis que : f(M) = UE + 2sin a) : 

El a. En utilisant le El c., montrer qu'il existe deux points 

M de (@), dont on donnera les affixes, pour lesquels 

f(M) est minimal. 
b. Question ouverte : existe-t-il un ou plusieurs points M 

sur (@) tels que f(M) soit maximal ? 

Vers le Supérieur 

108 El On considère deux nombres compiexes non 

nuls Z et Z. Montrer, en utilisant leurs écritures 

exponentielles, que: |AXzZ|=|z|X|2|. 

El Les entiers de GAUSS 
On appelle entier de Gauss tout nombre com- 
plexe dont les parties réelle et imaginaire sont des 
entiers relatifs et on note Z] i | l'ensemble de tous ces 
nombres complexes. 
a. Montrer que la somme de deux entiers de Gauss est 
un entier de Gauss : on dit alors que Zi | est stable 
pour l'addition des nombres complexes. 
b. Montrer que Zi | est stable pour la multiplication 
des nombres complexes. 
c. Montrer, en donnant un contre-exemple, que Z|i] 
n'est pas stable pour la division. 

El Les éléments inversibles de Zi] 
Soit z=a+ib avec ae Z et be Z un entier de 
Gauss ; on dit que z est inversible dans Z]i ] s'il existe 
ze Z|i]tel que zXz' =1. 

a. Montrer, en utilisant la question KE, que si z est inver- 

sible dans Z{i |, alors Re est un entier. 

b. En déduire que si z est inversible dans Z{i |, alors 
a Fb=1. 
c. En déduire les quatre éléments inversibles de Z|i |. 
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} Positions relatives dans l'espace 
QCM Pour chaque question, donner toutes les bonnes réponses. | 

Dans l'espace, on considère le cube ABCDEFGH ci- contre. Le point Zest 
le milieu du segment [AB]. 

El Les droites (EF) 
et (CD) sont: 

I 
FA Les droites (CD) 
et (FB) sont : 

a. parallèles | b.sécantes c. coplanaires 

a. sécantes b. parallèles | c. non coplanaires 

El Les plans (DAI) a.parallèles | b.sécants c. confondus 
et (EFG) sont : 

Les plans (EHC) a.le point C_ | b.le segment | c.la droite (BC) 
et (FGC) sont 

[BC] sécants selon : 

FA La droite (F1) et sat b. sécants 
a. parallèles EL 

le plan (AED) sont : | selon un point 
c. sécants selon 

une droite 

1  B} Calculs vectoriels 
Vrai ou faux ? Dans le plan, on considère le quadrillage D H L B il 24 
régulier ci-contre. Dire si les affirmations suivantes sont 

vraies ou fausses. 

EN AK + JR = AS EX EK + PH = EH 

EAN-J0--DÀ EIK-A6+B-ZS A 
E2G+34Ë-5A" MAami-3BC= ZE 

ES +240- GP EI <A0+ Em EPA - 305 = 5F 

} Etudier des configurations dans le plan 
à l'aide de coordonnées el Pa Pa 2 ro 7 
Dans un repère (o, 4, 7) du plan, on considère les points : + + e = fr ON 
A(-5;-2),B(-3;1),C(3;—2), D(1;—5), E(1;1) et res ere ES 
AREA} 

EX Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 

Démontrer le résultat de deux façons différentes. 

FA Les droites (BD) et (CE)sont-elles parallèles ? 

EX Les points À, D et F sont-ils alignés ? 

E Quelle est la nature du quadrilatère AEBF ? 
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Simulation sur ordinateur de la répartition de la poussée du vent 

sur la carrosserie d’une voiture. 

L'étude de l’aérodynamisme est incontournable lors 

de la conception d’un véhicule. 

Le train Shinkazen à Kyoto au Japon. 

| 
té 

Décomposer un vecteur selon des directions privilégiées de l'espace est couramment utilisé en 

physique, en particulier lors de l'étude de mouvements en mécanique. 

En mécanique des fluides, on étudie le comportement des forces internes aux fluides (liquide, 

gaz). Cette étude s'appuie pour les fluides en mouvement, sur les « équations de Navier 

Stockes », des noms de deux physiciens du xixe siècle. Ces équations mêlent les notions de vec- 

teurs et de dérivées. L'utilisation de coordonnées devient alors un outil rapide et efficace. 

La notion de « degré de liberté » pour un objet dans l'espace va pouvoir être modélisée par des 

systèmes d'équations ou des représentations paramétriques. 

PETER ESNERNENNENN ENT ANES DS 
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CAD Positions relatives de droites 
On considère le tétraèdre ABCD, avec le milieu M du segment [AC], le point N du 

segment [BC ]tel que BN = ec et le point L du segment [BD] tel que BL = 8. 

EX La droite (MN) est-elle sécante à (AD) ? à (BD) ? à (AB) ? 

FA Soit J le point d'intersection des droites (AB) et (MN). 
Justifier que la droite (JL) coupe (AD) en un point P. 

El Tracer les droites (MP), (NL) et (CD). Que constate-t-on ? 
Justifier cette propriété. 

E Que représente le polygone MNLP pour le tétraèdre ? 

El On modifie la position du point L sur [BD] en prenant BL = +80. 

Déduire de ce qui précède que les droites (MP) et (CD) sont nécessairement 
parallèles. 

LT) Construire des sommes vectorielles 

On considère le cube ABCDEFGH. On pose à = EF, Ÿ = BC et w = HB. 

El ustifier que Ÿ = FG et déterminer un vecteur représentant la somme ü + v. 

Est-il vrai que ü + Ÿ = AC ? 

El En trouvant dans chaque cas des représentants des vecteurs dont les extré- 

mités sont situées dans un même plan, déterminer et construire les sommes 

vectorielles : V+W, U-wW et V+w -u. 

E] Soit O le centre du cube, Jet J les centres respectifs des faces ABFE et DCGH. 

Dans chaque cas, déterminer le point M vérifiant l'égalité proposée : 
Re LS = _ ile. ete. 

HM = 20B ; OM = 2V; JM 2W 2 V- 

Activité 3 : Décomposer un vecteur 

On considère le cube ABCDEFGH de centre O. 

El a. Justifier que les points ABGH sont coplanaires. On considère les vecteurs AB 

et AH du plan (ABG). 

b. Peut-on exprimer le vecteur AG en fonction des vecteurs AB et AH ? 

Dans l’affirmative, donner cette relation. 

c. Même question avec les vecteurs HA’ et OA, où A’ est le symétrique du point 

A par rapport à B. 

El Soient / et J les milieux respectifs des segments [HD] et [DB]. 

a. Justifier l'égalité 17 = LAB — L-AF. 

b. Le vecteur LJ est-il un vecteur du plan (ABGH) ? 
Confirmer la réponse en nommant un représentant du vecteur L/ avec des points 
du plan (ABGH). 

El a. Est-il possible de décomposer le vecteur AË en fonction des vecteurs AË et 
AH ? Justifier la réponse. 

b. Déterminer trois réels x, y et z tels que AC = x AB + y AH + z AË. 
On dit que l'on a obtenu une décomposition du vecteur AC en fonction des 
vecteurs AB, AH et AË. 
c. Justifier, en utilisant la réponse au EI a., que cette décomposition est unique. 
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Lire des coordonnées 
Sur la figure ci-contre, ABCDEFGH est un pavé droit tel que : 
AB=3; AD=4 et AE =). 
On pose : 

Di=AË= A; 

»j-145-w; 
»K= AE. 

(A, F: ga k) est alors un repère (orthonormé) de l’espace. 

Comme AG = 3i + 4j + 2, on dit que le point G a pour coor- 

données (3 ; 4 ; 2). 

El Lire les coordonnées des sommets du pavé droit. 

El Lire les coordonnées du point M dans le cas où M appartient à : 

a. la face EFGH ; 

b. la face ADHE. 

El Lire les coordonnées du point N dans le cas où N appartient à : 

a. la face BCGF ; 

b. la face ABCD. 

EX Lire les coordonnées du point P dans le cas où P appartient à : 

a. la face ADHE ; 

b. la droite (17). 
Vérifier en comparant les coordonnées des vecteurs ZJ et /P. 

E Reproduire la figure, et placer les points suivants : R(2;3;2) et s(3 Pie . ; 2), 

@ un problème de section 
Dans l'espace muni d'un repère, on considère le pavé droit ABCDEFGH, tel que : 

A(2:-5:—2); B253:-2):: (= 153: 2); 
DÉEN:=3:-2); É(2:=3;2);: H273:2);: 

G(—1;3;2); H(—-1;-3:2). 
Les points M, N et P appartiennent aux segments [AB], [FH] et [GH] respective- 
ment. 
Le but de l'exercice est de visualiser la section du pavé droit par le plan (MNP) 
suivant certaines positions de M, N et P. 

El À l'aide du logiciel Geospace : 

» Créer les points de la figure. 

Pour M, N et P, utiliser Créer, Point, Point libre, Sur un segment. 

» Créer le pavé droit : Créer, Solide, Polyèdre convexe, Défini par ses sommets. 
» Créer la section du pavé par le plan (MNP) : 

Créer, Ligne, Polygone convexe, Section d’un polyèdre par un plan. 

FA Visualiser la section du pavé droit par le plan (MNP). 

Obtient-on toujours un hexagone, quelles que soient les positions des points M, 

Net P? 

Peut-on obtenir un pentagone ? un quadrilatère ? un triangle ? 

El Se placer dans le cas où la section est un hexagone. Que peut-on dire des côtés 

opposés de l'hexagone ? Expliquer. 

CHAPITRE 8 Droites et plans de l'espace — Vecteurs 



El Positions relatives de deux droites 
Deux droites de l'espace sont soit coplanaires, soit non coplanaires. 

_ Non coplanaires | Coplanaires 

Aucun plan ne les contient 

toutes les deux. 
Elles sont sécantes ou parallèles. 

Elles ont un seul | Elles sont disjointes 
Leur intersection est vide. point commun. (ou confondues). 

L'1 Positions relatives de deux plans 
Deux plans P, et P, de l'espace sont soit sécants, soit parallèles. 

Sécants |  Parallèles 

Leur intersection est unel|ll existe deux droites sécantes de Pet de 

droite. 

M Positions relatives d'une droite et d'un plan 
Une droite et un plan de l'espace sont soit sécants, soit parallèles. 

Hire Sécants | __ Parallèles 

Pre intersection est un point unique. es et tP disjointsou®, incluse dans pe 
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Dans le cube ABCDEFGH : 

b les droites (AB) et (FG) 
sont non coplanaires ; 

> les droites (AB) et (HG) 
sont parallèles disjointes ; 

b les droites (AG) et (BH) 
sont sécantes en O dans le 

plan (ABGH). 

G 

» Les plans (AEF) et (CGF) 
sont sécants suivant la droite 

(FB). 

» Les plans (ADHE) et (BCGF) 
sont parallèles disjoints. 

b Le plan (ABGH) coupe les 

plans parallèles (ADHE) et 
(BCGF) suivant deux droites 
parallèles (AH) et (BG). 

b La droite (FG) est parallèle 
(disjointe) au plan (ADHE) et 

parallèle aussi au plan (EFGH) 

puisqu'elle est incluse dedans. 

Le théorème « du toit », utile 

pour déterminer des sections 

| CET est RSAPOSE page 2 270, 



nn ons nnee senc esse nssessseseese esse esecesesecsseeeeeesesenceessesscesseeeesee Exercice corrigé | 
’ ET on considère une pyramide SABCD dont la base ABCD est un 
 parallélogramme. 

On définit les points Jet J par SI = 2 5À, = <SE et le point K milieu du 

| segment [DC]. 

El Démontrer que la section de cette pyramide par le plan P parallèle au plan (ABCD) 
et passant par /est un parallélogramme /EFG. 

| El Déterminer la section de la pyramide par le plan (UK). 

|” Solution) Bon à savoir 
El Le plan (SAB) coupe les plans parallèles et 
(ABCD) suivant deux droites parallèles (JE) et (AB). b> 

De même, le plan (SDC) coupe les plans parallèles P et 

(ABCD) suivant deux droites parallèles (FG) et (DC). 

Or (AB) et (DC) sont parallèles, donc (IE) et (FG) 
sont aussi parallèles ; on obtient de manière analogue 
le parallélisme des droites (EF) et (GI). 

Par suite, dans le plan P, le quadrilatère ZEFG ayant ses 
côtés opposés deux à deux parallèles et les points H, z, 

E, F et G n'étant pas alignés, c'est un parallélogramme. 

 B La droite (1J) incluse dans le plan (SAB) coupe la droite (AB) en H, qui est ainsi dans le plan de section et l'autre 

: un point des plans (1JK) et (ABC). h> porte une arête d'une face. 
: La droite (HK) incluse dans le plan (ABC) est donc une droite du plan (1JK) : elle ee 
: coupe le segment [BC] en L: le segment [JL] est donc la trace du plan (LK ) sur a 
la face SBC, et le segment [ LK | la trace sur la face ABCD. 

ar droite (HK) coupe aussi la droite (AD) en un point T qui appartient donc au plan (UK )etau Da (ADS). La droite 
(IT) est donc incluse dans ces deux plans et elle coupe l'arête | SD] en M:le egrent [MI] est la trace du plan (IJK) 

sur la face ADS et | MK] celle sur SDC. 

d'a définitive, le plan (ZJK ) coupe la pyramide suivant le polygone LJLKM. 

… D> Lorsque deux plans sont 
parallèles, on sait qu'ils sont 

coupés par un même plan selon 

deux droites parallèles. 

>> On cherche à trouver de 

proche en proche des points du 

plan de section sur chaque arête 

de la pyramide, en utilisant deux 

droites coplanaires (ici toujours 

sécantes) dont l'une est incluse 

ARR A RE A A 

BACS d'application DR. RE RP eV er eptet teen CEE 

b. Déterminer de même la section du tétraèdre par le plan 
Mon considère le cube ABCDEFGH. 
E (JKG), où G est le point de [CD] tel que : CG = <-cD. 
EI Démontrer que le triangle EGB est équilatéral. 

: F1 Soit K le centre de gravité du triangle EGB et M un 

point quelconque du segment [FK]. Démontrer que la 

section du cube par le plan passant par M et parallèle au 

plan (EGB) est un triangle équilatéral. 

Ei.. considère une pyramide SABCD de base ABCD. 

Les points T, U et V sont les centres de gravité respectifs 

des faces SAB, SBC et SCD. Déterminer la section de la 

pyramide par le plan (TUV). 
, a Comparer avec le résultat de l'exercice corrigé ci-dessus. 

ABCD est un tétraèdre et J est le milieu de [BC]. 

On considère les points J, K et L milieux respectifs des ECS Établir que (TU) et (AC) sont parallèles. 

segments [A7], [D/] et [AD]. - - 

El Démontrer que les droites (JK) et (AD) sont parallèles. 

 Fla. Déterminer, en justifiant sa construction, la section _—_. RTE" 
< z x oir exercices G] 
du tétraèdre par le plan (JKL). 
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PB Caractérisations vectorielles 
El Vecteurs de l'espace : définition et opérations 
On étend à l'espace la notion de vecteur définie dans le plan, ainsi que les 

opérations associées : multiplication par un réel, somme de deux vecteurs. 

Multiplication par un réel 

Soit À un réel et un vecteur non nul ü = AB. 

D On définit le vecteur ÀÜ par Àù = AË , où Cest le point d'abscisse 

À dans le repère (A, B) de la droite (AB). 

D De plus, pour tout réel À, on pose A0 = 6. 

Deux A 

vecteurs AB D 

et CD sont C | 

égaux si, et seulement si, ABDC 

est un parallélogramme. 

RAPPEL : On dit que les vecteurs ü et Au sont colinéaires. 

Définition 2 Somme de deux vecteurs 

Pour tous vecteurs ü et Ÿ de l'espace, on définit la somme ü +V 

comme la somme vectorielle de leurs représentants respectifs AB et 

B$ dans un même plan. 

On à donc: ü + V = AB + B$ = A$. 

Ces définitions ne dépendent pas des représentants choisis pour les vecteurs. 

[1 Caractérisations vectorielles d'une droite, d'un plan 

Propriété 1 Caractérisation d’une droite 

Soit À un point de l'espace et ü un vecteur non nul. L'ensemble des points 
ar > = Frs + 

M de l'espace tels que AM = xû, x € R est la droite (AB), où AB = ü. 

On dit que ü est un vecteur directeur de la droite (AB). 

Caractérisation d’un plan 

Soit À un point de l'espace, ü et Ÿ deux vecteurs non colinéaires de 

l'espace. L'ensemble des points M de l'espace tels que: AM = xû + yv, 
5 S 2 + PR - oùxEeR et yEe R,est le plan (ABC), où AB = ü et AC =. 

Commentaire 

On dit alors que à et Ÿ 
dirigent le plan (ABC), qui 

« admet pour repère (A, à, Ÿ). 
DÉMONSTRATION. 

: ü et V étant non colinéaires, les droites (AB) et (AC) sont sécantes et 
définissent bien le plan (ABC). 
! Soit M un point vérifiant AM = xü + yv = xAB + yAC. 
i On considère le point N du plan (ABC) qui admet pour coordonnées 
? (x; y) danslerepère (A, B, C) ;alors : AN = xAB + yAC .Ainsi, AM = AN, 
: donc M et N sont confondus et N E (ABC). 
: Réciproquement, tout point M du plan (ABC) admet dans le repère 

(A, B, C) descoordonnées (x ; y)tellesque: AM = xAB + yAC = xü+ yv. 

Conséquences 

© Deux droites sont parallèles si, et seulement si, leurs vecteurs 

directeurs sont colinéaires. 

@ Deux plans ayant même couple de vecteurs directeurs sont parallèles. 

@ Une droite ® et un plan ® sont parallèles si, et seulement si, un 
vecteur directeur de ® est un vecteur du plan #. 

© Voir la démonstration à 

l'exercice 96, page 284. 
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© Démontrer un alignement, l'appartenance à un plan 

Exercice corrigé 

EE on considère un pavé droit ABCDEFGH. 
: El Construire les points K et L définis par : 

AK= AG et AL =AB+ AH. 

: El En exprimant les vecteurs HK et HL en fonction de AB et 

AH , démontrer que les points H, K et L sont alignés. 

: : El Soient / et Jles symétriques respectifs de A par rapport 

àaEetcC. 

: a. Démontrer que les droites (EC) et (G/) sont parallèles. 

1 b. justifier que AG = LAÏ+ Ai. 

: c. Le point K appartient-il au plan (ALJ ) ? 

: ÆKest sur le segment [AG] au « deux tiers » en partant de A. 

! Comme AH = BG, on obtient BL = BG et, par suite, Lest le milieu de [BG]. b> 

: EHK= HÂ+ AK =— AH + S(AË+ BG), p 
as DER Hdi mn, 2e | 

? soit HK = — AH + <AB + <AH , d'où HK = <AB — —AH. 
: 3 3 3 3 

3 D'autre part HL = HG + GL = AB + GE = AB -— JA. 

On constate que HL = HR. Le point K appartient donc à la droite (HL).E> 

: : D a. Comme Ef = AË = CG, ElGCestun parallélogramme et on a l'égalité CÉ = Gi, 

ce qui prouve le parallélisme des droites (CE) et (G1). 

4 b. AG = AË+ EG = AË+ AC = AÏ+ AR» 

! ce. On peut donc écrire AK = <-AG = <AÏ+ A d'après b. 

on w|— re 
UK est donc un point du plan (AZJ) :}» c'est le point de coordonnées Le. 
! dans le repère (A, I, J) de ce plan. 

Exercices d'application 

4 ie considère le tétraèdre ABCD. 

: D Construire les Re Get E définis se 

AF = SAË et CÈ= LAC. 

MEbicrier TEJNICHIESMEeNN 
définis par les relations vectorielles 

suivantes sur la figure ci-contre où 

ABCDEFGH est un cube. 

A a on 

AÏ = AB + AË ; 
: FDémontrer que les droites (BC) et . ) sont parallèles. 

AK = > FG—FB ; 
. El Soit G le point défini par EG = +. 

2 a. Que peut-on dire des plans (BCD) et (EFG) ? 

: b. Justifier que G appartient à la droite (AD). 

G=GÉ+ LE à 

Ej = AB + ED ; 

: c. Démontrer que les droites (BD) et (GF) sont parallèles. 2 
- 1,3 

BN = 7 BO+-, BR. 
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EURE ae 
> Pour construire une somme 

de vecteurs, on les construit 

« bout à bout » en prenant des 

représentants dont l'extrémité 

de l'un est l'origine de l'autre. 

+ La relation de Chasles permet 
d'introduire les vecteurs désirés 

dans les sommes. 

E> La colinéarité de deux 

vecteurs AB et AC prouve dans 

l'espace comme dans le plan 

l'alignement des points À, B et C. 

On pouvait aussi utiliser la 
caractérisation vectorielle d'une 
droite. 

42 On utilise la caractérisation 

vectorielle d’un plan pour établir 
l'appartenance de K au plan 

. (au). 
sons nersseessoseoseoesecceserecesesececevecsecesececececes eevvecoevsocececcsesceceseseece 

AM = AË + D AË+ AD ; 
® Voir exercices 35 à 45 



F1 Décomposition de vecteurs 

i. Vecteurs coplanaires 

Définition | 

nono ssnsesesssssssssss | 

coin B, Cet D des points tels que ü = AË, Ÿ = AC et w = AD. 

ü et V étant non colinéaires, les points À, B et C définissent un plan 

dont (A, ü, Ÿ) est un repère. 
Par définition : ü, Ÿ et w sont coplanaires D € (ABC). D'après la 

caractérisation vectorielle d'un plan, D € (ABC) équivaut à : il existe 

un couple de réels (x ; y) tels que AD = xü + yv. 
Ainsi: ü,V etw sont coplanaires  w = xü + yV ,avecxet y réels. 

ii. Vecteurs non coplanaires 

sosnessonsososesssseness 

sonssossosssssesesse 

CCCCECEEEECECE EEE EEE TETE TITI 

D Existence : Soient 4, B, C, D et M des points tels que ü = 

= AD et {= AM. 
ü et Ÿ sont non colinéaires, sinon ü, Ÿ,w seraient coplanaires ; ainsi A, 
B et C définissent un plan dont (A, ü,  ) est un repère. 

La parallèle à la droite (AD) passant par M, dirigée par w, qui n'est pas 

un vecteur du plan (ABC), puisque ü, Ÿ et w sont non coplanaires, est 
sécante à ce plan en un point H. 

HM et w sont colinéaires, donc HM = zW, où z est un réel, et 

H appartient au au plan ABC), donc AH = xû + yV avec x, y réels. 

Comme f = AM = AH + HM, on obtient en définitive l'existence d'un 

triplet de réels (x ; y ;z) tel que : {= xü + yVv+zw. 

D Unicité : On suppose que l'on a deux écritures : 

eo + yV + zwW = XUPYVAZW. 

Alors (x x’)uù +(y—y')}v +(z—z')w = Ô. Supposons que l'une des 
trois différences n'est pas nulle, par exemple (z — z') £ 0, on peut écrire 
après division par (z — z'): 

m= AK G + IT 
AT 

Les vecteurs Ü, V,w seraient alors coplanaires : c'est exclu. Par suite, z = z’ 
et de manière analogue x = x’ et y = y’.D'où l'unicité de la décomposition. 
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LULU Si trois vecteurs 
sont non coplanaires, 

aucun des trois ne peut se 

décomposer en fonction des 

deux autres. 

Vocabulaire 

On dit que l'on a décomposé 

le vecteur £ en fonction des 

et wW. 
> > 

vecteurs Ü, Ÿ 

| | | | ONE DS RS ou ce 
| 

01 



© Démontrer que des vecteurs sont coplanaires 
et choisir une décomposition adaptée 

Povsresseoeseeeeeeeeees eee eee eeseoeesenoseneneeesesscseeoseeseeresoesscosesocessesceossesecoeesee Exercice corrigé 

ET on considère le pavé droit ABCDEFGH. J et K sont les milieux respectifs des H 

segments [DB] et [AH]. 

EI Démontrer que les vecteurs AH, HF et JG sont coplanaires. 

: FA En déduire qu'il existe une droite unique incluse dans le plan (AHF) qui soit ] 

_ parallèle à la droite (JG) et passe par K. Ê 

: El Déterminer le point d'intersection L de cette droite avec le segment [HF]. A 

EI On exprime le vecteur JG en fonction de vecteurs colinéaires à AH et HF. 

| En effet: JG = JB + BG = DE + AH = HF + A. D 

Bon à savoir 

— D> Pour établir que trois 
vecteurs sont coplanaires il suffit 

d'exprimer l’un d'entre eux en 

fonction des deux autres qui 

a priori sont non colinéaires, : 

: Le vecteur JG s'exprime en fonction des deux autres vecteurs : 
; 5 ES NE à De a — = 

les trois vecteurs AH, HF et JG sont coplanaires ; les vecteurs AH et HF 

dirigeant le plan (AHF), on dira alors que JG est «un vecteur du plan (AHF) ». 

: ElLe vecteur JG est un vecteur du plan (AHF). La droite passant par K et de vecteur 
: directeur /G est donc incluse dans le plan (AHF) et parallèle à la droite (JG).f> 

: ElLe vecteur JG n'étant pas colinéaire au vecteur HF, la parallèle à la droite (JG) 
: et la droite (HF), qui sont coplanaires, sont alors sécantes en un point L. 

: On a, d'une part, KL = KH + HL = HA + xHF ,où x € R.E> 
e 
e : Et, d'autre part, comme (KL) et (JG) sont parallèles, il existe un réel À tel que : 

K=ATE=A(AH+ HF) am + À 
Or, la décomposition du vecteur K dans le repère (H, HÀ, HF) du plan (AHF) 

: est unique et par suite on obtient : P> 

HÉ. 

En nue in 
, donc HE = a HF , ce qui permet de placer le point L 

anr ni RES da 

qui est bien situé sur le segment [HF]. 

Exercices d'application 

LR rites 

_sinon le résultat est déja acquis. 

_B> Si à est un vecteur non nul 
. d’un plan, toute droite dirigée 
par à et passant par un point 

de ce plan est incluse dans 
leplan. 

_B> Onutilise pour K£ une 

… décomposition adaptée au pro- 
blème, c'est-à-dire qui utilise deux 
_ vecteurs directeurs du plan qui 
ont déjà servi à décomposer JG. 
140 L'unicité de la décomposition | 
dans un repère du plan permet … 

d'identifier les composantes du … 

vecteur. 
CÉRRR ER RRSenenses A 

ess sosesesescocssosesensesesesosecssscesescoccseeosscesseceseccecessescecsecessessece 

: or est un prisme 

: droit. 
! Les vecteurs AB + AD, 
! AC+ AD et BC sont-ils 

: coplanaires ? 

Avec la figure de l'exercice 6, on considère les milieux 

: respectifs Ket L des segments [FF] et [ED]. 

° 
e 
: El ustifier que les vecteurs AË, DF et AK sont non 

: coplanaires. 

El En est-il de même des vecteurs AC, AL et AK ? 

CHAPITRE 8 Droites et plans de l'espace — Vecteurs 

coe-c est un pavé droit. / désigne le milieu du 

segment | AB], J est tel que : 
Fr y 

His AB 

et Oest le centre de la face BCGF. 

El ustifier que les vecteurs AB, AD et AË sont non 

coplanaires. 

F1 Démontrer que les droites (7H) et (JO) sont parallèles 
en utilisant une décomposition sur les vecteurs AB, AD 

et AE. 

© Voir exercices 51 à 56 



E) Repères de l'espace 
El Coordonnées d'un point, d'un vecteur 

CUITE soit Oun point del'espaceet ?, j et K trois vecteurs 
non coplanaires de l'espace. Pour tout point M M de l'espace, il existe un 

unique triplet (x ; y ;z) de réels tel que : OM = xi + yi +2. 

(x; y ; z) est le triplet des coordonnées du point M dans le repère 

(a, 5, j,k). 

DÉMONSTRATION 
s L'existence et l’unicité du triplet de réels (x ; y; z) pour le vecteur 

OM sont assurées par la propriété 2, page 264, puisque F,.6t k 

sont trois vecteurs non coplanaires de l'espace. 

Formulaire L'espace est muni d'un repère (o, mo k ÿ 
XB — XA 

D Pour deux points A(x4 ; Ya ; Za) et B(xe ; Ye; Ze) on a: AB | Ye — ya|. 

ZB ZA 

ds “es LE 
D Coordonnées de K, milieu de [AB] ( XA 5 *E. 22 2 Es 3 ## } 

D Coordonnées de G, centre de gravité du triangle ABC: 

XatXtXc  YatïYstYc  Zatzætzc 
[2 3 LA 3 

x x’ x+x Âx 

» Siu|yl|et v | y’|,alors ü + v | y + y’|et, pourtout réel À, Au | Ày |. 
7 p z+z! \z Z 

LT Représentation paramétrique d'une droite 

L'espace est muni d'un repère (o, FAT K). 

Soit ® une droite passant par un point A( x; ; Ya ; ZA) et dirigée par le 

a 
vecteur ü F et soit M un point de l'espace de coordonnées (x ; y ; z). 

C 
X=xX\t+tat 

On a l'équivalence: M E D & il existe un réel t tel que :4 y = y4 + bt. 

Z'—ZarE 

Ce système s'appelle une « représentation paramétrique » de la 

droite Ÿ. 

DÉMONSTRATION. 

! MES & ü et AM sont colinéaires 

il existe un réel t tel que AM = tù 

Ë XX a X—XA = at X= Xa Fat 

Or AM=tüely-yal=tolely-y=bte ly= y, +bt. 
Z ZA É —Za = ct Z=Zatct 

REMARQUE : Une représentation paramétrique de la droite est une condi- 
tion sur les coordonnées d’un point permettant d'affirmer qu'il appar- 
tient à cette droite, ou qu'il n'y appartient pas. 
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LUS xest l'abscisse de M, y 

est l’ordonnée de M et zest la 

cote de M. 

On fait la moyenne des 

coordonnées : 

» de A et B pour leur milieu ; 

b de A,B et C pour le centre 

de gravité G. 

Le « paramètre » est le réel t. 

x=—2+t 

Ps ;teR estune 

Zz—1=3t 

représentation paramétrique 

de la droite À passant par 

A(—2;4;1) de vecteur 
1 

directeur ü | 0 
Æ —3 

Le point E(—3;4;4) 

appartient à À : la valeur 

t = —1 permet d'obtenir les 

coordonnées de E. 



Exercice corrigé 

En considère un tétraèdre ABCD. Soit Ele milieu | FlDémontrer que les points £, G et K sont alignés. 
: du segment [AC] et G le centre de gravité du triangle BCD. | EiLa parallèle À à la droite (EG) passant par À passe- 

D Construire le point K défini par AB + AD = ÀK. t-elle par le symétrique de C par rapport à G? 

: : Le point K est le quatrième sommet du parallélogramme BADXK. 

: Les quatre e points À, B, C, D n'étant pas coplanaires on dispose du repère de 
: l'espace (A, AB, AC, AD).}> Le point Ca is coordonnées (0 ;1;0), doncle 

Bon à savoir _} 
:  D> On réalise une figure : 

: milieu E de | AC] a pour coordonnées (o;: 12; :0) | 

i Le point G, centre de > gravité de BCD, a pour coordonnées (L j + ; Fe j 
: Enfin l'égalité AK = AB + AD donne K(1;:0;1). ; 

Add 
: On obtient donc les coordonnées des vecteurs KE et KG : KÉ + et KG + ; 1 E> On crée un repère adapté à la 
: 1 mu? î figure, dans lequel le calcul des 

: 3 | coordonnées des points ou des 
ce qui montre que KG = RE E> . Les points E, G et Ksont donc alignés. | vecteurs figurant dans l'énoncé 

: E La droite À, parallèle à (EG), est dirigée par le vecteur KE , par exemple. sera aisé: les trois vecteurs 

X==1t 1 de base doivent être non 

: Une représentation paramétrique de A est donc 4 y = L Jtte R. 1 “pores 
4 > Un alignement se prouve 

1 , ver ; Se ; ER .… parla colinéarité de deux 
: Or, les coordonnées du symétrique C” de C par rapport à G vérifient : | vecteurs, ou l'appartenance à 

LUN MES DER SALUE ci L;-L;+ : une droite dont on connaît une D LE > ne ss) 
… représentation paramétrique 

: î ‘ 
: On constate que C’est le point de paramètre t — + dans la représentation 4 dans un repere. : 

f Se PASSA Re RAT 

paramétrique de la droite A : ainsi, la droite À passe bien par le point C’.Ex> 

DATE d'application Mn selon ne Ph era ere pe roses dues con seao cesse °C il Ru 

: E.-. reprenant l'exercice corrigé ci-dessus, déterminer |” [MlascoercH est un cube. Le point K est le milieu du 

: une représentation paramétrique de la droite (GE) dans segment [BC]. 

: le repère (A, AB, AC, AD ), et retrouver l'alignement deK, En se plaçant dans le repère (A, AB, AD, AË ), montrer 
: EetG. que les vecteurs EB , AK et AG sont coplanaires. 

: Le point ie 0 o) appartient-il à la droite (GE) ? 

Mloans un tétraèdre ABCD, on 
: 10 Dans le repère (o, FAT: ) de l'espace, on donne les considère le milieu Z de l'arête [AB], 

: points A(1:2;—1)et 8(2;4;—4). le milieu Jde l'arête [CD], le centre de 
: El Déterminer une représentation paramétrique de la gravité K du triangle BCD. À 

: droite (AB). Démontrer que les segments | AK] et 
[1J ] se coupent en M, milieu de [17 |. ! Fla. Démontrer que la droite (AB) et l'axe (O,K) sont 

sécants. Préciser les coordonnées du point commun K. 

: b. Déterminer des représentations paramétriques du 

: segment [AB] et de la demi-droite [BK). 
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S) Travaux pratiques 

Mener une recherche et rédiger 

e Déterminer un lieu géométrique 

L'espace est muni d'un repère orthonormé (o, É. DAK ). 
À 

On considère les points A(3:0:2), B(—-1;2;-2)etC(1;1;1),etle vecteur ü | 2 
3 

Pour tout point M de la droite % passant par le point C et de vecteur directeur ü, 

on note G le centre de gravité du triangle ABM. 

Quel est le lieu du point G lorsque le point M décrit la droite ® ? 

Mener une recherche étape par étape 

© Modéliser la situation et conjecturer 

EOn commence par construire la figure en utilisant 

un logiciel de géométrie dynamique dans l'espace, par 

. d'exprimer celles-ci. exemple Geospace. 

On fait afficher la trace du point G. 

À point de coordonnées (3.0.2) dans le repère Rxyz + 
B point de coordonnées (-1.2.-2) dans le repère Rxyz À 
C point de coordonnées (1.1.1) dans le repère Rxyz 
vec{u) (1.2.8) (repère Rxyz] à 
D droite passant par C et de vecteur directeur vec{u) le 
M point libre sur la droite D : 
Objet libre M, paramètre: 208271562263 

T polygone convexe de sommets ABM 
G centre de gravité du triangle ABM 

El Conjecturer le lieu géométrique du point G. 

Préciser un point particulier et un vecteur directeur. 
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… Kkdécrit R. 

@ Élaborer une démarche 

Les coordonnées du point G peuvent s'exprimer en 

fonction de celles du point M. II s’agit donc tout d'abord 

Eustifier que le point M(x;y;z) appartient à la 
droite ® si, et seulement si, il existe un réel k tel que : 

x=1—-Kk 

y=1+2k. 

ZUTESK 

 HSoit un réel k et le point M de coordonnées 
l(1—Kk;:1+2k;1+3k). 

_ a. Déterminer, en fonction de k, les coordonnées du 

. point G, centre de gravité du triangle ABM. 

_ b. Analyser la forme des coordonnées de G pour 
trouver quel est l'ensemble décrit par le point G lorsque 

MA=5,0,21 E 

LIK 1+2:k 143 K JR 
AIG:=(A+B+M)/3 EE 

— 

© Rédiger une solution 

1 À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
… solution du problème posé. 
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[14 Utiliser une décomposition 

ABCDEFGH est un cube. On considère les points J, J, K, M 
et P définis par : 

rerv Dee Del er 

HM = 3 HE et CP = 3 A; 

1 et K sont les milieux respectifs de segments [AE] et | 
[MP], et J est le centre de la face DCGH. 

El En utilisant une décomposition de vecteurs adaptée, 
démontrer que les points /, J'et K sont alignés. 

El Proposer un repère de l'espace qui aurait permis de 
démontrer le résultat du ER 

El Soit t un réel de l'intervalle [0 ; 1]. On définit les points 
N et Q par: 

HN =tHÉ et CO =tCÀ. 
a. Que décrivent les points N et Q lorsque t décrit 
l'intervalle [0 ; 1] ? 

b. En utilisant le repère proposé au EX, déterminer le 

lieu (£) des milieux du segment [NQ|, lorsque t décrit 

l'intervalle [0 ; 1]. 

E étude HÉDHSIDONS ra hVes a DUR UNE EN PNR ee 

L'espace est muni d'un repère orthonormé (o, Fa k). 

On considère le plan ® passant par le point A(1;1;—2)et 

1 0 
dirigé par les vecteurs ü |2|et v |1 |. 

0 1 

On désigne par % la droite passant par le point B(1;0;2) 

1 
de vecteur directeur d |—1|. 

2 

Le but de ce TP est d'étudier la position relative de 3 

et P, puis celle de P avec un plan contenant %. 

El Soit M un point de l'espace de coordonnées (x ; y ; z). 

Justifier que : 

M appartient à il existe deux réels t et s tels que : 

x=1 Ft 

y=1+2t+s. 

z=—-2+s 

reste 1195 On dit que l'on a écrit une représentation 
paramétrique du plan . 

ElDéterminer une représentation paramétrique de la 

droite %.On utilisera la lettre kpour nommer le paramètre. | 
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E Soit S, le centre de gravité du triangle GNQ. 

a. Déterminer les coordonnées du point S en fonction de 

t dans le repère utilisé précédemment. 

| b. En déduire une représentation paramétrique, du lieu 

(L”) des points $, lorsque t décrit l'intervalle [0 ; 1]. 
| €. Déterminer les positions relatives des ensembles(#) et 
(E), 

RE 

Ela. Écrire le système d'équations vérifié par les coordon- 

nées d’un point commun à ® et #. 

b. interpréter le résultat obtenu par la résolution 

ci-dessous de ce système avec le logiciel Xcas. 

filresoudre([1 H=1+k,1+2t+s=-Kk,-2+5=2+2K] [t,s,K]) 

| ÆOn considère la droite À de représentation paramé- 
trique : x=1+m . 

y = m,meRk. 

ZE UT 

a. Indiquer un point et un vecteur directeur w de AÀ.En 

déduire que ® et À sont sécantes. 

b. Démontrer que les vecteurs ü, Ÿ et W sont copla- 
naires. 

c. En déduire la nature de l'intersection du plan P et du 

| plan Ÿ’ contenant les droites ® et À, en raisonnant de 
manière géométrique, sans calcul. Donner une représen- 

tation paramétrique de cette intersection. 

Vérifier le résultat en interprétant la résolution du système 

ci-dessous faite par le logiciel Xcas. 

resoudre([1+t=1+k+m,1+2t+s=-k+m,-2+s=2+2k-m][t,s,k,m])h 

EE RE REC EN TRUITE a 



“+ 

Leaf e É qe Se Le se - Ge re À 4 

FOVOLLD | [ARS (Arere AMEN) 

[16 À € Section d'un tétraèdre en utilisa 
Partie À - ROC 

On rappelle les propriétés ci-dessous : | 

© Soit # un plan, À un point de P, ü et v deux vecteurs | 

non colinéaires de ®. Le plan P est l'ensemble des points | 

M de l'espace tels s que : 

AM = xü +yv, xeR. 

FC 
À 

© Si deux plans sont sécants, alors leur intersection est | Le faîte du toit est parallèle au bord soutenu par les murs. 
une droite. | 
Démontrer la propriété suivante : Si deux plans ®, et | Partie B- Application 

P; contenant deux droites parallèles (d,) et (d,) sont | On considère un tétraèdre ABCD, et les milieux 1, J et K 

sécants, alors leurintersection est une parallèle commune | des segments [AB], [AC] et [CD]. Déterminer la section 

à (d\) et (d2). | du tétraèdre par le plan (Z/K) et préciser sa nature. 

Partie A Soit wW un vecteur directeur des droites (d) et (d;). 
D'après la propriété @, l'intersection de Ÿ, et ®, est une droite (d). 

Soit À un point de (d) : c'est aussi un point des plans ®, et P.. 

Le plan P, est l'ensemble des points M de l'espace tels que : 

AM = xü + yW , où ü est un vecteur de ®, non colinéaire à W. 

Le Fe plan P; est l'ensemble des points M de l'espace tels que : 

AM = = X'V + y. w,où V estun vecteur de P, non colinéaire à w. 

Soit M un point de (d): IF appartenance de M à P € et à P2 assure l'existence de 

_ quatre réels x, y, X', . tels que : AM = xû +yW= x V+yw. 

Six £0,ona:ù = me FE et, par suite, ü est un vecteur du plan P.. 

P; possèdent alors dou _. non colinéaires ÿ et w du plan P. : P. et 

®, sont donc parallèles. Or, c'est faux, ils sont sécants par hypothèse. 

Donc x = 0, par conséquent AM = yw, ce qui prouve que la droite (d) est 

dirigée par le vecteur w , et par suite, ie à (d) et à (d;). 

Partie B - Application 
La droite (1J), droite des milieux dans le triangle ABC, est parallèle à la droite 
(BC). Les plans (BCD) et (4JK) contiennent donc deux droites parallèles à 
(BC) et sont sécants puisque le point K leur est commun : leur intersection est 
donc une droite parallèle à (BC) et à (Z7). Ainsi, la trace du plan (Z/K) sur la 
face BCD est la parallèle à (BC) passant par K. Elle coupe le segment [BD] en 
son milieu L. 

La section du tétraèdre ABCD par le plan (UK) est donc le parallélogramme 

LJKL, puisque LJ = BC = K. 

On considère le tétraèdre ABCD, les milieux B° et C’ des segments [CD], [AB], 
le milieu G du segment [8C'l et le centre de gravité F du triangle BCD. 

El Démontrer que les points À, G et F sont alignés. 

El Démontrer que les trois segments joignant les milieux de deux arêtes 

opposées du tétraèdre sont concourants en G. 
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Stratégies 

‘ An caractérise les plans et 
les droites grâce à une relation 
vectorielle faisant intervenir leurs 

. vecteurs directeurs. 

El Tout couple de deux vecteurs 
non colinéaires d’un plan est un 
couple de vecteurs directeurs de 

« ce plan, et le premier vecteur peut 
« être choisi arbitrairement : ici on 

prend un vecteur commun à P, et 
À P> 5 W 

| El Deux plans sont parallèles si, et 

seulement si, deux vecteurs non 

colinéaires de l’un dirigent l’autre. 



fravailipersonnel 

El Dans le repère (A, AB, AC, AD ), les points B, Cet D ont pour coordonnées 
respectives (1:0;0),(0;1;0), (0;0;1). Puis, en utilisant les coordonnées du 

1:21 1 red RL dojaetion 1) 
| 
| 

Le centre de gravité du triangle BCD a pour coordonnées les moyennes des 

| 
milieu, on a : g(o 

coordonnées des trois points B, C, D, soit A+ 3 : +; ; + ] 

1 
On obtient alors 4 AG = 3 AF, tous deux égaux au vecteur ü|1|, ce qui 
prouve l'alignement des points À, G et F. 1 

Elles milieux / et J des segments [BC] et [AD] ont pour coordonnées 

! l'alignement des points À, G 
et F équivaut à la colinéarité des 

ÉNORpEE 7e 
vecteurs AG et AF. 

| On choisit un repère de l'espace qui 
permettra de ramener les questions 

de colinéarité à des calculs sur les 

coordonnées : le choix du point A 
! s'impose pour l'origine et on choisit 

le repère (A, AË, AC, AD). 

Eli suffit de calculer les 
coordonnées d'un point pour 
l'identifier à un point connu. 

ee OC ETS PE, OPEN TA ANNEES 1 1 à 
respectives Fe 29 L ; so) et (o PLËME a ce qui donne pour le milieu du segment 

PTS 
[1], les coordonnées |} ; RE DE +)du point G. De même, les milieux K'et L de 

* 1 [BD] et [AC] ont pour coordonnées | ;0; + et (o ; + : 0), ce qui donne aussi G comme milieu de [KL]. Les 

segments [BC], [17] et [KL] concourent donc en G. 

AC Représentations paramétriques pour l'étude des positions relatives 

El Déterminer une représentation paramétrique de la 

droite (AB). 

FA Démontrer que les droites (AB) et À sont coplanaires. 

ik), on donne les 
:3), et la droite À de 

Dans le repère de l'espace G: 

points A(—-4;4;2) et B(—3; 
représentation paramétrique : 

X= | Préciser leurs positions relatives. 

y=2+2s,sEeRk. 

FANS 

Solution) LOL 
1 j | El La connaissance d’un point et 

d'un vecteur directeur permet 
d'écrire directement 

EI Un vecteur directeur de la droite (AB) est AB|2 |. 
On obtient donc 
la représentation | oe de E Le la représentation paramétrique 

paramétrique y=4+2t, teR. de la droite. 

suivante de(AB) : RD * Inversement, on lit les coordonnées 

SE : Dune di d | d'un vecteëf directeur sur les 

El On lit directement sur la représentation de À, un vecteur directeur de cette | équationéfée sont les coefficients 

sel é it | du paramètre. 

droite, ü| 2 | qui est non colinéaire à AB : les deux droites ne sont donc pas 

1 

parallèles. II faut examiner si elles sont sécantes. 

! Fon utilise la classification 
des droites dans l'espace : 
- soit elles sont parallèles et dans 

ce cas coplanaires ; 
— soit elles sont sécantes et dans 

ce cas encore coplanaires ; 

Un point M appartient à leur intersection si, et seulement si, ses coordonnées 

vérifient les équations de (AB) et de À, ce qui équivaut à : 

il existe s et t'tels que : 
- soit elles sont non coplanaires 

_—_ = — —_ € — 5 ss =it soit e p 

LE sn A 1 (et sont sans point commun). 

1+5=2+1t T+s=2+t 0=0 
=1-3=-4+2=-—2 

y=2+2X3=4+2X2=8. 
z=1+3=2+2-4 

Les droites (AB) et À sont sécantes au point C(—2;8;4),et donc coplanaires. 

<> Eur. e pm LE NE 
25s—=6 s=3 
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Siravaiipersonneléfaireleipoint 

Savoir. Comment faire ? 

Démontrer le parallélisme. ) De deux droites : 

— établir que leurs vecteurs directeurs sont 

colinéaires ; 

— penser à utiliser des plans parallèles ou le 

théorème du toit. 

) De deux plans : montrer, selon les cas, que : 

- un couple de vecteurs non colinéaires de l’un dirige aussi l'autre ; 
- deux droites sécantes de l’un sont parallèles à deux droites sécantes de l’autre. 

) D'une droite 3 et d’un plan ® : montrer qu'un vecteur directeur w de ® 

est un vecteur du plan P. 

PV EE TPE OT CT EREECEEEREEERERSEEnEReennennReneecEErer EEE EeePC ECEEEC ECC EEE CCCEECECE EEE CCCCECCECECCCCCCE ECC EEE EEE EEE EE EEE 

Déterminer une intersection. | D Entre deux droites : dans un repère, on montre que le système formé par leurs 
représentations paramétriques a une unique solution. Les valeurs des paramètres 

trouvés permettent d'obtenir les coordonnées du point d'intersection. 

D Entre deux plans P., et P, : 
- P, et P, sont sécants suivant une droite : dès que l'on connaît deux points | 

communs, on connaît la droite d'intersection ; 

— on peut utiliser des propriétés de parallélisme : théorème du toit, ou que deux 

plans parallèles sont coupés par un troisième plan selon deux droites parallèles. 

nn nn nn en ennennen en een en neen nn nn en s eennnem en soeornsnnnnnenne ne nan mms nn nes nn nées name neenaennesenennes nes esse nsensnnenennessnnenennnsensnsenenennnemenenemennenensennsssnnesnnnt ne «0 0) 

Calculer des coordonnées __ [XB—XA “re “ mprie 

dans un repère de l’espace. D Vecteur AB | y; — yA |.) Milieu du segment | AB] ( A = 8, YA - JE = £. | 
ZB — ZA . | 

ee - XATXBTX +yYg + Zatr ze 
) Centre de gravité du triangle ABC | A = c. YA . Ye, Zn : ee à 

Démontrer un alignement D Traduire le problème en termes de colinéarité entre deux vecteurs ü et v ; 

ou un parallélisme. D puis établir l'existence d’un réel À tel que ü= ÀŸ en utilisant : : 
— une décomposition pertinente (penser à la relation de Chasles) ; 

— ou les coordonnées dans un repère de l'espace. 
nn pense ne nemn emmener e ns nee ess er enetesssescrsssshossnnnnonn sen me nn sense n nn emnn sean pen en en en nes ne ennn ts nnsenen esse ne sn nes nes nee nee nsnnnesnennensnnnmensesne es eue neue 0 0 0 8 000 «0 

Établir que trois vecteurs 4, | Démontrer l'existence deux réels x et y tels que W= xü + yV en utilisant : 

v et w sont coplanaires. — une décomposition pertinente ; 

— ou les coordonnées dans un repère de l'espace. 

Résoudre pour cela le système d'inconnues x et y 

obtenu à partir des coordonnées de ü, v et w. 

Démontrer qu'un point M D Démontrer que M appartient à une droite du plan ®. 
appartient à un plan Ÿ. D Prouver que les vecteurs AM, ü et V sont coplanaires, où (A, ü, V) est 

un repère du plan . 
COCCCCECOOEC EC EE EE CCEEECOCCPOCECECCCCECEC EEE CECECECCCT CECEECECECCE PEER ES EEE ETES ET TITI LI TI TTL LU LI PET PET PE PET ET PET TT TT ERREUR DIET 

" ; . \ | a 
Déterminer une On détermine les coordonnées (x4 ; Ya ; ZA) d'un point À de D et celles | b 
représentation paramétrique | d’un vecteur directeur de %, et on obtient la représentation : C 
d’une droite %. X=XA1tat 

Y=Yatbt,tERk. 

2 ZAC 
CEE EE OC EE EPL PET EE ET EEE EE EP CEE EE EEE EEE EE EEE EEE EE EEE EE EN EE EE EEE VEINE TEEN EE RENE E ET EEE UN NET I EN UT TU EPRPT PPT EN CON EEE EE NET EN ENT TE 
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A. Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

On considère le cube ABCDEFGH et les milieux J et J des arêtes [FH] et [BF]. 
On note P le plan (BIG) et K le point d'intersection de avec la droite (AE). 

El Les plans (GH1) et (EFC) sont: | a.sécants b. parallèles 
CCCCEECET EEE EC EEE EEE EE ER EE TEE EEE CE ET EEE) EEE EEE CEE TEE CETTE ETC ETES ELEC E STI III III IT III EI EE ER 

El Les droites (/B) et (HZ) sont : a. parallèles et 
disjointes €. non coplanaires 

COCTEC EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EE TEE TEE EEE EEE ETC ETC CEE EST ES CECESCEO SCIE III III 

El Le point K: a. n'appartient pas au | b. est le milieu du | c. est confondu avec le point 

segment [AE] segment [AE] E 

A AC- AD est égal à: a. Dé b. IG c. BG 

El Les vecteurs BG, IH et AC sont: | 4: Coplanaires b. colinéaires c. non coplanaires 
nanN NAN nas nan ne nada nan Ann nnnnntnr ane nannnnnnnnnee henemnnnnenenennnnmnansenennnnensensenenntnl eus 

H Le milieu du segment [KG]est: | a. un point de b. le milieu de [/B] | c. le milieu de [H/] 

b. sécantes 

B. Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

L'espace est muni d'un repère (o, i,j,k ). Soit ® et Ÿ' les droites de représentations paramétriques respectives : 

KES = 0 ES 

D:1y=-1+t,teR; D':]y=Ss seek. 

Z=-?2FI z=7-+s 

EH passe par le point de 
coordonnées : b(1: 11552) (3:56) 

A a un vecteur directeur 1 5 

de coordonnées : b.|—1 HIES 
=D) 10 

El Les droites % et %' sont : a. non coplanaires b. non parallèles c. sécantes 

ELe point M(2;:4;1)est: |2Un point de b. un point de % 
s at 4 cote 1 

ff [Bol-our chacune des affirmations suivantes, répondre par vrai ou faux. 

| L'espace est muni d'un repère (o, Fr K). : 

On donne les points A(2;1;3), B(1;1; 5) et les vecteurs V= —+j+3ket wW=i+2);. 

El Les vecteurs AB, Ÿ et wW sont coplanaires. 

El La droite (AB) est parallèle au plan (xOz). 

El La droite (AB) est parallèle à l'axe des ordonnées. 

El La droite À, passant par le point C(3 ; — 1; 2) et dirigée par v , et la droite (AB) sont coplanaires. 
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— Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

DPositions r 
ER ec LT 

ADO RD LL © + ee NOR PEN LIN 

Faloutfanxs?: "0e © RENE 
RE per A 

Préciser iles affirmations suivantes sont vraies ou fausses. | 

Dans l'espace, deux droites non parallèles: sont sécantes. 
Re Ti 0 

El Dans l'espace, de dEtx BCE Se sont coplanaires. 

ESi deux plans s sont parallèles, alors toute droite de 

l'unes est parallèle à toute droite IAE 
ut 6. an 

ESi de plans sont sécants, pre
 Grote de l’un 

[est parallèle à toute € drorte de l'autre MALE 
LS. 

opel "0 4 

B Si une droite e etui un plan sont sécants, toute parallèle 
àlad droite est sécante au plan. NA ANT 

VENT eRT £ ARÆDER TT) 
TILL, S | 

A Re D 

SA 3DC C est une pyramide 

[à base carrée ABDC, dont 
le centre de la base > est le 4 

point O. VEITTT es 

Pour cha aque question, 
“donnera bonne réponse. 

Elles plans (540) et er 
 (SB sont sécants selon : +: 
a -le point S. ble segment [SO]. < _<cla droite (SO). 

ElLes plans (SOC) « et (SBD) sont sécants selon de 
a.le ponts a droite (s8).. . cela droite (BC). 

E Les plans (SAB) et t (SDC) ) sont sécants s selon : Ti 
a le point. b. lep plan (ABC). A 
une droite passant par S. ® pet "1 ue 

Positions relatives dans l'espace 
CCELEEELECECEEE CEE EC ECECEECCEEC EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE ETS TT III 

[23 Ê considère un cube ABCDEFGH. Les points 1, 

J et K sont respectivement les milieux des segments 

[BF], [EH] et [HD]. Dans chaque cas, donner la position 
relative des droites ou plans considérés : 

a. les droites (DG) et (FA) ; 
b. les droites (JK) et (FC) ; 
c. le plan (EFC) et la droite (JK) ; 
d. les plans (EKG) et (AIC) ; 
e. le plan (BCK) et la droite (El) ; 
f. les plans (GHK) et (AIC) ; 
g-. le plan (AZC) et la droite (FG) ; +) 
h. les droites (FK) et (BD). D C 

Pour bien voir un plan défini par trois points 

dans l'espace, il est souvent utile d'en voir quatre. 

Par exemple, le plan (EFC) est le plan (EFCD). 

[24 2 le tétraèdre ABCD ci- 
contre, J est le milieu de [ACI, 
J est un point de [AD] et K est 
le milieu de [BD]. Dans chaque 
cas, donner la position relative 

des droites ou plans considérés. 

a. les droites (17) et (AB); 
b. les droites (JK) et (AB) ; 
c. le plan (BIJ) et la droite (AK) ; 
d. les plans (BLJ) et (AKD); 
e. le plan (BZK) et la droite (CD) ; 
f. les plans (BL) et (AKC). 

Dans le pavé droit 

ABCDEFGH ci-dessous, les 

points Z et J sont les milieux 

des segments [EF] et [FG]. 

El Démontrer quelles droites 

(1J) et (AC) sont parallèles. 

El Déterminer l'intersection des plans (BLJ) et (ABC). 

ad On considère un tétraèdre ABCD. À 

I est le milieu du segment | AB], Fe 
Jet K sont les centres de gravité 

respectifs des triangles ABD et ABC. 

El Démontrer que les points C, 
D, 1,J et K sont coplanaires. 

El Quelle est la nature du e 
quadrilatère CKJD ? 

El Justifier que les droites (CJ) et (DK) sont sécantes. 

Eos un tétraèdre ABCD, 
Iest le milieu de [AB], J est le 
milieu de [AC] et K appartient au 
segment [AD] tel que : 

2 AK = 3 AD. 

Les droites (C7) et (BJ) se 
coupent au point G. 

El Le plan (AGD) et la droite (8C) sont sécants. En quel 
point ? 

El Déterminer l'intersection des plans (AGD) et (BCD). 

El Étudier la position relative de la droite (GK) et du 
plan (BCD). 
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El Déterminer l'intersection des plans (EDG) et (ABC). 

F1 En déduire l'intersection de la droite (BC) et du plan 
(EDG). 

Constructions de sections 

ÆEOn considère un cube 
ABCDEFGH. Les points 1, J et K 
sont respectivement les milieux 

de [EF], [EH] et [HD]. 

El Préciser les intersections du 
plan ({JK) avec les plans (EFG) 
et (AED). 

El Les droites (JK) et (AE) sont sécantes en un point L. 
Justifier que les plans (ZJK) et (AEB) sont sécants selon 
la droite (JL). 

El Montrer que les plans (ZJK) et (CDG) sont sécants 
selon une droite parallèle à la droite (JL). 
Terminer la construction de la section du cube par le 

plan (LJK). 

Sur la figure ci-dessous, E est un point du segment 

[AD] distinct du milieu de [AD], F et G sont les milieux 
respectifs des segments | AC] et [BD]. 

El Reproduire la figure sur un quadrillage. 

El a. Justifier que les droites (EF) et (CD) sont sécantes 

en un point Z. Le construire. 

b. En déduire l'intersection des plans (EFG) et (BCD). 
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El On note J le point d'intersection des droites (BC) et 
(GI). 
Déterminer l'intersection des plans (EFG) et (ABC). 

EI En déduire la section du tétraèdre par le plan (EFG). 

Etloérerminer dans chaque cas, la section du cube 

ABCDEFGH par le plan (1JK ). 

Ebiterriner dans chaque cas, la section du cube 

ABCDEFGH par le plan (IJK). 

<£Esur la figure ci-dessous, les points E, F et G 

appartiennent respectivement aux segments [SA], [SB] 
et [SD]. 

+5 —7+7 

El Reproduire la figure. 

El Construire l'intersection des plans (EFG) et (ABC). 

El En déduire la section de la pyramide SABDC par le 

plan (EFG). 

On considère la pyramide SABDC de l'exercice 

précédent, avec les points E et F milieux respectifs de 

[SA] et[SB], et Gsurle segment [SD] tel que SG = +-sD. 

Déterminer la section de la pyramide SABDC par le plan 

(EFG). 



idère un pavé droit | H ne 
ABCDEFGH. J sont les ST Te 
hamac ee 4 

ments [E Lt | 
Nota tbe, cÈ 
suivantes sont vraies ou B N 
PRIS. sr añma ph. dep 

| si 

ay- FER __ BA+A- PERLES 
TRE 

Elles vecteurs EF: Ait lee 
Elles vecteurs rs EG, AË ï, AB et JG sont AA L 

# Lotto Mai: 

B 

Vraio : PTT LL 

ee DR orme yes
 + rs À 

{Répondre par vrai ou faux aux affirmations S ci-dessous. 

Ella droite te passant t par Set de vecteur dire recteur 
—2AË AB e est parallèle là croit (CD). 7 Le “i v) de à 

a droite passant par S et de vecteur directeur BD BD. 

«st parle au u plan (ABC). c… £ # A : 1e: pal 

ur directeur de Dre d'intersec- 

pe LES Ho LS dr : 2 rE* + re 
Elle plan n (SA eue par les vecteurs AB + AD 
EEE #5 + 0 NOT T Sierre do TE 

Vecteurs de l'espace 
CCECECEL ELEC EEE CEE EEE ETES CETTE CEE ETES ECC TEE IIS SE 

‘IEZA La figure ci-dessous est composée de trois cubes 

identiques accolés. 
H’ | J G’ 2 F s E’ 

El Écrire sous forme d’un vecteur unique les sommes : 

AG+PFE ; AG +CD; BH+FE; 

2 BG CH SGD. + G-BP. 

El Démontrer que A] = + AË. 

El Soit J le point d'intersection de la droite (AE') et du 

plan (BB'G'). Démontrer que AJ = + AË°. 

u 

EE On considère un tétraèdre ABCD. Le point Z est le 

milieu du segment [AD]. 

EÏ Construire les points E et F tels que : 

AB = ED et CF= BC. 
El a. Exprimer CI en fonction des vecteurs CÀ et CD. 

b. En utilisant la relation de Chasles, montrer que : 

EF = AC + DC. 
El En déduire que les droites (CZ) et (EF) sont parallèles. 

Soit un cube ABCDEFGH. 

El identifier les points J, J et K 
définis par : 

Al= AD + AË F 

HÏ = AB + HÀ 
et AK = AG — DH. 
F1 Construire les points M et N 

tels que : 

> cl œ 

BM = U+svV+sw et CN aUu+v+w. 

El Soit x un nombre réel et P le point défini par : 

CP = CN + xû. 

Déterminer x pour que les vecteurs BM et CP soient 

colinéaires. 

M ccocrcr est un 

pavé droit. Les points Z et J 

sont les milieux respectifs 

des segments [EF] et [FG]. 
Les points O et O’ sont les 
centres respectifs des faces 

BCGF et ADHE. 

El identifier les points M, N et P définis par : 

A = Et pe an les AM=EF+-=-BG ; AN=-AË+ AD ; 

HP = EF + GC+ DA. 

EI Construire le point K tel que DK = 2. 

El Démontrer que les points C, K et J sont alignés. 

‘ [ai On considère un tétraèdre ABCD. 

EI Construire les points Z et J définis par : 

BE +BÀ et CI=2BC. 
El Démontrer que les droites (/C) et (AJ) sont parallèles. 
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| ABCD est un tétraèdre. 

I, J et K sont les milieux res- 

pectifs des segments [BC], 
[BD] et [CD]. 
B', C’ et D’ sont les centres 
de gravité respectifs des 
triangles ACD, ABD et ABC. 

El Exprimer B'D' en fonction de JK. Le 
En déduire que les droites (B'D') et (BD) sont parallèles. 
El Démontrer de même que les droites (B/C’) et (BC) 
sont parallèles. 

El Déterminer la position relative des plans (BCD) et 
(8'C'D'). 

RE Soit ABCD un tétraèdre, E 

le milieu du segment [AB] et J 
celui de [CD]. Le point G est le 
centre de gravité du triangle ECD. 

La droite (AG) coupe le plan 
(BCD) enF. 

El Déterminer les  coordon- 
nées du point F dans le repère 

(B ; BC ; BD) du plan (BCD). 

El Vérifier que les points B, F et J sont alignés. 

Ms ABCD un tétraèdre et 7 le point défini par : 

A = x. 
segments [CD] et [Z/]. La droite (AK) coupe le plan 
(BCD) en L. 
El Déterminer les coordonnées du point L dans le repère 

(B, BC, BD) du plan (BCD). 

El Vérifier que les points B, Let J sont alignés. 

J et K sont les milieux respectifs des 

LE ABCDEFGH est un pavé droit. Identifier ! 

a. la droite passant par À dirigée par EG ; 

b. la droite passant par H dirigée par EF EF + GC ; 

c. le plan passant par B et dirigé par DC. et AD ; 

d. le plan passant par D et dirigé par DC DC et La 

e. le plan passant par E et dirigé par AC et BÉ. 

| [46 | ABCD est un tétraèdre. 
Soit ®, la droite passant par le point À et de vecteur 

directeur AC + AD , et %, la droite passant par le point B 

et de vecteur directeur BC + BD. 

El Réaliser une figure. 

El ustifier que les droites ®, et ®, sont sécantes. Préci- 

ser leur point d'intersection. 

CHAPITRE 8 Droites et plans de l'espace - Vecteurs 

Caractérisations vectorielles 

Bccorrcs est un pavé droit. Les points Z, J, Ket 

L sont les milieux respectifs des segments [GH], [FG], 
[CD] et [AB]. 

Pour chacun des plans suivants, proposer deux couples 

différents de vecteurs directeurs : 

a. plan (ABC) ; b. plan (/FB) ; 
c. plan (UK) ; d. plan (EZA) ; 
e. plan (AGH) ; f. plan (DL). 

[48 On reprend la figure de l'exercice 47. Dans 

chaque cas, proposer un vecteur directeur de la droite 

d'intersection des deux plans considérés ci-dessous : 

a. (EFH) et (ABG) ; b. (BLK) et (CFG) ; 
c. (EHL) et (FGK); d. (EJA) et (BDH). 

#3 [49 | Soit SABCD une pyramide à base carrée ABCD. 
La droite passant par le point D et de vecteur directeur 

DC + DS , et la droite passant par le point À et de vecteur 

directeur AB + AS sont-elles sécantes ? 

(ML On pourra introduire les milieux Jet K des 

segments [SC] et [SB]. 

S18E SABDC est une pyramide 

de base carrée ABDC. Les 
points , J et K sont les milieux 

respectifs des segments [SA], 
[SB] et [BD]. 
Identifier les ensembles de 
points suivants : 

a. 6, est l'ensemble des points M tels que : 

AM=tlj,teR; 
b. 6, est l'ensemble des points M tels que : 

JM = u SD ,u ER; 
c. 8, est l'ensemble des points M tels que : 

BM=KkSA,kER: 
d. 6, est l'ensemble des points M tels que : 

OM=xSB+ySC,xeRet yER. 



> Exercices d'application, 

Vecteurs coplanaires 
CETTLETELLTI ELITE ILE TEE ELITE TELE EEE ELEC CIS CCCELLELLELT ELEC EL ELELELEELLCELEELEEESEEEELEEEEE 

* IR 48CD est un tétraèdre. Les 

points Z, J et K sont les milieux 
respectifs des segments [AD], [AB] 
et [BD|. 
Dans chaque cas, dire si les vec- 

teurs considérés sont coplanaires. 

a. AB, BD et XK ; b. AK, AC et BC : 

c. BC, I et C ; d. CI, CJ et BD. 

HKJAAS Pour montrer que trois vecteurs non nuls sont 

coplanaires, on exprime l’un en fonction des deux autres. 

x CA usco est un tétraèdre. Z et K sont les milieux 

respectifs des segments | AB] et [CD]. 
Les points J'et L sont définis par: 

tal > a li > 

EU = 4 BC et AL = 4 AD. 

El Les points , J, K et L sont-ils coplanaires ? 

El Préciser la section du tétraèdre par le plan (LJK). 

Pour les exercices 53 à 55: 

ABCDEFGH est un pavé droit. 

Les points Z, J, K et L sont les 

milieux respectifs des seg- 

ments [GH],[FG], [DH] et [AB]. 
Dans chaque cas, dire si les 

vecteurs considérés sont 

coplanaires. 

BL. 35, x « 1; b. AB, AC et IL. 

x. € «55; b. IL] , FD et DH. 

Ùx x «rx; b. AC, HF et BG. 

; 56| ABCD est un tétraèdre. Les points Z et J sont les 

milieux respectifs des segments [AB] et [AC]. 
Les points E et F sont définis par : 

CHE BC et A DES 

Démontrer que les points D, I, J et F sont coplanaires. 

19 

* (A Vrai ou faux ? 
Dans l'espace muni d'un repère (o, Îe A k J 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Les points A(—1;1;3), B(2;1;0) et C(4;—1;5) 
sont alignés. 

FlOn considère les points M(2:0;3), N(—-1;3:;4), 
P(4;1;2) et 062;1:0). 

Les droites (MN) et (PQ) sont parallèles. 

EOn considère les points /(3;:4;—1), J(1;:2;4), 
K(=-2;3;5)etL(14;3;-9). 
Les points /, J, Ket L sont coplanaires. 

[él vrai ou faux ? 
L'espace est rapporté à un repère (o, ‘h Te k | 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

El Les droites ® et À définies respectivement par : 

x=2—3t x=7+2u 

y=1+t (tER) et {y=2+2u (uEeR) 

Zum 2= m6 AU 

sont sécantes. 

Fila droite passant par le point A(2;:3;4) et de 
1 

vecteur directeur ü |2| a pour représentation para- 

re 3 
métrique : 

X= Ti 

y=2t+1 (tER). 

z=3t+1 

El Le point B(1; 3 ; —1) appartient à la droite ®, dont 

une représentation paramétrique est : 

XD 

y=—3+6t (tER). 

Ai ar 72 

X— 2 A 

El La droite d, définie par : 4y =1 (tER), est 

Z=SS3t 
parallèle à l’axe (O, j). 

FE La droite d définie au El et la droite d’ passant par O 

et dirigée par ü' = i — " +2K sont sécantes. 

La 
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Repères de l'espace 
DLL LEE ECEEEEE CE CCECCCCEEECEEEECOECERECEREERRREEEERRENERREERNR EN ERRAE 

Dire si les affirmations suivantes 

sont vraies ou fausses. 

El (A, AD, AB, AË ) est un repère de 
l'espace. ; 

F(4, AC, AB, AD) est un repère D C 
de l'espace. 

El (B, BD, BA, BH) est un repère de l'espace. 

EI (E, ED, EB, EC ) est un repère de l'espace. 

[60| L'espace est muni du repère (O, ü, Ÿ, W) ci-dessous. 
| + L rite} 

El Après avoir reproduit la figure, placer les points : 

A2 12) 0Pi1-3;:-1) etACi15:5;=2) 

El Calculer les coordonnées des vecteurs AB et BC. 

El Les points 4, B et C sont-ils alignés ? 

On considère un cube ABCDEFGH de centre O. 

Donner les coordonnées des points de la figure : 

a. dans le repère (A, AD, AB, AË ). 

b. dans le repère (A, AD, AC, AË ). 
c. dans le repère (0, OH, OC, AF ). 

@LHE IN On pourra faire apparaître les milieux des 

segments [HC] et [AF]. 

(YÆ Soient ABCD un tétraèdre et L, J, K, L les milieux 

respectifs des segments [AB], [AC], [AD] et [BD]. 

El Déterminer les coordonnées des points /, J et K dans 

le repère (A, AB, AC, AD). 

El Déterminer les coordonnées des points À, B, C et D 

dans le repère (1, LŸ,IK, IL). 
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Calculs sur les coordonnées 
COCEEEC EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EE EEE ET ETES EST ITS LITTLE TITI SI LILI III II IIS 

Dans les exercices 63 à 72, on se place dans un repère 

de l'espace. 

[63! Dans un repère de l'espace, on considère les 

points A(—1;2;4), B(-3;:3;-1), C(+4;:0;-—9) et 
D(0:=271). 

El Calculer les coordonnées des vecteurs AB et CD. 

El Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 

[64 PA les points M(2;-4;1), N(0;3;5) et 
P(-1;2;0). Calculer les coordonnées des vecteurs : 

MN, NP, 2MN+3NP et —-3MP+4PN. 

sien les points A(1;:2;4), B(-2;3;6), 
C(—-3;-2;2) et D(-6;-1;4). Démontrer que ces 
points sont les sommets d’un parallélogramme. 

On considère les points A(3 : 2 
AS 14:37 

El Déterminer les coordonnées du milieu du segment | AC]. 

51), Bt: T1et 

F1 Déterminer de deux façons différentes les coordon- 

nées du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. 

El Déterminer les coordonnées du point E tel que ABDE 

soit un parallélogramme. 

| On considère les points A(2;—5;1), B(—1;2,4), 
(354 :;-t)etD( 35372) 
Soient / et J les milieux respectifs des segments [BD] et 
[AC], et G le centre de gravité du triangle ABC. 

Soit le point K défini par DK = + DG. 

El Déterminer les coordonnées des points 1, J, G et K. 

El justifier que le point K appartient au segment [Z/]. 
On précisera sa position sur ce segment. 

Montrer la colinéarité de deux vecteurs 

(68! Dans chaque cas, dire si les vecteurs ü et Ÿ sont 
colinéaires. Si oui, Fa la valeur de k tel que Ÿ = kü. 

2-1 
ds) ir] 
Pix) B+22) 



Les points À, B et Csont-ils alignés ? 
æ A(2:-3;1), B(0;:1;2)etC(- 4:94). 
b. A(3:10;—1), 8(117 ; 49 ; — 76) et C(— 35 ; — 3 ; 24). 

Soient les points A(0;1;3), B(—-3;0;-1) et 
C2). 
I est le milieu du segment [ AC]. 
G est le centre de gravité du triangle ABC, K est le point 
défini par : BK = 4 Bi. 

Démontrer que les points B, G et K sont alignés. 

VAR Les droites (AB) et (CD) sont-elles parallèles ? 
2 /A04:1:5) 80:31), C(5:73)et D :6:6);: 
b. A(6;4;1),B(0;1;3), C(-2;3;4)et D(-4;6;5). 

D scocrcr est un cube. J est le centre de la face 

CDHG. Les points P et Q sont définis par : 

DEP= EN; DAO=—AC. 
I est le milieu de [AE] et Kest le milieu de [PQ]. 
En utilisant un repère, démontrer que les points Z, Jet K 

sont alignés. 
H 

Montrer la coplanarité de vecteurs 
ou de points 
ÉCOLCEEECEEE EEE EEE EE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EPP EE ET EEE TE ETES ET TETE 

Dans les exercices 73 à 87, on se place dans un repère 

de l'espace. 

: 73 [On considère les points A(1;2;4), B(-2;3;6), 

C(S3;-2;2)et D(-10:3:9). 

E Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC et AD. 

El justifier que les points 4, B, Cet D sont coplanaires si, 

et seulement si, il existe deux réels a et b tels que : 

—3q — 4b =—11 

a—4b=1 

2a — 2b = 5. 

El Les points 4, B, Cet D sont-ils coplanaires ? 

| 
Î 

4 1 5 

ILE Soient les vecteurs ü| 2 |, v|[—3|etw| 13 
2 23 4 —18 

El ustifier que les vecteurs ü, Ÿ et W sont coplanaires 

si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que : 

4a+b=5 

2a — 3b = 13 

— 3a + 4b =—18 

El On a résolu le système précédent à l'aide du logiciel 

Xcas : 

resoudre([4a+b=5,2a-3b=13,-3a+4b=-18],[a,b])} 
U 

Après avoir interprété et justifié le résultat obtenu, dire 

si les vecteurs ü, Ÿ et w sont coplanaires. 

75 Les points 4, B, Cet D sont-ils coplanaires ? 

a AT 2:15) E0;3;71) 6061) 
et D(—-6;6;6). 

BAG: 1-0) BEST) 

PEROR et D(s; 2 : 5). 

76 On considère les points A(—1;:0;1), B(1;4;—1) 
4c6:-4;:-3) 

El justifier que les points 4, B et C définissent un plan. 

F1 Démontrer que le point O, origine du repère, appar- 

tient au plan (ABC). 

i Soit le plan P passant par le point A(—1;2:;3) et 

3 | 

de vecteurs directeurs ü|0 |et v| 2 | Démontrer que 
4 3 

le point B(2 ; 8 ; 20) appartient au plan P. 

ABCD est un tétraèdre. 

I est le milieu du segment 

[AB]. 
Les points J, K et L sont défi- 

nis par : 

na he = sd 

AJ= 3 AD, BK = 4 BC 

et Œ= D. 

En utilisant le repère (B, BC, BD, BÂ ), dire si les points Z, 

J,Ket L sont coplanaires. 
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Représentations paramétriques 
LELELLEEEEEEEEEE EEE ECECEEECEEECCECECOEEEEEEE ERP PEER EEE EEE 

79 Dans chaque cas, donner une représentation 
paramétrique de la droite passant par le point A et de 

vecteur directeur üÜ. 
2 1 

a. A(4;-1;0)etü|3 |; » 241) | 
1 4 

24 Pour chaque droite, donner un vecteur directeur, 
et deux points de la droite. 

x=1+t 

a.D,:4y=2 ,teR; 

2— St 

x=2u—-1IÎ 

b.D,:1y=-u+1,ueRk. 

Z=SutA 

81 | Soit la droite % de représentation paramétrique : 

Xl E2t 

y=—-1+t,teRk. 

z=2+3t 

El Parmi les points suivants, dire lesquels appartiennent 

à la droite % : 
A0 5) -#5(0—15:05): C(1:0:2). 

El Déterminer une représentation paramétrique de la 

parallèle à ® passant par le point D(3 ;1; —1). 

É On considère les points A(2;1;0), B(3;1;3), 
C(5:0;0): 

El a. Montrer que les points À, Bet C définissent un plan. 

b. justifier qu'un point M(x ; y ; z) appartient au plan 

(ABC) si, et seulement si : 
X=D TT SU 

il existe deux réels t et u tels que y = 1 DU: 

Z' Mal 31 

F1 Parmi les points suivants, lesquels appartiennent au 

plan (ABC) ? 

D(1:2:6); E(7:0;6); F(1;:2:3);: G(6;0;3). 

ABCD est un tétraèdre. E est le milieu de [ AC] et G 
le centre de gravité du triangle BCD. K vérifie : 

AK = AB + AD. 

El Déterminer une représentation _paramétrique de la 

droite (GE) dans le repère (A, AB, AC, AD ), et prouver 
l'alignement des points K, E et G. 

El Le point A+ “OL 0) appartient-il à la droite (GE) ? 

CHAPITRE 8 Droites et plans de l'espace - Vecteurs 

Positions relatives 

EP sienc les droites %, et %, de représentations 
paramétriques respectives : 

xX= ml: 2t X=3=u 

y=1-t ,tER et jy=-4+2u,ueRk. 

ZEi34t ZERO 

El justifier que les droites %, et ®, ne sont pas parallèles. 

El On a effectué la recherche suivante à l'aide du logiciel 

Xcas : 

Hlresoudre([-1 +2t=3-u,1-t =-4+2u,3+4t=9-u],[t,u])k 
È Ë 

RTE PM EUR (ER COTTON TERMINÉE EP TT SR STE ET OR ESS ER PR ONE 

a. En admettant le résultat obtenu, peut-on affirmer que 

les droites ®, et ®, sont sécantes ? Si oui, en quel point ? 
b. Démontrer le résultat obtenu par le logiciel, et déter- 

miner la position relative des droites #, et #,.. 

| [5] sx les points A(2;0;3) et B(—-1;2;0), et la 
droite ® de représentation paramétrique : 

x=4+2u 

y=1-u ,uEeRk. 

z=-2+u 

Démontrer que les droites (AB) et à sont coplanaires. 
(On précisera si elles sont sécantes ou parallèles.) 

[86| Étudier la position relative des droites ® et (d). 

x=5+t x=3+2u 

H3iy=1-t (tERj)et (d)iy=2+u (uEeR). 

Z==3#t z=—6+5u 

X— It OU 

H%{y=2+3t(tER) et (d){y=5-6u (uER). 

z=t Zz—= 1 2u 

X=—IEr2t X=3-u 

EA%!y=4-t (teR)et(d)iy=1+2u(uEeR). 

23 tt z=5+2u 

7 0 considère les points A(1;:0;4), B(2;3;0), 
(a = 1:2:0),D(10:2:3)etE(15:5;1). 

El justifier que les points 4, B et C définissent un plan. 

F1 Démontrer que la droite (DE) est parallèle au plan (ABC). 

LUTEUNS Montrer que les vecteurs DÉ, AB et AC sont 
coplanaires. 



Exercices guidés 

Étudier des positions relatives dans 
un repère 

QCM L'espace est muni d'un repère (o, à 1, sai 
On considère les points A(1;—-1;2), B(0;0;—1), 
C(5;3;—1), et la droite D de représentation paramé- 
trique : 

x=1+t 

y=-2-t,(teR). 

z=4+it 

} Ds + F e * + * (ni à AR È © 3 

ne Le point C FRPAERE à la droite # % et seulement si il 

FL. Le équations dela ne pa ramétrique de®. 

(2 | La lecture de la représentation paramétrique de D 

as d a un vecteur ü ue Ge à 

sont colinéaires. Pa 4h dx 
EE. À 

teurs ü etv 

L EL Les droites (48) et 2 sont non __ si, et seu- 
lement si, elles sont : non parallèles SRE 

MS RE RER 

FA Étudier un problème de EU Le 
ABCDEFGH est un cube. 
Les points P et Q sont 
définis par : 
Ph 

CP:= 3 CD 

et DÔ = TDF. 

L'objectif est de montrer 

que les points À, E, P et 

Q sont coplanaires par deux méthodes. 

A. Première méthode : en décomposant 

a. Justifier que : 

DQ = -; DA + CAF et DÀ = PÂ - +D. 

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse. 

El Le point C appartient à la droite . 

1 

El Le vecteur v | — 2 | dirige la droite . 
4 

El Les droites (AB) et ® ne sont pas coplanaires. 

E1 La droite % et le plan (ABC) sont sécants en un point. 

Î 

D Pour savoir si (AB) et à sont parallèles, on étudie la 

| colinéarité éventuelle des vecteurs AË et ü. 

D Pour savoir si (AB) et sont sécantes, on recherche 

le point d'intersection éventuel, en utilisant des repré- 
sentations paramétriques des deux droites. 

F1 La droite % et le plan (ABC) sont sécants en un point 
si, et seulement si, les vecteurs AB, AC et à sont non 

_ coplanaires. On peut alors rechercher s'il existe deux 

réels a et B tels que ü = «AB + BAC. 

En déduire que : 

PO = PD + DO = © D++ 

b. Montrer que les vecteurs AË et + + J-AË sont 

colinéaires. 

c. En déduire que les points P, Q et E sont alignés. 

d. Conclure. 

B. Seconde méthode : en utilisant un repère 

On considère le repère (A, AB, AD, AË ). 

a. Donner les coordonnées des vecteurs AO, AP et AË. 
b. Déterminer deux réels a et B tels que : 

AQ = aAP + BAË. 
c. Conclure. 

A. a. Il s’agit d'utiliser la relation de Chasles et les défi- 
nitions des points P et Q. 

1 _b.On simplifie CD + A par la relation de 

Chasles, par exemple, en utilisant que CD = FÉ. 

c. Les questions précédentes s permettent d'obtenir une 
relation de la forme PQ = = KPÉ. 

B. a. On lit les coordonnées des points P et Q, donc les 
coordonnées des vecteurs AQ, AP AP , puisque À est l'ori- 

gine du repère. 

b. On résout un système de trois équations où les 
inconnues sont deux réels «& et B. 

c. Il faut démontrer que les points À, E, P et Q sont 

coplanaires, c'est-à-dire que les vecteurs AO, AP et 

AË sont coplanaires. 
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E Utiliser des coordonnées pour étudier 
une configuration 
ABCD est un tétraèdre. 
Les points Z, 7’,J, J',K et K’ 

sont définis par : 

AÏ= I =T8B ; 
AÏ=JJ'= JC ; 
et AK = KK° = K'D. 
E est le point d'intersection 

des droites (CZ) et (BJ'), 
F celui de (DJ) et (CK'), 
et G celui de (BK) et (DJ'). 
On s'intéresse à la position relative des plans (BCD) 

et (EFG). 
On munit l’espace du repère (B, BC, BD, BÂ). 

El Déterminer les coordonnées des points Z, 1',J, J',K 

et K’. 

El a. Justifier que les droites (CZ) et (BJ') admettent 
respectivement pour représentations paramétriques : 

Xl X=u 

PEU ((ER) et 4-0 (ue R). 
suis er 

3 3 

b. En déduire les coordonnées du point E. 

El Déterminer les coordonnées du point G. 

ElOn admet que le point F a pour coordonnées 

FL HLaRe 2 
RSA ET)" 

Déterminer la position relative des plans (BCD) et (EFG). 

El Par définition, les points Z et J’ sont situés aux 1/3 et 
2/3 en partant du point A sur le segment [AB]. On en 
déduit leurs coordonnées. 

Procéder de même pour les points J, J’,Ket K’,en uti- 
lisant les coordonnées des points A, Cet D. 

F1 a. La droite (a ) est la droite passant par le point C 
et de vecteur directeur C7. 

b. E est le point d'intersection des droites précédentes. 

On résout le système formé par les équations des deux 
représentations paramétriques. 

El Obtenir des équations paramétriques des droites 

(DI') et (BK) et procéder comme à la question El. 

El Étudier la coplanarité éventuelle des vecteurs BC, 
BD , EF et EG. 

Exercices d'entraînement 

SALUT Vrai ou faux ? 
On considère trois plans distincts P,, P, et P;, et une 
droite % de l'espace. 

Dire si les affirmations suivantes sont vraies où fausses. 

Justifier. 

EI Si P, et P, sont sécants et si P, et P, sont sécants, 

alors P, et P, sont sécants. 

ASiP?, et P, sont sécants et si ®, et P, sont parallèles, 
alors P, et P, sont sécants. 

El Si ® et P, sont sécants et si Ÿ, et P, sont parallèles, 

alors ® et P, sont sécants. 

ET ABCD est un tétraèdre. 
I et J sont les milieux respectifs des segments [AB] et 

[CD]. 
Les points E et F sont tels que les quadrilatères ZACE et 

IBDF sont des parallélogrammes. 
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Le but est de démontrer de deux façons différentes 

que le point J est le milieu du segment [EF]. 

EI Première méthode 
On considère le repère (B, BC, BD, BÀ ). 
a. Déterminer les coordonnées des points /,J,EetF. 

b. Conclure. 

El Seconde méthode 
a.En utilisant la relation de Chasles, montrer que 

EJ = JF. 
b. Conclure. 



ES ABCDEFGH est un 

pavé droit. 

Pour tout réel t, on définit les 

points M et N par: 

HM = tHË et GN = tGC. 

Le but de l'exercice est 

d'étudier la position rela- 

tive de la droite (MN) et du plan (CEF). 

El Justifier que le problème revient à étudier la coplana- 

rité éventuelle des vecteurs MN, CF et EF. 

Dans la suite, on munit l'espace du repère 

(A, AD, AB, AË). 
El Déterminer les coordonnées des vecteurs MN, CF et 

FF. 
El Les vecteurs MN, CF et EF sont-ils coplanaires ? 

E] Conclure. 

[94| ABCD est un tétraèdre. 

Gest le centre de gravité du triangle BCD. 

J'est le milieu du segment [AC]. 
Les points Zet K sont définis par : 

AI= 74 AB et AK= "3 AD. 

La droite (AG) coupe le plan ({JK) au point L. 
On s'intéresse à la position de L sur le segment | AG|. 

On pose AL = KAG , où k est un réel de [0 ;1]. 

El Justifier que (A, AB, AC, AD) est un repère de l'es- 
pace. 

F1 Déterminer les coordonnées des points 7,7, Ket G. 

En déduire les coordonnées des vecteurs Lie IK , puis 

celles du vecteur JL en fonction du réel k. 

EJ En utilisant le fait que les vecteurs L}, IK et IL sont 

coplanaires, obtenir une équation vérifiée par le réel k. 

F1 Conclure. 

é fes! ie, Soit ABCD un tétraèdre. 

1, J et K sont les milieux respectifs des segments [BC], 
[CD] et [BD]. 
D’, B’ et C’ sont les symétriques respectifs du point A 
par rapport aux points 7,J et K. 

El Justifier que (A, AB, AC, AD) est un repère de l'es- 

pace. Dans la suite, on munit l'espace de ce repère. 

F1 Donner les coordonnées des points de la figure. 

El a. Montrer que la droite (BB') admet pour représen- 
tation paramétrique : 

Il M 7 y 

Z Il + 

b. Déterminer une représentation paramétrique des 

droites (CC) et (DD'). 

E] à. On a réalisé la recherche suivante à l'aide du logi- 

ciel XCas : 

flresoudre([1-u,t=1-u tu] [tul)| 

| Æ ES 
En utilisant le résultat, déterminer les coordonnées du 

point d'intersection des droites (BB') et (CC'). 
b. Montrer que les droites (BB'), (CC') et (DD’) sont 
concourantes en un point G, dont on précisera les coor- 

données. 

hrs 

E Démonstration de cours : 
parallélisme et directions 
S Voir le cours, page 262. 

El Deux droites sont parallèles si, et seulement si, elles 

sont situées dans un même plan et dans ce plan, sont 

parallèles. 

Justifier qu'alors, elles ont même vecteur directeur. 

Examiner la réciproque. 

F1 On rappelle la définition du parallélisme d'une droite 

et d’un plan : une droite % et un plan P sont parallèles 

lorsqu'il existe une droite %’ de P telle que ® et ®' sont 
parallèles. 

Démontrer que ® et P sont parallèles, si et seulement 

si, un vecteur directeur de ® est un vecteur du plan P. 

L\TS On utilisera la caractérisation vectorielle d’un pa 

ElOn ler que mare DE sont strictement Dar 

lèles lorsqu'ils n'ont aucun point en commun. 

a. Montrer que si une droite et un plan n'ont aucun point 

en commun, la droite est parallèle au plan. 

b. Démontrer que deux plans sont parallèles, si et seu- 

lement si, ils ont même couple de vecteurs directeurs. 

ABCDEFGH est un 

parallélépipède et O est le 
milieu de la diagonale [CE]. 
On munit l'espace du 

repère (F, FB, FG, FE). 

El Donner les coordonnées 
des points de la figure. 

El Démontrer que les segments [AG], [BH], [CE] et [DF] 
sont concourants au point ©. Préciser la position du 

point O sur chacun de ces segments. 

El Démontrer que le point O est aussi le milieu des seg- 
ments joignant les centres de deux faces opposées. 
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Es un repère ( O7, k) de l'espace, on 

1 En2 a 

considère les vecteurs ü |3{|, | 1 |et w|b|, où a, b 

et c sont des réels. 2 A c 

L'objectif est de déterminer une condition sur les 

réels a, b et c pour que les vecteurs à, Ÿ et w soient 
coplanaires. 

El a. Vérifier que les vecteurs ü et Ÿ ne sont pas coli- 

néaires. 

b. justifier que la coplanarité des vecteurs ü, v et wW 
équivaut à l'existence de deux réels x et y tels que : 

W = xû + yv. 

E] À l’aide du logiciel Xcas, on a réalisé la recherche sui- 

vante : 

flu:=11,3,27; v:=1-2,1,-1] ; w:=[a.b.c] 
1 

resoudre(w=x*u+y"*v,[c,x,y]) 
| 5-a+3-b, a+2-b, -3-a+b 

T Fi 7 
PE SEE PET EEE TNT SES baser 

On utilisera les résultats obtenus sans les justifier. 

a. Justifier que les vecteurs ü, Ÿ et W sont coplanaires 
si, et seulement si : 

5a+3b—7c=0. 

b. Dans le cas où les vecteurs ü, Ÿ et w sont copla- 
naires, exprimer le vecteur wW en fonction des vecteurs 

ü et V et des réels a et b. : 

El Application Parmi les vecteurs suivants, dire lesquels 

sont coplanaires avec les vecteurs ü et V, et donner 

dans ce cas une relation de la forme de celle obtenue à 

la question El b. 

8 F5 4 

m3: w113|etwml|s 
7 2 = 2 

El coerc est un cube. Pour tout point 7 de la 

droite (AB) et tout point J de la droite (CG), on note M 
le centre de gravité du triangle ELJ. 

H 
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On souhaite déterminer le lieu du point M lorsque 

les points Z et J décrivent respectivement les droites 

(AB) et (CG). 

On note & cet ensemble de point. 

On se place dans le repère (B, BC, BH, BÂ) de l'espace. 

El Déterminer les coordonnées du centre de gravité Mo 

du triangle BEC. 

El Soit un point Z sur la droite (AB) et un point J sur la 

droite (CG). 
a. Justifier qu'il existe deux réels t et u tels que : 

Bl= tBÂ et Cj= uCG. 

b. En déduire les coordonnées des points J et J en fonc- 

tion de t et u. 
Vérifier que les coordonnées du point M sont : 

1 u+1 t+1 | 
3403 Te ui 

c. Montrer que : 
> 14 u > NÉ > 

MM = 3 BF + 3 BA. 

d. En déduire que le point M appartient au plan P pas- 

sant par le point M, et dirigé par les vecteurs BF et BA. 

El Démontrer que pour tout point N du plan Ÿ, il existe 

un point / de la droite (AB) et un point J de la droite 
(CG) tel que N soit le centre de gravité du triangle ELJ. 

El Conclure. 

oo cl Diagonale dans un parallélépipède 
ABCDEFGH est un parallélépipède. 

O, et O, sont les centres respectifs des faces ABCD et 

EFGH. 
G, et G, sont les centres de gravité respectifs des 

triangles BDE et CFH. 

Il s’agit de démontrer que les points G,; et G; appar- 

tiennent à la diagonale [AG] et de préciser leurs 

positions sur cette diagonale. * 

A B 

H G 

On se place dans le repère (E, EH, EF, EÂ). 

El Déterminer les coordonnées des points O, et O,, puis 

des points G; et G:. 

F1 Démontrer que les points À, G;, G, et G sont alignés. 

El Préciser la position des points G; et G, sur la diago- 

nale [AG]. 



Foi] ABCDEFGH est un pavé 

droit. 

I est le centre du rectangle 

EFGH. 

EI Déterminer l'intersection 

des plans (CFH) et (AEG). 

F1 Soit J le point d'intersec- 

tion de la droite (AE) et du 
plan (CFH). 
Justifier que les points C, Zet J sont alignés. 

El Montrer que le point E est le milieu du segment [A7]. 

TA 4600 est une 

pyramide, de base carrée 

ABCD, dont le centre est O. 

Le point G est le centre de 

gravité du triangle SBD et 

E est le milieu du segment 

[SC]. 
Démontrer que les points 

A, Get E sont alignés. 

« Degré de liberté : » 
On se donne un repère (0, À, Kk k) de l'espace. 

El Exemples et représentations 

On dit que l'ensemble E; des points M(t ; 1 — t ; 2t) avec 
te R présente un degré de liberté : les coordonnées 

sont définies grâce au seul paramètre « t ». 

L'ensemble E;, des points Mx ; y ; 2x — y +1) avec x, y 
réels présente deux degrés de liberté : les coordonnées 

sont définies grâce aux deux paramètres « x et y ». 

a. Écrire une représentation paramétrique de l'ensemble 

E, et en déduire sa nature. 

b. Déterminer la nature de l'ensemble E, . 
c. Combien de vecteurs non nuls sont nécessaires pour 

exprimer tous les vecteurs « joignant » deux points de 

l'ensemble E; ? de l'ensemble E; ? 

d. Indiquer un ensemble présentant trois degrés de 

liberté. 

F1 Déterminer les degrés de liberté de chacun des 

ensembles suivants après en avoir donné une représen- 

tation paramétrique : 

={M(-t;2+t-2u;u+3)]teRueR} 

X—=y+3z=0 
MEE, 

Mur it 

Xx—y+3z=0 

MEE & 2y+z—-1=0 

x+y+4z—-1=0 

x—y+3z=0 

X=UET 
MEE PE 

Z=—3 

El Y-a-t-il une relation entre le nombre d'équations et le 

nombre d'inconnues servant à définir l'ensemble et son 

degré de liberté ? 

ë ol Recherche de lieux 
On considère les droites % et %' de représentations 

paramétriques respectives : 
x=2+t x—4—3t 

y=3-2ttEeR jy=5-8,t ER, 

A4= 5" z=7-t 

On considère un point M de la droite % et un point M' 

de la droite %’. 
Quel est le lieu du milieu du segment [MM'] lorsque les 
points M et M’ décrivent respectivement les droites % 

et ®. 

L'£} On considère un plan P et trois points non alignés 
A,B et C n'appartenant pas à #. 

On suppose que les droites (AB), (BC) et (AC) coupent 
le plan P en respectivement C’, A’ et B’. 
Montrer que les points A”, B'et C’ sont alignés. 

LA A8CDEFGH est un ; 
cube, Jet J sont les milieux 
respectifs des segments I 
[EH] et [BF]. 
On note M le milieu du  Ë 

segment [H7]|. 
On munit l'espace du 

repère (A, AB, AD, AË). 

Donner les coordon- 
nées des points B, G, let M. # B 

El Démontrer que le point M appartient au plan (BGI). 

El Préciser la position relative de la droite (HJ) et du 
plan (BGI). 
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Soit un cube 
ABCDEFGH. 

On désigne par 7 

le point défini par 

HI = DH , Ole centre 

de la face EFGH et M 

un point de la droite 

(BC). 
La droite (/M) coupe 

le plan (EFG) en N. 

EI Démontrer que 

la droite (NO) est 
parallèle à la droite 

(BC). 

El En déduire l'ensemble des points N lorsque M décrit 

la droite (BC). 

UE} ABCD et A'B'C'D' sont deux parallélogrammes 
dans l'espace. 
I, J, K et L sont les milieux respectifs des segments [A4'], 
[BB’], [CC'] et [DD”']. 

El à. Déterminer la nature du quadrilatère ZJKL. 

b. En déduire que les points Z,J, Ket L sont coplanaires. 

El On note O, O' et O” les centres respectifs des quadri- 

latères ABCD, A'B'C'D' et LJKL. 

Démontrer que les points O, O’ et 0” sont alignés. 

e Un lieu géométrique 
Dans un repère de l'espace, on considère les points 

A(0:0:3),.:8(2:0;3) D(0;0;0), 

E(3;:0;0)et F(0;4;0). 
Soit un point M de la droite (BD). 

On pose BM = aBD ,oùaeR. 

On définit les points N et P par : 

FN = aFB et NP=EM. 

On s'intéresse au lieu du point P lorsque le point M 

décrit la droite (BD). 

C(054:3), 
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Aro! Un cube d'arête 

J est à 4 cm de (HG) et 

NenpeernaanpoeneenenencenenpeenneninnonDaes 

NT ne 0e EU AE D EL AA 

El Conjecture à l'aide du logiciel Geospace. 

a. Réaliser la figure. 

b. Conjecturer le lieu du point P lorsque M décrit la 

droite (BD). 

Ltetoetate]t) 
D pour créer le réel a : Créer, Numérique, Calcul géomé- 

trique , Abscisse d’un point sur une droite 

D pour construire le point N : Créer,,Point, Point repéré” 

Sur une droite | 
D pour construire le point P : Créer, Point image par, 

Translation (point-image) 

El a. Exprimer les coordonnées des points M et N en 

fonction de a. 
b.En déduire que le point P a pour coordonnées 

(0542/%4a;3); 

El Démontrer la conjecture émise à la question EI b. 

El En déduire que le milieu du segment [MN] décrit une 
droite du plan (EAC). 

cm est traversé par deux 
aiguilles suivant les droites 

(11') et (JJ”). 

LetJ sont situés sur la face 

EFGH. 

Lest à 1 cm de (EH) et (EF). 

(FG). 
J' est un point de la face 

ABFE situé à 1 cm de (AB) et à 4 cm de (BF). 
I’ est un point de la face BCGF situé à 1 cm de (BC) et à 
5 cm de (CG). 
Les deux aiguilles se touchent-elles ? 

) 

DA PRES DRE PRICES RFID ETES REP 
Fe 2027072 25 V EEE ARE DE D TIRER DE EDIT 
% 



OCEAN EEE OR OMMENE 

Partie A - Relations vectorielles 
Les points Z, J, K, L, M et N sont les centres des faces d'un 

cube ABCDEFGH. 
IJKLMN est un octaèdre, polyèdre à 8 faces et 6 som- 

mets. 
G 

A 

El En se plaçant dans des plans adaptés, justifier les rela- 

tions vectorielles suivantes : 

a.EG=21J; b.K]= LI : c ML = AÀ ; 

d.J=AB; e. M +Mi= MA. 

El En utilisant des relations établies à la question EI et 
des égalités de longueur, démontrer que ZJKL est un 

carré. Quelle est la nature de MLNJ ? 

Partie B - Positions relatives 
Dans chacun des cas suivants, donner la position rela- 

tive des droites ou des plans proposés et préciser les 

éléments caractéristiques de leur intersection quand 

elle est non vide : 

a. les droites (17) et (EG); b. les droites (ZK) et (LJ) ; 
c. les droites (17) et (FB); d. les plans (Z/K) et (ABC); 
e. les plans (LMK) et (EFG) ; 
f. les plans (MLI) et (KIN) ; 
g. le plan (MLI) et la droite (AC) ; 
h. le plan (DHF) et la droite (MN). 

U2 Colinéarité 
ABCD est un tétraèdre et K est le milieu du segment [CD]. 

El Dans chaque cas, déterminer l'ensemble des points M 

vérifiant la condition indiquée : 

a. BM et MC sont colinéaires ; 

b. DM = MC ; 
c. AM et MB — MC sont colinéaires ; 

d. AM et (BD + BC) sont colinéaires. 

F1 Préciser dans chaque cas la position relative de l'en- 

semble trouvé avec le plan (BCD). 

LE Sections d'un tétraëèdre 
Oo MA AU UE RE 

| { 

El Recopier la figure en utilisant le quadrillage et déter- 

miner la section du tétraèdre ABCD par le plan (EFJ). 

El Même question avec le plan de section (EFG). 

El Soit H le point d'intersection du plan (EFG) avec la 
droite (CD), démontrer que les droites (FH), (EG) et 
(AJ) sont parallèles. 

Indication Es 25À PC +8). 

On cherche à trouver de proche en proche des points 

du plan de section sur chaque arête du tétraèdre, en 

utilisant deux droites coplanaires (que l’on espère 

sécantes), dont l’une est incluse dans le plan de section 

et l’autre porte l’arête d'une face. & 

‘3 Alignement-coplanarité 
ABCDFGHE est un cube de centre O. I est le centre de 

gravité du triangle DHE et J celui du triangle ABG. 

El Démontrer que les points Z, O et J sont alignés. 

El a. Les points À, J, O et C sont-ils coplanaires ? 

b. On considère le point K, milieu de [OH]. Les points À, 
J, I, K sont-ils coplanaires ? Lu 

Q\CTS Rechercher des relations de colinéarité en décom- 

posant si nécessaire les vecteurs ou choisir un repère de 

l'espace adapté à la situation. 

288 CHAPITRE 8 Droites et plans de l'espace - Vecteurs 



ù représentations paramétriques de 
roites 

QCM On se place dans un repère (0, I, J, K) de l'espace. 
Déterminer toutes les bonnes réponses. 

HSoient A(1;1;—1) et B(2;-1;1) ; la droite (AB) a 
pour représentation paramétrique, avec t € R : 

X= 1:F2t x=2+t x=4+3t 

my lrt sb iy= 121. cC\y=7+6t. 

2=let z=1+2t Z'=æ| 

El La droite ® de représentation paramétrique 

X=2—t 

y=6—-2t,teRk, 

A a Di 

a. est sécante avec l'axe (OK) ; 
b. coupe le plan (OZK) en L(—1;0;1); 
c. passe par le point C(1;4;—1); 
d. est sécante avec l'axe (OJ). 

La droite ® définie à la question El a pour vecteur 
directeur : 

2 1 3 

a Ü| 6 |: b'u|02 |: cul-6|. 
= 1 3 

EI La droite ® définie à la question EL, et la droite ®' de 

x=1+2t 

représentation paramétrique 4y=—2+7t, t'ERk, 
sont : ZT — 3t’ 

a. non coplanaires ; 

b. strictement parallèles ; 

c. coplanaires et non parallèles. 

Approfondissement 

Recherche de lieux 
Soit ABCD un tétraèdre. R et S sont deux points quel- 

conques des segments [AB] et [CD]. On se propose de 
trouver l'ensemble € des milieux M du segment [RS] 
lorsque R et S décrivent les segments | AB] et [CD]. 

El ustifier que les milieux J et J des arêtes [AD] et [BC], 
ainsi que le milieu G du segment [Z/], appartiennent à €. 

F1 En se : plaçant o dans le repère (A, AB, AB, AC, AD) et en 

posant AR = aAB, DS = bDC , déterminer les coordon- 

nées des points R, S et M. 

Montrer que l'on peut écrire IM = aû +bv, où ü et 
v sont des vecteurs que l'on identifiera par leurs coor- 

données. 

Préciser les intervalles dans lesquels varient a et b. 

Conclure sur la nature de l'ensemble € et représenter sa 

trace sur le tétraèdre ABCD. 

Construire une ombre 
Le cube MNOPORST repose au sol sur la face MOTP. 

Les rayons en provenance du Soleil sont supposés paral- 

lèles. Construire l'ombre du cube sur le sol sachant que 

le « bâton » [AB] a pour ombre [AB]. 
On justifiera le tracé par des théorèmes d'incidence 

précis. 

TA pérerminer la section 

du cube ABCDEFGH par le 

plan (ZXK). 

On pourra chercher 

l'intersection de la droite 

(1J) avec le plan (ADHE) en 
construisant l'intersection 

des plans (BJ) et (ADH). 

Tao donne dans un repère de l'espace les 

2. 1 2 

vecteurs ü| 1 ,V|—-1letw|0|. 
3 0 3 

Ces vecteurs forment-ils une famille libre ou liée? 

[HS On dit qu'une famille de vecteurs de l'espace est 

« liée » lorsqu'il est possible d'exprimer l’un d'entre eux 

comme somme de vecteurs colinéaires aux autres. 

A contrario, on dit que la famille est « libre ». 

F1 Même Her. avec les vecteurs : 

ie PIMIOUE 3 

El à. Comment peut-on appeler trois vecteurs formant 

une famille liée dans l'espace ? 

b. Démontrer que quatre vecteurs quelconques de l'es- 

pace forment une famille liée. 
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Produit scalaire 

Noir corrigés en fin de manuel 

4) Droites de l'espace 
QCM Déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s). \ 

Dans un repère (0, ?, j,K) on considère les points A(2:3;-3), B(2;0;-—3)et C(0;6;0). 

EX Le point G tel que GA + 3GC = Ô . Ho 

à pour coordonnées : . . CAT 

FA Si d est la droite de représentation 

XS 2 

paramétrique 4y = 3t ,te R, alors: 

AT) 

E Les droites de représentations para- 

métriques respectives : 

x=2+t x=—t 

VEUT Letiye= 2 "4,57 

ZEN ZE 

avecteRett’ e R admettent comme 
point commun : 

E1 La droite (AC) passe par le point : 

B.) Calculer des produits scalaires 
Calculer le produit scalaire AB + AC dans les cas suivants : 

®) 4 ; 6c 

C) Calculer un angle dans le plan Er c 
ABCD est un carré. Jest le milieu de [BC] et J'est tel que DJ = Dé. r 
Exprimer le produit scalaire A7 + AJ de deux façons et en déduire le cosinus de 

l'angle ZAJ, puis sa mesure en radians. * 
B 
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de l'espace 

l 

La géométrie dans l'espace 

est abondamment utilisée en architecture. êL ne se 
: Ë ; je ets je rl STE 

La construction du Parlement européen SACSON'L Ÿ nes > ménde de 

à Strasbourg allie à la fois la fonctionnalité A S Do ÿ rte D 

et l'esthétique. Il comprend notamment une 

cour elliptique et un hémicycle de 750 places. 
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On a dessiné ci-contre un cube d'arête 4. En se plaçant pour chaque cas dans 

un plan que l'on précisera, calculer les produits scalaires suivants. 

a. AB + DC : b. BI + BC : c. HD - CB : 

d.EK-KH; e.EG-BC; f.GE-GB. 

Théorème de projection dans le plan : 

On a AB + AC = AB - AK où Kest le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB). 

EE Droite perpendiculaire à un plan 
On considère une droite d qui coupe le plan P en O. On suppose que d'est perpen- 

diculaire à deux droites d, et d, du plan P, sécantes en O. 
Soit À une droite de passant par O et M un point de cette droite. On construit un 

parallélogramme OBMC où B est un point de d, et C un point de q;. 

On appelle enfin J le centre de ce parallélogramme. 

EX Si A est un point de d distinct de O, montrer que : 

BC? 
PET AB? + AC? = 2AF + 

F1 De même, exprimer OB? + OC? dans le triangle BOC. 

EÏ Démontrer que le triangle /0A est rectangle en O. 

(On pourra utiliser des expressions de AB? et AC? obtenues dans OAB et OAC.) 

E1 En déduire que si une droite d est perpendiculaire à deux droites du plan P 

sécantes en O, alors elle est perpendiculaire à toute droite de Ÿ passant par O:on 

dit que P et d sont perpendiculaires. 

Ce théorème est souvent appelé théorème de la « porte ». Expliquer cette appe- 

lation. 

E Démontrer que toute droite parallèle à d'est perpendiculaire à ?. 

HEC On pourra considérer la parallèle à d passant par B, construire le point 

Ntel que BN = OÀ , puis en comparant NM et AC déterminer la nature du triangle 
NBM. : 

Plan médiateur 

On considère deux points À et B distincts et le milieu 7 de [AB]. 
On appelle P l'ensemble des points de l'espace équidistants de À et de B 
et P” le plan perpendiculaire à la droite (AB) en 1. 

EX Soit M un point de P. Démontrer que M appartient à P’ en utilisant le triangle 
AMB. Quelle conclusion peut-on en tirer ? 

El Soit N un point de #”. 

Que peut-on dire de la droite (IN) ? Quelle conclusion peut-on en tirer ? 

COMUEES L'ensemble des points de l'espace équidistants de deux points 
A et B distincts est un plan perpendiculaire à la droite (AB) en 7 milieu de [AB]. 
On l'appelle le plan médiateur du segment | AB]. 

292 CHAPITRE S Produit scalaire de l'espace 



El Application 
Dans le cube ci-contre, Jet J sont les milieux des segments [BD] et [GD]. 
K est l'intersection des droites (BJ) et (GI). 
a. Démontrer que BDG est un triangle équilatéral. 

b. Démontrer que les points E, C et K appartiennent aux plans médiateurs des 
segments [BG] et [DG|]. 
c. En déduire que les points E, C et K sont LU On pourra utiliser le 
alignés et que la droite (EC) est perpendicu- | résultat établi à l'activité 2 
laire au plan (BDG). question FE]. 

On admet que ce polyèdre est un cube que l'on a 

tronqué sur deux sommets opposés par des plans 

passant par les milieux des arêtes. 

L'objectif est de calculer l’angle entre les faces 

ABC et DCB mesuré dans un plan perpendicu- 

laire à leur intersection. 

EX Soit Z le milieu du segment [BC]. Démontrer que 
le plan (AD) est le plan médiateur du segment [BC]. 

FA En déduire l'angle à mesurer entre les faces ABC 

et DCB. 

E Les arêtes du cube ont pour longueur 1. Calculer Polyèdre qui apparaît sur le célèbre  Mélancholia, d’Albrech 

les longueurs AB, AI, ID et AD tableau ci-contre. Dürer (1471-1528), peintre 
“Èp É allemand de la Renaissance. 

EX En appliquant le théorème d'Al Kashi au triangle AID, déterminer une mesure 
— 

l'angle A/D. Conclure. 

0 # 

LTD Ensemble de points de l'espace caractérisé 
par un produit scalaire nul 

El On considère le plan médiateur II d'un segment [AB] de milieu 7: IT est 
l'ensemble des points de l'espace équidistants de A et de B. Démontrer que IT est 

l'ensemble des points M de l'espace qui vérifient M + AB — O0. (On pourra trans- 

former l'écriture MA” — MB = 0) 

FA On considère le plan ® passant par À et perpendiculaire à (AB) et pour tout 

point M de l'espace on appelle H l'intersection de Ÿ avec la parallèle à (AB) 

passant par M. 

a. Établirque: AM -AB=0HM-AB=-0&M=H. 
b. Quelle conséquence en tire-t-on pour un point M de l'espace vérifiant 

AM « AB = 0? 
En déduire une nouvelle façon de caractériser le plan Ÿ. 

 Æ application 
| Dans un repère orthonormé (o, i, j,k) on donne les points A(1:0;—4) et 

B(—1;:2;0). 
| Déterminer des équations cartésiennes des plans IT et précédemment définis. 
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ED Produit scalaire dans l'espace 

El Repères orthonormés de l'espace 

REMARQUE : Lorsque le repère (0, I, J, K) de l'espace est orthonormé, 
chaque axe est perpendiculaire à toute droite passant par le point O et 

contenue dans le plan défini par les deux autres axes. 

Ainsi la droite (OZ) est perpendiculaire à toute droite du plan (OK) 

passant par O. 

. 

produit s 

REMARQUES 

D Le produit scalaire ne dépend que des vecteurs à et Ÿ, et non du 

choix de leurs représentants ou du plan Ÿ, car ce produit scalaire peut 

s'exprimer au moyen des normes de ü et Ÿ seulement : 

lt —. NAT 
Gev= (ap +vh-10-vP). 
D Pour calculer un produit scalaire, on choisit deux représentants des 

vecteurs situés dans un même plan. Outre la formule des normes, on 

dispose alors des autres méthodes vues en classe de Première S pour 

effectuer ce calcul : 
+ atas 

D AB + AC = ABX AC X cos BAC ; 

» AB + AC = AB - AH où Hest le projeté orthogonal de Csur la droite (AB). 

RD le es Peu e = _ eu (lof+lal-l-0F)= af +10f)=IGP. 
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GTS) Un cube dont 
l’arête mesure une unité de 
longueur fournit un modèle 
de repère orthonormé de 
l'espace. 
On note le repère (0, I, J,K) 

> > —> 
ou (O, Of, OJ, OK). 

RE 

On a 1] - A = AR - AC et 
comme ABC est équilatéral, 
le poiñit C se projette 
orthogonalement sur | AB] 
en son milieu K: 

1] + AË = AR + AR = AR = 



Exercice corrigé ! 
4 On considère un cube ABCDEFGH d'arête a. 

: Lest le centre de la face ABCD et J le milieu du segment [AE |. 

: El Calculer les produits scalaires AC + EH, FÎ - DB. 

: El Déterminer les longueurs des côtés du triangle Z/H. 

; En déduire, à 0,1° près, la mesure de l'angle géométrique ZJH. 
e 
Q 
e 
e 
e 
e 

..... 

.…. 

(DB). 

4 d L x à 

: On utilise alors la formule des normes pour exprimer JI + JH : 

! JT + JH = JP + JH? — HP. 

eesssereseescesesseseseesseseuees 

El AC - EH = AC + AD = AD + AD en projetant orthogonalement le point C 
sur la droite (AD) dans le plan (ADC). f»> Par suite, AC + EH = AD? = @?. 

Dans le plan (BDF) : FÎ + DÉ = BI - DB puisque la droite (FB) est 
perpendiculaire à la droite (DB), et donc que F se projette en B sur la droite 

Or BÎ et DB sont colinéaires de sens contraires, donc : > 

Fi «DB =-— 1BX DB =" xD8 = (av2) =— a? (DB = aV2).}> 
El Les triangles JAI, HDI, et HEJ sont rectangles respectivement en À, Det E. 

On obtient donc les longueurs cherchées par le théorème de ns È 

sesosoressceseeesssesesecessceses 

Bon à savoir 

D On se ramène au produit scalaire 

de deux vecteurs d’un même plan et 

on observe la possibilité de projeter 
un vecteur sur la droite portant 

l’autre. 

ARR ES D TES 

RAP 

F> Dans un cube, toute arête 

perçant une face en un point est 

perpendiculaire à toute droite de 

cette face passant par ce point. 

: JP? = “. d? e 3a° d'où JT — MS d° E> Lorsque les vecteurs sont coli- 
3 4 > Aus , + ; ! À 
: 2 néaires, leur produit scalaire est égal : 

: d'où HI = a,/ +. Enfin JH2 = a? + = sé et JH av 5 l — au produit des longueurs si les deux 

vecteurs ont même sens ; 

— à l'opposé du produit des longueurs 

 siles vecteurs ont des sens contraires. 

4 > _ JP + JH? — HP as On doit savoir que la diagonale 
: JI + JH = JI + JHX cos TH, d'où cos ZJH = 
: ci 2XJIXJH d'un carré de côté a mesure av 2 

5a? 3a° 1 ; : 25e, 4: 2 ie a be La formule des normes utilisée ici 

: Soit cos ZJH = 
a13.., av5 

D 2 
: = 1 
k ji = UN PS TES On obtient alors LJH = cos A5 | PSE 

Exercices d'application 

On reprend la figure de l'exercice corrigé. 

E Calculer les produits scalaires suivants : RE 
a. AF -GB: b.Gi-DB; c AF-°-CB; d.HJ -JB. 

El Déterminer une mesure de l'angle HJB à 0,1° près. 

Dans le repère orthonormé (0, 1, J, K) on donne le 
point A(—1;2;0). 
El Rappeler la définition de la sphère (S) de centre À de 

rayon 3. 

El Démontrer qu'une équation de (5) est: 
x2+y?+z2+2x-4y-4=0. 

El Déterminer les points communs à (S) et à la droite 
; ee 1 

passant par À et de vecteur directeur u[—1; =; 11) 

1 
dvi 150 

msesvesonmcesesseuvese 

est équivalente à la formule d'AI Kashi 

pe dans le eng HIT: 

a? = b?+ €? — 2bccosA. 
EE sais 

eneuserereoseeceucenesseeecereecececeveeceevceseecencosevecceeeceo 

D ABCD est un tétraèdre régulier d'arête a. Les points J 

et Ksont les milieux respectifs des segments [BC] et [DA]. 

El Calculer les produits scalaires suivants : 

a. AB + AC ; b. BÀ - AJ ; 

c. JÀ + JD : d. XK - AD. 

F1 a. Calculer JK2. 
b. En déduire la valeur du produit scalaire JK BD. 

On pourra utiliser le milieu L du 

segment [CD] et l'égalité 2 Ji = BD. 

© ARE TEE" 
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F) Propriétés du produit scalaire 

El Expression dans un repère orthonormé 

Propriété | 

On sait que 5 ue v— 

repère orthonormé l'expression de la norme d’un vecteur donne : 

lu f = 2+y2+72 
et enfin lü-vh =(x-x} +(y-yY +(z-7Ÿ. 

Soithuü -vf=x2-2xx +x2+ÿ2-2yy +y2+72- 227 +72. 
Par différence, on obtient : 

Au +1 -v = 20 +27 +227 = 260 + yy +27); 
d'où l'égalité : ü + ÿ= xx’ + yy’ +zz'. 

L'1 Propriétés Apriques 
Pro] AA Por 

: Les preuves de ©, 9, © s'obtiennent aisément en utilisant 
l'expression du produit scalaire dans un repère orthonormé. 

X x’ x" x’ + x” 

Pour @parexemple si ü| y |, ÿ| y’ |et w| y” |,alors v +w ÿ y” |; 

z Z. F4 VAE pe A 
par suite : 

d-(V+w)=x(x +x")+ y(y +y)+2(Z +27) 
= (xx + yy' +27) +( 

Pour les identités @ et Q il suffit de développer en distribuant : on 
utilise les propriétés @ et © puis @, comme pour établir l'identité 
Q: (d-v)-(ü+v)=üu-üu+uüu.v-v.-ù-v.v-=ù0 v? 
puisque ü *V =V eu. 

M Vecteurs orthogonaux 
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. D'autre part dans un 

xx" +yy"+z')=U V+Ü-Ww. 

Dans un repère orthonormé de 

l'espace, si : 
= 3 

DPAeET |) 
3 21 

on obtient : 

ÜeV=-3+4-3—-—2. 
SE 

b Si Ÿ = à la formule donne : 

Ü=x2+yÿ +2. 
On retrouve l'expression de la 

norme établie au paragraphe 1 : 

[a =x2+y +2. 

> La formule est fausse si le 

Rise n'est de Orthonorme 

> La relation @ traduit la 
symétrie du produit scalaire. 

b Les relations @ et © 
traduisent la «linéarité » du 

produit scalaire par rapport à 

chacun des deux vecteurs. 

Dans le cube ABB'A'C'D'DC : 
SE Le D ne 

b à = AB et ÿ = AC sont 

orthogonaux. 

b Les droites (AB) et (B'D) 
sont orthogonales, car : 

> > > > 

AB - B'D = AB «+ AC = 0. 



D Utiliser les propriétés du produit scalaire 

Exercice corrigé 

On considère un tétraèdre ABCD, dans lequel la face ABC est un triangle 

équilatéral de côté 1, et les faces ACD et BCD sont des triangles isocèles rectangles en C. 

El Calculer les produits scalaires AD + CB, puis AD - AB. 

El Soit H le pied de la hauteur issue de B dans le triangle ABD. En exprimant d'une autre 

façon le produit scalaire AD + AB , déterminer la position de H sur le segment | AD]. 

El Calculer une valeur approchée de l'angle géométrique HCB. 

El AD - CB = (AC + CD): CB = AC «CB + CD «CB b> 

Or CD - CB = 0, d'où : AD + CB = AC X CB X cos <T- = 

| AD : AB = AD - (AC + CB) = AD + AC + AD : CB = AC — 

: EDans le plan (ABD) en projetant orthogonalement le point B sur (AD), on obtient : 

_ AD - AB= AD: AH = AD X AH = V2 AH, P» car AD est l'hypoténuse du triangle 

_ rectangle isocèle ACD de côté 1. 

| Parsuite 2 AH = —., soit AH = 
AT 

1 

27 

3 

V2 
4 A 

1 
2 

= 1 4p On obtient A4 = AD. 

 ElOn calcule de deux façons le produit scalaire CH - CB : D> 

© H-Œ=(CD+DH)-C-CD-CB+DH-C=0- 3 AD-C- à. 
CH: CB = CHXCBX cosHCB = CHX cos HCB. F> 

Ton 
Men 

 D> Pour calculer le produit 
scalaire de deux vecteurs 

dont les représentants ne 

sont pas dans le même plan, il 

est pratique de décomposer 

l’un des vecteurs par la 

relation de Chasles, puis 

d'utiliser la linéarité, en 

prenant des configurations 

planes « agréables » : vecteurs 

orthogonaux, colinéaires… 

> On doit savoir que la 
diagonale d'un carré de côté 1 

(hypoténuse du triangle 

rectangle isocèle ici) est 2. 

D'autre part CH? = DC? + DH? — 2DC X DH X cosCDH }> et avec CDH = 7 2 Ë> On utilise la définition du 
Ve | produit scalaire au moyen des 

CH =1 +x2-2X 22 X _ = 1 + à — ; — à : longueurs et d'un angle. 

: 3 Ÿ> Pour calculer des longueurs 

NN FT TD RE, : dans un triangle, on dispose du 
| En définitive cosACB = PE = —E_ - BL et HB +617". théorie d'A LD 

P 2 

Exercices d'application ANSE RER RER ee le Et EE dE 

% Dans un repère orthonormé (0, J, J,K) on donne LOn considère un 

: Jespoints: A(—1;1;2); B(0;1;0) et C(2:0;3). cube ABCDEFGH d'arête 1. 

: El Calculer les produits scalaires : 

AB - AC : BC -BA et CÂ -CË 

: Fi Déterminer une valeur approchée, à 0,1° 
À Te 

près, des mesures 
SR er 

; en degré, des angles géométriques : CAB, ABC et BCA. 

E On considère un tétraèdre régulier ABCD, I et J les 

milieux respectifs des arêtes [AB] et [CD], et G le milieu 
du segment [1/||. 
: El Calculer le produit scalaire GÀ «GC. 

: Fl En déduire à 0,1° près, la mesure de l'angle AGC. 

I est le centre de la face 

ABCD et J le milieu du 

segment [AE |. 
En utilisant le repère ortho- 

normé (A, AË, AD, AË) 
et en exprimant de deux 

façons le produit scalaire 

JT + JH , retrouver le résul- 

tat de la page 295 pour la 

mesure de l'angle géomé- 

trique ZJK à 0,1° près. 
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E Orthogonalité dans l'espace 

El Orthogonalité entre une droite et un plan 
ue Si une droite % est orthogonale à deux droites 

DÉMO 

CONSÉQUENCE PRATIQUE : 

sécantes d’un plan Ÿ, alors % est orthogonale à toute droite du plan D. 

On dit que la droite ® est orthogonale au plan Ÿ. 

ATION 
Soient d, et d, deux droites sécantes de Ÿ, de vecteurs directeurs 

v, et , orthogonales par hypothèse à la droite %, dirigée par le 

vecteur ü.On a donc: ü +: =0 =üù - v;. 
Toute droite A du plan Ÿ, est dirigée par un vecteur wW du plan P, 

pour lequel il existe deux réels a et b tels que w = av; +bv; et par 
suite ü + W = aù + y + bu + v; —0, ce qui prouve que les droites % 

et À sont orthogonales. 

Pour montrer qu'une droite ® est ortho- 

gonale à un plan ®, il suffit d'établir qu'un vecteur directeur de la droite est 

orthogonal à un couple de vecteurs directeurs du plan P. 

Remarques 1 
» Ce théorème généralise 

la propriété établie à 

l’activité 2 pour des droites | 

perpendiculaires. 

> Tout plan admet au 

moins une droite qui lui est 

orthogonale. 

[1 Vecteur normal à un plan - équation cartésienne 
Soit P un plan, on appelle vecteur normal à Ÿ, tout vecteur 

directeur ñ d’une droite orthogonale au plan P. 

Soit P un plan de vecteur normal ñ, et A un point de P. 

Le plan Ÿ est l'ensemble des points M de l'espace vérifiant : AM - ñ = 0, 

et dans tout repère orthonormé de l'espace, le plan P a une équation 

cartésienne de la forme : ax + by + cz + d = 0, où a, b et c sont les 

coordonnées de ñ dans ce repère. 

DÉMONSTRATION 

: b L'équivalence: ME P & AM : ñ = 0 a été établie à l’activité 5. 
a 

D On se donne A{x4 ; Ya; za), M(x ; y ; z) et le vecteur ñ|b | dans un 

repère orthonormé. € 

MEPSAM-ñ=0e a(x— xx) + b(y— ya) + cz — za) = 0 

< ax + by + cz + d = 0 en ayant posé d =— axy — by — Cza. 

L'ensemble (E) des points Mde l'espace dont les coordonnées 

298 

(x; y ; z) vérifient l'équation ax + by + cz + d = 0 où a,betcsont 
a 

trois réels non tous nuls est un plan de vecteur normal ñ| b |. 

c 

MO [ON 
On suppose par exemple que a Æ0; dans ce cas, le point de 

; d fe À à 
coordonnées (- AOF o) appartient à E, qui est donc non vide. 

Si A(X4 ; Ya; Za) € E, alors on prouve que d = — axx — bya — cz. 

On démontre alors: M(x;y;z)EE AM -ñ= 0. 
On conclut : (E) est le plan passant par A, de vecteur normal ñ. 
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b Tout vecteur orthogonal à ñ 
est un vecteur du plan P. 

b Une autre preuve est proposée 
à l'exercice 51, page 310. 

Dans un repère orthonormé on 

donne le point A(2;—1;0) 
—1 

et le vecteur 1 2 

3 

P passant par À et de vecteur 

normal À a pour équation : 
—1(xX—2)+2(y+1)+3z=0 
soit: —X+2y+3z+4=0. 

| Le plan 

Remarque | 
Le théorème 2 est une 

réciproque du théorème 1. ! 



ARR LLLLLLLLL. 

El a. On a AD] — 3 |. Le vecteur AD est donc orthogonal au plan P >. 
: 1 

......... 

: Le plan 9 a pour équation 2x — 3y + z — 20 = 0. 

: El a. Les coordonnées des points À et D vérifient l'équation du plan À, puisque : 

: 1 

: (x:0;0), comme AEP:2x—3X0 +0 —6 = 0, donc x = 3 ;soit A(3;0:;0). 
: On obtient de même B(0 ;—2;0) et C(0:0;6). 

d S 

© Déterminer des équations de plans, 
déterminer une intersection de plans 

Exercice corrigé nono nee eee een ee one eee messe en ee eee en eeeeesceseeesoneeseneeeeeeseeeeseeseseses 

L'espace est muni d'un repère orthonormé b. Déterminer une équation cartésienne du plan 2 
“A ra k ). Soit le plan d'équation : passant par le point D et parallèle au plan P. 

2x—-3y+z-6-0. El Soit À le plan d'équation : 

EI Montrer que le plan coupe les axes Ox, Oy et XFYTzT3S0. 
Oz respectivement en: A(3;0;0), B(0;—-2;0)et a. Démontrer que les points A et D appartiennent au plan À. 

C(0:0;6). b. Déterminer un vecteur ñ normal au plan À et prouver 

El On considère le point D de coordonnées (5; —3;1). que ñ est un vecteur du plan P. 

a. Démontrer que le vecteur AD est normal au plan P. | €. Déterminer l'intersection des plans Ÿ et %. 

—=0 
El L'axe (Ox) est défini par p ee donc ÿ»> A admet des coordonnées de la forme 

Bon à savoir | 

> Les coordonnées d'un 
point d'intersection de deux 

ensembles vérifient les 

équations de ces ensembles. 

2e On lit sur une équation 

cartésienne d’un plan, les 

coordonnées d'un vecteur 

normal à ce plan. 

2 

b. Le plan 2 passe par D et a pour vecteur normal AD , donc E> : 

M(x:y:2)E2SDM-AD=-0æ(x-5)x2+(y+3)x(-3)+(2—1)x1=0. | À? Mappartient au plan passant 
par À et de vecteur normal ñ si, 

HER 

et seulement si, AM + ñ = 0. 

E> On vérifie que les vecteurs 

normaux des deux plans ne sont 

pas colinéaires et dans ce cas les 
A S gs à PEER Fe y RS An a os 

3400-3—-0et5-31-3—6: 6-0: 

: b. Le vecteur ñ|1 | est normal au plan À. De plus ñ + AD =2-3+1=0. : _ plans sont sécants suivant une 
‘ 1 droite dont on détermine les 
: n étant orthogonal à un vecteur normal à ® est un vecteur du plan P. Les : éléments caractéristiques : un 
: plans P et 9, qui ont leurs vecteurs normaux ñ et AD orthogonaux, sont dits : point et un vecteur directeur. 

: perpendiculaires (voir l'exercice corrigé 13, page 302). ner 

: c. D'après la question précédente les plans P et À sont sécants suivant une droite À qui passe par À D. 

: x = 3 + 4y 
: 3 D>(2x-3y+z2-6=0 : 
: MX; y;z)EPNRS Se 1y=y . La droite À admet pour vecteur directeur ü(4;1;—5). 
‘ XÉVREZ 3 0 5y 

Z=— 

ones oseceeuseserensneeneneneeeeneseceecseceneceensseseceseseseeconenenmeeneeesesesee Exercices d'application 

ABCDEFGH est un cube de côté 1. On se place dans : Te! Dans le repère  orthonormé (o, : Fr K) 

3 le repère orthonormé (A, AË, AD, AË ). on considère les points A(1;:1;3), B(—3; et 

a. Démontrer que la droite (DF) est perpendiculaire au CAO). 

plan (BEG). a. Démontrer que les points À, B, C déterminent un 

b. Déterminer une équation du plan (BEG). unique plan. x 

c. Déterminer l'intersection avec le plan (ABC) du plan b. Démontrer que n(1;2;—2) est un vecteur normal 

passant par F et parallèle au plan (BEG). au plan (ABC) et en déduire une équation de (ABC). 

@ Voir exercices 50 à 79 
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D) Travaux pratiques 

Mener une recherche et rédiger 

LI 

El Angle maximum 

D’après IREM de Toulouse. 

On considère un cube ABCDEFGH d'arête 1. Soit M un point de la grande diagonale [BH]. 

Où placer le point M pour que l'angle AMC soït maximum ? 

Pour aller 
D 

Lorsque N décrit le segment [HF], l'angle ANC passe-t-il par un maximum ou un minimum ? 

Donner pour cet extremum la valeur exacte de son cosinus. 

Mener une recherche étape par étape 

| a. Déterminer les coordonnées des points À et Cet véri- 

| fier que M a pour coordonnées (t;t;t),oùte{[0;1]. 
© Choisir un cadre et conjecturer 

El Cadre analytique 
M étant sur le segment [BH], il existe un réelte[0;1] 
tel que BM = t BH. 

a. En utilisant Géospace, construire un cube ABCDEFGH | 
appelé &, la variable t € [0 ;1] et le point M tel que | 
BM = t BH. 
b. Afficher la valeur de l'angle AMC et en faisant 

varier t, conjecturer la valeur qui rend cet angle | a. Montrer que l'angle AMC es est maximum si, et seule- 

maximum. 

ElCadre géométrique 
a. Construire le plan P passant par M et orthogonal à 

(BH) et son intersection p, avec le cube «. 

b. En faisant varier le point M sur [BH], quelle position 
Ceres 

semble occuper Ÿ lorsque l'angle AMC est maximal ? 

@ Élaborer une démarche 

ElCadre analytique 
On considère le repère orthonormé (B, BÀ, BC, BF). 
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| b. En exprimant le produit scalaire MÀÂ + MC de deux 
| façons différentes démontrer que : 

ÉD 
Re 

1 e 
Se arToul 

|_c. Étudier les variations de f sur [0 ; 1] et conclure. 

FCadre géométrique 

ment si, le sinus de l'angle AMO est maximum ; c'est-à- 

dire si, et seulement si, AM est minimum ; ou encore si, 

et seulement si, (AM) est perpendiculaire à (BH). 

| b. Dans le cas où l'angle AMC H 

est maximal, justifier la figure = 

ci-contre. 

c. Conclure. 
v3 

v2 
M 

A 1 B 
© Rédiger 

À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 

solution du problème posé. 

Pour aller plus loin : On utilise les mêmes outils 

qu'au El. Après avoir posé FN = sFH, s€[0;1] on 

obtiendra que : cos ANC SE —, 
q 252 —25+2 

L'écran de calculatrice permet de conjecturer les réponses. 

Vi=i-i-(2xe-2%x+2) 

Y-CAL 
Y=0 3333333333 



Lo à = Distance d'un point à une droite 

Dans un repère orthonormé 

on considère le point 

Al1;:2;:3), B(3:2:1) et 
le vecteur ü(—2;3;1). 
Soit A la droite passant par 

B et de vecteur directeur ü. 
Partie A 

ElPliacer les éléments 
précédents à l'aide de Geospace, ainsi qu'un point M sur 

la droite A. 

ElFaire apparaître la distance AM comme rayon du cercle 

de centre À de rayon AM dans le plan contenant A et A. 

ElFaire apparaître la distance a de À à A, puis déplacer le | 

point M sur A et préciser sa position lorsque AM = a. 

[1 à (A caicuis de distances, aires volumes 

ABCDEFGH est un cube d'arête 1, 

a est un réel strictement positif. 4 
On définit les points M et K par | 
les relations : 

G 

1 

AM =" AË M 

et a?KM + KB + KD = 0. A 

ElOn souhaite démontrer que K est l'orthocentre du 

triangle BDM. 

produit scalaire BK + MD. 

A @ nistance d'un point à une droite. Cas particulier # 
Dans un repère orthonormé, on considère les plans P et 
R d'équations respectives : 

DV m7 0 et Xi 2y 27 5 = 0; 

El a. Déterminer deux vecteurs ñ et m respectivement 
normaux à Ÿ et À et justifier que l'intersection des plans 

P et À est une droite, que l'on nomme A. 

. interpréter le résultat obtenu par la résolution ci-contre | ._. A 
ae P | ilexiste deux réels a et b tels que: 
du système avec le logiciel Xcas : 

Blinsoive(t 2x-3y-2z+4=0,x+2y-2z-5=0|,[x,y,Z]) | 

(10)-z+1 (2)-z+2 z 
7 - SS : 

10 

c. Justifier que la droite A est dirigée par le vecteur ü| 2 

d 

Partie B - Méthode 1 

El Déterminer une équation cartésienne du plan Ÿ passant 

par À et orthogonal à A. 

ElDéterminer un système d'équations paramétriques de 

la droite A. 

ElDéterminer les coordonnées du point H intersection 

de À et Ÿ et en déduire la distance de À à A. 

Partie C - Méthode 2 

El Soit t le paramètre d’un point M de A, pour une repré- 

sentation paramétrique de A. Exprimer en fonction detle 

nombre : f(t) = AM?. 

ElDéterminer le minimum de f sur R et en déduire la 

distance de À à A. 

SPA RS = 
a." EN ESS PS ROUE A Sn 32 te 

b. Démontrer que DK + MB = 0. 

| €. Conclure. 

ElOn souhaite calculer la longueur AK dans le cas où l'aire 

du triangle BDM est égale à 1. 

a. Démontrer que l'aire du triangle BDM est égale à 

| Va? +2 
2a 

b. Déterminer la valeur de a telle que l'aire de BDM soit 

égale à une unité d'’aire. 

a. Exprimer BK en fonction de BM et BD , puis calculerle | ‘* En déduire, pour cette valeur, la longueur AK. 

On se propose de déterminer la distance à du point O 

| à la droite A. 

ElDémontrer que les vecteurs ü, ñn et m sont deux à 
deux orthogonaux. 

ElEn déduire que le point H de la droite A tel que OH = à 

vérifie la propriété suivante : 

OH = añ+bm et OH? = a?ñ° + b?m°. 

EJEn déduire la valeur de à après avoir interprété puis 

| utilisé le résultat ci-dessous obtenu avec le logiciel Xcas. 

fresoudre([10/7"z+1=2a+b.2/7"2+2=-3a+2b,z=-2a-2b](z.a.b}) | 

rt 153 17 9 L 
TAROT A NOR NC PSP ET RON PS RS SERRE RENE SN 
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E Plans perpendiculaires 

Énoncé L'espace est rapporté au repère orthonormé 

(o, à Du; El On considère les plans P, et P, d'équations ! 

respectives : 

XV 7 3 OCR VEE 2707 

la. Déterminer un vecteur n; normal à ®, puis un 

vecteur n, normal à P, et calculer n; - nm. 

droite A dont on donnera un point A et la direction. 

| ESoit d la droite passant par À et de vecteur directeur 

n;. Montrer qu'elle est incluse dans Ÿ. et est orthogonale 

à P;. 

Définition. Deux plans sont perpendiculaires 

lorsqu'une droite de l’un est orthogonale à l’autre. 

or : ; Démontrer que si deux plans P et ont des vecteurs 
b. En déduire que P, et P, sont sécants suivant une | . 4 P 

normaux n et m orthogonaux, ils sont perpendiculaires. 

la. , a pour équation 1x+2y— 1z — 3 = 0. Il a pour vecteur normal 
1 

12 

0 
De même ®, a pour vecteur normal n;|1 

2 

Enfin nsn—2 2-0. 

b. Le produit scalaire des vecteurs n; et n; étant nul, n; et n; ne sont pas 
colinéaires. P, et P, sont donc sécants suivant une droite A dont les points ! 
M(x ; y ; z) vérifient : | 

Xe So 
XH2y—z—-3—=0 ([x=—2(-27)+z7+3 

e \y=-2t ,tER. 
y+2Z=0 Y=.27 : 

Les plans P; et P; se coupent suivant une droite À passant par A(3; 0 ; 0) et 

5 

de vecteur directeur ü| —2 |. 
1 

ED Le vecteur n, , directeur de d, est orthogonal à P;, donc dest cp A 

laire à P,, en A. 
X 3-50 

D La droite d a pour représentation paramétrique jy=—2t ,tERetona 

AE 

1(3+5t)+2(—-2t)—1(t)-3=3+5t-5t-3 = 0, donc tout point de d 
appartient à P.. 

ElSiles vecteurs ñ et m sont orthogonaux ils sont non colinéaires, donc P et 
2 sont sécants selon une droite. Soit A un point de l'intersection de ces deux 
plans. Soit d la droite passant par A et de vecteur directeur ñ. 

Pour tout point N de d'il existe k E R tel que AN = kñ 

D AN est colinéaire à ñ, donc d'est perpendiculaire à P. 

b9 est l'ensemble des poires M de l'espace tels que AM + m= 0 : or: 
AN « m= (kñ)°m= kX n + m= 0, et donc le point N appartient à 9. Ainsi la 
droite d'est incluse dans 9. 

La droite d est une droite de 9, orthogonale à ® : les deux plans sont donc 
perpendiculaires. Il'est aisé de voir par symétrie que la droite d’ passant par À 
et dirigée par m est incluse dans ® et orthogonale à 9. 
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| El a. l'équation cartésienne d’un 
| plan fournit un vecteur normal à 

| ce plan. 

+ b. Si deux plans ont des vecteurs 
{ normaux non colinéaires, ils 

| sont sécants suivant une droite. 
; On obtient une représentation 

paramétrique de cette droite en 

De deux des coordonnées 

(ici x et y) en fonction de la 

troisième (z) qui joue le rôle de 
| paramètre. 

| 
| 
| 

ED Si ñ est un vecteur normal à 
un plan, toute droite qu'il dirige est 
perpendiculaire à ce plan. 

D Si on connaît une représentation 

paramétrique d'une droite, il est 
facile de vérifier si elle est incluse 

dans un plan ou non. = 

E En plus des remarques 
précédentes, ne pas oublier que 

| l'ensemble des points M tel que 

AM + ñ =0 estle plan qui passe 

par À et a pour vecteur normal m. 

ut x PPS RORENNNENENSANEP RTE CENT PE 



IPei tel DersonnelsexerciceseésOLLs 

EM vecteurs orthogonaux 

LT 48CDEFGH est un cube 
de côté a. 

El a. Les vecteurs AF et CÉ sont-ils 
orthogonaux ? 

b. Démontrer que les vecteurs AF et 

BC sont orthogonaux. 

st st 

Ha. On considère | le repère orthonormé (A, DUR 

AD = af et AË = dk. 
) tel que AB = ai, 

EIROC On rappelle la propriété suivante : « si ü et V 
sont deux vecteurs non colinéaires d’un plan Ÿ, alors tout 

vecteur w de P s'écrit W= xû+ yV où x et y sont deux 
réels. » 

Démontrer que la droite (AF) est orthogonale à toute 

droite du plan (BCE). 

î 
EX Vu la situation des vecteurs le 
cadre analytique s'impose. 

ai El L'orthogonalité de deux droites 
Ainsiona:F(a;0;a),C(a;a;0)et E(0;0;a);donc AF 0 et CE|—-a|; équivaut à l'orthogonalité de leurs 
me 5 e q q vecteurs directeurs. 

d'où AF + CE = aX(— a)+ ox(— a)+taXa=o.  Onutilise la décomposition d'un 
Le produit scalaire de AF et CE étant nul, ces vecteurs sont orthogonaux. des vecteurs pour se ramener par 

0 

b. Comme BC] a |, on a AF + BC = 0 : AF et BC sont orthogonaux. 
0 

| linéarité à des produits scalaires 

connus. 
ADR PSP EEE NII ONE ESTER TERRE 

el 0 

ElSoit A une droite du plan (BCE) dirigée par un vecteur wW. Comme les vecteurs CÉ|—a| et BC|a| sont deux 
a 0 

vecteurs du plan (BCE) non colinéaires, leurs coordonnées n'étant manifestement pas proportionnelles, il existe 

deux réels x et y tels quew= xCÉ + yBC . D'où AF + w= XAF + CE + yAË + BC = 0. Ainsi (AF) est orthogonale à A. 

Distance d'un point à un plan 

L'espace est rapporté au repère orthonormé 

(o, à ae K). On considère A le point de coordonnées 
(—7;0;4)etle plan P d'équation x +2y—z—1—0. 
On veut calculer la distance d du point A au plan P, c'est- 

à-dire la plus petite des longueurs AM, lorsque M décrit le 

plan P. Soit H le point d'intersection de P et de la droite 
A passant par À et perpendiculaire à ® : H est appelé 

projeté orthogonal de A sur P et on a : d = AH. 

1 

El On choisit ñ| 2 | comme vecteur normal à Ÿ : ñ dirige donc la droite A. 

DRE Ar Sd 

La droite À a pour représentation paramétrique 4 y = 2t 

z=4—t 

ElLe point H appartient à ® donc le paramètre t associé à H vérifie : 

0(-7+t)+2X2t1-(4—t)—1= 0, d'où t = 2 et donc H(—-5;4;2). 

? 

El Déterminer une représenta- 
tion paramétrique de la droite A. 

El Déterminer les coordonnées 4 

du point H intersection de A et 

de P. /p 

ElEn déduire la distance de À 

à P. 

| Stratégies 

! Ha droite A est dirigée par le 
| vecteur À et passe par À. 

| El Pour déterminer l'intersection 

teR du plan avec la droite A on 

ù ; ! remplace x, y et z dans l'équation 
du plan, par leur expression en 

« fonction du paramètre t. 
PRE er o SDIITORONE NN TANIA FPMO 

ElOn a: AH] 4 | donc AH = /4 +16 +4 = V24 = 2V6. 
2 

Remarque : Avec t = 2, on sait que AH = 2, donc AH = 2}ñ|=2V6. 
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Brava personnel; faire le point 

Savoir... | 

Calculer le produit scalaire 

AB : AC. 

snnnenns sen en nnnn ss snnsesennene nes sense emsemessssaues ss à 

Calculer des angles. 

Calculer des distances. 

CECEELEEEE CCC CECECCCECCCCECEECECEECEECEEEEEECEEEEREREN 

Démontrer l'orthogonalité de 

deux droites ® et ®'. 

ECCOCECCECEEE CCC CECECCCCECCEEEEECEEEEEEEEEEEOEREEREECREEREE 

Déterminer si un vecteur à 
est normal à un plan ®. 

ennnnnnere teens sen nemenes sans sesnnee ss sas eee ae ae 0) 

Déterminer une équation 

cartésienne d’un plan P 
passant par un point À dans 

un repère orthonormé. 

CCLECCECECECECEECEPCCECCECCCCECEEEEROESREREEREN RER 

Étudier la position relative de 

deux plans. 

rarerennanmnnennn sente enr ee pen nnnnn tan anse annee es sn ne. 

304 

Comment faire ? 
x 

b Dans un repère orthonormé, on calcule les coordonnées des vecteurs AB| y 
24 Z 

et AC| y’ |, puis on utilise AB + AC = xx' + yy' + zz'. 
! Z 

D En l'absence de repère orthonormé évident, si on connaît : 

- les trois longueurs AB, BCet CA: AB - AC = (AB + AC — BC); 

AË + AC = AB X AC X cos BAC : 
B): AË + AC = ÀË - AH. 

D On peut aussi décomposer l’un des deux vecteurs pour faire apparaître 

par linéarité des produits scalaires connus. 

— deux longueurs et un angle : 

- le projeté orthogonal H de C sur (AB) : 

On utilise les formules précédentes en «isolant » le cosinus A 

de l'angle cherché : 

b avec la définition du produit scalaire : 

= + Ab AG 
COSBAC = ER AC ; 

D avec le théorème d'AI-Kashi: a? = b?+c2—2bccosÂ. 

D Suivant les données, on peut utiliser les formules citées plus haut. 

» Dans un repère orthonormé : 

s16- dl) alors AB = | à | = y à? = ro 

D On détermine deux vecteurs directeurs ü et u’ des droites % et ', puis on 
prouve que leur produit scalaire est nul : ü - u’ =0. 

D On prouve que la droite % est orthogonale à un plan qui contient %. 

D On prouve que le vecteur ü est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires 
du plan À. 

b Si on connaît une équation cartésienne, dans un repère orthonormé, du plan P : : 

a 
ax + by + cz + d = 0, on examine si le vecteur ü est colinéaire au vecteur %|b |. 

D On détermine un vecteur ñ| b | normal à ®. Une équation cartésienne de 
est alors : € 

ax+by+cz+d=0 
et on trouve den écrivant que les coordonnées du point A la vérifient. 

D On peut aussi écrire: M(x; y;z)e P & AM - n= 0. 

On détermine un vecteur normal pour chacun des deux plans : 
» Si ces deux vecteurs sont colinéaires les deux plans sont parallèles. 
b Sinon les plans sont sécants suivant une droite. 
b Siles deux vecteurs normaux sont orthogonaux les deux plans sont perpendiculaires. 
CCE E EEE EEE PP EEE EP EEE PR ET ETF ET IEER CRETE EEE EEE EE EPP ER PTE. 
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On considère le cube ABCDEFGH d'arête de longueur 1 et les milieux J et J des arêtes [EH] et [EF]. 
P désigne le plan (BIG). 

EI La longueur BJ vaut : 

E 6G - EJ est égal à: 

El DJ : BG est égal à: 

E Gi - EJ est égal à: 

E GBI à pour mesure en degré : c. 71° à 1° près 

EH Un vecteur normal au plan = - + 
(BIG) est: c. DJ 

Ê F7] Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

L'espace est muni d'un repère orthonormé (o, ñ, + k ). 

EI On considère les points A(1;2;0),B(1;1;1) 
C(—2;1;1).Un vecteur normal à (ABC) a pour 
coordonnées : 

El Le plan passant par l'origine et de vecteur 

normal n(1;1;1) a pour équation : Dex Jerel CRI RARE 

El La droite passant par A(1 :0;1) et de vecteur 

directeur ü = 2i + j +3k est contenue dansle |a.x+y+z=0 |b.2x-y—-z-1=0|cx+3y+z-2=0 

plan d'équation : 

El La droite (OA) avec A(—-2;4;-—2)etle plan ÿ ‘ a. sécants b. parallèles c. orthogonaux 
P d'équation x — 2y +z+3 = 0 sont: 

ELes plans d'équations respectives 
a. sécants b. parallèles c. perpendiculaires 

3X=V+rI2r = 0e XH5y#zT 2 = 06 sont: è SP 

; Mel Pour chacune des affirmations, répondre par vrai ou par faux. 

El Si deux droites de l’espace sont perpendiculaires à une même troisième, elles sont 

parallèles entre elles. 

El La droite d passant par A(1;— 1; 2) et de vecteur directeur ü(2;—1;—1) est 
orthogonale au plan Ÿ d'équation x+y+z—2=— 0. 

E ü(-2;0;1) est un vecteur directeur de la droite d'intersection des plans ® et ®” 

d'équations respectives x —y+2z—1=0et-2x+4y—47-—-4—0. 

El On se donne un plan Ÿ, un point C de l’espace, non situé dans Ÿ, le projeté orthogonal À de C sur le plan P et 

un point M du cercle de diamètre [AB] dans le plan ®. Alors : « La droite (CM) est orthogonale à la droite (MB). » 
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f : ne Li & m1 4 +. et 
Dans un repère orthonormé (0, I, J, K), on donne les 

Air v Eur ADN à la | Sie Li points A( V2a),80;12}etc(:- m1). Sr 

HER TA CCT EEE 
ROUTE een + BAR EE ptet 
b. appartiennent à une même sphère de centre O. 3 

. ds " PR _<: appartiennent à un même cercle AÉRUEOE 2 ; dis 

He triangle ABCests 
a. isocèle enA. : “D: isocèle enB. Lars. 
tb our PES NES En “2° 
RÉ N ENER 2 CPE Len Le produit scalaire AB + AC vaut: Lu her 

LS HS AU — eee sert 

th titane 
RTE (El L'angle géométrique vaut: 

RES ROUE UT D LE 2: 
a. ABC. + Ee 7 L D 

Re TER NT ENRS Lette ue 

21 E Dans un repère 
orthonormé (0, I, J,K), 
on considère le point 

M(x; y; z). En utilisant 
la parallèle à la droite 

(OK) passant par M et 
le triangle rectangle OMH, établir la formule de la 

norme : OM =|OM |= /x2+y +2. 

22 | On a représenté ci-contre le cube OADBCFGE dans 

le repère orthonormé (o, E Fi K), I désigne le centre du 
carré DBEG, Let K les points définis par : 

des le bn A > 

Gi g CE et AK = 4 AF. 
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+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

EI Donner les coordonnées des points À,E, I, K'et L. 

El Calculer la norme du vecteur AË. 

Déterminer les coordonnées du vecteur unitaire &, coli- 

néaire à AË et de même sens. 

EJ Montrer que le triangle KIL est rectangle. 

EI a. Déterminer une équation de la sphère S de centre 

Q(2 ; 2 ; 2) qui passe par O. 
b. Vérifier que le cube OADBCFGE est inscrit dans la 

sphère S. Do 2 

23 | Dans un repère orthonormé (o, RAR k) on donne 
les points A(—1;2;2), B(1;2;2)et C(1;—-2;2). 

EI Démontrer que les trois points A, Bet C appartiennent 

à une sphère (S) de centre D(0 ; 0 ; 4), dont on préci- 
sera le rayon. 

F1 Déterminer une équation cartésienne de (S). 

El a. (S) est-elle la seule sphère passant par ces trois 
points ? On pourra raisonner avec les plans médiateurs 
des segments [AB] et [BC]. 
b. Vérifier que OA = OB = OC. - 

E1 à. Déterminer une représentation paramétrique de la 
droite (07) où / désigne le milieu du segment [AB]. 
b. Déterminer les points communs à la droite (OJ) et la 
sphère (S). 



. 

Calculer un produit scalaire 
dans l'espace 

EL La figure ci-contre est un H G 

cube tel que AB = 4. E di / 

culer les produits scalaires : - 

HB -GB et HB:BÀ. A B 
El Calculer AO et en déduire une mesure de l'angle AOB. 

El Après avoir précisé et justifié la 

nature du quadrilatère ABGH, cal- 

PAS} La figure ci-contre est un 

cube tel que AB = 3. 

El Déterminer de trois façons 
différentes le produit scalaire 

AË BG. 

El Déterminer de deux façons 
différentes le produit scalaire 

AD *HB. 

[26 SABCD est une pyramide 

à base carrée de sommet S dont 

toutes les arêtes ont la même 

longueur a. 

El Calculer en fonction de a les 
produits scalaires : 

a. SA-SB; b.SA-SC; c.SA-AC ; 
El a. En déduire la nature du triangle SAC. 

b.Justifier que le plan fYFFS Voir les activités 2 et 3. 
(SAC) est le plan média- 

c. En déduire la valeur de SC + DE. 

d. SC «+ AB. 

teur du segment [BD]. 

JA Soit ABCD untétraèdre régulier 

et / le milieu du segment [BC]. 
Déterminer une valeur approchée 

en degré de la mesure de l'angle 
PTE 

AID. 

AS} ABCDEFGH est un cube. 

El à. Déterminer le plan médiateur 
du segment [HC]. 
b. En déduire le projeté orthogonal de 

A sur la droite (HC), c'est-à-dire l'inter- 
section de la droite (HC) avec le plan 

perpendiculaire à (HC) passant par A. 

El On appelle K le milieu du segment [DG] et on prend 
AB = 1. Déterminer les produits scalaires suivants : 

AK <HC: AK-AH; FK°DK. 

PA} On appelle nombre d'or le nombre réel : 

paie, 

El Vérifier que : D? = D +1. 

FHoOn se place dans un repère orthonormé de l'espace 

(o, US ) où l’on considère les points de coordonnées : 

A(0;;1),8(b;1;0), C(0;b;-—1), D(-6:;1;0), 
E(-1:0;d),F(1:0:6), G Gt; 10) H(01=0:1) 
rb:-1:0) 11:00) K1:0: 6) 
IG) 

L 

a. Démontrer que tous ces points sont sur une sphère 

de centre O dont on précisera le rayon. On appellera ce 

nombre le rayon de l'icosaèdre. 
b. Quelle est la nature du triangle ABC ? (Le prouver.) 

c. Citer d’autres triangles de même nature. 

El Donner les longueurs des arêtes de l'icosaèdre. 

El Les longueurs sont-elles proportionnelles au rayon ? 

Justifier. 

Pour info L'icosaèdre est composé de 20 faces qui sont des 

triangles équilatéraux. Il a 12 sommets et 30 arêtes. 5 arêtes 

partent de chacun de ses sommets. Chez les Grecs, il était le 

symbole de l'eau. 

SIL ABCDEFGH et BIJCFKLG H G L 
sont deux cubes accolés 

d'arête l'unité de longueur. 
En considérant un repère 

orthonormé du plan (A/LH) 
calculer AG - H. A B l 
Qu'en déduit-on ? 

On peut traiter cet exercice dès que l'on connaît 

la propriété de linéarité du produit scalaire avec une 

décomposition adaptée. 
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>) Exercices d'application 

[a1! Vrai ou faux ? 
On considère les points À, B, C et S de coordonnées 

respectives : A(—1;:0;1), B(1;4;-1),C(3;—-4;-—3) 
et S(4;0;4). 

El a. Le triangle ABC est rectangle en A. 
b. Le triangle ABC est isocèle en A. 

Fi a. SO est orthogonal à AË. 
b. SO - AC = —3. 

[82 Vrai ou faux ? 
On considère un triangle rectangle en B tel que 
ETS 

BAC = 30°. Un point D se projette orthogonalement 

en À sur le plan (ABC) et on a AD = AC = a. Alors: 

nAÆ.A-. pK.D-R-0. 
a? LL Le 

EC: ÂÀ= E8C -CD=-,-. 

El ocu 
ABCD est un tétraèdre régulier d'arête a. Jet J sont les 
milieux respectifs des côtés [BC] et [ AD]. 

El A - AD est égal à: 

a. ne b. 2. c. AJ + AD. 

E A; -CD est égal à : A 
a. 0. b. AC « CÀ. 70. 

El AÏ - CJ est égal à: 

be rl Tr a. a". b. 2 4°. c. AB «BC. 

cr PE 
EI 1J° est égal à: 

a. —a?. b. a2. : «(@-A)-(O- à) 

Expression en repère orthonormé 

Dans les exercices 34 à 38, l'espace est rapporté à un 

repère orthonormé (o, Fos k). 

ET caicuier le produit scalaire ü + dans les cas 

suivants. 

Hu(-2;3;5)et v(3;-4:2). 

Au=2-j-Ketv=-2;+3%k. 

Aü(2:-2;:3)et 7 =i-2X. 
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rodui 
ù On 

BV2:e 50) er er Tee) 
El Démontrer que le triangle ABC est isocèle rectangle. 

El Calculer l'angle BCA à O1: 

considère les points  A(1:1; 2), 

+ On considère deux réels a et B quelconques et le 

vecteur ü(cosacosf; cosasinf ; sin). 
Démontrer que ü est un vecteur de norme 1. 

Edo donne les points suivants par leurs 

coordonnées : A(1;:3;—1), B(2;1;4), C(5;0;3) et 
D(4:2;=2), 

El a. Montrer que le quadrilatère ABCD est un parallélo- 

gramme. 

b. Calculer le produit scalaire AB + BC. 

Que peut-on en déduire sur la nature du parallélo- 

gramme ABCD ? 

El Calculer les coordonnées du milieu 7 de [ AC]. 

El On considère la pyramide SABCD de sommet le point 

S(65:95;35). 
a. Montrer que le vecteur IS est orthogonal à chacun 

des deux vecteurs AB et EC. 

b. Calculer la valeur exacte du volume de la pyramide 

SABCD dont [$] est une hauteur. 

E] Détermination d’une mesure en degrés de SAB 

a. Calculer le produit scalaire AS + AB. 

b. Donner les valeurs exactes des distances AS et AB. 

c. Conclure pour la mesure de l'angle SAB. 

38 On considère les points A(2;1;3), B(—1;2;4), 
C(G;-1;8)et D(0;0;9). 

EN Démontrer que les quatre points À, B, C et D sont 

coplanaires. 

El Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 

Propriétés algébriques 

| t 
39; Calculer les produits scalaires suivants en utilisant 
des décompositions adaptées. 

ABCDEFGH est un cube et AB = 2. 

Les points Z et J sont les milieux 

respectifs de [AB] et [CG]. > 

HEC-HG. HE -HG. 

El FE - BH. E1 4 1. 

AE Ji. GA... 



Ed si ABCDEFGH un 
parallélépipède rectangle 
vérifiant : AB = AE =2 et 
AD = 4. 

Soient / le centre du rec- 

tangle ABFE et Jle milieu du 

segment [EH]. 

E Calculer les produits scalaires suivants : 

BC +IH, BJ +FÀ, JI-JG. 
El Déterminer à 0,1 près, la mesure en degrés de l'angle 

IG. 

Vecteurs orthogonaux 

El l'espace est rapporté au repère (o, Ch ï K) 

orthonormé. Déterminer le réel a pour que les vecteurs 

ü et V soient orthogonaux dans les cas suivants : 

Hu(—-2;a;5) et V(1;1;a). 

Aü=a-j+a et V=j+a. 

El ü(a;-2a;a) et v = 

142 | Soient ABCDA'B'C'D' un 
cube d'arête 1, M un point de la 

droite (DA) et N un point de la 
droite (AC). 

On pose : 

DM = aDA et AN =bAC. 

 Bélocu 
Soit ABCDEFGH un cube de côté 1. 

On choisit le repère orthonormé 

(A, AB, AD, AË). 

Æy-z=0 est une -équation 
cartésienne du plan : 

a. (AHG). b. (AGC). c. (ABG). 

El Le plan d'équation x + y +z = 1 est le plan: 
a. (EAC). b. (EBD). c. (BDG). 

El La droite de représentation paramétrique x = 1 —t; 

y=1;z=t(te R) est contenue dans le plan: 

a. (BCH). b. (BCD). c. (CDH). 

DExercices d'application 

Déterminer a et b pour que la droite (MN) soit perpen- 

diculaire aux droites (AC) et (DA'), en utilisant : 
a. la relation de Chasles et des produits scalaires remar- 

quables ; 

b. le repère (A, AË, AD, AA AÂ) dont on précisera la nature. 

143 l'espace est rapporté au repère (o, i, "i k) 

orthonormé. On considère les vecteurs ü =2i + j et 

v =—i +K. Trouver parmi les vecteurs suivants ceux 
qui sont orthogonaux à la fois à ü et à V. 

Hw(1;-2;5). Hw(G3;-2;3). 

An -2-4;+2%. Dm =j+k. 

Bwt(-1:2;:-1). AK. 

44 Démonstration du cours 

© Voir la propriété du cours, paragraphe c., page 296. 

Soient ü = AB et ÿ = AC deux vecteurs PIRE En 

écrivant que ü-v=|}u|x}v{|x cosBAC, démontrer 
que le produit scalaire ü + Ÿ est nul si, et seulement si : 

— 2 Es F Re TT 

u =0 ou v =0 ou BAC — =. 

145 | Dans le repère orthonormé (o, À 1; Je 5k) on donne 

les droites À et A’ de représentations paramétriques : 

Xl T XSST 

y=1-t ,teR et iy=1-3,t ER. 

Zu ot z=2t 

Démontrer que les droites À et A’ sont orthogonales. 

Sont-elles perpendiculaires ? 

YA Vrai ou faux ? 
On considère les points A, B, C et S de coordonnées 

respectives : A(—1:0;1),8(1;4;—1),C(3;-4;-—3) 
et S(4;0;4). 

El a. x + z = 0 est une équation du plan (ABC). 
b. Le vecteur ñ(2 ; 0 ; 2) est normal au plan (ABC). 
c. Le vecteur j est normal au plan (ABC). 

F1 a. Les plans (ABC) et (CSB) se coupent Ne une 
droite qui a pour vecteur directeur : ü(1;—4;—1). 
b. L'ensemble des points de pour 

(6—-5t;0;—2+3t) avec t réel est une droite qui 
porte une arête du tétraèdre SABC. 
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[48! QCM L'espace est rapporté à un repère 
orthonormé (o, Er): 

El Soient A et B deux points distincts de l’espace. 

L'ensemble des points M de l'espace tels que 

|MA | =1ME | est: 
a. l'ensemble vide. 

b. un plan. 

c. une sphère. 

FE Les droites de représentations paramétriques res- 

pectives : 
x=1 

y=1+2t,teR, 

z=1+t 

x=3-t 

etiy=7-4At,t'eR 

Z =D nl 
sont : 

a. parallèles. 

b. sécantes. 

€. non coplanaires. 

Ella droite de représentation  paramétrique 

x=—4t 

y=1+3t,teR 

z=2+2t 

et le plan d'équation x — 2y + 5z—1 =0 

sont : 
a. orthogonaux. 

b. parallèles. 

c. ni orthogonaux ni parallèles. 

E L'ensemble des points M(x ; y ; z) tels que : 

Km VE 220 ONete 2x 4y 47 10 

est : 

a. l'ensemble vide. 
b. une droite. 

c. un plan. 

Orthogonalité entre une droite 
et un plan 
CELL ELE CEE EEECCCECCCECECE CCC CCC EPP EEE TEE LITE TITLE TT TT TER 

149 | On considère un cube ABCDEFGH de côté 1, avec 
E au-dessus de A. 
On note J le milieu de [BC], J celui de [EH] et Q le centre 
de la face CDHG. 

E Montrer que les points À, Z, Get J sont coplanaires. 

El Montrer que 1] = CH et en déduire que FQ -1j=0. 

E3 Montrer que la droite (FQ) est orthogonale au plan 
(AIGJ). 
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porté à un repère ortho- 

normé (o, 5 Fe k) on é 
considère les points : à 

A(1;0;0),B(1;1;0), - 
C(1:2;0) D(1:0 1) C 

EI 1) EUIE2E 0), 
G(0;0;1),H(0;1;1),/(0;2;1),/(0;1;0)etK(0;2;0). 
Choisir la bonne réponse : 

EX Le triangle GBJ est : 
a. isocèle. 

c. rectangle. 

FA Le produit scalaire AH + FC est égal à : 

a. 1. b. — 1. c. 2. 

El Les points B, C, I, H: 
a. sont non coplanaires. 

c. forment un carré. 

b. équilatéral. 

b. forment un rectangle. 

EJ Une représentation paramétrique de la droite (KE) 
est : 

x=t x=3+4t 

a. ÿY=2+L1eR. b. y =t ,tER. 

ANS z=At 

x=1-t 

Ciy=1+t,teR. 

Z=\=t 

Ej Une équation cartésienne du plan (GBK) est : 
a.2X+2y-z-2=0. bxty-3=0.4 
Cx+Ty+2z= 2. 

GE Démonstration du cours 

© Voir les théorèmes du cours, page 298. 

Le but de cet exercice est de démontrer que l'en- 

semble des points M de l'espace tel que AM - ñ 0 

est le plan perpendiculaire en À à la droite passant 

par À et de vecteur directeur ñ. 

L'espace est rapporté à un repère orthonormé 

(o, 4, F k ). a 
On considère le vecteur a) 

c 
, avec a £ 0. 

EC —b 
El Démontrer que les vecteurs | 0 |et | a |sont 
orthogonaux à ñ. a 0 

F1 Vérifier que v; et v; ne sont pas coplanaires avec ñ. 

El Soit ® le plan de repère (A; w;, v; ), et M un point de 
l'espace. 

a. Justifier l'existence de trois réels «, B et y tels que : 

AM = av? + BV + fi. 
b. Démontrer que AM + ñ =0 & y = 0.Conclure. 



AUS Montrer que si un plan Ÿ est parallèle 
à une droite d et orthogonal à une droite d’, alors les 

droites d et d’ sont orthogonales. 

93 On considère un cube 
ABCDEFGH, d'arête de longueur a 
(a réel strictement positif). 

Soit / le point d'intersection de la 

droite (EC) et du plan (AFH). 

El Calculer, en fonction de a, les 
produits scalaires suivants : 

EA *AF; AB-AF; BC -AF. 

El En déduire que les vecteurs EC et AF sont orthogo- 

naux. On admettra de même que les vecteurs EC et AH 

sont orthogonaux. 

El En déduire que le point est le projeté orthogonal de 

E sur le plan (AFH). 

E] a. Justifier les résultats suivants : les droites (AF) et 
(EH) sont orthogonales, ainsi que les droites (AF) et (E]). 

b. En déduire que la droite (AF) est orthogonale à la 
droite (H]). 
c. Établir de même que la droite (AH) est orthogonale 
à la droite (F1). 

Fi Que représente le point Z pour le triangle AFH ? 

Eos le cube ABCDEFGH, 
où P est le milieu du segment 

[HF], quelles sont les positions 
relatives des droites (AP) 
et (HF)? 
Et des droites (AP) et (EC) ? 

H 

Pour les exercices 55 à 79, l'espace est rapporté à un 

repère orthonormé (o, 6 K). 

Pour les exercices 55 à 59, donner les éléments man- 

quants de la liste suivante pour chaque plan  : 

— un point ; 

— un vecteur normal ; 

- deux vecteurs non colinéaires ; 

- une équation cartésienne. 

‘ E P passe par le point B(2;4;1) et a pour vecteur 

normal : A(—1;—1;5). 

[56| P a pour équation cartésienne : 

1 
né 

1 s- 2 7 F2 =: 

>) 

P passe par les points A(1;—1;—1), B(0;1;1), 
CE1:2:0). 

| 

Î 

: E P a pour équation cartésienne : y = —1. 

[Bol > passe par le point A(1;:—2;3) et À et j —2K 
sont deux vecteurs de P. 

(60! Déterminer, dans chaque cas, une équation carté- 

sienne du plan ® contenant le point À dont ñ est un 

vecteur normal. 

EI A(—-1;2;0)et ñn(1;1,—1); 

E A(0;0;-1)et n(1;0;0). 

, Soient le point A(1; 2 ;3)etle vecteur ü(1;2;—1). 
Déterminer une équation cartésienne de l'ensemble des 

points M(x ; y ;z) vérifiant : ü + AM = 2. 
Quelle est la nature de cet ensemble ? 

E On considère les points A(0;1;1), B(1;0;0), 
‘& =1:2-:1)et D(0:1:2). 

El Démontrer que les points À, B, Cet D sont coplanaires. 

El Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD). 

| On donne les points A(1:0;—1), B(2;2;3) et 
CG :1:=2): 

El Justifier que les points 4, B et C définissent un plan. 

El a. interpréter le résultat obtenu dans la résolution du 

système ci-dessous avec le logiciel Xcas : 

resoudre(fa-c+d=0,2a+2b+3c+d=0,3a+b-2c+d=0].[a.b,c]) Fi 
I-2-d 3-d -d |] … 1 

2 

b. Démontrer que le vecteur ñ|—# | est normal au plan 
1 

(ABC) et déterminer une équation du plan (ABC). 

Intersection de droites et de plans 

[64| On considère le plan ® d'équation : 

2x 2y 720 

et les points A(1;:1;5) et B(—1;—3;4). Déterminer le 
point d'intersection du plan ® et de la droite (AB). 

265 Soit le plan P d'équation 2xX+y—z+1=0etle 

plan 9 d'équation —x + 3y —2z+4=0 

El Démontrer que ces deux plans sont sécants. 

‘ FE Déterminer un vecteur directeur et un point de la 

droite d'intersection ® des plans P et 9. 
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[66| Soit le plan P d'équation x + y — z = 0 et le plan 
9 d'équation 2x — y —z—1= 0. 
Déterminer un vecteur directeur de la droite d'intersec- 

tion ® des plans P et 9. 

67 | El Déterminer une représentation paramétrique 

de la droite d'intersection % des plans ® et # 
d'équations cartésiennes respectives : 

EVE Z 0e XVI Ze 4107 

F1 Déterminer une équation cartésienne du plan à pas- 

sant par le point A(1;1; 2) et perpendiculaire à %. 

| [68 Soit ® la droite de représentation paramétrique : 

x=—1+2t 

y=2-t ,tER 

z=—2t 

et A le point de coordonnées (1; 4 ; 10). 

EX Déterminer une équation cartésienne du plan per- 

pendiculaire à ® et passant par A. 

El Calculer la distance du point A à la droite %. 

EX Retrouver ce résultat en déterminant le minimum, sur 

K, de la fonction f :t > AM où M est le point de para- 

mètre t sur la droite . 

; fée! On appelle Ÿ le plan d'équation 2x —y+5=0et 

P' le plan d'équation 3x + y — z = O. 

Montrer que P et P’ sont sécants suivant une droite 

% dont une représentation paramétrique est : 

x=t 

y=2t+5,tER. 

z=5t+5 

El Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes 

et justifier votre réponse. 

Affirmation 1 : ® est parallèle au plan À d'équation 

moy 0: 3 

Affirmation 2 : ® et ®' sont coplanaires, si &' est la 
droite de représentation paramétrique : 

= 

y=1+m, mer. 

Zz= 22m 

ZA] Les points À, B, C et D ont pour coordonnées 

respectives (1;0;2),(3;:2;4),(1;:4;2)et(5:2;4). 
On considère les points Z, Jet K définis par : 

- [milieu du segment | A8] et K milieu du segment [CD]; 

— Jtel que = EC. 

El Déterminer les coordonnées respectives de , J et K 
puis vérifier que ces points ne sont pas alignés. 
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8 
FA Vérifier que n|9| est normal au plan ({/K) et en 

5) 

déduire une équation cartésienne de ce plan. 

El Déterminer une représentation paramétrique de la 

droite (AD), puis établir que (JK) et (AD) sont sécants 

en un point L tel que AL = AD. 

LAN Soit (P) le plan d'équation x + y — 2z+3 = 0. 
| 1 

On considère le point A(2; —3;1) et les vecteurs ü|1 
5 1 

eve | 
0 

Démontrer que (A; ü, Ÿ) est un repère orthogonal du 
plan (P). 

Soit le plan P d'équation : 2x +y—2z+5 = 0. 

El Déterminer un vecteur ñ normal au plan #. 

| 

El Démontrer que ü| 0 | est un vecteur du plan P. 
1 

El Déterminer une base orthonormée (U,V,W ), telle 

que U et V soient respectivement colinéaires à ñ et 

au. 

Plan tangent à une sphère 

On considère l'ensemble (E) d'équation : 

x2+y?+72—4x+6z= 0. 

EI Démontrer que (E) est une sphère dont on donnera 
les coordonnées du centre Q et le rayon. 

El Démontrer que la sphère (E) et la droite A passant 

1 

par A(3;1;2) et de vecteur directeur ü|—2 | ont un 
: 3 

seul point commun, que l'on nomme B. 

Ej En raisonnant dans le plan (ABQ), en déduire que les 
droites (QB) et À sont perpendiculaires. 

EI Déterminer l'intersection de (E) avec la droite A’ de 

X=2 

représentation paramétrique :4y =3—2t ,t' ER. 

2-10 

F à. Démontrer que la droite (QB) est perpendiculaire 

au plan Ÿ défini par les deux droites A et A’. 
b. En déduire que pour tout peint M, distinct de B, du 
plan P, on a QM > /13. 

OUEN Considérer le triangle rectangle QBM. 

c. Qu'en conclut-on pour le plan P et la sphère (E) ? 



Dans l'espace rapporté au repère orthonormé 
> > 

ON, 7, Kk ), on donne les points : 

A1;—1;4), B(7;-1;-2) et C(1:5;-2). 

El a. Démontrer que le triangle ABC est équilatéral. 

b. Déterminer une équation du plan (ABC). 

El Soit la droite de représentation paramétrique : 

X=— 2? 

y=—2t-2,tEeR 

Z=—2t—3 

a. Montrer que ® est perpendiculaire au plan (ABC). 
b. Montrer que ® coupe le plan (ABC) en un point G de 

coordonnées (3 ; 1; 0) centre de gravité de ABC. 

E] Soit $ la sphère de centre G passant par A. Déterminer 

les coordonnées des points communs à S et à. 

Plans perpendiculaires 

[75 Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El Deux plans perpendiculaires à un même troisième 

sont parallèles. 

E1 Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite de 

l’un est orthogonale à toute droite de l’autre. 

E1Si deux plans sécants sont perpendiculaires à un 

troisième, la droite d'intersection est orthogonale à ce 

troisième plan. 

| [761 Vrai ou faux ? 
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? 

El La droite passant par A(2; -2;0) et de vecteur 

directeur ü Es est parallèle au plan d'équation : 
sp) 

x+y+z+1=0. 

El L'ensemble des points M de l'espace dont les coor- 

données (x ; y; z) vérifient l'équation y = x +2 est 
une droite. 

ElLes plans (P) et (Q) d'équations respectives : 
X==yEZ=S et 4x +3y—-z—-2=0 

sont perpendiculaires. 

ElLe plan (P) d'équation 3x—y—z+1—=0 passe 

1 0 

:1:0) et est dirigé par w;|3| et u;|—1 |. 
0 1 

par A(0 

D) Exercices d'application 

LA Vrai ou faux ? 
Soit m un réel. Dans l'espace rapporté à un repère 

orthonormé (o, à PSP TN), on considère les plans (P) et 

(Q) d'équations cartésiennes : 
(P):x—y+2z+3=0, 
(Q):x+my+2z+1= 0; 
Alors : 

El Pour que (P) et (Q) soient sécants il faut que m # 1. 

F1Si m = —1, alors (P) et (Q) sont parallèles. 

ElSi m=—1, alors la droite de vecteur directeur 

1 

ü|—1| et passant par le point /(3;0 ; 3) est perpen- 
2 

diculaire à (Q). 

ESi m = 5, alors (P) et (Q) sont perpendiculaires. 

Si m = 5, alors l'intersection de (P) et (Q) est une 
A 

droite de vecteur directeur v| 0 
1 

EE a oéterminer une équation du plan ® passant 

EN, 

par le point A(1;0 ;1) et de vecteur normal ñ| 1 
1 

El Soit P’ le plan d'équation x + 2y —z +1 =0 et M 
le point de coordonnées (0 ;1;1). 
a. Sachant que deux plans sont perpendiculaires si 

un vecteur normal à l’un est orthogonal à un vecteur 

normal à l'autre, démontrer que les plans P et P’ sont 

perpendiculaires. 

b. Calculer la distance d du point Mau plan P (voir l'exer- 

cice résolu 15). On admet que la distance de M à P’ est: 

Re 2/3 # 
d = eus 

El a. Donner une représentation paramétrique de la 

droite ® intersection des plans P et P”. 

b. Déterminer les coordonnées du point H de % tel que 

la droite (MH) soit perpendiculaire à la droite ®. 

c. Vérifier que MH? = d? + d’?. Expliquer ce résultat. 

1] On considère les plans (P) et (Q) d'équations 
ris 

MAY OZ S = ON etEXS= 2yER3722 0; 

El Vérifier que (P) et (Q) ne sont pas parallèles. 

El Déterminer un système d'équations paramétriques 

de leur intersection ®. 

El Former une équation cartésienne du plan (R) pas- 

sant par A(2 ; —2;0) et perpendiculaire à (P) et à (Q). 
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Exercices guidés 

Et Vrai ou faux ? 
Dans _ l'espace rapporté au repère orthonormé 

(0, 5, j,K), on donne les points A(0;0;2),B(0;4;0) 
et C(2;0;0). On désigne par / le milieu du segment 
[BC], et par H le projeté orthogonal du point O sur le 
plan (ABC). Répondre par vrai ou par faux. 

[1 ER L'ensemble des points M de l'espace tels que 

AM : BC = 0 est le plan (AJO). 

El L'ensemble des points M de l'espace tels que 

[MB + MC | = | MB — MC | estla sphère de diamètre [BC]. 

El Le volume du tétraèdre OABC est égal à 4. 

un Drmner les coordonnées du point iB Calculer le 

produit scalaire A - - BC et conclure. : 

EF Vérifier que MB + + MC = = 2MÏ et M6 - MC = - CB. 
puis conclure. LES EDS arr “ 

EOn ‘rappelle qu’ un tétraèdre a un one égal au 

3 tiers du produit c de l'aire d'une base par l la hauteur rela- 

tive. Vérifier pepe (E9) est PERS au 

plan (OBc). A 

Utiliser des équations de plans 
et de droites 
L'espace est rapporté au repère orthonormé (o, . 7 K). 

On considère les plans P et Q d'équations respectives : 

VE ROME XERS VE ZE 0 

El Montrer que l'intersection des plans P et Q est la 

droite D dont une représentation paramétrique est : 

x=—4—2t 

y=A4+t 

z=t 

où t est un nombre réel. 

F1 Soit À un nombre réel. On considère le plan A, d'équa- 

tion : (1 —A)(x+y+z)+A(2x+3y+z-4)=0. 

a. Vérifier que le vecteur ñ(1 + À ;1 + 2 ;1) est un vec- 
teur normal au plan P.. 

En 

ElLe plan (ABC) a pour équation cartésienne 
2x+y+2z=4 et le point H a pour coordonnées 

EF] Vérifier que : ES 
b les coordonnées des points À, B et C vérifient l'équa- 

tion 2X+y+2Z7=4; 

Dles coordonnées de H vérifient l sqiaton du plan. 

_ Le vecteur OH est-il colinéaire à à un vecteur normal au 

Ep ir 

b. Donner une valeur du nombre réel À pour laquelle les 

plans P et À sont confondus. 

c. Existe-t-il un nombre réel À pour lequel les plans P et 

P, sont perpendiculaires ? 

El Déterminer une représentation paramétrique de la 

droite D’, intersection des plans P et P ;. 

Montrer que les droites D et D’ sont confondues. 

Question ouverte 

ElDans cette question, toute trace de recherche, 
même incomplète, ou d'initiative même non fruc- 

tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

| On considère le point A(1;1;1). 
Déterminer la distance du point À à la droite D, c'est- | 
à-dire la distance entre le point À et son projeté 
orthogonal sur la droite D. 

El Les coordonnées des points de D vérifient les équa- : FÆVérifier que la droite D est contenue dans les plans 
tions des plans P et Q. Exprimer x et y en fonction de z. 

Fa. Mettre l'équation de À 
ax +by+cz+d=0o. 

b. et c. Il faut déterminer À pour que les vecteurs nor- 

maux à P et À, soient colinéaires, ou orthogonaux. 

sous la forme 
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Î 

P,, pour toutes les valeurs de À. 

E La droite D est l'intersection des plans P et P ; qui 
sont perpendiculaires. Pour obtenir la distance de A à 
D, il suffit de calculer la distance de À à P et la distance 
de À à P_;. Faire un schéma. 



8 

Étude d'une propriété du cube 
On considère le cube ABCDIJKL dessiné ci-contre et on 

munit l'espace du repère (A, AB, AD, A). 

El Soit G le centre de gravité du triangle /BK. Calculer les 
coordonnées de G. 

El Donner un système d'équations paramétriques de la 
droite (JD) et vérifier que G appartient à cette droite. 

El Établir que JD est orthogo- 
nal aux vecteurs BK et BÎ. En 

déduire une équation carté- 
sienne du plan (BK). 

El Retrouver le résultat en utili- 
sant une équation cartésienne 

ax+by+cz+d=0 du plan 
(BK). 

MLes coordonnées du centre de gravité sont les 

moyennes de celles des trois points Z, B et K. 

El La droite (JD) passe par D et a pour vecteur direc- 

sa 
teur JD| 1 

| 

GEZ Les trois perpendiculaires 
Dans _l'espace rapporté au repère orthonormé 

(o,i,j,K), on donne les points A(4:—2:3) 

B(1;-6;4)et C(—-1;:0;—4). 

El a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas ali- 

gnés. 1 

b. Démontrer que le vecteur ñ|—1 est un vecteur nor- 

mal au plan (ABC). ES 

c. Déterminer une équation du plan (ABC). 

El a. Déterminer une représentation paramétrique de la 

droite d passant par le point O et orthogonale au plan 

(ABC). 

| 
| ElCalculer les produits scalaires JD + BK et JD - BI 

après avoir déterminé leurs coordonnées puis conclure 
que JD est un vecteur normal au plan (B/K). Cela per- 
met de déterminer une équation cartésienne du plan 
(BIK). 

b. Déterminer les coordonnées du point O’, projeté 

orthogonal du point O sur le plan (ABC). 

El On désigne par H le projeté orthogonal du du point O sur 

la droite (BC). Soit t le réel tel | que BH = t BC. 

BO + BC 

[BC F 
b. En déduire le réel t et les coordonnées du point H. 

c. Justifier que les droites (O'H) et (BC) sont perpendi- 
culaires. 

a. Démontrer que t = 

EI Démontrer que la sphère de centre O et de rayon OH 

coupe le plan (ABC) suivant un cercle T°. Ce cercle est-il 
tangent à la droite (BC) ? (On ne demande pas de calculer 

le rayon du cercle T°.) 

El a. 11 suffit d'établir que les vecteurs AB et AC par 
exemple ne sont pas colinéaires ; montrer une contra- 
diction en supposant la proportionnalité de leurs coor- 

données. 

b. Un vecteur est normal à un plan dès qu'il est ortho- 

gonal à deux vecteurs non colinéaires de ce plan. 

c. Pour une équation du plan (ABC), on peut utiliser : 

ME (ABC) & AM - = 0. 
On vérifie l'exactitude des calculs en testant les coor- 

données des points B et C dans l'équation trouvée. 

F1 a. Toute droite orthogonale au plan (ABC) est diri- 
gée par un vecteur normal à (ABC). 
b. Les coordonnées du point O” vérifient à la fois l'équa- 

tion du plan (ABC) et les équations paramétriques de 
la droite d. 

El a. Penser à décomposer le vecteur BO lors du calcul 
PR + . - . 

du produit scalaire BO + BC pour faire intervenir des 

produits scalaires connus et le vecteur BH qui peut se 
remplacer par t BC. 

b. Le contexte des coordonnées: permet d' d'exprimer 

d'une autre façon les produits scalaires BO - BC et BC 

et donc de trouver le réel t. 

c. On a le choix ici des preuves : soit les coordonnées 

pour exprimer un produit scalaire adapté au problème, 

soit réfléchir à la position relative de la droite (BC) et 
du plan (00'H). 

El On peut conjecturer que le centre du cercle [est le 

point O’. 

Il suffit donc de montrer que la longueur O'M pour tous 

les points M communs au plan (ABC) et à la sphère est 

une constante : faire une figure et utiliser les triangles 

OO'M, rectangles en O. 

La question Elc. permet de répondre à 
interrogation du problème. 

la dernière 
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[84 Ë5 QCM 
Déterminer, dans chaque cas, la (ou les) bonne(s) 

réponse(s). Es 

L'espace est rapporté au repère orthonormé (o, i,jk j 
On considère le plan ® d'équation cartésienne 

x +2y —3z—1 = 0 et la droite (d) de représentation 
paramétrique : 

Nr 276 

y=2-t ,tEeRk. 

2 

El Les coordonnées suivantes sont celles d’un point de (d) : | 

a 1:3;2); b(25=1; 1): 
"HEMIESTAE d.(1:2:=3), 

F1 Les coordonnées suivantes sont celles d'un vecteur 

directeur de (d). 

m0 1 3 ne) 
a 0le il 72 he Ca et oi lc d. | 1 

3 —3 — 4 
El La droite (d) est: 
a. incluse dans Ÿ ; 

b. strictement parallèle à  ; 

c. sécante à  ; 
d. orthogonale à ?. 

EI Les coordonnées suivantes sont celles d'un point de 

PE 

à: (1:3:=2); b.(1;:3;2); 
(4501); d(153;-=1); 

El L'équation suivante est l'équation d'un plan perpen- 

diculaire à P : 

a X—2y—3z+1=0; 

c2x+y—-4=0; 

b.4x—5y—2z2+3—0; | 

d—3x+2y-z+1=0. | 

L [8s| Les points À, B et C ont pour coordonnées 
respectives : A(3;—2;2);B(6;1;5);C(6;-2:-1). 

Partie A | 
EI Montrer que le triangle ABC est un triangle rectangle. | 

F1 Soit # le plan d'équation cartésienne : 
XHYHzZS3 = 0. 

Montrer que ® est orthogonal à la droite (AB) et passe 
par le point A. 

E] Soit ’ le plan orthogonal à la droite (AC) et passant 
par le point A. 

Déterminer une équation cartésienne de Ÿ’. 

Déterminer une représentation paramétrique de la 

droite À, droite d'intersection des plans P et #”. 
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Partie B 

EX Soit D le point de coordonnées (0 ; 4;—1). 
Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan 

(ABC). 

El Calculer le volume du tétraèdre ABDC. 
TT 

El Montrer que l'angle géométrique BDC a pour mesure 
T ; 
A radian. 

E] a. Calculer l'aire du triangle BDC. 
b. En déduire la distance du point A au plan (BDC). 

des Distance d'un point à un plan 
Dans un repère orthonormé de l'espace (0, i, j,k),on J 

considère le plan ® d'équation ax + by +cz+d=0 et 

le point À de coordonnées (x, ; Yo ; Zo). 

On appelle H le point d'intersection de P et de la droite 

A passant par À et perpendiculaire à P. 5 

H est appelé projeté orthogonal de A sur P. 

a 
On appelle ñ le vecteur de coordonnées |b |. 

[a] 

El justifier que : 
Iñ-AH|= AHVa +b2+e. 

El Démontrer que ñ + AH = — ax — byo — cz — d. 

EJ En déduire que la distance du point À au plan P est : 

aXo + bYo + CZo + d AH = | 0 ; Yo 0 | 

Va +b°+e 
El Application 
Déterminer la distance du point A(— 4 ;6;—1) au plan 
P d'équation x —2y+2z = 0. 



GA Dans tout l'exercice, l'espace EI 

est rapporté au repère orthonormé 

(D; DA ; DC ; DH). On note K le 
point défini par KD + 2KF = 6. 

AN mon R 
Partie A 
El Montrer que K a pour coordonnées (£ 13: æ). 

El Montrer que les droites (EK) et (DF) sont orthogo- 
nales. 

El Calculer la distance EK. 

Partie B 

Soit M un point du segment [HG]. 
On note m = HM (m est donc un réel de [0 ; 1 |). 

El Montrer que, pour tout réel m appartenant à l'inter- 

valle [0 ; 1], le volume du tétraèdre EMFD, en unités de 
; QUE 

volume, est égal à 6 

El Montrer qu'une équation cartésienne du plan (MFD) 

est (—-1+m}x+y-—mz= 0. 

El On note d,, la distance du point E au plan (MFD). 

a. Montrer que, pour tout réel m appartenant à [0 ;1], 
1 

d = 
L 2m? — 2m +2 

On pourra utiliser la formule de la 

distance d'un point à un plan établie à l'exercice 86. 

b. Déterminer la position de M sur le segment [HG] pour 
laquelle la distance d,, est maximale. 

c. En déduire que lorsque la distance d,, est maximale, 

le point K est le projeté orthogonal de E sur le plan 

(MFD). 

(s15} Partie 1 Dans cette partie, 

ABCD est un tétraèdre régulier, c'est- 

à-dire un solide dont les quatre faces 

sont des triangles équilatéraux. A’ est D 

le centre de gravité du triangle BCD. k LT) 

Dans un tétraèdre, le segment joi- GC 

gnant un sommet au centre de gravité de la face oppo- 

sée est appelé médiane. Ainsi, le segment | A4'] est une 

médiane du tétraèdre ABCD. 

El On souhaite démontrer la propriété suivante (P1) : 

Dans un tétraèdre régulier, chaque médiane est ortho- 

gonale à la face opposée. 

a. Montrer que AÂ - BD = 0 et que AÂ : BC = 0. 

b. En déduire que la médiane (AA') est orthogonale à 

la face BCD. 

c. Conclure. 

F1 G est le point qui vérifie GÂ + GB + GC + GD = 0. 
On souhaite démontrer la propriété suivante (P2) : Les 

médianes d'un tétraèdre régulier concourent en G. 

Démontrer que G appartient à la droite (AA') en utili- 
sant le repère (A, AB, AC, AD ), puis conclure. 

Partie 2 
On munit l'espace d’un repère orthonormé (o, LR Le 

On considère les points P(1;2;3), Q(4;2;-1) et 
R(=2:3;:0). 

El Montrer que le tétraèdre OPQR n'est pas régulier. 

El Calculer les coordonnées de P’ centre de gravité du 
triangle OCR. 

El Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (OQR) 
est 3x + 2y + 16Z = O. 

E La propriété (P1) de la partie 1 est-elle vraie pour un 

tétraèdre quelconque ? 

Leo Tour de contrôle 
On se propose d'étudier une 

modélisation d'une tour de 

contrôle de trafic aérien, char- 

gée de surveiller deux routes 

aériennes représentées par 

deux droites de l'espace. 

L'espace est rapporté à un repère 

orthonormé (o, î, ÿ k) d'unité 

1 km. Le plan (o, . À) repré- 

sente le sol. Les deux routes aériennes à contrôler sont 

représentées par deux droites (D;) et (D;) dont on 
connaît les représentations paramétriques : 

x=3+a x—10/5222b 

(D;): y=9+3aaeRet(D;): y=4+b ,bERk. 
# 

zZ=2 z=4—-b 

El à. Déterminer un vecteur directeur u; de (D), puis 
un vecteur directeur u; de (D;). 
b. Prouver que les droites (D, ) et (D) ne sont pas copla- 

naires. 

EI On veut installer au sommet S de la tour de contrôle, S 

de coordonnées (3 ; 4 ; 0,1), un appareil de surveillance 
qui émet un rayon représenté par une droite notée (R). 
Soit (P,) le plan contenant S et (D, ) et (P,) celui conte- 
nant S et (D;). 
a. Montrer que (D) est sécante à (P,). 
b. Montrer que (D,) est sécante à (P,). 
c. Un technicien affirme qu'il est possible de choisir la 

direction de (R) pour que cette droite coupe chacune 

des droites (D, ) et (D). Cette affirmation est-elle vraie ? 
Justifier. 
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E Les droites À et A’ ont pour représentation 
paramétrique : 

x = 2 —3t x=2+2t 

y=1+t ,tEeR et {y =2t t'EeR. 

z=—3+2t z=—5-t 
Montrer qu'il existe un plan P et un seul contenant À et 

A et en déterminer une équation cartésienne. 

Point équidistant de deux droites 
On considère un triangle 

ABC et (Bt) la bissectrice 

intérieure de l'angle CBA. 

Soit P le plan perpendi- 
culaire au plan (ABC) et 8 
contenant (Bt). 

El Soit M un point de P et 
E la projection orthogonale de M sur (Bt). Le point E se 
projette orthogonalement en F sur (BC), et en G sur (BA). 
a. Calculer le produit scalaire MF «BF. 

b. Démontrer que M est équidistant des droites (BA) et 
(BC). 

El Déterminer l'ensemble des points de l'espace qui 

sont équidistants des droites (BA) et (BC). 

CEA Tétraèdre régulier 
Soit ABCD un tétraèdre régu- 

lier d'arête 2. 
A, B', C’ et D’ sont les 
centres de gravité respectifs 

des triangles BCD, CDA, DAB 

et ABC ; I et J les milieux res- 
pectifs de [AB] et [CD] et Gle 
milieu de [17 |. 

E Déterminer le plan médiateur du segment [CD]. 

En déduire que les droites (AB) et (CD) sont orthogo- 
nales. 

El Montrer que les arêtes opposées d'un tétraèdre régu- 

lier sont orthogonales. 

El a. Calculer les produits scalaires AB + LÏ et CD +1]. 

En déduire que la droite (/) est perpendiculaire à la 
fois aux droites (AB) et (CD). 
b. Calculer la distance 1J. (Utiliser le triangle ABJ:) 

E] a. Calculer les produits scalaires AÀ . CD et AÂ - BD. 

En déduire que la droite (AA') est perpendiculaire au 

plan (BCD). 
b. Calculer AA’, puis le volume du tétraèdre ABCD. 

El a. Montrer que le point G est équidistant des points 

A, B, Cet D. Calculer le rayon et le volume de la sphère 

circonscrite au tétraèdre ABCD. 
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HANMUS Le méthane, de formule 

atomique CH,, a une molécule dont la 

représentation est donnée ci-contre. 

Les quatre atomes d'hydrogène sont 

sur les sommets d’un tétraèdre régulier. 

L'atome de carbone est situé au centre 

de la sphère circonscrite. 

CEE Tétraèdre orthocentrique 

Rappel Un tétraèdre est orthocentrique si ses quatre 

hauteurs sont concourantes. 

Dans l'espace muni d'un repère orthonormé (o, FF Je k) 
on donne les points : 

AG:2;=1);B(=6;:1:0), 

C(4:-353) et DCS 

El a. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (BCD) 
est: —2x—3y + 47-13 = 0. 

b. Déterminer les coordonnées du point H, projeté 

orthogonal du point A sur le plan (BCD). 

c. Calculer le produit scalaire BH + CD. 
d. Le tétraèdre ABCD est-il orthocentrique ? 

ÆOn considère les points /(1:0;0), J(0;1;0) et 
K(0;0;1). 
Le tétraèdre OZXK est-il orthocentrique ? 

[94 Dans l'espace muni du repère orthonormé 

(o, AT K), on considère les points : 
A(0;6;0), B(0;0;8) et C(4;0:;8). 

El a. Réaliser la figure comportant les points définis 

dans l'exercice (unité graphique : 1 cm). 

b. Démontrer que : 

D les droites (BC) et (BA) sont orthogonales ; 
D les droites (CO) et (OA) sont orthogonales ; 
D la droite (BC) est orthogonale au plan (OAB). 
c. Déterminer le volume, en cm3, du tétraèdre OABC. 

d. Démontrer que les quatre points O, À, B, Cse trouvent 

sur une sphère dont on déterminera le centre et le rayon. 

El À tout réel k de l'intervalle ouvert ]0 ; 8[, est associé 
le point M(0 ;0;k). 
Le plan (x) qui contient M et est orthogonal à la droite 
(OB) rencontre les droites (OC), (AC), (AB) respective- 
ment en \, P, Q. 
a. Déterminer la nature du quadrilatère (MNPQ). 
b. La droite (PM) est-elle orthogonale à la droite (OB) ? 
Pour quelle valeur de k, la droite (MP) est-elle orthogo- 
nale à la droite (AC) ? 
c. Déterminer MP? en fonction de k. Pour quelle valeur 
de k, la distance PM est-elle minimale ? 



Dans l'espace muni du repère orthonormé 

OR E ) on considère les points : 

A(2:0;0), B(—-1,3,0) et C(-1,- 13,0). 

El Placer sur une figure les points À, B et C dans le plan 

m7). 
El Montrer que le triangle ABC est équilatéral et que O 

est son centre. 

El a. Déterminer l'ensemble des points M de l'espace 

équidistants des points A et B. 

b. Déterminer l'ensemble des points N de l'espace équi- 

distants des points B et C. 

c. En déduire que l'ensemble des points P de l'espace 

équidistants des points 4, B et Cest l'axe (o, K). 

El Montrer qu'il existe un unique point D dont la troi- 

sième coordonnée est positive tel que le tétraèdre ABCD 

soit régulier, et calculer ses coordonnées. 

El Soit M un point quelconque du segment [CD]. On 

pose CM = À CD avec À € [0,1]. 

a. Montrer que : 

ET ne dE 
cos AMB — 2N=À+1) 

On définit la fonction f de R dans R par la relation : 

s2eP sr RG LE DE INR 1 
AE HET SE 0). 

b. Étudier les variations de la fonction f. 
c. En déduire la position de M pour laquelle l'angle AMB 

est maximum. 
d. Quelle est la valeur de ce maximum ? 

[96 Orthogonalité de deux droites 
On considère un cube ABCDEFGH de coté 1, avec E au- 

dessus de À. Soient : 

D ZetJles milieux des arêtes [GH] et [BF]; 
D les points d’intersection : P des droites (EG) et (F1), et 
Q des droites (FC) et (G/). 
On veut prouver de différentes manières que la droite 

(PQ) est orthogonale aux droites (EG) et (FC). 

EI Montrer que P et Q sont les centres de gravité des 

triangles FGH et FBG. 

El Coordonnées 
introduire un repère orthonormé adapté au problème, 

puis calculer les coordonnées des vecteurs EG , FC , PO. 

Calculer PQ + EG et PQ + FC. Conclure. 

El Produit scalaire 
Montrer que 3PQ = GB + GF — GE. 

En déduire PO «EG = 0 = PQ -FC. 

Conclure. 

412 Nature de deux vecteurs 

On considère deux vecteurs ü|y| et v|y’| dans un 
: : > > Z z' 

repère orthonormé (o, LR 1 

El Lire et comprendre ce que doit faire l'algorithme ci- 

dessous, puis le compléter à dessein. 

3 2 

El L'appliquer aux vecteurs : uw |—1| et v|4|; 
ni 2 

6 4 si 2 

w|-3|et w|-2}; w|2 | et 5|-5|. 
3 2 3 il 

El Écrire un algorithme permettant de déterminer deux 
vecteurs directeurs d’un plan orthogonal à une droite À 

x 
dont on connaît un vecteur directeur ü| y|. 

Z 

ee] Aire d'un rectangle 

Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé 
(o,i,j,k), on considère les, points A(0;6;0), 
B(0;0;8), C(10;0;8). M est un point appartenant au 
segment [OB]. Le plan x passant par M et orthogonal à 
la droite (OB) coupe la droite (AC) en P. 

Partie expérimentale 

El En utilisant un logiciel de géométrie dynamique, 

construire une figure traduisant l'énoncé. 

F1 On note respectivement N et Q les points d'intersec- 

tion du plan x avec les droites (OC) et (AB) et l'on admet 
que le quadrilatère MNPQ est un rectangle. En déplaçant 

le point M, émettre une conjecture quant à la position de 

ce point rendant maximale l'aire du rectangle. 

Partie démonstration 

On note z = OM. 

El Exprimer en fonction de z les longueurs MN et MQ. 

El Démontrer la conjecture émise en El. 
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[oo ! Arc de cercle ou pas ? 
Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé d'ori- 

gine ©, on construit le tétraèdre OABC avec : 

A(2;0;0),B(0;2;0)etC(0;0;2). 
Ce tétraèdre est dit « trirectangle » car trois de ses faces 

sont des triangles rectangles. 

Pour tout point M du segment [AB], on construit le pro- 
jeté orthogonal H du point O sur la droite (MC). 

EI Proposer, à l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, 

une figure traduisant la situation et construire le lieu des 

points H lorsque le point M décrit le segment | AB]. 
Quel semble être le lieu du point H ? 

El Conjecturer les positions du point M sur le segment 

[AB] pour lesquelles la longueur CH semble maximale, 
puis minimale. 

El On se propose de démontrer les conjectures émises. 

a. Démontrer la double égalité : 

CM : CO = CH + CM = COZ. 
b. Valider ou invalider alors les conjectures faites à la 

question Fi. Calculer les extremums de CH. 

c. Le lieu de H est-il un arc de cercle ? 

Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé 

O,i,j,k), on considère les points A(T:2;2), 
B(3;2;1)etC(1;3;3). 

El a. Montrer que les points À, B et C déterminent un 
plan. a 

b. Déterminer trois réels a, b, c tels que : ñlb| et 

AB -ñ =0 et AC -ñ=0. c 
En déduire une équation du plan (ABC). 

F1 On considère les plans , et P, d'équations respec- 

tives : 

X2y 6271 =0 etlx=3y #27 +2—0,. 

a. Montrer que les plans P;, et P; sont sécants. 
On notera Ÿ leur droite d'intersection. 

b. Montrer que le point C appartient à la droite &. 

c. Démontrer que le vecteur ü (2; 0 ; —1) est un vecteur 
directeur de la droite %. 

d. En déduire une représentation paramétrique de la 

droite Ÿ. 

E] Pour déterminer la distance du point A à la droite À 
de représentation paramétrique : 

x=3+k 

y=2+k(kER), 

z=3+k 

On considère le point M de paramètre k sur la droite A. 

a. Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AM 

et v(1;1;1) soient orthogonaux. 
b. En déduire la distance du point À à la droite A. 
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Caractériser, à l’aide d’un système d'inéquation, 

l'intérieur d'un cube de centre O et d'arête 4, dont les 

faces sont parallèles aux plans de coordonnées. 

Lo2È est l'ensemble des points M(x;y;z) de 
l'espacetelsque: |x|+|y|+|z|< 27? 

œ pyramide OABCS est à base carrée avec 
AG ; 0 ; 0) et pour sommet 5(0;0;3). 

Z 

S 

0 

x À | 8 
Caractériser par un système d'inéquation l'intérieur de la 

pyramide OABCS. 

104} Représenter l'ensemble des points de l'espace 
dont les coordonnées vérifient le système : 

0O<x< 4 

O<y<4 

0O<Z< 4 

XV EE ne SO 

LE El Soit (P) le plan d'équation cartésienne : 

2XE VE I6Z2 01107 

On a représenté ci-dessous ses traces sur les plans de coor- 

données. Déterminer les coordonnées des points A, Bet C. 

El On considère le plan (Q) d'équation cartésienne : 

2xX—3y—67+6=0. 
Construire les traces de ce plan sur les plans de coordonnées. 

El Quel est l'ensemble des points M(x ; y ; z) de l'espace 

FER ques 2x+3y+67-6<0 
2x—3y—67+6>07? 
yZz0 



On considère un cube ABCDEFGH d'arête 100 et le 

repère orthonormé (D, HN A k) tel que 

DÂ = 100, DC=100; et DH=100K. 

El a. Démontrer que le vecteur AG est un vecteur nor- 

mal au plan (EDB). 
En déduire une équation cartésienne du plan (EDB). 

b. Identifier les plans d'équations respectives : 

XEVEzZ= O0 et XV +70. 

On appelle S le solide à six faces dessiné ci-dessus et de 

sommets D, E,F, G et B. 

El a. Vérifier que si le point M de coordonnées (x ; y ; z) 
appartient au solide S alorsona:-x+y+z>0o. 

b. Compléter le système d'inéquations (6) pour qu'il 

caractérise les points M de coordonnées (x; y;z) du 
solide S. 

an nr 4 A) 

(6) 

0 < x <100 

E1 Calculer le volume du solide S en raisonnant par dif- 

férences. 

FE On tire, au hasard, trois nombres x, y, z, entre 0 et 100. 

a. Vérifier que si les nombres x, y, z sont les longueurs 

des côtés d’un triangle, alors ils vérifient le système (€) 

et réciproquement. 

b. En déduire la probabilité que ces trois nombres 

puissent mesurer les côtés d'un triangle (on pensera à 

utiliser une loi continue sur [10 ; 105)) 

On se donne un point A de l'espace, et deux 

vecteurs non nuls w et u;. À, est la droite passant par 
le point À et de vecteur directeur ui. 

Par tout point M de l'espace on trace la droite À, de vec- 

teur directeur u;. 

Partie A 
Montrer que l'ensemble des points M tels que les droites 

À, et À, soient sécantes est le plan ® passant par le 

point A et dirigé par les vecteurs u; et u;. 

CG DD LD Um 

Partie B - Application dans un repère orthonormé 

Dans un repère orthonormé de l'espace, on considère le 

1 HN 
point A(1; -2;2)etles vecteurs w| 3 |etu;| 2 

= =3 

M est le point de coordonnées (a;b;c). 

El Écrire des représentations paramétriques des droites 

À, et À;. 

El On a effectué la recherche suivante à l’aide du logiciel 

Xcas : 

resoudre([1+t=a-u,-2+3t=b+2u,2-2t=c-3u],[a,b,c,t,u]) 

a, b, a-b-1, 2:a+b, 3-a-b-5 

AS 
En utilisant le résultat obtenu : 

a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les 

réels a, b et c pour que le point M appartienne au plan P. 

b. En déduire une équation cartésienne de Ÿ et un vec- 

teur ñ normal au plan Ÿ. Vérifier que ñ est orthogonal 

aux vecteurs u; et U;. 

| Prendre des initiatives à Vis ei PE. à 

os] Équation de plan 
L'espace estrapporté au repère orthonormé (o, É; “fs K). 

On considère trois réels non nuls a, b, c et les points 

A(a;0;0),B(0;b;0)et C(0;0;c). 
Démontrer que le plan (ABC) a pour équation : 

au _ FRA 

On considère deux cercles non coplanaires qui se 

coupent en deux points. Montrer qu'ils sont situés sur 

une même sphère. 

ul Des aires au carré 
Soient a, b, c des réels strictement positifs. 

Dans l'espace rapporté à un repère orthonormé d'ori- 

gine O, on considère les points A(a;0;0), B(0;b;0) 
et C(0;0;c). 

El Calculer la distance du point C à la droite (AB). 

F1 Montrer la relation : 

Aire(ABCŸ = Aire(OABŸ + Aire(OBCŸ + Aire(OCA} . 
ASE ER RON MREE DES LNGEDPRONIET TOUS EE ETS M EP DER IBUNE ENT 
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Revoir les outils de base 

LE Dans le plan, calcul d'angles et de 
longueurs 
ABC est un triangle tel que : 

AB=8, BC=7 et AC=S. 
Le point / désigne le milieu du segment | A4B]. 

a. Démontrer que l'angle CAB mesure 60°. 

b. Calculer CT. 

UE Dans le plan, avec des coordonnées 
Vrai ou faux ? 
Dans le repère orthonormé (o, 4 5) on considère les 

points A(0 ;2) et B(3;0). 

Préciser siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses. 

a. n(2;3) est un vecteur normal à la droite (AB). 

b. Une équation de la droite (AB) est : 

Xopern Vaemes qe 3 2 1 =0. 

: 12 18 res 
c. Le point A3 Ë #) est le projeté orthogonal de O 

sur (AB). 

Conseil Vérifier si le point H appartient à la droite (AB) 

et calculer OH + AB. 

LG Droites de l'espace 
QCM La droite d a pour représentation paramétrique : 

x = Ai 

VHMÉP A EAIRS 

2 RIRE 

a. Le vecteur ü (2 ;1; —1) est un vecteur directeur de d. 
b. A(0;5;5)e d. 
c. d'est l'ensemble des points M de l'espace tels que : 

BM = m(—-i+2;+3k)avecmeR et B(2;1;:=1). 
d.La droite d est parallèle à la droite (CD) avec 
C(-1;6;20) et D(4;:-4:5). 
e. La droite passant par le point E(6 ; 8 ; 7), dirigée parle 
vecteur À + ji — K et la droite d sont coplanaires. 

Revoir avec attention le chapitre 8 et en 

particulier les équations paramétriques de droites. 
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Les savoir-faire du chapitre 

Calculer des produits scalaires dans 
l'espace 
Mnnnsnnsnnn rene ne nn nnnnnnsansn nn nnnnnn en en annees nnnenensenenemsnnenseneensenenses 

Un calcul d'angle 
ABCDEFGH est un cube tel que 

AB = a. 

EI Calculer AI, AJ et 1J. 
El En calculant de deux façons 
différentes le produit scalaire 

AÏ AJ en déduire ZA] à 

0,1° près. 

DÉURLE TES Diner à La 

# Penser que le triangle AHJ'est isocèle (le prouver) et 

(AJ) est « une droite des milieux ». 
RER NE 

D CL 
—_ — ere res ocre 

Propriétés du produit scalaire 
ÉCEELELEEEECECCECECECECECCCCCCCCECCECOOEEEOOEEEOEEEEEEE EEE EEE EEE EEE TEE TT TILL 

Dans le repère orthonormé (o, 71 7 Kk) de 

l'espace, on considère les points : 

A(1;1;0), B(1;2;1) et C(3;:—1;2). 

El Démontrer que le triangle ABC est rectangle. 

El Calculer une valeur approchée à 0,1° près de la 

mesure de l'angle géométrique AOC. - 

Utiliser l'expression du produit scalaire avec les 

coordonnées des vecteurs dans le repère orthonormé. 
CS ou En on ND Ve os rm nn an 

UE Calculs 
On considère les vecteurs ü et V de l'espace tels que : 

_H — 1 = 4 
es [ü|=2 et |V|=4. 

a. Calculer ü -(3üû +). 
b. Calculer | ü + ||. 

| Utiliser|à+%P=(à+vy. 
Pr 

fe} 

LA Antiprisme à 
Le solide ci-après est un antiprisme dont les bases car- 
rées sont parallèles et telles que les diagonales de l'un 
sont parallèles aux côtés de l'autre. Ses faces latérales 
sont des triangles équilatéraux. 



El Calculer les produits sca- 
laires AC + BD et.AC -Bi. 
En déduire que le plan 

(BDI) est perpendiculaire 
au plan (ABC). 

El Démontrer que le plan 
médiateur de [BD] est un 
plan de symétrie de ce solide. 

GC 

Orthogonalité dans l'espace 
LELLLELELEELEEEEEECECEEECEECEEECEECCECECECCCCECCCCCCEEREERERROEE RER RARE P EEE 

UE Vrai ou faux ? 
On considère le plan ® d'équation cartésienne : 

2x + 3y — 6z + 1 = 0. Préciser si les affirmations sui- 

vantes sont vraies ou fausses. 

El Le point A(1; —1; 0) est un point de P. 

Hn(3;-6;1) est un vecteur normal à P. 

El u;(—-3;2;0) et u;(3;0;1) sont deux vecteurs qui 
dirigent le plan P. 

E La droite passant par B(1;1;1) et qui a pour vecteur 
directeur 95 — 4j +k est incluse dans le plan P. 

ELa droite passant par A(2;—2;0) et de vecteur 
directeur 4 (5 ; — 3 ; —1) est parallèle au plan d'équation 
XTyEz+1—=0. 

LES Plans et droites dans un cube 
On considère un cube ABCDEFGH où E est situé au-des- 

sus de À, d'arête de longueur 1. 

L'espace est rapporté au 

(A, AB, AD, AË). 
EI Démontrer que le vecteur n(1;0;1) est un vecteur 

normal au plan (BCE). 

repère  orthonormé 

El Déterminer une équation du plan (BCE). 

ElOn note A la droite perpendiculaire en E au plan 

(BCE). 
Déterminer une représentation paramétrique de A. 

El Démontrer que la droite A est sécante au plan (ABC) 
en un point À symétrique de B par rapport à A. 

Et] Calculs variés 
Dans le repère orthonormé (o, FT k) de l’espace, on 

considère les points A(1:0;0),B(0;2;0)etC(0;0;3). 

El Calculer les produits scalaires AË + AC, BA -BC et 

CÀ - CB. 
F1 En déduire une valeur approchée à 0,1 degré près des 

angles BAC, CBA et AG. 

El Déterminer un vecteur ñ orthogonal au plan (ABC). 

El Établir une équation du plan (ABC). 

En lien avec les sciences 

LA La molécule de méthane 
La molécule de méthane, 

CH,, a la forme d'un tétraèdre 
régulier dont l'atome de car- 

bone occupe le centre G, et les 

atomes d'hydrogène les som- 

mets 4, B, Cet D. 

El Le point G est défini par la 
relation vectorielle : 

GÀ + GB + GC + GD = 6. 
Démontrer que le point G est équidistant des sommets 

A, B, Cet D. 

HITEUES On pourra utiliser un repère orthonormé de 

centre O. 

El Déterminer à 0,1 degré près l'angle AGE. 

El Sachant que la distance entre un atome d'hydrogène 

et l'atome de carbone est 1,09 X 107 l°m calculer la 
distance entre deux atomes d'hydrogène. 

Vers le Supérieur 

QiRcie) 6] Produit vectoriel de deux 
vecteurs 

L'espace est rapporté au repère orthonormé (o, 3,0), ko). 
a p 

On considère deux vecteurs ü| b | et “ 
C c’ 

bc’ “ bic 

EI Montrer que le vecteur ñ| ca’ — c'a | est orthogonal 
aux vecteurs ü et U’. ab' — a'b 

Le vecteur ñ est appelé produit vectoriel des vecteurs 
+ RE Le m7 

u et u ,;etnot u Au. 

El Calculer ü A ü. 

A-t-on : ü Au =u" AU ? 

El Écrire un programme de calcul permettant d'obtenir 

les coordonnées du produit vectoriel de deux vecteurs 

à partir des coordonnées de ces deux vecteurs et le pro- 

grammer sur la calculatrice. 

El Application 
Déterminer une équation cartésienne du plan passant 

1 1 
par O et dirigé par le couple de vecteurs ü| 2 etu’|3 |. 

4 9 
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tétraèdre 
de l'espace, on 

considère les points : 

A(04/=1) B(27475) 
D(1:0;—4). 

El Déterminer une équation des plans médiateurs P, P, 

et P, des segments [AB], [BC] et [CD]. 

F1On suppose que les trois plans P, P, et P, ont un 

point commun Q. 

a.Donner une propriété vérifiée par le point Q 

relativement aux points 4, B, Cet D. 

b.En déduire que Q est aussi un point des plans 

médiateurs des segments [BD], [AD] et [CA]. 

El a. Interpréter le résultat obtenu pour la résolution du 

le DA obtenu Es le Rens Xcas. 

CT: 15) her 

b. Pre . tags ee cs prouver ie exstence se 

point (2 et retrouver ses coordonnées. 

EI Déterminer une équation de la sphère circonscrite au 

tétraèdre ABCD. 

D 

ZT Dans le repère  orthonormé (o, i È, j,k) de 
l'espace, on considère les points : 
A(5:0: 1), B(1:4:1),C(1,073) et D(5:4:3) 
Adapter la méthode de l'exercice précédent pour déter- 

miner le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre 

ABCD. 

LT Vrai ou faux (Concours ESIEE) 
Dans l'espace on considère deux droites À et A’ non 

coplanaires. Soient Met N deux points distincts de À.On a: 
a. Il existe un unique point M’ de A tel que la droite 
(MM) soit perpendiculaire à A’. 

b. Il existe une unique droite passant par N et parallèle 

à A. 

c. Il existe deux points M’ et N' de A tels que MNN'M' 
soit un rectangle. 

d. Il d. 1l existe deux points distincts P’ et Q’ de A tels que 
MN et PQ soient colinéaires. 

e. Il existe un unique point R’ de A tel que pour tout 

point S’ de A, MR RS = 0. 

| Sphère tangente à un plan 
el est rapporté au repère orthonormé (0, i, j, K). 
Soit (P) le plan d'équation 2x — 2y+z— 24 = 0. 
Déterminer une équation de la sphère de rayon 6 tan- 

gente en C(10 ;1;6) au plan (P). 
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EX Intersection de trois plans 
| XVe | 

On considère le système (S) {2x + 4y + 2z = 0 

4x+4y+z+3=0 

EX En interprétant le système formé par les deux pre- 

mières équations comme l'intersection de deux plans 

(P,) et (P) , montrer que ses solutions sont représen- 

tées par une droite d passant par A(-2 ; 0) et de vec- 

teur directeur d(—2;2;1). /\A{-2,1,0) 

El Démontrer que la droite d et le plan (Q) d'équation 

4x + 4y +z +3 = 0 sont sécants. 

E En déduire que le système (S) a une solution unique 
que l'on déterminera. 

El En utilisant des interprétations géométriques comme 

ci dessus, démontrer que le système : 

ne AS 

y+z=-3 

2xX+3y+z=1 

n'admet pas de solution. 

El Compléter le système avec une troisième équation 

de plan, distinct des deux autres, de telle sorte qu'il 

admette une infinité de solutions dont les coordonnées 

sont celles des points d’une droite : 

X3yER 275 

YyEz=-3 

I Inégalité de Cauchy-Schwarz - 
On considère deux vecteurs ü et Ÿ quelconques. 

On pose pour tout réel t, P(+) = | ü +tv ff. 

El Développer et écrire P(t) sous la forme d’un poly- 
nôme du second degré. 

El Démontrer que pour tous les vecteurs ÿ et Ÿ ona: 

(u-vi<|ü}x|v |. 
Dans quel cas a-t-on l'égalité ? 

LUTTEUTS Pour l'espace « géométrique » classique, cette 

inégalité est simple à prouver avec l'expression du produit 

scalaire à l'aide du cosinus. L'intérêt de cette démonstration 

tient au fait qu'elle reste valable dans de nombreux 

«espaces » que l'on étudie dans le Supérieur. 

Karl Hermann Amandus 

Schwarz (1843-1921), 

mathématicien allemand. 

Augustin Louis 

Cauchy (1789-1857), 

mathématicien français. 



KE} Perpendiculaire commune à deux 
droites 
On considère la droite % passant par le e point A(1;-2:;0) 
et dirigée par le vecteur ü = i + j— K , et la droite % de 
représentation paramétrique : 

X=— ds 

y=2+5s,seRk. 

2 ANS 

On cherche à caractériser la perpendiculaire commune 

À aux deux droites D et %. 

T2. 

El justifier que le vecteur ñn| 1 
= 

est orthogonal à ü et 

à un vecteur directeur u’ de la droite %'. 

El Déterminer une équation cartésienne du plan Ÿ de 

repère (A, ü, n). 

a 
D Déterminer un vecteur se) orthogonal aux vecteurs 

c 
> Es P > 
ü et n en résolvant un système. 

D Ou utiliser une représentation paramétrique du plan 

P, puis éliminer les paramètres entre les trois équations 

obtenues avec chaque coordonnée. 

E Déteoniner les bin du point K, intersection 

du plan Ÿ et de la droite Y. 

Comparer le résultat avec celui trouvé ci-dessous par le 

logiciel Xcas. 

resoudre([y+z+2=0,x=-3s,y=2+sz=4+7s][x,y.z,s]) b 

ne ST LL 

El a. Justifier que la droite passant par K et dirigée par le 

vecteur ñ est perpendiculaire à ® et %. 

b. Conclure. 

El Distance entre deux plans parallèles 
On considère les plans (P) et (Q) d'équations respec- 

tivesz=x+2y+1et3x+6y —-3z-4—0. 

EI Démontrer que les plans (P) et (Q) sont parallèles. 

F1 Déterminer la distance entre ces deux plans. 

El De façon générale, si on considère les deux plans 

d'équations respectives : 

axt+by+z+d et ax+by+cz+d;=0, 

montrer que la distance entre ces deux plans est : 

> ee d| 
” Va +b?+e 

STARTER SERIES 

61 Hyuperboloïde de révolution 
C'est une surface S de l'espace d'équation : 

MMM Les rainures moulées 
à la surface de ce château d'eau 

témoignent de l'existence de 

droites sur l'hyperboloïde. 

El Déterminer l'intersection de S avec les plans d'équa- 

tionsz=k(keR). 

F1 Déterminer l'intersection de S avec le plan d'équation 

y=a? 

El L'hyperboloïde S contient-il des droites dans d’autres 

plans que les plans d'équation y = a ou y =—a? 

KA Plans bissecteurs 
On considère les plans sécants (P,) et (P;) d'équations 
respectives : 

eur 2 727 0) Gr 3x+4Zz—2=0 

El ustifier que la distance 

d'un point M de coordon- 

nées (x; y;z) à (P) est: : 

NaDV 27 He d À 
Exprimer de même la distance de M au plan (P,). 

El Démontrer que M est équidistant des plans (P) et 
(P,) si, et seulement si : 

25(x+2y— 27) = 9(3x+4z-2). 

El a. En déduire que l'ensemble des points M équidis- 
tants des plans (A) et (P,) est la réunion de deux plans 
perpendiculaires (Q,) et (Q;) dont on déterminera des 

équations cartésiennes. 

b. Justifier que la droite À commune aux plans (P,) et 
(P,) est aussi commune aux plans (Q) et (Q). 

E] Soient n, , n;,v1 et v; des vecteurs normaux respec- 
tivement aux plans (P), (P), (Q) et (@). 
a. Démontrer en calculant des produits scalaires que : 

(m,w)=(v,m) (x). 
b. Que peut-on dire de (m,v>)et(v, nm)? 
c. Faire une figure dans un plan orthogonal à la droite A. 

Quel résultat trouve-t-on ainsi ? 
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} Analyser des données TRUE 
On a interrogé à la sortie des urnes 

1 000 électeurs 500 hommes et [an Fm S 
500 femmes, dont le vote pouvait | 500 | 
se porter sur deux candidats, À ou 

B. Le tableau ci-contre décrit les 

résultats obtenus : 

EX Décrire par une phrase les populations d'électeurs correspondant aux proportions suivantes : 

DS ir me 235 fre | 
430 ‘ 500 ‘ 1000 

FX Répondre par vrai ou par faux à chacune des affirmations suivantes, concernant les 1 000 élec- 

teurs interrogés : 

a. 39 % des hommes ont voté pour B.  b. 36 % des électeurs de A sont des femmes. 

c. 17 % des votes blancs ou nuls émanent des hommes. 

# 

} Identifier une loi de probabilité 
On considère l'univers : Q = {x, x, x3, x}. 

Préciser dans chacun des cas suivants si le tableau RIOpoES définit une loi de probabilité sur Q : 

| } Calculer des probabilités 
1 _ Undé à six faces a été truqué de sorte que les 

probabilités d'apparition de chaque face soient 

données par la loi de probabilité ci-contre. On lance une fois ce dé. 

a. Calculer la probabilité de l'événement A : « le résultat obtenu est pair ». 

b. Calculer la probabilité de l'événement B : « le résultat obtenu est un nombre premier ». 

c. Caractériser par une phrase l'événement « À ou B », noté aussi À U B, et calculer sa probabilité. 

d. Caractériser par une phrase l'événement « A et B », noté aussi À N B, et calculer sa probabilité. 

} Modéliser des expériences répétées indépendantes 
Vrai ou faux ? On a placé dans une urne 10 jetons indiscernables au toucher : 7 rouges et 3 verts. 

: On tire au hasard un jeton de l'urne, on note sa couleur, puis on le remet dans l’urne pour procéder 
4 à un second tirage dans les mêmes conditions. 
: On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de jetons rouges tirés lors de l'expérience. 

Répondre par vrai ou par faux aux affirmations suivantes : 

El p(x = 0) = 06. El p(X = 1) = 021. El p(x = 2) = 0,49. EE (x) = 1,4. 
Es Y désigne la variable aléatoire égale à 3X, alors É(Y)=42 
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D, SORTENT PEN ET PRET EU N 

De très nombreux domaines actuels du développe- 

ment des sciences et techniques utilisent la notion 

de probabilité conditionnelle. 

Par exemple, en téléphonie mobile, on applique 

des algorithmes pour corriger d'éventuelles erreurs 

de transmission du signal original. Ces algorithmes 

sont basés sur des calculs de probabilités 

conditionnelles. 

Au fil du temps 
a « médaille Fields » est une distinction attribuée 
tous les quatre ans à un ou plusieurs (au plus quatre) 

mathématiciens de moins de 40 ans 
par l’Union Mathématique Internationale. 
Créée en 1936, elle a été attribuée régulièrement 
depuis 1950. En 2006, un spécialiste des probabilités 
a été distingué pour la première fois, en la personne 

de Wendelin Werner, mathématicien français. 

Wendelin Werner, né en 1968, 

lauréat de la médaille Fields en 2006. 
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Les activités 1, 2 et 3 sont indépendantes et utilisent les données suivantes. 

Données 

Le nombre d'élèves inscrits au lycée Jérémie De La Rue en classe de Seconde, 

Première et Terminale, le 5 janvier 2011, est donné dans le tableau ci-dessous. 

On choisit un élève au hasard. L'univers Q associé à cette expérience est l'ensemble 

des 285 élèves du lycée. 

On considère les évènements suivants : 

-S :« l'élève choisi est en Seconde »; 

- P:« l'élève choisi est en Première » ; 

-T:«l'élève choisi est en Terminale ». 

-F:«l'élève choisi est une fille »; 

-G:«l'élève choisi est un garçon »; 

ZAR Vers les probabilités conditionnelles 

EX Donner la probabilité des événements S, PT, F et G définis ci-dessus. 

F1 a. On choisit au hasard un garçon de ce lycée. Quelle est la probabilité que ce 

soit un élève de Terminale ? 

Vocabulaire 

La probabilité que l'élève choisi, parmi tous les garçons du lycée, soit un élève de 

Terminale est la probabilité de choisir un élève de Terminale, sachant qu'il s'agit d’un 
garçon. 

Elle est appellée la probabilité conditionnelle de l'événement T sachant que 

l'événement G est réalisé. Elle se note p, (T) et se lit « probabilité de T sachant G ». 

b. Sur quelle partie du tableau des données travaille-t-on lorsqu'on sait que G est 

réalisé ? 
Calculer ainsi p& (S) et pc (P). 
c. Calculer p(T N G). 
d. Exprimer p& (T) en fonction de p(G)et p(T N G). 

El a. Que représente la probabilité conditionnelle ps (F) ? 
b. Calculer ce nombre. 

c. Observe-t-on le même type de résultat que pour la question FA d. ? 

Partitions d'un ensemble 

Former une partition d’un ensemble E, c'est choisir des sous-ensembles non 

vides de E, deux à deux disjoints, et dont la réunion est E. 

EN À partir des données du tableau ci-dessus, préciser deux partitions possibles 
de l'univers Q. 

El On considère un événement À d'un univers E. 

On suppose que la probabilité de A est différente de 0 et de 1. 
Montrer que À et À forment une partition de E. 
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Une probabilité conditionnelle 

est une nouvelle probabilité 

obtenue grâce à un 

supplément d'information (par 

exemple « G est réalisé »). 

Au jeu, le tricheur cherche 

souvent à calculer des 

probabilités conditionnelles… 

A désigne l'événement contraire 

de A. 



Calculer une probabilité à partir 
d'une partition et d'un arbre pondéré 

EX À partir du tableau des effectifs du lycée Jérémie De La Rue, page 328, on peut 67 
construire l'arbre pondéré ci-contre. 113 LF 

67 : F8 ae a. Le nombre 15 est appelé « probabilité de l'événement F sachant que S est 4 
réalisé ». 

À quel type de tirage au sort correspond-il parmi les élèves du lycée ? 3 » 

b. Exprimer en termes de probabilités les nombres nie 67 et le produit / tal 285’ 113 / B 
Xe. ÉS = 285#%113 AA He ee 
c. Déterminer les nombres a, B, a et b. 

d. Calculer “ 7 + af + ab. Que représente ce nombre ? à 

VA . . JE ù * F FA En s'inspirant de la question EX, utiliser l'arbre ci-dessous pour retrouver la Ë ne É ts 
valeur de p(T). [1 —f —# 

CMD Indépendance de deux événements 

Deux restaurateurs étudient le comportement de leurs 80 derniers clients 

à propos de la consommation de dessert et de café. 

Dans le groupe des 80 derniers clients du restaurateur A, 55 ont pris un café, 

et 35 un dessert. 

Dans le groupe des 80 derniers clients du restaurateur B, 50 ont pris un café, 

et 32 un dessert. 

Dans chacun des deux groupes, 20 clients ont pris à la fois dessert et café. 

EX Reproduire et compléter les schémas ci-dessous. 
A 

Pour les clients du restaurateur 

B, on dit que les événements D 

et C sont indépendants. 

En effet, la probabilité de tirer 

F1 a. On tire au sort, au hasard, la facture d’un client parmi les 80 derniers clients 

du restaurateur A. Calculer la probabilité p(D) que ce client ait pris un dessert. 

b. On tire au sort un client parmi les clients de A qui ont pris un café. Calculer la x : 
ni LE ere ; au sort un client ayant pris 

probabilité que cette personne ait pris un dessert ; cette probabilité est appelée DER Ne 

probabilité de l'événement D sachant que Cest réalisé. near ble des 60 CID eu 

c. Comparer les résultats des questions a. et b. ; interpréter. Sr Ce I ERNEST 

EX Reprendre les questions du FA en remplaçant les clients du restaurateur A par ayant pris un café. 

ceux du restaurateur B. 
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ED Probabilités conditionnelles 
El Définition et propriétés 

PA associe à tout événement un réel positif, et on a pa (S) = 0. 

De plus, si {x} est un événement élémentaire dans Q, par définition 

de pA ona: six € À, alors pa({x}) = 0.Ainsi: 

2 Palo) = Spa (tr) 
Zn = > COR y ZP D) = Pt) = 1 

xXEA p(A XEA 

Ge peut donc conclure Us Pa ne une probabilité sur Q. 

Les démonstrations sont immédiates à partir de la définition de p;. 

f] Probabilités conditionnelles et arbre pondéré 
Pour modéliser une situation de probabilités conditionnelles, on 

utilise souvent un «arbre pondéré », dans lequel s'applique le principe 

multiplicatif qui illustre l'égalité p(A n B) = p(A) x pA(B). 

Modélisation d’une situation à l’aide d’un arbre pondéré : 

Un jeu électronique propose des parties de deux niveaux. Au lancement 

d'une partie, l'appareil choisit lui-même : 

— le « niveau 1 » (événement N;), avec une probabilité de 3 ; 

- le « niveau 2 » (événement N,), avec une probabilité de + : 

La probabilité qu'un joueur gagne une partie sachant qu'elle est de 

niveau 1 est de 5, sachant qu'elle est de niveau 2 est de + è 

G est l'événement « le joueur gagne la partie », G l'événement contraire. 

On peut modéliser une telle situation à l'aide de l'arbre pondéré ci-contre. 

Dans cet arbre, on lit par exemple : 

p(G N Ni) = p{N) x pa, (G) = À x À =. 
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On dit aussi « probabilité de B 

sachant que A est réalisé ». 
ARTE 

On lance un dé équilibré à six 

faces numérotées de 1 à 6. 

b Si A est l'événement « le 

résultat est pair », on a: 

1/6 1 
Pa(2) = 59 => 

et Pa ({5}) = 0. 

b SiB désigne l'événement « le 

résultat est un multiple de 

3»,ona: 

B=53;6} 

Propriétés © et © 
Si l'on sait que A est réalisé, 

alors A est devenu certain, 

et B impossible s'il est 

incompatible avec A ! 

ait PN1(G)= 4 

pa(G= À 

PN2(G)= TO 



© Reconnaître des probabilités conditionnelles, 
construire et exploiter un arbre pondéré 

| Dans une fête foraine, un stand 

d'attractions propose le jeu suivant : 

} Le joueur actionne tout d'abord une 
roue circulaire, partagée en trois secteurs 

de couleurs différentes. On admet que 

la probabilité que la roue s'arrête sur un secteur est 

proportionnelle au périmètre de ce secteur. 

} Le joueur tire ensuite un jeton dans une urne dont la 

couleur correspond à celle obtenue en actionnant la roue. 

— Dans l’urne verte, un jeton sur trois est gagnant et 

permet de gagner une « barbe à papa ». 

— Dans l’urne jaune, un jeton sur cinq est gagnant et 

permet de remporter un coffret de jeux de société. 

ST ms 

roue : p(V) = Fe = :P()= 4 = +: p(R)= Sa 

D'après l'énoncé, « dans l’urne verte, un EU sur trois est ga 

papa, donc on a: py(B) = + 

Ex d'application 

M.Cruciverbis achète un hebdomadaire chaque 

semaine, et il essaie systématiquement de résoudre la 

grille de mots croisés proposée. Deux fois sur trois, il achète 

l'hebdomadaire À, et une fois sur trois l'hebdomadaire B. 

Trois fois sur quatre, il parvient à achever la grille proposée 

dans l'hebdomadaire A. Il résout entièrement celle de 

l'hebdomadaire B, plus difficile, une fois sur deux seulement. 
0000-0009%0600900e%0e + 0 

El On utilise la proportionnalité entre probabilités et périmètres des secteurs de la 

donne la probabilité conditionnelle d'extraire un jeton gagnant de l’urne sachant 

que le tirage se fait dans RS verte. Dans ce cas, le lot gagné est une barbe à 

| — Dans l'urne rouge, un jeton sur dix est gagnant et 

| permet de remporter un lecteur MP3. 

Un joueur commence une partie. On appelle V 

| (respectivement J, R) l'événement «le joueur tire un jeton 

dans l’urne verte (respectivement jaune, rouge) », et B 

(respectivement C, M) l'événement « le joueur gagne 

une barbe à papa (respectivement un coffret de jeux, un 

lecteur MP3 ) ». Enfin, P désigne l'événement « le joueur 

| est perdant ». 

| MTraduire toutes les hypothèses de l'énoncé par des 

| probabilités concernant les événements définis ci-dessus. 

| El Construire un arbre pondéré décrivant la situation. 

| Calculer la probabilité de chacun des événements B, C et M. 

Bon à savoir 

. D> On reconnaît une Drobabilé 

: conditionnelle dans un énoncé 

PAGES Là lorsque sa valeur est donnée 

gnant » : cette hypothèse À alors qu'on sait qu'un événement 
est réalisé. Ici, la probabilité + 

correspond à à un tirage gagnant 

_ dans l’urne verte : on saitque 

LS © 

z 1 1 1 ‘événement V est réalisé. 
De la même façon, on a: p,(C) = — et pr (M) = ——. i 

F SE fi 10 D» 24 Dans un arbre pondéré, les 

El Voir l'arbre ci-contre. > « branches » » issues d’un même 

L'événement B ne peut être réalisé que lorsqu'on 1 | événement représentent les 

tire un jeton dans l’urne verte. ra? probabilités conditionnelles 

D'où: p(B) = . n V) = _r. + x += —- chant que cet an est 

Cette valeur … peut s'interpréter en disant que 1 

lorsqu'un joueur entame une partie, il a «une 8 
chance sur six » que cette partie le conduise à 
gagner une barbe à papa. 

On a de même p(C) = p(Cn J) = Lx = _… et p(M) 

sesssonse ce006-°09° ésoece sseossesesvecescecesveneseeses 

El Choisir des notations et construire un arbre pondéré 

décrivant la situation. 

F1 M. Cruciverbis entre chez le libraire pour acheter son 

hebdomadaire. Quelle est la probabilité qu'il en ressorte 

avec l'hebdomadaire Bet qu'il sache résoudre entièrement 

la grille de mots croisés qui y est proposée ? 

©) Voir exercices 12 à 30 
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D Formule des probabilités totales 
Dans un univers Q, on appelle système complet d'événements un 

ensemble d'événements de probabilités non nulles, deux à deux disjoints, 

dont la réunion est égale à (. 

Un système complet d'événements dest une partition de Q@ (voir 

l'activité 2, page 328). 

: B est la réunion des événements B N A;, BN A;, …, B N A,, qui sont 

deux à deux disjoints. Ainsi : 

: p(B)=p(B AN A) + p(BN A2) + … + p(BNA,). 
: Or, pour tout i € {1;2;...;n}, p(BN A;) = p(A;) X pa, (B). 

D'où: p(B) = p(Ar) X pa, (B) + P(A2) X Pa, (B) + … + P(An) X Pa, (B). 

E) Indépendance de deux événeme 

DÉM ON L 
: On suppose p(A) # 0.On a alors p(A N B) = p(A) X pa (B). 

Ainsi, A et B sont indépendants si, et seulement si : 

P(A) X pa (B) = p(A) X p(B) 
i c'est-à-dire pa(B) = p(B), en simplifiant par p(A) £ 0. 

LOU SiAe rc >t R cont innAénanA \+c rs À et B sont indépendants ts, alor: 

ann ne À 
: TRE est la réunion des deux événements incompatibles À N B 
: et AN B, donc: p(A) = p(A n B) + p(A NB). 
: On en déduit: p(A N B) = p(A) — p(A NB). 

À et B étant indépendants, on a: p(A N B) = p(A) x p(B); 
: d'où: p(A NB) = p(A) — p(A) x p(B) 

p(A NB) =p(A) x (1 — p(B)) 
i  p(ANB)=p(A)xpEB). 
: Ainsi par définition A et B sont indépendants. 
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Un système complet 

| d'événements correspond à 
un « pavage » en géométrie. 

Les différentes parties d'un 

pavage d'une figure # ne se 

recoupent pas et leur réunion 

donne la figure toute entière 

(c'est l'image du puzzle). 

nts 

Pour le lancer d'un dé équilibré 

à six faces, les événements À 
« le résultat est pair » 

et B «le résultat est 2 » 

ne sont pas indépendants. 

En effet, p(A N B) = L 

; et p(A) x p(B) = À en 
. On trouve p(A) x ke Æ 

: SiCest l'événement « le 

+ résultat est supérieur ou égal à 

5 », alors les événements A et C 

sont indépendants. 

2 CRIER NE 

ANB 



Afin d'équiper les élèves des groupes scolaires de 

la commune, une municipalité achète auprès d'un grossiste 

des stylos-billes de trois marques différentes, À, B et C. 

D 40 % des stylos commandés sont de marque A, la moins 

chère ; parmi ces stylos, 15 % sont défectueux. 

D 35 % des stylos commandés sont de marque B, et 10 % 

de ces stylos sont défectueux. 

D 25 % des stylos commandés sont de marque C, et 5 % de 

ces stylos sont défectueux. 

El On adopte les notations suivantes pour les événements : 
A (respectivement B, ©) : «le stylo choisi est de marque A (respectivement B, ©) »; 

D: «le stylo choisi est défectueux ». 
On obtient l'arbre pondéré ci-contre f}-. 

El Les événements A, B et C forment un système 
complet d'événements. En effet : 

— ils sont de probabilités non nulles ; 

— ils sont incompatibles (ou disjoints) deux à deux : 

le stylo choisi ne peut pas être de deux marques 

différents ; 
— leur réunion recouvre tous les cas possibles : le stylo 

choisi est nécessairement de l’une des trois marques 

A, B ou C (puisque par hypothèse, 100 % des US 

proviennent de l’une de ces marques) 

On peut donc appliquer la formule des probabilités 

totales pour calculer la probabilité p(D) ; on a R> : 

p(D) = p(A) x pa(D) + p(B) X pe(D) + 

On obtient donc: p(D) = 0,15 X 0,4 + 0,1 X 0,35 + 0,05 X 

Æon cherche ici à calculer la probabilité p5 (C). 
. On applique la définition d'une probabilité conditionnelle : 

p5(C) = Loupe? 

p(C) x 

On choisit au hasard un stylo dans le stock de la 

municipalité. 

| El Construire un arbre pondéré décrivant la situation 

étudiée. 

El Déterminer la probabilité que le stylo choisi soit 

| défectueux. 

ElLe stylo choisi est en bon état de fonctionnement. 

Quelle est la probabilité, au centième près, qu'il soit de 

marque C ? 

Bon à savoir 

D> On construit un arbre 

pondéré dont les branches de 

premier niveau aboutissent aux 

événements À, Bet C.Eneffet, : 

l'énoncé donne les probabilités 

de ces événements, puis ensuite 

les probabilités conditionnelles 

sachant que l’un de ces 

événements est réalisé. 

Lu ao 3 

1 
4 1 
D} 

P> La formule des probabilités 

totales ne peut être appliquée 

qu'en présence d'un système 

complet d'événements, ce qu'il 

faut donc d'abord vérifier. 
23 ass das 
LE 

Pc (D). 
0,25 = 0,1075: 

% 

| Le calcul de p(D Nn C) s'obtient en appliquant le principe multiplicatif dans la 

Ainsi, on obtient : p(D NC) = 0,2375 et p5(C) = 

] 
; 
] 
] 
, 
ï 
ï 
] 
1 
Ÿ 

Exercice d'application 

[21 Un jardinier dispose de bulbes de deux sortes : les 

bulbes « à fleur rouge » et les bulbes « à fleur jaune ». 

Pour composer des massifs, le jardinier constitue des lots 

comportant 40 % de bulbes « à fleur rouge » et 60 % de 

bulbes « à fleur jaune ». 

Une fois planté, un bulbe « à fleur rouge » donne 

effectivement une fleur dans 70 % des cas, et dans 80 % 

branche « la plus basse » de l'arbre pondéré construit à la question El: p(D n C)= 
0,2375 

1101075: 

sssesesssesecvoseseesee sesceesecveseeecesnveceseuereseeseses 

p(C) x pc (D) = 0,95 X 0,25. 

soit 0,27 au centième près. 

des cas pour un bulbe « à fleur jaune » (dans les autres cas, 

le bulbe ne fleurit pas). 

On choisit au hasard un bulbe dans un lot composé par 
le jardinier. Quelle est la probabilité que ce bulbe donne 

une fleur ? 

OAI EE 7 
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CD étude d'une épidémie 
Pour étudier une population dans laquelle se propage une maladie contagieuse, 

les autorités sanitaires disposent des données suivantes : 

> un quart de la population est vacciné contre la maladie ; 

» 92 % des individus vaccinés ne sont pas malades ; 

» 10 % des individus dans l'ensemble de la population sont malades. 

À l’aide de ces données, les autorités sanitaires souhaitent connaître la probabilité, 
pour un individu tiré au hasard parmi la population non vaccinée, d'être malade. 

Calculer cette probabilité, et commenter. 

Mener une recherche étape par étape 

 OLirel ‘énoncé et fixer des notations ue 

La lecture de l'énoncé conduit à AÉfnir des événe- | 

L ments en lien avec l'expérience aléatoire décrite. Ces : 

événements permettront de traduire mathématique- | 

ment les données de l'énoncé et aussi de formaliser la. 

question posée. HORS ASIE A 
3 

a. Définir et nommer simplement les ( événements qui 

paraissent utiles F pour traduire les données. : 

_b. Traduire en terme de probabilités les données de. 

TR RE CMS SES DE te 

CCUNTD 1 faut bien repérer les ensembles de 

référence : « sur la population totale » diffère de « sur la 

population vaccinée » qui sous-entend une probabilité 

- | conditionnelle. 

NA TETE 

— 

C. Exprimer là question. posée au moyen des événe- 

ments s définis au a: En déduire les informations « où les | 
R À 

| quantités qu'il faudrait connaître. HN + 
ls RE À TEL RS Le Re à NC 

de io + ct as NÉE 

AÉMARS DE ASS Ve ARR Re 

© Modélserla Situation. bee Le 

Ici c on crée et on écntt une partition de l'univers. $ 
On doit organiser les données pour trouver a quan- | : 

_tités quel ‘on ne connaît pas. 

On peut songerät , «> 

, faire un arbre (modélisation A): 

° À 

& 

# 

025 -Mu 

où D » = F2 . 

) Non vacciné 
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Ménonce à 2 RUE | — 

> remplir un tableau décrivant un échantillon repré- 
sentatif de 100 personnes de cette population apte 
lisation B) : 

| a 

None | Total | 
ERA an 

_a. Suivant la représentation choisie placer les informa- 
tions obtenues à l'étape @ et celles qui en découlent 
immédiatement. Re 

b. Dans le tableau ci-dessus, l'information « 10 % de la 
Fret: est malade » trouve aisément sa place. 

Comment intervient cette information dans la repré- 

sentation de l'arbre ci-dessus ? 
Que permet-elle de calculer ? 

__ c. Déterminer les probabilités encore inconnues des 

| rerector. d'événements. 
On montrera que la probabilité de l'événement « l'indi- 
.… vidu choisi n'est pas vacciné et tombe malade » est 0,08. 

o Rédioes une solution 

On aura expliqué que l'on cherche, py (M), 
probabilité que « l'individu choisi soit malade sachant 
qu'il n'est pas vacciné ». 

Exprimer py(M) en fonction de p(VnM), puis 
conclure. 

Le compte rendu de recherche doit contenir 

les éléments définis à l'étape @, la modélisation A ou B 
choisie à l'étape @ avec les calculs qui lui sont attachés, 
la conclusion trouvée à l'étape ©. 



[41 A Étude de l'évolution d'une population 

Un mensuel de la presse écrite souhaite étudier son public | 

de lecteurs. Une enquête dans la population des personnes 

intéressées par ce mensuel a permis d'établir que : 

» 10 % des personnes qui n'ont pas acheté un numéro de 

ce mensuel achètent le suivant ; 

b20% des personnes qui ont acheté un numéro 

n'achètent pas le suivant. 

On choisit une personne au hasard dans la population 

étudiée. On note A, l'événement « la personne choisie a 

acheté le numéro du n-ième mois suivant janvier 2013 » 

et PA la probabilité de l'événement A, (po est donc la | probabilités de choisir un acheteur en janvier 2015 en 
probabilité qu'elle choisisse la revue en janvier 2013). 

El Traduire les données 10 % et 20 % par des probabilités 

concernant les événements A,, À, , , et leurs événements 
contraires À, et À, , :. 

El Recopier et pondérer l'arbre ci-dessous. 

Pn ser EE É ; 

| long terme de la probabilité 

| pour un individu la popula- 

| tion étudiée. On établit la 

El On désire étudier à l’aide 
| d’un tableur l'évolution à 

d'être acheteur de la revue 

feuille de calculs ci-contre. 

| a. Justifier, à l’aide de la question EX la formule utilisée 

dans la cellule B3. 

b. Reproduire cette feuille de calculs et comparer les 

| prenant successivement po = 0,5, po = 0, Po = 1 et 

Po = 0,8. 

c. Quelle conjecture peut-on formuler ? 

El Démonstration 

rh est a. Montrer que la suite (u,) définie par u, = p, — 3 

une suite géométrique. 

| (On rappelle que p, ,, = 0,7p, + 0,1) 

| b. En déduire que, pour tout entier naturel n : 
1 1 Ph = (po = 1x 0,7" + 3- 

c. Conclure. 

[5 | DE A Étüdoid'üne marche aléatoire : 10 UT NE 

Un tapis de jeu est constitué de neuf cases juxtaposées. 

Un pion est placé sur la case centrale, il se déplace sur le | 

tapis grâce au lancer d'une pièce : pour PILE, le pion se | 

déplace d'une case vers la droite, pour FACE, d'une case | 

vers la gauche. On appelle p la probabilité d'obtenir PILE 

avec la pièce. 

L'expérience aléatoire consiste à effectuer quatre dépla- | 

cements successifs du jeton, et on s'intéresse à l'événe- | 

ment C : « le pion est revenu sur la case centrale ». 

L'algorithme reproduit ci-contre permet de simuler 

l'expérience. 

On décompose pas à pas le fonctionnement de l'algo- 

rithme. Compléter les cases vides du tableau ci-dessous, 

pour les valeurs suivantes dep: a.p=0,4. b. PE = 0,5. 

| Fa. Compléter l'algorithme pour qu'il affiche en sortie la 

fréquence de l'événement C sur N simulations de l'expérience. 

b. Le mettre en œuvre sur la calculatrice ou sur un tableur 

et déterminer les fréquences obtenues pour 500, puis 

1 000 simulations, en donnant à p les valeurs suivantes : 

O1EMOS-MOD7SE e 

El Grâce au « codage d'un trajet » suggéré par 

l'algorithme et en utilisant un schéma de Bernoulli, 
calculer en fonction de p la probabilité de l'événement C, 

puis comparer avec les résultats obtenus au EE b. 

Début 
Entrer(«le nombre de simulations», N) 
Entrer(«la probabilité», P). 

SO 
Pour i allant de 1 à N Faire 

X=0 
Pour j allant de 1 à. 4 Faire 

Si nombre au hasard(0,1) < p 
Alors X=X+1 
Sinon X=X—1 
FINS 

FinPour 
Si X = 0 Alors S = S+ 1 
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[6 | [BAC | Construire et utiliser un nette pour calculer des probabilités 

On dispose de deux dés cubiques bien équili- 

brés : le dé À possède une face verte, deux faces noires et 

trois faces rouges, et le dé B possède quatre faces vertes 

et deux faces noires. 
Un jeu se déroule de la manière suivante : on lance le dé B. 

» Si la face obtenue est verte, on lance à nouveau le dé B 

et on note la couleur de la face obtenue ; 

» Si la face obtenue est noire, on lance le dé A et on note 

la couleur de la face obtenue. 

El Lorsqu'on a obtenu une face verte au premier lancer, on lance le dé B qui 

possède quatre faces vertes. 
Donc sachant qu'on à obtenu une face verte au premier lancer, la probabilité 

2 
3° 

El Pour i € {1;2}, N; est l'événement « obtenir une face noire au i-ème 
lancer » et V, « obtenir une face verte au ;-ème lancer ». 1 
On note R l'événement « obtenir une face rouge au 2e lancer ». 

LA d'obtenir une face verte au deuxième lancer est 6 

On a d'après EL: p,, (V>) = + : 

de plus: p() = £. 

D 2 2 4 
D'où: pin) = 3x2 9- 

El En utilisant les chemins rouges sur l'arbre, 

on a: 

Hs 2 LE 
PB Sr e > 

j 
| 

| 

H 

| HQuelle est la probabilité d'obtenir une face verte au 

deuxième lancer sachant que l'on a obtenu une face verte 

| au premier lancer ? 

| 
| 

| 

| El Montrer que la probabilité d'obtenir deux faces vertes 

est égale à s 9 9 
| El Quelle est la probabilité d'obtenir une face verte au 

| deuxième lancer ? 

Stratégies 

! El On examine l'expérience dans le 
1 cas où l'événement « la face verte 

est obtenue au premier tour » est 
réalisé. 

El p(Un) = p(M)x pu (le). 
El On construit un arbre pondéré 

traduisant la situation. 

On utilise la formule des 

probabilités totales en lisant les 
probabilités sur l'arbre. 

E GDuiiiser indépendance de deux événements 

Partie | - Question de cours 

Soient À et B deux événements indépendants. 

Démontrer que les événements A et B sont indépendants, 

puis que les événements A et B sont indépendants. 

Partie Il - Application 

Chaque matin de classe, Stéphane peut être victime de 

deux événements indépendants : 

D R:«il n'entend pas son réveil sonner » : 

D S : «son scooter, mal entretenu, tombe en panne ». 

est égale à 0,1 et que celle de S est égale à 0,05 . Lorsqu'au 

moins l'un des deux événements se produit, Stéphane est 

en retard au lycée ; sinon, il est à l'heure. 
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EI Calculer la probabilité qu'un jour de classe donné, 

Stéphane entende son réveil sonner et que son scooter 

tombe en panne. 

El Calculer la probabilité que Stéphane soit à l'heure au 

lycée un jour de classe donné. 

El Au cours d'une semaine, Stéphane se rend cinq fois en 

classe. 

| On admet que le fait qu'il entende son réveil sonner un 

| jour de classe donné n'influe pas'sur le fait qu'il l'entende 
Il a observé que chaque jour de classe, la probabilité de R ! ou non les jours suivants. 

Quelle est la probabilité que Stéphane entende le réveil 
au moins quatre fois au cours d'une semaine ? Arrondir le 

| résultat à la quatrième décimale. 



Solution) ES 
Partie | : Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi (voir Démo BAC, | 

page 8). En appliquant de nouveau ce même théorème aux événements A et 

B, on obtient : A et B sont indépendants, donc A et B sont indépendants. 

Partie II : 

Eli! faut calculer p(R NS). Les événements R et S étant indépendants, les 
événements R et S sont indépendants. 

Donc p(R NS) = p{R) X p(S) = 0,9 X 0,05 = 0,045. 

La probabilité que Stéphane entende son réveil et que son scooter tombe en 
panne est 0,045. 

EI CommeR et S sont 

indépendants, on peut utiliser le 

résultat de la partie |. 

partie |. 

EI On reconnaît un schéma de 

Bernoulli. 

Onavuen 1"S$ que si une variable 

aléatoire X suit la loi binomiale de 

Eli faut calculer p(R N S). Les événements R et S sont indépendants. paramètres n et p, alors : 

Donc p{R NS) = p{R) x p(S), avec p(S) = 1 — p(S) = 0,95. 

Donc p(R N S) = 0,9 X 0,95 = 0,855. 
La probabilité que Stéphane soit à l'heure un jour donné est 0,855. 

El L'expérience consiste à répéter de façon indépendante cinq fois la même 

expérience de Bernoulli, pour laquelle la probabilité de succès, c'est-à-dire que 

Stéphane entende le réveil, est p(R) = 0,9. 

| 
i 
| 
| El On peut utiliser le résultat de la 

| 
1 

| 
1 
1 

n 
p(X= k) = HUE 

1 pour tout entier k de 0 à n. 
rond pren 

En notant X la variable aléatoire comptant le nombre de jours où Stéphane entend son réveil, X suit la loi binomiale (5 ; 0,9). 

5 D 
p(X > 4)=p(X=4)+p(X=5) -(] X 0,94 x 0,1 + () X 0,9 =5 x 0,9% X 0,1 + 1 x 0,9° + 0,9185. 

Donc la probabilité que Stéphane entende au moins quatre fois le réveil au cours d'une semaine est environ 0,9185. 

[ai Utiliser une loi binomiale MRäppelsdeire sy 

Énoncé El Déterminer le plus petit entier n tel que la ! bien équilibré, soit supérieure à 0,999. 

probabilité d'obtenir au moins une fois la face n°1 sur | El Même question pour rendre la probabilité d'obtenir au 

n lancers successifs et indépendants d'un dé tétraédrique ! moins deux fois la face n° 1, supérieure à 0,999. 

Solution | Stratégies 
r Les mots « lancers successifs 

El On sait que la variable aléatoire X qui compte le nombre de face n° 1 suit 

une loi binomiale de paramètres n et 0,25. 

De .plus p(X > 1)=1—p(X=0)=1-0,75", et on doit donc donc la variable aléatoire comptant 
résoudre : le nombre de « succès ». 

| 

et indépendants » indiquent un 

| 
: 

1 

1 — 0,75" > 0,999 & 0,001 > 0,75” & In0,001 > nin0,75 L'événement contraire de 

| 
| 
4 

j 
| 

schéma de Bernoulli : on introduit 

In 0,001 
«obtenir au moins un succès » 

In 0,75 
est « DRRENEN échecs . dont la 

Le plus petit entier cherché est 25. probabilité s'exprime aisément en 
fonction de n. 

Attention : In 0,75 < 0. 

El On utilise à nouveau 

l'événement contraire et la loi 

binomiale. 

ON RON EN LE 

Hona p(X > 2)=1-p(X=0)-p(X= 1) 
pÜX>2)}== 0,757 nX0,25 0,751 

Pet n An, =32.6111608  Y=1E-3 p(X22)=1—0,75 (+ 3 |: 
AIRE DNRONATTANDNIDANTIEERENNNCIMIERETE ER NTENTI ENTREE RECENT 

Le problème équivaut donc à : 0,001 2 075"{1 + + ! 

et la calculatrice permettent de L'étude de la représentation graphique de la fonction x ++ 0,757 ( + _ 

conjecturer, puis de vérifier que le plus petit entier cherché est : n = 33. 
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SIravailipersonnele aire le point | 

Savoir... Comment faire ? 

Calculer une probabilité On utilise la définition : Fa 
conditionnelle. Pa (B) = p{ ) , avec p(A) £ 0. 

P(A) 

Reconnaître une hypothèse On examine si la probabilité donnée est celle d'un événement B sous la contrainte | 

de probabilité conditionnelle. | que l'événement A soit réalisé. 

Dans pA (B), les événements A et B ne jouent pas le même rôle : on sait que A est 

réalisé. 

Au contraire, dans p(A N B), A et B ont des rôles symétriques. 

Exemple : On tire au sort un élève dans un lycée. 

— Dans la phrase « La probabilité que ce soit une fille de terminale S vaut + » 

_ ne correspond pas à une probabilité conditionnelle. 

— Dans la phrase « Parmi les élèves de Terminale S, la probabilité que ce soit 

une fille est Fe »; _ correspond à une probabilité conditionnelle : on sait que 

l'événement « être élève en Terminale S » est réalisé. 

Utiliser la formule » Il faut reconnaître un système complet d'événements. 

des probabilités totales. p On exploite les hypothèses en utilisant, par exemple, un arbre pondéré. 

Exemple : A5, A,, À, est un système complet d'événements. On veut calculer p(B) : 

Pai(8) (8) 
= 

p ( A; ) PS +. PA: ( B  —@ 

ed 

Pal 

7 pl) o-"°—® 
el 

P NC : 
Le 

PRE) © 
On a alors : 

Étudier l'indépendance On compare : 

de deux événements. p(ANB)etp(A)Xp(B) ou pa(B)etp(B) ou ps(A)et p(A). 

Rappels de 1re S » On utilise le principe multiplicatif pour les probabilités, après s'être bien assuré 
de l'indépendance des expériences aléatoires répétées. 

Calculer des probabilités 

dans le cadre d'expériences 

répétées indépendantes. 

» Dans le cas de la répétition, de façons indépendantes, d'une même expérience : 
à deux issues (« succès » et « échec »), on utilise une loi binomiale de paramètres 
n (nombre de répétitions de l'expérience) et p (probabilité du succès pour une 
expérience), B(n ; p). = 
Si S est la variable aléatoire dénombrant le nombre de succès obtenus parmi les 
n épreuves, on a, pour tout entier k de (DL ni 

p(S=k)={R) x p# x (1 = p}rk | 
PR ORNE RP R RD RAR MR PAR RAR ER M RE Pre dd CT TU TPE 

Loi binomiale. 

Proneeeennetennt enter es memnnnnenesensnneenemnnnnsssmnennnemmnmennnmnnemnnnnennnmnn 
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el dede) Dern 
ALLLICE SR | 

Ge 
: Une expérience aléatoire est modélisée par l'arbre de probabilités ci-contre. _ 
: On donne: “a 

1 — 

p(A)= 3, pa(B)= + et p(ANB) = À. 

Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

N 
b. 

CCEEEECEEEECECECEEEEECE CEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE ETC COPPPEE ETC EEE E EEE EEE TES EEE TITI TITI II 

b. 

b.1 — Pa (B) 

= [®al 

ur|uw 

On reprend l'expérience aléatoire du paragraphe précédent et l'arbre de 

probabilités qui la modélise. 

Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

c. p(BN A) + p(BnA) 

[| Pour chacune des affirmations, répondre par vrai ou faux. 

Situation 1 : 

Les entiers de 1 à 100 sont inscrits sur cent cartons. 

On prélève au hasard un carton et on note l'entier inscrit. 

On appelle A l'événement « l'entier est pair » et B l'événement « l'entier est un multiple de 5 ». 

El Les événements A et B sont indépendants. 

El Les événements A et B sont incompatibles 

Situation 2 : 

Les entiers de 1 à 101 sont inscrits sur cent-un cartons. 

On prélève au hasard un carton et on note l'entier inscrit. 

On appelle C l'événement « l'entier est pair » et D l'événement « l'entier est un multiple de 5 ». 

El Les événements C et D sont indépendants 

El Les événements C et D sont incompatibles. 
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» 

+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

LE Parmi les phrases suivantes, repérer celles qui 

définissent une probabilité conditionnelle : 

65 % des individus de cette population sont bilingues. 

El Parmi les anglicistes de cette population, 30% sont trilin- 

gues. 

E1 40 % de cette population parle anglais et espagnol. 

EJ Cette population est composée d'individus de neuf natio- 

nalités différentes. 

FE 60 % des européens de cette population sont bilingues. 

6] On considère une loterie, dont certains tickets sont 

gagnants. Dans cette loterie, il y a des tickets rouges, et 

d'autres tickets. On tire au hasard un ticket de loterie, 

on appelle R l'événement « le ticket tiré est rouge » et G 

l'événement « le ticket tiré est gagnant ». 

Traduire en termes de probabilités les phrases suivantes : 

a. « Le quart des tickets rouges sont gagnants. » 

b. « Le tiers des tickets gagnants sont rouges. » 

c. « Un ticket sur cinq est rouge et gagnant. » 

d. « Un ticket perdant sur cinq est rouge. » 

A et B sont deux événements tels que p(A) £ 0 et 
B) Z 0. On suppose que pa (B) = pg (A). 

Que peut-on en déduire pour les événements A et B ? 

F1. Soit pA(B) = 0,6 et p(AnB)= 0,3. - 
Calculer p(A). 
b. Soit p(B) = 0,7 et pg(A) = 
Calculer p(A NB). 

0,2. 

LÉR Soit p(A) = 0,3, p(B)= 0,7 et p(AU B) = 0,8. 
Calculer p(A NB), puis p&(A) et pa(B). 

dt | Calculer les probabilités des événements A et B 

connaissant les trois égalités : 

p(B) = 2p(A), p(AUB)= 0,5 et pa(B) = 0,5. 

AB Soit pa (B) = 0,5, pa (A) = 
et p(B) = p(A) + 0,3. 
Calculer les probabilités des événements À, B et À NB. 

0,3 

| Dans une grande ville, un quart des habitants ontune 
carte d'abonnement aux transports en commun. Parmi ces 
abonnés, 40 % sont des utilisateurs réguliers de l'autobus : 
les autres utilisent plutôt le métro ou le tramway. 

On interroge au hasard un habitant de la ville. Quelle est la 
probabilité qu'il soit abonné aux transports en commun et 
utilisateur régulier de l’autobus ? 



F æ) ElOn procède à deux lancers successifs d'une 
pièce bien équilibrée. 
Quelle est la probabilité d'obtenir : 

a. deux fois pile ? 

b. une fois pile et une fois face ? 

c. deux fois face ? 

El Calculer les probabilités des trois événements ci-des- 
sus, sachant que le premier lancer a donné pile. 

24 On lance deux dés cubiques bien équilibrés dont 
les faces sont numérotées de 1 à 6 ; l’un est rouge et 

l’autre bleu. Quelle est la probabilité d'apparition d'une 

somme des faces obtenues impaire sachant que le dé 

bleu affiche 2 ? 

25 | Dans un grand jeu de hasard 
(de type « loterie nationale »), on 

sait que, pour un tirage donné : 

- 1 joueur sur 1 million est un 

grand gagnant. 

- Parmi les grands gagnants, 1 sur 20 

est un joueur occasionnel. 

Déterminer la probabilité pour un 

joueur d'être un grand gagnant et un joueur occasionnel. 

A 
L'instruction nbal 1) permet d'obtenir un nombre 

entier entre 1 et n, les résultats étant équiprobables. 

On donne l'algorithme suivant : 

El Décrire un jeu qui fasse intervenir une pièce et un dé à 

6 faces, et qui corresponde à l'algorithme décrit ci-dessus. 

El En utilisant un arbre pondéré, déterminer la probabi- 

lité de gagner à ce jeu. 

Fa Une urne contient cinq boules indiscernables au 

toucher : trois bleues et deux rouges. 

On tire au hasard, successivement et sans remise, deux 

boules de l'urne. 
Calculer les probabilités que : 
a. la seconde boule tirée soit bleue sachant que la pre- 

mière est rouge ; 

b. la seconde boule tirée soit rouge sachant que la pre- 

mière est bleue ; 

c. la première boule tirée soit bleue sachant que la 

seconde est rouge ; 

d. la première boule tirée soit bleue sachant que les 

deux boules tirées sont de même couleur. 

E vorius est un joueur de 

pétanque averti. Lorsqu'il «tire » sur 

une boule pour la chasser du jeu, il 

la touche six fois sur dix lors du pre- 

mier essai. S'il a échoué à son pre- 

mier essai, il recommence et réussit 

le second tir huit fois sur dix. 

Quelle est la probabilité que Marius 

essuie un double échec ? 

4 Une épidémie de grippe touche le quart d'une 

population. 
Le tiers de cette population est vacciné contre la grippe, 

et on estime qu'un malade grippé sur 10 est vacciné (les 

vaccins n'étant jamais efficaces à 100 %). 

Marion affirme: «En étant vacciné, le risque d'être 

grippé est inférieur à J » Est-ce exact ? 

S10} Dans un restaurant, on a constaté que : 
b 80 % des clients prennent un café ; 

D 40% des clients prennent un dessert, dont les 

prennent aussi un café. 
4 

El On choisit un client du restaurant au hasard. 

a. Quelle est la probabilité qu'il prenne un dessert et un 

café ? 

b. Quelle est la probabilité qu'il ne prenne ni dessert ni 

café ? 

FOn choisit un client qui a pris un café. Quelle est la 

probabilité qu'il n'ait pas pris de dessert ? 

El Sachant qu'un client n'a pas pris de café, quelle est la 

probabilité qu'il n'ait pas pris de dessert ? 

Dans cet exercice, on est amené à bien distinguer entre 

« probabilité de A et B » et « probabilité de À sachant B». | 
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SEX Dansla population d'une 
ville, on a relevé que, au cours 
des six derniers mois : 

D 25 % des individus ne sont 

pas allés au cinéma ; 

D 50% d'individus sont allés 

une fois au cinéma, et 70 % 

d'entre eux ont vu un film 

français ; 

D25% d'individus sont allés 

deux fois ou plus au cinéma, et 

80 % d'entre eux ont vu un film 

français. 

On interroge au hasard un individu dans la ville en ques- 
tion : quelle est la probabilité qu'il ait vu un film français 
au cours des six derniers mois ? 
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SZ Sacha se rend à pied le matin au lycée un jour sur 
cinq. S'il est allé au lycée à pied le matin, il rentre chez lui 

: 2 1 
à pied le soir avec une probabilité de 4 

Si au contraire, il n'est pas allé au lycée à pied le matin, il 

rentre à pied le soir avec une probabilité de + ; 

Pierre part, un soir à l'heure du retour du lycée, à /la 

rencontre de Sacha sur son itinéraire de retour à pied. 
Quelle est la probabilité qu'il le rencontre ? 

[85] Le tableau suivant donne la répartition des 

1 250 élèves d'un lycée selon leur classe et leur partici- 

pation à l'atelier d'arts plastiques proposé dans l'établis- 

sement. 

El On choisit un élève de Seconde au hasard. 

Quelle est la probabilité pour qu'il suive l'atelier d'arts 

plastiques ? 

El On choisit un élève du lycée au hasard. 
a. Construire un arbre pondéré schématisant la situation. 

b. Quelle est la probabilité que ce soit un élève de 

Seconde participant à l'atelier d'arts plastiques ? 

c. Quelle est la probabilité que cet élève suive l'atelier 

d'arts plastiques ? 

d. Sachant que l'élève désigné suit l'atelier, quelle est la 

probabilité qu'il soit en classe de Première ? 

E Dans un lot de pièces, 

on sait que 5 % sont défec- 
tueuses. La procédure de == => 

contrôle des pièces en sortie 

de fabrication n'est pas par- 

faite : 

+4 % des pièces saines sont 

rejetées ; 

+2 % des pièces défectueuses 

sont acceptées. 

On choisit au hasard une 

pièce en sortie de fabrication. 

Quelle est la probabilité que : 

a. la pièce soit rejetée ; 

b. la pièce soit saine et acceptée ; 

c. il y ait une erreur de contrôle : 

d. la pièce soit saine sachant qu'elle est refusée ; 
e. la pièce soit défectueuse sachant qu'elle est acceptée. 

— 



rouges. 

+ L'urne LU, contient quatre boules bleues et une rouge. 

- L'urne U, contient deux boules bleues et trois rouges. 

On procède au choix au hasard d'une urne parmi U, et 

V;, puis on tire une boule au hasard dans l’urne choisie. 

a. Déterminer la probabilité de tirer une boule rouge 

sachant que l’urne U, a été choisie, puis la probabilité 

de tirer une boule rouge sachant que U, a été choisie. 

b. Représenter l'expérience aléatoire décrite à l'aide 

d'un arbre pondéré. 

c. Calculer la probabilité de tirer une boule rouge. 

Dans un grand restaurant, on a constaté que 15 % 

des clients mangent « à la carte » et 85 % choisissent 

un menu. Parmi les clients choisissant la formule « à 

la carte », 30 % prennent un dessert, contre 45 % des 

clients choisissant un menu. 

El On interroge au hasard un client de ce grand restaurant. 

a. Quelle est la probabilité que ce soit un client ayant 

mangé à la carte et pris un dessert ? 

b. Quelle est la probabilité que ce soit un client ayant 

pris un dessert ? 

El On interroge au hasard un client qui a pris un dessert. 

Quelle est la probabilité qu'il ait choisit la formule « à la 

carte » ? 

SEE Dans une sta- 

tion service, il y a trois 

pompes A, B et C qui 

délivrent chacune du 

gazole et du sans- 

plomb. 

Une enquête  sta- 

tistique sur la clien- 

tèle a permis d'établir = 
que sur 1 000 clients, 400 vont se servir à la pompe À, 

350 se servent à la pompe B et les autres à la pompe C. 

+ Lorsqu'un client est à la pompe A, la probabilité qu'il 

prenne du gazole est 0,7. 

* Lorsqu'un client est à la pompe B, la probabilité qu'il 

prenne du gazole est 0,4. - 
- Lorsqu'un client est à la pompe C, la probabilité qu'il 

prenne du gazole est 0,5. 

On admet que si le client ne prend pas du gazole, alors il 

prend du sans-plomb. 

On définit les événements suivants : 

-A:«le client se sert à la pompe A »; 

-B:«le client se sert à la pompeB»; 

+ C:«le client se sert à la pompe C ». 

On note G l'événement «le client prend du gazole ». 

El Traduire les données de l'énoncé par un arbre de pro- 

babilités ; indiquer les différentes probabilités sur les 

branches de cet arbre. 

El Un client se présente à la station. Montrer que la pro- 

babilité qu'il prenne du gazole est égale à 0,545. 

El Un client a pris du gazole. Calculer la probabilité qu'il 

se soit présenté à la pompe A. 

El Dix clients se présentent à la station, on suppose que 

leurs choix sont indépendants. Calculer la probabilité 

qu'ils soient aussi nombreux à prendre du gazole que 

du sans-plomb. 

[40 Denis le jardinier entretient le jardin de René. 

Denis : « deux fois sur trois, si j'arrose le matin, il pleut le 

soir l» 

René : « oui, mais quand vous n'arrosez pas le matin, 

c'est-à-dire trois jours sur quatre, il ne pleut pas le soir 

quatre fois sur cinq ! » 

Arnaud arrive un soir à l'improviste dans le jardin de 

René. Quelle est la probabilité qu'il pleuve ? 

À un carrefour doté d'un feu 
tricolore, on a remarqué que : 

- 2 % des véhicules s'arrêtent au 

feu vert ; 

- 65 % des véhicules s'arrêtent 

au feu orange (comme le code 

de la route le demande); 

- 97 % des véhicules s'arrêtent au feu rouge. 

On décide d'observer le comportement d'un véhicule se 

présentant au carrefour. On admet que l'état du feu, à 

l’arrivée du véhicule, est aléatoire, et que la probabilité 

que le feu soit vert est de 0,6, celle qu'il soit orange de 

0,1 et celle qu'il soit rouge de 0,3. 

a. Quelle est la probabilité que le véhicule observé s'ar- 

rête ? 

b. Le véhicule est passé. Quelle est la probabilité qu'il 

l'ait fait au feu rouge ? 

Trois urnes À, B et C contiennent des boules indis- 

cernables au toucher, dont certaines sont bleues. 

En procédant à un tirage au hasard d'une boule dans A, 

la probabilité de tirer une boule bleue est de 0,2 ; elle est 

de 0,5 dans B et de 0,3 dans C. 

On tire une boule au hasard dans À ; si elle est bleue, on 

tire dans B une nouvelle boule, sinon on tire dans C une 

nouvelle boule. 

Calculer la probabilité de l'événement : « la deuxième 

boule tirée est bleue ». 
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PTT REPPE ES SET ES 
Vrai ou faux MP 2e WU OUEN YrA 

Préci iser si Emo suivantes sont ne ou 
fausses. Justiier la ere MERE MES 

SIA sontinépendans ao: +7: +107 
vs PAU B)= p{A ORCCEES "— 

sd # 

Là 

EiSiles RER TS AetB. tB sont indépendants, alors : 

etes 
UE Le Eee 

Es pla )= 07, P(B) = = 02, p(Ar m B)= 0147 alors 
rie À etB sont indépendants. Fee 

m1 a. Parmi les phrases suivantes, lesquelles sont 

compatibles avec l'hypothèse «les événements A et B 

sont indépendants » ? 

EN A et B ne se réalisent jamais en même temps. 

F1 La réalisation de A n'influence pas celle de B. 
E Si A est réalisé, alors B est pas réalisé. 
HAnNB=-5g. 
El A et B sont indépendants. 

b. Choisir une expérience aléatoire tirée « de la vie cou- 

rante », et définir deux événements qui pourraient être 

indépendants dans ce contexte. 

[45 On tire au sort un individu dans une population 
test, formée à 60 % de personnes portant des lunettes 

de vue, et à 40 % de personnes n'en portant pas. On sait 

de plus que 30 % des individus de cette population test 

sont diplômés de l'enseignement supérieur. 

Déterminer une condition pour que les événements 

« l'individu choisi porte des lunettes » et « l'individu 

choisi est diplômé du supérieur » soient indépendants. 

[46 Soient deux événements A et B tels que : 

p(A)=0,4 et  p(B) = 0,3. 
a. Calculer p(A NB) et p(A U B) sachant que A et B 
sont indépendants. 

b. Calculer p(A NB) et p(A U B) sachant que A et B 
sont incompatibles. 

LA Soient deux événements À et B vérifiant : 

P(A)=04; p(B)=03; p(AUB)= 0,58. 
À et B sont-ils indépendants ? 

[48 AetB sont deux événements indépendants tels que : 
p(A)=\0,5;24p(AUB) 0,75. 

Calculer p(B). 
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DB indépendances de deux événeme 
[49 | Soient À et B deux événements tels que : 

p(A)= 08; .p(B)=0,3; p(AUB)=0,86: 

a. Calculer pg (A). 
b. A et B sont-ils indépendants ? 

E Si deux événements sont incompatibles, peuvent- 

ils être indépendants ? 

El On lance successivement deux fois un 
dé cubique équilibré dont les faces sont 

numérotées de 1 à 6. Le 

Étudier l'indépendance des événements suivants : 

a. A :«3 sort en premier » et B:«5 sort en second »; 

b. C:«5 sort en premier » et D : «5 sort deux fois » ; 

c. E:«1 sort en premier » et F : «6 sort une fois ». 

d. Trouver deux événements G et H distincts des précé- 

dents et indépendants. 

FA Dans une urne sont placés 100 jetons rouges, dont 

50 portent le numéro 0 et 50 portent le numéro 1. On 

ajoute dans cette urne 30 jetons verts numérotés O. 

Combien de jetons verts numérotés 1 faut-il rajouter dans 

l'urne pour que les événements A « le jeton est rouge » 

et B «le jeton est numéroté 0 » soient indépendants lors 

d'un tirage au hasard d’un jeton de cette urne ? 

SE On lance simultanément deux &r 
dés équilibrés, un rouge et un vert, 

dont les faces sont numérotées de 1 à 6. d 

On considère les événements suivants : 

-R:«le numéro sorti sur le dé rouge est pair »: 
+ V:«le numéro sorti sur le dé vert est pair » ; 

+ S:« la somme des numéros sortis est paire ». 

EI Démontrer que S et V sont indépendants. 

El Les événements S et R sont-ils indépendants ? 

EJ Les événements S et V ANR sont-ils indépendants ? 

(54! On considère deux événements A et B indépen- 

dants. Dans le tableau suivant, on lit, par exemple : 

p(AnB)=n 

Démontrer que mq = np. 

On démontrera l'indépendance de À et B, puis on 

admettra celle de A et B, À et B. 



Er 
Soit p une probabilité sur un univers Q. On rappelle 

que deux événements A et B sont dits indépendants 

lorsque : p(A N B) = p(A) x p(B). 

E On considère deux événements À et B de Q. 

a. Justifier l'égalité : p(A) = p(A N B) + p(ANnB). 
b. En déduire que, si A et B sont indépendants : 

p(A NB) = p(A) x p(B). 

c. Que peut-on en conclure concernant les événements 

AetB? 

F1 En utilisant deux fois le théorème du cours démon- 
tré dans la question KE, montrer que si deux événe- 

ments À et B sont indépendants, alors leurs événements 

contraires À et B sont également indépendants. 

El Application 
Montrer que si les événements A et B sont indépendants 

alors: p(AnB)x p(AnB)=p(AnB)xp(ANB). 

D Expériences répétées indépendantes — 
_ Loi binomiale 

Voir le cours de Première S sur la loi binomiale ou les rappels à la page 338. 

Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 
fausses. Justifier la réponse. 

ESi on procède à dix lancers indépendants d'une 

pièce équilibrée, la probabilité d'obtenir dix fois pile 
est inférieure à 107 À. 

ESi on procède à cinq lancers successifs indépen- 
dants d’un dé cubique équilibré, la probabilité d'obte- 

nir des résultats tous pairs est de + 8 

El À un jeu, on gagne avec une Rire de + eton 

perd avec une probabilité de _. 

En jouant cinq parties successives et indépendantes, la 

probabilité de gagner une fois au moins est égale à 1. 

E Dans une urne on dispose des boules dont 40 % 

sont blanches, et on effectue trois tirages successifs et 

indépendants dans cette urne. 

La probabilité de tirer trois boules sera est égale 
à 0,064. 

SYA On interroge au hasard quatre électeurs d’un scru- 

tin, pour lequel on sait que 5 % des bulletins ont été 

« blancs ou nuls ». On suppose que le comportement 

face au vote des quatre électeurs interrogés sont indé- 

pendants les uns des autres. 

El a. Calculer la probabilité qu'aucun des quatre élec- 

teurs n'ait voté « blanc ou nul» au scrutin. 

b. En déduire la probabilité qu'au moins un des quatre 

électeurs ait voté « blanc ou nul ». 

El Déterminer la probabilité qu'exactement trois élec- 

teurs sur les quatre aient voté « blanc ou nul » à ce 

scrutin. 

E EF) On place dans une urne trois boules 

indiscernables au toucher : deux bleues et une rouge. 

On tire alors au hasard, successivement et avec remise, 

trois boules de l'urne. 

R désigne la variable aléatoire égale au nombre de 

boules rouges tirées. 

EX Procéder, sur calculatrice ou tableur, à une simula- 

tion de taille 50 de cette expérience. Déterminer la dis- 

tribution des fréquences correspondante pour la variable 

aléatoire À. 

El Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa- 
toire R et calculer son espérance. 

- Voir les fiches Calculatrices. 

Sur son trajet, M. Dubois rencontre six feux trico- 

lores non coordonnés. 
À son arrivée devant un feu, la probabilité que M. Dubois 

soit contraint de s'arrêter est de + et la probabilité qu'il 

puisse passer sans s'arrêter est de + 

On suppose que l'état des différents feux est indépendant 

de celui des autres. 

El Calculer la probabilité, qu'un jour donné, M. Dubois 

effectue son trajet sans aucun arrêt aux feux. 

F1 Quelle est la probabilité que M. Dubois s'arrête au 

moins une fois à un feu au cours du trajet ? 

El Déterminer la probabilité que M. Dubois s'arrête deux 

fois exactement aux feux au cours du trajet. 

E] On appelle S l'événement : « Monsieur Dubois ren- 

contre les six feux au rouge». Caractériser par un 

phrase l'événement contraire S de S, et calculer sa pro- 

babilité. 
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(60! Une agence 

de voyage pro- 

pose « un pass » 
qui permet de visi- 

ter six lieux incon- 

tournables de New 

York, dont la Sta- 

tue de la Liberté & 

et le Guggenheim qui est un musée d'art moderne. Un 

touriste achète ce « pass » et décide de visiter les six lieux 

dans un ordre aléatoire. Il écrit sur des cartons les noms 

des lieux et prélève au hasard les six cartons sans remise. 

El Quelle est la probabilité que sa première visite soit la 

Statue de la Liberté ? 

F1 Calculer la probabilité que ses visites commencent par 

la Statue de la Liberté et se terminent par le Guggenheim. 

El Dix touristes se présentent à l'agence, achètent le 

même « pass » et décident d'utiliser la même méthode 

pour établir l'ordre de leurs visites. On s'intéresse à la 

variable aléatoire X égale au nombre de touristes dont le 
circuit des visites commence par la Statue de la Liberté 

et se termine par le Guggenheim. 

a. Montrer que X suit une loi binomiale dont on préci- 

sera les paramètres. 

b. Calculer la probabilité qu'au moins un touriste sur les 

dix commence ses visites par la Statue de la Liberté et 

termine par le Guggenheim. 

[61 Une entreprise fabrique une grande quantité de 

stylos destinés à être livrés dans des grandes surfaces. 

On prélève au hasard un stylo dans une importante 

livraison et on appelle E l'événement « le stylo a un 

défaut de fabrication ». On suppose que p(E) = 0,014. 

On prélève au hasard vingt stylos dans la livraison. Le 

nombre important de stylos permet d'assimiler ce pré- 

lèvement à un tirage avec remise de vingt stylos. 

On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de 

stylos ayant un défaut de fabrication dans un prélève- 

ment de vingt stylos. 

El justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale. Préciser les paramètres de cette loi. 

F1 Le directeur de l'entreprise prétend que dans untel pré- 

lèvement, il y a environ trois chances sur quatre qu'aucun 

stylo n'ait un défaut. A:t-il raison ? Justifier par un calcul. 

El Ces stylos sont rangés, par vingt, dans des boîtes 

et livrées dans un supermarché dans des cartons de 

50 boîtes. Le gérant du supermarché, qui reçoit les car- 

tons, affirme qu'il y a aussi environ trois chances sur 
quatre qu'aucun stylo n'ait un défaut dans un carton de 
50 boîtes. A-t-il raison ? Justifier par un calcul. 
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| ES On lance un dé à six faces parfaitement 

équilibré n fois de suite (où n est un entier supérieur ou 

égal à 1) et on s'intéresse à l'événement « obtenir exac- 

tement une fois 6 ». 

El Calculer la probabilité de cet événement pour les 

valeurs suivantes den:1;2;3;4;5;6. 

Vérifier avec les valeurs données par le tableur : 

Coms || 

F1 Démontrer que pour 5 ou 6 lancers, la probabilité de cet 

événement est la même. 

El Exprimer en fonction de n la probabilité de l'événe- 

ment « on obtient exactement une fois 6 ». 

El Conjecturer à l'aide d'un tableur les valeurs de n pour 

les quelles la probabilité de l'événement « obtenir exac- 

tement une fois 6 » est inférieure à 0,1. 

GE Une urne contient 10 boules blanches et n boules 

rouges, n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On fait tirer à un joueur des boules de l’urne. À chaque 

tirage, toutes les boules ont la même probabilité d'être 
tirées. Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 euros 

et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 euros. 

On désigne par X la variable aléatoire correspondant au 

gain algébrique obtenu par le joueur. 

Les deux questions de l'exercice sont indépendantes. 

El Le joueur tire deux fois successivement et sans remise 

une boule de l’urne. 

a. Démontrer que : P(X = — 1) = ar 
(n +10)(n +9) 

b. Calculer, en fonction de n la probabilité correspon- 
dant aux deux autres valeurs prises par la variable X. 

c. Vérifier que l'espérance mathématique de la variable 
aléatoire X vaut : 

E(X) = — 6n° — 14n + 360 
(n+10){n+9) 

d. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles l'espé- 

rance mathématique est strictement positive. 

El Le joueur tire 20 fois successivement et avec remise 
une boule de l'urne. Les tirages sont indépendants. 
Déterminer la valeur minimale de l'entier n afin que la 
probabilité d'obtenir au moins une boule rouge au cours 
de ces 20 tirages soit strictement supérieure à 0,999. 



Exercices guidés 

Œocu 
Pour chacune des questions suivantes, une et une seule 
des quatre propositions est exacte. La déterminer. 

E Une urne comporte cinq boules noires et trois boules 

rouges indiscernables au toucher. On extrait successive- 

ment et sans remise deux boules dans l’urne. 

La probabilité d'obtenir deux boules rouges est : 
2 PRES 3 Fay ne Were pe D 37 
3 32 GE 736 

El Au cours d'une épidémie de grippe, on vaccine le 

tiers d'une population. 

Parmi les grippés, un sur dix est vacciné. 

La probabilité qu'une personne choisie au hasard dans 

la population soit grippée est 0,25. 

La probabilité pour un individu vacciné de cette popula- 

tion de contracter la grippe est égale à : 

di 11 3 1 
Be —— Je —— , . —, à b. 717 10 
Di 

EÆOn construit ci-dessous un arbre schématisant les 

deux tirages : 

Premier tirage Second tirage 

c e © 

D — e © 
© 

Il faut pondérer cet arbre en plaçant sur chaque 

branche les valeurs des probabilités correspondantes 

(arbre); 

Attention, au second tirage, il reste 7 boules seule- 

ment dans l’urne, et le nombre de boules de chaque 

couleur dépend du résultat du premier tirage. 
La réponse à la question posée est obtenue en calcu- 

lant le produit bf? Comment le justifie-t-on, à partir de 

l'arbre pondéré ? 

‘LI Calculer des probabilités 
D'après TL Antilles-Guyane, juin 2010. 

Une urne A contient 100 boules indiscernables au tou- 

cher : 90 rouges et 10 noires. Une urne B contient égale- 

ment 100 boules indiscernables au toucher : 30 rouges 

et 70 noires. On lance un dé cubique équilibré dont les 

faces sont numérotées de 1 à 6. Si le numéro obtenu est 

1, on tire une boule dans l’urne À ; sinon, on tire une 

boule dans l’urne B. On note A l'événement « tirer une 

boule dans l’urne A », B l'événement « tirer une boule 

dans l’urne B » ,R l'événement « tirer une boule rouge » 

et N l'événement « tirer une boule noire ». 

El Construire un arbre illustrant la situation. 

El Décrire par une phrase l'événement À NR et calculer 

sa probabilité. 

F1En notant V l'événement « la personne est vacci- 

née » et G l'événement « la personne est grippée », 

on demande la valeur de la probabilité conditionnelle 
P,(G). En effet, on s'intéresse à la probabilité pour un 
individu d'être grippé sachant qu'il est vacciné. 

> Traduction des hypothèses 

Directement à partir de l'énoncé, on peut préciser plu- 

sieurs probabilités : 

p(V)= .….; p(G)= … 
« Parmi les grippés, un sur dix est vacciné » donne une 

probabilité conditionnelle : _ Se 

) Exploitation des hypothèses 

En utilisant la définition d'une probabilité condition- 

nelle, et deux des trois hypothèses ci-dessus, on peut 

calculer p(V N G). 
Enfin, à l’aide des valeurs de p(V N G) et de p(V), on 
détermine la quantité p, (G) recherchée, en utilisant la 
définition d’une probabilité conditionnelle. 

# 

El Montrer que p(R) = 0,40. 

EI à. Sachant que la boule obtenue est rouge, calculer la 

probabilité qu'elle provienne de l'urne A. 

b. Les événements A et R sont-ils indépendants ? 

Question ouverte 

E Dans cette question, toute trace de recherche, 

même incomplète, ou d'initiative même non fruc- 

tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

On désire maintenant modifier la composition de 
l'urne B pour que, lorsqu'on réalise l'expérience 

décrite ci-dessus, on ait autant de chances d'obtenir 

une boule rouge qu'une boule noire. 

Proposer une composition de l'urne B qui convient. 

Expliquer la démarche de recherche. 
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[1 | L'arbre construit doit « décrire la si succession n des deux 

épreuves : le lancer de dé, puis le tirage dans l'urne, 

 l'urne dans laquelle la boule est tirée dépendant du 

résultat du Jancer.de dé ME Ten 
Il faut préciser les valeurs des réels a, b,c d,e,et f grâce 

aux hypothèses sur le dé (a et b) et sur Le OM PRET 

des urnes (c, def). rer 

Lancer du dé 

CORRE 

Tirage dans r urne 

FN 

:SEMES — # 7 d _@ 
+ . 

re e an) ; 

à te Fe 
; # + © Ge f 

Bla probabilité de l'événement A n R s’obtient dans 

5 ‘arbre à partir du produit c ad. ÿ k 

| Attention à à ne pas confondre la. probabilité ne nR 

À 2 cie 

peut 

ns #i* 

HAMIEN effet, la Re de l’urne A est inchangée, celle 
je 

Li 

à so Lire 

a. com biét formé des deux TE A et Be 

El a. On demande ici la calcul de pe (A), c'est-à- FA 
de p(ANR) DRE 

P(R) 
Fe. El et El pour conclure. 

_b. Les événements A et R seraient ne sila 

probabilité Pr (A) était égale à celle de p(A Jcestee 

_direë à 5: ce qui n'est pas la cas. 

. Il suffit donc d’ utiliser les résultats des 

ui Ti Ni 

 HDans cette question, on cherche à modifier la 

composition de l’urne B de sorte que l'o l'on obtienne 

 p(R) = 0,5. En utilisant les notations de l'arbre pon- 

_déré de la de -dessus, on a: : ei Lt QUE 
RC PRE ARS er. 

si | p(R)= ad+bf= 60  6!- Fe k Le 

de l'urne B .. inconnue. On doit donc résoudre Édies 

tion : = D SE 
mOn 
Los 

avec la valeur d, qui est la probabilité s conditionnelle d de ! La valeur ns ‘pour f donne une « proportion » de 
= 3 FACE 2 

+ 4 MOT nel 

«x 

R sachant A. A re se Le cie 
A ME ue Hal 

(66! A9 Utiliser et expliquer 
les résultats d'une simulation 
D'après Bac ES, Nouvelle Calédonie, novembre 2009. 

Par suite d'une forte augmentation du prix des carbu- 

rants de 2010 à 2011, certains salariés d'une grande 

entreprise changent de mode de déplacement pour se 

rendre sur leur lieu de travail. En 2010, 60 % des salariés 

utilisaient leur voiture personnelle. En 2011, 30 % des 

salariés utilisant leur voiture en 2010 ne l'utilisent plus 
et 5 % des personnes ne l’utilisant pas en 2010 l'utilisent 

en 2011. On suppose que cette évolution se poursuit 

d'une année à l’autre à partir de 2011. 

On choisit au hasard un salarié de l'entreprise. 

Pour tout entier n, on note A, l'événement « la personne 

choisie utilise sa voiture personnelle au cours de l'année 

(2010 + n)»et p, = (A,). Ainsi po = 0,6. 

nn. 

d 

El a. En utilisant un arbre, calculer la probabilité P\ qu'un 
salarié de cette entreprise utilise sa voiture en 2011. 
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is ss rouges dans se urne BA Lu Re 

b. Recopier et compléter l'arbre donné ci-contre puis 

exprimer p, ., en fonction de p,. 

El a. On souhaite, pour un entier naturel n donné, simu- 

ler l'expérience et afficher si la personne choisie utilise 

ou non sa voiture personnelle l'année 2010 + n. On 

propose pour cela l'algorithme ci-dessous, dans lequel 

Alea() renvoie un réel aléatoire de [0 ; 1]. 

Compléter les pointillés de l'algorithme de façon à 

résoudre le problème. 

Variables : n, i : entiers ; " 

état : chaîne de caractères : | 
Début 

Entrer(n) : | 

_ Si Alea() < 0,6 Alors état — « véhicule perse »: ; 
Sinon état — « non »:; $ 

FinSi ; | 
Pour ; allant de 1 à n faire | 

Si état = « véhicule personnel » Alors | 

Si Alea() < .… Alors état — «non»;FinSi; | 
Sinon Si Alea() < .… Alors état = « éd! 
personnel » ; FinSi : è | 
FinSi ; bis î 

FinPour ; | 
Afficher(état) ; : ; 

Fin. 

© Voir les Outils pour l’algorithmique. 



b. On a programmé l'algorithme complété de la ques- 
tion El a. et on a procédé à plusieurs simulations pour 
l'année 2110 (pour n = 100). 

Nombre N de simula- 
tions effectuées 100|1 000!5 000! 10 000 |50 000 

Nombre de fois où la per- 

sonne utilise son véhi- 

cule personnel en 2110 16,151 | 740 | 1465 | 7092 

sur les N simulations 

E) 

Que peut-on conjecturer sur le comportement à l'infini 

de la suite p, ? Interpréter concrètement le résultat. 

El a. Montrer par récurrence que pour tout entier n : 

SJ RÉ, Pn = + + 35 X 0,65”. 

b. Déterminer la limite de la suite (p,). 

E1 En supposant que cette évolution se poursuit, est-il 

possible d'envisager qu'à terme aucun des salariés de 
cette entreprise n'utilise sa voiture personnelle pour 

aller au travail ? Justifier la réponse. 

Ha. On construit l'arbre pondéré suivant, que l'on 

peut compléter à l'aide des données fournies dans 

l'énoncé : les valeurs de a et c sont en effet données en 

hypothèse. 

a _ 
po _& 

1-Po Ao 

D - 
On utilise ensuite la formule des probabilités totales 

pour calculer p(A;), à l'aide du système complet d'évé- 

nements À, Ào. 

b. Cette question généralise la précédente. 
On obtient : 

Pn+1= 0,7Pa + 0,05 (1 1 Pn)- 

Fl a. Étudier en détail le « fonctionnement » de 

l'algorithme proposé afin de le compléter convenable- 

ment. 

b. Observer les valeurs successives des quotients A6 
151 100 
10001 

El a. On vérifie que la propriété est vraie pour po. 

On formule l'hypothèse de récurrence au rang n > 0, 
et on démontre qu'alors la propriété est vraie au rang 

(n + 1) en utilisant le résultat de la question EE b. 
b. La suite (0,65)” est géométrique, de limite O quand 

(A sie COS 

E] Pour envisager cette possibilité, il faudrait que p, 

puisse être rendu voisin de 0, alors qu'on a toujours 
1 

Pn ? 

Exercices d'entraînement 

[67| Bo) QCM Chacune des six questions suivantes 

comporte trois réponses, une seule est exacte. 

Un lecteur d'une bibliothèque est passionné de romans 

policiers et de biographies. Cette bibliothèque lui propose 

150 romans policiers et 50 biographies. 40 % des écrivains 

de romans policiers sont français et 70 % des écrivains 

de biographies sont français. Le lecteur choisit un livre au 

hasard parmi les 200 ouvrages. 

El La probabilité que le lecteur choisisse un roman poli- 
1 b. 0,75. 50 

El Le lecteur ayant choisi un roman policier, la probabi- 

lité que l’auteur soit français est : 

a. 0,3. b. 0,8. c. 0,4. 

cierest: a.0,4. 

El La probabilité que le lecteur choisisse un roman poli- 

cier français est : 

a. 1,15. b. 0,4. c. 0,3. 

E1 La probabilité que le lecteur choisisse un livre d'un 

écrivain français est : 

a. 0,9. b. 0,7. c. 0,475. 

E La probabilité que le lecteur ait choisi un roman poli- 

cier sachant que l'écrivain est français est : 

4 12 a. 750 : b. 19 c. 0,3. 

EU Le lecteur est venu vingt fois à la bibliothèque, la pro- 

babilité qu'il ait choisi au moins un roman policier est : 

214-1025)" 408200060752 26 0,75 (025) #4 
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[8 je Trois dés cubiques équilibrés sont placés 
dans une urne. Deux de ces dés sont normaux : leurs 

faces sont numérotées de 1 à 6. 

Le troisième est spécial : trois de ses faces sont numéro- 

tées 6, les trois autres sont numérotées 1. 

On tire de l’urne, simultanément et au hasard, deux dés 

parmi les trois et on les lance. 

On note A l'événement « les deux dés tirés sont normaux ». 

On note B l'événement «les deux faces supérieures sont 

numérotées 6 ». 

El a. Définir l'événement contraire de A, qu'on notera A. 

b. Calculer les probabilités de A et de A. 

El a. Calculer pA (B), probabilité de B sachant que A est 

réalisé, puis p(B NA). 
b. Calculer p(B). 

El Calculer pg (A), probabilité de A sachant que B est 
réalisé. 

| Un même individu peut être atteint de surdité uni- 

latérale (portant sur une seule oreille) ou bilatérale (por- 

tant sur les deux oreilles). 

On admet que, dans une population donnée, les deux 

événements : 

- D: « être atteint de surdité à l'oreille droite », 

— G: « être atteint de surdité à l'oreille gauche », 

sont indépendants et tous deux de probabilité 0,05, ce 

que l'on note p(D) = p(G) = 0,05. 
On considère les événements suivants : 

—B : «être atteint de surdité bilatérale » ; 

—U : « être atteint de surdité unilatérale » ; 

—S : « être atteint de surdité (sur une oreille au moins) ». 

(On donnera les valeurs numériques des probabilités 

sous forme décimale approchée à 107“ près.) 

EX Exprimer les événements B et S à l’aide de G et de D, 

puis calculer les probabilités p(B) de B et p(S) des. 
En déduire la probabilité p(U) de U. 

El Sachant qu'un sujet pris au hasard dans la population 

considérée est atteint de surdité, quelle est la probabilité : 

a. pour qu'il soit atteint de surdité à droite ? 

b. pour qu'il soit atteint de surdité bilatérale ? 
Calculer ps (D) et ps (G). 

El On considère un échantillon de dix personnes prises 

au hasard dans la population, qui est suffisamment 

grande pour que les choix puissent être assimilés à des 

choix successifs indépendants. 

a. Calculer la probabilité pour qu'il n'y ait aucun sujet 

atteint de surdité dans l'échantillon. 

b. Quelle est la probabilité pour qu'au moins un sujet 

soit atteint de surdité dans l'échantillon ? 
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1 On effectue un sondage dans une région 
concernant le projet d'installation de lignes très hautes - 
tensions (THT). 

Ce projet permettra de relier cette région à la nouvelle 

unité de production pour l'alimentation en électricité. 

On obtient les résultats suivants : 

— 65 % des personnes interrogées sont contre l'installa- 

tion de ces lignes ;. 

— parmi les personnes qui sont contre cette installation, 

70 % sont des écologistes ; 

— parmi les personnes favorables à l'installation des 

lignes THT, 20 % sont des écologistes. 

On note C l'événement « la personne interrogée est 

contre la construction », et C l'événement contraire. 

OnnoteE l'événement « la personne interrogée est éco- 

logiste ». « 

On note F l'événement « la personne interrogée est 

contre l'installation des lignes THT et n'est pas écolo- 

giste ». 

El a. Déterminer les probabilités p(C), pc(E), pc (E). 

b. Construire un arbre pondéré décrivant la situation 

étudiée. Placer sur chaque branche de cet arbre la pro- 

babilité correspondante. 

F1 a. Calculer la probabilité qu'une personne interrogée 

soit contre le projet et soit écologiste. 

b. Calculer la probabilité pour qu'une personne interro- 

gée soit pour cette construction et soit écologiste. 

c. En déduire la probabilité qu'une personne interrogée 

soit écologiste. 

El a. Montrer que la probabilité de F est égale à 0,195. 

b. On choisit au hasard cinq personnes parmi celles qui 

ont été interrogées lors du sondage. 

Quelle est la probabilité qu'il y en ait au moins une qui 
soit contre l'installation des lignes THT et ne soit pas 
écologiste ? 

AA On suppose que les choix des cinq 

personnes sont indépendants les uns des autres. 



71 Après fabrication, les appareils sortant d'une usine 

peuvent être dans trois situations : 

- en bon état de marche ; 
- défectueux et réparables ; 

— défectueux et irréparables. 

Une étude statistique a permis d'établir que, si l'on tire 

au hasard un appareil en sortie de chaîne de fabrication, 

il est : 

— en bon état de marche avec une probabilité de 0,8 ; 

- défectueux et réparable avec une probabilité de 0,15 ; 

— défectueux et irréparable avec une probabilité de 

0,05. 

Les appareils sont livrés aux détaillants par lots de trois 

appareils, choisis au hasard en sortie de chaîne. 

On admet que l'état de chaque appareil du lot est indé- 

pendant de l'état des autres. 

Calculer la probabilité que les trois appareils d’un lot 

soient : 

a. en bon état de marche; 

b. défectueux et irréparables. 

F8 désigne la variable aléatoire donnant le nombre 

d'appareils du lot en bon état de marche. 

Déterminer la loi de probabilité de B et calculer son 

espérance. 

HE Probabilités et suites 

EI Soit la suite (u,) définie par u, = 3 et par la relation 

de récurrence : 
1 1 

U, +1 = 6 © à È 

a. Soit la suite (v,) définie pour n > 1par v, = u, — +; 

montrer que (v,) est une suite géométrique dont on 

précisera la raison. 

b. En déduire l'expression de v, en fonction de n, puis 

celle de u,. 

El On considère deux dés, notés A et B. Le dé À com- 

porte trois faces rouges et trois faces blanches. Le dé B 

comporte quatre faces rouges et deux faces blanches. 

On choisit un dé au hasard et on le lance : si on obtient 

rouge, on garde le même dé, si on obtient blanc, on 

change de dé. Puis on relance le dé et ainsi de suite. 

On désigne par : 

— À, l'événement « on utilise le dé À au n-ième lancer » ; 

- À, l'événement contraire de A, ; 

-R, l'événement « on obtient rouge au n-ième lancer » ; 

-R, l'événement contraire de R, ; 

- a, et r, les probabilités respectives de A, et R,. 

a. Déterminer &. 

b. Déterminer r.. Pour cela, on pourra s'aider d'un arbre. 

€. En remarquant que, pour tout n > 1, 

Rs = (RNA,)U(R,NA,), 

1 2 montrer que : hrs ter 

d. Montrer que, pour tout n > 1: 

An+1= (An N R;) U (As n Rh). 

e. En déduire que pour tout n > 1: 
1 1 

Qn+1— Te cs ai 

puis déterminer l'expression de a, en fonction de n. 

f. En déduire l'expression de r, en fonction de n, puis la 

limite de r, quand n tend vers + co. 

as Un joueur dispose d'une urne contenant 

trois boules rouges, quatre boules blanches et n boules 

vertes. Les boules sont indiscernables au toucher. 

El Le joueur tire au hasard une boule de l’urne. 

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants : 

—R:«la boule tirée est rouge »; 

- B : «la boule tirée est blanche »; 

—V:«la boule tirée est verte ». 

F1 Le joueur décide de jouer une partie ; celle-ci se 

déroule de la manière décrite ci-dessous. 

Le joueur tire une boule de l'urne : 

— si elle est rouge, il gagne 16€; 

— si elle est blanche, il perd 12 €; 

— si elle est verte, il remet la boule dans l'urne, puis tire à 

nouveau une boule de l’urne : 

— si cette boule est rouge, il gagne 8 €; 

— si cette boule est blanche, il perd 2€; 

— si cette boule est verte, il ne perd ni ne gagne rien. 

Les tirages sont équiprobables et deux tirages successifs 

sont supposés indépendants. 

Au début de la partie, le joueur possède 12 €. 

Soit X la variable aléatoire qui Prend pour valeur la 

somme que le joueur possède à l'issue de la partie (un 

ou deux tirages selon le cas). 

a. Déterminer les valeurs prises par X. 
b. Déterminer la loi de probabilité de X. 

c. Montrer que l'espérance mathématique de X est : 

EX) = 6e 
(n+7) 

ElOn considère la fonction f définie sur l'intervalle 

[0 ;10] par: 
D TN 

fRY= (e+7)2 

Étudier les variations de la fonction f. 

E1 En déduire la valeur de n pour laquelle l'espérance 

mathématique de X est maximale. Calculer cette valeur 

maximale. 
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* ZX Soient A et B deux événements de probabilité non 

nulle. 

El Démontrer la relation : 

p(B) 
F1 Une population peut être atteinte par deux maladies 

À et B. Une étude statistique a révélé que : 

— la probabilité pour une personne d'être atteinte par 
la maladie A est de 0,2, celle d'être atteinte par B est 

de 0,3; 

— la probabilité pour une personne, n'étant pas atteinte 

par B de l'être par A est de 0,1. 

a. Calculer la probabilité pour une personne atteinte par 

B de l'être aussi par A. 

b. Les maladies A et B frappent-elles indépendamment 

les individus de cette population ? 

75 | Une brigade de 

gendarmerie procède = pit 

à un alcootest. Pendant | a: 
l'opération, un nombre 

n de personnes seront nn. 
contrôlées et X désigne à 

la variable aléatoire ) ed 

égale au nombre de conducteurs en infraction parmi les 

n contrôlés. 

Une étude statistique a permis d'établir que la proba- 

bilité pour qu'un automobiliste arrêté au hasard soit en 

infraction au regard du taux d'alcoolémie est de 0,03. 

On admet enfin que les différents contrôles se font au 

hasard et indépendamment les uns des autres. 

El Calculer la probabilité de l'événement «aucun des 

contrôles effectués ne constate d'infraction ». 

El Quelle est la probabilité que le contrôle amène à 

verbaliser au moins un conducteur en infraction ? 

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles cette proba- 

bilité est au moins égale à 0,9. 

76 On à truqué un dé de sorte que les probabilités 
d'apparition de chaque face lors d’un lancer soient don- 
nées par le tableau suivant : 

KI Déterminer x et y sachant que l'apparition du 5 est 

quatre fois plus probable que celle du 6. 

El Calculer la probabilité d'apparition d'un numéro 
impair. 

El Calculer la probabilité d'apparition du 1 sachant que 

le numéro sorti est impair. 
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El On considère les trois événements suivants : 

— À : «le résultat est pair » ; 

— B: «le résultat est un multiple de 3 »; 

- C:«le résultat est inférieur ou égal à 3 ». 

a. AetB sont-ils indépendants ? 

b. A et C sont-ils indépendants ? 

[ZA La « Romaine des jeux » propose aux romains, 

pour les distraire entre deux jeux du cirque, un jeu de 

type « loto », dans lequel on propose trois types de 

billets : 

— les billets « méga magot » avec lesquels on peut gagner 

une somme de 100 000 sesterces avec une probabilité 

de ; 
10 000 

— les billets « maxi magot », avec lesquels on peut gagner 
une somme de 10 000 sesterces avec une probabilité 

LM 
de 560 
— les billets « magot », avec lesquels on peut gagner une 

somme de 1 000 sesterces avec une probabilité de - 

El Calculer, pour chaque type de billet, l'espérance de 

gain d'un joueur. Commenter en comparant les trois 

jeux. 

El L'esclave Ben Hur se procure un billet qu'il chaparde 

au hasard dans une pile, espérant s'acheter un nouveau 

char pour sa prochaine prestation au Colysée. 

Calculer la probabilité qu'il ait chapardé un billet 

gagnant, et calculer son espérance de gain. 

ALGO Un casino décide de créer un nouveau 

jeu de hasard : il faut lancer un dé jusqu'à ce qu'on 
obtienne un 6. La mise de départ est de 30 euros. Si le 

6 sort tout de suite, le joueur gagne 10 euros, s'il sort 

au bout de deux coups, il gagne le doubie, 20 euros, et 

ainsi de suite. On décide de créer un algorithme per- 

mettant de modéliser cette situation (voir ci-dessous.) 

L'instruction nbaleatoire(1, 

n) permet d'obtenir un 

nombre entier entre 1 et n, 

les résultats étant équipro- 

bables. 

El Sachant que G doit repré- 
senter le gain algébrique 

du joueur, compléter lalgo- 

rithme. 

El Le casino voudrait savoir si le-jeu est bien défavorable 
au joueur. Modifier l'algorithme pour concevoir une 
simulation qui permette de conjecturer une réponse. 

El Programmer l'algorithme et effectuer la simulation. 
Que peut-on apparemment en conclure ? 



79 | Deux grossistes proposent 
des bulbes de tulipe. 

Le premier produit des bulbes à 

fleur rouge dont 90 % donnent 

une fleur. 

Le second produit des bulbes à 

fleurs jaunes dont 80 % donnent 

une fleur. 

Une bulbe donne au plus unefleur.  B s 

Un horticulteur achète 70 % de ses bulbes au premier 

grossiste et le reste au second. 

Il plante un bulbe tiré au hasard dans son stock. 

Quelle est la probabilité que ce bulbe fleurisse ? 

| 80! Formules de Bayes 
El A et B sont deux événements de probabilité non 

nulle. Démontrer la relation suivante, appelée « formule 

de Bayes » : 

(B) x p(A) + px (B) x p(A) 
[2 “Va AUS 
On dispose de 100 dés cubiques, dont 25 exactement 

sont truqués. Un dé truqué amène le 6 avec une proba- 

bilité de 0,5. On choisit au hasard un dé dans le lot de 

100, on le lance, et le 6 apparaît. 

Quelle est la probabilité que le dé choisi soit truqué ? 

E E) Points dans la cible. 
Le plan est muni d'un repère orthonormé (0, 1, J). On 

considère les courbes représentatives des fonctions f et 

g définies sur l'intervalle [0 ; 6] par : 

1) = Le et rg(x)= 0x. 

La partie du plan comprise entre les deux courbes est 

une cible (zone cible sur le dessin ci-dessous). 

Une expérience aléatoire consiste à lancer un dé par- 

faitement équilibré deux fois de suite pour obtenir les 

coordonnées d’un point du plan. Le premier chiffre sorti 

est l'abscisse du point, le second chiffre sorti est l'ordon- 

née de ce point. 

>) 

Par exemple, si les chiffres sortis avec le dé sont, dans 

l'ordre 2 et 5, on obtient le point de coordonnées (2 ; 5). 

On indique par OUI ou NON si le point est placé dans la 

zone cible (on considérera que les bords font partie de 

la zone). 

El À l’aide du tableur, construire une feuille de calcul 

qui simule 500 points obtenus et qui indique par OÙl ou 

NON si le point est dans la zone cible. 

Faire afficher les fréquences de OÙI et NON. 

ssl =SI{ET(A2*A2/6<-82;B2<=RACINE(6*A2));" OUT" "NON") 

El Conjecturer une valeur approchée de la probabilité 

que le point obtenu soit placé dans la ZONE CIBLE. On 

pourra faire plusieurs simulations en utilisant la touche 

F9. 

El À l'aide de la représentation graphique ci-dessus, 

trouver la valeur exacte de la probabilité de l'événement 

« le point est dans la zone cible ». 

EI On réalise dix fois de suite l'expérience qui consiste 

à lancer le dé deux fois pour obtenir un point du plan. 

a. Calculer la probabilité qu'aucun point obtenu ne soit 

dans la zone cible. 

b. Calculer la probabilité qu'au moins un point soit dans 

la zone cible. 

c. Calculer la probabilité que la moitié des points soient 

dans la zone cible. 

(74 On lance deux fois consécuti- 

vement un dé cubique équilibré. 

On considère les événements : 

— À : «la somme des numéros obtenus 

est paire » ; 

—B:«le premier numéro obtenu est 6 » ; 

—C : « le numéro obtenu au premier lancer est stricte- 

ment supérieur à celui obtenu au second lancer ». 

El Calculer les probabilités conditionnelle : 

a. Pa (B); b. pg(C); c. Pa(C). 

F1 Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

El Les événements A et C sont-ils indépendants ? 

E1 Les événements B et C sont-ils indépendants ? 
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GEX Les tests de dépistage 
Un test a été mis au point pour le dépistage d'une mala- 

die. Le laboratoire fabricant le test fournit les caractéris- 

tiques suivantes : 

— la probabilité qu'un individu atteint par la maladie pré- 

sente un test positif est 0,99 ; 

-— la probabilité qu'un individu non atteint par la maladie 

présente un test négatif est Cgement de 0,99. 

On s'intéresse à une 

population « cible » dans 

laquelle on procède à un 

test de dépistage systé- 

matique. 

Un individu est choisi 

au hasard dans la popu- 

lation cible. 

M désigne l'événement « l'individu choisi est malade » 

et T désigne l'événement « le test de l'individu choisi est 
positif ». 

On pose p(M) = p. 

EX interpréter les quantités 0,99, données en hypo- 

thèses, en termes de probabilités conditionnelles. 

El a. En utilisant un arbre pondéré, déterminer l'expres- 

sion f(p) de la probabilité conditionnelle p-(M) en 
fonction de p. 

b. Étudier les variations sur l'intervalle [0 ; 1] de la fonc- 

tionp+> f(p). 
c. Déterminer les images par f'des réels : 

0,001 ; 0,01; 0,1; 0,3; 0,5; 0,8. 

El La population cible choisie est constituée d'individus 

présentant des symptômes évocateurs de la maladie. 

On a, dans cette population, p = 0,7. 

Calculer pr (M) et pr (M). 
Commenter ces résultats. 

E1On s'intéresse à présent à une population cible 

dans laquelle là maladie étudiée est « rare » ; on a ici 

p = 0,005. 

a. Calculer la probabilité, pour un individu dont le test 

est positif, d'être malade. 

b. Calculer la probabilité, pour un individu dont le test 

est positif, de ne pas être atteint par la maladie. 

c. Commenter les résultats obtenus. 

(CHAT EH Un même test de dépistage donne lieu 
à des interprétations différentes selon la population à 
laquelle il est appliqué. 

F1 b. Pour visualiser la situation, on peut tracer la he 
de f'avec la calculatrice ! 
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Trois urnes À, B et C contiennent des boules indis- 

cernables au toucher. Si on tire au hasard une boule 

dans l’une de ces urnes, la probabilité qu'elle soit noire 

est de 0,2 dans À, de 0,5 dans B et 0,3 dans C. On tire une 

boule de A. Si elle est noire, on tire une seconde boule 

dans B, sinon, la seconde boule est tirée dans C. 

Calculer la probabilité de l'événement « on tire deux 

boules noires ». 

[85 À l'aide d’une pièce équilibrée,  B,_ 
on déplace un jeton d’un point à un side 

autre du quadrillage ci-contre de la NES HI 
façon suivante : Ji L| 

— la position initiale est en O; | 

- si pile sort, on déplace le jeton 

d'une case vers la droite ; 

— si face sort, on déplace le jeton d'une case vers le haut. 

On procède selon cette règle à quatre déplacements 

successifs du jeton. 

Q 6 OR 

El Déterminer le nombre de trajets possibles. 

El Quelle est la probabilité pour que le jeton arrive en 

A?enB?en7? 

El Calculer la probabilité pour que le jeton arrive en 7 

sachant qu'il est passé par J. 

E Calculer la probabilité, pour un jeton arrivé en 1, qu'il 
soit passé par C. 

Œ Probabilités et suites 
Marion débute un jeu dans lequel elle a autant de 

chances de gagner que de perdre la première partie. 

On admet que, lorsqu'elle gagne une partie, la probabilité 

qu'elle gagne la suivante est de 0,6, alors que, si elle perd 

une partie, la probabilité qu'elle perde la suivante est de 0,7. 

Pour n entier naturel non nul, on note : 
— l'événement G, : « Marion gagne la n-ième partie » ; 

— l'événement P, : « Marion perd la n-ième partie ». 

El Préciser les valeurs des probabilités de G, et de P.. 

El Calculer la probabilité de G, et en déduire celle de P;. 

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : 

Xn = P(Gh) et ÿn= B(PX 

El Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, 

ON a :Xn41 = 0,6%, + 0,3y, et y,,1= 0,4x, + O,7y,. 

EI Pour tout entier naturel n non nul, on pose : 

Vn=Xn+Yn et W,h= AX, — 3y,. 

a. Démontrer que la suite (v,) est constante. 
b. Démontrer que la suite (w,) &st géométrique et expri- 
mer w, en fonction de n. 

c. Déterminer, pour tout n entier naturel non nul, l'ex- 
pression de x, en fonction de n. 

Étudier la convergence de la suite (x). 



‘LA Déplacement d'une particule 
Une particule se déplace aléatoirement entre deux posi- 
tions A ou B. On note A, l'événement « la particule est en 
À à l'instant n », B, l'événement : « la particule est en B à 
l'instant n », et on pose : 

dn — P(An) et 

On sait que : 

— à l'instant 0, la particule est en A ; 

—-la probabilité pour 

que la particule ne 

change pas de position 

entre les instants n et 

n + lest constante. 

B; = P(B). 

Déterminer «, et 
a, + B» pour tout 
entier naturel n. 

FPourquoi le réel 
Pa, (An + 1) peut-il être 
noté 6 indépendam- 

ment de n ? 

Justifier que, pour tout entier naturel n, on a alors 

PB, (Bn + 1) = 0. 

El a. Calculer, en fonction de 8 et B,, la probabilité de 
l'événement B, N A, ; 1. 

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a: 

Qn + 1 = (20 — 1)a, + 1 — 0. 

c. En déduiré, par récurrence, que pour tout entier natu- 

RU de pen 
| 7] 2 

Déterminer la limite de la suite (a,) et interpréter le 

résultat obtenu. 

Un atome est constitué d’un noyau, 

chargé positivement, entouré d'un ou 

plusieurs électrons, chargés négative- 

ment. Entre le noyau et les électrons, 

il y a le vide. 

Le modèle actuel est le modèle 

mathématique présenté par Erwin Erwin 
Schrôdinger 

(1887-1961), 

physicien 

autrichien. 

Schrôdinger en 1926, qui fait inter- 

venir la physique quantique. Les élec- 

trons n'ont pas d'orbite définie mais 

une « probabilité de présence » autour 

du noyau au sein d'un « nuage électronique ». 

Deux joueurs A et B conviennent du jeu suivant, 

qui se présente comme une succession de « parties ». 

Au départ, À et B misent chacun 

1€ et lancent chacun une pièce 

parfaitement équilibrée (c'est- 

à-dire amenant avec une égale 

probabilité soit pile, soit face) : 

— si À amène pile et B face, le jeu s'arrête, À gagne et 

récupère la mise des deux joueurs ; 

— si B amène pile et A face, le jeu s'arrête, B gagne et 

récupère les mises ; 

— dans les autres cas, la partie est nulle, les joueurs récu- 

pèrent leur mise et engagent une nouvelle partie en 

doublant la mise. 

Et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'il y ait un gagnant ou que 

la vingtième partie s'achève sur un nul (auquel cas les 

joueurs récupèrent leurs mises respectives). 

Pour tout entier n de 1 à 20, on considère : 

— l'événement À, : 

« le jeu se termine à la n-ième partie par le gain de A »; 

— l'événement B, : 

«le jeu se termine à la n-ième partie par le gain de B »; 

— l'événement N, : 

« la n-ième partie est une partie nulle ». 

On pose : 

Xn — P(A»), 

Partie A 

EI Calculer x;, y, etz. 

Va P(B) et Z= P(Nh). 

F1 Montrer que, pour tout entier n de 1 à 19,on a: 

1 1] 
Mains be Ya+1= 7 Zn: 

et. € Zn41= Zn 

El En déduire que, pour n entier de 1 à 20, on a: 
1 n+1 1 n+1 

a. x, = |) ; b. y, = (1) ; 

1 n 

c. Zn — (1) : 

Partie B 

On considère la variable aléatoire X : « le nombre d'euros 

mis en jeu lors de la partie qui conclut le jeu », c'est-à- 

dire récupérés par le gagnant ou partagés entre les deux 

joueurs, dans le cas où le jeu s'achève sur un nul. 

Si le jeu s'achève à la k-ième partie, on a ainsi: X = 2K. 

El Donner l'expression numérique de la plus grande 

valeur que peut prendre X. 

El Calculer p(X = 2*). 

El Pour k entier de 1 à 19, exprimer l'événement « X = 2k » 
à l'aide des événements A, et B;. En déduire p{X = 2*). 

El Calculer l'espérance mathématique de X. 
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E On considère trois urnes U,, U, et U, : 

— l’urne U, contient deux boules noires et trois rouges ; 

— l’urne U, contient une boule noire et quatre rouges ; 

- l’urne U, contient trois boules noires et quatre rouges. 

Une expérience consiste à tirer au hasard une boule de 

U, et une boule de U,,, à les mettre dans U:, puis à tirer 

au hasard une boule de U. 

Pour i prenant les valeurs 

1,2 et 3, on désigne par N; 

(respectivement R;) l'évé- 

nement « on tire une boule 

noire de l’urne U; » (res- 

pectivement « on tire une 

boule rouge de l’urne U, »). 

El Reproduire et compléter 
l'arbre des probabilités ci- 

contre : 

F1 à. Calculer la probabilité des événements : 

NANNN et NNnNnh. 
b. En déduire la probabilité de l'événement N, n N. 

c. Calculer de façon analogue la probabilité de l'événe- 

ment À; N M. 

El Déduire de la question précédente la probabilité de 

l'événement N,. 

El Les événements N, et N, sont-ils indépendants ? 

El Sachant que la boule tirée dans U, est noire, quelle 

est la probabilité que la boule tirée de U, soit rouge ? 

M Application du calcul 
des probabilités à la génétique 
Partie A 

Soit & un nombre réel non nul différent de 1. 

On considère les suites (a,) et (b,) définies par : 

d) = 0 et bp =1 

et, pour tout entier naturel n: 

lo 
2) 

E Exprimer b,, en fonction de n et de a pour tout entier 

naturel n. 

Ch Ci b, et Dnilir D, 

F1En déduire la valeur de a,,,— a, et montrer que 

di + (1 — a”) pour tout entier naturel n. 

Partie B Étant donné un gène possédant un couple 

d'allèles À et a, on dit qu'une plante est homozygote 

lorsqu'elle contient les deux mêmes allèles sur une paire 
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de chromosomes homologues : elle est alors de géno- 

type AA ou aa. Une plante est hétérozygote lorsqu'elle 

est de génotype Aa. 

Certaines plantes, par exemple le 

Lupin, se reproduisent par auto- 

gamie (ou autofécondation) : tout 

se passe pour la descendance 

comme si on fécondait deux 

plantes de même génotype, 

chaque chromosome d'une paire 

étant sélectionné au hasard. 

Génotype de la 

plante initiale 
El Calculer les probabi- 
lités pour qu'une plante 

de génotype AA, Aa, ou 

aa donne par autogamie 
une plante de génotype 

AA, Aa ou aa. On présen- 

tera les résultats sous 

forme de tableau. 

Ainsi, à l'intersection de la colonne Aa et de la ligne aa 

on fera figurer la probabilité pour qu'une plante de 

génotype Aa donne par autogamie une plante de géno- 

type aa. 

El Partant d'une plante hétérozygote (génération 0), 

on constitue par autogamie des générations succes- 

sives. On note les événements : 

— AA, : « la plante de la n-ième génération est de géno- 

type AA »; 

— Aa, : « la plante de la n-ième génération est de géno- 

type Aa »; is 

- aa, : « la plante de la n-ième génération est de géno- 

type aa ». 

On appelle : 

—X, la probabilité de AA, et y, la probabilité de Aa, ; 
—Z, la probabilité de aa, ; 

en particulier x, = 0, Yo = 1et Zo = 0. 

a. Calculer x;, y, et z.. 

b. Expliciter les probabilités conditionnelles : 

Un:1 de AA,,, sachant AA; 

Vhr1 de AA,,, sachant Aa, ; 

Wnz1 de Aa,,, sachant Aa,. 

Utiliser ces probabilités conditionnelles pour montrer 

que, pour tout entier naturel n: 

Xn41 = Xn + Yr et Yn+1= re 

c. Utiliser les résultats de la partie A pour donner les 

valeurs de x,, de y, puis de z, en fonction de n. 
d. On garde les hypothèses et notations de la ques- 
tion El. Calculer la probabilité p, pour qu'une plante 

de la n-ième génération ne soit pas homozygote. 

À partir de quelle. génération (caractérisée par son 
numéro d'ordre n) a-t-on p, < 0,01? 

Génotype 
du descendant 



=] @ virrusion d'une information 
On reprend la situation de l'exercice précédent et on 

pose, pour n entier naturel, u, = P(S,). 

El Combien vaut u, ? 

El à. À l'aide d'un arbre pondéré, montrer que : 

Un+1 = 0,8u, + 0,1. 

b. À l'aide d’une calculatrice, calculer u,, à 0,01 près. 
Que peut-on penser de la qualité de la transmission de 

l'information s'il y a dix étapes. 

El On voudrait savoir quelle valeur donner à la probabi- 

lité p de transmission correcte de l'information pour que 

l'on ait u,9 > 0,99. 

a. Montrer que l'on a: 

Uni = (2p — ju, + 1 — p. 
On a préparé une feuille de calcul pour déterminer les 

premières valeurs de la suite u. 

0,631072 

0,58388608 

0,567108864 

9, 55368709 Æ 

b. Quelle rte a été entrée en B2 ? 

c. Quelle formule à été entrée en B3, puis recopiée 

jusqu'en B11 ? 

d. En modifiant la valeur de p, déterminer la plus petite 

valeur qui permette d'aboutir à u,9 > 0,99. (On donnera 

un encadrement d'amplitude 0,001.) 

SPÆ D'un naturel : 

confiant, vous dé- à 
cidez d'acheter des 

objets d'art dans 

une brocante que 

vous venez de dé- 

couvrir. Mais 80 % 

des marchands installés là sont Pt an 

marchand indélicat, une fois sur deux, la D Dadcn 

achetée est sans valeur, alors que cela se produit seule- 

ment une fois sur dix chez un marchand sérieux. 

Après avoir acheté un objet à votre goût, vous consultez 

un ami connaisseur qui vous apprend que, par chance, 

vous avez acquis un objet de qualité. 

Quelle est la probabilité que vous ayez acheté cet objet 

chez un marchant sérieux ? 

.et chez un 

>) 

P Mars" me armement eme ratetO ere ae 

4 | 4 
{ 

El Le paradoxe des trois coffrets 
Trois coffrets sont d'apparence identique. Chacun a 

deux tiroirs, et chaque tiroir renferme une médaille. Le 

premier coffre contient deux médailles en or, le second 

deux médailles en argent, et le troisième une médaille 

en or et une en argent. 
On choisit un coffret. Quelle est la probabilité que ses 

tiroirs contiennent une médaille d'or et une d'argent ? 

Première solution : Trois choix de coffrets sont pos- 

sibles et équiprobables, et un seul répond à la condition 

demandée ; la réponse est donc ER 

. Deuxième solution : On choisit un coffret, on ouvre un 

| de ses tiroirs et on observe la médaille qu'il contient. 

Quelle que soit cette médaille, deux cas seulement sont 

.… possibles : le tiroir encore fermé contient une médaille 

identique ou différente. Sur ces deux cas, un seul est 
favorable, celui où la médaille est différente. La probabi- 

lité recherchée est donc JL. | 
À 
. Déterminer celle des deux solutions qui répond au pro- 

:  blème, et expliquer en quoi la seconde n'y répond pas. 

î 
| 

D NP ET DE SRE EEE 

ETIENNE 

cris 

A 

[94| Lorsqu'il sort de chez lui, chaque matin, Sherlock 

prend sa loupe, ou pas. S'il est préoccupé par son 

enquête en cours, il prend toujours sa loupe. S'il n'est 

pas particulièrement préoccupé, il prend sa loupe deux 

fois sur cinq. 

Sherlock est un enquêteur acharné: il est préoccupé par 

l'enquête en cours un matin sur trois. 

Sur dix matins choisis au hasard et indépendamment, 

combien de fois Sherlock prend-il en moyenne sa loupe 

| en sortant de chez lui ? 
Noneganeets restées rrasgen Eco enERIRE 11202 LATINE AFS EEE LITE EDEN DEEE EI SL NÉSEMRIREPEIRE ES TINE 
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EF) La première à six 
Ève et Sarah se retrouvent 

en finale d'un tournoi 

d'échec. La gagnante est 

la première à atteindre n 

victoires, n étant un 

nombre entier. (On consi- 

dère qu'il n’y a pas de par- 

ties nulles.) 

On estime qu'Eve est un 

peu plus forte que Sarah, 

et qu'à chaque partie, elle 

l'emporte avec une pro- 
babilité de 0,6. 

On suppose que les résultats des parties sont indépen- 

dantes et on voudrait une estimation de la probabilité 

de victoire d'Ève. 

El Cas n — 2. 

À l'aide d'un arbre, déterminer la probabilité de Victoire 

d'Ève. 

El Cas n = 10. 
Pour modéliser le jeu, on décide de créer un algorithme, 

dont voici un extrait. 

Marie Sebag, née en 1986, 

joueuse d'échecs française, 

grand maître international. 

& Voir les Outils pour l’algorithmique. 

a. Compléter l'algorithme. 

b. Modifier l'algorithme pour qu'il répète 1 000 fois la simu- 

lation et détermine la proportion de victoires pour Ëve. 

c. Programmer l'algorithme, le faire fonctionner et com- 
menter le résultat obtenu. 

© Voir les Outils pour la programmation. 
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[os (E) Transmission 
d'une information 
Un chercheur vient d'obtenir enfin le résultat qu'il atten- 

dait : la lotion P permet la repousse des cheveux. Il décide 

d'en faire part discrètement à son supérieur, qui lui-même 

en fait part discrètement à son contact au siège central, 

ainsi de suite jusqu'au PDG de l'entreprise. 

On suppose qu'à chaque étape, celui à qui on transmet 

l'information la comprend correctement avec une pro- 

babilité de 0,9, et comprend le contraire avec une pro- 

babilité de 0,1. 

On appelle, pour un entier naturel n non nul, S, l'événe- 

ment « l'information comprise à l'étape n est : Ja lotion P 

permet la repousse des cheveux » et E, l'événement : « l'in- 

formation comprise à l'étape n est : /a lotion P ne permet 

pas la repousse des cheveux. » 

On a donc p(S;) = 0,9 et p{(E;) = 0,1. 

EI On décide de réaliser un programme qui permette de 

simuler la diffusion de l'information. 

Prog Edit Ajouter 

diffusion()} :={ 

saisir(" donner la valeur de n ",n}) ; 

si (alea(0,1)<0.9) alors D:=1 sinon D:={; 

£si É 

pour j de 1 jusque n-1 faire Ë 

si (alea(0,1)>0.9) alors ‘ Ê 
si D-=0 alors D:=1 sinon D:=0; 

£si 

return ("L'information a été finalement correctement transmise"}; À 

sinon return{"L'information n'a pas été correctement transmise")};# 

fsi 

} :; 

© Voir les Outils pour l’algorithmique. 

a. Quel rôle joue la variable D ? Comment permet-elle 

de simuler la transmission ou non de l'information ? 

b. Réaliser ce programme et le tester 50 fois avec n = 10. 

Que remarque-t-on ? 

© Voir les Outils pour la programmation. 

El Modifier le programme pour qu'il permette d'effec- 

tuer 10 000 simulations avec n = 10 et calculer la fré- 

quence avec laquelle l'information est correctement 

transmise. 

Quelle conclusion peut-on en tirer ? 



Revoir les outils de base 

SIA Raisonner avec un arbre pondéré 
On considère une urne composée de quatre boules 

rouges et six boules vertes. 

On tire successivement et avec remise trois boules et on 

note leurs couleurs. 

Réaliser un arbre pondéré qui modélise l'expérience. 

Quelle est la probabilité des événements suivants : 

a. « obtenir deux boules rouges, puis une verte » ? 
b. « obtenir trois boules rouges » ? 

E Raisonner avec un tableau à double 

entrée 

En 2008, on a effectué une enquête sur les pratiques 

culturelles des Français. Voici les résultats de la partie de 

l'enquête portant sur les instruments pratiqués par les 

Français : 

On choisit une personne au hasard parmi l'échantillon 

étudié. 

El Quelle est la probabilité que ce soit un homme ? 

F1 Quelle est la probabilité que ce soit une personne fai- 

sant de la guitare ? 

El Si c'est une femme, quelle est la probabilité qu'elle 

fasse du piano ? 

Les savoir-faire du chapitre 

Construire un arbre pondéré 
Dans chacune des situations suivantes, construire un 

arbre pondéré. 

El On estime qu'une maladie touche 0,1 % d'une popula- 

tion et on dispose d’un test de dépistage. Parmi les per- 

sonnes malades, 98 % réagissent positivement au test, 

ainsi que 1 % des personnes qui ne sont pas malades. 

EI On lance un dé équilibré à six faces. Si on obtient un 

6, on tire au hasard une boule dans une urne contenant 

six boules rouges et quatre boules noires. 
Sinon, on tire une boule dans une urne contenant quatre 

boules rouges et six boules noires. 

U Exploiter la lecture d'un arbre pondéré 
Trois producteurs de 

pomme proposent des fruits 
qui doivent correspondre à 

un calibre précis. 

On prélève une pomme au 

hasard et on considère les 

événements suivants : 

P : «le fruit vient du premier 

producteur » ; 

D : «le fruit vient du deuxième er eee »; 

T:<«le fruit vient du troisième producteur ». 

C: «la pomme est bien calibrée. » 

H : «la pomme est hors calibre. » 

On donne l'arbre pondéré suivant : 

0,7 ke 

0 en LH | 
/ 

0 0,9. 

El Déterminer pr (C) ; p(D) ; po(C). 

F1 à. Calculer la probabilité que le fruit soit hors calibre 

et provienne du troisième producteur (événement T). 

b. Calculer la probabilité que le fruit soit hors calibre. 
+ 

El On trouve une pomme hors calibre. 

Quelle est la probabilité qu'elle provienne du deuxième 

producteur ? 

LE Indépendance de deux événements 
Un luminaire comporte trois ampoules, rouge, et jaune. 

À chaque minute, ces lampes s'allument de manière 

indépendante pendant une minute avec des probabili- 

tés respectives de 0,3, 0,2 et 0,8. 

El Quelle est la probabilité que les trois lampes soient 

allumées en même temps ? 

El Quelle est la probabilité que la lampe rouge ou la 

verte soient allumées ? 

El Quelle est la probabilité que la lampe rouge reste 

allumée pendant une heure ? 
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112 Probabilité et médecine 
En médecine, la prévalence d'une maladie désigne la 

proportion de personnes atteintes dans une population 

donnée. 

On donne, pour la population française : 

— prévalence de l'asthme : 0,0098 ; 

— prévalence des infections pulmonaires (IP) : 0,10 ; 

— fréquence des IP chez les asthmatiques : 0,3 ; 

El Quelle est la probabilité d'être asthmatique ou atteint 

d'infection pulmonaire ? 

El Un malade présente une infection pulmonaire. Quelle 

est la probabilité qu'il soit asthmatique ? 

Efficacité d'une méthode 
de recrutement 
Un Directeur des Res- 

sources Humaines 

(DRH) souhaite recruter 

de nouveaux collabo- 

rateurs pour son entre- 

prise. 

Il a présélectionné des 

candidats à l'aide de 

leurs CV et d'entretiens, mais ces méthodes ne lui per- 

mettent pas de détecter correctement les compétences 

requises. || décide alors de leur faire passer un test de 

graphologie, pensant que les résultats l’aideront dans 

son choix. 

On suppose que les candidats possédant les compé- 

tences recherchées représentent une proportion p des 

candidats présélectionnés. On suppose aussi que le 

résultat du test graphologique donne des indications 

sur le candidat : le type de candidat recherché réussit le 
test dans 60 % des cas en moyenne, alors que les autres 

ne le réussissent que dans 50 % des cas. 

On choisit un candidat au hasard. 

El Calculer, en fonction de p, la probabilité que le DRH ne 

prenne pas la bonne décision concernant ce candidat. 

F1 Calculer, en fonction de p, la probabilité que le candi- 

dat considéré réussisse le test. 

ElOn note /(p) la probabilité qu'un candidat ayant 
réussi le test possède réellement les compétences 

0,6p 

0,5p + 01 

E] Étudier le sens de variation de la fonction f, puis 

construire son tableau de variations. 

Résoudre f(p) > 0,9 et interpréter le résultat. Que 
peut-on conseiller au DRH ? 

recherchées. Montrer que f (p VE 
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04 La loi de Hardy-Weinberg 
Dans les cas simples, un gène 

peut prendre deux formes (ou 

« allèles ») A ou a. Un individu 

peut alors avoir l'un des trois 

génotypes AA, Aa ou aa. 

On considère une population 

(appelée la génération 0) dans 

laquelle un individu choisi au 

hasard présente le génotype AA avec la probabilité #, 

le génotype Aa avec la probabilité 5, et le génotype aa 

avec la probabilité t,. 

Un enfant hérite d'un gène de chacun de ses parents, 

chaque choix de gène se faisant au hasard. 

De plus, on admet que les appariements sont aléatoires, 

c'est-à-dire que les couples de parents se forment au 

hasard en regard des génotypes étudiés. 

Pour tout entier naturel n, on appelle r,, 5, et t, les pro- 

babilités pour un individu de la n-ième génération de 

présenter le génotype AA, Aa ou aa respectivement. 

On s'intéresse à la façon dont évoluent ces probabilités 

au fil des générations. 

EI Calcul de r; 
a. On suppose ici que le père présente le génotype AA. 

Compléter l'arbre pondéré suivant, et en déduire la 

probabilité pour un individu de génération 1 d'être de 

génotype AA sachant que son père est de génotype AA. 

père M enfant 

PEN | 
A dnsee + v 

eme ro Aa 

Se 

b. On suppose maintenant que le père est de génotype Aa. 

À l'aide d’un arbre pondéré du même type que ci-des- 

sus, calculer la probabilité pour un individu de généra- 

tion 1 d'être de génotype AA, sachant que son père est 

de génotype Aa. 

c. Sachant que son père est de génotype aa, quelle est la 

probabilité qu'un individu soit de génotype AA ? 

d. Déterminer r, en fonction de r, et so. 

FIEn utilisant la symétrie des hypothèses en A et a, 
déterminer t; en fonction de r, et 5, à l’aide du résultat 
précédent. 

En déduire s; en fonction de r, et so. 

El En notant d = 5, — t,, exprimer, en fonction de d,les 
nombres r,, 5 et t1. 

E] Déterminer, en fonction de d. les nombres r,, v Set à. J{ 
Que peut-on dire des suites (r,), (5,) et (t,) ? 

ACTE EOn pourra remarquer que r, — t, = d. 



Vers le Supérieur 

Médecine (PCEM 1) 
QCM Plusieurs réponses peuvent être justes ; l'objectif 

est de tester les « réflexes » en probabilité. 

Voici quelques questions posées au concours de PCEM1 

de la faculté de Nancy. 

El On a un dé standard à 6 faces non pipé. Quelle est la 

probabilité d'obtenir un 5 ou un 6 lors du jet du dé ? 

se 2 Er b. =. 

1 501 
ER de ic: 

e. les éléments disponibles ne permettent pas de répondre. 

El La probabilité de faire un infarctus, si on fume, est de 

30 %. Quelle est la probabilité d'être fumeur et de faire 

un infarctus ? 
5 5 so 

2° 1000 : b.- Goo * 100 — 20015. 
3 ei d.0,1667. 

e. on ne peut pas calculer cette probabilité avec les élé- 

ments disponibles. 

El Un questionnaire comporte 30 QCM indépendants 

avec cinq propositions mutuellement exclusives et dont 
une seule est la bonne réponse. è 

a. La probabilité pour un étudiant répondant au hasard 

à un QCM donné d’avoir la bonne réponse est de 50 %. 

b. La probabilité pour un étudiant répondant au hasard 

à un QCM donné d’avoir la bonne réponse est de 20 %. 

c. Si on attribue 1 pour une réponse juste et 0 pour les 

réponses fausses, les étudiants qui répondent au hasard 

auront en moyenne une note de 6/30. 
d. La loi de probabilité que suit la note d’un étudiant qui 

répond au hasard est une loi binomiale de paramètres 

h=S0ietp— 072; 

E] La probabilité d'avoir un garçon est de 50 %. Le sexe 
étant indépendant à chaque naissance, caractériser les 

affirmations suivantes par Vrai ou Faux. 

a. Madame X a déjà eu trois garçons, elle est enceinte 

pour la quatrième fois, la probabilité pour que ce soit un 

garçon est de 6,25 %. 

b. Madame X a déjà eu trois garçons, elle est enceinte 

pour la quatrième fois, si c'est un garçon, elle fera partie 

des 6,25 % de femmes ayant eu quatre enfants qui ont 

eu quatre enfants de sexe masculin. 

c. Madame X a déjà eu trois garçons, elle est enceinte 

pour la quatrième fois, si c'est un garçon, elle fera partie 

des 6,25 % de femmes ayant eu quatre enfants qui ont 

eu quatre enfants de même sexe. 

| | 
| 

| 
| 

d. Madame X a déjà eu trois garçons, elle est enceinte 
pour la quatrième fois, la probabilité pour que ce soit 

une fille est de 50 %. 

e. Dans ces conditions de survenue d'un garçon, on observe 

en moyenne 2,5 garçons chez les femmes ayant eu cinq 
enfants. 

BTS Agencement d'architecture 
(extrait) 
Une entreprise effectue des travaux d'isolation chez des 

particuliers. Elle souhaite évaluer son potentiel d'activité 
dans une ville. Pour cela, elle demande à 100 personnes 

choisies au hasard de faire le test suivant : 

Une pièce, préalablement portée à une température conve- 

nue, est laissée toute une nuit sans chauffage. Le matin, on 

relève sa température. 

L'entreprise obtient comme résultats, arrondis au degré 

le plus proche : 

ODONNONE 
INADEEENE 

On distingue alors trois catégories de maisons, selon la 
température T relevée le matin : 

—Si18 ST, l'isolation est satisfaisante (catégorie 1). 

— Si 15<7 <18, des économies d'énergie pourraient 

être réalisées, mais elles ne compenseraient pas les 

coûts des travaux (catégorie 2). 

—SiT <15,les propriétaires ont tout intérêt à faire réno- 

ver l'isolation de leur maison (catégorie 3). 

El Sans justification, calculer la moyenne de la série sta- 

tistique. Calculer ensuite une valeur arrondie de l'écart 

type de la série statistique à 0,1 près. 

F1 On admet désormais que la probabilité qu'une mai- 

son soit dans la catégorie 3 est de,1. 

L'entreprise s'intéresse principalement aux maisons de 

la catégorie 3. 

Chaque jour, des études thermiques sont menées dans 

30 maisons choisies au hasard. La taille de la ville per- 

mettra de considérer les études comme étant indépen- 

dantes. 

On définit une variable aléatoire Ÿ qui, à un jour donné, 

associe le nombre de maisons de catégorie 3. 

a. Quelle loi de probabilité la variable aléatoire Y suit- 

elle ? Justifier votre réponse, en précisant les paramètres 

de cette loi. 

b. Calculer la probabilité qu'au plus deux études menées 

dans une journée diagnostiquent une maison de caté- 

gorie 3. Donner une valeur arrondie à 0,01 près. 
c. Calculer l'espérance de la variable aléatoire Y. Que 

représente ce nombre ? 

CHAPITRE 10 Probabilités conditionnelles 
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Revoir la loi binomiale 

QCM X est une variable aléatoire réelle qui suit la loi binomiale de paramètres n = 20 et p = 0,4. 

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. 

CT TE | 
Ev(x) = c. 20X0,410x(1 —0,4)° 

EX Si y = X— 8, alors E(Y) = 

Es z = 

b. 20*X0,4X(1 — 0,4) 

Ÿ. 

vo) 
, alors V(Y) = 

Calcul d'intégrale et aire 
On a représenté ci-contre deux fonctions f et g et deux 
domaines colorés. Lequel paraît avoir l'aire la plus grande ? 

On donne les expressions de f etg: f(x) = . et g(x) = 2e*. 

Quelle est la plus grande des deux aires ? 

Probabilité et aires de rectangles 
Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de 

paramètres n = 9 et p = 0,5. 

X 145 

1,5 
On définit la fonction f sur R par f(x) = 

X—4,5 

EN e 
et la variable aléatoire Y = f(X) = 

EX Déterminer /(3) et P(Y = f(3)). 

F1 On a représenté la loi de X par un diagramme %, 

en bleu, formé de rectangles de base [k ; k+ 1] et 
de hauteur P(X = k) pour k allant de 0 à 9. Puis on a | Den 
transformé chaque rectangle au moyen de /: le rectangle situé au-dessus de l'intervalle [3;4] 
est transformé en un rectangle situé au-dessus de l'intervalle [f(3); f(4)] et de même hauteur 
P(X=3)= 06. 
a. Quelle est l'aire du diagramme bleu % ? et celle du diagramme transformé 2’ ? 
b. Par quel coefficient l'aire de ® a-t-elle été divisée ? ®’ représente-t-il correctement la loi de Y? 
E Quelle hauteur doit avoir chaque rectangle situé au-dessus de l'intervalle LA(k) ; f(k+1)] pour 
que l'aire totale de la partie en rose clair soit égale à 1 ? 

Proposer une formule générale pour les hauteurs des rectangles lorsqu'on transforme un dia- 

CHAPIT 

: xs 
gramme, au moyen d'une fonction : x ++ 

RE 11 Lois de probabilité continues 

m st : 
afin de retrouver une aire identique. 
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Au fil du temps 
es probabilités continues apparaissent 
au même moment que les probabilités 

modernes, autour de mathématiciens comme 

Abraham De Moivre (1667-1754). Mais c'est 

Karl Friedrich Gauss (1777-1855) qui donne 
son nom à la courbe liée à la loi normale et qui la 
relie en particulier au problème des observations 
astronomiques. 

Les lois continues se sont multipliées depuis 
(loi exponentielle, loi de Weïbull, loi de Pareto), 

ouvrant un champ immense d'applications et de 
recherches. 

+ 

Z 
< £ 
ae £ ps 

£ + 
er € 

Le 

: As 
=] » 7 hs 

; = 668873223L9 

K.F. Gauss sur un billet de 10 marks de 1981, 

accompagné d’une courbe « en cloche »… 

TEINTE ERERNERREE 

Parmi les deux courbes, ci-contre, laquelle peut permettre l'étude de : 

la répartition des individus suivant leur « quotient intellectuel » ? 

. la répartition des feuilles d'un arbre en fonction de leurs diamètres ? 

- la durée de vie d’un circuit imprimé ? 

Ce chapitre est consacré aux probabilités « continues » qui permettent de modéliser des phénomènes 

extrêmement différents à l’aide d’un petit nombre de lois mathématiques. 
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UTAR Choisir un nombre dans [0 ; 1] 
Un jeu consiste à lancer une fléchette sur des cibles dont la forme est donnée dans 

chaque cas par le domaine de plan coloré, situé au-dessus du segment représen- 

tant l'intervalle [0 ; 1], et dont l'aire totale est égale à 1 unité d’aire. 
On suppose que la fléchette atteint toujours sa cible, et on appelle x l'abscisse du 

point d'impact P. 

Pour un intervalle J'inclus dans [0 ; 1], on étudie ci-dessous la probabilité de l'évé- 
nement {x € J'} pour chaque cible. 

EX Le lanceur gagne lorsque x appartient à l'intervalle [0 ; 0,2]. 

a. Avec quelle cible le lanceur a-t-il apparemment le plus de chance de gagner ? 

b. Par lecture graphique, conjecturer la valeur exacte de la probabilité p, de 

gagner avec la cible @. 

c. Proposer un principe de calcul pour les probabilités p, et p; de gagner avec les 

cibles @ et ©. 

FA Le bord supérieur du domaine est, pour chaque cible, la courbe d'une fonction 

dont on donne l'expression : 

Dole Lie dloet LS: > (x 1P+4 

a. Conjecturer pour quelle cible l'événement {0,3 < x < 0,7} est le plus probable: 

b. En utilisant le calcul intégral, déterminer pour chaque cible la probabilité de 

l'événement {0,3 < x < 0,7 } et retrouver la conjecture faite au PA a. 

HAVISYIS Chaque cible permet de modéliser le choix d'un réel x de l'intervalle [0 ;1] 

en définissant la probabilité des événements {x € J'}, pour tout intervalle J inclus 

dans [0 ; 1]. La fonction dont la courbe est le bord supérieur de la cible est appelée 

densité de la loi de probabilité ainsi définie sur [0 ; 1]. On voit dans cette activité que 
la probabilité d'un même intervalle J varie selon la densité considérée. 

Activité 2 

Des études statistiques sur un grand nombre d'atomes d'un élément radioactif ont 

permis d'établir la formule suivante: N(t) = Ne ?, où t désigne le temps 
exprimé dans une unité adaptée, N le nombre initial d'atomes radioactifs et N(t) 
le nombre d'atomes (encore) radioactifs à l'instant t. 

EX Soit t un réel positif fixé. On fait l'hypothèse que chacun des No atomes 
radioactifs « du départ », se comporte indépendamment des autres, et a la proba- 

bilité p(t ) (identique à celle des autres) d'être encore radioactif à l'instant t. 
a. En utilisant la loi binomiale, déterminer le nombre moyen d'atomes encore 
radioactifs à l'instant t. 

b. En déduire que pour tout te[0;+œ{, p(t) = e 2". 
c. Quelle est la probabilité qu'un atome radioactif se désintégre avant l'instant t ? 

Commentaire 

Si X désigne la durée de vie 

d'un atome radioactif, on vient 

d'établir que : 

pourtoutt > 0, 

P(XSt}= 1-7. 

El On fait l'hypothèse que pour tout t€[0;+[, P(X< t) = Jr (u)du, où f 
est une fonction continue. 

a. En calculant la dérivée par rapport à t de chacune des deux expressions égales 

à P(XK t), établir que pour tout te [0;+{, f(t)= 2e? 
b. Calculer la probabilité que la durée de vie soit inférieure à 1. 

En déduire P(X > 1), aussi noté P(X € ]1; + |). 
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© Pidele Viieie 
1e, AVI R'ENA 

Une approche du théorème de Moivre-Laplace 
Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramètres n et p. 

X=Np 

np(1 — p) 

El Établir une feuille de calcul comme ci-dessous en indiquant en colonne A les 

valeurs prises par X, en colonne B celles de P(X = k),en colonne Cles valeurs prises 

par Y, enfin en colonne D, la hauteur du rectangle ayant pour aire P(Y = f(k)) et 
pour largeur f(k+1)—7f{Kk). 

On considère f la fonction définie sur R par f(x) = 
variable aléatoire Y = f(X). 

et on définit la 

D2 + =B2*RACINE(F$2*G$2*{1-G$2)) 

€ == 
A B smonébasemllinstonbee mn: SOUS TOUR OR EEE ER ASSE 

k P(X=K f{k) hauteur du rectangle n p | 
0: 1,27E-20 -8,660 4,391E-20| 50 0,6 

Te 1 J,SIE-19 - -8,372 3,293E-18 | 

FA Représenter les colonnes C et D par un nuage de points. Faire varier p. La forme 

du nuage de points varie-t-elle beaucoup ? 

El Ajouter au tableau une colonne donnant les images de K par la fonction 
x2 

e 2 : es : 
g:X+ ice et compléter le nuage de points à partir de cette nouvelle colonne. 

T 

Commenter. 

E a. Rappeler l'espérance et la variance de X. 
b. Quelles sont alors l'espérance et la variance de Y ? 

@ Une aire mystérieuse 

El À l’aide du logiciel Geogebra, créer un curseur a, variant de 0 à 100. 
x2 

FA Créer la fonction f(x) = e 2. 

El a. Définir l'aire b du domaine compris entre la courbe de f, l'axe des abscisses et 

les droites x = — a et x = a (entrer en zone de saisie Intégrale (f,0, = à, a). 

b. Que peut-on dire de cette aire lorsqu'a devient grand ? Quelle limite peut-on 
x2 

conjecturer pour Es e 2 dx lorsque a tend vers + ? 
Sa 

c. Exprimer cette limite en fonction d'une constante bien connue. Élever au carré. 

CHAPITRE 11 Lois de probabilité continues 

Remarque 

en évidence une surface non 

dont l'aire est finie. 

Cette activité permet 

d'introduire le théorème de 

« Moivre-Laplace », selon 

lequel une suite (X,) de 

variables aléatoires suivant 

une loi binomiale (n ; p) 
« converge » (dans un certain 

sens) vers une variable 

aléatoire suivant une loi 

normale centrée réduite. On 

peut illustrer ce phénomène 

mécaniquement à l’aide d’une 

« planche de Galton ». (voir 

l’activité « algorithmique », 

page 550). 

Voir la fiche Geogebra. 

+ 

Dans cette activité, on met 

bornée, limitée par l'axe des 

abscisses et la courbe def, 



ED) Cours 

Ho] Loi à densité sur un intervalle borné 
EXEMPLE D'INTRODUCTION 

Un entrepôt accueille tous les matins des camions de livraison sur un 

créneau de deux heures d'ouverture, de 7 h 30 à 9h 30. On s'intéresse à 

l'heure d'arrivée d'un camion qui se présente tous les matins à l'entrepôt 

aux heures d'ouverture. On admet que la probabilité que ce camion arrive 

dans un intervalle de temps donné [t, ; t,] est égale à l'aire du domaine 

compris entre l'axe des abscisses, les deux segments tracés ci-contre, et 

les droites d'équations x = t, et x = t, parallèles à l'axe des ordonnées. 

Ainsi, la probabilité d'arrivée du camion entre 8 h 00 et 9 h 00 est égale à 

l'aire colorée en rouge : P([8 ; 9]) = 0,25, 
celle qu'il arrive entre 9h et 9h 30 est : 

9,5 

P([9:9,5]) = f(x 8,5)dx = 0375. 
Enfin, on vérifie (et c'est indispensable) que : 

P(75:95)) = [1x 8,5 [dx = 1. 
VOCABULAIRE 

La fonction x ++ |x— 8,5 | est la densité permettant de définir la loi de 
probabilité, sur [7,5 ; 9,5], de l'heure d'arrivée à l’entrepôt. 

Soit I={a;b]un intervalle borné de R, avec a < b, et f une 
fonction positive sur I, telle que ; f(t)dt = 1. On définit une loi de 

probabilité sur l'intervalle I, modélisant le choix d'un réel x dans I, en 

posant pour tout intervalle J, d'extrémités cet d,aveca<c<d<b: 

P({xE 3} = [ *f(t)dt. 
On dit que f est la densité de cette loi de probabilité sur I. 

PB Loi uniforme sur[a:; b] (où a<b) 
La loi uniforme sur l'intervalle [a ; b], avec a < b, est la loi 

de probabilité de densité constante définie sur [a ; b] par la fonction 

; 1 
otre Der 

Propriétés 

© Dans la loi uniforme sur [a ; b] : 

- la probabilité P(J) d'un intervalle J'inclus dans [a ; b] est propor- 
tionnelle à la longueur de J. 

— si J désigne le complémentaire de J dans [a ; b], alors: 

P(3) = 1 — P(J). 

-sia<c<d<b,alors: P([c;d])= = à 

@ l'espérance de la loi uniforme sur [a ; b] est : 

770 1 __a+b E= (tx dr- 22. 
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Les valeurs plus } 
: ou moins grandes prises par É 

| la fonction sur les différents 

intervalles donnent plus k 

ou moins « de poids » à la 

probabilité de cet intervalle : | 

| d'où le nom de « densité » 

| donné à la fonction. 29 
Remarques, ‘4 
| B On note plus simplement : 

P({xE J}) = P(J). | 

| b Pour tout réel cde I, | 

PHch= ffr(bt=0: | 
| la probabilité que le nombre ! 

choisi soit c exactement est 

nulle. É 
= Ê 
a 

_ [Loi uniforme sur [1 :5]. 
ENS 

P(R:2) = += P(4;5[). 
Sicef2;5], 

P(L2: c]) = 

- TRE TOO CO 

c—2 
2 

Î 

RITES CEE NOTES CORTE, 

© Voir la démonstration à 

l'exercice 43, page 383. 



© Calculer une probabilité définie par une densité | 

Exercice corrigé 

$ Énoncé On considère la 

fonction f définie sur [0 ; 2] par: 

f(t) = kti avec k > 0. 

El Déterminer le réel k pour 

que f soit une densité de loi de 

: probabilité sur l'intervalle [0 ; 2]. 

El On considère une variable aléatoire X suivant la loi de 

: probabilité définie par la densité f. 

: El j est positive et continue comme fonction polynôme sur [0 ;2]. 
. 2 2 

: Il faut et il suffit donc que Î kt dt = 1 pour que j soit une densité sur [0 ; 2] h>. 

926,9 0,0,P,8.4 

 Ea.f1;2]c{0;2] donc p(1 <x<2)= f°édr=-Lic-1)=25p. 
15 1 

: b. On doit résoudre l'équation : [<a pa) 
16 16 

Ela. La densité définissant une loi uniforme sur (o ; 2] est la fonction constante égale 

à sur[0;2] >. 

: b. Visuellement, le résultat est clair d'après la courbe en comparant des aires. }> 

Pour le calcul : P(1,5 < X < x5) = [Er (ar. 

: 3 
Or pour tout t >1,5,ona: /(t)>-+x(3.) 27 

2 

: (MR Dans chacun des cas suivants dire si la fonction f 

est une densité pour une loi de probabilité sur I : 

a.fix> 2-x,1=[0;3l; b.fitr+ 3r,1=[0;1]; 

1 1=[2;4]; dix Le UEeR fit 3: 

Déterminer le réel k pour que la fonction f soit une 
: densité pour une loi de probabilité sur I, puis calculer 

: P(L2:3)). 
afixeki=f;:9]; 

cfite kt,1=[2;4]; 

b.fti k%,1=[0;3]; 

d.f:xr- k, [={[1:e?|. 

Lessons ceoseeseseesseeeesesssss 

2 

où f'tar=1ekffra=re dr] 1e at. 

Il faut et il suffit que k = + pour que / soit une densité sur [0 ; 2]. 

=D 
16 

: = 15eta>0 ; d'où a = y 15 .On peut remarquer que a = 1,97 (à 107? près). 

: Ainsi, l'intervalle [0 ; a] est de même probabilité que [1 ; 2], bien que quasi deux fois 

:_ plus grand : c'est dû au fait que la densité f est fortement croissante sur [1,5 ; 2]. 

SAS, = Po 

Savoir faire | 

tonne oseneeneeseeeeseesereesseseeseceesesseseseseceeseesecesesee 

a. Calculer P(1 <X< 2). 
b. Déterminer le réel a de [0 ; 2] tel que : 
P(O<X< a) = P(1<X< 2). 

El Une variable aléatoire Y suit la loi uniforme sur 
l'intervalle [0 ; 2]. 

a. Indiquer la densité définissant cette loi uniforme. 

b. Pour tout x, > 1,5, comparer P(1,5 < X< x) et 

P(1,5 <Y < x). 

Bon à savoir; 

D> Pour s'assurer que f est une 

densité sur I,on vérifie les deux 

conditions suivantes : 

D f est positive sur I; 

D l'intégrale de f sur I est égale 

à 1 ; l'examen de ce dernier point 

conduit ici à trouver la valeur du 

réel k qui rend l'intégrale égale à 1. 16 

3_ ou encore > Pour une probabilité définie 
par la densité f, on a pour 

diet 
d 

P(C<X<d)= [© f(t)dt. , 

P(1 <X< 2) est l'aire colorée en 
rouge sur le schéma ci-dessus. 

SR LU PA AS DT EU EU 

RÉ SRRRU 

> La densité définissant une loi 

uniforme est égale à l'inverse 

de la longueur de l'intervalle : 

l'aire du rectangle bleu est ainsi 

égale à 1. 
A 7 
_ D» L'airec bleue » entre 1,5 et x 
est inférieure à la « rouge » entre 

ces mêmes valeurs. 
conserves eecsecessseeesesessecenescesesvcocceesseseeeescsececsscececs 

On considère la loi uniforme sur l'intervalle [1; 5]. 
a. Calculer P([1,2; 2,4]) et P([3;4,4]). 
b. Justifier, au moyen d'un calcul d'aire, que si deux 

intervalles inclus dans [1; 5] ont même longueur, alors ils 
ont même probabilité. 

c. Calculer l'espérance de cette loi. 

E On considère une variable aléatoire X suivant la loi 
uniforme sur [0 ; 1]. Déterminer le(s) réel(s) t tel que les 
événements (XE[0,4;09]) et (XE[03;t]) soient 

indépendants. © Voir exercices 28 à 42 
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F3 La loi exponentielle 
Soit À un réel strictement positif. 

La loi exponentielle de paramètre À est la loi de probabilité sur 

[0 ; + œ|[ définie par la fonction densité :t > Âe f. 

(CHELLES Si T est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de 

paramètre À : 

D Pour tout intervalle J d'extrémités cet d, avec 0 <c< d: 

Re d_ nt P(TEJ) = f Âe dt. 

D Pour tout réel a >0, P(T<a)=P(T<a)=1-—e À. 

D Pour tout réel a >0, P(T>a)=P(T>a)=1-P(T<a)=e À. 

Les lois exponentielles modélisent des phénomènes dont la durée de vie 

n'est pas affectée par l’âge, comme par exemple celle d’un atome radioactif. 

EXEMPLE 

Soit T une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 2 : 
2 

PA<T<2)= [?2e72dt = [-e 2]? =-et+e2 = LL 0117; 

P(T>1)=1- [2e dt = 1-(-e2+1)= 72 + 0135. 

Soit 7 une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de 

paramètre À (À > O). 

Pour tous réels positifs t et h, Pr>1)(T >t+h)= P(TZ h). 

DÉMONSTRATION 
! Pourtousréels positifsteth:P(T>t)=e Met P(T>t+h)=e At+h), 

P[T>t)a(T>t+h)] _ P(T>T+h) 

HRONEARNNE P(T>t) MES 
e A(t+h) 

= Deere — er M = P(T > h). 
e 

Définition et propriété 2 À 

D On définit l'espérance E de la loi exponentielle par : 

E= lim tx \e” dt. 
a—+o 

D l'espérance d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle 

de paramètre À vaut +. 

DÉMONS1 FLON 

: D On cherchera une primitive de f, :t+> tXAe "sur [0 ; + | sous la 

forme d'une fonction F, :t+> (mt+n)e-". 

: En identifiant F à f,,on obtient: m = —1 et n = ne 

D Pour tout réel a > 0: 

f°ex he "dt = F(a)—F(0). En utilisant l'expression de F,, puis 

par passage à la limite avec des résultats de croissance comparée, on 

obtient : lim I e Mdt = _. 
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op 

[c ; d] s'interprète comme 
l'aire comprise entre la courbe 

représentant la densité, l’axe 

des abscisses et les droites 

b La probabilité de l'intervalle | 

| 
d'équation x=cetx= d. | 

S Voir la démonstration des 

conséquences à l'exercice 104, 

page 399. 

Cette propriété s'appelle « durée 

de vie sans vieillissement », 

car elle montre que la durée 

de vie T sur un laps de temps 

h, ne dépend pas de l'âge t à 

partir duquel on considère cet 

événement. 
RO RS 

È 

L'espérance À 

« durée moyenne de vie » de la 

variable aléatoire considérée. 

L est appelée la | 



© Utiliser la loi exponentielle 

Exercice corrigé 
| Énoncé La durée de vie, exprimée en heures, d'une 
_ ampoule électrique d’un certain modèle, est une variable 

_ aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre À, où 

est un réel strictement positif. 

| ESachant que P(X < 1000) = 0,229, déterminer la valeur 
exacte de À, puis en donner une valeur approchée à 107 * près. 

Fa. Sachant que l'événement (X > 1000) est réalisé, 

déterminer la probabilité de l'événement (X > 2 500). 
L 
2 
, 
, 

In0,771 PRE — 4—1000À > D'où :0,771 = e et enfin À — 1000 

El a. En remarquant que 2 500 = 1000 + 1500 ; on peut écrire : 

Px>1000 (X > 2 500) = Px 1000 (X > 1000 + 1500) = P(X >1500), 

| puisque X suit une loi ayant la propriété de durée de vie sans vieillissement F>. 

On obtient donc: Py> 1990 (X > 2 500) = e-'#%% < 0,677 >. 
 b. On sait que pour tous réels t > 0 et h > 0 

Prr(X<t+h)=1-P(X>t+h)=1—P(X>h)B.. 

À Or 1 — P(X>h)= P(X<h) >, d'où le résultat. 

: €. On cherche à calculer P; > 3990 (X < 4 000). D'après la loi de durée de vie sans 

: vieillissement, on a: 

Py > 3000 (X < 3 000 + 1000) = 

: Ainsi, Py > 3000 (X < 4 000) = P(X < 1000) = 0,229. 

F 2 - : à À A 
: Ella Fe de vie moyenne d’une ampoule est égale à l'espérance de X, c'est-à-dire à : 

La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de 

: paramètre À. Dans chacun des cas ci-dessous, calculer 

: P(X<0,5) et P(X>10). Quelle remarque peut-on 
formuler ? 

À — 2, b.A=—. &X= 01. 

[6 | El Déterminer la valeur du paramètre À de la densité 

tr Ae À sachant que la loi de probabilité définie 

e—1 
PTE: par f vérifie : P([0 ; 3]) = 

El En déduire la valeur de (| : + oo jl 

} On considère une variable aléatoire Ÿ suivant une 

loi exponentielle de paramètre 3. 

peoseesoserreeseoeenmeeseeeessesenereeeeeeenerereeeseeeeeeseeeeseseeseceseseseee. 

b. Démontrer que, pour tous réels t > 0 
eth>0:P,..(X<t+h)=P(X<h). 

| €. Sachant qu'une ampoule a fonctionné plus de 

3 000 heures, quelle est la probabilité qu'elle tombe en 

panne avant 4 000 heures ? 

EI Comme on a P(X < 1000) = 1 — eÀ* 100, on a 1 — e 1000À = 0,229 b>. 

. On obtient À & 0,000 26. > 

P(X <1000). 

El Déterminer la durée moyenne de vie d'une ampoule 
| électrique (on arrondira à l'heure près). 

Bon à savoir 

1 D> Larelation P(X< a) = 1 — e 2 
permet d'écrire une équation 

vérifiée par À. 

22 L'emploi de la fonction In 

permet ensuite d'isoler À. 

> C'est ‘application directe de 

la propriété 1 (loi de durée de vie 

sans vieillissement) avec 

T = Xet pour a. t = 1000 et 

h = 1500, pour b. le cas général. 

: > Pour calculer P(X>1500), 
on utilise la formule 

PIX a) -e # 

E> (X> h) et (X< h)sont deux 
|. événements contraires, comme 

C e . et(X>t+h). 

a. Représenter la fonction densité définissant cette loi. 
b. Déterminer le réel t tel que : P(O<Y <T) = P(Y> +). 
Comment s'appelle le réel + dans le cas où Y est la durée 

de vie d'un atome radioactif ? 

[8] Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle 

de paramètre 2. Déterminer le réel t dans chacun des cas 

suivants : 

a. P(X>t)= 0,75; 
c. Px>n(X2 2t) = 0,05. 

b. P(X <t)= 0,5 ; 

E Quelle est la probabilité pour qu'un appareil dont 

la durée de vie suit une loi exponentielle dure plus 

longtemps que son espérance de vie ? 

OMR CERET 
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ED Loi normale centrée réduite 
EI Théorème de Moivre-Laplace 
Soit X, une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B(n ; p). Si on fixe 

la valeur de p et que l'on fait augmenter n, l'histogramme représentant les 

valeurs prises par X, semble se rapprocher d'une «courbe en cloche » (tracé 

vert ci-contre). Si p varie, la « courbe en cloche » change de caractéristiques 

(hauteur, étalement). 
De : Fi Xn = np 

En revanche, si on considère la variable aléatoire Z, = L 
Yn@-p) 

s'aperçoit que, quelle que soit la valeur de p choisie, la « courbe en cloche » 

associée à Z, semble toujours la même (hauteur, étalement, symétrie par 

rapport à l'axe des ordonnées) (tracé orange ci-contre). 

Ce phénomène illustre une propriété de probabilité : 

Moivre-Laplace. 

le théorème de 

LU OMONMESETIUSS Soit X, une variable aléatoire qui suit la 

X,— np 

np(1 -p) 

DT 12 ets 
e[a, b]) = = [ et 2 dt. 

loi binomiale B(n; p). On pose Z, = . Pour tous réels 

aetb,aveca<b,ona: lim P(Z, 
n— +0 

1 La loi N'(0 : 1) 
Propriété (admise) et définition 

res 

D Si f(t)= = 2, alors: 

lim f° A) dt=+ et im at =. 

La fonction f permet de définir une densité de probabilité sur R 

D La loi normale centrée réduite N(0 ; 1) est la loi de probabilité 
ayant pour densité la fonction / définie sur R par : 

FE) == cms 

MJC Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée 

réduite N(0 ; 1). On définit alors l'espérance de X par : 

E(X) = lim a PER lim x t f(t)dt, 

V(X) = ere 

0 et on admet que V(X) = 1. 

ainsi que la variance par : 

On a alors : E(X) = 

= ft at=f-e-5f 

= nnlesef à Le =) 

Et, Haras analogue: [” f(t)dt = = (+ + 1) 

: x 0 =] 
D'où: | AUD) dtE t où: lim [+ /(t)dt= = lim (ta = Ter 

Ainsi E(X) = 
y — 
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© Voirle TP 15, page 374. 

Commentaire 

| La fonction f est paire. Sa 

| courbe est donc symétrique 
| par rapport à (y'Oy). 

De plus, on ne connaît pas 

de primitive « explicite » de 

la fonction f.La plupart des 

| calculs liés à la loi normale 

seront donc des estimations. 

Exemple : 

| P(—-1,5 <X<2)+ 0,91. 



> Calculer des probabilités à l'aide de la « courbeen cloche » 

Exercice corrigé 
É ; | Fa. Déterminer, à l’aide d’un outil de calcul, les 
nonce On considère une variable | it & un in | probabilités P(X<— 0,55) et P(X< 0,77). 

aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite N(0;1). | b. À L'desresitiais de ion FI Peer 
Dans cet exercice, on donnera pour les probabilités À pue x: = ne be po rs en Se 
demandées des valeurs approchées à 10° près. PAPER ER STERETIenS à Gers 

pesseecseresereesereoseeeseeeseeeoneoessseneceesecesesesesereeeeeseseneseseesessceeeeceecessecese 

| El Soit t un réel strictement positif. 

| Exprimer P(X > —t), puis P(X<-—t) en fonction de 
| H(t)= P(X<t). 

El a. À l'aide d'une calculatrice ou d’un logiciel adapté, 
déterminer la probabilité P(X < 0,73). 

b. À partir de la valeur calculée à la question a., et sans 

recourir aux outils de calculs, déterminer les probabilités : 

P(X > 0,73); P(X<—0,73); P(X>-—0,73). | 

Solution) Bon (} savoir sem 

El a. On peut utiliser la calculatrice. On peut aussi utiliser le logiciel Geogebra 4, et on Æ F Pour Cal ler des probabilités 

obtient : P(X< 0,73) = 0,7673. dans le cadre d'une loi normale 
b.D L'événement (X > 0,73) est l'événement contraire de (X < 0,73), on a donc: | centrée réduite il est très efficace, 

P(X > 0,73) = 1 — 0,7673 = 0,2327. 
L'aire correspondant à la probabilité de l'événement (X < 0,73) est en bleu sur la 
figure 1, celle correspondant à la probabilité de (X > 0,73) est en blanc. 
D Par symétrie de la courbe par rapport à l'axe des ordonnées, on a: 

et vivement conseillé, de s'appuyer 

sur un graphique pour raisonner, 

afin de visualiser en termes d’aires 

P(X<— 0,73) = P(X > 0,73). Sur la figure 2, l'aire de la surface colorée en vert D nm ane 
est connue, elle correspond à P(X > 0,73) = 0,232 7. La surface colorée en res ie nb és 
orange est d’aire identique par symétrie, et correspond à P(X <— 0,73) ; d'où: par la connaissance de quelques 
P( X<-— 0,73) = 0,2327. 1. propriétés fondamentales di 

D Enfin,on a: P(X>—0,73) = 1 — P(X<-—0,73) = 0,7673. | «courbeen cloche » correspondant 
El a. À l’aide d'un outil de calcul adapté, on trouve : 4 àla loi N 19 7 À 

P(X<—0,55)= 0,2912 et P(X< 0,77) = 0,7794. onsernerenmnnemmenme 
b. L'événement (X <— 0,55), dont la probabilité correspond à la surface hachurée sur la  …. est cet re 

l'événement (X < 0,77), dont la probabilité correspond à la surface colorée en orange de cette même figure. 
On a donc: P(— 0,55 < X< 0,77) = P(X< 0,77) — P(X<— 0,55) = 0,7794 — 0,2912 = 0,4882. 
Cette probabilité correspond à l'aire de la surface orange non + Figure 2 | ya | | | (Figures | y 

hachurée sur la figure. Se LAN Co À UN 014 

El Construire une courbe en cloche, placer t et —t sur l'axe des 

abscisses. 
Ona:P(X>—-t)=1-P(X<-t)=1-P(X>t)= P(X<t). 
Ainsi: P(X >—t)=II(t). 
De plus, par passage aux événements 

contraires : 

P(X<=t) = 1-P(X<t)=1-IN(t). 

Figure 1 

-0,5510,77 | 

ns neseseneesenseseserseeeereeeseeseceeseesecesoveeseseereeeeseeceesverecene Exercices d'application 
Mo! X suit une loi binomiale (50 ; 0,6). [| X suit une loi normale N(0 ;1). 

X:=30 2Æ : Détermi leur approchée de P(X < 0,59). = . On assimile Ÿ à une a. Déterminer une Va PP Ô 
PO Ce D a 

Ee en. M “5 : LS 1) , Sn a c. Déterminer une valeur approchée de P(X > 0,4). 
a. Quel théorème permet de justifier l'approximation ? 

b. En déduire une valeur approchée de P(48<X<55). 
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b. Déterminer une valeur approchée de P(0,1 < X < 0,2). 



On considère la fonction g définie sur [0 ; + œ|[ par: 
t Le 

=POtI<X<t)= dx, où = es? g(t)=PCt<x<t)= f(x, où fo) = 7 
Comme f est paire, on a, pour tout réel t positif : g(t) = 2 [fax 

Comme f est continue et positive, on en déduit que g est dérivable, et 
que sa dérivée 2 f'est strictement positive, donc que g est strictement 

croissante sur [0 ; + |. 
Onadeplus:g(0)=0et lim g(t)= lim 2 (ax =2xL 23 

t— +o t—+o 0 2 

Soit aE [0;1[.Ona:0<1-—a<1 et grâce au théorème des valeurs 
intermédiaires, on en déduit qu'il existe au moins un réel u,, de [0 ; + | 

tel que : g(u,) = 1 — &. Comme de plus g est strictement croissante, on 

en déduit que u, est unique. D'où le résultat recherché. COCECEEE EE EE TETE EE EE TETE TETE TETE TITI III 

+ 

FA Deux valeurs à connaître 
n DATE M er Re. AO 
Avec les notations du théorème 1, on a: Uo,os = 1,96 
DE =: ceci ls NnEQ at A11SS ns DE 

FE 3 k Uo,o1 © 428. 
LA É is cs 

Sur le graphique ci-contre représentant la courbe en cloche associée 

à la loi normale centrée réduite, l'aire de la surface colorée en rouge est 

sensiblement égale à 0,95. 

L 

D Loi normale Nu : 62) 

REMARQUES 

D y est la « moyenne » et 6 « l'écart type » de X ; n estun paramètre de 
position pour X, et 6 un paramètre de dispersion. 

D La densité de la loi normale N(y ; 62) est représentée par une « courbe 
en cloche » dont l'axe de symétrie vertical a pour équation x = pr. La 
valeur de 6 est reliée à l'étalement de la courbe : plus 6 est petit, plus 
la cloche est «resserrée autour de son axe de symétrie», et moins la 
dispersion est grande. 

G72 cHaPiTrEn Lois de probabilité continues 

HAUTILCUCS En pratique, pour 
|  détermineru,,, on utilise une 

calculatrice ou un logiciel 

adapté (voir l'exercice 58, 

page 385). 
me 

Représentation graphique 

N(n ; 62) avec p = 1et 6 = 2 

La courbe ci-dessus 

représente la loi normale 

N(1; 4) ; elle admet la droite 
d'équation x = 1 pour axe de 

symétrie. D'après la propriété 

ci-contre, la probabilité de 

l'intervalle [— 1; 3], c'est- 

a-dire l'aire colorée sur le 

graphique, est environ égale 
à 0,683. 



EUTE FE) Un chercheur a étudié l’âge moyen 
auquel les premiers mots du vocabulaire apparaissent 

chez les jeunes enfants. L'étude montre que l'âge X 

d'apparition (en mois) des premiers mots suit une loi 

normale de moyenne 11,5 et d'écart-type 3,2. 

On a tracé ci-contre la courbe représentant la densité de 

la loi N(11,5 ; 3,22). Pour chacune des questions du EE 

on décrira le calcul demandé, avant de le réaliser, à l’aide 

d'une aire sous la courbe adéquate. 

El Évaluer, à l’aide d'une calculatrice : 
a. la probabilité qu'un enfant ait prononcé ses premiers 

mots entre 8 et 10 mois; 

Ha. On cherche la probabilité de l'événement X € [8 ; 10], également noté: 
(8< X< 10). Cette probabilité correspond sur le graphique à l'aire de la surface 

colorée en bleu. Pour calculer cette probabilité, on utilise la calculatrice, et son 

Voir les fiches Calculatrices. menu « loi normale » >. 
On obtient : P(8 < X < 10) + 0,18 à 0,01 près. 

b. On cherche ici la probabilité de l'événement (X < 7). Elle est représentée sur le 

graphique par l'aire de la surface colorée en jaune. 

En utilisant la calculatrice, on obtient : P(X < 7) = 0,08 à 0,01 prèsh> . 

c. L'événement étudié est ici : (X > 10). Sa probabilité correspond à l'aire de la 
_ surface sur le graphique, colorée en vert. 
_ En utilisant la calculatrice, on obtient : P(X > 10) + 0,68 à 0,01 près p> . 

A D'après le cours, on connaît les intervalles centrés en 11 (ici 11,5), qui 

_ correspondent à des probabilités 0,683, 0,954 et 0,997 Ex . 

_ On nous demande ici un intervalle centré autour de la moyenne correspondant à 
une probabilité de 95 %. On peut donc donner sans plus de calculs une réponse à 

_ la question posée, à savoir l'intervalle : 

[u—20;:u+20]=[115-2X32;115+2X32]=1{51;17,9]. 
En conclusion, la probabilité que les premiers mots d’un enfant apparaissent 

| entre 5,1 mois et 17,9 mois est (environ) égale à 95 %P>. 

, 
, 
, 
, 
, 
2 
, 
2 

Exercices d'application 

LEZ x suit une loi normale N (15 ; 2). 
a. Déterminer une valeur approchée de P(X < 0,59) et de 

P(0,1 <X< 0,2). 
b. Trouver un 
P(XE I) = 0,68. 

intervalle centré en 15 tel que 

| | 

b. la probabilité qu'un enfant ait prononcé ses premiers 

mots avant 7 mois; 

c. la probabilité qu'un enfant ait prononcé ses premiers 

| mots après 10 mois. 

| Fi Déterminer un intervalle I centré autour de la 

moyenne qui permette d'affirmer : « la probabilité que 

l'âge d'apparition des premiers mots appartient à I est 

| 95 %.» 

csovsesssesesesscessseeses 

[e7e) 

D La plupart des calculatrices réclament 

comme argument de la loi normale 6 et 

non pas la variance 6°. 

> La calculatrice ne permet de calculer 

que P(XE [a, b]). Pour les probabilités 

du type P(X > a) ou P(X < a), on peut 

utiliser les spécificités du problème (ici 
l'âge est positif), ou fixer la deuxième 

borne à une valeur très grande. 

RO ARABIE 

DE 

E> Les trois résultats donnés dans le cours 

permettent de définir des intervalles utiles 

sans utiliser d'outils de calcul. 

> Mise en garde : On ne connaît pas 

de primitive des fonctions densité pour 

les lois normales. Ainsi, les calculs que 

l'on effectuæà leur propos sont toujours, 

par nature, des calculs approchés. On 

donne ici une réponse à partir d’une 

valeur approchée d'une probabilité à 

0,004 près ; dans ce contexte, on fait une 

approximation raisonnable. 

D Un 

np hu 

Une machine doit produire des pièces dont le 

diamètre D en dixièmes de millimètres suit une loi 

N(155 ; 62). Une pièce est acceptée si D [152,158]. 
Quelle est la probabilité qu'une pièce soit acceptée si : 

a. 6? = 4'; b. 6? = 9; &or= 1. 

® Voir exercices 61 à 76 
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Réalaae d'une machine ï HR ER ON 20 5 d # 

_ Réglage d'une machine 

On usine des axes sur un tour automatique. Pour que ces axes soient 

utilisables, leur diamètre doit être compris entre 3,55 et 3,65 cm. 

Les diamètres, en centièmes de centimètres, des axes usinés sur la 

machine sont distribués suivant une loi normale d'écart-type 2 ; la 

moyenne de cette loi normale est fixée par le réglage de la machine. 

On souhaite déterminer le réglage permettant d’avoir le moins 

possible de pièces inutilisables. Usinage de pièces dans l'aéronautique. 

Mener une recherche — E a 
ou Lo = te 

On appelle D la variable aléatoire ! ui re résente e ii 
Poe a o Fe | Bon pose  — n fbo)dx, où est la fonction de 

je NES ARENA EE 
Nr 

Ada AE 

© Se faire | une idée du résultat 

EI On suppose > qu'on tede la machine 
de 360 c centièmes. DDR 

PARTS AR CES SENS NS 
EU TS 

| Quelle est alo ors la loi suivie par la variable D usi 

DA YEN are se | densité de la loi normale centrée réduite. On appelle 
Re 

à 
st 
. a | g() la probabilité qu'une pièce soit rejetée. | 

sur un diamètre | à, Exprimer 1 — g(u) à l'aide d' uneintégrale. 
ne - | b. En utilisant. la relation de Chasles, exprimer. g(u) à à 

inée, | a ide de la fonction F.. Re Eee OT 1e 

en centièmes de ntimètres ? NRC OO ed 
“ u Re ES Lu | € Montrer que la fonction , g est minimale pour une 

\ te he ne Al aide d dela calc latrice, déterminer la P oba bilité | valeur de Là déterminer. 
+ 

Ps à 

SEA 
à Honse ramène à étudier re dés la variable 
Ll Effectuer la mème & étude qu dau D pour différents gp. On justifier que cette fonction est dérivable et on 
réglages. Quelle conjectur e peut- on faire su sur le meil- | ti ilisera pour calculer sa dérivée les fonctions du type 
leur réglage possible ? ? den 

4 à ue g(an tb). ÉHPEIEUS : es cn 
HN : ar LAPS ARIANE k 5 ce 3 sh PRIS 

@ Valider la conjecture formulée SR 0 Rédiger une ne Fc PU | A 
" > IA À LE » + Le x 

_ On appelle la valeur choisie ur Le lage x 
es FPS ne P ° s ee q D nn 2 À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
 HoQuelle est la loi s Sie do — — ee . # lution du problème étudié. Sara PACE SU EES 
ARR SR D | dt RS MES s LESC g 

L'AIR El ce. seeTÉe 

[15 À TE @ théorème de Moivre-Laplace et approximation 
ee 

Le théorème de Moivre-Laplace exprime que, si une variable"suit la loi binomiale B(n ; p), et si Z, — se 2 = — 0 ——, alors la loi 
np(1 — p) 

de probabilité de Z,, lorsque n devient plus grand, « tend vers » la loi normale centrée réduite, au sens précisé page 370 

Les deux graphiques ci-dessous illustrent cette propriété. 

_n=30,p=0,4 

L'histogramme vert est associé à X,, l'histogramme orange à Z,. 
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On désire observer la convergence affirmée par le théorème 
de Moivre-Laplace grâce à un algorithme et en tirer quelques 

règles pratiques. On considère l'algorithme ci-dessous : 

D ourée de vie sans vieillissement 

On a vu que lorsqu'une variable aléatoire suit une loi 
exponentielle, elle possède la propriété de durée de vie 

sans vieillissement. On veut ici examiner la réciproque. 

À partir de données statistiques, on suppose que la durée 

de vie d'un composant électronique (ou d’un atome 

radioactif) a les propriétés suivantes : 

»la durée de vie du composant peut être modélisée | 

par une loi de probabilité P à densité continue f sur | 

[0 ; + | ; 

» la probabilité conditionnelle pour un composant en état | 

de marche à l'instant t d'être encore en état de marche 

à l'instant t + h ne dépend pas de « son âge t », mais 
seulement de la durée h; 

> Si X désigne la durée de vie du composant, on a pour 

toutt E[0;+œ[:P(X<t) = ['r(u)du. 

On définit aussi la fonction de fiabilité R sur [0 ; + | par: 

R(t)=P(X>t)= 1 [7 f(u)du. 
la. Justifier, à partir des hypothèses faites, que | 

Pxz9(X> t+h)= R(h) pour tous réels t et h positifs. 

b. Exprimer autrement Ax>1)(X2 t + h). 
En déduire que l'on a pour tous réels t et h positifs : 

R(t+h)= R(t)XR(h). 

ULB Les fonctions g, dérivables sur R, vérifiant pour 
tout réel x et y: g(x+y)= g(x)xg(y) 
et telles que g(0) # 0 sont les fonctions g:x ++ e°”, 

a est un réel. 

où 

El Soit Z, une variable aléatoire suivant une loi Æ(n ; p). 
Compléter l'algorithme ci-dessus pour qu'il puisse, en repre- 

nant les notations du cours, déterminer P(Z, € [a, b]). 

. | Eimplémenter l'algorithme sur une calculatrice ou un 

| ordinateur. 

Ela. Compléter le tableau suivant, X étant une variable 

| AUE suit Le loi normale N(0;1): 

b. Dans la pratique, on remplace Z, par X dès que n > 30, 

np>Setn(i-p)>5. 
Les calculs précédents semblent-ils confirmer la perti- 

nence de ces règles ? 

RE D NUS dd SU Te 

El Calculer R(O) et démontrer que la fonction R est déri- 
vable sur [0 ; + |. 

Préciser sa fonction dérivée. 

| réel a tel que: 

pourtoutréelt>0, R(t)= e‘. 

b. Déterminer lim R(t). 
t— +o 

| Ela. Déduire des questions précédentes l'existence d'un 

H 

| 

| 
i 

| 
| 
| En déduire le signe du réel &. 

| EOn pose À = —-a. 

Établir que pour toutréelt >0, fft)= 2e À. 
Conclure. 

Pour info 

La constante À est caractéristique du composant 

électronique, ou, dans le cas de la radioactivité, de 

l'atome radioactif. 

Étant liée à la durée moyenne de vie Eee 
À 

variable suivant le composant et s'exprime dans une 

unité inverse d'un temps. 

D Pour l'uranium 238, À = 1,54 X 107 !° année- 1, soit 

| À une durée moyenne de vie de 6,5 X 10° ans. 

D Pour l'inde 131, À = 8,7 x 10 ? jour-!, soit une durée 
moyenne de vie de 11,5 jours. 

D Pour une ampoule LED, À = 10° heure-1, soit une 

| | durée moyenne de vie de 100 000 heures. 

} elle est très | 

l 
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| ee Calculer des probabilités définies par une loi à densité 

On considère un réel a >1 et la fonction f | Calculer P(x> 2), puis P,215)(x2> 2). Les événements 
5 | x>2)et(x> 1,5) sont-ils indépendants ? 

définie sur l'intervalle [1;+ œ[ par f(t) = pre | ( En ) P 
| | ElOn veut définir une loi de probabilité sur l'intervalle 

El a. Visualiser sur la calculatrice la courbe de la fonction f | k 
sur l'intervalle [1; 5]. | 1: + | par une fonction g:tr+> ne oùkE]0;+œl. 

b. Déterminer le réel a pour que f soit une densité pour | a. Démontrer que g est une densité pour une loi de 
une loi de probabilité sur l'intervalle [1; a]. | probabilité sur [1; + œ[ si, et seulement si, k = 1. 

Elle choix d’un nombre x au hasard dans l'intervalle | b. On suppose que k mu . 
[1; 3] suit la loi de probabilité de densité f sur[1;:3]. | Calculer P([1; 4]) ; en déduire P([4 ; + |). 

ES ET 
Ha. . : El On utilise la définition de la 

À su D [1 _ probabilité conditionnelle : 
est une densité si, et seulement si, P(KNI) 

pr PGI) dt = 1 ce qui équivaut à: P(K) = 

a L'intersection (x>2)N(x2 1,5 pére moe 
2th 2452 est égale à (x>2)! 

es + 1. El« g est une densité sur [1; + oo[ » 
2a 2 revient à dire que l'aire du domaine 

situé entre la courbe et l'axe des 

abscisses sur [1; + | est égale à 1. 

3 
HP(x> 2)= Le dt = = + 

-  . 3) 4 Px>15)(xX2> 2) = P(x> 15)" or P(xZ 1,5) = Pad Fe a. 2° 
1/4 

D'où :Ax> ou >2)=— 1 = +. On en déduit que les deux événements ne sont pas indépendants. 

Ba. g, étant déjà ue et positive, est une densité sur [1; + œ| si, et seulement si, “lim _PUE <a)=1, 

c'est-à-dire lim PE Ka= 1 Se 
a—+o 

| Or, da =-L+ k donc ui re 2 —; dt = k,car lim k- — 0. Ainsi g est une densité si, et seulement si, k = 1. 
a—+o 

b. P([1:4)) = [dt = due =-7+1= = +, par suite : P([4;+ œ[)= 1—P([1;4]) = +. 

D Œoenivie. durée moyenne pour une loi de durée de vie sans vieillissement 
Énoncé Partie À - ROC | Partie B - Application 

On donne la définition suivante : | Un fabricant à commercialisé un lot très important 
si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de | | d'oscilloscopes identiques, dont la durée de vie en années 

. paramètre À, on appelle demi-vie de X le réel + tel que : | est une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle 
P(O<X<T) = P(X>T). | de paramètre À avec À > 0. On sait que le seuil de 50 % 

ra | d'oscilloscopes encore en fonctionnement a été atteint 
El Démontrer que t = AE | après 5 années et demie d'utilisation. 

| z : A s —3 x 

Quelle notion statistique peut-on rapprocher de la | H Déterminer a seu ep +0 PES du eue | paramètre À après avoir interprété ce résultat. En déduire la 

durée de vie moyenne d'un oscilloscope au mois près. 
| ElComparer la demi-vie avec l'espérance de la variable ee | ÆlSachant qu'un oscilloscope a fonctionné 8 années, quelle 
-aléatoire X. 

| est la probabilité que sa durée de vie dépasse 10 ans ? 
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Héeitehel date 12) | 7 

go 

| Partie A ER On résout l'équation 
Partie A - EI Pour tout réel t > 0, P(0 <X< t) = P(X > +) équivaut à: 

d'inconnue T, en remarquant 

que P(X<T)=1-P(X2ZT)et 
P(X>Tt)=e #7, 

D'où + vérifie : t = M2 :ilest tel que P(X< t) = P(X2> +) = +. Msloner (Fete 0e; 
On peut donc rapprocher cette définition de la notion statistique de médiane 

d'une série statistique : t partage les valeurs prises par X en deux parties de 

Partie B E Le résultat, donnant 
50 % d'oscilloscopes hors d'usage 

| et 50 % en état de marche après 

5,5 années, fait apparaître cette 

El On sait que l'espérance de X est le réel E = +. l _. Aie médiane des 
X, i-vie. 

Par suite, comme 0 <In2<1,onaTt<E. PUS CROIS A AVE 

1-e M=e Ve] = 2e æ-Ar= Int = In2. 

| ! 
probabilité +. 

ï El La propriété de durée de vie sans 

Partie B -ElLe résultat donné dans l'énoncé montre que l'on peut poser {| vieillissement donne : 

t = 5,5 et par suite À = 2. = 2 = 0,126. La durée moyenne de vie d’un Px>8)(X2 8 +2) = P(XZ 2). 

oscilloscope de ce lot est l'espérance de X, donc + = 7,936, soit environ 7 ans pif TS EUR SA 

et 11 mois. 

El En appliquant la propriété de durée de vie sans vieillissement, on obtient que la probabilité conditionnelle p 

cherchée est égale à P(X > 2) puisque 10 = 8 + 2.On a donc p = e ?} + 0,777. 

| [19 | Déterminer les paramètres d'une loi normale 

EUTA Sur une ligne de train, une enquête a permis de révéler que le retard 2 

(algébrique) du train, en minutes, peut-être modélisé par une variable aléatoire X 

qui suit une loi normale N'(u ; 62). 
Des observations ont permis d'établir que P(X <7) + 0,8413 et que E(X)=5. 

El Quelle est la probabilité que ce train arrive avec moins de 3 minutes de retard ? 

El Déterminer les paramètres de la loi suivie par X. 

El Quelle est la probabilité que le retard soit supérieur à 8 minutes ? 

El Sachant que le retard est supérieur à 3 minutes, quelle est la probabilité qu'il soit 

supérieur à 5 minutes ? 

El En utilisant un schéma représentant N (5 ; 6), par symétrie, on écrit : 

P(X<3)= P(X27)=1-P(X<7)=0,1587. 

El On sait que la variable Y = XL uit une loi N(0;1). 

On a, par hypothèse, | = E(X) = 5 et P(X <7) = 0,8413. 

Se ON Mais P(X <7)= Pl RP LE P(Y<+-). On cherche t tel que 

P(Y <t) = 0,8413 ; on obtient avec la calculatrice ou un logiciel adapté : 

| Les nombres 3 et 7 étant 
| symétriques par rapport à la 

| moyenne 5, les aires colorées sont 

| égales. 

{ Æonautilisé: 
P(XZS)=P(r 0) 05: 
PR NRA PPS SRE 

t = 1,00. D'où + = 1, donc 6 = 2. Ainsi, X suit la loi normale N'(5 ; 4). 

EOnaP(X>8)= P(Y>1,5) = 0,066 8. 

El a. |l s'agit d'une probabilité conditionnelle : 
PPUE MAX 28)" PC 5) 

Éd de P(X>3) RTE) 
et P(X>3)= P(Y>—1)= P(Y <1) + 08413. D'où Ax>3)(X > 5) + 0,594. 

:or, P(X>5)= 0,5 
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D Iravailpersonneléfaireleipoint 

Savoir... 

Déterminer si une fonction 

f définie sur un intervalle I 

est une densité de 

probabilité. 

COCECECEE CEE ECC EE EE CEE EEE CEE CCE EE CE EE EEE EEE EEE ETES 

Calculer la probabilité d'un 
événement dans le cas d’une 
loi de probabilité à densité 

f sur. 

CCCECECEE CEE EC ECEE EE EE CET EEE CEE CET EE EC CEE EEE EEE 

D Déterminer la densité d’une 

loi uniforme sur un intervalle 

[a,b|. 

D Calculer l'espérance de 
cette loi. 

COCECEEPE CCE EC EEE CET EEE EE CEE ETES TETE 

Définir la densité associée à 
une loi exponentielle. 

CLEO EEE COOL EL ECTS EEE CCE EEE CET EN TEE LILI 

b Calculer la probabilité 
d’un événement dans le cas 
d'une loi exponentielle de 

paramètre À. 

D Connaître l'espérance de 

cette loi. 

CÉCCETETE CCE EEE EEE EE EEE EEE CEE EEE EEE EEE TETE CIS 

Formuler la propriété 

de durée de vie sans 

vieillissement. 

DEEE ECC EC CCE EC EEE EEE 

378 CHAPITRE 11 

Comment faire ? 

On vérifie que les conditions suivantes sont réalisées : 

D f est positive surI; i 

D l'intégrale de f sur I existe et est égale à 1. È 

Dans le cas où I = [a ; + |, on doit s'assurer que : lim [rar = 1. Ë 
X — Foo Ÿ 

Si la loi de probabilité de la variable aléatoire X admet f pour densité sur I: 

J d 
D Pour tous réels cet d del, P(c£X< d) = JE f(t)dt. 

b 
D Dansle casoù 1 ={[a;+œ[etb>a,P(X>b)=1 =} f(t)dt 

b La densité définissant la loi uniforme sur 

l'intervalle [a ; b] est la fonction constante ë 
: : 1 É 

sur |a ; b]| égale à Ë [ab] égale à —— | 

; : b e + 
D Son espérance est le nombre réel b £ à dt, qui vaut = 3 : : MD 

Pour une loi exponentielle, la densité est une fonction définie sur [0 ; + œ| par: 
f(t) = Xe} où À est un réel strictement positif. 

D Pour tous réels cet d de [0 ; + | : ; 
£ 

d ê 

P(c£X< d) = [ henidt=e te 

Pour tout réel a > 0, P(X>a)=e À. 

b L'espérance de la loi exponentielle de paramètre À est le nombre réel E = +. | 

TO RU A LR D ne dm de eu | 

Pour tous réels positifs t et h, Rr>o(T> thh)= P(T>h). : 

On peut traduire cette propriété par : « l'âge n'affecte pas-la probabilité de durée 
de vie ». 

PRO PRRR ARR AR AE ARS AA AI PEN ARR PARAITRE SAP RN RE NRA SSSR ERA ARR AN nn nnnnmmennnanannsa 
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Savoir. 

Connaître la densité de 

la loi normale N(0 ;1), sa 

représentation graphique, 
et quelques valeurs 

particulières. 

BATravailpersonneLlegairemlepDornt 

Comment faire ? 

D La densité de la loi normale « centrée réduite » N(0 ; 1) est la fonction f 
définie sur R par : ; # 

t)= 672. FO 7 
D La représentation graphique de f est 

une « courbe en cloche », symétrique par 

rapport à l'axe des ordonnées, délimitant 

une aire au dessus de l'axe des abscisses 
égale à 1. 

p On a: 

P([a;b]) = ii f(t)dt (aire colorée) 

D La nature symétrique de la courbe induit 
des éléments de symétrie dans le calcul de 

certaines probabilités. 

DOna:P([-1,96:;1,96]) +0,95 et P([-2,38 ; 2,38]) 0,99. 
PPT TE NP CI TOI IT ICT CT TT ENT EC EEE TEE TT ECS IRRRREEEREEEEREEREECREREREEEERERCEREEEneneEnECnEnEEEe EeePC EEE PE EEE EEE CCC CEE CCE CCC ECECCCCEEECEEECEEEE EEE CEEECEEECECECE CE EURE 

Manipuler une loi normale 

N(u ; 02). 

0 do 0 222 | de Ce 1 un UN SM T D RP  NAARAERES SUR R 

» Dire que la variable aléatoire X suit une loi normale N (1 ; o?), c'est dire que la 

variable 
À = : : AE 
 — suit une loi normale centrée réduite N(0 ;1). 

} La densité de la loi Nu ; 62) est une « courbe en cloche », admettant un axe 

de symétrie vertical d'équation x = 11. La valeur de G induit « l'étalement » 

de la courbe en cloche. 

} La nature symétrique de la courbe induit des éléments de symétrie dans le 

calcul de certaines probabilités. 

> P(a<x<b)= (2 Pa Send DU) et À suitlaloi N(0;1). 
(o] (eo) 

» P([u = Ci 6) = 0,683 (Voir le graphique ci-dessus) ; 

P([u — 20 ;u + 20]) + 0,954: 

P([u — 30; + 30])+ 0,997. 
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€ [20! 

El La fonction définie sur [0 ;1] 
par f(t) = kt? est une densité sur [0 ; 1] lorsque : 

Douruusoossvensenuosstusp ess unes “ss. vusbsessssuese 

Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

El La densité définissant une loi uniforme sur l'intervalle 

[-2;3] est la fonction f : 

El L'espérance de la loi uniforme sur l'intervalle [— 2 ; 3] est : 

Ella fonction f:t+> _ est une densité sur l'intervalle I si : 

% [21 La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramètre À et modélise la durée de fonctionnement, 

exprimée en heures, d'un appareil ménager avant sa première panne. 

El Pour tout réel t > 0, la valeur exacte de P(X > t) est 

El La valeur du réel + tel que P(X< t) = P(X2> t) est: 

panne avant la première année est 0,18, alors : 

: | Px>2)(X> 3) 

El Si l'on sait que la probabilité qu’un appareil tombe en 50 
a: \— M 

a 1 POSX3) 

Répondre aux questions en utilisant seulement le graphique. 

El Le paramètre À 
Re a. 2 b. 0,5 

est égal à: 

in b. correspond 
El La probabilité | a. est égale à 2! : 

$ 5 |à l'aire colorée P([;31): 
en rouge 

a. correspond à | b. est 

l'aire colorée en | inférieure à 

bleu 0,1 

El La probabilité 
P([5 ; + œ[) : 

c. 4 

c. est environ 

égale à 0,4 

c. est égale à 
1—P([0;5}) 

7 - 1 
espérance ne dépasse pas 3- 

El La variable aléatoire T suit une loi exponentielle sur [0 ; + [. Alors : P(1 £T< 4) = P(5 ST 8). 
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El La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [—1; 5]. On a : P(0 <X< 2) = _. 

… [22} On a représenté ci-dessous la fonction de densité d'une loi exponentielle de paramètre À définie sur [0 ; + |. 

— 

Bsi une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramètre À, la probabilité que X soit supérieure à son 



On a représenté ci-dessous la courbe de la densité de loi normale N(0 ;1) sur R. 
Répondre aux questions à l’aide du graphique seulement. 

El L'aire comprise entre | a. correspond 
la courbe et l'axe des à une surface 
abscisses : illimitée 

b. est infinie c. est égale à 1 

DELEEEEEEL ELEC EE CEE EE ECECECEEE EEE CEE EEE EEE CERPOEOPEEEEEOEECEEEREEEEECEEEEES DORE REEEEREREEEEN EEE TETE CETLTI I IT ET TI LIT 

El La probabilité a. est égale à | c. est supérieure 
P([o;1]): la probabilité à la probabilité 

P([-1:0]) P([1;+ of) 

a. correspond à | b.estenviron | c. est inférieure 

un intervalle de | celle de à celle de 

probabilité 0,95 | l'intervalle l'intervalle 

environ [-—1,96:;1,96] |[-1:;:1] 

b. est comprise 

entre 0,3 et 0,4 

EI L'aire colorée en 
bleu : 

[25 T, X et Y sont des variables aléatoires. 

ET suit la loi N(0;1). P(T > 0) = b. plus de0,5 | c. moins de 0,5 

EX suit la loi N'(2 ; 4). V(X) = a.4 b. 2 c. 16 

EX suit la loi N(2 ; 4). P(O < X < 4) = a P[T [++ ii Mie PA L ['e°%dr Sal 

E] } suit la loi N(4 ; 2). P(Y > 4) = a. on ne peut pas savoir c. 0,25 

il [26 On a tracé ci-contre la courbe associée à une loi normale 

: N(u;9), c'est-à-dire qu'on a: 6 = 3. 

EI La moyenne 1 est égale à 3. 

El L'aire délimitée en bleu est environ égale à 0,683. 

El La probabilité de l'intervalle [-— 2 ;1] est égale à celle de 
l'intervalle [3 ; 6]. u+o [0 ! ? | |u+o È 

El La courbe en cloche associée à la loi normale N'(u1 ; 4) admet le même axe de symétrie, et est plus « resserrée » 

autour de cet axe. 
#5 opennormale.ods - OpenOffice.org Calc 

Fichier Édition Affichage 1 € + @ & ® 
: #- & 4 & |&|LOI.NORMALE 

D La variable aléatoire X suit une loi 

normale N'(2 ; 9). 

El La probabilité P(X <1) est égale 

à la probabilité plr os _ 

où Ysuit une loi N(0 ;1). 

2 & : Renvoie la fonction de densité ou de distribution cumulative normale. 

| 

| Syntaxe | 

LOI . NORMALE (nombre;moyenne;déviation_standard;cumulative) | 
nombre représente la valeur de la distribution basée sur la distribution normale d 
être calculée. 
Moyenne est |a valeur moyenne de la distribution. ! 

| 

À 

| 

| 
| 

écart_type est l'écart type de la distnbution, ; " FRE | 

D On donne l'extrait de l'aide du tableur C est facultatif, C = 0 calcule la fonction de densité, € = 1 calcule la distribution. | 

« OpenOffice », et une copie d'écran de ce 

tableur. 

El Cet extrait donne le résultat : P(X <1) + 0,369. 

| Exemple 

=LOI.NORMALE(70:63:5:0) renvoie 0,03. 

=LOI.NORMALE(70;:63;5;1) renvoie 0,92. + RER Sr 
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+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

FA + Mort QU SES) | 

Vrai SNEUTS Letter Hs de à À à ++ | SZÆ On considère l'intervalle I = [1;5]et la fonction f 
l 4 D Do À é-hcl DT | Tara ; LE 

La fonction f proposée défini une densité de proba- | définie sur par: f (t)=kt * 
bilité sur l'intervalle 1 on A CS DRE + a. Déterminer la valeur du réel k pour que f soit une 

ë . LL - Les Z 
üi-[o;1], re Pr tnoiré 02 Dre: | densité pour une loi de probabilité sur I. 

| | b. Calculer P([1:2)), PL (3: 5). n = CR 16. .. : (2;5] RO SEE Et | 
Le he LEZ) 2 Î 

I = E1:0L NET 46.0 a | 

HÉROS EE PER Ent | SEE Reprendre l'exercice 32 avec I = [1;+ |. 
EE LE NT  haee | ons 
PONT A RS PR TETE 2 
SAT ue . CL | 

+ à CRETE * ++ th X | HE a fonction représentée ci-après est définie Ty Poe fl ù 7. « , sn 7 | - ee 
Vrai oufaux? Sam | sur l'intervalle [0 ; 4]. Justifier que f est une densité de : vu K 

La onction f proposée définit one densité de proba- | probabilité sur [0 ; 4]. Calculer P([1; 3]) et P5,,41([2; 3)). 
_bilité sur l'intervalle fa ’ 'heteta Tee" 

M: RER are à LE A! ES RE De 
w =. cr PA F— LE 

se ue & % re Pr] 4 

Ei=lie PRE LOST TT 
te” sd M: + e. —7— 

SR un SE. 2 eh Te X 1h EET b HE … 4 tree DATE ii estate 
Fi... Tiersen > Lu dl QE re ! EL a NT ni | EM on considère la fonction / définie sur [-1;1] par: QUI ï _ «n À 

Parm les fonctions représentées graphiquement ci 3 
fit =-(1-2). 

dessous, déterm ee) définissent une densité 4 
TR eu PS . Véri densité pour une loi de proba- de probabilité sur l'intervalle EE sd ” EU Eee + FE ne si ere | . A + 4 ns, bilité sur [—1;1] et la représenter graphiquement. 

FF. Ya | joué - = … — _— b. Une variable aléatoire X suit une loi de probabilité de 5 
densité f. Calculer : 

P(X<0); P(—-05<X<0,5); P(X>0,5). 

| 036 &] On considère l'intervalle 1 =[1;9] et la 
| fonction f définie sur I par: 

f'itr 2. 

a. Vérifier que f est une densité pour une loi de proba- 

bilité sur [1;9] et représenter la fonction f graphique- 
ment sur la calculatrice. 

pe 9 Voir les fiches Calculatrices. 
x ; b. Une variable aléatoire X suit une loi de probabilité de 
tar densité f. Calculer P(X <2). 

+ i A e z | ra ouf X 704 +4 ++ ne | c. Déterminer le réel a tel que P(X< a) = P(XZ a). 
Une va iable aléatoire X suit une loi de pro abilité | d. On rappelle qea espérance de X est donnée par la 

définie par une densité f sur l'intervalle [2 ;2] : “| formule:E(X) = f t f(t)dt. 
| Le —_ À APE TA * " pe +. pi ne . | Æ 

AXEES2) SA 1) y F- “ LT pu | Déterminer l'espérance de la variable X. HECTOR RTE | Pre MOTS EE E. Là | 

4 een de 13 au 2 es ) G À “ 5 a. | Reprendre l'exercice 36 avec : 
El si P(X <1) = 0,6 alors MONS enre | HUMMER | 1=(0;3] et fitrs Le 2}. 
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F8 ve ou faux ? 
On ne peut pas définir une loi insone sur l'inter- 

valle [-3; 0]. 
El Avec une loi uniforme sur un intervalle I, si deux inter- 
valles de I ont la même probabilité, alors ils sont égaux. 
El Avec une loi uniforme, la probabilité d’un intervalle 

est proportionnelle à sa longueur. 

E] La densité d'une loi uniforme sur l'intervalle [— 1; 4] 
est la fonction constante égale à 1/3. 

FE On ne peut pas définir une loi uniforme sur l’inter- 

valle [0 ; + |. 

[sel QCM Une ou plusieurs réponses sont 
correctes. On considère la variable X qui modélise le 

choix d'un réel au hasard dans l'intervalle [0 ;10[ 
On désigne par Ent la fonction partie entière. 

EI P(X = 5) est égal à: 
1 

a. 09.  b.0. PIXEL). 

El P(Ent(X) = 5) est égal à : 
1 

à. 0: b. 0. , c. P(X <1). 

El P(X > 7) est égal à: 
a.P(X>71). b. P(X2>7). c. P(XS3). 

E1 L'espérance de X est : 
1 

à 0 b. 1. Co 

EH P(X > 9) est égal à : 
1 

a. 140€ b. Rx>5)(X> 6,5). c0,7- 

QCM Une seule réponse est correcte. On 
considère la variable X qui modélise le choix d'un réel 

au hasard dans l'intervalle [—4 ; 4]. 
On désigne par Ent la fonction partie entière et par S 

l'ensemble des solutions de l'équation x? + x — 2 = O. 

E P(X > 4) est égal à : 

1 ———— a. 0. b. 74e C 4- 

El P(Ent(X) € S) est égal à: 

1 — a. 0. b. 2- &- 

El L'espérance de X est : 

a. 0. b. ot C. ils 

EP(|x-—1|<0,5) est égal à: 
1 en 

a. 0. b. 8: € 4 . 

Une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur 

un intervalle [a ; b]. 

El Déterminer le réel m tel que P(X< m) = P(X2 m). 

El Comparer m avec l'espérance de X. 

42 | M. Lettré achète son 

journal de l'après-midi du 
lundi au vendredi entre 16h 

et 16 h 30 au kiosque devant 

son domicile. 

L'heure d'achat du journal 

suit une loi uniforme sur 

l'intervalle [16 ; 16,5 |. 

El Quelle est la densité définissant la loi de probabilité 

pour l'heure d'achat du journal ? 

El a. Lundi midi : quelle est la probabilité que M. Lettré 
achète son journal entre 16h20 et 16h 30 ? 

b. Vendredi, 16h 15 : le gérant du kiosque n'a pas encore 

vu M. Lettré. Quelle est la probabilité que celui-ci achète 

son journal entre 16h 20 et 16h 30 ? 

c. Mercredi, 15 h : à quelle heure le gérant peut-il «espé- 

rer » voir M. Lettré ? 

Espérance d'une loi : lien discret-continu 
El Soit Z une te aléatoire discrète prenant les 

10 valeurs z; = ——, pour 0 < 

babilité p; = re = z) = 0. 
a. Rappeler la formule donnant l'espérance de Z, notée 

E(Z) et calculer cette espérance. 
b. Justifier que cette espérance est égale à la somme des 

aires des rectangles colorés. 

< 9 avec la même pro- 

—_—+— 

{ 
L 

El Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme 
sur [a ; b] et x un réel de [a ;b|]. 

a. Justifier que P(x<X< x + dx) = 

une quantité infinitésimale. 

b. Préciser les dimensions d’un rectangle dont l'aire infi- 
nitésimale est égale à x X P(x<X< x + dx). 
c. Quel outil mathématique permet de faire la somme 

de toutes ces aires lorsque x parcourt [a ; b] ? 
Conclure en retrouvant la formule de l'espérance de X 

donnée dans le cours (voir page 366). 

= dx si dx est 
—(C 
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Un Fr Le LE ecte va létoire X _ Une seule réponse est correcte. La variable aléatoir 
‘suit une loi exponentielle de paramètre À >0. 
Esi P(X > 2) = 05, alors: er HEURE | 

"à À 
ER PT CP AIRES Le 
: TO ET M TS 

Dstepederans son ne ns ES En ETS LME ULAEUE. 

Din al ie ie à # 
E La probabilité de l'événement 1 < (<3 est dl Le 
ter wir ber” DOUTE vi 

ae en bee à es Re por 
| DANS A HA A on Hlespéancedexeégaeas 7 

Cu + | : Lis UE AU RARES 
2 ae À Lane e+ | 

La durée d'atte te, ee des, àla caisse d'un super- marché est une variable aléatoire Y qui suit une loi 
exponen elle de pa : mètre 001. host Ca a 

IH La densité de probabilité définissant a loi de Yest LU ENTRETENU AAE 
CR DT 2 UOTE SN ER 
D IDerne à 
La probabilité d'attendre moins. de : 
F2 æ 

ainut h 

ÉE ts * *l (rer 

À à plus d'une chance su deu que latente
 soit 

Qu es A #4: A supérieure à 1 minute. 

47 | El Déterminer la valeur du paramètre À de la 

densité f :t+> Àe * sachant que la loi de probabilité 
+5 

définie par f sur [0 ; + [vérifie P([0 ; 4]) = < _ 1 

El En déduire la valeur de P([1; + of). 
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[48 | On considère une variable aléatoire 7 suivant une 

loi exponentielle de paramètre +. 

a. Représenter la fonction densité f définissant cette loi 

dans un repère orthogonal (o, 2 sai 

b. Déterminer le réel + tel que : 

P(O<T<T)= P(T2 +). 

c. Calculer l'espérance de T, notée 11. 

d. Sur le graphique, placer les points : 

A(o ; . B(t;0) C(u;0) et B'(x, f(t)), 

puis colorer le triangle AOC et le domaine % formé des 

points M(x ; y) tels que : 

Ë < x 

0O<y<f(x) 
Comparer l'aire de ces deux surfaces. 

[40 | Quelle est la probabilité qu'un appareil dont la 

durée de vie suit une loi exponentielle, ait une durée de 

vie supérieure ou égale au double de son espérance ? 

CU Temps d'attente à.un standard 
En appelant un service de dépannage, on entend le message 

suivant : « votre temps d'attente est estimé à 3 minutes ». 

Sachant que le temps d'attente, en minutes, est une 

variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle et que 

l'estimation annoncée correspond à l'espérance de T, 

déterminer la probabilité des événements suivants : 

a. P(T=3);" BP(T<2); "CR=-2(1-3) 

On suppose que la durée, en minutes, pour le 

traitement du dossier d'un usager au guichet d'une 

administration suit une loi exponentielle de paramètre 0,1. 

On choisit au hasard un usager. 

El Quelle est la probabilité qu'il occupe le guichet plus 

de 15 minutes ? à 

F1 Quelle est la probabilité que son passage au guichet 

dure entre 5 et 25 minutes ? 

ElSachant qu'un usager est au guichet depuis 
15 minutes, quelle est la probabilité que son passage 
dure plus d'une demi-heure ? 

CEA Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle 
de paramètre À > 0. ee 

Indication 
On pourra poser ét x 

El En déduire la valeur de P(X >1). 

El Déterminer À sachant 

que : P(1 <X<2)=—. 



D) Exercices d'application 

Certains exercices peuvent suggérer, pour calculer des 

probabilités dans le cadre de la loi normale N(0;1), 
d'utiliser une «table ». 
On trouve page 399 une telle table, et des exercices per- 

mettant de comprendre comment on la manipule: 

La calculatrice n'est pas autorisée pour les exercices 

53 à 55. 

[sal Vrai ou faux ? 
La variable aléatoire X, suit une loi binomiale (n ; p), 

X suit une loi normale N'(0 ; 1). 

EI lim P(X €[0;4)) alert 

AaP(xel1;:4))=P(xef-4;-1]). 

AP(xef2;6])=P(xelo;4). 

suit la même loi que X. 

Déterminer la (ou les) réponse(s) juste(s). 

La variable aléatoire X suit une loi normale N(0 ;1). 

El P(X > 2) est égal à: 
a P(X<2); b.P(X>—2); € P(X<—2). 

El On pose P(—-2<X<2)=p 
a. p > 0,95 ; b. p < 0,99 ; € pr :1099: 

El On pose P(X <2)= q 

a.q=7+P(-2<X<2); 2 
b.q<0,95;  c. q=2P(0<X <2). 

[55 Vrai ou faux ? 
On a représenté la fonction 

de densité de la loi normale. 

Préciser si les affirmations 

suivantes sont vraies ou 

fausses. 

El (x) = oe pour tout réel x. 

A P(1<X<2)=P(0<X<1). 

EI P(X <1)>0,75. 

EI P(—1<X<1)=2P(X<1)—1. 

56 | Une variable aléatoire X suit une loi normale 

N(0 ; 1). Calculer, à l'aide d'une calculatrice. 

a. P(1<X<2); b. P(X2 2); 

c. P(X<—1); d. Px>1)(X <2). 

JA Une variable aléatoire X suit une loi normale 

N(0;1). Calculer, à l'aide de la table de la loi normale 
donnée en annexe : 

a. P(X< 1,5); 

c. P(X 0,53): 

e. P(0,53 <X< 1,53). 

b. P(X>-—1) 

d. P(X<— 1,09); 

Détermination du seuil u,, 
PPT TTET TEL EE III EEI LITE LIET EEE LEE TES LEE TELE ET ECC CE EE EEE ELEC EE LEE EEE EEE ECEECEECECECECECES 

HH e À l'aide d'une calculatrice 
ou d' une table 
Une variable aléatoire X suit une loi normale N(0;1). 
Pour tout réel t > 0, on pose R(t) = P(X <t). 

El Montrer que P(—-t<X<t)= 2R(t)—1. 

El En déduire que, pour tout réel a € ]0; 1[: 

P(-ua SX< Ua) = 1-0 R(U)= 1. 

El Avec une calculatrice 
a. Pour à = 0,05, quelle doit être la valeur de R(u,) ? 
Utiliser la fonction InvNorm ou InvNormCD pour déter- 

miner la valeur de u, correspondante. 

” 
invHorn£éf, 3752 

1.959963986 InvNormCD (8. 975) 
1.959963985 

b. Déterminer ainsi Uo,02 Et Uo,oo1 - 

El Avec une table 
Reprendre le El a. et b. en repérant la valeur de R(u,) 

sur la table. 

| EE À l'aide de la calculatrice 
ÉlEntrer la fonction Y,(x)= Norm(—x,x), où 
Norm(a,b) est l'instruction de la calculatrice permet- 
tant d'obtenir P(XE[a,b|), lorsque X est une variable 
aléatoire qui suit une loi normale. 

El Utiliser la table des valeurs pour obtenir des valeurs 

approchées à 0,01 près de U5,2 €t Uooo1- 
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4 À l'aide d'un algorithme 
On veut construire une algorithme permettant de déter- 

miner le seuil u, à 0,01 près. 

On suppose que l'on dispose d'une instruction du type 

Norm(a, b), qui renvoie P(X € [a, b]), lorsque X est une 
variable aléatoire qui suit une loi normale. 

El Compléter l'algorithme suivant pour qu'il permette 

d'obtenir, à étant donné par l'utilisateur, une valeur 

approchée de u,, à 0,01 près. El Modifier l'algorithme pour qu'il demande à l'utilisa- 
teur la précision souhaitée. 

Vapu eux TER RER Te 
si i X suit une loi Nu: Te espérance de X est: 

] N 7 EX) = + RTL OE TOI DEL 

2) Lara | ve Ai x suit une loi N (02 ), le a variance de X est: 

HORS rt Lisp 2 ÀS ES 
E Si X suit une loi N(u:0 Dee suit une loi nor- 

male (01). but À 3 Set ment 
EU é » dt 

b e 

Du tsist its hett “à À 

Une seule réponse est CONeGIRRT nt: 
E Si X suit une loi N (8; 2) alors  P(XE[4; 12). . + 
a.0,683; b. A . 10007 LE 

suit u une loi A Nu: 0?) et Y suit une loi. (u:07), 

or Soit a > 0, ONpos= ES L 
pP(xE ln — PANAATSNSRUUT TC 

rt nee v. ÿ. ra à Un 
We? <P(rEln - aiu+a)i La 

cp>P(relu-ain+al). HET re 3: pus 

| À l’aide de la calculatrice, déterminer les 
probabilités suivantes : 

a. P(0 < X< 2), où X suit une loi N(1; 0,5); 
b.P(0 < X), où X suit une loi N(1; 0,5); 
c. P(XS 2 ) où X suit une loi N(1; 0,5). 

Pour les exercices suivants on pourra s’aider de la 

table fournie à la page 399. 

[64| Une variable aléatoire X suit une loi N(18 ; 9). 
ace X—18 RTE 

El Quelle est la loi suivie par Y ? 

On lui associe la loi Y = 
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| 
} 

il 

| 
| 
| 
| 

El En déduire grâce à la table les probabilités suivantes : 

a. P(X< 21); b. P(X> 24); 
c. P(21 <X< 24); d. P(X2 15); 
e. P(5<X< 21). 

Durée de vie d'une ampoule 
La durée de vie d'une ampoule, mesurée en 

heures, est une variable aléatoire qui suit 

une loi normale N'(11 ; 62). 
On a pu déterminer expérimentalement 

les probabilités : 

P(D > 2000) = 0,9251 
et P(D > 3000) = 0,8577. 

Ve : LL) 
El Quelle loi suit la variable aléatoire 

El Déterminer un système vérifié par y et 6. 

El En déduire y et o. 

EI Déterminer P(D <1000) et P(D > 5 000). 

Indication 

On pourra consulter l'exercice résolu 19, page 377. 

Ms Fluorescence de la chloroptille 
La valeur Z de la fluorescence de la chlorophylle & en 

milieu océanique, exprimée en millivolt, suit une loi nor- 

male N'(11 : 62). 

On a pu expérimentalement vérifier que : 

P(Z<39)=0,9357 et P(Z<25,5)—02266. 
De , LES 

EI Quelle loi suit la variable as ? 

El Déterminer un système vérifié paruetG. 

E En déduire y et 6. 



67 On a représenté la fonction f, 

densité de la loi normale centrée 

réduite. 

El a. Rappeler l'expression de f. 

b. Reproduire la figure avec soin. 

El Soit X une variable aléatoire sui- 
vant une loi normale centrée réduite. 

a. À l’aide du graphique, faire appa- 
raitre le domaine ayant pour aire 

P(0,5<X <1). 
b. Donner un encadrement de cette 

aire en utilisant le quadrillage. 

ER 

c. Donner de la même façon un encadrement de P(0 < X < 2), puis de P(X <2). 

Étalonnage 
Une variable aléatoire X suit une loi centrée réduite. On veut effectuer un étalonnage, 

c'est-à-dire déterminer 4 nombres réels a < b < c < d tels que: 

P(X<a)= P(a<X<b)}=P(b<X<c)=P(c<X<d)=P(X>d)=p. 

El Quelle sera alors la valeur de p ? 

El Expliquer pourquoi aucune des deux propositions suivantes ne peut être correcte : 

| On admet qu'une variable aléatoire qui suit la loi 

normale N'(u ; 62) a une fonction de densité définie sur R 

par : 

JE)= TE 
On a représenté ci-contre trois telles fonctions de densité. 

Déterminer pour chacune la valeur de y: et 6, sachant que 

l’une des trois correspond à 1 = 0 et o = 1. 

œ 

| | | 

las Fi 
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{1} Détermination 
d'un seuil 
On a observé que la taille T 

des basketteurs, en cm, suivait 

approximativement une loi nor- 

male (195 ;6). 

El Déterminer, sans calcul, un inter- 
valle dans lequel la taille d'un bas- #% : 

ketteur pris au hasard a deux chances sur trois de se trouver. 

El Un recruteur décide de restreindre sa recherche aux 

basketteurs qui se situent dans le plus petit intervalle I 

centré en 195 tel que P(TE I) + 08. 
a. Déterminer cet intervalle, sachant que u, = 1,28. 

b. Sachant que le meilleur basketteur français, Tony Parker, 

mesure 1,86 m, que peut-on penser du choix du recruteur ? 

[71 | Glycémie 
La glycémie a été étudiée dans une population donnée. 
Les résultats obtenus sont les suivants : 
D 20 % des glycémies sont inférieures à 0,82 g-L!; 

D 30 % des glycémies sont inférieures à 0,98 g-L !. 
On choisit un individu au hasard et on appelle G la 

variable aléatoire égale à la valeur de sa glycémie. 

On suppose que G suit une loi normale N(11 : 62). 

El Déterminer u et 6. 

El Quelle est la glycémie moyenne dans cette population ? 

El Déterminer un intervalle de normalité qui contienne 

95 % des individus. 

El Quelle est la probabilité que la glycémie soit infé- 

: rieureà 0,70g-L!? 

LL l'intendance du Palais décide d'installer une guérite 

à l'entrée pour protéger la sentinelle des intempéries. Pour 

ne pas gâcher l'harmonie architecturale, la guérite ne doit 

pas être trop haute. Aussi, la règle suivante est établie : 

construire la guérite la moins haute possible telle qu'au 

moins 95 % des sentinelles puissent se tenir debout. 

On considérera que la taille des sentinelles est une 

variable aléatoire qui suit une loi normale N(176 ; 9). 
Déterminer la hauteur de la guérite. 

Les exercices 73 à 75 se basent sur l’approximation 

d'une loi binomiale par une loi normale. 

Une compagnie de transport souhaite lutter 

contre la fraude et effectue pour cela des contrôles de 

tickets de transport. 
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Valéry utilise ce transport tous les matins. Il a une proba- 

bilité p — 0,08 d'être contrôlé. Il effectue 600 voyages 

par an. On appelle C la variable aléatoire égale au 

nombre de contrôles effectués dans une année. 

El Quel est la loi suivie par C ? 

F1 a. En utilisant le théorème de Moivre-Laplace, justi- 

fier que l'on peut approximer la loi de C par une loi nor- 

male N'(48 ; 3,532 8). 
b.En déduire la probabilité que Valéry soit contrôlé 

entre 40 et 50 fois dans l’année. 

El Sachänt que le prix du ticket est de 1,20€ et que le 

prix de l'amende est de 20 £, quelle est la probabilité que 

Valéry soit « perdant » en n'achetant jamais de ticket ? 

[ZA Gestion des stocks 
Un fabricant souhaite lancer une nouvelle console de 

jeu pour Noël. Les études marketing montrent que 

parmi les 2 000 joueurs de la région, 40 % ont déclaré 

avoir l'intention d'acheter la console de jeu. 

On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de 

joueurs qui vont effectivement acheter le jeu. 

El Quelle est la loi suivie par X ? 

El En approximant la loi de la variable X par une loi nor- 

male dont on précisera les caractéristiques, déterminer 

le stock que doit avoir un magasin pour que la probabi- 

lité de rupture de stock soit inférieure à 0,1. 

LE Dans une usine, des poudriers sont remplis d'une 

poudre cosmétique. On considère que la masse de la poudre 

suit une loi normale N (11 ; 1,21 ). La valeur de 1: dépend du 
réglage de la machine. Les flacons sont étiquetés comme 
contenant 100 mg de produit. 

El La machine est réglée sur 11 = 100 mg. Quelle est la 

probabilité pour que la masse de la poudre soit infé- 

rieure à 100 mg ? 

El Sur quelle valeur de 11 faut-il régler la machine pour 
qu'au moins 96% des flacons aient une masse supé- 

rieure ou égale à 100 mg ? 

El Même question si on souhaite obtenir 99 % des flacons. 

6 On admet que la longueur du pied d'un homme 

adulte, en cm, suit une loi normale N (26 ; 9). 
Un fabricant de chaussettes haut de gamme décide de 

se lancer sur le marché en proposant trois tailles. 

El Déterminer un intervalle centré en 26, qui concentre 
au moins 95 % des tailles. « 

El Diviser cet intervalle en trois intervalles égaux, qui 
détermineront les trois tailles. 

El Calculer quelle part de la production on doit réserver 

à chacune des trois tailles. 



Exercices guidés 

: MA Partie À - ROC 
Soit X une variable aléatoire continue qui suit une loi 
exponentielle de paramètre À. 

On rappelle que pour tout réel a > 0 : 

P(X< a)= [°he dt. 
La courbe donnée ci-dessous et que l'on reproduira, 

représente la fonction densité associée. 

El interpréter sur le graphique la probabilité P(X< 1). 

El indiquer sur le graphique où se lit directement le 

paramètre À. 

E] Calcul de l'espérance 

a. Montrer que t ++ (- - Lje* est une primitive 

dett= îte 

b. En déduire l'espérance de X. 

E] a. On a placé sur la figure les points +0) et À 

d'abscisse 0 sur la courbe de la fonction densité. 

Déterminer l'aire du triangle AOC. 

b. Indiquer si la phrase suivante est vraie ou fausse, en 

justifiant rapidement votre choix : 

plx : +) = 05. 
Partie B 

On pose À = 1,5. 

El a. Calculer P(X< 1). En donner une valeur exacte, 
puis une valeur approchée à 10° près par excès. 

b. Calculer P(X > 2). 

El Déduire des calculs précédents l'égalité suivante : 

P(1<X< 2)= 0,173 à 10°? près. 

EX Est-il vrai que Px1)(1 <X< 2) = P(X< 1)? 

A. ROC El L'intégrale d'une fonction positive f sur 

[a ; b] s'interprète comme l'aire du domaine compris 
entre la courbe représentant f et les droites. d'équa- 

tion x = a, x = b et y = 0. On pourra hachurer ou 

colorer le domaine concerné. 

F1 On pourra calculer la valeur de la densité en 0, puis 

l'indiquer sur le graphique. 

El b. Le but de la question est de démontrer le résul- 

tat et non pas seulement de donner la valeur de 

hr | Ru l'espérance qui est un résultat connu --. Il convient 

donc de rappeler la définition de l'espérance de X, 
comme la limite en + d'une intégrale (voir le cours, 

p. 392), puis d'utiliser la connaissance d'une primitive 

delafonctiont -> Âte }, donnée au a. pour calculer 

cette intégrale, enfin de passer à la limite. 

EL QCM Une ou plusieurs réponses sont possibles. 
Les déterminer dans chaque cas. 

A. X est une variable aléatoire qui prend des valeurs 

positives. On suppose que : 

ei PA<X<3)= =. 

El Si X suit une loi uniforme sur [O É N|, alors N'est égal à : 

a. 8; b. _ ; €, 

El 11 s'agit de comparer deux aires. L'interprétation gra- 

phique de P| X< + confrontée au calcul de l'aire du 

triangle AOC, permet de juger rapidement de la véra- 

cité de la proposition. 

B. El il s'agit de calculs élémentaires : on peut appli- 

quer les formules du cours ou revenir au calcul d'inté- 

grales. 

El On utilisera l'interprétation graphique pour faire le 
lien entre les deux probabilités éalculées précédem- 

ment et P(1 <X< 2). 

El On fera le lien entre cette égalité qui fait intervenir 

une probabilité conditionnelle et la propriété de durée 

de vie sans vieillissement vérifiée par la loi exponen- 

tielle. 

F1 Si X suit une loi exponentielle de paramètre À > 0, alors: 

a. À =In2; 
b. À prend deux valeurs dont la valeur In 2 ; 

c. il n'existe pas de tel À. 

B. X est une variable aléatoire qui suit une loi définie par 

la densité f:t + kt” sur [1;10], alors on peut avoir: 

_. b.n=1e k= 2 ; an=0et k=-6; 99 : 

1 © 
&n=—2 et k = | 
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C.X est une variable aléatoire d'espérance 10 et de 

variance 8. 

EI Si X suit une loi binomiale de paramètre n et p, alors : 
a. n = 20 et p=05; b. n = 25 et p=04; 

ch = 50 et p = 0,2. 

Comme plusieurs réponses sont possibles, il convient 
d'étudier la véracité de chacune d'elles. 

A. EX La densité définissant la loi uniforme sur [0 ; N] 

est la fonction constante égale à +. La connaissance 

de P(1<X< 3) permet d'écrire une équation faisant 
intervenir N. La valeur trouvée BAIE d'exclure les 

réponses non correctes. 

F1 La valeur In 2, proposée par la réponse a. peut 

être testée. un résultat positif permettra d'exclure 
la réponse c., mais pas la réponse b. En exprimant 

_P(1<X< 3) en fonction de À, puis en utilisant l’hypo- 

thèse, on trouve l'équation x —x+ = 

posé e À = x. 
La calculatrice permet 

de visualiser rapide- 

ment les solutions de 

cette équation dans 

l'intervalle [0 ; A de 
#  [#=0.6513818184 Y=0 

conclure. Ex : se 

0, en ayant 

[uk sr. 375 

[Une même situation, plusieurs lois 
Lors d’une épidémie chez des bovins, si la maladie est 

diagnostiquée suffisamment tôt sur un animal, il est 
possible de le guérir ; sinon, la maladie est mortelle. 

Un test est mis au point et expérimenté sur un échan- 

tillon d'animaux dont 1 % est porteur de la maladie. Les 

résultats obtenus sont les suivants : 

D si un animal est porteur de la maladie, le test est positif 

dans 85 % des cas; 

D si un animal est sain, le test est négatif dans 95 % des 

cas. 

On choisit de prendre ces fréquences observées comme 

probabilités pour la population entière et d'utiliser ce 

test pour un dépistage préventif de la maladie. 

On note : 

D M, l'événement « l'animal est porteur de la maladie » : 

D T, l'événement « le test est positif ». 

EI Construire un arbre pondéré modélisant la situation 

proposée. 

El Un animal est choisi au hasard. 
a. Quelle est la probabilité qu'il soit porteur de la mala- 

die et que son test soit positif ? 
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F1 Si X suit une loi normale et si Yest la variable aléatoire 
X=l0 

sfini VE alors définie par D 

a. P(X > 10) = 08; b. P(—1<Y<1)= 

P(X< 10 +2V2)= 0,683. 

0,683 ; 

B. f est une densité puisqu'elle est positive et ici conti- 

nue avec une intégrale égale à 1 sur [1;10]. 

C. El On sait que l'espérance de X est np, mais cela n'est 

pas discriminant pour les réponses. La valeur de la 

variance np(1 — p) permettra de faire le choix correct. 
Il s'agit ici d'une méthode par essais sur les réponses. 

On peut aussi aller directement à la réponse en résol- 

vant le système : 

É 10 

np(1 —p)= 8 
F10n déduit de l'énoncé que X suit la loi normale 
N(10 ; 8), et par suite Y suit une loi particulière que l'on 
précisera. On peut alors ramener chaque événement 

concernant X à un événement concernant }, et les 

résultats élémentaires du cours, ou à défaut la calcula- 
trice, permettront de statuer sur la véracité de chaque 

réponse. 

b. Montrer que la probabilité pour que son test soit posi- 

tifest p — 0,058. 

El Un animal est choisi au hasard parmi ceux dont le test 

est positif. Quelle est la probabilité pour qu'il soit por- 

teur de la maladie ? 

EI On choisit cinq animaux au hasard. La taille de ce trou- 

peau permet de considérer ces cinq choix comme indé- 

pendants et d'assimiler les choix à des tirages avec remise. 

On note X la variable aléatoire qui, aux cinq animaux choi- 

sis, associe le nombre d'animaux ayant un test positif. 

a. Quelle est la loi de probabilité suivie par X ? 

b. Quelle est la probabilité pour qu'au moins un des cinq 
animaux ait un test positif ? 

El On teste 1 200 vaches sur le cheptel d'un départe- 
ment. On admet que l'on peut considérer ces 1 200 tests 
comme indépendants et les assimiler à des tirages avec 
remise. 

On note Y la variable aléatoire égale au nombre d'ani- 
maux ayant un test positif. 

a. Justifier que la loi de Y peut être approximée par une 
loi normale dont on précisera les paramètres. 

b. En déduire une approximation de P(50 <Y <70). 



El Penser à la formule des probabilités totales. 

El Utiliser la formule de définition d'une probabilité 
conditionnelle. 

El Les tirages sont indépendants avec remise : on doit 

penser à un type d'épreuves étudiées en Première. 

Y— 1200p 
FE a.Considérer la variable Z= 

Y1200p(1 — p) 
et utiliser le théorème de Moivre-Laplace. 

b. Utiliser la calculatrice ou une table. 

Exercices d'entraînement 

[80 Loi uniforme sur [ a; b] Roc 
La loi uniforme sur un intervalle [a ; b], où a et b sont 
deux réels tels que a < 0, modélise le tirage au hasard 

d'un réel dans l'intervalle [a ; b]. 
Elle est caractérisée par la propriété suivante : «la proba- 

bilité de tout intervalle est proportionnelle à son ampli- 

tude ». 

On admet que la loi uniforme sur [a ; b] est une loi à 
densité continue, c'est-à-dire qu'il existe une fonction 

continue f définie sur [a;b] et telle que, pour tout 

ne 

(éd da f(t)dt. 

On se propose ici de déterminer la fonction f. 

El Soit F une primitive de f. 
a. Démontrer qu'il existe un réel k tel que, pôur tous 

réels cet dde {a;b]tels que c< d,on ait: 

F(d)— F(c)=kX(d—c). 

b. Soit x €[a;b]; justifier la dérivabilité de F en x 
et préciser la valeur de F'(x). En déduire que f est 

constante sur [a ; b]. 

El a. À l'aide de l'égalité P([a ;b]) = 1, préciser l'expres- 
sion de f(t) pourtouttde{a;b]. 
b. Tracer la représentation graphique de f sur [a;bl]et 
interpréter graphiquement les résultats obtenus ci-des- 

sus (on prendra a = —1 et b = 4). 

El Application 

On choisit au hasard un nombre dans l'intervalle [— 1; 4]. 

a. Quelle est la probabilité qu'il appartienne à [0;1]? 

b. Quelle est la probabilité qu'il soit inférieur à — 0,39 

sachant qu'il est négatif ? 

El Calcul de variance pour la loi uniforme 

Partie A - Un exemple sur [0 ; 1] 

El Rappeler la formule de calcul et la valeur 11 de l'espé- 

rance d’une variable aléatoire X suivant la loi uniforme 

sur [0;1]. 

El a. Lorsque X prend la valeur t dans [0;1]|, quelle 

valeur prend la variable aléatoire Y = (X — uŸ ? 

b. Par quelle aire est représentée la probabilité de l'évé- 

nement P(t< X <t+ dt) si dt est une valeur infinitési- 
male ? (Voir l'exercice 43) 
En déduire que : 

E(Y) = Î (1) dt. 

El Calculer la valeur de l'intégrale précédente et en 

déduire la variance de X. 

Partie B - Cas général 

On considère une variable aléatoire X suivant une loi 

uniforme sur un intervalle [a ; b] de R. 

El Donner l'expression de la densité définissant la loi uni- 

forme sur [a ; b] et rappeler la valeur 1: de l'espérance de X. 

El On admet que la variance de X est donnée par la for- 

mule intégrale : 

VO = Peux 
a. Calculer cette intégrale en fonction de a, b et y, sans 

remplacer 1 par la valeur donnée au El 
# 

On pourra utiliser la factorisation : 

Do + uv + 4: V2 (u 

b. En Renblachr |L par sa valet en foñtrion deaet ve 

établir que : : 

PL Lou AXE ET Le 

El On pose © = ÿV(X). 
a. Déterminer la probabilité de l'événement : 

(u—o<X<yu+0). 
b. Cette valeur dépend-t-elle de l'intervalle [a ; b] choisi ? 

c. Comparer avec le résultat dans le cas d'une loi nor- 

male N'(11 ; 62). 
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[e2} On considère la fonction f définie sur 

ml par f:t-> kcost,oùkER. 

a. Déterminer le réel k pes que f soit la densité d'une 

loi de probabilité sur Fe Di & et la représenter gra- 

phiquement. 

b. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de probabi- 

lité définie par f, calculer : 

UP n et D. F4 

c. Déterminer le réel a tel que : P(—-a < X < a) = +. 

d. Déterminer l'espérance de X, définie par : 
JT 
2 

E(X) = jh f{t)dr. 
2 

Indication 

On pourra chercher une primitive de la fonction 

te t f(t) sous la forme: 

te F(t)= atsint + bcost,où a et b sont des réels que 

l'on déterminera. 

(KE On considère la fonction f définie sur [0 ; + œ| 

par: f(t)= te "2. 

El Démontrer que f est une densité sur [0 ; + | et la 

représenter graphiquement. 

El Soit X une variable aléatoire de densité f, exprimer 

pour tout réel x > 0 la probabilité P(X < x). En déduire 
une valeur approchée de P([0 ; 1]) à 1072 près. 

El Déterminer le réel a tel que P([0 ; a]) = P(]a; + |). 
Positionner le réel a sur le graphique réalisé au El. 

[84| Correction de continuité 
On considère une variable aléatoire suivant une loi bino- 

miale de paramètres n = 40, p = 0,4. 

El Calculer P(X = 16) et P(13<X< 15). 

F1 On approche X par une variable Y de loi normale 

N(16;9,6). 

a. Justifier l’'approximation réalisée. 

b. Calculer P(Y = 16) et P(13 < Y< 15). 
Que remarque-t-on ? Comment expliquer ce phénomène ? 

El On effectue alors une « correction de continuité », en 

calculant P(15,5 < Y < 16,5) et P(12,5 < Y< 15,5). 
Effectuer les calculs et comparer avec les résultats du Ki. 

[851 ie D’après BTS. 

Dans une compagnie d'assurance, on a pu constater 
que sur 1 200 assurés, 60 avaient envoyé au moins une 

déclaration de sinistre dans l’année. On dira, pour tout 
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l'exercice, que ces 60 dossiers sont de «type DS ». 

On prélève au hasard et avec remise n dossiers parmi 

les 1 200 dossiers des assurés. X est la variable aléatoire 

donnant, parmi les n dossiers prélevés, le nombre de 

dossiers de «type DS ». 
Les probabilités demandées seront données sous forme 

décimale, arrondies à 1072. 

El Quelle est la loi suivie par X? Donner les paramètres 

de cette loi. 

F1 Dans cette question, on prend n = 10. 

Calculer les probabilités : 
a. pour qu'un seul dossier soit de «type DS »; 

b. pour qu'il y ait, parmi ces 10 dossiers, au moins un 

dossier de «type DS ». 

El Dans cette question, on prend n = 200. 

On admet que la loi de probabilité de X peut être appro- 

chée par une loi normale. Soit Z une variable aléatoire 

suivant cette loi normale. 

a. Déterminer les paramètres de la loi normale suivie par Z. 

b. Calculer les probabilités suivantes : 

P(Z<9) et P(ZZ>15). 
c. Calculer une valeur approchée de P(X = k) revient 
à calculer P(k—0,5<Z<k+0,5): c'est ce que l'on 
appelle la correction de continuité. (Voir l'exercice 84) 

À l’aide de ce renseignement, calculer une valeur appro- 

chée de la probabilité P(X = m), où m est l'espérance 
mathématique de la variable X. 

è [86 Éo) Une entreprise d'autocars dessert une région 

montagneuse. En chemin, les véhicules peuvent être 
bloqués par des incidents extérieurs comme des chutes 

de pierres, la présence de troupeaux sur la route, etc. 

Un autocar part de son entrepôt. On note D la variable 

aléatoire qui mesure la distance, en kilomètres, 

que l'autocar va parcourir jusqu'à ce qu'il survienne un 

incident. On admet que D suit une loi exponentielle de 

paramètre À — _. 

On rappelle que la loi de probabilité est alors définie par : 
ai Lee 

<Æ = 1) — p(D <A) Léa dé, 

Dans tout l'exercice, les résultats numériques seront arrondis 

au millième. 

El Calculer la probabilité que la distance parcourue sans 

incident soit : 

a. comprise entre 50 et 100 km ; 

b. supérieure à 300 km. 

El Sachant que l’autocar a déjà-parcouru 350 kilomètres 
sans incident, quelle est la probabilité qu'il n'en subisse 

pas non plus au cours des 25 prochains kilomètres ? 

El Calculer l'espérance de la‘variable aléatoire D et don- 

ner une interprétation de ce résultat. 



E] L'entreprise possède Noautocars. Les distances par- 
courues par chacun des autocars entre l'entrepôt et le 
lieu où survient un incident sont des variables aléatoires 
deux à deux indépendantes et de même loi exponen- 

tielle de paramètre À = = 

d tant un réel positif, on note X, la variable aléatoire 

égale au nombre d'autocars n'ayant subi aucun incident 

après avoir parcouru d kilomètres. 

a. Montrer que X, suit une loi binomiale de paramètres 

Net, 

b. Donner le nombre moyen d'autocars n'ayant subi 
aucun incident après avoir parcouru d kilomètres. 

ELa desserte de villages par un circuit de 76km est 

effectuée pendant 210 jours dans l'année par des auto- 

cars de cette entreprise de telle sorte les dessertes jour- 

nalières sont indépendantes et la survenue d’un inci- 
: Se AE 

dent a chaque jour une probabilité q = 1 —-e 82. 

On appelle Y la variable aléatoire qui compte le nombre 

d'incidents dans l'année pour ce circuit. 

a. Déterminer 11 = E(Y) et 6? = V(Y). 
b. Les conditions d'approximation de loi binomiale par 

la loi normale N(y1 ; 0?) sont-elles remplies ? 
c. Déterminer la probabilité d'avoir moins de 120 inci- 

dents dans l'année pour la desserte de ces villages. 

La fonction ALEA 
On veut tester le caractère aléatoire des nombres choisis 

par l'ordinateur lorsque l'on utilise la fonction ALEA d'un 

tableur. 

HJW ALEA( envoie un nombre choisi au hasard dans 

l'intervalle [0 ;1[. 

c3 -Q | =NB.Si(A$1:A$5000:83) 

ONE RENE PNR mini] 
8 0 499 10% | 
7 1 474 9% | 
3 2[___ 481 10% | 
4 3 492 10% 
2 4 499 10% | 
1 5 523 10% | 
2 6 493 10% | 
3 7 521 10% | 
7 8 530 11% | 
2 9 488 10% | 
9 l 

0 | 
3 5000 

El a. On appelle x le nombre choisi. Quelle doit être la loi 

de probabilité suivie par x ? 

b. Quelles sont les probabilités dans ce modèle des évé- 

nements xe{[0,;0,2[ ; xe{[0,56;0,57| ? 

d 

El Sur un tableur, procéder au tirage de 5 000 nombres 

aléatoires et déterminer les fréquences de répartition de 

ces nombres dans les 10 intervalles [0 ;01{, [01;0,2[, 
[0220512409 :; 11 
On pourra utiliser la formule ENT(I0*ALEA(). 

Quelle remarque peut-on faire ? 

ElRecommencer en étudiant la répartition de ces 

nombres dans les 100 intervalles us AE 
100 ’ 100 

Kk allant de 0 à 99. Conclure. 

pour 

Un skieur doit traverser un glacier en suivant une 

piste de longueur 1 km. La probabilité qu'il rencontre une 

crevasse sur son trajet est p. 

Si cette crevasse existe, sa répartition sur le chemin suit 

une loi uniforme sur [0 ; 1]. 
À la distance d du point de départ (0 < d <1) se trouve 
un refuge, où le skieur peut se reposer un instant. 

On note C, l'événement : « la crevasse existe effective- 
ment sur le chemin parcouru par le skieur » ; 

A : «il existe une crevasse entre le départ et le refuge » ; 

B : «il existe une crevasse entre le refuge et l'arrivée ». 

a. interpréter les probabilités : P-(A) et P-(B) 
puis exprimer ces probabilités en fonction de d. 

b. Construire un arbre des possibilités faisant intervenir 

C, C,A et B. Calculer P(A) et P(B) en fonction de p et d. 
c. Sachant que le skieur est parvenu sans encombre au 
refuge, quelle est la probabilité qu'il rencontre la cre- 

vasse sur la suite du parcours ? Combien vaut cette pro- 

babilité si p = 1 ? Interpréter le résultat. 

| On considère la fonction f définie sur [0 ; 8] par: 
fxe k|x— 4 ;oùkER. 

El Déterminer le réel k pour que / soit la densité d'une 

loi de probabilité sur [0 ; 8], puis la représenter graphi- 
quement. 

El Soit T une variable aléatoire suivant la loi de probabi- 

lité définie par f calculer: P(|T-4|< 2). 
Est-il vrai que : P|r_41>2)(T >6) = AIr-41>2)(T <2)? 

El Soit } une variable aléatoire suivant la loi uniforme 

sur [0 ; 8]. Existe-t-il un réel a € |0 ; 4[ tel que: 

P(4—-a<T<4+a)=P(4-a<Y<4+a)? 
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Alice et le Chapelier se sont donné rendez-vous chez le 

Lapin pour prendre un thé entre 17het18h. 

Chacun d'eux a promis d'attendre l'autre un quart 

d'heure, pas plus, et en aucun cas après 18 h. 

On suppose que les heures d'arrivée d'Alice et du Cha- 

pelier suivent des lois uniformes sur l'intervalle [17 ; 18]. 
On veut trouver d'abord une estimation de la probabi- 

lité qu'Alice et le Chapelier se retrouvent, puis sa valeur 

exacte. 

El a. Vérifier que l'algorithme suivant permet de simuler 

un rendez-vous (en abrégé : RDV) : 

© Voir les Outils pour l'’algorithmique. 

b. Modifier l'algorithme en introduisant une boucle 

pour effectuer d'un seul coup un nombre N de simu- 

lations et calculer la fréquence des RDV réussis, puis le 

programmer. 

+ Voir les Outils pour la programmation. 

c. Déterminer la fréquence des RDV réussis, pour 

N = 500, puis N = 1000, puis N = 5 000. 

Estimer alors la probabilité pour qu'Alice et le Chapelier 

se rencontrent effectivement. 

El À l'issue de l'algorithme, on a fait représenter les RDV 

réussis par un point rouge de coordonnées (x ; y), où x 

est l'heure d'arrivée d'Alice, y celle du Chapelier. 
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Les résultats obtenus sont donnés ci-dessous. 

N= 5 000 

a. justifier qu'un RDV réussi correspond à un point dont 

les coordonnées (x ; y) vérifient : 

N= 500 

Xe 025 <SYEX 0,25 

b. Représenter l'ensemble de points du plan dont les 

coordonnées sont solution de (S). (On pourra ramener 

7;18]à[0;1]) 
c. Déterminer son aire et en déduire la valeur exacte de 
la probabilité que le RDV Sr réussi. 

IE Cordes aléatoires 
On RÉ le cercle de centre O de rayon 1, et un de 
ses diamètres [ AB]. On définit une variable aléatoire 
égale à la longueur d'une corde de ce cercle perpendi- 

culaire à la droite (AB). 

(s) Mines et 17<y<18 

A. Première méthode 
On considère que la corde 

aléatoire est déterminée par M 

le choix de son milieu H qui à 

appartient au diamètre [AB].  — B 
On appelle X l'abscisse de ce à F 

milieu et on fait l'hypothèse 

que X suit une loi uniforme GC 
sur [-1;1]. 

El justifier que la longueur de la corde est L = 291 — X2. 

El Au moyen du tableur, réaliser 1 000 tirages de cordes 
et faire représenter le graphique des 1 000 points (x; ; L;). 

Calculer la moyenne des L;. 

El Par des considérations d’aire et sans chercher à trou- 

LA : 1 
ver une primitive, démontrer que is V1—x dX= Es 

En déduire Je valeur eyenns de la fonction 

x+> 2V1—x° sur l'intervalle [—-1;1], puis l'espérance 
de L. Comparer avec le résultat de = moyenne donnée 

par le tableur. 

B. Deuxième méthode ue 
On considère que la corde aléatoire est déterminée par 
le choix d'une de ses extrémités M sur le demi-cercle AB. 
On appelle T le réel repérant cette extrémité, et on fait 

l'hypothèse que T suit une loi uniforme sur [0 ; x]. 



El justifier que la longueur de la corde est L' = 2sinT. 

El Au moyen du tableur, réaliser 1 000 tirages de cordes 
et faire représenter le graphique des 1 000 points (t; ; L';). 
Calculer la moyenne des L'. 

Voir la fiche Tableur. 

E] Calculer l'intégrale TE 2 sin tdt et en déduire la valeur 

moyenne de la fonction t ++ 2sint sur [0 ;x|. 

En déduire l'espérance de L’. 

Conclusion 

À la lumière de ces deux méthodes, quel commentaire 

peut-on faire concernant l'espérance de la longueur 

d'une corde aléatoire ? 

Épilogue : une troisième méthode 

On considère que le choix d’une corde dans le demi- 
—, 

cercle DAC est déterminé par le choix de sa longueur 

entre 0 et 2. En déduire la valeur moyenne de la lon- 

gueur À d'une corde si on fait l'hypothèse que A suit 
une loi uniforme sur [0 ; 2]. 

Ces paradoxes ont été soulevés 

en 1888 par le mathématicien 

Joseph Bertrand qui mettait en 

évidence le manque de précision 

dans l'expression « choix d'une corde 

au hasard », et montrait la dépendance 

du résultat par rapport à la méthode 

de sélection d'une corde au hasard. 

| [92] D'après BTS. 
== Une entreprise fabrique et 

commercialise des com- 

: |, posants électroniques  as- 

@ semblés dans deux ateliers 
numérotés 1 et 2. L'atelier 1 

Joseph Bertrand 

(1822-1900). 

On a remarqué que 1,5  %6des composants issus de l’ate- 

lier 1 et 4% des composants issus de l'atelier 2 sont 

défectueux. 

Partie A On prend au hasard un composant dans la pro- 

duction d'une journée et on considère les événements 

suivants : 

» événement A : « le composant provient de l'atelier 1 »; 

» événement B : « le composant provient de l'atelier 2 » ; 

» événement D : « le composant est défectueux ». 

El Traduire l'énoncé à l'aide d'un arbre pondéré ou d’un 

tableau à double entrée. 

El Calculer la probabilité de l'événement D. 

El On constate qu'un composant est défectueux. Quelle 

est la probabilité pour qu'il provienne de l'atelier 1 ? 

Dans la suite, on supposera que 2 % des composants pro- 

duits par l'entreprise sont défectueux. 

Partie B Dans cette partie, sauf indication contraire, les 

résultats seront arrondis au millième. 

Un client commande un lot de 150 composants. 

On assimile le choix des 150 composants à des tirages 

successifs avec remise. On note X la variable aléatoire 

qui représente le nombre de composants défectueux 

que contient ce lot. 

El justifier le fait que la variable aléatoire X suit une loi 

binomiale, et donner les paramètres de cette loi. 

El Donner l'espérance et l'écart-type de la variable aléa- 

toire X. 

El Calculer la probabilité d'avoir exactement 4 compo- 

sants défectueux dans le lot. 

Partie C Une société d'import-export commande un lot 

de 1 500 composants. On assimile le choix des 1 500 com- 

posants à des tirages successifs avec remise. 

La variable aléatoire qui comptabilise le nombre de com- 

posants défectueux dans ce lot, suit une loi binomiale. 

On admet que la loi de cette variable aléatoire peut être 

approchée par la loi d'une variable aléatoire Z qui suit la 

loi normale de moyenne 30 et d'écart-type 5,42. 

El justifier le choix des paramètres de la loi normale. 

El Donner une approximation de la probabilité d'avoir 

au plus 20 composants défectueux dans un lot, en cal- 

culant P(Z < 20,5). 

El Calculer P(24,5 <Z< 35,5) avec la précision per- 
mise par les tables. En tenant compte de la correction 

de continuité, donner une interprétation du résultat en 

termes de composants défectueux. 

CEE Usinage d'un lingot 
Au sortir du laminoir, un lingot est découpé en billettes 

de 6 mètres de longueur. On sait que la tête du lingot 

présente un défaut sur une certaine longueur X, où X est 

une variable aléatoire qui suit une loi normale N(8 ; 4). 
Pour tenter d'éliminer la longueur défectueuse, on 

détruit systématiquement les deux billettes de tête. 

El Quel est le risque pour que la troisième 

billette présente encore un défaut ? 

El Calculer le nombre de billettes à 
détruire pour que la première billette 

retenue soit sans défaut avec une pro- 

babilité de 99 %. 
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[94 Loi de Pareto 
Soit Xnn Un réel strictement positif et k un entier natu- 

rel non nul. On définit la fonction f sur [xmin : + | par : 

LU 

El à. Calculer pour y > Xmin : Le 1L)dx. 

b. En déduire la valeur de a pour que f soit une fonc- 
tion de densité sur [xin ; + |. 
Dans la suite de l'exercice, on donnera à a la valeur ainsi 

trouvée. 

F1 Dans cette question, on suppose que k = 2, xnin = 10. 

a. Déterminer P(X< 60). 
b. Déterminer l'espérance de X. 

El Médiane 
a. Déterminer P(X > x) pour x > Xmin- 
b. Déterminer la médiane de X, c'est-à-dire la valeur m 

pour laquelle P(X > m) = 05. 

E a. Déterminer la valeur x, pour laquelle : 

PIX 2) = 02. 

b. Calculer la limite en + dey ++ Le f(t)dt. 
0 

c. Si X désigne la richesse possédée par un individu, on 

dit que la loi de Pareto traduit le fait que 20 % des indi- 

vidus possèdent 80 % des richesses. Comment peut-on 

retrouver ce résultat à partir des calculs effectués ? 

EM Tests de QI 
Les tests de QI sont étalonnés, c'est-à-dire que l'on 

décide a priori que la répartition des Q! suit une loi nor- 

male N' (4 ; 62), où y et o sont fixés à l'avance. 

EX Déterminer, pour chaque test, un intervalle centré 

autour de la moyenne qui contient à peu près 68 % des 

individus. 

El On considère parfois qu'un individu est surdoué s’il 

fait partie des 5 % de la population ayant le Q! le plus 

élevé. Déterminer à quelle valeur de Q! il correspond 

pour chacun des tests proposés. 

[96 Le grand mathématicien Henri Poincaré (1854- 

1912) avait l'habitude d'acheter tous les jours un pain 
de 1 kg chez son boulanger. Il s'était aperçu que sur une 

période de 6 mois, tous les pains achetés pesaient moins 

de 900 g. Après s'être plaint au boulanger, il avait constaté 
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que durant les six mois suivants, tous les pains pesaient 

plus de 1 kg. Il était finalement revenu voir le boulanger 
pour lui dire qu'il était décidément un incorrigible tricheur. 

On suppose que le poids réglementaire du pain, en kg, 

suit une distribution normale de loi N(1; 62). 

El Le boulanger assure que 95 % de ses pains pèsent 

entre 0,9 kg et 1,1 kg. 

a. En déduire une valeur approchée de 6. 

b. En déduire la probabilité qu'un pain pèse moins de 

0,9 kg, puis la probabilité que pendant six mois, tous les 

pains pèsent moins de 0,9 kg. 

El Avec les mêmes hypothèses, déterminer la probabi- 

lité pour qu'un pain pèse plus de 1 kg, puis la probabilité 

que tous les pains pendant six mois pèsent plus de 1 kg. 

EX Refaire les calculs précédents en supposant que sim- 

plement 68 % des pains pèsent entre 0,9 kg et 1 kg. 

> | BAC | Alain fabrique en amateur, des appareils 

électroniques. Il achète pour cela, dans un magasin, 

des composants en apparence tous identiques mais 

dont certains présentent un défaut. On estime que la 

probabilité qu'un composant vendu dans le magasin soit 

défectueux est égale à 0,02. 

Partie À On admet que le nombre de composants 

présentés dans le magasin est suffisamment impor- 
tant pour que l'achat de 50 composants soit assimilé 

à 50tirages indépendants avec remise, et on appelle 

X le nombre de composants défectueux achetés. Alain 

achète 50 composants. : 

El Quelle est la probabilité qu'exactement deux des 

composants achetés soient défectueux ? Donner une 

valeur approchée de cette probabilité à 107! près. 

El Quelle est la probabilité qu'au moins un des com- 

posants achetés soit défectueux ? Donner une valeur 

approchée de cette probabilité à 10°? près. 

El Quel est par lot de 50 composants achetés, le nombre 

moyen de composants défectueux ? 

Partie B On suppose que la durée de vie 7, (en heures) 

de chaque composant défectueux suit une loi exponen- 

tielle de paramètre À, = 5 X 107 * et que la durée de vie 

T, (en heures) de chaque composant non défectueux 

suit une loi exponentielle de paramètre À, = 1074. 

El Calculer la probabilité que la durée de vie d'un com- 

posant soit supérieure à 1 000 heures : 

a. si ce composant est défectueux ; 

b. si ce composant n'est pas défectueux. Donner une 

valeur approchée de ces probabilités à 107? près. 

El Soit T la durée de vie (en heures) d'un composant 
acheté au hasard. 



Démontrer que la probabilité que ce composant soit 

encore en état de marche après t heures de fonctionne- 

ment est : 

P(T> 1)= 0,02e 5*10t + 0,98e10 “t 
(on rappelle que la probabilité qu'un composant vendu 

dans le magasin soit défectueux est égale à 0,02). 

El Sachant que le composant acheté est encore en état de 

fonctionnement 1 000 heures après son installation, quelle 
est la probabilité que ce composant soit défectueux ? Don- 

ner une valeur approchée de cette probabilité à 107? près. 

E A e| D Une urne contient 10 boules 
blanches et 990 boules rouges. Un joueur a le droit, 

moyennant une mise de 10 €, de tirer jusqu'à 25 boules : 

s'il obtient une boule blanche, il gagne 30€, sinon, il 

perd sa mise. 

Partie A - Une approximation 

Dans cette partie, on admet que la probabilité de tirer 

une boule blanche étant faible, on peut modéliser le 

nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule 

blanche par une variable aléatoire X vérifiant pour tout 

entier k < 100 : P(X< k) = fe 0,01e dt. 

El Déterminer la probabilité que le joueur gagne 30 € à 

sa première partie. 

FlLe joueur effectue trois parties (c'est-à-dire tire 

chaque fois au maximum 25 boules pour obtenir la pre- 

mièré boule blanche). Déterminer la probabilité qu'il 

gagne au moins une fois. Déterminer son espérance de 

gain, en €, sur les trois parties. 

El À la fin de la première partie, le joueur n'a pas gagné. 

« Beau joueur », son adversaire lui permet de tirer les 

25 boules suivantes sans remettre les 25 premières 

boules tirées. Quelle est la probabilité pour le joueur de 

gagner la deuxième partie ? 
On pourra envisager deux types de calcul et comparer 

les résultats. 

Partie B - Justification de l’approximation 

Soit p la probabilité d'obtenir une boule blanche lors 

d'un tirage. On fait l'hypothèse que p ne varie quasi- 

ment pas sur les 25 premiers tirages, car le nombre de 

boules rouges est très grand devant celui des blanches. 

On appelle A, l'événement : « à l'issue du n-ième tirage, 

le joueur obtient sa première boule blanche ». 

El Montrer que, pour tout entier n tel que 1 < n < 25 : 

| 

P(A;) = p(1 +p} ° 

El Démontrer que la probabilité de gagner une partie 

pour le joueur est : 1 — (1 — pŸ”. 

en—1 
El Rappeler la valeur de Jim L 

— 0 

En déduire que si p est petit, e P = 1 — p. 

El Comparer avec la calculatrice lorsque p = 0,01, les 

nombres e 2 et (1 — pŸ”. En déduire la valeur de l'er- 
reur d'approximation faite dans la partie A. 

FE Reprendre le calcul de la probabilité de gagner une 

partie sur un tableur, en tenant compte, pour calcu- 

ler P(A,) de la légère modification à chaque étape de 
la probabilité de tirer soit une boule blanche, soit une 

rouge. 
B4 v Er | =B3*E3/C4 

Dssédtal B | LuslunadGmanlnanfihnmelauetculu à 
n P(An) boules restantes rouges restantes à 

1 0,01 1000 1000 990 

2 0,00990991 999” 10 989 
3 0,00982054 998 988 

4 0,00973189 997 987 

5 0,00964395 996 1 

On montrera que l'erreur est de l'ordre de 34 X 107. 

ir El Pour tout réel À > 0, on considère la fonction F; 

définie sur Rpar: FA(x) = de e dr. 

El Soit À un réel strictement positif fixé. 

Justifier la dérivabilité de la fonction F; et déterminer 

sa dérivée. 
En déduire que, pour tout réel x, on a: 

F6 = F(ax). 

El justifier que la fonction F; est impaire. 

El Étudier les variations de la fonction F;. 

El a. Montrer que, pour tout réel t > +. e M<et. 

£ 1 
b. Montrer que, pour tout réel x > EVE 

F1 (x) = A(4)< feat. 

À 

Re : 1 
c. En déduire que, pour tout réel x 2 7 

1 

Fa(x) < A(+) +e à. 

E Pour tout entier naturel strictement positif, on note 

Uh — Fi(n). 

a. Montrer que la suite (u,), est croissante et majorée. 

b. En déduire que la suite (u,,),  , admet une limite finie 

en +, que l'on note L;. 

On admet que la fonction F; admet également pour 

limite L lorsque x tend vers +oo. 

De même, on peut prouver que F;, admet une limite 

finie en + notée L;. 

F1 à. Quelle est la valeur de L1 ? 
2 

b. En déduire une expression de L;. 
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a. Quelle est la loi de X, si on suppose que les comporte- 

LA Surbooking | ments des passagers sont indépendants ? 
Une compagnie aérienne utilise un avion pouvant trans- b. Justifier que l'on peut approximer la loi de X par une 

porter 400 passagers. Pour un vol donné, la probabilité loi normale dont on indiquera les paramètres. 

pour qu'un passager ne se présente pas à l'embarque- | à E; déduire une approximation de P(X > 400). Com- 
LIEN 28 SEE ment interpréter ce résultat ? 

El La compagnie décide d'optimiser le surbooking de 

la façon suivante : elle vend le plus grand nombre n de 

places possibles tel que le nombre de passagers se pré- 

sentant à l'embarquement vérifie : 

P(X, > 400) 0,025. 

a. En approximant la loi de X, par une loi normale et en 

utilisant les seuils établis dans le cours, déterminer une El La compagnie accepte 410 réservations. On note X la 

variable aléatoire correspondant au nombre de passa- | équation vérifiée par n. 
gers se présentant effectivement. | b. Déterminer n. 

FE Partie A 3 
X 

On considère la fonction définie sur R par: @(x) = e_ 2. Coup de pouce 
On pourra étudier le signe de la différence : 

E ustifier que la fonction + est deux fois dérivable et mon- d(x) = (x) —[p'(1)(x—1)+æ(1)]. 
trer que : pour tout réel x, @”(x) = (x? — 1)p(x). en remarquant que d'(x) = (x) (1). 

F1 En déduire que la fonction +’ admet deux extremum sur 

R et préciser pour quelles valeurs de la variable. 

El a. Écrire l'équation de la tangente 7, à la courbe l' repré- Lorsque qu'une courbe traverse sa tangente en un point À, 

sentative de au point d'abscisse 1 dans un repère ortho- 

normé (0, 1, J). 

b. Déterminer la position de la courbe [” par rapport à sa tangente 7... 

on dit que le point A est un point d'inflexion de la courbe. 

c. Donner un argument rapide permettant de situer la courbe L° par rapport à sa tangente au point d'abscisse —1. 

Partie B 
On considère la fonction densité f définie sur R par : 

; __G=uh 1 En 
x)= —7—e 2607 — e 

ES GV2T * Ov 2T 

El Déterminer la dérivée seconde, f” de f. 

F1 Démontrer que la courbe représentant f dans 

le repère (O, I, J) admet deux points d'inflexion 0:15 
d'abscisses respectives 6 et —c 

El On donne ci-contre la courbe représentative 0.1 

d'une telle fonction densité f, en ayant placé les 

points d'inflexion K et L. 0,05 

a. Identifier les valeurs y et 6, puis en utilisant 

la calculatrice déterminer une valeur approchée 
u+0 1 PRE LR RARE 4 EE e de Fa f(x)dx. | l | ï | } l | À l { | | Î ORD| 

b. Comparer avec la valeur donnée dans le cours. — Voir les fiches Calculatrices. 
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Extraits de la table de la fonction intégrale 

de la loi normale centrée, réduite N(0 ;1} 

H(e)=P(T<t)= fx 

0 t X 

__# | 000 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09 
__00 | 0,5000 | 0,5040 | 05080 | 05120 | 0,5160 | 0,5190 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 05359 | 
__01 |05398 | 05438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 

0,594 8 | 0,5987 | 06026 | 0,6064 
0,633 1 | 0,6368 | 0,6406 | 06443 

96 107 |omso os ons op | 0,7422 
07642 | 07673 | 07704 

‘LL Calculs de probabilité 
On considère une variable aléatoire T qui suit une loi 

normale N(0 ; 1). La table ci-dessous permet d'obtenir 
des valeurs approchées de P(T<t), avec t > 0. Si on 

ue obtenir, par exemple P(T< 0,1 3), on lit la valeur | D Pour des probabilités définies par des lois à densité, on 
située à l'intersection de la deuxième ligne (0,1) et de la a: P(T <t)= P(T<t). 

quatrième colonne (0,03) : P(T< 0,13) + 0,5517. E] a. On utilise le fait que la courbe est symétrique par 
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la rapport à l'axe des ordonnées. 

densité de probabilité : 

El On utilise le fait que (T > 0,42) est l'événement 

contraire de (T < 0,42). 
E1D On peut, par exemple, visualiser l'aire correspondant 

au calcul demandé. 

FL) = 1 + | | QCM Indiquer la bonne réponse. 

F£r | El La probabilité P(X < 0,43) est égale à: 
El Déterminer à l'aide de la table une valeur approchée a. 0,633 O7. b. 0,666 40. 

de P(T< 0,55). ARE 043); 

El Déterminer une valeur approchée de P(T > 0,42). El Le nombre 0,715 66 correspond à : 

‘ ) |. a. P(X <0,57). b. P(X <— 0,57). 
El Déterminer eg de : lc P(X>—0,57). 

inter te | ÆlLe nombre 0,294 60: # 
[4 | a. Sit>0, exprimer P(T > t), puis P(T t) en | a. n'est pas dans la table. 

fonction de II(t) = P(T<t). b. correspond à P(X > — 0,57). 

b. En déduire une valeur approchée de P(T <— 0,25). c. correspond à P(X < — 0,57). 

| b dt 2 Tan 
* LU} QCM . | a / (D Erpee est égal à : 

Une ou plusieurs réponses sont correctes. Leur justifica- | Dhs 
£ Az 1 Da 2 5) a+b 

tion permet de prouver les propriétés du paragraphe 2, | a.1. b. se Xsmstenquie Ci biais d: ee 

page 366, et les conséquences du paragraphe 3, Soit À un réel strictement positif, a, c et d trois réels 

Pasense SE positifs. 
Soient a, b, cet d quatre réels tels que a <c<d<b. : 

E lim À de ‘dt est égal à: 
a — +oo dpg | x : 

[1 dt est égal à: 
Î ba a. 1. b. +00. € +. d. lim [-e-“l. 

1 d GENE 
d a — + oo 

ba Î die ATTÉ a / e dt est égal à: 

# fe dti Ps. di a.e Ac), be Xe M, ce M—e x, 
1004 10e 
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Revoir les outils de base 

os} E une loi « incontournable » ! 
Un jeu-promotionnel est constitué d'un questionnaire 

de 16 propositions pour lesquelles on doit cocher l’une 

des deux cases vrai ou faux. Xavier décide de jouer en 

choisissant au hasard, pour chaque question, l’une des 

deux cases. On appelle X le nombre de réponses cor- 

rectes de Xavier. 

El Quelle loi suit la variable aléatoire X ? 

El Calculer P(X > 1) et P(X = 8). 

El Déterminer, 
P(4<X< 12). 

E] Donner l'espérance de X et sa variance. 

au moyen de la calculatrice, 

106| Intégrales et primitives 

QCM Donner la bonne réponse. 

EI Si / est constante sur [a;b|, fe f(t)dt est égal à: 

b. f(b)—f(a). a. b—a. 

c. (b—a)f(a). 

El Une primitive de la fonction x ++ 5e * sur [0 ; + | 
est : 

A cn. 
1 

b.xr-> 5e 5*. 

ex <e *. 

El La fonction F est définie sur [0 ; 4] par: 
X 

X+ i f(t)dt, 

où f est représentée ci-contre. 

a. Fest croissante sur [0 ; 4]. 
b. F(2) = 0. 
c. si x > 3,alors 2,5 <F(x)< 4. 

Les savoir-faire du chapitre 

€] On considère l'intervalle 1 =[5;10] et la 
fonction f définie sur I par f :tr+> kt ?. 
a. Déterminer la valeur de k pour que f soit la densité 

pour une loi de probabilité sur [5 ;10] et représenter 
graphiquement f sur la calculatrice. 

b. La variable aléatoire X suit une loi de probabilité sur 

[5:10] de densité f:t+ 10t 2. 
Calculer P(X <6). 
c. Déterminer le réel a tel que P(X< a) = P(X> a). 
d. On rappelle que l'espérance de X est donnée par la 

formule : 
E(X) = 10 ft f(t)dt. 

Déterminer l'espérance de la variable X. 
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Méthode an 
| Lorsque X est une variable aléatoire suivant une loi 

Ë définie par une densité f sur [c ; d], pour tout réel 

1 xelc;d],ona par définition : 

P(X<x)= ff (bd. 
DR ND PONT EPP 

EU 

me DORA ORAN TR 

LE} On considère la fonction f définie sur R par : 

fb)=xe*six>0, et f(x)=0six<0O. 

El Démontrer que f est une densité sur R et la repré- 

senter graphiquement. 

Aide 
lim /”t:Ae-l'dt aété vue en cours, page 368. 

G — +0 0 

F1 Soit X une variable aléatoire de densité f exprimer 
pour tout réel x la probabilité P(X < x). On examinera 

les cas x < O0 puis x > 0. En déduire une valeur appro- 

chée à 10°? près de P(X< 1) puis de A,-1)(X2 2). 

El Déterminer le réel a tel que : 

P(]- ;a]) = P(Ja; + œl). 
Positionner le réel a sur le graphique réalisé au El. 

L'EJ QCM Une ou plusieurs réponses sont correctes. 
La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de para- 
mètre À > O. 

E Si P(X <1) = 0,5, alors: 

AL æ nes a. À=—. b. À = In2. cA=Ims-. 

F1 Si l'espérance de X vaut 0,5, alors : ss 

a. À= + b. 1 =2. cÀ=In2. 

E] La probabilité de l'événement 2 < X < 3 est: 

a.e À —e À b.e (1 —-e À). € e À! 

Px>1(X2> 3) est égal à: 

a. P(X> 2). b. Pr>9)(X> 11). ce À. 

CES Apprendre les formules du cours, page 368. 

UM QCM Déterminer, sans calculatrice, la (ou les) 
réponses justes : 

X suit une loi normale N'(0 ; 1). 

El P(X > 3) est égal à: 
a. P(X <3); b. P(X>—3); c. P(X<=—3). 

F1 On pose p = P(-3<X<3) 
a. p > 0,99 ; b. p < 0,997; c. p > 0,997. 

EJ On pose q = P(X <3) 

a.q= ++ P(-3<X<3); 
c. q = 2P(0<X<3). 

b. q > 0,997 ; 



(E) UnevariablealéatoireXsuituneloibinomiale 

se | af) 
El Par quelle loi peut-on approcher X ? 

El On considère une variable aléatoire X’ suivant une loi 

24 N(24 ;16). On lui associe la loi Y = us 
a. Quelle est la loi suivie par Y? 

b. En déduire, au moyen de la calculatrice, des valeurs 
approchées des probabilités suivantes : 

P(X< 28); P(X > 36); P(24<X< 32). 

(@CUEYTI On pourra utiliser la correction de continuité 

pour calculer P(24 < X < 32). (Voir l'exercice 84.) 

qe Comparaison loi uniforme-loi normale 
X suit une loi uniforme sur [— 4 ;4]. Déterminer le plus 

petit réel a tel que P(—-a <X< a) > 0,99. 

F1Z est une variable aléatoire qui suit la loi normale 

N(0;1). 
a. Dans quel intervalle Z prend-t-elle ses valeurs ? 

b. Déterminer une valeur approchée à 10° près du plus 

petit réel positif u tel que P(—-u <Z<u)> 0,99. 

Approfondissement 

1419 Une méthode Monte-Carlo 
On considère le disque de D C 
centre O, de rayon 1, et le carré 

ABCD circonscrit à ce disque. 

El a. On choisit au hasard un 
point dans le carré : quelle 

est la probabilité qu'il appar- 

tienne au disque ? 

b. On choisit un couple (x;y) A B 
de nombres réels. 
Que peut-on affirmer si x? + y? < 1 ? 

El Le résultat du El a. permet d'envisager la recherche 

d'une valeur approchée de x par une méthode statis- 

tique. 

On réalise un grand nombre de fois l'expérience sui- 

vante : 
D choix d'un réel x au hasard dans [—-1;1]; 
D choix d'un réel y au hasard dans [—1;1]. 
Le couple (x; y) représente alors un point du carré 

ABCD : 
D on teste si ce point appartient au disque ; 

» dans l'affirmative, on le comptabilise ; 

D dans la négative, on n'en tient pas compte. 
Au bout d’un grand nombre d'expériences effectuées, 

on peut calculer la fréquence d'appartenance des points 

au disque et en déduire une valeur approchée de x. 

a. Rédiger un algorithme permettant d'effectuer un grand 

nombre d'expériences et d'obtenir la fréquence cherchée. 

b. Le programmer avec un logiciel ou sur tableur et indi- 

quer les valeurs obtenues pour x. 

El Un encadrement sûr à 95 % 
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de points 

dans le disque sur n expériences. On pose : 
X — np 
IR 

a. Justifier que Y peut être approximée par une loi nor- 

male N(0 ;1). 
b. Indiquer un réel u tel que : P(—-u <Y<u)= 0,95. 

p=-3,07=npll-p) CUT 

c. On admet que p(1 — p)< +. 

0,98 X 0,98 
= SEE 2 0,95. ne US 7) 

d. Le tableau ci-dessous résume un essai sur 40 000 expé- 

riences : 

En déduire que P 

L re e 

les1301 0784775 | 31391 

En utilisant le résultat du c. peut-on être sûr à 95 % de la 

première décimale de x ? 

Permet-il d'envisager une valeur unique pour la deu- 

xième décimale de x ? 

40 000 

[HN La méthode présentée dans cet exercice, qui 

consiste à estimer un résultat (ici une aire) en s'appuyant 

sur une méthode probabiliste fait partie de la famille des 

«Méthodes de Monte Carlo », qui interviennent aussi bien 

en finance qu'en physique des particules. 

m On considère la fonction e définie sur R par : 

p(x) = . 
HE Justifier que la fonction est dérivable et calculer sa 

dérivée. 

En déduire que la fonction æ est une solution de l'équa- 

tion différentielle (E) : y’ + xy = 0. 
F1 a. Soit f une fonction dérivable sur R. Justifier que la 
relation f —  X g définit une fonction g dérivable sur R. 
b. Démontrer les équivalences suivantes : 

f est solution de (E) pXg =0& g'=0. 

c. Résoudre l'équation différentielle (E). 

El Déduire des questions précédentes l'existence et 

l'unicité de la solution de l'équation (E) prenant la valeur 

| en 0 
27 Ù 
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Partir d'un bon pied! 

& 

d } 0] = 

} Revoir la loi normale 

QCM Xest une variable aléatoire réelle qui suit une loi normale N(u ; 62). 

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la seule réponse correcte. 

LL E(X) = ei b. 0 

F1 V(x) = CAE b. 6 

Eu=0,0=1,P(X2>0)= a. 0,5 b. 0,25 

Æu=0,6=1,P(-u<X<u)=095. |a.u 08 b. u = 0,95 

5} Utiliser une calculatrice avec une loi normale 
EX X est une variable aléatoire réelle qui suit une loi normale N(1; 4). 
À l’aide de la calculatrice, calculer les probabilités suivantes: a. P(0,5< X <1,5); b. P(X >1). 

F1 Le nombre de points obtenus à un test d'entrée dans une université américaine peut être 

représenté par une variable aléatoire réelle X qui suit une loi normale N(u : 02), avec u = 505 

et 6 = 101. Quel nombre minimal de points doit obtenir un candidat pour qu'on puisse supposer 

qu'il fait partie des 10 % de candidats les mieux notés ? 

E Calculer avec une loi binomiale 

X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramètres n = 20 et p = 0,4. 

El Déterminer l'espérance et la variance de X. 

FA Calculer à l'aide de la calculatrice les probabilités suivantes : a. P(X=20) 

El Déterminer la valeur de P(X > 1). 
b. P(X< 3). 

Prise de décision à l'aide de la loi binomiale 

On lance 100 fois une pièce de monnaie, et on observe le résultat Pile 37 fois. 

Doit-on accepter l'hypothèse , 

selon laquelle cette pièce est [einomi à of los | 
équilibrée ? Ë 

Ê x = Probabilités 
Pour cela, déterminer l'intervalle - 
de fluctuation au seuil 95 % MY, PCX< 60 bebe _] 
construit pour une loi binomiale 

de paramètres n = 100 et p = 0,5. 

Le logiciel Geogebra 4, donne l'histogramme de 

la loi binomiale 8 (100 ; 0,5) et les probabilités : 

P(X< 60) = 0,982 4, P(X< 59) = 0,9716, 

P(X< 39) = 0,017 6 et P(X< 40) = 0,028 4. 

Échantillonnage et estimation 



À l'issue d'un processus de fabrication, comment savoir si 

les pièces produites sont en état de marche ? Comment 

connaître la proportion de pièces défectueuses dans la 

production ? Souvent, il est difficile, voire impossible, de 

tester toutes les unités produites : on ne peut pas mettre à 

feu toutes les fusées avant le feu d'artifice pour tester leur 

bon fonctionnement, ni casser toutes les pièces en sortie de 

chaîne de fabrication pour vérifier leur résistance. Dans ce 

contexte, on pratique l'estimation, c'est-à-dire qu'on essaie 

de tirer des conclusions concernant la population étudiée à 

partir de calculs sur des échantillons. # 

Au fil du temps 
n 1936, le statisticien américain George Galup (1901-1984) entre 

dans l'Histoire en proposant un sondage qui prédit la victoire du 
démocrate Franklin Roosevelt, montrant ainsi qu’un échantillon de taille 
modeste permet d'obtenir des résultats fiables, à condition de procéder 
scientifiquement. C’est le triomphe de la théorie des sondages, la partie la 
plus connue et aussi la plus controversée de la prévision statistique. 

Cette partie des mathématiques naît en même temps que les probabilités. 
On peut retenir les apports décisifs des mathématiciens français 

comme Pierre Simon de Laplace (1749-1827) et russe comme Andreï 

Nikolaïevitch Kolmogorov (1903-1987). Andreï Kolmogorov. 

Échantillonnage et estimation +403 



Les activités 1 et 2 sont à effectuer par groupe de deux élèves. 

era © 1 Échantillonnage, décision 
et estimation 

El On dispose d’une urne, dont on sait qu'elle contient uniquement des boules 

rouges et des boules noires. On sait par ailleurs que la proportion de boules rouges 

ne peut prendre que deux valeurs : 0,4 ou 0,6. 

L'élève A choisit secrètement une de ces deux valeurs. L'élève B doit la deviner. 

Pour cela, il peut demander à l'élève A d'effectuer un nombre fixé à l'avance de 

tirages avec remise en indiquant à chaque fois la couleur obtenue. 

Simuler le jeu avec 10 tirages, puis avec 50 tirages. 

Commenter les résultats obtenus. 

FA Cette fois, l'élève A choisit une proportion strictement comprise entre 0,2 et 0,8. 

L'élève B doit proposer un intervalle qui contienne cette proportion. Là encore, le 

nombre de tirages est fixé à l'avance. 

L'objectif pour l'élève B est double : proposer un intervalle qui contienne la propor- 

tion choisie par À et essayer de proposer le plus petit intervalle possible. 

On dispose d'une urne contenant uniquement des boules rouges et noires. 

La proportion de boules rouges est notée p. 

Une partie consiste à effectuer 50 tirages avec remise, et à déterminer la fréquence 

d'apparition des boules rouges. 

On décide de simuler 100 parties, en codant le rouge par 1 et le noir par 0. 

1] =ENT(ALEA()+$A$6) 

0,2642 0,2642 0,2642 0,2642 0,2642 | 

EX Préparer et compléter le tableau pour simuler les 100 parties de 50 tirages. 

FA Compléter la cellule C2 pour obtenir la fréquence de boules rouges pour la 
partie 1. (On pourra utiliser la fonction SOMME ou la fonction NB:S:) Recopier la 
formule pour obtenir les fréquences pour les 100 parties. 

| FA Entrer en C3 la formule : =$AS$S6+1,96*(RACINE(SA$S6*(1-SAS6))}/(RACINE(50)) 
et en C4 la formule : =$A$6-1,96*(RACINE(SAS6*(1-SAS6))}/(RACINE(50)) 

El a. Sélectionner les quatre premières lignes pour obtenir un graphique (courbe 
de points non reliés) de l'échantillonnage de 100 parties. 
b. Faire varier la valeur de p. Compter à chaque fois le nombre de points situés en 
dehors de la zone délimitée par les deux lignes. Commenter. 

c. Exprimer a et b en fonction de p. 
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Numéro de la partie Re 2 | 3 4 os l 

32 Ê 

Pour simuler à 

la calculatrice ces tirages : 

le nombre 1 code la boule 

rouge, l'élève À effectue le 

nombre de tirages demandés. 

CD 
intérand+f. 42 

Int CRan# +5.62 

Int (Rank +6.63 

Int (Rank +6.65 
ü 

(:) 
D 
CARE OA CT CA FA 

Activité 2 3 Loi binomiale et intervalle de fluctuation 

Voir la fiche Tableur. 



Sondages et fourchettes 
Dans le cas d'un sondage, il s'agit d'estimer une proportion inconnue à l’aide d’une 

fréquence observée dans un échantillon donné. L'intervalle de confiance alors 

obtenu est aussi appelé une fourchette. 

On s'intéresse à la question suivante : « Comptez-vous voter oui ou non au prochain 

référendum ? ». On appelle p la proportion d'individus dans la population qui 

répondraient oui à la question posée. 

On effectue un sondage dans un échantillon de 50 personnes. 

units] ENT(ALEA()+SASS) : PSS CP PORERe PTT RS ES 
\ 

: 

D PRES PORN SAP iciéslnassifane neuf uantunne uit] 
1. Numéro du sondage 2 3 4 5 6 : 
= 8 

2! Fourchette basse È 

3 | Fourchette haute | “ES > ; 
4] Fréquence de oui ‘ 

5 jp 
s| 0,4 CG | 0 0 1 0 0 Ë 
Ca 1 1 0 1 0 1 k 
8 1 0 1 0 0 Ë 

DT INR DTA NET TONER TEE 

EX Préparer le tableau suivant (le 1 code la réponse oui) en complétant 50 sondages 

de 50 personnes. 

F1 Compléter la cellule C4 pour obtenir la fréquence de oui parmi les 50 personnes 

interrogées. 

El On voit dans ce chapitre que, la fréquence f observée étant donnée, l'inter- 

valle de confiance au niveau de confiance 0,95 pour la proportion p, est donné par 

1 1 
= va /n , F au /n . 

D Compléter alors les cellules C2 et C3 pour obtenir les bornes de l'intervalle de 

confiance. Recopier les résultats obtenus. 

D Créer un graphique représentant les lignes 2, 3 et 4. Pour cela, choisir graphique. 

boursier/stock min-max-cloture. Commenter les résultats obtenus. Que peut-on 

penser de la fiabilité d'un tel sondage pour déterminer si une majorité d'électeurs 

compte voter oui ? 

E1 a. Modifier la feuille de tableur pour qu'elle affiche la simulation de 50 sondages 

de 1 000 personnes. 

b. Observer le nouveau graphique obtenu. 

c. Si f = 0,52, un tel sondage sur 1 000 personnes permet-il de conclure valable- 

ment à la question : « La majorité des électeurs comptent-ils voter oui » ? 

SEE 

0 
dd © di © si © 1 Ÿ 1 OO © ri W 

TLTLARAMMSTUNUN D URI, D MM | 
F 0 

È 
PR Le 0 ON ON || 

LS | 

0,7 F 

0,6 
Ë 

| 
0,5 EE | A du: 

(NI Tr ba IE Hi ET HAL | 
0,4 HE LEE LL He LE [1 FEEL (| EEH HE LL EREEEL, Li HU ÉÉEEI EEE 

os TAN ON PONT EEE VIN A ENEE À 
“3 LRRABILI HE] 6 A | 

| 

RSORS RTE ON TETE ANR ERREUR VEINE RAR SEPT ET PATENT ES 

Voir la fiche Tableur. 
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On se situe ici dans deux domaines des statistiques, qui sont ceux de 

« l'échantillonnage » et de « l'estimation ». Ces deux domaines ont des 

contextes d'application différents, qu'il faut savoir reconnaître. 

appartiennent au champ des 

statistiques « inférentielles ». 

El identification de la situation 
On considère deux urnes U, et U, contenant chacune un très grand nombre de boules, rouges ou bleues. | 

Dans l'urne U;, on connaît _cÉ … | Dans l'ürne U,, on ignore 
la proportion p ms 77 | la proportion 

de boules rouges. 2 | | de boules rouges. 

On procède à des tirages avec remise de n boules, | En procédant à des tirages avec remise de n boules, 

et on observe la fréquence d'apparition d'une boule | on va essayer d'estimer la proportion p de boules 

rouge. Cette fréquence observée appartient « en | rouges dans l’urne, proportion dont on n'a aucune 

général » à un « intervalle de fluctuation » de centre | idée a priori. Cette estimation se fait au moyen d'un 

p, dont la longueur diminue avec n. Cet intervalle est | «intervalle de confiance ». Cet intervalle dépend 
un «intervalle de fluctuation ». d'un coefficient, le « niveau de confiance », que l'on 

On est ici dans le domaine de l’échantillonnage, et | attribue à l'estimation. On est ici dans le domaine de 

de l'intervalle de fluctuation. l'estimation, et de l'intervalle de confiance. 

L] Intervalle de fluctuation ou intervalle de confiance : lequel utiliser ? 
On s'intéresse à une population, dont on étudie un caractère particulier. æ 

ESTIMATION 

EXEMPLES Remarque s1 
© On dispose d'une pièce de monnaie. Comment décider qu'elle est Quand l'estimation est É 
« équilibrée » ou pas ? On va ici faire l'hypothèse que la fréquence obligatoire. 4 
d'apparition de « Pile », par exemple, est égale à 0,5, et on va tester cette Dens l'exemple chcontre | 
hypothèse. On est dans une situation d'échantillonnage. RC dE nr | 

< | d'artifice, on comprend bien È 
@ Une usine fabrique des fusées de feux d'artifice. Sur 100 fusées choisies l'impossibilité de faire une É 
au hasard à l'issue du processus de fabrication et mises à feu, on trouve étude-exhaustive sur la popula- À 
12 fusées qui ne fonctionnent pas. Comment se faire une idée de la tion : on ne peut pas } 

allumer toutes les fusées en È -proportion des fusées défectueuses dans la production ? On est dans une 
situation d'estimation : on n'a, au départ, aucune idée de la valeur de la 
proportion étudiée dans la production. 

sortie de production pour véri- 

fier leur bon fonctionnement. 
SR D 
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Exercice corrigé 

Énoncé D'après la revue « Repères » IREM, n° 85, octobre 2011. 

Dans la partie « Essai d'arithmétique morale » de son ouvrage Histoire naturelle, 
Georges de Buffon relate l'expérience suivante : un enfant a réalisé 4 040 lancers 
d'une pièce de monnaie, et il a obtenu 2 048 fois le résultat « Pile ». 

Peut-on considérer que la pièce utilisée est équilibrée ? 

El Prendre une décision en utilisant l'intervalle de fluctuation au seuil 95 % sous la 
forme étudiée en classe de Seconde. 

pes Georges de Buffon (1707-1788) 

E = Reprendre le même travail, en utilisant un intervalle de fluctuation au seuil naturaliste et peintre français. 
95 % obtenu à partir de la loi binomiale vue en classe de Première. 

EN En classe de Seconde, on a vu que pour n > 25 et 0,2< p < 0,8, l'intervalle 
1 L ——— ; p+—— : : : i 0 P ea À 2 = | constitue un intervalle de fluctuation au seuil 95 %. 

Bon à savoir 
® L'intervalle de fluctuation étudié 

ici est appelé « bilatéral ». 
En effet, on est conduit à 

rejeter l'hypothèse de pièce 

équilibrée dans deux situations 

symétriques : celle où l'on aurait 

observé « trop peu » de résultats 

« Pile », comme celle où on en 

aurait observé «trop ». Dans 

. le premier cas, la fréquence 

observée est du côté des réels 
_ inférieurs à ceux de l'intervalle de 
fluctuation, dans l'autre cas du 

côté des réels supérieurs à ceux 

de l'intervalle de fluctuation, 
d'où l'expression « bilatérale ». 

# 
# 
à 
; 

Ici, si on appelle p la « proportion théorique » de résultats « Pile » obtenus sur un 

très grand nombre de lancers, on veut tester l'hypothèse selon laquelle la pièce est 
équilibrée, c'est-à-dire qu'on fait l'hypothèse p = 0,5. 

Pour l'échantillon considéré, on a n = 4 040, les conditions d'application sont donc 

1 1 EE TER : A 0,5 = 30,5 + : Ï réalisées, et on obtient l'intervalle | | 2 040 2040 l'E" arrondissant 

à 10 * près, on obtient l'intervalle de fluctuation : I, = [0,484 3; 0,5157|. 

La fréquence observée dans l'échantillon est donnée par : 

f= Le = 0,506 9 à 10-* près. 
Ainsi, on a: f EI, donc on accepte l'hypothèse de pièce équilibrée. 

El En supposant que la pièce est équilibrée, la variable aléatoire X qui dénombre les 

résultats « Pile » obtenus parmi les 4 040 lancers réalisés suit une loi binomiale de 

paramètres n — 4 040 et p = 0,5. os 

A RSA CR 

On a vu en classe de Première que l'intervalle de fluctuation à 95 % associé à la variable aléatoire X z 

est l'intervalle I, = |. s &| où k, est le plus petit des entiers k vérifiant P(X < k) > 0,025 

et k, le plus petit des entiers k vérifiant P(X < k) > 0,975. On détermine les entiers k, et k, à l'aide d'un tableur. 

! = 1958 . 2082 
On obtient k, = 1958 et k, = 2 082, qui donnent un intervalle de fluctuation : I, = 4 040 : 4040 |: 

soit en arrondissant à 10° * près : I, = [0,484 7 ; 0,515 3]. La fréquence observée f + 0,506 9, vérifie donc: f EI. 

On est ici aussi conduit à accepter l'hypothèse de pièce équilibrée. 

Exercice d'application 
Peut-on affirmer qu'après 10ans, la proportion de 

Lors d’une étude menée sur la population des salmonidés est restée inchangée ? 

poissons d’un lac, supposée très nombreuse, la proportion On déterminera deux intervalles de fluctuation au seuil 
de salmonidés (famille des saumons, truites,...) a été de 95 %, comme dans l'exercice ci-dessus. 

évaluée à 45%. Dix ans plus tard, les scientifiques : é 

effectuent une nouvelle étude ; 500poissons sont 

prélevés au hasard, et 255 sont des salmonidés. 

\ 
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© Cours 

PB échantillonnage 
El intervalle de fluctuation asymptotique 
On dispose d'une urne contenant un très grand nombre de boules rouges 

et bleues. On sait que la proportion de boules rouges dans l'urne est 

égale à p = 0,4. Si on tire, successivement avec remise, n boules dans 

l’urne (n entier naturel non nul), et si on appelle X, la variable aléatoire 

dénombrant les boules rouges tirées, alors X, suit une loi binomiale 

R(n;p). 

UGC Soit X, une variable aléatoire suivant une loi 

binomiale B(n ; p), et à un réel tel que 0 < a <1. 

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite 

N(0 ; 1), on appelle u, l'unique réel tel que : 

P(-u, <X<U)=1— a. 

D On appelle I, l'intervalle : 

lp Ua Up) sp + u, LPO) | 

Alors : lim PISE = la) = 1-0. 
n—+00 n 

s X, cs 
D L'intervalle I, contient la fréquence F, = PR avec une probabilité 

qui se rapproche de 1 — & lorsque n augmente : on dit que c'est un 

intervalle de fluctuation asymptotique de F, au seuil 1 — ©. 

© Voir la démonstration à l'exercice résolu 9, page 415. Gi:Lte 

EXEMPLE : 

On tire 50 boules de l’urne décrite ci-dessus, et on souhaite déterminer un 

intervalle de fluctuation au seuil 0,9 (c'est-à-dire avec &« = 0,1). À l’aide de 

la calculatrice, on trouve 1,645 pour valeur approchée à 10°? près de oi: 

On obtient pour intervalle de fluctuation : 

1 =lo4= +04X06.0, 04x06 
50 , 0,1 /50 Led: 0,1 /50 , 

soit Lo = [0,286 ; 0,514]. 
Ainsi, en effectuant 50 tirages dans cette urne, la fréquence d'apparition 

d'une boule rouge est comprise entre 0,286 et 0,514 avec une probabilité 

d'environ 0,9. 

Pour 500 tirages, au même seuil 0,9, on obtient I:50 = [0,364 ; 0,436] : la 
longueur de l'intervalle a, pour un même seuil, été divisée par plus de 3 en 

passant de 50 à 500 tirages. 

L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % 
pour une variable aléatoire X, suivant une loi binomiale (n; p) est 
l'intervalle : 

pas PU pe TS PUSsp}) 
Vn VŸn 

Cette propriété découle de celle vue au chapitre 11 concernant la loi 
normale ; on a vu en-effet que Uoo5 = 1,96. 
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 fluctuation asymptotique au 

| seuil 1 — & correspond à une 

ln(i-p)>5. 

Proportion p connue 

de boules rouges. 

UUUCS Un intervalle de 

| 
approximation : on ne connaît | 

pas les termes de la suite (p,), | 

n 

On sait toutefois que (p,) 

converge vers 1 — a ,eton 

considère que la limite 1 — œ 

est une valeur approchée de 

Pr SOUS certaines conditions, 

qui sont : n > 30, np >5, 

OÙ Ph = P( Xn E In). 



O Utiliser un intervalle de fluctuation asymptotique 
pour une prise de décision 

Exercice corrigé esocevoesesececeuceuse 0.00 seucocosesesosessceeces 0000005600 

sur une fréquence de gain du joueur de g = 0,06. Une fréquence inférieure est supposée 

faire « fuir le client », et une fréquence supérieure est susceptible de ruiner le casino. 

Trois contrôleurs différents vérifient une même machine. 

Le premier a joué 50 fois et gagné 2 fois, le second a joué 120 fois et gagné 14 fois, le 

troisième a joué 400 fois et gagné 30 fois. 

En utilisant des intervalles de fluctuation asymptotiques au seuil 95 %, examiner dans 

chaque cas la décision à prendre par le contrôleur, à savoir accepter ou rejeter l'hypothèse 

g = 0,06. 

Premier contrôleur : 
D> Le contrôle a porté sur 50 parties, donc n = 50 ; on a bien n > 30 ; mais 

np = 50 X 0,06 = 3. Ainsi, on a : np < 5 et on n'est pas dans les conditions 
d'application d'un intervalle de fluctuation asymptotique. Ce contrôle ne peut rien 

donner de probant en termes de prise de décision. 

Deuxième contrôleur : 

Le contrôle a porté sur 120 parties, donc n = 120, np = 7,2 et n(1 — p) = 112,8. f> 
Les conditions d'utilisation d'un intervalle de fluctuation asymptotique sont donc 

réunies. L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 pour un échantillon de 

taille n — 120 est égal à: 

4 0,06 X 0,94 

120 

soit en arrondissant les bornes à 107* près : [6 

Y 0,06 X 0,94 

120 : 

He. 

L20 = [0,06 — 1,96 X : 0,06 + 1,96 X 

La fréquence observée par le deuxième contrôleur est: f, = z 01167. 
ns 

Cette fréquence est à l'extérieur de l'intervalle de fluctuation 1,6, et le second contrô- 

leur est donc conduit à rejeter l'hypothèse g = 0,06 : il a «trop souvent » gagné! 22 

Troisième contrôleur : 

Le contrôle a porté sur 400 parties, donc n = 400, np = 24 et n(1 — p) = 376. f> 
Les conditions d'utilisation d’un intervalle de fluctuation asymptotique sont donc 

0,06 X 0,94 70,06 X 0,94 
1400 7400 é 

soit en arrondissant les bornes à 10° * près : I = [0,036 7 ; 0,083 3]. 

30. 
400 

0,06 — 1,96 X 20/06 71,96 % L400 — 

nn nseeneseneseesesereseeceesesseeeesenreneesereseseeesesee ee eee eee rene eee eee 

La fréquence observée par le troisième contrôleur est f3 — 

l'hypothèse g = 0,06. 

esssoseseseeeesecseseceneneeseseess Exercice d'application 

Énoncé Dans un casino, il a été décidé que les « machines à sous » doivent être réglées 

cosesseseccecesecuvese 

D Pour tester une hypothèse 

à l’aide d’un intervalle de 

fluctuation asymptotique, on 

doit vérifier ses on 
ee nZz30,np Z 

n(i—p)> 
Ces on 

détermine l'intervalle de 

fluctuation I, au seuil 95 %. 
… Sila fréquence observée f 

n'appartient pas à L,, on rejette 
l'hypothèse. … oe 

: ?> l'intervalle de fluctuation 

étudié ici est « bilatéral » : on est 
conduit à rejeter l'hypothèse 

dans le cas où la fréquence 

observée est « trop qrange », OÙ 

« trop petite ». 

Te nn none 

réunies. L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 pour un échantillon de taille n — 400 est égal à: 

= 0,075. Ce dernier est donc amené à accepter 

sooveovesecoreeseseesecesesecee 

[2 | Le responsable d'une grande zone commerciale 

affirme : « 70 % de notre clientèle réside dans le dépar- 

tement ». Il souhaite toutefois vérifier son propos en me- 

nant une enquête en utilisant la méthode par intervalle 

de fluctuation asymptotique. 

Quel effectif minimal de clients tirés au sort doit-il interroger ? 

e 
° 
e 
e 
e 
e 
. 
. 
. 
e 
. 
° 
° 
e 
. 
e 
e 
. 
e 

On interroge au hasard n clients ; la fréquence observée 

de clients résidant dans le département est de 0,6. Par la 

méthode des intervalles de fluctuation asymptotique au 

seuil 95 %, l'hypothèse de 70 % n'a pas été rejetée. 

Quelle information peut-on en tirer sur n ? 

E) EE 
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13] Estimation 

EI Notion d'intervalle de confiance 
On dispose d’une urne contenant un très grand nombre de boules rouges 

et bleues. On ignore quelle est la proportion p de boules rouges dans 

l’urne, et rien ne permet de faire une hypothèse sur la valeur de p. 

L'« estimation » consiste à chercher, à « deviner, estimer », avec un certain 

niveau de confiance, quelle valeur peut prendre p, en s'appuyant sur les 

informations recueillies en procédant à des tirages au sort aléatoires. Proportion inconnue 

de boules rouges dans l'urne. 

EXEMPLE 

Dans l'urne ci-dessus, on réalise un tirage de 100 boules ; on obtient 

59 rouges et 41 bleues : la fréquence observée de sortie du rouge est donc 

1 1 ñ DE ; 0,59. L'intervalle 100 100 [0,49;0,69] est un 

intervalle de confiance de la proportion de boules rouges dans l’urne au 

niveau de confiance 95 %. 

Remarque 
Le « niveau de confiance 

95 % » signifie que si l'on ef- 

fectuait un très grand nombre 

de tirages de 100 boules, on 

devrait obtenir moins de 5 % 

d'intervalles de confiance ne 

contenant pas la proportion 

p de boules rouges. 

LI Précision d'une estimation et taille de l'échantillon 
On a vu ci-dessus qu'en tirant 100 boules de l’urne, l'intervalle de confiance 

obtenu est de longueur 0,2 ; on peut trouver cet intervalle trop grand. 

En procédant à un tirage de 400 boules, si f est la fréquence observée 

de sortie du rouge, on obtient un intervalle de confiance au niveau 95 % 

égal à : 

400 ‘” 400 

Son amplitude, deux fois moindre que la précédente, est de 0,1. 

= [f — 0,05; f +0,05]. 

Plus généralement, on retiendra : 
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Pour obtenir un intervalle 

de confiance d'amplitude 

inférieure à 0,01 de la 

proportion de boules rouges 

dans l’urne, il faut procéder à 

des tirages de n boules, avec 

_2_< 0,01, soit _. < 1074 
VŸn 

ou encore n > 4 x 10*. Pour 

obtenir des intervalles de 

confiance au niveau 0,95 

d'amplitude inférieure à 0,01, 

il faut procéder à au moins 

40 000 tirages. 
ARENA 



© Utiliser un intervalle de confiance 

Exercice corrigé 
Une usine fabrique des pièces métalliques, qui | souhaite minorer la taille de l'échantillon testé, tout en 

sont censées résister à certaines contraintes mécaniques. | 2Yant un intervalle de confiance de longueur inférieure à 
Le responsable de fabrication souhaite estimer le taux de | 0/1: Quelle taille d'échantillon peut-on lui conseiller ? 
pièces défectueuses concernant la résistance mécanique | Elll est finalement décidé de mener l'étude sur 
dans la production. 500 pièces ; on en trouve 40 défectueuses. Quel intervalle 

Pour cela, il utilise la méthode par intervalle de confiance | de confiance, au niveau de confiance 95 %, obtient-on ? 
au niveau 95 %, en extrayant au hasard n pièces en fin de | El L'année précédente, à l'issue d’un problème grave de 
production, qui sont soumises à contrainte mécanique | rupture d'une pièce, une large étude avait débouché sur 
jusqu'à la rupture. En fonction du niveau de contrainte à 130 pièces défectueuses dans un échantillon de 1 000. 
la rupture, on décide de la nature défectueuse ou pas de 

la pièce. 
Peut-on supposer que la mise en place de nouvelles 

| procédures de fabrication a vraiment diminué la 

El Chaque pièce testée étant détruite, le responsable | proportion de pièces défectueuses ? 

El La longueur d'un intervalle de confiance à 95 % est égale à Pre > 
n 

D> Il faut mémoriser l'intervalle 

de confiance au niveau 95 %, 
1 1 

f je FF 

On retrouve ainsi aisément son 

centre (la fréquence observée f) 

et sa longueur, égale à Pre 
n 

On doit donc résoudre l'inéquation : + < 0,1, soit _- < 1072, ou encore n > 400. 

Pour obtenir un intervalle de confiance de longueur inférieure ou égale à 0,1, il faut 
prendre n au moins égal à 400. On peut donc conseiller, pour minorer les coûts de 

l'étude, de procéder à un tirage de 400 pièces. 

El La fréquence observée est : f = = — 0,08. l'intervalle de confiance au niveau 
> On est ici dans le domaine de 

l'estimation : quelle que soit la 

méthode utilisée, les conclusions 

_ que l'on tire sont faites avec un 
_certain risque d'erreur, dont le 

niveau de confiance donne une 

indication. … 

1 HeniOD pps | 95 % obtenu ici est | 7560 LS | D> 

En arrondissant les bornes à 10 * près, on obtient I; = [0,035 3; 0,124 7]. 

El Si on détermine l'intervalle de confiance à 95 % correspondant à l'échantillon 

décrit, on obtient une fréquence observée de f’ = = = 0,13, d'où unintervalle 

1 
de confiance à 95 % égal à : Lo1 5 OS 0,13 + 7%) D, soit en 

arrondissant les bornes à 107“ : I, = [0,098 4;01616|]. . 

Les deux intervalles de confiance obtenus, I, et L,, ne sont pas disjoints ; par exemple, une proportion de 10 % 

de pièces défectueuses dans la production est compatible avec les deux intervalles de confiance obtenus. Malgré 
les résultats assez différents donnés par les deux études (fréquences observées de 8 % et 13 % pour les pièces 

défectueuses), il est possible que la proportion de pièces défectueuses dans la production n'ait pas changé. > 

| 
Exercice d'application Bones Lace Rene da ct Ts mnt RSR AR 

Quels sont les concurrents prévisibles au second tour ? 

SA Pierre, Paul Jacques font partie des candidats à Finalement, le scrutin a donné à l'issue du premier tour : 
une élection à scrutin majoritaire à deux tours : les deux Pierre : 16,2 %:; Paul : 16,9 %; Jacques : 19,9 %. Ces résultats 

premiers du premier tour restent seuls sélectionnés 
pour le second. Un sondage portant sur 1 000 électeurs 

a donné les résultats suivants : intentions de votes pour 

Pierre :170, pour Paul : 145, pour Jacques : 195. 

Les intentions de vote pour tous les autres candidats sont 

très sensiblement plus faibles. | SMF ÉNeUEES 28,880 
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sont-ils compatibles avec les résultats du sondage, en 
procédant par estimations par intervalles de confiance au 

niveau 95 % ? 



teesvosnnnobeuses 

| 

[41 Biira LE LOMRSRSERES A EE RS te ad à 

Une compagnie aérienne dispose d'un appareil airbus A330-200, aménagé 

en une seule classe et ainsi doté d'une capacité maximale de 380 personnes. 

Chaque personne ayant acheté un billet a une probabilité p = 0,94 de se 

présenter effectivement à l'embarquement. Les comportements des acheteurs 

sont indépendants les uns des autres. 

La compagnie décide d'effectuer des surréservations, c'est-à-dire de vendre plus 

de billets que de places, mais elle veut éviter que le nombre de passagers qui ne 

peuvent pas embarquer soit trop grand. 

On étudie ici le nombre de billets que la compagnie doit mettre en vente, 

pour maximiser son profit et minorer le nombre de passagers surnuméraires. 

Mener une recherche étape par étape 
Re RS UNE FN 

RCE ENTRER 
2 DO Ee  à PRE es RTE PÉRER Ter à + ei À LENS CET 

@se e faire u une idée du arésultat | es . . er: | HQuellee est la loi suivie par EXT es D 
FRS ane 

| On décide de réaliser plusieurs si simulations en faisant | | Houel est li intervalle de fluctuation à associé au seuil 
| varier le nombre n de billets vendus. Préparer la à feuille + de 0,95 % 5 % ? SR nes RER MONTE 

Ses HEAR HARAS NE FA aie € tableur ci -dessous. PP a - Voir la fiche! Tableur. LÉ Fa hé stifier qu'il n'y y: a pas surréservation si, et + seule 

on commence anni 580: - Effectuer 1 100 simulations | ment si, X = 380. NN PER EEE 

et visualise le résultat Sachant que la compagnie perd | b.On décide d'a adopter la règle suivante : c on choisit la 
_de l'a l'argent lorsque le > nombre de Es : “HE plus grande \ valeur de n telle q que la borne supérieure. 
rieur nn no de ce. c hoix ? S . des | de li intervalle de  flctuation asymptotique au seuil. 
| Recomme ncer avec diffé entes hu de. al SRB AR Mere 
| Détermin ner la plus grande \ valeur de n qui permette EL oi inférieure ou égale à me Se UE | 
d'avoir moins de 5%. de cas dans lesquels il il y ya k On doit résoudre une € équation du second degré en n. mA 

Î |surnombre e de passagers à l'embarquement. a or oi il faut e ensuite comparer le résultat avec ! étude  expéri- 

| @ validerla conjecture formulée a ee : dde 1 ARR S spas se ss me ST nee 
On appelle X, le L: RDS vies étant ec. . @r Rédiger une solution BAT dia AE po : fs PNR 

tivement_ présentés à l'embarquem rent ne a Î ru des ‘questions précédentes, rédiger une solu- 

A RDS SEM 
PACE eu HS a ae : ht Lane” 

Re rs D E us SE ER RS ONE PRE EL) LR 

ete — _ Ta 

DS Lee ne. 1 SRE 

i vs 

MR à CITE 
LRU 1 380 0 1 1 1 1 1 1 ee a 
D 1 2 1 0 1 1 1 1 1 1 TP 

NT 3 PR 2 EAl 1_[ 385 - 4 
Rest L 4 ST 5 1 380 + "| 

HR) 6 D Mers | Ne 
ni 7 1 | SE? te | We 
DOS | 8 1 370 + Î nié ù re ri | e £ “it a nl 9 1 365 ce +- | NS 

LE ea # 10 ER Tes te — Capacité max Éric 
| + + 22 r » 
ae = #2 = 1 355 y + + +0 872 Ds + Passagers embarqués | DU 

BD  » ne SN vie | a 

RS “Ti k . po EI 1 ses $ _ PEN 
nn) 15 1 | ® + Se É 
LES 2 | 16 1 340 + T 7 T T = 1 ARS # 

EE Fi L'pe 1 0 20 40 60 80 100 120 Bi: 150 
MAD De 5 = = ] Ru se 

AS UN : : — SONT RAS 
ANSE ke à SN NES ES LYS | 

TN ee 
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EX iofiuence de psur ls longueur de l'intervalle de fluctuation 

La variable aléatoire X, suit une loi binomiale (n ; p). b. Commenter la courbe obtenue : quelle conséquence 

| peut-on en tirer en termes de précision de l'intervalle de 
Ela. Rappeler l'expression de l'intervalle de fluctuation fluctuation asymptotique au seuil 95 % ? 
asymptotique au seuil de 0,95. | 
b. On fixe n = 1000. Exprimer l'amplitude A(p) de l'in- El On suppose cette fois p fixé. Déterminer la valeur de 

tervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95% en | n nécessaire pour obtenir une amplitude d'intervalle de 
fonction de p. : fluctuation asymptotique au seuil 95 % de 0,01. Comparer 

Ela. Tracer la courbe représentative de la fonction | te valeur pour p —01;p=04;p—0,. 
p ++ A(p) sur l'intervalle [0,1; 0,9]. | Commenter ces résultats. 

[5] _ CTraille de l'échantillon et intervalle de fluctuation 

X, suit une loi binomiale B(n;p). Soit F, = . D'après le cours, l'intervalle |F; sir + = 

contient, pour n assez grand, la proportion p avec une probabilité au moins égale à 0,95. 

On se restreint à des valeurs de p comprises entre 0,34 et 0,43. On admet que pour toutes ces valeurs, 

la proportion p se trouve dans l'intervalle considéré avec une probabilité d'au moins 0,95 dès que 

n 2150. 

On se propose de concevoir un algorithme qui détermine, p étant donné, une valeur de n, infé- 

rieure à 150 à partir de laquelle la propriété est vraie. 

1 1 
El a. Montrer que : peint ]e x elnp-vninp+vn] 

b. Justifier que : P(X, [np — Yn ;np+n])> P(X, € ]np — Vn ;np + Vn). 

El On dispose d’une instruction binomial 

réel et d’une instruction racine(n). 

a. Montrer que : P(X, € ]np — n ;np+Vn]) = P(X, <np+Vn)—P(X, < np — Vn). 

b. Compléter l'algorithme proposé pour qu'il fournisse une valeur de n, pour laquelle on a : 

sin >n, alors P(X, Efnp — Vn ;np + Vn])> 0,95. 

cdf(n/p>X qui renvoie la valeur de P(X < x), où x est un nombre 

ElOn a testé cet algorithme avec le logiciel Xcas. Commenter les résultats obtenus : 

Sp 
mousse | fem) 56 [et | 0 
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fravail personnels 

Prendre une décision à l'aide d'un intervalle de fluctuation. 

Des statistiques, réalisées sur un temps suffisamment long, 

amènent à penser qu'en période de compétition, laprobabilité | 

| Le comité organisateur de la compétition décide que les pour qu'un athlète pris au hasard soit déclaré positif au 

contrôle antidopage est p, = 0,02. Lors d'une compétition, 

400 sportifs sont contrôlés. On appelle X la variable aléatoire 

égale au nombre de sportifs déclarés positifs. 

El Par hypothèse, quelle est la loi de X ? 

El a. Déterminer unintervalle de fluctuation asymptotique au | 

seuil de 95 % pour la fréquence des sportifs déclarés positifs. 

EX suit une loi binomiale de paramètres n = 400 et p = po = 0,02. 

Fa. L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est donné par : 

PCED) 9106 (PP) | 1, = |p — 1,96 p + 1,96 —E- 

Soit : I, = [0,006 28 ; 0,033 . 

| b. Justifier que les conditions sont réunies pour utiliser 

l'intervalle précédent. 

résultats des épreuves seront annulés si, lors du contrôle 

antidopage, la fréquence des résultats positifs dépasse la 

borne supérieure de l'intervalle de fluctuation. 

| À partir de combien de résultats positifs au contrôle 

antidopage la compétition sera-t-elle annulée ? 

; Elb. On vérifie que : 
n>30,np>5,n(1-p)>5 

b. On a nn 100, np = 8, n(1 — p) = 392 : les conditions de l'approximation sont bien réunies. 

ElSoit kle nombre de résultats positifs au contrôle antidopage, parmi les se sportifs contrôlés ; 
ik 

on résout : 7400 2 0,033 72, soit k > 13,488. 

À partir de 14 contrôles positifs, les résultats de la compétition seront annulés. 

Estimer une proportion inconnue 

On effectue un sondage auprès des 15-24ans pour 

connaitre leur préférence en matière de lecture. La | 

question est formulée de la façon suivante : « Préférez- | 

vous les romans ou les témoignages vécus ? » 

El On interroge un premier échantillon de 100 personnes. 

48 préfèrent les romans et 52 les témoignages vécus. 

a. Déterminer un intervalle de confiance au niveau 

Ha. On détermine la fréquence observée correspondant aux personnes qui 

= 8 _ 548. préfèrent les romans: f 100 

Si on suppose que p et f sont de même ordre de grandeur, on a bien n > 30, 

np>5,n(1-p)>5. 

Un intervalle de confiance au niveau 95 % est donc donné par ; 

[0,38 ; 058]. 
b. L'intervalle de confiance obtenu pour la proportion des 15-24 ans préférant 
les romans est [0,38 ; 0,58]: il contient des valeurs inférieures à 0,5 et d'autres 
supérieures à 0,5. On ne peut donc pas savoir quelle est la préférence majoritaire. 

I = [0,48 — 01; 0,48 + 01] = 

95 % pour la fréquence des amateurs de romans dans la 

population des 15-24 ans. 

b. Cet intervalle permet-il de savoir lequel des deux types 

d'ouvrages a la préférence des jeunes ? 

| En gardant la même fréquence observée qu'au Ela., 

quelle taille d'échantillon aurait été nécessaire pour 

pouvoir conclure ? 

El a. Vérifier que les conditions de 
validité de l’'approximation sont 

vérifiées. 

b. Examiner si la fréquence 

observée se situe dans l'intervalle 
de confiance, et conclure. 

ElOn ne s'intéresse is ici à 

l'inégalité 0,5 < f — - En effet, 

| avec f = 0,48, elle est impossible. 

FA On veut que l'intervalle de . ne contienne pas 0,50, donc que : 

hrs Es <05 nr <0,02 & ÿn > 50 & 2500. 
Il faudrait donc interroger au moins 2 500 personnes pour pouvoir affirmer avec un niveau de confiance de 95 % 
que ce sont les témoignages vécus qui ont plus de succès que les romans. 
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Lo ] : GER Démonstration du cours 
Soit X, une variable aléatoire suivant une loi binomiale ! On appelle I, l'intervalle : 
R(n;p) où pe]o;if,et a un réel tel que 0 < a <1. eo YpQ-p). Yp(1—p) 
Si X'est une variable aléatoire suivant la loi normale centrée La Ua /n r'P Hide V/n j 
réduite N(0 ; 1), on appelle u, l'unique réel tel que : x 

. H n P(-u <X<u)=1—a. Alors : lim Pl El)= 1er 
n—+00 n 

Solution) 
Anal) 

On pose Z, = er et on applique le théorème de Moivre-Laplace. 

Si X suit la loi normale N(0 ;1): lim P(4Ef[-wiul)) = P(XeE[-w ;u]l)=1—a. 
n— +o 

X, — np 
OrzZel-u;iuls-u << —=— K y,. 

n [ (04 * œ Inp(1 — p) Us 

Donc: Z,ef[-u;u,]& np-u,ÿ/np(i-p)<X,<np+u, /np(i —p) 

le X, DU 
Peleu le DU, Pre) = <p+u POP). Donc Z, E[-u su] Le. 

CE Intervalle de fluctuation simplifié et intervalle de confiance 
Soit X, une variable aléatoire suivant une loi binomiale : = ÀXn B(n;p),où pe]o:1[. de fluctuation au seuil 95 % pour F, = He 

El Démontrer que l'intervalle simplifié : El Démontrer le théorème : Pour n suffisamment grand, 

Dee pt : > li Il F 21. Dole 
Nu * Po p appartient à l'intervalle |Fn Fr LA avec 

étudié en Seconde est, pour n assez grand, un intervalle : une probabilité supérieure ou égale à 0,95. 

Solution) 
Xh — np 

El Soit la variable aléatoire Z, = ——=——, et la suite a définie pour tout entier n > 1, par a, = P(-2<Z,<2). 
Ynp(1 — p) 

D'après le théorème de Moivre-Laplace, la suite a converge vers { avec : 

{ = P(—-2 <Z< 2) où Z suit la loi normale N(0 ; 1). Or on a : 0 > 0,9544 (avec la calculatrice : { + 0,9545). 

Soit un réel € tel que : 0 < e < 0,004 (ainsi : { — £ > 0,95). Par définition de la convergence vers , il existe un entier 

naturel n, tel que: sin entier et n > n,,alors a, El—Ee;0+el. » 
Ainsi, pour n > no : an 2 0,95. Comme dans la démonstration ci-dessus, on a : 

Vp(—p) p(1 =? 
Yn YŸn 

L'étude de la fonctionp + p(1 — p) surl'intervalle 0 ; 1[ permet de majorer p(1 — p) par son maximum + sur |0;1|, 

P-2< 2, <2)> 095 © P(p-2 <F,<p+2 > 0,95. 

donc y p(1 — p) par TJ, et 2— eQE pe par 7 ; cette majoration a pour effet « d'agrandir » l'intervalle, 

donc d'augmenter sa probabilité. On obtient finalement : 

1 1 le 
pourn> re, pe <f<p+-7e)>Plp-2 YPO) cp cp 42 VPUER) > 006. * 

1 1 1 t 

Hona:(p- 7 <f<p+ els <p<ñ+-) 

< Avec les notations de la question EE on a : pour n > no, P|P — 

É. 1 
on en déduit donc : pour n entier, n 2 Pos P(F (to <p<F,+ 
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DIravailpersonneléyairelelpoints 

Savoir... Comment faire ? 

Différencier les contextes On considère une population, et on s'intéresse à un caractère particulier au sein 

d'application de cette population. Deux cas se présentent : 

de l'échantillonnage On connaît la proportion On ignore tout de la valeur de 

et de l'estimation. d'apparition du caractère dans la | la proportion d'apparition du 
population. caractère dans la population 

OÙ générale. On va alors, à partir 

de l'observation de la fréquence 

d'apparition du caractère dans des 

échantillons, chercher à « estimer » 

la valeur de la proportion dans la 

population tout entière, à l'aide d'un 

intervalle de confiance. 

On est ici dans le cadre de 
l'estimation. 

On pense connaître, on souhaite 

tester, une valeur possible de la 

proportion d'apparition du caractère 
dans la population. 
On est ici dans le cadre de 
l'échantillonnage ; dans le second 

cas, on est dans le contexte du test 
d'hypothèse. 

L 

Connaître, interpréter Soit X, une suite de variables aléatoires suivant une loi binomiale B(n ; p), (où 
un intervalle de fluctuation 
asymptotique au seuil 1 — @ 
(oùaec]0;1|). 

X Sr 
n>1etp€e]0;1[).On appelle F, = + la fréquence associée à X,. 

Si la variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite, on appelle u, le réel 

défini par: P(-u, <X<u,) =1—a. 
» L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 1 — & pour la fréquence F, est : 

 , Ho “ete 
 » 7 | l'intervalle : I, = : P + Ua 

DOna: lim P(F,EI,)= 1-0. 
n— +00 

Utiliser un intervalle On applique les résultats ci-dessus au cas & = 0,05. 
de fluctuation asymptotique | l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 est donnée par: — 

uil 95 %. Pa / 

n=|Pp-1,96———— ;p +1,96 -——— | 
Vn Vn 

Pour n > 30, np > 5,n(1 — p) > 5, la fréquence observée du caractère dans 
l'échantillon de taille n appartient à l'intervalle I, avec une probabilité d'environ 0,95. 

Tester une hypothèse. On fait l'hypothèse que la proportion d'apparition du caractère étudié dans la 

population est égale à p,. On construit l'intervalle de fluctuation au seuil 1 — æ 

à partir de p,. On prélève un échantillon au hasard de taille n, de sorte que les 

conditions d'application soient vérifiées. Si la fréquence observée f 5, n'appartient 
pas à l'intervalle de fluctuation, on rejette l'hypothèse p = p,, on l’accepte sinon. 

Estimer une proportion On procède à un tirage d'échantillon, on appelle f la fréquence observée pour 
inconnue dans l'apparition du caractère étudié dans l'échantillon. 

une population. 1 

n 
niveau de confiance 0,95 pour la proportion d'apparition du caractère dans la 
population. En procédant à un grand nombre de tirages d'échantillons, environ 
95 % des intervalles de confiance ainsi construits contiennent la proportion 
(inconnue) d'apparition du caractère dans la population. 

On n'applique pas cette méthode si l'on craint que les conditions n > 30, np > 5 
n(1 — p)> 5 ne soient pas toutes respectées. 

ë 1 : à 
L'intervalle | f . Sp ee in constitue un intervalle de confiance au 

Li 
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LS [Er vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou par faux à chacune des affirmations proposées. 

Un sondeur s'apprête à conduire un sondage auprès d'un échantillon 

d'électeurs, pour évaluer la proportion d'électeurs qui souhaitent voter oui 

à une consultation locale de type référendum. Dans la région concernée, la 
population est composée à 53 % de femmes, et à 76 % « d'urbains », habitant 

des villes ou leur proximité directe. Le sondeur souhaite que son échantillon 

d'étude soit « représentatif » selon ces deux caractères, c'est-à-dire qu'il va 

vérifier que la fréquence observée pour ces caractères dans l'échantillon est 

raisonnablement proche des proportions correspondantes dans la population. 

Par ailleurs, on ne dispose d'aucune information sur les intentions de vote de la 

population au référendum. 

EX Pour vérifier la représentativité de l'échantillon sur les caractères de sexe et 

« d'urbanité », le sondeur va procéder à un travail d'échantillonnage. 

El Pour procéder à l'évaluation de la proportion d'électeurs souhaitant voter oui, 

le sondeur va procéder à un travail d'estimation. 

El Le sondeur a réalisé l'enquête sur un échantillon d'effectif n = 100. 

a. Une fréquence de femmes dans cet échantillon de 0,61 doit le conduire à rejeter 

l'hypothèse de représentativité de l'échantillon au seuil 95 %. 

b. Une fréquence d'urbains de 0,81 dans son échantillon doit le conduire à rejeter 

l'hypothèse de représentativité de l'échantillon au seuil 95 %. 

c. Une fréquence observée de votants pour oui égale à 0,57 le conduit à produire 

une estimation au niveau de confiance 95 % à l’aide de l'intervalle de confiance 

[0,47 ; 0,67]. 

El La fréquence de votants pour oui dans l'échantillon est de 0,55, et le sondeur 

peut valablement estimer que le oui sera majoritaire. On peut en déduire que 

l'échantillon interrogé est d'effectif au moins égal à 400. 

[fl oui ou non 
On dispose d'une urne contenant des boules rouges et bleues. 

On suppose que la proportion de boules rouges est égale à p. 

On a effectué n tirages indépendants avec remise, et noté 

la fréquence f de boules rouges. 

EI n = 100, f — 0,35. On teste l'hypothèse p — 0,4. 

Un référendum est une 

procédure proposant à 

l'ensemble des citoyens d'un 

territoire de se prononcer sur 

une question précise qui leur 

est posée. 

Reconnu en France depuis 

1958 (ve République) il peut 

être national ou local à 

l'initiative d'une communauté 

de territoire. 

| 
| É | | 

| 

F 

| 

L 4 

n tirages avec remise 

a. Les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation asymptotique sont-elles réunies ? 

b. Si oui, accepte-on l'hypothèse ? 

En = 100, f — 0,035.On teste l'hypothèse p — 0,04. 

a. Les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation asymptotique sont-elles réunies ? 

b. Si oui, accepte-on l'hypothèse ? 

El n = 1000, f = 0,035. On teste l'hypothèse p — 0,04. 

a. Les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation asymptotique sont-elles réunies ? 

b. Si oui, accepte-on l'hypothèse ? 

E1 n = 100 000, f = 0,035. On teste l'hypothèse p — 0,04. 

a. Les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation asymptotique sont-elles réunies Ë 

b. Si oui, accepte-on l'hypothèse ? 
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On suppose qu ‘à la naissance il y a autant de cc 

d’avoir un garçon qu'une fille. 

Dans une ville, on recense le nombre de filles nées sur 

un échantillon de 300 bébés nés dans l’année. 

[1] L'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la pro- 

portion de fs nées dans ce > département est : 

0, - O5 0,5 
pee ° 300 ‘ 300 |' 
C 0, Es 0,5 
OS 1,96 X :0,5 + 1 ,96 X 

à fes 300 V 300 

E — s % 05 7 0,5 
c. LE 1,96 X 300 : 05 + 196 X\/ 300 | 

El Sur les 300 bébés, 126 sont des filles. Si on appelle n 

la taille de l'échantillon etp la probabilité de naissance 
d’une fille,ona: | 

a.n2>30; n<5; n(1-p)> 
b. n > 30: np<5; n(1 ques 
cn230; np>5; n(1— p)>s. 

Ha. La proportion observée sur l'échantillon appar- 

tient à l'intervalle de fluctuation. 
b. La proportion observée sur l' échantillon n'appartient 
pas à l intervalle de fluctuation. 

c. On ne peut pas dire si la proportion Peee sur 
l'échantillon appartient ou non à l'intervalle de fluc- 

tuation, il faut une autre donnée. : 

oem 
ElUne variable aléatoire X suit la loi binomiale 

(40 ; p). On veut utiliser l'intervalle de fluctuation 
asymptotique au seuil de 95 % pour une prise de déci- 

sion. Alors on doit avoir : 

ape |0 025 Mate 
b. p€[0125:0,875|]. 
c. p [0,875 ;1]. 

FE Une variable aléatoire X, suit là loi binomiale 

R(n;0 04). On veut utiliser l'intervalle de fluctuation 

asymptotique au seuil de 95 % pour une AE de déci- 
sion. Alors il suffit d'avoir : 
a.n > 30. b. n > 125. cn2>o0. 

ElUne variable aléatoire X suit la loi binomiale 

(100 ; 0,1). Alors l'intervalle de fluctuation asympto- 
tique au seuil de 95 % est : 

a.[0,0412;01588]. 
b. [0,094 12 ; 0,105 88]. 
€ [0,075 ;0,25]. 
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+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

QCM 
Une variable aléatoire X suit la loi binomiale 

B(100 ; p). Alors l'intervalle de fluctuation asympto- 
tique au seuil de 95 % a une longueur égale à : 

a. 3,924 p(1 — p). b. 0,392 p(1 — p). 
c. 1,96 p(1 — p). 

FlUne variable aléatoire X suit la loi binomiale 

(100 ; p). Alors la longueur de l'intervalle de fluctua- 
tion asymptotique au seuil de 95 % : 

a. est maximale pour p = 0,5. 

b. est minimale pour p = 0,5. 

c. est inchangée. 

El Une variable aléatoire X, suit la loi binomiale 

B(n;0,2). Alors, quand n augmente, la valeur maxi- 
male de l'intervalle de fluctuation asymptotique au 

seuil de 95 % : 
a. augmente. 
c. ne dépend pas de n. 

b. diminue. 

[16 | Appliquer une formule 
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi (200 ; 0,4). 

E a. Déterminer l'intervalle de fluctuation asympto- 
tique au seuil de 95 %. 

b. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 99 %. 

F1 On effectue 200 tirages avec remise dans une urne 

contenant des boules rouges et noires. 

On obtient exactement 74 boules rouges. 

a. Peut-on accepter l'hypothèse p = 0,4 pour la propor- 

tion de boules rouges au seuil de 95 % ? 

b. Peut-on accepter l'hypothèse p — 0,4 pour la propor- 

tion de boules rouges au seuil de 99 % ? 

LA Un QCM de concours 
Un concours organise une épreuve de QCM de trois 
cent questions, où on donne le choix à chaque fois entre 

deux réponses, dont une seule est juste. 

Le service des concours désire savoir à partir de com- 

bien de réponses justes on pourra considérer qu'un can- 

didat n'a pas répondu totalement au hasard. 

El On appelle p la probabilité qu'un candidat répondant 
au hasard à une question ait trouvé la bonne réponse. 
a. Que vaut p ? 
b. On appelle X le nombre de bonnes réponses obte- 
nues par un candidat ayant répondu au hasard à toutes 
les questions. 



Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique 

de X au seuil de 0,95. 

c. On décide de prendre comme valeur minimale de 

réponses justes, pour attribuer une note non nulle à la 

copie, le plus petit entier n, qui dépasse la borne supé- 

rieure de l'intervalle de fluctuation. Déterminer no. 

El Reprendre l'étude du EI avec des questions compor- 
tant chacune quatre réponses. 

He) Le concours de première année de médecine 

est basé de manière très forte sur des QCM. 

Intervalle de fluctuation : 
de la Seconde à la Terminale 
Soit X, une variable aléatoire qui suit la loi B(n ; p). 

On rappelle qu'on a défini en Seconde un intervalle de 

fluctuation par : 

1 1 
1, = pt Ë x É Ve 

El Rappeler la définition de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique au seuil de 0,95. 

El On pose, pour p €{[0;1]: 

f(P)= p( —p). 
a. Quel est le maximum de cette fonction du second 

degré sur [0 ;1] ? 
b. En déduire que pour pe[0;1|: 

1,96 p(1 — p) <1. 

c. Quel rapport existe-t-il entre l'intervalle de fluctua- 

tion vu en Seconde et celui vu en Terminale ? 

LCR En France, 3% des personnes ont un groupe 

sanguin AB. Dans le village X, 10 personnes sur 200 sont 

de groupe AB. 

Peut-on dire, au risque de 95 %, que la population du 

village X présente une anomalie ? 

AA} Brigade des jeux 
Une machine de casino est réglée sur une fréquence de 

succès de 0,06. 

Le technicien chargé de la maintenance opère régulière- 

ment des simulations pouf vérifier que la machine fonc- 

tionne bien. 

EX Lors d’un premier contrôle de la machine, le techni- 

cien constate qu'elle a fourni 8 succès sur 65 jeux. 

a. Déterminer la fréquence de succès observée par le 

technicien. 

b. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au 

seuil de 95 %. 

c. Que conclut le technicien ? 

El Le directeur de l'établissement réclame un deuxième 

contrôle. La fréquence observée est la même, mais on 

a effectué cette fois 200 simulations. La conclusion du 

technicien sera-t-elle la même ? 

(AN On estime que parmi 

les enfants de 3 à 6 ans 

souffrant d'allergie 

alimentaire, 23 % sont 

allergiques à l'arachide. 

Une association de parents alerte les autorités de la 
ville X devant le nombre important d'enfants manifes- 

tant une intolérance à l’arachide. Les autorités décident 

d'entreprendre une étude et d'évaluer la proportion 

d'enfants de 3 à 6 ans allergiques à l'arachide. Ils sélec- 
tionnent de manière aléatoire 100 enfants de 3 à 6 ans 

de la ville qui souffrent d'allergie alimentaire. 

La règle de décision prise est la suivante : si la propor- 

tion observée est en dehors de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique au seuil de 95 %, alors une investigation 

plus complète sera mise en place afin de rechercher les 

facteurs de risque locaux pouvant expliquer cette pro- 

portion anormalement élevée. 

EX Mener les calculs, sachant que sur les 100 jeunes 

observés, 29 sont allergiques à l'arachide. Conclure. 

El L'association de parents n'est pas convaincue, car 

elle estime que l'échantillon choisi était trop faible pour 

conclure. 

Combien faudrait-il prendre de sujets pour qu'une pro- 

portion observée de 29 % soit en dehors de l'intervalle 

de fluctuation asymptotique ? 

ZA Détecter les fausses pièces 
Un groupe de passionnés de pierfes 

précieuses revient d'un congrès, ; 

où chacun a reçu un sac conte- 

nant 60 % de pierres rouges et 

40 % de pierres vertes. 

Les douanes apprennent qu'un trafiquant de pierres 

précieuses s'est glissé dans le groupe, avec un sac conte- 

nant autant de rubis que d'émeraudes. Les douaniers 

décident de prélever 100 pierres précieuses par sac. 

El Déterminer des intervalles de fluctuation asympto- 

tiques au seuil 95 % associés à p = 0,6 et à p — 0,5. 

F1 a. Si les douaniers ont prélevé 40 pierres rouges dans 

un sac, peut-on proposer une conclusion ? 

b. Et s'ils en ont prélevé 55 ? 

El Quel nombre minimal de pierres faudrait-il prélever 
pour que les deux intervalles soient disjoints ? 
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Æ} Excès de vitesse sur l'autoroute 
Les services de la sécurité routière étudient les excès de 

vitesse dans un virage dangereux limité à 50 km/h situé 

sur une autoroute et envisagent, en cas de recrudes- 
cence des excès de vitesse, d'annoncer ce virage avec 

un panneau clignotant supplémentaire. 

Des études statistiques sur une longue période ont per- 

mis d'évaluer à 0,03 la proportion d'automobilistes en 

excès de vitesse à l'approche de ce virage. 

El Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 95 % de la proportion de véhicules en excès 

de vitesse sur un échantillon de 200 véhicules. 

El Vérifier que les conditions sont réunies pour utiliser 

cet intervalle en vue d'une prise de décision. 

ElLes services de la sécurité routière ont contrôlé 

200 véhicules de manière aléatoire et ont relevé 14 excès 

de vitesse. Vont-ils décider d'installer le panneau sup- 

plémentaire ? Expliquer. 

E Les personnes ayant fait les mesures décident d'effec- 

tuer le contrôle sur un échantillon de 500 véhicules. 

a. Déterminer le nouvel intervalle de fluctuation asymp- 
totique au seuil de 95 %. 

b. Dans quel intervalle doit se trouver le nombre de 

véhicules contrôlés en excès de vitesse sur cet échan- 

tillon, pour que l'installation du panneau supplémen- 

taire ne soit pas décidée ? 

— Contrôle de fabrication 
Une entreprise spécialisée dans la fabrication de pla- 

teaux pour des tables utilise une machine qui débite des 

planches de 2 m de longueur. Une étude statistique sur 

un très grand nombre de plateaux usinés montre que la 

probabilité que le plateau comporte un défaut, et donc 

qu'il ne soit pas utilisé pour la fabrication d'une table, est 

égale à 0,012. 

Des contrôles « qualité » sont effectués sur des échan- 

tillons de 500 plateaux et un réglage de la machine pourra 

être prévu si les défauts observés sont trop nombreux. 

EI Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 95 % de la proportion de plateaux présen- 

tant un défaut. 

F1 Vérifier que les conditions sont réunies pour utiliser 

cet intervalle en vue d'une prise de décision. 

El Sur un échantillon de 500 plateaux pris au hasard, on 

a relevé 10 plateaux présentant un défaut. Doit-on pré- 

voir un réglage de la machine ? Expliquer. 

EI Le technicien chargé de l'entretien de la machine pré- 
tend que celle-ci est déréglée et propose d'effectuer le 

contrôle sur un échantillon plus important. 

a. Construire une feuille de tableur qui permet de déter- 

miner l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pour 

différentes valeurs de la taille n de l'échantillon prélevé. 

(On fera varier n de 10 en 10.) 

=SI(ET(B51<=0,02;0,02<=C51);"NON réglage”;"Réglage") 

RC Ë 
| 

| 0,00204468 | 0021950531 | NON réglage |h 
Ë 

SEbievale 

_0,002258977 | 0,021741023 | NON réglage |} 
NON réglage |» 

2] 500 | 0002455786 | 0,021544214 | NON réglage |, 

b. Combien de plateaux faudrait-il contrôler pour que la 

proportion observée de 2 % de plateaux défectueux soit 

en dehors de l'intervalle de fluctuation ? 

On donnera un encadrement de n par lecture du tableur, 

puis une valeur de n arrondie à l'unité, obtenue par le 

calcul. 

al pm + She vus Los 

RE Let met 

4. SUIS AT 
; 4 “are Eds à ont 

bai 

Préciser si les affirmations suivan es sont vraies ou 
fausses © PETER EE A anne 
On décide de réaliser une série de n tirages avec remise 

dans une urne contenant des boules bleues et rouges, 
(la proportion de boules rouges étant notée p.. Pre | 

El La probabilité de tirer une boule rouge lors d’un 
tirage est égale à pp. LA À 

RARE ANS ee D 4 j 
t » 

À à. à. Fat ni » k 

[ 
Lu , " 

mit …) AATIS 
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12 Le nombre total de boules rouges tirées sur les 
(tirages suit une loi normale. 

El L'intervalle de confiance au niveau de confiance 

0,95 défini dans le cours est d'autant plus précis que le 
nombre de boules dans l’urne est grand. “+. 

ESi on multiplie le nombre n par 4, l'amplitude de 
l'intervalle de confiance est divisée par 2. ,,- my 

El L'intervalle de confiance permet d'estimer p. 
‘ 4 L 



A Sondage sortie des urnes 
Dans un pays, le deuxième 

tour de l'élection présiden- 

tielle oppose Monsieur Victo- 

rien à Madame Lombard. 

On a effectué un sondage 
«sortie des urnes» auprès 

de 500 électeurs choisis de manière aléatoire. 49 % ont 

voté pour Louis Victorien, 51 % pour Elsa Lombard. 

El a. Procéder à une estimation de la proportion d'habi- 

tants ayant voté pour Louis Victorien, à l’aide d'un inter- 

valle de confiance au niveau 95 %. 

b. Peut-on garantir la défaite de Louis Victorien ? 

El À fréquence observées constantes, combien d'élec- 

teurs aurait-il fallu interroger pour prévoir valablement 

la défaite de Louis Victorien ? 

ÆE Réussite au baccalauréat 
Le taux de réussite au baccalauréat en 2011 était en 

France de 85,6 %, toutes filières confondues. 

Deux villes voisines, A et B, obtiennent des taux de réus- 

site respectifs de 80 % et 90 %. 

El Sachant que la ville A compte 5 000 candidats, alors 

que la ville Ben compte 2 000, déterminer pour chacune 

si les taux de réussite constatés sont compatibles avec 

l'hypothèse : les candidats ont une probabilité de 0,856 

d'obtenir leur baccalauréat. 

El Les taux de réussite et les effectifs étant assez stables 

d'une année sur l'autre, l'hypothèse est faite que dans 

chaque ville le nombre d'étudiants réussissant l'examen 

une année donnée est une variable aléatoire X qui suit 

une loi binomiale de paramètre p. 

En estimant pour chacune des villes le paramètre à l'aide 

d'un intervalle de confiance au niveau 0,95, indiquer s’il 

est possible que ce paramètre soit le même pour A et B. 

ZA: Tests en double aveugle 
On expérimente un médicament permettant de faire 

baisser la tension artérielle, et on décide de réaliser 

un test «en double aveugle» sur deux groupes de 

100 patients hyper-tendus. 

Le groupe B reçoit le médicament, et le groupe A un 

placebo, c'est-à-dire un comprimé ne contenant aucun 

principe actif. Ni le personnel qui administre le traite- 

ment, ni les patients ne savent quel groupe reçoit le 

médicament. 

Dans le groupe À, 56 personnes ont vu leur tension bais- 

ser, et dans le groupe B, 65 personnes ont vu leur ten- 

sion baisser. 

D 

El à. Procéder à une estimation de la proportion de per- 

sonnes dont la tension baisse après avoir pris le médica- 

ment, à l’aide d'un intervalle de confiance au niveau 0,95. 

b. Procéder à une estimation de la proportion de per- 

sonnes dont la tension baisse après avoir pris un pla- 

cebo, à l’aide d'un intervalle de confiance au niveau 0,95. 

c. Peut-on écarter à ce stade l'hypothèse que les deux 

proportions sont en fait égales, c'est-à-dire que le médi- 

cament n'a pas d'effet propre ? 

F1 Quelle taille aurait dû avoir chacun des deux groupes 

pour pouvoir conclure à l'efficacité du médicament, avec 

des fréquences observées identiques aux précédentes 

dans chaque échantillon ? 

ÆE Deux hypothèses 

NATUREB AGRICULTURE 

PROGRES BIOLOGIQUE 
gio-Dynamique 

Agriculture 

Un maraicher produit des tomates bio. || a gardé des 

semences des deux années précédentes, 2010 et 2011 

et il voudrait utiliser ces semences pour les planter en 

2012. 

Pour ce faire, il doit d'abord contrôler que les taux de 

germination des semences de 2011 et 2012 sont très 

proches. 

Il décide alors de réserver deux parcelles distinctes pour 

tester dans l’une 200 graines de 2010, et dans l'autre 

400 graines de 2011. 

Dans la première parcelle, 180 graines germent, et dans 

la deuxième, 280. 

On appelle p, le taux de germination des semences de 

2010 et p, celui des semences 2011. 

El à. Déterminer un intervalle de gonfiance au seuil de 

95 % pour Po. 

b. Même question pour pi. 

F1 On décide de la règle suivante : si les intervalles de 

confiance sont disjoints, on considère que les taux de 

germination sont différents. Sinon, on peut considérer 

qu'ils sont égaux. Dans quel cas est-on ? 

11} Deux hypothèses (2) 
On a fait pousser 20 plants de courgettes avec nitrate 

et 20 sans nitrate. Au bout de 4 jours, le pourcentage 

de germination est de 45 % avec nitrate et de 31 % sans 

nitrate. Les courgettes germent-elles significativement 

mieux en présence de nitrate ? 

Nr tite18 On utilisera la même méthode que pour 
l'exercice précédent. 
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Exercices guidés 

| Une entreprise fait fabriquer des paires de 
chaussettes auprès de trois fournisseurs NI LT 

Dans l'entreprise, toutes ces paires de chaussettes sont 

regroupées dans un stock unique. 

La moitié des paires de chaussettes est fabriquée par le 

fournisseur F., le tiers par le fournisseur F, et le reste par 

le fournisseur F;. Une étude statistique a montré que : 

D 5 % des paires de chaussettes fabriquées par le four- 

nisseur F, ont un défaut ; 

D 1,5 % des paires de chaussettes fabriquées par le four- 

nisseur F, ont un défaut ; 

D sur l'ensemble du stock, 3,5 % des paires de chaus- 

settes ont un défaut. 

EI On prélève au hasard une paire de chaussette dans le 

stock de l'entreprise. 

On considère les événements F,,F, F; et D suivants : 

DF; : « La paire de chaussettes prélevée est fabriquée 

par le fournisseur F; » ; 

DF, : « La paire de chaussettes prélevée est fabriquée 

par le fournisseur F, » ; 

DF, : « La paire de chaussettes prélevée est fabriquée 

par le fournisseur F; » ; 

D D:«La paire de chaussettes prélevée présente un défaut ». 

a. Traduire les données de l'énoncé à l’aide d’un arbre 

pondéré. 

b. Calculer la probabilité que la paire de chaussettes 

prélevée soit fabriquée par le fournisseur F, et présente 

un défaut. 

c. Calculer la probabilité de l'événement F ND, puis de 

BND. 

d. Sachant que la paire de chaussette prélevée est 

fabriquée par le fournisseur F;, quelle est la probabilité 

qu'elle présente un défaut ? 

F1 L'entreprise conditionne les paires de chaussettes par 

lots de six paires. 

On considère que le stock est suffisamment grand pour 

assimiler le choix des six paires de chaussettes à des 

tirages indépendants, successifs avec remise. 

a. Démontrer que la probabilité, arrondie au millième, 

qu'au plus une paire de chaussettes d’un lot présente un 

défaut est égale à 0,983. 

b. Sur une livraison de 400 paires de chaussettes, un 

détaillant a trouvé que 20 paires sont défectueuses. 

Ce résultat est-il compatible avec la proportion de 3,5 % 

de défauts affichée par l'entreprise, ou le détaillant 

peut-il se considérer « mal loti » ? 

s | ke 5 Re RDS SL E ue Re eg . 5 5 à 

El Utiliser le fonctionnement multiplicatif de l'arbre 
_ pondéré, et la formule des probabilités totales. 
É A0 SN AN cm ui SAR 

; D'après Concours ENS Cachan, Droit-écono- 

mie-gestion. 
On dispose d’un dé cubique dont les faces sont numéro- 

tées de 1 à 6. On désigne par p, la probabilité d'obtenir, 

lors d'un lancer, la face numérotée k (k est un entier et 

1<Kk<6). 

Ce dé a été pipé de telle sorte Re pipé de orte que : Py 39 Pour 
tout entier k tel que 1 <k< 6. 

El Vérifier que p:, >, P3, Pa Ps, ps sont bien des proba- 
bilités élémentaires. 

F1 On lance ce dé une fois et on considère les événe- 

ments suivants : 

A : « le nombre obtenu est pair » ; 

B : « le nombre obtenu est supérieur ou égal à 3 »; 

C:«le nombre obtenu est 3 ou 4 ». 

a. Calculer la probabilité de chacun de ces événements. 

b. Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit 

supérieur ou égal à 3, sachant qu'il est pair. 
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F1 Repérer une loi binomiale. ER 

E Déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique. 

c. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Les 

événements À et C sont-ils indépendants ? 

El On va lancer 60 fois ce dé, et l'on vous propose de 

parier : le gain est d’un euro si le tirage est pair, et nul 

sinon. 

Calculer l'espérance de gain. 

EI On lance donc le dé 60 fois, et pour chaque valeur 

possible, i = 1,...,6, on note le nombre de fois n; que 
cette valeur i a été obtenue. 

a. Quel est le gain obtenu ? 

b. Déterminer la fréquence observée de l'événement A. 
Ce résultat est-il compatible avec les résultats du F1 ? 
c. Proposer une nouvelle estimation de la probabilité 
de À à l'aide d’un intervalle de confiance au niveau de 
confiance 0,95. 



d 

Eli! faut vérifier que la somme des probabilités élé- 
mentaires est égale à 1. 

El a. Utiliser la somme des probabilités élémentaires. 

b. Utiliser la formule de définition des probabilités 
conditionnelles. 

l | 
| 
| 

c. Deux événements À et B sont indépendants si 

P(ANB) = P(A)XP(B). 

ElLe nombre X, de parties gagnées suit une loi bino- 
miale. Le gain est égal à X, —(60 — X,). On utilise 
ensuite l'espérance d'une loi binomiale. 

Exercices d'entraînement 

33 D’après BTS. 

La probabilité qu'un ruban adhésif jaunisse le papier 

est de 0,008. Un client achète 5 000 rubans adhésifs. On 

assimilera le choix de ces 5 000 rubans à un tirage aléa- 

toire avec remise. 

On s'intéresse à la variable aléatoire X qui compte, dans 

ce lot de 5 000 rubans adhésifs, le nombre de ceux qui 

jaunissent le papier. 

El ustifier que X suit une loi binomiale dont on préci- 

sera les paramètres. 

El Quelle est la probabilité qu'au moins un de ces 
5 000 rubans adhésifs jaunisse le papier ? 

El Après leur utilisation, le client s'aperçoit que 60 rubans 

adhésifs sur les 5 000 jaunissent le papier. Il décide donc 

de demander au grossiste de vérifier si le lot est compa- 
tible avec son affirmation d’avoir dans son stock 0,8 % 

des rubans jaunissant le papier. 

a. Déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 

95 % correspondant à la situation étudiée. 

b. Conclure. 

SZ 9 D'après BTS. 
Dans la production d'une entreprise on prélève 100 rou- 

leaux de papier de tapisserie dont on mesure les lon- 

gueurs. 
On note X la variable aléatoire qui, à un rouleau pris au 

hasard, associe sa longueur exprimée en mètres. On 

admet que X suit une loi normale de moyenne m — 10 

et d'écart-type 6 — 0,03. 

El Considérant que les rouleaux trop longs peuvent être 

recoupés, on décide qu'un rouleau est accepté si sa lon- 

gueur est supérieure ou égale à 9,95 m. 

Calculer la probabilité, à 107? près, qu'un rouleau pris au 

hasard dans la production : 

a. soit accepté ; 

b. soit refusé. 

FlDans un autre atelier, sur 20 000 rouleaux, on en 

refuse 125. Proposer une estimation de la probabilité 

qu'un rouleau pris au hasard soit refusé, à l’aide d'un 

intervalle de confiance au niveau 0,95. 

[a5! 0) Deux urnes sont notées U, et U,. Chacune 

contient cinq boules. 

Dans l’urne U,, il y a deux boules blanches et trois boules 

noires. 

Dans l’urne Ù,, il y a une boule blanche et quatre boules 

noires. 

Un jeu consiste à lancer un dé à 6 faces. 

b Si le résultat est 6, le joueur tire une boule dans U.. 

D Sinon, il tire une boule dans U:. 
Le joueur gagne lorsqu'il tire une boule blanche. 

On note les évènements suivant : 

S :« le joueur obtient 6 », S est son évènement contraire. 

G : «le joueur gagne » et G : «le joueur perd ». 

El Regrouper les données de l'éngncé sous forme d'un 

arbre de probabilité. 

El Montrer que la probabilité que le joueur gagne est 

P(G)= +. 

El Un joueur a gagné. Quelle est la probabilité que la 

boule provienne de l’urne U; ? 

E Un casino propose ce jeu à ses clients. Le contrôle de 

la brigade des jeux établit que sur 1 500 parties, on a 

compté 330 gagnants. 

a. Est-ce compatible avec la probabilité théorique ? 

b. Combien aurait-il fallu de parties pour qu'avec la 

même fréquence observée de gagnants, on puisse 

considérer que la machine n'était pas réglée conformé- 

ment à la probabilité théorique de gain égale à L ? 
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Be) Thomas joue souvent sur son ordinateur à un 
jeu de cartes de type « Solitaire ». 

Il'existe trois niveaux à ce jeu : la moitié des parties sont 

de niveau Débutant, un tiers des parties sont de niveau 

Intermédiaire, le reste des parties étant de niveau Expert. 

L'ordinateur garde en mémoire les parties jouées. Tho- 

mas peut ainsi lire les statistiques suivantes : il a gagné 

90 % de ses parties de niveau Débutant et 60 % de ses 

parties de niveau /ntermédiaire. 

Il demande à l'ordinateur de lui remontrer au hasard une 

de ses parties. Toutes les parties ont la même probabilité 

d'être choisies. 
On note : 

D D l'évènement « La partie est de niveau Débutant » ; 

DT l'évènement « La partie est de niveau Intermédiaire » ; 

DE l'évènement « La partie est de niveau Expert »; 

D G l'évènement « La partie est gagnée » ; 

El Traduire les données de l'énoncé sur un arbre de proba- 
bilité que l'on complètera au fur et à mesure de l'exercice. 

ElTraduire par une phrase l'évènement D n G. Calculer 

la probabilité de cet évènement. 

El L'ordinateur indique que sur 400 parties jouées Tho- 

mas en a gagné 288. 

a. Proposer une estimation de la probabilité que Thomas 

gagne une partie à l'aide d'un intervalle de confiance au 

niveau 95 %. 

b. On suppose à présent que P(G) = 0,72. 
En déduire la probabilité P(E n G). 
c. Calculer la probabilité que Thomas ait gagné la partie 

montrée au hasard par l'ordinateur, sachant qu'elle est 

de niveau Expert. 

c. Compléter l'arbre construit à la question El. 

La partie montrée au hasard par l'ordinateur a été per- 

due. Quelle est la probabilité -que cette partie soit de 

niveau Débutant ? Donner le résultat sous forme déci- 

male, arrondi au millième près. 

37 Une chorale lycéenne regroupe deux types 

d'élèves : des élèves qui jouent d'un instrument de musique 
et des élèves qui ne jouent d'aucun instrument de musique. 

Les élèves qui jouent d'un instrument de musique repré- 

sentent 25 % de l'effectif total de la chorale. 

Parmi les élèves qui jouent d’un instrument de musique, 

80 % connaissent l'air de l'Hymne à la joie. 

Parmi les élèves qui ne jouent d'aucun instrument de 

musique, 10 % connaissent l'air de l'Hymne à la joie. 

On choisit au hasard un élève de la chorale. Chaque 

élève a la même probabilité d'être choisi. 

On considère les évènements suivants : 
M: « l'élève choisi joue d’un instrument de musique » : 

H : « l'élève choisi connaît l'air de l'Hymne à la joie ». 
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Î 

On rappelle que l'évènement contraire d'un évènement 

A est noté A. 

Les probabilités seront données sous forme décimale. 

EI Donner les valeurs de la probabilité p(M) de l'évène- 
ment M et de la probabilité de l'évènement H sachant 

que l'évènement M est réalisé. 

F1 Construire un arbre pondéré traduisant la situation. 

El Calculer la probabilité que l'élève choisi joue d’un ins- 

trument de musique et connaisse l'air de l'Hymne à la joie. 

El Démontrer que la probabilité que l'élève choisi 

connaisse l'air de l'Hymne à la joie est égale à 0,275. 

E Les évènements M et H sont-ils indépendants ? Justi- 

fier la réponse. 

L'Hymne à la joie figure dans 

la Neuvième Symphonie 

de Ludwig van Beethoven. 

Le compositeur allemand 

s'est inspiré du poème l'Ode 

à la joie de Frederich von 

Schiller, poète et dramaturge 

allemand (1759-1805). 

C'est en 1985 que cette 

composition devient l'hymne 

officiel de l’Europe. 
Ludwig van Beethoven 

(1770-1827). 

EH On a effectué un sondage parmi un grand nombre de 

choristes de la région, et sur 1 200 choristes interrogés, seuls 

200 connaissaient l'hymne à la joie. Peut-on considérer que la 

chorale du lycée est représentative des chorales de la région ? 

38 | D'après BTS. 

On lance un dé non truqué, la partie est gagnée si on 

obtient un 5 ou un 6. On joue 50 parties de suite. 

On considère la variable aléatoire X qui dénombre les 

parties gagnées au cours d'une suite de 50 parties. 

El justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale dont on déterminera les paramètres. 

El On décide d'approcher la loi de la variable aléatoire X 

par ae normale de moyenne m = + et d'écart-type 

3 + 

On note Y une variable aléatoire suivant cette loi normale. 

a. Justifier le choix des valeurs de met de 6. 

b. Justifier que P(Y >17,5) est une approximation de 
la probabilité de l'évènement : «le nombre de parties 
gagnées est au moins égal à 18 ». 

c. Donner une valeur numériqüe de P(Y > 17,5) arron- 
die à 10 2. 
d. En déduire une valeur approchée de la probabilité de 
l'évènement : « le nombre de parties gagnées est com- 
pris entre 15 et 17 ». 



SEE Agence de voyages 
Une agence de voyages propose des circuits à ses clients 

avec la visite d'un lieu pittoresque en option. Une étude 

statistique sur une longue période montre qu'un client 

sur cinq choisit cette option. 

En prélevant au hasard des fiches de clients, le directeur 

de l'agence émet l'hypothèse que cette option intéresse 
davantage les clients. 

On appelle n le nombre de fiches de clients prélevées, 
(c'est la taille de l'échantillon) et on note [p; ; p,] l'inter- 
valle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de 

la proportion de clients sur l'échantillon ayant choisi 
l'option « lieu pittoresque ». 

El Vérifier que la condition n > 30 est suffisante pour 

utiliser l'intervalle précédent. 

El Exprimer p; et p, en fonction de n. 

2 

El Montrer que n = ets . 
Ps — 0,2 

El Étude de la taille de l'échantillon en fonction de 

la valeur de p. 

a.On considère la fonction f définie sur l'intervalle 
2 

]02;1] par f(x) = HSE et sa courbe représen- 

tative obtenue à l’aide de la calculatrice. En ordonnées, 

l'unité choisie est égale à 10. s 

Vérifier par le calcul le sens de variations de la fonction f 

sur son intervalle de définition. 

Ê Esffon] 

b.Par lecture graphique, déterminer la valeur de n 

lorsque p, = 0,3. 

El Sur un échantillon de 60 fiches de clients prélevées 

au hasard, le directeur comptabilise les clients ayant 

choisi l'option « lieu pittoresque ». 
a. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 95 % de la proportion de clients ayant choisi 

cette option. 

b.Sur cet échantillon, le directeur comptabilise 

21 clients ayant choisi l'option. Peut-il être tenté de sup- 

primer cette option ? 

Contrôle de qualité 
D'après BTS. Une entreprise produit en grande série 

des plaques métalliques rectangulaires pour l'industrie 

automobile. 

Partie A - Loi binomiale 
OnnoteE l'évènement : «une plaque prélevée au hasard 

dans la production d'une journée est défectueuse ». 

On suppose que P(E) = 0,02. 
On prélève au hasard 50 plaques dans la production de 

la journée pour vérification. 

La production est assez importante pour que l'on puisse assi- 

miler ce prélèvement à un tirage avec remise de 50 plaques. 

On considère la variable aléatoire X qui, à tout prélève- 

ment ainsi défini, associe le nombre de plaques de ce 

prélèvement qui sont défectueuses. 

El Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 
miale dont on déterminera les paramètres. 

El Calculer les probabilités P(X = 0) et P(X = 1). 

El Calculer la probabilité que, dans un tel prélèvement, 

au plus deux plaques soient défectueuses. 

Partie B - Loi normale 
Une plaque de ce type est conforme pour la longueur 

lorsque sa longueur L, exprimée en millimètres, appar- 

tient à l'intervalle [548 ; 552]. Une plaque de ce type est 
conforme pour la largeur lorsque sa largeur {, exprimée 

en millimètres, appartient à l'intervalle [108 ; 112]. 

EI On note 1; la variable aléatoire qui, à chaque plaque 

de ce type prélevée au hasard dans un stock important, 

associe sa longueur L. On suppose que la variable aléa- 

toire L; suit la loi normale de moyenne 550 et d'écart 

type 1. Calculer P(548 < L, < 552). 

F1 On note L, la variable aléatoire qui, à chaque plaque 

de ce type prélevée au hasard dans le stock, associe sa 

largeur {. On admet que : P(108 SL, <112) = 0,95. 
On suppose que les variables aléatoires L;, et L, sont 

indépendantes. 

On prélève une plaque au hasard dans le stock. Détermi- 

ner la probabilité qu'elle soit conforme pour la longueur 

et conforme pour la largeur. 

Partie C - Intervalle de confiance 
Dans cette partie on considère une grande quantité de 

plaques devant être livrées à une chaîne de montage de 

véhicules électriques. On considère un échantillon de 

100 plaques prélevées au hasard dans cette livraison. La 

livraison est assez importante pour que l'on puisse assi- 

miler ce tirage à un tirage avec remise. 

On constate que 94 plaques sont sans défaut. 

Donner une estimation de la fréquence inconnue p des 

plaques de cette livraison qui sont sans défaut à l'aide 

d'un intervalle de confiance au niveau 0,95. 
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LR Enquête et surpoids 
Selon une enquête de l'Institut 
National de la santé et de la 

recherche médicale, en colla- 

boration avec la SOFRES, près 

de 40 % des français seraient 

concernés par un problème de 

surpoids. 

El Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 
au seuil de 95 % de la proportion de personnes ayant 

un problème de poids sur un échantillon de 100 per- 

sonnes. 

Fes conditions sont-elles réunies pour utiliser cet 

intervalle en vue d'une prise de décision ? Expliquer. 

El Le maire d'une ville, avec l'aide des médecins veut 

lancer une campagne de sensibilisation sur ce pro- 

blème. 

Un test est réalisé sur un échantillon de 100 per- 

sonnes, et il s'avère que 45 personnes présentent un 

problème de surpoids. Le maire doit-il penser que sa 

ville présente un problème spécifique à propos du 

surpoids ? 

E1 Considérant que l'échantillon n'est pas suffisamment 

grand, le maire décide de réaliser le test sur 2 000 per- 

sonnes et le pourcentage de personnes présentant un 

problème de surpoids est inchangé (45 %). 

a. Déterminer le nouvel intervalle de fluctuation asymp- 

totique au seuil de 95 % de la proportion de personnes 

ayant un problème de poids sur un échantillon de 

2 000 personnes. 

b. Un problème propre à la ville se pose-t-il à propos du 

surpoids ? 

AALGO D'après Edhec 2011. 

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On dispose de n urnes, numérotées de 1 à n, contenant 

chacune n boules. 

On répète n épreuves, chacune consistant à choisir une 

urne au hasard et à en extraire une boule au hasard. 

On suppose que les choix des urnes sont indépendants 

les uns des autres. 

Pour tout i de {1,2,...,n}, on note X, la variable aléa- 
toire prenant la valeur 1 si l’urne numérotée ;i contient 

toujours n boules au bout de ces n épreuves, et qui 

prend la valeur 0 sinon. 

Partie A - Algorithme 

Compléter l'algorithme suivant pour qu'il simule l'expé- 

rience décrite au début de cet exercice et affiche les 
valeurs prises par X;, et N, pour une valeur de n entrée 
par l'utilisateur. 
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Partie B - Probabilités, échantillonnage 

EX Montrer que pour tout ; : 

1 n 

P(X=1)=(1-—). 

El On effectue 100 fois l'expérience et on s'intéresse à la 

fréquence de réalisation de l'événement (X, = 1). 

a. Déterminer un intervalle de fluctuation de F au seuil 

de 95 %. 

b.Si n = 100 et que le nombre de réalisations de 

(X = 1) est de 20, est-ce compatible avec l'hypothèse 
de probabilité ? 

ES Échantillon représentatif 
Un grand groupe de presse 

désire lancer un journal des- 

tiné aux moins de 40 ans. Le 

service marketing subdivise la 
cible visée en quatre tranches : 

— les pré-ados : moins de 15 ans: 

-— les adolescents : 15-19 ans; 

— les 20-24 ans; 

- les jeunes adultes : 25-39 ans. 

Le sondage est effectué sur un échantillon de 935 per- 
sonnes, répartis de la façon ci-dessous (Tableau 1). 
On souhaiïte savoir si cet échantillon est représentatif de 
la population française. 

On dispose de la répartition de la population française 
au 1er janvier 2012 (Tableau 2). 

EI Compléter à l'aide de ces données le tableau suivant, 

correspondant à la population française. 

Moins de 15 ans 

15-19 ans 

20-24 ans 

25-39 ans 



El Pour chacune des tranches d'âge considérée, déter- 
miner grâce un intervalle de fluctuation asymptotique 

si les données de l'échantillon sont compatibles avec un 
tirage aléatoire à l'intérieur de la population française 

âgée de moins de 40 ans. 

On dira alors que le sondage s'appuie sur un échantillon 

représentatif de la population française, au regard des 

critères retenus. 

Tableau 1 Tableau 2 

Répartition dans Tranche d'âge dans la 

l'échantillon population générale 

Moins de 15 ans 

115 
120| |15-19ans 160 | 

935) |25-29ans 
6,2 

35-39 ans 

40-44 ans 

45-49 ans 

50-54 ans 

55-59 ans 

65-69 ans 

70-74 ans 

75 ans ou plus 

[44 Échantillonnage et estimation 
On souhaite estimer la prévalence du surpoids dans une 

ville, c'est-à-dire la proportion de personnes ayant une 

masse trop importante par rapport à leur taille. Pour cela 

460 personnes ont été sélectionnées de manière aléatoire 

à partir de la liste des logements connue par la munici- 

palité, c'est-à-dire que le fait d'avoir été sélectionné pour 

participer à l'étude est uniquement dû au hasard. On 

admet que cette procédure permet d'assimiler la sélec- 

tion des personnes interrogées à un schéma de Bernoulli. 
Un enquêteur s'est déplacé au sein de chaque logement 

après avoir convenu d'un rendez-vous afin de recueillir 

les informations nécessaires à l'enquête. 

El Dans un premier temps, l'enquêteur va s'assurer que 

l'échantillon est représentatif de la population qu'on étudie 

sur des informations qu'on peut vérifier et qui sont en lien 

avec le critère étudié. Dans le cas présent on peut connaître 

par exemple la proportion d'hommes et de femmes dans 

la population de la ville, ainsi que la répartition selon l'âge 

en demandant à la municipalité qui se référera aux infor- 

mations du recensement. Parallèlement on peut compta- 
biliser le nombre d'hommes et de femmes dans l'échan- 

tillon ainsi que la répartition selon l'âge. 

>) 

Répartition dans l'échantillon 

Échantillon 

Haits ÉnES E 

à œ Homme |. [Total 
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On sait que, dans la population, il y a 46 % d'hommes et 

20 % de personnes de plus de 60 ans. 

a. Déterminer l'intervalle de fluctuation asympto- 
tique au seuil 0,95 de la variable aléatoire « propor- 

tion de femmes » dans un échantillon aléatoire de 
taille 460 sélectionné au sein de la population de 
cette ville. 

b. Calculer la proportion de femmes dans l'échantillon 

et examiner si cette valeur appartient à l'intervalle de 

fluctuation. 

c. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil 0,95 de la variable aléatoire « proportion de per- 

sonnes âgées de plus de 60 ans » dans un échantillon 

aléatoire de taille 460 sélectionné au sein de la popula- 

tion de cette ville. 

d. Calculer la proportion de personnes de plus de 60 ans 

dans l'échantillon et examiner si cette valeur appartient 

à l'intervalle de fluctuation. 

e. Si pour chacune des variables, genre et âge, l'intervalle 

de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % contient la 

valeur de l'échantillon on considère que l'échantillon est 

représentatif de la population pour ce critère. 

Quelle est donc la conclusion pour le cas étudié ici ? 

F1 La première étape de ce travail a donc été de sélec- 

tionner un échantillon qui soit acéepté comme « repré- 

sentatif » de la population selon deux critères particu- 

liers. Ainsi les informations qui seront obtenues à par- 

tir de cet échantillon seront supposées généralisables, 

avec un certain nombre de précautions, à l'ensemble de 

la population dont il est extrait. 

Dans le cas de l'étude présentée ici, on souhaite estimer 

la proportion de personnes en surpoids. 

La définition du surpoids donnée par l'OMS (Organi- 

sation Mondiale de la Santé) est la suivante : une per- 

sonne est considérée en surpoids si son IMC (Indice de 

masse corporelle) est supérieur à 25. L'IMC se calcule de 

la manière suivante : masse en kg/(taille en m). 

La proportion de personnes en surpoids dans l'échan- 

tillon étudié est de 29,5 %. 

Déterminer un intervalle de confiance au niveau de 

confiance de 95 %. 
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Revoir les outils de base 

[45 E) Calculs avec la loi normale 
X est une variable aléatoire qui suit une loi normale 

N(2;1). 

EI Déterminer à l’aide de la calculatrice : 
a. P(1,5 <XK 2,5); 
b. P(X> 28); 
c. P(X< 1,8). 

El Déterminer sans la calculatrice l'espérance et l'écart- 

type de la loi de X. 

[46 | Calculs avec la loi binomiale 
X est une variable aléa- ME 
toire qui suit une loi 

binormiale % (20 ; 0,4). 

El Déterminer P(X = 8). 

El Déterminer 
P(10<X< 15). 

El On a représenté grâce 
à un tableur les valeurs 

de P(X< k). 
a. Déterminer le 

plus petit k, tel que 

P(X< k)> 0,275. 

b. Déterminer le 

plus petit k, tel que 

P(X< k) > 0,925. —— —— 
c. Comment peut-on interpréter l'intervalle [k, k]? 

ZA Loi normale et u, 
X est une variable aléatoire qui suit une loi normale 
N(0;1). 
On a défini au chapitre 11 le réel u, comme étant 

l'unique réel tel que: P(-u, <X<u,)=1—a. 

EX On a représenté ci-dessous la fonction de densité de 

la loi normale. Donner une interprétation graphique de 

Us. 

El Donner une valeur approchée de Uoos Et Uoo1- 
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Les savoir-faire du chapitre 

X est une variable aléatoire qui suit une loi 

binomiale B(n ; p). 

EX Rappeler la définition de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique au seuil (1 — æ) associé à X et rappeler 
son interprétation. 

El Quelles sont les conditions d'utilisation de l'intervalle 

de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % ? 

El Dans chacun des cas suivants, déterminer l'intervalle 

de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % et indi- 
quer si on peut l'utiliser pour valider ou infirmer une 

Une machine est conçue pour fabriquer des pièces 

d'un diamètre donné. Le contrat de garantie stipule que 

la probabilité qu'une pièce ne soit pas conforme est de 

p = 0,002. 
On s'aperçoit au bout d'un mois, que sur 15 000 pièces 

usinées, 80 étaient non conformes. 

Co | 

El Quelle est la fréquence d'apparition de pièces non 

conformes ? 

El a. Déterminer un intervalle de fluctuation associé à 

l'expérience au seuil de 95 %. 

b. Les conditions qui permettent d'utiliser cet intervalle 

de fluctuation sont-elles réunies ? 

c. Peut-on dire, au seuil de 95 %, affirmer que la fré- 

quence de pièces non conforme est compatible avec 

l'affirmation du constructeur ? 

En lien avec les sciences 

EU Population de poissons 
On a créé un lac artificiel à 
dans lequel on a introduit 

des truites et des brochets en 

quantité égale. 

Au bout d'un an, on souhaite 

savoir quelle est la proportion 

p de truites parmi les pois- 

sons. 

On décide de pêcher des poissons en différents endroits 
du lac, à différents moments, en les relâchant à chaque 
fois après avoir noté leur espèce. 



Quel intérêt peut avoir une telle méthodologie, 
sachant que l'on veut utiliser la méthode de l'intervalle 
de confiance ? 

Sur 123poissons ainsi répertoriés, on compte 

59 truites. 

a. À l'aide d'un intervalle de confiance, procéder à une 
estimation de la proportion de truites. 

b. Peut-on écarter l'hypothèse qu'il y ait autant de bro- 
chets que de truites ? 

c. Combien aurait-il fallu pêcher de poissons pour avoir 
un encadrement de p à 0,01 près ? 

Vers le Supérieur 

Pour info 
Intervalle de confiance au niveau de confiance 95 % 

Dans le supérieur, on utilise un intervalle de confiance 

donné par la formule : 

=] 196 EN An 1 +1,96 IN) | 

CE Référendum 
Pour prévoir le résultat d'un référendum, on interrogé 

400 électeurs constituant un échantillon de la popula- 

tion à même de prendre part au vote. 

53 % des électeurs ont déclaré avoir l'intention de voter 

oui. On appelle p la proportion de la population totale 

qui a l'intention de voter oui. 

EI Déterminer un intervalle de confiance de p au niveau 

de confiance 95 %. 

F1 Peut-on assurer que plus de 50 % des électeurs ont 

l'intention de voter oui ? 

El Combien aurait-il fallu interroger de personnes pour 

être à peu près sûr qu'au moins 50 % des électeurs ont 

l'intention de voter oui, avec un résultat de 53 % dans 

l'échantillon ? 

Sondage 
On a obtenu, lors d'un sondage réalisé auprès d'un 

échantillon de 1 000 personnes les résultats d'intentions 

de votes suivants : 

EI Déterminer un intervalle de confiance pour le résultat 

de chacun des candidats. 

El Comparer pour chaque candidat l'amplitude de l'in- 

tervalle de confiance obtenu. 

El Combien faut-il interroger de personnes pour que l'am- 

plitude de l'intervalle du score de Z soit inférieur à 0,002 ? 

SEE D'après BTS 
Chaque jour, une entreprise produit des condensateurs 

identiques en grande quantité. 

Chaque condensateur fabriqué peut présenter 

deux défauts : l’un au niveau des armatures, appelé 

défaut À, et l’autre, appelé défaut B, au niveau du dié- 

lectrique. 

Une étude statistique a montré que 2 % des condensa- 

teurs fabriqués présentent le défaut A et 1 % le défaut B. 

La présence du défaut A sur un condensateur choisi au 

hasard dans la production est considérée comme un 

évènement aléatoire indépendant de la présence du 
défaut B sur le même condensateur. 

El On prélève un condensateur au hasard dans la pro- 

duction. 

a. Calculer la probabilité que ce condensateur présente 

les deux défauts À et B. 

b. Calculer la probabilité que ce condensateur ne pré- 

sente aucun défaut. 

c. Calculer la probabilité que ce condensateur présente 

au moins un des deux défauts. 

F1 Onréalise des prélèvements aléatoires de 100 conden- 

sateurs dans la production. 

Chacun de ces prélèvements est assimilé à un tirage 

avec remise. 

Un condensateur est dit défectueux lorsqu'il présente 

au moins un des deux défauts. 

On admet, pour cette question, que la probabilité qu'un 

condensateur prélevé au hasard soit défectueux est 

0,03. 
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de 

condensateurs défectueux dans un lot de 100 conden- 

sateurs prélevés au hasard. 
3 Pe-… 3 ce 

a. On admet que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale. Préciser les paramètres de cette loi. 

b. Calculer la probabilité, à près, qu'il y ait dans un lot 

exactement 3 condensateurs défectueux. 

El La capacité nominale des condensateurs est 210 UF. 

Un condensateur est déclaré « conforme » lorsque sa 

capacité réelle appartient à l'intervalle [189 ; 2521]. 

On note Z la variable aléatoire qui associe à un conden- 

sateur choisi au hasard dans la production sa capacité 

réelle en UF. 

On admet que la variable aléatoire Z suit une loi normale 

de moyenne 210 et d'écart type 12. 

On prélève au hasard un condensateur dans la produc- 

tion. 

Déterminer, à 10-3 près, la probabilité que ce condensa- 

teur soit conforme. 

CHAPITRE 12 Échantillonnage et estimation 



Les probabilités et les statistiques au lycée 

El BAC Lois continues, loi binomiale, 
fluctuation asymptotique 
Une grande entreprise dispose 
d'un vaste réseau informa- 
tique. On observe le temps de 
fonctionnement normal sépa- 

rant deux pannes informa- 

tiques. Ce temps sera appelé 

«temps de fonctionnement ». 

Soit X la variable aléatoire 
égale au temps de fonctionne- 

ment, exprimé en heures. 

On admet que X suit une loi 

exponentielle de paramètre À. 

Le paramètre À est un réel strictement positif. 

On rappelle que, pour tout réel t > 0 

É <t)= DA P(Xt) {k le “dx. 

E On sait que la probabilité que le temps de fonction- 

nement soit inférieur à 7 heures est égale à 0,6. 

Montrer qu'une valeur approchée de À, à 107? près est 

0181: 

Dans les questions suivantes, on prendra 0,131 pour valeur 

approchée de }, et les résultats seront donnés à 10°? près. 

El Montrer qu'une valeur approchée de la probabilité 

que le temps de fonctionnement soit supérieur à 5 

heures est égale à 0,52. 

El Calculer la probabilité que le temps de fonctionne- 

ment soit supérieur à 9 heures sachant qu'il n'y a pas eu 

de panne au cours des quatre premières heures. 

E1 Calculer la probabilité que le temps de fonctionne- 

ment soit compris entre 6 et 10 heures. 

Fi On relève aléatoirement huit temps de fonctionne- 

ment, qu'on suppose indépendants. 

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de relevés 

correspondant à des temps de fonctionnement supé- 

rieurs ou égaux à 5 heures. 

a. Quelle est la loi suivie par Y ? 

b. Calculer la probabilité que trois temps parmi ces huit 

soient supérieurs ou égaux à 5 heures. 

c. Calculer l'espérance mathématique de Y (on arrondira 
à l'entier le plus proche). 

Question ouverte 

Baul bout d' un an, on décide de vérifier si la modé- 
“lisation précédente est toujours valable. On relève | 

120 temps de fonctionnement et on constate que 

| dans 70 cas, le temps de fonctionnement entre deux 
pannes est inférieur à à 5 heures. Peut-on remettre en 
cause la probabilité établie an? 

Î 
Î H 
i 

Î 

; 

Estimation, loi binomiale, loi normale 
D'après BTS. 
Une société s'occupe 

de la saisie informa- 

tique de documents. 

Pour chaque docur- 

ment, une première 

saisie est retournée, 

pour vérification, au 

client correspondant. 
Les résultats deman- 

dés seront donnés : 

sous forme de valeurs décimales FRERE à 10° $. 

Partie A 

Pour chaque document, le délai de retour de la pre- 

mière saisie vers le client est fixé à deux semaines. On 

appelle p la probabilité qu'une saisie choisie au hasard 

soit effectivement retournée au client dans le délai fixé. 

On désigne par X la variable aléatoire qui, à tout échan- 

tillon de n saisies choisies au hasard par tirage avec 

remise, associe le nombre de saisies pour lesquelles le 
délai de retour n'a pas été respecté. 

EX Pour estimer p, on a effectué une étude statistique. Sur 

1250 saisies, 1 122 ont été réalisées dans le délai imparti. 

Proposer une estimation de p à l’aide d'un intervalle de 

confiance au niveau 95 %. 

Dans la suite de l'exercice, on prendra p = 0,9. 

F1 à. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire X ? 

b. Quel est le nombre moyen de saisies pour lésquelles 
le délai de retour n'est pas respecté ? 

c. Pour cette question, on suppose que n = 20. Calculer 

la probabilité P(X = 2). 
d. Quelle doit être la valeur de n pour que la probabilité 
qu'au moins une saisie ait été retournée hors délai soit 
supérieure à 0,5 ? 

Partie B 
On désigne par Y la variable aléatoire qui, à chaque sai- 
sie retournée et choisie au hasard par tirage avec remise, 
associe le nombre d'erreurs décelées dans cette saisie 
par le client correspondant. On admet que Y suit une loi 
normale de moyenne 30 et d'écart type 8. 

El Calculer P(Y < 35), P(Y > 25) et P(25 < Y< 35). 

F1 Donner une valeur approchée de P(22<Y< 38). 

Questiôn ouverte 

El L'entreprise veut signer une charte qualité qui sti- 
pule qu'elle garantit au client qu'au moins 99 % des 
saisies comporte moins de n fautes. Déterminer le 
plus petit nombre entier n qui rende l'engagement 
de l'entreprise conforme aux données de la partie B. 
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sujets de synthèse 

LR cTe) ED Lois continues, 
loi binomiale : 
On s'intéresse à des lampes dont 

la durée de vie en années suit 

une loi exponentielle de para- 

mètre À. Le paramètre À est un 
réel strictement positif. 

On rappelle que : 

pour tout réel t > 0, 

P(X<t)= ['he id. 

Les résultats demandés seront donnés sous forme de 

valeurs décimales arrondies à 107. 

Ea.On suppose que pour toutes les lampes, 

E(X) = 1,01. En déduire la valeur de À. 
Dans toute la suite de l'exercice, on considèrera que 

À = 1. 

b. Calculer P(X < 0,5). 
c. Calculer P(X > 2). 
d. Soit un réel t > 0. Exprimer P(X > t) en fonction det. 

El On s'intéresse à une guirlande lumineuse qui com- 

porte n ampoules, dont les durées de vie respectives 

X... X Suivent toutes une loi exponentielle de para- 

mètre 1. On suppose que toutes les ampoules ont des 

fonctionnements indépendants, c'est-à-dire que pour 

tout réel positif t, les événements (X; <t),..., (X, <t) 
sont deux à deux indépendants. 

a. Si n = 50, quelle est la probabilité qu'aucune des 

lampes ne dure plus d'un an ? 

b. On revient au cas général. Déterminer, en fonction de nett 

la probabilité qu'au moins une lampe dure plus de t années. 

El On se place dans la même situation qu'au El, et on 

appelle Y la variable définie par : Ÿ = max(X,.…., X,). 
On dispose des instructions suivantes : 

D ALEAEXPO(À), qui renvoie une réalisation d'une 

variable aléatoire suivant une loi exponentielle de para- 

mètre À ; 

» MAX(a,b) qui renvoie le plus grand de deux nombres 

a et b. 

a. Compléter le programme suivant, pour qu'il simule 

une réalisation de la variable Y. 
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b. On donne n = 5, et les valeurs successives de X,,..., X,. 

Compléter avec les valeurs successives de n : 

Question ouverte 

EJ En utilisant le résultat du Elb. montrer que la 
variable aléatoire Y peut être associée à une densité 
fn, définie sur [o ;: + œ{, dont on donnera l'expres- 

sion. 

CD Loi binomiale, tests 

El Dans un stand de tir, un 
tireur effectue des tirs suc- 

cessifs pour atteindre un 

ballon afin de le crever. 

À chacun de ces tirs, il a la 
probabilité 0,2 de crever 

le ballon. Le tireur s'arrête 

quand le ballon est crevé. 

Les tirs successifs sont 

supposés indépendants. 

a. Quelle est la probabilité qu'au bout de deux tirs le bal- 

lon soit intact ? 

b. Quelle est la probabilité que deux tirs suffisent pour 

crever le ballon ? 

c. Quelle est la probabilité p, que n tirs suffisent pour 

crever le ballon ? 

d. Pour quelles valeurs de n a-t-on p, > 0,99 ? 

El Ce tireur participe au jeu suivant : 
Dans un premier temps il lance un dé tétraédrique régu- 

lier dont les faces sont numérotéesgle 1 à 4 (la face obte- 

nue avec un tel dé est la face cachée) ; soit k le numéro 

de la face obtenue. Le tireur se rend alors au stand de tir 

et il a droit à k tirs pour crever le ballon. 

Démontrer que, si le dé est bien équilibré, la probabilité 

de crever le ballon est égale à 0,4 096 (on pourra utiliser 

un arbre pondéré). 

El Le tireur décide de tester le dé tétraédrique afin de 

savoir s'il est bien équilibré ou s'il est pipé. Pour cela il 

lance 200 fois ce dé et il obtient le tableau suivant : 

À l'aide de la méthode de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique, déterminer pour chaque face si les résul- 

tats obtenus sont compatibles avec l'hypothèse que le 

dé est équilibré. 



Les probabilités et les statistiques au lycée 

| BAC | Suites, estimation, probabilités 
conditionnelles 
On dispose de deux urnes, notées A et B, qui contiennent 

respectivement deux boules rouges et deux boules bleues. 

On effectue n fois l'expérience aléatoire suivante : on tire 

simultanément une boule de l’urne A et une boule de l’urne 

B et on remet dans A la boule tirée de B, et réciproquement. 

On considère les événements suivants : 

X, : l'urne A contient deux boules rouges au bout de n 
tirages. 

Y, : l'urne A contient une boule rouge exactement au 

bout de n tirages. 

Z, : l'urne A ne contient aucune boule rouge au bout de 

n tirages. 

On appelle par ailleurs p,, q,, r, les probabilités respec- 

tives des événements X,, Y,, Z,. 

Partie A 

On supposera dans cette partie que n = 20. Valérie fait 

deux hypothèses, qu'elle aimerait tester : 

D (H;) : la probabilité que l'urne A contienne une boule 

rouge est de + ; 

D (H;) : la probabilité que l'urne A contienne deux boules 

rouges est différente de la probabilité que l’urne A ne 

contienne aucune boule rouge. 

On effectue 300 simulations et on obtient les résultats 

suivants : dans 47 cas, l’urne A contient deux boules 

rouges, dans 203 cas une boule rouge et dans le reste 

des cas, aucune boule rouge. 

El En utilisant un intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 95 %, indiquer si Valérie peut garder sa pre- 

mière hypothèse. 

F1 a. En utilisant deux intervalles de confiance au niveau 

95 %, établir une estimation de p;, etune estimation de ho. 

b. Peut-on accepter l'hypothèse de Valérie ? 

Combien aurait-il fallu effectuer de simulations pour 
qu'avec les mêmes proportions observées, l'hypothèse 
de Valérie puisse être validée ? 

Partie B 

El Déterminer p,, q,, r, pour n = 0, puis pour n = 1. 

El a. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 

Pn+1 — 0,25 

n+1 = Pn + 0,5qn + In 

Mh+1 = 0,25q 

b. Que peut-on en déduire concernant les suites p et q ? 

Que dire de l'hypothèse de Valérie ? 

El On pose pour tout entier naturel n : u, = 2p, + q, et 

Vn = APn — Gn- 

a. Montrer que la suite u est constante. 

b. Montrer que la suite v est géométrique. 

c. En déduire l'expression de u,, v,, puis p,, 4, 5 en 

fonction de n. 

E1 Déterminer la limite des suites (p,), (qn), (mn). 

| [BAC | Suites, estimation 
probabilités conditionnelles et arbres 
Dans un zoo, l'unique activité 

d'une otarie est l’utilisation 

d'un bassin aquatique équipé 

d'un toboggan et d'un plon- 

geoir. 

On a observé que si l'otarie 

choisit le toboggan, la proba- 

bilité qu'elle le reprenne est 0,3. 

Si elle choisit le plongeoir, la probabilité qu'elle le 

reprenne est p. Lors du premier passage, les deux équi- 

pements ont la même probabilité d'être choisis. 

Pour tout entier naturel n non nul, on considère l'évè- 

nement : 

T, : « l'otarie utilise le toboggan lors de son n-ième pas- 

sage. »; 

P,: « l'otarie utilise le plongeoir lors de son n-ième pas- 

sage. ». 1 

On considère alors la suite (u,) définie pour tout entier 

naturel n >1 par: 

Un = P(T) où p(T,) est la probabilité de l'évènement T,. 

El On a observé l'otarie pendant plusieurs mois, et on 

s'est aperçu que sur les 232 fois où elle avait d'abord 

choisi le plongeoir, elle l'avait repris 180 fois. 

En déduire une estimation de p accompagnée de son 
intervalle de confiance au seuil de 95 %. 

Dans la suite du problème, on prendra p = 0,8. 

El a. Donner les valeurs des probabilités p(ñ), p(P) et 
des probabilités conditionnelles pr (T;), Pr, (P>). 

b. Montrer que p(T;) = +. 

c. Démontrer en utilisant un arbre de probabilités, que 
pour tout entier n>1,u,};, = O,lu, + 0,2. 

e. À l’aide de la calculatrice, émettre une conjecture 
concernant la limite de la suite {u,,). 

El On considère la suite (v) définie pour tout entier 
naturel n >1 par: 

ne 2 
VU 

9 
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sujets de synthèse 
a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de rai- 
son 5 - Préciser son premier terme. 

b. Exprimer v, en fonction de n. En déduire l'expression 
de un en fonction de n. 

c. Calculer la limite de la suite (u,,).Ce résultat permet-il 
de valider la conjecture émise en El e. ? 

(60! «7 Estimation, loi binomiale 
Dans un jeu vidéo, un vaisseau spatial apparaît à gauche 

de l'écran, et se déplace à chaque seconde d’une unité 
vers la droite, et verticalement d'une unité vers le haut ou 

vers le bas, avec des probabilités respectives 0,6 et 0,4. On 

peut représenter la situation de la façon suivante : 

20 

4 FRS 2S TRUE ARS AS DT A0 2 AS LS LS 
NT 

On se demande à quelle hauteur « moyenne » le vais- 
seau sort de l'écran. 

El On décide d'effectuer une simulation à l’aide d'un 

tableur : 

A =SIENTIALEA()#$ES2)=1;1;-1) 

a. Expliquer comment la formule entrée en B2 permet 

de simuler le déplacement vertical du vaisseau. 

b. Quelle formule faut-il placer en C2 pour obtenir par 

recopie la hauteur du vaisseau sur l'écran ? 

FOn décide d'utiliser un algorithme pour pouvoir 

effectuer 1 000 simulations. 

10 20 30 40 50 » 

a. Quelle partie de l'algorithme permet de simuler le 

déplacement vertical ? 

b. Comment la hauteur moyenne sur 1000 déplace- 
ments est-elle obtenue ? 

c. Modifier le programme pour qu'il détermine le 

nombre de trajectoires pour lesquelles la hauteur de 

sortie est négative. 

El On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de 
déplacements vers le haut, et H la hauteur de la parti- 

cule lorsqu'elle sort de l'écran. 
a. Quelle est la loi de X? 
b. Quelle est l'espérance de X ? 

c. Déterminer le lien entre X et H. En déduire l'espérance 

de H. Interpréter. 

FE) Statistiques, loi normale 
D'après BTS. Une entreprise fabrique en série des pièces 

dont le diamètre, mesuré en millimètres, définit une variable 

aléatoire D. On admet que cette variable aléatoire D suit 

la loi normale de moyenne m et 1 écart Hype S. 

Ela.Un échantillon de : RES 
100 pièces est prélevé au 

hasard dans la produc- 

tion. Les mesures des dia- 

mètres des pièces de cet 

échantillon sont regrou- 

pées dans le tableau ci- 

contre. En faisant l'hypo- [46:48 
thèse que, pour chaque 

classe, les valeurs mesu- 

rées sont égales à celle du centre de la classe, calculer 

à l’aide de la calculatrice à 10°? près, la moyenne d'et 

l'écart type s de cet échantillon. 

Dans la suite de cette question, on considèrera que 

la production suit une loi normale N(d ; s?). 

[4,4 ; 4,61 

b. Déterminer la probabilité quæne pièce prise au 

hasard ait un diamètre compris entre 4 et 5 mm. 

c. Déterminer un intervalle centré en d qui contient le 

diamètre d'une pièce prise au hasard avec une probabi- 

lité de 95,4 %. 

F1 Dans cette question, on admet que la production 

comporte 5 % de pièces inutilisables. 

a. L'entreprise conditionne ses pièces par boîtes de 25. 

On tire une boîte au hasard. (On assimilera cette épreuve 

à un tirage successif avec remise de 25 pièces dans la 

production.) On désigne par K le nombre de pièces inu- 

tilisables dans cette boîte. 
b. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire K? 
c. Calculer, à 10 * près, la probabilité que cette boîte 

contienne exactement une pièce inutilisable. 

d. Calculer, à 10°? près, la probabilité que cette boîte 

contienne au plus une pièce inutilisable. 
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Les probabilités et les statistiques au lycée : 

C7Æ Loi normale, loi binomiale, équation 
avec loi normale 
D’après BTS. 

Une machineest chargée de conditionner des paquets de 

farine ; la masse M d'un paquet est une variable aléatoire 

qui suit une loi normale d'écart type constant, 6 = 30, 
et dont la moyenne m peut être modifiée. Un paquet est 
refusé si sa masse est inférieure à 955 grammes. 

On arrondira les résultats à 1073. 

El On suppose que la moyenne m est égale à 1 000. 

a. Quelle est la probabilité pour qu'un paquet soit 

refusé ? 

b. Déterminer un intervalle centré autour de m qui 

contienne la masse d’un paquet prélevé au hasard avec 

une probabilité de 0,95 

El On suppose que la probabilité pour qu'un paquet soit 

refusé est p — 0,07. 

On dispose de 100 paquets ; soit X la variable aléatoire 

dénombrant le nombre de paquets à rejeter. 

a. Quelle est la loi de X? 
b. Calculer P(X = 3). 
c. Quelle est la probabilité qu'au moins un des paquets 

soit refusé ? 

d. Quel est le nombre moyen de paquets refusés ? 

El Afin de diminuer le nombre de paquets refusés, on 

décide de modifier le réglage de la machine. On cherche 

la valeur de m pour que la probabilité d'accepter un 

paquet soit égale à 0,99. 

On pose Y = de 

a. Quelle loi est suivie par Ÿ ? 

b. À l’aide de la calculatrice, déterminer une valeur t 

telle que P(Y<t) = 099. 
c. En déduire la valeur de m cherchée. 

EE Estimation, loi binomiale. 

Une association organise des prome- 

nades en montagne. Douze guides 

emmènent chacun, pour la journée, 

un groupe de personnes dès le lever 

du Soleil. 

L'été, il y a plus de demandes que de 

guides, et chaque groupe doit s'ins- 

crire la veille de la promenade. 

Mais l'expérience des dernières années prouve qu'il y a 

une probabilité p pour qu'un groupe inscrit ne se pré- 

sente pas au départ de la promenade. 

On admettra que les groupes inscrits se présentent 
indépendamment les uns des autres. 

Les probabilités demandées seront arrondies au centième 

le plus proche. 

El Sur 156 groupes inscrits ces dernières années, on a 

observé que vingt ne s'étaient pas présentés. 

Proposer une estimation de p à l'aide d'un intervalle de 

confiance au niveau 95 %. 
; 1 

Dans la suite de l'exercice, on prendra p = 8- 

El Montrer que la probabilité qu'un jour donné les douze 

groupes inscrits soient tous présents est comprise entre 

0,20 et 0,21. 

ElOn désigne par X la variable aléatoire égale au 

nombre de jours où les douze groupes inscrits se sont 

tous présentés au départ lors d'un mois de 30 jours. 

a. Montrer que X suit une loi binomiale dont on préci- 

sera les paramètres. 

b. Donner la signification des évènements X = 30 puis 

X = 0 et calculer la probabilité de ces évènements. 

c. Préciser l'espérance mathématique E(X). Quelle 
signification peut-on donner à ce résultat ? 

EJUne somme de 1 Crédit (la monnaie locale) est 

demandée à chaque groupe pour la journée. 

Cette somme est réglée au départ de la promenade. 

Dans le cas où un groupe ne se présente pas au départ, 
l'association ne gagne évidemment pas le Crédit que ce 

groupe aurait versé pour la journée. 

On nomme S la variable aléatoire égale à la somme, en 

Crédits, perçue par l'association un jour donné. 

Calculer la probabilité de l'évènement (S = 11). 
Préciser l'espérance mathématique de S. - 

El a. Agacé par le nombre de guides inemployés, le 

dirigeant de l'association décide de prendre chaque 

jour une réservation supplémentaire. Évidemment si 

les treize groupes inscrits se présentent, le treizième 

groupe sera dirigé vers une activité de substitution. 
Toutefois, cette activité de remplacement entraîne une 
dépense de 2 Crédits à l'association. 

Quelle est la probabilité P3 qu'un jour donné il n'y ait 
pas de désistement, c'est-à-dire que les treize groupes 
inscrits la veille se présentent au départ de la prome- 
nade ? 

b. Soit R la variable aléatoire égale au coût de l'activité 
de substitution. 

Préciser la loi de la variable aléatoire R et calculer son 
espérance mathématique. 

c. Montrer que le gain moyen obtenu pour chaque jour 
este k ae 

13 13)\ 727 AR 

DK (e)(s) 28 
Calculer ce gain. 

d. La décision du dirigeant est-elle rentable pour l'asso- 
ciation ? 

@3% Les PROBABILITÉS ET LES STATISTIQUES AU LYCÉE : SUJETS DE SYNTHÈSE 



sujets de synthèse 

| BAC | Probabilités conditionnelles, 
loi binomiale, tests 
Une urne contient des boules indis- 

cernables au toucher. 

20 % des boules portent le numéro 1 

et sont rouges. 

Les autres portent le numéro 2 et 

parmi elles, 10 % sont rouges et les 

autres sont vertes. 

El On tire une boule au hasard. Quelle est la probabilité 

qu'elle soit rouge ? 

El On a tiré une boule au hasard. Elle est rouge. 

Montrer que la probabilité qu'elle porte le numéro 2 est 
: _. 
égale à 7 

El Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On effectue n tirages successifs d’une boule avec remise 

(après chaque tirage la boule est remise dans l’urne). 

a. Exprimer en fonction de n la probabilité d'obtenir au 

moins une boule rouge portant le numéro 1 au cours 

des n tirages. 

b. Déterminer l'entier n à partir duquel la probabilité 

d'obtenir au moins une boule rouge portant le numéro 
1 au cours des n tirages est supérieure ou égale à 0,99. 

El On décide d'effectuer une série de tirages pour véri- 

fier le pourcentage de boules portant le numéro 1. Au 

bout de 235 tirages, on obtient 42 boules portant le 

numéro 1. 

a. Ces résultats sont-ils, au seuil de 95 %, conformes aux 

données initiales de l'énoncé ? 

(On précisera bien la méthode utilisée et on vérifiera ses 

conditions d'utilisation.) 

b. Combien aurait-il fallu faire de tirages pour remettre 

en cause les données de l'énoncé avec un même pour- 

centage de boules portant le numéro 1 ? 

Œ Probabilités conditionnelles, 
loi binomiale, tests 
D'après BTS. 

Les trois parties sont indépendantes. 

Le but de ce problème est d'étudier les performances 

d’une photocopieuse qui réalise en grand nombre 

des copies de documents dans une entreprise. 

Partie A - Étude de deux défauts 
Les copies réalisées avec cette photocopieuse peuvent 

présenter deux types défaut : 

b un défaut lié à la qualité du tambour de la photoco- 

pieuse ; 

b un défaut lié à la qualité de l'encre utilisée. 

On prélève une copie au hasard dans l'ensemble des 

copies réalisées pendant une journée donnée. 

On noteT l'événement « la copie présente le défaut lié à 

la qualité du tambour », et E l'événement « la copie pré- 

sente le défaut lié à la qualité de l'encre ». 
On donne P(T) = 0,02 ; P(E) = 0,04. On suppose de 
plus que les événementsT et E sont indépendants. 

Calculer la probabilité de chacun des événements sui- 

vants : 
À : « la copie présente les deux défauts » ; 

B : «la copie présente l’un au moins des deux défauts » ; 

C:«la copie ne présente aucun défaut ». 

Partie B - Étude du nombre de copies défectueuses 

On admet qu'une copie prélevée au hasard dans l'en- 

semble des copies réalisées au cours d'une journée 

donnée, est défectueuse avec une probabilité de 0,06. 

On appelle copie défectueuse une copie présentant au 

moins un des deux défauts. En appelant D l'événement 

« la copie est défectueuse », on a donc P(D) = 0,06. 

On prélève au hasard 50 copies dans l'ensemble des 

copies réalisées pendant une journée donnée. On sup- 

pose que le nombre très important de copies réalisées 

dans la journée permet d'assimiler ce prélèvement à un 

tirage avec remise. 

On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de 

copies défectueuses dans un prélèvement de 50 copies. 

El Justifier que la variable aléatoire X suit une loi bino- 

miale, et déterminer ses paramètres. 

F1 Calculer la probabilité que dans un tel prélèvement, il 

y ait au maximum deux copies défectueuses. 

Partie C - Étude d’une nouvelle photocopieuse 

L'entreprise achète une 
nouvelle photocopieuse 

et décide de faire un pré- 

lèvement aléatoire de 

100 copies parmi celles 

réalisées par cette nou- 

velle photocopieuse. Ce 

prélèvement, qui peut 8 

être assimilé à un tirage avec remise, contient 10 copies 

défectueuses. 

El Calculer la fréquence des copies défectueuses dans 

ce prélèvement. 

F1 Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique 

au seuil de 95 % de la proportion de copies défectueuses 

avec la nouvelle photocopieuse sur un échantillon de 

100 copies. (arrondir les valeurs à 10°? près) 

El Le responsable du parc des photocopieuses doit-il 

considérer que la nouvelle photocopieuse acquise est 

de moins bonne qualité ? 
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Les probabilités et les statistiques au lycée 

E } Probabilités conditionnelles, 
loi binomiale, lois normale et exponentielle 
Une urne contient 10 boules blanches et n boules 

rouges, n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

On fait tirer à un joueur des boules de l’urne. À chaque 

tirage, toutes les boules ont la même probabilité d'être 

tirées. Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 euros 

et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 euros. 

On désigne par X la variable aléatoire correspondant au 

gain algébrique obtenu par le joueur. 

Les quatre questions de l'exercice sont indépendantes. 

El Le joueur tire deux fois successivement et sans remise 

une boule de l'urne. 

a. Démontrer que : 

20n 
P(X=—1)= ; nos) 

b. Calculer, en fonction de n la probabilité correspon- 
dant aux deux autres valeurs prises par la variable X. 

c. Vérifier que l'espérance mathématique de la variable 

aléatoire X vaut : 
— 6n? — 14n + 360 

E(X) = ? CO a oNnree) 
d. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles l'espé- 

rance mathématique est strictement positive. 

F1 On suppose ici que n = 30. 
Le joueur tire 20 fois successivement et avec remise une 

boule de l’urne. 

Les tirages sont indépendants. On appelle Y la variable 

aléatoire égale au nombre de boules rouges. 

a. Quelle est la loi de Y ? 

b. Déterminer la valeur minimale de l'entier n afin que la 
probabilité d'obtenir au moins une boule rouge au cours 

de ces 20 tirages soit strictement supérieure à 0,999. 

El On tire cette fois 500 fois successivement et avec 

remise une boule de l'urne. 

a. Déterminer l'espérance et la variance de Y. 

275 

500 X 0,75 X 0,25 
b. On considère que la variable T = 
suit une loi normale N(0 ;1). 
Citer le théorème qui permet d'affirmer que T est une 
approximation de Ÿ. 

c. En déduire une valeur approchée de la probabilité : 
P(350 < Y< 375). 

EI On suppose que n = 1000. 
L'urne contient donc 10 boules blanches et 1 000 boules 
rouges. 
Le joueur ne sait pas que le jeu lui est complètement 
défavorable et décide d'effectuer plusieurs tirages sans 
remise jusqu'à obtenir une boule blanche. 

Le nombre de boules blanches étant faible devant celui 

des boules rouges, on admet que l'on peut modéliser le 
nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule 

blanche par une variable aléatoire Z suivant la loi : 

pourtoutke N, p(Z<k)= je 0,01e 0%dx"; 

On répondra donc aux questions suivantes à l'aide de 

ce modèle. 

a. Calculer la probabilité que le joueur ait besoin de tirer 

au plus 50 boules pour avoir une boule blanche, soit 
P(ZK 50). 
b. Calculer la probabilité conditionnelle de l'évènement : 

«le joueur a tiré au maximum 60 boules pour tirer une 

boule blanche » sachant l'évènement «le joueur a tiré 

plus de 50 boules pour tirer une boule blanche ». 

CD Estimation, loi géométrique 
tronquée 
On dispose d'une pièce truquée telle que la probabi- 

lité d'obtenir Pile est égale à p et on effectue 10 tirages 
indépendants. On s'intéresse alors à la variable aléatoire 

X égale au numéro du tirage pour lequel Pile sort pour 

la première fois. Par convention, si pile ne sort jamais, on 

pose X = 0. 

El On a effectué 354 lancers et obtenu 210 fois Pile. 

Proposer une estimation de p à l’aide d'un intervalle de 
confiance au niveau 95 %. 

Dans la suite de l'exercice, on prendra p = 0,6. 

FE] a. Déterminer P(X = 0). 
b. Déterminer P(X = 1). 
c. Déterminer P(X = k) pour kentier, 1 <k< 10. 
d. Calculer E(X). On arrondira le résultat à 10 3. 
ElOn souhaite proposer un algorithme simulant une 

expérience et fournissant en sortie la valeur de X. 

a. On propose l'algorithme suivant : 

Expliquer pourquoi cet algorithme fournit bien la valeur 
attendue. 

b. Modifier cet algorithme pour qu'il effectue 1 000 simu- 
lations et calcule la valeur moyenne de X. Quel para- 
mètre est-on en train de simuler ? 
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Du problème vers les notions 
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Au fil du temps 

Mathématiques d'hier et d'aujourd'hui 
RSR est la partie des mathématiques consacrée à l'étude des nombres entiers. Les nombres 

ont fasciné les hommes dès l'Antiquité : selon la PhIosopiIe pythagoricienne (environ 450 ans av. J.-C.) 

l'harmonie du monde est régie par les nombres. 

Dès le ne siècle av. J.-C. dans les Éléments d'Euclide (325-265 av. J.-C.), sont introduites les notions 

de division euclidienne, de nombre premier, de PGCD : ces notions fondamentales pour l'étude de 

l’arithmétique sont développées dans le présent chapitre. RARE Meta Les 

Plus récemment, au xvie siècle, le mathématicien français Pierre de Fermat : PIERRE DE FERMAT — 
(1601-1665) a proposé plusieurs conjectures concernant l'arithmétique ; 

certaines se sont révélées fausses. La plus célèbre d'entre elles, appelée 

le « grand théorème de Fermat », tant on était persuadé qu'elle était 

vraie, a nécessité près de 350 ans pour être démontrée, malgré de très : D A450F 
nombreux efforts des plus grands mathématiciens (mais aussi d'amateurs : y UXCEA : 
éclairés !) pour y parvenir. C'est en 1994 que le mathématicien britannique : RE É 
Andrew Wiles (1953) en a publié une démonstration complète de plus de HETITR BAT 
cent pages, qui utilise des notions mathématiques nombreuses et complexes. Pourtant, fénonce de cette 

conjecture est compréhensible par un collégien et tient sur un timbre poste : «pour n > 2, la somme de 

deux puissances n-ièmes d'entiers n'est jamais une puissance n-ième d'entier ». 

Au début du xixe siècle, le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855) a apporté une 
grande contribution à l'arithmétique, en introduisant en particulier la notion de éongruence, étudiée 
dans ce chapitre. L'arithmétique a fasciné tous les mathématiciens à un moment de leurs travaux, sans 
doute par la grande simplicité de certains énoncés et la grande difficulté à valider certaines conjectures. 
D'après Gauss, « La mathématique est la reine des sciences et l'arithmétique la reine des mathématiques » ; 
sans doute le jugement n'est-il pas objectif. = 

Zoom sur des conjectures célèbres 
-S) Les nombres parfaits 
Un nombre entier naturel est « parfait » s'il est égal à 

la somme de ses diviseurs, autres que lui-même. Par 

exemple, 6 est parfait : ses diviseurs sont 1, 2,3 et 6 

etona:1+2+3 = 6.O0n connaît aujourd'hui une 

David Hilbert, un des plus 

grands mathématiciens du 
XXe siècle, s'est intéressé, 

. entre autres choses, à 

ù : Me ; l'arithmétique en utilisant 
cinquantaine de nombres parfaits ; ils sont tous pairs. . l'outil de l'algèbre. On peut 

Les nombres parfaits, étudiés depuis le me siècle av. J.-C. lire en épitaphe sur sa tombe : 
sont encore aujourd'hui un grand mystère : on ignore Wir müssen wissen, Wir David Hilbert 
s'il en existe des impairs (on suppose que non, sans werden wissen. » (« Nous (1862-1943), 
savoir le prouver) ; s’il en existe, le plus petit est très devons savoir, nous saurons. »). mathématicien 
grand. On ignore aussi s'il existe une infinité de pen 
nombres parfaits, ou non … 

Quel est le second nombre parfait après 6 ? Pour le troisième, il faudrait s’aider d’un algorithme... 

©) La conjecture de Goldbach gs 
«Tout nombre pair supérieur ou égal à 4 s'écrit comme la somme de deux nombres premiers ». 
Cette conjecture, énoncée par le mathématicien allemand Christian Golbach (1690-1764), continue de 
résister à toute démonstration ou invalidation. 

Tester la conjecture sur les nombres pairs de 4 à 30. 
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Notre numéro INSEE figure 

sur notre carte VITALE. 

Références bancaires 

Clé RIB 
__30003 | 01835 | 00050406322 | 29 

æ 

00 

D "y ae rh dc nn ra des tEEE 
ns dde noi dE Sélicit 

Les codes-barres des produits de consommation, les codes ISBN 

pour les livres, les relevés d'identité bancaire, les numéros d'INSEE 

se terminent tous par une clé qui a pour but de détecter certaines 

erreurs. La division euclidienne et les congruences que l'on étudie 

dans ce chapitre sont les principaux outils utilisés pour « fabriquer » 

ces clés et étudier les erreurs qu'elles permettent de déceler. 

Divisibilité et congruences 



EUVTTAD CD 

Partie A - Les codes-barres (a) Code-barres EAN-13 

1} Les codes-barres et les codes ISBN 

| 

El Calcul de la clé d’un code-barres | 
Les chiffres inscrits sur un code-barres permettent d'identifier un produit. Les | 
barres foncées et claires sont une représentation graphique de ces chiffres en | 

système binaire pour permettre une lecture optique. 

» Le code UPC (Universal Product Code) a été inventé par George Laure, ingénieur 3 307930 001341 

chez IBM, et adopté aux États-Unis en 1973 ; ce code est composé de 12 chiffres. (b) Code-barres EAN-8 
Il a été amélioré par l'ajout d'un treizième chiffre et universalisé vers 1976 : c'est le | 

code EAN- 13 (European Article Numbering). 

» Pour certains articles de petite taille, on utilise le code EAN-8 avec 8 chiffres | 
seulement. | 

» Le dernier chiffre d'un code EAN est le chiffre de contrôle ou clé (Check Digit). 

Ce chiffre est calculé sur les 12 ou 7 chiffres précédents selon l'algorithme 
ci-dessous : 

a. = FE) Programmer cet algorithme sur calculatrice ou tableur. 

b. Vérifier les clés : 

- des codes-barres (a) et (b) ci-dessus ; 
- du code-barres du manuel Déclic de Première S donné à la page 439; 

- du code-barres de votre manuel. 

La division euclidienne est vue à 
ElLa clé détecte-t-elle une erreur sur un chiffre ? l'école primaire et au collège. 

Notons &, @, …, &2 les douze premiers chiffres d’un code EAN-13, S la dividende  diviseur 
somme utilisée dans le calcul de la clé (voir algorithme ci-dessus) avec le bon ni, À 
code et S’ cette même somme avec un code comportant une erreur. 598 7 

a. L'erreur porte sur un chiffre de rang impair : 90 

Gx+1 (0<K< 5) a été remplacé par «. . ss 

Ainsi S = S+a—ax4:1. 3 quotient 
On écrit les divisions euclidiennes de S et de S’ par 10: 

S=10q+R avec O<R<10 

et S$’ =10q +R’ avec O<R'<10. 

Montrer que : R'=RSa—a%}:1 = 10(q —q). + 
Lurelelgretts 1 

Ne pas oublier qu'un chiffre, dans 

le système décimal, représente 

un entier compris entre 0 et 9. 

Montrer que : RIRE SO 

En déduire que l'erreur est détectée. 
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ones notlons 

b. L'erreur porte sur un chiffre de rang pair : 

ax (1 <k< 6) a été remplacé par «. 

Exprimer S’ en fonction de S. 

En écrivant les divisions euclidiennes de S et de S’ par 10 comme dans Ela. 

montrer que : 

R'=R& 3(a — ax) = 10(q — q). 
El Pour conclure, prouver que, lorsque R = R', (a — ax) doit être un multiple de 

10, puisqu'il est nul. En déduire que l'erreur est détectée. 

El La clé détecte-t-elle une permutation de deux chiffres consécutifs ? 

On reprend les notations de la question El et on suppose que les chiffres 

ax-1 et ax ont été permutés (1 <k< 6). 

a. Vérifier que : S' = S+2(ax-1 — ax). 

b. En déduire que l'erreur est non détectée si, et seulement si, 5 divise 4,4 _, — ax. 

c. En déduire les erreurs par permutation de deux chiffres non détectées. 

VUS AIRES On étudie dans ce chapitre un outil efficace pour traiter 
plus simplement les questions précédentes : la notion de congruence. 

Voir le paragraphe 4 du cours, page 450. 

Partie B - Les codes ISBN 
(International Standard Book Number) 

L'ISBN est un numéro international qui permet d'identifier les livres. Depuis le 

1er janvier 2007, le code ISBN correspond au code-barres, avec des tirets en plus. 

De plus, il commence toujours par 978 ou 979. Avant 2007, il était composé de 

10 chiffres. 

Par rapport au numéro ISBN actuel, l’ancien ne comportait pas les trois 

premiers chiffres (978 ou 979) et le dixième (la clé de contrôle) était calculé 

de la façon décrite ci-dessous. 

Calcul de la clé de contrôle 

» En partant de la gauche, on multiplie le premier chiffre par 10, le second par 9, et 

ainsi de suite jusqu'au neuvième que l'on multiplie par 2. 

» On ajoute ces produits, on divise par 11 et on retranche à 11 le reste de cette 

division. Si ce dernier nombre est inférieur ou égal à 9, on le prend comme clé. S'il 

vaut 10, on prend la lettre X et s'il vaut 11 la clé est O. 

El Quel aurait été le numéro ISBN du manuel de Première S de 2011 avec l'an- 

cienne numérotation (page 439) ? 

ElLe précédent manuel Déclic de Terminale S (enseignement obligatoire et de 

spécialité) de 2005 avait pour numéro ISBN 2:01:13;5432:? 

a. Calculer le dernier chiffre. 

b. Quel code ISBN lui a-t-on attribué après 2007 ? (Attention, la clé n'est plus la 

même !) 

Si a divise b, les facteurs présents 

dans la décomposition en 

facteurs premiers de a doivent 

figurer dans celle de b. 



EP) (1 Ruban de Pascal et critères de divisibilité 
On a vu au collège un critère de divisibilité par 3 : «un entier est divisible par 3 si, 

et seulement si, la somme de ses chiffres est divisible par 3 ». 

Au xvi siècle, Blaise Pascal a exposé une méthode générale pour savoir si un entier 

naturel N est divisible par un entier naturel den utilisant les chiffres utilisés dans 

l'écriture de N. 

» Tout d'abord, on construit la liste des restes de la division euclidienne des puis- 

sances de 10 par d (en commençant par 10°). Cette liste s'appelle le ruban de 

Pascal de d. 

» Ensuite, on multiplie les chiffres de N par ceux du ruban (le chiffre des unités est 

multiplié par le premier reste, le chiffre des dizaines par le second reste, ..). En 

effectuant la somme de ces produits, on obtient un nouvel entier N’. 

On utilisera ce résultat de Pascal : « d divise N si, et seulement si, d divise N'.» 

L'intérêt est d'avoir remplacé N par un entier N’ en général nettement plus petit. Si 

besoin, on recommence avec N' jusqu'à avoir un nombre suffisamment petit pour 

voir aisément s'il est multiple de d ou pas. 

EX Étude d’un exemple : prenons d = 7 et N = 20 643. 
10° = 0X7+1. 
10! =1X7 +3 ; en multipliant par 10, on obtient 102 = 10 X 7 + 30 ; 
comme 30 = 4X 7 + 2, on obtient : 10? = 14X7 +2; 
de même, en multipliant par 10, on montre que 10° et 20 ont le même reste du 

la division euclidienne par 7, 20 = 2 X7 +6, donc ce reste vaut 6. 

a. En poursuivant le procédé, préciser les restes de 104, 10° et 10% dans la division 
euclidienne par 7. 

b. Pourquoi s'arrête-t-on en affirmant que le ruban de Pascal de 7 est:1:;:3:2:6: 

455163; 2;6..:2 

On effectue 3X1+4X3+6X2+0X6+2X4 ; on obtient N’ = 35 qui est un 
multiple de 7, donc 20 643 l'est aussi. 

El Application 
a. Établir les rubans de Pascal des entiers 3 et 11. Faire le lien entre celui de 3 et le 
critère rappelé au début de l’activité. 

b. Utiliser la méthode de Pascal pour montrer que 101 541 est divisible par 3 et par 11. 

El Avec un tableur 

On a placé la valeur de d en G1 et les chiffres de N dans la colonne D, puis on a 
utilisé les formules suivantes : 

B1 :=10A(A1); C1 : =MOD(B1;$GS1) ; E1 : =C1*D1 ; F1 : ESOMME(ET:E10) 
(Le choix de E10 est arbitraire, le but est d'avoir au moins autant de lignes que dans 
la colonne D.) 

Reproduire cette feuille de calcul et vérifier les résultats de la question FH 
Le nombre 38 747 569 278 652 est-il divisible par 13 ? 

0 CORRE AS | 
Le traitement de cette question nécessite l'étude du Dee 
sur les « congruences ». 

En écrivant N = 10°a, +... + 10!a + &, et en notant #, le reste de la division 
euclidienne par d de 10 (pour k entier, 0 <k< n), démontrer en utilisant la 
notion de congruence l'équivalence : 

d divise N si, et seulement si, d divise N’. 

s # 

Blaise Pascal, 

(1625-1661), 

mathématicien 

et philosophe français. 
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FE) ŒPhbiviseurs et nombres parfaits 

El Quelle est l'utilité du programme ci-dessous ? 

For _1l+D To Na 
2e Frac CN+D)=Gu 

El Après l'avoir saisi sur calculatrice, le tester et valider la réponse donnée dans la 
question précédente. 

El Utiliser ce programme pour donner l'ensemble des diviseurs de 496 dans Z. 

EX Un entier naturel est dit parfait s’il est égal à la somme de ses diviseurs positifs 

autres que lui-même. Vérifier que 6, 28 et 496 sont parfaits. 

El Eudiide (ne siècle av. J.-C.) a montré que «Si 2P — 1 estpremieralors 2P-1(2P—1) 
est parfait ». Au xuiie siècle, Leonhard Euler a prouvé que tout nombre pair parfait est 

nécessairement de la forme précédente. Le vérifier pour 6, 28 et 496. 

« Le saviez-vous ? » 
Bien que connus depuis la Grèce antique, les nombres parfaits restent fort mystérieux. 

Par exemple, on ne sait pas s'il y en a une infinité (on n'en connaissait que douze avant 

1952, avec les ordinateurs on en connaît une cinquantaine aujourd'hui). On ne sait pas 

s'il en existe des impairs. Les nombres parfaits sont vite « très grands » ; par exemple, le 

dixième s'écrit avec 54 chiffres : 

191 561 942 608 236 107 294 793 378 084 303 638 130 997 321 548 169 216. 

Notion de plus petit élément 
Définition 1 : une partie non vide À de R est minorée s'il existe un réel m tel que 
pour tout a de A,m< a. ra 

Définition 2 : une partie non vide À de R admet un plus petit élément d si : 
F EA 

pour tout a de A,d< a 

El a. Montrer que si une partie non vide A de R admet un plus petit élément, alors 
elle est minorée. 

b. Montrer à l’aide d’un contre-exemple que la réciproque est fausse. 

FA Cas des entiers naturels 
Les parties À de N suivantes ont-elles un plus petit élément ? 

Si oui, on précisera sa valeur. 

a. A=N. 
b. À est l'ensemble des entiers naturels impairs. 

c. À est l'ensemble des multiples non nuls de 2013. Les diviseurs propres 

d. À est l'ensemble des diviseurs propres de 5° X 7%. d'un entier naturel sont 

e. À est l'ensemble des diviseurs communs à 3 et 5 autres que 1. 

On admettra que toute partie non vide de N admet un plus petit élément. 

ses diviseurs positifs autres que 

lui-même. 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences EEE 



Divisibilité dans Z 
RAPPEL : Z désigne l'ensemble des entiers relatifs et N l'ensemble des entiers naturels. 

EI Définition 

L'égalité a = kX b peut s'écrire a = (—k)x(—b) donc, si b divise a, alors 

— b aussi divise a. 

L'égalité a = k X b peut s'écrire —a = (—k)x b donc, si b divise a, alors b 

divise aussi — a. 

Ainsi, la recherche des diviseurs d'un entier relatif a dans Z se ramène à la 

recherche des diviseurs de l'entier naturel | a | dans N. 

Conséquences immédiates 

[IONS 

: c | b et b|a, il existe des entiers relatifs k et k’ tels que 

Ë b = kc et a = k'b ; d'où a = (KkjcetK'kEZ, donc c|a. 

 @ Comme a [b et b|a, il existe des entiers relatifs k et k’ tels que 
b — ka et a = kb. On obtient alors a = (K'k)a. 
Comme a Æ0, kk’ = 1. Ainsi k et k’ sont des diviseurs de 1. On 

a vu que les seuls diviseurs de 1 sont — 1 et 1 donc, avec la règle 
des signes, on a soit k = k’ = 1 et dans ce cas a et b sont égaux, soit 
k= Kk° =—1et dans ce cas a et b sont opposés. 

© Comme c | aetc | b, il existe des entiers relatifs k et k’ tels que 

a = kc et b = K’c ; alors, pour tous entiers relatifs u et v: 

ua + vb = ukc+ vk'c = (uk + vk')c,avec (uk+vk')eZ, 

ce qui prouve que c | (ua + vb). 

en CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

bOna:7|56 car 56 = 8x7. 

(ca 56 D = 7AK T8 

bOna:-—8]56 car 
56 = (—-7)x(—8). 

lcia=56,b=—8,k—=—7. 
FRERETES ie REPARER 

Exemple 

> L'ensemble des diviseurs de 

4 dans Z est: 

{—4;-2;-1;1;2;4). 

b L'ensemble des diviseurs de 

— 4 est le même. 

l'exercice 39, page 459. 

Remarque M 
En prenant u et v égaux à 1 ou 

à — 1, la propriété © permet 
en particulier de dire que si 

c divise a et b, alors c divise 

a + b, c divise a — b et c divise 



On veut déterminer les entiers relatifs n#—2 | El Établir la liste des diviseurs de 33 dans Z. 
2n — 29 

2) 

EI Montrer que si n est solution alors n + 2 divise 33. 

ï ans lie 29 a El Soit n € Z\{— 2} une solution. ES HA Z > (n + 2) divise (2n — 29) b>. 

Comme (n + 2) divise aussi 2(n + 2),il faut que (n + 2) divise 2(n + 2)— (2n — 29)». 
Il faut donc que (n + 2) divise 33. 

tels que soit un entier. 

| El Condlure. 

E133 = 1 X33 = 3 X 11, donc les diviseurs de 33 sont: —33;—11;—1;1;11:;33. 

Ce sont les valeurs possibles de (n + 2), donc les valeurs possibles de n sont : 

35; 13; 3; 1,9;31. 

El On a raisonné jusqu'ici par conditions nécessaires ; on sait que si nt est 

entier, alors n € {—35;-13;—3;—1;9 ; 31}. Il faut à présent rechercher parmi les 
2n — 29 

six valeurs obtenues, celles pour lesquelles PE I 

garantit que c'est toujours le cas. 

est entier. Pour l'instant, rien ne 

2:29 
n+2 

et on obtient successivement :3 ;5;35;—31;—1;1 }>. 

D Méthode 1 : on calcule le quotient pour chaque valeur possible de n Ex 

Ainsi toutes les valeurs de n obtenues en EI sont solutions au problème. 

D Méthode 2 : on cherche à établir la réciproque de la propriété établie en EX, à savoir : 

si (n + 2) divise 33, alors (n + 2) divise (2n — 29). 

On suppose que (n + 2) divise 33; comme (n + 2) divise 2(n + 2), alors (n + 2) 
divise 2(n + 2)— 33, c'est-à-dire (2n — 29). 

| En déduire les valeurs possibles de n. 

Bon à savoir 

D> Si u et v sont deux entiers 

avec v £ 0, dire que est entier 

revient à dire que v divise u. 

2e On utilise la propriété « Si 

c divise a et b alors, pour tous 

entiers relatifs u et v, cdivise 

ua + bv » pour éliminer n. Ici, le 

choix du facteur 2 dans 2(n + 2) 
est délibéré : par différence avec 

(2n — 29), on obtient un résultat 
indépendant de n. 

> On étudie tous les cas 

possibles ; c'est la méthode dite 

«exhaustive » souvent utilisée en 

arithmétique. 

E> On saisit l'expression dans la 

calculatrice et on utilise l'option 

« calcul à la demande » dans le 

menu « définition de la table ». 

Cette réciproque étant établie, les valeurs de n telles que (n + 2) divise 33 sont toutes solutions. 

Exercices d'application 
[1 Soit n un entier différent de — 4. 

E Montrer que si un entier k divise simultanément n + 4 

et5n+21,alorske{-1;1}. | 

FlEn déduire que, pour tout ne Z\{—4}, la fraction | 
S5n-221 

n +4 

est pair. 

est irréductible. 

a On veut déterminer tous les couples (a, b) d'entiers | 

relatifs tels que 4a? — b? = 27. | 

El Factoriser 4a? — b?. | 

El Dans cette question a et b sont des entiers naturels. | 

Déduire de EI que (a, b) est solution si, et seulement si : 

245.01 2a-b=3 
ou ; 

2a +b= 27 2a+b=9 

El Résoudre les deux systèmes ci-dessus et conclure. 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 
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2 

3 El Démontrer que la somme de trois entiers 

consécutifs est divisible par 3. 

F1 Démontrer que le produit de deux entiers consécutifs 

[4} El Démontrer qu'il n'existe pas d'entiers relatifs a et 

b tels que 26a — 54b = 2013. 

F1 Existe-t-il un entier naturel n qui soit simultanément 

diviseur de 100 000 et multiple de 24 ? 

El Établir la liste des diviseurs propres de 284 dans 
N et calculer leur somme S. 

FE Établir la liste des diviseurs propres de S dans N et cal- 

culer leur somme. Que constate-t-on ? 

® Voir exercices 26 à 45 



7 22 nrcautil admat axartement 
mier lOrsquIl aamet exactemen 

Le plus petit entier naturel premier est 2 et c'est le seul qui soit pair. 

1 n'est pas premier, car il n’a qu'un diviseur dans N. 

RRT 
un A1 S dde) 

© Voir la démonstration à l'exercice 66, page 461. 

CONSÉQUENCE 

Tout entier supérieur ou égal à 2 admet au moins un diviseur premier. 

N 
2 assure l'existence de la décomposition. La propriété 

© Voir la démonstration de l’unicité au chapitre 14, exercice 80, page 502. 

DÉMON ON 

On raisonne par l'absurde en supposant qu'il y a un nombre fini 

d'entiers naturels premiers. 

On appelle alors P le plus grand d'entre eux et on construit l'entier 

n=2X3X5X...XP+1:n est le produit de tous les nombres 

premiers augmenté de 1. 

Soit q un diviseur premier de n (il en existe d'après la propriété 2). 
Comme q est premier, c'est un facteur du produit 2X3X5X ...XP 

de tous les nombres premiers ; donc q divise (n — 1)... 
Ainsi, g divise n et (n — 1), donc q divise leur différence. 
Orn—(n—1)=1 ;doncq divise 1, d'où q = 1. 
Or, par hypothèse q est un nombre premier. 

L'hypothèse « il y a un nombre fini d'entiers naturels premiers » 
conduit donc à une absurdité : « 1 est un nombre premier », donc 

cette hypothèse est fausse, ce qui prouve le théorème 2. 

CCEELELETEE EEE TEL 

_ À 
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b On peut dire qu'un entier 

relatif est premier si sa valeur 

| absolue est un entier naturel 

premier. 

b Un entier relatif premier 

admet exactement 4 diviseurs 

dans Z : — 1,1, lui-même et 

‘ son opposé. 
PRET TP 

Les mathématiciens 

appellent ce théorème le 

théorème fondamental de 

. larithmétique. 

b2014=2X19X53. 

b4116=22X3x7;. 

© Voir une autre démonstra- 

tion à l'exercice 114, page 470. 

Le saviez-vous ? 

L'idée de la démonstration 

exposée ci-contre est 

attribuée à Euclide au me siècle 

avant notre ère. 
PREMIERE 



C>) 

© Obtenir et utiliser une décomposition 
en produit de facteurs premiers 

Exercice corrigé | 
EOLER on considère l'entier n = 2 904. 

El Décomposer n en produit de facteurs premiers. 

: Soit d'un diviseur de n. Justifier que la décomposition 

_ de d'en produit de facteurs premiers ne comporte pas 

En est divisible par 2, c'est-à-dire pair : 2 904 = 2 X 1452. 

| 726 est pair : 726 = 2 X 363 
1452 est pair: 1452 = 2X 726; 

1 

363 est impair et est un multiple de 3 : 363 = 3 X 121 ; 

d'autre nombre premier que ceux présents dans la 

décomposition de n. 

El Déterminer l'ensemble des diviseurs positifs de n. 

Bon à savoir 

121 n'est divisible ni par 3, ni par 5, ni par 7, mais par 11 : 121 = 112. D- 

Finalement : n = 2°X3X112. b» 

El Soit p un facteur premier figurant dans la décomposition de d. Alors p divise d'et 

comme d divise n, alors p divise n. Donc p est un facteur de la décomposition de n. Ex 

El D'après Elles diviseurs de n se décomposent avec les facteurs 2, 3 et 11. Ces 

facteurs peuvent ne pas figurer, et s'ils figurent c'est avec un exposant au plus égal à 

celui présent dans la décomposition de n. Un arbre permet de ne pas en oublier : 

L/10 
SE 1 11 

24 Dee 
ne 31 

ORNE 
 … 

<3 
HET 110 

st tr 
172 

on obtient le diviseur 1 

on obtient le diviseur 11 

on obtient le diviseur 112 = 121 

on obtient le diviseur 2° X 3 = 24 

on obtient le diviseur 2° X 3 X 11 = 264 

on obtient le diviseur 25 X 3 X 112 = 2 904 

: L'ensemble des diviseurs de 2 904, dans l'ordre donné par l'arbre est : 

.…. 

Exercices d'application 

Déterminer la décomposition en facteurs premiers 

des entiers suivants : 

117; 665; 16184; 4554; 19 343. 

ZA Établir la liste des diviseurs positifs de chacun des 

entiers de l'exercice 6. 

nn nnnneeeeeneseenesseseesesseseneesesceresesenesese 

Elfauco JE) 
Entrer dans la calculatrice 

le programme ci-contre 

et le tester avec les entiers 

suivants : 

83:201%2/51:1983 18 633; 

10001; 19973. 

Loreseerecreeeeeeeeeeeeeeeeeeneneeeecseseneeeeeeseseseeeeececesesseeseoeeeresesoceseseesveseesese 

> On cherche le plus petit entier 

premier qui divise n et on effectue 

la division. Si le quotient est 1 ou 

un nombre premier, c'est terminé, 

sinon on recommence avec le 

quotient. Il est bon de connaitre la 

liste des entiers premiers inférieurs 

a30:2=3=5-7-11-13— 

19-23-29. 

On peut aussi utiliser un 

17= 

programme (voir l'exercice 8 ci- 

dessous). 

> On peut 2904 

présenter les 1452 

calculs sous la 726 

forme ci-contre. 363 

E> On utilise ici 1 

l’unicité de la 

décomposition 

SA MEN ENEEN 

en facteurs premiers de n.. 

7 

3 {1:11:121:3;:33;:363:2;22;242;6;66;726;4;44;484;12;132;1452;8; 88 ; 968 ; 24 ; 264 ; 2 904}. 

= =) 

AOMMA 2 Zrsssssus 

PROGRAM: PREMIER 
Pronrt M 
For<D;:33: 16H53; 2) 

s1f fPartéN-D)=E 
en 

Disr D;,"DIVISE" 

nd isp N>"EST PRE 
ER LL] 

® Voir exercices 46 à 67 
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F;] Division euclidienne 

El Division euclidienne dans N 
Propriété d’Archimède 

Pour tout entier naturel a 

et tout entier naturel b non 

nul, il existe un entier naturel 

n tel que a < nb. (Il suffit 

de prendre n = a+1.)On 

dit que N est archimédien : 

. en faisant suffisamment de 
On considère un entier a et un entier non nul b. « pas » de longueur b 0, on 

peut toujours dépasser a. 
nb ” _ 

TION 

D Existence du couple (q;r) 

D'après la propriété d'Archimède, l'ensemble À des entiers naturels n 

tels que a < nb n'est pas vide ; donc il admet un plus petit élément k. ST 

Si k = 0, alors a < 0 : c'est impossible car a est un entier naturel. 

Comme k est le plus petit élément de A,ona(k—1)b< a. 
On pose q = k— 1, on obtient gb < a <(q +1)b. 

En retranchant qb à chaque expression, on aboutit à 0 < a — gb <b. 

En posant r = a — qb,on a bien a = bq+retO0<r<b. 
D'où l'existence du couple (q 5 r). Division euclidienne de 43 

par 5: 

D Unicité du couple (q;r) 

On suppose que a = bq +n = bg; +r,où0<n <betO0<r, <b. 

Onadonc—-b<r —r, <betn —r, = b(q; — q),ce qui signifie que Ona 43 — SX8 +3. 
ñ — est un multiple de b strictement compris entre — b et b. 

Donc r — r, = 0,donc r = r. 

Comme b Z 0, on obtient q;, = q2.Le couple (q; r) est unique. 

43 

Le quotient est 8 et le reste 

est 3. 

En effet, b | a équivaut à l'existence d'un entier q tel que a = bg, c'est-à- 

dire a = bq +r avecr = 0. 

1 Division euclidienne dans Z Exemple 
Division euclidienne de —65 

par —7. 

Ona—-65=-7xX10+5. 

Le quotient est 10, le reste est 5. 

On a bien 0<5<7. 

Attention ! L'écriture 

DÉMONSTRATION DE L'UNICITÉ APE SIAIRrAMES 
pas la division euclidienne 

de —65 par —7 : (—2) étant 
négatif, il ne peut pas être un 

L'unicité du couple (g;r) a été montrée pour les entiers naturels, 
le principe de la démonstration est le même pour les entiers relatifs. 

© Voir la démonstration de l'existence à l'exercice 74, page 462. 
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CEREREEEEEEEEEETT) eos scoseseoseseseseseese CORERENEEEET] Exercice corrigé 

(4 

ET on Le reste de la division euclidienne de l'entier 

naturel a par 18 est 13. 

Quel est le reste de la division euclidienne de a par 9 ? Par 

6?Par3? 

avec ke N. 

| Fa. Montrer que tout entier naturel n s'écrit nécessaire- 

ment sous l’une des trois formes 3k, 3k + 1 ou 3k + 2 

| b. Montrer que dans la division euclidienne de (n°? + n) 
(où n est un entier quelconque) par 3, le reste n'est jamais 

égal à 1. 

HOna:a = 18q + 13, donc a = 9(2q)+9+4 = 9(2q+1)+4. 
On a écrit a sous la forme a = 9q' + 4, avec q' entier et 0 < 4 < 9, c'est l'écriture de 
la division euclidienne de a par 9. 

Conclusion : le reste de la division euclidienne de a par 9 est égal à 4. h> 
a = 18q + 13, donc a = 6(3q)+ 12 + 1 = 6(3q+2)+1. 

Comme 3q + 2 est entier et 0 < 1< 6, le reste de la division euclidienne de a par 6 

est égal à 1. b- 
a = 18q + 13, donc a = 3(6q)+ 12 +1 = 3(6q+4)+1. 

Comme 6gq + 4 est entier et 0 < 1< 3, le reste de la division euclidienne de a par 3 

est égal à 1. Bb» 

El a. Dans la division euclidienne d’un entier par 3, les restes possibles sont 0, 1 et 

2. Donc tout entier naturel n peut s'écrire sous la forme 3k, 3k + 1 ou 3k + 2 avec 

ke N. (kest le quotient de la division euclidienne de a par 3.) >> 

Bon à savoir 

D> Pour deux entiers naturels 

a et b, avec b + 0 lorsqu'une 

égalité de la forme a = bg+r 

est établie, on peut affirmer 

qu'elle représente la division 

euclidienne de a par b après 

avoir vérifié que : 

D gestentier; 

D rest entier et 0 < r < b. 

2e Le raisonnement par 

« disjonction de cas » est 

régulièrement utilisé en 

arithmétique : on liste tous les 

b. Par disjonction de cas : > 

Sin = 3k, alors n° + n = 9k2 + 3k = 3(3k2+k). 

| (3k + k) est un entier. Donc le reste vaut 0. 

cas possibles, et on examine 

chacun d'entre eux. 

bSin = 3k+1,alors n°? + n = 9k2 + 6k+ 1 + 3k+ 1 = 9k2 + 9k + 2 = 3(3k2 + 3k)+2 

_ avec (3k? + 3k) entier et 0 < 2 < 3. Le reste est 2. D 

| D Sin = 3k+ 2, alors n? + n = 9K2+ 12k+ 4 + 3k + 2 = 9k2 + 15k+ 6 = 3(3k2 + 5k+ 2) 

_ avec 3k? + 5k + 2 entier. Donc le reste vaut 0. 

_ On a bien montré que le reste de la division euclidienne de (n? + n) par 3 n'est jamais égal à 1. 

Exercices d'application 

E n et p sont deux entiers naturels. 

On sait que le reste de la division euclidienne de n par 13 

vaut 9 et que le reste de la division euclidienne de p par 

13 vaut 8. Quel est le reste de la division eucfgienne de 

n + p par 13? FA. 

Lo | On considère un entier naturel n. 

El Démontrer que le reste de la division euclidienne de 

n°? par 8 ne peut être que 0, 1 ou 4. 

(On pourra envisager les cas n pair et n impair et raison- 

ner par disjonction de cas.) 

F1 Dans le cas où n est impair, démontrer que le reste de 

la division de n“* par 8 est toujours 1. 

#5 

eoscsenscesecsecseseces coreroseuesocceeececereneeeeeseceeseseosecesesesceescesescs sescsree 0 

Eu! Un entier naturel n est tel que si on le divise par 4 le 

reste vaut 3 et si on le divise par 5, le reste augmente de 1 

et le quotient diminue de 1. Calculer n. 

[12 | Dans la division euclidienne de 1512 par un entier 

naturel non nul b, le quotient est 17 et le reste r. 

Déterminer les valeurs possibles pour b et r. 

E El Quels sont les restes possibles dans la division 

euclidienne d'un entier naturel impair par 4 ? 

F1 Démontrer que si n est un entier naturel impair, alors 

n°? — 1 est divisible par 8. 
® Voir exercices 68 à 76 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences | 449] 



ED Congruences dans Z 
El Définition 

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs 

quelconques. 

On dit que a est congru à b modulo n,etonnote a=bi{n) siaet 

b ont même reste dans la division euclidienne par n. 

On dit aussi que a et b sont congrus modulo n. 

Conséquences 

©O a = b(n) équivaut à (a — b) est divisible par n. 

@ a = 0 (n) équivaut à a est divisible par n. 

OSia=b(n)etb=c(n) alors a=c(n). 

DÉMONSTRATIONS 
i @Sia=bl(n), alors a et b ont même reste dans la division euclidienne 

par n. Donc a = nq +retb = nq  +ravec0<r<n. 

On obtient a — b = n(q — q') avec (q — q') entier, ce qui signifie que 
n|(a-b). 
Réciproquement : Si n|(a—b), alors il existe un entier k tel que 
a — b = kn. On obtient a = b + kn. 

Notons r le reste de la division euclidienne de b par n: 

b=nqg+r avec 0<r<n, donc a=ng+r+kn=n(q+k)+r 

avec0<r<n. 

Cette dernière égalité signifie que r est le reste de la division 

euclidienne de a par n. a et b ayant même reste dans la division 

euclidienne par n, ils sont congrus modulo n. 

© C'est le cas particulier de @ avec b = 0. 

© D'après la conséquence @, n divise a — b et n divise b — c, doncil 
divise leur somme a — c. Donc a = c(n). 

D | Congruences et opérations 

a, b, c et d sont quatre entiers relatifs quelconques et n un 

entier naturel non nul. 

Sia=b(n)etc=d(n), alors: 

a+c=b+di(n) et ac=bdi(n). 

On dit que la relation de congruence modulo n est compatible avec 

l'addition et la multiplication. 

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs 

quelconques. 

© Pour tout entier relatif k, si a = b(n) alors a+k=b+k(n). 

@ Pour tout entier relatif k, si a = b(n) alors ka = kb (n). 

© Pour tout entier naturel non nul p, si a = b(n) alors a? = bP (n). 

D CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

C'est le mathématicien 

allemand, Karl Friedrich Gauss 

qui, vers 1801, introduisit la 

notion de congruence et le 

symbole =. 
ENST 

»b31=10(7). 

En effet 31 — 10 = 21 qui est 

divisible par 7. 

b8=—7(3) 

En effet, 8 + 7 = 15 quiest 

divisible par 3. 
An 2 D 

Si le reste de la division 

euclidienne de a par n est égal 

àr, alors a=r(n). 

La réciproque est fausse. 

| On a 31 = 10 (7) mais 10 
n'est pas le reste de la division 

euclidienne de 31 par 7. 

© Voir la démonstration à 

l'exercice 81, page 463. 

Attention ! 

La réciproque de chacune des 

propriétés @ et © est fausse. 

6X5=6X2(2)maisSet2ne 
sont pas congrus modulo 2. 

5? = 2? (7) mais 5 et 2 ne sont 
pas congrus modulo 7. 

© Voir la démonstration de la 

conséquence ©) à l'exercice 82, 

page 463. 



O Utiliser les congruences pour trouver 
des propriétés de divisibilité 

: Le reste de la division euclidienne de 27212 par 7 est égal à 1. 

| Le reste de la division euclidienne de N par 37 est 0 ; ainsi: 371 N. 

Exercice corrigé 

| ET ne nombre À = 13051295 + 9000 est-il 
divisible par 29 ? 

El On considère un entier naturel n supérieur ou égal à 2. 

Calculer le reste de la division euclidienne de 272 °12 par 7. 
On pourra utiliser la propriété : 

(n=1)=-7Tt(n). 

Solution 
EH 1305 = 45 X 29, donc 1305 = 0 (29); 

donc 1305 7% = 01% (29), c'est-à-dire 130513%% = 0 (29). 

900 = 31 X 29 + 1, donc 900 = 1(29); 

donc 900°% = 1% (29), c'est-à-dire 900% = 1(29). 

On obtient ensuite 1305!#% + 900% = 6 + 1(29), donc finalement n 
13051%% + 900°% = 1(29).A n'est pas divisible par 29. D 

127 = 3 X7 +6, donc 27 =6(7).Or6 =-—1(7), donc 27 =—1(7). > 
On obtient 272012 =(—1)°7(7), donc 27202= 1(7). 

El a. 1000 = 27 X 37 + 1. Le reste est 1. E> 

b. 10° = 1(37) d'après la question précédente, donc on obtient 10%” = 1°(37). 

Conclusion : 10° = 1(37). 

Louer eeseeeeeeeseesosesesesenee roro nnnnmnsenneeeseneeeeseseeneseeeeeeneeseseseseseessesses 

El a. Quel est le reste de la division euclidienne de 1 000 

par 37 ? 

b. En déduire que pour tout entier naturel n, le reste de la 
division euclidienne de 10°” par 37 est égal à 1. 

c. Quel est le reste de la division euclidienne du nombre 

N = 10! + 102 + 10° par 37 ? 

Bon à savoir 

D Pour montrer qu'un nombre 

n'est pas divisible par n, on peut 

montrer qu'il n'est pas congru à 0 

modulo n, puisqu'on a: 

a a=0(n). 

P+ La relation 27 =— 1(7) 
peut aussi être obtenue grâce à 

l'égalité : 

27=4X7 —1. 

D rest le reste de la division 

euclidienne de a par n si, et 

seulement si, a =r (n) avec 
O<r<n. 

€. 10° = 10° X 10, or 10° = 10°*%, donc 10° = 1(37). Ainsi, 100 = 10 (37). 

102 = 10'8 X 100, or 10'8 = 10*6, donc 10'8 = 1(37). Ainsi, 102° = 100 (37). 

10 = 10" donc 10 = 1(37): 

On obtient finalement N = 10 + 100 + 1(37), donc N = 111(37). 

: Comme 111 = 3X37 ona 111 = 0 (37). Conclusion : N = 0(37). 

Exercices d'application 
El Soient a et b deux entiers tels que a = 3(7) 

et b = 1(7). Démontrer que 2a + b? est un multiple de 7. 

El Soit a et b deux entiers tels que a = 2(5) et b = 3(5). 
Déterminer le reste de la division euclidienne de 

a? + 2b? pars. 

M5] On considère un entier n quelconque. 

El Quels sont les restes possibles dans la division eucli- 

dienne de n°? par 5? 

: Fl Quels sont les restes possibles dans la division eucli- 

 dienne de n° par 5 ? 

sscusseseecesesesece 

+ 

sense neneeessemeneseeeeeeeeeeeeeeecseseecsecscecesseessecesesees 

El Quel est le reste de la division euclidienne de 

1 000 par 13 ? 

F1 Déterminer les restes possibles de la division eucli- 

dienne de 10°” par 13 pour toute valeur de n. 

El Démontrer que pour tout entier naturel n, l'entier 

10%7*3 + 10% est divisible par 13. 

Démontrer que 35228 + 84°! = 0 (17). 

©) Voir exercices 77 à 95 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 



L _ RS SE SHOT RTE TR ON ER OR SR ER ER 18 À (À Le crible de Matiyasevitch : :: 7: 5e 

On considère la courbe représentative € de la fonction carré tracée dans un 

repère orthonormé et deux entiers a et b tels que 2 < a et 2< b. 

On place sur @ deux points mobiles À et B d'abscisses respectives a et —b 

et on trace les segments [ AB] obtenus pour différentes valeurs de a et b. 

On s'intéresse au problème suivant : 

Lorsque a et b varient, quelles sont les valeurs entières supérieures à 3 de 

l'axe des ordonnées non traversées par un segment | AB] ? 

MAO Youri Matiyasevitch 
est un mathématicien russe 

contemporain, né en 1947. 

RIRE une recherche étape par étape 
Re PR S 

|Dsetareuneidéedurésuat 
| se . . _ oo 

Fo VE HT OR ES EE Lo i À 

b À l'aide du logiciel Geogebra, tracer la courbe J\ [ JA 
représentative € de la fonction n carr rré dans un repère 
_orth Re en on nv a. 
de 
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alebe de ? 2 à 20 avec un pas d e 1. Poutee S curseurs, rs, | ke 
 20aété échos arbiualrement) ARS su isa AGE 

) Tracer le segment [AB] et activer sa rsa trace. se . à . ; 
»On conjec ure que les valeurs non traversées par un.|° 

; segment | AB] sont 5, A ne Quels semblent être e. La 
cesentiensr HT  c ee | 
Se + . : ee or iche Geogebra ER 
a … ed  . me 

© Vaier conjecture formulée | Le . . — 
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à On écrit les coordonnées des pois 4 et B lei 4 

HE SERRE RER 

AN AT DNS AE OR OT RTE ro
. LRQ 

PS SE NE 

repère. es e os ue pere . 

Combe e ce sont des joints de & a à Aid) « i : 

ED .. _ . 

K On justifie Lhaaee. droite (8) ne estpas part | PE 
_ lèle à l'axe «e des ordonnées. Ft ee nn 
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Ë » Soit P(0: sp) avec p p> > > 4 un point de l l'axe c des ordon- FU 
$ nées. Trouver une condition nécessaire et et suffisante sur fe 
F l'entier p pour qu'aucune des draites (48) ne passe Ès DE 
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Éd 

à s 
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Ë ee Grecs FN See AR 
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solution du problème étudié. Re do Us er . 
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(La clé d'un RIB et le code INSEE 
La clé d'un code, comme le numéro du RIB ou le code 
INSEE, est une clé de contrôle qui a pour but de repérer 
les éventuelles erreurs de saisie. L'objectif de ce problème 
est d'étudier son efficacité pour les deux erreurs les | 
plus courantes, à savoir l'erreur de saisie d'un carac- | 

tère et la permutation de deux caractères consécutifs. 

Partie A - La clé du RIB 
(Relevé d'identité Bancaire) 

El Principe du calcul de la clé 
Le numéro du RIB se compose de vingt-et-un caractères 

avec lesquels on calcule deux chiffres formant la clé. 

Cinq caractères sont pour le code banque, cinq pour le 

code guichet et onze pour le numéro de compte. 

» Pour calculer la clé, si certains caractères sont des lettres, | 

on les remplace par leur correspondant numérique : 

— À par 1, 

— B par 2, 

—| par 9, 

— J par1, 

—R par, 

—Spar2etnonl, 

—T par 3, 

— Z par 9. 

» Si on note $ le nombre formé par les vingt-et-un chiffres, 

on effectue la division euclidienne de 100 XS par 97 et on 

prend pour clé la différence entre 97 et le reste de la division. 

Remarque : 

Le problème est la « taille » du nombre 100 XS qui n'est 

pas toujours adaptée au matériel dont on dispose. 

L'idée est alors de le décomposer sous la forme : 

100XS = BX 1015 + GX 10/2 + G X 108 + C, X 102. 

a. Montrer que : 100 X S = 898 + 15G + 81C, + 3C, (97). 

b. Vérifier la clé du RIB de la page 439. 

c. Calculer la clé du RIB ci-dessous : 

DOMICILIATION 

Numéro de compte Clé RIB 

72815523831 

Code établissement 

14506 

Code guichet 

00017 

El La clé détecte-t-elle une erreur sur un chiffre ? 
Soit &, @, .…, @, les vingt-et-un premiers chiffres d'un 

RIB, 100 XS le nombre utilisé dans le calcul de la clé avec 

le bon code et 100 X S’ ce même nombre avec le code 

comportant une erreur. 

Le chiffre a, (1 < k< 21) a été remplacé par le chiffre «. 

a. Montrer que : 

100 XS' = 100XS + 10“ *! (a — &). 
b. En déduire que l'erreur est non détectée si, et seule- 

ment si, 97 divise a — a,.Conclure. 

Coup de pouce 
Si a divise b, les facteurs présents dans la décomposition en 

facteurs premiers de a doivent figurer dans celle de b. 

Ella clé détecte-t-elle une permutation de deux 

chiffres consécutifs ? 

On reprend les notations de la question Elet on suppose 

que les chiffres az et a, +, ont été permutés (1 < k< 20). 
Montrer que : 

100 X 5° = 100 XS + 9 X 10 * (a — 41). 
Conclure avec le même type d'arguments que dans la 

| question précédente. 

| Partie B - Le code INSEE 

En 1940, le Contrôleur Général des Armées, René Camille, 

crée un numéro à 12 chiffres appelé « numéro de français » : 

> deux chiffres pour l’année de naissance ; 

» deux chiffres pour le mois de naissance ; 

» deux chiffres pour le département de naissance ; 

» trois chiffres pour le numéro de la commune de naissance ; 

» trois chiffres pour le numéro d'inscription sur le registre 

d'état civil. 

Un treizième chiffre pour désigner le sexe de la personne (2 

| pour les femmes et 1 pour les hommes) fut ajouté en tête. 

Pour info , 
Sous prétexte de travaux démographiques, René Camille 

veut en fait établir un fichier pour mobiliser une nouvelle 

armée. Membre de la Résistance, il est arrêté par la Gestapo 

en février 1944 et meurt à Dachau en janvier 1945. 

En 1946, le SNS (Service National des Statistiques) devient 

l'INSEE (Institut National des Statistiques et des Études 

| Économiques) et le « numéro Camille » est adopté par la 

| Sécurité sociale ; on parle depuis du numéro INSEE ou du 

numéro de Sécurité sociale. 

En 1970, avec le développement de l'informatique, une 

clé de détection d'erreur est ajoutée à la fin du numéro, 

qui passe à 15 chiffres : si À est l'entier formé par les 13 

premiers chiffres et A le reste dans la division euclidienne 

de À par 97, alors la cléest: K=97—R. 

a. Vérifier la clé de son numéro d'Insee. 

b. Calculer la clé du numéro 15910742N871118%? 

sage, » 



[20 | (eme Faire le lien entre congruence et divisibilité 

El Démontrer que pour tout entier naturel n, 2= est | 

un multiple de 7. 

En déduire que 2* *! —2 est un multiple de 7 et que 
23n+2 

— 4 est un multiple de 7. par 7. 

El Déterminer les restes de la division euclidienne par 7 ! 

des puissances de 2. 

EI 2° = 8, donc 2° = 1(7) ; donc 2% = 1(7). 

Pour tout entier naturel n, 2°" = 1(7), donc 2° — 1 = 0(7). 

Donc 2%" — 1 est un multiple de 7. 

On a de même : 2%” = 1(7), donc 2%" X 2 = 2(7). 

D'où 2% *! = 2(7), ce qui prouve que 2** 1 — 2 est un multiple de 7. 

2%=1(7),donc2”x4=4(7). 

D'où 2°" *? = 4(7), ce qui prouve que 2° *? — 4 est un multiple de 7. 

ElTout entier naturel n s'écrit sous la forme 3k, 3k + 1, 3k+ 2, donctoutes. : 

les puissances de 2 sont de la forme 2%, 2%#+1 ou 2% +2. 

D'après la question précédente, 2* = 7q +1, 2X*1=7g+2 et 

2#*2 = 7q + 4.Ce sont les écritures de la division euclidienne des puissances 
de 2 par 7. Les restes sont donc 1, 2 et 4. 

Ela. Si p = 3n, alors À, = 27+ 2% +29. 

Or 2” = 1(7),2% = 1(7) et 2° = 1(7); donc A, = 3(7). 

Dans ce cas, le reste de la division de A, par 7 est 3. 

b.Sip=3n+1,alors À,=2%"1-p2n+ 24 2e, 

Or 20e 2(7),2% #22 4(7)et2%# =1(7) donc A, = 7(7): 

donc A, = 0(7). 

Dans ce cas, A, est divisible par 7. 

cSip=3n7-alors À,=0%72%2%)2% 090070 

Or 2% *2= 4(7),2%*%= 2(7)et 2%*6 = 1(7), donc A, =7(7); 

donc A, = 0(7). 

Dans ce cas, À, est divisible par 7 

D roc et numération en base 10 

Énoncé El Démontrer l'équivalence : r est le reste de la division euclidienne de a 
par n si, et seulement si, a =r(n)etO<r<n. 

El On considère un entier naturel p non nul. Calculer le reste de la division euclidienne 
de 10° par 6. (On pourra calculer les premiers restes et formuler une conjecture que l'on 
démontrera à l’aide d'un raisonnement par récurrence.) 

El Un entier naturel x s'écrit 4,4, -1.….@ a dans la numération décimale. 
Démontrer que 6 divise x si, et seulement si, 6 divise A(G Ed re &) + &- 

[454] CHAPITRE 13 Divisibilité et AR Etse 

| ELe nombre p étant un entier naturel, on considère le 

| nombre À, = 2P+2P +2, 
| a. Si p = 3n, quel est le reste de la division de A, par 7 ? 

| b. Démontrer que si p=3n+1 , alors A, est divisible 

| c. Étudier le cas où p = 3n +2. 

On pense à utiliser les 
congruences. 

Comme 2°” = (2°) on pense 
à utiliser les propriétés de 

‘ compatibilité. 

| FlOn raisonne par disjonction de 

| cas, avec les restes possibles dans la 
! division par 3 qui sont 0, 1 et 2, d'où 

les écritures possibles de 2”. 

! Æa. On utilise le résultat du Een 
| remarquant que 6n et 9n sont de la 

forme 3k.On prend soin de vérifier 
que 3 < 7. 

b. On remarque que 6n + 2 est 

de la forme 3k + 2 et 9n +3 dela 
forme 3k. 

c. On remarque que 6n + 4 est 

. de la forme 3k + 1 et 9n +6 dela 

forme 3k. 

KEUCEUTS ElLa notation 
An An 1... do, OÙ les entiers 

a vérifient 0 < a, < 9, 

représente le nombre entier 

10°a, + 10° a _1+ … + 10 @ + Gi 
Ainsi, & représente le « chiffre des 

unités », a le « chiffre des dizaines », 

etc. 



FIN s À 4 
[ ’ 

El Sir est le reste de la division euclidienne de a par n, alors il existe un entier q 

tel que a = nq +r et 0 <r <n.Ilreste à montrer que a =r(n). 

On a nq=0(n), donc ng +r=r(n), c'est-à-dire a =r(n). 

Réciproquement : Si a =r(n) et 0 <r <n, alors a — r = qn avec q entier. 

On obtient donc a = gn +ret 0 <r<n, ce qui signifie que rest le reste de la 

division euclidienne de a par n. 

EÆlOn remarque 10! =4(6) ; 102=4(6); 10*=4(6), ce qui nous amène 
à conjecturer que, pour tout entier naturel non nul p, le reste de la division 

euclidienne de 107 par 6 est 4. 

La propriété est initialisée. Montrons qu'elle est héréditaire : supposons que 

pour un entier non nul p arbitrairement fixé, 10? = 4(6) et démontrons que 

10/*=4(6). 

; _ | = AS D 7e 
(ALeCIeAS IAE) 

r 

FC” 

LES F0 

El On a nq = 0 (n) car ng est un 
multiple de n. On pense à utiliser 

les propriétés de compatibilité. 

El On utilise ici la compatibilité 

de la congruence avec la 

multiplication. 

ElOn utilise ici la compatibilité 

de la congruence avec la 

multiplication et avec l'addition. 

On a 10 =4(6) et 10=4(6), donc 10/X10=4X4(6). Donc 107 *!=16(6), mais comme 16=4(6), on 
obtient 107 *!=4(6). 

On a montré par récurrence que pour tout entier p non nul, 10/7 = 4 (6). Comme 0 <4<6, on en déduit que le 

reste de la division euclidienne de 10? par 6 est 4. 

Eli 4xX10" +4, ,X107 +... +a X10'+a. 

D'après la question précédente, pour tout entier k allant de 1 à n, a; X 10 = 4 a, (6). 

Donc x = 4(a, + a,-1 +. + &)+ @ (6), ce qui signifie que x et 4(a, + a,_; +. + &)+ a ont le même reste 

dans la division par 6. 

Conclusion : x est divisible par 6 si, et seulement si, l'entier 4(a, + a,_1 +. + &)+ @ est divisible par 6. 

A Utiliser les décompositions en produits de facteurs premiers 

Énoncé Rappel : un entier naturel est un «carré | ElApplication 

parfait » s'il est le carré d'un entier naturel. Montrer qu'il n'existe pas d'entier naturel non nul n tel 

El Montrer que tous les exposants qui interviennent dans 

la décomposition d'un carré parfait autre que 0 et 1 en 

produits de facteurs premiers sont pairs. 

Eli! existe un entier k > 2 tel que n = k°. 

On décompose k en produit de facteurs premiers : 

k= pi XpSX...Xpyr. 

En élevant au carré, on obtient : 

Rp tp EX. XD. 

A Si n = 1,5n = 5 n'est pas un carré parfait. 

Pour n > 2, si 5n est un carré parfait, le nombre premier 5 présent dans sa 

décomposition en produit de facteurs premiers doit avoir un exposant pair. 

Par conséquent, dans la décomposition de n le nombre premier 5 figure avec 

un exposant impair. Mais alors, dans la décomposition de 7n, 5 figure avec ce 

même exposant impair. 

Donc 7n n'est pas un carré parfait. 

que 5n et 7n soient deux carrés parfaits. 

Stratégies 

EI On explicite le fait que n 
est un carré parfait, on écrit la 

décomposition de sa racine carrée 

et on utilise les propriétés des 

puissances, à savoir (ab) = a"b" et 

(a"Ÿ = a?. 

FA Penser à traiter séparément le 

cas n = 1, car la décomposition en 

produit de facteurs premiers ne 
concerne que les entiers supérieurs 

| ou égaux à 2. 
! Pour montrer que deux conditions 

1 ne peuvent pas être réalisées 

| simultanément, on peut supposer 

1 que l’une est réalisée et montrer 

| qu'alors l’autre ne peut pas l'être. 

| Onutilise le résultat de EE 

ivisibilité Œ 



DAravailpersonneléSairelepoint | 

Savoir... 

Démontrer qu'un entier b 

non nul divise un entier a. 

monesnnn ste sene sense nes nnsenenennenéesesesnsnesesnesenboneessnsenenmenssssnnnnennntennsnnmntnsnnnmnnnnennennmennnnnnnnnne see esnnnnnesennnnenennnnnennnnnmnennsnnentenennnnmnenesnnmeneneemnnnennnnnnts 

Déterminer si un entier 

naturel n est premier. 

CELLELECECECECCECECOCCECECCCCCC CCC OOOEC CECI ECOOCOOCOCCCT OECCECEEEECECCPPECCEPEEECEREREECCREEEEREREEEEEEEEERERER RERO RRRRRRRERREEE EEE E TETE ET TEEN PIRE PE EEE. 

Décomposer un entier n en 

produit de facteurs premiers. 

msn os tees ete ess asp sinelpnieieie n'ejn)eie sie 0/0/8j0/010)0 2mjen)2 eh vie o sé snsoneomessonpenenensnnessonnnnonsenn noces tops sons p senc onnsenennnna ns nnn nca snnnne nos n en serve nes ons ss ces nsnsseneenanm es sc ossscmsnscene 

Déterminer le reste de la 
division euclidienne de a par 

b(b 0). 

COOP CCE EEE ECC CO EEE EEE CO EE ECC CT CCCECCPCE EEE CE CEE PE EETPECCOOP PROC TPE SR ERP EEE P OPEN TEE DEC EE L TTL LI LOL EU TUTO ET RT RD ENRe EUR 

Utiliser les congruences 

modulo n. 

RARARSMAAAARAAAISERANARSAR ANR ALAASARANTANARRANTS 

Comment faire ? 

Plusieurs méthodes sont possibles : 

D Écrire a = kXb avecke Z. 

D Reconnaître une écriture de a sous la forme b,u + b,v, où b, et b, sont des 

multiples connus de b et u, v deux entiers. 

D Décomposer a et b en produit de facteurs premiers. Si bp” figure dans la 
décomposition de b, alors pl avec f > a doit figurer dans celle de a. 

Rem amean 

D Montrer que a = O(b). 

D On doit connaître la liste des nombres premiers inférieurs à 30. 

orge man er mr 
» Sin est pair (autre que 2) il n'est pas premier. 

D Si n est impair on le divise par les nombres premiers successifs 3, 5, 7, 11... tant £ 

que l'on n'obtient pas un reste nul. On s'arrête au dernier entier premier inférieur 

ou égal à Ÿn. 

D On peut aussi programmer la calculatrice : le programme ci-dessous donne les 

diviseurs impairs (autre que 1) de n inférieurs ou égaux à sa racine carrée. 

Si rien ne s'affiche, n est premier (toujours pour n impair). 

GRAM: PREMIER 0 ======PREMIER =====-= 

DD ENT EM), 29 For 33D To SN) St or 2-02 3 

f fParL (N/D) 6 “h j de 
he 1f Frac <N-D)=5a ñ 
isr D:"DIVISE" Then Da 

Ô 3 
Nexta 
"EST PREMIER"A4 
Stora 

Zesnonsous YO ssuussse ss | OMMN 2OHANTA Mes TEE 

(rErR 
sp N'EST PRE 

D Si n n'est pas premier, on prend le premier diviseur premier p de n obtenu (voir 

ee ALIEN 
cadre précédent) et on recommence en remplaçant n par l'entier rE 

D On peut aussi utiliser un programme. 

D On peut écrire la division euclidienne de a par b: 
Dans N, a = bg+ravecqaeN et0<r<b. 
Dans Z, a = bq+ravecqezZet0<r<|b|. 

oo 0 

D On peut utiliser les congruences : 

Dans N, r est l'unique entier tel que a =r(b)et0 <r<b:; 

Dans Z, rest l'unique entier tel que a =r(|bl)eto<r<|b|. 

Selon la situation étudiée, on peut penser à : 

b utiliser les propriétés de compatibilité ; 
D 

D traduire explicitement une congruence a = b (n) sous ta forme a—b=KkXn 
aveckEeZ ; 

D travailler par « disjonction de cas » : modulo n, tout entier est congru soit à O, 
soit à 1, .., soit à n — 1.1l y a donc n cas à étudier. 

(456) CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 



é [23 Dans chacun des cas suivants, indiquer la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

ESi n = 1155, alors: 

El Si u et v sont des entiers tels que u 
divise v, alors : 

ESi n = a Xb avecn,aetbentiers, 
alors : 

ESi n = 2X3 X72, alors: 

Si n = 3(2), alors: 

a. —35 divise n 

a. u + v divise u 

a. 2*X7 divise n 

b.9 divise n 

b. —u divise —v 

b. n divise a 

b. 22 X3 divise n 

b. 2 divise n —1 

: [24l Dans chacun des cas suivants, indiquer l’unique bonne réponse. 

37 =-3*10+7, 
donc : 

a. —7 est le reste de la 

division euclidienne de 

E137 = 3*X10 +7, 
donc : 

b. a et b ont le même signe El Si a,bet n sont 
des entiers tels que 

a = b(n), alors: 
A ee en Re een ns emo nes nn prenammensremtasénnanennsadennosesel dore rcenesendanneennnnntonseennaneosennnassaseloenessemasenttcconsanpenneeneneneneananpnenenesanens 

c.19°# 1 est divisible par El Pour tout entier 

naturel n : 

a. le reste de la division 

euclidienne de 37 par 10 

a. best le reste de la 

division euclidienne de a 

a. 19° — 1 est un multiple 

b. le reste de la division 

euclidienne de 37 par 3 

b. —7 est le reste de la 

division euclidienne de 

7 pat (l0 

El Si a =- 5(7), alors: b. a = 2(7) 

b. 19° — 1 est un multiple 

| [25! Pour chacune des affirmations suivantes, répondre par vrai ou faux. 

El Si le reste de la division euclidienne de a par b est r, alors le reste de la division euclidienne de — a par best r. 

Si p est un nombre premier tel que p° figure dans la décomposition en facteurs premiers de l'entier naturel n, 

alors p et p° divisent n. 

El Si a et b sont des entiers tels que 2a = 2b(10), alors a = b(10). 

EX Si a et b sont des entiers tels que 2a = 2b(10), alors a = b(5). 

Eli n'existe pas d'entier a vérifiant a? = 2(3). 

E Dans la division par 7 d'une puissance de 10, le reste ne peut pas être égal à 5. 

c. 77 divise —n 

c. u divise —u — v 

c. a divise bn 

C2 KI NX] x Sest 
un multiple de n 

cn —-9estun 
multiple de 4 

c. 37 = 3(7) 

c. 3 est le reste de la 

division euclidienne de 

— 37 par 10 

c. a — 5 est un multiple 

de 7 

c. b — a est un multiple 

den 

A 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 



4 L 
k s #. 

Fi eme Préciser si les affirmations s 
fausses. Justifier la réponse. 

31 divise 1 829. ” : ... “ 

out nombre entier relatif non 
de diviseurs dans Z. T2 Let : 

Tout nombre entier relatif a au moins quat 
sers dan “ 

PL Er  ” Soie LA 

HOUR ess tent en 
réciser si les affi rmations suivantes sont vraies ou 

: . ja F1 ver NAS SEE RRi tue het el: 
r 

VS L 4 + 

RS ET ce Le 
Le produit de deux entiers impairs est un entier 

impair | 4H A 4 A ET | see 

nu ni RP ee En 

| He * + Parti 
{ELe produit d'un entier pair par un entier impair est 

Has dar pe A et À 

Et an emerimparesn entre | 
ner CR EME ? 

1 \ em ti, 1x ie 

Pour chacune s affirmations suivantes, préciser la 
{ou les) bonne(s) réponse(s). Te: 
ESia et b sont des entiers relatifs tels que b divise a: 

(Abe à LA tres set e 
cb divise a + b. « 2 4+ 2 Lea *" 

El L'entier 57 est vi ible par : : : "A À à 
| PA a SRE De va Lee. 

Re re é LE vrprent 
Ames SUN Pet UNSS be 
Hein + vtr ", 7. nette 
Es RANCE pe 2 C4 pen 9 5 de 
c« aXb divise n°. | 
Eee Sn RE à . . 

h 

Æ} Les nombres amis 
EX Établir la liste des diviseurs positifs de 30 et calculer 

leur somme s. 

El Établir la liste des diviseurs positifs de 140 et calculer 

leur somme t. 

rar SR530 
El Vérifier que be FT: 

On dit alors que les entiers 30 et 140 sont amis. 

6 

+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

dans Z 
Les nombres amis (bis) 

Montrer que les entiers 135 

et 819 sont amis. 

On pourra utiliser le pro- 

gramme donné ci-contre. 

MAUR C'est la plus 
petite paire d'entiers amis 

impairs. . 

S1 Démontrer que pour tout entier n, le nombre 

n° — n est un multiple de 6. 

32 | On considère deuxentiers relatifs a et b. Démontrer 

l'équivalence suivante : 7 |(2a + 5b) 7|(5a + 2b). 

SEE Déterminer les entiers relatifs n tels que n + 8 soit 

divisible par n. 

34 | On considère'un entier naturel n. 

El Montrer que si 13 |7n + 4, alors 13 DS: 

El Étudier la réciproque. 

35 Les entiers naturels a et b sont tels que : 

al5b+31 et a|3b+12. 
El Montrer que a | 33. 

El En déduire les valeurs possibles de a. = 

[86! Pour tout entier relatif n, on pose : 

a =2n+11 et b, = 9n— 13. 

El Déterminer un entier k indépendant de n tel que : 

si d divise a, et b,,, alors d divise k. 

El En déduire la liste des diviseurs communs éventuels 

à a, et b,. 

El En déduire les diviseurs communs à 1 013 et 4 496. 

SJA Pour tout entier relatif n, on pose : 

aä=2n—1 et b, =9n+4. 

El Déterminer un entier k indépendant de n tel que : 

si d divise a, et b,, alors d divise k. 

F1 En déduire la liste des diviseurs communs éventuels 

à 4 et b,. 

El En déduire les diviseurs communs à 5 117 et 23 035. 

Quel est le PGCD de 5 117 et 23 035 ? 

l1n=6 
< LE Déterminer les entiers naturels ntels que, 7 

soit un entier. 



Démonstration du cours 

S Voir les conséquences immédiates, cours, page 444. 

El Conséquence @ du cours: « Les seuls diviseurs de 

milet sont 1l'et1;> 

Soit b un diviseur positif de 1 ; il existe donc un entier k 

tel que 1 = KXb. 

a. Justifier que k est strictement positif. 

b. Montrer que si b > 2 alors kXb > 2. 

c. En déduire que b = 1. 

d. Conclure. 

F1 Conséquence @ du cours : « — 1 et 1 divisent tout 
entier relatif a. » 

Conséquence @ du cours : « Pour tout entier relatif a, 

— a et a sont des diviseurs de a. » 

Écrire les deux égalités qui prouvent simultanément ces 

deux propriétés. 

Généralisation d'un résultat de cours 
Démontrer le résultat suivant : 

si l'entier a divise les entiers b,, b;,, .…, b, (n entier natu- 

rel non nul)alors pour tous nombres entiers G, © ..., G, 

a divise (bc +. + b,c;). 

D) Exercices d'application 

A 
| Déterminerlesentiers naturels ntels que 

at | q 3n +4 
soit un entier. 

| Une équation avec des entiers 
On cherche à déterminer les couples d'entiers naturels 

125 oups (x ; y) tels que = se GE 

El Démontrer que, pour x et y non nuls, l'égalité précé- 

dente est équivalente à (x — 5)(y — 5) = 25. 

El Déterminer tous les couples d'entiers naturels solutions. 

Diviseurs 

et raisonnement par récurrence 
nunnénss ets snt sn n sn nn esse sn en nstnnnenennstd en nnsennséé sens snssennsmensnenésenses 

© Voir la fiche Logique et raisonnement mathématique. 

[43 Démontrer à l’aide d'un raisonnement par récur- 

rence que, pour tout entier naturel n, 6 divise n° + 5n. 

44 | Démontrer le résultat de l'exercice précé- 

dent en remarquant que 5=—11(6), puis que 

nrsnen(nml)(n n)(6): 

145 | Démontrer à l’aide d’un raisonnement par récur- 

rence que, pour tout entier naturel n, 7 divise 32 *1 +27 *2, 

146 | Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux. Justifier la réponse. 

El Tout nombre premier est impair. 

El Tout nombre impair est premier. 

El Un nombre premier est un entier ayant exactement 

4 diviseurs dans Z. 

EI Si 2 divise l’entier n, alors n n'est pas premier. 

E Si deux entiers ont les mêmes diviseurs premiers, 

alors l’un est multiple de l'autre. 

[7] oc 
Préciser l'unique bonne réponse. 

El La somme de deux nombres premiers : 

a. est toujours un nombre pair ; 
b. n'est jamais un nombre premier ; 

c. peut être un nombre premier. 

F1 Le produit de deux nombres premiers : 

a. n'est jamais un nombre premier ; 

b. est toujours impair ; 

c. a toujours exactement 4 diviseurs dans N. 

El Si l'entier n admet pour seul diviseur premier l'entier 

p, alors : 

an =D; b. si n Z p alors p? divise n; 

c. n est nécessairement impair. 

148 | Gad Vrai ou faux ? 
On considère un entier n>2 et sa décomposition 

en facteurs premiers : n=pi'Xp;?X...Xpy" où 

Pis P2r + Pm Sont des nombres premiers tels que 

Pr < P> << Pm et M, A, M des entiers naturels 

non nuls. Répondre par vrai ou faux et justifier la réponse. 

EI Si n est pair, alors p; = 2. 

ESi p, = 2, alors nest pair. 

El Si n est impair, alors p, = 3. 

EI Si p, = 3, alors nest impair. 

ESi & = à; =. = ay = 2, alors nest un carré par- 

fait (c'est-à-dire le carré d'un autre entier). 
M Si n est un carré parfait, alors : 

CEPENCLES - = Am = 2. 

© Voir la fic 

et raisonnement math 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences Œ 



[49 | Crible d'Ératosthène 
On établit la liste des nombres premiers inférieurs à 100 

de la manière suivante : on barre 1 qui n'est pas premier ; 

2 n'est pas barré, il est premier, on barre ses multiples, et 

ainsi de suite. 

Recopier le tableau et le Crete 

172 73 V4 US (617 
18118283 84/85/86. 7 sa 
91/192193194/95]96|97 

E EF) El Les entiers suivants sont-ils premiers ? 

(On utilisera le programme se=s==PREMIER ====== 
vu dans l'exercice 8, page Fèr 450 To JCN> Ster 

447). ; 
97:271:451:537;743; |HfeFrpe CND2=8e 

"DIUISÉ Ne S93 Ne re 

El Donner la décomposi- fuoré 
pu en facteurs premiers ER DREMIER" a 
e ceux qui ne sont pas | Stopa 

premiers. 

91 | Donner la décomposition en facteurs premiers des 

entiers suivants : 228 ; 1 210; 3 267; 14 800 ; 884 058. 

El Donner la décomposition en facteurs premiers 

des entiers 28 et 126. 

F1 En déduire les décompositions des entiers suivants : 

a. 282. "D: 28X 126 ; © c. 126%: 1m d.2828. 

CONTENT d. 101 est premier! 

(53! L'entier n n'est divisible par aucun carré parfait. 

Que peut-on en déduire pour sa décomposition en 

facteurs premiers ? 

(54) L'entier n est le cube d'un autre entier. Que peut-on 

en déduire pour sa décomposition en facteurs premiers ? 

99 | L'entier n n'admet que 3 comme diviseur premier. 

El De quelle forme est sa décomposition en facteurs 

premiers ? 

F1 De plus n admet exactement 5 diviseurs ; que vaut n ? 

E GE L\Ac{e} FE On donne ci-dessous une copie 

d'écran d'un programme écrit avec le logiciel A/gobox. 

L'instruction n%d donne le reste de la division de n par d. 

a. Expliciter la condition « n%d = = 0 ». 

b. Tester « à la main » ce programme avec n = 28. 

c. Quelle est l'utilité de ce programme ? 

El a. Entrer ce programme dans la calculatrice en adap- 

tant la condition « n%d = = 0 ». 

b. Vérifier les résultats de l'exercice 51. 

li VARIABLES . 
 # DEBUT_ALGORITHME 

LIRE n 

d PREND _LA_VALEUR 2 
# TANT_QUE (d<=n) FAIRE 

H-DEBUT_TANT_QUE 
w SI (ne de0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER d 
n PREND_LA_VALEUR n/d 
FIN_SI 

# SINON 
CarReB LAN 

NC 

d PREND_LA_VALEUR d+1 
FIN_SINON 

FIN_TANT_QUE 
L_ FIN_ALGORITHME 

YA Décomposition et nombre de diviseurs 
On considère un entier n > 2 et sa décomposition en 

facteurs premiers : 

n=pi Xp; X...Xp}" OÙ Pr, P2, -- Pm Sont des 

nombres premiers tels que p} < p> << Pr et di, , 

…,@M" des entiers naturels non nuls. 

Soit d un diviseur de n. 

El Justifier que si un nombre premier p divise d, alors 

P € {Pr Pr ..rPm} 
El Justifier que si p; (1 < i < m) figure dans la décompo- 
sition de d en facteurs premiers, alors son exposant est 

inférieur ou égal à a@,;. 

El En déduire que d est de la forme : 

d=phxphx... x plr 
avec, pour tout entier i compris entre 1 et m, 0 < B,< a. 

El Montrer alors que le nombre de diviseurs de n est 

égal à (a, + 1)(@2 + 1)...(a,, + 1). 

[Bel .… nombres premiers admettent exacternent 

2 diviseurs dans N. Quel est l'ensemble des entiers 

naturels qui admettent exactement 3 diviseurs dans N ? 



99 | Les entiers naturels a et b sont tels que a? — b? est 
un nombre premier. Montrer que a et b sont consécutifs. 

[60 On considère un nombre premier p. 

El Démontrer que, si p # 2, p? — 1 est divisible par 4. 

El Démontrer que, si p > 5, p? — 1 est divisible par 12. 

COTE TENTE Parmi 3 entiers consécutifs il y a 

exactement un multiple de 3. 

Pour les exercices 61 à 63 on pourra utiliser le résultat 

de l'exercice 57. 

Les diviseurs premiers de l'entier naturel n sont 2 

et 3. Déterminer les valeurs possibles de n dans chacun 

des cas suivants : 

El n possède 4 diviseurs dans N. 

El n possède 6 diviseurs dans N. 

El n possède 18 diviseurs dans N. 

CYÆ Quel est le plus petit entier naturel admettant 

exactement 28 diviseurs ? 

El Montrer que si un entier naturel est un carré 

parfait alors il admet un nombre impair de diviseurs. 

El La réciproque est-elle vraie ? 

[64| =) On considère le programme suivant fait 

sous XCas : 

pram(n) :={ 

3:=0;: 

pour j de 1 jusque n-1 faire 

c:=iremi(n,j); 

si r==0 

alors 

s:=31); 

£si; 

fpour; 

afficher s; 

} 
D CRAREUE let so |: 

El Tester avec Xcas l'instruction irem(n/j) où n et j sont 

des entiers et préciser son utilité. 

Tester ce programme pour différentes valeurs de n et 

préciser ce qu'il calcule. 

El Ce programme permet-il de vérifier si un entier est 

premier ? 

[65 Démonstration du cours 
© Voir la propriété 1 du cours, page 446. 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 

El On suppose que n est premier. Justifier que 1 est le 

seul diviseur de n inférieur ou égal à Ÿn ? 

En déduire que n n'a pas de diviseur premier inférieur 

ou égal à Ÿn. 

El Réciproquement, supposons que n n'a pas de divi- 

seur premier inférieur ou égal à Ÿn et montrons, en 
raisonnant par l'absurde, que n est premier : on suppose 

donc que n n'est pas premier. 
L'ensemble des diviseurs de n (dans N) autres que 1 et n 

étant non vide, il admet un plus petit élément m. 

a. Justifier que m est premier. 

b. Justifier qu'il existe un entier k tel que 1<m<k<n 

et n = mk. 

c. En déduire que m° < n et conclure. 

a Démonstration du cours 

© Voir la propriété 2 du cours, page 446. 

Raisonnons par l'absurde, et supposons qu'il existe des 

entiers supérieurs ou égaux à 2 qui ne sont ni premiers 

ni produits de nombres premiers. 

Soit alors m le plus petit d'entre eux. 

El justifier l'existence d'entiers q et k tels que : 

m=qxk, 2<q<m, 2<k<m. 

El justifier que q et k sont soit premiers, soit produit de 

nombres premiers. 

El Conciure. 

Ë nd 

Les mêmes diviseurs premiers 
Pour tout entier k > 2, on pose : 

ui, =22=02. et: vi 2" Xur. 
Soit p un nombre premier. 

El Montrer que p divise u, si, et seulement si, p divise v4. 

EI à. Montrer que pour tout entier k > 2 

ve 1 = Qu FI}, 

b. En déduire que p divise u, + 1 si, et seulement si, p 

divise vy + 1. 

Remarque 

On a ainsi construit une infinité de couples d'entiers 

naturels ayant les mêmes diviseurs premiers, tels que leurs 

successeurs dans N ont également les mêmes diviseurs 

premiers. 



Hsite rene 
égal à 0, alors a est un diviseu ns £ 
Hé rene ere fpe sécrre sous la forme 2k < 

2k+1 ou u k est un entier relatif que uelconque. Hé PA 
ne NE ae 

ienne de 37 p p 3 ou pa _ Le A TOTEE + 4 cru 

ElLégalité 37=5X7 _ 2 traduit la a division eucli- 
“dienne de 37 par 5 ou par 7. + ri % prete 

tn à 
RICE MTS Lecrt 

ph Fee rer 1 
QC re es 

On efltue vien auciene de — 42 par s: à 
a. le quotient est égal —8. sd " 
b.leresteestégalà3. DA mie 
«le quotient est é égal — o. + id : 
de le reste est égal à 2. e ei ii * nées 

Sie reste de la die RITES 

4est2, alors: rer er RP 
a.lereste e de la division de e(a +1)p eh à ? r% Ja 4 
: le le reste de la division di doasrà par 4 est. put lu 
c. le reste. de la divisi vision de (a +2) par4est4. à À : | 

dre de la c la givision de — a pi LE ES . LL à A 

| Dans chacun des cas suivants, déterminer le quo- 

tient et le reste de la division euclidienne de a par b. 

El a = 351 ;,b = 12. EI a = 1007 ; b = 314. 

Ea=67;b=7. El a = 100 ; b = 19. 

Ha=413;:b=10. 

| Dans chacun des cas suivants, déterminer le 

quotient et le reste de la division euclidienne de a par b. 

a=-34;b=7. F1 a = 100 ; b = —3. 

E1 a = — 601 ; b = 12. E1 a =—654 :b =— 

Fi a = —1001 ; b = 31. 

72 l On considère l'égalité suivante : 
23 X 51 + 35 = 1208. 

Sans effectuer de division, répondre aux questions suivantes : 

El Quels sont le quotient et le reste de la division eucli- 
dienne de 1 208 par 51 ? 

F1 Quels sont le quotient et le reste de la division eucli- 

dienne de 1 208 par 23 ? 

462 

| 

| 

| El On divise l’entier 256 par b, on trouve comme 

quotient 15 et comme reste r. 

Quelles sont les valeurs possibles pour b et r ? 

EX On divise l'entier 12 130 par b, on trouve comme quo- 

tient 97 et comme reste r. 

Quelles sont les valeurs possibles pour b et r ? 

[2h Démonstration du cours 
S Voir le théorème du paragraphe 3.b. du cours, page 448. 

On considère deux entiers naturels a et b et on note res- 

pectivement gq et r le quotient et le reste de la division 

euclidienne de aparb: a=bq+r avec 0 <r<b. 

El Quels sont le quotient et le reste de la division eucli- 

dienne de — a par b? 

F1 Quels sont le quotient et le reste de la division eucli- 

dienne de — a par —b ? 

Coups de pouce 
El On distinguera les cas r = 0 et r # 0. Lorsque r # 0 on 

remarquera que b(—q)—r=b(-q)-b+b-r. 

El On pourra s'inspirer de la question El. 

=) El Recopier et tester le programme ci- 
dessous fait sous Xcas. 

… Voir la fiche Logiciel Xcas. 
F1 Que calcule-t-il ? E 

Euclia,b}) :={ 

q:=0 

tantque b*qa faire q:=q+1l; 

ftantque 

q:=q-1l; Ë 
r:=a-b°q: 

afficher q,r; 

} 
Re 

1E Le programme ci-dessous (qui est incomplet), 

fait sous XCAs, calculele  |suclidta,b) :={ 
quotient et le reste de  |q:=0 

la division euclidienne |si a>=0 alors 
d'un entier relatif a par 

unentiernaturelbnon  |ftantque 

nul. q:=q-l;r:=e-b*#q; 

Compléter ce pro- afficher q,r 

gramme et le tester |51n0n 
B:="4; 

pour plusieurs valeurs 

deaet b. 
DERNIER EP ANNNINTRRONE 

tantque b‘q<=a faire q:=q+1 



SOS TERRE ES Es 

D) Exercices d'application 

_  PDCongruences dansZ 

LEA Vrai ou faux ? Préciser si les affirmations 
suivantes sont vraies ou fausses. 

E Si le reste de la division euclidienne de l'entier a par 

7 est égal à 3, alors a = 7(3). 

FA Si le reste de la division euclidienne de l'entier a par 

13 est égal à 5, alors a = 5(13). 

El Si a = 4(9), alors le reste de la division euclidienne 
de l'entier a par 9 est égal à 4. 

EISi a = 41(23), alors le reste de la division eucli- 

dienne de l'entier a par 23 est égal à 41. 

Si a=—1(10), alors le reste de la division eucli- 
dienne de l'entier a par 10 est égal à 9. 

Vrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

El Si a = 4(9) alors a + 5 = 0(9). 

EISi a =—1(9) alors 2a = 7(9). 

El Si a = 1(9) alors a? = 1(9). 

E Si a = 3(9) alors — a = 3(9). 

E Si a? = 4(9) alors a = 2(9). 

Elvrai ou faux ? 
Répondre par vrai ou faux aux affirmations suivantes. 

EI Si a +3 = b + 3(n), alors a = b(n). 

F1 Si ab = 0(6), alors a = 0(6) ou b = 0(6). 

El Si a = b(n), alors — a =— b(n). 

ESi a — b = 0(5), alors a = b(5). 

[80! AU LUS QCM Dans chaque cas, préciser la 
(ou les) bonne(s) réponse(s). 

EI Si un entier a vérifie a = 2(8), alors: 
a. a — 2 est un multiple de 8; 

b. a est pair; 

c. a est un multiple de 4. 

El Si un entier a vérifie a =—1(10), alors : 
a. a — 1 est un multiple de 10; 

b. Il existe un entier k tel que a = 10k—1; 

c. a = 9(10). 

El Si un entier a vérifie 2a = 4(12), alors: 
a. a est pair ; b. a = 2(6); ca=2(12). 

E Si un entier a vérifie a — 1 = 0(3) alors: 

a. a est impair ; b. a est un multiple de 3; 

c«a+1=2(63). 

El Démonstration du cours 
© Voir le théorème du cours, page 450. 

On considère quatre entiers relatifs a, b, c et d et un 

entier naturel non nul n. 

Démontrer que : 

a.sia=b(n)etc=d(n),alorsa+c=b+di(n); 
b. sia=b(n)et c= d(n),alors ac = bd(n). 

EUTIEUTS En appliquant ces propriétés avec 

c = d = k,on obtient les conséquences @ et @ du 

paragraphe 4. b. du cours, page 450. 

Démonstration du cours 

© Voir la conséquence 3 du paragraphe 4. b. du cours, 

page 450. 

On considère un entier naturel non nul n et deux entiers 

relatifs a et b. Démontrer que : 

si a=b(n) alors, pour tout entier naturel p>1 
ap =bP(n). 

Coup de pouce 
On utilisera un raisonnement par récurrence sur p. 

EX] On considère des entiers a et b tels que a = 2(9) 
et b=5(9). 

El Démontrer que l'entier 25a + 8b est un multiple de 9. 

El Démontrer que l'entier a? — b? est un multiple de 3. 

84 = On considère le polynôme : 

P(x) = x° + 3x2 + 2x. 

El À l’aide d’un tableur ou de laicalculatrice, afficher 

les valeurs prises par ce polynôme pour les valeurs 

entières de x comprises entre — 20 et 20. 

El Formuler une conjecture concernant la divisibilité de 

P(x) par 6. 

El Factoriser P(x) en un produit de trois facteurs. 

EI Démontrer la conjecture. 

85 ELes entiers a, b et c sont tels que a =3(5), 
b=32(5),c=- 15) 
Préciser le reste de la division euclidienne de a, bet c 

par 5. 

Elles entiers a, b et c sont tels que a =13(12), 
b=—40 (12), c+3=0 (12). 
Préciser le reste de la division euclidienne de a,bet c 

par 12. 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences [463] 



L'écriture décimale d’un entier a sous la 

forme a,a, _...@ signifie que : 

a = a X 10° + a_1X 1077 1+ .… + 4 X 10 + @. 

El En utilisant les congruences modulo 3, démontrer 
le résultat suivant : un entier est divisible par 3 si, et 

seulement si, la somme de ses chiffres est divisible 

par 3. 

F1 En utilisant les congruences modulo 9, démontrer 

le résultat suivant : un entier est divisible par 9 si, et 

seulement si, la somme de ses chiffres est divisible 

par 9. 

(YA Démontrer de deux façons que, pour tout entier 

naturel n, l'entier 2 X 9” — 9 X 2 est divisible par 7. 

E ua l’aide d’un tableur, conjecturer les 

valeurs de l'entier naturel n pour lesquelles l'entier 

= 6° + 4 est divisible par 5. 

Voir la fiche Tableur. 

F1 Démontrer le résultat conjecturé. 

[89]  oéterminer le reste de la division euclidienne 

des = 6par.17: 

F1 Déterminer le reste de la division euclidienne de 3952 

par 7. 

F1 Déterminer le reste de la division euclidienne de l'en- 

tier 2 0122912 par 11. 

[so Rep-units 
Un rep-unit (répétition de l'unité) est un entier qui 

est formé uniquement de 1. Par exemple, le nombre 

1111111 est un rep-unit. 

EX Déterminer le reste de la division euclidienne de 

1111111 par 5, par 9 et par 11. 

FI En déduire le reste de la division euclidienne de 

(1111111 Ÿ par 5, par 9 et par 11. 

El Eon a. un entier naturel n vérifiant n = 4 (7), 
a. Montrer que n° — 1 est divisible par 7. 

b. Quel est le reste de la division euclidienne de n°? — 1 

par 7, où p désigne un entier naturel quelconque ? 

El On considère un entier naturel n vérifiant n = 5 (7). 
a. Montrer que n° + 1 est divisible par 7. 
b. Quel est le reste de la division euclidienne de n# +1 

par 7, où p désigne un entier naturel quelconque ? 

[464] CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

A On cherche à déterminerles entiers naturels 

ktels que l'entier N, = k? + k+ 20 soit divisible par k. 

El À l’aide d’un tableur, établir une feuille de calcul 

(voir la copie d'écran ci-après) pour conjecturer les 

valeurs de k qui répondent au problème. 

= | =SI(MOD(B2; A2)-0; “our; 7 non] : 

jé k divise k2+k+20 Ë 

RTS RENE SIP TP PRESENT 

Voir la fiche Ta
bleur. 

a 

El Démontrer que k | N, si, et seulement si, k est un divi- 

seur de 20. 

Û On cherche à résoudre dans Z l'équation : 

3x=5(7): 

El Quels sont les restes possibles de la division eucli- 

dienne d’un entier x par 7 ? 

F1 En déduire les restes possibles de la division de 3x 

par 7. 

El Quel est l'ensemble des solutions de cette équa- 

tion ? 

Em On cherche à résoudre dans Z l'équation : 

x?+2=0(9). 

El Quels sont les restes possibles de la division eucli- 

dienne d'un entier x par 9 ? 

Fi En déduire les restes possibles de la division de x? 

par 9. 

El Montrer que l'ensemble des solutions est formé des 

entiers de la forme 9k + 4 ou 9k +5 avecke Z. 

E Une équation de Pell-Fermat 

On considère l'équation (E) : 

x = 7ÿ—3 

où x et y sont deux entiers relatifs. 

El Justifier que si le couple d'entiers (x ; y) est solution, 

alors x? = 3(7). é 

El Déterminer les restes possibles de la divsion de x? 

par 7. 

El En déduire que l'équation (E) n’a pas de solution. 



Exercices guidés 

[96 QALZ On appelle rep-unit un entier qui ne 
s'écrit qu'avec le chiffre 1. (Voir l'exercice 90, page 464.) 

Par exemple 1 111 est un rep-unit que l'on notera N, car 

il est formé de quatre 1. 

Plus généralement, pour tout entier k > 1, on notera N, 

le rep-unit formé de k chiffres égaux à 1 : M = 11... 1 

k chiffres 1 

k=1 
On a donc N, = 10 = 10 +... +10 +1. 

i=0 

Le but de cet exercice est de conjecturer, puis de 

prouver quelques propriétés de ces entiers et de 

montrer que 1 est le seul rep-unit qui est un carré 

parfait (c'est-à-dire le carré d’un entier). 

El À l'aide du logiciel Xcas, on a utilisé l'instruction ifac- 

tor pour écrire les décompositions en facteurs premiers 

de N, pour 2 < k< 9 (voir la copie d'écran ci-contre). 

Lesquels sont divisibles par 2 ? Par 3 ? Par 5 ? Par 9? 

El D'après la question EE un rep-unit semble-t-il pouvoir 
être divisible par 2 ? Par 5 ? 

Prouver cette conjecture. 

El D'après la question EE conjecturer à quelle condition 
sur k le rep-unit N, est divisible par 3, par 9. 

Prouver cette conjecture. 

E1 Soit n un entier naturel tel que n > 1.On suppose que 

l'écriture décimale de n°? se termine par le chiffre 1. 

a. Montrer que, dans Ce 
cas, le chiffre des unités fffacter(t1) 

de nest 1 ou 9. 

b. En remarquant qu'un 
entier se terminant par 1 

ou 9 s'écrit sous la forme 

10p+1 ou 10p-—1 

avec p entier, montrer 

que: n°? = 1(20). 

c. Pour tout entier k 2, 

déterminer le reste de la 

division euclidienne de 

N, par 20. 

d. En déduire que 1 est 

le seul rep-unit qui soit 

un carré parfait. 

11.101 

41:271 | 

Biteie13:37 | Le —<— 
2394649 | 

Mitactor(iitittit) ne 
11:73.101,137 

ifactor(111111111) Ê 

| 3 .37:393667 : 

EI On regarde si les nombres premiers 2, 3 ou'5 appa- 
raissent dans la décomposition. Pour la divisibilité par 

9 on remarque que 3? = 9. 

F1 Utiliser les critères de divisibilité par 2 et par 5. 

El Regarder les congruences modulo 3 et 9 des puis- 

sances de 10 ou utiliser les critères de divisibilité par 3 et 

par 9. 

F1 a. On établit la liste des carrés des entiers de 0 à 9 

pour conclure. 

b.Si n est de la forme 10p +1, alors on obtient 
n? = 100p?+20p +1, puis on raisonne avec les 
congruences modulo 20. 

EHROC 
On considère des entiers relatifs a et b et un entier naturel 

non nul n. 

Démontrer que si a = b(n), alors pour tout entier naturel 

p>1,a=bP(n). 

El a. Pour n € N tel que 0< n< 6, déterminer le reste 

de la division euclidienne de 3” par 7. 

b. Démontrer que pour tout entier naturel n, l'entier 

37+6 — 37 est divisible par 7. 

Le cas où nest de la forme 10p — 1 se traite de la même 

façon. 

c. On utilise le fait que : 
K=1 

N/—= D10 = 10 0 0 
i=0 

et que pour tout entier « > 2, 10° est divisible par 20. 

d. Si le rep-unit N,, qui se termine par 1, était un carré 

parfait, d'après la question £b., orfaurait N; = 1(20).. 
On conclut. 

Que peut-on en déduire pour les restes de la division 

euclidienne de 3" *$ et 3° par7? 
c. À l’aide des résultats précédents, calculer le reste de la 

division euclidienne de 32°!? par 7. 

a | 

u =1+3+32+.. +30 1= 53 
k=0 

E1 Soit : 

où n un entier supérieur ou égal à 2. 

Déterminer les valeurs de n telles que u, soit divisible 

par 7. 



HOn peut démontrer le rte en utilisant un raison- 5 
* nement par récurrence Sur p : + 

b pour p=i 1, le résultat € est évident: 
Don suppose que pour un entier p arbitrairement fixé, 
id 0, (n eton démontre que apt= _ Le (EE 

Ba. =) 3! = 3(7), He Pitie 
Pour les autres résultats, on utilise la compatibilité des 

congruences avec _ multiplication et 5 AE du [1 5 
CRE. 

E Somme des carrés de trois nombres 
impairs 
El On considère un entier n impair. Démontrer que : 

25 n2=1(8). 

El Démontrer que le carré de tout entier pair est congru 

à 0 ou 4 modulo 8. 

PET ue EL 

on écrit nes = 2k+ 1 avec k entier on calcule 

RME LS din 

Hs nest pair, alors n = 2k avec k entier ;on envisage | : 

[les cas où kest pair, puis impair. tm BE ET Ana 
à « RASE. = de, UE 

ES PU NC ue RÉ EMENSE 5 

2% ge 

jl 

| cOna 2012 = 335X6+2. 
1 } 

| 

Î 

4 

Pistes de résolution eye SP 
bc à 3 Ë s É cos 0 

_b. On écrit 37+6— 37 = 3(36— 1), su on utilise un 

des résultats établis Dm : a: ARR 

El On reconnaît la somme des termes dt DREeoRe SE 3 

métrique. Gr 

Justifier que si 7 divise u, alors 7 divise 37 — ik 

El Soient a, b, c trois entiers impairs. 

a. Déterminer le reste de la division euclidienne de 

a? + b? + c? par 8. 
b. En déduire que ce nombre n'est jamais un carré. 

1e 

El a. On utilise la question El. 
b. On raisonne par Peu on SUP qu'il existe 

un entier n telque‘a  Fb?+c=n 
Selon que n est pair ou impair, à del entier son carré 

est-il congru modulo 8 ? Conclure. 

Exercices d'entraînement 

[oo ds Vrai ou faux ? 
Dans chaque cas, répondre par vrai ou par faux et justifier. 

El a? = 1(4) si, et seulement si, a = 1(4) ou a = 3(4). 

A x + x + 3 = 0 (5), si et seulement si, x = 1(5). 

ElLéquation x?2—y?=401 d'inconnues x et y 
(xEe N, y € N) admet un unique couple-solution. 

On considère un entier naturel n. 

On che à déterminer les valeurs de n pour lesquelles 

67° — 1 est divisible par 15. 

El Écrire la division euclidienne de 67 par 15. 

F1 Déterminer les restes de la division euclidienne des 

puissances de 7 par 15. 

El Condlure. 

Loi] EF) Suites et congruences 
On considère la suite arithmétique (u,) de premier 
terme u, = 23 et de raison r = 13. 

D CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

El À l’aide la calculatrice, conjecturer les valeurs de 

l'entier n pour lesquelles u, est divisible par 6. 

Coup de pouce 
Utiliser les congruences modulo 6. 

F1 Démontrer la conjecture. 

02] Éc) Suites et congruences (bis) 
El On considère la suite géométrique (v,) de premier 
terme vw, = 13 et de raison q = 5. 

Pour tout entier naturel n, déterminer le reste de la divi- 

sion euclidienne de v,, par 4. 

El On considère la suite (u,,) définie par u, = 14 et, pour 

tout entier naturel n,u,}, = 5u, — 6. 

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

Un+2 = un (4). 

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

Qu, =59#2453; 
c. Déduire de la question précédente qu'aucun terme de 

cette suite n'est divisible par 3. 



(So) On appelle E l'ensemble des entiers naturels 

qui peuvent s'écrire sous la forme 9 + a? où a est un 

entier naturel non nul. 

Par exemple, 10=9+1? et 13=9+22? sont des 
éléments de E. 

On se propose d'étudier l'existence des éléments de E 

qui sont des puissances de 2, de 3 ou de 5. 

El Étude de l'équation d’inconnue a, 9 + a? = 2" où 
aeN,neN,n2>4. 

a. Montrer que si a existe, a est impair. 

b. En raisonnant modulo 4, montrer que l'équation n'a 

pas de solution. 

El Étude de l'équation d’inconnue a, 9 + a? = 3" où 
a€eN,nenN,n2>3. 

a. Montrer que si n > 3, alors 3” est congru à 1 ou 3 

modulo 4. 

b. Montrer que si a existe, il est pair, et que nécessaire- 

ment nest pair. 

c. On pose n = 2p où p est un entier naturel supérieur 

ou égal à 2. Après avoir factorisé 3° — a?, montrer que 

l'équation proposée n'a pas de solution. 

El Étude de l'équation d’inconnue a, 9 + a? = 5” où 
aeN,neN,n22. 
a. On suppose n impair. 

Démontrer que 5” = 2(3).En déduire que l'équation n'a 

pas de solution si n est impair. 

b. On suppose n pair et on pose n = 2p. 

En s'inspirant de lc. montrer qu'il existe un unique 

entier naturel a tel que 9 + a? soit une puissance de 5. 

L'47 Critère de divisibilité par 11 

Partie A 

El Vérifier que les nombres 34 + 43, 57 +75, 93 + 39 

sont divisibles par 11. 

El On suppose que l'écriture décimale d'un entier x est 

ab avec a £ 0, c'est-à-dire x = 10a + b. 

On note y l'entier obtenu en intervertissant les chiffres 

de x. 

Démontrer que x + y est divisible par 11. 

El Un entier x comportant quatre chiffres s'écrit dans le 

système décimal abcd avec a # 0. 

En utilisant les congruences modulo 11, démontrer que 

x = 0 (11) si, et seulement si : 

—a+b-c+d=0(11). 

EEn déduire que les entiers de quatre chiffres dont 

l'écriture décimale est de la forme abba avec a # 0 sont 

divisibles par 11. 

Partie B 

On considère un entier a défini par son écriture déci- 

male a = a,a,-;...a avec a, # 0: 

ad 4,100 ai M0 2 EE Ta X 10 + @. 

On dira que le rang du chiffre a, est égal à k. 

El Démontrer qu'un entier est divisible par 11 si, et seu- 

lement si, la somme de ses chiffres de rang pair dimi- 

nuée de la somme de ses chiffres de rang impair est 

divisible par 11. 

El L'entier 15 374 876 926 816 est-il divisible par 11 ? 

El Déterminer les multiples de 11 compris entre 1 000 et 

9 999 dont la somme des chiffres est égale à 11. 

Un critère de divisibilité par 7 
Critère : 

Pour savoir si un entier naturel n est divisible par 7, on 

sépare le chiffre des unités de n des autres chiffres et 

on effectue la différence entre le nombre formé par les 

autres chiffres et le double du chiffre des unités. 

L'entier n est divisible par 7 si, et seulement si, cette dif- 

férence est divisible par 7. 

Exemple : 861 est-il divisible par 7 ? 

On effectue 86 — 2X1 = 84, puis 8—2X4 = 0 quiest 

divisible par 7, donc 84 également, donc 861 également 

en appliquant deux fois le critère. 

Dans cet exercice, on propose de démontrer ce cri- 

tère pour un nombre de trois chiffres. 

Soit n un entier naturel de trois chiffres dont l'écriture 

décimale est n = abc avec a £ 0. 

El Démontrer que n = 2a + 3b + c(7). 

F1 On appelle m l'entier égal à la différence décrite ci- 

dessus. Montrer que : > 

Mm=3a + D 2017); 

El En déduire que : 
n—3m=0(7) et m+2n=0(7). 

E] En déduire que : 
M=Q0(7)n-0(07). 

El Conciure. 

oël On cherche à résoudre dans Z l'équation : 

xX2+x+1=0(6). 

El Quels sont les restes possibles de la division eucli- 

dienne d’un entier x par 6 ? 

El En déduire les restes possibles de la division de x? 

par 6. 

El Quel est l'ensemble des solutions de cette équation ? 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 



On considère les suites (x,) et (y,) définies par 

Xo = 1, Yo = 8 et: 

7 1 
Xn+1 — ak 3MhT 1 

20 8 
Yn+1 — 2 Fer 5 

,neN. 

EI Montrer par récurrence que, dans un repère du plan, 
les points de coordonnées (x, ; y,) sont sur la droite 

dont une équation est 5x — y + 3 = 0. En déduire que, 

pourtoutne N, x;+1 = 4x, + 2. 

El a. Montrer par récurrence que, pour tout ne N, x, 

est un entier naturel. 

b. En déduire que, pour tout n € N\, y, estun entier naturel. 

El a. Montrer que x, est divisible par 3 si, et seulement 

si, y, est divisible par 3. 
b. Montrer que si x, et y, ne sont pas divisibles par 3, 

alors ils n'ont pas de facteur premier commun dans leur 

décomposition en produit de facteurs premiers. 

El a. Montrer par récurrence que, pour tout n € N : 

X — (4x5 — 2). 

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 47 X 5 — 2 

est un multiple de 3. 

LEE On s'intéresse au problème suivant : étant donné 
un entier naturel n > 2, existe-t-il trois entiers naturels 

x, yet ztels que: 

x2+y2+2z2+1=0(2")? 

A. Étude de deux cas particuliers 

EB Dans cette question, on suppose que n = 2. 

Vérifier que 1,3 et 5 satisfont à la condition. 

F1 Dans cette question, on suppose que n = 3. 

a. On considère un entier naturel m. 

Recopier et compléter le tableau ci-dessous donnant le 

reste r de la division SuERoienne de m par 8 et le reste R 

de la division euclidienne de m°? par 8. 

b. En déduire que pour n = 3 le problème n'a pas de 

solution. 

B. Étude du cas général n > 3 
Supposons qu'il existe trois entiers naturels x, y et z tels 

que : 
x2 + y2+2z2+1=0(2"). 

El Montrer que, parmi les nombres x, y, z, il y a soit deux 

nombres pairs, soit aucun nombre pair. 

El Dans cette question, on suppose que x et y sont pairs 

et que zest impair. 

ais, 

LLXŸ CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

On pose alors x = 2a,y =2betz=2c+1oùa.betc 

sont des entiers naturels. 

a. Montrer que x? + y? + z? = 1(4). 
b. En déduire une contradiction. 

Question ouverte 

se cette question, 

EI Les nombres de Mersenne 
Pour n entier naturel non nul, on note M, l'entier 

M, =2"—1. 
El Pour 1 <n < 

miers ? 

15, quels sont les nombres M, pre- 

El a. Soit k un entier naturel non nul et a entier quel- 

conque. Montrer que a — 1 divise a*—1. 

CONTENT Pour a £ 1, on utilisera un résultat sur 
les suites géométriques 

D 

il 

N 

b. En déduire que, si d divise n, alors 2%— 1 divise M,.. 

El Déduire de la question F1 que, si M, est premier, alors 

n est premier. La réciproque est-elle vraie ? 

RTMUL Les nombres M, avec n premier sont appelés 

nombres de Mersenne. 

. 

D 

LU Le crible de Sundaram 

El Montrer que, si n est un entier naturel impair non pre- 

mier, alors il existe des entiers naturels impairs k et d'tels 

LAON MESRINE 

F1 En 1934, le mathématicien indien 

Sundaram proposa le crible suivant 

pour obtenir les nombres premiers  |10117124131|... 

impairs : partant de l'entier 4, on  |13122131/40| 
construit en lignes et en colonnes |..|...|.. ||. 
les termes des suites arithmétiques dont les raisons sont 

les entiers impairs successifs 3, 5, 7, 9... 

La propriété de Sundaram dit : «un entier impair 2k + 1 

différent de 1 est premier si, et seulement si, l’entier non 

nul k ne figure pas dans ce tableau. » 

Montrons cette propriété. 

On note a; ; le terme du tableau situé à l'intersection de 

la ligne à et de la colonne j. 

a. La colonne 1 étant constituée des termes d’une suite 

arithmétique de raison 3, exprimer a;, en fonction de i. 

b. La ligne i est constituée des termes d’une suite arith- 
métique ; CPE sa raison en fonction de i. 

c. En déduire que a, ; = i+j+2ïÿ. 

d. Vérifier que 24, ; Se (ait): 
e. Conclure. 

que: n = Kkd; 

[4]7/0f13]... 
7/12/1712...) 



El Les nombres amiables 
e Thabit ibn Qurra 

Nous avons vu dans l'exer- 

cice 5, page 445, que les 

entiers 284 et 220 sont 

amiables, c'est-à-dire 

que chacun d'eux est la 

somme des diviseurs posi- 

tifs propres de l'autre ou 

encore que la somme de 

tous les diviseurs positifs 

est la même pour les deux 

entiers. 

Pour tout entier naturel 

non nul n, on pose : 

RAA l: bE=3X2"- il; 

9x2 1; A=2"XaXb. et, B=2°Xc 
Le savant arabe Thabit ibn Qurra a démontré que : 

Si a, b et c sont premiers, alors À et B sont amiables. 

Thabit ibn Qurra (826-901), 

astronome, mathématicien 

et musicologue perse. 

[1 | EF) a. Vérifier que les nombres amiables 220 et 284 
sont de la forme de A et B. 

MMM Cette paire de nombres amiables était connue 

de Pythagore au ve siècle av. J.-C. 

b. Montrer que 1 184 et 1 210 sont amiables. (On uti- 

lisera le programme donnant les diviseurs d’un entier.) 

Sont-ils de la forme de A et B? 

Cette paire d'amiables, pourtant formée de 

nombres assez petits, n'a été proposée qu'en 1867 par un 

jeune Italien (Nicolo Paganini). 

c. Calculer a, b et c pour n = 4 et vérifier qu'ils sont pre- 

miers. (On utilisera le programme testant la primalité.) 

Calculer la paire de nombre amiables A et B obtenue. 

MINS Cette paire d'amiables a été donnée par Fermat 

au xvie siècle. 

d. Même question avec n = 7. 

MMM Cette paire d'amiables a été donnée par 

Descartes en 1638. 

El Démonstration de la propriété 
Tous les diviseurs considérés sont positifs. 

On suppose que a, b et c sont premiers. 

Comme a et b sont distincts, les écritures À = 2"XaXb 

et B=2"Xc sont les décompositions en facteurs 

premiers de À et B. 

A-lesentiers1i:25::52%027;@ cX2 7.5 €Xx 2" sont des 

diviseurs de B. Justifier qu'il n'y en a pas d'autres. 

COTE TE LITE La décomposition permet de 
connaître le nombre de diviseurs. 

b. Établir de même la liste des diviseurs de A. 

c. Montrer que la somme S, des diviseurs de B est égale 

a (1 Fc)X(271=4). 

à g” +1 3 1 

Sig£1, 1 Te Here 

d. Montrer que la somme $, des diviseurs de À est égale 

. (i+a+b+ab)}x(2"*1— 1). 

e. En utilisant les expressions de a, b et c en fonction de 

n montrer que S, = 5, et conclure. 

UE Les nombres parfaits pairs 

On dit qu'un entier naturel est parfait s'il est égal à la 

somme de ses diviseurs positifs autres que lui-même 

(voir l'activité 3, page 443). 

El Le but de la question est de montrer que : si 2P — 1 

est premier, alors N = 2P-1(2P — 1) est parfait. 
Notons q l'entier premier 2P — 1. 

a. Écrire la liste des diviseurs de N (on remarquera que 

l'écriture connue de N est sa décomposition en facteurs 

premiers). 

b. Montrer que N est parfait en utilisant le rappel 

ci-dessous. 

TAB Si a est un réel différent de 1 et k un entier naturel, 
akt1_3 

1+a+a2+.…..+a= 
a—]1 

El Preuve de la réciproque 
Soit N un nombre parfait pair. Ei notant n l'exposant 

de 2 dans la décomposition de N en facteurs premiers 

(N est pair, donc n > 1) on peut écrire N = 2"q avec q 

impair. On note : 

s(N) la somme des diviseurs de N (N est parfait, donc 
s(N) = 2N) et s(q) la somme des diviseurs de q. 

a. En remarquant que chaque diviseur d de q engendre 

n +1 diviseurs de N':d, 2d, …, 2"d, montrer que : 

S(N)=(1+2+22+...+2")xs(q), 

puis que 2N = (2"*1—1)xs(q). 

b. En notant 6 la somme des diviseurs de q autres que q, 

déduire de la question El a. que q = 6(2"*'—1). 

c. En déduire que 6 = 1, puis que q est premier et égal 

PACS 

Ainsi N = 2"(2"*1—1). 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 



On considère la courbe représentative @ de la fonction f 

| Un crible hyperbolique 

définie sur R\{0} par f(x) = - avec k entier positif non 

nul. La courbe 6 est tracée dans un repère orthonormé et 

on considère deux entiers a et b tels que 2 < a et 2< b. 

On place sur 6 deux points mobiles A et B d'abscisses res- 

pectives a et — b et on trace la droite (AB). 

On place le point P(k ; 0) et on trace la droite % perpen- 

diculaire à (AB) passant par P. 
On s'intéresse au problème suivant : Lorsque a et b 

varient, quelles sont les valeurs entières supérieures 

à 3 de l’axe des ordonnées non traversées par la 

droite  ? 

El À l’aide du logiciel Geogebra, tracer la courbe 

représentative @ de la fonction f dans un repère ortho- 

normé. Créer deux curseurs a et b et faire varier leurs 

valeurs de 2 à 20 avec un pas de 1. 

Tracer les droites (AB) et ® et activer la trace de la droite 
Ch 
Conjecturer les valeurs non traversées par la droite ® 

lorsque a et b varient. Quels semblent être ces entiers ? 

ne -_ 
LE — RE —— 
= È 

— | : 

| É 
4 AE EN : 

Sa | PT PS AAC SC Reel 

Ce graphique a été réalisé avec k = 3. 

Voir la fiche Geogebra. 

F1 Quelles sont les coordonnées des points À et B ? 

El Calculer le réel a tel que les vecteurs AË et vi) 
soient orthogonaux. 

E1 En déduire que l'équation réduite de la droite ® est : 

y = Rx + ab. 

El Quelles sont les ordonnées supérieures à 3 des points 

de l'axe des ordonnées qui ne sont pas traversés par la 

droite ® ? Justifier. 

CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

m Une autre démonstration 
S Voir le théorème 2 du cours, page 446. 

La démonstration du théorème2 «L'ensemble des 

nombres premiers est infini», exposée dans le cours, 

page 446, date d'environ 2 300 ans. Celle que nous allons 

voir dans cet exercice a été proposée en 1938 par Paul 

Érdos (1913-1996), mathématicien hongrois. 

Supposons qu'il y ait un nombre fini À d'entiers naturels 

premiers que nous noterons alors p;, P2, ..., Pa. 

Soit N un entier supérieur ou égal à 1. 

Soit n un entier compris entre 1 et N. 

El En utilisant le théorème de décomposition en fac- 
teurs premiers, justifier que n admet une écriture de la 

forme : 

n=piXpi Xp 

où &, @, …, &A4 sont des entiers naturels (éventuelle- 

ment nuls). 

FÆOn écrit chacun des exposants a; sous la forme 

2a; + b, avec b; = 0 si à; est pair et b; = 1 si a; est 

impair. Montrer qu'on peut mettre n sous la forme : 

n=k Xp} Xp X... Xp 
où k est un entier naturel dont on précisera la valeur. 

El a. Montrer que k? < N. 
b. Justifier qu'il y a au plus 24 entier de la forme : 

pi Xp} X.….Xpa. 
c. En déduire que le nombre de valeurs prises par n 

(c'est-à-dire N) est inférieur ou égal à ŸN X 24, puis que 

NS 
E] Conclure. 

CONTACTE N est au départ un entier quelconque. 

LÉ} Racines carrées et irrationnels 
On considère un entier n qui n'est pas un carré parfait 

(c'est-à-dire qui n'est pas le carré d'un autre entier). 

El Justifier que dans la décomposition de n en produit 

de facteurs premiers il existe un nombre premier p dont 

l'exposant est impair. 

F1 On suppose que Ÿn est rationnel, c'est-à-dire qu'il 

existe des entiers naturels a et b avec b Æ 0 tels que 

rl /n=<4: 
a. Quelle est la parité de l'exposant de p dans la décom- 

position de nb? ? cé 
b. Quelle est la parité de tous les exposants dans la 

décomposition de a° ? 
c. Que dire alors de l'égalité /n = ? 

El Énoncer la propriété que l'on vient de montrer. 



UE Une infinité de paires d'amis 
On à vu dans l'exercice 29, page 458, que les entiers 30 
et 140 sont amis, c'est-à-dire que leur quotient est égal 
au quotient de la somme de tous leurs diviseurs positifs. 

El Soit a un entier naturel supérieur ou égal à 2 et p un 

entier premier qui ne divise pas a. 

a. Montrer que le nombre de diviseurs du produit p X a 

est le double du nombre de diviseurs de a. 

b. On note d, ; d, ; ..; d,, la liste des diviseurs de a. 

Écrire la liste des diviseurs de p X a. 

c. En notant $, la somme de tous les diviseurs positifs 

d'un entier n > 2, montrer que : 

Spa = (1+p)XS,. 

El Déduire de la question El la propriété suivante : 

Si a et b sont amis et si p est un nombre premier ne divi- 

sant ni a ni b alors p X a et p X b sont amis. 

El Avec la propriété démontrée dans la question El et 

une paire d'amis connue, on peut créer une infinité de 

paires d'amis. 

a. Justifier l'affirmation ci-dessus. 

b. Proposer trois paires d'amis engendrées par la paire 

{30 ;140}. 

LA Défi : questions de jour 

Le 1er janvier 2012 était un dimanche. 
Quel jour de la semaine sera-t-on le 1er janvier 2062 ? 

File mathématicien français Cédric Villani, en photo 

ci-dessous, a reçu la médaille Fields (c'est la plus haute 

distinction internationale décernée en mathématiques) 

en 2010. LLG AIGHT 
Cédric Villani est né le 

5 octobre 1973 ; quel jour 

de la semaine est-il né ? 

Coup de pouce 
Il y a 7 jours par semaine 

et, sauf les années 

bissextiles, 365 jours 

par an! 

(| Le système binaire 
El Soit a un entier naturel non nul. On considère la suc- 

cession de divisions euclidiennes suivante : 

D la division deapar2:a=2*4+hb; 
b si 4 0, la division de 4 par 2: = 2Xq+n;.…. 
D si qe À 0, la division de q4 par 2 : gx = 2 X qk+1 + +1: 

On arrête l'algorithme dès que le quotient s'annule. 

a. Montrer que la suite (q,) ainsi définie est strictement 

décroissante. 

b. En déduire que l'algorithme finit toujours par s'arrêter. 

c<. On note m l'entier tel que q,, = 0. Montrer que : 

ARR tn X2 +, FRX2Th. 

On écrit : a = m1... que l'on appelle l'écriture 

de a en base 2 (ou dans le système binaire). 

F1 à. Donner l'écriture binaire des entiers suivants : 

2:10 P6EAIN: 

b. Donner l'écriture décimale des entiers suivants : 

102; 111%: 10101 :2110010101€ 

El à. Compléter le programme ci-dessous pour obtenir les 

restes successifs ro, r1,..., et par conséquent l'écriture de 

A en base 2. 

"AS" ?3f4 
While Int <A:22#0e 
A-2xXInt €R22)3Re 
Int <A:233fa 
WhileEnda 

b. Programmer la calculatrice et vérifier les réponses 

données à la question El b. 

Remarque 

sl : Lt ke 
Le programme suivant réalisé avec le logiciel Xcas 

permet d'obtenir l'écriture d’un entier naturel en base 2. 

(] Prog _Eait_Ajoutefo mt Pk(F. Save | 
basedeux{(n) :={ 

si n==0 alors afficher [0] fsi; 

L:=[]; 
tantque n>0 faire 

L:=prepend(L,irem(n,2)); 
n:=iquo(n,2); 

£tantque; 

affiche L; 

} 
‘7 

 Parsing basedeux É 
{ Warning: L,affiche, declared as global variable(s) compiling basedeux À 

basedeux(B) 

basedeux(12) 

basedeux(19) 



LEE Somme des diviseurs d'un entier 

El On considère l’entier 252 = 22 X 32 X 7. À l’aide d'un 
arbre, déterminer le nombre de diviseurs positifs de 252. 

Écrire la liste des diviseurs de cet entier dans N. 

El Déterminer la décomposition en facteurs premiers de 

l'entier 496 et en déduire le nombre de diviseurs de cet 

entier dans N. Écrire la liste de ces diviseurs. 

On note o(n) la somme des diviseurs positifs d'un entier 
naturel n. 

El On rappelle qu'un entier naturel n est dit parfait si la 

somme de ses diviseurs propres (c'est-à-dire différents 

de n) est égale à cet entier, ce qui revient à dire que 

o(n)= 2n. 
Les entiers 252 et 496 sont-ils parfaits ? 

E1 Vérifier les égalités suivantes : 

6(252)= (1+2+22)(1+3 + 32)(1 +7); 

6(496) = (1 + 2+ 22+ 25 + 24)(1 + 31). 

BE Un entier n a pour décomposition en facteurs pre- 

miers : n = ptqpr'. 
À l’aide de la question El conjecturer une expression de 

o(n) en fonction de p, q,r, a, B et Y. 

La question F1 propose de démontrer la conjecture 

émise ; on reprend les notations de la question El. 

EH a. En s'inspirant de la question KE, exprimer en fonc- 
tion de a, B et y le nombre de diviseurs de n. 

b. Justifier que chaque terme du développement de 
(+p+...+p)( + a+... +) +r+...+1") est 
un diviseur de n. 

c. Combien il y a-t-il de termes dans ce développement ? 

d. En déduire que o(n) est égal à : 

(+p+...+pt)( + q+... +) +r+..+n). 

| Valuation p- te 
d'u un rationnel ROSE 

Exemple : On considère le rationnel x = À. 

3 X 
Alors on a x = Es = Px+ (3 et 5 ne sont pas 

multiples de 2). Ainsi, v; (4) = 3. 

CA CHAPITRE 13 Divisibilité et congruences 

Î 
l 

El ustifier que : 
24 

(#)=1, “(#)=-1 et re) 

F1 Calculer les valuations p-adiques suivantes : 

100 405 49 
(5): (2): vo): m0: 
(35); vw (#5) 

Dans les questions suivantes, p désigne un nombre 

premier. 

El Vérifier que pour tout entier relatif k, v, IDE 

F3 Démontrer que pour tout nombre rationnel x et tout 

nombre rationnel y, v,(xy) = v,(x)+ v, (y). 

0. 

On écrira x = PS et y = p'x-© oùket { sont 
d 

des entiers relatifs et a, b, c, d des entiers naturels non 

multiples de p. 

El Déduire de la question EI que, pour tout nombre 

rationnel x et tout nombre rationnel non nul y: 

(2) = v,(x) — v, (y). 

FH a. On a réalisé avec Xcas le programme suivant qui 

fonctionne avec n entier naturel ; expliquer sa fonction. 

EE + 

j:=0; 

tantque (n$%2*j-=0) faire 

114 Parsing val è 
jf Warning; j, declared as global variable(s) compiling val À 

CRE +. UR  :© USX 
ÉC 

RER BIS 

SSRSSN EEE Re SSSR 

b. Modifier ce programme pour qu'il tue la valuation 

p-adique d'un entier naturel pour un nombre premier p 

quelconque. 



AE Entiers naturels sommes de deux 
carrés | 
Dans ce problème, on se propose d'étudier quelques 
propriétés des entiers naturels n qui s'écrivent sous 
la forme n = a? + b? avec a et b entiers naturels. On 
appellera S l'ensemble des entiers naturels qui peuvent 
s'écrire ainsi. 

El On considère les entiers naturels inférieurs ou égaux 

à 10. Dresser la liste de ceux qui appartiennent à S. 

El Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repère 

orthonormé (0, 1, J'), les cercles de centre Oet de rayons 
respectifs 1, 2, 3,..., 10. 

Comment peut-on retrouver à l'aide du graphique la 

réponse à la question EI ? 

El Démontrer que tout carré parfait, et que tout entier 

qui suit un carré parfait, appartiennent à S. 

E] à. On considère des entiers naturels a, b, cet d. 

Développer (ac + bd) + (ad — bc}. 
b. En déduire que sine SetpEeSalorsnXpes. 

On dit que l'ensemble S est stable pour la multiplication. 

c. L'ensemble S est-il stable pour l'addition ? 

El Recopier et compléter le tableau suivant pour obtenir 

la parité de a? + b? à partir de celle des entiers a et b: 

__ pair 
impair D 

impair 
EI On considère un entier N pair appartenant à S. 

Le but de la question est de démontrer que l'entier SE 

appartient également à S. 

On écrit N = a? + b? avec a et b entiers naturels. 

a. À l'aide de la question El montrer que a et b ont la 
+ = 

même parité. En déduire que a 3 È et © 5 2 

entiers. 

sont des 

| 

| 

>) 

a+bŸ a—-b\ 
b. Calculer | 2 ] + 5 e 

c. Conclure. 

On considère un entier N impair appartenant à S. 

Le but de la question est de démontrer que N est de la 

forme 4k + 1 avec k entier. 

On écrit N = a? + b? avec a et b entiers naturels. 

a. À l'aide de la question El montrer que a et b n'ont pas 
la même parité. 

Pour la suite, on supposera par exemple que a est pair 
et b impair. 

Il existe donc des entiers u et v tels que a = 2u et 

b=2v+1. 

b. Calculer a? + b? en fonction de u et vet conclure. 
c. Tout entier naturel de la forme (4k + 1) appartient-il 
à S? 

d. Le nombre 8 055 appartient-il à S ? 

De moins en moins de nombres 
premiers ? 
Pour n E N\{0} on note n! (lire « factorielle n ») le pro- 
duit des entiers de 1 à n: 

NME 2x Xn- 

E Pour tout entier k tel que 2 <k< n donner un divi- 

seur de (n! + k) autre que 1 et (n! + k). 

F1 Utiliser ce résultat pour donner 5 entiers consécutifs 

non premiers. 

E Existe-t-il une liste de cent milliards d'entiers consé- 

cutifs ne comportant aucun nombre premier ? 

Le résultat précédent 

semble témoigner de la raréfaction 

des nombres premiers. Cependant, 

une conjecture du mathématicien 

français Joseph Bertrand (1822- 

1900) démontrée par son confrère 

russe Tchebychev tempère cette 

impression : 

si n > 3, il y a toujours un nombre 

premier compris entre n et 2n. Pafnouti Tchebychev 
(1821-1894). 

XI Défi : le temps des soldes 
Après trois remises successives de a %, b % et c % où a, 

b, et c sont des entiers naturels, un article est passé de 

300 € à 222,87 €. Calculer a, b, et c. 

Appliquer une remise de t % revient à multiplier les prix 

par (1 — 5} 

YE) 



Au fil du temps 

Mathématiques d'hier et d'aujourd'hui 
De tout temps, le souci de confidentialité dans les affaires d'ordre militaire, 

commercial, diplomatique... a entraîné les hommes d'une part à concevoir 
des codes secrets et d'autre part à essayer de briser les codes adverses. 

La cryptologie (étymologiquement science du secret) est la science qui 
regroupe ces deux notions : la cryptographie pour les concepteurs et 
la cryptanalyse pour les briseurs de codes. 

La machine ENIGMA, mise au point à des fins commerciales au début 
du vingtième siècle, était utilisée par l'armée allemande pour communiquer Machine électromécanique 

secrètement lors de la Seconde Guerre Mondiale : le mathématicien Enigma. 

britannique Alan Turing et son équipe de cryptanalystes de 
Bletchley Park ont réussi à briser son code. Cette réussite 

a-t-elle joué un rôle décisif dans la victoire des Alliés ? 

Les historiens ne sont pas unanimes à l’affirmer, mais ils 

s'accordent sur le fait que sans elle la guerre aurait duré Fu & 
plus longtemps. ere y AA ES et ÿ | 

Cryptologie et histoire mm ue mes 0 mu E ss sea À | 

La cryptologie est très présente dans l'Histoire. Effectuer ‘our Fc a es me ce À 
0828 ‘473 

éci É sv eat emo 19400 21900. G7MS 00. 19018 0008 1017 | des ES pour préciser son rôle dans les événements |## Re is se lo 

suivants : | 
13890 j#e26 020 14901 7582 … AGËS7 47002 sms, 

ï, s . . e70 17889 O7ONS, SEC BASA' 48108. 15217 æspot 

a. l'exécution de Marie Stuart # 
le 8 février 1587; 

l'eagea | 17908 rat sens 1208 ‘0719 14331 18081 

b. le télégramme de Zimmermann 

(sano “RSMSS 26000 21904 4707 9407: amos_ 20883. “. 
2510 18140 RueeO 9005 13347, 20420 3O00D 13752 20007 

pendant la Première Guerre mondiale. 

bee SES 1NNCT Sens 1340 28069 1333911205  £2200 
‘10430 14814: 4178 (090R 0794 TOR 7307 ORS: S8R0R 13807 

i1CO #1879 9340 9560 Aedte 15874 1850£ 18100 15057 
tied ‘9370 (7391 9000  je187 15400 9300 922 009 16e 
Gite 2831 17920 11547 ‘A714R A1BO4: 7007 PTS AIDE RER 

10488, OPSEN 9600: 3070 Marie Stuart (1542-1587) à £ 

reine d'Écosse. tt pme orné 

Zoom sur les grands problèmes mor 
Le théorème des restes chinois permet de résoudre les systèmes du type |... ; 

X= Gn(Mn) 

l'énoncé original se trouve dans un ouvrage du mathématicien chinois Qin Jiushao datant de 1247. II 

semblerait que des problèmes d'astronomie (conjonctions de cycles de corps célestes, établissement de 

calendriers) soient à l'origine de la recherche mathématique ayant abouti à ce théorème. 

Produit de nombres premiers. 
Dans ce chapitre, plusieurs méthodes de codage seront présentées, dont celle appelée « RSA ». Ces 

méthodes sont basées sur un problème d'apparence très simple, mais dont la résolution est beaucoup 

plus complexe qu'il n'y paraît : un nombre entier naturel N étant donné, ce nombre est-il premier, ou 

pas ? Et dans le cas où N'est « composé » (c'est-à-dire pas premier), quelle est la décomposition de Nen 

produit de facteurs premiers ? 

Bien que le problème semble très simple, la détermination pratique des nombres premiers divisant N 

est un problème difficile qui, pour les très grands nombres, permet de construire des « clés » de codage 
aujourd'hui « incassables ». 

Exemple : Le nombre 1121 X 1123 = 1258 883 n'est pas premier, mais est le produit de deux nombres 

premiers. On considère le nombre : 57 718 897 ; c'est le produit de deux nombres premiers. Lesquels ? 

| 474 | CHAPITRE 14 PGCD et nombres premiers entre eux 



| sms Dre amener 

De gauche à droite : Len Adleman, Ron Rivest, 

Adi Shamir, les concepteurs de l'algorithme 

de cryptographie asymétrique nommé RSA. 

Depuis l'Antiquité, les hommes ont cherché à communiquer des mes- 

sages secrets, destinés à être lus uniquement par des interlocuteurs 

choisis. Le souci de confidentialité a entraîné les nations à créer des 

services chargés d'assurer la sécurité des communications par la mise 

en place de codes secrets. Parallèlement, les décodeurs ennemis ont De seras Le. rase 

essayé de briser ces codes. Pour crypter un message, l'envoyeur utilise 1783) à Nemours (France). 

un algorithme qui utilise une clé de chiffrement ; le receveur, à l'aide 

d'une clé de déchiffrement, peut reconstituer le texte du message en clair. 

Les codages par substitution poly-alphabétique ont succédé aux codages par substitution mono- 

alphabétique, mais tous ont montré leurs limites dans l'Histoire. 

Les notions d'arithmétique présentées dans ce chapitre, théorème de Gauss, théorème de Bézout, 

nombres premiers entre eux et les congruences vues au chapitre 13, sont à la base d'un système 

de codage moderne, appelé « RSA », du nom des trois chercheurs qui l'ont inventé en 1978 (Rivest, 

Shamir, Adleman). Ce système est un algorithme de cryptographie, très utilisé dans le commerce 

électronique par exemple. 
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Les trois activités suivantes ont pour objet des problèmes de chiffrement. 

E) Le chiffrement affine : 
codage par substitution mono-alphabétique 

El Principe 
> On numérote les 26 lettres de l'alphabet de 0 (pour A) à 25 (pour Z). 

» On calcule les images de ces 26 entiers par une fonction affine f:x+-> ax +b 

où a et b sont deux entiers naturels, avec a # 0. 

> On prend les restes des images précédentes dans la division euclidienne par 26. 

> On remplace les lettres composant le message initial par celles qui correspondent 

aux restes. 
Le couple (a, b) est la clé secrète du codage. Lorsque a = 1, il ne s'agit en fait que 

d'un simple décalage. 

Pourquoi peut-on se restreindre à choisir a et b inférieurs ou égaux à 25 ? 

Le chiffre de César 

Dans la Vie des douze Césars, l’auteur latin Suétone (qui vécut environ entre l'an 70 et 

l'an 130) donne une description détaillée de ce procédé de substitution utilisé par 
Buste de Jules César 

(101-44 av. J.-C.), 

général et homme d'état romain. 

Jules César : il remplaçait chaque lettre par celle venant trois places après elle dans 

l'alphabet. C'est donc un chiffrement affine de clé (1,3). 

EExemple 

HÉCCTEDRECEUCE UE | 
E CRETE EEE) 

a. À quel chiffrement affine pd la feuille de gr ci- Pre: ? 

b. Coder le message « MANON PRATIQUE LA DANSE ». - 

c. Reproduire la feuille de calcul ci-dessus et modifier la formule entrée en A2 pour 

observer les chiffrements obtenus avec les clés suivantes : (2,5), (4,6), (13,3). 
Pourquoi ces clés ne sont-elles pas satisfaisantes ? 

ElDéchiffrement 
Celui qui reçoit le message codé doit pouvoir le lire grâce à la connaissance de la 

clé secrète. Combien peut-on concevoir de clés différentes à l'aide de la méthode 

de chiffrement affine décrite ci-dessus ? 

Avant d’aller plus loin 
Pour étudier le problème du déchiffrement, on utilisera les théorèmes de Bézout et de 

Gauss étudiés dans ce chapitre. (Voir l'exercice 62, page 495.) 

Le chiffrement de Vigenère : 
codage par substitution poly-alphabétique 

introduction 
L'analyse des fréquences (dans une langue déterminée, la fréquence d'apparition - 

d'une lettre donnée dans un message assez long est relativement stable) développée 

par les cryptanalystes arabes a mis en évidence la faiblesse des codages par substi- 
tution mono-alphabétique, où chaque lettre est remplacée par une même lettre. Les 

cryptographes ont donc dû concevoir des méthodes de chiffrement plus élaborées. 
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Au xve siècle, le savant italien Léon Battista Alberti (1404-1472) eut l'idée d'utiliser 

deux alphabets. Ses idées furent approfondies par l'abbé allemand Jean Trithème 

(1462-1516). La forme finale de cette méthode de chiffrement a été attribuée au 

xvie siècle (à tort selon certains auteurs) au diplomate français Blaise de Vigenère 

qui lui laissa son nom. 

Ki 
za 

DR 

EPrincipe 
On construit un carré de 26 x 26 cases, composé de 26 alphabets disposés comme 

indiqué ci-dessus. On décide d'un mot clé, ou d'une phrase clé, connu seulement 

de l'émetteur et du destinataire du message. 

On répète le mot clé autant de fois que nécessaire sous le texte en clair. Chaque 

lettre du texte en clair est ainsi associée à une lettre du mot clé qui indique quel 

alphabet utiliser pour la coder. 

Exemple : choisissons comme clé zero et chiffrons le mot mathematiques (on ne 

tient pas compte des accents). 

> On code M dans la ligne commençant par Z, ce qui donne L. 

> On code A dans la ligne commençant par E, ce qui donne E. 

> On codeT dans la ligne commençant par R, ce qui donne K, etc. 

Zlélrlolztelr JABRBE 
El Questions 
a. Terminer le chiffrement commencé dans l'exemple précédent. 

b. Pourquoi cette méthode de chiffrement résiste-t-elle à l'analyse des fréquences ? 

c. Lire le message U AJ DQZJ PECBY sachant que son émetteur a utilisé le code 

de Vigenère avec la clé maximilien. 

Remarque 
Un autre exemple de codage poly-alphabétique proposé en 1929 par le mathématicien 

américain Lester Hill (1891-1961) sera étudié dans le chapitre 15, page 544. 
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Joomavarsilss notions 

Blaise de Vigenère (1523-1596), 

diplomate, cryptographe, alchimiste 

et astrologue français du xvie siècle. 

Vers 1860, l'Anglais Babbage 

et le Prussien Kasiski réussirent 

(indépendamment l'un de 

l’autre) à « casser le chiffre 

de Vigenère », c'est-à-dire 

à élaborer une méthode 

permettant de trouver la 

clé choisie et ainsi de lire 

tout message codé selon la 

méthode de Vigenère. 
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Le système cryptographique R.S.A. 

Eintroduction 
Le chiffrement de Vigenère vu dans l'activité 2 et les méthodes de plus en plus 

sophistiquées qui lui succédèrent jusqu'à la fin des années 1970 ont toutes posé 

un problème important : celui de l'échange des clés entre l'émetteur et le desti- 

nataire du message, la clé utilisée étant la même pour le chiffrement que pour le 

déchiffrement (on parle de clé « symétrique »). 

En 1975, trois Américains (Diffie, Hellman et Merkle) ont eu l’idée d'utiliser une clé 

«asymétrique » : la clé de chiffrement (clé publique) serait différente de la clé de 

déchiffrement (clé privée). 

Il restait à concrétiser cette idée en trouvant une fonction de chiffrement adaptée. 

Trois autres Américains, Ron Rivest, Adi Shamir et Léonard Adleman ont concré- 

tisé les travaux de D.H.M. et donné naissance au système R.S.A. en 1978. 

EPrincipe 
Une personne donnée que l'on nomme Alice choisit deux nombres premiers p 

et q distincts et supérieurs ou égaux à 3, et un entier e premier avec le produit 

(p—1)q-1)ettelque0<e<(p—1)(q—-1). 
On note n le produit pq. 

Le couple (n, e) est la clé publique d'Alice (c'est-à-dire que tout le monde peut 

se la procurer). : 

En revanche, les nombres p et q choisis par Alice sont grands de telle sorte que la 

connaissance de n ne permet pas de les retrouver dans un temps raisonnable avec 

des ordinateurs. 

Tout le monde peut envoyer un message à Alice en utilisant sa clé publique (n, e) 

de la manière suivante : le message est numérisé en général avec le code ASCII 

(voir le Pour info ci-contre), puis découpé en tranches m;, m, … 

Chacun des nombres m; est ensuite remplacé par le reste c; de la division eucli- 

dienne de m;° par n qui est transmis à Alice. 

Le triplet (p, q, d) où d est l’unique entier tel que 1 <d<(p—1)(q—1) et 
ed = 1 modulo(p — 1)(q — 1) n'est connu que d'Alice : c'est sa clé privée. 

Il permet à Alice de déchiffrer le message reçu, car en calculant le reste de c; dans 

la division euclidienne par n, Alice retrouve m;. 

Tout le monde peut voir le message reçu par Alice, mais elle seule peut le déchiffrer. 

CUT ATOS Les justifications (voir le TP 13, page 485) nécessitent des 
outils mathématiques qui seront vus dans ce chapitre. 

ElExemple 
Le but est de mettre le principe en application. Contrairement à la réalité, on prend 

des nombres premiers de taille modeste : p = 13 et q = 29. 

On choisit un entier e premier avec 336 (12X28) compris entre 2 et 335 : 

336 = 2*X3 X7, donc, par exemple, e = 5 convient. 

a. Calculer n et d. 

b. Bernard veut donner un lieu de rendez-vous secret à Alice : CHARLIEU. 

Que représentent les nombres 67 et 266 dans le tableau ci-contre ? 

c. Alice reçoit donc le message 266 193 364 36 189 242 101 258. 

Quel calcul doit-elle faire avec le nombre 266 ? 

Quel résultat va-t-elle obtenir ? 

+ 
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Pour info 
La fiabilité des clés du système 

R.S.A. nécessite l’utilisation de 

nombres premiers très grands. 

Certains de ces nombres, trop 

célèbres, ne sont pourtant pas 

utilisés en cryptologie. 

Les nombres de Mersenne 

sont les nombres premiers 

de la forme (2? — 1) où pest 
premier. En 2012, on en connaît 

47, le plus grand correspond à 

p = 43112 609 et s'écrit avec 

presque 13 millions de chiffres ! 

Pour injo 

La fonction « code » d'un _ 

tableur renvoie le code ASCII 

des caractères ; c'est cette 

fonction qui a été utilisée 

pour remplir la colonne m; 

du tableau de l'exemple 

ci-dessous. 
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LE ŒHRecherche du PGCD : algorithme d'Euclide 

El Que peut-on dire du PGCD de deux entiers naturels non nuls a et b lorsque b 

divise a ? 

EOn considère deux entiers naturels non nuls a et b tels que b < a.On appelle r 

le reste de la division euclidienne de a par b. 

a. Montrer que si un entier d divise a et b, alors il divise r. 

b. Montrer que si un entier d divise r et b, alors il divise a. 

c. En déduire que PGCD (a, b) = PGCD (b,r). 

El Application à la recherche du PGCD de deux entiers a et b tels que 0 < b< a 

On écrit la division euclidienne de a par b: 

a = bX 4 + © avec 0 < 6 <b. 

Si 6 — 0, PGCD (a,b)= b. 
Sinon, PGCD (a, b) = PGCD (b, %) et on écrit la division euclidienne de b par % : 

b=rnxXq+ravec0<r<#. 

Sin = 0, PGCD (a, b) = PGCD (b, 5) =B 

Sinon, PGCD (a, b) = PGCD (b, %) = PGCD (8) et on écrit HE 

a. Recopier et compléter les deux dernières lignes ci-dessus. 

b. On continue tant que l'on n'obtient pas un reste nul : pourquoi peut-on affirmer 

que l’on obtiendra un reste nul au bout d'un nombre fini d'étapes ? 

c. Que peut-on affirmer concernant le dernier reste non nul ? 

[a | G A Écrire l'algorithme décrit dans la question Elen pseudo- S ORERQU 
code et le tester sur la calculatrice ou avec un logiciel. © Voir les Outils pour 

PGCD et décompositions en produits 
de facteurs premiers 

EI On considère les entiers a = 90 750 et b = 18700. CONTE 

a. Décomposer a et b en produits de facteurs premiers. On pourragitiliser un programme | 
vu dans le chapitre 13. 

b. Soit d'un diviseur de a. 
Quels sont les facteurs premiers pouvant figurer dans la décomposition de den 

produit de facteurs premiers ? 

Pour chacun d'eux quels sont les exposants possibles dans cette décomposition ? 

c. Même question si d'est un diviseur de b. 

d. Même question si d'est un diviseur de a et de b. 

e. En déduire la décomposition en produit de facteurs premiers du PGCD de a et 

b, puis sa valeur numérique. 

On vérifiera la validité de la réponse avec la fonction PGCD de la calculatrice. 

EGénéralisation 
Soient a et b des entiers naturels supérieurs ou égaux à 2. 

Expliciter une méthode permettant d'obtenir le PGCD de a et b à partir de leurs 

décompositions respectives en produit de facteurs premiers. 

ElApplication 
Déterminer le PGCD des entiers 366 520 et 2 262 700. 
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ED PGCD de deux entiers : propriétés et définitions 

Définitions 

D Étant donnés deux entiers relatifs a et b dont l’un au moins est non 

nul, l'ensemble des diviseurs communs à a et b admet un plus grand 

élément, que l'on appelle le plus grand commun diviseur à a et b et 

que l'on note PGCD (a, b). 

D Lorsque PGCD (a, b) = 1,ondit queles entiers a et b sont premiers 

entre eux. 

Soient deux entiers relatifs a et b, avec a 0 ;ona: 

OPGCD(a,0)= a; PGCD(a,1)= 1. 

@ PGCD (a, b) = PGCD (| a 

© Si b divise a, PGCD (a, b) = _ b | 

@ Si b est premier et ne divise pas a, PGCD (a, b) = 1 

On considère deux entiers naturels non nuls a et b, avec b < a. 

On appelle r le reste de la division euclidienne de a par b. L'ensemble 

des diviseurs communs à a et b est confondu avec celui des diviseurs 

communsàbetr. 

CONSÉQUENCES 

© Lorsque b ne divise pas a, en appliquant la propriété jusqu'à l'obtention 

d'un reste nul, on obtient le PGCD de a et b comme étant le dernier reste non 

nul. Ce procédé pour obtenir un PGCD est appelé algorithme d’Euclide. 

@ Étant donnés deux entiers naturels non nuls a et b dont le PGCD est D, 

l'ensemble des diviseurs communs à a et b est l'ensemble des diviseurs de D. 

On considère des entiers naturels non nuls a, b et k. Alors : 

PGCD (ka, kb) = kxX PGCD (a, b). 

Homogénéité 

DÉMONSTRATION 

: Notons D le PGCD de a et b.et D’ celui de ka et kb. 

Comme D divise a et b, kD divise ka et kb ; donc kD < D’. 

: Comme K divise ka et kb, k divise D’ (conséquence ci-dessus) : 
: _ilexiste donc un entier n tel que D’ = kn. 

Comme D” divise ka et kb, n divise a et b; donc n< 

multipliant par k qui est positif : D’ < kKD. 

Finalement : D’ = kD. 

Propriété caractéristique 

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. 

D, donc, en 

D est le PGCD de a et b si, et seulement si, À et b sont des 
: À D D 

entiers premiers entre eux. 

CHAPITRE 14 PGCD et nombres premiers entre eux 

L'ensemble des diviseurs 

communs à a et best non vide 

(il contient 1) et fini ; il admet 

donc un plus grand élément. 

Compte tenu de la 

conséquence @), on limite 

l'étude de PGCD(a, b) au cas 
où a et b sont des entiers 

naturels. 

B Avec a = 7260 et 

b=53 025; 

7 260 = 3025 X 2 + 1210 

3 025 = 1210 X2 + 605 

1210 = 605 X2 +0. 

b Le PGCD de 7 260 et 3 025 

est le dernier reste non nul, 

c'est-à-dire 605. 

> 7260 =22X3Xx5X11? 

3025 =52X 112. 

Le PGCD de 7 260 et 3 025 est 

5 X 112 = 605. 

TEEN PONT PTIT SPP TETE EN PE 



> Calculer un PGCD 

Exercice corrigé | 

El a. Calculer de deux façons différentes 
d = PGCD (390, 525). 

b. Déterminer l'ensemble des diviseurs communs à 390 et 

525. 

c. En déduire que 7 et 2 sont des entiers premiers 

entre eux. 

El a. D'après l'algorithme d'Euclide : 

22% —-390%X1+135:390 —135*X2+120; 

135 = 120X1 +15;120 = 15X8 +0. 

Le dernier reste non nul est 15. b»- 

Donc d = PGCD (390, 525) = 15. 

On peut aussi utiliser les décompositions en facteurs premiers : 
RD DR 35 13:52 = SX GX 7. 
Donc d = PGCD (390, 525) = 3X5 = 15.}> 

b. L'ensemble des diviseurs communs à 390 et 525 est l'ensemble des 
diviseurs du PGCD de ces deux entiers. 

 Doncilest égal à:{—15;-5;-—3;-—1;1;3;5;15}.È> 

c. D'après la propriété caractéristique, un et se 
| premiers entre eux. 

 APGCD (n,m) = 2X3X 11 = 66 }> 

| Donc P&CD (-F.; 66 és) 42 

Exercices d'application 

El Calculer PGCD (a, b) dans chacun des cas suivants : 

a. a = 350 ; b = 200. 

b. a = 1800 ; b = 7 000. 

c. a = 1892 ; b = 2002. 

[2] À l'aide de l'instruction ifactor du logiciel Xcas, on 

donne les décompositions en facteurs premiers de deux 

entiers. En déduire leur PGCD. 

2°.3.23 | 
Ifactor( 1225) 
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sont des entiers 

sscosecseseesecesssese 

[ecvraars) | 

soon oeneeseenesesessoeseessreseesseeseeesceeeeusecsesecsesecss 

El On donne deux entiers définis par leurs 
décompositions en facteurs premiers. 

HMS KES TILEE m= 2x3 X7X 11. 

Sans effectuer les produits ci-dessus, calculer : 

m 
d = PGCD (& -) 

Bon à savoir 

D On utilise la propriété 1 du cours. Le PGCD 

de a et best le dernier reste non nul dans les 

divisions successives de l'algorithme. 

22 D'après l’activité 5, page 479, le PGCD de 

deux entiers est égal au produit des facteurs 

| premiers communs aux deux décompositions, 

ï chacun étant affecté des son exposant le plus 

petit. 

F> Étant donné deux entiers naturels non 

nuls a et b dont le PGCD est d, l'ensemble des 

diviseurs communs àa et b est l'ensemble ie 

 diviseurs de d. 

tiyiee prop. caractéristique. 

cossosesessesescecenereesscereneerereesecceseseseseceseseeveceses 

Æ 

3 a. Donner deux entiers a et b compris entre 500 et 

600 dont le PGCD est égal à 35. 

b. Donner deux entiers a et b compris entre 500 et 600 

dont le PGCD est égal à 17. 

| Quel est l'ensemble des diviseurs communs aux 

entiers 140 et 150 ? 

On suppose que PGCD (a, b) = 

Calculer les nombres suivants : 

a. PGCD (2a, 2b). 

b. PGCD (54, 5b). 
b 

c. PGCD (4 +). 

OMCIIREET OA EE) 



» Soit E l'ensemble des entiers naturels non nuls de la forme ax + by où 

x et y sont des entiers relatifs. 

E est une partie non vide de N. En effet, on a par exemple : | a | eE 

car, selon le signe de a, l'entier naturel | a | s'écrit aX1+bXx0 ou 
axX(—-1)+bX0.E étant une partie non vide de N, E admet un plus 

petit élément n. 

Par définition de E, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que 

n = au + bv. 

Or D divise a et b, donc D divise n,d'où:D<n 

D On montre que n divise a en écrivant la division euclidienne de a par n: 

a = nq +r avec 0 <r<n et g entier relatif. 

Donc: r = a — nq = a — q(au + bv) = a(1 — qu) + b(— qv). 
Ainsi r est de la forme ax + by avec x et y entiers relatifs. De plus, r <n, 

donc, par définition de n, r # E. Alors nécessairement : r = 0 et doncn 

divise a. 

D On montre de même que n divise b. D'où, par définition de D, n < D. 

Finalement, on obtient : D = n = au + bv. 

REMARQUE : 

que au + bv = D 

L'algorithme d'Euclide permet d'obtenir des entiers u et v tels 

: Siaet b sont premiers entre eux, alors PGCD(a, b) = 1 et donc, avec 
: la propriété précédente, il existe des entiers relatifs u et v tels que : 

au +bv = 1. 

Réciproquement, on suppose qu'il existe des entiers relatifs u et v tels 

que : au + bv = 1. Soit D = PGCD(a, b) ; alors D divise a, D divise b, 

donc D divise au + bv, d'où : D = 1. 

nn nn 

Comme a divise bc, il existe un entier k tel que bc = “e 
Comme a et b sont premiers entre eux, d'après le théorème de Bézout, 

il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1. 

En multipliant par c cette dernière égalité, on obtient : 

c = acu + bcv = acu + kav = a(cu + kv). 
Comme (cu + kv) est un entier, cette égalité prouve que a divise c. 
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Le théorème dit «théorème 

de Bézout » a en fait été 

énoncé par Bachet de 

Méziriac (1581-1638) et fut 

repris dans un cadre plus 

large que celui des entiers par 

Étienne Bézout (1730-1783). 

On doit aussi à Bachet 

la traduction en latin de 

l'Arithmétique de Diophante, 

ouvrage qui est à l'origine des 

travaux de Pierre de Fermat. 

On reprend l'exemple de la 

page 480 : Ÿ 
605 = 3025 —-2X 1210 

= 3025 — 2(7 260 — 2x 3025) 

=—2X7 260 + 4 X 3 025. 

. Doncu =—-2etv = 4 

conviennent. 



O Utiliser le théorème de Bézout 

Exercice corrigé 

ECTA 0 Recherche d’un couple (u, v) tel que: 

au + bv = PGCD (a, b). 

On considère les entiers a — 266 et b = 224. 

; a. Calculer PGCD (a, b) en utilisant l'algorithme d'Euclide. 

b. À l'aide de cet algorithme, déterminer deux entiers 
: relatifs u et vtels que: 

au + bv = PGCD (a,b). 

0.00 

. 

. 

. 

: que le PGCD est toujours égal à 1. 

© b.Ona 4(1 + 3k)— 3(1 + 4k) = 1 donc, 
! d'après le théorème de Bézout, (1 + 3k) et 
: (1 + 4k) sont premiers entre eux. }> 
: «Sinest congru à 1 modulo 7, alors on a 

î n = 1+7k aveckentier. 

: On obtient: 
: 3n+4=3(1+7k)+4=7+21Kk 

: Fa. Lorsque k varie de 0 à 8, on constate 

: On conjecture que (1 + 3k) et (1 + 4k) sont 

: et 4n +3 = 4(1 +7k)+3 = 7 + 28k 

El a. Avec l'algorithme d'Euclide, on obtient : 
266=1X224+42; 224=5X42+14; 

D'où PGCD (266, 224) = 14. h> 
b. On a successivement : 
14 = 224 — 5 X 42 = 224 — 5 X (266 — 1 X 224) = 6 X 224 — 5 X 266. F> 

: On obtient u =—5 et v = 6. 

premiers entre eux. > 

= 7(1 + 3k) 

= 7(1 + 4k). 
e On en déduit que : 

: PGCD (3n + 4, 4n + 3) = 7 X PGCD (1 + 3k, 4 + 4k) = 7.b> 

Exercices d'application 

[6 | a. Calculer d = PGCD (495,150). 
b. Déterminer des entiers u et v tels que : 

495u + 150v = d. 

On considère des entiers naturels non nuls. 

a. Démontrer que deux entiers consécutifs sont toujours 

premiers entre eux. 

b. Deux entiers impairs consécutifs sont-ils toujours 

premiers entre eux ? Justifier. 

c. Deux entiers pairs peuvent-ils être premiers entre eux ? 

Justifier. 
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vossrssserssereseeesscesessesssss 

42=3X14+0. 

re 

escoseonsecessecseccses 

ones seesesseseseoeesssesseceseeeseeseses 

[2 E = Calcul du PGCD de deux entiers 
a. On considère un entier naturel k et les entiers (1 + 3k) 
et (1 + 4k).Conjecturer avec un tableur la valeur de 
PGCD (1 + 3k,1 + 4k) lorsque k décrit N. 
(On pourra utiliser la fonction PGCD du tableur.) 

b. Démontrer la conjecture faite précédemment. 

c. En déduire que si un entier naturel est congru à 1 

modulo 7, alors : PGCD (3n + 4,4n+3)=7. 

Bon à savoir 

D> Le PGCD de a et b est le 
dernier reste non nul dans 

les divisions euclidiennes 

successives. 

> On utilise les différentes 
divisions euclidiennes, en 

partant de celle donnant le 

_ dernier reste non nul, pour 
obtenir une écriture du type 
au + bv = PGCD(a, b). 

> Deux entiers sont premiers 
entre eux lorsque leur PGCD 

vaut 1. s 

> Deux entiers relatifs a et 

. b sont premiers entre eux si, 

et seulement si, il existe des 
entiers relatifs u et v tels que 
au + bv = 1. : 

54 On utilise la propriété 

d'homogénéité : 

PGCD (ka, kb) = kX PGCD (a, b). 

sense seeseseeesenesseceesesevesseesecsesoeeseescecseceesserese 

E a. Démontrer que les entiers a = 39 et b = 50 sont 

premiers entre eux. 

b. Justifier l'existence de deux entiers u et v tels que 

39u + 50v = 1. Déterminer un couple (u, v). 

Fo! Soit p un nombre premier et a et b deux entiers non 

nuls. 

Démontrer que p divise le produit ab si, et seulement si, p 

divise a ou p divise b. 

+ s : 
OM TRE RCE) 



BIravaux pratiques 

Mener une recherche et rédiger ls 

Suites et PGCD 

D’après une expérimentation d'épreuves pratiques. 

On considère les suites (u,) et (v,) définies par : 

Pour tout entier naturel n,u, = 4n+1 et v, = 5n +3. 

El Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de u, et v, ? 

El Caractériser les valeurs de n pour lesquelles u, et v, nes ont pas premiers entre eux. 

Mener une recherche étape par étape 

© Se faire une idée du résultat 

À l'aide d'un tableur, établir une feuille de calcul 

donnant en colonne A les valeurs de n, en colonne B : 

celles de u,, en colonne C celles de v, et en colonne D | 
le PGCD de u, et v,. È 

En « tirant » vers le bas, il semble que la colonne D ne 

comporte que des 1 et des 7. 

Les premières valeurs observées de n pour lesquelles le 
PGCD vaut 7 sont résumées ci-dessous : 

On remarque que les valeurs de n vont de 7 en 7 en | 

commençant à n = 5. 
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. On conjecture alors que: 

- Sin = 5(7), PGCD (u,, v,) = 7; 

|: - Sinon, PGCD (u,, v,) = 1 (c'est-à-dire que u, et v, 
sont premiers entre eux). 

@ Valider les conjectures formulées 

Question EI 
On établit entre u, et v, une relation éliminant n du 
type aXu, +bXv,=c, où a, b, c sont des entiers 

relatifs fixés. 
On en déduit que les diviseurs communs à u, et v, 
sont nécessairement des diviseurs de 7, d'où la justifi- 

cation de la réponse à la première question. 

Question El 
Compte tenu du premier résultat, on a : 

PGCD (u,, v,) = 7 7 divise u, et v,. 

bEn utilisant les propriétés de SARA des 

congruences, on montre que : 

si PGCD (uy, Vn) = 7, alors n = 5(7). 

> Réciproquement, on n'oublie pas de vérifier que si 
n = 5(7), alors 7 divise u, et v,. 

© Rédiger une solution 

À l’aide des deux parties précédentes, rédiger une 

solution du problème étudié. 



Les « nombres de Fermat » 

Pour ne N, on pose F, = 1 + 22° ; les nombres F, sont 
appelés nombres de Fermat. 

Pierre de Fermat pensait que ces nombres F, étaient 

tous premiers. 

a. Calculer A, A, F, et vérifier qu'ils sont premiers. 

b. Utiliser le programme de la page 456 du chapitre 13 

avec les entiers F, ; F, ; F ; la conjecture de Fermat est- 

elle avérée ? 

ElLe but de la question est de montrer que si m et 

n sont deux entiers distincts, alors F,, et F, sont 

premiers entre eux. 

[12 À Le « petit théorème » de Fermat 

Théorème : Soit p un entier naturel premier et a un entier. 

Si p ne divise pas a, alors p divise a?! —1. 

El Démonstration 
Pour chaque entier k compris entre 1 et p — 1, notons # 

le reste de la division euclidienne de k X a par p. 

Ainsi, ka =r(p)et0O<r<p—1. 

a. Justifier que 5, # O. 

b. Montrer que, pour deux entiers k et k’ quelconques, | 

|: EApplication compris entre 1 et p —1,sirm = %, alors k = k'. 

En déduire que l'ensemble des restes {ñ,2,...,1,-;} est 
confondu avec l'ensemble {1,2,...,p—1}. 
c. On note (p — 1)! le produit des entiers de 1 à (bp —1). 
Déduire de la question précédente que : 

(p—1)!a '=(p—1)! (p). 

On suppose par exemple que m>n. 

| Soitk=m-—neta= 2?" 
a. Montrer que : 

k 
mn = +1. 

b. En utilisant la somme des termes d'une suite géomé- 

trique, montrer que : 

2 : 
æ lié 

> ( a) Er F ‘ 
i=0 

c. En déduire que F, divise F,, — 2. 
d. Conclure. 

Indication Sia=a'(n)etb=b'(n) 
alors ab = a'b'(n). 

| d. Justifier que p ne divise pas (p — 1)! et conclure. 

| ElConséquence 
Démontrer que pour tout entier naturel a et tout entier 

premier p, a = a(p). 

Indication 

Penser à la somme 

Soit p un entier premier 

supérieur ou égal à 3. 
1+q+q+...+g 
du cours de Première. 

p=2 

Montrer que p divise D 2{. 
k =0 

re 

ED 1e système cryptographique R.S.A. (suite de l'activité 3, page 478) 

On se propose ici de justifier le principe du système RSA. | 

décrit dans l’activité 3, page 478. 

On reprend les mêmes notations que celles utilisées dans 

cette question, et on note n’ le produit (p — 1)(q — 1). 

exemple de choisir un nombre premier ne figurant pas 

dans la décomposition de (p — 1)(q — 1) en produit de | 
facteurs premiers. 

El Existence du nombre d 

a. Montrer qu'il existe un entier u vérifiant eu = 1 (n'). 

b. En déduire qu'il existe un unique entier d tel que : 

1<d<n et ed=1(n!). 
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| €. On montrerait de même que q divise m 

Coup de pouce 

Écrire la division euclidienne de u par n'. 

| Le déchiffrement 
L'existence de e ne pose pas de problème : il suffit par a. Montrer que «= m{n) m°%= m{n). 

b. Justifier l'existence d'un entier t tel que ed = 1 +tn', 

puis montrer que p divise m° — m. 

(CCI LT 

Distinguer les cas « p divise m » et «p ne divise pas 

m » et dans le second cas utiliser le petit théorème de 

Fermat (voir TP 12 ci-dessus). 

ed _ m,Conclure. 



hdrtete: 
NN SSANZ 

EM Une équation diophantienne 

El Déterminer PGCD (2 688 ; 3 024). 

ÆOn cherche à déterminer tous les couples d'entiers 

relatifs (x ; y) solutions de : 

(E) : 2 688x + 3 024y = — 3 360. 
a. Démontrer que l'équation (E) est équivalente à 

l'équation: 8x + 9y =—10. 

b. Vérifier que le couple (1; — 2) est solution de (E). 

El 3 024 = 1 X 2 866 + 336 ; 2866 = 8 X 336 + 0. | 
Donc PGCD(2688;3024) = 336. | 

(E), alors 8(x — 1) = 

(E)? 

Ha. On divise les deux membres de l'équation (E) par 336 et on obtient 

l'équation équivalente : 8x + 9y =—10. 

b.8X1+9X(— -2)=-10 donc le couple (1; —2) est solution de (E). 

 Ea.si le couple (x; y) « est solution, alors 8x + 9y = —10 et on sait également 
que 8X1+ 9X(— 2) —=—10, donc par soustraction membre à membre, on ; 

obtient 8(x — 1)+ 9(y+2)= 0, ce qui équivaut à : 8(x—1)=9(—-y—2). 

b. D'après l'égalité 8(x — 1) = JC y 2), et comme (x — 1) et (—y— 2) sont. | 
des entiers, on a : 8 divise 9(—y — 2). 
Comme 8est premier avec 9, d'après le théorème de Gauss, 8 divise yo). 

_ Doncil existe un entier relatif K tel que — y — 2 = 8k,eton a donc: y = — 2 — 8k. 
_Ona alors 8(x— 1) = 9X 8k, c'est-à-dire x — 1 = %K. 
Ainsi x = 1 + 9K pour le même entier relatif k. 

ERéciproquement, on vérifie que les couples (1+9k—2-—8k) sont | 
solutions:  8(1+9k)+ 9(—2— 8k) = 8 + 72k— 18 —72k=—10. 

_ Les couples-solutions sont les couples de la forme (1 +9k,—2—8k) avec | 
_keZ. : 

[15 À Des carrés premiers entre eux 

ET Soient a et b deux entiers non nuls. 
El Démontrer que si a? et b? sont premiers entre eux, 
alors a et b le sont également. 

ES; a° et b° sont premiersentreeux, alors, d'aprèslethéorème de Bézout,ilexiste 

des entiers relatifs u et vtels que a?u + b?v = 1, c'est-à-dire a(au) + b(bv) = 1 
avec au et bv entiers relatifs. Donc a et b sont premiers entre eux. 

ERéciproque : si a et b sont premiers entre eux, alors, a? et b? sont premiers 
entre eux. 

On peut utiliser ici la décomposition en produit de facteurs premiers : si a et 

b sont premiers entre eux, aucun nombre premier n'apparaît à la fois dans les 
décompositions de a et de b en produit de facteurs premiers. On en déduit la 
même propriété dans les décompositions de a? et b? en produit de facteurs 
premiers ; donc a? et b? sont premiers entre eux. 
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Ea. Démontrer que si le couple (x ; y) est solution de 
9(—y —2). 

b. En déduire que si le couple (x ; y) est solution de (E), 
| alors il existe un entier k tel que: 

x=1+9ket y =—2—8k. 

E] Quel est l'ensemble des couples solutions de l'équation 

El On utilise l' see d'Euclide 

pour déterminer le PGCD de 
ces deux entiers. On pourrait 

aussi utiliser les décompositions 

en facteurs premiers des deux 

nombres. 

El Si le membre de droite n'était 
pas un multiple de 336 l'équation 

n'aurait pas de solution. 

Elb. On utilise le théorème de 
Gauss : si a divise le produit bc et si 

{ aest premier avec b, alors a divise c. 

1 EI On a montré que si le couple 
(x ; y) est solution, alors il est 

. de la forme (1 + 9k, — 2 — 8k) 
{ avec ke Z.Ona raisonné par 
. conditions nécessaires. On doit 

4 donc examiner la réciproque : tout 

+ couple de la forme obtenue est-il 

bien solution de (E). 

El Énoncer la réciproque de la propriété démontrée dans 

la question EE et démontrer qu'elle est vraie. 

: Aonutilise la caractérisation des 
entiers premiers entre eux par 

l'égalité de Bézout. 

si a = pp f2...p,° est la 

en pe de a en produit 
de facteurs premiers, alors : 

a? = pp" p}%2...p,2%» est celle 
de a? les mêmes nombres 
premiers y figurent. 



ŒBrcco et suites 

Énoncé . considère la suite (u,) définie par : El Soit (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n par : 

Uj=0 ; u =1 et pour tout entier naturel n, : Ale W=UT 3 
pen ne Aus. 
Calculer les termes u;, u3, ua de la suite (u,). a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on 

déterminera le premier terme w, et la raison. 

b. Exprimer v, puis u, en fonction de n. 

c. Déterminer pour tout entier naturel, le PGCD de 4” — 1 

Fa. À l'aide d'un raisonnement par récurrence, montrer 

que pour tout entier naturel n, u,}, = 4u, +1. 

b. Montrer que pour tout entier naturel n, u, est un entier NAS 

naturel. LA le 

c. Déduire des questions précédentes, pour tout entier | ElEn calculant la différence (47*!—1)-—(4"—1), 
naturel n, le PGCD de u, et u, }1. retrouver le résultat obtenu au Elc. 

Eu, = Su, —- Au, = 5, u; = 21, u, = 85. 
| On applique la formule de 
| récurrence qui permet de calculer 

Ela. Initialisation : 4u, + 1 = 1 et u, = 1, donc la propriété est vraie aurang 4 les termes successifs de la suite 
n = 0. | (un). 

Hérédité : On suppose que pour un entier naturel n, u,+ = 4u, +1. 1 Ha. et b. Pour les raisonnements 

On montre que u,,+2 = 4u,+1 +1: par récurrence, on pense : 

Un +2 = Süp +1 — Au, = Suy +1 — (+1 — 1)d'aprèsl'hypothèse derécurrence. | - à l'initialisation :ici on vérifie que 
On obtient donc u,}, = Au, +1. ë ss FRE POUR S 

0 — puis à l’hérédité : on suppose 
Conclusion : pour tout entier naturel n, u,};; = 4u, +1. ne : 

ä que la propriété est vraie pour un 

b. Par récurrence. certain entier n, on vérifie qu'elle 
Initialisation : u, = 0 est un entier naturel. est vraie pour n + 1. 

Hérédité : On suppose que pour un entier n, u, est un entier naturel. 

On montre que u, ;, est un entier naturel : 

Comme u, est un entier naturel, alors rue +1) aussi ; or u,:1 = Au, +1, 

donc u,,, est un entier naturel. 
Conclusion : pour tout entier naturel n, u, est un entier naturel. 

c. D'après Ela. u, ;, — Au, = 1, donc u, et u,,, sont premiers entre eux. 

Conclusion : PGCD (u, +1, u,) = 1. 

c. On utilise le théorème de Bézout. 

Ela. On utilise la définition d’une 
suite géométrique : (V,) est une 
suite géométrique de raison q 

signifie que pour tout entier n, 

Vn+1— Vn- 

b. On utilise les formules du cours 

sur les suites géométriques : 

Ela. Pour tout entier naturel n, VV <q 
= 

Vn+1 — asrt = au +142 au, +42 af, -2)+ #
24, 

Donc la suite (v,) est géométrique de raison 4 et de premier terme 

| 
1 
1 c. On utilise la propriété 

| d'homogénéité : 
Le (ka, kb) = kX PGCD (a, b). 

1 1 SE 

Vie Lo Ps Far 

1 Fe TN 
b. v, = voX 4 = = X 4", donc u, = Po cet) ie td. 

c. PGCD (4 — 1:47*1— 1) = PGCD (3u,, 3u,+1) = 3 X PGCD (u,,Uh+1) = 3. 

AOna:(47*1—3)-(4-1)=47t1—40=47(4—-1)=3x4". 

Un diviseur commun à (47*!— 1) et (4° — 1) divise donc 3 X 4”, et il est 

nécessairement impair, car les deux nombres sont impairs ; donc il divise 3. 

Par ailleurs, avec les congruences modulo 3: 4=1 (3), donc pout tout entier 

naturel n: 4° =1 (3); d'où:4"—-1=0 (3). 
Donc, pout tout entier n de N :3 divise AE ee 

On peut conclure : pour tout entier n de N, PGCD(47—1;4t1—1)=3, 
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Shravailipersonnelkfairelespoint4 

Savoir... Comment faire ? 

Rechercher le PGCD de deux | Plusieurs méthodes sont possibles : | 

entiers naturels a et b. 
L 

D Écrire les listes des diviseurs positifs de a et de b. 

D Utiliser l'algorithme d'Euclide. 

D Décomposer a et b en produit de facteurs premiers : on obtient la 

décomposition en produit de facteurs premiers de leur PGCD en prenant tous 

les facteurs communs aux deux décompositions, affectés d'un exposant égal au 

plus petit des deux exposants. S'il n'existe aucun facteur premier commun, les 

deux nombres a et b sont premiers entre eux. 

D Utiliser la calculatrice : 

GCD(15; 25) 

CRE EE CRI KT HET © 

Remarque : on se ramène toujours à des entiers naturels, quitte à remplacer a et : 

b par leurs valeurs absolues. | 

PROSPER CT D ET CT OT RER EEE EEE EEE CEE EEE TETE TELE CEE TESTS SITES IIS ITS ELLES TETE LT CE ELE EEE EEE EE CEE EE CECECECECECECECECECEEECECECECEEEECEECEECCECECECECECEEEEEEES 

Utiliser un PGCD. D Pour obtenir tous les diviseurs communs à deux entiers : ce sont les diviseurs 

de leur PGCD. | 

D Pour rendre une fraction irréductible : on divise le numérateur et le 

dénominateur par leur PGCD. 

nn nnnennennmmnmeensse no me nn e ns nmmms nn ss mensmeoss nes honsssesnnmenns ess seen enneneneesnsnsenmnn sense nnnssnnnenennnsstennenennnnenennnnsenensnnssnenenenenmeneesnenennnnennteneneenenensanesntenennne ee à 

Montrer que deux entiers D» Utiliser une des méthodes du premier cadre et obtenir 1 comme PGCD de a et b. | 

naturels a et b sont premiers _ ; : 3 ; î 
ni P D Utiliser le théorème de Bézout : on prouve l'existence de deux entiers relatifs u : 

ï et v tels que au + bv = 1. 

D Montrer que si un entier naturel d divise a et b, alors d = 1. 

D Vérifier que a = DE b= L. avec d = PGCD(a',b'). 

Déterminer deux entiers D On écrit l'algorithme d'Euclide permettant d'obtenir d. 
relatifs u et vtels que On isole d dans la ligne où il apparaît comme le dernier reste non nul. 

au + bv = d,oùaetb sont On «remonte les calculs » jusqu'à la première ligne en exprimant le reste de 

deux entiers naturels et d chaque division en fonction du dividende et du diviseur. 
leur PGCD. n : 

D On peut programmer cette méthode sur la calculatrice. 

Déterminer les couples D On divise chaque membre de l'équation par PGCD (a, b) pour se ramener à une 
solutions (u ; v) d'une équation équivalente de la forme a'u = b'v avec a’ et b' premiers entre eux. 
équation de la forme au = bv 
où a et b sont des entiers 

donnés. 

D On utilise ensuite le théorème de Gauss : a’ divise b'v et a’ et b’ sont 

premiers entre eux, donc a divise v. 

D On écrit alors v = ka’ avec k entier et l'égalité initiale donne u = kb’. 

On conclut S = {(kb'; ka')avecke 7}. 
nnnnnsne nas ennnnnn nas snnnnantns se snnnnnenanteananasse dns: es 4 DORPEP PERTE EE ER EE ER R EE EENREEENre 
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El Le PGCD des entiers 
540 et 720 est : a. un diviseur de 10 b. un nombre pair c. un multiple de 20 

ECTEN TETE EEE EE ET ET ETIETT EEE LEET IT IET TSI II SITES LIL DELLIIIIT EST I III III 

El Si a et b sont des F : 
entiers naturels tels que | °° et4sont premiers | b. PGCD (a, b)= PGCD (b, 3) 

entre eux 
a = 4b +3,alors: 

c. a et b sont premiers 

entre eux 

ASia=2?X7X11et 
b—22X3X112, alors: |a. PGCD(a,b) = 2X11 | b. PGCD (a, b) = 2°X 112 c. PGCD (a, b) = 44 

E Si PGCD (a, b) = 32 X7 
alors, dans la a. il y a le nombre 3 b. il ne peut pas y avoir 

décomposition de a d'autres nombres premiers 

en produit de facteurs que 3et7 

premiers : 
CELITT ICI TITI TITI TT EEE TE TEE ET TT ET TT ENT PET TETE TEE EI LITE LILI TEE EC LI II TELILITII TEST TL ÉLILIIIS TESTS ISETI LT TSI LCI CE ELEC LLZLLLEZLELELEELEES CELELEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE, LELEELEEEEEELLLEL LL) 4 

Si PGCD (a,b)= 21, 
a 2) a. PGCD (—a,b)=—21 | b. PGCD (2a, 3b) = 6X 21 

c. il peut y avoir le facteur 
72 012 

Si p est un nombre a.pet p + 2 sont b. PGCD (2p, 3p) = p c. pourtoutentiern>1, 

premier autre que 2, premiers entre eux PGCD(p,n)=1 æ 
alors : 

PERRET ON RES EURE SN FES RE eLRMAR.s 5 0e ee ARR AN ERE PAR ET APN CSS Voir corrigés en fin de manuel 

He! Bel el pour chacune des affirmations, répondre par vrai ou faux. 

Dans tout l'exercice, les lettres a, b et c désignent des entiers naturels non nuls. 

EI Si 3a — 4b = 1, alors a et b sont premiers entre eux. 

El Si 3a — 4b = 5, alors a et b ne sont pas premiers entre eux. 

ESi 3a — 4b = 5, alors PGCD (a, b)=5. 

El Si a et b sont premiers entre eux, alors, pour tout entier n > 1, il existe des entiers relatifs u,, et v, tels que: 

aXu, +bXv, =n. 

El Si u et v sont des entiers tels que au + bv = 1, alors u et b sont premiers entre eux. 

HE Si a divise le produit bc, alors a divise b ou a divise c. 

Si a est premier avec b et avec ç, alors a est premier avec le produit bc. 

Pour chacune des affirmations, répondre par vrai ou par faux. 

Dans l'exercice, a et b désignent deux entiers naturels non ruls premiers entre eux. 

El Aucun nombre premier ne divise à la fois a et b. 

El a? et b° sont premiers entre eux. 

El Quels que soient les entiers naturels n et k : a” et bK sont premiers entre eux. 

El Tout entier relatif n peut s'écrire : n = au + bv où u et v sont des entiers relatifs. 
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+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

rl 

ŒHID vrai ou faux ? RANRE 
On considère des entiers relatifs non nuls a et b. 

Préciser si les ‘affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. Justifier la TÉPORSE TL Su [2 

HsiPGcD (able d'alors deal 

ÆIsiPGCD (a, b}= a alors a diviseb. 

Esi PGCD (a,b)= 4, alors a et b: sont pairs. 

As: PGCD (a,b) = : 3, alors aet bsonti ns 

Hs d divise a etbalors PGCD (a, b) divise d. 
D'TETTRL +" 

| + 

AMEN © i AA 12 + 

| QCM \T LA "s 

Pour chacune des US en ETS préciser la 

(ou les) bonne(s) réponse(s) sans utiliser la calcula- 

trice. MOT 

EN Si a = 23X 27 + 9 alors: 

a. PGCD (a, 23) = 9 che ar 
{b. PGCD (a, 27) = che FERTE 
c23eta sont premiers entre eux. 

Et On donne la division euclidienne de l'entier naturel 

a par l'entier naturel b Bb d MES Alors: 
a. PGCD (a, 58) = PTihertillise et 
b. PGCD (a Dentee to et tal ee. 
< PGCD ab)e{tin1}. à à . 

Es PGCD (a b)= = 12,alors: 

à. a et b sont pairs. .” E LLétvrtt 
b:a°? 2 est divisible par 144. ee. ? L en 

<:PGCD (2a,36)= 72 ddr A8 TETE 
Fe u 

Sie = = 2 X7 et PGCD (a, = 14, alors : ee * æ-| 

a.bne e peut pas être un multiple de 3. VRP 
{b.b ne peut pas être un multiple da. PAT SE Le 

Le - b peut être impair. à we 
… 

% 

had 5 pret L Ê d cri À 
É 

Le Vraioufaux? #0. 
PP réciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 
fausses. Justifier la re ET Le tt are f PRE 12 

2 £ 

Dsia. et b sont pr premiers entre eux, alors a D et 
a— -b > sont premiers entre e eux. pire" * 

(® 

ju rs 
® # 

B si a. + b« eta—b sont premiers entre eux, alors a et 
» L 

bsont premiers entre eux. RTS #7 

[si a etb: sont premiers entre « eux, alors 2a+b et 

3a+ 2b sont pistes, ie eux. dl 

Es aet Le premiers entre eux, , alors, pour tout 

entier k, a + kb &tb oi premiers entre eux. Fo 
se € 10 l 6e RE  : dde. nn rh 

É 
1 

" 
1 

h 

.s 

æ) | Calculer le PGCD des entiers a et b à l'aide 
de l'algorithme d'Euclide et vérifier avec la calculatrice. 

EI a = 826 et b = 644. 

El a = 1210 et b = 308. 

El a = 1125 et b = 325. 

El a = 126 et b = 189. 

Même exercice que le 23. 

El a = 1264 et b = 368. 

El a = 580 et b = 87. 

El a = 711 et b = 474. 

El a = 3 256 et b = 2354. 

3 Un logiciel de calcul formel donne les 
décompositions en produit de facteurs premiers des 

entiers a et b. Meme + 

El Calculer leur PGCD. | 
| : 

El En déduire l'ensemble de 1 
leurs diviseurs communs. 

a. a = 4312 et b — 484. 

b. a = 270 et b = 900. 

EF) Déterminer le PGCD des entiers a et b, puis 

en déduire l'écriture irréductible de la fraction 

vérifier le résultat avec la calculatrice. 

EI a = 1864 et b = 1631. 

El a = 3 025 et b = 2 541. 

El a = 3103 650 et b = 3420. 

(a 

Pour les exercices 27 à 30, n désigne un entier naturel. 

Re 

El Montrer que, si un entier naturel d divise a et b, alors 

d=1. 

COTE LT On a vu dans le chapitre 13 la propriété 

suivante : si c divise a et b alors, pour tous entiers relatifs u 

et v, c divise ua + ub. = 

CL En due e queaet Nb te sont premiers entre eux. 

28 Même énoncé que le 27 avec a = net b = 2n +1. 
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29 Soienta=n+lietb=2n+1. 

El Montrer que, si un entier naturel d divise a et b, alors 

d=1. 

El En déduire que a et b sont premiers entre eux. 

cle} Même énoncé que le 29 avec a=4n+3 et 

b= 3n +2. 

1 Conjectures et démonstrations 
La copie d'écran d'un tableur donne ci-dessous le PGCD 
des entiers a et b avec 1 < a < 10 et 1 <b< 10. 

82 + (aug) -PGCD(SAZ:B$1) 

Pia. cho.lÆ |.+#:1.6.|-H. 
z | 

F: 
En 
# 
6 

#8 
«0 j 

bi o 

NS bé NN bb Ni bi (NO bé NJ 

F | PARENT 

Ass 

ba (y) fé bé (A bè fe 10 JO bé £ pa NN té D 115 

H Quelle F onneté _. PGCD pass de a diago- 

nale permet-elle de conjecturer ? Justifier brièvement 

cette propriété. 

El Quelle propriété du PGCD l'observation de la colonne 

B permet-elle de conjecturer ? Justifier brièvement 

cette propriété. 

El Quelle remarque peut-on faire concernant les 

colonnes C, D, F et H ? En imaginant qu'on étende indé- 

finiment cette feuille de calcul, caractériser les colonnes 

dans lesquelles il n’y aura que deux valeurs distinctes. 

Justifier. 

El On observe les lignes des nombres premiers : quel 

résultat est mis en évidence ? Démontrer ce résultat. 

72 En utilisant l'algorithme d'Euclide 
Soit n un entier naturel non nul. En utilisant l'algorithme 

d'Euclide, démontrer que les entiers a et b sont pre- 

miers entre eux. 

Ha=3n+2etb=n+1. 

FH a=5n+7etb = 2n +3. 

Ea=3n+5n+1etb=3n+1. 

CHAPITRE 14 PGCD et nombres premiers entre eux 

Même ensemble de diviseurs 
Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. 

On pose a = 15a + 4b et B = 11a + 3b. 

El Montrer que, si d divise a et b, alors d divise a et B.En 

déduire que le PGCD de a et b divise le PGCD de a et B. 

El Calculer 3a — 48 et —11a + 158. 

El Montrer que PGCD (a, b) = PGCD (a, B). 

Pour les exercices 34 à 37, d désigne le PGCD des 

entiers naturels non nuls a et b avec a > b ; on note aq’ 

et b’ les entiers tels que a = da’ et b = db’. 

CON EANES On rappelle que a’ et b’ sont premiers 

entre eux. 

SZ Calculer les valeurs possibles de a et b sachant que 

a + b = 360 et d = 18. 

[35| Calculer les valeurs possibles de a et b sachant que 

a—b=105etd=15. 

| Calculer les valeurs possibles de a et b sachant que 
ab = 1734 et d = 17. 

Bu les valeurs possibles de b sachant que 

a = 180 et d = 36. 

On appelle Div(a,b) l'ensemble des diviseurs 
communs à deux entiers naturels a et b avec a > b. 

El Démontrer que si  deDiv(a,b), 
de Div(a,a—b). + 

El Réciproquement, démontrerquesi d € Div (a, a — b), 
alors d E Div (a, b). 

El Que peut-on en déduire pour les ensembles Div (a, b) 
et Div(a,a—b)? 

alors 

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et n un 

entier naturel non nul. 

EI On suppose que a = b(n). 
Montrer que PGCD (a, n) = PGCD (b, n). 

CONTENT On pourra montrer que les diviseurs 

communs à a et n, et à ee et Sd sont Dee mêmes. 

El Montrer, à à laide d'un contre- Eole que la réci- 

proque de la propriété démontrée dans la question 

El est fausse. 



[40 Démonstration du cours 
© Voir la propriété caractéristique, page 480. 
Soient a et b des entiers naturels non nuls. 

El a. On note D le PGCD de a et b. 

Justifier que _. et D sont des entiers naturels non 

nuls. b 

b. Soit d le PGCD de + et D: En utilisant la propriété 

d'homogénéité, montrer que d = 1. 

El Réciproquement, on suppose que S et _ sont des 

entiers premiers entre eux. 
Montrer que PGCD (a, b) = D. 

LR PGCD de trois entiers 
La définition du PGCD de deux entiers (voir le cours, 

paragraphe El a, page 480) s'étend à un nombre quel- 

conque d'entiers. 

El Écrire la liste des diviseurs positifs des entiers 4 494, 

1 092 et 728. 

(ONE LIT Utiliser le programme de l'activité 3 du 

chapitre 13, page 443. 

En déduire PGCD (4 494, 1092, 728). 

El a. Soient a, b et c des entiers naturels non nuls et d le 

PGCD de a et b. Montrer que : 

PGCD (a, b,c) = PGCD (d, c). 
b. Utiliser cette propriété et l'algorithme d'Euclide pour 

retrouver le résultat de la question El. 

positions en produits de facteurs premiers des entiers 

4 494, 1 092 et 728: 

Comment retrouve-t-on le résultat de la question EE en 

utilisant ces décompositions ? 

L'ensemble des diviseurs communs à deux 

entiers naturels non nuls a et b est l'ensemble des 

diviseurs de leur PGCD. 

On se propose de montrer que cette propriété reste 
vraie pour trois entiers : soient a, b et c des entiers natu- 

rels non nuls, d = PGCD(a, b, c) et d, = PGCD(a,b). 
a. Soit k un diviseur de d; montrer que k divise a, bet c. 

b. Réciproquement, soit k un diviseur commun à a, b 

et c. En utilisant le rappel et la question El, montrer que 

k divise d,, puis que k divise d. 

c. Application 

Quels sont les diviseurs communs aux entiers 84, 126 et 

294 ? 

On pourra utiliser les décompositions en produits de 

facteurs premiers de ces trois nombres, obtenues à 

l'aide d’un logiciel de calcul formel. 

(fractor(64) - 

_2=857 _| 

EE senc 

PA Le jardinier et le PGCD 
jardinier doit planter une haie autour d'une parcelle rec- 

tangulaire de longueur 10,2 m et de largeur 7,8 m. Il doit 

mettre un plant à chaque sommet du rectangle et espa- 

cer les plants régulièrement d’un nombre entier de centi- 
mètres. Quel est le nombre minimal de plants nécessaires ? 

[43! Le PGCD et la boîte de cubes 
Une boîte parallélépipédique rectangle de dimensions 

intérieures 30,8 cm, 14cm et 8,4cm est entièrement 

remplie par des cubes à jouer dont l’arête est un nombre 

entier de millimètres. 

Quel est le nombre minimal de cubes que peut contenir 

cette boîte ? 

[44 | Le PGCD et les bouquets 
Une fleuriste dispose de 244 lys, 366 roses 

roses et 183 œillets roses. En utilisant le 

tout, quel nombre maximal de Bou- 

quets identiques peut-il compo- 

ser ? 

Préciser la composition d'un bou- 

quet. 
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[5] ocm 
On considère des entiers relatifs non nuls a et b. 

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser la 

(ou les) bonne(s) réponse(s). 

EI Si 3a + 5b = 1, on peut affirmer que : 
a. a et b sont premiers entre eux. 
b. 3 et b sont premiers entre eux. 

c. PGCD (a, 5) = 1. 

F1 Si 7a — 11b = 5, on peut affirmer que : 

a. PGCD (a, b)=s5. 
b. 5 divise PGCD (a, b). 
c. PGCD (a, b) divise 5. 

El Si 3a + 6b = —3, on peut affirmer que : 

a. a et b sont des multiples de 3. 

b. a et b sont premiers entre eux. 

c. PGCD (3a, 6) = 1. 

EI Si 12x + 3y = 1, on peut affirmer que : 

a. ni x, ni y ne sont des entiers. 

b. x et y sont des entiers premiers entre eux. 
c. 3x et 3y sont des entiers premiers entre eux. 

146 | Role Vrai ou faux ? 
Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou 

fausses. Justifier la réponse. 

Pour les affirmations EE, El et El, a désigne un entier 
relatif non nul. 

EI Si 5 divise 2a, alors a divise 5. 

F1 Si 6 divise 9a, alors 2 divise a. 

ElSi PGCD (a, 5) = 1 et a divise 500, alors a divise 4. 

Pour les affirmations El et EL a, b et c désignent des 

entiers relatifs non nuls tels que a divise bc. 

EI Si a divise c, alors a est premier avec b. 

El Si b est premier, alors a divise c. 

a7 [eosiaue FT 
On considère des entiers relatifs non nuls a, b, u et v. 

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser 

l'unique bonne réponse. 

EI Si 3a = 5b, on peut affirmer que : 

a. 3 divise b. 

b. b divise 3. 

c. a divise 5. 

mes de Bézout et de Gauss 

D) Exercices d'application 

F1 Si 6a = 9b, on peut affirmer que : 
a. 6 divise b. 

b. 9 divise a. 
c. 3 divise a. 

E Si au + bv = 3, on peut affirmer que : 
a. a et b ne sont pas premiers entre eux. 
b. PGCD (a, b)e{1;3}. 
c. u et v sont premiers entre eux. 

EI Si a est un nombre premier, on peut affirmer que : 

a. Il existe des entiers relatifs x et y tels que ax + by = 1. 

b. S'ilexistedesentiersrelatifsxetytelsque ax + by = 1, 

alors b est un nombre premier différent de a. 

c. Si b est un nombre premier différent de a, alors il 

existe des entiers relatifs x et y tels que ax + by = 1. 

48 On considère des entiers relatifs non nuls a, b et d 

et on note D le PGCD de a et b. 

El On suppose qu'il existe des entiers relatifs u et v tels 

que au + bv = d.Montrer que D divise d. 

El Réciproquement, on suppose que D divise d. Mon- 

trer, en utilisant le théorème de Bézout, qu'il existe des 

entiers relatifs u et v tels que au + bv = d. 

149 | Dans chacun des cas suivants : 

» justifier l'existence d'entiers relatifs u et v tels que 

au + bv=d'; 

b déterminer un couple (u, v) solution. 
a.a=5;b=9;d=1. 

b.a=94;b=22;d=2. 

ca=15;b=55;d=s. 
& 

[sol Mêmes questions que l'exercice 49. 

Ha=12:b=35:d=3. 
El a = 140 ; b = 56 ; d = 84. 

El a = 980 : b ='350 ; d =— 140. 

El Calculer 15101 X 2791 — 9103 X 4630. 

En déduire quatre couples d'entiers naturels premiers 

entre eux. 

Soit n un entier naturel non nul. 

En utilisant le théorème de Bézout, montrer que : 

El 9n + 4 et 2n + 1 sont premiers entre eux. 

F1 n° + 2n — 2 et n — 1 sont premiers entre eux. 

El (n +1 À et n +2 sont premiers entre eux. 
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[si Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls. On 

suppose que a est premier avec b et avec c. 

En utilisant le théorème de Bézout, démontrer que a est 

premier avec le produit bc. 

ses 

+ VARIABLES 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 

BEST PETER E Soient a et b des entiers relatifs non nuls tels que 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE a + b et a — b sont premiers entre eux. 

y EST_DU_TYPE NOMBRE En utilisant le théorème de Bézout, démontrer que a et 
v EST_DU_TYPE NOMBRE : 
r EST_DU TYPE NOMBRE b sont premiers entre eux. 

qEST_OU_TYPE NOMBRE 
s EST_DU_TYPE NOMBRE 

ie tEST_DU_TYPE NOMBRE 
La DEBUT _ALGORITHME 
a LIRE & 

LIRE b 
u PREND _LA_VALEUR 1 
x PREND_LA_VALEUR 0 
-v PREND_LA_VALEUR 0 
y PREND _LA_ VALEUR 1 

mu PREND LA VALEUR 1 

+ TANT QUE {r >0ÿ FAIRE 

DEEUT _TANT_QUE 
q PREND _LA_VALEUR floor(ajb) 
r PREND _LA_VALEUR a-b*q : 
a PREND _LA_VALEUR b 

b PREND _LA_VALEUR r 
s PREND LA. VALEUR u-x*q 

LE Soient a et b des entiers relatifs premiers entre eux. 

Ilexiste donc des entiers u et v tels que au + bv = 1. 

On se propose de montrer que les entiers A = 3a + 2b 

et B = 2a + b sont premiers entre eux. 

EI Calculer — A + 2B et 2A — 3B. 

FlEn utilisant l'égalité au + bv = 1 et la question EE 
déterminer des entiers U et V tels que AU + BV = 1. 

El Conclure. 

| YA Soient a et b des entiers relatifs premiers entre eux. 

| Montrer que, pour tout entier k, a + kb et b sont pre- 

miers entre eux. 

u PREND _LA_VALEUR x 
x PREND_LA_ VALEUR 5 Résoudre une équation 
LPREND_ LA VALEUR wry°q diophantienne 
v PREND_LA_VALEUR y 
y PREND_LA_VALEUR t 
FIN_TANT_QUE 

AFFICHER "PGCD(e,b) =“ 
— AFFICHER 3 

On souhaite déterminer tous les couples d'entiers rela- 

tifs (x ; y) tels que (E) : 4x + 7y = 10. 

El a. Justifier l'existence d'entiers relatifs u et v tels que 

AFFICHER “u = * AUSTIN 
AFFICHER u | b. Déterminer un couple d'entiers relatifs (u;v) solu- 

AFFICHER "y = | tion de l'équation 4u + 7v = 1 en utilisant l'algorithme 
À AFFICHER v pe | dEuclid 
FIN ALGORITHME | RSS 

| c. En déduire un couple d'entiers relatifs (x ; Yo) solu- 

; ; < 4 Ë : tion de (E). 
El Faire fonctionner « à la main » l'algorithme ci-dessus avec: (E) 
das bed | El En remplaçant 10 par 4x + 79, Montrer que : 

b. a = 94 et b = 22. | (E}æ4(x-20)=7(y- 10). 
«a=15etb=55. | ElEn utilisant le théorème de Gauss, montrer que 

les couples solutions sont les couples de la forme 
El Comparer avec les résultats de l'exercice 49. : 

(7k + 20, — 4k — 10) avec k entier relatif. 
À quoi sert cet algorithme ? | 

El Le programmer sur la calculatrice et vérifier les résul- Pour les exercices 59 à 61 on utilisera la méthode de 
tats de l'exercice 50. | 

l'exercice 58. 

Attention, dans l'exercice 50, d n'est pas le PGCD de a et b, (Ye) | Déterminer tous les couples d'entiers relatifs 

(x ; y) tels que 5x — 8y = 1. mais un mise de ce PGCD 

atils pot Ride: (60! | 

- | éterminer tous les couples d'entiers relatifs 
& Voir JE ONE Dour Te probe Naton te dd 5 
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CAE Déterminer tous les couples d'entiers naturels 

(x ; y) tels que 6x — 25y = 100. 

74 Le chiffrement affine (suite) 
On rappelle le principe du chiffrement affine vu dans 

l'activité 1, page 476 : 

— on numérote les 26 lettres de l'alphabet de 0 (pour A) 

à 25 (pour Z); 

— on calcule les images de ces 26 entiers par une fonc- 

tion affine f :x+-+ ax + b avec a et b entiers naturels 

etaÆ0}; 

— on prend les restes des images dans la division eucli- 

‘ dienne par 26; 

— on remplace les lettres initiales par celles qui corres- 

pondent aux numéros donnés par les restes. 

Le couple (a, b) est la clé secrète du codage. 

El Démontrer que, si a et 26 sont premiers entre eux, 

alors la clé (a, b) est satisfaisante. 

COTE LAS Utiliser le théorème de Gauss. 

Dans les questions suivantes, on considère une clé (a, b) 
telle que a et 26 sont premiers entre eux. 

ÆMontrer qu'il existe un entier relatif u tel que 

au = 1(26). 

CONTE TENTE Utiliser le théorème de Bézout. 

El Montrer que : 

si y = ax + b (26), alors x = uy — bu (26). 

En déduire une fonction affine permettant de lire un mes- 

sage codé. 

El Exemple : 
Déterminer une fonction de déchiffrement associée à la 

clé (11; 8), puis lire le message « IFA EAYIN » qui a été 

codé en utilisant la clé (11,8). 

FE E En utilisant la fonction PGCD et le tableur 
de la calculatrice, conjecturer la valeur du PGCD des 

entiers 7x? — 1 et 8x + 3 lorsque x € N. 

Pot Plotz PF10t3 

El à. Montrer que, si un entier d divise 7x2 — 1 et 8x +3, 

alors il divise 21x + 8. 

b. Démontrer la conjecture émise dans la question EI. 

[64] Soient a, b et c des entiers relatifs non nuls. 
On suppose que a et b divisent c et que a est premier 

avec b. Montrer que ab divise c. 

[65 Medbhi et Audrey ont 
à leur disposition des pièces 

de deux euros et des billets 

de cinq euros en nombre 

suffisant. 

El Medhi doit 57 euros à Audrey. ” 
Combien a-t-il de possibilités pour régler sa dette sans 

que Audrey n'ait de monnaie à lui rendre ? 

El Pourquoi tout échange d’un nombre entier d'euros 

est-il possible entre Audrey et Medhi ? 

El On remplace les billets de 5 euros par des billets de 

10 euros. 

a. Medhi peut-il régler une dette de 57 euros à Audrey ? 

b. Quels sont les échanges possibles en nombres entiers 

d'euros entre Audrey et Medhi ? 

El Montrer que pour tout entier naturel k non nul, et 

pour tout entier naturel x: 

(x 1) +x+ x +. +xtt) = xk— 7, 

Dans toute la suite du problème, on considère un 

nombre entier a > 2. 

El a. Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur 

positif de n, c'est-à-dire que n s'égrit sous la forme dXKk 

avec k entier naturel. 

Montrer que a% — 1 est un diviseur de a” — 1. 

b. Déduire de la question précédente que 2221? — 1 est 
divisible par 3, par 15 puis par 5. 

El Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur 

PGCD. Il existe donc des entiers relatifs u et v tels que 

mu — nv = d. 

a. On suppose u et v strictement positifs. Montrer que : 

(au — 1)—(a" — 1)af = ad — 1. 
b. Montrer que a—1 est le PGCD de (a”“—1) et 

(a —1). . 

EI Calculer, en utilisant le résultat précédent, le PGCD de 
2% 11 et de 2% — 1. 
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Exercices guidés 

A - El Quelle propriété commune auront les entiers affi- 

ALGO EF) On considère l'algorithme ci- chés ? 

CEE | El Programmer cet algorithme sur la calculatrice et indi- 

ALGO | RDS need quer les entiers obtenus. 

À VARIABLES | _ | ; à 
JE EST_DU_TVYPE NOMBRE | B-Démonstration 

a EST_DU_TYPE NOMERE ; AA: 

b EST_ DU TYPE NOMBRE h El Montrer que, pour tous entiers naturels non nuls a, b, c, 

à | DEBUT_ALGORITHME 4 | ona: 

| #7 POURNnALLANT DE O A 109 1 PGCD (a, b) = PGCD (bc — a, b). 
à DEBUT_POUR # + : 
ë a PREND_LA_ VALEUR 3*pown,3)-11* El Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a: 

. b PREND_LA_VALEUR n+3 | 3n — 11n = (n + 3)(3n? — 9n + 16) — 48. 
wS =æà/b) ALORS 

des pus dis El Déduire des questions précédentes que, pour tout 

entier naturel n, on a: 

PGCD (3n° — 11n,n + 3) = PGCD (48, n + 3). 

E] Donner l'ensemble des diviseurs positifs de 48 et en 

déduire l’ensemble des entiers naturels n tel que n +3 

divise 3n° — 11n. 

Pour info pow(n,3) signifie n°. 
floor signifie partie entière. 

x UTC nn 

LE 
Week 

A-l Dire qu'un nombre est “égal à sa partie entière } Honc développe le membre de droite. 
se 5 

£ 

revient à dire que ce nombre est ent entier. 2 | Eon applique le résultat de la question BE] : avec 
EHon obtient l'affichage des entiers 0 ; 1: 3 #51 9e RE Na =, b=n+3,c= 3n?— 9n+16,en ayant vérifié 

21 etc 45. A ANT Le d ea SRE | que ce sont des entiers naturels non nuls. 

B-HPour montrer que de eux couples d'entiers ont. | a 3n° Fa tin est entier revient à dire que n+3 dise 

le même  PGCD on peut montrer qu'ils ont les mêmes | n+3 
ensembles de diviseurs communs. ÿ À x CU AE | 3n° "4 1n, OÙ encore que leur PGCD est n +3. 

FR Re. MNT Æ he, MS 5 

; El On désigne par (u, v) un couple d’entiers relatifs tel 

Œ partie a roc que : ts RÉ 
ElEn utilisant le théorème de Bézout, démontrer le | a. Justifier l'existence d'un tel couple (u, v). 

théorème de Gauss. b. On pose ny = 3X 17u +9X5v. 
El On considère deux entiers naturels p et q premiers Démontrer que n ES. 

entre eux et un entier relatif a tel que a=0(p) et | c.En déduire un exemple d'entier n; appartenant à S. 

a = 0 (q).Démontrer, en utilisant le théorème de Gauss, El a. Soit n un entier relatif appartenant à S. 

que a = 0 (pq). Démontrer que n = n9(85). 
Partie B b. En déduire que S est l'ensemble des entiers de la 

Dans cette partie, on se propose de déterminer l'en- | forme 43 +85k,où ke Z. 
semble S des entiers relatifs n vérifient le système: | Partie C- Application = 

p = 9(1 7) Maëva possède entre 300 et 400 jetons. 

n=3(5) Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9. 
Si elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3. 

Combien a-t-elle de jetons ? 
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A-F1On traduit les hypothèses sur les congruences 
par des égalités a = pX a et a = qX a” avec a', a” 
entiers. 

L'égalité pa’ = qa” indique que p divise ga” et l'hypo- 

thèse « p et q premiers entre eux » permet alors d'utili- 
ser le théorème de Gauss. 

B - El à. On applique le théorème de Bézout. 

b.On utilise les propriétés de compatibilité des 
congruences avec l'addition et la multiplication. 

c. On détermine tout d'abord un couple (u,v) d'en- 
tiers relatifs tel que 17u + 5v = 1 avec l'algorithme 
d'Euclide. 

(69! Cryptographie 
En informatique, le code ASCII associe à chaque carac- 

tère (lettre, chiffre, signe de ponctuation...) un entier 

compris entre 0 et 255 que l'on appelle son code ASCII. 

La fonction code du tableur renvoie le code ASCII du 
caractère. 

L'extrait de tableur ci-dessous donne le codage des 

caractères MEIE. 

=CODE(A1) 

| 

On décide de _. rs eng ASCII par la fonction de 

cryptage f définie ainsi : 

FE] a. On applique le résultat de la question A EI avec 
a=n—n",p=17,q=5s. 

b. n étant congru à 43 modulo 85, le résultat de la 

question précédente dit que : si n € S alors nest de la 

forme 43 + 85k avec k entier. 
Il ne faut pas oublier de vérifier que, réciproquement, 

tout entier de la forme 43 + 85k avec k entier appar- 

tient à S. 

C-Le nombre de jetons est l'élément de S compris 

entre 300 et 400. 

pour tout entier n tel que 0 < n < 255, f(n) est le reste 

de la division euclidienne de 7n par 256. 

El Vérifier que le codage du mot « Math » devient : 

27 -167 - 44-216. 

F1 Soient n et m deux entiers compris entre 1 et 255. 

a. Montrer que : 

si f(n) = f(m), alors : 7(n — m)=0(256). 

b. En déduire que deux caractères différents sont codés 

par deux entiers différents. 

El a. Justifier l'existence d'un couple d'entiers relatifs 

(u, v) tel que 256u + 7v = 1. 
b. Vérifier que (—5 ; 183) est un tel couple. 
c. En déduire que 183 X f(n)=n(256). 
d. Définir alors une fonction de décryptage g. 

e. Vérifier que g(27) = 77. 

11 suffit d'écrire les divisions euclidiennes de 7 X77, 

7X97,7X116 et 7 X 104 par 7. 

El a. Par définition de f, f(n)= 7n(256). 

b. Cela revient à montrer que, si deux caractères 

reçoivent le même code (f is = f(m)), alors ces 
caractères sont les mêmes (n = 
7(n—m)= 0(256) s'écrit aussi . divise 7(n — m). 
On peut alors utiliser le théorème de Gauss. 

Vérifier aussi que — 255 < n — m < 255. 
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El a. On applique le théorème de Bézout. 

c. On utilise à nouveau f(n)= 7n (256), puis la com- 
patibilité des congruences avec la multiplication. 

On remarque aussi que le résultat de la question El b. 

indique que 183 X 7 = 1 (256). 

d. Le résultat de la question El c. signifie que n est le 

reste de la division euclidienne de 183 X f(n) par 256. 

e. Il suffit d'écrire la division euclidienne de 183 X 27 

par 256. 
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El On considère l'équation (E) : 11x— 7y = 5,où x et y 
sont des entiers relatifs. 
a. Justifier, en énonçant un théorème, qu'il existe un 

couple d'entiers relatifs (u ; v) tel que 11u — 7v = 1. 
Trouver un tel couple. us 
b. En déduire une solution particulière de (E). 
c. Résoudre l'équation (E). 
d. Dansleplanrapportéàunrepèreorthonormé (0, I, J) 
on considère la droite % d'équation 11x — 7y — 5 = 0. 
Déterminer le nombre de points de la droite % dont les 

coordonnées sont des entiers compris entre 0 et 50. 

El On considère l'équation (F) : 11x? — 7y? = 5,oùxety 
sont des entiers relatifs. 

a. Démontrer que, si le couple (x ; y) est solution de 

l'équation (F), alors x? = 2y?(5). 
b. Soient x et y des entiers relatifs. Recopier et compléter 

les ER: tableaux suivants : 

c. MEN de que, : si RÉ QUE (x; y) est solution de 
l'équation (F), alors x et y sont des multiples de 5. 
d. Démontrer alors que l'équation (F) n'a pas de solu- 

tion. 

Ro) CB vrai ou faux ? 
Däns chaque cas, répondre par vrai ou faux et justifier. 

El Si PGCD (a, b) = 3, alors a et b sont impairs. 

F1 Si a et b sont des entiers impairs, alors leur PGCD est 

impair. 

Ei Si a et b sont des entiers premiers entre eux, alors a et 

2b sont des entiers premiers entre eux. 

EI Si a et 2b sont des entiers premiers entre eux, alors a 

et b sont des entiers premiers entre eux. 

EH Ilexiste desentiersrelatifsaetbtels que 9a + 17b = 3. 

EH Si PGCD (a, b) = 14, alors il existe des entiers relatifs 
u et vV tels que au + bv = 42. 

[4 Code-barres 
Le code-barres EAN-13 est présent sur de nombreux 

produits. Il est composé de treize chiffres : les douze 

premiers (en partant de la gauche) identifient le produit 

Exercices d'entraînement 
et le treizième est un chiffre de contrôle (Check Digit) 

permettant de déceler une éventuelle erreur de saisie 

sur les douze précédents. 

Si on note a; pour 1 < i< 12 les douze premiers chiffres 

(toujours en partant de la gauche) le chiffre de contrôle 

cse calcule de la manière suivante : 
p On calcule la somme À des termes de rang impair. 
D On calcule la somme B des termes de rang pair. 

» On calcule S = À + 3B. 
» On calcule le reste R de la division euclidienne de S par 

10. 
DSiR = 0,onprend c = 0 ; sinon c = 10 —R. 

5 "901234123457" 

El On considère le code EAN-13 ci-dessus. Calculer À, B 

puis S et vérifier que l'on obtient effectivement c = 7. 

El Lors d'une saisie de ce code, le chiffre 9 a été rem- 

placé par erreur par un autre chiffre noté u. 

a. Exprimer en fonction de u la nouvelle valeur B” de la 

somme des termes de rang pair. 

b. Exprimer S’ = À + 3B' en fonction de u. 
c. Justifier que l'erreur n'est pas détectée par le chiffre de 

contrôle si, et seulement si, S’ = 3(10). 
d. Montrer que 5’ = 3(10) & 10 divise 3(u +1). 
e. En utilisant le théorème de Gauss, montrer que le 

chiffre de contrôle permettra de déceler l'erreur. 

[73 Fc EG) Pour tout entier naturel non nul n, on 

note D le PGCD des entiers n?+net2n +1. 

A - Conjectures 

El Recopier le tableau suivant, et le compléter à l’aide 

de De calculatrice. 

El Conjecturer les valeurs possibles de D et proposer, 

sous forme de congruence modulo 5, une caractérisa- 

tion des entiers n pour lesquels n° + n et 2n + 1 nesont 

pas premiers entre eux. 

B - Démonstrations Se 

El Soit d'un diviseur commun à n° + n et 2n +1. 

a. Montrer que, puisque d divise 2n + 1,d et n sont pre- 

miers entre eux. 

b. En déduire que d divise n°? + 1. 
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c. Calculer 4(n? + 1)—(2n —1)(2n +1). 
d. Montrer que DE{1;5}. 

El a. Soit n = 5k + 2 où k est un entier relatif. Montrer 
que 5 divise n? + 1 et 2n + 1. En déduire que D = 5. 

Question ouverte 

b. Réciproquement, on suppose que D = 5 ; montrer 

qu'il existe un entier relatif k tel que n = 5k + 2. 

Lu Arithmétique et astronomie 
Le 27 décembre 2011, un 
astronome a observé le corps 
céleste À dont la fréquence 

d'apparition est 105 jours. 

Le 2 janvier 2012, ce même 

astronome a vu le corps céleste 
B qui apparaît tous les 81 jours. 

L'astronome veut connaître 

la date de la prochaine appa- 

rition simultanée des deux 

corps. 
On note x le nombre de jours 

séparant la date cherchée du 

27 décembre 2011. 

EI Montrer qu'il existe des entiers u et v tels que : 

x = 105u 

x—6=81v 

Vue de la comète C/2009 

R1 le 20 juin 2010 depuis 

l'Allemagne. 

El Vérifier que u et v sont tels que 35u — 27v = 2. 

E] a. À l’aide de l'algorithme d'Euclide, déterminer un 
couple d’entiers solution de l'équation 35x — 27y = 1. 

b.En déduire une solution particulière (u5;v%) de 

l'équation 35u — 27v = 2. 

EIEn remarquant que 35u—27v=2 équivaut à 

35(u — uÿ) = 27(V—v0), déterminer toutes les solu- 

tions de l'équation 35u — 27v = 2. 

El Conciure. 

[75 G5) Gemma et Rémi 

jouent avec des jetons verts et 
rouges. 
Ils décident que chaque-jeton 

vert vaut 7euros et chaque 

jeton rouge 11 euros. 

El Rémi affirme : « Nous pouvons faire n'importe quelle 

transaction en nombre entier d'euros entre nous. » 

Pourquoi a-t-il raison ? 

El Gemma affirme : « Je suis certaine de pouvoir te régler 

toute somme entière supérieure ou égale à 77 euros 

sans que tu n'aies de monnaie à me rendre. » 

>) 

Le but de la question est de savoir si elle a raison. 

Soit N un entier naturel. 

a. En remarquant que (—3 ; 2) est une solution particu- 

lière de l'équation 7u + 11v = 1 donner une solution 

particulière de l'équation 7x + 11y = N où x et y sont 

des entiers relatifs. 

b. Vérifier alors que : 

7x+11y= NS 7(x+3N) = 11(—y + 2N). 

c. En déduire que : 7x + 11y = N si, et seulement si, il 

XX SON. 

y=2N—7k 

d. Gemma doit N euros à Rémi. Déduire des questions 

précédentes qu'elle peut régler sa dette sans que Rémi 

n'ait de monnaie à rendre à condition que l'intervalle 

3Nie: ANT". e 
11 27 contienne un entier. 

existe kE Z tel que 

e. En déduire que l'affirmation de Gemma est légitime. 

Coup de pouce 
Tout intervalle d'amplitude supérieur ou égale à 1 

contient au moins un entier. 

LS] EH 2. Calculer (1 + /6Ÿ,(1+6),(1 +6). 
b. Appliquer l'algorithme d'Euclide aux entiers 847 et 

342. Que peut-on en déduire pour ces deux entiers ? 

El Soit n un entier naturel non nul. 
On note a, et b, les entiers naturels tels que : 

(1+V6) = a, +b,V6. 

a. Quelles sont les valeurs de a, et b, ? De a, et b, ? 

b. Calculer a,:, et b,+, en fonction de a, et b,.. 

El a. Démontrer que si 5 ne divise pas a, + b,, alors 5 ne 

divise pas non plus a,+1 +b,+1.# 

Indication 
On pourra supposer que 5 divise a, 4 1+ bn: 

et démontrer que 5 divise également a, + b,. 

b. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, 5 

ne divise pas a, + b,. 

El a. Démontrer que si a, et b, sont premiers entre eux, 

alors a, + et b,+, sont également premiers entre eux. 

Indication 
On pourra montrer qu'un diviseur commun à a, , ; et 

b, + 1 vaut nécessairement 1, ou utiliser le théorème de 

Bézout. 

b. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, a, 

et b, sont premiers entre eux. 
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{ZA Démonstrations avec des nombres 
premiers 
On veut démontrer la EE suivante : 

LE tel 4 SE ñ Là Si pu Pa. Pa (n > 2)sont des nc 
Re tl tincts tel Is q que p D: la de eux à di 

SE : A “El Li 

alors s le prod jit D P > …Pn diV ISC CT CA 2 

sine res premiers 

Démonstration par récurrence sur n: 

El Initialisation n = 2 : on suppose que p: [a et D | a 

avec P1, P2 premiers et p,  P2. 

En s'inspirant de l'exercice 64, page 495, démontrer que 

PiP2|a. 
El Hérédité : on suppose que, pour un entier n, on a la 

propriété : 

(pla; pila;….;phla)= (pipz--P|a). 
Démontrons la propriété pour l'entier n + 1. 

On suppose que P, D, Pr Pn+1 Sont des nombres 

premiers distincts deux à deux qui divisent tous a, on 

veut montrer que le produit pP>...PhPn+1 divise a. 

D Montrer qu'ilexisteunentierktelque a = KXp;P3...Pn 

et un entier k’ tel que a = K’ Xp, +1. 
D En utilisant le théorème de Gauss, démontrer que 

P1P2:.-Pn | k'. 
D En déduire que p1P2.…PnPn+1 |: 

El Conclure. 

LE Nombres de Carmichaël 
D'après le « petit théorème » de Fermat : 

Si p est un entier premier, alors pour tout entier a pre- 

mier avec p, a’! =1(p). 
La réciproque de ce théorème est fausse. 

En effet, on démontre ici l'existence de nombres entiers 

naturels p non premiers qui vérifient l'hypothèse « pour 

tout entier a premier avec p, ap == 1(p)» 
Ces nombres sont appelés les nombres de Carmichaël. 

Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que : 

n = pi X p2 X … Xp4 (avec k 2 2) où P4, P2,..., px Sont 

des nombres premiers deux à deux distincts et qui sont 

tels que pour tout entier à, 1<i<k, (p;—1) divise 

(ni): 

El Vérifier que l'entier n n'est pas premier. 

F1 On considère un entier a premier avec n. 

a. Démontrer que pour tout i, 1 <i< k, l'entier a n'est 

pas divisible par p;. 

b. En déduire que pour tout i,1 <i<k, añi71 = HE 
c. En utilisant l'hypothèse « pour _. entier , 1 <i<Kk, 

(p;— 1) divise (n — 1) », démontrer que pour He i, 

1<i<k,a = 1(p;). 

El à. Démontrer que a"! = 1(n). 

1 

| 
; 
H 

Î ; 
H 

Ï 
| 
Î i 

j 
Î 

| 

| 
| 
| 
H | 

Indication 
On utilisera le UE DÉMONTÉS à l'exercice 77, 

b. En déduire que n est un nombre Fe pm ma 

El Montrer que 561 est un nombre de Carmichaël. 

LMETES C'estle mathématicien américain, Robert 

Carmichaël (1879-1967) qui a donné son nom à ces 

nombres. 

Quelques propriétés des nombres 
de Carmichaël 
On admettra un théorème dû au mathématicien alle- 

mand Korselt : 

El a. Écrire la décomposition en produit de facteurs pre- 

miers des nombres 561, 1 105 et 1 729. 

b. À l'aide du théorème précédent, vérifier que ce sont 

des nombres de Carmichaël. 
Ces trois entiers sont les trois plus petits nombres de 

Carmichaël. 

El Soit n un nombre de Carmichaël et p l’un des facteurs 

premiers de n. 

a. Montrer que p = 1(p — 1), puis que n = 1(p— 1). 
— n EA 

b. En écrivant n sous la forme D X p, vérifier que 

est un entier et démontrer que a = 1(p-1). 

c. En déduire que si p est un facteur premier d'un 

nombre de Carmichaël n, alors le produit des autres fac- 

teurs premiers est congru à 1 modulo (p — 1). 

E] À l'aide de la question précédente, démontrer qu'un 

nombre de Carmichaël ne peut pas être le produit de 

deux nombres premiers. 

(CHE TNTATES Un nombre de Carmichaël est le produit 
d'au moins trois nombres PESTE deux à deux distincts. 

HDmoinete que tout nombre de Carmichaël est 

impair. 

Pour ue) Des nombres de Carmichaël avec 3, 4,5, .…, 

facteurs premiers. 

S67=3X*X11x17 

41041=7x1x13x41 

825265=5x7x17x19x73 S= 

321 197 185=5x19x23x29x37x137 

5394826 801=7x13x17x23x31x67 x73 

232250619601=7xX11x13x17x31xX37 x73 x 163 

9746347 772161=7xX11x13x17x19x31x37 x41x641 
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[80| Recherche d'un nombre de 
Carmichaël particulier 
On cherche à résoudre l'équation 85p — 16k = 1 oùket 
p sont des entiers relatifs. 

El À l'aide de l'algorithme d’Euclide, trouver une solu- 
tion particulière à cette équation. 

ÆlDémontrer que l'ensemble des couples-solutions 
sont ceux de la forme (16À — 3; 851 — 16)où À € Z. 
(On pourra s'inspirer de l'exercice 58, page 494.) 

El Déterminer le plus petit nombre de Carmichaël divi- 

sible par 5 et 17. (On utilisera le théorème admis dans 

l'exercice 79.) 

ONHARD EULER 1707-1 

Vers l'indicatrice d'Euler 
On considère un entier n supérieur ou égal à 2 et l'en- 

semble S, = {1,2,...,n}. 
On considère également la décomposition en pro- 

duit de facteurs premiers de l'entier n, sous la forme : 

n=p;"Xp,;2X.….. Xp4r où l'on a p; < ps << Pr. 

Le but de cet exercice est d'établir un résultat, dont 

la généralisation sera admise, qui permet de déter- 

miner le nombre d’entiers de S, qui sont premiers 

avec n. On appellera p(n) ce nombre. 

El Dans cette question, on prend n = 12. 
On a donc S;, = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. 
On prend au hasard, de manière équiprobable, un des 

entiers de cet ensemble, on appelle X la variable aléa- 

toire égale à la valeur choisie. On a donc par exemple 

p(x= 5)= <<. 
a. Écrire la décomposition en produit de facteurs pre- 

miers de 12. 

b. On nomme A l'événement « l’entier prélevé est un 

multiple de 2 » et B l'événement « l'entier prélevé est un 

multiple de 3 ». Calculer P(A) et P(B). 
c. Quelle est la valeur de @(12) ? On note E l'événement 
« l'entier prélevé est premier avec 12 ». Calculer P(E). 

El On considère un entier naturel et on suppose que sa 

décomposition en facteurs premiers est n = p*X q’ où 

a, B sont des entiers naturels non nuls. 

Comme dans la question EE on prend au hasard un 

entier de manière équiprobable dans l'ensemble 

Sn = {1,2,..,n}.On appelle X la variable aléatoire égale 

au nombre prélevé. 

>) 

On nomme € l'événement « l'entier prélevé est un 

multiple de p », D l'événement « l'entier prélevé est un 

multiple de q » et F l'événement « l'entier prélevé est 

premier avec n ». 

a. Combien y a-t-il de multiples de p appartenant à 5, ? 

1] 
En déduire que P(C) = a 

b. Calculer P(D). 

c. Démontrer l'équivalence suivante : p et q étant des 

nombres premiers distincts : 

pla et qla& pqla. 
d. Quel est l'événement CND ? Combien a-t-il d'élé- 

ments ? Calculer P(CND). 

e. En déduire que C et D sont des événements indépen- 

dants. 

f. Justifier que F = CnD. 

g. Déduire des questions précédentes que : 

soie fi) 
Ce résultat se généralise à tout nombre entier supérieur 

ou égal à 2 ayant une décomposition en facteurs 

premiers de la forme n = p"Xp,°?2X Xp. 
On admettra le résultat : 

aa fe) 
La fonction ainsi définie est appelée indicatrice d’Eu- 

ler. 

AC. admet que 2017 est un nombre 
premier. 

El à. À l'aide de l'algorithme d’Euclide, déterminer deux 
entiers relatifs u et v tels que : 

123u + 2017V= 1. 
b. En déduire un entier relatif ktel que 123k = 1(2 017). 

c. Montrer que, pour tout entier relatif x, on a l'équiva- 

lence : 

123x = 456(2017) x = 456k (2017). 

d. Déterminer l'ensemble des entiers relatifs x tels que : 

123x = 456 (2017). 

e. Montrer qu'il existe un unique entier naturel n tel que: 

1<n<2016 et 123n =456(2017). 

F1 Soit a un entier tel que 1 < a < 2016. 

a. Déterminer PGCD (a, 2017). 
En déduire qu'il existe un entier m tel que am = 1(2017). 

b. Montrer que pour tout entier b, il existe un unique 

entier x tel que : 

O<x<2016 et ax=b(2017). 
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CEE Une démonstration du cours 
Unicité de la décomposition en facteurs premiers 

(chapitre 13) 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. 

Supposons que n ait deux décompositions : 

Dn=p"Xp;2X... Xp," avec M, @, …, Um des 
entiers naturels non nuls et p;, p>, .…, bn des entiers 

naturels premiers tels que p; < p> << Pr; 

D ét qii*X qi iX... x qu" avec B, B>, .…, B, des 
entiers naturels non nuls et q, q, …, q, des entiers 

naturels premiers tels que q < q> <...<q,. 

El Soit ; un entier compris entre 1 et m et 7 un entier 

compris entre 1 et r. 

a. Montrer que si p; £ q;,alors p;" et q} sont premiers 

entre eux. 

b. En déduire que, pour tout entier : compris entre 1 et 

m,il existe un entier j compris entre 1 et rtel que p; = qj. 

c. En déduire que : m=r; pj=q; P>=@:..; 

Pm = m- 
F1 Pour l'instant, on a donc: 

Pi Xp 2X ... X par = pi X pS2X ..: X pm. 
Il reste à montrer que les exposants sont les mêmes : rai- 

sonnons par l'absurde et supposons par exemple que 

on < Br. 
Le travail qui va suivre serait identique avec 2, 3, ..., m à 

la place de 1 et a; > B, à la place de a, <B:. | 
À l'aide d'une démonstration analogue à celle de la 

question El a. on montre que p* “est premier avec 

chaque p;" pour 2<i<m. 

Conclure. 

(4 Autre démonstration 
de l'infinitude des nombres premiers 
© Voir le cours du chapitre 13, page 446. 

Après la démonstration de Paul Érdos 
vue dans l'exercice 114, page 470, 
voici celle proposée vers 1920 par 

George Polya, un autre mathémati- 

cien hongrois. 

On rappelle (voir le TP 11, p.485) 

que,sim £ n,lesentiersF,, = 1 + 22” 
et F,=1+2? sont premiers entre 

eux. 

George Polya 

(1887-1985). 

El Justifier que, pour tout entier naturel n, F, possède un 

diviseur premier p,.. 

El justifier que, si m Zn, p» # Pr. 

El Conclure. 

&E} PGCD et PPCM 

EI Démontrer que l'entier m existe. 

FI Un exemple 
Écrire la liste des premiers multiples non nuls de 9 et 12 

et déterminer PPCM (9, 12). 
Sur le même principe, calculer 

PPCM (11,16). 
PPCM (10,18), 

Quelques propriétés du PPCM de deux entiers natu- 
rels non nuls 

El a. Démontrer que pour tout entier naturel a non nul, 

PPCM(1,a)= a. 
b. Démontrer que si b | a alors PPCM (a, b) = a. 

El Dans cette question, on veut démontrer que l'en- 

semble des multiples communs à a et b est l'ensemble 

des multiples de m = PPCM (a, b). 
a. Soit M un multiple de m, démontrer que M est un 

multiple commun à a et b. 

b. Réciproquement, soit M un multiple commun à a et b. 

En effectuant la division euclidienne de M par m, mon- 

trer que le reste r vaut nécessairement 0. Conclure. 

E Démontrer que si a et b sont deux entiers naturels 

premiers entre eux, alors PPCM (a, b)= ab. 

86! Une relation entre PGCD et PPCM 
On considère deux entiers naturels non nuls a et b, on 
note d = PGCD (a,b) et m = PPCM (a, b). 

EI On veut démontrer que pour tout entier k non nul, 

PPCM (ka, kb) = kxX PPCM (a, b). 

On utilisera le résultat de la question EX de l'exercice pré- 

cédent. 

a. On note M = PPCM (Ka, kb). 
Démontrer que ka | km et kb|km. 
b. En déduire que M | km. 

c. Démontrer qu'il existe un entier n tel que M = kn. 

d. En utilisant le fait que M est un multiple commun de 

ka et kb, démontrer que n est un multiple commun de 

aetb., 

e. En déduire que km | M. Conclure. 

El On veut démontrer l'égalité suivante : 

PGCD (a, b)x PPCM (a, b) = ab. 
a. Démontrer qu'il existe deux entiers a’, b’ premiers 
entre eux tels que a = da’ et b = db’. 
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b. En utilisant la question précédente et la question FI 

de l'exercice 85.en déduire que PPCM (a, b) = da'b'. 
c. Démontrer l'égalité proposée. 

| BAC | Un carré et un cube égaux 
On considère deux entiers naturels non nuls a et b tels 

que a? = b*. 
On note d le PGCD de a et b; u et v désignent les entiers 

tels que a = du et b = dv. 

El a. Démontrer que u? = dv. 

b. En déduire que v divise u, puis que v = 1. 

El Démontrer que a? = b* si, et seulement si, a et b sont 

respectivement le cube et le carré d'un même entier. 

61: Le théorème des restes chinois 
Partie A 

On trouve le problème suivant dans le livre du mathé- 

maticien chinois Sun Zi, le Sunzi suanjing, datant du me 
siècle : 

Combien l'armée de Han Xing comporte-t-elle de soldats 

si, rangés par 3 colonnes, il reste deux soldats, rangés par 

5 colonnes, il reste trois soldats et, rangés par 7 colonnes, il 

reste deux soldats ? , 

ElOn note n le nombre de soldats de cette armée. 

Traduire l'énoncé par un système de congruences. 

F1 Vérifier que 23 est une solution ; en déduire une infi- 

nité de solutions. 

Partie B - Étude d’un système de congruences avec 

deux équations 

El On considère des entiers naturels m et n supérieurs 

ou égaux à 2 de PGCD D et des entiers relatifs a et b. 

x= a(m) 

y = b(n) 
a. Soit x, une solution de (S). Montrer que x, = a(D) et 

X = b(D) ; en déduire que a = b(D). 
On vient donc de prouver que (S) ne peut avoir des 

solutions que si D divise a — b. 

b. Réciproquement, supposons que a — b = kD avec 

k entier. Montrer qu'il existe des entiers relatifs u et v 

tels que a — b = kum + kvn. Vérifier alors que l'entier 

a — kum est solution de (S). 

‘ On note (5) le système d'inconnue x € Z. 

x= a(m) 

y= b(n) 
tions si, et seulement si, a = b(D). 

Conclusion : Le système admet des solu- 

CONTE LIT Un produit d'entiers est congru à 0 

modulo chacun des facteurs de ce produit ! 

>) 

c. En déduire que (S) admet toujours des solutions si m 
et n sont premiers entre eux. 

El On reprend les notations de la question El en suppo- 

sant que D = 1 (c'est-à-dire que m et n sont premiers 

entre eux) et on note x, une solution de (S) (il en existe 
d'après la question El. 
a. Vérifier que, pour tout entier relatif t, x, + tmn est 

solution de (S). 
b. Réciproquement, soit x une solution de (S). Montrer 

que mn divise x — xo. 

COMITE Si m divise t, n divise t et sim et n sont 
premiers entre eux, alors mn divise t. (Voir l'exercice 64, 

page 495). 

Conclusion 

On a démontré le théorème des restes chinois dans le 

cas d’un système de deux équations : 

x=a 

y = b(n) 
m et n sont premiers entre eux alors l'ensemble des solu- 

tions de (S) est {xs + tmn,t eZ}. 

Si x est une solution du système (5) : | et si 

Remarque : pour obtenir une solution particulière x 

on peut utiliser le calcul de la question El. 

Partie C - Résolution du système (S) correspondant 
au problème de Sun Zi énoncé dans la partie A. 

x = 2(3) 

Soit le système (S) : {y = 3(5). 

z=2(7) 

x= 2(3) 
Résol d tè fe El Résolution du système (S') 2234) 

a. Identification avec les notations de la question EE de 

la partie A : préciser les valeurs de a, b, m,n, Det k. 

b. Déterminer des entiers relatifs u et v tels que 
3u+5v=1. 

c. Donner la solution du système (S') fournie par la 

question B EI b. 
d. En déduire, en utilisant le théorème démontré dans la 

question BE que les solutions du système (5) sont les 

entiers de la forme 8 + 15tavect eZ. 

EiRésolution du système (S) 
D'après la question EE, un entier x est solutions de (5) si, 

x = 8+15tavecte Z 

*Æ2(7) ; 

a. Montrer que 8+ 15t=2(7)& t=1(7). 
b. En déduire que si x est solution de (S) alors il est de 
la forme x = 23 + 105h aveche Z. 
c. Réciproquement, vérifier que tous les entiers de la 

forme 23 + 105h avec h E Z sont solution de (5). 

et seulement si, 
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Au fil du temps 

Mathématiques d'hier et d'aujourd'hui 
BE de tableaux de nombres, ou « matrices », est tout à fait ancienne. Les 

carrés latins (l'ancêtre des sudokus) et les carrés magiques sont étudiés depuis 

très longtemps : on reproduit ci-contre le carré d'ordre 6 sur plaque métallique 

(Musée de Xian, en Chine). 

Durant le xuie siècle, l'étude des systèmes d'équations linéaires entraine le 

développement du concept de matrice. Dès 1678, le mathématicien allemand 

Gottfried W. Leibniz (1646-1716) utilise des indices dans le cas d'un système de 

trois équations à trois inconnues. 

L'allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855) utilise pour la première fois une 

notation en tableau, proche de la notation matricielle actuelle. Il l'abrège 

d’ailleurs en une seule lettre. Son compatriote Gotthold Eisenstein (1823-1852) 

s'approprie et utilise le symbolisme en tableau et introduit les opérations sur les 

matrices, en particulier le produit matriciel, dès ses premiers travaux sur la théorie des nombres, en 1844. 

Le terme de matrice est introduit par James Joseph Sylvester, en 1850, pour désigner un tableau 

rectangulaire de nombres. Mais c'est avec la publication par Arthur Cayley, en 1858, d'un article des 

Philosophical Transactions (Londres), À memoir on the Theory of Matrices, que la notion de matrice prend 
tout son sens. 

Zoom sur les méthodes célèbres 
Méthode du pivot de Gauss 

Il s'agit d'une méthode généralisant la méthode dite par « addition » de résolution d’un système linéaire. 

XSEP VER 222 

On considère le système suivant: 1x+3y—-2z2=-—1 1, 

3x + 5y + 8z 815 

EX Première étape du pivot de Gauss : on élimine l'inconnue x dans les lignes L, et L; en les combinant 
X+2y+2zZ=2 L 

linéairement avec la ligne 1. On obtient : 4 y — 4z = —3 L<b—tb 

—y+2z=2 L + L —3l; 

| X5Y 27 = 02 L, 

FA Deuxième étape : on élimine l'inconnue y de la ligne L; en utilisant L, : {y — 4z =—3 L 

27 | B<-L+l 

El Troisième étape : on « remonte » le système de proche en proche en déterminant successivement 
Z, y, puis x. On obtient : x = 3,y =—1,z= 3 En utilisant les matrices, le système initial s'écrit : 
220 2 ; 2m AIEX 2 
13 —2}y|=1|—1|.Sous la forme de la troisième étape, il s'écrit:[0 1 —4|y|=|-—3|. 
SON) 812 8 0 E aid 

in20 2 
On dit qu'on a « triangularisé » la matrice [1 3 —2|. 

358 

C'est une méthode très utilisée lorsque l'on emploie le calcul matriciel. 
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CHAPEITRE 

et suites 
‘echerche Images “idéos Maps shopping Gmail 

00gle matrices et suites 

cherche Environ 12 800 000 résultats (0 10 secondes ] 

| Sergey Brin et Larry Page, les cofondateurs 

M” du moteur de recherche Google. 

Des maths partout | 

En probabilité et en statistique, le concept de matrice est un outil important pour étudier les 

processus aléatoires. L'idée centrale de l'algorithme PageRank”, utilisé par le moteur de recherche 

Google, est d'évaluer une énorme « matrice stochastique ». 

En physique inférentielle, des processus aléatoires sont utilisés pour modéliser des phénomènes, 

comme la diffusion d’un gaz à travers une paroi poreuse (modèle d'Ehrenfest). 

l'imagerie numérique nécessite de très lourds calculs matriciels, chaque image étant considérée 

comme un grand tableau de nombres. On peut aussi, par exemple, corriger des « défauts » de 

l'image : flou, luminosité, yeux rouges, etc. 

D'une façon générale, lorsqu'on modélise un processus, l'étude linéarisée du problème autour d'un 

point d'équilibre permet d'établir des prévisions de comportement, comme pour le modèle proie- 

prédateur en dynamique de populations. C'est d'une très grande importance pour la gestion d’un 

environnement : faut-il introduire plus de prédateurs pour limiter la croissance des proies ? 

Ne risque-t-on pas l'extinction des proies ? 
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ECVTAR Prix, taxes et soldes 
Un magasin reçoit trois ensembles (pantalon - chemise — veste) pour sa collection 

d'hiver. Le tableau A suivant donne les prix HT (hors-taxe) de chaque article, en €: 
E 

EX En France, le taux de TVA sur la vente de vêtements est fixé, en 2012, à 19,6 %. 

Quel calcul faut-il effectuer sur chacun des nombres du tableau pour obtenir le 

montant de la TVA de chaque article ? 

Faire le calcul et regrouper les résultats obtenus dans un tableau B. 

El Obtenir, à partir des tableaux A et B, le tableau C donnant les prix TTC (toutes 

taxes comprises) de chaque article. 

EX Au moment des soldes, le magasin applique une réduction de 40 % sur chaque 

article. Construire le tableau D des prix après réduction. 

Pour prévenir plus efficacement les maladies chroniquesliées à la nutrition (obésité, 

diabète, maladie cardio-vasculaire…), l'Organisation Mondiale de la Santé (OMS) 
recommande une alimentation équilibrée et variée, sans excès, ni privation. 

Pour rester en bonne santé, le corps a, en particulier, besoin d'une certaine propor- 

tion de glucides, de lipides et de protéines. L'agence française de sécurité sanitaire 

(AFSSAPS) préconise la répartition suivante des apports énergétiques, en kcal : 

glucides:50%à55%;  lipides:30%à35%; protéines : 11 % à 15 %. 

On envisage un déjeuner, pour lequel on donne le tableau des quantités nutritives 

pour 100 g de chaque aliment : 

EX Un menu © est composé d'une escalope de veau de 140 9, de 160 g de frites 

et de 100 g de compote de pommes. 

a. Justifier que, pour calculer l'apport énergétique des glucides du menu, on 

effectue le calcul suivant : 

17 xX1,4+ 120 X 1,6 +76,4X 1. 

Déterminer cet apport, en kcal. 

b. Calculer l'apport énergétique en lipides et en protéines de ce menu. 

c. Le menu respecte-t-il les préconisations de l'AFSSAPS ? 

FA Un menu © est composé d'une escalope de veau de 70 g, de 180 g de frites et 
d'une compote de pommes de 220 q. 

a. Le menu respecte-t-il les préconisations de l'AFSSAPS ? 

b. On estime que pour un adulte ayant une activité physique réduite, l'apport 
énergétique total du déjeuner doit être d'environ 800 kcal. 

Est-ce le cas du menu © ? 
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E) Recherche d'une parabole 
Le plan est muni d'un repère (o, é j). 

L'objectif de l’activité est d'étudier l'existence d’une parabole ® d'équation 
y = ax? + bx + c passant par trois points M, N et P donnés. 

El Dans cette question, on donne M(—2:1), N(—-1,-1)et P(3;3). 

a. Montrer qu'il existe une parabole Ÿ d'équation y = ax? + bx + c passant par 

les points M, Net P si, et seulement si, le triplet (a; b ; c) est solution du système : 

4a—2b+c=1 

(S}: 14—b+Fc=-1, 

9a + 3b+c=3 

b. Justifier que le système (S) est équivalent à l'équation matricielle : 

a 
(E): AX|b|=B, où la matrice carrée À d'ordre 3 et la matrice colonne B de 

à 

dimension 3 sont à préciser. 

0,2, =>0,2520,05 
c. Soit la matrice C =|—0,4 0,25 0,15|. 

008 15 201 

À l’aide de la calculatrice, saisir les matrices À et C, puis effectuer les produits 

AXC et CXA.Que constate-t-on ? Calculer A7! avec la calculatrice. 

CD 
3 3 Ê o ; [AI#IC] 

G & 1letMat À! érlnieels 

a a 

d. Justifier que AX|b|=B&|b|=CXB. 
L& C 

e. Calculer le produit C XB avec la calculatrice. 

En déduire une équation de la parabole Ÿ passant par les points M, N et P. 

F1 Dans cette question, on donne M(— 2;1), N(2;3) et P(2;4). 
a. Préciser la matrice carrée À d'ordre 3 et la matrice colonne B de dimension 3 

telle que la parabole P d'équation y = ax? + bx + c passe par les points M, N et P 

a 

si, et seulement si, A X|b|=B. 
c 

b. Calculer A7! avec la calculatrice. Que constate-t-on ? 

c. Le problème a-t-il une solution ? Justifier. 

El On considère trois points M, N, et P d'abscisses respectives t, u et v, et la para- 

bole P d'équation y = ax? +bx+c. 

À l'aide du logiciel Xcas, on a défini une matrice À et obtenu son inverse A7! (sous 

réserve d'existence). 

a. Obtenir une condition nécessaire et suffisante utilisant la matrice A pour que les 

points M, N et P appartiennent à la parabole P. 

b. En utilisant le résultat du logiciel, obtenir une condition suffisante pour que les 

points M, Net P appartiennent à la parabole Ÿ. 

Mettre en relation ces conditions avec les résultats des questions Elle. et FA c. 
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Info Calculatrices 

BUH-HA 
Dans le menu #-{> 4] e 

b Entrer la matrice par HAL 

en précisant le nombre de lignes, 

puis de colonnes : 

(Fo JEDIT 

b Calculer en utilisant les noms 
des matrices par MAT. 

DFA (ar). 

» [matrice ] 

Entrer la matrice par Ellis 

en précisant le nombre de 

lignes, puis de colonnes : 

b Calculer en utilisant les noms 

des matrices par 

:=[192,t,1],[u"2,u,1],[v°2,v,11] 

ê LA 

Pr mr" 
(V-)- (u+) (v-u)-(t-u) (uv): (tv) 

VU", N+_, ut 

(v-#)-(u+) (v-u)-(t-u) (u-v}-(t-v) 

u-V tv , ti : 
(u-v)-(t-v) JE _L(v-b: (ut) (v-u) (tu) 



LE) © prévoir le temps ? 
Dans une localité, on suppose que chaque jour, il fait soit sec, soit humide. Pour visualiser 
On fait l'hypothèse que : la situation, on peut la 

représenter par le schéma 
» S'il fait sec un jour, alors il fera encore sec le lendemain avec la probabilité ee : ; 

ILPAILSE Jour Où suivant, appelé graphe. 

» S'il fait humide un jour, alors il fera encore humide le lendemain avec la NE 
Er 2. 3 

probabilité 3- 2 CR oi 5 
Re 4 £ re — (humide sec) 

Un certain dimanche (choisi pour jour 0), il fait sec. 3 NO POP 6 

On s'intéresse à l'évolution météorologique des jours suivants. LE 

Pour tout entier n > 0, on note 5, la probabilité pour que le jour n, il fasse sec, et 6 

h, la probabilité pour que le jour n, il fasse humide. 

Cl | 
| S Sp Veds 63. 

El a. Montrer que pour tout entier n > 0 : Es = A «(? | où À = 1 2: Remarque 
n n = 

6 3 Les coefficients de la matrice A 
s s ; £ 

b. En déduire que pour tout entier n > 0, (il s'ANX (x) sont compris entre 0 et 1 ; leur 
n somme par colonne est 1. 

F1 2. Estimer la probabilité qu'il fasse beau le dimanche suivant le jour O. 

b. Calculer A!° x Lo) AD) (1) et A x a Que constate-t-on ? 

2 

El on pose X = : .Vérifier que AXX = X. 

B; 
2, 2. 

E On définit les matrices B et C par : B = : = etC=A-B 

133 
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 0 : A" = B+(0,5) XC. 

b. Que peut-on dire à long terme de la probabilité qu'il fasse sec un jour donné ? 

Pertinence d'une page Web : le PageRank® 

Lorsque l'on effectue une recherche sur Internet avec un moteur de recherche, celui-ci 

affiche les pages Web du résultat de la recherche par ordre décroissant de pertinence. 

Mais comment peut-on dire qu’une page Web est plus pertinente qu’une autre ? 

Les pages Web étant liées les unes aux autres par des «liens hypertexte », l'idée 
consiste à dire qu'une page est d'autant plus pertinente qu'elle est pointée par de 
nombreuses pages, celles-ci étant également pertinentes. 

algorithme de PageRank”, breveté en 1998 et utilisé par Google, attribue à 
chaque page Web une valeur, appelée indice de pertinence, proportionnelle à la 
probabilité qu'un surfeur, parcourant le Web en cliquant aléatoirement sur l'un des 
liens apparaissant sur chaque page, passe par cette page, au bout d'un très grand 
nombre de clics. 

Partie A - Une première approche ne | 
Considérons trois pages Web, numérotées 1, 2 et 3, reliées entre elles par des liens 
hypertexte de la façon schématisée ci-contre. 

Initialement, un surfeur choisit au hasard l'une des trois pages. Puis à chaque étape, 
il choisit de façon équiprobable une page parmi celles vers lesquelles pointe la 
page où il se trouve. 3 
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r. 1/2 
Ainsi, lorsque le surfeur est sur la page 1, la probabilité qu'il choisisse la page 2 est + ; 1 ns 2 
lorsqu'il est sur la page 3, la probabilité qu'il choisisse la page 1 est 1. 
Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire donnant le numéro de la 1/2 
page sur laquelle se trouve le surfeur après n étapes, et U,, la matrice des probabilités : 1/2 k 

P(X, = 1) 1/3 

U, = |P(X, = 2)|. Ainsi, U, = |1/3|. 
P(Xn = 3) 1/3 

0 0,5 1 
El Montrer que pour tout entier n 20,U,,, = AXU,,où A=10,5 O0 o0O|. 

0,5 0,5 0 

En déduire que pour tout entier naturel n, U, = A" X Un. 

À jrs de me AR A:={[0,1/2,1],[1/2,0,0],[1/2,1/2,0]] 
El À l'aide du logiciel Xcas, on a réalisé les calculs numériques DDo={173111/31. 11/31 

ci-contre, où les résultats sont arrondis à 107 * près. BlAM5*U0 ; AM10*U0 ; A120*U0 : A130"U0 | 
Que peut-on conjecturer sur le comportement de la suite ( ft 44792 0.44434 0.44444 0.44444 
lorsque l'entier n devient grand ? 021875 | |o22233 | |0 22222 0 22222 

Quelle semble être la page d'indice de pertinence le plus grand ? 
0 33333 _ LO. 33333 0. 33333 0.33333 

Le plus petit ? —— _ EE 
RTE MESSE ITI 

Partie B - Amélioration du modèle - la solution de Page et Brin 

Malheureusement, les pages Web ne sont pas toutes reliées par au moins un 

chemin, certaines sont simplement descriptives sans lien hypertexte. 

La démarche précédente n'est donc pas complètement satisfaisante pour définir 

l'indice de pertinence. Afin de surmonter ces problèmes, Page et Brin ont eu l'idée 

d'imaginer un surfeur qui peut à chaque étape : 

» soit aller de façon équiprobable sur n'importe quelle page du graphe (y compris 

celle d'où il vient) ; 
» soit choisir de façon équiprobable une page parmi celles vers laquelle pointe la 

page où il se trouve ; 

> on admet enfin que le premier comportement survient avec une probabilité p 

fixée (0 < p <1), et le second avec la probabilité (1 — p). 
On choisit p = 0,15 et on reprend l'exemple et les notations de la partie A. 

On parle de téléportation 

aléatoire. 

EX 2. Montrer que pour tout entier n > 0 : 

P(Xp31 = 1) = 085 x (5x P(X = 2)+1XP(X, = 3))+ 0,05. 
0,05 ” 

b. En déduire que pour tout entier n Z 0 : U,,, = 0,85 X A XU, + B, où B =]|0,05 |. 
0,05 z 

À | Pour info 
FA Montrer qu'il existe une matrice colonne constante de dimension 3 telle que : I est la matrice « identité 

C=0,85XAXC+B si,et seulement si, (Z —0,85A)XC = B. d'ordre 3 », dont tous les 

En utilisant une calculatrice ou Xcas, justifier qu'il existe une telle matrice C. coefficients sont nuls, sauf ceux 
de la diagonale égaux à 1. 

Elustifier que pour tout entier n > 0 :U,41 — C = 0,85A X(U, — C), puis que: 

UV, = C+0,85"A"X (Us — C). 

E1 À l'aide du logiciel Xcas, on a réalisé les calculs numé-  HG=(identity(3)-0.85"A}C1)"110.05],[0.05],10.05]] 

riques ci-contre, où les résultats sont arrondis à 10° C+0.85"10"A"10*(U0-C) ; C+0.85"20"A"20*(U0-C) ; C+0.85 30"A30"(U0-C) 
près. Que peut-on conjecturer sur le comportement de 043273 | 1043275 | |0.43275 
la suite (U,) lorsque l'entier n devient grand ? Comparer 0.23394 0.23392 | |0.23392 

avec la matrice colonne C. Quelle est la page d'indice de | |033333 | [033333 | Lo.3333 | 
pertinence le plus grand ? Le plus petit ? 

Prolongement 
Expression de U, en fonction de n : voir l'exercice 94, page 557. | 
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Pour étudier la diffusion d'un gaz à travers une paroi poreuse et discuter de 

l'irréversibilité éventuelle de celle-ci, les époux Ehrenfest ont proposé, en 1907, 

la démarche ci-après. 

On considère deux urnes, A et B, et N particules réparties dans les deux urnes. 

À chaque étape, on choisit au hasard une particule et on la change d'urne. 

Partie A - Simulation avec tableur 

EX On choisit N = 100 et on suppose que toutes les particules sont initialement 

dans l'urne A. 
On souhaite modéliser les transferts de particules d'une urne à l’autre à l'aide de la 
feuille de calcul ci-dessous. 

De RS SE EEE à D hf) “E 
Numéro de Numéro de la particule 

l'échange n changeant d'urne dans l'urne A dans l'urne B 

|-100 =$A$2-D2 
=ALEA.ENTRE.BORNES(1;$A$2) |=SI(C3<=D2;D2-1;D2+1) 

a. Expliquer les formules entrées en C3, D3 et E2. 

b. Réaliser la feuille de calcul, en recopiant vers le bas de façon à simuler 

5 000 échanges de particules. 

c. Représenter graphiquement l'évolution du nombre de particules dans l’urne A, 

comme ci-contre. 
d. En utilisant la touche F9, procéder à plusieurs simulations. Que peut-on conjec- 

turer sur la composition des urnes au bout d'un grand nombre d'échanges ? 

Semble-t-il possible que le phénomène soit réversible, c'est-à-dire que l’urne A 

retrouve son état initial ? 

e. Modifier la répartition initiale et reprendre la question précédente. 

FA Reprendre la question EX avec N = 1000, N = 10, et N = 2. 

Partie B - Étude du cas N = 2 
On modélise la situation par des urnes contenant des boules identiques. 

On suppose qu'on a placé initialement deux boules dans l'urne A. 

Les urnes peuvent ensuite se trouver dans trois situations possibles : 

© les deux boules sont dans l’urne A ; 

© chaque urne contient une boule ; 

® les deux boules sont dans l’urne B. 

Pour tout entier naturel n, on note X, la variable aléatoire donnant le nombre de 

boules dans l’urne À au n-ième échange, et la matrice des probabilités : 

P(X, = 0) 0 

U, = |P(X, = 1)[. Ainsi, U, =|0|. 
P(X, = 2) 1 

E Montrer que pour tout entier n z0,U,:, = A XU,, où À = 

© = o 
N|=oN|- 

© = 0 
E En déduire que pour tout entier n > 0, U, = A XU,. 

El À l’aide de la calculatrice, conjecturer la valeur de A" en fonction de n, puis 
démontrer la conjecture. 

E1La répartition des boules se stabilise-t-elle lorsque le nombre d'échanges 
devient grand ? 
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ED Matrices et opérations 
El Définitions 

Soit un entier naturel n non nul. 

Une matrice carrée A d'ordre n est un tableau de nombres réels 

comportant n lignes et n colonnes. 

Le nombre placé à l'intersection de la i-ième ligne et de la j-ième 

colonne est noté a, ; et s'appelle coefficient d'indice (; ; j). 

numéro de la ligne 

(6, TARLe | RES &,j .. 

FAN F6} 
A=|" = 

a; … a; ; 

An1 Gn,2 += An,j +. 

j-ième colonne 

La « diagonale » de la matrice A est formée de tous les coefficients de A 

dont les numéros de ligne et de colonne sont égaux : &, 1 ; G2,2;...; Gn n- 

sssnsssnsss 

dteeldtir Deux matrices carrées sont égales si, et seulement si, elles 

sont de mêmes ordres n et si, pour tous entiers j et j variant de 1 à n, 

BAlattliN Soit un entier naturel n non nul. Une matrice colonne B (ou 

«vecteur colonne ») de dimension n est un tableau de nombres 

réels comportant n lignes et 1 colonne. Le nombre placé à la i-ième 

D La matrice carrée d'ordre n dont tous les coefficients sont nuls est 

An , 

@, n 

Gin |<— i-ième ligne 

Ann 

appelée matrice nulle et est notée 0,.. 

D Une matrice carrée dont tous des coefficients sont nuls, sauf 

éventuellement les coefficients de la diagonale, est appelée « matrice 

diagonale ». 

D La matrice diagonale d'ordre n dont les coefficients sur la diagonale 

sont égaux à 1 est appelée matrice identité d'ordre n et est notée J,. 

10x00 

1 0 

OO —= 

0 0 
1 0 FÈ 
01 

les coefficients d'indice (i ; j) sont égaux. 

numéro de la colonne 

ligne est noté b, et est appelé coefficient d'indice ;. 

<— i- 2 me ligne 

O1" 0"0 
OLON0! | 
OAONOAI 
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Pour délimiter le tableau 

de nombres, on l'écrit 

entre parenthèses ou entre 

crochets. Par exemple, les 

écritures 
1 —2 

A=(3 7) | 
et 

17 
êr B 4 | 

définissent la même matrice A 

telle que: &1=1;&2=—2; 

1 —= 3 et 2 —= 4 

Re vf 

0 —1 
diagonale. 

20 > 
est une matrice 

De la même façon qu'une 

matrice carrée, une matrice 

colonne peut être écrite 

indifféremment entre 

parenthèses ou entre 

crochets. 
dneceecomeneemeomenmenser 



L'1 Somme et produit par un réel 
BE Soit un entier naturel n non nul. 

Pour toute matrice carrée À 

d'ordre n, A+(—1)XA = 0,. 

La matrice (—1)XA = — A est 
appelée la matrice opposée 

deA. 

: ; ._ JD —=$ 100 
EXEMPLE: Soient les matrices À = (4 Jet8 = 2 . 

2, 2 MAG 3 0|\ 7 6 Alors: 24 — 38 = 24 + (-3)8 = (à Sslesers)e (ren) 

WAUEULULS On retient que le 
produit s'effectue par « ligne de 

A X colonne de B ». 

En pratique, il est commode de disposer les matrices de la façon 

suivante pour calculer leur produit : 

b 
: Matrice ae b: B on multiplie : 

ces coefficients = b, ; 
: Matrice Produit Ë 

> |b, A AXB | 

nor et on ajoute Pi Cette disposition permet de | 
a 2, les produits P2 men ss Es Fe le | 

= : mi 2. : produit, l'ordre de la matrice A | 
EG Pi GX b+a;:Xb:+...+a;,Xb,|E etla dimension de B doivent È 

Ë : 3 : être égaux. } 
An An2 +. Anj:-.. Ann Pn rremenner SE 

tes MURS 12 
EXEMPLE: On considère À = (_} a)ets = (2). 

On dispose les matrices pour visualiser les produits à effectuer : 

2 On obtient donc que : 

Père 5 | 13 —— este AXB=— (è) UTUUTS Le produit peut 
aussi être effectué avec la 

AN) a=( 14) | 2 4/\(-2)X2+4X5 calculatrice ou un logiciel. 
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© Effectuer des calculs matriciels 
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Exercice corrigé eseesesceeecesesseserecsse 

| En 2012, dans une région supposée 
démographiquement stable, 50 000 personnes 

n'utilisent que leur voiture pour leurs déplacements, 

40 000 personnes n'utilisent que les transports en 

commun et 10 000 personnes utilisent un autre moyen 

de transport (vélo, moto, etc..). 

Une étude statistique réalisée les années précédentes a 

permis d'établir que d'une année sur l'autre : 

D parmi les personnes qui utilisent leur voiture, 

30 % optent pour les transports en commun, 

60 % continuent à utiliser leur voiture et 

10 % choisissent un autre moyen de transport ; 

D parmi les personnes qui utilisent les transports en 

commun, 20 % changent pour utiliser leur voiture, 

10 % changent pour un autre moyen de transport et 
70 % poursuivent avec les transports en commun. 

ED D'après le texte, vy = 50 000, & = 40 000 et ay = 10 000. f> 

D Un an après, il y aura 0,66 + 0,2 + 0,24, utilisateurs de voiture. 

Donc , = 0,6, + 0,2 + 0,2&. 

De même, & = 0,3% + 0,7© + 0,4 et & = 0,1v6 + 0,1 + 0,4@. 

0,6 0,2 0,2 
03 07 04|.h»> 

01 04 

Vi Vo 
El On en déduit que | « | = MX] « |, où M = 

a Cf 1 

El Les calculs effectués à la question EE se généralisent : p, = 

E> On calcule p,, puis p,. Sur la matrice p>, on lit que 36 000 personnes utilisent leur. 

voiture en 2014. 

nique 

Exercice d'application 

Eu On considère trois couples de gènes AA, AB, BB. 

Pour tout entier naturel n, on note x,, y, et z, les 
proportions respectives de ces couples de gènes dans la 

population à la génération n. 

Par division cellulaire, on sait que les enfants d'individus 

AB sont de couples de gènes AA, BB ou AB, dans les 

proportions respectives +. …. et +. Les individus AA 

ou BB se reproduisent à l'identique. 

MX ps. 

osseuses seseses vscssesesese es soseosesesesecesesecoecsesece 

D parmi les personnes qui utilisent un autre moyen de 

transport, 40 % poursuivent, 20 % optent pour la voiture 

et 40 % pour les transports en commun. 

On considère que les résultats de cette étude sont 

valables pour les deux années suivantes. 

Va 

0,on note p, = | c, | la matrice 

Gn 

colonne, où v, est le nombre de personnes qui utilisent 

leur voiture, c, le nombre de personnes qui utilisent les 

transports en commun et a, le nombre de personnes qui 

utilisent un autre moyen de transport n années après 2012. 

Pour tout entier n > 

El Donner p,, puis exprimer v, & et a en fonction de w,, 

C et Go. 

= MX Do. 

El Exprimer p, en fonction de p, et M. Combien de 

personnes utiliseront-elles leur voiture en 2014 ? 

El En déduire la matrice M telle que p; 

Bon à savoir 

D> Bien repérer les conditions 

initiales dans le texte. 

> On utilise la règle « ligne- 

colonne ». 

5 Sur la calculatrice où on saisit 

M dans la matrice À, et p, dans 

la matrice B, puis on effectue le 
produit M X Po pour obtenir p, 

(stocké dans la matrice Q), puis 

MX p; pour obtenir p:. 

. 

sosssressessececseeecesssesessesesse seusevesseseeeuee cenvreovesserseccevsseesecesesvessecees ... 

à. Exprimer la proportion de chaque couple de gènes à la 

génération n + 1 en fonction de celle à la génération n. 

b. À la génération 0, il y a 20 % de AA et 50 % de AB. 
Calculer les répartitions aux générations 1 et 2. 

c. On remarque que pour tout entier n, x; + Yh + Zn = 1. 

Écrire ce résultat en utilisant le produit d'une matrice 

carrée par une matrice colonne. 

© Voir exercices 26 à 33 
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d | ETES de Deus matrices carrées 

MARMEUS Le produit À X A 

se note 4? ; le produit 
AXA? = A?2XA se note A ; 
etc. 

Chaque coefficient est donc obtenu selon le même principe que vs produit 

de la matrice carrée À par une matrice colonne. 

En effet, la 1re colonne du produit A X B est égale au produit de la matrice 

À par la 1e colonne de la matrice B, la 2e colonne du produit A XB est 

égale au produit de la matrice À par la 2e colonne de la matrice B, etc. 

EXEMPLE 
: 5 Sr 1 4 

Soient les matrices À = C_ | et B = } 
q 21014 sa AL On retient toujours que 

le produit s'effectue par « ligne 

de À fois colonne de B ». 
D Pour le produit A XB, on dispose les matrices de la façon suivante pour 

visualiser les produits à effectuer : 

s 1 4 : 
8=| 3 | -2 | 

er ce 3x4+(—1)x(- 2) | 
(2) NPA XS NC 2)x A F5 2) calculatrice ou d'un logiciel 

; RONA permet de vérifier les résultats. 
Donc: AXB = LÉ = Pa | Ainsi, avec Xcas : 

D On procède de la même façon pour le produit B X A : 

s 3 —1 
a=| -2 : 4 ) 

ae Les PEN TEE EURE LCR 
3 —2/\3X3+(-2)X(—-2) 3x(—-1)+(-2)x4 

| _f-5 15 
Donc: BXA = 13 si 

D On constate ici que les produits À X B et B X A sont différents. On dit 

dans ce cas-là que les matrices À et B ne commutent pas. 

On retient que en général A XB Z B X A. Il faut donc faire très attention 

à l'ordre dans lequel sont effectués les calculs. 

dde) 
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© Calculer avec des matrices 

Ponsresronnnnene sn sense neo eeennnssses ess esse sense eseesesesseeseesssssnmeussessse Exercice corrigé 

4 $ a. Dét i 5 : ET 0 nendemrée mu C 1 9) . éterminer deux réels a et b tels que 

+8 22 A=aB+b]. 
: N= 3 -] } Calculer MXN et NX M. b. Vérifier que J XJ = 3J et en déduire : 

AXA + 5A +4 = 03. 
c. Déterminer une matrice B telle que : 

: El On considère les matrices : 

T0 Ci 1 ilot (io 

MSI TT + I=|1 11 AXB= 1. 
1] 13 1 

Solution Bon à savoir 

3 = D> Pour calculer le produit 
El D'après }>, de d i li 1 à 1X(—-1)+0X3 1X1+0X(-1) de deux matrices, on applique 

2} \(—-2)X(—-1)+2X3 (—-2)x1+2X(-1) la règle « ligne-colonne », en 
disposant de façon adaptée les 

_ matrices. On peut aussi utiliser la. 
calculatrice. 

> Deux matrices sont égales, si, 

1 Be Ha PAR 
Donc MXN = (, a 

On vérifie à la calculatrice. 

En utilisant la calculatrice, on obtient : 

000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000000e 

3602 et seulement si, tous les termes 
NXM = ° 

Sa 2 } _ situés à la même De sont 

ab and b Ki : . égaux. me 

Ha.a;+bJ=| b a+b b |.Doncd'après > a ee 3 soit a = — 4 > Dans l'ensemble des Hatrices 

b Dar D b = … les calculs se mènent comme 

et b = 1. Ainsi, À = — 47, +J. dans R pour: - 
es ; ; ; . - la somme de deux matrices ; < 

b.b > À l’aide de la calculatrice : | le produit d'une matrice par 

CRE 11 Al un réel ; 

JXJ=|3 3 3|/=3X|111|E>  - la distributivité de la 
333 Le multiplication sur l'addition. 

Donc JXJ = 3J. Attention : en général 

DAXA+5A+41 =(-4L+J)X(-41 +J)+5(-41 +J)+43 eo Ness 

= 161 —4J—A4J+JXJ— 207, + 5J + 4], en développant. 4 

Donc À X A + 5A + 41, = 161, — 4J — AJ + 3J — 201, + 5J + 413 = 03. 

c. On en déduit que {4 XA + 5A)= Z,soit À A La +5B)= 2. 

Donc, en posant B = ty +5Z),ona AXB =. 

Exercices d'application PS Ra le T0 

: Soient les matrices À = É E À et B= Ê si Fa! On considère les matrices suivantes : 

: 11584 at 
: Calculer (A + BŸ et A? + 2A X B + B?. | A=( C3 et = Se 

1 El Vérifier que À = 47 + L, où Z est la matrice unité 
; 3 | On considère les matrices suivantes : d'ordre 2. 

: (ire 123 FlEn déduire le calcul de AXA, directement puis en 
: A=|-3 2 -1|etB=|246|. s x Su 
: CR 1 23 utilisant le résultat précédent. 

TASER BYAet AS A ® Voir exercices 35 à 40 
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2] Inverse d'une matrice carrée 

El Définition 

En pratique, si on trouve une 

matrice B telle que AXB = 1,, 

alors la matrice B est l'inverse 

de A. 

Ainsi, pour À = Le “ie on a: 

PREUVE DE L'UNICITÉ DE L'INVERSE é A os 
: On suppose que la matrice A d'ordre n est inversible. ù 1 ( DU « 
: Soient deux matrices carrées B et C d'ordre n telles que : Soit A = TS 

s AXB=BXA=L et AXC=CXAS TL. none: 
DAC PB BXL = BX(AXC)=(BXA)XC= LXC=IC. AX(—A)=(-A)XA=L. 

Les matrices B et C sont donc égales. Donc A est inversible et 

| 1 TENUE 
EXEMPLES ME |, D 

D La matrice O, nulle d'ordre n n'est pas inversible, car pour toute matrice 

carrée À d'ordre n, 0,XA = 0, £1,. 

3 1 

D L'inverse de la matrice A = Le 2 À est la matrice A7! =| 2 2 |.‘ | matrices non nulles qui . 2 2 ‘ S : " 2 il | n'admettent pas d'inverse. 

NE ee sn: 23\_/10\ Voir l'exercice 15, page 525. 
Car X| 2 22 =\02 2 IE = _ Re 

202 “ 1 er) 1 ?) 7) 0 1 

REJET Soit un entier 

L] Écriture matricielle d'un système d'équations 
Un système de deux équations à deux inconnues x et y 

peut se traduire matriciellement : 

ten Fay = S axx=8 ; 

GX + G2Y = bi 

a 1 ,2 4 É $ 
où À = | Fe est la matrice des coefficients du système, 

21 22 

b ; 

B = ( e est la matrice colonne des coefficients du second membre, 

x 4 A 
et X = 5 est la matrice colonne des inconnues. 

Dans le cas où la matrice À est inversible, d'inverse A7! connue, la 

matrice colonne X des solutions se calcule facilement : 

AXX=BSA 'XAXX=A XB en multipliant à gauche par A”! 

= LXX = AXB c'est-à-dire X = A'XB. 

AUTIEUTS On peut 
généraliser la démarche pour 

| tout système linéaire de n 

équations à n inconnues. 
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onensereeseeesereeseceneeeneesesseesceeesesoreseresece 

essesesceeses 

Sonore seseseuess 

Exercice corrigé 

El On considère les matrices : 

a PRET 
6 —4 ” > 

P 

Montrer que la matrice N est l'inverse de la matrice M. 

EI > On calcule MXN et NX M : 

El On considère le système : 
5x+3y+4z=-1 

2XH3VmMz = 

XV NZ = 
a. Écrire ce système sous forme matricielle À X X = B. 

(S) d'inconnues x, y et z. 

b. En utilisant l'inverse de la matrice À, résoudre le système (5). 

Bon à savoir 

D> Pour montrer que la 

LES 2 -+ 5X2+(-3)X3 5x 3 +-3)% SS matrice N est l'inverse de la 

M xN=( “a £ |= 2 2 matrice M, on montre que : 
3-2] |ex2+(-4)x3 6X—2-+(-4)x > MXN = NXM = D. 

Donc MXN = Z,. De même NXM = Z,. 

Donc N'est l'inverse de M: M'=N. 
Remarque : la matrice N peut être obtenue à la 
calculatrice. 

El a. Le système s'écrit sous forme matricielle : 
AXX=B, 

SRE x pr 
où A=1231|, X=|y|et B=|-1|.h> 

11925 Z 

BAXX=B< A TXAXX= AT XB (en 
multipliant à gauche par A!) 

æX=A TXB,car A 'XA=L.E> 

On calcule A7! X B avec la calculatrice. 

Ainsi, le système admet une solution unique : 
xX=2;y=-A1le.z--2. 

Exercices d'application 

OO] 

On considère la matrice À =|0 1 O|. 

“ 1ROLO 

Calculer A°. En déduire que la matrice À est inversible 

(préciser son inverse). 

El L'espace est rapporté au repère orthonormé 

O, i, + k). On considère les trois plans d'équations 

respectives : 

Nm Vire 7; 

2x= 2y+3z=—3 

CV 27 le 

Cette matrice N peut être 

obtenue avec la calculatrice ou 

un logiciel adapté. 

24 Le système s'écrit sous forme 

matricielle en utilisant la règle 

«ligne-colonne ». 

E> On utilise les règles du calcul 

algébrique. 

Attention au sens dans lequel 

on effectue les produits. 

oseneeoeerevessceceeceesecensesvescesecesesecesecseseseevsesevece 

Démontrer que ces trois plans se coupent en un seul 

point que l'on déterminera en résolvant un système écrit 

sous forme matricielle. 

1318 | 1 

[ri On considère la matrice A=| 1 —3 1 
tamis 

a. Calculer A? + 54. 
b. En déduire que la matrice A est inversible. Préciser son 

inverse À”. 

® Voir exercices 46 à 52 
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EXEMPLE : Soit la matrice À = 

FH Puissance n-ième d'une matrice carrée 

AMŸT=AXAT = A" XA, ce qui rend valable la définition. 
Cette relation permet de calculer de proche en proche les puissances de A. 

Dans le cas général, il n'existe pas de formule explicite donnant la 

puissance n-ième d'une matrice À. En pratique, on peut utiliser : 

D le raisonnement par récurrence ; B des propriétés particulières de la matrice A. 

Et. 
4 3 

su) 
4 3 

On se propose de démontrer par récurrence la proposition P, : 

« Pour tout entier naturel n, 

Das 413) 1 9/30 2 
AE te ) EE 4/13 } 

D Initialisation (n = 0): 
7 

set M jen 
0 — EME ANNE 1541 

A=halo 9+(5)l "0 4 |=2. 
155 L 13 13 

Donc PF, est vraie. 

D Hérédité : soit un entier n > 0 tel que P, est vraie. 

REV nr 

AD ME VA DANS IAE 9/13) * (2 9/13 
ALES Alors : A ax D 9/13 9/13 —9/13 

PSE ANT ET — 

PETER Le 9/13 
Donc P, +, est vraie. 

12 —9/13 4/13 
4/13 sn) (ET de 9/13 —4/13 

4/13 AE) = Vx( 9/13 —4/13 
4/13 

4/13 33) 'xAx{ 9/13 —4/13 
4/13 

} 

REMARQUE : Le produit de matrices étant associatif, pour tout entier n 2 0 : 

)} 
] 

D Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 0, P, est vraie. 

© CHAPITRE 15 Matrices et suites 

ROUES 40 — 7, où kest 

l'ordre de la matrice A. 

| La preuve est immédiate en 

raisonnant par récurrence sur 

| l'entier naturel n. 

Conséquence 

Pour tout entier naturel n : 

À TE = L ñ 1; = LB ele 

Hérédité : calculs effectués sous 

Xcas. 



: p=(l ï'}eto- PiXAXP. 

: Avec la calculatrice, calculer P"! et D. 
° 
e 

 Dinitialisation (n — 0) : A° 

…sss.ee.s.cose 

j Ainsi, pour tout entier naturel n, A" = | 

: 3 3 D os 0,5 — 0,5 )= (52 ee É Ha ne D 

a 2 x les matrices À = fra ds) 
0252075 

El À l'aide d’une calculatrice, on a : 

ss 0,5 0,5 1 O0 1 = 2 (2 Z- 

Fes ps)etp (© as} 
El Démontrons par récurrence la propriété P(n) : 

= PXD'X PT! ». h> 

Donc P(0) est vraie. 
D Hérédité : soit un entier n tel que P(n) est vraie : A" = PXD"XP°1, 

> Ona 4°*!= A"XA.Donc At! =(PxD"XP !)x(PxDXP"1), 
soit, en utilisant l'associativité de la multiplication matricielle, 

At1=pXD'X(P'XP)XDXP !.Comme P XP = L,on obtient: 

AE = PRDNL*DXPT = PXD'XDXPT!, Donc: A l= px Dr Ep 
Donc P(n + 1) est vraie. 

D En conclusion, pour tout entier naturel n, on a: A" = PXD'XP°1. 

El Comme la matrice D est diagonale, pour toutentier naturel n : D? = (à cu 

Ë ri ( à Le 0,5 
On obtient A Sd: ’ X 0 0,5" X 05 05) 

0,5 0,5 ] nd 
22 Donc 4" = (1 ’ Fées 0,5°+1} 

0,5+0,5°*1 05—0,5"*! 
0,5—0,5°*1 05+0,5"*1} 

0,5? 0,5 + 0,5° 0,375 0,625 ” \0,4375 0,5625/ 

3 On peut vérifier à l’aide de la calculatrice. 

. 

. 
° 
. 
. 
. 
° 
. 
. 
° 
° 
e 
. 
. 
. 
. 
. 
e 
. 
° 
e 
. 
° 
° 
e 
. 
. 

Exercices d'application 

[s! Soient les matrices : 

| _f5s —4 {1 4 
A2 (5 #) et ae ki] 

a. Calculer J?. 
b. Démontrer que À = Z, +4J. 

c. Démontrer que pour tout entier n 2 0: 

= L +4nJ. 

E] Calculer A? et A°. 

= Let PXDOXPT=PXxLXPT=PXxP = LI.» 

DPxP = 

ons ossssesssesesesceeeseseecessseeesseessseeoce 

E On considère les matrices : 

= gt Fee 
et P=— ( 

a. Calculer B= P'XAXP. 

b. Exprimer 4” en fonction de l'entier naturel n. 

s-| 

El Démontrer que pour tout entier naturel n : 

A" = PXD'XP"1. 

El En déduire l'expression de A” en fonction de n. 

Bon à savoir 

D> On peut utiliser un 

raisonnement par récurrence. 

On commence par bien indiquer 

la propriété P(n) dépendant de 
l'entier n, puis on démontre : 

D l'initialisation, c'est-à-dire ici 
que P(0) est vraie : 
D l'hérédité. 

. > On calcule sur les matrices 

en utilisant les règles du calcul 
algébrique, en particulier : 

PxP=b; 
DATI A°XA: 
D l'associativité du Dear de 
matrices. 

E On remplace n par 2, puis par 
3 dans l'expression de A”. 

1 
[[2625 +3r01 
37 3-.629311h 

35 % 1 
leo629 .43r0] 
[4375 .562511] 

usecosssseseecsesenesesesceeseseecee 

® Voir exercices 64 à 67 
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Principe sur un exemple 
On étudie l'évolution d'une maladie sur une population stable. Chaque 

individu de cette population est soit malade (M), soit sain (S). 

On suppose que pour chaque individu, d'une semaine sur l'autre : 

— s'il était malade, il le reste la semaine suivante avec une probabilité de 1/4; 

— s'il était sain, il le reste la semaine suivante avec une probabilité de 2/3. 

Au début de l'étude, 5 % de la population est malade. 

Pour tout entier n > 0, on note m, la probabilité qu'un individu choisi au 

hasard soit malade, et s,, celle qu'il soit sain, au bout de n semaines. 

m 
U, est la matrice colonne des probabilités : U,, = | se Ainsi, Us = Pal 

n 1 

» Mise en place de la suite de matrices (U,,) 

Pour tout entier n > 0, d'après la formule des probabilités totales, 

1 1 3 2 
Ma+1 — a MT 3 Sn et Sn+1 7 4 Mt 3 Sn; 

35 
3 
2 . wp|= soit : U,+1 = A XU,, où À = 

4 3 
(On reconnaît la matrice À étudiée p. 518). 

Alors, par récurrence, pour tout entier n > 0, U, = A" XU. 

En utilisant l'expression de A” obtenue dans l'exemple traité à la page 518, 

se S(—) 
13 260NMI2N/E 

En 4) 
13 260 | 12 

D Comportement asymptotique, c'est-à-dire lorsque n tend vers + 

on obtient, pour tout entier n Zz0: U, = 

il = nes Lee 
Comme o<| 12 <1, on à: me | = 0. On en déduit que la 

suite (U,) converge vers la matrice colonne U = aus n 9/13/° 
Cependant, il est fréquent que le calcul de A” soit difficile. On utilise dans 

ce cas les propriétés de la matrice À pour conclure : 

LUIEUTACCO Soi 
sont Fs 
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4] Exemples d'étude d'une suite de matrices 

Représentation graphique 
On représente la situation par 

un arbre pondéré : 

Mh+1 

Sn+1 

My+1 

Sn+1 

DEAN Sr 

Les coefficients de la matrice 

A sont positifs, et leur somme |! 

par colonne est égale à 1. É 

Définition | 
On dit qu'une suite de matrices Ù 

(M,) converge vers une 

| matrice M si les suites des | 

| coefficients d'indice (i; j) des ; 
matrices M, convergent versle ! 

coefficient d'indice (i; j) de la 
matrice M. 

Ici, la matrice À vérifie les 

| conditions du théorème @. 

On peut vérifier que : 

AXU= 

alsals | | 

X 
WŸ 

Il 

| 

loxls pslun|- plu] 
œ 

I = 



© Étudier le comportement asymptotique d'une suite 
de matrices colonne 

écrite corriqé fee A Re EC EE Re OU 

; Au départ, 5 % d'une population stable est El Démontrer que pour tout entier n > 0 : 
: malade. On suppose que d’une semaine sur l’autre : U,431 = AXU,+C, 
: D dans 10 % des cas, un individu est malade ou sain 1601 1 
: de façon équiprobable indépendamment de son état | FRE D, 
! précédent : où À = 0,9 ee} et C= 0,1 se 

: D dans 90 % des cas, si un individu était malade, il le reste a . 
: avec une probabilité de 1/4, et s'il était sain, il le reste avec 12 

une probabilité de 2/3. Elustifier que la matrice B = de vérifie B= AXB+C. 
Pour tout entier n > 0, on note m, la probabilité qu'un indivi- ce se SRE : 

it malade et s, celle qu'il soit sain au bout de n semaines. El On pose pour tout entier n > 0 = U, — B. Montrer 

U, est la matrice colonne des probabilités U, = fat que, pour tout entier n 0, V,+1 — 36 X Vn. 
es. (os) En déduire que pour tout entier n Z O,U, = B+A"XW,. 

insi, Uo = Û 
Pen 10,95 El Quelle est la proportion de personnes malades à long terme ? 

Solution Bon à savoir 

ose neosseesecesereseseeseseeesesecese 

E}> Pour tout entier n > 0, U,,, = AXU, + C.Comme B = AXB+C, par HONOR 

soustraction, on a: (U,,;, — B) = AX(U, — B), soit V,41 = AXV,. 

: Alors, par récurrence, on montre que pour tout entier n > 0,V, = A” XW,. 

: > Comme U, = V, + B,on a pour tout entier n > 0 :U, = B+A"XV. 

$ s 
: E}> La matrice À a des coefficients positifs ou nuls, dont la somme par colonne est égale à 0,9 (strictement 

EI b> D'après la formule des probabilités totales, pour tout entier n > 0 : = > On raisonne à partir 

M,+1 = 0,9X (+ ma + A s,) +01%X SL d'un arbre pondéré par les | 
> 3 2 probabilités conditionnelles 

‘ess = 0,9 x (3m, + + 1) + 0,1 X+ Donc U,+1 = AXU, +C. OI page Dresden 
; > On utilise la relation de 

: RL r0. 14 1 9 <,.14 À DOTE récurrence définissant (U,) pour 
20 se RE oo 

:HaxB+c= x + = =B. exprimer Vo +1 en fonction de V,. | CA pi De DE ho. | 
: 2 5 43 20 43 20 > On utilise le expression de U, 

aa On utilise des Dophétés de 

la matrice À et le théorème mu 

cours pour conclure. 

inférieure à 1). Ainsi, lim A”? = 0,.On en déduit que fm U, =B et im Mn = ++. À long terme, la proportion 
n— +0o — +100 

: de malades s'approche de 14/43. 

Exercice d'apolicotion PPS ER En PRO EE OR A EN 

El Déterminer la matrice A carrée d'ordre 2 telle que pour 

: Pn+1 Pn 
une partie sur sa console de jeu. Il observe ensuite que s'il tout entier n Z 0 Le re ]= «(pr 

gagne une partie, il gagne la suivante avec une probabilité 

de 0,4. S'il perd une partie, il perd la suivante avec une El Soit U = mé Montrer que À X U = U. 

: probabilité de 0,8. Loue .: 
? Pour tout entier n > 0, on note p, la probabilité que El Quelle est la probabilité que Claude gagne une partie à 
: ? s 
: Claude gagne la n-ième partie et q, = 1 — ph. long terme : © Voir exercices 72 à 78 
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d [ri À Propagation d'une maladie | ser a 

On s'intéresse à l'évolution d'une maladie virale sur une population isolée, c'est-à-dire qui n'a 

aucun échange avec l'extérieur. Chaque individu de la population peut se trouver dans l'un des 

trois états suivants : malade (M), sain et non immunisé (SN) ou sain et immunisé (1). On suppose 

que d'un mois au suivant, l'état de chaque individu dépend de son état précédent : 

» s'il était malade, il reste malade avec une probabilité de 0,2, ou guérit et devient immunisé ; 

» s'il était sain et non immunisé, il reste sain et non immunisé avec une probabilité de 0,5, ou 

tombe malade ; . 
» s'il était sain et immunisé, il reste sain et immunisé avec une probabilité de 0,9, ou perd son 

immunité sans tomber malade. 

Au départ, 5 % de la population est malade, et le reste de la population est non immunisé. 

Que devient la répartition de la maladie dans les trois états de la population à long terme ? 

: Mener une recherche étape pe étape 
‘ FANS RATES ee Sn st = » pas | Le S Fa a 

ma 

é O1 Lire l'énoncé etfixer des notations | : fs I) Modéliser la on 

e Ærout d'abord représenter la situation à l'aide d' un La: répartition selon les trois états dépend chaque mois. 
arbre, en indiquant les probabilités conditionnelles. ; | de la répartition du mois précédent. Cette relation 

: hs + u RU peut être exprimée en utilisant une matrice. 
= PRES n SECRETS É - 

: SEC UR Par » SN FENTE EST - < |m 
; rs n+1 SENS e Lai | 
GE 2 A I Chers | Pour tout entier n > : 0, on note U, hs 
DES RTE à n+1 ë ANNE î . Haciau ds L ; 

. RES : RC On = SN Mu Es LNESS LE fa FS + RUES ee n. 

s AE ; Te n Ni PARCS : Ps ; Fo ES ; . z -4f: 4, 

: de SN : Donner U, et écrire la matrice A carrée d'ordre 3 telle 
. MER x HR n+ FRERES ; RTE PRET tes Es a % a 

: NT : hu Fete pour QU TE (pe 
d re . KL : n+ RO a :, Ce 

Me RER M 1 HÉTUR = 

de [bé UE : Hon sait que la suite (Ur ) converge vers une matrice 
, | ses À At MES SNh+1 Lie Par . L ÿ 5e a x 

: : He LEE RARE RE colonne u = #1 telle que : À X U = U. 
PARLES re Nes = 

HEnsuite i faut fixer les notations. Pour tout entier ie 1 
= > 0, on note, pour lé n-ième mois: À l'aide d'une calculatrice ou d'un logiciel de calcul 

, M la proportion di ndividus malades ; à ae _ formel, déterminer la matrice colonne U. ” 

»s, la proportion d' individus sains etnon immunisés ; | Ne pas oublier que la somme x + y + z vaut 1! 

» ï, la proportion d'individus sa sains et immunisés. _ A-10205,0110,0:5,0.1],0.8,0,0 9] 

| Initialement : Mo = = 0,05; D = 0,95 et. 10 A 0N & RS Aa à U:={[{] Pi GI 7 

On peut étudier les suites (ma), (sn) et(ñ): sur tableur. uv ; 

‘a. Compléter la feuille de calcul: ci- -dessous de façon à 
calculer les 100 ) premiers termes de ces suites. 

-0.8-x+0.5- y 

-0.5-y+0.1-z 

x+y+2=1],[x,y,z]) 
# 5, 8, 40 | 

b. Que peut-on cobjéeturer du COUP enerte à l'infini 53 53 _53 _m} 

_ des suites (m,), (5) et () : D x x 

Robe une valeur approchée des limites éventuelles, : @ Rédiger une solution 

à 10? près. de. : À l'aide des deux parties précédentes, rédiger une 
hu eh AE | solution du problème étudié, 
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[12 À | E | (E Modèle proie-prédateur 

Fe En dynamique de popu- 

lations, il est fréquent 
que les populations de 
deux espèces animales 

interagissent. 

Dans les années 1920- 

1930, l'italien Vito 

Volterra et l'américain 

Alfred James Lotka 

ont mené séparément 

des recherches sur 

des systèmes où des 

prédateurs (requins 

ou lynx) et leurs proies (sardines en mer Adriatique ou 

rongeurs) sont liés, dans un milieu stable. Voici une 

version simplifiée de leur modèle. 

Pour tout entier naturel n, on note R, l'effectif de la popula- 

tion de proies et L, l'effectif de la population de prédateurs 

au bout de n années après l'introduction des prédateurs. 

On fait les hypothèses que d'une année à l’autre : 

» le taux d'accroissement des proies est une fonction 

affine décroissante du nombre de prédateurs : 

Ra+1 = Ro 

R; 
pour tout entier n > O, asbl, 

où a et b sont des réels positifs ; 

» le taux d'accroissement des prédateurs est une fonction 

affine croissante du nombre de proies : 

Loti bn 

il n 
pour tout entier n > 0, = CR, — d, 

où cet d sont des réels positifs. 

Partie A - Mise en place des suites 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 

Ra+1 = (1 M a), — bL;R; 

Ce on = RE -0)L," 

Ela. Expliquer qu'en l'absence de prédateurs, la popula- 

tion de proies est une suite géométrique croissante. 

b. Que peut-on dire de la population des prédateurs en 

l'absence de proies ? 

ElOn suppose qu'initialkement il y a 3000 proies et 

90 prédateurs, puis qu'au bout d'un an, il y a 3 153 proies 

et 94 prédateurs, et qu'au bout de deux ans, on dénombre 

3 312 proies et 99 prédateurs. 

a. Montrer que les réels a, b, c et d vérifient les systèmes : 

1000a — 90 000b = 51 135 000c — 45d = 2 

1051a — 98 794b = 53 296 382c — 94d =5 

b. En utilisant des matrices et à l’aide de la calculatrice, 

déterminer des valeurs approchées de a, b,cet d. 

a) 

Partie B - Étude numérique sur tableur 

Eici Rs = 3000 ; L, = 90 ; a = 0,06 :; b = 0,0001 :; 

c = 0,00005 et d = 0,1. 

a. Réaliser la feuille de calculs ci-dessous, en entrant des 

formules en D3 et E3, de façon à calculer les 500 premiers 
termes de (R,) et (L,). 

n 

D 
1 

1 

3312,4| 99,948/ 

| 3] 3478] 106,5 

Représenter  graphi- 6000 "| 

quement les suites 5991. 

(R,) et (L,), ainsi que 4000 #1!" 
le nuage de points 3000 

(Rhin) d'évolution 2000 
conjointe des deux 1000 A 

Le O 2500 5000 7500 10000 
b. Peut-on affirmer que le nombre de prédateurs 

augmente lorsque le nombre de proies augmente ? 

Le nombre de proies augmente-t-il lorsque le nombre de 

prédateurs diminue ? 

c. Estimer l'intervalle de temps entre deux maxima 

successifs pour la suite (R,), puis pour la suite (L,). 

De combien sont espacés deux maxima consécutifs des 

deux suites ? 

Ela. Prendre R, = 2000 et L, = 0. Que constate-t-on ? 

Mettre en relation avec le résultat de la question AEIa. 

b. Prendre R; = 0 et Li = 700. Vérifier le résultat de la 

question A Ela. ” 

Ela. Prendre R; = 2 000 et L, = 600. Que constate-t-on ? 

b. Choisir des valeurs de R, et L, « proches » de 2 000 et 

600. Que constate-t-on ? 

EJ On reprend : 

Ro = 3 000 et Lo = 90. 
a. Diminuer la valeur du paramètre a. 

Observer et expliquer. 

b. Augmenter la valeur du paramètre b. 

Observer et expliquer. 

c. Procéder de la même façon avec c et d. Interpréter. 

RIMTAUER On dit que le point (2 000 ; 600) est un point 
d'équilibre du système. 

Étude autour de ce point : voir l'exercice 93, page 542. 
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Effectuer des calculs matriciels et déterminer la puissance n-ième d'une matrice 

Soit la matrice À = tte eg) 

EI On pose B = A — J.. 

Écrire la matrice B, puis calculer B2. 

4 3) 10) als à . 
gs-4-2-(°, >) i ni 3} Alors: 

g=(5 3 

à El Pour tout entier n >0,ona:4— ( ’ + n( . 
07 

ane 3n ) 
à à À SE AS 

Ë Donc, pour tout entier n > 0, A” 

[14 | à CA Limite d'une suite de matrices colonne Se 

Guillaume est un « geek ». Dans la journée, il | 

est soit devant son ordinateur (O), soit il mange (M), soitil ! 

dort (D). On suppose que d'une heure à la suivante : s'il | 

était devant son ordinateur, il ÿ reste avec une probabilité | 

de +, ouil dort; s'il mangeaiït,ilest devant son ordinateur | 

3 | ÆOn admet que la suite (U,) 
avec une probabilité de —-, ou il dort ; s'il dormait, il dort | 

avec une probabilité de JL, il est dévant son ordinateur 

avec une probabilité de + ou il mange. 

Initialement, Guillaume est devant son ordinateur. 

Pour tout entier n 20, on note o, la probabilité que | 

Guillaume soit devant son ordinateur, m, celle qu'il | 

mange et d, celle qu'il dorme au bout de n heures, et U, 

0h 1 

la matrice colonne U,, = | m, |. Ainsi, U, =|0|. 

d, 0 

El Montrer que pour tout entier n > 0,U,:, = AXU,, 

EE) CHAPITRE 15 Matrices et suites 

}x 3 ee 32+3X(-—3) ]- à 
9-3 13,3) | 3) 23x36 3)) 7 

El Pour tout entier n > 0, on pose la proposition P(n) :« A” = L + nB ». 

» Initialisation (n = 0) : A° = Z, et Z, +0 XB = J,. Donc P(0) est vraie. 

» Hérédité : soit un entier n > 0 tel que P(n) est vraie, soit A” = J, + nB. 

Comme 4° *! = A X A et que À = 1, +B,ona: A°"*'=(1,+B)X(1; + nB). 

Donc 4°*!=1,+nl,XB+BXI, + nB2.Ox, B? = 0, et LXB=BXI, =B. 
Donc A"*1 = 1, + nB+B = I; +{(n+1)B.D'où P(n + 1) est vraie. 

» Conclusion : par récurrence, pour tout entier n>0,A"=L+n8. 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 

= L+n8. 

ElEn déduire l'expression de A” en fonction de l'entier 

| naturel n. 

! Æ Pour le produit de deux 
matrices, on utilise la règle « ligne- 

+ colonne». 

| EI On utilise un raisonnement par 

1 récurrence. 
| Onutilise : 

{ Dlarelation A"*'= A X A7: 
À D la distributivité de la 

multiplication sur l'addition. 

| El On utilise le résultat de la 
+ question précédente et les règles 
* de calcul d'une somme de deux 

‘ matrices. 

converge vers une matrice colonne 
U. Que peut-on affirmer de U ? 

El À l'aide du logiciel Xcas,on MA =1535.31 DURE PERLE 

| a réalisé les calculs suivants : TE YLIZ 

a. À l’aide de la calculatrice, pass 
résoudre le système : =5-y+z 

5 
2-x+4-y-5-z 

X+y+z=1 
RENE 

(S): 4—2x+6y+3z=0 

oz 10 < 

b. En déduire la matrice colonne U. 

| El Quelle est la probabilité que Guillaume soit devant son 
| ordinateur, à long terme ? 



El La situation peut être représentée par l'arbre ci- 
contre. Avec la formule des probabilités totales, on a : 

3 4 Gen = 5 XOn+ EX mnt EX di. 

On raisonne de la même façon pour exprimer m,, ; 

et d,+1. Les trois relations obtenues se traduisent 

El On s'appuie sur un arbre 
pondéré par les probabilités pour 

exprimer o,,. en fonction de o,, 

m; et dh. 

! FHOnutilise le théorème de la 
convergence de la suite (U,). 

El a. On utilise l'écriture matricielle w cn D 
matriciellement par U, ,;, = AXU,. pour résoudre. 

El Les coefficients de À sont positifs, leurs sommes par O 
colonne sont égales à 1. Donc si la suite (U,) converge M 
vers une matrice colonne U, alors : A XU = U.De plus 

la somme des coefficients de U est égale à 1. D 

LEA x 
El a. Le système (S) se traduit par MXX=N,où M=|-2 6 3|,X=|y 

’ 0 —-5] z| % b.On meten relation la recherche 

et N = |0 |, qui est équivalent à X = M 'XN. e : Nu de co à ds 
0 | système (S). 

À è : ï Fins 10) { EOn lit le coefficient d'indice 1 de 
Par la calculatrice, la solution du système ($) est le triplet Fe 133; 33 LC Matrice brmitet} 

or Ga GS 

x 0 h 
b.OnposeU=|y|.Ona AXU—U=1|0|etx+y+2z= 1.D'où U — 33 [en utilisant la ligne 3 de la copie d'écran 

10 
et la résolution du système (S). 33 

E À long terme, Guillaume passe les 7/11° de son temps devant son ordinateur, soit environ 15 h 15 par jour! 

ED inverse d'une matrice carrée d'ordre 2 
da les matrices El Montrer que la matrice A est inversible si, et seulement 

a b d si, ad — bc #0. 
D a fs si et B— ie a } Dans le cas où ad — bc 0, préciser l'inverse de A. 

où a, b, cet d sont des réels. El Application : donner l'inverse de A = É % 
Elustifier À X B = (ad — bc)XL,. 

_- d—bc —-ab+b maxs=(9 )x(2 de (e us 2) = (ad-be)x 2. 

Stratégies 

EX Pour le produit de deux 
matrices, on utilise la règle « ligne- 

CO cd — dc —cb + da NN 

Elo Si la matrice A est inversible, d'inverse A, en multipliant à gauche par 

Alona:A !XAXB = (ad-—bc)A XL, c'est-à-dire B = (ad — bc)A ". 

Or, la matrice À n'est pas nulle (car À est inversible). Donc B n'est pas nulle. 

El 11 faut démontrer une 
équivalence. On peut raisonner par 

double implication. 
| 

EI On applique la formule obtenue 

à la question EX 
Au moins l’un de ses coefficients n'est donc pas nul. D'où ad — bc # 0. 

2 5 ME RE EE 
» Si ad bc # 0,alors Ax (1x8) L. 

On peut vérifier à l'aide de la 

SL OA dr BR À ARS À PR SN RAM 

1 fe 1 d F4 calculatrice : k : , res : Donc la matrice A est inversible, d'inverse A As hrla  a RTE cri que 

> Conclusion : la matrice À est inversible si, et seulement si, ad — bc # 0. v 12511 
E- 1 d Fs ) SERRE RITES RETENIR Cala : SRE tr 

Dans le cas où ad — bc # 0, l'inverse de À est À 7 PER TP 3 a 

= 1 2 Le 0,5 

Ellci ad — bc = 2.Donc A = HA 3 be 1,5 | 

CHAPITRE 15  Matrices et suites (C5) 



Bravaitpersonnel;#aire Le point 

Savoir... | Comment faire ? 

Additionner deux matrices. On calcule avec des matrices de la même façon qu'avec les vecteurs. 

Multiplier une matrice par 
D Pour additionner deux matrices de même dimension, on ajoute leurs 

HRIeSE coefficients de même indice, c'est-à-dire placés au même endroit. 

D Pour multiplier une matrice par un réel k, on multiplie ses coefficients par k. 

Multiplier deux matrices D On obtient le terme situé à l'intersection d’une ligne ( d a 
carrées. avec une colonne en effectuant la multiplication e 0 

comme ci-contre. a b\/ad+be 5 
MIE O (El 

D Attention : en général AXBZBXA. 

D La multiplication est distributive sur l'addition (en respectant l'ordre) 

(A+B)X(A+B)=A?+AXB+BXA + B2. 

Calculer l'inverse D On cherche la matrice B de même dimension ktelle que AXB = BXA = 14. 
d'une matrice carrée A. L : : : ; 

D Attention : toutes les matrices (même non nulles) ne sont pas inversibles. 

COCECCCOOOOOOOCECECOOCE EE COTE CEE ECC EN EEE ECTCOLCTE PEREEE EE EEE EEEEEE EEE CEE EE EEE EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEEEEECEEEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE EEE ECC EEE EEE EEE EEE 

Effectuer des calculs Xcas , CG» 
matriciels avec Xcas » Définirune matrice : | KE: 
ou une calculatrice. Les matrices sont écrites : [STI en précisantle : [matrice | 2118, en 

entre crochets, ligne par ‘ nombre de lignes, puis ‘* précisant le nombre de 

ligne. de colonnes. lignes, puis de colonnes. ! 

D Effectuer des calculs : 

utilisant les matrices. x +dy=f y 

Si la matrice À est inversible, alors AXX=BSX=—A 'XxB. 

Résoudre un systèmeen ax+by=e 
| / & AXX= B avec À = (° ax=(jes=(s) 

D D'une façon générale, on utilise le calcul algébrique pour se ramener au cas 

précédent. 

Par exemple: = AXX+C=X-AXX=— Cæ(L-A)xX=C. 
eoreeonsteseeersenonsoenpennesseetesese teens cesossorvoccooseoseoneensnnenensenensnss ans san nee nan onn en ere n nn nn nent nn se pese n sensé ann empenn nement en aneneenc ace cenennenoeneenen ee» 

Étudier une suite (U,) définie | B Pour trouver une relation de récurrence, on peut, par exemple, utiliser 
sur N par U,,, = AXU,. la formule des probabilités totales. 

» Sile calcul de A” est possible, on a U, = A XU,. 

» Siles coefficients de A sont strictement positifs et que leur somme par colonne 
est égale à 1, et si la somme des coefficients de U, est égale à 1, alors lorsque la 
suite (U,) converge vers une matrice U, la somme des coefficients de U est égale 
àletona:U=AXU. 

(526) CHAPITRE 15 Matrices et suites 



[71 On considère la matrice À = 

on pose X,+1 = AXX,. 

d Mel Pour chacune des questions suivantes, une ou plusieurs réponses sont correctes. 

El On considère les matrices 25 ne _fo -1,\. = b.2XA-8=| de biles=(0 5 2 

El L'inverse de la matrice 

3 0 —2 1 ea0 =2 
A=]2 1 —-2l|est: DOI 

RON UN 0 

-20 0 
E Soit la matrice À =| 2 221 
On a: 0 — 

EI Si la matrice B est l'inverse de la 
matrice À, alors : 

El Si la matrice À est diagonale, alors : | a. elle est inversible | b. A" est diagonale c A = aX]oùaestun 

réel et Z la matrice identité 

a. A2 = A—2,, b. A=0 

a AXB=] b.AXB=BXA CAXB=IR 

et X, une matrice colonne de dimension 2. Pour tout entier naturel n, 

N|+ | W|N W|= 

1 

EI Si X, = : alors : 

6 6 

El On pose P = à et Q = Ée 

5 5 

El Soit la matrice colonne U dont la somme des 

coefficients est 1 et telle que À XU = U. Alors: 

El On considère le problème suivant : 
Mel Préciser si les affirmations suivantes sont vraies où | «Trouver un nombre de trois chiffres sachant que : 

fausses. KA Er : ne - la somme des chiffres est égale à 14; 
El On considère trois matrices carrées de même ordre. 

SiAXB=AXC,alorsB=cC. 
— en permutant le chiffre des unités avec celui des 

dizaines ce nombre augmente de 36; 
s es prone h3 : Ds ù 

El Soit Z, la matrice identité d'ordre 2 et À = K 1 } - en permutant le chiffre des unités avec celui des 

a. L'inverse de A est égale à A. centaines ce nombre augmente de 297. » 

b. L'inverse de À a des coefficients non entiers. Résoudre ce problème revient à résoudre : 

RAS. _ LAS \ Cie D'ÉANEA 
c. La matrice 2 (A + A7!) est égale à Z.. PIE vb dk [4 | 

d. La matrice À + A7! est une matrice diagonale. FROM UNE 3 

CHAPITRE 15 Matrices et suites 



_  DMatricesetopérations 

le 25 
A 1 Soit la matrice A =| 4 0 1|. 

rl 2s.4 

Donner la valeur des coefficients : &1, &3, d23, 431 et a32. 

— #1 06 FE NE) 
F1 Même question avec À =| 1 4 3 |. 

0-21 

22 | Cette semaine, l'intendante à commandé 100 kg 

de fruits à deux fournisseurs, A; et À, dont 20 kg 
au fournisseur A;, et 80 kg de viande, dont 30 kg au 

fournisseur A. 

El Présenter ces informations dans un tableau à double 

entrée. Ÿ a-t-il un seul tableau possible ? 

El a. Choisir l’un des tableaux précédents et le recopier 

en supprimant les intitulés et en mettant le tout entre 

parenthèses. Préciser l'ordre de la matrice obtenue. 

SA) CHAPITRE 15 Matrices et suites 

| 

+ Les exercices portant un numéro jaune 

sont corrigés à la fin du manuel. 

Indiquer le nombre situé à l'intersection de la première 

ligne et de la deuxième colonne de cette matrice et en 

donner une signification concrète. 

b. Reprendre la question Fla. avec l'autre tableau 

trouvé à la question EI. 

El La semaine suivante, l'intendante doit augmenter les 

quantités de 10 %. Écrire la nouvelle matrice des achats 

de cette sémaine. 

EElle continue à ce rythme pendant encore trois 
semaines. Donner les matrices des achats de ces trois 

semaines. 

ÆX Un jeu de piste est organisé ABC 

dans une colonie de vacances. Le {4 7 5 rouge 
but est de retrouver le maximum 1 8 2|vert 

de marques, qui sont de trois types : 4 3 6|blanc 

rouges, verts ou blancs. 

Trois équipes, À, B et C, s'affrontent. Les résultats du jeu 

sont consignés dans la matrice ci-dessus. 

El Que signifie le nombre « 5 » du tableau ? 

El Quel est le nombre de marques collectées par l'équipe 

B ? Quelle équipe a gagné le jeu ? 

El Combien de marques ont été collectées ? 

Écrire la matrice À d'ordre 2 telle que : G1 = 3, 
A 4, A2 il et (Lx =— 2, #: 

29 On considère deux matrices A et B. 

Dans chaque cas, déterminer les valeurs de x telles que 

les matrices A et B soient égales. 

ei 1 x Fe 1 x? 

a AIX s ce EIRE 25e 

JoCA NX 2.4 4 
b.A=|x? -1 O|etB=14 x—-3 0! 

Somme, produit par un réel 

26 | On a effectué les calculs suivants à l’aide du logiciel 
Xcas, dont on ne donne qu'une partie des résultats : 

HAE T2LES 40: 822,081; C=14,-112.-31 à 
2A+B ; 3A-2C ; 2B-3C à 

+2C ; 3B+2C ; 3A+2*identity(2) 
FRRRRRNRSNERRNNEE D A a Se 



EX Écrire les matrices À, Bet C. 

El justifier les résultats obtenus en ligne 2. 

El Déterminer les résultats qu'a obtenus le logiciel en 

ligne 3. 

| ED) 
ZE On considère les matrices A=|—3 0 4 |, 

20109 

ZUAOU IS Se 7: fi 

BAS = Met C—=|—-2 T3 

T2 32 O2, 1 

Caiculens24 "FSC F2" et" 24 #30. 

2 ] = (2 $) =(72 0) 
On pose A 2 fe et B 3 1) 

Entrer les matrices A et B à la calculatrice. 

Puis calculer : 2A + 3B ; —3A + 2B et À — 48. 

Conseil 

CD #4 : menu FL 

b Entrer la matrice : 

[matrice ] EDIT 

en précisant le nombre de lignes, puis de colonnes 

b Calculer en utilisant les noms des matrices 

[matrice ] noms | 

[29| E] On considère les matrices : 

CARE PS4) ee DE 
Her Te A] 01231 

et PA RS Lol 4 

À l’aide de la calculatrice, calculer : 
DAS AB: 34 Bl'ett—2ATA48. 

T2 0 
30 On pose À = (? Lies-(1 ve 

Déterminer la matrice Ctelle que À + C = B. 

Produit de deux matrices 

Inès souhaite acheter trois produits A, B et C dans 

un même magasin. Elle a relevé leur prix unitaire, en 

euros, dans trois magasins X, Y et Z: 

fes 

Inès envisage d'acheter trois produits À, deux produits B 

et quatre produits C. 

Calculer le montant total de la facture dans chaque 

magasin. Interpréter en terme de produit de matrices 

les calculs effectués. 

El inès envisage ensuite d'acheter deux produits A, 

quatre produits B et trois produits C. Dans quel magasin 

la facture sera-t-elle la moins élevée ? 

[32! EF) Effectuer à la main les produits suivants : 

2 Ne] cr ee. 
a.(?, AE 2 | . ( 2 }x (3): 
c. Vérifier avec la calculatrice. 

SEE Effectuer à la main les produits suivants : 

34144 2 ln 23 2 
a 0mou*<15:r DIMM 2 AXE 

423 4 DES 3 

S29 Ona effectué les calculs suivants à l’aide du logiciel 

Xcas : 

HJA:=11-1,211-3,4) : B:=11-2,0)/13,11 ; C:=114.-11,12,-3) 
*B ; C*A ; B*(A+C) 

26, -14 ) | ( Fo: . -5 | 

UE RTE 

El Écrire les matrices À, B et C. 

El justifier les résultats obtenus en ligne 2. 

(35! Effectuer à la main les produits suivants : 

lime) 55%2) > -4 3\ [1 2 
(1, 46 5) 252 (S 3) 

FE) Effectuer à la calculatrice les produits 

suivants : 

DES | OMS? 
a. |RANO0OM24|*|220022%8)t 

mn 20 A2 1 

BU) CON 0 Ut 
ass nn} don pes 
DS ele omtel 0 5 
del lle el 

JA Observer les règles de calculs 
On considère les matrices suivantes : 

ASS 23 [1-42 
ref, hi 8= ni . c=(. 5) 

El Calculer (A XB)XC et AX(BXC). 

Fi Calculer AX(B+C)et AXB+AXC. 

El Calculer AXB et BXA. 
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6h À = 
38 On considère les matrices A =|—3 4 —3| et 

1,5 —0,5 0,5 RS 
B=11,5 —0,5 1,5|.Calculer AXB et BXA\. 

OS USM 

39 | El Calculer A?, puis A° pour À = É 4 } 

F1 Soit la matrice B = È di: 

Montrer que B? = 5B. Calculer rapidement B° et B*. 

[40 On considère : la matrice À = 
1 
1 
2 

100 
la matrice triangulaire inférieure B=|1 2 O 

21H01 

FR12 
et sa transposée C =|0 2 1| (c'est-à-dire que l'on a 

001 

échangé les lignes et les colonnes). Vérifier que À = BXC. 

SEL) CHAPITRE15 Matrices et suites 

RSC On dit que B x C est la décomposition de 
Cholesky (1875-1918 ingénieur français) de la matrice A. 

AE Produit nul 
EI Soient les matrices À = : 1) et B = à de } 

Calculer AXBet BXA. 

El Que peut-on penser de l'affirmation « si un produit 
de matrices est nul, alors l’une des matrices est nulle » ? 

E) Identités remarquables 
El On considère les matrices : A = _- = et B = Ü ji 

À l’aide de la calculatrice, calculer : 

a. (A+ BŸ et A2+2AXB+B?; 
b. (A — B)X(A + B) et A2 — B?. 
Commenter. 

El Soient deux matrices carrées À et B qui commutent, 

c'est-à-dire telles que AXB = BXA. 

Montrer que : (A+ BŸ = A2+2AXB+ B?, puis que 
(A—B)X(A+B)= A? — B?. 

EI Dans chaque cas, montrer que la matrice B est 

l'inverse de la matrice À, et préciser quel est l'inverse de 

la matrice B. 

a A 
a. = h et 8=[2, 2 | 

le 2283 las 
b.A=10 1 —-1| et B=|0 1 : 

OO OÆ0 

El Preuve de cours : inverse dé l'inverse 

© Voir la propriété 1 du cours, page 516. 
On considère une matrice carrée À. 

Montrer que si la matrice À est inversible, alors la matrice 
A! est inversible et d'inverse A. 



[46 | On a effectué des recherches d'inverse à l'aide du 
logiciel Xcas : 

A :=12,31,14,5) ; B:=115,2]1-6,-3)] 
A(-1) ; BA(-1) 

S, & 14, 2 

ets -2, | 

hs: 3 
Justifier les résultats obtenus par le logiciel. 

&] À l’aide de la calculatrice, donner l'inverse 

de la matrice À, puis vérifier en calculant À X A°!. 

0 —-2 -1 1,5 —0, 38e 3; MA=l-1 1, 1 | 
17 -2-21 

[48 Cas des matrices diagonales 

Soit une matrice diagonale À = Ê e) 

El Calculer À x: à Quelles conditions faut-il impo- 

ser à a et b pour que la matrice A soit inversible ? 

El Dans le cas où A est inversible, déterminer A” |. 

El Les résultats obtenus se généralisent-ils aux matrices 

diagonales d'ordre 3 ? D'ordre 4 ? 

AS c1 soit la matrice A=( à Calculer A2. En 

déduire que la matrice À est inversible et déterminer A7. 
0 —1 

El Reprendre la question El avec A = ( 0 

2 4 

déterminer une matrice B telle que AXB = 1, ? 

Si oui, déterminer BX A. 

18 EHOn considère la matrice À = É A Peut-on 

El Même question avec la matrice À = È it 

On considère la matrice A — (a so. 

Calculer A?, puis A?2—3A+2J,. En déduire que la 
matrice À est inversible et donner son inverse. 

001 

SYÆ On considère la matrice A =|1 0 3. 

; jh. Ne) 

El Calculer à la main A? et 4°. 

F1 Déterminer les réels a, b et c tels que : 

A + aA? + bA + cl = 0. 

El En déduire que A est inversible et calculer A°% 

| (53! Preuve de cours : inverse d'un produit 
© Voir la propriété 2 du cours, page 516. 

On considère deux matrices carrées À et B de même 

ordre et inversibles. 

El Calculer (AXB)X(B7!X A1). 

El En déduire que le produit A XB est inversible. Préci- 

ser son inverse. 

Systèmes linéaires et équations 

L 32 
Mao considèrelamatrice À = 175 44 

2:45 

À l’aide de la calculatrice, déterminer son inverse. 

SX DV 75 

El On considère le système (S,):1x—-y+z=1 

XV hr 

a.Écrire le système (S) sous forme matricielle 

AXX = BB, où B est une matrice colonne à préciser et X 

la matrice des inconnues. 

b. En utilisant le résultat du EE résoudre (S;). 

El Résoudre de même le système (S;) : 

XVe Zi lil 

XV ARZ ES 

2X =4ÿ 57 = 2 

SET Résoudre à l'aide du calcul matriciel les systèmes 

suivants : 

A2x+y+z=1 2X+y—3z=5 

a. {ix+y+2z=]1; D 5x 2V 2708 

4Z=0 SV CR 

« 

DRRENO TE 02) EN 05 56 Soient À = ee RE eue ë PAL 
X désigne une matrice colonne de dimension 2. 

El Résoudre l'équation AXX= C. 

El On veut résoudre l'équation (E;) : LA XX+C=X. 

On a effectué sous Xcas le calcul suivant : 

A:={[3/4,1/4],[1/4,3/4T] ; C:=[[1/2],[-1/27] 

Plidentity(2)-1 /2*A)(-1)"C | 

Expliquer la démarche, puis résoudre l'équation (E:). 

El On considère l'équation (E,): AXX+C=X. 
a. l'équation (E,) admet-elle une unique solution ? Une 
infinité de solutions ? Aucune solution ? 

b. Déterminer la solution de (E,) dont la somme des 

coefficients est égale à 1. 

CHAPITRE 15 Matrices et suites 



[24 

Res + " Le : 

Hsota=(2 2}onaiw-(f à) 
PA PERMET LE h MCE vs 

our toutes matrices carrées etB d'ordre 2, on 

(AXE = AXE à 
É ka De Lu £: + 4 . 

ÆPour toute ratri > carrée À et tout entier n > 0, si 
la matri e A est inversible, alors la matrice A” est inver- 

NL GE ME nec FES 

ECO v#iti 

E Cas des matrices diagnnales 

El Soit une matrice diagonale A = Ê b]- 
a. Calculer A? et Aÿ. 
b. Exprimer 4” en fonction de l'entier naturel n. 

F1 Exprimer 4" en fonction de n pour : 

il: @ 0 
His ne b. A=10 —02" O°|. 

: ONMOMAO7S 

| E On considère la matrice M = ( se } 

El Calculer M? et MS. 

F1 Exprimer M” en fonction de l'entier naturel n. 

(60! On considère la matrice À = Û pa } 

El Calculer A?. 

Montrer que pour tout entier n > 0, A DUT, que p 2 

El Calculer A2, 

EE EI Calculer 42272 pour À = É î 

0 

1] 

0 

El Calculer 822 pour B = 0 |. 
w © © rap] 

AMONT 

i [62) On considère la matrice M =|0 0 0. 
l'OM 

e Calculer M?, M$ puis M'en fonction de n. 

126 
| CE] On considère la matrice B=|—-3 2 9 

20 
El Calculer B? et B. 

El Conjecturer puis démontrer par récurrence l'expres- 

sion de B*! enfonctiondene N. 
Vérifier en calculant B° à la calculatrice. 

CHAPITRE 15 Matrices et suites 

© Voir la fiche Logique et raisonnem 

| 1100 
: 67 On considère la matrice A =|0 1 1|. 

O0 

l'L SR 

soit motrice 4 = OUEN 
OMOMMI 

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 

ss 2 
1 5n 5n _. 11n 

AE) 0 mi) 
(bi. (0) 1 

ilmOu 40 

GE On considère les matrices A=|-8 0 —8 Ê 

1 O0 0 100 9 0 8 
P=| 0 1 -1letQ=|1 1 1 

1e 0 MI 12081 

El Vérifier que les matrices P et Q sont inverses l’une de 

l'autre. 

El On définit la matrice B= QXAXP. 

Calculer B et exprimer B” en fonction de n. 

El a. Montrer que pour tout entier naturel n : 

A7 = PXB'XQ. 
b. Calculer A” pour tout entier naturel n. 

LSO ERO 
On considère la matrice À =| 1 —1 —1|. 

—1 4.3 

El à. Déterminer la matrice J telle que À = Z +J. 

b. Démontrer que pour tout entier n > 3, J° = 0. 

El Démontrer par récurrence que pour tout entier 

n(n—1) ; 
Fo: 

El En déduire la matrice A” en fonction de n. 

n =? ASE LE ri 

EX Calculer A? et A5. 

El Montrer que pour tout entier naturel n, on peut écrire 

GE Lx 

AS= 011809. 

0 0 1 

rence vérifiées par les suites (a,) et (b,). 

On précisera les relations de récur- 

El Exprimer a, et b, en fonction de n. 

En déduire l'expression de 4” en fonction de n. 

En sommant les égalités définissant 

les b;, on pourra montrer que : b, = 1 +2 +... + (n —1). 



En situation 
DELEEELELEEEEE EEE CECCECECECECCECECECECCCECC CCE E TT ET TT TT TT 

M Mélanie, élève de Terminale, est souvent en retard 

en cours. Au début de l'année, elle était à l'heure, puis 

on suppose que : 

» si elle est à l'heure un jour, elle sera à l'heure le lende- 

main avec une probabilité de 0,3 ; 

» si elle est en retard un jour, elle sera en retard le lende- 

main avec une probabilité de 0,5. 

Pour tout entier naturel n, on note U,, = fs où p, et 
n 

4n Sont les probabilités que Mélanie soit respective- 

ment à l'heure et en retard au bout de n jours. 

Ainsi, Us = (). 

El a. Justifier que pour tout entier naturel n : 

Pn+1 = 0,3Ph + 0,5 

et Qn+1 — 0,7pn + 0,5qn. 

b. Déterminer la matrice carrée A d'ordre 2 telle que 

pour tout entier naturel n, U,,, = AXU,. 

c. Montrer que pour tout entier n > 0, U, = A" XU. 

El Quelle est la probabilité que Mélanie soit à l'heure le 
2e jour ? Le 10e jour ? Le 50€ jour ? 

El a. Démontrer que pour tout entier naturel n: 

pi ape e rs 
Fee 027 T2 si LS eZ 
sôu FVA 1er D RFA | 

12012 12212 

b. En déduire U,, en fonction de n. 

El À long terme, quelle est la probabilité que Mélanie 
soit à l'heure ? 

On considère 

une population de 

rongeurs ayant un 
cycle de reproduction 

de trois ans. On s'inté- 

resse ici au groupe 

formé des femelles 

(sous-population). 

On suppose que chaque femelle donne en moyenne 

naissance à six femelles durant sa deuxième année et à 

dix femelles durant sa troisième année. 

Cependant, seul un rongeur sur deux survit au-delà de sa 

première année et seulement 40 % de ceux qui survivent 

la deuxième année survivront jusqu'à la troisième année. 

Pour tout entier naturel n, on désigne respective- 

ment par x,, y, et z, les effectifs, après n périodes, 

des femelles juvéniles, des femelles pré-adultes (ron- 
geurs de un an) et des femelles adultes (rongeurs de 

Xn 

deux ans), et on note U, = | y, | la matrice des effectifs. 

Zn 

El a. justifier que pour tout entier naturel n, 

Xn+1 — 6)n + 107, ; 

Yn+1 = Le 

a? 
et Zn+1 — CELL 

b. Déterminer la matrice carrée A d'ordre 3 telle que 

pour tout entier naturel n, U,,, = AXU,. 

El Montrer que pour tout entier n > 0, U, = A” XU. 

El On suppose ici que x, = 100 ; yo = 25 et Z = 5. 

Calculer les effectifs des populations des femelles juvé- 

niles, pré-adultes et adultes au bout d’une période, de 

cinq périodes et de dix périodes. 

EI On suppose ici que x, = 40 ; yo = 40 et Z5 = 20. 

Ve Lt x 
Calculer << , + et 16. 

X5  X10 X15 

Que constate-t-on ? 

710 On considère la suite u définie sur N par la donnée 

de son premier terme u, et la relation de récurrence : 

: + 
pour tout entier n 2 0,u,+; = "> Un role 

On se propose d'étudier cette suite arithmético- 

géométrique par une méthode matricielle. 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 
1 

[ti] 2 ax fe) où A = FD: 
on] 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 
f n 1 ATA 

w=|[(5)2-G) | 
0 1 

El En déduire l'expression de u,, en fonction de uw, et de 

l'entier n. 

EJ La suite u converge-t-elle quelle que soit la valeur de 

Uo ? 

Si oui, quelle est sa limite ? 
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16 Chaque matin 

l'allumeur de réverbère 

du Petit Prince, de Saint- 

Exupéry, change l'état du 
réverbère de sa planète 

(allumé ou éteint) avec 

une probabilité de 0,75. 

Au jour 0, le réverbère est 

éteint. 

Pour tout entier naturel n, on note p, et q, les probabili- 

tés que le réverbère soit respectivement allumé et éteint 

au bout de n jours, et on pose U,, = (Aa la matrice des 
RUE Qn 

probabilités. 

El a. Calculer la probabilité que le réverbère soit allumé 

au jour 1, puis au jour 2. 

b. En utilisant un arbre pondéré, justifier que pour tout 

entier naturel n : 

Pnt10,25p, 0,759, et.q,+1# 0,75p,;::0,25q;. 

c. En déduire une matrice A carrée d'ordre 2 telle que 
pour tout entier n 2 0,U,:1 = AXU,. 

Ela. Montrer que pour tout entier naturel n : 

U, = ANX Us 
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b. À la calculatrice, calculer U,6, Uo et Uso- 
Que peut-on conjecturer du comportement à l'infini de 

la suite de matrices (U,,) ? 

El On pose U = tar 

a. Vérifier que U est solution de l'équation A XX = X. 

b. La matrice U est-elle l'unique solution de cette équa- 

tion ? 
Fr. s 1260 Li 

E] Soient les matrices : D = fi » 4 et P = ( _4 } 

a. Justifier que PT! = = val 

b. Calculer PXD X P°1, 
c. En déduire l'expression de 4”, puis de U, en fonction 
de l'entier naturel n. 

El Démontrer la conjecture émise à la question EX. 
interpréter en terme de probabilités à long terme. 

73! EF) En 2010, les clients d'une banque nationale 

se répartissent en deux catégories distinctes : 

» catégorie À, composée des clients d'agence ; 

» catégorie |, composée des clients Internet. 

En 2010, 92 % des clients sont des clients d'agence. 

On admet que chaque année, 5 % des clients d'agence 

deviennent clients Internet et que 1 % des clients Inter- 

net deviennent clients d'agence. = 

On suppose que le nombre de clients de la ie reste 

constant au cours du temps et qu'un client ne peut faire 
partie des deux catégories en même temps. 

On note, pour tout entier naturel n : 

» a, la probabilité qu’un client de la banque, pris au 

hasard, soit un client d'agence à l'année 2010 + n ; 

»i, la probabilité qu'un client de la banque, pris au 

hasard, soit un client Internet à l'année 2010 + n ; 

q 
> P, = (+) la matrice des probabilités. 

n 

On note M la matrice carrée d'ordre 2, telle que pour 
tout entier naturel n, P,,, = MXP,. 

El a. Donner P.. 
0,95 ie 

b. Vérifier que M = be 0.99 - 

El a. Calculer les matrices P, et P,. 
b. Déterminer, à l’aide de la calculatrice, la répartition 
des clients de la banque en 2015. 

El Déterminer, par le calcul, l'état stable de la réparti- 
tion des clients, c'est-à-dire la matrice colonne Ptelle que 
AXP = P, avec la somme des coefficients de P égale à 1. 



El a. Démontrer que pour tout entier naturel n : 

Tel SA a 
n=|S SZ) Lis à Dell | 

0"06 6 6 

b. En déduire l'expression de P,, puis a, en fonction de 

l'entier naturel n. 

El Que peut-on dire du comportement asymptotique 
de la suite (P,), c'est-à-dire lorsque n tend vers + ? 
Mettre en relation avec le résultat de la question El. 

Une urne blanche contient trois boules blanches et 

une boule rouge. Une urne rouge contient deux boules 

rouges et une boule verte. Une urne verte contient une 
boule rouge et deux boules vertes. 

On choisit une urne au hasard (avec équiprobabilité), 

dans laquelle on prend une boule au hasard, on note sa 

couleur, puis on la remet dans l’urne. 

On tire ensuite une boule de l'urne de la couleur obte- 

nue au précédent tirage, on note sa couleur, on la remet 

dans l’urne et on recommence suivant le même proces- 

sus. 
Pour tout entier naturel n non nul, on note b,,, r, et v, les 

probabilités respectives d'obtenir une boule blanche, 

rouge ou verte au n-ième tirage. 

ba 
On pose X, = |r, | la matrice des probabilités. 

Va 

El a. Préciser la matrice X.. 
b. Démontrer que pour tout entier naturel n 2 1 : 

Xi =AXX, où À = 

© +|[- plu 
w|— WIN © WIN W|= © 

x 

El Déterminer la matrice colonne X=|y| dont la 
N 

somme des coefficients est 1 et qui vérifie A XX = X. 

El On admet que pour tout entier naturel n 2 1 : 

OMEONAU 3V 1080 
A7 =10,5 0,5 0,5 +(+) 02 20h0 

0,520;5, 0,5 ADS RUAU 

1V 0 0 0 
+2 03 0SS0,51: 

020520 

a. Que peut-on dire du comportement asymptotique 

de la suite (X,) ? 
Mettre en relation avec le résultat de la question EL 

b. Quelle est la limite de la suite (b,) ? interpréter. 

LC Sauts de puces sur un triangle 
On considère une puce se 

déplaçant d'un sommet à 

l'autre sur les côtés d'un 

triangle ABC. a 

À chaque instant : 

b avec une probabilité de 0,15, la puce saute aléatoire- 

ment sur l'un des sommets du triangle (y compris celui 

d'où elle vient) ; 

> avec une probabilité de 0,85, la puce se déplace de 

façon équiprobable sur l’une des arêtes partant du som- 

met où elle se trouve, et rejoint un sommet adjacent. 

an 

Pour tout entier naturel n, on note U,, = |b, |, où a,, b, 

Cn 

et c, désignent les probabilités que la puce soit respec- 

tivement sur les sommets 4, B et C, au bout de n étapes. 

do, Do et & sont des réels positifs tels que : 

do + bo + CO = 1. 

El a. Justifier que pour tout entier naturel n : 

dn+1 = 0,85(0,5b, + 0,5c,) + 0,05. 

b. Déterminer la matrice M carrée d'ordre 3 et la matrice 

colonne K de dimension 3 telle que pour tout entier 

naturel n : 

Us = 085MXU, +K. 

El On considère l'équation (E) : 

X = 085MXX+K, 

où X est une matrice colonne de dimension 3. 

a. Justifier que l'équation (E) est équivalente à : 

(LB —085M)XX=K. 
b. En utilisant la calculatrice, résoudre l'équation (E). 

On note U la matrice solution de LE). 

El a. Montrer que pour tout entier naturel n: 

U, +1 — U = 085MX(U, — U). 
b. En déduire que pour tout entier naturel n: 

= U +0,85" X M" X{(U — U). 

EI a. Montrer que pour tout entier naturel n : 

dut nl dr BL 
CH EME: AT ce 

UT 7 ie Rs 
MS Seeds HS 

dÉtuests 21 21 2 
ANS PTS PE 

b. En déduire que la suite (U,) converge. 
Préciser sa limite. Dépend-elle de la valeur de U, ? 

El Retrouver le résultat de la question EI b. en utilisant 

un théorème du cours. 
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76 | On considère la suite u définie sur N par: 

» la donnée de ses premiers termes ü et Un, 

> la relation de récurrence : pour tout entier naturel n : 

Un+2 — = 3u, +1 — 2un Se 

On se propose de calculer l'expression des termes de 

cette suite par une méthode matricielle. 
u 

Pour tout entier naturel n, on pose U,, = ñ AA : 
n+1 

El à. Montrer que pour tout entier naturel n : 

OR er ON] 
U,41 = AXU,,où A = re D 

b. justifier que, pour tout entier n > 0,U, = A" XU,. 

: il 1 
F1 On considère la matrice P = ( de 

a. Déterminer à la calculatrice P! et P'XAXP. 
b. En déduire que pour tout entier naturel n : 

ch al 
221 DOME) © 

E En déduire l'expression de u, en fonction de n, u et w. 

QUEStION GEVETES 
LE 

[a Existe-t-il des valeurs de do et tu pour lesquelles la 

| suite u converge? LUTTE LUE RS 
24 np A 4 eee 

Si oui, donner | a valeur de la limite. 7 

E vans un test clinique d'un nouveau 
médicament contre l'herpès, les patients examinés ont 

été divisés en trois groupes : 

— les patients avec le syndrome débutant (D) ; 

- les patients avec le syndrome avancé (A) ; 

— les patients rétablis (R). 

Les patients sont en nombre constant tout au long du test. 

On a pu établir d'une semaine à la suivante que : 

> un patient dans l'état (D) a une probabilité de 30 % de 
rester dans l'état (D), de 20 % de passer à l'état (A) et de 

50 % de passer à l'état (R) ; 

> un patient dans l'état (A) a une probabilité de 80 % de 

rester dans l'état (A) et de 20 % de passer à l'état (R) (il ne 

peut pas passer à l'état (D)) ; 

b un patient dans l'état (R) ne peut que le rester. 

dy 
dh|, Où d,, a, 

M 

Pour tout entier naturel n, on note P, = 

et r, désignent les probabilités qu'un patient choisi au 

hasard, soit respectivement dans le groupe (D), (A) et (R), 

au bout de n semaines. 

El Déterminer la matrice carrée M d'ordre 3 telle que 

pour tout entier naturel n:P,4, = MX P;. 

El Montrer que pour tout entier n > 0, P, = M"XP,. 
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X 

El Déterminer la matrice colonne P =|y 
Z 

dont la 

somme des coefficients est 1, et vérifiant M X P = P. 

E1 On suppose qu'au début le groupe comprend 20 % 

de patients avec un syndrome débutant et 80% de 

patients avec un syndrome avancé. 

a. À l’aide de la calculatrice, calculer P,, Poo Et P000- 

Que peut-on conjecturer sur le comportement à l'infini 

de la suite (P,) ? 
b. On admet que pour tout entier naturel n : 

d,=02X0,3" et a, = 0,88 X 0,8” — 0,08 X 0,3. 
Démontrer la conjecture à la question a. 

c. On considère qu'il n'y a plus de patients dans un 

groupe si le pourcentage des patients de ce groupe est 

inférieur à 1/1000. Au bout de combien de semaines n'y 

a-t-il plus de patients avec un syndrome débutant ? 

ETC ouverte 
TS TT 

d. Le groupe des | patients rétabli est-il en constante 
Le PP 

augmentation ? sntréé , Er 
rase oh NÉS 2. 

LA Une certaine espèce de coc- 

cinelles se comporte de la manière 
suivante. En moyenne, la moitié des 

coccinelles meurent la première 

année, les autres survivent la deu- 

xième année. Parmi ces dernières, 

les deux tiers meurent durant cette seconde année et les 

autres survivent une troisième année. À la fin de cette 

troisième année, elles meurent toutes, mais auparavant, 

chacune d'elles donne naissance en moyenne à six coc- 

cinelles. 
an 

b, |, où a,, b, et 

Cn 
& désignent les effectifs des coccinelles âgées respec- 

tivement de moins d'un an, d'un an et de deux ans, au 

bout de n années d'évolution. 

Pour tout entier naturel n, on note P, = 

E Écrire la matrice carrée À d'ordre 3 telle que pour tout 

entier naturel n, P,:, = AXP,. 

El Partant d'une population de 9 000 coccinelles, 3 000 

dans chaque tranche d'âge, donner la composition de 

la population au bout d'un an, de deux ans, de trois ans. 

Conjecturer l'évolution future de cette population. 

Eï Que se passe-t-il si initialement a = 1800, by = 900 
et C = 3 000 ? 

EI Même question avec ao = 36, bo = 18 et G — 6. 

EH On recherche les répartitions de population inva- 

riantes d'une année à la suivante. 

a. Quel système d'équations faut-il résoudre ? 
b. Résoudre le problème. 



Exercices guidés 

PL F1 En déduire l'inverse de la matrice A. 
LÉE Effectuer des calculs matriciels : ; 

LAS 2) El Démontrer que pour tout entier naturel n : 
On considère la matrice A = (”, 4 pr AA aol 

El Calculer : A? — 3A + 21. LE D EE ME Er) 

El Calculer A? = AXA en utilisant la règle « ligne- Hana 20 neD te DE 
colonne ». La somme de deux matrices est ensuite Far XIE NPA) Et 

obtenue en ajoutant les coefficients de même indice. J PEN AT Lee 2 : 
) Éipene ndice » D'abord l'initialisation : vérifier que P(0) est vraie, 

Eli s'agit de trouver une matrice B telle que : nes 6 ; 3—20+1 2-920+1 
AXB=BXA=L. c'est-à-dire que A = Ra 

Par la question précédente, on peut exprimer Z en | » Puis l'hérédité : soit un entier n tel que P(n) est vraie. 
fonction de A. Il suffit de factoriser cette expression par Æ 3— 2n+2 2—2n+2 
A (les calculs s'effectuent comme dans R). . Montrer que A7 = (, X2nT1= 3 3x 2nt1— je 

E] Montrer par récurrence la proposition P(n) : en utilisant que A°*! = AXA'. 

[80! Rechercher une matrice colonne U Dee + 
telle que AxXU=U CS (Pr) ain: FésTt 
Florian est le buteur de son équipe de rugby. Sa réussite 3 

pour une pénalité, un drop ou une transformation El Déterminer la matrice carrée À d'ordre 2 telle que 
dépend de sa réussite aux tirs précédents. pour tout entier naturel n, U,+:, = AXU,. 

Initialement, la probabilité que Florian réussisse son tir El Calculer la probabilité que Florian réussisse son 

est 3. Puis on suppose que : 10e tir. Arrondir à 107 près. 

» s'il réussit son tir, la probabilité qu'il réussisse le suivant El Déterminer une matrice colonne U de dimension 2 

est #:, telle que À XU = U et dont la somme des coefficients 

À ; PRE vec ë 1 est égale à 1. 
» s'il rate son tir, la probabilité qu'il rate le suivant est 2- On résoudra pour cela un système d'équations et on 

Pour tout entier n > 0, on note p, la probabilité que utilisera le calcul matriciel pour le résoudre. 
Florian réussisse le n-ième tir, et on pose : q, = 1 —p, Monnet en 

El Représenter la situation par un arbre pondéré par le produit A X U en fonction de x et y. 

les probabilités et utiliser la formule des probabilités 

totales pour obtenir p,:, et q,+. en fonction de p, 

et q,. Puis interpréter ces relations par le produit d'une 

matrice carrée par la matrice colonne U,, (règle « ligne- 

colonne »). 

FiUtiliser la calculatrice pour déterminer 

Comme À X U = U,on obtient une deuxième équation 

en x et y. | 

Le système des deux équations peut s'écrire sous 

forme matricielle M XU = B (avec M matrice carrée 

inversible et B matrice colonne). 

Ur = A'°XU,. Son coefficient d'indice 1 est égal à la Il est alors équivalent à U = M 'XB, produit qui est 
probabilité p10. calculé par la calculatrice. 

El On pose U = 5 On sait que x+y=1 1 En utilisant une règle de convergence, obtenir que 

4 la suite (U,) converge vers U. 
En utilisant la règle « ligne-colonne », on peut exprimer On en déduit la limite de la suite (Pn)- 
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E Étudier une suite de matrices 
Un éleveur élève des lapins. On suppose que, chaque 

mois, chaque couple de lapins donne naissance à deux 

couples de lapins, lesquels ne se reproduiront qu'après 

deux mois. L'éleveur achète en plus chaque mois un 

couple de lapins nouveau-nés. Initialement, il y a un seul 

couple de lapins. 

Pour tout entier naturel n, on note /, 

couples de lapins au bout de n mois. 

Ainsi, =1 

le nombre de 

; !, = 2 et pour tout entier naturel n: 

Qn+2 _ 20, +4: Ur 

{ 
Pour tout entier naturel n, on pose U, = l : | 

n+1 

El Justifier que pour tout entier naturel n : 

fate. = AX Un + Coù A = | et él; 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 

27-(-1) 27+2(-1) 
3 

An = are OÈEE NES © LE 

E1 À l’aide de la calculatrice, déterminer la matrice 

colonne V = 4 tellequeV=AXV+C. 

EJ On pose pour tout entier naturel n, V, 

a. Calculer W. 

= U,—V. 

b. Montrer que pour tout entier n >z0, V,+, = AXV,, 

puis que V, = A XV. 

c. En déduire l'expression de U, en fonction de n. 

Question ouverte 

EAu bout de combien de mois est-on certain 

qu'il y a plus de 1 000 couples de lapins ? Plus de 

10 000 couples de lapins ? ? 

—— GES avr 6e [Pistes de résolution | : 
> = . 

%, nr, Lan) Honau, ne. Jeu Le 

alcuiés AX U; +Cet reconnaître AA en utilisation 
* 

la relation de récurrence. PAL S mers 

E Utiliser un raisonnement par récurrence.  Commen- 
“cer par vérifier l'initialisation (n = 0). Puis montrer 

l'hérédité en utilisant que ee AA et en déve- 

loppant. On utilisera que do = 0 Je = 2L rie 

ElRésoudre enu utilisant le calcul matriciel : 

V= AXV+Ce(L- - A)XV=C 

ev=(z- A)! DIER CE 

_ Utiliser la calculatrice pour déterminer V. | 

Œa.v = U — V. 

Remplacer U, et V par leurs valeurs. 

b. On sait que U,,, = AXU,+CetV=AXV+C. 

Soustraire les deux égalités. 

c. Utiliser que U, = V, + V... 

E Par la question El c., pour tout entier n > 

LA = (8x2+(—1) Et) 

On peut, par exemple, utiliser un algorithme. 

0,ona: 

On peut aussi minorer {, par un terme a, pour lequel 

on sait résoudre l'inéquation a, > 1000. 

Exercices d'entraînement 

&PÆ4 On considère les matrices A = “ À et 

N = À — 21, où L, est la matrice identité d'ordre 2. 

El a. Calculer Net N?. 

b. Montrer que pour tout entier naturel n : 

A=2XL+nxX2" 1XN. 

On considère la suite u définie sur N par u = 2,u = 1 

et pour tout entier n, U,+2 = 4u,+1 — 4u,. 

Pour tout entier n > 0, on pose V, = % } 

El Donner V et W. 
Un+] 
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El a. Montrer que pour tout entier n > 0,V,:1 = AXV,. 

b. En déduire que pour tout entier n > 0, V, = A°XW. 

c. Préciser l'expression de u, en fonction de n. 

E] La suite u est-elle monotone ? 

SRE Un vivarium abrite des scorpions, des guêpes et 

des mygales. On suppose que : 

» chaque matin, chaque scorpion pique et mange une 

guêpe, 
» chaque midi, chaque mygale pique deux scorpions, 

» chaque soir, chaque guêpe pique une mygale. 



Pour tout entier n 2 1, on note x, le nombre de scor- 

pions, y, le nombre de guêpes et z, le nombre de 
mygales à l'aube du n-ième jour. 

El Montrer que, pour tout entier n > 1 : 

1 Xn+1 Xn or 
YVn+1 = AX Yn |, OÙ À = ral | 0 |. 

Zi Ze (pe jé 

El Dans cette question, il y a initialement 33 023 scorpi- 

ons, 42 836 guêpes et 12 729 mygales. Combien y a-t-il 

d'animaux au bout d'une semaine ? 

ElDans cette question, on suppose qu'au bout d’une 

semaine, il ne reste plus qu'une mygale. 

Combien y avait-il de scorpions, de guêpes et de mygales 

en début de semaine ? 

Question ouverte 

El Pour chaque situation finale au bout d'une semaine, 
est-il toujours possible de trouver une situation 

initiale da dans l le vivarium qui lui corresponde ? 

[84| Excite présente un numéro de cirque 

fameux: il fait sauter 1 000 puces en cadence entre deux 

podiums, un grand et un petit (on suppose qu'aucune 

puce ne tombe par terre). Il constate que : 

bsi une puce est placée sur le grand podium, la 

probabilité qu'elle saute sur le petit est égale à 0,2; 

> siune puce est placée sur le petit podium, la probabilité 

qu'elle saute sur le grand est égale à 0,6. 

9n 
Pn 

Pn désignent les probabilités qu'une puce se trouve 

respectivement sur le grand podium et sur le petit au 

n-ième saut. 

Pour tout entier naturel n, on note U, = , OÙ gh et 

El 2. Écrire la matrice carrée À d'ordre 2 telle que pour 
tout entier naturel n, U,:, = AXU,. 

b. Montrer que pour tout entier n > 0,U, = A"X Us. 

El Soient les matrices P = ( Fa et D = de 4 

a. À l'aide de la calculatrice, calculer P". 

justifier que À = PXDXP°!. 

b. Montrer que pour tout entier naturel n : 

ASÉPRDPXP", 

El Montrer que pour tout entier naturel n, 

Re Ar) 
El La suite (U,) converge-t-elle, quelle que soit la répar- 

tition initiale des puces sur les podiums ? 

Si oui, préciser la limite U. 

Les On considère un produit de consommation 

distribué exclusivement par trois circuits concurrents À, 

B et C. Le volume distribué est chaque mois constant, 

mais sa répartition change selon la demande. 

On suppose que d'un mois au suivant : 

» À perd 10 % de son volume distribué le mois précédent 

au profit de B et 20 % au profit de C; 

» B perd 15 % de son volume distribué le mois précédent 

au profit de A et 10 % au profit de C; 

» Cperd 10 % de son volume distribué le mois précédent 

au profit de A et 10 % au profit de B. 

Au départ, A distribue 50 % du marché, B distribue 20 % 

du marché et C le reste. 

Pour tout entier naturel n, on note a,, b, et c, les 

pourcentages du volume total distribué respectivement 

par les circuits À, B et C au bout de n mois. 

da; 

On définit la suite (U,) sur N par U, = |b, 

Ch 

El a. Écrire la matrice carrée M d'ordre 3 telle que pour 

tout entier natureln: U,:, = MXU,. 

b. Montrer que pour tout entier n > 0, U, = MX Us. 

El Quelle est la répartition de la distribution au bout 
d'un mois ? De trois mois ? D'un an ? De dix ans ? 

x 
El On recherche une matrice colonne U = | y| vérifiant 

Z 

U = M XU et telle que la somme de ses coefficients soit 

égale à 1. 

a. Montrer que le problème revient à résoudre le 

système : 
x+y+z=1 

6x—3y—2z=0. 
2X=5ÿ 027 = 0 

b.Résoudre le problème, en résolvant le système 

précédent à l'aide de calcul matriciel. 

c. Que représente la matrice U pour la suite (U,,) ? 

Question CCE 

Bon estime que le volume distribué chaque mois | 

est de 10 000 tonnes. s 
Le bénéfice réalisé par tonne no est de 500 € 

pour le circuit À, 400 € pour S circuit B et 300 € pour | 

le circuit C. 
Quel est le circuit qui réalisera, à à long terme | le plus 

grand bénéfice ? ? 
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[86| L'espace est rapporté au repère (o, Fr " K). 

Le but est de déterminer une équation cartésienne du 

plan (ABC) avec A(2:3:;1), B(—-1;1;2)et C(1;2;3). 

250 

EX Soit la matrice M =|—1 1 2|.Déterminer la matrice 

inverse M°!. 107233 

a d 
El Démontrer que si X = | b | est tel que X = M 'X|d|, 

C d 

alors une équation du plan (ABC) est ax + by + cz = d. 

El Déterminer une équation du plan (ABC). 

cosa —sin e) nn... -| (YA Soit un réel a. On appelle A cos 

El À l'aide du logiciel Xcas, on a obtenu les matrices A? 

et 4°: 

(lA:=IIcos(a).-sin(a)],[sin(a),cos(a)]] k 
cos(a), -sin(a) <} 

sin(a), cos(a) 

lin(A®2) ; tlin(A#3) 

TR -sin(2: a) He a), -sin(3-a) | | 

sin(2-a)_cos(2 in(3-a),_cos(3-a) | 7} ESA FRE 

Démontrer les résultats obtenus. 

El Conjecturer l'expression de A” en fonction de l’entier 

naturel n, puis démontrer la conjecture par récurrence. 

88 Dans le mo- Personnaïisées 
dèle RGB (Red, re 

colonne C =|G|, Palette de couleurs : |RVB Fr] 
B x LA ss US 2 

où R représente Vert : fa Es 

l'intensité de la Bleu : Ris à 

composante rouge, 

G l'intensité de la composante verte et B l'intensité de la 

composante bleue. L'intensité de chaque composante est 

un entier compris entre 0 et 255 : 0 désigne l'absence de 

celle-ci et 255 désigne l'intensité maximale de celle-ci. 

Partie A - De la lumière vers l'œil 

La rétine d'un œil humain est composée de deux types 

de récepteurs : les cônes et les bâtonnets. Les cônes 

sont responsables de la vision à faible niveau d'énergie 
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Green, Blue), datant : 

de 1931, la couleur h | 
et l'intensité de la | 
lumière peuvent t{ 

être représentées É 
par la matrice : 

R 

(vision nocturne dite « scotopique » et vision à niveaux 

de gris) et ne perçoivent pas les couleurs. 

Ils mesurent l'intensité de la lumière visible. 
Les bâtonnets sont responsables de la vision diurne colo- 

rée. La vision des couleurs n'est pas toutefois directe, elle 

i 

est envoyée au cerveau au moyen d'un signal S =|£0|, 
où : ; C 

» l'intensité ; de la lumière est i = EAU +G+B); 

» l'intensité { des ondes longues est {=R—G; 

. y R+G 
» l'intensité c des ondes courtes est c = B — SHAIE 

El Déterminer la matrice carrée À d'ordre 3 telle que : 

AXC=S. 

El a. Calculer, si possible, l'inverse de la matrice A. 

b. Exprimer À, G et B en fonction de i, { et c. 

El Le cerveau reçoit comme signal : i = 120 ; { = 100 

et c = — 90. Quelles sont les intensités À, G et B de la 

lumière reçue par l'œil ? 

Partie B - Modèle YUV 

Le modèle YUV est un autre modèle de représentation 

de la couleur, notamment utilisé dans les systèmes de 

diffusion PAL (Phase Alternation Line) et dans les sys- 

tèmes de compression d'images, notamment JPEG. 

Ce modèle a été initialement mis au point afin de per- 

mettre la transmission d'informations colorées aux télé- 

viseurs couleurs, tout en s'assurant que les téléviseurs 

noir et blanc existant continuent d'afficher une image 

en tons de gris. : 
Le paramètre YŸ représente la luminance (c'est-à-dire 

l'information en noir et blanc), tandis que U et V repré- 

sentent la chrominance, c'est-à-dire l'information sur la 

couleur. 

On a les relations suivantes : 

D Y = 0,299R + 0,587G + 0,114B ; 

DU =—0,147R — 0,289G + 0,463B ; 
DV = 0,615R — 0,515G — 0,100B. 

Déterminer les relations exprimant R, G et B en fonction 

de Y, Uet V. 

El Soit la matrice À définie par : 

A = 

— — O©O OO © — — 

El a. Calculer A? et montrer que A? = À + 2Z,. 
b. Exprimer A° en fonction de A et ,. 

El Pour tout entier n > 0, on pose: 

A ü, A SE VhB. 

a. Préciser les valeurs de ü, ui, et m. 



b. justifier que pour tout entier naturel n : 

Et = Ut 

Vn+1 — 2u, 

En déduire la matrice M d'ordre 2 telle que pour tout 

entier naturel n, on a: 

Un+a | Us eu }=mi) 
c. Démontrer que pour tout entier naturel n : 

we x 5} SE 21) 
d. Calculer u, et v, en fonction de n. 

El En déduire l'expression de A”. 

4 | Maths et économie] 

[90] Matrice de Léontief= 
On considère un pays 
fictif, sans échange avec 

l'extérieur, dont l'éco- 
nomie très simplifiée 

se décompose en trois 

branches : l’agriculture 

(A), l'industrie (l) et les 

transports (T). 

Celles-ci interagissent entre elles. Par exemple, lorsqu'un 

consommateur demande une production à l'agriculture 

(consommation finale), celle-ci peut également consom- 

mer auprès de l'agriculture, de l'industrie et des transports 

(consommations intermédiaires) pour produire. Ainsi, 

une partie de la production de chaque branche ne sert pas 

directement à la consommation finale. 

On suppose que : 

bla production de 1€ dans la branche A consomme 

0,20 € dans le secteur À, 0,15 € dans le secteur I, et 0,10 € 

dans le secteurT ; 

»la production de 1€ dans la branche I consomme 

0,25 € dans le secteur À, 0,30 € dans le secteur I, et 0,14€ 

dans le secteurT ; 

»la production de 1 € dans la branche T consomme 

0,05 € dans le secteur À, 0,27 € dans le secteur I, et 0,14 € 

dans le secteur T. 

El Dans cette question, la production totale de la 

branche agriculture est de 2 000 €, celle de la branche 

industrie est de 3 000 € et celle de la branche des trans- 

ports est de 1 500€. 

a. Déterminer les consommations intermédiaires de 

chaque branche. 

b. Quelles sont les consommations finales de chacune 

des trois branches ? 

à 

0,20 0115 0,10 
El La matrice À =|0,25 0,30 0,14 | est appelée matrice 

0,05 0,27 0,14 

des coefficients techniques où matrice des entrées- 

sorties. 

Pa 
On pose P = | p;| la matrice de la production totale, 

PT 

OÙ PA, Pr et pr désignent les productions respective- 

ment dans les branches de l’agriculture, de l'industrie 

da 
et des transports, et D = | d,| la matrice de la demande 

dr 
(consommation finale), où d;, d,; et dr désignent les 

demandes respectivement dans les branches de l'agri- 

culture, de l'industrie et des transports. 

a. Justifier que P = AXP + D. 

b. En déduire que P = (1, — A) ‘XD. 

ElOn suppose que la demande des consommations 

2 475 

finales, en euros, est D = | 1170 |. 
575 

Quelle doit être la production de chaque branche pour 

satisfaire la demande des consommations finales ? 

Commutant d'une matrice 

Vocabulaire 
On dit que deux matrices M et N commutent lorsque : 

MXN =NXM. 

L'ensemble des matrices qui commutent avec la matrice À 

s'appelle le commutant de A. 

On considère la matrice À = (% 4), 

Soit la matrice B = ( a Calculer AXB et BXA. 

Les matrices À et Bcommutent-elles ? 

F1 Les matrices À et C = F 7 commutent-elles ? 

F1 Soit une matrice M = 5 !) 

a. Montrer que les matrices À et M commutent si, et seu- 

lement si, V T2 
t=x+z 

b. Proposer deux matrices D et E qui commutent avec la 

matrice À. 

c. Vérifier que la matrice identité Z, vérifie le système 

obtenu à la question El a. 
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CE4 Binôme de Newton à 
Rappel : Pour tous entiers naturels n et k, à est le coeffi- 

cient binomial « k parmi n ». Il est égal au nombre de façons 

d'obtenir k succès parmi 

n épreuves répétées 

(succès ou échec) dans 

un schéma de Berbouilli. 

On peut le calculer de 

proche en proche en 

utilisant le triangle de 

Pascal : 

én-te6r,) LR k+1 k K+1/)° 

El On considère deux matrices M et N carrées de mêmes 

ordres. On suppose que M et N commutent, c'est-à-dire 

que : MXN=NXM. 

Démontrer que pour tout entier naturel n : 

(M+NYŸ = S (jure, 
k=0 k 

El oi . …. Fe Fe ÉE 

DIX) 

F1 On considère les matrices A = 
eS e) 

1 1 
1 1|etB= A—2. 
0 1 

a. Déterminer la matrice B, puis calculer B? et B°. 
b. En déduire la matrice B” pour tout entier n > 3. 

c. Les matrices Bet Z, commutent-elles ? 

En déduire que pour tout entier naturel n: 

(B+BŸ =1+ (Fe + Ce. 

d. En déduire A” en fonction de l’entier naturel n. 

GE) Modèle proie prédateur : étude du 
problème linéarisé autour du point d'équilibre 
On considère deux populations de proies (R,) et de 

prédateurs (L,) liées par les équations de Lotka-Volterra 

(voir exercice 12, page 523): 

(E) : Fe 5 (1 Xe a)R, ‘% PL Rs 

Li+1= Loi t (1 En d)Ln 

a, b, cet d sont des réels positifs. 

El On appelle équilibre du système les cas où les suites 

(R,) et (L,) sont constantes. 
On suppose les suites (R,) et (L,) ne s'annulent pas. 
Montrer qu'il y a équilibre si, et seulement si, pour 

tout entier naturel n, R, = d 
Œ 

R = Letl, = +. 

et L, = + c'est-à-dire 
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Dans la suite de l'exercice, on se place autour du 

point d'équilibre (ae £ &) c'est-à-dire que Ro = < 

et que L, = Ts On admet qu'’alors le système (E) 

peut être approché par le système : 

bd ad 
Rasa = Ra Te bn Sc se 

d 
L,1 = Rat Lo 00 

R 
Pour tout entier naturel n, on pose U,, = fr) 

° n 

F1 Déterminer la matrice carrée À et la matrice colonne C 

telles que pour tout entier naturel n: 

U R=A UC 

ElDans la suite de l'exercice, on choisit a = 0,06, 

b = 0,0001, c = 0,00005 et d=01 (R =2000 et 

Lo & 600). 
bi: 02 2120 

On a alors À = is 1 | et C=— feu 

a. Justifier que la matrice U = . me vérifie : | 600 

UE AX UC: 
En déduire que, pour tout entier naturel n: 

Un+1 = U = AX(U, — U), 
puis que U, = U + A" X(Uj — U). 

b. On choisit R; = 2010 et L, = 610. 

À la calculatrice, estimer les populations de chaque 

espèce au bout de 5 ans, de 10 ans, de 50 ans et de 

100 ans. 

€. Même question avec À; = 1990 et L, = 605. 

a. Montrer que pour tout entier naturel n : 

Rn+1 — Rn = 0,2(600 — L,) 

Ha —L,= 0,03(R, — 2000) 

b. En déduire que la population des proies augmente si 

le nombre de prédateurs est inférieur à 600, et qu'elle 

diminue si le nombre de prédateurs est supérieur à 600. 

c. De la même façon, donner un critère permettant 

d'étudier le sens de variation de la population des pré- 

dateurs. 

d. On choisit R = 1990 

et Ly = 605.0na  l- 

obtenu ci-contre le dia- 600 d- 

gramme des points 595 

(R;;lh) pour n entier sx {- 
compris entre O0 et 200. 585 

Mettre en relation 

le graphique et les résultats des questions El b. et El c. 

El Pour aller plus loin : reprendre le raisonnement de la 

615 x L 
n 

PT NMRARSEE 77 
++ #4. er 

L'Se."e É 

te ner 
MÉSTSETSSLE 

na | 

1970 1980 1990 2000 2010 2020 | 

‘question [4 avec le système d'équations de Lotka-Volterra. 

R | 

| 



El PageRank® : 
prolongement de l'activité 5 
On reprend la situation de l'activité 5, page 508. 

0FDSEI 
On considère la matrice : A =10,5 O0 O|. 

05-050 

Partie À - Marche aléatoire sans saut 

Soit la suite (U,) définie sur N par: Le 
3 

U,,41 = AXU,, avec U, = + ; 

1 
3 

El On admet que la suite (U,) converge vers une matrice 
colonne U. Préciser les propriétés vérifiées par U. 

El Déterminer la matrice colonne U. 

El a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier 

naturel n : 

4—(-05) 

u,=+|2+(-05)| 
3 

b. Retrouver le résultat obtenu à la question El. 

Partie B - Marche aléatoire avec saut 

Maintenant, la suite (U,) est définie sur N par 

La 
0,05 ; 

U,, +1 = 0,85A XU, + C, avec C = |0,05 | et Us = 3 |: 
0,05 1 

74 3 
171 

El Justifier que la matrice colonne U = Lau vérifie 
1 

U=085AXU+C. | 3 
El a. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

U,+1— U=085AX(U, —U);: 

b. En déduire que, pour tout entier naturel n : 

U, = U+(0,85A)Ÿ X(U, — U). 

El justifier que la suite (U,) converge vers la matrice 

colonne U. 

E1 Pour aller plus loin 
Démontrer que, pour tout entier naturel n : 

74—17(-0,425) 

U,= + 40 + PERS : 

Puis retrouver le résultat de la question El. 

>) 

[95 Sauts de puces sur un tétraèdre 
On considère une puce se déplaçant d’un sommet à 

l'autre sur les côtés d’un tétraèdre ABCD. À chaque ins- 

tant: 

bavec une probabilité de 

0,20, la puce saute aléatoire- 

ment sur l’un des sommets du 

tétraèdre (y compris celui d'où 

elle vient) ; 

b avec une probabilité de 0,80, la puce se déplace de 

façon équiprobable sur l’une des arêtes partant du som- 

met où elle se trouve, et rejoint le sommet adjacent. 

An 

s b 
Pour tout entier naturel n, on note U, = a 

n 

dy 
c et d, désignent les probabilités que la puce soit res- 

pectivement sur les sommets 4, B, Cet D au bout de n 

étapes. @o, bo, & et d sont des réels positifs tels que 

do + bo + Oo+d=1. 

AOÙUG- Dr, 

El a. Justifier que, pour tout entier naturel n: 

Arr = 08(< b,+ | C+ : dy)+ 0,05. 

b. Déterminer la matrice M carrée d'ordre 4 et la matrice 

colonne K de dimension 4 telles que, pour tout entier 

naturel n, U,, 41 = 0,8MXU, +K. 

El On considère l'équation (E) : X = 0,8MX X + K, où X 
est une matrice colonne de dimension 4. 
a. Justifier que l'équation (E) est équivalente à : 

(14 — 08M)XX=K. 

b. En utilisant la calculatrice, résoudre l'équation (E). 
On note U la matrice solution de (E). 

El Montrer que pour tout entier naturel n : 

Uns1 — U = 08MX(U, — U). 

puis que: U, = U+ 0,8" X M" X{(U, — U). 

E La puce est initialement au sommet À. On admet que 

pour tout entier naturel n : 

— 4 1 
Montrer que la suite (U,) converge. 

El Retrouver le résultat de la question EX en utilisant un 

théorème du cours. 
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E Un exemple de chiffrement de Hill 
On s'intéresse ici à un chiffrement bigraphique, c'est-à-dire que les lettres seront 

groupées deux par deux. (On peut imaginer des chiffrements où les lettres seront 

regroupées par paquets plus grands.) 

On Fes les QUES Pal leur fang LE l ÉIRRSDSE 

MAC) Ce principe de chif- 
frement est dû à Lester S. Hill en 

1929. C'est un chiffrement poly- 

graphique. 

Il s'agit en effet de chiffrer un 

message en substituant les 

lettres du message, non plus 

lettre par lettre, mais groupe de 

lettres par groupe de lettres. Ce 

système permet de rendre plus 

difficile le cassage du code par 

observation des fréquences. 

TANGO NNPETERTEETNEEEEE 
Les rangs R, et R,:, des lettres du texte clair sont chiffrées C, et C, +, à l’aide du 

système suivant dans lequel a, b, c, d désignent des entiers naturels donnés : 

GG estlereste de la division euclidienne de (aR, + bR,+;) par 26 

+1 estlereste de la division euclidienne de (cR, + dR,+) par 26° 

, ns  LNCE 2 Rk 
On note ce système sous forme maticille | É d pa (mod 26). 

La matrice k À est la clef du chiffrement. 

EX Un exemple de chiffrement 

Paul veut transmettre le message « JE SUIS PRET » et utilise la clef É : 

Les deux premières lettres du message sont Jet E numérotées À, = 10 et R, = 5. Pour les coder, on écrit : 

Eds (2 “ie 426 G estlereste de la division euclidienne de 7 X 10 + 3 X35 = 85 par 26 G=7 

CGJ \5,8/\5 2) CG estlereste dela division euclidienne de 5 X10 +8 X35 = 90 par 26 G = 12° 

Les deux premières lettres du message codé seront donc : « GL ». 

En DÉS Ge la même façon, recopier et compléter le tableau suivant. 
me UTIEUTS Sile nombre de 

lettres du message est impair, 

on peut ajouter une lettre 
arbitraire à la fin du message 

: 2 original. 

Au Un HÉESS de déchiffrement 

LE 3 
a. Vérifier que A°!, la matrice inverse de À = (2 à est A ! = qu Fa 

41 41 
b. 3 EF) À l’aide d’un tableur, déterminer l'unique entier naturel non nul 
k(1 < k< 25) tel que 41k= 1(26). Cet entier kest appelé l'inverse de 41 modulo RAXMALEEUS On doit donc 
26 et noté 41°! (mod 26). Quelle est la valeur de 41°! (mod 26) ? A CR EE 

entre eux pour que la matrice 

c. Un entier m admet un inverse modulo 26 si, et seulement si, il existe un unique de déchiffrement de la matrice 

entier k compris entre 1 et 25 tel que mk = 1(26). Démontrer que m admet un 
inverse modulo 26 si, et seulement si, m et 26 sont premiers entre eux (On utilisera 

le théorème de Gauss et la division euclidienne). 

d. On construit alors la matrice notée A7! (mod 26) de la manière suivante : pour 

A = L 4 existe. 

Pour aller plus loin 
El Pour inventer. 
a. Vérifier que la matrice : 

Â= (Ë : est une matrice de 

chiffrement de Hill. 

b. Inventer un message en clair 

chacun des termes de A7}, on remplace + par 41! (mod 26) et on calcule le 

reste dans la division riens par 26. 

Par exemple, pour le premier terme : 8 X _. est remplacé par 8 X 7, puis par 4. 

Montrer que A7! (mod 26) = Fe ) 17 23 = ‘ (pas trop long) et le coder à 

e. On déchiffre alors les messages en utilisant : ke AE de | X{-* | (mod 26). | l'aide de cette matrice. 
k+1 17:23} °\Ci4: c. Vérifier qu'on revient au 

message initial en utilisant la 

matrice de déchiffrement. 
On a codé un message et on a obtenu « QWPYWFHHBA ». 
Déchiffrer ce message à l'aide de la matrice de déchiffrement. 
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Instructions élémentaires 
Avant d'écrire un programme, on entre dans le mode |. 

édition. Puis on donne un nom à ce programme. 

Entrée : « Lire » 

Sortie : « Écrire » ou « Afficher » 

TRES la En 2à la SEA 

nommée P peut s'écrire : 

P= 2 PS2 P 

Si EOndtens 

Alors 

instructions à exécuter 

Sinon 

autres instructions à exécuter 

FinSi 
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puis FTP 
Prosram Name: 
C ] ’ 

ler menu HET 1 

GP De DE ME PR © 

Entrée : on sélectionne El 

Sortie : on sélectionne FE 

Däné sie menu Een ms 

CE De DE ME PR © 

Exprimer une condition : 

on sélectionne | FE puis 

[= +1 [<[itél 

Instruction conditionnelle : 

on sélectionne EF, on obtient 

Exemple : 

n "À EST LE PLUS GRAND"'e | 
se '# EST LE PLUS PETIT'4 . 

| casto 

FRGM 

Dans HN 0 on sélectionne Cum) DD] Cnter) 
PROGRAMME 
Hom= 
OO 

Dans le menu P] 

(E/S) 

Entrée : on sélectionne [1] ou 

PROGRAM: ES 
sinput À : 
: Promet EE 

Sortie : on sélectionne [3] 

:Disr A 

R] Gto+) Cipha) [8] (entrer) 

2%P 

Exprimer une condition : 

menu 

Instruction conditionnelle : 

Dans le menu 

on sélectionne successivement 

(10)6] 

Et on ferme par la boucle 

AN: INSTCOND, 

T LE PLUS | 

T LE PLUS | 

Fe 
ë 
. 



Elles permettent de répéter des instructions. On utilise essentiellement les deux types suivants : 

La boucle POUR répète les instructions un nombre prédéterminé de fois. 

Pour <variable> Allant de <nombre> | Dans le menu Dans le menu 
a <nombre> par Pas de <nombre> GC Ge TP EN PR © Onsélectionne 

Faire On sélectionne HF puis [ EF . On ferme la boucle par [7] 
instructions On obtient : 

FinPour 

Exemple : Exemple : 

BO R PROGRAM: BOUCLF OR UCLFO 
For G+K To 5 Step 14 | For K: 6353 12 
Ka ‘Disr K 
Next. :End 

La boucle TANT QUE répète les instructions jusqu'à ce qu'une condition ne soit plus réalisée. 

CD 

Tant que <condition> Dans le menu ans le menu 

Faire COMACT SIM EL 4 IE On sélectionne [5] 

instructions On sélectionne EF puis deux fois sur | On ferme la boucle par (F] 

Î C ji 
FinTantQue . On obtient : 

CE ET] EC 
Exemple : Exemple : 

PROGRAM? WHILE 
KE . 

PI Ieser .  |lhile K<6 
K+13Ke | . 
WhileEnd | ’ ra 

: End 
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Les activités proposées dans cette partie visent à réutiliser et à élargir les acquis 

des classes de Seconde et de Première. Elles sont axées sur la découverte d'un 

nouveau type de variables (les tableaux), ainsi que sur la base de la programmation 

modulaire (les fonctions). 

Le but de la plupart d'entre elles est d'aboutir à la mise en oeuvre d'algorithmes 

conséquents dans un langage de programmation (sur ordinateur ou sur calculatrice 

selon les cas). 

ED Définition et utilisations des tableaux 
On est amené à utiliser des tableaux de valeurs en statistique ou lors des études de 

fonctions. On connaît déjà deux types de variables : celles contenant des nombres 

et celles contenant des textes (des chaînes de caractères). On s'intéresse ici à un 

troisième type de variables : celles contenant un tableau. 

Une telle variable peut donc contenir plusieurs valeurs, toutes les valeurs étant 

elles-mêmes contenues dans le tableau. 

Dans ce cas, on repère Ava réel par sa position dans le tableau, la première 

position étant généralement notée 0, sauf dans les calculatrices et dans le logiciel 

FARE On peut donc se TE le tableau T par: 

Pa cet exemple, 25 est l'élément d'indice 2 du tableau T et il est noté T[2] ou 

parfois T(2). 

D Le nombre total d'éléments dans un tableau est appelé « taille » du tableau. Le 

tableau T de l'exemple précédent est donc de taille 6. 

D Dans les calculatrices, les tableaux existent et sont appelés listes. 

CD 
On accède à l'édition des listes grâce | On accède à l'édition des listes grâce 

au menu statistiques : au menu statistiques : 

CE ol 
k : : Les listes sont nommées L;, L;, La … 

Les listes sont nommées List1, Liste2, 

SEE 

List 1[List ef[uist a[List 4 
ee nn | pe | 
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RACE En général, dans 

un tableau, les valeurs sont de 

même type, car la plupart des 

langages de programmation 

refusent dans un même 

tableau le mélange de textes et 

de nombres, par exemple. 



CD 
On aperçoit dans la première colonne 

la numérotation des termes des listes. 

Celle-ci commence à 1. EU MG 

En retournant dans le menu, K2 [Sel 

on peut encore utiliser les valeurs 

contenues dans la Liste 1 : 

Con) (F9 (F9 C9 (an) © © 9 © 3 
donne : 

List 103] 
29 

On peut également modifier les valeurs 

contenues dans la liste et créer une 

nouvelle liste : 

List 1L4]+List 1151+L 
1=0 1161 

LisL IrT21%List. 2011 

Lit DJLiSt 3/List u 

FA Quel est l'indice de 7 dansT ? 

On aperçoit dans la ligne du bas que le 

réel 25 est noté L,(3), car la numérotation 

commence à 1. 

En quittant le mode édition des listes 

(nde)(mode), On peut encore utiliser les 

valeurs contenues dans L, : 

QG) (0GB)DIGnten 
donne : 

Li632 
25 

On peut également modifier les valeurs 

contenues dans la liste et créer une 

nouvelle liste : 

L' Cai+Li652+li66 

Application directe 
El Dans le tableau T ci-dessous, que valent T[1] et T[A]. 

El Voici une partie de l'algorithme en pseudo-code. 

ALGO 
-Pour ; allant de 0 jusqu'à 4 
par pas de 1 Faire 

3+i — Ti] 

FinPour 

a. À l'issue de l'algorithme, quelle est la taille du tableau qu'on y construit ? 

b. À l'issue de l'algorithme, quelles sont les valeurs contenues dans ce tableau ? 

c. Écrire un algorithme affectant autant de variables que nécessaire pour aboutir 

au même résultat que l'algorithme ci-dessus sans utiliser de tableau. 

d. Quel est l'intérêt du tableau ? 
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LP La planche de Galton 
Une planche de Galton est un dispositif inventé par Francis Galton. Elle est 

constituée, dans sa partie supérieure, par plusieurs lignes d'obstacles de telle sorte 

qu'une bille lâchée sur la planche passe soit à droite soit à gauche d'un obstacle (de 

façon aléatoire et équiprobable) pour chaque rangée. (Voir le schéma ci-contre.) 

Dans la partie inférieure les billes sont rassemblées en fonction du nombre de 

passages à gauche et de passages à droite qu'elles ont effectués. Dans l'illustration 

ci-contre, il y a cinq lignes d'obstacles et six positions d'arrivée possibles. 

On souhaite construire un algorithme simulant la chute d'un certain nombre 

de billes au travers des obstacles de la planche. 

On considère une variable T de type tableau, dont la taille sera celle du nombre 

de positions d'arrivée possibles. Chaque élément du tableau contiendra, à l'issue 

de l'exécution de l'algorithme, le nombre de billes tombées dans la case d'arrivée 

correspondante.On s'intéresse au dispositif général, constitué de N lignes d'obstacles. 

EI Quelle est alors la taille du tableau T ? 

El Au départ, les cases d'arrivées sont toutes vides. Tous les éléments du tableau T 

doivent donc contenir la valeur O. 

Écrire en pseudo-code l'algorithme initialisant à 0 tous les éléments du tableau T. 

El On nomme X la variable qui, pour une bille donnée, contient le nombre de fois 

où celle-ci a « choisi » le chemin de droite durant son parcours. 

a. Quelle valeur doit contenir X au départ ? 

Écrire l'instruction correspondante en pseudo-code. 

b. Si, lors de la rencontre avec un obstacle, le chemin droit est choisi, quelle 

instruction permet d'affecter à X sa nouvelle valeur ? 

Même question si c'est le chemin gauche qui est choisi. 

c. Pour modéliser le choix aléatoire du chemin gauche ou droit, on utilise 

l'instruction ALEATOIRE qui retourne un réel de [0;1[ au hasard. Lorsque le 

réel retourné est dans l'intervalle [0 ; 0,5[, on convient que le chemin gauche à 

été choisi. À l’aide des questions a., b. et c. précédentes, écrire en pseudo-code 

l'algorithme décrivant le franchissement d’un obstacle par une bille. 

d. Compléter le pseudo-code précédent de façon à ce qu'il décrive le parcours 

complet d'une bille. 

E Le numéro de la position d'arrivée d’une bille est égal au nombre X de fois où 

le chemin droit a été choisi. À la fin du parcours de la bille, il faut donc incrémenter 

la valeur contenue dans T[X]. 
a. Écrire l'instruction correspondante. 

b. En utilisant une boucle, écrire l'algorithme simulant le parcours de p billes sur la 

planche de Galton à N lignes. 

E EF) Programmer l'algorithme sur calculatrice avec p = 100 et N = 7. 

La variable X définie plus haut est une variable aléatoire suivant la loi binomiale de 

paramètres B(N Li Si le nombre de billes est très grand, la fréquence d'arrivée 

le, 
2 

Si de plus le nombre N de lignes est très grand, la disposition des billes dans les 

cases peut être approximée par une courbe dite de Gauss. La loi alors suivie par X 

des billes dans la case k se rapproche donc de p{(X = k) = (a X 

F me : NN 
peut-être approximée par une loi normale N DA 
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VOIES «incrémenter » 
signifie augmenter la valeur 

d’une variable d'une certaine 

quantité. Lorsque cette 

quantité n'est pas précisée, elle 

vaut 1 par défaut. 

Sir Francis Galton 

(1822-1911), 

anthropologue britannique. 



Ficelles et tuyaux 
Une entreprise de plomberie dispose d’un très grand stock de N tuyaux tous de 
la même longueur L situé dans une réserve. Ses clients lui envoient des bons 
de commandes. Chaque bon est une liste de commandes de p(où p< N) bouts 
de tuyaux ayant des longueurs C;(où C,< L) différentes. À chaque fois que c'est 
nécessaire, des tuyaux neufs sont prélevés dans la réserve et amenés à l'atelier 

pour y être découpés. 

On souhaite écrire un algorithme simulant deux méthodes de traitement des 

commandes. 

Pour cela, on considérera : 

b que le premier indice des tableaux est 0; 

» qu'un bon de commande est un tableau C de taille p contenant la liste des tailles 

commandées ; 

D que le stock de tuyaux neufs est initialement constitué de N tuyaux ; 

b que l'atelier contenant le tuyau en cours et les chutes est un tableau A de taille p 

contenant la liste des tailles des tuyaux dans l'atelier. 

A - Première méthode 

D Tant qu'il reste des commandes à honorer. 

D On amène un tuyau neuf dans l'atelier. 

D Tant que le tuyaux en cours est suffisant pour la commande, on le découpe, 

D Lorsqu'il n'est plus assez grand pour une commande on amène un tuyau neuf 

dans l'atelier. 

D Lorsqu'il n'y a plus de commandes à honorer, on s'arrête. 

El Compléter l'algorithme ci-dessous de façon à ce qu'il simule cette méthode : 

PALGO 
Lire(W, L, (a) Æ | 
Dr — i désignera le numéro de la commande en cours de 

| | traitement 

” {j désignera le numéro du bout de tuyaux en cours dans | 

l'atelier A 

FA Le cœur de l'algorithme étant réalisé, il faut désormais le peaufiner. 

a. Initialisation du tableau A : écrire une boucle « Pour » permettant, au tout début 

de l'algorithme, de mettre tous les éléments du tableau A à 0 

b. Rajouter les instructions permettant d'afficher, à la fin de l'algorithme, le nombre 

de tuyaux neufs restant. 

c. Rajouter les instructions permettant d'afficher, à la fin de l'algorithme, la somme 

des tailles des chutes de tuyaux dans l'atelier A. 

El! ne reste qu'à rajouter à la condition … l'instruction : « ET i < p ». Expliquer 

pourquoi. 

On peut simuler toute l’activité 

en se munissant d'une dizaine 

de bouts de ficelle de longueur 

10cmeten testant chacune 

des deux méthodes proposées 

avec un bon de commande du 

type:[5cm,6cm,2cm,3cm, 

8 cm, 5 cm ] avant de réaliser les 

algorithmes. 
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B - Deuxième méthode 

D Tant qu'il reste des commandes à honorer 

D prendre le premier tuyau présent dans l'atelier A suffisamment grand pour la 

commande 

D S'il n'y en a pas, on amène un tuyau neuf 

D Tant que le tuyaux en cours est suffisant pour la commande, on le découpe. 

D Lorsqu'il n'est plus assez grand pour une commande, on le laisse à l'atelier A et 

on prend le premier tuyau présent dans l'atelier A suffisamment grand pour la 

commande. S'il n'y en a pas, on amène un tuyau neuf. 

D Lorsqu'il n'y a plus de commande, on s'arrête. 

Compléter l'algorithme ci-dessous de façon à ce qu'il simule cette méthode : 

traitement. 

cours. 

de traitement. 

Si il n'y en a pas. 

C- Comparaison 

EX Programmer les deux algorithmes complets sur ordinateur (dans le langage de 

votre choix) ou sur calculatrice (dans ce cas, il faudra veiller à adapter les indices 

des tableaux, car la numérotation commence à 1). 

FA Les exécuter avec les mêmes paramètres afin de comparer les résultats affichés. 

E Quelle est la méthode la plus économe en matière première pour l'entreprise ? 

EA Quelle est la méthode la plus économe en temps pour l'entreprise ? 
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i désignera le numéro de la commande en cours de 

j désignera le nombre actuel de bouts de tuyaux (de 
taille éventuellement nulle) dans l'atelier A. 

k désignera le numéro du bout de tuyau de l'atelier À en 

Parcours de l'atelier A à la recherche du premier bout de 
tuyau suffisamment grand pour la commande en cours 

On amène un nouveau tuyau. 

On découpe dans le tuyau en cours les commandes 

suivantes, tant que c'est possible. 



P Définition et utilisations des fonctions 

L'algorithme ci-contre permet de déterminer et d'afficher le maximum de quatre 

nombres réels quelconques. La méthode utilisée fait trois appels à la même suite 

d'instructions avec des paramètres différents. 

Pour éviter cette répétition qui alourdit le travail de saisie tout en rendant 

l'algorithme plus difficile à lire, on utilise en programmation des fonctions. 

Il s'agit d'algorithmes nommés, ayant leurs entrées propres et renvoyant en général 

un résultat, que l'on peut utiliser grâce à leur nom dans d'autres algorithmes. 

Les entrées de ces algorithmes nommés sont appelés « paramètres de la 

fonction ». La syntaxe en pseudo-code sera la suivante : 

Pour remplacer l'algorithme 1, on pourrait écrire les deux algorithmes 2 et 3 ci-contre. 

Algo 2 

D On définit la fonction nommée maximum, elle nécessite deux paramètres qui 

sont destinés à recevoir les valeurs fournies par l'utilisateur lors de l’utilisation de 

la fonction (on dira lors de l'appel à la fonction) . 

D La variable max est dite locale : on ne peut l'utiliser qu'à l'intérieur de la définition 

de la fonction. 

» L'instruction Retourner permet d'indiquer à la fois la fin de l'algorithme 

définissant la fonction et la valeur que celle-ci doit renvoyer. 

Algo 3 : L'algorithme 3 ci-dessous peut se substituer à l'algorithme 1 ; il fait appel 

à la fonction maximum avec les paramètres a et b, entre autres. Cela signifie que le 

code définissant la fonction maximum va s'exécuter en attribuant aux variables u 

et v les valeurs contenues dans les variables a et b. À l'issue de cet appel la valeur 

contenue dans la variable locale max est transmise à l'algorithme qui l'attribue à 

la variable m:. 

ALGO 2, TE 
DéfinirFonction maximum(u, v) : Début 

Siu>v Lire(a, b, c, d) 

Alors u — max maximum(a, b) — m:; 
Sinon v — max maximum(c, d) — m; 
FinSi Afficher (« Le plus grand des quatre 

Retourner max nombres est : », maximum(m:, M2)) 

FinDéfinirFonction Fin 

Conclusion 

L'utilisation des fonctions permet de découper les algorithmes les plus gros en 

plus petites entités ayant un rôle spécifique. On évite ainsi de saisir de nombreuses 

fois les mêmes portions de code et on gagne en lisibilité. 

Les activités suivantes utilisent les fonctions, elles ne sont pas réalisables sur la 

plupart des calculatrices dont le module de programmation ne permet pas d'écrire 

des fonctions avec paramètres. 

RAR ORAN DATI ASNTERTEE POR INTENSE À 

ALGO 1, 
Début 

Lire(a, b, c, d) 

Sia>b 

Alors 

am 

Sinon 

b A m:; 

FinSi 

Sic>d 

Alors 

C— M) 

Sinon 

d— m) 
FinSi ; 

Si m > m 

Alors 

M, — max 

Sinon 

m;— max 

FinSi 

Afficher («Le plus grand 
des quatre nombres est : 
», Max) 

Fin 

PNR CS DDR EPP PS MAT DRE PCR RAR AG A À NA ER LEE | 
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L "( C | 

ronction dans Sc 

Scilab Xcas . 

Dans Scinote on tape la définition de la fonction On ouvre d'abord l'interface de programmation par AlEP et 

et on sauvegarde le fichier avec l'extension .sci : on tape la définition de la fonction : 

f = — = 
[ ñ ; L É maximum(u,v}:={ 
|1|function [maex]=maximum(u,v) | si u > v alors È 

2 if u > v then Max := u; ; 
sinon f 

3 ax -— U = vs ' 

4 else fsi É 

15 ME —-Y retourne Max 

Nu } 
6 end 5 ; 

7 primaire 

On remarque que Scilab ne nécessite pas 

d'instruction Retourner à la fin. En revanche, la 

variable contenant la valeur de retour doit être 

On remarque que l'instruction permettant la définition d'une 

fonction est l'opérateur d'affectation : = 

Il faut ensuite valider la fonction par un appui sur 

indiquée avant le nom de la fonction et entre OK (F9) k 

crochets. Xcas valide la définition : 
On exécute alors par un appui sur S LA 
Dans la console on peut alors utiliser la fonction : si u>v alors Max-=u sinon Max = ! 

——>maximum(4,T7}) fsi; È 

: returm(Max): 
ans — 

7 | On peut alors l'utiliser : 

; Plmaximum(, 7) j 

—-ressai = maximum(7,4) | LUTTER EN Pr 

ëssal = Elessaï = maximum(7 4) Ë 

. | 7 M | | 

TE . essai Ë 

ED Application directe 
EX Soit / la fonction définie sur R par f(x) = 2x2 — 5 
a. Écrire une fonction prenant en paramètre un réel x et renvoyant la valeur de fabivai(-0.7.13,02) î 

l'image de x par f. 0.7 | 402 
b. Écrire une fonction nommée tablval prenant en paramètres trois réels a, bet pet 05 | 45 

Sous Xcas, on obtient : 

NA) 22) 

affichant le tableau des valeurs prise par f(x) pour x allant de a jusqu'à b par pas 03 | -482 

de p. Cette fonction doit faire appel à la fonction précédente. 01 | ee ë 
c. Programmer ces deux fonctions et les tester. “al | Be | 
El Écrire une fonction nommée punition prenant en paramètre une chaine 05 | 45 : 
de caractères nommée txt et un nombre entier k et écrivant k fois la chaine de 07 | 402 : 
caractères txt. Sous Scilab, on obtient : 09 | -338 : 

—->punition("Je ne dois pas faire le clown en mathématique”, 4) | Se | re É 4.62 
Je ne dois pas faire le clown en mathématique 

Je ne dois pas faire le clown en mathématique 

Je ne dois pas faire le clown en mathématique 

Je ne dois pas faire le clown en mathématique 
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L | à L 

ore d'opérat c. Optimisation du nom 

Algorithme d'Horner 
On considère la fonction polynôme définie par : R(x) = 3x° — 5x1 + 2x2 + 2x — 11. 

Partie A - Algorithme naïf 

El Caiculer R(4) 

El Déterminer le nombre de multiplications et d'additions nécéssaires pour  Scilab 
calculer l'image d'un réel x par À. On considèrera que x? = x X x X x par exemple. rutcchon. LeéT=pUbv EE à) =po k 

E On décide de représenter un polynôme par un tableau contenant la liste de ses 

coefficients dans l'ordre décroissant des puissances de x. Par exemple, le polynôme 

R ci-dessus sera représenté par le tableau : T=[3-5022-11|. 
a. Quel est le lien entre la taille du tableau et le degré du polynôme R ? 

b. Écrire un algorithme prenant, en entrée, un tableau T représentant un 

polynôme P et un réel a et fournissant, en sortie, une valeur approchée de P(a). 

(On considèrera que les éléments du tableau sont répérés à partir de l'indice 1. Dans 

l'exemple ci-dessus on a T[1]= 3.) 1821. 
c. Dans Scilab, écrire une fonction mettant en oeuvre l'algorithme précédent. ; 

endfunctionl] 

—->poly([3,-5,0,2,2,-11],4) 

ans. — 

Partie B - Algorithme d’Horner 

L'idée consiste en une succession de factorisations partielles par x du polynôme 

étudié : 

Rx) = (3x4 — 5x8 + 2x + 2)x 1 = ((3x2-5x2+2)x+2)x—1 
— … — ((((3x=5)x)x + 2)x +2)x— 1. 

El Déterminer le nombre de multiplications et d’additions nécessaires pour 
calculer l'image d'un réel x par R avec cette dernière expression de R(x). ALGO RE 

+. x ; , : ;  DéfinirFonction im(a) : 
El On considère la fonction donnée par l'algorithme ci-contre. de ee 
Elle permet le calcul de l’image d'un réel a par une fonction polynôme 5. PE 
a. En exécutant cet algorithme « à la main », reconnaître le polynôme S. _ a*H0—v 

b. Écrire le tableau nommé U représentant ce polynôme. 

c. Ré-écrire l'algorithme précédent en remplaçant tous les nombres entiers par les 

éléments de U : U i |. FinDéfinirFonction 

El soit Pun polynôme de degréntelque P(x) = c,x°+c,-,x" +... +ax+ 0. 

a. Écrire P(x) à la manière d'Horner. 

b. Écrire le tableau T représentant le polynôme P. 

c. Soit a un réel. Dans un algorithme, que représenterait l'instruction : 

la -RTL2]-v? 
d. Que représenterait alors la suite d'instructions : 

Mila PT} v 
V'abt{3]-v. 

e. Combien de telles instructions faudrait-il exécuter pour calculer P(a) en utilisant 

la forme d'Horner ? 

f. Écrire un algorithme prenant, en entrée, un tableau T représentant un polynôme 

P et un réel a, fournissant, en sortie, une valeur approchée de P(a) et utilisant la 

forme d'Horner. 
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La récursivité en programmation consiste à définir une fonction s'appelant elle- 

même. Ce principe est très puissant mais également dangereux car, si l'on s'y 

prend mal, il est facile d'engendrer une suite infinie d'appel à la fonction. L'exemple 

classique de « l'élégance » de l'écriture d'une fonction utilisant la récursivité est 

la comparaison des deux façons ci-dessous d'écrire une fonction calculant la 

factorielle d'un entier positif : 

etais Al) Pour tout 
Sans récursivité Avec récursivité - 

entier naturel n, le nombre 
DefinirFonction factorielle(n) DéfinirFonction factorielle(n) « factorielle de u » est l'entier 

Pres Sin == ) naturel noté n ! et égal à 1 pour 
Pour k allant de 2 à n Faire Retourner 1 n = 0, et au produit de tous les 

res*k — res Sinon entiers naturels de 1 à n pour 

FinPour Retourner n*“factorielle(n-1) n>il. 

Retourner res FinSi 

FinDéfinirFonction FinDéfinirFonction 

On reconnaît dans l'algorithme de droite la définition par récurrence de la 

0! =1 factorielle : | 
n=nX{(n—1)! 

GMA) Suite définie par récurrence 
F = 0 

On appelle (F,) la suite de Fibonacci définie par {A = 1 

F = F1 da EE 

En s'inspirant de l'exemple précédent, écrire deux fonctions calculant le terme de 

rang n de la suite de Fibonacci. L'une utilisant la récursivité et l’autre s'en passant. 

AUS Flocon de Von Koch 
On se place dans le plan complexe muni d'un repère orthonormé (0 ; ü, Ÿ ). 

On définit récursivement une suite (5, ) de constructions géométriques à partir de 

deux points À et B de la façon suivante : 

D 5, (A,B): Construire le segment [AB]. 

D Pour tout entier n > 0, 5, (A,B): 
Construire les points C, D et E tels que: 53 (4,B) 
- Cet E appartiennent à [AB]; 
— AC = CE =EB; 

— CED est un triangle équilatéral direct. 

D Puis lancer les constructions 5,,_;(A,C), 5,_,(C, D), 5,_:(D,E)et S, (E, B) 

Partie A - Étude d’un exemple - 
On considère les points A(0) et B(6). 

EX Réaliser la figure correspondant à S; (A,B). 

El Réaliser la figure correspondant à 5, (A, B). 
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Partie B - Cas général 

On considère ici les points A(a) et B(b). 

El Calculs préliminaires 

Donner l'expression des affixes des points C et E en fonction de a et b. 

D est l'image de E dans la rotation de centre Cet d'angle + 
. T 

On a alors Zn = e"3 (Z —Zc)+ Ze. 

ElProgrammation sous Xcas 

a. À l’aide des questions précédentes, écrire une fonction récursive nommée segvk 

prenant en paramètre un entier n et les affixes a et b des points À et B et réalisant 

la construction S$, (A, B). 

(On considèrera l'existence d'une instruction segment prenant en paramètre les 

affixes de deux points et traçant le segment les reliant.) 

b. Programmer la fonction précédente sous Xcas. L'instruction segment existant 

déjà dans ce langage. 

c. On appelle Flocon de Von Koch d'ordre n, que l'on note K,, la figure obtenue en 

effectuant les constructions : $, (4, B), $, (B, F) et $,(F, A) où Fest le point tel que 

ABF soit un triangle équilatéral indirect. 

i) Déterminer l’affixe de F en fonction de a et b. 

ii) Dans Xcas, en vous servant de la fonction segvk précédemment définie, tracer 

K; à partir des points A(0) et B(6). (L'instruction ClrGraph() permet d'effacer la 

fenêtre graphique sous Xcas.) 

El Étude mathématique de K, 
Dans cette partie on utilisera les points A(0) et,B(1 ). De plus, on définit pour tout 

entier n: 

P, comme le périmètre de K, ; 

C, comme le nombre de côté de K, ; 

{, comme la longueur d'un côté de K, ; 

A, comme l'aire de K,,. 

a. Calculer P,, P, Co Gs Lor 1, Ao et A1. 

b. Exprimer C, ;, en fonction de C, et en déduire l'expression de C, en fonction 

de n. 
c. Exprimer {, : ; en fonction de {, et en déduire l'expression de {, en fonction de n. 

d. En déduire l'expression de P, en fonction de n. 

e. Déterminer lim P, et en donner une interprétation. 
œ n — 

f. Déterminer l'expression de A, en fonction de 4,, C, et 0, ; , puis montrer que 

1 4 \ 
An = Ant x(S)- | 

£ : 1 À 0 4 1 4 = 

9: En déduire que 4, = A+ ((4) +(5)+..+(0) : 

Aa, LAN a ds 
h. En remarquant que (4) JE ) esca (6) est la somme des n premiers 

termes d’une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme, 

donner l'expression de À, en fonction de n et en déduire lim A). 
n— Too 

i. À partir des questions e. et h., que peut-on dire de la figure K, lorsque n tend 

vers + oo ? 

La suite de courbe 

$,(A(0), B(6)) tend lorsque n 
tend vers + vers une courbe 

très particulière puisqu'elle est 

continue sur son ensemble de 

définition mais dérivable en 

aucun point. 

# Voir les Outils pour la 

progran A. 
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On considère trois réel positifs u,,qetsavec q Æ1 

et l'algorithme suivant : 

Début 
Lire U,, Q, S 
U=U, 
N<—0 
SiQ < 1 
Alors 
TantQue U > S 
Faire 
N = N+1 
U — Q*U 
FinTantQue 

Sinon 
TantQue U <S 
Faire 

N = N+1 
Ur OU 

FinTantQue 
FinSi 

Écrire(« À partir du rang : », N) 
Fin. 

El a. Expliquer en détail le but de l'algorithme. 
b. Indiquer ce que représentent les entrées de l'algorithme. 

c. Préciser l'information donnée en sortie selon les cas 

envisagés par l'algorithme. 

[2 | e Programmer cet algorithme sur la calculatrice. 

Voir les Outils pour la programmation. 

El Exécuter l'algorithme dans les deux cas suivants et 

donner une interprétation du résultat obtenu : 

PU 7/7 a 0lNets— 100. 

b.u = 7;q=2ets = 10. 

On considère la suite u définie pour tout entier 

n >0 paru, = TL. 

On rappelle que : 

n=nX(n—1)X(n—2)xX...xX1 pourtoutn>0. 

EI Calculer la limite de u. 

FlOn souhaite déterminer le rang à partir duquel 

u, <10°? à l’aide d'un algorithme. 

Indiquer, en justifiant votre choix, celui des trois algorithmes 

ci-après permettant de déterminer ce rang. 
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| 

Pour ñn allant de 1 à 5 Sn 

ju | TantQue _. > 10 
et Faire 
n + 1 — N n + 1 — f 

FinPour FinTantQue 

Afficher(n) … Afficher(n) 
see 

1 . 
; 5 

Si AE <10 

Alors 
Afficher(n) 

Sinon 
n+1-=n 

FinSi ANS 

Dichotomie 
On considère une fonction f strictement monotone 

et s'annulant dans l'intervalle ]a;b[. On souhaite 
déterminer un encadrement de a tels que f(a) = 0 

par dichotomie. Pour cela, on a réalisé l'algorithme 

ci-dessous destiné à obtenir un encadrement de «a 

d'amplitude p. Cependant, celui-ci contient une erreur. 

Détecter, expliquer, puis corriger l'erreur. 

Début È 
Lire(a, b, p) 

ab DRE 
2 

TantQue b—a<p 
Faire 

Si /(a)Xf(b) <0 Alors c — b Sinon c — a 
FinSi 
FinTantQue 

Afficher(« a est dans l'intervalle : ] »,a,« ; »,b,«[» ) 
Fin. 

PAST UOTE oran remet STARTER MAS D NET creer ee 

| 

Fa! On considère  1—p 
l'algorithme ci- Pour ; allant de 0 à 4 Faire 

Si f(i) == f(-i) Alors contre. * 
DA D El Dans chacun Sinon p*0 — p 

des cas suivants, FinSi 

FinPour 

Si p ==-1 Alors 

indiquer, puis 

confirmer où 
ni eele Afficher(« fest paire ») 

ésultat affiché Pi FSU Afficher(«/fn'est pas paire ») 
par l'algorithme : FinSi 

dl 



a. fest la fonction définie sur [— 4 ; 4] par f(x) = (x +1. 

b. f'est la fonction définie sur [—4 ; 4] par f(x) = x2. 

c. f est la fonction définie sur [—4 ; 4] dont la courbe 
représentative est donnée ci-après : 

V4 

El Expliquer la contradiction obtenue dans l'exemple c.. 

El Que penser de la validité de cet algorithme ? 

a x 
Soient ü|b| et v|y| deux vecteurs de l'espace 

c z 

muni d'un repère orthonormé (o, 7 K lé 

El Démontrer l'équivalence suivante : xb = ay 

ü et V sont colinéaires si, et seulement si { xc = az. 
bz = cy 

1118 Par convention, le vecteur nul est colinéaire à 

tous les vecteurs de l'espace. . 

On pensera à étudier l'éventuelle nullité de certaines 

coordonnées des vecteurs ü et V . 

FlOn veut construire un algorithme permettant de 

déterminer l'éventuelle colinéarité des vecteurs ü et 

et, le cas échéant, de donner la relation vectorielle les 

liant. Indiquer, en justifiant votre choix, celui des quatre 

algorithmes ci-après correspondant. 

d 

Lire(a, b, c, x, y, 2) 
Si (x*b == a*y) ET (x*c == a*z) ET (b*z == cy) 

Alors 
Six!= 0 Alors a/x — L FinSi 
Siy!= 0 Alors b/y — LFinSi 
Siz!= 0 Alors c/z -L 

Sinon 
De 

FinSi 
Afficher(« Les vecteurs sont colinéaires ») 

Afficher(« Le vecteur u est égal à », L, 
« fois le vecteur v ») 

Sinon 
Afficher(« Les vecteurs ne sont pas colinéaires ») 

FinSi 
RE NE ES UT A 

| 

Lire(a, b, c, x, y, 2) 

Si (x*b == a*y) ET (x*c == a*z) ET (b*z == cy) 
Alors 

Six!= 0 Alors a/x - L 
Sinon 

Siy!= 0 Alors b/y — L 
Sinon 

Siz!= 0 Alors c/z — L Sinon 0 - L FinSi 
FinSi 

FinSi 
Afficher(« Les vecteurs sont colinéaires ») 

Afficher(« Le vecteur v est égal à », L, 
« fois le vecteur u ») 

Sinon 
Afficher(« Les vecteurs ne sont pas colinéaires ») 

FinSi 
SE  . 

Î 

Lire(a, b, c, x, y, 2) 
Si (*b == a*y) ET (*C == a"z) ET (b*Z == cy) 
Alors 

Si x != 0 Alors a/x — L FinSi 
Si y!= 0 Alors b/y — L FinSi 
Siz!= 0 Alors c/z — L 
Sinon 

DEN 
FinSi 
Afficher(« Les vecteurs sont colinéaires ») 
Afficher(« Le vecteur v est égal à », L, 
« fois le vecteur u ») 

Sinon 
Afficher(« Les vecteurs ne sont pas colinéaires ») 

FinSi 
SAP AND TE A OO 

Lire(a, b, c, x, y, 2) 
SIDE NET bc a" 2) ET (6 z == 0cy) 

Alors 
Six != 0 Alors a/x — L 
Sinon 

Siy!= 0 Alors b/y - L 
Sinon 

Siz!= 0 Alors c/z - L 
Sinon 

0 —L 
FinSi 

FinSi 
FinSi 
Afficher(« Les vecteurs sont colinéaires ») 
Afficher(« Le vecteur u est égal à », L, 
« fois le vecteur v ») 

Sinon 
Afficher(« Les vecteurs ne sont pas colinéaires ») 

FinSi j 
DD EAN VISA À D SATA ER TR DA SN NE TETE BON ADR VAE 

La relation «= » signifie « est différent de ». 
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[6 Corriger l'algorithme suivant de façon à ce qu'il 
affiche la valeur de l'angle non orienté entre deux 

q x 
vecteurs u|b|et v|y|,connaissant leurs coordonnées 

C Z 

dans un repère orthonormé. 

| 

Lire (a) ; Lire (b) ; Lire (0) ; 

Lire (x) ; Lire (y) ; Lire (2) ; 

a*x+b*y+cz—S 
(a*a + b*b + Ex + 'y +22) = N° 

SIN — C 

Afficher (Acos(C)) 
a TRI OP ORAN ER RER | 

pa On considère l'algorithme ci-dessous permettant 

de tester si une loi discrète entrée par l'utilisateur est 

une loi de probabilité et, le cas échéant, d'en calculer 

l'espérance. 

i 

—1-n 

0-p 
0O—x 
0o—S 
O—E 
TantQue p >= 0 Faire 

n+1-n 
S+p—S 
E+p*x—E 
Afficher(« Entrer la première valeur xi ») 
Lire(x) 
Afficher(« Entrer sa probabilité ») 

Lire(p) 
A ee 
Si S'= 
“a 

Afficher(« Ce n'est pas une loi de probabilité »), 
Sinon 

Afficher(« L'espérance est : », E/n) 
FinSi 
RE SU 

El Indiquer la raison pour laquelle on est certain que la 

boucle TantQue sera exécutée au moins une fois. 

El indiquer ce que doit faire l'utilisateur pour que la 

boucle TantQue se termine. 

ElOn SRE la loi de probabilité discrète définie par : 

a. Réaliser un Ne de suivi des variables dans le cas 

de l'utilisation de l'algorithme avec la loi ci-dessus. 

b. Quel serait alors l'affichage final ? 
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E Un sac contient dix jetons indiscernables au 

toucher : sept jetons blancs numérotés de 1 à 7 et trois 
jetons noirs numérotés de 1 à 3. On tire simultanément 
deux jetons de ce sac. On appelle A l'événement «obtenir 

deux jetons blancs ». L'algorithme ci-dessous simule n 

tirages indépendants de deux jetons dans le sac. 
1 

Lire (n) 
0O—S 
Pour Kk allant de 1 jusqu’à n+1 Faire | 

0 TC t 

06 
TantQue t, == £, Faire 
Alealntervalle (1,10) — t; 
Alealntervalle (1,10) — t, 
FinTantQue 
Si( (t, <= 7) ET (> <=7)) 

Alors S +1 —S 
FinSi 

FinPour 
Afficher (S) 

El Expliquer le rôle de la boucle TantQue sachant que 

l'instruction Alealntervalle(1,10) renvoie un nombre 

entier aléatoire de l'intervalle [1;10]. 

El Expliquer ce que simule la condition de l'instruction Si. 

El Expliquer ce que contient la variable S à la fin de 

l'algorithme. 

El On cherche à obtenir une valeur approchée de p(A), 

comment utiliser l'algorithme pour en obtenir une ? 

E EF) Programmer cet algorithme sur votre 

calculatrice et donner une approximation de p(A) en 

simulant 1 000 tirages. 

| Nom : Randint#() 

| Chemin : 

(entr Gi HE ETS 
| Nom : And 

Chemin : 

ere Tr TPE 

Nom : entAléa() 

Chemin : (math) PRB 
s'entfiléatc) 

Nom : et 

Chemin : (nàè) 

LOGIQUE 1:et. 

H Calculer p(A) et donner l'ordre de grandeur de 

l'erreur commise par l'approximation précédente. 



E Un jeu consiste à lancer 
une fléchette sur une cible de 
forme rectangulaire. Le lancer 

est considéré comme réussi 
lorsque la fléchette arrive 

dans le domaine coloré 

situé au-dessus du segment représentant l'intervalle 

[a;b] et dont la frontière supérieure est la courbe 
représentant une fonction f de maximum m sur 
l'intervalle [a ; b]. 

On considère que tous les joueurs sont suffisamment 

adroits pour ne jamais rater la cible rectangulaire. 

a bx 

On appelle x et y les coordonnées du point d'impact de 

la fléchette. 

EI Rappeler la formule donnant la valeur moyenne 1: de 

la fonction f sur l'intervalle [a ; b]. 

ElEn considérant que tous les points de la cible 

rectangulaire ont la même probabilité d'être atteints, 

exprimer la probabilité p qu'un lancer soit réussi comme 

le rapport de deux aires. 

El indiquer, en justifiant votre choix, celui des quatre 

algorithmes ci-dessous qui affiche, pour n grand, la 

meilleure valeur approchée de 1. 

AUTLUTS La fonction Aléa(a, b) renvoie un réel 

aléatoire de l'intervalle [a ; b!. 

o 

Lire(n) 

0 —Ss 

Pour k allant de 1 à n Faire 

Si Aléa(0,m) <= (Aléa(a,b)) 

Alors 

sS+1—Ss 

FinSi 

FinPour 

Afficher(m*s/n) 
ET Ee-a 

} 

Lire(n) 

(9 

Pour k allant de 1 à n Faire 

Si Aléa(O,m) <= f\ si 

Alors 

s+1—5s 

FinSi 

FinPour 

Afficher(m*s*(b-a)/n) 
ae or act 

| 

Lire(n) 

0—s 

Pour k allant de 1 à n Faire 

Si Aléa(a,b) <= f(Aléa(0,m)) 

Alors 

s+1—5s 

FinSi 

FinPour 

Afficher(m*s/n) 
dl 

} 

Lire(n) 

O0 —5 

Pour k ce de 1 à n Faire 

Si Aléa(a,b) <= f(Aléa(0,m)) 

Alors 

s+1—5 

FinSi 

FinPour 

Afficher(m*s*(b-a)/n) 
PRET 

Soit Xune variable aléatoire suivant la loi binomiale 

(n, p). D'après le théorème de Moivre-Laplace, celle-ci 

peut êtreapprochéeparuneloinormaleN (np, np(1 — p)) 

pour des valeurs de n suffisamment grandes. 

EI Dans le cadre de cette approximation, rappeler une 

valeur approchée à 10°? près de : 

p(XE [np — Ynp(1 — p), np + /np(1 — p)}). 
El On propose l'algorithme suivant permettant d'évaluer 

la qualité de l'approximation d'une loi binomiale par 

une loi normale. 

: 

Lire(p) 
1-n 
1—-b 
TantQue abs(b-0,383) < 101(— 

n*p —e 
racine(n*p*(1-p)) — s 
0—b 
Pour k allant de 0 jusqu'à N Faire 

Si k >= (e-s) ET k <= (e+s) 
Alors 

3) Faire 

b + binomt(n, p, k) — b 
FinSi 

FinPour 
n+1 -n 

FinTantQue 
Afficher 1 

ESRI TO NO PS PAT NOÉ RE PERD IP RTE SRE NET NONET IN EPES 

a. Expliquer précisément le rôle de cet algorithme. 

b. EF) Le programmer sur la calculatrice etindiquerle 

résultat obtenu pour p = 0,6, ainsi que sa signification. 

Bonus : L'algorithme proposé est très lent particulière- 

ment du fait de la boucle Pour. Comment pourrait-on 

l'améliorer ? 

| Nom : Abs 

Chemin : a 

. Cr GE 
Nom : BinominalPD() 

| Utilisation : BinominalPD(K,N,P) 

Chemin : 

GC Dr GRR EI 

| Nom : entAléa() 

Chemin : 

Gran) NUM 1 : abs 

Nom : binomFdp() 

Utilisation : binomFdp(N,Pk) 

Chemin : 

AsbinonFdr< 
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[un] Soit u et v les suites définies pour tout entier 
naturel n par: 

=2X3"+4 oi Un = et Ve 37e: 

El Vérifier que, pour tout entier naturel n:u, = v,. 

El Écrire un algorithme permettant de calculer le terme 

de rang n choisi par l'utilisateur de cette suite. Pour cette 

question, on utilisera la définition de u. 

El Corriger "ALGO 
rithme ci-contre qui 

l'algo- 

; Lire(n) ! 
devrait permettre de Pourkallant de 1 jusqu'à n | 
calculer le terme de Ge ë 

rang n choisi par l'uti- 38 —v | 
lisateur de cette suite FinPour Ë 

# bd Afficher(v) El 

tion de v. 

E Pour chacun des deux algorithmes, compter le nombre 

de multiplications nécessaires au calcul du terme de 

rang 5. (On considèrera que 3” correspond à n—1 

multiplications.) 

On considère les suites u et v définies pour tout 
entier par : 

D CLEA 
Ca et Va on 

a. Calculer la limite de v. 

b. On souhaite déterminer celle des deux suites et 

s'approchant le plus rapidement de sa limite. Pour cela, 

compléter l'algorithme ci-dessous de façon à ce qu'il 

indique quelle suite devient la première inférieure à 

10" * où k est un entier positif fourni par l'utilisateur. 

PALGO| 

Lire (...) 
1-n 

RESTE Fe 

TantQue 7 > 10-* Faire n+1 — n FinTantQue 
ROOIIRTOSPIDE 

aPasraaurs 

TantQue 

Si … 
Alors re 

Afficher(« La suite u devient inférieure au égale à 
10A(-k) la première ») é 

Sinon 
Afficher(...) 

1_... Faire m — m+1 FinTantQue 

ARR COPAPEORS ATOS RO 

ERNEST IES: 
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Rédaction d'algorithmes 

Trichotomie 
On considère une fonction f strictement monotone 

et s'annulant dans l'intervalle [a;b]. On souhaite 
déterminer un encadrement de a tels que f(a) = 0 

par trichotomie. Cette méthode consiste à partager 

l'intervalle initial en trois intervalles de même amplitude: 

[a;c],[c;d]et[d ; b] puis à déterminer auquel des trois 
appartient @. 

El Compléter l'algorithme destiné à obtenir un 

encadrement de a d'amplitude p : 

"ALGO | 
Début 
Lire(a, b, p) 
TantQue b-a < 
Faire rh 

Es 

d-— 

Si f(a)Xf(c) <0 Alors b — c 
Sinon 

Si f(c)Xf(d)<0 Alors 

a + 2b 
se 

Sinon 

FinSi 
FinSi 

FinTantQue 
Afficher(« à est dans l'intervalle : 
Fin 

Soit la fonction. f 
dont une partie de la 

représentation graphique 1 2 

est donnée ci-dessous. 

! 

CP EDEN IL OUR CNQOS PCI EEE RE VI PONT NEA SRE PSN PPS ERIES AUS 

ÿ Ÿÿ — 

ElEn constatant que f 
s'annule sur [0,8 ;1,7]eten 

choisissant une précision de 0,1 dans l'algorithme 

précédent, indiquer les valeurs affectées aux variables 

a, b,cet d: 

a. au début de la première boucle TantQue ; 

b. au début de la seconde boucle TantQue. 

[ral On considère la fonction 7 continue et définie sur 

R par : f(x) = xcos(x) + sin(x). 

[1] FE) Visualiser, sur une calculatrice, la représenta- 

tion graphique de f sur l'intervalle [— 25 ; 25]. 



El Compléter l'algorithme suivant qui permet de 

donner un encadrement d'amplitude p d'une solution 

de l'équation f(x) = 0 dans l'intervalle [a ; b] lorsque 
f(a) et f(b) sont de signes différents. 

Î 

Lire(a, b) 

Si (a*cos(a)+sin(a))*(b*cos(b)+sin(b)). 

Alors 

Afficher(« l'équation admet au moins une solution 

dans l'intervalle ») 

Afficher(« À quelle précision souhaitez-vous en 
obtenir une ? ») 

Lire(p) 

a—x 

TantQue (a*cos(a)+sin(a))}*(x*cos(x)+sin(x)) .-- Faire 

X+p—x 

FinTantQue 

Afficher(« une solution à », p, « près est:», ..) 

Sinon 

Afficher(« || n'est pas certain que l'équation admette 

une solution dans cet intervalle ») : 

FinSi 
RENE DR PT CEA NV EE A RE REA ET SEE CR 

EX Soient f la fonction définie sur [1:11] par 

f(x) = _ et G l'unique primitive de f s'annulant en 1. 

On rappelle que : 

G(x+ . GG) | raser L (1) 

pour suffisamment proche de 0. 

L'objectif de cet exercice est de déterminer une 

valeur approchée de G(11). 

Pour cela, on découpe l'intervalle I en n intervalles 

: NM 1T-Deu 
d'amplitudes h = 2 7 M GEET- 

naturel non nul suffisamment grand. 

pour n un entier 

On pose x = 1etxr1 = x +h. 

EX En utilisant (1), donner une expression approchée de 

G — G 
e C4) en fonction de x,. 

En déduire une expression approchée de G(x,},) en 

fonction de G(x,), h et xx. 

El On pose alors (y,) la suite des valeurs approchées de 

G(x) définie par : 
h 

Yo = G(X) = G(1)= 0; WT HE 

Compléter l'algorithme ci-dessous pour qu'il donne une 

valeur approchée de G(11). 

Ë 

Lire(n) 

1x 

0-7 
10/n—-h 

Pour k allant de 1 à ... Faire 

: ER 
x+h=—x 

FinPour 
Afficher(« Une valeur approchée de G(11) est », .… ) : 

E Rappeler l'expression de G(x). 

E Programmer l'algorithme sur votre calculatrice et 

déterminer le plus petit entier n tel que l'erreur commise 

par l'approximation soit strictement inférieure à 10° ?. 

Un élève de Terminale S retrouve un algorithme 
qu'il avait écrit l'année précédente : 

Lire(a, b, c) 
b*b-4*a*c — D 
SiD < 0 
Alors 

Afficher(« Le trinôme n'admet aucune racine ») 
Sinon 

Si D == 
Alors — b/(2*a) — x, 

Afficher (« Le trinôme admet une unique: 
racine Xo = », Xo) 

Sinon 
(— b- RACINE(D))/(2*a) — x; 
(— b + RACINE(D))/(2*a) — x; 
Afficher(« Le trinôme admet deux racines. 

distinctes : ») 

Afficher(«x; = »,x:) 
Afficher(« x, =», x:) 

FinSi 
FinSi 
NÉ SO AE OT ERREURS + SÉRIEUSES saura" 

Modifier cet algorithme afin qu'il prenne également en 

compte les éventuelles racines complexes d'un trinôme 

du second degré ax? + bx + c à coefficients réels. 

LP El Compléter l'algo- 
rithme suivant de façon à 
ce qu'il affiche la valeur du 

| 

Lire(a) ; Lire (b) ; Lire (0) ; 
Lire(») ; Lire(y) ; Lire(2) ; : 

produit scalaire de deux Afficher(.…) 
a x ND DENT ECM RTE 

vecteurs ü|b| et v|y|, connaissant leurs coordonnées 
"a 2 

dans un repère orthonormé de l'espace. 

F1 En s'inspirant de l'algorithme précédent, écrire un 

algorithme indiquant si deux vecteurs ü et V sont 

orthogonaux. 
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| On considère la fonction f continue et croissante 
sur un intervalle [a ;b]. Pour tout n E N on cherche 

à approximer 15 f(x)dx par une somme d'aires de 
trapèzes. 

El Rappeler la formule donnant l'aire d’un trapèze et 

l'appliquer aux cas de la figure 1. 

El À l'aide de la figure 2, donner l'expression d'une 

valeur approchée de l'aire sous la courbe entre a et b. 

El À l'aide de la figure 3, montrer que, dans le cas d'un 

découpage régulier de [a ; b] en n intervalles, la somme 

des aires des trapèzes est égale à : 

_— fla+kx Le = )+fla+ (+ 1)x ba) 
n 

», 2 
E1 Compléter alors l'algorithme ci-dessous de façon à 

ce qu'il calcule la valeur de S, pour n entier fourni par 

l'utilisateur, la fonction f étant connue. 

Figure 1 Figure 2 

Gf 

19 | On considère une fonction f continue et 

croissante sur un intervalle [a ; b]. Pour tout n € N on 

pose : 

er re Hope ba) 

n 

et R,= re a ÿ: flarkxère) 
k=1 
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… 

On rappelle alors que : 

b 
pourtoutne N:5, < f f(x)dx<R, 

El Déterminer l'amplitude de l'encadrement. 

El L'algorithme ci-dessous permet de donner les valeurs 

de S,etdeR,. 

Modifier cet algorithme de sorte que l'amplitude finale 

soit celle choisie par l'utilisateur. 

COUTA ETATS l'algorithme doit commencer par 
l'instruction : Lire(a, b, L), où la variable L contient 

l'amplitude choisie par l'utilisateur. 

A] soit (E):2 +z+2 = z uneéquationd'inconnue 
z à coefficients complexes. = 
Pour chaque nombre complexe z, on notera a, et b, 

ses parties réelle et imaginaire. 

El Compléter l'algorithme  ci- 
contre de façon à ce que les 

variables Re et Im contiennent 

les parties réelle et imaginaire du 

produit Z 2. 

El Enutilisant l'algorithme 1,compléteralorsl'algorithme 

suivant, permettant de savoir si z est solution de (E). 
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À l’aide de chaque logiciel, on met en œuvre l'algorithme EE, à 
suivant. | Variables : a, b, c': réels l 

Z Î n : entier À 
_. CT k 

On considère la fonction f définie sur R par : | Entrer(n) i 
CI =2 + 5x2 “ : i 

Sa résentation graphique ci-dessous fait apparaître Hi 
ce «ur Nef #pe | TantQue (ba) >10-n | 

que l'équation f(x) =0 admet une unique solution | Faire | 
dans l'intervalle [0;1]. On souhaite obtenir une valeur a+b À 
approchée de cette solution à 10°” près où nest un entier | 2 À 
naturel. Pour cela, on procède par dichotomie à l'aide de se cr5c-2>0 î 
l'algorithme ci-contre : ors Î 

: y re | 
Sinon i 
| ane i 
| FinSi | 

FinTantQue À 
+ î 

Afficher [25 2 5 5 À 
| Fin. À 
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D RO I 

| prend la valeur : 0] 
NP 

URE n 

a PREND_LA VALEUR 0 

FIN SI 
# SINON 

AFFICHER c 

a EST_DU_TYPE NOMBRE 
b EST_DU TYPE NOMBRE 
c EST_DU TYPE NOMBRE 
n EST_DU TYPE NOMBRE 

Y DEBUT_ALGORITHME 

b PREND _LA VALEUR 1 
# TANT QUE iib-a) > 10(-n}} FAIRE 

DEBUT_ TANT QUE 
€ PREND LA VALEUR (a+b}/2 

# Si ((powc.3}+5*c-2) > 0) ALORS 
DEBUT._ Si 
b PREND _LA VALEUR c 

DEBUT_SINON 

a PREND LA VALEUR c 

FIN_SINON 

FIN_TANT_QUE 

c PREND LA VALEUR (a+b}}2 

FIN ALGORITHME | (] Ajouter un retour à la ligne 

D C'est un langage uniquement destiné à l'apprentissage de l’algorithmique. 

D Avant de pouvoir écrire une instruction il faut créer la ligne qui la contiendra : 

D Il n'est pas nécessaire d’ retenu une e syntaxe particulière, ni une liste de mots-clefs : 

les instructions sont obtenues par des menus. 

D I! nécessite en revanche de déclarer les variables que l'on souhaite utiliser ainsi que leur type. 
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On tape les instructions dans l'éditeur également nommé SciNotes 

obtenu par Et. dans le menu Applications de la console. 
pme 

Déclaration de variables 
Scilab ne nécessite pas de déclarations de variables, les variables sont 
créées au moment où elles sont affectées. 

Entrée 

n=input (« Entrer la valeur den:») 

Affectation de variables = joput ("Entrer 

a=0 + 
while (H-a) > 19" (-n) 

€ = (a+b}/2 

Boucle TANT QUE if (c"2+5te-2)>0 then 
b=c 

else D J OU à W N M while <condition> 

<instructions> 

end 
afficher ((a+b)/2) 

Instructions conditionnelles 

if <condition> then <instructions> else <autres instructions> end 

Sortie 

afficher ((a+b)/2) 

D |! s'agit avant tout d’un logiciel de calcul numérique et de simulation intégrant un 

langage de programmation évolué. 

D Les programmes s'écrivent directement à l'aide de mots-clefs dans un éditeur puissant 

(coloration syntaxique, indentation automatique, repérage des paires de délimiteurs 

comme les parenthèses, complétion des blocs d'instructions). 

D De rares mots-clefs sont francisés si le module lycée a été installé. 

D La syntaxe d’une boucle POUR est : for <variable> = <valeur de départ> : <pas> : 

<valeur finale> <instructions> end 

La valeur du pas est optionnelle et vaut 1 par défaut. 

1lfor i=-1:2:19 | 

2 afficher (i) | 
ÿ 

3|end 
LC D OPUS CC 

D Pour exécuter le programme il faut tout d'abord le sauvegarder. Ensuite un appui sur 

la touche F5 enregistre ies modifications apportées et exécute le programme dans la 

console. 
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OMNegeirelt] 

On sélectionne les diverses instructions dans le menu graphique La mise en œuvre de 

dans lequel elles sont regroupées par type repéré par une couleur : l'algorithme de l'exercice 
page 565 dans le logiciel Scratch 

donne le programme ci-dessous. 
Mouvement : £ Contrôle 

Apparence | Capteurs 

| Sons > Opérateurs 

Stylo ‘ : Variables 

Puis on les « tire » pour les assembler dans la colonne de script. 

Déclaration de variables Entrée 

Dans le menu Variables : Dans le menu Capteurs : 

Nouvelle variable COnEt: = Quel est ton nom?MIÆ ET ES 

Affectations de variables 

Dans le menu Variables : (5 ste 

Boucle TANT QUE 

Celle-ci n'existe pas dans Scratch, il s'agit plutôt d'une boucle « JUSQU'A CE 

QUE ». Il faut donc utiliser la condition contraire. 

Dans le menu Contrôles : 

Instruction conditionnelle 

Dans le menu Contrôles : 

Sortie 
dire 

Dans le menu Apparence : 5 
Par défaut Scratch n'affiche les valeurs numériques qu'au dixième près ce qui est gênant dans notre exemple. 

Nous pouvons contourner le problème en lui faisant afficher le nombre concerné sous forme de chaîne de 

caractères en utilisant l'instruction joindre du menu Opérateurs qui concatène deux chaînes : Eisliss (mondeR 

Dans l'exemple, nous joignons une chaîne vide et celle contenant notre réponse. 

> 1! s'agit d'un logiciel d'initiation basé sur une interface graphique simple. Il permet 

surtout de créer des animations. 

Dans Scratch, la programmation d'algorithmes comprenant des calculs sophistiqués 

peut se révéler laborieuse. Par exemple, il faut deux instructions pour obtenir c : 

Pour pouvoir exécuter un programme, il faut fournir un « signal de départ ». 
pee £ 

Le plus courant est im du menu Contrôle qui déclenche l'exécution lors de l'appui sur ss 

Le rendu graphique permet une délimitation claire des blocs d'instructions et 

l'imbrication des instructions explicite les priorités des opérateurs. 
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Dans un premier temps : 

D On sélectionne le type de syntaxe : 

saisir(n); 

a:=0; 

b:=1; 

tantque ((b-a)>10” (-n)}faire 

c:=(a+b)/2; 

si ((c"3+5*c-2} > 0) alors 

b:=c; 

sinon 

a:=c; 

fsi; 

ftantque; 
afficher (approx ((a#b)/2)}; 

Dans un second temps : on peut alors taper les instructions nécessaires. 

Déclarations de variables 

Xcas ne nécessite pas de déclarations de variables, les variables sont créées au moment où elles sont affectées. 

Entrée 

saisir (n) ; 

Affectations de variables Instruction conditionnelle 

L'opérateur d'affectation est noté : = si <condition> alors 

a:— 0: <instructions> ; 

Boucle TANT QUE ns | é 
tantque <condition> faire (7 RERETIQNSS 

<instructions> ; _ 

ftantque ; 

Sortie 

afficher ((a+b)/2) ; 

Xcas étant un logiciel de calcul formel, le nombre (a+b)/2 est affiché de façon exacte, sous forme d'un quotient 

d’entiers. Pour obtenir une valeur décimale approchée, on utilise la fonction approx. 

D Il s’agit avant tout d’un logiciel de calcul formel intégrant un (et même plusieurs) langage 

de programmation évolué. 

D Les programmes s'écrivent directement à l'aide de mots-clefs. Xcas est entièrement 

francisé. 

D La syntaxe francisée comporte deux contraintes majeures : 

- La fin d'une instruction doit être suivie d’un point-virgule. 

_ Les blocs d'instructions s'achèvent par un mot-clef de fin qui est en général le même 

mot que le mot-clef de début précédé de la lettre f. 

D La syntaxe d’une boucle POUR est : pour <variable> de <valeur> jusque <valeur> pas 

<valeur> faire <instructions> ; fpour ; 

D Pour exécuter le programme on clique sur OK (F9) | 
DE TE CS EEE EE ER 
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Pour bien démarrer 

On utilise exclusivement certains des « modèles » proposés par LARP : 

in 0 + + à 

ses à di à Ré 
DO T4 

Détails pratiques 

Déclaration de variables 

Larp ne nécessite pas de déclarations de variables, les variables sont crées 

au moment où elles sont affectées. 

Le KA 

La mise en œuvre de 

l'algorithme de l'exercice 

page 565 dans le logiciel LARP 
donne le programme ci-dessous. 

{b-e) > 16*(-a) 

À © = (b+2)/2 | 

Entrée — . 
Opération de lecture et/ou d'écriture. 

Boucle TANT QUE le 
Éentue | {Structure répétitive TANTQUE avec branchement de sortie à 

[rentrer le nembre n : “ 2 

Lecture | Canal | Condition 
F [ {b-a) > 10-(-n)| 

ë EF 

Affectations de variables 

se } | Instruction conditionnelle 
[=0] | Structure conditionnelle SI-SINON avec branchement positif à : 

{gauche 

Condition 

{e*345e-2) > 0| 

Sortie © 
Écriture 

Fratbi/2 Œ\Kcre) 

Lecture | Canal Ë É 

Ï Début Î 

Requête « Entrer lenombren:»,n | 
a=0 Ë 

© e. Æ e Ê 

Particularités du logiciel b=1 
RS Tan _ A(— ire | 

D C'est un langage assez complet avec comme spécificité la Ron . FDA OR TeRE É 

construction d'algorithmes à partir d'organigrammes. Le ; | 
Si (cA3 + 5*c — 2) > 0 Alors : 

D Les algorithmes s'écrivent en pseudo-code et en français. bic 

D Un organigramme étant construit, on peut obtenir sa version en non Î 

pseudo-code automatiquement (la réciproque n'étant pas vraie) : a Ne : 

menu « Afficher » — « Pseudo-code ». Le résultat de cette opération à Etns) = Î 

pour l'algorithme précédent est affiché ci-contre. PHApIQUS À 
Écrire (a + b)/2 î 

ï ! 
Fin. F 
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D)Chapitre 1 à 
Partir d'un bon pied 

2) Hb. etc. El b. et c. 

Eb. El a. et c. 

) Hiraux. Hvrai. 
El Faux. Avrai. 

(©) Hvra. Hraux. 

D) a.Vrai. b.Vrai. 

d. Faux. e. Faux. 

E] Faux. 

c. Vrai. 

Savoir faire 

Ti Pour tout entier n non nul, on 

note P(n) la propriété : 

D 4 in 

n(n +1)(2n +1) 
6 » 

D Initialisation : 

Pourn=1,onal?=1 

1X(1+1)X(2X1+1) 
t = 

6 

Donc P(1 ) est vraie. 

» Hérédité : on suppose que pour 

un entier n > 1, P(n) est vraie, c'est- 

à-dire que : 

12+22+...+n 
n(n+1)(2n +1) 

6 

Alors 12+22+32+...+(n+1) 

7 tn tnt) 
: — su n(n ven + 1) eur 

d’après l'hypothèse de récurrence. 

Donc 12+22+32+...+(n+1Ÿ) 
En 

2n +7n +6 
M + 

Or((n+1)+1)(2(n+1)+1) 

=(n+2)2n+3)=2n +7n+6. 
Donc: 

12+22+32+..+(n+1Ÿ 
= (n+1)(n +2)(2n +3) 

& x 

+(n+1)) 

ins 1)x 

C'est-à-dire que la propriété P(n + 1) 
est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour | 

tout entier n > 1, P(n) est vraie. 

Donc pour tout entier n>1, 

RC to 
n(n +1)(2n +1) 

6 ; 

[31 Pour tout entier n, on note P(n) 

la propriété :«u, =(n+1Ÿ » 

D Initialisation : 

Pour n = 0,ona: 

He 1Let: (OEM) = 41. 
Donc P(0) est vraie. 

b Hérédité : on suppose que pour 

un entier n > 0, P(n) est vraie, c'est- 

à-dire que:u, =(n+1}. 
Alors u,+:, = u, +2n +3 

=(n+1)Ÿ +2n+3 

d'après l'hypothèse de récurrence. 

Donc: 

Uri =n+4n+4=(n+2). 
C'est-à-dire que la propriété P(n + 1) 
est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier n > 0, P(n) est vraie. 
Donc pour tout entier n 20, 

u =(n+1}. 

M2} El a. Pour tout entier naturel n : 
NSITERS 

u, -(h=—6)= He n+6 

LA ?-3n+5=n(n+3)+6(n+3) 
Ÿ ntr3 
1: 
Drm 

Or n+32>0, car n est un entier 

naturel. 

Donc u,—-(n—6)>0, c'est-à-dire 

que u, 2 n — 6. 

b.Comme lim (n—6)=+, 
n— +00 

d'après le théorème de minoration 

lim u, = +o. 
X — + 0 

F1 Pour tout entier n £ 0 : 

2 2 le mr Le 
Fes 3 y 3 n(1+=) DE 

Or. lim_(n—3+ 7) =+00 

et lim (1 ++)- lé 
n — + 00 

Donc par quotient lim u, = +oo. 
n— +0 

MS} a.comme3 >1, lim 37 =+o. 
n— + oo 

| [2 cu vrai. #1 Vrai. 

D 

En multipliant par 0,1 (positif), on 

obtient lim u, =+o. 
n— +00 

b. Comme |—0, 

lim (—-0,5) = 0. 
n — + oo 

En multipliant par 100, on obtient 

lim u, = 0. 
n — + oo 

c. Comme + >1, 

5 n 

lim (+) = +oo. 
n— + oo 2 w 

En multipliant par 2 (positifs), on 

ee . lim 2( 2 | —+oo. 

<1 li (Liz 0 UN 
En multipliant par 4, on obtient 

obtient : 

Comme 

Donc par différence, lim u, =+oo. 
n— +o 

Travail personnel : 
faire le point 

El c. El a. et c. 

| Ac. Ba.etb. Mb.etc. 

b. Ec. 

26 El a.Faux. b.Vrai. 

c. Faux. d. Faux. 

A Vrai. ErFaux Œvrai. 

Exercices d'application 

EAvrai. 

ŒVrai. ÆVvrai 

[28 El a. Vrai, car si 6° — 1 = 5k, 

alors : 

Fils he6xele] 
= 6X(5k+1)-1 

=5(6k F1) 
b. Vrai. 

c. Faux. 

FA a. Vrai, car si 6° + 1 = 5k, alors: 

6"*'+1=6X6"+1 
= 6X(5k—1)+1 

= 5(6k—1) 
b. Faux. 

c. Vrai, par exemple n = 1. 
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[s1! Pour tout entier n Z 1, on note 

P(n) la propriété : 
<= 240 

D Initialisation 

Pourn = 1,onadl=1et2ll="" 

Donc P(1) est vraie. 

b Hérédité : on suppose que pour | 

unentiern>1, ADS vraie, c'est- 
à-direque:n! 2277. 
Ona(n+1}}=(n+1)Xnl. 
D'après l'hypothèse de récurrence, 

ona: (n+1)l=(n+1)xX27 1, 
Orn21.Doncn+122et 

(n BK 2202 KP! 
On en déduit que (n+1)!>2", 
c'est-à-dire que la propriété P(n + 1) 
est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier n > 1, P(n) est vraie. 
Donc pour tout entier n 2 1 : 

ni = 

86 El La droite % a pour équation 

y =0,5x+ 1 

équation y = x. 

On lit u, =—0,5 ; u, = 0,8 

et u3 = 1,4. 

El Pour tout entier naturel n,on note : 

P(n) la propriété : « u, < 2 ».. 

D Initialisation 
Pour n = 0, on a Uj = 

Donc P(0) est vraie. 
m2: 

» Hérédité : on suppose que pour 

un entier n > 0, P(n) est vraie, c'est- 
à-dire que : u, < 2. 

On en déduit que : 

05u, +1<05X2+1, 
soit O,5u, + 1 < 2. 

Ainsi u,+1<2, c'est-à-dire que la 

propriété P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier n > 0, P(n) est vraie. 
Donc pour tout entier n Z O,u, < 2. 

EX Pour tout entier n, 
u,=05u, +1=uù 

= 1 —0,5u, = 0,5(2 — u,). 

Comme u,<2,ona2—u,20. 

On en déduit que pour tout entier n, 

Un+1 — Un 2 0. 

Donc la suite u est croissante. 

Un+1— 

572 Corrigés des exercices 

; la droite À a pour : 

| [42 a. Faux. b. Faux. 
| c. Vrai. d. Faux. 

[43 a. Faux. b. Vrai. 

c. Vrai. d. Faux. 

[ai Faux.  FlFaux. 

[52 El On résout : 
2 

u>10e _ >10 

en =10n+3>0, can 

On calcule À = 88 ; 

222105 

et x) = 5 +22 = 9,7. 

Comme n est entier, on a: 

u,>10æn210. 

Ainsi à partir du rang no = 10, 

tous les termes de la suite u appar- 

tiennent à l'intervalle ]10 ; + |. 
El On résout ; 

RUN TEE T3 > A 
PRE TON RER 

On calcule À = A? — 12. 

DSi|A}<412, on a À <0, et pour 
toutentiern:n?—-AXn+3>0.0On 
peut choisir no = 0. 

DSi|A|= 12, on a À = 0, et pour 

toutentier n Z £ n—-AXn+3>0. 

On peut choisir no = 0. 

DSilA|> 412, on a A>0, et pour 
ANA = 12e, 
TPE SA 

nn AXn+t3-0. 
On peut choisir : 

AÉREREAT 
0 = 

tout entier n > 

Ainsi à partir du rang no = 10, 

tous les termes de la suite u appar- 

tiennent à l'intervalle | A ; + æ|. 
El Par définition, la suite u diverge 
vers +o.Donc lim u, =+o. 

n — + oo 

| [59 a. Pour tout entier n 0, 

5-5 lu 

et lim (2+2)- : 
n—+oo 

; : 3 
Donc par quotient lim u, = 2: 

n— +oo 

b. Pour tout entier n £ 0, 

(2 IRD _m(-2) (2) 
ne 3 5 5 : 

DE 1) ñ 1 

Or pour tout entier n £ 0, 

=) US n_. 
# n(2++) 2+ 

UF 

Or lim n=+; 
n—+oo 

2 
lime) EI 

im n ) 

1 
et lim (2+--)=2. 
im n ) 

Donc par produit et quotient : 

lim u, =+o. 
n— +0 

[st cn semble que la suite u 
converge vers 0: 

MER 

uén)Buin-11-€C1+. 

El Pour tout entier n : 

SE mes 
dé Un+ NS Un ii 

= Liiies+. 
u; 

Donc la suite v est arithmétique de 

raison 1 et de termeinitial : 

Vo = me =2+1-3. 
El Pour . Arte n, 

M=3+1Xn=3+n. 
1 

Or v, = rs Te 

mn 1 Re 
Donc u, Des PRE 

1 Le : 
EI Comme lim sr la suite 

u converge vers 0. 

[67 Ela.Vrai  b.Faux. 
c. Vrai. El Faux. 

| FE) El Vrai. El Faux. 

El vrai. E Vrai. 



[Pit cu La fonction x+> = est 

strictement décroissante sur |0 ; + |. 
Donc pour tout entier k tel que 

1 L 
RER 

Vk Vn 

El Pour tout entier n > 1 : 
1 1 1] 

12 ; 2 
no 2 fn 

PRE Ce RO 
Me nn = 1 © Yns 
En ajoutant membre à membre, on 

1 1 nr NA SE D ve NP PDT L7,T. 
n termes 

Donc u, 2 nX 
n 

Ainsi u, > Vn. 

ElComme lim Yn =+0, d'après 
n—+o 

le théorème de minoration, on a 
lim u, =+o. 

n—+o 

72! El semble que la suite u 
diverge vers — co 

El a. Pour tout entier naturel n, on 

note P(n) la propriété : « v, < 0 ». 

) Initialisation 

Pour n =0,onawm =0<0. 

Donc P(0) est vraie. 

D Hérédité : on suppose que pour 

un entier n > 0, P(n) est vraie, c'est- 

à-dire que : v, < 0. 

On en déduit que 2v,, — 3 <—3,soit 

Vh+] S— si 

Ainsi v,:1<0, c'est-à-dire que la 

propriété P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier n > 0 , P(n) est vraie. 
Donc pour tout entier n 2 0, v, < 0. 

Or 

M = Ve SV = V, 5: 

Doncv eV, <= 3 

b. Pour tout entier n, 

Vn — (Vh u AE LAN Ÿ Vn-2) 

Race +(" FP Vo): 

Et comme pour tout entier k, 

Vel <m3,0na; 

<(—3)+(-3)+...+(-3) 

n termes 

Donc v, <—3n. 

c Comme lim —3n=—,d'après 
n — + oo 

le théorème de majoration, on a 

lim V, = oo. 
n — + oo 

Ainsi la suite v diverge vers — co 

6: El Pour tout entier n > 2 : 

Sn 1) ne n+(-1)'cos(n) 2. 

N'i) 
ran+(-1)cos(n)-3n +3 

3+(—1)cos(n) 
nn É 

El Pour tout entier n > 2 : 
Mel rcos(n)Si, 
donc 2<3+(—1)cos(n)< 4 
Comme n —12>1,on obtient: 

2 4 
ns CU nd ati nn 

On en déduit que |u, — 3 Encens 

Avec lim = 0, par le théo- 
n — + 0 Ga 

rème des gendarmes, on obtient 

que lim |u,—3|=0 
n— +o 

On en déduit que lim u, = 3. 
n — + oo 

El Pour que |u, — 3 |< 0,01, il suffit 

que . 1 < 0,01, c'est-à-dire que 

2 399. 

À partir du rang N = 399, on est sûr 
que la distance entre u, et 3 est infé- 

rieure à 0,01. 

78! EVrai.  ElFaux Hlvrai. 

79} AVrai.  AVra.  ElFaux. 

(Bo! «3 L2 fonction f:xr-> V1+x 
et la fonction x > 1 + x ont même 

sens de variation sur l'intervalle 

[—-1;+œ[. Donc la fonction f est 
croissante sur [— 1; + œ|. 
El Remarque : l'équation f(x) = x 
admet bien une unique solution, 

car : 
fH=xevVT+rx=x 
æ1+x=xetx2>0 
x? -x-1=0etx>0 

= x = Le. 

On sait que a = SEE = 1,618. 

>) 

La fonction f est croissante sur 

[-1; + of, donc sur [1; a]. 
Donc pour tout réel x de [1;a|, 

f()<f(x)<f(a) 
Or.f(1)= V2'et f(a)s= 
Donc V2 <f(x)< a 
On en déduit que 1</f(x)< a 

c'est-à-dire f(x)ef1;a]. 
El Pour tout entier naturel n, on note 
P(n) la propriété : « 1 <u,< a et 

Un <Un+1 >. 

D Initialisation 

Pour n=0, on a uw =1. Donc 

1<U <a. 

Etu, = 1 + = #2.Donc ü <U 

Donc P(0) est vraie. 

D Hérédité : on suppose que pour 

un entier n > 0, P(n) est vraie, c'est- 
à-dire que : 

1<u,<a et Uy <U,+1. 

D'après laquestion El, f(u,)e[1; a]. 
Donc 1<u,+1< a. 

De plus, la fonction f est croissante 

sur [1; a]. 
Donc f(u,)<f(u,+1).On en déduit 

Un+1 < Un+2. 

Ainsi la propriété P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier n > 0, P(n) est vraie. 
Donc pour tout entier n20, 

1<u,< a et U, <U,+3. 

El D'après la question El, la suite u 
est croissante et majorée (par a). 

Donc la suite u converge. 

[85 a. Pour tout entier n, 
3 

Un — _ = ssx(2). 

<1.Donc lim (2 =0. 
n— +oo 

or|= 

On en déduit que lim Un © = (0. 
hn= + 

b. On factorise par les DR domi- 

nants au numérateur et au dénomi- 

nateur. 

Pour tout entier n : 

Een En 
“( 

= (5) x Ga 2v 
+5) 
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Ona: lim (5) =+0 ; 
n— +00 

: 527 
lim (=-) =0 

im ( G ) 

- DEN 
et lim ee = (0. 

n— +o 3 

Par produit et quotient, on obtient 

lim y, = —oo. 
n— +o 

Prépa Bac 

[83 où pour tout entier naturel n, 
Us Un = ü, (positif), 
Donc la suite u est croissante. 

F1 a. 
D Pour tout réel x, h(x) = 2x + 1. 
D'où le tableau de variations de h sur R: 

DOn a h(0)=0 et h(—-1)=0. 
D'après le tableau de variations de 

h, pour tout réel x de |-1;0[,ona: 
— 0,25 < h(x)<0. 

Alors h(x)e]-1;0. 
b. Pour tout entier naturel n , on 

pose P(n):«—1<u, <0 ». 

b Initialisation : 

Up = a avec —1<a<0. 

Donc P(0) est vraie. 

b Hérédité : soit un entier naturel n : 

tel que P(n) est vraie. 
Ainsi —1<u, <0. 
Par la question a., —-1<h{u,)<0. 
Donc —1<u, 43 <0. 

Ainsi P(n + 1) est vraie. 

b Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier naturel n, —1<u, < 0. 

El Par les questions précédentes, la 

suite u est croissante et majorée par 

0. Donc la suite u converge. 

On note ! la limite de la suite u. 

On a pour tout entier n 2 0, 

Un+1 — ur? + Un. 

Or in Un+T = { 

et ie ue EU = QE, 
n— +oo 

Par unicité de la limite, 0 = 02 +0. 
Donc 0? = 0, soit { = O. 
Donc la suite u converge vers 0. 

54 Corrigés des exercices 

F1 a. On obtient : 

Variables : ne 
" entier ; a, u: Lsréels Set 

NO o Ro 

_TantQue |u| z 0,01 a À 
N Le N A A 

DTA u;. 
_ FinTantQue ; HN 
Afficher(N) : RON | 

Fin tien Re $ 

b. On obtient : 

Variables : | 

N: entier ; a, che ae | 

Début: | Fe 
| Entrer(a, e): É 

N<O0;u-a; t 
nee lu] = e Faire ! 

ROUNS MAS SE | 
eedius . 

FinTantQue ; À 
= Afficher(N); : 

3x2) Fin. . : 

PROGRAM: EX0SS 
sPFronFt À:E 
: G+H 
: A+ 
While 3bsUizE 
: H+1+H 
: Uë+U+U 
End 

sDisr "HUM 

il pour a =—0,5 et e =10 *, on 
obtient N = 99 987. 

| ii)pour a =—0,2 et e = 10 *, on 
obtient N = 99985. 

D) Chapitre 2 
Partir d'un bon pied 

@ Ha.betc El. 

E a. et c. E a. 

B) EX Faux. El Vrai. 

| El Vrai. El Faux. 

(© araux. El vrai. 

El Vrai. A Vrai. 

Savoir faire 

[ai L'intervalle ]0,5 ;1,5[ est ouvert 
et contient 1. 
Comme lim f(x) = 1, il existe un 

n—+0o 

réel a tel que pour tout réel x > a, 

x)e]05;1,5[. Donc pour tout 
réel xE ]Ja; +, f(x) > 0. 

Te! Pour tout réel x 2 0, 

fo)=x-Vx = xxx = Vx 
xx (es 1) 
Comme lim x =+o et 

X—+o0 

lim x —1=+, par produit, 
X — + oo 

ona: lim f(x) = 
X — + oo 

: 2 : 
lim = =0 et lim3cos(X)= 3. 
ph X < Hs ) 

Donc par composition, 

lim 3 cos(< 2 }= 36 
XX + 

(REN a. Pour tout réel x 0,ona: 
[x|= x. 

2 

Donc f(x) = RIAX, 

Ainsi pour tout réel x > 0, 

f(x) = 3x +2. 

Donc lim f(x) = 2. = 
x—0 
X 0 

b. Pour tout réel x < 0,on a: 

Ix|=- 
Donc pour tout réel x < 0, 

DE 

f(x) = F2 = 3x2. 
Donc lim f(x) =—2. 

x—0 >: 
x <0 

c. lim f(x) £ lim f(x). Il n'est pas 
x—0 x—0 

x>0 x <0 

possible de trouver une fonction 

g continue telle que pour tout réel 

x #0, f(x) = g(x). 

Han ;' = 6x? + 24x + 18. 
A=14;x =—3etx =—1. 
D'où le tableau : 



b Sur l'intervalle |— æ;—3]|, la fonc- | 
tion f est strictement croissante, | 

d'intervalle-image continue, et 

]- + ; 9] contenant 0. 
On en déduit que l'équation f(x) = 0 

admet une unique solution @ sur 
]- CO 3| s 

bSur l'intervalle [-3;+{, le 
minimum de f est 1. Donc l'équa- 
tion f(x) = O0 n'admet pas de solu- 
tion sur cet intervalle. 

b Finalement, l'équation f(x) = 0 
admet une unique solution a sur R. 

Par la calculatrice, a + — 4,05. 

El Le tableau de signes de f(x) est 
sur R: 

D'où l'inéquation f(x)Z>0 admet 

pour ensemble-solution [a ; + |. 

} f 

Travail personnel : 
faire le point 

(25) 112. Ac Ha.etc. 

Eb. EHc Hb. 

&æ Ec Ec +. 

26! EFaux. AVrai. HFaux. 
EVrai. EHFaux vrai. 

Exercices d'application 

[27 EFaux.  Hvrai. 

EFaux.  ElFaux. 

[83 c semble que la limite de f 

en + est 3. 

El a. Pour tout réel x > — 2, 
Er. 

fx}r3= +3 <0. 

2 
Donc | f(x) -3|= rar 

b. Pour tout réel e > 0, 

(= 3<ee 
2 

EE 
2 

Sx2> 2 22 

En posant À = +2, on à pour 

tout réel x > À, 

fhhel3-Ee:3+el. 
Donc la limite de f en + est 3. 

| [42 El Faux. A Vrai. 

El Faux. El Faux. 

Btnb.etd. Ha.ctb. 

[soi El Faux. El Faux. 

El Faux. El Faux. 

FT a. fest bien définie sur R (pas ! 

de valeur interdite). 

Pour tout réel x £ 0, 
k NME 2 4 

f(x) = x Ei rm 

Comme lim x? =+0 
X — + oo 

; 2 4 
et ALU Léépares: AE 1, par 

produit,ona: lim f(x) =—. 
X — +oo 

De même, lim f(x) =+0. 
MN 00) 

b. Pour tout réel x, 2 + 3x? £ 0.Donc 

g est définie sur R. 
Pour tout réel x £ 0, 

x 
g(x) = (+3) = Ce) 

lim x =—+o 
X— +oo 

Comme 

et lim 4 3 = 3, par quotient, | 
X — + oo 

ona: lim f(x) = 0. 
X — + oo 

Demême lim f(x) = 0. 
X — — oo 

c. Pour x2—4x+5, A=—4,. Donc | 
pour tout réel x, x? — 4x +5 #0. 

Donc h est bien définie sur R. 

Pour tout réel x Z 0, 
1 (ot) (st 

Comme lim x =+oo, 
X — + oo 

lim 9+—L_=09 
X — + oo X 

5 : 4 ae 
et lim 1 Re par | 

X — + oo 

quotient,ona: lim f(x) =+00. 
X — + oo 

Demême lim f(x) =—00. 
XF A00 

>) 

[69 El Pour tout réel x, 

—1< cos(x)< 1. 
Donc 12—cos(x)>-1, 
et 3>2—cos(x)>1. 
Par passage à l'inverse, 

1] 1 

se. 2—cos(x) #1 

F1 à. Pour tout réel x > 0,ona: 
x x 

< <X. 
SN? CosX) “ 

Comme lim + = +, par le 
X — + oo 

théorème de minoration, on a : 

lim Re rs — +. 
X St d'— COS(X) 

b. Pour tout réel x << —1, 

X= TEXTE COX) SX ID) 
Donc pour tout réel x <<—1,on a: 

X'Fcos(x) _ x] 
MS & 

2 Cosix) 3 
: X ral 

Comme lim =—o, par le 
XD 

théorème de majoration, on a: 
1 FX cos(x) 
lim = — ©. 
FM 2 COX) 

[rai AVrai. Vrai HFaux. 

| EVrai.  HFaux. 

| (76! n1 Faux. El Vrai. 

ElVrai.  Evrai. 

| [82 cu 1 semble que la fonction f 
admet — 1 comme limite en 1. 

TERRES EI ER) 

El Pour x? —3x +2, on a A =1 : 

x = 1etx = 2. 

Donc x?—3x+2=(x—1)(x— 2). 
Donc pour tout réel x Æ 1, 

f(x) =x—2. 
Donc lim (x) = 1—2= 1. 

ae 

[B7 » L'image de [—-2;1] par f est 

At 
D l'image de [—-2;2] par f est 
16%]. 
D l'image de [—-3;1] par f est 
[= 12) 

Corrigés des exercices 



[e7l x FC) = MH 9x 2. 

Fa. 

O2 Ex ex 2x) 
D'où le tableau : 

sante, continue, et 

image |—  ; 35,75] contenant O. 
On en déduit que 

tion a sur |—  ; — 3/2]. 
Sur l'intervalle [—3/2; +, le | 
minimum de f” est 2. Donc l'équa- 

tion f'(x) = 
tion sur cet intervalle. 

b Finalement, l'équation f(x) = 0 
admet une unique solution a sur R. 

Par la calculatrice, a = — 2,3. | 

c. On en déduit le tableau de signes | 
de sa, sur R: | 

sur R : 

Prépa Bac 

[Fo à. 
P'(x) = 6x? — 6x = 6x(x—1): 

Comme lim P(x) =— 
Am CO 

et lim P(x) = 

de variations suivant : 

576 Corrigés des exercices 

- | D Conclusion : 
b. D Sur l'intervalle es. la | 
fonction f’ est strictement crois- | 

d'intervalle- | 

l'équation | 

f'(x) = 0 admet une unique solu- | 

0 n'admet pas de solu- | 

+æ,onaletableau | 

| Comme 

Ep Sur l'intervalle ]-:;1], 
maximum de P est —1.Doncl'équa- | 

tion P(x) = 0 n'a pas de solution sur 
[= co ;1 L 

» Sur l'intervalle [1;+{, la fonc- 
| tion P est strictement croissante | 

et continue,  d'intervalle-image 

[-2;+œ[ contenant 0. 
l'équation P(x) = 
unique solution sur [1; + |. 

l'équation P(x)= 0 
admet une unique solution a sur R. 

Comme P(1,6) =—0,488 (négatif) 
et P(1,7) = 
16<a<1,7. 

El D'après le tableau de variations 

oi Pc on a: 

8. Pour tout réel x >1, 

1 _ —G+x)- (1-26) 
A0 ae 
Ne A 

f'(x) = (1 +2} 

Donc f(x) est du signe de P(x). 
D'où : 

| FHComme f(x) = —}—, 
ue 

. 
ona lim f(x) = 

X — + oo 

| Comme lim 1—-x=2 
X— 

re | 

et lim 1+x°=0*, 
x—1 : 

Xi 

lim f(x) = 
x—1 
NN 

On en déduit que @ admet une 

| asymptote horizontale d'équation 

|, y—0 en +, et une asymptote | 

| verticale d'équation x = —1. 

| En: y =f(0)= (x—0)+7f(0). 
fo)= ==: et 

f(0) = + = 1, une équation de ®, 

CSV NE 

Alors | 

0 admet une | 

Comme 

0,156 (positif) , on a : | 

e | D Pourtout réel x>—1,ona: 
(x—1)x 

f(x) x HU / 

qui est négatif sur [0 ;1[, positif sur 
]-1:0[ et sur ]1; +, et nul en O 
et en 1. On en déduit que € est en 

dessous de %, sur ]0 ;1[,etau-dessus 
de ®, sur ]—1;0[ et sur ]1; + of. 

Ea.2,:y7=f1Xx-1)+7f(1). 
, Pc =ÿ els (ae 

f(1)= 0, une équation de Ÿ, est 

(—-x+1)= 

EE) 
b. Pour tout réel x>—1,ona: 

fo) -x) 

EL = en 

EE NNEx) 

RES EN 
Or(1-x)+x+1)=1-%. 

: Donc: 

FAIR) 
__(-xfG2+x+1) 

“ 2(1 +x) 
c.Pour x?+x+1, on a A=-—3 

négatif. 

Donc pour tout réel x, x? + x + 1> 0. 

| On en déduit que pour tout réel 
Xl: 

fo) + —x)>0. 

| Ainsi la courbe € est au-dessus de 

| , sur-1; + ol. 

| Partir d'un'bon pied 

© üc. Ab. Eb. a. Hc. 

| Bavrai, 

| g(0)= Gx0-v)=f(52): 



El Faux, g(0) = f(—2)=(—2Ÿ = 4. 
El Vrai, voir calcul du 4 

E1 Faux, | 
g(x) = (3x — 2Ÿ = 9x2 12x +4, 
E Vrai, voir calcul du EX. 

EH Vrai, voir calcul du EX. 

E1 Faux, g'(x) = 18x — 12. 
E] Faux, voir calcul du E1. 
A Vrai, 6(3x — 2) = 18x — 12. 

©) Ha.Le point À est associé aux 
réels x + k X 2x avec k entier relatif. 
b. Le point B est associé au réel 

Cau réel x + x, D au réel x — x. 
c cos(—x) = cosx : 
cos(x + x) = — cos x ; 
cos(r — x) = — cos x : 
sin(—x) == sinx ; 
sin(x + x) =— sinx ; 
sin(x — x) = sinx. 

El a. Vrai. b. Vrai. 
c. Faux. d. Faux. 

e. Faux. f. Vrai. 

g. Faux. h. Vrai 

Savoir faire 

[a f(x) = sinx ; f'(x) = cosx. 

Tangente en 0: y = x. 

E f(x) = x + cosx ; 
fo) = 1—sinx. 
Tangenteen0:y=x+1. 

El f(x) = sinx + cosx ; 
f'(x) = cosx — sinx. 

Tangente en —- 

ol f(x) = ro 1): 
donc f est dérivable sur R et pour 

tout réel x: 

f'b=3(02x-1)02-x+1}. 

port dl 

On étudie le signe de la dérivée : | 

Ge x+1Ÿ est pour car c'est Un | 
carré. 

La dérivée est donc du signe de | 
(2x—1), c'est-à-dire négatif pour | 
x < 0,5 et positif pour x 2 0,5. 

La fonction f est donc décrois- | 
sante sur ]—-;0,5] et croissante | 

r [05;+œ[, elle admet bien 
| 

un minimum en x = 0,5 _ vaut | 

(0,5) = 075° = (5) =3 re 

ns. 

-x, | Bios. 

Travail personnel : 
faire le point 

Ac Ea. 

Oc Ec Ha. 

Nil El Vrai. El Faux. 

El Vrai. A vrai. 

El Faux. HE Faux. 

Exercices d'application 

Ac Eck. 

six Bin ; 6-0. 
E j'(x) = 

cos x + xsinx 

cos?x 

E j'(x) = 
4cosx 

(2+ sinx) 

(28! t3 Pour tout x > 3, on a: 
xX2—1<x2+cosx< x? +1; 

donc: 
PR 2 x 1 xHcosx 2x 
os NS NE 

Carnx 3 0; 

El On a: 
“Je 

lim À = lim x =+0o0. 
X—+o X — 5 X — + oo 

Par un théorème de comparaison, 

x? — cos x 
= + 4 

XE = 
ona lim 

X—+oo 

COS COS ICOSU 
= ji 

x—0 X 

= cos (0) =— sin0 = 0. 

Pme 

FX 

Pense 

On pose h = x — 2. et on obtient : 

T Le cos( di h) cos 
- 2 
| 
La h 

= cor(5)- 
san Vrai. 

El Faux. 

sine sie 

F1 Faux. 

E Vrai. 

El a. c. 

d 

[46m La fonction f est dérivable 

sur RU}. 

fo) =-3Xx(-4)X(3 — 4x) * 
Hae12 

(3—- 4x) 
F1La fonction f est dérivable sur 
J1 ae œ|. 

1 

sn rate Xi] 

ur 1 
| CRETE 
| ÆlLa fonction / est dérivable sur R. 
| ’ 2 COS 2x 

XIE ESS 
T0) (2 + sin2x) 

E La fonction / est dérivable sur R. 
"+ 4 4x +5 Ÿ 

ET AK À 
| = 8( 3 )- 

| +28 Fi ;(0)= sn6 =, 
| donc on a B = 4 0 up= +. 

f'(x) = acosy, 

| donc f'(0) = acosB =-1. 

NN) Si B=2 alors cosB = 

a=—"2. RER cara>0. 

Donc B = = et a = Y2. 

| On obtient Fine : 

f(x) = sin( 2x Le SE), 

| Béta.b. Ha.b.c Hbc. 

UE 
Partir d'un bon pied 

| Dur. Ha. 

 Eb. Ua. 

| B270 SxXe 12: 

b. f'(x) =— _. A 

e/0=39(2-5) 
| ©) El a. et b. 

Eb. | El a. et c. 

El a. et b. 

Corrigés des exercices 



Savoir faire 

Mt a. ex xe-x = 62-22 00 = : 
b. 
eXtlkelzx=Rxti#1=x— 6xt2, 

2 Le — Q(x+2)-(-x+2) 

= g*+2Fx-2 = 4X 

ee e*(e* +1) ee 

a 00 Men 

[si f(x) = e*+x—1 
donc f(x) = e* +1. 
La tangente au point d'abscisse 1 a 

pour équation réduite : 

Y = AUX HEC) 
avec f(1)}=e+1et f(1)=e. 
On obtient donc: 
y—(e+ 1)(x— 1)+e 

le xl 

[ei a /(X)= 22e 7. 

b. f(x) =- xe *. 

: e’* 
c. f(x) = + 

d. f’(x) =— sin(x)e2509, 

Travail personnel : 

faire le point 

Mine  Hc. Br. 

Bone.  EHb. Hbc. 
Eb. Ec. Ha. 

[21 Vrai.  EÆFaux Hraux 

AVrai. Hvrai. 

[22 EFaux HAVra. HFaux. 

AVrai.  Hvrai. 

Exercices d'application 

[23 El vrai. El Faux. 

El Vrai. E Vrai. 

[24 El Faux. El Faux. 

El vrai. E] Faux. 

[25 1 Faux : pour a = b =0, on a 
e21 = 1et e;:=U ,-on‘auraitidonc 

1<1 si l'inégalité était vraie. 

578 Corrigés des exercices 

FAVrai : Ve x e% = /e21 x Je? 

sex ete, 

El Vrai : pour a = b=0, 

onaeï%+e =1+1—=2 

etre = ie 

E Vrai : 
1 à e2q 

e 21 + eû Fr e22(e721 + e%) 

e21 

sise 

[26 EFaux  Hvrai. 

El Vrai. El Vrai. 

[85 AVrai. Hvrai. 

ElFaux  EFaux. 

6 EFaux Elvrai. 

El Vrai. E] Faux. 

| [37 Faux ÆlFaux  HElvrai 

(53 Faux  EAVrai. 

El vrai. F1 Faux. 

Prépa Bac 

[it eu b. e* -: =0æe*=1 
x=0 

c. lim 
3 X — + oo ec ni 

> 2e* 
= |im 1 

— +00 RATES 
= |im . hs 2 

X — + oo 1 eh Es 

e* 

El a. lim(e* — 1) = 0* 
x—0 

x>0 

et lim2e* = 2; 
X— 

X 

donc lim 2e = + 
x“=0e ul 
x>0 

(asymptote verticale). 

E] a. 
; 2e(e%=1) 2e Xe 

g'(x) = re 
(e*—1) 

nan -den, 
(e—1ÿ 

63! x on lime”* = 1, 
x—0 

x>0 

ex 

donc lim = +00, 
DS (0)n A 
x>0 

nx nx 3 e } e 
lim lim nXx< : 

X — +oo X — +oo nx 

En posant y = nx, 

ona lim nx =+0o, 
X — + oo 

s e’ 
lim n— =+00. 

y —+oo y 

donc 

nx 

Conclusion: lim = +. 
X — + oo X 

nx ; nxe”* — e CAD 
Der iren 

x? 

Comme e”* et x? sont positifs, la 

dérivée est du signe de (nx—1) 
c'est-à-dire négative pour tout 

xe|o; + et positive pour tout 

xe [- ;: + oo . 

La fonction f, est donc décrois- 

sante sur Jo: ©] et croissante sur 

[- a |. 
n 

El D'après la question El, la fonc- 

tion /, admet bien un minimum en 

F4) sé sen X= 7, qui vaut vai F 1= ne. 

On a donc x, = + et y, = ne. 

EX lim x,=0; lim y, =+0o, la 
n— +oo n— +o 

suite (x,) converge vers 0, (y,) est 
divergente. 

ICE 
Partir d'un bon pied 

WEc EÆc Hb. 

B) EH lim e7 =+0 
X—+oo 

Ha. 

car lim 2x =+% 
X—+oo 

donc lim (e*—4)=+0 ; 
X — + oo 

lim 2x=-œet lim e*= 
X = —=100 — — © 

donc lim e* =0 
X=—= œ 

donc lim f(x) =-—4. 

E j'(x) = 2e* > 0. 



El La fonction f est continue sur R 

et strictement croissante. 

De plus lim f{x)=—4 
X — — oo 

et lim e*—-4=+%,doncd'après 
X — + oo 

le théorème des valeurs intermé- | 

diaires, l'équation f(x) = 
une solution unique &. 

Par balayage, on obtient : 

0,69 < a < 0,70, car f(0,69) < 0 et 
f(0,70) > 0. 

(©) HiTrracé de la courbe à main 
levée. 

Æa.2 b.-1 co. 
E a. Pour tout appartenant à l'inter- 

valle [—-5;4], on a f(x)e[-6:;3] 

0 admet 

et comme jf est strictement crois- 

sante sur [—-5;4|, chaque réel de 
l'intervalle [-6;3] a un unique 
antécédent par f. 

Le domaine de définition de g est 

bien [—-6 ; 3]. 

Savoir faire 

Wal ; (x 

fAx)= 

, donc: 
re 

e*(2X +2)—e*x 2e* 

(ex +2Ÿ 

e* + 2e*—2e* __ e*(2—eX*) 

fe + 2Ÿr (#42) 
On a e* >0 et (e* +2) >0, donc 
on étudie le signe de 2 — e* 

2—-e*>0Se*< <22x<In2 

In 2 

On obtient le tableau de variations 

suivant : 

SXx< <+n2& x< 

finv2)= se Ar : 
e2inv2 Je # À 

[ei a. liminx =—oo 
x —0 

donc lim (x = Inx) = +00. 
x — 

X—+o X 

donc lim AL = DE) = 40 
X — + oo * 

donc lim f(x) =+ 
X — + oo 

D EL. 
x 

Le signe de la dérivée est celui de 

mir Caxe 107 

Tableau de variations de f: 

Travail personnel : 
faire le point 

Met ; (x) = In(1 + x2) ; réponse B ; 
f(x) = ru ; réponse C ; 
f(x) = In(1 + e*) ; réponse B. 

[7 In6—In4 = In1,5 ;réponseB; 

In(e *) =-— x; réponse C; 
In(2+x)=0 a pour 
x =—1 ;réponse À; 

e2**=2 a une unique solution ; 

réponse A. 

solution 

Mel Faux. Hvrai. 

El Faux. El Faux. 

gl El Faux. A vrai. 

El Vrai. El Faux. 

& 

Exercices d'application 

[20! Vrai. ÆlFaux HFaux. 

ElFaux. HrFaux. 

[sol EFaux. ElFaux. 

ElVrai.  Evrai. 

[85 Ec. Ha. 

Eb. Eb. 

[86 EFaux. HFaux. 

ElVrai. vrai. 

[37 AVrai. ÆlVrai  HFaux. 

Vrai.  HFaux 

} [88 cu vrai, In(aXb)=1Ina+lnb 
pour tous réels strictement positifs 

a et b. 

ElFaux. Cela serait équivalent à 

IN2+Inx=Inx, ce qui voudrait 

dire In2 = 0, ce qui est faux. 

El Vrai, car In2 > 0. 

EI Vrai, car : 
xzeælinxzlneéæinx21. 

El Vrai : x = 0. 

| [as EVrai. HAiVrai  HFaux. 

Vrai. HVrai. 

[46 Eraux Avrai 

ElFaux Faux. 

[47 AVrai.  ElFaux. 

ElFaux. ,Elraux. 

| [48 a.Vrai.  b. Faux. 

Eraux EVrai. 

tn. Ab. 

[a a.Faux. b.Vrai. 

| c. Vrai. d. Vrai. 

[K] a.Vrai.  b.Vrai.  c.Faux. 

Prépa Bac 

(Bt mraux si x € 10 :1]onainx < 0 

| FlVrai. La tangente au point d’abs- 

cisse 1 a pour équation réduite : 

= In(1)(x-1)+in1 =x-1. 

Corrigés des exercices 



El Vrai. f(x) = In( +) =—Inx. x 

Donc f'(x) = 

El Faux. A Vrai. 
x — 

x D 
In(x—1)—1Inx = In( 

x 
EH Vrai. 

n(x—1)=1nx="1 
Ne) “ 

SH }= In) 

PP PE pen a 
x e 

ex(e—-1)=emx= PET 

E Vrai. 

El Faux. 

Partir d'un bon pied 

ME a. etc. Eh. et c. 

El b. et c. Eb. 

B) a. Faux. b. Vrai. c. Faux. 

Le D Aire du trapèze bleu ABCD : 
5 2 

2 
bAire de l'ellipse : elle est 

comprise dans un rectangle d'aire 

7 XA = 28 cm, 

rectangle d’aire 5 X2 = 10 cm2. 

X 2 = 7 cm2. 

» Surface sous la parabole : elle est : 

comprise dans un rectangle d'’aire | 

3 X2,5 = 7,5 cm2, et contient un 

rectangle d’aire 1 X 2 = 2 cm2. 

b Aire du trapèze vert : 

4 ohne 

(D) Ha. etb. 

580 Corrigés des exercices 

et contient un : 

El L'ensemble coloré est l'ensemble |! 

des points M(x ; y) vérifiant : 
O<x<4 et O<y<Vx 

et YyZ2Xx—2. 

Savoir faire 

1h (3x2 + 1)dx = 3[° dx + [l'idx 

ve - 
a Le à F, 

| b. ['/xdx=1- flrdx = +. 

5! Les primitives de f sont les 

fonctions définies sur R par : 

x In(i+e*)+k. 
Comme la courbe cherchée passe 

par le point A(0;1), ona: 

In(1+e)+k= 1, 
soit k = 1—In(2). 
La primitive cherchée est : 

X+ (= LE +1. 

Est... x? — 1 s'annule en 1eten | 
— 1,et est négative sur [—1;1]. 
Par la relation de Chasles : 

Pre 1la= [= 1x 

+[ (1 = x)ax+ [7 (2 —1)dx 

3 pal 3 | 
mx Rx 
= LE 3 À, 

x : 
M Ed me 

| [Ml » pour tout réel x, 
bp 2x 

cos?x = + 205(2x) 2 

2 XI) 
Donc cos?x — 1 = OUT 

| Le 
| » [* (cosx— 1)ax 

T 

4 2X) = f* cos(2x) in 

0 2 
LE 

= [x MR Tr 
rx PARLE Ni ALT 

Travail personnel : 
faire le point 

ait en b. et c. Ela.etb. Eb. 
Ea.etc. Hb. Ha. 

E c. Eb. 

[22! EI Faux. 

El Faux. 

AVrai.i  EHFaux. 

E Vrai. 

Exercices d'application 

[23 El a. etc. 

Ba {cc 
en 

2 

OL = [° FCO 

+ [° fooax+ [°C 

23 
2 

Eb. Ec. 

=AX2— ie 

me =++(8-2r)+1= 

ie l li + —— 

b. Lgtodx= [° Fax + 6x2 

LIN DES 27. 

| [34 EVra. Ava - 

ElFaux vrai. 

Eur 2. Ab. 

| [ao 

SR) = 1XIn(x) x — 1 

= In(x). 

| FlLa primitive de In qui prend la 
valeur 0 en 1 est définie sur ]0 ; + | 
par F(x)=xin(x)-x+k avec 
F(1)= 0. 
Donc1in(1)—1+k=0,soitk= 1. 
Donc F(x)= xin(x) — x +1. 

+ =, 

| Fe qe 2 

= 3 4 2 
= —— + — — — 

RÉ RE 
Une primitive sur |—;0[ ou sur 
Ï0;+{ est définie par exemple 
par : 



3 ci 2 PRIE + = 

AREVOTS pré 
AVR re ÿ ax 

El On reconnaît une forme es ,oùu 

ne s’annule pas. 

Une primitive sur R est définie par 

exemple par : 

= 
HRLE ER 
Gare 

[49 On reconnait une forme 
u' Xe“. 

Une primitive sur KR est définie par 

exemple par : 

F(x) = er. 
’ 

El On reconnaît une forme “ 
1 re 

> Sur |- 3: 5 œ, une primitive est 

définie par exemple par : 

F(x) = Lin(8x + 1). 
1 “hr Eh 

T 2 ler 
SX] x. lt 

Une primitive est définie par 

exemple par : 

F(x) = Lin(-3x- 1). 

b D —-+ 

Date 1} D ax &(-arb) 

Gr (kr) 
Par identification des coefficients 

avec f(x),ona:a=2etb=5. 

El Une primitive de f sur ]J—-;1| 
est par exemple définie par : 

2 5 FRA LA | 
Lace 2(x—1Ÿ 

[67 x Faux. ElVrai.  EiFaux. 

[69 a.Vrai.  b.Vrai.  c.Vrai. 
d. Faux, il s'agit d’un minimum local 

en x= 1. 
, 

[el 2. 1 - 4(x— race le 
Pat ditibass 
LA modes 224" 

sin(3x) F 
b.r=[50G0 = 0. 

O0 

[78l — 2x5 + 6x? + 8x 
=—2x(x+1)(x-—4). 

La fonction f représentée par la 

courbe ‘% est donc positive sur 

J-;-—1]U[0;4], et négative sur 
[-1;0]0{4;+ œ|. 

Donc, en unité d'aire, l'aire de la | 
surface colorée est : 

1 0 4= [> Cod [| Fox 

+ ‘A é f(x)dx. 

Une primitive de f étant définie par : 
4 

F(x) = 2 +2 +4x, 

on obtient que : 

a = + +64=75. 

[79) L'aire de la surface colorée, en 

unité d'aire, est : 

a= f"(2-x)- 
25 

= fx + x + 2dx 

— x)dx 

2 aan AU ler dis 

IMPR AI =(-$+44+4) 
1 ,1 Re) 

RSR UE 
Prépa Bac 

M pré-requis 
de , 

frtoaxf g(x)dx 

‘ 
= (709 - g0)dx. 

Or pour tout réel x de à Dh 

f(x) g(x) 2 0. 
Par RESAUIE de l'intégrale, 

L'(F69- g69)dx> 0. 
On en déduit que : 

b b 
"À fox [ g(x)dx > 0, 

| c'est-à-dire JL fbo)dx 2 Labo 

A. {”(2- t)dt = Re 

= 4x, 
hrs réeltz1,ona: 

—(2-t)= Mel d (positif). 

>) 

Donc de r?22-t. 

El Par la question FA, pour tout réel 

x21: 

MÉdre EU rt 

Donc [In(t )[: = 
2 

x 
Per n = 2 TT 2X 2 

Ainsi pour tout réel x 21, 

ho) +203 

B.E1 (h(x)dx 

= So ei 

(48-26) 
15 ” 3x1) = 
a VE +) œil 

Graphiquement, sur [1; 4], l'aire algé- 
| brique du domaine compris entre la 

courbe € et l'axe des abscisses est 

| nulle. 

| ÆSoit la fonction F définie sur 
]0 ; + œ[ par F(x) = xIn(x)— x. 

F{x)= 1 In(x) + xx + — 1 =In(x). 

Donc la fonction F est une primitive 

| de la fonction In sur ]0 ; + œ. 
| Par la partie A, la courbe [° est 
| au-dessus de @ sur [1; 4]. 

Donc l'aire de Ÿ, en unité d'aire, est 

| égale à: 

f'incodx = f'hoodx 

=[xin(x)-xf - 0 

=(4In(4)-4-(1In(1)-1) 

= 4ln(4)—3. 

DChapitre 7 à 
Partir d'un bon pied 

© üb. Ha Eck 
—[—1 B) a (|) 

FE2;05T 

EE = /(-4ÿ +32 = 25 =5. 

Ac. 

: | A F(-3;38). 

| HE (4;-3). 

| BaA(;-3). 

Corrigés des exercices 



a5|, et E( * donc: 

Bl-EJ=1xX4+2X(-2)=0 
donc (El) et (EJ) sont perpendicu- 
laires. 

10) Eivrai.  HFaux Hraux 
E1 Vrai. EFaux vrai. 

Savoir faire 

Est s: z=x+iy avec x et y réels, 

alorsz+z=2xEeR; 
z—z=2iyeRet 
Z=x—iy=x—(-iy)=x+iy =z. 

[ES à. Re(5z—i)5x 
etim(5z—i)=5y-1; 

b. Re((3 — 2i)z) = 3x + 2y 
etim((3 —2i)z) =3y=2x; 

c. Re(z2) = x? — y? 

etIm(z2) = 2xy ; 

d. Re(3z — 5z) = — 2x 

etim(3z — 5z) =—8y; 

Re((2 +i)2i—7))= 
et 

Im((2 +i)(2i—2z)) = 
f 

ex y 2 

NV eat 

Rte 1 Je ceeeniy 
etim((z—1)(z—i))==x+y#1. 

Gi: - a. —. 

y 
donc Re(z) = Ep 

et Im(z) = y ; 

1z2 Es 

b. z, = 7; donc Re(z;) = ns 

X?—ÿ | = = —— etIm(z) 2+yÿ 

Mal à. 22 = 16 = (4iÿ, 
donc #={—4i;4i}: 
b.z2=5,donc#={-)5;/5}; 

c 72 =9ouz=-9=(3Y, 
donc? 13 ;8; 3531} 
d. 

Z+2iz-1=2+2i7z+i2—(7+i)] 
donc $ = {—i}. 

[sl a. oc = 6, 

582 Corrigés des exercices 

donc Ze = Zg — Za = 1 — 31. 
b. [OB] et [CA] ont le même milieu, 
donc Zg =Zat+Zc et on retrouve 

Ze = 1 — 31. 

Ms! L'origine 

est à exclure 

de chaque 

ensemble 

de solutions è 
Ml : - 2/3 ER 

un argument de z, est TZ ; 

2=2/2(-2- 2) 

1e 
2 ) donc 

2 

donc un argument de z, est + ; 

Avec la notation exponentielle 

CNT as) 

DD net 

V3 Por ï ; = —— €! 4 

un argument de 7, est : 
5T -(- an = 19e 
6 4 125 

_ V3 11 
Z4 = 515 0 

57 
donc un argument de z, est PET 

Zs —=1 —-(—1)=2, donc un argu- 
ment de Z; est O. 

| Travail personnel : 

faire le point 

Rnb. Ab HEk. 
El c. Ha. EH b. et c. 

a.etc. 

28! nc. El a. b. et c. 

Eb.etc. Ec. 

[29 EVrai  AlVrai HVrai. 

EFaux HrFaux. 

Exercices d'application 

[82 EFaux. Ælvrai. 

EVrai.  HFaux 

(86! on écrit z=x+iy avec x et 

El Faux. 

| y réels, puis on identifie les parties 

réelles et imaginaires. 

El On obtient le système : 
2K= XP 

Fe she 7 
après calculs, Ÿ = {: = Li}. 

El On obtient le système : 
xp =x. 

2xy = y 
la seconde équation équivaut à 

y =0 ou x=— —. En remplaçant 

successivement dans la première 

équation, on obtient : 
P = 

De 
lo:1;-1 LE 3 1 2 2 . 

(88! ob. et c. 

El a., b. et c. 

El a. et b. 

[46 El Faux (si le discriminant est nul). 

FlFaux (lorsque les solutions sont 

réelles distinctes). 

| EFaux. 

| [48 El Pour z—1, l'équation 

est équivalente à z22+z+1=0 ; 
AS donc: - 

= PET UE, | 
— = Le D} 2er CR 

FE 7 = 4 ou z22 =— 14; 
Poi2:2 Zi 1) 

Zn 

Z h2 

et on résout Z?+67+13=0 ; 

N= 6 done ze pi 

On résout alors : 

El Pour z £— 2,on pose Z = 

ZE HET. 
TE 321 

2-81) 1 % 
et 2+317 ne 

après calculs, 

P= {—1,3 + 0,4i ; —1,9 + O8}. 

 Bine(-1-i)-0 
A(z+1+i)2 +az+b) 

= 2 +(a+1+i)z +(a+b+ai)z 

+b(1 +i), 

en identifiant avec les coefficients de 



P(z), on obtient le système : 
a+1+i=i 

at+b+ai=- 

bfi+i)=1+i 

ce qui équivaut à: a =—1etb=1. 

EAP(z)=0=z=-1-; 

Fe rR T0: 
pe LA Wars 

74 om ver > l; 

+ 

ND | N 

[60 2 2. etc. El a. et b. 

(62 El Vrai. E vrai. 

El Faux, car M appartient à [OM) 
mais pas forcément à [OM]. 

E vrai. 

[64 L'ori- 

gine est à 

exclure de 

chaque 

ensemble 

de solu- 

tions. 

[62 co 2. etc. 

El a. b.et c. 

El c. 

El b. et c. 

Prépa Bac 

[82 cu. zx =(1-iÿ -4{1-;i) 
=1-2i-1-4+4=-A+2iet 

y =(3+i)—-4(3+i)=-4+ 2. 
b. Soient M,(zZ) et M,(z) deux 
points ayant la même image par /f. 

Alors : 

M, =M', & 2? — 42, = z} — 4z, 
7; 2-A{z-2)=0 

&(4-2)NAa+2)-4(4-2)=0 
(4-22 +2—4)=0 

M =M,S2-2=0 

ouz+t2-4=0z-z =0 

ou (z +2)=2 

M, 

pour milieu le point K d'affixe 2. 

Ainsi M, et M, sont : 

b soit confondus, 

bsoit symétriques l’un de l’autre 

dans la symétrie de centre K(2). 
On peut constater que les points A 

et B qui ont la même image d'affixe 

(— 4 + 2i) sont bien symétriques par 
rapport à K. 

El a. OMIM' est un parallélogramme 
SOM= MIS z=-3- 7 +47 

7 —-3z+3=0. 

b. L'équation z? — 3z + 3 = 0 a pour 

discriminant 0 =—3=(/3;i), 
donc deux solutions complexes 

conjuguées : 

GATE 30 ve 
2 TL 2 et 2 EITNL 2 

Ea.z +4=-7-47+4 

= (2-2Ÿ. 
b.z'+4= (ref) = re2it comme 
r? est un réel positif (puisque r est 

réel) cette écriture est une forme 

exponentielle de z'+4 et on en 

déduit que : arg(z' +4) = 2a(2x) 
et|z +4l=r. 

E] a. Soit E(—4 + 3i). 
Pre 

Onaz +4 = 3; = 3e'2. 

D'après le b., E est l'image de | 
points M d'affixe z si, et seulement | 

avec. r° =3, et | si: z—2=re" 

2a = _. (2x). 

Ce qui équivaut à : z = 2 + re! avec 

r= V3 (carr>0)et a = (0). 
On trouve ainsi les points : 
F 2+V3e'4 4 etA(2+ 3e x 4 il 

b. Pour obtenir la forme algébrique 

on passe par la forme trigonomé- 

trique : 

Zi. + 3[cos + 
+R STD 

+ isin?] ou A 

5T 5T 
2 = 2+ V3[cos- + isin. . 

Et enfin: 2=2+%8 +; ee 

. V6 .V6 
et 2 he MT DURE 1 ES L 

On obtient bien deux points Æ et F 

ayant pour image E, symétriques par 

rapport au point X(2). (Voir EE b.) 

= M, le segment [MM,] a | 

| et deux conjugués 

& 

[83 ElFaux. Un contre-exemple 
avec z=i,ona: 

Im(z) = Im(—1)=0 

et —(Im(i)} =-1. 
Plus généralement, en posant 

z = x +iy avec x et y réels, on a: 
2 = x — y? + 2xyi 

donc Im(z?) = 2xy, 
alors que loue = ÿ?. 

L 
F1 Vrai. RTE: 472 

donc ON = l — OM ; 
ZXZ 

comme e ER, les vecteurs 
ZAZ 

OM et ON sont colinéaires, donc O, 

M et N sont alignés. 

El vrai. 
|(24z/=|2i-xz| 
| i(2i+z)|=|- 2-2] 
en ayant remplacé le module de 

2i — Z par celui de son conjugué. 

Comme | i | = 1 et deux opposés 
ont même module, 

LPHilael2iz| 
| 2x 2il=\z Kai] 
& le point M d'affixe z appartient 

à la médiatrice du segment | 48] où 
A(2i) et B(— 2i) : or cette médiatrice 
est l'axe des réels. 

L'affixe z est réelle, sa partie imagi- 

naire est nulle. 

Remarque: On peut aussi utiliser 

la forme algébrique: en posant 

z = x + iy avec x et y réels, on a: 

|[2+:iz]=|28#7| 
|2-y+xil=|-x+i(2+y)| 

m(2-y)+x2=(-x) +(2+y) 

> 8 =0y=0O. 

E Faux. 
Contre-exemple : avec z = 2 

on a | Eu 2i| = 5 

etf1—-ix2|=|1-2i|= 95 
les deux complexes ont le même 

module et pourtant la partie réelle 

de z n'est pas nulle. 

Remarque: comme 1 —iz = 1 +iz 

ont même 

module, l'égalité [1 + iz|=|1-27| 
équivaut à [1 +iz|=|1 + iz|, ce qui 

est vrai pour tout z. 

Corrigés des exercices 



El Faux. Le complexe z de module 
1 s'écrit e° et l'égalité sur les argu- 

ments s'écrit : 20 = —0 (2x) soit : 

30=0(2r) 8 = o (2e 
on trouve trois solutions : 

F2) 

e = 1,63 )=-1+ es, 

Ne D 2 de 

D Chapitre 8 à 
Partir d'un bon pied 

@ Hate He. 

El a. El c. Eb. 

Æ) vrai.  ElFaux EFaux. 
E vrai. EFaux vrai. 

Faux.  ElFaux. Faux. 

2), = 72 ou A6() Dc{;). 

AB = DC, donc ABCD est un parallé- 

logramme. 

Ou bien : le milieu du segment [AC] 
et celui du segment [BD |ont mêmes 
coordonnées (—1;—2). 

El Les vecteurs BD‘) EC 2.) ne 

sont pas colinéaires, puisque : 

AXES) 2 78 x 
les droites (BD) et (EC) ne sont donc 
pas parallèles. 

E A), A5, On constate 

que AD = — 3AF : les points À, D et 
F sont alignés. 

mÆ()) F6) On constate que 

AË = SF :le quadrilatère AEBF est 

un trapèze. 

Savoir faire 

Corrigés des exercices 

El La droite (JK) est une droite des | 
milieux dans le triangle AID : elle est | 

| teurs de (BCD), CD et CB sont coli- donc parallèle à la droite (AD). 

El a. Le plan (JKL) contient la paral- 
lèle à la droite (JK) passant par L: : a: 

mb. AG = AËTEG = ACHE CD c'est-à-dire la droite (AD). 
Le plan (JKL) contient donc le point 
A, donc la droite(A/) et le point D, 
donc la droite (DJ). 
La trace du plan (JKL) surletétraèdre 

est donc le triangle AID. 

b. On commence par chercher l'in- 

tersection des plans (JKG) et (ADC) 
tous deux parallèles à la droite (AD): ! 
l'intersection est donc (théorème du 

toit) la parallèle à (AD) passant par 
G. Elle coupe le segment [AC] en F. 
Le théorème de Thalès nous donne : 

CF = + ca, et la trace de (JKG) sur 

la face ADC est le segment [GF]. 
On constate que les points B, J, F 

d'une part et B, K, G d'autre part : 

sont alignés : ce que l'on montre 

aisément par exemple dans le 

repère (B, BA, BC ). Le point J a pour 

coordonnées 5) et le point 

Ale te BÊ— +} A 33 et par suite BF = 3 B] . 

De même BG = SEK. 

La trace du plan (JKG) sur la face 
ABC est le segment [BF] et sur la face 
BCD le segment [BG]. En définitive, la 
trace du plan (JKG) sur le tétraèdre 
est le triangle BGF. 

[al El Voir la figure ci-dessous. 
A 

Ê 

[2 
3 3 

EF=EC+CÂ+AF=2CÂ+ 28 | 
3 Fu 

= (CAR AP) SES CRE 

Les vecteurs EF et CB étant coli- 

néaires, les droites (EF) et (CB) sont | 
parallèles. 

El a. Les plans (BCD) et (EFG) sont 
parallèles, car deux vecteurs direc- 

néaires à deux vecteurs directeurs 

de (EFG), EG et EF. 
25) 

: | 2 

RE CD)=-= AD, 

donc les points À, Det G sont alignés. 
c. Le plan (ABD) qui est aussi le plan 
(AFG) coupe les deux plans paral- 

lèles (BCD) et (EFG) suivant deux 
droites qui sont parallèles ; or il s'agit 
des droites (BD) et (FG) : elles sont 
donc parallèles. 

Binz=-r:7=c;Kk=7T;1=0; 
M=R;N=S. 

[7j Voir la figure ci-dessous. 
D 

El A6, DF et AK sont non coplanaires 
& AB, AC et AK sont non coplanaires 

SKkg (ABC) or cela est vrai, donc 

AË, DF et AK sontnon coplanaires. 

AAÎ-AK= KR = FD = AC, 
el 

ainsi AL = AK — AC et les trois 

vecteurs AL, AK et AC sont copla- 

| naires. 

À 

{+ 

[75 0 |; 
= 

1 E 
ak ||. 

2 LA 

0 

x |: NX . AG |1 |; 

1 A B 

l'égalité : 
. HERBE 

aEB + BAR = AG > | 16 = : 
- == 

a —=—1 
LEA : 
Re 

Par suite — EB + 2AK = AG : les trois 
vecteurs sont coplanaires. 



[et on 

(A, AB, AC, AD). Alors 1(4-;0;0), 
Li ea NT 1 0:57 :5)ek(+:r:) 

Soit M le milieu de [7/7], on a 
1 

M: + ; +) et on constate que 

AR = AM , ce qui prouve l'aligne- 

considère le repère 

ment des points À, M et K. 

Par suite | AK] et [17] se coupenten M. 

Travail personnel : 
faire le point 

Mel A.Hla.etc. Ec. 

Eb. Ec. 

E a. et c. (K/GH est un parallélo- 
gramme) 

Eb. 

B.la.,b.etc. Ela.etb. 

El b. et c. Eb. et c. 

20! El Vrai. EAvrai. 

El Faux. E] Faux. 

[21 EI Faux. A vrai. 

El Faux. EFaux. Hvrai. 

Exercices d'application 

ls El Dans le triangle EFG, la droite 
des milieux (7) est parallèle à la 
droite (EF), donc à la droite (AC). 

Fes plans (BZJ) et (ABC) sont 

sécants selon une droite passant par 

le point B, commun aux deux plans. 
Les plans (EFG) et (ABC) sont paral- 

lèles, et sont coupés par le plan (BJ) 
selon deux droites qui sont paral- 

lèles entre elles. Or (EFG) et (BJ) 
sont sécants selon la droite (17). 
On en déduit que les plans (ABC) et 
(BIJ) sont sécants selon la parallèle 

à (1J) passant par le point B. 

[1 a. Les traces sur les faces ABFE et 

BCGF sont les segments | 27] et [K/]. 
Comme les plans (ABE) et (CDH) 
sont parallèles, le plan (ZZK) les 

coupe selon deux droites qui sont 

parallèles, donc parallèles à (17). On 

en déduit la construction du segment 

[KL], et pour finir le segment [L]. 

b. De la même façon, on construitles | 

segments [2/7], [JK]. 
Puis le segment [KL], parallèle à [17]. 
Puis le segment [LM], parallèle à [JK]|. 
Et le segment [M7] pour finir. 

À 

F1 Par la relation de Chasles, on a: 

AJ = AB + BC + CJ = AB + 3BC 

et IC = 18+ BC = À AB+EC. 

Donc Aj = 3/C. Donc les droites 

(IC) et (AJ) sont parallèles. 

Fa ou Les # 
points À, Ket 

L sont alignés, 

doncil existe 

un réel ktelque B D 

AL = KA. C 

Or K est le milieu de [7]. 
Donc: 
> 1 

AK= 

Comme J est le milieu de [CD], 

AÏ = (AC + AD). 

ln 
4 AC+ 4 AD. Donc AK = L AB + 

(ATRAT) = A Abies A. 

d 

En utilisant que AC = AB+BC et 

AD = AB + BD , on obtient : 
nm Des 1 1 — 
AK = 5 AB +4 BC + BD. 

| On en déduit que: 
> _— D— ler 
Bi = BA + k(3-AË+ FEC+ ED) 

ds 2k\séeek. sk 
= (1 284 + BC + ÉD. 

Comme les vecteurs BÂ, BC et BD 

sont non coplanaires et que BL est 

un vecteur du plan (BCD), on a : 
2 Ke EME 74 

1 Sn 2 0, c'est-à-dire k = 3- 

_: Es 
| ri Mis 2e 

Alors Bla re BD B 

35: 3855 dt: BCE 8 BD. 

Le point L a pour coordonnées 

Fe ; si dans le plan (B: BC ; BD). 

El Comme J est le milieu de [CD], 

bre ZBC+ +ED. 

Donc BL = 2. 

Les points B, Let J sont alignés. 

(53 a. IL = HÀÂ = AD — AË. Donc 

: les vecteurs AD, AË et IL sont 

| coplanaires. 

b. Les vecteurs AB et AC dirigent 
le plan (ABC) , qui ne contient pas 

. le vecteur JL .Doncles vecteurs AB, 
AC et JL ne sont pas coplanaires. 

(58 EVrai. ÆlVrai  ElFaux. 

EI Faux. 4H Faux. 

(63 E 48 | 1 |et CD |-2|. 
= 10 

El CD = - 2AB. Donc ABCD est un 

trapèze. 

Fo! on a: 1-1: - 1:0), 

5 2 1 
a(- He LT Jetk(5;-4:3). 

sue. 

Donc BG 3 et BK | —4|. 

2 + 
3 

| Ainsi BK = — 66G. 
Donc les points B, G et K sont alignés. 

Corrigés des exercices 



[85 La droite ® est dirigée par le 

2 
vecteur ü | —1 |,et la droite (AB) par 

1 

=# 
AB | 2 |:les deux vecteurs n'étant 

=) 

linéaires | —— = ces pas colinéa 7 5 Jr 

droites ne sont donc pas parallèles. 

De plus (AB) admet comme repré- 

sentation paramétrique : 
ONE 

V=t 

2= 8) 3 

On résout : 

2—3t—4+2u 

= = û 

JS a 72cr 

x=2-3X4—=—10 

On obtient y =2X4=8 

z=3-3X4=—9 

Les droites (AB) et ® sont donc 
sécantes au point de coordonnées 

10:89). 

,tEeR. 

Prépa Bac 

[95 El Les trois vecteurs AB, AC et 

AD ne sont pas coplanaires puisque 

par définition d'un tétraèdre, les 

quatre points 4, B, C, D ne sont pas 

coplanaires : ainsi (A, AB, AC, AD) 

est un repère de l'espace. 

H4A(0;0;0), 8(1;0;0), C(0;1;0), 
D(0;0;1). 
La formule des milieux donne : 

LE bee DEEE (Se 0: ) 
ie A 0; ie 

AD’ = 2AÏ, donc P'/1:°:7" =: 4e 
même B'(0 :! 

Fla.Un vecteur directeur de la 

| 

droite (BB') est BB'| 1 
1 

droite passe par B(1; 0 ; 0) d'où une 

représentation paramétrique : 

Et 

y = t,tER. 

TR t 

586 Corrigés des exercices 

etre 

b.(CC'):1y=1-u,ueR 

Z= u 

X= ss 

et(DD'):{y= s,sER. 

Ea.le résultat présenté montre | 

que les droites (BB') et (CC’) ont en Le He US + JD? — AD?) 
commun le point de paramètre 1/2 

pour chacune des deux représenta- | 

tions, c'est-à-dire le point de coor- 

ans IS See données : (- 13:2 }. 

b. Appelons G le point de coordon- 

en LA | nées ( 2:12:2 }:on vient de voir 

qu'il est commun aux droites (BB) et 
(CC’). Or il est aussi obtenu pour la 

: 1 
valeur du paramètre s = 7 dans la 

représentation de(DD'). 
G est donc le point de concours des 

| trois droites. 

D.Chapitre 9 À 
Partir d'un bon pied 

Bab. EHtk 
EHb. El b.et c. 

-mDU-6. OAB= 16. 
O0. O 4X 2 X cos 60° = 4. 

O(;}(!,)--4+2=-2 

O4 =-0. 
Bxr.v-(+1x5) 

2 

(125475) 

5 61 
> — + 

et AI + AJ = AIX AJX cos IA]. 

5 re? 
= 67 

cos ZAJ = 
ERP LOT 
4 9 

LENS CES 
HET IN TE 

donc ZAJ = 7 rad. 

1-2, 1-22 
3 AB + AD 

Savoir faire 

[31 On pose AB = a. Les hauteurs 

des triangles équilatéraux mesurent 

av3 
5 

| Ha. A6 + AC = Lo; 

ee ma y) b. BA + AJ = 4 di 

214% — 419 ; 

d. JK + AD = 0. 

FE a. Dans le triangle rectangle AJK, 

JK? = JA? — KA? 
dé est alé ME 
TS AE 

b. JK + BD = JK + 2JL = 2JK + JL 
= IAE KE 

= a+ a? = La. 

dhtml 5 
Pat où 26 0 |; ACH= AE 

2 1 
prb 
QE Ne 

3 

AB + AC = 1 : 

BÂÀ + BC = — AB + BC = 4: 

CÀ - CB = AC + BC = 10. 

A] A8 | = /5 ;| AC | = 1: 

|BC |= 14. 
= AB + AC 1 BAC = AR RE 

(ri [aë [xX]AC] 55 
d'où BAC = 82,3° ; 

cosdi = BC 4 
Is Ixi84| 70 

d'où CBA = 61,4°, donc ACB = 36,3° 



Ti à. 6 | o | AC l-1| 4 
<2 2 

AC ne sont pas colinéaires puisque 

ER es Les points À, B et C 

n'étant pas alignés définissent un 
plan. 

b. AB -:n=--4+0+4=0, 

AC :ñ=-2-2+4=0. 
ñ est orthogonal à deux vecteurs 
non colinéaires du plan (ABC) : c'est 
donc un vecteur normal à ce plan. 

Une équation de (ABC) : 

ME(ABC)& AM :« ñ= 0 
br d)r2(y-1-2(2=3)50 
ME(ABC)&=x+2y-27+3=0. 

Travail personnel : 
faire le point 

Mel nn. Ab. Ec. Ea. 

Ba. Hck. 

Fi ne. Ab. Eb. Ea.etc. 

Ha.etc. 

Mel ca raux (considérer les arêtes 
d'un cube passant par un même 

sommet). 

El Faux (ici la droite d est incluse 

dans P). 

EI Vrai. 

E Vrai. CM + MB = (CA + AM) MB 
= CÀ -MB+AM -MB=0+0=0. 

Exercices d'application 

io! El Vrai. AVrai. EHVrai. 

EFaux Hvrai. 

foi cb. etc. Eb. Eb.etc. 

El c. (DABC est un losange formé 

de deux triangles équilatéraux 

accolés.) 

(Be) m2. 54 - 55 = lo. 

SÀ «= a +a-(av2ÿ]= 0 

ce À AC =- AC =— d?, 

puisque SAC est isocèle de sommet 

$. 

d. 

Cu AesC-DC= CS + CD = +a. 

El a. SAC est isocèle rectangle en S. 
b. S, A et C sont à égale distance des 

points B et D puisque la pyramide 

est régulière. Le plan (SAC )est donc 
le plan médiateur du segment [BD]. 
c. SC DB = O0. 

[ai El a. Vrai. b. Faux. 

El a. Vrai. b. Faux. 

[32 El Faux. El Vrai. 

El Vrai. E] Faux. 

_ PE pre 
+ GC + HG = ED? = 4. 

EE) - HG = ED? = 4. 

El Ej + BH = (EÀ + AÏ )- (BA + AH) 

= EÂ « BÂ + AÏ « BÀÂ + EÀ - AH 

+AÏ AH =0 -2A/P —EA2+0=-6| 

E 28 -D'= AB -IC+AB -CJ 
= AB IB+O= 2. 

BE) :- Ji = (ED + DG + Gj) 

CCR) 

— ED BI #DG CB Ge JC 
=) dl. 

BAC: =(AB+BC). (CC) 
— A. IC LOC 
= AB -.IB+BC=2+4=6. 

(ge! «1 2. Eb. 

[4e cu». 
El b. Sécantes au point (1; —1; 0). 

Eb. Eb. 

[57 Deux vecteurs non colinéaires 
rd Fi 

AB| 2 | et BC | 1 l 

2 nl 
4 

normal ñ | 3 
A 

Une équation cartésienne : 

4x+3y—-z-2=0. 

0 

(59 Un vecteur normal ñ|2|, une 
équation cartésienne : 1 

PM 7 ce IRD 

El a. et c. 

un vecteur 

>) 

Etaucyn9 

2x—=y+5=0 

SEVEZ A0 

XI 
XSASIEY 

AV DIRE 
SN AXE eZ 

Z=5t+rs5 

on reconnaît la représentation para- 

métrique de la droite #. 

FE Affirmation 1 : vrai. 1 
% est dirigée par le vecteur ü |2|et 

5 

RS) 

(R) a pour vecteur normal ñ | 5 
ni 

Comme ü -nñ—0, %, qui est diri- 
gée par un vecteur du plan (R), est 

parallèle au plan (R). 
Affirmation 2 : faux. 
D'une part les deux droites ne sont 

1 

pas parallèles car les vecteurs ü |2 

et u’| 1 |ne sont pas colinéaires. 
2) 

D'autre part le système : 

1=n5 M t=—3m 

2PF5 = 1m ee) 7m 4 
5t+5=2+2m ai PTS 

4 3 
NT 

ce qui est faux : les deux droites ne 

sont donc pas sécantes non plus. 

Elles sont non coplanaires. 

F5! El Faux. Contre-exemple : dans 
un repère de‘Tespace, les plans de 

coordonnées (xoz) et (xoy) sont 
tous deux perpendiculaires au plan 

(yoz), et ne sont pas parallèles. 

F1 Faux. El Vrai. 

Fe El Vrai. E1 Faux. 

El Vrai. E] Vrai. 

Prépa Bac 

[BA nu c et d. Fa.etd. HEc. 

Eb. et c. Bb. 

[85 Partie A 

3 à 
E A8 |3let AC O |, 

3 A) 

Corrigés des exercices 



donc AË + AC = 0 et ABC est rec- 

tangle en A. 1 

A9 a pour vecteur normal ñ |1 | qui 
| 

est colinéaire à AB. (AB) est donc 
orthogonal au plan ®, et comme 

3+(—-2)+2-—3=0, À appartient 

CNE 

EME? & AM :-AC=0 
 3(x—3)-3(z2-2)=0 
NAN = 

XVe Zen 0) 
nueae| Y 

= Zimnle 0 

x=Zz+1 
= 
ere 

Xl 
Xi ZE 

MAT A 
V==27-02 

z=t 

Partie B 

pe 5 

El AD | 6 |, donc: 
TS) 

AD -AB=-9+18-9=0 
et AD -AC=-9+9=0. 
Le vecteur AD est orthogonal à 

deux vecteurs non colinéaires du 

plan (ABC) : la droite (AD) est donc 
orthogonale au plan (ABC). 

AV=-ADXS(ABC) où S(ABC) 
est l'aire du triangle ABC. 

Comme ABC est rectangle en A: 

s(ABC) = LAB X AC 

=LV9+9+9x/9+9 = 56 

et AD = Ÿ9 +36 +9 = 36 : 

d'où =Æx36 x 5x6 = 27. 

PRES 6 6 
E1 DB - DC =|-3|-|-6 

6 0 

= 36 + 18 = 54 ; d'où: 
AE 54 Le 54 

cos BDC = DE X DC ET x 7 

” 6 2 ee 

PTE CES PA et donc BDC = ra 

F1 a. En appelant H le pied de la hau- 

teur issue de C dans le triangle BDC, | 

avec CDH = 7 on a: 

588 Corrigés des exercices 

1 
2 

ln = 7 DCX sin-4 X DB 

1 

S(BDC) = CH X DB 

2 
Soit K le projeté orthogonal de A sur : 

le plan:(BCD), comme on a aussi : 

v=Lakx S(BDC), on obtient : 
3 

AK = . = 3: c'est la distance du 

point À au plan (BCD). 

Partir d'un bon pied 
235 2 

A) El a. 430 'eprésente la propor- 

tion de femmes parmi les électeurs 

qui ont voté pour B. 
235 

b. "500 
femmes (électrices), la proportion 

de celles qui ont voté pour B. 

représente, parmi les 

235 : le : 
& 900 "Présente la proportion 

des femmes qui ont voté pour B, 

parmi tous les électeurs. 

El a. Vrai Pe = 39 %). 

b. Faux (CE = 45 %) 

| © Faux LL. = 50 %). 

B) a. Faux. b. Vrai. c. Vrai. 

10) à. P(A) = 06. 
b. P(B)=({2;3;5})=05. 
c. À ou B est l'événement : « le 

résultat obtenu est pair ou un 

nombre premier. » P(A U B) = 0,9. 
d. AetBestl'événement: «le résultat 

obtenu est un nombre premier 

pair»; P(ANB) = P({2}) = 0,2. 

D) EI Faux (c'est 0,3?). 

EX Faux (c'est 0,42). 

El vrai. ElVrai. Hvrai. 

Savoir faire 

[ai On appelle : 

D À l'événement : « M. Cruciverbis 

achète l'hebdomadaire A »; 

= Lx6/3x-%2 x Cr 

| DB l'événement : « M. Cruciverbis 

achète l'hebdomadaire B »; 

» G l'événement : « M. Cruciverbis 

résout entièrement la grille de mots 

croisés ». 

El Arbre : 

F1 On demande : 

P(BNG)= P(G)XP(B) 

RE se 

| [ei 12 probabilité que le bulbe 

! donne une fleur est : 

0,4 X 0,7 + 0,6 X 0,8 = 0,76. 

| Travail personnel : 

faire le point 

[oi ae. Fa. etb. 
Ec. El a. et c. 

Roi Hb.etc Ha. - 

Eb.etc. Ela.etc. 

[n! Situation 1 : 
; 10 1 

El Vrai. PB (A) si 10" n FA F P(A). 

El Faux. 

| Situation 2 : ER Faux. 

10 1 50 

R(A= SEE EE 
El Faux. 

Exercices d'application 

| 2) El Faux (il faut p(A) £ 0). 

| F1 Faux pour la même raison. 

El Vrai. 

[ai Hb. etc. Ac. 

El a. b. et c. E a. 

[27 On traduit la situation par un 

arbre. 



Notations : 

R, : « la première boule est rouge » ; 
B, : « la première boule est bleue » ; | 
R; : « la seconde boule est rouge » ; 

B; : « la seconde boule est bleue » et 

M : « les deux boules ont la même 

couleur ». 

[ail EX Faux, car p(S) = 0. 
A Vrai. 
El Faux, car p(A) = 0. 
EVrai, car p(A)Æ0, 

p(C) #0 
et p(A) + p(B)+ p(C) 

= p(AUBUC)= p(Q) = 1. 

[82} Eb.etc. Fla.etc. 

70 ARE le 
su 70+430 50° 

p(B)#0, 

70-57 
Ba. 55 — 125: 
D HAS 12 7 61 

1250 1250 75625 - 

Tué Ma E 
À ST 

[43)c1 Faux, car p(ANB) n'est pas 
nul (sauf si p(A) = 0 ou p(B) = 0). 
On peut aussi utiliser le contre 

exemple proposé en El. 

El Faux. Prenons un contre-exemple : 

on lance un dé tétraédrique équilibré, ! 

on note l'évènement « obtenir 1 ou 

2»etB l'évènement « obtenir 2 ou 3 ». 

Alors p(A)=05, p(B)=05 et 

p(ANnB)= 0,25. 
Donc p(A) = p(B) avec A et B indé- 
pendants (0,5 X 0,5 = 0,25). 

El Vrai, car : : 
P(A)X P(B) = 0,7 X0,2 = 0,14 

= P(ANB). 

(56) x1 vrai : 
1 10 

ie a er 

El Faux : () 4 +. 

E1 Faux : la probabilité de gagner au | 
; : : à 4 Ÿ 

moins une fois est égale à 1 — (=) x 

EA Vrai : 0,4 = 0,064. 

Prépa Bac 

[87 Eb. Ac. Ec. 

Etc. Bb. Ha. 

D) Chapitre 11] 
Partir d'un bon pied 

Dot. Ha Eb Da. 

B) Il est difficile de comparer les | 

aires « à l'œil nu ». 

Par le calcul, on a: 

[ g6ddx = 2-26 72126 
2 8 

et f fO)dx = 6 + 1,33. | 

L'aire verte est donc supérieure à 

l'aire jaune. 

Da ;(G)=-1 
et P(Y = f(3)) = P(X = 3) 

= 01171875. 

El a. Le diagramme bleu a une aire | 

totale de 1 et le diagramme trans- | 

formé a une aire de <. 

b. L'aire a été divisée par 1,5. La loi 

n'est pas représentée car l'aire totale | 

ne vaut pas 1. | 

Ella hauteur devrait être de | 
1,5 XP(Y = f(k)). | 
11 faut que chaque rectangle ait 
une hauteur de s X P(Y = f(k)). 

2) 

Savoir faire 

[Bi 2. 
P([12;24]) = RER = 0,24 

et P([3;4,4]) = ADS = 0,24. 

b. Deux intervalles de même lon- 

gueur déterminent deux rectangles 
de même aire, puisque la hauteur est 

constante, d'où le résultat. 
159 

|_<. L'espérance est égale à -— = 3 
| d'après le cours. 

| [7] a. Voir le schéma ci-dessous. 

y 

X 

rt est solution de 
3T 

b.Le réel 

1-e=e 

D'où t = 2. C'est la demi-vie. 

| [el a. On doit résoudre e ?" = 0,75. 

In 0,75 
2 

D'où t = — 014. 

| b. On doit résoudre 1 — e 2 = 0,5. 

D'où t = — 
In0,5 
Da OS? 

| c La loi exponentielle étant sans 

mémoire, on doit résoudre : 

P(X > t) = 0,05, soit encore 

e = 0,05. 
In 0,05 

D'où t = — 2 Se 

ol a. C'est le théorème de Moivre- 

Laplace. Il y a une erreur dans la déf- 

nition de Y : il faut X — 50 au numé- 

rateur. 
b. P(48<X<55) 

48 — 50 < 

50 X 0,6 X 0,4 
55 — 50 < ÈS) = 0,64. 

50 X 0,6 X 0,4 

(MB) à. 0,87. 

Corrigés des exercices 

b. 0,68. c. 0,99. 



Travail personnel : 

faire le point 

(20! ac. Ec Ec Ex. 

Bac vb. Ha. Db. 
[22 ue. Eb. etc.  Ela.etc. 

[23 a vrai. Avrai. HFaux. 

[24 nc. a. Ela.etb. 

(25) na. Aa. Ea.etc Eb. 

(26! oraux. AVrai. Elvrai. 

[27 El Vrai. 
El Sans doute vrai, mais on ne voit 

pas ce qui est entré dans la cellule. 

Exercices d'application 

[29 EFaux Avrai. 

EAVrai. EVrai. 

[80! a., b. et c. 

[88 E Faux. HFaux. EVrai. 

EFaux. Hvrai. 

Es x». a. Hb.etc. 

El c. Ec. 

[al E Faux. ÆFaux. Evrai. 

[53 EFaux Hvrai. 

ElFaux. ElFaux. 

[55 Faux. El Faux. 

AVrai. vrai. 

Teil Vrai. ElFaux. HFaux. 

Prépa Bac 
Te. 

[82 a.Ona f? kcost dt = 2k. 
T2 

Il faut donc k = Le 
23 

is 

590 Corrigés des exercices 

D'où sin(a) = 

Donc a = à 

d. Une primitive de 2t est : 

F(t)=2tsint+2cost. 

D'où : 

T T E00= A(F)-A-F) 
=r—xr=0, 

ce qui est normal puisque la fonc- 

tion à intégrer est impaire. 

D) Chapitre 12] 
Partir d'un bon pied 

Ha Ea Ec 

223 
. 4999999995 

Le deuxième résultat doit être 

arrondi à 5, qui est la valeur exacte. 

Alinverse Normal 
xinv=s. 28195157 

ODuarx)=38 
et V(X) = 20 X 0,4 X 0,6 = 4,8. 

binonrdf (26, 6,4; 
Ha. 

” 1.899511628e -8 

b.|Binomial C.D 
F=û,81596116 

EP(X>1)=1-P(X=0) 

= 1 — 0,62. 

Daak=5 bk=12. 
ÆOn observe une fréquence de 
0,21. l'intervalle de fluctuation de 

«Sent 
| [20:’ 20 

la loi binomiale est d'après le EI de 

£ cn soit [0,25 ; 0,6]. 

La fréquence étant en dehors de cet 
intervalle, on peut penser que le dé 

est truqué. 

Travail personnel : 

faire le point 

[ni A. Faux. AFaux. HFaux. 
A Vrai. E vrai. 

8. El Faux. Faux. Hvrai. 

2! Ha.Oui. b.Oui. Ela. Non. 

Ella. Oui. b.Oui. Ela.Oui. 
b. Non. 

Exercices d'application 

13! El b. Ec. El a. 

[ma EI b. Eb. El a. 

fs! El Vrai. El Faux. 

E] Faux. 

E Vrai. A Vrai, S. 

(25! «1 +. Fa. Elb. et c. 
Ec Ec. 

Prépa Bac 

[85 EI On a posé T = S et P = 6 
(G) 

CP) 

(G) 

El On applique la formule des proba- 

bilités totales : 

sir à 2 5 Laos 
P(G) = SE Vase 

Elil s'agit d'une probabilité condi- 
tionnelle : 

P£(S) = 
GS )ER 

OR 



El a. On vérifie que les conditions 

d'application de l'intervalle de fluc- 

tuation sont réunies, puis on déter- 

mine cet intervalle : 

I = [0,212;0,255|. 
La fréquence observée étant de 

n 250) à 
1 500 500 — 0,22, on se trouve à 

l'intérieur de l'intervalle de confiance. 

b. Il aurait fallu que la borne infé- 

rieure dépasse 0,22, soit : 

Yp(1-—p) 
DE 0,22 3 Vn 

1,96/p(1 — p) S ÿn> SET 

1,96 p(1 —p) 
Dei022 

Il faut donc au moins 3867 parties. 

Savoir faire 

F4) EI Supposons qu'il existe 
deux entiers a et b tels que 

26a — 54b = 2013, alors on aurait : 

2(13a — 27b) = 2013. 
Or 2(13a — 27b) est pair et 2 013 est 
impair, c'est impossible. 

Conclusion : il n'existe pas d'entiers 

relatifs a et b tels que: 

26a — 54b = 2013. 

El Soit n un entier naturel qui soit 

simultanément un diviseur de 100 000 

et un multiple de 24. 

Alors il existerait deux entiers natu- 

rels k et k’ tels que : 100 000 = kn et 

n = 24k. 
On aurait donc 100 000 = 24kk' 
& 12500 = 3kk'. Or 3kk' est un 

multiple de 3 et 12 500 n'est pas un 

multiple de 3. C'est donc impossible. 
Conclusion : il n'existe pas d'entier 

naturel n à la fois multiple de 24 et 

diviseur de 100 000. 

on>| 

[s} La calculatrice affiche : « 83 est 

premier » ; «7 divise 91 »; « 17 divise 

731 » ; «983 est premier » ; « 89 divise 

8 633 » ; «73 divise 10 001 »;« 19973 

est premier ». 

2 

| = 3 865,6. 

[ni La division euclidienne de n par 

4 et 5 nous assure l'existence d'un 

entier q tels que : 

n=4g+3 et n=5(q—-1)+4. 
On obtient donc : 

49+3=5(q—1)+4 ; d'où q = 4. 
Finalement on a n = 19. 

Mis! Soit n entier quelconque, les 

cinq restes possibles dans la divi- 

sion par 5 sont 0, 1, 2, 3 et 4 donc 

on a les cinq possibilités suivantes : 

n=0(5); n=1(5); n=2(5); 

n=3(5);:n=4(5). 

El On aura pour n° : 
n=0 =0(5) ouen  =12=1(5) 
oun'=2 =4(5) 
oun =3=9—4(5) 
oun=4 =16=1(5). 
Les restes possibles dans la division 

de n°? par 5 sont 0, 1,4. 

El On aura pour n° : 
H=0 =0(5)eouun 1 — 115) 
cute 8-35) 
OUPS 2/45/1535) 
ou n°=4=64=4(5). Les cinq 
restes possibles sont, comme pour n, 

0, 1,2,3,4. 

Travail personnel : 
faire le point 

[23 a.etc. Elb.etc. Ha.etc. 

E b. et c. E b. et c. 

[24 na. Ac. Eb. Ec. Ha. 

[25 EFaux HVrai. 
E Vrai. A Vrai. 

E] Faux. 

EH Faux. 

Exercices d'application 

[28i «1 <. 

Gé ns: d divise a, et b,, alors d 

divise 9a, — 2b, c'est-à-dire d divise 

125; 

Æa.etc  Elb.etc. 

El L'ensemble des diviseurs 
communs éventuels de a, et 

b, est inclus dans l'ensemble 

{2125-25 5115225125}. 

> 

ElOn remarque qu'avec n = 501, 

on à G5o1. — 1013 et bsoy — 4 496. 

Or ces deux entiers ne sont pas divi- 

sibles par 5, donc leurs seuls divi- 

seurs communs sont — 1 et 1. 

[43 Initialisation: pour n=0, 

n° + 5n = 0 et 6 divise O. 
Hérédité : on suppose que, pour un 

entier naturel n, 6 divise n° + 5n. 

(n+1) +5(n+1) 
= +3n° +3n+1+5n+5 
= (n+5n)+3n(n+1)+6. 
Le produit de deux entiers consé- 

cutifs est pair, donc 3n(n+1) 
est un multiple de 6 ; ainsi 

(n +1) + 5(n + 1) est la somme de 
trois multiples de 6 donc un multiple 

de 6 lui-même. 

Par récurrence on conclut : pour 

tout entier naturel n, 6 divise n° + 5n. 

Bt o<. Ha. Bb. 

[53 Tous les exposants de la décom- 

position sont égaux à 1. 

[58 Les carrés de nombres premiers; 

p° avec p premier admet pour divi- 

seurs positifs : 1, p et p?. 
Remarque : un produit pq de deux 

nombres premiers distincts admet 4 

diviseurs positifs : (1, p, q, pq). 

[63 EI Si n est un carré parfait, les 

exposants &,@>,..., M intervenant 

dans sa décemposition en facteurs 

premiers sont tous pairs ; il s'en suit 

que les facteurs (a, +1), (a +1), 

…, (4 + 1) sont tous impairs. Leur 

produit, qui est le nombre de divi- 

seurs de n (voir exercice 56) est donc 

impair. 

F1 La réciproque est vraie : en effet 
si (a +1)(a) +1)...(am +1) 
est impair alors tous les facteurs 
(a +1), (a +1),...,(@, + 1) sont 
impairs donc tous les exposants a, 

Œ), .…., Um SONt pairs. 

(68 EI Faux. Al Vrai. El Faux. Evrai. 

[78 où 256 - 15b + ravec0 < r <b. 

Corrigés des exercices 



r <b donc 256 <16b, donc b>16 

etr > ne Le 

Finalement, la seule possibilité est 

b=17etr=1. 

H112130 = 97b +r avec0 <r<b. 

r <b, donc 12130 < 98b, 

donc b > ie 

donc b < 

Les valeurs possibles de b sont 124 

et 125 ; si b = 124, r = 102 et si 

b=125,r=5. 

(80! 2. et b. 
El a. et b. 

El b. et c. 
EI c. 

[89 a 5: = 125=6(17), 
donc5"—6"(17), 
donc 5 —6"=0(17):lereste est O. 
F1 39 = 4 (7) donc 39 = 4% (7); 
AG 60 = 207): 
2° = 81° et 810 = 110 (7). 
Finalement 39% = 1(7):le reste est 1. 
20170410 2110): 
102912 _ 1001006 

et 10010 = 11% (11). Finalement, 
20122%2=1(11):le reste est 1. 

[e3 E Les entiers O, 1,2, 3,4, 5,6. 
FiEn multipliant par 3 on obtient | 
comme restes possibles 0, 3, 6, 2,5, : 

1, 4 (au final les mêmes restes que 

pour x). 

El D'après les calculs de la ques- 

tion El: 3x=5(7)& x=4(7);les 
solutions sont donc les entiers de la 

forme 7k +4 avecke Z. 

592 Corrigés des exercices 

El Vrai : 401 est premier donc: 

(x y)(x+ y) = 401 
Xe VA x = 201 

— A 
x + y = 404 y = 200 

Foz EH v,=13X5" 

et 13X57=1x1—=1(4);.le.reste 
est donc 1. 

Ha. Uh +2 + SUh+1 Pr 6 = 25u, = 36 

of250,- 30= 10, - 0=U, (4): 

b. On raisonne par récurrence. . 

Initialisation : pour n = 0, 2u, = 28 

et 57*?2+3=25+3 = 28. 

Hérédité : on suppose que, pour un 

entier naturel n, 

Du ESS 
2u,+; ES 1Ou, EE 12 

SSP 
_ 5n+3 3e 3 

Par récurrence on conclut : pour tout 

entier naturel n, 2u, = 5°*2+3. 

c. Si 3 divisait u, alors 3 diviserait 

aussi 20, — 3 O1 70, 13-050 
n'est pas divisible par 3. 

Conclusion : Aucun terme de la 

suite (u,) n'est divisible par 3. 

Savoir faire 

EPGCD(456, 1548) = 22X 3 = 12. 

El PGCD(4 416,1225) = 1. 
Ces deux entiers sont premiers entre 

eux. 

Co) Supposons que p divise le 

produit ab. 

Si p divise a, alors c'est fini, car on a 

bien p divise a ou b. (Même raison- 

nement si p divise b.) 

Si p ne divise pas a, alors p est 

premier avec a et d'après le théo- 

rème de Gauss, p divise b. 

Réciproquement, supposons que p 

divise a ou b, par exemple p divise a. | 

Alors il existe un entier k tel que 

a = kp, donc ab = kpb = (kb)p, ce 
qui prouve que p divise le produit ab. 

| [rt a +. c. 

Travail personnel : 

faire le point 

El a. b. Elc. 

El a. c. Ec. Ha. b. 

Ne! E Vrai. 

ElFaux (contre exemple a =7 et 

b=—4). 

El Faux (même contre exemple que El) 

AVrai. Hvrai. 

HFaux (contre exemple a=6, 

b=4,c=3). 

E Vrai. 

[ei eu vrai. AVrai. HVrai. Avrai. 

Exercices d'application 

[2it mu b. etc. 
F1 a. et c. 

El a. et b. 

[27 El Si d divise a et b, alors il divise 
b—a={(nF1)=n=1, 

donc d divise 1 etcommele seul divi- 

seur positif de 1esti,onad=1. 

E1D'après la question EE on 

a Div‘(ab)c{1} et comme 
{1}c Div*(a,b) on obtient finale- 
ment Div*(ab)={1}. - 

Tr USE 
B5 à Des = 7,donc: 

PGCD(a',b')=1 

& PGCD(b' +7,b')=1 
& b' n'est pas un multiple de 7. 

Les solutions sont les couples 

(15k+105,15k) avec k entier 
naturel non multiple de 7. 

Er Il existe un entier k tel que 
a=b+kn. 

Si d divise a et n alors d divise a — kn 

donc d divise b et n. 

Si d divise b et n alors d divise b + kn 

donc d divise a et n. 

Ainsi, Div(a,n)= Div(b,n), et par 
suite, PGCD(a, n) = PGCD(b, n). 

Ha=5,b=10,n= 725. 

[43l L'arête la plus grande possible 

d'un cube en mm est égale au PGCD 



des entiers 308, 140 et 84, c'est-à- 

dire28mm. 
308 _ L'RPRE. E 
FE a Te AT EE 

donc le nombre minimal de cubes 

CSS 268 = 1165: 

[ES 18 2. b. c. Ac. Hb. Ela. 

[50 El L'algorithme d'Euclide donne : 
So J2*X 24 11e412=11X1—+E 1. 

35 et 12 sont premiers entre eux, 

donc d'après le théorème de Bézout, 

on est assurés de l'existence de deux 

entiers u et v tels que 35u + 12v = 1. 

On obtient alors : 

1=12-11X1=12 -(35—-12 X2) 
=—35+12X3, 

De l'égalité 35X(—1)+12X3=1 
on obtient 35 X(—3)+12X9 = 3. 
(u,v) = (—3,9) est un couple solu- 

tion. 

El PGCD(140, 56) = 28 (obtenu 
grâce aux décompositions en 

facteurs premiers des deux entiers). 

D'après une propriété du cours, 

il existe deux entiers u et v tels 

que 140u + 56v = 28 et comme 

28 est un diviseur de 84, on aura 

140(3u) + 56(3v) = 84. 
Calcul des entiers u et v: 

140 = 56 X 2 + 28, 

donc 28 = 140X1+56X(—2). 
D'où : 140 X3 + 56X(—6)= 84; 
(u,v) = (3; —6) est un couple solu- 
tion. 

El PGCD(980, 350) = 70 (obtenu 
grâce aux décompositions en 

facteurs premiers des deux entiers). 

D'après une propriété du cours, il 

existe deux entiers u et v tels que 

980u + 350v = 70 et comme 70 est 

un diviseur de — 140, on aura: 

980(— 2u) + 350(— 2v) = —140. 

Calcul des entiers u et v: 

980 = 350 X 2 + 280 

donc 350 = 280 X 1 + 70 

donc on obtient : 

70 = 350 — 280X1 

= 350 — (980 — 350X2) 
= — 980 + 350 X3. 

D'où : 980 X 2+ 350 X (—6)=—140; 
(u,v)= (2, — 6) estun couple solution. 

[54 Il existe des entiers u et v tels 

que au + bv = 1 et des entiers u’ et 

v' tels que au’ + cv’ = 1. 
On a donc (au + bv)(au' + cv')=1 

& a?uu' + acuv' + abvu' + bew' = 
Ceci équivaut à : 

a(auu' + cuv' + bvu')+ bc(w') = 1. 
Les nombres entre parenthèses étant | 

des entiers, d'après le théorème de | 

Bézout, a et bc sont premiers entre 

eux. 

sal El a. 4 et 7 sont premiers entre 

eux. 
b./7=4X1+3 et 4=3X1+1 ; 

donc 1 = 4 —3 = 4 (7 <4) 
sAX2E7X (1). 
(2;—1) est donc un couple (u,v) 
solution. 
c. En multipliant par 10 on obtient le 

couple (20 ; — 10) solution de (E). 
E4x+7y = 10 4x+7y 

= 4X20+7X(-—10) 
< 4(x=—20) = 7(- y — 10). 
El 4 divise 7(— y — 10) etest premier 
avec 7 donc, avec le théorème de 
Gauss, 4 divise (— y — 10). 
Il existe donc un entier relatif k : 
tel que —y — 10 = 4k, ou encore | 

y =—4k—10. 

Alors : 4(x — 20) = 7(—y—10) 
& 4(x—20)=7X4Kk 
Sx-20=7kKkS x = 20 + /7K. 

D'où les couples solutions 

(7k+20,—4k—10) avec k entier | 
relatif. 

[64 à et b divisent c donc il. 

existe des entiers a’ et b’ tels que | 

c=axXa =bXb". 
Alors a divise b Xb’ et est premier 

avec b donc, d'après le théorème de | 

Gauss, a divise b’. 

Donc il existe un entier k tel que 

b'=KkX a. 

Ainsi c=bXb" = kX ab, donc ab 

divise c. 

[71 El Faux ; contre exemple : a = 6 

et b = 3. 

F1 Vrai ; on raisonne par l'absurde : si 

le PGCD de a et b était pair, 2 divise- 

|, 

| décompositions 

>) 

rait ce PGCD donc 2 diviserait a et b 

qui seraient donc pairs. 

On peut aussi raisonner avec les 

en produits de 

facteurs premiers. 

El Faux ; contre exemple : a = 2 et 

b = 3. 

E Vrai ; il suffit d'appliquer le théo- 

rème de Bézout. 

E Vrai ; 9 et 17 sont premiers entre 
eux donc il existe des entiers u et v 

tels que Qu +17v = 1 ; on prend 

alors a = 3u et b = 3v. 

El Vrai ; 42 est un multiple de 14. 

D). Chapitre 15] 
Savoir faire 

1 —1 1 0 
| Ba 4+1-4[) Li}+( 

(474) 0) tea 
HAXA=(4J+1)X(4J+1) 

= 16/2 +4J+4J+1. 

RON = 0 
Donc : 
A a Le f1 9) 

A Re Le +(o: 

=( a 
87) 

[ei On résout le système : 

Nr 

Xe V7 mm, 

3x y — 2z= 11 
| qui s'écrit sous forme matricielle 

| utilisant la calculatrice. 

AXX =B avec: 

102" x 

A=|2-2,,3/X=)y 
sn 2. F2 

7 

etB=|—3|. 

11 2 

On obtient: X=A7!XB=|—-1|en 

[AI -# [6] 
[CI2 ] 
[-1] 
[-311 

Les trois plans sont donc sécants en 

un unique point, dont les coordon- 

nées sont (2;—1;—3). 

Corrigés des exercices 



[7i a. On obtient : 

[AJ ë+5 [A] 
[[-4 G 6] 
[G -4 & 1] 

41] [& 6 

Donc A?+54=41,. 

b. On factorise l'égalité précédente 

par À, et on divise par (—4). 
Ainsi A X(A + 57,) = — 4, soit: 

Ax(=ta-2)=2. 
Donc la matrice À est inversible et 

son inverse est : 

rl >. 
SR te 4 B 
do 
ANA 7 nl 

2 RESTO Eu 
Ha ri-2n Sr ind 
Pire 5. 
ARE da POSE 

rt NS 
Del 4 

se perer 1 
db 
ht 
TRES 

[el à. 2 = 0;. 

DO) 1441 b2+a= (1 0)+( 53) 

=(75)=A 
c. Pour tout entier naturel n, on pose 
P(n):« A7 = I, + An] ». 

b Initialisation : 
Aer FAX OKXJ = JT. 

Donc P(0) est vraie. 

» Hérédité : soit un entier n > 0 tel 

que P(n) est vraie. 
On a alors A" =, + An]. 

Alors AA AT 
=(L+4J)X(L + 4nJ). 

Al =, + 4nJ+4J+ 16n/°? 
= 1, + A(n +1)J+16n0;, 

=D A(n +1)J: 
Donc P(n + 1) est vraie. 

D Conclusion : par récurrence, pour 

tout entier naturel n, P(n) est vraie, 

c'est-à-dire A” = Z, + 4nJ. 

594 Corrigés des exercices 

Travail personnel : faire le point 

M6} En b. et c. Ha. Ec  Ea.b.etc. Bb. 

ET: El b. et c. El c. 

Me! Faux Fla.Faux. b.Faux. c.Vrai. d.Vrai. HElVrai. 

Exercices d'application 

Mo; Vrai. AVrai HVrai Faux 

- Nb. Ha Bec Db. 

'MÉINQUEIS UE mit 
aa dE 

LAN der ER rt 2 | 
| Pa 

P4X1+3x(53)(C4)x2F73x4 
SAIS SX 27272 | 

Pi e 
Al dy 

(48! où Faux. ÆFaux Evrai. 

2. (75 2)x(3 4) 

EFaux Hvrai. 

Bin. 4x8 - Hi ee RUE RE JET 
IXAFIKC 33x11) 72 0 1 

et BXA= 1. ô 

Donc l'inverse de À est B, celui de B est A. 

IRON EEP OC SEDEES 

b. AXB=1|0+0+0 0+1+0 0+1—-1 |[=ZetBXA=LZ. 
OO 0 000 0OPOE A 

Donc l'inverse de À est B, celui de B est A. 

F1 Par définition de la matrice inverse, A! XA =AXA = 7. 
Ë - 1 

Donc la matrice A ! est inversible, d'inverse la matrice A : (A!) = A. 

ES! eu 42 = z,. Donc AXA = L,. 
La matrice À est donc inversible, et son inverse est A : A7! = À. 

F4? =-Z.Donc: AX(—-A)=(-A)XA = 2. 

La matrice À est donc inversible, et son inverse est — A : A | =—A, 

[57 MFaux  EFaux  Hvrai 

202 4 0 4 

(62 w2=|0 o oletw = us ON à 
2H0R2 4 0 4 

2171 © Shi 

Pour tout entier n > 1,on pose P(n): «M"=| O0 O © |». 
2771 0 2771 

D initialisation : n = 1. Comme 2! = 1, P(1) est vraie. 
D Hérédité : soit un entier n > 1 tel que P(n) est vraie. 



21 0 pnT1 

Ainsi M=| 0 O0 0 
271 0 20m 

(it ne 

Alors M"*1 = Mx M" = : : ; 4 PES = = OO 
Ton DE 0 » Lei 

DIE IS EN 0 PUS EC PEN 

= 0 0 0 
DRE NEO 0 DOME TE d 

D On 2 | 20027 
Done MIT 0 0 0 = 0 ONE 

V6 Salt ne at 200727 

Donc P(n + 1) est vraie. 
D» Conclusion : par récurrence, pour tout entier n > 1, P(n) est vraie, c'est-à- 

on il 0 2071 

direM"=| O0 O 0 
DRE 0 2n= 1 

[ri EI Faux. A Vrai. E] Faux. E vrai. B vrai. 

0,92 k | 
Bu, - (0%). et pour tout entier naturel n, on a l'arbre pondéré 

ci-dessous : 

Donc par la formule des probabilités totales : 

dti 0,954, + 0,01: et 

i+1 = 0,05a, + 0,99i,. 
Cela se traduit par l'écriture matri- 

cielle : 

An+1\ © ue 0,01 }x n 
in 0,05 0,99/7\i, j' 

c'est-à-dire P,,, = MXP,. 

Ha. P = MXP, = pie 

b. L'année 2015 correspond à n = 5. 

On calcule P, = M° XP, à la calculatrice : [A 

En 2015, il y a environ 71,95% de clients [ 
d'agence et 28,05 % de clients Internet. 

El On recherche P = ; avec x+y=1et MXP=P. 

Letr = mx =} 
0,83231 . 
0,167688 /' 

+ 

Comme M X P = a 4) 0,05x + 0,99y 

0,95x + 0,01y (*) L 
= = — 0017 =0  5x—y= 0. 

nr ire + A irons ui 
En ajoutant la condition x + y = 1, on obtient x — + etyi= =. 

‘de 
1 116 L'état stable est P =| 5 |. 

6: 
a. Pour tout entier naturel n, on pose : 

1 far =4 
É 2] 6.6 AT 60 300 FE x mie) CNP |) Le 

66 60 300 

& 

D Initialisation : 

M =TZL,. 

TRE (7m x 47 
ete 147 fl e0 300 
Es A 7 
6 6 60 300 

RL Lu 
DIRECTE: 
M7 

ur 

47. —47 
60 300 | _ 

Para | re 
60 300 

Donc P(0) est vraie. 

| BP Hérédité : soit un entier naturel n 

tel que P(n) est vraie, c'est-à-dire : 

50 

CT Ti 
60 300 

| 47 47 
60 300 

— 2209 
15 000 
2 209 
15 000 

_ 1! 

en AA EMI 6 6 #) Ainsi M = CRETE 

6.6 

taie 
60 300 

ER ARR on 
60 300 

Donc P(n + 1) est vraie. 

» Conclusion : Par récurrence, pour 

tout entier naturel n, P(n) est vraie. 

Corrigés des exercices 



b. Pour tout entier naturel n, 

ie) 
FAR A nn P=mxe=|$ +(4) 3 
Er 
6 6 

We 3311 
FADIE: A7 1 7 500 

Donc: P,=| 5 |+(56) SE 6 7 500 
pa 2 

n 

c'est-à-dire P, = : +(20) x À 
6 

4 
HComme0<-=—<1,ona: lim —- 

7 

50 n— +oo 

Donc la suite (P,) converge vers la matrice colonne 

l'état stable P. 

D Outils pour l'algorithmique, 
Prépa Bac 

Ne) El Aire du trapèze de la figure 1: h X 

El L'aire sous la courbe de la figure 2 peut être approchée par la somme des | 

aires des trois trapèzes représentés. Chacun de ces trapèzes ayant une hauteur 

b—a 
égale à 

6 n 
, C'est-à-dire vers 

. L’aire recherchée vaut donc: 

* s-e[ 0e pie 

Cm MAX 
is 2 

ElDe même pour la figure 3. Les n trapèzes ont la même hauteur qui vaut 

DSC 

de la forme (a+k=e 

vaut alors : 

a fla+kx 

et les abscisses des points du découpage de l'intervalle [a ; b] sont 

avec 0 < k < n. La somme des aires des trapèzes 

ba )+ {a+ (k+1x be) 

Lire(a, b,n) 
OS 

Pour allant de 0 à n-1 Faire 
_S + f(a + K*(b-a)/n) + fa + (k+ 1)*(b — a)/n) — S 

 FinPour 
Afficher((b-a)/(2*n)*S) 
FinSi 

596 Corrigés des exercices 

| [al L'algorithme proposé, compare 
les images de chaque entier de l'inter- 

valle [1 ; 4] avec celle de son opposé. Si 
une telle paire a des images distinctes, 

la variable p est mise à 0, sinon elle 

aura une valeur finale de 1. 

| a. Puisque ft 1)=044=f() 
l'algorithme affichera « fn'est pas 

paire », ce qui est vrai. 

| b. L'algorithme affichera « f'est paire », 

ce qui est vrai. 

c.Les points d'abscisses entières 

opposées de la courbe représentant f 

étant symétriques par rapport à l'axe 

des ordonnées, l'algorithme affichera 

« f est paire », ce qui est faux. 

ElPour qu'une fonction soit paire 

il faut que pour tout réel de son 

ensemble de définition symétrique 

par rapport à 0 on ait: 

IULIETEXE 
Or l'algorithme proposé ne teste cette 

propriété que sur les entiers de l'en- 

semble de définition. 

ElL'aigorithme proposé ne permet 

donc pas d'être certain qu'une fonc- 

tion est paire. En revanche, lorsqu'il 

indique qu'elle ne l'est pas, c'est 

toujours vrai. 

[ni EX Par récurrence sur n : 

Initialisation : Pour n = 0,ona: 

= 2X3+4=2+6—60; 

Hérédité: Soit kZ0, supposons 

que u4 = V4, alors on a: 

Vk+1 = 3Vx — 8 = 3, — 8 

= 3(2x3*+4)-8 
ax kite -8 
= 2X 3 EYE ve. 

Conclusion : La propriété étant vraie 

au rang 0 et héréditaire, elle est vraie 

pour tout entier n. 

AT 

Lire(n) 
2*3\n+4—u 

1. Afficher(u) 



d 

E à 
s ii [22 El Le contenu de la variable G à 
ri la fin de la boucle Pour en k simule 

| — V : A5 
le gain ou la perte de la deuxième 

Pour k allant de 1 jusqu'à n re ë 
3*v—8=v ; 

FinPour Elle contenu de la variable e à la 
Afficher(v) fin de la boucle Pour en ; simule le 

SM IEEE DANCE AN NT ON AN A À CRIER ADRIAN PME a Bu 

nombre de joueurs ayant gagné leur 

El Pour le premier algorithme : 2 X 3° + 4 nécessite cinq multiplications et | deuxième partie. 

une addition. 

Pour le second algorithme : chaque boucle nécessite une multiplication et 

une soustraction. || y a cinq boucles, donc un total de cinq multiplications et 

ElPour de grandes valeurs de J, 

la fréquence fournie par l'algo- 

cinq soustractions rithme approche la probabilité pour 

un joueur de gagner la deuxième 

14) o partie, c'est-à-dire p; = p(G). 

El suffit de demander l'entier n à 

l'utilisateur et de faire aller la boucle 

Pour en k jusqu'à n : 

Lire(J, n) 

* | 40e 
|  Pouriallant de 1 jusqu'à /Faire 

Lire(a,b) 01-—p 

Si (a*cos(a) + sin(a))*(b*cos(b)+ sin(b)) < 0 Pour k allant de 1 jusqu’à n 

Alors Faire 
Afficher(« L'équation admet au moins une solution dans l'intervalle ») Si Aléa() <= p 

Afficher(« À quelle précision souhaitez-vous en obtenir une ? ») | Alors 

Lire(p) Li 0,8— p 
a—x | 1-G 
TantQue (a*cos(a) + sin(a))*(x*cos(x) + sin(x)) > = 0 | Sinon 

Faire x + p — x | 06—p 
FinTantQue ONG 

Afficher(« une solution à », p, « près est :»,p) FinSi 

Sinon FinPour 

Afficher(« Il n'est pas certain que l'équation admette une solution dans : e+G—e 

cet intervalle ») FinPour 

FinSi :  Afficher(e/J) 
AÉRIENNE DER NPNETAP ENS ALIEN EE ECS ERA AE APN EN REE MENI ENV ANR LR CRIME ET SE ROAD SPEED ERA ESPN ESRI EEE RSR RESTE RECORD EAN 
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Droite passant par deux points 

Deux points [créés ou non] 

à Objets libres 
Objets dépendants | 

| 
Fenêtre 

d'algèbre 

Fenêtre du 

Tableur 

© Saisie: Pas L ; 

Zone de saisie Fenêtre graphique 

La barre d'outils rt 
dE Chaque icône de la barre 

Outil — Er Ko] PEN ë Etes d'outils permet d'accéder, par 

sélectionné l a cent | À , l'intermédiaire du petit triangle #2] 

Hide sur l'utilisation de | en bas à droite, à un sous-menu 
7 vmansmmeraarm | l'OUtil sélectionné t contenant des outils de même type. 
Pa Vecteur 4 Lorsqu'un outil est sélectionné, une 

| 7 Raprésenant Er Sous-menu d'outils ; aide sur son utilisation est affichée à 

droite de la barre d'outils. 

La fenêtre algèbre 

1 Objets libres || me 
3 A=(206,336) | 

He = 040,222) | La fenêtre algèbre recense tous les 
+ @ C=(298,-24) ||, . & Ï = :So-4s2 |Définition de | Attributs paramétrables objets créés. Le 

Ils sont, par défaut, classés selon 
LG 100=3x+2 ARR. re 
& Objets dépendants || (ll objet ciblé 

+ @ a: 4.74Xx-4.3y= LA 

cu 
_® 

© 

© — 
on 
D 
— 
— 
LL 

Le v-3°= leur degré de liberté. 
| un _— taBl Elle permet d'accéder à leur 
Ro | Lens définition et, par le biais de la 
| # Trace acivée [2€ |} Siéecrtont . fenêtre des propriétés, à l'ensemble 

lic Va Copies es Charmn de case St | ner (open) . de leurs attributs paramétrable. 

roit Fbl Renommer À het | 

gi “en Objet T1 Obit auxiliaire ! 
- sélectionné| | EE 

La fenêtre graphique 

Guimet aie KL 1] : La fenêtre graphique montre 

{ Clic droit …# ns Len | 
rie Le © | De Pose ve Le mathématiques affichables. On 
:l . : ee L Re _ peuty faire apparaître un repère 

: | mr +) À D _ orthogonal et une grille dont les 

nn | | mm paramètres sont accessibles via le 
| | menu graphique obtenu par clic- 

droit dans cette fenêtre. 

ne : les objets géométriques et 

[E | 
!Æ_ Graphique È | Label | 

+ 
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La zone de saisie 

Fonetions 22 Extremum 

SE ren prédéfinies Factoriser 
Il 

Zone de saisie | | Foyer 
| FractionTexte 
Ÿ GarderSi 

© saisie: _|fo-fonctionttix1. 101 h Li 
Re 

+ 
| 
} | Li _— xl 

Caractères spéciaux (dont grecs) commandes 
“Liste des 

Les outils de probabilités 

Fichier Éditer Afichage Dispositions Options (Outils) Fenêtre Aide 

| @ Saisie: u=vecteurtA.s] | 
La zone de saisie permet de créer 

des objets mathématiques à partir 

de commandes. 

La liste de ses dernières est 

accessible par le menu déroulant 

du même nom. 

Objets libres *| 

i Objets dépendants | 

) a=0.25 } 

— @ f(x}=1/x 

© Saisie: |a=1(4)| ï 

FR] nn] x] ; | Barre d'outils personnalisée … ( sésiacer. nes un ou des objets(Ctrl) ( È ‘ABC, OL, LT Le nt Ce 1 
GS |Grapnique SRE GE : L nn pr m - a Se ABC Insérer Texte | o 

Objets dépendants Déplacements . “a : d 

Las 7. PT Insérer Image me F 

Lignes particulières »! | 3 go) 

Polygones »| #2 P Stylo 

Cerdes et Arcs »! li o on 

Coniques » es 

Mesures | a2p| Relation entre deux objets F7 
| | Transformations » » | el FL 

| Insertions + Insérer Taxe | | A! Re ‘e] 
EE ire | A Calculs Probabilités 

Généraux ‘ Stylo | {- TT 2 — 

| PRET DU actes | \E/ inspecteur de fonction ns = 

| Calcuis Probabilités Ë a — ————— [@ 

Inspecteur de fondion : ses 

ai Le menu insertion propose depuis [go 

la version 4 du logiciel, un outil — 

« Calculs de probabilités ». on 

Choix de la loi Représentation 2%" 
a étudier —— graphique de _ | 

Ÿ [4 / [3 100011 |! 
4 10.0046 | 

5 10.0148 } 

fe 10.037 |: 

7 100739 À 
8 lo1201 | 
9 01602 |! 
10,01762 À 
11/01602 | 

12101201 * 

13:0.0739 

14:0.037 

Fa PJ PuaËs ne Ë 11 Bye 13 me Fu Le 17 18 19 20 mic DNS. Distibution — : 

(Einominke | n20 Pos € — aramètres r réglables [Normale x] Moyenne p | oh (Binomiale _# {Norme 5) l 
Probabilités : 
In» P(s <Xx<S )= 01201 -€— Répartition tBLAINRES 

mins ï nent fintenalie x] P(196  |<x<t96  |)= 095 N 
= VEN 

Celui-ci présente une représentation graphique simple 

des lois classiques qu'elles soient continues à densité ou 

discrètes ainsi qu'un paramétrage en vue d'une étude 

expérimentale de la répartition des probabilités. 

Dans le cas de la loi normale centrée réduite, on peut 

en particulier rechercher, par tests successifs, les 

valeurs de u, pour a [0;1]. (Voir le chapitre 11, 
page 372.) 
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© 

LL 

+ Fee LI Ed 

Généralités 

On zoome sur une caractéristique commune à tous les tableurs : les références relatives et absolues. 

Chaque cellule d’un tableur est repérée par son adresse du type A3 (ColonneLigne). 

Lorsque l'on rentre une formule dans une cellule (en commençant par le signe = dans la plupart des cas), on 

peut y utiliser le contenu d'autre cellules en y écrivant leur référence. Mais attention, il existe plusieurs sortes de 

références : les références relatives, absolues et mixtes. 

Il s'agit d'une même ligne que la cellule actuelle. Il s'agit d'une 

Le Rrnula entrée référence absolue. référence mixte, fixant la colonne. 

dans la cellule 

d'adresse C2 

désigne : 3 + 

: E 

La cellule se trouvant dans la ligne 2et La cellule se trouvant deux colonnes à gauche 
deux colonnes à gauche de la cellule et dans la même ligne que la cellule actuelle. 

actuelle. Il s'agit d'une Il s'agit d’une 
référence mixte fixant la ligne. référence relative. 

enserk Après un copier/coller ee 
La valeur 9. ” 

de la formule précédente 

dans la cellule du 

dessous d'adresse C3 

on obtient : 

Après un copier/coller 

de la formule précédente 

dans la cellule de droite 

d'adresse D2 on obtient : 

La valeur 3. La valeur 3. 

À retenir : Un « numéro» de colonne ou de ligne précédé par un $ est « fixé » lors d'une copie. On parle de 

référence absolue (à la ligne et/ou à la colonne « fixée »). 
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Le tableur intégré à Geogebra Le tableur de Geogebra se comporte 
comme tout tableur, ses cellules peuvent : 

+ contenir du texte ; 

+ contenir une formule ; 

eutiliser des référence relatives et/ou 

absolues à d'autres cellules. 

9 |Emecar tou _|| Les formules peuvent également 
contenir des commandes 

géométriques. 

Les objets affichables créés à 

1 partir de ces commandes sont 

| immédiatement visibles dans 

la fenêtre graphique et sont 

Il nommés par la référence de 

la cellule qui les a créés. 

Les résultats obtenus dans les 

cellules du tableur peuvent 

être insérés dans une liste dont 

les éléments sont par la suite 

accessibles par leur indice via 

la zone de saisie. 

à L=17,23,25,1,4,5} | 
e) a | 

| Nombre a:ElémenffL., 3] | 
h - 3 SIREN REPRISE en 

Effacer l'objet 

Créer une liste de points | ’ 

Créer une matrice : 

a L,={7,23,25,1,45) 

-Q a=25 | 

- © hstet = {(7, 4), (2.3, 7), (25, 1), (1, 23, (4, -23,(5,4} | 
SEIQUT EEE 

DERRNERITEE 

Dans le cas de couples de 

nombres, on peut directement 

créer une liste de points 

| immédiatement affichée dans 

| la fenêtre graphique. 

Dre ame 

Fonctions utiles 

SI = Sifcondition , valeur si = Si[SAS2 < 10, «insuff- Instruction conditionnelle du type Si … Alors 
vrai, valeur si faux] sant», « Satisfaisant »] .… Sinon … 

= NbSif x vérifie la condi- |= NbSifx <1500, D2:D7] 

AET) 

floor 

Permet de compter le nombre de cellules ou 
tion condition , plage de 

AléaEntreBornes 

d'éléments d'une liste dont la valeur remplit 
cellules] une condition. 

Renvoie VRAI lorsque les deux conditions = condition1 À condition2 
fournies sont remplies 

Renvoie la partie entière d'un réel = floor(nombre réel) = floor(12,78 

Retourne un nombre réel de [0;1[ au hasard 

( ) 

(selon la loi uniforme) 

deux bornes fournies incluses. (Équiprobabilité) | AléaEntreBornes[min,max] 

Fiches Logiciels 601 

= ($A$2>=14) 1 (SAS2<16) 



Fiches Logiciels 
+ 

Le tableur OpenOffice Calc 

Graphiques 

D Pour un graphique de type y = f(x) 

On sélectionne la série 

de données à représenter : 

puis on clique sur Je 

D Pour un graphique par série de données : 

On sélectionne la série 

de données à représenter : 

2. Plage de données 

3, Séries de données 

4. Éléments du diagramme 

puis on clique sur ==. 

LR ER Choisissez une plage de données 

Plge de données 

{SFeuillel SDSL:SES7 
1. Type du diagramme DE 

3, Séries de données © Séries de données en lignes 

4. Éléments du diagramme © Séries de données en colonnes 

[V1 Première ligne comme étiquette 

I] Première colonne comme étiquette 

Instruction conditionnelle du type 
Si. Alors .… Sinon 

db Colonne > f “ 
[Es Barre 160 ar 

2. Plage de données @ Secteur 1502 La Le 

3. Séries de données F& Zone AE 

4. Éléments du diagramme Lx ue 1400 

#8 Bulle Fo 120 100 wo 10 

Étapes _____ Choïsissez un type de diagra 

lb Colonne - 
JE Barre 

@ Secteur 

8 Zone 

hgne 

fr XY (dispersion) 

ÎSe Rule 

Forms] Due] se] Emme 

Permet de compter le nombre de 
cellules dont la valeur remplit une 
condition. 

Renvoie VRAI lorsque toutes les 
conditions fournies sont remplies. 

a Titre 2 

1600 1700 1800 1900 2000 2100 

Titre 1 
+Titre 2 

=SI(SAS2 < 10; 
« Insuffisant » ; 

« Satisfaisant ») 

=Sl(condition ; valeur si vrai ; 
valeur si faux) 

=NB.SI(plage de cellules ; 
«condition ») 

=ET(condition1 ; condition? ; 

Renvoie la partie entière d’un réel. 

=NB.SI(D2:D7 ; 
« <1500 ») 

ZET(SAS2>=14 ; 
$AS2<16) 

=ENT(nombre réel) =ENT(12,78) 

hasard (selon la loi uniforme) 
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Calculs. 12557070 

Les résultats sont donnés de façon exacte (fractionnaire simplifiée). 
Pour afficher une valeur approchée du résultat, utiliser l'instruction evalf (en 
indiquant si besoin le nombre de décimales souhaité). 3.14159265358979323846, 

1+hasard(6) ! 
Commandes particulières : 

D Racine carrée : sqrt(.…) ; 

D Partie entière : floor(.…) ; 

D Réel aléatoire entre a et b : rand(a,b) ou hasard(a,b) 

D Entier aléatoire entre 1 et N : 1+rand(N) où 1+hasard(N) 

Af6o:=-17452#x43 b 

x >(1}-x 74x43 | 
4 È 

Fonctions et expressions algébriques GNI=denvert((0) 

a. Expression et calcul formel : Soit f(x) = — Lx + x + 3. smpliser(gé) | 

Pour transformer les expressions algébriques, utiliser les instructions du menu | 

Scolaire, Seconde et Première : SEGA Tortue 
Seconde 

deriver 

Terminale + | mult_conjugue !: 

Programme + | limite 

tangente 

b. Courbe représentative : plotfunc(f(x),x=-3.5..7.5) 

D Pour effacer la fenêtre graphique : erase. 

D Tracer la courbe avec l'instruction plotfunc. 

D Dans la fenêtre graphique, effectuer des 

zooms avec in et out. SEL EL EE 

Géométrie 

Ouvrir le module de géométrie (Menu Geo, Nouveile figure ou raccourci alt+g). 

D Créer les objets (points, droites, segments, …) en pointant sur la figure après avoir sélectionné 

le bon Mode : 

D Ou créer les objets au clavier dans la ligne de saisie. Exemple : HJA:=point(2,1) 
Utiliser aussi les instructions du menu Geo (segment, hauteur, est_rectangle, ..) 

Plus d'informations sur le site officiel : 

http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/-parisse/giac_fr.html 

Pour une utilisation en ligne du logiciel : 

http://vds1100.sivit.org/giac/giac_online/demoGiacPhp.php 
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Logique et 
D Vocabulaire et notations d'ensembles 

©@ Un ensemble E est une collection d'éléments telle que que la relation d'appartenance xE E 

est soit vraie soit fausse pour tout objet mathématique x bien défini. 

@ Il existe un unique ensemble vide noté G ou VE 

© Il existe des ensembles infinis. 

@ Un ensemble peut être défini. 

D en extension, par écriture entre accolades des tous ses éléments. Exemple : E — {0 223% 4}. 

D en compréhension, par écriture entre accolades d'une caractérisation de ses éléments. 

Exemple: E={neN/n<4)}. 

Notations ensemblistes 
Na IN 

Appartenance : x € E x appartient à E 3eN _| 

|xéE x n'appartient pas à E 16#N 

Inclusion:EcF JE est inclus dans F; tous les éléments de E sont des éléments N CR 

deF 

Intersection : ENF n. Einter F; ENF est l'ensemble des éléments communs à | Nh;5]n[2;7]=[2;5] 
uy etàF 1 

“3 Réunion : EUF E union F; EUF est l'ensemble des éléments appartenant à|[1;5]U[2;7]={[1;7] 
À : l’un au moins des ensembles E et F 

© | | Complémentarité : Complémentaire de F dans E; F est l'ensemble des éléments! N,={neZ/n<0} 
d) avec FCE |de E qui ne sont pas éléments de F 4 

O | Les ensembles de nombres 
E é 

LA Lite 

N Entiers naturels C Nombres complexe 

Z Entiers relatifs | IN Ac Éléments de l'ensemble privé de O 

Q Nombres rationnels [Z. “Rs |Éléments positifs ou nul (resp. 

(2h négatifs ou nul) de l'ensembles, | 

R Nombres réels E =! 

2 Construction de propositions 
(ed Les énoncés mathématiques vrais et les énoncés 

mathématiques faux et uniquement ces énoncés sont appelés 

propositions. ls seront notés par l'une des minuscules p, q, r, 5, t. 

EXEMPLES : Démonstration, raisonnement 

© « La fonction définie sur R par f(x) = e* est dérivable sur R » est une sp 
proposition vraie. 

@ « La fonction définie dans [0 ; + | par f(x) = x est dérivable en 0 » 
est une proposition fausse. 
© Une équation n'est pas une proposition. 
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raisonnement mathématique 
El La négation d'une proposition 
EXEMPLE : p étant la proposition « la suite arithmétique de premier terme 3 

et de raison — 2 converge vers 0 », la négation de p qu'on note non (p) 
où — p ou p est la proposition « la suite arithmétique de premier terme 

3 et de raison — 2 ne converge pas vers 0 ». 

@ p et non (p) n'ont jamais la même valeur de vérité. 

@ non(non(p)) = p. 

L'1 Les connecteurs et, ou 

EXEMPLE :«Le triangle ABC est rectangle et isocèle » est la conjonction des 

propositions p : « le triangle ABC est rectangle » avec q : «le triangle 

ABC est isocèle ». La conjonction de p avec q est notée p et q ou p À q. 

MAJ p et q est vraie seulement lorsque les deux propositions p, q 

le sont. 

a disjonction ou 

EXEMPLE : nétant un entier naturel. 

p: «nest un diviseur de 6 » ; q:«nest un diviseur 24 ». 

La disjonction p ou q est vraie pour 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Les nombres 

qui divisent à la fois 6 et 24 sont dans la liste. En mathématiques, la 

disjonction p ou q qui se note aussi p.V q est inclusive. 

© p ou q est vraie quand l'une au moins des propositions p, 

g est vraie. 

Q p ou gq est fausse seulement quand les deux propositions p, q le 

sont. 

implication et équivalence 
Ce sont les outils les plus visibles de la démonstration. 

EXEMPLES : @p:«si f est dérivable en x, alors f est continue en x, ». 

D La contraposée de cette implication p est: q:«si f n'est pas continue 

en x, alors f n'est pas dérivable en x, ». 
D La réciproque de cette implication p est :r:«si f est continue en xo, 

alors / est dérivable en x, ». Elle n'est pas vraie. 

@ ABC étant un triangle, « ABC est rectangle en A est équivalent à 

AB? + AC? = BC? » est une équivalence logique. 

(KTATETTON 

MAC LMICUEE D L'implication si p alors q se note p = q. 

D On dit que p est une condition suffisante pour q et que q est une 

condition nécessaire pour p. 

Logique et raisonnement mathématique 

Vocabulaire 
Les théories mathématiques 

sont généralement 

construites à partir d'un 

groupe de propositions qui 

sont déclarées Vraies et non 

contradictoires. Ce sont les 

axiomes de cette théorie. 

La logique mathématique 

propose des outils pour 

construire de nouvelles 

propositions et leur attribuer 

une valeur de vérité. 

Dans « une porte est ouverte 

ou fermée » la disjonction 

«OÙ » n'est pas inclusive mais 

cette phrase n'est pas une 

proposition mathématique. 

3n019071 
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Logique et 

© p = gq est vraie dans les deux cas suivants : . La démonstration a sans 

JE ER ER . doute été inventée par les 
D p est fausse. Ce cas est peu utilisé, mais il distingue l'implication ! mathématiciens grecs, Thales 

de la conjonction. . est souvent cité. À priori, une 

@ La contraposée de p—q est non(q)= non(p). Une : proposition est démontrée 

implication et sa contraposée sont interchangeables. Démontrer . lorsqu'un cheminement 
. validé par les lois de la 
: logique mathématiques la 

* rattache implacablement 
: aux axiomes de la théorie 
: concernée. En pratique, 

EU AIENCE POSTE . on saute les étapes que les 

Notations et vocabulaire . lecteurs sont capables de 
na. de HA ; : reconstituer eux-mêmes et 

) L'équivalence p est équivalent à q se note p  q. : Late 
. particulièrement les preuves 

l’une démontre l’autre . 

© La réciproque de p = q est q = p. Une implication et sa 

réciproque ne sont pas interchangeables. 

D On dit que p est une condition nécessaire et suffisante pour q.  decthcomecomiile 

On utilise également l'expression si, et seulement si, qui s'abrège . candidat bachelier suppose 

en ssi voire en sssi. : que son lecteur est un autre 
. candidat bachelier qui 

__ : connaît bien son cours et les 
! techniques auxquelles il s’est : 

- entraîné durant les années de 

_ lycée. 

© p & gq est une écriture condensée de (p = q) et (q = p). 

Op getgq p sont deux propositions interchangeables. 

Cl Les quantificateurs 
EXEMPLES : D x? =—1 n'est ni vrai, ni faux. Il faut des informations supplé- 

mentaires sur la variable x qui figure dans cette formule. 

D |! existe au moins un nombre complexe x qui vérifie x? =—1 est 
une proposition vraie. Il suffit de d'écrire ? =—1 pour le prouver. Une 

écriture formelle simplifiée de cette proposition est : 1x € C, x? =—1. 

D Dans l'ensemble des nombres réels, x? —1 est aussi une proposition 

vraie. Elle s énonce de deux manières : 

- quel que soit le réel x, x? #—1;: 

— pour tout réel x, x? Z—1. 
Une écriture formelle est vxe R, x? 4-1. 

ATEN TR ES EE EI ONE ET 

Notations et propriétés Remarque BR 
Dans une proposition telle que « il existe au moins une fonction Généralement, le domaine 
numérique f dérivable sur R vérifiant f” = f », la locution il existe au dans lequel on doit trouver 

moins … tel que est appelée quantificateur existentiel et notée 1... la variable est précisé, 

Hefcile10: 

ATELIER ROUE 

Notations et propriétés 

Dans une proposition telle que « pour tout entier naturel n, 

n{nri 
IE 25e nes LUE ». la locution « pour tout … , » est 

Généralement, le domaine 

dans lequel on doit trouver 

la variable est précisé. 

appelée quantificateur universel et notée Y.….,. 
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raisonnement mathématique 
Le quantificateur universel est très souvent implicite. Par exemple, 
« un triangle isocèle a deux côtés égaux » dissimule le quantificateur 
universel « pour tout triangle ABC isocèle….. ». 

L'ordre des quantificateurs est important : « pour tout réel a, il existe 

un réel h tel que | f(x+h)—/f(x)| <a » n'est pas équivalente à « il 
existe un réel h tel que pour tout réel a, | f(x + h)—f(x)|< a ».Dans la 
première le h peut dépendre de a, dans la seconde non. 

ED Démonstration, raisonnement 

El Démontrer une implication p = q 

ETES 
Des étapes intermédiaires permettent d'utiliser théorèmes et propriétés 

souvent entrecoupés de calculs. 

EXEMPLE : Pour démontrer que la fonction f: x+> In(x? +1) est dé- 
rivable sur KR, on utilise successivement la dérivabilité sur R de 

xr+> x? +1, la dérivabilité de In sur les réels strictement positifs et en- 

fin un théorème de dérivabilité des fonctions composées. 

Au lieu de prouver p = q, on peut prouver la contraposée 

non(q)= non(p). 

EXEMPLE : Soit à démontrer dans R que l'implication a 4 b = a? Z b? est 
fausse. Le calcul sur des égalités étant plus simple on travaille avec 

la contraposée qui est a? = b? = a = b qui est clairement faux dans R. 

La contraposée est fausse donc l'implication originelle l'est aussi. 

Au lieu de prouver p = q, on peut prouver que la conjonction p et non 

(q) conduit à une contradiction. 

EXEMPLE : On veut prouver l'ensemble 7 des nombres rationnels strictement 
supérieurs à 1 n’a pas de plus petit élément. On suppose l'existence 

d'un tel nombre rationnel qu'on nomme a. On construit alors le ration- 
1 
3. 

petit que a, ce qui est contradictoire avec l'hypothèse « a est le plus 

petit élément de 7 ». 

La preuve à produire est /={xeQ/x>1}= 7 n'a pas de plus petit 

élément. 
On a montré que (1/={xeQ/x2>1}) et (I a un plus petit élément) 
conduit à une contradiction. 

L'hypothèse est décomposée en une famille de cas plus simples qui 

recouvrent toutes les situations possibles. On parle aussi d'analyse 

exhaustive. 

nel b = Onabien b>1,doncbEe 1, mais best clairement plus 

Pour info ] 

| sans erreurs. 

| Pour info | 

L'une des plus longues 

démonstrations réalisée 

sans recours aux calculs 

informatiques résulte 

de la coopération d'un 

centaine de mathématiciens 

principalement de 1950 à 

1980. L'ensemble des articles 

remplit 15 000 pages. Le 

résultat est connu sous le 

nom de théorème énorme. 

Certains doutent qu'elle soit 

La démonstration du 

théorènfé des quatre 

couleurs, qui affirme qu'il 

suffit de 4 couleurs pour 

colorier une carte de 

géographie, a été proposée 

en 1976 et comporte 1500 cas 

qui ont été calculés et vérifiés 

par ordinateur. S'il fallait la 

rédiger complètement, on 

obtiendrait plusieurs dizaines 

de millions de pages. Mais 

sa description en axiomes, 

règles de déduction et règles 

de calcul tient en quelques 

dizaine de pages. 
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barrasser des valeurs absolues x <<— 5 ou—5<x<2oux2 2. 

Pour démontrer qu’une proposition, contenant le quantificateur 

universel de préférence, est fausse on peut se contenter d'exhiber 

un contre-exemple. 

LI Démontrer une équivalence p< q 
Par condition né re puis suffisant 

C'est la méthode la plus sûre. On démontre que p est une condition 

nécessaire pour q, puis que c'est une condition suffisante, ce qui 

revient à démontrer p = q et q= p. Toutes les idées précédentes 

peuvent être mobilisées alors. 

On construit un enchaînement d'équivalences. Cette stratégie 
économique est déconseillée, car elle dissimule de nombreuses 

difficultés et pièges. En particulier, les phases de calcul 

et de simplifications d'expressions nécessitent une très forte 

prudence. La démonstration (fausse) de 1 =.0 se fait en divisant 

loin a et b par 1... 

) La démonstration 
par récurrence 

EXEMPLE : Démontrer que pour tout n € N° la somme 5, des n premiers 

nombres impairs égale n°. 

Il est souvent bon d'examiner les premiers termes : S —=1 

LOGIQUE 

cite jamais. 

et troisième points, qui constituent le cœur de la démonstration. 

CRE 

Sahel . 

D Hérédité : On démontre la proposition n > 1 et p, = Par. 

D Conclusion: VneN ,5,= n°. 

Achevé d'imprimer en Italie'par L.E.G.O. S.p.A. 

À 13/5578/3 

EXEMPLE : Soit à démontrer que l'équation el" Hx+5] 2 1 a exactement 

1 solution dans R. Après avoir ramené le problème à l'étude des solutions 

de|2x-4|+ [x +5 |= 0.On le sépare en trois cas permettant de se dé- 

les deux membres d'une égalité par (a — b) puis en remplaçant plus 

$=1+3=4;$S,=1+3+5—-9.Remarquant que le dernier terme 

de 5, est 2n — 1, celuide $, ; , est certainement (2n — 1) +2 = 2n +1, 

on peut écrire que S,+3 = S, +2n + 1 et s'il est vrai que S, = n°, alors 

Sn 2n tnt 1e Comme :5, = 1 = 12, la propriété se 

propage à partir de n = 1 d'entier à entier suivant. C'est en réalité, le 

dernier axiome de Giuseppe Peano qui permet de conclure, mais on le 

Pour construire une démonstration par récurrence on peut procéder en 

quatre étapes, la rédaction ne mettant souvent en valeur que les second 

D Formalisation de la propriété à démontrer : p, : pour tout n € N’, 

D Initialisation : ici le plus petit n est 1. p, : S = 1? est vraie, car 

La condition posée sur n est liée à l'initialisation et ne doit pas être omise. 

Pour démontrer qu'il est 

faux d'affirmer que toutes 

les fonctions numériques 

continues sur R sont 

dérivables sur R, il suffit 

de citer la fonction valeur 

absolue qui est continue 

et n'est pas dérivable en O. 

KAULCULS Pour démontrer. 
que tout entier naturel 

possède au moins un diviseur 

premier, on combine un 

_raisonnement par récurrence 

et un raisonnement par 

l'absurde. Bien qu'on trouve 

cette procédure dans les 

éléments d’Euclide, elle est 

souvent appelée descente 

infinie de Fermat. 

On suppose qu'il existe des 

entiers naturels qui n'ont 

pas de diviseurs premiers 

et on s'intéresse au plus 

petit d'entre eux n, dont 

l'existence est assurée par la 

structure de N, n, n'est pas 

nul. Cet entier n'est donc 

pas premier et n’a pas de 

diviseurs premier et il s'écrit 

No = kM avec no > M. 

n, n'est pas premier et n'a 

pas de diviseur premier, 

on peut donc réitérer le 

procédé et fabriquer une 

suite infinie, de premier terme 

n, strictement décroissante 

de nombre naturels ce qui 

est contradictoire avec la 

structure de N\, car il n'y 

a que n, entiers naturels 

strictement inférieurs à Po- 
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A-B : 

arguments (d'un nombre complexe)... 230 

asymptotique (intervalle de fluctuation)....….. 408 

DÉDUIT (ENEONÈME TE)... nn 482 

carré scalaire (d'un vecteur de l'espace)... 294 

Chasles (relation de Chasles pour intégrales). 186, 192 

1 LI 9 SRE 511 
noie (Nombre)... nr 226 
conditionnelle (probabilité) 330 

confiance (intervalle de)... 406 
LIFE SRE 450 

conjugué (d'un nombre complexe)... 226 

On On). nes 60 

cpnVergente (SUITE)... 24 

coplanaires (droites de l'espace)... 260 

coplanaires (vecteurs de l'espace)... 264 
RSR ON) ermtercmnarste 94 

décomposition (en produit de facteurs premiers) 446 

densité (loi de probabilité à)... 366 

MISEUR IC LINENTIOT) an rerressermnennee 444 

mem nrnmmmnmnrsone 444 

E-F-G 

ÉRDAHLIONNATE ee rrsenmenermrnmnssrssemnerse 406 

encadrement (théorème, limites de suites)... 22 

BTE COM 406 

euclidienne (division)... 448 

exponentielle (fonction)... 122 

exponentielle (notation d'un nombre complexe) 232 

exponentielle (loi de probabilité)... 368 

fluctuation (intervalle de)... 406 

EAUuSS (TRÉOTÈME dE)... ..nrmresesetetmen 482 
gendarmes (théorème des)... 22 

I-L 

indépendance (de deux événements)... 332 

intégrale (d’une fonction)... 186, 192 

inverse (d'une matrice carrée)... 516 

limite (d'une fonction à l'infini)... 54 

limite (d'une fonction en un réel a)... _56 

lite (Une SUITE) M temeernsiraesamrtanses 18 

linéarité (de l'intégrale) 186,192 

logarithme (décimal) a etes iqnare 158 

logarithme (NÉpÉrIEN) 154 

MAUTICR  Rnennrcome mpelerene Si 

module (d'un nombre complexe) 230 

Moivre-Laplace (théorème de)... 370 

MUITID IE QUENTIN ramener 444 

niIVeaul dé ÉONDANCR nm ei names 410 

normal (vecteur normal à un plan)... 298 

normale (0) ennrene nimes 372 
normale centrée réduite (loi de probabilité)... 370. 

orthogonalité entre droite et plan... 298 
orthogonaux (vecteurs de l'espace) 296 

orthonormé (repère de l'espace)... 294 

P-Q-R 

parallèles (plans de l'espace)... 260 

paramétrique (représentation d'une droite 

de l'espace) Aer mnaenenemenmetemmne 266 

PGCD'de deux entiers ere 480 

pondéré (arbre de probabilités)... 330 

premier (nombre)... ren nr de 446 

primitive (d'une FONCTION) nr 188 

produit (de deux matrices carrées)... 514 

produit (matrice carrée par colonne)... 512 

produit (matrice par Un réel)... 512 

produit scalaire (dans l'espace)... 294 

puissance (d’une matrice carrée) 518 

quotient (dans une division euclidienne).....….. 448 

rÉCUrTENCE (rAÏSONNEMENT)...nnnse 16 
repères de léSpace. #..rmsnnmnsts 266 

reste (dans une division euclidienne) 448 

S-T 
sécants (plans de l'ESPace) 260 

second degré (équation dans C) 228 

sinus fonction) te ae SES PAR 94 

somme (de deux MatriCES) ne Sie 

SUITA dE MATIERE een ns 520 

totales (formule des probabilités) 332 

trigonométrique (forme d'un nombre complexe) 232 

U-V 

uniforme (loi de probabilité)... 366 
valeur moyenne (d'une fonction)... 186,192 

valeurs intermédiaires (théorème)... 62 

vecteurs (de l'ESPACE)....snennt 262 



En bleu les instructions à l'écran de la RU on les sélectionne par les touches ©. Q. 

Suite récurente En On traite l'exemple pour tr, , : = 2u, + 1 avec up = 1, 

4 pour choisir le ÿRe de définition de la suite : “prendre n+1 POUr une suite récur- Facursion 

rentes ; : an+182*anti Fi 

an+1i=2*anti de. 

[I 
pour avoir accès à a, et n quand on saisit l'expression de a,,,en oc de a, 

et valider par C2. 

pour définir l'indice du terme initial et sa valeur. 

‘ TABL pour tabuler, FORM pour revenir à l'expression. [Fr CE UEE K-con [CFLT 

ele. Ontraite l'exemple de la fonction f(x) = — 1e +x+1. 

Entrer une expression ue [u _1Ÿ= 

A ou Ettd pour saisir l'expression en Y1,en remplaçant x par (ED. VIS XX +4 +1 [—1 

« | GRAPH 
Dresser un tableau de valeurs Et Tracer une courbe représentative A 

| EI pour définirlès paramètres de tabulation. pour choisir la fenêtre. 

TABL pour tabuler. DRAW pour visualiser la courbe représentative. 

| ; j pour se déplacer sur la courbe. 

Calculer dans la fenêtre graphique On lit |. fo) dx = 5,25 : 

ROOT pour déterminer les solutions de l'équation f(x) = 0. 

MAX et MIN pour déterminer les extrema de la fonction. 

ISCT pour repérer les points d'intersection de deux courbes. 

Jdx pour calculer l'intégrale de entre deux bornes à saisir. 

ou 

; D Cälculer dans l'écran de calcul D * TE 

(Ta d/dx pour. PAuer le nombre dérivé d’une fonction, de variable @£] ren 
un nombre donné. 

(Xe /dx pour calculer l' intégrale d' une fonction, de variable Kay ; entre deux 
| bornes données. : 

4 

LOUUCEROUTICETS sepicer en CD CD 
Utiliser  ° À (ÿ) pour obtenir le nombre 

Calculer, Lorie AR or CPLX RS 

Arg pour calculer un. argument d'un REA non:nul. 

Abs pour calculer le module d'un complexe. SP 

> a + bi pour obtenir la forme algébrique du complexe précédent. à 

Dr / BEoUr obtenir la formé Eu Eu ol du complexe précédent. 
Rrs (#49) 

+ 

(Zxeir4) » ab 
“ 5 L 
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Listes, statistiques et probabilités 
Travailler sur les listes : 

STAT 
LE] pour entrer chacune des valeurs au fur et à mesure. 
RUN 

Ken 5 Seq pour définir les valeurs par une formule. 

[E.] pour stocker des nombres dans une liste. 

bHEN pour effacer le contenu d’une liste, à sélectionner. 

Statistiques à une variable :(x;; n;) LE] 

Mettre les valeurs x; en List1 et les effectifs n; (ou les fréquences) en List2. 

STR-A pour trier par ordre croissant une liste. 

SA pour paramétrer 

les calculs. 

1VAR pour calculer les paramètres de la série. 

Simulations PROB RaND 

Ran# pour obtenir un réel aléatoire entre 0 et 1 

[nta Be D: BB pour simuler le tirage aléatoire de n entiers entre a 
et b : on obtient une liste. : 

Loi binomiale X est une variable aléatoire suivant la loi (n ; p) 

» Pour calculer P(X = k), on utilise : P(X = k) = (R)et Qi —p} *. 

: ; = LL 
| oprn Gi: n nCr k pour calculer le coefficient binomial (e) 

CEE 
Bpdn ŒBr pour obtenir la liste des probabilités P(X = k) pour toutes 

les valeurs de k. , ' 

Bpdn œr @D pour obtenir la liste des probabilités P(X < k). 
: 

Loi normale X est une variable aléatoire suivant la loi N(u ; 62) 

DENTS 
Ncd 1€ b Se co u pour calculer P(a £<X< b). , , 

LC 

Attention à mettre en'argument l’écart-type 0, et non la variance 62! 

MivN p e © u pour calculer le réel «tel que P(X< a)= 

.|Ned & xd _ mn ER pour obtenir la fonction de densité de TA 

Suite (k), où k varie de 0 à 6 r par pas de 1. f 

Moyenne 

Écart type ri 

» Pour calculer la liste des P(X = k) ou P(X< k) où kestunentier entre Oetn: 

pce a © 

Sea(kK:K:0:6:1)39List 1 
{B:1:2: 34:56 

Ex 

Ra h 

6. 1564658954 
RanInt#(1,6;1093 
493 45 62 4335 12215559 

6C1x6.4" X(1-6, 42 
6. 186624 

blé tt to 
= 

{ 6.646656; 4.186624; Gb 
BinominalCDé6;6,43+Li 
5 
{6.846656 ; 6.253328; 6. 

Cist SSI 

List sé 
8. 186624 

6. 395964 

DWER=- ! 
dx=0, 502685u92 | 

F  Laloin”(o;1à.12 
p(-tex<1)= 

WPPER= | 

à 
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