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AVANT-PROPOS 

Ces annales ont été préparées pour permettre un entraînement continu tout au long de l’année 
de terminale S. Elles sont conçues pour vous aider à acquérir la rigueur nécessaire, non seule- 
ment à la réussite à l’épreuve de mathématiques du Baccalauréat, mais aussi à la poursuite sans 
encombre d’études supérieures. 
Nous souhaitons que cet ouvrage soit le compagnon indispensable de votre préparation au 
Baccalauréat et qu’il vous soit particulièrement utile lors de vos révisions de contrôle ou de 
bacs blancs. Pour ce faire, il vous propose : 

Une aide pour votre préparation 

Des Conseils généraux (page 16) vous indiquent une méthode de travail à suivre durant l’an- 
née de terminale. Vous y trouverez aussi des recommandations très utiles pour gérer au mieux 
le jour de l’épreuve. 

Une thématique détaillée 

Un Tableau des sujets par thèmes du programme (page 12) vous permet de choisir les exer- 
cices à travailler en fonction de l’avancée de vos connaissances en cours d’année scolaire. 
Chaque grande partie du programme y est répertoriée. 

Des sujets complets 
Nous avons réuni 22 sujets complets et récents du baccalauréat (soit plus de 100 exercices) 
qui comprennent presque tous l’exercice de spécialité. Ces sujets ont été retenus en fonction 

des critères suivants : 
M Le programme de mathématiques de terminale S (aussi bien l’enseignement obligatoire que 

l’enseignement de spécialité) est largement couvert. 

M Une même notion est abordée plusieurs fois afin de la voir sous différents angles et, par 

conséquent, de mieux l’assimiler. 
M Des exercices de toute nature sont proposés, qu'il s'agisse : 
_ d'exercices de type standard : une seule partie du cours y est abordée (le barycentre, par 

exemple) ; 

_ d’exercices de type mixte : plusieurs thèmes y sont mélangés (les nombres complexes et les 

suites, par exemple) ; 

— d’exercices de type Q.C.M. ; 
— ou de problèmes concrets faisant appel à d’autres disciplines (physique ou sciences de la vie 

et de la terre). 

De plus, pour chaque exercice, une durée estimée de résolution figure au début du sujet. Ce 

minutage est établi en fonction du nombre de points attribués à l’épreuve. Vous pouvez ainsi 

vérifier que vous avez le niveau d’entraînement et la rapidité nécessaires le jour de l’épreuve. 

… et intégralement corrigés 

M Tous les sujets sont entièrement corrigés. Les Q.C.M. pour lesquels le candidat n’a géné- 

ralement pas à justifier ses réponses le sont aussi et, ce, de manière approfondie. 

& Les corrigés sont rédigés dans un style rigoureux qui illustre le niveau que vous devez 

atteindre pour élaborer un raisonnement scientifique correct. 

M Ces corrigés contiennent aussi de nombreux rappels de cours et de méthode (qui apparais- 

sent dans des encadrés sur fond de couleur) : ceux-ci doivent vous aider à synthétiser votre 

cours et à compléter vos fiches (voir page 16, Conseils généraux). 

Nous souhaitons vivement que ce livre réponde à votre attente et participe à votre réussite en 

terminale S, au baccalauréat et après ! 

Bon courage. 

Les auteurs 
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PRÉSENTATION DE L'ÉPREUVE 
DE MATHÉMATIQUES 
AU BACCALAURÉAT 

Le déroulement de l'épreuve 

Le premier groupe : une épreuve écrite de 4 heures 

Lors de cette épreuve écrite sont évaluées les compétences suivantes : 

— la rigueur du raisonnement ; 

— Ja clarté et la précision de la rédaction ; 

_ Je choix des méthodes de démonstration utilisées : il arrive fréquemment que, pour certaines ques- 

tions, plusieurs démonstrations soient possibles. Le temps imparti pour la résolution étant calculé en 

fonction de la méthode la plus courte, si vous ne choisissez pas celle-là, vous êtes pénalisé ; 

_la bonne application des mathématiques à des problèmes concrets choisis dans différents 

domaines (physique, économie, biologie, etc.) ; 

_ la connaissance des résultats de cours : pour certains exercices, le sujet peut comprendre une 

question de cours, une démonstration. On peut, par exemple, vous demander de démontrer que 

: EX se ; Ë : — ; 
lim {© = + ou d’utiliser le schéma de démonstration de cette limite pour obtenir la valeur 

X—+o XX 

d’une autre limite. 

Épreuve écrite 

Candidats n'ayant pas suivi Candidats ayant choisi l’enseignement 

l’enseignement de spécialité de spécialité 

2 à 4 exercices communs à tous les candidats (environ 15 points) 

+ un exercice portant + un exercice portant 

sur le programme d’enseignement obligatoire sur le programme d’enseignement 

(environ 5 points) de spécialité (environ 5 points) 

Le deuxième groupe : l'épreuve orale de rattrapage 

& Tout candidat qui n’est pas admis à l’issue des épreuves du premier groupe est autorisé à passer 

les épreuves orales du deuxième groupe si sa moyenne est supérieure à 8/20. Il doit alors choisir 

deux matières parmi toutes celles faisant l’objet d'épreuves écrites. 

M Dans le cas où son choix se porterait sur l’épreuve orale de mathématiques : 

_ celle-ci dure 20 minutes après une préparation de 20 minutes également ; 

_ Ja note de l’épreuve orale de mathématiques remplace celle de l’épreuve écrite si elle lui est supé- 

rieure. 
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CONSEILS GÉNÉRAUX 

Le travail durant l'année scolaire 

Du bon sens 

B Il vous faut absolument travailler de manière régulière pendant toute l’année, non seulement 
pour affronter l’épreuve de mathématiques en toute sérénité, mais aussi pour pouvoir aborder les 
études supérieures avec les connaissances et, surtout, le recul nécessaires à l’approfondissement 

des notions vues en terminale S. 

M Il est impératif d’apprendre son cours et les démonstrations afférentes, l’un des exercices du bac- 

calauréat pouvant porter dessus. 

.… et de la méthode 

Des fiches de cours 

Si vous avez du mal à vous retrouver dans votre cours, vous devez vous astreindre à faire des fiches 

de cours dans lesquelles vous ferez figurer : 

— Les définitions : c’est le vocabulaire de base qui vous permet de comprendre les questions et les 
consignes des exercices. 

— Les théorèmes et les formules en soulignant particulièrement les hypothèses : celles-ci vous indi- 

quent si vous pouvez ou non utiliser un théorème. La vérification de ces hypothèses est évaluée 
dans la rigueur et la précision de la rédaction. 

— Les démonstrations : il vous faut dégager l’articulation ou le schéma de démonstration (en phi- 
losophie, cela s’appelle le plan) et, une fois cette articulation comprise et apprise, il est beaucoup 
plus simple de combler les « trous » plutôt que d’essayer d’apprendre la démonstration ligne par 
ligne. 

Des fiches de méthode 

Si vous avez du mal à synthétiser votre cours, vous devez faire des fiches de méthode. 

Exemple : les différentes méthodes pour démontrer la croissance d’une fonction 

Sur cette fiche, vous allez regrouper toutes les manières possibles de déterminer les variations 
d’une fonction : définition, fonctions associées (avec la composée), dérivation. 

Vous procédez de même pour tous les grands thèmes du programme. Dès que vous résolvez un 
exercice, vous devez vérifier si la méthode utilisée a été référencée. 

Ces fiches vont vous aider à progresser assez rapidement, car : 

— Elles permettent de dégager des schémas de démonstration selon les questions posées. Vous allez 

vous apercevoir que les exercices obéissent, pour leur très grande majorité, à la même logique. Ce 

sont vos fiches méthodes qui vont vous permettre de comprendre cette logique. 

— Vous allez aussi réaliser que, sous des formes différentes, c’est souvent la même méthode qui est 

utilisée : selon que le cadre de l’exercice est analytique, algébrique, graphique ou géométrique, le 

vocabulaire n’est pas le même, mais la méthode de résolution reste identique. 
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Comment aborder un exercice durant l'année ? 

Un moment clé : la lecture de l’énoncé 

B Lisez attentivement tout l’énoncé. Celui-ci peut contenir des résultats intermédiaires suscep- 

tibles de vous indiquer dans quel esprit l’exercice a été écrit et, donc, de vous guider vers la 

méthode la plus judicieuse à employer. 
& Surlignez toutes les hypothèses de l’exercice. C’est à partir de celles-ci que vous pourrez bâtir 

une démonstration à l’aide de théorèmes les vérifiant. 

Une résolution en plusieurs étapes 

M La résolution d’un exercice ne se fait pas d’une traite, mais en plusieurs phases : 

— prenez les questions une par une ; 

— résolvez celles que vous savez faire et, dans un premier temps, admettez les autres pour pouvoir 

avancer dans votre exercice ; 

— puis, après avoir réfléchi sur chaque question, changez de couleur de stylo (en utilisant, par 

exemple, un stylo vert) ; prenez vos fiches ou votre cours, et essayez de résoudre les questions 

manquantes ; 

__une fois votre travail terminé, lisez la correction de votre exercice en complétant si nécessaire 

votre rédaction avec un stylo de couleur différente, par exemple rouge. Au moindre doute sur la 

formulation ou si votre démonstration est différente de celle de la correction, demandez à votre pro- 

fesseur de mathématiques de vous expliquer le point litigieux. Ne vous contentez pas d’une lecture 

passive qui consisterait en une simple vérification des résultats. 

La différence de couleur de stylo va vous permettre de cibler vos problèmes : 

— Si vous avez peu de vert ou de rouge : il vous faut juste un peu d'entraînement. 

_ Si vous avez beaucoup de vert, il vous faut alors absolument approfondir la notion étudiée et 

apprendre votre cours. 

_ Si vous avez beaucoup de rouge : soit vous avez un problème de rédaction (les hypothèses ne 

sont pas vérifiées), soit vous n'avez pas bien compris ou appris votre cours. Demandez alors de 

l’aide à votre professeur. 

Le jour de l'épreuve 

Pour bien débuter 

B Lisez attentivement la totalité du sujet avec un crayon à papier afin de marquer, dans la marge, 

la méthode que vous allez utiliser pour chaque question. 

Cette étape est indispensable pour deux raisons : la première, pour trier les questions et être cer- 

tain de pouvoir traiter toutes les questions que vous savez faire dans le temps imparti ; la seconde, 

pour pouvoir vous raccrocher à vos annotations si vous veniez à paniquer pendant l'épreuve. 

& Si vous perdez pied dès le début d’épreuve, commencez par les graphiques. II s’agit générale- 

ment de questions que l’on sait traiter ; cela vous permet de vous concentrer à nouveau et de 

reprendre confiance en vous. 

Ne négligez surtout pas les graphiques ! Ils peuvent représenter un nombre de points non négli- 

geable. Tracez-les avec soin. 

Attention : respectez les unités graphiques quand elles sont imposées. 

17 



CONSEILS GÉNÉRAUX 

Des recommandations pratiques à ne pas négliger 

M Utilisez la même numérotation que celle de l’énoncé. 
M Prenez une feuille par exercice : cela vous permettra de reprendre ultérieurement une question 

plus facilement et plus lisiblement pour le correcteur. 
& Écrivez proprement en évitant les fautes d’orthographe. 
M Utilisez les notations de l’énoncé et, si vous en introduisez d’autres, explicitez-les. 

M N'oubliez pas votre matériel : calculatrice, matériel de géométrie, crayon, gomme, stylos, etc. 
M Gérez correctement votre temps : un exercice sur 5 points doit être fait en plus ou moins une 

heure. 

M Conservez au moins 5 minutes pour la relecture attentive de votre production et soulignez vos 

résultats. 

Pour conclure 

Plus généralement, l’épreuve du bac S est une épreuve d’endurance et elle doit donc se préparer 

comme telle : 
M Une bonne hygiène de vie est nécessaire avant l’épreuve : des repas équilibrés à heures fixes, de 

bonnes nuits de sommeil et un peu de sport pour « s’oxygéner » le cerveau. 
Si les méthodes de travail ont été respectées toute l’année, il n’y a aucune raison de passer ses nuits 
à réviser ; vous pouvez simplement relire vos fiches pour vous tranquilliser. 
M Le jour de l’épreuve : 
— prenez un bon petit déjeuner ; 

— apportez des boissons : n’oubliez pas que l’épreuve se déroule en été ! Buvez de petites gorgées 
tout au long des quatre heures. Si vous commencez à avoir soif, c’est déjà trop tard ! Cela signifie 
que vous commencez à vous déshydrater et, par conséquent, à vous déconcentrer ; 

— apportez éventuellement à manger en privilégiant des aliments à assimilation rapide et en évitant 
ce qui fait du bruit (papier de bonbons, chips, ..) ! 

L'épreuve orale de rattrapage 

M L'épreuve orale de rattrapage en mathématiques se déroule en deux temps : 
— un temps de préparation : 20 minutes ; 

— un temps de passage : 20 minutes 

La note obtenue à l’oral de rattrapage remplace celle de l’écrit et elle est donc affectée des coeffi- 
cients de l'écrit : 7 pour les non-spécialistes et 9 pour ceux ayant choisi l’enseignement de spécia- 
lité. 

M Cet oral est composé d’au moins deux exercices portant sur différentes parties du programme et 
sur des compétences essentielles que vous devez avoir acquises ; les lycéens ayant suivi l’ensei- 
gnement de spécialité auront à traiter un exercice de spécialité. 

Le déroulement de l'épreuve 

M Un dialogue s’instaure entre vous et l’examinateur durant l’oral. L’examinateur peut ainsi : 
— évaluer vos compétences, 

— juger de votre connaissance du cours et des formules, 
— vous aider à rattraper une erreur de calcul ou de raisonnement durant l’épreuve afin de vous per- 
mettre de poursuivre l’exercice. 

18 



CONSEILS GÉNÉRAUX 

Une fois les exercices évalués, l’examinateur vous pose des questions directes, qui demandent des 

réponses tout aussi directes. Tous les domaines du programme peuvent être abordés. 
M Des Q.C.M. sont également susceptibles d’être posés à l’oral; en revanche, contrairement à 

l’écrit, une justification de vos réponses peut être demandée. 

Quelques conseils 
M Vous ne devez pas tout rédiger sur votre brouillon, mais apporter toutes les justifications néces- 

saires à l’examinateur lors de votre oral. 

M II est évidemment indispensable de bien connaître votre cours ! 
M Si vous ne savez pas répondre à une question, dites-le. L’examinateur la reformulera ou vous 

donnera une indication. Mais si vous répondez n’importe quoi, vous laisserez une très mauvaise 

impression. 

M N'oubliez pas de dire « bonjour » et « au revoir » à l’examinateur avec le sourire, même s’il vous 

en coûte après une épreuve ratée. 

M L'épreuve orale de rattrapage a lieu au mois juillet et, même s’il fait très chaud, ayez une tenue 

correcte : les vêtements trop décontractés sont à proscrire. 

B N'oubliez pas de vous munir d’une bouteille d’eau et de quelque chose à manger ; en effet, vous 

avez deux matières à passer à l’oral et vous pouvez être amené(e) à attendre un certain temps entre 

les deux épreuves. 

L'épreuve pratique 

M Pendant l’année scolaire 2008-2009, l'épreuve pratique de mathématiques n’en était encore 

qu’au stade de l’expérimentation. Pour le moment, sa notation ne figure que sur le livret scolaire 

du candidat au baccalauréat. 

M Cette épreuve pourrait se généraliser pour le baccalauréat 2010. Elle serait alors intégrée de la 

façon suivante : lors de l’épreuve pratique, une note sur 20 serait attribuée, note qui serait par la 

suite ramenée sur 4. 

La note finale de mathématiques se calculerait donc à partir de deux notes : celle de l’écrit sur 16 

et celle de l’épreuve pratique sur 4. 

& L'organisation de l’épreuve se ferait selon les modalités suivantes 

_ Je ministère de l'Éducation nationale mettrait une banque de sujets, mise à jour tous les ans, à la 

disposition des enseignants ; 

— les enseignants devraient alors choisir un certain nombre de sujets ; 

— Jes élèves passeraient par groupe de quatre avec un ou deux examinateurs ; 

_ ils auraient à leur disposition un ordinateur contenant au moins deux logiciels : un tableur et un 

logiciel de géométrie dynamique ; la calculatrice serait autorisée ; 

— l'épreuve durerait une heure ; 

— une production écrite serait demandée. 

Attention ! Il est indispensable de s’informer auprès de son professeur pour savoir si cette 

‘épreuve est obligatoire ou pas pour le baccalauréat 2010. 

Vous trouverez dans cet ouvrage quatre sujets qui vous permettront de vous familiariser avec cette 

épreuve pratique. 
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Amérique du Sud 

CONSEILS 
Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3.:°35min. 

— Exercice 4 : 1 h 25 min. 

ALI El Nombres complexes — Transformations géométriques, 

Lieux géométriques (5 points) 

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O ; ü, y), on considère 

les points À, B, C d’affixes respectives a =— 1 +2i,b=1+31i,c= 41. 

1. Montrer que le triangle ABC est isocèle en À. 

2. Soit J le milieu de [BCT et z, son affixe. 

a) Quel est l’ensemble des points M du plan distincts de À dont l’affixe z est telle 

es 2. “ Fi 

L soit un réel ? . 2 
que 

za 
+ : 

soit un réel. b) Déterminer l’unique réel x tel que 
X=—a 

c) Soit z;; l’affixe du vecteur AI : donner une forme trigonométrique de z;ÿ. 

3. a) Soit G le point d’affixe — 3. Montrer qu'il existe deux rotations de centre 

G, dont on déterminera les angles, telles que les images de À et J par ces rota- 

tions soient toutes deux sur l’axe des réels. 

b) Soit r, la rotation de centre G et d’angle de mesure — 

Déterminer l'écriture complexe de r.;. 

4. Soit A’, B' et C' les images respectives de À, B, et C par la rotation r ; soient 

a', b' et c’ leurs affixes. 
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Sujet 1 

Quelle est l’image par r, de l’axe de symétrie du triangle ABC? 

En déduire que b' = c’. 
Corrigé page 26 

ace — Produit scalaire (5 points) Géométrie dans l’es 

Une unité de longueur étant choisie dans l’espace, on considère un pavé droit 

ABCDEFGH tel que : AB = 1, AD =2et AE = 1. 

On appelle 7 le milieu de [ADI]. 

L'espace est muni du repère orthonormé (A ; AB, AL, AË Ja 

1. Déterminer, dans le repère choisi, les coordonnées des points F, G, H. 

2. a) Montrer que le volume V du tétraèdre GFIH est égal à + 

b) Montrer que le triangle FIH est rectangle en J. 

En exprimant V d’une autre façon, calculer la distance d du point G au plan 
(FIA). 

3. Soit le vecteur n de coordonnées (2 ; 1 ; — 1). 

a) Montrer que le vecteur n est normal au plan (FIH). 

b) En déduire une équation cartésienne du plan (F/H). 

c) Retrouver par une autre méthode la distance d du point G au plan (FIH). 

4. a) La droite (AG) est-elle perpendiculaire au plan (F1H) ? 

b) Donner un système d’équations paramétriques de cette droite. 

c) Déterminer les coordonnées du point d’intersection K de (AG) et de (FIH). 
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Sujet 1 

5. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d'initia- 

tive même infructueuse sera prise en considération dans l'évaluation. 

Soit F la sphère de centre G passant par K. 

Quelle est la nature de l’intersection de F et du plan (F/H)? 

(On ne demande pas de préciser les éléments caractérisant cette intersection.) 

Corrigé page 27 

SPÉCIALITÉ Géométrie dans l’espace (5 points 

L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; i ji À). 

Soit D la droite passant par le point À de coordonnées (0; 0; 2) et de vecteur 

directeur 7 de coordonnées (1 ; 1 ; O), et soit D’ la droite dont une représentation 

paramétrique est : 

X=t. 

v=1 (ER 

Z2= 0, 

Le but de l’exercice est d’étudier l’ensemble S des points de l’espace équidis- 

tants de D et de D’. 

1. Une équation de S 

a) Montrer que D et D' sont orthogonales et non coplanaires. 

b) Donner une représentation paramétrique de la droite D. 

Soit M un point de l’espace de coordonnées (x; y; z) et H le projeté orthogonal 

de M sur D. Montrer que MH a pour coordonnées (= _. L: =. :2— 2) 

En déduire MH? en fonction de x, y et z. 

Soit K le projeté orthogonal de M sur D’. Un calcul analogue au précédent 

2 
permet d’établir que : MK? = + (2 + z)?, relation que l’on ne demande 

pas de vérifier. 

c) Montrer qu’un point M de coordonnées (x ; y ; z) appartient à S si, et seulement 

si _ 
: 4 

2. Étude de la surface S d’équation z = — : xy 

a) On coupe S par le plan (xOy). Déterminer la section obtenue. 
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Sujet 1 

b) On coupe S par un plan P parallèle au plan (xOy). 

Quelle est la nature de la section obtenue ? 

c) Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initia- 

tive même infructueuse sera prise en considération dans l'évaluation. 

On coupe S par le plan d’équation x + y = 0. 

Quelle est la nature de la section obtenue ? 
Corrigé page 30 | 

MO) Analyse — Fonction logarithme népérien, Croissance 

comparée, Limites (3 points) 

Dans cet exercice, on demande aux candidats d'établir, en suivant la démarche 

proposée, deux résultats de cours. 

On rappelle que la fonction In est définie et dérivable sur ]0 ; + «[, positive sur 

[1 ; + of, et vérifie : 

nie 0: 

pour tous réels strictement positifs x et y, In (xy) = In x + In y ; 

pour tout réel strictement positif x, [In (x)]' = 3 
+ 

In (2) = 0,69 à 1072 près. 

1. On considère la fonction f définie sur ]0 ; + oo[ par : 

fG = vx - In x. 

a) Étudier les variations de f et en déduire que f admet un minimum sur ]0 ; + of. 

b) En déduire le signe de f, puis que, pour tout x > 1 : 

o<Mxew 
x x 

€) En déduire que lim MX -0. 
X—+o x 

2. Soit n un entier naturel non nul. 

On considère la fonction J, définie sur ]0 ; + c[ par: 

In x 

x 

En utilisant la question 1., déterminer, si elle existe, la limite en + + de la fonc- 
tion f, . 

Corrigé page 32 
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Sujet 1 

SIL Analyse - Équations différentielles, 

Fonction exponentielle (7 points) 

1. Résoudre l’équation différentielle : 

2y-+y=0. (E), 
dont l’inconnue est une fonction définie et dérivable sur R. 

2. On considère l’équation différentielle : 

2y'+y=e 2(x+1) (E’). 

a) Déterminer deux réels m et p tels que la fonction f définie sur R par : 

fQ) = e ?(mx? + px) 
soit solution de (E'). 

b) Soit g une fonction définie et dérivable sur R. 

Montrer que g est solution de l’équation (E") si, et seulement si, g — f est solu- 

tion de l’équation (E). 

Résoudre l’équation (E”). 

3. Étudier les variations de la fonction h définie sur R par: 

LGP= . PP) 

4. Déterminer les limites en — « et en + + de la fonction h. 

5, Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (O ; LU) on note @ la courbe 

DIx 

représentative de h et T° celle de la fonction: x er 

a) Étudier les positions relatives de et T°. 

b) Tracer ces deux courbes sur un même graphique. 
Corrigé page 33 
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Sujet 1 CORRIGÉS 

Corrigés 

1.Ona:AB=[|b-a|l=|(1+3-(-1+2n|=[|2+i|=V22+12= 5; 

AC=|c-al=|4i-(-1+2i|=|1+2i-4V12+ 2225. 
Ainsi, le triangle ABC est isocèle en À. 

Z —Z} Ë te O (mod 2x) 
est un réel équivaut à mes (AM, IM) = { ou 

Tr (mod 27) 
2. a) et M ZA, 

za 

; O (mod 2x) 
équivaut à mes (MA, MI) = < ou et M ZA, 

Tr (mod 27) 

équivaut à M appartient à la droite (A7) privée de A. 
L'ensemble des points M recherchés est la droite (AZ) privée de À. 

X — 2} 
b) L’unique réel x tel que soit un réel est l’abscisse du point d’intersection de la 

X-—a 

droite (AJ) avec l’axe des abscisses. 

L’affixe du point J est: =. 2 NES LS 
2 2 

L’équation de la droite (A7) est de la forme : y = mx + p, 

on) 
avec m = = 1, d’où (A7): y=x+p. 

(ti) 
2 

A appartient à cette droite et ses coordonnées vérifient donc l’équation ; on obtient p = 3. 
Finalement, (A1) : y = x + 3. 

Comme on cherche le point d’intersection entre (A1) et l’axe des abscisses, on résout le 

système : Ê et 3 ce qui donne x = — 3. 
97 = 

1+7i c)z3 =z,-a= -C1+2D= EG +D 

4 

G appartient à la droite (A7) d’après la question 2. b) 
3. a) G a pour affixe — 3, donc Ê ; 4 

G appartient à l’axe des abscisses. 

Par suite, il existe bien deux rotations de centre G qui transforment la droite (A1) en 

l’axe des abscisses. 

32 2 Es Pi) - 32 [cos (=) ion (&)} 
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Sujet 1 CORRIGÉS 

La première rotation a pour mesure d’angle : 
mes (AJ ; #) =-— mes (# ; A1) (mod 2x) 

=—argz;; (mod 27) 

T 
= —— mod 27 à ( ) 

La seconde rotation a pour mesure d’angle : 
mes (AÏ ;-ü)=7-mes(#;A]) (mod 2x) 

=n-T  (mod2x) 

= . (mod 2x) 

b) 
Méthode : si A, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 
fixe z,, et d'angle 8, alors: 

2, Het) ren 

Soit M le point d’affixe z et M' d’affixe z' son image par r,, on a: 

! -i+ Z'—ZG=E€ 4 =76), 
ne 

puis z'=e 4 e+9-32(2 52) 6433 

z' = (2 _ 2) z +3 ee _ 2) est l’écriture complexe de la rotation r;. 

4. L’axe de symétrie du triangle ABC est la droite (AJ), car le triangle ABC est isocèle en 

A et, par conséquent, la hauteur issue de À est confondue avec la médiane issue de A. 

Or, r, transforme la droite (AZ) en l’axe des réels d’après la question 3. a) ; l’axe des 

réels est donc l’axe de symétrie du triangle A'B'C" car une rotation conserve les lon- 

gueurs. = 

Par suite, B' est le symétrique de C’ par rapport à l’axe des réels et on a donc b"=c" par 

interprétation graphique du nombre conjugué. 

1. AF = AB + AE, donc F (1: 0; 1). 

AG = AB + AD + AE = AB + 2AÏ + AE, donc G (132; 1). 
AH = AD + AE = 2 AI + AE, donc H (0 ; 2; 1). 

aire de la base X hauteur du tétraèdre 

3 

_ aire de FGH x AE 

3 

1e FGXGH \,4g 

3 2) 

LL 2x1 ee 

3 2 3 

2 AV 

car le triangle FGH est rectangle en G 
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cz °Ona F2 = (xx) + Or y) + Gr) = 12+(-1) +12=3, 
NS me Our ») ne Pa 1242209, 

ee =2G 10) + Oy— VE + (y —2p) = (- 12 +22+02=S5. 

On remarque que FH? = 1H? + IF? ; d’après la réciproque du théorème de Pythagore, on 

en conclut que le triangle FIH est rectangle en J. 

+ Soit K le projeté orthogonal de G sur le plan (FIH), alors on a GK = d, 

IFR NC et V= 2 x aire de FIH x GK = + x 
6 

D'où, en identifiant : 16 = T Sul= 2 _K% 
6 3 ME 

3. a) 

Méthode : on va montrer que n est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan. 

__ XX Xr — | [Xp — ] 

FH| yy—Yr |=| 2 FI| y;-yr |=| 1 

Zp — Zp 0 Zr—2p — ] 

nFH=2Xx(-1)+1X2+(-1)Xx0 nF=2Xx(C1)+1X1+CDXx(1) 
=-2+2+0=0 = 0 e 

Les vecteurs n et FH sont donc Les vecteurs » et FI sont donc 
orthogonaux. orthogonaux. 

Par suite, » est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan (F/H), ñ est donc un 

vecteur normal au plan (FH). 

b) 
Rappel de cours: 

a 
pour b | non nul, ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne d'un plan P admet- 

c 

tant n pour vecteur normal. 

2 
1 1 est un vecteur normal au plan (F1A). 

— 1 

En conséquence, une équation cartésienne du plan (F/H) est de la forme : 
2x+y-z+k=0. 

Test un point du plan (F/H) et ses coordonnées vérifient l’équation du plan : 
2x,+Y-7+k=0S2X0+1-0+k=0S1+k=0Sk=-1. 
En conclusion, une équation du plan (FIH) est : 2x+y-—-2z-1=0. 

c) 

Rappel de cours: dans un repère orthonormal, la distance du point A(a; B; y) au plan P 
d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à: 

la + bB + cy+ dl 

Va2+b2+ce2 
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On a sr Ne 2 6 

VS HE DS 6 73 
4. a) 

Méthode : si un vecteur est normal à un plan, il est alors colinéaire à tout vecteur normal 
de ce plan. 

NGC 1 

2G ZA 1 — | 

AG est colinéaire à ñ si, et seulement si, il existe un réel k tel que AG = kñ, 

1=2# 
d’où 42=4k ,ce qui est impossible. 

1=-k 

Ainsi, la droite (AG) n’est pas perpendiculaire au plan (FIH). 

b) 

a 
Rappel de cours: soit (d) une droite de vecteur directeur 4 b | passant par le point À de 

@ 

coordonnées (x, ; Ya: ZA); Une équation paramétrique de (d) est alors: 

x=at+x 
y=bt+y,, tER. 
z=ct+z; 

La droite (AG) est caractérisée par l’équation paramétrique suivante : 

X=t+x, X =" 

Very, LE R), donc Paie 

z=t+2, =D 

c) Les coordonnées du point K vérifient le système suivant : 

n Il 

me 

3 

Der dl) D +211 d=0 eh 
ED Ar Ni =: us 3 

y = 21 y=2t en 

z=t Z=t 3 

Li 
o 

On en déduit les coordonnées de K Ë ; . ; | 

5. T est une sphère de centre G et de rayon À = GK. 
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DA 
On a GK = Van + Ode + Ge 2 = 1/4 + 16 + 4. si d. 

On constate que le rayon de la sphère de centre G est supérieur à la distance de G au plan 

(FIH). 
Par suite, l’intersection entre le plan (FIA) et la sphère T est un cercle. 

SPÉCIALITÉ K241:{e[e 

1. a) 

a 
Rappel de cours: soit (d) une droite de vecteur directeur 4 b | passant par le point À de 

(a 

coordonnées (x, ; YA; ZA); une équation paramétrique de (d) est alors: 

x=at+x, 
y=bt+y,, tER. 
z=ct+2, 

x=t 
D" a pour équation paramétrique | y=-1,t € R; un vecteur directeur de D’ est donc 

z=— 2 

1 

(7 LES 0 

0 

Ona au =1xX1+1X(-1)+0xX0=0:7%etu sont deux vecteurs orthogonaux. 
En conséquence, les droites D et D’ sont orthogonales. 

Cherchons à présent un point d’intersection entre D et D’. 

X=t 

Une représentation paramétrique de D est y=t,tER. 
7) 

Il n’y a pas de point d’intersection entre D et D’ car, sinon, sa cote vaudrait à la fois 2 
et — 2. 
Les droites D et D’ ne sont donc pas coplanaires. 
Finalement, les droites D et D’ sont orthogonales et non coplanaires. 

x=t 

b) - Une représentation paramétrique de D est y=t,tER. 

2=2 

1 

+ Soit v| — 1 |, un vecteur orthogonal à #, car #.v = 0. 
0 

Ainsi, MH est colinéaire à v et on a MH = kv, où k est un réel. D’où : 
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Xp =Xx=k Xy=k+Xx 

Yy—Y=—k = Yn==k+y 

Zn —2=0 Zy = Z. 

Xp = { 

De plus, H est un point de D, donc { y; =t ,pourunt ER. 
Zp = 2 

Fa 
k+x=t 2 

Par identification des coordonnées, on obtient: {—-k+y=t &eit- nr pi 

Zy = 2 2 
Zp = 2. 

On remplace et on trouve que les coordonnées de Æ sont [ ; Pr ÿ 2) 
2 2, 

—xX+y 

2 

2-27 

Xy = X 2 

Finalement, MH| »,-y |=| *=?7 

Zy —Z 

et |, |) | 2 
+ On a MH°= _. A) + (2 —2) 

= La? Day + 32) + 2 U2—20 +7) + 0 —2Ÿ, 

1152 
soit MH? = 2 +227) 

©) M (x; y; 2) appartient à S 

équivaut à MH = MK, 

équivaut à MH? = MK?, car des distances sont toujours positives 

= 2 2 

Equivaut à +Q-7= _ + O +2). 

PAT Æ 
équivaut à 

2 2 2 2 
=? PR A pion en eves "2 

équivaut à — 2xy = 8z, 

ae : 1 
PVO r rt 

2. a) Le plan (xOy) est caractérisé par la condition z = 0. 

1=0@-2+=0@7=0@x=00uy=0. 

La section obtenue est donc la réunion de l’axe des abscisses et de l’axe des ordonnées. 
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b)Ona:z=kaveck#0æ7m=k4k#0e y= #, car commek#0, on ax#0. 
ec 

Par suite, la nature de la section est une hyperbole. 

c) Un point M{x; y; z) appartient à la section si, et seulement si, ses coordonnées véri- 

fient le système : 

x+y=0 Y=—-Xx 

2 à 4 z= dl x2, 
4 

Ainsi, dans le plan d’équation x + y = 0, la section est une parabole. 

1. a) On a f(x) = x In x. 

f est dérivable sur R° comme somme de fonctions dérivables sur R;, 

, RE Re er) 
ELyECX) > É y ni 

On a 2x > O sur R} ; le signe de f'(x) ne dépend donc que du signe de dre 2. 
H2=08/x-26e x-=4, 
x SAV Vx >2ex>4, carla fonction carré est strictement croissante sur R°. 

Ainsi : f'(x) > 0 sur ]4 ; + oof, 

ÉD AOsSUrIOE AE 

f'@) = 0 pour x = 4. 
f est donc strictement décroissante sur ]0 ; 4[ et strictement croissante sur ]4 ; + cf. 

Par suite, f admet un minimum en 4. 

b) f admet un minimum en 4 qui vaut f(4) = VW-In4=2-2In2=2(1-In2) > 0, 

çar In 2 = 0,69 et ainsi 1 —-In 2 > OC. 

Par conséquent, f(x) > 0 sur R°, 
d’où VX — nx>0, pourtoutx>]1 

In x < x, 

In x 
EE x ; Caire | 
* À 

De plus, on a Inx>In1 car in est une fonction strictement croissante sur R° 
In x=°0; 

l 
CE OMNcCar re Ar 
X 

Ainsi, pour tout x > 1, on a 0 < In x << ER 
x x 

c)On a x = él. pour tout x > 1, 
Lx 

k In x 1 ES : 
donc SES pourtonts 0 d’après la question 1.b) 

fon 
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; 1 / 
or, lim —-=0, car lim x=#+0. 

Xp + VX X — + co 

Finalement, d’après le théorème des gendarmes, on en conclut que lim nee 0. 
X—+o 7% 

FA 

Rappel de cours: théorème des limites de fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + « où — co, 

lim f(x) = b 
Ad) 

Sinétre alors lim (gc f)(x) = c. 

ES 

se 

In x Ineve 
On a f,(@) = nd dr 

YA Sa 

de 
lim x=+0 1 

X — + co a tor x Est rs at 
Or, à d’où lim = O d’après le théorème de limite de 

lim 22=6 Fr ie fonctions composées et la question 1. 
XD + % 

Finalement, lim f,(x) = 0. 
X — +0 

1.2/+y=0@y = 

mit 

Les solutions de (E) sont de la forme : f,(x) = ke ? L , avec k réel quelconque. 

2. a) 

Rappel de cours: dérivation 

* Dérivation du produit de deux fonctions : soient u et v deux fonctions dérivables sur un 

intervalle /; uv est alors dérivable sur / et (uv)' = u'v + uv’. 

e Dérivée de la fonction e!: soit u une fonction dérivable sur un intervalle /; el est alors 

dérivable sur / et (e“)' = u'e“. 

fest dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R. 
_L 

f est solution de (£’) & 2f'X) +fQ) = € 2" +1). 
ait a 

Or, on a f’(x) èr ge 2 (mx? + px) + e 2 (2mx+p) 

1 

= e?- Lx + (2m _ 2) À +p} 
2 2 
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Par suite, : : 
+ + x 

fest solution de E') 82e 2° (2 mxt+(2m-B)xtp)+e 2" (mx2+px)=e 2 (x+1) 

EL 
& - mx2+ (4m — p)x + 2p + mx? +px=x+1 care 2" #0surR 

Amxt2p=x+ |. 

Am=1l Par identification de polynômes, on obtient : a 

b)+ g-fest solution de (E) & 2(g-f)" +(g-f) = 0, 

2e -2f or f 
Lits 

22 /(+rG)=e 2 "+1 pour tout x de R 
car f est solution de (E”) 

& g est solution de (E’). 
l 

+ g—fest solution de (E) & (g — f(x) = ke 2°, pour tout x de R et avec k réel 
ie d’après la question 1. 

8 eg = fx) +ke 2”, , pour tout x de R, avec 4 réel. 
Or, g est solution de (E’); les solutions de (£’) sont donc de la forme : 

1 
xre 7 le x2+ = +ke ? À pour tout x E R et k réel, d’après la question 2. a). 

3 

Méthode : Attention ! À cette question, on vous demande les variations de la fonction h 
et non le tableau de variations; autrement dit, il faut les décrire à l’aide d'une phrase. De 
plus, il faut faire attention au fait que les variations d'une fonction s'étudient sur des 
intervalles et non sur une réunion d'intervalles. Il est faux d'écrire qu'une fonction f est 
croissante sur / U J si la réunion n'est pas un intervalle. : 

=% 
| On a A(x) = (+27). 

x ve ; : + ee 
x e est dérivable sur R comme fonction affine, donc x + e 2 est dérivable sur R. 

xt x2 + 2x est dérivable sur R comme polynôme de degré 2. 
Ainsi, est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R. 

RU à (- z e 2(x2+ 2x) + e 2x + 2) = È se x? + 2x + 4). 

e NE . > 0 sur R, car une exponentielle est toujours positive. 

Le signe de k’ ne dépend donc que du signe de — x? + 2x + 4. Calculons le discriminant. 
À = b?- 4ac = 20 > 0, il y a donc deux racines réelles : 

X1= = HENAE2E De 145 et x = PL: 15. 
24a —2 
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Ainsi, — x? + 2x + 4 est du signe de a = — 1 à l’extérieur des racines et du signe de — a à 
l’intérieur, d’où : 

h'Q@) > 0 sur ]1 — Ÿ5 : 1 + SI. 

h'(x) < 0 sur]- c ; 1 — VS U J1 + V5 ; + oo, 
h'(x) =0 en 1-5 eten 1 +5. 
En conclusion, h est strictement croissante sur [1 — V5 3 1 + #5] et h est strictement 

décroissante sur ]- + ; 1 — 5] et sur [1 + 5 ; + oo, 

4, 

Rappel de cours: théorème des limites des fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignent des réels ou + « où — ce, 

lime 00 = D é 
Si x—a , alors lim (g°f)(x) = c. 

lim gd = c Cu. 
x b 

+ Calculons la limite de À en — c. On a: 

lim —-*=+6 
RES” , + AT nn: RÉ 

: £ donc lim e ? = +0, d’après le théorème des limites 
lime eva 

X — + co de fonctions composées. 

lim x2+2x= lim x2=+0. 
X — — © X — — © 

Finalement, lim A(x) = + c, par produit. 
X——c 

° Calculons la limite de h en + «. On a: 

Eos 2 2 h@ = Le 72 +29 = + 2, 
4 2 2 

lim #=+00 x 
Ne . 2 : Pr ue 

donc lim —— =0, d’après le théorème des limites de fonctions 

lim = ee e 
X— + e* 

composées et les croissances comparées. 

ù 2 
: x 
lim X=4+ 00 Le 

X— + ? 
1 2 À k È 

2 ex ,donc lim ——-=0, d’après le théorème 

lim %#=0 car lim —=+ ERA dy 
x— +0 e* X— +0 7% 

des limites de fonctions composées et les croissances comparées. 

Finalement, lim (x) = 0, par somme. 
< x — +0 

LT Ce ox 4). 
LEE 

2 5, a) Étudions le signe de A(x) —-e 
B |— 
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Onae 
2% 
2 > OsurR. 

Le signe de A(x) —-e ? ne dépend donc que du signe de x? + 2x — 4. Calculons le discri- 

minant. 
A = b? - 4ac = 20 > 0, d’où: 

PEN er De — 5 etxs= it - Édrine 
24 2 

x? + 2x + 4 est du signe de a = 1 à l’extérieur des racines et Fe signe de — a à l’intérieur. 

h@)=e ? > Osur J-c ;—1—V5[ U ]- 1 + V5 ; + of, 

h@) —e ? <O sur ]- 1-5 ; - 1 +V5[, 

h@-e?=0en-1-V5 eten-1 +5. 

Par suite : 

h(x > e 2 sur Eæ:-1-Sbu 1-TANSEtR ef, 

ACL) tel zisura le ENS: SIL 

ec en — 1 — 5 et en — 1 + V5. 
Finalement : 

€ est au-dessus de F sur J- ; 1-45] U [-1 +5 ; + oo ; 

€ est au-dessous de F sur [- 1 — 4 ; = 4 51, 

b) 

X1 — 
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Nouvelle-Calédonie 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 ::35 min: 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 50 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

— Exercice 5 : 35 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même 

incomplète ou non fructueuse, qu’il aura développée. Il est rappelé que la qua- 

lité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l'appréciation des copies. 

Géométrie dans l’espace — Produit scalaire (3 points 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormal (O ; si &), on considère les 

points : 
AG;-2;1) B(5;2;-3) 

C(6;-2;-—2) DA:13:2): 

1. Montrer que les points À, B et C ne sont pas alignés, puis que le triangle ABC 

est isocèle et rectangle. 

2. a) Montrer que le vecteur 7(2; 1 ; 2) est un vecteur normal au plan (ABC). 

b) En déduire une équation du plan (ABC). 

c) Montrer que la distance du point D au plan (ABC) est égale à <£ 

3. Calculer le volume du tétraèdre ABCD en unités de volume. 

Corrigé page 43 
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ed #1 Nombres complexes — Forme trigonométrique, 

Interprétation géométrique (5 points) 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal (O ; #, v). 

1. On considère les points À, B et C d’affixes respectives z, = 2+72i,zr =2iet 

ze = 2, ainsi que le cercle l de centre À et de rayon 2. 

La droite (OA) coupe le cercle T en deux points H et K tels que OH < OK. On 

note z,, et z, les affixes respectives des points Æ et K. 

a) Faire une figure en prenant 1 cm comme unité graphique. 

b) Calculer la longueur OA. En déduire les longueurs OK et OH. 

c) Justifier, à l’aide des notions de module et d’argument d’un nombre com- 

plexe, que . . 

zx = (V2 + 2)e #, 24 = (@N2 — De ‘. 

Dans toute la suite, on considère l’application f du plan qui, à tout point M 

d’affixe z Z 0, associe le point M' d’affixe z' telle que: 

2. a) Déterminer et placer les points images de B et C par f. 

b) On dit qu’un point est invariant par f s’il est confondu avec son image. 

Déterminer les points invariants par f. 

3. a) Montrer que, pour tout point M distinct de O, on a: 

OM x OM" = 14. 

b) Déterminer arg (z’) en fonction de arg (2). 

4. Soient K” et H”, les images respectives de K et H par f. 

a) Calculer OK” et OH. 

b) Démontrer que : 

Zu = O2 - De: à Zn = (2V2 + 2)e 
c) Expliquer comment construire les points K” et H” en utilisant uniquement 

la règle et le compas à partir des points K' et H. 

Réaliser la construction. 

: 3 
Du 

(OUR AAUTAAE 
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SPÉCIALITÉ 3 4itele2} Nombres complexes (5 

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct (O ; OI, OJ). On 

considère les points À et B d’affixes respectives z, = 2 et 23 = =. +1 
2 

On considère les points M, N et P tels que les triangles AMB, BNO et OPA soient 

des triangles rectangles isocèles de sens direct comme le montre la figure ci-des- 

SOUS. 

On note s, la similitude directe de centre A qui transforme M en B. 

On note s, la similitude directe de centre O qui transforme B en N. 

On considère la transformation r = 5, ° s.. 

Le but de l’exercice est de démontrer de deux façons différentes que les 

droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires. 

1. À l’aide des transformations 

a) Donner l’angle et le rapport de s, et de s.. 

b) Déterminer l’image du point M, puis celle du point Z par la transformation 7. 

c) Justifier que r est une rotation d’angle : dont on précisera le centre. 

d) Quelle est l’image du point O par r? 

e) En déduire que les droites (OM) et (PN ) sont perpendiculaires. 

2. En utilisant les nombres complexes 

a) Donner les écritures complexes de s, et s,. On utilisera les résultats de la 

question 1. a). 
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b) En déduire les affixes z,, et z,, des points M et N. 

c) Donner, sans justification, l’affixe zp du point P, puis démontrer que les. 

droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires. | 
Corrigé page 47 

D'ATeld E) Probabilités — Variables aléatoires, Loi binomiale 

(4 points) 

Un joueur lance une bille qui part de À, puis emprunte obligatoirement l’une des 

branches indiquées sur l’arbre ci-dessous pour arriver à l’un des points D, E, F 

et G. A 

D (0 pt) E(10 pts) F(Opt) G(10pts) 

On a marqué sur chaque branche de l’arbre la probabilité pour que la bille l’em- 

prunte après être passée par un nœud. 

Les nombres entre parenthèses indiquent les points gagnés par le joueur lors du 

passage de la bille. 

On note X la variable aléatoire qui correspond au nombre total de points gagnés 

à l’issue d’une partie, c’est-à-dire une fois la bille arrivée en D, E, F ou G. 

1. Dans cette question, les résultats sont attendus sous forme fractionnaire. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance de X. 

c) Calculer la probabilité que la bille ait suivi la branche AC sachant que le 
joueur a obtenu exactement 10 points. 

2. Le joueur effectue huit parties et on suppose que ces huit parties sont indé- 
pendantes. 

On considère qu’une partie est gagnée si le joueur obtient 20 points à cette partie. 
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a) Calculer la probabilité qu’il gagne exactement 2 parties. 

On donnera le résultat arrondi au millième. 

b) Calculer la probabilité qu’il gagne au moins une partie. 

On donnera le résultat arrondi au millième. 
Corrigé page 49 

Analyse — Intégration, Fonctions (5 points) 

Partie A 

On considère la fonction f définie sur l’intervalle ]0 ; +ce[ par : 

I =NX2FX% 

1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en + ce. 

2. Étudier le sens de variation de la fonction f, puis dresser son tableau de varia- 

tions. 

3. Montrer que l’équation:f (x) = 0 admet une unique solution @ dans l’intervalle 

1; +=! 
Donner un encadrement du nombre & à 107? près. 

Partie B M 

Le plan est muni d’un repère orthonormal (O ; ë, j). 

a1 
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On considère, sur le graphique de la page précédente, la courbe représentative 

@ de la fonction In, ainsi que la droite ® d’équation y = 2 — x. On note E le point 

d’intersection de la courbe ‘6 et de la droite Ÿ. 

On considère l’aire en unités d’aire, notée 4, de la partie du plan située au-des- 

sus de l’axe des abscisses et en dessous de la courbe et de la droite ®. 

1. Déterminer les coordonnées du point E. 
œ 

2. Soit ] = [ In x dx. 

a) Donner une interprétation géométrique de J. 

b) Calculer 1, en fonction de ©, à l’aide d’une intégration par parties. 

c) Montrer que / peut aussi s’écrire 7 = — &? + à + 1 sachant que f(@) = 0. 

3. Calculer l’aire s en fonction de ot. 

Analyse — Fonctions, Suites (3 points) 

Partie A 

On considère la fonction f définie sur l’intervalle ]0 ; + ce[ par : 

Hs 
era 

1. Restitution organisée de connaissances 

La fonction exponentielle est l’unique fonction g dérivable sur R vérifiant : 

Fe = g(x), pour tout x € R. 

g(0)=1 
: el 

Démontrer que lim ——— = 1. 
h=0 h 

2. Déterminer la limite de la fonction f en 0. 

3. Déterminer la limite de la fonction f en + ce. 

Partie B 

Soit (u,,) la suite définie pour n entier supérieur ou égal à 1 par: 

1 L 2 n=1 
u,=—[1+e" Pet rPes | 

n 

le 2 nl 1-e 

L. Démontrer que 1 tete’ +.+etb= r, Puis en déduire que : 

1—-e” 
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u,=(e-— Df(5) 

2. En déduire, en utilisant aussi la Partie A, que la suite (4,) converge vers 

e— I. 
Corrigé page 52 

Corrigés 

LE 

Rappel de cours: distance entre deux points de l'espace 
Soient A(x4, Var Za) et B(Xgr Ygr Zg). On a: 

AB = VX) + (Ve - Ya) + (28 - za). 

+ Calculons les coordonnées des vecteurs AB et AC : 

Xp — XA 2 

AB| Yp=—YA |, d’où AB 4 
2R ZA 4 

3 

De même, on obtient AC| 0 
= 

= DIERT 

AB=kAC&{4=0k  ,ce qui est impossible. 

d—-53% 

Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires et, par suite, les points À, B et C ne 

sont pas alignés. 

*Ona AC=VG-2) +674) + cz) = VO+0+9=302, 

à BC= Num) +068) + Gc-2) = V1+16+1=3%2. 
Ainsi, le triangle ABC est isocèle en C. 

1 

De plis, AC BC=3*x1+0xX(4)+(C3)x1=0,ca BC| —4 | 
1 

Le triangle ABC est donc rectangle en C. 

On en conclut que le triangle ABC est isocèle rectangle en C. 
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2,2) 

Méthode : un vecteur est normal à un plan si, et seulement si, il est orthogonal à deux 

vecteurs non colinéaires de ce plan. 

Ona 7.AB=2X2+1x4+2Xx(-4)=4+4-8=0, 
et mAC=2X3+1xX0+2x(-3)=6-6=0. 
Comme les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires (d’après la question 1.), le vecteur 

n est normal au plan (ABC). 

b) M(x, y, 2) € (ABC) = AMn = 0 
S (x-3)xX2+(+2)X1+(2-1)xX2=0 

= 2x+y+2z-6=0. 

Le plan (ABC) a donc pour équation 2x + y + 2z — 6 = 0. 

c) 

Rappel de cours: dans un repère orthonormal, la distance du point A(«; B; y) au plan P 
d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à: 

lao + bB + cy+ dl 

[2x, + Yn + 22p — 6| 

VA+1+2 
lol 
9 

= 3. 
La distance de D au plan (ABC) vaut 3. 

3: 

dist(D, (ABC )) = 

Rappel de cours: volume d'un tétraèdre 

. x (aire de la base) x hauteur. 

On a V= = x A ipe X dist(D, (ABC )) 

PAC CBC 
= a se REA X 3 car le triangle ABC est rectangle en C. 

v= tx x 

= 9 unités de volume. 
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FA aIERRE 7 NE LETTEZ 
He 

Hi 

He 
HER 
CHERE 
L L 

HE Ék ER RE HS 
HSE 

ses 1 mé 

b)-Ona 0A={z,|=|2+ 2i] = V2? + 22 = 292. 

+ O, H et A sont alignés dans cet ordre, donc OH = OA — AH = 22 - 2, car H appartient 

au cercle de centre À et de rayon 2. 

+ De même, O, À et K sont alignés dans cet ordre, donc OK = OA + AK = 2N2 + 2, car K 

appartient au cercle de centre À et de rayon 2° 

c)eOnazy=2+2i= +) 7(32 + 5) 

= 242 (cos Æ +isin E)= 223. 

N 
_ ee 

: 4 
- | \ 

>| 11} 

7 
Ni 
Me LS _ 

Un argument de z, est donc . et, ainsi, mes G, OÀ) = T (mod 27). 

45 



Sujet 2 CORRIGÉS 

D'autre part, on a |z4| = OK = 2)2 +2. 

Comme À € [OK], mes (k, OK) = mes Gi, OÀ) (mod 27) 

T 
= — (mod 27) ; : ( ) 

iZ 
on en déduit que zx = (22 +2) e 4 

+ De même, [z,| = OH = 2)2- 2. Comme H € [OA], mes(i, OH) = mes(i, OÀ) (mod 27) 

= : (mod 2n) : 
it 

on en déduit que zy = (22 — 2) e 4 

2. a) Soient B' et C’, les images respectives de B et C. 

7e = = # 2; donc B’=B. 
ZB 21 2É 

4 4 , ? tri Zoe — = = —2, donc C” a pour affixe — 2 ; c’est le symétrique de C par 
Z C 

rapport à l’axe des ordonnées. 

b) Pour trouver les points invariants, il faut résoudre l’équation z' = z. 

_… = 4 4 
z'=Zz équivaut à — —=z, 

z 

équivaut à z2=-4=(2i)?, car z #0 

équivaut à z=-—72i ou z= 21. 
Les points invariants sont les points B d’affixe 2i et E d’affixe — 2i. 

3.a) 

Rappel de cours : soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. On a: 

|zz'| =|z||z'| et arg (4 = arg (z)- arg (z') (mod 2x). 

OM' x OM = |7| x |z| = À] xls Ex tl=4 
2 

b) arg (z’) = arg (- 4) (mod 27) carzet z’ sont non nuls 

= arg (— 4) — arg (z) (mod 27) 

=T-arg (2) (mod 2). 

4.a) + D’après la question 3. a), on a OH” x OH = 4, d’où: 

__ 4 4(292 +2) _ 4(292 +2) 
OH' = — = = = 7 = 2,2 +2 = OK. 

OH 29-24 00% 4 à 
+ De même, OK’ x OK = 4, d’où 

4 4 A(N2=2) = 40,22) 
OK" = — = = = = = 9,2 - 2 = OH. 

OK  M2+F2 O7 4 à 
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b) On raisonne de manière analogue à la question 1. c). 

+ On a OH’ = OK, donc |z,| = |zgl = 202 + 2. 
D’après la question 3. b), on sait que : 
arg (zyr) = — arg (z7) (mod 27) 

=n 1? (mod 27) 

= . (mod 27). 

3 
Donc, zyr = (22 2)e' Dre 

+ De même, OK’ = OH, donc |z4,| = |z}| = 2V2 — 2. 
D’après la question 3.b), on sait que : 
arg (2x1) = — arg (zx) (mod 27) 

T 
=T-— mod 27 p ( ) 

3T 
= — mod 27). à ( ) 

3 
Finalement, zx, = (212 — 2)e' 2” 

c) On a OH" = OK, . H' appartient au cercle de centre O passant par K. 

De plus, arg (2,1) = T — arg (77) = T — arg (zx) (mod 2n) ; par conséquent, A” est le 

symétrique de K par _ à l’axe des ordonnées. À la règle et au compas, on construit 

ce point. 

SPÉCIALITÉ Pi: {ele 

1. a) + Le triangle AMB est rectangle isocèle direct en M, 

d’où mes(AM, AB) = = (mod 27). 

De plus, en utilisant le théorème de Pythagore, on a, AM 2+ BM?=AB?, 

soit 2AM2 = AB?, puis AB = \2AM. 

Comme B est l’image de M par la similitude s,, on en déduit que son angle vaut h et 

son rapport V2 V2. 

+ De même, le triangle BNO est rectangle isocèle direct en N, 

d’où mes(OB, ON) = : (mod 27). 

En utilisant le théorème de Pythagore, on a ON? + NB? = OB?, 

SOON 2e OB2, puis ONE OR. 
V2 
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Comme N est l’image de B par la similitude s,, on en déduit que son angle vaut : et 

1 
son rapport —. 

2 
b)-Onar(M)=s,°s,(M)=5s,(6,M)) = s,(B) = N. 

+ APO est un triangle rectangle isocèle en P, et J est le milieu du segment [OA], donc 

mes (AL, AP) = . (mod 27) et AP = V2AI. Ainsi, P est l’image de 1 par Si 

De plus, on a mes(OP, OÏ) = " (mod 27) et OI = nm OP. Ainsi, l’image de P par s, est 1. 

On en déduit que : r() = 5, ° 5,0) = s,(5,4)) = s,(P) = LI. 

c) 
Rappel de cours : la composée de deux similitudes directes est une similitude directe dont 
le rapport est le produit des deux rapports, et dont l'angle est la somme des angles des 
deux similitudes. 

L 
V2 

On déduit de la question 1. a) que r est une similitude de rapport ÿ2 x = | et d’angle 

Le LENS 
on CR À 
Comme J est invariant par r (question 1. b)), on peut affirmer que r est la rotation de 

centre J et d’angle n 

d) Le triangle OJP est rectangle isocèle direct en 1, ainsi r(O) = P. 

e) Onar(O) = P et r(M) =N ; l’image de la droite (OM) est donc la droite (PN) par une 

rotation d’angle à. On en déduit que les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires. 

2. 

Méthode : si A’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 
fixe z, et d'angle 8, alors: 

Zy - 20 =(Za—Zo)et. 

a) + s, est la similitude de centre À, d’angle : et de rapport V2, 

d’où : s,(z) — z, = MALTE 24) 

puis = a+ 2e 46-2224 2(2 +222 0 FD: 

ainsi : $,(z) = (1 + i)z — 2i. 

+ s, est la similitude de centre O, d’angle . et de rapport : D 
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d’où: s,(2)-2z, = ile e'4(z — 20), 
V2 

: 1 if 
puis 5,(z) = 2, + —e 4(z2-2,)= M 6 a bre 
ainsi : S,(z) = Er + i)Z. 

b) - On a s,(23) = 8, donc (1 +i)zy, —2i= - +1, puis (1 +1)z}, = . + 3i. 

(+3) (2 +si) (+s)a = 
2 2 st Cr 

PIRARTENE, 2  X A LA 

CEA) (1 +i) 1e 2 4 & | 

+ On à 5,(23) = Zu donc ay = à (1 + +i)= ñ SE 

c) On lit sur la figure que P a pour affixe zp = 1-—i. 

DC RPMENEr 
4 4 

RES (ArREE + ZpN = 2N— Zp= 3 i=i( 
41 A Cr 

Ainsi, arg (zpy)= arg (257) (mod 27) 

= arg (i) + arg (257) (mod 27) 

= : + arg (257) (mod 2n). 

En conclusion, les droites (OM) et (PN) sont perpendiculaires. 

1.a) En suivant chaque branche de l’arbre pondéré, on remarque que X peut prendre les 

valeurs 0, 10, 20. 

SuuLs#":64 
0) = PABDE = 

A pe JMOMMES]I 

de tmes ui6 
X = 10) = p(ABE) + p(ACF) = —+—=X—=—; 

4 ne Le 90 PL 0n ET 
> 
9 

MDI HAE) et 
9 81 

Par suite, la loi de probabilité de X est : 
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b) 

Rappel de cours: soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x, X  Xh avec les 

probabilités respectives p,, p;, …, p,. L'espérance mathématique de X vaut: 

EX P;X;: 

64 16 180 _ 20 
E = 0 t0+ 20 —, 
Fe = L'Rer 81 81 81 9 

JR 

D Acx-10) » PAGIR= 10) LA PACD *_ at 
pX = 10) pX = 10) 16 2 

81 

2. a) 

Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues: 
A de probabilité p et À de probabilité (1 - p). { 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment À suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

p(X = k) = si pk(1-p}""K, avec k entier tel que0<k<n. 

Soit Y la variable aléatoire correspondant au nombre de parties gagnées. Y suit donc une 

loi binomiale de paramètres n = 8 et p = p(X = 20) = a 

8 2 8! 1 \2/80\5 7x8 { 1 \2/80\6 dene(hjr ot gt (JE 222 (D ao Ê D Rue) 6! x2! \81/ \81 } 81/ \81 

8 

Bal D-1 70 D=1-p@=0=1-(0 )p90-p} = 1-[) = 0,095. 

Partie A 

1.+ limin (x) =-c 
x 0 

C2) 20 CENTRES 
x— 0 

+ lim In(x)=+c 
LE di) 

lim (-2+ x) = + 0 doncelin ee 
X + + 00 

2. f est dérivable sur ]0 ; + [ comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle. 
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Oman = ent, 
2.6 Be 

f'@) > 0 si, et seulement si, x + 1 > 0, car x > 0 

si, et seulement si, x > — 1. 

Finalement, pour tout x dans ]0 ; + [, on a f’(x) > 0. 

Autre méthode possible : In est une fonction strictement croissante sur ]0 ; + «[ et 
x x -— 2 est une fonction affine strictement croissante sur ]0 ; + ol. 

Ainsi, f est strictement croissante sur ]0 ; + [ comme somme de deux fonctions stricte- 

ment croissantes sur ]0 ; + of. 

Voici son tableau de variations : 

3. fest continue et strictement croissante sur JO ; + col ; 0 est compris entre 

lim f()=-et lim f(x =+c.L'équation f(x) = 0 admet donc une unique solu- 
x = 0 X — +0 

tion © dans JO ; + cf. 

Le résultat donné par la calculatrice est f(1,83) < 0 et f(1,84) > 0. 

D'où : f(1,83) < f(o) < f(1,84). 

Comme f est croissante, on en déduit que 1,83 < à < 1,84. 

Partie B 

1. Soit E(x ; y) le point d’intersection entre la courbe @ et la droite D. 

L’abscisse de E vérifie : In x = 2 — x. D’après la partie A, la seule solution est ©. 

On a y= In à = 2 — o. D'où E(a ; 2 - @). 

2. a) La fonction In est continue et positive sur l’intervalle [1 ; œ]. 1 représente donc 

l'aire, exprimée en unités d’aire, du domaine délimité par les droites d’équations 

x = 1, x = 0, l’axe des abscisses et la courbe €. 

b) 

Rappel de cours: intégration par parties 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v’ le sont 

aussi. On a alors: b b 

[ uGov'(9 dx = [uOvLOIE - [ u'(v() dx. 

HA(X) = 1 
u(x) = In x alors 56 

Lu ox = VO) =x. 
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Les fonctions 4, u’, v et v’ sont dérivables sur [1 ; &] ; on peut donc intégrer par parties, 

on a: 

I =| uv’) dx = [uQ)v QT -| u”(x) v(x) dx, 
1 1 

œ 

I= nat | dx=aœInœ-0-[x]{. 
1 

Finalement, I = @& In &œ—@ +1. 

c) à vérifie In & = 2 — ©. 

Donc 1= @(2 = @)—0+ 1=-— 02 + +1. 

3. Comme le point d’intersection de € et ® a pour abscisse &, avec 1 < & < 2, on a: 
(02 2 

4=| in x dx + | (2 — x) dx, 
1 œ 

2 72 

=1+ {2x2 
œ 

2 
A=-@+0+1+4-2-20+ 

a? SE . 
—_— 7e — & + 3 unités d’aire. 

Partie A 

1. La limite demandée s’interprète comme la limite d’un taux d’accroissement : 

h _ E Dan LR OSEO ER EU te de Re 
h—0 h h—0 h—-0 

= g(0) car g'(x) = g(x), pour tout x de R 

= par hypothèse. 

2. lim = = lim : =1 d’après la question précédente et par 
Cl, 720 (= = | limite d’un quotient. 

x 

5 A % 

Pare Le lim (S-2)=+0 car lim ee 
X — + 00 5% X— +0 \ 57 X—+o % 

d’après les croissances comparées. 

æ 
On en déduit que lim 

X—+o e*— | 
= 0 par limite d’un inverse. 
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Partie B 

1. 

Rappel de cours: la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique (u,),en de 
raison q est: 4 q n-p+1 

U, X n 

Deus " 1-q 

KP n-p+1 siq= 1. 

sq. 

12 n=1 5e 12 d\e 
Onal+te” ter +...+e 7 =1+e" +\er)] +...+\e” 

i\n 
1 =\\'e? 

> 1 

1 —e” 

, 1-e 
_ — 

1-e” 

TL 

car c’est la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e” # 1 

pour tout n de N. 

1 L 2 n=1 
D'où u, = — l+er+er+...+e ” 

1 a? us el sk =(e-1) 2 
n AÙ nl = 

1 —-e” er 1 e"—1 

1 =e-0(+) 
n 

Rappel de cours: théorème des limites de fonctions composées 

Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + « ou — æ. 

lim f(x = b ! 
Si x—a , alors lim (g°f)(=c. 

lim g(d=c The 
x b 

Ona lim +=0 
no + 1 : 1 à us ne 
r . donc lim f ( = 1, d’après le théorème sur les limites 

é nd oe ce PR de fonctions composées. 

On en déduit que lim u,=(e-1)X1 =e-l. 
n—+o 

4 
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France métropolitaine 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

— Spécialité exercice 4 : 60 min. 

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants. Le candidat doit traiter 

tous les exercices. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 

donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de 

l’indiquer clairement sur la copie. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, 

même incomplète ou non fructueuse, qu’il aura développée. Il est rappelé 

que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements 

entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 

Ce sujet nécessite une feuille de papier millimétré. 

Les courbes €,et € données en fin d’énoncé représentent respectivement, dans un 

repère orthonormal (O ; i, j), les fonctions f et g définies sur l’intervalle ]0 ; + oo[ 

par : f(x) = In x et g(x) = (In x)2. 

1. On cherche à déterminer l’aire À (en unités d’aire) de la partie du plan grisée. 
€ € 

On note 2= | in x dx et J= | (In x)? dx. 
1 

a) Vérifier que la fonction F définie sur l’intervalle ]0 ; + c[ par F(x) = x In x-x 

est une primitive de la fonction logarithme népérien. En déduire J. 
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b) Démontrer, à l’aide d’une intégration par parties, que J = e —- 21. 

c) En déduire J. 

d) Donner la valeur de A. 

2. Dans cette question, le candidat est invité à porter sur sa copie les étapes de 

sa démarche même si elle n'aboutit pas. 

Pour x appartenant à l’intervalle [1 ; e], on note M le point de la courbe ‘6,d’abs- 

cisse x et N le point de la courbe €, de même abscisse. 

Pour quelle valeur de x la distance MN est-elle maximale ? Calculer la valeur 

maximale de MN. 

Corrigé page 58 

Géométrie dans l’espace — Bary 

os 

= 4 SA © =) Q © D 2 FA en 
© Lo} @ En Q ee] es © 40 =} = 2] Dans l’espace muni d’un repère orthonormal (O ; i 

AGE 0)-BCS 2: 1) et C(3; —1 ; 2). 

1. a) Démontrer que les points À, B et C ne sont pas alignés. 

b) Démontrer que le plan (ABC) a pour équation cartésienne 2x + y —z—3=0. 
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2. On considère les plans (P) et (Q) d'équations respectives x + 2y—z-4=0et 

2x+3y-272-5=0. 

Démontrer que l’intersection des plans (P) et (Q) est une a (@), dont une 

représentation paramétrique est : 

x=-2+1t 
V=3 (t E R). 
z=t 

3. Quelle est l’intersection des trois plans (ABC), (P) et (Q) ? 

4. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, sera prise en 

compte dans l'évaluation. 

Déterminer la distance du point À à la droite (®). 
Corrigé page 60 

MN ele EI Probabilités —- Conditionnement, Loi continue, 

Intégration (5 points) 

La durée de vie, exprimée en heures, d’un agenda électronique est une variable 

aléatoire X qui suit une loi exponentielle de paramètre À, où À est un réel stric- 

tement positif. 
t 

On rappelle que, pour tout { = 0, P(X < ft) = [ Ae À dx. 
0 

La fonction R définie sur l’intervalle [0 ; +ce[ par R(t) = P(X > ft) est appelée 

fonction de fiabilité. 

1. Restitution organisée de connaissances 

a) Démontrer que, pour tout { = 0, on a R(r) =e-À*. 

b) Démontrer que la variable X suit une loi de durée de vie sans vieillissement, 

c’est-à-dire que, pour tout réel s = O, la probabilité conditionnelle 

Py-,X 7 t1+5) ne dépend pas du nombre 1 = 0. 

2. Dans cette question, on prend À = 0,000 26. 

a) Calculer P(X = 1 000) et P(X > 1 000). 

b) Sachant que l’événement (X > 1 000) est réalisé, calculer la probabilité de 

l’événement (X > 2 000). 

c) Sachant qu’un agenda a fonctionné plus de 2 000 heures, quelle est la proba- 
bilité qu’il tombe en panne avant 3 000 heures ? Pouvait-on prévoir ce résultat ? 

Corrigé page 62 
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MARI Nombres complexes — Le plan complexe, 

Lieux géométriques (5 points) 

Le plan est muni d’un repère orthonormal direct (O ; u, v) (unité graphique : 
1 cm). 

Soient À, B et J les points d’affixes respectives 1 + i, 3 — i et 2. 

À tout point M d’affixe z, on associe le point M' d’affixe z' telle que z' = 2 47 

Le point M" est appelé l’image de M. 

1. Faire une figure sur une feuille de papier millimétré et compléter cette figure 

tout au long de l’exercice. 

2. Calculer les affixes des points A’ et B', images respectives des points À et B. 

Que remarque-t-on ? 

3. Déterminer les points qui ont pour image le point d’affixe — 5. 

4. a) Vérifier que, pour tout nombre complexe z,ona:z +4=(z- 22. 

b) En déduire une relation entre |z’ + 4| et |z — 2| et, lorsque z est différent de 

2, une relation entre arg (z’ + 4) et arg (z — 2). 

c) Que peut-on dire du point M' lorsque M décrit le cercle @ de centre / et de 

rayon 2 ? 

5. Soient E le point d’affixe 2 + 2e *,J le point d’affixe — 4 et E’ l’image de E. 

a) Calculer la distance JE et une mesure en radians de l’angle (u ; IE ù 

b) Calculer la distance JE” et une mesure en radians de l’angle (4 ; JE" À 

c) Construire à la règle et au compas le point E” ; on laissera apparents les traits 

de construction. 
Corrigé page 63 

SPÉCIALITÉ EYE Nombres complexes 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal direct (0: u,»). 

Soient À et B les points d’affixes respectives z, = 1 —i et z = + So 

1. On considère la droite (d) d’équation 4x + 3y = 1. 

Démontrer que l’ensemble des points de (d) dont les coordonnées sont entières 

est l’ensemble des points M,(3k + 1 ; — 4k — 1) lorsque k décrit l’ensemble des 

entiers relatifs. 
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2. Déterminer l’angle et le rapport de la similitude directe de centre À qui trans- 

forme B en M_,(-2;3). 

3. Soit s la transformation du plan qui, à tout point M d’affixe z, associe le point 

M" d’affixe z° = 2; z + L 
3 3.13 

Déterminer l’image de À par s, puis donner la nature et les éléments caractéris- 

tiques de s. 

4. On note B, l’image de B par s et, pour tout entier naturel nr non nul, B,,; 

l’image de B, par s. 

a) Déterminer la longueur AB, , , en fonction de AB, | 

b) À partir de quel entier n le point B, appartient-il au disque de centre À et de 

rayon 1072 ? 

c) Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels À, B; et B, sont alignés. 

Corrigé page 64 

Corrigés 

1. a) On a F(x) = xin x — x sur R*. 
F est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions dérivables sur R*, 

AO) te D ins - 
x 

F est une donc primitive de la fonction logarithme népérien sur R*. 
€ 2 

D'où:1= | In x dx = F(e) — F(1) = (e In e —e) — (in 1 — 1) = 1, car AA 

b) 

Rappel de cours : intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a : b] et u’, v' continues sur 
[a ; b]. On a alors : 

b 

a 

: : u(xav'(x) dx = lutoveo)| [ ble 

€ 

On doit calculer J = Î (In x)? dx. 
1 
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Poeme sv @O=2xLxInx: 
x 

EU y(x) = x ( à une constante près) ; 

avec u, v dérivables sur [1 ; e] et u’, v’ continues sur [1 ; e]. 

On peut donc appliquer la formule d’intégration par parties ; on obtient : 
€ e 

J = [in x)? x xX - [M xxdrse-0-2/mxd-e-27 
36 1 

Autre méthode : 
Elle permet d'obtenir directement la réponse à la question 1. b). 

e e 

ona/=| (in 92 dx= | In x x In x dx. 

Posons u(x = In x u'(x) = ue 
x 

v'(0 = In x v(x) = x In x = x (à une constante près) ; 

avec u, v dérivables sur [1 ; e] et u’, v’ continues sur [1 ; el]. 
Par intégration par parties, on obtient : 

e 
1 

e 

= [In xx Gin x =>] [ lin x=1)dx=0-fxin x-x-xf =- e+2)=e-2=e-21, 

Carii= 1: 

c)OnaJ=e-2,car1= li. 

d)) Sur [1;e], oÔa0<lnx<1,d'où0< (In x)? < In x, puis f(Q) = gx) sur [1 ; e] 

et donc f(x) — g(x) = 0 sur [1 ; el. 

fest continue sur [1 ; e] 

comme fonction de référence 

g est continue sur [1 ; e] 

comme composée de deux fonctions continues 

donc f — g est continue sur [1 ; el. 

€ € € 

Ainsi, À = Î (f(x) — g(x)) dx = [ In x dx — [ (In x)? dx par linéarité de l’intégrale 
1 1 1 

=]-J=1-(e-2)=3-e unités d’aire. 

2. On a M{x ; fx) et NX ; gx). 

Comme f(x) > g( sur [1 ; e], d’après la question 1. d), 

on a MN = f(x) = gx) = In x (In x). 

Posons À la fonction définie sur [1 ; e] par A(x) = In x — (In x)2. 

h est dérivable sur [1 ; e] comme somme et composée de fonctions dérivables sur [1 ; e], 

1 1=2 nx 
l'O LEpeE xinæ= 

X X 5e 

On a x > 0 sur [1 ; e] ; le signe de h'(x) ne dépend donc que du signe de 1 —2In x. 

HS ee A et il ëv 

ner vez NeN Car 
A NE e et= ee a=b, avec a et b réels. 

E : 5 

1-2n1-0S nr a &x<e?=4Ve carla fonction exponentielle 

- est strictement croissante sur R. 
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D'où le tableau de variations suivant : 

tte 6 : : 1 
D’après le tableau de variations, on voit que À admet un maximum en Ve qui vaut a 

En conclusion, la valeur maximum de MN est 2 (unité graphique). 

DS PAR AA 0 __, lXc-xA > 

1.a)Ona AB | y,-y,]={|1|et AC | »y-y4| =|-2 
ZT 1 ZX 

Les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles ; par suite, les vec- 
teurs AB et AC ne sont pas colinéaires et les points À, B et C ne sont donc pas alignés. 

b) Pour démontrer que le plan (ABC) admet l’équation 2x + y — z — 3 = 0 pour équation 
cartésienne, il suffit de vérifier que les coordonnées de À, B et C vérifient cette équation 

car À, B et C ne sont pas alignés : 

2 Vi 2 2x lt1 0-3=3-3=0; 

2nt)p Rp 2x 1F2 1-3-4-4=0; 

ZX ŸC Ze 2=2X3#(M)-223=6 6-0! 

Les coordonnées de À, B et C vérifient l’équation cartésienne proposée. 
Le plan (ABC) a bien pour équation cartésienne 2 x + y — z— 3 = 0. 

1 2 
2 n 2 |est un vecteur normal à (P) et n, 3 |est un vecteur normal à (Q). 

23 —2 

Or, les coordonnées de n et n ne sont pas proportionnelles ; n, et n ne sont pas coli- 
néaires et les plans (P) et (Q) sont sécants en une droite notée (®). 

Case SAS sr 
2x+3y-2:-5=0 | 2(C2y+z+4)+3y=27-5=0 | -y+3-0 

bise SR 
VIE =; 
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Posons z=f,avect ER, 

x=1t-2 
Ye tE KR, est une représentation paramétrique de (D). 

Zz =. 

3. Trouver les points d’intersections des plans (ABC), (P) et (Q) équivaut à trouver les 

points d’intersection entre (®) et (ABC), car (®) est l'intersection des plans (P) et (Q). 

On résout donc le système suivant : 

Ne 2 

y=3 x 
_— d’où 2(1—-2)+3-—1-3=0, puis ft = 4. 

2x+y-z-3=0. 

X= 2 

En remplaçant dans les équations de x, y et z, on obtient : | y =3 
4" 

Pour conclure, l’intersection des trois plans (ABC), (P) et (Q) est un point de coor- 

données (2 ; 3 ; 4). 

4. 

Méthode : cette question est une question ouverte, c'est-à-dire que la démarche scienti- 

fique est valorisée. Vous devez énoncer les idées et les réflexions que vous avez eues ; 

celles-ci seront prises en compte dans la notation même si cela ne vous a pas permis de 

conclure. 

La distance de À à (®) est la longueur AH, où H est le projeté orthogonal de A sur (). 

1 

D'après la question 2., un vecteur directeur de (®) est u | 0 
1 

H appartient à la droite (@) ; ses coordonnées sont donc de la forme (ft —2 ; 3 ; f), 

t—3 

d’où AH| 2 
t 

De plus, le point H vérifie : AH.u=0 æ(t-3)x1+2X0+1x1 =0æ1=+ : 

3 _3 _… 
ms EP) 2 

ainsi, AH 2 = 2 ; 

3 3 
p) 2 

où a ; Éene EE 

— — — 2#+1—]| = —+4+ œ es 4 on en déduit AH a) 2 Li 2 4 4 4 » 
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A EXERCICE 5 ete 
1.a) RO =PX >) 

=1-PX<à 
t 

-1- Re” À* dx 
0 

=" il fer 
0 

= e-Àt 

car e= 1. 

P(X>DNX>1+5) 
P(X >?) 

_PXZt+Ss) 

P(X > ?) 

b)P,.,X>1+5)= 

cart+s>t(s = 0) 
e AU +Ss) 

= IC 
et 

= s. 

Ainsi, P, = ,(X > +5) ne dépend pas def = 0. 
1 000 

2. a) P(X < 1 000) = Îs 0,000 26 e- 000026 x dx 

à l- e 0,000 26 ; 
0 

= 7026 } 1 = 0,23. 

P(X > 1 000) = 1 — P(X < 1 000) = e- 026 = 0,77. 

b) On cherche P, _ , 5pptX > 2 000) = e- 0,000 26 x 1 000 

1 000 

67026, 0:77 
À = 0,000 26 

d’après la question 1. b) avec { s = 1 000 

s = 1 000. 

c) On cherche P%, 600X < 3 000) = 1-P,-, 000% > 3 000) 

= 1 — e7 026 = 0,23 

À = 0,000 26 
d’après la question 1. b), avec | t = 2000 

s = 1 000: 

On pouvait prévoir ce résultat, car la variable X suit une loi de durée de vie sans 
vieillissement. 
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L' échelle de l'énoncé n’est pas respectée. 

2.2, =123 42 =(1+i) —A(HD=-4-21i 

On remarque que À et B ont la même image. 

Én 

Méthode : résolution d'une équation du second degré dans € 

On vérifie d'abord que cette expression n'est pas une identité remarquable. 

Si tel n'est pas le cas, on calcule le discriminant : A = b?-4 ac. 
A 

° Si A > 0, l'équation admet deux solutions réelles : x; = nn et x, = bER, 
a a 

e Si A = 0, l'équation admet une unique solution x, = — 2. 
a 

e Si À < 0, l'équation admet deux solutions complexes : 

2 =b+ifa 
2a 23. 

On résout l’équation — 5 = 2? — 4, soit 2? —4z +5 = 0. 

On a A=-—4 < 0; l’équation admet donc deux solutions complexes : 

panel V4 

: 2 
Ainsi, les points M, et M, qui ont pour image — 5 ont pour affixes respectives 2 + i et 

2-—i. 

=2—1jou Z3=27,=2+1 
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4.a)z'+4=72-4z2+4=(7- 2). 
b) |z' + 4] = [(z- 2) = |z- 2/2 car |z"| = |7l", pour tout complexe z et n entier naturel ; 
arg(z’ + 4) = arg ((2-2))=2arg(z-2) (mod 2x) 

car argz"=nargz (mod 2x), pour z C*,n EN. 

c) M(:) décrit le cercle de centre Z et de rayon «= 1M =2 

2-2) =2 
Se -2/=4 carz-2|=0 
& |z' +4] = 4 d’après la question 4. b) 
 M'(z') décrit le cercle de centre 

J d’affixe — 4 et de rayon 4. 

1zz'| = [2] x |z’|, pour tous z et z' de € PT ER cle 5.a)-1E=/,-2]=/2e13|=2 7 

+ mes (4 ; IE ) = arg(zg — Zj) = aïg (2e $) = - (mod 27). 

b) + JE’ = 4 d’après la question 4. c) (car ZE = 2 et, par suite, E appartient au cercle de 
centre / et de rayon 2 ; son image est donc sur le cercle de centre J et de rayon 4). 
+ E a pour affixe z,, = (zx — 2)? —4 d’après la question 4. a) 

in0 2it i 2 : 
zp =4e3 —4 car (ei9)! = ei"0, pour tout 8 réel et n entier 

DAT 2\" "27 
mes (u ; JE") = arg (zp — z7) = arg (4e 3 | = Fa (mod 27). 

c) Voir construction (question 1.). 

SPÉCIALITÉ 341: {ele 

1. 

Rappel de cours : pour résoudre une équation du type ax + by = c, avec à, b, c, x et y 
entiers relatifs, et a et b premiers entre eux : 
+ on cherche une solution (x, ; y) particulière ; 
+ on se ramène à la résolution de a(x - x,) = by, - Y) : 
e puis on utilise le théorème de Gauss. 

: (d) a pour équation 4x + 3y = 1. Il est clair que le point A(1 ; - 1) est un point 
de (d). nu 

On résout l’équation : 4 x +3 y= 1. 

Or, (1 ; — 1) est une solution particulière de cette équation (voir la remarque ci-dessus). 

Ona: 4x+3y= |, 

4x+3y=4X1+3X(-1), 
4(x—1)=3(- y-1). 

3 et 4 étant des nombres premiers entre eux, x — 1 est un multiple de 3, d’après le théo- 
rème de Gauss. 

Il existe donc k € 7 tel que x — 1 = 3k, d’où x = 3 k + 1. 

4X3k=3(—-y-1), doncy=-4k-1. 
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Les points M,(3 k + 1 ; -4k-1), avec k € 7, sont bien à coordonnées entières et 

vérifient l’équation de (d). 

2. Le rapport de la similitude de centre À qui transforme B et M_, est : 

AMOR EEE 
AB 2e —Z 2 2 

L’angle de la similitude de centre À qui transforme B et M_, est : 

6 = mes (AB, AM_;) = arg Ta (mod 27). 

2H ZA 
P = 

ZPCA 

21-24 _(C2+3)-(1-i) _—3+4i_—6+8i_ (6 +8)(12—9i) _ 150 ;_2;. 

LB A LT LD là) À 225 225 
2 2 

d’où p = 71774 ==? 

2h 24 3 3 

et 6 = arg 1 A - ag Zi = TL (mod 2»). 
Ze ZA 3 2 

de 

Méthode : l'écriture complexe d'une similitude directe est de la forme : 

z' = az + b, avec a et b nombres complexes et a z 0. 

e L'angle de la similitude est donné par un argument de a. 

e Le rapport est donné par le module de a. 

e Le centre de la similitude est obtenu en cherchant les points fixes. 

1 2 INOAS RON: 7. lever . 
s(A) a pour affixe 7 = <iz,+t—-—i=—i(l-)+—-—i=1-1 
A D SNS US PRES ES 3 

On constate que l’image de À par s est À. 

s a pour équation complexe z' = 2; z + = — à : ceci est l’écriture d’une similitude 

directe. 
7) 2 T 

= < et l’angle de s est arg | —1| = — (mod 27). 3 g :2 | ni ) Le rapport de s est donné par È i 

En conclusion, s est la similitude de centre À, de rapport : et d’angle s 

s(A) = À 

s(B,)=B,,: 
4;a) [AB,;,,1 est image Es l’image d’un segment par une similitude 

est un segment. 

2 Ras 2 
Donc : AB,,,-=— AB, car le rapport de la similitude s est … 

9 

b) On sait que AB,,, , = À 48, d’après la question 4. a). 
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Ainsi, la suite (AB,) est une suite géométrique de raison 3 

et de premier terme AB = |z3 - z4|= FE 

Moi AP — . «12 
n 3 

B,, appartient au disque de centre À et de rayon (0 AB, = 1072 ; on a ainsi : 

15 ,[2} < 1072 
2 5 

2} ele. 
5 750 

In = <in _. car In est une fonction strictement croissante sur R* 

n in < < In ns car In x” = n In x, pour tout x de R* et n entier naturel 

In ee | 
750 

< 0 puisque In x < 0, pour tout x de J0 ; 1[. n = HéDs 16,33 car In 
In (2) 

En conclusion : n = 17 est l’entier à partir duquel le point B, appartient au disque 
de centre À et de rayon 102. 

c) L’angle de la similitude s est À ; par suite, sos est une similitude directe de centre 

A et d’angle x. D fre s 
Ainsi, la mesure de l’angle géométrique (B, , , AB,)) est n. Les points B 
donc alignés, pour tout entier naturel n. 
On en déduit que À, B, et B, sont alignés, pour tout z impair. 

Pos EE b° sont 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 50 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 50 min. 

— Exercice 4 : 1 h 20 min. 

L'usage des calculatrices est autorisé conformément à la réglementation en 

vigueur. 

2 feuilles de papier millimétré sont mises à la disposition des candidats. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même 

incomplète ou non fructueuse, qu'il aura développée. Il est rappelé que la qua- 

lité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l'appréciation des copies. 

Géométrie dans l’espace (d points 

A -Vrai ou faux ? 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et 

donner une démonstration de la réponse choisie. Dans le cas d'une proposition 

fausse, la démonstration consistera à proposer un contre-exemple ; une figure 

pourra constituer ce contre-exemple. 

Rappel des notations : 

+ P, N P, désigne l'ensemble des points communs aux plans P, et P,. 

° Poe P, N P, = Ÿ; signifie que les plans P, et P, n'ont aucun point 

commun. 

1. SiP,,P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant : 

PINP,#9 et P, NP, 49, 
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alors on peut conclure que P, et P, vérifient : P, N P, 4 Ÿ. 

2. Si®P,, P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant : 

PAP DE 
alors on peut conclure que Ÿ.,, P, et P, sont tels que: 

PINP,=9 et P,NP,=0. 

3. Si P,, P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant : 

P,NP,#0 et P,NP,=0, 

alors on peut conclure que P, et P, vérifient : P, N P, z @. 

4, Si P. et P, sont deux plans distincts et ® une droite de l’espace vérifiant : 

P.NSED et P,NP,=G, 

alors on peut conclure que P, et ® vérifient : P, N D 4 Q. 

B - Intersection de trois plans donnés 

Dans un repère orthonormal de l’espace, on considère les trois plans suivants : 

+ P, d’équation x + y-z= 0, 

+ P, d’équation 2x+y+z-—-3=0, 

+ P, d’équation x + 2y —- 47 +3 = 0. 

1. Justifier que les plans P, et P, sont sécants, puis déterminer une représenta- 

tion paramétrique de leur droite d’intersection, notée A. 

2. En déduire la nature de l’intersection Ua N P, N Pa. 

Corrigé page 75 

EX Probabilités — Suites, Récurrence, Convergence (5 points) 

On considère plusieurs sacs de billes Ÿ,, #,,...,%,,... tels que: 

— le premier, Ÿ > Contient 3 billes jaunes et 2 vertes ; 

— chacun des suivants, Ÿ,, P;,..., Ÿ,,... contient 2 billes jaunes et 2 vertes. 

Le but de cet exercice est d’étudier l’évolution des tirages successifs d’une bille 

de ces sacs, effectués de la manière suivante : 

— On tire au hasard une bille dans Ÿ ; 

— on place la bille tirée de Ÿ, dans Ÿ,, puis on tire au hasard une bille dans Ÿ, : 

— on place la bille tirée de Ÿ, dans Ÿ, puis on tire au hasard une bille dans Pa $ 

— etc. 

Pour tout entier n = 1, on note E, l’événement : «la bille tirée dans d. est 

verte » et on note p(E,) sa probabilité. 
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1. Mise en évidence d’une relation de récurrence 

a) D’après l’énoncé, donner les valeurs de p(E,), Pr, (E)), PE). 

En déduire la valeur de p(E,). 

b) À l’aide d’un arbre pondéré, exprimer p(E, , ,) en fonction de p(E,,). 

2. Étude d’une suite 

U,;: = 

un [D On considère la suite (u,,) définie par : 

ui = u, + À pour tout n Z 1. 

a) Démontrer que la suite (4,,) est majorée par a. 

b) Démontrer que (u,,) est croissante. 

c) Justifier que la suite (u,,) est convergente et préciser sa limite. 

3. Évolution des probabilités p(E,) 

a) À l’aide des résultats précédents, déterminer l’évolution des probabilités p(E,). 

b) Pour quelles valeurs de l’entier n a-t-on: 0,499 99 < p(E,) <= (RES 

Corrigé page 76 

SPÉCIALITÉ RCA arithmétique - Congruence, Équation 

de la forme ax + by = c (5 points) 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls; on appelle «réseau » associé aux 

entiers a et b l’ensemble des points du plan, muni d’un repère orthonormal, dont 

les coordonnées (x; y) sont des entiers vérifiant les conditions : 

0O<x<aet0<y< pb. 

On note R,, ce réseau. 

Le but de l'exercice est de relier certaines propriétés arithmétiques des entiers x 

et y à des propriétés géométriques des points correspondants du réseau. 

A - Représentation graphique de quelques ensembles 

Dans cette question, les réponses sont attendues sans explication, sous la forme 

d’un graphique qui sera dûment complété sur l’annexe en fin d’énoncé. 

Représenter graphiquement les points M(x; y) du réseau Reg vérifiant : 

1. x= 2 (modulo 3) et y = 1 (modulo 3), sur le graphique 1 de l’annexe ; 

2. x + y = 1 (modulo 3), sur le graphique 2 de l’annexe ; 
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3. x = y (modulo 3), sur le graphique 3 de l’annexe. 

B - Résolution d’une équation 

On considère l’équation (E) : 7x — 4y = 1, où les inconnues x et y sont des entiers 

relatifs. 

1. Déterminer un couple d’entiers relatifs (x, ; y,) solution de l’équation (E). 

2. Déterminer l’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de l’équation (E). 

3. Démontrer que l’équation (£) admet une unique solution (x; y) pour laquelle 

le point M(x; y) correspondant appartient au réseau R, -. 

C - Une propriété des points situés sur la diagonale du réseau 

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on considère la diagonale [OA] du 

réseau R, ,, avec O(0 ; 0) et A(a; b). 

1. Démontrer que les points du segment [OA] sont caractérisés par les condi- 

tions : 

O0Sx=<ad;0=)yS<Db;ay=bx. 

2. Démontrer que, si a et b sont premiers entre eux, alors les points © et À sont 

les seuls points du segment [OA] appartenant au réseau R, ;. 

3. Démontrer que, si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors le segment [OA] 

contient au moins un autre point du réseau. 

(On pourra considérer le pgcd d des nombres a et b et poser a = da' et b = db.) 

Annexe 

OT TOR ON OCOMRS 

L 2 e e e e L_] e e 

1 L2 e e e e e e L2 

Graphique 1 
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NO TOOLS TON CN IE OO 

e e e e e e e e 

Graphique 2 

RSEMCON SE LUE NE EE ICONS 

e L1 e e e e e e 

1 e e e e LL L2 e e 

Graphique 3 

Corrigé page 80 
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Nombres complexes — Lieux géométriques (4 points) 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct (O ; ü, v). On pren- 

dra pour le dessin : |[#|| = 4 cm. 
M est un point d’affixe z non nul. On désigne par M le point d’affixe 7’ telle 

1 S — 2 . £ 

que z' = — —, où z désigne le conjugué du nombre complexe z. 
z 

A - Quelques propriétés 

1. Soit z un nombre complexe non nul. Déterminer une relation entre les 

modules de z et z', puis une relation entre les arguments de z et z'. 

2. Démontrer que les points O, M et M” sont alignés. 

3. Démontrer que, pour tout nombre complexe z non nul, on a l’égalité : 

ide btp 
Z 

B - Construction de l’image d’un point 

On désigne par À et B les deux points d’affixes respectives 1 et — 1. 

On note @ l’ensemble des points M du plan dont l’affixe z vérifie : |z —-1| = 1. 

1. Quelle est la nature de l’ensemble € ? 

2. Soit M un point de € d’affixe 7, distinct du point O. 

a) Démontrer que |z' + 1| = |z'|. Interpréter géométriquement cette égalité. 

b) Est-il vrai que, si z' vérifie l’égalité : |[z' + 1| = |z’|, alors z vérifie l’égalité : 

L-4=1? 

3. Tracer l’ensemble € sur une figure. Si M est un point de €, décrire et réali- 

ser la construction du point M". 
Corrigé page 83 

MAT Analyse - Fonction exponentielle, Intégration 

par parties (7 points) 

A — Restitution organisée de connaissances 

X 

On suppose connu le résultat suivant: lim 2 =+ 0, 
X— + Y 

Démontrer que : 

hmiser=0 
X — + co 
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B — Étude d’une fonction 

On considère la fonction f définie sur R par : 

FÉDEGEDET. 

On note (@) sa représentation graphique dans un repère orthonormé (O ; i, D) du 

plan. On prendra 2 cm pour unité graphique. 

1. Cette question demande le développement d'une certaine démarche compor- 

tant plusieurs étapes. La clarté du plan d'étude, la rigueur des raisonnements, 

ainsi que la qualité de la rédaction seront prises en compte dans la notation. 

Étudier les variations de la fonction f et les limites aux bornes de son ensemble 

de définition. Résumer ces éléments dans un tableau de variations le plus com- 

plet possible. 

2. Tracer la courbe (@). On fera apparaître les résultats obtenus précédemment. 

C - Étude d’une famille de fonctions 

Pour tout entier relatif &, on note f, la fonction définie sur R par : 

149 = (x + 1je*. 

On note , la courbe représentative de la fonction f, dans un repère orthonor- 

mal du plan. 

On remarque que le cas k = — 1 a été traité dans la partie B, car on a : 

f.=fet€ , =. 

1. a) Quelle est la nature de la fonction j, ? 

b) Déterminer les points d’intersection des courbes , et 6;. 

Vérifier que, pour tout entier k, ces points appartiennent à la courbe €,. 

2, Étudier, suivant les valeurs du réel x, le signe de l'expression : 

(x +1) (e*—1). 

En déduire, pour k entier relatif donné, les positions relatives des courbes €, et 

+ t” 

3. Calculer f ;(x) pour tout réel x et pour tout entier k non nul. 

En déduire le sens de variation de la fonction f, suivant les valeurs de k. (On dis- 

tinguera les cas : & > 0 et k < 0.) 

4. Le graphique de la page suivante représente quatre courbes 6, #, 4, et X, 

correspondant à quatre valeurs différentes du paramètre k, parmi les entiers — 1, 

3, 1ét2.; 

Identifier les courbes correspondant à ces valeurs en justifiant la réponse. 
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D - Calcul d’une aire plane 

Soit À un réel strictement positif. La fonction f est celle définie dans la dectie 

B. 

1. À l’aide d’une intégration par parties, calculer le nombre : 
À 

(À) = | fQ) dt. 

2. Déterminer lim (À). Interpréter graphiquement le résultat. 
— + co 

Corrigé page 85 (4 5 

74 



Sujet 4 CORRIGÉS 

(@o]date (LS 

Partie A 

1. Proposition 1 : faux. 

Soit P, et P, deux plans strictement parallèles, et ®, un plan perpendiculaire à Pret P.. 

OnabienP, NP, +# Det P, NP, 4, et pourtant PNP,=@. 

2. Proposition 2 : faux. 

L'exemple précédent fonctionne, car P, MP, NP;=@,pourtantonaP, NP,4Det 

P, NP; #0. 

3. Proposition 3: Vrai. 

OnaP, NP,= 0, les plans P, et , sont donc parallèles disjoints. 

Comme P, NP, 4 9, P, et P, sont deux plans sécants, car P, et P, sont disjoints. 

Ainsi, P, et P, sont sécants car, si deux plans sont parallèles, tout plan sécant à l’un est 

sécant à l’autre. 

Finalement, P, N P, # ©. 

4. Proposition 4 : faux. 

Prenons P, parallèle à , et d'une droite incluse dans P.. 

On a doncP, NDzDetP, NP, =@, alors P, N D =@Q. 

Partie B 

1. 

( 

d'un plan P admettant n pour vecteur normal. 

a 
Rappel de cours: pour il b | non nul, ax + by + cz + d = 0 est une équation cartésienne 

1 

° ñ, 1 | est un vecteur normal au plan P, 

— 1 

2 

et x | 1 |est un vecteur normal au plan P,. 

1 

net n, ne sont pas colinéaires car, sinon, on aurait ñ, = Kn,, 

2x 

donc {1=4 ,ce qui est impossible. 

—1=k 

Par suite, les deux plans Ÿ, et Ÿ, sont sécants. 
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2 ee x+y—2z=0 X=-y+7 
On cherche à résoudre [4 2770 à MR A 

X=-y+7 
= 
Ken 

X—=—2z +3 

= {y=3z-3 
7 

x=-21+3 

Donc | y=3-3 ,1ER, est une représentation paramétrique de la droite A. 

2 L 

2.MG;7:)EP, NP, NN P, si, et seulement si, M; y;z)E AN ge 

x=-21+3 

Ë , Mrs: + y=3t-3 
si, et seulement si, M(x; y; z) vérifie le système er. 

x+2y-42+3=0. 

Ona(-21+3)+2(3-3)-41+3 =-21+3 + 61-06 — 4t +3 = 0, pour tout réel t. 

On constate que tous les points de A vérifient l’équation du plan P;. 
Ainsi, l’intersection des plans ®, N P, N P, est la droite A. 

1.a)+ E, est l’événement : «la bille tirée dans S, est verte ». 

Dans S T il y a 3 billes jaunes et deux vertes, donc p(E 1) = à 

+ L'événement E, sachant que E; est réalisé est : « la bille tirée dans S, est verte sachant 
que la bille tirée dans S, est aussi verte ». En conséquence, dans 5, il y a 2 billes jaunes 
et 3 vertes. 

-; x 3 

D'où Pr, (E2) = = 

+ L'événement E, sachant que Ë, est réalisé est : « la bille tirée dans S, est verte sachant 
que la bille tirée dans S, est jaune ». Ainsi, dans S,, il y a 3 billes jaunes et 2 vertes. 

2 D'où Py(E2) = € 

Rappel de cours: formule des probabilités totales 
Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit A un événement; on a: 

p(A) = p(B; NA) + p(B, NA) + .… + p(B, NA). 

° E,et E, forment une partition de l’univers. On a: 
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p(E;) = p(E,; N E;) +p(E, N E;) 

= pp (Ez) X PE) + Pr (Es) X PE) 
= pa (Es) X PE) + Pr (Es) * ( - PE) 
=3x24+2xf1-2) 

SRE 5 

ni 
cp 

b) s, Sel 

3 J 
ste 

l-p(E,) J 2 

ee Spas "a 
2 nr dé J 

pE,) V s rires 

5 V 

E, et E forment une partition de l’univers. On a: 

PE, ,1) PE: n E,) +pE,,: n E,) 

= Pg (E,+1) XPE,) + px En: X (A -PE,)) 

3 2 = = xp(E.) + <(1-p(E : X p(E,) + = pŒ,)) 

2l! 
SE PE) 

un 

2. a) 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 

+ On pose une propriété P,.. 

° On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 

+ On montre ensuite l’hérédité de la propriété. 

Soit P,, la propriété «u, = », pour tout entier naturel n Z il 
n | 

A <= 

Un [© 
 Initialisation : pour n=1l,u, = nm 

?) 

Donc P, est vraie. 

+ Hérédité : supposons la propriété P,, vraie pour n entier naturel non nul fixé et mon- 

trons que P, , , est alors vérifiée. 

Onau, = = par hypothèse de récurrence 
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otre 
à D D CL 

soit ir ia 
5 5 10 

d’où u,,, = a 
n+ 2) 

Donc la propriété P, est héréditaire. 

: : 2 1 : 
Finalement, on a montré par récurrence que u, = mr pour tout entier naturel n = 1. 

En conclusion, la suite (4,) est majorée par £. 

b) Raisonnons par récurrence. 
Soit P,, la propriété «u,, < u,,,», pour tout entier naturel n > 1. 

+ Initialisation : pour n = lu,=2 et u=+xu, pe - + 22 12 d’où u, <= u;. 
5 5 Ce nr 

Donc P, est vraie. 
+ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour n entier naturel non nul fixé et mon- 

trons que P,, , est alors vérifiée. 
Onau,=<u par hypothèse de récurrence 

n+1l? 

1 1 
Sn S Hnrp 

LETRESSNTE 
S 5 5 5 

soit u,,; <U, ,- 

Donc la propriété P,, est héréditaire. 
Finalement, on a montré par récurrence que u, = u 
Ainsi, la suite (u,) est croissante. 

n+1> Pour tout entier naturel n. 

c) La suite (u,) est une suite croissante et majorée ; par conséquent, la suite (u,) est 
convergente vers le réel Z. 

Îl 2 : 
On a U,41 = U, + —, pour tout entier naturel n = 1, 

5 5 

mit 1 ; 2 
d’où lim =—Xx{ Jim + — 

HN lai 5 Ré) 5 

ele. 
5 5 

puis EN 
FES 

etenfin {= LE 
2 
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3. a) D’après les questions précédentes, on a 4, =p(E,), donc lim p(E,) = . 
n—+o 

b) Posons v, = p(E,) — = =U,— = On a: 

n+l n+l 9 sur 5 D sr 10 5 DE) 5 mn 

pour tout entier n = 1. 

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de premier terme memes 

et de raison L 

1\2- 1 1 1 \7-1 
On a donc =(à) xr,=-x(à) ; 

1 1 1\7-1 d'où p(E -L=-Lx(2) , 
pt n) 7) 10 5 

; 1 1 ÈR 
uis DE )=—-—X|— k 

: PE) D) 5 

On cherche n tel que : 0,499 99 < p(E,) = 0,5. 

HN Do O0 ne DE = 
MENT 

1 1 n-1 

— 0,000 o<-x(1) < 0, 
Toi 

1 n-] 

0 < _ < 0,0001, 

0 < 51-72 < 0,0001, 

0o<el-nh5< 0,0001, 
(1- n) In 5 < In 0,0001 = In 107 4 = — 4 In 10, 

"hi" çar In 5 > 0 
In 5 

nn <—- 1 _ 410 

In 5 

_ In 5 + 4 In 10 = 6,72. 

In 5 

À partir de n = 7, p(E,) est compris entre 0,499 99 et 0,5. 
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SPÉCIALITÉ K3 4: {ele #7) 
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ET 

9 (De 5 

Partie B 

1. 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by = c, avec a, b, cc, xet y 

entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 

* on cherche une solution (x, ; y,) particulière ; 

° on se ramène à la résolution de a(x- xs) = b(y, - y); 
e puis on utilise le théorème de Gauss. 

Ona7x(-1)-4x(-2)=-7+8=I. 

Le couple (— 1 ; — 2) est donc solution de Péquation (E) : 7x —4y= 1. 

7x(-1)-4X(-2)=1 

7x -4y= 1. 

On fait la différence entre les deux lignes, d’où : 

71&G+1)-40+2=0&7x+1)=46+2) (À) 

7 divise 4(y + 2) | par suite, 7 divise y + 2, d’après le théorème de Gauss. 
7 et 4 sont premiers entre eux 

Ainsi, il existe un entier relatif 4 tel que y +2 = 7k< il existe k E Z tel que y = 7k—2. 

On reporte dans (1) et on obtient 7(x+1)=4X7kex+1=4k&ex= 4k— 1. 

Finalement, les couples solutions sont de la forme (4k—-1;7k-2),kE Z. 

Inversement, un couple de la forme (4k — 1 ; 7k— 2) vérifie l’équation proposée, 

car 7(4k—1)—4(7k-2)= 1. 

2, On a: | 
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Pour conclure, l’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de (E) est de la 

forme (4k — 1 ; 7k — 2), pour tout k € Z. 

NE 0O<x< 3. (x; y) appartient à R,; È Die 

Pour k = 1, la solution est (4 x 1 — 1 ; 7 x 1 — 2), soit (3 ; 5). 

Finalement, il n’y a qu’un seul point M(3 ; 5) qui appartient au réseau R, ;. 

Partie C 

1. M(x ; y) € [OA] & il existe un réel k € [0 ; 1] tel que OM = kOA 

= kdiety= KbIet AE UE] 

&0<x<aet0 < y< betx= ka et y = kb 

S0<x<at0<y<betk= ==? 
a 

&0<x<ae 0 < y < b et ay = bx. 

2. D’après la question C-1., on a ay = bx. 

a divise bx 
Ainsi, : 

a et b sont premiers entre eux 
| donc a divise x, d’après le théorème de Gauss. 

De plus, on a 0 < x < a, ce qui implique que x = 0 ou x = a. 

b divise ay 
De même, £ 

a et b sont premiers entre eux 
| donc b divise y, d’après le théorème de Gauss. 

De plus, on a 0 < y < b, ce qui implique que y = 0 ou y = b. 
Comme ay = bx, si x = 0, alors y =0; 

SIP AlOIS) ED; 

Finalement, les points O(0 ; 0) et A(a; b) sont les seuls points du segment [OA] 

appartenant au réseau R, ;. 

es a = da', avec 0 <a'< a 
3: Soit d — PGCD(a , b), alors fl = db", avec 0 Fe b' Æ b. 

On a donc l’égalité suivante : d = _ = £ entraîne ab = ab’. 
a 

Ainsi, le point de coordonnées (a' ; b') appartient au segment [OA]. 

Ce qui permet de conclure qu’il existe au moins un autre point du réseau sur le seg- 
ment [OA]. 
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Partie A 

1. 

Rappel de cours: soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. On a: 

Le = 1h et arg (Æ) = arg (2) — arg (z') (mod 2x). 
FA 1z'| 7 

M est un point d’affixe non nul ; on a doncz Æ0etz"=- / 
z 

, 1 - 1 1 JAMAIS 
Z [z| |z| 

+ argz'= arg (- 1) (mod 27) 
2 

= arg (—- 1 )—arg (Z) (mod 27) 

= T + arg (7) (mod 27) car arg (7) = — arg (z) (mod 2x). 

2. D’après la question A-1.,ona:argz'=m+arg(z) (mod 27). 

On a donc mes (4 ; OM')=mes (u; OM)+T (mod 27). 

On en déduit que les points O, M et M" sont alignés. 

1 1 
3. Pour z#0,ona—(z2-1)=1-— 

2 z 

à, | -() Cr 
Z 

el iles + 
nn 2 2 

z! 

=1-C7) 
= ter 
=1+z 

— Diz. 

Partie B 

1. Soit M d’affixe z. 

l:-1|=1S4M=18 M appartient au cercle de centre À et de rayon 1. 

En conséquence, @ est le cercle de centre À et de rayon 1. 

2. a) D’après la question A-3., on a: 1 + z'= 1 (z — 1), donc: 
z 
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EE) 
7 

|z! +11=f xX{z=1| 
Z 

Îz' + 1= car M € @, donc|z-1|=1. 
2 

p'+11=} 
7 

I" +11 = 12]. 
Ainsi, on a BM' = OM' ; M' appartient à la médiatrice du segment [OB]. 

b) Cela est vrai car : 

k'+islle|2+i=f 
Z z 

& = D 

Z 7 

ee PS Ur 

fee 12) 
rl 

ren 

es |z-1|=1 
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D'après la question A-2., on sait que M' appartient à la droite (OM). De plus, si M, dis- 

tinct de O, appartient à @, M' appartient à D médiatrice de [OB] d’après la question B-2.a), 

M' se trouve donc à l’intersection des droites D et (OM). 

Partie A 

x F6 
On a xe * =—-. 

e* 

; e* : + RE 
Or, lim ——=+,donc lim —-=0,d’où lim xe *=0. 

X—+o X X— + e* X — + © 

Partie B 

1. 

Méthode : étude de fonction 

Une telle étude comprend les étapes suivantes : 

e ensemble de définition de la fonction, 

e limites aux bornes de cet ensemble de définition, 

e dérivabilité de la fonction, 

e calcul de la dérivée, 
e étude du signe de la dérivée, 
e sens de variation de la fonction, 

e tableau de variations avec calcul des extrema. 

*Onaf(=(+le”.fest définie sur R comme produit de fonctions définies sur R. 

+ On va donc chercher les limites de f en + ce et — ce. 

FO=GHDe Terres 

lim xe *=0 

DS | donc lim f(x) = 0, par somme. 
lim es —10 X — + 

X — + co 

Mr ES 

CAT donc lim f(x) =-c», par produit. 
lim e-*=+ X — — 

Y > — C0 

Rappel de cours: dérivation 

* Dérivation du produit de deux fonctions: soient u et v deux fonctions dérivables sur un 

intervalle /; uv est alors dérivable sur / et (uv)' =u'v+uv'. 

« Dérivée de la fonction el: soit u une fonction dérivable sur un intervalle /; et est alors 

dérivable sur / et (e“)' = u'e!. 

+ fest dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R. 

sHoedise hr Gtab:Xx Ger*)=-xeT". 

Onae-* > 0 sur R: le signe de f” ne dépend par conséquent que du signe de — x. 
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Ainsi, f(x) > Osur R*, 
! * f'@ <0OsurR’, 

f/@ = 0:en 0: 

+ Par suite, f est strictement croissante sur R_ et f'est strictement décroissante sur R,. 

+ Le maximum est atteint en 0 et vaut f(0) = 1. 

Partie C 

L. a) f(x) = x + 1, car e° = 1. Ainsi, f, est une fonction affine. 

b) Les abscisses des points d’intersections des courbes €, et 6, vérifient l’équation sui- 

vante : 
09 = 0 Sx+1=(+1)e 

& (x+1)(1-e*)=0 
& x+1=0ou1-e*=0 
x loue 
Se x--tlMoux—-Int= 10: 

Il y a deux points d’intersection de coordonnées (-— 1 ; 0) et (0 ; 1). 

On remarque que, pour tout k entier relatif, 

LED=EL+ 1)e-#=0 et f,(0) = (0 + Der = 
Par suite, les points de coordonnées (0 ; 1) et (—- 1; 0) appartiennent à toutes les 

courbes € ,, pour tout k entier relatif. 
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2.+ Étudions le signe de l’expression (x + 1)(e* — 1). On a: 

e*-1=08e*=1Sx=m1-0 

a ee tous réels strictement positifs aetb,a=b&lna=lnb 

In e“ = a, pour tout réel a 

cc DCE hi 0 

& ee est une fonction strictement croissante sur R' 

In e% = a, pour tout réel a. 

On peut construire le tableau de signes suivant : 

it NE 
(x + 1)(e*- 1) 

Ainsi : 

(x + 1)(e* — 1) > 0 sur J-  ; —1[ U J0 ; + cf, 

(x + 1)(e* — 1) < 0 sur J-1 ; 0[, 

(x + 1)(e* — 1) = 0 en — 1 et en 0. 

+ Étudions le signe de la différence f,(x) — f, , (x). On a: 

ROIS 109 = + 1)e EX (x) — (x + 1) e&+Dx = (x +1) el (e*— 1), car ettb=etxep?, 

pour tous réels a et b. 

Or, e* > 0, pour tout réel x et tout entier relatif k. 

Le signe de f, (x) — f,, 0) ne dépend donc que du signe de (x + 1)(e*— 1). 

Ainsi : 

10 =f41@ & 0 sur >; —1] U [0 ; + el, 
C9 —fr4 109 & 0 sur [- 1 ; 0]. 

Donc : 

O7 Care, HI O0N(0 ES 

f@) Sie 1) sur [— 1 ; O]. 

Pour conclure : 

€, est au-dessus de 6,,,sur I ;- 1] U [0 ; + cf et €, est en dessous de 6,,,sur 

[- 1 ; 0]. 

3. 

Rappel de cours: dérivation 

* Dérivation du produit de deux fonctions: soient u et v deux fonctions dérivables sur un 

intervalle /: uv est alors dérivable sur / et (uv)' = uv + uv’. 

° Dérivée de la fonction el: soit u une fonction dérivable sur un intervalle /; el est alors 

dérivable sur / et (e“)' = u’e‘. 

xt kx est dérivable sur R comme fonction affine, donc x > eX* est dérivable sur R. 

f, est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur R. 
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On} G)=1% ee (ADR xek* = (kx + k + 1) eX*, pour tout réel x et tout entier 

relatif non nul k. 

el* > 0, pour tout x de R et tout entier relatif non nul k; en conséquence, le signe de 

f,'@9 ne dépend que du signe de kx + k+ I. 

Sik>0: 

—k-—1 
XL ETI= DER car k O0 

Hits ven certes bi car k > 0 et on ne change pas le 

sens de l’inégalité. 

Ainsi, pour k > 0: 

f@ > 0sur FE : + 00 

f/@ < 0 sur fe; ET, 

fe = 0 en 

Pour conclure, si k > 0, f, est strictement croissante sur | . 3 + | et f, est stric- 

tement décroissante sur H 0 3 — ni J 
k 

eSik <0: 

—k-—1 
kx+k+1-=-08Sx- car k Z 0 

—k-—1 
kx+k+1>0Skx>-k-18x< car k < 0 et on change le sens de 

l’inégalité. 

Ainsi, pour k < 0: 

9 > 0 sur fe; ZE, 

f@ < 0 sur PL: + 0, 
—k—1 

f,@) = 0 en 

LE 
Pour conclure, si k < 0, f, est strictement croissante sur H co ; | et f, est stric- 

tement décroissante sur [= = L s+ æ|. 
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4. D’après la question B-1., @_, admet un maximum en 0 qui vaut 1, la seule courbe cor- 

respondant à cette information est €. 

: 7) R À ; 
€. 3 est croissante sur H co ; — “| la courbe correspondant à cette information est #. 

D’après la question 2., on a : 6, est au-dessus de ,,,sur]-c;-—11]et, par suite, @, est 

au-dessus de @, sur ]-—  ; — 1]. Ainsi, €, est la courbe # et 6, est la courbe X. 

Partie D 

1. 

Rappel de cours: intégration par parties 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v' le sont 

aussi. On a alors: 
b b 
jh u(ov') dx = [uLAv(]E - 18 u'(avt) dx. 

À À 
On a A(À) = L fe) dt = (e (+ l)e”’ dr. 

Posons : 

u(t) =t+ 1, d’où u'(#) = 1, 

v'(n = e7!, d’où v(r) =—e-', à une constante près. 

u, v sont dérivables sur R et u”, v’ sont continues sur R, car dérivables sur R. 

Par intégration par parties, on a: 
À 

AD =[-(4+ 1)e-‘1à = F —e"{ dt 

À 
=1-(\+ 1e À+ [ et dé 

1 hrDer+Le:l 
Ur De. 

2. Comme lim e-*=0 et lim À e-À = 0, on obtient que : 
À — +0 À — + 0 

lim A(À) = 2. 
À + 

Sur [0 ; AJ, avec À > 0,ona f(f) 7 0, comme produit de deux nombres strictement posi- 

tifs sur cet intervalle. 

De plus, f est dérivable sur [0 ; À] : par conséquent, A(À) est l’aire, exprimée en unités 

d’aire, du domaine délimité par la courbe représentative de f, l’axe des abscisses et les 

droites d'équations x = 0 et x = À. 

La limite recherchée représente l’aire délimitée entre la courbe et les axes des abs- 

cisses et des ordonnées. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 50 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 1 h 10 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

Du papier millimétré est mis à la disposition des candidats. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même 

incomplète ou non fructueuse, qu’il aura développée. 

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront 

pour une part importante dans l'appréciation des copies. 

Probabilités _ Conditionnement 4 ITS) 

Une urne À contient quatre boules rouges et six boules n ï 

_ Une urne B contient une boule rouge et neuf boules no 

Les boules sont indiscernables au toucher. 

Partie A 

elle a ou égale à la pr . bilité < 
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Partie B 

Le joueur répète deux fois l'épreuve décrite dans la partie A, dans des condi- 

tions identiques et indépendantes (c’est-à-dire qu’à l’issue de la première 

épreuve, les urnes retrouvent leur composition initiale). 

Soit x un entier naturel non nul. 

Lors de chacune des deux épreuves, le joueur gagne x euros s’il obtient une 

boule rouge et perd deux euros s’il obtient une boule noire. 

On désigne par G la variable aléatoire correspondant au gain algébrique du 

joueur en euros au terme des deux épreuves. La variable aléatoire G prend donc 

les valeurs 2x, x — 2 et — 4. 

1. Déterminer la loi de probabilité de G. 

2. Exprimer l’espérance E(G) de la variable aléatoire G en fonction de x. 

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on E(G) Z 0? 
Corrigé page 96 

Nombres complexes, Géométrie dans l’es 

Pour chacune des six propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse 

et donner une démonstration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée 

ne rapporte aucun point. 

Partie A 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; 4, v). 

1. Soit z un nombre complexe d’argument . 

Proposition 1 : «z!00 est un nombre réel ». 

2. Soit (E) l’ensemble des points M d’affixe z différente de 1 du plan telle que 

4 
= 

1 —Z 

Proposition 2 : « l’ensemble (E) est une droite parallèle à l’axe des réels ». 

3. Soit r la rotation d’angle — : et dont le centre K a pour affixe 1 + i3. 

Proposition 3 : «l’image du point O par la rotation r a pour affixe 

(1 — V3) +i(1 + V3)». 
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4. On considère l’équation (E) suivante : z? + 2 cos : z+1=0. 

Proposition 4 : «l’équation (E) a deux solutions complexes de modules égaux 

à 1». 

Partie B 

On considère le cube ABCDEFGH d’arête 1, représenté ci-dessous. 

Proposition 5 : « le vecteur AG est normal au plan (BDE) ». 

Proposition 6 : «les droites (EB) et (ED) sont perpendiculaires ». 

G 

Corrigé page 98 

SPÉCIALITÉ É{tele#A Nombres complexes, Arithmétique, 
Géométrie dans l’espace (5 points) 

Pour chacune des six propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse 

et donner une démonstration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée 

ne rapporte aucun point. 

1. Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal direct (O ; 4, v), on 
considère la similitude directe f d’écriture complexe : 

2e (= 2+4-2i 
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Proposition 1 : «f=r ° h, où h est l’homothétie de rapport 3 : et de centre le 

point Q d’affixe — 2 — 2i et où r est la rotation de centre Q et d’angle — 2. 
4 

2. Pour tout entier naturel nr non nul: 

Proposition 2 : « 567*1 + 2%1+1 est divisible par 5 ». 

Proposition 3: « 56**! + 23%1+1 est divisible par 7 ». 

3. Dans le plan muni d’un repère, (D) est la droite d’équation 11x — 5y = 14. 

Proposition 4: «les points de (D) à coordonnées entières sont les points de 

coordonnées (5% + 14 ; 11k+28),oùkE Z». 

4. L'espace est rapporté à un repère orthonormal (O ; i, . k). 

La surface X ci-contre a pour équation z = x? +y2 

Proposition 5 : «la section de la surface Z et du plan d’équation x = À, où À est 

un réel, est une hyperbole ». 

Proposition 6 : «le plan d’équation z = ee partage le solide délimité par Z et 

le plan d’équation z = 9 en deux solides de même volume ». 

Rappel : soit V le volume du solide délimité par Z et les plans cour 

z=aez=b,où0 <a <b <9. V est donné par la formule V = 1e S(k) dk, 

où S@) est l'aire de la section du solide par le plan d'équation z = K, où 

KE la: DT 
Corrigé page 100 

95 



Sujet 5 

BTE] Analyse — Fonction logarithme népérien, Suites 

(6 points) 

Partie A —- Démonstration de cours 

Prérequis : définition d’une suite tendant vers + 
« Une suite tend vers + © si, pour tout réel À, tous les termes de la suite sont, 

à partir d’un certain rang, supérieurs à A. » 

Démontrer le théorème suivant : une suite croissante non majorée tend vers + co. 

Partie B 

On considère la fonction f définie sur l’intervalle [0 ; + [ par : 

fH=htt jose 

La courbe (C) représentative de la fonction f dans un repère orthogonal est don- 

née en annexe en fin d’énoncé. Cette annexe sera complétée et remise avec la 

copie à la fin de l’épreuve. 

1. Étudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0 ; + oo. 

2. Déterminer une équation de la tangente (T°) à la courbe (C) au point d’abs- 

cisse 0. 

3. Tracer la droite (T ) sur le graphique de l’annexe. 

Dans la suite de l’exercice, on admet que, sur l’intervalle ]0 ; + c[, la courbe 

(C) est située au-dessus de la droite (T). 

Partie C 

On considère la suite (u,,) définie sur N par : 

u, = 1, et pour tout entier naturel n, u,,, =f(u,). 

1. Construire sur l’axe des abscisses les cinq premiers termes de la suite (,) en 

laissant apparents les traits de construction (utiliser le graphique de l’annexe). 

2, À partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de va- 

riation de la suite (4,) et son comportement lorsque n tend vers + co ? 

3. a) Montrer à l’aide d’un raisonnement par récurrence que, pour tout entier 

naturel n, u, = 1. 

b) Montrer que la suite (u,,) est croissante. 

c) Montrer que la suite (u,) n’est pas majorée. 

d) En déduire la limite de la suite (u,). 

94 



Sujet 5 

Annexe 

Représentation graphique de la fonction f obtenue à l’aide d’un tableur. 

Corrigé page 102 

Analyse — Fonction exponentielle, Intégration (5 points) 

On considère une fonction f dérivable sur l'intervalle ]- c ; + co|. 

On donne le tableau de ses variations : 

X 

Soit g la fonction définie sur ]- ce ; + c[ par gx) = [ f@) dt. 

Partie A 

1. En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de va- 

riations, tracer une courbe (C) susceptible de représenter f dans le plan muni 

d’un repère orthogonal (unités graphiques : 1 cm sur l’axe des abscisses, 2 cm 

sur l’axe des ordonnées). 
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2. a) Interpréter graphiquement g(2). 

b) Montrer que 0 < g(2) = 2,5. 

3. a) Soit x un réel supérieur à 2. 
X 

Montrer que IA fO dzx-2. 

En déduire que g(x) = x — 2. 

b) Déterminer la limite de la fonction g en + ce. ee. = 

4, Étudier le sens de variation de la fonction g sur l’intervalle ]- c ; + col. 

Partie B 

On admet que, pour tout réel r, f(#) = (t— 1)e-! + 1. 

1. À l’aide d’une intégration par parties, exprimer en fonction du réel x l’inté- 
X 

grale [ (t— 1)e”' dr. 

2. En déduire que, pour tout réel x, g(x) = x(1 —-e*). 

3. Déterminer la limite de la fonction g en — ce. 

Corrigé page 105 

Corrigés 

Partie A 

15 

Rappel de cours: formule des probabilités totales 
Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit A un événement; on a: 

P(A) = p(B; N A) + p(B, NA) +... + p(B, NA). 

On a l’arbre suivant : R 

J\ 
alu 

© = 
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A et B forment une partition de l’univers ; ainsi, d’après la formule des probabilités 

totales, on a: 

PR) = pA NR) + p(B NR) = pA(R) x p(A) + pg(R) X p(B) 

2 Lines 
SC 10276 

CREER 
60220 

= 0,15. 

2. Il faut comparer p/(A) à pR(B). On a: 

2,1 
CA TIC) TES 6 1 20 _4 

DOME — De Se 

À pR) ÉMOUSA MT 40 
20 

alone 
DB NR) 1076 1 2015 

(NS SEE 

PR p@R) ÉD 227 9 
20 

On constate que pR(A) < pr(B). 

La probabilité que la boule rouge provienne de À est inférieure à celle qu’elle pro- 

vienne de B. 

Partie B 

1. Comme on répète l’épreuve deux fois dans des conditions identiques et indépen- 

dantes, on a: 

R 
Ds 

R 

ie 0,85 —»% N 

0,85 N NC 

0,85 
De N 

La probabilité d’avoir deux boules rouges est égale à : 0,15 x 0,15 = 0,022 5. 

La probabilité d’avoir une boule rouge et une noire est égale à : 2 x 0,15 x 0,85 = 0,255. 

La probabilité d’avoir deux boules noires est égale à : 0,85 x 0,85 = 07225: 

Par suite, la loi de probabilité est : 

On vérifie que : Dé = Î. 
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2: 

Rappel de cours: soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x;, X;, .… , x,, avec les 

probabilités respectives p,, p;, …, p,. L'espérance mathématique de X vaut: 
n 

EOO = px. 
= 

3 

E(G) = > 8;X; = 2x x 0,022 5 + (x — 2) X 0,255 — 4 x 0,722 5 = 0,3x - 3,4. 
BA 

3,4 

, 

Comme x € N, il faut que le gain soit au moins de 12 €. 

3. EG)z080,3:-34Z=208Sex2z = 11593913; 

D! EXERCICE ? SSSR Er SC 
Partie A 

1. Proposition 1 : faux. 

Rappel de cours: z est complexe non nul et n un entier naturel non nul, on a alors: 
arg (z”) = n arg (z) (mod 2x). 

z à pour argument . (mod 27), 

donc z!10 à un argument égal à 100 x : = _ (mod 27). 

Or, > = SE (mod 2x), donc z!0 à un argument égal à = (mod 27) et non égal à O 

ou % (mod 27). 

2. Proposition 2 : faux. 

Rappel de cours: soient z et z’ deux nombres complexes tels que z’ z 0. On a: 

. a 
AN 

= ] UEDe| Z 

1-2 

[z| 
[1-2] 

male ll-r| care 
< OM = AM, où À est le point d’affixe 1 
< M appartient à la médiatrice du segment [OA]. 

Ainsi, (£) est la médiatrice de [OA]. 

— = il 
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De plus, les points © et À appartiennent à l’axe des réels ; (£) est donc perpendiculaire 

à l’axe des réels et non parallèle. 

3. Proposition 3 : vrai. 

Méthode : si A’, d'affixe z,,, est l'image de A, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 
fixe z, et d'angle 8, alors, on a: 

Z2ÿ 20-41 2o)et. 

Soit O’, d’affixe z,,,, l’image de © par la rotation 7 ; on a: 

Zo' = Zk = e 2 — Zk) 

Zn ==i1-iV3)+1+N3=i-V3 +1+i3 = (1-3) + iQ +3). 

4. Proposition 4 : vrai. 

Méthode : résolution d’une équation du second degré dans C 

On vérifie d'abord que cette expression n'est pas une identité remarquable. 

Si tel n’est pas le cas, on calcule le discriminant : A = b?2-4ac. 

e Si A > 0, l'équation admet deux solutions réelles: x; = EE et x, = ets 
a a 

e Si A = 0, l'équation admet une unique solution xç = — 2 
a 

—b+ NEA 

e Si A < 0, l'équation admet deux solutions complexes : z, = : 
a 

b=NeA OU Z, = 

2a 

Onaz+2c0s[E):+ 1=0. 

Calculons le discriminant : 

A = b?- 4ac =4 cos?[T) -4 

--a(r- (5) 
= — 4 sin? = } car cos? x + sin? x = 1, pour tout x réel. 

Ainsi, À < 0. Par suite, l'équation admet deux solutions complexes qui sont conjuguées 

l’une de l’autre : RE 

Co (2) - is sin? (2) 

z LATE ES RE > =-cos(Æ)-isin(?): 
24 5 5 

[a 
et 2-a= cle _ car sin | 

On a: 

AT RE NE ER 
21= lle 1 

un | un 
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On en conclut que cette équation admet deux solutions complexes de modules égaux à 1. 

Partie B 

Proposition 5 : vrai. 

Méthode : pour montrer qu'un vecteur est normal à un plan, il suffit de montrer qu'il est 
orthogonal à deux vecteurs non colinéaires de ce plan. 

Choisissons un repère (D ; DA, DC, DH ); ce repère est orthonormal car ABCDEFGH 

est un cube. 
Dans ce repère, on a D(0; 0; 0), A(1 ; 0; 0), B( ; 1; 0), E(1 ; 0; 1)et G(0; 1; 1). 

da A Rte LE murs A 
Ainsi, AG| Yc—Ya |=| 1 |, DB| 1 |et DEI 0 |. 

ZG — ZA 1 0 1 

Ge AG.DB =(-1)X1+1X1+0x1=0 | donc AG est un vecteur orthogonal à 

AG.DE=(-1)x1+1X0+1x1=0 | DBetà DE. 
Par suite, le vecteur AG est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan (BDE). 

Conclusion : le vecteur AG est un vecteur normal au plan (BDE). 

Proposition 6 : vrai. 
Comme ABCDEFGH est un cube, les plans (AED) et (AEB) sont perpendiculaires. 

De plus, la droite (EB) appartient au plan (AEB) et la droite (ED) appartient au plan 
(AED). Ces droites appartiennent donc à deux plans perpendiculaires de l’espace ; ces 
droites (EB) et (ED) sont orthogonales. 

Comme ces droites ont un point commun, le point Æ, on peut conclure que les droites 
(EB) et (ED) sont bien perpendiculaires. 

Autre méthode : on calcule les coordonnées des vecteurs EB et ED, et on montre que ces 
vecteurs sont orthogonaux en calculant leur produit scalaire. 

SPÉCIALITÉ Ii {ele 

1. Proposition 1 : vrai. 

Méthode : au brouillon, on vérifie que Q d'affixe — 2 — 2i est bien un point invariant de 

f; si ce n'est pas le cas, vous pouvez directement dire que la proposition est fausse, sinon 
il faut transformer l'écriture de l'expression complexe. Ici, Q est bien un point invariant 
de f. 

Rappel de cours: écriture complexe d'une similitude 
Si A’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la similitude de centre Q d'affixe z,,, 
de rapport k et d'angle 6, alors, on a: 

Zn = Zo = (Za-Zo)ke®. 
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z'==—(1-i)z+4—2i 

On a 
W | 

3 e : VE : 
Zo = 5 (1—i)zQ + 4—2i, car Q est un point invariant de f. 

Par différence des deux équations, on obtient : 

Z'—10= = (1= 579): 

ESS ! 3 -iZ 
D'où z Foire DENTS) 

f est donc une similitude de centre Q, de rapport = V2 et d’angle — T 

On en déduit f est bien la composée, dans n’importe quel ordre, d’une homothétie de 

2 
centre (2 et de rapport 3 5 avec une rotation de centre (2 et d’angle — 7 

2. Proposition 2 : faux. 

Méthode : il suffit de prendre un contre-exemple. 

Pourn=1,ona 57+24=78 141. 

Or 78 141 n’est pas divisible par 5 puisque son chiffre des unités n’est ni O0, ni5. 

Proposition 3 : vrai. 

Méthode : on peut élever à la puissance n (avec n entier naturel non nul) les termes de 

part et d'autre d'une congruence : 
si a = bp], alors a° = b"{[p]. 

On a 56= 15 625= 1[7], donc 5%= 1[7]= 1[7], puis 59+1 = 56 x 5= 5[7], 

et 23 = 8= 1[7], donc 2*= 1*[7]= 1[7], puis 29"+1 = 25% x 2= 2[7]. 

Par suite, 5%+1+23+12 5 +2[7]=7[7]= 0[7]. 

On en déduit que 5%*! + 23+l est bien divisible par 7. 

3. Proposition 4 : vrai. 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by = c, avec a, b, c xet y 

entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 

e on cherche une solution (% : Yo) particulière ; 

° on se ramène à la résolution de a(x- x) = b(y -— Yo): 

° puis on utilise le théorème de Gauss. 

Le point de coordonnées (14 ; 28) est une solution particulière de l’équation 

11x— Sy = 14, car 11 x 14-— 5 x 28 = 154 — 140 = 14. 

11x — 5y = 14 

Te 
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Par différence des deux équations, on obtient : 

11(x— 14) — 5(y — 28) = 0 & 11(x — 14) = 5(y — 28). 

Donc 5 divise 11(x — 14). 

Puis 5 divise (x — 14), d’après le théorème de Gauss, car 5 et 11 sont premiers entre eux. 

Ainsi, il existe un entier relatif k tel que x — 14 = 5k. 

D'où : il existe un entier relatif k tel que x = 14 + 5. 
On remplace dans la première équation : 

11(14 + 5k) — 5y = 14, d’où y = 114 + 28. 

4. Proposition 5 : faux. 
Les coordonnées des points de la section de la surface © avec le plan d’équation x = À 

vérifient le système suivant : 

z=x2+y2 LR, [x=À 
É =À z= +7? 
Ceci définit une parabole et non une hyperbole. 

Proposition 6 : vrai. 
S(k) est l’aire de la section du solide par le plan d’équation z = k, avec k = 0 ; par consé- 
quent, S(k) est l’aire d’un disque de rayon Vk. 
D'où $(k) = x (k)? = mk. Ainsi, on a: 

2 \2 

22 Je2 32 (92) 81 

V, = le rk dk = ES? = ———-p=iT, 
2 lo 

9 re fa meute [ |, = der He 
SITES 7 
RE 

Finalement : V, = V,. 

D CUERCICE 5 PRRCPRRE APPRENTI IE MUNIE TT 
Partie A 

On suppose que (u,,) est une suite croissante et non majorée. 
Soit À un réel quelconque. 
La suite (u,) n’est pas majorée ; À n’est donc pas un majorant de cette suite, ce qui signi- 
fie qu’il existe un entier naturel n, tel que u, 7 À. 
De plus, la suite (u,) étant croissante, tous les termes de la suite à partir du rang n, sont 
supérieurs à À. Ainsi, la suite (u,) tend vers + ce. 

Partie B 

l: 

Méthode : Attention ! À cette question, on vous demande les variations de la fonc- 
tion f et non le tableau de variations; autrement dit, il faut ÉQN? les variations à 
l'aide d'une phrase. | 
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x x + 1 est dérivable sur R 

x In x est dérivable sur R*, ainsi x In (x + 1) est dérivable sur R, 

x+1> 170 pour tout x de R os comme composée de fonctions dérivables. 

Me . x? est dérivable sur R , comme polynôme de degré 2. 

Finalement, f est dérivable sur R , comme somme de deux fonctions dérivables sur R ns 

On a f(x) = 1 +x>0,carxER, et > 0, pour tout x de R.. 
1 FER LH] 

On en conclut que f est strictement croissante sur R.. 

2. On a montré à la question B-1. que f est dérivable sur R, ; f est donc dérivable en 0 

et la courbe de f admet une tangente au point d’abscisse 0 de la forme : 

y = f'(0)(x — 0) + (0), soit y = x. 

3. Voir ci-après. 

Partie C 

1. 

2 é) e, 5 6 7 % 

2, On peut conjecturer que la suite (u,,) est croissante et tend vers + c en + ©. 

3. a) 

Rappel de cours : démonstration par récurrence 

+ On pose une propriété P,. he 

° On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. ae 

+ On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 
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Soit P,, la propriété : «u, Æ 1», pour tout n de N. 
° Initialisation: pour n =0,onau=1z> 1. 
Donc la propriété P,, est vraie. 

+ Hérédité : supposons la propriété P,, vraie pour un entier n fixé et vérifions qu’alors 

P, +1 St vérifiée. On a: 

HP]; par hypothèse de récurrence 
f@u,) > f(), car f est strictement croissante sur R, d’après la question B-1. 

fu) > 1, car f(1) = In 2 + = 1,19, donc f(1) > 1. 

Un +1 z 1, carf(u,)=u,,; 

Donc la propriété P,, est héréditaire. 
Finalement, on a montré par récurrence que 4, = 1, pour tout n entier naturel. 

b) Soit P,, la propriété : «u,,, = u,», pour tout r de N. 

+ Initialisation : pour n = 0, on a u, = f(u,) = f(1) = In 2 + = > 1 = 4. 

Donc la propriété P,, est vraie. 

+ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour un entier n fixé et vérifions qu’alors 
P,,, est vérifiée. On a: 

a = ; 
Hu, par hypothèse de récurrence 

f(u,,1) Zf(u,), car f est strictement croissante sur R, d’après la question B-1. 

== 

Uno © U,,je 

Donc la propriété P, est héréditaire. 
Finalement, on a montré par récurrence que u,,,, = u,, pour tout n entier naturel. 

€) 

Méthode : on utilise un raisonnement par absurde. 

Supposons que la suite (4,) soit majorée. 
(u,,) est alors une suite croissante majorée ; elle converge donc vers un réel /. 

Uns1 © Un) | d’où f() = L. T. Re 
”_fest continue sur R,, car f est dérivable sur R, 

f@) > x, pour tout x > O, car on a supposé que (C) était au-dessus 
De plus, de sa tangente sur R; 

lÆ0, car / Z 1, puisque u, = 1, pour tout entier naturel n 

ceci contredit l’égalité f(1) = L. 
En conséquence, la suite (4,) n’est pas majorée. 

d) La suite est croissante et non majorée, donc (u,) divergeet lim uw, = +. 
n— + 

104 



Sujet 5 CORRIGÉS 

Partie A 

1. 

ire (C) 

2, a) Comme f est dérivable sur [0 ; 2] et f(x) Z 0 sur [0 ; 2] (d’après le tableau de varia- 

tions), g(2) représente donc l’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine délimité 

par la courbe de f, l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 2. 

b) 

Rappel de cours: soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b]. Si f(d < g0) sur 

[a ; b], alors: 
b b 
[ f 09 dx = [ g09 dx. 
a a 

On a: 

0 < f(r) < 1 +e7? 
2 2 2 ; 
odr= | ndr= | 1 + ex’) dé 1é joar< | @+e-?) 

2 

o=< | joar<1a+e 2 
7 

0 <= 1é FO dr < 2(1 +e72) = 2,271 < 2,5. 

Finalement : 0 < g(2) < 2,5. 
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3. a) D’après le tableau de variations, on a f(x) > 1, pour tout x Z 2. 
X X 

î) d = 1 1 dé Lroazf 
X 

[ JO dtzx-2, pour tout x = 2 
2 

X 

gt = | fo ar 
2 x 

= [ x fQ® dt + f f(®) dt d’après la relation de Chasles 

X 

— g(2)+ Lro dd = g(2)+x-2Z=x-2, car g(2) = 0, pour tout x = 2. 

b) On a g(x) Z x — 2, pour tout x > 2. 
De plus, lim x—-2=#+ce, 

X — + co 

D'où lim g(x) = + c, d’après le théorème de comparaison. 
X — + co 

4. Par définition, g est dérivable sur R et g’(x) = f(x sur R. 

Or, d’après le tableau de variations, on a: 

fQ@) < 0 sur ]- c ; Of, 
f@) > 0 sur JO ; + of, 

fo = 0. 
Par suite, g est croissante sur R, et décroissante sur R... 

Partie B 

il 

Rappel de cours: intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v' le sont 
aussi. On a alors: 

b b 
L uGOv'( dx = [ubAv (IE - L u'COvO) dx. 

à 

On a 1= Le- l)e”‘ dr. 

Posons wf=t-1, d’où u’(f)= 1, 

v()=er" d’où v(f) =—e7 /, à une constante près, 
avec u et v dérivables sur R, et #’ et v’ continues sur R, car dérivables sur R. 

X 

Ainsi, L=[- (= 1)e"1— [- e-! dt 

=(l=1e*+0=DetrE el 

=(1-x)e *-1+(-e7+et) 

=-xe *. 

106 



Sujet 5 CORRIGÉS 

2. g(x) = [ f() dt 

_ e Æ <f = l, ((t— 1)e-{ + 1) dt 

X DE 

= | «= Det ar+ | 1 dr 
0 0 

ete 7+x 
= x(1-e-*). 

: ; 1 
3 Ona lim e *= lim —=#+0, 

X — — © x e* 

d’où lim 1—-e *=-—, 
X — — © 

puis lim g(x)=+ 
LR RAONE 

car lim e* =0ete* > OsurR, 
FES 

car lim x=-c. 
ND Li CO. 
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La Réunion 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

— Spécialité exercice 4 : 60 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 

donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de l'indi- 

quer clairement sur la copie. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même 

incomplète ou non fructueuse, qu'il aura développée. Il est rappelé que la qua- 

lité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour 

une part importante dans l'appréciation des copies. 

Ce sujet nécessite une feuille de papier millimétré. 

MASEME Probabilités — Loi binomiale, Probabilité conditionnelle 

(5 oints) 

Tous les réaultate seront arrondis à 107° pr 
Une entreprise produit en grande quantité des styl os. La D oba 

présente un défaut est égale à 0, LÉ à 

1. On prélève dans cette production, 

On note X la variable aléatoire qui  : le nombre de ee présentant un 

défaut care les huit ce pee ev 
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b) Calculer la probabilité des événements suivants : 

A: «il n’y a aucun stylo avec un défaut » ; 

B : «il y a au moins un stylo avec un défaut » ; 

C : «il y a exactement deux stylos avec un défaut ». 

2. En vue d’améliorer la qualité du produit vendu, on décide de mettre en place 

un contrôle qui accepte tous les stylos sans défaut et 20 % des stylos avec défaut. 

On prend au hasard un stylo dans la production. On note D l'événement : «le 

stylo présente un défaut », et E l’événement : «le stylo est accepté ». 

a) Construire un arbre traduisant les données de l’énoncé. 

b) Calculer la probabilité qu’un stylo soit accepté au contrôle. 

c) Justifier que la probabilité qu’un stylo ait un défaut sachant qu’il a été accepté 

au contrôle est égale à 0,022 à 107 * près. 

3. Après le contrôle, on prélève, successivement et avec remise, huit stylos 

parmi les stylos acceptés. 

Calculer la probabilité qu’il n’y ait aucun stylo avec un défaut dans ce prélève- 

ment de huit stylos. 

Comparer ce résultat avec la probabilité de l’événement À calculée à la question 

1.b). 

Quel commentaire peut-on faire ? 
Corrigé page 113 

Analvse — Intégration (5 points 

Les parties A et B peuvent être traitées indépendamment. 

Partie A 

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur JO ; +ce[ par: 

In (x fo =20. 
* 

Sa courbe représentative (6), construite dans un repère orthonormal, et son 

tableau de variations sont donnés en annexe en fin d’énoncé. 

1. Le tableau de variations de f donne des propriétés sur les variations de la fonc- 

tion, les limites aux bornes de l’ensemble de définition, ainsi que l’extremum. 

Énoncer, puis démontrer ces propriétés. 

2. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, sera prise en 

compte dans l'évaluation. 
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Existe-t-il des tangentes à la courbe (@) qui contiennent le point O origine du 

repère ? Si oui, donner leur équation. 

Partie B 

Soit g la fonction définie sur l’intervalle 10 ; o[ par : 

Int 
= | —— dt. BG |: 72 

1. a) Que représente f pour la fonction g ? 

b) En déduire le sens de variations de g sur ]0 ; cf. 

2. Interpréter géométriquement les réels g(3) et 1e) 

rs ; En : la x+1 
3. a) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que g(x) = 1 - ———. 

b) Déterminer la limite de g en + ce. 

Annexe 

1 

0,5 

(€) 

SITE 0 

= 

=] 

— 1,5 

Le) 
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Corrigé page 114 

On considère la suite (u,),-n définie par : 

uy = 5 et, pour tout entier n =1,u, = fi + Zu, + 5 
n n 

1. a) Calculer u,. 

b) Les valeurs de w,, U3, Uy, Us, Ug; Us Ugs Uo: Ujg, Ui] sont respectivement 

égales à n°45 77:111:165,221,285357,437, 525,621. 

À partir de ces données, conjecturer la nature de la suite (d,),=n définie par 

= US Uy- 

2, On considère la suite arithmétique (v,), =ù de raison 8 et de premier terme 

= 16. 

es que la somme des n premiers termes de cette suite est égale à An? + 12n. 

3, Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel ñ, on a: 

U, = An? + 12n +5. 

4, Valider la conjecture émise à la question 1. b). 
Corrigé page 117 

SLA Nombres complexes — Transformations géométriques, 

Forme trigonométrique (5 points) 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal (O ; 4, v). 

Soit (@) le cercle de centre O et de rayon 1. 
Hs 
3. 

On considère le point À de (@) d’affixe z, = e 

1. Déterminer l’affixe z, du point B image de À par la rotation de centre O et 

a 
d’angle —. 
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Déterminer l’affixe z. du point C image de B par la rotation de centre dr et 

d’angle — 
ï 

2. a) Justifier que (@) est le cercle circonscrit au triangle ABC. Construire les 

points À, B et C sur la feuille de papier millimétré. 

b) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier. 

3. Soit À l’homothétie de centre O et de rapport — 2. 

a) Compléter la figure en plaçant les points P, Q et R images respectives des 

points À, B et C par 4. 

b) Quelle est la nature du triangle POR ? Justifier. 

4. Dans cette question, le candidat est invité à porter sur sa copie les étapes de 

sa démarche même si elle n’aboutit pas. 

a) Donner l’écriture complexe de h. 

b) Calculer z, + 23 +2c. 

En déduire que À est le milieu du segment [OR]. 

c) Que peut-on dire de la droite (OR) par rapport au cercle (€) ? 

(OUR AAA EC 

SPÉCIALITÉ K3411ele:#1 Nombres complexes, Arithmétique (5 points) 

1. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; w, v). 

Soient À, B et C les points d’affixes respectives z, =2 +1,24, =5+2ietzc=i. 

s, désigne la symétrie d’axe (AB). 

a) Démontrer que s, transforme tout point M d’affixe z en un point M” d’affixe 

2-telle que 77= (£ + + i)z+ - _ + . ) 
nos 5 

b) En déduire l’affixe de C”, symétrique de C par rapport à (AB). 

c) Démontrer que l’ensemble des points M tels que z’ est imaginaire pur est la 

droite (%) d’équation 4x + 3y = 1. 

d) Vérifier que le point C’ appartient à (@). 

2. a) Démontrer que les droites (®) et (AB) sont sécantes en un point Q dont on 

précisera l’affixe ©. 

b) On désigne par s, la symétrie d’axe (®) et par f la transformation définie par 

f=Ss,°s1. 

Justifier que f est une similitude directe et préciser son rapport. 
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c) Déterminer les images des points C et Q par la transformation f. 

d) Justifier que f est une rotation dont on donnera le centre. 

3. Dans cette question, le candidat est invité à porter sur sa copie les étapes de 

sa démarche même si elle n’aboutit pas. 

a) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x; y) solutions de l’équation : 

4x + 3y = 1. 

b) Déterminer les points de (@) à coordonnées entières dont la distance au point 

O est inférieure à 9. 
: Corrigé page 120 

(Gel da Te [ES 

1.a) 

Méthode : loi binomiale 

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A de probabilité p et À de probabilité (1 — p). 

Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 

schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 

ment À suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

pX=Kk)= BEN - p}1-K, avec k entier tel que 0 <k< n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

D’après l’énoncé, il s’agit ici d’une loi binomiale de paramètres : 

n = 8 et p = p(D) = 0,1. 

HA PT 0 “à pi = p}$ = 0,98 = 0,43. 

pB)=pXz>1)=1-pA)=1- 0,98 = 0,57. 

8 8! x 6 
CN x 2 = | Te x 0,12 x 0,96 = 0,15. 

p(C) = p{ ) ME p) ne 

294) 

02 E 

0,1 ; 
- 0,8 E 

0,9 = 1 
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b) 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 

Soient B;, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit À un événement; on a: 
p(A) = p(B, NA) + p(B, NA) + … + p(B,N A). 

D et D forment une partition de l'univers. On a: 
pŒ)=pONE)+p(DNE)=0,1 x 0,2 + 0,9 x 1 = 0,92. 

©) DIE) = DE) = 0LX02 20,02 0 022 à 10-2pres. 
p(E) 0,92 0,92 

3. Soit Y la variable aléatoire qui compte le nombre de stylos présentant un défaut parmi 
les huit stylos prélevés après le contrôle parmi les stylos acceptés. Y suit une loi bino- 

0,02 
miale de paramètres n = 8 et p’ = p(D/E) = SE 0,022 à 107? près. 

» 

La probabilité demandée correspond donc au calcul de p(Y = 0). On a: 

8 0,02 Y=0)=| | ap = (1 -£ At Ce P 092 

Le résultat obtenu est presque deux fois plus élevé que la probabilité p(À) : ainsi, on 
a, par ce procédé, multiplié par deux les chances d’obtenir un stylo sans défaut. 

8 

| = 0,84. 

MA LCR CICE 2 LR CEE ER D © 
Partie A 

A 
1. D’après le tableau de variations, on constate que la fonction est croissante sur lo :e2 L 

ke 1 1 
puis décroissante sur [e2 nr œ[ : elle admet donc un maximum en e? qui vaut —. 

2e 

D'autre part, les limites de la fonction sont lim f(x) =-—c et lim f(x) =0. 
x 0 X — + co 

Démontrons maintenant ces résultats. 

On a f(x) = DE 
x 

+ La fonction f est définie sur JO ; + c[ et dérivable sur cet intervalle comme quotient de 

deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. 

x Anar 
x _1-2nx Calculons sa dérivée : f'(x) = : 

x X 

il 

FO 0e"L22)nx 0 carx>0@ mx < + @x<e?, 

D|— MOEUEME? In 0 carx>0emx=s xee É 
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1 

Par suite, la fonction f est strictement croissante sur Jo 1e2 L puis décroissante sur 

ji 
1 1 L In 167 

[e2 : + co[: elle admet donc un maximum en e?. De plus, f(e2) = a 1 irele 
(e2) 2e 

lim In x=-—c 
— He20 

eLimiteèen0: 1 donc lim f(x) =- ce. 
lim —— = x—0 

x—0 x 

Hi =0 
. Limite en + c: donc lim f(x)=0 en utilisant les croissances 

: 1 : 
lim, —= Air comparées. 

* 

éme 

Rappel de cours : équation d'une tangente 

Soit f une fonction définie et dérivable en a. La courbe représentative de f admet alors 

en a une tangente dont l'équation est : 
y = f'(a)x - a) + (a). 

Soit a € ]0 ; + cf. La courbe représentative de f admet en a une tangente T,, dont l’équa- 

tion est y = f'(a)(x — a) + f(a). 

L'origine du repère appartient à 7’, si, et seulement si, 0 = f’(a)(0 — a) + f(a), 

si, et seulement si, f’(a) = 1) cara 0 
a 

1=2 Ina LÉ In a 
si, et seulement si, 7 

a a 

si, et seulement si, 3Ina= I, 
1 

si, et seulement si, a = e3. 

1 7) 

| 1-21n(es) NE A1 
Alors T' 15 a pour équation y = f'(a)x= EE x= > — En car cette droite 

e3 

passe par l’origine du repère. 

En conséquence, il n’y a qu’une tangente à la courbe passant par l’origine du 

L 1 
repère ; il s’agit de la tangente en a = € 3 d’équation y = ER 

e 

Partie B 

1.a) La fonction t > est continue sur ]0 ; + æ[ ; la fonction g représente donc 

t 

l'unique primitive de la fonction f qui s’annule en 1. On a ainsi pute 
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b) D’après le tableau de variations de l’annexe, la fonction g” = f est négative sur IOEI 

et positive sur [1 ; + c[. On en déduit que la fonction g est décroissante sur ]J0 ; 1], 

puis croissante sur [1 ; + œ[. 

2, + Comme la fonction f est continue et positive sur [1 ; + œ[, g(3) représente l’aire, 

exprimée en unités d’aire, du domaine délimité par l’axe des abscisses, les droites 

d’équations x = 1 4 x = 3, et la courbe de la fonction f. 

+ Ona: [+ up FO dt -[. en ar 

| | ” 1 : 
Comme la fonction (— f) est continue et positive sur JO ; 1], d°) représente l’aire, 

exprimée en unités d’aire, du domaine délimité par l’axe des abscisses, les droites 

d’équations x = . et x = 1, et la courbe de la fonction f. 

3. a) 

Rappel de cours: intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v’ le sont 
aussi. On a alors: 

b b 

L uv! dx = [ub)vO9]E _ 7 u'(av(x dx. 

£ 1 (D =, 
utD te 1e, LA 

1 Alors 1 
v'(D = à v(f) = — — à une constante près. 

Posons 

: { 

Les fonctions 4, v sont dérivables et u”, v' sont continues. Par intégration par parties, on 

obtient : 

a@ = [ Ur 
r2 

26 UE fee té l1 1 #2 

LE 

ht, 2 
X ail 

ASE MI Mr bg mire 
ï Fe % 

: In x : 2 
Him ——=0 par croissances comparées 

X—+ % 5 In b) donc Jim MX+1_5 
lim 1-0 nid 

LEROY 

puis lim g(x)=1 
X — +0 
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1.a)Ona u,=(1+2)4+6=3X5+6=21. 

b) On remplit le tableau suivant : 

HRIEREIENEIENNIE 
On conjecture ainsi que la suite (d,), -N est arithmétique de raison 8 et de premier 

terme 16, soit d, = 16 + 8n. 

2. 

Rappel de cours : somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique 

Soit (u,), en; une suite arithmétique de raison r. On a alors: 

n US Ur 
Se > UE A x nombre de termes. 

k=p 

Attention, la somme doit comporter n termes ; elle va donc dek=0àk=n-1; 

= Vo +v 
a 0 —1 sans As 

k=0 2 

16+16+8(n— 1) 

> 

=(16+4n-4)n 

= 4n? + 12n. 

3: 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 

+ On pose une propriété P,. 

° On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 

° On montre ensuite l’hérédité de la propriété. 

Soit P,, la propriété : « u,, = An2 + 12n + 5 », définie pour n € N. 

+ Initialisation: pour n=0,onau,=5=4X 02+12x0+5. 

Donc la propriété P, est vraie. 

+ Hérédité: supposons qu’il existe un entier n pour lequel P, est vraie. Montrons 

qu’alors P,,, est vraie. On a: 

2 
Peas HT = (+5 jar + 12n + 5) + 

n+l AA 
par hypothèse de récurrence, 

_ (n+3)@4n2+12n+5)+6 _ 4n3 + 24n? + 4ln + 21 

je n+l n+l À 

or, 4(n + 1)2 + 12{n + 1) + 5 = 4n? + 20n + 21, 

puis [4(n + 1)? + 12(n + 1) + SIC + 1) = 4n3 + 24n? + 41n + 21, 

n+l 
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_ [4(n + 132 + 12(n + 1) + 5](n + 1) 

“ n+l 

Donc la propriété P,,, est vraie. 
On a ainsi montré par récurrence que P, est vraie, pour tout n € N. 

4. Calculons CAE 

d,=u,,.,-u,=(d{(n+1)2+12(n+1)+5)-(4n2+ 12n +5). 
n n+l 

d, = 4n? + 20n +21 — 4n? — 12n — 5 = 8n + 16. 

La conjecture faite à la question 1. b) est validée. 

1 RS: ie conne e vendue our 5 : 1j représente Mate 
1. 

Méthode : À’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre O et 
d'angle 8 ; on a alors: 

d’où u,,; = 4(n + 1)? + 12(n + 1) +5. 

= ie Za = ZA€ 

- Best l’image de À par la rotation de centre O et d’angle cn 

2ir DROLE le 3 
Ona ainsi z,=e°z,=e et =e* =eT-=-1 

+ Cest l’image du point B par la rotation de centre O et d’angle 4 

2ir 2i CCR" 3 
On a ainsi z=e * z,=e,° Sven = 2, 

De in 
2. a) On a |z,| = E 3 | == 1et7l= Ê 3 | = 1 ; les trois points À, B et C sont 

donc sur le cercle (@). On en déduit que (€) est le cercle circonscrit au triangle ABC. 
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b) | 

Rappel de cours: pour tout complexe z,z+Zz=2Re(z)etz-Zz=21iIm(2). 

On remarque que ze = 7, ; par ie les points À et C sont symétriques par rapport à l’axe 

des abscisses. Comme le point B appartient à l’axe des abscisses, le triangle ABC est iso- 

cèle en B et BA = BC. 

Par ailleurs, on a z, -zc=2z 74 =2i re): sin ()=is. 

d’où AC=|z,-20|=|iV7| = V3, 
in RE m, ie à 

et z, -Zp=€ +1=e/fes +ef$e S ee (or +e 6)=es (es res ), 

in à im 
24 =2p=eS x2Re(e)=3%6, 

ainsi AB=|z,-2pl= Ie] = 3. 

Finalement, AB = AC et le triangle ABC est équilatéral. 

3.a) Voir figure page précédente. 

h(A) = P 

b) On a A(B)=0Q f, le triangle ABC a donc pour image le triangle POR 

hC)=R par l’homothétie h. 

Comme ABC est équilatéral, PQR l’est également, car une homothétie conserve les 

angles. 

4, a) 

Méthode : A’, d'affixe z,,, est l’image de A, d'affixe z,, par l'homothétie de centre O et 

de rapport k ; on a alors: 
Za = KZ4- 

h est l’homothétie de centre O et de rapport — 2 ; son écriture complexe est : 

h(2) = — 2Z. 

b) +7, +2» +2 LeT 14e =co(Æ)+isn(Æ)-1+c0s(Æ)-isin (À) 

DAS 3 3 3 3 

Za + Zp + Zc D 0 
2 2, 

finalement Z4 = —Zp — Zc: 

+ Or, comme Q et R sont les images respectives de BetC,onaz, = 27petZp=— 22. 

FE 
D'où z4 = Are 

Ainsi, le point À est le milieu du segment [OR]. 

c) À est le milieu du segment [OR] et PQR est un triangle équilatéral ; en conséquence, 

(AP) est une médiane et une hauteur du segment [OR]. 
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Ainsi : (AP) L (OR). 
Or, O € (AP), car h(A) = P. 
D'où (OA) L (QR), avec À € (QR)et À E (6). 
On en déduit que la droite (QR) est tangente au cercle (@) en A. 

SPÉCIALITÉ {tele #1 

ANS dent Le. 
' 

Dé Re SE 

À | | | | 

| } Î ! | | | | à { | | | RD EI M (OR REA | CIS TROC En RC 27 <O) fEOSRI C2 CN | | { | | | | | | 

| ! À À | | 

| \ \ | 

DS EE © 

} 

| | | | 

À 

tot 

À 

| | | | \ | 
C SAGE : ess 5 | 2 De 

| | | | | | | | | | | | ere sien DCE UP” 
| | | | | | | | | | | \ À 

et . ne ER RE he LÀ EVA | 

| LEP CAE IE ASE LE 6 

À | | | | | | | | | CA EN RE ER PS AE LS ER ES 

1. a) 

Méthode : écriture complexe d'une similitude indirecte 
Si M', d'affixe z', est l'image de M, d'affixe z, par une similitude indirecte, alors: 

z = az + b, avec a, b complexes et a non nul. 

Une symétrie axiale est une similitude indirecte. Ainsi, s, a pour écriture complexe 
z'= az + b avec s,(4) = A et s,(B) = B. 

s4)=A a(2-i)+b=2+i (1) 

s,(B) = B a(5-25+b=5+21 (2). 

. . 5} . 

On soustrait (1) à (2) et on obtient : a(3-1i)=3+ie a= Le = _— = _. 
—i + 

Puis en remplaçant dans (1), on en déduit : 

(4 + 3i)(2 — i) F 10 + 5i — 8 + 4i — 61 — 3 Ex + 31 

5 5 San à 
b=2+i- 

L'écriture complexe de s, est ainsi : z’ = = + : i) + (- : + . j) 
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AR le Ad Et INT 
b)ze=(£ +2 if +(-L+di)-(£a tite (2 3i) 

PNR AE US SAR TS ie 

ENS AMIS 3 22 
RUES PTS 

c) Soit z = x + iy, avec x et y réels. z’ est imaginaire pur si, et seulement si, Re(z”) = 0. 

Oronaz'=($+dilx-in+(-<L+ti)=(txs ss L+ifèx- Los 2 
De«5 DS 1 5 >) 5 =) 5 

Par suite, z’ est imaginaire pur si, et seulement si, L x + . y— = 10; 

si, et seulement si, 4x + 3y= 1. 

L'ensemble des points M tels que z’ soit imaginaire pur est la droite (2) d’équation 

4x + 3y = 1. 

Den là 2 1 
d)z., = —— 1, donc x = et}. 

Suns jres CR CE 

On reporte dans l’équation de (@) 4x. + 3yc, = 4x = +3 X (- = — = = ] ; le point C’ 

appartient bien à la droite (2). 

2. a) Cherchons l’équation de la droite (AB) sous la forme y = ax + b. 

2a+b=l, 
On a À € (AB) et B € (AB), ce qui donne le système suivant 

Sa+b=2. 

Par soustraction des deux équations, on obtient 3a = 1, donc a = È 

Puis, on en déduit b = 1 — 2a = n 

ee : ; 1 1 
La droite (AB) a ainsi pour équation y = à JOdE ni 

M{x, y) € A4B)N (G) si, et seulement si, LS 
4x+3y= 1, 

= 1 X + JL 

si, et seulement si, 3 3 

Le 
Il 

si, et seulement si, 

; c Lx 

Les droites (AB) et (@) sont sécantes en un point Q d’affixe @ = = i. 

b) Une symétrie axiale est une similitude indirecte. La transformation f est la compo- 

sée de deux similitudes indirectes, chacune de rapport — 1 ; il s’agit donc d’une simili- 

tude directe, de rapport (— 1) x (— 1) = 1. 
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s(C)=C" 
s)(C')=C' car C’ E (@) 

s.(Q) = Q car Q € (AB) " 

s(Q) = Q car Q €
 (@) | donc f(Q) = Q. 

d) D’après la question 2. b), f est une similitude directe de rapport 1 et, d’après la ques- 

tion 2. c), le point Q est invariant. Il s’agit donc d’une rotation de centre Q2. 

3. a) 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by = ç avec a, b, c xet y 
entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 
e on cherche une solution (x, ; y,) particulière ; 
e on se ramène à la résolution de a(x - x,) = b(y, - y); 
e puis on utilise le théorème de Gauss. 

o | donc f(C)=C". 

Recherchons une solution particulière de l’équation 4x + 3y = 1. 
On remarque que 4 x 1 + 3 x (— 1) = 1. Le couple (1 ; — 1) est donc une solution parti- 

culière de l’équation. 

EN LS ue 
4x +3y= 1. 

Par soustraction, on obtient 4(x — 1) + 3(y + 1) = 0, puis 4(1 — x) = 3(y + 1). 
4 divise 3(y + 1) ; or, 4 et 3 sont premiers entre eux. Ainsi, d’après le théorème de Gauss, 
4 divise (y+1)ety=4k-1,0ù4kE Z. 
En remplaçant dans 4x + 3y = 1, on en déduit que x = 1 — 3k. 
Les solutions de l’équation 4x + 3y = 1 sont donc les couples de la forme : 

(1-3k ; 4k-1), avec k € Z. 

b) Les points M de (®) à coordonnées entières sont exactement les points dont les coor- 

données correspondent à la question précédente ; ils ont donc des coordonnées de la 
forme (1 — 3k ; 4k— 1), avec k E Z. 

On a OM = (1 - 34)? + (4k — 132 = V25k2 — 14k + 2. 
D'où OM < 9 équivaut à 2542 — 14k + 2 < 81, 

équivaut à 25k2 — 14k — 79 < 0. 
Les racines de l’équation 25k2 — 14k — 79 = 0 sont : 

k = = 212024; 1=N21024 1,52 et &, = 7 + V2 024 _ 2.08, 

50 25 25 

car À = 8 096 = (22 024. 
Par suite, OM < 9 équivaut à k € [k, ;k], 

équivautàke {—-1;0;1;2}. 

Il y a donc quatre points de (®) à coordonnées entières dont la distance à l’origine 
est inférieure à 9 : 
pour k = — 1, on obtient le point M(4 ; — 5) ; 

pour k = 0, on obtient le point N(1 ; — 1) ; 

pour x = 1, on obtient le point P(-— 2 ; 3) ; 

pour k = 2, on obtient le point Q(- 5 ; 7). 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 1 h 15 min. 

Du papier millimétré est mis à la disposition des candidats. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

Le candidat doit traiter tous les exercices. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même 

incomplète ou non fructueuse, qu'il aura développée. 

Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des rai- 

sonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 

1. Soit f la fonction définie sur [1 ; + c[ par f(x) = a : et soit A la fonction 

définie sur [1 ; + o[ par A(x) = [ro dt. 

à) Justifier que f et H sont bien définies sur [1 ; + cl . 

b) Quelle relation existe-t-il entre H et f ? 

c) Soit C la courbe représentative de f dans un repère orthonormal (O ; Li j) du 

_plan. Interpréter en termes d’aire le nombre H(3). 

_2. Onse propose, dans cette question, de donner un encadrement du
 nombre H(3). 

e-* 

peer a) Montrer que, pour tout réel x > 0, a. 
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Fe 

3 3 

b) En déduire que [re &=3m{i-2)-m{1-1)- [fine ar 

c) Montrer que, si 1 < x < 3, alors In (1 — 1) <In(1-e *) <in (1 _— à) 
e 

3 3 

d) En déduire un encadrement de [ In (1 —-e7*) dx, puis de [ fQ) dx. 

Corrigé page 128 

MT #A Nombres complexes — Lieux géométriques, 

Transformations géométriques (5 points) 

Cet exercice contient une restitution organisée de connaissances. 

Partie A 

On suppose connus les résultats suivants : 

a) Dans le plan complexe, on donne par leurs affixes z,, z, et ze trois points 

A;BetcC. 

CB PA mr PA) > — 

SE et BC) (CA Ch) On) A es ( ) (27) 
7h 

Mors F2--C 
FA 0 

b) Soit z un nombre complexe et soit 6 un réel: 

z = eiP si, et seulement si, [z| = 1 et arg (z) = 6 + 2Xx, où & est un entier relatif. 

Démonstration de cours : Démontrer que la rotation r d’angle « et de centre Q 

d’affixe « est la transformation du plan qui, à tout point M d’affixe 7, associe le 

point M' d’affixe z’ tel que z' — © = e!%(z — w). 

Partie B 

Dans un repère orthonormal direct du plan complexe (O0; %, v) d’unité 
graphique 2 cm, on considère les points À, B, C et D d’affixes respectives 

22 31 2-1 NA 2.-Viti 2, | 1 

1. a) Donner le module et un argument pour chacun des quatre nombres com- 

plexes Z4» Zp» Zc Et Zp. 

b) Comment construire à la règle et au compas les points À, B, C et D dans le 

repère (O ; u,v)? 

c) Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 
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2. On considère la rotation r de centre B et d’angle — à Soient E et F les points 

du plan définis par : £ = r(A) et F= r(C). 

a) Comment construire à la règle et au compas les points F et E dans le repère 

précédent ? 

b) Donner l'écriture complexe de r. 

c) Déterminer l’affixe du point E. 

Corrigé page 130 

SPÉCIALITÉ Kiel #1 Nombres complexes - Géométrie, 

Similitudes (5 points) 

Partie A 

On suppose connu le résultat suivant : 

Une application f du plan muni d’un repère orthonormal direct dans lui-même 

est une similitude directe si, et seulement si, f admet une écriture complexe de 

la forme z'= az+b,oùaeC*etbhecC. 

Démonstration de cours : On se place dans le plan complexe. Démontrer que, si 

A, B, A' et B' sont quatre points tels que À est distinct de B et A’ est distinct de 

B' , alors il existe une unique similitude directe transformant À en A'etB en B’. 

Partie B 

Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal direct (O ; 4, v), on consi- 

dère les points À, B, C, D d’affixes respectives 7, = — 5 1 ZR = 1 - iV3, 

20 =\3 +i 2. Lei. 

1. a) Donner le module et un argument de chacun des quatre nombres com- 

plexes z,, 28, Zc €tZp- 

b) Construire à la règle et au compas les points À, B, C et D (on prendra pour 

unité graphique 2 cm). 

c) Déterminer le milieu du segment [AC], celui du segment [BD]. Calculer le 

quotient 2B.. En déduire la nature du quadrilatère ABCD. 
2 A 

: T 
: : es + 

2. On considère la similitude directe g dont l’écriture complexe est et 22 

a) Déterminer les éléments caractéristiques de g. 
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b) Construire à la règle et au compas les images respectives E, F et J par g des 

points À, Cet O. 

c) Que constate-t-on concernant ces points E, F et J? Le démontrer. 

Corrigé page 133 

Géométrie dans l’espace — Barycentre (4 points) 

On considère un tétraèdre ABCD. 

On note 1, J, K, L, M, N les milieux res- 

pectifs des arêtes [AB], [CD], [BC], [ADI], 

[AC] et [BD]. 

On désigne par G l’isobarycentre des 

points À, B,C et D. 

1. Montrer que les droites (17), (KL) et 4 

(MN) sont concourantes en G. a 

Dans la suite de l’exercice, on suppose 

que AB = CD, BC = AD et AC = BD. (On D 

dit que le tétraèdre ABCD est équifacial, 

car ses faces sont isométriques.) 

2. a) Quelle est la nature du quadfrilatère ZKJL ? Préciser également la nature des 

quadrilatères IMJN et KNLM. 

b) En déduire que (17) et (KL) sont orthogonales. On admettra que, de même, 

les droites (17) et (MN) sont orthogonales et les droites (KL) et (MN) sont ortho- 

gonales. 

3. a) Montrer que la droite (1J) est orthogonale au plan (MKN). 

b) Quelle est la valeur du produit scalaire 1J.MK? En déduire que (1J) est 

orthogonale à la droite (AB). Montrer, de même, que (17) est orthogonale à la 

droite (CD). 

c) Montrer que G appartient aux plans médiateurs de [AB] et [CD]. 

d) Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d'initia- 

tive, même non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

Comment démontrerait-on que G est le centre de la sphère circonscrite au 

tétraèdre ABCD ? 

Corrigé page 136 
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SIA Analyse - Équations différentielles, Suites, Fonction 

exponentielle (7 points) 

A 

On cherche à modéliser de deux façons différentes l'évolution du nombre, 

exprimé en millions, de foyers français possédant un téléviseur à écran plat, en 

fonction de l’année. 

Les parties À et E sont indépendantes. 

Partie À : un modèle discret 

Soit u, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédant un téléviseur à 

écran plat l’année n. 

1 
On pose n = 0 en 2005, v, = 1 et, pour tout n = 0, u,,,= 10 u,(20 = u,). 

1. Soit f la fonction définie sur [0 ; 20] par f(x) = . x(20 — x). 

a) Étudier les variations de f sur [0 ; 20]. 

b) En déduire que, pour tout x € [0 ; 10], f(x) € [0; 101. 

c) On donne en annexe en fin dénoncé la courbe représentative C de la fonc- 

tion f dans un repère orthonormal (O ; i, j) du plan. Représenter, sur l’axe des 

abscisses, à l’aide de ce graphique, les cinq premiers termes de la suite (4,), = 9 

2. Montrer par récurrence que, pour toutn EN,0<u,=<u,,, <= 10. 

3. Montrer que la suite (u,), - 4 est convergente et déterminer sa limite. 

Partie B : un modèle continu 

Soit g(x) le nombre, exprimé en millions, de tels foyers l’année x. On pose x = 0 

en 2005, g(0) = 1 et g est une solution, qui ne s’annule pas sur [0 ; + of, de 

l’équation différentielle 

ter dé (Œ):7y al ÿ}: 

Fe : L ; 1 

1. On considère une fonction y qui ne s’annule pas sur [0 ; + + et on pose z = —. 

a) Montrer que y est solution de (E) si, et seulement si, z est solution de l’équa- 

tion différentielle : 

Rae 1 
(Œ,) : Z Stop: 

b) Résoudre l’équation (E ,) et en déduire les solutions de l’équation (E). 
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2. Montrer que g est définie sur [0 ; + co[ par g(x) = nie 
02" +1 

3. Étudier les variations de g sur r [0 ; ; + oo. — 

4. Calculer la limite de g en + et interpréter le résultat. 

S:En quelle année le nombre de foyers possédant un tel équipement dépassera- 

t-il 5 millions ? 

Annexe 

Corrigé page 138 

Corrigés 

L. a) + On a f() = — 
e = 

sur / = [1 ; + cf. 

x x est définie sur Z; x e* — 1 est définie sur Z comme somme de fonctions définies 

sur J. 

Pardilleurs, EU SR nil Danse ne OS 

On en déduit que f est définie sur Z comme quotient de deux fonctions définies sur / dont 
le dénominateur est non nul sur J. 
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donc f est continue sur ]; 
xt e*-— 1 continue sur /, car exp est continue sur R* : RE 

P par suite, H est définie sur J. 

°x+ x continue sur / comme fonction affine 

e—= | ZOisur7 

b) On a ainsi H'(x) = f(x), pour tout x de 7; on en déduit que H est la primitive de f sur 

I qui s’annule en 1. 

We -t>0r er > 
S > li car In est strictement croissante sur R° 

x 0! 

On constate que f(x) > 0 sur 7; ainsi, H(3) est l’aire, exprimée en unités d’aire, du 

domaine délimité par C, l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 1 et x = 3. 

x L … HET e* 1 
= XX 2e eh) EE - ; 

EH ET (= Er) ex 1-e7* E* 

b) 

Rappel de cours: intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v’ conti- 

nues sur [a ; b]. On a alors: 
b b 
1 u(x) v'(2 dx = [u(x) vL)]E - [ u'(x) vO) dx. 

3 3 =x 

D’après la question précédente : | f@) dx = [ x X 1 = me dx. 

Soir) alors) Ur 

M) =  — alors v(x) = In |1—e-*| = In (1 -e-*) (à une constante près) ; 
_ TT 

, | une primitive de v’ = #_ est de la forme In |g 
car 

1-e*>0Se*<1e -x<08 x>0,donc|1-e-*|=1-e"*surl. 

u et v sont dérivables sur / ; u’ et v’ sont continues sur /. 

3 3 

Par conséquent, | f(x) dx = [x In (1 re | In (1—e-*) dx 

3 
=3im(i-e-t)-m(-e-t)- | In (1-e*) dx 

1 NÉ me =3m{1-4)-m(1-2)- [| me dr. 
e e 1 

O0 1<x<3S2-3<-x<-1 

me -i<e*<e ! car la fonction exp est strictement croissante sur R 

—— L Se e=* SEE "LE 

e e° 

: 1 
Re 1 

e e 
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In est strictement 

« In (1 _ 1) < In (1-e-*) < In (1 A +) çar 4 croissante sur R: É 

e e 
SLR 

d) e 

Méthode : F est une fonction continue sur un intervalle /; m et M sont deux réels et a, b 
sont deux réels de l'intervalle / tels que a < b. 

s A b ! 

Sim< %< M sur [a ; b], alors mb-a)= | F(x) dx < M(b - a). À : 

°Onaln (1 _ À) <In(1-e*)<In (1 _ +) sur [1 ; 3], d’après la question 2. c) 
e e 

3 

d'où:2In(1-1)< | In (1—e-*) dx = 2 In (1- +) 
e 

« D’après la question 2. b), [rc a - sm(1-+)- in (1 - 2)- [nes dr 

d’où, en remplaçant dans la relation précédente : 
3 

-2mfi-+)<-fma-ea<-2m(1-2) 
e e 

puis, In (1-4 )-n (1-2) = [rc ax = 3m (1- L)-3m(1-2) 

Partie A 
r est la rotation de centre (2 et d’angle ©. 

OM' = OM 
mes (OM, QM') = & (mod 27), 

[z'-o|=|z- 01 
arg (=) = (mod 21). 

Si M 4 Q, M'=r(M) équivaut à | 

équivaut à 

(È te o| 

équivaut à À [z- | 

arg (=) = & (mod 27), 

k'-ol_, 

Es -1 équivaut à 
! 

—) = @ (mod 2n), 
YA — 

2 
car 125 || pour tous z,zade Cetz #0; 

Z 

D SU 
équivaut à 

Zi0) 
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Si M = Q, M' = r(M) équivaut à M’ = Q équivaut à z' = @. 
En conclusion, tout point M d’affixe z a pour image M" d’affixe z', 

avec z’ = e!% (z — @) + @. 

Partie B 

1a)ezg=V5-i=2( V8 À) 2{cos (SE) +isin(- SE) 

d : RARE 

PRG 187, SE (mod 2). 

zÿs 1822 (158) 22fcos( Æ) + sin (- E) 

d ’ [el = 2; 

dé. arg BE (mod 27). 

do= 3+i=2($ 4 À)22{c0s (2) + sin (Z) 
2 

20) =2 ; 

arg Zc = (mod 27). 

2p==1+i8=2(- Li) 22fcos (2€) + i sin (2) 

donc : {ol he SL arg Zn = n (mod 27). 

donc : 

b) 

— = 

L'échelle de l'énoncé n'est pas respectée. 
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Comme |z,|= |z| = |zc| = |z9| = 2, les points À, B, C et D appartiennent au cercle 6 

de centre © et de rayon 2. 
Soit G le point de coordonnées (2 ; 0). 

On trace le cercle de centre G et de rayon 2 ; ce cercle coupe le cercle € en deux points, 
dont l’un est B, car les triangles OBG et OB'G sont équilatéraux et, ainsi, les angles 

BOG et B'0G valent _ donc B est en dessous de l’axe des abscisses. 

D est le symétrique de B par rapport à O ; on trace donc la droite (OB) et le deuxième 

point d’intersection avec € est ce point D. 

Comme arg ze = = (mod 27), C est le point d’intersection entre la bissectrice de l’angle 

GOB' et €. 
A est le symétrique de C par rapport à ©. 

c)Ona zg-24=(1-iV3)-(-V3-D=(1+V3 +013) =(3+D-C1+i3) 
= Zc—2Zp: 

Ainsi, AB = DC ; ABCD est donc un parallélogramme. 
Par ailleurs, 

ZB = ZA _ Lio (A+ V3) +1(-V3)}G — V3) +i( + V3) 
2e A-V3D+ic1-V3 A-V3ÿ+6<1-V3Y 

Ro Me RASE 
8 8 

= 1. 

AB _ = 24) _ 

BC zh Zg —Zc 

ABCD est un parallélogramme ayant deux côtés consécutifs égaux, c’est donc un 
losange. 

plus, mes (CB, AB) = arg 

BRÉC 

Ainsi, ABCD est un losange ayant un angle droit ; par conséquent, ABCD est un carré. 

2. a) ABCD est un carré, donc BA = BC 

E = r(A), donc BA = BE d’où BA = BC = BE = BF et, ainsi, ÀA,C,E et F 

F=r(C), donc BC=BF 
appartiennent au cercle de centre B passant par A. 
De plus, l’image du cercle de centre © et de rayon 2 par la rotation de centre B et 

de bc. 

= arg (i) = æ (mod 27). 

d’angle — = est le cercle de centre G = r(O) (car le triangle OBG est un triangle équila- 

téral) et de rayon 2. Comme À et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2, 
leurs images par r, E et F, appartiennent au cercle de centre G et de rayon 2. 
Finalement, E et F sont les points d’intersection du cercle de centre B passant par À 
avec le cercle de centre G et de rayon 2. 

b)z/=7,=€ Se-mez=()- Be 1 + 199 + 1-5. 
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ef Be -1+ +15 B)C 5-14 1-5 

ITA A 2 a un 00 
= _ — = + = + 1-13 
rien no is 

SPÉCIALITÉ K24d: {ele #7 

Partie A 
Soit À, B, A', B', quatre points d’affixes respectives z,, z», Z4, et 2} tels que À # B et 

A%ÆBx. 
L'écriture complexe d’une similitude directe © est: 

ze az + b, avec a et b complexes et a # 0. 

Comme la similitude © transforme À en A’ et B en B', on obtient que les réels a et b 

es e , PV CAnNEn 
vérifient le système suivant : À 4 _ À Zpr = AZp + b. 

Comme z, X 1 — | X ZB = 24 — ZB # 0 (car À Z B, on a z, # 73), le système admet par 

conséquent une unique solution. 

2e Et re 
a= BA 20, car A’ #B', donc z,,# 7}, et ainsi z4 — 2g # 0. 

PES T4, B ZA 
Zn LAr 

FRA 

Par suite, il existe une unique similitude directe © transformant À en À’ et B en B’. 

Partie B 

asset $-)-afen (SE) ( SE) 
je =2; 

Re arg Z4 = -È (mod 27). 

il -i8=2(1 5) 2 2{c08 (- 2) +i sin 2) 

han le2ss 
donc : 

arg 2g == (mod 27). 

“2e= 5+122( 08 + À) 2 2{cos(E) + isin (®) 
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Le =2ÿ 

ue arg Zc = > (mod 27). 
6 

°Zn=-1 +52 2(- 1 + 16) 2 2[c0s (2) + i sin (Æ) 

JE 2 
RASE arg ps (mod 27). 

b) 

L’échelle de l'énoncé n’est pas respectée. 

Comme |z,| = |z3| = |zc| = |z,| = 2, les points À, B, C et D appartiennent au cercle € 
de centre O et de rayon 2. 
Soit J le point de coordonnées (2 ; O). 

On trace le cercle de centre J et de rayon 2; ce cercle coupe le cercle € en deux points, 
dont l’un est B, car les triangles OBG et OB'G sont équilatéraux et, ainsi, les angles 

BOJ et B'OJ valent _ donc B est en dessous de l’axe des abscisses. 

D est le symétrique de B par rapport à O ; on trace donc la droite (OB) et le deuxième 
point d’intersection avec € est ce point D. 

Comme arg ze = = (mod 2n), C est le point d’intersection entre la bissectrice de l’angle 

JOB" et €. 
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À est le symétrique de C par rapport à ©. 

nt (— 3-D+68+0 2 = 0 ; ainsi, O, origine du repère, est le milieu de [AC]. 

Poarie 1 = Aide dires = 0 : ainsi, O est Ie milieu de [BD]. 

& - 1-i93 | BC EN =B+i+3i+V3 _4i_, 
— En 1 4 4 

O milieu de [AC] 

O milieu de [BD] 

[AC] et [BD] se coupent en leurs milieux. 

De plus, on RUES Il = 
OA |z Izl 24 

diagonales se coupent en leurs milieux. 

Ainsi, ABCD est un rectangle, car c’est un parallélogramme dont les diagonales ont 

mêmes longueurs. 
—— Z 

On a: mes (OA, OB) = arg (S 
Z A 

par suite, ABCD est un losange, car c’est un parallélogramme dont les diagonales sont 

perpendiculaires. 

Finalement, ABCD est un carré, car c’est un rectangle et un losange. 

214) 

Méthode : l'écriture complexe d'une similitude directe est de la forme: 

z'= az + b, avec a et b nombres complexes et a z 0. 

e L'angle de la similitude est donné par un argument de a. 

e Le rapport est donné par le module de a. 

e Le centre de la similitude est obtenu en cherchant les points fixes. 

| cela signifie que ABCD est un parallélogramme, car ses diagonales 

: 
—B| =|i]= 1, d’où OA = OB, puis AC = BD, puisque les 

| — aro (il) = = (mod 27) ; 

+ Centre de la similitude : 
( : ne 

cer paie bo LES (1-15), 
2 2 

. ROSE 

7) 

S 5 =7Z 
de Re V3 2) 

B est donc le centre de la similitude. 
:T 

ET 
- Angle de la similitude : arg a = arg € = + (mod 27). 

re 

+ Rapport de la similitude : |a| = É 3 | + 

Par suite, g est une rotation de centre B et d’angle — = . 
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b) ABCD est un carré, donc BA = BC 

E = g(A), donc BA = BE d’où BA = BC = BE = BF ; A, C, E et F appar- 

F = g(C), donc BC = BF 

tiennent au cercle de centre B passant par À. 
De plus, l’image du cercle de centre O et de rayon 2 par la rotation de centre B et 

d’angle — a est le cercle de centre J = r(O) (car le triangle OBJ est un triangle équila- 

téral) et de rayon 2. Comme À et C appartiennent au cercle de centre © et de rayon 2, 
leurs images par g, E et F, appartiennent au cercle de centre J et de rayon 2. 
Finalement, E et F sont les points d’intersection du cercle de centre B passant par À 

avec le cercle de centre J et de rayon 2. 

©) On constate que J est le milieu de [EF]. 

D’après la question 1. c), O est le milieu de [AC] 
g est une rotation 

. = ‘ donc J est le milieu de [EF]. 
& _ 

gC)=F 
une rotation conserve les milieux 

1. G isobarycentre de À, B, C et D, donc G est le barycentre de {(4 ; 1), (B; 1),(C; 1), (D; 1)}. 

I est le milieu de [AB] et J est le milieu de [CD] ; on obtient ainsi que G est le barycentre 

de (2), (J:2)} donc GE (1): 

K est le milieu de [BC] et L est le milieu de [AD] ; on obtient ainsi que G est le bary- 

centre de {(K ; 2), (L; 2)}, donc G € (KL). 

M est le milieu de [ACT] et N est le milieu de [BD] ; on obtient ainsi que G est le bary- 

centre de {(M ; 2), (IN; 2)}, donc G € (MN). 

On en conclut que les droites (27), (KL) et (MN) sont concourantes en G. 

2. a) D’après la question L., G barycentre de {(J ; 2), (J ; 2)}, donc G milieu de [//] | 

G barycentre de {(K ; 2), (L ; 2)}, donc G milieu de [KZ] 

on en déduit que /ZKJL est un parallélogramme, car ses diagonales [//] et [KL] se cou- 
pent en leurs milieux. 

ABC triangle l 

De plus, 7 milieu de [AB] } d’où ZK = — AC, d’après le théorème de la droite des 

K milieu de [BC] 2 milieux. 

ABD triangle 

L milieu de [AD] ; d’où /L = 1 BD, d’après le théorème de la droite des milieux. 

I milieu de [AB] 
Or, par hypothèse, on a BD = AC, donc IL = IK. 

Ainsi, IKJL est un losange, car c’est un parallélogramme ayant deux côtés consécutifs 
égaux. 

De la même façon, IMJN et KNLM sont des losanges. 
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b) Les diagonales d’un losange sont orthogonales; par suite, comme /KJL est un 
losange, d’après la question 2. a), ses diagonales (1J) et (KL) sont orthogonales. 

De même, on montrerait que (17) et (MN) sont perpendiculaires, ainsi que (KL) et (MN). 

3. a) 

Rappel de cours: une droite perpendiculaire à deux droites sécantes d'un plan est per- 

pendiculaire à ce plan. 

(1J) L (MN) 
CT) EEK) 

De plus, LE (MNK), car KNLM est un losange (d’après la question 2. a)) ; (KL) et (MN) 

sont donc deux droites du plan (MKN) sécantes en G (d’après la question 1.). Par suite, 

ces deux droites appartiennent au plan (MKN). 

Finalement, la droite (1J) est orthogonale à deux droites sécantes du plan (MKN); la 

droite (1J) est, en conséquence, orthogonale au plan (MKN). 

D’après la question 2. b), on a: 

b) + Comme (1J) est orthogonale au plan (MKN), cette droite est orthogonale à toute 

droite du plan (MKN) ; (1J) est ainsi orthogonale à la droite (MK) ; par suite, LJ.MK = 0. 

+ ABC triangle Dors 

M milieu de [AC]} d’où MK = — AB, d’après le théorème de Thalès vectoriel. 

K milieu de [BC] 2 

MK =0e (5 AB)= 0e + IAB =0 IAB =0, = cu). 

Ainsi, les droites (1J) et (AB) sont orthogonales. 

+ Comme (17) est orthogonale au plan (MKN), cette droite est orthogonale à toute droite 

du plan (MKN) ; (1J) est ainsi orthogonale à la droite (NK) ; par suite, LJ.NK = 0. 

BDC triangle A: 
N milieu de [BD] d’où NK = 

K milieu de [BC] 

È CD, d’après le théorème de Thalès vectoriel. 

IL.NK = 0 sm cb) 0e = (CD) =0 > IJ.CD =0, car .(kV) = k(&.). 

Ainsi, les droites (17) et (CD) sont orthogonales. 

€) (J ) _ (AB) | la droite (1J) appartient donc au plan médiateur de [AB]. 

1 milieu de [AB] 

De plus, G € (17) (d’après la question 1.) ; G appartient donc au plan médiateur de [AB]. 

qJ ) — (CD) | la droite (1J) appartient donc au plan médiateur de [CD]. 

J milieu de [CD] 

De plus, G € (1J) (d’après la question 1.) ; G appartient donc au plan médiateur de [CD]. 

d) 

Méthode: cette question est une question ouverte, c'est-à-dire que la démarche scienti- 

fique est valorisée. Vous devez énoncer les idées et les réflexions que vous avez eues,; 

celles-ci seront prises en compte dans la notation même si cela ne vous a pas permis de 

conclure. 
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Idée : pour montrer que G est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre ABCD, il 

suffit de montrer que : GA = GB = GC = GD. 
D’après 3. c), on a GA = GB et GC = GD, car G appartient au plan médiateur de [AB] 

et [CD]. 
Il resterait donc à montrer que GB = GC (par exemple). 
Pour cela, il suffirait de montrer que G appartient au plan médiateur de [BCT et, en repre- 
nant le raisonnement des questions 3. a) et b), on montrerait que la droite (KL) est ortho- 

gonale au plan (MNJ). 
Démonstration : 

(KL) L (MN) 
(KL) L (1J). 

De plus, les droites (17) et (MN) sont sécantes en G (d’après la question 1.) ; ces deux 

droites appartiennent donc au plan (MNJ). 
Finalement, la droite (KL) est orthogonale à deux droites sécantes du plan (MNJ); la 
droite (KL) est par conséquent orthogonale au plan (MNJ). 
Comme (KL) est orthogonale au plan (MNJ), cette droite est orthogonale à toute droite 

du plan (MNJ). (KL) est ainsi orthogonale à la droite (NJ) ; par suite, KL.NJ = 0. 

BCD triangle 
J milieu de [DC] ? d’où NJ = 
N milieu de [BD] 

D’après la question 2. b), on a: 

— 

BC, d’après le théorème de Thalès vectoriel. 
N | 

KL.NJ = 0 + KL.(+ BC) =0 + KL.BC = 0, UN Lt 0) 

Ainsi, les droites (KL) et (BC) sont orthogonales. 

(KL) L (BC) 
K milieu de [BC] 

De plus, G € (KL) (d’après la question 1.) ; G appartient par conséquent au plan média- 
teur de [BC]. 

Donc GB = GC. 
Or, d’après la question 3. c), on a GA = GB et GC = GD, car G appartient au plan média- 
teur de [AB] et [CD]. 

Ainsi, GA = GB = GC = GD ; on en conclut que G est le centre de la sphère circons- 
crite au tétraèdre ABCD. 

| la droite (KL) appartient donc au plan médiateur de [BC]. 

Partie A 

il 1! 
1. = — 1(20-x)=-— 72 À a) f(x) 10 set X) 10 x£ + 2x 

1 ; à 
On a a=- d < 0, la courbe représentative de f est donc une parabole tournée vers le 

bas dont l’abscisse du sommet vaut — AA = — —— = 10. 

ses 10 
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Par suite, f est strictement croissante sur [0 ; 10] ; 

f est strictement décroissante sur [10 ; 20]. 

b) 0 <= x <= 10 

f(0) < f(x) < f(10) car f est strictement croissante sur [0 ;10] 

f@ = 10 car Ps 10. 

Finalement : si x € [0 ; 10], alors f(x) € [0 ; 10]. 

C y 

U4 9 us10 il 12 13 

Rappel de cours : démonstration par récurrence 

e On pose une propriété P,. 

° On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 

° On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 

< 10», pour tout n entier naturel. 

+ nitialisation : pour n = 0, on a u,= 1 et u, = f(uo) =f(1) = Fe 

i . = = Soit P,:«0<u,<u,,: 

par suite, 0 < u, < u, < 10; PÇ est vraie. 
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+ Hérédité : supposons P, vraie pour un entier naturel n fixé et vérifions que P,,, st vraie. 

Ona0<u,<u,,,< 10, d’après l’hypothèse de récurrence ; 

puis f(0) < f(u,) <f(u,,,) <fA0) car f est strictement croissante sur [0 ; 10] 

d’après la question 1.4), 

HO)= 
0er eus 10 car 4 f(10) = 10 

Un+1 = f(u,). 

On en conclut que la propriété est héréditaire. 
On a montré par récurrence que : 0 < u, < u,,,, < 10, pour tout 7 entier naturel. 

< u, <U 
< 

3. D’après la question 2., on a 10° pour tout # entier naturel. 
LME 

n 

Par conséquent, la suite (4,) est une suite croissante majorée par 10, donc (u,) est 

convergente. 

__ 3 1 
Comme u, (20-u,)et lim u,,,= lim u = |, alors / = — x (20 — D). 

m1 50 rl CRE en mi 0 

I=- +21 P-101=0 1(-10)=0& 1=0ou1= {OL 

Or, ! 4 0, car (u,) est une suite croissante dont le premier terme est u, = 1 et, ainsi, 

u, = 1 > 0, pour tout n entier naturel. 
Finalement, lim w, = 10. 

n— + 

Partie B 

1. a) z est solution de (E,) équivaut à z' =-— = z + = 

équivaut à — 2. Ne 
y Fo pe) À 

1 

Re Dar en effet, y est dérivable sur R, 
,=-_7 etne s’annule pas sur R, 

2 
» 

équivaut à y’ = & y— eue y? car y ne s’annule pas sur R 
2 20 * 

: 1 
équivaut à y’ =—— y(10 — q eee 0e 

équivaut à y solution de (E). 

b) 

Méthode : soient a et b deux réels donnés, avec a z 0. Les solutions sur R de | a 
différentielle y’ = ay + b sont de la forme: 

F,(X) = ke* — 2 , Où k est un réel. 

OnaŒ):z=-1,41 
ET 
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Les 
1 

Les solutions sont de la forme z,(x) = ke RTE 2 =ke 2” 

2 

Ona y= 2 ; on cherche donc k tel que z,(x) # 0, pour tout x de R.. 
Z 

Si k > O, alors z,(x) > 0. 
1 

Si k < 0: 74) = 0 ke?" += 0 set= 

de ue ea 10 
10k EE 

k<0 0 comme ,MA—E > 

car 4 In est définie sur R° 

In ( —_ In x 
5 

x NC 10): 

Or,xE R, ; ainsi, on doit avoir 

2In(—-10)=0< In (- 104) = 0S-10k=1@k<- 

Par suite, si & < — _ la fonction z, s’annule pour x = 2 In (— 10k) = 0. Il faut donc que 

k>-— a pour que z, ne s’annule pas sur R.. 

Finalement : y,(x) = —— = RC CES avec k € - n : + æ|. 

leu NID +1 
10 

2. Comme g est solution de (E), g(x) = a , d’après la question 1. b). 

10ke 2 +1 

De plus, on a g(0) = 1, d'où NT — = 12 10=10k+1S 10k=0. 

: 10 
Par suite, g(x) = ————; pour tout x de R.. 

9e 2 +1 

3, Comme g est solution de (E), g est dérivable sur R, et g'( = = g@)(10 — g(x)). 

10 AA 10 | 
1x Er 

+1 LÉ 

1 x 

FU REE PERRSERERREMEU e 

Ainsi, g'(x) = 

\O @ N| 
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car exp est toujours positif sur R et comme somme, produit et quotient de nombres stric- 

tement positifs. 
On en conclut que g est strictement croissante sur R.. 

4. 

Rappel de cours : théorème des limites des fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignent des réels ou + ou — ce. 

lim #09 =b : 
SEL , alors lim (g°f)x) = c. 

lim g(d=c HAS 
x b 

1 
N . A X 

lim Mers d’où lim e 2 =0, 
X — +o 2 X = +o 

lim e*=0 théorème sur les limites de fonctions composées. 
Mec 

1 
: É 5 IC 

Ainsi, lim 9e 2 +1=li, 
X — + 0 

1 
puis lim : = 1 par inverse, 

NET ETES Or " 1 

donc lim g(x) = 10. 
X — + 00 

On en déduit que la courbe représentative de g admet une asymptote horizontale 
d’équation y = 10 au voisinage de + ce. 
Ainsi, le nombre de foyers possédant un téléviseur à écran plat va, au fil du temps, 
se rapprocher de 10 millions en croissant. 

5. On cherche à résoudre g(x) = 5, soit: 

10 PS 
Le 

(EST 

ibgs 

10=5(9e 2 +1) 
me 

9e 2 +1=2 

f. 
9e 2? =1 

re 
9 na=lnbe a=b, avec a et b de R° 

1 
— Ho car { Ine*= x, pour tout x de R 

Le 
x 

*—-2n9=%ns car In 9 = In 32 =2 In 3 

KES 

En conclusion, le nombre de foyers possédant un tel équipement dépassera les 
5 millions durant l’année 2009. 
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Nouvelle-Calédonie 

_ CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 50 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 1 h 10 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

— Spécialité exercice 4 : 60 min. 

ALTER Nombres complexes — Formes algébriques et 

trigonométriques, Lieux géométriques (4 points) 

Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte. Le candidat 

indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la 

réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. 

Une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une réponse inexacte enlève 0,25 point ; 

l'absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est rame- 

née à zéro. 

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct d’origine O. 

1. Une solution de l’équation 2z+z=9+iest: 

a) 3: b) i ; c)3 +1 

2, Soit z un nombre complexe ; |[z +i] est égal à: 

a) |z| + 1; b) |z 1}: c) liz + 1|. 

3. Soit z un nombre complexe non nul d’argument 6. Un argument de rie 
Z 

est : > 
T 

a T0. b) 7,0. 0 
3 3 3 

4. Soit n un entier naturel. Le complexe (3 + i)? est un imaginaire pur si, et 

seulement si : 

a)n=3: b)n=6k+3,avec k entier relatif ; ©) n = 6k, avec kentier relatif. 
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5. Soient À et B deux points d’affixes respectives 1 et — 1. L’ensemble des points 

M d’affixe z vérifiant |z — i| = |z + 1| est: 
a) la droite (AB) ; b) le cercle de diamètre [AB] ; 

c) la droite perpendiculaire à (AB) passant par ©. 

6. Soit Q le point d’affixe 1 —i. L'ensemble des points M d’affixe z = x +1y véri- 

fiant |z —1 +i|=|3 — 4i] a pour équation: 

a)y=-x+i: bG-1)+ry2=)5: cz=1-i+ 5e" avec 0 réel, 

7. Soient À et B les points d’affixes respectives 4 et 31. L’affixe du point C tel 

que le triangle ABC soit isocèle avec (AB, AC) = > est: 

a) 1 —4i; b) — 3i ; c) 7 + 4i. 

8. L'ensemble des solutions dans € de l’équation _ : = 2 est: 
VA _ 

a) {1-1}; b) l’ensemble vide ; c){1-i; 1+i}. 

Probabilités — Loi binomiale, Loï ex 

Un responsable de magasin achète des composants électroniques auprès de deux 

fournisseurs dans les proportions suivantes : 25 % au premier fournisseur et 

75 % au second. 

La proportion de composants défectueux est de 3 % chez le premier fournisseur 

et de 2 % chez le second. 

On note : 

— D l'événement : «le composant est défectueux » ; 

— F, l’événement : «le composant provient du premier fournisseur » ; 

— F,, l'événement : «le composant provient du second fournisseur ». 

onentielle (5 points 

1. a) Dessiner un arbre pondéré. 

b) Calculer pDNF 1); puis démontrer que p(D) = 0,022 5. 

c) Sachant qu’un composant est défectueux, quelle est la probabilité qu’il 

provienne du premier fournisseur ? 

Dans toute la suite de l'exercice, on donnera une valeur approchée des résul- 
tats à 107? près. 

2. Le responsable commande 20 composants. Quelle est la probabilité qu’au 
moins deux d’entre eux soient défectueux ? 
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3. La durée de vie de l’un de ces composants est une variable aléatoire notée X 

qui suit une loi de durée de vie sans vieillissement ou loi exponentielle de para- 

mètre À, avec À réel strictement positif. 

a) Sachant que p(X > 5) = 0,325, déterminer À. 

Pour les questions suivantes, on prendra À = 0,225. 

b) Quelle est la probabilité qu’un composant dure moins de 8 ans ? plus de 

8 ans? 

c) Quelle est la probabilité qu’un composant dure plus de 8 ans sachant qu’il a 

déjà duré plus de 3 ans ? 
Corrigé page 150 

Analvse — Tangente, Théorème des gendarmes (6 points 

Partie A : Question de cours 

1. Soit f une fonction réelle définie sur [a ; + «[. Compléter la phrase suivante : 

On dit que f admet une limite finie € en + si... 

2. Démontrer le théorème « des gendarmes ». 

Soient f , g et À trois fonctions définies sur [a ; + ce et £ un nombre réel. Si g et 

h ont pour limite commune € quand x tend vers + ce, et, si pour tout x assez 

grand, g(x) < fQ) € AG), alors la limite de f quand x tend vers + est égale 

à4. 

Partie B 

Soit f la fonction définie sur R par : 
f@Deet it 

et soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormal du plan. La 

droite (D) d’équation y = — x — 1 est asymptote à (C). On a représenté sur l’an- 

nexe, page suivante, la courbe (C) et la droite (D). 

1. Soit a un nombre réel. Écrire, en fonction de a, une équation de la tangente 

(T) à (C) au point M d’abscisse a. 

2. Cette tangente (T) coupe la droite (D) au point N d’abscisse b. Vérifier que 

b—-a=-T. 

3. En déduire une construction, à effectuer sur l’annexe, de la tangente (T°) à (C) 

au point M d’abscisse 1,5. On fera apparaître le point N correspondant. 
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Annexe 

Partie C 

1. Déterminer graphiquement le signe de f. 

2. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, les inégalités suivantes : 

L 1 rene il 
(M) ser = there : 

n n+l 

3. En utilisant l’inégalité (1), démontrer que, pour tout entier naturel non nul n : 

(1 +lj<e 
n 

4, En utilisant l’inégalité (2), démontrer que, pour tout entier naturel non nul n : 

1 
e<(1+2)". 

n 
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5. Déduire des questions précédentes un encadrement de : 

n 

ee n 
puis sa limite en + ce. 

Corrigé page 152 

MT EI Géométrie dans l’espace — Distance, Représentation 

paramétrique d’une droite (5 points) 

Soit OABC un tétraèdre trirectangle (les triangles OAB, OBC, OCA sont rec- 

tangles en O). On note H le projeté orthogonal de © sur le plan (ABC). 

Le but de l’exercice est d’étudier quelques propriétés de ce tétraèdre. 

1. a) Pourquoi la droite (OH) est-elle orthogonale à la droite (BC)? 

Pourquoi la droite (OA) est-elle orthogonale à la droite (BC)? 

b) Démontrer que les droites (4H) et (BC) sont orthogonales. On démontre de 

façon analogue que les droites (BH) et (AC) sont orthogonales. Ce résultat est 

ici admis. | 

c) Que représente le point H pour le triangle ABC ? 

2. L'espace est maintenant muni d’un repère orthonormé (0 ; : ÿ, k). 

On considère les points A(1 ; 0; 0), B(0; 2; 0)et 60-073) 

a) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC). 

b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par Oet 

orthogonale au plan (ABC). 

c) Démontrer que le plan (ABC) et la droite (D) se coupent en un point H de 

coordonnées (& : “4 ; 22) 
49 49 49 

3. a) Calculer la distance du point O au plan (ABC). 

b) Calculer le volume du tétraèdre OABC. En déduire l’aire du triangle ABC. 

c) Vérifier que le carré de l’aire du triangle ABC est égal à la somme des carrés 

des aires des autres faces de ce tétraèdre. 

Corrigé page 154 
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SPÉCIALITÉ EX teld A Arithmétique — Théorème de Bézout, 

Équation de la forme ax + by = c (5 points) 

1. a) Quel est le reste de la division euclidienne de 61° par 11 ? Justifier. 

b) Quel est le reste de la division euclidienne de 6 par 5 ? Justifier. 

c) En déduire que 6%= 1[11] et que 640= 1[51. 

d) Démontrer que 6 — 1 est divisible par 55. 

2. Dans cette question, x et y désignent des entiers relatifs. 

a) Montrer que l’équation : 
(E) 65x—-40y=1 

n’a pas de solution. 

b) Montrer que l’équation : 
(E') 17x-40y=1 

admet au moins une solution. 

c) Déterminer, à l’aide de l’algorithme d’Euclide, un couple d’entiers relatifs 

solution de l’équation (E'). 

d) Résoudre l’équation (E”). 

En déduire qu’il existe un unique entier naturel x, inférieur à 40 tel que 17x,= 1[40]. 

3. Pour tout entier naturel a, démontrer que, si a!7= b[55] et si a*= 1[55], 

alors b#= a[55]. 

Corrigé page 157 | 

(@o] date [ES 

Cet exercice est un Q.C.M. dans lequel il est précisé que, pour chaque question, il n'existe 
qu'une bonne réponse. Par conséquent, on peut raisonner soit de manière directe en fai- 
sant le calcul, soit par élimination des mauvaises réponses. 
Aucune justification n'est demandée le jour de l'examen; les explications données ci- 
après le sont dans un souci de compréhension. 

1. Réponse c). 
En effet, on vérifie que 2(3 +1) +(3+1) =6+21+3-1=9 +1. 

2. Réponse c). 
FAR EC RTS CES 
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iz+1|=lil|z-il, car |z/| = ]|z||z/|, pour tous z et z’ complexes 

liz+1|=1|z+il, car. Ji] = 
iz+1|=|z+il, car |z| = |z| pour tout complexe z. 

3. Réponse b). 

HE LNE . 
Ang | —— | = arg (— 1 + iV3) — arg (2) (mod 2n), 

Z 

sn 
! 

car arg É | = arg (z) — arg (z') (mod 2x) 

arg ts = arg (2 (- = +1 $) + arg (z) (mod 27), 

car arg (z) =— arg (z) (mod 2x) 

arg je = arg (2e #) + arg (z) (mod 27) 

ars (Lis) = _ +6 (mod 2n). 
7 

4. Réponse b). 

(3 + 7 = É (5 Set i)| - Let}! 
2 2 

(V3 + i) = 2" e'6, car (eit}" = ei, pour tous a réel et n entier. 
: : — : . it e 

(V3 + i)” est imaginaire pur si, et seulement si, e l’est également, 

si, et seulement si, cos _ —(b}; 

si, et seulement si, — = == (mod 7), 

; ANT , ; 
si, et seulement si, Pa = — + kn, k entier relatif, 

si, et seulement si, n = 3 + 6k, k entier relatif. 

5. Réponse c). 

|z—il=1z+1| équivaut à |z — z,| = 
équivaut à AM = BM, 

équivaut à M appartient à la médiatrice du segment [AB], 

équivaut à M appartient à la droite perpendiculaire à (AB) passant 

par ©, car O vérifie OA = OB. 

Pa) 

6. Réponse c). 

Iz—1+il=/3-4i] équivaut à |z-z,|= V32 + (- 4», 
équivaut à QM = 5, 

équivaut à M appartient au cercle de centre €2 et de rayon 5, 

équivaut à z = Zo + 5ei°, avec 0 réel quelconque, 

équivaut àz=1-i+ 5e9, avec 0 réel quelconque. 
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7. Réponse a). 

On cherche un point C tel que AB = AC et mes (AB, AC) = = (mod 2x), donc un complexe 

LAS ZAR 
- = z tel que 

ZA DCR 
Za—Z _ 4—z 

Or, = - 
LEE 431 

=i équivaut à 4—z=i(4 — 31), 

équivaut àz=4-i(4-3i)=4-4i-3 = 1-41. 

8. Réponse c). 

z—2 

z—l 
=z équivautàz-2=7(2-1),avecz#l, 

équivaut à z2-2z+2=0,avecz#l, 

242 ,,; _ ,= 2-72 
équivaut à z = = 

ca A=( 2) -4X2E 420) 

, 

0,02 D 

0,98 D , 

0,03 D 

Fi LT, 

0,97 D 

b) 
Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient B;, B;, …, B,, formant une partition de l'univers. Soit À un événement; on a: 

p(A) = p(B, N À) + p(B, N À) + … + p(B, N À). 

D NF, correspond à l’événement : « le composant vient du premier fournisseur et il est 
défectueux ». 

En utilisant la branche supérieure de l’arbre pondéré, on obtient : 

pONF,;)= Pr (D) X p(F,) = 0,03 x 0,25 = 0,0075. 

Les événements F, et F, forment une partition de l’univers ; d’après la formule des pro- 
babilités totales, on a ainsi : 

pD)=pDONF,)+p(DNPF,)=0,0075 + 0,75 x 0,02 = 0,0225. 

c) Nous devons ici calculer p,(F,). 

P(D'YE D) 00075 FOSTS IEEE 
(F,) = S 

Pos pOD) 0252 RTS UES 
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Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 
À de probabilité p et À de probabilité (1 - p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X, égale au nombre de réalisations de l'évé- 
nement À, suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

p(X= k) = ti pk(1-p)""K, avec k entier tel que0<Kk< n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de composants défectueux. X suit 

donc une loi binomiale de paramètres n = 20 et p = p(D) = 0,0225. 

pX=2) =1-pX=0)-p AM) 
20 | 1 Fe x 0,022 59 x 0,977 520 -{ D} x 0.022 5! x 097756, 

p(X > 2) = 1 — 0,022 50 x 0,977 520 — 20 x 0,022 51 x 0,977 51°, 
p(X > 2) = 0,074. 

3. a) 

Rappel de cours: si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramètre À sur 

[0 ; + œ[, alors on a, pour 0 < a < b: 

b 

p{X € la; bl) = Ê het dt 

a 

et p(XE[a;+o[)=1 -[ he” dt. 

5 

Ici,ona pX>5)=pX=5)=pXE 5;+eD=1- | ke dt, 

5 
puis pX > 5)=1+[e MT =1+e--1=e 5. 

On doit donc résoudre e-* = 0,325. 
En appliquant la fonction logarithme, on obtient : 

Bone In 10325), So ASE _- = 0,225. 

8 

b)Ona pO<x<8)= | pe-Mdr=[-e-2]$ =-e-025%84 126-184 120,835. 
0 

La probabilité qu’un composant dure moins de 8 ans est 0,835. 

Du résultat précédent, on déduit : p(X > 8)=1-p(Ü0<X<8)=e L8 = 0,165. 

La probabilité qu’un composant dure plus de 8 ans est 0,165. 

px >8N(X7>3) _ pX 78). 
pX > 3) PAS) c) On a py-3X 7 8) = 
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3 

or, p(X > 3)=1- [ Re-M dt = 1 + [ex] = 1+e73*0:225 _ 1 = e-0675 £ 0,509, 

— 1,8 
d'où: py.3(X > 8) = Te =e 112-0325. 

La probabilité qu’un composant dure plus de 8 ans sachant qu’il a déjà duré plus 

de 3 ans est ainsi de 0,325. 

Partie A 

1. On dit que f admet une limite finie / en + si tout intervalle ouvert contenant / 

contient toutes les valeurs de f(x), pour x assez grand. 

2. I est un intervalle ouvert contenant /. 

Il existe un réel x, tel que, si x > x,, on a g(x) € J, car im en 
X — + 0 

Il existe un réel x, tel que, six ZXx,,0na h@) EL car lim” AD) = 
X — + co 

Il existe un réel x, tel que, si x = x,, on a g(x) < f(x) = AG). 

Soit M le plus grand des trois nombres x,, x; et x;. 

Pour tout x = M, on a g(x) E I et h(n) EL, donc f(x) E 1. 

Ainsi, f a pour limite / en + ce. 

Partie B 
i- 

Rappel de cours: si C est la courbe représentative d'une fonction dérivable sur un inter- 
valle /, alors, pour tout réel a dans /, la tangente à C, au point d'abscisse a, a pour équa- 
tion y = f’(a)(x- a) + f(a). 

La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont. 
Par suite, la tangente à C, au point d’abscisse a, a pour équation : y = f'(a)(x — a) + f(a). 
f'(a)=et-1, donc (T):y=(e%-1)(x-a)+e-a-1; 

(T) :y=(e%-—1)x + (1- ae“ - 1. 

2. On cherche le point d’intersection entre la droite (D) et la tangente (T7) ; on doit, par 

conséquent résoudre le système suivant : 
Pr te —x—-1=(e%—]1)x+(1-a)jet-1 

équivaut à 
y=-x-1 y=-x- |, 

MCE CRENSC) 
équivaut à | RO 

y=-x- 1, 

A 
q y=-x-1,caret #0 

LA: , fx=z-1l+a 
équivaut à 

ÿ=—a. 
L’énoncé indique que le point d’intersection a pour abscisse b; on a donc b = — 1 + a, 
c’est-à-dire b-a=-1. 
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3. La tangente (T) passe par le point M de la courbe C d’abscisse 1,5. D'autre part, 
d’après la question précédente, elle passe également par le point N de (D) d’abscisse 

b=-1+a=-1+1,5 = 0,5. Connaissant deux points de la droite, on peut effectuer le 

tracé. 

Partie C 

1. La courbe C est toujours au-dessus de l’axe des abscisses, donc f(x) = 0, pour tout 

réel x. 

à .: 
2. On a f(+) > (0, d’après 1.; ainsi e” BE Z 0, puise" = Le 10); 

n n n 

De même, f[- : ]2> 0 d'après 1; ainsi FT + eo 
n+l n+l 

pee 1 
puis et =1- (2). 

n+1 

1 1 L 1 \n 1 n 

3.e" = — + 1 équivaut à |e” =(2+1). 
n n 

LA ï 1 F 
équivaut à e = (2 229) PE 

n 

car (e“}' = e/"4, pour tout réel a et tout entier 7. 
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1 

4e "1>1- 
Dole El 1 n+1 

équivaut à |e "+! = (1- | ; 
n+l n+l 

J l n n+1 

équivaut à e- z | | ; 

équivaut à e < 

caazb= lee , pour tous réels a et b strictement positifs 
Q | à 

É : 1\2+1 

équivaut à e < (1 + n : 
n 

5. En utilisant les deux questions précédentes, on obtient directement : 

, 1 n+l 

d’après la question 4., e < (1 + _ : 
n 

CE qe d ; e nr? Il 3 
ceci implique que e <[1+—) X|1+—), puis —— <|1+—]),car1+—#0; 

n n 1 n n 
1 + — 

n 
LE e 1\7 

AVEC a QUESTION ON (1 + _ < € ; 

Ar Es + — 

n 

or,ona lim (1 +_)- 1, puis lim = €. 
n— + n n — + co 1 

1+— 
n 

n 

Ainsi, d’après le théorème des gendarmes, (1 + 2 possède une limite en + co 
n 

et lim (1 + 2] = €. 
n — +0 n 

1. a) 

Rappels de cours: 
— Une droite orthogonale à un plan est orthogonale à toute droite contenue dans ce plan. 
— Une droite orthogonale à deux droites sécantes d’un plan est orthogonale à ce plan. 

La droite (OH) est orthogonale au plan (ABC) par définition du point H ; elle est donc 

orthogonale à toute droite contenue dans ce plan. Ainsi, (OH) est orthogonale à (BC). 
La droite (OA) est orthogonale à (OB), car le triangle OAB est rectangle en O et elle est 

aussi orthogonale à (OC), car le triangle OAC est rectangle en ©. 
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Par conséquent, comme (OA) est orthogonale à deux droites sécantes du plan (OBC), on 

a (OA) L (OBC). 

Ainsi, (OA) est orthogonale à toute droite contenue dans ce plan, donc en particulier à 

(BC). 

b) D’après la question précédente, on a (BC) L (OH) et (BC) L (OA). En utilisant la pro- 

priété rappelée à la question précédente, on en déduit que (BC) L (OAH), puis que 

(BC) L (AH). 

On admet, comme indiqué dans l’énoncé, que l’on pourrait montrer de la même manière 

que (BH) L (AC). 

c) (BC) -L (AH) implique que H appartient à la hauteur de ABC issue de A. 

(BH) L (AC) implique que H appartient à la hauteur de ABC issue de B. 

On en déduit que le point H est à l'intersection de deux hauteurs du triangle (ABC ) : 

c’est donc l’orthocentre du triangle (ABC). 

2. a) Le plan (ABC) a une équation cartésienne de la forme ax + by + cz + d= 0: 

À € (ABC), donc ax, + by4 + Cza + d = 0, ainsi a+d=0. 

B € (ABC), donc ax, + byg + Czg + d=0, ainsi 2b + d=0. 

C € (ABC), donc ax, + byQ + C2 + d=0, ainsi 3c+d=0. 

a+d=0 

On oi ais résudr te sy suivant: [3 +0 
3c + d=0. 

a=-d 

On obtient } b=-— s, avec d réel quelconque 

hr: 
C=-— 

£ 

Par suite, le plan (ABC) a pour équation — dx — . y— & z + d = 0 (d quelconque non 

nul), ce qui donne, en choisissant d=-6, 6x + 3y + 2:-6 = 0. 

b) 

Rappel de cours: 

— Un plan d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 a pour vecteur normal ñn(a, b, c). 

_ La droite passant par le point A(x,, Ya, ZA) et de vecteur directeur u(a, b, c) a pour 

xX=x\+at 

système d'équations paramétriques Y = Ya + bt 
Z2=2,+ 

(D) est orthogonale au plan (ABC) ; elle admet donc pour vecteur directeur un vecteur 

6 

normal à (ABC), comme, par exemple, n|3|. 
2 
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Le système d’équations paramétriques de (D) est, par conséquent : 

x = x, + 61 = 61 
3 = Y0 + 31 = 36, avec t réel quelconque 

z=29+21= 21. 

c) Soit un point M{(x; y ; z) appartenant à l’intersection de (D) et (ABC). 

X= 66 x = 6t 

On a: 4 L : équivaut à “4 DE F 

6x+3y+2z-6=0 36t+9t+41-6=0 

_ 36 
49 

1— 02 18 

RS LT 
équivaut à 4 , _), équivaut à _ 12 

6 49 
pe 

49 A 
49 

La droite (D) et le plan (ABC) s’intersectent en H (S £ 2 k 2) 
49 49 49 

54) 

Rappel de cours : dans un repère orthonormal, la distance du point A(« ; B ; y) au plan P 
d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à: 

[ao + bB + cy+ d| d(A, P) = 
ee 

d(O, doyen) -6| _ 6 

V62+32+22 49 7 

La distance du point O au plan (ABC) vaut donc =. 

b) 

Rappel de cours: soit OABC un tétraèdre. Son volume est donné par : 

1 
V= = x (hauteur) x (aire de la base). 

On a V = = X OA X aire (OBC), car (OA) est orthogonale au plan (OBC) d’après la 

question 1. a). 

Or, OA = 1 et aire (OBC ) = 

en ©. 

_ DRE SI 3, car OBC est un triangle rectangle 
2 

D'où: V=+x3x1=1. 
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D'autre part, on a V= = x OH x aire (ABC). 

On en déduit que aire (ABC) = _. = 3 - - = à car OH est la distance du point O au 

: 7 
plan (ABC) qui vaut F1 d’après la question 3. a). 

7 
c) Aire (ABCŸ = (2) ©, 

2 4 

aire (OBCY = (3)? = 9, d’après le calcul fait à la question 3. b) 

2 2 
aire (OABY = = x OA X 08) — e x1x 2) =], car OAB est rectangle en © 

à 2 
aire (OACŸ = = x OA X oc) = = Sec 3) = = car OAC est rectangle en ©. 

On remarque que : 

(aire (OBC)Ÿ + (aire (OAB)}? + (aire (OAC)Ÿ? = 9 + 1 + = = # Cie (ABO)- 

Finalement, le carré de l’aire du triangle ABC est égal à la somme des carrés des 

aires des autres faces du tétraèdre. 

SPÉCIALITÉ Fit # 

1. a) 

Rappel de cours: si a = b{n], alors aP = bP [n] pour tous entiers naturels n et p, et pour 

tous entiers relatifs a et b. 

On a 62= 3[11], puis 63 =7[11], 6*=91[11], 6° = 1[11] et donc 610=1[11]. 

Le reste de la division euclidienne de 61° par 11 est ainsi 1. 

b) On a 6= 1[5], donc 6* = 1[5]. 

Le reste de la division euclidienne de 6“ par 5 est ainsi 1. 

c) On a6/=1[11], donc (610,4 = 14[11] et ainsi 6*=11[11]. 

De même, 64= 1[5], donc (6*)!0 = 110[5] et ainsi 64=1[5]. 

d) D’après ce qui précède, 64° — 1 = 0[11] et 64 1 =0[5]. Par suite, 6*0 — 1 est divi- 

sible par 11 et par 5. 

On en déduit que 64 — 1 est divisible par 55, car 11 et 5 sont premiers entre eux. 

2. a) 65x — 40y = 1 équivaut à 5(13x — 8y) = 1. 

Comme x et y sont des entiers relatifs, 13x — 8y l’est aussi et, ainsi, si l'équation possède 

des solutions, 1 serait divisible par 5, ce qui est impossible. 

Finalement, l’équation (E) n’a pas de solution. 

b) 
Rappel de cours : théorème de Bézout 

Si a et b sont premiers entre eux, alors il existe u et v entiers relatifs tels que au + bv=1. 
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Recherchons le PGCD de 40 et 17. On a: 
40=2X17 +6, 

ED RES): 

6=5x1+lI, 

SSL HI; 
On en déduit que PGCD(17, 40) = 1 et que les nombres 40 et 17 sont premiers entre eux. 

D’après le théorème de Bézout, l’équation (E’) admet au moins une solution. 

c) En utilisant les calculs précédents : 

1=6—=S x |; 

STEP ODA SC O1 

1=3 (40-2417) = 47-3 X40= 77x07: 

On en conclut que le couple (— 7 ; — 3) est solution de (E”). 

d) 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by = c, avec a, b,c xet y 
entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 
e on cherche une solution (x, ; y,) particulière ; 
e on se ramène à la résolution de a(x - x,) = b(y, - y); 
e puis on utilise le théorème de Gauss. 

+ On a 17x — 40y = 1 =—7 x 17 + 3 X 40, donc 17(x + 7) = 40 x (y + 3). 

17 divise ainsi 40 X (y + 3) ; or, 17 et 40 sont premiers entre eux et 17 divise donc 

GS): 
d’où : y + 3 = 17k, avec k entier relatif, c’est-à-dire y = 17k — 3. 

En remplaçant dans 17(x + 7) = 40 X (y + 3), on obtient 17(x + 7) = 40 X 17K ; 

soit x + 7 = 40Kk, puis x = 40k — 7. 

On vérifie que les couples (40k — 7,17k — 3), avec k entier relatif, sont bien solutions de 

(E”). 
Ainsi, les solutions de (£”) sont les couples (404 — 7, 17k — 3), avec k entier relatif. 

+ 17x = 1 [40] équivaut à 17x — 40y = 1, avec y entier naturel quelconque. 

D’après ce qui précède, on sait qu’alors on a x = 40K — 7, avec k entier relatif. 
Comme on cherche à obtenir 0 < x < 40, cela impose : 

0 < 40k— 7 < 40, soit  < &< #7. 
40 40 

La seule valeur possible est & = 1, d’où x = 33. 
En conclusion, il existe un unique entier naturel x, = 33 inférieur à 40 tel que 
17x, = 1140]. 

3. On a 17 X 33 = 1[40], d’après la question précédente ; 

d’où : 17 X 33 = 40K + 1, avec k entier relatif. 

Par ailleurs, a!7 = b[55] donne (a!7)33 = b#3[55], 
a+%+1 = b33 [55], 

(a405£ x a = b3[55]. 

Or, par hypothèse, on a a = 1[55]. 

On en déduit que a = b#3[55]. 
Finalement, b#3 = a[55]. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 1 h 10 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Spécialité exercice 3 : 60 min. 
— Exercice 4 : 50 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans lP’ap- 

préciation des copies. 

Les parties L. et 2. portent Sur un même thème, la dérivation, mais sont indé- 

pendantes. 

1. Restitution organisée de connaissances 

La formule donnant la dérivée du produit de deux fonctions dérivables est sup- 

posée connue. 
| 

On a énoncé ci-dessous deux propositions désignées par P et Q. Dire pour cha- 

cune d’elles si elle est vraie ou fausse et justifier. 

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel strictement supérieur At 

P : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x”; alors f est dérivable sur R, de 

dérivée f’ donnée sur R par: f /(x) = nx"7!. 

Q: Soit u une fonction dérivable sur R et soit f la fonction définie sur R par 

f=u"; alors f est dérivable sur R, de dérivée f’ donnée par f' = nu" L 

_ : 1 
2, On désigne par g la fonction définie sur ]- 1 ; 1[ par g(0) = 0 et g'(x) = re ; 

Lx 

où g' désigne la dérivée de la fonction g sur J- 1; 1[ ; on ne cherchera pas à 

expliciter g(X). 
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On considère alors la fonction composée h définie sur ]- x; O[ par A(x) = g(cos x). 

a) Démontrer que, pour tout x de ]- 7; O[, on a h'(x) = 1, où h' désigne la déri- 

vée de A. : 

b) Calculer nl . puis donner l’expression de A(x). 

Corrigé page 163 

ET Analyse — Suites (6 points) 

1. La suite u est définie par : u,=2etu,,, = E u, + ee pour tout entier naturel n. 
3 21 

a) On a représenté, dans un repère orthonormé direct du plan en annexe (en fin 

d’énoncé), la droite d’équation y = . + et le point À de coordonnées (2 ; O). 

Construire sur l’axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite . 

b) Démontrer que, si la suite 4 est convergente, alors sa limite est { = 23" 

c) Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a: u, = . 

d) Étudier la monotonie de la suite # et donner sa limite. 

2. a) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. Démontrer que : 
on : La 

É= 10* 90 107 / 

c’est-à-dire que sa + sn FRS sale (1 ER } 
10 10° 10750100 10” 

b) La suite v est définie par v, = 1,277 7...7, avec n décimales consécutives 

égales à 7. 

Ainsi, v) = 1,2, v, = 1,27 et v, = 1,277. 

En utilisant le a), démontrer que la limite de la suite v est un nombre rationnel 

r (c’est-à-dire le quotient de deux entiers). 

3. La suite définie au 1. et la suite v sont-elles adjacentes ? Justifier. 
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SALLE) Nombres complexes — Le plan complexe, Forme algé- 

brique, trigonométrique et exponentielle (5 points) 

Soit les nombres complexes : 

n=+if6, 2=2+2iet Z= 1. 
Z 

a) Écrire Z sous forme algébrique. 

_ b) Donner les modules et arguments de z,, z; et Z. 

c) En déduire cos Ein — 
17 12 

d) d) Le plan est muni d’un PRE orthonormal ; on prendra 2,5 cm comme unité 

graphique. 

On  - par A,B et C les points d’affixes respectives z,, z, et Z. 
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Placer le point B, puis placer les points À et C en utilisant la règle et le compas 

(on laissera les traits de construction apparents). 
72007 

Corrigé page 166 
e) Écrire sous forme algébrique le nombre complexe 

SPÉCIALITÉ 34e Arithmétique — Congruence (5 points) 

1. On considère l’ensemble A, =1{1;2;3;4;5; 6}. 

a) Pour tout élément a de À. écrire dans le tableau ci-dessous l’unique élément 

de y de À, tel que ay = 1 (modulo 7). 

DR RE REA TT) L'AVEIPRS RE NRE 
Lu 2 di mc A Le | 
b) Pour x entier relatif, démontrer que l’équation 3x = 5 (modulo 7) équivaut à 

x = 4 (modulo 7). 

c) Si a est un élément de A, montrer que les seuls entiers relatifs x solutions de 

l’équation ax = 0 (modulo 7) sont les multiples de 7. 

2. Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal à 3. 

On considère l’ensemble 4, = {1;:2:3:.).:p-1}des énters naturels non 

nuls et strictement inférieurs à p. Soit a un élément de À, 

a) Vérifier que a?- ? est une solution de l’équation ax = 1 (modulo p). 

b) On note r le reste dans la division euclidienne de a? 2 par p. Démontrer que 

r est l’unique solution dans À, de l’équation ax = 1 (modulo p). 

c) Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que xy = 0 (modulo p) si, et seu- 

lement si, x est un multiple de p ou y est un multiple de p. 

d) Application : p = 31. 

Résoudre dans À,, les équations : 2x = 1 (modulo 31) et 3x = 1 (modulo 31). 

À l’aide des résultats précédents, résoudre dans Z l’équation 6x2 — 5x + 1 = 0 

(modulo 31). 

Corrigé page 168 

Analyse — Équations différentielles (4 points) 

On considère les deux équations différentielles suivantes définies sur H Œ ; al : 
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(E) : y'+(1 +tan x)y= cos x, 

(Es): y'+y=1. 

1. Donner l’ensemble des solutions de l’équation (E;). 

2. Soient f et g deux fonctions dérivables sur H = : . et telles que : 

TUE 200) cos x: 

Démontrer que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si, la fonction 

g est solution de (E;). 

3. Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0. 
ÉCorrigé page 170) 

Corrigés 

1. Proposition P : vraie. 

Soit a un réel. On a: 

. f@O-fC@) _ xt a _ Ga"! + ax 2 + a2x-3 +. + a"72x+ al) 

X— à x—a x a 

= xl poxr2+ +a"-2x + a" 1. 

: 6) AC] : 
D'où: lim RARE lim @"-l+axt-2+ + a"-2x + a") = na"! =f'(a), 

Cr A | X— da Xe 4 

pour tout réel a. 

Ainsi, f est dérivable en tout point de R et f est par conséquent dérivable sur R, et sa 

fonction dérivée est définie de la manière suivante: at+> na"=|, pour tout a réel; on a 

donc f (x) = nx"-!, pour tout x de R. 

Proposition Q : fausse. 

Méthode : on va chercher un contre-exemple. 

Posons f(x) = (2x)? = 4x2; on a alors u(x) = 2x et n = 2; 

fest dérivable sur R comme polynôme de degré 2 et f (x) = 8x # 4x = 2u(X). 

2. a) 

Rappel de cours: 

Soit fune fonction dérivable sur / et g une fonction dérivable sur un intervalle J. On sup- 

pose que, pour tout x de /, fL9 € J, alors la fonction x g(f(x)) est dérivable sur / de déri- 

vée x f'(x) g'(F(9). 
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cos x E |- 1; 1[ pour tout x € ]- x; O[ 

la fonction cosinus est dérivable sur ]- x ; O[ } donc h est dérivable sur ]- 1 ; 1[ comme 

g est dérivable sur ]- 1 ; 1[ 

composée de deux fonctions dérivables. 

SINEE — sin x 
On a (x) == sin) 8 (COS X) = ——_—_—————— = > car sin? x + cos? x= 1; 

Vi-cosx sin x 

: — Sin X ; 3 
puis h'(x) =— = 1, car |sin x| = — sin x sur ]J- 7 ; O[. 

sin x| 

vM-Ejea(es( 2) «08 
+ Comme on a k'(x) = 1, pour tout x de ]- 7 ; O[, on sait donc que A(x) = x + Kk, où k réel. 

Or, H(-%)=0, d'où - À +4 = 0, puis k= E. 
2 2 2 

Ainsi, A(x) = x + . pour tout réel x. 

} 
{ 
l 
1 

| 

{ 
1 
0 

} 

[l 
Ll 
1 
} 

| 

{ 
l 

l 
} 
{ 
1 
} 

} 
! 
l 

l 
! 

{ 
1 

1 

; 
! 
l 
0 
: 

O 1 U3U) Uj UD AMEL 

b) Si la suite (u,) est convergente, on a alors lim u,=l, donc lim u,,1 =. 
n — + 00 RUEIES 

1 23 ; î 23 
Comme u,,,=—u,+——, on obtient que / =—/+—, 

Fos 1707 F ST] 

d’où RL 
5 2) 18 
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C) 

Rappel de cours : démonstration par récurrence 
e On pose une propriété P,. 

e Oninitialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 
° On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 

Soit P,:«u, = 2 pour tout entier naturel n. 
18 

+ Initialisation: on au, =2=——Z Len donc P, est vraie. 
18 18 

+ Hérédité : supposons que P, soit vraie pour n quelconque fixé et montrons que P,41 est 

vraie. 
23 1023, 

u. + = — X + , d’après l’hypothèse de récurrence ; 
27 5 à 27 à 

23 miV2S 7606 028 
Se ETES 2 

On en conclut que la propriété est héréditaire. 

Onau,,1= 
& | 

1 > PUIS u,,, 

e ; 20823 
On a montré par récurrence que, pour tout entier naturel n,u, = —— 

18 

dJOna =, = du +23 <- 2 x 2 + À, d'après la question 1. c), 
ne 27 GTS 

car u, = 23 entraîne — u, = — 23 
18 18 

EPSUICS 
Re > on 

Ainsi, on constate que 4,,, © 4,, pour tout entier naturel n. 

Par suite, la suite (4,,) est décroissante. 

De plus, la suite est minorée par = ; la suite (u,) est donc convergente et, d’après la 

question 1. b), elle converge vers . 

n — 

2. a) 2 (1-< 1 (© 1) 
90 10” 90 102 

T0 1) 
90 

> 1071 + 1072 + … + 102 + 10 + 1 

10” 

(ts Los 
90 (10 10? 1072 10"! 10" 
1 ut 1 | 
10.102010 10%-2 ‘10%! 10” 
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Cale Mir Loue, tes et 
10240410? IDE I02 M0 

: Ne 

E=2 104 

b) On sait, d’après la question 2. a), que: 
n+l 

v,=12777..7=1247X > sax fie = 4 Li), 
#=2 10  N 10 90 10” EOM 190 10” 

Or,ona lim ne lim ÿ=0. Car im * F0) DO MERE 
n — + ]() n — + oo n — + 

Par suite, v = lim Pepe me LS: 2220 
n — + 00 10 90 90 18 

En conclusion : v est bien un rationnel. 

3. Ces deux suites sont bien adjacentes, car (4,) est une suite décroissante (d’après la 
question 1. d)) et (v,) est une suite croissante (par définition) et, de plus : 

: : 23 
lim u,= lim v,=— 

n — + n — + co 18 

Ainsi: lim (u,-v,) = 0. 
n—+o 

a) 

Méthode : on multiplie le numérateur et le dénominateur par l'expression conjuguée. 

z-21-V2+i6 _ (2+:V6)2-2n _ (V2 +246) +i(26 - 22) 
MT; 8 8 

_2+V6 ,, 6-0 
4 4 

b) + Calcul des modules : 

SR |2| = V22 + 22 = 8 = 2; 
121 Ni. 

1Z|= Etre - 

+ Calcul des arguments : 

> Notons @ un argument de z, modulo 27. On a: 

sil D 

z| 
z' 

pour tous z de C et z’ complexe non nul. 

cos 0 = 
7 

donc 6=7T (mod 2). 

sin 0 = nee 13 3 
Dim 
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> Notons 8’ un argument de z, modulo 2r. On a: 

cos 8’ = 2-2 
Ross ; 

donc 8’ = — (mod 2x). 

SINO— me V2 : 
22002 

> arg Z = arg z, — arg z, (mod 2n) car arg _ = arg z — arg z’ (mod 2n), 
Z 

pour z et z' complexes non nuls 

Sur 
565 

T 

T 
— (mod 27 7 ) 

mod 27). 5 ( ) 
ni 

c) D’après la question b), on a Z = cos in mA 

D'après la question a), Z = 226 +i =. 

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient alors : 

cos Æ - +6 et sin = - 6-2 
12 12 4 

d) 
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+ On place le point B d’affixe z, = 2 + 21. 

+ A appartient à la demi-droite issue de © et formant un angle de à avec l’axe des 

abscisses dans le sens direct (car arg z, = = (mod 2)). Or, sur le cercle trigonométrique, 

on sait placer l’angle + " : cet angle apparaît en faisant l’intersection de la droite 

X= : avec le cercle trigonométrique. 

A appartient au cercle de centre O et de rayon 242 (car [x = 2,2). 

Ainsi, pour placer À, il suffit de reporter la longueur 2V2 à partir de © sur la demi-droite 
issue de ©. En vert est représentée la longueur V2 qui est la longueur de la diagonale 

d’un carré de côté 1 ; on reporte deux fois cette longueur à partir de ©. 
+ Comme |Z| = 1, on sait que C appartient au cercle trigonométrique. De plus, on a 

Aro 71 A (mod 2x). Or, ni est la moitié de hi qui est lui-même la moitié de Fi 
12 12 6 3 

On a tracé précédemment la demi-droite issue de O et formant un angle de + avec l’axe 

des abscisses dans le sens direct ; il suffit en conséquence de tracer deux bissectrices suc- 
ë . . ss T 

cessives avec le compas pour obtenir la demi-droite issue de O et formant un angle de ® 
1 

avec l’axe des abscisses dans le sens direct. 
iÆ 

e) On sait que Z = e 
.m\2007 :2007%  :6692m  :5n 

et on a donc Z2 007- Ê ñ) =e D =e 4 =e 4 

SITE z 
= cos 4 join 2-2; 2 

4 4 2 2 

SPÉCIALITÉ 3 4:1ele 2; 

b) Observons les valeurs prises par 3x (modulo 7) 

RE CO A EE NE LP NC 
ET CS DE NN EE ES ES EEE 
On a ainsi : 3x = 5 (modulo 7) équivaut à x = 4 (modulo 7). 
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c) ax = 0 (modulo 7) équivaut à ax est un multiple de 7. 

ax est un multiple de 7 

a € A, donc a n’est pas un multiple de 7 
théorème de Gauss. 

Finalement : x = 0 (modulo 7). 

2. a) 

Rappel de cours: petit théorème de Fermat 
Soit p un nombre premier et a un entier naturel premier avec p, on a alors aP-l - 1 est 

divisible par p. 

| ainsi x est un multiple de 7, d’après le 

p est un nombre premier 

ae A donc a et p sont premiers entre eux f donc aP=1 = 1 est divisible par p, d’après 

a entier naturel 

le petit théorème de Fermat ; 

ainsi, al — 1 = 0 (modulo p) ; 
puis aP -l = 1] (modulo p) ; 

et a x aP-2= 1 (modulo p) ; 
finalement, «7-2 est solution de l’équation ax = 1 (modulo p). 

b) aP?-2 est solution de l’équation ax = 1 (modulo p). 

Donc a x a? = 1(modulo p). 
Or, r est le reste de la division euclidienne de aP 2 par p; il existe par conséquent un 

entier g tel que aP-2=qxp+r,avec0 <r<p:ainsir € de et r est unique. 

On remplace dans l’équation et on obtient : 

ax(gxp+r)= 1 (modulo p), 

agp + ar = 1 (modulo p), 

ar = 1 (modulo p), car agp est un multiple de p et donc agp = 0 (modulo p). 

En conclusion, r est l’unique solution dans À, de l’équation ax = 1 (modulo p). 

c) xy = 0 (modulo p) équivaut à x = 0 (modulo p) ou y = 0 (modulo p), car p est premier 

équivaut à x ou y sont des multiples de p. 

d) + On doit résoudre 2x = 1 (modulo 31). 

D’après la question 2. b), le reste de la division euclidienne de 231=-21212par3 l'est 

l’unique solution dans A,, de l’équation ci-dessus. 

Or, on a 22° = 17 318 416 x 31 + 16. 
On en déduit que 16 est l’unique solution dans 4;;. 

+ On doit résoudre 3x = 1 (modulo 31). 

D'après la question 2. b), le reste de la division euclidienne de 331-2 = 32° par 31 est 

l’unique solution dans A;, de l’équation ci-dessus. 

Or, on a 32° = 2 213 883 140 802 x 31 +21. 

Ainsi, 21 est l’unique solution dans A;;. 

+ On doit résoudre 6x2 — 5x + 1 = 0 (modulo 31). 

Calculons le discriminant : A = 1 > 0; le trinôme admet donc deux racines réelles : 

han ME ue An 
: 2a 3 2a 2 
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Pr ee il 6l J _ : + FO: DGx 1) 

6x2 — 5x + 1 = 0 (modulo 31) équivaut à (2x — 1)(3x — 1) = 0 (modulo 31), 

équivaut à 2x — 1 = 0 (modulo 31) ou 3x— 1 =0 (modulo 31), 

car 31 est premier et d’après la question 2. c) 
équivaut à 2x = 1 (modulo 31) ou 3x = 1 (modulo 31), 

équivaut à x = 16 (modulo 31) ou x = 21 (modulo 31). 

4 

Rappel de cours: les solutions de l'équation différentielle y’ = ay + b, a et b réels et a 40, 
sont de la forme: b 

x Ce%* - —, où Cest une constante réelle. 
a 

(Eo) »'+y= 1 équivautà y'=-y+1. 
Par suite, les solutions de cette équation différentielle sont de la forme : 

x Ce”* + 1, avec C constante réelle. 

2. f est solution de (E) équivaut à f (x) + (1 + tan x) f(x) = cos x, 

car f est dérivable sur 7 = H + ; oh 

équivaut à g'(x) cos x — g(x) sin x + (1 + tan x) g(x) cos x = cos x, 

équivaut à g'(x) cos x — g(x) sin x + g(x) cos x + g(x) sin x = cos x, 

équivaut à g'(x) cos x + g(x) cos x = cos x, 

équivaut à g'(x) + g()= 1, car cos x # 0 sur , 
équivaut à g est solution de (E,;). 

3. D’après les questions 1. et 2., on a f(x) = (Ce* + 1) cos x, avec C constante réelle. 

Or,f(0)=0SC+1=0SC=-1. 

Finalement : f(x) = (— e-* + 1) cos x. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 35 min. 

— Exercice 2 : 35 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Spécialité exercice 3 : 60 min. 
— Exercice 4 : 50 min. 

— Exercice 5 : 60 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Le sujet est composé de 5 exercices indépendants. Le candidat doit traiter 

tous les exercices. Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un 

résultat précédemment donné dans le texte pour aborder les questions sui- 

vantes, à condition de l’indiquer clairement sur la copie. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’ap- 

préciation des copies. 

SLT El Géométrie dans l’espace — Représentation 

paramétrique d’une droite, Distance (3 points) 

L'espace est muni du repère orthonormal (O; or #). 

Soient (P) et (P') les plans d’équations respectives 

x+2y-7+1=0et-x+y+z=0. 

Soit À le point de coordonnées (0 ; PEL) 

1. Démontrer que les plans (P) et (P") sont perpendiculaires. 

2. Soit (d ) la droite dont une représentation paramétrique est : 

Fa 
3 

Æ + , où rest un nombre réel. 

z=t 

171 



Sujet 10 

Démontrer que les plans (P) et (P') se coupent selon la droite (d). 

3. Calculer la distance du point À à chacun des plans (P) et (P”). 

4. En déduire la distance du point À à la droite (d). 

(OU AA AA AA 

Analyse — Intégration, Fonction exponentielle (3 points) 

1. Restitution organisée de connaissances 

Démontrer la formule d’intégration par parties en utilisant la formule de dériva- 

tion d’un produit de deux fonctions dérivables, à dérivées continues sur un 

intervalle [a ; b]. 

2. Soient les deux intégrales définies par : 
TT 

1= [ e* sin x dx 
0 
T 

et 1=| e* cos x dx. 
0 

a) Démontrer que /=-Jetquel=J+eT+1. 

b) En déduire les valeurs exactes de J et de J. 
Corrigé page 178 

MANXSSEI Nombres complexes — Résolution algébrique, 
Transformations géométriques (5 points) 

Partie A 

On considère l’équation : 

(E) 23 —(4 +i)z2 + (13 + 4i)z-13i =0, 

où z est un nombre complexe. 

1. Démontrer que le nombre complexe i est solution de cette équation. 

2. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que, pour tout nombre complexe 
z, On ait : 

23 —(4 + i) z2 + (13 + Ai)z -13i = (z — à) (az? + bz + c). 

3. En déduire les solutions de l’équation (E). 

Partie B 

Dans le plan complexe, rapporté au repère orthonormal direct (O ; 4, ÿ), on 

désigne par À, B et C les points d’affixes respectives i, 2 + 3i et 2 — 3i. 
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1. Soit r la rotation de centre B et d’angle : 

Déterminer l’affixe du point À’, image du point À par la rotation 7. 

2. Démontrer que les points A’, B et C sont alignés et déterminer l’écriture com- 

plexe de l’homothétie de centre B qui transforme C en À’. 

SPÉCIALITÉ RTE] Nombres complexes — Similitudes 

La figure est proposée en annexe. Elle sera complétée tout au long de l'exercice. 

Dans le plan complexe, rapporté au repère orthonormal direct (O ; ü,v), on 

considère les points À, B et C, d’affixes respectives — 5 + 6i, -7 —2iet 3—21. 

On admet que le point F, d’affixe — 2 + i, est le centre du cercle F circonscrit au 

triangle ABC. 

1. Soit H le point d’affixe — 5. 

Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe de centre À qui 

transforme le point C en le point H. 

2 4) Étant donnés des nombres complexes z et z', on note M le point d’affixe z 

et M' le point d’affixe z’. 

Soient a et b des nombres complexes. 

Soit s la transformation d'écriture complexe z' = az + b qui, au point M, asso- 

cie le point M’. 

Déterminer a et b pour que les points À et C soient invariants par s. 

Quelle est alors la nature de s ? 

b) En déduire l’affixe du point E, symétrique du point H par rapport à la droite 

(AC). 

c) Vérifier que le point E est un point du cercle T°. 

3. Soit / le milieu du segment [AC]. 

Déterminer l’affixe du point G, image du point J par l’homothétie de centre B et 

de rapport _ 

Démontrer que les points 4, G et F sont alignés. 
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Annexe 

Corrigé page 181 

dede) Probabilités —- Loi de probabilité, Conditionnement 
(4 points) 

Pour chaque question, une seule des propositions est exacte. On donnera sur la 

feuille la réponse choisie sans justification. Il sera attribué un point si la 

réponse est exacte, zéro sinon. 

Dans certaines questions, les résultats proposés ont été arrondis à 107$ près. 

1. Un représentant de commerce propose un produit à la vente. 

Une étude statistique a permis d’établir que, chaque fois qu’il rencontre un 

client, la probabilité qu’il vende son produit est égale à 0,2. 

Il voit cinq clients par matinée en moyenne. La probabilité qu’il ait vendu exac- 

tement deux produits dans une matinée est égale à : 

a)04; b)0,04: c)01024; - d)02048. 

2. Dans une classe, les garçons représentent le quart de l’effectif. Une fille sur 

trois a eu son permis du premier coup, alors que seulement un garçon sur dix l’a 

eu du premier coup. On interroge un élève (garçon ou fille) au hasard. 
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La probabilité qu'il ait eu son permis du premier coup est égale à : 

a) 0,043 ; b)0275;  o0217: . d003 

3. Dans la classe de la question 2., on interroge un élève au hasard parmi ceux 

ayant eu leur permis du premier coup. La probabilité que cet élève soit un gar- 

çon est égale à : 

20,100  DJUO00P: COUT 4025. 

4. Un tireur sur cible s’entraîne sur une cible circulaire comportant trois zones 

délimitées par des cercles concentriques, de rayons respectifs 10, 20 et 30 cen- 

timètres. On admet que la probabilité d’atteindre une zone est proportionnelle à 

l’aire de cette zone et que le tireur atteint toujours la cible. 

La probabilité d’atteindre la zone la plus éloignée du centre est égale à : 

5 9 4 1 
a); b)—:; c)—;.d)— 

9 14 de 3 
Corrigé page 183 

Analvse — Suites, Fonction logarithme népérien (5 points 

On considère la fonction f définie sur l’intervalle ]— 1 ; + { par : 

ICE 
fO)=x- RNRÈR 

Lx 

La courbe @ représentative de f est donnée sur le document annexe que l’on 

complétera et que l’on rendra avec la copie. 

Partie À : étude de certaines propriétés de la courbe € 

1. On note f’ la fonction dérivée de f. 

Calculer f ’(x) pour tout x de l’intervalle ]— 1 ; + cel. 

2. Pour tout x de l’intervalle ]— 1 ; + æ[, on pose N(x) = (1 + x)2-1+1In(1+2x). 

Vérifier que l’on définit ainsi une fonction strictement croissante sur ]— 1 ; + col. 

Calculer N(0). En déduire les variations de f. 

3. Soit ® la droite d’équation y = x. 

Calculer les coordonnées du point d’intersection de la courbe ‘ et de la droite D. 

Partie B : étude d’une suite récurrente définie à partir de la fonction f 

1. Démontrer que, si x € [0 ; 4], alors f(x) € [0 ; 4]. 

2, On considère la suite (4,) définie par : 

Un = 4 pour tout 7 de N. 
Un+ 1 (u,) 
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a) Sur le graphique de l’annexe ci-dessous, en utilisant la courbe € et la droite 

, placer les points de € d’abscisses 4,, u,, u, et 3. 

b) Démontrer que, pour tout n de N,ona:u, € [0 ; 4]. 

c) Étudier la monotonie de la suite (u,). 

d) Démontrer que la suite (4,) est convergente. On désigne par # sa limite. 

e) Utiliser la partie À pour donner la valeur de €. 

Annexe 

Corrigé page 185 

: Corrigés | 

Méthode : pour montrer que deux plans sont perpendiculaires, il suffit de montrer que 
leurs vecteurs normaux sont orthogonaux. 

Rappel de cours : un plan P d'équation ax + by + cz + d = 0 admet un vecteur normal de 

a 

coordonnées | b |. 

C 
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1 
x 2 | est un vecteur normal à (P) car l’équation cartésienne de (P) est : 

— 1 

x+2y-z+1=0, 

— 1 
et | 1 | est un vecteur normal au plan (P”) car l’équation cartésienne de (P”) est : 

1 

—x+y+z=0. 
Or,onañn.n =xx"+yy'+z7 = 1X(-1)+2X1+(-1)X1=-1+2-1=0. 
Ainsi, les vecteurs ñ et n’ sont orthogonaux et les plans (P) et (P”) sont, par conséquent, 

perpendiculaires. 

2: 

Méthode : on vérifie que tous les points de (d) vérifient les équations de (P) et de (P'). 

On a x+2y-z+l=f-Lar+2x( ris Éris- +120 
3 S 3 3 

pour tout { réel ; 

par suite, tous les points de (d) appartiennent à (P). 

De même, -x+y+2=-(-L4+r)+(- 4er +120 pour tout rréel ; 
3 =) 3 3 

tous les points de (d) appartiennent à (P”). 

Comme ces deux plans sont perpendiculaires, ils sont sécants suivant une droite. 

D’après les calculs que l’on vient d’effectuer, ils sont sécants selon (d). 

5: 

Rappel de cours : distance d’un point à un plan 

Dans un repère orthonormé, si un plan (P) a pour équation ax + by + cz + d = 0, la dis- 

tance d'un point M de coordonnées (x,, ; Yu : Zu) au plan est alors donnée par : 

d(M ; (P)) = |axy, + bym + CZm + di . 

Va? + b2 + c? 

ape lei -2-./2: 
(4, P) F FE V3 

PA Dole? 

NET ET 
4. Soit H, H' et H" les projetés orthogonaux de A sur respectivement (P), (P ") et (d). 

Comme les plans (P) et (P') sont perpendiculaires, le quadrilatère AHH"H' est un rec- 

tangle. 

_. donc : AH" = d(A, d) ; AH = d(A, P) et HH" = AH" = d(A, P') (propriétés du rec- 

tangle). 

Or le triangle AHH" est rectangle en H ; on a, en conséquence, d’après le théorème de 

Pythagore : AH? + HH"? = AH"?, 
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2 2 
soit AH"? = (2) + (2) = 

V6 V3 
Finalement : d(A, d) = 2: 

1. Soient u et v deux fonctions sur Z = [a ; b], dérivables, telles que u’ et v’, leurs déri- 

vées, sont continues. 

uv est donc dérivable sur / comme produit de fonctions dérivables sur J : 
(uv)! = u!v +uv'. 

Comme u et v sont dérivables sur 1, u et v sont alors continues sur . 

Par suite, (uv) est continue sur / comme produit et somme de fonctions continues sur J. 

On peut, en conséquence, intégrer (uv)' sur 1 : 

[ane dx = ['arcove) + u(x)v'(x)) dx = [roove dx + Luce dx 

: . y (par near de l’intégrale). 
Or, une primitive sur / de (uv)' est uv ; l’égalité devient alors : 

[uG)vOIS = [ace dx + [ucovc dx. 

D'où : 
b b 

| u(x)v' (x) dx = [u()v GIE - [ u'(x)v(x) dx. 

2. a) + Posons u(x) = sin x d’où 4’(x) = cos x ; 

MO)E=CX d’où v(x) = e* (à une constante près). 

u et v sont dérivables et u’ et v’ sont continues sur [0 ; x]. 

Par intégration par parties, on obtient : 
T T 

Le" sin xdx= fe sin x1ÿ — [ e* cos x dx 

1= (e® sin x — e° sin 0) -J 
I1=-)J. 
° Posons u(x) = e* dounrG=etrs 

v'() =sinx d’où v(x) =- cos x (à une constante près). 

u et v sont dérivables et 4’ et v’ sont continues sur [0 ; x]. 

Par intégration par parties, on obtient : 
T T 

Le sin x de = er cos x | —e* cos x.dx 
0 0 

T 

1=(-ef cos r + e° cos 0) + [ e* cos x dx (par linéarité de l’intégrale) 
0 

I1=eT+1+)J. 

b) On doit résoudre le système suivant : 
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per — D =) 

I=et+1+J7 Here er 

ET 
in 

Partie A 

L.Onai-(4+ixi2+(13+4)xi-13i =-i+(4+i)+(13+4)xi-13i 
car i2=-—1 

== j + di +131 41310; 

i est bien solution de l’équation (E). 

2. On cherche a, b, c réels tels que : 

23 —(4 + i) z2 + (13 + di)z — 13i = (z— i)(az? + bz + c) 

= az? +(b—ia) z22+(c—ib)z-ic. 

Il suffit d’identifier les coefficients : 

Gr=il =1 

DER Ai nle 
D eh PROS JE d’où 4 b=-4 conviennent. 

cic=- 13 ie 

3. 

Méthode : résolution d'une équation du second degré dans € 

On vérifie d'abord que cette expression n'est pas une identité remarquable. 

Si tel n'est pas le cas, on calcule le discriminant : A = b? - 4ac. 

° Si A > 0, l'équation admet deux solutions réelles : x; = =b=a et x, = rhba 
a a 

e Si A = 0, l'équation admet une unique solution xç= - a. 
a 

° Si A < 0, l'équation admet deux solutions complexes : z, = ie À ou 2,= tie + 
a a 

z23-(4+;i)z2+(13+4iy-13i=0 équivaut à (z — i)(z? — 4z + 139 =10; 

équivaut à z— i=0 ou z?—4z + 13 =0, 
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équivaut à z = i ou z? —4z2+13=0. 
On résout l’équation z2 — 4z + 13 =0 ; 
calculons À = b? — 4ac = 16 — 52 = — 36, soit À < 0 ; on a, par conséquent, deux solu- 

tions complexes : 

4 — 6i 4 + 6i 
= —— OÙ Z= —, 

2 

7 DES INOUNZ 2 POI 

L'ensemble des solutions de (£) est {i ; 2 — 3i ; 2 + 3i}. 

Partie B 

1. 

Méthode : si A, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 
fixe z,, et d'angle 8, on a alors : 

ZA 20 = €" (Za 2) 

:T 
1 

Ona zy, -7zp=(z4-2p)e *, 
: 

. die 

puis Zyr = Zp + (Z4—Zp)e *, 

242= (2 #31) +.(i— (2 + sn? + 2 
5) 

D ee =2+3i+(-2 DE +1) 

=D H3ie ) 121) +02 
=2+(3-2\2)i. 

2. + L'affixe de AB est : 23 — zyr = (2 + 3i) — (2 + (3 — 2V2)i) = 2V2i. 
L’affixe de A’C est : Zc — Za'= Q@- 31) — C (2 + (3 — 2V2)i) = (- 6 + DT 

On en déduit que les vecteurs A'B et AC sont colinéaires, car ils sont tous deux coli- 
néaires au même vecteur v. 
Par suite, les points À’, B et C sont alignés. 
+ On cherche le rapport de l’homothétie. 

Comme cette homothétie est de centre B et transforme C en À’, on a : BA' = kBC ; 

te l’affixe de BA’ est — 22i 

l’affixe de BC est Zc=2p= @—3i) -(2+3i) = 61, 

ao K=22 -2 NES 

Soit M’, d’affixe 7’, l’image de M, d’affixe z, par l’homothétie de centre B et de rapport 

25 
6 

, On à alors : 

sm = 22 By. 
6 

22 
6 

d'où 775 = —=(7—z;), 
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22 DE) puis z'=2+31+ 

Finalement : z’ = Le n-42 FO Dire 22. 

SPÉCIALITÉ K941:1e1e 2: 

1. 

Méthode : si B est l’image de A par une similitude directe de centre C, d'angle æ et de 

rapport k, alors : 

K= =. et «= mes (CA ; CB) (mod 2n). 

On cherche les éléments caractéristiques d’une similitude directe de centre À qui trans- 

forme C en H, donc : 

Le n et & = mes (AC, AH) (mod 2m). 

Calculons Z = “4 7À, car (lzl =k 
Zc — ZA arg Z = @& (mod 27). 

si 6 
DES 
— Gi 

8 8i 

Selle 
4-4 
— 3i(4 + di) 

32 

214 
32 

+ 

7n= 

3 _ 
8 

Ainsi : [Z| =) + (- 3} = [= - 32 
| 8 8 ET 

COS O = — 

et donc © = arg Z=— À (mod 27). 

sin © = — SU TS 
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On en conclut que les éléments caractéristiques de cette similitude directe sont : 

2 =—— et FE (mod 2). 
8 4 

2. a) À et C sont invariants par s ; on a, par conséquent : 

Fe = Le +6i=a(s-6i) +b 
2e = 47e + b 3 — 2i = a(3 + 2i) + b. 

On soustrait les deux lignes membres à membres et on obtient : 

— 8 + 8i = a (—8 — 8i), 

Or DEEE) Lu 

Ii 2 
On remplace dans la première équation : 
— 5 +6i=-—i(-5 — 61) +b 
—5+6i=5i-6+b 
b=1+1. 
On fait la vérification immédiate des calculs et on trouve : 

a=-i et b=1+i. 
L'écriture de s correspond à une similitude indirecte qui possède deux points invariants ; 
il s’agit donc soit de l’identité, soit de la symétrie d’axe (AC). Or, les calculs montrent 

qu’il ne s’agit pas de l’identité. 
On en conclut que s est une réflexion par rapport à la droite (AC) 
b) Comme E est le symétrique de H par rapport à la droite (AC), E est donc l’image de 
H par s ; ainsi : 

puis a = 

Z=—-iZptl+ti=-1iX(-S)+1+i=1+6i 

C) Il suffit de montrer que EF = AF, car AF est un rayon du cercle et F le centre. 

L’affixe de AF est : 29 — 24 =— 2 + i + 5 — 6i = 3 — Si, ainsi AF = 32 + (- 5) = 34; 
l’affixe de EF est : 2,-27p=-2+i- 1 — 6i = — 3 — Si, ainsi EF = )(- 3}? + (- 5)? = 34. 
Conclusion : E est bien un point de T.. 

3. + Iest le milieu de [AC]; 
É à ; mn. 

on a donc 

calculons à présent l’affixe de G : 

BG = 2 BI. 
3 

2 
Zg— 28 = (Zy-2p); G B 3 À B) 

ae 2 : à 
re te 

ui : 
FR sir ss 

Sa 
3 
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. L'affixe de HG est:z25-2y=-3+2i+5=2+2i; 3 3 
l’affixe de HF est :z,-74=-2+i+5=3+i; 

on remarque que HF = < HG ; 

on en déduit que les vecteurs HF et HG sont colinéaires et que, par conséquent, les 

points H, F et G sont alignés. 

Méthode : cet exercice est un Q.C.M. dans lequel il est précisé que, pour chaque question, 

il existe une seule bonne réponse. On peut donc raisonner soit de manière directe, en fai- 

sant le calcul, soit par élimination des mauvaises réponses. 

1. Réponse : d). 
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Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A de probabilité p et À de probabilité (1 — p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 

schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'évène- 
ment A suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire : 

p(X = De) | p*(1 - p}"K, avec k entier tel que0<Kk< n. 

L'épreuve de Bernoulli de probabilité p = 0,2 correspond à la vente du produit à un client 
par le représentant de commerce. On répète 5 fois cette épreuve de Bernoulli de manière 
indépendante. On crée une variable aléatoire X correspondant au nombre de réalisations 

de la vente. On a alors une loi binomiale de paramètres n = 5 et p = 0,2. 

ere () 0,22 x 0,83 = 0,2048. 

2. Réponse : b). 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit A un événement ; on a: 

p(A) = p(B, N A) + p(B, N A) +... + p(B, N A). 

Soit G l’événement : « être un garçon » et P l’événement : « avoir eu son permis du pre- 
MIÈT COUP ». 0,1 P 

0,25 G us 
0,9 P 

124 

, 

0,75 G 
! 4 

&IN/ |} 

G et G forment une partition de l’univers ; ainsi, d’après la formule des probabilités 

totales, on a : 

p@P)=p(G N P)+p(G N P)=pA(P) x p(G) + palP) x p(G) 

= 0,1 x 0,25 + : x 0,75 = 0.275. 

3. Réponse : b). 

PPAOIG) 2015025 
On a p}(G) = = 

s p(P) 0,275 
= 0,091. 

4. Réponse : a). 

L’aire de la zone la plus éloignée du centre est égale à : x x 302 — x x 202 = 5007 cm2. 
L’aire totale de la cible est : x x 302 = 9007. 

__ aire de la zone la plus éloignée du centre _ 5007 _ 5 

aire totale de la cible 9007 9 
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Partie A 

1. * 1 + x est dérivable sur 72 = ]- 1 ; + cl 

1+x> 0 sur/ 

fest alors dérivable sur / comme somme et quotient de fonctions dérivables sur 7 dont le 

dénominateur est non nul sur /. 

| donc x + In (1 + x) est dérivable sur J. 

1 x(1+x%)-In(1+x)x1 

fie 
(1 + x)? 

ee 1 —In (1 + x) 

(1 + x)? 

L (L+ x)? - 1+Im(+x) 

(1 + x)? 

2.  N est dérivable sur / comme somme de fonctions dérivables sur / (d’après la ques- 

tion l.)eton a: 

2 
PRESENT MORE ARE LS 

Tamil xr1 

on sait que x + 1 > 0,carx >-1, 

et que 2(1 + x)2 + 1 > 0 sur / comme somme de nombres strictement positifs. 

Par conséquent : N'(x) > 0 sur , 

et N est strictement croissante sur J. 

+ NO) = (1 + 0)? — 1 +In 1 = 0. 

e — er le tableau de variations suivant : 

Hum (+27 =0 
x—-l RS 

car er = , d’où lim N(x) = — 

x—-l 

N est continue sur / car dérivable sur 7 

N est strictement croissante sur donc, d’après le théorème 

0 est compris entre lim N@=-I1 Lee . AU = + 00 
x—-® 

des valeurs intermédiaires, l’équation NO = = 0 admet une unique solution sur /. 

Or, on a vu que N(0) = 0 ; 

ainsi l’équation N(x) = 0 admet une unique solution 0 ; 
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d’après le tableau de variation de N, on obtient que : 

No > 0 sur J0 ; + 

N(x) < 0 sur J]-1;0[ 

N(O) = 0; 

NX) 
(14 x)? 

comme (1 + x)? > 0 sur Z, le signe de f’(x) ne dépend que du signe de N(x). 

f'@) > 0 sur J0 ; + 
Par suite, 10 <0'sur ]- 1 : OI donc F 

f'(O0)=0 

3. On veut résoudre l’équation f(x) = x ; on a : 

In (1+x) _ je 

or, on a f (x) = , 

est strictement croissante sur [0 ; + © 

f est strictement décroissante sur ]- 1 ; 0] 

L 

x+l 

nA+x) _p 

x+l 

In (1+x)=0, carx£—l 

x Le 2. {5 = X, pour tout x 

ae | 

soit x = 0. 

De plus, on afO=0- = 0. 

En conclusion, les coordonnées du point d’intersection entre € et ® sont (0 ; 0). 

Partie B 

1.Ona0<x< 4, 
et f(0) < f(x) < f(4), car f strictement croissante sur [0 ; 4] 

or, f (0) = 0 d’après la question A.3. 

etf@=4- 2 <a, TRRASEETS 
ainsi 0 < f(x) < 4, 

puis f(x) € [0 ; 4]. 

2. a) Voir le graphique page suivante. 

b) 

Rappel de cours : démonstration par récurrence 
+ On pose une propriété P,. 

+ On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 
rang de la suite. 
e On montre ensuite l’hérédité de la propriété. 
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Soit P, la propriété : «0 < u, < 4», pour tout n entier naturel. 

+ Initialisation : on a u, = 4, 

donc P, est vrai. 
+ Hérédité : supposons P,, pour n entier naturel donné, et vérifions P,, :. 

RESTE d’après l’hypothèse de récurrence 
O<f(u,) <4 d’après la question B.1. 

DES TPE? 
On a montré l’hérédité de la propriété P,. 

On a démontré par récurrence que, pour tout entier # de N, u,, € [0 ; 41. 

c) Étudions la monotonie de la suite (u,); on a: 

In (1+u,) 
Led =) Su, = Dee 

1e u 

OLO< u,<= 4, 

doulsu tie, 

donc In 1 <In(u, +1) <In5, car In strictement croissante sur R* 

_ n(ru) : J 
ainsi ———#" > (, pour tout » de N, comme quotient de deux nombres strictement 

Lu, 

positifs ; 

puis u,,, — 4, < 0, pour tout n de N, 
donc u,,, © 4,, pour tout 7 de N. 

Finalement : la suite (4, ) est décroissante. 

| 
ES 
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d) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 ; on en conclut qu’elle converge. 

e) On a u,,, =f(u,), 

d’où li =, “l : où lim Mer lim, fu) 
puis /=f(l) car f est continue sur / puisque dérivable sur 7 
par suite, / = 0, d’après la question A.3. 
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Pondichéry 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 1 h 15 min. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre- 

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 

L'espace est rapporté au repère orthonormal (O ; De h). 

On considère le plan P d’équation 2x + y — 2z + 4 = 0 et les points A de coor- 

données (3 ; 2 ; 6), B de coordonnées (1 ; 2 ; 4) et C de coordonnées (4 ; —2 ; 5). 

1. a) Vérifier que les points À, B et C définissent un plan. 

b) Vérifier que ce plan est P. 

2. a) Montrer que le triangle ABC est rectangle. 

b) Écrire un système d’équations paramétriques de la droite À passant par O et 

perpendiculaire au plan P. 

c) Soit K le projeté orthogonal de O sur P. Calculer la distance OK. 

d) Calculer le volume du tétraèdre OABC. 

3. On considère, dans cette question, le système de points pondérés 

S = {(O, 3), (À, 1), (B, 1), (C, D}. 

a) Vérifier que ce système admet un barycentre qu’on notera G. 

b) On note le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que G appartient à 

(OT). 
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c) Déterminer la distance de G au plan P. 

4, Soit l’ensemble F des points M de l’espace vérifiant : 

|3MO + MA + MB + MC| = 5. 
Déterminer I. Quelle est la nature de l’ensemble des points communs à P et [? 

Corrigé page 193 | 

Nombres complexes — Lieux géométriques (5 points) 

1. Dans cette question, il est demandé au candidat d'exposer des connaissances. 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct (O ; #, v). Soit R la 

rotation du plan de centre Q, d’affixe @ et d’angle de mesure 6. L’image par R 

d’un point du plan est donc définie de la manière suivante : 

— R(Q) = Q ; 

— pour tout point M du plan, distinct de Q, l’image M” de M est définie par 

QM' = QM et (OM, QM') = O[2n1. 
On rappelle que, pour des points À et B d’affixes respectives a et b, 

AB = |b — al et (ui, AB) = arg(b — a)[2x]. 
Question : Montrer que les affixes z et z’ d’un point quelconque M du plan et de 

son image M" par la rotation RÀ sont liées par la relation : 

z!— © =e "(7 - oO). 

2. On considère les points J et B d’affixes respectives z, = 1 +1 et z, = 2 + 21. 

Soit À la rotation de centre B et d’angle de mesure = 

a) Donner l’écriture complexe de À. 

b) Soit À l’image de J par R. Calculer l’affixe z, de A. 

c) Montrer que O, À et B sont sur un même cercle de centre /. En déduire que 

OAB est un triangle rectangle en A. Donner une mesure de l’angle (OA, OB). 

d) En déduire une mesure de l’angle (w, OA). 

3. Soit T la translation de vecteur 20. On pose À’ = 7(À). 

a) Calculer l’affixe z,, de A’. 

b) Quelle est la nature du quadrilatère OZAA' ? 

T 
c) Montrer que — — est un argument de z,.. 

12 : 
Corrigé page 196 
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SPÉCIALITÉ Ka: Teld #14 Nombres complexes — Similitudes (5 points) 

1. Dans cette question, il est demandé au candidat d'exposer des connaissances. 

On suppose connus les résultats suivants : 

— la composée de deux similitudes planes est une similitude plane ; 

— Ja transformation réciproque d’une similitude plane est une similitude plane ; 

— une similitude plane qui laisse invariants trois points non alignés du plan est 

l’identité du plan. 

Soient À, B, C trois points non alignés du plan et s et s’ deux similitudes du plan 

telles que : 
s(A) = s'(A), s(B) = s'(B), s(C) = 5'(C). 

Montrer que s = 5". 

2. Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal (O ; u, y). La figure sera 

complétée au fur et à mesure. On donne les points À d’affixe 2, E d’affixe 1 +i, 

FE d’affixe 2 + i et G d’affixe 3 +1. 

a) Calculer les longueurs des côtés des triangles OAG et OEF. En déduire que 

ces triangles sont semblables. 

b) Montrer que OEF est l’image de OAG par une similitude indirecte S, en 

déterminant l’écriture complexe de S. 

c) Soit À l’homothétie de centre O et de rapport Fe On pose À’ = h(A) et 

G' = h(G), et on appelle / le milieu de [EA’]. On note 6 la symétrie orthogonale 

d’axe (OI). 

Montrer que S=6°h. 
Corrigé page 200 

BALISE] Analyse — Fonction logarithme népérien, Intégration, 

Suites (5 points) 

On considère la fonction f définie sur [0 ; + c[ par : 

_ n&+3) 
F@) x 

1. Montrer que f est dérivable sur [0 ; + of. Étudier le signe de sa fonction déri- 

vée f’, sa limite éventuelle en + c et dresser le tableau de ses variations. 

n+l 

2. On définit la suite (u,,), =Q Par Son terme général u, = [ FX): OX. 
n 
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a} Justifier que, si n < x < n + 1, alors f(n + 1) < f(x) < f(n). 

b) Montrer, sans chercher à calculer w,, que, pour tout entier naturel n, 

fu+D<u,<f(). 
c) En déduire que la suite (4,,) est convergente et déterminer sa limite. 

3. Soit F la fonction définie sur [0 : + o[ par F(x) = [In (x + 3). 

a) Justifier la dérivabilité sur [0 ; + [ de la fonction F et déterminer, pour tout 

réel positif x, le nombre F’(x). 

b) On pose, pour tout entier naturel n, 
n 

1, = | f@) dx. 

Calculer 1,. 

4, On pose, pour tout entier naturel n, 

SU). RU 0 

Calculer S,. La suite ($,) est-elle convergente ? 

Corrigé page 202 

Probabilités — Fonction exponentielle (6 points) 

Pour réaliser une enquête, un employé interroge des personnes prises au hasard 

dans une galerie commerçante. Il se demande si trois personnes au moins accep- 

teront de répondre. 

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité qu’une personne choisie 

au hasard accepte de répondre est 0,1. L’employé interroge au hasard 50 per- 

sonnes de manière indépendante. On considère les événements : 

A: «au moins une personne accepte de répondre » ; 

B : « moins de trois personnes acceptent de répondre » ; 

C': «trois personnes ou plus acceptent de répondre ». 

Calculer les probabilités des événements À, B et C. On arrondira au millième. 

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3. Dans cette question, on suppose 
que la variable aléatoire X qui, à tout groupe de n personnes interrogées indé- 
pendamment, associe le nombre de personnes ayant accepté de répondre, suit la 

loi de probabilité définie par : 
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e 4ak 
Pour tout entier k tel que 0 < k < n — 1, P(X = k) = 

k! 
n—1 eq 

ed à 
£=0 K! 

formules dans lesquelles a = — 

a) Montrer que la probabilité qu’au moins trois personnes répondent est donnée 

par: 
2 

=1-e4{[1 2} f(a) e | 7e 

b) Calculer f(5). En donner l’arrondi au millième. 

Cette modélisation donne-t-elle un résultat voisin de celui obtenu à la question 

1.7 

3, On conserve le modèle de la question 2. On souhaite déterminer le nombre 

minimal de personnes à interroger pour que la probabilité que trois d’entre elles 

au moins répondent soit supérieure ou égale à 0,95. 

a) Étudier les variations de la fonction f définie sur R* par : 
2 

fo=1 cel 11. _ 

ainsi que sa limite en + c. Dresser son tableau de variations. 

b) Montrer que l’équation f(x) = 0,95 admet une solution unique sur R* et que 

cette solution est comprise entre 6,29 et 6,3. 

c) En déduire le nombre minimal de personnes à interroger. 

Corrigé page 204 

BATA a Ca 1 

1.a)Ona AB| YB=—Ya |=| O |et AC YVAN =l 4} 

ÉBocA ACTA — 1 

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires, car, sinon, il existerait un réel k tel que 

AB =k AC: 
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—2=k 

soit C =-—4k et k prendrait alors les valeurs —2, 0 et 2, ce qui contredit l’unicité de k. 

—2=-k 

Par suite, les points À, B et C définissent un plan. 

b) On va s’assurer que les coordonnées de À, B et C vérifient bien l’équation de P : 

2x,+34-2z+4=2xX3+2-2X6+4=6+2-12+4=0; donc A CE 

2xp+)p-2728+4=2X1+2-2xX4+4=2+2-8+4=0;donBE P. 
2xc+Yc-2zc+4=2Xx4+(-2)-2xX5+4=8-2-10+4=0; done P. 

On en conclut que le plan défini par les points À, B et C est le plan P. 

—2 
2. a) On sait que ai 0 | d’après la question 1. à); 

—2 

d’où AB = V(- 2}? + 02 + (- 2} = V8. 

1 
De même, on a xe|- + } d’après la question 1. a); 

- 1 

d’où AC = V12 + (- 4) + (- 1) = V18. 

ie eR re 3 
On calcule BC | Yc-Y8 |=| —4 |: d’où BC = V32 + (- 472 + 12 = 26. 

CAR 1 

Puis : AB? + AC? = 8 + 18 = 26 = BC?. 
Ainsi, d’après la réciproque du théorème de Pythagore, on conclut que le triangle ABC 

est rectangle en À. 

b) 

Rappel de cours: un plan P d'équation ax + by + cz + d = 0 admet un vecteur normal de 
coordonnées (a, b, c). 

À est perpendiculaire au plan P ; À admet donc pour vecteur directeur un vecteur normal 
der 
Or, l’équation cartésienne de P est: 2x + y — 2z + 4 = (. On en déduit que le vecteur 

2 

1 1 | est un vecteur normal à P. 
= 

De plus, À passe par le point O (0; 0 ; 0) ; en conséquence, une équation paramétrique 
de À est : 

LU 21 

v= 1 avectE R. 
z=-2t 
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Cc) 

Rappel de cours: dans un repère orthonormal, la distance du point A(«; B; y) au plan P 
d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à: 

|ao + bB + cy+ d| 

Va?+b2+c 

2 ee DR Op) 0e 0-20 RS er dé qui à 
V22 + 12 + (-2Y 9 3 

d) La hauteur du tétraèdre OABC est OK, car K est le projeté orthogonal de O sur le plan 

contenant À, Bet C. 
le triangle ABC est 

L’aire du triangle ABC est: ABXAC es V8 x 18 =6; car rectangle en À d’après 

2 la question 2. a). 

Ainsi, le volume du tétraèdre OABC est : V = = OK X6=6 : Puit 
LA 2 

3. a) Le système S admet un barycentre si la somme des poids est différente de 0; on a 

ICE 
3+1+1+1=62Z0. 
Finalement : le système S admet bien un barycentre G. 

b) J est le centre de gravité du triangle ABC, c’est donc l’isobarycentre des points À, BAC 

Comme G est le barycentre du système {(O, 3)(4, 1)(B, 1)(C, 1)}, G est aussi le bary- 

centre du système {(O, 3)(/, 3)} (par associativité du barycentre). 

Par suite, G est l’isobarycentre des points © et J (par homogénéité du barycentre). 

Donc G est le milieu de [O7]. 

G appartient bien à la droite (O1). 

c) On a: 

1 1 set: 
so ND OR? 

D nom Onde, 
6 6 ÉS 

1 1 Sense 
D are NC ele 

d’où les coordonnées de cf S LE ; 3) 
33; 2 

2x4+1-2x$ +4] 

d(G3P)= = 
n w 

Voir le rappel de cours précédent. 
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4. Comme G est le barycentre du système {(O, 3)(4, 1)(B, 1XC, 1)}, on a: 

6MG = 3MO + MA + MB + MC. ir 
|3MO + MA + MB + MC | = 5 équivaut à |6MG| = 5, 

équivaut à 6MG =5, 

5 
équivaut à MG = ee 

Par suite, l'est la sphère de centre G et de rayon = 

Or le rayon de cette sphère est égal à - = ; il est supérieur à la distance de G à P qui 

de A 
3 

Ainsi, Let le plan P s’intersectent selon un cercle. 
Et l’ensemble des points communs à P et l est un cercle. 

1. Soient M et M' des points d’affixes liées par la relation z’ — @ = ei (z — w). 

e Si M z Q, on a alors z— @Z0. 

Considérons le quotient : 

! : Dr , Z'—@ 
z'— o= ei (z— ©) équivaut à = ei, avec z — 40 

z—O 
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|z' = 
équivaut à | 7 =. 

mes ie OM' ) = 0 (mod 27), 

équivaut à, Lu 

mes De OM' ) = 0 (mod 27), 

Re 
ere ee We QM') = 6 (mod 27), 
équivaut à M' est l’image de M par la rotation R. 

+ SiM = (, on a alorsz—-®@=0. 

Quand on remplace dans l’expression, on obtient z' — @ = 0, soit z’ = @, puis M' = (2. 

Finalement, l’image de Q par la rotation R est bien (2. 

2. a) La relation devient z' — 74 = ee FL) 

Ainsi l’écriture complexe de la rotation R est : z’ — (2 + 2i) = Me — 2 — 2i). 

b) D’après la question 2. a), on a: 

z,-(2+2ù= (22-25) 

2 li 20) 
etes 

OPEL Eu je 1 1) 

ire. le 

2) 2) 

d’où z, = _3+8, 3-8. 
2 2 

c)°OI1=|z;| 

= 1/12 + 12 = 2. 
B =|z-2l 

dise 

12 + 12 = 2. 

za — 2j 

ré ee 
2 2 

= FRS 4; 18) 

2 2 

ee) 

Il IA 
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NN: 
4 4 

=. 5. 

On en HT que les points O, À et B sont sur le même cercle de centre J. 

Zp +20  2+ 2i 

2 

Cela signifie que est le milieu du segment [OB] et, par conséquent, que OB est un dia- 

mètre du cercle. 
Le triangle OAB est donc rectangle en À, car tout triangle dont les sommets appar- 
tiennent à un cercle et dont l’un des côtés est un diamètre de ce même cercle est rec- 

tangle au point opposé au côté diamètre du cercle. 
*On a AB =|z3-2,| 

sr 

V2 
IA = IB. 

+ On remarque que : =l+i=2,. 

HW Il 

Ainsi, le triangle AZB est équilatéral et, en conséquence, mes (A, 1B) = - (mod 27). 

Les angles (OA, OB) et (À, IB) interceptent le même arc ; par suite, d’après le théorème 

de l’angle au centre, on a: 

mes(OÀ, OB) = ; mes (À, 1B) = 7 (mod 7). 

Mais, comme 0 < mes (OA, OB) < =. on obtient que mes (OA, OB) = = (mod 27). 

d) On a mes (4, OA) = mes (x, OB) - mes(OA, OB) (mod 27) ; 

or mes(w, OB) = arg (z3) (mod 27) ; 

REV 22-8222. 

cos 0 = 

On cherche 8 tel que 2 soit "1 (mod 27), 

d’où mes(%, OA) = mes(%, Æ — mes(OA, OB) (mod 2x) 

sms 

sin 6 

TT 
= ——— (mod 27 

4 6 

= T_ (mod 27). 
12 
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3. a) Le vecteur 10 admet -1 -i pour affixe : 

18,28 401 za + 1 D - i) 

_1+V ,;1-8 
: 2 

b) À’ est l’image de À par la translation de vecteur 10. 

On a donc AA’ = 10. 
Par suite, OIAA' est un parallélogramme. 

De plus, comme J est le centre du cercle circonscrit à ABO, on a ZA = 10. 

Le quadrilatère OIAA' possède donc deux côtés consécutifs de même longueur, c’est 

un losange. 

c) On a mes(%, OA’) = mes(x, OA) + mes(OA, OA") mod (2n). 

Or, d’après la question 2. d), mes (w, OÀ) = F mod (27). 

D'autre part, comme OJAA' est un losange, (OA) est la bissectrice de l’angle (OI, OA’) 

et, ainsi, mes (OA, OA’) = mes (OI, OA) = mes (OB, OA!) 

=— >. mod (2x) d’après la question 2. c) 

On en déduit que mes(#, OA) = 2 - 

T 
=—— mod 27). 

12 

; T 
Finalement, un argument de z,, est — ns ù 

SPÉCIALITÉ 2: ele 

1. On a: 

s'=1(s(B)) = s’-!(s’(B)) = B, car s(B) = s'(B); 

s'=l(s(4)) = s'7!(s’(A)) = À, car s(A) = s’(4); 

s'-l(s(C)) = s'7/(s"(C)) = C, car s(C) = s'(C). 

De plus, s’-! est une similitude plane car s' l’est; par suite, la composée de s suivie de 

s'=l est aussi une similitude plane. 

Finalement, cette similitude est l'identité du plan puisqu’elle laisse invariants trois 

points non alignés du plan. 

Ainsi, pour tout point M du plan, on a s'-l(s(M)) = M, 

donc : s’(s’=1(s(M))) = s'(M), pour tout point M du plan, 

soit s(M) = s'(M), pour tout point M du plan. 

Conclusion : s = s’. 
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2. a) Les longueurs du triangle OAG sont : 

OA=|z4|=|2|=2, 
OG= 26) = ENS MU VI0, 
AGE l29-eletllobites+12= 2 
Les longueurs du triangles OEF sont: 

0e = Net 

OF=|28|=12+i| = 122 + 1225, 
EF=|z:-28|=|1|="1 

OA = Ÿ2 OE 
On remarque que 40G = 2 OF et on en déduit que les triangles OAG et OEF 

AG=\2EF sont semblables. 

b) 

Méthode : écriture complexe d'une similitude indirecte 
Si M', d'affixe z’, est l'image de M, d'affixe z, par une similitude indirecte, alors: 

z = az + b, avec a, b complexes et a non nul. 

Si le triangle OEF est l’image de OAG par une similitude indirecte S, 

S(O)= 0 OA = ÿ2 0E 
ona 4 S(A)=E car { 0G=/20F 

SG)=E AG= DEF. 

De plus, comme S$ est indirecte, elle doit transformer l’angle orienté (OA, OG) en l’angle 
orienté (OE, OF). 

O est invariant par S, d’où z,, = az, + b et, par conséquent, b = 0. 

L+1 
E est l’image de À par S, d’où 7, = az, , soit 1 + i = 24, puis a = 

1+i 
On vient de trouver pour écriture complexe de S : z' = 7. 

Vérifions à présent que cela nous donne bien que F est l’image de G par S ; on a: 

200 



Sujet 11 CORRIGÉS 

1+i- 1+i ns 3-i+3i+1 _ 4+72i 
+ X (3-5) = ———— = ———=2+i=7,. 

Dijore fie 2 > Tee: 
Finalement, le triangle OEF est l’image de OAG par une similitude indirecte d’écri- 

1+i 
A ture complexe : z' = 

c) + On a A(O) = O, car O est le centre de l’homothétie h et 6(0) = O, O se trouvant sur 

l’axe de cette symétrie orthogonale. On en déduit que 6 © h(O) = O = S(O). 

+ Par définition de A’, on a OA' = TL OA, 
V2 

1 donc OA! = — OA = 2 = OE. 
12 

Comme J est le milieu de [£A’], on en déduit que 6(4') = E, puis que 6 ° h(A) = E = S(A) ; 

ZeŸZa _ 1+V2+i 
on en déduit aussi que z, = 

?) D 

e Par définition de G',ona OG? = ls 00: 
2. 

Du OGC Ohes -u= te 
V2 ÿ2 2 V2 

Calculons OL.FG = 2 X Gr — Xp) + V5 X Or = Yp) : 

rc ere (2-2) 1 (= ÈS Ben LE MER OI.FG : dre 1 Et LR : 0 

Ainsi, les droites (OI) et (FG”) sont orthogonales et, comme OF=0G',onac(G')=F. 

On en déduit que © ° A(G) = F = S(G). 

+ On a ainsi obtenu successivement que © ° A(O) = S(O), 6 ° h(A) = S(A) et 

6 © h(G) = S(G). 

D'autre part, la composée d’une homothétie et d’une symétrie orthogonale est une simi- 

litude indirecte. 

En utilisant le résultat de la question 1., on montre donc que üGch=Ss. 

Rappels de cours: dérivation 

° Dérivation d’un quotient : soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / et 

vx + 0, pour tout x de /; alors “est dérivable sur Jet (2 2 CAR NIE 
v ve 

e Dérivation de In : u est une fonction dérivable sur un intervalle / et u(x) > 0 sur /; alors 

sb u' 
In u est dérivable sur / et (In u)' = —. 

u 

xt x + 3 est dérivable sur R, 
d ++ In (x + 3) est dérivable sur R.. 

x+3>0surR, 
| onc x n (x + 3) est déri ur R, 

D 
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f est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions dérivables sur R, dont le 

dénominateur est différent de zéro sur R,. 

L_X(x+3)-Mm@+3x1 
+ 3 _1-in@+3 

(x + 3 (x +3) 
Étudions le signe de f’ : 
on a (x+ 3}? >Osur R > Car un carré est toujours positif ; 

le signe de f’(x) ne dépend donc que du signe de 1 — In (x + 3); 
x=z08&x+3=3em(x+3)zIn3 car la fonction In est strictement 

croissante sur R, 

Ona f'(x) = ; 

&-In(x+3)<-In3 

& 1-In(x+3)<1-In3 <0O care ins dl nSE<0 

On obtient ainsi : f'(x) < 0, pour tout x de R.. 

Calculons à présent la limite : 

lim x+3=+0 

X — + CIS In (x + 3) 

lim hx_; AT TRES 

XHOuX 

=0, d’après le théorème sur les limites 
de fonctions composées. 

Voici le tableau de variations : 

2.a)Onan<x<n +1, pour n entier naturel, 

puis f(n) = f(x) > f(n + 1), car f est strictement décroissante sur R, 

soit : f(n + 1) < f(x) < f(n). 

D’après le tableau de variation de f, on a f(x) > OsurR, | 
b) : te 

f est continue sur R,, car dérivable sur R, 

on en déduit que u, est l’aire du domaine délimité par la courbe représentative de f, l’axe 
des abscisses et les droites d’équation x=netx=n+1. 
Cela veut dire que u, est compris entre l’aire des rectangles inférieur et supérieur : 
f@+ln+1-n) <u,<f(n)(n+1-n), 

soit : f(n +1) < u, < f(n). 

lim n+1=+0 

élOre d’où lim +1)=0 lim _ f(x) =0 MAS 
X — + © 

et lim f(7)=0. 
n — + oo 
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De plus, on a vu, à la question 2. b), que f(n + 1) < u, < f(n). 
Finalement, d’après le théorème des gendarmes, la suite (4,) convergeet lim w,=0. 

n— +0 

3. a) 

Rappel de cours: dérivation de u” 
e Soit u”, pour n entier naturel, une fonction dérivable sur un intervalle /; u” est alors 

dérivable sur / et (u?)’ = nu'un”1. 

On a vu à la question 1. que x + In (x + 3) est dérivable sur R.. 

De plus, la fonction carré est dérivable sur R ; ainsi, par composition, F est dérivable 

sur R. 

ROELX ha PO) 
x +3 x +3 

bi, = [00 & 

= Pros [ra 

1 
7 [FO 

= > (FU) — FO) 

= > (lin (a + 9 — [in (37?) 

= À (in (+ 3)—In Jin (n + 3) + In 3) 

æ L In re In Gin + 3). 

4. Soit S,=up+u+u+..+u, )+u, On a: 

1 2 n n 

S, =, HGddEs Î HÉCECEE E [ f(x) dx = [ fx) dx d’après la relation de Chasles 

0 1 n—1 0 

d’où HT = In (3(n + 3)) ; d’après la question 3. h) 

2 

on a d’une part, lim (HS) + et lim Inx=+,donc lim in(2ti)=+; 
n—+ n— + HE Er :eS 3 

et d’autre part, lim  3(7+ 3) = + c, donc lim In(3(n+3))=+; 
n + LL D) 

d’où: lim S,=+ce. 
n — + © 

On en conclut que la suite (S,) n’est pas convergente. 
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Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A de probabilité p et À de probabilité (1 - p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment A suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire : 

plX = k) = (?) pk(1-p}"K, avec k entier tel que0<Kk=<n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

Il s’agit d’une épreuve de Bernoulli où le succès est représenté par l’événement « la per- 
sonne accepte de répondre à l’enquête » avec une probabilité de p = 0,1. 
Comme, de plus, on répète 50 fois cette épreuve de Bernoulli de manière indépendante, 

on crée donc un schéma de Bernoulli. 
Puis, lorsqu'on s’intéresse au nombre de réalisations du succès, on est alors devant une 

loi binomiale de paramètres n = 50 et p = 0,1. 

p(A) = 1-p() 
=1-pX=0) 
= | 0,19 x 0.950 

0 
= 0,995. 

p(B) = p{X = 0) + p(X = 1) + p(X = 2) 

2 ir) 0,10 x 0.950 + Eu 0.1! x 0.949 + Fa 0,12 x 0.948 
0 1 2 

= 0,112. 
p(C) = 1-p(B) = 0,888. 

Onaflo) = LOUE 0)+ pa SPP) 
æ+ =| e 44 ea! . ee 

o! 1! 2! 
—a 2 

=1-{et+e-ta+£ e_) 
21 

2 

=1-e[1+a+ ©) 
2 

b)f(5)=1 (1 +5 

=1- 22 e° 
2 

= 0,875 
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À la question 1., on avait trouvé que le même événement avait une probabilité de 0,888 
si la loi était de type binomiale. On peut ainsi considérer que les deux modélisations 

donnent des résultats voisins. 

3. a) + f est dérivable sur R, comme somme et produit de fonctions dérivables sur R,. 

2 2 

MOSS (e el +x+ #) +e-*(1 + ») = ex 

Ainsi (Fe = 0, pour x = 0, 

f'@ > 0 sur R°} comme produit de nombres strictement positifs. 

f est donc strictement croissante sur R.. 

+ On peut aussi écrire f sous la forme : f(x) = 1 — nee ert KE, 
ÉNRC 2e 

X n : e : CAE ï 
Or,ona lim ——=+ 0, pour tout entier naturel 7, d’où lim —= 0, 

X—+o x! x—+o e* 

NS 1 : 5 : x? 
ainsi lim —= lim —= lim —=0; 

x— + e* X—+o e* x—+ e* 

finalement, lim f(x) = 1. 
X— +0 

Voici le tableau de variations de f: 

b) f est dérivable sur R, , donc continue sur R, ; 

fest strictement croissante sur R, ; 

0,95 est compris entre 0 = f(0) et 1 = lim f(x). 
, X — + co 

En conséquence, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation f(x) = 0,95 

admet une unique solution sur R.. 

En utilisant la calculatrice, on vérifie que : 

f(6,29) < 0,95 et f (6,3) > 0,95. 

Par unicité de la solution de l’équation f(x) = 0,95, on conclut que cette solution est 

comprise entre 6,29 et 6,3. 
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c) On en déduit que le nombre minimal de personnes à interroger pour obtenir au 

moins trois réponses à l’enquête est 7 = a x 10 = 6,3 x 10 = 63. 
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Nouvelle-Calédonie 

____ CONSEILS 
Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 1 h 15 min. 

AT EE Probabilités — Loi binomiale, Probabilités conditionnelles 

(4 points) 

Une maladie est apparue dans le cheptel bovin d’un pays. Elle touche 0,5 % de 

ce cheptel (ou 5 pour mille). 

1. On choisit au hasard un animal dans le cheptel. Quelle est la probabilité qu’il 

soit malade ? 

2.a) On choisit successivement et au hasard 10 animaux. On appelle X la 

variable aléatoire égale au nombre d’animaux malades parmi eux. 

Montrer que X suit une loi binomiale dont on donnera les paramètres. Calculer 

son espérance mathématique. 

b) On désigne par À l’événement : « aucun animal n’est malade parmi les 10 ». 

On désigne par B l’événement : « au moins un animal est malade parmi les 10 ». 

Calculer les probabilités de À et de B. 

3, On sait que la probabilité qu’un animal ait un test positif à cette maladie 

sachant qu’il est malade est 0,8. Lorsqu'un animal n’est pas malade, la proba- 

bilité d’avoir un test négatif est 0,9. On note T l’événement : « avoir un test posi- 

tif à cette maladie » et M l'événement : « être atteint de cette maladie ». 

a) Représenter par un arbre pondéré les données de l’énoncé. 

b) Calculer la probabilité de l’événement T. 

c) Quelle est la probabilité qu’un animal soit malade sachant que le test est positif ? 

Corrigé page 212 
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dtete#1 Nombres complexes — Résolution algébrique, 

Interprétation géométrique (5 points) 

Les parties A et B sont indépendantes. 

On considère l’équation (E) : 

2 -(4+i)z2+(7+i)z-4=0 
où z désigne un nombre complexe. 

Partie A 

1. a) Montrer que (E) admet une solution réelle, notée z.. 

b) Déterminer les deux nombres complexes a et b tels que, pour tout nombre 

complexe 7, on ait: 

25-(4+i)z22+(1 +12 -4-(- 2,)U -2- 2002 +b) 

2. Résoudre (E). 

Partie B 

Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct (O ; 4, v), on considère les 

trois points À, B et C d’affixes respectives 1, 2 + 2i et 1 —i. 

1. Représenter À, B et C. 

2 +2: 

ee 
2. Déterminer le module et un argument de 

En déduire la nature du triangle OBC. 

3. Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ? Justifier votre affirma- 
tion. 

4. Soit D l’image de O par la rotation d’angle — : et de centre C. Déterminer 

l’affixe de D. 

5. Quelle est la nature de OCDB ? 

(OAI LAPAR) 

SPÉCIALITÉ El #A Nombres com 

Le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O ; 4, v) (unité 1 em). 

lexes — Géométrie (5 points 

On construira une figure que l’on complétera au fur et à mesure. 
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1. Soit À le point d’affixe 3, et r la rotation de centre O et d’angle : On note 

B, C, D, E et F les images . des points À, B, C, D et E par la rotation r. 

33: Montrer que B a pour affixe . + —— 

2. Associer à chacun des points C, D, E et F l’une des affixes de l’ensemble sui- 

vant : 

De 
2 ? 2) 2 2 2 

3. a) Déterminer r(F). 

b) Quelle est la nature du polygone ABCDEF ? 

4. Soit s la similitude directe de centre À, de rapport - et d’angle = Soit s’ la 

similitude directe de centre E transformant F en C. 

a) Déterminer l’angle et le rapport de s'. En déduire l’angle et le rapport de 

sos 

b) Quelle est l’image du point D par s'°s? 

c) Déterminer l’écriture complexe de s” ° s. 

5. Soit A’ le symétrique de À par rapport à C. 

a) Sans utiliser les nombres complexes, déterminer s(A’), puis l’image de A’ par 

sos, 

b) Calculer l’affixe du point A’. Retrouver alors le résultat du à) en utilisant 

l’écriture complexe de s' cs. 

Corrigé page 216 

Analvse — Suites (5 points) 

Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel ñ par : 

1 dl 2 
106 et Ua Re à 

n 

L. a) Soit f la fonction définie sur ]0 ; + c[ par : 

f@) = = (x + = 
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Étudier le sens de variation de f et tracer sa courbe représentative dans le plan 

muni d’un repère orthonormal (O ; i, j). (On prendra comme unité 2 cm.) 

b) Utiliser le graphique précédent pour construire les points À,, À,, À, et À, de 

l’axe (O ; i) d’abscisses respectives 44, u,, u, et u3. 

2. a) Montrer que, pour tout entier naturel nr non nul : u, = V2. 

b) Montrer que, pour tout x = “Eh Tex 

c) En déduire que la suite (4,) est décroissante à partir du rang 1. 

d) Prouver qu’elle converge. 

3) Soit / la limite de la suite (4,). Montrer que / est solution de l’équation : 

Le 1 (x + 2) 
2 % 

En déduire sa valeur. 

Corrigé page 219 

Géométrie dans l’espace — Barycentre (6 points) 

Première partie 

L'espace est rapporté à un repère orthonormal (O ; i, j, k). On considère : 

— les points A(0; 0 ; 3), B(2; 0; 4), C(- 1; 1 ; 2) et D(1 ;— 4; 0) ; 

— les plans (P,):7x+4y-3z+9=0et(P,):x-2y=0; 

— les droites (A;) et (A,) définies par leurs systèmes d’équations paramétriques 
respectifs 

x=-1+1 x=7+21 

y=-8+2 ,1ER et {y=8+4r',1 ER. 

= — 10 + 5 z=8-t1 

Pour chaque question, une seule des quatre propositions est exacte. Le candidat 
indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant à la 
réponse choisie. Aucune justification n’est demandée. 
Une réponse exacte rapporte 0,5 point ; une réponse inexacte enlève 0,25 point ; 
l’absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est rame- 
née à O. 
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EE Se] © 
1. Le plan (P,) est : le plan (ABC) Île plan (BCD)| le plan (ACD) | le plan (ABD) 

3. Position relative de (P,) foie ot (A) (A,) est 

et de (A.) : strictement incluse En : EP) orthogonale 

parallèle à (P,)| dans (P,) DS à (P)) 

(A,) est (A,) et (A,) 

strictement sont 

parallèle à (A;) | confondues 

(A) et (A;) 

sont 

sécantes 

(A) et (A;) 
sont non 

coplanaires 

4, Position relative de (A) 

et de (A,) : 

5. L’intersection de (P,) 
et de (P,) est une droite 

dont une représentation 
paramétrique est : 

Seconde partie 

L'espace est rapporté à un repère orthonormal (O ; i j, k). 

On considère la droite (D) passant par A(0 ; 0; 3) et dont un vecteur directeur 

est 4(1 ; 0; — 1) et la droite (D') passant par B(2 ; 0 ; 4) et dont un vecteur direc- 

teur est v(0 ; 1 ; 1). 

L'objectif est de démontrer qu’il existe une droite unique perpendiculaire à la 

fois à (D) et à (D'), de la déterminer et de dégager une propriété de cette droite. 

1. On considère un point M appartenant à (D) et un point M” appartenant à (D) 

définis par AM = a et BM' = by, où a et b sont des nombres réels. 

Exprimer les coordonnées de M, de M”, puis du vecteur MM en fonction de a et b. 

2. Démontrer que la droite (MM) est perpendiculaire à (D) et à (D”) si, et seu- 

I | à jui d À S Fer 

lement si, le couple (a; b) est solution du système : DDR 

3. Résoudre ce système. En déduire les coordonnées des deux uniques points M 

et M', que nous noterons ici H et H ! tels que la droite (HH”) soit bien perpen- 

diculaire commune à (D) et à (D). 

Montrer que HH' = V3 unités de longueur. 

4. On considère un point M quelconque de la droite (D) et un point M' quel- 

conque de la droite (D'). 

a) En utilisant les coordonnées obtenues à la question Î., démontrer que : 

MM"? = (a + b}? + (a — 1}? + (b + 1) +3. 

b) En déduire que la distance MM" est minimale lorsque M est en H et M' est en H”. 

Corrigé page 221 
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Corrigés 

1. Dans le cheptel, 5 animaux sur 1 000 sont malades ; on a donc p = . = 0,005. 

Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 
A de probabilité p et À de probabilité (1 — p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment À suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

p{X= Kk) = ‘à pk(1 - p)7"K, avec k entier tel que 0 <k< n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

a) Choisir un animal dans le cheptel est une épreuve de Bernoulli qui présente les issues 
« l’animal est malade » de probabilité 0,005 et « l’animal n’est pas malade » de probabi- 
lité 0,995. La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramètres p = 0,005 
et n = 10. 
Son espérance vaut E(X) = np = 0,005 x 10 = 0,05. 

b) À est l’événement « aucun animal n’est malade parmi les 10 » : 

p(4)=pX=0)= | si x 0,0050 x 0,99510 = 0,99510 < 0,951. 

B est l’événement « au moins un animal est malade parmi les 10 » : 

p(B) = 1 -p(A) = 1 —-0,99510 = 0,049. 

3. a) 0.8 ÎT 

T 

fi 

0,9 7É 

b) 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit À un événement; on a: . 

P(A) = p(B; N A) + p(B;, N À) + .… + p(B, N A). 
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M et M forment une partition de l’univers. On a: 

POS DOMM) Ep M); 2 + 
PCT) = p(T 7 M) x p(M) + p(T / M) x p(M), 
P(T) = 0,8 x 0,005 + 0,1 x 0,995 = 0,1035. 

Cp nn OU) 
pP(T) 

£ PT M) x p(M) 

p(T) 

08 <U00SMN0.S © 18 
= = —— = 0,039. 

0,1035 20,7% 207 

La probabilité qu’un animal soit malade sachant que le test est positif est de 0,039. 

Partie A 

1. a) Cherchons une solution z réelle de (E) : 
23-(4+;i)z2+(7 +i)z—4=0 équivaut à (z?-4z2+7z-4)+i(-z2+7)=0, 

équivaut à Roses 50 sel q A ge car z rée 

z9-472+7z-4=0 

z(1—z)=0, 

729 472 + 7z—4=0 

AN EN FSU 

équivaut à 

équivaut à 

équivaut à z=1car0-4x02+7x0-4=-440. 
Ainsi, l’équation (E) admet une unique solution réelle z, = 1. 

Autre méthode : 
On remarque que 1 est une racine évidente, car: 

13-(4+i)x12+(7+i)x1-4=1-4-i+7+i-4=0. 

b) On procède par identification en développant le membre de droite : 
23 (4+i)z2 +(7+i)z—4=(z-7,)(z —2 —-2i)(az + b), 
3_(4+;i)z2+(7 +i)z—4=(2- 1) -2-2i)(az + b), 

3_(4+;i)z2+(7 +i)z—4= (72 (3 + 2i)z + 2 + 2i)(az + b), 
23 (4+i)z2+(7+i)z 4 = a2° + (b — 3a — 2ia)z? + [(2 + 2ija — (3 + 2i)b]z + (2 + 2i)b. 

d= "1 

b—3a-ia=-4-: 

(2+2na-—(3 +2i)b=7+1 

(2 + 2i)b =-4, 

2. (E) équivaut à (z — z,)(z —2 — 2i)( — 1 + i) = 0, d’après la question précédente. 

(E) équivaut àz=z,=louz=2+2iouz=l1 — 1. 

L’équation possède donc trois solutions 1 ; 2 + 2i et 1—i. 

el ae 
ce qui équivaut à On en déduit que de Ver 
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Partie B 

2, 1 1 + 4+4=2V2 et |1-il 2. On a |2 + 2il 

(mod 27). _” 
2 | 2 +21 

1-i | 
[2 + 2 

Ii] 

2 et arg 
1-i 

2521 
Ainsi, 

2#2; 
=2 

Le triangle OBC est donc rectangle en O, mais non isocèle. 

0B 
OC 

On en déduit que 
1-i 

2+721i 
(mod 27). un 

2 | . —_—— 

et mes (OC, OB) 
1-i 
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3. On a mes(OÀ, OË) = are(? - à) 

= are(2V2 (2 +i 7) 
2 2 

ie 
= are(2%e j ) 

T 
= — (mod 27 nl ) 

et mes(OA, OC) = are ; = 

(sé à) 
as (7e À) 
=— … (mod 27). 

Donc mes(OA, OB) = — mes (OA, OC) (mod 27). 

La droite (OA) est, par conséquent, la bissectrice intérieure issue de © dans le tri- 

angle OBC. 

4. 

Méthode : si A’, d'affixe z,,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 
fixe z, et d'angle 8, alors: : 

Zar = Zo = (Za — Zo) ef. 

D est l’image de © par la rotation de centre C et d’angle — _ d’où: 

-iZ 
2 2c=e (oc) 

2j -iZ 
Zn=2c—€ 2zc=8a\1—-e 2}, car z, =0, 

Zn=(1-D(1+D)=1+1=2. 

D a ainsi pour affixe 2. 

5. On sait que mes(OC, OB) = . (mod 2x), d’après la question 2. 

Par définition de D, on a aussi mes (CD, CO) = = (mod 27). 

De plus,z9-2c=2-1+i=1#i= (Gp 20), 

donc OB = 2CD. 

On en déduit que le quadrilatère OCDB est un trapèze rectangle en O et C. 
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7 7 

SPÉCIALITÉ Ki {ele 2 

de TE dune rn 

ECHEC HA ER EREEE 
nu ee Ham “Rae ü HR EEN EEE RER E I TEE 
EEE ASREEPN EEFEEEE HE EE EN DRE a 
ÉTEND ARREE 
ae ë HD > à FE 

ÉREREEE EEE EEE EEE 
L’échelle de l’éno 

1. 

Méthode : si A’, d'affixe z,, est l’image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre O et 
d'angle 6, alors: 

cé n'est pas respectée. = 

De Zy = Ze". 

iZ 
On sait que B = r(A), donc Ze Put er ec 

2 D) 2 2 

TL : 27 

2. De même, C = r(B), donc 2 =zpe 3=z,e 3 -3(l4i$)--3,:88 

Au 37 
D=nNC)donr ere re == 

| 1% RS Re 0 
E=r(D) donc z,=7,e ° =7,e © =3(-1-i%). 35:38 

HU : DL + F=3 

iZ ST Er 
F =r(E), donc mure =pese = (lei) 5 558 

2 2 2 2 
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iT i 6 
SAOnas el -7,e C7, doit 7) 4. 

b) Par construction, on a : 

mes(OA, OB) = mes(OB, OC) = mes(OC, OD) = mes(OD, OË) = mes(OE, OF) 

= mes(OF, OA) = = (mod 27), 

CLOA=OP=OC=ODEOE OF: 

Par suite, le polygone ABCDEF est un hexagone régulier de centre O. 

4. a) 

Méthode : si B est l'image de A par une similitude directe de centre C d'angle « et de rap- 

port k, alors: 

k= CB et à = (CA : CB(mod 2n). 
CA 

Ici, la similitude s’ de centre E transforme F en C, d’où: 

RS Sir Sn 58 

ECa|zo-Z2|e | 2 2:20, 02 2 - [#82 

(AE Frame" AS PERSO PTE) 3 
2 DUREE 

et mes(EF ; EC) = arg as = arg (38) = arg (iV3) = T (mod 27). 
Zp = Zp 3 5) 

On en conclut que s’ est la similitude de centre E, de rapport V3 et d’angle ns 

Méthode : soient s et s’ deux similitudes directes de rapports respectifs k et k’ et d'angles 

respectifs a et a’. 
La composée des deux est encore une similitude directe dont le rapport est kk! et l'angle 

a + a’ (mod 27). 

s'°sest ainsi une similitude directe de rapport £ et d’angle : _ . = Fe (mod 27). 

b) 

Rappel de cours: écriture complexe d'une similitude 

Si À’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la similitude de centre Q d'affixe z,,, 

de rapport k et d'angle 8, alors: 
Z, 7 =(Z-ZQ)ker. 

Soit z, l’affixe de l’image de D par s. On a: 

iZ 
2=74= Te : (Zoe ZA) 

2=3+1{L4iËlcs-5-3( id) 

L'image de D par s est F. 

De plus, s'(F) = C, l’image de D par s”° s est donc C 
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c) 

Méthode : l'écriture complexe d'une similitude directe est de la forme: 
z' = az + b, avec a et b nombres complexes et a z 0. 

° L'angle de la similitude est donné par un argument de a. 
e Le rapport est donné par le module de a. 
e Le centre de la similitude est obtenu en cherchant les points fixes. 

V3 
On sait déjà que s’ ° s est une similitude directe de rapport ls: et d’angle = (mod 27). 

En conséquence, l’écriture complexe de s’ ° s est : 

i DT 
Fo te 8 (- V3 ,1 i}z = (346%, 

2 2202 4e t4 
avec b complexe à déterminer. 
Comme l’image de D par s’ ° s est C, on a: 

3 En) 
Zn=|-=—=+—i}z, +b, e=(-2+%i)r 

puis b=re-(-3+ 8), 28 ;) 3,8) 5,98; 
és 4 2 2 4e 4 4 

En conclusion, l’écriture complexe de s” ° s est z RAM 28 
4. 4 4 4 

5. a) Par hypothèse, on a : AA’ = 24C = 2AF, donc AE = = AA. 

Le triangle ACE est équilatéral, d’où mes(AA’, AË) = mes (AC, AË) = - ( mod 27). 

Ainsi, l’image de A’ par s est E. 
D'autre part, l’image de E par s’ est lui-même, car c’est le centre de la similitude s’. 
D'où s’°cs(A')=E. 

b) Comme précédemment, par hypothèse, AA’ = 2AC, donc z AZ =2 (224) 

Par suite : z,, =24+26c-2)=3+2x(- +1 à 33 -3)=-6+ 33. 

Retrouvons le résultat s’ ° s(4’) = E en utilisant l’écriture complexe de s’ o 5. On a: 

(548), H,M; (3,8; 6:35) 15,98; 
4 4 4 à Ana Fu 

On a bien s’ ° s(A') = E. 
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1. a) 

Méthode : étude de fonction 
Une telle étude comprend les étapes suivantes: 
e dérivabilité de la fonction, 
e calcul de la dérivée, 
e étude du signe de la dérivée, 
e variations de la fonction. 

fest dérivable sur ]0 ; + [comme somme de fonctions dérivables sur ]0 ; + c[ ; on a: 

0 ce à an ia roi(-2 
_ &+V2x- V2 

2x2 | 

Comme x > 0, f'(x) est du signe de (x — V2). 

Ainsi f'(x > 0, six > V2 et f'(x) < 0, si0 < x < W2. 
La fonction f est donc strictement décroissante sur JO ; V2] et strictement croissante sur 

[V2 ; + oo. 
De plus, ona lim f(=+ et lim f(x) = + ; la courbe représentative de f 

X — + Fo) 

possède une asymptote verticale qui est l’axe des ordonnées. 

ar CL (0 Pl 27 Voaf d © t 
| 

lisse f 

À — 
| 1 | | | 

| TE | | | À RE Au, Î 

112 ERP Le 

Il | | | | | Î 

A+ — h 

— 

| | 

er 

| | 

Ne — Ja =" S ai: 
Î 

| — | L— | | | 

b) On place la valeur u,, sur l’axe des abscisses, ce qui nous donne le point À,.. On rejoint 

ensuite la courbe de la fonction f parallèlement à l’axe des ordonnées, puis la droite 

d’équation y = x parallèlement à l’axe des abscisses. On lit l’abscisse du point obtenu, 

ce qui nous donne la valeur de x, et le point À,. On reproduit le même raisonnement avec 

A, et ainsi de suite. 
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2. a) 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 
+ On pose une propriété P,.. 
e Oninitialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 
e On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 

Soit P, la propriété : «u,, Z V2 », pour tout entier naturel n non nul. 

° Initialisation : on a u, = - ne - = ; DIN 15) 

5 
+ Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel non nul n tel que u, = V2. 

D’après la question 1. a), f est croissante sur [2 ; + œ[, donc , = V2 = f(u,) > f(V2). 

Comme f(u,) = u,,,etf(2) = V2, on obtient u,,, = V2. 
Ainsi, P, , , est vraie si P, est vraie pour n entier naturel non nul donné. 
Conclusion : on a montré par récurrence que 4,, = 2, pour tout n entier naturel non 
nul. 

1 2 lue. 61 ASK 
b) On a D-x= L{r+2)- =——-—Xx= s 

F6) 2 5 LR? 2% 

Si x > V2, alors x? > 2 et ainsi 2 — x? < 0. 
De plus, 2x > 0, d’où f(x) — x < 0, puis f(x) = x. 

On vient de démontrer que, pour tout x = V2, on a JOEx. 

c) Raisonnons de nouveau par récurrence. 
5 ns Le 

Soit P, la propriété : «u,,, = u, », pour tout entier naturel 7 non nul. 

+ Initialisation : on à u, = 2,25 > u,, car u, = MISE 

+ Hérédité : supposons qu’il existe un entier naturel non nul » tel que u,,, < u,. 

D’après la question précédente, on sait que u, = V2 pour tout entier naturel non nul et, 

d’après la question 1. a), f est croissante sur [V2 ; + oo, 

donc V2 < u,,, <u,= f(u,,1) <f(U,). 
Comme f(u,) = u,,,etf(u,,,)=u,,), On obtient u,,, <u,,;. 

Ainsi, P,,, est vraie si P, est vraie, pour n entier naturel non nul donné. 

Conclusion : on a montré par récurrence que u,,,, < u,, pour tout n entier naturel 
non nul. 

d) On a prouvé précédemment que la suite (4,), est minorée par V2 et décroissante à 
partir du rang 1 ; elle est donc convergente vers une limite L > 2. 

3. La fonction f est continue sur ]0 ; + [| comme somme de fonctions continues sur 

ER AS E 
Par conséquent, on a lim u,=L=— lim f(u,) =f(L). 

n — + n— +0 

Or, on sait que f(u,) = u net lim u,,1=L. 
n— +c 

L doit donc vérifier f(L) = L. 
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7) SL MEdtivauts LILE 2) sr 
| A ET. 

équivaut à L L= je 
Do: 

ND équivaut à L?=72, 

équivaut à L=-2 ou L= 2. 

On a vu de plus, à la question 2. d), que L = (2e on en conclut que L = \2 

Première partie 

Méthode : cet exercice est un Q.C.M. dans lequel il est précisé que, pour chaque question, 

il n'existe qu'une bonne réponse. Par conséquent, on peut raisonner soit de manière 

directe, en faisant le calcul, soit par élimination des mauvaises réponses. 

1. Réponse c). 

On a xp + 4Yp— 328 +9=7X2+4xX0-3xX4+9= 11 4 0 ; le point B n’appartient 

donc pas au plan (P,). Par élimination, la bonne réponse est c). 

2. Réponse d). 
Vérifions que D appartient à la droite (A) : 

RE lEUT 1=-1+5 =D 

Yn=-8+2t équivautà |— 4=-8+921 équivaut à {1=2 équivautàf= 2. 

Zn = — 10 + St O=—10 + 5r Fe? 

Ainsi, D appartient bien à la droite (A) et la bonne réponse est d). 

3. Réponse b). 

—3 

On constate que 4,.n.=1X7+2xX4+5Xx(-3)=0; ce qui signifie que 4, L n,, et 

donc que (A) est parallèle à (P,). 

De plus, D € (A,) d’après la question 2. et D € (P,) d’après la question 1. 

On en déduit que (A,) est incluse dans (P.). 

1 7 

(A,) a pour vecteur directeur à| À | et (P,) a pour vecteur normal x | 4 | 

5 

4. Réponse c). 
2 

(A,) a pour vecteur directeur | 4 |. Les vecteurs ü, et ü, ne sont pas colinéaires, 

- 1 

car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles : les droites (A,) et (A,) ne sont, en 

conséquence, pas parallèles. Elles sont donc soit sécantes, soit non coplanaires. 

Cherchons un éventuel point d’intersection entre ces deux droites : 

Slt IR2E 

M(x, y, 2) € (À) N (A;) équivaut à 1— 8 + 2r = 8 + 4r', avec ft et r’ deux réels. 

—10+5=8-1 
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DS +2 … [t=4 
On en déduit que { = 8 + 2r' soit Fe 

—10+5(8+2r)=8 ù 
Conclusion : les droites sont sécantes en un point M de coordonnées (3; 0 ; 10), ce qui 

correspond à la réponse c). 

5. Réponse b). 

M, y, 2) € (P,) N (P;) équivaut à note #9=0 
—2y=0, 

strate 2y 
équivaut à Heron. 

te: x 2y 
équivaut à e ep 

x=2t 

Posons y = 1 ; M(x, y, 2) € (P,) N (P,) équivaut à |y =! , avec t réel quelconque. 
z=6t+3 

C’est la réponse b). 

Seconde partie 

me. Y=4 
1. Soit M(x, y, 2) tel que AM = au. On a alors { y = 0 

z=3-a. 

xi= 2 

Soit M'(x’,y',z') tel que BM° = by. On a alors si =b 

z'=4 + b. 

2-a 

On en déduit que : MM" b : 

a+b+l 

2. (MM) L (D) et (MM) L (D') équivaut à MM'.u =0 et MM'.v=0, 

(2-a)-(a+b+1)=0 

b+(a+b+1)=0 

2a+b=1 

a+2b=-1. 

équivaut à 

équivaut à 

nu |a+2b=-1 b=-1. 

On obtient ainsi deux points H(1, 0, 2) et H'(2, — 1, 3) tels que (HH') soit la perpendi- 
culaire commune à (D) et (D’). 

On a HH' = V1 - 2) + (0 + 1)2 + (2 — 3ÿ = V3. 

2a+b=1 Le S Eh 
équivaut à 
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4. a) On a MM'? = (2 — a} + b? + (a + b + 132 = 242 + 2b? — 2a + 2b + 2ab +5, 
or, (a + b}? + (a — 1)? + (b + 132 + 3 = 242 + 2h? — 2a + 2b + 2ab +5, 
par suite : MM"? = (a + b}? + (a — 1)? + (b + 1)? +3. 

b) La distance MM' est minimale lorsque les termes au carré sont minimaux, c’est-à-dire 

nuls. 

a+b=0 L 

Il faut donc que {a — 1 =0 , soit encore ue | 
b+1=0 res ai 

On retrouve ainsi les deux points obtenus à la question 3., H et H”. 
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Amérique du Sud 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 35 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 45 min. 

— Exercice 4 : 1 h 40 min. 

Me RI Géométrie dans l’espace — Distance, Représentation 
paramétrique (3 points) 

5 > 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormal (O ; i, j, k), on considère les 

points : 

A de coordonnées (3 ; 1; —5), 

B de coordonnées (0 ; 4; —5), 

C de coordonnées (— 1 ; 2; —5), 

et D de coordonnées (2 ; 3; 4). 

Pour chacune des six affirmations ci-dessous, préciser si elle est vraie ou fausse. 

Aucune justification n'est demandée. Le candidat doit indiquer sur sa copie le 

numéro de la question et la mention « VRAI » ou « FAUX ». On attribue 0,5 point 

par réponse correcte et on retranche 0,25 point par réponse incorrecte. 

L'absence de réponse n’est pas pénalisée. Un éventuel total négatif est ramené 
à 0. 

1. Les points À, B et D sont alignés. 

2. La droite (AB) est contenue dans le plan d’équation cartésienne : x + y = 4. 

3. Une équation cartésienne du plan (BCD) est : 18x — 9y — 5z +11 = 0. 

4. Les points À, B, C et D sont coplanaires. 

5. La sphère de centre À et de rayon 9 est tangente au plan (BCD). 
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6. Une représentation paramétrique de la droite (BD) est: 

x=1-2Kk 

= T+k ER 

6 
2 

Corrigé page 229 

BEA Nombres complexes — Interprétation géométrique 

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal (O ; u, v). On prendra pour 

unité graphique 1 cm. 

1. Question de cours 

On rappelle que : 

« Pour tout vecteur w non nul, d’affixe z, on a: [z| ={||w|| et arg(z) = (ü, w). » 

Soient M, N et P trois points du plan, d’affixes respectives m, n et p tels que 

ménetm#p. 

a) Démontrer que : 
P m > — 

are à. 7. = (MN, MP). 

b) Interpréter géométriquement le nombre É - | 

2. On considère les points À, B, C et D d’affixes respectives 

Z2,=4+#1 Zp= 1 + 1, Ze = Si et 25=-) À 

Placer ces points sur une figure. 

3. Soit f l’application du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, asso- 

cie le point M’ d’affixe z tel que: 
7 =(1+217-2 4. 

a) Préciser les images des points À et B par f. 

b) Montrer que f admet un unique point invariant 2, dont on précisera l’affixe @. 

4, a) Montrer que pour tout nombre complexe 7, on a: 

27 )1(2 -1—2). 
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1} 

et une b) En déduire, pour tout point M différent du point (2, la valeur de Lie 

mesure en radians de l’angle (MO, MM"). 

c) Quelle est la nature du triangle QMM”? 

d) Soit E le point d’affixe z7 = — 1— iv3. Écrire z# Sous forme exponentielle, puis 

placer le point E sur la figure. 

Réaliser ensuite la construction du point E” associé au point E. 

Corrigé page 230 

SPÉCIALITÉ Arithmétique — Équation de la forme 
ax + by = c (5 points) 

Rappel : 

Pour deux entiers relatifs a et b, on dit que a est congru à b modulo 7, et on écrit 

a = b (mod 7) lorsqu'il existe un entier relatif k tel que a = b + 7k. 

1. Cette question constitue une restitution organisée de connaissances. 

a) Soient a, b, c et d des entiers relatifs. 

Démontrer que : si a = b (mod 7) et c = d (mod 7), alors ac = bd (mod 7). 

b) En déduire que : pour a et b entiers relatifs non nuls, 

si a = b (mod 7) alors, pour tout entier naturel n, a" = b" (mod 7). 

2. Pour a = 2, puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que : 

a" = 1 (mod 7). 

3. Soit a un entier naturel non divisible par 7. 

a) Montrer que : 
a$ = 1 (mod 7). 

b) On appelle ordre de a (mod 7), et on désigne par k, le plus petit entier natu- 

rel non nul tel que al = 1 (mod 7). 
Montrer que le reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a” = 1 (mod 7). 

En déduire que k divise 6. 

Quelles sont les valeurs possibles de k? 

c) Donner l’ordre modulo 7 de tous les entiers a compris entre 2 et 6. 

4. À tout entier naturel n, on associe le nombre : 

À, 2 ES EMA +57 +07, 

Montrer que À, = 6 (mod 7). 

Corrigé page 231 
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Probabilités — Loi binomiale (4 points) 

Un jardinier dispose de deux lots 1 et 2 contenant chacun de très nombreux 

bulbes donnant des tulipes de couleurs variées. 

La probabilité pour qu’un bulbe du lot 1 donne une tulipe jaune est égale à 

wie R|- 
La probabilité pour qu’un bulbe du lot 2 donne une tulipe jaune est égale à 

Ce jardinier choisit au hasard un lot et plante 50 bulbes de tulipes. 

Soit nr un entier naturel vérifiant 0 < n < 50. 

On définit les événements suivants : 

— A: «le jardinier a choisi le lot 1 » ; 

— B : «le jardinier a choisi le lot 2» ; 

— J, : «le jardinier obtient 7 tulipes jaunes ». 

1. Dans cette question, on suppose que le jardinier choisit le lot 1. 

a) Quelle loi de probabilité suit le nombre de tulipes jaunes obtenues à partir de 

50 bulbes du lot 1 ? 

b) Quelle est l’espérance mathématique de cette loi ? 

c) Donner une expression de la probabilité que le jardinier obtienne n tulipes 

jaunes. 

d) Calculer la probabilité que le jardinier obtienne 15 tulipes jaunes. On donnera 

l’arrondi au millième du résultat. 

2. Probabilités conditionnelles 

a) Montrer que : 

PQ.) = Le je + 
n 

b) En déduire la probabilité que le jardinier obtienne n tulipes jaunes. 

c) On note p, la probabilité conditionnelle de l’événement À sachant que J, est 

réalisé. 

Établir que : 
350 —n 

Pn © 350-n à 250 

d) Pour quelles valeurs de n a-t-on p, > 0,9 ? 

Comment peut-on interpréter ce résultat ? 

Corrigé page 233 

227 



Sujet 13 

Analyse — Fonction logarithme népérien, Suites (8 points) 

1. Pour tout entier naturel n non nul, on considère la fonction f, définie sur 

]0 ; + of par: é 

f,@=mx+*-1. 
n 

a) Déterminer les limites de 1. en 0 et en + c, puis étudier le sens de variation 

de f,.. 

b) Montrer que l’équation f, (x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; + of. 

On note o, cette solution. Montrer qu’elle appartient à l'intervalle [1 ; e]. 

2. Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ; LE On note (T°) la courbe 

représentative de la fonction logarithme népérien. 

a) Soit n un entier naturel non nul. Déterminer une équation de la droite À, pas- 

sant par le point À de coordonnées (0; 1) et le point B, de coordonnées (n ; 0). 

b) Faire un croquis représentant la courbe (1°) et les droites AÀ,, À, et A. 

c) Montrer que &,, est l’abscisse du point d’intersection de (T°) avec A. 

d) Préciser la valeur de @&,, puis faire une conjecture sur le sens de variation de 

la suite (©x,,). 

3. a) Exprimer In (o,) en fonction de n et de ©,,. 

b) Exprimer 1 (0) en fonction de n et de œ, et vérifier que : 

no) 0, 

c) Déduire de la question précédente le sens de variation de la suite (or). 

d) Montrer que la suite (0t,) converge. On note £ sa limite. Établir que : 

In € = 1 et en déduire la valeur de €. 

4. On désigne par Ÿ, le domaine délimité par la courbe (1), l’axe des abscisses 

et les droites d’équation : x = @, etx=e. 

a) Calculer l’aire du domaine %, en fonction de &, et montrer que cette aire est 

égale à : de 
an. 
n 

b) Établir que : 
oZ 

Ésa)ndo es (eo). 
n 

c) En déduire un encadrement de n(e — ©). 

d) La suite de terme général n(e — o!,) est-elle convergente ? Ce résultat permet- 

il d'apprécier la rapidité de la convergence de la suite (o,) ? 

Corrigé page 235 
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Corrigés 

Méthode : cet exercice est un Q.C.M. dans lequel il est précisé que, pour chaque question, 
il n'existe qu'une bonne réponse. Par conséquent, on peut raisonner soit de manière 
directe, en faisant le calcul, soit par élimination des mauvaises réponses. 

1. Affirmation 1 : faux. 

— 3 - 1 

On a AB| 3let AD| 2]; on constate que les vecteurs AB et AD ne sont pas coli- 

0 5 

néaires, car leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles. Ainsi, les points À, B et D 

ne sont pas alignés. 

2. Affirmation 2 : vrai. 
Les coordonnées de B vérifient l’équation x + y = 4 
Les coordonnées de À vérifient l’équation x + y = 4 

est contenue dans le plan d’équation cartésienne x + y = 4. 

| ; on en conclut que la droite (AB) 

3. Affirmation 3 : vrai. 

On à: 
18x0-9x4-5 x (-5)+ 11 =- 36 + 25 + 11 = 0 : les coordonnées de B vérifient 

l’équation ; 

18x(—1)-9xX2-5x(-5)+11=-18-18+25+11 = ( : les coordonnées de C véri- 

fient l’équation ; 

18x2-9x3-5x4 + 11 = 36 — 27 — 20 + 11 = 0 : les coordonnées de D vérifient 

l’équation. 

Par suite, une équation cartésienne du plan (BCD) est bien : 18x — 9y — 5z + 11 = 0. 

4. Affirmation 4 : faux. 

Il suffit de vérifier si les coordonnées de À vérifient l'équation du 3. 

IN 5-0x 1-55) #11-54=90%254+11=81 Z 0 : les coordonnées de À ne 

vérifient pas cette équation. Les points À, B, Cet D ne sont donc pas coplanaires. 

5. Affirmation 5 : faux. 

Rappel de cours: dans un repère orthonormal, la distance du point A(a; B; y) au plan P 

d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à : 

laa + bB + cy+ d| 

Va? + b? + c? 

Calculons la distance de À au plan (BCD) : 

es NL RER RACE LEE 
VI82+ C9 + 5P 430 
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On en conclut que la sphère de centre À et de rayon 9 n’est pas tangente au plan (BCD). 

6. Affirmation 6 : vrai. 
Les coordonnées de D doivent vérifier la représentation paramétrique donnée, donc 
nécessairement pour x} = 2: | 

21e H=1eE=-. 

En remplaçant la valeur de k dans les deux autres relations du système, on retrouve bien 

les coordonnées de D. 
En procédant de la même manière, on montre que les coordonnées de B vérifient aussi 
l’équation paramétrique. 

1. a) On a (MN ; MP) = (MN : à) + (à : MP) (mod 2x) 
= (à ; MP) - (ü ; MN) (mod 2x) 
= arg (p — m) — arg (n—-m) (mod 2ñ) 

= arg (27) (mod 2), 

7 
Car arg z — arg z' = arg re “| pour tous z et z’ complexes non nuls. 

74 

p=m < b) ee [2-4 pour tous complexes z et z’ non nuls 

es car MP =|p-m|. 
MN 

2, 

Échelle : 1/2 

3.a)z4 =(1+2ÿz,-2-4i=(1+2)4+)-2-4di=4+i+8-2-2-4i=Si 

z2R= (A +2i)zz-2-4=(1+2)(1+)-2-di=1+i+2i-2-2-4i=-3-i 
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b) Pour déterminer le point invariant, on résout l’équation f(z) = 7: 

Dei 
— 21 

fG@)=12S17=(1+27-2-4dieé-2iz=-2-diS z- ==. 

Finalement, @ = 2-i 

4.a)z'-z=(1+2iz2-2-4i-z=2iz-2-4i=-2i(2-i-2). 

MM' — 
b) On a —— = | d’après la question 1. b) 

QM z—O 

= P2il = 2, 
DC isa) jalei@e ke) 
à = z—(2-—i) 2—i-z 

et mes (MQ, MM) = arg (==) (mod 27) d’après la question 1. a) 
ITA 

= arg (2i) (mod 27) 

= e (mod 27). 

c) On a vu à la question précédente que mes MQ, MM) = : (mod 27) ; 

par conséquent, le triangle QMM' est rectangle en M, mais il n’est pas isocèle 

car MM' =2 QM. 

d)Ona z;=-1-iV3. 

1251 = C2 + (037 = 422. 

e TAN 
2 
3 

donc0=-2T (mod 2n). 
SMOE = 3 

_2it 
Douze 

Pour construire £’, on fait appel aux résultats des questions précédentes : 

EE" = 2 QE et mes (EQ, EE’) = : (mod 2n). 

(el [ ei 7 SPÉCIALITÉ ID 

a = b (mod 7) | A ci D 
c = d (mod 7) c=d+1k  oùk' EZ, 

de ce fait, ac =(b+7k)(d +7k') = bd + 7k'b + 7kd + 49kk' = bd + 7(k'b + kd + 7kk") 

avec k'b+kd+7kk' € Z. 

1. a) On a 

Et finalement : ac = bd (mod 7). 
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b) 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 
+ On pose une propriété P,,. 
e On initialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 
e On montre ensuite l’hérédité de la propriété. 

Soit la propriété P, : «a"= b” (mod 7) », pour tout entier naturel 7. 
° Initialisation : pour nr = 0, on a a = 1 et b° = 1 ; donc a° = b° (mod 7). 

La propriété P, est vraie. 
° Hérédité : nn P, vraie pour n fixé et vérifions que P,,,, est vraie. 

a = b (mod 7) (hypothèse de l’énoncé) M LR : 

a" = b" (mod 7) (hypothèse de récurrence) doser 00 
d’après la question 1. a) 

puis a"*l = b"+1 (mod 7). 
Par suite, P,,, est vraie si P, l’est. 

On a montré par récurrence : si a = b (mod 7), alors a” = b" (mod 7), pour tout entier 

naturel n. 

2.O0na 2?=8=1+7 x 1 = 1 (mod 7) ; n = 3 convient. 
Ona 36= 729 = 1 + 104 x 7 = 1 (mod 7) ; n = 6 convient. 

3. a) D’après l’énoncé, a est non divisible par 7 ; il existe donc gq et r des entiers natu- 
rels, avec r non nul, tels que : 

a=7q+r, avec 1 <r < 6 (division euclidienne) ; d’où : 
a = (arr) 

= (7q) + 6r (7q) + 15r2 (7q)* + 207? (7q} + 15r* (7q}? + 6r° (7q) + r° 

= 7k+76, avec k = 7°q6 + 6r74q5 + 15r273q4 + 20r372q? +15r47q? + 6r°q E Z. 

Si r = 1, alors r° = 1 = 1 (7), 

si r = 2, alors rf = 1 (mod 7) d’après la question 2., donc 7° = (r?)?= 1 (mod 7), 
si r= 3, alors r6 = 1 (mod 7) d’après la question 2. 
si r = 4, alors r6 = 4 096 = 7 x 585 + 1 = 1 (mod 7), 

St 7=5,aloisr0— 15625 =7X 2232 +1=1 (modif), 
si r = 6, alors r°=46656=7x6665+1=1 (mod 7), 

d’où : r6= 1 (mod 7), pour tout entier naturel r tel quel<r<e6. 
Finalement : a = 1 (mod 7), car 7k = 0 (mod 7). 

b) Effectuons la division euclidienne de 6 par k: 

6 = kq + r, où q et r sont deux entiers avec 0 & r < k, 
a$ = alatr = gka x ar = (akÿ1 x a' = Lx a (mod 7) car a* = 1 (mod 7) 

Ainsi a” = 1 (mod 7) d’après la question 3. a). 

r < k, car r est le reste de la division euclidien de 6 par k, 
On en déduit que r = 0, car k = le plus petit entier naturel non nul tel que 

ak = 1 (mod?7). 
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Donc k divise 6. 

Finalement :kE {1;2;3;6}. 

c) On teste, par ordre croissant, toutes les valeurs de k trouvées à la question 3. b) : 

-<poura=2:k=3, 
-<poura=3:k=6, 
<poura=4:k=6, 
-<poura=5:k=6, 
-<poura=6:k=2. 

4. Anse — 22006 4 32006 + 42006 + 52006 + 62006 

— 93X668+2 36xX334 + 2 4 46X334+2 } 56*334 + 2 4 62*X1003 

= 4 x (239668 + 9 x (363334 + 16 x (453334 + 25 x (563334 + (62)1003 

23 = 1 (mod 7) 
6 A 

46 = 1 (mod 7) 
62 = 1 (mod 7) 

= 6 (mod 7). 

1. à) 

Méthode : loi binomiale 

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A de probabilité p et À de probabilité (1 — p). 

Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 

schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 

ment A suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

pX= k) = oe (1 - p}'-£, avec k entier tel que0 <k<n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

Nous sommes devant une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

+ S:« obtenir une tulipe jaune » de probabilité 

< ne 127 
et S de probabilité 1 — — = —-. 

4 4 

Cette expérience aléatoire est donc une épreuve de Bernoulli que l’on va répéter de 

manière indépendante 50 fois. , 

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réalisations de l’événement D 

X suit une loi binomiale de paramètres n = 50 et p = & 

b) EX =n x p= 50 x + = 12,5 
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c) Comme il s’agit d’une loi binomiale de paramètres n = 50 et p = . la probabilité que 

le jardinier obtienne n tulipes jaunes est donnée par la formule suivante : 

rare (©) 
sr (2f gr guise 
2. a) Nous sommes devant une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

À Ru 2 
+ S’: « obtenir une tulipe jaune » de probabilité + 

“et S’ de probabilité 1 - L = 1 
Le 

Cette expérience aléatoire est donc une épreuve de Bernoulli que l’on va répéter de 
manière indépendante 50 fois. 
Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de réalisations de l’événement S”. 

Y suit alors une loi binomiale de paramètres n = 50 et p = = 

r0)=rœ=n= (0j) =) -(% 2 
b) 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient B;, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit À un événement; on a : 

p(A) = p(B;, N À) + p(B, N A) + … + p(B, N A). 

À et B forment une partition de l’univers ; on a donc : 

PJ,)=pANJ,)+pBNJ,) 

= P,(,) x P(A) + P3(J,) x P(B) 

(ON +2 (5) 
= (HET 2) 
PAIE 
-1(s nn 

_pANJ,) 

Cr) 
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ele 2 \n/\4/ N4 

Le (5?) 350-n + 425 
DAV 450 

350 -n 

450 

350-n _ 425 

450 

350 —n 

350 Sn 425 

350-n 

350-n 4 2507 

d) On cherche les valeurs de n pour lesquelles on a p, = 0,9, soit : 

50 -n 

D 0,9 d’après la question précédente 
350 An 250 

350-n > 0,9 (350-4250) çar 350-7 + 250 > O, comme somme de deux nombres 
strictement positifs 

0,1 x 350-7 > 0,9 x 250 
350 -n>OX 250 

In (390-")>In(9x2%) car la fonction logarithme est strictement croissante sur R° 

_ 50 PES pour tout p entier 

ONE (a?) = pin @) a réel strictement positif 

— In (9 x 250) 

In 3 
50 — car In 3 > 0 

50 
Pepe inox 2% Los 

In 3 

Finalement : n est un entier compris entre 0 et 16. 

La probabilité pour que le jardinier ait choisi le lot 1 sachant qu’il a obtenu entre 

0 et 16 tulipes jaune sera supérieure à 0,9. 

1. a) nt 
LL donc lim f(x) =-°. 
lim Inx=-—c ns 
x— 0 
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lim #-1=+00 
Le A donc lim f,(x) = +. 
lim Inx=+ X — + co 

X — + 0 

x In x est une fonction strictement croissante sur R° 5 

x : à . : 1 z 
xr> — — 1 est une fonction affine de coefficient directeur — > 0 ; elle est, en consé- 

n n 

quence, strictement croissante sur R°. 
f, est donc une fonction strictement croissante sur R° comme somme de deux fonc- 
tions strictement croissantes sur R:. 

b) f, est continue sur R: comme somme de deux fonctions continues sur R:. 

f, est strictement croissante sur R° d’après la question précédente, 
etona 0€ ]Jlim f,@; lim fl. 

x 0 X — + 00 

On en conclut que l’équation f, (x) = 0 admet une unique solution, notée @,, sur R°. 

Calculons à présent f (1) et f, (e). 

PO Eh CD PEER Eee 0 CAR USE EVRR PE Qu 
n n n n 

f@)=m@)+l-1-1+1-1-1>0 canz1 
n n n 

Ainsi 0 € [ f,(1) ; f,(e)], avec f, strictement croissante sur R:. 

Comme @, est l’unique solution de l’équation 00 = 0, on obtient que à, € [1 ; el. 

2. a) A, est de la forme y = ax + b, car c’est une droite non parallèle à l’axe des ordon- 
nées. 

Ona:g= 4220 A ,:y=- Le 
ANDRE O0 ER n n 

De plus, À, passe par le point À ; son ordonnée à l’origine vaut 1. 

On obtient enfin : A, : y == À x + 1. 

b) 

LE D DL LEE (LB RE 

A3 

Échelle : 1/2 
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c) L’abscisse du point d’intersection entre (T°) et À, vérifie l’équation : In x = — ® x il, 
n 

soit Inx+Lx-1=0, 
n 

ou encore f,(x) = 0. 

Comme 0, est l’unique solution de l’équation f, (x) = 0, &, est bien l’abscisse du point 

d’intersection de (T°) avec A,. 

d) Pourn=1,ona:inx+x-—1=0. 
1 est une solution évidente de cette équation. 

De plus, il a été vu à la question 1. b) que cette solution était ot, et qu’elle était unique. 

Donc @, = 1. 

Il semblerait, grâce en particulier au graphique, que la suite (o,) soit croissante. 

3. a) On sait que f,(o,) = 0 ; 

: œ 
Sub) res 0 

n 

œ 
finalement : In (@,) =-—" + 1. 

n 

b) Ona:f,,,@=In@+——-1, 
n+l 

a, a, œ, (= 1 | 
où : = EI E HE d’où : f,,1(%,) h(a)+ : Av Hire PS: 

-®, ; 

= ———"— d’après la question 3. a). 
n(n + 1) 

Oro E; [1 ; e], d’après la question 1. b) ; 

IX 
donc : ———"— 

n(n + 1) 

D'ou: 1(@,) < 0. 

c) On sait que f,,,(0,) < 0, d’après la question 3. b), et que f,,,(@&,,,) = 0, 

d’où Lux (On) < fx 1 On + D) 

Or, f, ,, est strictement croissante sur R’, d’après la question L. a). 

Ainsi, &, < @,,1, pOur tout entier n = 1. 

En conclusion, la suite (0) est croissante. 

d) + À la question I. b), on a montré que &, € [1 ; e], pour tout entier naturel nr = 1. 

Il s’ensuit que la suite (@,) est majorée par e pour tout entier naturel n = 1. 

De plus, (o!,) est une suite croissante d’après la question 3. C). | 

Ainsi, la suite (ok) est convergente vers un réel / comme suite croissante majorée. 

*On a f,(@,) = 0, 

œ ; 
d’où In (,) + 10; pour tout entier n 1 

n 
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- « œ 

puis lim In(x,)+—=-1=0, 
n — + © n 

(0.2 
car (0,) est convergente et, par suite, la suite de terme général In (ot,) + —7 _ ]est 

convergente 4 

lim In (o,) = In (/) 

d’où In/—1=0, ca Ed 
ne 0) 

re; 

SOIN, 

finalement, / = e. 

4. a) 

Rappel de cours : intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v’ sont 

continues. On a alors : 
b b 
[ u(x) v'@) dx = [u(x) vOIÈ - L u”(x vt) dx. 

Soit À l’aire du domaine %,, exprimée en unité d’aire. 
€ 

Sur [@, ; e], In est strictement positive et continue, donc À = In x dx. 
Un 

< 1 
Posons (x) = In x d’où w’/(x) = —, 

3e 

v'(x) = 1 d’où v(x) = x (à une constante près), 
! PEER : * 

avec u, v, u’ et v' dérivables continues sur R Fe 

€ 

A=fxnxf — dx 
n y 

=(exine-—a,In(a,))-[xkK 

= e — ©, In (&,) — (e — «,) 

= 0, (1 -In(c,)) 

"A a, : a, 
= &, X re car f,(0ot,) = 0 et, par conséquent, 1 — In (o,) = — 

CF 
n 

€ 

b)Ona A=]| Inxdx. 
Un 

Pour tout réel x appartenant à [ot, ; e], on sait que In &, <Inx<lne, 
d’où In(a&,)x(e-a,) < A < In (e) x(e—,), 

2 
puis (e — o,,) In (&,) < —* < (e- 0) carine= 1. 

n 
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2 

c) On a vu à la question 4. b) que (e — oi,) In (&,) = Un 
n 

, 

2 
n 

In (c,) 
n 

d'où nec) = , Car In (&,) > 0 (comme à, € [1 ; e] d’après la question 1. b)) 

œ2 
de plus, —! <(e—a,), d’après la question 4. b) 

n 

soit n(e— ,) = 2, 
2 
n 

In (a) 
Finalement : &2 < n(e-@,) < 

d) 

Rappel de cours: théorème sur la limite de fonctions composées 

Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignent des réels ou + « ou — c. 

lim f(9 =b 
SIREEe © alors lim (g° f)(9 = c. 

lim g(d = c x a 
x—b 

On limid ee, car lim @,=e d’après la question 3. d) 
nico n— + 

lim oo, =e 

t ee M sas donc lim In(a,)=1, d’après le théorème des limites 
im In (X) = — + Ô z 

SERUN à des fonctions composées 

2 
d’où lim Eee. 

n—+c ln (ot) 

2 
de plus, a < n(e-à,) < ——, d’après la question 4. b) 

In (@,,) 

Il en découle que la suite de terme général n(e — à) est convergente et que 

lim n(e—@,) = e2, d’après le théorème des gendarmes. 
n — +0 

Ainsi, la suite (,) converge vers e plus vite que la suite (2) sinon le produit 
n 

n(e — ot) tendrait vers + quand n tend vers + ce. 
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France métropolitaine 

____ CONSEILS | 
Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice : 60 min. 
— Exercice 3 : 1 h 10 min. 

— Exercice 4 : 1 h 05 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 
donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de 
l’indiquer clairement sur la copie. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’ap- 
préciation des copies. 

Probabilités — Loi de probabilité (4 points) 

La scène se passe en haut d’une falaise, au bord de la mer. Pour trouver une 

plage et aller se baïgner, les touristes ne peuvent choisir qu'entre deux plages, 

l’une à l'Est et l’autre à l'Ouest. 

À — Un touriste se retrouve deux jours consécutifs en haut de la falaise. Le pre- 

mier jour, il choisit au hasard l’une des deux directions. Le second jour, on 

admet que la probabilité qu’il choisisse une direction opposée à celle prise la 
veille vaut 0,8. 

Pour i = 1 ou ; =2, on note E; l'événement : « Le touriste se dirige vers l’Est le 

i-ème jour. » et O; l’événement : « Le touriste se dirige vers l’Ouest le i-ème 
jour. » 

1. Dresser un arbre de probabilités décrivant la situation. 

2. Déterminer les probabilités suivantes : p(E D E(0n) ; PŒINE;). 
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3. Calculer la probabilité que ce touriste se rende sur la même plage les deux 

jours consécutifs. 

B — On suppose maintenant que n touristes (n = 3) se retrouvent un jour en haut 

de la falaise. Ces n touristes veulent tous se baigner et chacun d’eux choisit au 

hasard et indépendamment des autres l’une des deux directions. 

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de ces touristes qui choisis- 

sent la plage à l’Est. 

1. Déterminer la probabilité que k touristes (0 < k < n) partent en direction de 

PES. 

2. On suppose ici que les deux plages considérées sont désertes au départ. On 

dit qu’un touriste est heureux s’il se retrouve seul sur une plage. 

a) Peut-il y avoir deux touristes heureux ? 

b) Démontrer que la probabilité (notée p) qu’il y ait un touriste heureux parmi 

ces n touristes vaut : 
n 

on-1° 
p= 

c) Application numérique 

Lorsque le groupe comprend 10 personnes, exprimer la probabilité, arrondie au 

centième, qu’il y ait un touriste heureux parmi les 10. 

Corrigé page 246 

Led Nombres complexes — Interprétation géométrique 

(5 points) 

Dans le plan complexe muni du repère orthonormal (O ; u, y), on considère les 

points M et M' d’affixes respectives z et z'. On pose z = x + iyetz'=x" +iy, 

où x, x’, y, y’ sont des nombres réels. 

On rappelle que 7 désigne le conjugué de z et que |z| désigne le module de z. 

1. Montrer que les vecteurs OM et OM” sont orthogonaux si, et seulement si, 

Re(z'7z) =0. 

2. Montrer que les points O, M et M” sont alignés si, et seulement si, 

ImCG'z)=0. 

Applications 

3. N est le point d’affixe z2- 1. Quel est l’ensemble des points M tels que les 

vecteurs OM et ON soient orthogonaux ? 

241 



Sujet 14 
0 0 Ps 

4. On suppose z non nul. P est le point d’affixe _ — 1. 
Z 

On recherche l’ensemble des points M d’affixe z tels que les points O, N et P 

soient alignés. Se 

a) Montrer que : 

1 À 2 (5-1) . Re 

b) En utilisant l’équivalence démontrée au début de l’exercice, conclure sur 

l’ensemble recherché. 

Corrigé page 247 

SPÉCIALITÉ KI PA Arithmétique — Équation de la forme 
ax + by = c (5 points) 

1. On considère l’équation (6) : 17x— 24y = 9, où (x, y) est un couple d’entiers 

relatifs. 

a) Vérifier que le couple (9 ; 6) est solution de l’équation (8). 

b) Résoudre l’équation (6). 

2. Dans une fête foraine, Jean s’installe dans un manège circulaire représenté par le 

schéma ci-dessous. Il peut s’installer sur l’un des huit points indiqués sur le cercle. 

= L2Q 
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Le manège comporte un jeu qui consiste à attraper un pompon qui se déplace 

sur un câble formant un carré dans lequel est inscrit le cercle. Le manège tourne 

dans le sens des aiguilles d’une montre, à vitesse constante. Il fait un tour en 

24 secondes. Le pompon se déplace dans le même sens à vitesse constante. Il 

fait un tour en 17 secondes. 

Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu’aux points de 

contact qui sont notés À, B, C et D sur le dessin. 

À l'instant { = 0, Jean part du point H, en même temps que le pompon part du 

point À. 

a) On suppose qu’à un certain instant {, Jean attrape le pompon en À. Jean a déjà 

pu passer un certain nombre de fois en À sans y trouver le pompon. À l'instant 

t, on note y le nombre de tours effectués par Jean depuis son premier passage en 

À et x le nombre de tours effectués par le pompon. 

Montrer que (x, y) est solution de l’équation (@) de la question 1. 

b) Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d’attraper le pompon ? 

c) Montrer, qu’en fait, il n’est possible d’attraper le pompon qu’au point À. 

d) Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le temps d’attraper le pompon en 

A avant les deux minutes ? 

Corrigé page 248 

BANdIaE) Analyse — Équations différentielles, 

Fonction logarithme népérien (6 points) 

Dans tout l’exercice, À désigne un nombre réel de l'intervalle ]0; 1]. 

Mare : pe 1 Cure 
1. On se propose d’étudier les fonctions dérivables sur H co ; | vérifiant 

l’équation différentielle 

(E) : y'=y?+2Ay et la condition y(0) = 1. 

On suppose qu’il existe une solution y, de (E;) strictement positive sur 

Fe: rule cor lietonpossu es; | :72=—. 
2 )) Yo 

Écrire une équation différentielle simple satisfaite par la fonction z. 

2. Question de cours 

Pré-requis : 

Les solutions de l’équation différentielle y’ = — Ày sont les fonctions x+-> Ce”, 

où C est une constante réelle. 

243 



Sujet 14 

a) Démontrer l’existence et l’unicité de la solution z de l’équation différentielle 

(E;) : z' = — (Az + 1) telle que z(0) = 1. 

b) Donner l’expression de cette fonction que l’on notera z,. 

On veut maintenant montrer que la fonction 7, ne s’annule pas sur l'intervalle 

+ , ) # 

3. a) Démontrer que : 

À 
n(1+À) > ——. 
. ) À +l 

On pourra étudier sur ]0 ; 1] la fonction f définie par f(x) = In (1 + x) -— RE 
X + 

b) En déduire que ; MA+à> 

4. En déduire que la fonction z, ne s’annule pas sur L co ; 2e 

Démontrer alors que (E,) admet une solution strictement positive sur H co ; à 

que l’on précisera. 

Corrigé page 250 

Géométrie dans l’es 

On considère dans l’espace un cube de 3 cm de côté, noté ABCDEFGH et repré- 

senté sur l’annexe. 

Soit / le barycentre des points pondérés (E ; 2) et (F; 1), J celui de (F; 1) et 

(B:2)et,entin, K celui de (G:2)et (C1). 

On veut déterminer l’ensemble des points M équidistants de I, J et K. On note 

À cet ensemble. 

1. Placer les points Z, J et K sur la figure de l’annexe. 

2. Soit Q le point de A situé dans le plan (J/K). Que représente ce point pour le 
triangle [JK? 

Pour la suite de l'exercice, on se place maintenant dans le repère orthonormal 

suivant : (A: I AD, L AB, L AE) 
$ 3 3 
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3. Donner les coordonnées des points /, J et K. 

4. Soit P(2; 0; 0) et Q(1; 3; 3) deux points que l’on placera sur la figure. 

Démontrer que la droite (PO) est orthogonale au plan (JJK). 

5. Soit M un point de l’espace de coordonnées (x; y; z). 

a) Démontrer que M appartient à A si, et seulement si, le triplet (x; y ; z) est solu- 

tion d’un système de deux équations linéaires que l’on écrira. 

Quelle est la nature de À ? 

b) Vérifier que P et Q appartiennent à A. Tracer A sur la figure. 

6. a) Déterminer un vecteur normal au plan (//K) et en déduire une équation car- 

tésienne de ce plan. 

b) Déterminer alors les coordonnées exactes de (2. 

Annexe 

Corrigé page 253 
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Corrigés 

A- 1. 1er jour 2e jour 

0,2 E) 
Ei 0,5 08 2 

0,8 _-E; 

0,2 ? O; 

2AONA: 

P(E;) = . car, le premier jour, le touriste choisit sa direction au hasard parmi deux 

choix possibles. 
Pr,(0;) = 0,8, car la probabilité qu’il choisisse une direction opposée à celle prise la 

veille est de 0,8. 

PŒ,NE,) = PE XP(E;)=(1-P,(0,)) x P(E;) = ( — 0,8) x 0,5 = 0,1. 

3. On note p, la probabilité que ce touriste se rende sur la même plage deux jours consé- 
cutifs, c’est-à-dire pour qu’il aille, soit deux fois sur la plage Est, soit deux fois la plage 
Ouest. On a ainsi: 

p=P(E;NE,) + E(O, NO,) = 0,2. 

B - 1. 

Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues: 
A de probabilité p et À de probabilité (1 - p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment À suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire : 

piX = K) = Fe pk(1 - p}"-K, avec k entier tel que0<Kk<n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

La situation décrite correspond à une loi binomiale de paramètres p = 0,5 et n. 

P(X = k) ADS 0,5 -4= 0s"x[) 

2. a) Non, car, dans l’hypothèse de l’énoncé, il y a au moins 3 touristes présents ; or, si 

un touriste est heureux, cela signifie qu’il est seul sur sa plage et, en conséquence, que 
tous les autres se trouvent sur l’autre plage ; il y a alors au moins 2 touristes sur cette 
autre plage. 

246 



b)Onap=P(X=1)+P(X=n-1), car le touriste heureux est soit sur la plage Est, soit 

sur la plage Ouest. 

4 oi en o 
Le 1)! “ (n Sr RL 

2n 
2n 

n 

2n-1 É 

C) Dans ce cas, n = 10, d’où: p = . 10:02: 

On en conclut que la probabilité, arrondie au centième, qu’il y ait un touriste heu- 

reux parmi 10 est de 0,02. 

1.Ona:z'z=(x"+iy )x ip) =x"x—ix"y + iy'x + y'y = (xx + y'y) +107 —x"y), 

d'où: Re(z'z2)= xx +y"y. 
Re(z'z) = 0 & xx'+7yy=0 

<= OM.OM'=0 car om{*) et o(*) 

= OM et OM sont orthogonaux. ? ? 

2. D’après la question 1., on a Im(z'z) = xy' —x"y. 

Im(z'7)=0 = xy'-x'y=0 

& OM et OM sont colinéaires 

& 0, M et M' sont alignés. 

3: D? ne la question 1., on a OM et ON di équivaut à Re((z? — 1) z) =0; 

or, (z2—1)z = ((x + 2 — 1)(x —1y) = G + 20e — 1)(x— 1) 

A + 27 = Le —x+iy 

= (x3 + xy2 — x) + i(x2 y + y + y), 

d’où Re((z2 — 1) z) = 0 e x? ne 0 

ex(x?+y?-1)=0 

& x=0oux?2+y?= 1. 

Par suite, l’ensemble des points M tels que les vecteurs OM et ON soient orthogo- 

naux est la réunion de l’axe des ordonnées et du cercle de centre O et de rayon < 

ref ef 4.2) (5-1) ie E \-2)=-2(5-1)5-1)--2 1l° 

car z'z = |z|. 

b) O, N et P sont alignés © tm((L n 1j? 3 i) =0 
Z 

247 



Sujet 14 CORRIGÉS 

S Im [22 5 -1f)=0 22 

= 5 = 1/7 im 73 = 0 can PA eotreel 
22 2 

1 2 e 20/5 -1| =10 D 

& x=0 ou y=0 ca -1#0. 
Z 

Ainsi, l’ensemble recherché est composé des deux axes de coordonnées. 

SPÉCIALITÉ 3 {:1ele 

1. a) On a 17 x 9 — 24 x 6 = 153 — 144 = 9, 
On constate que le couple (9 ; 6) est bien solution de l’équation (&). 

b) 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by = c, avec à, b, c, xet y 
entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 
* on cherche une solution (x, ; y,) particulière ; 
+ on se ramène à la résolution de a(x, - y,) = b(xX, — Yo) ; 
e puis on utilise le théorème de Gauss. 

Un couple (x; y) d’entiers relatifs est solution de l’équation 17x — 24y = 9 
équivaut à 17x — 24y = 17x, — 24y;, 
équivaut à 17 (x — 9) = 24 (y —- 6). 

Or, 17 divise de manière évidente 17 (x — 9), 

ainsi 17 divise 24 (y — 6), car 17 (x —9) = 24 (y —6) 

donc, d’après le théorème de Gauss, 17 divise (y — 6), car 17 et 24 sont premiers 

entre eux 

par suite, il existe un entier relatif k tel que (y — 6) = 17K, 
d’où y = 17k + 6, avec k entier relatif. 

y=17k+6 
17(x — 9) = 24(y — 6) 

y=17k+6 
17(x — 9) = 24 x 17k 

y=17k+6 
x—9=24k 

y=17Kk+6 
x=24k+9 

Réciproquement, tous les couples (24k +9 ; 17k +6), avec k entier relatif, sont solutions 

de l’équation. 

Conclusion : l’ensemble des solutions de l’équation 17x — 24y = 9 est l’ensemble des 
couples de la forme (244 + 9 ; 17k + 6), où k entier relatif. 

17x — 24y =9 équivaut à | avec k entier relatif 

équivaut à avec k entier relatif 

avec k entier relatif équivaut à 

équivaut à | avec k entier relatif. 
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2. a) Pour aller du point H au point À, Jean doit parcourir L + Les de tour de cercle. 

Or, il parcourt le cercle en 24 secondes ; Jean va donc du point Æ au point À en 9 

secondes. 

Ainsi, en partant du point H, Jean passe sur le point À toutes les 24y + 9 secondes. 
De plus, le pompon repasse sur le point À toutes les 17x secondes. 
On en déduit que Jean et le pompon se trouvent en même temps sur le point À si, et seu- 

lement si, 17x = 24y + 9. 

Par conséquent, (x ; y) est bien solution de l’équation 17x — 24y = 9 et, donc, de (&). 

x=24k+9 
b) D’après les questions 2. a) et L b), a 

P 4 ) aol É M7 
, avec k € N (comme k est un 

nombre de tours, il est positif). 

Par suite, la plus petite solution de ce système est obtenue pour k = 0, soit F me 

Ce couple correspond à un temps de 1 = 17 x 9 = 153 secondes, ou encore 2 minutes et 

33 secondes. 
On en conclut que Jean n’aura pas le temps d’attraper le pompon en 2 minutes. 

c) Les autres éventuels points de contact entre Jean et le pompon sont B, C et D. 

* Pour aller du point H au point B, Jean doit parcourir = + = = - de tour de cercle. 

Or, il parcourt le cercle en 24 secondes et va donc du point H au point B en 15 secondes. 

Ainsi, en partant du point A, Jean passe sur le point B toutes les 24y + 15 secondes. 

De plus, le pompon fait = de tour pour aller de À à B et met donc = x 17 = - secondes. 

En conséquence, en partant de À, le pompon passe sur le point B toutes les 

RASE = secondes. 

Finalement, Jean et le pompon se trouvent en même temps sur le point B : 

si, et seulement si, 24y + 15 = 17x + &. 

si, et seulement si, 24y — 17x = — . avec x et y entiers naturels. 

Ce qui est impossible, car — — CZ. 

+ Par le même raisonnement, on obtient que, en partant du point Æ, Jean passe sur le 

point C toutes les 24y + 21 secondes. 

LT 
De plus, en partant de À, le pompon passe sur le point C toutes les 17x + cd secondes. 

Finalement, Jean et le pompon se trouvent en même temps sur le point C: 

si, et seulement si, 24y + 21 = 17x + _. 
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si, et seulement si, 24y — 17x = — . avec x et y entiers naturels. 

Ce qui est impossible, car — É Ze 

+ Par le même raisonnement, on obtient que, en partant du point H, Jean passe sur le 

point D toutes les 24y + 3 secondes. 

De plus, en partant de D, le pompon passe sur le point B toutes les 17x + Ée secondes. 

Finalement, Jean et le pompon se trouvent en même temps sur le point D : 

si, et seulement si, 24y + 3 = 17x + =2 

si, et seulement si, 24y — 17x = e avec x et y entiers naturels. 

Ce qui est impossible, car . Z. 

d) Pour aller du point E au point À, Jean doit parcourir . de tour. 

Or, il parcourt le cercle en 24 secondes et sera donc au point E au point À en 3 secondes. 
Ainsi, en partant du point E, Jean passe sur le point À toutes les 24y + 3 secondes. 
De plus, le pompon repasse sur le point À toutes les 17x secondes. 
Par suite, Jean et le pompon se trouvent en même temps sur le point À si, et seulement 
si, 17x = 24y +3. 

Une solution particulière de cette équation est (3 ; 2). 
On voit que Jean se retrouve à portée du pompon au bout de 2 tours, c’est-à-dire au bout 
de 51 secondes. Il aura donc le temps en 2 minutes d’attraper le pompon. 

L. y, satisfait l’équation différentielle (E,) ; on a, par conséquent : 

Yo = 70 + M0 
Me + À car »9> 0 sur fe : À donc y, # 0 sur F- ; à] 
Yo Yo 2 2 

—z'=1+Àz 

1 NS 1 : : Dr 
car z = — est dérivable sur |-  ; e comme inverse d’une fonction dérivable 

Yo 

ne s’annulant pas sur H © ; >| et z' = ms 

Y6 

Finalement : z' =-Àz- 1, avec z(0) = CEE 
0) 1 
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2. a) Posons Z = Àz + 1. 

Z est dérivable sur H co ; =} car zlestetZi—À7. 

(Eÿ) :z'=-(Az+1),avecz(0)=1 = = — Z, avec Z(0) = Àz(0) + 1, car À 4 0 

<> Z'=—XZ, avec Z(0)'=W+ 1. 
Cette équation associée à la condition initiale admet une unique solution ; ainsi (E;) 

admet une unique solution. 

b) Les solutions sont donc de la forme Z(x) = Ce-\. 

D’après la condition initiale, on obtient que : Z(0)=C=X+ 1, 

d’où ZQ) = (À + 1)e-, 

Z@)-1 _ A+De“-1 
soit Zp (x) = : ï , pour tout x de H co ; >| 

3. a) Soit fx) =In (1 +x)- X 

x+l 
sur / = ]0 ; 1]. On a: 

xr> 1 +xest dérivable sur / 
Or | donc x > In (1 + x) est dérivable sur J. 

X est dérivable sur / comme fonction rationnelle dérivable sur son ensemble 

x+1 de définition. 

Ainsi, f est dérivable sur / comme somme de fonctions dérivables sur Z. On a: 

' 1 1X(x+1)-xx1 
XX) = —— — —— 

64 IDE (x + 1} 

0 1 

léenee(iar 0 

a) Sur. 
(1 + x)? 

Par suite, f est strictement croissante sur T. 

lim n(1+x)=0 
x—0 

lim —*_=0 
N=> 0x + 

Par ailleurs : d’où lim f(x) = 0. 
x — 0 

f est strictement croissante sur / 

On a donc: lim f(x = 0 soit f(x) > 0 sur J. 

x 0 

D’où In (1 +x)=—%— > 0 sur JO ; 1]. 
x+l 

Finalement : 

In (1 + À) > À , pour tout À de ]0 ; 1]. 
1+À 
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b)Ona:0<X< 1, 

soit 1 <À +1 <2, 

1 1 

ALU 000 
puis 

A A Sr 0 1 
+1 D) 

À 
ou encore In (1 + À) > 2 

On en conclut que : : In (+à) > = car À > 0. 

4. On va chercher à résoudre l’équation suivante : z, = 0. 

(À + le 1 
Z) = 0 équivaut à = 0, 

équivaut à (À + 1)e- 1 =0, car À Z 0 

équivaut à e- = ne carà #1 
1+X 

1 

1 | RE 

D. pour toutaetbdeR',a=b=na=hb 

In (e*) = x sur R 

> 0 

équivaut à — Àx = In ( 

équivaut à —-Ax=-In(1+À), carin (2) = — In (a) pour tout a de R} 

équivaut à x = = n(i+À), carÀz0. 

On obtient finalement : z,(x) = 0 & x = = In (1 + À). 

Or, on sait, d’après la question 3. b), que = In (1 +) > à 

donc z, ne s’annule pas sur H co ; = 

Comme z, ne s’annule pas sur H co ; El on peut écrire y, = L : 

Zo 

ainsi yÿ(x) = Sn ee sur H © ; Se 
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ES 
S 

Es 
— — 

S 

Dress. 
4 

k: 

Rappel de cours: si G le barycentre de {(A; a),(B; b)}, alors AG = b = AB. 
a + 

Ona:ÆT= EF, Fl=ÈFB et GK=— GC 

2. Q est équidistant des points Z, J'; Q appartient donc au plan médiateur de [JJ]. 

Q est équidistant des points /, K ; Q appartient donc au plan médiateur de [ZK1. 

Q est équidistant des points J, X ; Q appartient donc au plan médiateur de [J K] 

De plus, Q appartient au plan (/K) ; ainsi Q est l’intersection des trois médiatrices du 

triangle ZJK. Par suite, Q est le centre du cercle circonscrit au triangle Z/K. 

3. Dans le repère (a: 3 AD. = AB, : AË } les coordonnées des points suivants sont : 

A(0:0;0); DG:0;0); B(0;3;0); E(0:0;3); CG:3;0); HG:0;3); 
F0 2623): 6622 :3) 

On a: EI = = EF. On utilise la relation de Chasles. 

EA + AI = 3 48 car EF = AB dans un cube 

AE Dipe Apr 2% Ar 
3 3 3 

d’où (0 ; 1 ; 3). 
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On a: FJ = = FB. On raisonne comme précédemment. 

FA + AJ EA car FB = EA dans un cube. 

SAPFAD ALES car AF=0x + AD +3x + AB+3X AE 
& [D 

AT=AB + AE Ÿ AE - 3x 3 48+ AE 

d’où J(0; 3; 1). 

:Ona:GK= + GC. 

GA + AK = EA Cr CO A 

- AD + AB + AË) + AK=- AE car AG=3x + AD+3x— AB+3x AE 

AK = AD + AB+ŸAE=3x 2 AD +3x 2 AB+2x + Æ 

d’où K(3; 3; 2). 

ROna Ji 20 1,2 1ret POI 3 
—2 - 1 3 

IJ.PO=0x(- 1)+2x3-2%X3=0; on en déduit que les vecteurs 1J et PQ sont ortho- 

gonaux et, en conséquence, que les droites (1J) et (PQ) sont orthogonales. 

IK.PO=3X(-1)+2x3—1x3=0; on en déduit que les vecteurs ZX et PQ sont ortho- 
gonaux et, en conséquence, que les droites (ZK°) et (PO) sont orthogonales. 

Finalement, on constate que la droite (PO) est orthogonale à deux droites sécantes du 

plan (JK) ; (PQ) est donc perpendiculaire au plan (1JK). 

5.ameAalMI-M) 
MI = MK 

MI? = MI? 
MP? = MK? 

elx2+O@-1D7+(4-3)ÿ =x2+(y-3) + (2-1) 
x2+(y-1/+(-3}/=G-3} +6-3)+(G-2ÿ 

Le 

ee Un. FAN REZ —6z2+9=x2+7y? —6y+9+72-2:+1 

Fe —2y+1+72-672+9=x2-6x+9+y2-6y+9+72-47+4 

4y-4z=0 

6x+4y-2z-12=0 
î 

254 



Sujet 14 CORRIGÉS 

VE 
3x+y—-6=0 

X=-—1+2 

ss , ave tER 
y=t 

z=t 

CE 
Ainsi, À est une droite de vecteur directeur # passant par le point P. 

1 

b) On a P € A (vu à la question précédente). 
Pour { = 3, on obtient que le point de coordonnées (1 ; 3 ; 3) appartient à A, d’où Q € A. 

6. a) À la question 4., on a vu que la droite (PQ) est perpendiculaire au plan (JZK) ; le 

- 1 

vecteur PQ 3 
3 

Une équation du plan (J/K) est alors de la forme: — x + 3y+3z+d=0. 
On sait que / € (UK), donc — x, + 3y, + 3z, + d = 0, soit d = — 12. 

En conclusion, une équation cartésienne du plan (LJK) est : — x + 3y + 3z — 12 = 0. 

—x+3y+3z-12=0 

rl 
b) On a: Fe RMS 

DEA = Y=1 
z=t, 

| est donc normal à ce plan. 

d'où(-Lr+2)+31+31-12-0 

soit 12 t—14=0, 
3 

42 

19 
On remplace t par sa valeur dans les expressions de x, y et z et on obtient : 

- 24 
19 

22 

19 

42 
Z=—, 

19 

soit : o[# ; 

finalement: {= 

24 , 42 ; 

19 * 19 19 

255 



Polynésie française 

CONSEILS 
Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 50 min. 

— Exercice 2 : 50 min. 

— Exercice 3 : 1 h 20 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre- 
ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 

DONeRE Nombres complexes — Interprétation géométrique, 

Transformation géométrique (4 points) 

1. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O ; 4, v). 

On pose a =3,b=5-721iet c =5 +21. On désigne par À, B et C les points d’af- 

fixes respectives a, b et c. 

Soit M un point d’affixe z du plan, distinct des points À et B. 

a) Montrer que ABC est un triangle rectangle isocèle. 

b) Donner une interprétation géométrique de l’argument du nombre complexe : 

z —3 

2 Di 
c) Déterminer alors l’ensemble des points M d’affixe z tels que re soit 

z—5+2i 
un nombre réel strictement négatif. 

2. Soit F le cercle circonscrit au triangle ABC et Q le point d’affixe 2 — 1. 

a) Donner l'écriture complexe de la rotation r de centre Q et d’angle — 

b) Déterminer l’image T°” de I” par la rotation r. Déterminer une équation para- 

métrique de L”. 
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Probabilités - Conditionnement (4 points) 

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires indiscernables au tou- 

cher. 

1. On effectue trois tirages successifs au hasard d’une boule selon la procédure 

suivante : après chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on la remet dans 

l’urne et si elle est noire, on ne la remet pas dans l’urne. 

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obte- 

nues à l’issue des trois tirages. 

On pourra s’aider d’un arbre pondéré. 

a) Quelles sont les valeurs prises par X ? 

b) Calculer P(X = 0). 

c) On se propose de déterminer maintenant P(X = 1). 

+ Montrer que la probabilité que la seule boule noire tirée soit obtenue au second 

, 8 
tirage est égale à —. 

. - 45 

+ En remarquant que la seule boule noire peut être tirée soit au premier, soit au 

deuxième, soit au troisième tirage, calculer P(X = 1). 

2. On reprend l’urne dans sa composition initiale : 4 boules blanches et 2 boules 

noires indiscernables au toucher. 

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3. 

On effectue maintenant n tirages successifs au hasard d’une boule dans l’urne 

selon la même procédure : après chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on 

la remet dans l’urne et si elle est noire, on ne la remet pas dans l’urne. 

Soit k un entier compris entre 1 et n. 

Soit N l'événement : « La k-ième boule tirée est noire et toutes les autres sont 

blanches. » 

Soit À l'événement : « On obtient une boule blanche dans chacun des &— 1 pre- 

miers tirages et une boule noire au k-ième. » 

Soit B l'événement : « On obtient une boule blanche dans chacun des (n— k) der- 

niers tirages. » 

Calculer : 

+ PCA), 
: 4(B) 

- et P(N). 

Corrigé page 261 
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Analyse — Fonction exponentielle, Intégration (7 points) 

1. Soit f la fonction définie sur R par: 

Go) = (2x? - 4x7) *. 

a) Déterminer les limites de f en — + et en + co. 

b) Calculer f'(x) et montrer que : 

fl) = 2x (-x2+ 5x = de, 

c) Dresser le tableau de variations de f. 

d) Tracer la courbe (C) représentative de f dans un repère orthonormal (O ; LU ). 

(Unité graphique : 1 cm.) 

1 
2. Pour n € N’, on pose 1, = le e* dx. 

a) À l’aide d’une intégration par parties, calculer / j' 

FATS 4 Ci il 

b) On admet que, pour tout r supérieur ou égal à 2,7, =n1,_, -—. 
e 

Déterminer /, et Z;. 

c) Soit À l’aire, exprimée en cm?, du domaine délimité par l’axe des abscisses, 

la courbe (C) et les droites d’équation x = 0 etx= 1. 

Calculer A. 

3. Soit u une fonction définie et dérivable sur R. 

On définit la fonction v sur ]0 ; + c[ par v(x) = a[=) 
x 

a) On suppose que u est croissante sur l’intervalle [a ; b] (où 0 < a < b). 

Déterminer le sens de variation de v sur . ; 2} 
a 

b) On définit maintenant la fonction g par g(x) = f (2 sur JO ; + of , où fest la 
x 

fonction définie à la question 1. 

Déterminer les limites de g en 0 et en + ce, 

c) Déduire des questions précédentes le tableau de variations de la fonction g sur 

l’intervalle ]0 ; + of. 
Corrigé page 262 
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LT Géométrie dans l’espace — Produit scalaire, Bar ycentre 

(5 points) 

L'espace est muni d’un repère orthonormal (O ; . ji. À). 

Soit (P,) le plan d’équation cartésienne — 2x + y +7 — 6 =0 et (P,) le plan 

d’équation cartésienne x — 2y + 47 -9 = 0. 

1. Montrer que (P.) et (P,) sont perpendiculaires. 

On rappelle que deux plans sont perpendiculaires si, et seulement si, un vecteur 

normal non nul à l’un est orthogonal à un vecteur normal non nul à l’autre. 

2. Soit (D) la droite d’intersection de (P,) et (P,;). 

Xe ler 2t 

Montrer qu’une représentation paramétrique de (D) est: | y=-8+3,1ER 
2e 

3. Soit M un point quelconque de (D) de paramètre f et soit À le point de coor- 

données (—9;-4;-—1). 

a) Vérifier que À n’appartient ni à (P,), ni à (P;). 

b) Exprimer AM? en fonction de t. 

c) Soit f la fonction définie sur R par f(6) = 21? — 21 +3. 

* Étudier les variations de f. 

+ Pour quel point M, la distance AM est-elle minimale ? 

Dans la suite, on désignera ce point par I. 

+ Préciser les coordonnées du point /. 

4. Soit (Q) le plan orthogonal à (D) passant par À. 

a) Déterminer une équation de (Q). 

b) Démontrer que J est le projeté orthogonal de A sur (D). 

Corrigé page 265 

EE
 

1. a) On a: 

AB=|2,-2,=15-2i-31=12-2i=V22+(62) =2V; 

AC=z0-2,|=15+2i-31=12+2i1=V2+22=20; 
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BC = lzc-2pl =|5+2i-5+2i|=|4i| =4; 

donc AB = AC. 
De plus, on constate que AB? + AC? = 8 + 8 = 16 = BC?; le triangle ABC est, par consé- 
quent, rectangle en À d’après la réciproque du théorème de Pythagore. 
Ainsi le triangle ABC est isocèle rectangle en À. 

b) arg reste (= " | = e(#—) = mes (MB, MA) (mod 27). 
z-5+2i Z—Zp Zn —2 

D’un point de vue géométrique, cet argument représente la mesure de l’angle 

(MB, MA) 

c) On cherche Fe < 0. 
z—5+2i 

z—3 AE : z—3 
—— < 0 équivaut à arg| ————— |=7x (mod 27), 
z—5+2i z—5+21 

équivaut à mes (MB, MA) = T (mod 27), 

équivaut à M € [AB], privé de À et B. 

ue < 0 est le segment [AB] privé des L'ensemble des points M tels que 
z-5+2i 

points À et B. 

2. a) 

Rappel de cours: si A’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre 
Q d'affixe z,, et d'angle 8, alors: 

Zn Zoe (za 20) 

Ici, si M’ d’affixe z’ est l’image du point M d’affixe z; alors: 
it 

7'—Z29=€ (Ge 7) 

z'—2+i=-i(z-2+i) 

z'=-iz+3+i. 

b) Comme le triangle ABC est isocèle rectangle en À d’après la question 1. a), le cercle 
ZR +2 BTE Fa pour centre D le milieu du segment [BC], d’affixe = 5 et pour rayon . = 2, 

L'image de T° par la rotation r est donc le cercle de centre D’ = r(D), de rayon 2 et on a: 
Zp'=-iZn+3+i=-5i+3+1=3-4i 
Finalement : [” est le cercle de centre D’ d’affixe 3 — di et de rayon 2. 

Rappel de cours: équation paramétrique d'un cercle 
Soit C le cercle de centre A(a, b) et de rayon R. 

x=a+Rcose 
=b+Rsino avec 8 € [0 ; 2x. MX, y) appartient à C si, et seulement si, 

On obtient ici l’équation paramétrique suivante : E ë ; ss +“ 4 avec 8 € [0 ; 2x. 
y=2sin6- 
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1. Voici l’arbre pondéré des tirages : 

2 
”) 3 
Au D 

21022 AT DE 
3 Ï 5 

# N 
3 

NE N 
Los 

4 5 à 
1 5 . 
3 L N 
3 N s 

1 RSR PTE L NE B 

a) L'arbre ci-dessus nous indique que X peut prendre les valeurs 0, Let 2. 

b) X = 0 correspond au tirage de trois boules blanches ; ainsi 

PL De ee 
NS 27 

c) + Si la seule boule noire est obtenue au second tirage, on se trouve sur la branche BNB 

de l’arbre. Par suite, la probabilité vaut 2. X 5 x Si LB 
SES SA AS 

SAN 8 D PGD KI 
+ P(X = 1) = P(NBB) + P(BNB FPAREN)=- = -F——h ex 

, ‘ CRE RON CRE ARE TE CIRE 

À 144 + 120 + 100 _ 364 

27 x 25 675 

2. « Si l'événement À se produit, la composition de l’urne pour les k tirages reste inchan- 

gée : 4 boules blanches et 2 noires ; 

a'ou: PA) = (2) re 
3 3 3k 

+ Si l'événement B se réalise sachant que A est réalisé, à partir du (k + 1)-ième tirage, 

l’urne est composée de 4 boules blanches et d’une boule noire pour chacun des (7 — &) 

tirages restants. On doit ainsi calculer la probabilité de tirer successivement (7 — k) 

boules blanches dans une urne contenant à chaque fois 4 boules blanches et une boule 

noire. 

Donc: P,(B) = OR 

+ On remarque que N = À NB, d’où: 
k-1 ÈR 2k-1 x D2n-2k 22n-k-1 

: = _ 2 Me 
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1. a) Calculons les limites : 

e lim ent — Eco 

= lim f(x) =-c. 
lim (x°=4x2)=" lim 22-20 x 0 

Mes? 100 X — —00 

*On a f(x) = 2xŸe7* - 4x2e-*, pour tout x réel . 

lim 2xe *=0et lim 4x2e-*=0, en utilisant les théorèmes de croissance comparée ; 
X — + © X — + © 

ainsi lim f(x) = 0. 
X — + © 

b) 

Rappel de cours: dérivation 
e Dérivation du produit de deux fonctions : soient u et v deux fonctions dérivables sur un 
intervalle /; uv est alors dérivable sur / et (uv)’ = u’v + uv’. 
e Dérivée de la fonction e!: soit u une fonction dérivable sur un intervalle /; el est alors 
dérivable sur / et (e“)' =u’et. 

f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R. 
Pour tout x réel : 

FO = CG re FOX Ar M Ce) (OX LR 0x7 FAT T)e 

= (— 2x% + 10x2 - 8x)e * = 2x(- x? + 5x - dje x. 

c) On sait que e-* > 0 pour tout x réel ; alors f(x) est du signe de 2x(— x? + 5x — 4). 
Le discriminant du polynôme du second degré vaut A = 52 — 4 x 4 = 9 et ses racines sont 
let 4. 
Par suite, — x? + 5x — 4 est du signe de a = — 1 < 0 à l’extérieur des racines et de —a à 
l’intérieur. 
On peut ainsi compléter le tableau de variations suivant : 



Sujet 15 CORRIGÉS 

d) TIM IFR DEP SA re MTS 5 fo Qi DE To à Ï 1 T qe f 

| | \ | | il { | L | | | ] 

Lula pe 2 LTÉE 7 de 
pee he, lt. nel Li 
du de Li PO CSS TRS CS RE I RE 
2 A ES A 2 D EE D DS ES + 
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Rappel de cours: intégration par parties 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u' et v' le sont 

aussi. On a alors: 
b 
[ u(av'(x) dx = [uL)vIE - F u'(x)v(o dx. 

1 
a) I, = [ Len 

0 

Posons Le nr aloe re = 
v'@)=e7 y(x) =—e-* à une constante près. 

Les fonctions u, v, u’, v' sont dérivables et on peut donc écrire : 

1 1 
H= free tre + | e-*d=-e"l+[-e*]l=-e"! Lenhi=l-2el. 

0 0 

b) On admet que 7, = n1,_; — d pour tout n supérieur ou égal à 2 ; on obtient donc: 
e 

1,=21,-2=2(1 -2)-1=2-$, d’après la question 2. à) 
e en € e 

1,=34-123{-5)-126-%. 
È CRUE e 

c) D’après le tableau de variations de f obtenu à la question 1. c), on a f@) < 0 pour 

0 < x < 1. L’aire, exprimée en unités d’aire, du domaine délimité par l’axe des abs- 

cisses, les droites d’équation x = 0, x = 1 et la courbe de la fonction f est donc égale à 

l 

l’opposé de l’intégrale [ f@) dx ; ainsi: 
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l 1 
I ! 

A == [rc dre fx arte are -2 [xt er ax +4 fa2e-x dx, 
0 0 

0 

A=-2],+4L, =-2{6-S)+4f2-3) = 4 + 22 unités d'aire. 
e e e 

Or, 1 unité d’aire vaut 1 cm? selon l’unité graphique proposée à la question 1. d). 

12 
En conclusion, À = — 4 + —< = 0,4 cm2. 

3. 

Remarque : il s'agit presque d'une question de cours. 

a) Soient x et y éléments de 2] 
a 

l 1 I DEAD 
. <x<y<— implique a <—<—< pb, Car | la fonction inverse est 

2 2 décroissante sur R° 

s ; 1 1 car la fonction x est croissante 
implique u|—| < u| —}, 

y x sur [a, b] 

implique v(y) < v(x). 

La fonction y est donc décroissante sur ls ; 1} 
a 

b) 

Rappel de cours: théorème des limites de fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + + où — c. 

lim f(x) = 

She alors lim(gef)(x = c. 
lim gd=c KEIa 
x b 

= AE ,. g(@x) = 0, d’après le théorème sur les limites 
de fonctions composées. 

°. lim () Er 

x—0* FE 

lim f@) = 0 
X — + 00 

X — +0 \ x | 

f(0) = 0 
= lim g(x)=0, carla fonction f est continue en 0. 

X — + co 

c) En utilisant un raisonnement analogue à celui de la question 3. a), on peut montrer 
que si la fonction w est décroissante sur [a, b], alors la fonction v est croissante sur 

p] 
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On applique ces résultats aux fonctions f et g; on obtient alors les variations de 2, 

«contraires » à celles de f. 

1. 

Rappel de cours: un plan P d'équation ax + by + cz + d = 0 admet un vecteur normal de 

a 

coordonnées | b |. 

c 

—2 

Le plan (P,) a pour vecteur normal | l | 
1 

1 

et le plan (P,) a pour vecteur normal a à ; 
A 

On a ni =-2XxX1+1x(-2)+1x4=0;les vecteurs sont donc orthogonaux et tous 

deux non nuls. 

On en déduit que les plans (P.) et (P,) sont perpendiculaires. 

2. Soit M(Xx, y, z) un point de la droite (D). 

M € (D) équivautà ME (P)e&tME (P;) 

—2x+y+z-6=0 mor 
Sur RL EN 

em : (= 2x7 20 
t 

AS D me aus rat 

Ve 2x2 +0 nr 
Ses È 3x + 67-21 = 0, 
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y=2x-7+6 
équivaut à 
4 È DENT, 

équivaut à y=2(2z-7)-z+6=3z-8 

NV 27 Ne 

Posons maintenant z = f, on obtient : 

x=21-7 

M € (D) équivaut à { y=3-8, avec ft réel. 

VEN 1 

3.a)Ona -2x(-9)+(-4)+(-1)-6=18-4-1-6=7#0: ainsi À € (P,). 
De même, (—-9)-2x(-4)+4x(-1)-9=-9+8-4-9=-1440; donc À € (P,). 

b) AM2 = (x + 992 + (y + 432 + (2 + 1)2= (7 + 21 + 9)2 + (8 + 31 + 4) + (1 + 1) 
AM? = (26 + 2)? + (31— 4)? + (1 + 1)2 = 482 + 8t + 4 + 912 — 241+ 16+12+21+1 
AM? = 14r2 — 145 + 21 = 7(262 — 21 + 3). 

C) 

Rappel de cours: soit P(x) = ax? + bx + c, avec a, b, c réels. 

Si a < 0, P est croissante sur H co ; — 2 et décroissante sur [- Fa + a]. 
a a 

Si a > 0, P est décroissante sur H co ; — 2. et croissante sur [- 2 , + æ|. 
a a 

+ f admet pour représentation graphique une parabole tournée vers le haut, car a =2 > 0; 

on peut donc affirmer que f est décroissante sur E co ; d et croissante sur E 3 + æ|. 

D’après ses variations, la fonction f admet alors un minimum en x = = valant f eu = . 

+ On en déduit que, comme AM? = 7 f(f), la distance sera minimale pour t = = et 

vaudra alors V TX » = _n 
2 2 

“ail : ; > 13 1 
+ Pour { = 5? on obtient le point Z de coordonnées | -— 6 ; — F ; 5: à 

2 
4. a) De sa représentation paramétrique, on en déduit que 1 à est un vecteur 

1 
directeur de (D). 

Le plan (Q) est orthogonal à (D) et a donc # pour vecteur normal. 
Son équation est ainsi de la forme : 2x + 3y + z + d = 0, où d est un réel. 
De plus, on a À € ©, ce qui signifie que ses coordonnées vérifient l’équation de (Q) : 
soit: 2X(—-9)+3xX(—-4)+(-1)+4=0, puis d= 31. 

Le plan (Q) a donc pour équation 2x + 3y + z + 31 = 0. 
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b) Par définition, le point / appartient à la droite (D). 

De plus, on a Ai =(-6+9)x2+[- 2 +4)x3+ (+ 1}x1=6- +520; 

ces vecteurs sont donc orthogonaux. 
Le point I est bien le projeté orthogonal de À sur (D). 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Spécialité exercice 3 : 60 min. 
— Exercice 4 : 60 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 
réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 

donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de l’indi- 
quer clairement sur la copie. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’appré- 
ciation des copies. 

Géométrie dans l’espace — Barycentre (5 points) 

Soit (O; i, ; k) un repère orthonormal de l’espace. 

On considère les points À (2, 4, 1), B (0, 4, —3), C (3, 1, —3), D (1,0, -—2), 

Po nr 42) 
5 5 

Pour chacune des cing affirmations suivantes, dire, sans le justifier, si elle est 
vraie ou si elle est fausse. 
Pour chaque question, il est compté un point si la réponse est exacte et zéro 
sinon. 

1. Une équation du plan (ABC) est: 2x +2 y—z-—11=0. 

2. Le point E est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). 

3. Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales. 
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4. La droite (CD) est donnée par la représentation paramétrique suivante : 

x=-1+2t 

(CD) { y= -1+t (GER) 

z=|-t 

5. Le point 1 est sur la droite (AB). 

Analyse - Fonction exponentielle, Intégration (5 points) 

1. Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = xZ2el-*, On désigne par @ sa cour- 

be représentative dans un repère orthonormal (O ; ï,j ) d’unité graphique 2 cm. 

a) Déterminer les limites de f en — et en + +; quelle conséquence graphique 

pour € peut-on en tirer ? 

b) Justifier que f est dérivable sur R. Déterminer sa fonction dérivée f”. 

c) Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe €. 

2. Soit n un entier naturel non nul. On considère l’intégrale J, définie par 

4 oo. 
0 

a) Établir une relation entre 1, , , et ae 

b) Calculer /,, puis L.. 

c) Donner une interprétation graphique du nombre 1,. On la fera apparaître sur 

le graphique de la question 1. €). 

3. a) Démontrer que, pour tout nombre réel x de [0 ; 1] et pour tout entier natu- 

rel n non nul, on a l’inégalité suivante : x" < xrotnhe en 

b) En déduire un encadrement de ,,, puis la limite de Z, quand n tend vers + co. 

Corrigé page 274 

Nombres complexes — Lieux géométriques (5 points) 

On considère le plan complexe P rapporté à un repère orthonormal direct (O ; w, v). 

Dans tout l’exercice, PO} désigne le plan P privé du point origine ©. 

1. Question de cours 

On prend comme prérequis les résultats suivants : 

_ Si zet z' sont deux nombres complexes non nuls, alors : 

arg(zz') = arg(z) + arg(z')à 2 kT près, avec k entier relatif. 
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— Pour tout vecteur w non nul d’affixe z, on a: 

arg(z) = (u ; w) à 2 k nr près, avec k entier relatif. 

a) Soit z et z’ des nombres complexes non nuls ; 

démontrer que ar[ =) - = arg(z) — arg(z') à 2 &n près, avec k entier relatif. 

b) Démontrer que, si À, B, C sont trois points du plan, deux à deux distincts, 

a = (AB, AC) à 2 kr près, avec 
— a 

k entier relatif. 

2. On considère l’application f de P\K{O} dans P\{O} qui, au point M du plan 

d’affixe z, associe le point M” d’affixe z’ définie par : z' = —. On appelle U et V 
z 

les points du plan d’affixes respectives 1 et 1. 

a) Démontrer que, pour z Z 0, on a arg(z') = arg(z) à 2 Kn près, avec & entier 

relatif. 

En déduire que, pour tout point M de P\{O}, les points M et ” = f(M) appar- 

tiennent à une même demi-droite d’origine ©. 

b) Déterminer l’ensemble des points M de P\{O} tels que f(M) = M. 

c) M est un point du plan P distinct de O, U, et V; on admet que M! est aussi 

distinct de O, U, et V. 

Établir l'égalité 21 - ie 1 | e. É “1 . 
Ï z+i 7 z'-i 

et arg| 7 . 
- z—i 

3. a) Soit z un nombre complexe tel que z # 1 et z Zi, et soit M le point d’affixe z. 
Démontrer que M est sur la droite (UV) privée de U et de V si, et seulement 

! 
2 , , Pl 

En déduire une relation entre à : 
2 

1 à 
— est un nombre réel non nul. 

DA 
si, 

b) Déterminer l’image par f de la droite (UV) privée de U et de V. 

Corrigé page 277 

DEEE) Arithmétique - MEN Gauss (5 AE SPÉCIALITÉ 

Partie A : Question de cours 

1. Énoncer le théorème de Bézout et le théorème de Gauss. 

2. Démontrer le théorème de Gauss en utilisant le théorème de Bézout. 
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Partie B 

n = 13 (19) 
Il s’agit de résoudre dans Z le système (S) { n =6 (12) 

1. Démontrer qu’il existe un couple (, v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = É. 

(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d’un tel couple.) 

Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N = 13 X 12v +6 x 19u est une solu- 

tion de (S). 

2. a) Soit n, une solution de (S), vérifier que le système (S) équivaut à: 

n = n9 (19) 

LU = ñ9 (12). 

n = ñ9 (19) 
b) Démontrer que le système { équivaut à n = n9 (12 X 19). 

n = np (12) 

3. a) Trouver un couple (u, v) solution de l’équation 19u + 12y = 1 et calculer la 

valeur de N correspondante. 

b) Déterminer l’ensemble des solutions de (5) (on pourra utiliser la question 2. b)). 

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu'on le divise par 12, le reste est 6, et lors- 

qu’on le divise par 19, le reste est 13. 

On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division ? 

Corrigé page 278 

Probabilités — Conditionnement (5 points) 

1. Dans un stand de tir, un tireur effectue des tirs successifs pour atteindre un 

ballon afin de le crever. À chacun de ces tirs, il a la probabilité 0,2 de crever le 

ballon. Le tireur s’arrête quand le ballon est crevé. Les tirs successifs sont sup- 

posés indépendants. 

a) Quelle est la probabilité qu’au bout de deux tirs le ballon soit intact ? 

b) Quelle est la probabilité que deux tirs suffisent pour crever le ballon ? 

c) Quelle est la probabilité p, que n tirs suffisent pour crever le ballon ? 

d) Pour quelles valeurs de n a-t-on:p, 7 0,99 ? 

2. Ce tireur participe au jeu suivant : 

Dans un premier temps, il lance un dé tétraédrique régulier dont les faces sont 

numérotées de 1 à 4 (la face obtenue avec un tel dé est la face cachée) ; soit k le 

271 



Sujet 16 
I —— 

numéro de la face obtenue. Le tireur se rend alors au stand de tir et il a droit à k 

tirs pour crever le ballon. 

Démontrer que, si le dé est bien équilibré, la probabilité de crever le ballon est 

égale à 0,409 6 (on pourra utiliser un arbre pondéré). 

3. Le tireur décide de tester le dé tétraédrique afin de savoir s’il est bien équili- 

bré ou s’il est pipé. Pour cela, il lance 200 fois ce dé et il obtient le tableau sui- 

vant : 

Nombre de sorties de la face k 58 

a) Calculer les fréquences de sorties f, observées pour chacune des faces. 

. 2 
b) On pose d?= > | f.- à . Calculer d?. 

k=1 

c) On effectue maintenant 1 000 simulations des 200 lancers d’un dé tétra- 

édrique bien équilibré et on calcule, pour chaque simulation, le nombre d?, On 

obtient, pour la série statistique des 1 000 valeurs de d 2, les résultats suivants : 

Ci à [Méim] 2 | D [Maximum 
Au risque de 10 %, peut-on considérer que ce dé est pipé ? 

Corrigé page 280 

Corrigés 

Remarque: aucune justification n'est demandée le jour de l'examen; les explications 
données ci-après le sont dans un souci de compréhension. 

1. Affirmation 1 : vrai. 

Méthode: il suffit de vérifier que les coordonnées des trois points vérifient l'équation 

donnée. 

On a: 

2x4 F2ya re 2x2 PIX ANAL AS SES US 

24h + 2ÿp—72-_ WM=2X0+2X4=3)-M=0#813-H=0 2 

2x + 2904 MEN II CESR ESS ME), 

272 



Sujet 16 CORRIGÉS 

Ainsi, les coordonnées des points À, B et C vérifient l’équation de l’énoncé ; le plan 

(ABC) admet donc pour équation 2x + 2—z-—11 = 0. 

2. Affirmation 2 : faux. 

; ue Ron ….. | EE (ABC) 
Méthode : E doit alors vérifier deux conditions : (AE) orthogonale à (ED). 

es 1 PAG es 2 

OnaAEËE | -2 |etED| —2 |; 

—2 — | 

Ton ME ED-1XC2)rE2)*C2)+C2Xx-D=4:0: 

par suite, les droites (AE) et (ED) ne sont pas orthogonales. 

On en conclut que le point E n’est pas le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). 

3. Affirmation 3 : vrai. 

Lr =?) Ée =? 

On a AB O0 letCD| —1 |; 

= 4 1 

d’où: AB.CD=(-2)Xx(-2)+0xX—1)+-4X1=0; 

ainsi, les droites (AB) et (CD) sont bien orthogonales. 

4, Affirmation 4 : faux. 

Méthode : on va montrer que les coordonnées du point C ne vérifient pas la représenta- 

tion paramétrique. 

xc=-—1+26 

On cherche un unique t réel tel que { y. =-1+t 
Ze=l-t. 

La première ligne du système nous donne 3 = — 1 + 2f, d’où {= 2. 

Onaalors1-t=1-2=-1#7c. 

Les coordonnées de C ne vérifient donc pas la représentation paramétrique donnée. 

En conséquence, celle-ci ne peut pas représenter la droite (CD). 

5. Affirmation 5 : vrai. 

Méthode : on va montrer que les vecteurs Alet AB sont colinéaires. 

7 

Le 
On a AB O0 | et A] 0 : 

A _ 14 

par suite, AÏ = re AB ; 
10 

les vecteurs AÏ et AB sont donc colinéaires. 

On en déduit que les points À, / et B sont alignés. 
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1. a) 

Rappel de cours : théorème des limites des fonctions composées é 

Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignent des réels où + + OÙ — ce. 

Si sur der | alors lim (g°f)X = c. 
lim gd=c SE 

Calculons les limites de f : 
+ lim 1-x=+0 
He donc lim el-*=+0, 

X — — 0 
lim e*=+0 

LS de d’après le théorème sur la limite des fonctions composées. 

Par suite, lim f(x) = +. 
X—-0 

+ Posons X = 1 — x : on a alors f(x) = (1 — X)? eX = e* — 2XeX + X2 ef. 

Donc: lim X=-0ce. 
X— +o 

lim e*=0 
X — —c 

Alors: lim Xe*=0 d’où: lim fx)=0, 
X —-c Xe 

lim X2e*=0 d’après les limites des croissances comparées. 
X—- 

Finalement, & admet l’axe des abscisses pour asymptote horizontale au voisinage de 

+ co, 

b) x 1-x est dérivable sur R |, donc x + e! -* est dérivable sur R. 
xe est dérivable sur R 

Par suite, f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R. 

Rappel de cours : dérivation 

° Dérivation du produit de deux fonctions : soient u et v deux fonctions dérivables sur 

un intervalle / : uv est alors dérivable sur / et (uv) = u’v + uv”. 

e Dérivée de la fonction e! : soit u une fonction dérivable sur un intervalle / ; el est alors 

dérivable sur / et (et) = u’et. 

Calculons la dérivée de f: f(x) =2xel-*+x2x(-1)el-*=el-x(2- x)x. 

c)Onael-*>OsurR ; 
ainsi, le signe de f’(x) ne dépend que du signe de — x 2+2x = x(2 — x) qui a pour racines 

évidentes 0 et 2. 

_ x2 + 2x est un polynôme de degré 2, il est, par conséquent, du signe de a=—1 <0 à 

l'extérieur des racines, et du signe de — a à l’intérieur. 

f'@) <0 sur ]-  ; O[ U J2 ; + of 

D'où. #7") 70 ÿsur JD LOI 
1#C)ÆUNén Der? 

strictement croissante sur [0 ; 2] 
En conclusion, f est : OS 

f nest décroissante sur |- 0 ; O[ U ]2 ; + of. 
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On peut ainsi dresser le tableau de variation : 

Rappel de cours: intégration par parties 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a : b] telles que u’ et v' sont 

continues. On a alors: b 

| ubv'Lodx = [uen | [ e u’(dv()dx. 

1 

L'intégrale 1, est définie par : 1, = Î x'el-*dx et on a: 
0 1 

e n+1l .l1-x 
ele e dx. 

275 



Sujet 16 CORRIGÉS 5 

Posons u(x)=x"*!l d’où u’(x)={(n+1)x", 

vx) =el-x d’où vx) =- el -* (à une constante près), 

avec u, v dérivables sur [0 ; 1], et ” et v’ continues sur [0:14 

On en déduit : 
1 

il 1 
Lire) eee T-[-œ+re * dx 

=-1+(n+1)1, par linéarité de l'intégrale. 

b) + Calcul de J, : 
1 

Onal,= | xelrr ur 
0 

Effectuons de nouveau une intégration par parties. 

Posons u(x) = x d'où # (x)= 1, 

v'(x) = el -* d’où v(x) =—el-* (à une constante près), 

avec u, v dérivables sur [0 ; 1], et w’ et v’ continues sur [0 ; 1]. 
1 1 

1, = Ex") - [-et-xàr=- 1 + fera = 1+ ets) =-1+(Cl+e)=-2+e 
0 + 0 0 

Remarque : on pouvait aussi voir que le résultat de la question précédente était valable 
1 1 

pour n = 0 en posant /, = [ x) el=x dx = ï el-*dx= Le “aus =e- 1, ce qui donnait 
0 0 

directement la valeur de /:. 

+ Calcul de Z, : 

Onal,=-1 +21, =-5+2e d’après la question 2. a) 

c) f@ > 0 sur [0 ; 1] comme produit de deux fonctions positives et f est continue sur 

[0 ; 1] comme produit de deux fonctions continues. 

Par suite, L, est l’aire du domaine délimité par €, l’axe des abscisses et les droites 

d’équations x = 0 et x = 1. 

3. a) On a : 
(ORESE RENE 

O<1-x< I, 
@<el-*<e, carla fonction exponentielle est strictement croissante sur R 

1<elr<e, 

x'<xtel-*<xe car x" > 0 sur [0 ; 1]. 

b) 

Rappel de cours : 

Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b]. Si f(x) < g69 sur [a ; b], alors : 

[° #0 dx = [° gd dx 

On a :x"=< x'el-*< x'e sur [0 ; 1], d’après la question précédente 
1 1 1 

d'où fx" ax < [xret-*ax< | xe dx, 
0 0 0 

puis TT = cet rt 
n+l FT Mg n+l 0 
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soit : sie ZAR 
n+l n+l 

Or, lim = 0 ; en conséquence, d’après le théorème des gendarmes, 
n—+o + 

on en conclut que : 
lim 7,=0. 

n—+o 

1. Question de cours 

a) Posons Z = — avec z et z’ différents de 0. 
Z 

On a alors Zz = z, et, d’après le premier prérequis, arg Z + arg z’ = arg z (mod 27). 

D'où : arg (Æ} arg z — arg z’ (mod 27). 
F4 

b) mes (AB, AC) = mes (AB, u)+ mes (u, Ho) 

= — mes(u, AB) + mes(u, AC) 

= — arg(b — a) + arg(c — a) (mod 27) d’après le second pré-requis 

= arg Ê 24 | (mod 27). d’après le 1. a) 
a 

2. a) argz’= arg = (mod 27)  avecz #0 

= — arg (z) (mod 27) 

= — (— arg z) (mod 27) 

= argz (mod 2). __., Môese M 

On a ainsi montré que mes (OU, OM’) = mes (OU, OM) (mod 2ñ). 

En conclusion, M et M’ appartiennent à la même demi-droite d’origine ©. 

D) On a FU) = M ei 
Z 

= zz= 1 avec z Z 0 

Ari 
= OM=lI. 

Finalement, l’ensemble des points M tel que f (2) = z est le cercle de centre O et de 

rayon 1. Le; 

Done = ee 
HN LE ENS 

2 
sp dan 1-7 

GE à C1) 
Z 

i 
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+ On en déduit que : 

arg ee arg (— i) + arg (=) (mod 27) 

=-%-are (22) (mod 27. 
2 z—i 

34) cn est un réel non nul arg Eee (mod r) aveczzsietzzl 
| 5j 

& mes(MV,MU)=0 (modn) aveczz#ietz#l 
& M appartient à la droite (UV) privée de U et V. 

b) M appartient à la droite (UV) privée de U et V 

Sd Les tn 
ZA x (mod 27) zÆ1 

js = I (mod 2x) D 

D arg É | = : avec le 4 d’après la question 3. a) 

LEE - + (mod 27) 

Zn) à PE z2#1 car(5—) 6 (mod 7) avec le 

AU PTE REZ 
SALE ANS EAN, avec ne 

& M! appartient au cercle de diamètre [UV] privé de U et V. 

SPÉCIALITÉ K344:1ele 

Partie A : Question de cours 

1. Théorème de Bézout : 

Soient a et b, deux entiers relatifs non nuls. 

a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs w et v tels 
que au + bv= 1. 
Théorème de Gauss : 

Soient a, b et c, des entiers relatifs non nuls. 

Si a divise bc et si a est premier avec b, alors a divise c. 

2. 

Remarque : comme le titre l'indique, c'est une question traitée en cours pendant l'année. 
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Démontrons le théorème de Gauss à partir du théorème de Bézout. 
Supposons que a divise bc et que a est premier avec b. 
Alors, il existe k entier relatif tel que bc = ka. 
Comme a et b sont premiers entre eux, il existe, d’après le théorème de Bézout, deux 
entiers relatifs v et v tels que au + bv= I. 

Ona:au+bv=l, 
donc acu + bcv=c, 
puis acu + kav = c. 
Ainsi, on peut écrire : c = a (cu + kv), avec (cu + kv) entier relatif. 

En conclusion : a divise c. 

Partie B 

Soit (S): Ê = 13 (19) 

n = 6 (12). 

1. 19 et 12 sont des entiers premiers entre eux ; par suite, en appliquant le théorème 

de Bézout, on sait qu’il existe deux entiers relatifs w et v tels que 194 + 12 = 1. 

Posons N = 13 x 12v + 6 x 19u. 

OnaN= 13 X (1 — 19u) + 6 x 19u = 13 + 19 X (— 13u + Eu) = 13 — 19 X 7u, 

d’où N = 13 (19). 
De même, N = 13 x 12v + 6 x (1 — 12v) = 6 + 12 x (13v — 6v) = 6 + 12 X 7u, 

d’où N=6 (12). 
Finalement, N est bien solution du système (S). 

2. a) Supposons n, solution de (S). 
= 13 (1 1) = 13 (19 

e Sinest solution de (S), on a ke 0 nu É 0 a 

E les relations terme à t net ie ue n soustrayant es relations terme à terme, on oDtIEn ño 2n= 0 (12), 

7 É = n9 (19) 
n = ñp (12). 

SE Mere n, (19) n4 = 15.(19) 
e Réciproquement, si n = no (12), comme on à n9=6 (12), 

Te D n= 13 (19) 
par transitivité, on O tuent : #6 (1). 

insi, 1 tè S) est bien équiv ant Ainsi, le système (S) est bien équiva n = n9 (12). 

; . n=n9 (9) 
b) Si nest solution de 

n=n (2), 

: , J n= + 19k 
il existe alors deux entiers relatifs k et / tels que 

n=ng+ 1273 

On en déduit que 19k = 121. 

Ainsi, 12 divise 19K. 

Comme 19 et 12 sont premiers entre eux, le théorème de Gauss affirme qu’alors 12 

divise k. 
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Il existe donc k’ entier relatif tel que k = 124”. 

Par suite, on obtient : n = n, + 19 X 124”, et, ainsi n = n, (19 X 12). 

Réciproquement, si ñ = ñ9 (19 X 12), alorsn=n, (19) et n = Mo (12) ; n est donc solu- 

tion de (S). 

Finalement, on a démontré que : n solution de (S) équivaut à n = n, (19 x 12). 

3. a) 

Méthode : pour trouver u et v, on écrit les premiers multiples de 12, puis ceux de 19, et 

on recherche ceux qui seraient distants d'une unité. 
On peut aussi appliquer l'algorithme d'Euclide-Bézout. 

On remarque que 8 x 12 = 96 et 5 x 19=95 ; on a donc (—-5)x19+8xX12=I. 

Ainsi, le couple (u, v) = (— 5 ; 8) vérifie 19u + 12» = 1. 

On peut, à présent, calculer N': 

N=13Xx12X8+6 %x 19 x (— 5) = 678. 

b) En utilisant la question 2. b), on a: » solution de (S) équivaut à n = N (19 X 12). 

D'où : n = 678 (228). 

Or, 678 —2 228222; 

Donc : n = 222 (228). 

Les solutions du système (S) sont, en conséquence, tous les entiers relatifs de la 

forme 222 + 228k, avec k € Z. 

4, 

Rappel de cours: division euclidienne 
Soient a et b deux entiers naturels. : 
Il existe deux uniques entiers naturels q et r vérifiant a = de + r, avec de <r< b. 
q est le quotient et r le reste. 

Un entier naturel n, tel que le reste de la division par 12 soit 6 et que le reste de la divi- 
sion par 19 soit 13, vérifie le système (S) et, d’après la question 3.b., s’écrit : 
n = 228k + 222, avec k € Z. 
Le reste de la division euclidienne d’un tel nombre par 228 est donc 222. 

1.a) À chaque tir, la probabilité de laisser le ballon intact est 0,8 = a 

Comme les tirs sont indépendants, la probabilité demandée est 0,8 x 0,8 = 0,64. 

b) 

Méthode : 
Soit À un évènement de probabilité p. 
L'évènement contraire, noté À, a alors pour probabilité 1 — p. 

« Deux tirs suffisent pour crever le ballon » est l’évènement contraire de la question 1. a) 
La probabilité demandée est donc 1 - 0,64 = 0,36. 

©) « n tirs suffisent pour crever le ballon » est l’évènement contraire de : « le ballon est 

intact au bout de n tirs ». Ainsi, on a 1 — p, = (0,8)”, et ainsi p,, = 1 — (0,8)”. 
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d) p, = 1-—(0,8)" > 0,99 équivaut à (0,8)" < = 

équivaut à e”M(0,8) < 2 
100 

équivaut à rIn(0,8) < In Co car la fonction logarithme 

est strictement croissante sur R° 

In(0,8) < 0 

équivaut à n > — In(100) Car) etin 1 =—]n a, 
In(0,8) a 

pour tout a > 0 

équivaut à n > 20,64. 

La probabilité sera donc supérieure à 0,99 s’il y a au moins 21 tirs. 

2. On note C l’évènement « le ballon est crevé » et / l'évènement « le ballon est intact ». 

Voici l'arbre pondéré correspondant aux différents résultats du lancer du dé tétraédrique 

régulier. 
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Comme le dé est parfaitement équilibré, le joueur a autant de chances d’obtenir 1, 2, 3 

ou 4 avec le dé, soit une probabilité T 

En suivant les différents chemins possibles qui permettent de ne pas crever le ballon, on 

obtient : 1 — p = 0,2 + 0,8 x 0,2 + 0,82 x 0,2 + 0,83 x 0,2 = 0,590 4. 

On en déduit : p = 0,409 6. 

3. a) 

Nombre de 

sorties de la face 

Fréquences 

4 D 2 2 à 4220 ft feet all Mon a fe ne dag hily 
= 4 200 4 200 4 200 4 200 4 

2MPAE ENS D Te eg CNE a 1 Re COR CE PE ERRRS re 
200 200 200 200 | ” 40000 800 

c) On compare la valeur d? calculée ci-dessus avec la valeur Do. 
Par la lecture du tableau fourni dans l’énoncé de la question, au moins 90 Z des valeurs 
de d? sont dans l'intervalle [0 ; 0,004 52]. 
Or, on a HT = 0,003 75, 

donc d? nee [0 50,004 521. 

On peut donc dire, avec un risque d’erreur de 10 %, que le dé est équilibré. II n’est 
pas pipé. 
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_ fAffirmation 1.a | Pour tous les réels a et b : (e4)? = ec, 

Pondichéry 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 50 min. 

— Exercice 4 : 1 h 25 min. 

Du papier millimétré est mis à la disposition des candidats. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

Le candidat doit traiter tous les exercices. 
La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre- 

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 

Analyse — Fonctions, Suites (4 points) 

_ Dix affirmations, réparties en trois thèmes et numérotées de 1.a à 3.d sont pro- 

posées ci-dessous. Le candidat portera sur sa copie, en regard du numéro de 

l'affirmation, et avec le plus grand soin, la mention VRAI ou FAUX. 

Chaque réponse convenable rapporte 0,4 point. Chaque réponse erronée enlève 

É 0,1 point. Il n'est pas tenu compte de l'absence de réponse. Un éventuel total. 

_ négatif est ramené à 0. 

1. Pour tout réel x, e* désigne l'image de x par la fonction exponentielle. 

> = ef 
Pour tous les réels a et b : e b = ++ 

e 
Affirmation 1.b 

La droite d'équation y = x + 1 est la tangente à la courbe 

représentative de la fonction exponentielle en son point 

d'abscisse 1. 
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2, Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert J et soit a un 

élément de J. 

Affirmation 2.a |Sifest dérivable en a, alors f est continue en a 

Affirmation 2.b |Sifest continue en a, alors f est dérivable en a. 

Si f est dérivable en a, alors la fonction 

Affirmation 2.c f(a + h) —f(a) 

h 

3. On considère deux suites (u,) et (v,) définies sur N. 

Affirmation 3.a 

Affirmation 3.b 

Affirmation 3.d 

Nombres complexes — Suites (5 points) 

hr admet une limite finie en 0. 

Si lim u, = + c et si lim v, = — ce, alors lim (u, + v,) = 0. 

Si (4,) converge vers un réel non nul et si lim v, = + «, 

alors la suite (4, X v,) ne converge pas. 

S1 (u,) converge vers un réel non nul, si (v,,) est positive 

et si lim y, = 0, alors la suite (2) ne converge pas. 
n 

: si 
Si (u,) et (v,) convergent, alors la suite () converge. 

n 

C 'orrigé page 288 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormal direct (O ; #,v). On pren- 
dra pour unité graphique 5 cm. 

On pose z, = 2 et, pour tout entier naturel n, z et n+1= z,. On note À, le point 

du plan d'affixe z,. 

1. Calculer z,, z,, z;, z, et vérifier que z, est un nombre réel. 

Placer les points À,,, À;, 4,, À, et À, sur une figure. 

2. Pour tout entier naturel n, on pose u, = |z, |. 
Justifier que la suite (4,) est une suite géométrique, puis établir que, pour tout 
entier naturel n, 
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3. À partir de quel rang n, tous les points À, appartiennent-ils au disque de 

centre O et de rayon 0,1 ? 

 . ; 2 2 
4. a) Établir que, pour tout entier naturel n, +1" - 

n+1 

En déduire la nature du triangle OA,A n+1° 
b) Pour tout entier naturel n, on note €, la longueur de la ligne brisée 

Ali .AÀ, 14. 

Onaansi:t, =A A, +A,A,+...+A, A, 

Exprimer €, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (€,,) ? 

Corrigé page 290 

SPÉCIALITÉ F%1ete #1 Nombres complexes — Similitudes (5 points) 

Le plan complexe est muni d'un repère orthonormal direct (O ; u,v). On pren- 

dra 5 cm pour unité graphique. 

Soit f la transformation qui, à tout point M d'affixe z, associe le point M” d'af- 

fixe z' définie par : z’ = Ë + Life + 1. 

1. Justifier que f est une similitude directe dont on précisera le centre 42 (d'affixe 

©), le rapport k et l'angle 6. 

2. On note À, le point O et, pour tout entier naturel n, on pose À,,,, =f(A,). 

a) Déterminer les affixes des points À,, À, et À;, puis placer les points À,, A;, 

A, et A3. 

b) Pour tout entier naturel n, on pose u, = {2A,. Justifier que la suite (u,) est une 

suite géométrique, puis établir que, pour tout entier naturel n, u, = \2 (+) : 

c) À partir de quel rang n, tous les points À, appartiennent-ils au disque de 

centre @ et de rayon 0,1 ? 

3. a) Quelle est la nature du triangle (24,4, ? 

En déduire, pour tout entier naturel 7, la nature du triangle 42,4, ,. 

b) Pour tout entier naturel n, on note €, la longueur de la ligne brisée 

AA (45.4, 14, 

On a ainsi : €, = AA; + A ee A A 

Exprimer 4, en fonction de . Quelle est la limite de la suite (€,,) ? 

Corrigé page 292 
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Géométrie dans l’espace — Produit scalaire (4 points) 

L'espace est muni d'un repère orthonormal (0; ; . k). 

Partie A 

(cette partie constitue une restitution organisée de connaissances) 

Soit a, b, c et d des réels tels que (a, b, c) Z (0, 0, O). 

Soit P le plan d'équation ax + by + cz + d=0. 

On considère le point / de coordonnées (x,, y,, z,) et le vecteur n de coordonnées 

(a bc). 

Le but de cette partie est de démontrer que la distance de 7 au plan P est égale à 

lax, + by, + cz, + d| 

Va? + b? + c2 

1. Soit À la droite passant par / et orthogonale au plan P. 

Déterminer, en fonction de a, b, c, x,, y, et z,, un système d'équations paramé- 

triques de À. 

2. On note X le point d'intersection de À et P. 

a) Justifier qu'il existe un réel K tel que : 

IH = kn. 
b) Déterminer l'expression de k en fonction de a, b, c, d, x,, y, et z,. 

c) En déduire que : 

lax, + by, + cz, + d| 

\/a2 + b?2 + c2 
1H = 

Partie B 

Le plan Q d'équation x — y + z — 11 = 0 est tangent à une sphère S de centre le 

point 2 de coordonnées (1 ; — 1 ; 3). 

1. Déterminer le rayon de la sphère S. 

2. Déterminer un système d'équations paramétriques de la droite À passant par 

{2 et orthogonale au plan Q. 

3. En déduire les coordonnées du point d'intersection de la sphère S et du plan Q. 

Corrigé page 296 
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Analyse, Probabilités — Équations différentielles (7 points) 

Les parties À et B sont indépendantes. 

Un laboratoire de recherche étudie l'évolution d'une population animale qui 

semble en voie de disparition. 

Partie A 

En 2000, une étude est effectuée sur un échantillon de cette population dont 

l'effectif initial est égal à mille. 

Cet échantillon évolue et son effectif, exprimé en milliers d'individus, est appro- 

ché par une fonction f du temps { (exprimé en années à partir de l'origine 2000). 

D'après le modèle d'évolution choisi, la fonction f est dérivable, strictement 

positive sur [0 ; + of, et satisfait l'équation différentielle : 

1 
E t=-— y(3-]In y). 5) Me: y ( >) 

1. Démontrer l'équivalence suivante : 

Une fonction f, dérivable, strictement positive sur [0 ; + [, vérifie, pour tout f 

de [0 ; + cf, f'(1) = TL fOB — In (f(0)] si et seulement si la fonction g = In (f) 

vérifie, pour tout { de [0 ; + cf, g'(n) = pe. g(®) — eu 
20 20 

2. Donner la solution générale de l'équation différentielle : 

(Hz = —17-— 

3. En déduire qu'il existe un réel C tel que, pour tout r de [0 ; + of : 

t 
=exp|3+Cexp| — F() = exp | P Fe ) 

(la notation exp désigne la fonction exponentielle naturelle x + e*). 

4. La condition initiale conduit donc à considérer la fonction f définie par : 

t 
f)=exp|3-3exp| — ||. f( = exp | P CE ) 

a) Déterminer la limite de la fonction f en + ce. 

b) Déterminer le sens de variation de f sur [0 ; + of. 

c) Résoudre dans [0 ; + o[ l'inéquation f(r) < 0,02. 

Au bout de combien d'années, selon ce modèle, la taille de l'échantillon sera- 

t-elle inférieure à vingt individus ? 
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Partie B 
En 2005, ce laboratoire de recherche met au point un test de dépistage de la 

maladie responsable de cette disparition et fournit les renseignements suivants : 

« La population testée comporte 50 % d'animaux malades. Si un animal est 

malade, le test est positif dans 99 % des cas ; si un animal n'est pas malade, le 

test est positif dans 0,1 % des cas. » : 

On note M l'évènement « l'animal est malade », M l'évènement contraire et 

T l'évènement « le test est positif ». 

1. Determiner P(M), PT), PT). 

2. En déduire P(T). 

3. Le laboratoire estime qu'un test est fiable, si sa valeur prédictive, c'est-à-dire 

la probabilité qu'un animal soit malade sachant que le test est positif, est supé- 

rieure à 0,999. Ce test est-il fiable ? 
Corrigé page 298 

Corrigés 

Remarque : un certain nombre de questions sont des questions de cours. Aucune justifi- 
cation n'est demandée le jour de l'examen; les explications données ci-après le sont dans 
un souci de compréhension. 

1. a) Première affirmation : faux. 

Pour tous réels a et b, on a (e“)? = e4b. 

1. b) Deuxième affirmation : vrai. 
a 

Pour tous réels a et b, on a e%-P = _ 
e 

1. c) Troisième affirmation : faux. 

L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 de la courbe de la fonction f(x) = e* est 
donnée par : 

y=f"(DG- 1) + (D), soit y = e(x — 1) + e = ex, car f'(x) = e*, pour tout réel x. 

2. a) Quatrième affirmation : vrai. 

Toute fonction dérivable en a est nécessairement continue en a. 
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2. b) Cinquième affirmation : faux. 

C’est la réciproque de la question précédente. Une fonction continue en a n’est pas 

nécessairement dérivable en a. Par exemple, la fonction x |x| est continue en 0, mais 

n’est pas dérivable en O, car ses dérivées à droite et à gauche, valant respectivement 1 et 

— 1, ne sont pas égales. 

2. c) Sixième affirmation : vrai. 

Si f est dérivable en a, la limite de son taux d’accroissement en a existe et est un nombre 

réel. 

RIRE a+h)—f(a : Ur à 
Ainsi : pus fete est un nombre réel ; cette limite est donc finie. 

+ 

3. a) Septième affirmation : faux. 

On est dans le cas d’une forme indéterminée et la valeur de lim (u,+ v,) peut être — ©, 

+ ou un nombre réel. Voici quelques exemples : ME 

eSiu,=netv,=-n+3, 

alors lim U, = +, lim V, = — 0 et lim (u,+v,)=3. 

Hi n — +o n— + 

: No — 
eSiu,=n etv,=-n, 

alors lim u,=+c, lim v,=—c 
ce n—+o 

et lim (u,;+v,)= lim (n2 = n) = lim n(n—1)=+0. 

à on y De n — +0 n — + 0 

ï = 2 eSiu,=netv,=-n"", 

alors Liaiis, = cou lim y, = 
REEtEICe n—+o 

et lim (4,+v,)= lim (n-n?)= lim n(1-n)=- 0. 
n — +0 n — +0 n — + 

3. b) Huitième affirmation : vrai. 

Si lim w,=/#0 et lim v,=+, 
n— + n — +0 

alors 3 “ _G XV,)= +, selon le signe de /. 

On en conclut que la suite (4, X v,) ne converge pas (sa limite n’est pas un nombre réel). 

3. c) Neuvième affirmation : vrai. 

$ _. Il 
Si (v,) tend vers 0 en étant positive, alors és tend vers + c. On se trouve alors dans 

Vn 

À se : 1 

la même situation qu’à la question 3. b) en utilisant les suites (u,) et .) 
v 
n 

3. d) Dixième affirmation : faux. 

Supposons que (u,) et (v,) convergent respectivement vers a et b. 

u, 

u 

Alors, si b 40, ke tend vers donc converge. Mais, si b = 0, a tend vers + co 

v y 
n 

n 

où — selon le signe de a et, par conséquent, diverge. 
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ei — | | | | À | | 
a — — | Î H 1 | { À 

DE A 2 LL PE EN ES LE Me RE en 
échelle 12) | | ae M Le 

2. Pour tout entier naturel n, on a: 

1+i 1+i Éne 2 Ÿ2 
usi=|z,1l= à z,| = G x al = V1 + 1 X [rl = = me 

Rappel de cours: si (u,) est une suite géométrique de raison q et de premier terme u,, 
alors: 

u, = U, *X g”, pour tout entier naturel n. 

2 
Par suite, (u,) est une suite géométrique de raison eu et de premier terme 

Up = |2ol = 2. 

Das =m (2) -22)" 
3. À, appartient au disque de centre © et de rayon 0,1 

équivaut à OA, < 0,1, 

n 

équivaut à u, = 2 X (2) < 0,1, 
V2 

n 

équivaut à | | < 0,05, L 
ÿ2 

n 

équivaut à In (2) | < In (0,05), car la fonction logarithme est croissante sur R*, 
1 
V2 
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équivaut à “nin (5) <In(0,05), car In(a)=bina, avec a > 0, 
V2 

équivaut à —n7In (V2) < In (0,05), car In (1 ——Un a, avec a 0, 
a 

cit = In (0,05) 
équivautà n=—-———-, = 11 (2) 0: q A (2) car n (2) 

équivautà n > 8,6. 

Ainsi, à partir de #, = 9, tous les points À, appartiennent au disque de centre O et 

de rayon 0,1. 

1 +i 1 +i 

-2 M din den 2 
D Ona rien . ” | OST 46 NET NU LR 2 ere 

sn. IT Léa i+1 2 2 
2 

DA } 

ire Zn+1 7 Zn 15 On en déduit que -———" =e 2. 
2,40 

Or Ensieen [fs Riz PL 

AP EAU 2,3, 1-0] OA,:1 

D'où : AnAn+ —= tai = 1, 

| OA 

Ainsi, OA, ,1,=A,4,; 1 

En conséquence, le triangle O0A,,A,,, est isocèle en À, ;. 

a . « 

De plus, on a arg En = mes (4,,,0:4,,,4,) (mod 2n). 
- 

Zn+ 

> > :T 

Soit, mes (4,,,0 ; te) = arg (é 1) (mod 27) 

T 
= — mod 27). 

2 ( ) 

Par suite, le triangle OA, A, , est rectangle en ME 

Finalement, le triangle OA, A,,,, est rectangle isocèle en À,,, j- 

b) On donne /, = AjA; + AjA5 +0... + AA 

Rappel de cours: si (u,,) est une suite géométrique de raison q différente de 1 et de pre- 

mier terme u,, alors la somme des n premiers termes consécutifs de cette suite est: 

1-q" 
USE EU Up 
0 1 n-1 0 1-0 
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Comme la suite (4,,) est une suite géométrique de raison &= F ona:OA,,,= _ OA? 

on en déduit que OA,,,, = a OA pour tout entier naturel n. 
1) n+1°? 

Le coefficient de proportionnalité entre les triangles O0A,A,,, et O0A,,,4,,, (qui sont 

1 
semblables) est donc k = —. F 

A Er On obtient ainsi que À n+2 = ni “A br 
n+1 

La suite formée des longueurs (4,4, , ,) est géométrique de raison k = F et de premier 

terme AA, =|z,-2=|1+i-2|=|1-i]= 2. 
1, représente donc la somme des n premiers termes consécutifs d’une suite géométrique 
dont la raison est différente de 1. 

n n 

Sete) 2 Li D'où: / Pere fi-(S) } 
: ee V2-1 V2 - V2 

2 7 
n 

Comme 0 < a < 1,onsait que lim (+ = 0. 
42 : LE rs C0 

à VE : 2 la 2) 
Par suite, ona: lim l, = Gin ———— |1-|— = ———., 

n — + F9 N2 #1 

SPÉCIALITÉ 9 41:{ele 

L 

Méthode : l'écriture complexe d'une similitude directe est de la forme: 
z' = az + b, avec a et b nombres SpnpIExes etaz0. 

_e L'angle de la similitude est donné par un argument de a. 
+ Le rapport est donné par le module de a. id 
e Le centre de la similitude est obtenu en cherchant les points jues, 

; , | RUE LS TA 
Ici, on a z =f(z) =|— +—1])z+ 1, donc a = — + —:i et b= 1. 

fe É ji) RENTE 

Ainsi, le module de a vaut: |a| = É - Fi 
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nana one A UE 
d'où a= (5 + si) D 
puis arg (a) = . (mod 2). 

Cherchons les D invariants : 

z=f(z) équivaut à z= Ë + = i): +1, 

Lire ! È Li) 
équivaut à [——-—1}z= I, 

D'AE? 

équivaut à a te 

PAT 2(1 +1) mes er 

1-i (-n({+i) 2 
équivaut à z = 

En conclusion, f est bien une similitude directe d’angle 0 = a de rapport k = F et 

de centre © d’affixe ©= 1 +i. 

2. a) e A, = O, d’affixe z9 = 0. 

e A, =/f(A5), d’affixe 2, = f(o) = 1 

se 
+ A, = f(A,), d'affixe m=fe)= +++ Si 

+ A,=f(A), d'affixe s=fep=+a+dies)et — : +—i=- 5 + i. 
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b) f est une similitude directe d’angle 0 = _ de rapport k = FE et de centre {2 d’affixe 
V2 

@= 1 +1. 

Comme 4,,,=f(A,),ona ©4,,, = kQA, = _. 2A,.- 
\ 

On en déduit que : u,,, = 1 u 
Du 

Ainsi, la suite (u,,) est une suite géométrique de raison k = F et de premier terme 

up = 2A4,=20=00=|0|=|1+i|= V2. 

Rappel de cours: si (u,) est une suite géométrique de raison q et de premier terme ui, 
alors: 

u, = U, X g”, pour tout entier naturel n. 

n 

Finalement, u,, = V2 (5) , pour tout entier naturel #. 

c) À, appartient au disque de centre {2 et de rayon 0,1, 

équivaut à (A, < 0,1, 

n 

équivaut à u,= V2 x ( < 0,1, 
ÿ2 

LJ<® 
V2) .e2° 

n 

équivaut à In (+) | < In 0,1 } car la fonction logarithme est croissante sur R*, 
2 V2 

équivaut à | 

} car In (a?) = b In a, avec a > 0, =) 

PERS SIE 
ee 1 
équivaut à nIn|—]|<l 
É 5) 

équivaut à — 7 In (2) < In | 

“(2 
© 1 
} car In (1) = — ]n a, avec a > O, 

a SI 

équivaut an = — —. ED) 0 

In (V2) ) 

équivautà n = In (2) — In (0,1) 
In (V2) 

équivaut à n = 7,6. 

Ainsi, à partir de n, = 8, tous les points À, appartiennent au disque de centre © et 
de rayon 0,1. 

3. a) On sait que (A, = || = Ÿ2 (d’après la question 2. b)) 
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1 
eton a eau =x(+) ul 

d’où AA, = [z,- 20] = [1| =; 

Ainsi, le triangle (AA, est isocèle en À. 

De plus, on a mes ((2A, ; OA) = à (mod 2n), car c’est l’angle de la similitude. 

En conséquence, le triangle étant isocèle, on sait que mes (AA, ; À, 42) = - (mod 27) 

et, par suite, mes (4,2; A,A;,) = : (mod 2x) (la somme des angles d’un triangle faisant nr). 

On peut dès lors affirmer que le triangle (2A A, est isocèle et rectangle en À. 

Comme l’image d’un triangle par une similitude est un triangle semblable, tous les tri- 

angles (A, A, , sont isocèles rectangles en À, ,,, avec n entier naturel. 

b)Ona:l, = AA, +A,A,+..+A, ,AÀ,. 

Rappel de cours: si (u,) est une suite géométrique de raison q différente de 1 et de pre- 

mier terme u,, alors la somme des n premiers termes consécutifs de cette suite est: 

1-q" 
Uy+Uy+...+U,_1 = Up X 

: 16:72 Le. 1 
Comme la suite (u,) est une suite géométrique de raison k = —, on a: 

V2 

1 
S2A,,: = 2 <2A, ; 

1 
on en déduit que (24, ,, = —— £2A 2 n+l 

Le coefficient de proportionnalité entre les triangles £2A,,A,,,, et 2A,,,4,,2 (qui sont 

pour tout entier naturel n. 

semblables) est donc k = ne Z 

On obtient ainsi que À,,,4,,9 = = AyAy41: 
2 

ee : 1 
La suite formée des longueurs (4,4, ,,) est géométrique de raison k = 5 et de premier 

terme AA, = 1. 

, représente donc la somme des n premiers termes consécutifs d’une suite géométrique 

dont la raison est différente de 1. 

Hell n 

D'où: 1,=1X | RSR ANT h-(+) } 
ie V2 2e 2 

ST onto 
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Comme 0 < sie 1, on sait que lim () =(. 
2 : n—+ \ÿ2 

n < 

Par suite,ona: lim / = lim 2 (i-(2) }- 22 
42. n — + 00 n—+o V2 = 

La suite (Z.) converge donc vers : (4,) g Bi 

Partie A 

Remarque: cette première partie est une simple restitution de connaissance ; les ques- 
tions permettent de retrouver une démonstration faite en classe. 

1. Comme P a pour équation ax + by + cz + d = 0, le vecteur n(a, b, c) est un vecteur 

normal à ce plan et, par conséquent, un vecteur directeur de la droite À. 

MX, y, 27) € À équivautà 1M=tn où t est un réel 
X—X,= {a 

équivaut à y—y,;=tb  oùfestun réel 
Zn Zn = lc 

X=x,;+{a 

équivaut à Lien où f est un réel. 

z=2+tcC 

2. a) H est le € point d’intersection de À et de P ; H appartient donc à la droite A. Ainsi, 
les vecteurs 7H et x sont colinéaires et il existe un réel & tel que IH = ki. 

La Xp =X; + ka 
b) D’après la question 1., ZH = kn équivaut à Dr = y, + kb 

Zn=Z+kc. 

De plus, le point H appartenant au plan P, ses coordonnées doivent donc vérifier l’équa- 
tion du plan. 
Ainsi : aXy + byy + CZ + d=0, 

a(x, + ka) + b(y, + kb) + c(z, + kc) + d = 0, 

k(a? + b?+ c2?)+ ax, + by,+cz,+d=0, 

ax, + by, + cz + d 
Ê=-———;—;—, car, comme (a, b, c) # (0, 0, 0), on a a2+b?+c22#0. 

a +b”+c 

c) D’après les questions précédentes, on sait que : 

AS ax, + by,+cz,+d 
NE Enrayec = 

a? + b? + c? 

ax + by + cz +d 
Î Y; I D'où, ZH ={k| ill = |- Ts PUR Lx Var + p +2, 
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ax, + by,+ cz,+ d| 
soit ZH = x V/a2 + b2 + c?, 

a?+b2+c? 

car | x| = |x| pour tout réel x et a? + b? + €? > 0. 

lax, + by, + cz, + d| 

Va? + b? + c2 
Finalement : IH = 

Partie B 

1. La sphère S a pour centre (1 ; — 1 ; 3) et le plan Q est d’équation x —y+2z-—11=0. 

Méthode : le rayon d'une sphère est égal à la distance entre le centre de la sphère et tout 

plan tangent à cette sphère. 

Ici, le rayon R de la sphère vaut donc la distance entre le point 42 et le plan Q. En utili- 

laxo + byo + czo + dl 
sant les résultats de la partie A, on en déduit que R = 

V a2+b?+c? 

, avec Q 

d’équation ax + by + cz +d=0. 

Onaa-bLb=-1,c=1letd=-", 

Hx1+CDxCD+1x3-11| _ 6 _ 

RO ET 
2. On utilise le résultat de la question 1., partie A. 

M(x, y,2) € À équivaut à QM=tn  oùtest un réel et n(a, b, c) un vecteur 

243. d’où R = 

normal à Q 

X=xQ+ta 

équivaut à Den où t est un réel 

z=1zQ+tC 

x=1+t 

équivaut à E =-1-{ oùtest un réel. 

= TE 

3. Soit H, le point d’intersection de S et de Q. H est également le point d’intersection 

entre Q et la droite À. 
Xn = XQ+ka 

En utilisant la question 2. b) de la partie A, on peut affirmer que À y, = yQ + kb 

Zy=20+kc, 

axo+byo+Czo+d 
avec k=— FPT TS RERt 

a?+b?+c? 

1X1+-DXCD+1Xx3-I 

12 + (- 1)? + 12 

= to RON MS 

nus: | 

On en déduit que : k = — = +2. 

Yu=Yotkb=- 1+2X(-1)=-3 

2=rQtkc=3H2X IS: 

Le point H a donc pour coordonnées : (3 ; —3 ; 5). 
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Partie A 

1. 

Rappel de cours: u est une fonction dérivable sur un intervalle / et u(x) > 0 sur /; alors 

su en DIR 
In ° u est dérivable sur /, de dérivée —. 

u 

f dérivable sur [0 ; + of et strictement positive sur [0 ; + æ[ ; g est donc définie et déri- 

PQ 

O0) 

le eu pes YO spé PR ee PR ne 20 D US one a Un 

Sf D =- 06 Im FO), 
car f(f) > 0, pour tout r de [0 ; + cef. 

vable sur [0 ; + o[ et g'(x) = 

2. 

Rappel de cours: les solutions de l'équation différentielle y’ = ay + b, a et b réels et 
a 0, sont de la forme: 

x CeXx— b: où C est une constante réelle. 
a 

il 3 
On a: Z'=— 7 — 

(a) 20 20 

LS 
Le 20 A5 

Les solutions sont donc de la forme : z(f) = Ce 2 — AIRIE Ce +3. 

20 

3. D’après la question A. L., on a, pour tout s de [0 ; + oo! : 

DS CU TN Ne Ce La 

Lib aptcen sa) 
car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R. 

4. à) 

Rappel de cours: théorème des limites des fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + + ou - ce. 

lim #09 = b Ë 
Si x— a , alors lim (gef)(x = c. 

lim gd=c ue 
x— b 
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L 
: t : —t 
lim =+>"|\ donc Him'e2=+0, 

o 1 — + 00 20) t— + co 
Dia 7° Ù < PAT .” ; : 

lime =" d’après le théorème sur les limites des fonctions composées. 
X — + co 

AE ZT; 
lim 3—-3e2 =- |) d’où lim exp (3-3e 2% )=0, d’après le théorème sur 

D a te X — +0 
AINSI 0. : 7 : 5 

lim e*=0 les limites des fonctions composées. 
X — — © 

1 
f ; à = c 

bjertr 20 est croissante sur R, ; par suite, > e 2 est croissante sur R, comme 

composée de deux fonctions de même sens de variation. 
1 

ex 3 — 3x est décroissante sur R, ; ainsi, {> 3 — 3e 20° est décroissante sur R, 

comme composée de deux fonctions de sens de variations contraires. 

En conclusion, f est décroissante sur R, comme composée de deux fonctions de sens 

de variation contraires. 

c. Résolvons f(f) < 0,02 ; on a: 
1 

exp (3-3e 2°) < 0,02 
1 

3-3e 201 In (0,02) car la fonction logarithme est strictement croissante sur R* 

1 

FA nn Cr 3 
ex'- n(0/02)- 

6 
1 D. M0?) 

3 

Le. t>In (not) car la fonction logarithme est strictement croissante R# 

ç> 20 in (3211002 ) = 20 in (1 - ro). 16.69. 

C’est au bout de 17 ans que la taille de l’échantillon sera inférieure à vingt indivi- 

dus. 

Hu. 0,01 TL 

0,001 

0,999 

Partie B 

\ 

+ 
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1. On a: 

e P(M) = _ car la population testée comporte 50 % d’animaux malades ; 

+ PY(T) = 0,99, car, si l’animal est malade, le test est positif dans 99 % des cas; 

° Py(T) = 0,001, car, si l’animal est sain, le test est positif dans 0,1 % des cas. 

2. 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient A,, A,, …, À, formant une partition de l'univers. Soit À un événement. 

On a alors p(A) = p(A, N À) + p(A, N A) +... + p(A, N A). 

M et M forment une partition de l’univers. On a: 

P(T)=P(TNM)+P(TNM)= PT) x PM) + PT) X P(M) 

= 0,99 x 0,5 + 0,001 x 0,5 = 0,495 5. 

PTNM) _ Pu) x PM) 0,99 x 0,5 
PONT PT) ON 01955 

On en conclut que ce test n’est pas fiable. 

3. On a P,(M) = = 0,998 99 < 0,999. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 1 h 20 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 40 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 

donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de 

l'indiquer clairement sur la copie. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’ap- 

préciation des copies. 

Analyse — Fonction exponentielle, 

_ Equations différentielles (7 points) 

| Partie A | 
La fonction f est définie sur l’intervalle [0 ; + co[ par 

0e _ 
| fQ) = (20x +10)e 2”. 

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repère orthonormal 

_ (O, i, j) (unité graphique 1 cm). 

1. Étudier la limite de la fonction f en + ce. 

2, Étudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variations. 

3. Établir que l’équation f(x) = 10 admet une unique solution strictement posi- 

tive @ dans l’intervalle]0; + [. Donner une valeur décimale approchée à 

h 107 près de a. 
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4. Tracer la courbe “€. ; 

5. Calculer l’intégrale 7 = [ OA 
0 

Partie B 

On note y(r) la valeur, en degrés Celsius, de la température d’une réaction chi- 

mique à l’instant r, f étant exprimé en heures. La valeur initiale, à l'instant f = 0, 

est y(0) = 10. 

On admet que la fonction qui, à tout réel { appartenant à l’intervalle [0 ; + ol, 
ÊÉ 

associe y(£ ) est solution de l’équation différentielle (E) : y’ + D 20e 2 

1. Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie À est solution de l’équation 

différentielle (E) sur l’intervalle [0 ; + of. 

2. On se propose de démontrer que cette fonction f est l’unique solution de 

l’équation différentielle (E), définie sur l’intervalle [0 ; + c[, qui prend la valeur 

10 à l’instant 0. 

a) On note g une solution quelconque de l’équation différentielle (E), définie 

sur [0 ; + of, vérifiant g(0) = 10. Démontrer que la fonction g — f est solution, 

sur l’intervalle [0 ; + cf, de l’équation différentielle : 

1 
E) y'+—y=0. (E”) y DE 

b) Résoudre l’équation différentielle (E”). 

c) Conclure. 

3. Au bout de combien de temps la température de cette réaction chimique 

redescend-elle à sa valeur initiale ? Le résultat sera arrondi à la minute. 

4. La valeur 6, en degrés Celsius, de la température moyenne à cette réaction 

chimique durant les trois premières heures est la valeur moyenne de la fonction 

f sur l’intervalle [0 ; 3]. 

Calculer la valeur exacte de 6, puis donner la valeur approchée décimale de @ 

arrondie au degré. 

Corrigé page 307 

Nombres complexes — Analvse 

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le 

candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspon- 

dant à la réponse choisie. 
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Chaque réponse exacte rapporte 1 point, chaque réponse fausse enlève 0,5 point. 

Une absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la note est 

ramenée à zéro. 

Aucune justification n’est demandée. 

1. Soit z le nombre complexe de module V2 et d’argument : On a alors: 

A: 214 = - 1283 — 128i. C: z14 = _ 64 + 64i\. 
B : z!l4 = 64- 64i. D: zl4 = _ 128 + 1283 

2. On considère, dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal, le 

point S d’affixe 3 et le point T d’affixe 4i. Soit (E) l’ensemble des points M d’af- 

fixe z tels que |z — 3| = |3 — 4il. 
A : (E) est la médiatrice du segment [ST]. 

B : (£) est la droite (ST). 

C : (E) est le cercle de centre ©, d’affixe 3 — 41, et de rayon ) 

D: (E) est le cercle de centre S et de rayon 5. 

3. On considère un hexagone régulier ABCDEF, dont les côtés sont de longueur 1. 

Le produit scalaire AC. CF est égal à: 

A : 3. B : 3. EC: 3. D: 
N |0 

x2 = 2x 
4. Une fonction g est définie sur l’intervalle]- c ; 0] par g(x) = : soit 

T' sa courbe représentative dans un repère du plan. 

A : I'admet une asymptote d’équation y = — 1. 

B : J'n’admet pas d’asymptote. 

C : T'admet une asymptote d’équation y = x. 

D : admet une asymptote d’équation y = 1. 

5. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = [ e-!” dt. La fonction f”, dérivée 

seconde de la fonction f sur R, est définie par : 

2 

| A:f"@ = | -2re- "ar. C:f"@9 = -2xe *. 
X SD 

B : f(x) = [ = 2re dx D'it=ce. 
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+4 1ele#À Arithmétique, Similitudes (5 points) 

Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte. Le 

candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspon- 

dant à la réponse choisie. 

Chaque réponse exacte rapporte 1 point. Chaque réponse fausse enlève 

0,5 point. Une absence de réponse est comptée 0 point. Si le total est négatif, la 

note est ramenée à zéro. 

Aucune justification n’est demandée. 

1. On considère dans l’ensemble des entiers relatifs l’équation : x? — x + 4 = 0 

(modulo 6). 

A : Toutes les solutions sont des entiers pairs. 

B : Il n’y a aucune solution. 

C : Les solutions vérifient x = 2 (modulo 6). 

D : Les solutions vérifient x = 2 (modulo 6) ou x = 5 (modulo 6). 

2. On se propose de résoudre l’équation (E) : 24x + 34y = 2, où x et y sont des 

entiers relatifs. 

A : Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x; y) = (34k —-7; 5 — 24k), 

Fe 

B : L’équation (E) n’a aucune solution. 

C : Les solutions de (E) sont toutes de la forme : (x; y) = (17k—7; 5 —12k), 

Ke 7: 

D: Les solutions de (£) sont toutes de la forme : (x; y) = (—-7k; 5k),kE Z. 

3. On considère les deux nombres n = 1 789 et p = 1 789205, On a alors: 

A : n = 4 (modulo 17) et p = 0 (modulo 17). 

B : p est un nombre premier. 

C : p = 4 (modulo 17). 

D : p = 1 (modulo 17). 

4. On considère, dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal, les 

points À et B d’affixes respectives a et b. Le triangle MAB est rectangle isocèle 

direct d’hypoténuse [AB] si, et seulement si, le point M d’affixe z est tel que: 

— Ca 2-6 
= 

TT 

B:z-a=e4(b- a). Dib-z= 7 (a-2). 

5. On considère dans le plan orienté deux points distincts À et B ; on note J le 

milieu du segment [AB]. 

Soit f la similitude directe de centre À, de rapport 2 et d’angle . : 
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soit g la similitude directe de centre À, de rapport + et d’angle 

soit À la symétrie centrale de centre J. 

A:hogo ftransforme À en B et c’est une rotation. 

B:h0 8 0 fest la réflexion ayant pour axe la médiatrice du segment [AB]. 

C:hogofn'’est pas une similitude. 

D:h°ogofest la translation de vecteur AB. 

Corrigé page 312 

Géométrie dans l’espace — Barycentre (5 points) 
> — — 

L'espace est muni d’un repère orthonormal (O, à, j, k).. 

1. On considère le plan passant par le point B(1 ; 2; 1) et de vecteur normal 

n(-2; 1; 5)et le plan Z d’équation cartésienne x + 2y —7 = 0. 

a) Démontrer que les plans Ÿ et % sont perpendiculaires. 

b) Démontrer que l'intersection des plans P et % est la droite À passant 

par le point C(- 1; 4; — 1) et de vecteur directeur u (2; — 1; 1). 

c) Soit le point A(S; -2;-—1). 

Calculer la distance du point À au plan ®, puis la distance du point À au plan ge 

d) Déterminer la distance du point À à la droite A. | 

2. a) Soit, pour tout nombre réel f, le point M, de coordonnées 

(1+21;:3-1;t). 

Déterminer, en fonction de f, la longueur AM. 

On note (1 ) cette longueur. On définit ainsi une fonction @ de R dans R. 

b) Étudier le sens de variations de la fonction @ sur R; 

préciser son minimum. 

c) Interpréter géométriquement la valeur de ce minimum. 
Corrigé page 314 

EXERCICE 4. Probabilités — Loi de probabilité (3 points) | 

Partie A 

On dispose d’un dé en forme de tétraèdre régulier, possédant une face bleue, 

deux faces rouges et une face verte ; on suppose le dé parfaitement équilibré. 

Une partie consiste à effectuer deux lancers successifs et indépendants de ce dé. 

À chaque lancer, on note la couleur de la face cachée. 
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On considère les événements suivants : 

E est l'événement « à l’issue d’une partie, les deux faces notées sont vertes », 

F est l'événement « à l’issue d’une partie, les deux faces notées sont de la 

même couleur ». 

1. Calculer les probabilités des événements E et F, ainsi que la probabilité de E 

sachant F. 

2. On effectue dix parties identiques et indépendantes. 

Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux fois l'événement F au cours de 

ces dix parties (on en donnera une valeur approchée décimale à 107 3 près). 

Partie B 

On souhaite savoir si le dé utilisé peut être considéré comme parfaitement équi- 

libré. 
Pour cela, on numérote de 1 à 4 les quatre faces de ce dé, puis on lance ce dé 

156 fois en notant le nombre n; de fois où chaque face i est cachée ; on obtient 

les résultats suivants : 

On note f; la fréquence relative à la face n; 

4 1 o) 

td. le reel ee. 
i=1 

On simule ensuite 1 000 fois l’expérience consistant à tirer un chiffre au hasard 

156 fois parmi l’ensemble {1, 2, 3, 4} puis, pour chaque simulation, on calcule 

i=1 

+ 2 
d? = à (F — , Où F; est la fréquence d’apparition du nombre i. 

Le 9° décile de la série statistique des 1 000 valeurs de d? est égal à 0,009 8. 

Au vu de l’expérience réalisée et au risque de 10 %, peut-on considérer le dé 

comme parfaitement équilibré ? 
Corrigé page 316 

306 



Sujet 18 CORRIGÉS 

Corrigés 

Partie A 
1. 

Rappel de cours: théorème des limites de fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + + ou — c, 

lim f(x) = 
X— a 

Si ,alorslim (go f)(d=c. 
lim g(d = c RE 
x b 

1 
14 2 ru FE 

On a f(x) = 20xe 0e 7 = 40 FI0en2 
ly eZ 

26 1% 

lim —=+0 2 
x + 2 donc lim ——=+0 

. F5 Fe A 

lim — =+0 à) 
X—+c X 

(d’après le théorème sur les limites de fonctions composées). 

—X 

Puis: lim 40 2 = 0 (par passage à l’inverse). 
X — +0 à a 

Comme lim 10e 7 = 0, on en déduit ie, . MU = 0. 
M ice) 

2. 

* Dérivation du produit de deux fonctions: soient u et v deux fonctions dérivables sur un 

intervalle /, alors uv est dérivable sur / et (uv)' = u'v + uv”. 

+ Dérivée de la fonction el: soit u une fonction dérivable sur un intervalle /, alors el est 

dérivable sur / et (et) = u'et. 
ei 

La fonction x — : x est dérivable sur R *; par suite, x e 2” est dérivable sur R*. 

Ainsi, f est dérivable sur [0 ; + [ comme Le de fonctions dérivables sur [0 ; | co|. 

de He 

On a f'(x) = 20e ? ++ 10x(- Le Be = (- 10x + 15) 4 = 53-2%e a, 

Comme e T7 > 0, pour tout x de R*, le signe f’(x) ne dépend que du signe de 3 —-2x. 

Dès lors, ur 0 | f'@) = 0 et, sur ÉÈ +2], f'@ <= 0. 

: ; : à UE 3 
La fonction f est, en conséquence, croissante sur 10 ÿ S et décroissante sur À ; + oo. 
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Elle admet donc un maximum en x = . valant f É) = 40e 

On en déduit le tableau de variations suivant : 

3. La fonction f est strictement croissante sur L0 e | et f(0) = 10. Ainsi, on a f(x) > 10 

pour tout x € l : et l’équation f(x) = 10 n’admet donc pas de solution sur b ; 2 

La fonction f est continue et strictement décroissante de Ë an | dans b fr 6) avec 

10 € L ni 5) Par suite, l’équation admet une unique solution & dans Ê 5 + = 

On en déduit que l’équation admet une unique solution æ strictement positive dans 

10 ; + of. 
À l’aide de la calculatrice, on trouve qu’une valeur approchée à 10-? près de & est 
4,673. 

4. Tracé de la courbe (échelle 1/2): 

© = D & B Ua  œ sr à 
se © wi » m3 a 3 œ © S 
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LA 

Méthode : intégration par parties 

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b] telles que u’ et v’ le sont 

aussi. On a alors: 
b is be 

[ uoov'Oax = ut “|  ['urtoveoax. 

Posons : 

u(x) = 20x + 10 d’où u’(x) = 20, 

a re. 
v()=e 2 d’où v(x) =—2e 2? (à une constante près), 

où u, v, u’ et v’ sont dérivables sur R.. 

Intégrons par parties : 
3 S je :3 

I = | f@x)dx = | u(x)v'(x) dx = Ê cv] EL u'(x)v(x) dx 
0 0 o 0 

GRAS 

+40 | e 2 dx 
0 

AE 

2 [2001 + 10)e D 
0 

Si -1;1]3 

1=-140e à + 20 + 40]- 2e 4 
0 

= + = 

1=-—140e 2+20-80e 2 +80=-220e 2 + 100 

= 
I = fs - ile | 

Partie B 

FD Le la question A.2 02 ds que f'(x) = _u 2x)e 7 . On a: 

PE 10 = 5G- 21e 2! +— 7 Q0r+ 10)e_ 2! = (15—105+ 10r+ 5)e he = 20e 2e 

On en dre. que f est bien nie de (E) sur [0 ; + cf. 

2. a) La fonction g est solution de l’équation (E) ; dès lors, g'(?) + —  D= 20e 3! , pour 

tout réel f. 

De même, la fonction f est solution de l’équation (E) ; donc f'() + — = (dE 20e ph , pour 

tout réel f. 

En soustrayant membre à membre les deux relations, on obtient : 

St) JO : gG) — 510 = 0, pour tout réel £. 

Puis: (g—f){(0 + 5 (g —f)(0) = 0, pour tout réel r. 

Ainsi, on a démontré que la fonction g — f est solution de l’équation (E?) : y" + : y=0. 
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b) 

Rappel de cours: les solutions d’une équation différentielle y’ = ay, avec a réel, sont de 

la forme y(x) = Ce%*, où C est une constante réelle. 

L’équation (E”) peut se mettre sous la forme y’ = — = y. Par suite, ses solutions sont les 

-ly 
fonctions définies sur [0 ; + «[ par y(x) =Ce 2 , avec C constante réelle. 

c) D’après la question 2), on sait que g — f est solution de l’équation (£”) ; on obtient 

donc, en utilisant la question précédente, g(x) — f(x) = Ce. 2. avec C constante réelle. 

Or, on a g(0) = 10 et f(0) = 10 d’après la partie À ; ainsi, si on applique la formule 
= 

go) — f(x) = Ce 7. en x = 0, on obtient g(0) — f(0) = C, puis C = 0. 

On en déduit que f(x) = g(x), pour tout réel x dans [0 ; + of. 
On a ainsi démontré que f est l’unique solution de l’équation différentielle (E) sur 

[0 ; + o[ vérifiant f (0) = 10. 

3. La température de la réaction chimique est donnée par la fonction f. 
La valeur initiale de la température correspond donc à f(0) = 10. D’après A.3., la tem- 
pérature redescend à sa valeur initiale, donc à 10, après un temps {= &= 4,673 heures, 
c’est-à-dire après 4 heures et 40 minutes environ. 

4. 

Rappel de cours: la valeur moyenne d'une fonction f sur un intervalle [a ; b] est le réel 
b 

donné par 1 | f(tdt si f est intégrable. 
— à ‘a 

3 

La valeur moyenne de la fonction f sur l’intervalle [0 ; 3] est 0 = = 1 fOdt. 
0 

ps 
En utilisant le calcul effectué en A.5., on obtient 0 = . ( — Île | degrés Celsius. 

Soit 0 = 17 °C. 

Méthode : cet exercice est un Q.C.M. dans lequel il est précisé que, pour chaque question, 
il n'existe qu’une bonne réponse. Par conséquent, on peut raisonner soit de manière. 
directe, en faisant le calcul, soit par élimination des mauvaises réponses. 

1. Réponse: C. 
Démonstration : 

On a z = V2 eiT/3, 

d'où: z4= (2 em) 2 (2) (ir) 28e nee 128,277, 

ar Jr = EC (mod 27), 
3 3 
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donc 12e (+8) ces 

2. Réponse : D. 
Démonstration : 

l2=23h=13:4il es SM = |3-4il car SM =|z,—2$| = |z-3] 

e SM = V32 + (-4ÿ = 25 =5 
Finalement, (E) est le cercle de centre S et de rayon 5. 

3. Réponse : B. 
Démonstration : 

Soit ABCDEF un hexagone régulier de centre O, alors les triangles OAB, OBC, OCD, 

ODE, OEF et OAF sont équilatéraux de côté 1. 

CF— 22P 
car AC.CF =-2 AC.AB Sc OE 3 

(au).(bv) = ab(u .v) 

AC.CF =-2|(40+0C).4B| —2 d’après la relation de Chasles 

=-2[AO.AB +OC.AB| car  (d+V).W=u.w+v.w 
— 

e u.v=|lu||x||v||x cos (&,v) 

= -2[40 x AB x cos (Æ)+4) car 
OC = AP 

OA=ABEA 

= AE ) CEE PR ae 

3 2 

4. Réponse : A. 
Démonstration : 

Méthode : on étudie la limite de la fonction g en - . 

Rappel de cours: soient f, g deux fonctions et a, b, c désignant des réels ou + o ou — ce. 

lim f() =b 
Si _ » alors lim (gof)@)=c. 

lim, 909 = c 1 
x— 

Lx 1-2 x 1-2 
Ne Xe n° 

On a g(x) = , car |x] = - x pour x < 0 

D Nuls x K 

lim Ne 4e 
et OA i , donc lim Tel, 

lim x= 1 ir Aa x 
x 1 

311 



Sujet 18 CORRIGÉS 

es 
Deplus, lim ( 2 _ =1,d'où lim g@= im —5-=-1. 

co X ES Xe ILES 

Ainsi, | admet une asymptote horizontale d’équation y = — 1 au voisinage de — ce. 

Autre méthode : en utilisant la calculatrice, on pouvait deviner l'asymptote en traçant 1° 
et les droites d'équations y=x, y=-1 et y=1. 

5. Réponse : C. 
Démonstration : 

Méthode : dérivée de la fonction e“ 
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle /, alors e“ est dérivable sur / et (et) = u'et. 

f est la primitive de la fonction x +> e-* qui s’annule en 0. 
Par conséquent, f est dérivable sur R et f'(x) = e*. 
x — x2 est dérivable sur R, donc f' est dérivable sur R. 
Finalement, f(x) = — 2x e*. 

SPÉCIALITÉ E341:1etd 

Méthode : comme le précédent, cet exercice est un Q.C.M. pour lequel il n'y a qu'une 
bonne réponse par question. On peut donc raisonner de manière directe (en faisant le 
calcul) ou par élimination des mauvaises réponses. 

1. Réponse : D. 
Démonstration : 

eOna22-2+4=6 = 0 (modulo 6) ; par suite, 2 est solution de l’équation x? — x + 4 = 0 
(modulo 6). 

En conséquence, la réponse B est éliminée. 
e On a 52 — 5 + 4 = 24 = 6 x 4 = 0 (modulo 6) ; ainsi, 5 est solution de l’équation 

x2 — x +4 = 0 (modulo 6). 

Donc la réponse A est éliminée, car 5 n’est pas pair. 
e De plus, 5 & 2 (modulo 6); la réponse C est éliminée. 
Il ne reste plus que la réponse D. 

2. Réponse : C. 

Démonstration : 

Méthode : une vérification des solutions suffit, mais il faut être prudent, car la réponse C 
contient la réponse A. 

On a 24(34k — 7) + 34(5 — 24k) = SH6K — 168 + 170 — SL6K = 2, pour tout k de Z. 
Les solutions de la réponse A conviennent. 

De même, 24(17k — 7) + 34(5 — 124) = 408k — 168 + 170 — 408k = 2, pour tout k de Z. 
Les solutions de la réponse C conviennent également. 

On remarque alors que les solutions proposées en réponse A sont de la forme des solu- 
tions proposées en réponse C, 
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car 34k = 7 = 17(2k) 7 = 17k' =7 et 5 —-24k= 5 — 12(2k) = 5 — 124”, avec KE Z. 
De plus, les solutions de la réponse D n’ont rien à voir avec celles de la réponse C. 

La bonne réponse est finalement la réponse C, car c’est la plus générale. 

3. Réponse : C. 
Démonstration : 

Méthode : on peut élever à la puissance n (avec n entier naturel non nul) les termes de 

part et d'autre d'une congruence: 
si a = b [p], alors a° = bn [p]. 

n = 1 789 = 105 x 17 +4 = 4 (modulo 17) 
p = n2005 = 42005 (modulo 17) 
p = 4x 42004 (modulo 17) 
p =4%x161002 (modulo 17) car 42 004 = (42)1002 = 161 002 

p=4x (—-1)1 002 (modulo 17) car 16 = —1 (modulo 17) 

p=4 (modulo 17) 

4. Réponse : A. 
Démonstration : 

MAB est un triangle rectangle isocèle direct d’hypoténuse [AB] 

équivaut à MAB est rectangle direct isocèle en M, 

1 Ms. mes (MÀ, MB) = -T (mod 27) 
équivaut à 6) 

MA = MB, 

équivaut à pez = i, car i est le complexe de module 1 et d’argument LE 

a—2Z 

équivaut à b—z=i(a-72), 

équivaut à Gi — 1)z=-b +1, 

re s —b+ia _ b—ia 
équivaut à = me = - 

1-1 1-i 

5. Réponse : D. 
Démonstration : 

Méthode : la composée de deux similitudes f et g de même centre A est encore une simi- 

litude de centre À dont le rapport est le produit des rapports de feet g et dont l'angle est 

la somme des angles des deux similitudes. 

f est une similitude de centre À de rapport 2 et d’angle ce 

g est une similitude de centre À de rapport . et d’angle Ge 

Ainsi, g © fest une similitude de centre A de rapport 2 X = = 1 et d’angle <= + = = 

Donc g o fest une rotation de centre A et d’angle tr. 
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De plus, À est une symétrie centrale de centre /. Par suite, k est une rotation de centre 

et d’angle 7. 
En conséquence, h o (g o f) est la composée de deux rotations d’angles respectifs nr. 
Or, on a x + % = 2x = 0 (mod 2x). On en conclut que h © (g o f) est une translation. 

Finalement, seule la réponse D convient. 

1. a) 

Méthode : pour montrer que deux plans sont perpendiculaires, il suffit de montrer qu'un 
vecteur normal de l’un est orthogonal à un vecteur normal de l'autre. 

l 
n' | 2 | est un vecteur normal au plan À d’équation x + 2y —7 = 0. 

0 

Onan.n=-2xX1+1xX2+5x0=-2+2+0=0. 

On constate que les vecteurs n et n' sont orthogonaux ; les plans et À sont, en consé- 
quence, perpendiculaires. 

—2 
b) Trouvons l’équation cartésienne de Ÿ de vecteur normal n | 1 

5 
On sait que P est de la forme : —- 2x +y+5z+d=0. 
Or, B appartient au plan P ; on a donc—-2x1+(-2)+5x1+d=0ed=-1. 
On obtient ainsi P : — 2x + y + 5z — 1 = 0. 
De plus, À est l’intersection des plans À et P, d’où: 
—2x+y+5z-1=0 
x+2y-7=0 

y=2x-5z+1 
x+2(2x-5z2+1)-7=0 

y=2x-5z+1 
x=22+1 

x = 27+ 1 
y=-2z+3 

L’inconnue z pouvant prendre n’importe quelle valeur réelle, on pose alors z = f. 
HE || 

M{x; y; z) appartient à À équivaut à £ =-t1+3,1ER. 
z=t 

2 Du 
Un vecteur directeur de À est | — 1 | et, pour ‘ =-— 1, on obtient { y = 4 

1 

Ainsi, À est la droite passant par le point de coordonnées (— 1 ; 4 ; — 1), de vecteur 
2 

directeur | — 1 |. 

1 

Z== 
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C} 

Rappel de cours: dans un repère orthonormal, la distance du point A(a ; B ; y) au plan 

P d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 est égale à: 

laa + bB + cy+ d 

Va+b+e 

e Calcul de la distance du point À au plan P: 

m9 =) 24) [-2x5+(-2)+5Xx(-1) 1] _ 18 _ 3 F3, 

VE +P+5 50 5 
e Calcul de la distance du point À au plan À : 

: [5+2x(-2)-7] ses. 

VI2+2+0 V5 

d) Soit À, le projeté orthogonal de À sur le plan P, À, le projeté orthogonal de A sur le 

plan À et À, le projeté de A sur la droite À. 

On obtient alors que le quadrilatère AA;, AA , est un rectangle, car les plans Pet R sont 

orthogonaux et se coupent en À. 
De plus, on a AA; = dy et Ag A1 = AA = dy 

Ainsi, le triangle AAA, est rectangle en A%; dès lors, d’après le théorème de 

Pythagore, on a: 
2 2 

AA = AA + AyA = du + da = (330) +($6) =, 

dy = 

dg 

AA , = 18 = 32. 
En conclusion, la distance de À à la droite À est 342. 

ne 4 +21 

2. a) On a AM, Sel 

t+l 

donc AM,=-V(-4 +202 +(5-19 +(1+1)= V6 - 241 + 42. 

b) La fonction 1 > 61? — 241 + 42 est dérivable sur R comme polynôme de degré 2. 

682 — 241 + 42 > O sur R, car A=242-4X6 x 42 < 0. 

Finalement, @ est dérivable sur R. 

Calculons sa dérivée. On a: 

12r — 24 6t — 12 : 6(t — 2) 

267 -241+42 V6P-24r+42 V6?-241+42 

Or, V6r2 _ 941 + 42 > 0 sur R:; le signe de g’(f) ne dépend donc que du signe de r — 2. 

Par suite : 

p'(t) < 0, pour tout r de ]— ce ; 2116 

p'(t) > 0, pour tout { de ]2 ; + co, 

g'(t) = 0, pour {= 2. 

On en conclut que @ est strictement décroissante sur ]- + ; 2[ et strictement crois- 

sante sur ]2 ; + >. 

o admet un minimum en 2 qui vaut (2) = 4/6 x22-24xX2+42=V18= 342. 

p'(?) = 
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c) Les coordonnées de M, vérifient la représentation paramétrique de À ; en conséquence, 
M, appartient à la droite À. Ainsi, la valeur minimale de o représente hs plus courte dis- 
nee qui sépare le point À d’un point de la droite À: c’est donc là distance du point À 
à la droite A. : 

Partie A 

1. On a une chance sur quatre pour que la couleur de la face cachée d’un dé soit verte. 

Comme les deux lancers se font de manière indépendante, P(E) = . X = = = 

L'événement F est la réunion de trois événements incompatibles : « les deux faces sont 
bleues », « les deux faces sont rouges » et « les deux faces sont vertes » (c’est-à-dire 
Ê). 

D'où P(F) = — NES - X . + 26 > 
D A, A do) Ste LOS ET L05 

L'événement E est contenu dans l’événement F. Donc : 

44 

l ECEMVF)AP(E). » 16 
P(E/F) = Re ; 
os P(F) PP Dn 6 

8 

Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 
A de probabilité p et À de probabilité (1 — p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment À suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire: 

pX= k) = . pk(1-p}°-K, avec k entier tel que 0 < k<n. 

On a, de plus: E(X) = np. 

: ; > ; ; 5 
Ici, on se trouve en présence d’un schéma de Bernoulli, avec p = . et n= 10, en prenant 

pour X le nombre de réalisations de l’événement F. 

Calculons P', la probabilité contraire à celle demandée, c’est-à-dire la probabilité d’ob- 
tenir 0 ou 1 fois l’événement F au cours des 10 parties. On a: 

ao (0 2 (RAT 0 /\8 8 1 /\8 8 

r(noa(s (HE) 8 8 8 8/ \8 8 8 8 

La probabilité demandée est donc 1 — (5) x . = 0,936. 
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Partie B 

Ajoutons une ie au tableau de l’énoncé en déterminant les _— 5 

On peut : ainsi calculer : 
1 \2 1 \2 1 \2 1 \2 

4 — —— | =| 0,192 — —| +10,308 -—| +10,295-—|1+|0205-—> 

né pr >) ni à | 7) | ; 

= 0,010 8. 

Le neuvième décile de la série statistique des 1 000 valeurs de d 2 est égal à 0,009 8. Cela 

signifie que 90 % des valeurs de d 2 obtenues au cours des 1 000 simulations se trouvent 

dans l’intervalle [0 ; 0,009 8]. 

Or, la valeur de ds ç n'appartient pas à cet intervalle. On peut donc en conclure qu’au 

vu de D ence ‘réalisée et au risque de 10 %, le dé n’est pas parfaitement équi- 

libré. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 45 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 1 h 15 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 
réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 
donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de 
l’indiquer clairement sur la copie. 

La qualité et la précision de la rédaction seront prises en compte dans l’ap- 
préciation des copies. 

se — Suites (4 points) 

Cet exercice constitue une restitution organisée de connaissances. 

Partie A : question de cours 

On suppose connus les résultats suivants : 

(1) deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes lorsque : l’une est croissante, 

l’autre est décroissante et u, — v, tend vers 0 quand n tend vers + c; 

(2) si (u,) et (v,,) sont deux suites adjacentes telles que (4,) est croissante et 

(»,) est décroissante, alors, pour tout nr appartenant à N, on a USM: 

(3) toute suite croissante et majorée est convergente ; toute suite décroissante 

et minorée est convergente. 

Démontrer alors la proposition suivante : 

« Deux suites adjacentes sont convergentes et are ont la même limite. » 
C 

Partie B 

On considère une suite (4,,) définie sur N dont aucun terme n’est nul. 

On définit alors la suite (v,) sur N par v, = us 
u 
n 

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une 
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démonstration pour la réponse indiquée. Dans le cas d’une proposition fausse, 

la démonstration consistera à fournir un contre-exemple. Une réponse non 

démontrée ne rapporte aucun point. 

1. Si (u,) est convergente, alors (r,) est convergente. 

2. Si (u,) est minorée par 2, alors (v,) est minorée par — 1. 

3. Si (u,) est décroissante, alors (v,,) est croissante. 

4. Si (u,) est divergente, alors (v,) converge vers zéro. 

Corrigé page 322 

SLTele #1 Nombres complexes — Transformations géométriques 

Dans le plan orienté, on considère les points O et À fixés et distincts, le cercle 

@ de diamètre [OA], un point M variable appartenant au cercle @ et distinct des 

points O et À, ainsi que les carrés de sens direct MAPN et MKLO. La figure est 

représentée ci-dessus. 

Le but de l'exercice est de mettre en évidence quelques éléments invariants de 

la figure et de montrer que le point N appartient à un cercle à déterminer. 

On munit le plan complexe d’un repère orthonormal direct de sorte que les 

affixes des points O et À soient respectivement O et 1. 

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument . 

On note k, L, m, net p les affixes respectives des points K, L, M, Net P. 
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1. Démontrer que, quel que soit le point M choisi sur le cercle €, on a: 

1 | 1 
M——|=—. 

2 2 

2. Établir les relations suivantes : / = im et p = — im + 1 + i. On admettra que 

l’on a également n = (1 — i)m + i et & = (1 + i)m. 

3. a) Démontrer que le milieu Q du segment [PL] est un point indépendant de 

la position du point M sur le cercle “€. 

b) Démontrer que le point Q appartient au cercle € et préciser sa position sur ce 

cercle. 

4. a) Calculer la distance XN et démontrer que cette distance est constante. 

b) Quelle est la nature du triangle QNK ? 

5. Démontrer que le point N appartient à un cercle fixe, indépendant du point M, 

dont on déterminera le centre et le rayon. 
Corrigé page 324 

tete Æ1 Probabilités - Conditionnement, Loi de probabilité 

5 points 

Pour les questions I et 2, on donnera les résultats sous forme de fraction et sous 

forme décimale approchée par défaut à 107 * près. 

Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7 vertes. Il met 10 rouges et 3 vertes 

dans une boîte cubique et 3 rouges et 4 vertes dans une boîte cylindrique. 

1. Dans un premier jeu, il choisit simultanément trois billes au hasard dans la 

boîte cubique et il regarde combien de billes rouges il a choisies. On appelle X 

la variable aléatoire correspondant au nombre de billes rouges choisies. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance mathématique de X. 

2. Un second jeu est organisé de telle sorte que l’enfant choisisse d’abord au 

hasard une des deux boîtes, puis qu’il prenne alors une bille, toujours au hasard, 
dans la boîte choisie. 

On considère les événements suivants : 

C, : «l’enfant choisit la boîte cubique », 

C, : «l’enfant choisit la boîte cylindrique », 

R : «l’enfant prend une bille rouge », 

V : «l’enfant prend une bille verte ». 

a) Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant à ce second jeu. 
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b) Calculer la probabilité de l’événement R. 

c) Sachant que l’enfant a choisi une bille rouge, quelle est la probabilité qu’elle 

provienne de la boîte cubique ? 

3. L'enfant reproduit n fois de suite son second jeu, en remettant à chaque fois 

la bille tirée à sa place. 

a) Exprimer, en fonction de n, la probabilité p,, que l’enfant ait pris au moins une 

bille rouge au cours de ses n choix. 

b) Calculer la plus petite valeur de » pour laquelle p, = 0,99. 
Corrigé page 326 

ETAT Analyse — Fonction exponentielle, Équations diffé- 
rentielles (6 points) 

Partie A 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = __—— 
2+e* 

a) Démontrer que f(x) = DR” 

1+2e * 

b) Étudier les limites de la fonction f en + + et en — co. 

c) Étudier les variations de la fonction f. 

Partie B 

1. On a étudié en laboratoire l’évolution d’une population de petits rongeurs. La 

taille de la population, au temps f, est notée g(t). On définit ainsi une fonction 

g de l’intervalle [0 ; + [ dans R. La variable réelle f désigne le temps, exprimé 

en années. L'unité choisie pour g(t) est la centaine d’individus. Le modèle 

utilisé pour décrire cette évolution consiste à prendre pour g une solution, sur 

l'intervalle [0 ; + [, de l’équation différentielle (E,) y’ = . 

a) Résoudre l’équation différentielle (E,). 

b) Déterminer l’expression de g(r) lorsque, à la date £ = 0, la population com- 

prend 100 rongeurs, c’est-à-dire g(0) = 1. 

c) Après combien d’années la population dépassera-t-elle 300 rongeurs pour la 

première fois ? 

2. En réalité, dans un secteur observé d’une région donnée, un prédateur 

empêche une telle croissance en tuant une certaine quantité de rongeurs. On note 

321 



Sujet 19 

u(t) le nombre des rongeurs vivants au temps r (exprimé en années) dans cette 

région, et on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux conditions : 

; u(t) u(t}? re se 
u'(t) == - == —, pour tout nombre réel £ positif ou nul, 

(E;): + 12 

Lu(O) =1 
où u” désigne la fonction dérivée de la fonction u. 

a) On suppose que, pour tout réel positif f, on a u(f) > 0. On considère, sur 

l'intervalle [0 ; + of, la fonction h définie par h = L Démontrer que la fonction 
u 

u satisfait aux conditions (E,) si, et seulement si, la fonction À satisfait aux 

conditions : 

h'(t) =- L h(t) + A pour tout nombre réel t positif ou nul, 
(E>): 4 12 

(O0) = 1 

où h' désigne la fonction dérivée de la fonction h. 

b) Donner les solutions de l’équation différentielle y" = — = y + = éten 

déduire l’expression de la fonction h, puis celle de la fonction u. 

c) Dans ce modèle, comment se comporte la taille de la population étudiée 

lorsque f tend vers + co ? 
Corrigé page 330 

Corrigés 

Partie A : question de cours 

Méthode : c'est une question de cours dont la démonstration a dû être vue en classe. Elle 
se fait en deux temps: 
e on montre la convergence des deux suites ; 
+ on montre que ces limites sont identiques. 

Posons (u,) et (v,), deux suites adjacentes telles que la suite (4,) soit croissante et la 

suite (v,,) soit décroissante. 

D’après la propriété (2), on obtient que u, © V,, pour tout entier naturel n. 

U  <U 
0 n Or, on a 

L1 ÊS 

Ve ME 
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la suite (u,) est croissante, donc u, <U, , ,, pour tout entier naturel n; 

la suite (v,,) est décroissante, donc V,41 © V,, pour tout entier naturel n. 

On en déduit que u, < u, = v, = v,, pour tout entier naturel n. 

Par conséquent, la suite (u,) est croissante et majorée par v,, et la suite (v,,) est décrois- 
sante et minorée par 4. 

On en conclut, d’après la propriété (3), que les suites (4,) et (v,) sont convergentes. 

Comme les suites (u,) et (v,) sont convergentes, on a donc démontré l’existence de deux 

réels / et l’ tels que: 

Him u,={ et lim v,=/". 
n — + co n — + co 

Or, lim (4,-v,)=0 d’après la propriété (1). 
n — + © 

Ainsi, /—l"=0, puis / =". 
Finalement, les deux suites adjacentes (u,) et (v,,) sont convergentes et ont la même 

limite. 

Partie B 

Méthode : cette question est un « vrai - faux » qu'il faut justifier à chaque étape. 

1. Réponse : Faux. On cherche donc un contre-exemple. 

1 : s $ 
Posons u, = —, pour tout entier n Z 1. On a bien u, # 0, pour tout entier n Z 1. 

n 

, ANRT Î ; 
Alors: lim U, = 0O*, d’où lim —=+,et donc lim v,=-—o. 

n — + © nn n — + © 

Finalement, la suite (v,,) diverge, alors que la suite (4,,) converge. 

2. Réponse : Vrai. On en fait la démonstration. 
(u,) est minorée par 2. On a successivement : 
2 < u,, pour tout entier naturel n 

RE : la fonction inverse est décroissante sur R° 
D) é u, u, > 0 (car minorée par 2), pour tout entier naturel n 

= 2 = DIN L 

u, 2) 

v =—l 

Par conséquent, la suite (v,) est bien minorée par — 1. 

3. Réponse : Faux. On cherche à nouveau un contre-exemple. 
Reprenons la même suite qu’à la question I. 

Posons u,, = 1 pour tout entier n = 1. On a bien u, # 0, pour tout entier n = 1. 
n 

La suite (u,,) est décroissante. 

Or, v,=--2=- 2 n =f(n), où f(x) = 2x. 
U 

n 
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fest une fonction affine de coefficient directeur — 2, donc négatif. Par suite, fest décrois- 

sante sur R. 

On en conclut que (r,,) est une suite décroissante. 

4, Réponse : Faux. On cherche encore un contre-exemple. 

Posons u, = (- 1)”, pour tout entier n Z 0. On a bien u, # 0, pour tout entier n > 0. 

La suite (u,) diverge, car elle n’a pas de limite en + ce. 

Or, v,=-2=-2%x(- 1)". 
n 

Ainsi, la suite (v,) n’admet pas de limite en + + et elle ne peut donc pas converger 

vers (0. 

1. 

Méthode : on cherche l'affixe du centre et le rayon du cercle €. 

Soit Z, d’affixe Z, le centre du cercle €. J est, par conséquent, le milieu de [OA]. 

0 FAR 

Up: 
Par suite, z, = 

De plus, le rayon de € vaut = puisque son diamètre vaut 1. 

M, distinct de O et À, appartient à @ si, et seulement si, 1M = 
w | 

si, et seulement si, |m — z,| = > 

si, et seulement si, à m——|=— 
2 

2: 

Méthode : 
e On utilise les propriétés des carrés: en particulier, les rotations intérieures. 
e Si M’, d'affixe z', est l'image de M, d'affixe z, par la rotation de centre /, d'affixe z, et 
d'angle 6, alors: z' -z,= ei? (Z-z,). 

e Soit r, la rotation de centre O et d’angle ne L est alors l’image de M par r, car MKLO 

est un carré de sens direct. 

Ainsi, L = Hu )}, 

EE ne 0) iZ 
l=im care 2=i 

e Soit r’, la rotation de centre À et d’angle — = P est alors l’image de M par r’, car 

MAPN est un carré de sens direct. 
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Ainsi, P = r'(M). 
TE. 

p1=e nl) 
p—-l=-1i(m-1) care 

p=-im+1l+i 

3. a) Q est le milieu de [PL]. 

Dore Do PR aires RUE 
2 

Finalement, Q est un point indépendant de la position du point M sur le cercle €. 

b) 

, indépendant de m. 

Méthode : Q appartient à € équivaut à /Q = : Donc, on va calculer /Q. 

1 
= Cr 

2 2 ne nu 
FA Z 
2 = ER pour tous complexes 

fr’ 
A4 
2 

Zetz tel'que 72420; 

En conséquence, Q appartient au cercle de centre J et de rayon > Ainsi, Q@ appartient 

à €. 

FI nr ; à art ; 
e Comme z,, = =. on peut en déduire, d’une part, que le point (2 appartient à la droite 

d’équation x = . qui est la médiatrice de [OA] et, d’autre part, que l’ordonnée du point 

Q est positive. 
En conclusion, Q est le point d’intersection entre € et la médiatrice de [OA] se 

situant dans la moitié supérieure du cercle €. 

4. a) KN=|n—k|=|(1-im+i-(+Dm| 

KN = |- 2im + il = |i(1 — 2m)| 

KN=|il x|1 -2ml| car|zxz'|={|z| x|z’|, pour tous z et z' complexes 

[= 2|= 2 et lil=1 

2 2 mn - à = — d’après la question 1. 
2 2 

Donc, KN = 1. 

Finalement, on peut affirmer que la distance XN est constante. 

b) 

Méthode : d'après le dessin, on peut conjecturer que le triangle QNK est un triangle iso- 

Zo-k 
cèle rectangle en Q. Cette conjecture nous donne l’idée de calculer le quotient: - 

St 

Zo —k 

200 
Calculons le quotient . On a: 
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DEL (1 + im | | 
UE MP) __ 1+i-2m-2im _1-2m+i(l-2m) 

Zn 1+ilQ pm; I+i-2m+2im-2i 1-2m-i(l-2m) 

Zo=k = 2m) #1) LE, AE DU #1) JT ASLSE 

Lot (LA DIET QUES DCE 1) 2 

Zo—k 
Ainsi, | = = Ne ik 

Zo=n 

La = kl z|_ bl , 
D'où: = 1, car |—|=——-, pour tous complexes z et z’ tel que z' Æ0. 

za - "1 lz°| 

_. = 1 équivaut à QK = ON. 

Par suite, le triangle Q NK est isocèle en (2. 

Zo —k É 
De plus, arg | | = arg(i) (mod 27) 

Zo=n 

(mod 27) 

Donc, mes (QN, OK) = 
Da D]a 

LS Sn = 

(mod 27), car arg AE | = mes (AC, AB) (mod 27). 

Vite 

Ainsi, le triangle Q NK est rectangle en Q2. 

En conclusion, le triangle Q NK est isocèle rectangle en (2. 

S: 

Méthode : en faisant plusieurs dessins avec différentes positions du point M sur le cercle 
€, on peut conjecturer que N est sur un cercle de centre Q. Ainsi, il suffit de montrer que 
QN est constant. 

QN= La _n|=\( = 2m)(1-i)| d’après les calculs de la question 4. b) 

ne onlx ei 
ee m2 x [Lil 

2 

=2x5 x + C1) er 

= 
Par conséquent, Q N est constant. 

Finalement, N appartient au cercle de centre Q et de rayon 12. 

"| ii Rene ; 
m——| = —, d’après la question 1. 2 2 P q 

1. a) Dans la boîte cubique, il y a 10 billes rouges et 3 vertes. 
Ainsi, lors d’un tirage, on peut tirer, soit 0 boule rouge, soit 1 boule rouge, soit 2 boules 
rouges, soit 3 boules rouges. 
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Pansuite OCEAN OMERES) 

Posons p;, la probabilité associée à la valeur i, pour tout i € {0; 1; 2; 3}. 

Le nombre de façons de tirer simultanément 3 billes parmi les 13 de la boîte cubique est : 

! te CRE EEE 
satire 6 

e ni est le nombre de façons de tirer 0 bille rouge parmi les 10 de la boîte cubique. 

: | est le nombre de façons de tirer 3 billes vertes parmi les 3 de la boîte cubique. 

Ainsi, le nombre de façons de tirer 0 boule rouge est de : | Hd X | à | = il. 

1 
D'où : p, = —— = 0,003 à 10-* près. Po 286 ; P 

e | … est le nombre de façons de tirer 1 bille rouge parmi les 10 de la boîte cubique. 

6) est le nombre de façons de tirer 2 billes vertes parmi les 3 de la boîte cubique. 

Ainsi, le nombre de façons de tirer 1 boule rouge est de : 

AA EN EL 2e) 0 

1 2 JP TIONDINTI 

LS Gios à 10 pres. D'où: p, = = 
LIRE 

e | s) est le nombre de façons de tirer 2 billes rouges parmi les 10 de la boîte cubique. 

: | est le nombre de façons de tirer 1 bille verte parmi les 3 de la boîte cubique. 

Ainsi, le nombre de façons de tirer 2 boules rouges est de : 

10 X 3 OS fes 
2 1 SR? ET 

135 D'où : p, = —— = 0,472 à 107 près. 
LATE P 

e | + est le nombre de façons de tirer 3 billes rouges parmi les 10 de la boîte cubique. 

é | est le nombre de façons de tirer 0 bille verte parmi les 3 de la boîte cubique. 

Ainsi, le nombre de façons de tirer 1 boule rouge est de : 

10) T0 50. 
20) COST 

_ 120 _ 60 D'où : p, = 0 2 0,420 à 1073 près. 
P3T 586 143 
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On obtient finalement la loi de probabilité suivante : 

mr "LEE 286 | 143 | 286 | 143 

Remarque : on peut vérifier que la somme des probabilités obtenues vaut bien 1. 

S 
1 15 135 60 _ 240 

b) E(X) = X=OX—+IX——+2X —— +3 X — = — 
Ex de .. 286 143 286 286 143 

E(X) = 1,678 à 107 près. 

2. a) On obtient l’arbre pondéré suivant : 
10 
es R 

re 

C 

= heritiee 2 É V 
1 

2 R 
d 7 

2 ce 

Si V 
1 

En effet : 

P(C;) = p(C;) = = car il y a deux boîtes et on choisit l’une des deux 

2 au hasard ; 

Pc (R) = “ = 0,769 à 10 près car, dans la boîte cubique, il y a 10 boules rouges 
sur 13; 

PCM =1- PCR) = = = 0,231 à 1073 près ; 

Pc,(R) = 3 - 0,429 à 107 * près car, dans la boîte cylindrique, il y a 3 boules 
7 rouges sur 7 ; 

Pc, (R) =] — Pc,(R) = + = 0,571 à 107% près. 
8 

b) 
Rappel de cours : formule des probabilités totales 
Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit A un événement; on a: 

P(A) = p(B, N À) + p(B, N A) +. + p(B,, N A). 
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C, et C, forment une partition de l’univers formé par les 20 billes. 
On a donc p(R) =p(C, MR)+p(C;,NR) 

= Pc (R) x p(C;) + pc; (R) x p(C:) 

SOUS SC 
Fo 1 

_ 109 
= = 0,599 à 107 près. 
182 

c) On cherche à calculer ici la probabilité conditionnelle p}(C.) : 

MORE NS 
DICTIQUR) MST CO IS AR SA SLR T0 : ù 
GE D x 2 06422107 pres. 

 : p(R) 109 109 13 109 109 F 
182... 182 

3. a) 

Rappel de cours: loi binomiale 

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A, de probabilité p, et À, de probabilité (1 — p). Lorsque l'on répète n épreuves de 

Bernoulli de manière indépendante, on crée un schéma de Bernoulli. La variable aléa- 

toire X égale au nombre de réalisations de l'événement À suit une loi binomiale de para- 

mètres n et p, c'est-à-dire : 

plX = k) = () pk (1-p}"-K, avec k entier tel que 0 <k<n. 

L'exercice peut se modéliser suivant une loi binomiale de paramètres n et 

109 
PP)" 

182 

On va calculer la probabilité de ne tirer aucune boule rouge au cours des n tirages. On a 

donc : 

pa=o)= [9 )pu n°2 1®)-(Ry. 
182 109 

soit, p, = 1- el 

b) On recherche n tel que p, = 0,99. 

p, =0,99 

1 El = 0,99 
109 

al < 0,01 
109 

es la fonction In est strictement croissante sur R° 

In a" = n In a, pour tout a de R° n In al < In(0,01) 
109 

, = 2001) D donc in ee | <0 
| | 73 | 109 109 
n ——…— 

109 
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In (0,01) 

nn) 

109 
En conclusion, à partir de n = 12, on aura p, = 0,99. 

Or, = 11,487 à 1073 près. 

Partie A 
œ X 

3e4 etx3 3 
L' FACE AT ny e > 

2+e4 ele 141) 1+2e 4 

b) 

Rappel de cours: soient f et g deux fonctions; a, b, c désignent des réels ou + + ou — ce. 
lim f(9 =b 

+: X—a ue à 2e 
Si indie c alors : Jim (g°f)(=c 

x b 

: Xe Ex. 

Ê me à Étant ® (donc: lim e 4=0 d’après le théorème sur les limites des 
X — + 00 : 2 

En tete 0 fonctions composées 
X — — co 

2% 

AIS lIMSlE 2 Cal" 
X — + 0 

D'où: lim f(x) =3. 
X — + 

e lim -#*= x 
NA donc: lim e 4=+ d’après le théorème sur les limites des 

X— —0 : ë 
alter fonctions composées 

X — + 

SRE 

Ainsi, lim 1+2e 4 =+o, 
X — — co 

Finalement, lim f(x) = 0. 
X ——0 

c) 

Méthode : on peut étudier ce sens de variation de manière classique, c'est-à-dire : 
e étudier la dérivabilité, 
e calculer la dérivée f', 
e étudier le signe de la dérivée, 
e et en déduire les variations de la fonction. 
Mais ici, on peut déterminer les variations directement grâce aux théorèmes sur les fonc- 
tions associées. 

X a D: : £ 5 e 

x — à est une fonction décroissante sur R comme fonction affine dont le coefficient 

directeur est négatif. 
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D 
x-e 4 est une fonction décroissante sur R comme composée de deux fonctions de sens 

de variations contraires. 
2 ÈS 

x 2e 4 est décroissante sur R comme produit d’une fonction décroissante sur R par 

un réel positif. 
X 

x 1+2e 4 est décroissante sur R, car la courbe de cette fonction se déduit de la pré- 

cédente par translation de vecteur j ; elles ont donc même sens de variation ; 
X 

de plus, 1 +2 e 4 est strictement positif sur R. 

la fonction inverse est décroissante 

sur R° 
comme composée de deux fonctions 
de même sens de variations. 

On en conclut que f est croissante sur R comme produit d’une fonction croissante sur 

R par un réel positif. 

Ainsi, x > 

1+2e 

est croissante sur R, car 

BI 

Partie B 

12) 

Méthode : les solutions de l'équation différentielle y’ = a y sont de la forme y = k e°*, où 

k est un réel. 

as | 
Ona(E,):y =—7y. 

4 . 
Les solutions de (E,) sont, par conséquent, de la forme y = k e4, où k est un réel. 

Na 

g@=ket 
s FI OIHUOnE ES équivaut à OUR soit & = 1. 

g(0)=:1 

Ainsi, g(®) = e*. 

c) On cherche à résoudre l’inéquation suivante : g(#) = 3. On a donc: 

Bts 

LE 

e4 > 3 

1 > In 3 car Le > b équivaut à Ina Z= In b, pour tous a et b de R° 

4 In e* = x, pour tout x de R 

t=41In3 

Or, 4'In 3 = 4,39. 

Finalement, après 5 ans, la population des rongeurs dépassera les 300 individus. 

2. a) On a h(?) = he sur R,. 
u (6) 

Comme u vérifie (E,), on sait que u est dérivable sur R,. De plus, u(r) # 0 sur R.. 

Par suite, h est dérivable sur R.. 

u'(t) RU UT ee | 
insi, A'(?) 20 
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2 

u vérifie (E,) équivaut à u'( = 4 40 er 40) = 1, 
4 12 

2 PA 
équivaut à h'(f) =-— = ee — + on remplace u’(t) dans l’ex- 

BAADENTE 12 pression de h'(r) 

et A(0)= 1 = 1, car un) #0 sur R, 
u(O) 

équivaut à h'(f) =— E x als + Le et A(O) = 1, 
4 D 12 

: 1 1 
équivaut à h'(f) =—— h(r) + — et h(0) = 1. q (0) 5 (0) 5 (0) 

Finalement, # vérifie (E,) équivaut à h vérifie (E;). 

b) 

Méthode : les solutions de l'équation différentielle y’ = a y + b sont de la forme : 

y=Kkex- b, où k est un réel. 
a 

Les solutions de l’équation différentielle y’ = — so + . sont de la forme : 

x 
=. il 

=ke 4+—, 
“ 3 

ae 1 
RL hi) =ke Ar 1 1 > 

Ainsi, 3 ; on en déduit k + —= 1, soit k=1-—=— 

h(0) = 1 Sa 
722 Fe 

D'où : bo=e ART 15 = 1+2e 4 

5 3 3 

Puis, u(£) = MT mobs: n0 
h(®) _ 1+2e 4 

c) On remarque que u(r) = f(?) sur R,. 
Or, d’après la question À. b),on a lim f(x) =3,donc lim w(f) =3. 

X — + 0 1— + co 

En conclusion, la taille de la population de rongeurs plafonne à 300 individus. 
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CONSEILS 
Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 60 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

L'utilisation de la calculatrice est autorisée. 

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entre- 

ront pour une part importante dans l’appréciation des copies. 

LT El Nombres complexes — Résolution algébrique, 

Transformations géométriques (5 points) 

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormal direct (O, u, v), on 

considère l’application f du plan dans lui-même qui, à tout point M d’affixe z, 

_ associe le point M' d’affixe z’ telle que: 

17 A7. 

| 1. Soient À et B les points d’affixes z, = 1-ietz=3+1 

|| a) Calculer les affixes des points A' et B' images des points À et B par f. 

|| b) On suppose que deux points ont la même image par f. Démontrer qu’ils sont 

| confondus ou que l’un est l’image de l’autre par une symétrie centrale que l’on 

| précisera. 

| 2. Soit J le point d’affixe — 3. 
|| a) Démontrer que OMIM' est un parallélogramme si, et seulement si : 

22 -3:+3=0. 

b) Résoudre l'équation 7? — 3z + 3 = 0. 

3. a) Exprimer (z’ + 4) en fonction de (z — 2). En déduire une relation entre 

|z' + 4] et |z — 2], puis entre arg(z' + 4) et arg(z — 2). 
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b) On considère les points J et K d’affixes respectives z, = 2 et zx = — 4. . 

Démontrer que tous les points M du cercle (C) de centre J et de rayon 2 ont leur 

image M' sur un même cercle que l’on déterminera. - 

c) Soit E le point d’affixe z,, = — 4 — 31. 

Donner la forme trigonométrique de (z, + 4) et, à l’aide du 3. a), démontrer qu'il 

existe deux points dont l’image par f est le point E. 

Préciser sous forme algébrique l’affixe de ces deux points. 

Corrigé page 336 

Géométrie dans l’espace — Barycentre (5 points) 

Cet exercice est un questionnaire à choix multiples (Q.C.M.). 

Les réponses à cet exercice sont à inscrire sur la feuille jointe en annexe. Toute 

réponse ambiguë sera considérée comme une absence de réponse. 

Pour chacune des cinq questions, une ou plusieurs réponses sont exactes. Le 

candidat doit inscrire V (vrai) ou F (faux) dans la case correspondante. 

Aucune justification n’est demandée. Pour chaque question, 3 réponses cor- 

rectes rapportent 1 point et 2 réponses correctes rapportent : point. 

E 

À F 

Soit ABCDEFGH un cube de côté 1. 

On choisit le repère orthonormal 

1 (A ; AB, AD, AE). 

B 

C 

On appelle J et J les milieux respectifs des segments [EF] et [FG]. 

L est le barycentre de {(A, 1); (B, 3)}. 

Soit (7) le plan d’équation 4x — 4y + 3z -3 = 0. 

1. Les coordonnées de L sont : 

a) (2 :0:0); D (#:0:0): 9 (#:0:0) 
4 4 3 

2. Le plan (n) est le plan : 

a) (GLE) ; b) (LEJ) ; c) (GFA). 
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3. Le plan parallèle au plan (x) passant par / coupe la droite (FB) en M de coor- 

données : 

n (150: 2); D (150; 2); o(1:0:+) 
4 5 3 

\ 

4. a) Les droites (EL) et (FB) sont sécantes en un point N qui est le symétrique 

de M par rapport à B. 

b) Les droites (EL) et (M) sont parallèles. 

c) Les droites (EL) et (M) sont sécantes. 

5. Le volume du tétraèdre FIJM est : 

_. b) =: ; 2 eo 
, 

48 24 
Corrigé page 339 

STE) Analyse — Fonction exponentielle, Croissance comparée 

(5 points) 

On considère la fonction f définie sur R par : 
x FI = —=—. 

e*—x 

On note (@) sa courbe représentative dans le plan rapporté au repère orthogonal 

(O, i, j), l'unité graphique est 2 cm sur l’axe des abscisses et 5 cm sur l’axe des 

ordonnées. 

Partie A 

Soit g la fonction définie sur R par : 

ep) =e x T1. 

1. Étudier les variations de la fonction g sur R. En déduire le signe de g(x). 

2. Justifier que, pour tout x, (e* — x) est strictement positif. 

Partie B 

1. a) Calculer les limites de la fonction f en + ce et en — ce. 

b) Interpréter graphiquement les résultats précédents. 

2, a) Calculer f'(x), f' désignant la fonction dérivée de L 

b) Étudier le sens de variations de f, puis dresser son tableau de variations. 

3, a) Déterminer une équation de la tangente (T°) à la courbe () au point d’ab- 

scisse 0. 
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b) À l’aide de la partie À, étudier la position de la courbe (@) par rapport à la 

droite (T ). 

4. Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (€). 

Corrigé page 343 

se — Suites, Fonctions (5 points) 

On considère les deux suites (4,,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n, par : 
u,+v, LS pEV 

uy=3etu,,,= ) ; > Vo=4etv,,1= 

1. Calculer Uj; Vis M) Et Va. 

2. Soit la suite (w,) définie, pour tout entier naturel n, par : 

W,=V,-U 

a) Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison + 

b) Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (w,,). 

3. Après avoir étudié le sens de variation des suites (u,) et (v,), démontrer que 

ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ? 

4. On considère à présent la suite (r,) définie, pour tout entier naturel n, par : 
u, F2V; 

n 3 £ 

a) Démontrer que la suite (r,) est constante. 

b) En déduire la limite des suites (u,) et (v,). 

Corrigé page 346 

Corrigés 

1. a) 

Méthode : on remplace z par z, et z, dans l'expression def. 

za =Z4 —4z,=(1-i) -4(1-=1-2i+2-44+4i=-4 + 2j 

Zn = ty 47, =(3+1) — 4(3 + i) = 9 + 6i + i2 — 12 — 4i = — 4 + 2i 
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b) 
Méthode : 
e on choisit deux noms de points (ainsi que les affixes de ces points), puis on écrit l'éga- 
lité de leur image en utilisant l'expression de f; 
e M' est le symétrique de M par rapport à une symétrie centrale de centre / d'affixe a si, 

et seulement si, z'-a=-(z-a). 

Soient deux points M, d’affixe z,, et M, d’affixe z.. Ils ont la même image par f, donc : 
24 = 2 

27 —4z, = 2: — 4z, 

— Ze — 4z, +4z,=0 

G; =), +2) —-4G, -2z)= 0 

Gi=2)G; +2) -41=0 

24 Z)=0 ou z,+Z —-4=0 

Z,=2Z ou z,—2=- (z, —2) 

M, et M, sont confondus ou M, est le symétrique de M, par la symétrie centrale de 

centre J d’affixe 2. 
Ainsi, si deux points ont la même image par f, alors : 

- soit ils sont confondus, 

+ soit l’un est le symétrique de l’autre par la symétrie centrale de centre J d’affixe 2. 

2. a) OMIM' est un parallélogramme si, et seulement si, OM = M'I, 

si, et seulement si, z — 0 = — 3 — (2? — 4z), 

si, et seulement si, z = — 3 — z? + 47, 

si, et seulement si, z? — 3z + 3 = 0. 

b) 

Méthode : résolution d'une équation de second degré dans C 

Si cette expression n'est pas une identité remarquable, on calcule le discriminant: 

A=b?2-4ac. 

e Si A > 0, l'équation admet deux solutions réelles : x; = — et x, = =b+ia 
a 2a 

° Si A = 0, l'équation admet une unique solution réelle : x, = - _ 
a 

e Si A < 0, l'équation admet deux solutions complexes : z, = chics etz,= c
htica, 

a 

On doit résoudre : z2 — 3z +3 = 0. 

OnaA=b2-4ac=(-3/-4x1x3=9-12=-3 < 0; l'équation admet donc deux 

solutions complexes : 

bi WA Re ASE : 
a a 

Z; _3-i93 et pen. 

2 2 
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3.a)-Onaz'+4=72-47+4=(7-2)2. 

+ D'où |z' + 4] = |(z— 2), 

lz' +4] =|z- 2/2, car |z"| = |7|", pour tout complexe z. 
+ Etenfin: arg (z’ + 4) = arg(z — 2)? = 2 arg(z — 2) (mod 2n), 
car arg z" = n arg z (mod 2x), pour tout complexe z non nul. 

b) 

Méthode : M appartient au cercle de centre A et de rayon R équivaut à AM =R. 

M appartient à (C) équivaut à JM = 2, 

équivaut à |z — 2] = 2, 

équivaut à |z — 2/? = 4, 

équivaut à |z' + 4] = 4, d’après 3. a) 

équivaut à KM' = 4, 

équivaut à M' appartient au cercle de centre K et de rayon 4. 

c) 

Rappel de cours : z est un complexe non nul; si on peut l'écrire sous la forme 
z=r (cos 0 + i sin 8), avec r > 0, alors |z| = r et arg z = 6 (mod 2x). 

.T 

apt4=- 4H +4 323 (CD 23 (cos (5)+is(2))3e 2 

cos (2) 0 

car 2 

sin = Ïr. 
> 

lr + 4] =3 
Donc T 

arg (zx + 4) =- 5 (mod 2x). 

+ Cherchons les points d’affixe z qui ont pour image E. 
D’après la question 3. a), si un point d’affixe z a pour image E, alors: 

z7 + 4] = |z - 2/2 
arg (zx + 4) = 2 arg (z — 2) (mod 2x). 

| LES 

or 2 arg (z — 2) (mod 2n). 
CS 
ou 

Méthode : 2 arg z=6 (mod 2x) & il existe un entier k tel que 2 arg z = 0 + 2kx, 

& il existe un entier k tel que arg z= - + 2kr. 
2 

& il existe un entier k tel que arg z = | +Kk7T, 

 aroz= : (mod x). 
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Iz—2| = 3, car |z| > 0, pour tout complexe z 
Donc T 

arg (z—2)=- … (mod 7). 

2-2] = V3 
Ainsi T 3T 

arg (z—2) =- m (mod 27) ou arg (z — 2) = ch (mod 27). 

On obtient : 

z—-2=V3 SC M 9 RL 1 
= Fee id) pe 6(- 242) 

2,6 6 ou , pm C mené 

2 2 2 7 

Finalement, il existe deux points dont l’image par f est le point E, leur forme algé- 

brique étant : 

R_iGour-2- 645. 
2 2 

72 

On remarque que, conformément à la question 1. b), ces deux points sont symétriques 

par rapport au point J d'affixe 2. 

Remarque : les démonstrations ci-après sont données dans un but pédagogique. Aucune 

justification ne vous est demandée le jour de l'épreuve. 

E H 
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4 

T —— 

AB. Rappel de cours: si G est le barycentre de {(A; a), (B; b)}, alors AG = EL 
a+ 

Réponse b) vraie ; les autres sont fausses. 

Démonstration : 

L est le barycentre de {(A ; 1), (B; 3)}. 

On a donc AL = . AB ; en conséquence, L a pour coordonnées É 2(0he ) dans le repère 

(A : AB 2 AD s AË). 

2, 

Méthode : par élimination, on va montrer que A n'appartient pas à (x) et que G appar- 

tient à (x). 

Réponse a) vraie ; les autres sont fausses. 
Démonstration : 

A(0 ; 0; 0), car À est l’origine du repère. 

4X0-4xX0+3x0-—3=-3 240; par suite, les coordonnées de À ne vérifient pas 

l’équation de (x). Donc À (x) et, par conséquent, (x) n’est pas le plan (GFA). 

Les plans (GLE) et (LEJ) ont deux points communs L et E ; ainsi, comme J & (EG), ces 

deux plans sont distincts. 
De ce fait, (n) est soit le plan (GLE), soit le plan (LEJ du 

Or, G a pour coordonnées (1 ; 1 ; 1) dans le repère (A ; AB : AD : : AË). 

4x1-4X1+3Xx1—3=0; les coordonnées de G vérifient ainsi l’équation de (n) et, 

dès lors, G € (x). 

Finalement : (x) est le plan (GLE). 

3. 

Méthode : on va trouver une équation du plan parallèle à (x) passant par / et une équa- 
tion paramétrique de la droite (FB). En résolvant le système formé par ces équations, on 
peut déterminer les coordonnées du point d'intersection. 

Réponse c) vraie ; les autres sont fausses. 
Démonstration : 

Soit (n’) le plan parallèle à (x) passant par Z. (n’) et (x) ont, par conséquent, même vec- 

4 

teur normal 7 È :) 
3 

Une équation de (n') est de la forme : 4x — 4y + 3z + d=0. 

Or, J est le milieu de [EF], donc 1 a pour coordonnées Eu 2 (0) 1} 

Comme (x) passe par /, les coordonnées de J vérifient l’équation de (t”) : 

4x2 -4x0+3x1+4=0. 

D'où l’on tire : 5 + d=0, puis d=-—S5. 

Finalement, une équation du plan (x) est : 4x — 4y + 3z-5 =0. 
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Rappel de cours: une représentation paramétrique d'une droite de vecteur directeur 

Lie) xX=at+o 

u | b | passant par le point M (a ; B ; y) est { y=bt+6 oùtEeR. 
C z=ct+7y 

Xp Xp 1-1 0 
BF|yk-y8|=|10-0|=1|0 } est un vecteur directeur de la droite (FB) passant par 

Zp — Zp 1—0 WABCEADE 0): 

x= 1 

Ainsi, une représentation paramétrique de la droite (FB)est:{y=0 où1E€R. 
z=t 

On va résoudre le système suivant : 

4x 4ÿ+3z-5=0 
nl 

= 0 
2 Lt 

d'où 4 + 3-5 = 0, puis r= +. donc : = + 

Finalement : M, point d’intersection de (n’) et de (FB), a pour coordonnées É 2 (02 | 

4. Réponses a) et b) vraies ; les autres sont fausses. 

Démonstration : 
é, 

+ On a E(0 ; 0: 1) etL[Ÿ 0: 0) donc LE | à 
1 

Une représentation paramétrique de la droite (EL) est : 

4 4 
y=0 où ER. 

z=t 

De plus, une représentation paramétrique de (FB) est: 

x=1 
y=0 où ER. 

z=t 

Le point d’intersection de ces deux droites doit donc vérifier : 

te 
4 4 3 

Ainsi, le point d’intersection N de (EL) et (FB) a pour coordonnées ( :0;— | 

Or, M a pour coordonnées ( a (02 } 

Donc, N est le symétrique de M par rapport à B de coordonnées (1 ; 0; O). 
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part He : 
Xy = X » D "1 

°OnalM| Ym=Y1 |=| 0-0 |= 0 etEL| 5 | 
Zm — Z] Les pe 1 

& 3 

donc M = SH; on en conclut que les droites (EL) et (M) sont parallèles. 

+ Par contre, la réponse c) est fausse. En effet, les deux droites étant parallèles, si, de 

plus, elles étaient sécantes, elles seraient confondues. Or, M n’appartient pas à la droite 

(EL), car ses coordonnées ne vérifient pas l’équation de cette droite. Ainsi, les deux 

droites ne sont pas confondues et, par suite, ne sont pas parallèles. 

5. Réponse a) vraie ; les autres sont fausses 

Méthode : pour faciliter le calcul, il faut prendre le bon point comme sommet; ici, il faut 
considérer le tétraèdre FJM de sommet / ou J. 
Si l’on choisit F pour sommet, il faudra utiliser la formule de distance d'un point à un plan 
pour trouver la hauteur du tétraèdre. 

Démonstration : 

| hauteur x aire F1 X Apyy 
On a: Vonsiemane D er 

fetlemileude FE] donc FI = à 

De plus, FMJ est un triangle rectangle en F ; ainsi, son aire est: 

base x hauteur __ FJ x FM 

2 2 

J est le milieu de [FG] : par conséquent, FJ = = 

Xm = XF 

OnaF(1:0;1) etM(1:0; +) alors FM =| mr | = 
Zm = ZF ÈS 

%,) 

D'ou ru = +0°+ (2) = 2 
D LEE 

L’aire du triangle FMJ est donc : = 

ae 
ETX Ag DOUÉ 1 

Or, Var = EE: 
ue 3 3 36 
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Partie À 
Î. 

Méthode : étude de fonction 
Une telle étude comprend les étapes suivantes: 
e dérivabilité de la fonction, 
e calcul de la dérivée, 
e étude du signe de la dérivée, 
e variations de la fonction. 

On a g(x)=e*-x- 1. 

g est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables sur Retg'(x)=e*-— 1. 

Étudions le signe de g’(x) : 

e*-1>0&e*>1eine*> In 1, car la fonction In est croissante sur R* 

a 0. In e* = x, pour tout x de R 

mise 

g'(@x) > 0 sur R£ 

g'@) < 0 sur R;. 

Ainsi, g est strictement croissante sur R* et strictement décroissante sur R-. 

De plus, g(0) =e°—0-1=0. 

D’après les variations de g, le minimum de g sur R vaut donc 0. 

Donc g(x) = 0, sur R. 

Finalement : 

2. D’après A.1.,ona: g(x) = 0, pour tout x de R 

e*-x-1=0, pour tout x de R 
e*-x > 1 > 0, pour tout x de R. 

Finalement : (e* — x) > 0, pour tout x de R. 

Partie B 

D One bm On eng 
X — +0 x— +0 e* — x LENS MNT 

X 
: e* De Ages : à 

Or, lim —— = +0 (en utilisant les théorèmes de croissance comparée). 

X— + X 

D ne (= donc lin D Ce 0) 
X—+o X DR A | X— +0 % 

: ; x 
Finalement: lim f(x) = 0. 

X— +0 

: - 1 
°Ona lim f@= lim — 

Nino SEL) ner es 1 

; 5 

D'où lim ©-=0 (en utilisant les théorèmes de croissance comparée). 
X—-œ X 

X 

Donc lim = 1 1et enfin, lim fx) =-1 
X——-® X X——0 
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b) 

Rappel de cours: l'interprétation graphique des limites correspond à la présence 

d'asymptotes à la courbe : 
e lim f(x)= a, la courbe représentative de f admet la droite d'équation y = à au voisi- 

X — +0 

nage de +; 
e lim f(x) = a, la courbe représentative de f admet la droite d'équation y = a au voisi- 

X — — co 

nage de — c. 

Comme lim f(x) = 0, la courbe représentative de f admet l’axe des abscisses pour 
AE 

asymptote horizontale au voisinage de + ce. 

Comme lim f(x) =- 1, la courbe représentative de f admet la droite d’équation 
X — — 

y =- 1 pour asymptote horizontale au voisinage de — ce. 

2.a) 

Rappel de cours: soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / telles que 

u'v — uv’ 
v(x) #0, pour tout x de / ; alors L est dérivable sur / et Ce) = ; 

v v V 

f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénomina- 
teur est non nul. 

(C7 en (0 0 e*(1 — x) 

Fe (ex — x}? (e* — x}? 

MR er (IX) 
f'@) = es 

b) D’après B. 2. a), on a: f'(x) = 4-28 

(e* — x)? 
Or (e*— x)? > 0, car un carré est toujours positif 

ME 0; pour tout x de R. 

Ainsi, le signe de f'(x) ne dépend que du signe de (1 — x). 

f'@x) = 0 pour tout x de ]- ; 1] 
Donc 

f'@) < 0 pour tout x de [1 ; + cl. 

Ainsi : f est croissante sur |- © ; 1] 
” | fest décroissante sur [1 ; + of. 

D'où le tableau de variations suivant : 
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3. a) 

Rappel de cours: si f est dérivable en a, la courbe représentative de f admet alors une 
tangente au point d'abscisse a, d'équation : y = f’(a)(x -— a) + f(a). 

fest dérivable en 0 ; par conséquent, la courbe représentative de f admet une tangente au 

point d’abscisse 0 qui a pour équation : y = f'(0)(x — 0) + f (0). 

/(0) = e0(1 — 0) sh 

Donc : y = x, car (= 0): 
0 

O0) = = (0. 10 = 
b) 

Méthode : soient f et g deux fonctions ayant ;,et €, pour courbes représentatives. 

€, est au-dessus de €g sur / équivaut à f(x) = g(x) sur /, ce qui équivaut encore à 

f(9 - g(x) = 0 sur /. 

€, est au-dessous de €, sur / équivaut à f(x) < g(x) sur /, ce qui équivaut encore à 

f(9 - g(x) = 0 sur |. 

X 
On a f(x) — 0 = 

e* — 

Or, d’après A. 2., e* — x > 0, pour tout x de R. 

En conséquence, le signe de f(x) ne dépend que du signe de x. 

f@ > 0 pour tout x de R* 
f@ < 0 pour tout x de R7. 

Finalement : est au-dessus de (7) sur R* et @ est au-dessous de (T) sur R-. 

Ainsi 

4, Pour la courbe ci-dessous, l’unité graphique est 1 em sur l’axe des abscisses et 2,5 cm 

sur l’axe des ordonnées. 
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214) 

Méthode : on cherche un réel q tel que w,, , ; = qw,, pour tout entier naturel n. 

wW D RE CON] 

CPP EE Ne Lui 

2 ©) 

UntVn 

% 9) u,+v, 

2) 2) 

LEUSFOY, FAVe 

ÉE 2 
è De cp 

4 4e 

(w,) est donc une suite géométrique de premier terme w, = 1 et de raison _ 
4 

b) (w,) étant une suite géométrique de premier terme w, = 1 et de raison dk on a: 

ie Rte : 
W,=W () = Fi , pour tout entier naturel n. 

On en déduit: lim w,= lim GE) = 0, 
n — + n — + | 4 

Cane Le = DIS ETES 
n — + 

n 

3. D’après 2. b), on a: W, = () , pour tout entier naturel n. 

1 n 

U,=V,— () (1) 

Or,w,=v,-u,, donc e pour tout entier naturel n. 

v,=u,+ () (2) 

On remplace dans les expressions de u,,,etv,,.. 
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LP 

MALE +) + 

1 nel Re 5 = “ 
U, RU + el 2 2 

4 d’après (2) (d’après le calcul de u, , ; ci-contre), 

L'eL Val El) Er 
= et 2e et) (1) , 
Hs, 4 Dee] din 

d’après (1) 
2 

st sn il np ee | uhe( en 
nr un 2 j\r+i 

pour tout entier naturel n. d'OS () < 0 

La suite (u,) est donc croissante. | On à ainsi : V1 <V, Pour tout entier naturel n. 

La suite (v,) est donc décroissante. 

La suite (u,) est croissante et la suite (v,) décroissante. 

De DCS Le _ Om —u,)= lim w,= = 0 ; ainsi, les suites (4,) et (v,) sont adjacentes. 
n — + co 

Les tes () et (v,) sont adjacentes, elles sont donc convergentes et convergent vers 

la même limite /. 

4. a) 
Méthode : on montre que t, ,,=t,, pour tout entier naturel n. 

TEST LEE 

u + 2 DCE 
‘ MLPPE RTS 0 He 6) us Vo 2 i 

or 3 3 3 3 

CA, + 2v, . 
= x =, 

Onat,,,=t, pour tout entier naturel n. ns . 
u v 

On en conclut que la suite (£,) est une suite constante égale à {, = = pi = . 

b)Ona lim #6, = 1; car la suite (4,) est constante égale is 
net 03 3 

u, + 2v 
PU uen nl 6 enr) 

n — +0 n — + 3 3 n— +0 3 

(en effet, d’après la question à.: Une" = 1). 
n — + De me 

HS TERLE 
3 

; ; 11 
Finalement: lim 4, = lim v,=—— 

n — +0 n— + 3 
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dejate [Test 78" 

CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice [L.: 1 h 30 min. 

— Exercice 2 : 60 min. 

— Spécialité exercice 2 : 60 min. 
— Exercice 3 : 45 min. 

— Exercice 4 : 45 min. 

Du papier millimétré est mis à la disposition des candidats. 

L'utilisation d’une calculatrice est autorisée. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, même incom- 

plète ou non fructueuse, qu'il aura développée. 
Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements 
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 

HAE MRE Analyse — Fonction exponentielle, Suites, Intégration 

(7 points) 

Soit f la fonction définie sur 

l'intervalle [0 ; + co[ par: 

FO) = xe 

On désigne par C la courbe 

représentative de la fonction f 

dans un repère orthonormal 

(O ; ï,j) du plan. Cette courbe 

est représentée ci-contre. 

Partie A : 

1. a) Déterminer la limite de la fonction f en + co, 

2 
(On pourra écrire, pour x différent de 0 : f(x) = L X —. 

e 
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Ÿ2 
@ Démontrer que f admet un maximum en . et calculer ce maximum. 

2. Soit a un nombre réel positif ou nul. Exprimer, en unités d’aire et en fonction 

de a, l’aire F(a) de la partie du plan limitée par la courbe C, l’axe des abscisses 

et les droites d’équations respectives x = 0 et x = a. Quelle est la limite de F(a) 

quand a tend vers + co ? 

Partie B 

On considère la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par: 
n+l 

U, = k 1@) dx. 

On ne cherchera pas à expliciter u,. 

1. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n différent de 0 et de 1, 

fu +1 <u, <f(). 
b) Quel est le sens de variation de la suite (u,), =; ? 

c) Montrer que la suite (4,) converge. Quelle est sa limite ? 
n—1 

2, a) Vérifier que, pour tout entier naturel strictement positif nr, F(n) = à U}. 
k=0 

b) Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d'initia- 

tive même non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

On donne ci-dessous les valeurs de F(n) obtenues à l’aide d’un tableur, pour n 

entier compris entre 3 et 7. 

Interpréter ces résultats. 

4 

0,499 999 943 7 

Corrigé page 352 

ALT PI Nombres complexes — Transformations 

géométriques, Lieux géométriques (S points) 

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct (O ; ü, v). On pren- 

dra pour unité graphique 1 cm. 

Soit À, B et C les points d’affixes respectives : 

a=3-i,b=1-3ieétc=-1-\i 
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EE 

RE SRE EN NEnE 

1. a.) Placer ces points sur une figure que l’on complétera au fur et à mesure. 

b) Quelle est la nature du triangle ABC ? 

c) Démontrer que les points À et B appartiennent à un même cercle F de centre 

O, dont on calculera le rayon. 

2. Soit M un point quelconque du plan d’affixe notée m et N le point d’affixe 

à : : T 
notée n, image de À dans la rotation r de centre M et d’angle de mesure … 

a) Donner l’écriture complexe de la rotation r. 

b) En déduire une expression de n en fonction de m. 

3) On appelle Q le milieu du segment [AN] et g son affixe. 

(1 —1)m 

2 
Montrer que : q = +2+1 

4. Dans cette question, M est un point du cercle T°. 

a) Justifier l'existence d’un réel 8 tel que : m = V10ei9 
b) Calculer |q — 2 — i]. Quel est le lieu L’ de Q lorsque M décrit le cercle F ? 

Corrigé page 355 | 

SPÉCIALITÉ Nombres complexes — Arithmétique 

(5 points) 

Le plan complexe est muni d’un repère orthonormal direct (O ; u, v). On pren- 

dra pour unité graphique 2 cm. Soit À et B les points d’affixes respectives z, =1 

et zp = 1 +21. 

1. Justifier qu’il existe une unique similitude directe S telle que : 

S(0)=A et SAI=2. 

2. Montrer que l'écriture complexe de S est: 

z'=(1-i)z+i. 

Préciser les éléments caractéristiques de S (on notera Q le centre de S). 

On considère la suite de points (4,,) telle que: 

+ A, est l’origine du repère 

* et, pour tout entier naturel n, À, 41 = SQ,). 

On note z, l’affixe de 4,,. (On a donc A, = O, A, = A et À, =B.) 

3. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 2,140" 
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dés sont en apparence identiques, mais l’un est bien équilibré et l’autre truqué. 

Sujet 21 

b) Déterminer, en fonction de n, les affixes des vecteurs QA, et A À . AS 

Comparer les normes de ces vecteurs et calculer une mesure de l’angle 

(GA, > Anna: 

c) En déduire une construction du point À, ,, connaissant le point À,,. 

Construire les points À, et À. 

4. Quels sont les points de la suite (A,,) appartenant à la droite (C2B) ? 

Corrigé page 356 

Géométrie dans l’es 

Dans un repère orthonormé de l’espace (O ; i. e É), on considère les points : 

A de coordonnées (1 ; 1 ; 0), B de coordonnées (2 ; 0 ; 3), C de coordonnées 

(0: -2:5)etD de coordonnées (1 ; —5 ; 5). 

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est VRAIE ou FAUSSE en 

justifiant chaque fois la réponse : 

Proposition 1 : L'ensemble des points M de coordonnées (x ; y ; z) tels que 

y = 2x + 4 est une droite. 

Proposition 2: La transformation qui, à tout point M de l’espace, associe le 

point M" tel que MM = MA + MB + 2MC est l’homothétie de centre G, où G 

désigne le barycentre du système {(4, 1), (B, 1), (C, 2)}, et de rapport 3. 

Proposition 3 : À, B, C et D sont quatre points coplanaires. 

Proposition 4 : La sphère de centre Q de coordonnées (3 ; 3 ; 0) et de rayon 5 

est tangente au plan d’équation : 2x + 2y + z +3 = 0. 

Corrigé page 358 

ALT Probabilités — Loi binomiale, Probabilité 

conditionnelle (4 points) 

On dispose de deux dés cubiques dont les faces sont numérotées de 1 à 6. Ces 

Avec le dé truqué, la probabilité d’obtenir 6 lors d’un lancer est égale à : 

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 
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1. On lance le dé bien équilibré trois fois de suite et on désigne par X la variable 

aléatoire donnant le nombre de 6 obtenus. 

a) Quelle loi de probabilité suit la variable aléatoire X ? 

b) Quelle est son espérance ? 

c) Calculer P(X = 2), 

2. On choisit au hasard l’un des deux dés, les choix étant équiprobables. Et on 

lance le dé choisi trois fois de suite. 

On considère les événements D et À suivants : 

+ D «le dé choisi est le dé bien équilibré » ; 

+ A : «obtenir exactement deux 6 ». 

a) Calculer la probabilité des événements suivants : 
«choisir le dé bien équilibré et obtenir exactement deux 6 »; 

«choisir le dé truqué et obtenir exactement deux 6 ». 

(On pourra construire un arbre de probabilité.) 

b) En déduire que : p(A) = + 
48 

c) Ayant choisi au hasard l’un des deux dés et l’ayant lancé trois fois de suite, 

on a obtenu exactement deux 6. Quelle est la probabilité d’avoir choisi le dé tru- 

qué ? 

3. On choisit au hasard l’un des deux dés, les choix étant équiprobables, et on 

lance le dé n fois de suite (n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2). 

On note B, l'événement « obtenir au moins un 6 parmi ces n lancers successifs ». 

a) Déterminer, en fonction de n, la probabilité p,, de l’événement B,.. 

b) Calculer la limite de la suite (p,,). Commenter ce résultat. 

Corrigé page 360 

Corrigés 

Partie A 

2 

L. a) Pour x différent de 0, on a f(x) = xe* = 4 X =. 
x ACT 
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lim x2 = + co x2 

Co 2 es + + * . . . 

Eu _ , lim —=+ d’après le théorème sur les limites de fonctions 
TRE I ER 7 

X — + © x 2 
composées. 

à a à x2 

Ainsi, lim —=0, 
xX— + e* 

: 1 
or,ona lim —=0, 

X — + 00 Y 

d’où, par produit, lim f(x) = 0. 
X — + © 

b)xr>-x?7et x + e* sont dérivables sur R*, donc f est dérivable sur R* comme pro- 

duit de fonctions dérivables sur R*. 
On a f'H=e *"+xx (22e =e #7 (1 - 2x2). 
1O=0S (212) =0 11-212") LEir e *4>0, pour tout x réel. 

Il 1 (DH=z0SBx2<-S0<x< — car x E R+. “à ; E 

res 1 
Ainsi f'(x) < 0 sur ee 5 + æ|, F 7 

1 
et (x) > 0 sur Lo : + f'@ P 

; : 1 x 1 
Par suite, f est croissante sur [0 : _ et décroissante sur + 5 + |: elle admet alors 

À 2 7 
un maximum en x = de qui vaut f(—) = La) LE % 

V2 2) V2 
2, + La fonction f est positive sur R* comme produit de deux fonctions positives sur R*. 

De plus, elle est continue sur R*. 
a 

On en déduit que F(a) = [ f(x) dx. On a: 

2 

@ 

a a à 

F(a) = [ xe-*? dx = = Dre dx, par linéarité de l'intégrale 
0 0 

L r-x21a F(a) ee re 

-a2 

Finalement, F(a) = - = “re = unités d’aire. 

fre a? = — 0 

Dre lim e-= 0, d’après le théorème sur les limites de fonctions 

lim e*=0 EE à composées 
X— —c 

donc lim F(a)= u 
a— +c 2 
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Partie B 

3 1 
1. a) Pour tout n entier naturel, n=2=n > —. 

Ÿ2 

Rappel de cours: soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b]. 

Si f() = g(x) sur [a ; b], alors: 

1 onde = [ de 

D’après la partie À, on sait que f est décroissante sur [n ; n + 1]. 
Ainsi, f(n + 1) < f(x) < f(n), pour tout x dans [n ; n + 1], 

n+l n+l n+l 

d’où fin+Dd< | fa dr = | Ft) de 
ñn n 

n+l n+l 

puis f(n + o | dx < u, 0) dx. 
nñn n 

Finalement, f(n + 1) < u,, < f(n). 

b) En utilisant le résultat précédent, on a f(n + 1) < u, = f(n), pour tout n Z 2. 

On en déduit également que f(n + 2) < u,,, < f(n + 1), pour tout n Z 2. 
Donc, , <Jm+D=u,. 

On en conclut que la suite (u,,), -, est décroissante. 

c) La fonction f est positive sur R* ; ainsi, d’après B-I. a), on a u, > 0, pour tout n Z 2. 
La suite (u,,), =, est minorée par 0 et décroissante ; elle est ainsi convergente vers un 

réel / = 0. 
Pour tout n = 2,onaf(n +1) < u, < f(n). 

Or, lim f(n)= lim f(m+1)= lim f(x) =0, 
n — +0 X — + © n — + © 

donc, par le théorème des gendarmes, lim u, = 0. 
n — +0 

1 2 n 

f@ a= | ar+ | f@O ar+.….+ [fo dé, 

n—1 n—1l -k+1] 

2. a) Dused: [ 
k=0 k=0 k 

n— 1 n 

> Uy =| f() df, en utilisant la relation de Chasles. 
k=0 

n-1 

En conclusion, 2, = F(n). 

b) Le tableau confirme le résultat de la question A-2.: lim F(a)= . 
a — +0 

La précision du tableur n’est pas suffisante à partir de # = 5; on ne peut pas affir- 
mer que les trois dernières valeurs obtenues sont égales à 0,5, mais seulement que ces 

images sont très proches de 0,5 (la précision devrait être supérieure à 10-?). 
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1+i 

(—1+:i)( —i) 

2 

: ainsi, le triangle ABC est isocèle en B. 

—1+i 20 

—2-2 

= BA puis BC 

3 +1 

lil = 1, 

1—-3i+1+i 

ES 

b-c 

b-a 

BC 
donc — 

BA 

(mod 27) 
a 

arg (i) (mod 27) 

b—c 

b 
arg 

—_—— 

mes (BA, BC) Et 

—> — 

mes (BA, BC) 

(mod 2), æ 
2 

mes (BÀ, BC) 
— 

le triangle ABC est isocèle rectangle en B. 
d’où : le triangle ABC est rectangle en B. 

En conséquence, 

c)OA=lal=|3-i|= 9 +1= "10; 

OB=|b|=|1-3i|=V1+9 10. 

355 



Sujet 21 CORRIGÉS 

On en déduit que À et B appartiennent au cercle T de centre O et de rayon V10. 

2. a) 

Méthode : si A’, d'affixe z,, est l'image de À, d'affixe z,, par la rotation de centre Q d'af- 

fixe z,, et d'angle 8, alors on a: 
6 6 Zx -2a= (a -zo)e”. 

: T 

Ici, onaz'-m=e 2(z- 1m), soitz =m+i(z-m)=iz+m(l-i). 

b) On a N = r(A), donc n = ia + m(1 — i) = i(3 —i) + m(1 —i) = 1 + 3i + m(1 -i). 

3. Q est le milieu de [AN], 

a+tn 3-i+1+3i+m(l-1i) Doi Em) 
d’où qg= = m(1 = i) 

9) D 2 

=2+i+ ——- 
2 

4. a) 

Rappel de cours : équation polaire d’un cercle 
Soit C le cercle de centre O et de rayon r. 
M d'affixe z appartient à C si, et seulement si, z = rei*, avec 8 € [0 ; 2nl. 

L’équation du cercle T° de centre O et de rayon V10 est z = 10ei9, avec 8 € [0 ; 2x. 

M appartient au cercle l'; son affixe est donc de la forme m = V10eif, avec 0 € [0 ; 2x. 

, t=i | 
b lg 2 = [MOD] 2 PP LAON L 4 car = Oeil = VI. 
Lorsque M décrit le cercle T, Q appartient donc au cercle L’ de centre D d’affixe 
d=2+iet de rayon 5. 

SPÉCIALITÉ 2 {ele 

1.OnaAzO et A #B; ainsi, il existe une unique similitude directe qui transforme 
O en À et À en B. 

2. 

Méthode : écriture complexe d'une similitude directe 
Si M’, d'affixe z’, est l’image de M, d'affixe z, par une similitude directe, alors: 

z' = az + b, avec a, b complexes et a non nul. 

oz S(O)=A 

S(A) = B 

= b J s i=D 
RCE 0 , ce qui é ta! 
4 q AUS 1+2i=ai+i 

b=i équivaut à 
IE 

L'écriture complexe de la similitude est ainsi z’ = (1 —i)z + i. 
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3. a) 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 
+ On pose une propriété P,. ÿ 
e Oninitialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 

rang de la suite. 
e On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 

Soit P,, la propriété «z, = 1 —(1 —i)"», pour n entier naturel. 

+ Initialisation : on a 1—(1-i) =1-1=0=2,. 
Donc P, est vraie. 

+ Hérédité : supposons la propriété P,, vraie pour un certain entier n et montrons qu’alors 

P,,, est encore vraie. 

Ona4,,,=$(,), 
donc z,,, =(1—ÿz,+i=(1—iX1—(1—i)")+i 

Sr EST et à 

d’où z,,., =1-(1—1)""let ainsi, P,,, est Vraie. 

On a donc montré que z,, = 1-(1-i)", pour # entier naturel. 

b)-Ona ZA = 2720 = l=(H-DT=-0-0E 

44 = yon Vi) le 1" 

=(1-i)(-i+1)=i(-i)"; 

O4, = |z,-z9l= | Q -iÿ 
=|1-i"=2;, 

AA = ze 2 AY] 
TETE LENS 

On en déduit que (4, = AA, , 1. 

n° —— 

Fa 7 : nAn+ + mes(QA,, À, A, 1) = (“et (mod 22), 
n 

mes (QA,, A A,41) = ad, (mod 27), 
si 

mes (QA,, 4,4, 1) = arg(-i) (mod 27), 

mes(Q4,, 4,4, ,5) =- (mod 2). 

c) D’après la question 3. b), le triangle QA,A,, , est isocèle rectangle direct en À... Il faut 

donc tracer une droite perpendiculaire à ((2A,,), puis reporter la distance (4, de telle 

manière que mes(Q4,, À,4,, 1) =- _ (mod 2). 
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+ 

4. A, € (QB) équivaut à arg (254,) = o (mod ñ), 

équivaut à arg(—(1-—i)") _ (mod x), 

équivaut à 7 + n arg(l — i) = = (mod x), 

car arg(z”) = n X arg(z) (mod %) 

st 
équivaut à er (mod car 1-12 2 (2-1 2) 13e 4 

Re à T T 
équivaut à —n 7 = — ” (mod x), 

équivaut à 7 =2 (mod À), 

équivaut à n=2+4k,kE 7, 

équivaut à n=2+4k,kEN, car n entier naturel. 

Les points recherchés sont donc les points de la forme À, , ,,, avec k entier naturel. 

Proposition 1 : faux. 

Choisissons trois points E, F et H de cet ensemble de points : E(0 ; 4 ; 0), F(- 2 ; 0 ; 0) 

et HC4 ; 4 0) 

Alors : EF(-2;-4;0)et EH(-4;-8 ;1). 
Les coordonnées de ces deux vecteurs ne sont clairement pas proportionnelles, les vec- 
teurs ne sont pas colinéaires et, ainsi, les points E, F et H ne sont pas alignés. 
L’ensemble des points n’est donc pas une droite; il s’agit en fait du plan d’équation 
2x-y+4=0. 
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Proposition 2 : faux. 
G est le barycentre du système {(A, 1), (B, 1), (C, 2)} ; pour tout point M, on a donc: 

MM = MA + MB + 2MC = MG + GA + MG + GB + 2MG + 2GC = 4MG 
car GA + GB +2GC =0. 
D'où : MG + GM' = 4MG, 
puis GM' = 3MG =- 3GM. 
On en déduit que M' est l’image de M par l’homothétie de centre G et de rapport — 3. 

Proposition 3 : faux. ; 

On AAPURES)'et ACC 1 ; — 3 ; 5). Les coordonnées de ces deux vecteurs ne 

sont clairement pas proportionnelles, les vecteurs ne sont pas colinéaires et, par suite, 

les points À, B et C ne sont pas alignés. Ils forment donc un plan d’équation 

ax + by +cz+d=0(. 

(5 € (ABC) 
On a B € (ABC) 

C E (ABC), 

a+b+d=0 

donc {2a+3c+d=0 , on fait L,-2XL, —L, 

—2b+5c+d=0 

a+b+d=0 

équivaut à {—-2b+3c-d=0, on fait L;-L, — L; 

—9b+5c+d=0 

a+b+d=0 

équivaut à 4—-2b+3c-d=0 
DCR di =) 

De) 

équivaut à { b=-24d 
c——d. 

Le plan (ABC) a ainsi pour équation dx — 2dy — dz+d=0, 

soit encore x — 2y — z + 1 = 0. 

Vérifions maintenant si les coordonnées de D vérifient cette équation : 

+1-2x(—-5)-5+1=7240 

Ainsi, D n’appartient pas au plan (ABC) et À, B, C et D ne sont donc pas coplanaires. 

Proposition 4 : vrai. 

[2x3+2x3+0+3 

V2+2+1 
15 

= — =S. 
3 

La distance entre le centre de la sphère et le plan est égale au rayon de cette sphère. On 

en conclut que la sphère et le plan sont tangents. 

On a dist(Q, (P)) = 
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1. a) 

Méthode : loi binomiale 
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne présente que deux issues : 

A de probabilité p et À de probabilité (1 - p). 
Lorsque l'on répète n épreuves de Bernoulli de manière indépendante, on crée un 
schéma de Bernoulli. La variable aléatoire X égale au nombre de réalisations de l'événe- 
ment A suit une loi binomiale de paramètres n et p, c'est-à-dire : 

pX= k) = HE - p)}"-K, avec k entier telque0<k<n. 

On a, de plus: E(X) = 

Comme le dé est équilibré, X suit une loi binomiale de paramètres n = 3 et p = = 

(p correspond à la probabilité d’obtenir un 6 en lançant une fois le dé). 

Lei Anis : ; 
Ainsi, p(X = k) = PE (5) , pour k entier naturel compris entre 0 et #. 

6/ \6 

a À 
b) E(X) = np=3X—-—. 

* 6re2 

2 

op&=2=(5)x(2) «(5)=3x Lx. 
2 ARE) ME 6 36 6 72 

2. a) Construisons l’arbre de probabilité correspondant à cette expérience. 

ne tre 
SE | _— D 

1/6 5/6 1/3 2/3 

" | à j\ 5 

Ë É 

Le OCR 
ie 4 de . Le . va LÉ 1 . ré 4 “e Fi + 

Din ss ss 33 ss 6 5 

+ PA N D) = P(D) x P(AID) = P(D) x P(X = 2) = L x 3 = S_ 
DUT UIAA 
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+ P(A N D) = P(D) x P(A/D) = P(D) x (P(SSS) + P(SSS) + P(SSS)), 

PanD)=tx(lxlx£slxixlslxixs)ssx tt 
DAMES IUT MTS 3213 23 TE 0 | 

b) 

Rappel de cours : formule des probabilités totales 

Soient B,, B,, …, B, formant une partition de l'univers. Soit A un événement; on a: 
p(A) = p(B, N A) + p(B, N A) + .… + p(B, NA). 

D’après la formule des probabilités totales, on a: 

PA PT D PO D ere POI 
144 9 144 144 48 

PCARD) DMC RASMEMC 
P(A) 7/48 7TX9 21 

c) P(D/A) = \ 

3. a) Calculons tout d’abord la probabilité de Bb. : «n’obtenir aucun 6 parmi les 7 lancers 

successifs ». 
D’après la formule des probabilités totales, on a: 

PB)=PONE,)+PDNB,)= . x(] + - x (2) 

On en déduit: p, = P(B,)=1-P(B,)=1- L x (ES) + + (2) ( 

5 ) L 5 \? n 

pomme et COS Enr lim (2) lin (2) =\(() 
n — + 

et, ainsi, lim p,= 1. 
n — +0 

Au bout d’une infinité de lancers, on est certain d’obtenir au moins un 6. 
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CONSEILS 

Durée indicative de résolution : 

— Exercice 1 : 50 min. 

— Exercice 2 : 1 h 10 min. 

— Exercice 3 : 60 min. 

— Exercice 4 : 60 min. 

— Spécialité exercice 4 : 60 min. 

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées, conformément à la 

réglementation en vigueur. 

Dans chaque exercice, le candidat peut admettre un résultat précédemment 

donné dans le texte pour aborder les questions suivantes, à condition de 

l’indiquer clairement sur la copie. 

Le candidat est invité à faire figurer sur la copie toute trace de recherche, 

même incomplète ou non fructueuse, qu’il aura développée. Il est rappelé 

que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements 

entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 

Analyse — Suites (4 points) 

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes. 

1. On considère la suite (u,,) définie par: 

1 
dr u, = 1 et, pour tout nombre entier naturel n, u 

On pose, pour tout nombre entier naturel n, v, = u,— 6. 

a) Pour tout nombre entier naturel n, calculer v, 4, en fonction de ve 

Quelle est la nature de la suite (v,,) ? 
n 

b) Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n, u, =—35 . + 6. 

c) Étudier la convergence de la suite (u,,). 
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2. On considère la suite (w,) dont les termes vérifient, pour tout nombre entier 

h=— 1: 

nw,={(n+lw, ;+letw=l. 

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de cette suite. 

a) Détailler le calcul permettant d’obtenir w,,. 

b) Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initia- 

tive même non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

Donner la nature de la suite (w,). Calculer w,6ço- 
Corrigé page 367 

SEA Analyse - Fonction exponentielle, Fonction logarithme 

népérien, Croissance comparée, Intégration (6 points) 

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + ce[ par TO) = (rx) 

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur l’intervalle [O ; + oo. 

On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repère orthogonal. 

La courbe % est représentée en annexe en fin d’énoncé. 

Partie I 

1. Justifier que lim f(x) = 0. 
X — + 

2. Justifier que, pour tout nombre réel positif x, le signe de f'(x) est celui de 

ILES 

3. Étudier les variations de la fonction f sur l’intervalle [0 ; + co[. 

Partie I 
À 

Soit À un nombre réel strictement positif. On pose A(À) = [ FOX: 

On se propose de majorer A(X) à l’aide de deux méthodes différentes. 

1. Première méthode 

a) Représenter, sur l’annexe jointe en fin d’énoncé, la partie du plan dont l’aire 

en unité d’aire est égale à A(X). 

b) Justifier que, pour tout nombre réel À strictement positif, A(À) < À X f(1). 
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2. Seconde méthode 

À 

a) Calculer, à l’aide d’une intégration par parties, [ xe”* dx en fonction de À. 0 

b) On admet que, pour tout nombre réel positif w, In (1 + u) < u. 

Démontrer alors que, pour tout nombre réel À strictement positif : 

AD= ee Tr 

3. Application numérique 

Avec chacune des deux méthodes, trouver un majorant de A(S), arrondi au 

centième. 
Quelle méthode donne le meilleur majorant dans le cas où ee 

Annexe 

Corrigé page 369 

MANS) Probabilités — Variables aléatoires, Indépendance, 

Loi de probabilité (5 points) 

I. Cette question est une restitution organisée de connaissances. 

On rappelle que, si n et p sont deux nombres entiers naturels tels que p < n, 

(?) da n! 
alors EU 

D} p'@-p! 

364 



Sujet 22 

Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre entier 

naturel p tels que 1 < p < n, on a: (") = ue | + os } 
pm) \p-1 P 

IL. Un sac contient 10 jetons indiscernables au toucher : 

7 jetons blancs numérotés de 1 à 7 et 3 jetons noirs numérotés de 1 à 3. 

On tire simultanément 2 jetons de ce sac. 

1. a) On note À l’événement « obtenir 2 jetons blancs ». 

Démontrer que la probabilité de l’événement À est égale à _ 

b) On note B l’événement « obtenir 2 jetons portant des numéros impairs ». 

Calculer la probabilité de B. 

c) Les événements À et B sont-ils indépendants ? 

2. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de jetons blancs 

obtenus lors de ce tirage simultané. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance mathématique de X. 

Corrigé page 371 

AL tele21 Nombres complexes — Le plan complexe, 

Transformations géométriques, Lieux géométriques (5 points) 

Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormal direct (O ; 4, y), on associe, 

à tout point M d’affixe z non nulle, le point M” milieu du segment [MM], où M, 

est le point d’affixe + 
z 

Le point M! est appelé l’image du point M. 

1. a) Montrer que les dist distances OM et OM, vérifient la relation OM x OM; = 1 

et que le les angles (;C OM, 1) et (u ; OM) vérifient l’égalité des mesures a 

(ü ; OM.) = (4; OM) à à 2x près. 

b) Sur Ja figure donnée en annexe en fin d’énoncé, le point À appartient au 

cercle de centre O et de rayon 2. 

Construire le point A’ image du point À. (On laissera apparents les traits de 

construction.) 
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2. a) Justifier que, pour tout nombre complexe z non nul, le point M' a pour 

affixe z = - É + | 
2 Z 

b) Soient B et C les points d’affixes respectives 21 et— 21. Calculer les affixes 

des points B’ et C’ images respectives des points B et C. 

c) Placer les points B, C, B' et C' sur la figure donnée en annexe en fin 

d’énoncé. 

3. Déterminer l’ensemble des points M tels que M' = M. 

4. Dans cette question, toute trace de recherche même incomplète, ou d’initia- 

tive même non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

Montrer que, si le point M appartient au cercle de centre O et de rayon 1, alors 

son image M' appartient au segment [KL], où K et L sont les points d’affixes 

respectives — 1 et 1. 

Annexe 

CAS 

Corrigé page 373 
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SPÉCIALITÉ É34lele221 Arithmétique (5 points) 

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes. 

1. a) Déterminer l’ensemble des couples (x ; y) de nombres entiers relatifs, solu- 

tion de l’équation (E) : 8x — 5y = 3. 

b) Soit m un nombre entier relatif tel qu’il existe un couple (p ; g) de nombres 

entiers vérifiant m = 8p + 1 et m = 5q +4. 

Montrer que le couple (p ; q) est solution de l’équation (E) et en déduire que 

m=9 (modulo 40). 

c) Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supérieurs à 2 000. 

2. Soit n un nombre entier naturel. 

a) Démontrer que, pour tout nombre entier naturel k, on a: 2% = ] (modulo 7). 

b) Quel est le reste dans la division euclidienne de 2200° par 7 ? 

3. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, ou d’initia- 

tive, même non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation. 

Soient a et b deux nombres entiers naturels inférieurs ou égaux à 9, avec a # 0. 

On considère le nombre N = a x 10? + b. On rappelle qu’en base 10 ce nombre 

s’écrit sous la forme N = a00b. 

On se propose de déterminer, parmi ces nombres entiers naturels N, ceux qui 

sont divisibles par 7. 

a) Vérifier que 10° =- 1 (modulo 7). 

b) En déduire tous les nombres entiers N cherchés. 

Corrigé page 374 

1 1 1 
OUTRE EN TS ie re re Or hr y n° 

@ | = 

La suite (v,,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, = 4-6 =-S. 

b) 

Rappel de cours: expression explicite d'un terme u,, d'une suite géométrique de raison q 

connaissant le terme U, : ns 
Un = U, XP. 
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n n 

D’après la question 1. a), on a: v, = v, X Ü) =-5x (2) : 

De plus, v, = u, — 6, pour tout 7 entier naturel, 

d’où u,=v, + 6, pour tout entier naturel n. 

n 

Ainsi, u,=- 5 x o + 6, pour tout entier naturel n. 

’ T7 1 
€) Ona lim 3 RUN PTE RE 

n — + co 

Par suite, lim u,=6. 
n — +0 

2. a) 10w,9= 11 wo + 1 = 11 X 19 + 1 = 210, 

d’où : Wi10 = D 2 

b) 

Méthode : il s'agit, ici, de conjecturer l'expression de la suite, puis de démontrer cette 
conjecture par récurrence. 

Rappel de cours: démonstration par récurrence 
e On pose une propriété P,.. 
e Oninitialise la récurrence en montrant que cette propriété est bien vraie au premier 
rang de la suite. 
e On montre ensuite l'hérédité de la propriété. 

On peut conjecturer que la suite (w,) a pour terme général : w, = 2n + 1, pour tout n 
entier naturel non nul. 

Montrons cette formule par récurrence ; posons la propriété P,: «w, = 2n + 1», pour 
tout entier n = 0. 
+ Initialisation:2X0+1=1=w;,. 

Donc la propriété P, est vraie. 

+ Hérédité : supposons la propriété P, vraie pour n entier naturel fixé et vérifions que la 
propriété P,,, est vraie. 

Onaw,=2n+1 d’après l’hypothèse de récurrence. 
(n+2)w,=(2n + 1)(n +2) 

(n +2) w,+1=(2n+1)(n+2)+1 

G+Dw,,=Qn+Dn+2)+1 carnw,.=(n+1) LP un 

donc (n+1)w,,,=(n+2)w,+1 

(n+1)w,,,=2n2+5n+3 

(a+1)w,,,=(n+ 1)(2n +3) 

W,r1=22+3=2(n+1)+1 ca n+1z0. 

Donc la propriété P,, est héréditaire. 

Finalement, on a montré par récurrence que (w,) est la suite des nombres impairs 

w, = 2n + 1, pour tout entier naturel ». 

*W3 009 = 2 X 2 009 + 1 = 4 019. 
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Partie I 

1. 

Rappel de cours : théorème des limites des fonctions composées 
Soient f, g deux fonctions et a, b, c désignent des réels ou + + ou — ce. 

lim #9 = b 
LL X A a 

, | 9 = C. 

lim g(9 = c oi RUE, EE 
x— b 

lim xe-*= lim Z=0,donc lim 1+xe*=1 
Xe X— +o € LR NES 

lim Inx=0 
x 1 

d’où lim f(x) = 0, d’après le théorème sur les limites de fonctions composées. 
X — + © 

Rappel de cours: dérivation 

° Dérivation du produit de deux fonctions: soient u et v deux fonctions dérivables sur un 

intervalle / : uv est alors dérivable sur / et (uv)’ = u'v + uv’. 

° Dérivée de la fonction In u: soit u une fonction strictement positive et dérivable sur un 
1 

intervalle / ; alors In u est dérivable sur / et (In u)' = Le 
u 

x xe”* est une fonction dérivable sur R, comme produit de fonctions dérivables sur 

R,. 

Donc x 1 +xe”* est dérivable sur R,. 

xe* > 0 sur R,, comme produit de fonctions positives ou nulles sur R,. 

Ainsi, 1+xe* > 1>OsurR.. 

Par suite, la fonction f est dérivable sur R,. 

O+(1xe *+xx(-e *)) s (i-x)e * 

1+xe * 1+xe*. f'@ = 

On a déjà prouvé que 1 +xe * > Osur R, ; de plus, e" > OsurR,, 

finalement, le signe de f’(x) ne dépend que du signe de 1-xsur R.. 

5 À 

Méthode : Attention ! À cette question, on vous demande les variations de la fonction f 

et non le tableau de variations; autrement dit, il faut décrire les variations à l'aide d'une 

phrase. 

De la question 2., on déduit que : f’(x) 7 0 sur LOL 

FAN SOISUE TES ele 

f'@ = 0 pour x = 1. 

En conclusion, f est strictement croissante sur [0 ; 1] et f est strictement décroissante 

sur [1 ; + [. 
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Partie IX 

1. a) C’est le domaine du plan délimité par la courbe représentative de la fonction f, l’axe 
des abscisses, et les droites d’équations x = 0 et x = À , car la fonction f est continue sur 

R, (composée de fonctions continues) et positive, d’après le graphique. 

b) 

Rappel de cours: f est une fonction continue sur un intervalle /; m et M sont deux réels 
et a, b sont deux réels de l'intervalle / tels que a = b. 

b 
Sim < f < M sur [a ; b], alors m(b -— à) < | f(x dx <= M(b - a). 

a 

D’après la question 3 de la partie I, f admet un maximum en 1. 

Ainsi, par définition du maximum, on a: f(x) < (1), pour tout x de R,. 

De plus, f est dérivable sur R,, donc f est continue sur R,. 

Par conséquent, pour À > 0, on a: 
À 

[rc à < 0 A0), 
À 

| ; f(x) dx < À X f(L), pour tout À réel strictement positif. 

2. a) 

Rappel de cours: intégration par parties 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [à ; b] telles que u’ et v’ le sont 
aussi. On a alors: 

b b 
Î * ubv'() dx = [u(x) v(oIE - [ u'(Av(x) dx. 

Posons ce FAR Al0rS ne = 
HCMSE v(x) = —-e7* (à une constante près). 
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De plus, z et v sont dérivables sur R net u' et v' sont continues sur R ,, Car dérivables 

sur R,. 

Par intégration par parties, on a: 
À À À 

1 xe-* dx =[- xeirl} _ [ —e*dx=- he" }+ [ e* dx=-he + ét 
0 0 

=-he l-e-À+1 

b) D’après l’indication donnée dans l’énoncé, on a: 
n(l+rxe *)<xre *,carxe * = OsurR,, 

À à 
d’où [ In (1 +xe*) dx < [ OT ACL 

0 0 
puis A() <-Ae-}-e-À + 1, pour tout À réel strictement positif. 

3. Première méthode : A(5) < 5 xf(1) = 5 xIn {1 + À) < 1,57. 
e 

Seconde méthode : A(5) < — 5e —e-° + 1 < 0,96. 

Le meilleur majorant est le plus petit des deux. C’est donc la méthode 2 qui donne le 

meilleur majorant dans le cas À = 5. 

tte (A1)! oo 

@=DKG@-D-E-D)  pln-1-p} 
(nm =)! 1 (n—1)! 

E-Du-p} pln-p-D! 
_px-l'+(@-p)x(U-1) 

p-1 P 

p!{n -p)! 

_(m-1'xX@+n-p) 

1 pl(n —p)! 
_n-1l'xn 

_ pln-p} 
" n! 

_ pln-p} 

de P 
II. 1. a) Le nombre de façons de tirer 2 jetons parmi les 10 se trouvant dans l’urne est 

(2. il 

Le nombre de façons de tirer 2 jetons blancs parmi les 7 jetons blancs se trouvant dans 

l’urne est We } 
2 
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re Ainsi, p(A) = IS le QUE cars 
Fe 10! 0x9 15 
2 218! 

b) Le nombre de façons de tirer 2 jetons impairs parmi les 6 jetons impairs se trouvant 

dans l’urne est ia 

Es 6! 

D'où p(B) = IRSC 
10! 9X10 3 

2 218! 

c) À NB est l’événement : « obtenir deux jetons blancs et impairs ». 
Le nombre de façons de tirer 2 jetons impairs et blancs parmi les 4 jetons impairs et 

blancs se trouvant dans l’urne est a 

L 
2 2 FAP PR On a p(A NB)=-— =" et p(A) X p(B) = — X — = —. n a p( ) po) D OP 

2 
Ainsi, p(A N B) 4 p(A) X p(B) ; on en conclut que les événements À et B ne sont pas 

indépendants. 

2. a) X prend les valeurs 0; 1 ou 2. 

1 
X =2)=p(A) =— ; AA ) = p(A) 1 

(2) 1 DL. 
AE 0) (ro) 15 

2 

NT En RTE 
BED TE 
b) 
Rappel de cours: soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x;, x,, … x, avec les 
probabilités respectives p;, p,, … p,. 
Son espérance mathématique est alors définie par : 

EL) => px. 
i=1 

2 
9 ARRET 

E(X) = RX,= — + — = — = —, 
& 2 A 155) LS ES 
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1. a) 

Méthode : soient z et z' deux nombres complexes non nuls, on a: 

arg (z) = arg(z)-arg(z') (mod 2x). 

Et soient z et z' deux complexes tels que z’ z 0, alors El = e 

+ OnaOM=|z|et OM, =|1= 1 = y donc OM x OM = lelx LT = 
7 Z 

+ mes (%, OM) = arg (z,) = arg : | (mod 2x) 
2) 

= arg (1) — arg (2) (mod 27) 

= 0 — arg (2) (mod 27) 

=—ag(z) __. (mod 27) 

= - mes (4, OM) (mod 27). 

2 

j-=2-3 
4 D) + zR = 21, donc zg' = ; i+ m4 
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Lee 3 : 2 == 2, done 2, = + (-2i+ —> rl "EN 4 

3. M = M' équivaut à z= 7", 

PE < 1 1 
équivaut à z = — Ë Sp 2 

2 4 

JUN 1 1 
éqUuIVAUA 7 = ZT, 

2 27 

A : 1 
équivaut à z = —, 

z 

équivaut à z2= 1, carz#0 
équivautàz=-1louz=l. 

Ainsi, l’ensemble des points M d’affixe non nulle tels que M = M se réduit à deux 

points d’affixes 1 et — 1. 

4, Si M appartient au cercle de centre O et de rayon 1, alors l’affixe de M est ei°, où 6 
est un argument de M. 

10 —i0 
re 

1 | SE NE cos 0. Ainsi, M” a pour affixe z' = " ii + — ; 
eio 

Or, on a — 1 < cos 0 < 1, donc l’affixe de M” est un réel compris entre — 1 et 1 ; par 
suite, M’ appartient au segment [KL]. 

SPÉCIALITÉ I: {ele #1 

1. a) 

Rappel de cours: pour résoudre une équation du type ax + by + c, avec a, b, c, x et y 
entiers relatifs, et a et b premiers entre eux: 
+ on cherche une solution (x, ; y,) particulière ; 
+ on se ramène à la résolution de a(x- x,) = b(y, - y) ; 

e puis on utilise le théorème de Gauss. 

OnANP) EST SNS; 

Une solution particulière de cette équation est (1 ; 1), car 8 x 1 —5 x 1 = 3. 

ë — 5y =3 
8xX1-5X1=3. 

On soustrait les deux lignes et on obtient : 
8(x—1)-5(y-1)=0, 

8&—1)=50- 1). (D) 
Les nombres 8 et 5 sont des nombres premiers entre eux. 

Or, 5 divise 8(x — 1) d’après (*) ; ainsi, d’après le théorème de Gauss, 5 divise x — 1. 

Il existe donc un entier relatif k tel que x — 1 = 5k, d’où x = 5k + 1. 

On remplace dans (*) et on obtient : 
8(5k+1—-1)=5(y-1), 
8k=y-lI, 

y=8k+1. 
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Finalement, les solutions de (E) sont de la forme (5k + 1 ; 8k + 1). 

= nr 
Fe : b) On a m = 8p + 1 et m = 5q + 4, donc p = 

m1 -5x LR =mi-m+4s3. On remplace dans (E) : 8 x 

Par suite, le couple (p ; q) est solution de (E). 

La résolution de (E) faite à la question 1. a) nous donne p = 5k + 1, avec k entier relatif. 

Or, m = 8p +1 =8(5k+1)+1=40k+9; 

d’où m = 91[40]. 

c) On a 2 000 = 0 [40] , donc 2 009 = 9 [40]. 
Ainsi, 2 009 est le plus petit entier m supérieur à 2 000. 

2.a)Ona23=8=1[7], donc 2% = (25% = 1£[7]= 1[71. 

b) 22 009 = 23 %X 669 y 22, 

Or, 23%x669 = | LA 

d’où 22 x 23*669 = 4[7], 
puis 22009 = 4 [7]. 
Pour conclure, le reste de la division euclidienne de 22°? par 7 est 4. 

3. a) 10 =3[7] 

10 =27(71 

10°= 2-17] 

10°=-1171. 

b) On a N = a00b = a x 10° + b, 
or, 103 =-—1[7], 
donc a x 103=-—a[7], 

ax10?+b=b-al7], 

N=b-af7]. 

N est divisible par 7 si, et seulement si, b — a est congru à 0 modulo 7, 

si, et seulement si, b—-a=0oub-a=Toub-a=-7, 

car a et b sont des entiers compris entre 0 et 9 

si, et seulement si,b=aoub=a-Toub=a+7. 

On trouve ainsi les solutions : 

1 001, 2 002, 3 003, 4 004, 5 005, 6 006, 7 007, 8 008, 9 009, pour la condi- 

tion b=a; 

7 000, 9 002, 8 001, pour la condition b = a —7; 

1 008, 2 009, pour la condition b = a + 7. 
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RS 
EE EE 

Nombres complexes — Lieux géométriques 

Dans le plan complexe rapporté au repère orthonormal direct (O : u, v), déterminer et 

représenter les ensembles des points M d’affixe z suivants : 

Le 1 2-5. 

à 2. 

se — Intégration par parties 

Calculer par intégration par parties : 
€ 

ei (3 +3x2-5x+3)Inxdx. 

Probabilités — Probabilité conditionnelle 

Une compétition sportive est composée de deux disciplines : saut en longueur et course 

à pied de 100 m ; les participants ne peuvent s’inscrire qu’à un sport. 

_ 60% des participants sont des hommes, 70 % d’entre eux s’inscrivent à la course à pied 

et 50 % des femmes s’inscrivent au saut en longueur. 

1. Déterminer la probabilité qu’un participant choisi au hasard soit une femme inscrite à 

la course à pied. 

2. Déterminer la probabilité qu’un participant choisi au hasard soit inscrit au saut en lon- 

gueur. 

3, Déterminer la probabilité qu’un participant inscrit au saut en longueur soit un homme. 
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Oral — SUJET 1 

> SUR VOTRE BROUILLON 

1. Soit À le point d’affixe z, = 1 + 21. 

On remarque que AM = |z- z,|. 
Îz—z,| = 5 équivaut à AM = 5. 
L'ensemble des points M d’affixe z vérifiant |z — z,| = 5 est le cercle de centre À et 
de rayon S. 

7 

2. Soit À le point d’affixe 3. 

On remarque que AM = |z — 3| et OM = |]. 
|z — 3] = |z| équivaut à AM = OM. 
L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant |z-— 3| = |z| est la médiatrice du segment 
[OA]. 
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Oral — SUJET 1 

€ 

Ona1= | (x3 + 3x2 — 5x + 3) In x dx. 
1 

Posons : 

u(x) = In x, d'où —=— 

v'H=x}+3x2-5x+3, d'où vx)= A + — 26 + 3x (à une constante près). 

u, y sont des fonctions dérivables sur [1 ; e] et u’, v' sont continues sur He 

On obtient alors par intégration par parties : 

| = [acovo] = [ ; u'(Qov(x dx 

€ € 

Un x X (Lt +29 — 3,2 Fe 3x)| = [ Lt +x$— 3,2 La sx) dx 

4 2 D HIXNA 2 

3 

= nef + et -$2+3)-0|- e our +3} car In(1) = 0 

D 1 \4 À 

4 4 3 e 

_#40-3osse [#4 ire] car In(e)= 1 

4 2 16 3 1 

4 4 
ere Sarse-|[ = Se+3)-(L+r-i+s)] 

4 16 3 OS 

Finalement : 1 = -—e + — Lee se 103, 
16 3 4 48 
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H est l’événement : « être un homme » ; 

C est l’événement : « faire de la course à pied ». 

0,7 
de ne 

03 

MCE 0, es es 

0,5 C 

Ce 

OQQl 

1. pH N C) = p@) x px(O) = ( — pH) x (1 — py(C)) = 0,4 x 0,5 = 0,2. 

2. H et H forment une partition de l’univers ; ainsi, d’après la formule des probabilités 

totales, on à : 

p(C) = pH NC) +pUH NC), 
= p(H) X p,{(©) + pH) X pp(C) = 0,6 x 0,3 + 0,4 x 0,5 = 0,38. 

pp-PHNO) _ 06x03 _ 18 _ 9 Op 47. ip = 
Pa p(C) 0,38 38 19 
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Nombres complexes 

Chaque question peut avoir une ou plusieurs bonnes réponses. 

_ On donne le nombre complexe z =—5 | as } 
7 

1. Un argument de z est égal à : 

L+i 
a)—5ar | | : 8 E. 

b) x + arg(1 + i) — arg (3 — i) (mod 27) ; 

C) _ (mod 27) ; 

ST 
d) — — (mod 27). _ d) PS ) 

2. Le module de z est égal à : 

. 1 +il . 

N3-il 
>. 
2. 

C) —5 

b) 

1 +il | 

Nil 
a 22. 

se — Suites Intégration 

On considère la suite (u,) définie par : 

= n at eur e! df. 

1. Calculer 4, u;. 

2, Montrer que u, = 0, pour tout entier naturel » non nul. 

3, Montrer que la suite (u,) converge. 

se — Interprétation graphique 

Pour chacune des affirmations suivantes, numérotées de 1 à 8, dire si elle est vraie ou 

fausse sans justification. 

Soit fune fonction définie et deux fois dérivable sur R. On note f' et f” les dérivées pre- 

mière et seconde de f. 
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Oral - SUJET 2 

La courbe € ci-dessous est la courbe repré- | La courbe T° ci-dessous est la courbe 

sentative de f. représentative de f”. 

La droite (OC) est tangente à I à O. 

1:7:0)=0. 

2. Une équation de la tangente en À à € est y = 2. 

3. f(1) et f' (1) sont tous deux positifs. 

4. f' est négative sur [- 1 ; 3] 

5. f' est croissante sur [1 ; 2] 

6. Le coefficient directeur de la tangente en B à € est — 3. 

7. f"(O) = —3. 

8. f" est positive sur [0 ; 1]. 

384 



Oral - SUJET 2 

> SUR VOTRE BROUILLON 

Remarque : contrairement aux QCM posés à l'écrit, vous pouvez être amené(e) à justifier 

vos réponses à l'oral. De plus, il peut y avoir plusieurs bonnes réponses et il faut donc 

toutes les tester. 

1. On a arg(z) = arg(- 5 ) + arg (1 + i) — arg(3 — i) (mod 2n), 

arg (zz') = arg z + arg z' (mod 2x) 
pour z, z' complexes non nuls. En effet, z 

arg (2) = arg z — arg z’ (mod 2x) 

d’où arg(z) = n + arg (1 +1) — arg(V3 — i) (mod 27) car arg (—-5)=7 

On voit ainsi que la réponse b) convient et la réponse a) non. 
iT 

Par ailleurs, on a 1+i= 2 (2 s; 2) = 2e 4, donc arg(1 + i) = . (mod 2m) : 

. _iT 

e3-i= 5 -À) 22e 6, donc arg({3 — i) = + (mod 27). 

Par suite, arg(z) = T + 1 — [- £) (mod 27). 

177 
= ——— (mod 27 Fe ( ) 

57 , 4 
Or, on constate que — Ts < Lu (mod 27). 

On obtient ainsi que la réponse d) convient et que la c) ne convient pas. 

Conclusion : les réponses b) et d) sont les seules vraies. 

1#+1 1+i ! ! 

2. O =|-5[——— | =}-5x canal 21807 sable ESS carkste txt 

= < Less donc à) ne convient pas 

V3-i 

NX (1 +il car _ HE avec z' non nul 

N3 — il lz 
12 + 12 donc c) ne convient pas 

D —_—_—— 

VB? + C1» 
D “2 donc d) convient 

2 

Ses. 
Dr 

Conclusion : les réponses b) et d) sont les seules qui conviennent. 

donc b) convient 
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1 1 
L+Ona:up= | et dr=[et) =e-1. 

1 
+ Calcul de u, = L te! df. 

On effectue une intégration par partie : 
soit u(t)=t dou DE: 

vd =e" d’où v(r) = e! (à une constante près). 
u, v sont des fonctions dérivables sur [0 ; 1] et w’, v’ sont continues sur [0 ; 1]. 

On obtient alors : 

u, = [4 v@], é- [ avt à 

=[re]}- fera 
=(e—0)-% 

=e—(e—1) 

ile 

2 SUNIUEINONATE 10) 

d’oùr'e! = 0 sur [0 ; 1], 
1 

puis [ t'e d = 0. 
0 

On vient de démontrer que u, = 0, pour tout entier naturel non nul. 

3. Onar"+l< #" sur [0 : 1], 
d'oùrtlet <ffet care! >Osur R 

1 1 
puis | mtlerdr< | t'' ef dt. 

0 0 

Ainsi :u,,, < 4,, pour tout entier naturel n non nul. 
La suite (4,) est décroissante, minorée par 0 ; par conséquent, elle converge. 

1. Vrai. 

En effet, la courbe T passe par le point de coordonnées (2 : 0). 

2, Vrai. 

Car on lit f’(0) = 0 sur la courbe T et f(0) = 2 sur la courbe €. Sachant que l'équation de la 
tangente en un point d'abscisse a est donnée par y = f'(a)(x - a) + f(a), on obtient y = 2. 
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3. Vrai. 

Que ce soit sur la courbe € ou la courbe T,, les points d'abscisse 1 sont tous les deux au- 

dessus de l'axe des abscisses. 

4. Faux. 

La courbe de T est au-dessus de l'axe des abscisses sur [0 ; 2]. 

5. Faux. 

On remarque sur la courbe T que f’ est décroissante sur (1527 

6. Vrai. 

Le coefficient directeur de la tangente en B à € est f'(3), or le point de T d'abscisse 3 a 

bien pour ordonnée — 3. 

7. Faux. 

f"(0) est le coefficient directeur de la tangente en O àT, c'est-à-dire à la droite (OC). Or 

ce coefficient directeur est positif (il vaut 3), car la droite (OC) représente une fonction 

affine croissante. 

8. Vrai. 

Car f' est croissante sur [0 ; 1]. 
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ORAL - SUJET 3 SPÉCIALITÉ 

Analyse — Fonction exponentielle 

Soit f la fonction définie sur R, par : 
f@=(02-x1e7. 

Justifier les affirmations suivantes : 

1. le tableau de variation est : 

2. l’équation f (x) = 1 admet exactement une solution positive. 

Probabilités 

Un metteur en scène dispose de 9 figurants : 5 hommes et 4 femmes. Dans la scène qu'il. 
veut tourner, il a besoin de 3 figurants qu’il choisit au hasard. i 
Quelle est la probabilité qu’il ait au moins une femme ? 

«il 
41} 

SPÉCIALITÉ K341: {ele #1 Nombres complexes — Similitudes 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormal direct (O :; u, v). On désigne par. 
s l’application qui, a tout point M du plan, d’affixe z, associe le point M' d’affixe z' tel : 
que : ; 

z'=(-1+iz +21 

1. Donner la nature de s et ses éléments caractéristiques. 

2. À et B étant deux points distincts, on note À’ = (s o s)(A) et B' = (s o s)(B). 

a) Montrer que A'B' = 2 AB. 
b) Les droites (AB) et (A'B”) sont-elles perpendiculaires ? 
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> SUR VOTRE BROUILLON 

1. f est dérivable sur R, comme produit de fonctions dérivables sur R,. 

Onaf'm=-e*+(2-x)e*=e* (1x), 

ete* >OsurR,, 

ainsi le signe de f’(x) ne dépend que du signe de (1 — x). 

LC 0Suri0 11 

Par suite, À f'(x) < 0 sur ]1 ; + œ[ 

"Go =0"en lt 

f est strictement croissante sur TOP 
En conclusion : ; CURE 

f strictement décroissante sur[ 1 ; + ce]. 

2. + f est continue sur [1 ; + ol 

f est strictement décroissante sur [1 ; + ol 

1 est compris entre f(1)=eet lim f@) = — © 
XX +00 

donc f (x) = 1 admet une 
unique solution sur [1 ; + co|. 

+ Sur [0 ; 1], f est continue et strictement croissante de minimum égal à 2 ; par défini- 

tion du minimum, on a f(x) > 2, pour tout x de [0 ; 1]. On en déduit que l’équation 

f(x) = 1 n’admet pas de solution sur [0 ; 1]. 

Finalement : f(x) = 1 admet une unique solution sur R,. 

On cherche la probabilité de l’évènement contraire à celui demandé, soit la probabilité 

de n’obtenir aucune femme. Il faut, en conséquence, avoir choisi 3 hommes sur les 5 dis- 

ponibles. 

3 
p = 2, ERA | 

h 
16! l ! ro! 7 Lies 08 

312! 9! DIN O| 7x8x9 AO?) 

SPÉCIALITÉ KE: 

L: 

Méthode : l'écriture complexe d'une similitude directe est de la forme : 

z' = az + b, avec a et b nombres complexes et a # O. 

e L'angle de la similitude est donné par un argument de a. 

° Le rapport est donné par le module de a. 

° Le centre de la similitude est obtenu en cherchant les points fixes. 

«lciona:a=-1+ieth=2-i 

d'oùlal=|-1+i|=v1+1=V, à É 3x 

=isis 2e D + nee : , donc arg (a) = _ (mod 27). 
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Oral - SUJET 3 

+ Soit M d’affixe, un point invariant, il doit vérifier z = (—1 + 1)z + 2 — 16 

on veutz =(- 1 RDAEONE 

d’où (2 — i)z = 

DUISZ IE 3x 

s est donc une similitude directe de centre C d’affixe 1, de rapport V2 et d’angle És 

2. a) 

La composée de deux similitudes directes de même centre À, de rapports respectifs k et 
k! et d'angles respectifs a et a’ est une similitude directe de centre À, de rapport kk' et 

d'angle à + a’. 

s © s est ainsi une similitude directe de centre C d’affixe 1, de rapport 2 et d’angle #. 

Par suite, comme À’ et B’ sont les images respectives de À et B par s os, on a 

A'B'=2AB. 

b) D’après la question précédente, on a de plus : mes(AB ; A'B') = (mod 2x). 

Les droites (AB) et (A'B') sont donc perpendiculaires. 
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ORAL - SUJET 4 SPÉCIALITÉ 

Analvse — Fonction exponentielle 

_ Soit f la fonction définie sur R par : 
5é 1 

X) = — - —. ii er 

_ 1. Déterminer les limites de faux bornes de l’ensemble de définition. 

| 2. Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote au voisinage de + co. 

3. Étudier le sens de variation de f. 

Géométrie dans l’espace — Barycentre 

L Soit À, B et C, trois points du plan non alignés. 

| G est le point défini par AG = TAB + SAC et J est le centre de gravité 
du triangle ABC. 

1. Trouver x tel que G soit le barycentre du système {(A ; 1), (B ; 1), (C; x)}: 

M2. Quel est l’ensemble des points M du plan vérifiant : MA + MB + MC|| =3 MC ? 

SPÉCIALITÉ | SPÉCIALITÉ 2 iitd(ed Arithmétique — Équation de la forme 

ax + b 

D éine les solutions de l’équation 145x + 45y = 15. 
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_… de ic MR del 

>> SUR VOTRE BROUILLON 

1. Déterminons les limites de f ; on a : 

+ lim %*=+0 1 

mt donc lim (-)+e: 
; 1 X — + © e* 
lim —=0 

X—+o e* 

CANIN EC 
X — +0 

finalement : lim f(x) = + ce. 
X — + co 

x 1 xe* —3 
e AV —— = 

f@) 5 MC SEE 

lim (xe*—3)= 0, par croissance comparée PAR 
NE donc lim —=—0\, 
lime3e=0À X— + 3e* 

X — — 00 

Car lim e=0 
X — — © 

d’où lim f(x) =- ce. 
X— 0 

2. On remarque que lim PE 0, 
X— +o e* 

soit lim (ru -à) = 0. 
X — + 0 

Cela prouve que la droite d’équation y = … est asymptote (oblique) à la courbe de 

la fonction f en + co. 

3. f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R (car la fonction 
exponentielle ne s’annule pas). 

1 (a RSS AA 
On a f'(x) = — - —— = — - — 

dou 

équivaut à e* > 3, 

équivaut à x = In 3 ; car la fonction In est strictement croissante. 
On en déduit que la fonction f est strictement décroissante sur ]- «+ ; In 3] et stricte- 

ment croissante sur [In 3 ; + cf. 
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D Ce 
4 2 

HE TAG LS AG + GC tuulaahota te Ltion délChasles 

en Lo 10-56 
4 4 2 

GA + GB + 2GC = 0, soit x = 2. 
En conclusion, G est le barycentre du système {(A ; 1), (B ; 1), (C, 2)}. 

2. ||MÀ + ME + MC || = 3MC équivaut à || 3MÏ + IA + IB +1C|| = 3MC, 
équivaut à ||3M1|| = 3MC, 

car 1 est le centre de gravité de ABC et donc IA + 1B + IC =0 

équivaut à MI = MC. 

L'ensemble des points M recherché est donc la médiatrice du segment [/C]. 

| SPÉCIALITÉ id 

145x + 45y = 15 équivaut à 29x + 9y = 3. 

Cherchons une solution particulière de cette équation en utilisant l’algorithme d’Euclide : 

29=9x3+2et9=2X4+1, 

on en déduit que 1 0244-90-09 0x3) x4=09x13229%x4; 

on obtient en multipliant par 3 : 29 x (— 12) + 9x 39 = 3. 

En conséquence, x = — 12 et y = 39 constituent une solution particulière de cette équa- 

tion. 

On a ainsi 29x + 9y = 3 = 29 x (— 12) +9 x 39, d’où 29(x + 12) = 9(39 — y). 

Utilisons le théorème de Gauss : 

29 divise 9(39 — y) et 29 est premier avec 9, donc 29 divise 39 — y ; d’où y = 39 + 29%, 

avec k entier relatif. 

9 divise 29(x + 12) et 9 est premier avec 29, donc 9 divise x + 12 ; d’où x = 12 + 9k', 

avec k' entier relatif. 

Comme 29(x + 12) = 9(39 — y), on en déduit que k = k”. 

Pour conclure, les solutions de l’équation sont : 

É ù . | + , avec k entier relatif quelconque. 
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ÉPREUVE PRATIQUE -— SUJET 1 

Remarque préalable importante 

Pendant l'année scolaire 2008-2009, l'épreuve pratique de mathématiques du baccalau- 

réat S en était encore au stade de l'expérimentation. 

Cette épreuve pourrait se généraliser pour le baccalauréat 2010. Il est donc indispensable 

de s'informer auprès de son professeur pour savoir si cette épreuve est obligatoire ou pas. 

Exoression du terme de rang # d’une suite récurrente 

Énoncé 
On considère la suite récurrente (u,,) de premier terme uç = 0 et telle que, pour tout entier 

naturel #,u,,,=u,+2n—11. 

1. En utilisant un tableur ou une calculatrice, calculer et représenter graphiquement les 

vingt premiers termes de cette suite. Le nuage de points obtenus a-t-il une particularité ? 

Si oui, laquelle ? 

Appeler l’examinateur pour une vérification de la particularité trouvée. 

2. n étant donné, on peut calculer la valeur de u, si on connaît la valeur de u,_,. On vou- 

drait à présent pouvoir calculer, pour n’importe quelle valeur de l’entier naturel non nul 

n, la valeur de u, sans pour autant connaître la valeur de u,_,. Pour cela, il faudrait dis- 

poser d’une formule donnant 4, en fonction de n. 

a) À l’aide des observations faites dans la première question, conjecturer une formule 

donnant, pour n’importe quelle valeur de l’entier naturel n, u, en fonction de n. 

Appeler l’examinateur pour une vérification de la formule trouvée. 

b) Démontrer cette formule. 

Production demandée 

_ Le nuage de points attendu dans la question 1. et la particularité trouvée à ce nuage. 

_ La stratégie de démonstration retenue à la question 2., ainsi que les étapes de cette 

démonstration. 
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Épreuve pratique — SUJET 1 

> CORRIGÉ DU SUJET 1 

1. À l’aide d’un tableur, par exemple, on obtient les vingt premiers termes de la suite et 

leur représentation graphique : 

F3 MicrosoftiExcel - CI 

JR Ge Eten Mfituge Eomten rome Qt Dinde Fours 2 ra à <l81x 

Der Be ec arGui Ba - ‘a 
ana -u-le1s5sEsz Er rDexu 24 219 ms _ FERA: 

CODEN Rd EAN E } 1 

La suite u(n) 

lo mous dre Ro SE EN ER : 

las 
256 T 

BR = 
a cc bc BA D _ 

ne 

Les points semblent se trouver sur une parabole. 

2. a) D'après les observations faites à la question 1., on conjecture la formule suivante : 
u,=n?— 12 n, pour tout n de N. 
b) Soit P,:«u, =n?—12 n », pour tout n de N. 
+ Initialisation : on à u, = 0 = 02 — 12 x O0, donc P, est vraie. 
+ Hérédité : supposons P, vraie pour n entier naturel fixé et montrons que P,, , est vraie. 

DS EN OS PACE 4 par définition 

Done d’après l’hypothèse de récurrence 
=n210n-11 

= (n + 1)? — 12(n + 1) 

On en conclut que P, est héréditaire. 
On a montré par récurrence que u,, = n?— 12 n, pour tout n de N. 
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ÉPREUVE PRATIQUE - SUJET 2 
EE
 

Remarque préalable importante 

Pendant l’année scolaire 2008-2009, l'épreuve pratique de mathématiques du baccalaur- 

réat S en était encore au stade de l'expérimentation. 

Cette épreuve pourrait se généraliser pour le baccalauréat 2010. Il'est donc indispensable 

de s'informer auprès de son professeur pour savoir si cette épreuve est obligatoire ou pas. 

Recherche d’un lieu géométrique 

Énoncé 
Dans le plan Ÿ, on donne quatre points O, A, B et C et un cercle (T°) de centre ©. 

Le point M est un point quelconque variable sur le cercle (l). On associe au point M 

l’unique point M' du plan P défini par l'égalité : MM” = MA + MB + 2MC. 

Il s’agit de déterminer le lieu géométrique # du point M' lorsque le lieu géométrique du 

point M est le cercle (l°). 

1.a) À l’aide d’un logiciel de géométrie plane, construire les points O, À, B et C, le 

cercle (T°) et un point libre M sur ce cercle. 

b) Construire le point M' associé à M. 

Appeler l’examinateur pour une vérification de la construction aite. 
PP P 

c) En observant plusieurs positions du point M, faire une conjecture sur la nature de la 

transformation du plan qui transforme M en M, ainsi que la nature du lieu géométrique 

du point M’. 

Appeler l’examinateur pour une vérification de la figure réalisée 

et de la conjecture faite. 

2.a) Déterminer par le calcul la nature de la transformation du plan qui transforme le 

point M en le point M". 

b) Déterminer le lieu géométrique S du point M. 

Production demandée 
_ La figure réalisée avec le logiciel de géométrie dynamique. 

_ Le calcul permettant d’obtenir la nature de la transformation. 

_ La caractérisation du lieu géométrique de M' et sa justification. 
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Épreuve pratique — SUJET 2 

> CORRIGÉ DU SUJET 2 

1. a) et b) À l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique, on construit les points demandés. 

En reproduisant la figure précédente pour différentes positions de M sur le cercle, on 

peut conjecturer que le point M” serait l’image du point M par une translation et que 
le point M’ décrirait lui-même un cercle. 

2. a) Introduisons le point G, barycentre des points (A, 1), (B, 1) et (C, 2). G existe bien, 

ca 1+1+2=420. 

On a MM” = MA + MB + 2MC = 4MG. 
Ainsi, le point M est l’image du point M par la translation de vecteur 4 MG. 
b) L’image du cercle (l°) par cette translation est donc un cercle de même rayon que 
(D) et de centre 0”, l’image de ©. 
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ÉPREUVE PRATIQUE -— SUJET 3 

Remarque préalable importante 

Pendant l’année scolaire 2008-2009, l'épreuve pratique de mathématiques du baccalau- 

réat S en était encore au stade de l’expérimentation. 

Cette épreuve pourrait se généraliser pour le baccalauréat 2010. Il est donc indispensable 

de s'informer auprès de son professeur pour savoir si cette épreuve est obligatoire ou pas. 

Planètes et ajustement 

Enoncé 
Le tableau ci-dessous, pour chaque planète du système solaire, sa période de révolution 

et le rayon de l’orbite considérée comme circulaire. 

C 

r (en m) T (ens) 

Mercure 5.79E + 10 7.60E + 06 

1.08E + 11 1.94E + 07 

1.49E + 11 3.16E + 07 

Planète 

Mars 2.28E + 11 

Saturne 1.42E + 12 

Neptune 4,50E + 12 5.20E + 09 

1. Entrer sur une feuille de calcul d’un tableur les données des colonnes À, B et C. 

Tracer, à l’aide du tableur, le graphique représentant la période T en fonction du rayon r. 

Combien de points apparaissent nettement sur le graphique ? Les identifier et expliquer 

le phénomène. 

2. Faire afficher le graphique donnant In (7) en fonction de In (r). Combien de points 

apparaissent sur le graphique et que constatez-vous ? 

Appeler l’examinateur pour lui montrer les graphiques obtenus. 

34, Déterminer, à l’aide du tableur, le coefficient directeur d’une droite qui permet de 

donner un ajustement des points représentés. Quelle est l'équation de la droite que l’on 

peut retenir expérimentalement ? 

Appeler l’examinateur pour lui présenter la procédure retenue 

et contrôler le résultat. 

4, En déduire que, pour les huit planètes étudiées, T = k ((r }?, où & est une constante 

réelle. Vérifier avec le tableur. 
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Épreuve pratique — SUJET 3 

Production demandée 
— Pour la question L., une analyse argumentée du graphique obtenu est attendue. 

—Pour la question 2., une analyse du nouveau graphique obtenu est attendue. 

L’argumentation fera l’objet des questions suivantes. 

— Pour la question 3., préciser la méthode de calcul choisie pour cb une équation de 

la droite d’ajustement. 
— Pour la question 4., une rédaction détaillée du calcul de la valeur de k est attendue. 

> CORRIGÉ DU SUJET 3 

1. On trace, à l’aide du tableur, le graphique représentant T en fonction de r. 

. Microsoft Excel - Planète et ajustement 

[10E#11 | 19400000 | 25405371] 16,78078%)] Sr 
[_149E#11 | 31600000 | 25,7272121| 17,2666677| 

IRRNIE 12 porn) 

11[_Satume CIRENT Lea 2 1e 2 a 
ER 

| 
| 

| 
ï 

BE8S 

IN} fs Rs 

ISIà 4E#12 5E+12 | 

SA ss ta 99 

2858 

#82 RES 

On ne voit nettement que cinq points sur le graphique, correspondant aux planètes 
Mars, Jupiter, Saturne, Uranus et Neptune. En effet, en raison de l’échelle choisie, les 
données correspondant aux planètes Mercure, Vénus et à la Terre ont des valeurs 
très proches et leurs points forment un amas. 
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Épreuve pratique — SUJET 3 

Dégenriems es. 
EUR -0-675$S S==BDOEBLC 

F6 |  =)-(1219; 109) RACINEB65)}3 
RS ROC EN ECS ÉROEUE ON ER RE En RES EM 

BE — — : 

Mmes arbre ol ess D 

F5 [Pine Lien [iengl mo | m9 [ue 
Le [Mercure [579€ #10 [7600000 [24 7819802] 16 4365 | 2561706] 
CT Vénus | 10e 11 [19107 [25 40Sso71 | 16 ,7e0784 |H1E20sSeS 
Fe tome —[149E #11 [5 26407 [25 7272121 | 17.260086 | 
MOT Jupiter [7706 +1 [37106 [27 3700024 | 19 720766 
Mi Satume | 1426412 [9 36406 | 27.981878 | 20 650606 | 7: 
M2] Uranus [2786 #12 [276409| 29.653472 | 21 701602 | 2 
Haf Neptune | 4 5E+12 [526409 [29.125008 [ 22 371824 | 
14 

15] RS RE + | en 

i\ Feuit1 {FEU 4 Feu / Re R AS ses _—_ _ mr 
CII) 

vepnr À GC | Fomesmtmines: \ \OOB A4 &-Z£'A = AY 
TA 

Sur ce nouveau graphique, on voit clairement huit points bien espacés qui corres- 

pondent aux huit planètes. De plus, ces points semblent alignés. 

3. L'équation de la droite apparaît en cliquant droit sur un point de la droite, en deman- 

dant une courbe de tendance et, en option, il faut choisir d’afficher l’équation. 

Le tableur donne une équation y = 1.5045x — 21.442. 

On peut donc retenir comme coefficient directeur 1,50 et comme ordonnée à l’origine 

— 21,5. 

Finalement, nous obtenons l’équation suivante : In (T) = Sn (r) — 21,5. 

4, La réponse précédente nous a donné : In (T) = Sn (r) — 21,5, 

5 3 

d’où In (T)=In (,5) os -in (F ]-215, 
3 3 

puis T = exp (In ls | =)15)=In me) xe-2l5, avec k=e 21 = 4,6 x 10-10. 

On retrouve bien la formule de l’énoncé. 
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ÉPREUVE PRATIQUE - SUJET 4 

Remarque préalable importante 
Pendant l'année scolaire 2008-2009, l'épreuve pratique de mathématiques du baccalau- 

réat S en était encore au stade de l'expérimentation. 
Cette épreuve pourrait se généraliser pour le baccalauréat 2010. Il est donc indispensable 
de s'informer auprès de son professeur pour savoir si cette épreuve est obligatoire ou pas. 

Étude de lieux géométriques 

Énoncé 
Le triangle ABC représente une 
équerre telle que AB = 3, AC = 6 et 
l’angle en B est droit. 
Les points À et C glissent respective- 
ment sur les demi-droites perpendicu- 
laires [OM) et [OS). 

Le point / est le milieu du segment 
[AC]. 
On s'intéresse aux lieux des points 7 
et B. 

1. Observer les propriétés géomé- 
triques de la figure. Avec un logiciel de 
géométrie, construire une figure dyna- 
mique illustrant la situation. 

Appeler l’examinateur pour vérifier la construction ou en cas de difficulté. 

2. Visualiser, à l’aide du logiciel, le lieu du point / quand C décrit la demi-droite [OS ). 
Quelle conjecture peut-on émettre sur la nature de ce lieu ? 

Appeler l’examinateur pour valider la conjecture. 

3. Visualiser, à l’aide du logiciel, le lieu du point B quand C décrit la demi-droite [OS). 

Quelle conjecture peut-on émettre sur la nature de ce lieu ? 

Appeler l’examinateur pour valider la conjecture. 

4. — Donner les mesures des angles de l’équerre, puis celle de AOB (A distinct de O). 
— En déduire que le lieu de B est inclus dans une courbe simple dont on précisera la 
nature. Fe 
— Démontrer que : OB = 6 sin (OAB). 

— En déduire le lieu de B. 

Production demandée 
Réponse écrite pour la question 4. 
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Épreuve pratique — SUJET 4 

> CORRIGÉ DU SUJET 4 

1. et 2. Pour réaliser cette figure, il faut penser à la construction, à la règle et au compas, 

d’un triangle rectangle dont deux longueurs (y compris l’hypoténuse) sont connues. 

AGeoplan-Geospace - [C:\Documents and SR One RmANUreS auvriCE\Etude de lieux géométriques, pZw] 

PÉTI sil > | < Ja ele Lee NI 

On peut conjecturer que le point 1 décrit un cercle lorsque C décrit la demi-droite [OS]. 
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Épreuve pratique — SUJET 4 

Ga Geoplan:< Sens pate [C:Wocuments and sertnesSancyure eaukTiCHEtude de lieux géométriques.g2w] 

Sal REC 

On peut conjecturer que le point B décrit une droite lorsque C décrit la demi-droite [OS ). 

4. + ABC est un triangle rectangle en B. En appliquant le théorème de Pythagore, on a : 
BC=AG EAP E=S6- 9-27: 

Donc BC = ÿ27 = 313. 

On a évidemment ABC = & (mod 2x), 

et cos (CAB) PER 1e d’où CAB = _ (mod 27) ; 
ACC MS 

par différence, BCA = x - ABC - CAB=1- — mn < (mod 27). 

+ Comme ABC et AOC sont tous les deux des triangles noue d’hypoténuse com- 
mune [AC], les quatre points 4 À, B, C et O sont sur le même cercle de diamètre [AC]. 

Ainsi, les angles ACB et AOB sont égaux puisqu'ils interceptent le même arc AB : par 

conséquent : ACB = AOB =- : (mod 27). 

. Lorsque C dé C décrit la demi- Fe [OS), l’angle ACB reste constant, donc AOB également. 

Or, on a AOB = (OM, OB) et, comme (OM] est fixe, (OB) l’est également. Par suite, le 

point B décrit une partie de la droite passant par © et faisant avec l’axe des ordon- 
à T 

nées un angle de — + 

404 



Épreuve pratique - SUJET 4 

- Ainsi, l’angle géométrique issu de © dans le triangle AOB mesure _. 

Par suite, dans le triangle AOB, le sinus devient : > ne 
sn O0 snB sin À 

d’où: SU = _— où OAB désigne un angle géométrique ; 
sin OAB : (=) 

sin = 

puis OB = 6 sin OAB. 

Or, on a OAB = OAC + CAB et, de plus, mes OAC € lo 2]. 

d’où mes OAB € É : |, 
BEES 

puis OB € J0 ; 331. 
Finalement, B appartient à un segment de droite passant par O, exclu, faisant un 

angle de — T avec l’axe des ordonnées et tel que 0 < OB < 33. 
= 6 
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FORMULAIRE 

Nombres complexes, géométrie 

Nombres complexes 

Dans le repère orthonormal (O ; #, v), le point 

MX, y), où (x, y) € R?, a pour affixe z. 

z a pour forme algébrique x + iy. 

Partie réelle de z : Re(z) = x. 

Partie imaginaire de z : Im(z) — y. 

Conjugué de z:z = x —iy. 

Module de z : |z| = Vz7 = 1x? + y2. 

Si z # 0, z a pour forme trigonométrique : 

z = p (cos 0 + ji sin 0), avec p > 0. 

z a pour forme exponentielle : z — pei®. 

Module de z : |z| = p. 

Argument de z : arg z = 6 [mod 2x]. 

Conjugué de z :z = pe” i?. 

e Propriétés des modules 

Pour tout z € C, [2] = /z|. 

ete 
zl 4 

PourtouszeCetz'eC, |zz'|= |] |7'|. 

Si À et B ont pour affixes respectives z, et 

2, alors : AB a pour affixe z, — Z, et 

AB=|z,- 2] ; 

Pour tout z € C*, 

° Propriétés des arguments 

Pour tous z € C*etz’ € C*, 

arg (zz°) = arg (z) + arg (2°) [mod 27] ; 

arg é = arg (z) — arg (2°) [mod 2x]. 
z 

e Caractérisation complexe de 

transformations M(z) — M'(z') 

Translation de vecteur # d’affixe 1, 1€ C: 

z'=2+t. 

Homothétie de centre Q d’affixe @, © € €, 

et de rapport & € R* : z’ - © = k(z — @). 

Rotation de centre Q d’affixe @, © € C, et 

d'angle de mesure 8ER:z"-@= ei %(z — &). 

Géométrie 

e Produit scalaire de deux vecteurs 

non nuls du plan 

OA.OB = OA x OB ; 

OA.OB =OA x OB x cos 6. 

B 

#1 ol 
O 

À B' 

° Produit scalaire et coordonnées 

Si à et ÿ admettent pour coordonnées respec- 

tives (x, y, z) et (x’, y’, z') dans un repère 

orthonormal de l’espace, alors : 

25 = xx" + yy' + 22! et [dl] = Vi. 

Une équation de la sphère de centre Q de 

coordonnées (a, b, c) et de rayon R est : 

(x — a} + (y = b} + (= c}? = R?. 
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Formulaire 

Algèbre, trigonométrie 

Identités remarquables 

Pour tousaE C,bEC, 

(a + b} = aÿ + 3a2b + 3ab? + b* ; 
Gba, Oabi ab be; 
a + b} = (a + b}(a? — ab + b?); 
DL (Q  D)G Fab et). 
Pour tous a E C, b E C et pour tout n € N*, 

a+m=æ+[T)ath+ _ 

+ (jetés 

.. (rjerter 
ONE 

Équation du second degré 

dans C 

Soient a, b et c trois nombres réels (a 4 0) et 

À = b? — Aac. 

L’équation az? + bz + c = 0 admet : 

+ lorsque À > O, deux solutions réelles 

Z; — DEN et Z; = DREUX 

2a 2a 

- lorsque À = 0, une solution réelle 

b 
VE 

2a 

408 

— lorsque À < 0, deux solutions complexes 

conjuguées 

pr À her À DE —— et 7, = ——— 
2a 2a 

Si A 40, az? + bz + c = a(z — CD Lee > 

SiA=0,a2 +bz+c = a(z — z,). 

Z 

Trigonométrie 

+ Formules d'addition 

Pour tousaE RetbER, 

cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b ; 

cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b ; 

sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b ; 

sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b. 

e Formules de duplication 

Pour tout a ER, 

cos (2a) = cos? a — sin? a ; 

cos (2a) = 2 cos? a — 1; 
cos (2a) = 1 — 2 sin? a ; 

2 

sin (2a) = 2 sin a cos a. 



Formulaire 

Probabilités 

Généralités 

Si les événements À et B sont incompatibles, 

alors : 

P(AUB) = P(A) + P(B). 

Dans le cas général : 

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB). 

P(A) = 1 — P() ; P(Q) = 1 ; PO) = 0. 

SIA er AN forment une partition de À, 

n 

P(4) = Ÿ P(A)). 
i=i 

Dans le cas de l’équiprobabilité : 

P(A) = nombre d’éléments de À 

nombre d’éléments de Q ; 

e Probabilité conditionnelle de B 

sachant À 

P,(B) est définie par : 

P(ANB) = P,(B) X P(A). 

Cas où À et B sont indépendants : 

P(ANB) = P(A) X P(B). 

° Formule des probabilités totales 

Si les événements B,, B,, 

une partition de (, 

alors P(A) = P(ANB,) + P(ANB,) 

Le PAINBe). 

B: forment 

Variable aléatoire 

Espérance mathématique : 

E(X) = D px; 

Variance : VO) = > p;@; — EX) 
il 

= À Ex? - ECOY- 
i=1 

Écart-type : o, = VV(X). 

Combinaisons 

et formule du binôme 

Pour tout » € N* et pour tout p € N, 

0<p<n, 

=D RO On MOMENT. 

Fa nn meper 0 

P p! 

n! 

pl -p)! 

(has t 
CCE 
Le nombre de sous-ensembles à p éléments 

d’un ensemble à n éléments est égal à é } 
P 

Pour tous a € C, b € C et pour tout n € N*, 

@+br=a+(r)atb+. 

+(rjerte. + 

Lois de probabilité 

e Loi de Bernoulli de paramètre p, 

pelo;:1 

X peut prendre les valeurs 0 et 1 avec les pro- 

babilités P(X = 1)=p et PX=0)=1—p. 

EXD =p; V®=p(A—p). 

e Loi binomiale Z(n, p), n € N*, 

pelb:1]l 

X peut prendre les valeurs entières O, 1, ...,ñ. 
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Formulaire 

Pour0<k<n, e Loi exponentielle de paramètre X sur 

PO 1) — n | pk = py# [0 ; + of, dite aussi loi de durée de vie : à 
sans vieillissement 

EX) = np ; VO) = np( — p). b 
Pour 0 < a < b, P([a , b]) = fre-xrar. 

e Loi uniforme sur [0 ; 1] Pour tout c = 0, 

J étant un intervalle inclus dans [0 ; 1], POS EDETE fre-nras 

P(J) = longueur de J. é 0 : 
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Formulaire 

Analyse 

Suites arithmétiques, 

suites géométriques 

Suite arithmétique de premier terme u, € R et 

de raison a € R : 
pourtoutn EN,u,,,=u,+a; 

u, = Uj + na. 

Suite géométrique de premier terme u, € R 

et de raison g € R* : 

pour toutn EN, u,,,—qu,; 

U, = Uyq". 

e Somme de termes 

1e En 
2 

SD le perl 

alors 1 + b + b? +... + b" = Ferre 

° Limite d’une suite géométrique 

SO <q < 1, alors clim g 0: 
n— +2 

g” = + ©. 
co 

Sig>l,alors lim 
n= + 

Propriétés algébriques 

de fonctions usuelles 

+ Fonctions exponentielles et 

logarithmes 

= 1. 

Pour tous réels a et b, 

_ e 
ea + b — deb; ef ar (e2 y = ec. 

Pour tout x € J0 ; + ©{[,In x = [ + dr: 

HO eMNEENr 

Pour tous a > Oetb > 0, 

In ab =iIna+lnb et In - te It 

Pour tout a € ]J0 ; + «[etpourtoutx E R, 

a = M4: ]n(a*) = xina. 

In x 

In 10° 

Pour tout x € R et pour tout y € J0 ; + «1, 

y=e équivautà x=Iny. 

Pour tout x € ]0 ; + oo, log x = 

+ Racine n°ème 

Pour tout n € N*, pour tous x € [0 ; + 

et yE [0 ; + cf, 

y — 1x équivaut as x JU 

Pour tout n € N* et pour tout x € J0 ; + «{, 
I 

x = 4x. 

Limites usuelles de fonctions 

+ Comportement à l'infini 

lim Inx=+®; 
x — + 

lim e*=+®; 
x— + 

lim e = 0. 
x —> — © 

° Comportement à l'origine 

limx In x = (. 
x 0 

limin x = — ©«; 
x 0 

+ Croissances comparées à l'infini 

hot 2: lim xe*=0; 
X—+o X x— —® 

: In x 
lim —— = 0. 

xX+o "7 

Pour tout n € N*, 

Ha = eos inserer 

x—+o x! X— — © 

: In x 2 L 
lim —— =0; limx'ent— 

xX—+>æ X x — + 
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Formulaire 

+ Comportement à l'origine de 

In (1 + x), e*, sin x 

+ fe la (Leh20);, 2 
x 0 x 

EE Al 
lim 

x 0 x 

Ile 

7 SX 
En 1]; 

x — 0 x 

Dérivées et primitives 

Les formules ci-dessous peuvent servir à la 

fois pour calculer des dérivées et des primi- 

tives sur des intervalles convenables. Les 

hypothèses permettant de les utiliser doivent 

être vérifiées par les candidats. 

+ Dérivées et primitives des fonctions 

usuelles 

f@ RAGE) 
k 0 

% 1 

x", nAEN* nx = Î 

L 0 
x x? 

1 EN* an 

En o x +1 

AL 
2x 

In x L 
x 

ce ex 

a* a* X Ina 

cos x SSinr 

sin x cos x 

tan x 1 

cos? x 

412 

+ Opérations sur les dérivées 

(CN D N7AE 

(ku ) = ku’, k étant une constante ; 

5 1PAITE $ 
(uv) cuv+uw:() = — = S 

u U 

AN ad = 04 $ . À 
nl rer C0 ME CAT à 

y2 

Le 

(et) = e“u’; (In u) = = : 
u 

(ut) = nu lu’ (n EN*). 

Calcul intégral 

Les hypothèses permettant d’utiliser les for- 

mules suivantes doivent être vérifiées par les 

candidats. 

+ Formules fondamentales 

Si F est une primitive de f, 

alors | F(Dde= F(b)= Fo). 

| OU [ F(Dar. 
b a 

Si gx) = | f (dt, alors g/) = f(x). 

e Formule de Chasles 

C b C 

d= de de [ “di l (bd [ro ! 

° Linéarité 

(ro + Beco)ar 

=. [ Far + B [ Fe (Ddr, 

e Positivité 

Sia=betf > 0, alors [ f(pdt > 0. 



Formulaire 

+ Ordre + Valeur moyenne 
; b b 

Sia<betf < g, alors [ f(ôdt < [ g(fdr. | La valeur moyenne de f sur [a ; b] (a # b) est : 
a a 1 b 

———— dt. | 0 
+ Inégalité de la moyenne 

Sia<betm<f< M, É , difté ell 

b ‘aquations différentielles 
alors m(b — a) < [ (dt < M(b — a). LL LES R TL LS ALES 

5 Pour tous a € R*etb E R, les solutions de 

l’équation différentielle y” = ay + b sont les 

fonctions définies sur R par : 

[ av dr = Lu VO — | (y vd. | FO = Ce“ — 2. CER. 
a 

e Intégration par parties 
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Formulaire 

Enseignement de spécialité 

Congruences Ensembles de points 

Pour tous a € ZetbE Z, pour tout p € N*, | Dans un repère orthonormal (O ; ia ‘a ê), une 

pour toutneNetnz7, équation du cylindre d’axe (O0; k) et de 

sia =bf[n]et a’ = b' [n], alors : rayon r > 0 est x? + yh= r°. 

da bar Dane a a bb re 
Doi bD in] ab nl Une équation d’un cône d’axe (O0; k) est 

x + y = 7 tam 6. 

Caractérisation complexe 

des similitudes 

+ Similitude directe : z'! = az + b,où 

ae C*,bEe CC. 

e Similitude indirecte : z' = a z + b, où 

ae C*,bEC. 

Dans les deux cas, le rapport de la similitude 

est égal à |al. 
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Annales 

Bac 2010 
Mathématiques TS 

Obligatoire et spécialité 

B 22 sujets complets (plus de 100 exercices), bac 2009 inclus, tous corrigés. 

B 4 sujets pour préparer l'oral. 

B 4 sujets de l'épreuve pratique (expérimentale). 

B Ces sujets traitent tous les thèmes du programme 
repérés par des couleurs spécifiques. 

B Chaque sujet fait l'objet d'un corrigé rédigé à l'identique 
de ce que l'on attend de vous le jour de l'examen, 
accompagné de conseils, d'astuces et de rappels de cours. 

B En fin d'ouvrage, un formulaire très complet vous permet de 
retrouver rapidement les bonnes formules. 

B Le descriptif des épreuves, des conseils généraux et un tableau 
des exercices classés par thèmes complètent utilement cet ouvrage. 

Annales 2010 

Français 1"° L/ES/S 

Maths TI ES Philosophie T's L/ES/S Maths TS 
Maths Tes Histoire-Géographie 

Physique-Chimie TS T's L/ES/S 

SVT TES Anglais T' toutes séries 
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