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PREFACE 
Ce livre d’exercices traite l'ensemble du nouveau programme de mathématiques 

de 1°° ES (enseignement spécifique) et de 1'° L (enseignement obligatoire). 

Le livre est organisé en 12 chapitres 

Mi 11 chapitres proposent |’essentiel du cours, puis des exercices et des inter- 

rogations écrites corrigés intégralement dans un langage simple et rigoureux ; 

Mi 1 chapitre est réservé a la résolution de problémes, leurs corrections étant 

entiérement détaillées. 

Les exercices 

Ml Aprés un QCM d’introduction, qui permet de faire un tour d’horizon rapide 

du chapitre, les exercices sont regroupés par théme et rangés par ordre de 

difficulté croissante. 

i La difficulté des exercices est signalée par des pictogrammes : 

%*& exercice de base, 

Hew exercice nécessitant davantage de méthode et de réflexion, 

KKK exercice difficile destiné a ceux qui souhaitent approfondir des notions 

du chapitre. 

i Une durée indicative de résolution figure avant chaque exercice ; ce temps a 

été estimé pour un bon éleve. 

BB utilisation de logiciels, d’outils de visualisation et de simulation, qui favorise 

les démarches d’investigation, est fréquente et largement commentée. 

@ L’algorithmique et la programmation prennent une place naturelle dans tous 

les chapitres. 

Ml Les corrigés des exercices sont détaillés, enrichis d’un rappel du cours (sur 

fond jaune) chaque fois que nécessaire et de commentaires (en bleu) pour faciliter 

la compréhension du raisonnement a tenir. 

Nous sommes persuadées que cet ouvrage vous apportera une aide précieuse 

dans votre travail, vous inculquera des méthodes durant cette année scolaire et 

vous préparera efficacement a la classe de terminale. 

Il nous reste a vous souhaiter bon courage ! 

Les auteures 

“EO ntti iain eaiaeital 
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Mise au point 

Sur les fonctions 

Ensemble de définition 

BE CER RIe Se S onpe MURR AARNE Gitmo hee otis de 
L’ensemble de définition d’une fonction f de R dans R est l’ensemble des réels qui 
admettent une image par f; on note usuellement D, cet ensemble. 

> Exemples 

e L’ensemble de définition de la fonction x +> x3 est R (car tout nombre réel admet un 

cube). 

e L’ensemble de définition de la fonction x > Ax est R, (car les seuls réels qui admettent 

_ une racine carrée sont les réels positifs ou nuls). 

Courbe représentative 

> Définition 

Le plan étant rapporté a un repére, la courbe représentative d’une fonction f est la 

courbe d’équation: y= (x), c’est-a-dire l’ensemble des points de coordonnées 

(x, f(x)), x décrivant l’ensemble de définition de f. 

| > Propriété 

Si € est la courbe représentative d’une fonction, alors toute droite paralléle a l’axe des 

ordonnées coupe “ en au plus un point. 

Parité, imparité 

> Définitions mah 

| Soit f une fonction dont l’ensemble de définition , est symétrique par rapport a O. 

e f est paire si, et seulement si, pour tout x de De: 



_ efest impaire si, et seulement si, pour tout x de D,: 

f (—x a FT ( x) 

> Propriétés . 

e Dans un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction paire est | 

symétrique par rapport a l’axe des ordonnées et la courbe représentative d’une 

fonction impaire est symétrique par rapport a 1’ origine du repére. 

Sens de variation 

Definitions 

Soit f une fonction définie sur un intervalle J. 

e f est croissante sur / si, et seulement si, pour tous x et x del: 

(f conserve les inégalités larges). 

e f est décroissante sur / si, et seulement si, pour tous x et x’ de J: 

(f renverse les inégalités larges). 

e f est strictement croissante sur / si, et seulement si, pour tous x et x’ de]: 

(f conserve les inégalités strictes). 

e f est strictement décroissante sur / si, et seulement si, pour tous x et x’ de J: 

(frenverse les inégalités strictes). 

Minorant, majorant, minimum, maximum d’une fonction 

Soient f une fonction définie sur un intervalle / et x) un élément de J. 

e Un réel m est un minorant de f sur / si, et seulement si, pour tout x de /: 

On dit alors que f est minorée par m sur I. 

e Un réel M est un majorant de f sur J si, et seulement si, pour tout x de /: 

On dit alors que f est majorée par M sur J. 

e f(Xo) est le minimum de f sur / si, et seulement si, pour tout x de/: 

e f(x) est le maximum de f sur / si, et seulement si, pour tout x de/: 



> Propriétés . 

e Le minimum de f sur /, s’il existe, est un minorant m de f sur / tel que 1’on puisse 

trouver au moins un élément x de J qui vérifie : 

F(X) =m. 

e Le maximum de f sur /, s’il existe, est un majorant M de f sur / tel que l’on puisse 

trouver au moins un élément xp de J qui vérifie : 

f (xX) =M. 

Résolution graphique d’équations et d’inéquations 

Soient f une fonction et k un réel. 

e Les solutions de l’é€quation f(x) = k sont les abscisses des points d’ intersection 

de la courbe €, avec la droite d’équation y = k. 

Résoudre |’équation f(x) =k revient a trouver les antécédents de k par f. 

e Les solutions de l’inéquation f(x) <k sont les abscisses des points de la 

courbe , situés en dessous (au sens large) de la droite d’équation y=k 

(énoncés analogues avec f(x) <<k, f(x) =k, f(x) >k). 



EXERCICES 
vee OS 

(corrigés p. 21) 

: 1 
1° L’ensemble de définition de la fonction x +> 229 est R\ {3}. 

2° L’ensemble de définition de la fonction x +> = est R,. 
x 

3° L’ensemble de définition de la fonction x +> (x + 5)(x-—4) est R\{-5; 4}. 

4° Le point A(3 ; 9) appartient a la courbe de la fonction x +> x?. 

5° Sile point B(—1 ; 2) appartient 4 la courbe d’une fonction /, alors : f(2) =—1. 

6° La fonction x +> x? est paire. | 

7° La fonction x +> —8x est impaire. 

8° Si fest strictement croissante sur R, alors: f(—2) < f(3). 

9° Si f est strictement croissante sur R, alors : f(—3,7) < f(—3,8). 

10° Sif est croissante sur R, alors f est positive sur R. 

11° Sifn’est pas croissante sur R, alors f est décroissante sur R. 

12° Une fonction affine non constante n’a pas de maximum. 

15 min (corrigés p. 21) 

Déterminer l’ensemble de définition De de la fonction f proposée. 

x 2% — | 
3° x ————_: 

(x?-1)(x+5) 

4° xr Jx4+T; 

a el (XP L(G 1 

6° x fx? 4+2x4 1. 



Mise au point sur les fonctions 

5 min (corrigés p. 22) 

= 

om 

; 

a a Saat 
3 OS Ea 

On a dessiné ci-dessus la courbe représentative  d’une fonction f définie sur 
Vintervalle [—8 ; 5]. 

1° Donner |’image de 0 par f. 

2° Que vaut f(—3)? 

3° Donner les antécédents de 3 par la fonction f. 

4° Résoudre graphiquement chacune des équations ou inéquations suivantes : 

a) f(x) =0; b) f(x) =-3; c) f(x) s-3. 
5° Trouver un nombre réel k tel que l’équation f(x) =k n’a pas de solution. 

Justifier rapidement. 

4 | * 5 min (corrigés p. 22) 

f est une fonction définie sur [—4;4]; sa Pa ia) ok ope to FS to 

courbe est tracée ci-contre. Résoudre graphi- \-— a) Si as as i 

quement chacune des inéquations suivantes : ‘ee al ~ i Be 4 

Pfayed: ee ah oe Ra 
at (2). 0; 

3° f(x) s-1; 

4° f(x) >-4. 

pao 

ep) 
0) 
O 

O 
as 
0) 
x< 
o 

iS Soe 
5 | 5 min (corrigés p. 22) 

€, et 6, sont les courbes représentatives de deux 5) %] 

fonctions f et g définies sur [—3 ; 3]. Résoudre 2S 

graphiquement chacune des inéquations suivantes : 

1° f(x) > g(x); 
2° f(x) > g(x); 
3° f(x) = g(x); 
4° f(x) < g(x). 



¥& 10 min corrigés p. 23 

On considére la fonction f définie sur l’intervalle [—4 ; 3] et ayant, dans un repére 

ae 3 ; : F 
(O;i, j), lareprésentation graphique suivante : 

1° Déterminer graphiquement le signe de f(x). 

Résumer les résultats obtenus dans un tableau. 

2° Dresser le tableau de variation de f- 

7 5 min (corrigés p. 23) 

Soit f une fonction. 

Dire pourquoi le tableau de variation de f proposé est faux dans chacun des deux 

cas suivants : 
af 

2° fest paire et : 

*& 5 min 

fest une fonction définie sur R, paire et telle que : 

pour tout réel x positif ou nul, f(x) = 3x. 

1° Construire la courbe de f. 

2° Expliciter f(x) six est négatif. 

(corrigés p. 23) 



Mise au point sur les fonctions 

*5 min corrigés p. 23 

On sait que la fonction inverse est la fonction f définie sur R* par: f(x)= Ly 
. . . . . & 1° Justifier que la fonction inverse est impaire. 

2° Que peut-on alors affirmer pour sa courbe représentative ? 

KK 15 min (corrigés p. 23 

ABCD est un carré de cété 4 et de centre O. 

A D 

M 

B € 

Le point M parcourt le bord du carré dans le sens A > B > C > D, en partant de A. 

On appelle x la longueur du parcours du point M et f la fonction qui a x fait corres- 

pondre la longueur OM, notée f(x). 

1° En s’aidant de considérations géométriques, dresser le tableau de variation de f 

sur |’intervalle [0 ; 4]. 

2° Quel est le tableau de variation de f sur [4 ; 8] ? 

Quel est le tableau de variation de f sur [8 ; 12] ? 

Quel est le tableau de variation de f sur [12 ; 16] ? 

3° Expliciter f(x) pour x € [0; 4]. 

4° En quels réels de [0 ; 16] fatteint-elle son maximum ? 

En quels réels de [0 ; 16] fatteint-elle son minimum ? 

W) 
0) 
O 

O 
at 
0) 
x< 
0) 

11] * 5 min (corrigés p. 24) 

fest une fonction définie sur l’intervalle [—6 ; 6]; sa courbe est tracée ci-dessous. 

1° Dresser le tableau de variation de f- 

2° Quel est le minimum de f sur [—3 ; 6]? 

3° Quel est le maximum de f sur [—6 ; 6]? 



KK 10 min corrigés p. 24 

Voici la courbe obtenue 4 1’écran d’une calculatrice 

pour la fonction f définie sur l’intervalle [—3 ; 3] 

par : 

_ ae Meg) F(x) = 5% Hee 

1° Quelle conjecture est-on amené 4 formuler a 

propos du sens de variation de f sur [-3 ; -2] ? Comment utiliser la calculatrice 

pour conforter cette conjecture ? 

2° Que dire du sens de variation de f sur [—2 ; 3]? 

13 | IK 10 min (corrigés p. 25) 

fest la fonction définie sur l’intervalle [—3 ; 4] 

dont la courbe représentative est donnée ci-contre. 

1° a) Quel est le sens de variation de f sur 

[-3;0]? 

b) En déduire le meilleur encadrement possible 

de f(x) sachant que x € [—3; 0]. 

2° a) Quelest le sens de variation de fsur [0 ; 2]? 

b) En déduire le meilleur encadrement possible 

de f(x) sachant que x € [0; 2]. 

3° a) Quel est le sens de variation de f sur [2 ; 4]? 

b) On sait que x est un réel de [2 ; 4] et que l’ona: —2 S f(x) <1. 

Donner le meilleur encadrement de x. 

4° On sait : —3 < x <2, donner alors le meilleur encadrement possible de f(x). 

44 KK 10 min (corrigés p. 25) 

En revenant a la définition, étudier le sens de variation de la fonction f : 

xt> 2x2 43x 

sur l’intervalle [0 ; +o°[. 

5 | eK 10 min (corrigés p. 25) 

En revenant a la définition, étudier le sens de variation de la fonction f : 

2x+1 
> 

sei 

sur l’intervalle ]—co ; 1[. 

16| eK 10 min (corrigés p. 26) 

En revenant a la définition, étudier le sens de variation de la fonction f : 

1 
xre— 

x 

sur l’intervalle ]0 ; +0°[. 



Mise au point sur les fonctions 

* 5 min (corrigés p. 26 

Déterminer le minimum sur R de la fonction f: 

xo 5+ J/x241, 

¥*& 10 min (corrigés p. 26) 

Soit fla fonction : 

xr> x2 44x45, 

1° Pour tout réel x, factoriser f(x) — 1. 

2° En déduire le minimum de f sur R. 

19] ¥& 10 min (corrigés p. 27) 

Soit fla fonction : 
xr>—x2-2x4+3. 

W) 

0) 
O 

O 
= 
cd) 
x< 
® 

1° Pour tout réel x, factoriser f(x) —4. 

2° En déduire le maximum def sur R. 

20] % K 10 min (corrigés p. 27) 

Soit fla fonction : 
xr> 3 —2x2(x—1)2% 

Justifier que fadmet un maximum sur R et préciser la valeur de ce maximum, ainsi 

que les réels en lesquels il est atteint. 

21 KOK 5 min (corrigés p. 27) 

Soit fla fonction : 

xr —: 
x-— 

Justifier que 0 est un minorant de f sur l’intervalle ]1 ; +o2[ ; est-ce le minimum de 

f sur J1 ; +0[ ? 

22| % HK 10 min (corrigés p. 28) 

Soit fla fonction : 
xe (x41)? + (x-1)4. 

1° Justifier : pour tout x de [0 ; teo[, 1 < (x + 1)?. 

2° En déduire que 1 est un minorant de f sur [0 ; +2. 

1 est-il le minimum de f sur [0 ; +°[ ? 



KK 30 min corrigés p. 28 

ABC est un triangle rectangle en A tel que: AB =6 et AC =3. 

Mest un point du segment [AB], N et P sont des points appartenant respectivement 

aux segments [BC] et [AC] tels que le quadrilatére AMNP soit un rectangle. 

On pose : AM = x et il s’agit de trouver la position de M telle que l’aire de AMNP 

soit maximale. 

A. Conjecture a l’aide d’un logiciel 

1° Construire la figure 4 l’aide d’un logiciel de géométrie dynamique. 

2° Pour quelle valeur de x l’aire du rectangle AMNP semble-t-elle maximale ? 

B. Démonstration 

1° Déterminer la longueur du segment [AP] en fonction de x. 

2° Quelle est l’aire a(x) du rectangle AMNP en fonction de x ? 

3° a) Démontrer que, pour tout réel x, x2-6x+9> 0. 

b) En déduire que, pour tout réel x, —x?2 + 6x <9. 

4° Quelle est la valeur maximale de l’aire du rectangle AMNP ? 

En quel réel ce maximum est-il atteint ? Pourquoi ? 



Mise au point sur les fonctions 

10 min 

Voici la courbe représentative de la fonction f définie sur R par : f(x) =— 2x? + 16x. 
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1° Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0 ; 6]. 

24. 

3° Résoudre graphiquement dans [0 ; 6] l’inéquation f(x) = 24. 

2° Résoudre graphiquement dans [0 ; 6] l’équation f(x) 

; 6]. 2 4° Donner le minimum de f sur [0 

-il atteint ? En quelle valeur est 

5° Donner le maximum de f sur [0 ; 6]. 

En quelle valeur est-il atteint ? 



20 min corrigés p. 29 

Le parallélogramme MNP@ est inscrit dans le rectangle ABCD, de telle sorte que 

Vona: DM =DQ = BN = BP. 

On appelle x la longueur DM. 

On cherche la valeur de x telle que I’ aire de MNPQ soit sacle 

10 

Partie A 

1° Pour quelles valeurs de x la figure est-elle réalisable ? 

2° Exprimer |’ aire A(x) du parallélogramme MNPO en fonction de x. 

Partie B 

On considére la fonction f définie sur R par: f(x) =— 2x? + 16x. 

1° Démontrer que, pour tout réel x, f(x) =—2(x—4)? + 32. 

2° Déterminer le maximum de la fonction f et préciser en quel réel il est atteint. 

3° En déduire pour quelle valeur de x l’aire de MNPQ est maximale. 



Vrai ou faux ? 

1° ensemble de définition de la 

est R\{3}. fonction x +> l 
x2-9 

Faux. L’ensemble de définition est 

R\{—3 ; 3}; fn’est pas définie en —3 car 

(—3)? =9. 

2° L’ensemble de définition de la fonc- 

3 
tion x +> — est R,. 

x 
ele * 

Faux. L’ensemble de définition est R, ; f 

n’est pas définie en 0. 

3° Lensemble de définition de la fonction 

xt (x+5)(x-4) est R\{—S ; 4}. 

Faux. L’ensemble de définition est R; 

n’importe quel réel a une image par f. 

4° Le point A(3 ; 9) appartient a la courbe 

de la fonction x +> x?. 

Vrai. En effet : 37 = 9. 

5° Si le point B(—1 ; 2) appartient a la 

courbe d’une fonction f, alors : f(2) =—-1. 

Faux. Si B(—1 ; 2) appartient a la courbe 

d’une fonction f, alors f(—1) = 2 et on ne 

sait rien sur f(2); la courbe de f est 

ensemble des points de coordonnées 

(x; f(x), avec x décrivant l’ensemble de défi- 

nition de f. 

6° La fonction x +> x? est paire. 

Vrai. Pour tout réel x, x et —x ont la 

méme image par f. 

7° La fonction x +> —8x est impaire. 

Vrai. Toute fonction linéaire est impaire. 

8° Si f est strictement croissante sur R, 

alors: f(—2) < f(3). 

Vrai. Toute fonction strictement crois- 

sante sur R « conserve l’ordre ». 

—2 < 3, donc f(-2) < f(3). 

Mise au point sur les fonctions 

9° Si f est strictement croissante sur R, 

alors: f(—3,7) < f(-3,8). 

Faux. Si f est strictement croissante sur 

R, alors de —3,7 > —3,8, 

on déduit : f(—3,7) > f(—3,8). 

10° Si f est croissante sur R, alors f est 

positive sur R. 

Faux. La fonction f: x->x+5 est un 

exemple de fonction croissante qui 

prend des valeurs négatives et des 

valeurs positives. f(—9) =—4 et f(0) =5. 

11° Sif n’est pas croissante sur R, alors 

fest décroissante sur R. 

Faux. La fonction carré est un exemple 

de fonction qui n’est pas monotone sur 

R; elle n’est ni croissante sur R, ni 

décroissante sur R. 

12° Une fonction affine non constante 

n’a pas de maximum. 

Vrai. La courbe représentative d’une 

fonction affine non constante est une 

droite non paralléle a celle des abscisses ; 

elle admet des points d’ordonnée aussi 

grande que l’on veut. 

Ensemble de définition 

2x-5 
ie: : 

2 f Pe. 

Pour tout réel x, x? +1#0, donc f est 
définie sur RR, autrement dit : 

Dy = R. 

ef elle 

x2-9 

2D, est l’ensemble des réels x tels que : 

aD #2 

or: x27-9=0 6 (x+3)(x-3)=0 

SS x=—3 0 x= 3, 

D,=R\{-3 s3i. 

Pied Bre Si 

donc : 

= 

Ww 
0) 
oO) 
= 
nS 
O 
O 



3° Les antécédents de 3 par la fonction f 

sont —8, 1 et 5 ; seuls trois points de & ont 

pour ordonnée 3, ils ont pour abscisses —8, 

rp x*=2x—1 let 5. j 

fan (x2 -—1)(x+ 5) 4° a) L’équation f(x) = 0 a deux solu- 

_ G;est l'ensemble des réels x tels que: | tions —7 et —1 (ce sont les abscisses des 
(x2—1)(x+5) #0; points d’intersection de © et de la droite 

or: (Ox). 

(x2=>1)(x+5)=0 

~ x2-1=0 ou x+5=0 

& as 10st =, our =). 

donc: D,=R\{-5; —-13 1}. 

Afi xr NX+T. b) L’équation f(x) =—3 admet deux 
_ Dest l’ensemble des réels x tels que : solutions : —6 et —4. 

x+ut 20, c) Lensemble des solutions de 1’inéqua- 

donc: D,=[-0 3 +f. tion f(x) <—3 est|’intervalle [-6 ; —4]. 

Sf: xr (x4 DGBx-1); 
a D y est ’ensemble des réels x tels que : 

(x+1)(3x-1) 20. 

5° On peut choisir: k = 5. En effet, le 

maximum de f est 4, dort pour tout réel 

k strictement supérieur a 4, |’équation 

f(x) =kn/’a pas de solution. 

Le minimum de f étant —4, pour tout réel k 

strictement inférieur a —4, l’équation f(x) =k 

n’a pas de solution. 

al ene p= he 
‘  Ondéduit du tableau de signes ci-dessus : 

ae 4 | 1°L’ensemble des solutions de 1 
p= )-9 5-11 U E 3 alk V’inéquation f(x) > 1 est[—1; 0,5]; ce 

=) ie en EOIN sont les abscisses des points de la courbe de 
: i f dont les points ont une ordonnée supé- 

rieure ou égale a 1. 

2° L’ensemble des solutions de l’inéqua- 

_ GD, est l’ensemble des réels x tels que : 

x2+2x+120, 

or, pour tout réel x, tion f(x) < Oest [-4; —2[ U ]1; 4]. 

ae 5 4d Cola ak 3° L’ensemble des solutions de l’inéqua- _ 
_ donc, pour tout réel x, x2+2x+120, | tion f(x) S-1 est[-—4;-3] U[2; 4]. 

ce qui implique que fest définie sur R: | 4° L’ensemble des solutions de l’inéqua- 
,=R. tion f(x) > —4 est [-4; 4]. 

Tous les points de la courbe ont une ordonnée 

strictement supérieure a—4, _ Courbe représentative et lecture 
- graphique ; 

a 5 | 1°L’ensemble des solutions de 
ee 1° f(0) = 2; lepointdelacourbe€ de | ]’inéquation f(x) = g(x) est [-2;1]; 

_ f quia pour abscisse 0 a pour ordonnée 2. ce sont les abscisses des points de la courbe 
_ 2° f(—3) = -—2; le point de @ quia pour | de f situés au-dessus (au sens large) de la 

abscisse —3 a pour ordonnée 2. courbe de g. 

2 a4 he % Ae = 
+ ¢ ~h ara tee ue a -e a) i : 

gh ae 2 rs ee ie. s r 



2°L’ensemble des solutions de 1’iné- 

quation f(x) > g(x) est ]—2; 1[ ; ce sont 

les abscisses des points de la courbe de f 

situés au-dessus (au sens strict) de la courbe 

de g. 

3° ensemble des solutions de 1’inéqua- 

tion f(x) S g(x) est [—3 ;-2] U[1; 3]. 

4° L’ensemble des solutions de |’inéqua- 

tion f(x) < g(x) est [-3 ; —2[ U ]1; 3]. 

6 | 1° D’aprés le graphique, ona: 

F(-3) = f(-1) = FQ) = f(2,5) = 0; 
sixe [-4;-3[, alors f(x) >0; 

sixe ]—3;-1[, alors f(x) <0; 

sixe ]—1; 1[, alors f(x) >0; 

sixe ]1;2,5[, alors f(x) <0; 

six e€ ]2,5; 3], alors f(x) >0. 

On peut résumer ces résultats dans le 

tableau suivant : 

5 ae Re 
7c) ex Ex EX ee 
2° Le tableau de variation de f est : 

Attention, le repére n’est pas orthonorme. 

Parité, imparite 

1° J3 <2, donc la fonction f ne 

peut décroitre de ./3 a2, ce qui prouve 

que le tableau de variation de f pro- 

posé est faux. 

2° Si la fonction f est paire et si de plus 

elle est décroissante sur [0 ; 3], alors f 

doit étre croissante sur [—3 ; 0], ce qui 

est en contradiction avec le tableau de 

variation de f proposé. 

Mise au point sur les fonctions 

a f paire et, pour tout réel x positif ou 

nuly f(x) =32; 

1° 

< 

_ oS 

2° Si le réel x est négatif ou nul, alors 

F(x) =—3x. 

En effet, pour tout réel x négatif ou nul : 

f (x) =f (—x) (car f est paire) 

= —3 x (—x) (car —x est positif ou nul) 

= Xe 

EF) Pour tout x de R*, f(x) =<. 

1° R* est symétrique par rapport a zéro 

et, pour tout réel x non nul : 

On en déduit que la fonction inverse est 

impaire. 

2° La courbe représentative de la fonction 

inverse est symétrique par rapport a 1’ ori- 

gine du repére (voir cours du chapitre 3). 

fle) ABCD est un carré de cété 4 et de 

centre O et OM = f(x). 

Pcorrigés ) --. emercices™ ’ cours | 



an 

mre 

hccas 

2, 

1° Voici le tableau de variation de f sur 

V’intervalle [0 ; 4]. 

fest d’abord décroissante, puis croissante. 

OA = OB = 2,/2 et O/ =2si/est le milieu de 
[AB]. 

2° Ona: f (0) =f (4) =f (8) =f 12) 
=f (16) = OA = 2/2 

et les triangles OAB, OBC, OCD et ODA 

sont isométriques, donc les tableaux de 

variation de f sur [0 ; 4], [4; 8], [8 ; 12] 

et [12 ; 16] sont « similaires ». 

Le tableau de variation de f sur [4 ; 8] est : 

est : 

est: 

La fonction f est périodique de 
période 4. 

3° Notons J le milieu du segment [AB] ; 

le triangle OIM est rectangle en I 

et : O12 = 22, IM? =(2-x)?, 

si Me [Al], 

alors: 0 <x S2 etIM=2-x, 

si Me [/B], 

alors: 2sx=4 etiIM=x—2=—(2-xX), 

donc: [M2 = (2 —x)? = (x—2)?. 

D’aprés le théoréme de Pythagore : 

OM? = 2? + (2-—x)?=44+4-4x+ 2x7 

=8-—4x+x?. 
Finalement : si x € [0; 4], 

alors f(x) = /x?-—4x+8. 

4° Le maximum de f sur [0; 16] est 

Dp ap il est atteint en 0, en 4, en 8, en 12 

et en 16. Le minimum de fsur [0 ; 16] est 

2, il est atteint en 2, en 6, en 10 et en 14. 

La plus grande longueur OM est obtenue 

pour M enA, en B, en Couen D. 

La plus petite longueur OM est obtenue 

pour M milieu de [AB], de [BC], de [CD], ou 

de [DA]. 

Sens de variation, minimum, 

maximum d’une fonction 

11 1° Le tableau de variation de f est 

donné ci-dessous. 

2° Le minimum de f sur [—3 ; 6] est —1 

et il est atteint en 4. 

3° Le maximum de f sur [—6 ; 6] est 4 et 

il est atteint en 0. 

fest définie sur [—3 ; 3] par: 

eT gies Beal: I(x) = 4x + 3x — x, 

1°Tl semble que f soit strictement 

décroissante sur [—3 ; —2]. En affichant 

la table de f(x) sur [—3 ; —2] avec un pas 

de 0,1 ou méme de 0,01, la conjecture 

peut étre confortée ; mais elle reste une 
conjecture. 

— 



2° f peut paraitre croissante sur [—2 ; 3], 

ce qui est faux puisque l’ona:0 <1 et 

F(0) > FL) (f) = Oet f(1) =-3). 

13] 1° a)f est strictement décroissante 

sur [—3 ; O]. 

b) Si —3<=x=0, 

alors = f (0) S f(x) = f(-3), 

donc : 

si-3 <x <0, alors 0 < f(x) <2; 

cest le meilleur encadrement possible 

(f (0) = 0 et f(—3) = 2). 

2° a)f est strictement croissante sur 

[0; 2]. 

b) Si 0<x<2, 
alos (0) </f(x) = f(2), 

donc : 

si 0 < x <2, alors 0 S f(x) <1,5; 

cest le meilleur encadrement possible 

(f (0) = 0 et f(2) = 1,5). 

3° a)f est strictement décroissante sur 

[2 ; 4]. 

b) Si xe [2;4] etsi-2 < f(x) <1, 

alors 2,5<x <4. 

En effet : si 2 <x < 2,5, alors f(x) > 1 sur 

[2,5;4], le minimum de f est —2, le 

maximum de f est 1. 

4° Si -35xs2, 

alors O= f(x) = 2; 

Sur [-3; 2], le minimum de f est 0 et le 

maximum de f est 2. 

7 |: x> 2x? + 3x. 

Soient x et x’ des réels tels que : 

Ox <x’; 

Mise au point sur les fonctions 

ona: 

f (x’)—f (x) = (2x’2 + 3x’) -— (2x? + 3x) 

= 2(x’2 — x2) + 3(x’ —x) 

= 2(x’ —x)(x’ + x) 

+ 3(x’ —x) 

= (x’—x)(2(x’ + x) +3) 

= (x’—x)(2x+ 2x’ +3); 

or: 2x+2x’+3>0 (car x et x’ sont 

positifs) et x’-x>0O (car x< x’), 

donc : f(x’) — f(x) > 0, 

c’est-a-dire : f(x) < f(x’). 

On a ainsi démontré que, pour tous réels 

x etx’ appartenant a l’intervalle [0 ; +<f : 

six <x, alors f(x) =f Ce), 

autrement dit que la fonction 

fi: x'> 2x? +3x est strictement crois- 

sante sur l’intervalle [0 ; + o9[. 

fe fix 2221. 

x-1 

Soient x et x’ des réels tels que : 

0 yee Ona: 

FRO=TO) 

eel 2x4 1 
gee, x1 

_ (x 1)(x— 1) = 2x4 1)’-1) 
Go 1)(e—T1) 

_ (2x’x+x-—2x'-1) 
(x= 1)(x-1) 

(2xx’ +x’-2x-1) 

Gr 1x ~ 1)” 

, woe) ee 
Tie NE = Dix 1) > 

- 

122) 
oO 
e)) 
= 
= 
O 
O 

or: 

(x’-1)(x-1) > 0, 

(car x’-1<0 etx-1<0) 

etx x a0 (carn <x), 



donc : f(x’) — f(x) <0, c’est-a-dire : 

Fay fe). 

On a ainsi démontré que, pour tous réels 

x etx’ appartenant a l’intervalle J-co ; 1[ : 

six <a palorsay (x) 5) ), 

autrement dit que la fonction 

cee 2x+1 
i est strictement décrois- 

sante sur l’intervalle |— ~ ; 1[. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

W=l2%K +U+(K_1 

* avec le cadrage : 

-4<=x<3 

-3<y<6. 

Soient x et x’ des réels tels que : 
O=< x= x Fora * 

x)= yale le vane F(X )-F(%) ee ee 

ey a 
Nixalx’ alt af” 

_ (x= lx’ lx + Vx”) 
x a]x’ (/x + Vx”) 

A (ol SE ES: 
xl! (lx + a/x”) 

f(x)-f(x)= 

em 5 

ital’ det de) 

or: lxalx’ (1x + x’) > 0 

et x—x =U; 

donc : f(x’) - f(x) <0, 

c’est-a-dire : f(x) > f(x’). 

On a ainsi démontré que, pour tous réels 

x etx’ appartenant a l’intervalle ]0 ; +0>[ : 

si x <x’, alors f(x) =f); 

autrement dit, que la fonction f : 

1 : piel 
xt> — est strictement décroissante 

5% 

sur l’intervalle ]0 ; + -[. 

17 RE xr>54+ fx? +1. 

La fonction f est définie sur R et, pour 

tout réel x : 

x2=0, 

donc: x7+121, 1 

donc: /x2+1> 1, 

donc: Jx2+1 21, 

donc: 54+ Vx?+125+4+1, 

donc, pour tout réel x, f(x) = 6, autre- 

ment dit, 6 est un minorant de f. De plus, 

6 est clairement une valeur prise par f : 

f(0)=5+ /07+1=5+1=6. 

En résumé : 

a tout réel x, f(x) > 6, 

f(0) =6, 

ce qui prouve que: 

6 est le minimum sur R de la fonction 

fi xr>5+J/x*4+1. 

i. 4 

Ej fix x2 44x45. 

1° Pour tout réel x : 

f(x)-1=x7+4x+4 

=x?7+2x2xx+2?2 

=(x+2)?. 



2° D’aprés 1°: 

pour tout réel x, f(x) =(x+2)?+1, 

or: (x +2)?>0, 

donc, pour tout réel x, f(x) => 1, autre- 

ment dit, | est un minorant de f (sur R). 

De plus, f(—2)=1, donc 1 est une 

valeur prise par f. 

Des relations : 

po tout réel x, f(x) > 1, 

f(-2) = i 

on déduit que 1 est le minimum de f 

sur R. 

19] fix->—x?-2x4+3. 

1° Pour tout réel x, 

f(x) -4=-x2-2x-1 

=—(x?+2x+1) 

=—(x+1)?. 

2° D’aprés 1°: 

pour tout réel x, f(x) =—(x+1)?+4, 

or: —(x+ 1)? <0, 

donc, pour tout réel x, f(x) < 4, 

autrement dit, 4 est un majorant de f 

(sur R). 

De plus, f(—1)=4, donc 4 est une 

valeur prise par /. 

Des relations : 

oS tout réel x, f(x) <4, 

fel) =4; 

on déduit que 4 est le maximum de f 

sur R. 

20 fx 3—2x2(x-1)?. 

Pour tout réel x, —2x2(x- 1)? <0, 

donc : 3 —2x2(x-1)? $3, 

donc : f(x) $3, 

autrement dit, 3 est un majorant de f- 

Mise au point sur les fonctions 

De plus, pour tout réel x : 

f(x) =3 3 -2x2(x-1)2 =3 

<> —2x2(x-1)?=0 

<= x*=0 ou (x-1)2=0 

@x=0o0ux=l, 

ce qui prouve que 3 est non seulement 

un majorant de f, mais aussi le maximum 

de f, et que les seuls réels en lesquels f 

prend la valeur 3 sont 0 et 1. 

Finalement, f admet 3 pour maximum 

sur R, et les réels en lesquels f atteint 

son maximum sont 0 et 1. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

T1=3-24=(%-1E 

* avec le cadrage : 

= | ress 2 

-lsxyx4 

1 
Bl fixe sigh 

La fonction f est définie sur |’intervalle 

]1 ; +[ et, pour tout x de ]1 ; +o°[ : 

x-1>0, 

Ww 
0) 

corr 
donc: the3.g 

x-1 

autrement dit: f(x) > 0. 

On en déduit que 0 est un minorant de 

fsur Vintervalle ]1 ; + [. 



D’autre part, pour tout x de ]1 ; too : 

f(x) #0, donc 0 n’est pas le minimum 

de f sur ]1 ; +[. 

BA fsx (x41)? 4+ (2-1). 
1° Six est un réel supérieur ou égal a 0, 

alors : 

1<x+l1, 

donc, des réels positifs étant rangés 

comme leurs carrés : 

1<(x+1)?. 

Il vient : 

pour tout x de [0 ; +o, 1 < (x + 1)?. 

2° « Pour tout x de [0 ; +9, 

1 <(x+1)? (d’aprés 1°) 

et.0 = (x—1)*; 

donc : 1 S$ (x+ 1)2+(x-1)4, 

autrement dit: 1 < f(x), 

ce qui prouve que 1 est un minorant de 

Jf sur [0 ; + [. 

¢ Pour tout x de [0 ; +> : 

i@)=1l 2 @+1)?+@-1)*=1 

= ((x+1)?-1) +(x- 1)4 =0, 

or: (x+1)?—120 d’aprés 1°), 

(x-1)4=0 d’aprés 1°) 

et une somme de réels positifs est nulle si, 

et seulement si, tous ses termes sont nuls, 

donc, si f(x) =1, alors (x—1)* =0; 
c’est-a-dire x = 1. 

De plus : 

PO) a(L +1) Ci 1) 
ce qui montre que 1 n’est l’image par f 

d’aucun réel de [0 ; + of. 

En conclusion, 1 n’est pas le minimum 
de f sur [0 ; + oof. 

Avec un logiciel de géometrie 
dynamique 

23 | A. Conjecture a l’aide d’un logiciel 

1° On peut construire la figure a l’aide 

du logiciel Géoplan ; voici une édition 

de la figure. 

Position de Roxy: Xmin: -3.34572007952, 

Xmax:5.72457470506, Ymax: 5.999905 10154 

Objet dessinable Roxy, particularités: rouge, 

non dessiné 

A point de coordonnées (0,0) dans le repére 

Roxy 

B point de coordonnées (6,0) dans le repére 

Roxy 

C point de coordonnées (0,3) dans le repére 

Roxy 

tri polygone ABC 

M point libre sur le segment [AB] 

Objet libre M, paramétre : 0.49791722856 

d1 droite perpendiculaire a (AB) passant 

par M 

N point d’intersection des droites d1 et (BC) 

d2 droite perpendiculaire a (AC) passant 

par N 

P point d’intersection des droites d2 et (AC) 

a = AP*AM (unité de longueur Uoxy) 

rect polygone AMNP 

Objet dessinable rect, particularités : rouge, 

hachures verticales 

Hauteur de la zone des affichages : 94 

AfO affichage de la longueur du segment 

[AM] (unité de longueur Uoxy) (3 décimales) 

Position de l’affichage Afo: (2,1) 

Af1 affichage de la longueur du segment 

[AP] (unité de longueur Uoxy) (3 décimales) 

Position de laffichage Af1: (401,10) 

Af2 affichage du scalaire a (3 décimales) 

Position de l’affichage Af2: (932,2) 

AP: 1,506 a:45 AM : 2.988 

G 



2° Tl semble que l’aire du rectangle 

AMNP soit maximale pour x valant envi- 

ron 3 et qu’alors, |’aire du rectangle soit 

environ 4,5. 

B. Démonstration 

1° On reconnait une configuration de 

Thalés : les droites (PN) et (AB) sont 

paralléles et les droites (AP) et (BN) sont 

sécantes en C. 

D’aprés le théoréme de Thalés, on a : 

CP eg CP _X aoa 
CA AB’ 3 6 

CP =3x2= 5x, et par conséquent : 

AP =3-3x=3-05x. 

2° a(x) = x(3 -—0,5x) =—0,5x? + 3x. 

3° a) Pour tout réel x, 

x? —6x +9 =(x-3)?, 

donc : 

x?-6x+920. 

b) Pour tout réel x : 

x2-6x+920, 

—x2+6x-9 <0, 

—x74+6x <9. 

4° La valeur maximale de l’aire du 

rectangle AMNP est 4,5 et elle est 

atteinte pour x = 3. En effet, pour tout 

réel x: 

donc: 

d’ou: 

a(x) =—0,5x2 + 3x 

= 0,5(— x? + 6x) 

et : —x2+6x <9, 

d’ou : a(x) $4,5. 

De plus : ai3)=455: 

Mise au point sur les fonctions 

Les interrogations écrites 

24] 1° Le tableau de variation de la 

fonction f sur [0 ; 6] est le suivant : 

2° Dans [0; 6], l’équation f(x) =24 

admet deux solutions : 2 et 6. 

3° Dans [0 ; 6], l’ensemble des solutions 

de l’inéquation f(x) = 24 est [2 ; 6]. 

4° Le minimum def sur [0 ; 6] est 0 et il 

est atteint en 0. 

5° Le maximum de f sur [0 ; 6] est 32 et 

il est atteint en 4. 

25] Partie A 

1° La figure n’est réalisable que si 

0O<x<6. 

e Si la figure est réalisable, alors 

x20 carx=DM 

x =6 car Me [AD] et AD=6, 

donc:0Sx <6. 

¢ Réciproquement, il est clair que, si 

0 = x S6, alors la figure est réalisable. 

2° Ona: 

A(x) = aire(ABCD) — 2 x aire(DMQ) 

— 2x aire(AMN) 

et: 

aire(ABCD) = 10 x 6= 60, 

2 x aire(DMQ) = x?, 

2 x aire(AMN) = (6 —x)(10—-x) 

= x*— 16x + 60 

donc M(x) = 60 — x? — x? + 16x — 60, 

d’ot: M(x) =—2x? + 16x. 

oo a ~_ x©£2ay 



{* Pour tout réet x 

—2(x-4)? +32 =-2x? + 16x- 32432 | fom 
~ Cest un résult 
Pexericenae™ uae 

3° Laire de MNPQ est ma 
x =4, Sixe [0 ; 6], alor: 

donc: f(x) =-—2(x- 4)2. +32. 
2° Pour tout réel x, © ‘ 

f(x) =-2(x-4)? + 32 
et -2(x-—4)2 <0, 

‘Sy soto aot > aT 
oa 1b Soe eran 

ES i sine 

*j o! a9 ve well 

AAS 
48 



Fonctions polynomes. 
Fonctions polynomes 

du second degré 

| Fonctions polynémes 

Un polynéme est une fonction définie sur R qui peut s’écrire sous la forme : 

E> Ot aX ice FAX 4A, 

ou 7 est un entier naturel et a,, a,_1,... , @ , dg sont des réels. 

Si a,, est non nul, alors : 

e nest le degré du polynéme, 

@ ,,,Q,_1 +++ 5 , A sont ses coefficients. 

| Le polynéme nul x+> 0 n’a pas de degré. 

> Egalité de deux polyndmes 

Deux polynémes sont égaux si et seulement s’ils ont le méme degré et si les coefficients 

des « termes de méme degré » sont égaux. 

Fonctions polynémes du second degré 

Soit f le polynéme du second degré : x+> ax?+bx+c, ot'.a, bet c sont des réels 

(avec a#0). 

Le discriminant de f, que 1’on notera A, est le réel b? — 4.ac . 

> Forme canonique 

2 New 

Pour tout réel x, ax? + bx+c= af( + 2) “ a, 

b b2—4ac 2 
éel x, ax+bxtcma(x+ 2) = pour tout rée e a 



Minimum, maximum 

Ae : , b 
e Sia > 0, alors fadmet un minimum, qui est atteint en — aa 

: : : b 
e Sia < 0, alors fadmet un maximum, qui est atteint en — ai 

ee Racines et factorisation 

On appelle racine de f toute solution de l’équation f(x) = 0. 

e Si A > 0, alors f admet deux racines distinctes x, et x, : 

ar he i pa LlA 
si NS ee a 

et; pour tout réel x, f(x) =a(x-—x,)(x-Xp). 

e Si A= 0, alors f admet une seule racine xo : 

b 
Xo , ay" 

et: pour tout réel x, f(x) = a(x —X9)?. 

e Si A < 0, alors fn’admet pas de racine. 

> Allure de la courbe 

La courbe représentative de f est une parabole qui admet pour axe de symétrie la 

droite d’équation x =——- 
q 2a 

Le sommet de cette parabole est son point d’abscisse — dai 
2a 

1*cas:A>Oeta>0 2°cas:A>Oeta<0 



Wy) 

a) 
es 
O 
si 
3) 
~< 
o 5¢cas:A<Oeta>0 6° cas:A<Oeta<0 

Mi signe eS ee ee 
Le signe de f(x) est donné dans les tableaux suivants. 

e SiA > 0, alors, en notant x’ et x” les deux racines de f de sorte quex’ < x”: 

0 signecontrairedea (0 signedea 



e Si A=0, alors, xp étant la seule racine de f: 

signedea Q signedea 

e Si A < 0, alors f garde un signe constant, celui de a : 

Somme et produit des racines 

Si A > 0, alors f admet deux racines : 

2 x b 

e leur somme est égale a —-> 
a 

e leur produit est égal a - 



Fonctions polynomes. Fonctions polynémes du second degre 

9rd 4G Gime 

(corrigés p. 42) 

1° P étant un polynéme de degré 3, le degré de 2P est 6. 

2° La somme de deux polynémes de degré 4 est un polynéme de degré 4. 

3° Il existe (au moins) un nombre x tel que : (x + 3)(2x — 4) < 0. 

4° Pour tout réel x, — x(— x — 8) <0. 

5° Pour tout réel x, —7(x + 5)*-9 <0. 

6° Il existe un seul réel x tel que x? = 10. 

7° L’ensemble des solutions de |’inéquation x* < 9 est [0 ; 3[. 

8° La somme des carrés de deux nombres est le carré de la somme de ces deux 

nombres. 

9° Le point A(J/2 ; 2) appartient 4 la courbe de la fonction carré. 

10° La fonction x +> x?—5x+9 admet un maximum. 

11° La fonction polynéme x +> (x —3)(x +5) a deux racines. 

12° La fonction x +> x2 +7 ne s’annule pas. 

2 | * 5 min (corrigés p. 42) 

Soient les polynémes P et Q définis par : 

P(x) =4x?-x+4, 

O(x) =— 6x3 +x-5. 

1° Prévoir le degré des polyndmes P + O, P— QO, 3P-20 et PX Q. 

2° Déterminer les polyndmes P + QO, P—Q,3P—2Q et P XQ. 

3 | *% imin (corrigés p. 43) 

P, O et R sont des polynémes de degrés respectifs 1, 2 et 6. 

Quel est le degré du polynéme P x Ox R? 

4 5 min (corrigés p. 43) 

Trouver le degré et le coefficient du terme de plus haut degré du polynéme P proposé. 

1° P(x) = (x? + 1) -x*). 

2° P(x) = (x—2)4 -— 7x? + 13 x. 

3° P(x) = (x + 1)(x3 — 5) + x(7x? — x°). 

exercices 



5 | 5 min (corrigés p. 43) 

Dans chacun des cas suivants, déterminer un polynéme P de degré 4 tel que : 

1° P ne prend que des valeurs strictement négatives , 

2° P s’annule exactement une fois ; 

3° P s’annule exactement trois fois. 

6 | %K 10 min (corrigés p. 43) 

Indiquer si la fonction f proposée est un polynéme. Si oui, en préciser le degré. 

LSTA Gate Nee 

2° f: x+> 0,3sin2(x) —3 x 10-! + 0,3 cos?(x). 

x4 
x+2 

4° fs x 0,5x10 4+ 3x5-7Tx 4 J/x+2. 

SH Me: 

Sha ee xr x7 0,528 —27 + 3x5 2,722 + 5284 4, 

a x+5 
6 ee men 

re KK 5 min (corrigés p. 44) 

Que peut-on dire des réels a et b si, pour tout réel x : 

ax? +4x-3=bx=3 

ies * 5 min (corrigés p. 44) 

Soient f et g les fonctions définies sur R par : 

f(x) =21(0-3)2 —4 et 2(x) =- 6 + 5)? + 47,2. 

1° Donner le sens de variation de chacune des fonctions f et g. 

2° Préciser si l’extremum de f est un maximum ou un minimum et en quel réel il 

est atteint. 

3° Préciser si l’extremum de g est un maximum ou un minimum-et en quel réel il 
est atteint. 

*& 5 min (corrigés p. 44) 

Dans chacun des cas suivants, écrire f(x) sous la forme (x — a)? + B, puis donner les 
coordonnées du sommet S de la parabole représentant f dans un repére orthonormal. 

1° f(x) = x7 — 10x +25. 4° f(x) =x2+8x+ 16. 

2° f(x) =x2- 10x + 26. 5° f(x) =x2+8x4+19. 

3° f(x) =x*=10x + 24. 6° f(x) =x2 4+ 8x4 14. 



Fonctions polynomes. Fonctions polynomes du second degré 

10] * 5 min (corrigés p. 45) 

On considére les fonctions f, : x > x?-2x+1, 

fat Xt 2x? -4x 42, 

fi x 2x?-4x4+5. 

1° Déterminer la forme canonique de chacune des fonctions définies ci-dessus. 
2° Donner le sens de variation de la fonction f. 

11 ¥*& 10 min (corrigés p. 45) 

Soit fla fonction : x +> 2x2+5x-3. 

Aprés avoir vérifié : 

3) 49 
8 ’ 

pour tout réel x, f(x) =(2x-1)(x+3)= 2(x + mi 

choisir la meilleure expression de f(x) pour: 

1° déterminer le minimum de f ; 

2° étudier le signe de f(x); 

3° résoudre l’inéquation f(x) < —3. 

42 ¥& 15 min (corrigés p. 45) 

On considére la parabole ? représentant, dans un repére orthonormal, la fonction f 

définie pour tout réel x par: f(x) =x?+4x—-5. 

1° a) Déterminer la forme canonique, puis la forme factorisée de f. 

b) Déterminer les coordonnées du sommet S de la parabole 9, une équation de |’axe 

de symétrie de 9%, les coordonnées des points d’intersection de P et de l’axe des 

abscisses, les coordonnées du point d’intersection de # et de l’axe des ordonnées. 

2° La parabole  est-elle superposable avec celle de la fonction carré ? 

3° Tracer P. 

13 | ¥*& 15 min (corrigés p. 46) 

Soit fla fonction définie sur R par: f(x) =—x?+2x+4. 

On note & la courbe représentative de f dans un repére orthonormal. 

exercices 

1° Calculer l’image de 1 et l’image de -3 par f. 

2° Déterminer les antécédents de 4 par f- 

3° Vérifier : pour tout réel x, f(x) =-(x-1)? +5. 

4° Quel est le sens de variation de f? 

Dresser le tableau de variation de f. 

5° La fonction f admet-elle un extremum ? Si oui, lequel et en quelle valeur est-il 

atteint ? 

Quelle est la nature de € ? Quels sont ses éléments caractéristiques ? 

Tracer la courbe €. 



44 *%K 20 min (corrigés p. 47) 

ABCD est un carré de cété 4. On considére les points J, J, K, L appartenant respec- 

tivement aux segments [AB], [BC], [CD], [DA] tels que : AJ = BJ = CK = DEL. 

On pose : Al =x. 

1° Faire une figure. 

2° A quel intervalle le réel x appartient-il ? 

3° Déterminer |’aire de JJKL en fonction de x. 

4° Déterminer pour quelle valeur de x l’aire de JJKL est minimale et préciser la 

valeur de l’aire minimale. 

15 | HK 20 min (corrigés p. 47) 

On considére un carré ABCD de cété 10 cm et on note J le milieu de [AD] ; de plus, 

M est un point de [AB], N est le point de [BC] qui vérifie BN = AM. 

1° Soient x le réel tel que AM = x cm, et A(x) l’aire du triangle MIN en cm?. 

a) Quel est l’ensemble des valeurs possibles de x ? 

b) Calculer 4(0) et H(10). 

c) Exprimer (x) en fonction de x. 

d) Dresser le tableau de variation de 4. 

2° En déduire |’aire maximale et l’aire minimale du triangle MIN. 

16| ¥* 10 min (corrigés p. 48) 

Résoudre |’équation (E) proposée. 

1° x*-4x%+7=0. 

2° 2x2 + 5x+3=0. 

3° x*-—3x4+2,25=0. 

id *& 2 min (corrigés p. 49) 

Quel est le discriminant de : 

xt (1 234x-4 321)2? 

48] KOK S min (corrigés p. 49) 

Justifier rapidement que |’équation : | 

2 221x?— 3 332x-4 443 =0 

admet deux solutions de signes contraires. 

XK 10 min (corrigés p. 49) 

1° Résoudre |’équation (E) : 

3x? ~5x-2=0. 
2° En déduire les solutions de l’équation (E’) : 

3x4 — 5x2-2=0. 



Fonctions polynomes. Fonctions polynomes du second degre 

a) IK 10 min (corrigés p. 49) 

Le but de l’exercice est de calculer par deux méthodes les racines du polynéme f: 

xr> x2- (/2 + /3)x + /6, et de comparer ces deux méthodes. 

1° Développer (x — x,)(x — x). 

En déduire une factorisation de f. Quelles sont les racines de f ? 

2° Déterminer les racines de f par la méthode du discriminant. 

3° Vérifier que les deux méthodes conduisent bien au méme résultat. 

21 WK 15 min (corrigés p. 50) 

Un jardin rectangulaire a une aire de 12 ares et un périmétre de 140 métres. 

Quelles sont les dimensions de ce jardin ? 

KK 15 min (corrigés p. 51) 

Deux automobilistes effectuent le méme parcours de 400 km, mais le second le fait 

a 20 km/h de plus que le premier et en une heure de moins. 

Donner la vitesse de chacun d’eux et le temps nécessaire 4 chacun pour parcourir 

le trajet. 

eK 15 min (corrigés p. 51) 

Un lycée projette un voyage pédagogique et le transporteur a fait un prix global de 

1 200 €. Quatre éléves, qui n’étaient pas inscrits, se décident a participer a cette 

excursion ; ainsi, le prix du voyage baisse de 10 euros pour chaque éléve. 

Quel est le nombre d’éléves qui participent au voyage ? Quel est le montant payé 

par chaque éléve ? 

KK 15 min (corrigés p. 52) 

Proposer un algorithme qui demande les réels a, b, c (a étant non nul) et qui donne 

les racines, si elles existent, du polynéme f : x +> ax? + bx +c. 

25 | *& 5 min (corrigés p. 52) 

Déterminer (de téte !) le signe de chacune des expressions suivantes en fonction du 

réel x: 

1° (x + 2)(x- 3); 2° (x + 2)(2 — 3x); 3° x7 4+x4+1. 

exercices 



26] ¥*& 10 min (corrigés p. 53) 

Déterminer le signe de f(x) selon les valeurs du réel x pour le polynéme du second 

degré f proposé. 

1° fs xe —3x2 4+ 5x47. 

2° fxd 5 xtbx49. 

5 a xr —x24+2,/3x-3. 

27 KK S min (corrigés p. 53) 

Soient a, b, c des réels (a # 0) tels que le trindme du second degré /: 

xr ax?+bx+c 

admette un discriminant A strictement négatif. 

Peut-on affirmer que, pour tout réel x, f(x) est du signe de c ? 

28] KK S min (corrigés p. 53) 

Soient a, b, c des réels (a # 0) tels que le trin6me du second degré f : 

xr>ax?+bx+c 
admette deux racines x, et X>. 

: ; ey HS 
Que peut-on dire du signe de f a) 2 

129 KK 15 min (corrigés p. 54) 

Des études statistiques ont montré que, dans la salle de concert de 300 places de la 

ville de Terminalesse, le nombre de spectateurs est fonction du prix d’entrée. 

Si x est le nombre de spectateurs et p le prix du billet en euros, alors x et p vérifient 

la relation x = 300 — 12p. 

Les charges fixes de la salle se montent a 1 848 euros. 

Déterminer le prix du billet qui permet d’amortir les dépenses et d’avoir le maximum 

de spectateurs. 

*& 10 min - (corrigés p. 54) 

Résoudre |’équation (E) proposée. 

1° x3 + 4x2+5x=0. 

2° xt+2+ ie Ne 
x 

31 KK 15 min (corrigés p. 54) 

Soit fle polynéme : 

xr> x4 2x3 — 17x24 4x4 30. 



Fonctions polynomes. Fonctions polynémes du second degre 

1° Démontrer qu’ il existe des réels a et b, A déterminer, tels que : 

pour tout réel x, f(x) = (x?-—2)(x2 + ax +b). 

_ 2° En déduire les racines de f. 

Les interrogations écrites 

32| 15 min (corrigés p. 55) 

Un décorateur achéte de la soie pour 540 euros. Si le métre de soie avait cofité 

5 euros de moins, alors ce décorateur aurait obtenu 9 métres en plus. Combien de 

métres de soie ont été achetés par ce décorateur ? 

33] 10 min (corrigés p. 55) 

Déterminer |’ensemble de définition De de la fonction f: x +> /—x?2+9x-8. 

34] 20 min (corrigés p. 55) 

1° On considére la fonction polynéme p définie sur R par : p(x) = x? + 4x — 16. 

a) Quel est le degré de p ? Quels en sont les coefficients ? 

b) Calculer p(2) ; que peut-on dire du réel 2 ? 

c) Déterminer les réels a, b et c tels que : 

pour tout x de R, p(x) = (x-2)(ax? + bx+c). 

2° On considére la fonction polynéme f définie sur R par : f (x) = x7 + 2x+ 8. 

a) Quel est le degré de f ? Quels en sont les coefficients ? 

b) Déterminer les racines de f. 

3° On considére la fonction polynéme g définie sur R par : g(x) = x* — 12x + 35. 

a) Quel est le degré de g ? Quels en sont les coefficients ? 

b) Déterminer les racines de g. 
x3+4x-16 _ 

4° Résoudre dans R 1’inéquation (/) : oS Oer re 

O 
<< 
= 
0) 
am 

& 



CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° P étant un polynéme de degré 3, 

le degré de 2P est 6. 

Faux. Le degré de 2P est 3, il est égal a 

celui de P. 
2°La somme de deux polynémes de 

degré 4 est un polynéme de degré 4. 

Faux. Considérons, par exemple, les poly- 

ndmes P et Q de degré 4 définis par: 

P(x) =5x4 et O(x) =— 5x4+ 7x. 

Alors leur somme P + Q est le polynéme 

dedegie i cx. 

3° Il existe (au moins) un nombre x tel 

que : (x + 3)(2x-4) <0. 

Vrai. Il suffit de prendre : x = 0. 

4° Pour tout réel x, —x(—x-8) <0. 

Faux. Il suffit de choisir: x= 1, alors 

—x(—x-—8)=9, donc: si x=1, alors 

—x(-—x-— 8) > 0. 

—x(—x — 8) = x(x+ 8). 

5° Pour tout réel x, -7(x + 5)*-9 <0. 
Vrai. Un carré étant toujours positif ou 

nul, pour tout réel x : 

-7(x +5)? <0, 

donc: —7(x+5)?-9 <-9, 

d’ot 2 =7(0¢ +5)? —9 < 0; 

6° Il existe un seul réel x tel que x? = 10. 

Faux. =f 10 et /10 sont les deux réels 

x tels que x? = 10. 
7° Lensemble des solutions de 1’iné- 

quation x? < 9 est [0 ; 3[. 

Faux. L’ensemble des solutions de 1’ iné- 

quation x* < 9 est ]-3 ; 3[. 

8° La somme des carrés de deux nom- 

bres est le carré de la somme de ces deux 

nombres. 

Faux. En voici un contre-exemple : 

32 + 42 = 25 et (3+ 4)? = 49. 

9° Le point A(./2 ; 2) appartient a la 
courbe de la fonction carré. 

Vrai. En effet : (./2)? =2. 

10° La fonction x +> x2—5x+9 admet 

un maximum. 

Faux. La courbe de la fonction 

xr x?—5x +9 est une parabole « tournée 

vers le haut ». 

11° La fonction polynéme 

x+> (x—3)(x+5) a deux racines. 

Vrai. La fonction polynéme 

x+> (x-—3)(x+5) a deux racines : —5 

et: 

12° La fonction x +> x? +7 nes’annule 

pas. 

Vrai. Le minimum de la fonction 

xt> x2+7 est 7. 

Fonctions polynomes 

DA eco = 4x2 -x 44 et 
O(x) =-6x3+x—-5. 

1° Les degrés des polynémes P et Q étant 

respectivement égaux a 2 et 3, on peut 

affirmer que les polynémes P + Q, P- Q, 

3P — 2Q seront de degré 3 (le plus grand 

des deux degrés) et que PX@Q sera de 

degré 5 (la somme des deux degrés). 

2° 

(P+Q)(x) = P(x) + O) 
= (4x? -x+ 4) + (6x3 +x-5) 

=—6x3+4x?-1. 

Donc P + Q est le polynéme (de degré 3) 

tel que : 

(P + Q)(x) = -6x3 + 4x? -1, 

(P—Q)(x) = P(x) - O@) 
= (4x?-x+4)-(—6x3 +x-5) 

=4x7-x4+44+6x3-x4+5 

=6x°+4x2-2x4+9. 

Donc P - Q est le polynéme (de degré 3) 

tel que : 

(P —Q)(x) = 6x3 + 4x? - 2x +9. 

(3P — 2Q)(x) 
= 3(4x*-x+4)-—2 (-6x3 +x-5) 

= 12x?-3x+12+412x3-2x+10 
= 12x3 + 12x2-5x+22. 



Donec 3P-2Q est le polynéme (de 
degré 3) tel que : 

(3P —2Q)(x) = 12x3 + 12x? - 5x + 22. 

(P x Q)(x) = P(x) x Q(x) 
= (4x? — x + 4)(—-6x3 + x— 5) 

=— 24x + 6x4 - 2433 + 433 

—x* + 4x — 20x? + 5x — 20 
=— 242° + 6x4 — 20x3 - 21x? 

+ 9x — 20. 

Donc P x Q est le polynéme (de degré 5) 

tel que : 

(P x Q)(x) = — 24x59 + 6x4 - 20x5 

— 21x? + 9x - 20. 

3 fa Q et R étant des polynédmes de 

degrés respectifs 1, 2 et 6, le degré du 

polynéme P x Q x R est 1 + 2 + 6, c’est- 

a-dire 9. 

Bl 1° P@) = 62 + 1B -x4). 
P est le produit d’un polynéme de degré 

2 par un polynéme de degré 4, donc P 

est un polynome de degré 6. 

De plus : x? x (—x*) =— x6, 

donc le coefficient du terme de plus 

haut degré de P est -1. 

2° P(x) = (x = 2)*— 7x? + 13x: 

Le polynéme P est de degré 4 et le coef- 

ficient de son terme de plus haut degré 

est celui de (x — 2)4, c’est-a-dire 1. 

3° P(x) = (x + 1) (3 — 5) + x(7x? — x3). 

On a, pour tout réel x : 

P(x) = x4'+ x3 — 5x =—5 + 7x3 — x4 

= 8x3 — 5x—5, 
donc le polynéme P est de degré 3 et le 

coefficient de son terme de plus haut 

degré est 8. 

P n’est pas de degré 4 car les termes en x* 

s’annulent. 

5 | 1° Pour tout réel x, —x4- 1 <0. 

Le polynéme P : 

xre—x4t-1 
est de degré 4 et ne prend que des valeurs 

strictement négatives. 

Autres exemples : 

xr>—3x4—2, 

Xr>— x4 — x? — 1, 

xt>—-x*—0,001, etc. 

2° Le polynéme P : 

x (x-2)4 

est de degré 4 et s’annule exactement 

une fois (en 2). 

Autres exemples : 

xr>=3x4, 

xt> 5(x - 0,1), etc. 

3° Le polynéme P : 

xr> x(x — 1)(x- 2) 

est de degré 4 et s’annule exactement 

trois fois (en 0, 1 et 2). 

Autres exemples : 

xX +> —3x2(x + 2)(x—1), 

xt> 5(x + 3)2(x —m)(x— 1), 

etc. 

6 | 1°f: xr J. 
La fonction f est une fonction constante 

non nulle, définie sur R. 

Donc f est un polynéme de degré 0. 
7 ba 

fx 0,3sin2(x) -3 x 107! + 0,3cos?(x). 

Pour tout réel x : 

f(x) = 0,3 (sin?(x) + cos?(x)) — 0,3 

=0,3x1-0,3 

= ()) 

Donc f est le polynéme nul x+> 0 ; il 

n’a pas de degré. 

x?-4 
xe De 

La fonction f n’est pas définie en —2. 

Son ensemble de définition n’est pas R, 

donc f n’est pas un polynéme. 

4° fx 0,5x!0 + 3x5 — Tx + Vx +2. 

6 el Gee ate 4 

Fonctions polynomes. Fonctions polynomes du second degré 



Fs 

L’ensemble de définition de f est R,, 
donc f n’est pas un polynome. 

5° fs xe x! —0,5x® — x7 + 3x5 — 2,727 

+ 544, 

Pour tout réel x, f(x) = 3x° — 2,7x? + 4. 

Donc f est un polynéme de degré 5. 

Of -x > —- 

2 Ae gS 
Pour tout réel x, f(x) = ne + = 

Donc f est un polynéme de degré 1; 

c’est une fonction affine. 

Si, pour tout réel x : 

Gem Ax—3:= bx =3. 

alors les polynémes : 

xr ax?+4x-3 et x bx-3 

sont égaux, donc ils ont le méme degré 

et les mémes coefficients, c’est-a-dire : 

a=0 et b=4. 

Réciproquement, sia =0 et b = 4, alors, pour 

tout réel x : ax? + 4x -3 = bx-3. 

Sens de variation et courbe 
d’une fonction polynome 
du second degré 

BW f(x) =21(x-3)?-4 et 
g(x) =—-6(x + 5)? + 47,2. 

1° « Le coefficient 21 étant positif, 

f est strictement décroissante sur ]—co ; 3] 

et strictement croissante sur [3 ; +o[. 

* Le coefficient — 6 étant négatif, 

g est strictement croissante sur ]—< ; —5] 

et strictement décroissante sur [—5 ; +-[. 

2° L’extremum de f est un minimum ; il 

vaut —4 et il est atteint en 3. 

3° L’extremum de g est un maximum ; 

il vaut 47,2 et il est atteint en —5. 

1° Pour tout réel x : 

f(x) =x?— 10x + 25=x2-2xxx5 +52 

donc : f(x) = (x —5)? forme canonique. 

Le sommet S de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (5 ; 0). 

2° Pour tout réel x : 

f (x) =x? - 10x + 26=x?-10x+25+1 

donc: f(x) =(x—-—5)2+1 forme cano- 

nique. 

Le sommet S de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (5 ; 1). 

3° Pour tout réel x : 

f (x) =x?-10x + 24 =x2-10x4+25-1 

donc: f(x) =(x-—5)?-1 forme cano- 

nique. 

Le sommet S de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (5 ; —1). 

4° Pour tout réel x : 

f (x) = x24 8x + 16=x74+2xxx44 42 

donc : f(x) = (x + 4)? forme canonique. 

Le sommet S de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (—4 ; 0). 

5° Pour tout réel x : 

| f(x) =x? + 8x4+19=2x2 + 8x4 1643 
donc: f(x) =(x +4)24+3 forme cano- 
nique. 

Le sommet S$ de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (—4 ; 3). 

ow 



6° Pour tout réel x : 

f(x) = x7 + 8x4 14=x24+8x+ 16-2 
donc: f(x) =(x+4)?2-—2 forme cano- 
nique. 

Le sommet S de la parabole représentant 

fa pour coordonnées (—4 ; —2). 

10} fy: x x? -2x41, 

fo: HX 2x? - 4x42, 

fix 2x? -4x45 

1° « La forme canonique de f, est 

xr (x-1)?. 

¢ Pour tout réel x : 

fo(x) =2x?2-4x+2 

=2(x2-2x+1) 

= 2(x—1)?. 

Par conséquent, la forme canonique de f, 

est x +> 2(x-1)2 

¢ Pour tout réel x : 

f(x) = f(x) +3 =2(4-1)? +3. 

On en déduit que la forme canonique de f 

est x+>2(x —1)? +3. 

2° D’aprés sa forme canonique, f est 

strictement décroissante sur ]—°° ; 1] 

et strictement croissante sur [1 ; +09. 

11 he xr> 2x2 4+ 5x-3. 
Pour tout réel x: 

e (2x-—1)(x+ 3) =2x?7+6x-x-3 

= 2x2 + 5x-3, 

5) ae 5 25) 
afc+2) — 2 = 2{x Neda yl Tae ar 

49 
8 

= 2x24 5x4 PES 

=2x24+5x-3, 

ce qui permet d’affirmer : 

pour tout réel x, 
2 

f(x) = (2x-1)(x +3) = afx cs 3) a > 

Fonctions polynomes. Fonctions polynémes du second degre 

2 

1° « fx) =2(x +3) -F> aati 

évidence que le minimum de f sur R est 

pei (et qu’il est atteint en — 5 
8 4 
49 _ 

fait i 6,125. 

2° « f(x) = (2x - 1)(x + 3) » permet d’étu- 
dier le signe de f(x) (en dressant un 

tableau de signes ou en utilisant les résul- 

tats concernant le signe d’un trindme du 

second degré). 

3° « f(x) = 2x2 + 5x—3 » met en évidence 
que l’inéquation f(x) < —3 est équivalente 

a 2x?+5x<0O (que l’on sait résoudre, 
Zy 24 

puisque l’on est ramené 4 étudier le signe 

de x(2x + 5)). 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

TIH=E45+54-3 

* avec le cadrage : 

-4<x<l, 

ya 

2| 9 représente la fonction f : 

xr> x2 4+4x—-5. 

1° a) ¢ La forme canonique de f est 

x>(x+2)?-9 

(x +2)*=x2+4x+4. 

¢ La forme factorisée est 

xr> (x+24+3)(x+2-3), 

c’est-a-dire : x > (x + 5)(x-1). 

7) 
0) 
2) 
= 
= 
©’ 

Oo 

b) D’aprés la forme canonique de f: 

«les coordonnées du sommet S de P 

sont donc (—2 ; —9), 



*et x =—2 est une équation de l’axe de 

symétrie de 9. 

D’aprés la forme factorisée de f: 

P coupe |’axe des abscisses aux points 

de coordonnées (—5 ; 0) et (1; 0). 

D’aprés la forme développée de f': 

P coupe l’axe des ordonnées au point de 

coordonnées (0 ; —5). 

2° P est superposable avec la parabole de 

la fonction carré, car le coefficient de x* 

dans l’expression développée de f(x) est 1. 

P est l'image de la parabole représentant la 

fonction x +> x? par la translation de vecteur 
> = 

Recs 

3° 

Gy f(x) =-22 +244. 

. —1 1 11 
1° f(D =S et ($)=-4- =—. f@ eta 5 4 1+4 7 

2° Les antécédents de 4 par f sont les 
solutions de l’équation f(x) = 4. 

Pour tout réel x : 

f(x) =4e-x742x44=4 

& -x(x-2)=0 

& x= 0 ouw =23 

| 

donc les antécédents de 4 par f sont 0 

et 2. 

3° Pour tout réel x : 

~(x—1)24+5=- (x?-2x41)45 
=—x?74+2x+4 

= f(x). 

Autre facon. 

Pour tout réel x : 

f(x) =-x?+2x+4 

=~—(x?-2x-4) 

=—[(x?-2x+1)-S] 

=—(x-1)7+5. 

On note que x +> —(x—1)?+5 estla forme 

canonique de f. 

4° fest strictement croissante sur |—co ; 1] 

et strictement décroissante sur [1 ; +09. 

Le tableau de variation de f est dressé ci- 

dessous. 

5° La fonction fadmet un maximum qui 

vaut 5 et qui est atteint en 1. 

La courbe représentative € de fest une 

parabole de sommet S(1;5) et dont 

l’axe de symétrie est la droite d’équa- 
tion x = 1. 



Fonctions polynomes. Fonctions polynémes du second degré 

“aR e a:8 

A I B 

= 
K C 

X215.6 a: 13.12 

B 

YS 

2° Le réel x appartient a [0 ; 4] puisque 

x est une mesure de longueur (x = 0) 

inférieure ou égale a celle du cété du 

carré ABCD (x < 4). 
3° 

aire (JJKL) = aire (ABCD) — 4 x aire (AJL) 

a x(4—-x) 
16-4~x Treat 

16 —2x(4—x) 
= 2x7-8x+ 16, 

donc l’aire de IJKL est 2(x? — 4x + 8). 

On démontrerait facilement que W/KL est un 

carré. 

4° Pour tout réel x, posons : 

a(x) = 2x? — 8x + 16; 

a(x) = 2(x* — 4x + 8) 

=2(x*-4x+4+4+4) 

= 2(x—2)* +8. 

D’aprés la forme canonique de a, l’aire 

de IJKL est minimale pour x = 2 

(2 appartient bien a [0 ; 4]) et la valeur 

minimale de l’aire de LJKL est 8. 

Dans ce cas, l’aire de /KL vaut la moitié de 

celle de ABCD (voir 2° figure). 

D 10 cm Cc 

N 

/ 

eg B 

1° A(x) est l’aire en cm? du triangle MIN. 

a) M est un point de [AB] et AB = 10, 

donc : 

0 <AM SX 10, 

c’est-a-dire : 
0<x< 10. 

Réciproquement, pour tout x de [0 ; 10], 

il existe un (et un seul) point M de [AB], 

‘ 

Pa 

ee ee 

Ww 
0) 

ined eS 

— 
Xo} 
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un (et un seul) point N de [BC] tels que 

AM = BN =x. 

L’ensemble des valeurs possibles de x 

est donc [0 ; 10]. 

b) D ( 

I 

A B 

+ (0) est l’aire en cm? du triangle JAB, 
donc : 4(0) = 25. 

D 

A B 

¢ A(10) est l’aire en cm? du triangle 

BIC, donc : (10) = 50. 

c) Le carré ABCD a une aire de 100 cm? ; 
d’autre part, l’aire du carré ABCD est 

égale a la somme des aires : 

¢ du triangle MIN, 

¢ du triangle AMI, rectangle en A, tel que : 

Al=5etAM =x, 

¢ du triangle MBN, rectangle en B, tel que : 

BM=10-xet BN=x, 

¢ du trapéze DINC, de bases [DI], [CN], 

de hauteur [DC], telles que : 

DI=5, CN=10-—xet DC = 10, 

donc : 

100 = s(x) + — Xe AGEs xe 

phen 

A(x) + 3x4 5x 5x24 75 —Sx 

0 

2 

A(x) - se + 3 + 75, 

donc : A(x) = 5x - 3x + 100-75 

ee ae = 5% att Zon 

Finalement : pour tout x de [0 ; 10], 

_1,._5 A(x) = 5 aut 25. 

d) Pour obtenir le tableau de variation 

de M, déterminons la forme canonique 

du polynéme du second degré : 

PES 5x2 3x 4 25. 

Pour tout réel x : 

5x23 +25 = (22-52) +25 2 
2 

= 5(-3)-5x 2 +25. 
2 Dihis. din f 4 

On en déduit, pour tout x de [0 ; 10] : 

ad eS las 
sA(x) = 5(r-3) + 8 > 

et le tableau de variation de Xf sur [0 ; 10]: 

2° D’aprés le tableau de variation de 4 : 

¢ l’aire maximale du triangle MIN est 

50 cm?, 

¢ aire minimale du triangle MIN est 

21,875 cm?. 

Equations du second degré 

ila] 1° (E) : x2 -4x+7=0. 
Le discriminant A de 1’équation du 

second degré (E) vérifie : 

A=(-4)?-4x1x7= 16-28 =-12. 

A < 0, donc (EZ) n’admet pas de solution. 

2° (E): 2x24 JSx+5=0. 

————— 



Fonctions polynomes. Fonctions polynomes du second degré 

Soit A le discriminant de l’équation du 
second degré (E) : 

l A=(J5)'-4x2x5=5-4=1, 

A > 0, donc (E) admet deux solutions x, 

etx : 

V5-/1 __ 1+ 5 
eye 

eerie i _ 1-5 
~ OS <a 

3° (E) : x2 — 3x'+ 2,25 =0. 

Le discriminant A de l’équation du 

second degré (E) vérifie : 

A=(-3)?-4x1x2,25=9-9=0. 

A =0, donc (£) admet une seule solution 

Xo: 

On aurait aussi pu remarquer que, pour tout 

réel x: x2—3x+2,25 =(x-1,5). 

Le polynéme du second degré : 

xt> (1 234x—4 321)? 

admet une seule racine (qui est att 
1 234 ) 

donc le discriminant de 

x +> (1 234x - 4 321) est égal 4 0. 
I] était inutile (et pénible !) de calculer le 

discriminant. 

Notons (£) l’équation du second 

degré : 

2 221x* — 3 332x —4 443 =0. 

Son discriminant A vérifie : 

A= (-3 332)? —4 x 2 221 x (—4 443) 

= 3 3327+4x2 221 x4 443. 

Inutile de terminer le calcul de A pour 

connaitre son signe. 

Donc A > 0, ce qui prouve que (E) admet 

deux solutions distinctes x, et x; de 

plus, le produit de ces solutions est égal a 

—4 443 

oNiaen! 

que x, et x, sont de signes contraires. 

, donc x; X x, < 0, ce qui signifie 

GR) 1° (© : 3x2 -5x-2=0. 
Soit A le discriminant de |’équation du 

second degré (E) : 

A=(—5)?-4x3 x (-2)=25+24=49; 

A> 0, donc (EZ) admet deux solutions 

distinctes x, et X,: 

ae (E5)ee 5-7 
2x3 6 3’ 

. ig at Nod ac bale al 
- 2x3 ge 

2° (ED: 3x* —5x? —2=0. 

x est solution de (E’) si, et seulement si, x? 

est solution de (E). 

Pour tout réel x : 

3x4-5§x*—2=0' = 3(x?)?— 5x? -2=0 

a aa ou x7 =2 

2x22 

Sx= anb ou x= J2 

ve if phen: et: 
3~ 0, donc l’équation x* = iz n’admet 

pas de solution. 

Finalement, les solutions de (E’) sont : 

=o et ft 7 5 

BY) f: x x2-(/2 + /3)x + V6. 

1° « Pour tout réel x : 

(x — x1)(X% — Xp) = X* — XyX — AX + XyXy 

= x2 — (x1 + X9)X + XX. 

¢ En remarquant que le polynéme f du 

second degré a : 

—pour coefficient de x l’opposé de la 

somme de 2 et 3, 

x, 
oO 

ra 

~ corr 



_ —pour terme constant le produit de Pk 

et: 
on obtient : 

pour tout réel x, fx) = (x- /2)(x- 0/3), 
ce qui met en évidence que les racines 

de f sont Hp) et 3. 

_ 2° En notant A le discriminant de f: 

A= (—(/2 + J3))’-4x 1x V6 
=2+3+2,/6-4/6=5-2,/6. 

¢ Déterminons le signe de A, c’est-a-dire 

comparons les nombres 5 et 2/6. 

 -52=25 et (2/6)?=4x6=24, donc 
52> (2,/6)", donc, deux réels positifs 

 étant rangés comme leurs carrés : 

5 ie. 

ce qui prouve : A > 0. 

A> 0, donc f admet deux racines dis- 

tinctes x, et x: 

x= W2 + V3) = 15-26 
25el 

pies ORS a: 5 : 

xv, = TOC W2 + V3) + V5 - 26 
2 2x1 

Boe eM As 
2 

_ 3° Les écritures des racines obtenues par 

les deux méthodes sont trés différentes, 

car, dans la seconde, |’expression de JA 

n’a pas été simplifiée. 

En notant que : 

(V3 -/2)°=3+2-2/6=5-2/6 
2 et./3 — Ls 0, on peut écrire : 

SEO Oe 2, et l’on obtient : 

asbtl (OB alah, 
x) 

_ 24+ /3+ (13-2 

Finalement, les deux méthodes condui- 

sent bien au méme résultat. 

21 En premier lieu, rappelons que 1 are 

vaut 100 m2, et donc que 12 ares valent 

1 200 m?. Appelons x et y les dimensions, 

en métres, du jardin ; les réels positifs x et 

y satisfont au systéme d’équation (S) : 

xy = 1 200 

2(x+y)= 140, 

(S)e xy=1200 ~ 

y=70-x 

x(70— x) = 1 200 

y=70-x 

x2—70x + 1200=0 

y=70-x. 

Soit (Z) l’équation du second degré : 

x? —70x + 1 200 =0. 

Son discriminant A vérifie : 

A=(-70)*-4x 1x1 200 

= 4 900 — 4 800 = 100; 

A> 0, donc (E£) admet deux solutions 

distinctes x, et x, : 

x) 

- —(-70) + 100 _70+10_ 
2x1 gi 5 ee 

X, > 0, xX > 0: le probleme posé a bien une 

solution. 

Xy 40. 

Il vient : 

(sy es pices ha veh! 

y=70-x 

x =30 x= 40 
= ou 

y=70-x y=70-x, 

c’est-a-dire : 

= 30 = ie x <¢ x= 40 

y=40 y= 30. 



Fonctions polynomes. Fonctions polynémes du second degre 

Finalement, la longueur du jardin est 

de 40 m et la largeur de 30 m. 

22 | Appelons v la vitesse en km/h du 

premier automobiliste et t le temps en 

heures qu’il met pour parcourir le trajet. 

Ona: 

vxt=400 (1). 

(1) donne: t= aN 

Par ailleurs, le second automobiliste 

effectue le méme trajet avec une vitesse 

de (v + 20) km/h et un temps de parcours 

de (t— 1) heures. 

On a donc: 

(v +20) x(t—1)=400 (2). 

De (1) et (2), on déduit : 

(v + 20) x (= a 1)= 400 (3) 

8 000 (3) <> 400 —v + _ 20-400 =0 

(3) <2 v8.00 29 0 
ane 3)" =8000+20" 4 

(3) = v? + 20v—8 000 =0. 

Soit (E) l’équation du second degré : 

v? + 20v —8 000 =0; 

son discriminant A vérifie : 

A=20?-—4x 1x (—8 000) 

= 400 + 32 000 = 32 400. 

A> 0, donc (£) admet deux solutions 

distinctes v, et v2: 

_ —20 + 432 400 _ — 20+ 180 _ 80 

: 2x1 D 

B ~20-/32 400 _ Se cU sO? 5, 
2= 2x1 2 ; 

v étant un réel positif, la seule valeur 

possible pour v est 80 ; il vient : 

; le premier automobiliste 

roule 4 80 km/h, la durée de son trajet 

étant de 5h; 

ev+20=80+20=100, t-1=5-1=4; 

le second roule 4 100 km/h, la durée de 

son trajet étant de 4h. 

23 | Notons x le nombre d’éléves inscrits 

au préalable et y le prix initial, en euros, 

du voyage. 

Ona: xy= 1 200et (x + 4)(y— 10) = 1 200, 

c’est-a-dire : 

_ 1200 
x 

th +4)(22% 200 _ 10)= 1 200, 

donc x est solution de 

1 200 x — 10x? + 4 800 — 40x = 1 200x (1) 

(1) est équivalente a : 

—10x* — 40x + 4 800 = 0, 

et (1) est aussi équivalente a : 

x7 +4x-—480=0 

(on a divisé par —10 les deux membres de 

l’équation). 

Le discriminant A de cette équation (F) 

du second degré vérifie : 

A=4-4 x (— 480) = 1
6+ 1920 

= 1 936 = 442. 

Les solutions de (E) s
ont donc : — SS 44 

efi > at c’est-a-dire : —24 et 20. 

La seule solution positive est 20, de plus : 

1 200 
20 + 4 = 24 et = 50. 

| On peut donc conclure que 24 éléves par- 

ticipent au voyage et que chaque éleve 

paie 50 euros. On a bien : 20 x 60 = 1 200 
et (20 + 4)(60 — 10) = 24 x 50 = 1 200. 

ns 

!2) 
f ay «d) 

corrit 
+ 



Algorithme de résolution d’une équation du second degré 

24] f:x'> a + bx +c, avec a, b, c réels et anon nul. 

Langage naturel 

Variables 

a,bic,.D,X,X tréels 

Début algorithme 

Fin Si 

Signe d'un polyndme 
du second degré 

BFA 1° (x + 2)(x- 3). 
X+> (x + 2)(x—3) est un polynéme du 

second degré, dont le coefficient de x? est 

positif, et qui a pour racines — 2 et 3, donc : 

etl are daa 
eel f= fe || 
2° (x + 2)(2 — 3x). 

Entrer a, b,c Disp «a=» «a=» 

Input a ?-a 

Disp «b=» « b=» 

Input b 7b 

Disp « c=» «C=» 

Input c u—>G 

Deb —4ac b?-4ac > D b?- 4ac > D 

SiD <0 If D<O If D<0 

alors écrire « pas de racine » Then Then "pas de racine" 

Disp "pas de racine" IfEnd 

End 

SUD=S0 If D=0 If D=0 

alors X + — Then Then -b+(2a) > X 
ag -b/(2a) > X 

Ecrire « racine double : » DISP " racine double" "racine double" 

Ecrire X DISP X 
Fin Si End 

SiD>0 If D>O 

alors Then 

xe ie (-b-./D )/(2a) > X 

Xe sab Cb+/D Vea x (-b+./D )+(2a) > X’ 

Ecrire « deux racines : » Disp « deux racines:» | « deux racines: » 
Ecrire X Disp X Xd 
Ecrire X’ Disp X’ X' 

Fin Si End IfEnd 

Fin algorithme 

X> (x + 2)(2 — 3x) est un polynéme du 

second degré dont le coefficient de x? est 

négatif (il vaut —3) ; de plus, ses racines 
2) 

sont —2 et =, donc: 32 

(x + 2)(2 — 3x) 

er +xt1. 

x+>x* +x + 1 est un polynéme du second 

| degré dont le discriminant A est strictement 

OE 



Fonctions polynémes. Fonctions polynéomes du second degre 

négatif (A = 17-4 x 1 x 1 =—3); de plus, 
le coefficient de x? est positif, donc : 

pour tout réel x, x7+x+1> 0. 

26 Dee ee 
Soit A le discriminant de f : 

A=5?-—4x (—3) x7 =25 + 84 = 109. 

A> 0, donc f admet deux racines dis- 

tinctes x, et x, : 

~ /109 _ 5 +./109 
PE a) pei: 
-5+/109 _5-./109 

Rev aet Ss) Cane 

En remarquant que le coefficient de x? 

de f est négatif et x. < x,, on obtient le 

tableau de signes suivant : 

Finalement : 

esixe J— ;x,[ U ]x, ; +[, alors 

f(x) < 9, 
*six € ]x,; x,[, alors f(x) > 0, 

*six=x,0ux=X,, alors f(x) = 

5 +x+9. 

Soit A le discriminant de f- 

-4x5x9=1-18=-17. 

2c h0 Xi: 

NE lee 

A < 0, donc f garde un signe constant et, 

puisque : > Os 

pour tout réel x, f(x) > 0. 

3° ff: x->—x2 +2./3x-3. 

Soit A le discriminant de f: 

A = (2,/3)?—4 x (-1) x (-3) 

={2—12 

=0. 

A= 0, donc f admet une seule racine X : 

=23 fy 

“0 2x (-1) 

On pouvait également remarquer que, pour 

tout réel x: 

f(x) =-(x? — 2,/3x + 3) =-(x—./3)’. 

Le signe de f(x) est donné dans le 

tableau suivant : 

Finalement: f(/3) =0 et, pour tout 

réel x distinct de /3, f(x) <0. 

Par hypothése, le trindme du second 
degré f: 

xr ax*+bx+c 

admet un discriminant A strictement 

négatif ; on sait qu’alors f garde un signe 

constant, qui est en particulier celui de 

F(0), c’est-a-dire celui de c. 

On a ainsi prouvé que : 

pour tout réel x, f(x) est du signe de c. 

28 IE xt>ax?+bx+c, x, et x, ses 
racines. 

tats 

2 
ment compris entre x, et x, : 

¢ dans le cas oll x; < x2: 

Ky + 2X, < X + 2xy < X_ + 2x, 

c’est-a-dire : 3x, <x, + 2x) < 3x, 

2X + 2X 

3 
¢ dans le cas ot x, < x,, on obtient de 

méme : 

2 est stricte- Remarquons que 

donc: x,< < XQ; 

X, + 2x, 
ya, <0): 

On en déduit que : 

2 
(=) est du signe contraire de 

celui de a. 



BE) - p = 0, x = 300 — 12p 

x = 0, donc 12 p < 300, donc p S 25. 

¢ En notant R(p) la recette en euros : 

R(p) = (300 — 12 p) p—1 848 

=—12 p? + 300p — 1 848 

= 12(— p* + 25p — 154), 

donc R(p) = 12 f(p), ou f est le polynéme 

du second degré : x +> —x? + 25x - 154. 
- « Amortir les dépenses » se traduit par 

_ R(p) = 0, c’est-a-dire f(p) = 0. 

Le discriminant A de f vérifie : 

B A=252-4x 154=625—616=9 = 3, 
x f admet donc deux racines x, et x: 

—25 +3 

72 425x- 15420611 <x< 14, 

~ Onen déduit : 

—p*+25p-1542>0@ 11 <pS<14. 

Enfin, pour avoir le maximum de specta- 

teurs, il faut que le prix du billet soit 

minimal (x = 300 —12p), donc p = 11. 
Finalement : 

_ le prix du billet qui permet d’amortir 

__ les dépenses et d’avoir le maximum de 

_ spectateurs s’éléve 4 11 euros. 

300-12 x 11 = 300-132=168; on peut 

_ donc alors compter sur 168 spectateurs. 

- Résolution d’équations 
— ) 1° (E) : x3 + 4x? + 5x =0. 

- Pour tout réel x : 

+407 + 5x=0 

= x (x2 + 4x+5)=0 
=x=0oux2+4x+5=0. 

sh Soit (E’) l’équation du second degré 

— x2+4x+5=0; en notant A son discri- 

See minant ; 

— A=4-4x1x5=16-20=-4: 
~A<0,donc oe. n’admet pas de solution. 

i 

En conclusion : 

la seule solution de l’équation (E) est 0. 

2° (E):x+2+ ; 20, 
Si un réel x est Poe de (E), il est 

nécessairement non nul. 

Pour tout réel x non nul : 
2 5 

X42 + hi eS eke al ye 0 
x x 

& x2+2x+1=0 

eS (irtTiy =0 

@x+1=0 

@x=-l. 

On a ainsi démontré que : 

— 1 est la seule solution de (E£). 

EM) f: x x4 2x3 — 17x? + 4x + 30. 
1° Pour tout réel x, 

(x2 — 2)(x? + ax + b) 

= x44 ax3 + bx* —2x?-—2ax —2b 
= it ax? £(b.—2)xt=2ar—2b. 

Donc, dire : 

pour tout réel x, 

f(x) = (x? — 2)(x? + ax + b) 
signifie que le polynéme : 

xt> x4 — 2x3 — 17x? + 4x + 30 
et le polynéme : 

xr> x4 + ax3 + (b—2)x?2 —2ax—2b 
sont égaux, ce qui se traduit par : 

a=-2 

b-2=-17 

—2a=4 

—2b=30, 

c’est-a-dire :a =-—2 et b=-15. 

2° D’aprés la premiére question : 

pour tout réel x, 

F(x) = Q? — 2)(x? — 2x = 15), 
donc : 

f@)=06x*?-2=0007-2x-15=0, 

* Les solutions de 1’équation x2 —- 2 =0 
sont —,/2 et /2. 
* Soient (E) l’équation du second degré : 

—2x-15 =0, 
ro 



Fonctions polynémes. Fonctions polynémes du second degre 

et A son discriminant : 

A=(—2)*-4x1x(-15)=4+ 60=64; 

A> 0, donc (EZ) admet deux solutions 

distinctes x, et x, : 

(-2)- JA _ Saens 4 
ag =O sad gree 

Fe feslarLE Aa P 
2x1 Oo. 

Finalement, les racines de f sont —,/2, 

2, -3 et 5. 

Les interrogations écrites 

32| Notons x le nombre de métres de 

soie achetés par le décorateur et p le prix, 

en euros, d’un métre de soie. Le décora- 

teur achéte de la soie pour 540 euros, 

donc : 

xp =540 (1), x>0, p>0. 

Si le métre de soie avait cofité 5 euros de 

moins, alors le décorateur aurait obtenu 

9 métres de plus, donc : 

(x + 9)(p — 5) = 540 (2). 

De (1), on déduit : p = es 

PRD _ 540 
de (2), on déduit : p-—S= ae 

540 
= — +5. c’est-a-dire : p ae 

On obtient que x vérifie la relation : 

540 _ 540 | « 
Eee Ae obs 

d’ou, en multipliant par x(x + 9): 

540(x + 9) = 540x + 5x(x + 9), 

en divisant par 5 : 

108(x + 9) = 108x + x(x + 9), 

en réduisant et ordonnant : 

x? + 9x -972 =0 
(108 x 9 = 972). 

Le discriminant A de cette équation (£) 

du second degré vérifie : 

A= 92-4 x (—972) = 81 + 3 888 

= 969 = 63°, 

Les solutions de (E) sont donc : 

—9 —63 st —9 + 63 

z ai 

c’est-a-dire —36 et 27. 

La seule solution positive étant 27, on 

peut conclure que, si le probléme a une 

solution, alors le décorateur a acheté 

27 métres de soie. 

Il est facile de vérifier que le probléme a 

bien une solution : = = 20 et 

(27 + 9)(20 — 5) = 36 x 15 = 540. 

Conclusion: le décorateur a acheté 

27 métres de soie. 

33] fi xr J—x?+9x-8. 

Pour tout réel x : 

x€ Deer —x? + 9x-8 > 0. 

Pour tout réel x, posons : 

g(x) =—x? + 9x8. 

1 est racine évidente de g et le produit des 

racines est 8, donc I’autre racine de g est 8. 

Méthode plus classique en 1™: 

A= 97-4 x (-1) x (-8) = 81-32 = 49 = 7%, 

g admet donc deux racines : 

9-7 —-9+7 
— et —=, 
—2 —2 

c’est-a-dire 8 et 1. 

Le coefficient du terme de plus haut 

degré de g est —1 ; de plus, —1 < 0, donc 

g est positive entre ses racines. 

On en déduit : 

xe Deer—x? +9x-8 20 

e1isxs8 

xe [1; 8]. 

Finalement : De = [1; 8]. 

ELI 1° p(x) =x3 + 4x- 16. 

a) Le degré de p est 3 ; 

les coefficients de p dans |’ordre des 

puissances décroissantes de x sont: 1; 

0;4;-16. 

b) p(2) =23+4x2-16=8+8-16=0; 

2 est donc une racine de p. 



c) Pour tout réel x, ona: 

P(x) = x3 + 4x- 16 
et (x — 2)(ax? + bx +c) 

= ax3 + bx* + cx — 2ax* — 2bx — 2c 
= ax} + (b—2a)x? + (c— 2b)x — 2c. 

De plus, le systéme : 

a=1,b-—2a=0,c-—2b=4,-2c =— 16, 

équivauta: a=1, b=2, c=8. 

Donc : pour tout réel x, 

p(x) = (x — 2)(x? + 2x + 8). 
Remarques : 

¢ penser a développer pour verifier ; 

e jl est facile , sans calcul, de voir que a = 1 et 

c=8; il suffit de regarder le coefficient de x? 

et le terme constant dans chacun des 

polynomes : 

xe x8 + Ax- 16 et 
— Xb> (x— 2)(ax? + bx +c) 

me ((x — 2)(ax? + bx +c) = ax3 + + + (—2c)). 

2° f(x) = x2 + 2x + 8. 

_ a) Le degré de fest 2; 

les coefficients de f dans l’ordre des 
_ puissances décroissantes de x sont: 1; 

me 2:8. 
b) A=4-32 

fest strictement négatif, donc f n’a pas 
de racine. 

3° g(x) = x2 - 

=—28 ; le discriminant de 

12x +35, 

a) Le degré de g est 2; 
les coefficients de g dans 
puissances décroissantes de x 
-12; 35. 

b) A=144-140=4; Jes racines de g sont 

donc : iS no, es 2. (o} ’est-a-dire : / 

5 et 7. sritaah 

“ - game 16 =<(% 

ae —12x+35 

Caen de définition de (/) est 

R\{5; 7}. 

Pour tout réel x distinct de 5 et 7: 

(x —2)(x2+2x+8) sp 

x? —12x+ 35 

eg FHI S 9 
ad 565 bi 

he 

fen net rt ial is 

~ +0-O+ —12x+35 ce tule), aoa 
x3+4x-16 ree . 

foe fee 35 

Par conséquent, l’ensemble des solu- 

tions de l’inéquation (J) est : 

[2 5[ U7; +f. 



Fonctions usuelles, 

fonctions associées 

>> 
Pour les tracés de courbes, le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (O ; i, /). 

Fonctions affines 

> Définition 

Une fonction affine est une fonction qui peut s’écrire x +> ax + b, aet b étant des nombres 

réels ; elle est définie sur R. 

> Sens de variation 

Si a> 0, alors x+~ ax +b est strictement croissante sur R. 

| Si a <0, alors x > ax +b est strictement décroissante sur R. 

/ > Courbe représentative 4 wx 

La courbe représentative de la fonction affine x» ax+b est la droite d’équation 

y=axtb. 

Fonction carré 

La fonction carré x +> x? est définie sur R ; elle 

est paire, strictement décroissante sur ]— ; 0] et 

_ strictement croissante sur [0 ; +0°[. 

Sa courbe représentative est une parabole de som- 

met O, d’axe de symétrie la droite des ordonnées, 

et admet une tangente horizontale en O. 
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2? Enanctinne iiciianllac LA pe _ - 
5- FONCTIONS USUEelIES, FONCTIONS associee:s 

Position relative de certaines courbes usuelles 
| Les courbes des fonctions racine carrée, identité, carré et cube ont deux points communs 
| lorigine O du repére et le point de coordonnées (1 ; 1). 

tT 

T | (YA Ty Tf ye pill [7 wee or oO me 
Bee DEEP aE iy ae PERE HH 
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BEE EECA 
PEPE 
te | 
RE 
a) | Wa 
ae iA 
iisbaial ZZ 
£5 ae 
fey Tt | 

Si0 <x <1, alors x3<x2<x< JX. 
Si x= 1, alors 33> x2 >x2> Vx. 

| Opérations sur les fonctions 

Définitions 

Soient u et v des fonctions définies sur un méme intervalle /, et A un réel. 

eu + vest la fonction x+> u(x) + v(x). 

|e utd est la fonction x+> u(x) +2. 

e Auest la fonction x +> Au(x). 

e uv est la fonction x +> u(x) X v(x). 

| e Ju est la fonction x+> /u(x). 

: 1 
© ! est la fonction x > —— 

u(x) 

Soient u et v des fonctions définies sur un méme intervalle / et A un réel. 

e Les fonctions u et u + A ont le méme sens de variation. 



e Siles fonctions u et v sont strictement croissantes sur |’intervalle /, alors la fonction 

u+v est strictement croissante sur J. 

Si les fonctions u et v sont strictement décroissantes sur l’intervalle J, alors la fonction 

u + vest strictement décroissante sur /. 

e Si A > 0, alors la fonction Au a le méme sens de variation que u. 

Si A <0, alors les fonctions Au et u ont des sens de variation contraires. 

e Si u est positive sur l’intervalle J, alors /u ale méme sens de variation sur J que 

la fonction u. 

Remarque : de facgon générale, on ne peut rien dire du sens de variation du produit 

de deux fonctions, ni du sens de variation de la somme d’une fonction croissante et 

d’une fonction décroissante. 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

(corrigés p. 67 

1° La fonction x +> —3x +4 est décroissante sur R. 
2° La fonction x +> x—7 est décroissante sur R. 

3° La courbe de la fonction carré est symétrique par rapport A la droite des ordonnées. 
4° La courbe de la fonction inverse est une parabole. 

5° La courbe de la fonction racine carrée est située a droite de l’axe des ordonnées et 

au-dessus de l’axe des abscisses. 

6° La somme de deux fonctions décroissantes est une fonction décroissante. 

7° Le point de coordonnées (18 ; 324) appartient a la courbe de la fonction carré. 
8° Le point de coordonnées (—7 ; 21) appartient a la courbe de la fonction cube. 

9° La racine carrée d'un réel positif est toujours inférieure ou égale 4 ce nombre. 

10° Les fonctions f et 3f—4 ont le méme sens de variation. 

‘Sens devariationdesfonctionsusuelles 
ks ergs. 7) 

WY) 

.c) 
O 

O 
bas 
0) 
x< 
Oo 

* 5 min (corrigés p. 67) 

Préciser le sens de variation de la fonction f proposée. 

1° xr 3. 2° xr -x3, eer 4° x> 2x?-7. 
x 

3 | *& Simin (corrigés p. 68) 

Déterminer le minimum et le maximum de la fonction x+> x? sur chacun des 

intervalles [2 ; 3], [—3 ; —2], [-3; 2]. 

Fy ¥*& 10 min (corrigés p. 68) 

Soient f la fonction définie sur R par : f(x) = /x? + 1, et € sa courbe représentative. 

1° Démontrer que f est paire. Que peut-on en déduire pour la courbe € de f? 

2° Démontrer, en revenant a la définition, que fest strictement croissante sur [0 ; +o>[. 

3° Quel est le sens de variation de f sur ]—-> ; 0] ? 

5 | eK 10 min (corrigés p. 68) 

Donner un exemple de fonction f: 

1° croissante sur [0 ; +0°[, telle que f? (c’est-a-dire f x f) soit croissante sur [0 ; +o ; 

2° décroissante sur [0 ; +°°[, telle que f* soit croissante sur [0 ; +-[. 



G HK 10min (corrigés p. 69) 

Donner un exemple de fonction f : ; 

1° décroissante sur ]0 ; +f, telle que f? (c’est-a-dire fx f) soit décroissante sur 

]0; +L ; 
2° croissante sur ]0 ; +[, telle que f soit décroissante sur ]0 ; +f. 

ar * 2min (corrigés p. 69) 

Résoudre dans R |’équation : x3 =—8. 

8 | * 10min (corrigés p. 69) 

Résoudre dans R 1’équation proposée. 

1° x? =8. 

2° x3 =-27. 

3° J/x=2. 

AP Sito 
x 

9 | *% Smin (corrigés p. 69) 

Résoudre l’équation (E) : x + x3 + x5 =3. 

i) *& 2min (corrigés p. 69) 

La fonction carré est strictement croissante sur [0 ; +0. 

On peut traduire cette propriété par : des réels positifs sont rangés comme leur carré. 

Traduire sur le méme modéle chacune des propriétés proposées. 

1° La fonction cube est strictement croissante sur R. 

2° La fonction inverse est strictement décroissante sur ]O ; +0°[. 

3° La fonction carré est strictement décroissante sur ]— ; 0]. 

4° La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; +02. 

fel * Smin (corrigés p. 70) 

x désignant un nombre réel vérifiant : 3 <x <5, 

‘ 1 
encadrer au mieux les nombres x2, x3, ./x, -- 

x 

42| * Smin (corrigés p. 70) 

x désignant un nombre réel vérifiant : —-6 < x < —4, 

: 1 
encadrer au mieux les nombres x2, x3, -- 

x 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

13 | HK 10 min (corrigés p. 70) 

1° x désigne un nombre réel vérifiant : -2 <x <1. 

Encadrer au mieux les nombres x2, x?. 

2° x désigne un réel non nul tel que: -2 <x <1. 

Que peut-on dire de : ? 

KK 15 min (corrigés p. 70) 

Dans chacun des cas proposés, donner le meilleur renseignement sur le réel x. 

1° x2<7, 2° x25 4, 3x 0<1<2. 
x 

pa wk=2. Bei tae, 
. 

*& 10 min (corrigés p. 71) 

Une fonction f, définie sur [—2 ; 5], posséde le tableau de variation suivant. 

Dresser soigneusement les tableaux de variation des fonctions : f + 3, —2f, 

Aucune justification n’est demandée. 

KK 15 min (corrigés p. 71) 

On considére une fonction f, définie sur l’intervalle [—3 ; 4], dont le tableau de 

variation est le suivant : 

1° Préciser le maximum de f sur chacun des intervalles [—3 ; 0], [-3 ; 4], [0; 1], 

[—2 ; 1]. 

2° Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions f + 2, —3f. 

1 pee 
3° Justifier que la fonction x ~> —————— est définie sur [—3 ; 4]. 

‘ V10-—3 f(x) 

exercices 

63 



¥*& 10min (corrigés p. 71) 

Dresser le tableau de variation et tracer la courbe représentative de chacune des 

fonctions suivantes : . 

fixe 8-2, {2% G2 Ree. 

On notera €,, €,, 63, les courbes représentatives respectives des fonctions f;, /,/3- 

18 | *& 10 min (corrigés p. 72) 

Dresser le tableau de variation et tracer la courbe représentative de chacune des 

fonctions suivantes : 

he en ee foi xr Jx-2, FOS aca ocala a5 

On notera €,, €,, €3, les courbes représentatives respectives des fonctions f;, f, fs. 

49] KK 15 min (corrigés p. 73) 

Soit fla fonction: x-> /x+2-3. 

1° Du tableau de variation de la fonction x > /x, déduire celui de f et préciser par 

quelle transformation géométrique on passe de la demi-parabole I’ d’équation 

y=xa Cr. 

2° On considére les fonctions : 

gixre-J/x+24+3 eth: xr J-x4+2-3., 

Tracer €,, 6, et 6, sur un méme graphique. 

20] KK 20min (corrigés p. 73) 

1° Donner le tableau de variation de la fonction f : x > mi 
x 

2° Soit g la fonction homographique : x +> i. 
X 

Donner sa forme canonique, c’est-a-dire déterminer des réels a et b tels que, pour 
tout réel x différent de —3 : 

a 
=——~ +b. 

a(x) x+3 

3° Déduire des questions précédentes le tableau de variation de la fonction g. 
4° La courbe de f, que l’on notera ‘€r, est une hyperbole dont les asymptotes sont 
les droites d’équations x =0 et y=0. 
Comment passe-t-on de la courbe de fa celle de g ? Que peut-on dire de la courbe 
€, deg? 

Tracer €,. 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

21] %& 10 min (corrigés p. 74) 

1° Résoudre graphiquement l’équation (£) : ; =2x+1. 

2° Soit x un réel non nul. 

Démontrer que, si x est solution de (£), alors : 2x2+x-1=0. 

Retrouver alors le résultat de la premiére question. 

122| * 10min (corrigés p. 75) 

1° Résoudre graphiquement l’équation (E) : /x = 6—x. 

2° Soit x un réel positif ou nul. 

Démontrer que, si x est solution de (E), alors : x? — 13x + 36=0. 

Retrouver alors le résultat de la premiére question. 

23 *%K 10min (corrigés p. 76) 

Résoudre graphiquement le systéme > d’inconnue (x, y): 

O 
S 
a 
¢D) 
i 

= 24] KK 15 min (corrigés p. 76) 

Résoudre graphiquement |’inéquation (/) : 

x? -—4x-2 => —- 
x-1 

25 | KK 15 min (corrigés p. 76) 

Déterminer graphiquement le nombre de solutions de 1’équation (E) : 

NX 2= x KA 2. 

Les interrogations écrites 

26 | 10 min (corrigés p. 77) 

1° Etudier le sens de variation de la fonction f : x > : — x sur l’intervalle JO ; +0°[. 

, 3 
2° Résoudre dans ]0 ; +°°[ 1’équation ; ly eae 5 

65 



27] 30 min (corrigés p. 77) 

2x-—11 

3 
On considére la fonction f: x +> et l’on note € sa courbe représentative 

DF _ 

>> 
dans le plan rapporté 4 un repére orthonormal (O ; 7, /). 

1° Donner l’ensemble de définition de la fonction f. 

vt x4 v4 5 

2° Démontrer : pour tout réel x différent de 3, f(x) =2—- nace 

whe —5 
3° Dresser successivement les tableaux de variation des fonctions f; : x +> “a. 

-5 5 
Ne ior Cig sed ag 

4° Notons ©, la courbe représentative de la fonction f,. 

a) La courbe @,, comme la courbe représentative de la fonction inverse, est une 

hyperbole. 

Pourquoi la courbe © est-elle une hyperbole superposable 4 €, ? 

b) Les asymptotes de la courbe , sont les droites d’équations x = 0 et y=0. 

Quelles sont les asymptotes de la courbe € ? 

c) Tracer la courbe €. 

5° a) Résoudre, par le calcul, l’équation f(x)=x+5. 

b) Retrouver graphiquement les solutions de l’équation f(x) =x +5. 

6° a) Résoudre, par le calcul, l’inéquation f(x) > 3. 

b) Retrouver graphiquement les solutions de l’inéquation f(x) > 3. 



Ou 

' CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° La fonction x +> -3x+4 
est décroissante sur R. 

Vrai. On a: —3 <0, donc la fonction 

affine x+>-—3x+4 est strictement 

décroissante sur R. 

2° La fonction x+>x-—7 est décrois- 

sante sur R. j 

Faux. On a: 1 >0, donc la fonction 

affine x+>x-—7 est strictement crois- 

sante sur R. 

xX—J=1Xx-7. 

3° La courbe de la fonction carré est 

symétrique par rapport a la droite des 

ordonnées. 

Vrai. La fonction carré est paire. 

4° La courbe de la fonction inverse est 

une parabole. 

Faux. La courbe de la fonction inverse 

est une hyperbole. 

Une hyperbole admet un centre de symétrie, 

ce n’est pas le cas pour une parabole. 

5° La courbe de la fonction racine carrée 

est située a droite de l’axe des ordonnées 

et au-dessus de |’axe des abscisses. 

Vrai. Notons € la courbe représentative 

de la fonction racine carrée. 

La fonction racine carrée a pour ensemble 

de définition [0 ; + °°[, donc les points de 

ont tous une abscisse positive ou nulle 

et € est située 4 droite (au sens large) de 

l’axe des ordonnées. 

De plus, la racine carrée de n’importe quel 

réel positif ou nul est un réel positif ou nul, 

donc les points de ont tous une ordonnée 

positive ou nulle et € est située au-dessus 

(au sens large) de l’axe des abscisses. 

6° La somme de deux fonctions décrois- 

santes est une fonction décroissante. 

Vrai. C’est un résultat du cours. 

7° Le point de coordonnées (18 ; 324) 

appartient a la courbe de la fonction carré. 

Fonctions usuelles, fonctions associées 

Vrai. En effet : 18? = 324. 

8° Le point de coordonnées (—7 ; 21) 

appartient 4 la courbe de la fonction 

cube. Faux. En effet : (—7)3 # 21. 

9° La racine carrée d’un réel positif est 

toujours inférieure ou égale a ce nombre. 

Faux. Il suffit de choisir, par exemple, le 

nombre 0,25. Ona: 

0,25. =./(0,5)? =0,5 et 0,25 < 0,5. 

Plus généralement : 

¢si0 <x <1, alors Jx=x; 

esi x = 1, alors Jx<x. 

10° Les fonctions fet 3f — 4 ont le méme 

sens de variation. 

Vrai. En effet, d’aprés le cours : 

« f et 3f ont le méme sens de variation 

(car 3 > 0); 

¢ 3fet 3f— 4 ont le méme sens de variation. 

Sens de variation 

des fonctions usuelles 

2 ees 

fest la fonction affine 

rr Sr, et —3 <0, donc: 

f est strictement décroissante sur R. 

2° f : xx}, 

La fonction fest l’ opposée de la fonction 

cube, celle-ci étant strictement croissante 

sur R ; il vient : 

f est strictement décroissante sur R. 

2 ° 3 ; 
3 is Se Sil 2 

Dy = R’. En notant wu la fonction 

inverse, on peut écrire: f =2u; 2>0, 

donc f et u ont le méme sens de variation, 

ce qui prouve que : 

fest strictement décroissante sur chacun 

des intervalles ]—° ; O[ et 10; +0[. 

- 

19) 
oO 
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4° f : xe 2x2-7. 

xt 2x2—7 ale méme sens de variation 

que x+>2x?, et x+»2x? a le méme 

sens de variation que x'>x? (car 

2 =); donc: 

f est strictement décroissante sur 

]-~ 30] et strictement croissante 

sur [0 ; +0°[. 

3 | ¢ La fonction carré est croissante sur 

[0 ;+00[, donc sur [2;3]; sur cet 

intervalle, la fonction x +> x? atteint donc 

son minimum en 2 et son maximum en 3, 

ce qui implique : 

le minimum et le maximum de la fonc- 

tion carré sur [2 ; 3] sont respective- 

ment 4 et 9. 

e La fonction carré est décroissante sur 

]—°;0], donc sur [—3 ; —2]; sur cet 

intervalle, la fonction x +> x? atteint donc 

son minimum en —2 et son maximum en 

—3, ce qui implique : 

le minimum et le maximum de la fonc- 

tion carré sur [—3 ; —2] sont respec- 

tivement 4 et 9. 

¢ Pour tout x de [-3 ; 0]: 

0? < x2 <(-3)2 (car x x2 est 

décroissante sur [—3 ; 0]), 

c’est-a-dire: O<x?2<9, 

Pour tout x de [0;2]: O< x? <(2)2 

(car x+» x? est croissante sur [0 ; 2]), 

c’est-a-dire : 0<x* <4. 

On en déduit : 

pour tout x de [-3 ;2], 0X x? <9, 

les valeurs 0 et 9 étant prises par la fonc- 

tion carré respectivement en 0 et —3. 

Finalement, le minimum et le maxi- 

mum de la fonction carré sur [—3 ; 2] 

sont respectivement 0 et 9. 

h x, 

4 eres x7 +1, 

1° fest définie sur R et, pour tout réel x : 

f(=x) = Nex +1 = Je? +1 = F(x), 
ce qui prouve que f est paire. 

Dy = R, donc, évidemment, si x € De, 

alors —xe Dy. 

La courbe € de f est donc symétrique 

par rapport a la droite des ordonnées. 

2° Soient a et b des réels tels que 

0 <a<b. La fonction carré étant stric- 

tement croissante sur [0 ;+o°[, ona: 

a2 < b?, 
d’ou: 

az+1<b241, 

donc, la fonction racine carrée étant aussi 

strictement croissante sur [0 ; + °[ (et 

les réels a2+1, b* +1 étant positifs) : 

Na2+1< Jb? +1, 

c’est-a-dire : 

f(a) < f(b). 
On a ainsi démontré que : 

fest strictement croissante sur [0 ; +°>[. 

3° f est paire et strictement croissante 

sur [0 ; +°°[, donc: 

fest strictement décroissante 

sur ]—°o ; 0]. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

YI=/(XE +1) 

* avec le cadrage : 
—-4=x <4, 

Oxys4. 

pac 2 
5 1° Prenons pour f la fonction : 

Be 

? est alors la foncti é 3 f* est alors la fonction carré x +> x?; de 

plus, fet f? sont croissantes sur [0 ; +0°f. 
Autres exemples pour f: 

xr lx, x 2x, X+>3x +1, etc. 

2° Prenons pour f la fonction : 

Xr>-x, 

f? est alors la fonction carré x +> x2; de 

| plus, fest décroissante sur [0 ;+00[, f2 
est croissante sur [0 ; +00. 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

Si g est croissante et a valeurs positives, alors 

—g est décroissante et a valeurs négatives, 

et comme (—g)? = g?, (—g)? est croissante. 

6 | 1° Prenons pour f la fonction : 
1 

X=: 
x 

f? est alors la fonction : x > = ; de plus, 
x 

fetf? sont décroissantes sur ]0 ; +f. 

2° Prenons pour f la fonction : x +> — a 
. x 

fest alors la fonction : x > = ; de plus, =< 

f est croissante sur ]0;+0[ et f? est 
décroissante sur ]0 ; +0°[. 

Equations 

Equation : x3 =-8. 
(—2)3=-—8, et la fonction cube est 
strictement croissante sur R, donc : 

—2 est la seule solution de l’équation 
3 x° =-8. 

Ry 1° Pour tout réel x : 

x=8ax=/8 oux=—-,8. 

L’équation x? =8 a deux solutions : 
2/2 se 2] 2: 

J = J4x2=2.,/2. 
2° On sait : (—3)? = —27, donc —3 est une 

solution de l’équation x* = —27 ; de plus, 
la fonction cube étant strictement crois- 

sante sur R : 

si x < —3, alors x3 < —27 

si x > —3, alors x° > —27 

donc —3 est la seule solution de l’équa- 

tion x° = —27. 
3° 

Pour tout réel x positif ou nul : 

Jx=2 (jx)? =2eox=4, 

donc 4 est la seule solution de l’équa- 

tion ./x =2. 

Autre méthode 

On sait : J4 = 2, donc 2 est une solution de 

l’équation a/x ae 

De plus, la fonction racine carrée étant 

strictement croissante sur [0 ; +°9[, 

siO0 <x <4, alors a/x an 

si xX > 4, alors ax >i? 

donc 4 est la seule solution de |’équation 

ix = 2. 

4° Pour tout réel x non nul : 

a 5 preamay. donc : est la seule 
x 5 5 

solution de |’équation , =5, 

By z) x4 x3 42553. 
1 est une solution évidente de |’équation 

(E). 

De plus, comme somme des fonctions 

xr>x, xt> x3 et xr x, toutes stric- 

tement croissantes sur R, la fonction 

fi: xt>x+x5+2x° est strictement croissante 
sur R, donc f ne prend la valeur 3 qu’en 

1 ; eneffet, f(1) =3 et, pour tout réel x : 

Six 0 talors of (x). 7 (rc 

Sie Laks Fix) si). 

donc: six#1, alors f(x) #3. 

On peut donc conclure que 1 est la seule 

solution de (E£). 

Encadrements 

1° La propriété « la fonction cube 

est strictement croissante sur R » peut se 

traduire par «des réels sont rangés 

comme leurs cubes ». 

2° La propriété « la fonction inverse est 

strictement décroissante sur ]0 ; +o » 

peut se traduire par « des réels stricte- 

ment positifs sont rangés dans l’ordre 

contraire de leurs inverses ». 

3° La propriété « la fonction carré est 

strictement décroissante sur ]—°o; 0] » 

peut se traduire par « des réels négatifs 

sont rangés dans l’ordre contraire de 

leurs carrés ». 

- 
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4° La propriété « la fonction racine carrée 

est strictement croissante sur [0 ; +°°[ » 

peut se traduire par « des réels positifs 

sont rangés comme leurs racines 

carrées ». 

BYES FES Da 

eOna:0<3<xs5; 

de plus, la fonction carré est strictement 

croissante sur [0 ; + o9[, 

donc : 32< x2 < 52, 

c’est-a-dire: 9<x?<25. 

¢ De méme, la fonction cube étant stric- 

tement croissante sur R, ona: 
33<x3< 53, 

c’est-a-dire : 27 << x3 < 125. 

¢ La fonction racine carrée étant stricte- 

ment croissante sur [0 ; + °[, 

on obtient : 3 < Jx < J5. 

e La fonction inverse étant strictement 

décroissante sur ]0 ; + of, 

jee aed 
e Sues uc <ee 

parte i ce wes 

PD -6<x<-4. 

¢Ona: —-6=x<-4<0; 

de plus, la fonction carré est strictement 

décroissante sur |—©° ; O], 

donc : (—4)2 < x2 < (-6)?, 

c’est-a-dire : 16 < x? < 36. 

¢ De méme, la fonction cube étant stric- 

tement croissante sur R, ona: 

(-6)3 < x3 < (-4)3, 
c’est-a-dire : —216 < x3 < —64. 

e La fonction inverse étant strictement 

décroissante sur ]—°o ; O[, ona: 

—2sx51. 

Dressons le tableau de variation de la 

fonction carré sur |’intervalle [—2 ; 1]. 

Du tableau, on déduit : 0 < x? <4. 
0 est le minimum de la fonction carré sur 

274i 
4 est le maximum de la fonction carré sur 

f—2574]. 
«La fonction cube étant strictement 

croissante sur R, ona: 

(=2)t <8 = 14, 

c’est-a-dire: -8<x3<1. 

2°x#0 et—2sx8 1. 

1 " : , 
; peut étre rendu aussi grand que |’on 

veut, pourvu que x soit positif et suffi- 

samment proche de 0. 1 

De méme, si —2 < x < 0, alors % <0 

1 ri aoe 
et s peut étre rendu aussi loin de 0 que 

l’on veut, pourvu que x soit négatif et 
suffisamment proche de 0. 
On en déduit que la fonction inverse 

n’est ni majorée, ni minorée sur 

[-2; 0[ U]JO; 1]. 

44] 1° Pour tout réel x : 

e<TESe—f/1<x<./7. 

2° Pour tout réel x : 

x*7>4ox<-2 ou x=2. 

3° Pour tout réel x: 

P eaercgy Be Ga sae 
i ?4 

Les points de la courbe de la fonction inverse 

dont |l’ordonnée est strictement comprise 

entre 0 et 2 sont ceux dont l’abscisse est 

dey ner sg 
strictement supérieure a 5° 



Se a a 

Fonctions usuelles, fonctions associées 

4° Pour tout réel x : 

1< J/x <2 1? <(Jx)’ <2? 
©e1sxs<4. 

5° Pour tout réel x: 

Le my 
<x aa 3<¢0 =e 

Sens de variation 

de fonctions associées 

Du tableau de variation de la fonc- 

f et f+ 3 ont le méme sens de variation 

celui de la fonction —2/: 

fet—2 f ont des sens de variation contraires. 

Be 5} 1° D’aprés le tableau de variation de 

* e maximum de f sur [—3 ; 0] est 2 ; 

¢ le maximum de f sur [—3 ; 4] est 3 ; 

¢ le maximum de f sur [0 ; 1] est f(1); 

¢ le maximum de f sur [—2 ; 1] est le plus 

grand des deux nombres f(—2) et f(1). 

2° « D’aprés le cours, les fonctions f + 2 

et f ont le méme sens de variation ; on 

obtient le tableau de variation de la fonc- 

tion f +2 suivant : 

Pisses 

¢ D’aprés le cours, les fonctions —3f et 

f ont des sens de variation contraires ; on 

obtient le tableau de variation de la fonc- 

tion —3f suivant : 

3° D’aprés le tableau de variation de 

—3f, le minimum de —3 f est —9, donc, 

pour tout x de [—3 ; 4]: 

<3 f(x) e=9, 
10-3f(x) 21, 

10-3 f(x) > 0, 

ce qui permet d’affirmer que la fonction 

1 . 
->———. est définie sur [-—3 ; 4]. 
V10—-3f (x) 

Courbes de fonctions associées 

Notons © la courbe représentative 
de la fonction x +> x?. 

donc : 

et a fortiori : 
ra 

w 
0) 
0) 
= 
es 
O 
O 
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Le tableau de variation de chacune des 

fonctions f;, fo, f; se déduit de celui de la 

fonction cube. 

of): Kea = 25 

€, est l'image de € 
par la translation de 

x 
vecteur —2]. 

© fyix 2). €@, est Vagaie de © par la translation de 

vecteur —/ . 

@, est image de 

par la translation 
> 

de vecteur 2i . 

oy Ue aca eal Sa 

€, est l’image de € par la translation de 
> 

vecteur —2/. 
— € et €, sont symé- 
triques par rapport 

a la droite des abs- 
 cisses. 

GF Notons ‘@ la courbe représentative 

de la fonction x > x. 

m Le tableau de variation de chacune des 

fonctions f,, fo, f, se déduit de celui de la oy ae par la translation de 

fonction racine carrée. vecteur i +27. 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

HD fsx Je+2-3. 

1° Du tableau de variation de x > lx : 

et on passe de la courbe T d’équation 

oc J/x a Cy par la translation de vec- 
> 3 

teur —2i —3). 

2° gi: xre—Nx+24+3 

eth: xr J/-x+2-3. 

« fet g ont toutes deux pour ensemble de 

définition [—2 ; +o°[ et, pour tout x de 

cet intervalle : g(x) =—f(x), donc €, et 

‘€, sont symétriques par rapport a l’axe 

des abscisses. 

¢L’ensemble de définition de h est le 

symétrique par rapport a 0 de celui de f 

et, pour tout x de ]—-° ; 2]: h(x) =f(-x), 

donc €, et €;, sont symétriques par rapport 
a l’axe des ordonnées. ; 

€, et 6, sont donc symétriques par rapport 

au point O. 

Remarquons que € et €, se coupent au 

point d’abscisse 7 de l’axe des abscisses. 

Bi icf: x->-*. 

- 2K 1 
La fonction inverse x +> . a pour tableau 

de variation : 

—4 étant un réel strictement négatif, on 

en déduit celui de la fonction f : 

L’ensemble de définition de g est 

R\ {-3}. 

¢ Pour tout réel x différent de —3 : 

(x+3)-3-1 AC ad losin: 

g(x) = x+3 x+3 ” 

_ x43 4 

sON= 3 x+3? 

4 —4 

pieieae 3 
Donc la forme canonique de g est : 

-4 
— +l. 

i. es 

En prenant a=—4 et b=1, onpeut écrire, 

pour tout réel x différent de —3 : 

+b (x) = = 
g x+3 

3° D’aprés ce qui précéde, pour tout réel 

x différent de —3 : 

g(x) = f(x+3) +1. 

¢ Du tableau de variation de f, on déduit 

alors celui de g: 

- 
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4°On passe de l’hyperbole ©, a la 
courbe ©, par la translation t de vecteur 

> > 
—3i +, donc la courbe €, est super- 

posable 4 €,, et ‘6, est aussi une 

hyperbole. 

Les asymptotes de 6, sont les images par t de 

celles de Cr, or Cr et I’hyperbole d’équation 

y =e ont les mémes asymptotes : la droite 
x 

des abscisses et celle des ordonnées. Il en 

résulte que les asymptotes de Cy sont les 

droites d’équations x =—3 et y=1. 

De méme, l’origine O étant le centre de 

symétrie de “;, son image par t est le centre 

de symétrie de Cy) donc le centre de symétrie 

de 6, est le point S(—3 ; 1). 

(S est le point d’intersection des asymptotes 

de €,)- 

translation de 
Fear 

) [vecteur -—3i +J a 

x=Oet |x=-—3et 
y=10 y= 

(0; 0) 

Equations 
des asymptotes 

Coordonnées 

du centre 

de symétrie 
(-3; 1) 

i ricct 

ee ee ee 

ier hea Hays ae | 

2S SS EEE 

Bee Be atl { 

{ ee. 

i | 

t { 

Resolution graphique 

is oe Ve Bi (2): + 
x 

Les solutions de |’équation (E) sont les 

abscisses des points d’intersection de la 

courbe @ d’équation y= i et de la 
x 

droite A d’équation y = 2x + 1. 

Tracons la courbe © et la droite A dans 

un méme repére. 

€ et A ont deux points d’intersection A 
et B, dont les abscisses sont respective- 

1 
ment —1 et 5 

Ona bien: 

aL: 1 i 
—=2x(-1)4+1 et ==2x=+1. 
—1 sis 1 2 

2 

Par conséquent, les solutions de Il’ équa- 

omy t= Deukesonte lice ;. 

2° Soit x un réel non nul. 

¢ Supposons que x est solution de (E), 

alors x vérifie : ! =2x+1, 

donc, en multipliant par x : 

1 =2x? + x, 

2x7+x-1=0. 

On a prouvé que, si x est solution de 

(E), alors 2x7+x-1=0. 

* Résolvons |’équation du second degré 
2x7+x-1=0. 

Son discriminant A est tel que : 

A=1?-4x(-1)x2=14+8=9=32, 

dou: 



- 

Near a 

ee eee ee ee 

donc A > 0 et l’équation 2x? + x- 1=0 

-1-3 .-1+3 
admet i EL et deux solutions Ey se xD” 

c’est-a-dire —1 et * 

On en déduit que, si x est solution de 

(E), alors x =-1 ou x= ;- 

¢ Réciproquement : 

six=-—l, alors: 

beet ce me 
ae 

si x= 5, alors : 

Meo alist 1 514i. 
x 

Donc, six =—1 ou x=5, alors : 

gers 1. 
a 

* On a prouvé que x est solution de (F) 

: : 1 
si, et seulement si : x =—1 ou x= > 

autrement dit, les solutions de l’équa- 

tion (E) : s 2x +1 sont —1 et ;. 

On retrouve bien le résultat de la premiere 

question. 

22 0G (Et owlx = 6.20: 

Les solutions de l’équation (£) sont les 

abscisses des points d’intersection de la 

courbe € d’équation y= /x et de la 

droite A d’équation y = 6—x. 

Tracons la courbe © et la droite A dans 

un méme repére. 

Fonctions usuelles, fonctions associées 

€ et A ont un seul point d’intersection A 
dont |’abscisse est 4. 
Ona bien: /4= 6-4. 

Par conséquent, I’équation (£) : 

J/x=6-xa pour seule solution 4. 

2° « Soit x un réel positif ou nul. 

Supposons que x est solution de (E) ; 

alors x vérifie : Jx=6-x, 

donc : (/x)* = (6 —x)?, 

d’ou: 

x= 36-12x+2x?, 

et, par conséquent : 

x? — 13x + 36=0. 
On a prouvé que, si x est solution de 

(E), alors x?-13x+36=0. 
¢ Résolvons |’équation du second degré 

x? — 13x + 36 =0. 
Son discriminant A est tel que : 

A= (-13)?-—4 x 1 x 36 = 169 — 144 

= 2a 

A > Oet l’équation x? — 13 x + 36=0 

13-5 os 13 +5 

2x1 PAN Ge 
admet deux solutions : 

c’est-a-dire : 4 et 9. 

On en déduit que, si x est solution de (£), 

alors x =4 oux=9. 

¢ Réciproquement : 

six = 4, alors : 

Jx=./4=2 et 6-x=6-4=2, 

Pa 

Ww 
1) 
e) 
= 
<= 
O 
O 
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donc 4 vérifie l’équation Vx =(6—, ‘ce 

qui prouve que 4 est une solution de (£) ; 

si x = 9, alors : 

Jx=/9=3 et 6-x=6-9=-3, 
donc 9 n’est pas solution de 1’équation 

x =6-x. ; 

On a ainsi prouvé que x est solution de 

(E) si, et seulement si, x = 4. 

Autrement dit, 4 est la seule solution de 

l’équation (E) : Jx=6-x. 

On retrouve bien le résultat de la premiere 

question. 

PA: 

Les solutions de 2 sont les couples de 

coordonnées des points d’intersection 

de l’hyperbole # d’équation : 

x 

et de la droite & d’équation : 

y=x-2. 

_ On lit sur la figure que les solutions de 

2 sont (3;1) et (-1;-3). 

_ On contrdéle facilement par le calcul que 

_ (3; 1) et (-1 ; —3) sont bien solutions de >. 

Bw): 2-4x-2= — 
x= Ie 

- On considére : 

© le polynéme du second degré f: 

Xi x? — Ax 22; 

; : —6 
ela fonct : —. ction g aire 

Les solutions de (J) sont les abscisses 

des points de la parabole €, situés au-— 

dessus (au sens large) de l’hyperbole €,. 

La forme canonique de f étant : 

xr> (x—2)?-6, 

6, est l'image de la parabole d’équation 

y=x? par la translation de vecteur 
> > 

2i -6j. 

Quant 4 €,, c’est l’image de I’hyperbole 

d’équation y = = par la translation de 

EZ 
vecteur i . 

La droite des abscisses et celle d’équation 

X= 1 sont asymptotes a €,. 

On lit sur le graphique que l’ensemble 

des solutions de (J) est : 

J-co 3-1] U ]13 2] U [43 +00. 

BA: NX+2=x27-x-2. 

On considére : 

«la fonction f: x-> J/x +2, 

* le polynéme du second degré g : 

Ke x2 — x= 2. 

Les solutions de (E) sont les abscisses des 
points d’intersection des courbes Cret B. 



Fonctions usuelles, fonctions associées 

Cp est l'image de la demi-parabole | 2° Puisque la fonction f: x> Sex est 
x 

d’équation 2 = ./x par la translation de strictement décroissante sur ]0; +f, 

vecteur —2i . l’équation es -3 admet au plus 
La forme canonique de g étant : fe 

une solution. 

re 1 3 
xrol|x-- —_-? hy Se ee ( 5) 4 En outre : 5 a 5° donc 2 est une 

( a Ge rts 1 9 solution de l’équation Le x=- 4 
x-=| -==x?-x+=-= X Z 

cS age 4 4 
yee Par conséquent, dans ]0 ; +°[, l’équation 

‘€, est l’image de la parabole d’équation , te ; admet une seule solution : 2. 

y=x? par la translation de vecteur 
> > 2x-1 
peas Ad fx x3 

Nh Drp= R\{3}, car 3 est le seul réel qui 

n’a pas d’image par f. 

1 

2° Pour tout réel x différent de 3, 

x-—3 x-3 x-3 

; ; = Ww) 
Sur le graphique, on lit que €;et 6, ont | Tableau de variation de fiixe eo O 
exactement deux points d’intersection, x 

donc : = 

5 ‘= 
le nombre de solutions de (E) est 2. re) 

O 

Les interrogations écrites 

PG ief:x4-x Tableau de variation de fy : x-> — 
x xe 

: 1 
f est la somme des fonctions x +> . et 

x'>—.x, toutes deux strictement décrois- 

santes sur l’intervalle ]0 ; +o°[, donc f est 

strictement décroissante sur ]0 ; +°°[. 



Tableau de variation de f; : x +> 2 — 4 

4° €, est la courbe représentative de la 
fonction f, et € est la courbe représenta- 

tive de la fonction f. 

a) Comme la translation de vecteur 

> > 
3i +2) permet de passer de la courbe 

€@, ala courbe € et que toute translation 

conserve les distances, la courbe € est 

une hyperbole superposable a €,. 

5° a) Pour tout x différent de 3 : 

(eee 
x-3 

eg 2411 _ x? -3x45x-15 
43 x-3 

oe 2e=11 eae) 

x-3 x-3 
© 2x= 1l=x2+2x=15 

& x2 =4=() 

&x2=4 

Sirs ouses a7) 

b) Les asymptotes de sont les images 

des asymptotes de 6, par la translation t 

> > 
de vecteur 3i +2), donc les asympto- 

tes de € sont les droites d’équations 

Mie SO be Vs 2. 

La droite d’équation x = 0 a pour image par t 

la droite d’équation x=3 et la droite 

d’équation y = 0 a pour image par tla droite 

d’équation y = 2. 

xE3 ie 

Les solutions de l’équation 

f(x) =x +5 sont —2 et 2. 

Autre facon : 

pour tout x différent de 3: 

fix) =x+ SS 918 Bw eae 
x—3 

Bo 2 ey 5 
x=3 

© -5=(x+ 3)(x-3) 

@-5=x?-9 

=> x2=4 

Sx = 2,0UxX% ==2. 



b) Les solutions de 1’équation 

f(x) =x +5 sont les abscisses des points 

A et B d’intersection de la courbe € et de 

la droite d d’équation y= x + 5. 

D’aprés le graphique, f(x)=x+5 a 
deux solutions : —2 et 2. 

6° a) Pour tout réel x différent de 3-3 

2x-11 
> = Peps SS se 3 

eee ae 
x-3 
2x-11-3x+9L 9 

x-3 
—-x-2 

= 
ae 0, 

; .  —-x-2 : 
or le signe du quotient <5 est celui 

du produit (- x-2)(x-3) (polynéme 

du second degré de racines —2 et 3 et 

dont le coefficient du terme de plus haut 

degré est strictement négatif), 

donc: f(x) >3@-2<x<3. 

Finalement, l’ensemble des solutions 

de l’inéquation f(x) > 3 est ]—2 ; 3[. 

b)Les solutions de _ l’inéquation 

f(x) >3 sont les abscisses des points 

de la courbe € qui ont une ordonnée 

strictement supérieure a 3. 

D’aprés le graphique, l’ensemble des 

solutions de l’inéquation f(x) >3 

est ]—2 ; 3[. 

Fonctions usuelles, fonctions associées 

WY 

oD) 
0) 
c 
ea 
O 
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Dérivation 

fest une fonction dont l’ensemble de définition est un intervalle / et a un réel de J. 
pin’ e { § 

Tee 2 7 ; y \F ¥ } r 

Nombre dérive Clase \— 3 i 
ge 

é 
7 

4 

- i 

e Pour tout réel h tel que a+ h appartienne a Vinteivalle I , le taux d’accroissement | 

de fentre aet a+h est le réel fla +h)— fia) a ~ f(a). 

f(a+h)=f(a) 
h 

e Dire que f est dérivable en a signifie que admet une limite finie | 

€ quand h tend vers 0. 

Le nombre f est alors appelé le nombre dérivé de fen a, et noté f’(a): 

hee aI) 
h—>0 h 

Interpretation graphique : tangente 

e Sifest dérivable en a, alors la courbe représentative € de fadmet, au point A d’abscisse 

a, une tangente non verticale de coefficient directeur f’(a) et d’équation : 

y—f(a)=f"(a)(x—a). 



| e Silona: lim Lara LO) 505 
h->0 

Ben f@ _ | ouencore : Lip. 

alors f n’est pas dérivable en a ; 

si de plus: lim f(x)= (f(a), alors la 
i=@ 

| courbe représentative de f admet, 

au point A d’abscisse a, une tangente 

verticale d’équation x =a. 

Dérivation sur un intervalle - Fonction dérivée 

On dit que f est dérivable sur J lorsque f est dérivable en tout réel de /, et la fonction 

dérivée de fsur/ est alors la fonction f’ qui, a tout réel x de J, associe f ’(x) (c’est- 

a-dire le nombre dérivé de fen x). 

> Dérivées des fonctions usuelles or 

Ensemble Ensemble 

de a de dérivabilité 

e La fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0. 

La courbe représentative de la fonction 

XK Jx admet une tangente verticale a 

Vorigine O. 

w 

@ 
Se 
O 
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a 

> Dérivées et opérations } dink ate 

u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle J ; A est un réel. 

(ut+yv 

=Au 

> Polynémes et fonctions rationnelles 

e Tout polynéme est dérivable sur R. 

e Toute fonction rationnelle (c’est-a-dire qui est le quotient de deux polynémes) est 

dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition. 



EXERCICES 
>> 

Dans tous les exercices, le plan est rapporté a un repére orthogonal (O ; i, j ). 

1 | (corrigés p. 87) 

1° Si fest dérivable en —3, alors f ’(—3) = lim foes Dic). 
- h-0 

2° La fonction h+> h + 2h3—./h a pour limite 0 en 0. 

. 1 1 rg s a. 

3° La fonction x +> ra + se txt 1 a pour dérivée x+> x2 4+ x41. ® 

: ae O 
4° Les fonctions x +> (x— 1)? et x» x2-—2x ont la méme dérivée. oO 

5° La fonction inverse est dérivable en tout réel de son ensemble de définition. / 5 

6° La fonction racine carrée est dérivable sur son ensemble de définition. i/ x< 

7° La fonction x +> oy est la dérivée de la fonction x +> 2x. © 
x 

8° Si f est une fonction constante définie sur R, alors f ’(3) =0. 

9° Soit a un nombre réel fixé. La fonction: x+» x2—a? admet pour dérivée 

x> 2x-3a?. 

10° Si la courbe représentative d’une fonction admet une tangente en un point 

d’abscisse a, alors la fonction est dérivable en a. 

Ea * 2 min (corrigés p. 88) 

Sur la figure ci-contre, la courbe représenta- 

tive 6 d’une fonction f a été tracée, ainsi que 

trois de ses tangentes. 

Déterminer graphiquement f’(—3), f’(0), 

et f’(2). 



% HK 10min (corrigés p. 88) 

On considére la fonction f / Ar x2- 3x45 et onnote € sa courbe représentative. 

1° En utilisant la définition, déterminer le nombre dérivé de fen —1. 

2° Déterminer une équation de la tangente J 4 € au point d’abscisse —1. 

* 5 min (corrigés p. 89) 

On considére la copie d’écran ci-dessus, ot a été tabulée la fonction f: 

xe fx? +3. 

Dans la cellule D2 a été entrée la formule : 
=(C2-2)/A2 

puis la poignée de recopie rapide a été tirée vers le bas a partir de la cellule D2. 

Quelle conjecture est-on amené a formuler ? 

% IK 10 min (corrigés p. 89) 

On appelle fla fonction : x +> x3 — 7x? + 3x—-2. 
1° Pour tout réel h, calculer f(2 +h) — f(2). 

2° Montrer que f est dérivable en 2. Que vaut f ’(2)? 

IK 10 min (corrigés p. 89) 

1° Démontrer que la fonction f: x +> x./x est dérivable en 0 et préciser f’(0). 
Justifier que f est dérivable sur [0 ; +00[. 

2° Soient u et v des fonctions définies sur un intervalle /. 

Est-il nécessaire que u et v soient dérivables sur J pour que la fonction uXv soit 
dérivable sur J ? 

eA HK 20 min (corrigés p. 90) 

Soit fla fonction : x > x2+4x-7. 

1° Montrer en utilisant la définition du nombre dérivé que f est dérivable en 1 et 
préciser f’(1). 

2° Soit ‘6, la courbe représentative de f ; donner une équation de la tangente J a 
‘€r au point A d’abscisse 1 . 

3° Tracer F et Ge. 

——— 



ky eK 20 min (corrigés p. 90) 

Soit fla fonction : x > /x +2. 

1° Montrer en utilisant la définition du nombre dérivé que f est dérivable en — 1, et 
déterminer f ’(—1). 

2° Donner une équation de la tangente J au point A d’abscisse — 1 A la courbe Cp 

représentative de f. 

3° Tracer J et €,. 

KOK 15 min (corrigés p. 91) 

Démontrer que les courbes représentatives des fonctions f: x +> —x? et 

g:x+>x?+8x+8 ont la méme tangente au point d’abscisse —2. 

WK 15 min (corrigés p. 91) 

On considére la courbe € d’équation : y = x3 —3x? +1. 
Déterminer les points de € en lesquels : 

y) 

0) 
O 

O 
© 
0) 
x< 
® 

1° la tangente est paralléle a la droite des abscisses ; 

2° la tangente est paralléle a la droite & d’équation y = 9x -—7. 

id *% HK 20 min (corrigés p. 92) 

Préciser l’ensemble de dérivabilité de la fonction f proposée et calculer f’(x) pour 

tout x de cet ensemble. ; 

1° f: x9 3x2-2.Se 7 Tepes re at aren ks 
3 NR % QverZX rr 

3° fs xr 1-5x2 42050 4° f: x (x-3)? 2 axb+9: Je 

RP ian. } fate 
o 3 x 

Tree Ry ke. 
x? dx 

Behe pcs a eeelene: 1 fee 
: x2-6x+ 10 x24] 

*%*K 10 min (corrigés p. 94) 

Calculer le nombre dérivé en a de la fonction f proposée. 

lbp x 3Jn—5, a=. 

2° fF: x (x2 -3)(x?27+x4+1), a=-1. 



3° f: x x2,/x, a= 4. 

% a 2x-1 ne 
4 ft Sige tse a=, 

*%K 10 min (corrigés p. 94) 

Soit g une fonction dérivable sur R. 

Déterminer la dérivée de la fonction f proposée et préciser f ’(0). 

1° f: x g(x) -x?. A- Xcel 

Lf. X= Kee). 

Sf x La). 
4° f: x (x3 — x) g(x). 

of g(x) 
SA” eat 

Les interrogations écrites 

14] *% KK 10 min (corrigés p. 95) 

On considére la fonction f : x > x2 + 5x—-1 et onnote € sa courbe représentative. 

1° En utilisant la définition, déterminer le nombre dérivé de fen 1. 

2° Déterminer une équation de la tangente J 4 au point d’abscisse 1. 

15 | KK 10 min (corrigés p. 95) 

On considére la courbe @ d’équation : y = 2./x—x. 

Déterminer le point de € en lequel la tangente a pour ordonnée 4 l’origine 2. 

16] HK 10 min (corrigés p. 96) 

Préciser l’ensemble de dérivabilité de la fonction f proposée et calculer f ’(x) 

pour tout x de cet ensemble. 

1° fs xo 3x2 —5x +42. 

7 a) Re Le 
x 

Sf w= (2k +O) ax — 3). 

2x+7 
ce . 
peo x-2 



CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° Si f est dérivable en —3, alors 

h-0 h 

Vrai. Car si f est dérivable en —3, alors 

elle admet un nombre dérivé en —3, noté 

f’(-3), et f’(-3) est la limite du taux 
d’accroissement de f entre —3 et -3 +h 

quand h tend vers 0. 

Jh a 2°La fonction h>h+2h3- 

pour limite 0 en 0. 

Vrai. En effet, chacune des fonctions 

heh, heh}, he Jh a pour limite 

0 en 0, la valeur qu’elle prend en 0. 

3° La fonction x > x + se +x+1la 

pour dérivée x+> x? +x+4+1. 

Vrai. En notant f la fonction polynédme 

ad a + se +x+1, dérivable sur R, 

on a, pour tout réel x : so 

f(x) =4X3x04 5 x2x4 Laat ext ly 

4° Les fonctions x+>(x-1)? et 

x+> x2—2x ont la méme dérivée. 

Vrai. On peut écgire, pour tout réel x : 

(x-—1)?=x?-2x+1. 

Les fonctions x'>(x-1)? et 
—2x ont toutes deux pour déri- 

vée la fonction x +> 2x-2. 
xr x? 

On dit que les fonctions x+>(x-1)? et 

x> x2—2x different d’une constante. 

5° La fonction inverse est dérivable en 

tout réel de son ensemble de définition. 

Vrai. La fonction x +> x est dérivable et 

ne s’annule pas sur chacun des intervalles 

f° ; Of, JO ; +°[ donc la fonction x +> = 

- est dérivable sur }--;0[ et ]0;+[, 

Dérivation 

autrement dit la fonction inverse est 

dérivable en tout réel de son ensemble 

de définition R*. 

On pouvait aussi dire que, f étant une 

fonction rationnelle, elle est dérivable en 

tout réel de son ensemble de définition R’. 

6° La fonction racine carrée est dérivable 

sur son ensemble de définition. 

Faux. 

En effet, d’aprés le cours, la fonction 

racine carrée : 

¢ a pour ensemble de définition [0 ; +-[, 

e est dérivable sur ]0 ; +°°[, non dérivable 

en 0. 

Montrons que x+> lx n’est pas dérivable 

en 0. 

On a, pour tout réel h strictement positif : 

V0+h—WAJ0 JO _ ah _ 1 

sn acitisatth int atide de 
1 és , 

et Ti peut étre rendu aussi grand que l’on 
h 

veut pourvu que le réel strictement positif h 

soit suffisamment proche de O, donc le taux 

d’accroissement entre 0 et h n’admet pas 

une limite finie quand h tend vers 0. 

re-| open] oo acc f 

0 0 xonsor| oso pom 

. 1 P 4 

7° La fonction x +> — est la dérivée de 
Bs 

la fonction x +> 2/x : 

Pa 

corriges 



Vrai. La fonction x+> ./x admet pour 

dérivée xt> aS donc la fonction 
Dif 

Xr 2/x admet pour dérivée 
f ; 

xr>2x —, c’est-a-dire x-> —. 
2 a/x x 

8° Sifest une fonction constante définie 

sur R, alors f’(3) =0. 

9° Soit a un nombre réel fixé. La fonc- 

tion : x» x2—a> admet pour dérivée 
x 2x-3a?. 

Faux. La dérivée de x+> x*- a? est 

Bl de 

La fonction x +> x2 — a? est la somme de la 

fonction carré et de la fonction constante 

x+>—-—a?, et cette fonction constante sur R 

admet pour dérivée la fonction nulle 

Xi), 

10° Si la courbe représentative d’une 

fonction admet une tangente en un point 

d’abscisse a, alors la fonction est dériva- 

ble en a. 

Faux. Par exemple, la courbe représen- 

tative de la fonction racine carrée admet 

une tangente en son point d’abscisse 0, 

et la fonction racine carrée n’est pas 

dérivable en 0. 

En revanche, la réciproque est vraie : 

« si une fonction est dérivable en un réel a, 

alors sa courbe représentative admet une 

tangente en son point d’abscisse a », et on 

peut préciser que cette tangente n’est pas 

verticale. 

Nombre dérivé et tangente 

eal e La tangente 4 @ au point d’abs- 

cisse —3 est paralléle a la droite des abs- 

cisses, donc admet 0 pour coefficient 

directeur. 

On en déduit : 

f’(-3) =0. 

e La tangente 4 € au point d’abscisse 0 
admet —1 pour coefficient directeur, donc : 

f'(0) =-1. 
La tangente passe par les points A(—1; 2), 

B(1; 0) et: 

Mae Uae 0-2 wee asap 

Xp= he al 

e De méme, la tangente 4 @ au point 
d’abscisse 2 admet 4 pour coefficient 

directeur, donc : 

f'(2) =4. 

EA fix} 2 -3x45. 
1° La fonction f étant une fonction poly- 

nome, elle est définie sur R. 

Pour tout réel / non nul, ona: 

nese By tT) 
h 

(> l4m) = JG) Ei ae 2 
h 

_1-2n+h2+3-3h-4 
h 

_W-5h 
h 

ah 5, 
de plus : Le Ee): =-—5, 

f(-1+h)-f(-l) __, i : donc: lim 
h->0 

Cela prouve que fest dérivable en —1 et 

f'-)=-5. 
2° Latangente J 4 au point d’abscisse 

—1 admet pour équation : 

y TCU =e Er). 
Or: f’(-D=-5, 

f(-1)=14+3+4+5=9, 

donc J admet pour équation : 

y-9=-5S(x+1), 

ou encore: y=—5x+4. 

On peut obtenir une équation de la tangente 

J sans utiliser la « formule». Le coefficient 

directeur de J est f’(—1), c’est-a-dire —5, 

donc une équation de J est du type 

y=-—5x+b; de plus, le point de 

coordonnées (—1; 9) appartient a J, donc: 

9=-5x(-1)+b, dot: b=4. 

EE 



fi xr Jx243. 

La formule =(C2-2)/A2 entrée dans la 
cellule D2 correspond au calcul de 

FOSMALOY (car f(1)= V4 =2), 
c’est-a-dire au taux d’accroissement de 

la fonction f entre 1 et 1 +h. 

Les valeurs de la colonne D montrent 

que, lorsque hf se rapproche de 0, 

Moen’ est de plus en plus pro- 

che de 0,5 ; lorsque h = 10-8, la précision 

du tableur ne permet plus de distinguer 

FOSHALY aeo5. 
On est donc amené 4 conjecturer que f 

admet un nombre dérivé en 1, égal a 0,5. 

5 | fi Xt x3 -— 7x2 4+3x-2. 

La fonction f étant une fonction polynéme, 

elle est définie sur R. 

1° Pour tout réel h, ona: 

f(2+h)-f(2)=(2+ h)3—7(2 + h)? 

228) 2 (16) < 
= 8 + 12h + 6h? + h3 — 28 — 28h - 7h? 

+6+3h+ 14 

4 done lim 

Derivation 

donc : 

f(2+h)- f(2) =-13h-h? +h}. 

(a+b)3 =a? +3a2b + 3ab2 + b3 

2° Pour tout réel / non nul, ona: 

FOsM=LO)__13-n+ 1, 

et : lim (~h + h2) =0 
h->0 

dong? tind eee 13 
h—0 h : 

Cela prouve que f est dérivable en 2 et 

que f’(2) est égal a -13. 

Wal tc fs xr xx. 

eL’ensemble de définition de f est 

[0 ; +I. 

La fonction f est le produit de la fonction 

x+> x, dérivable sur R, et de la fonction 

x+>.,/x, dérivable seulement sur ]0; +0. 

Comme produit de deux fonctions déri- 

vables sur ]O ; +°°[, f est dérivable sur 

]0 ; +c°[ (au moins). 

Pour étudier la dérivabilité de f en 0, 

intéressons-nous au taux d’accroissement 

de f entre 0 et h. 

Pour tout réel / strictement positif : 

fO+h)-f(0) _hJh_ fy, 
h h i 

et lim Vh =0, 

fO+h)~ FO) _ 9. 
at? Ok oe oe h 

ce qui prouve que f est dérivable en 0 et 

f’(0) =9. 

e La fonction f est dérivable en 0 et sur 

]0 ; +e[, donc fest dérivable en tout réel 

de [0 ; +-°[, autrement dit f est dériva- 

ble sur son ensemble de définition 

[0 ; +f. 

- 

corriges 



2° Notons u la fonction x +> x, v la fonc- 

tion racine carrée et J l’intervalle [0 ; + -[. 

D’aprés la question précédente, la fonc- 

tion u Xx v est dérivable sur J sans que la 

fonction v soit dérivable sur cet intervalle. 

Donc « u et v sont dérivables sur J » 

n’est pas une condition nécessaire 

pour que wu x v soit dérivable sur I. 

En revanche, d’aprés le cours : 

si u et v sont dérivables sur /, alors u X v est 

dérivable sur /, 

donc « u et v sont dérivables sur / » est une 

condition suffisante pour que uxv soit 

dérivable sur /. 

fi xr x24+4x -7. 

1° La fonction f étant un polynéme, elle 

est définie sur R. 

Pour tout réel h, ona: 

Sh) =F) 
h 
CU Fh) +40 +h) —7—(-2) 

h 

_1+2h+h?+444h—5 
h 

het oh 

h 

=h+6, 

et: lim (h + 6) =6 
h->0 

donc: fad es IO) eg 

h-0 h ; 

Donc f est dérivable en 1 et le nombre 

dérivé de fen 1, c’est-a-dire f’(1), est 6. 

2° Le coefficient directeur de J est 
fC), c’est-a-dire 6. 

A est un point de J ; il a pour abscisse 1 | 

et donc pour ordonnée f(1), soit — 2. 

J admet donc une équation de la forme : 

y=6x+q. 

Déterminons le réel g : 

A est un point de J, donc : 

Ya = 6x4 +49, 
soit : —-2=6x1+4q, 

d’ou : q=-8. 

Donc J admet pour équation : 

y=6x-8. 

On peut aussi utiliser le fait que 

y—f(1)=f’(1)(x-1) est une équation 

de J. 

3° Pour tout réel x, 

f(x) = («+ 2-11. 

Donc ©, est la parabole déduite de celle 

d’équation y=? par la translation de 
5 > 

vecteur —2i-—11). 

91 

Fa fsx x42. 

1°Lensemble de définition de f est 

[-2 3. +e. 
Pour tout réel h non nul, tel que 

-1+h2>-2 

(c’est-a-dire h € [-1;0[ U ]0; +02f), 
calculons le taux de variation t(h) de f 

entre—let—l+h: 

t(h) =L& 1 $O=LC) 

af Lee walt 
h 

SE 



_W1 +h—-1)(J1+h+1) 

h(J1+h+ 1) 
Technique de |’expression conjuguée. 

a l+h-} 

h(J/1+h+1) 
1 

Fodlaahasls 
La limite de t en 0 est > car /1 +h tend 

vers 1 quand h tend vers 0. _ 

La limite, quand h tend vers 0, du taux 

de variation t(h) de f entre —1 et -—1 +h 

est ce qui signifie : 

f est dérivable en —-1 et f’(—1) = ;. 

2° F est la droite : 

ee roctiaednecteor, th, out * 
* qui passe par le point A(—1 ; f(—1)), 

avec f(-1)=1. 

Donc 9 admet pour équation : 
a! y-1=5[x-(-D], 

ou encore: y= ae . =5 > 

3° € se déduit de la demi-parabole 

d’équation y= »/x par la translation de 
> 

vecteur —21. 

1 3 
Ji ya5xt5- 

. : 1 
J a donc pour coefficient directeur 5 et 

pour ordonnée 4a |’origine a 

> 

J coupe la droite (O;/) au point 

d’ordonnée >. 

Dérivation 

EY f:xn-2 et g:x+>x2+8x+8 
ont la méme tangente au point d’abs- 

cisse —2. 

D’une part : 

f(-2) =-(-2)?=-4, 
g(-2) =4-16+8=-4. 

D’autre part, en tant que polynémes, les 

fonctions f et g sont toutes deux déri- 

vables sur R, et pour tout réel x : 

Ff (0=—2x et.e'(x) = 2x +8, 

donc : 

f'(-2) =4, 9’(-2) =-44+8=4. 

On en déduit que la droite J passant par 

le point de coordonnées (—2 ; —4) et de 

coefficient directeur 4 est la tangente a 

chacune des courbes représentatives de 

fet gen leur point d’abscisse —2. 

La droite J admet pour équation : 

y-(—4) =4(x-(2)), 

c’est-a-dire : 

y+t4=4(x+2), 

ou encore, plus simplement : 

y=4x+4. 

a 

corriges 

i) « ry =x3—3x24+1. 

€ est la courbe représentative du poly- 

nome f: x+>x3-—3x?+1, dérivable 

sur R. 



D’une part, on sait que, pour tout réel a, 

f‘(a) est le coefficient directeur de la 

tangente 4 au point d’abscisse a. 

D’autre part, pour tout réel x : 

f (x) =3x? -— 6x =3x(x-2). 

1° La tangente a € au point d’abscisse a 

est paralléle a la droite des abscisses si, 

et seulement si, son coefficient directeur 

f(a) est nul, or: 

f(a) =0 © 3a(a—2)=0 

@a=0 oua=2. 

De plus : 

f(O)=1 et f(2)=8-12+1=-3. 

On en déduit que les points de @ en 

lesquels la tangente est paralleéle a la 

droite des abscisses sont A(0; 1) et 

B(2 ; -3). 

2° La tangente 4 au point d’abscisse a 

est paralléle 4 la droite &% d’équation 

y=9x-—7 si, et seulement si, son coef- 

ficient directeur f’(a) est égal a 9, or: 

f (a) =9 S3a?—6a=9 

© a*-2a—-3=0. 

L’équation du second degré 

x* —2x —3 =0 admet pour discriminant 
le réel A tel que : 

A=(-2)?-4x1x(-3)=4+12= 16. 

A > 0, donc les solutions de cette équa- 

tion sont les réels x, et x, définis par : 

Bee ea x,= 5 te ihe 

eee aA S264 
oe = 3. 

On pouvait aussi ne pas mettre en ceuvre la 

methode standard basée sur le discriminant 

en observant que -1 est solution de 

’équation. L’autre solution o vérifie alors : 

-1xa= + (le produit des solutions est 

égal au quotient du coefficient constant par le 

coefficient du terme de degré 2), donc a= 3. 

On peut donc écrire : 

f (a2)=[Sa=-1 ol a=3. 

De plus, f(—1) =-1-3+1=-3 

et f(3)=27-274+1=1. 
On en déduit que les points de € en 

lesquels la tangente est paralléle a la 

droite @ d’équation y=9x-—7 sont 

C(-1 ; -3) et D3; 1). 

| 

Calculs de dérivées 

Gal 1° /: x > 3x7 12! 

¢ La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x, 

Ft G)=3% 2x =6x. 
On a utilisé les résultats du cours suivants : 

les formules 

et 

2° foxrmafZ- - 
fest une fonction constante définie sur R, 

donc fest dérivable sur R et sa dérivée est 

la fonction nulle x +> 0, autrement dit : 

pour tout réel x, f’(x)=0. 

3° f: xe 1-5x24+x5, 
* La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

ff (x) ==—S5 82x +57 

=—10x+5x4+=5x(x3-2). 

4° fs xe (x-3)2. 

* La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x: 

f(x) =x?-6x+9, 

f @e2x=62]2(5—3): 

On pouvait aussi écrire, pour tout réel x : 

FOG (= 3) * (3), 



d’ou, en utilisant la formule : 

f'(x) = 1x (x—3) + (x-3) x1 = 2(x- 3). 

5° f: xe : +x. 
x 

¢ La fonction fest la somme de la fonction 

inverse, dérivable en tout réel non nul, et 

de la fonction x+> x, dérivable sur R, 

donc fest dérivable sur chacun des inter- 

valles J—ce ; O[, ]0 ; +0°f. 

L’ensemble de dérivabilité de f est 

égal 4 son ensemble de définition R*. 

* Pour tout réel x non nul : 

fia 441-55} 
x x 

eet 
6° f:xrKH 

¢ La fonction f est une fonction ration- 

nelle dont l’ensemble de définition est 

R*, donc ensemble de dérivabilité 

de fest R*. 

¢ Pour tout réel x non nul : 

; 3x2 x x—(x3-1)x1 
f'@) = 

_2x3+1 Re a 

On a utilisé la formule du cours : 

On pouvait aussi mener le calcul en écrivant 

que, pour tout réel x non nul : 

1 2 f(x) =x a 

1 
TS aD dees 2 

¢ La fonction f est une fonction ration- 

nelle dont l’ensemble de définition est 

R*, donc l’ensemble de dérivabilité 

de f est R*. 

Dérivation 

f est dérivable sur chacun des intervalles 

Pose 6 OfF105-+0°f. 

* Pour tout réel x non nul : 

x 

On a utilisé la formule du cours O-8 

1 
8° f: xr —. fix * 

¢ La fonction f a pour ensemble de défi- 

nition ]0 ; +>°[. De plus, f est l’inverse 

de la fonction racine carrée, dérivable et 

ne s’annulant pas sur J0;+°°[, donc 

ensemble de dérivabilité de f est 

]0 ; +f. 

* Pour tout réel x strictement positif : 

Tp Wee LAN WA dal sat at I (8) 2 GaSe 
On a utilisé les résultats du cours suivants : 

la formule 

la dérivée de x+> J/x est x-> —. 
2/X 

1 

x2-6x+10 
*Le polyndme du _ second degré 

x+> x*—6x+10 admet pour discrimi- 
nant le réel A défini par : 

A=(-—6)*—4x 10 = 36-40 =—4. 

A <0, donc le polynéme ne s’annule 

pas sur R. 

On pouvait aussi écrire que, pour tout réel x: 

x? —6x +10 =(x-—3)2+1, 

ce quiprouve: x*—6x+10>0. 

Comme inverse du _ polynédme 

xt>x2-—6x+10, dérivable et ne 

s’annulant pas sur R, la fonction f est 

dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f (x)= 

9 faxes 

2x-6 

~ (x2 —6x + 10)? 
2(3- x) ; 

(x?—6x + 10)? 

- 

corriges 



4 3-1 

ales x24] 
¢ La fonction rationnelle f est définie sur 

R, donc f est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

x27+1>0, 
donc: 

x2+140. 

¢ Pour tout réel x: 

3x2 x (x2 + 1)— (x3 -1) x 2x PGs ais 
_ 3x44 3x2-2x442x 
a (x2 + 1)? 

yy X44 3x2 42x x(x34+3x +42) 

fae eee ee PEL 

icp: x 3Je—2, EN 

La fonction fa pour ensemble de défini- 

tion JO ; +°°[, et fest dérivable sur cet 

; i 
intervalle car xt> Jx et aaa sont 

toutes deux dérivables sur ]0 ; +°9[. 

Pour tout réel x strictement positif : 

1 —l 3 Z 
f’(*%) =3 x —-2x—==——+5, 

2 fi ee a 
donc : f’'Q)=5+2=3- 

2°f: x+> (x3-3)(x2 +x4+1), a=-1. 

La fonction fest le produit de deux poly- 

ndmes, donc f est un polynéme et est 

dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f (we) = 3x? XG? 4041) 

+ (x3—3)x(2x+1), 
donc : 

f’(-1) =3 x 1+ (-—4) x (-1) =7. 

En développant le produit définissant f (x) 

on obtient, pour tout réel x : 

f(x) = x3 (x? +x 4+ 1)-3(x? + x41) 

= Xda X etx? — 3x2 — 3x 3) 

d’ou: f’(x)=5x4 + 4x3 + 3x2-—6x-3, 

et: f’(-1)=5-4434+6-—3=7. 

3° Ff: xr x2,Jx, a=4. 

La fonction f est le produit de la fonction 

carré, dérivable sur R, par la fonction 

racine carrée, dérivable sur ]0 ; +f, 

donc f est dérivable sur JO ; +0°f. 

Pour tout réel x strictement positif : 

1 
(x) =2xx Sx + x2 x — f@ are 

2 

or tee 
2/x 

done: f/(4) 22 x4x9t =e 
ax2 

La fonction f a pour ensemble de définition 

[0 ; +e°[ et, avec les théoremes généraux, on 

a démontré que f est dérivable sur l’intervalle 

JO; +°°[. 

Il est facile de prouver que f est aussi 

dérivable en 0 et que f’(0)=0; en effet, 

pour tout réel h strictement positif : 

se fh = hLh, 

or: limhJh=0xJ0=0, 
h->0O . 

= 20. 

d ce jv =0. Steir p 
haat 2x-1 

4°f: Aa eG ae 0. 

La fonction homographique f a pour 

ensemble de définition R\ {3 

donc f est dérivable sur chacun des inter- 

2 2) 
valles |-eo : 5 et 5 : tee]. 

Toute fonction homographique est le 

quotient de deux fonctions affines. Toute 

fonction affine étant un polynéme, une 

fonction homographique est aussi une 

fonction rationnelle. 

Pour tout réel x distinct de 2 : 3! 

roy _ 2% (3x—2)-—(2x-1)x3 f Cpa teem 
_6x-4-6x43 

(3x —2)2 

lope ee 
(3x —2)2’ 

-1 _-l donc: f’ (0) = a3 aire 

g est une fonction dérivable sur R. 

1°f: x+> g(x) x3. 



* Comme différence des fonctions g et 

x+> x3, toutes deux dérivables sur R, 

fest dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x: 

f'(x) = g’(x) -3x?, 
donc : f’(0) = g’(0). 

2°-f2 x xg(x). 

*Comme produit des fonctions g et 

X+>x, toutes deux dérivables sur R, f 

est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f(x) = 1x g(x) +xx g(x) 

= g(x) + xg'(x), 
f’(0) = 9(0). 

Ici, il était facile de déterminer f’(0) sans 

calculer au préalable f’(x) pour tout réel x. 

En effet, pour tout réel h non nul: 

f(0 + h) —f(0) _ hg(h) 

donc: 

or: lim g(h)=g(0), 
h3>0 

Soh # tenses 0) 2 g(0). 
h—>0 h 

Sof x2 (2(2))2. 
¢ La fonction f est le produit de la fonc- 

tion g par elle-méme. Or, g est dérivable 

sur R, donc f est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f(x) = g(x) x g(x), 
f(x) = 3'(x) x g(x) + 9(x) x g’(x) 

= 29'(x)g(x), 
donc: f’(0) =2g’(0)g(0). 

4° f: x (x3 — x) g(x). 

*Comme produit des fonctions g et 

xt» x3—x, toutes deux dérivables sur 

R, fest dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f(x) = (3x? -1) x g(x) 
+ (x3—x) x g’(x), 

f’(0) =-g(0). 
° g(x) Sf: xe 2. 
es x?+1 

¢ La fonction f est le quotient de la fonc- 

tion g, dérivable sur R, par la fonction 

donc: 

Derivation 

x+>x?24+1, dérivable et ne s’annulant 

pas sur R, donc f est dérivable sur R. 

* Pour tout réel x : 

poy  & A(X) (x2. + 1) = g(x) xX 2x 
bo Ve ge Ra LO Te Se 

fe) (x2 + 1)? 

_ (x? + 1)g’(x) —2xg(x) 
(x? +1)? f 

donc: f’(0)=g'(0). 

Les interrogations écrites 

fi: xr>x?+5x-1. 

1° On a, pour tout réel A non nul : 

fa+h)-fQ) 
hi, 

s (1+h)?2+5(1+h)-1-5 

h 

_ 14+2h+h?+5+5h-6 
= el SWkR a, Sern > 

= 2 fi +h) FU\th at apd fins 

h h 

or: lim (h+7)=7, 
h-0 

donc lim fa+h)-fW = Ue 

h>0 h 
ce qui prouve que f est dérivable en 1 et 

f'(1) =7. 
Noter que, f étant un polynéme, on savait 

dés le départ que f était dérivable en tout 

réel, et en particulier en 1. 

2° La tangerite J a @ au point d’abs- 

cisse 1 admet pour équation : 

y~fO)= fF (De="1), 
c’est-a-dire: y—S=7(x-1), 

ou encore : y=7x-2. 

45 €:y= on ee a 

€ est la courbe représentative de la fonc- 

tion f: x DG X, définie sur [0 ; +c°[ 

et dérivable sur ]O ; +0[. 

ra 

corriges 

On démontrerait facilement que f n’est pas 

dérivable en 0, car: 

p(OIe 0) — FCO) _ 
lim 
h->0 



Comme de plus f(0)=0 et limf(x)=0, 
x0 

on sait qu’alors la droite d’équation x=0, 

cest-a-dire l’axe des ordonnées, est la 

tangente a “ en|’origine O. 

On a, pour tout réel x strictement positif : 

hijo 2h eee 
Dinficcy me Py A 

Soit a un réel strictement positif. La tan- 

gente 4 au point d’abscisse a admet 

pour équation : 

y—f(a)=f"(a)(x-a), 
c’est-a-dire : 

1 y-2a+a=(—— 1\(x-a), 
la 

soit : y=(4-1)x-4 +at ONG= a. 
la 

1 
ou encore : y= (+ - 1x + Ja. 

la 

On en déduit que la tangente 4 au point 

d’abscisse a admet 2 pour ordonnée a 

Vorigine si, et seulement si, Ja =). 

c’est-a-dire si, et seulement si, a = 4. 

De plus: f(4) =2./4-4=0, donc le 
point de © en lequel la tangente a pour 

ordonnée a l’origine 2 est A(4 ; 0). 

La tangente a 6 en A(4;0) admet pour 

équation y = — x + 2. 

1° fs x1 3x2 5x42. 
+ La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f'(*)=3 x 2x-5=6x—-5. 

PI Bae Ba = 

¢ La fonction fest une fonction rationnelle 

dont l’ensemble de définition est R*, donc 

l’ensemble de dérivabilité de f est R*. 
¢ Pour tout réel x non nul : 

3° f: x (2x +3)(3x—-5)- 

«La fonction f est le produit de deux 

fonctions affines, donc fest un polynéme, 

ce qui prouve que f est dérivable sur R. 

¢ Pour tout réel x : 

f' (x) =2 x (3x-5) + (2x+3)x3 

=6x-10+6x+9 

=12x-1. 

On pouvait aussi commencer par développer 

f(x): 

f(®*) = 6x2 = 10x + 9x—15 = 6x2—x —-15, 

on obtient alors : 

fi (= 62x 

2x+7 
4°f: . 
ear x-2 

¢f est une fonction rationnelle, donc 

ensemble de dérivabilité de f est son 

ensemble de définition R\{2}. 
¢ Pour tout réel x distinct de 2: 

fe) = 22 Ge2) = Crt DX 1 

1=12x—-1. 

(x= 2)? 
_2x-4-2x-7 

San eee 
-11 



Applications 

de la dérivation 

Les théorémes suivants précisent le lien entre le signe de la dérivée et le sens de variation 

d’une fonction sur un intervalle. 

Théorémes de monotonie 

_ f désigne une fonction dérivable sur un intervalle /. 

e Si f’ est positive sur J, c’est-a-dire si: pour tout x de J, f’(x) =0, alors f est 

croissante sur /. 

e@Si f’ est négative sur /, c’est-a-dire si : pour tout x de J, f’(x) <0, alors f est 

_ décroissante sur /. 

e Si f’ est nulle sur J, c’est-a-dire si: pour tout x de J, f’(x)=0, alors f est 

constante sur /. 

Théoremes de stricte monotonie 

f désigne une fonction dérivable sur un intervalle /. 

e Si, pour tout x de/: f’(x) > 0, alors fest strictement croissante sur /. 

e Si, pour tout x de/: f’(x) <0, alors fest strictement décroissante sur /. 

_ Plus généralement : 

e Si f’ est positive sur / et si f’ ne s’annule éventuellement qu’en un nombre fini de 

réels de J, alors f est strictement croissante sur J. 

e Si f’ est négative sur / et si f’ ne s’annule éventuellement qu’en un nombre fini de 

réels de /, alors f est strictement décroissante sur /. 



EXERCICES 
> > 

Dans tous les exercices, le plan est rapporté 4 un repére orthogonal(O;i,/ ). - 

(corrigés p. 103) 

1° Soit fla fonction : x > 2x3-6x+1. 
a) Pour tout réel x, f ’(x) = 6(x?-1). 
b) La fonction f est croissante sur J—o; —1] U[1 ; +0. 

c) Le maximum de f sur ]— ; 3] est 5. 

d) La fonction f n’admet ni maximum, ni minimum sur R. 

2° Soit f une fonction dérivable sur [—1 ; 1]. 

a) Si, pour tout x appartenant 4 [-1;1], f’(x) >0, alors f est strictement 

croissante sur [—1 ; 1]. 

b) Si f est strictement croissante sur [—1; 1], alors, pour tout x appartenant a 

Pe ea 0: 
c) Si f (0) =0, alors fadmet un extremum en 0. 

d) Sif admet un extremum en 0, alors f ’(0) =0. 

HS min (corrigés p. 104) 

Dans chacun des deux cas suivants, comparer les nombres f (a) et f (b) sachant que 

‘@’ est la représentation graphique de la dérivée f’ d’une fonction f, dérivable sur 

le segment [a ; b]. 

Le ox 

*% 5 min (corrigés p. 104) 

Les courbes ,, 65, 63 (premiére colonne) sont les courbes représentatives respectives 
de trois fonctions f,, f, f; ; pour chacune de ces fonctions, déterminer la courbe 
représentative de sa fonction dérivée, 4 choisir parmi les courbes 6, F, G de la 
seconde colonne. 

EE —— <<< 
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%*& 30 min (corrigés p. 104 

Déterminer la dérivée de la fonction f proposée, puis étudier le sens de variation def. 

1° Fonction polynéme. : 
. 1 

a) xo —3x24+4x4+5. b) x gx tx-l. 

Ccxre a — 10x2 + 25x —20. 

2° Fonction rationnelle. 

3 2x+0,7 
D Sew oeeals aaa rs 
3° Fonction irrationnelle. 

por ai: 4 
a) f définie sur ]0 ; +eo[ par f(x) = (x- 3) A/x. b) xo = + x. 

5 | ¥& 10 min (corrigés p. 106) 

Etudier le sens de variation de la fonction f: 

x? +1 

x2 4x43 tek 

6 | *% 15 min (corrigés p. 107) 

Comparer les réels A et B définis par : 

A = 652012013014015016)* + 3 
~  3.012013014015016 

_ (5,012013014015017)? + 3. 
me 3,012013014015017 

*%K 20 min (corrigés p. 108) 

fest une fonction dérivable sur [—3 ; 5] . 

‘6’ est la courbe représentative de la fonction dérivée f’ def. 

1° Etudier le sens de variation de ce 

2° Déterminer |’allure de la courbe représentative € de f sachant qu’elle passe par 
les points A, B, C. 



Applications de la dérivation 

¥* 10 min (corrigés p. 108 

Soit fla fonction : x+> x4-—4x +42. 

Démontrer que f admet un minimum sur R ; préciser la valeur de ce minimum. 

KK 15 min (corrigés p. 109 

Déterminer le maximum sur 1’intervalle [—1 ; 1] de la fonction f: 

xr 2x8 502 Det 1. 

W 
IK 15 min (corrigés p. 110 @ 

O 
Soit fla fonction : x +> x3 — x?-x. Oo 

1° Dresser le tableau de variation de la fonction f. _ 
° . ar 0) 

2° Encadrer au mieux f(x) lorsque x appartient a : x< 

a) (0; 1); b) [-1; 0]; c) [-2; 21. ” 

%& KK 20 min (corrigés p. 111) 

Le but de 1’exercice est d’obtenir un encadrement de a? — 8a? sachant que le réel a 

appartient au segment [5,2 ; 5,3]. 

1° Donner un encadrement de a, puis de — 8a?. 

En déduire un encadrement de a? — 8a”. 

2° Démontrer que la fonction f: x x3 — 8x? est décroissante sur [0 ; =|: 

En déduire un nouvel encadrement de a3 — 8a’. 
3° Comparer les amplitudes des deux encadrements obtenus. 

Quelle est ici la méthode la plus efficace ? 

% HK 15 min (corrigés p. 112) 

On considére la fonction f: x +> x3 —x?+x4+ : et on note € sa courbe représen- 

tative. 

1° Déterminer une équation de la tangente J 4 la courbe en son point d’abscisse 2. 

2° Soit g la fonction : x+> f(x) +x—-3. 

a) Déterminer le sens de variation de g sur R. 

Quel est le signe de la fonction g sur R ? 

b) En déduire la position de la courbe € par rapport a la droite ~ 

101 
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13] KK 20 min (corrigés p. 113) 

Le but de l’exercice est de démontrer |’inégalité de Bernoulli : 

pour tout entier naturel 7 non nul et pour tout réel x positif ou nul, 

x"-12n(x-1). 

1° a) Etudier le cas ot n est égal a 1. 
b) On suppose, dans cette question, l’entier n supérieur ou égal a 2. 

Déterminer le tableau de variation de la fonction f: x+> x"—1—n(x-1) sur 

[0 ; +e[. 
En déduire le signe de f sur [0 ; +-°[, puis conclure. 

2° Interprétation graphique 

Soit 1 un entier naturel supérieur ou égal a 2. 

On note g la fonction définie sur [0 ; +°°[ par g(x) = x” et € sa courbe représentative. 

a) Déterminer une équation de la tangente 7 4 la courbe & en son point d’abscisse 1. 

b) Interpréter alors graphiquement le résultat de la question 1° b). 

Les interrogations écrites 

14 10 min (corrigés p. 113) 

Etudier le sens de variation de la fonction fixrex-2 Ix sur l’intervalle JO ; +°°[. 

45] 10 min (corrigés p. 114) 

On pose : 

1 
A = 0,999 998 + ne 

0,999 999 

1 
0,999 998 et B= 0,999 999 ae 

Comparer les nombres A et B. 

16] 20 min (corrigés p. 114) 

Soit fla fonction : x +> ene 

1° Préciser l’ensemble de dérivabilité de f, calculer f’(x) pour tout x de cet 
ensemble et démontrer que f’(x) est du signe de — x2 + 3x—2. 

2° Déterminer le sens de variation de f sur ]0 ; +-°[, puis dresser le tableau de 
variation de f sur ]0 ; +0°[. 

3° Déterminer le minimum et le maximum de f sur l’intervalle [1 ; 4]. 



-CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° fix 2x3- 6x41. 
a) Pour tout réel x, f ’(x) = 6(x?- 1). 

Vrai. Pour tout réel x : 

f'(x) = 2x 3x?-6=6x2-6 

= 6(x?2-1). | 

b) La fonction f est croissante sur 

J- 5-1] OTD stret: 
Faux. 

Dressons le tableau de variation de f. 

La fonction f est croissante sur chacun 

des intervalles ]—oo;—-1], [1 3; +o°[, 

mais pas sur leur réunion, comme le 

prouve les relations : 

—-1<1 et f(-1)>f(1). 

f (-1) et f (1) ne sont pas rangés dans le méme 

ordre que —1 et 1. 

c) Le maximum defsur ]— °° ; 3] est5. 

Faux. 

D’aprés le tableau de variation de /: 

ele maximum de fsur ]—°; 1] est 5, 

¢ le maximum defsur [1 ; 3] est f(3), 

or: f(3)=2x 27-18 + 1 =37, 

donc le maximum de f sur ]—~; 3] 

est 37. 

d) La fonction f n’admet ni maximum, 

ni minimum sur R. 

Vrai. 

«La fonction f n’est pas majorée, car 

f(x) peut étre rendu aussi grand que l’on 

veut, pourvu que x soit suffisamment 

grand. 

Applications de la dérivation 

On notera alors: lim f(x) =+0¢. 
X > +00 

On peut vérifier que, pour tout réel A 

supérieur ou égal a 2, il suffit que x =A 

pour que f(x) =A. 

¢ Pour des raisons analogues, f n’est pas 

minorée. 

lim f(x) == 99, 

2° Soit f une fonction dérivable sur 

[-1; 1]. 

a) Si, pour tout x appartenant a [—1 ; 1], 

f (x) > 0, alors f est strictement crois- 

sante sur [—1; 1]. 

Vrai. C’est un résultat du cours. 

b) Si f est strictement croissante sur 

[—1 ; 1], alors, pour tout x appartenant a 

13s fay 0. 

Faux. 

Considérer, par exemple, la fonction 

xr x3, 

Elle est strictement croissante, dérivable 

sur [-1;1] et sa dérivée x+> 3x? 

s’annule en 0. 

c) Si f (0) =0, alors f admet un extre- 

mum en 0. 

Faux. 

Reprenons l’exemple de la fonction 

xr x3, 

Elle est dérivable sur [—1 ; 1] et sa dérivée 

s’annule en 0 ; de plus, étant strictement 

croissante, la fonction x +> x? n’admet 

pas d’extremum en 0. 

Etant strictement croissante sur R, la fonction 

x +> x? n’admet aucun extremum. 

d) Si f admet un extremum en 0, alors 

f*(0) =0. 
Vrai. Mais il manque encore quelques 

outils en analyse pour le démontrer en 

classe de Premiére. 

- 

ep) 
10) 
e)) 
= 
i 
O 
O 
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Sens de variation 
3 1° La fonction dérivée f’ de fest | 
strictement positive sur |’intervalle 

[a ; b], donc la fonction f est strictement 

croissante sur cet intervalle. Comme, de 

plus, a<b, il vient: f(a) < f(b). 

2° La fonction f ’ étant strictement néga- 
tive sur [a ; b], la fonction fest strictement 

décroissante sur cet intervalle. 

Comme, de plus, a < b, 

on peut conclure: f(a) > f(b). 

3 | ¢ Fonction f; 

f, est décroissante sur [—1 ; 1], sa dérivée 

est donc négative sur [—1 ; 1]. La seule 

courbe qui puisse étre celle de la dérivée 

de f, est G. 

_ ¢ Fonction f, 

f, n’est pas monotone sur [1 ; 5], donc 

___ sa dérivée n’est pas de signe constant sur 

cet intervalle. Or, seule ¥ posséde des 
points dont l’abscisse est comprise entre 

hy 1 et 5 et dont l’ordonnée n’est pas de 

signe constant. 

_ Onen déduit que la courbe de la dérivée 

def, est F. 

_ © Fonction f; 

_ D’aprés ce qui précéde, la courbe de la 
_ dérivée de f; ne peut étre que ©, ce qui 

est confirmé par la cohérence du tableau 

suivant : 

Ec] in a ea an 
Se we Re 

: , Py ic as: Xe —3x2 44x45. 

_ La fonction f étant un polynéme, elle est 

définie et dérivable sur R. 

ae Pour tout réel x : 
f(x) =-6x+4=2(-3x+2), 

‘ i donc:  £'(G)=0, 
of ey 3 

re 
*six< 5, alors f’(x) > 0, 

*six> ;, alors f (x) <0. 

On en déduit que f est strictement 

croissante sur fe ‘ 5 et strictement 

décroissante sur E : +29). 

On retrouve le sens de variation de f en 

écrivant que, pour tout réel x : 

b)f: x ptt, 

La fonction f est un polynéme ; elle est 

donc définie et dérivable sur R. 

Pour tout réel x: 

f'(x)=fxt1a 4x44), 

donc: « f ’(—4) =0, 

*si x <—4, alors f’(x) <0, 

°si x >-—4, alors f’(x) >0. 

On en déduit que f est strictement — 

décroissante sur]—°o ;—4] et stricte- 

ment croissante sur [—4 ; + o[. 

On retrouve le sens de variation de f en 

écrivant que, pour tout réel x: 

fix) = 5(x+ 42-3. 

of: x1 2x9 10x? + 25-20. 

La fonction f est un polynéme ; elle est 

donc définie et dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f(x) = 4x? — 20x + 25 = (2x-5)?, 

donc : ¢ (3) aie 

* si x3, alors f ’(x) > 0. 

On en déduit que f est strictement 
croissante sur R. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

¢ en entrant : 

TIH4K"3+3-lOKE5X-20 

* avec le cadrage : 

-lsx<4, 

-15<ys2,5. 

z i oe a as ina 



on) f: Ker pdt V0 AE ne 5 ast 

La fonction f a pour ensemble de défini- 
; =! as Be: 
tion | - aL U igs . 

f étant une fonction rationnelle, elle est 

dérivable en tout réel de son ensemble 

de définition. 

Pour tout réel x différent de 1 . 
- 2 

f'(x)= (Qx—1)?” 

donc : fF tx) =D, 

Il en résulte que f est strictement 
croissante sur chacun des intervalles 

pail « Jel 
Attention ! 

f n’est pas croissante sur la réunion de ces 

deux intervalles ; considérer, par exemple : 

fED=6,  f(t)=2. 

2x + 0,7 

DIP aon 
fest une fonction rationnelle dont l’ensem- 

ble de définition est Ry - : donc fest 

dérivable sur chacun des intervalles 

ee eet 5 ; cok | > a 3 > 

Pour tout réel x différent de — i : 

2(3x + 1)-—3(2x + 0,7) 

(3x +1)? 

_ = 0j1 
~ (3x +1)?’ 

donc : fe (x)= 0. 

Il en résulte que f est strictement 
décroissante sur chacun des intervalles 

f "(x)= 

Applications de la dérivation 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* eenentrant : 

WIS=lEX +. FISK +1) 

* avec le cadrage : 

-15<sxsl, 

Ly stc ye 15 
Le graphique fait apparaitre un trait vertical ; 

c’est en fait un segment qui joint deux points 

; 1 
dont les abscisses sont proches de — 3 une 

3 F See. rut i 
étant strictement inférieure a — 3 et l’autre 

: vd “Niles lahapee 
strictement supérieure a — 3 C'est le mode 

de tracé en points connectés qui donne ce 

résultat (en mode « points séparés », le trait 

vertical disparait). Noter que ce trait vertical 

matérialise une asymptote a la courbe 

représentative de la fonction f (la droite 

d’équation x= -3); en effet, on pourrait 

démontrer que : 

e f(x) tend vers —e° quand x tend vers — : 

par valeurs inférieures, 
3 

e f(x) tend vers + ee quand x tend vers 3 

par valeurs supérieures. 

3° Fonction irrationnelle 

a) Pour tout x de ]0 ; +-[, 

f(x) = (x-3) Ax. 
Comme produit des fonctions x +> x —3 

et x Ix, toutes deux dérivables sur 

]0 ; + °°[, fest dérivable sur ]0 ; +f. 

Pour tout réel x strictement positif : 

1 
(x) =1x Jx+(x-3)x — fi(x) male 

TRESS eee = 3 

2/x 
— 26+ 2%—3 

SLE 

= 

9) 
10) 
0) 
Ss 
= 
O 
O 

105 



106 

3(x-1) 
ss oF i ’ 

et f’(x) est du signe de x—1, 

f (x)= 

donc : 

¢ f*(1)=0, 
*si0<x<1, alors f’(x) <0, 

esi x>1, alors f (x) = 0. 

On en déduit que f est strictement 
décroissante sur ]0 ; 1] et strictement 

croissante sur [1 ; +-[. 

b) fixe ; + dk. 

Un réel x appartient 4 l’ensemble de 

définition , de f'si, et seulement si : 

x#0 et x20, 

donc : D, =]0;+4+ of. 
: 4 

f est la somme des fonctions x +> . et 

xr IX, toutes deux dérivables sur 

JO ; + -[, donc fest dérivable sur JO ; + o[. 

Pour tout réel x strictement positif : 

1 -8 —8/x +x? + x? 

x aie Ox le 

et, en utilisant : x2=xxx=xJxx JXx, 

on obtient : 

y= 8+ ra) ix 8+ xJx)Jx_-8+x/x 
aOR 352 eee Tee 

wees 

hoa} 

ce qui met en évidence que le signe de 

f(x) est celui de x/x -— 

Il vient, pour tout x de JO ; + oof : 

fiLCAZ 0. 2,./558:>0 

> (Jx)? > 23, 
donc, la fonction cube x+> x? étant 

strictement croissante sur R : 

Flex) > Vex > 2, 

c’est-a-dire, des réels positifs étant ran- 

gés comme leurs carrés : 

| @) = CU Se=4- 

on obtient de maniére analogue : 

FT  Ry=VS x24 

Tp (x)=-5 

f'(x 

f’(4) =9, 

f(x) <0si0<x<4, 

f'(%)— Usix>4, 

Finalement :. 

ce qui prouve que f est strictement 
décroissante sur ]0 ; 4] et strictement 

croissante sur [4 ; + [. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

W4t+K+/K 
* avec le cadrage : 

0<x <6, 

Oxyss. 

Beadit +1 

5 f evoke x2—-Ax4+3. 

° Sekar Se de définition de f est 

l’ensemble des réels x tels que : 

—4x+3#0. 

Soit (E) l’équation du second degré : 

—4x+3=0. 

Son discriminant A vérifie : 

A=(-4)?-4x1x3=16-12=4. 

A> 0, donc les solutions de (£) sont 

les réels x, et x, définis par : 

ngs it 
of EME I ae Le 
LEAs Ie 482— 

12 Spent ae 
On pouvait éviter ces calculs en remarquant 

que 1 est solution de (£); or le produit des 

solutions d’une équation du second degré 
; atG ; 

ax*+bx+c=0 est égal a -, donc |l’autre 
a 

; E i 3 
solution, notée a, vérifie: ax1= 1 

autrement dit a= 3. 

On en déduit que la fonction f a pour 

ensemble de définition R\{1 ; 3}, c’est- 

a-dire ]—o; 1[ U]1;3[ U ]3; +f. 

¢ f étant une fonction rationnelle, elle est 

dérivable en tout réel de son ensemble 

de définition. 



ee 

Pour tout réel x différent de 1 et de 3: 

fx) = 22 t 3)—(x2+1)(2x-4) 

(x2 —4x + 3)? 

_ 2x3- 8x2 + 6x—2x3-2x4+4x24+4 

- (x? -4x+ 3)? 

piel (Xt cb Seb 1) 

(x2 -—4x + 3)?’ 

donc le signe de f’(x) est celui de 

—x2+x41. 

Résolvons l’équation (E) du second degré : 

—x?+x+1=0. 

Son discriminant A vérifie : 

A=12-4x(-1)x1=5 

A> 0, donc (E£) admet deux solutions 

X, et xz: 

Pee Ves 12Hs 
21} pag 

peur tah Tis 
2 PRD) 2 

Lisie t 1+75_ 
= 0,62, 5 1,62 

Aprés avoir remarqué : 

1-8 <1. <1<— 5 1 

dressons le tableau de signes de f ’(x): 

On en déduit que f est strictement 

décroissante sur chacun des intervalles 

1-/5 1+ 5 J--58) Pyl 
13 ; + ~[, et strictement croissante sur 

chacun des intervalles * ae ; 1 

et is 44) 

Applications de la dérivation 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

Tl=(A° ++ (4°-4K +3) 
* avec le cadrage : 

-5=x6, 

-5<y<10. 

Bey 4 = (5:012013014015016)2 + 3 
3,012013014015016 ” 

_ (5,012013014015017)? + 3. 

~  3,012013014015017 

La plupart des calculatrices utilisées dans 

une classe de 1’ n’ont pas une précision 

suffisante pour comparer A et B. 

Posons : a = 5,012013014015016 

et b = 5,012013014015017 ; 

alors A et B sont les images respectives 

de a et b par la fonction f: 

an sl eS 
x-2 

Etudions le sens de variation de la fonc- 

tion f. 

fest dérivable sur son ensemble de défi- 

nition ]—o;2[ U ]2;+o[ et, pour 

tout réel x différent de 2 : 

17. 2x(x-— 2) — (x2 +3) x1 Oe aiid sapeeesdt 
_ 2x? -4x-—x?-3 

p pub (0982)? 
_ x2-4x-3 

(aE (ea2 Pr: 
donc f ’(x) est du signe de x? - 4x —3. 

Résolvons |’équation (£) du second 

degré : x2-4x-3=0. 

ra 

W) 
tO) 

2) 
= 
= 
O 
O 

Son discriminant A vérifie : 

A=(-4)?-4x1x(-3) =28; 
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A> 0, donc (E) admet deux solutions 

x) etx, ? 

24-28 4-27 9 
brit 2s lnreteiaaee 

Ae Rane 
gigeercienag ives 

2-./7=-0,65, 2+ /7 = 4,65. 
Dressons le tableau de signes de f ’(x) : 

grelseere Dir a) a ek eee 

2 sae fe EP 
Les réels a et b appartiennent tous les 

deux a |’intervalle [2+ J7 3 +00[ sur 

lequel f est strictement croissante, d’aprés 

le tableau précédent. 

Comme, de plus: 

affirmer : 

a<b, on peut 

f(a) < f(b), 
c’est-a-dire: A < B. 

On a pu comparer f(a) et f(b) par cette 

méthode, car a et b appartiennent a un 

méme intervalle de stricte monotonie de f. 

1° Nous constatons sur le graphique 

que : 

°f'(-2)=f’O)=f'(3) =0; 
* pour tout x de [—3 ; 5]: 

si x <-—2, alors f’(x) <0, 

si-2<x<1, alors f’(x) >0, 

si i= X=. 3, alors 7 (x)— 0, 

Si Xee-oalors | (x) = 0, 

On en déduit : 

ef est strictement décroissante sur 

chacun des intervalles [—3 ;-—2] et 

[1 ; 3], 
 f est strictement croissante sur cha- 

cun des intervalles [- 2 ; 1] et [3 ; 5]. 

2° fest dérivable sur [—3 ; 5], donc € est 

« bien réguliére », c’est-a-dire qu’elle 

admet une tangente en chacun de ses 

points ; pour tout x de [-3; 5], f’(x) 

est la pente de la tangente 4 € au point 

d’abscisse x. 

En particulier : 

°f'(-2=f’Q)=f/'Gy=0, done S 

admet une tangente horizontale en A, C 

et au point d’abscisse 1. 

© f'(0)= 5, donc la pente de la tangente 

en B est -. | 

ef “(=3) 2-5 et f’(5)=1, donc les 

tangentes 4 aux points d’abscisses —3 et 

: 1 
5 ont respectivement pour pente ES et 1. 

Résumons tous ces renseignements dans 

un tableau : 

On constate que le minimum de f sur 

3 
[—3 ; 5] est 5° 

il est atteint en —2 et 3: 

3 f(-2) = £3) =5: 
Utilisons tous les résultats obtenus pour 

tracer l’allure de € : 

Minimum, maximum, extremum 

fi xrext=4x4+2. 
f est une fonction polynéme, elle est 

définie et dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f(x) = 423-4 =4(3-1), 
donc le signe de f’(x) est celui de 
Re: 

or la fonction x +> x3 — 1 est strictement 

croissante sur R et s’annule en 1, 

done x3 -— 1 et x—1 ontle méme signe ; 



on en déduit le tableau suivant : 

Par conséquent, f est  strictement 

décroissante sur ]—co ; 1] et strictement 

croissante sur [1 ; +>[, ce qui implique 

que f admet f(1) pour minimum sur R 

(et que | est le seul réel en lequel f atteint 

ce minimum). 

f(1) =-1, donc, finalement : 

f admet —1 pour minimum sur R. 

—1 est le minimum (absolu) de f sur R; on 

peut remarquer que —1 est également le 

seul minimum relatif de f sur R. 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

* en entrant : 

T=" 4 —4H +2 
* avec le cadrage : 

—2=xs3, 

-3<y<6. 

Bh fs x 200-502-2041. 

En tant que polynéme, la fonction f est 

définie, dérivable sur R. 

Pour tout réel x: f ’(x) =6x?-x-2. 

Soit A le discriminant du polynéme du 

second degré f’: 

A=(-1)?-4x 6x (-2)=14+ 48 =49; 

A>0O, donc f’ admet deux racines 

distinctes x, et x5: 

pe Che Go 

£7 = = 

Applications de la derivation 

Pour tout réel x : 

roadie Ye?) 
Nous sommes en mesure de dresser le 

tableau de variation de f sur [—1 ; 1] (en 

n’y consignant que les renseignements 

utiles pour répondre a la question posée) : 

On en déduit que le maximum de f sur 

[—1 ; 1] est le plus grand des deux nom- 

bres #(-5) et (1), 106: 

fem) 
1 1 

RFs 5 te 
wg = 

1 ahi 
*f(l)=2-5-2+1=;, 

£3: hah 
— Ss 

gue De 

donc le maximum de f sur [-1 ; 1] est 

13, 
8 

Copie d’écran de calculatrice obtenue : 

Ww 
10) 
(2)) 
(ss 
re 
O 

Oo 

a 
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* en entrant : 

W=2K"3-K* + 2-EX +1 
* avec le cadrage : 

SiS sess i, 

-lsys3. 

i ys: xr> x3 —x?-x, 

1° La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

fle 3x 2 

Le polynéme du second degré f’ admet 
pour discriminant le réel A tel que : 

A=(-2)?-4x3x(-1)=4+12=16. 

A> 0, donc les racines de f’ sont les 
réels x, et x, définis par : 

SE 2AM Dear a 
2. SRT OT, Va ea TO Ce 

pce CeO aa 
“ob ae 2x3 

On pouvait aussi ne pas mettre en ceuvre la 

méthode standard basée sur le discriminant 

_ enobservant que 1 est solution de I’équation. 

Vautre solution o: vérifie alors: 1x === 

____ {le produit des racines d’un polynéme du 

second degré est égal au quotient du 

coefficient constant par le coefficient du terme 

de degré 2), donc a=-5. 

~ Onen déduit, pour tout réel x : 

fi (xy= 3{x+ yee 1) 

donc : 

£(-3)=F70)=0, 
Se six <3 oux > 1, alors f’(x) >0, 

si 3 <x <I, alors f(x) <0. 
a De plus”: 

(lice eas! 5. 
#(¢3)= 57. oe wae 

f(-3)=0.185 310-3 pras, 

oom =-l. 
——— 

SSS ay : i ne ary 

Cera RS ee =m i. 

On_ obtient le tableau de variation 

2° a) x appartient a [0 ; 1]. 

1 
at ee) 3 0 

9) 
[0 ; 1] est inclus dans E ; 1], ce qui se 

note : 

1 et f est décroissante sur 

fo;tje[-334| 

donc f admet sur [0 ; 1] pour minimum 

f(1) et pour maximum f(0), c’est-a- 

dire pour minimum —1 et pour maxi- 

mum 0, 

Pour bien visualiser la situation, on peut 

s’aider du tableau suivant : 

at Fete caries 
5 

Sachant que x appartient a [0 ; 1], le 

meilleur encadrement de f(x) est donc 

le suivant : 

-1S f(x) <0. 

On parle de « meilleur encadrement » au 

sens ou il n’existe pas d’encadrement 

d’amplitude plus petite, puisque f(1) =—1 

et f (0) =0. 

b) x appartient a [—1 ; O]. 

On a les inégalités : -1 <-+<0<1 
La fonction f n’est pas monotone sur [=1 ; 0]. 

*La fonction f est croissante sur 

are 
eect 

ete & fed i=] Lotesie I 



f(-3)=3 
donc, sur [-1 ;= ;| , fadmet pour mini- 

: 5 
mum —1 et pour maximum a7 

«La fonction f est décroissante sur 

[-3 : 0| et: 
3° ; 

1 3 
f(-3)=# f(0) =0, 

donc, sur l-3 : 0}, f admet pour mini- 

: 5 
mum 0 et pour maximum ah 

On en déduit que f admet sur [—1 ; 0] 

pour minimum —1 et pour maximum 

2. Donc, sachant que x appartient a 

[-1; 0], le meilleur encadrement de 

f(x) est le suivant : 

-1< f(x) <3. 
c) x appartient a [—2 ; 2]. 

La fonction f n’est pas monotone sur [—2 ; 2]. 

On a les égalités : 

f(-2) = (-2)3 = (-2)? +2 
=-—8-4+2 

=-10, 

f(2)=23-2?-2=8-4-2=2, 

d’oui les inégalités : 

5 
- =< —< 72. f(-2)<-1<5 <2 

Par un raisonnement analogue 4 celui 

mené dans la question précédente, on 

obtient que f admet sur [—2 ; 2] pour 

minimum —10 et pour maximum 2. 

Pour bien visualiser la situation, on peut 

s’aider du tableau suivant : 

Applications de la derivation 

Donc, sachant que x appartient 

a[—2 532], le meilleur encadrement 

de f (x) est le suivant : 

—10 S f(x) $2. 

a€ [5,2;5,3]. 
19°52=a=53 et ila 

x+> x3 est croissante, 

fonction 

(x+> x? est dérivable sur R, sa dérivée 

x+> 3x? est positive sur R) 

donc : (5,2)3 < a3 < (5,3)3, 

c’est-a-dire : 140,608 < a> < 148,877. 

¢ 5,2 <a <5,3 etla fonction x + —8x? 

est décroissante sur [0 ; +o9[, 

(car x» x? est croissante sur [0 ; +°9[ et 

-8 <0) 
donc : 

—§ x (5,3)? S$ —8a? < —8 x (5,2)?, 

c’est-a-dire : 

—224,72 < —8a? < — 216,32. 

En additionnant membre 4 membre les 

deux encadrements précédents, on obtient : 

—84,112 < a3- 8a? < — 67,443. 

2 fl ar? ~ 8x" 
¢ La fonction f étant un polynéme, elle 

est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f (x) = 3x? -8 X 2x = 3x? - 16x 

= x(5x—- 10). 

f’ est un polyndme du second degré qui 

; 16 
admet pour racines 0 et = 

= 

Ww 
0) 
od) 
Ts 
= 
O 
O 
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On en déduit : 16 

pour tout x appartenant a fo; Al 

F(x) = 0, 
ce qui prouve que f est décroissante sur 

° ee 5,333 a 10-3 prés, donc on peut 

écrire : 

16 
0<55,2<a<553<57, 

d’ou, la fonction f étant décroissante sur 

16] 

[esl 
f(5,3) < f(a) < f(5,2), 

c’est-a-dire, aprés calculs : 

— 75,843 < a3 — 8a? < -75,712. 

__ Penser a éditer la fonction f dans la calculatrice 

n, pour obtenir les images par f de 5,2 et 5,3. 

3° «67,443 — (- 84,112) 
= 84,112 — 67,443 = 16,669, 

_ donc l’encadrement obtenu a la ques- 

tion 1° a pour amplitude 16,669. 

S275; 7 12 (F75,849) 

= 75,843 — 75,712 = 0,131, 

donc l’encadrement obtenu a la ques- 

_ tion 2° a pour amplitude 0,131. 
_ L’amplitude du second encadrement 
 obtenu est inférieure a celle du premier, 

_ donc la seconde méthode s’est révélée 

_ plus efficace. 

La méthode algébrique est moins 

performante, car les fonctions x+> x3 et 

Bx —8x? ont des sens de variation 
contraires sur [5,2 ; 5,3]. 

_ Comparaison de fonctions 

«BP er. Lees 5 By Bf: x 2x EG eee 

 1°La fonction f est un polynéme, donc jf 
est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

s Ona: 

ve f'() = 2x32 2x4 1 = 5x2 2x 1. 

f(Q)=3-441=-1, 

donc la tangente J a la courbe repré- 
sentative € de fen son point d’abscisse 2. 

admet pour équation : 

y-1=(-1)x(x-2), 

ouencore: y=-—x+3. 

2° g:xr> f(x) +x-3. 

a) «La fonction g est dérivable sur R et, 

pour tout réel x : 

a (x)= f'(x) +1 

= ae —2x+2 

= TG —4x+4) 2) ? 

donc : io (A s(x — 2)?. 

On en déduit : 

g'(2) =0, 
pour tout réel x distinct de 2, g’(x) > 0, 

ce qui prouve que g est strictement crois- 

sante sur R. 

* Comme, de plus : 

g(2) = f(2)+2-3=1-1=0, 

on obtient : 

pour tout x de |--9 ; 2[, g(x) <0, 

g(2) =0, 
pour tout x de ]2 ; +-[, g(x) > 0. 

b) © est la courbe d’équation y = f(x), 

J la droite d’équation y=—x+3; de 

plus, d’aprés la question précédente : 

six <2, alots f(x) —{—x +3, 

si x=2, alors f(x) =—x +3, 

six > 2, alors f(x) >-—x+3. 



On en déduit que @ et J ont un seul 
point commun, le point A(2 ; 1), et que € 

est située en dessous de J dans le demi- 
plan d’inéquation x <2, au-dessus 

dans le demi-plan d’inéquation x > 2. 

On dit que © traverse sa tangente au point A. 

1° a) Si n est égal a 1, alors, pour 

tout réel x positif ou nul : 

el SY! se] = toad; 

n(x-1)=1xX(x-1)=x-1, 

donc on a bien: x”—12=n(x-1). 

b) n2=2, f: x->x"-1-n(x-1). 

¢ La fonction f est un polynéme, donc f 

est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f (x) =n’ -'—nxl=aGe-)- 1). 

De plus, la fonction x+> x"-!-1 est 
strictement croissante sur [0; +0 et 

s’annule en 1. 

Sin=2, alors x->x"-1-1 est la fonction 

affine x > x—1, 

si n=3, alors x+>x"-1-~1 a pour 

dérivée x+>(n—1)x"-2, qui est positive 

sur [0 ; te°[ et ne s’annule qu’en 0. 

On en déduit : 

LO 4 —.1 alors f (x) = 0, 

si x= 1, alors f./(x)=0; 

six > 1, alors f’(x) >0. 

Enfin : 

f (0) =0"-1-nx (-1)=-1+n=n-1, 

Applications de la derivation 

f() =1"-1-nx(1-1)=1-1=0. 

¢ D’aprés le tableau de variation précé- 

dent, la fonction f admet pour minimum 0 

sur [0 ; +e°[, ce qui permet de conclure : 

pour tout x de [0 ; +-[, f(x) =0. 

¢ Cette derniére relation peut s’écrire : 

pour tout x de [0 ; +o[, 

x"-1-n(x-1)20, 

ce qui équivaut a : 

pour tout x de [0 ; +—[, 

x"-12>n(x-1). 

2°n2=2, g définie sur [0;+>>[ par 

g(x) =x". 

a) La fonction g est dérivable sur [0 ; +°[ 

et, pour tout x de cet intervalle : 

h(x stn eas 

Ona? 20)=1, o(ij=nrxk it =~ 

et la tangente J a la courbe représenta- 

tive @ de g en son point d’abscisse 1 

admet pour équation : 

y-gih) =e Ge) 
c’est-a-dire : y— 1 =n(x-1), 

ouencore: y=n(x—-1)+1. 

b) D’aprés la question 1° b) : 

pour tout x de [0 ; +o°[, x” = n(x-1)+1, 

c’est-a-dire : 

pour tout x de [0 ; +02, 

g(x) 2 n(x-1)+1. 

On en déduit que la courbe © est située 

au-dessus de sa tangente J. 

Les interrogations écrites 

fixrex-2x. 
La fonction f est la différence des fonc- 

tions %->x et xX > 2x, toutes deux 

dérivables sur ]0; +0°[, donc f est déri- 

vable sur ]0 ; +°9[. 

a 

. 

m4) 
1) 
o 
= 
pe 
O 
Oo 
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Pour tout réel x strictement positif : 

Win a1 0 L _wx=1 
Le ee ae 

donc f’(x) est du signe de ee 

c’est-a-dire : 

f'(1) =0, 
si0<x<1,alors f’(x) <0, 

six >1,alors f’(x) >0. 

xr Jx—1 est une fonction strictement 
 croissante qui s’annule en 1. 

On en déduit que la fonction f est stric- 

tement décroissante sur ]0;1] et 

strictement croissante sur [1 ; +-[. 

CPREP Ee 
png 

- On n’a étudié le sens de variation de f que 

sur JO; +°°[, alors que fest définie sur [0 ; +e9[. 

_ On pourrait prouver que f est strictement 

décroissante sur [0 ; 1]. 

= 5 = it: Na Bh 4=0:999 998 + aa 

1 f ct B= 0,999 9994 aes: 

Lorsque l’on édite le calcul de A et B sur une 

calculatrice de niveau Lycée, on obtient 2 a 

l’affichage... 

Posons : 

a=0,999 998 et b=0,999 999. 

_ Alors: A= f(a), B= f(b), ot fest la 

| ; 1 
_ fonction ade 

La fonction f est définie sur chacun des 

a intervalles ]-ee ; O[, JO ; +°°[. 

____Vidée est d’étudier le sens de variation de f 
sur ]O ; +°9[, intervalle oi se trouvent a et b. 

-~ Comme somme des fonctions x +> x et 

1 om 
Xr BC toutes deux dérivables sur 

]O ; +-[, fest dérivable sur ]0 ; +f. 

Pour tout réel x strictement positif : 

M+ 1 SOtet x2 0: 

donc f’(x) est du signe pape x—1,eten 

particulier : 

ff’) =0 
sg 0=< y= ft alorszf (xp 0, 

ce qui prouve que f est strictement 

décroissante sur ]O ; 1]. 

Des inégalits: O0O<a<b<1, on 

déduit : f(a) > f(b), autrement dit : 

A>B. 

A107" prés : 

A = 2,000 000 000 004, 

B = 2,000 000 000 001. 

6x2-9x+4 
16] NT aes ame 2 

% 

1° La fonction f est une fonction ration- 

nelle, donc l’ensemble de dérivabilité 

de f est son ensemble de définition R*. 

Pour tout réel x non nul: | 

Fikes) 

C2F= Ox cS KGKt STi 4) OC3x? | 

re 

_ 3x2((4x-—3) x x — (6x2 -—9x +4 4)) = = 

_ 3(4x? — 3x — 6x2 + 9x-4) 

ee ws. 
P3257 + Ox —4) 

x4 

et finalement : 

f'(x)= 

ce qui met en évidence que f’(x) est 
du signe de — x2 + 3x-—2. 

Pour tout réel x non nul, x4 > 0. 

2°Le polyndme du second degré — 

x+>—x?43x-—2 admet pour discrimi- — 
nant le réel A tel que : 

A=3?-4x(-1) x (-2)=9-8=1. 

A> 0, donc les racines de ce polynéme ~ 
sont les réels x, et x, définis par : 

6(— x? +3x-2) 

x4 ; 



| 

x ewe rNl_=3-1 2 

eC pee Ean 

pia be Sab MINE > 38-15 9s 
are tas God 

On pouvait aussi ne pas mettre en ceuvre la 

méthode standard basée sur le discriminant 

en observant que 1 est racine du polynéme. 

: es —2 
L’autre racine @ vérifie alors: 1x a@=— 

(le produit des racines est égal au quotient du 

coefficient constant par le coefficient du terme 

de degré 2), donc ~ = 2. 

On en déduit, pour tout réel x : 

¢six=1oux=2, alors 

—xo + 5X =2=0, 

six < 1 oux > 2, alors 

Se + 3K 2 0, 

esi l <x < 2, alors 

—x24+3x-2>0, 
le coefficient du terme de degré2 du 

polynéme x +> —x*+ 3x—2 est strictement 

négatif, donc ce polynéme prend des valeurs 

positives entre ses racines 1 et 2 

ce qui permet de donner le signe de f’ 

sur ]0 ; +09 : 

six = 1 oux=2,alors f (x) =0, 

*si0<x<1loux>2,alors f’(x) <0, 

«si hex x. < 2, alorsyf (x). > 0. 

On peut donc affirmer que f est stricte- 

ment croissante sur [1 ; 2] et stricte- 

ment décroissante sur chacun des 

intervalles ]0 ; 1], [2 ; +[. 

Ona: f(1)=9=** <1, 

6x4-18+4_ 10_5 
ee F(2) 8 ae 

On est en mesure de dresser le tableau de 

variation de f sur ]0 ; +9 : 

Applications de la dérivation 

3° La fonction f n’est pas monotone sur 

(1; 4]. 

* La fonction fest croissante sur [1 ; 2], 

5 
et: f(1)=1, f(2)=7, 

done, sur [1 ; 2], fadmet pour minimum 1 

et pour maximum >. 

*La fonction f est décroissante sur 

(2: 4),et: 

é f(2)=7, 
6x16-9x4+4 {Qe 

_6x4-9+1 alert 

_6-2 
4 

=1, 

donc, sur [2;4], f admet aussi pour 

minimum 1 et pour maximum re 

Pour bien visualiser la situation, on peut 

s’aider du tableau suivant : 

On en déduit que le minimum de / sur 
Pa 

[1 ; 4] est 1 et que le maximum est :. 

79) 
0) 
d) 

ne 
O 
O 
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Fonctions et problemes 

116 

Etude de fonctions 

ER x to min ees ee ee 
On considére la fonction f définie sur [—3 ; 3] par f(x) = i + a — x2, 

1° Etudier le sens de variation de f. 

2° Reprendre |’ exercice 12 du chapitre 1 et répondre a la question 2° de cet exercice. 

___(corrigés p. 122) Ek 20min ps 
2 

On considére la fonction f définie sur [1 ; +o°[ par f(x) = : —-1l+-. 

On note € la courbe représentative de fet A la droite d’équation y = : —1, 

1° Etudier le sens de variation de f. 

2° Soit x un réel quelconque de [1 ; +0°[. 

On note M le point de € et P le point de A tous deux de méme abscisse x. 

a) Calculer yy — yp. 

b) Quel est le signe de yy, — yp ? 

Comment peut-on interpréter graphiquement ce résultat ? 

c) Que devient yy, — yp lorsque x prend de trés grandes valeurs ? 

Tracer A et €. 

EA A 20min otk Se 5S ore) 
On considére la fonction f définie sur R* par f(x) =x + 2 

- x 

On note € la courbe représentative de f et A la droite d’équation y = x. 

1° Démontrer que f est impaire. 

Interpréter graphiquement ce résultat. 

2° Etudier le sens de variation de oe 

3° Soit x un réel non nul quelconque. 

On note M le point de € d’abscisse x et P le point de A de méme abscisse x. 
a) Calculer yy — yp. 



Fonctions et problemes 

b) Quel est le signe de y,,— yp? 

Comment peut-on interpréter graphiquement ce résultat ? 

c) Que devient y,, — yp lorsque x prend de trés grandes valeurs ? 

4° Tracer A et €. 

a FOK 30 min (corrigés p. 124) 

Soit fla fonction : [-3 ;4] > R 

> 3(2x-1) 

2x2-2x+5 

1° Vérifier que f est définie sur [—3 ; 4] et justifier que, pour tout x de [—3 ; 4], f(x) est 

du signe de 2x-1. 

2° Déterminer le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation. 

3° Tracer ; en prenant pour unités graphiques 1 cm sur (Ox), 4 cm sur (Oy). 

5 | % KK 30 min (corrigés p. 125) 

Soit fla fonction : x +> 3x3-4x-1. 

1° Etudier le sens de variation de f. 

2° a) Déterminer une équation de la tangente T a, en son point J d’abscisse 0. 

b) Etudier la position de ‘6, par rapport a T. 

3° a) Pour tout réel x, développer le produit (x + 1)(3x? — 3x —- 1). 

b) En déduire les abscisses des points d’intersection de €; et de la droite des abscisses. 

4° Tracer T et €,. 

5° Déterminer graphiquement le nombre N(m) de solutions de l’équation f(x) =m 

suivant les valeurs du réel m (présenter les résultats dans un tableau). 

6 | *% * 20 min (corrigés p. 127) 

Un livre doit contenir, par page, 500 cm? de texte imprimé. 

Chaque page est rectangulaire et posséde des marges gauche et droite de 4 cm, des marges 

inférieure et supérieure de 5 cm. 

Quelles sont les dimensions d’une page du livre si l’on veut que la consommation de 

papier soit minimale ? 

Ba ¥ 15 min (corrigés p. 127) 

Dans chacun des cas suivants, trouver une solution de |’équation (£) proposée, puis 

démontrer que c’est la seule. 

1° (E) :x + 2x34 40 =-7. 

Ww) 
0) 
O 

O 
a 
0) 
x< 
0) 
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3° (E): x2./x = 32. 

E38 WK 15 min (corrigés p. 129) 

fest la fonction étudiée dans l’exercice 16 du chapitre 5. 

1° Résoudre 1’équation (E;) : 

f@) = 1. 

2° Calculer f (3) 

puis résoudre |’équation (F)) : 

f(x) =8. 

3° Combien 1’équation (£3) : 

FG) =1,25 

admet-elle de solutions ? 

9 | % KK 30 min (corrigés p. 130) 

On dispose d’un récipient cylindrique de diamétre 80 cm contenant de |’eau dont la 

hauteur est 20 cm. On y plonge une bille sphérique de diamétre d cm. On constate que 

le niveau de |’eau est tangent a la bille. Le but de cet exercice est de calculer le diamétre 

d de la bille. 

dcm 

80 cm 

1° Justifier que d appartient a |’intervalle [0 ; 80]. 

2° Démontrer que d vérifie la relation : 

d> —9 600d + 192 000 = 0. 

3° Soit f la fonction définie sur [0 ; 80] par : 

f(x) =x3 — 9 600x + 192 000. 

a) Etudier le sens de variation de de 

b) Pourquoi |’équation f(x) = 0 admet-elle une seule solution dans [0 ; 80] ? 

4° A V’aide de la calculatrice, déterminer un encadrement de d d’amplitude 0,01. 



Fonctions et problemes 

KK 15 min (corrigés p. 131) 

En économie, on constate souvent que le nombre n d’ objets vendus diminue quand le 

prix de vente p de cet objet augmente. Une des lois formulées est : n = a —ep, oi a et 

e sont des constantes réelles (e > 0). 

Un magasin met en vente des bouteilles de champagne au prix de 18 € l’unité, chacune 

ayant été achetée 12 € chez le grossiste ; au bout d’une semaine, 200 bouteilles sont ven- 

dues. Le directeur décide alors de baisser le prix de la bouteille de 0,50 € ; il constate 

qu’a la fin de la deuxiéme semaine, la vente hebdomadaire a augmenté de 50 bouteilles. 

1° En supposant que la loi n = a—ep s’applique dans cet exemple, quelles sont les 

valeurs des coefficients a et e ? 

2° Exprimer alors le bénéfice b en fonction de p, puis calculer le prix de vente d’ une bouteille 

de champagne assurant un bénéfice maximal (on néglige les frais de tous ordres). 

HK 15 min (corrigés p. 131) 

Dans une usine qui fabrique des piéces mécaniques, le cofit en euros pour produire n 

(ne N"*) piéces vérifie : 
C(n) = n? —6n + 144. 

1° Quel est le cofit moyen C,,(n) de fabrication d’une piéce mécanique en fonction de n ? 

2° Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur [0 ; +o°[ par : 

144 
AAD) =2 5,847: 

O 
a 
= 
1¢) 
a 3° Pour quelle valeur de n le cofit moyen de fabrication d’une piéce est-il minimal ? 

42} KK 15 min (corrigés p. 132) 

On admet que le coat total de production C(q) d’une quantité g (q > 0) d’un produit 

industriel vérifie : 

in 

C(q) = @2 — 2492 + 144q + 1 169. 

1° Calculer le coat marginal C(q + 1) — C(q). 

2° Etudier le sens de variation de la fonction C sur ]0 ; +°[. 

3° Pour quel entier g le cofit total de fabrication C(q) est-il minimal ? 

Les interrogations écrites 

13 | 20 min (corrigés p. 132) 

; t 16 
On considére la fonction f définie sur R* par f(x) = x? + som 

On note € la courbe représentative de f et P la parabole d’équation y = 1 as 
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1° Etudier le sens de variation de f. 

2° Soit x un réel quelconque non nul. 

On note M le point de € et P le point de A ayant tous deux pour abscisse x. 

a) Calculer yy — yp. 

Quel est le signe de yy, — yp ? 

Comment peut-on interpréter graphiquement ce résultat ? 

b) Que devient y,, — yp lorsque x prend de trés grandes valeurs ? 

3° Tracer A et €. 

15 min (corrigés p. 134) 

Pendant les mois d’été, la commune de Viltenis propose pour la location d’un court de 

tennis la formule suivante : un abonnement mensuel de 30 €, puis une location de 2 € 

par heure. 

On note f la fonction qui, au nombre x (x > 0) d’heures de location, associe le prix 

moyen horaire en euros. 

1° Déterminer f(x) en fonction de x. 

2° Etudier le sens de variation sur ]O ; +o[ de la fonction : 

Spey De 
x 

3° Pour quel nombre d’heures de tennis le cout horaire est-il inférieur a 4 € ? 

45 min (corrigés p. 134) 

Une usine achéte des feuilles cartonnées carrées de 30 cm de cété et fabrique dans cha- 

cune une boite qui a la forme d’un pavé droit ; une de ses dimensions est égale 4 x cm, 

avec x un réel strictement positif (voir les schémas ci-dessous et page suivante). 

30 cm 



Fonctions et problemes 

1° Justifier que x appartient a [0 ; 15]. 

2° Exprimer le volume v(x) de la boite (en cm?) en fonction de x. 

3° Dresser le tableau de variation de la fonction v sur [0 ; 15]. 

4° Quel est le volume maximal ? Pour quelle valeur de x est-il atteint ? 

5° Le but de cette question est de déterminer les valeurs de x pour lesquelles la boite a 

un volume de 0,5 litre. 

a) Quels renseignements donne le tableau de variation de v ? 

b) A l’aide de la calculatrice ou d’un tableur, préciser la réponse formulée a la question 

précédente. 

c) On pose, pour tout réel x : 

f(x) = (x- 10)(x?-20 x + 25). 

Développer f(x), puis donner la valeur exacte des solutions au probléme posé. 

O 
L 
te 
1D) 
a) 

£ 

121 



122 

COR 2RIGE allan 

oT eb 
shat at 

Etude de fonctions 

Pour tout x de [—3 ; 3], 

SE ees F(x) = 7% + 3x ba 

1 ee fa est dérivable sur [-3 ; 3], et pour 

tout x de [-3 ; 3]: 

ysleee eps PG) = 7x 4x +3 X3x oe 

=x(x?+x-2), 

et f’(x)=0Sx=0 ou x7 +x-2=0. 

Le discriminant A de x2 +x-—2=0 est 

tel que : 

ABd2=4x« 1x (=2)y=14+84=9 333 

donc les solutions de x2 + x —2 = 0 sont 

-1+3 me -l- 

2 yy 

1 est une solution évidente de x* +x —2=0, 

le produit des solutions vaut —2, donc |’autre 

est —2. 

: c’est-a-dire 1 et —2. 

On peut alors déterminer le signe de 

f'(x): 

On en déduit que f est strictement 

décroissante sur [-3 ; —2], strictement 

croissante sur [-2;0], strictement 

décroissante sur [0 ; 1] et strictement 

croissante sur [1 ; 3]. 

2° Contrairement 4 ce que laisse penser 

la copie d’écran de la calculatrice de 

Vexercice 12 du chapitre 1, la fonction 

f n’est pas monotone sur [-2 ; 3]. 

2 Pour tout x de [1 ; +f, 

aes 2 
PS, = ae 

 courbe représentative de f et A droite 

d’équation y = : —1. 

1°f est dérivable sur [1 ; +o°[, et pour 

tout x de [1 ; +2 : 

Love a2 = 4 _ = 2x+2) 
f a 2x2 2x ‘ 

or 2x2 >0 etx+2>0, 

donc le signe de f ’(x) est celui de x —2. 

Par conséquent : 

°six<2,alors f’(x) <0, 

¢ f'(2)=0, 
esix>2,alors f’(x)>0. 

On en déduit que f est strictement 

décroissante sur [1 ; 2] et strictement 

croissante sur [2 ; +°°[. 

f(1)=5-1+2=15; 

f(2)=1-14+1=1; 

f’(1)=-1)55. 
Le coefficient directeur de la tangente a 6, 

au point d’abscisse 1 est égale a —1,5. 

Le tableau de variation de f est : 

2°Me%€, PEA etMetP d’abscisse 

x(x21). 



ee ee ae ee 

eee ee -? 4° 

Ive 2 

b) yy —y,>90, done yy > yp, ce qui 

permet d’affirmer que la courbe © est 
au-dessus de A. 

c) Lorsque x prend de trés grandes 
2 : a ; 

valeurs, 7 devient trés proche de zéro, 

donc yy — yp se rapproche de zéro. 

; 2 
On dit que, lorsque x tend vers te, = tend 

vers 0. 2 

Les points de @ et A de méme abscisse x 

sont aussi proches que |’on veut pourvu que 

x soit suffisamment grand. 

On dit que la droite A est asymptote a la 

courbe au voisinage de +°9, 

Mieux vaut commencer par tracer A, le 

tracé de € en est facilité. 

isi Pour tout x de R*, f(x)=x+ *. 

 courbe représentative de f et A droite 

d’équation y = x. 

1° Pour tout x de R*: 

e=xeiR*, P 
4 

° f(-x) =-x+4=-(x+4) =—f (x). 

Donc, f est une fonction impaire. 

On en déduit que la courbe © représenta- 
tive de f est symétrique par rapport a 

l’origine O du repére. 

2° f est une fonction rationnelle, donc f 

est dérivable sur son ensemble de défini- 

tion R*, et pour tout réel x non nul : 

Fonctions et problemes 

f(a)=1-5-254 

— (%=2)(4 +2) 

x2 ; 

or x2>0, donc le signe de f’(x) est 
celui de (x—2)(x +2). 

Par conséquent : 

* f'(-2) = f'(2) =0, 
*si x <-2, alors f’(x) >0, 

esi—2<x<0 o0<x<2, 

alors f (x) <0, 

si x > 2, alors f “(x)= 0. 

On en déduit que f est strictement 

croissante sur |—co ; —2] et strictement 

décroissante sur [—2 ; 0[, strictement 

décroissante sur ]0 ; 2] et strictement 

croissante sur [2 ; +°°[. 

f n’est pas définie en 0, donc n’est pas 

dérivable en 0. 

Le tableau de variation de f sur R‘%, est le 
suivant : 

3° x est un réel non nul. 

a) ~ rs ee Yu ~ Yp= z ae 

b) 1% cas: x >0 

Alors 4 ate 
x 

donc Yu —Yp > 9, 

d’ou Yu > Yps 
ce qui permet d’affirmer que la courbe € 

est au-dessus de A dans le demi-plan 

d’inéquation x > 0. 

2° cas: x <0 

Alors : <0, 

donc Yu — yp < 9, 
d’ou Yu < yp; 

ra 

W) 
0) 
0) 
a 
<= 
e) 
O 
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ce qui permet d’affirmer que la courbe © 
est en dessous de A dans le demi-plan 

d’inéquation x < 0. 

c) Lorsque x prend des valeurs infiniment 

grandes, 4 devient trés proche de zéro, 
x 

donc yy — yp se rapproche de zéro. 
4 

On dit que, lorsque x tend vers +ee, 3 tend 

vers.0. 

Les points de @ et A de méme abscisse x 

sont aussi proches que l’on veut pourvu que 

x soit suffisamment grand. 

On dit que la droite A est asymptote a la 

courbe © au voisinage de +ee. 

4° 

EG f:[-3;41>R 
3(2x-1) 

2x2-2x+5 

1°Lensemble de définition de f est 

l’ensemble des réels x de [—3 ; 4] tels que : 

2x2-2x+5#0. 

Soit (Z) l’équation du second degré : 

2x?2-2x+5=0; 

son discriminant A vérifie : 

A=(-2)*-4x2x5 

=4-40 

=—36. 

A < 0, donc (E) n’admet pas de solution et : 

pour tout réel x, 2x?-2x+5>0. 

2x? — 2x + 5 est du signe du coefficient de x2. 

On en déduit que : 

l’ensemble de définition de f est [—3 ; 4] 

et que, pour tout x de [—3 ; 4], f(x) est 

du signe de 2x - 1. 

2° f est la restriction a [-3;4] d’une 

fonction rationnelle définie sur R, donc f est 

dérivable sur [—3 ; 4]. 

u\’_u’v—uyv’ 
Vv y2 

————— 



Pour tout x de [-3 ; 4]: 

f'(x)= 

ve 2(2x? -2x+5)—(2x-1)(4x-2) 

(2x2 -2x+5)2 

4x?-4x+10-8x2+4x+4x-2 

(2x? -—-2x +5)? 

—4x7+4x+8 

(2x2 -2x +5)? 

_ 12(-x2+x+2) 

~ (2x2 2x45)?’ 
donc f ’(x) est du signe de —x2 + x +2. 
Soit g le polynéme du second degré : 

xt>—x24+x4+2, 

—l étant une racine de g, son autre 

racine, notée , vérifie : 

a 3 

ay 

ax(= , 

donc : 

O=2. 

On peut aussi calculer le discriminant pour 

calculer les racines de g. 

On en déduit le tableau de signes de g(x) : 

puis : 

¢ f'(-1) =f "(2) =0, 
¢ pour tout x de [-3 ; -1[ U ]2; 4], 

f(x) <0, 

* pour tout x de J—1 ; 2[, 

f G@y>0, 

ce qui implique que f est strictement 

croissante sur [—1 ; 2] et strictement 

décroissante sur chacun des intervalles 

[—3 ; —1] et [2 ; 4]. 

—21 
f(-3) = 29 =—0,72, 

Apis yea” oe fC3)= 841 0,14, 

f(4) =-f(-3), 

f’(4) =f'(-3). 

Fonctions et problemes 

Pour tracer “6, en prenant pour unités 

graphiques 1 cm sur (Ox), 4 cm sur (Oy), il est 

avantageux de programmer 4f plutdt que f. 

= 

i!) 
1) 
2) 
es 
= 
e) 
O 

5 | fi xt 3x3-4x-1. 

La fonction f est définie sur R car fest un 

polynéme. 

1° fest dérivable sur R (f est un polynéme), 

et, pour tout réel x : 

f (x) = 9x? -4 =(3x+2)(3x-2). 

125 
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On en déduit le tableau de variation de la 

fonction f : 

2° a) L’équation réduite de la tangente T 

4 €,au point J d’abscisse 0 est : 

y=f'(0)(x-0) + f(0), 
or: 

fO==la~Ooy==4- 
donc J a pour ordonnée — 1 et T a pour 

équation y=—4x-1. 

b) Soient x un réel, M le point de €, 
d’abscisse x et P celui de T de méme 

abscisse : 

Yu ~Yp=f(x)-(-4x-1) 

= 3x3—4x—-1-(-4x-1) 

maxes 

x et x? sont de méme signe, 

donc yy-—yp est du signe de x, ce qui 

prouve que la courbe €, est au-dessus 

de T dans le demi-plan d’inéquation 

x => 0, et en dessous dans le demi-plan 

d’inéquation x < 0 ; de plus, J est leur 

seul point d’intersection. 

3° a) Pour tout réel x: 

(x + 1)(3x? -— 3x - 1) 

= 3x2 + 3x — 3x7 = 3x—x-1 

= 3x° — 4x —1. 

b) Les abscisses des points d’intersec- 

tion de Ce et de la droite des abscisses sont 

les solutions de l’équation f(x) =0, et: 

FQ)=0,6 37 = 4541 = 0; 

donc, d’aprés la question 3° a) : 

f(x) =0 (4+ 1)Gx*-3x-1)=0 

<= x+1=0 ou 3x*-3x-1=0 

= x=-1 ou 3x2-3x-1=0. 

Résolvons |’équation (E) du second degré : 

3x2 = 3x =1=0: 

Son discriminant A vérifie : 

A=(-3)?-4x3x(C1) 

=9+12 

=2i% ; 

A > 0, donc (£) admet deux solutions x, 

etx 

ede neat Feta 
De ee arcs call 

2555 

ve ort 2 3+ A 
2 2x3 

3— /21 0,26, oe : 26. 

Finalement, les points d’intersection 

de €, et dela droite des abscisses sont 

les trois points A, B, C d’abscisses 

respectives : 

-1, 2 =a et 3+ 21. 
6 



5° Le nombre N(m) de solutions de 

l’équation f(x)=m est le nombre de 

points d’intersection de 6, et de la droite 

d’équation y=m (qui est paralléle a la 

droite des abscisses). 

Par conséquent : 

Optimisation 

6 | Soit y la dimension, en cm, des bords 

inférieur et supérieur de la partie imprimée 

d’une page ; soit x celle, en cm, des bords 

gauche et droit. 

L’aire, en cm?, de cette partie de page 

vaut 500, 

d’ou: xy = 500, 

c’est-a-dire = 300" 
x 

yom 

xcm 

ii Targa 

Nn = So oO 3 nN 

Les dimensions de la page entiére, en cm, 

sont alors : 

x+(2x5) et y+ (24), 

500 
c’est-a-dire x+10 et ro +8. 

Appelons f la fonction (définie seulement 
sur R;) qui, au réel x, associe l’aire, en 
cm2, de la page entiére. Alors : 

fa) =(ae 10)(= + 8) 

=500 +20" + 8x +80, 

Fonctions et problemes 

5 000 

x 
Etudions le sens de variation def sur R*. 
fest dérivable sur R} et, pour tout x de 

f(x) =8x+ + 580. 

a: 8(x? — 625) 

et ae 
_ 8(x + 25)(x - 25) 
Stara a 

Six >0, alors: x+25>0 et x2>0. 

Le signe de f’(x) est donc celui de 

x-—25. 

Le sens de variation de f sur R; est 

donné par le tableau suivant : 

Le minimum def sur R} est atteint en 25. 

Les dimensions recherchées sont obtenues 

pour x = 25. On a alors : 

x+10=35, 

y+8=2048=20+8=28. 

Si x = 25, alors ppg OO. £90; 
25 

On en déduit que les bords inférieur et 

supérieur d’une page du livre doivent 

mesurer 28 cm et les bords gauche et 

droit, 35 cm. 

Résolution d’équations 

WA 1°): x + 2034.45 =-7. 
L’ensemble de définition de (E) est R. 

Tout d’abord, —1 est une solution évidente 

de (E) . 
En effet : 

—1+2x(-1)3+4x(-1) =-1-2-4=-7. 

- 

Ww 
0) 
e)) 
ne 
= 
O 
O 
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De plus, la fonction f : 

xr xt 2x34 4x5 

est strictement croissante sur R, car elle 

est la somme des fonctions 

xrex, xr 2x3, xr 4x 

toutes strictement croissantes sur R. 

On pouvait aussi écrire que, pour tout réel x: 

fo) =14+2x3x274+4x 5x4 

= 1+ 6x2 + 20x?4, 

donc: f’(x) > 0, 

ce qui prouve que f est strictement croissante 

sur R. 

Donc f ne prend qu’une seule fois la 

valeur —7. 

On peut alors conclure que —1 est la seule 

solution de (E) : x + 2x9 + 4x5 = — 

ay Ae a 

x x 
2° (E): 

L’ensemble de définition de (E£) est 

]O ; +e]. 
1 est une solution évidente de (£). 

Ree eee) 
Ni il 

De plus, la fonction us ; 

En effet : 

1 
eels ae 

vx x 

est strictement décroissante sur ]0 ; +-[, 

car elle est la somme de deux fonctions 
1 1 

x->— et Xr a 

Ne x 
toutes deux strictement décroissantes 

sur ]O ; +0°[. 

Donc, sur JO; +e0[, f ne prend qu’une 

fois la valeur 2. 

On en déduit que 1 est la seule solution 

1,12, 
ee 

3° (E) : x2{x = 32. 
L’ensemble de deéfinition de (E) est 

[0 ; +e0[. 
Il est clair que 4 est une solution de (E). 

En effet : 

de (E): 

42,/4=16x2=32. 

Etudions le sens de variation de la fonc- 

tion f: 

xr x2,Jx. 

Soient a et b des réels positifs ou nuls. 

Supposons : 0 S 

alors : 0<a’< bp? 

ett 0< Ja< Jb, 

donc, en multipliant membre 4 membre 

ces inégalités qui portent sur des réels 
positifs : 

0 <a2Ja< b2Jb, 

————— 



ce qui prouve que la fonction f: 

xr x2,/x 

est strictement croissante sur [0 ; +02]. 

On pouvait aussi écrire que la fonction f : 

xr> x2,/x 

est strictement croissante sur [0 ; +o9[, car elle 

est le produit de deux fonctions strictement 

croissantes et positives sur [0 ; +o°[. 

Finalement, 4 est la seule solution de 

l’équation : 

(E) : x2,/x = 32. 

8 | f définie sur JO ; +o par : 

6x2-9x+4 
f(x)= STA ee 

et son tableau de variation a été dressé 

dans l’exercice 16 du chapitre 5. 

Fonctions et problemes 

1° (E;): f(x) =1 
D’aprés le tableau de variation de f, 

V’équation f(x) = 1 admet exactement 

deux solutions 1 et 4. 

Le minimum de f sur JO; 1] est 1 et il est 

atteint seulement en 1 ; le maximum de f sur 

[4; +e°[ est 1 et il est atteint seulement en 

4; enfin, pour tout x de |1; 4[, f(x) > 1. 

2° (Ep) : f(x) =8 
6x 0,57-9x0,5 +4 

f (0,5) = ESP Y ON * sane 

_6x0,25 -4,5+4 

4 0,125 
2 1,5-4,5+4 

0,125 

Ween | 

POLY 
donc f(0,5) = 8. 

On en déduit que 0,5 est une solution de 

(E}). 

Puisque, de plus, f est strictement 

décroissante sur ]0; 1], 0,5 est la seule 

solution de (£,) sur ]0; 1]. 

D’aprés le tableau de variation de f, 

l’équation (E,) n’admet pas de solution 

dans [1 ; +°[ (le maximum de f sur cet 
et egrs 

intervalle est 7a? c’est-a-dire 1,25). 

Finalement : 0,5 est la seule solution de 

(E,). 

3° (E3) : f(x) = 1,25 

D’aprés le tableau de variation de f, on 

peut alors affirmer que l’équation (E3) 

admet exactement deux solutions (!’une 

est 2, l'autre appartient a ]0,5 ; 1[). 

7) 
td) 
= 
a 

1S 
1e) 

- 
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80 cm 

1° ed est un réel positif car d est une 

mesure de longueur, 

¢d est inférieur ou égal a 80, car le dia- 

meétre du récipient est 80 cm. 

Par conséquent : 

de [0; 80]. 

2° Cylindre de rayon 40 cm contenant 

de |’eau dont la hauteur est 20 cm. 

En notant V, le volume, en cm?, de l’eau 

dans le cylindre avant I’ arrivée de la bille : 

V, =x 402 x 20 = 32 000n. 

En notant V, le volume, en cm’, de la bille : 

V =9n(2) = tnx SBR? 

eee 3 8 6 

Comme le niveau d’eau est tangent a la 

bille, V, + V, est le volume, en cm3, d’un 
cylindre de hauteur d, 

donc : 

V,+V,=1x 402 xd=1 600nd, 

3 

dot: 32 0000 4 x2 = 1 600rd, 

d’ot : 192 000 + a = 9 600d, 

ona multiplié les deux membres de I’égalité 

par 6 et on les a divisés par 1. 

On en déduit que d vérifie : 

d> —9 600d + 192 000 = 0. 

3° fest la fonction définie sur [0 ; 80] par : 

f(x) = x3 — 9 600x + 192 000. 

a) fest dérivable sur [0 ; 80] et, pour tout 

x de cet intervalle : 

f’(x) =3x2-9 600 
= 3(x2—3 200) 

= 3(x + /3 200)(x — J/3 200) 

= 3(x + 40./2)(x-40./2), 

or: 3(x + 40/2) > 0, 

donc le signe de f’(x) est celui de 

x= 40,/2. 

b) «fest 4 valeurs strictement négatives 

sur [40,/2 ; 80], 
ona: f(40./2) ~—170 040 a 10 prés 
et f(80) = —64 000, 

donc |’équation f(x) = 0 n’admet pas de 

solution dans [40./2 ; 80]. 

* De plus, f est dérivable et strictement 

décroissante sur [0 ; 40/2], 

et f change de signe entre 0 et 40,/2, 

f(0)=192 000 et f(40./2)~-170040 Aa 
10 pres, 

donc : f (0) > O et f(40./2) < 0. 

Par conséquent, f s’annule une seule fois 

sur [0 ; 40,/2] : 

autrement dit, l’équation f(x) = 0 admet 

une seule solution dans [0 ; 40/2]. 

Finalement, |’équation f(x) = 0 admet 

une seule solution dans [0 ; 80]. 

4° + dest la seule solution de l’équation 
f(x) = 0 dans [0 ; 80]. 

En effet, d’apreés la premiére question : 

de [0; 80] 

et d vérifie : 

d?— 9 600d + 192 000 =0. 



¢ De plus, a l’aide de la calculatrice, on 

obtient : 

{(20) = 8 000 et f(21) =—339 

donc : 20 = d <21, 

f s’annule entre 20 et 21. 

De méme : 

(20,95) = 75,007375 

et f(20,96) = —7,819264 

donc : 

20,95 < d < 20,96. 

f s’annule entre 20,95 et 20,96. 

La bille a un diamétre de 20,95 cm a 

1 mm prés. 

Economie 

1° Lenombre x de bouteilles vendues 
en une semaine et le prix a l’unité de ces 

bouteilles sont supposés liés par la loi : 

n=a-ep. 

La premiére semaine, 200 bouteilles sont 

vendues au prix de 18 € l’unité, donc : 

200 =a — 18e. 

La deuxiéme semaine, 250 bouteilles sont 

vendues au prix de 17,5 € l’unité, donc : 

250 = a— 17,Se. 

Les constantes a et e satisfont donc au 

a—18e=200 

a—17,5e = 250. 

En soustrayant membre 4 membre la 

premiére égalité 4 la seconde, on obtient : 

O5e:= 50; 

d’ou: e=100; 

puis, en substituant la valeur de e dans la 

premiére égalité, il vient : 

a= 200 + 1 800, 

soit : a=2 000. 

2° Si n bouteilles sont vendues, au prix 

d’achat de 12 € et de vente de p € chacune, 

alors le bénéfice b € vérifie : 

b=np-—nx12=n(p- 12), 

or: n=a-—ep, 

et a=2000, e= 100, 

donc : b = (2 000 — 100p)(p — 12) 

= 100(20 — p)(p — 12). 

systeme : | 

Fonctions et problemes 

Soit fla fonction : 

x 100(20 -—x)(x - 12). 

f est un polynéme (du second degré), 

donc est dérivable sur R. 

Pour tout réel x : 

f(x) = 100(— x? + 32x — 240), 

f ’(x)=100(— 2x + 32) =—200(x — 16), 

donc le sens de variation de f est donné 

par le tableau suivant : 

Le maximum de f sur R est donc atteint 

en 16. 

Si p = 16, alors: 

n=2 000-100 x 16 = 400, 

b = 400 x (16 — 12) = 1 600. 

Concrétement, le bénéfice maximal est 

donc assuré lorsque la bouteille de 

champagne est vendue 16 € (le nombre 

de bouteilles vendues est alors 400, et le 

bénéfice s’éléve a 1 600 €). 

GR] c(n) =n? -6n+ 144. 
: C(n 

1° Ona: Cy(n) = — a ) on 

_n on 4 D 

ae 

144 = 
donc : Cy(n) =n—- Ge oO 

O 

2° La fonction f définie sur ]0 ; +°[ par 

fGjex 6+ 2 est dérivable sur 

]0 ; +e°[ et, pour tout x de cet intervalle : 
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; 144 
i, alias 

_ x?—144 aes 

_ (x +12)(x-12) 

peur rm 
or: x+12>0 et x*>0, 

donc le signe de f’(x) est celui de 

x-12. 

On déduit le tableau de variation de f sur 

JO; +e. : 

_ 3° Pour tout entier naturel 7 non nul : 

Cy (1) = f(r), 

En utilisant le tableau de variation de f, 

on déduit que le coiit moyen de fabri- 

cation est minimal pour n = 12. 

Cy(12)=12-6+ a= 6412-18, 

. donc le coat moyen minimal de fabrication 

s’éléve a 18 €. 

Pi ceq) = 3 2492+ 144g + 1 169. 
me 1° C(q+1)=(¢+1)?-24(q4 1)? 
oe + 144(q¢+1)+1 169 

= (q+1)(q?+2q+1)—24(q2+2q +1) 

+ 1449+ 14441 169 

=g3+2q?+q+q2+2q+1-24q? 

~48q-244 1449+ 1444+1 169 

= q?—21q?+99q + 1 290 

donc : 

— C(q+1)-C(q) = 9g — 2142 + 99g 
+ 1290-43 + 24q2- 144-1 169 

= 3q*—45q + 121. 

2° La fonction C est dérivable sur 
]0 ; +o°[ et pour tout x de cet intervalle : 

C'@)= 3x2 —48x + 144 

= 3(x?— 16x + 48). 

Ici : C’(q) = 3q?2 — 48q + 144 et 

C(q + 1) —C(q) = 3q?-—45qg +121 

Déterminons les racines du polynéme 

du second degré x? — 16x + 48; 

son discriminant A vérifie : 

A= 162-4 x 48 = 256 — 192 = 64 = 82, 

A> 0, donc le polynéme x? — 16x + 48 
16-8 oe 16+8 

2 5 ted 
admet deux racines 

c’est-a-dire : 4 et 12. 

La fonction C n’est pas définie en 0, mais 

lorsque x tend vers 0, C(x) tend vers 1 169. 

3° D’aprés son tableau de variation, la 

fonction C admet un minimum absolu 

en 12. 

C(0) n’existe pas. 

Par conséquent, le coat total de fabri- 

cation des objets est minimal lorsque 
V’entier g est égal a 12. 

Les interrogations écrites 

13] Pour tout x deR*, f(x) =x2+ Ly 
x 

la courbe représentative de f et P la 
parabole d’équation y = x2. 

1° f est une fonction rationnelle, donc 
fest dérivable sur son ensemble de 
définition R*, et pour tout réel xnon nul : 



f'@)=2x-%8 
_ 2x3 - 16 

acu 
_ 2(x3—8) 
eae 

Late =2*) SS 

or x? > 0, 

donc le signe de f ’(x) est celui de x3 — 23, 
c’est-a-dire celui de x — 2. 

Par conséquent : 

- f (2) =0, 
*six <0ou0<x<2, alors f(x) <0, 

*six > 2, alors f(x) > 0. 

On en déduit que f est strictement 

décroissante sur ]—- ; O0[, strictement 

décroissante sur ]0 ; 2] et strictement 

croissante sur [2 ;+°°[. 

La fonction f n’étant pas définie en 0, elle 

n’est pas dérivable en 0. 

2° x est un réel non nul quelconque. 

a) Ona: 

donc le signe de yy — yp est celui de x. 

On en déduit : 

Yu-Yp <9 six <0, 

Yu —-Yp> Osi x > 0, 

c’est-a-dire : 

Vu yp, SLX = 0, 

Yu > yp Si x > 0. 

Cela permet d’affirmer que la courbe € 
est au-dessus de la parabole ? dans le 

Fonctions et problemes 

demi-plan d’inéquation x > 0 et que 

@ est en dessous de Y dans le demi- 

plan d’inéquation x < 0. 

b) Lorsque x prend de trés grandes 

valeurs, ” devient trés proche de zéro, 

donc yyy — yp Se rapproche de zéro. 

: 16 
On dit que, lorsque x tend vers tee, — tend 

vers 0. ‘. 

Les points de @ et P de méme abscisse x 

sont aussi proches de 0 que !’on veut, pourvu 

que x soit suffisamment grand. On dit que € 

et sont asymptotes, au voisinage de +°9. 
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1° x désigne le nombre d’heures de 

location, donc la dépense mensuelle en 

euros pour la location des courts de tennis 

est 2x + 30. Par conséquent, le prix moyen 

f (x) en euros vérifie : 

f(x) = 22942. 
x 

Sur ]0 ; +°[, les fonctions 

iwi ee sored 
55 x 55 

ont le méme sens de variation : 

elles sont toutes trois strictement 

décroissantes sur ]0 ; +o9[. 

On a prouvé que f est strictement 

décroissante sur ]0 ; +0°[. 

3° Observons (habilement) que f(15) = 4. 

(f(15) = 32 +2=242=4), 

Comme, de plus, f est strictement 

décroissante sur ]0 ; +o°[, le cout horaire 

est inférieur 4 4€ pour un nombre 

d’heures de tennis supérieur a 15. 

On peut aussi résoudre, par le calcul, 

l’inéquation f(x) < 4. 

Pour tout x de JO ; +°9[ : 

foo <4 te 2r<4 
Xx 

eM eo 
x 

130 = 2x carx = 0 

<> 15, = x 

xX S45; 

(30 — 2x) cm 

1° Les dimensions, en cm, de la boite 

sont x, 15 —x et 30 — 2x. 

x est une mesure de longueur, donc x est 

un réel positif ou nul. 

30 — 2.x est aussi une mesure de longueur, 

donc 30 — 2x = 0, d’ou: x = 15. 

Enfin 15 — x est une mesure de longueur, 

donc 15 —x 2 0, d’ot.: x = 15. 

On en déduit que x appartient a l’inter- 

valle [0 ; 15]. 

Il est facile de vérifier que, si x appartient a 

l’intervalle [0 ; 15], alors la fabrication d’une 

telle boite est possible. 

On note que, si x vaut 0 ou 15, le volume de 

la boite est nul. 

2° Pour tout x de [0; 15]: 

v(x) = x(30 — 2x)(15 - x) 
= xx 2(15—x)(15—x) 
=2x(15=%)2 

= 2x(x? — 30x + 225) 

=2x3— 60x? + 450x. 

Ona: 

(15—x)?=(x—15)2=x2~2x«15xx +152. 

3° La fonction v est dérivable sur [0 ; 15] 

et, pour tout x de cet intervalle : 



v’(x) = 6x2 — 120x + 450 

= 6(x? — 20x + 75) 

= 6(x? — 20x + 100 - 25) 

= 6{(x-10)2—52} 
= 6(x—15)(x—5). 

On obtient le tableau de variation de la 

fonction v sur [0 ; 15]: 

v(5)=2x5x(15-—5)2 

= 10x 100 

= 1000 

Fonctions et problemes 

4° Le maximum de la fonction v sur 

[0 ; 15] est atteint en 5 et il vaut 1 000, 

donc le volume maximal de la boite est 

1 000 cm’ et il est obtenu pour x = 5. 

S° 1 litre=1.dm?=1000.em%, 
0,5 litre = 500 cm, il s’agit donc de 

résoudre |’équation v(x) = 500. 

a) D’aprés le tableau de variation de v, 

Véquation v(x)=500 admet deux 

solutions, l’une a entre 0 et 5 et l’autre 

b entre 5 et 15. 

b) Un tableur ou une calculatrice 

nous donne : 

a= 1,34 20,01 prés et b = 10. 

Pour fabriquer une boite de 0,5 litre, on 

choisira x = 10. 

Une boite ayant une de ses dimensions 

inférieure a 2 cm semble inutilisable ! 

oan Munbeooonceeh 
c) f(x) =(x—- 10)(x? —20x + 25) 

¢ Pour tout réel x : 

f(x)= 
xX (x2—20x + 25) — 10x (x2—20x + 25) 

= x3— 20x? + 25x— 10x? + 200x — 250 

= x3— 30x? + 225x — 250. 

Se 

1283 4 $§ 6 7 $ 9 10 42 12 13 14 15 16 

¢ Pour tout x de [0 ; 15]: 

v(x) = 500 

© 2x3— 60x? + 450x — 500 =0 

<> 2f(x)=0 

> 2(x— 10)(x2- 20x + 25) =0 
<> x=100u x?2— 20x + 25 =0. 
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Soit A le discriminant du polynéme du 
second degré g : 

xr>x2—20x + 25. | ae am. 
| 20 + 10./3 BP ae 

Ona: Ag <b & =10+5 gery Mi 

A= (-20)?-4x 1x25 | En remarquant que x, > 15, on peut 
= 400 — 100 : affirmer que les solutions dans [0 ; 15] de 
azpe - Péquation v(x) = 500 sont 10 et 10-53, 

_ ce qui permet de conclure que les valeurs 
=(10./3)°, de x pour lesquelles la boite a pour 

donc g admet deux racines x, et x, : volume 0,5 litre sont 10 et 10-5./3. 



Pourcentages 

Proportionnalité et pourcentage 

Considérons un ensemble E, pris comme ensemble de référence, ayant un nombre fini _ 

non nul b d’éléments, et une partie A de E, ayant a éléments. 

| e La proportion représentée par la partie A dans E (ou la part de A dans E) est : 

ela part de A dans E, en pourcentage, est le nombre f tel que : 

c’est-a-dire : 

e Dire que le nombre a vaut t % du nombre b signifie : 

| ou encore : 

e Prendre t % d’une quantité, c’est calculer : 

Pourcentage d’évolution 

| ney ; rT t 
e Augmenter une quantité de t %, c’est la multiplier par 1 + ——. 

100 

e Diminuer une quantité de t %, c’est la multiplier par 1 — aa 

_ e@Le nombres 1 + TT et 1- a sont les coefficients multiplicateurs associés a ces 

évolutions. 



Taux d’évolution | 

e En sciences humaines ou en sciences expérimentales, on est amené a évaluer un | 

| taux d’évolution. On dit qu’une quantité varie de t % lorsque : 

e Si ¢ est positif, on a une augmentation (ou hausse) ; 

si t est négatif, on a une diminution (ou baisse). 

Indice 

En économie, certaines séries chronologiques sont données en indices (exemple : | 

indice CAC 40). 

C’est une valeur fictive de la variable étudiée qui a été fixée 4 100 a une date déterminée. | 

A partir de cette valeur, les variations sont données en points. 

Evolutions successives 

e Prendre t % de t’ % d’une quantité, c’est calculer : 

e Si une quantité subit une variation de t % suivie d’une variation de t’ % (¢ et t’ 

étant comptés positivement dans le cas d’une augmentation et négativement dans le 

cas d’une diminution), alors la quantité est multipliée par : 

Les réels ¢ et t’ sont supposés non nuls. 

e Une augmentation de ¢ % et une diminution de t % ne se compensent pas. 
e Une diminution de ¢ % et une augmentation de t % ne se compensent pas. 
e Deux augmentations successives de t % et t’ % ne sont pas équivalentes A une aug- 
mentation de (t + t’) %. 

e Deux diminutions successives de t % et t’ % ne sont pas équivalentes a une dimi- 
nution de (t+ t’) %. 



EACKUIGEO 

Ra (corrigés p. 147) 

1° Augmenter de 2 %, c’est multiplier par 1,2. 

2° Diminuer de 10 %, c’est multiplier par 0,9. 

3° Doubler, c’est augmenter de 200 %. 

4° Un produit dont le prix augmente de 10 % puis diminue de 10 % retrouve son 

prix initial. 

5° Subir deux hausses consécutives de 3 %, c’est subir une hausse de 6 %. 

. P wl. x 
6° Six est un réel positif, alors is ath 

7° La fonction x +> 0,8 x est décroissante. 

8° Un objet dont le prix TTC est 100 € et qui subit une taxe de 5 % a un prix HT 

de 95 €. 

9° Un indice qui varie de 300 a 360 points subit une variation de 20 %. 

10° Un taux d’évolution positif correspond 4 une augmentation. 

* 10 min : (corrigés p. 147) 

W) 
® 
a 
O 
+ 

® 
x 
@ 

Un lycée accueille 1 600 éléves. Deux éléves sur cing sont en I’, 25 % des filles 

du lycée sont en 1 et 40 % des éléves de 1** sont des filles. 

1° Compléter le tableau suivant : 

<a 
2° Quel est le pourcentage de garcons dans |’établissement 4 

3° a) Quel est le pourcentage de garcons dans les classes dead iz, 

b) Dans les autres classes ? 

4° Quel est le pourcentage de garcons en 1° parmi les gargons de |’établissement ? 
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3 | ¥*& 10 min (corrigés p. 148) 

Un minerai contient 24 % de cuivre. 

Quelle quantité de minerai faut-il traiter pour obtenir 6 000 tonnes de cuivre ? 

4 | ¥*& 10 min (corrigés p. 148) 

L’aire totale du globe terrestre est environ 510 millions de km?. L’aire totale des 

mers et océans est environ 362 millions de km?. 

1° Quel est le pourcentage de l’aire des mers et océans par rapport a |’aire totale 

du globe terrestre ? 

2° Quelle est l’aire de l’océan Pacifique qui représente 46 % de la surface totale des 

océans ? 

5 | © 10 min (corrigés p. 148) 

Le prix de vente d’un article s’obtient en augmentant le prix d’achat du tiers de sa 

valeur. 

1° Comment obtient-on le prix d’achat a partir du prix de vente ? 

2° A quel pourcentage du prix de vente est égal le prix d’achat ? 

6 | KK 10 min (corrigés p. 148) 

En France, la TVA (taxe 4 la valeur ajoutée) sur les biens courants et les biens de 
luxe est de 19,6 %. 

1° Calculer le prix TTC (toutes taxes comprises) d’un article de luxe dont le prix 
hors taxe est 260 €. 

2° a) Calculer le prix hors taxe d’un vétement dont le prix TTC est 400 €. 

b) Quel est le montant de la TVA sur ce vétement ? 

wa *& XK 10 min (corrigés p. 149) 

Une facture est libellée ainsi : 

Prix total des réparations | 700,00 € 

Dont TVA a 19,6 % | 137,20 € 

En supposant exact le prix total des réparations, cette facturation est-elle correcte ? 
Sinon, la rectifier. 

a * KK 10 min (corrigés p. 149) 

Une boisson contient 15 % d’alcool. 

On voudrait obtenir, a partir d’un litre de cette boisson, un mélange ne contenant 
que 5 % d’alcool. 

Quelle quantité d’eau doit-on ajouter ? 



Pourcentages 

9 | KK 15 min (corrigés p. 149) 

Un projet de finances pour 2001 prévoit 304 294 millions d’euros de recettes fiscales 

brutes répartis comme suit (les valeurs étant données en millions d’euros) : 

© Tae SUF 1A WAlCUP BIOULE 2.x, Rt fic daredpssevsnassordeteerne 137 427 

Bie MUR IAT 1G POMMINR ras, ac aj scken gi aides peeves evusieense cascasnene 351913 

MUTE M SHEE OR: BNO LOR adc sn oscascsaevsédnencavess iapivencerdotaarsss 49 594 

SPA TSS UTINDOLS BNOITSOES 5. sa casnceacsesoenctccnsscannsccdbeclies ene 39 816 

¢ Taxe intérieure sur les produits pétroliers ................... 25 544 

1° Calculer 4 quel pourcentage du total des recettes fiscales brutes se monte la 

recette de chacune de ces cinq catégories (on donnera les résultats 4 10~? prés). 

2° Représenter cette répartition par un diagramme circulaire en utilisant un tableur. 

40 * Smin (corrigés p. 150) 

Associer le coefficient multiplicateur correspondant a chacune de ces variations. 

1° Une augmentation de 5 %. 2° Une diminution de 0,3 %. 

3° Une augmentation de 100 %. 4° Aucune variation. 

5° Une augmentation de 4 % suivie d’une augmentation de 3 %. 

*% Smin (corrigés p. 151) 

A quelle variation, en pourcentages, correspondent les coefficients multiplicateurs 

suivants : : 

a) 1,21; b)2,3; c¢)0,68; d)0,996? 

*& IK 10 min (corrigés p. 151) 

Clara met une certaine somme d’argent sur un compte. 

Ce compte rapporte 3 % d’intéréts par an et ces intéréts sont réinvestis chaque année. 

Ecrire un algorithme en langage naturel puis en langage calculatrice permettant le 

calcul de la somme sur le compte au bout de n années. 

13 | eK 15 min (corrigés p. 152) 

Noémie verse sur un compte 1 000 euros. 

Ce compte rapporte 2 % d’intéréts par an et ces intéréts sont réinvestis chaque 

année (placement a intéréts composés). 

Ecrire un algorithme en langage naturel puis en langage calculatrice qui donne le 

nombre n d’années au bout duquel le capital a doublé. 

W) 

® 
O 

O 
_. 

® 
x< 
® 
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14 ¥*& 10min (corrigés p. 152) 

Représenter les fonctions linéaires suivantes dans un méme repeére. 

Jee XOX. SO te oe te A SX | Fe ae 

fs: x -5x. fg: x 4x. fy xr 5x. ifs HISD, 3a 

*% 15min (corrigés p. 153) 

On considére les fonctions linéaires : 

ii tea Be Tee ag el he fA he 20 

fa ee BX tei tile Spcne% 0,52 

1° Représenter ces fonctions dans un méme repeére. 

2° Associer chacune de ces fonctions linéaires 4 une augmentation ou a une baisse. 

16| KK 10min (corrigés p. 153) 

Une ville a sa population qui passe de 20 000 habitants 4 24 000 habitants entre le 

1* janvier 2001 et le 1% janvier 2006. 

1° Quelle est l’augmentation en pourcentage de sa population entre ces deux dates ? 

2° Entre le 1° janvier 2006 et le 1% janvier 2011, la population de cette ville baisse 

de 8 %. 

Quel est le pourcentage d’évolution de cette population entre 1° janvier 2001 et le 

1* janvier 2011 ? 

17 KK 10min (corrigés p. 153) 

Un objet valant 100 euros subit une hausse de 10 %, puis une baisse de 15 %. 

Quel est son nouveau prix ? 

48] *%K 10min (corrigés p. 153) 

Le taux d’intérét annuel fixe d’une SICAV s’éléve a t %. 

On sait qu’en deux ans, la SICAV a augmenté de 4 %. 

Quel est le taux d’intérét annuel de la SICAV ? 

KK 10min (corrigés p. 154) 

Votre carte de fidélité est remplie : vous avez droit a 3 rabais successifs de 5 % sur 
un article. Vous achetez une veste a 35 €. La réduction offerte correspond-elle A un 
rabais de 15 % ? 

20] KK 15 min (corrigés p. 154) 

M. Dupont a un revenu annuel de 16 800 €. 
Le montant imposable des revenus s’obtient en appliquant deux déductions forfai- 
taires successives de 10 % puis 20 %. 



Pourcentages 

1° Calculer le montant imposable de M. Dupont. 
2° M. Durand déclare qu’il serait plus avantageux d’appliquer d’abord la déduction 
fiscale de 20 % puis celle de 10 %. 

M. Michel prétend que c’est faux puisque dans les deux cas la déduction globale 
est de 30 %. 

Qu’en pensez-vous ? 

21 KOK 15 min (corrigés p. 154) 

Le salaire mensuel moyen d’une catégorie de fonctionnaires est de 1 900 €. 

Le gouvernement et les syndicats négocient une augmentation répartie en quatre 

€tapes : au début de chacun des quatre prochains trimestres. Les syndicats aime- 

raient obtenir une augmentation de 0,5 % par étape, le gouvernement préconise 

une augmentation de 9,5 € par étape. 

Deux millions de fonctionnaires sont concernés. 

On remarquera que 9,5 € représentent 0,5 % du salaire moyen et, par conséquent, 

que la proposition gouvernementale est en fait une approximation de la proposi- 

tion syndicale. 

1° Quels seraient le salaire mensuel moyen et le salaire annuel moyen d’un fonc- 

tionnaire a la suite des quatre augmentations dans chacun des deux cas ? 

2° Quel est le montant de la différence annuelle entre les deux propositions 

a) pour le fonctionnaire ? 

b) pour le gouvernement ? 

3° Qu’en pensez-vous ? 

KK 15 min (corrigés p. 154) 

Rappelons que le pouvoir d’achat d’une personne est le rapport entre son salaire 

mensuel et le prix d’un objet fictif de référence (prix obtenu a partir d’un certain 

nombre de produits de consommation et de services). 

La situation suivante est fictive. 

1° Au début de |’année 2010, le salaire d’ Antoine est de 1 250 € et le prix de I’ objet 

de référence de 25 €. Quel est son pouvoir d’achat ? 

2° En cours d’année, son salaire augmente de 15 € et l’objet augmente de | €. 

a) Quel est son nouveau pouvoir d’achat ? 

b) Quel est le taux d’évolution de son pouvoir d’achat au cours de cette année ? 

3° L’année suivante, son salaire augmente de 1,2 %, de méme que le prix de 

l’objet. Quel est son nouveau pouvoir d’achat ? 

23 | HK 15 min (corrigés p. 155) 

Un magasin a l’habitude d’offrir une remise de x % 4 ses fidéles clients. 

Pendant les soldes, il offre une réduction supplémentaire de y %. On sait que x est 

inférieur a y. 

Sachant que la somme des réductions est de 10 % et qu’un fidéle client a payé 

901,60 euros un article étiqueté 1 000 euros, calculer x et y. 

W) 

<0) 
O 

O 
a 
od) 
x< 
© 
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KK 15 min corrigés p. 155) 

1° Compléter le tableau suivant (statistiques fournies par l’INSEE en 2009). 

at i tourisme international en nillions de dollars 

90 Anné | évolution annuelle 
_ Moyenne en : 

2° Dans quel pays les recettes du tourisme ont-elles augmenté le plus fortement : 

a) en pourcentages ? 

b) en variation absolue ? 

125 | HK 20 min (corrigés p. 156) 

Le schéma ci-aprés donne 1|’évolution du chiffre d’affaires net d’une entreprise, 

exprimé en centaine de milliers d’euros. 

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 
Chiffre 5,5 6,7 13,6 28,9 31,2 51,8 67,5 91 140,7 166 198,5 139,2 

d’ affaires . 

1° Calculer le pourcentage d’évolution d’un exercice sur l’autre. 
2° Quelles constatations peut-on-faire ? 

26| *&* 20 min (corrigés p. 157) 

Le tableau suivant donne la diffusion de quelques titres (fictifs) de magazines 
appartenant au méme groupe de presse. 
1° Déterminer, en pourcentages, 1’évolution du volume des ventes de chacun de 
ces titres. 



Pourcentages 

2° Déterminer, en pourcentages : 

a) l’importance de chacun de ces titres par rapport au groupe qu’ ils constituent en 
2008, puis en 2010 ; 

b) P’€évolution du volume de vente du groupe entre 2008 et 2010. 

3° Déterminer alors, en pourcentages, |’évolution de la part de chacun dans le 
groupe. 

4° Retrouver ces résultats a l’aide d’un tableur. 

ee 
Teenmag 

Let 710 
: 

Tat 
i . 90 625 79 287 

53 201 

W) 

0) 
O 

O 
a 
0) 
~< 
C9) 

Sembella 

27] ¥*& 10 min (corrigés p. 158) 

Un indice varie de 300 points 4 315 points. 

Quelle est la variation de cet indice en points ? En pourcentages ? 

28] KK 15 min (corrigés p. 158) 

Le CAC 40 est un indice qui a été créé le 31 décembre 1987 avec une base de 

1 000 points. 

CAC signifie Cotisation Assistée en Continu. 

1° Le 31 décembre de l’année 2000, le CAC 40 vaut 5 926 points. 

Quel est le pourcentage d’augmentation entre les années 1987 et 2000 ? 

2° Le tableau ci-dessous donne |’indice CAC 40 du 31 décembre de |’année 2000 

a année 2010. 

Indiquer les variations en pourcentages d’une année a la suivante. 

ma i 
Indice | 5926 4624 | 3064 | 3558 3821 | 4715 | 5541 | 5614 | 3218 | 3936 | 3805 

145 



146 

29] 10 min (corrigés p. 159) 

Vrai ou faux ? 
1° Une augmentation de 7 % est compensée par une diminution de 7 %. 

2° Une augmentation de 30 % suivie d’une augmentation de 40 % équivaut a une 

augmentation de 70 %. 

3° Une diminution de 45 % suivie d’une augmentation de 45 % permet de retrouver 

la quantité initiale. 
4° Augmenter de 25 % puis diminuer de 7 % revient 4 diminuer de 7 % puis a aug- 

menter de 25 %. 
5° Une augmentation de 13 % suivie d’une diminution de 3 % équivaut a une aug- 

mentation de 10 %. 

'30| 10 min (corrigés p. 160) 

La valeur d’une imprimante achetée 850 € se déprécie de 20 % par an. Quelle est 

sa valeur au bout de trois ans ? 

31 10 min (corrigés p. 160) 

Les dépenses du service Communication d’une entreprise sont passées de 2 000 € 

en 2007 a 6 800 € en 2010. 

1° Quel est le pourcentage d’augmentation ? 

2° Quel est le pourcentage d’augmentation annuel moyen ? 

32| 15 min (corrigés p. 160) 

L’INSEE fournit des statistiques concernant 1’ activité des femmes en France dans 

le tableau ci-dessous. 

Taux d’activité par age des femmes en France en % 

1° Le taux d’activité des femmes entre 1975 et 2008 a-t-il augmenté ou diminué ? 
2° Calculer le taux d’évolution du taux d’ activité des femmes agées de 15 4 24 ans 
entre les années 1975 et 2008. Que traduit son signe ? 
3° Calculer le taux d’évolution du taux d’activité des femmes agées de 25 449 ans 
entre les années 1975 et 2008. Que traduit son signe ? 



CORRI LEO i) 

Vrai ou faux ? 

1° Augmenter de 2 %, c’est multi- 
plier par 1,2. 

Faux. Augmenter de 2 %, c’est multi- 

plier par 1,02. 

2° Diminuer de 10 %, c’est multiplier 

par 0,9. 

Vrai. En effet : 

1 
P= 1 — 0 = 0.9: 10 0 0,9 

3° Doubler, c’est augmenter de 200 %. 

Faux. Doubler, c’est augmenter de 100 %. 

4° Un produit dont le prix augmente de 

10 % puis diminue de 10 % retrouve son 

prix initial. 

Faux. Ona: 

(1 +0,1)(1 — 0,1) = 1,1 x 0,9 = 0,99 

donc le prix du produit est alors multiplié 

par 0,99, donc diminué de 1 %. 

5° Subir deux hausses consécutives de 

3 %, c’est subir une hausse de 6 %. 

Faux. Ona: 

(1 + 0,03)(1 + 0,03) = (1,03)? = 1,0609 

donc la hausse est supérieure a 6 %. 

Elle est de 6,09 % 
: Z _ x 

6° Six est un réel positif, alors 15 <x. 

Vrai. Eneffet : 1,5 > 1, donc: A <a 

Pourcentages 

et en multipliant les deux membres de 
l’inégalité par le nombre x qui est positif, 
nS ue 
il vient: — <x. 

1S 

7° Lafonction x+~ 0,8x est décroissante. 

Faux. La fonction linéaire x +> 0,8x est 

croissante puisque son coefficient 0,8 est 

strictement positif. 

8° Un objet dont le prix TTC est 100 € et 

qui subit une taxe de 5 % a un prix HT 

de 95 €. 

Faux. Ona: 

95 x 1,05 = 99,75 

donc si le prix HT est 95 € et si la taxe est 

de 5 %, alors le prix TTC est de 99,75 €. 

9° Un indice qui varie de 300 a 360 points 

subit une variation de 20 %. 

Vrai. Ona: 

360-300 20 

300. +100 

10° Un taux d’évolution positif corres- 

pond a une augmentation. 

Vrai. C’est un résultat du cours. 

Notions de pourcentages 

ER 1° Le tableau completé est : 

= 5 ema aa Wis = 

hue Sexe Filles | Garcons | Total 
Classe as fd | 

256 | 384 640 

Autres” | 763 | 192 | 960 
classes ahs 

Total 1024| 576 | 1600 
l 

a2) 
‘Oo 

| a 

—— 
—_ 

O 
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° : xX 1600 = 640, donc 640 éléves sont en 1°. 

— X 640 = 256, donc 256 filles sont en 1”. 

e Soit f le nombre total de filles du lycée, f 

vérifie la relation: a KX f=256.. Donec 

f=1024. 

2° L’établissement comporte 576 garcons 

parmi ses 1 600 éléves. 

S76. 30 

Or treny 100 
Le pourcentage de garcons au sein de 

’établissement est de 36 %. 

3° a) Parmi les éléves de 1'°, 40 % sont 

des filles, donc 60 % sont des garcons 

(100 — 40 = 60). 
Parmi les 640 éleves de 1'®, 384 sont des 

garcons. 
384 

On: —— = 0,60, 
640 

donc 60 % des éléves de 1' sont des garcons. 

b) Parmi les 960 éléves des autres classes, 

192 sont des garcons. 

192 
Or 960 = 0,20. 

Donc les autres classes comptent 20 % 

de garcons. 

4° Parmi les 576 garcons de 1’établis- 

sement, 384 sont en 1". 

1 384 
Or . 576 =F 0,67, 

donc environ 67 % des garcons sont 

en 1'°, 

3 | Notons x la quantité (en tonnes) de 
minerai nécessaire. 

Le minerai contenant 24 % de cuivre, 

on déduit le tableau de proportionnalité : 

Cuivre en tonnes 

Minerai en tonnes 

100 x 6 000 
On a donc: x= <E ieee 

d’ot : x = 25 000. 

Finalement, pour obtenir 6 000 tonnes de 

cuivre, il faut 25 000 tonnes de minerai. 

Aire de la terre : 510 millions de km?. 
Aire des mers et océans : 362 millions 
de km 2. 

1° En notant x le pourcentage de l’aire 

des mers et océans par rapport a l’aire 

totale du globe terrestre, le tableau suivant 

est un tableau de proportionnalité. 

Aire des mers et océans en 
2 

millions de km? 

Aire totale du plobe terrestre 510/100 
en millions de km 

362 x 100 
Onde = —s10.” 

donc : x= Z oe 
51 

d’ot.:: x = 70,98. 

Par conséquent, aire des mers et 

océans représente environ 71 % de 

l’aire totale du globe terrestre. 

2° Le tableau suivant est un tableau de 

proportionnalité. 

Aire de l’océan Pacifique Saal AG 
en millions de km2 

Aire des mers et océans 
en millions de km 2 

_ 362 x 46 
One 2= 

dongs = 1665522 

Finalement, l’aire de l’océan Pacifique 

est environ de 167 millions de km?. 

1°Le prix de vente d’un article 
s’obtient en multipliant le prix d’achat 

1 : 4 
ar 1+, soit par -- Eee Ss eu ee eg 

Donc le prix d’achat s’obtient en mul- 
tipliant le prix de vente par |’inverse 

4 : 3 
de =, c’est-a-dire par =- 3 aly 
ri 1,3333; le prix de vente s’obtient en 

augmentant le prix d’achat. 

sp noone 
2° Ona: == —— 

4 100’ 

donc, d’aprés 1°, le prix d’achat est égal 

a 75 % du prix de vente. 

3 25 
==1--— le prix d’ ’obti ; 100° e prix d’achat s’obtient en 

diminuant le prix de vente de 25 %. 

BW TVA de 19,6 %. 
1° Prix hors-taxe d’un article : 260 €. 



En notant x la taxe en euros payée sur cet 

article, le tableau suivant est un tableau 

de proportionnalité. 

cr 
380 Prix HT (en euros) 260 

19,6 x 260 

One = S00 
5 096 

d = = onc x 100 50,96, 

de plus 260 + 50,96 = 310,96. 

On en déduit que le prix TTC de l’article 

est 310,96 euros. 

Le prix TTC est le produit du prix HT par 1,196 : 
260 x 1,196 = 310,96. 

2° Prix TTC du vétement : 400 €. 

a) Notons x € le prix HT du vétement. 

Ona: x + 0,196 x = 400, 

c’est-a-dire : 1,196 x = 400, 

donc : bt taal.l 
1,196’ 

d’ou : x = 334,45. 

Par conséquent, le prix hors taxe du 

vétement est 334,45 €. 

b) On a: 400 — 334,45 = 63,55. 

Donc le montant de la TVA sur ce 

vétement s’éléve 4 63,55 €. 

Les prix sont exprimés en euros. 

Notons X le prix total (TVA comprise) et 

Y le prix hors taxes. Le montant en euros 

de la TVA est alors égal 4 X — Y. 

Ona: X=(1+472)x¥ = 1,196x¥ 

Pourcentages 

0,196 

1,196 

Donc le montant de la TVA est égal a 

19,6 % du prix hors taxes Y, mais seule- 

ment a environ 16,4 % du prix total X. 

0,196 

1,196 

Le montant de la TVA qui devrait figurer 

sur la facture est donc de 114,72 €. 

La bonne facturation est : 

700,00 € 
Prix total 

des réparations 

Dont TVA 4 19,6 % 114,72 € 

Remarque: 700x0,196 = 137,20, somme 

indiquée sur la facture. Or une augmentation 

de t% n’est jamais compensée par une 

diminution de t%. On pouvait donc prévoir 

des le départ que la facture serait erronée. 

En notant x le nombre de centilitres 

d’eau ajoutée 4 la boisson contenant 

15 % d’alcool pour obtenir un mélange 

avec 5 % d’alcool, le tableau suivant est 

un tableau de proportionnalité : 

Quantité d’alcool 

avec ~0,1639 a 10-4 pres. 

De plus : x 700 = 114,72. 

Quantité de boisson RE 
15 x 100 

5 
Ona: 100+x= 

x = 300 — 100 = 200 

(200 cl = 21). 

En conséquence, il faut ajouter 2 litres 

d’eau pour obtenir une boisson avec 

5 % d’alcool. 

donc : 

9 | 1° Pour déterminer le pourcentage 

relatif 4 la taxe sur la valeur ajoutée, il 

suffit d’effectuer le calcul suivant : 

137 427 
304 204 x 100 = 45,16. 

9) 
‘Oo 
2) 
= 
= 
O 
O 
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Donc la taxe sur la valeur ajoutée repré- 

sente 45,16 % des recettes prévues. On 

procéde de méme pour les autres catégo- 

ries de recette. 
Regroupons les réponses dans un tableau : 

Ne pas trouver dans le tableau un total de 

100% s’explique par le fait que les 

pourcentages précédents sont arrondis. 

2° « Entrer les données dans la plage de 

cellules A1:A5 et B1:B5. 

¢ Sélectionner les plages de cellules 

A1:A5 et B1:B5. 

¢ Cliquer sur l’assistant graphique. 

¢ Sélectionner l’option Secteur dans 

Type de graphique, puis choisir un 

sous-type graphique. 

¢ Cliquer sur fin. 

Avec le deuxiéme sous-type de graphique, 

on obtient : 

Taxe sur la valeur ajoutée 

fi Imp6ét sur le revenu 

i Impét sur les sociétés 

fi Autres impéts indirects 
Taxe intérieure sur les produits pétroliers 

Notez qu’en déplacant le pointeur de la 

souris sur les différents secteurs, une valeur 

approchée du _ pourcentage qui leur 

correspond s’affiche. 

On peut aussi faire apparaitre les pour- 

centages avec le tableur. 

¢ Dans B6 faire apparaitre la somme des 

valeurs de la colonne: sélectionner la 

plage de cellules B1 a B6, puis cliquer sur 

la touche X de la barre d’ outils. 

¢ Dans C1 indiquer la formule permet- 

tant de calculer la fréquence relative a la 

valeur contenue dans B1 : 

=$B1/BS6. 

¢ Ensuite tirer le curseur (petit carré noir, 

qui activé se transforme en une croix) 

vers le bas jusqu’a la case C6, afin de 

répéter la formule. 

¢ Mettre en forme les résultats en sélec- 

tionnant la colonne C, puis en sélection- 

nant successivement Format, Cellule, 

Nombre, Pourcentage. 

On obtient : 

= (somme automatique) 

2° Le coefficient multiplicateur est 0,997. 

3° Le coefficient multiplicateur est 2. 

4° Le coefficient multiplicateur est 1. 

| 5° 1,04 x 1,03 = 1,0712. 



Pourcentages 

Le coefficient multiplicateur est 1,0712. cw) 
c) 0,68 = 1 —0,32 = 1 —- — 100’ 

le coefficient multiplicateur 0,68 corres- 

pond a une diminution de 32 %. 

0,4 

100’ 

le coefficient multiplicateur 0,996 cor- 

respond a une diminution de 0,4 %. 

d) 0,996 = 1 — 0,004 = 1 - —— 

21 Mi) a) 1.21= 14021-1420, 

le coefficient multiplicateur 1,21 corres- 

pond a une augmentation de 21 %. D’une année 4 la suivante, la somme 
130 S sur le compte de Clara est multipliée 

b) 2,.3=1+1,3= 
) thea LF T60 100’ par 1,03, donc au bout de n années la 

le coefficient multiplicateur 2,3 corres- | Somme initiale est multipliée par (1,03)”. 

pond a une augmentation de 130 %. | (Voir tableaux ci-dessous.) 

Variables 

n: entier 

S : réel 

Début algorithme 

Lire n Input N ?3N 

Lire S Input S 2735S 

S <— 1,03" xS 1,03'n*S  S 1,03'n*S > S 
Ecrire S _ Disp S SA 

Fin algorithme 

On peut aussi écrire un algorithme avec la boucle Pour. 
W 
oO : 

Variables = 

n, k : entiers Oo 

S : réel oO 

Début algorithme 

Lire n Input N ?7—N 

iLare S Input S 2735S 

Pour k variant de 1 an For(K,1,N) For 1 > KToN 

S<1,03xS 1,03*S 3S 1,03*S 3S 

Fin Pour End Next 

Ecrire S Disp S S 4 
Fin algorithme 
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Notons S la somme en euros de Noémie que !’on initialise 4 1 000. Notons 7 le 

nombre d’années que l’on initialise a 0. 

D’une année sur l’autre, la somme est multipliée par 1,02 cela tant que la somme n’a 

pas atteint 2 000 euros. 

Variables 

n:entier 

S : réel 

Début algorithme 

nO 

S<+ 1000 

Tant que S < 2 000 

S<1,02S 

nent+l 

Fin Tant que 

Ecrire n 

Fin algorithme 

Fonctions linéaires 

HW fixe fyrxe 
[ ek aa fai Xt 2x 

fs: x*>-5x fig: x>-4x 

-8 -7 -6 -5 -4 -3 

Langage naturel 

ee? 

Input N ON 

Input S 1000— S 

While S < 2000 While S < 2 000 

1,02*S 4S 1,02*S 4S 

N+1—N N+1—N 

End WhileEnd 

Disp S N 4 

fyi x 5x fg: X+>0,3x. 

Les fonctions linéaires f,, f>, ..., fg sont 

représentées respectivement par les droi- 

fos dds cig: 



15 eee Is: Sreiox 
fas Xe 2x fg: x? 0,8x 
i PRLS NY See PEE TTY 2 

1° Les fonctions linéaires f,, f5,... f sont 
représentées respectivement par les 
droites d;, d5, ... dg. 

d; d, d, d, 

- YwWhN HY 

es 

2 >| 123445 6 7 8* 

2° f,: X'> x est associée 4 une augmen- 

tation de 0 % ou une baisse de 0 %. 
fx: x+>1,5x est associée a une aug- 

mentation de 50 %. 
(Ona:1,5-—1=0,5et0,5x100=50). 

ff: x+> 2x est associée 4 une augmen- 
tation de 100 %. 
(Ona: 2—1=1et1x 100 = 100). 

fy: x+>0,8x est associée 4 une baisse 
de 20 %. 
(Ona:0,8—1=-—0,2 et —0,2 x 100 = —20). 

fs: x'+>1,2x est associée 4 une aug- 
mentation de 20 %. 
(Ona: 1,2 —1=0,2’et 0,2 x 100 = 20). 

fg: x'+> 0,5x est associée a une baisse 
de 50 %. 
(Ona:0,5—1=—0,5 et—0,5 x 100 = —50). 

Evolutions successives 

16| 1° Le taux d’augmentation est égal a : 

24 000 — 20 000 
20000’ 

c’est-a-dire a 0,2. 

Pourcentages 

Nombre d’habitants 

1 janvier 2001 20 000 

On peut alors conclure que l’augmenta- 

tion en pourcentages de la population 

entre 2001 et 2006 est de 20 %. 

2° La population est multipliée par 0,92 

entre 2006 et 2011 et 

24 000 x 0,92 = 22 080, 

donc la population est de 22 080 habi- 

tants le 1 janvier 2011. 

22 080 — 20 000 

20 000 
et 0,104 x 100 = 10,4 

donc la population augmente entre 

1° janvier 2001 et le 1° janvier 2011 

de 10,4%. ; 

En outre : = 0,104 

Un objet subit une hausse de 10 %, 

puis une baisse de 15 %. 

Une hausse de 10 % est associée au coefficient 

multiplicateur 1,1. 

Une baisse de 15 % est associée au coefficient 

multiplicateur 0,85. 

On a: 100 x 1,1 x 0,85 = 100 x 0,935 

=935 

par conséquent, le nouveau prix de 

l’objet est 93,50 €. 

18] Le taux d’intérét annuel fixe de la 
SICAV étant de t %, la valeur de la SICAV 

est multipliée chaque année par 1 + 0,01 ¢. 

Donc en deux ans, sa valeur initiale a été 

multipliée par (1 + 0,01 2). 
De plus, comme la SICAV a augmenté en 

deux ans de 4 %, on peut affirmer que sa 

valeur initiale a été multipliée par 1,04. 

On en déduit : (1+ 0,01 1)? = 1,04, 

Pa 

7) 
oO 
2) 
= 
= 
O 
O 
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or: 

(1 + 0,011)? = 1,04 

© 1+4+0,01t= /1,04 
© 0,011 = /1,04-1 

© t = 100 x (/1,04 - 1) 

donc : 

t= 1,98 40,1 prés. 

Finalement, le taux d’intérét annuel de 

la SICAV est d’environ 1,98 % par an. 

Le prix payé prenant en compte les 

trois rabais de 5 % sera calculé comme 

suit : 

35 x 0,953 = 30,008125; donc le prix 

réclamé 4 la caisse sera de 30 €. 

Un rabais de 5% correspond a une 

multiplication par 0,95. 

D’ autre part : 

35'X'0,93\= 29575; 

donc, si on applique la baisse de 15 %, le 

prix réclamé 4 la caisse sera de 29,75 €. 

Finalement, la réduction offerte (trois 

rabais de 5 %) ne correspond pas a4 un 

rabais de 15 %. 

La différence n’est ici que de quelques 

centimes. 

En effet, pour x « proche » deO: 

(1+x)?=1+3x. 

20] 1°Le montant annuel en euros 
affecté de la premiére déduction forfai- 

taire de 10 % est : 

10 
1 os = 6 800 x (1 im. 16 800 x 0,9 

= 15 120. 

Aprés la déduction de 20 %, le montant 

imposable en euros sera égal a : 

20 
i os — 5 120 (1 am) 15 120 x0,8 

= 12 096. 

2° Soit R le revenu annuel en euros et M 

le montant imposable de M. Dupont. 

20 10 
O Z = -_-—— -_-— 

Pa ( roo)! 100) *8 | 

= 0,8 x 0,9R =0,72R. 

Si on établit 4 présent le montant impo- 

sable M’ selon les régles de M. Durand, 

on obtient : 

wa(i- Y(t) 
= 0,9 x 089R = 0,72R. 

Par conséquent, appliquer une déduction 

de 20 % suivie d’une déduction de 10 % 

revient 4 appliquer une déduction de 

10 % suivie d’une déduction de 20 %, ce 

qui donne tort 4 M. Durand et en par- 

tie raison 4 M. Michel. 

donc la 
28 

Cependant, 0,72 =1- T00’ 

déduction globale est de 28 % et non de 

30 % comme I|’affirmait M. Michel. 

PR] 1°- 1900+4x9,5 = 1938; donc 
avec la proposition gouvernementale, 

le salaire mensuel moyen, aprés les 

quatre augmentations, sera de 1 938 €. 

Le salaire annuel moyen sera alors égal 

a: 12x 1 938 €, soit 23 256 €. 

¢ 1 900 x 1,0054 = 1 938,28595119 : 

donc avec la proposition syndicale, le 

salaire mensuel moyen aprés les quatre 

augmentations, sera de 1 938,29 €. 

Le salaire annuel moyen sera alors égal 

a: 12x 1 938,29 €, soit 23 259,48 €. 

2° a)La différence annuelle pour le 

fonctionnaire sera de 3,48 €. 

b) 3,48 x 2 000 000 = 6 960 000. 

Pour l’Etat cette différence sera de 

6,96 millions d’euros. 

3°La_ proposition gouvernementale 

approximant la proposition syndicale 

permet a l’Etat de réduire ses dépenses 

de presque 7 millions d’euros, ce qui 

n’est évidemment pas négligeable dans 
la négociation. 

22| 1° Le pouvoir d’achat d’ Antoine est : 

Antoine pourrait acheter 50 fois l'objet de 

référence avec son salaire mensuel. 



2° a) Son nouveau salaire mensuel est 

(1 250 + 15) €, c’est-a-dire 1 265 €. 

Le nouveau prix de référence est : 

(25 + 1) €, 

soit 26 €. 

Le nouveau pouvoir d’achat est égal a 
1 265 

26 
Antoine ne pourrait plus acheter que 48 fois 

objet de référence avec son nouveau 

salaire mensuel. 

donc environ a 48,65. 

48,65 —50 _ 
b) 50 = —0,027 

Donc son pouvoir d’achat a baissé de 

2,7 %. 

3° Son nouveau salaire mensuel est : 

1,012 x 1 265 €. 

Le nouveau prix de référence est : 

1,012 x 26 €. 

Le nouveau pouvoir d’achat est donc : 

1265 x 1,012 _ 1265 

2Gset-012 Sores 
donc environ 48,65. 

L’année suivante, le pouvoir d’achat 

d’ Antoine n’a pas changé. 

23] On sait, par hypothése, que : 

x+y=10 et 

100 — x\/ 100 — 1 o00( =) Tod) = 901,60 

cela équivaut a : 

x+y=10 

Peat Nae 
c’est-a-dire : 

x+y=10 

fee 100x — 100y + xy =9 016, 

soit : 

x+y=10 

ies + 100y — xy = 984, 

ou encore a: 

y=10-x 

(fake 100(10 — x) —x(10— x) = 984, 

Pourcentages 

soit : 

y=10-x 

100x + 1 000 — 100x — 10x + x2 = 984, 

et finalement : 

rf =10-—x 

x2-—10x+16=0. 

Résolvons |’équation (£) du second 

degré : x?- 10x + 16=0. 

Le discriminant A de (E£) vérifie : 

A=(—10)*—4 x 16 = 100 —- 64 

= 36 = 6. 

Les solutions de (£) sont donc : 

10-6 m 10+6 

2 2 

c’est-a-dire : 2 et 8. 

2 est solution évidente de l’équation du 

second degré x?—10x+16=0; le produit 

des solutions étant égal a 16, I’autre est 8. 

Si x=2, alors 10-—x=8; 

six=8, alors 10O—x=2. 

De plus, comme on sait que x est infé- 

rieur a y, il vient: x=2 et y=8. 

La remise usuelle aux fidéles clients 

est de 2 % et la remise exceptionnelle 

durant les soldes est de 8 %. 

Pourcentage d’évolution 

24 1° Notons a la recette, en millions 

de dollars, du tourisme international aux 

Etats-Unis pour l’année 2008. WwW 
Dire que l’évolution moyenne en % est de ‘oO 

5,4 signifie que l’on peut considérer que (@)) 

d’une année sur l’autre la recette est ce 

multipliée par 1,054. tee 

Puisque l’on a : S 

2008 — 1990 = 18, 

il vient : 

a = 43 007 x (1,054) !8 = 110 833. 

De méme, en notant b, c, d, e la recette 

en millions de dollars pour l’année 2008 

respectivement en Espagne, en France, 

en Italie et en Chine : 

b= 18 484 x (1,069) !8 = 60 434 

c= 20 184 x (1,058)!8 = 55 686 
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d = 16 458 x (1,058) !8 = 45 407 

e=2 218 x (1,176) !8 = 41 048. 

On peut ainsi compléter le tableau proposé. 

Année 2008 

2° a) C’est la Chine qui, en moyenne, 

a connu la plus forte augmentation du 

tourisme entre les années 1990 et 2008 

avec une augmentation moyenne 

annuelle de 17,6 % mais en 2008 ce pays 
a toujours les moins grandes recettes 

touristiques parmi les pays considérés. 

b)Ce sont les Etats-Unis qui ont 

connu la plus forte augmentation du 

tourisme entre les années 1990 et 2008 

avec une augmentation brute de 

67 826 millions de dollars. 

110 833 — 43 007 = 67 826 
60 434 - 18 484 = 41 950 
55 686 — 20 184 = 35 502 
45 407 — 16 458 = 28 949 
41 048 — 2 218 = 38 830. 

25] 1° En notant X,, le montant du chiffre 

d’affaires de l’année n et X,,, , celui de 
l’année n+ 1, le pourcentage d’évolu- 

tion entre ces deux années est : 

Krein x 100. 
a 

Par exemple, entre l’année 2003 et l’année 

2004, ona: 

67,5 — 51,8 

51,8 
x 100 = 30,3. 

Donc le chiffre d’ affaires a progressé de 

30,3 % entre 2003 et 2004. 

Le tableau suivant regroupe les résultats 
trouvés : 

+112,5% 

+8,1 % 

+66,0 % 

+30,3 % 

+34,8 % 

+54,6 % 

+18,0 % 

+19,6 % 

—29,9 % 

On peut retrouver les résultats a l’aide 

d’un tableur. 

¢ Entrer les données dans les plages de 

cellules A1:A13 et B1:B13. 

¢ Dans la cellule C3, introduire la formule 

donnant |’évolution du chiffre d’ affaires 

entre les deux premiéres années : 

=(B3-B2)/B2. 

¢ Tirer ensuite le curseur vers le bas 

jusqu’a C13 pour réitérer la formule. 

¢ Mettre en forme la colonne C pour avoir 

les résultats en pourcentage : Format, 

Cellule, Nombre, Pourcentage, éven- 

tuellement régler le nombre de décimales 

de l’affichage. 

ee Chiffre 
Exercice d'affaires 

Zh 2002 



2° On peut dire que l’entreprise s’est 

rapidement développée (doublement du 

chiffre d’ affaires en 2000 et 2001, puis 

environ tous les deux ans jusqu’en 2009). 

On peut aussi noter un net repli lors du 

dernier exercice, qui le raméne au 

niveau de l’activité en 2006. 

26] 1° Pour déterminer, en pourcentage, 

l’évolution de Teenmag, il suffit de trou- 

ver le coefficient multiplicateur perme- 

tant d’obtenir la valeur en 2010 A partir 

de la valeur en 2008 : 

133 953 

117 721 

Donc Teenmag a progressé d’environ 

13,79 % en deux ans. 

L’avant-derniére colonne du tableau 

ci-dessous récapitule les résultats. 
Le total de ces pourcentages doit en théorie 

valoir 100. II est ici arrondi a 10~+ pres. 

2° a) Le volume de vente en 2008 est de 

SANT 721 Z 
606 368 et : 606 368 x 100;= 19,4. 

= 1,1379. 

’ 14,99 Info jeunes 

2—Be 

Séclaire 

4° « Introduire les données dans les pla- 

ges A1:A8 et B1:B8 et D1:D8. 

eEnB9: =SOMME(B2:B8) 

et en D9 : =SOMME(D2:D8). 

Pourcentages 

Donc Teenmag représente environ 19,4 % 
du groupe. 

Les colonnes « % » du tableau ci-des- 

sous récapitulent les résultats pour 

2008 et 2010. 

624 757 

606 368 

le volume de ventes du groupe a donc 

progressé d’environ 3 % entre 2008 et 

2010. 

3° L’évolution, en pourcentages, de la 

part de Teenmag dans le groupe se déter- 

mine comme suit : 

21,44 

19,41 

ce qui indique une augmentation d’envi- 

ron 10,46 %. 

Finalement, le volume de vente de cette 

revue a augmenté de 13,79 % et sa part 

dans le groupe de 10,46 %. 

b) = 1,030 4 10-3 prés ; 

= 1,1046, 

Ces résultats apparaissent dans la 

derniére colonne du tableau. 

e Les colonnes C, E, F et G devant donner 

des résultats en pourcentages, mettre en 

forme le format de ces colonnes. 

Format, Cellule, Nombre, Pourcentage 

(et 2 chiffres aprés la virgule). 

a 

7) 
0) 
od) 
= 
re 
O 
O 
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* La colonne C donne la part du volume de 

vente de chaque revue dans le groupe ; dans 

la cellule C2, entrer la formule : =B2/B$9, 

puis tirer le curseur vers le bas jusqu’a 

la cellule C9, les cellules C3, ..., C9 con- 

tiennent les formules : 

=B3/B$9, ...,=B9/B$9 

¢ Procéder de maniére analogue pour rem- 

plir les plages de cellules E2:E9, F2:F9 et 

G2:G8, en entrant respectivement dans les 

cellules E2, F2 et G2 les formules : 

=D2/D$9, =(D2/B2)-1, =(E2/C2)-1. 

On aurait pu également entrer les formu- 

les de la maniére suivante. 

Tenmag Baa Cl ae 

Info jeunes 

63 957 
14,95% 

Ea 606368] _100,00% 

Séclaire 

oat re ANG ya Pe ee | 
Sembella 

Le schéma suivant donne, pour chacune 

des revues, |’évolution de leur part de 

volume de ventes, en pourcentage, dans 

le groupe : 

25 % 
B % 2008 @ % 2010 

Indices 

Py] ona: 315 — 300 = 15, 

donc l’indice augmente de 15 points. 

Le taux de variation de l’indice est : 

315 — 300 _ wage 

F500 ee oe. 
L’indice a progressé de 5 %. 

CAC 40 : 1000 points en 1987. 
1° Lors de l’année 2000, le CAC 40 vaut 

5 926 points. 

sa ae 

¢ En C2 : =B2/SOMME(B$2:B$8) 

Référence relative Référence absolue 
Les cellules C3 4 C9 contiennent respecti- 

vement les formules : 

=B3/SOMME(B$2:B$8), ..., 

=B9/SOMME(B$2:B$8) 

¢ En E2 : =D2/SOMME(D$2:D$8). 

On remarquera que les résultats de cette 

derniére colonne sont légérement différents 

de ceux trouvés précédemment : l’ordinateur 

effectue les calculs avec les valeurs des 

colonnes B et D et non avec les valeurs 

approchées des colonnes C et E. 

Finalement, on obtient : 

ea | 

| 14, 99%] 11,328 804% |__93 620) 

|__624 757] 624 757 

5 926 — 1 000 = 4 926, 

donc l’augmentation entre les années 

1987 et 2000 est de 4 926 points. 

Par conséquent, le taux d’augmentation 

entre les années 1987 et 2000 est de 

4,926 

Ona: 

4926 
—— =4,926 
(5 000 ) 

et le pourcentage d’augmentation entre 

les années 1987 et 2000 est 492.6 % 

(4,926 x 100 = 492,6). 

2° Obtenir le taux de variation de l’année 

2000 a l’année 2001, c’est diviser la diffé- 

rence entre l’indice de l’année 2001 et celui 

de l’année 2000 par l’indice de l’année 2000. 

Il reste alors a multiplier par 100 pour avoir 

le taux en pourcentages. 

4 624 —5 926 
On a: —————_ = — na 5 026 21,97 

donc le taux de variation de l’indice 

CAC 40 entre les années 2000 et 2001 

est de —21,97 %. 



ade ae 

En faisant de méme, on remplit le tableau 

ci-dessous. 

—3,33 % 2009-2010 

Pourcentages 

Les interrogations écrites 

BE) 1° Faux ! 
La quantité est multipliée par : 

1,07 x 0,93 = 0,9951 = 1 — 0,0049. 
La quantité est finalement diminuée de 

0,49 %. 

2° Faux ! 

La quantité est multipliée par : 

1,30 x 1,40 = 1,82. 

Ce coefficient correspond 4 une aug- 

mentation de 82 %. 

3° Faux ! 

La quantité est multipliée par : 

0,55 x 1,45 = 0,7975 = 1 — 0,2025. 

Ce coefficient correspond 4 une diminu- 

tion de 20,25 %. 

4° Vrai! 

La quantité est multipliée par : 

1,25 x 0,93 dans le premier cas, 

0,93 x 1,25 dans le second cas, 

et: 

1,25 x 0,93 = 1,1625 

0,93 x 1,25 = 1,1625. 

Dans les deux cas, la quantité est multi- 

pliée par 1,1 625, c’est-a-dire augmen- 

tée de 16,25 %. 

5° Faux! 
La quantité est multipliée par : 

1,13 x 0,97 = 1,0961. 

Ce coefficient correspond a une aug- 

mentation de 9,61 %. 

W 
uD) 
0) 

corri 
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30] Prix initial d’une imprimante : 

850 € et baisse de 20 % par an. 

Le coefficient multiplicatif associé 4 une 

baisse de 20 % est 0,8 donc le coefficient 

multiplicatif associé 4 trois baisses suc- 

cessives de 20 % est (0,8). 

Ona : 850 x (0,8)? = 850 x 0,512 = 435,2. 

Au bout de trois ans, l’imprimante 

vaut 435,20 €. 

EE] Dépenses de 2 000 € en 2007 et de 
6 800 € en 2010. 

1° Ona: 

, £800 — 2 000 _ 

2000 
donc le taux d’augmentation est de 2,4. 

° 2,4 x 100 = 240, 

donc augmentation est de 240 %. 

2° En notant ¢ % le pourcentage d’aug- 

mentation annuel moyen, le coefficient 

multiplicateur associé a trois augmen- 

tations successives de t% est égal a 

2,4 

(1 + 0,012)? et vérifie : 
(1 + 0,012) = 2,4 

3/74 =~ 1,34 40,01 pres 

donc : 1+ 0,01¢ = 1,34 40,01 prés 

d’ou: (= 34. 

Par conséquent, le taux d’évolution 

annuel moyen est 34 %. 

32| 1° Le taux d’activité des femmes a 
augmenté entre 1975 et 2008 puisqu’il 

est passé de 53,3 % 4 65,5 %. 

A _ 31,9 — 50,1 
2° Ona soda 01 

Le taux d’évolution du taux d’activité 

des femmes Agées de 15 4 24 ans entre 

les années 1975 et 2008 est de l’ordre 

de —36 %. Il est négatif, ce qui traduit 

une baisse d’activité chez les femmes de 

la tranche d’age 15-24 ans entre 1975 et 

2008. 

=—0,3640,01 pres. 

‘ _ 83,7 — 53,9 
3° Ona: SeEKT 

Le taux d’évolution du taux d’activité 

des femmes Agées de 25 4 49 ans entre 
les années 1975 et 2008 est de l’ordre 

de 55 %. Il est positif, ce qui traduit une 

hausse d’activité chez les femmes de la 

tranche d’age 25-49 ans entre 1975 et 

2008. 

=0,55 20,01 prés. 



Mode de generation 

d'une suite 

Vocabulaire 

Une suite définie sur N est une fonction de N dans R. 

Bp Notetions <b. BW oareui eens te, 
Une suite peut se noter comme une fonction. 

Par exemple, on dit : 

la suite u: nt> —Jn +2 est définie sur N. 

e L’image d’un entier naturel n par la suite u, appelée aussi terme d’indice n ou terme | 

| de rang 7, est notée u,. 

e La suite u se note aussi (U,), (Un), 59> Unne N- 

Propriétés 

Soit u une suite définie sur N. 

> Suite majorée, minorée, bornée iat 

| e Dire que u est majorée signifie qu’il existe un réel M tel que : 

pour tout entier naturel n, u, <M. 

e Dire que u est minorée signifie qu’il existe un réel m tel que : 

pour tout entier naturel n, m S u,. 

e Dire que u est bornée signifie que u est a la fois majorée et minorée. 

> Sens de variation x 

e Dire que u est croissante signifie : 

pour tout entier naturel n, u, SU, ,1- 

e Dire que u est décroissante signifie : 

| pour tout entier naturel n, u, > U, 41. 

e Dire que u est monotone signifie que u est croissante ou que u est décroissante. 



Représentation graphique 

Suite définie par une formule du type u 

Considérons, par exemple, la suite (u,,) définie sur N par : 

_2n+10 
Bera Tew! 

fest ici la fonction : x +> 2x + 10. 
x+1 

Utilisation d’un tableur 

at} 

fill : 

& 

: tl 
+—~ 

En sélectionnant la plage de cellules A2:B22, on obtient avec l’assistant graphique 
(option Nuage de points) : 

{2 

0 > 10 15 20 

Ce nuage de points représente les termes Up, Uy, ... 5 Ugg de la suite (u,). 
Il est constitué des points de coordonnées (0, Ug), (1, u1)s°..5°(20, v5). 



1 

| 8 Fa) Mode Wel: 

be a a a ee et 

> Suite définie par son premier terme u, et une formule du type u,, , =f(u,) 

Considérons, par exemple, la suite (u,,) définie par uy = 1 et la relation de récurrence : 

1 
Unei= gun 2)* 

fest ici la fonction : x > zee —2)?. 

e Utilisation d’un tableur 

EDS ae 
42} 10) 055386224 
43) 11) 052262661 
14] 12, 054550883 
mS] 13| Os2eee614; 

En sélectionnant la Pee de cellules A2:B22, on obtient avec |’assistant graphique 

| (option Nuage de points reliés par une courbe) : 

1,2 
y 

og 

0,6 \] 

0,4 

024% 

e generation d'une suite 



e Utilisation de la courbe représentative de f 

On note € la courbe représentative de la fonction f et A la droite d’équation y = x. 

On a construit la ligne polygonale (en rouge sur le graphique) dont les sommets 

successifs ont pour coordonnées : 

(Up, 0), 

(ug; uy), (U4, uy), u,=f(U9) 

(u,, Uy), (uy, Uy), u,=f(u,) 

(Uy, Uz), (U3, U3), u3=f(u,) 

(U3, U4) et (Ug, U4).  u,=f(U3) 

Les termes Up, U,, ..., U4 sont représentés sur l’axe des abscisses. 



Mode de géneération d'une suite 

> > 
l Dans tous les exercices, le plan est rapporté 4 un repére orthogonal (O ; i, /). 

ea (corrigés p. 174) 

1° Soit (u,,) une suite définie sur N. 

a) Le centiéme terme de la suite (u,,) est Uj 99. 

b) Si, pour tout n de N, u, est inférieur ou égal a n, alors (u,,) est majorée. 

c) Sila suite (u,,) est croissante, alors uy, S u49. 

2° Soit u la suite : n> 2o 
n 

W) 

0) 
O 

O 
Swe 

® 
x 
0) a) La suite u est définie sur R?. 

b) La suite u est décroissante. 

c) La suite u est bornée. 

3° Soit (u,,) la suite définie sur N dont les termes successifs sont 1, 2, 3, 1, 2, 3, etc. 

A) U9 = 3. 

b) La somme des termes de la suite (u,,) de Up a U9 est Egale a 42. 

c) Le produit des termes de la suite (u,,) de up a up, est égal a 6’. 

4° Soit (u,,) la suite définie sur N par : u,, = (- 5) 

a 
qn 

b) La suite (u,,) est bornée. 

c) La suite (u,) est décroissante. 

a) Pour tout n de N, u,, = 

5° Soit (u,,) la suite définie sur N par: u,, = 2n—3. 

a) La suite (u,,) est croissante. 

b) La suite (u,,) est minorée. 

c) Pour tout entier naturel n, uz, ,,;=4n-1. 

6° Soit (u,,) la suite définie sur N par ug = 2 et la relation de récurrence : 

Una m ear J 

a) La suite (u,,) est croissante. 

b) u; =—29. 

c) Pour tout entier naturel n, u, ,.=4u,—9. 
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* 5 min (corrigés p. 176) 

Calculer u,, U5, U3, U4 et us dans chacun des cas suivants. 

1° (u,) est définie sur N par: u, =5 x 10" + 2. 

; 1 
2° (u,,) est définie sur N par : up = 1 et u,,, = cocoa 

3° (u,,) est la somme des inverses des n premiers entiers naturels non nuls. 

3 | 5 min (corrigés p. 177) 

Calculer u, lorsque la suite (u,,) est définie sur N par : 

Uy, 

t+ (u,)2 

4 | * 5 min (corrigés p. 177) 

1° Soit la suite wu: n+> 3n-7. 
Exprimer u,, , ; en fonction de u,. 

2° Soit la suite v: n> 5". 
Exprimer v, , ;, puis vy, en fonction de v,. 

5 | 5 min (corrigés p. 177) 

Soit (u,,) la suite définie sur N par : 

Uj=1 et u,,,= 

m3") 
(u,)? 

Uj=1 et u,,,= 

Exprimer u,, , » en fonction de u,,. 

6 | 5 min (corrigés p. 177) 

Trouver le plus petit indice a partir duquel la suite (u,,) est définie. 

et en 
Sitesi ma rate 

3° u, = J2n—15. 4° Uy = ; 

1 5° 

7 n?4+n+1 

7 | KK 15 min (corrigés p. 178) 

1° Soit (u,,) la suite définie sur N par up = 2 et la relation de récurrence : 
Un, 1 =3uU,—2. 

Ecrire un algorithme de calcul de u,, Ventier naturel n étant le paramétre d’ entrée. 
Utiliser la calculatrice pour donner la valeur de us. 
2° Soit (v,,) la suite définie sur N par : 

Vv, = bp": 



Mode de géneration d'une suite 

Pour tout entier naturel n, exprimer v, , , en fonction de v,,. 

Que peut-on dire des suites (u,,) et (v,,)? 

WKS min (corrigés p. 178) 

On considére |’algorithme suivant, qui prend en entrée n et donne en sortie u,, la 

suite (u,,) étant définie sur N. 

W) 

cD) 
O 

O 
ee 
® 
x< 
9) 

1° Que vaut up ? 
Par quelle formule de récurrence la suite (u,,) est-elle construite ? 

Zz ee nie 

Se a 
ier 
coddling 7th eab 85 

ao 2| 0375 

— 0 32362629 
Z 

0 35191423 
0 28999242 

— tt 

Aprés avoir saisi une formule dans la cellule B3 de la feuille de calcul ci-dessus, la 

poignée de recopie rapide a été tirée vers le bas. 

Quelle formule a été saisie en B3 ? 

9 | KK Simin (corrigés p. 178) 

On considére l’algorithme suivant, qui prend en entrée n et donne en sortie u,, la 

suite (u,) étant définie sur N’. 
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Comment peut-on définir d’une phrase le nombre u,, ? 

i) KOIKE 15 min (corrigés p. 178) 

Programmer sur la calculatrice le calcul de u,,, l’entier naturel n non nul étant entré 

par l’utilisateur, dans chacun des cas suivants. 

1° u,, est la somme des entiers de 1 4 n. 

2° u, est le produit des entiers de 1 an. 

11 KIOK 15 min (corrigés p. 179) 

Rags 1 : P 
Soit (u,,) la suite définie sur N” par wu, = 5 et la relation de récurrence : 

1 

Ener dn RELY n—U 

1° Calculer uy, uz, Uy et Us. 
2° Ecrire un algorithme qui prend en entrée un entier naturel 1 non nul et donne en 
sortie les termes de u, au, de la suite (u,). 
3° a) Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, ona: 

1 1 1 

RT Le ae 7 5p 
b) Démontrer que, pour tout entier naturel k non nul, ona: 

1 1 1 

k(k+1) k k+1 
c) En déduire une expression explicite de u, en fonction de |’entier naturel n non nul. 

12 5 min (corrigés p. 180) 
Dans chacun des deux cas suivants, on donne la représentation graphique € d’une 
fonction f; A est la droite d’équation y = x. 



Mode de geénération d'une suite 

La suite (u,,) est définie sur N par son premier terme up et uv, ,., = f (U,)- 

Quelles conjectures peut-on formuler sur le sens de variation, les bornes éventuelles de 

(u,)? 

De quel nombre semble se rapprocher u,, quand n devient grand ? 

WwW) 

0) 
O 

O 
a 

i) 
x< 
®© 
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KK 15 min (corrigés p. 180) 

On considére deux suites (u,,) et (v,,) définies sur N, la premiére par : 

1 u : ; Yona: 
Uy =5 et la relation de récurrence u,, , ; = 8 + rare 

la seconde par : 

Vo =2 et la relation de récurrence v,,, ; = ./(V,)* + 1—v,. 

gj 

Sur le graphique ci-dessus figurent la droite A d’équation y = x et la courbe repré- 

sentative Cf de la fonction f définie sur JO ; + °[ par : 

aoe 
BOD Besar 

En utilisant ‘6, et A, représenter sur l’axe des abscisses 141, Uy, U3. 

De quel nombre se rapproche u,, quand n devient grand ? 
2° 

Sur le graphique ci-dessus figurent la courbe représentative € g de la fonction 

g:x+> Jx? +1 - x et la droite A d’équation y = x. 

En utilisant €, et A, représenter sur l’axe des abscisses Vy, Vo, V3, V4. 
De quel nombre se rapproche v,, quand n devient grand ? 

3° Quel est celui des trois nuages de points du graphique de la page suivante qui 
représente les termes Ug, Us, «.., Uy ? 

Et quel est celui des trois nuages de points qui représente les termes V4> V5, ? eeey Vi2 '! 
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Mode de generation d'une suite 

0,65 

0,63 

0,61 

0,59 

0,57 

0,55 

0,53 

0,51 

0,49 

*%&K 10 min (corrigés p. 181) 

Soit (u,,) la suite définie sur N par : 

Uj=—5 et u,,,= JO+u,. 

Construire dans un méme repére orthonormé la droite A d’équation y= x et la 

courbe représentative de la fonction f : x+> [6 +x. 

Utiliser @ et A pour représenter graphiquement les premiers termes de la suite sur 

l’axe des abscisses. 

Faire une conjecture sur le sens de variation de (u,), ses bornes éventuelles. 

De quel nombre semble se rapprocher u,, quand n devient grand ? 

Sens de variation, majorant, minorant 

¥%& 15 min (corrigés p. 181) 

1° Déterminer le sens de variation de la suite (u,,) définie sur N par son premier 

terme Up et U,,, 1; =U, —3. 

2° Déterminer le sens de variation de la suite (v,) définie sur N par son premier 

terme vp et v.41 =, + (V,)*- 

16] ¥%& 15 min (corrigés p. 181) 

Etudier le sens de variation de la suite u proposée : 

1° nt n3—4n?2—-5n-1. 

2° n> (-S)". 

exercices 

m 
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Bn 

nae 

4° nee n?4+n-S. 

5° uy =4 et, pour tout nde N, u,,, ; =u, —0,71. 

ene 

5 min (corrigés p. 182) 

: ; 1 
Soit u la suite n +> =a 

n 

Quel est le plus petit naturel n tel que : u,, < 10-3? 

18 | KK 15 min (corrigés p. 183) 

Dans chacun des cas suivants, préciser si la suite u est majorée, si elle est minorée. 

Pe u:nren?. 

19] KK 10 min (corrigés p. 183) 

Les suites proposées sont-elles bornées ? 

cerita ek vint>(-l1)’, beeen 
Jn n+2 

20] KK 10 min (corrigés p. 183) 

Pour tout n de N*, on note u,, la somme des inverses des entiers de 1 an. 

Trouver un entier naturel ng tel que : 

sin = No, alors u, = 2. 

Les interrogations écrites 

21 10 min (corrigés p. 184) 

Pour tout entier naturel 7 non nul, on note S,, la somme des carrés des entiers de 1 an. 
Ecrire un algorithme de calcul de S,,, n étant le paramétre d’entrée. 

22 10 min (corrigés p. 184) 

Soit u la suite telle que uy = 4 et, pour tout entier naturel 7: 

Ung 1 =U,— (185)%: 

Existe-t-il un entier naturel n tel que u, = 4,1? 



Mode de géneération d'une suite 

10 min (corrigés p. 184) 

: . F , 1 
Minorer et majorer au mieux la suite uv: n> -- 

n 

10 min (corrigés p. 184) 

Soit (u,,) la suite définie sur N par ug = 8 et la relation de récurrence : 

1° Tracer les droites % et A d’équations respectives y = st +1 et y=x. 

En utilisant & et A, représenter sur l’axe des abscisses u,, U>, U3, Ug. 

2° En déduire des conjectures sur le sens de variation de la suite (u,,) et le nombre 

duquel se rapproche u,, quand n devient grand. 

O 
= 
— 
® 
1 

in 
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CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° Soit (u,,) une suite définie sur N. 
a) Le centiéme terme de la suite (u,,) est 

Uj00- 

Faux. 

Le premier terme est Up, le deuxiéme u,, 

..., le centi€Me Ugo. 

b) Si, pour tout n de N, u, est inférieur ou 

égal an, alors (u,,) est majorée. 

Faux. 

Considérons, par exemple, la suite (u,,) 

définie sur N par : u,, =n. 
Bien évidemment, pour tout n de N : 

“=n. 

De plus, il n’existe pas de réel plus grand 

que tous les entiers naturels, autrement 

dit, aucun réel n’est un majorant de la 

suite (u,), ce qui signifie que la suite 

(u,,) n’est pas majorée. 

c) Si la suite (u,,) est croissante, alors 

Uy S Uj. 

Vrai. 

Eneffet: uy Suz... Sug S Uy. 
Plus généralement, pour tous entiers 

naturels net p: 

sin Sp, alors u, Su,. 

: : 1 
2° Soit ula suite : n> —. 

dln 
a) La suite u est définie sur R}. 
Faux. 

La suite u a pour ensemble de définition 
N* 

Elle n’est pas définie en 0 et elle est définie 

en tout entier naturel n non nul. 

b) La suite u est décroissante. 

Vrai. 

En effet, pour tout entier naturel n non 

nul : 0<Jn< n+l, 

donc, des réels strictement positifs étant 

rangés dans l’ordre contraire de leurs 
inverses : 

Stee 
dn+1 Jn 

c’est-a-dire: U,41 < Uy, 
e Noter que la suite u est "définie sur N* 

par: 

u, =f(n), 

ol f est la fonction x+>—=, qui est 
x 

strictement décroissante sur JO ; +°°[. 

Par conséquent, pour tout nde N*: 

f(n+1) <f(n), 
c’est-a-dire : 

Uns 1 < U, 

e Déterminer le sens de vadiiten de la suite 

(u,,) revient a étudier le signe de u, ,,—U, 

(ne N*); cette méthode est exposée ci- 

dessous. 

Pour tout entier naturel n non nul : 

YUn41— Un = eee 
Jn+1 Jn 

_an=Jn+1 
| der eae near oo 

or, d’une part : slipeeoghtt Le 

donc: Jn - Jn+1 <0) 

d’autre part : JnJn+1>0, 

d’ou : U4 ie <0} 

c’est-a-dire : aur u, ae 

c) La suite u est bornée. 

Vrai. 

On a évidemment, pour tout n de N*: 

u, =.0; 

donc la suite u est minorée par 0. 

De plus, pour tout n de N*: J/n=1, 

donc: u, <1, ce qui prouve que la 

suite u est majorée par 1. 

On pourrait démontrer que 0 est le plus 

grand minorant de la suite u (aucun réel 

strictement positif n’est un minorant de la 

suite u). 

3° Soit (u,,) la suite définie sur N dont 
les termes successifs sont 1, 2, 3, 1, 2, 3, 

etc. 



a) Uj99 = 3. 
Faux. 

Tous les termes de la suite (u,,) d’indice 

multiple de 3 sont égaux a 1, tous ceux 

d’indice de la forme 3k+1 (ke N) 

sont égaux a 2, enfin, tous ceux d’indice 

de la forme 3k +2 (ke N) sont égaux 
a 3. 

De plus : 100 = 3 x 33 + 1, 

donc Ujo9 = 2. 

100=3 xk+1, avec k= 33. 

b) La somme des termes de la suite (u,,) 

de Ug a Up est Egale a 42. 

Vrai. 

Posons : S = Ug + Uy + +++ + Ugg. 

Ona: 

S = (Up + Uy + Uy) + (U3 + Ug + Us) 

t t 
0x3 1x3 

+ +++ + (Uyg + Uyo + U9), 

6x3 

donc : 

S= 6+6+---+6 
$$ $$$ 

sept termes 

=7x6=42. 

Up + Uy + Up = U3 + Uy +; Us =... 

= Ug + Uyg + Uz = 6. 
c) Le produit des termes de la suite (u,,) 

de up A Uy, est égal a 6. 
Vrai. 

Posons : P = Ug X Uy X ... X Uy]. 

Ona: 

P = (Up X Uy X Up) X (U3 X Uy X Us) 

X .1. X (Ujg X Ug X M9) X U1, 

donc: P= 6X6 X...X6 X1=6’. 
(SS 

sept facteurs 

4° Soit (u,,) la suite définie sur N par : 

1 n 

= (- 5) ‘ 

a) Pour tout nde N, u,, = : ne 

Mode de generation d'une suite 

Vrai. 

On a, pour tout entier naturel 7 : 

old) (DY “G2 
b) La suite (u,,) est bornée. 

Vrai. 

lie . 
73 étant compris entre —1 et 1, ona: 

pour tout n de N, -1 <u, <1. 

Plus précisément, on peut montrer que le 
ae A 1 

minimum de la suite u est “= et que le 

maximum est 1. 

c) La suite (u,,) est décroissante. 

Faux. 

1 
id eat) et oF qe 

La suite n’est pas non plus croissante : 

donc : u; < Up. 

1 
Ujp=1et u, Pe donc: uy <Up. 

Plus généralement, tous les termes de la 

suite (u,) d’indice pair sont strictement 

positifs, tous ceux d’indice impair sont 

strictement négatifs, donc, pour tout entier 

naturel n: 

U, > Uny Sin est pair, 

U,<U,41 Sin est impair. 

5° Soit (u,,) la suite définie sur N par : 

u, = 2n-3. 

a) La suite (u,,) est croissante. 

Vrai. 
On a, pour tout entier naturel 7 : 

Un 1 —Un= (2(n + 1) -— 3) — @n- 3) =2, 

Un+ei—-Un> O, n+1 

IAN: d’ou : Us emilee 

donc la suite (u,,) est strictement crois- 

sante. 

W) 
‘oO 

2 
= 
= 
O 
O 
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b) La suite (u,,) est minorée. 

Vrai. 

Pour tout entier naturel n : 

2n=O0, 

Dia BNE ES 

c’est-a-dire: ou, >—3. 

c) Pour tout entier naturel 7 : 

Urn 4, =4n-—1. 

donc : 

Vrai. 

Pour tout entier naturel n : 

W574, = 2X (Qn+1)-3 =4n=—1, 

6° Soit (u,,) la suite définie sur N par 
Ug = 2 et la relation de récurrence : 

Uns 1 = Quy, =f 3 

a) La suite (u,,) est croissante. 

Faux. 

donc : uy < Up. 
Non seulement la suite (u,) n’est pas 

croissante, mais on pourrait méme 

démontrer qu’elle est décroissante. 

Vrai. 

On obtient, de proche en proche : 

u, =2uy-3=2X2-3=1, 

uz = 2u,-3=2 X (-1) -3 =—S, 

ug = 2u,-3=2 xX (-5)-3 =-13, 

us = 2u,—3 =2 x (-13) -3 =-29. 

c) Pour tout entier naturel n : 

Un.2= 4u, -—9. 

Vrai. 

Pour tout entier naturel n : 

Un+2=Un41) +1 

=2u,41—-3 

=2 x (2u,-—3)-3 

=4u,-6-3, 

donc : Uny2=4u,—-9. 

Calculs de termes 

A teu, =5x 10742. 

Ona: 
u,=5X10!+2=50+2=52, 

puis : 

Uy = 502, uz =5 002, 

uy = 50002 et us =500 002. 

2° Ug =1 et td care 

On obtient successivement : 

3° u,, est la somme des inverses des n 
premiers naturels non nuls. 

| Ona: 

alps et Cke 

Fa eg 
| ral Nosy ayy}: 

= il) eee 
ws=(F45)+bastae9, 
PIT POP yey ees 

ma(p+5+g)tge segs 
Fa TS RR PI Ls ge) ws=(F+5tieg tee esta Be. 



On peut noter que, pour tout entier naturel 

nnon nul: 

u [2 fo n+17— “n 

u 
=1 et —. 
a 1+ Qu, 
On obtient de proche en Pa oe A 

Plus généralement, on peut établir que : 

pour tout nde N, u, = rae 
ne 1 

4 ape n> 3n-7. 

Pour tout entier naturel n, ona: 

Une y= a(n + 1)=7T 

=3n+3-7 

=3n-—7+3, 

donc : 

Ue Sy Ss 

€U,51=Uqt3» est une relation de 

récurrence. 

2° vineS", 

Pour tout entier naturel n, on a: 
Vis a 57 

Mode de géneération d'une suite 

donc : 

Vn + 1 SVn ’ 

de méme : 

= 57" = (oy, 

dou: 
Von = (roe, 

a ~S 
=e oS ats 

Pour tout n de N, ona: 

3 3 
u = C= = - X 
n+2 (u,4 1)? 9 9 (u,) ? 

ye 

6 he Uy, = 35 

u,, n’est défini que si n > 1. 
On dit que la suite (u,,) est définie a partir de 

indice 1. 

On peut écrire : 

! . 

n— 2 
Pour tout n de N, n—J2#0; par 

conséquent, la suite (u,) est définie a 

partir de l’indice 0, c’est-a-dire sur N. 

3° u, = J2n—-15. 

L’entier naturel n vérifie 2n-15=0 

si, et seulement si : n=7,5; on en 

déduit que la suite (u,) est définie a 

partir de l’indice 8. 
8 est le plus petit entier supérieur ou égal a 7,5. 

Pre 401). 

rime ey 
Pour tout n de N, ona: 

Seat ST ESS ts i SB 

° = 2° u,= 

- 

10) 
10) 
e)) 
< 
= 
O 
O 
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donc la suite (u,,) est définie 4 partir de 

Vindice 1. 

(u,) a pour ensemble de définition N°. 

1 
5° u, =: 

" n-+n+1 
Pour tout entier naturel n,n? +n+1+#0, 

(en effet, n=O, donc n?+n+1= 1) 

donc la suite (u,) est définie sur N, 

c’est-a-dire a partir de l’indice 0. 

WA teu, =2, uy.) =3u,-2. 
¢ Algorithme de calcul de u, : 

¢ En utilisant le menu spécial de la cal- 

culatrice pour les suites vérifiant une 

relation de récurrence, ou en éditant un 

programme transcrivant 1’algorithme 

précédent, on obtient a l’affichage : 

Uys = 1434 908. 
Noter que tous les termes de la suite (u,) 

sont des entiers naturels. Ici, la calculatrice 

donne la valeur exacte de u,.. 

2° v,=14+3". 

¢ On a, pour tout entier naturel n : 

Viegusd tot} 

=1+3x3" 

=1+3x(1+3")-3 

=3x(1+3")-2, 

Vana = ypr2e 

* De plus: vy) =1+39=14+1=2. 

On en déduit que, pour tout n de N : 

donc: 

Un = Vp 

autrement dit, les suites (u,,) et (v,,) sont 
égales. 

8 | 1° D’aprés l’initialisation : 
Ug = ile 

D’aprés |’instruction « u prend la valeur 

2 s 

S —u » dans la boucle Pour, la suite 

(u,,) vérifie la formule de récurrence : 

(u,)? 

2° 

En B3 a été saisie la formule : 

=B2A2/2-B2 

9 | D’aprés |’algorithme : 

Uy =U, + 23 = 13 +23, 

u,= 134234... +73, 

autrement dit, pour tout entier naturel n 

non nul, u,, est la somme des cubes des 

entiers de 1 4 n. 

a*) 1° w, est la somme des entiers de 1 
an. 

CASIO 



Dans le chapitre suivant, sera établi que, 

pour tout entier naturel n non nul : 

ie Se ey ca 
2 

(n+1) ; ¢ ntn 
ce qui peut aussi se noter : i . qui p > ; 

k=1 

2° u,, est le produit des entiers de 1 an. 

Pour tout entier naturel n non nul, le produit 

des entiers de 1 a n se note n! et se lit 

« factorielle n »: 

NUS THe 2S XN. 

TI 

CASIO 

ae . 

n(n+1) 

1° On obtient de proche en proche : 

«4-5. u,=Uu,_1+ 

ele ein 2 Ae o 
a ay 3 2-2 BKB 

= helt ey lege - 5 

Oe eA BA A! 

me, en Laesem Dis: pesclOivind 
hema “anesumas 4x5 45°. -5’ 

Dare 54 eed 
BS SonseG 65 05X60) 5X6". 6 
Ces résultats aménent a conjecturer que, 

pour tout entier naturel n non nul : 

Mode de generation d'une suite 

2° Algorithme de calcul de u, ..., u, : 

non nul: 

hele 
ted x2” 

PS YN Ere) ee 
Peas WEDS: MESO WEEK Se 

ee ene ie 
2 PER RGAE MK OE Ke Fle KA 

et, de proche en proche : 
7 1 1 1 

a ixa 2x3 ney 
b) Ona, pour tout entier naturel k non 

nul : 

be 1 _(k+1)-k _ 1 

k k+l k(k+1)) k(k+1)’ 

c’est-a-dire : 

1 1 1 

k(k+1) k k+1 
c) D’aprés les questions 3° a) et 3° b), 
on peut écrire, pour tout entier naturel 

nnon nul: 

n(i-deG-IG-)> qe = ory 

i) 
te 0) 

— 
oO 

yt 

Zs 
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donc, par télescopage additif, il ne reste 

plus, dans l’expression définissant u,, 

que le premier terme et le dernier : 

Lay, (ue dt) wi litveee Be 

Représentation graphique 

Lobservation des graphiques nous 

invite 4 formuler les conjectures suivantes. 

1° graphique : 

La suite (u,) semble décroissante donc 

majorée par son premier terme UW ; elle 

semble minorée par 1, nombre duquel u,, 
« se rapproche » quand n devient grand. 

24 sraphique : 

La suite (u,,) semble majorée par son pre- 

mier terme Up et minorée par Uy. 

La suite ne semble pas monotone ; plus 

précisément, les termes successifs de la 

suite sont alternativement supérieurs et 

inférieurs a 3, et la distance qui les en 

sépare ne cesse de diminuer et u,, est aussi 

proche que l’on veut de 3 pourvu que n 

soit suffisamment grand. 

On peut encore 

conjecturant que : 

affiner l’analyse en 

la suite (u,,) des termes d’indice pair de (u,,) 

est décroissante, 

la suite (u,,,,) des termes d’indice impair de 

(u,,) est croissante. 

U, 1 

TB uw =5. i dag eg > 
n 

Ve=2)) ve = WEL FLT. 
i (k 

U3z1 Uy uy, Uy =5 x 

Le graphique met en évidence que, quand n 
devient grand, u,, semble se rapprocher 

de l’abscisse € du point d’intersection de 

Cy et A. 

t emen| 
Ce réel vérifie : € > Oet 5 + 

Or, pour tout réel x non nul, on a les 

équivalences : 

=. 

lee oy eee 
DotGx on 6x Oe 1G 

donc: 

2 Il 1 1 
—+—=xX Ox =— oux=-—-; 
Dh Os 3 a3 

Le réel ¢ étant positif, on en déduit que, 

quand n devient grand, u, se rapproche 

de ples 

Als 
On dit que la suite (u,) admet pour limite 

if ane 
—~, etonecrit: 

3 
, 1 
lim u,=—- 

n— +e 3 

OR 

Vi V3V4 Vo 1 Vo =2 

Le graphique met en évidence que, quand n 

devient grand, v, semble se rapprocher 

de l’abscisse € du point d’ intersection de 

€, et A. 

Ce réel vérifie : 

£>0 et J€2 + —f=f. 

Or, pour tout réel x positif, on a les 

équivalences : 

x2 +1 —x=x 0,724] =e 

&x24+1=4,2 

1 
x2 = = x 3’ 



On en déduit que, quand n devient 

grand, v,, se rapproche de ie ' 
V3 

Noter que toutes les conclusions tirées de 

observation des graphiques ne sont, en 

fait, que des conjectures. || faut attendre 

quelques outils supplémentaires en analyse 

pour pouvoir les démontrer... 

3° Les graphiques des questions 1° et 2° 

mettent respectivement en évidence que 

la suite (u,) est décroissante et que la 

suite (v,,) prend des valeurs qui oscillent 

1 j 
autour de B (elles sont alternativement 

bog Bae Ah ey 
supérieures et inférieures a a 

3 

Seul le nuage n° 1 peut représenter 

des termes de la suite (u,) et seul le 

nuage n°-2 peut représenter des termes 

de la suite (v,,). 

Il semble que la suite (u,) soit crois- 

sante, donc minorée par son premier 

terme Up qui vaut — 5. 

De plus, il est raisonnable de penser 

qu’elle est majorée par 3, et que u, ne 

cesse de se rapprocher de 3 quand n 

grandit ; plus précisément : u, est aussi 

proche de 3 que 1’on veut dés que n est 

suffisamment grand. 

Mode de génération d'une suite 

Sens de variation, majorant, 
minorant 

15] 1° Pour tout n de N, ona: 

Uny1 = Ug 8s 

or: u,—3<u,, 

donc : Je ee 

On en déduit que la suite (u,,) est stric- 
tement décroissante (sur N). 

2° Pour tout n de N, ona: 

Vn+1 =n ik (v,)*, 

or: (v,)* = 0, 

donc : v, + (v,)4 = v, 
Meee So > d’ou : Vani = Va 

Cela prouve que la suite (v,,) est crois- 

sante (sur N). 

Dans ces deux cas, le sens de variation ne 

dépend pas du premier terme. 

Ga 1° u: n> n3—4n?-5n-1 

Pour tout entier naturel n : 

nt) Un = (n+ 13 -4(n + 1)? 

—5(n+1)—1—n3+4n?2+5n4+1, 

Or: 

Uu 

(n+ 1)3=n3+3n?2+3n+1, 

(n+1)2?=n?+2n+1, 

donc, aprés simplifications : 
ey) ey Ung { a Ug= an? =Sn-8. 

Pa 

W) 
to) 

S 
re 
= 
O 
O 
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—1 est ume racine du polynéme du 

second degré f: x 3x3-5x-8, son 

, 8 
autre racine est donc =- 

3 
En notant @ la racine de f autre que —1, on 

dispose en effet de la relation : 

—8 
sh harsy 

On pouvait aussi calculer le discriminant A 

de f: 

A=25 +96 =121= 112, 

pour en déduire les racines de f : 

5-11 5+11 
eee et ———= 

6 6 

c’est-a-dire : 

Tere 
3 

Et l’on sait: 2 < : c= oi 

On en déduit que, pour tout entier natu- 
rel? 
* sin S 2, alors u,,,—u, <0, 

¢sin = 3, alors u,,,—u, > 0, 

autrement dit : 

*sin S 2, alors u,,,; <U,; 

¢sin = 3, alors u,,,) > Up. 

En conclusion, la suite wu est stricte- 

ment croissante a partir du rang 3. 

On dit aussi que la suite u est strictement 

croissante a partir de l’indice 3. 

2° u:nt>(-S5S)", 

La suite u est définie sur N, et, pour tout 

entier naturel n, 

* sinest pair, alors u, > 0; 

* sin est impair, alors u,, < 0. 

u n’est donc pas monotone, méme a 

partir d’un certain rang. 

3n 

n+1. 

La suite u est définie sur N et a termes 

strictement positifs. 

Pour tout entier naturel n, 

3°ur:nre 

Maal Ose PL S(At bh) Bid 
if > Wa2) 63" n+2 n+2’ 

or: 
3n+3 ENS 
n+2 ds 

(car 3n+3 >n+2>0) 

donc, pour tout entier naturel n : 

u 
rel 

Un 

soit: U,. 4 —>.u, (car #, > 0), 

Cela prouve que wu est strictement 

croissante. 

4u:nron2+n—5S. 

La suite u est définie sur N. 

D’autre part, les fonctions x+> x? et 

x'+>x-—5 sont strictement croissantes 

sur R*, donc il en est de méme de leur 

somme x+> x2+x-5. 

Il en résulte que u est strictement 

croissante. 

On peut aussi écrire, pour toutn deN : 

(n+1)2 > n2 

(n+1)-5>n-5 

et, en additionnant membre a membre ces 

deux inégalités de méme sens : 

Ue oqerp hes 

5° up =4 et u,,, =u, —9,71. 

La suite u est définie sur N et, pour tout 

entier naturel n : 

“u,=0,71 < 4, 

donc : 

Uns = Uy- 

Par conséquent, u est strictement 

décroissante. 

17 ee 
n 

u est définie sur N*. 

Pour tout entier naturel n non nul : 

u, < 103 = < 103 
n 

© n2> 103; 

or:  317=961 et 32?=1024, 

donc le plus petit entier naturel 7 tel 

que u,, < 10-> est 32. 



1° u: nen. 
Pour tout n de N, ona: 

u, =n, donc u, = 0. 
En revanche, u, peut étre plus grand 

que n’importe quel réel A (si A = 0, il 

suffit de choisir n supérieur a VA d. 

La suite u est minorée par 0, mais n’est 

pas majorée. 

La suite u est la restriction de la fonction 

carré aN. 

2°u:nr>—ni, 

Pour tout 7 de N, ona: 

u, =—n', 

donc : 

u, <0. 

En revanche, u, peut étre plus petit que 

n’importe quel réel A, pourvu que n soit 

suffisamment grand (si A < —1, il suffit 

de choisir n supérieur a — A). 

La suite u est majorée par 0, mais 

n’est pas minorée. 

i 
Sur:nre—- urn an 

1 
Pour tout n de N, ona: u, = am 

donc : 

d’ou: 

nee O ets, Sidy 

O0S<u, <1. 

Cela prouve que la suite u est minorée 

par 0 et majorée par 1. 

1 est un majorant de la suite u, donc tout 

nombre supérieur a 1 est aussi un majorant 

de u. 

0 est un minorant de la suite u, donc tout 

nombre négatif est aussi un minorant de u. 

40h n> (2), 

¢ Si n est un entier pair, on peut écrire 

n=2p (ou bien sir pe N )et: 

Uy, = (—2)2? = ((-2)2)P = 4?. 
Comme 4? peut étre rendu aussi grand 

que |’on veut, pourvu que |’entier natu- 

rel p soit choisi suffisamment grand, la 

suite uw n’est pas majorée. 

Mode de generation d'une suite 

¢ Sin est un entier naturel impair, on peut 

écrire n= 2p +1 (od bien sir p EN )et: 

uy, = (—2)2P +! =—2 x (-2)?P =-2 x 4, 

Comme —2 x 4? est négatif et peut étre 

rendu aussi loin de 0 que |’on veut, pourvu 

que |’entier naturel p soit choisi suffisam- 

ment grand, la suite u n’est pas minorée. 

<u: n> +2. 
n 

u est définie sur N*. 

Pour tout 7 de N*, ona: 

ae 0 i L. 

donc : 2 GS Di 

On en déduit que la suite u est bornée 

par 2 et 3. 

La valeur 3 est atteinte pour n = 1, et u,, est 

aussi proche de 2 que |’on veut (sans jamais 

l’atteindre), pourvu que n soit suffisamment 

grand. 

evint>(-l1)’". 

v est définie sur N. 

Pour tout n de N, ona: 

si n est impair, alors v, =—1, 

si n est pair, alors v,, = 1. 

Donc la suite v est bornée par —1 et 1. 

ln 
n+2 

w est définie sur N. 

Pour tout n de N, ona: 

cee 

PEN Maser 

eae 

c’est-a-dire: w, 20; 

de plus : Jn<n+2, 

(pour tout entier naturel n, Jn<n ) 

donc : w, =1. 

Donc la suite w est bornée par 0 et 1. 

20 u,,: Somme des inverses des entiers 

de 1 an. 

Dans l’exercice 2, on a calculé les pre- 

miers termes de la suite (u,,) et observé 

que, pour tout entier naturel n non nul : 

- 

w 
10) 
oO) 
(= 
= 
O 
O 
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begin Bae ee? 

1 
or: spree td 

dou: u gre srt ee 
n n+l Z 

donc : 

Uns1 > Un» 

ce qui prouve que la suite (u,,) est stric- 

tement croissante (sur N*). 
25 

De plus, on avait obtenu : u4 = D 

pe: 
5S = 2. etona: 2D 2 

On peut donc affirmer : 

Si n = 4, alors u, 2 2. 

Ona: u3= =, done: u, < 2; 

par consequent, 4 est le plus petit entier 

naturel n, tel que: sin =o, alors u, = 2. 

Les interrogations écrites 

Algorithme de calcul de la somme S,, 
des carrés des entiers de 1 an: 

On peut aussi initialiser S a1, et, dans ce cas, 

il faut faire varier le compteur de boucle k de 

2an. 

22 Pour tout entier naturel n : 

Un 4 1 a Uy a (CAE 

Of8 —(u,)? <0, 

donc: u,—(u,)* <u,, 
dou: WSO 

ce qui prouve que la suite (u,) est 

décroissante. 

De plus : u) = 4, donc : 

pour tout entier naturel n, u, S 4, 

ce qui implique : 

pour tout entier naturel n, u,, < 4,1. 

Finalement, il n’existe pas d’entier 

naturel n tel que u,, = 4,1. 

1 
u:nt-. 

n 

u est définie sur N*. 

Pour tout n de N*, ona: 

c’est-a-dire: O<u, = 1. 

Donc la suite uw est minorée par 0 et 

majorée par 1. 

La suite u, étant décroissante, est majorée 

par son premier terme : 

u, =1. 

V’encadrement obtenu est 

possible : 

le meilleur 

¢ on ne peut pas améliorer la majoration, 

caf UW, = 1; 

¢ On ne peut pas améliorer la minoration, 

car u, est aussi proche de O que I’on veut, 

pourvu que n soit suffisamment grand. 



Uy = 8 Xi 

2° Le graphique ci-dessus met en évi- 

dence que la suite (u,,) est décroissante 

Mode de géneération d'une suite 

_ et que, quand n devient grand, u,, semble 
se rapprocher de l’abscisse du point 

d’intersection des droites & et A. 

De plus, pour tout réel x, on a : 

deel e peeevcnes t 
2 a” Kieth 

— ay =lex=2, 
2 

donc, quand n devient grand, u,, semble 
se rapprocher de 2 d’aussi prés que 

V’on veut. 

corriges 
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Suites arithmetiques 

Suites geometriques 

Suites arithmétiques 

> Définition 

e Dire qu’une suite u définie sur N est arithmétique signifie qu’il existe un réel r tel 

| que, pour tout entier naturel n : 

e Le réel r est appelé la raison de la suite arithmétique u. 

e Une telle suite est 4 variation absolue constante : 

pour tout entier naturel n, u,,,—u, =F. 

> Propriété 

Les suites a variation absolue constante sont les suites arithmétiques. 

~ Expression explicite de u, 

Si une suite u définie sur N est arithmétique de raison r, alors pour tout entier naturel 

[i Somme de termes consécutifs_ 

e Si S est une somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique, alors : 

e En particulier, pour tout entier naturel n non nul : 



_n(n+1) 
SE ae 

> Représentation graphique 

| 1+2+...n 

: 

| 

| 

| 

| 

| 

3 wm fp--------- 0 x 

e Les points de la représentation graphique d’une suite arithmétique de raison r 

définie sur N sont alignés sur la droite d’équation y = rx + Uo. 

e On dit qu’une suite arithmétique est 4 évolution linéaire. 

Suites géométriques 

> Définition 

e Dire qu’une suite u définie sur N est géométrique de raison positive signifie qu’il 

existe un réel g strictement positif tel que, pour tout entier naturel n : 

| e Le réel g est appelé la raison de la suite géométrique u. 

e Une telle suite est 4 variation relative constante : 

Un+t 
pour tout entier naturel n, =q. 

n 

Expression explicite de u ott ae + 

Si une suite u définie sur N est géométrique de raison non nulle g, alors pour tout 

entier naturel n : 

> Somme de termes consécutifs , ee 

e Si S est une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q 

différente de 1, alors : 

YY 

8) 
oe 
O 
i. 
@ 
x< 

8) 



e En particulier, pour tout réel q différent de 1 et tout entier naturel n non nul : 

1 5 fide 1 

n= ——_—_ l+qt...g er 

> Représentation graphique 

e Graphique obtenu avec un tableur pour la suite n+ (1,3)” (en bleu) et la suite 

n> (1,5)” (en rouge). 

50 

40 

Ae tines 12 

On dit qu’une suite géométrique de raison strictement positive est 4 évolution expo- 
nentielle. 

e Graphique obtenu avec un tableur pour la suite n +> (0,8)". 



Suites aritnhmetiques - Suites geomeétriques 

EXERCICES 

ae (corrigés p. 198) 

1° La suite u : n+> 2 —3n estarithmétique de raison 2. 

2° La suite (u,,) définie sur N par: u, = 2 est géométrique de raison *. 

3° Toute suite (u,,) telle que, pour tout n de N, u, ,, = oe est une suite géomé- 
trique. 

4° Toute suite arithmétique de raison 2 est croissante. 

5° Toute suite géométrique de raison 2 est croissante. 

6° Toute suite constante est a la fois arithmétique et géométrique. 

7° La somme des entiers naturels de 1 4 1 000 est égale 4 500 500. 
: Pe ee : 1 

8° La somme des 1 000 premiers termes d’une suite géométrique de premier terme 0 

et de raison 1 est égale a 50. 

9° Si a, b, c sont trois termes consécutifs, dans cet ordre, d’une suite arithmétique, 

GG 
alors eat. 

10° Sia, b, c sont trois termes consécutifs, dans cet ordre, d’une suite géométrique, 

alors b? = ac. 

ae * 5 min (corrigés p. 199) 

Une suite arithmétique u a pour raison 1,5 et pour premier terme Up avec : 

Uo =— 4. 

Quels sont ses six premiers termes ? 

3 | ¥* 10 min (corrigés p. 199) 

Soient a et b des nombres réels, (u,,) la suite arithmétique définie sur N, de premier 

terme a et de raison b. 

1° Définir la suite (u,,) par récurrence. 

2° Ecrire un algorithme de calcul de u,, les réels a, b et l’entier naturel n étant les 

paramétres d’entrée. 
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% 5 min corrigés p. 199 

Chacun des trois nuages de points représente les termes d’indice 0 @ 8 d’une suite 

définie sur N. 

30 

25 7 

20+ 
—— Nuage 1 
—=— Nuage 2 
—— Nuage 3 

1st 

Oy sid ivan eee Se aS 

Un seul de ces nuages de points correspond 4 une suite arithmétique. Lequel ? 

*& 10 min (corrigés p. 199) 

Démontrer que la suite (u,,) définie sur N par la relation proposée est arithmétique. 

Préciser sa raison. 

1° uj =3 etu,,,=6+4,. 3° u, =——- 

2° u, =5n-3. 4° u,=(n+3)2—n?. 

6 | *% 5 min (corrigés p. 200) 

Soit (u,,) la suite arithmétique définie sur N*, de premier terme —2 et de raison 3. 

Pour tout entier naturel n non nul, exprimer u, en fonction de n. 

Dans les trois exercices suivants, u désigne une suite arithmétique de raison r 
(re R). 

*& 5 min (corrigés p. 200) 

Sachant que uz = 3 000 et r = —S0, calculer le terme Uy. 

BE *& 5 min (corrigés p. 200) 

Sachant que ug = 100 et u499 = 50, calculer la raison r. 

El 5 min (corrigés p. 200) 

Sachant que 49 = 9 et uz = 17,4, calculer u,,. 

i) *K 10 min (corrigés p. 200) 

Soit (u,,) la suite définie sur N par up = 1 et la relation de récurrence : 

Un+] Fi ahs +(e)? 

1° On pose, pour tout entier naturel n: v, = (u,)?. 



Suites arithmetiques - Suites geométriques 

Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique. 

2° En déduire, pour tout entier naturel n, une expression explicite de u,, en fonction 
de n. 

*%* 10 min (corrigés p. 201) 

Soient r un nombre réel et (u,,) une suite arithmétique, définie sur N et de raison r. 

Dans chacun des cas suivants, démontrer que la suite définie par la relation proposée 

est arithmétique, et préciser sa raison. 

1854 <idupt3. 2°'W,'= Upp: 3° t, = (u,)? —r2n?. 

* 5 min (corrigés p. 201) 

Une suite géométrique u a pour premier terme 100 et pour raison 0,2. 

Calculer les termes de la suite u du deuxiéme au sixiéme. 

*% K-10 min (corrigés p. 201) 

1° Soient g un réel strictement positif et (u,,) la suite définie sur N par: u, = q". 

Etudier le sens de variation de la suite ‘CAE 

2° En déduire le sens de variation de la suite (v,,) proposée. 

a) (v,) est définie sur N par: v, =3 x (0,7)”. 

b) (v,,) est la suite géométrique définie sur N de premier terme —2 et de raison 1,6. 

: 14 HK 15 min (corrigés p. 202) 

1° Sachant que 2!° = 1 024, trouver un entier naturel ny tel que 2”° > 10°. 

A Vaide de la calculatrice, déterminer le plus petit entier naturel n tel que 

2b 4108; 

2° Trouver de méme un entier naturel n, tel que 2” > 10}. 

L’entier n, ainsi obtenu est-il le plus petit entier naturel n tel que 2” > 1045.2 

3° Que peut-on dire, si est un entier supérieur ou égal an, : 

1 n 

a)de2"? b) de (5) 3 
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(corrigés p. 203 

Chacun des trois nuages de points du graphique ci-dessus représente les termes 

d’indice 0 a 8 d’une suite géométrique de raison positive définie sur N. 

Préciser pour chacun d’eux la position par rapport 4 1 de la raison de la suite géo- 

métrique représentée. 

Dans les trois exercices suivants, u désigne une suite géométrique de raison q 

(q€]0;+[ ). 

KK 10 min (corrigés p. 203) 

Sachant que u; = 486 et g = 3, calculer u, et Up. 

17 *&K 10 min (corrigés p. 203) 

Sachant que up = 1 et uz = 128, calculer la raison gq. 

18] IK 10 min (corrigés p. 203) 

Sachant que u, = 44 et u49 = 352, calculer u,3. 

49] * HK 15 min (corrigés p. 204) 

Démontrer que la suite (u,,) définie sur N par la relation proposée est géométrique. 
Préciser sa raison. 

° — ih ° 2n+1 1° uy =3 et Un =|" 5° u,=5 ; 

Ms Ane ° 2” 
2 u, = 3" 1, 6 Un nal 

3° u, = 3" X 5". T° u,=3. 

4° u,=-3x5-". 8° u,=3 x27 42741, 

20] KK 15 min (corrigés p. 205) 

Dans chacun des cas suivants, quel est le nombre de termes de la somme S ? 
1° S=upt uy +... + Uo. 



suites arithmetiques - Suites géométriques 

2° S= uy + Unt... + Uy7. 

3° S=ug tu, +... +u,, avec n entier naturel. 

4° S=u, + uy +... +u,, avec n entier naturel non nul. 
S°S=ug tu, +... +U,, 1, avec nentier naturel. 
6° S=u,+U3 +... +U, 4 1, avec n entier naturel non nul. 

21 * 5 min (corrigés p. 205) 

Soit 7 un entier naturel non nul. 

On pose: S,=1+2+...+3n. 

Exprimer S,, en fonction de n (sans utiliser de pointillés !). 

22| 5 min (corrigés p. 205) 

Calculer (de téte !) : 

1° la somme S des neuf premiers termes de la suite géométrique (u,) définie sur 
N par vu = 2 et la relation de récurrence : 

Uny1 = 10u,, ; 

2° la somme T des sept premiers termes d’une suite géométrique de premier terme 3 
F 1 

et de raison 10’ 

23 | ¥*& 10 min (corrigés p. 205) 

Soit (u,,) la suite arithmétique définie sur N, de premier terme 0,7 et de raison 1,2. 

Pour tout entier naturel n, on note S,, la somme des termes de la suite (u,,) d’indice 

Oan. 

1° Dans la feuille de calcul ci-dessus, une formule a été éditée dans la cellule B3, 

puis étirée vers le bas, de facgon a obtenir dans la colonne B les termes successifs de 

la suite (u,). 

Quelle est cette formule ? 

2° De méme, une formule a été éditée en C2, puis étirée vers le bas, de fagon a obtenir 

dans la colonne C les termes successifs de la suite (S,,). 

Quelle est cette formule ? 
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*&* 10 min (corrigés p. 205, 

Soit u la suite arithmétique définie sur N, de premier terme —5 et de raison Je 

Calculer chacune des deux sommes proposées. 

1° S est la somme des cent premiers termes de la suite vu. 

2° T = Ung toy +--+ Ft lag: 

25 | *% *K 10 min (corrigés p. 206) 

On pose, pour tout entier naturel n non nul : 

Se? 427 © aa. 

1° Exprimer S,, en fonction de n (sans utiliser de pointillés !). 

2° En déduire, pour tout n de N, l’expression en fonction de n de chacune des sommes 

U,, et V,, Suivantes : 

a) U,=14+2427+..04 2277): 

b) Virltst atte 

26| 5 min (corrigés p. 206) 

Soit u la suite géométrique définie sur N, de premier terme 3 et de raison 0,2. 

Calculer la somme S des six premiers termes de la suite u. 

: 27] *%*K 10 min (corrigés p. 206) 

Pour tout entier naturel non nul, on pose : 

u,=0, 6...6 
————_ 

n chiffres 6 

1° Montrer que u,, est la somme de n termes consécutifs d’une suite géométrique 

de premier terme 0,6. 

2° En déduire que, pour tout n de N*, ona: 

28] KOK 15 min (corrigés p. 207) 

Soit la suite u définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel 7 : 

Uy. = 24, + L, 

et soit la suite v telle que, pour tout entier naturel n : 

Ve Re oe 

1° Prouver que la suite u n’est ni arithmétique, ni géométrique. 

2° Démontrer que la suite v est géométrique. 

En déduire l’expression de v,, puis celle de u,, en fonction de l’entier naturel n. 
3° Déterminer, en fonction de l’entier naturel n, les sommes S et S’ telles que : 

S=vo tv, +... +, 
aes et S"=Ujp+u,+...+U,. 



Suites arithmetiques - Suites geéométriques 

KK 15 min (corrigés p. 207 

1° On organise un tournoi individuel de tennis avec 128 participants. 
Sachant que chaque joueur ayant perdu une partie est éliminé, quel est le nombre 
de parties du 1° tour, du 2° tour, du 3° tour ? 

Quel est le nombre total de parties a prévoir ? 

2° Reprendre |’énoncé précédent en remplagant les 128 participants par 2” partici- 
pants, ot 7 est un entier naturel non nul. 

30] % KK 10 min (corrigés p. 208) 

Un jeu télévisé est organisé de la facon suivante : 

* si le candidat répond correctement a la premiére question, il gagne 60 € ; 

* ensuite, chaque bonne réponse lui rapporte 35 € de plus que la précédente, et le 

jeu s’arréte a la premiére réponse fausse. 

On note u, le gain en euros pour une réponse correcte a la n-iéme question. 

1° Définir la suite (u,,) par récurrence. 

En déduire l’expression explicite de u,, en fonction de n. 

2° Quel est le nombre minimal de bonnes réponses que doit donner le candidat 

pour que le total de ses gains s’éléve au moins a 1 000 € ? 

311| *&*& 10 min (corrigés p. 208) 

Monsieur Carrédas fait un placement de 10 000 € 4 taux constant dans une banque 

A, et un autre placement de 10 000 € a taux également constant dans une banque B. 

On note respectivement C,, et K,, le capital acquis a l’issue de n années dans la banque 

A et la banque B. 

La feuille de calcul ci-dessous donne les valeurs de C,, et K,, arrondies a l’euro, 
pour les dix premiéres années de placement. 

ee Ales Bits Cy 
ee ee ee 
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1° Le placement effectué dans la banque A est-il a intéréts simples ou composés ? 

Et quel en est le taux ? 

2° Le placement effectué dans la banque B est-il 4 intéréts simples ou composés ? 

Et quel en est le taux ? 

32| WK 15 min (corrigés p. 208) 

On effectue un placement de 100 000 euros au taux annuel de 7 % a intéréts composés. 

1° De combien dispose-t-on au bout de quatre ans ? au bout de dix ans ? 

2° Combien d’années sont nécessaires pour voir le capital doubler ? pour voir le 

capital tripler ? 

33| eK 20 min (corrigés p. 209) 

Une jeune diplémée, Mlle N, se voit proposer par le directeur des ressources 

humaines d’une entreprise deux contrats différents : 

—avec le contrat A, le salaire mensuel net d’embauche est de 2 100 €, il est ensuite 

augmenté tous les ans de 130 € ; 

— avec le contrat B, le salaire mensuel net d’embauche est de 2 100 €, il est ensuite 

augmenté tous les ans de 6 %. 

On notera u,, le salaire mensuel net en euros de Mlle N la n-iéme année de travail 
si elle choisit le contrat A, et v,, le salaire mensuel net en euros de Mlle N la n-iéme 

année de travail si elle choisit le contrat B. 

_ 1° Expliciter u, en fonction de |’entier naturel non nul n, puis déterminer le montant 

cumulé S,, en euros des salaires pergus par Mlle N au cours des n années de travail 

dans |’entreprise si elle choisit le contrat A. 

2° Expliciter v, en fonction de l’entier naturel non nul n, puis déterminer le mon- 

tant cumulé T,, en euros des salaires pergus par Mlle N au cours des n années de 

travail dans l’entreprise si elle choisit le contrat B. 

3° Dans la feuille de calcul ci-dessous, les valeurs des salaires et des salaires cumulés 
affichées ont été arrondies a l’euro. 

_2360/ 80280] 
2601} 110160) 

jo] 2651| 141600) 142056] 
174600| 175778 
209160 211525 

| 245280) 

a) Aprés avoir entré en B2 et C2 la valeur 2 100, on a édité une formule dans cha- 
cune des cellules B3 et C3, puis étiré ces formules vers le bas. 
Quelles formules ont été entrées respectivement en B3 et C3 ? 



Suites arithmeétiques - Suites geométriques 

b) De méme, une formule a été entrée en D2 puis étirée vers le bas, vers la droite. 
Quelle peut étre cette formule ? 

c) Quel est le contrat le plus avantageux pour Mlle N si elle compte rester trois ans 
dans l’entreprise ? quatre ans ? cing ans ? 

Les interrogations écrites 
34] 10 min (corrigés p. 210) 

Soient a et b des nombres réels, (w,,) la suite géométrique définie sur N, de premier 
terme a et de raison b. 

On pose Sp = up et, pour tout entier naturel n non nul : 

S,=Ug tu, +... +U,. 

1° Définir la suite (u,,) par récurrence. 

2° Ecrire un algorithme de‘calcul de u, et S,,, les réels a, b et l’entier naturel n étant 

les paramétres d’entrée. 

10 min (corrigés p. 211) 

Soit wu la suite arithmétique définie sur N telle que : 

Déterminer sa raison r et son premier terme Up. 

10 min (corrigés p. 211) 

Soit u la suite géométrique de raison 3 et de premier terme Up tel que : 

Calculer S, ou S = U3 =f U4 tee wk: Ujo-: 

20 min (corrigés p. 211) 

Pendant douze années consécutives, Monsieur Dupont place une somme de 

10 000 euros le 1% janvier de chaque année au taux d’intérét annuel de 6 %. 

Monsieur Durand place une somme de 30 000 euros le 1° janvier des 1", 4°, 7° et 

10° années au méme taux d’intérét annuel de 6 %. 

De combien dispose chacun au bout des douze années ? 

O 
— 
on 

® 
41) 

In 
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CORRIGES 
Vrai ou faux ? 

1° La suite u : n+ 2 —3n est arith- 

métique de raison 2. Faux. 

Pour tout entier naturel 7 : 

Ue or) = 2 on 

donc : Un. { = 4,33 
ce qui prouve que la suite u est bien 

arithmétique, mais de raison —3. 

2° La suite (u,,) définie sur N par : 

Z | ate i ey 2 
Un= 35 est géométrique de raison 3: 

Faux. 
En écrivant que, pour tout entier naturel n : 

1" 

u,=2x(3) A 

on reconnait le terme général d’une suite 
EIT , 1 

géométrique de raison =: 

3° Toute suite (u,) telle que, pour tout n 
3u 

de N, u,.1= a est une suite géomé- 

trique. Vrai. 

En effet, pour tout entier naturel n : 

Uny1 = 7 X Un, 

ce qui prouve que (u,) est une suite géo- 

ade : 3 
métrique de raison > 

4° Toute suite arithmétique de raison 2 

est croissante. Vrai. 

Si (u,) est une suite arithmétique de 
raison 2, alors, pour tout entier naturel 

n,ona:u,,,=u,+2, oOru,+2>u,, 
donc u,,,1 > Up. 

5° Toute suite géométrique de raison 2 

est croissante. Faux. 

Par exemple, la suite n> —2” est géo- 

métrique de raison 2, et elle est stricte- 

ment décroissante. 

Ne pas confondre —2” et (—2)”. 

0+ 

—1200 

6° Toute suite constante est a la fois 

arithmétique et géométrique. Vrai. 

Toute suite constante est : 

* une suite arithmétique de raison 0, 

* une suite géométrique de raison 1. 

7° La somme des entiers naturels de 1 a 

1 000 est égale 4 500 500. Vrai. 

1 000 x (1+ 1 000) 

2 

= 500 x 1 001 

= 500 500. 

14+2+.---+1000= 

8° La somme des 1 000 premiers termes 
d’une suite géométrique de premier terme 

i et de raison 1 est égale a 50. Vrai. 

Une suite géométrique de raison 1 étant 

constante, la somme 4 calculer est égale a 

Ligtyyiie te 
1 000 x 50° c’est-a-dire 50. 

9° Si a, b, c sont trois termes consécu- 

tifs, dans cet ordre, d’une suite arithmé- 

tique, alors b= a. Vrai. 

En notant r la raison de la suite arithmé- 

tique, ona: 

*a=b-r (car b=a+r), 

*c=b+r, 

ieee Riemer Rene pa bape 
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d’ou, en additionnant membre 4 membre 

ces deux égalités : 

a+c=2b, 

c’est-a-dire: b= <. 

10° Sia, b, c sont trois termes consécutifs, 

dans cet ordre, d’une suite géométrique, 

alors b* = ac. Vrai. 

En notant g la raison de la suite géomé- 

trique, on a: 

b=qa_ et 

On peut alors écrire : 

° b?=bxb=bxqa=gqab, 

* ac=axXqb=gqab, 

d’ot: be = ac. 

c=qb. 

Suites aritmeétiques 

Pa Les six premiers termes de la suite u 

SONE : Up, Uj, Uy, Uz, U4, Us AVEC * 

Ujp=—-4; uy, =-2,5; 

u,z=0,5; ugy=2; 

u,=-1; 

us = 3,5. 

Recursion 
ant+ifanti.5 
tritis 

EG? SP CP [rae 

Table Range nti 

Ogg: 

fs 

anti=anti.s 
ne ani 

3 0.5 

y r 

Joe 3.5 
FoRaGay [Weefconlerct 

3 | (u,) : suite arithmétique définie sur N, 
de premier terme a et de raison b. 

1° La suite (u,,) est définie par up) = a et 
la relation de récurrence : 

Ung aunt O. 

| 2° u,=5Sn—-3. 

| On pouvait aussi écrire que, pour tout entier 

2° Algorithme de calcul de u, : 

Variables 

n, k : entiers 

a, b, u: réels 

Entrée 

Saisir a, b, n 

Initialisation 

u prend la valeur a 

Traitement 

Pour k variant de 1 4 n faire 

u prend la valeur u + b 

fin Pour 

Sortie 

Afficher u 

Seul le nuage de points n°2 est 
formé de points alignés. C’est donc le seul 

qui corresponde a une suite arithmétique. 

° — —_ 5 il Ujp=3 etu,,,=6+4,. 

Pour tout entier naturel n, u, ,, =u, + 6, 

donc la suite (u,,) est arithmétique de 

raison 6. 

Pour tout entier naturel n : 

Unyj = I(n+1)-3 

=5n+5-3 

=(5n-—3)+5, 

donc: uy eur 5. 

ce qui prouve que la suite (u,,) est arith- 

métique de raison 5. 

Pour tous réels a et b, la suiten +> an+b 

est arithmétique de raison a. 

naturel n, 

Us gg Up, =(S(n +1) —3) =(S5n—3) 

=5n+5-3-5n+3 

=r 

4-n 
° = 3° u,= oo 

Pour tout entier naturel 7 : 

u,= Lap 4 
a 3 on 
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ce qui met en évidence que la suite (u,) 
° s s 1 

est arithmétique de raison — >- 

On a, pour tout entier naturel n: 

Al 4 it 4) 
Uner—Up =~ g(n-+ 1) + $-(-3n 4) 

4° u, =(n+3)?—n?. 
Pour tout entier naturel n : 

u, =n? +6n+9-n*=6n+9, 

ce qui met en évidence que la suite (w,,) 

est arithmétique de raison 6. 

On a, pour tout entier naturel n: 

Ung — Up = G 4)2 = (n+1)?) -((+3)?—n?) 

= (‘n+ 4)—(n +n +4)+(n+ b) 

—(n+3—-—n)(n+3+n) 

= 3(2n+ 5) —3(2n+ 3) 

=6n+15-6n-9 

= 6, 

~—  @,) : ta suite arithmétique définie sur 
N*, de premier terme —2 et de raison 3. 

- Ona: 
u,=-2=-2+0x3 

Uo =Uu,+3=-24+1x3, 

uz =U,+3=-24+2xX3. 

_ Pour tout entier naturel 7 non nul : 

u, =U, +(n-1)x3, 

' dow: 

u,=—2+(n-1)X3=-2+3n-3, 

- etfinalement: u, =3n—-5. 

2 BEA .., = 3.000 et r=-50. 

ie Ona: uz =u, + 6r, 

me dot: u,;=u7—=6r 33 000= 6 x (-50), 

- donc: u, = 3 300. 

. Pe “ry a Rey eS ioe 

! | 8 | Ug = 100 et uy = 50. 

| Ona: 4100 =Uo ot 1007, 

| : _ Uo — Yo _ 50 — 100 
done : r= 59 = 100 ’ 

d’ou: r=—0,5. 

9 | Ujo= 9 et Uy7 = 17,4. 

° On al’égalité : uj7=Ujg + 77, 
Uy7 =Uyo + (17 — 10)r 

donc : 17,4=9+7r, 

ohm liA-9 7 8a 
Vou. f= 7 =, = 12. 

* On peut écrire : uy, =U,7+4r, 

Ud, = Uy7 + (21 = 17)r 

donc : 

Uy, =17,44+4%x1,2=17,44+4,8 
et finalement : u,, = 22,2. 

10] Soit (u,,) la suite définie sur N par 

Ug = 1 et la relation de récurrence : 

Up ore ee: 

Lave Ge. 
Pour tout entier naturel 7 : 

Vn+1 = (tise)? 

2 
a (3 + u,)*} 

=3+(u,)? 

=3+V, 

=v,+3, 

donc la suite (v,,) est arithmétique de 

raison 3. 

2° Vo = (Up)? = 17=1 et la suite (v,) 
est arithmétique de raison 3, donc, pour 

tout entier naturel 7 : 

v,=l+nx3=3n+1, 
or, d’aprés la définition des suites (u,,) 
et (v,): 

donc : 

et finalement : u, = /3n+1. 

(u,,) : Suite arithmétique de raison r. 
1° v,=7u,—-3. 

Pour tout entier naturel 7 : 

Vash Va (Tun 41 we ee (7u,- 3) 

= TUy 44 =; Uy)s 
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or la suite (u,,) est arithmétique de raison 
r, donc : 

Uny1— Un =r, 
ce qui implique : 

Vng17VY,=/r. 

On a ainsi prouvé que la suite (v,,) est 

arithmétique de raison 7r. 
On pouvait aussi écrire que, pour tout entier 

naturel n: U, = Up +N, 

d’ou : v, = 7(Ug + nr) — 3 = 7ug—3 +N X(7P), 

et on reconnait le terme général d’une suite 

arithmétique de raison 7r. 

° = 2° W,, = Uop- 

Pour tout entier naturel n : 

Wnt Wr = 4o—n41) — Yan 

= Upn+2— Yan 

=Uy,+2r—Uy, 

= ore 

Yone2 = Yonsei tl 

=U,,+r+r 

=U>, + 2r. 

On en déduit que la suite (w,,) est 

arithmétique de raison 2r. 

On pouvait aussi écrire que, pour tout entier 

naturel n: U, = Up + nr. 

dou: w,=Upt+ 2nr=ug+nX(2r). 

et on reconnait le terme général d’une suite 

arithmétique de raison 2r. 

sae Dt = (uj) ron, 

Pour tout entier naturel n : 

f= (a )*— ren" 

= (ug + nr)? —r?n? 

= (Up)? + 2 X Uy X nr + (nr)? —7?2n? 

= (Up)? +n X (Zr). 

On en déduit que la suite (¢,) est arith- 

métique de raison 2rup. 
On pouvait aussi écrire : 

t, = (u,)? — (rn)? 
=(u,—rn)(u, +n) 

= Up(Uy + 2rn) 

= (Uy)? +A X(2ru). 

Suites géométriques 

u Suite géométrique de premier terme 

100 et de raison 0,2. 

En supposant la suite u définie sur N, uo 

est son premier terme, u, son deuxiéme 

terme, ..., et U4; son sixiéme terme. 

On peut écrire : 

Uy = 100, 

Uy = Uy X 0,2 = 100 x 0,2 = 20, 

u, =u, X0,2=20x0,2 =4, 

u,=u,X0,2=4x0,2=0,8, 

U4 = U3 X0,2=0,8 x 0,2 = 0,16, 

us = Uy X 0,2 = 0,16 x 0,2 = 0,032. 
En supposant la suite u définie sur N*, u, 

est son premier terme, u, son deuxieéme 

terme, ..., et Us son sixieme terme. 

= ee eee | eS. a ee | 

1° q>0 et pour tout nde N, u,=q". 

On a, pour tout entier naturel 7 : 

bereitan toads an Bae ae 
donc: u,,,—u, =(q—1)q", 

or g>0, donc gq" >0 et le signe de 

un, —4, est celui de. q—1. 

On en déduit que, pour tout entier naturel 

n: 

oe rey — 06 Sl go Dogs d, 

Un41—U, =0 si g=l, 

USE paid, aly iS ee Qin, 

c’est-a-dire : 

Bite Meith 0 Sig, 

Une = Uy si q=1, 

Wig g See ay iShey og 2A. 

En conclusion, la suite (u,,), c’est-a-dire 

la suite (q”), est: 

¢ strictement décroissante si 

0<q<1, 

* constante si g = 1, 

¢ strictement croissante si q > 1. 
Si g=1, alors la suite n+~q"” est la suite 

constante n+> 1. 

1" 2) 
100) 
e) 
c 
c 
O 

| O 

= 
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2° a) (v,) est définie sur N par : 

vy, =3x(0,7)". 
OO 7 <1. donc d’aprés la 

question 1°, la suite géométrique 

n+>(0,7)" est strictement décrois- 

sante. De plus, 3 >0 donc (v,) a le 

méme sens de_ variation que 

n+ (0,7)", c’est-a-dire : 

(v,,) est strictement décroissante. 

b) (v,,) est la suite géométrique définie 

sur N de premier terme —2 et de raison 1,6, 

donc on peut écrire, pour tout n de N : 

v,=2X (1,6)". 

1,6 > 1, donc d’aprés la question 1°, la 

suite géométrique n+ (1,6)” est stric- 

tement croissante. De plus, —2 <0 

donc (v,,) et n> (1,6)” ont des sens de 

variation contraires, d’ou : 

(v,,) est strictement décroissante. 

FY 1° - Ona: 2!°=1024, donc: 
210 > 103, donc, la fonction carré étant 

strictement croissante sur [0 ; +o°[ : 

(2))4> 410? 
c’est-a-dire : 

220 > 109. 

Donc, en posant ny = 20, ona: 

2% > 108. 

- A l’aide de la calculatrice : 

219 = 524.288, 2 = 15048576, 

donc: 21% 10 et 27> 108. 
Comme de plus la suite n+>2” est 

strictement croissante, on peut affirmer 

que le plus petit entier naturel n tel 

que 2” > 10° est 20. 

2° «De méme, de l’inégalité 219 > 103, 

on déduit : (2!)5 > (103)5, 

c’est-a-dire : 259 > 1015, 

Donc, en posant n, = 50, ona: 

27> 1035, 

- A l’aide de la calculatrice : 

249 = 562 949 953 421 312, 

259 = 1 125 899 906 842 624, 

donc: 249 < 10!5 et 259> 10}, 
ce qui prouve que 50 est le plus petit 
entier naturel n tel que 2” > 10%. 
3° a) La suite n+ 2” étant strictement 

croissante, de l’inégalité 2°° > 10! on 
déduit que, pour tout entier n tel que 

n=50: 
2" > 1035, 

Sin = 50, alors 2° > 10°". 

Plus généralement, 2” peut étre rendu aussi 

grand que |l’on veut, pourvu que |’entier 

naturel n soit suffisamment grand, ce qui 

s’écrit : 
lim 2" = +00, 

b) On a, pour tout entier n tel que 

n= 50: 
PS105 = 0, 

1 1 
donc : 0o< — <—, 

2” 1015 
n 

c’est-a-dire: O< (5) < 10-4, 

1 n 

Plus généralement, (5) peut étre rendu 

aussi proche de 0 que|’on veut, pourvu que 

l’entier naturel n soit suffisamment grand, 

ce qui s’écrit : 

Re aky itn (| =0 
Pecan 
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* La suite géométrique représentée par 

le nuage de points n° 1 est strictement 

décroissante, de premier terme positif, 

donc sa raison est strictement infé- 

rieure @ 1 (voir |’exercice n° 13). 

Les termes successifs de la suite 

se rapprochent de 0. 

*La suite géométrique représentée par 

le nuage de points n° 2 est strictement 

croissante, de premier terme positif, donc 

sa raison est strictement supérieure a 1. 
Les termes successifs de la suite 

s’éloignent de 0. 

* La suite géométrique représentée par 

le nuage de points n° 3 est strictement 

décroissante, de premier terme négatif, 

donc sa raison est strictement supé- 

rieure a 1. 

En notant u la suite étudiée, la suite —u 

est la suite géométrique de premier 

terme positif —u,) et de raison celle de u. 

Les représentations graphiques de u et —u 

sont symétriques par rapport a l’axe des 

abscisses. 

Les termes successifs de la suite 

s’éloignent de 0. 

Au lieu de s’intéresser au comportement de 

la suite (monotonie, rapprochement ou 

éloignement des termes successifs de 0), on 

pouvait aussi considérer les deux premiers 

termes de la suite étudiée, et utiliser que la 

raison de la suite est le réel par lequel 

multiplier le premier terme pour obtenir le 

second. 

Par exemple, pour le nuage n° 1, le premier 

terme de la suite est strictement supérieur a 

60, le deuxiéme terme entre 40 et 50, donc 

la raison est nécessairement strictement 

inférieure a 1. 

us = 486 et g=3. 

°Ona: ug=usxq?->=u5xqt, 

donc: Uy =486 x 34=486x 81, 

etfinalement: Uy = 39 366. 

¢ D’autre part : us; =U, X g>, donc: 

fe u,=1 et uz = 128. 
Ona: u,=uyxq’, 

u 
donc: g7=—=128; 

Ug 
or: 27= 128, 

donc: .g=Z, 
Pour avoir la racine 7® de 128, taper 

?*y 126 

ou ay 
l3°01+7) 

Ona: uj =u,q°, 

: 6 1052 donc : ia ape 

D’autre part : u,3 = uU,9q? = 352q?, 

Ona: Q=8, 

c’est-a-dire: (q3)?=8. 

De plus : g 0; 

donc : Gow, 
On en déduit : g3 = ./8 =2,/2. 
Finalement : 

U3 = 352 x 2/2 = 704,/2. 

u 
EE) 1° Ug =3 et Uns =| 

Pour tout n deN: 

1 
Mf ey Re en 

donc (u,,) est une suite géométrique 

: 1 
de raison re 

- 

2° u,=3"-!. 
Pour tout n de N : 

1 
=47 -l= = 37. u,=3" x3 3% 

w 
0) 
0) 
c 
o 
O 
O 

On reconnait le terme général de la suite 

géométrique définie sur N, de premier 

1 ' 
terme 3 et de raison 3. 

Donc (u,,) est une suite géométrique 

de raison 3. 
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On aurait pu aussi écrire que, pour tout n de 

N: 
Ue 4g = oH Ss MON aS Ry, 

a a= 38 KO" 

Pour tout n de N : 
n=(3X5)" = 15", 

donc (u,,) est une suite géométrique 

de raison 15. 

On aurait pu aussi écrire que, pour toutn de N : 

Ue Sant ee baw 

(Eh ei se) 

=15Xu,. 

4° u,=-3 x5". 
Pour tout n de N : 

u,=-3x(3] : 

donc (u,) est une suite géométrique 

. 1 
_ de raison 5 

On aurait pu aussi écrire que, pour tout nde 

BON: 
Ugo he ae 

==8 x5 KIS 2 

a! =f) = et BESO) 

el 
Se not 

SY ome Sat 

_ Pour tout n de N: 
Dn Uae 529K 5 5 x (52) 5X O58, 

donc (u,,) est une suite géométrique 
de raison 25. 

_ On aurait pu aussi écrire que, pour toutndeN : 

=— 52(n+ Uney=9 (n+1)+1 

= 5(2n+1)+2 

=52x%52n+1 

= 25 Xu,. 

po is, Sees =e Poi a Me > ore - 

Pte ah ete uae beet 
? Vdd Vee ee at aed 

n 

8 y= 

Pour tout n de N : 

jesottonn 
Xx 8573 

donc (u,) est une suite géométrique 
2 

de raison 3 

T° u,=3. 
En écrivant que, pour tout n de N : 

Un+1 = Uy x I, 
ou bien : 

ers tolls 

on met en évidence que (u,) est une 

suite géométrique de raison 1. 

8? tes 30D Qe 

Pour tout n de N : 
“= 3X29+2X2%= (3 42) Kee, 

donc : u,=5X2", 
ce qui prouve que (u,,) est une suite 
géométrique de raison 2 . - 

Calcul de sommes 

Bie s=uyt+u,+ ane FUG 

S est la somme de 11 termes. 

2° S=Uy tug t+... + U7. 

S est la somme de 17 termes. 

3° S=uj tu, +... +U,. 

S est la somme de (n + 1) termes. 

4° S=uj,+uyt+...+U,. 

S est la somme de n termes. 

S°S=uUp + Uy +... +Un 4}: 

S est la somme de (n + 2) termes. 

6° S=Uy +, +...+Un4 1. 

S est la somme de n termes. 

Plus généralement, p et n.étant des entiers 

naturels tels que p<n, u, +... tumest la 

somme de (n—p + 1) termes. 

Bal s,=1+2+...430. 
On sait que, pour tout entier naturel N 
non nul : 

142+... 4N=S AD, 

N 

ce qui peut s’écrire : wks a 
k=1 
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donc, pour tout entier naturel n non 

nul : 
_ 3n(3n +1) 

nS ee rer. 

re yee eer 

S 

22 | 1° S étant la somme des nombres 2, 
20, 200, ..., 200 000 000, on obtient : 

S = 222 222 222. 

2°T étant la somme des nombres 3; 

0,3 ; 0,03 ; ... ; 0,000 003, on obtient : 

T = 3, 333 333. 

(u,,): suite arithmétique définie sur N, 

de premier terme 0,7 et de raison 1,2. 

1° La suite (u,) vérifiant la relation de 
récurrence : 

Bo et 12. 

on entre dans la cellule B3 la formule : 

=B2+1.2 

2° Pour tout entier naturel n : 
S,=Ugt...+U,, 

donc on entre dans la cellule C2 la formule : 

=SOMME(B$2:B2) 

Noter la présence du symbole $ (référence 

absolue). 

Ainsi, aprés recopie vers le bas de la formule 

dans C2, c’est par exemple la formule : 

=SOMME(BS$2:B8) 

qui est éditée dans la cellule C8. 

24 u : Suite arithmétique définie sur N, de 
premier terme —5 et de raison 3. 

1° La suite wu est définie sur N, donc son 

premier terme se note up, et son centiéme 

Ugg ; de plus, u est arithmétique de raison 3 
et de premier terme —5, donc : 

Ugg =—-5 + 99 X 3 =-5 + 297 = 292. 

S étant la somme des cent premiers termes 

de la suite u, on obtient : 

Uy tu 
S= 100 x “5 = 50 x (-3 + 292) 

='50 K 289, 

c’est-a-dire : 

S= 14450. 
99 

$= > Uy: 

k=0 
59 

° = — 2° T = Ugg + Un, +... + Usg = Ss Uy: 

k =20 
T est la somme des termes de U9 a Usg 

de la suite arithmétique u, et cette somme 

comporte 40 termes, 

59 —20+1=40. 
donc : 

Un) + U 

T = 40 x >> = 20 x (ug9 + ss). 

De plus : 

U9 = Ug + 20 X3 et Usg = Ug + 59 X 3, 

donc : 

Uy =—-5 + 20X 3 =-5+60=55, 

Usg =-3 + 59 X 3 =-5 + 177 = 172, 

d’ou? FT =20'% (55 4+ 172) =20 x 227, 

et finalement : 

T = 4540. 

By s,=14+24+274+...42"= ¥ 24. — 
k=0 

@)) 
1° Pour tout entier naturel 7 non nul : ma 

jeer all — 
S,= i 5 =2n+1_]. (a) 

rm O 

Bay OLS T F242 a ee 
2n+1 
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> Ona: 

Pour tout entier naturel 7 non nul : 
U,=San41 = J(2n+1)+1_ 1; 

donc : U, =28+2-1, 

On peut aussi écrire : 
U,= 22x(n+124 = (22)net_ peqntta4, 

1 hc b) Vj=lts tat = b= Dae 

Pour tout entier Mga ee n non tk 

1 7 Vamaate hee 14...+1) 

s(l 24274... +2") 

1 2 signee te . 

1 
ve alee 

En écrivant: y -1+hs (3) ++ 
2 2) °X2 

1 n+1 

agit 

c’est-a-dire : 

ae 
2 -o" 

6-07") 
on retrouve: V,=2— os 

Qn 

26 | u: Suite géométrique de raison 0,2 

 telle que uy =3. 

S=ugt+u,+ 
5) 

tus= >} uy. 
k=0 

_Uo(1 = (0,2)°) _ 31 — 0,000 064) 
, 102 0,8 ; 
ue, 3X 0,999,936 
— doi: S= 0,8 ; 

et finalement : 

S = 3,749 76. 

| du, =0, 6...6 Xie 

os n cies 

: 1° On a, pour ae nde N: 

u,, =0,6 + 0,06 + 0,006 + ... 

Gl titied 
= 0,6 + 795 + To00 * 

= 0,6 + 0,6 x — ! a(t. Pea ea i 10 
1 n-1 

+0.6x(75) 

ce qui met en évidence que u, est la 

somme des n premiers termes de la 

suite géométrique de premier terme 

0,6 et de raison 10’ 

2° On en déduit, pour tout n de N*: 

c’est-a-dire : 

ay a) 

Comme I’on pouvait s’y attendre, u,, peut étre 

rendu aussi proche de : que l’on veut, pourvu 

que n soit suffisamment grand, ce qui s’écrit : 

lim u Be 
fi => t60. yy S 

28] Les suites u et v sont définies sur N. 

1° uj=1, 

uy =2uy+1=3, 

Uy = 2u,+1=7; 

° Uy — Uy FU, — Ug, 

donc uw n’est pas une suite arithmétique. 

lla 
Mieralto 

donc u n’est pas une suite géométrique. 

V'égalité u, — u, = u, — ug ne permettrait pas 

d’affirmer que la suite u est arithmétique. 
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De méme, |’égalité 22 = - ne permettrait pas 
Uy Uo 

d’affirmer que la suite u est géométrique. 

2° « Pour tout entier naturel n : 

Vn+1 =Uy4, +1 =2u,+14+1=2u, +1), 

d’ou : Vn41 =2V, 3 

donc v est une suite géométrique de rai- 

son 2. Son premier terme vp est tel que : 

Vp =Uj+1=2. 

* Pour tout entier naturel n : 

Va = Vg X 27SQ2X 22 = 2041 
u, =v, —1=2"*1—-1, 

3° S est lasomme de n + 1 termes consé- 

cutifs de la suite géométrique v de raison 

2, et dont le premier terme est vo, 

donc : 

Beeb 2?" *) 201 = 29" 2) 
o Nghe i a a 

d’ot : S=2(27t1= "79: 

D’autre part : 

S’=ugtu,t+---+uU,, 

S’=vp-l+v, +--+ +v,+(n+1) x C1), 

S’=2(2"+!-1)-n-1, 

donc : S’=2"+2_n-3, 

Quelques problemes concrets 

29 1° Tly aura: 

* 64 parties au 1% tour, 

¢ 32 parties au 2° tour (pour 64 joueurs), 

¢ 16 parties au 3° tour (pour 32 joueurs), 

et ainsi de suite jusqu’au 7° tour ov les 

deux finalistes se rencontrent. 

Or: 

644+ 32+16+8+4+2+1=127, 

donc le nombre total de parties a pré- 

voir est 127. 

2° Il y aura 5 parties, c’est-a-dire 2”- ! 

parties au 1 tour. 

D’un tour au tour suivant, le nombre de 

parties est divisé par 2. 

Le nombre total de parties est : 

Qn-1 4 2n-2 4 4214 2°. 

Il s’agit de calculer la somme S,, des n 
premiers termes consécutifs de la suite 

géométrique de raison 2 et de premier 
terme | : 

Il faudra prévoir 2” — 1 parties. 
Qui a été suffisamment astucieux pour 

s'apercevoir qu’il y a autant de parties a 

prévoir que de joueurs a éliminer, c’est-a- 

dire 2"-1? 

30] u,: le gain en euros pour une 

réponse correcte 4 la n-iéme question. 

1° + (u,) est la suite arithmétique défi- 
nie sur N* par: 

u, = 60 
(le candidat gagne 60€ s'il répond 

correctement a la premiére question) 

et la relation de récurrence : 

Unj,i,=u, +35. 
(chaque bonne réponse rapporte au 

candidat 35 € de plus que la précédente). 

* On en déduit que (u,,) est la suite arith- 

métique, définie sur N*, de premier 

terme 60 et de raison 35, donc, pour 

tout nde N*: 

u, =u, +(n-—1)x35 

= 60+ (n-1) x35 

=60+n x 35-35, 

c’est-a-dire : 

u, = 35n + 25. 

2° Pour tout entier naturel n non nul, 

notons S, le gain en euros du candidat 

lorsqu’il donne n bonnes réponses. S,, est 

la somme des n premiers termes de la 

suite (u,), donc : 
u,+U,, 
7? S,=nx 

d’ou: 
60+35n+25 _n 

2 ae 
Déterminons le plus petit entier naturel n 

non nul tel que S,, = 1 000. 
La suite (S,,) est croissante, 
pourtoutndeN,S,,,=5,+U,,,etu,,, >0, 

S,=nx (35n +85). 

7) 
0) 
od) 
c 
= 
Oo 
O 

= 



de plus, a l’aide de la calculatrice ou du 

tableur : S, = 885 et S;=1 155, 
S¢< 1000 et S, = 1000 

ce qui permet de conclure que, pour 

gagner au moins 1 000 €, le candidat 

doit donner au minimum 7 bonnes 

réponses. 

=SOMME(B$2:B2) 

TOES 
ae See) ees 

| a 

a a 

. ERE ae 

| 11 | 10 375 2175 

1° Le capital augmente de 600 € 

par an, donc le placement effectué dans 

la banque A est a intéréts simples. 

(C,) est la suite arithmétique définie sur N, 

de premier terme 10 000 et de raison 600. 

Ala fin de chaque année, Monsieur Carrédas 
touche les intéréts de son placement, qui 

s’élévent a 600 €, et cette somme n’est pas 

_ réinvestie (c’est par exemple le cas d’un 

_ placement en obligations). 

¢ 600 = 0,06 x 10 000, donc le taux de 

ce placement est de 6 %. 
Cy = 006 XL, 

plOS50 

* 10 000 

facilement 4 la calculatrice que, pour 

tout entier n compris au sens large entre 
1 et 10, K, est l’arrondi entier de 

10 000 x (1,055)”. 

_ Onen déduit que le placement effectué 
_ dans la banque B est a intéréts compo- 

 sés, au taux de 5,5 %. 

Le capital K, en euros acquis a la fin de la 
premiere année verifie : 

K, = Ko + 0,055 x Ky 
= (1,055)Ko. 

m 2°Ona = 1,055, et on vérifie 

A la fin de la deuxiéme année, le capital 
~___ acquis K, en euros vérifie : 

K, =K,+0,055 xk, 

= (1,055)K, 

=1(1,055)2K,) 

et ainsi de suite. 

32] Placement de 100000€ au taux 

annuel de 7 % a intéréts composés. 

1° Notons u, le capital en euros au bout 

de n années. ; 

On a donc : up = 100 000, 

re’ aot = 1,07up, 
7 

Un =u, Ge Too” = 1,07u,, 

et, pour tout entier naturel 7 : 

u,=U 

Uny1 = Unt T00"”” 

soit : 
Un+1 = 1,07u,. 

Cela prouve que la suite n> u,,, définie 
sur N, est géométrique : sa raison est 

1,07 et son premier terme est 100 000. 

On a donc, pour tout entier naturel n : 

u,, = (1,07)” x ug, 

soit : 

u,, = (1,07)” x 100 000. 

On en déduit : 

u, = (1,07)4 x 100 000 = 131 079,601 

et: 
Uy9 = (1,07)!° x 100 000, 

dot: 

U9 = 196 715,1357 a 10-4 prés. 

Finalement, le capital, au centime 

prés, est de 131 079,60 euros au bout 

de quatre ans, et de 196 715,14 euros 

au bout de 10 ans. 

2° « Le capital aura doublé au bout de la 

n-iéme année dés que |’on aura : 

BG 
c’est-a-dire : 

(1,07)* 2:2; 

A V’aide de la calculatrice, on obtient : 

(1,07)!° = 1,97 a 10~ prés, 

(1,07)!! = 2,10 a 10-? prés. 

Finalement, le capital doublera au 

cours de la 11° année. 

La suite géométrique n+>(1,07)"? est — 

croissante car : 1,07 > 1. 

¢ Suivons la méme démarche. 

Cherchons le plus petit entier naturel n 
tel que : 

(1,07)" > 3. 
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A Vaide de la calculatrice, on obtient : 

(1,07)!6 = 2,95 a 10-? prés, 

(1,07)!” = 3,16 a 10-? pres. 

Finalement, le capital triplera au 
cours de la 17° année. 

33] 1° Contrat A : salaire mensuel net 
d’embauche de 2 100 €, augmenté tous 

les ans de 130 €. 

*u, : Salaire mensuel net en euros la 

n-iéme année de travail. 

(u,) est la suite arithmétique de raison 

130 et de premier terme u, égal 4 2 100, 
donc, pour tout n de N*: 

u, =U, +(n—1)x 130 

=2 100 + 130n — 130, 

c’est-a-dire : 

u,, = 130n + 1970. 

¢ Pour tout n de N*, le montant cumulé 

en euros des salaires percus par Mlle N 

la n-iéme année de travail est 12u,. 

12u, = 12 X (u,+(n—1) X 130) 

= 12 Xu, + (n—1) X (12 X 130) 

(12u,,) est une suite arithmétique définie 

sur N“, de premier terme 12u, et de 

raison 12 x 130, donc le montant cumulé 

S,, en euros des salaires pergus par Mlle N 

a l’issue de n années de travail vérifie : 

12u, + 12u,, 
S,=nx fone 

d’ou : 

S,,=6n x (2 100 + 130 + 1970) 

= 6n x (130n + 4070) 

= 60n(13n + 407), 

et finalement : S,, = 60(13n? + 407n). 
On peut aussi écrire : 

Spi ees” 4820 

= 12(u,+uU,+---+U,) 

2 100 + 130n + 1970 

2 

=6n xX (130n + 4070). 

LX XS 

2° Contrat B: salaire mensuel net 
d’embauche de 1 850 €, augmenté tous 
les ans de 6 %. 

*v, : Salaire mensuel net en euros la 

n-iéme année de travail. 

(u,) est la suite géométrique de raison 
1,06 et de premier terme v, égal 42 100, 

donc, pour tout n de N*: 

v, =v, x (1,06)"-!, 
c’est-a-dire : 

v, = 2 100 x (1,06)"-!. 

¢ Pour tout n de N*, le montant cumulé 

en euros des salaires percus par Mlle N 

la n-iéme année de travail est 12v,,. 
12v, = 12 xv, x (1,06)"-1, 

(12v,) est une suite géométrique définie 

sur N*, de premier terme 12v, et de 
raison 1,06, donc le montant cumulé T,, 

en euros des salaires percus par Mlle N 

a l’issue de n années de travail vérifie : 

1—(1,06)” 

1-1,06 ’ 
T,, = 12v, x 

d’ou: 

T= 1) x2 100% ee 
0,06 

et finalement : 

T,, = 420 000 x ((1,06)"—1). 

=12*SOMME(C$2:C5) 

fio] 9 | 3140] 3347] 282960] 289581 

a) Sachant que, pour tout n de N', 
U,+1=4, + 130, on peut entrer en B3 la 

formule : 
=B2+130 

Pa 

1) 
0) 
@)) 
c 
= 
O 
O 

209 
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De méme, sachant que, pour tout n de 

N*, v,4,=1,06+u,, on peut entrer 
en C3 la formule : 

=C2*1,06 

b) On peut entrer en D2 la formule : 

=12*SOMME(B$2:B2) 

En étirant cette formule vers la droite, la 

formule entrée en E2 est : 

=12*SOMME(CS$2:C2) 

Grace au symbole $ (référence absolue), en 

étirant ensuite les formules de la plage 

D2:E2 vers le bas, la formule entrée par 

exemple dans la cellule E5 est la suivante : 

=12*SOMME(CS$2:C5) 

c) On lit dans la feuille de calcul : 

‘sin = 3, alors S,>T,, 

°si4<n<10, alors S,<T,,. 

Il est possible d’établir, pour tout entier n 

supérieur ou égal a4: 

On en déduit que le contrat A est plus 

avantageux pour Mlle N si elle compte 

rester trois ans dans |’entreprise, et 

que c’est le contrat B si elle compte y 

rester quatre ou cing ans. 

En utilisant les formules donnant S,, et T, 

obtenues aux questions 1° et 2°, on retrouve 

a l’aide de la calculatrice : 

S3 = 80 280 

4 = 110160 

et, plus précisément : 

T; = 80 226,72 

4 = 110 240,32. 

Les interrogations écrites 

(u,,) : Suite géométrique définie sur 

N, de premier terme a et de raison b. 

n 

S,= >Y Ux. 

k=0 

1° La suite (u,,) est définie par up = aet | 
la relation de récurrence : 

Uz,,=5XuU,. 

2° Algorithme de calcul de u, et S, : 

35| uest une suite arithmétique de raison 

r et de premier terme up, donc, pour tout 

entier naturel n : 

u, =Ug+nr. 

On en déduit : 

UgtUgtugtUjy= 4Uy +(4+6+4+8+410)r 

=4uy + 28r, 

Or: Uy t+ Ug + Ug + Uy =—8, 

4ug + 28r=-8 
donc : 

2uy— 12r=-3. 

Le systéme est équivalent a : 

Ug + 7r=-2 

—Uy—6r=1,5. 

En ajoutant membre 4 membre les deux 

égalités, on obtient : r =—0,5. 

D’ou d’aprés la premiére égalité : 

Ug =-2-—7X (—0,5) = 1,5. 

Finalement: up = 3 eln = — u 
2 2: 

ek aie re Pa” 9 
Gs) u: suite géométrique de raison 3? 

Ug = 9, 

10 
S=uz,+Ugt+...+Ujy= SE 

be3 
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S étant la somme de huit termes consé- 

cutifs d’une suite géométrique de raison 

2 ' 
3 et le premier terme de la somme étant 

U3, ON peut écrire : 

OB) 
S=uz 

i) 

5 8 

c’est-a-dire : § = 3u3 X (1 -(3) : 
Se” 

¥} 3 

De plus : us = wy x (5) ; 

et comme uy, = 9, il vient: 

- i 8 8 

On en déduit : 

2\8 28 

s=8x(1-(3) )=8x(1-3) 
a0 2 

i= rr 

c’est-a-dire, tous calculs effectués : 

_ 50 440. 

~ 6561 

S = 7,688. 

¢ Placement de Monsieur Dupont 

10 000 euros ont été placés pendant exac- 

tement 12 ans, 10 000 autres euros ont été 

placés pendant exactement 11 ans, ... 

enfin, 10 000 euros ont été placés pendant 

exactement | an. 

Le capital C,, en euros, de Monsieur 

Dupont vérifie donc : 

C,= (1,06)!*x 10 000 

+ (1,06)!!x10 000+ ...+(1,06) x10 000, 

c’est-a-dire : 

C, = 1,06 x 10 000 x[(1,06)!! 

+(1,06)!0+ ... +1). 
1 = (1,06)° et il y a douze entiers compris au 

sens large entre 0 et 11. 

On reconnait a l’intérieur des crochets la 

somme des 12 premiers termes d’une 

suite géométrique de raison 1,06 et de 

premier terme 1. 

On a donc : 

: 1 — (1,06)? Cy = 1,06 x 10.000 x =e, 

4 (1,06)!2—1 C= 10 600x* Foe, 

C, = 178 821,376 7. 

Par conséquent, au bout de douze 

années, Monsieur Dupont dispose de 

178 821,38 euros, au centime prés. 

e Placement de Monsieur Durand 

30 000 euros ont été placés pendant 

exactement 12 ans, 

30000 euros ont été 

exactement 9 ans, 

30000 euros ont é 

exactement 6 ans, 

30000 euros ont été 

exactement 3 ans. 

placés pendant 

Os placés pendant 

roma placés pendant 

Le capital C,, en euros, de Monsieur 

Durant, vérifie donc : 

C,=(1,06)!*x 30 000 +(1,06)?x 30 000 

+ (1,06)® x 30 000 + (1,06)? 30 000, 

c’est-a-dire : 

C, = (1,06)3x 30 000 x [(1,06)? 

+(1,06)°+(1,06)3+ 1]. 

On reconnait a |’ intérieur des crochets la 

somme des 4 premiers termes d’une 

suite géométrique de raison (1,06)> et 
de premier terme 1. 

On a donc : 

1 —[(1,06)°]* 
1 —(1,06)3 

a (1,06)!2- 1 
C, = 35 730,48 x 0.191 016 

C, = 189 336,316 3. 

C, =(1,06)3x 30 000 x 

| Par conséquent, au bout de douze 

années, Monsieur Durant dispose de 

189 336,32 euros, au centime prés. 

ae 

as) 
‘oO 

corrig 2 

‘ 

211 



aneed 

Se a ee, Sh A es ee eee 

Statistiques 

Echantillonnage 

Lorsque 1’effectif de la population est trés important, on peut étudier les différents 

caractéres sur un échantillonnage de cette population. 

> Fluctuation d’échantillonnage 

On cherche I’influence sur les résultats d’une modification de 1’échantillon, soit en | 

prenant d’autres échantillons de méme effectif que le premier échantillon, soit en con- 

sidérant des échantillons d’effectifs trés différents. 

Paramétres de position d’une série quantitative 

Considérons une série statistique (x; ; n;), avec i entier naturel variant de 1 a p. 

LVeffectif total, c’est-a-dire le nombre d’individus observés, sera noté n. La fré- 

quence f; est le quotient de l’effectif n; par l’effectif total n. 

On a les relations : 

I 

e Les parameétres de position « globalisent » la série en caractérisant un ordre de 
grandeur des observations et sont exprimés avec la méme unité. 

e On appelle mode(s) de la série statistique (x; ; 1;), la (les) valeur(s) du caractére 
dont l’effectif est le plus grand. Il est 4 remarquer qu’une série peut avoir plusieurs 
modes. 

e Remarque 

Le mode est peu sensible a la valeur des termes extrémes mais assez aux fluctuations 
d’échantillonnage. Il est facile 4 déterminer mais ne se préte pas aux calculs algébriques. 



> Moyenne pity 

e On appelle moyenne de la série statistique (x; ; n; ;), le nombre, en général noté 
| x, défini par : 

e Remarque 

La moyenne peut étre trés sensible a la valeur des termes extrémes et aux fluctua- 
tions d’échantillonnage. Elle est facile 4 calculer et se préte aux calculs algébriques, 
tout en ne coincidant, que par hasard, avec une valeur observée du caractére. 

Moyennes mobiles, lissage 

Considérons une série chronologique de n valeurs y,, i variant de 1 an. 

On construit le nuage de point A,(i ; y;) représentant cette série ainsi que la ligne 

polygonale A,, A), ..., A, représentant l’évolution du phénoméne. 

On dégage une tendance, en lissant ce graphique par les moyennes mobiles. Les 

moyennes mobiles m; d’ordre 3, par exemple, répondent aux définitions suivantes : 

ayn teh pe 2s _Yn-2 7 Yn ate 3= at t= 2" hee 
3 

On lisse le graphique par la ligne Pr aitie B,, B;, ..., B,,. ;, ou B; a pour coordon- 

nées (i ; m;). L’utilisation d’un tableur permet d’obtenir Sea ces résultats. 

Nous mettrons en ceuvre cette technique dans les exercices. 

e Illustration concernant le chiffre d’affaires d’une entreprise au cours d’une année : 

My_y 

1 | | | | | | | I 

a 

a ~I 

BREBCeRlbe> | | 



L’assistant graphique nous donne les courbes suivantes : 

—— Chiffre d’affaires en millions d’euros —ii— Moyenne lissée m; 

x S > Ae @ x? 
s + > = Ss 

L’avantage d’une telle représentation est de rendre compte de la tendance générale de 

l’évolution, en tenant compte de toutes les valeurs, tout en « gommant » les résultats 

extrémes. 

e On ordonne la série des observations (x;) par ordre croissant ; la médiane souvent 

notée Me, est une valeur (réelle ou fictive) du caractére, qui partage la population en 

deux sous-populations de méme effectif. 

e Remarque 

La médiane est peu sensible a la valeur des termes extrémes mais elle l’est aux 

fluctuations d’échantillonnage. Elle est facile 4 calculer mais ne se préte pas aux calculs 

algébriques. 

Paramétres de dispersion d’une série quantitative 

Les paramétres de dispersion d’une série quantitative (x; ; n;) évaluent la dispersion 

des valeurs, en général autour d’un des paramétres de position, x ou Me. 

y L’étendue 

C’est la différence entre la plus grande valeur des x; et la plus petite valeur des x,. 

1) Les quartiles et I’écart interquartile 

Les valeurs sont rangées par ordre croissant. 

e Le premier quartile est le plus petit élément Q, des valeurs du caractére tel qu’au 
moins 25 % des valeurs lui soient inférieures ou égales. 

e Le troisieme quartile est le plus petit élément Q, des valeurs du caractére tel 
qu’au moins 75 % des valeurs lui soient inférieures ou égales. 

e L’écart interquartile est le réel 0, -—Q,. 



e De maniére générale, pour une série statistique A valeurs dans un intervalle I, on 
définit la fonction quantile Q, de [0 ; 1] dans J, par : 

ou F désigne la fréquence des éléments inférieurs ou égaux a x. 
On a alors : 

e On peut de maniére analogue définir les déciles, les centiles, et les écarts corres- 
pondants. 

i 90 % : intervalle interdécile i 

Xmin Q(0,01) (0,1) Q(0,25) Me 00,75) Q(0,9) 0,99)  Xmax 

' I | 

' | 

ae eee Tp. 5 
50 % : intervalle interquartile | 

Bee pice Eseroeel se eit cad yn 
; i | 

. 
' 
I 
f aa > ee 

98 % : intervalle intercentile 

> La variance V 

C’est la moyenne des carrés des écarts de chacune des valeurs 4 leur moyenne, c’est- 

a-dire la moyenne des (x; — x)”. 

c’est-a-dire : 

ou encore: 

On peut démontrer: V =+ - Cette formule facilite les calculs. 

e L’écart type, noté s, est la racine carrée de la variance. II est d’autant plus grand 

que les valeurs sont plus éloignées les unes des autres. 

ep 
ed) 
Q) 
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Les représentations graphiques 

Rappelons pour mémoire les différents types de diagrammes. 

e Pour les caractéres qualitatifs nous disposons : 

— du diagramme en bandes ; 

— du diagramme 4 secteurs circulaires. 

e Pour les caractéres quantitatifs discrets, nous disposons : 

— du diagramme en batons ; 

— du diagramme a secteurs circulaires. 

e Pour les séries dont les valeurs sont regroupées en classes, nous disposons de 

V’histogramme, l’aire d’un rectangle étant proportionnelle a l’effectif de la classe. 

i Diagrammes en boite ou boite-a-pattes ou boite-a-moustaches 

e Boite médiane 

Ql\1 Me 

25 % des valeurs 50 % des valeurs 25 % des valeurs 

Cette représentation donne simultanément des renseignements sur sa tendance 

centrale, sa dispersion, son asymétrie, et l’importance des valeurs extrémes. 

Elle permet de comparer facilement plusieurs distributions statistiques. 

e Boite moyenne 



EXERCICES 

(corrigés p. 226) 

1° Dans une classe de 35 éléves, on étudie les notes du dernier contréle de math. 
a) La note moyenne indique que la moitié de la classe a au moins cette note. 
b) La note moyenne est la demi-somme des notes extrémes. 
c) La somme des notes est le produit de la moyenne par 35. 
d) Si on augmente toutes les notes de 3 points, alors la moyenne est augmentée de 
3 points. 

2° Pour toute série statistique dont le caractére est quantitatif : 

a) Si toutes les valeurs du caractére sont multipliées par 10, alors la moyenne est 
multipliée par 10. 

b) La médiane est la moyenne du premier quartile et du troisiéme quartile. 

W) 

0) 
O 

O 
See 

0) 
x< 
0) 

c) La moyenne est inférieure ou égale a la médiane. 

d) La fréquence d'une valeur peut étre égale a 1,5. 

3° Pour toute série statistique de 400 valeurs : 

a) Au moins 100 valeurs sont inférieures ou égales a Q,. 

b) Exactement 100 valeurs sont inférieures ou égales a Q,. 

c) Au moins 300 valeurs sont strictement supérieures a Q,. 

d) Au plus 100 valeurs sont strictement supérieures aQ3. 

eA ¥& 10 min (corrigés p. 226) 

Dans chacun des cas suivants, déterminer le ou les mode(s), la moyenne et la médiane. 

ioe ta sere stausnque brute: 12; 13; 10515515; 12; 11; 12; 15% 13. 

eee ta serie scalisuque Diute . 4; 3 926837375223: 7. 

3 | 15 min (corrigés p. 227) 

1° Déterminer le ou les mode(s), la moyenne et la médiane de la série statistique 

dépouillée (x; ; n;) définie par : 

es) [e [ales 
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2° a) Déterminer le ou les mode(s), la moyenne et la médiane de la série statistique, 

dont les valeurs ont été regroupées en classes, définie par : 

b) Pour cette derniére série, dessiner son histogramme. 

4 | WK 15 min (corrigés p. 228) 

Un centre de vacances, qui accueille des enfants de cinq 4 treize ans, les regroupe 

par tranche d’age de la fagon suivante : 

z 
1° a) Compléter le tableau statistique suivant, ot! x; désigne le centre d’une classe, 

a, son amplitude, n; son effectif et n;T l’effectif cumulé croissant. 

Gases] x | m 
! | 1 i I 

{ 1 1 1 

b) En déduire la moyenne x, la classe modale et la médiane Me de la série statistique. 

2° Tracer l’histogramme. 

5 | KK 15 min - (corrigés p. 229) 

Considérons une série de n valeurs x), ..., x, rangées dans |’ ordre croissant. 

* La calculatrice adopte pour définition de la médiane Me la méme que celle du 
cours : 

— sin est impair, en écrivant : n = 2r + 1, alors Me est la r®™¢ valeur : 

— si nest pair, en écrivant : n = 2r, alors Me est la demi-somme des valeurs de rang 

retr+l. 

+ D’aprés la définition du cours, le premier quartile Q, est la plus petite valeur dont 

le rang k vérifie : k => - 
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La calculatrice adopte une autre définition : le premier quartile Q, est la médiane 
des valeurs situées 4 gauche de la médiane Me. 

Placer Q, et Q; sur le schéma dans chacun des cas suivants (p désigne un entier 
naturel) : 

Me 

1° n=4p Hs. K Hise * HH see k # nee kK 

<> +> <> <> 

Pp Pp Pp Pp 

Me 

2° n=4p+1 Kw * URE See eet OE Ps 

<> <> +> +> Ww) 

Pp P Pp Pp ® 

Me ov 
i O 

. Se 

3° n=4p+2 Pe ar ee a oe ei sac eG ok. Soak © 

+> +> +> +> “as 

Pp Pp P p 

Me 

4° n=4p+3 i a ee ee 

<> +> <> <> 

Pp Pp P Pp 

6 | ¥*& 10 min (corrigés p. 230) 

1° Dans la premiere liste de la calculatrice, entrer successivement les valeurs 

suivantes 22 17.2.3 4255311 ¢ 3. 

2° Comment trier les éléments de la liste par ordre croissant ? 

3° Comment remplacer chaque terme x; de cette liste par 10x;— 1? 

4° Comment vider la liste ? 

KK 15 min (corrigés p. 231) 

On demande aux vingt éléves d’une classe le nombre de CD qu’ils possédent. La 

liste des réponses est la suivante : 

Opler ia 0047; 14352549 35375 12; 

1A 8 3S 96516348510. 
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A V’aide d’une calculatrice : 

1° déterminer la moyenne x et une approximation a 10~ prés de ré cart type s de 

cette série de réponses ; 

2° trier les réponses dans |’ ordre croissant et déterminer la médiane Me, les quartiles 

QO, et Q;; 

3° afficher la boite médiane. 

ie WK 15 min (corrigés p. 234) 

. . oN . 2 oa 

Le nombre d’ interventions journaliéres des pompiers d’une caserne, pour l’année, 

est distribué comme indiqué ci-dessous : 

A Vaide d’une calculatrice : 

1° Déterminer : 

a) une approximation a 10~? prés de la moyenne x et de l’écart type s de cette série 

de résultats ; 

b) la médiane Me, les quartiles Q, et Q3. 

2° Afficher le diagramme en batons. 

9 | KK 15 min (corrigés p. 235) 

On demande aux 20 éléves d’une classe le nombre de CD qu’ ils possédent. Les 
réponses sont les suivantes : 

O10 9510550; 5; 15,.50,50.5, 6,10, 17 154108 5685 e500: 

1° Déterminer, a l’aide d’une calculatrice, le mode, la moyenne, la médiane, les 

quartiles et l’écart type de cette série. 

2° Tracer les diagrammes en boite (sur une feuille ou a 1’ aide de la calculatrice) et 
commenter la figure obtenue. 

40 KOK 15 min (corrigés p. 237) 

On choisit vingt fois de suite un chiffre au hasard. 

1° Ecrire un algorithme qui simule cette expérience aléatoire et qui affiche le nombre 
de chiffres 0. 

2° Transcrire l’algorithme précédent sur la calculatrice. 



Statistiques 

KOK 15 min (corrigés p. 238) 

Soit 1 un entier naturel non nul. 

On effectue n lancers successifs d’une piéce de monnaie équilibrée. 
1° Ecrire un algorithme qui simule cette expérience aléatoire et donne en sortie le 
nombre de « cété face » obtenu. 

2° Transcrire l’algorithme précédent sur la calculatrice. 

12| KOK 15 min (corrigés p. 238) 

On recense le nombre d’enfants des familles d’un quartier. On obtient les résultats 
ci-dessous : 

Or et 24g -1h2 

wt) Anes a A A A | 

Silez ere Ss Ul 3 

4224532112 

Nh, Nae ea am He Ba 

uv) 

0) 
O 

O 
i. 

oe) 
x< 
© 

1° Quelle est la population étudiée ? Quelle est la nature du caractére ? 

Quelles sont les valeurs du caractére ? 

2° A laide d’un tableur : 

a) effectuer le dépouillement de cette série de résultats et préciser le nombre d’enfants 

dominant ; 

b) calculer les fréquences en pourcentages ; 

c) calculer la moyenne x ; 

c) donner |’arrondi automatique 4 10-? prés de l’écart type s ; 

e) représenter la série de résultats par un diagramme circulaire. 

13 | *%K 30 min (corrigés p. 240) 

Le but de l’exercice est de simuler le lancer d’un dé équilibré, avec un tableur. 

1° ¢ Sur une plage de format 100 lignes x 10 colonnes, simuler 1 000 lancers du dé. 

e Dresser un tableau donnant les fréquences de chacun des six résultats sur les 

10 premiers lancers, les 100 premiers lancers, les 1 000 premiers lancers. 

¢ Tracer les trois courbes représentant l’évolution de ces six fréquences. 

2° ¢ Sur une colonne, afficher les fréquences d’apparition du 5 au bout de 10, 20, 

..., 1 000 lancers. 

¢ Tracer la courbe représentative de |’évolution de ces fréquences. 
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HK 15 min (corrigés p. 242 

1° Calculer I’écart interquartile EQ, la moyenne x et |’écart type s, de la série 

statistique brute dont les valeurs x; sont les suivantes : 

a legs aa ig Omega Sk le mal gc > 

2° Dix fils sont soumis 4 des tests de résistance ; pour chacun d’eux, on note la 

charge (en kilogrammes) nécessaire pour obtenir la rupture. Les résultats y; obtenus 

sont les suivants : 

1.201 311-2891 250031 sl Ole bia sah Zl teal 2 ae 

a) Trouver une relation simple entre les y, et les x;. 

b) En déduire |’écart interquartile EQ’, la moyenne y et |’écart type s, de la série 

statistique des y,. 

15 | * 5 min (corrigés p. 242) 

Xavier et Yohan ont eu respectivement pour notes aux devoirs de mathématiques : 

oS thes 2 129132 14.913 26275 1. 

9.590 102 Pt Tie 10S 92 15 e111. 

Vérifier que les séries de notes de Xavier et Yohan ont les mémes valeurs extrémes 

et la méme moyenne. 

Voici les boites médianes correspondant aux deux séries de notes, obtenues a |’ affichage 

d’une calculatrice : 

pe 

Laquelle est celle de la série 

16] * 10 min (corrigés p. 243) 

Le tableau ci-dessous donne les résultats d’une enquéte sur les salaires mensuels 
bruts des techniciens de trois entreprises d’un méme secteur industriel. Les salaires 
sont exprimés en euros et arrondis 4 la centaine la plus proche. 

3 500 

Représenter sur un méme graphique les séries statistiques des salaires par une boite- 
a-moustaches dont la largeur est proportionnelle a la racine carrée de l’effectif. 



Statistiques 

17 | KK 20 min (corrigés p. 243) 

On considére la série statistique (x; ; n;): 

1° Déterminer la moyenne et l’écart type de la série. 

2° Déterminer la médiane de cette série. 

3° Déterminer le premier et le troisigme quartile ainsi que 1’écart interquartile. 

4° a) Dessiner la boite-a-moustaches correspondant a la moyenne. 

b) Dresser la boite-4-moustaches correspondant a la médiane en faisant apparaitre 

s’il y a lieu les valeurs éloignées ou extrémes. 

5° Comparer les deux figures. 

*& ¥& 20 min (corrigés p. 244) 

W) 

0) 
O 

O 
ee 
® 
x< 
0) 

Le tableau ci-dessous donne les variations du chiffre d’ affaires d’une entreprise, au 

cours d’une année, en millions d’euros. 

1° a) Onconsidére les points A;(i ; y;). Placer les points A; dans un repére orthogonal 

et dessiner la ligne polygonale A, A», ..., Aj. 

b) Que représente cette ligne ? 

c) Quel est le chiffre d’affaires moyen pour cette année ? as 
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2° a) Compléter le tableau suivant avec les moyennes mobiles d’ordre 3, notées m,, 

i variant de 2 a 11. 

Placer sur la méme figure que 1°a) les points B,(i ; m;), i variant de 2 a 11 et tracer 

la ligne polygonale B,, ..., By. 

b) Comment peut-on interpréter cette nouvelle courbe ? 

Remarque : on pourra traiter cet exercice 4 |’aide d’un tableur. 

Les interrogations écrites 

i) 15 min (corrigés p. 246) 

Les 25 membres d’un club passent un test de 9 questions. 

Le nombre de bonnes réponses de chacun des participants est donné par la liste 

suivante : 

Sle wA, DecOn laws O70) Led: 0, 8) 9,9, 070, 1. Ose c eae. 

1° Rechercher la médiane de cette série, puis calculer sa moyenne. 

2° Cing nouvelles personnes s’inscrivent au club ; elles ont respectivement 7, 8, 9, 

9 et 8 bonnes réponses. Que deviennent la médiane et la moyenne ? 

3° Le club connaissant un succés croissant, son effectif augmente de 10 a l’occasion 

de la grande féte annuelle. Les nouveaux arrivants obtiennent respectivement 4, 5, 

5,5, 6, 6, 6, 7, 8 et 8 bonnes réponses. 

a) Rechercher les quartiles et préciser |’intervalle interquartile. 

b) Rechercher les déciles et préciser l’intervalle interdécile. 

20 15 min (corrigés p. 247) 

Dans un quartier, on demande 4 1 600 personnes (« Enfants », « Hommes » et 
« Femmes ») de choisir leur distraction favorite parmi le sport, le cinéma, la musique 
et la télévision. 

Le tableau suivant donne les résultats du sondage. 

/ $ ZZ s s sy 

Télévision 
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1° a) Compléter ce tableau en ajoutant une ligne et une colonne « Total ». 

b) Combien y a-t-il de femmes ? de cinéphiles ? de femmes cinéphiles ? 

2° a) Quelle est la fréquence, en pourcentage de la population interrogée, des femmes 

préférant le cinéma ? 

b) Etablir le tableau des fréquences, en pourcentages, par rapport a |’effectif total. 

3° a) Quel est, parmi les amateurs de sport, le pourcentage de femmes ? 

b) Quel est, parmi les hommes, le pourcentage de ceux qui préférent le cinéma ? 

4° Dessiner l’histogramme (multiple) représentant les effectifs comparés des différentes 

activités selon la catégorie de population observée. 

21 15 min (corrigés p. 248) 

On lance cinquante fois de suite un dé équilibré 4 six faces. 

1° Ecrire un algorithme qui simule cette expérience aléatoire et qui affiche la fréquence 

du 2. 

2° Transcrire |’algorithme précédent sur la calculatrice. 

O 
US 
a 
¢D) 
a) 

= 
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Vrai ou faux ? 

1° Dans une classe de 35 éléves, on 
étudie les notes du dernier contréle de 

math. 

a) La note moyenne indique que la moitié 

de la classe a au moins cette note. 

Faux. En revanche, la moitié de la classe a 

au moins la note médiane. Ne pas confondre 
moyenne et médiane. 

b) La note moyenne est la demi-somme 

des notes extrémes. 

Faux. La moyenne peut étre 11 méme si 

les notes extrémes sont 0 et 20. 

c) La somme des notes est le produit de 

la moyenne par 35. 

Vrai. La moyenne est le quotient de la 

somme des notes par 35. 

d) Si on augmente toutes les notes de 

3 points, alors la moyenne est augmen- 

tée de 3 points. 

Vrai. La somme des notes est augmen- 

tée de 35 x 3, donc la moyenne est aug- 

mentée de 3. 

2° Pour toute série statistique dont le 

caractére est quantitatif : 

a) Si toutes les valeurs du caractére sont 

multipliées par 10, alors la moyenne est 

multipliée par 10. 

Vrai. La somme des valeurs est multi- 

pliée par 10, donc la moyenne (quotient 

de cette somme par |’effectif total) est 

multipliée par 10. 

b) La médiane est la moyenne du premier 

quartile et du troisiéme quartile. 

Faux. On sait seulement qu’entre le pre- 

mier quartile et la médiane, il y a 25 % des 

valeurs et qu’entre la médiane et le troi- 

siéme quartile, il y a aussi 25 % de valeurs. 

c) La moyenne est inférieure ou égale A 
la médiane. 

Faux. La moyenne peut étre strictement 

supérieure a la médiane. 

1:1;@): 252 x, = er x= Me 
Me 

1°15@; 232 =a yr ie 
Me 

d) La fréquence d’une valeur peut étre — 

égale a 1,5. 

Faux. La fréquence est toujours com- 

prise entre 0 et 1. 

3° Pour toute série statistique de 400 

valeurs : 

a) Au moins 100 valeurs sont inférieures 

ou égales a Q). 

Vrai. Ona: 25 % x 400 = 100, donc Q, 

est la plus petite valeur du caractére telle 

qu’au moins 100 valeurs lui soient infé- 

rieures ou égales. 

b) Exactement 100 valeurs sont infé- 

rieures ou égales a Q,. 

Faux. Au moins 100 valeurs sont infé- 

rieures ou égales 4 Q,, il peut y en avoir 

plus que 100. 

dir Ne Sie ail Ue a J 

120 180 
c) Au moins 300 valeurs sont stricte- 
ment supérieures a Q). 

Faux. Au moins 100 valeurs sont infé- 

rieures ou égales 4 Q,, donc au plus 300 

valeurs sont strictement supérieures a 

Q,. Si 101 valeurs sont inférieures ou égales 

a Q,, seulement 299 lui seront strictement 

superieures. 

d) Au plus 100 valeurs sont strictement 

supérieures a Q3. 

Vrai. On a: 75 % x 400 = 300, donc Q, 

est la plus petite valeur du caractére telle 

qu’au moins 300 valeurs lui soient infé- 

rieures ou égales. Par conséquent, au 

plus 300 valeurs sont strictement supé- 
rieures 4 Q3. 

qe 

Mode, moyenne, médiane 
ay 

4 1° Commencons par ranger les 10 
valeurs par ordre croissant : 
AOS TES 2 1283 15 15 toe, 
* Les valeurs que 1’on rencontre le plus 
(3 fois chacune) sont 12 et 15. 

Cette série a donc deux modes : 12 et 15. 



«La moyenne x est telle que : 

ae 10+114+3x12+2x134+3~xI15 

10 

= 12.6. 

¢10=5+5. La médiane sera donc une 

valeur laissant 5 valeurs de part et d’ autre : 

1S 13 13°15 i TOrr 12712" 12 | 

5 valeurs 5 valeurs ga 
médiane 

On peut prendre ici n’importe quelle 

valeur située entre la valeur de rang 5 et 

la valeur de rang 6 de la suite ordonnée, 

c’est-a-dire située entre 12 et 13: 12,2 

par exemple conviendrait. En fait, on 

3 | 1° Etablissons un tableau statistique. 

n; cumulés 
croissants 

L’effectif maximum (22) est atteint pour 

la valeur 5 du caratére. 

Le mode est donc 5. 

ee 
e = — yx Moyenne : x 75 0,9 

© 75 = 37+ 1+37. Donc la médiane est la 

38¢ valeur du caractére. Pour la trouver, 

on utilise des effectifs cumulés croissants 

(voir tableau). La médiane est donc 2. 

Statistiques 

prend généralement la demi-somme 

de ces deux valeurs, soit 12,5. 

2° Rangeons ces valeurs par ordre crois- 

Santind e222 shee Aedes RO 

¢ Le mode est 7. 

* Moyenne x : 

ya lt242434445474+7474849 

11 

= 5. 

e11=54+1+5. 

La médiane est donc la valeur de rang 

6, c’est-a-dire 6. 

LD See ey 

5 valeurs 

[PTS RSF SPAS 
<< $$ 

5 valeurs 

médiane 

besoins. 

rm) 
00) 
oO) 

pas 
c 
O 
O 

- 
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¢ La classe modale est la classe [5 ; 10[. 

¢ Pour calculer la moyenne x , on consi- 

dére que tous les éléments d’une méme 

classe sont égaux au centre de la classe, 

puis on procéde comme pour un carac- 

tére discret. 

Donc : 

«Pour la médiane, on prendra la 25° 

valeur. Il s’agit de la classe [5 ; 10[, 

d’amplitude 5. 

Pour préciser la médiane, on peut faire un 

ajustement linéaire, en appliquant |’hypo- 

thése d’équirépartition des valeurs de la 

classe. On a 15 valeurs dans les classes 

précédentes. Il en manque 10 pour attein- 

dre la 25° valeur. 

La classe médiane en comporte 25 pour 

une amplitude de 5, donc |’amplitude 

correspondant a 10 de ces valeurs est : 

5x = =2. La médiane est 5+2, 

c’est-a-dire 7. 

b) 

Les classes ayant toutes la méme ampli- 

tude (le méme pas), la hauteur du rectan- 

gle sera ici proportionnelle a 1’effectif. 

(Voir schéma ci-apres.) 

Shee cna 

0 5 iene 15 20 

U) 1° a) On obtient le tableau statisti- 

que suivant : 

b) « Moyenne 

Leffectif total est égal 4 100 et 

yx = 992,5, 

-  092,5he E= OP = 9,925, 
et l’4ge moyen des enfants est environ 

10 ans. 

donc : 

¢ Classe modale 
Rs 

Dans la colonne des oe la valeur maxi- 
i 

male est 15,5 ; cette valeur apparait une 

seule fois et correspond a la classe [7 ; 9[. 

Remarquer que la classe modale n’est pas ici 

celle dont l’effectif est maximal. 

Il vient: la classe modale est [7 ; 9[. 

¢ Médiane 

D’aprés la colonne des effectifs cumulés, 

la classe médiane est [9 ; 12[ ; on évalue 

généralement la médiane Me en procédant 

a un ajustement linéaire, les valeurs étant 

supposées équiréparties dans la classe. 

9 Me 12 

En considérant le schéma ci dessus, la 

médiane Me vérifie : 



Me-9_ 50-41 
12-9 74-41’ 

soit : Gl sad 
7 ees 

wen amy, SS 1408 donc : Me=9+ 57 = 7 

Il vient : Me = 9,82 

et l’Age médian des enfants est environ 

10 ans. 

2° Histogramme 

Dans un histogramme, chaque classe est 

représentée par un rectangle d’aire pro- 

portionnelle a l’effectif de la classe ; la 

hauteur du rectangle associé a la classe de 

centre n; est donc proportionnelle a n;/a;. 

Quartiles 

Fy 1° n=4p. 

*Q, est la demi-somme des valeurs de 

rang petp+1: 
arp tXpei 

Q= 2. 

Statistiques 

ket = k= p, 4 

donc Q, est la valeur de rang p : Q; = x,. 

Qs Q 

Q, Me 

+ ,¢+-7- + + 
P t Pp Pp P 

Qi 

2° n=4p+1. 

* Q, est la demi-somme des valeurs de 

rang petp+1: 

X +X 
Lap peed Qy= 2 

¢ k étant un entier : 

k= Teok= pt+lek= p+, done 

Q, est la valeur de rang p+ 1: Q, =x, 41. 

Q,2Q, 

OQ; Me 

+> ,+¢7 +> +> 

Qi 

3° n=4p+2. 

¢ Q, est la valeur de rang p +1: 

Qi =%Xp41- 

e k étant un entier : 

ka Terke p+5eok>ptl, donc 

Q, est la valeur de rang p + 1: Q, =x,,. 

Q,=Q, 

Q; Me 

+> <> <> <> 

Pp A Pp Pp Pp 

Qi 

4° n=4p+3. 

* Q, est la valeur de rang p + 1: Qy =x, 41. 

cA 

w 
0) 

2) 
o 
eS 
O 
O 
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e k étant un entier : 

keke ptieok= pt, donc 

Q, est la valeur de rang p + 1 : Q) =x, 41. 

Q,=Q, 

Q; Me 

Ke KOR RR OR Ree ROR Kae 

+> +> <> +> 

Pp - p p Pp 
Qi 

Utilisation de la calculatrice 

6 | 1° Saisie des données 

e Sélectionner le menu STAT, e Sélectionner le menu STAT : 

puis EDIT : FAY 

Ustat | (1) La — 7 (EXE) 
¢ Saisir les données dans la liste L1, en | * Saisir les données dans la liste List1, 

validant chaque entrée. en validant chaque entrée. 

Utiliser les touches de déplacement ggg, 

Gg pour faire défiler l’écran. 

2° Tri par ordre croissant 

¢ Sélectionner le menu STAT: . * Faire défiler le menu en pressant 

STAT | (cm) 
ag ieee (TriCroi) * puis presser successivement : 

({[SRT-A puis Cd) 1) OB en a 
(9 (nombre de listes a trier) {EXE | 

(9) (numéro de Ia liste) [EXE | 

Les éléments de la premiére liste sont ti - ans 
alors rangés par ordre croissant. i in ial. 5 



3° Transformation affine des données 

¢ Afficher la fenétre d’édition de liste : 

* placer le curseur sur L1 (en haut de 

V’écran), puis valider : 

Le curseur est alors placé a droite de 

L1= (en bas de 1’écran). 

¢ Taper : 

Dans la premiére liste, chaque valeur x; 

a été remplacée par 10x; — 1. 

4° Vider une liste 

e Sélectionner les menus STAT, 

puis EDIT : 

(stat) (1) 
¢ Placer le curseur en haut de 1’écran de 

facon a sélectionner L1. 

- Presser (EFFLIST) 

puis (ENTER) 

La premiere liste est alors vide. 

1° Calculs statistiques 

e Sélectionner le menu STAT, 

puis EDIT : 

Ustat | (1) 

validant chaque entrée. 

e Saisir les données dans la liste L1, en 

Statistiques 

e Sélectionner le menu RUN : 

RUN 

cwewo) =n) GK 
¢ Taper : 

(pin) (Fi) (ist) 

Bae 
et valider : 

puis : 

e Sélectionner le menu STAT : 

mee | 

¢ Placer le curseur dans la liste List1. 

¢ Presser ({_> }) pour faire défiler 

le menu, puis [F3} [JDEL-A) enfin, confir- 

mer la suppression : 

(i) (SD) 
ges 

corr 

e Sélectionner le menu STAT : 

Cae 
¢ Saisir les données dans la liste List1, 

en validant chaque entrée. 
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* Presser (STATI), puis déplacer le cur- 
seur vers la droite sur CALC et presser | 7 

pour lancer le calcul des statistiques 4 une 

variable. 

e Presser alors 

2 hd ee & 
puis ENTER; cela définit la liste L1 

comme liste des données. 

Utiliser les touches de déplacement pgm 

S¥q pour faire défiler l’écran. 

On obtient : x = 18,2 et s, ~ 16,3. 

2° « La fonction de tri croissant de la cal- 

culatrice (TriCroi( pour la TI-82, SRT.A 

pour la Casio Graph 65) permet de ran- 

ger dans |’ordre croissant les éléments 

de la liste ott ont été saisies les réponses. 

On obtient que la liste des 20 réponses ran- 
gées dans l’ordre croissant est la suivante : 

3; 55556, Opgeake B80: $2913.14: 
15, 16, 17, 19, 48, 49, 50, 52. 

¢ Aprés avoir éventuellement pressé la 

touche ({_ > }) pour faire défiler le 

bandeau inférieur, presser la touche 

(GATED) puis (Fa) (SER) 
¢ Le curseur étant sur la premiére ligne, 

choisir List 1 [F7] ; 

le curseur étant sur la deuxiéme ligne, 

choisir 1 ([F1}) ; 

cela définit la liste List 1 comme liste des 
données. 

* Utiliser la touche [JEXE} pour quitter le 

paramétrage, puis presser la touche [F7] 

* La calculatrice prend pour définition 

de la médiane la méme que celle adoptée 

dans le cours, donc : 

Me = 12,5. 

*En revanche, la calculatrice adopte 

pour les quartiles une définition analo- 
gue a celle de la médiane ; par exemple, 

la valeur du premier quartile donnée par 
la calculatrice est ici la demi-somme des 
termes de rang 5 et 6: 

iG hae 

ete 
alors que, selon la définition du cours, le 
premier quartile est la cinquiéme valeur 
du caractére : 

O35; 

0,=6. 



La série étudiée comporte 20 termes, et: 

a 
20% — = 5. 

4 

¢ De méme, selon le cours, le troisiéme 

quartile est la quinziéme valeur du 

caractére, donc : 

Q,=17. 

20x 2 =15. 
4 

3° Boite médiane 

¢ Ouvrir le menu STAT PLOT : 

+ En pressant la touche [jj, 

sélectionner le graphe Plot1, puis, 

en déplacant le curseur et en validant a 

chaque fois, sélectionner : 

— On (graphe actif), 

—le diagramme en boite dans la ligne 

Type, 
—L1 dans la ligne Liste X, 

— 1 dans la ligne Liste Y. 

¢ Sid’autres graphes sont activés, penser 

a les désactiver. 

* Ouvrir la fenétre de cadrage : 

* et ajuster les paramétres : 

Xmin=0 Xmax=55 Xscl=10 

(Xmin et Xmax choisis de fagon que tou- 

tes les valeurs de la série soient compri- 

ses entre Xmin et Xmax). 

e Presser 

On obtient 4 l’affichage : 

Statistiques 

* 

—— 
e Revenir a la fenétre d’édition de liste 

en pressant deux fois (EXIT) 

¢ Pour ouvrir le menu de représentation 

graphique, presser 

(Fi) (((GRPH]}), puis (Fe) ((SET)) 
* GPH1 est sélectionné 

(pour choisir GPH2 ou GPH3, 

presser [2] ou [F3]) 

¢ Déplacer le curseur sur la deuxiéme 

ligne (Graph Type), 

presser ({ > }) pour dérouler le 

menu, puis [F2) ([BOX}) pour choisir 

boite médiane (MedBox). 

¢ Déplacer le curseur sur la troisiéme 

ligne (Xlist), 

presser {Fi} ({ST1}). 

 Déplacer le curseur sur la ligne suivante 

(Frequency), presser [F1} ({)). 

+ Enfin, appuyer sur {EXE} pour revenir 

a la fenétre d’édition de listes et presser 

En activant la fonction Trace et en utili- 

sant les touches de déplacement, > 

[a], les valeurs de xin, Q}, Me, Q; et 
. x 492 

Xmax apparaissent a l’écran. 

va 

7) 
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Sy 
= 
= 
O 
O 

235 



234 

8 | 1° a) et b) Calculs statistisques 

e Sélectionner le menu STAT, 

puis EDIT. 

¢ Saisir les modalités dans la liste L1, en 

validant chaque entrée. 

¢ Saisir dans la liste L2 l’effectif de cha- 

que modalité en face de cette modalité. 

e Presser [ STAT |. puis déplacer le cur- 

seur vers la droite sur CALC et presser 

(i) pour lancer le calcul des statisti- 

ques a une variable. 

¢ Presser alors 

puis [ENTER]; cela définit la liste L1 

comme liste des modalités et la liste L2 

comme liste des effectifs. 

¢ On obtient : 

x = 1,77 et s ~ 1,47 et Me =2. 

¢ Les valeurs des premier et troisitme 
quartiles fournies par la calculatrice sont 

respectivement 1 et 3: ce sont des 

¢ Saisir les modalités dans la liste List 1, 

en validant chaque entrée. 

¢ Saisir dans la liste List2 l’effectif de 

chaque modalité en face de cette moda- 

lité. 

¢ Aprés avoir éventuellement pressé la 

touche ({ > }) pour faire défiler le 

bandeau inférieur, presser la touche 

(F2) (CALC) ) puis (Fe) (SET). 
¢ Le curseur étant sur la premiére ligne, 

choisir List 1 ({F7}) ; cela définit la liste 
List 1 comme liste des modalités. 

e Le curseur étant sur la deuxiéme 

ligne, choisir List 2 ([F3]}) ; cela définit 

la liste List 2 comme liste des effectifs. 

¢ Utiliser la touche [EXE pour quitter le 

paramétrage, puis presser la touche 

(iva) 

valeurs du caractére, et, dans ce cas, la 
définition mathématique et celle adoptée 
par la calculatrice coincident. 

Il vient : 

Q,=1 et Q,;=3. 



2° Diagramme en batons 

¢ Ouvrir le menu STAT PLOT : 

+ En pressant la touche fj, sélection- 

ner le graphe Plot1 (deux autres graphes 

peuvent étre définis), puis, en déplagant 

le curseur et en validant 4 chaque fois, 

sélectionner : ji 
— On (graphe actif), 

—Vhistogramme dans la ligne Type, 

—L1 dans la ligne Liste X, 

<L2 dans la ligne Liste y. 

¢ Si d’autres graphes sont activés, penser 

a les désactiver. 

* Ouvrir la fenétre de cadrage : 

* et ajuster les paramétres : 
Xmin=0 Xmax=7 Xsci=1 

Ymin=0 Ymax=100 Yscl=10 

(noter que Zoomstat ajuste Xmax et 

Xmin automatiquement). 

+ Presser ([GRPH } 

On obtient a l’affichage : 

e Sélectionner le menu STAT 

associés dans la liste (List2). 

¢ Introduire la liste des valeurs du caractére dans la liste 1 (List1) et celle des effectifs 

Statistiques 

¢ Presser deux fois la touche (er. 

puis les touches : 

((iGRPH]) (Fs) (SER) 
¢ GPH1 est sélectionné 

(pour choisir GPH2 ou GPH3, 

presser [2] ou [F3}) 

¢ Le curseur étant sur la deuxiéme ligne, 

presser la touche [Fé] ({_ > }) 
pour faire apparaitre d’autres options, 

puis la touche [F1) ( [Hist] ) 

¢ Déplacer le curseur sur la ligne Xlist, 

presser (Ft) ((USTI)). 
e Déplacer le curseur sur la ligne 

Frequency, 

presser la touche [F3} (([ist2)) 

+ Presser la touche [JEXff} pour revenir a 
la fenétre d’édition de listes et presser 

(Fi) ((iGPHT)) 
¢ Régler les paramétres suivants : 

Start :0 

Pitch: 1 

en validant les modifications. 

* Presser ([F6) ) (DRAW) )- 

En activant la fonction Trace, on peut 

lire les modalités et les effectifs corres- 

pondant a chaque rectangle. 

e Sélectionner le menu STAT 

e Sélectionner le menu EDIT 

ve 
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¢ Sélectionner successivement (en bas 

de 1’écran) CALC, SET 

Régler la page de la maniére suivante, 

sachant que Freq représente en fait 

lVeffectif : 

e Sélectionner alors 1VAR. 

e La liste déroulante est la suivante : 

° STAT 

¢ CALC 

* 1-Var-Stat L,, L, 

¢ Enter 

1-Variable 

Moyenne x 

Somme des valeurs yx 

Somme des carrés des valeurs 

Ecart type population xon 

Ecart type échantillon xon-1 

Effectif 

Valeur minimale de la série 

Premier quartile 

Médiane 

Troisiéme quartile 

Intervalle gauche 

Intervalle droit 

Valeur maximale de la série maxX 

Mode 

En conclusion, le mode de cette série 

statistique est 10 ; 

la moyenne est égale a 17 ; 

l’écart type vaut environ 16,87 ; 

la médiane est 10 et les quartiles valent 

5,5 et 16. 

ate x 49 

= 340 

yx? = 11472 

= 16.8700918 | ox 

= 17.308349 | Sx 

=20 Sn =20 

yx = 340 

ye = 11472 

= 16.8700918 

= 17.308349 

x-xon =0.12990812 

X+xon = 33.8700918 

=50 

2° Boite-4-moustaches avec une CASIO 

* Pour construire la boite médiane, pro- 

cédons comme suit : 

—régler V-Window pour que toutes les 
valeurs de la série soient comprises entre 
Xmin et Xmax ; 



— sélectionner le menu STAT ; 

— introduire la liste des valeurs du cara- 

tére dans la liste 1 (List 1) et celle des 

effectifs associés dans la liste (List 2) ; 

—sélectionner successivement (en bas 

de 1’écran) GRPH, puis SET ; 

—lécran StatGraph1 apparait ; 

—dans GraphType sélectionner (en bas 

de l’écran) Box, c’est-adire MedBox ; 

— Exit, puis Gph1. 

¢ On procéde de la méme maniére pour 

la boite moyenne. 

— Lorsque |’écran StatGraph1 apparait, 

on sélectionne GPH2. 

—Dans GraphType on sélectionne la 

touche Box, c’est-a-dire MeanBox. 

On termine de la méme facon. 

¢ Si on veut faire apparaitre simultané- 

ment les deux boites : 

—on sélectionne successivement GRPH, 

SEL ; 

—pour StatGraph1 et StatGraph2, on 

sélectionne DrawOn ; 

¢ Draw permet d’obtenir la figure. 

Boite-a-moustaches avec une TI 

e Dans le menu STAT, on choisit le menu 

STAT PLOT. 

¢ L’écran suivant apparait, on sélection- 

nera ce qui est en gras : 

¢ On appuie sur Graph et on obtient la 

boite médiane. 

Statistiques 

0 10 20 30 40 50 

La comparaison des deux boites permet 

de constater 4 quel point la moyenne et 

l’écart type sont sensibles aux quatre 

valeurs extrémes (50), 4 tel point que la 

boite moyenne « sort » de |’intervalle 

des valeurs [5 ; 50]. 

Le rectangle de la boite médiane contient 

50 % de la population (25 % dans cha- 

cune des deux parties du rectangle). 

Dans l’exemple choisi, ces 50 % sont 

trés groupés puisque |’écart interquartile 

ne vaut que 11,5 alors que l’étendue de la 

série est de 45. 

40] On choisit vingt fois de suite un 

chiffre au hasard et on affiche le nombre 

de chiffres 0. 

1° 
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CASIO 

On effectue n lancers successifs 
d’une piéce de monnaie équilibrée et 

l'on compte le nombre de « cété face ». 

1° On code par exemple FACE par | et 

Pile par 0. 

Variables 

k,a,i: entiers 

Initialisation 

Saisir n 

k et a prennent la valeur 0 
Traitement 

Pour i variant de 1 an 

a prend la valeur d’un nombre 

aléatoire entier : 0 ou 1 

Si a@ael: 

alors k prend la valeur k+1 

fin Si 

fin Pour 

Sortie 

Afficher k 

CASIO 

Utilisation du tableur 

1° La population est ensemble 
des cinquante familles du quartier. 

eLe caractére étudié est le nombre 

d’enfants par famille ; c’est un carac- 
tere quantitatif discret. 

¢ Les valeurs prises par le caractére sont 

0, 1, 2, 3, 4 et 5. 

2° a) * Saisir les résultats du recense- 

ment dans la plage de cellules A2:J6. 

¢ Saisir les valeurs du caractére dans la 
plage de cellules K2:K7. 

¢ Dans la cellule L2, saisir la formule : 

=NB.SI($A$2:$)$6 ; K2) 

qui compte le nombre de cellules de la 
plage A2J6 dont la valeur est celle de K2 ; 
tirer la poignée de recopie vers le bas 
jusqu’a la cellule L7. 



Statistiques 

HEMET GAL Tot pal Brae eae I 

Effectiftotal| 50] | 

Le plus grand effectif est 17, c’est celui 

de la valeur 2 du caractére ; on en déduit : 

le nombre d’enfants dominant est 2. 

Le mode de la série statistique est 2. 

b) ¢ Pour calculer |’effectif total, entrer 

dans une cellule (ici, L8) la formule : 

=SOMME(L2:L7) 

¢ Pour calculer la fréquence de la valeur 

0 du caractére, entrer dans la cellule M2 

la formule : 

=$K2/$L$8 

puis tirer la poignée de recopie vers le 

bas jusqu’a la cellule M7. 

¢ Pour obtenir les fréquences en pourcen- 

tages, sélectionner la plage de cellules 

M2:M7, puis activer l’ic6ne %. 

= 
1.261842} 

c) Pour calculer la moyenne, entrer dans 

une cellule (ici, L9) la formule : 

=MOYENNE(A2:J6) 

On obtient : 

x = 1,86. 

d) Pour calculer l’écart type, entrer dans 

une cellule (ici, L10) la formule : 

=ECARTYPE(A2:J6) 

On obtient : 

s= 1,26. 

e) Sélectionner la plage de cellules L2:L7, 

puis activer |’assistant graphique ; le dia- 

gramme circulaire suivant a été obtenu 

avec Secteurs (sous-type Secteurs avec 

effet 3D). 

En déplagant le pointeur de la souris sur 

le graphique, on fait apparaitre les pour- 

centages. 

Nombre d’enfants par famille 

8% 4% 12% 
12 % 

30 % 

34 % 

- 
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possibles 

Fréquences 

¢ La formule : 

=ENT(6*ALEA()+1) 

Formules et observations 

Dans A2, saisir la formule : 

=ENT(6*ALEA()+1) 

puis tirer la poignée de recopie vers la droite, vers le bas. 

Entrer 1 dans M2 et 2 dans N2 ; 
sélectionner les deux cellules, et tirer la poignée de 
recopie vers la droite. 

Dans M3, saisir la formule : 

=NB.SI($A$2:$)$2;M$2)/10 

puis tirer la poignée de recopie vers la droite. 
Procéder de méme en entrant dans M4: 

=NB.SI($A$2:$J$11;M$2)/100 

et dans M5 : 

=NB.SI($A$2:$J$101;M$2)/1000 

Noter l’utilisation des références absolues 
(S$A$2) ou relatives (M dans M82) : 

retourne un entier aléatoire compris en utilisant la fonction de recopie rapide vers 

entre 1 et 6. 

¢ La formule : 

= NB.SI($A$2:$J$2;M$2)/10 

retourne la fréquence du nombre de cel- 

la droite, les références relatives de colonne 
sont automatiquement incrémentées (NS2, 
O$2, P$2, Q$2, R$2), alors que les références 
absolues ne sont pas modifiées. 
En appuyant sur la touche F9, une nouvelle lules de la plage A2:J2 dont la valeur est simulation est effectuée. 

égale a celle entrée dans M2. 



@ Graphique 

 Aprés avoir sélectionné la plage M3:R5, 

activer l’assistant graphique ; le schéma 

proposé a été obtenu avec Courbes 

(sous-type Courbes 3D). 

En appuyant sur la touche F9, on peut 

observer les effets des fluctuations 

d’échantillonnage sur chacune des trois 

courbes : on s’apercoit que, plus n est grand, 

moins la distribution des fréquences est 

sensible aux fluctuations d’échantillonnage. 

ESE 
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Statistiques 

De plus, la courbe correspondant a 

n= 1 000 est presque horizontale : 

les fréquences d’apparition de chacun 

des chiffres 1, 2, ..., 6 sont donc proches 

de 1/6. 

2° Voir tableau en bas de page. 

@ Simulation 

¢ Entrer 10 dans la cellule L2 et 20 dans 

la cellule L3. 

Sélectionner ces deux cellules, puis tirer 

la poignée de recopie vers le bas jusqu’a 

la cellule L101 ; les valeurs 30, 40, ..., 

1 000 sont alors entrées dans les cellules 

[4 ES el Ou: 

¢ Pour obtenir la fréquence d’ apparition 

du 5 sur les 10 premiers lancers, saisir 

dans la cellule M2 la formule : 

=NB.SI($A$2:$J2 ; 5)/L2 

En tirant la poignée de recopie vers le 

bas jusqu’a la cellule M101, on obtient 

dans les cellules M3, M4, ..., M101 la fré- 

quence d’apparition du 5 sur les 20 pre- 

miers lancers, 30 premiers lancers, ..., 

1 000 lancers. 

g du 5 
0,200! 
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@ Graphique 

«Aprés avoir sélectionné la plage 

M2:M101, activer l’assistant graphique ; 

le schéma proposé a été obtenu avec 

Courbes (premier sous-type). 

¢ En appuyant sur la touche F9, on peut 

observer les effets des fluctuations 

d’échantillonnage. On constate que, 

plus n est grand, moins la fréquence 

d’apparition du 5 sur les n premiers lan- 

cers est sensible 4 ces fluctuations 

d’échantillonnage ; de plus, comme on 

Va déja remarqué dans 1°, la fréquence 

d’apparition du 5 sur les n premiers lan- 

cers a tendance a se rapprocher d’une 

valeur limite (1/6). 

Transformation affine 

de données 

1° - Rangeons les dix valeurs dans 
Pordre croissant : 

5 valeurs 
OO — SS SSS 

"sje cane 

Q; Me Q; 

5 valeurs 

On en déduit l’écart interquartile EQ : 

* La moyenne x et l’écart-type s, de la 
serie statistique formée des dix valeurs x, 
vérifient : 

¥ = F(0+2x5+74+8+ 10 

+3x11+13)=8,1; 

r= Gy(O2+2x 524724824 102 
+3x 1124 132) — x2, 

donc: 

2_ 795 (By =2 950-6 561 _ 1 389 
"2 Ie. meet Od 100 ’ 
et finalement : 

2° a) On peut écrire, pour chaque valeur 

y; de la série des résultats : 

Xj 
—————s 2. Yi=i99 7+) 

b) On en déduit : 

donc : 

Plus généralement, si y; = ax; + b, alors : 

edans le cas ol: a>O, les premier et 

troisieme quartiles de la série des y, sont 

respectivement égaux a aQ, +b et aQ, +b; 

aan 1 
eyr=- f b)= = 7 y a2 (ax; + b) ax(5) 2 ad 

donc y=ax +b; 

2 13, z a 2 
jee? al la Pad ts 

donc: Ss as’ et Sy=|als,. 

Boite-a-moustaches 

15 * Xavier et Yohan ont tous deux pour 
note la plus basse 5, et pour note la plus 
haute 15 ; d’autre part, en notant x la 
moyenne des notes de Xavier et y celle 
des notes de Yohan : 

F=(2x5+6+741141242x 13 
+14+15)=10,1; 

J=(5+3x941044x 11415) 

=-10,1 ; 

Les séries de notes de Xavier et Yohan 
ont donc bien les mémes valeurs 
extrémes et la méme moyenne. 
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« La premiére boite médiane est celle 

de la série dont les notes sont les plus 

dispersées ; c’est donc celle de la série 

de notes de Xavier. 

ll est facile de vérifier que le premier quartile 

de la série de notes de Xavier est 6, et que 

celui de la série de notes de Yohan est 9. 

Les racines carrées de l’effectif sont 

respectivement égales 4 11, 9 et 4; on 

choisira donc pour hauteur des boites 

des valeurs proportionnelles 4 11, 9 et 4. 

On obtient le diagramme comparatif 

suivant : 

alls Entreprise A 

 |H Entreprise B 

H{ [-/-- Entreprise C 

1 000 5 000 

Dans la premiére partie de cet exer- 

cice, nous ménerons les calculs « manuel- 

lement ». Dans la seconde partie, nous 

établirons ces résultats 4 l’aide d’une 

calculatrice. 

@ Premiére partie 

1° Lamoyenne x est telle que : 

x= 

0+11+12+3x13+14+2x15+19 +23+56 

12 ; 

soit x = 17. 

La variance V est telle que : 

Statistiques 

v= 5l0- 17)2+(11-17)2 4+... 
+ (56 —17)?], 

soit V ~ 164,67. 

L’écart type est tel que : s = MY 

soit s ~ 12,8. 

2° 12=6+6. La médiane sera donc 

une valeur du caractére laissant 6 valeurs 

de part et d’autre : 

OVI 13 1343 | 

6 valeurs 

14 15 15 19 23 56 

~~ “6 valeurs 
médiane 

On prendra la demi-somme de 13 et 14, 

soit 13,5. 

3° Par définition, le premier quartile est 

la plus petite valeur x; du caractére pour 

laquelle la fréquence F'(x;) des éléments 

de la série, qui sont inférieurs ou égaux a 

x,, est supérieure ou égale a 0,25, c’est-a- 

dire telle que la fréquence cumulée crois- 

mm y Ie Zz x 3 

sante soit supérieure ou égale a DD 

Etablissons un tableau donnant les 

valeurs de F(x;): 

5] 
9 }10)11)12 

12)121|12 

On en déduit : 

Q,=12 
et de la méme maniére : 

Q, = 15. 

L’écart interquartile est : 

EQ=Q,-Q,=15-12=3. 

4° a) 

x, 

w 
‘Oo 
0) 
<a 
re 
O 
O 

*min max 

b—++—_+—_ + -+_+_++_ +++ +--+ 
0 10 20 30 40 50 60 

Cette boite-a-moustaches est composée 

de la maniére suivante : 
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—un rectangle de largeur quelconque 

centré en x , c’est-a-dire en 17 ; 

—le rectangle s’étend de la valeur 

x —s ~17-12,8, soit 4,2, a la valeur 

xX +s=17+12,8, soit 29,8 ; 

— les moustaches vont de la plus petite a 

la plus grande valeur de x, soit de 0 4 56 

(en traversant le rectangle). 

b) 

Cette boite-4-moustaches comporte : 

—un rectangle de largeur quelconque, 

s’entendant de Q, 4 Q,, c’est-a-dire de 

12 a 15, partagé par un trait 4 hauteur de 

la médiane 13,5 ; 

—une moustache reliant Q, a la valeur 

minimale 0 et une autre reliant Q, a la 
valeur maximale 56. 

@ Seconde partie 

¢ La liste déroulante est la suivante : 

1-Variable 

Xx 

Sx =204 

Moyenne 

Somme des valeurs 

Ecart type population xon = 12,832251 

Ecart type échantillon xon-1 = 13402849 

Effectif n 

Valeur minimale de la série |minX =0 

Premier quartile Ql = P25 

Médiane Med =135 

Troisiéme quartile 

Intervalle gauche X-xon = 4,16774896 

Intervalle droit X +xon = 29,832251 

Valeur maximale de la série | maxX =56 

| Mode Mod 

¢ Remarque 

Rappelons que la calculatrice prend 

pour les quartiles une définition analo- 

gue a celle de la médiane. Donc pour 

V’exemple traité : 

comme 12=3+3+3+3, Q, sera la 

demi-somme des termes de rangs 3 et 4, 

le troisiéme quartile sera la demi-somme 

des termes de rangs 9 et 10. 

Soit: Q, = A#** = 12,5 

a 0,- 25-17; 

d’ot EQ = 17 —- 12,5 =4,5. 

Les boites-a-moustaches données par la 

calculatrice sont reproduites ici : 

! iH 0; i} 

Me 

[++ +++ +++ +++} 
0 (10 20 130.7240 50° “60 
5° La comparaison des deux boites, quels 

que soient le type de « moustaches » et la 
maniére de calculer les quartiles, permet 
de constater 4 quel point la moyenne et 
Pécart type sont sensibles aux trois 
valeurs éloignées ou extrémes. 
Le rectangle de la boite médiane contient 
50 % de la population (25 % dans chacune 

des deux parties du rectangle). 
Dans l’exemple choisi, ces 50% sont trés 
groupés puisque EQ vaut 3 ou 4,5 alors que 
’étendue de la série est de 56. 

Lissage par moyennes mobiles 

1° a) et 2° a) Utilisons un tableur : 
¢ Introduisons dans la colonne A le rang 
du mois : 1 en A2, 2 en A3, puis tirons la 
poignée jusqu’en A13. 
* Introduisons les mois dans la colonne B : 
Janvier en B2, puis tirons la poignée 
jusqu’en B13. 
* Introduisons les valeurs dans la zone 
G23: 



CC ee ee 

Statistiques 

* En D3, introduisons la premiére moyenne lissée : =(C2+C3+C4)/3 ; puis tirons la poignée 

jusqu’en D12, nous obtenons ainsi le tableau des moyennes lissées. 

Pour tracer les deux courbes sur la méme figure, il suffit de sélectionner les zones B, C 

et D, puis de sélectionner dans |’assistant graphique les courbes avec marques affichées 

Se omnes 
Rang i du mois cae : Chiffre d'affaires 

=(C2+C3+C4)/3 

i moyenne lissée 

Soo Ee r—e 
ae Soe a BL Oe —— 

Poe 
— ae ea” ee ae 

a eee Race he A ee ed 
pet __s __ eae Sid ES ea 

CS Tee Sis ee Se SO ee a | 
A ee Bees ee BER ee ee 

SS ae et el ee ee 
ER ES Bee SS ae a a a 

ae See ees ee ee | ee eee 

a chaque point. 

—— y,: Chiffre d’affaires 

180 

160 | 

140 

120 } 

1° b) La ligne polygonale Aj, Ap, ..., Ajz 

représente l’évolution du_ chiffre 

d’affaires au cours de cette année 

d’exercice. 

J = 5 (75 + 125 + 55 +45 +110 +85 

+90 + 155+55+60+ 125 +70) 

soit : y = 87,5. 

—i— m,;: Moyenne lissée 

- 

7) 
0) 
0) 
= 
= 
e) 
O 

c) Le chiffre d’affaires moyen est de 

87,5 millions d’euros. 

2° b) L’avantage d’une représentation a 

l’aide des moyennes lissées est de rendre 

compte de la tendance générale de l’évo- 

lution, en tenant compte de toutes les 

valeurs, tout en « gommant » les résul- 

tats extrémes. 
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La tendance est une légére baisse en début 

d’année, puis une hausse sensible jusqu’a 

été, puis 4 nouveau une baisse qui 

raméne pratiquement le chiffre d’ affaires 

a sa valeur initiale. Il semblerait que cette 

entreprise a un fonctionnement saisonnier 

marqué mais trés régulier. 

Les interrogations écrites 

1°* Rangeons les 25 valeurs dans 
l’ordre croissant. 

On a: 25=12+1+12; donc celle 

située au 13° rang est la médiane. 

001112244555 6 667788889999 

12 valeurs | i a 

médiane 

La médiane est 6. 

¢ La moyenne m vérifie : 

ma eK OFS K1Lt2X242xK443X5 

25 

4 3XO+2xX744X844x9 _ 130 
25 35 

donc la moyenne est 5,2. 

2° Le club comporte maintenant 

30 membres. 

* Les valeurs étant toujours rangées dans 

Vordre croissant, la médiane sera une 

valeur fictive quelconque prise entre la 

valeur de rang 15 et celle de rang 16. 

001112244555666 777888888999999 
st 

15 valeurs | 15 valeurs 

médiane 

On prend, en général, la demi-somme, 
soit 6,5. 

¢ En utilisant les résultats du 1°, la nou- 
velle moyenne m’ vérifie : 

m= 22 XS 2tILXT4+2X84+2x9 

30 
Bien 
5 300 

donc m’ = 5,7. 

3° a) Etablissons un tableau donnant les 

fréquences cumulées croissantes de cette 

série. 

‘Fréquence 

cumulée 

croissante 

La plus petite valeur pour laquelle cette 

fréquence est supérieure ou égale a 0,25 

est 4 ; celle pour laquelle cette fréquence 

est supérieure ou égale 4 0,75 est 8. 

Donc : QO, = 4 et Q, =8. 

La médiane sera : Me = 6 (pour 5, la fré- 

quence est inférieure a 0,5 et pour 6 elle 

lui est supérieure). 

L’écart interquartile est : 

Q;-9,=4; 

il comprend 50 % de 1’effectif total. 

La calculatrice prendra : 

° Q, compris entre la valeur de rang 10 et 
celle de rang 11, soit Q,=4,5; 

° Q; compris entre la valeur de rang 30 et 
celle de rang 31, soit Q,=8. 

b) On peut de la méme facon évaluer les 
déciles. 

La plus petite valeur pour laquelle cette 
fréquence est supérieure ou égale a 0,1 
est 1 ; celle pour laquelle cette fréquence 
est supérieure ou égale a 0,9 est 9. 

Donc : Q(0,1) = 1 et O(0,9) = 9. 

Les déciles valent successivement : 
13;43;55353;637;8;8et9. 



Lintervalle interdécile est 8 (9 — 1 = 8). 

Donc 80 % de la population s’étend sur une 

amplitude de 8, l’étendue de la série étant 9. 

On peut en conclure que les 20 % négligés 

ne sont pas ici des valeurs aberrantes. 

20] 1° a) Le tableau complet des effectifs 
est le suivant. 

b) La population comporte 512 fem- 
mes, 240 cinéphiles et 120 femmes 

cinéphiles. 

La colonne « Total » nous indique que parmi 

les 1600 personnes interrogées, on a 480 

amateurs de sport, 240 de cinéma, 560 de 

musique et 320 de télévision. 

Par ailleurs, cette population se compose de 

480 enfants, 608 hommes et 512 femmes. 

2° a) Parmi les 1 600 personnes inter- 

rogées, 120 sont des femmes cinéphiles. 

Leur fréquence est le nombre f tel que : 

120 

f= 1 600 

Les femmes préférant le cinéma repré- 

sentent donc 7,5 % de la population 

interrogée. 

= 0,075. 

b) En procédant comme 4 la question a), 

on établit le tableau des fréquences. 

Statistiques 

3° a) Parmi les 480 amateurs de sport, 

on a 160 femmes. De plus : 

160 
780% 100 =33,33. 

On en déduit que, parmi les amateurs de 

sport, le pourcentage de femmes est 

environ 33,33 %. 

b) Parmi les 608 hommes, on a 80 ciné- 

philes. De plus : 

80 
—— X m3, 25 508 100 = 13, 

Par conséquent, parmi les hommes, le 

pourcentage de ceux qui préférent le 

cinéma est environ 13,2 %. 

4° L’histogramme représentant les effec- 

tifs de chaque activité selon la catégorie 

de population est le suivant : 

Hommes Femmes 

m@ Sport 120 200 160 
@ Cinéma 40 80 120 
® Musique 240 200 120 
@ Télévision 80 128 112 

* 

Ww 
0) 
0) 
= 
ra 
Oo 
O 
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On lance cinquante fois de suite un | 2° 

dé équilibré a six faces et on affiche la 

fréquence du 2. 
1° 



Probabilités 

Loi de probabilité sur un ensemble fini 

_e Une distribution de probabilité sur un ensemble Q dont les éléments sont notés @, 
..., @, est définie par la donnée des probabilités respectives p,, ..., p, de ces éléments. 

_ e Un événement est une partie de l’ensemble Q. 

_ eLaprobabilité P(A) d’un événement A est la somme des probabilités des éléments 

qui le constituent. 

> Propriétés 

 e Pour tout événement A : 0 S$ P(A) <1. 

SPO) =1, P(Oy=0. 

e Pour tous événements A et B incompatibles : 

e Pour tous événements A et B: 

| e Pour tout événement A, la probabilité de son événement contraire A vérifie : 



Variable aléatoire 

On considére une expérience aléatoire modélisée par une loi de probabilité P sur un | 
ensemble fini Q des issues. 

On appelle variable aléatoire toute fonction X de Q dans R. 

Pour tout réel x, l’ensemble des éléments de © qui ont pour image x est un événe- 
ment, noté {X = x}. 

L’ensemble image de Q par X est l’ensemble de toutes les images des éléments de 
Q par X (c’est l’ensemble des valeurs prises par X). 

> Loi de probabilité 

Déterminer la loi de probabilité de X, c’est déterminer : 

e les différentes valeurs Lip sen Xp, DEISES Par_X, 

e pour tout i de {1, ..., m}, la probabilité de l’événement { X = Xs 

Posons, pour tout ide {1, ...,}, p;=P(X =x;) 

(les réels p,, ..., p,, ont pour somme 1). 

Espérance, variance, écart-type 

e L’espérance mathématique de X est le réel noté E(X) et défini par : 

(c’est la valeur moyenne dans le cas d’un grand nombre de répétitions). 
e La variance de X est le réel noté V(X) et défini par : 



_ e L’écart-type de X est le réel noté o(X) et défini par : 

e Pour tous réels a et b: 

Modelisations d’expériences aléatoires de référence 

e Soit Q un ensemble fini qui posséde r éléments. 

e Q? désigne l’ensemble des couples (x, y) d’éléments de Q, et Q? posséde r? 
éléments. 

e (3 désigne l’ensemble des triplets (x, y, z) d’éléments de Q, et 3 posséde r3 
éléments. 

e Plus généralement, pour tout entier naturel 7 non nul, 02” désigne l’ensemble des 

n-listes (X,, ..., X,) d’éléments de Q, et Q” posséde r” éléments. 

e Modéliser une expérience aléatoire, c’est lui associer une loi de probabilité sur 

l’ensemble des issues possibles. On peut généralement trouver une expérience de 

référence qui, 4 un recodage prés des issues possibles, est régie par le méme modeéle. 

Expérience aléatoire Un modéle adapté 

Choix d’un élément au hasard dans Q. | muni de la loi de probabilité équi- 

répartie. 

Choix de n éléments au hasard dans 22. |» muni de la loi de probabilité équi- 

Choix d’un élément au hasard dans Q”. | T€pattie. 

Lancer d’un dé équilibré. {1, 2, 3, 4, 5, 6} muni de la loi de proba- 

bilité équirépartie. 

n lancers d’un dé équilibré. £1, 2, 3, 4, 5, 6}” muni de la loi de pro- 

babilité équirépartie. Lancer de n dés équilibrés discernables. 

Lancer d’une piéce de monnaie équilibrée. | {0 ; 1} muni de la loi de probabilité 

équirépartie. 

n lancers d’une piéce de monnaie équili- 

brée. {0; 1}" muni de la loi de probabilité 

équirépartie. Lancer de n piéces de monnaie équilibrées 

discernables. 

Tirage d’une boule au hasard dans une| {0; 1} muni de la loi de probabilité 

urne contenant N, boules rouges et N, 

boules blanches. 
N, N2 } 

ae ra. 

ta) 

Y 
hen 
O 
— 

oD 
x< 
© 



Utilisation d’une calculatrice, d’un tableur 

Les calculatrices et les tableurs disposent d’un générateur de nombre aléatoire qui 

produit un décimal (possédant un nombre fixe de chiffres aprés la virgule, qui 

dépend du matériel) pris au hasard dans [0 ; 1[, par exemple : 

Sin est un entier naturel non nul et x un nombre aléatoire de |’intervalle [0 ; 1[, alors 

nx est un nombre aléatoire de |’intervalle [0 ; n[, la partie entiére de nx est un entier 

aléatoire de {0, 1, ..., 2 — 1} et la partie entiére de nx + 1 est un entier aléatoire de 

re er eee i 

En associant le générateur de nombre aléatoire et la fonction « partie entiére » : 

chiftre aléatoire (choix d'un chiffre | + aléat(o,9) | int(10Ran#) | ENT(10*ALEAQ) 
au hasard) 

chitfre aléatoire parma O.et 1 (lancer) «5 ss4aeroinyo( teant(aRandyiel ENTERAL EAU 
d’une piéce de monnaie équilibrée) 

enticr aleatoire: compris entre 1 ct 6 ly G talgatthelilintignardenvit ENA (Gaal ERC an 
(lancer d’un dé équilibré) 

On peut aussi utiliser la fonction alea.entre.bornes du logiciel Excel ; par exemple, 

alea.entre.bornes(1,6) retourne un entier aléatoire parmi 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Un exemple 
Intéressons-nous a l’expérience aléatoire qui consiste a lancer deux piéces de monnaie 
équilibrées, et simulons la loi de probabilité de la variable aléatoire qui, 4 chaque 
issue, associe le nombre de cétés face obtenus. 

En codant « face » par | et « pile » par 0, la variable aléatoire étudiée associe a tout 
couple (i, j) de nombres 0 ou 1 la somme i + j. 

Les valeurs prises par cette variable aléatoire sont : 

0 (« double pile »), 1 (« pile et face ») et 2 (« double face »). 

ay 
i calculatrices 
Utilisons une liste de trois éléments (c’est un triplet) ; dans les premier, deuxiéme 
et troisiéme éléments de cette liste seront cumulés les nombres de résultats égaux 
respectivement a 0, 1, 2. 

Programmons |’algorithme suivant : 

e entrer le nombre N d’expériences, 

@ initialiser 4 (0, 0, 0) une liste L, 

e pour / variant de 1aN: 

— calculer la somme de deux entiers aléatoires de {0 ; 1 }; 
—ajouter 1, 

— et affecter le résultat 4 la variable A 

(A contient alors le rang de 1’élément de la liste auquel il faut ajouter 1) 
—ajouter | 41’élément de la liste L de rang A, 

? 



_ Voici un exemple de résultat, pour 

_ 400 expériences : 

iable Utilisation Valeur initiale 

| ATR de ees ace eT 
0.0 

TI 

| | 4 } } | | 

ri; fat | 

3} =2| 3/0] <a pa] <a |=n| aa] nl no 

O==-NN= =) | 

: i-n-c¢ 

COO=NNNON=-0-—c 



[Formotes [Observations 
Entrer cette formule dans | | 

=ENT(2*ALEA()) A2, puis tirer la poignée 

+ENT(2*ALEA()) | de recopie rapide, vers la 
droite, vers le bas. 

Sommes possibles ate ee ee tea. | Entrer 0, 1 et 2. 

Entrer cette formule dans 

=NB.SI($A$2:$5$21;L2) | K2, et tirer la poignée de 

recopie rapide vers le bas. 

Entrer cette formule dans 

M2, puis tirer la poignée 

de recopie rapide, vers le 

bas. 

Echantillon 

de 200 expériences 

Effectifs K2:K4 

Fréquences 

expérimentales 
M2:M4 =L2/200 

La formule : 

=NB.SI($A$2:$)$21;L2) 

retourne le nombre de cellules de la plage A2J21 dont la valeur est égale 4 celle 

entrée dans L2 ; noter |’utilisation des références absolues ($A$2) ou relatives (L2), qui 

permettent d’utiliser la fonction de recopie rapide en incrémentant automatiquement 

les références relatives, et en ne modifiant pas les références absolues. 

En appuyant sur la touche F9, une nouvelle simulation est effectuée. 

Pour une meilleure lisibilité de la feuille de calcul Excel, les tailles des dix premiéres 

colonnes ont été diminuées (sélectionner les colonnes A a J, dérouler le menu Format, 

choisir les options Colonne, Largeur). 
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BAGRUIGCO 

(corrigés p. 265) 

On considére une expérience aléatoire modélisée par une loi de probabilité P sur 

un ensemble Q dont les éléments, deux a deux distincts, sont @,, @, @3, @4, Ws. 

1° a) {@,, 3, @,} est un événement. 

b) @, est un événement. 

C) {@,, 3, M,} et {@,, W;} sont des événements contraires. 

2° Soit X une variable aléatoire définie sur Q dont les valeurs prises sont 1, 2 et 3. 

a) P(X =1) + P(X =2) + P(X =3)=1. 

b) 1S E(X) $3. 

c) E(-2X —3) =—2E(X)-3. 

d) V(-2X — 3) =-2V(X) -3. 

ae *& 5 min (corrigés p. 265) 

On considére une expérience aléatoire modélisée par la loi de probabilité équiré- 

partie P sur un ensemble Q dont les quatre éléments sont notés @,, @,, 3 et Wy. 

Donner un exemple : 

1° d’événement A tel que P(A) = ? ‘ 

2° d’événement A tel que P(A) = P(A); 

3° d’événements A et B tels que P(A U B) # P(A) + P(B). 

EE *& 5 min (corrigés p. 265) 

Dans une expérience aléatoire qui consiste a tirer au hasard une boule d’une urne 

comportant des boules rouges et des boules bleues, la probabilité d’obtenir une 

boule rouge est =. 

Que peut-on dire des nombres N, de boules rouges et N, de boules bleues contenues 

dans l’urne ? 

A | *% Smin (corrigés p. 266) 

Chacune des expériences aléatoires proposées ci-dessous peut-elle étre modélisée 

par la loi équirépartie sur l’ensemble {0 ; 1} ? 

W) 
0) 
O 

O 
aS 
cd) 
x< 
0) 
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1° Lancer d’une piéce de monnaie équilibrée. 
2° Tirage d’une boule au hasard dans une urne contenant dix boules rouges et dix 

boules blanches. 
3° Jet d’un dé équilibré et relevé du caractére « pair » ou « impair » du numéro 

porté par le dé. 

4° Lancer d’une punaise, et relevé de la position ( a ou -). 

¥*& 10 min (corrigés p. 266) 

Proposer un modéle de chacune des expériences aléatoires suivantes. 

1° Deux jets successifs d’un dé équilibré. 

2° Jet de deux dés équilibrés, 1’un rouge et l’autre bleu. 

3° Trois lancers successifs d’une piéce de monnaie équilibrée. 

4° Jet de trois piéces équilibrées indiscernables. 

5° Tirage d’une boule au hasard dans une urne contenant dix boules blanches et 

trente boules vertes. 

G KK 5 min (corrigés p. 267) 

On choisit un chiffre selon une loi de probabilité P telle que la probabilité de sortie 

du chiffre i est proportionnelle a i + 1. 

Calculer P(0). 

ae *% KK 10 min (corrigés p. 267) 

Une expérience aléatoire consiste a tirer une boule au hasard dans une urne contenant 
six boules, certaines étant rouges et les autres blanches. 
Les trois graphiques suivants, obtenus avec un tableur, représentent quatre distri- 
butions des fréquences d’apparition d’une boule rouge et d’une boule blanche lors 
de la répétition de n expériences, respectivement pour : 

n=10, n=100 et n=1000. 

Commenter ces graphiques ; peut-on savoir combien l’urne comporte de boules 
rouges ? 

blanche 
blanche 
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blanche 

Ww) 

0) 
O 

O 
= 
1) 
x< 
cd) 

8 | KK 15 min (corrigés p. 267) 

On effectue cing lancers successifs d’une piéce de monnaie équilibrée. 

1° Ecrire un algorithme qui simule cette expérience aléatoire et donne en sortie le 

nombre de cétés face obtenus. 

2° Transcrire 1’algorithme précédent sur la calculatrice. 

9 | % KK 20 min (corrigés p. 268) 

On effectue quatre jets successifs d’un dé équilibré. 

1° Editer un programme sur la calculatrice qui simule cette expérience aléatoire et 

affiche le minimum des points amenés par le dé. 

2° Editer un programme sur la calculatrice qui prend en entrée un entier naturel n 

non nul, simule n répétitions de l’expérience aléatoire étudiée, et donne en sortie 

la moyenne des minima des points amenés par le dé. 

0] % * 20 min (corrigés p. 268) 

On effectue cinquante tirages aléatoires successifs d’une boule avec remise dans 

une urne contenant trois boules rouges et cinq boules bleues. 

Editer un programme sur la calculatrice qui simule cette expérience aléatoire et 

affiche le nombre-de boules rouges obtenues. 

11 *%% 20 min (corrigés p. 269) 

On dispose d’une urne contenant des boules rouges et des boules bleues, et on effectue 

dans cette urne trois tirages au hasard successifs d’une boule avec remise. On note R; 

les événements « obtenir une boule rouge au i-éme tirage » pour i valant 1, 2 ou 3. 
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1° Décrire chacun des événements R,; 1 R,, Ry UR,, R,; OR, OR;. 

2° Ecrire a l’aide des événements R; chacun des événements suivants : 
¢ A: « obtenir trois boules rouges » ; 

¢ B : « obtenir au moins une boule rouge » ; 

* C : « obtenir une boule rouge au premier tirage et une boule bleue au deuxiéme ». 

3° Décrire l’événement contraire de chacun des événements : 

RPA Re Ry ORs: 

12| ¥%& 10 min (corrigés p. 270) 

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. 

Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C, D, E et F définis ci-dessous. 

1°A: « tirer un ceeur ». 

2° B: « tirer un roi ». 

3° C: « tirer le roi de cceur ». 

4° D : « tirer une dame rouge ». 

5° FE: « tirer un roi ou un ceeur ». 

6° F : « tirer une carte qui ne soit ni un roi ni un cceur ». 

13 | ¥*& 10 min (corrigés p. 270) 

On s’intéresse a l’expérience aléatoire qui consiste a choisir trois lettres au hasard, 
les deux premiéres parmi les lettres A, B et C, la troisiéme parmi A et B. 
Un résultat possible est une liste de trois lettres ; on notera par exemple CAB celui 
pour lequel la premiére lettre est C, la deuxiéme A et la troisiéme B. 
1° Construire un arbre permettant d’obtenir tous les résultats possibles. 
2° Calculer la probabilité des événements E, F, G, H suivants : 
E : « obtenir trois lettres identiques » ; 

F : « obtenir au plus une lettre A » ; 

G : « obtenir trois lettres distinctes » ; 

H : « obtenir au moins une lettre C ». 
3° Montrer que la probabilité de l’événement F  H est égale a = 
En déduire la probabilité de l’événement F U H. 2 
(Les résultats des calculs de probabilités seront présentés sous forme de fraction 
irréductible.) 

4 *& 5 min (corrigés p. 271) 
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est donnée par le tableau suivant : 

Calculer l’espérance et la variance de chacune des variables aléatoires X et 
—3X +2. 
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% HK 10 min corrigés p. 271 

On dispose de deux boites B, et B, dans chacune desquelles sont placés un jeton 
numeéroté 0 et un jeton numéroté 1. 

On tire aléatoirement un jeton de chacune des boites, et on les échange. On appelle 

X la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe le 

nombre de jetons numérotés 1 dans la boite B,. 

Déterminer la loi de probabilité de X. 

KK 15 min (corrigés p. 271) 

Un joueur lance un dé équilibré, et : 

¢il gagne 1 € si le dé améne 1, 2 ou 3, 

0,5 € si dé améne 4, 

eilperd 2 €si dé améne 5 ou 6. 

Soit X la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat amené par le dé, associe le gain 

en euros (positif ou négatif) du joueur. 

1° Déterminer la loi de probabilité de X. 

2° Calculer l’espérance et l’écart-type de X. 

3° Utiliser le menu Statistiques de la calculatrice pour retrouver les résultats de la 

question précédente. 

47 *&K 15 min (corrigés p. 272) 

On dispose d’une urne contenant quatre boules, numérotées de 1 a 4. On effectue 

dans cette urne deux tirages aléatoires successifs d’une boule avec remise, et on 

appelle X la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe 

la différence entre le plus grand nombre de points et le plus petit nombre de points 

portés par les boules tirées. 

1° Déterminer la loi de probabilité de X. 

2° Calculer l’espérance de X. 

18] % KK 20min (corrigés p. 273) 

On considére l’expérience aléatoire qui consiste 4 effectuer quatre lancers successifs 

d’une piéce de monnaie équilibrée. 

Le modéle est la loi équirépartie sur l’ensemble Q des 4-listes d’éléments de 

{P, F}. On adoptera une notation simplifiée des résultats, par exemple le résultat 

(P, FE, F, P) se notera PFFP. 

1° Représenter |’expérience aléatoire a l’aide d’un arbre. 

2° Soit X la variable aléatoire qui, A chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe 

la longueur de la plus grande chaine de cétés pile obtenue. 

Par exemple: X({FPPF})=2, X({FPFP})=1. 

a) Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Calculer l’espérance de X. 

3° Soit Y la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe 

0 si aucun pile n’apparait, le rang d’apparition du dernier pile sinon. 

Ww 
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O 
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Déterminer la loi de probabilité de Y et calculer son espérance. 

4° Quelle est la probabilité de l’"événement {X =2} U {Y =3}? 

419] FoK 15 min (corrigés p. 274) 

On effectue trois lancers successifs d’un dé équilibré et on note X la variable aléatoire 

qui prend la valeur 0 si aucun 6 n’apparait, qui sinon donne le numéro du lancer ot 

apparait le premier 6. 

1° Déterminer la loi de probabilité de X a |’aide d’un arbre. 

Calculer l’espérance de X. 

2° Ecrire un algorithme qui simule |’expérience aléatoire étudiée et donne en sortie 

la valeur prise par X. 

20 ata 15 min (corrigés p. 275) 

On effectue deux lancers successifs d’un dé tétraédrique, dont les faces sont 

numérotées de 1 a 4. 

Le modéle est la loi équirépartie sur l’ensemble Q des 2-listes d’éléments de 
11,2, 354}. 
On appelle X la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, 
associe le plus grand des deux numéros amenés par le dé. 

1° Déterminer la loi de probabilité de X. 

Calculer l’espérance de X. 

2° On considére |’algorithme suivant : 

Variables 

S,n, x, y : entiers 

Entrées 

Saisir 7 

Initialisation 

S prend la valeur 0 

Traitement 

Pour k variant de 1 4 n, faire 

x prend la valeur d’un nombre aléatoire entier 
entre 1 et 4 

y prend la valeur d’un nombre aléatoire entier 
entre | et 4 

Six>y 

alors S prend la valeur S$ + x 
é sinon S prend la valeur S$ + y 

fin Si 
fin Pour 

Sortie 

Afficher S/n 

Que calcule cet algorithme ? 
Que peut-on dire de la valeur en sortie pour de grandes valeurs de n ? 



11 - Probabilités 

Bal & 4% 30 min . (corrigés p. 276) 
On considére l’expérience aléatoire qui consiste a effectuer neuf lancers successifs 

d’une piéce de monnaie équilibrée. 

En considérant qu’un résultat est la 9-liste (x), ..., X9) ou, pour tout entier i compris 

au sens large entre | et 9, x; vaut 1 si la piéce a amené pile au i-éme lancer, 0 sinon, le 

modéle est la loi équirépartie sur l’ensemble Q des 9-listes d'éléments de l’ensemble 

{0 ; 1}, le nombre d’éléments de Q étant égal a 29. 

On s’intéresse a la variable aléatoire X qui, 4 tout résultat de l’expérience aléatoire, 

associe le nombre « d’alternances ». Par exemple, si les neuf lancers ont donné 

successivement : 

pile, pile, pile, face, face, pile, face, face, pile, 

“y ia, iF 

alors l’événement { X = 4} est réalisé, autrement dit le résultat (1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1) 

réalise l’événement { X = 4}. 

WwW) 
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1° a) Déterminer les résultats qui réalisent l’événement {X =0}, puis ceux qui 

réalisent l’événement { X = 8}. 

b) Déterminer le nombre de résultats qui réalisent l’événement {X = 1}. 

c) En déduire la probabilité de chacun des événements {X =O}, {X =8}, 

{X = 1} (on donnera la valeur exacte et l’arrondi automatique a 10-3 prés). 

2° Compléter |’algorithme suivant qui simule l’expérience aléatoire et donne en 

sortie le nombre d’alternances. 

Variables 

a, b,x 

Initialisation 

x<0 

Traitement 
a prend aléatoirement la valeur 0 ou 1 

Pour i variant de J a 9, faire 
b prend aléatoirement la valeur 0 ou 1 

Si a#b, alors 

x 

G ac 
fin Si 

fin Pour 

Sortie 

x 

3° Compléter 1’algorithme suivant qui simule N expériences aléatoires et donne en 

sortie la fréquence de réalisation des événements { X = Oho Mak sok: 

On a noté algol la valeur en sortie de 1’algorithme de la question 2°; 
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Variables 

N,n 

L : 9-liste 

Entrée 

Saisir N 

Initialisation 

x = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 

Traitement 

Pour i variant de MM, faire 
n<algol + 1 

4 L{n) - 

fin Pour 

Pour i variant de 1 a 9, faire 

Les composantes de L seront 

notées L[1], L[2],..., L[9]. 

fin Pour 

Sortie 

Afficher L 

4° Aprés avoir programmé l’algorithme précédent, trois exécutions en prenant 
successivement N = 1000, N =10000 et N = 100000 ont donné en sortie les 
listes suivantes (valeurs arrondies au milliéme). 

N=1000: 

0,005 eet 0,034 5.05 O:1 IZ ot O21 72 00.235 250 Odd Quen 0-03 der, 40-0035 

N =10 000 : 

0,005 0,034 0,108 0,221 0,275 0,218 0,106 0,033 0,004 

N = 100 000 : 

0,004 0,031; 0109, 0216. 0274 0221 0,110 20,031 0.004 

Ces résultats sont-ils en accord avec ceux de la question 1° c) ? 

22 Ra@atead SE ea (corrigés p. 277) 

Dans un jeu de pile ou face avec une piéce de monnaie équilibrée, on gagne le double 
de la mise sur pile et on perd la mise sur face. 
Un joueur qui dispose de 1 000 € commence par miser un euro, double sa mise 
quand il perd et ne s’arréte que s’il gagne ou s’il ne peut plus miser. 
On modeélisera  lancers de la piéce de monnaie (n entier supérieur ou égal a 1) par 
la loi €quirépartie sur les n-listes dont les éléments valent 0 ou 1 (on code « le 
joueur gagne » par | et « le joueur perd » par 0). 
1° On suppose que le joueur mise 7 fois. 

a) Quelle est la probabilité que le joueur gagne au n-iéme coup ? 
b) Calculer la somme des mises successives, du premier au n-iéme coup. 
c) Calculer le gain du joueur lorsqu’il gagne au n-iéme coup. 
2° Déterminer le nombre maximal de coups. 



Probabilites 

3° Soit G la variable aléatoire qui donne le gain en euros (positif ou négatif) du joueur. 

a) Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire G ? 

Déterminer la loi de probabilité de G. 

b) Calculer l’espérance de la variable aléatoire G. 

23 | HK 30 min (corrigés p. 278) 

Le liévre et la tortue 

ee Tortue 

Départ | Arrivée 

ape Lidvre 

Il y a six étapes du départ a l’arrivée. On lance un dé. 

Si un 6 sort, alors le liévre franchit les six étapes d’un coup et gagne la course. 

Sinon, la tortue franchit une étape. 

On recommence, jusqu’a ce qu’il y ait un vainqueur. 

1° Justifier que l’on peut modéliser l’expérience aléatoire par la probabilité équi- 

répartie sur l’ensemble des 6-listes de nombres entiers compris entre 1 et 6. 

2° Calculer la probabilité que la tortue gagne ; en déduire la probabilité que le li¢vre 

gagne. 

3° Ecrire un programme qui simule n répétitions de cette expérience aléatoire. 

Ce programme : 
e demandera le nombre d’expériences 4 réaliser ; 

¢ affichera la fréquence du cas ou la tortue gagne. 

Exécuter le programme pour un grand nombre d’expériences. Commenter. 

4° Simuler avec un tableur 400 expériences aléatoires et calculer la fréquence du 

cas ou la tortue gagne. 

O 
ast 
ra 
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24 30 min (corrigés p. 279) 

On distribue au hasard trois jetons dans trois boites notées B, , B,, B; et on appelle X 

la variable aléatoire qui, A tout résultat de l’expérience aléatoire, associe le nombre 

de boites restées vides. 

1° Proposer un modéle pour cette expérience aléatoire ou tous les résultats sont 

équiprobables. 

2° Déterminer la loi de probabilité de X. 
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3° Calculer l’espérance de X. 

4° Compléter |’algorithme suivant, qui simule l’expérience aléatoire étudiée et 

fournit en sortie le nombre de boites restées vides. 

A la fin de l’algorithme, la i-eme composante de L (1 <i <3) vaudra 1 si au 

moins un jeton a été placé dans la boite B;, 0 sinon. 



CORRIGES Ud. 

Vrai ou faux ? 

Q={@), M, Wz, Wy, Ws}. 
1° a) {@), 3, @,} est un événement. 

Vrai, car {@5, @, @,} est une partie de Q. 
On peut écrire : 

{@>, 3, 4} C Q. 

b) @, est un événement. 

Faux, car @, n’est pas une partie de Q, 

mais un élément de cet ensemble. On 
peut écrire: @,€ Q. 

c) {@,, M3, M4} et {@,, W;} sont des évé- 

nements contraires. 

Vrai, car ]’un est réalisé si, et seulement 

si, l’autre ne l’est pas. En effet : 

° {@), M3, O,} MN {@), W;} =O (les deux 
événements ne peuvent pas se réaliser 

simultanément), 

* {@), @3, @,} U {@, @5} =Q (au moins 
un des deux événements se réalise). 

2° X : variable aléatoire définie sur Q dont 

les valeurs prises sont 1, 2 et 3. 

a) P(X =1) + P(X =2) + P(X =3)=1. 

Vrai, car les seules valeurs prises par X 

sont 1, 2 et 3. 

b) 1S E(X)S 

Vrai, car les site prises par X sont 

comprises au sens large entre | et 3, et 

que l’espérance d’une variable aléatoire 

est une moyenne pondérée des valeurs 

prises, a coefficients positifs. 

c) E(—2X — 3) =-2E(X) -3. 

Vrai 

d) V(-2X — 3) =-2V(X)-3. 
Faux, V(—2X —3) =4V(X) 

Noter aussi qu’une variance est toujours 

positive. 

Loi de probabilite 
2 ee {@, @, @3, M4}, P est la loi 

équirépartie sur Q. 

Probabilites 

1° Posons : A = {@,, @,, @}. 

Le nombre d’éléments de A étant égal a 3, 

ona: P(A)= 

On dit aussi: « le nombre de résultats qui 

réalisent A est égal a 3 ». 

Trois autres réponses étaient également 

correctes : 

{@), Wo, Wy}, {@,, M3, Wy}, 

2° Posons : A = {@,, @,}. Alors son évé- 

nement contraire A est égal 4 {@, @,}, 

{@ , 3, Wy}. 

et comme A et A ont le méme nombre 

d’éléments : i 

P(A) =P(A). 
1 1 1 P(A) == P(A) =1-—P(A)=1-=== P(A) => P(A) (A) ae 

3° On al’/embarras du choix ! II suffit que les 
événements A et B ne soient pas incompati- 

bles, c’est-a-dire que les ensembles A et B 

aient au moins un élément en commun, 

pour que P(A U B)#P(A)+P(B). 

Posons : A = {@,, @,}, B = {@2, @3}. 
Alors : : 

* P(A) = P(B) = 5, done 

P(A) +P(B)=1, 

. A A) B = {@,, W>, 3}, donc 

P(AUB)=3 
et on a bien : 

P(A U B)#P(A) + P(B). 

3 | Les événements «tirer une boule 

rouge » et « tirer une boule bleue » sont 

des événements contraires, donc la 

somme de leurs probabilités est égale a 1 ; 

la probabilité de tirer une boule rouge 

? 
étant ; celle de tirer une boule bleue est 

a 

Ww 
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donc ; La probabilité de tirer une boule 

d’une des deux couleurs rouge ou bleu est 

égale a la proportion de boules de cette 

couleur dans |’urne. 
a aa: No 

N,+N, 3’ N,+N, 3 
La probabilité de tirer une boule rouge (2/ 

3) étant le double de celle de tirer une boule 

bleue (1/3), l’urne contient deux fois plus 

de boules rouges que de boules bleues : 

N. 1= 2N. 2° 

4 | 1° Lancer d’une piéce de monnaie 
équilibrée. 

La piéce de monnaie étant équilibrée, cha- 

cun des deux cétés pile ou face a la méme 

probabilité d’apparaitre. En codant par 

exemple pile par 0 et face par 1, l’expé- 

rience aléatoire peut étre modélisée par la 

loi équirépartie sur l’ensemble {0 ; 1}. 

2° Tirage d’une boule au hasard dans 

une urne contenant dix boules rouges 

et dix boules blanches. 

L’urne contenant autant de boules rouges 

que de boules blanches, les proportions 

de boules rouges et de boules blanches 

ok 
sont égales a =- 

En codant par exemple |’ obtention d’une 

boule rouge par 0 et l’obtention d’une 

boule blanche par 1, l’expérience aléa- 

toire peut étre modélisée par la loi équi- 

répartie sur l’ensemble {0 ; 1}. 

3° Jet d’un dé équilibré et relevé du 

caractére « pair» ou «impair» du 
numéro porté par le dé. 
Parmi les entiers compris entre 1 et 6, il 
y en a autant de pairs (2, 4 et 6) que 
d’impairs (1, 3 et 5). Le dé étant équilibré, 
la probabilité qu’il améne un chiffre pair 
et la probabilité qu’il améne un chiffre 
impair sont donc égales 4 1/2. En codant 
par exemple |’obtention d’un chiffre pair 
par 0 et l’obtention d’un chiffre impair 
par 1, l’expérience aléatoire peut étre 
modélisée par la loi équirépartie sur 
l’ensemble {0 ; 1}. 

4° Lancer d’une punaise, et relevé de 
la position (L ou A). 

Rien ne permet d’affirmer que chacune 

des deux éventualités | ou ~ alaméme 

probabilité de se réaliser. 

Une étude statistique permettrait de déter- 

miner un modele adapté. 

NS 1° Deux jets successifs d’un dé 
équilibré. 

Lensemble © des issues possibles est 

celui des couples (i,j) de nombres 

entiers entre 1 et 6 (i : numéro porté par 

le dé au premier jet, 7 : numéro porté par 

le dé au second jet). 

O= i123 +4 5 +16} card (G2) = 67 = 36: 

Le dé étant équilibré, 1’expérience aléa- 

toire est modélisée par 1’ équiprobabilité 

sur Q. 

2° Jet de deux dés équilibrés, l’un 
rouge et l’autre bleu. 

L’expérience aléatoire peut se modéliser 

de la méme fagon que dans la question 1°, 

en considérant, par exemple, que |’ issue 

(i, 7) correspond a : 

le dé rouge améne le chiffre i 

et le dé bleu améne le chiffre j. 

3° Trois lancers successifs d’une piéce 

de monnaie équilibrée. 

En codant par exemple pile par 0 et face 

par 1, l’ensemble Q des issues possibles 

est celui des triplets (i, j, k) de nombres 
0 ou 1. 

La piéce de monnaie étant équilibrée, 
l’expérience aléatoire est modélisée par 
l’équiprobabilité sur Q. 

Q = {0; 133, card(Q) = 23 =8. 

4° Jet de trois piéces équilibrées indis- 
cernables. 
En codant par exemple pile par 0 et face 
par 1, les résultats observables de cette 
expérience aléatoire sont « triple 0 », 
« triple 1 », «1 et double 0», «0 et 
double 1 », et on peut démontrer que le 
choix de la distribution de probabilité 

(; Pee cou 8’ g’ g’ g} Sur ces quatre résultats 

est adapté. Mais, pour parvenir A cette 



conclusion, on est amené 4 partir du 
modéle de la loi équiréparti sur {1 ; 0}5 
et a introduire, par exemple, la variable 

aléatoire «nombre de cétés_ face 

obtenus », qui suit une loi binomiale 
(voir chapitre 12). 
Pour certaines expériences aléatoires, on est 

amené a choisir un modéle calculé a partir d’un 

modele d’équiprobabilité sur un ensemble 

qui n’est pas celui des issues observables. 

5° Tirage d’une boule au hasard dans 

une urne contenant dix boules blan- 

ches et trente boules vertes. 

La proportion de boules blanches conte- 

nues dans |’urne est égale a ; celle de 

boules vertes est égale a 

ae a. SO 3 
10+30 4’ 10+30 4 

En codant par exemple |’obtention d’une 

boule blanche par B et celle d’une boule 

verte par V, l’expérience aléatoire peut étre 

modélisée par la distribution de probabilité 

( 3) sur la liste de résultats (B, V). 

1 Par définition de la loi de probabilité 
P, définie sur l’ensemble {0, 1, ..., 9}, 

il existe un nombre réel k tel que : 

pour tout nombre entier i compris entre 

Oet 9, P(i)=k(i+ 1), 
et en particulier : 

> P(0)=k. 

De plus: }' P(i) = 1, 
i=0 g 

c’est-a-dire: }’ k(i+ 1) = 1, 
i=0 

et d’autre part : 
9 
kG +NHRX1L+KX24--+kx 10 

a =kx(1+24--- +10) 
eel A 

On en déduit : k = & autrement dit : 

1 
P(O) =x 

Ex Les trois graphiques mettent en évi- 
dence des fluctuations d’échantillonnage, 

d’autant plus faibles que le nombre n 

d’expériences est grand. 

Le troisiéme graphique fait apparaitre 

une stabilisation de la distribution des 
fréquences de sortie d’une boule rouge 

et d’une boule blanche sur (p, 1 — p), 

ou p est entre 0,3 et 0,4. Il est donc rai- 

sonnable d’affirmer que l’urne contient 

des boules rouges et blanches dans les 
; 2 , 

proportions : et 3? autrement dit, l’urne 

contenant six boules, il est raisonnable 

d’affirmer que l’urne contient deux 

boules rouges et quatre boules blanches. 

Simulation 
d’expériences aleatoires 

Es Expérience aléatoire : cinq lancers 

successifs d’une piéce de monnaie équi- 

librée. Relevé du nombre de cétés face. 

1° On choisit de coder |’obtention de face 

par 1 et l’obtention de pile par 0. 

Dans le compteur x, initialisé a 0, on ajoutera 

1 a chaque fois que « la piece améne face ». 

Probabilites 

Pa 

W 
LoD) 
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2° TI 

CASIO 

En Shoisissant un nombre au hasard dans 
ys uxau deux qui £ n 

J Expérience aléatoire : quatre jets 

successifs d’un dé équilibré. Relevé du 

minimum des points amenés par le dé. 

1° Programmons |’algorithme suivant : 

¢ définir une liste 4 quatre éléments, 

* al’aide de quatre passages dans une bou- 

cle Pour, remplir la liste par des entiers 

choisis au hasard dans {1 ;2;3;4;5; 6}, 

* afficher le minimum de Ia liste. 
TI 

CASIO 

En vue de son utilisation dans la question 

suivante, ce programme sera sauvegardé 

sous le nom MINDE. 

2° Programmons 1’algorithme suivant : 

¢entrer la valeur n du nombre d’expé- 

riences 4 réaliser, 

¢ initialiser une variable S a 0, 

* achacun des n passages dans une boucle 

Pour, appeler le programme MINDE et 

ajouter la valeur de sortie x aS, 

* afficher -- 
n 

Pour pouvoir appeler le programme MINDE 

ans ce second programme, remplacer la 

derniére ligne de MINDE (commande 

d’affichage) par la commande RETURN. 

TI 

CASIO 

2275 
1 

Expérience aléatoire: cinquante 
tirages aléatoires successifs d’une boule 
avec remise dans une urne contenant 
trois boules rouges et cing boules bleues. 
Relevé du nombre de boules rouges. 



Les cinquante tirages aléatoires succes- 

sifs d’une boule dans l’urne se faisant 

avec remise, la composition de |’urne ne 

varie pas au cours des tirages ; A chaque 

tirage, la probabilité d’ obtenir une boule 

rouge est égale a la proportion de boules 

rouges dans |’urne, c’est-a-dire =. 

Structure du programme : 

* initialiser un compteur x 4 0 (dans 
lequel seront cumulées les boules rouges 

obtenues), une variable p a : : 

e achacun des cinquante passages dans une 

boucle Pour, si le générateur de nombre 

aléatoire fournit un nombre inférieur 4 p, 

alors ajouter 1 ax; 

° afficher x. 

En choisissant un nombre au hasard dans 

[0;1[, la probabilité que ce nombre soit 

inférieur a 2 est égale a a 
a eg 

Probabilité d’un événement 

R; : « obtenir une boule rouge au 

i-iéme tirage ». 

Probabilites 

1°+ R, OR, est l’événement « obtenir 
une boule rouge au premier et au 

deuxiéme tirage ». 

*R, UR, est l’événement « obtenir 
une boule rouge au premier ou au 

deuxiéme tirage ». 

©RiN R,R,; est Jlévénement 
« obtenir une boule bleue au premier 

et une boule rouge aux deuxiéme et 

troisiéme tirages ». 

2° « L’événement A : « obtenir trois bou- 

les rouges » est réalisé si, et seulement 

si, R,, R, et R; le sont, donc : 

A = R, al R, a) R 3° 

eL’événement B: « obtenir au moins 

une boule rouge » est réalisé si, et seule- 

ment si, R; ou R, ou R; est réalisé, donc : 

B=R,UR,UR;. 

¢L’événement C: « obtenir une boule 

rouge au premier tirage et une boule bleue 

au deuxiéme » est réalisé si, et seulement 

si, R, et l’événement contraire de R, sont 

réalisés, donc : 

C=R, 0 R,. 

3° » La négation de « obtenir une boule 

rouge au premier et au deuxiéme tirage » 

est « ne pas obtenir une boule rouge au 

premier tirage ou ne pas obtenir une 

boule rouge au deuxiéme tirage », donc 

l’événement contraire de R, M R, est 

l’événement « obtenir une boule bleue 

au premier ou au deuxiéme tirage ». 

R, OR, =R, UR. 

eLa négation de «obtenir une boule 

rouge au premier ou au deuxiéme tirage » 

est « ne pas obtenir une boule rouge au 

premier tirage et ne pas obtenir une boule 

rouge au deuxiéme tirage », donc l’événe- 

ment contraire de R, U R, est l’évé- 

nement « obtenir une boule bleue au 

premier tirage et au deuxieme tirage ». 

R, UR, =R, OR}. 

- 

7) 
to) 
2) 
= 
Oe 
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L’expérience aléatoire est modélisée 
par la loi équirépartie P sur l’ensemble 

des 32 cartes du jeu. 
La probabilité d’un événement est alors égale 

au nombre de ses éléments divisé par 32. 

1° A: « tirer un coeur ». 

Un jeu de 32 cartes comprend huit cceurs, 

donc : 81 

30 aga 
A posséde 8 éléments : card(A) = 8. 

2°B: « tirer un roi ». 

Quatre cartes sont des rois, donc : 

4 1 
sae §. 

card(B) =4. 

3° C: « tirer le roi de cceur ». 

Le jeu comporte un seul roi de coeur, donc : 

P(C)= s 

P(A)= 

4° D: « tirer une dame rouge ». 

La dame de carreau et la dame de coeur 

sont les deux dames rouges du jeu, donc : 

Daa: 

Diesen nel aI 
5° E: « tirer un roi ou un cceur ». 

On remarque : 

E=AUB etC=ANB, 
donc : 

P(E) =P(A) + P(B)-P(C) 
8 coelsinml 

= 39° 39 32" 
d’ou: i 

P(E) = 

Un jeu de 32 cartes comprend huit coeurs, 

dont le roi de cceur, et trois autres rois, 

donc: card(£) =11, et on retrouve bien : 

11 
a oe 

6° F : « tirer une carte qui ne soit ni un 
roi ni un cceur ». 

F est l’événement contraire de 1’événe- 

ment EF, donc: 

11 P(F)=1-P(E)=1-5,, 

‘od: el dou : P(F)=35 

D’aprés l’arbre ci-dessus, les résultats 

sont au nombre de 18, ce qui correspond 

au calcul suivant : 

trois choix possibles 

pour la premiére lettre, 

\ 
BI BID = ES 
gk 

le premierchoixétant les deux premiers 

fait, trois choix . choix étant faits, deux 

possibles pour la choix possibles pour 

deuxieme lettre, la troisieme lettre. 

2° La loi de probabilité P associée a 

l’expérience aléatoire est l’équiprobabi- 

lité sur l’ensemble des 18 listes obtenues 

précédemment : 

la probabilité d’un événement est donc 

le quotient par 18 du nombre de listes 

qui réalisent cet événement. 

- EF’: « obtenir trois lettres identiques ». 

E = {AAA, BBB}, donc : 

2 tool, P(E)= 355 

* F : « obtenir au plus une lettre A ». 
Les listes qui réalisent 1’événement F 
sont au nombre de 12, donc : 

1 Paaesg 
Piya = >= 
(F) 18 3 

°G: « obtenir trois lettres distinctes ». 



Seules quatre listes réalisent 1’événe- 

ment G : ACB, BCA, CAB et CBA, donc : 

4_2 

18 9 
¢ H: « obtenir au moins une lettre C ». 

Exactement dix listes réalisent 1’événe- 

ment H, donc : 

P(G) = 

10_5 P(H)= 73> 5° 

3°*F OH est l’événement : « obtenir 

au plus une lettre A et au moins une 

lettre C » ; les listes qui le réalisent sont 

au nombre de 8 : 

ACB, BCA, BCB, CAB, CBA, CBB, 

CCA, CCB, donc : 

¢ De l’égalité : 

P(F UH)=P(F)+P(AH)-P(FN A), 

on déduit : 

PUR Hie eee ee 

Variables aléatoires 

EE] commencons par observer que le 

tableau donné dans |’énoncé est bien le 

tableau de la loi de probabilité d’une 
; : eal: 

variable aléatoire car les nombres 153 et 

: sont positifs, de somme 1. 

¢ D’aprés la définition de l’espérance : 

E(X)=-2xG+1xZ4+3x3, 

E(X)=—=*2 471-2 = 

¢ D’aprés la définition de la variance : 

V(X) = (-2-2)?x H+ (1-2)? 5 

+ (3-2)?x3, 

V(x) = 4349 2-2, 

Probabilites 

* D’aprés les propriétés de |’espérance 

et de la variance : 

E(—3X +2) =-3E(X) +2, 

E(-3X +2)=-3x2+2=-4; 

V(-3X +2) =(—3)*V(X), 

V(-3X +2)=9x2=18. 

Expérience aléatoire : les boites B, 

et B, contiennent chacune un jeton 

numéroté 0 et un jeton numéroté 1, on 

tire aléatoirement un jeton de chacune 

des boites, et on les échange. 

Variable aléatoire X: le nombre de 

jetons numérotés | dans la boite B,. 

Quatre cas sont possibles, et ils sont 

équiprobables : 

¢ soit dans chacune des deux boites a été 

tiré le jeton numéroté 0, et le contenu 

des boites est inchangé ; 

* soit dans chacune des deux boites a été 

tiré le jeton numéroté 1, et le contenu 

des boites est inchangé ; 

* soit on a tiré de la boite B, le jeton 

numéroté 0, de la boite B, celui numé- 

roté 1, et la boite B, contient alors deux 

jetons numérotés | ; 

* soit on a tiré de la boite B, le jeton 

numéroté 1, de la boite B, celui numé- 

roté 0, et la boite B, contient alors deux 

jetons numérotés 0. 
La loi équirépartie sur l'ensemble : 

£(O}.00;(0, 2); (50), ray 

est un modele adapte. 

On en déduit que les valeurs prises par 

X sont 0, 1, 2 et: 

P(X=0)=1, P(X=1)=5, 

P(X =2)=4. 

16| 1° Le dé étant équilibré, chacun des 

numeéros 1, 2, 3, 4, 5 et 6 apparait avec la 

| méme probabilité -. D’aprés la définition 

de la variable aléatoire X, les valeurs prises 

par X sont —2, 0,5 et 1, avec respective- 

7) 
© 
= 
<= 
= 
O 
O 

ra 
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em) 1 
ment la probabilité 2 x = 66 et3x= 6? 

que l’on peut résumer par le tableau 

suivant : 

2° ¢ D’aprés la définition de l’espérance : 

1 1 1 
E(X)=-2x7+05x-+1x5 

_-8+1+6 

PN re: 
1 

E(X)= aa = —0,0833. 

¢ D’aprés la définition de la variance : 

1 1 bo ew 1 
vixy=(-24 5) xi+(05+5) x é 

232x2+72+ 132x3 

122x6 

_ 1614 
~ 144x6 
_ 269 anak 

et, d’aprés la définition de l’écart-type : 

MW = a ae 

3° || s’agit de construire une liste, de 

composantes —2, 0,5 et 1 dans les proportions 

: ‘el i! : Ne I 
respectives =~, = et =: La liste (=. =,= fs 2 i Spat eae 5] 
étant proportionnelle a la liste d’entiers 

donc : V(X) = 

0(X) = 

(2, 1, 3), calculer l’espérance et |’écart-type 

de X revient a calculer la moyenne et |’écart- 

type de la série statistique : 

(= 2, S25, ¢ OS le Td. 

2 1 3 
Avec la calculatrice en mode Statistiques, 

on édite la liste [—2, —2, 0,5, 1, 1, 1], et la 

commande de calculs statistiques sur cette 

liste donne en particulier a l’affichage : 

144> 7 ~ 1367. 

= | Ed Expérience aléatoire : deux tirages 

d’une boule avec remise dans une urne 

contenant quatre boules numérotées de 1 

a 4. 
Variable aléatoire X : la différence entre 

le plus grand nombre de points et le plus 

petit nombre de points portés par les 

boules tirées. 

1° En considérant qu’un résultat est la 

liste (x,, X,) ot x, est le numéro porté 
par la boule obtenue au premier tirage et 

X, est celui porté par la boule obtenue au 

second tirage, le modéle est la loi équi- 

répartie sur l’ensemble Q des 2-listes 

d'éléments de l’ensemble {1 ; 2; 3 ; 4}, 

le nombre d’éléments de Q étant égal 

a 24, c’est-a-dire 16. 

Pour déterminer facilement la loi de pro- 

babilité de X, complétons un tableau a 

double entrée de telle sorte que le nom- 

bre placé dans la case de la ligne numé- 

rotée i et de la colonne numérotée j soit 

égal a la valeur prise par X lorsque la 

premiére boule tirée porte le numéro i et 

la seconde le numéro j. 

Pour le résultat «la premiére boule tirée 

porte le numéro 3, laseconde le numéro 4 », 

X prend la valeur 1 car 4—3 =1. 

Six résultats réalisent ’événement {X=1}: 

(2, 1), (3, 2), (4, 3), (4, 2), (2, 3) et (3, 4). 

Le tableau met en évidence que les 
valeurs prises par X sont 0, 1, 2, 3 et : 

P(X =0)= 4 =7, 

P(X =1)= 8 =3, 

P(X =2)= 5 = 3, 

P(X =3)= 2 =3. 



2° L’espérance de X est donnée par la 

relation : 

3 

E(X)= > kP(X =k), 
k=0 

E(X)=0x P(X =0)+1x P(X =1) 

eo P(X =2)+3xP(X =3), 

d’ou: 

1 3 1 1 
E(X)=Ox7+bxe+2x7+3x— 

1 10 g3+443)=—, 

E(X) = : ac eis 

Expérience aléatoire: quatre lan- 

cers successifs d’une piéce de monnaie 

équilibrée. 

1°On peut représenter 1’expérience 

aléatoire par l’arbre suivant : 

2° Variable aléatoire X : longueur de la 

plus grande chaine de cétés pile. 

a) ™@Les valeurs prises par X sont les 

entiers de 0 (aucun pile n’apparait) a 4. 

Probabilites 

@On obtient facilement a l’aide de 

Varbre de la question 1° : 

¢ FFFF est le seul résultat qui réalise 

l’événement {X = 0}, 

* les résultats qui réalisent {X = 1} sont 

au nombre de 7 : 

PFPF, PFFP, PFFF, FPFP, FPFF, FFPF, 

FFFP ; 

{X =1} estl’événement : « il n’y a pas deux 

P consécutifs ». 

* les résultats qui réalisent {X = 2} sont 

au nombre de 5 : 

PPFP, PPFF, PFPP, FPPF, FFPP ; 

« les résultats qui réalisent {X =3} sont 

au nombre de 2 : 

PPPF et FPPP ; 

¢ PPPP est le seul résultat qui réalise 

{X =4}. 

Le modéle étant la loi équirépartie sur 

un ensemble a 16 éléments (24 = 16), 

on obtient le tableau de la loi de proba- 

bilité de X suivant : 

xR 
1 

4 

tS Ps5) eZ ae 
164). 16. |jelGahelG 

Onabien }) P(X=k) =1. 
k=O 

b) L’espérance de X est donnée par la 

relation : 
4 

E(X)= ¥ kP(X=k), 
k=0 

1 7 5 
ECE O Xare tid Mgt Bigg 

1 2 
+ 9 eae 

= (7+10+6+4), 

d’ou: 

E(X) = a = 1,6875. 

3° Variable aléatoire Y : rang d’appari- 

tion du dernier pile (0 si aucun pile 

n’apparait). 

= 

Ww 
10) 
2) 
= 
= 
O 
O 
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pée dans la question précédente, on 

obtient : 

* le tableau de la loi de probabilité de Y 

suivant : 

bedi ale? ede ah 
hdres] ee etna Bs 
16 | 16 | 16 | 16 | 16 

¢ l’espérance Y : 

1 1 Z 
BD ED is iy eee ae 

4 8 
Bie apa sco tire 

E(Y) = * = 3,0625. 

4° On al’égalité : 

P({X=2} Ugh 3.) 

= P(X =2)+P(Y =3) 
—P({X =2}N {¥ =3}), 

et: 

Pe P(X =2)= = d’aprés la question 2°, 

Mee - P(Y =3)= = d’apres la question 3°, 

* P({X =2} N{Y =3}) =~ car, parmi 

les résultats qui réalisent {X = 2}, FPPF 

est le seul qui réalise aussi {Y = 3}; 

me donc: 

— P({X =2} U {Y =3}) 

. 2. 2yG 4.1L See 
Lo £16. (16. 16%.2 

GE) experience aléatoire : trois lancers 

_ successifs d’un dé équilibré. 
_ Variable aléatoire X : numéro du lancer 

_ ou apparait le premier 6 (0 si aucun 6 
_ n’apparait). 

120A chaque lancer, le dé étant équilibré, 

la probabilité d’ obtenir 6 est égale a 

Construisons l’arbre pondéré de cette 
_—_—s#epérrience aléatoire : 

Par la méme méthode que celle dévelop- © 

6 
i 
6 

S 
6 \ non 

6 

Din 3 
ng 

ale 

JX = g a 

¢ —Les valeurs prises par X sont claire- 

ment les entiers de 0 a 3. 

— La probabilité du résultat auquel con- 

duit un chemin étant le produit des pro- 

babilités rencontrées le long du chemin : 

P(x=0)=(2), P(X =1)= ,, 

P(X =2)=2x2, 

6 
Dressons le tableau de la loi de probabi- 

lité de X : 

P(X =3)= (2) ey 

Ona bien > P(X =k) ah 
k=0 

— L’espérance de X est donnée par la 
relation : 

3 

E(X)= }' kP(X =k), 
k=0 

d’ou: 

125 36 30 E(X)=0x13 36 Bb, 
ik RAO CATT 

25 
phir +t 



171 
5g (36 + 60 + 75) = 16° 

19 E(X) = 55 ~ 0,792. 

E(X)= 

2° LValgorithme suivant simule 1’expé- 
rience aléatoire étudiée et donne en sortie 

la valeur prise par X : 

20] Expérience aléatoire : deux lancers 

successifs d’un dé tétraédrique (faces 

numérotées de 1 a 4). 

Variable aléatoire X : le plus grand des 

deux numéros amenés par le dé. 

1° @ Les valeurs prises par X sont claire- 

ment les entiers de 1 a 4. 

m- (1, 1) est le seul résultat qui réalise 

l’événement {X = 1}, 

¢ les résultats qui réalisent {X = 2} sont 

au nombre de 3 : 

(1,2), (2,1), (2,2); 
* les résultats qui réalisent {X = 3} sont 

au nombre de 5 : 

(1,3), (3,1), (2,3), (3,2), (3,3); 
¢ les résultats qui réalisent {X = 4} sont 

au nombre de 7 : 

Probabilites 

(1,4), (451), (2,4) (4, 2), (3,4), 
(4, 3), (4, 4). 

Vous pouvez vous aider d’un tableau comme 

dans l’exercice 17. 

Le modéle étant la loi équirépartie sur 

un ensemble a 16 éléments (24 = 16), on 

obtient le tableau de la loi de probabilité 

de X suivant : 

- oe 

Ona bien SPX = Ky) =e. 

k=1 

a) L’espérance de X est donnée par la 

relation : 

4 

E(X)= >} kP(X =k), 
Nea | 

«x P(X=1)4+2 xX P(X=2) 

+3xP(X=3)+4xP(X=4), 

E(x) =1 

d’ou: 

3 1 5. 5 ii 
EX) Si x 7. 42x iA eos Ie i6 

1 
= Teel tO 15 428) 

au 
16” 

E(X) = 2 = 3,125. 

2° L’algorithme proposé simule n répé- 

titions de l’expérience aléatoire ; dans la 

variable S sont cumulées les valeurs prises 

par X. 

Donc la valeur en sortie S/n est la 

moyenne des valeurs prises par X lors 

de n répétitions de l’expérience aléa- 

toire étudiée. 

On sait que cette moyenne fluctue 

autour de l’espérance de X, dans un 

intervalle de fluctuation d’autant plus 

petit que n est grand. 

Ww 
oO 
(e)) 
= 
<= 
O 
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Expérience aléatoire : neuf lancers 
d’une piéce de monnaie équilibrée. 

Variable aléatoire X : nombre d’alternances. 

1° a) Les résultats qui réalisent |’évé- 

nement {X=0} (aucune alternance) 

sont les listes : 

(LULL 

et (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). 

Ceux qui réalisent 1’événement 

{X =8} sont les listes : 

(1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1) 

et (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0). 

8 est le nombre maximal d’alternances. 

b) Les résultats qui réalisent l’événe- 

ment {X =1} sont les listes : 

(O51: aoe OL eet) 
eagle, Sai ik 

huit sept 

chiffres 1 chiffres 1 

(at appeal 1 Ag a 
SS 

huit chiffres 0 

et un seul | 

et les listes obtenues en échangeant 0 et 

1 dans les huit listes précédentes. 

Donc 16 résultats réalisent l’événe- 

ment {X =1}. 

c) On déduit de a) et b): 

2 
© P(X = 0) = 79 

gett 

28 
ies 
~ 256’ 

P(X = 0) = 0,004 a 10-3 prés ; 

, 1 
«de méme : P(X =8) = 356? 

P(X = 8) = 0,004 a 10-3 prés ; 

16 
eP(X = f= 79 

prae! 

25 

-i 
232? 

P(X =1) = 0,031 a 10-3 prés. 

2° Pour fixer les idées, on peut considérer 
que la valeur 1 code «la piéce améne 
pile » et que la valeur 0 code « la piéce 
ameéne face ». 

Variables 

a.B,% 

Initialisation 

x<O0 

Traitement 

a prend aléatoirement la valeur 

0 ou 1 (premier lancer) 

Pour i variant de 2 a 9, faire 

(il reste huit lancers a effectuer) 

b prend aléatoirement la 

valeur 0 ou 1 

Sia b, alors 

(il y a alternance) 

xexd+l 

(a prend la valeur corres- 

pondant au dernier lancer) 

a<b 

fin Si 

'_ fin Pour 

Sortie 
x 

3° Simulation de N expériences aléatoires. 

A la fin de la premiére boucle Pour, les 

composantes L[1], L[2],,..., L[9], de 

L contiennent le nombre de fois ot algol a 

donné en sortie respectivement 0, 1, ..., 8. 

Variables 

N,n, L 

Entrée 

Saisir NV 

Initialisation 

x < (0,0,0,0,0,0,0,0,0) 

Traitement 

Pour i variant de 1 4 N, faire 

(Simulation de N expériences) 

n<algol +1 
(Si algo1 donne en sortie p, 

alors I’événement {X =p} est 

réalisé et on ajoute 1 A la 
(p + 1)-ieme composante de L) 

(Fréquences sur N expériences) 

L[n] —L[n]+1 

— fin Pour 

Pour i variant de 1 a 9, faire 

L{i] — L[i]/N 

— fin Pour 
Sortie 

Afficher L 



4° Quand le nombre d’expériences aug- 

mente, la distribution des fréquences se 

rapproche de la loi de probabilité, ce que 

l’on observe en comparant les résultats 

obtenus a la question 1° c) : 

P(X =0) = 0,004, 

P(X =1)=0,031, 

P(X =8) = 0,004, 

avec les deux premiéres et la derniére 

des valeurs de chacune des trois listes : 

N=1000: 0,005 0,034 et 0,003 

N=10000: 0,005 0,034 et 0,004 

N =100 000: 0,004 0,031 et 0,004. 

On peut donc considérer que les résultats 

obtenus par simulation sont en accord 

avec ceux obtenus par le calcul a la 

question 1° c). 

22| 1° On suppose que le joueur mise 

n fois. 

a) Le modéle est l’équirépartition sur les 

n-listes dont les éléments valent 0 ou 1 

(on code « le joueur perd » par 0 et « le 

joueur gagne » par 1). Le nombre de tel- 

les n-listes est égal 4 2”, et la seule n-liste 

qui réalise l’événement « le joueur gagne 

au n-iéme coup » est la liste (0, ... 0, 1) 

dont tous les éléments sont des 0, sauf le 

n-iéme qui est 1. 

On en déduit que la probabilité que le 

joueur gagne au n-iéme coup est égale 

Z 1 
a n 

b) Le joueur doublant sa mise tant qu’il 

perd, et la premiére mise s’élevant a | €, 

il a misé successivement 1 €, 2 €, ..., 

2"-1€, et: 

n-1l— L2t ee |= 14+2+---+2"-'= 5 =2"-1; 

1+2+--4+2"-1 est la somme des n 

premiers termes de la suite géométrique de 

premier terme 1 et de raison 2. 

la somme des mises successives du 

premier au n-iéme coup est donc égale 

a (2”-1). 

Probabilites 

c)La mise au n-iéme coup est de 

2”-1 €; en gagnant au n-iéme coup, le 
joueur recoit 2” €, et son gain s’éléve a 

2" €-—(2"—-1) €, c’est-a-dire a 1 €. 

2° Le joueur n’a pu miser 7 fois que si : 

1000 = 2”-1, 

or: 29° =§12:et 219 = 1024, 

donc le nombre maximal de coups est 9. 

3° Soit G la variable aléatoire qui donne 

le gain en euros (positif ou négatif) du 

joueur. 

a) * Soit le gain du joueur s’éléve a 1 €, 

lorsqu’il gagne au 1°, 2-iéme, ..., ou 

9-iéme coup, soit le joueur joue 9 fois et 

perd, auquel cas il perd la somme de ses 

mises, c’est-a-dire (2° — 1) €. 

La variable aléatoire G prend donc 

deux valeurs : 1 et 1 - 29. 

e L’événement {G = 1} est réalisé si, et 

seulement si, le joueur gagne au 1", 

2-iéme, ..., ou au 9-iéme coup, donc la 

probabilité de l’événement {G = 1} est 

égale a: 

(2) ich | 
‘eae fog! 

1 2 

plas 

« L’événement {G = 1-27} est réalisé 

si, et seulement si, le joueur perd du 1° 

au 9-iéme coup (la seule éventualité qui 

réalise {G = 1-—2°} est la 9-liste nulle 

(0, ..., 0)), donc la probabilité de l’évé- 

nement {G = 1 — 2°} est égale a cf 

a 

wn 
Oo 
e)) 
= 
= 
e) 
O 
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{G = 1} et {G=1-2°} sont des événements 

contraires, donc la somme de_ leurs 

probabilités est égale a 1. 

b) L’espérance de la variable aléatoire G 

vérifie : 

1 1 
E(G)=1x(1-3,)+(1-29) x5, 

1 1 
iss eeepc 

donc : E(G)=0; 

autrement dit, le gain moyen du joueur 

est nul. 

23] 1° Le nombre maximal de fois ot le 

dé est lancé est 6 ; admettons que, quels 

que soient les résultats des lancers, on 

effectue six lancers du dé ; en considé- 

rant qu’une issue est une 6-liste de nom- 

bres entiers compris entre 1 et 6, toutes 

les issues sont équiprobables (le dé est 

équilibré) ; par exemple, les 6-listes 

(1,2, 1,.6;.4, 6) ret. (S,,193.465 lsh). cor- 

respondent toutes les deux au cas ow le 

liévre gagne au quatriéme lancer du dé, 

car le nombre 6 apparait pour la pre- 

miére fois en quatriéme position dans 

chacune des 6-listes, et, contrairement a 

la description de l’expérience aléatoire, 

on continue a lancer le dé deux fois (les 

résultats des deux derniers lancers du dé 

n’ayant aucune influence sur le jeu). 

L’expérience aléatoire est donc modéli- 

sée par la loi de probabilité équirépartie 

sur l’ensemble Q des 6° issues possibles. 

Ope Le 2 eG Le. 

card(Q) = 6° = 46 656. 

2° «La tortue gagne si, et seulement si, 

le dé n’améne jamais 6 en six coups ; les 
issues qui réalisent l’événement « la tor- 
tue gagne » sont les 6-listes de nombres 
entiers compris entre 1 et 5, et il y a 5 
telles 6-listes. 

card()13)2...7 Sveys5e. , 

La probabilité que la tortue gagne est 

56 oes 
donc 56 c’est-a-dire (2) ‘ 

(2) = 01335. 

¢ L’événement « le liévre gagne » étant 

l’événement contraire de |’événement 

« la tortue gagne », la probabilité que 

P4 > 56 

le liévre gagne est égale a 1 — oe 

5 6 

1- (2) = 0,665. 

3° Simulation sur calculatrice 

Remarquons que la tortue gagne si, et 

seulement si, aucun 6 ne sort en six 

coups, c’est-a-dire si, et seulement si, le 

maximum des chiffres amenés par le dé 

en six coups est strictement inférieur a 6. 

Voici lalgorithme que nous allons 

programmer : 

¢ définir une liste a six éléments, initiali- 

ser la variable A a 0, entrer la valeur du 

nombre d’expériences souhaité dans la 

variable N, 

* achacun des N passages dans une boucle 

Pour, remplir la 6-liste par des entiers 

choisis au hasard dans {1, 2, ..., 6}, et 

ajouter | a la variable A si le maximum 

des éléments de la liste est strictement 

inférieur a 6, 

¢ afficher le quotient A/N. 

TI 



CASIO 

Pour 50 et 500 expériences, on a obtenu : 

Probabilites 

Pour un grand nombre d’expériences, la 

fréquence du cas oi la tortue gagne se 

rapproche de la probabilité de |’événe- 

ment « la tortue gagne ». 

4° Simulation avec un tableur 
Pour simuler le lancer d’un dé équilibré, 

on entre dans la cellule A2 la formule 

=ALEA.ENTRE.BORNES(1,6), puis on étire 

la formule vers la droite jusqu’a F2 (les 

six étapes d’une expérience). 

Dans la cellule G2, on entre la formule 

| =SI(MAX(A2:F2)=6 ;0 ;1), qui retourne la 

valeur 0 (la tortue perd) si le maximum 

des valeurs de la plage A2:F2 est égal a 

6, etla valeur 1 (la tortue gagne) sinon. 

Ensuite, on étire vers le bas la plage 

A2:G2 jusqu’a la ligne 401 pour simuler 

| 400 expériences. 

Enfin, dans la cellule H2, on entre la for- 

| mule =MOYENNE(G2:G401) qui calcule la 
| moyenne des cellules de la plage G2:G401. 

| En actionnant la touche F9, une nouvelle 

| simulation est exécutée. 

a =SI(MAX(A2:F2)=6,0;1) . 

L’interrogation écrite 

Expérience aléatoire: distribution 

au hasard de trois jetons dans trois boites 

B,, B,, B3. 

Variable aléatoire X : nombre de boites | 

restées vides. 

1° Numérotons les jetons de 1 43 
qui revient au méme, considérons que |’ 

fanant dan 
lace aleatoiremel Gans B,, DB», Ol 

En prenant pour résultat la liste (x, x, x3), 

ou, pour tout entier i compris au sens 

large entre 1 et 3, x; est le numéro de la 

boite oi est placé le i-éme jeton, tous les 

résultats sont équiprobables d’aprés la 

| description de l’expérience aléatoire. 

| Les résultats sont alors les 3-listes d’élé- 

ments de {1, 2, 3}, il y en a 3°, c’est-a- 

dire 27. 
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En conclusion, la loi équirépartie sur 

l’ensemble des trois listes d’éléments 

de {1, 2, 3}, est un modéle adapté. 

2° ¢ Tl est clair que seuls les trois cas sui- 

vants sont possibles : 

aucune boite ne reste vide, 

une seule boite reste vide, 

deux boites restent vides. 

Les valeurs prises par X sont donc les 

entiers 0, 1 et 2. 

¢—Les résultats qui réalisent |’événe- 

ment {X =2} sont (1, 1, 1), (2, 2, 2) et 

(3, 3, 3) (tous les jetons sont placés dans 

une méme boite, exactement deux boites 

sont vides), donc : 

1 P(X = 2)=5=5. 

— Les résultats qui réalisent 1’événement 

{X= 0},sont(1,.2,3), (14:3, 2), 2s 1,3); 
(2, 3, 1), (3, 1, 2) et (3, 2, 1) (un seul jeton 

par boite, aucune boite n’est vide), donc : 

P(x = 0)= 2-5 

— De l’égalité 

P( X= 0) ich P OOS it P(e 2)iad; 

on déduit : 

P(X =1)=1-P(X =0)-P(X =2) 

p—2 bo 2. 
SE 8 OP 

Noter que la méthode utilisée pour calculer 

P(X = 1) n’est pas sans danger : mieux vaut 

étre stir des valeurs trouvées pour P(X = 2) 

et P(X = 0) ! 

On aurait bien sdr pu également déterminer 

tous les résultats qui réalisent l’6vénement 

{X = 1} (il y en a 27), mais c’était nettement 

plus long. 

3° Ona: 

2 6 1 8 
gt ixg+ 4X55: 

4° L’algorithme proposé repose sur les 

observations suivantes : 

* avant l’expérience aléatoire, les trois 

boites sont vides ; 

* 4 chaque fois que 1’on place aléatoire- 

ment un jeton dans une des trois boites, 

le nombre de boites vides ne diminue 

d’une unité que si la boite ot est placé le 
jeton était inoccupée. 

E(X)=0x 
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| Epreuve de Bernoulli, loi de Bernoulli 
On appelle épreuve de Bernoulli une expérience 4 deux issues : 

e l’une, appelée succés, de probabilité p (0 < p< 1), 

e l’autre, appelée échec, de probabilité 1 — p. 

La variable aléatoire X qui prend la valeur 1 en cas de succés, 0 en cas d’échec, suit la 

loi de Bernoulli de paramétre p. 

Modéle de Bernoulli, loi binomiale 

| On appelle modéle (ou schéma) de Bernoulli la répétition de n épreuves de Bernoulli 

identiques et indépendantes (n « N*), de méme paramétre de succés p. 

La probabilité d’une liste de résultats est le produit des probabilités de chaque résultat. 

La variable aléatoire X qui compte les succés suit la loi binomiale de paramétre (n, p). 

| Alors : 

e les valeurs prises par X sont les entiers de 0 an ; 

| e pour tout entier k compris au sens large entre 0 et n : 



Représentations graphiques de lois binomiales ) 

(n, p) = (6, 0,2) (n, p) = (6, 0,5) 

Ost (20 3 Awisaee 

0 
(n, p) = (6, 0,8) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 

(n, p) = (50, 0,5) 

Coefficients binomiaux, triangle de Pascal 

Dans la représentation d’un modéle de Bernoulli A l’aide d’un arbre, 4 désigne le 
nombre de chemins conduisant a k succés pour n répétitions. 

e Pour tout entier naturel n : (5) =1, (”) =1, et,sin=1: i = 

e Pour tous entiers n et k tels que O<k <n: (i) = (, € ‘i 

e Formule de Pascal 

Pour tous entiers n et k tels que O<Sk <n: (; Vi i) = (7) + ( s i 

La formule de Pascal permet de construire 1 
les lignes successives du triangle de Pascal. {4 

Ala (n+ 1)* ligne, on trouve successive- rele 

(MV (RM (ny fn im Vases 1 ment: (1, ("), (2). (*) a oe a 
Par exemple : 
6 5 5 1 LO Sal (3)=(2)+G)=5+ t= 15. eaey: 2 Ra Fa 



Calculatrices 

Comment éditer le calcul d’un coefficient binomial : exemple de (3) 

| e Avec une TI 

Taper la suite de touches : (§} MATH). sélectionner le menu [iBRB), taper [BJ 

(ou sélectionner la troisitme commande), et enfin taper jj. 

On lit 4 l’écran : 6 Combinaison 2, qui donne 15 aprés validation. 

e Avec une CASIO 

Taper la suite de touches : (ij) (GPtN) {Fc} GG) (>) Gy (Fs) (menu (PROB) ) 

(commande [fGfl), et enfin taper [. 

On lit 4 1’écran : 6 C2, qui donne 15 aprés validation. 

Echantillonnage 

> Définition 

_ Vintervalle de fluctuation 495 % d’une fréquence correspondant a la réalisation, sur 

un échantillon aléatoire de taille n, d’une variable aléatoire X de loi binomiale de 

| paramétres n et p, est l’intervalle E : 4 défini par : 

e aest le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025; 

e best le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975. 

Pour n > 30, nx p=5 etnx(1—p) =S, l’intervalle de fluctuation E : >| est 

1 1 p —;pt —| proposé en classe de 
loi ae alt 

sensiblement le méme que |’intervalle E ~ 

Seconde. 

Régle de décision a ee — 

On considére une population dans laquelle on suppose que la proportion d’un certain 

caractére est p. On préléve, au hasard et avec remise, un échantillon de taille n sur 

lequel on observe une fréquence f du caractere. 

On choisit de fixer le seuil de décision de sorte que la probabilité de rejeter l"hypothese, 

alors qu’elle est vraie, soit inférieure 45 %. 

Sif n’appartient pas a l’intervalle de fluctuation 495 %, on rejette l’hypothése selon 

laquelle la proportion du caractére étudié est p. 

Sinon, on ]’accepte. 

Ww) 
Oo 
toe 
O 
Sree 

oD 
x 
o 
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EXERCICES 

1 | * 10 min (corrigés p. 292) 

1° Des variables aléatoires qui suivent des lois de Bernoulli de paramétres p et 1 —p 

ont Ja méme variance. 

2° Si une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, alors la varia- 

ble aléatoire 1 — X suit la loi de Bernoulli de paramétre 1 — p. 

100 
a (“= 100 et ( Jeu. 

1 0 

4° & et eS sont des coefficients binomiaux situés dans une méme colonne du 

triangle de Pascal. 

=()-(i)(9) 
«(9)=(0) 
r(9)-(9)-() 
8° La variance d’une variable aléatoire binomiale est toujours inférieure a sa moyenne. 
9° Une variable aléatoire de Bernoulli est aussi une variable aléatoire binomiale. 
10° Un carnet de loterie comporte soixante billets, dont trois sont gagnants. On 
choisit au hasard quatre billets dans ce carnet. 
La variable aléatoire donnant le nombre de billets gagnants ainsi obtenus suit la loi 
binomiale de paramétre (4 ; 0,05). 

5 min (corrigés p. 293) 
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p (0 < p< 1). 

Démontrer que sa variance est au plus égale a ; 

* 10 min (corrigés p. 293) 
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant : 
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On appelle Y la variable aléatoire eX + z. 

Quelles sont les valeurs prises par Y ? 

En déduire la variance de Y, puis celle de X. 

4 | KK 10 min (corrigés p. 293) 

On considére une expérience aléatoire qui consiste 4 répéter n épreuves de Bernoulli 

identiques et indépendantes (n € N“), de probabilité de succés p (0 < p < 1). 

Pour tout entier i compris au sens large entre 1 et n, on note X; la variable aléatoire 
qui, 4 tout résultat de l’expérience aléatoire, associe 1 en cas de succés 4 la i-éme 

épreuve, 0 sinon. 

1° Quelle est la loi de probabilité de chacune des variables aléatoires X,, X>, ...,X,, ? 

2° On pose : X=X,+X,+---+X,,. 

Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire X ? 

Retrouver l’espérance d’une variable aléatoire binomiale de paramétre (n, p). 

5 | *& 10 min (corrigés p. 294) 

1° A L’aide de la calculatrice, donner la valeur de chacun des coefficients binomiaux 

suivants : a ia ' : (3 ; 

3) 9) 17) eee 

F 2012 Dib ee 
t ; 2° Sans calculatrice, donner la valeur de % 01 - i € 18 

WY) 

® 
O 

O 
ae 
ed) 
x< 
® 

¥%& 10 min (corrigés p. 294) 

On peut démontrer que, pour tous entiers n et k tels que 1 < ksn: 

produit de k entiers consécutifs 

dont le plus grand est n 

("= BRD ED 
kh). kx(k—-1)X-+-X1 
eS 

produit de k entiers consécutifs 
dont le plus grand est k 

8\ (7\ (8 
1° Utiliser la formule précédente pour calculer (3): (2) a 

100 x 99 x --. x 76 
a est Un entier. 
D5 DA re Kel 

2° Justifier que le nombre 

285 
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Fa IK 20 min (corrigés p. 294) 

1° Ecrire les neuf premiéres lignes du triangle de Pascal. 

: re 8 
Préciser la valeur de (3) et de ( a 

2° Calculer la somme des coefficients binomiaux de chacune des neuf lignes du 

tableau précédent. 

Qu’observe-t-on ? 

3° Calculer la somme des coefficients binomiaux de chacune des huit colonnes du 

triangle de Pascal, de la premiére 4 la huitiéme ligne. 

Qu’observe-t-on ? 

4° Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on pose : 

c(eQe) 
a) Justifier que, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 4 : 

Cea we, 
b) En déduire une écriture plus simple de K,,. 

Ra *% 5 min (corrigés p. 295) 

Représenter graphiquement la loi binomiale de paramétre (4, 5): 

9 | * 5 min (corrigés p. 295) 

Dans une urne qui contient cing boules rouges, deux boules blanches et une boule 
verte, on effectue quatre tirages successifs au hasard d’une boule avec remise. 
1° On appelle X la variable aléatoire qui, A chaque résultat de l’expérience aléatoire, 
associe le nombre de boules rouges obtenues. 
Quelle est la loi de probabilité de X ? 
2° On appelle ¥ la variable aléatoire qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, 
associe le nombre de boules rouges ou vertes obtenues. 
Quelle est la loi de probabilité de Y 2 

HK 10 min (corrigés p. 296) 
1° Soit X une variable aléatoire binomiale de taille n et de parametre de succés p 
(n= 10 <p). 

a) Préciser la valeur de P(X =n). 

b) On suppose, dans cette question, que p = > 

Soit k un entier compris au sens large entre 0 et n. 
Expliciter P(X =k). 
Que peut-on dire de P(X =k) et P(X =n-k)? 
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2° Chacun des trois tableaux proposés est le tableau de la loi de probabilité d’une 

variable aléatoire binomiale. 

Préciser les paramétres de la loi de probabilité de ces variables aléatoires. 

a) 

b) 

c) 

W) 

® 
O 

O 
i. 

® 
x< 
® 

11 *% 5 min (corrigés p. 297) 

On effectue dix lancers d’un dé équilibré et on appelle X la variable aléatoire qui, 

4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe le nombre de 6 ainsi obtenus. 

1° Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres. 

2° Donner la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10-? prés de P(X = 3). 

12| ¥% 15 min (corrigés p. 297) 

Un test se compose de dix questions ; pour chacune d’elles, trois réponses sont 

proposées, et une seule des trois est exacte. 

Un candidat répond au hasard a chacune des dix questions, ses réponses étant 

indépendantes les unes des autres. 

Quelle est la probabilité pour que le candidat donne les réponses exactes a: 

1° exactement trois questions ? 

2° toutes les questions ? 

3° au plus huit questions ? 

13 | % HK 20 min 
(corrigés p. 298) 

On jette un dé cubique équilibré dont les faces sont numeérotées de 1 a 6. 

1° Calculer la probabilité d’ obtenir au moins deux fois le 6 en douze lancers successifs. 

2° En utilisant un tableur, simuler mille fois l’expérience qui consiste a lancer le 

dé douze fois de suite et donner la fréquence avec laquelle on obtient au moins deux 

fois le 6. 
287 
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14] IK 20 min (corrigés p. 299) 

Une urne contient dix boules, dont trois sont blanches et sept sont rouges. 

1° On effectue quatre tirages successifs d’une boule dans cette urne, avec 4 chaque 

fois remise de la boule tirée avant le tirage suivant, et on appelle X la variable aléatoire 

donnant le nombre de boules blanches obtenues. 

Reconnaitre la loi de X. Préciser son espérance et sa variance. 

2° Dans la méme urne, on effectue quatre tirages successifs d’une boule, sans 

remise de la boule tirée avant le tirage suivant, et on appelle Y la variable aléatoire 

donnant le nombre de boules blanches obtenues. 

a) Quel est l’ensemble E des valeurs prises par Y ? 

b) On admet que, pour tout k de E : 

ages see : p 
Vérifier l’égalité $ P(Y =k) =1 et calculer l’espérance de Y. 

keE 

15 | KKK 30 min (corrigés p. 300) 

-4 —3 —2 -1 0 1 2 3 4 

Un mobile effectue n mouvements sur un axe gradué (n € N“); 4 chaque mouve- 
ment, il se déplace d’une unité vers la gauche ou de deux unités vers la droite de 
fagon équiprobable. Au départ, le mobile se trouve a l’origine O. 
Soient X et ¥ les variables aléatoires qui, 4 chaque résultat de l’expérience aléatoire, 
associent respectivement l’abscisse du mobile et le nombre de mouvements vers la 
droite effectués par le mobile. 
1° Ecrire un algorithme qui simule l’expérience aléatoire et donne en sortie l’abscisse 
finale du mobile. 

2° a) Exprimer X en fonction de Y. 
b) Reconnaitre la loi de probabilité de Y. 
Préciser son espérance et sa variance. 
c) En déduire l’espérance et la variance de X, 
3° On suppose, dans cette question, que n = 3. 
Dresser le tableau de la loi de probabilité de Y, puis celui de la loi de probabilité de X. 

16] KKK 30 min _ (corrigés p. 301) 
Une expérience aléatoire consiste 4 lancer trois fois de suite une piéce de monnaie 
équilibrée. 
Soit T la variable aléatoire qui, a chaque résultat de l’expérience aléatoire, associe 
le nombre de cétés face obtenus. 
1° Déterminer la loi de probabilité de T. Quelle est son espérance ? 
2° Ecrire un programme pour la calculatrice qui simule la répétition de cette expérience 
aléatoire. 

Ce programme : 

* prendra en entrée le nombre d’expériences A réaliser ; 
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* cumulera dans une liste le nombre de fois ou T prend chacune des valeurs 0, 1, 2, 3 ; 
+ affichera la distribution des fréquences des valeurs prises par T. 
Exécuter le programme pour un grand nombre d’expériences. 
Commenter. 

KK 30 min (corrigés p. 301) 

=LOI. BINOMIALE(A2:200;0,25:VRAI) 

ee | Bee Es ee ean ae ee 
1] ok P(X <k) k P(X < k) 

C0078 —)- 50-4 05979 | 
| 

4] 37_| 00182 | 52 | oOf62 | 

7] 40 | 00578 | 55 | 08162 | 
8] 41 | 00804 | 56 | 0,555 | 

: 

13| 46 | 02870 | 6 
ul 
5] 48 | 04083 | 63 | 09046 | 
i6{ 49 [ 04729 | 64 | O9097 | 
RR ee ce 

1° Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétre (200, 0,25). 

Dans la feuille de calcul Excel dont une copie d’écran figure ci-dessus, sont donnés 

les arrondis au dix millisme de P(X <k), l’entier k variant de 35 a 64. 

a) Donner a et b tels que : 

« a est le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025; 

« best le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975. 

En déduire l’intervalle de fluctuation 4 95 % d’une fréquence correspondant a la 

réalisation, sur un échantillon aléatoire de taille 200, d’une variable aléatoire X de 

loi binomiale de paramétres 200 et 0,25. 

b) Donner aet f tels que : 
* aest le plus petit entier tel que P(X < @) > 0,05; 

+ Best le plus petit entier tel que P(X < f) = 0,95. 

Justifier que la probabilité que X prenne une valeur comprise au sens large entre 40 

et 60 est supérieure ou égale a 0,9. 

En déduire un intervalle dans lequel se situe la fréquence de succés de 90 % (au moins) 

des échantillons de taille 200 d’un modéle de Bernoulli de probabilité de succés 0,25. 

WY) 

® 
O 

O 
. 
0) 
~< 
® 
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2° On propose un jeu : quatre gobelets sont renversés, un seul cache un objet place 

au hasard sous 1’un des gobelets, et il s’agit de deviner quel gobelet cache |’ objet. 

A V’issue de 200 parties, le gobelet n° 1 est sorti 61 fois, et l’écart avec la valeur 

moyenne 50 semble important. 

a) Au risque 5 % de se tromper, peut-on considérer que le jeu est truqué ? 

b) Et au risque 10 % de se tromper ? 

18] IKK 10 min (corrigés p. 303) 

En 1 200 lancers, un dé a amené 172 fois le 6, et |’écart 4 la moyenne 200 semble 

important. 

Au risque 5 % de se tromper, peut-on considérer que le dé est truqué ? 

On utilisera la copie d’écran d’une feuille de calcul Excel qui figure ci-dessous. On 

y lit les arrondis au dix milliéme de P(X =k), l’entier k variant de 173 4 229, X 

désignant une variable aléatoire binomiale de paramétre (1 200, 3). 

| a2 1% =LO1.BINOMIALE(A2;1200;1/6; VRAD 
he DE Ee ee eee 

P(X Sk Wye) U 

337 

eg sp bg ( wd] SS Md SO (O/00|“ |] Oo) |] oo 

os oO Oo 

ay acy ee 00/00/00; co &/to/ho|— 

—_—/— CO} 00 On =) [ts] (a7) ita) J 

| | | | 
s}—s|—s| — 

lal 

—_— | 2 | od | (9/00)00/ co O]o]oo}~ 
1 8 Cg 

0,7928 ieee 
21) | | 

19 ** 10 min (corrigés p. 303) 

En 2000, dans le village de Xicun, en Chine, il est né vingt enfants, parmi lesquels 
seize garcons, alors que, dans le monde, la proportion de garcons 4 la naissance, 
étonnamment stable, s’éléve a 51,2 %. 

Au risque 5 % de se tromper, peut-on considérer qu’une telle disparité n’est pas 
due au hasard ? 
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Dans la feuille de calcul Excel dont une copie d’écran figure ci-dessous, sont donnés 
les arrondis au dix milliéme de P(X <k), l’entier k variant de 0 4 20, X désignant 
une variable aléatoire binomiale de paramétre (20 ; 0,512). 

; bo =LO!. BINOMIALE(A2;20;0 512; VRAIN 

as sc: of sarbate Ry BH 
k P(X<k) | k 

tte: | 
0,0000 

Wey 
es 

cae 

8 

N 

als|=|3|¢ 

‘Vinterrogation écrite — 

30 min (corrigés p. 303) 

Une compagnie aérienne dispose d’un avion de 150 places et vend 160 réservations. 

On suppose que toute personne réservant une place d’avion a une chance sur dix de 

ne pas se présenter a l’embarquement, et cela indépendamment des autres clients. 

1° Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de personnes ne se présentant pas 

a l’embarquement. 

Justifier que X suit une loi binomiale dont on donnera les paramétres et l’espérance. 

Préciser les valeurs prises par X et expliciter la formule donnant P(X =k). 

2° Soit p la probabilité que la compagnie aérienne effectue un surbooking. 

a) Exprimer p a l’aide de la variable aléatoire X. 

b) A l’aide de la calculatrice, donner une valeur approchée de p a 10-3 prés. On 

expliquera la méthode adoptée. 
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Vrai ou faux ? 

aia 1° Des variables aléatoires qui suivent 
des lois de Bernoulli de paramétres p et 

1 — p ont la méme variance. 

Vrai. La variance d’une variable aléatoire 

de Bernoulli de paramétre p est égale a 

p(i-p), et comme 1-(1-p)=p, 

elle est aussi égale 4 la variance d’une 

variable aléatoire de Bernoulli de para- 

metre 1 —p: 

(l=p)\4—G—p))=@>piep 

=p(1—p). 

2° Si une variable aléatoire X suit la loi 

de Bernoulli de paramétre p, alors la 

variable aléatoire 1—X suit la loi de 

Bernoulli de paramétre 1 — p. 

Vrai. Si X suit la loi de Bernoulli de 
paramétre p, alors elle prend les valeurs 

1 et 0, avec respectivement les probabilités 

pet 1—p; onen déduit que 1 — X prend 

les valeurs 0 et 1, avec respectivement 

les probabilités 1—p et p, c’est-a-dire 

que 1 —X est une variable aléatoire de 

Bernoulli de paramétre 1 — p. 

P(1=X= y= "P(x $0) 1p: 

P(1—-X=0)=P(X=1)=p. 

3° Re. = 100 et as i 
1 0 

Vrai. Plus généralement : 

(lS 1S : 4 ( Ay et a sont des coefficients 

binomiaux situés dans une méme colonne 

du triangle de Pascal. 

Faux. Ces coefficients binomiaux sont 

situés dans la méme ligne (la seiziéme), 
et dans des colonnes différentes (la 
dixiéme et la treiziéme). 

»(12)*(i)=(i}: 
Faux. La formule de Pascal permet 

Pe or hi se a en 
d’écrire : fe + Bea = Bea 

15 ib} et bi) # 3) 
15) _ 15) (77 )= 1365, (33) =455. 

6° ie x eu 

Vrai. Plus généralement : 

™(a)=(s)-(3) 
Vrai. L’égalité proposée est une réécri- 

13 13)\_ (14 
ture de (7) +()=('9) obtenue en 

appliquant la formule de Pascal. 

8° La variance d’une variable aléatoire 

binomiale est toujours inférieure 4 sa 

moyenne. 

Vrai. Si X est une variable aléatoire 

binomiale de paramétre (n, p), alors : 

E(X)=np, V(X)=np(1—-p), 
donc : V(X) =(1 — p)E(X), et comme 

CT) 1: 

V(X) < E(X). 

9° Une variable aléatoire de Bernoulli 
est aussi une variable aléatoire binomiale. 
Vrai. Une variable aléatoire de Bernoulli 
de paramétre p est une variable aléatoire 
binomiale de paramétre (1, p). 
10° Un carnet de loterie comporte 
soixante billets, dont trois sont gagnants. 
On choisit au hasard quatre billets dans 
ce carnet. 

La variable aléatoire donnant le nombre 
de billets gagnants ainsi obtenus suit la 
loi binomiale de paramétre (4 ; 0,05). 
Faux. Une variable aléatoire binomiale de 
paramétre (4 ; 0,05) prend en particulier 



la valeur 4 (elle prend toutes les valeurs 

entiéres de 0 a 4), alors qu’il est impossi- 

ble d’obtenir quatre billets gagnants, le 

carnet n’en comportant que trois. 

On effectue bien quatre épreuves de Bernoulli 

(elles sont d’ailleurs toutes de méme 

paramétre 0,05), mais elles ne sont pas 

indépendantes, car la constitution du carnet 

évolue au cours des tirages, puisque les tirages 

se font bien évidemment sans remise. 

Variables aléatoires de Bernoulli 

2 | Soit X une variable aléatoire qui suit 
la loi de Bernoulli de paramétre p 

(0<p<1). 

On sait que sa variance V(X) vérifie : 

V(X) = p(— p). 
Or, le maximum de la fonction polyndme 

du second degré x +> x(1 —.x) sur R est 

: 1 : 
atteint en : et vaut ay donc — est aussi 

yp) 4 4 

le maximum de cette fonction sur ]0 ; 1[ 

(car ; = ]0;1[), donc: V(X) < i. 

: “wd! 
De plus, la variance V(X) n’est égale a a que 

’ A 
st piss: 

¢ Les valeurs prises par la variable aléa- 

toire X sont —2 et 3, donc les valeurs 

prises par la variable aléatoire zx +2 

2 1 
sont zx (-2)+3 et EXx3+2: autre- 

ment dit, les valeurs prises par la 

variable aléatoire Y sont 0 et 1. 

P(Y =1) =P(X=3)=0,3 

P(Y =0) = P(X =—2)=0,7. 

Loi binomiale 

* On en déduit que Y est une variable 

aléatoire de Bernoulli de paramétre 0,3, 

ce qui permet d’affirmer : 

V(Y) =0,3 x (1 - 0,3) =0,3 x 0,7 

= 0,21. 

-Enfin, de l’égalité Y=iX+2, on 
Nm 

déduit :V(¥) = V(X), done: 

V(X) = 25V(Y) =25 x 0,21 =5,25. 

4 | Expérience aléatoire : répétition de 

népreuves de Bernoulli identiques et 

indépendantes de probabilité de succés p. 

Variable aléatoire X;: prend la valeur 1 
en cas de succés 4 la i-éme épreuve, 0 

sinon (1 SiSn). 

1° Pour toutide {1;2;...; n}, la varia- 

ble aléatoire X; prend les valeurs 0 et 1, 

et: P(X;=1)=p 

(la probabilité d’un succés a la i-eme épreuve 

de Bernoulli est p), 

P(X,;=0)=1-p. 

Donc, chacune des variables aléatoires 

X15 Xp, .--) X,, Suit la loi de Bernoulli de 

parameétre p. 

n 

2° X=X,+X,+...+X,= VX; 
i=1 

¢ Pour tout ide {1 ; 2; ... ; n}, la variable 

aléatoire X, prend la valeur 1 en cas de 

succés a la i-éme épreuve de Bernoulli, 

Osinon, donc X, + X, +... +X, compte 

les succés lors de la répétition de 

népreuves de Bernoulli identiques et 

indépendantes, de méme probabilité de 

succés p, donc la variable aléatoire X 

suit la loi binomiale de paramétre 

(n, p). 
*Ona: 

E(X) =E(X,+X,+-++X,) 

= E(X,) +E(X,) +... ae 
ee —E—— 

n termes tous égaux a p 

donc : E(X)=np. 

7 
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paramétre (n, p) est égale a np. 

Coefficients binomiaux 

obtient : 

ye) eeiy! (3)=56. ( 9 | = 293 930, 

) = 8 597 496 600, 

) =9 075 135 300. 
18 

50 (2,012. (ie 2.012 
2011)" (2012-2011 

a (? te: 

=2 012. 

= ¢ En remarquant que 12+9=21: 

24 \ a 21 itt 

120 wea 12 ee Oe 

_ donc, d’aprés la question 1° : 

21) _ fy = 293 930. 
¢ D’aprés la formule de Pascal : 

(2)=(%)-(8) 
donc, d’aprés la question 1° : 

Ste (73) = 8 597 496 600 + 9.075 135 300 
= 17 672 631 900. 

37 
Le calcul de 18 

a fice: : Avec le tableur Excel, utiliser la formule : 

| ieee =COMBIN(37 ; 18) 
: =a ae WA Pour tous entiers n et k tels que ~ 

. SS 1<sk<n 

(j)- 

k kx (k-1)x...x1 

On retrouve ainsi que l’espérance 

d’une variable aléatoire binomiale de 

5 | 1° A aide de la calculatrice, on 

} dépasse souvent les 

capacités d’une calculatrice de niveau Lycée. 

(ne kal). 

sea soa 

RASS ee eat re ere igh Rae 

Au numérateur et au dénominateur, les 
produits ont le méme nombre de facteurs. 

1° D’aprés la formule ci-dessus : 

. (8 8x7x6 6. 

(3) 3x2x1 st eae 

Zul Tales glare 21. 

(2)=(3)= ji ete 
Comme 2 <5, il est plus simple de faire les 

7 7 
calculs sur (3) que sur felt 

. (8) _ 8x7 Xx6Xx5_ =7 
Winton aaa 

100 x 99 x... x 76 

‘in, Ghd dh cei ee 
_ 100x99x... x (100-25 + 1) 

a Ia ee | : 

done : eX = (TS 

25 IA KS 25 9 

ce qui prouve que le nombre 

100 x 99 x ... x 76 

Za X24 ee 

Dans la représentation d’un modéle de 

Bernoulli a |’aide d’un arbre, (ose est le 

nombre de chemins conduisant a 25 succés 

pour 100 répétitions. 

est un entier. 

oa 1° On obtient, en utilisant la formule 

de Pascal : 

1 
hi 
F204 
[ee Sack BS 
t 4e624e4 
£510 10285 ait 
t 6-150 20 *1Sitieeee 
1 7 21 35 21 apse 

1 8 28 56 70 56 2881 
C'est une construction ligne par ligne. 

On lit dans le tableau : 

(3) =35 (coefficient de la huitigme ligne 

et quatriéme colonne). 

8 2 ( A = 70 (coefficient de la neuviéme ligne _ 

et cinquiéme colonne). 

2° En notant S,, la somme des coefficients _ 
binomiaux de ii n-iéme ligne du triangle 
de Pascal, on obtient les ee suivants : 
ta 

us ur 
ee . 
oe ee! 

ros ae 



pay |2/3/415 [67] 8 [9 | 
Sy |1|2/ 4 [8 | 16) 32 64] 128] 256 
On observe que S,, S,, ..., Sy sont les 
puissances de 2 successives de 2° a 28. 
La somme des coefficients binomiaux de la 

(n + 1)-iéme ligne du triangle de Pascal est 

égale au nombre total de chemins dans un 

arbre représentant un modele de Bernoulli 

pour n répétitions. Le nombre de ces chemins 

est égal au nombre de n-listes d’éléments de 

l'ensemble {0 ; 1}, c’est-a-dire est égal a 2”. 

3° En notant T,, la somme des coefficients 

binomiaux de la n-iéme colonne du trian- 

gle de Pascal, de la premiére a la huitiéme 

ligne, on obtient les résultats suivants : 

py { 23 [45] 6 {7/8 
| 8[ 28 [5670 [56 [28/8] 1) 
On reconnait les coefficients binomiaux 

successifs ba a pang fe) de la neu- 

vieme ligne du triangle de Pascal. 

Seul le premier, bat n’est pas dans la liste. 

4° K,=(3)+(3)+ a +(3) (n> 3). 

a) D’aprés la formule de Pascal, pour tout 

entier naturel k supérieur ou égal a 4: 

3')-()+@) 4 3 4/ 
c’est-a-dire : 

(@)=-(3)+(%4") 3 4 4) 

b) En remplagant chacun des termes de 

la somme définissant K,,, sauf le premier, 

selon la formule de la question précédente, 

on obtient : 

ee (3) - OB) 

Fats) 
et par télescopage additif, il ne reste plus 

que : n+l K,=( } ) 

Loi binomiale 

On peut donc écrire : 

ie : 
K,=(3)+(3)+ vee +(J)=(4) ce qui est 

bien le résultat obtenu a la question 2°: 
3) 

Tina tO | a) 

Variables aléatoires binomiales 

8 | La loi binomiale de paramétre (4, ;) 

est la loi de probabilité dont la distribution 
(Po> P1> Po» P3, P4) associée a la liste 

de résultats (0, 1, 2, 3, 4) est définie par : 

pour tout entier k compris au sens large 

entre 0 et 4, 

n(QN0-9" 
(OG 
24-k4 

=r le) 
On obtient, avec la calculatrice : 

_ 16 Be mee abd 
Po= 97” Pa Sy? Pa ag ry? 

1s ae 
P3= 97? Pa> ey 

et, a 107? prés : 

Po =~ 9,198, p, =~0,395, p2 = 0,296, 

p3 = 0,099, p, = 0,012. 

On en déduit la représentation graphique 

de la loi binomiale de paramétre (4, ;) ; 
0,45 

0,4 

0,35 

0,3 

0,25 

0,2 

0,15 

0,1 

0,05 

1 2 3 4 

9 | Expérience aléatoire : quatre tirages 

successifs au hasard d’une boule avec 

| remise dans une urne qui contient cing 

boules rouges, deux boules blanches et 

une boule verte. 

Pa 

w 
oO 
0) 
= 
= 
O 
O 
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1° Variable aléatoire X: le nombre de 

boules rouges obtenues. 
Uurne contient huit boules, dont cing sont 
rouges. La proportion de boules rouges dans 

: 5 
l’urne est égale a a 

La variable aléatoire X compte les succés 

lors de la répétition de quatre épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes 
(les tirages se font avec remise, le contenu 

de l’urne est inchangé au fil des tirages), 

ity es 
de méme probabilité de succés = (la pro- 

8 
portion de boules rouges), succés étant 
« obtenir une boule rouge». On en 

déduit que X est une variable aléatoire 

binomiale de paramétre (4, 3) 

On dit aussi que X suit la loi binomiale de 

parametre (4, 2) 

Les valeurs prises par X sont les entiers de 0 

a 4, et, pour tout entier k compris au sens 

large entre O et 4: 

ror=m=(2)) (1-8) 
y k 4—k 

“(la la) 
k24—k Arce \k F()- JOG) 

2° Variable aléatoire Y: le nombre de 

boules rouges ou vertes obtenues. 

La proportion de boules rouges ou vertes 

dans Vurne étant égale a 0,75 

fe oh ; = 0,75), la variable aléatoire Y 

P(X=k 

compte les succés lors de la répétition de 

quatre épreuves de Bernoulli identiques et 

indépendantes, de méme probabilité de 
succés 0),75, donc Y est une variable aléa- 
toire binomiale de parameétre (4 ; 0,75). 
Les valeurs prises par Y sont les entiers de 0 
a 4, et, pour tout entier k compris au sens 

large entre O et 4: 

4 

k 

=| é 0,75*0,254-K, 

1°Soit X une variable aléatoire 
binomiale de taille n et de paramétre de 
succés p (n= 1,0< p< 1). 

P(X=k) =| }0,75#(1 —0,75)¢- k 

a) On sait, d’aprés le cours, que 

On en déduit : 

P(X =n)=(")pn(1 - pyro 
=1xp"xl 

=p". 

b) p=5 

Soit k un entier compris au sens large 

entre 0 et n. 

¢ On peut écrire : 

rane (G) (es) 
-eN" 

autrement dit: P(X =k)= =z} 

*Onsaitque{ ” |= Else : aue (,” ¢)=(j} done 
P(X =n-k) =P(X' =k): 

2° Sachant que chacune des variables aléa- 

toires proposées est binomiale, il est facile 

d’en déterminer la taille n et le paramétre 
de succés p: 

°n+1est le nombre de valeurs prises, 

* p” est la probabilité que la variable aléa- 
toire prenne la valeur n. 

X suit la loi binomiale de taille 3 et de 

parameétre de succés ;. 



Y suit la loi binomiale de taille 3 et de 

4 en Sd, 
paramétre de succés =- 

(4 valeurs prises, P(Y = 3) = ee :) 

Z suit la loi binomiale de taille 4 et de 
> _ 1 

paramétre de succés 5" 
\4 

(S valeurs prises, P(Z = 4) = (5) x 

Expérience aléatoire: dix lancers 

d’un dé équilibré. Variable aléatoire X : 

le nombre de 6 obtenus. 

1° La variable aléatoire X compte les 

succés lors de la répétition de dix épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes 

(les lancers du dé sont « physiquement » 

indépendants), de méme probabilité de 

succés 6 (le dé est équilibré, il y a une 

chance sur six qu’il améne 6) donc X suit la 

loi binomiale de taille 10 et de para- 

“ Ae | 
métre de succes é 

On dit aussi: X suit la loi binomiale de 

parametre (10, =|. 

2° D’aprés le cours : 

rar=a=(3)66) (1-8) 
-(3)(8) &) 

oy 10) 
~ 610 3 

10) _ 10x9x8_ 
or: 1) 2d =10x3x4, 

donc : 

57x5x6x4_58x4 
OS een 

astes te 390 625 

P(X = 3) = 32 = 2519 424” 

Loi binomiale 

et,a 10 prés: P(X =3)=0,155. 

Avec le tableur Excel, utiliser la formule : 

= LOI.BINOMIALE(3 ; 10 ; 1/6 ; FAUX) 

Le nombre X de réponses exactes du 

candidat est le nombre de succés lors de 

la répétition de dix épreuves de Bernoulli 

indépendantes, la probabilité du succés 

étant - Donc X suit la loi binomiale de 

paramétres 10 et * 

vr vcnay=(5\(3) (3) 
_10x9x8, 27 
n-3K2 310 

- 2 120 

~ 19 683° 

donc la probabilité pour que ie can- 

didat donne les réponses exactes a 

exactement trois questions est 

5120 (5120 
19 683 (ares ~ 926): 

5 1O\aaer2ye 
2° POX=10)=(; DG) (3) 

pik 

Egaae 
~ 59049 

donc la probabilité pour que le can- 

didat donne les réponses exactes a 
: 1 

toutes les questions est 59 049 

1 
———. = 0),000 017). 
- 9 049 

3° L’événement A : « le candidat donne au 

plus 8 réponses exactes » est l’événement 

contraire de |’événement: « le candidat 

donne 9 ou 10 réponses exactes », donc : 

P(A) =1-—P(X =9) -P(X = 10) 

-1-(3)(3) G) 3 

va 

corriges 

297 



298 

d’ou: 
2 1 

P(A) =1— 10% 55-570 

21 
alae 

_ 19 676 

~ 19 683 

Finalement, la probabilité pour que le 

candidat donne au plus huit réponses 

19 676 (19 676 
exactes est 19 683 fcr = 0,999 6). 

13 | 1° Le nombre X de lancers ot 1’on 

obtient 6 est le nombre de succés dans la 

répétition de douze épreuves de Bernoulli 

indépendantes, la probabilité du succés 

étant Donc X suit la loi binomiale de 

paramétres 12 et =- 

Adresses 

A2:L1001 

M2:M1001 

N2:N1001 

O2 

Echantillon de 1 000 lancers 

Nombre de 6 

Nombre de fois ot 1’on obtient 

au moins deux 6 

Fréquence de réalisation de 
« au moins deux 6 » sur les mille 

lancers 

Formules et observations 

L’événement A : « obtenir au moins deux 

fois le 6 » est 1’événement contraire de 

l’événement : « obtenir 0 ou 1 fois le 6 », 

donc : 

P(A) =1-P(X =0)-P(X =1) 

1-8) MOG 
dou: 

512. 51 1346704211 | 

PUA) =1— Fig 12X63 “9 176 782 336° 
en outre : 

1 346 704 211 : 

7176 782 336 ~ 0187 a 10% pres. 

Finalement : 

a 10~ prés, la probabilité d’obtenir au 
moins deux fois le 6 en douze lancers 

successifs est 0,618 7. 

2° Simulation avec le logiciel Excel. 

Dans A2, saisir la formule 

=ENT(6*ALEA())+1 

puis tirer la poignée de recopie vers la 
droite, vers le bas 

Dans M2, saisir la formule 

=NB.SI(A2:L2;6) 

puis tirer la poignée de recopie vers le bas 

Dans N2, saisir la formule 

=SI(M2>1;1;0) 
puis tirer la poignée de recopie vers le bas 

Dans O2, saisir la formule 

=SOMME(N2:N1001)/1000 

lowes woanowaln—we nian =|N GW wind Gielen win a loro Wom [co] do Go| n3 <5] Or] <a: |an p/gu lenin led eA CANS DUO TR Rela NN Oe AAWNVOLR AWA nwa aW eo NARAANWNANN=NiOwWaL— BOON Ws alco NOW) ae a min DAO ORONAaAWan ay wWe — featiesd natin eafas ies) Sten Bal eniad ian tatolasienrae s-awian=-On nea anoanan BOS OWODWN KN —=NNNNN NDS 

i i 

=0=-0-'0— = O09 CO Soin ae en 



¢ La formule =ENT(6*ALEA())+1 retourne 

un entier aléatoire compris entre 1 et 6. 
On pourrait aussi entrer la formule : 

=ALEA.ENTRE.BORNES(1,6) 

¢ La formule =NB.SI(A2:L2;6) retourne le 

nombre de cellules de la plage A2:L2 dont 

la valeur est 6. 

La formule =SI(M2>1;1;0) retourne la 

valeur 1 si le nombre de 6 obtenus est 

supérieur 4 1, 0 sinon. 

¢La formule =SOMME(N2:N1001)/1000 

retourne la moyenne des valeurs contenues 

dans les cellules de la plage N2:N1001. 

On obtient une nouvelle simulation en 

appuyant sur la touche F9. 

14] Une urne contient dix boules, dont 

trois sont blanches et sept sont rouges. 

1° Expérience aléatoire : quatre tirages 

successifs au hasard d’une boule avec 

remise. Variable aléatoire X : le nombre 

de boules blanches obtenues. 

U’urne contient dix boules, dont trois sont 

blanches. La proportion de boules blanches 

dans l’urne est égale a 10° 

La variable aléatoire X compte les succés 

lors de la répétition de quatre épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes 
(les tirages se font avec remise, le contenu 

de l’urne est inchangé au fil des tirages), de 

Z| wade an 3 
méme probabilité de succés i0 (la pro- 

portion de boules blanches), donc X suit la 

loi binomiale de paramétre (4, a): 
ee 10 

On sait qu’alors : 

spe ee 
E(X) 4x35 5712, 

3 Beye 21 
= — —-—|=-—= 4. V(X) 4x5 x(1 *) 75 0,8: 

2° Expérience aléatoire : quatre tirages 

successifs au hasard d’une boule sans 

remise. 

Variable aléatoire Y : le nombre de boules 

blanches obtenues. 

Loi binomiale 

a) Il est possible de ne tirer aucune boule 

blanche (les quatre boules tirées sont rouges), 

., de tirer trois boules blanches, mais il 

est impossible de tirer quatre boules ~ 

blanches, puisque l’urne ne contient au 

départ que trois boules blanches et que 

les tirages se font sans remise. On en 

déduit que l’ensemble E des valeurs 

prises par Y est égal 4 {0 ; 1 ; 2 ; 3}. 

b) Pour tout k de E, 
ag 

poe Y= sala ee: 
On en déduit : 

° Se Sal hepa 1 PWY=0)= 575(9)(4)=a75% 1x35 

eee. 
30)” 
a Ah ya 1 

apie ml \G)= Doser 
a 
~ 30’ 
eR ay 1 P(Y=2)=s70(3\(3 )= 54g x32! 

Apia 
apr 
= 3\(7 1 

ee ala) 310, ome 
é14 
~ 30 

3 

¥ P(Y=k)= >} P(Y=4h), 
keE k=0 

et on peut alors Roe neal ® 

PY= Pees Pe 12) 

De 30 307 30 30 = 

a+ 1 eal rs} 

e 30 © 
ae 
30 

On retrouve bien que 

y, P(v=k)=1. 
keE 

De plus, par définition de l’espérance : 
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aa =) 15 9 1 
E(Y)=0x25+1x35+2X35+3% 35 

lo e164) 36 

a 30 30 
6 

Observer que l’espérance de la variable 

aléatoire donnant le nombre de _ boules 

blanches est la méme, que les tirages se 

fassent avec ou sans remise. 

Expérience aléatoire: un mobile 
initialement 4 l’origine effectue n dépla- 

cements sur un axe gradué, d’une unité 

sur la gauche ou de deux unités vers la 

droite de fagon équiprobable. 

Variable aléatoire X : abscisse finale du 

mobile. 

Variable aléatoire Y : nombre de déplace- 

ments vers la droite. 

1° Lalgorithme suivant simule 1’expé- 

rience aléatoire étudiée et donne en sortie 

lVabscisse finale du mobile. 

2 A A Vissue de ia ved pedente Aleatpice, 
le mobile s’est déplacé : 
*Y fois vers la droite de deux unités, 
donc de 2Y unités, 

*etde (n—Y) unités vers la gauche. 
L’abscisse X finale du mobile est donc 
égale a 2Y —(n—Y), autrement dit: 

X=3Y-n. 

b) La variable aléatoire Y compte les 

succés lors de la répétition de n épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes, 

de méme probabilité de. succés * donc 

Y suit la loi binomiale de paramétre 

03) 
On en déduit : 

1 on 
E(Y)=nx ie 2 

1 n 
V(Y)= nx5x(1- 5)= 4 

c) De Pégalité X = 3Y —n, on déduit : 

ECO) =3E (1) —n, V(X) =34V(Y), 

donc, d’aprés la question précédente : 

ee cn entteriatet: 

n 9n V(X)=9x t=. 

Ba (ie 

¢ La variable aléatoire Y suit la loi bino- 

miale de paramétre (3. 5) donc les 

valeurs prises par Y sont les entiers de 0 

a 3 et, pour tout entier k de l’ensemble 

AG a ea Aa 

ron)” 
“(OGG -2G) 
PY =hy2 i): 

On en déduit le tableau de la loi de 

probabilité de Y : 

donc : 

La quatrieme ligne du triangle de Pascal 
donne la valeur des coefficients binomiaux 

(o)-(2)-(2).G) 
* D’aprés la question 2° a) : 
X=3Y-—-n, donc: X=3Y —3. 
On en déduit que les valeurs prises par X 
sont les nombres 3x 0-3, 3x1 —3, 
3x2-3, 3x3-3, c’est-a-dire les 
entiers —3, 0, 3, 6. 



De plus, pour tout x de l’ensemble 

{-3;0;3;6}: 

P(X =x) =P(3Y -3 =x) 

=P\Y=1 *). 
( nip 

On peut maintenant dresser le tableau de 

la loi de probabilité de X : 

16] Expérience aléatoire: trois lancers 

successifs d’une piéce de monnaie équili- 

brée. 

Variable aléatoire T : le nombre de cétés 

face obtenus. 

1° La variable aléatoire T compte les suc- 
cés lors de la répétition de trois épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes 
(les lancers sont « physiquement » indépen- 

dants), de méme probabilité de succés : 

(la piece est équilibrée), donc X suit la loi 

‘ : A 1 
binomiale de parametre (3, 5): 

On sait alors que son espérance E(X) 

ke ae 1_3 
vérifie: E(X)=3x5=5 

2° Simulation sur calculatrice 

En adaptant l’exemple proposé page 252 

a la situation ici étudiée : 

TI 

/ 4 dim(L1):Rem plir (0, L1) 

12 - Loi binomiale 

CASIO 

"NBEXP'? NS 
For1 > |IToN a eaten 
Int (2Ran#) + Int (2Ran#)+ 
Int(2Ran#)+12AL 

List) [A]+1— List) [AJ | 
Next eer ra 

» Listh Ny Lista 0 
"FREQ OP Aistt 1) ae ay 

PPREQ. 1": Listt 2)a 
 PREO 2 List (ae 
MPREQS":Listl [4] 4 

Pour 100 et 400 expériences, on a obtenu 

a l’affichage : 

8.13 
FRO 1 

8.38 , 
FRO 2 | @ 

B.44 pai 
FRO 3 tates 

8.85 _ 

.125 
FRO 1 

8.3775 
FRO 2 

@.3725 
FRO 3 

8.125 

Quand n devient grand, les distributions 

de fréquences calculées sur n expériences 

se rapprochent de la distribution de 

probabilité. 

Echantillonnage 

D 
v Se iA = 

a 

eee 

ojoO|o 

: 

corrigés | vier 
(A2; 

fa 0537912] ees 
| 06017 | 

Biwi 
| 08162 | 

0.9897 

si 

301 



Sis. 

a: 
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ar 3 
es an 

— : 

ar : 

1° Soit X une variable aléatoire binomiale 

. nan de paramétre (200, 0,25). 
a) M+ Soit a le plus petit entier tel que 

ay _ P(X <a) > 0,025. 

. , 

 D’aprés la feuille de calcul : 

P(X < 37) < 0,025 
et P(X < 38) > 0,025, 

donc : a= 38. 

- ¢ Soit ble plus petit entier tel que 

P(X sb) 20,975. 

D’aprés la feuille de calcul : 

P(X < 61) < 0,975 

et P(X < 62) = 0,975, 

donc : b = 62. 

___ Vintervalle [0 ; 200] est ainsi partagé en 

- valeur ; 

____ trois intervalles [0 ; 37], [38 ; 62], [63 ; 200], 

_ de sorte que X prenne ses valeurs dans les 

_ deux intervalles extrémes avec une probabilité 

proche de 0,025, sans dépasser cette 

la probabilité que X prenne une 

-- _ valeur comprise au sens large entre 38 et 62 

est donc au moins égale a 0,95 et la 

probabilité que X prenne une valeur hors de 

_ lintervalle [38 ; 62] ne dépasse pas 0,05. 

H D’aprés le cours, |’intervalle de fluctua- 

tion 4 95 % d’une fréquence correspon- 

- dant a la réalisation, sur un échantillon 

_ aléatoire de taille 200, d’une variable 

aléatoire X de loi binomiale de paramétres 

38 62 200 et 0,25 est aan arr 
[0,19 ; 0,31]. 

* Noter que cet intervalle de fluctuation est 

centré sur 0,25, ce que sa méthode de 

construction ne permettait pas a priori de 

prévoir. 

Fah Sestanive 

iL 
* Ona: 0,25 —- ——=0,1 793 

“(200 

i 
| et 0,25 + —— =0,3 207, donc /intervalle 

»/ 200 

de fluctuation centré sur 0,25 obtenu en 

classe de Seconde avec la formule 

if 5 5 
[p-p+] est, en arrondissant a 

10°? prés (par valeur inférieure pour la 

borne gauche et par valeur supérieure pour 

la borne droite), [0,179 ; 0,321]. 

b) + Soit ale plus petit entier tel que 
P(X S a) > 0,05. 

D’aprés la feuille de calcul : 

P(X < 39) < 0,05 

et P(X < 40) > 0,05, 

donc : a=40. — 

¢ Soit Ble plus petit entier tel que 
P(X <8) = 0,95. 
D’aprés la feuille de calcul : 

P(X =59) < 0,95 
et P(X < 60) = 0,95, 

donc : B= 60. 
i L’intervalle [0 ; 200] est ainsi partagé 

en trois intervalles [0 ; 39], [40; 60], 

[61 ; 200], de sorte que X prenne ses 

valeurs dans les deux intervalles extré- 

mes avec une probabilité proche de 0,05, 

sans dépasser cette valeur. 

Ainsi, la probabilité que X prenne une 

valeur hors de |’intervalle [40 ; 60] ne 

dépasse pas 0,01 et la probabilité que X 

prenne une valeur comprise au sens 
large entre 40 et 60 est donc au moins ~ 

égale a 0,9. 

re ADs sey 0: M Ona: 559 7 0 200s sh donc 

la fréquence de succés de 90 % (au : 

moins) des échantillons de taille 200 

d’un modele de Bernoulli de probabilité E 

de succés 0,25 se situe dans l’intervalle | 

[0,2 ; 0,3]. 

2° Les 200 parties du jeu constituent un : 

échantillon aléatoire de taille 200 d’un 

modéle de Bernoulli de probabilité de — 

succés 0,25, succés étant «sortie du 

gobelet n° 1 ». 

a) La fréquence observée de sortie du 

61 
500° c’est-a-dire 0,305, 

valeur qui se situe dans [0,19 ; 0,31], 

l’intervalle de fluctuation 4 95 %, donc, 

en n’acceptant qu’un risque de 5 % 

de se tromper, on ne peut pas considérer 
que le jeu est truqué (et, ce faisant, on 
n’a pas les moyens d’évaluer la probabilité 

de se tromper). 

b) En revanche, 0,305 ne se situe pas 
dans [0,2 ; 0,3], l’intervalle de fluctua- 
tion a 90 %, donc, au risque 10 % de se 
tromper, on peut considérer que le jeu 
est truqué. 

gobelet n° 1| est 



On peut se dispenser d’avoir recours a 

’intervalle de fluctuation a 90 %. En effet, la 

relation P(40 = X = 60) = 0,9 prouve que 

la probabilité qu’en 200 parties, le nombre 

de sorties du gobelet n° 1 n’appartienne pas 

a l’intervalle [40 ; 60] est inférieure a 0,1, 

donc, au risque 10 % de se tromper, on peut 

considérer que le jeu est truqué. 

En 1200 lancers, un dé a amené 
172 fois le 6. 

Considérons l’expérience aléatoire qui 

consiste a4 effectuer 1 200 lancers d’un 

dé équilibré, et notons X la variable aléa- 

toire qui, 4 chaque résultat de l’expérience 

aléatoire, associe le nombre de 6 obtenus. 

La variable aléatoire X compte les succés 

lors de la répétition de 1 200 épreuves 

de Bernoulli identiques et indépendantes, 

< | : 
de paramétre de succés ra donc X suit la 

loi binomiale de paramétre (1 200 ; :) 

et son espérance E(X) vérifie : 

E(X) = 1200 x t = 200. 

On lit dans la feuille de calcul : 

* P(X < 174) < 0,025 
et P(X < 175) > 0,025, 

¢ P(X S 225) < 0,975 

et P(X S 226) = 0,975, 

d’ou l’on déduit : 

P(175 < X < 226) = 0,95. 

Voir l’exercice 17 pour plus de détails. 

La probabilité qu’en 1 200 lancers, un 

dé équilibré améne 6 un nombre de fois 

hors de |’intervalle [175 ; 226] est donc 

inférieure 4 0,05. 

Le dé ayant amené en 1 200 lancers 

172 fois le 6, au risque 5 % de se trom- 

per, on peut considérer que le dé est 

truqué. 
172 ¢ [175 ; 226]. 

Loi binomiale 

; 172 
La fr —— qd iti equence 1200 d — 6 

n’appartient as ——— ; ——_~ 
wii P t 200’ 1 sal 

lintervalle de fluctuation a 95%: 

0,143 ¢ [0,146 ; 0,189] (valeurs arrondies 

au millieme par défaut pour la borne gauche, 

par exces pour la borne droite). 

19] X désigne une variable aléatoire 

binomiale de paramétre (20 ; 0,512). 

On lit dans la feuille de calcul : 

« P(X <5) $0,025 

et P(X < 6) > 0,025, 

° P(X < 14) < 0,975 

et P(X < 15) = 0,975, 

d’ot 1’on déduit : 

P(6<X S15) 20,95. 

Voir l’exercice 17 pour plus de détails. 

Sachant que la proportion de gargons a 

la naissance s’éléve a 51,2 %, la probabilité 

que, sur vingt naissances, le nombre de 

garcons se trouve hors de l’intervalle 

[6 ; 15] est donc inférieure a 0,05. 

On fait implicitement l’hypothése de 

’'indépendance (le fait qu’un nouveau-né 

soit un garcon ou une fille n’a_ pas 

d’influence sur le sexe des autres enfants). 

Dans la situation étudiée, on compte 

seize garcons sur vingt naissances, donc, 

au risque 5 % de se tromper, on peut 

considérer qu’une telle disparité n’est 

pas due au hasard. 

1 : 
La fréquence = de garcons n’appartient pas a 

15.) 

20 
ES 
20. 20} 

, lintervalle de fluctuation a 95%: 

0,8 ¢ [0,3 ; 0,75]. 

L’interrogation écrite 

20] Une compagnie aérienne vend 

160 réservations pour 150 places. 

Toute personne réservant une place 

d’avion a une chance sur dix de ne pas se 

présenter 4 l’embarquement, et cela 

indépendamment des autres clients. 

Pa 

W 
1) 
fe) 
ra 
= 
O 
) 

303 



1° Soit X la variable aléatoire donnant le 
nombre de personnes ne se présentant 

pas a l’embarquement. 

La variable aléatoire X compte les succés 

lors de la répétition de 160 épreuves de 

Bernoulli identiques et indépendantes 
(« indépendamment les uns des autres »), 

de méme probabilité de succés a 

(« toute personne réservant une place 

d’avion a une chance sur dix de ne pas se 

présenter a |’embarquement »), succés 

étant : « la personne ne se présente pas 

a l’embarquement ». On en déduit que X 

suit la loi binomiale de paramétre 

1 
(160, i a): 

On sait qu’alors les valeurs prises par 

X sont les entiers de 0 a 160 et, pour 

tout entier k de {0 ; STS. LOU}: 

P(X =k)= nel Ices lie 

(2 )G0) Ga) 
On peut aussi écrire : 

Sb ee ey ee 

ab er oe a ae 
formule plus facile a éditer sur la calculatrice. 

P(x=k) =| 

De plus, l’espérance E(X) vérifie : 

1 E(X) = 160 x 75 = 16. 

2°p: la probabilité que la compagnie 
aérienne effectue un surbooking. 

a) La compagnie aérienne effectue un 

surbooking si, et seulement si, plus de 

cent cinquante personnes se présentent a 

l’embarquement, c’est-a-dire si, et seu- 

lement si, moins de dix personnes ne se 

présentent pas 4 l’embarquement, donc : 

p=P(X <10) 
wines 0) + P(X = rahe -+ P(X =9) 

=> Pix= k). 
k=0 ; 

b) Pour éviter d’éditer sur la calculatrice 

le calcul direct de la somme 

P(X= 0) + P(X =1)+---+P(X=9), 

long et périlleux, mieux vaut transcrire 

sur la calculatrice l’algorithme suivant : 

CASIO 

Noter que le facteur (0,9)1©° étant constant, 

la multiplication par (0,9)*© a été effectuée 

hors de la boucle. 

Aprés exécution du programme, on lit a 

Vaffichage : ‘ 

0.03550465384 
ce qui permet de conclure : p =~ 0,0359 
a 10° prés. 
Avec le tableur Excel, utiliser la formule : 

= LOI.BINOMIALE(9;160;0,1;VRAI) 

Voption VRAI permet de cumuler les 

valeurs de P(X =.0) a P(X = 9). 





Exos, 1 ES/L 
esolus Le meilleur coach 

pour s’entratner et réussir ! 

La collection Exos résolus s'adresse a tous ceux gui veulent réussir 
dans les matieres scientifiques, de la 3° a la terminale, grace a un 
entrainement intensif. Chaque titre présente des batteries d’exercices 
minutés, classés par themes et par niveaux de difficulté. Vous y trouverez : 

> des résumés de cours > 30 interrogations écrites 
pour réviser les connaissances pour clore ses révisions 
indispensables ; en se placant dans les conditions 

> des exercices d'entrainement d'un controle ; 
pour s'exercer et se perfectionner; » tous les corrigés détaillés, 

avec de nombreux conseils. 

malaire de pace + For “étachable 

Ss 

a 
S 
= 
So 
5 
x 
Oo 
{e) 2 
n 

il | 
wn 602930 

hachette 1 09 5 E Tic 
www.hachette-education.com France métropolitaine 


