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Votre ouvrage 100 % exos 

® Conforme au nouveau programme de mathématiques de 1' des séries S entré 

en vigueur a la rentrée 2011, ce « 100 % exos » vous propose une méthode 

de travail compléte et un entrainement intensif sur mesure tout au long de 

‘année. 

™ Pour chaque theme du programme vous trouverez un cours structuré, les 

savoir-faire qu'il faut maitriser, des exercices progressifs et leurs corrigés 

détaillés. 

@ Assortis d‘indications de solution, de commentaires et de conseils des 

auteurs, tous les exercices corrigés vous permettent : 

- de comprendre les notions essentielles et de maitriser le cours ; 

- de progresser et de vous entrainer a votre rythme ; 

- de vous évaluer et de réussir vos contréles ; 

- de vous préparer a la Terminale S. 

Sur le site www.annabac.com 

@ L’achat de ce « 100 % exos » vous permet de bénéficier, pendant un an, d’un 

ACCES GRATUIT 4 toutes les ressources d’annabac.com en mathématiques 

1S: 

™ Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la 

rubrique « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? »* 

Vous avez achete 
; un ouvrage Hatier 7 

J'accéde & mon offre : 

* La saisie d’un mot-clé du livre (lors de votre premiére visite) vous permettra de créer 

un compte personnel et d’utiliser librement le site pendant un an. 
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AAV UT LLLLULEE EET 

Generalites 
sur les fonctions 

CTTTTALENTUTTUT UPON EEEAAUTTATUETOUAEET EVITA ETEEUOTATTTUTT ONT ATETEHOTATTETTTOTTTTTTUTU ND TATTTTETETAAATTTTETTTTTTTTTTTTTTT TTT TTTTTTV HTH TTTTTT TTT TANS 

Re Vy eid 7 riedV0O7 aFunefion 

MD RAPPEL : SENS DE VARIATION D'UNE FONCTION 

a, 

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 

e On dit que fest croissante (respectivement strictement croissante) sur I si, pour 

tous a, b appartenant al: “> C veos55 a4 

Sia<b, alors f(a) f(b) (respectivement f(a) < f(b)). | 

e On dit que f est décroissante (respectivement strictement décroissante) sur I si, 

pour tous a, b appartenant a1: 

Sia<b, alors f(a)= f(b) (respectivement f(a) > f(b)). | 

4 Une fonction croissante conserve l’ordre, une fonction décroissante renverse 

Uordre. 

C&eime CarVOe 

Bi8 NOUVELLES FONCTIONS DE REFERENCE rqu are reat 
Bie —; B SoMHVE 

1. La fonction@acin® carrée es 

® Définition : La fonction racine carrée est la fonction définie sur [0 ; +¢[ par : 

xo Jx. 

4 ‘intervalle [0;+>0[se note aussi R®. 

= Courbe représentative de la fonction racine carrée 

1423-44-50 13-8 4-910 ih hax 
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® Variations de la fonction racine carrée 

La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0 ; + 00 [. 

Démonstration : Soient a et b deux réels appartenant a [0 ; + -°[. 

Supposons que a < b. 

4 On va comparer leurs images fa et Vb en étudiant le signe de leur différence. 

feo Ge Seen) 
SoA P| RENNES ee a Ja+ Jb 

_(Jay'-(Vb) ab 
— fatlb — fa+Jb 

4 
On a multiplié expression ae Jb par et 1) pour faire apparaitre la 

a 

38 identité remarquable. 

e Le numérateur (a — b) est strictement négatif car a <b. 

Le dénominateur (Ja a Vb) est strictement positif car Ja =0 et Jb > 0 (en 

effet b > a=0O donc b> 0). 

D’aprés la régle de signes d’un quotient, a5 est strictement négatif. 
as 

e On a donc montré que A = Jb <0. On en déduit que Ja <— Jb F 

Donc la fonction racine carrée est strictement croissante sur RT. 

4 En effet, a et b sont rangés dans le méme ordre que leurs images Ja et J/b. 

® Positions relatives sur [0 : +00] des courbes représentatives des fonctions 

carré, identité et racine carrée 



2. La fonction valeur absolue 

® Définition : Soit x un réel, et M le point d’abscisse x sur |’axe des réels. On 

appelle valeur absolue de x, et on note |x|, la distance OM. 

EXEMPLE : 

B O € A 
m5 ah 3 ie i 52 3. 4 abscisses 

3 

BiOA=3 5| 0B <5 B|-oc=3 

= Premieres propriétés 

e Une valeur absolue est toujours positive. 

e Soit x un réel : 
Lacs x= 0 

ee eee 

= Variations et courbe représentative de la fonction valeur absolue 

e La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur |—<° ; 0] et stricte- 

ment croissante sur [0 ; +°[. 

e Courbe représentative : 

Si x est un réel quelconque, alors x2 == Xb 

= Autres propriétés 

Soit a un réel strictement positif fixé : 

e |’équation |x| =a a deux solutions : a et —a ; 

e l’inéquation |x|<a a pour solutions les réels de l’intervalle [—a ; a] ; 

e l’inéquation |x| > a a pour ensemble de solutions : |—oo; a[ U]a; +I. 

Généralités sur les fonctions 

11 
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ET] QUELQUES OPERATIONS SUR LES FONCTIONS 

1. Fonctions (u+k) et (Au) 
® Définition : Soit u une fonction, définie sur une partie D de R. 

e Soit k un réel. On note (u + k) la fonction définie sur D par : 

(ut k)(x)=u(x)+k. 
e Soit A un réel. On note (Aw) la fonction définie sur D par : 

(Au)(x) =A xX u(x). 

@ Propriétés : Soit u une fonction définie sur l’ensemble D. 

e Soit k un réel. La fonction u + k a le méme sens de variation que u. 

e Soit A un réel non nul. 

—Si A> 0, la fonction Aw a le méme sens de variation que u. 

— Si A<0, le sens de variation de la fonction Aw est contraire a celui de u. 

4 Cette derniére propriété est due au fait que multiplier par un réel strictement 

positif conserve ordre, alors que multiplier par un réel strictement négatif ren- 

verse Uordre. 

2. Somme et produit de deux fonctions 

@ Définition : Soit D une partie de R, et u et v deux fonctions définies sur D. 

e On note (u + v) la fonction définie sur D par (u + v)(x) = u(x) + v(x). 
e On note (u x v) la fonction définie sur D par (u x v)(x) = u(x) x v(x). 

4 It n’existe pas de regle simple donnant le sens de variation d’une somme ou 

d'un produit de fonctions. 

3. Fonctions (Ju) et (2) 

® Définitions 

e Soit u une fonction définie sur une partie D de R, et telle que, pour tout x € D, 

u(x) = 0. Alors la fonction (Ju ) est définie sur D par (Ju ) (x) =-)a(e)., 

e Soit uv une fonction définie sur une partie D de R, et telle que, pour tout x € D, 

u(x) #0. Alors la fonction () est définie sur D par : 

@ Propriétés 

e Soit wu une fonction définie sur une partie D de R, et telle que, pour tout x € D, - 

u(x)= 0. Le sens de variation de la fonction (Ju ) est le méme que celui de u. 



e Soit uw une fonction définie sur une partie D de R, et telle que, pour tout x € D, 

u 

y | Ces derniéres propriétés sont dues au fait que la fonction racine carrée 

(x) #0. Le sens de variation de la fonction (+) est contraire celui de u. 
u 

conserve l'ordre, et que la fonction inverse renverse l'ordre. 

SAVOIR-FAIRE 

1. Déterminer l’ensemble de définition d’une fonction 

de la forme Ju 

Pour déterminer l’ensemble de définition d’une fonction de la forme Ju ,on 

résout |’inéquation u(x) = 0. 

La fonction ./w est alors définie pour les réels x tels que u(x) = 0. 

EXEMPLE : Soit f la fonction x Ky x? —7. 

7-720 8x27 27 (x= 7 ou x <-,/7) dou: 

D, = |-23- V7 Ju[-y73+@[. 

4 Pour résoudre l'inéquation x*-72=0, on peut aussi factoriser 

x —7=(x-J7)(x+J7) et dresser le tableau de signes correspondant. 

2. Déterminer l'ensemble de définition d'une fonction 

1 
de la forme — 

u 

pea erien ; ; 1 
Pour déterminer l’ensemble de définition d’une fonction de la forme 7 on 

résout l’équation u(x) =0. 

La fonction - est alors définie pour les réels x tels que u(x) #0. 
u 

he I 
EXEMPLE : Soit g la fonction : x > APAIO: 

4x+10=0 x=-2 

g est définie en tout réel x différent de -2 d’ot : 

Pt lean ae ee D,= |-~3-3 |v | zit [ 

les fonctions 

. lites sur enera 
G 

13 
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3. Etudier les variations d’une fonction de la forme \/u 

1 
ou — 

u 

Soit f une fonction définie sur une partie D de R. 

1’ étape. Reconnaitre si f est de la forme ou Ju , puis expliciter u(x). 

2° étape. On vérifie que la fonction f est bien définie sur D, en appliquant les 

savoir-faire 1. ou 2. 

3¢ étape. On étudie les variations de u. 

4¢ étape. On en déduit les variations de f, sachant que f = Ju a le méme 

sens de variation que u, ou que f = Z est de sens de variation contraire a 

celui de u. _ 

4. Etudier la position relative des courbes 

representatives de deux fonctions 

On note € fet € a les courbes représentatives de deux fonctions f et g dans 

un repére orthogonal. Pour étudier la position relative de € , et € ,, on étu- 

die le signe de la différence f (x) — g(x) : 

e f est au-dessus de “& g Sur lintervalle I si, et seulement si, pour tout 

xel, f(x)=e(x) ; 

e & - est en-dessous de  , sur l’intervalle I si, et seulement si, pour tout 

xel, f(x)<g(x). 

EXEMPLE : Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f (x) =x et g la fonction 

définie sur [0 ; 1] par g(x) = x?. 
e Soit x €[0; 1], f(x)- g(x) =x-x? = x(1—x). 

4 Pensez a factoriser la difference f(x)— g(x) pour en étudier le signe. 

e Le premier facteur x est positif car x > 0. 

Le second facteur (1 — x) est positif car x <1 (d’ot 0 <1-x). 

D’aprés la régle des signes d’un produit, x (1 — x) est positif. 

e On a donc montré que, pour tout x €[0; 1], f(x) — g(x) =0, c’est-a-dire 

que f (x)= g(x). Done, r est au-dessus de  , sur l’intervalle [0 ; 1]. 



EXERCICES D’APPLICATION 

ee QUESTIONS DE COURS | ** | 15 min | > P. 27 | 

1. La fonction inverse est-elle strictement décroissante sur R* ? Justifier votre 

réponse. 

2. Démontrer que la fonction racine carrée est strictement croissante sur Rt. 

2 MANIPULER DES RACINES CARREES ** | 20 min | > P. 27 

1 l 1 

SEU READ SEER 

4 fa+yb Pour simplifier l’expression —————.,, on la multiplie par =1) pour p p qeeae pue p AES )p 

1. Simplifier A = 

faire apparaitre la 3° identité remarquable. 

2. Comparer, sans calculatrice, et en justifiant, les réels suivants : 

a. 2/3 et /13 ; be 5 et 216 = C285) eral Sret 2/5 4/3. 

4 Elever ces nombres au carré et utiliser les variations de la fonction carré. 

ALGORITHME * | 15 min| > P. 28 

Ecrire un algorithme permettant de remplir le tableau de signes de ax + b. 

4 | MANIPULER DES VALEURS ABSOLUES ** | 30 min | >» P. 28 

1. Simplifier les expressions suivantes en Otant correctement les valeurs abso- 

lues : 

a. |w—3|+3; b. |-V2|+|1- J2|. 

c. Pour a € (0; 1], |a|+|a—1]-|2—al. 

4 b= a—bsia—b=0,c est-a-diresia=b; 

ie l= —(a—b)=-—a+bsia—b<0,c'est-a-dire sia <b. 

2. Résoudre les équations suivantes : 

a.|x|-2=0; b.2|x|/+3=0; c.|5-x|-1=0; d. [2x—n|= 7. 

es sur les fonctions 
lit 

Z enera 
G 

15 
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3. Résoudre les inéquations suivantes : 

a.|x|-10<0; b.3|x|+1>0; ¢.2|xj-420; d.|x-3|/-5>0. 

SENS DE VARIATION DE u+k ET DE Au, 

5 u ETANT UNE FONCTION DE REFERENCE * | 15min | > Pp. 29 

Dresser le tableau de variation : 

1. de la fonction f définie sur [0 ; 5] par f (x) =x -3 ; 

2. de la fonction g définie sur [—10 ; 10] par g(x) = 2x? ; 

3 
Xx 
+5, 

REPRESENTATION GRAPHIQUE 

DE FONCTIONS DE LA FORME Au (AcR) * | 35min | » p. 30 

1. Dans le repére ci-dessous sont représentées cing fonctions, f,, f,, .-. f5 dela 

forme Au, A étant un réel non nul et u désignant la fonction carré. Déterminer 

l’équation de chacune de ces courbes. 

3. de la fonction h définie sur R par h(x) =— 



4, 
valeur de Aj. 

est de la forme x+>A,x?. La lecture graphique d'une image par f, donne la 

oe 2. Apres avoir donné les variations de la fonction fe : x tb 5 , construire sa 

courbe représentative. 

1 
SENS DE VARIATION DE ET DE — A 7 rE | * | 15 min | > p34 | 

1. Soit uw la fonction définie sur R par : 

= nen u(x) 5 

a. On considére la fonction f =u, définie sur [8 ;+00[. Exprimer f(x) en 
fonction de x. 

b. Déterminer, en justifiant, le sens de variation de f sur [8 ; + 0°[. 

2. Soit g la fonction définie sur |-- ; | par : 

MS eae 
Déterminer, en le justifiant, le sens de variation de g. 

4 Voir le savoir-faire 3. 

POSITIONS RELATIVES DES COURBES 
D’EQUATIONS y = x2 ET y= x? | * | 25min | > p. 34 

On note f la fonction définie sur [0 ; + o¢[ par f (x) = x7, et g la fonction définie 

sur [0 ; +00[ par g(x) =x. 
€ pet € g désignent leurs courbes représentatives dans un repére orthogonal. 

1. Factoriser la différence f (x) — g(x). 
2. Dresser le tableau de signes de x? (1— x). 

3. Donner |’ensemble des solutions : 

a. de |’équation x? (1— x) =0 ; 

b. de l’inéquation x? (1— x) > 0; 
c. de l’inéquation x? (1— x) <0. 

4, En déduire les positions relatives des courbes © , et 6 ,, ainsi que leurs points 

d’ intersection. 

Géneéralités sur les fonctions 

17 



18 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

SENS DE VARIATION ET REPRESENTATION 
GRAPHIQUE DE u+k ET DE Au, u ETANT 
UNE FONCTION AFFINE PAR MORCEAUX ‘| ** | 30 min | > Pp. 32 | 

Soit f la fonction dont la courbe est représentée ci-dessous : 

1. Exprimer f(x) en fonction de x : 

a. pour x appartenant a [—2 ; 1] ; 

b. pour x appartenant a [1 ; 7] ; 

c. pour x appartenant a [7 ; 10]. 

2. Dresser le tableau de variations sur [-2; 7] de chacune des fonctions sui- 

vantes : 

Gi fate eer 

3, Représenter dans un méme repére orthogonal les fonctions f, f +5 et —2f en 

justifiant la construction. 

4 Voir cours Ill.1 page 12. 

EU accorrrHmes COURBES x +> f(x—a) * | 10 min| » Pp. 33 | 

L’algorithme ci-dessous permet de comparer, sur l’intervalle [-10;10], la 

courbe d’équation y = (x—2)? a la courbe de la fonction carré. 
Pour l’obtenir, le logiciel place les points d’abscisse allant de —10 a 10, avec un 
pas de 0,05. 



VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

x PREND_LA_ VALEUR -10 

TANT_QUE [x<=10) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

TRACER_POINT [x, F1{x}) 

TRACER_POINT (x, F1(x-2}] 

x PREND_LA_VALEUR x+0,05 

FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

4 F1 designe ici la fonction carré. 

1. Comment faut-il modifier cet algorithme pour comparer sur [—10;10] la 

courbe d’équation y = (x +3) ala courbe de la fonction carré ? 
2. Ecrire un algorithme permettant de comparer sur [—5 ; 5] la courbe d’équation 

y =|x +1| 4 la courbe de la fonction valeur absolue. Prendre cette fois un pas de 

0,02. 

4 ENSEMBLE DE DEFINITION ET VARIATIONS 

11 1 
DE FONCTIONS DE LA FORME Ju ET 7 [xx 50 min | > P. 33 | 

Déterminer l’ensemble de définition de chacune des fonctions définies ci-dessous 

et étudier ses variations. 

a. La fonction f est définie par x > y x? +1. 

b. La fonction h est définie par x ty mes 

c. La fonction k est définie par x b> eee ee 
V3x4+18 

4 Voir les savoir-faire 1., 2. et 3. 

POSITIONS RELATIVES DES COURBES y = x, 

Bye ey-z | *& | 35 min | > Pp. 34 | 

Dans cet exercice, on note fla fonction définie sur R par f (x)= x, g désigne la 

fonction carré et h désigne la fonction racine carrée. 6 -, 6, et 6, désignent 

leurs courbes représentatives dans un repére orthogonal. 

Geneéralités sur les fonctions 

19 



1. Quel est le plus grand intervalle sur lequel sont définies a la fois les fonctions 

ie 

2. Etudier les positions relatives des courbes € f et ©, sur l’intervalle [0;+-0[, 

ainsi que leur(s) point(s) d’intersection. 

3. Positions relatives des courbes © , et € ; 

a. Afin d’étudier le signe de la différence f (x) — h(x), vérifier que, pour tout réel 

positif x : 

f (x) h(a) = Vx (Vx -1). 
b. A l’aide d’une propriété du cours, déterminer le signe de JX —1 selon les 

valeurs de x. 

c. En déduire les positions relatives des courbes € 7 et €;,, ainsi que leur(s) 

point(s) d’intersection 

4. Observer simultanément sur logiciel ou sur une calculatrice graphique les 

courbes représentatives des trois fonctions. Vérifier les résultats obtenus. 

VALEUR ABSOLUE ET PROBLEME 
DE GEOMETRIE | ** | 40 min | > p. 35 | 

ABC est un triangle rectangle en B, tel que AB =3 et BC=4. 

A tout x de l’intervalle ]0 ; 5], on associe le point M de la demi-droite [AB) tel 
que AM =x. 

N est alors le point d’ intersection de la demi-droite [ AC) et de la paralléle 4 (BC) 

passant par M. 

Le but de cet exercice est de définir et d’observer la fonction f qui, 4 tout x 

positif associe l’aire du trapéze rectangle BCNM. 

On notera € ¢ la courbe représentative de la fonction f: 

M 
B C B C 
M N 
A A 

Figure 1: Cas ol Me [AB]. Figure 2: Cas ou M 

nest pas sur le segment [AB]. 

1. Déterminer la longueur du cété [AC]. 

2. Démontrer que MN = Sx, 

3. Justifier que la base BM du trapéze vaut |x — 3] (on pourra distinguer les cas 

O= x= 3 et x3). 



4, Déterminer l’aire f (x) du trapéze en fonction de x. 

5. Vérifier que, pour tout x = 0, f(x) = F|x —3|(x + 3). 

(x + 3) étant positif sur R +, on admettra ensuite que : 

F)=|Re-3)(e+3)|= Sx? = 6f 
6. Ona représenté dans le repére ci-dessous la courbe €’ d’équation y = Sx? —6. 

Tracer “é ¢ dans ce méme repére, a partir de la courbe €’. 

y | Tenir compte de l'ensemble de definition de f. 

7. Déterminer, par lecture graphique, le nombre de positions du point M pour 

lesquelles l’aire du trapeze BCNM est égale a 4. 

Géneralités sur les fonctions 
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

VARIATIONS D'UNE SOMME 
DE DEUX FONCTIONS _| ** | 45 min | > P. 37 

Partie A 

Soient u et v deux fonctions croissantes sur un méme intervalle I. Démontrer, en 

utilisant la définition, que la fonction somme u + v est croissante sur I. 

Partie B 

Soit u la fonction carré et v la fonction définie sur R par v(x) =2x +1. 

On s’intéresse aux variations de la fonction f =u+v. 

1. Dresser les tableaux de variation de u et de v. Déduire de la partie A le sens 

de variation de f sur R +. 

2. Factoriser f (x). En quelle valeur de x admet-elle un minimum ? 

3. Observer sur logiciel ou sur une calculatrice graphique la courbe représentative 

de f. Quelles semblent étre les variations de f sur R ? 

4, Démonstration : soient a et b deux réels. 

a. Factoriser au maximum la différence f (a) —f (0). 
b. Supposons que a et b appartiennent a ]—-° ; —1], avec a < b. Comparer leurs 

images f(a) et f(b). _ 
c. Supposons que a et b appartiennent a [-1; + °[, avec a < b. Comparer leurs 

images f (a) et. f (d). 

d. Conclure. 

ETUDE DES VARIATIONS DE LA FONCTION CUBE 
A L’AIDE DE LA DEFINITION. | ** | 25 min | > p. 38 

Soit fla fonction cube, définie sur R par f (x)= x?. 
Soient a et b deux réels quelconques tels que a < b. 

1. On veut étudier le signe de la différence a? — b>. 

a. Etablir l’égalité : 
a3 — b3 =(a—b)(a? +ab+b?). 

b. Quel est le signe du premier facteur a — b ? 

c. Vérifier que : 

Quel est le signe de ce second facteur ? 

d. En déduire le signe de a3 — b?. 
2. Quel est le sens de variation de la fonction cube ? 



EXERCICES 

COURBES DE FONCTIONS RECIPROQUES x) 40 min | > P. 39 | 

Soit fla fonction racine carrée et g la fonction définie sur [0 ; + oo[ par g(x) = x? 
(on dit que g est la restriction, a l’intervalle [0 ; + o¢[, de la fonction carré). 
On note € fp t © g leurs courbes représentatives dans un repére orthonormé 

(O : ie ‘i 

1. Tracer, dans un méme repére, € yf et © ,, ainsi que la premiére bissectrice D 

d’équation y = x. Qu’observe-t-on ? 

2. Soit a un réel positif ou nul. On considére le point M de € g d abscisse a, dont 

l’ordonnée sera notée b. Exprimer b en fonction de a. 

3. Soit N le point de € ¢ Vabscisse b. Aprés avoir vérifié que b appartient bien 

a l’ensemble de définition de f, comparer les coordonnées du point N avec celles 

du point M. 

4. On veut maintenant montrer que les points M et N sont symétriques par rapport 

a D. 
Pour cela, montrer que : 

e le milieu I de [MN] appartient a D ; 
e D est orthogonale a la droite (MN). 
On utilisera le résultat suivant, admis : dans un repére orthonormal, deux droites 

affines sont orthogonales si, et seulement si, le produit de leurs coefficients direc- 

teurs vaut —1. 

4 Fonctions réciproques 

en (J g(J)=l at a Soient f: deux fonctions telles que : 
xref (x) (xb g(x) 

Xd) = Vee X= GV) 

On dit alors que f et g sont des fonctions réciproques. Les courbes representatives 

en repere orthonormal de deux fonctions réciproques sont toujours symetriques 

par rapport a la premiere bissectrice. 

Generalités sur les fonctions 
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VARIATION ET FONCTIONS COMPOSEES x**| 50 min | > P. 40 | 

Partie A 

On appelle « fonction cube » la fonction v définie sur R par v: xt x7. On 

admet dans cet exercice que la fonction cube est strictement croissante sur R 

(résultat démontré a |’exercice 15). 

a3 
71. 1. Soit u la fonction définie sur R par u(x) = 

a. Quel est le sens de variation de u ? 

b. On pose, pour tout x réel, f (x) = v(u(x)). A aide de la définition, établir le 
sens de variation de f sur R. 

2. u désigne maintenant une fonction strictement décroissante sur R. Etablir le 

sens de variations sur R de f : xt) v(u(x)). 

Partie B 

Soit u la fonction affine x > .2 — x, et v la fonction valeur absolue. 

On note fla fonction définie sur R par f : x v(u(2)). 
1. Exprimer f (x) en fonction de x. 
2. Rappeler les variations des fonctions uv et v sur R. 

3. Soient a et b deux réels de l’intervalle ]—-o ; 2] tels que a < b. Comparer leurs 

images par f. 

4. Soient a et b deux réels de l’intervalle [2 ; + 0° [ tels que a < b. Comparer leurs 
images par /. 

5. Dresser le tableau de variation de f sur R. Vérifier 4 l'aide d’un logiciel ou 

d’une calculatrice graphique. 

FE] acm | ** | 20 min | » p. 44 | 
A chaque question correspond une seule bonne réponse. 

1. Lensemble de définition de f : x by 5x -—125 est: 

a.[0;+eo[ b.R privé de {25} ¢.[25;+o0[ d.]25; + 

2. La fonction g, définie sur ]—c° ; 3[ U B; +00[ par g(x) = iy 

a. Strictement décroissante sur ]|—co ; 3 ; 

b. strictement croissante sur ]3 ; +9[ ; 
c. strictement décroissante sur ]|—0o ; +00[ ; 
d. strictement croissante sur ]—ce ; +00. 



3. Soient x, et x, deux réels distincts positifs. 

1 va tv 
Vx 17% 

ee -w4t + Bie 

Ee 
as aia re X, +x, 

1 vm +x 
ofa ate 
4. Dans un repére orthogonal, notons € , la courbe d’équation y = x et €, 

la courbe d’équation y = x?. 
a. €, est en dessous de €, sur [0; +00[ ; 

b. €, est en dessous de €, sur ]—co; 1] ; 

c. €, est en dessous de €, sur [0; 1] ; 

d. €, est en dessous de €, sur ]—oo ; OJU[L; +[. 

INSUFFISANCE DE LA CALCULATRICE. 

ETUDE DE LA FONCTION x +> ,/1- x? xx | 25 min we) | 

1. On souhaite comparer les nombres : 

A= 1-(10-7)° et B=\1-(2-10-7)’. 
Quel résultat donne la calculatrice ? 

2. Soit f la fonction qui a x associe «1 — x? 

Ainsi, A= f (10-7) et B= f(2-10-7). 
a. Dresser, en justifiant, le tableau de variation de la fonction définie sur 

[-1;1] par xt 1-x? 
b. Donner alors le sens de variation sur [—1; 1] de la fonction f définie par 

f(x)=V1-x?. 
c. Montrer que f n’est définie que sur l’intervalle [—1 ; 1]. 

3. Comparer A et B. 

Generalites sur les fonctions 
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CONTROLE 

PYi) auestion DE CouRS ** | 40 min | > P. 43 

1. Soit f une fonction définie et monotone sur une partie I de R. Démontrer 

que le sens de variation de la fonction —3f est contraire a celui de f- 

2. En déduire le tableau de variation de la fonction x Ky — 2 

3. Lobjectif de cette question est de trouver le nombre de solutions de l’équa- 

tion: x3-x+3=0 (E). 

a. 0 est-il solution de l’équation (E) ? 

b. Démontrer que cette équation est équivalente a l’équation x? — 1 = -=. 

c. Dans le repére ci-dessous, on a tracé la courbe €, représentative de la 

: 3 
fonction x BW -=. 

x 

Aprés avoir étudié ses variations, tracer dans ce repére la courbe représenta- 

tive €, de la fonction x > x? -1. 
d. En déduire le nombre de solutions de |’équation (E) et en donner des 

valeurs approchées par lecture graphique. 

7 Remarque historique : cette méthode pour résoudre des equations est due 

a Omar Khayyam (1048-1131 ?], mathématicien, astronome, philosophe, méde- 

cin et poete. 



CORRIGES 

1. Notons f la fonction inverse. 

Si f était strictement décroissante sur R * et a < b, alors on aurait f (a) > f (bd). 
Prenons a = —1 et b=1 ; alors a < b mais f(a) < f(b) car f(a) =—1 et f(b) =1. 

La fonction inverse n’est donc pas strictement décroissante sur R *. 

2. Voir cours. 

pe ee 4B 
2-1 3-2 4-3 

A= Pei 3 40+ 4 3 

A=3+2,/2+2/3. 

2.a. 2/3 et 13 sont positifs. La fonction carré étant strictement croissante sur R*, 

ils sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés. 

(23) =12 et (/13)" = (312 <3 -doncs 

2,/3 <./13. 

b, —> et = 206 sont négatifs. La fonction carré étant strictement décroissante sur 

R-, ils sont rangés dans l’ordre contraire de leurs carrés. 

(-5)? =25 et (-2V6)° = 24 ; 25> 24 donc : 
5 52,/6. 

c. © (392 + 5) =(3V2) +2x3V2 x J5+(V5)° =23+6,/10 ; 

(2/5 +3) =(2V5) +2295 x3 +(J3) =2344y15. 

e On compare 6/10 et 4/15 ; 

(6,/10)° = 360 et (4/15) = 16 x15 =240. 

6,/10 et 4/15 sont positifs donc 6/10 > 4/15. 

On en déduit que (32 + /5) > (2V5 + V3). 

Comme oy. + ae et 2a 5 + a sont positifs, on peut conclure que : 

3,/2 +415 > 2,/5.4 J3. 

Generalites sur les fonctions 
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VARIABLES 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 
b EST_DU_TYPE NOMBRE 
c EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIRE a 
LIRE b 
SI {al=0) ALORS 

DEBUT_SI 
c PREND_LA_VALEUR -b/a 
SI {ar0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “ax+b est positif lorsque x>” 
AFFICHER c 
FIN_SI 

SI {a<0) ALORS 
DEBUT_SI 
AFFICHER “ax+b est négatif lorsque x>" 
AFFICHER c 
FIN. SI 

FIN_SI 

FIN_ALGORITHME 

[4 ]1.a.|n-3|+3=n-3+3 (carn >3) 
|n—3|+3=7. 

b. |--/2|+|1- /2| = J2 +(-1+ 2) (car1< J2) 

|--/2|+|1-/2]= 2/2 -1. 
Ca=let2 = adone: 

la|+|a-—1|-|2-—al|=a+(-a+1)-(2-a) 

la|+|a—1|-|2-a|=a-1. 
2.4, 1%|-2 30: [xl=2 

|x|-2=0 (x =-2 oux=2). 

b. 2\x]+3=0. [x]=—3. 
Une valeur absolue est toujours positive donc cette équation n’admet pas de solu- 
tion. 

¢e. |5—x|-1=0 = |5-—x]=1 

© (5-x=1lou5-—x=-1) 

[5S—x|-1=0 (x =4 oux=6). 

d. |2x—m| =F o> (2x-n=F ou 2x-n=-2) 

Uae _ 2m (a= 3 ou 2x = Z| 

Lael ee uae. |2x =F (x 3 oux *). 

28 



3. a. |x|-10 <0 = |x|<10 

|x|-10 <0 3 (-10<x <10). 

b. 3]x|+1>0 9 [x1>-4. 

Une valeur absolue est toujours positive donc tout nombre réel est solution. 

e. 2|x|-4 204 |x|>2 

2|x|-4=0 (x <-2 oux=2). 
d. |x-3|-5>0 &|x-3|>5 

© (x-3<-5 oux-3>5) 

|x -3|—-5 («4 <-2 oux>8). 

[5] 1. fest de la forme u + k, ot u désigne la fonction racine carrée, et k = —3. 

fest donc de méme sens de variation que u. 

Variations — 
def |-3 

f()=J0-3=-3. 
2. g est de la forme Au, ot u désigne la fonction carrée, et A = 2. 

g est donc de méme sens de variation que u. 

a 

2(0)=2x02 =0. 

Ses San) = 3x7 +5. 

h est de la forme —3u + 5 ot u désigne la fonction inverse 

© vy = —3u est de sens de variation contraire a celui de u. 

eh=v+5 est de méme sens de variation que v. 

Donc le sens de variation de h est contraire a celui de u. 

eer ee 
ae ae |e 

Géneralites sur les fonctions 
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[6 |1.0 fs xr, -x2. 

fi De 45 soit, x1? = 4, done =. 

fi ix 4x?. 

© fy: xb A, +x? 

fr. 0) =1, soit, x1? S14, dene-A, = 1. 

fx ix x?. 

® fh > 3 x2 

f; (2) = —2, soit A, x(-2)7 =-2, donc i, =-5. 

2 x 

f, (1) =-1, soit A, x (1)* ==1, donc A, =-1. 

fyi xt —x?. 

® fs 535 Xs . x2 

fs (1) =—2 soit 45 x (1)? =—2 donc A, =—2. 

fg i xb -2x?. 

1 . ; : ia 
2. ff, est de la forme > X u, OU u représente la fonction carré. Le sens de variation de 

fg est le méme.que celui de la fonction carré. 

Donc f, est décroissante sur |—co ; 0] et croissante sur [0 ; + -[. 
Courbe représentative de f¢ : 



CORRIGES 

[7 ]1.a. f(@)= Ju(x) = Ju = -4+5. 

: : 1 : , 
b. u est affine de coefficient directeur + 5 ; u est donc strictement croissante sur 2 

[85+]. = 
U 

Ju est de méme sens de variation que u, donc ./u est croissante sur [83 +0°[. S 
bem 

4 tf f est bien définie sur [8;+00[ car: = 
|= 

Xx Xx - 
u(x) 08-445 2>00 2240 x28. Mi 

2 2 79) 
3) 
= 

1 eg 
2. g est de la forme — avec u: x} -14+ 2x. v7} 

u c 

eu est affine de coefficient directeur +2, donc u est strictement croissante sur oO 

1 at SS : 
|-~ : oy E i est de sens de variation contraire 4 celui de u. 

Uu 

Donc g est strictement décroissante sur |-~ : |: 

g est bien définie sur |-:al car: 

<p WK < 129-142 <0. 

En particulier, -1+2x nes annule pas sur [Fetal 

1. Soit x un réel positif ou nul : f (x)— g(x) = x? — x3 = x? (1x). 
2: 

3.a.x2(1-x) =0 @ (x =0 oux=1). 
b. x2(1-x) >0& (x <0 ou 0 <x <1). 
ec. x2(1-x)<O0@x>1. 
4. € » est strictement au-dessus de  , sur ]--;0[U]0;1[. 

€ ¢ est strictement en dessous de  , sur Ji; +[. 

€ ¢ et 6, se coupent aux points d’abscisses 0 et 1, soit A(0; 0) et B(1; 1). 
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[9] 1. a. Sur [-2 ; 1], la fonction est linéaire, donc f (x) = ax avecaeR. 

Comme f(1)=3=ax1,a=3. 

Pour x appartenant 4 [—2;1], f (x) = 3x. 

b. Sur [1; 7], f (x)= a’x +b’ avec a’, b’ ER. 

oe 4 (rks 
ce qui équivaut a : , donc 

pes ia wey 

gee 
oe , soit a 
6a°+3=-1 tenes 

Z 3 

Pour x appartenant a [1; 7], f (qj 

c. Sur [7 ; 10], fest constante, donc f (x) =—1. 

2. a. f +5 ale méme sens de variation que f. 

3. Sur chacun des intervalles [-2 ; 1], [1 ; 7] et [7 ; 10], la restriction de f est affine. 
Or, si g désigne une fonction affine x» ax+b, alors g+5 désigne encore une 

fonction affine puisque : 

(g+5): xh ax+(b+5), 

—2g également puisque : 

—2g:xt> (-2a)x+(—2bd). 

Pour construire les courbes représentatives des fonctions f +5 et —2f, il suffit de 

placer les points d’abscisses —2, | et 7 et de les relier par des segments. 

y 
13 



10] 1. 

VARIABLES 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
x PREND_LA_ VALEUR -10 
TANT_QUE [x<=10) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

TRACER_POINT [x, F1{x]) 
TRACER_POINT [x, F1(x+3}} 
x PREND_LA_VALEUR x+0,05 
FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

VARIABLES 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
x PREND_LA_VALEUR -5 
TANT_QUE [x<=5) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
TRACER_POINT [x, F1{x}] 
TRACER_POINT (x, F1(x+1)] 
x PREND_LA_VALEUR x+0,02 
FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

4 Ici, F1 désigne la fonction valeur absolue. 

[11] a. fest de la forme Ju avec u: xbox? +1. 
e Un carré est toujours positif donc : 

x*+120+121 
D; = R . 

@u:xty x2 +1a le méme sens de variation que la fonction carré et nit a le méme 

sens de variation que u d’ou le tableau de variation : 

b. g est de la forme + avec w: x1 |x|—2. 

Suxj=0 Sly =2 eo (x =—2 00 x= 2). 

D, = ]-03-2[U]-2;2[U]23;+-[. 

les fonctions 

es sur 

eneralit la 

G 
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eu: xt» |x|—2 ale méme sens de variation que la fonction valeur absoiue d’ou le 

tableau de variation : 

e Le sens de variation de g = = est contraire a celui de u d’ot le tableau de varia- 
Uu 

— 

c. e hest de la forme — 2x* obu: xto V3x4+18. 

tion : 

e u n'est définie que sur Be ; +00 puisque : 

xt IS 20 3r Se -18 S e SO. 

h n’est définie que pour x tel que u(x) #0. 
u(x) =0 © 3x+18=0@x=-6.D’or: 

D,=|-63+2|. 
e Soit v: xb 3x+18. 

v est croissante sur |-6 ; +00 [, donc u = Jv également. 

i Pacis 
Donc — est décroissante sur ]|—6 ; +0[. 

u 

D’ot h=-2~x ‘ est croissante sur |-6 3 +00 [. 

L’intersection de ces trois intervalles est [0 * +00 [. 

Donc le plus grand intervalle sur lequel sont définies a la fois les fonctions f, g et 

hest [0 ; +00, 
2. On étudie le signe de la différence f(x) — g(x) pour x €[0; +0[. 

f (x)- g(x) =x—-x* = x(1— x) d’ou le tableau de signes : 

oy 

Signe de 
ue A 0 + 0 = 
= %( 

6 ¢ est strictement au-dessus de € , sur |0; 1[. 

 ¢ est strictement au-dessous de € , sur ]1; +-[. 

€ ft g Se coupent aux points d’abscisses 0 et 1, soit en A (0; 0) eten B(1; 1). 



3. a. Soit x €[0; +00. 

Ff ()— h(x) = x—- x =(Jx) - Vx 
f (x)—h(x) = Vx (Jx -1). 

b. La fonction racine carrée étant strictement croissante sur R, 

See | alors /x </1, soit x <1,d’ot x -1<0; 

si x >1 alors x > J1, soit x >1,d’ot /x -1>0. 
Cc. 

€ ¢ est strictement au-dessus de € ,, sur |1; +00[ 

est strictement en dessous de €,, sur ]0; 1 o 

€ ¢ et €;, se coupent aux points d’abscisse, 0 et 1, qui sont encore A(0; 0) et 

B(131). 

[13] 1. D’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle ABC rectangle en B : 

AC? = AB2 + BC? =9+16=25. 
Done AC =5. 

2. M étant distinct de A (car BC > 0), les points A, M, B et A, N, C sont alignés dans 

le méme ordre sur les droites (AB) et (AC) et (BC) est paralléle 4 (MN), donc 

d’aprés le théoréme de Thales : 

BC _ AB oi 4-3 
MN AM MN x’ 

Doll MN = Fx. 

3. Si x = 3, les points A, B et M sont alignés dans cet ordre. 

Alors BM = AM - AB, soit BM = x —3. 

© Si x <3, les point A, M et B sont alignés dans cet ordre. 

Alors AM + MB = AB, soit x + BM = 3, soit BM =3-x. 

e Or, d’aprés les propriétés de la valeur absolue : 

3| = x-—3six-—32=0,c’est-a-dire si x =3; 

ails —(x-—3)=3-xsix-—3<0,c’est-a-dire si x <3. 

4 Voir le cours « premiéres propriétés de la fonction valeur absolue ». 

Donc pour tout x € ]0; 5], BN =|x — 3}. 

Géneralites sur les fonctions 
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4. L’aire du trapéze colorié est : 

f(s) = BM x BMN) 

444 

f(x)=|x-3|\x— 3 
5. f(x) =|x-3)x(2+54} 

=|x-3|x$G+2) 

= S|x—3|(x+3). 

Admenntae (G)= Ae Bue 3) on obdcnt bien 

re)=B(? #7) 
F0)=[367-9) 
fox $x? - 6 

6. 6 r Vérifie les points suivants : 

fest définie uniquement sur ]0 ; 5] 

Ainsi, sur [3 ; 5], @ ¢ et @’ sont confondues, et sur ]0;3[, @ ¢ et €’ sont symé- 

triques par rapport a l’axe des abscisses. 

7. Laire du trapéze BCNM vaut 4 lorsque f (x) = 4. Graphiquement, on voit que 4 

a deux antécédents par f. Notons-les x, et X, alors x, ~ 1,7 et x, ~ 3,8. Il existe 

donc deux positions du point M pour lesquelles l’aire du trapéze vaut 4 ; lorsque 

AM = x, et lorsque AM = x). 
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Partie A 
Soient a et b deux réels de |’intervalle I. 

e Supposons a < b. Alors : 

u(a) <u(b) car u est croissante sur I ; 

v(a) S v(b) car v est croissante sur I. 

Par somme, u(a) + v(a) S u(b) + v(d) soit (u+ v)(a) S (ut v)(b). 

Donc, u + v est croissante sur I. 

Partie B 

1. 

Géneralités sur les fonctions 
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Sur R, =[0; + 0[, w et v sont croissantes. 
Donc la somme f = u + v est croissante sur [0 ; +°°[. 

2. f(x) =x? +2x4+1= (x41). 

Pour tout x ER, f(x) 20 

nay ee 
3. f semble étre décroissante sur |—-o ; —1] et croissante sur [—1; +°[. 
4. Soient a et b deux réels. 

a. f (a)— f(b) = (at)? -(b+1)* 
f(@)- f(b)=[(at+ 1+ (6+ D) x[a+)D-O+)) 
f(a)— f(b) =(at+b+2)(a—b). 

b. Supposons que a et b appartiennent |—° ; —1], avec a < b. 

, donc f admet un minimum en —1. 

bsx-l 

ea<b,donca—b<0. 

Par produit, f(a) — f(b) > 0. 

D’oi f (a)> f(b). 
c. Supposons que a et b appartiennent a [—1; +e°[ avec a <b. 

a<-l 
-| donc a+ b<-—2 donc a+b+2<0. 

a=-l 
e donc a+b>—2 doncat+b+2>0. 

b>-1 

ea<bdonca-—b<0. 

Par produit, f (a)— f(b) <0. 

D’ot f (a) < f(b). 
d. On a démontré que f est strictement décroissante sur |—-° ; —1], et strictement 
croissante sur [—1; +00]. 

4 La somme de deux fonctions monotones sur méme intervalle n'est pas néces- 

sairement monotone. 

Ici, u et vsont monotones sur |—oo;0], mais ce nest pas le cas de (u+v). 

Soient a et b deux réels quelconques tels que a < b 

1. a. (a—b)(a? + ab +b?) = a? — ba? + ab — bab + ab? — b3. 

(a—b)(a? + ab+ b?) = a3 —b?. 
b. a<b donc : 

a-b<0. 

c. Premiére méthode : en développant. 

BV Bhai 5 bb? 3b? age ee cla i Rea eee ea rae Di (« A i TeX role +ab+b 



© Deuxiéme méthode : en reconnaissant dans les deux premiers termes. Le début 

d’une identité remarquable : 
2 2 

a? +ab+b? =a? +2xaxS+2-2 44? 
a“ 

2 2 
2 2_ b 20% a“ +ab+b-= (a+3) + ree 

© a* + ab + b? est égal 4 la somme de deux nombres positifs donc a? + ab + b est 
positifs. 

d.a—b<0O et a? +ab+b? =0 donc, d’aprés la régle des signes d’un produit, 
(a—b)(a? + ab + b*) est négatif soit : 

a> —b> <0. 
2. On a montré que, si a et b sont des réels tels que, a < b, alors a> <b>, 

Donc la fonction cube est croissante sur R. 

16] 1. 

Les courbes 6 f et € az semblent étre symétriques par rapport a la premiére 

bissectrice (D). 

Géneralités sur les fonctions 
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2.M(a;b)€€, donc b = g(a), soit b= a’. 

3. Comme b = a”, b est nécessairement positif, donc b € D f= [0 ; +0°[. 

Ne € ;, donc N(b; f(b)). 

Or f (b) = Vb = Va =|a| =a, puisque a est positif ou nul. 

4 Voir remarque du cours II.2. 

Donc N(b; a). L’abscisse de N est égale 4 l’ordonnée de M et inversement. 

4. Le milieu I de [MN] a pour coordonnées (a5? : 2 2 a) 

yy = X,, donc les coordonnées du point I vérifient |’équation de la droite (D), donc 

Te(D). 

Le coefficient directeur de (D) est égal a 1. 

Le coefficient directeur de (MN) est : 

Ym ~ Yn _ b-a _ 

Xv — XN a—b- 

Le produit des coefficients directeurs vaut 1 x (—1) =—1, les droites (D) et (MN) 

sont donc orthogonales. 

Donc les points M et N sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice 

(D). 

=A 

4 Lorsque a décrit l'intervalle [0;+00[, b décrit [0;+00[. 

Graphiquement, lorsque le point M décrit la courbe €,, son symétrique N deécrit 

6g 

‘6 g est donc l'image de “6, par la symetrie d’axe A. 

Partie A 

1. a. u est affine de coefficient directeur +> 0), donc wu est strictement croissante 

sur R. 

b. Soient a et b deux réels tels que a < b. 

u est strictement croissante sur R, donc u(a) < u(b). 

v est strictement croissante sur RR, done v(u(a)) < v(u(d)), 

soit f (a) < f(b). 

Donc f est strictement croissante sur R. 

2. Soient a et b deux réels tels que a < b. 

u est strictement décroissante sur R, donc u(a) > u(b). 

v est strictement croissante sur RR, donc v(u(a)) > v(u(d)), 

c’est-a-dire f(a) > f(b). 

Donc f est strictement décroissante sur R. 



Partie B 

1. Pour tout réel x, f (x) =|2—x|. 

2. © u est une fonction affine de coefficient directeur —1(< 0), done u est stricte- 

ment décroissante sur R. 

© v est strictement décroissante sur R~ et strictement croissante sur R ,. 

3. Soient a et b deux éléments de |—° ; 2] tels que a < b. 

as2etb<2, donc -a=>-2 et -—b=-2. 

D’ot u(a)=2-a=Oetu(b)=2-b=0. 

De plus, u est strictement décroissante donc u(a) > u(b) = 0. 

u(a) et u(h) sont positifs et v est strictement croissante sur [0 ;+00[, donc : 

v(u(a)) > v(u(d)). 
D’ou: 

f(a) > f(b). 
4. Soient a et b deux éléments de [2 ; +e tels que a <b. 
a=2etb=2,donc -a=-2 et -—b=-?, 

dot u(a) = 2-—aS0 etu(b)=2-bS<0. 

De plus, u est strictement décroissante donc 0 = u(a) > u(d). 

u(a) et u(b) sont négatifs et v est strictement décroissante sur |—°- ; 0] donc : 

v(u(a)) < v(u(b)). 
D’ou: 

f (a) < f(b). 
5. f est donc strictement décroissante sur ]—co; 2] et strictement croissante sur 

[2 ; +0°[, d’ot son tableau de variation : 

f (2)=[2-2|=0. 

1. Réponse c. 

fest de la forme Ju, avec u: xt» 5x—-125. 

u(x) 202 5x-12520 65x 21256 x 225. 

Donc D, =[25;+[. 

2. Réponse b. 

g est de la forme " avec u: xb 12-4x. 

u est strictement décroissante sur IR, donc g est strictement croissante sur chacun des 

intervalles ow elle est définie : 

Generalites sur les fonctions 
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3. Réponse a. 

1 

Vat da es 
4. Reponse d. 

4 Voir cours Il.2. : positions relatives des courbes. 

1. La calculatrice donne des valeurs approchées de A et de B: A= 1 et B=1, 

qui ne permettent pas de comparer ces deux nombres. 

2. a. Posons wu: x +> 1— x?, définie sur [—1; 1]. 

u(x)=-1x x? +1. 

La fonction x» —1 x x? est de sens de variation contraire A celui de x > x2. 

La fonction x Hy —1x x? +1 améme sens de variation que x KH —1x x2. 

Finalement, wu est de sens de variation contraire a celui de x > x2. 

u(0)=1-02 =1:; 

u(1) =u(—1)=1-1=0. 

b f= Ju a méme sens de variation que u. 



f(0)=V1=1; 

f= f(-1)= J0=0. 

4 Bien que f et u aient des tableaux de variations semblables, ce sont des fonc- 
tions bien distinctes. Observez leurs courbes simultanément sur la calculatrice 
graphique. 

c. f est de la forme Ju : 

u(x)=0O1-x* SQS(1-x)(1+x)=0. 

On établit le tableau de signes de (1— x)(1+ x) surR. 

Signe de wonienieel = 9 +f - | 
u(x) =0@x €[-13]1]. 

Donc D, =[-1; 1]. 

3.¢ 10-7 et 2107’ appartiennent a I’intervalle [0 ; 1]. 
e D’aprés 2. b., f est strictement décroissante sur [0 ; 1]. 

10-7 <2x10-7, donc f (10-7) > f(2x10-7) c’est-a-dire : 

A>B. 

1. Il faut distinguer deux cas : 

Premier cas : f est croissante sur I. 

Soient a et b deux réels de I tels que a < b. fest croissante sur I donc : 

f(a) < f (0). 
On compare les images de a et b par la fonction (—3f). 

(-3f)(a)—(-3f)(b) = -3x f(a)-(-3x f(b) 

=-3x(f(a)- f(b). 
—3 est négatif et f (a) — f(b) est négatif car f(a) < f(b), donc, d’aprés la régle des 

signes d’un produit : 

(-3f)(a)—(—3f)(b) = 0 

donc: 

(-3f)(a) > (-3f)(0). 
Donc (—3 f) est décroissante sur I. 
Deuxiéme cas : f est décroissante sur I. Soient a et b deux réels de I tels que a < b. 

fest décroissante sur I donc f(a) = f(b). 

Generalités sur les fonctions 
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On compare les images de a et b par la fonction (—3/f) : 

(-3f)(a)—(-3f)(b) =-3x (fF (@)— f(®)). 
—3 est négatif et f (a) — f(b) est positif car f (a) = f(b), donc, d’aprés la régle des 

signes d’un produit : 

(—3f)(a)—(-3f)(b) <0 

(-3f)(a@) S(-3f)@). 
Donc (—3/) est décroissante sur I. 

Donc tous les cas, le sens de variation de (—3 f) est contraire 4 celui de f. 

2. La fonction x > 2 est de la forme —3f , ou f désigne la fonction inverse. 
x 

on 1 ; ae 
e La fonction inverse f : x — est strictement décroissante sur ]|—oe ; O[ et sur 

x 
]0;+0[. 

3 =3 : : 
e Donc la fonction —3 f : x 4» — est strictement croissante sur chacun de ces inter- 

x 

valles. 

3. a. Remplacons x par 0 dans |’équation : 0? -0+3=3#0, donc 0 n’est pas 

solution de (E). 

b. x est solution de (E) si, et seulement si, x3 — x +3 =0 

si, et seulement si, x? — x =—3 

‘ 1 hag ik elie eS 
si, et seulement si, =— 

x Xx 

i b 3 
si, et seulement si, x2 — 1 = oe 

(On peut diviser par x car, 0 n’étant pas solution, on sait que x # 0.) 

c. Avant de tracer la courbe représentative d’une fonction, il faut connaitre ses varia- 

tions. x +> x? —1 ales mémes variations que la fonction carré, elle est done décrois- 

sante sur [X — et croissante sur R +. 

d. On voit que les courbes “6, et , ont un point d’intersection d’abscisse comprise 

entre —2 et —1. Elles ne peuvent avoir d’autres points d’ intersection sur R — car les 

} 8} Hod 
fonctions xy» —> et xt» x2 —1 sont monotones avec des sens de variation 

x 
contraires. 

B : ft 
Sur [1;+00[, 1- x? >0 et -~<0, donc €, et €, ne peuvent avoir de points 

as 
d’intersection sur cet intervalle. 

Donc |’équation (E) admet une unique solution Xgy avec Xy ~ —1,7. 
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® Fonctions polynomes 
du second degre 

TTL OOTP 

\ 

AAU TLE THIN 

HW ETUDE D'UNE FONCTION POLYNOME 

1. Forme développée 

On appelle fonction polynéme du second degré toute fonction définie sur R de 

la forme : 

xy ax? +bx+c, ova, b et c sont des réels et a +0. 

4 Toute fonction polyndme du second degré s‘écrit de maniére unique sous la 

forme : x ax*+bx+c avec a#0 [forme développéel. 

Deux fonctions polyndmes du second degré sont égales si, et seulement si, leurs 

coefficients de mémes degrés sont égaux. 

2. Forme canonique 

Propriété-définition 

Toute fonction polynéme du second degré P, définie par P(x) = ax? + bx +c, 

avec a #0, peut s’écrire sous forme canonique P(x) = a(x—- a)? +B, a et B 

étant deux réels. 
b 

De plus : «=-— et B= P(q). 
2a 

3. Variations et courbe représentative d’un polynome 

du second degre 

Soit P une fonction polynéme du second degré, dont la forme canonique est : 

P(x) =a(x-a)* +B, avec a #0. 

Les variations de P dépendent du signe de a: 

e Cas ot a>0 

Tableau de variation de P lorsque a > 0 

47 



La courbe représentative de P est une parabole tournée vers le haut, de sommet 

S(a; B). 

e Caso a<0 

Tableau de variation de P lorsque a < 0 

La courbe représentative de P est une parabole tournée vers le bas, de sommet 

S(a; B). 

4 Dans le cas ou P(x) est donné sous sa forme canonique, a est la valeur de x 
qui annule le carré. 
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HEM EQUATIONS DU SECOND DEGRE 

1. Trinédme du second degré 

® Vocabulaire 

e L’expression ax? +bx +c, ota, b, c, sont des constantes réelles, a# 0, et x 

une variable réelle, est appelé trinéme du second degré. 

e Dire que le réel x) est une racine du trindme ax* + bx +c signifie que Xq est 

solution de l’équation ax* + bx +c =0. 
= Théoreme 

Soit ax? +bx +c un trindme du second degré, avec a #0. 

On appelle discriminant du trindme ax? +bx +c, le réel : 

e 1 cas : A> 0, l’équation ax? + bx +c = 0 admet deux solutions réelles : 

e 2¢ cas : A=0, |’équation ax? +bx+c=0 admet une seule solution réelle 

(dite solution double) : x9 = os ; 

e 3€ cas : A< 0, |’équation ax? + bx +c =0 n’admet pas de solution réelle. 

® Corollaire (factorisation d’un trindme du second degré) 

Soit ax? + bx +c un trindme du second degré avec a # 0 et A son discriminant. 

e Si A>0, alors ax? + bx +c =a(x—x,)(x—xp), ot x, et x, sont les racines 
du trindme. 

° Si A =0 alors ax? + bx +c = a(x—x,)”, ox, est unique racine du trindme. 
e SiA <0, ax? + bx +c ne peut s’écrire comme produit de facteurs du premier 

degré. 

2. Signe d’un trindme du second degré 

@ Théoréme : Soit P: x ax? +bx +c avec a,b,cER eta #0. 

e1"cas:A>0 

P(x) est du signe de a a I’extérieur des racines. En notant x, et x, les racines 

de P (avec x, < x), on obtient le tableau de signes : 

i) 

I 
signedea 0 signede(—a) 0 _ signe dea 

e 2¢cas: A=0 

P(x) est du signe de a sur R. 

Fonctions polynémes du second degré 
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En notant xp la racine (double) de P, on obtient le tableau : 

signedea 0 signe dea 

e 3¢cas: A<0 

P(x) est du signe de a sur R. 

3. Synthése : allure et position de la parabole par rapport 

a l’axe des abscisses 

Elles dépendent du signe de A et de celui de a. 



SAVOIR-FAIRE 

1. Identifier les coefficients d’un trin6me 

Deux trindmes sont égaux si, et seulement si, leurs coefficients de méme 

degré le sont. 

Cette propriété permet d’ identifier les coefficients d’un trinéme. 

EXEMPLE : 

Soit deux trindmes P et Q tels que : 

P(x)=x? +3x—4 et O(x) =(x+4)(x-a). 

On cherche a tel que, pour tout x réel, P(x) = Q(x). 

P et Q sont égaux si, et seulement si, leurs coefficients de méme degré le 

sont, c’est-a-dire : 

P=Q0 6 (x+4)(x-a)=x24+3x-4 

© x24+x(4-a)-—4a=x24+3x-4 

=A 

= )3=4-a 

—4=-4a 

Sarl 

Pour tout x réel, x? +3x—4=(x+4)(x-1). 

2. Mettre sous forme canonique un trinédme 

du second degré (sans utiliser de formules) 

Pour écrire le trinéme ax? + bx + sous forme canonique, il faut distinguer 

deux cas, selon que a=1 oua #1. 

BSia=1: 

1° étape. Regarder les deux premiers termes x” + bx comme étant le début 

d’une identité remarquable. 

2¢ étape. Dans |’expression du trindme, faire apparaitre |’identité remar- 

quable reconnue en ajoutant + b? — b* (qui vaut 0 et ne modifie donc pas le 
trindme initial). 

EXEMPLE 

Mettre sous forme canonique x? + 10x +7 
1"¢ étape. On écrit les deux premiers termes x* + 10x comme étant le début 

d’une identité remarquable (x +.. )?, c’est-a-dire x2 +10x +25 =(x +5)’, 

car 10x =2x5Xx. 

Lidentité remarquable cherchée est donc : 

x2 4+10x+25=(x +5)’. 

Fonctions polynomes du second degré 
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2° étape. Dans |’expression du trindbme, x7 +10x+7, on fait apparaitre 

l’identité remarquable reconnue en ajoutant +5? — 5? : 

x2 4+10x+7=x74+10x+25-—25+7 

=(x+5)*-18. 
® Si a #1, on factorise par a, ce qui donne : 

ax? +bx+c= a(x? +..x4...). 

On met ensuite sous forme canonique le trindme entre parenthéses (pour 

lequel a = 1), comme dans le cas précédent. 

EXEMPLE 

Pour mettre sous forme canonique 2x? — 10x —1, on factorise par a = 2 : 

2x*-10x-1= 2x2 -5x-3] 

et on se raméne au cas ou a= 1. 

1’ étape. On écrit les deux premiers termes x2 —5x+...=(x-.. 1 ; 

Comme 5x = 2 x . x x, Videntité remarquable cherchée est : 

25 5y oe 2 eee Doe ey, Gn 4 [: | , 

2° étape. Dans |’expression du trindme, on fait apparaitre |’identité remar- 

quable reconnue : 

Vee) L..( sy 27 1 
2 5 Saye Sy Eo x- —5x 5 ie Sx +F 7a 

5\* 27 5\2 27 2 i seep Sal| te eA ape AE ae Donc 2x~ —10x-1 a(x >] 4 2(x 5] > 

3. Dresser le tableau de variation d’un trinome P 

™ Selon le signe de a, la courbe représentative de P est une parabole tournée 

vers le haut (si a > 0) ou une parabole tournée vers le bas (si a << 0). 

™ Pour dresser le tableau de variation de P, on détermine les coordonnées 

(o 2 B) du sommet de cette parabole, soit en mettant P(x) sous forme cano- 

nique (voir savoir-faire 2), soit en déterminant a et B a l’aide des formules 

du paragraphe I[.2. du cours. 

™ On résume ces résultats dans le tableau de variation de P. 

EXEMPLE : 

P:xH 4x2 -—3x+20. 

On détermine les coordonnées (o : B) du sommet de la parabole : 

e Soit en écrivant P sous forme canonique : 

3 5 9 9 
P(x) 4l x zx+5| 4l x gi te ats 



Px) = al(x-3) +t) 4(x-3) ae 

Pelt Donc & = 3 et B= 16° 

e Soit directement d’aprés les formules de m et B : 

Beale 
Reon ces 

R38) 3 
=4x(3) —3xG +20 

OE185320\e Oil 
i 16 “T16. 

e On résume ces résultats dans le tableau de variation de P. Ici, a=4>0, 

donc la courbe représentative de P est une parabole tournée vers le haut, P 

est donc décroissante puis croissante. 

4. Trouver les racines d’un trindme sans calculer 
le discriminant A 

Pour résoudre |’équation ax* + bx +c =0, on peut parfois se passer du 

calcul du discriminant, de facon a éviter de longs et peu élégants calculs. 

1* cas. Si b= 0 ou c = 0, on factorise si c’est possible. 

EXEMPLES : 

ex?-5=0 

b =0, on factorise : 

x? -—5=0 

2 (v- J5)(x+¥5)=0 
© (x =,/5 oux=—,/5). 

ex? +16=0 
b =0, on factorise (si possible) : 

X*-+16=0 

=x =—16, 

Pas de solution car un carré est toujours positif ou nul. 

Fonctions polynémes du second degré 
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e x7 =13x=0 

c = 0, on factorise : 

x? =139%=0 

= x 13)=0 

© (x =00u x = 13). 

4 Régle du produit nul : un produit est nul si et seulement si un des deux 

facteurs est nul. 

2¢ cas. On reconnait une identité remarquable. 

EXEMPLES : 

x2 -6x+9=0 @(x-3) =0 
@x=3. 

4 ll est toujours possible de résoudre ces équations en calculant le discrimi- 

nant. 

5. Résoudre une inéquation 

1’ étape. Se ramener a un second membre nul. 

2¢ étape. Déterminer les racines du trindme ainsi obtenu. 

3¢ étape. Dresser le tableau de signes de ce trindme. 

4° étape. Conclure en revenant a |’inéquation de |’énoncé. 

EXEMPLE : 

2x? —5x+12x7+6x-4 

1° étape : 2x2 —5xt+12>x72+6x-40 x7 -11x +520. 

2¢ étape : A=112-—4x1x5=101>0, le trinéme x2 —11x+5 admet 

11-./101 11+./101 
re 

3¢ étape : Comme a=1>0, x*-—11x+5 est positif a l’extérieur des 

racines : 

ae 11-y101 11+ 101 
2 

Signe de 
x°-11x+5 

donc deux racines, x, = 



4° étape 

Ox etl =a + 6x —4 & x? 11x 4520 

| 1it— st) i: 101 
exe rac eee, Raa U Tahw2iea0 + co 

4 Attention, il faut penser a placer les racines dans l'ordre croissant dans le 

tableau et bien verifier si les crochets de l'ensemble des solutions sont 

ouverts ou fermes, selon que l'inégalité demandée est stricte ou pas. 

6. Choix de la forme la plus appropriée 

Soit P un polynéme dont on connait la forme développée : 

P(x) = ax? +bx+c, 
la forme canonique : 

P(x)=a(x-0a) +B, 

et la forme factorisée : 

P(x) =a(x—x,)\(4=x>). 
En général, la forme la mieux appropriée... 

e pour calculer P(0), est la forme développée : P(0)=c ; 

e pour calculer P(a), est la forme canonique : P(a)=8 ; 

© pour résoudre |’équation P(x) = 0, est la forme factorisée : 

EGy- (roux — 1): 

e pour résoudre |’équation P(x) = B, est la forme canonique : 

P(x)=B @ a(x-«a)* = 0 (cara Oe 

e pour résoudre |’équation P(x) = c, est la forme développée : 

P(x) =c @ ax? + bx =0 & x(ax+b)=0 x=0 ou x=—-. 
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EXERCICES D’APPLICATION 

BPW cavcut MENTAL | x | 3min | > p. 69 | 

Sans écrire aucun calcul, donner pour chacun des polynémes suivants son terme 

de plus haut degré et ses racines. 
2 

aQx+N(x-5); b,c (x+I?: a. @x-2)(5-}, 

4 D’apres la définition du II.1., une racine est une valeur de x qui annule l'expres- 

sion. 

PP Forme cANoNIQuE _** | 10 min | > Pp. 69 | 

P désigne une fonction polynéme du second degré. Mettre sous forme canonique 

P(x), dans chacun des cas suivants : 

a. P(x)=x?+4x+9; b. P(x) =x" —ox; c. P(x)= x? +3x4+1; 

d. P(x)=2x? -2x+5; e. P(x)=-3x? +2x-9. 

4 Voir le savoir-faire 2. 

TABLEAU DE VARIATION | * | 10 min | > p. 70 | 

1. Dresser le tableau de variation de f, définie sur [—5 ; 3] par : 

f (x) =-2x7 +5x4+4. 

4 Voir le savoir-faire 3. 

2. En déduire le minimum et le maximum de f sur |’intervalle [—5 ; 3]. 

3. Par lecture du tableau, donner le nombre de solutions sur [—5 ; 3] des équations 

suivantes : 

a. f(x)=0; bi f(e)=—l0Oe eih(xj=7 > Tega) s. 

RESOLUTION D'EQUATIONS DU SECOND DEGRE | * | 30 min | > p. 71 | 

Résoudre dans R les équations suivantes : 

a.x2+x-6=0; b. 3x2 +10x-8=0; c.x? =16; 

d. 3x2 -12x+5=0:; ex? +x+1=0; f.3x2+2x=0; 

g.121x2 -110x+25=0; h.x2-x=1; i. x7 +6x+9=0; 

j. 3x2 +3=0; k. 2x2 -4=20x ; l. x* ==x./3 +6. 



4 Appliquer le théoréme du Il.1. ou utiliser le savoir-faire 4. pour plus d'efficacité, 

lorsque c'est possible. 

5. RESOLUTION D’INEQUATIONS 

DU SECOND DEGRE | ** | 45 min | > P. 72 | 

Résoudre dans R les inéquations suivantes : 

g3x°—2x4—-1>03 b.3x27—147=5 S065 -c..x2 4x43 505 

d. —3x2 -2<0; e—x24+2x+4>0; f.x2-4x4+450; 

gx > 6x= 1 h. 5x2 —45x>0; Peay 5 x a: 

4 Voir le savoir-faire 5. 

G RESOLUTION D ‘{(INJEQUATIONS DANS R* [| ** | 15 min | > p. 75 | 

1. Résoudre dans Rt |’équation x2 —2x-3=0. 
2. Résoudre dans R* l’inéquation 3x? + x —1<0, puis l’inéquation : 

3x7+x-120. 

4 ll s'agit de résoudre normalement les [inJéquations, puis de restreindre 

l'ensemble des solutions aux x positifs. 

CHOIX DE LA FORME APPROPRIEE | * | 25 min | > p. 75 | 

Fonctions polynémes du second degré 

Soit fla fonction polynéme définie sur R dont la forme développée est : 

f (x) =2x? -9x-18. 
2 

1. Etablir que f (x) s’écrit sous forme canonique f (x) = 2(x - 3] -==., 

2. Déterminer de deux maniéres différentes la forme factorisée de f (x) : 

a. a partir du calcul des racines et de la formule du cours ; 

b. a partir de la forme canonique. 

3. En choisissant chaque fois I’écriture de f (x) la mieux adaptée, déterminer : 

a. le(s) antécédent(s) de aa : 

b. Pimage de 0 ; 

c. Pimage de 4° 

d. le(s) antécédent(s) de —18 ; 

e. le(s) antécédent(s) de 0. 
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FEY avcoriTHMe DE HORNER |e *& | 20 min | > Pp. 77) 

1. On considére |’algorithme ci-dessous : 

VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE x 
y PREND_LA_VALEUR 3*x-5 
y PREND_LA_VALEUR y*x+2 
AFFICHER “l'image de” 

AFFICHER x 
AFFICHER “par P est” 

AFFICHER y 

FIN_ALGORITHME 

a. Calculer l'image par P de 0, de 4, de —3 

b. Exprimer P(x) en fonction de x. 
c. Développer l’expression obtenue au b. 

d. Comparer le nombre de multiplications 4 effectuer dans chacune de ces deux 

expressions. 

4 L’algorithme de Horner a pour but de diminuer le nombre d’opérations effec- 

tuées par l'ordinateur pour calculer l'image d'un réel par une fonction polyndme, 

afin de diminuer le temps de calcul. 

2. Modifier cet algorithme pour qu’a tout polynéme P: x > ax? +bx+c eta 

toute valeur de x, il associe la valeur de P(x). 

3. Ecrire un algorithme de Hérner donnant l’image d’un quelconque réel par le 

polyndme du troisi¢me degré P : 

P:xts ((2x-4)x x+3)x x-5S=2x3 —4x? 4+3x—-5. 
Comparer le nombre de multiplications a effectuer dans chacune des expressions 

de P(x). 

TRACER LA COURBE REPRESENTATIVE D'UNE 
FONCTION POLYNOME DU SECOND DEGRE | * | 20 min | > p. 78 | 

1. Soit f la fonction définie sur R par f (x) =x? —3x+ 2. ; 

Apres avoir dressé le tableau de variation de f, construire sa courbe représentative 

dans un repére orthogonal. 

2. On considére la courbe P d’équation y = 9x* +9 et la droite D d’équation 

y=12x+5. 

a. Tracer P et 2) sur un méme repére a l’aide d’une calculatrice graphique. 

Emettre une hypothése sur le nombre de points d’intersection de P et D. 



b. Déterminer algébriquement les coordonnées du ou des points d’ intersection de 

P et de SD. 

3 Résoudre l'équation 9x? +9=12x+5 en reconnaissant une identité remar- 

quable. 

FQ) contRAINTES AU RESTAURANT | ** | 20 min | > Pp. 80 | 

1. Résoudre l’équation —2.x? + 43x — 230 =0. 
2. M. Gérard, restaurateur, décide de faire construire une nouvelle salle de restau- 

rant. Il s’agira d’une grande piéce rectangulaire de 43 métres de long. A l’une des 

extrémités et sur la largeur de la salle, une partie carrée est destinée a l’espace 

Bar. A l’autre extrémité, un espace identique est destiné aux buffets (voir 

schéma). La partie centrale, devant accueillir les tables des clients, occupera une 

aire de 230 m2. 

G 230 m? Buffets i: 

Se 
X Xx 

Quelles peuvent étre les largeurs possibles de la salle ? Laquelle choisira-t-il s’il 

souhaite que l’espace attribué aux tables occupe plus de 50 % de la surface 

totale ? 

Fonctions polynomes du second degré 

59 



60 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

ASSOCIER UNE PARABOLE ASONEQUATION | * | 5 min | > P. 80 | 

A chaque question correspond une seule bonne réponse. 

4 It est possible de s'inspirer du savoir-faire 3. 

1. La courbe €, a pour €équation : 

.y=2(x-5) +6; b. y=2(x+5) +6; 

e y=-2(x-5)° +6; dd. y=—2(x+5)? +6. 

i<) 

2. La courbe 6, a pour équation : 

ayer oe bisa 3; 
2 2 

ce yas(ut2)°=1; d. y=F(e+2)-3, 

3. La courbe , a un coefficient de plus haut degré égal a : 

Lad i ae we a a7 b.5; G73 d. 2. 

4, La courbe € , a pour équation. 

a. y=(x-2)-4; be yaa 2) a4: 

cy=—x2 +4x-4: d. y=(x-2)’. 



FP] iNequation, EXTREMUM | ** | 35 min | > P. 81 | 

L’abreuvoir ci-dessous a une longueur de 2 métres, et son fond a une largeur de 

1 metre. 

On note h la hauteur de l’abreuvoir, exprimée en métres. L’angle entre l’horizon- 

tale et les parois de l’abreuvoir mesure 45°. 

1. Exprimer l’aire du trapéze isocéle ABCD en fonction de h. 

2. Démontrer que le volume de |’abreuvoir est donné par : 

V(h) = 2h? + 2h. 

3. Quelle hauteur donner a |’ abreuvoir pour qu’il ait une capacité de 1 000 Litres ? 

4. a. Ecrire et résoudre l’inéquation que doit vérifier h pour que le volume de 

V’abreuvoir soit d’au moins 2 000 L. 

b. Quelle est la hauteur  minimale recherchée ? Donner une valeur approchée de 

hal0~? pres. 

RESOLUTION D’UNE EQUATION 

E] DU SECOND DEGRE AVEC RACINES CARREES wx**| 15 min | > P. 82 | 

Soit (E) l’équation x2 —./7x + J3 =0. 
2 

1. Calculer le discriminant du trinome et vérifier qu’il est égal a (3 - 2) . 
2. En déduire les solutions de |’équation. 

PARABOLE PASSANT PAR TROIS POINTS | ** | 15 min | > P. 82 | 

Soit f une fonction polynéme définie sur R par f (x)= ax? + bx +c aveca #0 

1. Sachant que la courbe représentative 6 ¢ passe par les points A (0; 3), BU; 0) 

et C(3 ; 6), écrire le systéme de trois équations a trois inconnues a, b et c corres- 

pondant. 

2. Résoudre ce systéme. 

Fonctions polynomes du second degre 
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3. Sur calculatrice graphique, tracer la parabole € , et vérifier a l’aide du tableau 

de valeurs qu’elle passe bien par les points A, B et C. 

A 1.M(x;y)e€, So y=F(x). 

Ici, cela donne pour le point A: 

A(0;3)e€, = 3=f(0)S3=ax0*+bx0+c. 

2. Par trois points non alignés du plan, il passe toujours une parabole et une seule. 

FI Equations BICARREES kk) 30 min | > Pp. 82 

1. Résoudre dans R les équations suivantes : 

a. x4 —2x?+1=0; b. x4 +3x2-1=0; ce. x4 +x7 +1=0. 

4 Poser X = x? et commencer par résoudre l'équation d'inconnue X. 

2. Résoudre dans R l’inéquation : 2x4 + 4x2 -8>0. 

FI Equations QUOTIENT x | 25 min | > P. 84 

Résoudre les inéquations suivantes : 

a. gal. 
% 

b. 2x+lioxt2 

x-2 3-x 

4 Se ramener a un second membre nul, puis factoriser le premier membre en 

mettant les fractions au méme dénominateur. 

EQUATION DU 3¢ DEGRE 

7 AVEC UNE SOLUTION EVIDENTE ** | 25 min | > P. 86 

Le but de cet exercice est de trouver les racines du polynéme f défini sur R par : 

f (x) =2x3 —5x?-x+6. 
1. Montrer que —1 est racine de f. 

2. Trouver les nombres réels a, b, c tels que pour tout x ER, 

f (x) =(x+I)(ax? + bx +c). 

4 Voir le savoir-faire 1. 

3. Déterminer les racines du polynéme du second degré trouvé dans la question 

précédente. 

4. En déduire la forme factorisée de f. 



EXERCICES 

18 i | ** | 25 min | > Pp. 86 | 

Déterminer tous couples de réels (x ; y) tels que : 

ra xty=-7 >. x*+y*=29 
xy=10, ay 10) 

4 1. On pourra résoudre le systéme par substitution, en remplacant par exemple 

y par son expression en fonction de x. 

2. x2 + y2 =(x+y)* —2xy. 

FT) accoritHMe | * | 5min | > p. 87 | 

Ecrire un algorithme calculant les racines d’un polyndéme du second degré. 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

20) EQUATION AVEC PARAMETRE | ** | 10 min | > P. 88 | 

Soit fla fonction définie sur R par f (x) = 2x? + bx +3, ot b désigne un nombre 

réel. 

Déterminer le(s) valeur(s) de b pour lesquelles : 

a. f admet une unique racine. 

b. f admet deux racines distinctes. 

c. f n’admet pas de racine réelle. 

EQUATION DE DEGRE 4 | ** | 20 min | > P. 88 | 

Lobjectif de cet exercice est de résoudre |’équation (E) : 

—3x4+2x3+4x2+7x+2=0. 

1. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que, pour tout x réel : 

—3x44+2x34+4x24+7x4+2= (ax? + bx +c) (x? +x+ 1). 

2. En déduire les solutions de (E). 

PA) RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES |**%*| 40 min | > P. 88 | 

Soient a, b, c trois nombres réels avec a #0. 

On suppose que le polynéme P défini sur R par P(x) = ax + bx +c admet deux 

racines (éventuellement confondues) x, et x,. 

© 
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1. Rappeler la forme factorisée de P(x). 
2. a. En développant la relation donnée a la question précédente, démontrer que : 

aa 2) ens 
Mig 2 ele Da 

b. Applications 

Aprés avoir vérifié que 1 est solution de l’équation x* —5x+4=0, trouver 

autre solution a |’aide d’une des deux égalités précédentes. 

Résoudre, de méme, dans R : 

(E) x2 +(2-/2)x-2/2 =0 

(on remarquera que —2 est solution). 

3. Soit § et P deux nombres réels. 

X, +x, =8 
a. Démontrer que le couple ee ie) est solution de si, et seule- 

X) XX_ =P 

ment si, x, et x, sont les solutions de |’€quation : 

i = Se =O; 
b. Application. Résoudre dans R? les systémes suivants : 

4 
Jetty = 2 | a ate 

CN eae na ion eres. 

EQUATION DU 4¢ DEGRE AVEC CHANGEMENT 

DE VARIABLE |***| 25 min | > Pp. 90 

Lobjectif de cet exercice est de résoudre |’équation (E) : 

x4 4+2x3 —x242x+1=0. 

1. 0 est-il solution de l’équation (E) ? 

ae Lies 
2. En divisant (E) par x? et en posant X = x + a démontrer que x est solution de 

(E) si et seulement si X est solution d’une équation du second degré que l’on 

résoudra. 

En déduire les solutions de (E). 

PAA LaNceR DE POIDS, TRAJECTOIRE _|***| 40 min | > P. 91 

Un athléte lance un poids a une vitesse initiale de 14 m-s~!, faisant un angle de 

30° avec l’horizontale. 

A l’instant ow le poids est lancé, il se situe 4 2,30 métres du sol. 

Dans le repére page suivante, la position du poids a l’instant t, exprimé en 

secondes, est donnée par ses coordonnées (x(t), y(t)). On considére que t = 0 a 
l’instant ou le poids est lancé. On a représenté en bleu un exemple de trajectoire 

possible. 



Les sciences physiques établissent que la trajectoire du poids en fonction du 

temps est donnée par : 

x(t) =(v9 cosa) t 

y(t) = —5 9? +(vp sina)t+h 

ou vp désigne la vitesse initiale, @ l’angle avec l’horizontale et / la hauteur ini- 

tiale du poids. 

On prendra g = 9,8 m-s~?. 

1. Que valent x(0) et y(0) ? A quoi cela correspond-il ? 

2. Que dire du signe de x(t) et de y(t) ? Exprimer x(t) et y(t) en fonction de t 
uniquement. 

3. Exprimer y en fonction de x. 

4, Dresser le tableau de variation de la fonction f, qui a x associe y sur |’intervalle 

[0 ; d], ot d est la distance entre le lanceur et le point d’impact au sol. 

5. Al’aide d’un logiciel ou d’une calculatrice graphique, tracer alors la trajectoire 

du poids. 

6. A quelle distance le poids touche-t-il le sol ? 

4 2. Les valeurs exactes des cosinus et sinus sont : 

Tas Cee a cos30 als et sin30° = 5" 

3. Procéder par substitution. 

Fonctions polynomes du second degré 
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CONTROLE 

25) QUESTION DE COURS _| ** | 15 min | > P. 92 

Soit P la fonction polynome définie sur R par P(x) = x? +6x +6. 

1. Compléter, a l’aide de la premiére identité remarquable : 

x2 46x4...=(x+...)°. 
2. En déduire la forme canonique de P(x). 
3. Factoriser P(x) a partir de la forme canonique obtenue au 2. 

4, Déterminer, en choisissant la forme la mieux adaptée de P(x) : 

a. les antécédents de —3 par P ; 

b. les antécédents de 0 par P ; 

c. les antécédents de 6 par P. 

PYq propieme ***| 45 min | » Pp. 93 

Partie A 

Soit fla fonction définie sur R par f (x) =x? —3x +1. 
1. Ecrire f sous forme canonique. 

2. Dresser le tableau de variation de f- 

3. En déduire le nombre de solutions de chacune des équations suivantes, puis 

les résoudre si nécessaire : 

a. f (x)=0; 
b. ( G)==1,255 

c. f (x) =-6. 

4, Tracer sa courbe représentative € if dans un repére orthogonal (O $ i : j). 

Partie B 

Soit g la fonction définie sur R* par g(x) = -*. 

On note € ie la courbe représentative de g dans (O oF up fe 

Le but de cette question est de préciser les positions relatives de € 7 ae 

|. Aprés avoir, en justifiant, dressé le tableau de variation de g, tracer € g dans 

le méme repére que © ,. 

2. Dire, par lecture graphique, sur quels intervalles disjoints € f est au-dessus 

de € .. 



3. Montrer que l’inéquation f(x) > g(x) est équivalente a l’inéquation : 

x3 —3x%4x41_ 
x are 

4. Montrer que 1 est une racine de la fonction polynéme h définie sur R par : 
h(x) = x3 —3x2 4x41. 

5. Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout x ER : 

h(x) =(x-1)(ax? + bx +c). 

6. A aide des questions précédentes résoudre l’inéquation f (x)=e(x). 
7. Conclure sur les positions relatives de € pet € . 

0. 

27] | 4% | 45 min | > p. 96 | 

Partie A 

2 
Soit fla fonction définie sur R par f (x) =— a + 2x, et g la fonction définie 

©) 
sur R par g(x)=-—2x+2. 

On note © yet € g leurs courbes représentatives dans un repére orthogonal. 

(On ne demande pas de tracer les courbes.) 

1. Dresser le tableau de variation de f- 

2. Résoudre |’équation f (x) =1. 

3. a. Etudier le signe de f (x) — g(x), pour x réel. 

b. En déduire la position relative des courbes © + et  .. 

Partie B 

Soit A et B deux points du plan tels que AB = 4. 

M est un point variable du segment [AB] et on pose AM = x. 

La figure ci-dessous est constituée du cercle de diamétre [ AB], et des cercles 

de diamétres [AM] et [MB]. 
On note A(x) l’aire de la surface bleue, et B(x) l’aire de la surface grise 

(somme des aires des deux disques de diamétres [AM] et [MB]). 

Fonctions polynomes du second degré 
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1. Montrer que l’aire B(x) de la surface grise est donnée par : 

x2 
B(x)=n ee 

2 
2. En déduire que A(x) = x{-2 + 2x) 

3. En utilisant les résultats de la partie A déterminer : 

a. la position du point M pour laquelle A(x) est maximale ; 

b. les positions de M pour lesquelles l’aire de la surface bleue est égale au 

quart de l’aire du disque de diamétre [AB] ; 
c. les positions du point M pour lesquelles A(x) est inférieure ou égale a la 

moitié de B(x). 



‘CORRIGES 

CORRIGES 

a. Le terme de plus haut degré s’obtient en multipliant les termes de plus 

haut degré de chaque facteur ; c’est 2x x x = 2x?. 

Les racines sont 4 (qui annule le facteur (2x +1)) et 5 (qui annule le facteur 

(x-5)). 
x2 
ae 

Ce polynéme n’a pas de racine car, pour tout x réel, x7 +121>0. 

c. Le terme de plus haut degré est x? (on procéde comme au a.). 

Ce polynéme admet une unique racine : c’est —1 (qui annule (x + 1). 

2 
d. Le terme de plus haut degré est 3x x (- 3] = aL 

b. Le terme de plus haut degré est 

2 2 

Les racines sont 5 et 10. 

[ 2 |a. x2 +4x+42? =(x+2)? done P(x)=x2+4x+4- 449 

Pin (Gs: 

b. P(x) = x2 -6x+9-9 
P(x)= (x-3)? -9. 

2 3 ae 3/7 ig 
Cx +2X5x+ Sis x+5 Gone Piti=x124 3% +1 

Os 9 = y4 ce eeu Pix +3x+7 at! 
$+ ——_— 

P(x)= (+3) - =. 

ej =2x- ~2x45=2/.7 -x+3| 

dD 
LY atice 2 = te eget Lip 9 {x-5) doa s aa =o x+7 AG 

UY, ~~’ 

jcc 
= (x-3] 7 4 

ie) on = 
Ne | No x | x S + 

st Sales 

ie) 

I 

Donec P(x) = (+ ~ JF 4 | 

P(x) = 2(x at +3. 
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De 3e #2x-9=-3).0 -2 x43] 

2 2 
) =(x-3] d’ou : Or x? 2x3 xx4 
3 3 

x2 -Ert3ax?-Sxtg-343 
SE 

oe 
Donc p(x)=-3|(2-3) +2 |- 3 a - 3. 

Ea oe Ls 
[3 |e = ae rece a 

2 

°B= f(o)= F(2)=-2x(2) +5x3+4 

OE Ds 25 3D: 

Re a 
ea=-2<0 

2. f admet un minimum en —5, qui vaut —71. 

f admet un maximum en >, qui vaut a 

3. a. Léquation f (x) = 0 admet une unique solution sur [—5 ; 3], comprise entre 

ays § 5 (cette équation n’admet pas de solution sur E : 3}, car 0 n’est pas compris 

a) 
tre 1 et —). entre le 3? 

b. L’équation f (x)=—100 n’admet aucune solution car —100 est strictement 
inférieur au minimum —71 de f. 

c. Léquation f (x) = 7 admet deux solutions sur [—5 ; 3]. 

La premiére est comprise entre —5 et ; car u =7+ ; By Be Ae 

La seconde est comprise entre . et3icar l= 7 < u 

d. L’équation f (x) = 8 n’admet aucune solution car 8 est strictement supérieur au 

maximum “ de f. 



[4]a.a=12-4x1x(-6)= 
A > 0, donc l’équation admet deux solutions : 

-14+5 -1-5 
Masten =2 ec *%»=———=-3. 

b. A=10? —4x3 x (—8) = 100+ 96 = 196. 

A > 0 donc l’équation admet deux solutions : 

—10+14 2 -—10-14 

HONS ENS «Cnt? SING vee 
ce. x2 =16 & x? -16=0 6 (x-4)(x+4)=0 6 (x =4 ou x =-4). 

Il y a donc deux solutions, x = 4 et x = —4. 

d. A =(-12)? -4x3x5=84. 
A > 0, donc l’équation admet deux solutions x, et x). 

Comme ,/84 = /4x 21 =2/21: 

124 2/21 eed ‘ _12-2f21_6-./21 
2 SOE RE 2s 3 3 

4 Faites attention a correctement simplifier les fractions : 

ee Dele Z(6+J21) aes 
Seo 

e. A=1* —4x1x1=-3. 

A <0, donc |’équation n’admet aucune solution. 

£37742 = 0. x3x42)=0 

S56 = OO s+ =O 

eo x=Ooux=-4. 

=(-110)? —4x121x 25=0. 
4110005 

L’équation admet une solution unique x, = IxDI I 

h. x2 —x=1ex*-x-1=0. 

A=(-1)? —4x1x(-1)=5. 
A > 0, donc |’équation admet deux solutions : 

1=,/5 EAS, 
sca, eas et x es ee 5 X= pds 

i. x2 +6x4+9= (x43). 
L’équation admet donc une unique solution, — 3. 

j. 3x2 +3 =0. 

L’équation n’admet aucune solution car, pour tout x, x* >0 donc: 

3x2 +3204+3>0. 
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k. 2x? —4=20x@ 2x2 —20x-4=0 

x2 -10x-2=0. 

4 On a divisé les deux membres de l’équation par 2 pour simplifier les calculs qui 

sulvent. 

A =(-10)? —4x1x (-2) =108. 
A > 0, donc l’équation admet deux solutions x, et x,. 

Comme 108 = 4 x27 = J4x9x3 =2x3x.J/3 =6,/3 : 

10-6,/3 10+6,/3 Ree et ee Dives 

lx? =-xJ/3 +6 x24+/3x-6=0. 

2. 4 x1m6)=3404 27 
i > 0, donc l’équation admet deux racines x, et X. 

Comme J27 = 3/3 : 

ail fe Yas = —/3 +33 ee ee ee et X5 

[5 Ja.A=(-2)? -4x3x(-D=16>0. 
Le trindme 3x? — 2x —1 admet deux racines : 

Ming eat ae 8 et ire ad ay 

ihe 3 SG 
=3> 0 et le trindme est du signe de a a |’extérieur des racines d’ou le tableau de 

signes : 

Signe de 
3x*-2x-1 

Donc l’inéquation 3x? — 2x —1> 0 a pour ensemble solutions : 

[-93-4| Us teL- 

4 Attention au sens des crochets ! 

4 et 1 sont exclus car l'inégalité est stricte. 

b. A =(-14)? -4x3x(-5) = 256 >0. 

Le trindme 3x2 — 14x —5 admet deux racines : 

Ae ee _ 144+16 
x) = 6 ce eb aaa Maat 



Signe de cara=3>0 

3x°—14x—-5 

Donc l’inéquation 3x? — 14x — 5 < 0 a pour ensemble de solutions -¥3 ; 5|. 

4 Ici, les bornes sont incluses car le trindme doit étre inférieur ou égal a 0. 

ce. A=1* -4x1x3=-11<0 et, comme a =1> 0, pour tout x réel : 

x7 +x+3>0. 

Donc l’inéquation x? + x +3 <0 n’a aucune solution. 
d. Pour tout x réel, x? = 0 donc —3x? <0 et —3x2 -2 <—2. Par conséquent, 

pour tout x réel, —-3x* -2 <0. 

Donc l’inéquation — 3x? — 2 < 0 a pour ensemble de solutions R. 

4 On pouvait aussi procéder comme au c. 

e.A=2* —-4x(-1)x4=20>0. 

Le trindme — x? + 2x + 4 admet deux racines x, et x5. 

Comme 20 = /4x5=2,/5: 

x, = cL Xo 

4 Ne pas laisser un dénominateur négatif permet d’ordonner plus facilement les 

racines. 

eas 1445 

Donc l’inéquation — x? + 2x +4> 0 a pour ensemble de solutions l’intervalle 

ji-V531+V5[. 

f. Pour tout x réel, x? —4x+4=(x- ree Or, un carré est toujours positif ou nul 

d’ou le tableau de signes : 
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Donc l’inéquation x? — 4x + 4 <0 a une solution unique : 0. 

g. x2 S>6x-le x? -—6x+120. 

A =(-6)° —4x1x1=32>0. 

Le trinéme x* — 6x +1 admet deux racines x, et x). 

J32 = J2x16 =4,/2, donc : 

6-42 3 ot x ENE oe 
Z 

jes Glee ea inn ees 
= ne 

Signe de * 0 0 Pe ee g 
x -6x+1 = 

Les inéquations x2 >6x-—1 et x*-6x+1=0 étant équivalentes, elles ont le 

méme ensemble de solutions. 

Donc l’inéquation x? > 6x + 1 a pour ensemble de solutions : 

]-2233-2V2 |U[3+ 2/2 3+]. 

h. 5x? —45x >0 © 5x(x-9)>0 

xy = 

Signe de 
5x*?—45x = 5x(x-9) 

Donc l’inéquation 5x” — 45x > 0 a pour ensemble de solutions : 

]-2230[ U]9; +02. 

i. —4x4+5>x2 4x42 @-4x4+5-2x7-x-2>0 

> —x* —5x+3>0. 

A =(-5)? -4x(-1)x3=37>0. 

Le trindme — x? — 5x +3 admet deux solutions : 

Les inéquations —4x+5>x?+x+2 et —x?-5x+3>0 étant équivalentes, 
elles ont les mémes solutions. 



Donc l’inéquation — 4x + 5 < x? + x +2 a pour ensemble de solutions : 

See 
EL A dO iy eta 

[6 ]1.A=(-2)? -4x1x (-3)=16. 

A > 0, done l’équation x? — 2x —3 = 0 admet deux solutions réelles : 

aFe-1 et x =2tta3. x, = 5 

Dans R*, l’équation x? — 2x —3 = 0 admet une unique solution : 3. 

2.A=17-4x3x(-1)=13>0. 

Le trinéme 3x? + x —1 admet deux racines x, = sie ce sey 

Cang= De =0) 

aE 204 a, 

e Dans Rt, l’inéquation 3x? + x —1< 0 a pour ensemble de solutions l’inter- 

vane|0;—==0) 
e Dans R‘, l’inéquation 3x? + x —1> 0 a pour ensemble de solutions l’inter- 

—1+4+./13 
valle A + 

Ici, 0 est compris entre 

7 | 1. 1 méthode : 
Pour tout réel x: 

Fa) = 222 -9x-18=2| 7 -3x-9] 

Or, x2 -2x =x? -2x2 xx, 

9\? 2, 

x? -2x xx+(3| =(x-3] , donc 

Oy eh 81 Dc a hes sel 8 Yee De ee oth ow eas 

iota ace 5" i616” 

: =f) eee 
ee ee 16 
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porn 3) 
Zi 9\" _ 225 Fed=as—4) 

2¢ méthode : a=2 ;b=-9;c=-18 

Buley aoe 
Teal BAe 
rs Ae 8 Be. 8 et NI Pa tL mys 5 ee ol Oe) 

ieee aon ie aren aa re 
2 

f(a) =a(x-a)? +B =2(x-3) - 28. 
4 8 

A (25 
On pouvait aussi developper l’expression 2{x = =| ng et démontrer qu'elle 

est égale a f(x). 

2.a. A =(-9)? —4x 2x (-18) = 225 >0. 

Le trindéme 2x* —9x —18 admet deux racines : 

phe ea ee Bs dea er 

LY 6 ARH TD | 

b. F(x) =2(x-2) ~ 285 

24 2-9) - 25) 

| Me OeR Semen UST acct =2| x a 2 |x| x Nis ral identité remarquable) 

f@)s20- 6)(x + 3), 

3. a. On utilise la forme canonique : 

f(x)= bat I Ses 

L’antécédent de — = par f est z. 

b. On utilise la forme développée : f (0) = —18. 



2 
c. On utilise la forme canonique : f (7)=2(¢-2) == 

a _ 225 _ _ 225 = D8) Zigaacs wins ah 

d. On utilise la forme développée : 

f(x) = 18 «9 2x? 9x =0  x(2x-9)=0 > x=00ux=3. 

Les antécédents de —18 par f sont 0 et >. 

e. Forme factorisée : 

f(x) = 0.6 2(x-6)(x+3)= 0. x=60ur=-3. 

Les antécédents de 0 par f sont 6 et — 5 

[8 ]1.a.0133x0-5t9-5x0+2=2, done P(0)=2. 
4H3x4-5=71H7x4+4+2=30, donc P(4) = 30. 

-3+5 3x(-3)-5=-141 -14x(-3) +2 = 44, done P(-3)= 44. 
bx 3x-S=yHhyxx+2=(8x-5)xx+2, donc P(x) =(3x-5)xx+2. 

ce. P(x) =(3x-5)Xx+2=3x?-—5x4+2. 

d. Vexpression (3x x-—5)xx+2 comporte deux multiplications, tandis que 

expression développée 3 x x x x —-5 X x + 2 en comporte trois. 

2. 2 
VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

a EST_DU_TYPE NOMBRE 

b EST_DU_TYPE NOMBRE 

c EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIREa 

LIRE b 

LIREc 

LIRE x 

y PREND_LA_VALEUR a*x+b 

y PREND_LA_VALEUR y*x+c 
AFFICHER “l'image de” 

AFFICHER x 

AFFICHER “par P est” 

AFFICHER y 
| FIN_ALGORITHME 

Fonctions polynémes du second degré 
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VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE x 

y PREND_LA_VALEUR 2*x-4 

y PREND_LA_VALEUR y*x+3 

y PREND_LA_VALEUR y*x-5 

AFFICHER “Uimage de” 

AFFICHER x 

AFFICHER “par P est” 

AFFICHER y 
FIN_ ALGORITHME 

La forme développée 2 x x x xXx -4xX xx x+3xx-—S5 comporte six multiplica- 

tions, tandis que la forme ((2 x x — 4) x x + 3) x 5—5 en comporte trois. 

[9]}1.a=3 p= ¢[3)=4. 

Comme a=1>0,ona: 



2. a. Il semble qu’il y ait un point 

d’intersection (la droite semble étre 

tangente a la courbe, voir le chapitre 

« Dérivation »). 

Fonctions polynomes du second degré 

—] 

b. Soit M(x ; y) un point du plan. 

Me? 
M est int d’intersection de P et de Do est un point d’intersection de P et de eae 

y=9x2+9 y=12x+5 

y=12x+5 9x2 +9=12x+5 

y=12x+5 y=12x+5 | 
2S 2 ; 

9x? -12x+4=0 (3%=—2)-.=0 

y=12x+5 BEY ee 
S 2 = 3 

x=F | 
| y=15 | 

Donc les courbes et 2%) admettent un unique point d’intersection, le point | 

1(5 ; 13}. 
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1. A= 432 —4x(-2)x(-230)=9. 

A> 0, donc |’équation —2x? + 43x — 230 = 0 admet deux solutions dans R, qui 

sont : 

x, = a z =11,5 et x,= = ==10; 

2. e La surface totale vaut 43 x x et est égale a la somme des aires des buffets 

(2 x a) et de l’aire de la piéce rectangulaire (230 m?). 

Soit x la largeur en métres de la salle, cela donne : 

43x = 2x2 — 230 3 —2x? + 43x —230=0, 

équation dont les solutions sont 10 et 11,5. 

Donc les largeur possibles de la salle sont 10 m et 11,5 m. 

e L’aire de l’espace attribué aux tables doit étre supérieure ou égale a 50 % de l’aire 

totale soit : 
50 43 460 

230 > 799 X 43x @ 2302 x a x 

460 _ 
Or 43 = 10572 

Donc le restaurateur doit choisir une largeur de 10 m. 

4 Méthode 

e Le signe de a est donné par les variations de la fonction polynéme [a>0 si la 

parabole est tournée vers le haut, a<0O si la parabole est tournée vers le bas} 

@ Le sommet de la parabole a pour coordonnés (; fs), a étant la valeur qui annule 

le carré dans la forme canonique. 

1.d.(a+5)? =0ea=-5. 
2d. 

3. a. En effet, la courbe 3 a une équation de la forme y= a(x — 4)* +3, avec 

a > 0, car la parabole est tournée vers le haut. La parabole passe par le point (6; 4). 

Diod: 4=a(6- 4)? +39 4=4a+3@l=4ae@t=a 

4.c.€4: y=—(x- 2)? =-(x?2 - 4x44). 

12) 1. 

Notons P et Q les points d’intersections de (CD) avec les perpendiculaires 4 (AB) 

passant respectivement par A et B. 



, donc le triangle BQD est rectangle isocéle en Q. 
peers 

BQD = 90° 
Donc QD = QB =h. D’ot CP= QD =h. D’oi: 

_ (petite base + grande base) x hauteur 
SA trapaze Ty ee ome er a Tan d 

A _(AB+CD)xh _ (1+(1+2h))xh _ (2+2h)xh _ 2(1+A)h 
ee eke eT 

2. Le volume est égal a l’aire de la base ABDC, multiplié par la longueur de |’abreu- 
Voir : 

V(h)=(h+h?)x2=2h? + 2h. 

3.1000 L=1m?. 

V(h) =1<> 2h? + 2h-1=0; A=2? —4x2x(-1)=12. 

V(i)=19(h= = ae 

o [ne bis. -154) ar (= 23). 

h>0, donc h fee 0,37. 

Donc l’abreuvoir doit avoir une hauteur d’environ 37 cm. 

4, a. 2000 L=2 m? 

V(h) 226 2h? +2h-220 Gh? 4+h-120 

A=1*-4x1x(-l)=5 

A> 0, donc il y a deux racines : 

jee lS igs ENS 5) et 

h, <0 <hy, dou le tableau de signes (a=1> 0): 

Fonctions polynomes du second degré © 
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“a 

4 
4 
4 
° 
ra) 

82 

-14+V5 
a Cormme h > O, alors il faut une hauteur supérieure ou égale a 

= . 
metre, soit b. La hauteur de l’abreuvoir doit étre supérieure ou égale a 

0,62 metre (valeur approchée 4 10-7 par excés). 

[13] 1.4 =(-J7) -4x1x J3 =7-4,3. 

Or, (J3 -2)° =3-4,3 +4 =7-4)3 ; done: 

A=(/3-2). 

2. © Signe de 3-2? 

3 a3 2 a4, 
3 et 2 étant positifs, ils sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés. 

Done [3 <2 et [3 -2<0. 

+ JA =y(J3—2) =|/3-2J=2- 3 (voir chap 1). 

Les solutions de |’équation sont donc : 

Ji-@-¥) Ji+(0-W3) 
“Se eae 2 2 

J7+./3-2 = Bes ras oe 
2 2 : 

xy =— oP er 

14} 1. Be€, @40=f(l) @4{0=a+bt+e 
Gee: 6= f (3) 6=9a+3b+e. 

2. Notons (S) ce systéme 

fe=3 C= ey 

(S)\@4a+b=-3 @&4b=-3-aeib=-3-a 

(age 3= Ff) a 

loa+3p =3 3a+b=1 3a-—3-a=1 

fe=3 CaS ea 

9 /b=-3-aetb=-3-263b=-5 

pe C= a2, 

1. a. Posons X = x?. Alors : 
X?-2X+1=00(X-1) =0@X=1. 
Donc : 

x4 —2x?+1=0 © x* =1 (on remplace X par x”) 

& x*-1=06(x-)I(x+)=0ex=loux=-1. 

Donc l’équation x4 — 2x? +1 =0 a pour solutions 1 et —1. 



b. Posons X = x?, 
x4 +3x?-1=0 & X243X-1=0 (A=3?-4x1x(-1)=13>0) 

Sey Bee ote. a 
<XG= 

Serie 3+ 1B, aan x=. saele) 

TB 
Donc l’équation x+ + 3x? —1=0 a pour solutions : 

[ {13-3 rane /13 -3 
2 2a 

(car x2 => 0) 

c. Posons X = x2 

xt4+x24+1=06 X2+X+1=0, impossible car A =12 —-4x1x1=-3<0. 

Donc l’équation x4 + x? + 1=0 n’a pas de solution réelle. 

4a Pour tout x réel, x* =0 et x? =>0 donc x4+x2+1=1>0, ce qui peuvent éga- 

lement de conclure 

2. Posons X = x? 

0 2x4 +4x? -8>062X*+4X-8>0. 

e Signe de 2X2 +4X-8: 
A = 4? —4x2x(-8) = 80, donc le trindme admet deux racines X, et X). 

ae 5 donc : 

open ee 

@ 
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x2 >0 donc: 

Signe de 

x aln5 

2x? v4x8>00[r<-[8 xy) 

Donc l’inéquation 2x4 + 4x? — 8 > 0 a pour ensemble de solutions : 

oe eas Noa cer ec Ged St eens 

ila va! Sy tee ep et eee 

x x x x 

4 Attention, il ne faut pas faire le produit en croix, qui donnerait x? <1, car cela 

reviendrait a multiplier par x, qui peut étre positif ou néegatif, donc le sens de l'iné- 

galité pourrait changer. 

y 0 est valeur interdite, d’oU la double-barre dans le tableau. 

Donc l’inéquation x < 1 a pour ensemble de solution |- 00 3 — 1] U | 0; 1}. 
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ue x-2 Soe oasy x-2 cis Se see 

(2x +1)(3— x)—(x + 2)(x -2) 

ak E=G5n cal 
—2x? +5x+3-(x? -—4) 
ee 

ae 23 x) 

—3x74+5x+7 

 G2G=a 

4 Il vaut mieux ne jamais développer le dénominateur pour plus d’efficacite. 

e Signe de —3x2 +5x+7: 

A=5?-4x(-3)x7=109>0; 

le trinome —3x2 +5x+7 admet deux racines : 

_=5—/109 Oe tO, 
ae t=G Pe SEG 

5+./109 5—./109 
te et Po eee ec 

5—y109 ee 

e Signe du quotient : 

x} 

G==3 <0) 

—co 

Signe de 
—3x°+5x+7 
(x—2)(3-x) 

Fonctions polynoémes du second degre 
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2x+1_x+2 
= 

x-2 3-x 

Jes J fas Juss 

1. Remplagons x par —1 : 

f(-1)=2x (1) -5x(-1)? -(-1)+6 =-2-5+1+6=0, 
Donc —1 est racine de f. 

2. Développons : 

(x +1)(ax? + bx +c) = ax? +(at+b)x? +(b+c)x+c. 

Donc l’inéquation a pour ensemble de solutions : 

Les polynémes f (x) et (x + 1)(ax? + bx + c) sont égaux si, et seulement si, leurs 

coefficients de méme degré sont égaux soit si et seulement si : 

HipzEHO) p= 9 

-S=a+b | |b=-7 
soit 

-l=b+c C= 0 

C= 6 6=c 

Donc pour tout x €R, f (x) =(x +1)(2x? —7x + 6). 

3.A=(-7) -4x2x6=1L 

Les racines du trin6me 2x? — 7x +6 sont : 
7-13 7+1 

sg Nerlaeay Taee et Mca (lo 

Aix? -1x4+6=2{x-3)(x+2), 

Donc, pour tout x réel, f (x) = 2(x +1)(x + 2)(. - 3) 

+y=-7 aN EW 18] 1.{" As RY 
xy=10 x(-7-x)=10 

y=-7T-x 
S 

—x2-—7x-10=0 

y=~-]—% 
S 

x*+7x+10=0. 

A=7*-4x1x10=9, donc le trinéme x2 + 7x +10 admet deux racines : 

—74+3 —7-3 
5 =-2 et eye 

dices ae, x=-2 (x=-5 
D’ou & = ou ; 

xy =10 x=-2oux=-5 y=-5 y=-2 

, : X+y=-7 
Donc les solutions du systeme 

(-5;-2). 

t | les (—23- Set sont les couples (—2;-—5) et 



4 x et y jouant un role symétrique dans le systéme de départ, il est logique de 

trouver deux solutions symétriques. 

5 co ee eaters cami 

xy = 10 xy=10 

eg [ety =29420=49 | [xty=Touxty=—7 

xy =10 xy = 10 

0 
x+y=7 iy = or. 

ou 
xy =10 xy=10 

y=7-x y=-7-x 
= ou 

1x — x =10 -7x-—x? =10 

(ee oar ae 
SS ou . 

x2 —-7x+10=0 x2 +7x+10=0 

Dans les deux cas, A= 49-40 =9 > 0. 

=Ii—X 2452 =2 2 = 7S 
Done |" y pe ( ¢ pate! ort ,: 

x= xy =10 a = 2oux=5 (x =—5 ou x =—2) 

tee t= 5 jean, ee 
2S ou ou ou 

a ae a gy ee 

. x24 y? = 29 . 
Donc le systéme a admet 4 couples solutions : (2;5), (5; 2), 

xy = 

(-5;-2) et (-2;-5). 

Exemple d’algorithme calculant les racines d’un polynéme du second degré. 

VARIABLES 

a, b,c, A quatre réels 

INITIALISATION 

Entrer a, b, c 

TRAITEMENT 

A prend la valeur b? -4xaxc 

DEBUT SI 

SiA<0O _ alors afficher « pas de racine » 

=b-YA -b+ Ja 
inon afficher « les racines sont », ; Sino 7 7 

FIN SI 

[20] f(x) =2x? + bx +3 
A=b? —4x2x3=b? - 24. 

2) 
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a. f admet une unique racine si, et seulement si, A = 0. 

A=0 b?-24=0 & (b-26)(b + 2y6)=0 b= 26 ou b=-2)6. 
b. f admet deux racines distinctes si et seulement si A > 0. 

A>06b2-24>06b2>244b<-2/6 oub> 2/6. 
c.f n’admet pas de racine réelle si et seulement si A < 0. 

A<06b2-24<06b2 <244.6-2/6 <b< 26. 

1. © Soit P la fonction polynéme définie sur R par : 

P(x) =—3x4 4+2x3+4x7+7x4+2, 
et Q celle définie sur R par : 

Q(x) = (ax? +bx+ alee +x+ 1). 

© Q(x)=axt +(a+b)x> +(a+bt+c)x* +(b+c)x+c dor: 

a=-3 a=-3 

a+b=2 b=2-a=5 a=-3 

P=Q6@4a+b4+c=4645c=4-a-b=2 8 5d=5 . 

bre=z c=1=b=2 eaZ 

C=2 o— 
24 Donc pour tout réel x, P(x) = (x? +x +1)(-3x? +5x +2). 

4 ll faut résoudre les cing Equations du systeme pour vérifier qu'on obtient bien 

une seule solution pour a, b et c. Si on obtient des résultats contradictoires, c est 

que le systeme n’a pas de solution. 

2. (E) => P(x) =0 © (x? + x+1)(-3x? +5x+2)=0 

> x2 +x+1=00u-3x7 +5x4+2=0. 

Le discriminant du trinéme x? + x+1 est A=1—4 <0, donc le irindme n’admet 

pas de racine. 

Le discriminant du trinbme —3x? +5x+2=0 est A=25+24=49>0, donc le 

5-7 —5+7 1 
= D6b = : 6 eG 3 

D’o (E) & x* +x-1=0 0u—-3x2 +5x+2=0 

trindme admet deux racines distinctes 

> —3x2 +5x+2=0 (car x2 +x+1#0) 

ee eds Sr 2 OU 3° 

[22] 1. Bx (x — x,)(x- x) 

4 Cette formule est encore vraie dans le cas of A=0. 
2 , 

P(x)=a(x—x,)" =a(x—x,)(x-—%), qui correspond au cas oU X;= Xp. On dit que 

x, est une racine double. 



2a P(x) = a(t? 25x — XX +X,Xy) = ax? — a(x, +x)xt+ax,x, (2). 

D’autre part, P(x) = ax? +bx+c (1). 

Légalité (1) = (2) étant vraie pour tout réel x, les coefficients de méme degré de ces 

trindmes sont égaux. 

a=a 

D’ot 1—a(x, + x7) = b, d’od, en divisant par a #0, x, +x = ae eg x x, =~. 
a a 

AX\X_ =C 

b.e 1? -5x1+4=0 donc x, =1 est solution de l’équation x? — 5x +4=0. 

Brink 5 
XxX, +x, =-—,s0itl+x, =+-, 1 2 a 2D 1 

donc x, = 4 est l’autre solution de l’équation. 

e(-2)° +(2—/2)(-2)- 22 =4- 44242 -2,/2 =0. 
x, = —2 est une solution de (£), 

. oe 
XXX, = = soit —2x, = aes donc x = ap est l’autre solution de (£). 

3.a.eOnamontré au 2. a.que, Six, etx, sont solutions de l’équation x? —Sx+P=0, 

-§ 

alors puisque a = 1, b=—S etc =P, x, et x, vérifient le systéme 

x4 %9 ar 

: 3 £ xy an X45 =p) 

° Si (x, ; x») est solution du systéme alors : 
aha ae 

a ee 
! >  @od x,? — Sx, +P =0; 
Sao =P 

dot x,7 — Sx, +P =0. 

X, et x, sont donc bien solutions de |’€quation x*—Sx+P=0. 

Hy +x2=S5 ; Donc, (x, ; x) est solution de si et seulement si x, et x, sont solu- 
<a 1*2 

tions de l’équation x? — Sx + P=0. 
b.e(f,):S=-2 et P=1. 

(x, ; x») est solution de (Ff ,) si, et seulement si, x, et x, sont solutions de 1’équation 

x? +2x+1=0. 

Or x2 +2x+1=(x+1)’, et, pour tout x réel : 

x2 +2xt1=0@ (x41) =0@x=-1. 

Fonctions polynomes du second degré 
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Donc le systéme (¥ , ) admet une unique solution : le couple (— 1; —1). 

e (x, ; Xp) est solution de (¥ 5) si, et seulement si, x, et x, sont solutions de l’équation 

ee Si 
B 
16 162 1024 

Dea hgh eg en 
A : 

——— x-+1 admet deux racines : B 
2 

Le trindme x2 

ane 3 Pb punt pe es 
Donc le systéme (F ,) admet deux couples solutions : 

3 Cres) = (85) 
e (x; ;X>) est solution de (¥) si, et seulement si, x, et x, sont solutions de 

x274+x+2=0. 

A=12-4x1x2=-7<0. 

L’équation x? + x—2=0 n’admet aucune solution réelle. 

Donc le systéme ( ;) n’admet aucune solution (dans R2). 

[23] 1. 04 +2x 03-02 +2x0+1=140, 
donc 0 n’est pas solution de l’équation (£). 

2. 0 n’étant pas solution : 

x est solution de (FE) x4 +2x3 —x?+2x+1=0 

ex? +2x-14 ++ =0 (division par x? (#0)). 
x 

Posons X = x + ae Alors : 
a 

x? =x? +2xxt4(2) aie ee 
Xx Xx oo 

x est solution de (E) = x? pehty 2-3+(2x+2) =0 
09 eee (oe 

i .€ =32=2x=0. 

A=2? -4x1x(—3)=16, done I’équation X2 +2X —3=0- admet deux solu- 
tions, qui sont : 

—-2+4 =e 
5) =|! et See 



Donc : 

© x? +1l=xoux? +1=—-3x (car x #0). 

© x*-x+1=O0o0ux2 +3x4+1=0. 

Pour la premiére équation, A = (— its —4<0, l’équation x* — x +1=0 n’a pas de 

solution réelle. 

Pour la seconde équation, A=9-—4=5, 1l’équation x? +3x+1=0 admet deux 

solutions zoe et eS, 

-3-J5 _-34+,/5 
Ses 

Finalement, x est solution de (E) = x = 57 OU 

1. A l’instant t = 0, le poids a pour coordonnées (0 ; 2,3) donc : 

x(0)=0 : distance parcourue ; 

y(0) = 2,3 : hauteur du poids h. 

2. x(t) étant la distance parcourue et y(t) la hauteur du poids, x(t) = 0 et y(t) =0. 

Vo = 14 et ~= 30° et h = 2,3. Donc: 

B 
=14x-_—xt x(t) Xr 

y()=-5X98x12 + 14x x142,3 

x(t) =7,/3¢ 

y(t) =—4, 9¢? + 7t+ 2,3. 

3. Notons x = x(t) et y= y(t). 

x 
Alors t = —~=, d’ou: 

743 D 
& 7 re 3 

49 x3 7/3 

2 

pean dt 2,3. 
30 3 

y=-4,9x 

wv 

PS00 fix t 4,3. 
en 

€ , est une parabole tournée vers le bas (« = -3 de sommet S(a ; 8), od : 

Fonctions polynoémes du second degré 
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5. Régler la fenétre graphique a |’aide du tableau de variation, en prenant un peu de 

marge tout autour. 53 = 8,66, donc on peut choisir 0 < X <30 et -1<Y <6. 

On obtient une courbe similaire a celle de l’énoncé, mais avec S (8,66; 4,8). 

6. Le poids touche le sol lorsque y = 0. 

soe fn -¥B x 434 
A> et Ji = 3 = Ee = ES 

donc |’équation = Bebe 2,3 = 0 admet deux solutions : 
J3 

ESTAS © ee 5440/5 

5 5/3 a 

aly 
3 5-4/3 

Fee Mricsiuee 

Mais, comme x > 0, la solution x, = ene —12 ne convient pas. D’ou : 

30 ae 

Donc le poids touche le sol aprés avoir parcouru une distance égale 4 12 + 5 3 ; 

soit environ 20,66 métres. 

[25] 1. x2 +6x+9=(x+3). 

2. P(x)=x* +6x+6 

=x? +6x+9-9+6 
—.—- oO 

dee ope BYP ies, 

Ls 
5 

i YAS X1S= St 

ee 
os 

y=00- +2,3=0 4 x=53+412, 



2 
3. P(x) =(x+3)" — [3 =(x+3+/3)(x+3-,/3). 

4. a. En utilisant la forme canonique : 

P(x) =-3 © (x +3)? -3=-3 @ (x+3) =0 GE x=-3. 
Donc —3 admet un unique antécédent par P, c’est —3. 

b. En utilisant la forme factorisée : 

P(x)=0 > (x+3+J3)(x+3-/3)= 

© x+3+/3 =0 ou x+3-./3 =0 

2 x=-3- 3 ou x =-3+/3. 

Les antécédents de 0 par P sont —3 — /3 et —3+ 3 j 

c. En utilisant la forme développée 

P(x) =6 @ x7 +6x+6=6 8 x? +6x=0 6 x(x+6)=0 

= x=0 00 x= —6. 

Les antécédent de 6 par P sont 0 et —6. 

[26] Partie A 
Be Dh De eee 

Bo ei 2 f= rate eee 

donc f (x)= a(x-0)* +B avec a=1 

: 37 5 
Pour tout x réel, f (x) =|x - Alesse 

2.a=1>0 donc le tableau de variation de fest : 

3. a. e D’aprés le tableau de variation de f, l’équation f (x) = 0 admet deux solutions, 

x, et X,. 

© f(x)=0e x? -3x4+1=0. 

A =(-3)? —4x1x1=5 donc: 

3-/5 3+,/5 
Se et X4 at aoe 

b. D’aprés le tableau de variation de f, ’équation f (x) =—1,25 admet exactement 

x4 = 

une solution : & = %. 

c. —6 est strictement inférieur au minimum — 4 de la fonction f sur R, donc l’équa- 

tion f (x) =—6 n’admet aucune solution. 

© 

Fonctions polynoémes du second degre 
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Partie B 

1. g =(-1) Xu, ot wu désigne la fonction inverse. Le sens de variations de g est donc 
contraire au sens de variation de u. 

4 Voir le chapitre 1. 

Variations 
de la 

fonction g 



2. € - est au-dessus de € g Sur trois intervalles disjoints, le premier étant de la 

forme |—ce ; a] avec a ~ —0.4, le second étant de la forme |0; b] avec b ~ 1 et le 
troisiéme de la forme [c ; +°[ avec c =~ 2,4. 

3 D x’ -—3x*4+x4+1 
eS ——  —— = 0. 

4. h(1)=1? —3x 1? +1+1=0 donc 1 est une racine de h. 

5. Pour tout x réel A(x) = x3 —3x24+x+41et: 

(x —1)(ax* + bx +c) = ax? +(b-a)x?2 +(c—b)x-c. 

Ces deux polyndmes sont égaux si, et seulement si, leurs coefficients de méme degré 

le sont d’ou : 

io a=1 
—3=b-a b=-3+a=-2 oe 

ee i 
ete ee c=-l 

En conclusion, pour tout x réel, h(x) = (x — 1)(x? —2x-1). 

Beane 

6. f= eo Ft 50 M50 

pe 

Etudions le trinéme x? — 2x —-1. 

A =(-2)? -4x1x(-1)=8>0. 

Donc le trindme admet deux racines qui sont (puisque ./8 =2,/2 ys 

ee et BE Se 

De plus, comme a = 1> 0, x* — 2x —1 est positif a l’extérieur des racines. 

Fonctions polynémes du second degré 
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Les inéquations f(x) = g(x) et => 0 étant équivalentes, elles 
(x? - 1)(x? —x- 1) 

x 

ont le méme ensemble de solutions, qui est donc : 

]--31-f2]U Jo; 1Ul1+ J2 3 +2f. 

De € ¢ est au-dessus de € sur ]—o31-,/2]U]0;1]U[1+/2;+—[. 

€ ¢ est strictement en dessous de € sur 1 ~ 2 30 [ U qi - 1/2). 

De plus, € fet € g Se coupent aux points d’abscisses 1— 2 ,leti+ V2 : 

D 2 

2. f (x)= leo —77 + 2x= 19-7 +2x-1=0. 

A=2? ~4x(-4)(-1)=2. 
2 

+2 : Xx : 
Donc |’équation Fine + 2x —1=0 admet deux racines : 

2p 2 PEN? Sn ae ape a 
Donc l’équation f (x) = 1 admet deux racines 2 + A et 2- ne. : 

3. a. Soit xER. 

Sx? 
f(s) 9) =~ 42x-(-x42}= gat oes Z 

On étudie le signe du trinéme -3x +3x-2. 

A =3? ~4x(-3)(-2)=3. 
Le trindme admet deux racines : 

3043 ORoUS 2/3 3348 toe 
eR MET CU ke” et rar me oc 

Ne) 
| 

i) 



Signe de 

fx)—g) 
= 3 x°+3x-2 

b. e © est strictement au-dessus de € , lorsque f (x) > g(x), c’est-a-dire lorsque 

2/3 zZ 
f (x) — g(x) > 0, soit sur l’intervalle - ae 32+ as ; 

e € - est en dessous de €, lorsque f(x) < g(x), c’est-a-dire sur les intervalles 

|=: -AB [Jae WB soe, 

e € , et €, se coupent lorsque f (x) = g(x), c’est-a-dire lorsque f (x)— g(x) = 0, 

2/3 a soit aux points d’abscisses 2 — 35 

Partie B 
2 

1. B(x) s’obtient en ajoutant l’aire du disque de diamétre [AM], égale a m x (3) ; 

2 
et l’aire du disque de diamétre [MB], égale a m x (2 = *) 

(En effet, AM + MB = AB, soit x + MB =4 et MB=4-x.) 

2 2 2 2 2 SS £3 a 16854 3-—. 2X Sx +16 
B(x) = n(5) +n/ 5 ] =e eae oe Bh erage 

B(x) = (= 2x +4). 

2. A(x) s’obtient en retranchant I’ aire de la surface coloriée en gris, 1’ aire du disque 

de diamétre [AB]. 

2 
Or, I’aire du disque de diamétre [AB] vaut 7 x Abs An. 

1 Me 
st(x)=4n—n( 5 —2x4+4)=n(4-25 424-4) 

A(x) = n(-2+ 2x), 

3. On remarque que, pour tout x €[0; 4], A(x) =x f(x). 
a. 1 étant strictement positif, fet 4 = mf ont le méme sens de variation. 

Fonctions polynomes du second degré 
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Ai D=tx fQ)=n x2. 

02 

s4(0)=n{-&+2x0)=0 
Variations 21 

de ae ee 

A=T7f |0 0 

Donc l’aire (x) est maximale lorsque x = 2, c’est-a-dire lorsque M est au 

milieu du segment [AB]. 

sa(a)=n{-+2«4)=0. 

1 pe 
b. d(x)=ax4n con(-*428]=1 

2 
eS t2x=1 

> f(x)=1 

4S 2= 4) ou x=2+ 2 (d’aprés partie A, 2.). 

Ces deux valeurs appartiennent a |’intervalle [0 ; 4] 
Donc I’aire s(x) est égale au quart de l’aire du disque de diamétre [AB] lorsque M 

est situé 4 une distance de A égale a 2 — a2 oua2+ AD , c’est-a-dire lorsque M est 

situé a une distance de A ou de B égale a 2 — a2 : 

1 x? 1 x? 
c. A(x) S 7 BQ) on{-2> +25] < pxn(%-2x44) 

2 Z x x 
See a 

2 4 

= f(x) = g(a) 

oem 2 oe (d’aprés la partie A). 

Or 2- eae =(0,85 et 2+ 2a = 3,15. Ces deux réels appartiennent a [0 : 4]. 

Donc A(x) est inférieure ou égale a la moitié de B(x) lorsque 0 < AM S 2- aE 

afi et lorsque 2+—_— S AM <4, c’est-a-dire lorsque M est a une distance de A ou 
3 

2,/3 
de B inférieure a 2 — AED 



SVE ee een 

Derivation 
CTTITITITATNEOLU TOTO EA EAU LOLOOTAUREA ERO ETOCOUO TACO UO ENON OMOTUCOTUUUEOUOTI ONE UCETOTUTOTUCUTUTUTU TUTTE EN TENCE EET ETO RT TO TTTOTT TATU TU ATT TTTTT TUS AAA ELLIS 

MH LImMItEs EN ZERO 

® La notion de limite étant délicate, on se contente ici d’une démarche intuitive 

décrite a partir d’exemples. 

EXEMPLE : On dresse les tableaux de valeurs suivants : 

ah ahi 
On dit alors que lorsque le réel h tend vers 0, le réel 2h + 3 tend vers la valeur 3, 

ou encore que la limite de 2h + 3, quand h tend vers 0, vaut 3. 

On note jim (2h + 3) =3. 
aS 

AUTRE EXEMPLE : 

100 

On dit que ars n’admet pas de limite finie quand h tend vers 0. 

@ Propriété (admise). Soit n un entier naturel, n = 1, alors : 

e lim h” =0 et lim Jh =0 et, pour tout polynéme P, lim P(h) = P(0). 
h0 h-0 h-0 

@ Mais et et aes n’admettent pas de limite finie quand h tend vers 0. 
nh” JSh 

e Sik est un réel, et si fest une fonction admettant une limite L quand h tend vers 

0 alors : 

jim (f(A) +K)=L+k; jim (Af (h)) = KL 

: ; Ral sal: 
siL#0, jim (5)=7. 

4 On ne connait pas la limite a priori d'un quotient dont le numérateur et le deno- 

‘minateur tendent tous deux vers 0, quand h tend vers 0. On dit que l'on a affaire a 

_une forme indéterminée. 

- Pour conclure quant a la limite du quotient, il faut effectuer une simplification qui 

téve U'indétermination [voir le savoir-faire 2]. 
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HE3 NOMBRE DERIVE 

1. Nombre dérivé de f en a 

Définition : Soient a un réel et fune fonction définie sur un intervalle I contenant 

a et non réduit a a. 

f(a+h)- f(a) On dit que f est dérivable en a si la limite de i quand h tend 

vers 0) existe et est finie. 

Dans ce cas, on note f’(a) cette limite et on l’appelle nombre dérivé de f en a. 

2. Interprétation graphique 

Considérons, dans le plan muni d’un repére (O i: Te la courbe représentative 

€ y de la fonction f 

Soit A(a; f (a)) un point de  ,. 

Soit M un point de “ -, autre que A. 

Alors M a pour coordonnées (a +h; f (a+h)), avec h #0. 

f(a+h)- f(a) 
h 

Le quotient 

(AM). 

représente le coefficient directeur de la droite 

| =) Ss + PS: 2 Se ee es a i) S SS SS ee WwW b 



f(a+h)- f(a) 
h 

coefficient directeur de (AM) tend vers f’ (a). 

Autrement dit, quand M tend vers A sur € p la droite (AM) tend vers une posi- 

Dire que tend vers f’(a) quand h tend vers 0 signifie que le 

tion limite : celle de la droite passant par A et de coefficient directeur f’ (a). 

EE) TANGENTE 

1. Définition de la tangente a f en un point 

Définition : Si f est dérivable en a, la droite passant par A (a; f (a)) et de coef- 

ficient directeur f’ (a) est appelée tangente a € » au point A. 

2. Equation 
Propriété : Soit f une fonction dérivable en a, alors l’équation réduite de la tan- 

gente au point de € y Vabscisse a admet pour Equation réduite : 

y= f(a)+ f'@x(x-a). | 

QUELQUES CAS OU f N’EST PAS DERIVABLE EN a 

1.  , admet une tangente verticale 

EXEMPLE : f (x) =./x en0. 

Derivation 
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2. ‘6 ¢ admet deux demi-tangentes distinctes 

EXEMPLE : f (x) =|x| en 0. 

FONCTION DERIVEE 

1. Fonction dérivable sur un intervalle 

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle J. 

On dit que fest dérivable sur J si f est dérivable en tout x de J. 

On appelle alors fonction dérivée de fla fonction qui a tout nombre x € J associe 

le nombre f’ (x), et on la note f’. 

2. Dérivée 
ASAIN 

des fonctions usuelles 
\ Tun Ta i i DTA 

]--; 0[ou ]0;+00[ 

]0; +e0[ 

4 On retiendra que la dérivée de x vaut 1, que la dérivée de x? vaut 2x, que la 

dérivée de x? vaut 3x2. 



3. Dérivée et opérations 

® Définition : Soit D une partie de R, et u et v deux fonctions définies sur D telles 

que v ne s’annule pas sur D. 

¢ On note (+) la fonction définie sur D par (4) (x)= 
v 

* On note (“) la fonction définie sur D par (4) (x)=——. 
v 

@ Propriété : Soient u et v deux fonctions dérivables sur J, et k un réel, alors : 

© (ku) est dérivable sur J et (ku) =k xu’ ; 

© (u + v) est dérivable sur Jet (ut v) =u’+v’; 

© (u X v) est dérivable sur J et (ux v) =fixvtuxy < 

° si pour tout x €/, v(x) #0, alors est dérivable sur J et (2 = 3 
v 

© si pour tout x €/, v(x) #0, alors “ est dérivable sur /et : 
v 

/ 

(“) a eet Dae 
v y2 ; 

4. Dérivée et sens de variation 

Théoréme : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. 

¢ Si f’ est strictement positive sur /, sauf en des valeurs isolées de x ot f’ (x) = 0, 

alors f est strictement croissante sur J. 

e Si f’ est strictement négative sur J, sauf en des valeurs isolées de x ot 

f’ (x) =0, alors f est strictement décroissante sur J. 

e Si f’ est nulle sur I alors f est constante sur /. 

SAVOIR-FAIRE 

1. Déterminer une limite quand h tend vers 0 

On utilise la propriété du I: 

3 . 2 pee ie - 

EXEMPLE : Les expressions (h —3h+ 2) et Thad admettent-elles une 

limite finie quand h tend vers 0 ? Si oui, laquelle ? 

e h* —3h+2 est un polynéme en A et, d’aprés la propriété du /, sa limite 

quand h tend vers 0 est sa valeur en 0: lim (h? —3h+2)=2. 
= 

Derivation 
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e jim (2h+3)=3 limite d’un polynéme du 1* degré) et comme 3 #0 
> 

alors : 

peel teat kw 
jin Fas we 

2. Etudier la dérivabilité en a d'une fonction f 

e 1% étape : Exprimer en fonction de h uniquement le quotient 

f(a+h)- f(a) | ee le simplifiant au maximum. 

f(a+h)- f(@) 
h 

e 2¢ étape : Déterminer alors si admet une limite finie ; si 

oui, la calculer. 

e Conclure. 

EXEMPLE :La fonction f : x +> 2x? est-elle dérivable en 3 ? 

e 1° étape : 

f(3+h)—f(3)_ 2xGB+h)? -2x3? 
h h 

_ 2(9+6h+h2)—18 
h 

_ 12h+2h? _ hx(12+2h) 
SS h iy h 

=12+2h. 

e 2¢ étape : Il s’agit d’un polynéme du 1* degré donc jim (12+ 2h) =12. 
a 

e Conclusion : f est dérivable en 3 et f’(3) = 12. 

3. Tracer la tangente a  , au point d’abscisse a 

lorsque f’(a) est un rationnel connu 

On peut écrire f’ (a) sous forme d’un quotient de deux entiers : 

fae zi avec pe Z et qEN* (si f’ (a) est un entier, alors p = f’(a) et 

Gay 

° Placer le point A de  , d’abscisse a. 

e A partir de ce point, tracer le vecteur i de coordonnées (q; p), qui est un 

vecteur directeur de la tangente. 

EXEMPLE :On a tracé € dans le repére page suivante. 

5 
Tracer la tangente 4“ , au point d’abscisse —2 sachant que f’(—2) = 3° 



4. Dériver une fonction f 

e Reconnaitre la forme de f: somme, produit, inverse ou quotient de fonc- 

tions simples. 

e Si f est de la forme u x v, . ou = définir les fonctions u, v et déterminer 

leurs dérivées. 

e Appliquer alors la formule de la dérivée d’un produit, d’un inverse ou d’un 

quotient. 

3-—2x : 
, puis la EXEMPLE : Calculer la dérivée sur R de la fonction f : x KH ———— 

7x2 +12 
—3 

dérivée sur |0; +00} de g: x» ——. ] [ de g 5a 

e fest de la forme ~ avec u(x) =3—2x et v(x)=7x? +12. 
v 

fest le quotient de deux polynémes dérivables sur R, et son dénominateur 

ne s’annule pas sur R. f est bien dérivable sur R. 

Alors u’ (x) =0-2x1=-2 et v’(x)=7x2x+0= 14x. 
Pour tout x réel : 

; (—2)x (7x? +12)-(3-2x)x14x 4x2 —42x-24 
LG Sac a a 7 mera a 

(7x? +12) (7x? + 12) 

Dérivation 

105 



106 

e gest de la forme -3x+ avec v(x) =4/x. 

l 
Al ‘(x)= —=. ors v’ (x) 2x 

—v’(x) 3 
Pour tout x > 0, g’(x)=-3x TE 5 ie 

xVx 

5. Etudier les variations d’une fonction f 
e 1° étape : Calculer f’(x). 

e 2¢ étape : Factoriser au maximum f’(x) pour en étudier le signe a l’aide 

d’un tableau de signes. 

Si f’ (x) ne peut étre mis sous forme d’un produit ou d’un quotient, résoudre 

V’inéquation f’ (x) > 0 et l’équation f’ (x) =0. 
e 3¢ étape : Déduire du signe de f’ (x) les variations de f. 

EXEMPLE : Calculer la dérivée sur ]o +00] de la fonction : 

fixel+x—x ix. 

+ Pour tout s>0, /"3)=1-[ V+) =1- B= am 
x 

e f’(x \>0e1> Neds frertos, car la fonction carré est 

strictement croissante sur | 0 +00 ie 

f' (x)= (Sie es 

a  D’ou le tableau donnant les variations de f: 



EXERCICES D’APPLICATION 

EW Nomsre DERIVE | * | 15 min |> p. 129 | 

1. Soit fla fonction définie sur R par f (x) =(x-1)’. 
Soit A un réel non nul. 

f(l+h)- Ff) 
h 

a. Calculer et simplifier son expression. 

b. La fonction f est-elle dérivable en 1 ? Si oui, que vaut f’(1) ? 

2. Soit g la fonction définie sur [—2 ; +0[ par g(x)=Jx+2. 
Soit / un réel strictement positif. 

g(-2+h)- g(-2) 
h 

b. La fonction g est-elle dérivable en —2 ? Si oui, que vaut f’(—2) ? 

nelie 
Q2x+1 

a. Calculer et simplifier son expression. 

3. Soit k la fonction définie sur |-- : -3| par k(x) = 

Soit / un réel non nul, proche de 0. 

k(h)—k(0)_  -2 

ho 2h+1 
b. La fonction k est-elle dérivable en 0 ? Si oui, que vaut k’(0) ? 

a. Montrer que 

PPA Equations DE TANGENTES * | 15 min |> p. 129 

1. Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant a et non réduit a a. On 

note € f a courbe représentative dans un repére du plan. 

Déterminer |’équation réduite de la tangente T a € au point d’abscisse a, pour 

chacun des cas suivants : 

Ho= 3 et f()=—2 tf (3) =. 

z 
b.a=-7 et f(-7)=Oet ase 

2. Soit f une fonction dérivable en 4, et dont la tangente au point d’abscisse 4 a 

pour équation réduite T : y =5— = Déterminer f (4) et f’ (4). 

FEW vecture GRAPHIQUE |_* | 30 min |> p. 129] 

1. Aprés avoir lu sur le graphique les valeurs de f (- 5, fe [- 31, va (5) Cty: (5) 

déterminer les équations réduites des tangentes a 6 y on Aeten B. 

y | Voir le savoir-faire 3. 

Derivation 
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3. Aprés avoir déterminé |’ équation réduite de T, et celle de 7(,, tracer la tangente 

a € au point A sachant que f’ (0) = -2, 

108 



4 avcoritHme | * | 15 min |> p. 130] 

1. Soit f une fonction dérivable en 1. On note & ¢ Sa courbe représentative. 

Justifier que l’algorithme ci-dessous donne bien |’équation réduite de la tangente 

a € au point d’abscisse 1 (sous la forme y = mx + p). 

VARIABLES 
image_de_i EST_DU_TYPE NOMBRE 

nombre_dérivé_en_1 EST_DU_TYPE NOMBRE 

p EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIRE image_de_1 

LIRE nombre_dérivé_en_1 

p PREND_LA_VALEUR image_de_1-nombre_dérivé_en_1 

AFFICHER “y =" 
AFFICHER nombre_dérivé_en_1 

AFFICHER “*x +" 
AFFICHER p 

FIN_ALGORITHME 

2.On considére maintenant un réel a quelconque, et une fonction f dérivable en a. 

a. Ecrire |’équation réduite de la tangente 4 € f au point d’abscisse a sous la 

forme y=mx-+ p. 

b. En déduire un algorithme qui, aux valeurs de a, f (a) et f’ (a), associe l’équa- 

tion réduite de la tangente a € f au point d’abscisse a. 

5 | | + | 35 min |> p. 130| 

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer f’ (x), pour tout x EI: 

a. f(x)=3-— I=R. 

Doyle) = 2k-— 30+ 5 Z=R. 

Z 
. =—— | [ares © fas 

d f(x)=2x3 -Jx ; 1=]0;+[. 
4 

flats s+); =o; pel 
4 x2 

bi gel 
f = ; l=R 
f(x) 4x? +1 

g. f(x)=xx ; IT =]0;+0[. 

7 1 1 jo re poise} (2x-1) a1 M2 
3 

i. f (x)=(x+ x) : [=| 0; +00) « 

4 e.f.g.h.i. Voir le savoir-faire 4. 

Derivation 
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6 | | *% | 15 min |> p. 132| 

On a représenté dans le repére ci-dessous une fonction f et sa dérivée f’. 

1. Attribuer 4 chacune des courbes la fonction correspondante. Justifier en dres- 

sant le tableau du signe de f’ et des variations de f. 

2. Lire les valeurs de f (0), f’(0), f (—3) et f’(—3). 
3. On note T, la tangente a € f au point A d’abscisse —3, et Tp la tangente a f 

au point B d’abscisse 0. Placer sur le graphique les points A et B, puis tracer Ty 

et Tp. 

| «x | 30 min |» Pp. 133) 

Soit fla fonction définie par f(x) = vot. et € r Sa courbe représentative dans 

un repére orthonormal. 

1. Déterminer l’ensemble de définition D de f. 

2. Calculer f’ (x) pour tout x € D. 

3. Dresser le tableau de variations de f- 

4. Calculer le nombre dérivé de fen —1, en 0, en 2 puis en 3. 

5. Construire  , sur l'ensemble [-3; 1[ U ]1; 5], en faisant apparaitre les tan- 

gentes a la courbe aux points d’abscisses —1, 0, 2 et 3. 

8 | | ** | 25 min |» p. 134| 
On considére la fonction g définie sur R* par g(x) = ax +b+/x, od. aet b sont 

deux réels. On donne ci-aprés la courbe représentative € g de la fonction g. 



1. Parmi les valeurs de g(1), g’(1), g(4), 9’ (4), quelles sont celles que l’on peut 

lire sur le graphique ? Donner leurs valeurs. 

2. Montrer que l’on obtient un systeme de deux équations d’inconnues a et b, 

4a+1=0 
équivalent au systeme 
q y {4 +b=1. 

3. Déterminer alors les valeurs de a et b et donner |’expression de g (x) en fonc- 

tion de x. Donner ensuite les expressions de g et de g’ en fonction de x. 

4. A V’aide du graphique, donner le signe de g’(x) suivant les valeurs de x. 

Retrouver ensuite ce résultat par le calcul. 

9 | APPLICATION EN SCIENCES PHYSIQUES ‘| ** | 30 min |> Pp. 135) 

Cet exercice fait suite a l’exercice 24 du chapitre « Second degré » 

Un athléte lance un poids dont on a représenté la trajectoire dans le repére ci- 

dessous. 

La position du poids a |’instant t, exprimé en secondes, est donnée par ses coor- 

données (x(t); y(z)), ot ( ()= 734 
y(t) =—4,917 + 7t+ 2,3 

On considére que t = 0 a |’instant ow le poids est lancé. 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 x 

Derivation 
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ai2 

On admettra ici les résultats suivants, démontrés dans l’exercice 24 du cha- 

pitre 2 : 

e Labscisse du sommet S est x. = 5/3 (= 8,66 métres). 

e Le poids touche le sol a une distance x, = 12 + 5/3 (= 20,66 metres). 

On note ¢, V’instant ot le poids touche le sol. 

1. La vitesse instantanée du poids a l’instant t est donnée par le vecteur vitesse 

v(t) de coordonnées (x’(t); y’(t)). Exprimer, pour tout t¢[0;t,], x’(d) et 

y’(t) en fonction de ¢. 
2. Déterminer a quel instant ft, le poids atteint le sommet de la parabole. En 

déduire les coordonnées du vecteur vitesse ¥ (tc). 

ack 4/3 
=e 

b. En déduire les coordonnées du vecteur vitesse V(t,). 
c. Pour répondre a la question « avec quelle vitesse le poids touche-t-il le sol ? », 

calculer la norme du vecteur V(t). 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

ET.) nomere DERIVE | kx | 20 min |> p. 136 
; are 5) - 

. Soit fla fonction défi ur R\y-= = 4 1. Soit fla fonction définie sur | | par f (x) ihe 

3. a. Montrer que tp = 

Soit / un réel non nul, proche de zéro. 

vA a a. Montr i oe a. Montrer que i 5(5+2h) 

b. La fonction f est-elle dérivable en 1 ? Si oui, que vaut f’ (1) ? 

2. Soit g la fonction définie sur R par g (x)= x2 +1. 
Soit / un réel non nul. 

a. Montrer que gO eh eeg\) = B 
h he +141 

b. En admettant que jim, Vh? +1 =1, établir l’existence et la valeur du nombre 
a 

dérivé de g en 0. 

INTERPRETATION GRAPHIQUE | ** | 15 min |» p. 136| 

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x?+ax+b, ov a et b sont des 
constantes réelles. On note € Sa courbe représentative dans un repére du plan. 



Déterminer l’expression de f (x) sachant que P(—2 ;5)e € p> et que la tangente 

a € au point d’abscisse | a pour coefficient directeur -5, 

FR) Fonction DERIVEE ET TANGENTES | x* | 25 min |> p. 137| 

ax8 
3 

Soit fla fonction définie sur R par f (x) = +2x*-6x+1,et€  Sacourbe 

représentative dans un repére du plan. 

1. Calculer f’ (x) pour tout réel x. 

2. Déterminer |’équation réduite de la tangente a € f au point d’abscisse 0. 

3. Déterminer les points de la courbe en lesquels € , admet une tangente horizon- 

tale. 

4. Déterminer les points de la courbe en lesquels € f admet une tangente paral- 

léle a la droite (d) d’équation y = x. 

13 A PARTIR D’UN TABLEAU DE VARIATION ** | 25 min |» P. 137 

Soit une fonction f définie sur l’intervalle |0 ; +0[ par f(x)=ax+b+ = ou a, 

b, c sont des nombres réels. 

On donne le tableau de variation de f: 

1. Soit f’ la fonction dérivée de f sur l’intervalle |0; +0]. 

Déterminer f’ (x) en fonction de a, c et x. 

2. a. En utilisant les valeurs prises par fet f’ que donne le tableau, et sachant de 

plus que f’(1)=3, montrer que les nombres réels a, b et c sont solutions du 

systéme : 

4a+2b+c=-6 

4a-—c=0 

a=c=3. 

b. Déterminer les nombres réels a, b et c. 

4 On pourra commencer par résoudre le systeme composé des deux derniéres 

équations. 

Derivation 
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c. En déduire l’expression de f (x). Ensuite, a |’aide de la calculatrice ou d’un 

logiciel, tracer la courbe de la fonction f obtenue. Vérifier qu’elle correspond au 

tableau de variations du 1. et 4 la donnée supplémentaire du 2.a. 

14) FROTTEMENT MINIMAL * | 25 min [> P. 138 | 

On veut, avant construction, rendre minimal le frottement d’un fluide contre les 

parois d’un canal ouvert, de section intérieure rectangulaire ABCD. 

L’aire de la section intérieure de ce canal doit étre de 0,5 m2. 

On désigne par h la hauteur et par A la largeur (en m) de cette section intérieure. 

On admettra que le frottement est minimum lorsque la longueur AB + BC +CD 

de la section intérieure est minimum. 

1. a. Ecrire A en fonction de h. 

b. Montrer que la longueur g (A) du contour intérieur de la section, fonction de h, 

s’exprime, pour h > 0, par g(h) = 2h+ oa 

(2h —1)(2h +1) 

2h? 
d. Etudier le sens de variation de la fonction g sur l’intervalle }0 ; +e[, et dres- 
ser son tableau de variation. 

2. Déduire de ce qui précéde les valeurs de h et de A permettant d’obtenir le 

frottement minimum. 

c. Montrer que, pour tout h > 0, g’(h) = 

115 Rae RELATIVES D’UNE COURBE 

ET D'UNE DROITE ** | 35 min |> p. 139 

2 
Soit fla fonction définie sur D ¢ = |—o0;1[ U ]1; +e] par f (x) = eqs la 

BG — 

fonction affine définie sur R par g(x) = x +1. On note  ; et € g leurs courbes 
représentatives dans un repére orthonormal. 

1. Calculer et factoriser f’ (x) pour x € D -. 

2. Dresser le tableau de variation de f. 

3. Démontrer que, pour tout x #1, f(x)=x+1+ pals 
x-l 



4. Etudier le signe de f (x) — g(x) et en déduire la position relative de € pt%,. 

5. Dans un repére orthonormé, tracer € g puis en faisant apparaitre les tan- 
gentes horizontales. 

FONCTION RATIONNELLE |***| 60 min |> P. 140| 

x3 42x? 

(x41)? 
On note € : la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O : i : j): 

Soit fla fonction définie sur ]—° ;—1[U ]—1; +0°[ par f (x) = 

Partie A - Etude des variations de sf 

i. Démontrer que, pour tout x appartenant au domaine de définition de f: 

We Saxe) 

se (x+1> 

4 
#~ Remarquer que la dérivée de v: x >(x+1)* est v’: x > 2(x +1). 

2. Etudier le signe de x2 +3x+4 sur R. 

3. Justifier que (x + 1)° est du méme signe que (x +1), et en déduire le signe de 

(x+1)° surR. 
4. Dresser le tableau de variation de la fonction f- 

Partie B - Construction de la courbe représentative de f 

1. Déterminer les équations réduites des tangentes T,, T, et T, a € f aux points 

; p 1 
d’abscisses respectivement —2, aS et 0. 

2. Soit D la droite d’équation y = x. Dresser le tableau de signes de f (x) — x. En 

déduire la position relative de € p etde D. 

3. Construire sur [—5; 5] les droites D, T,, T, et T,, puis la courbe © f 

FONCTION CUBE ET RACINE CUBIQUE 
17, NOMBRE | x* | 30 min |> p. 142| 

1. Soit f : xt f (x) = x? la fonction cube, définie sur R. Démontrer que f est 

strictement croissante sur R en la dérivant et en étudiant le signe de la dérivée. 

4 La croissance de la fonction cube a été démontrée d'une autre maniére dans 

Uexercice 13 du chapitre 1. 

Dérivation 
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2. Démontrer que l’équation f (x) =0 a une unique solution sur R en utilisant 

des inégalités déduites de la question 1. En déduire le tableau de signes de la 

fonction cube. 

3. On admettra que pour tout réel k, il existe un réel x noté fk tel que f (x) =k. 

Démontrer que tk est unique solution de l’équation f (x) =k. 

4. Soit k € R. On définit la fonction g sur R par g(x) = x? —k. Déduire du 1. les 

variations de la fonction g sur R. 

5. Démontrer a l’aide des variations de g que fk est du méme signe que k. 

4 Utiliser un résultat vu au chapitre 1. 

13m | ** | 10 min |> p. 143) 
xsix20 

—xsix<0' 
Soit fla fonction valeur absolue, définie sur R par f (x) =|x|= 

Soit / un réel non nul, proche de zéro. 

f(0+h)- FO) 
h 

1. Calculer le quotient , en distinguant les cash > 0 eth<0O. 

2. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Si oui, que vaut f’(0) ? 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE DERIVEE 

D’UN PRODUIT _** | 20 min |> p. 143 | 

L’objet de cet exercice est d’établir les formules de la dérivée d’un produit, et de 

la dérivée d’un quotient. 

1. Soient f et g deux fonctions dérivables en a. 

Soit h un réel proche de 0 (de sorte que fet g soient définies en a + h). 

a. Vérifier que : 

f(a+h)x g(a+h)— f(a)x g(a) 
h 

+ — = 
= f(a s f(a) x g(at+h)+ f(a)x — g(a) 

b. En admettant que jim, g(a+h) = g(a), montrer que (f x g) est dérivable en 
h— 

a et donner l’expression de (f x g) (a). 



2. Soient fet g deux fonctions dérivables en a, et telles que g(a) #0. 

Soit h un réel proche de 0 (de sorte que f et g soient définies en a+h et que 

g(at+h) #0). 
a. Vérifier que : 

flath)_ f(a) 
glath) g(a) 

h 

Pe 1 f(a+h)- f(a) g(at+h)- g(a) 
aes hig ee) ae, | 

b. En admettant que iim g(a+h) = g(a), montrer que (4) est dérivable en a 
> 

et donner |’expression de (4) (a). 

20) APPROXIMATION AFFINE | ** | 35 min |> Pp. 144 

Partie A 

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I contenant a et non réduit a a. 

On note € Sa courbe représentative dans un repere du plan. 

1. Rappeler |’équation de la tangente a € pau point A d’abscisse a. On notera (7) 

cette tangente. 

2. Soit h un réel proche de zéro, tel que a+h eI. On note M le point de © f 

d’abscisse a +h et N le point de (7) d’abscisse a + h. Exprimer, en fonction de 

a et de h, les coordonnées de M et de N ainsi que la distance MN. 

3. Justifier l’approximation (appelée approximation affine) : 

si h est proche de zéro, alors f (a+h) = f(a) + hf’(a). 

Dérivation 
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Partie B. Application 

1. Notons fla fonction racine carrée. 

a. Donner la valeur de f (1) et de f’ (1). 

b. Etablir l’approximation affine de 1+ pour h proche de zéro. 

c. En déduire, sans utiliser de calculatrice, une valeur approchée de ./ 1,001. 

2. Etablir l’approximation affine de au voisinage de 0. En déduire, sans 
1 

ath 

utiliser de calculatrice, une valeur approchée de at 

FT atcoritHMe ***) 40 min | > P. 145 

4 On admet le résultat suivant, appelé approximation affine : 

Soit f une fonction dérivable en a. 

Si h est proche de zéro, alors f(a+h) ~f(a)+hf’ (a). 

On s’intéresse dans cet exercice a une fonction f, définie et dérivable sur R, qui 

verific f.(0) =| et fae fe 

1. Soit a un réel. Démontrer que, pour proche de zéro : 

f(at+h)=(1+h) f(a). 
2. Nous ne connaissons pas cette fonction f, mais nous allons l’approcher par une 

fonction affine par morceaux (dont le pas est noté /) : c’est la méthode d’ Euler. 

Prenons par exemple h = 0,2. 

e Le premier point Mp a pour coordonnées xq = 1 et yp = 1 (puisque f (0) = 1). 

e Le point suivant M, a pour coordonnées x, = x9 +h =0,2 et yy. 

Nous ne connaissons pas f (x,), mais |’approximation affine pour a = x, nous 

en donne une valeur approchée puisque : 

f(s) Sap ey +h) ~=(1+h)x f (x9). 

On pose donc y, = (1+h)x f (xp) =(1+ 0,2) x1 d’oa y, =1,2. 
e Le point M, a pour coordonnées x. = x, +h =0,4 et Y>: 

L’approximation affine pour a = x, nous donne une valeur approchée de f (x,) 

puisque : 

f(%)= f(x th)= (l+h)x f (x,)=(L+h)x yy. 

On pose donc y, =(1+h)x y, =(1+0,2)x1,2 d’od yy = 1,44. 

a. Determiner maintenant les coordonnées de M, et de M,. 

b. On a écrit page suivante un algorithme permettant d’afficher les premiers 

points M,, (dont l’abscisse est inférieure 4 4 + h). 



VARIABLES 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
x PREND_LA VALEUR 0 
y PREND_LA VALEUR 1 
TRACER_POINT (0,1) 
TANT_QUE (x<4) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
x PREND_LA VALEUR x+0,2 
y PREND_LA_VALEUR y*(1+0,2) 
TRACER_POINT (x,y) 
FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

Dérivation 

Sur ce modéle, écrire un algorithme applicable a n’importe quelle valeur de h. 

Le tester pour h = 0,1 puis h = 0,05. 

c. Il existe en fait une unique fonction f qui vérifie f (0) =1 et f’ = f, c’est la 

fonction exponentielle. Modifier l’algorithme de la question précédente de facon 

a comparer la courbe obtenue par la méthode d’Euler et celle de la fonction expo- 

nentielle. 

PP) arc DE CERCLE ? _|k**| 30 min |> P. 147] 

Soit fla fonction définie sur [0 ; 1] par f (x) =x—2J x +1. 
La courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal est don- 

née ci-dessous. 

1. a. Démontrer que l’axe des abscisses est tangent a la courbe au point d’abs- 

cisse 1. 

119 



120 

fO+h)-F) 
h 

b. Soit / un réel strictement positif, proche de zéro. Calculer 

vérifier que l’axe des ordonnées est tangent a la courbe au point d’abscisse 0. 

2. On veut savoir si la courbe & est ou non, un arc de cercle. 

a. Si © était un arc de cercle, quels seraient son centre (point noté ©) et son 

rayon ? Justifier. 

b. Soit M le point de  d’abscisse i, Calculer QM. Conclure 

ETUDES GRAPHIQUES | «* | 35 min |> p. 148! 

On désigne par f la fonction définie sur R par f (x)= : zt - est la courbe 
x? + 

représentative de f dans le plan rapporté 4 un repére orthonormal (O lee i) 

d’unité graphique 2 cm sur chaque axe. 

Partie A. Etude des propriétés de € 

1. Etablir, pour tout x € R, la relation f (x) =—f (—x). 

2. On considére les points M et M’ de la courbe & d’abscisses respectives x et 

=x. 

Etablir que l’origine O du repére est le milieu du segment [MM’]. 

3. Que peut-on en déduire pour la courbe € ? 

Partie B 

1. En détaillant les étapes du calcul, établir que la dérivée f’ de f est définie sur 

IR par : 

2. Etudier sur R le signe de 1— x?. 
3. Dresser le tableau de variations de f. 

4. On considére la droite A d’équation y = 4.x. Montrer que cette droite A est la 

tangente a la courbe au point de coordonnées (0 ; 0). 
5. Trois courbes sont données ci-dessous. Indiquer celle qui représente f. Puis, sur 

le graphique correspondant, construire la droite d’équation y = 4x. 



EXERCICES 

eee DE LA FORME OPTIMALE 
D'UNE BOITE > **| 55 min | > Pp. 149 

Partie A 

Considérons une boite en plastique en forme de parallélépipéde rectangle de base 

carrée de cdté x et de hauteur h, n’ayant pas de couvercle, c’est-a-dire constituée 

de la base et des quatre faces latérales. 

1. Soit V le volume de cette boite. Exprimer V en fonction de x et de h. 

2. Soit S la surface de la boite. Exprimer S en fonction de x et de h. 

3. Soit V) un volume fixé. On cherche a optimiser S, c’est-a-dire 4 déterminer les 

dimensions de la boite telle que, pour le volume fixé, la surface de plastique soit 

minimale. Pour cela : 

a. Exprimer h en fonction de x et de Vo. 

b. En déduire l’expression de S en fonction de x et de Vp. Cette expression définit 

la fonction S sur R**. 

2x3 - Vi é Pe 
5 2 , puis déterminer les variations de la fonction 

x 
c. Montrer que S’ (x) = 

S sur R** a Vaide des résultats de l’exercice 17. 

4. Dans cette question, on considérera le volume de la boite égal a 

V) = 20 L = 20 dm’, x et h étant exprimés en dm. 

a. Dresser le tableau de variation de S sur R**. 

b. En déduire une valeur approchée 4 10~? dm prés des dimensions x et h opti- 

males pour le volume Vo, ainsi que la surface de plastique correspondante. 

c. Représenter graphiquement la fonction S sur ]0 ; 5]. 

d. Par lecture graphique, donner un encadrement du cété x du pavé pour lequel 

la surface serait inférieure a 40 dm’. 

Partie B 

Considérons maintenant une boite en plastique en forme de cylindre de base de 

rayon r et de hauteur h, n’ayant pas de couvercle, c’est-a-dire constituée de la 

base et de la face latérale. 

Derivation 
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Etudier la fonction S donnant la surface de cette boite en fonction de son rayon, 

de méme que dans la partie A, puis en déduire ses dimensions optimales pour le 

méme volume V, = 20 L, ainsi que la surface de plastique correspondante. 

Partie C 

Déduire des réponses obtenues dans les parties A et B, la forme optimale d’une 

boite sans couvercle de volume 20 L. 

4 Une forme sphérique ne serait pas judicieuse pour une boite (stabilité et pro- 

bleme du couvercle}. 

25 |x| 55 min |> p. 152) 

Partie A. Etude de fonction 

Soit f la fonction définie par f (x) = i et € Sa courbe représentative dans 

un repére (O : i ‘ale 

1. Déterminer l’ensemble de définition D; de la fonction f. 

2. Vérifier que, pour tout x € D vaee 

; Dera, oe 
(<?=1) 

3. Etudier le signe de x — 2 sur R, puis dresser le tableau de variations de f. 

4. Quatre courbes sont données ci-dessous. Indiquer celle qui représente f. 



EXERCICES | 

Derivation 

Partie B. Volume d’un céne 

Dans la figure ci-contre : B 

— les points A et H appartiennent au cercle € de 

centre O et de rayon 1. 

— la tangente 4 & en H coupe (OA) en B. 

—la tangente 4 @ en A coupe (BH) en C. 

On pose AB=h et AC=x (avecx>1). H 

1. a. Démontrer que les angles BOH et BCA sont 

égaux. O 

On notera par la suite & = BOH = BCA. 

b. Calculer alors tana de deux facons différentes et 

établir l’égalité : 

BH? x AC? = AB? x OH?. A C 

c. En déduire, en justifiant soigneusement, que h = —> i 
%, (8 —_— 

4 On pourra commencer par établir la relation (h? — 2h) x = h?. 

2. a. En pivotant autour de |’axe (AB), le triangle ABC engendre un céne de 

révolution de sommet B. 

Sachant que le volume d’un céne de révolution est : 

(aire de la base) x (hauteur) 
nis ip acca tea 
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exprimer le volume V (x) du cone en fonction de x, et vérifier que : 

Veni = F(x) (avec x > 1). 

b. A l'aide des résultats de Ja partie A, déterminer pour quelle valeur de x, le 

volume du c6ne est minimal. atc 

c. Calculer, pour cette valeur de x, la mesure de l’angle ABC a 0,1 degré pres. 

CONTROLE 

26ers _* 10min > Pp. 154 

Ci-dessous est représentée la courbe € d’une fonction f dérivable sur R. T est 

la tangente 4 € au point d’abscisse 2. 

Chaque question comporte quatre affirmations, une seule des trois est exacte. 

1. Le nombre dérivé de fen 1... 

a. vaut 0 ; 

b. vaut —4 ; 

| c. est un réel strictement positif ; 

d. est un réel strictement négatif. 

2. Que vaut f’(2) ? 

ae 2. a. 5 5 b.9; & 9 
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3. La tangente a € au point d’abscisse —3 a pour équation : 

PAS aie 

b.x=-3; 

c. y=9,75 ; 

d-x= 9:75: 

4. Linéquation f (x) <9x-17 admet, sur [0 ; 5] : 
a. aucune solution ; 

b. une solution ; 

c. deux solutions ; 

d. une infinité de solutions. 

5. Lensemble des solutions de l’inéquation f’(x) <0 est : 

a.[-3;1]; 

b. [-3; -0,5] ; 

c.[-0,5; 1,8]; 
d. [—3; 0,8]. 

27] PROBLEME | ** | 40 min |> Pp. 154 

Un compas dont les pointes sont posées sur une table forme avec celle-ci un 

triangle. 

Lorsque |’écartement du compas varie, |’aire du triangle ainsi obtenu varie. 

Lobjectif de ce probléme est de déterminer la position du compas pour 

laquelle l’aire du triangle est maximale. 

On se place dans le cas ow les branches du compas mesurent 10 cm. 

Dans les figures ci-aprés, le point A est situé sur I’axe des ordonnées et repré- 

sente le sommet du compas. L’axe des abscisses représente la table. 

Les points B et C représentent les extrémités des branches du compas. 

Derivation 
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1. Justifier que B et C sont les points d’ intersection d’un cercle et d’une droite 

a définir. 

2. Posons t = OA et notons f (¢) l’aire du triangle ABC correspondante. 

a. Dans quel intervalle / varie t ? 

b, Démontrer que, pour tout te /, f(t) = /t? (100-17). 

3. Soit uv la fonction définie sur I par u(t) = t? (100-17). 

a. Calculer et factoriser au maximum wu’ (t). 
b. Construire le tableau de variations de u sur J. 

4. En déduire, en justifiant, le tableau de variations de fe dnt 

5. Pour quelle distance OA, l’aire du triangle ABC est-elle maximale ? 

Calculer l’aire maximale du triangle, puis démontrer que cette valeur de 

t = OA correspond au cas ov les branches du compas sont perpendiculaires. 



CONTROLE 

28) QUESTION DE COURS _| ** | 10 min | > Pp. 156 | 

Démontrer que Ja fonction carré est dérivable en tout réel a, puis donner 

Vexpression de sa dérivée. 

29] PROBLEME ** | 50 min |> p. 156 

Partie A 

Soit fla fonction définie sur l’intervalle |2 ; +0°[ par : 

f()=xt24 4, 

Soit € la courbe représentative de f dans un repére orthonormal. 

x(x—4) 

C25: 
1. Démontrer que, pour tout x > 2, f’ (x)= 

2. Dresser le tableau de variation de f. 

3. Déterminer les Equations réduites des tangentes T,, T, et T, a aux points 

d’abscisses respectivement 2, 4 et 6. 

4. Représenter €, T,, T, et T; dans le repére donné. 

Partie B 

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O iF a j); on donne les points 

P et I de coordonnées respectives (2 ; 1) et (2; 0). 

Derivation 
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Le point M est un point variable de |’axe (O ; i), d’abscisse x supérieure 

strictement a 2. 

La droite (PM) coupe l’axe des ordonnées en N. 

1. Démontrer que l’ordonnée de N est égale a 73° 

2. On note A(x) l’aire du triangle OMN. Montrer que A(x) = - ix: 

3. Construire le triangle OMN d’aire minimale. Justifier correctement la 

construction. 
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CORRIGES 

1. Soit A un réel non nul. 
* 2 pulls ey AC al el a 

h h 

b. jim, h=0 donc f est dérivable en 1 et f’(1) = 0. 
—_ 

2. Soit h un réel Ae positif. 

g(-2+h)- paved O~ 
: a i 

; 5 n’admet pas de limite quand h tend vers 0, donc g n’est pas dérivable en — 2. o 

3. Soit un réel non nul, proche de 0 : 

lomee geet 2m! 
per (0) 0 Oh de a Og 

; h h h hx(2h+1) 2h+1° 

o 
—2 

. lim 2h+1=1et jim —— = —2 donc k est dérivable en 0 et k’(0) = —2. 
h>0 h>02h+1 

[2 ]1.a.7:y=-2+5(x-3), soit 7: y=5x-17. 

one a peyee oe y 1A bs y= s(x +7), soit T: y= 5° 5° 

2. T a pour coefficient directeur -5 donc f’(4)= -4. 

T passe par le point de coordonnées (4 ; f (4)) donc : 

2X47 
f[(\= Beg 

[3] le r(-3) =-—2.T’ passe par le point (—0,5; 4,5), donc w(1; 6,5) est un 

vecteur directeur de T’, donc f’ (- 5] = oe = icp 
Z ] 2 

T’ a donc pour équation réduite y= —2 + Ble + 3), soit T’: y= Br ae * 

of (5) =1.T passe par le point de coordonnées (1,5 ; 1,5), donc ¥(1; 0,5) est un 

HN, Pay OLS Lb: 
vecteur directeur de T, donc f (5) ee st 

Be NN Saher 1 1 ’ 1 3 
T a donc pour équation réduite y = 1+ a\*~ 5) soit T : y= Oia +7: 

Derivation 
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2. e f (-1,5)=1,5. T passe par le point (—0,5; 2) done #(1; 0,5) est un vecteur 

directeur de T, donc f’(—1,5) = °2 = 7 

T a donc pour équation réduite y = : + Hs + 3), soit T: y= 5x ax - 

ef(Hj= S. T’ passe par le point (2,5 ; 1) donc ¥ (.5 ; ;| est un vecteur directeur de 

1 

Gye = le ee EO D5 436 

2 

T’ a donc pour équation réduite y = 5 + E(x —1), soit T’: y= ox + <. 

3.¢ f (5) =2. T, passe par le point (1 ; 3) done u(—4 ; 1) est un vecteur directeur de 

tesyol od Tp, done f’(5) = ary 

Tp a donc pour équation réduite y = 2 — - (x —5), soit Tp: y= Ee ees 
B 4 ; B 4 4 

e f (8)=1. T, passe par le point (2 ; 4) done v (—6; 3) est un vecteur directeur de 

3 1 T., donc f’(8)=—-=—=. c done f’(8) == Fs 

T..a donc pour équation réduite y = 1 — Se — 8), soit To: y= -5x +5, 

e f’(O)= “4 donc w(6; —1) est un vecteur directeur de T,. Comme A(0; 3), le 

point M(x ; y) défini par AM = w est un point de ive 

x-0=6 Hr=aG 

ya2 
sOraM=Wee [37° 

Donc T, = (AM) avec M(6; 2). 



1. La tangente a € f au point d’abscisse 1 a pour Equation 

y=fO)+f'Ox@-), 
soit encore y= f’(1)-x+(f(1)— f’ (I). 
On a donc bien la forme y = mx + p avec m= f’(1) et p= f(1)— f’(1). 

2. a. La tangente a € f au point d’abscisse a a pour équation 

y=f(a)+f'(@)x(x-a), 
soit encore y= f’(a)x+(f (a)—ax f’(a)). 

b. D’ot Valgorithme : 

VARIABLES 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 
image_de_a EST_DU_TYPE NOMBRE 

nombre_dérivé_en_a EST_DU_TYPE NOMBRE 

p EST_DU_TYPE NOMBRE 
DEBUT_ALGORITHME 

LIRE a 

LIRE image_de_a 

LIRE nombre_dérivé_en_a 

p PREND_LA_VALEUR image_de_a-a*nombre_dérivé_en_a 

AFFICHER “y =" 

AFFICHER nombre_dérivé_en_a 

AFFICHER “*x +" 

AFFICHER p 
FIN_ALGORITHME 

[5 Ja. Pour tout x réel, f'(x)=0-2x1=-4, 

b. Pour tout x réel, f’(x) = 2x 2x-3x1+0=4x-3. 

c. Pour tout x#0, f’(x)=-2x(-4)= 4. 
Xx x 

1 
d. Pour tout x > 0, f’(x) = 3x? -—=. f(x) 2 Ix 

4 

e. f est de la forme u x v, avec u(x) =2 Ret v(x)= 4+. 
ES 

es Shen en eer eee N=) a = 4 — = 77 -—., Alors u’ (x) ae ae: et v’ (x) eid tae 

, 1 x4 1 3 2 
Donc, pour tout x > 0, f = ext ge} 20 x -3) 

f. fest de la forme avec u(x) =2x—1et v(x) =4x? +1. 

Alors u’ (x) =2 et v’(x)=4x2x =8x. 

2(4x? +1)-(2x-1)x8x 

(4x2 +1)" 

—8x?+8x+2 
Sh 9) Ue eae ea ee, a 

4 (4x2 +1)’ 

Donc, pour tout x réel, f’ (x) = soit : 

Derivation 
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g. f est de la forme u x v avec u(x) =x et v(x) =x. 

Donc, pour tout x > 0, f’(x) =1x Fegtea Veet = Be 

h. fest de la forme 7 x : avec v(x) =(2x—1)? = 4x2 4x41. 
, 

Alors v’ (x) =8x-4 et f’=7xX 
v 

jose —(8x—4) _ Qx = Dees 
Done, pour tout x #5, f CO ae, soit : 

, 28 x) = ——_... f'(x) (x_p 

i. F(x) =(x+ Vx) x(x+ vx) = (x + Vx)(x? + 2xx + x) =u(x)x v(x). 

u' (x)= Sx et v’ (x)= 2+ 2x5 fx +1=2x43Vx +1. 

4 Pensez a utiliser le résultat de la question g. 

Donc, pour tout x > 0, f’(x) = 3 x(x? + 2x) x + x)+ (x + Vx) (2x+ 3x + 1) 

En développant : 

f' (xo) = 3x? Vx + 8x? + Brfetars x. 

[ 6 | 1. Les changements de signes de la fonction représentée par € , correspondent 

aux changements de sens de variation de la fonction représentée par € ,. Il semble 

donc que €, représente f’ et que “€, représente f. Vérifions : 

Signe de la fonction 
représentée par 6, 

Variations de la fonction 
représentée par ©, 

2. Sur 6 ,, on lit f’(0) =0 et f’(—3)=3. 

Sur €,, on lit f (0) =—3 et f(-—3) =-3. 
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Derivation 

4 f’(0)=0 implique qu’au point B de & d’abscisse 0 la tangente est horizontale 

(coefficient directeur nul). 

1. f est définie partout ot son dénominateur est non nul. Or : 

1-x7=06 x=1. 

Donc D = R\ {1} = ]—-031[ U1; +. 

1(i—x)-(l+x)x(=1) 2 

(1— x)? (1x)? 
3. f’ (x) est strictement positif sur |—ce ; 1[ et sur |1; +0°[. 

2. Pour tout x e D, f’(x)= 

BS —oo 1 +o 

‘ie 

Saale) ell 

; D Ye ee Oe oh eC areas 
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1. On lit sur le graphique : 

g(1) = 2 car ©, par passe le point de coordonnées (1 ; 2). 

g’(4)=0 car € g admet une tangente horizontale au point d’abscisse 4. 

iL 
2. Pour tout x € |0; +0], 9’ os 

Xt b+ (f= 2 = g(1)=2 in a we vr ae sane pnd 

g(4)=0 a+ =0 4a+1=0. —=0 
2,4 4 

3. Résolvons le systéme : 

On a donc: 

g est définie sur [0 ; +00[ par ae 

one 

4, @ g est croissante sur [0 ; 4], donc g’ est positive sur Jo ; 4]. 

g’ est définie sur ]0;+00[ par g’(x) = 

g semble étre décroissante sur [4 5 +00 b Dans ce cas, g’ serait négative sur [4 ; too is 

1 ]- 

en 
e Soit x € ]0; +00, g’(x) =— 



a (= 

V i) (x) 20-545 

Bie 
ie % 

| reid 

car la fonction inverse est strictement décroissante sur ]0 ; +0°[ 

fx <2 

ex<4 
car la fonction carré est strictement croissante sur ]0 ; +0[. 

aon 

neo P ae 
=4-2/% 

@Jx =2 

ey Us 

Finalement, g’(x) > 0 si, et seulement si, x € ]o : 4[ ; 

Derivation 

fall es 0 -f+— = 

g’ (x) =0 si, et seulement si, x = 4 ; 

g’ (x) <0 si, et seulement si, x € |4; +0[. 

[9]1. Pour tout t €[0; tp], ae t)= 13 
y’(t)=-9,8t+7 

Ie 7-5, 3=% x(tg) ) avec x(t) = 7V3t d’od 7/3tg = 5 3 soit ts =>. 

5 
vi 

° Done ¥(ts)(7,/3 ; 0). 

3. a. xp = 12+ 53 = x(tg) soit 12+ 5/3 = 7 3tp, d'or : 

_ 124573 _ 4xJ3 +5x¥ +5xJ3 

: TRS ml Raya 

© y/(ts)=-9,8x24+7=-74+7=0et x’ (ts) =7y3. 

4/3+5 
ao a) F 

a oreo 
b.* y'(tp)=-9,8x—s— +7 

=-1,4(4./3+5)+7 

=-5,6xJ3-7+7 

= —5,6,/3. 
e Donc ¥(tp)(7¥3 : -5,6,/3). 
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c. (tg)? = (7/3) +(- 5,63) = 147+ 94,08 

le (t4.)° = 241,08 donc : 

li (t)|| = 241,08 ~ 15,53. 

Le poids touche donc le sol avec une vitesse d’environ 15,5 m-s =i 

1. Soit A un réel non nul, proche de zéro. 

eae 
Pelion et AU CEM IAG ev ae 

h h (5+2h)x5°h 5(5+ 2h)’ 
ao ae 

>. lim (5 + 2h) = 5, donc lim 34am = So 

donc f est dérivable en | et f’ ()=-#. 

2. Soit h un réel non nul. 

s g(0+h)— g(0) _ Lares | h? +1-1)( h? +1+1) 

h h ye hx( h? +1+1) 

_ (kh? +1)-1 

~ hx(Jh? +141) 

g(0+h)— gO) _ h 
h Jh2 +141. 

b. lim. h2 +1 =1, donc ig ate 
ho0Jn2 4141 2 

donc g est dérivable en 0 et 2’(0)= 0. 

La fonction f est dérivable sur R et, pour tout x réel, f’(x)=2x+a. 

P(-2;5)e€ f 

La tangente a » au point d’abscisse | a pour coefficient directeur -5. 

f(-2)=5 (-2)? +ax(-2)+b=5 

f'=-5~ joxita=-2 

—2a+b=1 

—" 8 4 (p= Baa--§) 
= 3 3) 

3 

f est définie sur R par f(x)=x?-$4-8, 



1. Pour tout x réel, f’ (x) = 2x? +4x-6. 

2. f (0)=1 et f’(0)=—6, donc l’équation réduite de la tangente 4 € y au point 

d’abscisse 0 est : 

y=1-6(x-0) 

y=1-6x. 

3. © ¢ admet une tangente horizontale au point d’abscisse a si, et seulement si, 

f'(a)=0. 
Or f’ (a) =0 & 2a? +4a-6=0. 

Derivation 

A =16+ 48 = 64. L’équation 2a” + 4a — 6 = 0 admet deux solutions : 

—4+8 -4-8 
eae to-<€ ore hese by 

€ f admet une tangente horizontale aux points d’abscisses 1 et —3. 

4. (d) a pour coefficient directeur 1, donc € f admet une tangente au point d’abs- 

cisse a, paralléle a (d) si, et seulement si, f’ (a) =1. 

Or f’ (a) =16 2a? + 4a-6=16 2a? +4a-7=0. 

A=16+56=72>0; JA = 72 =6J2. 

L’équation 2a” + 4a — 7 = 0 admet deux solutions : 

~4+6,/2 EN ps eg 32 
4 2 a 

Nig 52 Aux points d’abscisses — 1+ 5} 

léle a (d). 

, € ¢ admet une tangente paral- 

[13] 1. Pour tout x > 0, f’()=axl+0+ex soit : 

f'(x)=a-—5. 

alae = 
J()=—3 

bat ()=0 4 5a— ry] “— =( 

f()=3 ; 
a-—==3 

12 

4a+2b+c=-6 

= )4a-—c=0 

a-c=3 

4 Le troisieme systéme a été obtenu en multipliant les membres de la premiere 

équation par 2, et ceux de la seconde equation par 4. 
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ote 4a+2b+c=-6 4a+2b+c=-6 

b. 4a-c=0 © \4a-(a-3)=0 &)3a=-3 
a-c=3 (a-3)=c C=a—3 

4a+2b+c=-6 —4+2b-4=-6 b=1 

&)ja=-1 & ja=-l = 

c=-4 c=-4 c=-4 

c. Donc, pour tout x €]0;+e[, f(x)=-x+1-4. 

On obtient sur logiciel ou calculatrice la courbe suivante. I] semble que la fonction 

représentée corresponde au tableau de variations du 1., et que la tangente a la courbe 

au point d’abscisse | ait bien pour coefficient directeur 3 

1. a. L’aire de la section intérieure est l’aire du rectangle ABCD, égale donc a 

NXh. 

dl 
ues , OTS: 

D’ot AXh=0,5 soitA = —— = + ou sol i i 

Donc Line 2h’ 
b. g(h)= AB+BC+CD 

=h+A\+h=2h+i. 
D’apreés 1. a. : 

1 
g(h)=2h+ Ph’ 

c. Pour tout h > 0, g (i) = 2x14 5x5 =2-, 
a 



} 
eae 4h2-1 (2h)? -12 _ (2h—-1)(2h4+1) es 

d’o h) = —_- = ————__ = ss > ; Ie Rare: 2h 2h? 
Pe Oh DOR) ya ees g’(h) vm) 

d. 2h +1 et 2h? sont strictement positifs sur ]0 ; + 0°[. 
g’ (h) est donc du signe de 2h —1 sur ]0; +00[. 

Derivation 

2. Le frottement est minimal lorsque h = * 

Dans ce cas, A = soit A=1. 
= 
“5 

ay | Wee phe By 
[15] 1. Pour tout xeD,, f’(x)= 2G * XI 2x _ (x¥-2)x 

Gat Gel Gane 

3. Soit x un réel, x # 1, alors : 
a hes ieee 2, 1 _ («+ DG 1) 1_x BD pot owe 

es eae x—1 x1 geen aed 

rt1tot= f(x). 

J-@+n=—4, 4. Pour tout x #1, f(x)- g(x) =(x+1+—5 

Le numérateur étant positif, f (x) — g(x) est du méme signe que x — 1. 

D’ou: 
f(®)-e(@)>0e2x-1>08x>1; 

f(x)-9(x)<0@x-1<08x<1. 
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Par conséquent : 

€ est strictement au-dessus de  , sur l’intervalle |1 ; +oo[ : 

6 rf est strictement en dessous de g sur Vintervalle |- oo 31 [ ; 

4 f(x)= g(x) <= x=1: impossible car f n'est pas définie en 1. 

Partie A 
u 

1. fest de la forme ~ avec u: x +> x° + 2x2 et vixbs (xt). 

Pour tout x #—1, v(x) =x? +2x +1, done v’(x)=2x+2=2(x+1) dou: 

(4 +4x)(x+ ye —(x3 +2x?)x 2(x +1) 

i Ns (x +1)4 

RS) ae aA RAC) 
i (x1) z (x+1)° 

ry _ ¥(x? +3x+4) 
AD Soy eae 

2. A=9-16<0, donc x? +3x+4 est de signe constant sur R. Le coefficient de 

x? est strictement positif, donc x? +3x+4 est strictement positif pour tout 

xeR. . 

3 

& Voir les propriétés de la fonction cube dans le chapitre 1. 



est strictement négative sur |- oo 5 of 
La fonction cube ¢ s'annule en 0 , donc : 

est strictement positive sur | 0; +00 [ 

(x+1P <O@xt+le]-~;0[ ext1<06x<-1; 

(x+1P =0@x4+1=06x=-1; 

(x+1P >Oextle]0;t+of[eax+1>0Gx>-1L 

xX 

Bo ie Sh Be 
Signe de a | 
fo) 

Variations so eet | 
Partie B : Construction de la courbe représentative de f 

8+8 =6-+4),_. 
Le f(-2)= = 0 et 7-2) = AG 6+ —4 donc: 

T,: y=0+4(x+ 2) soit T, :y=4x+8. 

3 ne 
F- 8a3 {-4)- 24 =- °F s=aaSers 75 hiaiees oni 11 donc : 

4 8 

3 i; Bee 
Ty :y=3-11[x+5} soit %y sy=-11x—4. 

e f (0)=0 et f’(0)=0 donc T, : y=0. 

2 Af ee ee cree dtc a 

Get: Gti (we) 

eS 

Signe de ie | 

TO) a 

€ ¢ est strictement au-dessus de D sur ]J-< 3-1 [ U | -1; 0[ : 

‘6 est strictement en dessous de D sur Jo 4 oo ; 

€ f et D se coupent au point de coordonnées (0 ; 0). 

Derivation 
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1. La fonction f est définie et dérivable sur R, car elle est de la forme x". 

f’ (x) =3x?. Or, un carré est toujours strictement positif, sauf pour x = 0, done la 

fonction dérivée est strictement positive, sauf en une valeur, la fonction cube est 

strictement croissante sur R. 

2. f (0) = 03 =0, donc |’équation a au moins une solution. De plus, si x < 0, alors 

comme f est strictement croissante, elle conserve l’ordre , done f (x) < 0. De méme, 

six > 0, alors f (x) > 0. 
Finalement, x = 0 est la seule solution sur R de l’équation f (x) = 9. 

3. Si x, et x, sont deux solutions différentes de l’équation f (x)=k, telles que 

Xx; <x, alors comme f est strictement croissante sur R, f(x,)< f(x), donc 

k <k, ce qui est absurde, donc il ne peut y avoir qu’une seule solution. 

y On pouvait aussi tenir un raisonnement similaire au 2. 

4. La fonction g se déduit de la fonction f par g(x) = f(x)—k, donc f et g ont les 

mémes variations sur I, c’est-a-dire que g est strictement croissante sur R. 

DSi sk > 0, alors comme g est croissante, g (Vk) > g(0) soit 0 >—k ou encore 

0<k, donc fk et k sont tous deux positifs. 

Et si /k <0, alors comme g est croissante, g (Vk) < g(0) soit 0<—k ou encore 

0 >k, donc fk et k sont tous deux négatifs. 

Donc 3/k et k sont de méme signe. 



fO+h)-fO) _(0+hl-[0|_\-0_ Wi 
ee a 

h ‘ 
—=lsih>0 

Done SO+ = FO) h 
—h : 
a Le 0. 

fO+h)- f (0) 
h 

Derivation 2. Le quotient vaut | sih > 0 et —1 sih <0, il n’admet donc pas 

de valeur limite quand h tend vers 0. 

f n’est donc pas dérivable en 0. 

4 On dit que le quotient admet une limite a droite (1) et une limite 4 gauche (—1). 

1. Soit h un réel proche de 0 

», fa+i)-1@) x g(ath)+ f(a)x 848) 8@) 

_ [at h)x g(at h)~ f(a)x g(ath)+ f(a)x g(ath)— f(a)x8@ 
h 

_ f(at+h)x g(a+h)- f(a)x g(a) i ‘ 

b. jim 1 g(a+h)= g(a); 

—— f(a) _ 
jim f(a) et Jim SE*H= 8) _ or(a, donc : 

ye ete 

= f’(a)x g(a)+ f(a) x 8’(a), 

done jim + SMG+ =F X NO) _ (a) x g(a) + F(a)x8' (a) 
(f x g) est donc dérivable en a et : 

(f x g) (a) = f’(a)x g(a)+ f(a)x 8’(a). 

1 f(at+h)— f(a) g(a+h)— g(a) 
eas OO 

x l , flat h)s(a)— f(ajg(a)+ fa)a(a)— flas(ath) 
a Bip eed?) h 

x( Here Halles 
= g(a)g(at+h) 
-1,{fle+h)_ £0) 

h (a+h) g(a) 

fla+h) f(a) 
2 1G g(a) 

pe 
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j phe Sons 

h0g(a)xglat+h) (gy 

f(a+h)- f(a) 
h 

b. lim g(a +h) = g(a) done lim 
h0 

seth)" 80) 9) dome : De plus, lim 
ho0 

; 1 f(a+h) g(a+h)—z(a)| 

NCEE LY ins Gigs Te 

= f(a) jim, 

_ f'(a)x g(a)— f(a)x ¢ (a) 

g(ay 
een 

h0 h g(a) 

(£) est dérivable en a et : 
8 

(4) (a) = f(a) x g(a)~ f(a) x g(a) 

g g(a) 

20] Partie A 

1.T:y=f(a)+ f’(a)(x-a). 

2. Me & ¢, donc M a pour coordonnées (a +h; f(a +h)). 

NeT donc yy = f (a)+ f’ (a) x ((a+h)-—a) = f(a)+ f(ajh. 

D’ot N(a+h; f (a)+hf‘(a)). 

Ensuite, MN = [Mn avec MN(0; f (a) + hf’ (a) — f(a +h). 

Done MN = 0? +(f (a) +hf’(a)- f(a +h)? 
MN =|f(a)+hf'(a)— fla+h). 

3. Par définition de la tangente a @ y au point d’abscisse a, lorsque h est proche de 0, 

le point M est proche du point N. Ces points ayant méme abscisse. il en résulte que 

ym ~ Yn» ©’est-a-dire que : 

f(a+h) = f(a)+hf'(a). 

Partie B 

l.a. f (1) =./1 =1. Pour tout x > 0, Fs)= 5 Fs, dome $A) = 5. 

b. Pour h proche de zéro, f (1+h) = f (1) + hf’ (\), soit J1+h =1+ f 

c. 1,001=1+h avec h =0,001 proche de zéro. 

Donc 1,001 = 1+ 0,001 soit : 
2 

1,001 ~ 0,000 5. 



2 = g(2+h), g désignant la fonction inverse. Fer 
22h; 

Alors gQ)=5 et pour tout x #0, g'(x)=-+ d’ou 9’ (2) = -<. 
x 

Pour h proche de 0, g(2 +h) = g(2)+ hg’ (2). 

Or ¢(2)+hg’(2)=F +hx(-4)=3-4 

Donc, pour h proche de 0 : 

1,98=1+h avec h=-—0,02. 

—0,02 étant suffisamment proche de 0 : 

ae. oo Seca 
1,98 

pe = 0.5 F001 205d 
2 2 

1 
1,98 ~ 0,51. 

1. Soit a un réel. Pour / proche de zéro, f (a +h) ~ f(a)+h- f’(a). 
Mais puisque f = f’, f’(a)= f(a), dou: 

f(a) + hf’ (a) = flayt+ hf (@ = fla)x (+h). 
On a donc bien, pour h proche de zéro : 

f(at+h)=(1+h) f(a). 

2. a. Le point M, a pour coordonnées x3 = x, +h=0,6 et ys. 

L’approximation affine pour a= x, nous donne une valeur approchée de f (3) 

puisque : 

f (x3) = f (x, +h) =(1+h)x f(x) =(1+h)x yp. 

On pose donc y,; =(1+h) x y, =(1+0,2) x 1,44 d’ou: 

y3 = 1,728. 

e Le point M, a pour coordonnées x4 = x3 +h=0,8 et y,. 

L’approximation affine pour a =x, nous donne une valeur approchée de f(x,) 
puisque : 

On pose done yy = (1+) y3 =(1+ 0,2) x 1,728 d’ou: 

V4 = 2,073 6. 

Derivation 
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VARIABLES 

DEBUT_ALGORITHME 
LIREh 

FIN_ALGORITHME 

Xmin: 0; Xmax: 5 ; Ymin: 0; Ymax: 5 

ny =O)! 

VARIABLE 
h EST_DU_TYPE NOMBRE 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIREh 
x PREND_LA VALEUR 0 
y PREND_LA VALEUR 1 
TANT_QUE (x<5} FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
x PREND_LA_VALEUR x+h 
y PREND_LA VALEUR y*(1+h] 
TRACER_POINT (x,y) 
TRACER_POINT (x,exp{x)) 
FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

h EST_DU_TYPE NOMBRE 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 

x PREND_LA_VALEUR 0 
y PREND_LA_VALEUR 1 
TANT_QUE [x<4) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
x PREND_LA_VALEUR x+h 
y PREND_LA_VALEUR y*(1+h] 
TRACER_POINT (x,y) 
FIN_TANT_QUE 

Xmin: 0; Xmax: 5 ; Ymin: 0 ; Ymax: 5 

h=0,05 

Xmin: 0; Xmax: 5; Ymin: 0; Ymax: 50; 

GradX : 2; GradY : 2 



L’algorithme ci-avant a permis de visualiser, en bleu les points obtenus par la 
méthode d’Euler, et en noir les points de la courbe de la fonction exponentielle. 

On voit que l’approximation est de bonne qualité, bien que les courbes s’éloignent 

lorsque x augmente. 

[22] 1. a. fest dérivable sur ]0 ; 1]. 

1 1 Pour tout x € ]0; 1], f’(x)=1-2 x —=+0=1-—. 
2x ee 

En particulier, f’ (1) =0 

La tangente 4 au point d’affixe 1 a pour équation : 

= f(I)+ f’ (I) x (x-1)=0+0x(x-), 
y= OQ: 

L’axe des abscisses est donc tangent a la courbe au point d’abscisse 1. 

p, LO+n- FO) _(h=2vh+I)-1_ | 2 
h h Jh- 

lim eee donc jim i =—oo 
h>0 Sh nol Sh 

admet une limite infinie quand h tend vers 0, ce qui signifie que la f(0+h)- (0) 
h 

courbe admet une tangente verticale au point d’abscisse 0. 

L’axe des ordonnées est donc bien tangent a la courbe au point d’abscisse 0. 

2. a. Si € est un arc de cercle, alors ses tangentes sont orthogonales aux rayons du 

cercle. Le centre Q du cercle est alors a l’intersection des droites d’équation x = | et 

y =1 (perpendiculaires aux axes). 

Donc Q a pour coordonnées (I ; 1) et le rayon du cercle vaut QA = 1. 

eat Tye te oe teal 
m MES (Gl) avec t g)=g- 2X Va tag 
QM = Se eie es donc M n’appartient 4 n VIG" 16-18) 9.f9 * = 
pas au cercle de centre Q et de rayon 1. 

Donc © n’est pas un arc de cercle. 

D-4+¥ 

1 

a 

O 1 DAK 
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(23) Partie A 

1. Soit xe R, f(-x) = 
4x(-x) -4x + Raabaih Wien! Oana SY 7") 
(-x) a oa oo OA | fe 

Donec, pour tout x eR, f(x) =—f(-»). 

2. M(x; f(x) et M’(—x: f(—x)) soit M’(-x: — F(x). 

Le milieu de [MM’] a pour coordonnées : 

[= +(-x) . Ff()+ ede) =(0:0). 

O est done bien le milieu de { MM’). 
3. La courbe © est symétrique par rapport 4 lorigine O du repére. 

Partie B 

1. fest de la forme ? avec : 

u(xj=4x et v(xyha x? tlh 
Alors u’ (x) =4 et v’(x) = 22. 
Pour tout x reel : 

4x(x7+1)-—4xx 2x 

(x7+ i? 

a. —4x7+4 

. (x2 + i 

_ 4(-x7+)) 

ze (x? + i? 

w= 

1-x? 
I @)=44-——; 

(x7 +1) 

2. 1” méthode : 1— x7 = (1—x)(l+ 2). 

Signe de 
l-x 

=(1-—x\1 +x) 

2° méthode : 1— x? =—x? +1. 

A=07-4x(-)x1=4>0. 

Les racines du trinéme 1 — x? sont : 

7 pet. = | life ee 
2x(-1) ~  2x(-1) 



NX? th bn Gaps be a=‘) 4S ershseon Aees rachnur, 0 obs Sec Udheros : 
cy 

F | 

s oh Dien YAH wane dome {' (1) 8 bu Gone Mex, +p I) Wi Derivation 

4.0 f=" =0, dome le pon. O be cotonmtees (0,0) apyunion tien 4G. 

*latmee 46 on O 6 wne ioe Sinkdne (ph yo gat \ ctype) b biyztiions 

1-7 AF 

Oy 
la tangs on 6 on O 4 bomu la O1he ty = AL. 
5, tober les vost G, AG, wok vysnbtapues yas Tagg AN ctype O bu topere, 
Ls tomgente 4G, au youu O 2 une yeoshe nyse, 2 yh oh vomisincone ane. Ke 

Sai que JO) = 4, 
Dome la cure reprisventsive b4 { A % 4, 
La toe b pase pa les pots O18 ; 0), AO,5;2) A B(-1;,-4). 

(24, Vartie 
LV =Gise dela ase) xh, 

yu ms wn m= {'Oj= 47 

ee. ees S,—“‘i‘“‘“COCCl 

Vash 
2S =e be Sa ae) + 44 (th Heh 5 Ge 6 wn exonge “tA 

V =x +h. 
3. a. De a quesioon 1., On iw : 

Y, 
b= 

b. En semplacaet h dass V xeon & $, on SI: 

S(x)= x? 45x48 
z 

S(xj=x* +2, 
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c. Cette fonction est définie et dérivable sur R+”, et sa dérivée est : 

-1 2x?-4V 
S'(x) = 2x + 4V9 x =——5 

x? étant strictement positif sur Rt”, le signe de la dérivée est le méme que celui de 

2x? —4Vp. Or: 

2x3 —4V, > 0 = 2(x3 —2V)) = x3 -2V) > 0. 

D’aprés l’exercice 17 la fonction f (x) = x? — 2Vo est strictement croissante sur R 

donc sur Rt*, et f (x) =0 a une unique solution 3/2Vy, : 

On en déduit que : x? — 2V, S0e f(x) > 0 x> 32K. 

Donc S est décroissante sur jo : 3/2Vy, i puis croissante sur [ 3/2V 3 +00 [ : 

4. a. Pour Vy = 20,4 2V, = 92 «20 = 3/40. 
D’ou les variations de S : 

10 ¥40 4.00 

S’(x) pa 0 + 

S(140 ) 

b. La valeur de x minimisant la surface est donc */40 ~ 3,42 dm, ce qui correspond 

a une surface : 

Vi 25 MASC20 S(x) =x? +4—-® = (3/40) + == = 35,09 dm?. 
x 3/40 ‘ 

Vi On aalors h = —2 = 0. ~1,71 dm. 
bY G 40) 

c. On représente la fonction S : x S(x) =x? + 80 ur 1035}. 
Xx 

y 
90 

80 

70 

60 

50 

0 1 2 3 4 5 x 



d. Par lecture graphique, la surface est inférieure 8 40 dm? pour x €[2,3; 4,8] 
(en dm2). 

Partie B 

‘ V 
V =aire de la base xh=mr2h donc h= te 

mr 

S = (aire de la base) + (aire du rectangle latéral) 

= tr? +2nrxh 

V, 
= mr? + 2nrx—% 

Tr 
2V, 

= nr? +—2. 
A 

Cette fonction de la variable r est définie pour tout r ¢ R*”, elle est dérivable sur cet 

ensemble, et : 

Hy e 2nr3 —2Vy 
SA eye es Aes ==) — (r) r 0 (= ) r 

r? étant toujours strictement positif sur R*", le signe de S’ est celui de 

3 ss 3 Yo ry ana : ous 2 Vo : 
amr? —2V5 = 2n| r° — ere (2° est-a-dire strictement positif pour r > 7 et stric- 

sae 3| Yo 
tement négatif pour r << ee 

Le minimum de S est donc atteint pour : 

V = 4-2 S312) 85 dm; 
T TT 

V 

Ter 0 2 

x(t 2) 
v0 

soit h ~ 1,85 dm. 

Alors la surface est : 
2) 

Sam? +20 = nx{ [7) “ax 22 ~ 32,37 dm”. 
le 3| 20 

Tt 

Partie C 

Finalement, pour obtenir une boite contenant 20 L telle que la quantité de plastique 

soit minimale, il vaut mieux un cylindre de hauteur et de rayon environ égaux a 

1,85 cm. 

Derivation 
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(25 Partie A 

1. Les valeurs interdites pour le quotient 
x* 
a sont celles qui annulent le dénomi- 

ee 

nateur. Or: x? —-1=0<(x—1)(x+1)=0@ x=loux=-1. 
Donc D, =R privé de {-1; 1} som: 

D; =|-~;-1[U]-1;1[U]1;+f. 

2. f est de la forme = avec - = 

u(xj=a* c@ v(x)=x*-L 

Alors u’ (x)= 42° et v’(x)=2x. 
Donc, pour tout x ¢ {-1: I} - 

= 
3 

4x? x(x? —1)—x*x2x 

© Pour tout x réel, (x2 —1)° = 0. 
De plus : ' 

(x? -1) =0@x7-1=06(x=-1 ou x = 1). 

x —s0 — {2 —l 0 l v2 too 
es ee ee 

x-2 + 0 - | = - QO + 

dE See BE 
Signe de | ni. ara 
f(x) | a i] : | * 0 [3 

P | | 
— a [ee 



4. La courbe représentative de f est €,. 

Partie B 

1. a. © Dans le triangle BOH, rectangle en H: 

B+ O+H =180° soit BOH = 180° - OBH — 90° = 90° - OBH 
© Dans le triangle ABC, rectangle en A : 

A +B+C=180° soit BCA = 180-90 — ABC = 90- ABC 

° Or, O €[BA) et H €[BC), donc OBH = ABC (il s’agit du méme angle). Donc : 

BOH = 90 - OBH 

= 90— ABC. 

BOH = BCA. 
; =e ots! 

b. © Dans le triangle BOH, tano: = tan BO =: 

Pe DN 
e Dans le triangle ABC, ahs al cones OES 

ee BA =, . = 
e D’ou OH AG’ TH Cauivant 4 BH xX AC SBA x OH. 

Puis, en élevant au carré les deux membres de 1 égalité : 

BH? x AC2 = BA2 x OH?. 
c.On a donc BH? x x? =h? x1?. 

° Or, d’aprés le théoreme de Pythagore dans BOH rectangle en H: 

BH2 = OB? — OH? 

=(h—1)* -12 

=(h? —2h+1)-1 

=h* —2h. 

e Finalement : 

(h? — 2h) x? =h? 

h? (x? —1)-2hx? =0 

h[h(x? -1)—2x?]=0 

h=0 ouh(x? -1)—2x? =0. 
Or,h #0 carh>2 dou: 

h(x? -1)=2x?. 

x>1d’ou x2 —1>0, donc: 

: 2x? 

x?-1 

2. a. @ La base du c6ne est un disque de rayon AC = x. Son aire vaut donc x2, 

Derivation 
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2x2 

x2-1 

1 
0° V (x)= 5X Mx? xh = 5X mx? x 

D’ot, pour tout x > 1: 

V()= Ex 

V(x )= =F f(x). 
b. D’aprés la question 3. de la partie A, sur ]1;+c0[, f admet un minimum en 

x= Ae qui vaut 4. 

Le coefficient a étant strictement positif, V = =x f est également minimal sur 

]1;+e0[ lorsque x = /2. 

ery le, 
c. Dans ABC rectangle en A, tan ABC = ee 

Lorsque x = ve : 

= 2/2" poe aon tan ABC = V2. 
pious 
Donc ABC = 19,47° et, 20,1 degré pres : 

ABC = 19,5°. 

>|& 

1. Réponse c. f’ (1) > 0, car f est strictement croissante sur [0,8 ; +0°[. 

2. Réponse b. f’ (2) = 9 car T passe par les points de coordonnées (2 ; 1) et (3 ; 10). 

3. Réponse c. C’est une tangente horizontale dont |’équation est de la forme 

y = constante 

4, Réponse b. y=9x—17 est l’équation de T. En tout x de [0; 5] autre que 2, 

f (x) > 9x —-17 mais en x =2, f (x)=9x-17. 
Sur [0; 5], f(x) <$9x-17 @ x =2. 

5. Réponse d. En effet, f est décroissante sur [—3 ; 0,8]. 

1. e AB= AC=10 donc B et C appartiennent au cercle de centre A et de 

rayon 20. 

° B et C représentent les extrémités des branches du compas, qui sont posées sur la 

table. Donc B et C appartiennent a |’axe des abscisses. 

Donc B et C sont les points d’intersection du cercle de centre A et de rayon 10, 

avec l’axe des abscisses (droite d’équation y = 0). 

2.a. te [0;10](=/). 
bh. e Dans AOC rectangle en O, le théoréme de Pythagore donne : 

OA? +.0C? = AC? 

i OC = 10: 



D’ot OC? = 100 - #?, et comme OC > 0, OC = J 100-72. 

e Laire du triangle AOC vaut : 

OAxOC _ tx J100-?2 
2 i ») 

e B étant le symétrique de C par rapport a la droite (OA), l’aire de ABC est le double 
de l’aire de AOC. 

ae 

Done ao pe 00 aa? 
2 

Mais, comme t > 0, t= Jt? et: 

f()= Vr xJi00- 

f()= Jt? (100 — ¢?). 

3. a. Pour tout t e[0; 10] : 

u’ (t) = 2t(100 — 7) +r? (0 — 28) 

= 21(100 — 1?) — 2rx 1? 

= 22|(100 — 17) — 1? 

= 41(50-77). 
Puis, en appliquant la 3° identité remarquable : 

u(t) = 4t(/50 —1)(/50 +2) 

u(t) = 4t(5./2 -t)x (5/2 +2). 
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5. e fest maximale en t = 5./2, et {15/2} = 50. 

L’aire du triangle ABC est donc maximale lorsque OA = 52 , et vaut 50 cm2. 

e Dans AOC rectangle en O: 

od GA\ ON ee 
ACO N16 2S 

Donc OAC = 3 (radians). 

4 Voir chapitre trigonométrie. 

e (AO) est axe de symétrie du triangle ABC ; (AO) est donc aussi la bissectrice de 

langle BAC. 

D’ot BAC = 2x OAC = 2x a = : (radians). 

L’aire du triangle ABC est donc maximale lorsque les droites (AB) et (AC) sont 

perpendiculaires. 

Soit a un réel. 

Notons fla fonction carré. 

f(a+h)-f@_(a+hy =a? _ a2 +2ah+h2-a2 _2ah+h? 
h h h h 

him (2a + h) = 2a, cette limite existe et est finie. 
a 

=2ath. 

Donc la fonction carré est dérivable en a, et f’ (a) = 2a. 

Donc la fonction carré f est dérivable sur R et sa dérivée f’ est définie sur R 

par f’(x) = 2x. 

Partie A 

1. Pour tout x >2: 

f’(x)=14044x 
(x-2) 

_@-2)-4 
(x -— 2)? 

MG 2)# 2) xr 2) 2) 

(x - 2)? 
ry) _ X(x-4) MO reas 

4 On a applique au numérateur la troisieme identité remarquable, mais on aurait 
pu également développer le numérateur avant de remarquer que x est facteur 

commun : (x—2)*—4= x? 4x+4—-4=x?2-4x = x(x—A4), 



Signe de 

Mace SS. : fea 

de 

5 3 
—xXi-— 

4 5 2) D3). 2 =) Bia rhs he ee 3.0 f(3}=3 UCuarea aR nae (3) i 15, 

2 4 

done T, y= 2-15(x-3] soit T; : y=—15x +50. 

© f(4)=8 et f’(4)=0, donc T, :y=8. 

i os 3 Soe 
© £(6)=9 et f’(6)=7, done T; : y=9+7 (x —6) soit T; : raf resiatey 

4. 

2 \4 6 8 1012 14 16 18 20 

Partie B 

1. Premiére méthode : 

Comme yy > 0, yy = ON, d’aprés le théoréme de Thales dans les triangles MIP et 

ea ee Cae? 

Derivation 
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Deuxiéme méthode : Wee: 

N(0; yx). N € (PM) donc MN et PM sont colinéaires. 

Puisque MN(- x; yy) et PM(x -2;-1) ; 

—x(-1)- yy (x -— 2) =0, soit x = yx (x — 2). 

Donc, puisque x —-2 #0, yx = 7 

4 Cette méthode utilise les connaissances du chapitre 9. 

2 
2. OMN est rectangle en O donc AG ee SS 

2 2x-2 

2 
Il reste a vérifier que, pour tout x > 2, f(x)= eat 

2 4 (x #2)(x-2)4+4 _ x2 -274+4 x? 
T= 54 Sta a a 

On a donc bien, pour tout x > 2 : 

1 
A(x)=5 f(x). 

3. © La fonction f admet un minimum pour x = 4. Comme AS 0, la fonction 
a 

A:xW 4 f (x) est de méme sens de variation que f. Donc la fonction A admet éga- 

lement un minimum en x = 4 qui vaut A(4) = 1 (4) ne S40 

© Pour construire le triangle OMN d’aire minimale, il faut donc dans l’ordre : 

— construire un repére orthonormal (O mae i) 

— placer les points P(2; 1) et (2; 0) 

— placer le point M (4 ; 0) 

— construire le point N, intersection de (MP) avec l’axe des ordonnées. 



SVE cee 

| Suites numeriques 
7A Ee eee ees HANUMAN 

MH GENERALITES SUR LES SUITES 

1. Définitions 

& Définition 

Une suite est une fonction définie sur N ou sur une partie de N. 

& Notation et vocabulaire 

e Limage d’un entier n par la fonction u est notée uw, au lieu de u(1). 

e On dit que u, est le terme d’indice n de la suite. 

e La suite est notée (u, ). 

4 Si le premier terme est Uy, alors u, est le (n+1)-ieme terme de la suite (u,,). 

Si le premier terme est u,, alors u, est le n-ieme terme de la suite. 

= Mode de génération d’une suite 

Une suite est généralement définie : 

e soit par une relation du type u,, = f (n) ; 
e soit par son premier terme et une relation de récurrence du type : 

Une. = f (Uy): 

4 Voir le savoir-faire 1 pour le calcul des premiers termes. 

2. Monotonie d’une suite 

= Définition : Une suite (u,, ) est dite croissante si, pour tout n, u, <u, 41. 

Une suite (u,,) est dite décroissante si, pour tout n, u, 2 U, 4). 

® Propriété : Soit J une partie de N, et f une fonction définie et monotone sur 

un intervalle de R contenant J. Soit (u,,) la suite définie pour tout n €/, par 

ae = f(r): 

Alors le sens de variation de la suite (u,, ) est le méme que celui de la fonction f. 

y Voir le savoir-faire 2 pour l'étude du sens de variation d'une suite. 
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BE SUITES ARITHMETIQUES 

1. Definition 

® Définition : Une suite arithmétique est une suite dont chaque terme s’obtient 

en ajoutant au terme précédent un méme nombre réel, appelé raison. 

Une suite arithmétique (u,,) est définie par son premier terme u, (Ou u,...) et par 

sa raison, notée r. 

® Caractérisation des suites arithmétiques : Une suite (u,,) est arithmétique 

si, et seulement si, la différence u,,, ; —u,, est constante. 

2. Calcul du terme d’indice n 

= Propriété 

e Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme up. 
Alors, pour tout néeN : 

Uu,, =U, + nr 
a 

e Si le premier terme est u,, la formule devient, pour tout n € N*: 

u, =u, t+(n—-Vr 

e Plus généralement, pour tout n > p : 

U, =U, t+(n- p)r 

4 Cette propriété permet d'obtenir directement n'importe quel terme de la suite 

(voir le savoir-faire 3.b.). 

3. Somme des premiers termes d’une suite 

® Résultat préalable : Soit n un entier naturel non nul, alors : 

n(n +1) 
Sri 
“= 

® Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r. Notons S,, la somme 

de tous les termes d’indice inférieur ou égal a n. 

1424+...4n= 

, Uy tu 
e Si le premier terme est up, alors S,, =(n +1) x oe 

u, +U,, 

2 
De maniére générale, la somme S de termes consécutifs d’une suite arithmé- 

tique est donnée par la formule : 

e Si le premier terme est u,, alors S, =n x 

© premier terme + dernier terme 
S = (nombre de termes) 5 



4 Voir le savoir-faire 4. 

4. Monotonie d’une suite arithmétique 

® Propriété : Une suite arithmétique de raison r est : 

® croissante si r > 0 ; 

e décroissante sir <0 ; 

© constante si r = 0. 

5. Allure et comportement asymptotique 

® Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique. Alors les points de coordonnées Suites numériques 

(n; u,,) sont alignés. 

Suite arithmétique avec r > 0. Les | Suite arithmétique avec r <0. Les 

termes de la suite tendent vers +c°. termes de la suite tendent vers —°9. 

= 

x 

~)+--------------------------- O\-----------------------4 Jx+----------------- be RS Ls a eS eae Ee eels 6 RS 

@ Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique. 
e Sir > 0, la limite de u,,, quand n tend vers +e, vaut +o. On note : 

pe a ae 
e Sir <0, la limite de u,, quand n tend vers —c°, vaut —co. On note : 

lim (u,,) = —0o, 
n> +00 

4 Voir les exercices 13, 14, 15 d'introduction a la notion de limite. 

BET] SUITES GEOMETRIQUES 

1. Définition 

® Définition : Une suite géométrique est une suite dont chaque terme s’obtient 

en multipliant le précédent par un méme nombre, appelé raison. 

Une suite géométrique (v,,) est définie par son premier terme et par sa raison, 

notée q. 
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® Caractérisation des suites géométriques : Une suite (v,,) dont tous les 

Vi+l 
termes sont non nuls est géométrique si, et seulement si, le quotient est 

n 
constant. 

2. Calcul du terme d’indice n 

= Propriété 

e Soit (v,,) une suite géométrique de raison g et de premier terme v9. Alors, pour 

toutneN: 

V,=V9 xq" 

e Si le premier terme est v,, la formule devient, pour tout n € N*: 

pe n—-1 Vv, =v X@ 

e Plus généralement, pour tout n => p: 

= n— Dis Se a etd 

4 Cette propriété permet de calculer n'importe quel terme de la suite (voir 

savoir-faire 3.a.). 

3. Somme des premiers termes d’une suite 

@ Résultat préalable : Soit n un entier naturel non nul. Si g #1, alors : 

@ Propriété 

Soit (v,,) une suite géométrique de raison q # 1. Notons S,, la somme de tous les 

termes d’indice inférieur ou égal a n. 
; Lt qr 

e Si le premier terme est vo, alors S,, = vg X i= gue 
—q 

: : ce q” 

e Si le premier terme est v,, alors S,, =v, X 1 : 
ek | 

De maniére générale, la somme S de termes consécutifs d’ une suite géométrique 

de raison q # | est donnée par la formule : 

(ie qoombr de termes 2 

S = (premier terme) x = 

4 Voir le savoir-faire 4. 



4. Monotonie d’une suite géométrique 

@ Propriété 

La suite (q") est : 

® croissante sig >1 ; 

° décroissante si0<g <1; 

® constante si g = | ; constante partir du rang | si q=0. 
Sig <0, la suite (q”) n’est pas monotone. 
™ Par conséquent, une suite géométrique de raison q est : 
® croissante si g > | et si le premier terme est strictement positif ; 
° décroissante si g > 1 et si le premier terme est strictement négatif ; 
° décroissante si 0 < gq <1 et si le premier terme est strictement positif ; 
® croissante si 0 < g <1 et si le premier terme est strictement négatif ; 
® constante si q =1 ; constante a partir du rang si g = 0. 

4 Ce dernier résultat n'est pas a apprendre, mais se retrouve a partir de la pro- 
priete et de la formule v, =v) xq". 

5. Allure et comportement asymptotique 

aaa annane Sey 

Wooo na ---------------------- 3 

1 
' 
' 
1 
1 
1 
' 
' 
1 
1 
! 
1 
1 
' 

' 
1 
1 
1 
1 
' 
' 
1 
} 

' 
' 
' 
i} 
' 
1 
1 
1 
1 
' 
' 
' 

1 
1 

H 
1 
' 
' 
1 
1 
' 
1 
1 
' 

Suite géométrique avec q>1 et | Suite géométrique avec q>1 et 

Uy > 0. Les termes de la suite tendent Ug < 0. Les termes de la suite tendent 

vers +00. vers 0. 

Suites numériques 
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3 

oe eS Sey ES | 

par He 

--}----- 

adele act 

Suite géométrique avec 0< q<1 et | Suite géométrique avec gq <—1 et 

Uy > 0. Les termes de la suite tendent | uy > 0. La suite n’admet pas de 

vers 0. limite. 

@ Propriété : Soit g un réel fixé. 

; +oo sig >1 
© tim sg) = i : 
n-> +00 Osi-l<q<l 

e Si g <—1 alors la suite (q”) n’admet pas de limite quand n tend vers +9. 

4 Dans le cas ot q =1, la suite (q”) est constante, égale a 1. Sa limite vaut donc 1. 

@ Propriété (régle de calcul sur les limites) 

Soit g un réel fixé. 

Si lim q"=+e alors lim vy xq" = 
n— +00 n—-+oo 

+o Si Vp > 0 

— 9° S1 Vg 0), 

Si lim g”=Oalors lim vg xq" =0. 
n+ n> +o oo 

4 On determine la limite d'une suite géométrique (v,,) a partir de ces deux pro- 

priétés. Voir le savoir-faire 5. 



SAVOIR-FAIRE 

1. Calculer les premiers termes d’une suite 

Le calcul des termes d’une suite dépend du mode de génération de la suite. 

e 1° cas 

Si la suite est définie par une relation du type u,, = f (n), on calcule succes- 

sivement les images des entiers demandés. 

0 1 2 3 4 

Ug =f(0) | u,=F(1) | up=F(2) | uz =F(3) | u, =F (4) 

4 Attention, le premier terme n'est pas forcément uy : la suite peut débuter 

avec n=1. 

e 2° cas 

Si la suite est définie par une relation de récurrence du type u,,, =f (u,,), 

on part du premier terme donné, et on calcule de proche en proche les images 

par la fonction f des termes de la suite. 

= Ug est donnée u, obtenu u, obtenu uz obtenu ] 

u, =F (Ug) Uy = F (uy) | U3 =f (up) etl 

EXEMPLES : Calcul des quatre premiers termes des suites suivantes. 

ye pour toutn EN, u,,, =2-u, 

La suite est définie par une relation de récurrence du type u,,,,; =f (u,), 

avec f (x) =2-—.x. Le premier terme est uy) = 3. C’est le 2° cas. 

On part de up = 3. Ensuite, la relation de récurrence donne : 

en=0:u94; =2-Up, c’est-a-dire u; = 2—Up = oi be 

en=1:u,,; =2—H, c’est-a-dire uy = 2—u, =2—(-1)=3; 

en=2:U,,=2—u, c’est-adire u, =2—u, =2—3=-1. 

v,=-2 

b. (Yq): pour tout n eN*, v,,,=(v,)° 

La suite est définie par une relation de récurrence du type u,,, = f (u,), 

avec f (x) = x7. Attention, le premier terme est v, = —2. C’est le 2° cas. 

Suites numériques 
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On part de v, = —2. Ensuite, la relation de récurrence donne : 

n=l vy =v? =(-2)° = : 

Si =3y, =v, = 10 

en=3:Vv4= ve 

c. (w,,) : pour tout n > 3, w, = 2". 

La suite est définie par une relation du type u,, = f (n), avec f (x) =2*. 

Crest le 1° cas: 

Attention, (w,,) est définie pour tout n > 3, donc son premier terme est 

Deméme, y= 2* =16av2=2 = 32, 2° 64. 

2. Determiner le sens de variation d’une suite 

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on peut : 

e soit étudier le signe de la différence u,,,, —u,, ; 

® soit, si tous les termes de la suite sont strictement positifs ou si tous les 

u 

Unit 
termes sont strictement négatifs, comparer le quotient au nombre | ; 

n 

e soit, si la suite est définie par u,, = f (n), utiliser le sens de variation de la 

fonction f. 

EXEMPLES : 

a. (u,,): " 1 
pour tout n EN*,u,,, =u, im 

Comme la relation de récurrence fait intervenir une soustraction, on va plutét 

étudier le signe de u,, ,, —U,, 

l eo 
u.=—-—<0,dotu i = — Or, pour toutn = 1,u,,,—Uu,, . n+l n 

La suite (u,,) est donc strictement décroissante. 

vy, =3 

b.(v,,) 
Tie * ep SL pour toutneN*, vy.) = ntl Yn" 

On admettra que pour tout n, Vow Oe 

Ici, la relation de récurrence fait intervenir un produit, on s’intéresse donc au 

Vn+l 
quotient 



Vn+l n n < 
Or, pour tout n = 1, = —— et,comme n <n+1,ona—— <1,d’ou 

Pceeertit: | n+l 

Vn+1 
z <1, etdonc v,,,<v,. 

n 

La suite (v,,) est donc strictement décroissante. 

c. (w,,) : pour tout ne N, w, = Jn. 

Pour tout n EN, w,, = f (n), f désignant la fonction racine carrée. 

f étant croissante sur R*, on en déduit que la suite (w,,) est croissante 
d’aprés la propriété 1.2. En fait, n <<n+1, done f(n) < f(n +1) par crois- 

sance de f sur R*. 

3. Calculer le terme d’indice k d’une suite arithmétique 

ou géométrique 

Etape 1: Déterminer si la suite est arithmétique ou géométrique. 

Etape 2 : Rappeler la formule du cours donnant le terme d’indice n. 

Etape 3 : Puis remplacer n par la valeur k donnée. 

EXEMPLES : Calculer w,, pour les suites suivantes : 
Ug = 64 

a. La suite (uw, ) est définie par op iis 
pour toutn EN, uv, ,, = ee 

P N, u,4;=—4 our tout nEN, uy.) =— 5 Mn 

, s ge ‘ 1 
La suite (u,,) est donc géométrique de raison 5s 

Pour tout n € N, u,, = ug X q”. On remplace le premier terme et la raison par 

n 

leurs valeurs. Pour tout ne N, u, =64 x [- 5] 3 

= 64 gy les eer a ly donc u49 = x a = x +510 ot eth 

: S| 
b. La suite (v,,) est définie par v, = 18; pour toutn eN*, v,., = 3 

VMN eo), et 
Pour toutn EN*,v,.,-—v, = 3 3 3" 

La suite (v,,) est donc arithmétique de raison -5. 

Pour toutn EN*, v, =v, +rx(n—J), soit v, = 18-4 x(n-1) donc : 

4g = 18-59 = 15. 

Suites numériques 
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4. Calculer la somme des termes d’indices inférieurs 

ou égaux a k 

Etape 1. Déterminer si la suite est arithmétique ou géométrique. 

Etape 2. Si la suite est arithmétique, exprimer u, en fonction de n et calculer 

u, d’apres la formule du cours. 

4 Si la suite est géométrique, c'est inutile pour calculer la somme cherchee. 

Etape 3. On note S , la somme des termes d’indices inférieurs ou égaux a k. 

Exprimer S, en fonction de n avec les formules du cours, puis calculer S ke 

EXEMPLES :On veut calculer S,, pour les suites données dans le savoir-faire 3. 

1 ; Ser! 
ntl =—54n» la suite (u,,) est donc géomé- a. Etape 1. Pour tout n EN, u 

trique de raison -5. 

Etape 2. Inutile 

Etape 3. g = yl #1, donc pour tout neN : 
2, 

1—q"*! 

S,, =Ug +...+Uu, =Ug X i=4 

n+l n+l 

-(-5] : (+5) 128 i elas 
S| =64 x ——_—_—— = 64x = — x/1-I|-= n = aay 5 3 “( | 5) 

2) 2 

11 11 
En partite, 5p = 458x{ 1-(-5] )-8x(1+(9 } 

b. Etape 1. Pour tout neN*, v.41 —v, aor tek. a =-3, la suite 

(v,,) est donc arithmétique de raison +. 

Etape 2. Pour tout n eN*, v, =v, +rx(n-1), soit vig =18-4x9=15, 

Etape 3. Pour toutneN, S, =v, +...+0,, = nxn, 

Donc en particulier, $4) = 10x Bea =5x33=165. 



5. Déterminer la limite d’une suite 

Le comportement asymptotique d’une suite (wu, ) peut étre étudié si l’on a 
déterminé la nature de la suite. 

1° cas. Si (u,,) est une suite arithmétique, alors la limite de (uw, ) dépend du 
signe de sa raison r : 

esir>0, tim (un) = +00; 

esir<0O, mC at 

2¢ cas. Si (u,,) est suite géométrique, alors la limite de (u,,) dépend de la 
valeur de la raison q et de la valeur de son premier terme. 

ePourg>1: 

Sigg, 0. tim (un) = +00, 

Siuy <0, jim (un) =—e: 

e Pour —-1<q<1, lim (u,)=0. 
i n co 

¢ Pour q <~—1, la suite (u,,) n’admet pas de limite quand n tend vers +e. 

EXEMPLES : 

a. (u,,) est définie par uy =5 et, pour toutneN, u,,, =u, —2. 

(u,,) est une suite arithmétique de raison —2, et -2 <0, donc : 

lim (u = 
n> +o 

n 

b. (v,,) est définie pour tout n € N, par v,, = 200 x (- 3] 

. fea ares : 3} 
(v,,) est une suite géométrique de raison are 

Or-1<-3 <1, done lim (-3) =; 
n—>+oo 

Alors lim 200 x 
n—>+oo 

n 

= ;| =(). Finalement, lim v, =0. 4 n—>+o 

7 
c. (t,,) est définie par t, = —3 et, pour tout ne N", 7, ,) = Gin 

he dco ae Peel : 
(t,,) est une suite géométrique de raison 6 et de premier terme ¢, = —3. 

7 : a. 
= —| =+0, Or, 6 > 1, donc stim (2) 

n—-+oeo n—-+oe0 

n 

Alors lim (—3)x (2) =-—oo, Finalement, lim ¢, =—o. 

Suites numériques 
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| EXERCICES D’APPLICATION | 

CALCUL DE usp * | 5min |> p. 183| 

Calculer le terme d’indice 50 de la suite (w,, ) définie par : 

D 
a. pour toutn EN, u, = 2n*+4n+1;_ ». pour tout neN*,u, =3—— ; 

Ug = 

c. d. Wa 
pour tout n EN, U4, —U, =3 + pour tout n eN*, ; =—2). 

n 

4 Voir le savoir-faire 1. Pour les suites récurrentes (c. et d.), attention au premier 

terme. 

oe SUITES ARITHMETIQUES | * | 10 min |> p. 183] 

Dans les cas suivants, (w,,) est une suite arithmétique définie sur N et de rai- 

son r ; déterminer son premier terme et sa raison, puis calculer Uso. 

SS 

y Exprimer u,, en fonction de u, et r (voir cours If.2.). 

SUITES GEOMETRIQUES | * | 5min |> p. 184) 

Les suites (u,,) suivantes sont géométriques de raison q. 

a. On donne u, = 5 et gq =—3. Calculer u, et u,<. 

b. Calculer la raison et le premier terme up de la suite telle que us =—20 et 

Ug = —80 (il peut y a plusieurs réponses possibles). Calculer u,,. 

c. Calculer la raison de la suite telle que u; = 8 et ug = 27. Calculer u,.. 

4 Exprimer u, en fonction de u, et q (voir cours III.2.). 

a Monotonic 2 | * | 10 min |> p. 184! 

Déterminer le sens de variation des suites suivantes, définies pour n EN : 

au, =2n—n?+1; b. u, =—-5 x (-2)” ; 

PAG 2 
. == 2 d. = — = C. Ut, = u, =(n-1)° —n?. 



4 
Un) 

On peut calculer u,,,,—u,, ou , on choisira l’expression selon la formule de 
n 

u, (celle pour laquelle les calculs se simplifient le mieux) {Voir le savoir-faire 2.]. 

Fl sommons «| 10 min |> p. 186| 

Calculer les sommes suivantes : 

a. S; =19+20+21+...+100 ; 

b. S, =6—42 + 294 —...+34 588 806 ; 

ACY aan Be oe oS a SR TOT; 

4 It faut d’abord trouver la logique sous-tendant ces sommes [vu que certains 

nombres sont sous-entendus dans les pointillés) : on sait calculer la somme des 

termes consécutifs d’une suite arithmétique ou géométrique [voir le savoir- 

faire 4.). Chercher en priorité dans ces directions. 

| EXERCICES D’ENTRAINEMENT | 

I ravioactivité ** | 15 min |> P. 186 

Le tritium (T ou 3H) est — comme le deutérium — |’un des isotopes de l’hydro- 

géne. C’est un élément radioactif, dont la période ou demi-vie est de 12,32 ans, 

c’est-a-dire que la moitié de ses atomes se désintégrent naturellement en 

12,32 années. Le tritium est, avec le carbone 14, l’un des deux radionucléides les 

plus émis dans |’environnement (en grande partie libéré dans |’air et l’eau) par 

les installations nucléaires en fonctionnement normal. L’usine de la Hague, pour 

V’année 2002, a rejeté environ 33 g de tritium sous forme liquide et 0,17 g sous 

forme gazeuse (source Areva NC). 

On note uv) = 33 g la quantité de tritium libérée en 2002 sous forme liquide, et u,, 

la quantité de tritium restant au bout de n x 12,32 ans exprimée en grammes. 

1. Donner la relation entre u,, , ; et u,,. 

2. En déduire la nature de la suite (u,, ). 
3. Exprimer u,, en fonction de n. 

4 Voir le cours III.2. 
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4. Au bout de combien de temps reste-t-il dans l’environnement moins de | g de 

tritium des 33 g libérés en 2002 ? 

5. Pour simplifier le probléme, on considére que 5,5 % du tritium se désintegrent 

chaque année. On appelle v,, la quantité de tritium restant au bout de n années. 

a. Démontrer que (v,,) est une suite géométrique de raison g = 0,945 et de pre- 

mier terme Vp = 33. 

4 Exprimer v,,,a l'aide de v,. 

Il faudrait alors 62 ans pour arriver a moins de | g de tritium sur la quantité libé- 

rée en 2002. Supposons que |’usine rejette chaque année 33 g de tritium liquide. 

b. Quelle serait la quantité de tritium présente dans I’environnement fin 2003 sur 

les rejets de 2002 et 2003 ? 

c. Quelle serait la quantité de tritium présente dans |’environnement fin 2004 sur 

les rejets de 2002 a 2004 ? 

d. Quelle serait la quantité de tritium présente dans |’environnement fin 2064 sur 

les rejets de 2002 a 2064 ? 

4 Voir le savoir-faire 4. 

RA emprunt ***) 10 min | > P. 187| 

On emprunte 15 000 € aux conditions suivantes : chaque mois, on rembourse 6 % 

d’intéréts sur le capital restant dO, plus 500 euros de capital. On appelle w,, la n® 

mensualité pour n e N*. 

1. Calculer Uy, Uy et Uz. 

4 Chaque mois, le capital a rembourser diminue de 500 euros. 

2. Quelle est la nature de la suite (u,, ) ? On pourra appeler C le capital restant 

avant la n© mensualité et calculer Ver ties et 

4 Cette méthode sert a prouver qu'il s’agit d'une suite arithmétique. 

3. Exprimer u,, en fonction de n, puis déterminer le rang N pour lequel le capital 

sera remboursé. Quel sera le montant de la derniére mensualité ? 

4. Quelle est la somme remboursée au total ? Quel est le cofit de cet emprunt ? 

4 Voir le savoir-faire 4. 



EXERCICES 

a4 INCONNUE | xx | 10 min |> p. 188 | 

Déterminer quatre termes consécutifs d’une suite arithmétique, sachant que leur 

somme est —2 et la somme de leurs carrés est 46. 

Ey] evovutions successives | ** | 15 min |> p. 188 | 

1. Le 1* janvier 2010, le prix d’un objet est Py. Au bout de n années, le prix de 

cet objet est noté P. L’inflation est de 3 % par an a partir de 2010. 

a. Exprimer le prix P,; de cet objet au bout d’un an, P, au bout de 2 ans, Pau 

bout de n années, en fonction de n et de Po. 

4 Le prix au bout de n+1 années est calculé a4 partir du prix au bout de n années. 

Etablir la relation entre P, et P,,;. 

b. Au bout de combien d’années le prix de l’objet aura-t-il été multiplié par 2 ? 

Le temps nécessaire dépend-il du prix de départ Py ? 

4 On pourra utiliser le tableau de valeurs de 1,03” obtenu avec la calculatrice. 

2. Dans cette question, on suppose que |’ inflation est de 3 % une année, —3 % la 

suivante (il y a désinflation), le cycle se reproduisant par période de 2 ans (+ 3 % 

en 2010, —3 % en 2011, +3 % en 2012, —3 % en 2013, etc.). 

a. Quel est le prix de l’objet en fonction de P, au bout de 2 ans ? Au bout de 

4 ans ? Exprimer le prix P,,, au bout de 2n années. 

4 Déterminer la nature de la suite définie par u, = P,, pour tout neN. 

b. Déterminer le sens de variation de la suite (P,,,) puis montrer que P,,, < Pp. 
Aurait-on les mémes résultats si les taux d’inflation et de désinflation étaient 

respectivement de i % et de —i %(0 <i < 100) ? 
c. Calculer P ,,,, en fonction de n et de Py pour i = 3. 

DEUX SUITES GEOMETRIQUES | | 25 min |> p. 189 | 

Soit (u,,),, py la suite définie par uy = 2 ; u, =2 et pour tout ne N : 

1 : 
Uny2= — 5 n 41 +54, (relation de récurrence (R)). 

1. Calculer u,, u; et u,. La suite (u,,) est-elle arithmétique ? géométrique ? 

y | Voir les Savdir-faire 1, et 3: 

Suites numériques 



174 

2. Démontrer que si (v,,) et (w,,) sont deux suites vérifiant la relation (R), alors 

la suite (v, + w,,) vérifie également la relation (R). 

y Exprimer v,,,;etV,, en fonction de v, et de q, puis établir une équation verifiee 

par ga Uaide de la relation (R). 

3. Déterminer les raisons des suites géométriques (v,,) et (w,, ) vérifiant la méme 

relation de récurrence que (u, ). 

Ms Exprimer v,,,etV,, en fonction de v, et de q, puis établir une equation verifiee 

par q a l'aide de la relation (R). 

4. Soit (¢,,) la suite définie par ty =2 ; t; =2 et pour toutneN,t, =v, +w,. 

Exprimer ¢,, en fonction de n. 

4 Trouver d’abord v, et Wo. 

5. Démontrer que les suites (u,,) et (t,,) sont égales. 

4 On pourra raisonner par l'absurde. 

i=10 

6. Calculer Dd Uy =Uy +, +... + Wyo. 
i=0 

4 Utiliser le savoir-faire 4. pour les suites (v,,) et (w,,). 

Uni1 =F (Un) | ** | 30 min |> Pp. 192| 

: wa l 
Soit (w,,) la suite définie par up = 76 ot nti = Ju, pour tout n EN. 

On admet que u,, > 0 pour tout n EN. 

!. Démontrer que la suite (u,,) est majorée par 1 : pour cela, on raisonnera par 

l’absurde en supposant qu’il existe au moins un rang n tel que u,, > 1. On prend 

le plus petit rang N vérifiant cette inégalité, et on aboutit 4 une contradiction. 

2. Démontrer que la suite (u,, ) est strictement croissante sur N. 

3. Dans le repére orthonormal (O He i), représenter graphiquement sur |’inter- 

valle [0 ; 5], 41’échelle 4 cm pour une unité, la fonction f (x) = J/x et la fonction 

8(x)=x. 



EXERCICES 

4. Placer up sur l’axe des abscisses, puis son image u, par f sur l’axe des ordon- 

nées. L’antécédent de u, par g est u, sur l’axe des abscisses. Lire graphiquement 

la valeur de u,. 

& Liutilisation de ,, la « premiére bissectrice », sert a rabattre la valeur u, sur 
Vaxe des abscisses. 

5. Déterminer graphiquement de la méme maniére la valeur de w,, puis de U3. 

6. Poursuivre la construction autant que possible. Qu’observe-t-on ? 

4 On verra en terminale que toute suite croissante majorée converge, c’est-a- 

dire que les termes de la suite s'approchent infiniment pres d'une valeur qui est 

la limite de la suite. Les questions 1. et 2. permettent donc d’affirmer que (u,,) est 

une suite convergente, et que sa limite est inférieure ou égale a 1. 

7. Recommencer la construction avec uy = 3,5. Que constate-t-on graphique- 

ment ? Pourquoi la démonstration du 1. n’est-elle plus valable dans ce cas ? 

Démontrer que (u,, ) est alors une suite strictement décroissante minorée par | (et 

donc, convergente). 

12 ECONOMISONS ** | 15 min |» Pp. 194 

Jean recoit de l’argent de poche chaque semaine. La premiére semaine, 1! recoit 

5 €, puis chaque semaine, la somme recue est augmentée de 20 cents. 

1. On appelle up la somme regue la premiere semaine : uy = 5. Démontrer que la 

somme recue chaque semaine correspond aux termes successifs d’une suite arith- 

métique dont on donnera la raison. 

2. Exprimer u,, en fonction de n, puis calculer up. 

3. A partir de quand Jean touchera-t-il plus de 12 € par semaine ? 

4. S’il économise tout son argent, au bout de combien de temps pourra-t-il ache- 

ter un blouson a 150 € ? 

SOMME DES CARRES 
E] DES PREMIERS ENTIERS NATURELS | ** | 25 min |> P. 195| 

On considére la suite (u,,) définie pour tout n entier strictement positif par : 

n 

6 6 k=n 

» 2 u eellea ae. yubece ee as 

1. A l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice, représenter graphiquement les 

50 premiers termes de la suite (u,, ). 

y | Sur tableur, utiliser 4 colonnes, une pour n, une pour n2, une pour la somme 

des carrés et une derniere pour u,,. 

Suites numériques 
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2. Emettre une conjecture sur le type de fonction f telle que, pour tout n entier 

entre | et 50, on ait u,, = f (n). 
3. Déterminer les coefficients a, b et c de la fonction du second degré f. 

4 Utiliser les valeurs u,, u, et u, pour obtenir un systeme d’équations d'inconnues 

aoDie. 

4, Vérifier qu’on retrouve bien les valeurs de la suite (u,,)- 

5. A aide de la formule ainsi obtenue pour u,,, établir une formule simple don- 

nant la somme des carrés des n premiers entiers strictement positifs. 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

FRY nes = Flu) | | 35 min |> Pp. 196 

VARIABLES 
i EST_DU_TYPE NOMBRE 

u0 EST_DU_TYPE NOMBRE 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

N EST_DU_TYPE NOMBRE 
DEBUT_ALGORITHME 

AFFICHER “F1(x}=1/x+1" 
x PREND_LA VALEUR 0.1 

POUR i ALLANT_DE 1 A 300 

DEBUT _POUR 

TRACER_SEGMENT (x.F1(x]]->[x+i/100.F 1(x+i/100)) 

TRACER_SEGMENT [x.x}-({x+i/100.x+i/100) 

x PREND_LA_ VALEUR x+i/100 

FIN POUR 

LIRE uO 

LIRE N 

TRACER_POINT (u0.0) 

TRACER_SEGMENT (u0.0)-(u0.F1(uo}) 

x PREND_LA VALEUR uO 

y PREND_LA_ VALEUR F1{x) 
POUR i ALLANT_DE1AN 

DEBUT _POUR 

TRACER_SEGMENT (x.y]->1y.y) 
x PREND_LA_VALEUR y 

y PREND_LA_VALEUR F1 (xl 
TRACER_SEGMENT [x.x]-(x.y] 

TRACER_POINT (x.0) 
FIN POUR 

FIN _ ALGORITHME 



On décide d’utiliser Algobox (logiciel d’algorithmique) pour recommencer la 
construction de l’exercice 11. On s’intéresse ici a la fonction f définie sur Rt * 

1 oe “eee, 
par f (x) = e +1. On considére les suites récurrentes du type w,,,, = f (u,,) pour 

tout 2 €N. On admet qu’elles sont bien définies quelles que soit la valeur de 

Ug > O. Sur Algobox, on écrit le programme précédent. 

1. A quoi sert la premiére boucle « pour i allant de 1 4300 » ? 

| Sur Algobox, les coordonnées d'un point s’écrivent (x-y). 

2. Que représente N dans cet algorithme ? 

3. Dans la deuxiéme boucle « pour » : 

a. Quel lien y a-t-il entre i et les termes de la suite (u,,) ? 

b. On demande de tracer le point de coordonnées (x ; 0). Que représente ce 

point ? 

4. Ecrire ce programme, en choisissant pour échelle du repére : 

Amin: —O,2; Xmax:3; Ymine—0,2>Ymax.:2,52Xerad : 0,2; Ygrad :.0,2. 

4 Penser a completer la formule de la fonction F, dans l’onglet « Utiliser une 

fonction numérique ». Le réglage de l’échelle se fait dans l’onglet « Dessiner dans 

un repere ». 

Puis tester le programme avec comme premier terme de la suite ug = 0,8 et 

comme nombre de termes 4a représenter : 10. Que constate-t-on ? Prendre diffé- 

rentes valeurs pour uy : la conclusion change-t-elle ? 

5. On souhaite répondre a la question « Les suites de la forme u,,,, = f (u,,) 

sont-elles toujours convergentes ? ». On considére ici la fonction f (x) = x?. 

a. Modifier l’algorithme avec cette fonction. 

b. Choisir différentes valeurs de u, (on se limitera aux cas uy = 0). 

Conclure sur l’éventuelle convergence de (u,,) en fonction des valeurs de up. 

FEY variation | ** | 25 min |> p. 198| 

Dire Ss 

T+ Ox 

1. Calculer f’ (x) puis dresser le tableau de variations de f, 

2. Représenter graphiquement la fonction f dans un repere orthonormal d’unité 

6 cm. 

Soit fla fonction définie sur R\- + par f (x) 

3. On définit la suite (w,,) par w, = aoe pour tout ne N. 

a. Calculer w, et wp. 

Suites numériques 
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b. Donner le sens de variation de la suite (w,, ). Justifier. 

4. Soit (u,,) la suite définie par : up =3 et u = f (u,,) pour tout = n 

eh Oe 

neN. 

a. Sur la représentation graphique de f, placer a l’aide de la droite d’équation 

y =x les valeurs uy, u; et uy sur l’axe des abscisses. 

4 Voir t'exercice 11 pour la méthode de représentation des premiers termes 

d'une suite u,,,=f(u,). 

b. Quelles conjectures peut-on faire sur les variations et la convergence de la suite 

(u,,)? 
c. On admettra que u,, # 0 pour tout n EN. 

Soit (v,,) la suite définie par v,, = -. +1 pour tout neN. 
n 

Démontrer que (v,,) est arithmétique de raison 2. 
d. Déterminer vp puis |’expression de v, en fonction de n. 

En déduire l’expression de uv, en fonction de n. 

| op pst Aaa 
e. En remarquant que u,, = wa ou g est une fonction de référence, déduire le 

g(n 

sens de variation de (w, ). 

FI Des LAPINS AU NOMBRE D'OR x **| 50 min | > P. 20 

On considére le probleme posé par Leonardo Fibonacci au XHI® siécle : « Un 

homme met un couple de lapins nouveau-nés dans un lieu isolé de tous les cétés 

par un mur. Combien de couples obtient-on en un an si chaque couple engendre 

tous les mois un nouveau couple a compter du troisiéme mois de son exis- 

tence ? » Pour répondre a cette question, posons A, le nombre de couples adultes 

et J, le nombre de couples immatures a la fin du n* mois. Alors, a la fin du pre- 

mier mois, A, = 0 et J, =1. A la fin du 2¢ mois, le couple immature devient 

adulte, et a la fin du 4° mois, le couple a engendré un couple de lapereaux. Les 

relations de récurrence liant ces suites sont donc /,,,, = A,, et A, ,, =A, +J,,. 

1. Sur tableur, calculer les 30 premiers termes de chaque suite. 

4 On pourra mettre les valeurs de n dans la colonne A, les valeurs de A, dans la 

colonne B et les valeurs de /, dans la cotone C. 

En déduire, dans une 4° colonne, le nombre total de couples de lapins a la fin du 

ne mois. On notera cette suite (7, ). 



EXERCICES | 

2. Démontrer que pour tout n eN*, T42 =T,,4,; + T,,. Cette relation de récur- 

rence définit la suite de Fibonacci pour 7; = 1 et T, =1. 

r T, T. 
3. Déduire de cette relation que ee (E) 

i fk n+l n n 

Pe 
4. On s’intéresse maintenant a la suite définie par u,, = pour n € N'*. Dans 

n 

une nouvelle colonne du tableur, calculer les 29 premiers termes de (u,,)s en fai- 

sant apparaitre 8 décimales. Quelle conjecture peut-on faire concernant cette 

suite ? 

5. On admettra que (w,,) converge vers une limite notée ¢~. Démontrer que @ est 

positive. 

4 Que se passerait-il si on avait p<0 ? 

Th+2 
6. Que peut-on dire de lorsque n tend vers |’infini ? 

n+1 

7. a. Déduire de la relation (E) et du 6. que @ est la solution positive d’une équa- 

tion du second degré que I’on déterminera. 

b. Calculer la valeur exacte de @. 

8. A l’aide du tableur, déterminer a partir de quel rang n, |u,, - |< 10-®. 

4A Voir le chapitre 1 pour la notion de valeur absolue. Utiliser la fonction =ABS 

{voir U'assistant fonction du tableur). 

CONTROLE 

Bh] contrat DE LOCATION | *& | 15 min |» p. 201) 

Une personne loue une maison 4 partir du 1° janvier 2011. Elle a le choix 

entre deux formules de contrat. Dans les deux cas, le loyer annuel initial est 

de 4800 € et le locataire s’engage a occuper la maison pendant 9 années com- 

pletes. 

1. Contrat n°1 

Le locataire accepte une augmentation annuelle forfaitaire de 5 % du loyer de 

l’année précédente. 

Suites numériques 
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a. Calculer le loyer u, payé lors de la 2° année. 

b. Quelle est la nature de la suite (u,,) ? Justifier. 

4 Exprimer u_., a Vaide de w_. 

c. Exprimer u,, (loyer payé lors de la n + 1° année) en fonction de n. 

Calculer uz. 

4 Voir le savoir-faire 3. 

d. Calculer la somme totale payée a |’issue des 9 années de contrat. 

4 Voir le savoir-faire 4. 

2. Contrat n°2 

Le locataire accepte une augmentation annuelle forfaitaire de 275 € du loyer 

de l’année précédente. 

a. Calculer le loyer v, payé lors de la 2° année. 

b. Quelle est la nature de la suite (v,,) ? 

c. Exprimer v,, (loyer payé lors de la n + 1° année) en fonction de n. 

Calculer v,. 

_ d. Calculer Ja somme totale payée a l’issue des 9 années de contrat. 

3. Quel est le contrat le plus avantageux ? 

BE surre aritHMETICO-GEOMETRIQUE * | 25 min |» p. 202. 

La suite (u,,) est définie par u, =1 et pour tout ne N, u eB S- +n—}- 
2 n 

1. a. Démontrer que pour tout, n > 3, u, = 0. 

4 Apres avoir examiné u,, on pourra risonner par labsurde pour n=4, 

comme a l'exercice 11. 

b. En déduire que pour tout n> 4, u, =n-2. 

c. Que peut-on en déduire quant a la limite de (u,,) quand n tend vers +20 ? 

2. On définit la suite (v,,), pour tout n EN, par v, =4u, —8n+ 24. 

a. Démontrer que (v, ) est une suite géométrique décroissante dont on don- 

nera la raison et le premier terme. 



n 

b. Démontrer que pour tout n EN, u,, = 7(5| on — ©: 

c. Vérifier que u,, = x,, + y,,, pour tout n EN, ot (x,,) est une suite géomé- 

trique et (y,) une suite arithmétique, dont on précisera pour chacune le pre- 

mier terme et la raison. 
n 

3. En déduire l’expression de S,, = >) u, en fonction de n. 
k=0 

4 Comme a l'exercice 10, question 6. : 
n n n 

DUK =D XK + DV 
k=0 k=0 k=0 

On scinde la somme S, en deux sommes des premiers termes d'une suite 

arithmétique et d'une suite géométrique. 

CONTROLE 

FT) Les Bases | ee | 15 min |> P. 203) 

1. Etudier les variations de la suite (u,,) définie pour tout n € N par : 

4 Voir l'exercice 4 en cas de difficulté. 

2. Calculer 1+ 3+5+---+ 2011. Justifier. 

4 Voir le savoir-faire 2. 

PXs) compre SUR LIVRET _|_*® | 10 min |> p. 204| 

On place 5 000 € sur un livret a 2,5 % d’intéréts annuels. On appelle 

Uy = 5000 et u, le montant sur le compte n années plus tard, neN. 

1. Calculer u,, u, et U3. 

7 Attention, pour u,, les intéréts sont calcules sur le montant UW)... 

2. Quelle est la nature de la suite (u,,) ? Préciser sa raison. 
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4 A la question « quelle est la nature de la suite ? », la réponse ne peut-étre 

gue arithmétique ou géométrique : en observant les premiers termes calculés 

au 1., si 'écart entre deux termes est constant, ce sera une suite arithmétique, 

Uns 
sinon, on cherche a démontrer que est constant pour une suite géomé- 

n 

trique. 

3. Exprimer u,, en fonction de n. 

4. De quelle somme dispose-t-on au bout de 10 ans ? 

5. Combien d’années faut-il attendre pour doubler son capital de départ ? 

4 Utiliser la calculatrice pour obtenir un tableau des premiers termes de la 

suite. 

21| SUITE RECURRENTE | ** | 30 min | > P. 205) 

Soit (u,,) la suite définie par uy =6 et u,,, = <u, +1 pour tout neN. 

1. Calculer u, et u,. La suite (u,,) est-elle arithmétique ? Est-elle géomé- 

trique ? Justifier. 

4 Voir exercice 10 en cas de difficultés. 

2. a. Représenter dans un repére orthonormal d’unité 2 cm, les droites D 

ss 2 Sie 
d’équation y = qe +let A d’équation y= x. 

b. Utiliser ces droites pour placer up, u,, Uz et uz sur l’axe des abscisses. 

4 Voir la méthode décrite a l'exercice 11. 

c. Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de variation de la suite (u,,) et 

sa limite ? 

3. Soit (v,,) la suite définie pour tout ne N par v,, =u, —3. 

a. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison : et calculer vp. 

b. Exprimer alors v,, puis w,, en fonction de n. 

c. En déduire le sens de variation et la limite de la suite (v;,) puis de la suite 

(u,). 



CORRIGES 

[1 Ja. usy = (2x 502 +4x5041=/5201. 

bei 2. 96 
c. (u,,) est arithmétique de raison r = 3, et de premier terme ug = 7. Donc, pour tout 

neéN, u, =ug +m=7+3n d’aprés le cours II.2. 
Donec usy = 7+3 X50 = 157. 

d. Pour tout n eN*, uw, ,; =—2u,,, donc (u,,) est géométrique de raison g = —2. 

Son premier terme est u, = —3. 

Donc pour tout n EN *,u,, =u, x q”—! d’aprés le cours III.2., u, =-3x(- ee 

Pour n = 50, usy = —3(—2)? =3x 24 ~1,69x 1015 a 101 pres. 

[2] Si on note up le premier terme et r la raison de la suite arithmétique (u,,) : 

U, =Ug +r Xn. 

ug =12=u)+4r 

= i =-8=uUy +9r 

Par soustraction membre 4 membre (ligne 2 — ligne 1) : 

—8-12=9r—4r @ -20=S5rear=—4. 

4 Autre méthode : On peut utiliser directement la formule du cours Ill.2. : 

Ug =U, +(9—4)r <> —8 =124+5r & Sr =—-20 > Fr =-4. 

D’od : uy =12 =ug + 4X (—4) = Uy -16 & Uy = 28. 

(u,,) est la suite arithmétique de premier terme uy = 28 et de raison r = —4. 

D’ott Uy) = 28-4 x 20 = —52. 

4 Voir le savoir-faire 3.b. 

Un, = 7 = Up +27r 

b. 15 Par soustraction membre a membre : 
Uyg = = Uo + 10r. 

| ane 34 _ Sg SNe Oe ae 
7-7 =lire 7 mi | Ff Pt 5 XqG ar eae. 

& Autre méthode : Utiliser Uy7 =U,9 +17r. 

On en déduit : 

1532 pra 20 (5s at) 
a Ur OX Sy 7 d’oU Up = a 
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(u,,) est donc la suite arithmétique de premier terme uy = > et de raison 7 
a =2. 
D’od uy) =-2+2x20=-34+ P= Bas, 

[3 a. Uy =u, Xq donc u, = 5x(—3)=—15. Pourn>1: 

u, =u, xq"! donc u45 =5x(—3)> | =5x(—3)* = 23 914 845. 

& La suite a pour premier terme u,, d’ou la puissance (n—1). 

b. u,, =Ug Xq” donc u, = —20 = uy Xq?, 

et Ug = —-80 = Uy X g? =Uy XQ? Xq* =— 204". 

4 On peut aussi dire directement uy =u; x g* d’aprés !e cours III.2. 

—80=-20xq* 2g! = =4eoq?=f4=2 (q* ne peut pas étre égal a 

—2). 

@q=/2 oug=- 2, 
p 5 —-20 -5 -5/2 

° Sig = 2, =20 = up x(V2) i) Hose Morais su 

ie 
done tee atlas 2x2!!=-10 240,/2. 

+Sig=—Y2,—20= 09 x(-J 2) =-4/Bug #9 = 29, = AE, 
donc u54 = Bao: = oe <2'2 = 10 2405/2 

2) 

CU, =U, XQ"? > Ug =Us XQ? & 27=8xq? 

21 PO 3 
fee el A SAL ld =— 

Th eines (5) See 
? 7 59049 

Al : ms Ma (5 —) SMart OFS : Uys =Ug Xq 27x 5 Fs 128° 

[4 Ja.u,.)=20n+1)-(n+ 1)? +1=2n+2—(n242n41)41 

Uns) =n? +2, dor: 

EBM Ne? =-n? +2-(2n-n? +1)=-2n+1. 



Pour n = 1, —2n S—2 et —2n+1<-1, donc —2n+1<0 soit Uo. <0, 

La suite est décroissante a partir du rang n = 1. 

4 Autre méthode 

Pour tout neN, u, =f(n), ou fest la fonction définie sur R par f(x) =—x2+2x +1, 

soit f(x)=ax2+bx+c avec a=—1<0, b=2 et c=1. Donc f est décroissante sur 

-it~| =[1;+°°[. Donc (u,,) est décroissante a partir du rang 1. 

b. u, =-5x(—2)" est une suite géométrique de raison —2 car elle est du type 

u, =Uy Xq”. 

Comme —2 < 0, elle n’est ni croissante, ni décroissante. 

gntl Qntl 

CUny1 = = (n+1)+1 n+2° 
u,, et u,, ,, SOnt positifs. 

Mi 2 gti nti 2"*! 
U,, —n+? 9M bee Qn 

eA onsi-n Us! _2n+2 

n+2 n+2 n+2 

Uny 
Déterminons si est supérieur ou inférieur a 1 : 

n 

Mp2, Int 2 nt2~ gn 

ned ~  n+2>° nt2- 20+? 
Orn=Oetn+2=2 doncn+2=20, 

d’ou : 5 = 0 (quotient de deux nombres positifs.) 
n 

1, ee ind enti 
Aint — "= 1 = O sot ——_ > 1. 

n n 

Comme u,, est positif, u,,, 2 u, pour tout ne N. 

Donc la suite (u,,) est croissante sur N, et méme strictement croissante a partir 

du rang 1. 

d.u, =n? —2n+1—n? =—2n+1=1-2n. 

(u,,) est une suite arithmétique de premier terme | et de raison —2 car elle est du type 

Uy +n. 

—2 <0 donc (u,,) est strictement décroissante. 

4 On peut aussi calculer u,,;—U,, voir que c'est égal a —2, donc u,,,—-u, <0 

soit U,44 < Up. 
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[5] a. Premiére méthode 

On peut voir S, comme la somme des 100 — 19 + 1 = 82 premiers termes d’une suite 

arithmétique (u,,) de premier terme uy = 19 et de raison r = 1. 
Avec la formule encadrée au II.3., on trouve : 

19+100 
9 

Deuxiéme méthode : 

Sy = 14243) F100 2 ee +18) 
On utilise alors le « résultat préalable » du cours IL.3. : 

5, oe a = 50x 101-919 =4 879. 

b. Lécart entre 6 et —42 n’est pas le méme qu’entre — 42 et 294. Cherchons si ce 

sont les termes d’une suite géométrique : 6 x (—7) =—42 ; —42 x (-7) = 294. 
Cela semble correspondre a une suite de raison —7 et de premier terme uy = 6. 

Voyons si cela correspond a 34 588 806. 

Sur la calculatrice, on entre la formule Y = 6 x (—7)* X pour obtenir le tableau de 

valeurs des termes de cette suite. On trouve ug = 34 588 806. 

S, =82x = 41x119=4 879. 

4 Pensez a remplacer n par X dans la formule sur calculatrice. Réglez ensuite la 

tableau de valeurs en prenant X,,,, =0 et un pas de 1. 

Alors S, est la somme des 9 premiers termes de cette suite géométrique : 
9 

=? 1-(-7 
Het ie rs ot agri 
l-q Ni ie 

c. —3, 1, 5 sont les trois premiers termes d’une suite arithmétique telle que Uy =—3 

etr=4. 

S> = Ug X 

Alors : 

Uu, =Uy +m 57=-34+4n& 60=4n Sn=ls5. 

+ ah 
Sy = Ug +uy +--+ us = (IS +1) x25 = 16x S497 § 16x27 = 432, 

[6] 1. Au bout de (n+1)x 12,32 = nx 12,32 +12,32 ans, il reste la moitié du 

tritium présent au bout de n x 12,32 ans, donc u,,,4 = FU ns 

2. On en déduit que (u,,) est une suite géométrique de raison 5 et de premier 

terme uy = 33. 

n 

3. Alors u,, = Ug X g", donc u,, = 33 x (3) : 

4. En dressant le tableau de valeurs sur la calculatrice, on voit que : 
us ~ 1,03 >1 yee, Ug 0,52 =< 1, 



Donc, au bout de 6 x 12,32 ans, il reste moins de 1 g de tritium, soit au bout de 
73,9 ans. 

5. a. Vanek on nt ae ee (1- ia 100 100 

Vn+1 = 0,945v,,, donc (v,,) est une suite géométrique de raison 0,945 et de pre- 

mier terme v9 = 33. 

b. Fin 2003, les rejets de 2002 se sont désintégrés en partie, donc il reste : 

v, = 33 x 0,945 = 31,19 g de 2002, plus les 33 g libérés en 2003, ce qui fait 64,19 g. 

c. Fin 2004, la quantité de tritium présente est v, = 33x0, 9452 ~ 29,47, donc : 

V9 +, + V2 = 93,66 g. 

d. Fin 2064, la quantité de tritium présente serait : 
g® 
= (car gq #1) 

1-0,945% 
1— 0,945 

Vg FV, +... + Ven = Vo Xx 

= 33 x = 583. 

Il resterait 583 g de tritium. 

1. La premiére mensualité est : 

= se = u, = 500+ 100 x 15 000 = 1 400 €. 

Ensuite, il reste 15 000 — 500 = 14 500 € de capital a rembourser. 

La 2° mensualité est donc : 
6 

Uy = 500 + 799 x 14 500 = 1370 €. 

Il reste 14 500 — 500 = 14 000 € de capital 4 rembourser. 

La 3¢ mensualité est u, = 500+=9- x 14.000 = 1340 €. 
2. La suite semble arithmétique de raison — 30 car, d’un terme au suivant, on soustrait 

30 €. Calculons u,, ,, —u,, pour le prouver, C étant le capital restant avant la n° men- 

sualité : 
6 6 

U,, = 500+ F69 X€ ta = 500 + F599 x (C — 500) donc : 

6 6 6 SO ee eee = — =—— X (—500) = —30: Unsi ~Un Tae 500) 700 *© 0 0) 

U, +1 ~My est constant, donc (u,,) est une suite arithmétique de raison — 30 et de 

premier terme u, = 1 400. 

3. (u,,) est une suite arithmétique de premier terme u, = | 400 et de raison r = —30 

donc : 

u, =U, +r X(n—1)=1400- 30x (n-1). 

4 ll faut étre vigilant sur U'indice du premier terme de la suite lorsqu’on donne la 

formule générale. 
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A raison de 500€ par mois, le capital de 15000€ est remboursé en 

4 Attention, le capital est remboursé avant que u, ne soit égal a 0 ! 

La derniére mensualité est donc : 

Uz = 1400 — 30 x (30 — 1) = 530 €. 

4. La somme totale remboursée est la somme des premiers termes d’une suite arith- 

métique : 

Nx(u,+uy) 30x(1400+530) 
yj fg? tye ee 

4 Voir le cours II.3. 

Donc le coiit de l’emprunt est 28 950 — 15 000 = 13 950 €. 

Si on note r la raison de la suite arithmétique, les quatre termes consécutifs 

de la suite peuvent étre appelés uy, u, =Ug +1, Uy =Ug + 2r et Uz = Uy +3r. 

D’oU : Ug +, +Uy + U3 = 4Ug +6r =—-2 & 2uy+3r=-1 (1) 

us +up +us +us = Us +(u + 2upr + r?)+(ug + 4ugr + 4r7) + (ug + 6ugr + 9r7) 

= Aug + 12upr + 14r2 =46 (2). 

4 
(a+b)? =a24+2ab+b2. 

Pour simplifier la relation (2), on éléve au carré les membres de la relation (1), alors : 

Aug + 12upr + 9r? =1. 

Par soustraction membre a membre, on obtient : 

14r2 —9r2 = 45 9 5r?2 =45 er? =9 oO r=3 ov-3. 

Si r=3:(1) & 2uy +9 =—-1& 2uy =—-10 & Uy =—S, les termes suivants de 
cette suite étant alors u; =—2,u, =1,u, =4. 

Sir =—3:(1) © 2ug —9=-1& 2uy =8 & Ug = 4, uy, =1,u, =-2,u, =-5. 

3 3 [9 ]i.a. P, = Py + Py X75 = Po(I+ 3] =1,03%, 

3 P, = P, + PX 759 = 1,03F (= 1,03? Po). 

3 
at =P +P, X 799 = bO3Fh- 

Donc (P.) est une suite g¢ométrique de premier terme Py et de raison 1,03, donc 

P,, =1,03” x Py pour tout n EN. 



b. On cherche le plus petit entier n tel que P= 2Py 

P, 2 2Py = 1,03” x Py = 2Py & 1,03" = 2 car Py > 0. 

Sur la calculatrice, on entre la formule Y = 1,03 * X dans le tableau de valeurs. On 

obtient 1,0373 ~ 1,97 <2 et 1,034 = 2,03 > 2, donc le prix initial est doublé au 

bout de 24 ans. 

Le temps nécessaire ne dépend pas de P,, puisqu’il suffit de regarder par com- 

bien P, est multiplié. 

2. a. Augmenter Py de 3 % revient a multiplier par 1,03. 

Diminuer le prix P, = 1,03 x Py de 3 % revient a le multiplier par 1 — as = 0,97. 

Ainsi P, = 0,97 x P, = 0,97 x 1,03 x Py = 0,999 1P5. 

Au bout de 4 ans, P, = 0,97 x (1,03 x P,) = 0,999 1P). 

P49 =0,97 x (1,03P,,,) = 0,999 1P,,, soit u,,, =0,9991xu,,. 

La suite (u,,) est donc une suite géométrique de raison 0,999 1 donc : 

Ua = 0,999 1x U, et Py, = 0,999 1” Py. 

b. Comme 0 < 0,999 1 <1, la suite géométrique ‘ieee est strictement décroissante, 

d’ou : 

Pon < Po(n—1) < Pon—2) + 
et de proche en proche, on arrive a P,,, < Po. 

Avec un taux de i %, la raison de la suite (P),, ) serait : 

a i2 i2 

f + illI- i= l= = =]- 
100 100 i00* 100 10000 ] 000° as T000 ~ 

donc la suite (P,,,) est toujours strictement décroissante. 

©. Poy 41 = Poy X1,03 = 0,999 1” Py x1, 03. 

Siow! 1 ee fee eed 
1. Pour n= 0, u, =—5 Xu +5 X Ug = 7X 24+5%X2=0. 

Pour n= 1,3 =-4X uy +5 XU =1. 

1 ] 1 
Pour 1 = 2, Ug = — 5 X U3 +5 XUy =—3- 

y | Pour calculer les premiers termes d'une Suite, voir savoir-faire n° 1. 

La suite (u,,) n’est pas arithmétique car u, —Ug =0 # uy — yy. 

WES te a ue Elle n’est pas non plus géometrique car uae 14 a 
0 I 

2. Si pour toutn EN : 

| u wees glee, alors : 
Vi gar “alah SG et Wr42 = 7 n+l a he ; 
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Vatdit Weed — = neh 5 

Donc la suite (v,, + w,,) vérifie la relation (R). 

3. Si (v,,) est une suite géométrique de raison g et de premier terme vo, alors pour tout 

neEN, V4 =Vy~ XO CY,39 =v, 9 =v, XG"; Done: 

(v,,) vérifie (R) = v, xq? = -5, xqt 1y pour tout n EN. 

Se v, (a2 +5 - 5} =0 pour tout n EN, 

Si (v,) n’est pas la suite nulle, alors elle vérifie (R) si, et seulement si, 

q? +54q-5=0, Cette équation du second degré a pour discriminant 

A=b?2 -4ac=(4) ~4x1x(-t)=142=9-(3) donc deux valeurs sont 
B Dn 4 Dae 

solutions : 

fs 

_=b-VA_"3"3,-2 >, pea 
Te ree ee a ame Seyak 

4 Voir le theoreme II.1. du chapitre 1. 

Donc les deux suites géométriques non nulles possibles, (v,,) et (w,,), ont pour 

: 1 
raison —1 et 3° 

4. (v,,) et (w,,) sont des suites géométriques, donc, pour tout n eN : 

to =2=V9 + Wo ett, =2 =v, + wy, avec v; = Vo X(—1) et w, = Wo XH, done : 

Vo t Wo =2 (Z;) Wy +5 Wo =4 (Ls) 
1 —) 

ee eee TiAe 
Ainsi, v,, =a et w,, =a pour tout n EN. 

n : 2 8 (1 
D’ou ¢,, mye. +3x(3) pour tout n EN. 



5. Ona déja ug = 2 = ty et u, = 2 = t,. Supposons qu’il existe n > 2 tel que u, #t,. 

On appelle N le plus petit entier tel que uy, # ty. 

N =2 et (R) donne : 

un = —Suy 4 ae sty 2 Clin, = —Sty-y am Sty 

N étant le plus petit entier tel que uy, # ty, alors uy _) =ty_, et Uy _> =ty_>- 

Dot uy = ty. 

On a une contradiction, donc notre hypothése est fausse : il n’existe aucun entier 

n= 2 tel que u, #1, Ainsi, pour tout n EN, u, =t,, et les deux suites sont donc 

égales. 

4 Les raisonnements par lUabsurde sont une facon de raisonner utilisée en 

mathématiques lorsqu’on n’arrive pas a démontrer directement une propriété. Il 

faut supposer vrai le contraire de ce qu'on souhaite prouver pour aboutir a une 

contradiction. 

1=10 

6. 3y U5 =Vo tWo +i + Wy + Bae AVES Ait) 

7—0 

=Vot Vy ai eae Orn --. tT Wig- 

D’aprés la formule (cours III.2.) donnant la somme des premiers termes d’une suite 

géomeétrique de raison g #1 : 

Vor Vy t... F Vig =Vo X 

De méme : 

donc : 

py eas | Di sie Me ssh) 
Oh ae Ree) omen 6k 

1. Up = 7 <1. On suppose qu’ il existe au moins un rang n tel que u,, > 1. Soit 

N le plus petit rang tel que uy 21. Comme uy <1, N>1, N-1>0 et 
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Uy =.{Uy_,- Ainsi (fu n-1 21, donc, par croissance de la fonction carrée sur 

[0;+00[, uy_, = 1? soit uy_, =1, ce qui contredit le fait que N est le plus petit 

entier vérifiant cette hypothése. 

Donc u,, <1 pour tout n EN. 

2. On cherche le signe de u,,,, —u,, : 

VU, =u, x VU, TU, 

Un4) — Un = VUy w= Bete 
u, +Uu, 

done.j/u, > Oet 4, +H, = 0). 

y | On a multiplié par l’expression conjuguée. C'est une astuce fréquemment uti- 
tae : ; , : a—b 
lisee lorsqu’on a des racines carrées : l'expression conjuguée de a+b est Sh 

Multiplier par a—b permet de faire apparaitre au numérateur Uidentité remar- 

quable (a+ b)(a—b) =a? —b?, ce qui élimine la racine carrée. 

car ju, tu, #0 G0 

ios n 

ay phe c 
u, tu, u +, 

u, > 0, Ju, +u, > 0, et d’aprés le 1. u, <1 done 0<1-u,. 

Uu —u,” Ce (l-u,,) 

On en déduit que le quotient est strictement positif, donc que u,,,, —u, > 0. La 

suite est donc strictement croissante sur N. 

3. 

4. On lit: u, = 0,25. 

5. Uz = 0,5 puis uz ~ 0,65. 

6. On observe que les termes u,, augmentent et se rapprochent de 1. 
1 semble étre la limite de la suite (w,, ) 



O10 250:450'6 OSes 2 UA IG 8) 2 2.2.24 26) 28, 3) 3.23.4 3161358 
UU, U u u 
548) 2 l 0 

On constate graphiquement que cette fois-ci, la suite semble strictement décroissante, 

mais se rapproche toujours de 1. La démonstration du 1. n’est plus valable dans ce 

cas, car le plus petit rang pour lequel u,, > 1 est N = 0, donc on ne peut pas utiliser 

Uy _;- En fait, u,, > 1 pour tout n € N, ce qu’on montre par |’absurde comme au 1., 

en supposant que N est le plus petit rang pour lequel on a uy <1. 

Donc (u,,) est minorée par 1. 

u_(l—=u 
De plus, u,,,) —U, _ Un (l= un) 

a/ u, fe Uu, 

négatif, et u,,; <U,.- 

, mais cette fois 1—u,, <0, donc le quotient est 

Donc la suite (u,, ) est strictement décroissante. 

4 En terminale, on n’aura plus besoin d’admettre que u, > 0 pour tout neN. On 

le démontrera par récurrence sur neN. 

[12] 1. Une suite est arithmétique lorsque ses termes s’obtiennent en ajoutant tou- 

jours la méme valeur d’un terme a l'autre. Ici, on ajoute 20 cents d’une semaine a la 

suivante, donc cela correspond a4 une suite arithmétique de raison 0,20 et de 

premier terme Uy = 5. 

2. On en déduit que u, = 5+0,2n, d’ot Uy) = 5+ 0,2 x 20 = 9 euros. 

3. On cherche n tel que u,, = 12. 

uy 212 5+0,2n = 12 2 0,2n = 7 9 n= car 0,2>0 en =35. 
Donc, a partir de la 36¢ semaine, il touchera plus de 12 €. 
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4 Attention aux indices ! Ici, ug est la somme recue la premiere semaine, donc u,, 

la 2° semaine... Ugc, la 36° semaine. 

4. On veut déterminer n tel que S, = 150 ot S, désigne la somme up + Uy +...+ Uy 

des n +1 premiers termes de la suite arithmétique . 

+1 + 
Alors S= (n+ Duo + Un) dl Un) 

(n+ 1)(up + Un) 

2 

d’aprés le cours II.2. 

S, 2150 © > 150 

© (n+1)(5+(5+0,2n)) = 300 car 2 > 0 

€ (n+1)(10 + 0,2n) = 300 © 0,2n? +10,2n + 10 = 300 

© 0,2n? +10,2n — 290 = 0. 

a Pour une telle inéquation, déterminer le signe du polyndme 0,2x2 +10,2x — 290. 

A=10,27 - 4x 0,2 x (—290) = 336,04 > 0, donc ce polynéme a deux racines : 

=b= jN -=10;2—-/336:04 SUE ay ee Me ge 
Sb eA 10, 2497336,04 ie 0 1 ee 

2a 2x 052 

Comme a > 0, on en déduit : 

0,2x? + 10,2x — 290 

Comme neEN, n= 0, donc S$, 2150 4S n= x,. Donc a partir de n = 21, il aura 

assez d’argent, c’est-a-dire a partir de la 22° semaine. 

a eT, ts 

4 ll ne percoit son argent de poche qu'une fois par semaine, donc la réponse est 

un nombre entier. 20,3 semaines n’aurait pas de sens. 

1. Sur tableur, 

pour u, : dans la cellule A2, mettre la valeur 1 ; 

dans la cellule B2, mettre la formule = A242 ; 

dans la cellule C2, mettre la formule = B2 ; 

dans la cellule D2, mettre la formule = 6/ A2*C2. 

Pour uw, : dans la cellule A3, mettre la formule = A2‘1 ; 

dans la cellule B3, mettre la formule = A3%2 (ou copier-coller B2) ; 

dans la cellule C3, mettre la formule = SOMME($B$2 : B3) 

et dans la cellule D3, mettre = 6 / A3 * C3 (ou copier-coller D). 

On étend ensuite la ligne 3 jusqu’a la ligne 51. 



4 Sur tableur, le $ placé avant la référence d'une case permet de bloquer cette 

référence lorsqu’on recopie une formule : ici, on veut que la somme commence 

toujours a la valeur 1 placée en B2 quand on descend. On aurait pu noter seule- 

ment B$2 car le B ne vraie pas de toute facon a la recopie vers le bas. 

Puis avec l’assistant graphique, on obtient en choisissant le type « diagramme XY » 

(valeurs X de A2 2 A51, Y de D2 aD51): 

2500 

2000 

1500 

1000 

500 

°9- £70 15 20 25.30 35 

2. Cette courbe ressemble a une portion de parabole, donc on peut conjecturer que f 

est une fonction polynomiale du second degré. 

3. Soit f(x)=ax2+bx+c. On sait que u,=f(lI)=6; u,=f(2)=15 et 
u, = f (3) = 28, donc on doit résoudre un systeme de trois équations a trois incon- 

nues : 

at+b+c=6 at+b+c=6 at+b+c=6 

4at2b+c=15\3atb=9 (L,-L,) @43at+b=9 

9443b4c=28 |5atb=13 (L,-Lz) |2a=4 (L;-L») 
a=2 G2 

2464b=9 23b=3 6 f (x)= 2x27 4+3x4+1. 

2+b+c=6 Gal 
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4. Sur le tableur, dans la case E2, on entre la formule = 2 * A242+3 * A2+1, puis on 

recopie vers le bas et on compare avec la colonne D et le graphique : on a bien 

retrouvé (u, ). 

5.u, =2n? +3n+1@ G12 +22 +..+n2)=2n? +3n41 

2 12 +2? +...+n? =2x(2n? +3n+1) n 
6” 

<> 17+27+...4+n? evra ae au 

1. La premiére boucle sert a tracer la courbe représentant la fonction f et la 

droite A d’équation y = x en tragant 300 tout petits segments, ce qui approche | allure 

de la courbe. 

2. N représente le nombre de termes supplémentaires de la suite (u,,) que l’on va 

dessiner sur le graphique. Ainsi, pour NV = 3 par exemple, on s’arrétera a u, (Up est 

déja représenté). 

3. a. i correspond au numéro du rang dans la suite : chaque boucle trace le terme u.. 

b. Le point de coordonnées (x; ; 0) représente le terme d’indice i de la suite (u,, ). 
4. 



La suite (u,,) semble converger vers 1,6 environ, ce qui correspond a l’abscisse du 

point d’intersection de la droite A avec la courbe € rf et cela quelle que soit la valeur 

choisie pour uy > 0. 

4 Ug > O pour rester dans l'ensemble de définition de f. 

5. a. Il suffit de modifier la formule définissant F1 dans |’ onglet « Utiliser une fonc- 

tion numérique ». Attention, |’instruction pour écrire x? est pour (x, 2). 

Suites numériques b. Si 0<up <1, la suite (w,,) semble converger vers 0. Si uy =1, la suite est 

constamment égale a 1. Et si uy > 1, alors la suite semble diverger (tendre vers +o). 

Par exemple, avec ug = 1,05 : 

1. fest de la forme 7 avec : 

u(x) =x ;u’(x)=1 
donc f est dérivable sur R -|- 5| et: 

y(x)=14+ 2x; v’(x)=2 

; 1x (1+ 2x)-—2x 
AO ee a 

(1+ 2x) 

f'(x)= a et un carré est toujours positif, donc le tableau de variation de f 

(1+ 2x) 

est: 

197 



198 

1 Z 2 
1 EC | fro ee eer 

14OR1 0 3) 2 Leo 1S: 
b. w, = f(n) pour tout n EN, et f est strictement croissante sur [0 ; +o[, done 

3..a. Wy = 

(w,,) est strictement croissante. 

y | Voir cours 1.2. ou savoir-faire 2. 

4. b. La suite (u,,) semble décroissante et semble converger vers 0. 

{ 4 pe ten 
+1 donc Vatl= Gy Y. = n+l 

Uny] Uy, n 



[20 + U, Pee 
Vig) =— ” donc: n+l : U, U,, 

Sou, 1 Bere lu 
Vne1 ~Yn = -—— -— | = —t—_+ 

Uu u u 
n n n 

_ Uy, = 

u 

Vn+1 — Vp est constant, done (y,,) est une suite arithmétique de raison r = 2. 

4 Ug > O et fest strictement croissante sur [0;+°0[, donc f(ug) > f(0) soit u, >0. 

De proche en proche, on montre que u, >0 pour tout neN, ce qui justifie ’hypo- 

these u,, #0 pour tout neN. Cela se démontrera « par récurrence » en terminale. 

tg Sy 9-41 =3 | 
Uo A 

2 

D’ou V, =Vg trn=3+2n. 

Me 41 = 3 4 9n S760. 
u, U,, 

1 

2+2n° 
An = D’ou u,, = 

4 Ona bien u, #0 pour tout neN. 

e. Soit g: x H 2x +2. g est une fonction affine strictement croissante, car de coef- 

: : ue 1 : ; 
ficient directeur positif, et g > 0 sur [0 ; +00 [, donc Z est une fonction strictement 

décroissante sur [0;+0°[ et donc (u,,) est une suite strictement décroissante 
sur N. 

4 Si vous n’avez pas su répondre a cette question, revoyez le chapitre 1, para- 

graphe fonction i. 

1. Case A2 : 1 ; case B2 : 0 ; case C2: 1. Case A3 : formule = A2—1 ; case 

B3 : formule = B2 + C2 ; case C3 : formule = B2 . 

On étend la ligne 3 jusqu’a la ligne 31. Pour la suite (ae ), dans la case D2 : formule 

= B2+C2. On étend cette formule jusqu’a la case D31. 
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2. Pour toutneN : 

EFS) = An+2 e Th42- 

Or Ani2 a Ans+1 Plt a Th+1 et T+? = An+1 = An +, = i done : 

Th +2 =-Ant+1 +T,. 

3. En divisant membre 4 membre par T, (#0 car c’est un nombre de lapins) : 

tee da 
= ee aeoks i oat a 

D’oi la relation (E) : 

Th+2 5 Th+1 kis Tn+2 Th+l a T +1 1 

T+ Ti T,, Ti+ Ti, 

4, Colonne E du tableur, on entre en E2 la formule = D3/ D2. 

On étend cette formule jusqu’a la ligne 30. 

Il semble que les termes de la suite (u,,) convergent vers la valeur 1,618 033 99. 

5. Les termes de la suite (7,,) sont tous positifs, puisqu’ils désignent le nombre de 

couples de lapins. Donc tous les termes de la suite (w,,) sont positifs. Ils ne peuvent 
pas converger vers une valeur strictement négative, sinon cela impliquerait qu’a par- 

tir d’un certain rang, il y aurait des termes (u,,) négatifs puisque trés proches de la 

limite. 

On en déduit que la limite @ est positive. 

6 742 ta A ro tne ip +1 
} iE tend vers la méme limite que T n+1 T 

n+1 n 

apres u,, (plus proche encore de la limite que u,,). 

7.a. etb.(E)u,,) Xu, =u, +1. Alors, lorsque n est tellement grand que u, est 

= U,,, Car c’est le terme juste 

trés proche de la limite, on arrive 4 @ x P=@+14 9? -Q-1=0. 
Pour cette Equation du second degré d’inconnue @, 

A=(-1) —4x1x(-1)=5, donc il y a 2 solutions : 

USb-NA lav5 15) 
ae: 25 a re 

ct xy = oa MNS gig 



1 
Comme d’aprés le 5., @ est positive, alors @ = ae 

8. Dans la cellule F2, on saisit = ABS(E2 — (1+ RACINE (5)) / 2) , on l’étend avec 

la poignée de recopie et on constate que |v, — |< 10~° a partir de n = 17. 

4 Attention, penser a augmenter le nombre de décimales de Uaffichage. 

1. a.m =4800-+4800x => = 5.040 
b. Chaque année, le loyer augmente de 5 %, donc : 

Uns, =U, +U,, x oy = (1+ 2] 

U4, =1,05u,. 

(u,,) est donc une suite géométrique de raison g = 1,05 et de premier terme 

Uy = 4800 €. 

c. Alors u,, = Ug X gq” = 4 800 x 1,05” ; 

ug = 4800 x 1,058 ~ 7 091,79 a 10-7 pres. 

4 Ug est le loyer payé pendant la 9° et derniere année. Soyez vigilant sur les 

indices ! 

1=g8t} 1-1,059 
d. g #1, donc ug + Uy +... + Ug = Uo Tes eae ee 

410-2 prés. La somme totale payé a l’issue des 9 années sera 52 927,51 €. 

2. a. v, = 4800+ 275 =5 075 €. 

b. Le loyer augmente de 275 € par an, donc v,, , ; =v, +275, done (v,,) est une 

suite arithmétique de raison r = 275 et de premier terme vp = 4 800. 

c. Alors v, = V9 +m soit v, = 4 800 + 275n. 

Ve =4800+8 x 275 =7 000 €. 

d. La somme payée a l’issue des 9 années est : 

+ 4 800 + 7 000 ) (vo + V8) 9x Veron tg tl), = 5 = 53 100. 

4 Voir le savoir-faire 3. et 4. en cas de difficultés | 

3. Le contrat le plus avantageux est le premier. 

18] 1. a. uy =1; my = 5M) t0-1=-3 3 ly = 5m t1-1=-5 3 

Uz =3x(-4]+2- =120 

Suites numériques 
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Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe un rang n = 4 pour lequel u, <0. 

Soit N = 4 le plus petit de ces entiers n. Alors 3 < N-1< WN, donc uy_; 20. 

Or wy = py 1+ (N=N)-1= Say, +N-2 avec : 

un_4 >0,done uy =0 

N =4, donc N-220 

Il y a une contradiction, donc l’hypothése est fausse, et pour tout n = 3, u, = 0. 

donc uy = 0. 

4 Vous verrez en terminale le principe de démonstration par recurrence qui 

affirme qu'une propriété « initialisable » {ici u; = 0) vraie de proche en proche [si 

u,, = 0, alors u,,,,; =0) ou « héréditaire », est vraie pour toutn>3. 

b. Soitn 3 :u, = 0, done 1, = 0. 

Alors ty = 5, +212 2-1. Orn-1=(n+1)-2, 
donc si on pose N =n +1, alors N24 etuy 2N—-2. 

Donc, pour tout n > 4,onau, 2n-2. 

c. (n— 2) tend vers +eo quand n> +e, done u, étant supérieur 4 n—2 : 

lim = +00, 
oe 

2.a. SoitneN. v,,, =4u,,, —8(n+1)+ 24 donc : 

ae =4(5u, +n=1)-8n-8+24 = 2u, +4n—4—8n +16 

= 2u, —4n+12 = 5 (4u,, ~8n + 24). 

1 
Vise 

PY ae Pak oom Lee 
n+1=5 donc (y,,) est une suite géométrique de raison =. 

2 
n? 

Vo = 4uy —8 X 0+ 24 = 28, donc 28 est son premier terme. 

Comme 0 < 5 <1 et 28 > 0, (v,,) est décroissante. 

4 Voir le cours HI.4. 

b. De a. on déduit Vv, = 28x 
1 n 

4 = 4u,, —8n + 24, soit : 

n 

Au, =28x(2] +8n—24. 

1\" 

D’ot u,, =7x(3] +2n-6. 
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c. D’aprés cette expression, (u,,) est la somme de x, = 7X (5) , qui est le terme 

@indice n d’une suite géométrique de premier terme 7 et de raison Ls et de 

Yn = 2n—6 quiest le terme d’indice n d’une suite arithmétique de premier terme — 6 
et de raison 2: 

=x + yz. 

4 Les suites arithmeétiques se reconnaissent de 2 maniéres : u 

U,=Up +r Xn. 

Les suites geometriques également : 

Una, =U,XQ OU U,=UgXq". 

et ae ata Cl 

n 

3.5, = DY) Uy =U tu +... 4, =X + Vo tx ty, +--+ Xt, 
k=0 

tg age. tS, + Ng TY He LY, 

1—g"*! Ot D00+¥n) 
S, =X X = 5) car g #1 

1\"t1 

-() ~64+(2n- Ae = = (n+1)( a 6)) 

1 n+l 

7(1-(5) | Genes 
i 2 
2 

5, =14 (5) +(n+1)(n-6). 

1. Pour tout n EN, 1+ > 0, donc u, est bien défini et positif. 

‘i cS ies oa 

“n+l Tae (n+l) nt+2° 
m 

nt1 ntl. 1 _nt+1_nt+1_(ntl) _n?+2n+1 
= oe = xX ———_— = EF 

Uy, n+2 n n+2 n n(n+2) n2 +2n 

n+1 

D u +2n+1 pa ent 
Or, n? + 2n+1>n? +2n, done “= — > 1, d’ot S— > 1. 

n«+2n Uy, 

Comme u,, > 0, U,41 > Up : (U,,) est strictement croissante sur N. 

Suites numériques 
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y Autre méthode : 

n+1 n - OF anise?) 

nt a pe? neh. (ae eee 

— n?+2n4+1—n2—-2n | 1 st 
~  (n+2)(n+) =Ta2(ney— 

donc u,,, >U,- 

e Commencez toujours par calculer u Ici u, est sous forme de quotient, ce qui n+1* 

Pek X Un 44 
incite a calculer 7 

n 

e N’oubliez pas de verifier que les u, sont tous positifs, ou tous négatifs avant 

ee are Uns 
d’utiliser a 

2. 1,3, 5 sont les premiers termes d’une suite arithmétique (u,, ) de raison r = 2 et de 
premier terme uy = 1. 

Il faut trouver le rang N du nombre 2 011. 
Or: uy =2 011 =u +rx N 2011=1+2N 

&2010=2N | 1005=N. 

(N + 1)(up + uy) 
2 

1+2011 

Alors: 4345-4 ...4+2081= 

= 1006 x 

1+3+5+...4+2 011 =1012 036. 

4 Voir le cours lI.2, et 3. en cas de difficultés. 

[20] 1. u, =5000+5000x > =5125 €; 100 
i = 5125 +5125 x > ~ § 253,13 €2 10°? pds 

us = 5 253,13 +5 253,13 x => ~ 5 384,45 €4 10°? prds 

X22 =u, x (1+ 0,025) = u, x 1,025. 
(u,) est une suite géométrique de premier terme Uy = 5000 et de raison 
q =1,025. 
3. On en déduit que : 

o Un4 

u, =Uy XQ" =5 000 x 1,025". 

y Voir le cours II1.2. et 3. en cas de difficultés, fh 



4. uyy =5 000 x 1,025!9 =~ 6 400, 42. 

On dispose de 6 400,42 € au bout de 10 ans. 

5. On veut atteindre 10 000 €. A l’aide de la fonction TABLE de la calculatrice, on 

constate que Ug ~ 9 982,48 E et Uyq ~ 10 232,04 €, donc il faut attendre 29 ans 

pour doubler le capital initial. 

4 Le tableau de valeurs s‘obtient pa la formule ¥Y = 5000*1,25%X , ol X démarre 

a 0 avec un pas de 1. 

[21]1. u, =Fu +1=5x6+1=5. 

2 2 13 
Wy = 34 t1=3x5+1l=>. 

donc (u,,) n’est pas arithmétique. 

13 

DS ee Ea eee a ee ee (u,,) n’est pas géomeétrique. 

2.a. etb. 

c. La suite (u,, ) semble décroissante et elle semble converger vers 3. 

2 
3. a. v, =u, —3, donc v,,) =U,4, —3 avec Uy 4) = au, +1. 

2 Z Z Z 2 
Vn+1 = Sut, $13 = 5 tly —2= Fly — 3 X3= 5 (ln —3)= BY 

‘ 2 
donc v,, est géométrique de raison q = 3° 

Vp =Ug —3= 6-3 =3. 

Suites numériques 
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n 

b. Alors v,, = Vo Xq” soit v,, = 3x (3] : 

ONE 

donc u, ~3=3x(5) ; 

Q\e 

soit U,, =3x(2] 43: 

: SEEN tee ; 2, 
c. La suite (v,) est une suite géométrique de raison a 

0< : <1, donc (v,,) est strictement décroissante, et elle tend vers 0. 

Comme u, = v, +3, alors (u,,) est aussi décroissante, et elle tend vers 0 + 3 = 3. 

y Voir le cours IIl.2. en cas de difficultés. 
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Statistiques 
CATATATTUTUINOTROUCA UA ELOOAULUUOUTUENOVOCOONONOUOOOCUETOUOTTETOCUOOOTOCUEENU OA OAUTUONOLULU TU OTETOTTUTETO TN OO TUONO TU TOTO TT TOTU TIT T TOTTI TTTTOTT TANS rms 

On note X}, X>, X3, ... , X, les r valeurs distinctes d’une série statistique et Ny; 

Ny, ..., N, les effectifs associés. On note (x; : n;) cette série. 
1<iSr 

MM DISPERSION D'UNE SERIE STATISTIQUE AUTOUR 
DE SA MOYENNE 

1. Rappels de seconde et symbole & 

& Définition : la moyenne de la série est : 

re Nyx, TF NyXq + wo IL, 

n 

ou JE Ny F ont H, €St leffectif total. 

5s N;X; 

& Notation : x = 

5 

= =n 

& Propriété : soit f, = _n la fréquence de x, , pour tout entier i compris entre 1 

et r, On a aussi : 

r 

C= ar pet et yk, Sere. 
i=l 

2. Paramétres de dispersion autour de la moyenne 

& Définitions 

e La variance de la série est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne 

2 
ni, (4) 2%)" ng (x4 =%)+ .#n,(x, —¥) 

n 
Wee 

v=F 3 ni 51-3) 
e L’écart-type est la racine carrée de la variance : 
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4 e La variance d'une série est toujours positive ou nulle [cas d’une série 

constante], donc son écart-type est bien défini (et lui-méme positif ou nuU. 

@ Ces deux paramétres augmentent avec la dispersion des valeurs de la serie par 

rapport a la moyenne x. 

 L'écart-type est exprimé dans la méme unité que les valeurs de la série. 

@ On résume souvent une série statistique a l'aide du couple [moyenne ; écart- 

type]. 

3. Effet d’un changement affine 

Soit a et b deux réels fixés. On note y, = ax; + b pour tout entier 7 compris entre 

Meir 

Propriété : Sion note V, et 6 , la variance et l’écart-type de la série (see n;) 
1<i=r’ 

la série (y; :n;) 
1<isr 

e pour moyenne y=ax+b; 

° pour variance V, = a?V,, donc pour écart-type 6, =|alo,. 

EE DISPERSION D’UNE SERIE STATISTIQUE AUTOUR 
DE SA MEDIANE 

1. Rappels de seconde 

= Définition : La médiane M, sépare la série statistique en deux séries de méme 

effectif : 

e au moins 50 % de la population prend une valeur inférieure ou égale a M, ; 

e au moins 50 % de la population prend une valeur supérieure ou égale a M... 

4 Pour lire la médiane, les valeurs x; doivent étre rangées dans l'ordre croissant. 

= Propriété 

e Si l’effectif total n est impair (n = 2k +1), la médiane est la valeur centrale de 
la série (la k + 1-iéme valeur). 

e Sin est pair, la médiane est, par convention, la moyenne des deux valeurs cen- 

trales (la moyenne de la k-iéme et de la k + 1-iéme valeur). 

EXEMPLES : 

e la médiane de la série |-2—2-4-5—7-7-7 est 

e la médiane de la série 1|-2—2-4-5—7-7 est 4. 

® Définition 

Les quartiles partagent la série en quatre séries de méme taille : 

e Premier quartile Q, : c’est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 

25 % de la population prend une valeur inférieure ou égale a Q,. 

4+5 
=4,5. 



e Deuxiéme quartile Q, : c’est la médiane. 

e Troisiéme quartile Q, : c’est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 

75 % de la population prend une valeur inférieure ou égale a Q,. 

4 Cette définition de la médiane est la méme que celle choisie par les fabricants 

de calculatrices, mais ce n'est pas le cas pour les 1" et 3€ quartiles. 

= Définition : la différence Q, — Q, est appelée écart interquartile de la série. 

4 On peut résumer une série statistique a l'aide du couple (médiane ; écart inter- 

quartile). 

2. Diagramme en boite a moustaches 

® Définition : Sur un axe gradué, pour faire ressortir les valeurs extrémes de la 

série, la médiane et les quartiles Q, et Q,, on représente un diagramme en boite 

(a moustaches). 

au moins 

au moins 25% 25% des 

des valeurs valeurs 

au moins 25 % 

des valeurs 

au moins 25 % 

des valeurs 

—_+>+—_+> ++ P+! 3 $$] + —_@_ +> Sa +> 

¥ ia Q, M, Q, Mx x 

<—$_ ee 

au moins 50 % des valeurs au moins 50% des 

valeurs 

4 Pour le choix de l’échelle, on commence par calculer l’etendue de la serie : 

Xx Xx max “min’ 

® Définition : 

Les déciles partagent la population en 10 séries de méme taille. 

e le premier décile D, est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 10 % 

de la population prend une valeur inférieure ou égale a D,. 

e le neuviéme décile D, est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 

90 % de la population prend une valeur inférieure ou égale a Dg. 

Si on ne souhaite pas prendre en compte les valeurs extrémes de la série, on peut 

dessiner une boite 4 moustaches élaguée aux déciles D, et Dy. Le maximum et le 

minimum peuvent éventuellement figurer sous forme de points. 

© 

Statistiques 



212 

SAVOIR-FAIRE 

On donne la série statistique suivante : 

~Syp 208 we Sv genkey mide 
10) 89 eae he 

1. Calculer les paramétres de cette série 

avec la calculatrice 

1. Sur Texas Instrument 

Dans le menu STATS, Editer 
On inscrit les valeurs — 3 ; 0 ; 3 ; 4 ; 6 dans la colonne L,. 

On inscrit les valeurs 10 ; 9 ; 5 ; 10 ; 5 dans la colonne L,. 

Dans le menu CALC, on choisit enfin 1-Var stats (L, ; L,). On trouve : 

e la moyenne : x ~ 1,52 410~? prés ; 
e |’écart-type, noté o : o = 3,1 410-2 pres ; 
e le minimum de la série MinX :—3 ; 

e le premier quartile Q, : 0; 

e la médiane M, : 3 

e le troisieme quartile Q, : 4 ; 

e le maximum de la série MaxX : 6. 

& En cas derreur, verifier que vous avez saisi L, avec les touches 2nd + 1. Ce 

n'est pas la lettre L suivie du chiffre 1. 

Vérifier aussi la présence d'une virgue entre L, et L5. 

En cas d’erreur de dimension, verifier que les L,; et L, comportent le méme 

nombre de valeurs. 

Sur une série non triée par effectifs (ex :0;2;-1;-1;3;0;—4 ; 3], oninscrit 

les valeurs de la série dans la colonne L1 et rien dans la colonne L2. La syntaxe 

est alors 1-Var stats L1 (ou 1-Var stats]. 
Voir le corrigé de l’exercice 8. 

2. Sur Casio 

Dans le menu STATS : 

On inscrit les valeurs — 3 ; 0 ; 3 ; 4; 6 dans la colonne Listl. 

On inscrit les valeurs 10 ; 9 ; 5 ; 10 ; 5 dans la colonne List2. 

On effectue les réglages suivants (a vérifier systématiquement !) dans I’on- 

glet CALC, SET ou REG : 

1 Var XList : List 1 

1 Var Freq : List2 



Dans CALC, on choisit enfin 1 VAR. On trouve : 

e la moyenne : X ~ 1,52 410-2 pres ; 
e |’écart-type, noté xon : 6 ~ 3,1 41072 pres ; 

e le minimum de la série minX : — 3 ; 

e le premier quartile Q, : 0; 

e la médiane Med : 3 ; 

e le troisieme quartile Q, : 4 ; 

e le maximum de la série maxX : 6. 

4 En cas d’erreur de syntaxe, vérifier que vous avez saisi List a l'aide de la 

combinaison SHIFT + 1 et non pas en toutes lettres LIST. 

En cas d erreur de dimension, verifier que les List1 et List2 comportent le méme 

nombre de valeurs. 

Sur une série non triée par effectifs [ex :0;2;-1;-1;3;0;-4 ; 3], on inscrit 

les valeurs de la série dans la colonne List! et rien dans la colonne List2. Le 

réglage doit alors étre : 

1 Var XList : List1 

1 Var Freq : 1 

Voir le corrigeé de l'exercice 8. 

2. Représenter cette série a l'aide d’une boite 

a moustaches 

1. On détermine les minimum, 1* quartile, médiane, 3° quartile et maximum 

a l’aide du Savoir-Faire 1 : 

2. On choisit I’échelle aprés avoir calculé |’étendue, ici 6 — (— 3) =9. On 

choisit 1 cm pour une unité. 

3. On représente les paramétres précédents sur un axe gradué comme suit : 

3 2 -il 0 1 2 3 4 5 6 Tak 

ia Q, M. Q, as 

4 1. On fait parfois apparaitre aussi la moyenne dans la boite a moustaches 

sous la forme d'une croix. 

2. Pour une boite élarguée aux déciles, on représente D, et D, a la place de x, 

Oe. 

© 
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EXERCICES D’APPLICATION 

EFFET DE STRUCTURE (11 | * | 5min |» Pp. 233) 

1. L’entreprise A emploie 120 ouvriers, payés en moyenne 1400 € par mois, et 

35 cadres, payés en moyenne 3000 € par mois. 

Lentreprise B emploie 85 ouvriers, payés en moyenne 1200 € par mois, et 

75 cadres, payés en moyenne 2500 € par mois. 

En moyenne, quelle entreprise paye le mieux ses employés ? 

4 1. 1 400 € de salaire moyen pour 120 ouvriers, c'est comme si chacun des 

120 ouvriers touchait 1 400 € par mois. 

2. On voit ici effet de « structure » - coefficients ou taille des paquets - sur la 

moyenne de la série. 

2. Jean et Jeanne ont obtenu exactement les mémes notes au Baccalauréat, mais 

ils n’avaient pas choisi la méme spécialité. Ont-ils obtenu leur Bac ? 

2 | A LA MAIN _| ** | 15 min |> p. 233 | 

1. Calculer la moyenne x de la série statistique suivante, puis remplir le tableau 

afin de calculer la médiane, les quartiles et I’écart-type (arrondi 4 10~ prés) de 

cette série. 

i i 

2. Construire la boite 4 moustaches de cette série statistique. 

3. Retrouver les paramétres de la série a l’aide des outils statistiques de votre 

calculatrice : que constatez-vous ? Quelle définition des quartiles utilise-t-elle ? 

4 Pour Uutilisation de la calculatrice, voir le savoir-faire 1. 



VRAI OU FAUX ? | * | Smin |> p. 234| 

Les diagrammes en boite suivants, élagués aux déciles, donnent la durée de vie 

des ampoules de deux marques concurrentes. 

Marque A ['-—_—_ a} 

Marque B \—_—_ ie —_——_1 

500 600 Temps en heure 

1. 75 % des ampoules de la marque A fonctionnent moins de 1 600 heures. 

2. Les trois quarts des ampoules de la marque B fonctionnent moins longtemps 

que la moitié des ampoules de la marque A. 

3. 25 % des ampoules de la marque B ont une durée de vie comprise entre 500 et 

800 heures. 

4. 80 % des ampoules de la marque A ont une durée de vie comprise entre 800 et 

1 900 heures. 

5. Les ampoules de la marque B ont une durée de vie plus dispersée que celles 

de la marque A. 

4 | VALEURS EXTREMES (1) 

Voici le résultat des mesures obtenues a un contrdle de vitesse en agglomération : 

: ie 130 ane Leas 

| * | 10 min |> Pp. 235 

1. Déterminer moyenne et écart-type de cette série statistique. 

2. Construire la boite 4 moustache de cette série statistique. 

3. Construire la boite 4 moustaches élaguée aux déciles D, et Do. Pourquoi est- 

elle préférable a celle de la question 2 ? 

4. On décide que les valeurs 12 et 192 sont aberrantes (une voiture qui démarre 

ou une erreur de mesure) et on choisit de les éliminer. Calculer les nouveaux 

parameétres de cette série élaguée. Sur quels parametres les valeurs extrémes ont- 

elles le plus d’influence ? 

FEW ovette SOIREE ? 

Deux amis de 20 ans veulent passer le nouvel an avec des gens de leur age. Ils 

hésitent entre deux soirées. 

| * | 10 min |> p. 236| 

Statistiques 
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1. Les organisateurs ont mis en ligne les Ages moyens et médians des participants 

déja inscrits : 

Soirée VIP : 4ge moyen 22 ans, age médian 20 ans. 

Soirée HYPE : Age moyen 33 ans, 4ge médian 36 ans. 

Quelle soirée leur conseilleriez-vous ? 

2. Voici le détail des Ages des 14 participants déja inscrits 4 chacune des soirées. 

35 | 42 | 50 | 51 

Quelles données manquaient sur le site internet des organisateurs qui auraient 

aidé au choix des deux amis ? Les calculer. 

WW ErFeT DE STRUCTURE (2) | * | 10 min |> p. 237| 

L’histogramme donne la répartition des salaires annuels dans une entreprise. 

10.000 12:000:15.000...20.000...25-000- 30.000. 35-000. -Salaire annuel (en €) 

[_J= 2 personnes 

1. a. Compléter le tableau suivant : 

[25 000; 45000] |[12000;15000| ae 

b. On suppose la répartition des salaires uniforme a l’intérieur de chaque classe : 

en remplacant chaque classe par son centre, donner une approximation de la 

moyenne et de |’écart-type de cette série (on arrondira a l’euro). 

2. Reprendre la question précédente avec cette fois des classes d’amplitude 1 000 

({12 000 ; 13 OOOf, ...). Que constate-t-on ? Comment I’expliquer ? 

BA acm | ** |.15 min |> Pp. 237 

Une seule réponse est correcte : la déterminer. 

1. Dans une série statistique de 82 valeurs : 

a. le 1® quartile est 21 ; b. la médiane est la 42° valeur ; 

c. le 3° quartile est la62° valeur; —_—d. I’écart inter-quartile est de 41. 



2. On note Q, et Q, les 1° et 3¢ quartiles, m, la médiane d’une série statistique. 
i, = 3X0). 
b. Q; <™m,. 

c. Doubler les effectifs ne change pas la valeur médiane. 

d. Doubler les valeurs de la série ne change pas la valeur médiane. 

3. On soustrait 1 a chaque valeur de la série. 

a. Le premier quartile est inchangé. 

b. La moyenne est inchangée. 

c. Lécart interquartile est inchangé. 

d. La longueur de la boite 4 moustaches diminue de 1. 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

8 | VALEURS EXTREMES (2) ** | 20 min |> Pp. 239 

Les valeurs approchées seront données au centiéme. 

Voici ies résultats annuels d’un éléve en Mathématiques et en Frangais, rangés 

dans |’ordre croissant. 

Notes de Francais: 4; 9295.10: 51313 914% 15.3916 P17. 

Notes de Mathématiques :9; 10; 10; 11; 11; 12; 12; 13; 13; 14. 

1. a. Dans quel matiére cet éléve est-il le plus performant ? 

b. Dans quel matiére cet éléeve est-il le plus régulier ? 

4 La moyenne et l'écart-type d’une série correspondent respectivement a des 

indicateurs de position et de dispersion. 

2. Avec la calculatrice, déterminer la médiane et l’écart interquartile des notes de 

Frangais. 

4 Pour utilisation de la calculatrice, voir savoir-faire 1. 

3. Le professeur de Frangais considére le 4 comme un accident et décide de ne 

pas en tenir compte. 

a. Calculer moyenne, écart-type, médiane et écart interquartile des notes modi- 

fiées. 

b. Déterminer les variations, 4 0,1 % prés, de ces parameétres : lesquels sont les 

plus «sensibles» aux valeurs extrémes ? 

© 
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Bey ato? | ** | 5 min |> Pp. 240) 

Une société informatique dispose d’un service d’assistance téléphonique qui 

emploie 4 personnes. On a mesuré la durée des appels téléphoniques regus par 

chacun au cours de la matinée. Sur les graphiques ci-dessous, x représente la 

durée des appels en minutes. 

a. 

oO] HE NUBARAAN Ol HPNWABUDAAI 

ST HUW RUAQA | & 

c. 

F 
6 
5 
4 
3 
2: 
1 

0 

AL | 
ae 

tt ttt 
0.1.2.3.4 3.6 7.8.9 101112. O12 3 45 6.7.8 9 101IID 

iii. iv 

% x 
+++ +++ > Hp ett 

8 9101112 012345678 9101112 

1. Associer, sans calcul, mais en justifiant, les diagrammes en barres aux boites a 

moustaches correspondantes. 

2. Lun des employés s’occupe exclusivement des mots de passe perdus (ce qui 

est trés rapide la plupart du temps) et des nouvelles inscriptions : lequel ? 



FQ) Metéo | | 25 min |> p. 241) 
Les maires de deux villes, Beauséjour et Beautemps, revendiquent chacun le titre 
de la ville la plus agréable a vivre. 

1. On a relevé les températures moyennes mensuelles des deux villes. 

a 5 
ring [13a [72 [res [na | 86 | 

a. Calculer la moyenne m, [eens 0, la médiane M, et les ai Q, et QO, 

de ces deux séries. (On pourra noter m’ la moyenne pour Beautemps...) 

4 Pour Uutilisation de la calculatrice, voir savoir-faire 1. 

b. Quel maire a raison si on juge que la ville la plus agréable est celle ayant : 

e La moyenne annuelle la plus élevée ? 

e Les six mois les plus chauds ? 

e Les températures les plus réguliéres autour de la moyenne ? 

e Les températures les plus réguliéres autour de la médiane ? 

e Lhiver le plus doux ? 

e L’été le plus chaud ? 

4 Pour les différents parametres de dispersion, voir cours II.2 et I.2. 

2. On considére cette fois le nombre d’heures d’ensoleillement journalier au 

cours du mois d’avril dans la commune de Beauséjour. 

a. bails la ligne des fréquences en %, puis des fréquences cumulées crois- 

santes F.C.C. de cette série. 

b. En déduire le polygone des fréquences cumulées croissantes, puis une valeur 

approchée du couple (médiane ; écart interquartile) de la série par lecture gra- 

phique. 
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c. Le nombre d’heures d’ensoleillement dans la commune de Beautemps est 

résumé par la boite a moustaches ci-dessous. 

$+ 
tt ttt tt tt tt tH 

-—l 0 1f 2 SS wai. 5 16:) eS Ore eee 

Comparer les couples (médiane ; écart interquartile) des deux séries. Que peut-on 

en conclure ? 

d. Le maire de Beautemps peut-il affirmer que sa ville est la plus ensoleillée ? 

DISPERSION RELATIVE (1) xx | 10 min |> P. 242| 

Pour une série statistique de moyenne x et d’écart-type o # 0, on appelle coeffi- 

cient de variation le nombre C = = qui donne la proportion entre |’écart-type 

et la moyenne de cette série. 

1. On a relevé le prix d’une clé USB sur internet, en supermarché et dans des 

magasins d’ informatique : 
AORN 

a. Ou le prix semble-t-il le plus régulier ? 

b. Méme question en comparant les coefficients de variation. 

2. Dans une ferme, on a relevé le poids des agneaux et des veaux a la naissance : 

a. Pourquoi la comparaison des écarts-types est-elle inadéquate pour comparer la 

dispersion des poids entre agneaux et veaux ? 

b. En utilisant le coefficient de variation, quelle espéce a un poids de naissance 

le plus régulier ? 

3. Quelle est l’utilité du coefficient de variation ? 

CONTROLE DE QUALITE (1) ** | 20 min |> P. 243 

1. Une biscuiterie fabrique des gateaux aux « 25 pépites de chocolat ». 

La machine distribuant les pépites de chocolat est réglée pour que le nombre de 
pépites par gateau soit bien, en moyenne, de 25 pépites a plus ou moins | prés, 
son écart-type ne dépassant pas 2. 



EXERCICES 

os préleve 200 gateaux et on reléve le nombre de pépites de chocolat. 

Fs réglage de la machine est-il satisfaisant ? 

2. L’étiquette sur le paquet assure qu’un gateau comporte moins de 10 % de 

matiére glass’. L’analyse des 200 gateaux donne les taux suivants : 

ioe [9:9,5[ | [9,5;10[ tetas 10,5[ | [10,5;14[ | [11;44,5[ | [11,5;12] 

a. eaciee en supposant la répartition = lintérieur des classes, la 

moyenne x et l’écart-type 0 de cette série. On arrondira les résultats au cen- 

tiéme. 

4 Si la répartition est uniforme a l'intérieur des classes, moyenne et écart-type 

se calculent a l'aide du centre des classes. 

b. Construire le polygone des fréquences cumulées croissantes. 

4 Pour la méthode, voir l'exercice 10. 

c. Létiquetage est jugé conforme si : 

e au moins 75 % des gateaux ont un taux de matiére grasse compris entre x — 0 

etx+0 ; 

° 10 % est dans l’intervalle [x -o ; x +o]. 

L’étiquetage est-il jugé conforme au regard de |’échantillon contrdlé ? 

13) DISPERSION RELATIVE (2) ** | 25 min | > P. 244 

Un ornithologue a mesuré le poids et la taille d’un groupe de manchots empereurs 

adultes. 

ow va [a oe | 103 | = 127 | 115 

fa[lel«[#[*lnlelale 
rae Boe 123 | 105 

ala jafe 
1. Sur tableur, saisir les tailles x, a Xy dans les cellules Al a A20 et les poids y, 

& Yq dans les cellules B1 a B20. 

2. Calculer la moyenne X et ’écart-type o , de la série des tailles dans les cellules 

A21 et A22. En déduire, par recopie automatique, la moyenne y et I’écart-type 

0, de la série des poids dans les cellules B21 et B22. 
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4 Vous trouverez directement les fonctions MOYENNE et ECARTYPE sur le 

tableur. 

3. On veut comparer les dispersions de ces deux séries. Pour cela, on calcule les 

valeurs « centrées et réduites » associées : 

i ome et y i = ae 

a. Quelle formule faut-il saisir dans la cellule C1 pour calculer x;, de sorte qu’on 

puisse étendre cette formule pour calculer y; dans la cellule D1, puis toutes les 

valeurs x; et y; dans les cellules C2 4 D20 a l’aide de la poignée de recopie ? 

4 x et o, étant des valeurs fixées, on doit bloquer la ligne 22 a l'aide de $ pour 

éviter les erreurs lors de la recopie. 

b. Calculer les moyennes x’ et y’ des séries obtenues dans les cellules C21 et 

D21, et leurs écarts-types dans les cellules C22 et D22. 

Commenter le mot « centrées » et « réduites ». 

c. Calculer, dans les cellules A23 4 A27, le minimum, le premier quartile, la 

médiane, le troisigme quartile et la valeur minimale de la série des tailles. Etendre 

ces formules pour les séries (y;), (x/) et (7). 

4 Vous trouverez la fonction QUARTILE sur le tableur : elle permet de donner 

automatiquement les 5 valeurs demandées [utilisez l'assistant fonctions pour vous 

guider. Vous devrez donner la plage de données, puis le numéro du quartile : 0 

pour le minimum, 1 pour Q,, 2 pour Q,, c’est-a-dire la médiane, 3 pour Q, et 4 pour 

le maximum]. 

d. Copier les données de la plage Al : B27 (Al a B27) et les coller dans la 

plage F1 : G27, puis copier les données de la plage C1 : D20 et les coller dans la 

plage H1 : 120. 

Puis a l’aide de la poignée de recopie, étendre les formules de la plage H1 : [20 

jusqu’a la ligne 27. 

Comparer les valeurs obtenues ainsi avec les paramétres calculés dans les cases 

A21 jusqu’a B27. Comment I’expliquer ? 

e. Construire les diagrammes en boite des séries réduites centrées, et les compa- 

rer. 



EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT |__EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT | |@ 
FA parite EN POLITIQUE ? ***) 25 min | > P. 246| 

Le Parlement francais comporte 577 députés. Un voyant prédit qu’en 2050, 

318 députés seront des femmes. La parité au sein du Parlement sera-t-elle respec- 

tée ? On va tenter d’y répondre a I’aide du tableur. 

4 Sur la notion de parité, voir le chapitre 7, Savoir-faire 3. 

Linstruction =ENT(ALEA( )+0,5) renvoie 0 avec la probabilité 0,5 et 1 le reste du 

temps. 

On commencera par saisir le nom Echantillon 1 dans la cellule AJ. 

1. Sion convient d’associer le résultat 0 4 un homme, expliquer comment simu- 

ler un échantillon de 577 individus respectant la parité a |’aide d’un tableur. 

2. Calculer sa moyenne dans la cellule A580 : pourquoi correspond-elle a la fré- 

quence des femmes dans cet échantillon ? 

3. Simuler 100 échantillons de taille 577, et calculer les fréquences de femmes 

correspondantes. 

4. Déterminer le 5° centile a et le 95° centile b de la série des fréquences de 

femmes pour les 100 échantillons. On pourra utiliser les instructions 

= CENTILE(A580:CV580; 0,05) et = CENTILE(A580: CV580; 0,95). 

y Le 5® centile, ici a, d'une série statistique est une valeur pour laquelle au moins 

5 % des valeurs de la série sont inférieures ou égales a a, et au moins 95 % sont 

supérieures ou égales a a. Le 95° centile, ici b, d'une série statistique est une 

valeur pour laquelle au moins 95 % des valeurs de la série sont inférieures ou 

égales a b et au moins 5 % sont supérieures ou égales a b. 

5. En se basant sur cet intervalle [a ; b| de fluctuation empirique a 90 % : 
a. Peut-on considérer que la parité sera respectée au seuil de 10 % au Parlement 

francais ? 

b. Quel doit étre le nombre maximal de femmes au Parlement pour que I’on ne 

puisse pas rejeter |’hypothése de parité au seuil de 10 % ? 

FG taux DE LEUCEMIES ANORMAL ? ***) 25 min | > P. 247| 

Dans les années 1970, les habitants de Woburn, petite ville industrielle au Nord- 

Est des Etats-Unis, surtout les garcons dans certains quartiers de la ville, sont 

touchés par un grand nombre de leucémies infantiles. Les familles accusent la 

présence de décharges et de polluants. Les autorités accusent le hasard. 

Les données suivantes ont été relevées sur la période 1969-1979 : 
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| f=0,00052 

1. Sur un tableur, que renvoie |’instruction =ENT(ALEA( )+0,00052) ? 

Expliquer comment on peut simuler ainsi 100 échantillons de taille n = 5 969 

prélevés au hasard dans une population de garcons ot la probabilité de leucémie 

est p = 0,000 52. 

2. Quelle instruction permettra de déterminer le nombre de malades d’un échan- 

tillon ? 

3. On a représenté graphiquement le nuage de points correspondant au nombre 

de malades pour ces 100 échantillons. 

aes a a8 : a ee a 

SCKENWRUNA NO 

a = teal ia a ii fa a % 

0 20 40 60 80 100 120 

Déterminer graphiquement le nombre de ces échantillons pour lesquels on a 9 cas 

de leucémie ou plus : quel pourcentage des échantillons cela représente-t-il ? 

4. La position des autorités semble-t-elle vraisemblable ? 

LES SONDAGES xxx] 25 min |> P. 247 

Dans une population, on note p la proportion des votes qu’a obtenus un candidat. 

La semaine précédant |’élection, on a interrogé un échantillon de n personnes (qui 

disent la vérité) et on a obtenu une proportion f d’intentions de vote pour ce can- 

didat. 

Partie A. Avec un théoreme de seconde 

1. Rappeler le théoréme de |’intervalle de confiance. 

4 La réponse a cette question est nécessaire pour répondre a la question sui- 

vante. 



EXERCICES 

2. Application : un premier sondage, sur 1 700 personnes, donne 53% d’inten- 

tions de vote pour le candidat A. Un second sondage, sur 250 personnes, donne 

56% d’intentions de vote pour le candidat B. 

Quel candidat semble le mieux placé pour l’emporter ? 

Partie B. Avec des simulations. 

1. Sur un tableur, on simule 100 échantillons de 1 000 personnes qui voteront 

pour le candidat A dans une proportion p = 0,52. 

a. Simuler un premier échantillon de 1 000 personnes : dans la cellule A1, inscrire 

=ENT(ALEA( )+0,52) qui renvoie 1 dans 52 % des cas, et 0 le reste du temps. 

Etendre cette formule, a l’aide de la poignée de recopie, jusqu’a la cellule 

Al 000. 

Dans la cellule Al 001, calculer la proportion des votes pour le candidat A dans 

l’échantillon a l’aide de la formule = MOYENNE(A1:A1000). On peut relancer les 

simulations a |’aide de la touche F9 : rencontre-t-on des moyennes inférieures a 

0,5 ? Comment s’appelle ce phénoméne ? 

4 En cas de difficultés, voir l’exercice 14. 

b. A laide de la poignée de recopie, étendre les cellules Al 4 A1001 jusqu’a la 

colonne CV. On a ainsi obtenu 100 échantillons de 1 000 personnes et les propor- 

tions de votes pour le candidat A correspondantes. 

Déterminer le minimum, le premier décile, le premier quartile, la médiane, le 

troisieme quartile, le 9° décile et le maximum de la série obtenue dans les cellules 

A1001 a CV1001, puis dessiner la boite 4 moustaches élaguée aux déciles de la 

série des 100 proportions des votes pour le candidat A. On fera en plus apparaitre 

le minimum et le maximum de la série sur la boite 4 moustaches. 

4 Vous trouverez directement les fonctions MIN, MAX, MEDIANE, QUARTILE sur 

le tableur, mais le premier décile se calcule avec la fonction CENTILE : le 1°" decile 

est le 10¢ centile, le 9° décile est le 90° centile de la série. 

2. Par le méme Asean pour différentes valeurs de p, on a obtenu : 

‘etn 
“4&F décile 0,472 | 0,489 
Cleese | 0,481 | 0,498 

f 0,491 | 0,509 

0,499 | 0,518 

‘Maximum TT 
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Un échantillon de 1 000 personnes a donné une proportion de 0,52 votes pour le 

candidat A. En se basant sur le résultat de vos simulations et du tableau, peut-on 

retrouver la valeur de p ? Laquelle est la plus probable ? 

17] DISPERSION RELATIVE (3) xxx 20min » P. 249 

Voici les diagrammies en borte 2 moustaches des tailles (en cm) relevées chez les 

garcons dans une classe de matemelle et une classe de premiére. 

a cc 

160 165 179 175 180 185 190 x 

1. Comparer la dispersion de ces séries. 

2. On donne en plus la moyenne et I’écart-type de ces séries - 

* classe de matemelle : moyenne ¥ = 97.46 ; écart-type 6, ~ 3,564 4 10-3 
pres ; 

* classe de premiére - moyenne ¥ = 172,13 : écart-type o , ~ 6,064 410-3 pres. 
Ces données confirment-elles votre impression ? 

3. Pour comparer ces séries dont les ordres de grandeur sont trés différents, on les 
« réduit » ef on les « centre » (autour de leur moyenne) en calculant, pour chaque 

od y=% 
waleur x; et y, les nombres x7 = et y= 21 L fiw . 

z= 

a. Vérifier que la moyenne de ces deux nouvelles séries est zéro (elles sont « cen- 
trées ») ef leur écart-type 1 (elles sont « réduites »). 

4 Ss agit de transformations affines. Voir cours 1.3. 

b. Déterminer minimum, premier et troisiéme quartiles, médiane et maximum 
des séries (x7) et (y;). puis construire leurs diagrammes en boite a moustaches. 

4 i's agit de transformations affines. Voir les exercices 7 et 13. 

c. Cette « remise a \’échelle » confirme-t-elle votre réponse 4 la question 1 7 ‘ 
d. Par rapport 2 sa classe. qui est le plus grand : un éléve de 101 cm en maternelle 
ou un éléve de 178 cm en premiére ? 



EXERCICES 

18] HARMONISATION DES JURYS ***! 30 min |> P. 250) 

Partie A. Restitution organisée de connaissances 

Soit (x; :n;) une série statistique dont les valeurs distinctes x,, x5, ..., x 
1Sisr if 

ont pour effectifs respectifs n,, n,, ...,n,. On note X sa moyenne et © son écart- 

type. Pour a et b deux réels fixés (a # 0), on pose y, = ax; + b pour tout entier i 

compris entre | et r. On note y la moyenne et 0’ I’écart-type de la série 

(y, 5 am 

1. Démontrer que y = ax +b. 

2. En déduire que 0’ =|alo 

Partie B. Harmoniser les notes pour classer 

Dans un concours, a une heure donnée, dix jurys examinent séparément dix can- 

didats, auxquels ils décernent une note provisoire. Les notes définitives seront 

établies au vu de la moyenne et de |’écart-type de toutes les notes attribuées dans 

la journée par chaque jury. 

ARES oper S | Hold | a) 
fell feel ff we 
_ 10 POE oe) a ee ee 
pesca a ene es fae] e242 | 

7 D’ aprés a notes provisoires, proposer un classement des candidats. 

2. La note définitive est arrétée en prenant comme référence le jury A: les autres 

jurys doivent ramener leur moyenne a 10 et leur écart-type a 2 en remplagant les 

notes provisoires x, par y; = ax, +b, avec a et b des réels fixés (a > 0) dépen- 

dant du jury. 

4 On impose a>0 pour que la fonction affine x +» ax +b soit croissante sur R, 

ainsi ordre des notes définitives sera le méme que l'ordre des notes provisoires 

au sein d'un méme jury. 

Compléter le tableau suivant avec les valeurs a et b trouvées, ainsi que les notes 

eeruiives de chaque candidat, arrondies a 0,1 pres. 

En aerate le classement final des candidats. 
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3. A l’aide des observations précédentes, commenter les affirmations : 

a. Un candidat dont la note provisoire est 12 ne peut pas terminer dans les pre- 

miers. 

b. Obtenir 11 quand la moyenne est 9, c’est comme obtenir 12 quand la moyenne 

est 10. 

c. Quand la moyenne du jury est 12, obtenir 15 quand |’écart-type est 3, c’est 

mieux qu’obtenir 15 quand I’écart-type est 2. 

d. En tragant les droites d’équation y= Sx+4 et y=x+l1 dans un méme 

repére, déterminer les valeurs de la note provisoire x pour lesquelles, la moyenne 

du jury étant de 9, obtenir x lorsque l’écart-type est 2 est mieux qu’obtenir x 

lorsque |’écart-type est 3. 

FR) wa METHODE DE MONTE-CARLO [xx **! 30 min |> P. 252 

Dans un repére orthonormal (O, I,J), on considére le carré OIKJ ot K (1; 1). 

1. Quelles conditions doivent vérifier les coordonnées (x : y) dun point M du 

plan pour qu’il soit situé a l’intérieur du carré ? 

2. Soit D le quart de disque de centre O et de rayon 1 contenu dans le carré OIKJ. 

a. Quelle proportion p de l’aire du carré OIKJ, l’aire de D représente-t-elle ? 

b. Justifier que si M(x : y) est un point a l’intérieur du carré OIKJ alors : 

MeDex?+y*? <1, 
3. On convient que choisir un point M au hasard dans le carré revient a choisir 

ses coordonnées x et y aléatoirement entre 0 et 1. 

A Vaide de la fonction random(), écrire un algorithme sous Algobox qui crée 

10 000 points au hasard a l’intérieur du carré OIKJ, colorier en bleu ceux situés 

dans le quart de cercle D, en gris ceux qui n’y sont pas, et calculer la proportion 

f des points situés dans D. 

4 Sous Algobox, attention a la syntaxe pour x? : c'est pow(x,2). 



4. On a vu a l’exercice 16 que plus de 95 % des échantillons de taille n four- 

nissent |’intervalle de confiance f- atl ne Oe +| contenant la proportion p a 
Vn yn 

estimer. 

a. En déduire un encadrement de m, avec un niveau de confiance de 0,95. 

b. Combien faut-il de simulations pour espérer un encadrement de 7 d’amplitude 

10~> avec un niveau de confiance de 0,95 ? Cette méthode est-elle bien adaptée 

a la recherche des décimales de m ? 

EX) Minimisation p'EcarTS |** ae) 30 min |> Pp. 254) 

Partie A 

On considére la série statistique suivante : 

a 
a 

1. Compléter la ligne des fréquences, puis donner moyenne X, variance V et 

médiane M., de cette série. 

2. On considére la fonctions f définie sur R par : 

f (x) =0,6(x-1)° +0,1x (x -3)? +0,3 x(x - 5)’. 

a. Vérifier que pour réel x, f (x) =x? —4,8x+9. 
b. En déduire que f admet un minimum sur R. Donner ce minimum ainsi que la 

valeur ou il est atteint. 

3. Soit g la fonction définie sur R par : 

g(x)=0,6 x |x —1]+0,3 x|x —3|+0,3x|x— 5. 
a. Vérifier que : 

esix <1, g(x)=-x+2,4; 

esil=x <3, g(x)=0,2x+1,2; 

°si3<x<5, g(x)=0,4x+0,6 ; 

esix=5, g(x)=x-2,4. 

4 Déterminer le signe de chaque terme sur les intervalles donnés pour pouvoir 

écrire l’expression g(x) sans valeur absolue avant de la réduire. 

b. Représenter g dans un repére. En déduire que g admet un minimum sur R. 

Vérifier qu’il est atteint pour x = M,. 

© 
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Partie B. Cas général. 

Soit (x; ni) oie une série statistique de moyenne x. On note f la fonction 

Dees 2 2 ais 
définie sur R par f (x)= f, x(x- x1) + X(x- 25) +...4+-f, (x-x,)°, 08 
f, désigne la fréquence de x;. 

1. Démontrer que pour réel x, f (x) = x? — 2x +32 , ou x2 désigne la moyenne 

des (x?) 

2. En déduire que fest minimale pour x = x, al’ aide de la mise sous forme cano- 

nique et reconnaitre ce minimum. 

t= = 

PA vaLeurs EXTREMES — | * | 10 min |> p. 255| 

Un collectionneur récapitule ce que lui a cofité l’acquisition de nouveaux 

timbres cette année (prix arrondis a |’euro prés) : 

| Prixen€ | | 2 3 4 SL eal 

Effectif 5 6 5 3 4 4 

1. Déterminer moyenne, écart-type, médiane et quartiles de cette série. 

2. Pour son anniversaire, le collectionneur s’achéte une piéce rare qui cotite 

100 euros. Reprendre la question 1. Quels paramétres sont les plus sensibles 

aux valeurs extrémes ? 

CONTROLE 

EP] critéres D'EVALUATION *x | 20 min |» P. 256 

Trois classes ont obtenu les résultats, relevés dans le tableau d’effectifs sui- 

vant, a une évaluation commune. 

10 

Classe A 

i 

Classe B mene 
rare REREEROES TU 
I. Pour chaque classe, déterminer la moyenne m, l’écart-type o, la 

médiane M.,, les 1* et 3¢ quartiles Q, et Q,, puis construire la boite 4 mous- 

taches correspondante. 



4 Pour Uutilisation de la calculatrice : voir le savoir-faire 1. 

2. Quel sera le classement de ces trois classes selon que le professeur privilé- 

giera : 

a. le groupe qui a la meilleure moyenne ; 

b. le groupe qui a la meilleure médiane ; 

c. le groupe le plus homogéne autour de sa moyenne ; 

d. le groupe le plus homogéne autour de sa médiane ; 

e. le groupe qui a la meilleure téte de classe ; 

f. le groupe qui a le moins d’éléves en difficulté. 

4 Pour les differents parametres de dispersion, voir cours |.2 et II.1. 

3. Jean, éléve de la classe B, a eu 7. Il est fier d’annoncer 8 ses parents 

qu’ayant plus que la moyenne de classe, il est dans la premiére moitié de la 

classe. Qu’en pensez-vous ? 

23 CONTROLE DE QUALITE (2) *** 30 min > Pp. 257) 

Dans une usine d’embouteillage, on préléve au hasard 1 250 bouteilles dont 

on mesure le volume de jus de fruits effectivement présent a la sortie de la 

chaine de production. 

Volume en ml 

Effectif 

Volume en ml 

Effectif 

1. a. Représenter cette série par un diagramme en batons. 

4 Observer la répartition en « cloche » obtenue. 

b. Calculer la moyenne x et l’écart-type o de la série (arrondir a 0,1 prés). 

y | Pour l'utilisation de la calculatrice, voir le savoir-faire 1. 

c. Déterminer le nombre de bouteilles hors de la « plage de normalité a 

95 % », c’est-a-dire hors de |’intervalle [x — 20 ; x + 20]. Cette chaine de 

production semble-t-elle bien réglée au vu de cette plage de normalité ? 

© 
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2. Lopérateur chargé des mesures pense gagner du temps en les regroupant 

en classes. 

a. Compléter le tableau suivant : 

Classe | [970;980] | ]980;990] | ]990;1000] 

Effectif 

Classe | ]1000;1010] | ]1010;1020] | ]1020;1030] 

Effectif 

b. Dessiner un histogramme représentant cette série. 

c. En supposant la répartition uniforme a |’intérieur des classes, calculer la 

moyenne x’ et l’écart-type 0” de la série (arrondir a 0,1 prés). 

Dans ce cas, on utilise les centres des classes comme valeurs de la série. 

d. Reprendre la question du 1.c. 

Commenter. : 
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CORRIGES 

CORRIGES 

1. On convient ici que l’entreprise qui paye le mieux est celle dont le salaire 

moyen global est le plus élevé. 

Pour l’entreprise A, le salaire moyen est : 
— _ 120x1400+35.x3000 | : . 
XA 96 9043s ce OLE hE pes 

Pour l’entreprise B : 

— _85x1200+75x 2500 

a3 85+75 
C’est donc l’entreprise B qui paye le mieux ses employés. 

= 1809 € a 1 € prés. 

4 On aurait pu choisir un autre critere de comparaison, et décider par exemple 

que c'est lentreprise dont la médiane est la plus haute qui paye le mieux ses 

employés [ne disposant pas des données nécessaires, ce choix ne serait pas per- 

tinent ici). 

2. On calcule les moyennes (arrondies au dixiéme) des notes : 

© de Jean : 

5 a DKF 6X8 44X13 45X1IZ43X642X8 _ 293 501 
9+64+4+5+3+2 29 ised 

e de Jeanne : 

pr — L114 8X8 44x13 45x12 43X642X8 _ 287 99 

29 29 a 
Pour avoir le Bac, il faut une moyenne supérieure ou égale a 10 : Jean obtient son 

Bac, Jeanne ne l’obtient pas. 

[21 — 2x(—3)+3x(-1)+2x0+3%24+7x4+3x5 

see 24+3+2+34+7+4+3 
i=: 

Valeurs x; 

Effectifs n; 

Effectifs cumulés 

croissants 

(x= x)? 

x x 20=10, donc la médiane est la moyenne entre la 10° valeur, un 2, et la 

11° valeur, un 4. 

Donc M, = 3. 
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ey x 20 = 5, donc le premier quartile Q, est la 5° valeur : 
100 

Q, =-1. 

aay x 20 = 15, donc le troisiéme quartile Q, est la 15° valeur : 

Q; = 4. 

S’il y avait eu 21 valeurs par exemple, comme A x21 = 5,25, Q, aurait été la 

6° valeur de la série. 

Pour calculer l’écart-type, on a besoin de la variance V de la série : 

L’écart-type est o = ./V = ./7 = 2,65 a 10-2 pres. 
2. L’étendue de la série est 5 - (— 3) = 8, donc on choisit 1 unité pour 1cm. 

st} 
=he—3o=) =] 0, ed,» 2er3 » 44 ode Os 

ee Q, M, Q, re 

3. A la calculatrice, on obtient les mémes valeurs qu’a la main, sauf pour Q, ot l’on 

obtient —0,5 : c’est qu’elle définit Q, comme la médiane de la série des 10 premiéres 

valeurs de la série initiale. C’est donc la moyenne entre la 5° valeur, un —1 , et la 6°, 

un 0 : c’est bien —0,5, 

De méme elle calcule Q, comme la médiane des 10 derniéres valeurs, donc comme 

la moyenne d’un 4 et d’un 4. C’est ici, par «chance», le méme résultat qu’a la main. 

4 Les tableurs prennent encore une autre definition des quartiles. Il arrive donc 

qu'on obtienne trois résultats differents, tous justes - en fonction de la définition 

choisie - mais qui ne permettent pas de verifier ses calculs. 

!. Vrai. Pour la marque A, au moins 75 % des ampoules ont une durée de 

vie inférieure ou égale a 1 600, le 3° quartile. . 
2. Vrai. Pour la marque B, au moins 75 % des ampoules ont une durée de vie infé- 

rieure ou égale a 1 400, le 3° quartile. 1 400 est aussi la médiane pour la marque A : 

au moins 50 % des ampoules de la marque A ont une durée de vie supérieure ou égale 

a 1 400, donc a la durée de vie d’au-moins trois quarts des ampoules de marque B. 



3. Faux. Pour la marque B, 500 est le premier décile et 800 le premier quartile, donc 

on peut seulement affirmer qu’au moins 15 % des ampoules ont une durée de vie 

comprise entre 500 et 800 heures. 

4 En cas de difficultés, voir le schéma du cours pour la boite € moustaches éla- 

guée. 

4, Vrai. Au moins 80 % des ampoules ont une durée de vie comprise entre le 1* et 

le 9¢ décile. Ici, le 1°" décile est 800 et le 9° décile 1 900. 

5. Faux. Les indicateurs de dispersion disponibles ici sont identiques. En effet, l’écart 

interquartile est de 600 pour les deux séries, et la différence entre le 9° et le 1°" déciles 

vaut 1 100 dans les deux séries. 

4 On pourra poursuivre la réflexion sur la comparaison de la dispersion de deux 

séries avec les exercices 11, 13 et 17. 

1. On utilise la calculatrice qui donne les parameétres de la série : 

® moyenne : 
x ~ 49 40,1 prés ; 

® écart-type : 

6 ~ 21,58 410°? pres. 

4 Pour Uutilisation de la calculatrice, voir le savoir-faire 1. 

2. On lit aussi : 

e le minimum : x,,;, = 12 (directement dans le tableau de départ) ; 

e le premier quartile : Q, = 44 ; 

e la médiane : M, = 46; 

e le troisiéme quartile : Q, = 50. 

e le maximum : X,,, = 192 (directement dans le tableau de départ). 

L’étendue est 192 — 12 = 180 : on choisit 1 cm pour 20 unités. 

QQ, 

0 20 40M, 60 80 100 120 140 160 180 200 

3. La calculatrice donne également le 1° décile et le 9° décile : 

D,=40 et Dy =53 
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Dy — D, = 53-40 =13, donc on peut choisir comme nouvelle échelle 1 cm pour 

2 unités. On en déduit la boite 4 moustaches élaguée aux déciles : 

Ce diagramme est beaucoup plus lisible que le précédent, et rend mieux compte du 

fait qu’au-moins 80 % des automobilistes ont été mesurés entre 40 et 53 km/h : la 

moustache de droite du diagramme de I’exercice 2 était tres étendue du fait d’une 

seule valeur « extréme ». 

4, Les nouveaux paramétres sont la moyenne x’ ~ 46,8 a 0,1 prés et l’écart-type 

0’ = 5,06 2107? pres. 
Les 1° décile, 1° quartile, médiane, 3° quartile et 9° décile restent inchangés ! 

C’est sur la moyenne, mais surtout sur l’écart-type (qui a trés nettement dimi- 

nué : il est divisé par 4), que les valeurs extrémes ont de l’influence. 

[5] 1. La moyenne et la médiane sont proches de leur age, donc la soirée VIP 

semble plus correspondre a leur envie. 

2. D’apreés le tableau détaillé des ages, il n’y a en fait aucune personne d’environ 

20 ans a la soirée VIP, alors que 6 personnes sont de leur age dans la soirée HYPE. 

Les données des minimums et des quantiles auraient permis de mieux choisir : 

e VIP : Pour Q, : tx 14 = 3,5, donc Q, est la 4° valeur : Q, =5 ; et le minimum : 

min = 1. Ainsi, les amis savent qu’un quart des participants a entre | et 5 ans, et 

qu’un quart a entre 5 et 20 ans. 

Pour Q; : =x 14 = 10,5, donc Q, est la 11° valeur : Q, = 35. Un quart des partici- 

pants a entre 20 et 35 ans, et un quart a plus de 35 ans. Cela laisse supposer (mais ce 

n’est qu’une supposition !), que les 4ges sont trés divers. 

e HYPE: de la méme fagon : min = 20, Q, = 20 et Q, = 4 

Ici, au moins, les amis sont siirs qu’un quart des participants a exactement 20 ans, et 

un quart a entre 20 et 36 ans. Il est sans doute plus intéressant pour eux d’aller 

dans cette soirée. 



Salaire 
(12000; 15000[ | [15000;18 000[ | [18 000; 25 000{ | [25 000; 45 000] 

annuel (en €) 

Effectif 

b. A la calculatrice (voir savoir-faire 1.), on obtient un salaire moyen de 

x = 20 245 € et un écart-type de o = 8 030 €. 

2. Le tableau donne alors : 

Salaire 
[12000; 13 000f |[13 000; 14 000[ 

annuel (en €) 

Effectif 

La moyenne reste x ~ 20 245 €, tandis que |’écart type devient 6 =~ 8 516 €, donc 

il a augmenté significativement. 

La moyenne ne change pas car lorsqu’on écrit le calcul 4 la main pour le 1. : 

13 500 x 72 + 16 500 x 42 + 21 500 x 42 + 35 000 x 40 

196 
alors que dans le 2., le total des effectifs (196) ne change pas, mais on remplace 

chaque produit par une somme de produits de méme valeur : 13 500 x 72 devient 

12 500 x 24 + 13 500 x 24 + 14 500 x 24 (l’effectif de ce paquet est toujours 72, et 

on a réparti uniformément les salaires de la classe [12 000 ; 15 000[ en 3 classes plus 
petites). 

Par contre, l’écart-type a augmenté car il est défini comme la moyenne des carrés 

des écarts 4 la moyenne. Donc comme les valeurs des salaires utilisées dans les 

calculs sont plus dispersées (elles vont de 12 500 a 44 500 au lieu de 13 500 a 35 000) 

leurs écarts 4 la moyennes sont plus grands, ce qui fait augmenter oO. 

l.n=82; 5 = 41, donc la médiane est entre la 41° et la 42° valeur (la réponse 

b. est fausse) ; : xn = 20,5, donc Q, est la 21° valeur (la réponse a. est fausse) ; 

: xn=61,5, donc Q, est la 62° valeur (la réponse c. est la bonne réponse). 

On ne connait pas les valeurs de Q, ni de Q,, donc on ne peut pas savoir quel est 

l’écart interquartile (la réponse d. est fausse). 

2. On va montrer que les réponses a., b. et d. sont fausses grace a un contre 

exemple : 

Considérons la série : 5.5.5.5.5.5.5.5.5.5. 

Il y a 10 valeurs, donc la médiane est entre la 5° et la 6° valeur: M, =5 ;Q, =S, 

3x10=7,5). car c’est la 3° valeur F SaiO= 2,5| ; QO, =5, car c’est la 8° valeur 4 

Ainsi : 0, #3xQ, et Q; = M,. 

3 
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Si on double les valeurs de la série, on obtient Q, = M, = Q3 = 10, donc la médiane 

a changé. C’est donc la réponse c. qui est vraie. 

Démonstration : 

Sin est l’effectif initial, l’effectif doublé est 2n. Alors = =n, donc la médiane de la 

nouvelle série est la valeur centrale située entre la n® et la (n + 1)° valeur. 

Or: 

e Sin est impair, n = 2k +1, la médiane de la série initiale est la (k _ 12) valeur. 

Les effectifs étant doublés, cela signifie que toutes les valeurs sont répétées 2 fois. 

Ecrivons la liste croissante des valeurs initiales : 

Nhs 5 Mase Mee ee py eee 

Avec effectif doublé : 

2(k+1)=2k +2 valeurs 
(a a SS 

Ny > X19 2> Nom hae ete hho NE bale iad eo cee en 

2k valeurs 

La médiane de la nouvelle série est entre la n® = (2k + 1)° valeur 

et la (n+1)° =(2k+2)° valeur. 
Donc d’aprés la liste ci-dessus, la médiane est entre x,,, et x,,, : la médiane est 

X,41 : elle n’a pas changé avec le doublement des effectifs. 

; pis oe ee Xp + Xp 
e Sin est pair, n = 2k, la médiane de la série initiale est ———“—.. 

La liste ci-dessus est toujours valable ; la médiane de la nouvelle série est entre la 
+ 

n© =(2k)° valeur et la (n+ 1)° = (2k +1)° valeur: c’est donc également “ae 

La médiane n’a pas changé. 

3. Ecrivons la série donnée dans |’ ordre croissant : Ris tes oa ane 

Si on enléve | a chaque valeur, elle devient : 

i —1) (x5 —1) ; (ie —1) ee ( —1). 

‘ ' Pe Tt es 
Le premier quartile est toujours une des valeurs de la série : Q, = x,, avec k = — si 

n 

n . ; i . Fns ee, : 
a est un nombre entier, ou k le premier entier suivant a sinon. Comme l’effectif 

ne change pas, Q/, quartile de la série modifiée sera toujours la kK valeur, donc 

Q; = x, —1. Le premier quartile change, la réponse a. est fausse. 

De la méme maniére, on prouve que Q, diminue de 1, alors I’écart interquartile 

devient : 

3 — Qj = (Q3 - 1)—(Q, -1)=Q, -1-Q, +1=Q; -Q,. 
L’écart interquartile est inchangé : la réponse c. est vraie. 



XX, Ht. +x ; 
i Ne aie La moyenne x = 

n 

lx Ite Hl x, 4X5 +c xn nik2 1 ® eve me n pes 
x = Se EX]: 

n n n 
la moyenne diminue de 1. La réponse b. est fausse. 

e Enfin, la longueur de la boite 4 moustaches est |’écart entre le minimum et le maxi- 

mum de la série, qui diminuent chacun de 1, donc la longueur de la boite est inchan- 

gée (la réponse d. est fausse). 

1. a. Pour la « performance », on compare les moyennes. 
La moyenne x des notes de Francais peut s’obtenir a l’aide de la calculatrice. 

4 Voir le savoir-faire 1. 

Comme les valeurs sont présentées sous forme de données «brutes» (non regroupées 

par valeur du caractére), on pourra : 

e Sur TI, saisir les valeurs x, dans la colonne L1 (STAT EDIT) puis CALC 1 : 1 Var 

Stats 2ndeL1. 

e Sur CASIO : saisir les valeurs x; dans la colonne List! (MENU STAT), puis effec- 

tuer le réglage CALC SET: 

1Var XList : List] ; 1 VarFre : 1 EXE puis effectuer le calcul : CALC 1 VAR. 

On obtient x =12. 

La moyenne x’ des notes de Mathématiques s’obtient de méme : x’ = 11,5. 

x > x’, donc l’éléve est plus performant en Francais. 

4 Pour ne pas perdre les valeurs déja saisies dans la premiere colonne, on peut 

utiliser la deuxieme colonne pour les notes de francais. Le calcul se fait alors de 

la facon suivante : 

e Sur TI, saisir les y, dans la colonne L2, puis CALC 1 : 1 Var Stat L2. 

e Sur Casio, saisir les y. dans la colonne List 2 et effectuer le reglage 1Var XList : 

List2. 

b. Pour la « régularité », on compare les écarts types. La calculatrice donne 

0, ~3,77a 10-2 prés (ox sur TI, xon sur Casio) pour les notes de Frangais. 

0, =1,5 pour les notes de Mathématiques. 

6, <6,, donc I’éléve est plus régulier en Mathématiques. 

2. A la calculatrice, on lit les valeurs : 

e médiane M, = 13 ; 
e premier quartile Q, = 9,5, troisieme quartile Q, = 15,5, d’ou I’écart interquar- 

tile A = Q, — Q,, soit : 

A= 6. 
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3. a. On efface la note 4 (touche DEL ou SUPPR), pour obtenir : 

e la moyenne x, ~ 12,89 a 10°? pres ; 

e l’écart-type 6, ~ 2,81 a 10~ pres ; 
e la médiane Med, = 13 ; 

e le premier quartile Q; = 9,5, le troisiéme quartile Q; = 15,5 d’ou l’écart interquar- 

tiles A’ = 15,5-—9,5=6: 

b. Les variations des paramétres sont : 

e pour la moyenne : 

“2—* 100 = #57 =* x 100 = 7,4% 40,1 % pres ; 
e pour |’écart-type : 

S28 x 109 = A x 100 = -28,5% 40,1 % pres ; 
x ) 

e médiane et quartiles (donc écart interquartiles) sont inchangés, leur variation est de 

0%. 

4 On dit que médiane et écart interquartile sont « robustes » aux valeurs 

extrémes alors que la moyenne, et surtout l'écart-type, sont « sensibles » aux 

valeurs extrémes. 

Attention : médiane et écart interquartiles ne sont pas toujours inchangés lorsque 

l'on modifie les valeurs extrémes de la série, mais leur variation est moindre rap- 

port a celle de l'écart-type. On obtient d’ailleurs des résultats différents « ala 

main » du fait de notre definition des quartiles : 

Avec les dix premieres notes de Francais : 

10 =2n, avec n=5, est pair, donc la médiane est la moyenne entre la n® =5® et la 

13+13 
(n+1)° = 6° valeur. On retrouve Med = 7s 43) 

A> x10 = 2,5, donc Q, est la 3° valeur de la série : Q, =9 ; 

WS 

100 

dou Uécart interquartile A= Q,—Q, =6. 

On a donc des quartiles différents, mais le méme écart interquartile. 

Avec les neuf notes de Francais : 

9=2xn+1, avec n=9, est impair, donc la médiane est la n+1® valeur, c’est-a- 

dire la 5° valeur. On retrouve Med’ =13. 

25 

x10=7,5, donc Q, est la 8° note de la série : Q, =15 ; 

T00 x9=2,25, donc Q; est la 3° valeur : c'est 9. 

aX = 6,75, donc @3 est la 7° valeur : c'est 15. 

L’écart interquartile est encore de 6. 

[9] 1. D’apres la valeur du maximum de chaque série, qui est de 10 pour les trois 

premiers diagrammes en barres, on associe directement le diagramme en barres d. et 

la boite iii. 



On aurait aussi pu remarquer la trés forte concentration autour des petites valeurs, 
d’ou une faible médiane et une trés grande moustache & droite. 

Le diagramme b. est plut6t concentré sur des valeurs entre | et 5, d’ou un faible écart 

interquartile et une boite ayant une grande moustache a droite : c’est la boite iv. 

Le diagramme c. est plutdt concentré sur des valeurs entre 4 et 9 ; d’ot un faible écart 

interquartile et une boite ayant une grande moustache a gauche : c’est la boite ii. 

fl nous reste le diagramme a. plut6t dissymétrique avec plusieurs valeurs proches 

de 2, puis un grand nombre de valeurs concentrées autour de 7 : c’est bien la boite i. 

2. Le diagramme d. comporte surtout des communications courtes, et de rares com- 

munications longues (les inscriptions ?) : le diagramme d. doit correspondre a 

notre employé. 

1. a. A la calculatrice, on obtient (les arrondis sont donnés 4 107! prés) : 

e pour Beauséjour : m ~ 12,4 ;0 ~ 6,1; M, =12,7 ; O, =7,4; Q; =15,5 ; 

e pour Beautemps : m’ = 13 ; 0’ =~ 3,9 ; MZ =12,5 ; Q; =9 ; Q3 =17,4. 

4 Si on effectue les calculs a la main, apres avoir rangé les séries dans ordre 

croissant, on obtient des quartiles différents (voir exercice 2} : le premier quartile 

est la 3° valeur de la série et le 3® quartile est la 9° valeur. Ce qui donne : 

e pour Beauséjour : Q; =6,5 et Q, =15,2 ; 

¢ pour Beautemps : @; = 8,8 et Q3 =17,2. 

Cela aura une influence sur les questions suivantes, aussi nous détaillerons 

lorsque les conclusions seront modifiées. 

b. C’est Beautemps qui a la moyenne la plus élevée. 

C’est Beauséjour qui a la médiane la plus élevée, donc les six mois les plus chauds. 

C’est Beautemps qui a |’écart-type le plus faible, donc les températures les plus 

réguliéres autour de la moyenne. 

C’est Beauséjour qui a |’écart interquartile le plus petit, donc les températures les 

plus réguliéres autour de la médiane. 

& A la main, Uécart interquartile est de 8,7 pour Beauséjour et 8,4 pour 

Beautemps : la conclusion est inversée. 

C’est Beautemps qui a le 1* quartile le plus élevé, donc I’hiver le plus doux. 

C’est Beauséjour qui a le 3e quartile le plus élevée, donc |’été le plus chaud. 

2. a. 

Classes enh [0;2[ 

Fréquences en % arrondies a 0,1 pres ax 00=10 

F.C.C en % 
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40 i ; 

30 
lee Se ee ee : Es 

20 t 

Oe ee 

On obtient pour médiane 5 ; pour 1° quartile Q, = 3,5 et pour 3° quartile Q; = 6,6, 

donc un écart interquartile égal 4 6,6 — 3,5 = 3,1, d’ou le couple (5 ; 3,1). 

c. Le couple (médiane ; écart interquartile) de la commune de Beautemps est (5 ; 3) : 
c’est sensiblement le méme que celui de |’autre série. Si on se limite 4 ces couples, 

les deux communes ont des dispersions similaires. 

d. Les 1* et 3° quartile sont plus grands pour la commune de Beautemps : son maire 

semble avoir raison. 

1. a. L’écart-type est inférieur aux autres sur internet, ce qui indique des écarts 

entre les prix moins grands en général. Le prix semble donc le plus régulier sur 

internet. 

Pap oats He 
b. Internet : C; = 12.3 =(),118 

Supermarché : C, = hat = OOD, 

ag fe eG 
Magasin: C,, = 1477 0,103. 

Le coefficient de variation rapporte l’écart-type au prix moyen, donc il refléte les. 

écarts de prix par rapport aux prix généralement constatés. 



Ainsi, on pourrait dire qu’en magasin par exemple, la variation des prix est de 10,3 % 

alors que sur internet, il est de 11,8 %. Donc les prix seraient finalement plus régu- 

liers en magasin. 

2. a. L’écart-type est une moyenne des carrés des écarts 4 la moyenne. Mais on ne 

peut pas comparer un écart-type de 1,7 kg par rapport 4 une moyenne de 4,2 kg avec 

un écart-type de 6,1 kg par rapport 4 une moyenne de 38 kg, Car les ordres de gran- 

deur sont différents. 

scot 
b. C, =49 = 0,405 pour les agneaux ; 

6,1 
Cy, = 33 ~ 0,161 pour les veaux. 

Donc on peut conclure que les écarts sont proportionnellement plus réduits entre 

les poids des veaux qu’entre les poids des agneaux. 

3. Le coefficient de variation permet ainsi de ramener sur la méme base des séries 

de données différentes, pour pouvoir les comparer. 

[12] 1. A la calculatrice, on obtient la moyenne du nombre de pépites par gateau : 

24,8 a 0,1 prés, et son écart-type : 1,56 a prés. Les deux contraintes sont donc véri- 

fiées : le réglage est satisfaisant. 

4 Pour Uutilisation de la calculatrice, voir le savoir-faire 1. 

2. a. On saisit a la calculatrice le tableau suivant avec le centre des classes. 

Centre des classes Shay |= Bay \ Sey Nh NOs) || dae |) ta) FA) 

ee 2 12 38 66 ue} 12 5) 

On obtient : 

moyenne x = 10,34 

écart-type 0 ~ 0,57 arrondi au centiéme. 

b. On complete la ligne des fréquences puis des fréquences cumulées croissantes : 

Taux de M.G. en % (8,5; 9[ [939.5 (9,5; 10| [10;10,5[ 

7 % Frequences en % 700 * 100=1 6 19 33 

F.C.C. en % 59 

Taux de M.G. en % [10,5;11[ (11;11,5| [11,5;12] 

Fréquences en % 32,5 | 

F.C.C. en % AGS) ile 100 

L’échelle peut étre : en abscisses 5 cm pour | unité et en ordonnées Icm pour 10 %, 

l’axe des ordonnées débutant a |’abscisse 8,5. 
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ce. x —6 =10,34-0,57=9,77 ; ¥ + 6 = 10,34 +0,57=10,91 

10 % est bien dans |’intervalle [9,77 ; 10,91], mais par lecture graphique, on trouve 

qu’il n’y a que 85 — 17 = 68% des gateaux ayant un taux de matiére grasse dans cet 

intervalle. Donc ce contrdle contredit J’ étiquetage. 

2. On obtient ¥ ~ 115,1 et 6, ~ 9,9 ainsi que y ~ 36,75 et o,, ~ 6,05. 
3. a. Il faut écrire = (A1— A$21)/A$22. 

4 Le $ bloque la référence qui le suit. Ainsi dans A$22, le A peut changer 

lorsqu’on recopie la formule dans une autre colonne, mais le 22 est bloqué 

lorsqu’on étend la formule dans une autre ligne. Ici, cela permet d’éetendre la for- 

mule a la colonne des poids, mais on restera bien sur les cases contenant 

moyenne et écart-type, méme en étendant vers le bas. 

b. On trouve x’ = y’ =Oeto, =o y’ =1. Les valeurs ont été centrées autour de 0, 

puisqu’on s’est ramené a une moyenne de 0, et elles ont été réduites, puisque leur 

dispersion a été diminuée en fonction de leur écart-type. 

c. En A23, on peut taper = Min(A1:A20) ou = QUARTILE(A1:A20; 0), puis changer le 

0 en | pour Q1, etc. On obtient : 

min, = 101 ;(Q,), = 107,25 ; Med, =112,5 ;(Q;), = 125,5 etmax, = 130 ; 

tandis que : 

min, = 26 ; (Q;), = 30,75 ; Med, = 39 ; (Q3), = 40,5 et max, = 45. 

d. Pour la ligne 21 (ligne des moyennes), on obtient 0 en faisant la moyenne des 

données centrées réduites et en faisant "=(F21-F$21)/F$22" puisque F21-F$21 
vaut 0. 



Les résultats sont différents sur la ligne 22 (ligne des écarts-types). 
Par contre, on obtient ensuite les mémes résultats dans les lignes 23 a 27. Pour les 

valeurs minimum et maximum, cela s’explique car il revient au méme de prendre le 
min et le max des valeurs centrées réduites ou de centrer et réduire le min et le max 
des valeurs de départ. 

Pour la médiane, comme il y a 20 valeurs, la médiane est la moyenne des 10° et 

oy Z . x 44 4 

11° valeurs, ce qu’on peut écrire Med, = ae donc cette médiane centrée et 

réduite donne : 

= S10 aT. 
Med, — x 5) 

x Oo, 

Quant a la médiane des valeurs centrées et réduites, puisque |’ordre des valeurs ini- 

tiales n’est pas changé, elle vaut : 

(Med,)° = “10 "1 - oS : Sa “ 

(Med ye san eee 

Ainsi (Med, ) = od 
x 

On trouve donc la méme valeur en prenant la médiane de la nouvelle série ou en 

centrant et réduisant la médiane initiale. 

4 En fait, la médiane est linéaire, c’est-a-dire que si l'on transforme une série 

(x;) de manieére linéaire, en (ax; +b), avec a et b deux réels, alors ta médiane de 

la nouvelle série est aMed, +b. 

Démonstration : 

1°" cas : si l'effectif est impair, n=2k+1 alors Med= x,,,. Or, apres transforma- 

tion de la série, la valeur centrale est toujours la numéro k +1 donc : 

Med’ = x,,,=ax,,,+b 

Med’ =aMed+b. 

eee 
ee Et les deux valeurs 2° cas : si leffectif est pair, n=2k, alors Med= 

centrales de la nouvelle série seront ax, +b et ax,,,+6 donc : 

Nan e (ax, a ALES +b) a(x, sa) ae 2 — aMed+b. 

Et sia >0, la transformation est croissante, donc ordre des valeurs est conserve, 

alors les quartiles sont linéaires également Q;=a@,+b et Q;=a0,+b. La 

démonstration est similaire. 

S 
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=. xj-X 1 x 
D’aprés la remarque précédente, x; = — = — x, — —— est une transformation 

Oy 0. x 

aes 1 x — 
linéaire, avec a = — > 0 et b=———, donc on a bien: 

Oo, x 

1 oO, 3 S : 

Donc les quartiles de la nouvelle série sont égaux aux quartiles réduits et centrés, 

ce qui explique que les résultats sont identiques avec les deux manieres. 

e. 

0’) 

«’) 

») A 0 1 Beare 

Centrer et réduire les séries a permis de les mettre 4 la méme échelle. On voit alors 

que la série des tailles est plus étendue, mais son écart interquartile est plus réduit que 

la série des poids. 

On voit aussi que la médiane des tailles est nettement au-dessus de la moyenne, donc 

50 % des individus sont nettement plus grands que la moyenne, tandis que 50 % des 

individus ont un poids nettement plus petit que la moyenne 

1. On écrit la commande = ENT(ALEA( )+0,5) dans la cellule A2, et on étend 
cette formule jusqu’a la cellule A579 a l'aide de la poignée de recopie. On obtient une 

série de 577 valeurs faite de 0 (homme) ou de | (femme), chacune avec probabilité 

0,5, ce qui correspond au respect de la parité. 

2. Dans la cellule A580, on saisit = MOYENNE(A2: A573). On obtient, par exemple, 

0,478 a 10-3 prés 

Si on note n le nombre de femmes, c’est-a-dire de cellules contenant la valeur 1, il y 

a 577 —n hommes, c’est-a-dire 577 — n cellules contenant la valeur 0. 

La moyenne obtenue est donc égale a : 

nxl+(S77-n)x0 on 

577 Sarul 
C’est bien la fréquence des femmes dans cet échantillon. 

3. Pour simuler 100 échantillons de taille 577 et calculer les fréquences correspon- 

dantes, on sélectionne toutes les cellules de Al 4 A580, et on étend, avec la poignée 

de recopie, jusqu’a la colonne CV dont la cellule CV1 contient Echantillon 100. 

4. Dans la cellule A581, l’instruction =CENTILE(A580:CV580; 0,05) donne par 
exemple : ; 

a = 0,463 4 10-3 prés. 



Dans la cellule B581, l’instruction =CENTILE(A580:CV580;0,95) donne par 
exemple : 

b = 0,533 4 107? pres. 
5. La fréquence des femmes au Parlement francais sera ; 

fee = = 0,551 410-3 pris. 
a. Ainsi f ¢[a; b], donc on rejettera l’hypothése de parité au risque de 10 % : les 
femmes semblent favorisées. 

b. Si on note n le nombre de femmes au Parlement, on ne rejette pas l’hypothése de 

parité au seuil de 10 % si, et seulement si, n € [a ; b], ce qui équivaut a: 

n 
0,463 < 377 < 0,533, 

267,151 <n S 307,541 car 577 >0. 

Le plus grand entier n possible est donc 307. 

Pe L‘intervalle de fluctuation empirique a 90 % varie d'une simulation a une autre, 

ce qui peut legerement modifier les résultats/conclusions précédentes. 

1. instruction = ENT(ALEA( )+0,00052) renvoie 1 avec probabilité 0,000 52 

et 0 le reste du temps. 

Si on associe le résultat 1 aux enfants atteints de leucémie et 0 aux autres, on peut 

simuler un échantillon de taille 5969 en inscrivant cette instruction dans la cellule Al, 

puis en |’étendant jusqu’a la cellule A5969. 

On sélectionne ensuite les cellules Al a A5969, et on étend les formules jusqu’a la 

colonne CV (on peut mettre un « numéroteur de colonnes » dans la cellule A5970 ; 

avant d’étendre, il suffit de saisir 1 dans cette cellule) a l’aide de la poignée de reco- 

ple. 

2. Pour le premier échantillon par exemple, simulé dans la colonne A, on utilise 

Vinstruction =SOMME(A1:A5969) qui ajoute toutes les valeurs des cellules Al a 

A5969. S’il y an cas de leucémies (valeur 1), il y a 5 969 —n enfants non atteints 

(valeur 0). 

La somme obtenue sera n x 1 + (5963 — n) x 0 =n, ce qui donne bien le nombre de 

malades de cet échantillon. 

3. Ici, il n’y a qu’un échantillon pour lequel le nombre de leucémies est supérieur ou 

égal a 9, sur les 100 échantillons simulés : cela représente donc 1 % des échan- 

tillons. 

4. On rejette l’hypothese que les leucémies sont le fruit du hasard au risque de 

See 

4 Voir chapitre 7, Savoir-Faire 3. 

Partie A 
1. Si f € [0,2 ; 0,8] et n = 25, alors pour plus de 95 % des échantillons, p appar- 

rs 
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tient a l’intervalle [f- - Be a +-| 

2. On note fx = a 0,53, les intentions de vote sur l’échantillon de taille 

ny =1700 et py la proportion de votes recueillis finalement par le candidats A, 

fa= ts = 0,56 les intentions de vote et p, la proportion de votes recueillis finale- 

ment par le candidats B. 

fx € [0,2 ; 0,8] et ny = 25, donc le théoréme de l’intervalle de confiance s’ap- 

: 1 1 : 
lique : €| 0,53 - ——— ;0,53+ , avec un niveau de confiance de 
oe 1700 =| 
95 %. 

OL055.= : : 
1700 1700 

Donc p, > 0,5 : le candidat A l’emporte avec un niveau de confiance de 95 %. 

De méme fg €[0,2; 0,8] et mp = 25 donc d’aprés le théoréme de I’intervalle de 

= 0,506 4107? prés et 0,53 + = 0,554 410-3 prés. 

confiance : pp € clo 2c avec un niveau de confiance de 
Tan + 5 

95 %. 
Or 0,56 — —L— = 0,497 410-3 prds et 0,56 + 1 

250 J 250 

peut exclure que pp soit inférieur a 0,5 : le candidat le mieux placé est le candi- 

dat A. 

Partie B 

1. a. Une valeur possible est 0,535.On observe qu’a chaque pression sur la touche F9, 

on obtient une valeur différente : c’est le phénoméne de fluctuation d’échantillon- 

nage. On rencontre effectivement des moyennes inférieures a 0,5. 

b. On saisit de Al 002 4 G1 002 (par exemple) : 

= MIN(A1001:CV1001) qui renvoie le minimum de la série : 0,484 

= CENTILE(A1001:CV1001; 0,1) qui renvoie le 1* décile : 0,498 

= QUARTILE(A1001:CV1001; 1) qui renvoie le 1° quartile : 0,507 

= MEDIANE(A1001:CV1001) qui renvoie la médiane : 0,519 

= QUARTILE($A1001: $CV1001; 3) qui renvoie le 3° quartile : 0,531 

= CENTILE($A1001: $CV1001; 0,9) qui renvoie le 9° décile : 0,541 

=MAX($A1001:$CV1001) : 0,567 

On en déduit la boite 4 moustaches élaguée aux déciles. Les points extérieurs repré- 

sentent minimum et maximum de la série : 

= 0,623 410-3 prés. On ne 

y | Les résultats donnés sont indicatifs et dependent de votre simulation. 



—?t >_> 1 4 tt pt > 

0,48 0,5 0,52 0,54 0,56 x 
min OS pNiee Osan). max 

2. La valeur 0,52 se situe entre le minimum et le maximum de toutes les simulations, 

sauf pour p = 0,57 qui donne un minimum égal a 0,525 > 0,52. Donc d’aprés ces 

valeurs, p peut étre 0,49 ou 0,51 ou 0,52 ou 0,53 ou 0,55. 

0,52 est dans |’intervalle interdécile [D, : Do| pour les valeurs 0,51 ou 0,52 ou 0,53. 

0,52 est dans l’intervalle interquartile [O, : Q;| pour les valeurs 0,52 ou 0,53. 

La valeur la plus probable reste quand méme 0,52, qui est trés proche de la 

médiane trouvée par simulation avec p = 0,52. 

1. Pour la classe de maternelle : 

Médiane = 97 ; Minimum : 90 ; Maximum : 105, donc étendue : 105 — 90 = 15. 

1* quartile : 95 ; 3° quartile : 100, donc écart interquartile 100 - 95 =5. 

Pour la classe de premiere : 

Médiane = 172 ;: Minimum : 160 ; Maximum : 190, donc étendue : 190 — 160 = 30. 

1* quartile : 167 ; 3° quartile : 176, donc écart interquartile : 176 —167 = 9. 

Etendue et écart interquartile sont supérieurs dans la classe de premiére 

C’est, a priori, dans la classe de premiére que les tailles sont les plus dispersées. 

2. Limpression se confirme : |’écart-type est plus grand pour la 2° série, donc les 

tailles de la classe de premiere sont plus dispersées autour de leur moyenne. 

x; —x 1 x 1 x 
3.a. x; = — =—X Xx, ——— = @&, +t bavec a= et b = -_. 

om ae OG; ee oe 

On en déduit la moyenne X’ de la série (x‘) : 

= eed 
e Sox p= — 7 — 

Oy 0, 

x =0; 

et son écart-type : 

1 
Oy =|d\o,. See ae 

ii 

, 1 
07. =lcara=—>0. 

oO, 

Mémes calculs pour la série (y’). 
b. Les paramétres de position (minimum, quartiles, médiane, maximum) subissent la 

méme transformation affine si on ne touche pas aux effectits. 

4 Voir la démonstration a l’exercice 13. 

On en déduit, pour les valeurs centrées réduites (x, ) arrondies au centiéme : 

Minimum : —2,08 ; 1® quartile : —0,68 ; Médiane : —0,13 ; 3° quartile : 0,71 ; 

Maximum : 2,1. 

249 



250 

Pour les valeurs centrées réduites (y/) arrondies au centiéme : 
Minimum : —2 ; 1° quartile : —0,86 ; Médiane : —0,02 ; 3° quartile : 0,64 ; 

Maximum : 2,95. 

i 

Ca 

—2,5 —1,5 —0,5 0,5 PS, 25 

c. L’étendue reste plus grande pour la série centrée réduite correspondant a la classe 

de premiére, mais les boites 4 moustaches sont trés similaires et l’écart interquartile 

est méme plus faible pour la classe de premiére ! Cela remet en cause notre réponse : 

la dispersion semble équivalente pour les deux classes, voire moindre dans la classe 

de premiére, car on se passe parfois des valeurs extrémes pour comparer deux séries. 

d. Si x =101, x’ = 0,90 410-2 prés. Si y=178, y’ = 0,97 810-2 prés. Ainsi, si 
on compare a la moyenne, qui est 0, c’est la valeur de y’ qui est la plus élevée. Donec 

c’est ’éléve de 178 cm qui semble le plus grand, par rapport a sa classe. 

18] Partie A 

. (ax, +b) xn, + (ax) +b) xny +...+ (ax, +b) xn, 

ny + Ny +...+N, =! 

_ any + bn, + aXyNy + bn, +...+ ax,n, + bn, 

‘4 nj +n, +...+n, 

5 = a(x;ny +XpNy +...+x,n,)+ b(n, +n, +...+n,) 

3 Ny +N +...+ Nn, 

zr anege Ca + X5Ny Fit x My) b(n, + Ny +...+7,) 

ny tn, +...+Nn, ny, +n, +...+n, 
y=ax+b. 

2. Par définition o’ = \/V’ avec V’ la variance, définie ainsi : 

i=r 
pee - Vis— > 1; x(y,-¥)° avec n Veffectif total, 

i=] 

=F 

donc V’ = , > 1; x (ax; + b — (ax +b))? 
i=] 

i=r =r 
V=2yn, x (ax; + b—ax—b) = 7 x [a(x; - x)]° 

i=] 

Pople, 2B) = 
V ie n; (x; — x) 

l= 

1 me Es V'=—|a? xn (x; - x)’ +a? xny(x,—¥)? +... +42 xn, (x, -x)’ | 



CORRIGES 

¥ “+... 0, (x,- 3) | 

Or ./V =o donc: 

0’ =|a|xo 

Partie B 

1. Si on désigne chaque candidat par la lettre du jury qui l’a examiné, le classement 

est : premiers ex-aequos : D, F et G ; 

quatriémes ex-aequos : A, E, I et J ; 

huitiéme : C ; 

neuviemes ex-aequos : B et H. 

2. Détaillons le calcul pour le jury B : on veut que la moyenne y soit 10, donc 

ax+b=10 > ax9+b=10. (WD). 

On veut que son écart type 0” soit 2, donc |a| x 0’ =2 = |alx3=2 & |a|= =, done 

a= cara>0. 

Alors (1) donne : =x9+b=10 > 6+b=10 
& b=4. 

Alors (a ; b) = (2 : 4) 

La note du candidat devient : 

D, 32 
3 1044 3 0, 

On effective les mémes calculs pour les autres jurys. D’ot le tableau : 

Jury 

Couple (a; b) 

Note définitive 

Le classement final est donc (du 1° au dernier) : 

J;D;1;G;A et F ex-aequos ; C et E ex-aequos ; H ; B. 

3. a. Une note de 12 donnait un classement moyen a priori (4° ex-acquo sur 10) mais 

avec un jury qui « note séchement » (moyenne de 7 par exemple) la note monte 
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nettement aprés péréquation ; et elle monte d’antant plus que |’écart-type est petit. 

Ainsi le candidat I finit 3° et J finit méme premier. Donc l’affirmation est fausse. 

b. Les jurys C et E ont le méme écart-type, alors la péréquation change |’écart-type a 

la moyenne de chaque jury de la méme facon et les candidats C et E obtiennent la 

méme note finale. Mais entre les jurys A et C, l’écart-type n’est pas le méme, ce qui 

donne des notes finales différentes. Donc l’affirmation n’est pas obligatoirement 

vraie. 

c. Le candidat G est finalement mieux noté que le F ; un écart-type faible signifie que 

les notes sont plus centrées autour de la moyenne, donc le candidat G est « plus 

méritant » d’avoir eu 3 points de plus que la moyenne de son jury que le candidat F. 

L’affirmation est donc fausse, c’est le contraire qui est vraie. 

d. Lorsque la moyenne du jury est 9, et l’écart-type de 2, cela correspond au jury H, 

pour lequel on a y = 1x +1 d’aprés le 2). Avec un écart-type de 3, c’est le jury C, pour 

lequel : y= oxt 4. Alors d’aprés le graphique, pour une note initiale égale, les 

notes finales sont supérieures avec un écart-type de 2 a partir de x = 9. 

Note définitive | 

initiale 

1. M(x; y) est 4 V'intérieur du carré OIKI @ 0 <x <1etO<y<1. 
2. a. Laire du carré est 1x1=1 unité d’aire. L’aire du quart de disque D est 

Tt 
1 T i T 
—x 12 =—, é See m TM Xx z Donc la proportion p est égale a aa. 

b. Le cercle de centre O(0 ; 0) et de rayon 1 est l’ensemble des points M de coordon- 
nées (x ; y) du plan tels que : 

OM =1 (ay, —-%6) +O yore 

© (x-0)? +(y-0)? = 12 

x? +2 = 1. 

Donc si M (x : y) est un point du plan : 

M est a l’intérieur du disque de centre O et de rayon 1 & OMS1@ x7+y? <1, 

Donc si M(x ; y) est un point a l’intérieur du carré OIKJ : 

MeDex*+y? <1, 



3 

VARIABLES 

f EST_DU_TYPE NOMBRE 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

n EST_DU_TYPE NOMBRE 

1 EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

n PREND_LA_ VALEUR 0 

POUR i ALLANT_DE 1 A 10 000 

DEBUT_POUR 

x PREND_LA_VALEUR randoml) 

y PREND_LA VALEUR random) 

S! (pow(x,2]+powly,2}<=1} ALORS 
DEBUT_SI 

n PREND_LA_ VALEUR n+1 

TRACER_POINT [x,y] 
FIN_SI| 

SINON 

DEBUT_SINON 

TRACER_POINT [x,y] 
FIN_SINON 

FIN POUR 

f PREND_LA VALEUR n/10 000 

APEIChEniai—s 

AFFICHER f 

FIN_ALGORITHME 

RIPSPSNOs 

eey8 

y | Lors de la saisie de la commande TRACER-POINT, on peut choisir la couleur, 

mais elle n’apparait pas dans le script de lalgorithme. 

4. a. Le résultat des simulations donne (par exemple) f = 0,781, donc un intervalle 

de confiance a 95 % de A est : 

[o.r8 s soit [0,771 ; 0,791]. 1 1 ee st ee 
./10 000 ./10 000 

On en déduit 0,771 <7 <0,791 <> 3,084 <n <3,164 avec un niveau de 

confiance de 0,95. 

ba<n<bo@—<=<~, donc !’amplitude de |’intervalle [a ; b] est de 10~° si, 
Ala A|> AIS 

a8) 
et seulement si, |’amplitude de I’intervalle E : A est de E 

1 1 1 1 2 
Or l’amplitude de l’intervaile 7 = We ae +| est f+—=- Ly as a eee 

See lee to dels ve 
et; 

et 
Jn 

0-3 eo fn = = 2x10? n> 4 x10°. 
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Donc on peut espérer un encadrement de 7 @’amplitude 10-3 avec un niveau de 

confiance de 0,95 pour n > 4x 10°. 
Sous Algobox, on obtient une erreur due au trop grand nombre de simulations néces- 

saires. Ce nombre augmente trop vite pour que la méthode soit exploitable pour 

obtenir les décimales de 7. 

Partie A 

x oe cee es 

f, |=06| 01 | 03 

= fx x, =0,6x1+0,1x3+0,3x5= 2,4. 
i=1 

— 

eI I 
i Ww 

< II 
Me Il 
~ i — 

f, x(x, -x)° =0,6x (1-2,4)? + 0,1x (3— 2,4)? + 0,3 x (5— 2,4)? = 3,24. 

4 Autre méthode : a la calculatrice, on trouve l’écart-type o=1,8, donc 

Vio? = su 

La médiane de cette série de 10 valeurs est la moyenne entre la 5° valeur, un 1, et la 

6° valeur, un 1: M, =1. 

2.a. f (x) =0,6x (x? —2x+1)+0,1x (x? —6x+9)+0,3(x? — 10x + 25) 

f (x) = 0,6x? —1,2x +0,6+ 0,1x? —0,6x + 0,9 +0,3x2 —3x+7,5 

f (x) = 1x? —4,8x4+9. 

b. f(x) =x? -4,8x +9 =(x-2,4)* — 2,42 +9 =(x—2,4)? + 3,24 (forme cano- 
nique) 

1>0, donc f admet un minimum sur R, égal 4 3,24=V et atteint pour 

ea gaa x. 

y Nous venons de démontrer, pour notre exemple, la propriété suivante : la 

variance est la valeur qui minimise la moyenne des carrés des écarts a une 

valeur x. 

3.a. 

| x ig 
0,6 x|x—1| | 0,6x(1-x)} 0 | 0,6x(x-1) 

0,1x|x — 3) | 0,1x(3—x) 0,1x(3-x) 

0,3 x|x —5| | 0.3x(5—x) 0,3 x (5— x) 

g(x) —x+2,4 1,4 | 0,2x+1,2 



CORRIGES 

On en déduit que g admet un minimum pour x = 1, ce qui est bien égal 4 M,. 

4 e Ce résultat peut se démontrer, mais c’est difficile. 

e C'est un exemple de la propriété suivante : la médiane est la valeur qui minimise 

la moyenne des valeurs absolues des écarts. 

Partie B 

1. On développe et on réduit : 

I{@QO=f, Ae —2x,x4+x?)+ fy a foe —2x5x+x3)+... 

eS (x? = 2x,x + x2) 

fa)=(Atfo +--+ f.)x? —2x( fix, + foxy t+... + fx,) 

+ fixe + fork +... + fxr. 

Pet fs Fie f= 1, done: 

f (x) =x? -—2xx¥ + x2. 

2. f(x) =(x—- x) —¥2 4x2 =1(x—x)? +x? - 22. 
Donc f admet un minimum pour x = x et ce minimum vaut : 

= = 2 =: 2 a 2 
fH F(x — x1) +7, (8-22) Pact fF (FoR) HV, 

la variance de la série ! 

1. A la calculatrice, on obtient aprés avoir entré les prix dans list | et les effectifs 

dans list 2 : 

x ~ 3,26 €;0 ~1,71 ; Q, =2; Méd=3; Q, =5. 

4 Voir le savoir-faire 1 pour l'utilisation de la calculatrice. 
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2. Il faut ajouter en fin de liste la valeur 100 dans les prix et 1 dans les effectifs. On 

obtient : 

¥ ~ 6,71 €; 6 = 18,03 ; Q, =2 ; Méd =3 ; Q; =5. 

Les quartiles et la médiane n’ ont pas changé, alors que la moyenne et |’écart-type ont 

beaucoup varié : ont dit que moyenne et écart-type sont plus sensibles aux valeurs 

extrémes. 

[22] 1. A la calculatrice, on obtient les résultats suivants, arrondis a 0,1 pour la 

moyenne, 40,01 pour l’écart-type : 

y Pour Uutilisation de la calculatrice, voirs savoir-Faire 1. 

Classe A: my, ~6,8; 6, ~2,17; Oi, =6; Mey =7 5 Oza =8. 

min 

Classe B : mg ~ 6,7 ; Og = 2,54 \ On = 5 Me 75 ; Osp = 9. 

me 
a tt tt $+ $+ > 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 108% 

min Q, M, Q, = monte 

Classe C : mc = 6,4 ; Gp ~ 1,66 ; Qc =5; M,c =6,5 5 Oye =8. 

$3 ttt tt tt 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9. 104% 

min Q, M, Q, atx 

2. a. C’est la classe A qui a la plus haute moyenne. 

b. C’est la classe B qui a la plus haute médiane. 

c. C’est la classe C qui a la plus petit écart-type. 

d. C’est la classe A qui a la plus petit écart interquartile. 

e. C’est la classe B qui a le 3° quartile le plus grand. 

f. C’est la classe A qui a le 1° quartile le plus haut. 



3. Jean confond moyenne et médiane : sa note est supérieure 4 la moyenne de classe 
mais la médiane est de 7,5, donc il y a au moins 50 % de la classe qui a une note 
strictement supérieure a la sienne. Il est en fait dans la deuxiéme moitié de la 
classe. 

[23] 1. a. On choisit, par exemple, lcm pour 5 unités en abscisses, avec un axe des 

ordonnées placé a l’abscisse 970, et 1 cm pour 20 unités en ordonnées. 

Xx 

980 990 1000 1010 1020 1030 

b. x = 1000,2 et o = 9,5 40,1 prés. 

c. X -26 = 981,1 et X +206 =1019,1. Il y a donc 2+34+ 244+ 284+94+7=73 

valeurs hors de |’intervalle [x — 20 ; x + 20], soit <s x 100 = 5,84%. 

Il y a donc plus de 5 % des bouteilles hors de la plage de normalité a 95 % : la 

chaine ne semble pas bien réglée. 

2. a. On complete le tableau avec les centres des classes pour c. 

Classe |[970 980] | ]980;990]| }990; 1000] | 1000; 1010} | }1010;1020]| 1020; 1030) 

b. On choisit une unité sur |’axe des abscisses : | cm pour 5 unités, puis une unité 

d’aire : 1 petit carreau pour 10 bouteilles, soit 0,25 cm? pour 10 (1 cm? pour 40) par 

exemple. 

On calcule le nombre d’unités d’aire (UA) nécessaires, la largeur de la classe en cm, 

puis on trouve la hauteur en cm du rectangle correspondant. 

7 x 0,25=0,725 13,55 

[Largeur ee | 
0,72 
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1000; 1010] i010; 1020] ]1020; 1030] Classe 

UA en cm2 

Largeur 

Hauteur a 0,1 cm pres 

4 Ici, les classes ayant toutes la méme amplitude, on peut se contenter de choisir 

une échelle de longueur en abscisses et en ordonnées. 

a IETS de normalité —————— 

542 : 

970 915 980 985 990 995 1000 1005 1010 1015 1020 1025 1030 x 

c. Avec les centres des classes, on trouve x’ ~ 999,2 et o’ ~ 9,9 a 0,1 pres. 

d. La plage de normalité 4 95 % est donc [979,4 ; 1 019]. Avec une répartition uni- 

forme a l’intérieur de chaque classe, sur les 29 bouteilles de la plage [970 i 980], on 

considére qu’il y ena a x 24 = 27,26 dans l’intervalle [970 ; 979,4[. Sur les 171 

de la classe [1 010; 1020], ilyena a x 171 =17,1 dans l’intervalle |1 019 ; 1020]. 

Enfin les 16 bouteilles de l’intervalle [1 020 ; 1 030] sont hors de la plage de norma- 

lité : il y en a donc 27,26 + 17,1+ 16 = 60,36, soit 4,8 % des bouteilles, donc moins 

de 5 %. 

Ces mesures permettent de conclure 4 tort que la chaine est bien réglée : le 

regroupement en classe fait perdre en précision. 



SET ez, 
= > 

6) Variables aleatoires 
z 
CTTTTITTTIT LTS CESOUUU CUTOUT OCT EULECIE OU EOUU ETE UT EC TE CTSNET ROTO ETTERTATTELTRT OTTO TT OU UTT TOTO TTT ETRE ENS AUN 

HM PROBABILITE SUR UN ENSEMBLE FINI : 

RAPPELS DE SECONDE 

1. Evénements 
On note Q= {e, aah ent ensemble des événements élémentaires 

(ou univers) d’une expérience aléatoire. 

® Définition 

On définit une probabilité sur en associant a chaque événement élémentaire e; 

un nombre p(e;), appelé probabilité de e,, tel que : 

e pour tout i, 0S p(e;) <1; 

e p(e,)+ p(e,)+...+ p(e,,) =1 (la somme des probabilités des événements 
élémentaires vaut 1). 

EXEMPLE : On lance un dé truqué qui donne 6 deux fois plus souvent que les autres 

faces. On note p; la probabilité d’obtenir la face numérotée i. 

Alors : 

Py = Pz = P3 = Pa = Ps & Po =2Py- 

Ainsi : 

NI]to 

1 
Weipa Ps saz OS De 

= Définitions 

e Un événement A est une partie de 2. 

e La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements 

élémentaires qui le constituent. 

EXEMPLE : Déterminons la probabilité de l’événement A « obtenir un nombre 

pair ». A peut s’écrire {2 ; 4; 6}. 

on 4 
Ainsi p(A) = p> + Pg + Po = rE 

= Propriété 

p(@) =0 et p(Q)=1. 
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2. Equiprobabilité 
® Définition : Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabi- 

lité, on dit que l’on est dans une situation d’équiprobabilité. 

= Propriété : Dans une situation d’équiprobabilité, pour tout événement A : 

nombre de cas favorables 4 A 

PATS nombre de cas possibles 

EXEMPLE :On n’est pas ici dans une situation d’équiprobabilité, car chacun des p; 

vaudrait alors 7 et la probabilité de A serait de 7 Siti 

3. Evénements particuliers 
§ Définition : A est l’ensemble de tous les événements élémentaires qui ne sont 

pas dans A. 

Q 

@ Propriété : p(A)+ p(A) = 1(ou p(A)=1-p 

eXEMPLE «A = {1;3;5}: p(A)=1-p(A)=1- =. 

Ceci peut se vérifier ici car on a directement : p(A) =p, +p3;+ps5==. 
~)} Go 

® Definitions : 

e AB, c’est a dire « Aet B », est l’événement constitué des événements élé- 

mentaires qui sont a la fois dans A et dans B. 

e AUB, c’est a dire « A ou B », est l’événement constitué des événements élé- 

mentaires qui sont dans |’un au moins des événements A, B. 

Représentons la situation par un diagramme de Venn : 

A U B est représenté 

par tout ce qui 

est colorié. 

@ Propriété : p(A UB) = p(A)+ p(B)— p(AB). 

4 Il suffit de se rappeler qu'on ne doit pas compter deux fois ANB. 



® Définition : A et B sont incompatibles si AA B=. 

m Propriété : Si A et B sont incompatibles, 

p(AB)=0, et p(A UB) = p(A)+ p(B). 

EXEMPLE : Si B est l’événement « obtenir un chiffre supérieur ou égal a 3 ». 

B= {3;4;5:6}, done p(B)= p3 + Py + Ps + Pg => 

ABE 1234 56h 13343556} =414 <6}. 
A et B ne sont donc pas incompatibles. 

ACB =o 3.4 25-6): 

6 3 P(AUB)= py + Ps + Py + Ps + Bg = 5) PIAMB)= Py + Pg = 5. 
Ona bien : p(A) + p(B)- p(ANB)=5+2-3=8 

HTN VARIABLE ALEATOIRE 

Soit Q un ensemble fini muni d’une loi de probabilité p. 

1. Loi de probabilité 

= Définitions 

e Une variable aléatoire est une fonction X définie sur Q, a valeurs réelles x,, 

Xp, «.-,X,. L-Evénement « X prend la valeur x, » s’écrit (Xx = x): 

e Définir la loi de probabilité de X c’est : 

— repérer les différentes valeurs possibles pour X : x,, X5, --.,X,5 

— déterminer les probabilités de chacun des événements (X = x;): Py, Pas ++ Pr. 

@ On peut consigner ces résultats dans un tableau tel que celui-ci : 

4 On doit avoir p,;+p)+...+p, =1. 

2. Espérance, variance, écart-type 

= Définition 

e L’espérance de la loi de X est le nombre : 

BQO et APs +s + XD, 

e La variance de cette loi est le nombre : 

Ve=(e = ER) xp, (x, — F(X) x py +... +(x, -E(X)Y x, 

Variables aleatoires g& 
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m Propriété : V(X) = E(X2)-(E(X))’. 
= Définition : L’écart-type de cette loi, noté o, est la racine carrée de la 

variance : 

EXEMPLE : Voir le savoir-faire 1. 

4 e V(X) =0, donc on peut calculer sa racine carrée, c’est-a-dire o. De plus, on 

a toujours o = 0. 

e 6” =V(x), c'est pourquoi V(x) est souvent noté o2. 

@ Interprétations 

Soit un ensemble fini Q muni d’une loi de probabilité, A un événement et X une 

variable aléatoire définie sur Q. Si on répéte un grand nombre de fois, n, une 

méme expérience aléatoire sur Q : 

e La fréquence empirique (obtenue par |’expérience) de réalisation de A se stabi- 

lise : cette fréquence « stabilisée » correspond a la probabilité de A. 

e La moyenne empirique calculée sur les valeurs de n variables aléatoires iden- 

tiques, indépendantes, de méme loi de probabilité que X, se stabilise vers E (X). 

e V(X) est alors un paramétre de dispersion autour de cette valeur moyenne : 

cette dispersion augmente avec V(X). 

Nous reviendrons sur ces notions dans la partie qui traite de l’échantillonnage au 

chapitre 7. 

® Propriétés : Pour toutes variables aléatoires X et Y et tous réels a et D: 

e E(aX + b)=aE(X)+b ; E(X+Y)=E(X)+ E(Y) (linéarité de l’espérance) 

eV (aX)=a7V(X). 

3. Répétition d’expériences identiques et indépendantes 

= Arbre pondéré 

Plutot que de représenter tous les €vénements élémentaires d’une expérience, on 

préfére parfois résumer l’expérience a |’aide d’un arbre dont les branches ont un 

« poids », la probabilité des événements auxquels elles aboutissent. 

EXEMPLE (de référence) 

Sess 



= Multiplication le long des branches des arbres pondérés 

Lors de n expériences successives identiques et indépendantes, la probabilité 

d’une liste d’événements E,;E,;...;E,, est le produit des probabilités de ces 

événements : 

P((E\; Ep; --5 E,)) = p(E,)x P(E)... x p(E,). 
EXEMPLE : Voir le savoir-faire 2. 

SAVOIR-FAIRE 

d’une variable aléatoire X 

des calculatrices scientifiques. 

numéro 2 et les autres portent le numéro 1. 

son numéro X. 

d’équiprobabilité, on utilise la formule 

pour donner la loi de la variable aléatoire X : 

1. Calculer l'espérance et la variance 

Etape 1. On établit la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 

Etape 2. On calcule E(X ) a l’aide de la formule donnée en cours. 

Etape 3. La variance, qui est un indicateur de |’écart entre les valeurs prises 

par X et son espérance, nécessite d’avoir calculé E(X). On peut disposer les 

calculs amenant a V (X) dans un tableau ou utiliser les fonctions statistiques 

EXEMPLE : Une urne contient dix boules indiscernables au toucher, |’une 

d’entre elles porte le numéro 10, deux portent le numéro 5, trois portent le 

@ L’expérience consiste a extraire au hasard une boule de |’urne et a noter 

Les boules ont toutes la méme probabilité de sortie. Dans cette situation 

nombre de cas favorables 4 A 

nombre de cas possibles 

5 2 1 

zn MIMD eS 
of 1D cilia he 10 

ff 2 3 4 
E(X)=10x 70 +5x79 42X79 + 1% 79 =3. 

Calcul de la variance : 

' ene 

=i ay 

| 4 

gia igs oa 
10 10 
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1 2 3 Aer 
V(X)=49x 75 +4x75 + +1x X79 t4x 10 a0: 

@ Avec une calculatrice scientifique Texas Instrument 

Dans le menu STATS, Editer. 

On inscrit les valeurs 10, 5, 2, 1 dans la colonne L,. 

On inscrit les valeurs Th =. =. = dans la colonne L,. 

Dans le menu CALC, on choisit 1-Var stats et on tape 1-Var stats L, , L>. 

On lit, entre autres, les valeurs x correspondant a E (X), et o , correspondant 

4 l’écart-type. Pour la variance V(X), on doit donc calculer le carré de 

l’écart-type obtenu. 

4 Attention a la syntaxe : L, s’obtient par 2nd+1 : ce n’est pas la lettre L 

suivie du chiffre 1. 

ll faut bien penser a la virgule entre L, et L,. 

Avec une calculatrice scientifique Casio 

Dans le menu STATS : 

On inscrit les valeurs fi 5, 2, 1 dans la colonne List 1. 

On inscrit les valeurs — 10° a = a dans la colonne List 2. 

On effectue les réglages suivants (a vérifier systématiquement !) dans l’on- 

glet CALC SET ou REG: 

1 Var XList : List 1 

1 Var Freq : List 2. 

Puis on revient sur CALC et on choisit enfin 1 VAR. 

On lit, entre autres, les valeurs X correspondant a E(X), et xon correspon- 

dant a |’écart-type. Pour la variance V(X), on doit donc calculer le carré de 

l’écart-type obtenu. 

4 Attention a la syntaxe : List s’obtient a l'aide de la combinaison SHIFT + 1 

et ne doit pas étre écrit en toutes lettres LIST. 

2. Utiliser un arbre pondéré dans une répétition 
d’expériences identiques indépendantes 

Etape 1. On identifie l’expérience a répéter, et on détermine les probabilités 

des €vénements pour cette expérience. 

Etape 2. On dresse un arbre qui rend compte de la répétition de l’expérience 

et on fait apparaitre les probabilités le long de chaque branche de 1’ arbre. 

Etape 3. On repére les branches qui ménent a l’événement cherché et on 

multiplie les probabilités que l’on rencontre le long de ces branches. 



EXEMPLE : Une urne contient trois boules vertes, deux jaunes et une rouge, 

indiscernables au toucher. On tire successivement, et avec remise, deux 

boules de cette urne. On cherche la probabilité de l’événement M « obtenir 

deux boules de la méme couleur ». 

L’expérience qui est répétée deux fois, de maniére identique et indépendante, 

consiste a tirer une boule et a noter sa couleur. 

Pour chaque tirage, les trois couleurs ne sont pas équiprobables ! I] faut 

numeéroter les boules V,, V5, V3, Jy, J), R, : ainsi les tirages de chacune de 

ces boules seront équiprobables. Si on note V l’événement « la boule tirée est 

verte », J l’événement « la boule tirée est jaune » et R |’événement « la boule 

tirée est rouge » : pV)=2=5, p)=2=% et p(R)= =. 

On représente les deux tirages successifs par l’arbre pondéré : 

Tirage | Tirage 2 
a 

el <a 

ve) 

wh 
| 

DH WH w)-— 

AI\LIAZ IA 

J 

1 R 

6 pie V 

1 in ¥ 

NR eet + J 
ens 

ial 

ve) 

Les résultats favorables 4 M sont (V ; V), (J; J) et (R; R). 

7 Ainsi P(M)=4 xd +x +2xd= FF. 

4 L'utilisation de l'arbre pondeéré est ici une question d’ordre pratique : il 

ameéne a considérer 3x3=9 résultats alors que la construction d'un arbre 

complet, qui représente les tirages des boules numérotées, conduirait a 

6x 6=36 couples équiprobables (J; ; J;), (J); Js)... 

Dans le cas de trois tirages successifs, on obtiendrait 3x 3x3=27 résultats, 

contre 6x6x6=216 avec un arbre complet [ce qui devient pratiquement 

inexploitable], etc. 

Variables aleatoires 
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EXEMPLE 2: On lance trois fois un dé truqué. 

A chaque lancer, p(1) = p(2)= p(3) = p(4) = p(5) = 0,12 et p(6) =0,4. 

Quelle est la probabilité de l’événement T « obtenir un triple 6 » ? 

Pour un lancer, si on note A « obtenir 1, 2, 3, 4 ou 5 » et B « obtenir 6 » : 

p(A)= p(1)+ p(2)+ p(3)+ p(4)+ p(S) = 0.6 ; 

p(B)=0,4(=1- p(A)). 
On dresse |’arbre pondéré : 

/ Nea ag 
GiGaasale 04——<i 

Ae 2 
ee ask ae Ves 

0,6 Cal > esas 

B 

0,4 Wie 

Le résultat favorable a T est (B; B; B), donc : 

p(T)=90,4x 0,4 x 0,4 = 0,064. 

4 Ici, Meme si on avait dressé l’arbre complet des 6x6x6=216 résultats 

possibles avec ces trois lancers, ceux-ci n’étant pas équiprobables, on ne 

pourrait pas compter le nombre de branches favorables a notre événement et 

le diviser par le nombre de cas possibles. 



EXERCICES 

EXERCICES D’APPLICATION 

RW caccutons | * | 10 min |> p. 278| 

Calculer espérance, variance et écart-type des variables aléatoires X et Y dont les 

lois de probabilité sont données dans les tableaux suivants. Les résultats seront 

approchés a 10-2 prés. 

4 Voir le cours II.2. 

2 | DEUX INCONNUES | * | 5min [> p. 278| 

X est une variable aléatoire dont la loi est donnée par le tableau suivant : 

Déterminer x et y pour que l’espérance E (X) soit égale a 2. 

4 Revoir si besoin ce que vaut la somme des probabilités de toutes les issues 

possibles pour X. 

3 | GAIN ALGEBRIQUE | * | 5min [> p. 278| 

Pour une tombola, 1 000 billets sont mis en vente au prix de 2 euros. Il y a 10 bil- 

lets gagnants. L’un rapporte 500 euros, 2 rapportent 100 euros, et 7 rapportent 

50 euros. Lorsqu’on achéte un billet au hasard, on note G le gain algébrique 

correspondant a ce billet. 

1. Justifier que G peut prendre les valeurs —2, 48, 98 et 498. 

2. Déterminer la loi de probabilité de G. 

4 Voir le cours II.1. 

3. Calculer son espérance. Comment retrouver ce résultat directement ? 

Variables aleatoires 
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L’ADDITION ! | * | 10 min |> P. 279| 

Lorsqu’un client rentre dans le restaurant « Ki Manj Pay », la probabilité qu’il 

choisisse |’un des quatre menus proposés est donné par : 

acc 
16 Si 500 a aren cane ce restaurant au cours du mois, quel chiffre d’af- 

faire mensuel le restaurateur peut-il espérer ? 

2. Les tarifs changent au premier septembre. Le restaurateur hésite entre deux 

modifications : 

Modification A : il augmente tous les prix de 10 %. 

Modification B : il augmente tous les prix d’un euro. 

Si les modifications n’influencent ni le nombre de clients, ni la répartition de 

leurs choix, quelle modification choisira le restaurateur : 

a. Sil espére gagner le plus possible ? 

b. s'il veut prendre le moins de risques possibles ? 

4 1. Introduire la variable aléatoire X représentant le prix payé par le client : le 

restaurateur peut espérer, qu’en moyenne, le client dépense F(X) euros. 

10 
100° 

a. On pourra poser Y=1,1X et Z=X+1, puis utiliser la linéarité de l’espérance 

(voir cours 11.2.) 
b. Le risque est lié a la variance de la variable aléatoire. 

2. Une augmentation de 10 % correspond a une multiplication par 1+=~ 

IEW naissances | ** | 10 min |» P. 280| 

Une étude statistique sur une population de hérissons montre qu’a la naissance, 

4 petits sur 10 sont des femelles. On suppose que les naissances des petits d’une 

méme portée sont indépendantes. Pour une portée de 3 bébés hérissons, détermi- 

ner la loi de probabilité du nombre X de femelles. 

Ij és icosaériaues | ** | 10 min |> P. 281 

Deux dés a 20 faces (cela existe : ils sont icosaédriques) bien équilibrés ont 

10 faces numérotées | ainsi que 5 faces numérotées 2 et 5 faces numérotées 3. 

On lance ces deux dés et on note S la somme des résultats obtenus. Déterminer 

la loi de probabilité de S. 

y Pour bien les distinguer, on pourra imaginer que les dés sont de couleurs dif- 

férentes. En cas de difficultés, voir le savoir-faire 2 sur la répétition d’expériences 

identiques et indépendantes. 



BA vrai OU FAUX ? JUSTIFIEZ ! | ** | 10 min |> Pp. 282 | 

On suppose que la roue n’est pas truquée et que 

tous les secteurs ont des angles au centre de 

méme mesure. 

Lorsqu’un joueur fait tourner cette roue : 

a. La probabilité qu’il soit gagnant est 0,3. 

b. La probabilité qu’il soit perdant est 0,3. 

c. Le jeu est équitable. 

4 Commencer par établir la loi de probabilité du gain X. 

Le jeu est équitable lorsque l’espérance de gain est nulle. 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

ee DES PANNES | ** | 10 min |> P. 282) 

Les cotits de fabrication d’un téléviseur s’élévent a 200 euros. Un mauvais 

réglage sur une machine qui les fabrique améne deux types de défauts, notés a 

et b. Un téléviseur peut méme parfois souffrir des deux défauts en méme temps. 

10 % des téléviseurs produits souffrent (au moins) du défaut a ; 7 % des télévi- 

seurs produits souffrent (au moins) du défaut b. On sait aussi que 2 % des télévi- 

seurs souffrent des deux défauts. 

Avant d’étre vendus au client 500 euros, les téléviseurs sont testés et ceux qui 

présentent des défauts subissent des interventions : 

® qui coiitent 50 euros pour corriger le défaut a ; 

e qui cofitent 100 euros pour corriger le défaut b. 

Un téléviseur est pris au hasard en réserve. 

1. Quel bénéfice le fabricant peut-il espérer de sa vente ” 

2. Méme question s’il accorde une remise de 15 euros sur le téléviseur. 

4 Pour ne pas se tromper dans l'interprétation des données, on peut réaliser un 

diagramme de Venn représentant la situation [voir Cours |.3.]. 

FE seconp DEGRE | ** | 20 min | > P. 283 | 

Une urne contient 4 boules numérotées de | a 4, indiscernables au toucher. On 

tire une boule, on note son numéro b et on la remet dans |’urne. 
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On tire une deuxiéme boule et on note son numéro c. On note S le nombre de 

solutions réelles de l’équation x? + bx +c =0. 

1. Quelle loi de probabilité peut-on associer a l’ensemble des couples (b ; c) ? 

2. Al’aide d’un tableau a double entrée, déterminer la loi de probabilité de S, puis 

son espérance. 

4 Cet exercice se fait-aprés l'étude des équations du second degre. 

TIRAGES SANS REMISE | ** | 20 min |> P. 284 

Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher : 2 boules vertes numéro- 

tées 1 et 3 ; 3 boules jaunes numérotées 1, 2 et 3. 

Un joueur donne 7 euros (n € N*) a l’organisateur, puis tire successivement et 

sans remise, deux boules de |’urne (il ne remet pas la premiére boule tirée dans 

l’urne avant de tirer la seconde). Si elles ont la méme couleur, le joueur ne gagne 

rien (et a perdu sa mise). Si elles sont de couleurs différentes, il gagne le montant 

obtenu en effectuant le produit des numéros des deux boules. Quelle est la mise 

maximale qui permet au jeu d’étre favorable au joueur ? 

FRM avec UNE SUITE __ | ** | 15 min |> Pp. 285| 

X désigne une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée ci-dessous : 

Déterminer les nombres p,, p>, p3 et p, sachant que : 

e les nombres p; sont les premiers termes d’une suite arithmétique ; 

e E(X)=1. 

4 1. On commence par exprimer po, p3 et p, en fonction de p, et de la raison r de 

la suite arithmétique. On se raméne ainsi a deux inconnues. On a donc besoin de 

deux equations. 

2.0n obtient alors une équation a deux inconnues (p, et r) en calculant 

P,+ Po + P3 +p, {voir exemple de référence dans le cours |.1.] 

3. La deuxieme équation provient de E(X) =1. 

FP] en carve xx | 20 min |> P, 285| 

Au cours du week-end, 3 personnes sont malades et appellent une fois un méde- 

cin. Chacune téléphone aléatoirement a l’un des trois médecins de garde A, B, C. 

On constate que le médecin B est appelé 2 fois plus souvent que A, et que C est 



appelé 3 fois plus souvent que A. On note N le nombre de médecins qui ont été 

contactés au cours du week-end. 

1. Donner la loi de probabilité de N. 

y | Calculer la probabilité de (N = 2] s’avere fastidieux, car les possibilités sont 

nombreuses. Commencer donc par calculer les autres probabilités, puis utiliser le 

fait que la somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1. 

2. Déterminer son espérance. 

FE) tiraces SIMULTANES | ** | 15 min | > P. 287 

Une urne contient trois boules noires et trois boules blanches indiscernables au 

toucher. On tire simultanément trois boules de l’urne. X désigne le nombre de 

boules noires obtenues. 

1, Démontrer qu’il y a 20 tirages possibles. 

2. Déterminer la loi de probabilité de X, puis calculer son espérance. Pouvait-on 

prévoir ce résultat ? 

14) MARCHE ALEATOIRE (1) xx | 50 min |> Pp. 288 

Un pion est initialement positionné sur la case d’abscisse 0. 

Un joueur le déplace au hasard d’une case vers la droite ou vers la gauche 4 fois 

d’affilée. Chaque déplacement est supposé indépendant du précédent. Le joueur 

marque les points correspondants aux cases par lesquelles le pion est passé. 

On note T la variable aléatoire correspondant au total de points obtenus. 

1. Simulation 

Voici un algorithme : 

Déclaration des variables : x, i, z, t, N,S,m 

Initialisation :S =0 

Début du traitement : 

Pour N allant de 1a1 000: 

X=0et=0 

Pouriallantdela4: 

Simuler un nombre aléatoire z compris entre 0 et 1. (fonction Randoml{)) 

Si z<0,5, ajouter 1a x, 

sinon, retrancher 1 ax. 

Si x = 2, ajouter 3 at. 

Si x = 3, soustraire 4 at. 

Si x = -2, soustraire 2 at. 

Six =-4, ajouter 5 at. 

AjoutertaS 
Fin du traitement : calculer m = S/1 000 et faire afficher m. 
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a. Que représentent les variables x, i, t, S, m? 

b. Quel rdle joue z ? 

c. Rentrer le programme sur Algobox et faire une dizaine de simulations de 

1 000 parties. Ce jeu semble-t-il équitable ? 

2. Modélisation 

a. Déterminer la loi de T, puis son espérance. Comparer aux résultats obtenus par 

simulation et commenter. 

b. Quelle valeur x doit-on donner a la case d’abscisse 4 pour que le jeu soit équi- 

table ? 

c. Déterminer la loi de T et son espérance, si on suppose cette fois qu’a chaque 

déplacement, le pion est déplacé vers la gauche avec la probabilité 0,6 et que la 

case d’abscisse 4 ne vaut aucun point. 

AU CHOIX | ** | 30 min |> Pp. 290 

Un Questionnaire 4 Choix Multiples comporte quatre questions. Pour chaque 

question, une seule des trois propositions est exacte. Un éléve décide d’y 

répondre au hasard. X désigne le nombre de bonnes réponses qu’il obtient. 

1. X suit-elle une loi équirépartie sur {0 ;1;2;3; 4} ? Justifier. 

2. Al’aide d’un arbre pondéré, déterminer la loi de probabilité de X, puis E (X). 

3. Une bonne réponse apporte 3 points, une mauvaise enléve | point. On note Y 

la note obtenue pour ce QCM. 

Déterminer la note que |’éléve peut espérer obtenir : 

a. Premiére méthode : aprés avoir déterminé la loi de Y. 

b. Deuxiéme méthode : aprés avoir justifié que Y = 4X — 4. 

FI] TIRAGES AVEC REMISE [k**| 20 min |» Pp, 292| 

Un urne contient n boules blanches et n — 5 boules noires (n = 5) indiscernables 

au toucher. Un joueur tire successivement, et avec remise, deux boules de l’urne. 

Si ces deux boules sont de méme couleur, le joueur donne un euro. 

Si ces deux boules sont de couleurs différentes, le joueur recoit un euro. 

4 Voir le savoir-faire 2 sur la répétition d’expériences indépendantes. 

1. Pour quelles valeurs de n le jeu est-il favorable au joueur ? (c’est-a-dire dont 

le gain a une espérance positive) 

4 Determiner la loi du gain du joueur, puis calculer son espérance. 

2. Méme question si le joueur recgoit désormais 2 euros si les boules sont de cou- 

leurs différentes. 



2n2 —10n—25 
On pourra démontrer que l’espérance du gain est égale a 

étudier le signe de ce quotient (voir chapitre 2). 

| EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT | 

FR] parowe D'HONNEUR ! x**| 10 min | > P. 294 

Au bridge, un jeu de 54 cartes est réparti aléatoirement entre 4 joueurs. Chacun 

recoit une main de 13 cartes. Pour évaluer la force de sa main, on peut compter : 

4 points d’honneur pour un As, 3 points d’honneur pour un Roi, 2 pour une 

Dame, et 1 pour un Valet. Les autres cartes n’apportent aucun point d’honneur. 

On note X, le nombre de points d’honneur dans la main du premier joueur. 

1. Quelles sont les valeurs possibles pour X, ? 

2. Sans chercher a déterminer la loi de X,, déterminer E(X,). 

4 On peut introduire les poins d'honneur des 3 autres joueurs et utiliser la linéa- 

rité de Uespérance. 

FR} ato? | kx | 20 min |» P. 295 

Lorsqu’un téléopérateur appelle un numéro de téléphone pris au hasard dans 

l’annuaire, il tombe six fois sur dix sur une personne qui n’est pas intéressée 

(événement NJ), une fois sur dix sur une personne intéressée (€vénement I), et le 

reste du temps sur un répondeur téléphonique (événement R). On suppose que le 

nombre de numéros est suffisamment grand pour que les appels successifs soient 

indépendants et que les proportions précédentes soient les mémes a chaque appel. 

1. Il appelle successivement 3 numéros. On note X le nombre de personnes inté- 

ressées. Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance mathématique. 

2. Il appelle successivement 10 numéros. Quelle est la probabilité qu’il soit sys- 

tématiquement tombé sur un répondeur ? 

3. Quel est le nombre minimal de numéros qu’il doit composer pour que la pro- 

babilité que quelqu’un soit intéressé soit supérieure ou égale a 0,95 ? 

y | On peut reformuler cette question en écrivant « il faut qu’au moins une per- 

sonne soit intéressée », c est-a-dire une, ou deux, ou trois, ou ..., etc. Dans ce cas, 

il est plus efficace de déterminer la probabilité de l’evenement contraire « aucune 

personne nest intéressée ». 
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MARCHE ALEATOIRE (2) k*| 45 min |» Pp. 296| 

Arrivée 

Un pion est initialement positionné sur la case Départ. Un joueur le déplace au 

hasard d’une case vers la droite ou vers le haut et recommence jusqu’a ce qu’il 

parvienne a la case Arrivée. Le joueur marque les points correspondants aux 

cases par lesquelles le pion est passé. 

1. Simulation 

Voici un algorithme qui permet de simuler les déplacements du pion. 

Déclaration des variables : x, y, z, t 

Initialisation : x=0, y=0, t=0 

Début du traitement : 

Tant que x<3 et y<3 et xt+y<é6 (Condition 1} 
Si x<3 et y<3, 

Simuler un nombre aléatoire z compris entre 0 et 1. 

Si z<0,5, ajouter 1 ax, 

sinon, ajouter 1 ay. 
Sinon, 

Si x=3, ajouter 1 ay. 
Sinon, ajouter 1 a x. 

Si x=2 et y=0, ajouter 2 at. 
Si x=2 et y=1, soustraire 3 at. 

Si x=0 et y=3, ajouter 4 at. 
Si x=1 et y=2, ajouter 1 at. 

Fin du traitement : faire afficher t. 

a. Quels rdles jouent les variables x, y, z, t ? 

b, La Condition | assure-t-elle que l’algorithme s’arréte ? Pour quelle position du 

pion ? 

c. Compléter l’algorithme pour qu’il effectue 10 000 parties, et donne la moyenne 

des points obtenus pour ces 10 000 parties. 

d. Rentrer le programme sur Algobox et faire une dizaine de simulations de 

10 000 parties. 

4 Utiliser la fonction random () pour obtenir z. 

Ce jeu semble-t-il équitable ? 

2. Modélisation 

a. Décrire les vingt chemins possibles et les différentes valeurs du total T de 

points correspondantes. 



b. Si les chemins étaient équiprobables, quelle serait l’espérance de T ? 

4 Lorsque le pion arrive au bord droit ou haut du quadrillage avant la case d’arri- 

vée, son déplacement n’est plus aléatoire. On pourra trouver, en classe de termi- 

nale, la loi de probabilite de 7 a l'aide de la notion de probabilité conditionnelle (on 

fera un arbre pondéré avec des expériences successives qui ne sont ni identiques, 

ni indépendantes). 

20) UNE MARTINGALE ___|***| 50 min | > P. 299 

Régle du jeu : on lance une piéce bien équilibrée. 

Si elle tombe sur Pile, le joueur perd sa mise. 

Si elle tombe sur Face, le joueur gagne deux fois sa mise. 

Un joueur dispose de 20 euros. Il commence par miser un euro, puis applique la 

stratégie suivante : 

e si la piece tombe sur Face, il s’arréte ; 

e si la piece tombe sur Pile, il rejoue en doublant sa mise (tant qu’il le peut). 

1. Simulation 

Créer un programme qui simule 200 parties sur Algobox et donne la moyenne du 

gain algébrique du joueur sur ces 200 parties. 

4 On peut simuler le lancer d'une piece bien équilibrée a partir de la fonction 

Random J. Voir l'exercice 14. 

2. Modélisation 

a. Quel est le nombre maximal N de lancers au cours d’une partie ? 

b. Pour simplifier, on suppose qu’on effectue N lancers, puis on applique la regle 

du jeu. Déterminer |’espérance théorique du gain algébrique du joueur. Le jeu 

« en vaut-il la chandelle » ? 

JOLIE POUPEE xxx! 15 min |» P. 301| 

A la féte foraine, une petite fille a vu une poupée qui lui plait beaucoup : il suffit 

a son papa Guillaume de crever un ballon pour |’ obtenir. Pour n euros (n € N*), 

il a le droit de lancer 2n fléchettes (on suppose qu’il les lance toutes, méme s’il 

créve un ballon dés la premiére). On suppose qu’a chaque lancer, il a 7 chances 

sur 10 de crever un ballon. 

1. Déterminer la probabilité que 3 euros ne suffisent pas pour gagner la poupée. 

2. Guillaume décide de tenter une partie a 4 euros. Quelle est la probabilité qu’il 

créve un ballon seulement a la derniére fléchette ? 

3. Cette poupée est vraiment jolie. Guillaume (surtout sa fille) la veut absolu- 

ment ! Quelle somme minimale doit-il payer pour avoir moins d’une chance sur 

un million de ne pas partir sans la poupée ? 
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4 Voir le savoir-faire 2 sur les répétitions d’expériences. 

22| OH LE VILAIN PETIT GOURMAND ! **| 25 min |> Pp. 302 | 

Un chocolatier ouvre ses ateliers. I] produit des chocolats dont 60 % sont fourrés 

au praliné, 30 % a la ganache, et 10 % 4 la pate de fruits. Ils ont tous le méme 

aspect et sont indiscernables au toucher. 

Un visiteur indélicat se sert au hasard parmi les chocolats : il en mange 5 avant 

d’étre rappelé a l’ordre. On suppose que le nombre de chocolats. produits est 

suffisamment grand pour que ces dégustations successives n’influencent pas les 

proportions précédentes. 

1. Déterminer la probabilité des événements suivants : 

a. A « les trois premiers chocolats mangés sont, dans l’ordre, une ganache, un 

praliné, une pate de fruit ». 

b. B « le visiteur n’a mangé aucune ganache ». 

c.C « le visiteur a mangé au moins un praliné ». 

d. D « le visiteur a mangé sa premiére pate de fruit 4 son quatriéme chocolat ». 

2. Quel est le nombre minimal de chocolats que le visiteur aurait-il di manger 

pour avoir plus de 95 % de chances d’avoir au moins une pate de fruits ? 

y | Traiter l'exercice 21 peut donner des idées... 

CONTROLE 

23| LANCER DE DE * | 15 min |> P. 303 | 

Un jeu consiste a lancer un dé normal. Le joueur empoche une somme équi- 

valente au nombre apparu si ce nombre est un multiple de 3 et paye le montant 

indiqué a la banque dans le cas contraire. 

1, Donner la loi de probabilité associée au gain (positif ou négatif) pour une 

partie. 

2. Calculer l’espérance et la variance de la loi déterminée ci-dessus. Le jeu 

est-il équitable ? 

TIRAGES AVEC REMISE *x | 25 min |> P. 303 | 

Une urne contient 3 boules vertes, 2 rouges et 5 bleues. Ces boules sont indis- 

cernables au toucher. On tire successivement, et avec remise, trois boules de 

Vurne. 



1. A l’aide d’un arbre pondéré, déterminer la loi de probabilité du nombre X 

de boules rouges tirées. 

2. Paul constate que le nombre de boules bleues est plus de deux fois supé- 

rieur au nombre de boules rouges, donc il prétend qu’il y a plus de chances 

d’obtenir au moins deux boules bleues qu’au moins une boule rouge. Qu’en 

pensez-vous ? 

CONTROLE 

RESTITUTION ORGANISEE 

DE CONNAISSANCES | ** | 20 min |> p. 306| 

1. Soit x, un ensemble fini muni d’une loi de probabilité p et X une variable 

aléatoire sur Q. On note x,, x», ..., X,, les valeurs prises par X et pour tout 

entier i tel que 1 <i <n, p, = p(X =x,). 
a et b sont deux nombres réels. 
a. Donner la loi des variables aléatoires Y= aX et Z=Y+b=aX+b.On 

pourra présenter les résultats dans un tableau. 

b. Exprimer alors E(Y), V(Y) et E(Z) en fonction de E(X) et V(X). 
2. On dispose de 9 jetons numérotés de —4 a4. On en tire un au hasard, et on 

note X le carré du nombre obtenu. 

a. Déterminer la loi de probabilité de X, son espérance et sa variance. 

b. En déduire la variance de la variable aléatoire Y = 3X et l’espérance de la 

variable aléatoire Z =—2X +1. 

PX] surprise ! | ** | 20 min |> Pp. 308| 

Un fan de la série « Mégablaster » collectionne les images de ses héros pré- 

férés. Chaque semaine, il achéte une pochette surprise contenant une image. 

Les images vendues chaque semaine sont indépendantes les unes des autres 

et représentent Destructor | fois sur 5, Protector | fois sur 2 et un autre super- 

héros dans le reste des cas. 

Au bout de trois semaines, quelle est la probabilité des événements : 

1. M « il a eu exactement deux images de Protector » ? 

2. N « ila eu l’image de Destructor avant celle de Protector » ? 

3. U « il n’a jamais eu |’image de Protector » ? 
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| CORRIGES | 

[1 Ja. £(X)=-5x0,3+2x0,6+3x0,1=0 
Donc : 

3 

V(X) = ¥, x? x p(X = x,) = (—5)* x0,3+ 2? x 0,6+32 x0,1 
i=] 

V(X) = 10,8. 

Enfin o(X) = JV (X) = J10,8. 

6(X) ~ 3,29 a 10°? pres. 
b. E(Y) =-10x0,1+(-5)x0,3+0x0,4+15x0,2=0,5. 

V(Y) =110,25 x 0,1+ 30,25 x 0,3 + 0,25 x 0,4+ 210,25 x 0,2 

V(Y) = 62, 25. 

o(Y)=./62,25 

o(Y) = 7,89 a 10-2 pres. 

4 Revoir le savoir-faire 1. 

[2 |ta somme des probabilités de toutes les issues possibles pour X vaut 1 : 

034+0,64+y=1 eo y»=1-0,9 > y= 01 

3 
E(X)= > x, x p(X =x,)=-6x0,3+ xx 0,6+3x0,1=0,6x-1,5. 

es | 
5 

Ains' E(X) 22's 0,6r-1 54006; =15 752 3 ee 
ee On 

[3] 1. Il y a1 000-10 = 990 billets qui rapportent 0 et cofitent 2 euros : pour ces 

billets, le gain est de 0 — 2 = —2 euros. 

7 billets rapportent 50 euros et coiitent 2 euros, 

soit un gain de 50 — 2 = 48 euros. 

2 billets rapportent 100 euros et coiitent 2 euros, 

soit un gain de 100 — 2 = 98 euros. 

1 billet rapporte 500 euros et cofite 2 euros, 

soit un gain de 500 — 2 = 498 euros. 

G peut prendre les valeurs —2, 48, 98 et 498. 



2. Les achats de billets sont sae On en déduit la loi de G: 

Gain G 

Probabilite 

98 498 

—_-9007|2- =0,002|-__ = 0,001 07} To00 = 0° | TOG = 2 

3. Lespérance du gain est : 

E(G)=-—2x0,99 + 48 x 0,007 + 98 x 0,002 + 498 x 0,001 

E(G)=-0,95. 

Les 1 000 billets cofitant 1 000 x 2 = 2 000 euros, 

et rapportant | x 500 + 2 x 100+ 7 x 50 = 1 050 euros, 

le gain global est de 1050-2000 = -—950 euros, donc le gain moyen est de 

SUE 

~ 1000 

retrouve bien la valeur de E(G). 

= —0,95 euros par billet. Les billets étant achetés de fagon équiprobable, on 

1. ae X la variable aléatoire représentant le prix payé par un client. 

Et) = 5x, x p(X = x;) 
i=l 

EX) =8x0,2+15x0,4+ 22x0,3+30x0,1=17,2. 

Le restaurateur peut espérer qu’en moyenne un client dépense 17,2 euros. 

Donc, le chiffre d’affaires mensuel que peut espérer le restaurateur, s’il sert 

500 clients, est 500 x E (X) soit 8 600 euros. 

2. a. Soit Y le prix payé apres la modification A et Z le prix payé aprés la modifica- 

tion B. 

10 
= (i+ to) xx=1, 1X. 

Done E(Y)=£(11X)=11x E(X) =18,92. 

D’aprés l’énoncé, Z = X +1, donc E(Z) = E(X +1) = E(X) +1 soit E(Z) = 18,2. 
E(Y)> E(Z) donc, s’il espére gagner le plus possible, le restaurateur choisira la 

modification A. 

WV = VIL XH Ie xXVi AE 120 (x) 

4 

V(Z)=V(X 4+) = DY (x, +1)— EX +)? x p(X = x;) 
i=] 

Il 
Ma 
rae wi) 1)" <p Ac= a) 
i] 

(x, +1-E(X)=1) x p(X=x,) iH} 
Ma 
=o ll _ 

Li = EO), x p(X = x;) I 
Ma 
T 

I x S 
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X n’est pas constante, donc V(X) > 0. 

Or 1,21>1 done 1,21xV(X)>1xV(X) soit V(Y)>V(Z) donc, s’il veut 
prendre le moins de risque possibles le restaurateur choisira la modification B. 

4 En effet, si la variance est plus faible, les dépenses sont plus proches de la 

moyenne, donc le restaurateur aura des chiffres d'affaires plus constants. 

[5] A chaque naissance, notons F l’événement « le petit est une femelle » et M 

V’événement « le petit est un male ». 

D’aprés l’énoncé, p(F)= a =0,4, donc p(M)=1-p(F)= x =0,6 car 

M=F. 
Les trois naissances étant indépendantes, ou peut schématiser les différentes portées 

possibles, en numérotant suivant l’ordre d’arrivée des petits : 

ae ; See was Nombre X de 1* petit 2° petit 3° petit femelles 
Ape EB, S) 

0,4 ae ——— M 2) : 0,6 3 a 
0,4 1 0,4 ~-F 2 vo == M, 3 

0,6 7M; } 

S ON 

= 
S i OV = < = 

Sy Noe a= ON DH - 

a se ot hm bo 

La propriété relative a la répétition d’expériences identiques et indépendantes 

(cours II.3.) permet d’en déduire la loi de X. 

p(X =0)= p(M\M5Ms) = p(M)° = 0,63 = 0,216 

p(X = 1)= p(F\M.M,)+ p(M\F)M3)+ p(M,M)F5) 
= 0,4 x 0,6 x 0,6+ 0,6 x 0,4 x 0,6 + 0,6 x 0,6 x 0,4 = 0,432. 

De méme, 

p(X = 2)=0,4x0,4x0,6+ 0,4 x 0,6 x 0,4 +0,6x 0,4 x 0,4 = 0,288. 

Enfin p(X = 3) =0,43 = 0,064. 

On résume ces résultats dans un tableau : 

Nombre de femelles x, laa 
p(X =x;) 0,216 0,432 0,288 0,064 

4 Prenez la peine de vérifier que la somme des probabilités vaut bien 1 pour 
repérer une erreur éventuelle. 



4 Cet exercice pourra étre repris au chapitre suivant. On justifiera que X suit une 

loi binominale de parametres n=3, p=0,4, et on en déduira directement la loi 

de X. 

[6 |Les dés sont bien équilibrés, donc chacune de ses 20 faces a la méme probabilité 

de sortie : elles sont équiprobables. 

Donc, pour chaque dé, la probabilité d’obtenir 1 est p(1) = 2 x la probabilité 

robindi Pees alee d’obtenir 2 est p(2) = soi i celle d’obtenir 3 est p(3) = 2 = 4" 

On peut alors représenter le lancer de ces deux dés a l’aide d’un arbre pondéré : 

Somme S 
I= dé (rouge par ex.) 2° dé (vert par ex.) obtenue 

il 4 2) 5 1 

1 + 2 - 
zn 1 
2 4 3 : 

1 
z : 

1 i 
q 2 4 : : 

1 a 5 4 3 

Ale 

WwW 

Nl 

ie) — Gr ds 
Alo 

Tout se passe comme si on avait répété deux fois la méme expérience de fagon indé- 

pendante, ce qui nous permet de multiplier la probabilité le long des branches pour 

obtenir la loi de S: 

acl t 
reededcbebedada 
ns st Lebdebdeg 
wsasadbebete 
pis= aan at 

D’ot le tableau : 
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Somme obtenue x; 

p(S=x;) 

y On ne peut pas simplement compter le nombre de branches favorables a l'évé- 

nement (S=2) et diviser par le nombre total de résultats, car on n'est pas dans 

une situation d'équiprobabilité des numéros obtenus par chaque de. Par contre, 

on pourrait créer un arbre avec les résultats des 20 faces du premier dé, suivis des 

20 faces du second : 20x 20= 400 résultats [ !) équiprobables. 

D’aprés l’énoncé, les 10 secteurs ont tous la méme probabilité de sortie, it 

Soit X le gain (algébrique) du ae La loi de probabilité de X est : 

a. Le joueur est gagnant si X > 0. 

p(X > 0) = p(X = 3)+ p(X =8) + p(X = 12) =0,14+0,1+0,1= 0,3. 

L’affirmation est vraie. 

b. Le joueur est perdant si X < 0 

p(X <0)= p(X =-10)+ p(X =—-5)=0,1+0,2 =0,3. 

L’affirmation est vraie. 

c. Le jeu est équitable si E(X) = 0. 

6 
Or, E(X) = ¥ x, x p(X = x;) (voir cours II.2.) 

i=l 

=-10x0,1+(-—5)x0,2+0x0,4+3x0,1+8 x 0,14 12x 0,1=0,3. 

E(X)> 0, donc le jeu est favorable au joueur : il n’est pas équitable. 

L’affirmation est donc fausse. 

4 Le jeu n'est pas equitable, alors que a. et b. sont vraies. Ce n'est pas tant la 

probabilité de « gagner » ou « perdre » qui compte, que le gain qu’on peut espérer 

en tirer. 

1. On peut schématiser le probléme a l’aide d’un diagramme de Venn. 

Défaut a Défaut b 

Téléviseurs 



10—2 =8 % des téléviseur souffrent seulement du défaut a. 

7—2=5% des téléviseurs souffrent seulement du défaut b. 

100 — (8 + 2+ 5) =85 % des téléviseurs n’ont aucun défaut. 
Le bénéfice B est de : 

500 — 200 = 300 euros, si le téléviseur n’a aucun défaut ; 

500 — 200 — 50 = 250 euros, si le téléviseur souffre seulement du défaut a ; 

500 — 200 — 100 = 200 euros, si le téléviseurs souffre seulement du défaut b ; 

500 — 200 — 100 — 50 = 150 euros, si le téléviseur a les deux défauts a et b. 

Il y a €quiprobabilité du choix du téléviseur, donc la loi du bénéfice B est : 

L’espérance du bénéfice est : 

E(B) = 300 x 0,85 + 250 x 0,08 + 200 x 0,05 + 150 x 0,02 = 288 euros 

2. Si on note X le nouveau bénéfice : X = B—15. 

Donec E(X) = E(B-15) = E(B)-15 = 273 euros. 

4 Si vous avez recommencé le calcul de la loi du bénéfice, revoyez la propriété 

sur la linéarité de l'espérance, cours Il.2. 

[9] 1. Les couples (b ; c) sont obtenus par tirages successifs de deux boules parmi 

4 indiscernables au toucher, donc équiprobables : il y a 4 x 4 = 16 couples possibles, 

chaque couple a ainsi une probabilité “were obtenu. On peut donc associer a 

l’ensemble des couples la loi équirépartie. 

2. Le nombre de solutions réelles de l’équation du second degré x? + bx +c =0 

dépend du discriminant A = b? —4 x1 xc =b? — 4c selon la régle suivante : 
esrA 0, 62% 

esi X=0, 8 =1% 

CSUN 0 St 105 

On obtient donc : 
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D’ot la loi de probabilité de S : 

Lespérance de S est : 

E(S)=0,75. 

On note G le gain algébrique du joueur et S la somme recue : 

G=S=n. 

On a alors : 

E(G)=E(S)-n. 
On note V, et V; les boules vertes, J,, J, et J; les boules jaunes. 

Le modele de deux tirages successifs sans remise donne : 

1* tirage 2° tirage Somme recue S 

V 0 

Et 

1x2=2 

1x3=3 

0 

Se bets 

3x2=6 

axa =o 

[sol ea 

Sasi 

<<] mi oo 

een | 
wo N 

w 

am om << < 

i) x _ I i) 

een 

i) x >) II O 

=< WwW WwW x xX woe ot OW 

— om 
Nuvo : (je i=; 



Les boules sont indiscernables au toucher, donc ces 20 issues sont équiprobables. 
On en déduit la loi de probabilité de la somme recue S : 

E(S)=0x0,4+1x0,1+2x0,14+3x0,2+6x0,1+9x0,1 

E(S)=2;4: 

Done E(G) = E(S)—n=2,4-n et: 
E(G)2=062,4-n2=06-n2=-2,40n82,4. 

Donc la mise entire maximale qui permet au jeu d’étre favorable au joueur est 

n= 2. 

e Soit r la raison de la suite arithmétique : 

[Oey = Op sr ie 

p3 = py t+2r 

P4 = py t+ 3r. 

e Or p, + Py + p3 + Py =1 donc : 

Pi t+pytr+ py t+2rt+p,+3r=1 

4p,+6r=1. 

0 E(X)=1< -1X p, +0 p, +1 p, +2x py =1 

= —p, +p, +2r+2x(p, +3r)=1 

& 2p, +8r=1. 

e Le couple (p, ;r) est donc solution du systéme 

is +6r=1(L,) me +6r—(4p, + 16r)=1-2(L, -2xL,) 

2p,t+8r=1(L,) (2p, +8r=1 

1 
= =-1 =—=(),1 = — ie 'f 10 

= OF 

i p= Ot 01 

eD’ou: 

Pp, = 9,1, 

py =0,1+0,1= 0,2, p, =0,1+2x0,1=0,3 et py =0,14+3x0,1=0,4. 

1. Chaque malade a la méme probabilité p, d’appeler le médecin A, pg = 2p, 

d’appeler le médecin B et po = 3p, d’appeler le médecin C 

Comme p, + Pp + Pc =1, alors py +2py +3p,q =1 soit Op, =1. 
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Appel du Appel du Appel du 

1* malade 2° malade 3° malade 

ae 
e A 

1 iy i A z B 

yi & 
ra A 

ug uk 7B : B 

ir G 

eee 
1 1 Ess ae B 

ii € 
D) 

ui 
6 A 

1 EL 
ae 3 B 

ty G 

eee 
i ab 
30 = B 3 B 

Daler : 
6 A 

Al 1 

i. @ 
2 

2 

1 “ 1 : eA : = B 

7 41 € 
rs A 

1 1 
2 ee 3 B 

1 / ¥ 

1 6 : = + Ag D Cc 3 B 

ibe G 
2 

P(N =1)= p(AAA)+p(BBB)+p(CCC) 

Deh i) +(4) = 54 Vi. ee 
-(2} +(3 "\9) DIG re) O16 

pIN =1)=2. 



P(N = 3)= p(ABC) + p(ACB)+ p(BAC) + p(BCA) + p(CAB)+ p(CBA) 

esc =6x(x4x5} 

p(N =3)=2. 
pD(N =1)+p(N = 2)+p(N = 3) =1 donc: 

P(N =2)=1- p(N =1)- p(N =3)=1-4-2 
eae siete P(N = 2) Ga 

2. Lespérance de X est : 

ey Or ree ee E(X)=1xE+2x3+3x-— 

E(X)=2=2. 

1. On numérote les boules blanches B,, B,, B, et les boules noires N,, N,, N3. 

Un tirage correspond a un ensemble non ordonné de 3 boules : 

e Celui gui contient 3 boules blanches et 0 boule noire : {B, ;B,; B,}. 

e Ceux qui contiennent 2 boules blanches et 1 noire : 

{B, ; By s Nj}, {By 3 By No} ; {By ; By 3 No} 
{B, ; B, ; Nj}, {B ; B, >No} , {B, ; B, ;N3} 

{B, ; B, Nyt, {By ; B, No} ; {By ; B, > N3} 
e Ceux qui contiennent | boule blanche et 2 noires : 

{B,;N, 3 Np}, {By Ny ;N3}, {B, Ny; No}, 

{B, ;N,; Np}, {B, N, aNGt, {By sN3No}, 

{B3 N, ; No}, {B3 SN, ;N3}, {B3 ; Np NG) 

e Celui qui contient 3 boules noires {N, ; N, ;N}. 

Il y a donc 20 tirages possibles. 

2. Tous ces tirages étant équiprobables, on en déduit la loi de X : 

i 
E(X)= Ox set IK 2K 43x50 

—~ = 1,5. 
30 

E(X)= 20 

Il y a dans l’urne autant de boules blanches que de boules noires. 

On en prend donc en moyenne 5 = 1,5 de chaque couleur. 
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4 On peut choisir également le modéle de 3 tirages successifs sans remise, et 

établir un arbre € 6X5x4=120 issues ordonnées équiprobables. Par exemple 

Uissue {B,;N,;N3} du modéle précédent correspond aux 6 triplets (B,;Nz;Ns3), 

(By ;Ng ;No), (No By sN3), (No so 5By), (No iNo sy), (Ng i No ; By). 
On doit ensuite retrouver les mémes probabilités ! (6 fois plus d’issues favorables 

divisé par 6 fois plus de cas possibles.} 

1. Simulation 

a. x représente l’abscisse des pions ; 

i représente le numéro du déplacement ; 

t représente le total des points obtenus par partie ; 

S représente le nombre total de points obtenus au cours des 1 000 parties ; 

m représente la moyenne de points sur les 1 000 parties. 

b. z est un nombre aléatoire compris entre 0 et 1. 

Il sert 4 décider si le pion se déplace vers la droite (si z < 0,5), ou vers la gauche 

(si z > 0,5). 

z ayant une chance sur deux d’étre inférieur ou égal a 0,5, la régle du jeu est respectée. 

c. Voici l’algorithme rentré sous Algobox 

VARIABLES 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
i EST_DU_TYPE NOMBRE 
z EST_DU_TYPE NOMBRE SI [x==2] ALORS 
t EST_DU_TYPE NOMBRE DEBUT_SI 
N EST_DU_TYPE NOMBRE t PREND_LA_VALEUR t+3 

m EST_DU_TYPE NOMBRE FIN_SI 
S EST_DU_TYPE NOMBRE SI (x==3] ALORS 

DEBUT_ALGORITHME DEBUT_SI 
S PREND_LA VALEUR 0 t PREND_LA_ VALEUR t-4 

POUR N ALLANT_DE 1 A 1000 FIN_SI 
DEBUT_POUR SI (x==-2] ALORS 
x PREND_LA_VALEUR 0 DEBUT_SI 
t PREND_LA_ VALEUR 0 t PREND_LA_ VALEUR t-2 
POURi ALLANT_DE1A4 FIN_SI 

DEBUT_POUR SI (x==-4] ALORS 
z PREND_LA_VALEUR random() DEBUT_SI 

SI (z<=0.5) ALORS t PREND_LA_VALEUR t+5 
DEBUT SI FIN_SI 
x PREND_LA_ VALEUR x+1 FIN_POUR 
FIN_SI S PREND_LA VALEUR S+t 
SINON FIN-POUR | 

DEBUT_SINON m PREND_LA VALEUR S/1000 
x PREND_LA VALEUR x-1 AFFICHER m 
FIN _SINON FIN_ALGORITHME 

SSS a 

10 simulations renvoient (par exemple 1 les valeurs suivantes pour m : 

0,371 ; 0,033 ; 0,349, 0,407, 0,541 ; 0,29 ; 0,323 ; 0,279 ; 0,337 ; 0,23. 



On observe que la moyenne des points obtenus, c’est-d-dire l’espérance empirique 

(voir cours II.2.) du nombre de points, est positive : le jeu semble favorable au joueur. 

2. Modélisation 

a. On note D |’événement « le joueur déplace le pion d’une case vers la droite » et 

G l’événement « il le déplace vers la gauche ». 

oe 
me 
— 

o< 
<< ee 

: OSs 

ee 

Abscisses 

successives 
Le 2 Oye 

Wine 2s (34072 

ee eee 

Pe re 50) 

Le 1,02 

jC ime (Bee 0) 

LP 20518 10: 

1, 0,-1, -2 

= eg tae 

= a Oa £0) 

-1, 0,-1, 0 

-1, 0,-1, -2 

—1,-2,-1, 0 

—1, -2, -1, -2 

—1, -2, -3, -2 

—1, -2, -3, 4 

7) 
w 
ae 
= 

Total des points ey 

7 
+3-4=-1 ) 

£ 
= a +3-44+3=42 6 

1 
+34+3=+6 © 

> 

+3 

+3 

0 

0 

-2 

+3 

0 

0 

—2 

—2 

-2-2=-4 

-2-2=-4 

—2+5=43 

Les déplacements successifs étant équiprobables, ces 16 chemins le sont. On en 

déduit la loi de probabilité de 7’: 

E(T)=-4x 5+ (-2)x 

E(1)=2 
E(T) = 0,3125. 
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Ona bien E(T) > 0, et la valeur de 0,3125 est « assez proche » des résultats obtenus 

par simulation. 

b. La case d’abscisse 4 n’est atteinte que pour le premier chemin, le seul a rapporter 

: ay ya 
+3-—4=-1 points, elle rapportera x points supplémentaires, avec la probabilité —. 

16 
Le jeu est équitable si et seulement si : 

EE =0 

5 eZ 16 eve 16 =) 

Donc le jeu est équitable si et seulement si x = —5. 

c. On peut réutiliser arbre, mais en pondérant chaque branche. 

On obtient alors la loi suivante, en utilisant les propriétés sur les répétitions d’expé- 

riences identiques et indépendantes. 

Par exemple : 

pil 4) = p(-1, 2; 12) pi-1, 2 32) 
= p(GGDG) + p(GGGD) 

= 0,6 x 0,6 x 0,4 x 0,6 + 0,6 x 0,6 x 0,6 x 0,4 

= 0,172 8. 

ok Aiea 
0, : 

D’ou l’espérance : 

E(T)=-4x0,172 8 + (—2) x 0,230 4 + (-1) x 0,025 6+ 0 x 0,230 4 

+2 x 0,038 4+3 x 0,264 + 6 x 0,038 4 

0,0 384 

E(T) = —0,078 4. 

Dans ce cas, le jeu est défavorable au joueur. 

1. Pour chacune des 4 questions, il y a 3 réponses. 

Il y a donc 3X3X3x3=81 facons équiprobables, si l’on répond au hasard, de 

compléter ce questionnaire. 

X = 4 lorsqu’on a trouvé les 4 bonnes réponses, c’est-a-dire avec 1 chance sur 81, et 

non pas | chance sur 5 s’il s’agissait de la loi équirépartie sur {0 Ril av ACiEe We 4\. 

Donc X ne suit pas la loi équirépartie sur {0 ; 1; 2; 3; 4} 

2. On pourrait construire un arbre représentant les réponse a chacune des 4 ques- 

tions : on aurait 34 = 81 résultats, ce qui est peu pratique. A la place, on s’intéresse, 

pour une question donnée, aux événements J « la réponse donnée est juste » et F « la 

réponse donnée est fausse ». 

p(I)=3 et pP)=%, 
le choix se faisant au hasard parmi les 3 réponses proposées, dont une seule est cor- 

recte. 
On peut modeéliser la situation par un arbre pondéré, les réponses aux questions pou- 

vant tre considérées comme 4 répétitions indépendantes d’une méme expérience. 



Question Réponses 
1 2 3 4 

1 all 
$ , 3 I I), 

/ = Eel ai eine : ra cask Petpet ee 

eee : ce EN fae Se ag tek ee Coe aeinne 
4 Zook 

4) ‘s e Fr Ur aud a 
3 

i ee a iE J, J, 

/ 5 ? IIR 3 E Be ay jh acy eV 

2 eee ea J, FL F, J, 
3 a 2 ae Aa pas 

1 4 ove l, dl 
> 5 Neate ates 3 ea 
3 

\ Poe SS a de 
J 3 il i] — 

= 8 a2 Bek EB 

3 dee. hd 1 rhe ee set 

A 3 : oe FE JF 
, NFB Ee Al Uf eae 

3. J F EF J » 4 ioe hg UA 
oi F 
3 225 

5 Ec i Is in 4 

En multipliant les probabilités le long des branches, on obtient : 

2\4 16 

P(X =1)= p(J,FLF3Fy)+ p(F\J2F3Fy)+ p(RiFjI3F,)+ p(RFLF3J4) 
ee ee a ee ear) arn Ded hea 

Ra ere oe 5 338 338 
_ 32 
tS hs. 

De méme p(X =2)=6x(5 

p(X =3)=4x( 

px=4)=(5) = 35 

Nombre X 

réponses 

Justes 

1 
oS 
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On en déduit l’espérance de X : 
16 32 24 8 F108 

E(X)=Ox gr +1xget2x gr +3x gr t4xgr= a 

E(X)=%. 

4 On pourra reprendre cette question au chapitre suivant. On justifiera que X suit 

1 
une loi binomiale de parametres n=4, p= 3 et on en déduira directement la loi 

de X. 

3. a.4 réponses justes apportent Y = 4 x 3 = 12 points ; 

3 réponses justes et une erreur apportent Y = 3x 3—1=8 points ; 

2 réponses justes et deux erreurs apportent Y = 2x 3-—2x1=4 points ; 

1 réponse juste et 3 erreur apportent Y = 1x 3—3x1=0 point ; 

4 réponses fausses apportent Y = —4 points. 
A Daide de l’arbre, on obtient la loi de Y: 

On en déduit : 

ug lON Ge Eee Oe E(Y)=—4x gr +Oxer+4xg t8xe tl2xo= 3] 

E(¥)=%. 

b. Le nombre de mauvaises réponses données est Z =4-—X. 

Pour X bonnes réponses, on gagne 3X points. Pour Z mauvaises réponses, on gagne 

-1xZ=-(4-X)=X —4 points. 
La note obtenue est donc : Y = 3X + (X —4)=4X —4. 
Par linéarité de l’espérance (voir cours II.2.), on trouve alors : 

E(Y)= E(4X -4)=4E(X)-4=4x5-4 

E(¥)=4. 

1. Les deux tirages successifs sont identiques et indépendants. Les choix des 

n+n—5=2n—5 boules sont équiprobables. Si on note B |’événement « la boule 

tirée est blanche » et N l’événement « la boule tirée est noire », 4 chaque tirage on a: 

(B) = nombre de cas favorables_ sn 
P nombre de cas possibles ~ 2n—5 



On peut donc représenter le jeu par l’arbre pondéré suivant. 

1* tirage 

Si on note G le gain algébrique du joueur : 

e G=~—l1 lorsque l’on tire B,B, ou N,N,, événements incompatibles, donc ; 

2° tirage 

ese n= a n* —10n+25 

(Qn=5) + (n—5) 
oe Do Gsavees a? 

(2n-5) 

e G =1 lorsque I’on tire B,N, ou B,N,, €vénements incompatibles, donc : 

RE aie n—5 n—-5 ie 

Os yk 5 ee 

2n? -10n Geta p( ) (2n = 5)? 

L’espérance du gain est donc : 
Dis Dees HOS ee 2n aus 

(2n —5) (2n—5) 

ae) pour toutn = 5. 
(2n —5) 

Le jeu est toujours défavorable au joueur ! 

2. On a cette fois : 
Bip we ies Nee" 10n+ 25 

E(G)=- 

2 
=2)= 

pene Prk 

n2 —5n 
* 2 (2n—5) 

n2 —10n 

2n—5)* 
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2n2 —10n+ 25 v 2n2 —10n 
E(G)=-1x ——— 

(2n-5)? (2n —5)* 

_ —2n? +10n- 254 4n* —20n 

(2n-5)* 
MS: 2 nO sec 

(2n —5) 

Pour n= 5, (2n- 5) > 0, done E(G) a le méme signe que 2n? —10n — 25. 

Considérons le polynédme du second degré 2x? — 10x — 25. 

Son discriminant est A = (-10)? — 4 x 2 x (-25) = 300 > 0. 

Ila donc 2 racines x, = oe ae = —1,83 210-2 pres. 

Xy -2a Ne 26.85 110 

cara 0s 
Me On 25 ao alae . 

Comme n=5: 

2n? -10n-25>0en>x, eSn=7. 

Le jeu est donc favorable au joueur dés que n = 7. 

pres. 

1. La plus forte main de 13 cartes contient 4 As, 4 Rois, 4 Dames et | Valet, pour 

un total maximal de 4x4+4x3+4x2+1x1=37 points d’honneur. X, peut 

aussi prendre la valeur 36 (4 As, 4 Rois, 4 Dames, | huit (par ex)), 35 (4 As, 4 Rois, 

3 Dames, | valets, | trois), 34 (4 As, 4 Rois, 3 Dames, 2 sept)..., 19 (4 As, 1 Rois, 

4 quatre, 4 deux), etc... jusqu’a 0 (aucune figure). 

X peut prendre toutes les valeur de 0 a 36. 

2. Si on note X,, X3, X, le nombre de points d’honneur de 3 autres joueurs, les 

4 variables aléatoires ont la méme loi de probabilité, donc la méme espérance. De 

plus, X, + X, +X, +X, est égal au nombre total de points d’honneur du jeu. 

Ainsi, E(X, + X, +X, + X,)=40 4x E(X,) = 40. 

40 Donc E(X,)=7 10. 

Ce résultat confirme une approche intuitive du caractére équitable de la répartition 

des points d’honneur entre les 4 joueurs. 

y llest possible de determiner la loi de probabilité de X,, mais c’est trés long. 



1. A chaque appel, p(I) + p(NI)+ p(R)=1, donc p(R) =1- a 7 = = 

On répéte 3 fois la méme expérience de maniére indépendante, on peut donc utiliser 
un arbre pondéré donnant les 3° = 27 résultats possibles pour ces 3 appels. 
Mais on ne s’intéresse dans cette question qu’a I’événement I pour chaque appel. 

On construit plutét l’arbre pondéré suivant sachant que P (1) =1- p(I) = a = 0,9. 

Nombre X de personnes 

intéressées 

0,11 3 

1* appel 2° appel 3° appel 

Son espérance est : 

E(X)=0x0,729+1x 0,243 + 2 x 0,027+3 0,001 
E(X)=0,3. 

4 Ces valeurs seront obtenues directement au chapitre suivant en reconnaissant 

que X suit une loi binomiale de parametres n=3, p=Q,1. 

2. On cherche la probabilité que, sur 10 appels successifs indépendants, l’événement 

R se réalise ; cette probabilité est donc égale a p(R)'° = 0,3!9 = 5,9049 x 10-6. 
La probabilité qu’il soit systématiquement tombé sur un répondeur est 

5,9x10-!6, 

3. Soit n le nombre d’appels effectués, on note D l’événement « au moins une per- 

sonne est intéressée ». D est réalisé lorsqu’é chaque appel, la personne n’est pas 

intéressée. 

Ainsi p(D) = p(I)’ = 0,9". 

Variables aleatoires 

295 



296 

p(D) = 0,95 = 1- p(D)= 0,95 

= p(D) < 0,05 

= 0,9" <0,05 

On dresse un tableau de valeurs de la suite (0,9) a la calculatrice. Par exemple, on 

entre Y = 0,9[4 |x , puis on spécifie la valeur initiale de X et le pas : 

X min = 9, pas = 1. 

On obtient : 

0,928 ~ 0,052 410-3 prés par défaut ; 

0,929 ~ 0,047 410-3 prés par excés. 
Donc le nombre minimal de numéros a composer est 29. 

4 La suite (0,97), 

Elle est donc bien décroissante car 0 <q <1, ce qui valide la méthode utilisée. 

anes géomeétrique de raison g=0,9. 

1. Simulation 

a.x et y jouent respectivement les réles d’abscisse et d’ordonnée du pion ; 

z sert a décider, avec probabilité > si le pion se déplace vers la droite ou vers le 

haut. 

t représente le total de points obtenu pour une partie. 

b.x et y valent initialement 0 (position de la case départ). La condition 1 assure que 

la boucle « tant que » s’arréte lorsque x = 3 et y =3, c’est-a-dire pour la position 

Arrivée. 

En effet six =3 et yS2, donc x+ yS5<6 

ousixS2et yS3,doncx+ys5<6, 

alors le pion n’est pas encore 4a l’arrivée; tandis que x <3 et yS<3 et 

K+¥=O64 Yost pss, 

c’est l’arrivée. 

c. I] faut rajouter N, le numéro de la partie, entier compris entre 1 et 10 000, 

S, initialement égal a 0, qui totalise les points obtenus 4 chaque partie, 

et m, la moyenne des points obtenus pour les 10 000 parties : 

S 
nT 10000" 

qu’il faudra faire afficher. 

4 Attention a initialiser t a 0 en début de nouvelle partie ! 



d. 

VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

- y EST_DU_TYPE NOMBRE 

z EST_DU_TYPE NOMBRE 

t EST_DU_TYPE NOMBRE 

m EST_DU_TYPE NOMBRE 

S EST_DU_TYPE NOMBRE 

N EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

m PREND_LA VALEUR 0 

S PREND_LA VALEUR 0 

POUR N ALLANT_DE 1 A 10000 

DEBUT_POUR 

x PREND_LA VALEUR 0 

y PREND_LA_ VALEUR 0 

t PREND_LA_ VALEUR 0 

TANT_QUE [x<=3 ET y<=3 ET xty<6) FAIRE 

DEBUT_TANT QUE 

SI (x3 ET y<3) ALORS 

DEBUT Sl 

z PREND_LA_ VALEUR randoml() 
SI {z<=0.5) ALORS 

DEBUT_Sl 

x PREND_LA VALEUR x+1 

FIN_SI 

SINON 

DEBUT_SINON 

y PREND_LA_VALEUR y+1 

FIN_SINON 

Voici 10 moyennes (espérance empirique, voir cours II.2.), obtenues pour 10 simula- 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
SI (x==3) ALORS 

DEBUT_SI 
y PREND_LA VALEUR y+1 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
x PREND_LA VALEUR x+1 
FIN_SINON 

— FIN_SINON 
SI (x==2 ET y==0) ALORS 
DEBUT SI 
t PREND_LA VALEUR t+2 
FIN_SI 

SI (x==2 ET y==1) ALORS 
DEBUT SI 
t PREND_LA VALEUR t-3 
FIN_SI 

S| (x==0 ET y==3) ALORS 
DEBUT SI 
t PREND_LA VALEUR t+4 
FIN_SI 

SI (x==1 ET y==2) ALORS 
DEBUT SI 
t PREND_LA VALEUR t+1 
FIN_SI 

FIN_TANT_QUE 
S PREND_LA_VALEUR S+t 

FIN POUR 

m PREND_LA_VALEUR S/10000 

AFFICHER m 

| FIN_ALGORITHME 

tions de 10 000 lancers avec cet algorithme : 

0,2 146; 

0,2 663 ; 

0,2 189 ; 

O23 

0,258: ; 

On n’obtient que des résultats strictement positifs : on peut conjecturer que le nombre 

de points obtenu a une espérance strictement positive, donc que le jeu est favorable 

au joueur 

0,2 239 ; 

OP 651ee 

0,2 314; 

0,2 318 ; 

0,2 566. 

2. a. Le pion va de la case Départ a Arrivée en passant par 5 cases. 

Voici leur liste, et le total correspondant : 
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Le pion passe dans I’ordre par : Total T 

Dia AAs Maen: 0+04+4+0+0=4 

Dice le Mieg N 04+04+1+0+0=1 

Digg leis ala N 0+04+1+0+0=1 

Dy rae Ke 0+0+1+0+0=1 

Die NRN 0+04+1+0+0=1 

Denies Tee yD 04+0+1+0+0=1 

Digg bss e eae aIN 0+0+1+0+0=1 

Di ESo Rao N 0+0-3+0+0=-3 

Deon Bera sKe 0+0-3+0+0=-3 

D 2Be Bo Gaak 0+0-34+0+0=-3 

A Be a Mie N: 0+0+1+0+0=1 

ACE ESS ie aN 0+0+1+0+0=1 

AS al Leak 0+0+1+0+0=1 

AG SE Bee) = N| 0+0-3+0+0=-3 

AGE Res Tek 0+0-34+0+0=-3 

AoE ~h Gale 0+0-34+0+0=-3 

Ae Bear a> =N 0+2-34+0+0=-1 

AB SBS aK 0+2-3+0+0=-i 

AG Barer Gee ke 04+2-34+0+0=-i 

Nie BiG ea Cia st Ke 04+2+0+0+0=2 

Si tous ces chemins étaient équiprobables, la loi de T serait donnée par : 

é) au 9 1 ieaeatG 
eS oo 0 0 on 

jens: E(T)=-7). 

b, Si tous ces chemins étaient équiprobables, on aurait donc E (T) < 0, ce qui rentre 

en contradiction avec la simulation : ’hypothése d’équiprobabilité des 20 chemins 

semble erronée. 

4 Chaque chemin comporte au total 6 déplacements d'une case : trois vers la 

droite, et trois vers le haut. La position des déplacements vers la droite {par 

exemple] suffit a décrire le chemin, les 3 déplacements restant se faisant vers le 

haut. 

Ilya oe = 20 facons de choisir la position des 3 déplacements vers la droite 

(on choisit 3 cases vides parmi 6, puis on divise par le nombre de facons de remplir 

ces 3 cases), donc 20 chemins. Z 
Nous reviendrons sur cette facon de denombrer au chapitre suivant, qui traite des 
combinaisons. 



VARIABLES 
S EST_DU_TYPE NOMBRE 
P EST_DU_TYPE NOMBRE 
m EST_DU_TYPE NOMBRE 
i EST_DU_TYPE NOMBRE 
N EST_DU_TYPE NOMBRE 
G EST_DU_TYPE NOMBRE 
Gain EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

G PREND_LA_ VALEUR 0 
POUR N ALLANT_DE 1 A 200 

DEBUT_POUR 
S PREND_LA_VALEUR 20 
m PREND_LA_ VALEUR 1 
i PREND_LA_VALEUR 0 
TANT_QUE (S>=m ET i==0) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
P PREND_LA_VALEUR random) 
S| (P<=0.5} ALORS 

DEBUT_SI 
S PREND_LA_VALEUR S-m 
m PREND_LA_VALEUR 2*m 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
S PREND_LA_VALEUR S+m 
i PREND_LA_VALEUR 1 
FIN_SINON 

FIN_TANT_QUE 

G PREND_LA_VALEUR G+S-20 
FIN POUR 

Gain PREND_LA_VALEUR G/200 
AFFICHER Gain 

FIN_ALGORITHME 

2. a. Le jeu s’arréte lorsque la piéce tombe sur Face, ou lorsque le joueur n’a plus 

assez d’argent pour miser. 

Supposons donc que la piéce tombe a chaque fois sur Pile, et notons S, la somme dont 

dispose le joueur au bout de n lancers (On a bien S,) = 20 pour n = 0, c’est-a-dire 

avant le 1 lancer). 

Pour n= 1, S; = Sq —1=19, car le joueur a misé | euro. 

Pour n=2, S, = S, —2x1=17, car le joueur a doublé sa mise. 

De méme : 
S,; =S,-2x2=13 

S,=S,-2x4=5. 

Le joueur doit s’arréter, car il ne peut miser les 2 x 8 = 16 euros prévus dans sa stra- 

tégie. 

Ainsi, le nombre maximal de lancers est N = 4. 
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4 La mise au n® lancer est de 2”—1 euros. Les mises perdues se cumulant a 

chaque lancer, on a donc, pour tout n : 
ny 

of = Sp—(14 2422 +...420-1) = S)- Fat = $5 41-2", 

en utilisant les propriétés sur les suites geometriques. 

Quelle que soit la somme S, dont le joueur dispose au départ, le jeu s’arrétera des 

que : 

5. 20 <> Sy lee ec 

= 2°+2"1>S, +1. 

Ce qui ne manque jamais d’arriver ! 

b. Notons G le gain algébrique du joueur. On peut schématiser les résultats a l’aide 

un arbre pondéré représentant 4 lancers indépendants, identiques d’une piéce bien 

équilibrée. 

On va se contenter ici des branches qui nous intéressent réellement d’aprés la régle 

du jeu : 

I* piéce 2° piéce 3° piéce 4° piece Gain 

Fe bots ares 

bat-axte2x2=1 

wo No — 

Nl ing] A rik ine 

Nl / \ 

F \ 1 \ ; \ 

A 

P mere 

* bt axt-2m24 254-1 
1 “se 

ph Mle ‘i 5 F -1-2x1-2x2-2x442x8=1 
n 
se 

5 P -1-2x1-2x2—2x4-2x8=-15 

En multipliant le long des branches de l’arbre pondéré, on obtient la loi du gain G : 

a OP SS AMEE al OB Mp re es 
PG 5 21 Oy Cae neues aa lanl 

p(@=-15)=(4) = 4. 
2 16 

D’ou Vespérance du gain : 

FUG) 2 1x22 +(-15)x 5 =0. 

Le jeu est équitable. 

Le gain maximal obtenu avec cette stratégie est de 1 euro. La perte maximale, bien 

qu’assez peu probable (1 chance sur 16), est par contre de 15 euros. Cette stratégie 

ne permettra pas de s’enrichir, mais risque de « ruiner » le joueur. 



LA chaque lancer, on note C |’événement « la fléchette créve le ballon » : 

erly e\Veau aie 

Avec 3 euros, il a 2 x 3 = 6 fléchettes a lancer. 

4 Ici, on s'est contenté de considérer la derniére branche d’un arbre pondéré a 

2° = 64 branches représentant les 6 lancers successifs indépendants. 

2. Pour n = 4, il lance 2 x 4= 8 fléchettes._ 

L’événement cherché est C;C,C,;C4C,C,C7Cg, de probabilité : 

aT Sr oe oe Sf pO)’ x p©=(35) xh = TAF =1,5309x10-4 

La probabilité qu’il créve un ballon 4 la derniére fléchette est 1,53 x 10-4. 

3. Soit A l’événement « Guillaume part sans la poupée ». 

Aest réalisé si aucune des 2n fléchettes lancées ne créve de ballon, donc : ae ee = 3 2n 

PA=nIC,C,C, = Cye,G,)= PC" =(i5) ; 
Ainsi : 

2x 
: 5 ea R 

Dans un tableau, on observe les valeurs de la fonction Fed ou x démarre a 0, avec 

un pas de | (voir exercice 18 mais attention, 2x doit étre entre parenthéses) 

Pour n = 7, p(A) = 2,68 x 10-® > 107°. 

n=8, p(A) = 4,29x10-7 <10-°. 

On en déduit que la somme minimale a payer est de 8 euros. 

3 2n 9 n : 3 2n ; ; : d t 

neN, fa =(725] , donc la suite (a ] est geometrique de raison 

ear 
7* 700" 
qeé]0;1[ et le premier terme est 1>0, donc cette suite est strictement décrois- 

2n 

sante, ce qui acheve la preuve qu'on aura bien (73) <10-° pourn=8. 
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[22] 1. On note P l’événement « le chocolat est fourré praliné », G l’événement « le 

chocolat est fourré ganache », 

F |’événement « le chocolat est a la pate de fruits ». 

Chaque chocolat est tiré de fagon équiprobable, donc a chaque « tirage » : 

60 30 10 
p(P) 100 0,6, p(G) 100 0,3 et p(F) 100 0, 

a. A peut s’écrive dans |’ordre G,P,F, (on numérote pour plus de clarté) les tirages 

successifs sont identiques, indépendants, donc : 

P(A) = p(G)x p(P) x p(F) 
p(A)=0,3 x 0,6 x 0,1 

p(A)= 0,018. 

4 Pour la répétition d’expériences identiques et indépendantes, revoir le savoir- 

faire 2. 

b. B peut s’écrire G,;G,G,G,G;, donc p(B) = p(G). 

Or, p(G) =1- p(G)=1-0,3=0,7 

Ainsi p(B) = 0,7> = 0,16 807. 

c. On commence par calculer p(C), C étant l’événement « le visiteur n’a mangé 

aucun praliné », ce qui peut s’écrire P, PP2 Po. 

Donc p(C) = p(P), 

or p(P)=1- p(P) =1-0,6=0,4, 

donc p(C) = 0,45 = 0,01 024. 

Ainsi p(C) =1- p(C) 

p(C) = 0,98 976. 

d. D peut s’écrire F\F,F,F,, 

done p(D) = p(F)° x p(F). 

Or p(F) =1- p(F)=1-0,1=0,9, done : 

p(D) = 0,93 x 0,1 = 0,0729. 

2. On note n le nombre de chocolats mangés, et E l’événement « le visiteur a mangé 

au moins une pate de fruits » 

E peut s’écrire FF, ace donc p(E) = p(F * =0,97, 

p(E) = 0,95 = 1- p(E) = 0,95 & p(E) S 0,05. 

Donc p(E) = 0,95 = 0,9” < 0,05. 

Or 0,978 = 0,052 410-3 prés et 0,929 ~ 0,047 a 1073 prés. 

Donc le visiteur doit manger au moins 29 chocolats ! 



4 La suite ORF on est une suite geometrique de raison g = 0,9, décroissante car 

0<q<1etson premier terme est 1>0. 

[23] 1. Les gains possibles sont les suivants : 

Le dé n’étant pas truqué, chacune des 6 faces a la méme probabilité d’apparaitre. 

La loi de probabilité associée a cette épreuve est donc : 

sank ee 
ey 1 1 1 1 1 

4 Le gain est égal a la somme empochée moins la mise. 

2. Lespérance du gain X est : 

Ey Fale ihe wel cme peda gees E(X)= xe 2x E+3Xe 4x¢ SXEtOXe 

E(x) =-3=-0,50. 
Lespérance de cette loi est — 0,50. Cela signifie qu’en moyenne, le joueur perd 

0,50 €. 

Le jeu n’est donc pas équitable. 

Calcul de la variance : 

ews [a f@[2 (|=, = 
(x, -E)? O,25542,25, | 12,25 | 12,25: | 20,25-4 42,25 

eh 
6 6 

Deri cedeen be tee pr 
6 6 G 6 Probabilité p; 

V =0,25x 2 +2,25 x2 +12,25% 2 +12,25%2 + 20,25 x £4 42,25 x. 

v (x) = 825 ~ 14,92 a 1072 pres. 
6 

1. On répéte trois fois la méme expérience de fagon indépendante. A chaque 

tirage, notons R |’événement « la boule tirée est rouge », V l’événement « la boule 

tirée est verte », B 1’événement « la boule tirée est bleue ». Les boules sont indiscer- 

nables au toucher, donc leurs tirages sont équiprobables et : 

6 3 m 5 
VAY es Re) R =—=0,2 t B =—=0,5. 

BUN oss Thame PIR)= 79 EN) 55 
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Premiére méthode : Représentons |’arbre pondéré complet modélisant les trois tirages 

successifs avec remise, 

— bo 

S 

JN wn < = 
032-4, V. 

0,5 B 

0,5 ~B 

LS be 

A 
tn/ bt DA < = 

035— Vi 

Nombre X 

de boules rouges 

0 

DOr OF NFP OF OK NO FPN WOW NRK NO KF OF OK NY KF CO 

Par multiplication le long des branches (Voir Savoir-Faire n° 2) on obtient : 
p(X = 0) = 0,37 + 0,3? x 0,5+ 0,3 x 0,5 x 0,3+ 0,3 x 0,52 +0,5 x 0,32 

+0,5x 0,3 x 0,5+ 0,52 x 0,3+ 0,52 

p(X = 0) = 0,33 +3x 0,5 0,32 +3 x 0,3 x 0,52 + 0,53 

p(X = 0)=0,512. 



p(X =1)=0,3? x 0,2+0,3x 0,2 x 0,3 + 0,3 x 0,2 0,5+0,3x0,5x 0,2 

+0,2x 0,3? +0,2x0,3x0,5+0,2x0,5x0,3+0,2x 0,52 +0,5x 0,3 0,2 

+0,5x0,2x0,3+0,5x0,2x0,5+0,52 x 0,2 

p(X =1)=3x0,2x 0,3? +3 x 0,2 x 0,52 +6x 0,2 x0,3x 0,5 

= 0,384 

p(X = 2)=0,3 0,2? + 0,2x0,3 x0,24 0,27 0,3+0,2? x 0,5 

+0,2x0,5x0,2+0,5x0,2? 

Pike 2) = 3x 0,3x 0,22 +3x0,5x0,22 = 0,096 

p(X = 3) =0,23 = 0,008. 

4 p(X =0)+ p(X =1)+ p(X = 2)+ p(X = 3) =1: ceci peut soit permettre de verifier 

la vraisemblance des résultats trouvés, soit de calculer l'un des p(X =x;) a aide 

des 3 autres (par exemple p(X =1), long a déterminer). 

Autre méthode : On se contente de rechercher la couleur rouge, c’est-a-dire les évé- 

nements R et R, sachant que p(R) =1—- p(R)=0,8. On obtient un arbre pondéré 

ayant 2> = 8 branches. 

1* tirage 2° tirage 3° tirage | Nombre X de boules rouges 

0,2 —R 3 
R ee _ 

0,2 08 R 2 

R 

0,2 “8 0,2_— R 2 

tes. ee 0,8 R 1 

022 R 2 
R =a ¥ 

08 ee 0s —R 
R 

0.2) R 1 

Bape een 
06> 5 0 

On déduit 

p(X =0)= 0,83 = 0,512 

p(X =1)=3x0,2 0,82 = 0,384 

p(X = 2)=3x0,8x 0,22 = 0,036 

p(X = 3) = 0,2? = 0,008. 

2. On connait la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge : 

p(X 2 1)= p(X =1)+ p(X = 2)+ p(X = 3) = 0,488. 
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4 p(X =1)=1—p(X =0)=1-0,512=0,488. 

Si Y désigne le nombre de boules bleues, on peut utiliser |’arbre dressé a la premiére 

méthode : p(Y = 2)= p(Y = 2)+ p(Y =3) 

pW =2)=0,3«0,5740,2* 0:57 +0,5 «0:3 0,5 

+0,5x 0,2 x 0,5+ 0,5? x 0,3+ 0,57 x 0,2 

= 3x0,3x 0,57 +3x0,2x 0,5? 

= O37: 

py =3)=0:5° =0:125 

Done p{Y = 2) =0,5. 

L’affirmation de Paul est donc vraie, mais il s’en est fallu de peu. 

Autre méthode : Sans utiliser l’arbre pondéré complet de la question 1. On peut ne 

s’intéresser, la encore, qu’a |’ apparition de la couleur bleue. On peut méme ne repré- 

senter que les branches qui contiennent 2 ou 3 boules bleues : 

O35 oR 

eo: B ’ 

0,5 me US =e 
‘eo ieee 

05: = 8B 
0,5 OS Sea eaebaes 

Ona alors pY =2)=3<05>- 

pY =3)20 5% 
dou p(Y = 2)=4x0,53 =0,5. 

[25] 1. a. 

yj axy 

P(Y = yj) |= 

ax,;+b | axn+b ax, +b 

aoe 
n 

bel) = Ds Yee y;) = ax, X py +.ax X pp +... +. aX, X Dy 
1=1 

E(Y) = a(x,p, +x2p) + ...+X,P,) = GE(X) 

E(Y) =aE(X). 



V(Y)= ¥(,- EW) x p(¥ = y;) = > (ax, - aE (X))? x p(Y = y;) 
i=1 jet 

= >) a? (x; — E(X))” x p, =a? x ¥. (x, - E(X)) x p(X = x,) 
i=1 i=1 

V(Y)=a?V(X). 

EZA= ax pZ=z)= > (ax; +b) x p, = Sin 5 
i=l i=] i=t = 

si =1 donc: 
i=1 

E(Z)=aE(X)+b 

2. a. Chacun des 9 jetons a la méme probabilité d’étre tiré, 7 

Son espérance est : 

SO ie ee 2 E(X)=Ox 9 +1x9+4xO+9x5 +165 

60 20 E(X)=9=5- 

x, —E(X) 

| (x, -E(X))? 

p(X = x,)x(x, -E(x))* 

400 + 578 +128 + 98 +1568 
Se ae hl Gee 

D7 
ACS Terai 

_ 308 V(X)="9 
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b.V(Y)=V(X)=32 x V(X) 
V (Y) = 308. 

EQ= E(-2X +1)=-2E(X)+1=-2x 241 

E(z)=-22. 

On note : 

P L’événement « |’image est celle de Protector » ; 

D L’événement « |’image est celle de Destructor » ; 

A Lévénement « l’image est celle d’un autre héros ». 

p(P)= 7 p(D)= * Or p(P)+ p(D) + p(A) = 1. 

1. On répéte trois fois la méme expérience de fagon indépendante. Représentons un 

arbre pondéré, mais en nous limitant aux branches comptant deux fois l’événe- 

ment A. 

4 == 

Loin ge eas: 
iit 5 

' ae ee > 
ae 5 5 
a 

ge 

4 oe uy 1 J 5 P 5 |e 5 P 

On en déduit : 

Pees kame 
p(M)=3x(2) ve 

ey Se p(M) = 125 > 0,096. 

2. De méme, les branches donnant Destructor avant Protector sont : 

= 1 
wee 5) P 

| dae ieee git De . 

P 3NA te 
e 10 

Bese 
Bee 1 1 
i0 as D 5) sy 

308 



CORRIGES 

LENT LD NOR OS eel Dt Us ea en 
as eos 5S * 10ND 1105 
P(N) = 0,18. 

3. U correspond a l’événement P.P,P, avec p (P,) = : donc : 

pv)=nPy =(4) = 
p(U) = 0,512 

4 On peut également dresser l’arbre complet pondéré donnant les 32 = 27 achats 

possibles. C’est plus long, mais cela assure de n’oublier aucun cas. 

©} 
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MH) EPREUVE DE BERNOULLI - LOI DE BERNOULLI 

= Définitions : 

e Une expérience qui ne comporte que deux issues possibles (succés ou échec) 

est appelée épreuve de Bernoulli. 

e Si, dans une épreuve de Bernoulli, la probabilité de succés est p(O < p< 1), la 

probabilité de l’échec est 1— p, on dit que la loi de Bernoulli est de paramétre p. 

LAV ; 

P 

Epreuve de Bernoulli came 
— a 

ey ae 

Saou S) 

EXEMPLES : 

e On jette une piéce de monnaie bien équilibrée : on s’intéresse au succés « la 

piéce donne pile » (par exemple) et a |’échec « la piéce donne face ». La proba- 

bilité du succés est p = 0,5 et celle de l’échec est g =0,5. 

e On jette un dé classique. Méme s’il y a six faces, on peut ne s’intéresser qu’au 

succés S « obtenir le 6 » et Al’échec S. Si le dé est bien équilibré, ses 6 faces sont 

équiprobables, donc la probabilité du succés est p= 2 et celle de l’échec est 

(Roce 

LT hin gap 
§ Définitions : soit X la variable aléatoire qui vaut 1 en cas de succés et 0 en 

cas d’échec. On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p. 

& Propriété : E(X) = p et V(X) = p(1- p). 
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E80 SCHEMA DE BERNOULLI, LOI BINOMIALE 

1. Definition 

On appelle schéma de Bernoulli une expérience qui consiste a répéter plusieurs 

fois et de maniére indépendante la méme épreuve de Bernoulli. 

4 Un schema de Bernoulli s’illustre par un arbre dans lequel : 

— de chaque nceud partent deux branches ; 

~ toutes les branches menant a un succes portent la méme probabilité p ; 

- toutes les branches menant a un échec portent la méme probabilité 1— p. 

2. Coefficients binomiaux 

® Définition : Soit n un entier naturel non nul et k un entier compris entre 0 et n. 

Dans un schéma de Bernoulli comprenant n répétitions, le nombre de chemins 

n 
menant a k succés est appelé coefficient binomial ( 

i 
EXEMPLE : Avec I’arbre précédent, on trouve 5 =3. 

™ Propriétés : Soit n un entier naturel non nul : 

n 
e Pour tout entier k tel que O<k <n, ele : ‘ 

hawk k 

e Formule de Pascal : pour tout entier k tel que 1S k <n-1, 

(en) -Cea) 



On peut donc déterminer de proche en proche les coefficients binomiaux a |’ aide 
du triangle de Pascal. 

nul -o-(3() 
3. Loi binomiale 

® Définition : La loi de probabilité de la variable aléatoire X correspondant au 

nombre de succés d’un schéma de Bernoulli est appelée loi binomiale de para- 

meétres n (nombre de répétitions) et p (probabilité de succés 4 chaque répétition) 

= Propriété ; Si X suit une loi binomiale de parameétres n et p, pour tout entier k 

compris entre 0 etn: 

P(X =k)= FA x p* x(1— p)"-* 

De plus, E(X) = np, V(X) =np(1— p) et o(X) =./np(1- p). 

Hit] ECHANTILLONNAGE 

1. Définition 

Un échantillon est une partie de la population. La taille de l’échantillon est le 

nombre d’individus formant |’échantillon. 

2. Intervalle de fluctuation : le modéle de l’urne 

™ Une ume contient une proportion p de boules rouges. On préléve successive- 

ment n boules, avec remise dans cette urne. La variable aléatoire X correspondant 

au nombre de boules rouges obtenues (nombre de « succés ») sur cet échantillon 

de taille n suit la loi binomiale de parametres n et p. 

® Définition : Si X est une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres n et 

p, Vintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence a est |’intervalle E ; 4 

défini par : 

eaest le plus petit entier tel que P(X <a) >0,025 ; 
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e best le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975. 

Loi binomiale avec n = 50, p = 0,4 

14 
0 Intervalle de fluctuation 495 % : ee 2 = [0,26 ; 0,54] 0.12 & 50 

0,1 

Probabilité 

0,08 

0,06 

0,04+ Zone de rejet Zone de rejet 

0,02 (moins de 2,5 %) ill | i, (moins de 2,5 %) 

SLA SaMMMN eH NeELLEEEELEE 
4 En: classe de seconde, on avait admis la proprieté moins précise suivante : si 

n= 30 et 0,2=p<0,8, alors dans plus de 95 % des cas, la fréquence f observée 

sur cet échantillon appartient a l'intervalle c - 7 ;pt+ + 
Vv 

Pour n=30, nxp=5 et nx(1—p)=5, on observe que Uintervalle de fluctuation 

, | 
[2:2] est sensiblement le méme que l'intervalle | p—-—=; p+ propose dans 
ye PT Vn 

le programme de seconde. 

3. Application a la prise de décision 

Intervalle de fluctuation a 95 % 

Dans une population ot un caractére touche une proportion p de la population, 

on préléve au hasard un échantillon de taille n sur lequel on observe une fré- 

quence f du caractére. 

Si la taille de la population est importante, prélever un échantillon de n personnes 

peut s’assimiler aux tirages successifs de n boules rouges (par exemple), avec 

remise, dans une urne dont la proportion de boules rouges est p. 

Pour 95 % des échantillons de taille n, la fréquence observée d’individus vérifiant 

ce caractére doit appartenir 4 l’intervalle de fluctuation théorique 4 95 % défini 

ci-dessus. Les 5 % des échantillons restants pourraient étre qualifiés d’ « échan- 

tillons extrémes » : ils sont bien issus d’une population oi le caractére est repré- 

senté avec une proportion p, mais leur fréquence est hors de l’intervalle de fluc- 
tuation a 95 %. 

A aide de l’échantillon de n personnes prélevé, on veut valider, ou invalider, 
l’hypothese « le prélevement des n individus s'est fait au hasard dans une popu- 
lation ot le caractere touche une proportion p de la population ». Pour cet échan- 



tillon, on calcule la fréquence f d’individus vérifiant bien le caractére observé, et 
on applique la régle de décision suivante : 

e Si la fréquence observée f appartient a l’intervalle de fluctuation a 95 %, 

bn 

rejette pas « au seuil de 5 % ». 

e Sinon, on rejette cette hypothése « au risque de 5% » : soit la proportion dans 
la population totale n’est pas p, soit l’échantillon observé n’a pas été prélevé au 
hasard ! 

a b eee ‘ Dee Ds, ; 
— |, on considere que I’hypothése n’est pas remise en question et on ne la 

4 L‘hypothese est rejetée lorsque la fréquence f observée est « trop éloignée » de 

p: le seuil de decision étant fixé de sorte que la probabilité de rejeter l'hypothese 

a tort {alors qu'elle est bien vraie] soit inférieure 4 5 %. Lorsqu’on rejette U'hypo- 

these, le risque de se tromper est de 5 %. 

Lorsqu’on ne rejette pas l’hypothese, on ne connait pas le risque de se tromper 

(d'avoir accepté a tort l'hypothése) : on ne rejette pas « faute de preuve du 

contraire ». 

SAVOIR-FAIRE 

1. Reconnaitre un schéma de Bernoulli 

Pour reconnaitre un schéma de Bernoulli, il faut vérifier que : 

e |’épreuve qui est répétée est bien une épreuve de Bernoulli, c’est-a-dire 

qu’elle ne comporte que deux issues possibles et que la probabilité p du 

succes (et donc de |’échec) est constante d’une épreuve a |’autre ; 

e l’expérience consiste bien a répéter des épreuves identiques et de fagon 

indépendante les unes des autres. 

EXEMPLE : Une urne contient 3 boules noires et 5 blanches indiscernables au 

toucher. L’expérience consiste a extraire au hasard successivement trois 

boules de cette urne et a en noter la couleur. 

& Si le tirage des boules se fait avec remise, a chaque tirage, il y a équipro- 

babilité du choix de la boule tirée. Si on appelle succés le fait de tirer une 

boule blanche, on est en présence d’une épreuve de Bernoulli de paramétre 

p= 2 On répéte donc trois fois la méme épreuve de Bernoulli de fagon 

indépendante, ce qui constitue un schéma de Bernoulli. 

Le nombre X de boules blanches obtenues, c’est-a-dire de succés, suit alors 

une loi binomiale de paramétres n = 3 et p= 2. 
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& Si le tirage des boules se fait sans remise, chaque tirage modifie la com- 

position de l’urne, donc la probabilité de succés n’est pas constante d’une 

épreuve al’autre, donc l’expérience ne constitue pas un schéma de Bernoulli. 

7 La loi binomiale est généralement associée au modele des « tirages suc- 

cessifs avec remise» 

2. Utiliser la loi binomiale pour calculer des probabilités 

On jette 4 fois de suite la méme piéce de monnaie équilibrée, on note X le 

nombre de Pile obtenu. Déterminer P(X = 3). 

La piéce étant bien équilibrée, si on appelle succes le fait qu’elle tombe sur 

Pile, un lancer constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = t = (NS 

On répéte 4 fois la méme épreuve de Bernoulli de fagon indépendante : cela 

constitue un schéma de Bernoulli. X est donc égal au nombre de succés dans 

ce schéma de Bernoulli. X suit alors la loi binomiale de paramétres n = 4 et 

p=0,5. 

mt 4 f= Ainsi p(X = 3)= 5 x 0,5° x(1-0,5)"~° =4x 0,54 = 0,25. 

hi 
8 s obtient en comptant les 4 branches qui contiennent 3 succes (P). On 

peut également le déterminer a l'aide du triangle de Pascal ou de la calcula- 

trice avec instruction (qui se saisit sous la forme 4 Si 



3. Prendre une décision a partir d’un échantillon 

avec lintervalle de fluctuation 4 95% 

Une entreprise de 1 250 salariés emploie 525 femmes. On suppose que la 

proportion de femmes dans la population active du pays od est implantée 

lentreprise, est de 40%. Peut-on considérer, au risque de 5%, que |’entre- 

prise exerce une discrimination a l’embauche vis-a-vis des femmes ? 

a. Préambule : qu’entend-on par parité ? 

Ici la proportion p de femmes dans la population totale n’est pas mise en 

cause, c’est la fagon de recruter « au hasard » qui est testée. 

Il ne s’agit pas cependant de savoir si l’entreprise respecte strictement la 

proportion de femmes dans la population active : pour ce faire, il faudrait 

qu'elle emploie exactement ae x 1250 =500 femmes. Avec un tel critére, 

elle ne respecterait pas la parité avec ses 525 employées, mais pas non plus 

si elle employait 499 femmes, ou 501... de méme qu’une piéce qui tomberait 

4 fois sur Pile en 10 lancers serait immédiatement déclarée truquée ! 

Ce critére est beaucoup trop restrictif pour décider si le résultat observé du 

pourcentage de femmes employées dans cette entreprise pourrait étre obtenu 

par choix au hasard des individus dans la population active ou s’il semble dé 

a un choix délibéré de l’employeur : on doit tenir compte de la fluctuation 

d’échantillonnage. 

b. Etape 1 : on reconnait une loi binomiale. 

Sous l’hypothése que l’entreprise respecte la parité, si on appelle succés le 

fait qu’une personne embauchée soit une femme, chaque embauche constitue 

une épreuve de Bernoulli de paramétre p = a = 0),40. Le recrutement des 

1 250 salariés est alors assimilable a la répétition de n = 1 250 épreuves de 

Bernoulli de paramétre p=0,4 indépendantes. Le nombre X de femmes 

recrutées, c’est-a-dire de succés, suit donc une loi binomiale de paramétres 

n=1250 et p=0,4. 

Etape 2 : on détermine |’intervalle de fluctuation 4 95 % de la fréquence 

xX 

1250 

(bie se i) 

12507 ae 
e aest le plus petit entier tel que P(X <a) > 0,025 ; 

e best le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975. 

Un tableur permet de déterminer a et b lorsque le nombre de répétions n n'est 

pas trop grand (nm < 1450 environ) : 

e 1 méthode : le tableau des probabilités cumulées pour k entier compris 

entre 0 et 1 250. 

. 

ou: C’est 

r 
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Dans la cellule Al, on saisit la valeur 0 ; dans la cellule B1, on saisit la for- 

mule =LOIBINOMIALE(A1;1250; 0,4; 1). On étend ces deux formules jusqu’a 

la ligne 1251. 

On repére |’extrait du tableau qui nous intéresse : 

65 0,0 229 
466 0,0 262 

533 ! 0,9 732 
534. | 0,9 765 

— 

On en déduit p(X <465)<0,025 et p(X <466)=0,025, donc 

a= 466 ; p(X <533)<0,975 et p(X <534) = 0,975, donc b = 534. 

e 2° méthode : on détermine directement a et b a |’aide de l’instruction 

CRITERE.LOI.BINOMIALE : 

a est donné par la formule = CRITERE.LOI.BINOMIALE(1250; 0,4 ; 0,025) ; 

b est donne par la formule = CRITERE.LOI.BINOMIALE(1250; 0,1; 0,975). 

On trouve a nouveau a = 466 et b= 534. 

Lintervalle de fluctuation a 95% est donc S00 7 oe I 
1250 74250 

c. Etape 3: on applique le test pour rejeter ou non I’hypothése de parité. 

52) 
La fréquence observée dans l’entreprise est f = 1250: Cette valeur appar- 

tient a |’intervalle de fluctuation a 95%. 

Donc on ne rejette pas l’hypothése de parité au seuil de 5 %. 



EXERCICES D’APPLICATION 

BERNOULLI ? | * | 10 min |> p. 334 | 

On dispose de trois dés — un rouge, un vert, un bleu — indiscernables au toucher. 

Les expériences suivantes peuvent-elles étre modélisées par une épreuve de 

Bernoulli ? Si oui, préciser son parametre p. 

1. Expérience | : on tire un dé au hasard et on note sa couleur. 

2. Expérience 2 : on tire un dé au hasard. On gagne deux euros s’il est rouge. On 

perd un euro s’il est d’une autre couleur. 

3. Expérience 3 : on lance les 3 dés et on note la somme des chiffres obtenus. On 

gagne le nombre de points marqués. 

4. Expérience 4 : on lance les 3 dés et on note le produit des chiffres obtenus. On 

gagne sil est égal a 4. 

5. Expérience 5 : on lance les dés vert et rouge. On gagne un euro si le numéro 

du dé vert est supérieur a celui du dé rouge, 3 euros si les numéros sont iden- 

tiques, et on perd 2 euros dans les autres cas. 

4 Voir la définition du |. Il ne faut pas confondre épreuve de Bernoulli et schéma 

de Bernoulli. 

PPA Le cours! | * | 10 min |> p. 334| 

X est une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n =5 et 

p=04: 

1. Calculer E(X) et V(X). 
2. Représenter graphiquement la loi de X par un diagramme en barres. 

Unités : 2 cm en abscisses, 20 cm en ordonnée. 

4 1. Voir cours 1.3. 

2. On aura k en abscisse et p(X =k) en ordonnée. 

3 SANS CALCULATRICE | ** | 10 min | > P. 335| 

6 
1. Représenter un triangle de Pascal afin de déterminer [) sans calculatrice. 

2. Démontrer, en utilisant l’espérance d’une variable aléatoire X suivant une loi 

i 
binomiale de paramétres n = 6 et p= a? que: 

n(n Seren hem )(() 

r 
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Le vérifier 4 l’aide du triangle de Pascal. 

4 Il faut calculer l’espérance E(X) de deux maniéres : a partir de sa définition 

{voir chapitre 7, 1I.2.) et a partir de la formule du cours, II.3. 

LES VACHES ! | * | 10 min |> Pp. 336 

Dans une exploitation agricole, 25 % des vaches sont toutes blanches, 60 % ont 

des taches marron, 35 % des taches noires (certaines vaches ont a la fois des 

taches noires et marron). 

On désigne 10 vaches au hasard, et on appelle X la variable aléatoire qui désigne 

le nombre de vaches ayant des taches noires et des taches marron. 

On suppose le nombre de vaches de |’exploitation suffisamment grand pour que 

ces désignations puissent étre assimilées a des tirages successifs identiques et 

indépendants. 

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on donnera les parameétres. 

4 It faut d’abord trouver le pourcentage de vaches aux taches noires et marron. 

Pour cela, on rappelle que, quels que soient les événements A et B: 

p(A)+ p(B) = p(AUB)+ p(AnB). 

2. En déduire la probabilité que 3 des vaches désignées aient des taches noires et 

des taches marron. On donnera une valeur approchée 4 10~3 prés. 

5 | PILE OU FACE ? * | 15 min |> P. 337 

Une piéce truquée tombe sur pile deux fois plus souvent que sur face, On la lance 

successivement 3 fois et on note X le nombre de fois ot elle est tombée sur pile. 

Les probabilités seront données sous forme de fractions irréductibles. 

1, a. Construire un arbre pondéré rendant compte de l’expérience. 

b. En déduire la loi de X, puis son espérance en utilisant la définition de l’espé- 

rance vue au chapitre 6. 

2. Justifier que l’expérience est une épreuve de Bernoulli et que X suit une loi 

binomiale dont on donnera les paramétres. En déduire la variance de X. 

4 Voir le savoir-faire 1. 

3. On lance cette piéce encore une fois. Déterminer la probabilité qu’elle soit 

tombée deux fois sur pile au cours de ces 4 lancers. 

Il parte _ . |_* | 5min [> p. 338] 

Deux entreprises A et B recrutent dans un bassin d’emploi oi il y a autant de 
femmes que d’hommes, avec la contrainte du respect de la parité. Dans |’entre- 



prise A, il y a 100 employés, dont 43 femmes ; dans l’entreprise B, il y a 

1 000 employés, dont 460 femmes. Peut-on dire que les entreprises A et B res- 

pectent la parité ? 

Données : e L’intervalle de fluctuation théorique 4 95 % pour la loi binomiale de 

paramétres n = 100 et p =0,5 est [0,4 ; 0,6]. 

e Lintervalle de fluctuation théorique a 95 % pour la loi binomiale de paramétres 

n=1000 et p=0,5 est [0,469 ; 0,531]. 

4 Voir savoir-faire 3. 

wa VAINQUEURS AU HASARD ** | 30 min |> Pp. 339 

Voici la répartition des habitants d’un pays suivant leur age et leur taille en pour- 

centage de la population totale : 

Mons de 20 ane ECE? 
Plus de 20 ans 

Les 40 gagnants de la grande tombola nationale sont répartis ainsi : 

On suppose la population suffisamment grande pour que la désignation des 

gagnants puisse étre assimilée a des tirages successifs indépendants avec remise. 

1. Justifier que si la désignation des gagnants s’effectue au hasard, le nombre X 

de gagnants de moins de 1m 60 suit une loi binomiale de paramétres n = 40 et 

p=0,45. 

2. On donne un extrait de la table des probabilités 

cumulées p(X < k) ot X suit la loi binomiale de para- 

metres n = 40 et p=0,45 : 

Peut-on rejeter, au risque de 5 %, l’hypothese suivant 

laquelle la désignation des vainqueurs s’est faite au 

hasard ? 

r 
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3. A Paide d’un tableur 

On reprend la question 2 en utilisant cette fois la proportion de vainqueurs de 

moins de 30 ans. 

Lorsque Y suit une loi binomiale de paramétres n= 40 et p=0,61, alors la 

commande =LOI.BINOMIALE(4;40;0,61;0) renvoie la valeur P(Y =4), tandis 

que la commande =LOI.BINOMIALE(4; 40; 0,61;1) renvoie la valeur P(Y <4). 

a. Saisir la valeur 0 dans la cellule Al et ’instruction : 

= LOLBINOMIALE(A1; 40; 0,61; 1) 
dans la cellule B1. Sélectionner les cellules Al et B1, puis étendre ces formules 

jusqu’a la ligne 41. Que lit-on dans les cellules A41 et B41 ? 

b. En déduire l’intervalle de fluctuation 4 95% pour la fréquence 40° 

c. Cela remet-il en cause I’hypothése suivant laquelle la désignation des vain- 

queurs s’est faite au hasard ? 

8 CONTROLE DE FABRICATION ** | 15 min |> Pp. 340) 

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n = 30 

et p = 0,2. Sur tableur, les instructions = CRITERE.LO!.BINOMIALE(30; 0,2; 0,025) 

et = CRITERE.LOI.BINOMIALE(30; 0,2; 0,975) renvoient respectivement les valeurs 

a et b définies par : 

e a est le plus petit entier tel que p(X <a) > 0,025 ; 

e best le plus petit entier tel que p(X <b) = 0,975. 

Déterminer |’intervalle de fluctuation a 95% pour la fréquence =. 

4 Voir cours III 2. 

2. Une usine fabrique des dragées. 20% des dragées produites doivent contenir 

une amande, les autres du chocolat. Le service de contrdéle de fabrication préléve 

30 dragées au hasard et observe que 8 de ces dragées contiennent une amande : 

le contrdle est-il concluant ? 

9 | UN CAFE ! | ** | 20 min |> p. 341) 

1. Question préliminaire : sur un tableur 

a. Compléter la premiére colonne avec les entiers k compris entre 0 et 500, et la 

deuxiéme avec les probabilités cumulées p(X S k), ot X suit la loi binomiale de 

parametres n = 500 et p = 0,76. 

4 Voir exercice 7. 

b. En déduire l’intervalle de fluctuation 4 95% de la fréquence Ae 
n 



2. En 2010, le distributeur de boissons de la salle des professeurs a servi 500 bois- 

sons chaudes par semaine. 76 % de ces boissons sont des cafés. Pour la premiére 

semaine de 2011, l’exploitant du distributeur change de marque de café, et note 

que sur les 500 boissons chaudes vendues, seulement 70 % sont des cafés. Doit-il 

accuser sa nouvelle marque de café ? 

| EXERCICES D’ENTRAINEMENT | 

LOIS BINOMIALES | ** | 20 min |> p. 341| 

Une urne contient 5 boules blanches, 3 rouges et 2 vertes, indiscernables au tou- 

cher. On tire successivement, et avec remise, 4 boules de l’urne. X, Y et Z 

désignent respectivement le nombre de boules blanches, rouges et vertes obte- 

nues. 

1. a. En notant B, l’événement « la boule tirée au i-igme tirage est blanche », pour 

chaque entier 7 compris entre | et 4, représenter un arbre pondéré permettant de 

déterminer la loi de X. Donner alors p(X = 3). 

b. Justifier qu’il s’agit 1a d’un schéma de Bernoulli. 

c. En déduire que X suit une loi binomiale dont vous préciserez les paramétres. 

Retrouvez alors p(X = 3), puis calculer l’espérance et la variance de X. 

2. Déterminer la loi de probabilité de Y. Les résultats seront donnés sous forme 

dun tableau. 

3. Déterminer p(Z = 3) sous forme de fraction irréductible. 

11 DISCRIMINATION RACIALE (1) | xx | 15 min |> P. 343) 

En Novembre 1976 dans un comté du sud du Texas, Rodrigo Partida était 

condamné 4 huit ans de prison. I] attaqua ce jugement au motif que la désignation 

des jurés de ce comté était discriminante a l’égard des Américains d’origine 

mexicaine. Sur les 870 personnes convoquées pour étre jurés sur une période de 

quelques mois, seules 339 étaient d’origine mexicaines, alors que 79,1 % de la 

population du comté était d’origine mexicaine. 

Peut-on considérer, au risque de 5 %, que la désignation des jurés s’est faite au 

hasard ? 

4 Sur tableur, si X suit la loi binomiale de parametres n et p, les instructions : 

=CRITERE.LOI.BINOMIALE(n;p; 0,025), 

= CRITERE.LOI.BINOMIALE(n;p; 0,975) 

renvoient respectivement les valeurs a et b définies par : 

@ a est le plus petit entier tel que P(X <a) > 0,025 ; 

@ best le plus petit entier tel que P(X <b) = 0,975. 
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FP) viscriMiNATION RACIALE (2) | | 25 min |> p. 344 

En 1977 le gouvernement américain intente un proces au réseau d’établissements 

scolaires de Hazelwood Independent School District (situé dans le comté de Saint 

Louis), au motif que, parmi les 405 enseignants recrutés lors des années 1972 a 

1974, il n’y eut que 15 enseignants noirs, alors que, dans l’ensemble du comte, 

le taux d’enseignants noirs recrutés durant la méme période fut de 15,4 %. 

1. Peut-on rejeter, au risque de 5 %, l’hypothése selon laquelle le choix des ensei- 

gnants noirs a eu lieu sans discrimination ? 

4 On pourra utiliser la commande =LOI.BINOMIALE(k;n;p;1) pour eétablir la 

table des probabilités cumulées P(X <k), ot X suit la loi binomiale de parametres 

netp. 

En cas de difficultés, voir exercice 7. 

2. Pour réfuter la thése de la discrimination, les avocats d’Hazelwood ont 

contesté la pertinence des chiffres cités par l’accusation : durant cette méme 

période, la ville de Saint-Louis appliquait une politique dite de « discrimination 

positive » fixant 4 50 % le taux d’enseignants noirs parmi les nouveaux ensei- 

gnants dans la ville. Ainsi, en dehors de la ville de Saint Louis, le taux d’ensei- 

gnants noirs recrutés n’était plus que 5,7 %. Ce nouveau chiffre permet-il de 

condamner le réseau d’établissements scolaires d’ Hazelwood au risque de 5 % ? 

DEFAUTS | x* | 35 min |> Pp. 345] 

En moyenne, 23 % des écrans d’ordinateur fabriqués dans une usine présentent 

un défaut. 

1. Sur un contrdle de 40 écrans, 14 sont défectueux. 

a. Calculer la proportion d’écrans défectueux dans ce lot. 

b. Sur tableur, en utilisant l’instruction =LOI.BINOMIALE(k;n;p;1), établir la table 

des probabilités cumulées P(X <k) ot X suit la loi binomiale de paramétres et 

n=40 et p=0,23, puis déterminer l’intervalle de fluctuation a 90 % de la fré- 

quence x ¥. 

4 En cas de difficultés, voir exercice 7. 

c. Doit-on s’inquiéter des résultats de ce contrdle au seuil de 10 % ? 

2. Et si un test de 400 écrans donne 28 % d’écrans défectueux ? 



RIEN NE SERT DE COURIR... | ** | 35 min |> Pp. 346| 

Le lievre et la tortue sont sur la case de départ numérotée zéro. Le vainqueur est 

celui qui arrive la premier sur la case numéro 6. On lance un dé bien équilibré. 

S’il tombe sur 6, le liévre saute sur la case numéro 6 et gagne la course. Sinon, 

la tortue avance d’une case. 

1. A premiére vue, qui doit gagner ? 

2. On donne l’algorithme suivant écrit avec Algobox, afin de simuler cette 

course. 
VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 
LEST_DU_TYPE NOMBRE 
T EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
T PREND_LA_VALEUR 0 
L PREND_LA_VALEUR 0 
TANT_QUE [...) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

x PREND_LA_VALEUR floor({random()*6+1) 
SI (x==6] ALORS 

DEBUT_SI 
L PREND_LA_VALEUR ... 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
T PREND_LA_VALEUR ... 
FIN SINON 

FIN_TANT_QUE 

S| (T==6] ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER "... gagne” 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
AFFICHER "... gagne” 

FIN SINON 
FIN_TANT_QUE 

FIN_ALGORITHME 

4 La formule floor(random( )*6+1) permet de simuler le lancer d'un de : 

random( )*6+1 donne un nombre aléatoire dans U‘intervalle [1;7[, puis floor 

renvoie la partie entiere de ce nombre. 

a. Que représentent les variables L et T ? 

b. Compléter I’algorithme. 

c. En faisant tourner cet algorithme plusieurs fois, étes-vous conforté dans votre 

premiére impression ? 

3. Modifier l’algorithme précédent pour qu’il simule 200 courses et calcule la 

fréquence des victoires de la tortue. Qui semble gagner le plus souvent ? 

f 
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y | Penser a remettre les compteurs L et T a zéro a chaque partie. 

4. Modélisation 

a. Quel est le nombre maximal de lancers de dé dans une partie ? On le note n. 

b. On suppose que l’on effectue, quoi qu’ il arrive, ces n lancers, puis on applique 

la régle du jeu. 

Déterminer la probabilité que la tortue gagne et comparer aux résultats des simu- 

lations. 

FIG) ob Lon TESTE L'INTERVALLE DE TEST xx | 30 min |> Pp. 348 | 

Une piéce truquée tombe sur Pile 4 fois sur 10. 

Une partie consiste a lancer 20 fois cette piéce et 4 calculer la fréquence d’appa- 

rition de Pile sur ces 20 lancers. On gagne lorsque cette fréquence n’appartient 

pas a l’intervalle [0,2 ; 0,6]. 

On note X le nombre de Pile au cours des 20 lancers. 

1. Déterminer la loi de X. 

2. Simulation : on veut simuler 1 000 parties a l’aide du logiciel Algobox, et 

comptabiliser le nombre de parties gagnées. 

a. Lacommande random( ) renvoie un nombre aléatoire compris entre 0 et 1, qui 

est donc dans l’intervalle [0 ;0,4[, avec la probabilité 0,4, et dans Vintervalle 

[0,4 ; 1] le reste du temps. 

Que représentent les variables P et f de l’algorithme suivant ? A quoi sert la 

variable i ? 

| VARIABLES 
P EST_DU_TYPE NOMBRE 
f EST_DU_TYPE NOMBRE 
i EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
P PREND_LA VALEUR 0 
POUR i ALLANT_DE 1A 20 

DEBUT_POUR 
SI (random()<0.4) ALORS 
DEBUT SI 
P PREND_LA VALEUR P+1 
FIN. SI 

FIN POUR 
f PREND_LA VALEUR P/20 
SI (f<0.2 OU f0.6) ALORS 
DEBUT SI 
AFFICHER “Victoire” 
FIN SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
AFFICHER "Défaite” 
FIN_SINON 

FIN_ALGORITHME 



b. Compléter cet algorithme pour qu’il effectue 1 000 parties et donne le nombre 
de parties gagnées. 

3. Conclusion : ’intervalle [0,2 ; 0,6] est en fait l’intervalle de fluctuation 495 % 
pour la loi binomiale de paramétres n = 20, p = 0,4. Aprés avoir fait tourné cet 

algorithme une dizaine de fois, peut-on considérer que la simulation précédente 

donne des résultats conformes a la définition de cet intervalle ? 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

16| BON DEBARRAS ! **«*) 30 min |> Pp. 349 

Une famille, dont les cing enfants se prénomment Aline (4 ans), Benoit (6 ans), 

Cédrik (8 ans), Daphnée (10 ans) et Eric (12 ans), part en vacances pour deux 

semaines. Ils établissent une régle pour les taches ménagéres. 

1. Chaque soir de la premiére semaine (de 7 jours), on tire au sort pour savoir qui 

débarrasse la table. Déterminer : 

a. le nombre moyen de jours ou c’est un gar¢gon qui risque de devoir débarrasser 

la table ; 

b. le nombre moyen de jours ot c’est une fille qui risque de devoir débarrasser la 

table ; 

c. le nombre moyen de jours ou c’est Cédrik qui risque de devoir débarrasser la 

table. 

Comparer au résultat trouvé en a. et commenter. 

d. la probabilité qu’une fille débarrasse la table pour la premiére fois le troisiéme 

jour ? 

2. La semaine suivante, les régles ont changé : chaque soir, la probabilité qu’un 

enfant soit désigné sera proportionnelle a son age. 

a. Déterminer, pour un soir donné, ces probabilités notées dans |’ ordre croissant 

des Ages p;, P>, P3> P4> Ps- 

4 On introduira le coefficient de proportionnalité k entre lage et la probabilite 

d’étre désigné et on écrira que la somme des probabilités de toutes les issues 

est 1. 

b. Quel est nombre moyen de jours ot c’est un gargon qui risque de devoir débar- 

rasser la table ? En déduire, des filles ou des garcons, qui est gagnant dans ce 

changement de régle ? 

c. Cédrik crie au scandale, et Daphnée se réjouit : qu’en pensez-vous ? 
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ROUE LIBRE xk 25min » P. 350 

Une roue est formée de deux secteurs colorés : un bleu et un gris | 

(voir dessin). On suppose que la probabilité que la roue s’arréte sur 

un secteur donné est proportionnelle a sa surface et que le secteur 

bleu occupe un quart de la roue. 

1. Un jeu consiste a faire fait tourner la roue un nombre entier de 

fois, n, de fagon indépendante. 

Déterminer le plus petit entier n tel que la probabilité qu’elle s’arréte au moins 

une fois sur le secteur bleu soit supérieure ou égale a 0,99. 

4 On pourra s inspirer de l’exercice 18 du chapitre 6. 

2. On suppose dans cette question que n = 10. 

Démontrer que la probabilité p, que la roue s’arréte exactement 2 fois sur le 

secteur bleu est d’environ p, ~ 0,282 a 107? pres. 

3. Pour vérifier le bon réglage de la roue, on répéte 200 fois le jeu avec n = 10. 

Dans 45 de ces répétitions, la roue s’est arrétée 2 fois sur le secteur bleu. 

On donne un extrait de la table des probabilités cumulées p(Y < k), ot Y suit la 

loi binomiale de parametres N = 200 et p, = 0,282 : 

Peut-on considérer que la roue est bien réglée au seuil de 5 % ? et au seuil de 

10 % ? Commenter. 

FE) simuLATioNs AVEC UN TABLEUR xx) 35 min |» p, 352) 

X suit une loi binomiale de paramétres n = 60 et p = 0,7. On veut simuler cette 

variable aléatoire sur tableur un grand nombre de fois et comparer la répartition 

des fréquences obtenues par simulation, avec la loi de probabilité de X. 

La commande = ENT(ALEA( )+0,7) renvoie | avec probabilité 0,7 et 0 le reste du 

temps. 



On commencera par saisir le nom Variable 1 dans la cellule A! : cela servira de 

« compteur » de colonnes. 

1. Dans la cellule A2, saisir la commande =ENT(ALEA( )+0,7), et l’étendre 

jusqu’a la cellule A61 avec la poignée de recopie. 

Dans la cellule A62, calculer la somme des valeurs obtenues dans les cellules A2 

a AG] : justifier que cette somme permet de simuler la variable aléatoire X. 

2. Etendre les cellules Al a A62 jusqu’a la colonne GR afin de simuler 

200 variables aléatoires suivant la loi binomiale de paramétres n = 60 et p = 0,7. 

Dans la cellule GS62 calculer la moyenne des valeurs obtenues dans les cellules 

A62 a GR62 : quelle valeur approche-t-on ainsi ? 

3. Dans la cellule A63, saisir la valeur 0 ; quelle formule devez-vous saisir dans 

la cellule A64 pour comptabiliser, parmi les cellules A62 4 GR62, le nombre de 

fois ot la valeur de la cellule A63 est apparu ? 

4 On veut pouvoir étendre cette formule vers la droite a l'aide de la poignée de 

recopie. 

Par recopie vers la droite, le nom de cellule Aé3 [notation relative] deviendra B43, 

puis C43... tandis que $A63 restera $A63 (notation absoluel. 

4. Dans la cellule A65, calculer la fréquence de sortie de la valeur 0. Attention : 

on veut pouvoir étendre cette formule vers la droite a |’aide de la poignée de 

recopie. 

5. Dans la cellule A66, saisir la formule =LOI.BINOMIALE(A63; 60;0,7;0) qui 

donne p(X =0), puis sélectionner les cellules A63 4 A66, et étendre jusqu’a la 

colonne BI. Quelles formules figurent dans les cellules BI64 a BI66 ? 

6. Représenter, sur le méme graphique, le diagramme en barre des fréquences 

obtenues pour les 200 simulations et la loi de probabilité de X. 

7. Comment s’appelle le phénomeéne qui explique la différence entre la loi de X 

et le diagramme obtenu par simulation ? 

19] DES TRUQUES ? k**| 30 min | > Pp. 353 | 

C’est la féte de l’école et un jeu plait beaucoup aux enfants : on lance deux dés et 

on gagne un bonbon si la somme des valeurs lues sur les dés est supérieure ou 

égale a 7, rien sinon. On se place sous l’hypothése que les dés sont bien équilibrés. 

1. Lubiana lance les dés : quelle est la probabilité qu’elle gagne un bonbon ? 

2. Lubiana a un frére et une sceur, aussi veut-elle gagner trois bonbons (au 

moins). Elle lance les dés cinq fois d’affilée. Quelle est la probabilité qu’elle 

arrive a ses fins ? 

3. Lubiana n’a gagné qu’un bonbon au cours de ses 5 lancers. Etonnée, car elle a 

fait les calculs de la question 2., et dégue (pour ses frére et sceur), elle accuse les 

dés d’étre truqués, ce 4 quoi le maitre répond : « C’est le hasard ! Tu n’as pas eu 

de chance. » Etes-vous de cet avis ? 
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4. Pas convaincue par l’argument, Lubiana observe le jeu tout |’aprés-midi, et 

constate que sur 400 lancers, les enfants ont gagné seulement 202 fois. Elle réi- 

tére son accusation. Qu’en pensez-vous ? 

4 On pourra utiliser la commande = CRITERE.LO!.BINOMIALE, voir Uexercice 8. 

PXi) REPETITIONS *** 15 min |> P. 354 

1. On lance une piéce de monnaie non truquée 10 fois successivement. On gagne 

si on obtient un nombre pair de PILE. Quelle est la probabilité de gagner ? 

2. On répéte n fois ce jeu de fagon indépendante. 

A l’aide du tableur, trouver la plus petite valeur » pour laquelle "amplitude de 

l’intervalle de fluctuation théorique au seuil de 90 % est strictement inférieure a 0,1. 

4 Faire un tableau de valeurs, en fonction de n, de Uamplitude de Uintervalle de 

fluctuation théorique en utilisant la commande = CRITERE.LOI.BINOMIALE. Voir 

savoir-faire 3 et exercice 8. 

24 CONSEQUENCE DU THEOREME 
DE DE MOIVRE-LAPLACE **x* 30 min > P. 355 

Une urne contient une proportion p de boules rouges. On préléve successivement 

n boules, avec remise dans cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au 

toucher. 

1. a. Justifier que la variable aléatoire S, correspondant au nombre de boules 

rouges obtenues (nombre de « succés ») sur cet échantillon de taille n suit la loi 

binomiale de paramétres n et p. 

b. En déduire son espérance et sa variance en fonction de n et p. 

2. La fréquence des boules rouges dans |’échantillon de taille n est la variable 

aléatoire définie par : 

Déterminer |’espérance de F,, et sa variance en fonction de 7 et p. 

3. On admet ici la propriété suivante : Si m est supérieur ou égal 4 30, np et 

n(1— p) supérieurs ou égaux a 5, alors : 

off, <| p- 196, 20=2) (2=P) p+1,96 puee 2} 0,95, 

c’est-a-dire qu’environ 95 % des échantillons aléatoires de taille n fournissent_ 

une fréquence appartenant a | intervalle : 

[p-196| POP P) : p+1,96,) PUP) 2 



A Vaide d’une étude de la fonction définie sur [0 ; 1] par f (x) = x(1- x), retrou- 
ver la propriété moins précise suivante, vue en classe de seconde : si n > 30 et 

0,2 < p<0,8, alors dans plus de 95 % des cas, la fréquence f observée sur cet 

échantillon appartient a |’intervalle 

Commencer par démontrer que f est positive et admet un maximum égal a 7 

atteint pour x5. En déduire une majoration de 196,PC— Pe) en fonction de Vn, 

puis inclusion des intervalles donnés. Conclure aprés avoir vérifié la validité des 

conditions de l'hypothése. 

CONTROLE 

220 LA MANIERE D’UNE ROC ** | 20 min | > P. 357 

n 
1. On rappelle que 4 est égale au nombre de chemins amenant a k succés 

parmi n répétitions d’une épreuve de Bernoulli. 

Soit 1 un entier supérieur ou égal a 1. Démontrer que : 

: n n re sa 
a. Pour tout entier k compris entre 0 et n—1, + = : 

kp AEA +1 

n n 
b. Pour tout entier k compris entre 0 et n, [ 2 = ") 

n — 

15 16 
2. On donne 4 AS) CE : = 5100) 

Déterminer sans calculatrice, et en justifiant : 

(3G) 
SATISFACTION | * | 20 min |> p. 358| 

Un député affirme que 52 % des électeurs lui font confiance. 

1. On fait l’hypothése que ce député dit vrai, c’est-a-dire que la proportion des 

électeurs qui lui font confiance dans la population est p = 0,52. Montrer que 

la variable aléatoire X, correspondant au nombre d’électeurs lui faisant 

confiance dans un échantillon de 100 électeurs pris au hasard, suit la loi bino- 

miale de paramétres n = 100 et p =0,52. 
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Extrait de la loi de probabilité de X 

0123 45 67 8 9 101112131415 161718 19 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 

a. Déterminer graphiquement p(X = 10), puis donner sa valeur exacte. 

b. Vérifier que p(X <10)< 0,05. 

3. Que pouvez-vous répondre a Pierre, au risque de 10 % ? 

QcM ka) 25 min | > P. 359 | 

Pour chaque question, une seule des propositions est juste. 

une bonne réponse donne deux points, l’absence de réponse, 0 point, une 

mauvaise réponse enléve un point. 

En cas de total négatif, la note sera ramenée a zéro. 

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 4 blanches, 3 vertes, 

3 rouges. 

Pour pouvoir tirer une boule de |’urne, un joueur doit miser 3 euros. 

S’il tire une boule blanche, il recoit 6 euros ; s’il tire une boule verte, il ne 

recoit rien ; s’il tire une boule rouge, il regoit 2 euros. 

1. Le jeu est : 

a. favorable au joueur ; b. défavorable au joueur ; c. Equitable. 

2. Le joueur joue 4 parties successives (supposées indépendantes). 

La probabilité qu’il tire au moins une boule blanche est : 

See pa Se 
625 ’ 625 

3. Le joueur joue une cinquieme partie. La probabilité qu’il ait tiré exactement 

deux boules rouges est : 

a.0,3087; b.0,3456;  ¢.0,4. 

4. Un éléve répond au hasard a ce QCM en entourant une réponse pour cha- 

cune des quatre questions indépendamment des autres. Quelle note peut-il 

espérer obtenir ? 

32. 
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CORRIGES 

1. Il y a trois couleurs possibles, donc on ne peut pas se ramener a un modéle 

ne comptant que deux issues : il ne s’agit pas d’une épreuve de Bernoulli. 
2. On a bien deux issues : S « le dé est rouge » et P « le dé est d’une autre couleur », 

P =S. Le choix du dé se faisant de facon équiprobable, la probabilité du succés S 

est : 
nombre de dés rouges_ | 

BP) nombre de dés. 3 

On peut donc modéliser I’expérience par une épreuve de Bernoulli de parameétre 

Bene ye: 

4 Le gain X correspondant est une variable aléatoire dont la loi est donnée par : 

3. Les différentes sommes possibles sont tous les entiers compris entre 1+ 1+1=3 

et6+6+6=18. Il y a donc 16 issues a distinguer. 

On ne peut pas utiliser un modéle de Bernoulli. 

4. Ily a6 x6 x6 = 216 produits équiprobables (distincts ou non), mais on ne s’inté- 

resse qu’au succes S « le produit est égal 4 4 ». On peut donc se limiter aux deux 

issues S et S. 

Les différents produit réalisant § sont 1x1x4;1x4x1;4xixl:;1x2x2; 

2x1x2;2x2x1.Ilyenadonc 6. 

On en déduit qu’il s’agit bien d’une épreuve de Bernoulli de paramétre : 
6 1 

t 216.7 36: 
5. Il y a trois issues a distinguer : on ne peut pas se ramener 4 une épreuve de 

Bernoulli. 

2 1. X suit une loi binomiale de paramétres n = 5 et p = 0,4 donc : 

E(X)=np=5x 0,4 soit, B(X) = 2: 

V(X) =np(1- p)=5x0,4x(1-0,4) =1,2 soit V(X) = 1,2. 

2. La loi de X est donnée, pour tout entier k compris entre 0 et 5, par : 

pix=b)=("|x ph x (1 ip)ir® 

p(X=k)= B x0,4* x 0,65-F, 



100,43 x0,62 =0,23 | 5x0,44x0,6~0,077 

On lit (3) =15; 

2. Lespérance de X est: E(X) =n x p=6x5=3. 

6 
D’autre part, par définition: E(X)= )) kx p(X =k), ob 

k=0 

ncaa (rent (0) 
 -) I 

Cone ee sis 

Loi binomiale - Echantillonnage 

— 335 



336 

On en déduit : 

0x (9)x H+ 1x(9)x2 +2x($)xt+3x(§]x 5 +4x(6]x 
0) 26 1] 26 2)" 76 Bp 36 4} 26 

6 ene +5x(9)x4 +6x(8)x 35 = 3. 

Donc, en multipliant les deux membres par 2° : 

1x(6)+2x(§)+3x(§)+4x(6)+5x()+6x(6)=3x28. 
1 2 3 4 5 6 

La lecture du triangle de Pascal donne bien : 

1x6+2x15+3x20+415+5x6+6x1=192=3x2°, 

1. Lorsqu’on désigne une vache, notons S |’événement « la vache a des taches 

noires et des marron ». Le choix d’une vache de |’exploitation peut donc étre assimilé 

a une épreuve de Bernoulli de paramétre p = p(S). 

Considérons alors les événements B « la vache est blanche », M « la vache a des 

taches marron » et N « la vache a des taches noires ». 

25 % 

B=MUN, donc p(MUN)=1- p(B). 

De plus p(MON)+ p(MUN)= p(M)+ p(N). 
Les vaches étant désignées de fagon équiprobable : 

oe 60. 
p(B)= Too 72> p(M)= a0 SOc pn > =0, 35. 
Alors p(M UN) =1-0,25 = 0,75, et p(M AN) + 0,75 = 0,6 + 0,35, soit : 

P(MAN)=0,95 — 0,75 = 0,20. 

OrS=MNQN, donc p=0,20. 

En répétant 10 fois de maniére indépendante cette épreuve de Bernoulli, on obtient 
un schéma de Bernoulli ; X correspond alors au nombre de succés de ce schéma, donc 

X suit une loi binominale de paramétres n = 10, p = 0,2. 

ene 3) = (1) }x0,2 x (1—0,2)!9-3 =120x 0,23 x 0,87 

p(X =3)~ 0,201. 



[5] la.A chaque lancer, la piéce tombe sur pile avec probabilité p et sur face avec 

probabilité g. Ainsi p + q =1 et par hypothése p = 2g, donc : 

q+ 2q=1¢93q=1e>q=% (done p= 5) 

On en déduit l’arbre pondéré suivant : 

1*" lancer 2° lancer 3° lancer 

ck 
2 3 =P, 
ee : a ce : = eee F 

pee bales 
Poy Peet. 7 == P. 

Je FE, ee 

3 ere E 

2 3} 

B 3 ee 
A Pe 3 eae 

als eae al F, 
3 F, Co 3 is 

=e % oo P, 

b. Les lancers ayant lieu de fagon indépendante, on peut multiplier les probabilités le 

long des branches de cet arbre. Ainsi : 

ee ere i 

p(X =1)= p(P,F,F,)+ p(F,P,F;)+ P(F\F5P3) 

Se eee 
=3x2x(3] nay 

p(X = 2) = p(P,P2F3) + p(PiF>P3) + p(FiP2Ps) 

ee ea 
=3x(5) Ba 5" 

8 2 
p(X =3)= piP,P,P,)= ( = 57 

L’espérance de X est donc : 
I 2 lige ih POS 248 FB lS 

E(X)=0x55+1x9 42x 943X555 9 5" 

E(X)=2. 
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2. Chaque lancer n’a que deux issues : pile ou face. Il s’agit d’une épreuve de 

Bernoulli, dont on considére ici que le succés est d’obtenir pile. 

2 Z 
Donc son parametre est p = 3° 

L’expérience consiste a répéter trois fois la méme épreuve de Bernoulli, de fagon 

indépendante. X désigne le nombre de succés de ce schéma de Bernoulli, donc X suit 

une loi binomiale de parametres n = 3 et p = 3° 

On en déduit la variance de X : 

V(X)=np(1- p)=3xx4 

V(x)=2. 

4 On peut verifier les réponses données a la question. 1. b., puisque pour tout 

entier k compris entre 0 et 3: 

9\k 
(4) x 

© 
p(X=k)=|7 

aS ' jadi , . vs see 
3. On répéte 4 fois la méme épreuve de Bernoulli de paramétre p = 3 de facon indé- 

pendante. Si on note encore X le nombre de succés au cours de ces 4 lancers, X suit 

Be ete ‘ 24 
cette fois une loi binomiale de paramétres n = 4 et p = 3 

2 2 

Ainsi p(X = 2)=(4)x(4) x(5| =6xa= 8. 

[6 | La population d’un bassin d’emploi est suffisamment grande pour que choisir 

100 individus puisse étre assimilé a des tirages indépendants avec remise. Ainsi, si on 

choisit au hasard ces 100 individus dans un bassin ot la probabilité d’étre une femme 

est p = 0,5, on peut assimiler le nombre de femmes a une variable aléatoire X suivant 

une loi de Bernoulli de paramétres n = 100 et p =0,5. Dans 95 % des cas, la fré- 

quence des femmes dans un échantillon de taille 100 doit tre dans l’intervalle 

[0,4 ; 0,6] d’aprés l’énoncé. 

Or la fréquence observée pour l’entreprise A est f, = Loe 0,43. 
100 

0,43 € [0,4 ; 0,6]. 

Donc on ne rejette pas l’hypothése de respect de la parité au seuil de 5 %. 

De méme, lorsqu’on choisit au hasard 1 000 individus, la fréquence de femmes 

appartient, dans 95 % des cas, a |’intervalle [0,469 E Os531) 

460 Or la fréquence observée dans |’entreprise B est fp= 1000 = 

et 0,46 ¢ [0,463 ; 0,531]. 

0,46 ; 



Donc on rejette, au risque de 5 %, I’hypothése selon laquelle l’entreprise B res- 

pecte la parité. 

1. Dans la population du pays, il y a 28 +17 = 45 % d’individus de moins de 
1 m 60. Pour un tirage donné, s’il s’effectue au hasard, il y a équiprobabilité des choix 

de gagnant parmi la population du pays, donc la probabilité que le gagnant mesure 

45 
moins de | m 60 est p = T00 

moins de 1 m60, un tirage constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre 

p=0,45. 

Lorsqu’on répéte 40 fois cette méme épreuve de Bernoulli de fagon indépendante, le 

nombre X de gagnants, c’est-a-dire de succés au cours des n = 40 tirages, suit une 

loi binomiale de paramétres n = 40 et p = 0,45. 

= 0,45. En parlant de succés lorsque le gagnant mesure 

2. Vintervalle de fluctuation 4 95 % par cette expérience aléatoire est E : 2] ou 
Ave Gg) 

n= 40, aest le plus petit entier tel que p(X < a) > 0,025, donc a = 12, et ble plus 

petit entier tel que p(X <b) = 0,975, donc b = 24. 

es 
40° 40} 

Sur l’échantillon de 40 gagnants, la fréquence observée d’individus de moins de 

Im 60est f=tet =F 

C’est donc |’intervalle 

fe FE ; at donc on ne rejette pas, au seuil de 5 %, l’hypothése selon laquelle 

la désignation des vainqueurs s’est faite au hasard. 

3. a. Dans la population totale du pays, il y a 28+ 33=61 % d’individus de moins 

de 30 ans. Par le méme raisonnement qu’au 1., si on choisit 40 individus au hasard 

dans la population, le nombre Y de vainqueurs de moins de 30 ans suit une loi bino- 

miale de paramétres n = 40, p’ = 0,61. Sur tableur, si on saisit la valeur 0 dans la 

cellule Al et =LOI.BINOMIALE(A1; 40;0,61;1) dans la cellule B1, et qu’on étend ces 

formules jusqu’a la ligne 41, la cellule A41 contient le nombre 40 et la cellule B41 

contient 1, résultat de |’instruction = LO!.BINOMIALE(A41; 40; 0,61; 1). 

b. On obtient le tableau des probabilités cumulés p(Y < k) : 
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On en déduit l’intervalle [¢; 2] de fluctuation 4 95 % ; avec a=18, b=30, 
non 

1 18-30 
n= 40, soit E 2 a 

c. La fréquence observée de vainqueurs de moins de 30 ans est f’ = u a es =. 

Or f’¢ Ee at donc ici, on aurait rejeté l’hypothése selon laquelle la désigna- 

tion des vainqueurs s’est faite au hasard au risque de 5 %. 

4 On voit ici deux conclusions différentes pour un méme probleme de désignation 

au hasard. Ce n'est pas choquant : on a utilisé des points de comparaison « a la 

normalité » différents ; la taille dans un cas, lage dans un autre cas. 

1. Si X est une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres n = 30 

x Beak z Dsl 
et p = 0,2, V’intervalle de fluctuation 4 95 % est l’intervalle E : | ou a et b sont 

ion 

les plus petits entiers tels que p(X <a) > 0,025 et p(X <b) =0,975. Dans la 

cellule Al, par exemple, la commande = CRITERE.LOILBINOMIALE(30; 0,2; 0,025) 

renvoie la valeur 2. 

Dans la cellule A2, la commande = CRITERE.LOIBINOMIALE(30; 0,2; 0,975) renvoie 

la valeur 11. 

Zot 
L’intervalle est d intervalle est donc Ft I 

2. Si Pusine respecte son quota de production, lorsqu’on préléve au hasard une dra- 

gée, la probabilité qu’elle contienne une amande (succés) est p= ag = cee 

s’agit d’une épreuve de Bernoulli de paramétre p=0,2. Le nombre de dragées 

produites est si grand que le prélévement de 30 dragées au hasard peut s’assimiler a 

des tirages avec remise indépendants. 

Le nombre X de dragées a |’amande dans un échantillon de 30 dragées est égal au 

nombre de succés obtenus au cours de n = 30 répétitions indépendantes d’une méme 

épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,2. X suit donc une loi binomiale de para- 

metres n = 30 et p=0,2 : Vintervalle de fluctuation théorique 4 95 % est =; 3 4 

sur l’échantillon observé. 

La fréquence des dragées a |’amande est f = a 

8 Zu 
Or 30 © [2 30°73 at donc on ne peut pas rejeter, au seuil de 5 %, l’hypothése selon- 

laquelle la proposition de dragées a l’amande est de 20 % : le contréle est concluant. 



[9 | 1. a. Dans la cellule Al, on saisit 0. 

Dans la cellule B1, on saisit la commande =LOIBINOMIALE(A1;500;0,76;1). On 

sélectionne A1 et B1, et on étend avec la poignée de recopie jusqu’a la ligne 500 : la 

cellule A501 contient la valeur 500 et la cellule B501 contient la valeur 1 

(=LOILBINOMIALE(A501; 500; 0,76;1)). 

b. L’intervalle de fluctuation 4 95 % de la fréquence = ou X suit une loi binomiale 
n 

de paramétres n = 500 et p = 0,76, est l’intervalle E : 2] ou a et b sont les plus 

petits entiers tels que p(X <a) > 0,025 et p(X <b) = 0,975. 

On obtient : 

Donc a = 361 et b = 398, d’ou l’intervalle de fluctuation : 

2 S01, 7398 = [500 500] 
I = [0,722 ; 0,796]. 

2. Si le nouveau café n’influence pas le choix des professeurs, lorsque l’un deux 

prend une boisson, il choisit un café (succés) avec probabilité p = 0,76. Cela consti- 

tue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,76. 

En considérant que les 500 boissons commandées le sont de fagon indépendante, le 

nombre X de cafés commandés suit une loi binomiale de paramétres n = 500 et 

p=0,76. 

Pour |’échantillon de 500 boissons observées, la premiére semaine de 2011, la fré- 

quence des cafés est de f = a = (),70, qui n’est pas dans |’intervalle de fluctuation 

a95 %, donc on doit rejeter, en risque de 5 %, I’hypothése selon laquelle le choix du 

café est indépendant de la nouvelle marque. 

La nouvelle marque de café doit étre mise en cause. 

1. a. Pour chaque tirage, les choix des boules sont équiprobables, donc la pro- 

babilité d’obtenir une des 5 boules blanches parmi les 10 boules de l’urne est de 

nee! 

1052: 
On en déduit l’arbre page suivante. 
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1* tirage 2° tirage 3° tirage 4° tirage 

a 

ace) 
Ie 

wl Oo lw 

i) 
ace! 
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£ £ 

acs! 

EY 

BS 

ide 
D 

: ug i aes 
D), i Li 4 
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B, 1 

1 D B 
1 oy aaa a4 
2 a 2 yea oe 

2 B, pegs 
Pe = 2 B 

Ai ee cent Tg eg 
I TB, 

1 2 

gli a B, 

Z ee ee Pe _- D) i. = Bee |B 
2 if B, va 

2 B, 
B 

L 

ee eh 
2, 7 

On en déduit : ie y br 4 

p(X =3) = p(B,B,B;Ba) + p(B,B, B3B,) + p(B, B2B,B,) + p(BiB,B,B,) 

p(x=3)=4x(1) 
1 

p(X =3)=F. 

b, On répéte quatre fois, de maniére indépendante, la méme expérience pour laquelle 

on a deux issues : le succés, qui consiste 4 obtenir une boule blanche, de probabilité 

P=>» et l’échec, son événement contraire. Il s’agit donc bien d’une épreuve de 

Bernoulli. 

c. X désigne le nombre de boules blanches obtenues au cours des n = 4 tirages, donc 

le nombre de succés de schéma de Bernoulli X suit une loi binomiale de para- 

metres n=4 et p=. 

Ona donc p(X = 3)= () x (1) x ie ASS le 



E(X) =np =4x5=2 et V(X)=np(1- p)=4x4 x41. 
E(X)=2 et V(X) =1. 

2. De la méme maniére, si lorsqu’on tire une boule de l’urne, on appelle succés 

a ie 3 3 : 
« obtenir une boule rouge », sa probabilité est p = ————~ = — I ge », sap ilité est p ewe) 107° Suit une loi 

binomiale de paramétres n = 4 et p = =. 

On en déduit la loi de Y a l’aide de la formule : 

ne=0-()a) bia) 
pour k entier compris entre 0 et 4. 

3. De méme, Z suit une loi binomiale de paramétres n = 4 et p= eee =< 

donc : 

p(Z 2 3) = p(Z =3)+ p(Z =4) 

we ey ISIN fos ef a 
= 3 x 5 x(3| + 4 x (2) x(3| 

Ae ee je howe eee eee oe 

17 

Sous |’hypothése que la désignation des jurés s’effectue au hasard, il y a équi- 

probabilité des choix des individus dans la population dont 79,1 % sont d’origine 

mexicaine. 

Si on appelle succés la désignation d’un juré est d’origine mexicaine, la désignation 

aes ; P ; : 79,1 
d’un juré constitue une épreuve de Bernoulli de parametre p = a =0,791. La 

population du comté est suffisamment grande pour que désigner 870 jurés au hasard 

puisse s’assimiler a 870 « tirages avec remise, c’est-a-dire a 870 répétitions indépen- 

dantes de la méme épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,791. Le nombre X de 

jurés d’origine mexicaine, c’est-a-dire de succés dans ce schéma de Bernoulli, suit 

donc une loi binomiale de paramétres n = 870 et p = 0,791. 
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Lintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence on est alors E ‘ 2] avec 

n= 870, aest le plus petit entier tel que p(X = a) > 0,025 et b le plus petit entier 

tel que p(X = b) = 0,975. 

Avec le tableur, la commande = CRITERE.LOLBINOMIALE(870; 0,791;0,025) donne 

a=664 ; 

la commande = CRITERE.LOILBINOMIALE(870; 0,791; 0,975) donne b= 711. 

ery 664 711 
D’ou lintervalle ES 0° 870 i| 

; Sar 5 ‘ —5o9 664 711]. 
La fréquence de jurés observée dans le procés est f = 370 donc f € ES 0° 870 4 : 

la proportion p d’individus d’origine mexicaine ne peut étre remise en cause, on 

rejette l’hypotheése selon laquelle la désignation du jury s’est faite au hasard au 

risque de 5 %. 

4 L’hypothése serait méme rejetée a des seuils bien plus faibles [utiliser le 

tableau} du fait de la tres forte sous-représentation des jurés d'origine mexicaine. 

1. On suppose le nombre de professeurs disponibles suffisamment grand pour 

qu’en choisir 405 puisse étre assimilé a des tirages indépendants avec remise. Sous 

Vhypothése que le choix des professeurs du réseau d’établissements se fait au hasard 

dans une population dont la proportion d’enseignants noirs est p = ee 0,154, et 100 
si on appelle succes la désignation d’un enseignant noir, le choix d’un enseignant 

constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,154. Le nombre X d’ensei- 

gnants noirs suit donc une loi binomiale de paramétres n = 405 et p=0,154. 

Lintervalle de fluctuation a 95 % correspondant est [¢ : 4 avec n = 405, a le plus 

petit entier tel que p(X <a)>0,025 et b le plus petit entier tel que 

p(X <b) = 0,975. Avec le tableau, dans la cellule Al, on saisit 0, dans la cellule 

BI, on saisit = LOLBINOMIALE(A1; 405; 0,154; 1), puis on sélectionne les cellules Al 

et BI, qu’on étend jusqu’a la ligne 406 avec la poignée de recopie : on obtient le 

tableau des probabilités cumulées p(X < k) pour k entier variant de 0 a 405. Voici 

l’extrait permettant de trouver a et b: 



Ainsi a = 48 et b = 77, d’ot l’intervalle si ily 
405’ 405 | 

A (ee 2 : : 4 ‘ 
La fréquence f = 05 réellement observée au sein du réseau n’appartient pas a cet 

intervalle (elle est trés en dessous), donc on rejette l’hypothése que le recrutement a 

eu lieu sans discrimination en risque de 5 % : on a sous-recruté au sein de la popu- 

lation noire. 

5, 
2. En reprenant le méme raisonnement avec p’ = 100 = 0,057, 1a simulation obte- 

nue dans la colonne C, en étendant la formule =LOIBINOMIALE(A1; 405 ; 0,057; 1) 

saisie en Cl, on obtient a’ = 14 et b’ = 31, d’ou l’intervalle de fluctuation 4 95 % 

ees 
405 ° 405 | 

Comme la fréquence observée est f ail: celle-ci appartient a l’intervalle 
405° 

4 331 

d’Hazelwood au seuil de 5 %. 

| donc on ne peut pas condamner le réseau d’établissements 

1. a. La proportion d’écrans défectueux est f = > =), 315, SOILS7.5 Yo t 

b. Dans la cellule Al, on saisit 0 ; dans la cellule B1, on saisit : 

=LOI.BINOMIALE(A1; 40; 0,23; 1). 

On étend les cellules Al et B1 jusqu’a la ligne 41 : on obtient la valeur 40 dans la 

cellule A41 et la valeur 1 dans la cellule B41 (qui contient 

=LOI.BINOMIALE(A41; 40;0,23;1)). L’intervalle de fluctuation 42 90 % de la fré- 

quence a est [4:2] avec n=40, a et b les plus petits entiers tels que 
n nn 

p(X <a) > 0,05 et p(X <b) > 0,95. 

On donne l’extrait du tableau des probabilités cumulées p(X <k) qui permet de 

trouver a et b. 

5 14 
40’ at 

c. Sous l’hypothése que la proportion d’écran défectueux est de 23 %, si on appelle 

succés le fait que l’écran soit défectueux, tester un écran au hasard constitue une 

On en déduit a = 5 et b = 14, d’ou l’intervalle de fluctuation a 90 %, | 

épreuve de Bernoulli de parametre p = = = 0,23. 
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Le nombre d’écrans produits est suffisamment grand pour que contrdler 40 écrans au 

hasard puisse étre assimilé a 40 tirages indépendants avec remise. Le nombre X 

d’écrans défectueux (de succés dans ce schéma de Bernoulli) suit donc une loi bino- 

miale de paramétres n = 40 et p = 0,23. La fréquence obtenue sur notre lot d’écrans 

est f= - (soit 35 %). 

Or es € E aad 
40 ~L40’ 40 

proportion d’écrans défectueux dans la production totale est bien p=0,23 : le 

contréle ne signale rien d’anormal. 

2. On procéde comme au 1. Dans la cellule Al, on saisit 0, dans la cellule B1, on 

saisit =LOI.BINOMIALE(A1; 400; 0,23; 1), et on étend les deux cellules jusqu’a la 

ligne 401. 

Si Y suit une loi binomiale de paramétres n = 400 et p = 0,23, l’intervalle de fluc- 

| donc on accepte au seuil de 10 % V’hypothése selon laquelle la 

tuation a 90 % de a est E ; 4 avec n = 400, a et b les plus petits entiers tels que 

p(Y Sa)>0,05 et p(Y <b) = 0,95. 

Le tableau donne, 4 107? prés, p(Y <77) = 0,040, p(Y <78) = 0,052, donc 

a=78 et p(Y <105) = 0,944, p(Y < 106) = 0,956, donc b = 106. D’oa I’inter- 

valle Es ] 
~~ 1400” 400 |’ 

we P 28 Le 
La f ce ob st f =—- = —. a fréquence observée est f = 775 = 795 

Or fel S| donc on rejette l’hypothése, au risque de 10 %, selon laquell rit ora j yp q , selon laquelle 

la proportion d’écrans défectueux dans la production globale est de 23 % : le contrdéle 

signale une anomalie au risque 10 %. 

1. On peut se dire qu’a chaque lancer du dé, la tortue a 5 fois plus de chances 

d’avancer que le liévre... ou qu’un dé n’a que 6 faces, donc obtenir 6 a de fortes 

chances d’arriver au moins une fois en 6 coups... Je parierais plut6t sur le liévre 

(mais je connais mes classiques, donc méfiance...) 

2. a. L et T représentent respectivement les numéros de cases du liévre et de la tortue. 

b. A la ligne 6 : TANT_QUE (L <6 et T <6) FAIRE. On lance le dé tant que per- 

sonne n’est arrivé dans la case 6. 

A la ligne 11 : LPREND_LA_VALEUR 6. Si le dé tombe sur 6, le liévre saute dans 

la case 6. 

Ala ligne 15 : TPREND_LA_VALEUR T +1. Sinon, la tortue avance d’une case. 

A la ligne 20 : AFFICHER « La tortue gagne ». La tortue est arrivée a la case 6. 

A la ligne 24 : AFFICHER « Le liévre gagne ». Le liévre est arrivée a la case 6. 

c. Sur une vingtaine de parties, le liévre a gagné 12 fois. Cela conforte ma premiére 
idée. Et chez vous ? 



3. Lalgorithme devient : 

VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

N EST_DU_TYPE NOMBRE 

L EST_DU_TYPE NOMBRE 

T EST_DU_TYPE NOMBRE 

V EST_DU_TYPE NOMBRE 

f EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

V PREND_LA_ VALEUR 0 

POUR N ALLANT_DE 1 A 200 

DEBUT POUR 

T PREND_LA_ VALEUR 0 

L PREND_LA VALEUR 0 

TANT_QUE [(L<6 ET T<6) FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

x PREND_LA_VALEUR floor(random{(}*6+1) 
SI (x==6] ALORS 

DEBUT Sl 

LPREND_LA VALEUR 6 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 

T PREND_LA_ VALEUR T+1 

FIN_SINON 

FIN _ TANT QUE 

SI (T==6) ALORS 

DEBUT_Sl 

V PREND_LA_ VALEUR V+1 

FIN_SI 
FIN POUR 

f PREND_LA VALEUR V/200 

AFFICHER “La fréquence de victoires de la tortue est” 

AFFICHER f 
FIN ALGORITHME 

On observe que la fréquence de victoires de la tortue est généralement comprise entre 

0,28 et 0,38. En tous cas, systématiquement inférieure 4 0,5 : c’est le liévre qui 

semble gagner le plus souvent. 

4. a. Si le 6 n’est pas sorti en 6 lancers, la tortue gagne, sinon, le li¢vre a déja gagné. 

Le nombre maximal de lancers possibles est n = 6. 

b. Le dé est bien équilibré, aussi ses faces sont-elles équiprobables. Chaque lancer, si 

on appelle succés le fait que la tortue avance d’une case, c’est-a-dire que le dé tombe 

sur 1, 2, 3, 4 ou 5, constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 2. Puisqu’on 

répéte 6 fois la méme épreuve de Bernoulli de maniére indépendante, le nombre X de 

succés dans ce schéma de Bernoulli suit une loi binomiale de paramétres n = 6 et 

LS are 

v 
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La tortue gagne si, et seulement si, X = 6. 

7 15 625 ~ 0,335 410-3 pres. —_ a, (Syren (ie aa 

PUR °) 2 (2 46 656 
Cela conforte l’idée que le liévre gagne, en moyenne, plus souvent que la tortue. 

1. Chaque lancer, si on appelle succés le fait que la piéce tombe sur Pile, consti- 

tue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = ae 0,4. Puisqu’on répéte 20 fois la 
10 

méme épreuve de Bernoulli de maniére indépendante, X le nombre de Pile, c’est-a- 

dire de succés dans ce schéma de Bernoulli, suit une loi binomiale de parametres 

n= 20 et p=0,4. 

2. a. La variable P représente le nombre de succés (Pile) 4 mesure que la partie 

se déroule. F représente la fréquence de succés au bout des 20 lancers. i sert a 

numeéroter les lancers (permet d’incrémenter la boucle POUR). 

b. On obtient l’algorithme suivant : 

| VARIABLES 
P EST_DU_TYPE NOMBRE 
f EST_DU_TYPE NOMBRE 
i EST_DU_TYPE NOMBRE 
N EST_DU_TYPE NOMBRE 

V EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

V PREND_LA VALEUR 0 
POUR N ALLANT_DE 1 A 1000 

DEBUT _POUR 

P PREND_LA VALEUR 0 

f PREND_LA VALEUR 0 

POUR i ALLANT_DE 1 A 20 

DEBUT _POUR 

SI {(random()<0.4) ALORS 
DEBUT SI 
P PREND_LA_ VALEUR P+1 

FIN SI 
FIN POUR 

f PREND_LA VALEUR P/20 

Sl (f<0.2 OU f>0.6) ALORS 

DEBUT_SIl 

V PREND_LA VALEUR V+1 

FIN SI 
FIN POUR 

AFFICHER “Le nombre de victoires est:” 

AFFICHER V 

| FIN_ALGORITHME 

3. En 10 simulations, le nombre de parties gagnées varie (chez moi) entre 26 et 47. 

Ainsi, au plus 47 parties sur 1 000, soit 4,7 % des parties donnent une fréquence hors — 

de l’intervalle de fluctuation 4 95 %. On vérifie bien ici que moins de 5 % des 

variables aléatoires suivant la loi binomiale de paramétres n = 20, p = 0,4 ont 

une fréquence a l’extérieur de l’intervalle de fluctuation 4 95 %. 



1. a. Chaque jour, si on décide d’appeler succés |’événement « un garcon est 

désigné », et Echec « une fille est désignée », le choix de l’enfant qui débarrasse la 

table peut étre modélisé par une épreuve de Bernoulli de paramétre p, la probabilité 

qu’un garcon soit désigné. Le choix se faisant de fagon équiprobable, p = 2 (ily a3 

garcons parmi 5 enfants). 

La répétition de cette méme épreuve de Bernoulli, pendant 7 jours, de fagon indépen- 

dante, constitue un schéma de Bernoulli, et si X désigne le nombre de jours ot un 

garcon est désigné, X suit une loi binomiale de paramétres n = 7 et p = 5° 

Son espérance est F(X) = np =7 xZ= = =4.2. 

Ainsi, le nombre moyen de jours ow c’est un garcon qui risque de débarrasser la 

table est 4,2. 

b. Si Y désigne le nombre de jours ov une fille est désignée, X + Y =7. Donc 

E(X+Y)=E(7)=7 

Ainsi E(X)+ E(Y)=7 par linéarité de l’espérance, 
soit E(Y) =7—- E(X)=7-4,2 =2,8. 

Le nombre moyen de jours ou c’est une fille qui risque de débarrasser la table 

est 2,8. 

4 Ce calcul justifie ce que le bon sens prévoyait : les jours oli les garcons ne 

débarrassent pas, c'est aux filles de débarrasser. 

c. Chaque jour, on peut appeler succés l’événement « Cédrik débarrasse la table » et 

échec son événement contraire : cela constitue une nouvelle épreuve de Bernoulli de 

parametre p’ = . et la répétition, pendant 7 jours, de facon indépendante, de cette 

méme épreuve constitue un schéma de Bernoulli. Si Z désigne le nombre de jours ou 

: eas me : 1 
Cédrik débarrasse la table, Z suit donc une loi binomiale de paramétre n = 7, p’ = 5 

Son espérance est donc E (Z) = np’ = Z = 1,4. Onadonc E(Z) = 5E(X) : la répé- 

tition au hasard de la corvée est équitable entre chacun des 3 garcons. 

Le nombre moyen de jours ou c’est un garcon qui risque de devoir débarrasser 

la table est 1,9. 

4 
E(Z)= 7xp témoigne la répartition équitable entre les 5 enfants. 

d. Si on note S; l’événement « un gargon est désigné le jour 7 », l’événement considéré 

peut se noter S, S55. Les désignations sont des expériences identiques et indépen- 

dantes. On a donc p(S,S,5;) = p(S,) x p(Sp) x p(S3) d’aprés le chapitre 6, savoir- 
faire 2.). 
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AlN 
Or, pP(S,) = p(S5) = 2 et P\S:) = 1 — p(S3)= 

2 

2} 2 - 18 _ 9,144, Done p(S,S>S3) = (3 Keane 

2. a. Soit k le coefficient de proportionnalité entre l’4ge et probabilité d’étre désigné, 

alors : 

pp =4k 3 pp =60k; pz =8kK3 pyg=l0k;) ps =12k. 

Or p) + Py + P3 + Py + Ps =1, donc 4k + 6k + 8k + 10k + 12k =1, d’ou 40k = 1 

l 
et kK = —. Donc: 

40 

dk wk. -be S6R =o pee Se See 
Pi =4k=75> P2 = 6k=59> P3 =8kaq P4 = 10k =7, ps =12k= 10° 

b. Un jour donné, la probabilité qu’un garcon soit désigné est : 

ee 1 teMis 
PPLE Pah Ps Gia Stag oe 

Par le méme raisonnement qu’au 1. a., si X désigne le nombre de jours de la semaine 

ot un garcon est désigné, X suit une loi binomiale de paramétre n = 7 et p= =. 

Son espérance (nombre moyen de jours ou un garcon risque d’étre désigné) est : 

15°91 
E(X)=np=7x—=—=4,55. SE UG 3p 

Le nombre moyen de jours ot les garcon risquent de débarrasser est plus grand que 

la semaine précédente : les filles sont gagnantes. 

c. Par le méme raisonnement, Cédrik risque en moyenne de débarrasser la table 

pa! ; : Rite 
nX p; =7X tak a 1,4 jours par semaine : c’est comme la semaine précédente ! 

Au mieux proteste-t-il par « solidarité » avec son grand frére. 

re d : : 3 7 
Pour Daphné, ce risque passe de 1,4 jours (méme raisonnement) an x p4 = ao a 

jours, 

Daphné se réjouit a tort, sauf si elle est contente pour sa petite sceur. 

I. On note E,, « la roue s’arréte au moins une fois sur le secteur bleu au cours 

des n rotations » 

e Alors E est ’événement « la roue ne s’arréte jamais sur le secteur bleu ». 

A chaque rotation de la roue, celle-ci s’arréte sur le secteur bleu (« succés ») avec 

probabilité p= 7 et sur le secteur gris sinon : il s’agit d’une épreuve de Bernoulli 

de paramétre p = 0,25. 

Le jeu consiste a répéter n fois, de maniére indépendante, cette méme épreuve de 

Bernoulli. Le nombre de fois X ot elle s’arréte sur un secteur bleu (nombre de succés) 

suit donc une loi binomiale de paramétres n et p = 0,25. 

Alors p(E,,) = p(X =0)=(1-p)” = 0,75" done : 

p(E,) =1- p(E,,) =1-0,75". 



e On résout alors dans N l’inéquation p(E,,) = 0,99, qui équivaut successivement 

ee 

10,75" = 0,99 

—0,75" = -0,01 

0,75" ==0;01- 

Or 0<0,75 <1, donc la suite géométrique (0,75”) est décroissante. Or en 
neN 

construisant le tableau des termes consécutifs de cette suite a la calculatrice (voir 

chapitre 4), on obtient 0,75° ~ 0,100 1 4 10-4 prés et 0,759 ~ 0,075 41074 prés, 

donc : 

0,75" <0,0lenzZ=9. 

Le plus petit entier n tel que la roue s’arréte au moins une fois sur le secteur bleu 

avec une probabilité supérieure a 0,99 est donc n = 9. 

10 t0=2 2. p(X =2)=| |x 0,25? x(1—0,25)!9-? = 45 x 0,25? x 0,758 donc : 

Pz ~ 0,282 4 10 pres. 
3. Sous l’hypothése que la roue est bien réglée, si on appelle succés le fait que la roue 

s’arréte exactement deux fois sur le secteur bleu, chaque jeu constitue une épreuve de 

Bernoulli de paramétre p, = 0,282. 

Le nombre de succés Y, si on répéte n fois ce méme jeu de fagon indépendante, suit 

donc une loi binomiale de paramétres N = 200, p, = 0,282. 

Lintervalle de fluctuation théorique a 95 % est 4 : 2) avec a = 44, le plus petit 

entier tel que p(X <a)>0,025 et b=69, le plus petit entier tel que 

44 69 
= —— p(X <b) = 0,975. Cet intervalle est donc ea 500 20 aaa 

: 2 3c 45 
La fréquence observé sur notre expérience est f = 300° 

44 69 
200 ’ 200 

la roue est bien réglée, au seuil de 5 %. 

Elle appartient a l’intervalle | aI, donc on ne rejette pas ’hypothése que 

Lintervalle de fluctuation théorique a 90 % est E ; 4 avec a’ = 46, le plus petit 

entier tel que p(X <a’)>0,05 et b’=67, le plus petit entier tel que 

46 <7 | 
p(X <b’) = 0,95. Cet intervalle est donc Eat 500 

45. 46 67 
200° 200 ’ 200 

rejette au risque de 10 %, I’hypothése que la roue est bien réglée. 

La fréquence observée, | donc on n’appartient a |’intervalle 

4 On vérifie ici le fait qu'on élimine davantage d’échantillons au seuil de 10 % 

qu’au seuil de 5 %. 
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1. Dans la cellule A62, la somme se calcule avec la formule = SOMME(A2: A61). 

La commande =ENT(ALEA( )+90,7) renvoie la valeur | avec probabilité 0,7 et 0 

le reste du temps, donc simule une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,7 si 

l’on convient que le succés consiste a obtenir 1. 

4 Dans cette formule, $A62 : $GR62 désigne la plage de cellules a examiner et 

A63 contient la condition a vérifier. Si une cellule de la plage est égale a Aé3, alors 

elle est comptabilisée (NB). 

Notons x le nombre de | obtenus. Il y a donc 60 — x fois le chiffre 0 et la somme des 

valeurs vaut x x 1+(60-x)xO=x. 
Cette somme est donc égale nombre de succés lorsqu’on a répété 60 fois, de maniére 

indépendante, la méme épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,7 : c’est bien une 

simulation d’une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de paramétres 

n= 60 et p=0,7. 

2. Dans la cellule GS62, on saisit = MOYENNE(A62:GR62). Ce calcul correspond a 

la moyenne de 200 valeurs de la variable aléatoire X. La valeur obtenue est proche de 

42, l’espérance de la variable aléatoire X : E(X) = np = 60 x 0,7 = 42. 

3. Dans la cellule A64, il faut saisir = NB.SI($A62: $GR62; A63). 

4, Dans la cellule A65, il faut saisir = A64/200. 

5. Les cellules BI64, BI65 et BI66 doivent respectivement contenir les formules 

=NB.SI($A62:$GR62;BI63), =Bl64/200 et =LOI.BINOMIALE(BI63; 60;0,7;0). 

Tous ces résultats sont d’ ailleurs égaux ou proches de 0. 

6. On sélectionne les cellules A63 4 BI66, puis avec |’assistant graphique : 

Etape | : on choisit le type « Colonne ». 

Etape 2 : on s’assure d’avoir coché « Séries de données en ligne », « Premiére ligne 

comme étiquettes ». 

Etape 3 : on supprime la série nommée Ligne 64. 

Etape 4 : on termine avec le titre du graphique. 

Comparaison enre les fréquences obtenues par simulation et la loi de X 

13°57 9 11 13 1517 18 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39.41 43 45.47 49 5] 93.5997 50 
0 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44.46 48 50 52.54.56 58 60 

7. C’est la « fluctuation d’échantillonnage » qui explique cette différence entre la 

loi de X, répartition théorique des fréquences, et les fréquences observées sur un 

échantillon. 



1. On peut modéliser le résultat du lancer de deux dés par des couples (i; j) ot 

i et j sont des entiers compris entre | et 6 sous l’hypothése que les dés sont bien 

équilibrés, ces couples sont équiprobables. Calculons les différentes sommes pos- 

sibles a l'aide d’un tableau a double entrée : 

Il y a donc 21 couples favorables a l’événement « obtenir une somme supérieure ou 

égale a 7 » pour 36 couples équiprobables possibles, donc sous I’hypothése que les 

dés sont bien équilibrés, la probabilité que Lubiana gagne un bonbon 
é! 

est p = ae SE £5612 

2. Un lancer constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre s si on décide d’ap- 

peller succés |’événement « le bonbon est gagné » (c’est-a-dire « la somme obtenue 

est supérieure ou égale a7 »). En répétant 5 fois de maniére indépendante cette méme 

épreuve de Bernoulli, cela constitue un schéma de Bernoulli et le nombre X de succés 

(de bonbons gagnés) suit une loi binomiale de paramétres n = 5 et p = 

p(X > 3) = p(X =3)+ p(X =4)+ p(X =5), 

= (5) (i) ~<a) +(3)<C) =C) +(8)*() «ta px=3)=(3)x(5) ea 0). Maen |S) had 
PUSS eer aes Shee ele a 

125 
_ 162582 _ 27097 
= 948832 41472 

p(X = 3) =~ 0,653 a 10°? pres. 

12° 

3. L’intervalle de fluctuation théorique a 95 % de la fréquence 2 est E : 2] ou a 

est le plus petit entier tel que p(X <a) > 0,025 et b le plus petit entier tel que 

p(X <b) 20,975. 

Sur tableur, l’instruction = CRITERE LOLBINOMINALE(5 ; z ;0,025} renvoie a= 1 

et l’instruction = CRITERE LLOLBINOMINALE(5; 7 :0,975] renvoie b=5. 

L’intervalle est donc E 2 
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: ; : aa | 
La fréquence observée pour les gains de Lubiana est f = , qui appartient a E : 1} 

donc on ne peut pas rejeter l’hypothése au seuil de 5 % que les dés sont bien 

équilibrés : la réponse du maitre est correcte. 

4. On répéte 400 fois de maniére indépendante, cette méme épreuve de Bernoulli de 

parametre p = > Le nombre Y de succés suit donc une loi binomiale de parametres 

7 N 2400 cp = 
AD 

Comme en 3., ’instruction = CRITERE LOLBINOMINALE(400; 4 :0,026] renvoie 

la valeur 214 et l’instruction = CRITERE LOLBINOMINALE (400 : 2a : 0,975) renvoie 
12 

la valeur 253. 

Lintervalle de fluctuation théorique a 95 % pour la fréquence x est donc : 

[zis 293) 
400 ’ 400 | 

La fréquence observée par Lubiana étant de an 

valle, on peut rejeter au risque de 5 % I’hypothése selon laquelle les dés sont bien 

équilibrés : son accusation semble fondée ! 

, qui n’appartient pas a cet inter- 

y On ne peut jamais écarter de maniére certaine une hypothese. Les enfants 

n'ont peut-étre pas eu de chance pendant tout l'apres-midi. 

1. Au cours d’un lancer, on appelle succés le fait que la piéce donne PILE : cela 

constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre p = : (piéce supposée bien équili- 

brée). Lorsqu’on répéte 10 fois cette méme épreuve de facon indépendante, le 

nombre X de succés dans ce schéma de Bernoulli suit une loi binomiale de paramétres 

n=10 et p= 5. Alors 

p(X est pair) 

= p(X =0)+ p(X = 2)+ p(X = 4)+ p(X = 6) + p(X =8)+ p(X = 10) 

0 1 

=(0)}*C3) =(2) +(2)G) *G2) +(2)«G) «Gy 
CE )x(a) (3) +(2)*G) «Gy +(18) 6) «Gy 

1 10 
bs pea: is =(5] x4 45 4 210 210 4S + Dietoig 6 leas: 

p(X est pair) = > 



4 6 evenements sont favorables a « X est pair » pour 11 valeurs possibles pour X, 

mais elles ne sont pas équiprobables, ce qui explique que p(X est pair) soit diffé- 

6 rent de 7 ! 

2. Pour n répétitions indépendantes de cette méme épreuve de Bernoulli de paramétre 

p= > le nombre Y de succés suit une loi binomiale de paramétres n et p = 5 = 0,5. 

Lintervalle de fluctuation théorique a 90 % est l’intervalle FE : 2] ou a et b sont les 
n 

plus petits entiers tels que p(Y <a) > 0,05 et p(Y <b) = 0,95. 

Son amplitude est donc EGER 
ee 3 n 

Sur tableur, on saisit dans la cellule Al la commande =1 comme premiére valeur de 

n, et dans la cellule B1, la commande : 

=(CRITERE .LOI.LBINOMINALE(A1; 0,5; 0,95) 

— CRITERE.LOI.BINOMINALE(A1; 0,5; 0,05))/A1. 

On étend les deux cellules Al et B1 (qui contiennent toutes deux la valeur 1) jusqu’a 

la ligne 262, premiére fois ot l’amplitude passe sous la valeur 0,1. Ainsi, n = 262. 

[21] 1. a. Les boules étant indiscernables au toucher, chaque boule peut étre tirée de 

maniére équiprobable, la proportion de boules rouge étant p, si on appelle succés le 

fait d’obtenir une boule rouge, un tirage constitue une épreuve de Bernoulli de para- 

metre p. 

Les n tirages se faisant avec remise, on répéete n fois la méme épreuve de Bernoulli 

de fagon indépendante, ce qui constitue un schéma de Bernoulli. Le nombre S,, boules 

rouges obtenues, c’est-a-dire le nombre de succés, suit donc une loi binomiale de 

parametres n et p. 

4 Voir cours Il.1. et 3. 

b. E(S,,)=np et V(S,,)=np(1- p). 
2. Par linéarité de l’espérance : 

iS) 
E(F,) - (=) = E(t x s,] = ' * E(S,) car : est une constante. 

oO ° S Q Ss 
Cae wa 

Il 
> | 

x S I » 
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4 Voir cours, chapitre 6, II.2. 

3. Pour tout x €[0; 1], f (x) = x(l- x) =—x? +x. 
e /"¢ méthode : 0 <x <1 donc 1—x =0 et x(1— x) =0: f(x) =0 sur (0; I]. 

2 
De plus, f (x) = (x - 5] + ; (forme canonique). 

x=Se(0; 1]. 
2 

Pourtant x € [051], (x- 5) > 0, donc f()<4 et f(x)=te 

Donc le maximum de f sur [0 ; 1] est ; , atteint pour x = 5 

© 2¢ méthode : f est dérivable sur [0 ; 1] et f’ (x) =—2x +1. 
On en déduit le tableau de signes de f’ puis de variations de f. 

f est affine de coefficient directeur 

a==2<0. 

Donc f est positive sur [0 ; 1] et son maximum est ‘, atteint pour x = . 

La fonction g : x }) \/x(1— x) est donc bien définie sur [0 ; 1] et comme la fonction 

racine carrée est croissante sur [0 ; + e0[, le maximum de g est \3 = *, atteint pour 

x=. 
4 

Donc, pour tout p €[0; 1], ./ p(1- p) ea 

Donc pour n > 30 et 0,2 S$ p<0,8, p €[0; 1], donc : 

| 2p) = [2 Sik pee hp By on 5 

Ainsi 0 < 1,96 Beay) — 

SIS 

ou 
0 <1,96 

1 
= oe ire 

“i es — 

Donc lintervalle I, -| p= 1.964 Pl P) p96 | PD) est inclus dans 
n 

oe 



l’intervalle [ ee Joi eh done: 

Aha c[p— Juin Tel > a Pn Tn) 
Or 0<30<n et 0<0,2< pX0,8, donc 30x 0,2 <np, soit np 2625 et 

1— p=0,2>0, donc n(1—- p)=6=5. 

La propriété donnée dans l’énoncé s’applique, donc p(F,, €I,,) = 0,95. 
On en déduit (méme s’il s’agit d’une sca : 

o| Fy |p fob 4a ]}= 095. 

+1 
[22] 1. a. fc = ) désigne le nombre de chemins amenant k + 1 succés au cours des 

n+ | répétitions de l’épreuve de Bernoulli. Pour obtenir k + | succés : 

e Soit la derniére répétition améne un succés et les n répétitions précédentes compor- 

n 
taient k succés. Cela correspond a 4 branches. 

® Soit la derniére répétition améne un échec, et les n répétition précédentes compor- 

n 
taient déja les k + 1 succés. Cela correspond a * branches. 

4. 

om (06) 
b. ( 2 a correspond au nombre de chemins amenant n — k succés au cours des n 

n — 

répétition de l’épreuve de Bernoulli. Ces chemins sont aussi ceux qui aménent a 

etn n 
—(n—k)=k échecs au cours de ces n répétitions : ils sont au nombre de ( ,) (par 

symétrie de la définition entre échec et succés). Donc : 

(na) Ut n-k} \k/ 

2. a. wee . }=(2). Drapes 1.b. avec n=15 et p=3: 
12 i 3 3 

15'\'s (15) =458. 

if d’aprés 1. a. avec n=15, p = 2. 

Donc C) = () - () = 560 — 455 soit : 

15 (5) os, 

> 
RS Ywa 
ee 

+ 

— 

WON Sees 

\ 
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[23] 1. Choisir un électeur au hasard, si on appelle succés le fait qu’il fasse confiance 

au député, constitue une épreuve de Bernoulli de parametre p = * = 0,52. 

On suppose que le nombre d’électeurs est suffisamment grand pour que constituer un 

échantillon de 100 électeurs puisse s’assimiler 4 100 tirages indépendants successifs 

avec remise. 

Le nombre X d’électeurs faisant confiance au député, c’est-a-dire de succés dans le 

schéma de Bernoulli, suit donc une loi binomiale de paramétres n= 100 et 

p=0,52. 

2. a. p(X < 41) < 0,025 et p(X < 42) > 0,025, donc a = 42. 

p(X S61) <0,975 et p(X < 62) = 0,975, donc b = 62. 

42 al 

100 ’ 100 

; 1 1 é 
L’intervalle + est égal a | 0,52 -——— ; 0,52 + ——— |], soit lp-J Ce a : 100 Tis 
[0,42 ; 0,62] : : ils sont identiques. 

3.Si f €[0,42 ; 0,62], on ne rejette pas l’hypothése au seuil de 5 %. 

Sifé a 42 ; 0,62], on rejette ’hypothése au risque de 5 %. 

b. C’est Vintervalle b 2 | Soi | 
non 

4ic f= 0 & [0,42 ; 0,62], donc on peut considérer, au seuil de 5 %, l’affir- 

mation du phe comme exacte. 

1. Sous ’hypothése que les voisins donnent bien leur bonbon au hasard, chacun 

des trois enfants regoit le bonbon avec la probabilité 7 Une visite, si on appelle 

succés le fait que Pierre recoive le bonbon, constitue donc une épreuve de Bernoulli 

de paraméetre p = 7 Le nombre X de bonbons recus par Pierre, c’est-a-dire de succés 

au cours de 50 répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli, suit donc 

une loi binomiale de paramétres n = 50 et p = a 
3 

2. a. On a graphiquement p(X = 10) ~ 0,016. 

Ee ( Apa 50) (1)! /2\40 

En fait p(x =10)=( 79) (5) 5 ae me (3) (5) 

p(X = 10)=($9 }x 20, 015.7 & 10-4 pres, 
b. p(X = 10) = p(X =0)+ p(X =1)+...+ p(X =10). 

Or, par hypothése p(X = k) < 10-4 pour k = 0,1, 2,3 et 4; 
graphiquement p(X = k)<0,005 pour k = 5, 6,7 et 8; 
p(X =9)<0,01 ; p(X = 10) ~ 0,016<0,017. 
Done P(X <10)<5x0,0001+4x 0,005 + 0,01 +0,017 < 0,05. 



50 

n=50, aet b les plus petits entiers tels que p(X <a) > 0,05 et p(X <b) = 0,95. 

3. Vintervalle de fluctuation 4 90 % de la fréquence at est l’intervalle E ; 4 avec 
nn 

D’aprés 2. b., a > 10. Or, la fréquence observée chez Pierre est f = = donc cette 

fréquence n’est pas dans | ’intervalle de fluctuation 4 90 % : on rejette l’hypothése, au 

seuil de 10 %, selon laquelle la distribution s’est faite au hasard. On conseillera 4 

Pierre de changer de déguisement l’année prochaine au risque 10 %. 

[25] 1. Les boules sont indiscernables au toucher, donc les tirages sont équiprobables. 

Si X désigne le gain algébrique , sa loi de probabilité est : 

x, len €) 

ei P(X =x,) = 
0 

Lespérance du gain est E(X)=-3x0,3+(-1)x0,3+3x0,4=0. Le jeu est 
donc équitable : réponse c. 

2. Si pour un tirage, on appelle succés |’événement « la boule tirée est blanche », on 

peut modéliser chaque tirage par une épreuve de Bernoulli de paramétre 
4 

10 
X le nombre de boules blanches tirées au cours de ces 4 répétitions indépendantes 

d’une méme épreuve de Bernoulli, X suit une loi binomiale de paramétres n = 4 et 

p=0,4, et p(A)= p(X = 1). 

0,3 
3 
79 703 

say 

= 0,4. Si A désigne l’événement « au moins une boule tirée est blanche », et 

Or p(X =1)=1- p(X =0) et P(X =0)=(1-0,4)' = 0,64 = Sh. 

Sie sat 
Donc p(A)=1 605 = 625 reponse b. 

3. Si, pour un tirage, on appelle succés |’événement « la boule tirée est rouge », on 

obtient une épreuve de Bernoulli de parametre p = 10 0,3. Si Y désigne le nombre 

de boules rouges obtenues en répétant 5 fois cette méme épreuve de Bernoulli de 

facon indépendante, Y suit une loi binomiale de paramétres n = 5 et p = 0,3. 

5 
Aansi P(y-=2) = Ee }x0? x (1- 0,3)? ? =10 x 0,32 x 0,73 = 0,308 7 : 

réponse a. 

4. Pour chaque question, on appelle succés l’événement « choisir la bonne réponse ». 

Le choix se faisant de fagon équiprobable, la probabilité de choisir la bonne réponse 

me 1 
pour 3 propositions est donc p = 3° 

; erie . I 
L’éléve répéte 4 fois cette méme épreuve de Bernoulli de parametre q = 3° de 

maniére indépendante, donc le nombre X de bonnes réponses obtenues suit une loi 

1 
binomiale de paramétres n = 4, p = 3" 

Loi binomiale - Echantillonnage 
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Ainsi, pour tout entier k compris entre 0 et 4: 

rroo-(e) 3-6 8 
D’oiu la loi de probabilité de X : 

Or X = 0 apporte 0 x 2 = 0 points, enléve 4 x 1 = 4 points soit un gain de —4, donc 

ramené a 0 ; 

X =1 apporte 1x2 =2 points, enléve 3x1=3 points soit un gain de —1, donc 

ramené a 0 ; 

X =2 apporte 2 x 2 = 4 points, enléve 2 x 1= 2 points soit un gain de 2 points ; 

X =3 apporte 2 x 3 = 6 points, enléve 1 x 1 = 1 points soit un gain de 5 points ; 

X = 4 apporte 2 x 4 =8 points, enléve 0 x 1=0 point soit un gain de 8 points. 

Ainsi la loi du gain G est donnée par : 

L’espérance du gain est : 

OM a ee E(G)=Ox gr +2x gr t5xX gr t8x ae 

96.7320; 
=>, : réponse a. E(G)= 3-99 ° 
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Vecteurs du plan 
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JUTE 

MM GEOMETRIE NON NECESSAIREMENT REPEREE 

1. Rappels 

@ Egalité de deux vecteurs 

Deux vecteurs AB et CD sont égaux si, et seulement si, ABDC est un parallé- 

logramme. 

4 e AB et CD sont des représentants d'un méme vecteur que l'on peut alors 

noter u. 

e AA, BB... sont des représentants du vecteur nul 0. 

= Milieu d’un segment 

Lest le milieu de [AB] si, et seulement si, IA + IB = 0. 

® Relation de Chasles 

Pour tous points du plan A, B et C: AB+ BC=AC. 

2. Vecteurs colinéaires 

® Définition 

On dit que les vecteurs i et V sont colinéaires s’il existe un réel A tel que u = AV. 

= Conséquences Ae 

* (AB)//(CD) si, et seulement si, AB et CD sont colinéaires. 

* Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont 

colinéaires. 

3. Expression en fonction de deux vecteurs non colinéaires 

= Théoreme 

Soient u et ¥ deux vecteurs non colinéaires. 

Alors tout vecteur du plan s’écrit, de maniére unique, comme combinaison 

linéaire de u et de v. 

4 Autrement dit, pour tout vecteur AB, il existe un unique couple de réels (a; f) 

tel que AB= au +Bv. 
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BiG GEOMETRIE REPEREE 

@ Propriété 

Le triplet (O Te j) est un repére du plan si, et seulement si, i et j sont des 

vecteurs non colinéaires du plan. 

Dans tout ce paragraphe, on se place dans un repére du plan (O oe j). 

1. Condition de colinéarité 

& Propriété 1 

Soient w(x; y) et V(x’; y’) deux vecteurs du plan repéré. 

u et V sont colinéaires si, et seulement si, xy’ — x’y = 0. 

2. Vecteur directeur d’une droite 

® Définition 

Soit d = (AB) une droite du plan, et # un vecteur non nul. 

On dit que uw est un vecteur directeur de d si les vecteurs u et AB sont colinéaires. 

© Toute droite paralléle a l’axe des ordonnées admet pour vecteur directeur j. 

® Toute droite paralléle a axe des abscisses admet pour vecteur directeur /. 

e@ Si u est un vecteur directeur de d, alors les vecteurs directeurs de d sont les 

vecteurs de la forme Au, A#0. 

@ Propriété 2 

Soit d la droite affine d’équation réduite y = mx + p. 

Alors ii(1; m) est un vecteur directeur de d. 

@ Propriété 3 

Soit d la droite passant par A et de vecteur directeur uw. 

Soit M un point du plan. 

M ed si, et seulement si AM et di sont colinéaires. 

3. Equation cartésienne d’une droite 

= Théoréme-définition 

Soit d une droite du plan. On appelle équation cartésienne de d toute équation de 

la forme ax + by +c = 0, ot a, b et c sont des réels tels que (a ; b) # (0; 0). 

y | Toute droite du plan admet une infinité d’équations cartésiennes. 



SAVOIR-FAIRE 

1. Utiliser la relation de Chasles pour exprimer AM 
en fonction de AB et AC 

On dispose initialement d’une relation entre des vecteurs formés par les 

points A, B, C et M. 

On commence par introduire le point A dans chacun des vecteurs, en appli- 

quant la relation de Chasles. 

On fait apparaitre les vecteurs AM, AB et AC en utilisant les égalités : 

MA = — AM, BA =—AB, CA =—AC. 

On distribue, puis on isole AM. 

EXEMPLE : Soit M un point défini par : ; 

ee MA +2BM—-—5MC=BC. 

Exprimer AM en fonction des vecteurs AB et AC. 

Introduisons le point A: 

BM = BA + AM et MC=MA + AC et BC=BA+ AC. 
Faisons apparaitre les vecteurs AM, AB et AC: 

BM =—AB+AM et MC =—AM+AC et BC =—AB+ AC. 
On a donc : 

MA +2BM -5MC=BC 
= MA +2(-AB+AM)-5(—AM + AC) =-AB+ AC 

<= —AM-2AB+2AM+5AM -5AC =- AB+ AC 

= 6AM = AB+6AC 

S AM = 2AB+AC. 

4 Attention : Ne pas oublier les parentheses lorsqu’il y a un coefficient devant 

le vecteur auquel on applique la relation de Chasles. 

2. Représenter u+V et Au 

e Pour construire le point B tel que AB=i+¥, on part du point A et on 

dispose « bout a bout » un représentant de u et un représentant de v. 

e Pour construire le point D défini par CD = AB, on trace la parallele a 

(AB) passant par C, puis on y place le point D de sorte que les vecteurs AB 

et CD soient de méme sens si A > 0, de sens contraire si A <0, puis que 

=|A| x AB. 

© 
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EXEMPLE : Soient A, M, N et P des points du plan. u = MN et 7 = MP. 

A N 

Vv 
M 

Construire les points B, C définis par AB=a+v, AC=-2y. 

e Construction du point B : 

B 

S| 

VM 

e Construction du point C défini par AC =—2MP. 

On trace la paralléle 4 (MP) passant par A. 

AC et MP doivent tre de sens contraire avec AC = 2MP. 

s A 
*Sy, N ~ 

< 

4 Pour placer le point C avec exactitude, il suffit ici d’observer le quadrillage. 

3. Démontrer le parallélisme ou l’alignement 

Pour démontrer que (AB) et (CD) sont paralléles : 
On choisit deux vecteurs non colinéaires du plan u et ¥, qui semblent avoir 

un role central dans |’exercice. On exprime AB, puis CD en fonction des 

vecteurs ui et V. 

On cherche ensuite le réel A tel que AB = ACD. 

Pour demontrer que A, B et C sont alignés, on procéde comme précédem- 

ment avec AB et AC (ou avec deux autres vecteurs formés par ces trois 

points). 



EXEMPLE :Soient ABCD un parallélogramme, E et F deux points du plan tels 

que AE = 3AB et DF= SAD. Démontrer que les points C, E, F sont ali- 

gnés. 

EB 

Exprimons les s vecteurs | CE 3 et CF en fonction de AB et AD: 

e CE=CB+ BE=DA+BE=—AD+BE. 

Or AE = 3AB, donc BE = 3AB— AB=2AB. 
Donec CE = —AD+2AB=2AB-— AD. 

*CF=CD +DF=BA +DF=-AB++AD. 

* Finalement, CE = 2AB— AD et CF =-AB+3AD. 
On remarque que les coefficients obtenus sont proportionnels, et que 

CE ==—2CE. 

On en conclut que les vecteurs CE et CF sont colinéaires, donc que les 

points C, E et F sont alignés. 

4. Déterminer un vecteur directeur 
d’une droite connaissant une équation cartésienne 

La droite d admet pour équation cartésienne : ax + by+c=0. 

e Cas 01 b 40 

Isoler y pour obtenir |’équation réduite de d: y = mx + p. 

u (I : m) est un vecteur directeur de d. 

e Cas ou b=0 

d admet alors une équation de la forme x = k (k € R). Elle est donc paralléle 

a l’axe des ordonnées et j est un vecteur directeur de d. 

© 
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EXEMPLE : Le plan est muni du repére (O ngs j). 

Déterminer un vecteur directeur u de la droite d d’équation 2x —3y+4=0. 

Les vecteurs ¥(—3 ; 2) et wf : 3] sont-ils des vecteurs directeurs de d ? 

© 2x—3yt4=0e9 2xt4=3y eo yasrts, 

u (1 : | est donc un vecteur directeur de d. 

e1x2 4 x (—3) =4 #0, donc u et V ne sont pas colinéaires. 

Vv n’est donc pas un vecteur directeur de d. 

DZD peo a ee reese 
573 x 05 se 0, donc u et w dont colinéaires. 

w est donc aussi un vecteur directeur de d. 

e|lx 

5. Déterminer une équation cartésienne de droite, 
connaissant un point et un vecteur directeur 

La droite d passe par A(x, ; y,) et a pour vecteur directeur u(o ; B). 
Reprendre la condition d’appartenance a d (propriété 3) : 

Déterminer les coordonnées du vecteur AM puis appliquer la condition de 

colinéarité (propriété 1). 

Ecrire la relation ainsi obtenue sous la forme ax + by +c = 0. 

EXEMPLE : Le plan est muni du repére (O ae a 

Soit d la droite passant par A(3;—2) et de vecteur directeur (1; 5). 
Déterminer une €équation cartésienne de d. 

Soit M(x; y) un point du plan. AM (x — 3, y + 2). 

Med © AM et i sont colinéaires. 

= (x -3)x5-(y+2)x1=0 

= 5x-y-17=0 

Donc d admet pour équation cartésienne 5x — y—17=0. 



| EXERCICES D’APPLICATION | 

BFW RELATION DE CHASLES | * | 15 min |> p. 383) 

© 

1. Simplifier au maximum les sommes suivantes : 

a. AB+CA+BC 

b. 2AB+ BC+ BD 

ce. BA-BC 
d. AB—BC+2BD 
2. Dans chacun des cas suivants, exprimer 2AB + BC + BD en fonction de AB 

et AC. 
a. AM +2BA-3CA =0 

b. AM+BC=0 

| c. MB=2-CB 

' d. MA+MB+MC=0 

Vecteurs du plan 

4 Voir savoir-faire 1. 

PA ecauité DE VECTEURS, SOMME DE VECTEURS | * | 15 min |> p. 383 

A E 

C G 

1. Trouver tous les vecteurs égaux a AD. 1 setrtods 

2. Trouver tous les représentants du vecteur u = AB+ AE. 

3. Compléter : 

a. AB nies AD = ev. 
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IEW consTRUCTIONS | x | 15 min |> p. 384] 

1. Reproduire la figure ci-dessus, puis construire les points B, C, D, E définis par : 

AB=i+2¥; AC=ai-w; DA=i-2w; 

AE = Si ; AF=i- 

2. Exprimer AM en fonction des vecteurs i et ¥. 

4 Voir le savoir-faire 2. 

VECTEURS ET TRIANGLE | * | 15 min |> Pp. 384) 

Soit ABC un triangle non plat, et M, N les points définis par : 

BM =< BA et 4NA-NC =6. 

1. Exprimer AM en fonction de AB, puis AN en fonction de AC. 

2. Faire une figure. 

3. Démontrer que les vecteurs MN et BC sont colinéaires. 

5 | VECTEURS ET PARALLELOGRAMMES _** | 20 min |> Pp. 385 

On considére un quadrilatére quelconque ABCD et on appelle I, J, K, L les 

milieux respectifs de [AB], [BC], [CD], [DA]. 
1, Faire une figure. 

2. Démontrer que Ij = SAC. 

y Voir le savoir-faire 3. 

3. Démontrer que le quadrilatére IJKL est un parallélogramme. 

4, Redémontrer le résultat précédent a l’aide d’un théoréme du collége. 



I avestion ve cours | * | 10 min |> p. 386| 

On se place dans le repére du plan (O : i : i 

Soit (d) la droite affine d’équation réduite y = mx + p. Démontrer que ii (I ; m) 
est un vecteur directeur de d. 

WA vecteurs ET pRoITEs | xx | 25 min |> P. 386| 

On se place dans le repére du plan (O ck j). 

Pour chacune des droites ci-dessous, 

1. d, d’équation cartésienne : 3x -2y+6=0; 

2. d, d’équation cartésienne : 2x +5=0 ; 

3. d, d’équation cartésienne : x + y=0 ; 

4. d, d’équation cartésienne : 3x+y=T ; 

déterminer si possible : 

a. un vecteur directeur % dont l’abscisse vaut 1 ; 

b. un vecteur directeur ¥ dont l’ordonnée vaut | ; 

c. un vecteur directeur w dont la somme des coordonnées vaut 1. 

4 Utiliser les remarques du Il.2. 

FEW proites paRALLELES | * | 20 min |> p. 387 

On se place dans le repére du plan (O Le j): On considére les points A (2 ; 5), 

B(-6 y 5) et C(3 ; —2), et le vecteur i(-> 4 ) 

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite A, passant par A et de vecteur 

directeur u. 

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB). 
3. Déterminer, de deux facons différentes, une équation cartésienne de la droite 

(d), paralléle 4 (AB) et passant par C. 
4. Vérifier que A et (OC) sont paralléles. 

FLY avcoriTHme (POINTS ALIGNES) | * | 20 min |> p. 388| 

1. Le plan est rapporté a un repére (O ve j): On considére les points A (1; 3) et 

B(-2; 5). 

On donne |’algorithme page suivante, permettant de tester si le point M(x; y) 

appartient ou non a la droite (AB). 

Vecteurs du plan 

5 



Tester l’algorithme dans les VARIABLES 

cas suivants : x EST_DU_TYPE NOMBRE 

a. M(-5;7); y EST_DU_TYPE NOMBRE 
DEBUT_ALGORITHME 

aM (5 seni) LIRE x 
: LIRE y 
oa) SI (2*[x-1]-[-3]*ly-3]=0) ALORS 

DEBUT_Sl 

AFFICHER "M appartient a (AB)" 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 

AFFICHER "M n'ppartient pas a (AB)" 
FIN_SINON 

AFFICHER " , avec A(1;3} et B[-2;5)" 

FIN_ALGORITHME 
= =! 

2. Comment modifier |’algorithme pour qu’il donne une condition nécessaire et 

suffisante pour que trois points quelconques du plan A(x, ; y4), B(Xg 3 yp), 

M(x; y) soit alignés. 

Fs) coNsTRUCTION DE DROITES | x | 30 min |> Pp. 389) 

Dans le plan muni du repére (O q08 ‘le on considere les droites : 

D, :2x-3y-4=0, Dyix+5+2=0, 
DYIOe ATS =O, “DETSy +1 =Q- 

On note D, la droite passant par A (2 ; —1) et de vecteur directeur u(—2 ; ~7). 
Tracer ces droites dans chacun des cas suivants : 

1. le repére (O ais i) est orthonormal ; 

2. le repére (O : i ; i) est le suivant : 

A U a pour coordonnées (x; y) signifie que U= xi +yj. 



EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

FET parycentRE | ** | 30 min |> p. 390| 

Soient A, B, C trois points non alignés. 

1. Soit D le point défini par AB = CD, et I le point d’intersection des droites (AD) 
et (BC). 
a. Faire une figure 

b. Exprimer le vecteur AD en fonction de AB et AC. 

c. Démontrer que I est le milieu du segment [AD]. 

2. Soit G le point du plan défini par 2GA + GB + GC = 0. 

a. Montrer que 4GA + AB+ AC = 0. 

b. Exprimer AG en fonction des vecteurs AB et AC. 

3. Démontrer que G est le milieu du segment [AI], puis construire le point G a la 

régle non graduée et au compas. 

4 On utilise l’équivalence : 

P milieu de [MN] = MP = 

FP) cLocon DE VON KOCH | ** | 30 min |> P. 391) 

Pour construire la figure ci-dessous, on a construit un triangle équilatéral ABC. 

Ensuite, on a divisé chacun de ses cétés en trois segments de méme longueur. 

Puis on a construit un triangle équilatéral sur le segment du milieu, avant d’effa- 

cer ce dernier. 

= 
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4 Ce procédé, réitéré a Uinfini, donne ce que l'on appelle le Flocon de Von Koch. 

1. Exprimer DB, puis CL, en fonction des vecteurs BC et BA. et 

2. a. Démontrer que les droites (ED) et (BC) sont paralléles. Exprimer alors ED 

en fonction de BC. 

b. En procédant de méme, exprimer LK en fonction de BC. 

3. En remarquant que EK = ED+DB+BC+CL+LK, exprimer EK en fone- 

tion des vecteurs BC et BA. 

4. Démontrer alors que les points E, D, L et K sont alignés. 

13} DEMONSTRATION * | 10 min |> p. 391} 

Lobjet de cet exercice est de démontrer la formule donnant les coordonnées du 

milieu d’un segment. 

Dans un repére du plan (O as j)s on considére deux points A(x, ;y,) et 

B(xp ; yg). et on note I le milieu du segment [AB]. 

1. Rappeler une relation liant les vecteurs IA et IB. 

2. En déduire que OI = 5(OA + OB). 

4 Voir le savoir-faire 1. 

3. En passant aux coordonnées, démontrer que I a pour coordonnées : 

Xx tXp Yat Yp 
D c 2 ; 

FPA couinéarité | ** | 25 min |» P. 392| 

Dans le plan muni du repére (O ai i). on considére les points A (1; 3), 

B(—5; 2) et C(0;-3). 

1. Soit M le point de coordonnées (7 ; t), avec t € R. Déterminer le réel t pour 

lequel : 

a. A, B, M sont alignés ; 

b. (AB)//(CM) ; 

c. CA soit un vecteur directeur de la droite (OM). 

2. Reprendre les mémes questions avec M(t : i): 

4 Le point M(t; t?) appartient a la courbe de la fonction carré (d’équation y = x2). 



ALGORITHME | ** | 20 min |> P. 393) 

Le plan est rapporté 4 un repére (O Sit ids 

Ecrire un algorithme permettant de savoir si le vecteur i (a ; 8) est un vecteur 
directeur de la droite (d) d’équation cartésienne ax + by + c = 0, aet b étant non 
nuls. 

4 Aprés avoir exclu le cas d =0, il faudra distinguer les cas b=0 et b#0. 

FT] Repere LIE A UNE FIGURE | * | 25 min |> p. 394| 

ABCD est un carré. 

ABE et CBF sont des triangles équilatéraux. 

On note I le milieu du segment [AB] et J le milieu du segment [BC]. 

D C 

A I B 

On cherche a savoir si les points D, E et F sont alignés. 

1. Pourquoi peut-on affirmer que le repére (A AB; AD) est orthonormal ? 

2. Donner les coordonnées des points A, B, C, D, I et J dans ce repére. 

a Dire que M a pour coordonnées (x; y) dans le repére (A; AB; AD), signifie que 

AM = xAB+ yAD. 

3. Calculer les distances EI et JF. 

4 Dans un repére orthonormé, la distance entre les points A(x, ; Yq) et B(Xg ; Ya) 

est AB= (%3—%a) +(ve-Ya) : 

4. Déterminer alors les coordonnées des points E et F. 

5. Les points D, E et F sont-ils alignés ? 

* 
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DROITE D’EULER | kx | 35 min |> P. 396 | 

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé (O spy ): 

On considére les points A (—1; 2), B(5; 2) et C(3; 8). 
1. Faire une figure 4 compléter tout au long de l’exercice. 

2. Déterminer les coordonnées des milieux I et J respectivement de [AB] et [BC]. 
3. Déterminer le point D tel quae DA = DB = DC. Comment s’appelle D ? 

4 En notant (x; y) les coordonnées de D, la premiére égalité donne x =2, puis on 

calcule y a l'aide d'une autre égalité). 

4. On note H le point du plan tel que DH = DA+DB+DC. 

a. Déterminer les coordonnées de H. 

b. Démontrer que les vecteurs CH et ID sont colinéaires. 

c. En déduire que la droite (CH) est perpendiculaire a la droite (AB). 

d. On démontre de méme que les droites (AH) et (BC) sont perpendiculaires. 

Qu’en déduit-on alors pour H ? 

5. On note G le centre de gravité du triangle ABC. A laide d’une relation vecto- 

rielle liant les vecteurs CG et GL déterminer les coordonnées de G. 

6. Démontrer que les points D, G et H sont alignés. 

DROITES.CONCOURANTES | x | 25 min |> Pp. 397 | 

Le plan est muni d’un repére (O ae j). 

On considére le quadrilatére ABCD, ot A(0;4), B(-4;-2), C(8;-—4) et 

10 
D(4 3 21 

1. Faire une figure 

2. Démontrer que ABCD est un trapéze 

3. Déterminer les coordonnées du milieu I de [AD], puis du milieu J de [BC]. 
4. Déterminer une équation cartésienne de chacune des droites (AB), (DC) et 
(IJ). 
5. Démontrer que ces trois droites sont concourantes. 

4 On pourra montrer que le point d’intersection de deux de ces droites appartient 

a la troisieme. 

EQUATION CARTESIENNE D'UNE DROITE | xx | 5 min |> p.399| 

Le plan est muni d’un repére (O ae: j). Soit A (a; b) un point du plan, non situé 
sur un axe. 

Démontrer que la droite (OA) admet pour équation cartésienne Bue! = =(). 
a 



20} ENSEMBLE DE POINTS | ** | 25 min |> Pp. 399 | 

Soient A, B, C trois points du plan et k un réel quelconque. 

Soient les points D, E, F, M définis par : 

AD=kAB, AE=kAC, AF=AB+AC et AD=AD+AE. 

1. Faire une figure avec k = 2 puis avec k = -+. 

2. Exprimer AM en fonction de AF. Qu’en déduit-on ? 

3. Quel ensemble décrit M lorsque k décrit R ? Lorsque k décrit [0;+>0[ ? 

Lorsque k décrit le segment [0 ; 1] ? 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

CERCLE ET DROITE _** | 20 min |> P. 400 | 

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O oe j) 

1. Equation cartésienne d’un cercle 

Soit € un cercle de centre OG, : Yo) et de rayon R > 0. 

Démontrer qu’un point M(x ; y) du plan appartient 4 € si et seulement si : 

(x-xg)’ +(y—Yo) = R? (Equation cartésienne de ). 
2. Systeme d’équations paramétriques d’une droite 

Soit @ la droite passant par A(x, ; y,) et de vecteur directeur i (a ; B). 

Démontrer gu’un point M(x ; y) du plan appartient 4 & si et seulement si 

i 
il existe un réel t tel que 

y=y,t+ep 

4 x et y sont exprimés en fonction d'un reel t appele parametre. 

3. Application : Déterminer I’intersection de la droite D passant par A(1; 2) et 

de vecteur directeur (1; 2) avec le cercle € de centre B(1; 1) et de rayon 3. 

PP) aLicNeMENT |** | 15 min |> Pp. 401| 

Soient A, B, C et D quatre points non alignés. 

Soit H le point du plan défini par 2HA — 5HB=0. 

Soit K le point défini par 3KC + 4KD =0. 

Soit G le point défini par 2GA — SGB + 3GC + 4GD = 0. 
On veut démontrer que G, H et K sont alignés. 

C 
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1. Btablir que 2GA — SGB = —3GH. 
2. Etablir que 3GC-4GC =7GK. —__ 
3. En déduire que les vecteurs GH et GK sont colinéaires, puis conclure. 

MEDIANES D’UN TRIANGLE |e! 35 min |> P. 402| 

Soit ABC un triangle non plat. On note I, J et K les milieux respectifs de [BC], 

[AC] et [AB], et P le point d’ intersection de (AI) et (BJ). 
Lobjectif de cet exercice est de démontrer que P appartient aussi a la troisieme 

médiane (CK), et que P est situé « aux deux tiers en partant du sommet ». 

4 Pour cela, on va exprimer différents vecteurs en fonction des vecteurs non 

colinéaires AB et AC. 

1. Puisque P appartient a (AI), il existe un réel o tel que AP = @AT. 

a. Etablir que AB + AC =2Al. 

b. Exprimer AP en fonction des vecteurs AB et AC (1). 

2. Puisque P appartient a (BJ), il existe un réel B tel que BP = BBJ. 

a. Exprimer BJ, puis BP, en fonction des vecteurs AB et AC 

b. En déduire une expression de AP en fonction de AB et AC (2). 

3. En comparant les expression (1) et (2), déterminer les valeurs de a et de B. 

Etablir ensuite que AP = *AB + TAC. 

4. On veut maintenant démontrer que P appartient également a la médiane issue 

de C. 

a. Exprimer CK et CP en fonction des vecteurs AB et AC. 

b. En déduire que les points C, P et K sont alignés. 

4 Les médianes du triangle quelconque ABC sont bien concourantes en un point 

P qui vérifie AP = SA . BP= 2B) et CP=2CK. P s'appelle centre de gravité du 
3 3 

triangle ABC. 



TRAPEZE pk **| 30 min |> Pp. 403 | 

Lobjectif de cet exercice est de montrer que dans un trapéze, qui n’est pas un 

parallélogramme, les milieux de deux cétés paralléles sont alignés avec le point 

d’intersection de deux cétés non paralléles. 

4 Il s‘agit de la généralisation du résultat observe dans l'exercice 18. 

Soit ABCD un trapéze non parallélogramme de bases [AB] et [CD] ; on note I le 
point d’intersection des droites (AD) et (BC), J le milieu de [AB] et K le milieu 
de [CD]. 
1. Faire une figure. 

2. Les points I, A et D étant alignes, il existe un réel k, tel que IA = ky -ID. De 

méme, il existe un réel k, tel que IB= k, Te, 

De plus, les droites (AB) et (DC) étant paralléles, il existe un réel k, tel que 

AB =k, - DC. 
a. Montrer que (k, — k3) ID =(k, —k,)IC. 

Partir de l'égalité AB =k, -DC. 

b. En déduire que k, =k, =k . Quel théoreme de géométrie a-t-on démontré ? 

4 Raisonner par Uabsurde. 

c. Démontrer que = k, IK et conclure. 

PJ aLcorITHME : SYSTEMES D’EQUATIONS | + | 45 min |> p. 404 | 

Partie A : Question préliminaire : 

Dans le plan muni du repere (O;i i; is on considére la droite (d) d’équation 

ax + by =c, (a; b) #(0;0). Démontrer que ¥(—b; a) est un vecteur directeur 

de (d). 

4 Distinguer les cas b#0 et b=0. 

Partie B 

Le but de cette partie est d’écrire un algorithme donnant, s’il y a lieu, l’unique 

solution du systéme (S), d’inconnues x et y : 

a,-xt+b-y=c, . -b.)#(0:0 et da, ,»b,)#(0;0). (Ss rs ot (a, 3 b;) # (0; 0) (ay 4b7) (030) 

o 
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1. Dans le plan muni du repére (O;7 ; j), on définit les droites (d;) et (d,) 

ainsi : 

(d;):ax+b,-y=c, avec (a,;b,)#(0;0), 

(d,):anx+b,-y=e,_ avec (a, 505) # (0,0). 

En remarquant que le couple (x ; y) est solution du systéme (S) si, et seulement 
si, le point M(x; y) appartient a (d,) et a (d,), démontrer que (S) admet une 
solution unique si, et seulement si, a,b, — a,b, # 0. 

2. Dans le cas ott le syst&me admet une unique solution (xp ; Vay démontrer que : 

_ 6 by = enh, PIE GS x Yo= ; 0 0 iy ee 
a, by — and, a by — and, 

4 Resoudre le systeme par combinaisons linéaires. 

3. Que se passe-t-il lorsque la condition n’est pas vérifiée ? 

4. Ecrire un algorithme comportant en entrée a,, b,, C,, a5, Dy, Cy, et indiquant si 

le systeme admet ou non une unique solution, et la valeur de la solution le cas 

échéant. 

5. Vérifier la validité de votre algorithme sur les exemples suivant : 

. [220216 7 men aoe 
; 2 : ; 

=x ys 13 Y 2x=-./3y=-1 

CONTROLE 

EX] question DE cours | * | 15 min | > P. 406 

On se place dans un repére du plan (O i j): 

On considére les vecteurs u(x ; y) et V(x’; y’). Démontrer que a et ¥ sont 
colinéaires si, et seulement si, xy’ — yx’ = 0. 

DROITES *x | 30 min |> P. 406| 
= 

Soit (O i; i) un repere orthonormé. 

On consideére les points : 

MPE3) of). cf:9) oft) « oft OO MREM lee a 23) gan ee 



1. D appartient-il a la droite (AB) ? 
2. Soit (d) la droite paralléle 4 (AC) passant par D. 
a. Déterminer une équation cartésienne de la droite (d). 
b. Déterminer une équation cartésienne de la droite (BC). 
c. Les droites (d) et (BC) sont-elles paralléles ? Justifier. 
d. Déterminer les coordonnées du point F, intersection des droites (d) et (BC). 
3. Déterminer la nature du quadrilatére ADEC. 

CONTROLE 

QcM ** | 20 min | > Pp. 407 

A chaque question correspond une seule bonne réponse. 

E d d, 
1 

se 

T-8--9-10- 14-42 

(D): 2x + 5y+6=0 

1. La droite (OA) a pour équation : 

a. 7x-—2y=0; 

b.2x-T7y=0; 

cri y= 0; 

d.7x+2y=0. 

Vecteurs du plan 
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Un vecteur directeur de (D) est : 

BO22) 
v(2;-5); 

: w(5 5-2); 

ee: ‘{1.-$) 
La droite d’équation cartésienne 2x —7y + 16 =0 est: 

d, ;b. d, ;¢. d, 4. dy. 

La droite A d’équation 3x -4=0... 

passe par l’origine du repére ; 

passe par le point de coordonnées (1; 0) ; 

est paralléle a l’axe des abscisses ; 

d. est paralléle a l’axe des ordonnées. 

29) PROBLEME ** | 25 min |> P. 408 | 

On considére un triangle non plat ABC. 

DN a os 

ie) 

ee Pp RP Ww fo 

Soit D le symétrique de A par rapport a B, E le point défini par CE = 28 : 

et F le point défini par CF = 2AB + =BC. 

1. Faire une figure > et placer les points D, E et F 

2. Exprimer AD, BC, AE, puis AF, en fonction des vecteurs AB et AC. 

3. Soit I le milieu du segment [BC]. Exprimer AI en fonction des vecteurs AB 

et AC. 
4, Démontrer que les droites (ID) et (EF) sont paralléles. 



CORRIGES 

[4 ]1. a. AB+CA + BC =(AB+BC)+CA 

=AC+CA=AA=0. 

b. 2AB+ BC+ BD =(AB+ BC)+(AB+ BD) 

= AC+ AD. 

c. BA—BC =BA+CB=CA. 
d. AB— BC +2BD = AB+CB+2BD 

= (AB + BD) +(CB+ BD) 

= AD+CD. 

2.a. AM+2BA -3CA =0 © AM=-2BA+3CA 

<> AM = 2AB- 3AC. 

b. AM+BC=0 © AM=CB 

<> AM=CA+ AB 

<= AM = AB- AC. 

c. MB = 2CB <= MA + AB = 2(CA + AB) 

© MA = AB-2AC 

«> AM =-—AB+2AC. 

d. MA + MB+MC=0 & MA+(MA+AB)+(MA+ AC) =0 

<> 3MA + AB+ AC=0 

& AB+ AC =3AM 

1 : = 
@ AM = AB+3 AC. 

1. AD = EF = DG = BC. 
=AB+AE ; 
= AB+BD (car AE = BD) 

= AD. + > + +> 

Les représentants du vecteur u sont donc AD, EF, DG, et BC. 

3. a. AB+ AD = AB + BC (car AD = BC) 
= AC. 

b. AB+ DA = ED+DA (car AB= ED) 
=FA. 3 AE. 

c. AB+DA = ED+DA (car AB = FG) 
— FG + GC (car DB = GC) 
= FC(= EB). 

2.u 

“ 
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d. AB+ FG = ED+ DC = EC 

AB + AD+ AE = AB+ BC+ AE 

e. = (AB + BC)+CG 

= AC+CG=AG. 
f. BA+DA+EA =—AB- AD- AE 

=~(AB+AD+ AE) 

=-AG d’aprés e. 

=GA. 

[3] 1. Pour le point D, AD = -DA = —a + 2w. 

2. Construisons le parallélogramme ANMP, dont les cétés ont pour direction celles 

des vecteurs u et V : 

RNA ea ee 
AM = pl i 

1.« BA+ AM =4BA, c'ot AM=_BA soit AM=—1AB. 
° 4NA —(NA + AC) = 0, d’ou : 

3NA -AC=0; 

—AC =3AN ; 
we MU ee 

N=4,AC. 
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2.AC=AB+BC. _ mst in 4 
Exprimons maintenant IJ en fonction de ces mémes vecteurs AB et BC : 
= * aes * di eek + . ae . 

Uj = 1B+ BJ =~ AB+BC=(AB+BC)=> AC. 

3. Il suffit de montrer que Ij = LK. 
—- > - 1 - i — 1 _— 1— 

b= =— —_— =— D =— i LK =LD+ DK = 5 AD + >DC = (AD + DC) == AC 

On a donc U -TK(- 1AC], 

Donc IJKL est un parallélogramme. 

© 
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4. e D’aprés le théoréme des milieux dans le triangle ABC, (IJ) //(AC). 
D’aprés le théoréme des milieux dans le triangle ADC, (LK) //(AC). 
On en déduit que (IJ) //(LK). 
e D’aprés le théoréme des milieux dans le triangle ABD, (IL) // (BD). 
D’aprés le théoréme des milieux dans le triangle BDC, (JK) //(BD). 
On en déduit que (IL) // (JK). 
Le quadrilatére IJKL a ses cdtés opposés paralléles, c’est donc un parallélogramme. 

[ 6 | Soit (d): y=mx+ p. 
e Soit A le point de (d) d’abscisse 0. 
Ya =mx, +p=mx0+ p=0+ p=p donc A(0; p). 

e Soit B le point de (d) d’abscisse 1. 

yp =mx1+ p=m-+ p donc B(1; m+ p). 

e AB est un vecteur directeur de (d), et a pour coordonnées : 

(L-0;m+p-—p)=(l;m). 

En notant i = AB: a (1; m) est un vecteur directeur de (d). 

(7 le dj :3x-2y +620 S2y=3h6s yore 43. 
p 

a.u (1 . 3| est un vecteur directeur de d,. 

b. v = sii a pour coordonnées (3:1). 

ae 3 3 5 2 
c. W | 5K]. Or ai Lee 5k ie i 

Donc w(2 : 3} est un vecteur directeur de d,. 

2. d, est paralléle & l’axe des ordonnées. j (0 ; 1) est un vecteur directeur de d,. 

a. ll n’existe pas de vecteur directeur de d, d’abscisse 1. 

b. ¥ = (051) est un vecteur directeur de (d,). 

c. W = j est un vecteur directeur de (d,). 

3. d,:x+y=0.0rx+y=0 OG y=—x. 

a. U(1;—1) est un vecteur directeur de (d;). 

b, ¥ =—u(—151) est un vecteur directeur de (d3). 

c. Quel que soit le réel k, kui (k ; —k) et k + (—k) = 0, donc il n’existe pas de vecteur 
directeur de d, dont la somme des coordonnées vaut 1. 

4.d,:y=—-3x+t 

a. U(1;—3). 

Da ~3i soit v (-3 - y est un vecteur directeur de d,. 



c. W= kii(k;—3K). Or k+(-3k)=1e-2k = 169 k=—4. © 
Donc w (-$ 4 3| est un vecteur directeur de d,. 

1. Soit M(x; y) un point du plan. 

MeA®& AMet d sont colinéaires. 

Or AM(x—2; y—5) etii(—$ 1) 

Vecteurs du plan 
MeA € (x-2)x1-(y-5)x(-$]=0 9 x-243y-B=0 

extsy-Y=0 (2737-19 = 0). 

A a pour équation cartésienne x + ; y- = 5) = 0, ou encore 2x + 3y—19=0. 

2. Soit M(x ; y) un point du plan. 

M € (AB) & AM et AB sont colinéaires. 

© (x-2)x(-2|-(y-5)x(-8) =0 

5 £9 $8) 40 = 0 Ss y= 31=0, 
2 2 

(AB) admet pour équation cartésienne -3x +8y-—31=0. 

3. 1’ méthode : 

SS Ses 9 of 
(AB) a pour équation réduite y = 16" of 3° 

(d)//(AB) donc (d): y= axt p. 

C e(d) donc y Jee + p fo oe yea ap 
E1626 "°° 16 
P| 39 9 59 

ol p= -2-— = - = Di y=— x= —. d’ot p=-2 6 167 done (@): 16 

Une équation cartésienne de (d) est ae -y- “ = 0, ou encore : 

9x—16y—59=0. 
2¢ méthode : 

AB [-8 : -3) est un vecteur directeur de (d). 

Soit M(x ; y) un point du plan. 

Me (d) © CM et AB sont colinéaires (avec CM (x -3; y+2)) 

© (x-3)(-Z]-(9+2)-8)=0 
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S12 eS Rego 
p) 2 

9 59 
<7 te eye AU. 

9 59 = 
(d)-5x+8y+> =0 ou encore 9x —-16y—59=0. 

NI} oO 
4. Vérifions que OC et ii sont colinéaires : OC (3 ; —2) et i(-3 : } 

3x1-(—2)x bs) ee -3\=3 = 0, 

donc OC et i sont colinéaires. 

D’ot (OC) et A sont paralléles. 

[9] |. a. M(—5; 7) appartient a (AB). 
b. M(5; —7) n’appartient pas a (AB). 
c. M(1;3)=A appartient a (AB). 

2. Soient A(x, : Ya)s Bix, Yp) et M(x; y) trois points du plan. 

A, Bet M sont alignés si, et seulement Sl, AB et AM sont colinéaires. 

Or AB(xp —X,4 3 ¥p — Ya) et AM(x— x, 3 y—Ya). 

Donc A, B et M sont alignés si, et seulement si : 

(x— x4) (vp — Ya) — (pe — Xa) X(V—- Ya) =O. 
D’ot Valgorithme ci-dessous : 

VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

y EST_DU_TYPE NOMBRE 

xA EST_DU_TYPE NOMBRE 

yA EST_DU_TYPE NOMBRE 

xB EST_DU_TYPE NOMBRE 

yB EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE x 

LIRE y 
LIRE xA 

LIRE yA 
LIRE xB 

LIRE yB 
SI ([x-xA]*(yB-yA]-[y-yA]}*[xB-xA]==0) ALORS 

DEBUT SI 

AFFICHER "M appartient a (AB)" 
FIN. Sl 
SINON 

DEBUT_SINON 

AFFICHER "M n'ppartient pas a ah 
FIN_SINON 

| FIN_ALGORITHME 



Déterminons |’ équation réduite des droites D,, D, et D, (les droites affines sont 

celles dont le terme en y apparait dans |’équation). 

e2x—-3y-4=06 yedx-5, D, a pour €équation réduite ysdu-5, 

4 On cherche un point et un vecteur directeur de D, a coordonnées entieéres. 

Avec x = 2, on obtient le point A (2; 0). 

D’aprés le cours, (I : | est un vecteur de D,, donc 3u(3;2) est également un 

vecteur de D,, a coordonnées enticres. 

» 
ve 

D, a pour équation réduite y= —2x—4. 

D, passe par le point de coordonnées (0 ; —4) et a pour vecteur directeur v (0 ; —2). 

ext+=4+2=06 y=-2x-4. 

o5x—15=0o%= a D, est paralléle a l’axe des ordonnées. 

e4y+3=0e y=-5, 

D,, a pour équation réduite y = -3. 

1. Dans un repére orthonormal : 

¥] 
et 

© 
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2. Dans le repére non orthogonal (O Tar J) ; 

b, D’apreés la relation de Chasles, AD = AC+CD. 

Or CD = AB, donc AD = AC + AB. AD = 1AB + 1A€. 

ce. AB = CD, donc ABDC est un parallélogramme dont les diagonales [AD] et [BC] 
se coupent en leur milieu. I est donc le milieu de [AD]. 

2. a. D’aprés la relation de Chasles, GB =GA + AB a GC= GA + AC. Alors : 
2GA + GB +GC= 0 ¢ 2GA +GA + AB+GA + AG =6 

> 4GA + AB+ AG = 0, 
es 



b. On en déduit que AB + AC = —4GA, soit AB+ AC = 4AG. 

1 Pee lane! Diol AG = 7 AB+ 7 AC. 

1 3. AG = 7(AB + AC) eth “4 
I étant le milieu de [AD], on a de plus AD=2AI (2). 

Il découle des égalités (1) et (2) que AG = + (2Al) = SA. 

On en déduit que G est le milieu de { AT]. 

AD (1). 

i. DB= -2BA 4 Cu= =CA = =(CB+ BA) done : 

CL =-3BC+ BA. 

2. a. © Le triangle DEF étant équilatéral, EDF = 60°(= EDB). 

ABC étant équilatéral, ABC = 60°(= DBC). 

(DE) et (BC) sont sécantes a la droite (AB), avec EDB = DBC = 60°. Les angles 

EDB et DBC sont donc alternes internes, et ( ED) //(BC). 

eED= =BC ; (ED) //(BC) et les vecteur ED et BC sont de méme sens donc : 

ons Ges 
ED = 3 BC. 

b. ¢ (LK) et (BC) sont sécantes a la droite (AC). KL] =60° et ACB =60° 

(triangles équilatéraux), donc (LK) //(BC). 
—- 1a. 

°LK=—BC. 

3. EK = ED+ DB+ BC+CL+LK 

= (= 25A)+BC+(-2B¢+2BA t= a a =e -BA|+—BC EK +BC+| >BA|+BC+ z BC+ i 

EK = BC. 

4, ED = = BC s TEK, donc E, D, K sont alignés. 

LK = +BC = LEK, donc L, E, K sont alignés. 

On en déduit que E, K, L et D sont alignés. 

1. IA + IB = 0 (voir cours). 

2. Introduisons le point O 4 J’aide de la relation de Chasles ; on obtient : 

(I0 + OA) +(I0 + OB) =0 

" 
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210 + OA + OB=0. 

OA + OB=20I 

Oi = 5 (OA +OB) 

35 

4 Le point M et le vecteur OM ont les mémes coordonnées (xy; Yi). 

a NIBY pean eee OS | it 
Ol( 47 5-y;) ct z(OA+ OB)(F(x, +Xp)3 5a + va)} 

cr, sae a aT D’ou xX] = et Jy 2 

14] 1. a. A, B, M sont < alignés = AB et AM sont colinéaires. 

Or AB(-6;-—1) et AM(6;¢-—3) dou: 
A, B, M sont alignés <= —6(t — 3) —(—1)x6=0 

= —6t+24=0 

= t=4 (et M(7; 4)). 

b. (AB) //(CM) <> AB et CM sont colinéaires. 

Or CM(7;1 +3) d’ou: 
(AB) //(CM) = —6(t + 3)—(-1)x7=0 

ss =61—11=0 

Sih mer eee @t== (et M(7; 2). 

c. CA est un vecteur directeur de (OM) si, et seulement si, CA et OM sont coli- 
néaires. ee 

Or CA (1; 6) et OM(7; 1), d’ou: 

CA dirige (OM) © 1xt-6x7=0 
 t = 42 (et M(7; 42)). 

2. a. AM(t-1; t2 -3). 

A, B, M sont alignés <> AB et AM sont colinéaires 

<> —6(t? —3)-(-1)¢-1)=0 

& —6t7 +¢+17=0. 

A=1? —4x(-6) x17 = 409 > 0 donc: 

A, B, M sont alignés <> ft = sas 
=12 a3 

te V409 _ 1+,/409 
MNES ha i 6 Sk 



b. CM(t-0; 1? +3) donc : 

(AB) //(CM) © AB et AM sont colinéaires | 

<> -6 x(t? +3)-(-1)x(t-0)=0 | 
€> —6t? +t-18=0. 

o 

A=12-4x(-6)x(-18) =—431<0. 
L’équation —6r7 + t-18 = 0 n’admet pas de solution. 

I n’existe donc pas de valeur de ¢ pour laquelle M(t; t7) vérifie (AB) // (CM). 

Vecteurs du plan c. CA est un vecteur directeur de (OM) 

<> CA et OM sont colinéaires 

1x1? -6xt=0e 2? —6t=0 
= t(t-6)=0 
© t=0 our=6. 

Le cas t = 0 est a exclure, car il correspond a M = O(0; 0). Les points O et M ne 

permettent pas de définir une droite. 

Donc : San 

CA dirige (OM) = t=6 

= M(6; 36). 

4 Visualiser sur le logiciel GeoGebra en placant A, B, C, O et la courbe de la fonc- 

tion carré. Taper dans la barre de saisie f(x) = x2. 

(d): ax + by +c =0 (aet b non simultanément nuls). 

e Si b #0, alors (d) a pour équation réduite y = Se: ae 

; = a 
Un vecteur directeur de (d) est donc ¥ ( wi a) 

Dans ce cas, (a ; B) est un vecteur directeur de (d) si, et seulement, si, i et ¥ sont 

Seine SS GRP eee : a 
colinéaires, c’est-a-dire si, et seulement si, & X (- a) —Bx1=0. 

e Si b=0, alors (d) a pour équation x = 2s (b étant nul, a ne peut pas l’étre), et 

admet pour vecteur directeur j (0 ; 1). 

Dans ce cas, ii (ot ; B) est un vecteur directeur de (d) si, et seulement, si, i et j sont 
colinéaires, c’est-a-dire si, a x1—B x0 =0 soit a= 0. 
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D’ou l’algorithme : 

VARIABLES 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 
b EST_DU_TYPE NOMBRE 
alpha EST_DU_TYPE NOMBRE 
beta EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIREa 
LIRE b 
LIRE alpha 

LIRE beta 

SI (alpha==0 ET beta==0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “erreur” 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
S| ({b!=0) ALORS 

DEBUT_SI 
S| (beta+alpha*a/b==0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “u est un vecteur directeur de d” 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
AFFICHER “u n'est pas un vecteur directeur de d“ 1 

FIN_SINON 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SI 
S| (alpha==0) ALORS 

DEBUT_SI 

AFFICHER “u est un vecteur directeur de d” 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 

AFFICHER “u n’est pas un vecteur directeur de d" 
FIN_SINON 

FIN_SINON 

FIN_SINON 

FIN ALGORITHME 

1. ABCD est un carré, donc AB = AD et BAD = 902, 

Donc (A ; AB; AD) est un repere orthonormal. 

2.¢ AA =0 donc A(0;0). 

e AB=1-AB+0AD donc D(1; 0). 

e AC=AB+BC=AB+ AD done C(1;1). 



e AD = 0AB +1AD donc D(051). to 
Ai=+AB ESO donc 1(4; 0}. 

° Aj = AB+Bi=AB+> AD donc i(135}. 
3. Dans le triangle AEB équilatéral, la médiane (EI) est aussi la hauteur issue de E. 

Donc, d’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle AEI rectangle en I : 
2 

AE? = AI? + IE2, soit 12 = (5) +IE?. 

Vecteurs du plan 

ponte? =1-+=3 am=%3. 

De méme pour (JF), hauteur issue de F du triangle équilatéral BCF : JF = v3 2° 

4 La formule de la distance n'est valable que dans un repere orthonormal. 

4. Comme le repére (A, AB, AD) est orthogonal. 

e El? = (xp = x,)° + (YE -y,) 

3 = 02 —(y, -0)?, d’od y,2 = 
aS ee) 

A= (-2) -4x1x5=3>0. 

L’équation admet deux solutions : 

ia ou xp = 

Ici, xp > 1. 

Done xp = anaes Secw(13y 33} 

5. DE(%p — Xp 3 Yn — Yp): sou DEL 5: as } 

pr(1+%2-0:4-1} eon De[1+ 9-5} 
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(3° identité remarquable) 

iio 
ce’ Ga see 

Donc DE et DF sont colinéaires et D, E et F sont alignés. 

17] 1. 

+ + 
2. i =A5AB vA fae donc (== 242) soit 1(2 ; 2). 

Me to), Ye Ve (23. 2+8 s( “BS: ae }- done U hecome tarsal © \s oit J(4;5). 

3. e DA? = DB?, donc comme le repére est orthonormal : 

(x +1)? +(y—2)? =(x-5)? +(y-2)? 
x? +y2+2x—4y+5=x7 + y* -10x—-—4y+29 12x =24 9 x=2. 

e DB? = DC? & (x —5)* +(y—2)* = (x-3)? + (y—8)?. 
Comme “=2): 

(3) +y*—-4y+4=(- 1) + y? -l6y+64 & 12y=14+64-9-4 

@ Ry=Se yee. 

13 

pis 

4. a. DH = DA+ DB+ DC, donc: 

xy — 2 =(-1-2)+(5—2)+(3-2) 
13 13 13 13\ @ou: 

mu-3 = (2-3) +(2-3]+(8-3] 
y= 73+34+14+2=3 

ie et H(3 
wl 2Xa = ey 

D[2; *). D est le centre du cercle circonscrit au triangle. 

20) 
Pi 



14 
b. CH(3-3; 2-8}, donc CH(o:- 14) 

IB(2-2 z 3-2}, donc (0; 4). 

Donc CH et ID sont colinéaires. 

4 
Ces deux vecteurs sont colinéaires a / 

c. D’aprés b., (CH) // (ID). 
Or le centre du cercle circonscrit D est sur la médiatrice de [AB] et le milieu I de 

[AB] également. 
I #D, donc (ID) est la médiatrice de [AB]. 
Par conséquent (ID) | (AB), donc (CH) | (AB). 

d. (CH) 1 (AB), donc (CH) est la hauteur issue de C de ABC. 
Puisque (AH) 1 (BC), (AH) est la hauteur issue de A de ABC. 

H est le point d’intersection de ces deux hauteurs, H est donc l’orthocentre du 

triangle ABC. 

5.CG= =Ci , donc par passage aux coordonnées : 

2 

: dou 476 ~ 3 tG(734), 

yg —8= 3 (2-8) vas 

=| | ; era Wee 
6. DG(2-2:4 2), eon DG(} i} 

Bri(s-2; 2-4) soit DH (1; —1). 
aF  3 

On remarque que DG= 5 DH. Ces vecteurs sont donc colinéaires, et les poins D, G, 

H sont alignés. 

18] 1. 

oS 

Vecteurs du plan 
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pa AB(4—0; 4-4}, done AB(4;~3}. 

BC(8 — (—4); -4 —(-2)), donc BC(12 ; —2). 

BC= 3AD, BC et AD sont colinéaires 

(BC) //(AD). ABCD est donc un trapéze. 

—-4+8 -2-4 : 
i( ae ), soit 1(25-3). 

4, Soit M(x : y) un point du plan. 

¢ Me (AB) © AM et AB sont colinéaires. 

Or, AM (x ;y—4)et AB(-4;-6). 

M €(AB) © xx (—6)-(y-4) x (4) =0 

& £644 47-1630 
= —-3x+2y-8=0. 

(AB):-3x+2y-8=0. 

e Me (CD) & CM et CD sont colinéaires. 

Or, CM(x-8;y+4) et CB(-4; 2 

Me(CD) & (x- 8)(2)-(v +4)(-4)=0 

22 128 _ 
7 ith ae 

& 11x +6y—64=0 (en multipliant par >) 

(CD): 11x + 6y—64=0. 

e Me(IJ) & IMet IJ sont colinéaires. 

Or, IM(x-2; y- 4} et (2-2;-3-) soit {0;-22). 
3 es 

Me (IJ) @ (x-2)x(-2)-(y-)xo=0 

@(x-2)x(-2)=0 

<> 1 =), 

(IJ):x-2=0. 

5. Déterminons les coordonnées du point d’intersection P de (AB) et (IJ). 

ee oo ee ae ee 
= 

Sad 

. 

Bey id= 0 rp a2 PPD, 
Xp =2 



e Vérifions que P(2 ; 7) appartient aussi a (CD) : 

l1xp + Oyp —64=11xK2+6x 7-64 =0, donc P € (CD). 

Donc (AB), (CD), et (IJ) sont sécantes en P(2 ; 7). 

OA (a; b). 
Soit M(x ; y) un point du plan. 

M € (OA) & OM et OA sont colinéaires 

© (x-0)x b-(y-0)xa=0 

= xb— ya=0. 

A étant pas sur l’axe des abscisses, b # 0, 

A rétant pas sur l’axe des ordonnées, a # 0, 

donc ab #0. 

D’ot Me (OA) & xb- ya=0 

ee aa 
ab ab ab 

]-_,-? 

[20]1.%=2 

A 

B 

G 

D 

F 

E 

M 

aes 
ke 2 

M 

E 

x 5 
A 

B 

eC 

Ia 

ee 

Vecteurs du plan 
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2. Exprimons AM en fonction de AB et AC : 

AM = AD+ AE 

=k-AB+k-AC 

= k(AB + AC) 

= KAF. 

AM = kAF, donc les vecteurs AM et AF sont colinéaires. 

Donc les points A, M et F sont alignés. 

3. Lorsque k décrit R, M décrit la droite (AF). 

Lorsque k décrit [0 ; +>o[, M décrit la demi-droite [AF). 
Lorsque k décrit [0 ; 1], M décrit le segment [AF]. 

[21] 1. M(x; ye CS OM=R 
& OM? = R? (car une distance est > 0) 

& (x-Xx9)’ +(y-yo)’ = R?. 

2. M(x; y)€(D) = AM et d sont colinéaires 

«> il existe un réel ¢ tel que AM =1-ii 
X-Xy, =I 

ees a 
X=X,t+lA 

y=ya+tB. 
3. ¢ D’aprés 2., un point M (x ; y) du plan appartient a (D) si, et seulement si, il existe 

un réel ¢ tel que : 
eae 

y= 242 

e D’aprés 1., un point M(x ; y) du plan appartient a € si, et seulement si : 

(x-1)? +(y-1) =9. 

x=1+t 

e Finalement, M(x; y)—€(D) AN €@4y=242t 

(x-1)? +(y-1) =9 

x=l+t 

& il existe un réel ft tel que 

& il existe un réel f tel que 

= iy=2+2t 

t2+(1+21)* =9 

Y= i4¢ 

&4y=24+2t 

5t27+4t-8=0. 
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A=4?—4x5x(-8)=176>0, done I’équation 5t?+4t-8=0 admet deux 
solutions. 

Comme jAa=4 11, ce sont: 
te 

Cc 

SSafali 2242/11 eit z 
fh = eS eS Te? D5 eee 2. 

10 5 < 5 5 
TG 

Sia 7 
So nde 

5 =] 

Be I 11 Be 
D’ot M(x; ye €A(D) & eet oe ¥ 

> 

6+4,/11 
y= 

5 

_=2-2Ji 
s 5 

py Me eo 
5 

6—4./ 10! 
Ug ee 

€ et (D) sont sécants en : 

3+2/11 6+4/11 3-2/11 6-4/11 
P SS a eee et Q eee ra 

[22] 1. Introduisons le point G dans l’égalité 2HA — SHB = 0 : 

2HA - SHB = 0 <= 2(HG + GA) - 5(HG + GB) =0 

© —3HG + 2GA —5GB=0 

© 2GA —5GB = 3HG 

> 2GA — 5GB = -3GH. 
2. De méme pour la seconde égalité : eh 

3KC + 4KD = 0 @ 3(KG + GC)+4(KG + GD) =0 

3 IKG+3GC44GD=0 

<> 3GC + 4GD = 7GK. 
3. On a de plus : 

IGA =5GB23GC £4GD =0 
————-,— 

aaGH Wied -7GK. = SO. 

D’ot 7GK = 3GH et GK = > GH. 

Les vecteurs GK et GH sont colinéaires, donc les points G, K et H sont alignés. 
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1. a. AB+ AC =(AI + IB)+ (AI + IC) 

= 2A1+IB+IC. 
Mais comme I est le milieu de [BC], IB + IC = 0, d’ou : 

AB + AC = 2AI+0=2Al. 

p. AP = aAi = $(AB + AC), d’ot AP=5AB+SAC (1). 

2. a. ¢ BJ = BA +A} =—AB++AC (car milieu de [AC)). 

+ BP =BBI = (AB +4AC}, c’oa BP = -BAB+5.AC. 

pb. AP = AB + BP = AB-BAB+5 AC oi 

AB =(1-B)AB+5 AC (2). 

Ap =" AB + 2 AC 
; 7) 2 

AP =(1-B)AB+2AC. 

AB et AC n’étant pas colinéaires (puisque ABC non plat), le vecteur AP s’écrit de 

maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs AB et AC. 

ee ee B (coefficients de AB) 

D’ou 
OE 

ont : as 
OL) (coefficients de AC). 

oS D’ot a = B et 5 l-a; 

Le Dre ok. hes 
soit +O = I soit 0 = 5. 

vee ye Dp ta Done «= B= 3 et AP=3AB+ ZAC, 

4. a, CK =CA + AK =—AC +5 AB (car K est le milieu de [AB]). 

° CP = CA+ AP =-AC+ AB + 5AC=+AB-=AC. 

b. CK = + AB- AC et CP = AB- > AC. 

En comparant les coefficients de AG on voit que si CK et CP sont colinéaires, alors 
ep 2—=— 

CP=—CK. 
3 

2 rete De waynes Ge ee =CK =2(LAB AC]=4AB 3 A= CP. 

CK et CP sont bien colinéaires donc les points C, K, P sont alignés. 



2. a. On introduit le point I : 

AB=k,DC © Al+IB =k, -(DI+IC) 

(ky —k3) IC =(k, — ks) ID 
b. On raisonne par I’absurde. 

; oe Kini he ae 
e Sik, #k, alors k, —k, #0 et ID= = = IC, ce qui implique que I, D et C sont 

fas 
alignés. 

C’est impossible. Donec k, = k3. 

ID d’ou I, C, D sont alignés. 
— ky-k 

* Si ky #k, alors ky —k #0 et IC=7>—* 
eure 

C’est impossible. Donc k, = k3. 

IA =k, ID 

Donc k, =k = k,, il existe donc un réel k, tel que IB= k, IC 

C’est le théoréme de Thales appliqué au triangle IDC. 

c. IK = 1D + DK = 1D+3.DC =. 

Ii=IA + AJ=1A+3AB=k,-ID+5 xk, -DC. 

1 =k, (1D + FDC} &, IK. 

IJ et IK sont colinéaires donc I, J et K sont alignés. 

tS 

Vecteurs du plan 
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[25] Partie A 

e Si b #0, alors (d) a pour équation réduite y = — = x+ 
C a 
b b 

teur directeur de (d). Or ¥ =(—b)-u, avec (—b) #0, donc v est également un 

vecteur directeur de (d). 

,etii{15— Jest un vec- 

e Si b =0, alors j(0; 1) est un vecteur directeur de (d). Or, ¥ a pour coordonnées 

(-b; a)=(0;a), donc }=a-j avec a#0, donc v est également un vecteur 

directeur de (d). 

Partie B 

1. Le systeme admet une unique solution 

© les droites (d,) et (d,) sont sécantes 

© leurs vecteurs directeurs ¥, (—b, ; a,) et ¥> (—b, ; ay) ne sont pas colinéaires 

= —b,a, —a,(—b,) #0 
& a,b, — a,b, #9. 

2. On se place ici dans le cas ot le systeme admet une unique solution, c’est-a-dire 

ou a,b, ai ab; #0. 

{[axtby=cy gue Ure: 
Si alors, en multipliant la premiere ligne par a, et la seconde par a,, 

A,X + boy = Cy 

ee + dybyy = anc, 
on obtient 

QydyX + Aybyy = ayCp. 

D’o, en retranchant la 1" ligne a la 2°: (a,b — ayb,) y = acy — ancy. 

Comme a,b, — a,b, #0, y= she tbc ie 
ayby — ayb, 

D’autre part, en multipliant la premiere ligne par b, et la seconde par b,, on obtient : 
b,a,x + byb,y = bc, 

ee + by byy = ben, 

puis, en retranchant la 2° ligne a la 1" : 

(a,b, — ayb,) x = cb, —cyby. 

Cbg ~ Cab, 
ayby — and, 

Donc, lorsque a,b, — a,b, 4 0, Punique solution du systéme est le couple : 

Cyb, ~ Cyd, | ayey — Ane 

ae ~ Ayby ’ ayby — andy } 
3. La condition n’est pas vérifiée lorsque les droites (d,) et (d,) sont paralléles. Il 
peut alors y avoir : 

e aucune solution, si les droites sont paralléles disjointes 

e une infinité de solutions, si les droites sont confondues (ce sont les couples de 

coordonnées de tous les points de la droite (d,) (= (d,)). 

Comme a,b, wa ayb, F 0, X= 



VARIABLES 

al EST_DU_TYPE NOMBRE 
b1 EST_DU_TYPE NOMBRE 
c1 EST_DU_TYPE NOMBRE 
a2 EST_DU_TYPE NOMBRE 
b2 EST_DU_TYPE NOMBRE 
c2 EST_DU_TYPE NOMBRE 
x0 EST_DU_TYPE NOMBRE 
yO EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIRE a1 
LIRE b1 
LIRE cl 
LIRE a2 
LIRE b2 
IRE GZ 

SI (a1*b2-a2*b1==0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “le systeme n’admet pas une unique solution” 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
x0 PREND_LA_ VALEUR (c1*b2-c2*b1}/(a1*b2-a2*b1) 
yO PREND_LA_VALEUR (a1*c2-a2*c1]/(a1*b2-a2*b1) 
AFFICHER “le systeme admet une solution unique qui est (" 

AFFICHER x0 
AFFICHER " ;” 
AFFICHER yO 
AFFICHER "),” 
FIN_SINON 

FIN_ ALGORITHME 

5.a. a) =2 5b, =—2 5c, =16 5a) =—15 by = 25 cy = —13. 

*** Algorithme lancé*** 
le systeme admet une solution unique qui est (3 ; -5). 

*** Algorithme terminé*** 

ree 14) G = Tua) = 1b) ==. c; oi. 3 
*** Algorithme lance*** 
le systeme n'admet pas une unique solution 

*** Algorithme terminé*** 

Ga 35 0) =—2 2G, =— Ba, Br bs 8 ee Ol 

*** Algorithme lance*** 
le systeme admet une solution unique qui est (1 ; 1.7320508). 

*** Algorithme terminé*** 

4 On voit ici la limite de cet algorithme : il nous donne une valeur approcheée de 

Yo au lieu de nous donner sa valeur exacte qui est ae 

Vecteurs du plan 
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e Sens direct : 

Supposons que uw et V soient colinéaires. 

Il existe un réel k tel que u = kv. 

Alom = kx cb w= ky’ 

Alors xy’ — x’y = (kx’) y’ — x’ (ky’) = kx’y’ — kx’y’ = 0. 

e Réciproque : 

Supposons que xy’ — x’y=0. 

a Posons k = = 
x 

—Casot x #0. y’= 

7, % SS ee —— 
y’ =ky etkx=—xx= x’, donc v = ku. Les vecteurs u et Vv sont colinéaires. 

Xx 

— Cas ou x= 0 

Ou bien y = 0, alors 7 = 0 et u = OV ; u& et V sont bien colinéaires. 

Ou bien y 0, alors xy’ — x’y=0 © x’y=0 © x’ =0 (car y# 0). 

ui(0 : y) et ¥(0 3 y) donc v = s: (puis que y #0). u et V sont encore colinéaires. 

Donc u et v sont colinéaires si et seulement si xy’ — x’y = 0. 

Ales 

a4 (13554 

1. AB + pe as) 
al soit AB(9 ; —3). 

1 5 TORS 
ADS + a: 0B) soit AD(3; —1). 

AB = 3AD, donc A, B, D sont alignés. 



2. a. (d) admet pour vecteur directeur AC (1 ; —3). Soit M(x ; y) un point du plan, 

Me (d) <2 DM et AG sont colinéaires «+ (x-5}x(-3)-(y- 2} x1=0 

ee ee ee ey ae ee = =3x ce a aad 3x anraals 

(d):-3x-y+2=0. 

b. Soit M(x ; y) un point du plan. 
oe ee \ 

Me (BC) © BM et BC sont colinéaires © [: — 3) x 0 -(y- =) (-8)=0 

@-(y-3)x(-8)=0 & y-F=0. 

(BC): y-4=0 ou encore 3y—4=0. 

c. (d) admet pour vecteur directeur AC(1;—3), et (BC) admet pour vecteur direc- 

teur i (1; 0). 

1x 0-(—3)x1#0, done AC et 7 ne sont pas colinéaires. 
Les droites (d) et (BC) ne sont pas paralléles. 

d. (d) et (BC) sont donc sécantes en un point F, qui vérifie 
_4 

ss ay 

dot $42 - 3xp, d'OU Xp = axis 2. Done F(2Z;4}. 

PETS C1 Ppl oe ya 3. AD(3;1) et CE(3 (-3): 35 +). poi CZ: a 

17 We pe Raa ee 
or 3x(-12)--yx 2 = jj + 6 =(0). 

AD et CE sont colinéaires de méme sens (cE = a x AD , non égaux. 

Donc ADEC est un trapéze de bases [AD] et [CE]. 

1. Réponse b. OA (7; 2). 

M(x; y) €(OA) © OM et OA sont colinéaires 
Sxx2-yx7=0. 

2 2. Réponse c. (D): 2x +5y+6=0 @ Sy=-2x-6 @ y=-% -2 

Uy ( : -2| est un vecteur directeur de (D), donc Si, (5; —2) également. 

Deen 
3. Réponse c. 2x—Tyt+l6=Vey=7x+—. 

© 

Vecteurs du plan 
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: : 5 2) se 
Cette droite admet pour vecteur directeur v, { : 5 et aussi V, (7 ; 2), elle est donc 

paralléle 4 (OA) : il s’agit de d, ou d, Son ordonnée a l’origine vaut 2 >0,c’est 

donc d;. 

4. Réponse d. 

e3x0-4=-4+0, donc O(0;0)¢A. 
e3x1—-4=-1#40,doncI(1;0)¢A. 

e3x-4=08x= <. Ceci est l’équation d’une droite paralléle a l’axe des ordon- 

nées. 

[29] 1. 

2.e AD =2AB+0-AC is 
e BC=BA+ AC =~-1-AB+1-AC 

5 » AE = AC + CE = AC + 2 BC = AC + 3(-AB+ AC) =-3AB+ SAC. 8 — 

3 3 3 

» AF = AC + CF = AG + 2AB + BC = AC + 2AB + =(—AB + AC) 

4 5 
AF = 3 AB+3 AC. 

3. Lest le milieu de [BC], donc IB+ IC = 0. 
En introduisant le point A, cela donne : , 

IA + AB+IA+ AC=0 soit AB+ AC =2AlT. 

Regul D’ot AI = 7 AB+ 5 AC. 

4. On exprime ID et EF en fonction des vecteurs AB et AC : 

l l 
eID= [A + AD =—Ai+ AD =—(4AB+ AC} +2A8, 

3 | 
d’ot ID ==AB-—~=AC. 

pe 2 
- => uf . gi. en ay Per ees 

e EF = EFA + AF =—AE+ AF =—-|—>AB+—AC]+/—AB+= AC], 
5 g 5 3 

d’o' EF = 3AB - AC. . 
On remarque que ID= SEF. Les vecteurs ID et EF sont colinéaires, donc les 

droites (ID) et (EF) sont paralléles. 
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Angles orientes 
et trigonometrie 
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HH RAPPELS 

1. Repérage sur le cercle trigonométrique 

= Dans tout le chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormal (O : i : i) et 

orienté de la maniére suivante : 

e le sens positif est le sens contraire au sens des aiguilles d’une montre, 

e le sens négatif est le sens des aiguilles d’une montre. 

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1. 

= Définition 

A tout réel t, est associé un unique point image M du cercle trigonométrique, 

obtenu en se déplagant d’une longueur |r| sur le cercle a partir de I : 

e dans le sens direct si f est positif, 

e dans le sens indirect si t est négatif. 

On dit alors que M a pour affixe ¢ et on note M(7). 

= Propriété 

Tout point du cercle trigonométrique est l’image d’une infinité de réels. 

Si t est un affixe du point M, alors tous les réels de la forme t + 2km, k € Z sont 

également des affixes de M. 

2. Cosinus et sinus d’un nombre réel 

= Définition 

Soit t un réel, et M son point image sur 

le cercle trigonométrique. 

On appelle cosinus de ¢, et on note 

cos(t) l’abscisse du point M. 
On appelle sinus de ¢, et on note sin (t), 

Vordonnée du point M. 
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= Premiere propriétés 

Pour tout réel t : 

e—-|<costXlet-—lSsintS1; 

e cos2t+sin?t=1; 

e sik €Z, cos(t+2kn) = cost et sin(t+2km) = sin ¢. 

@ Valeurs remarquables 

es ola hla 

=| 

NUMAN x 

® Propriétés : angles associés 

Les égalités suivantes sont vraies pour tout réel ¢ : 

cos (mt — t) =—cos(t) et sin(m —f) = sin(r) 
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_cos(t +1) = ~cos(1) et sin(t + 2) = —sin(r) | 

= Points remarquables du cercle trigonométrique 

Bi ANGLES ORIENTES 

1. Le radian 

= Définition 

Le radian est une nouvelle mesure d’angle. 

Elle est proportionnelle a la mesure en degrés, et 7 radians correspondent a 180°. 

4 Correspondance a retenir : 

Nola wla Ala ala 
a 

Se) =) Oo fo) i on ow S 360 

2. Notion dangle orienté 

On considére deux vecteurs non nuls u et V. 

Soit M et N les points définis par i = OM et v = ON. 
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On trace les demi-droites [OM) et [ON). 

On peut effectuer une rotation, autour du point O, qui permet de passer de la 

demi-droite [OM) a la demi-droite [ON). 

On appelle angle orienté (u sv ) l’angle de cette rotation. 

3. Mesure en radians d’un angle orienté 

= Théoréme-définition 

Soient u et v deux vecteurs non nuls. 

Soient M et N les points définis par iu =OM et v = ON. 

Soient M’ et N’ les points d’ intersection du cercle trigonométrique avec respec- 

tivement [OM) et [ON). 

Les mesures en radian de !’angle orienté (u : v) sont les réels t’ —f, ot t est 

un affixe de M’ et t’ est un affixe de N’. 

= Propriété-définition 

Soient u et v deux vecteurs non nuls. L’angle orienté (i ; ¥) admet une unique 

mesure © appartenant a l’intervalle ]—7 ; 7]. 
On l’appelle mesure principale de |’angle orienté (i ; ¥). 



& 

a+2kn, k eZ. On note (U;V)=a+2kn(k EZ). 

e Les autres mesures de langle orienté (U;V) sont les réels de la forme 

e Soient U et V deux vecteurs non nuls, et M et N les points définis par U = OM et 

vV=ON. Alors MON=|a|(rad), ol est la mesure principale de (7; V). 

4. Premiéres propriétés des angles orientés 

= Propriétés 

Soient #7, V, w trois vecteurs non nuls : 

e(¥;u)=-(U; 9); 
e Relation de Chasles : (iu ; ¥) + (3 : w) = (i : w) ‘ 

eu et V sont colinéaires si, et seulement si : 

(u;v)=O+2kn(keEZ) ou (ué;Vv)=n+2kn(keEZ). 

= Propriété 

e Solent u et v deux vecteurs non nuls, et k, k’ deux réels non nuls. 

y (a; ) si k et k’ sont de méme signe 
(ki; k’¥) = 

(ii : v) +m si k et k’ sont de signes opposés. 

5. Résultats de geéométrie appliqués aux angles orientés 

= Définition Pee 

Dire que le triangle ABC est direct signifie que la mesure principale de (AB : AC) 

est positive. 
A 

Caih caoriee 

= Somme des angles d’un triangle 

Soient A, B et C trois points non alignés : 

(AB; AC) +(BC; BA)+(CA ; CB)=1 + 2kn (k EZ). 
m= Théoreme de I’angle inscrit 

Soit @ un cercle de centre O, et A et B deux points de €. 

Pour tout point M distinct de A et de B, (OA : OB) =x (MA : MB). 
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6. Cosinus et sinus d’un angle orienté 

® Définition 

Soient u# et v deux vecteurs non nuls. 

Soit t une mesure en radians de l’angle orienté (u ; v), le cosinus et le sinus de 

l’angle (v ; ¥) sont respectivement le cosinus et le sinus du réel f. 

1. Résoudre dans R une équation 
de la forme cos x = cosa (ou sinx = sina) 

Placer sur le cercle trigonométrique le point M d’affixe a, puis, s’il existe, 

autre point du cercle ayant méme abscisse (respectivement méme ordon- 

née). Les solutions de |’équation sont tous les affixes de ces points. 

On peut également retenir les résultats suivant : 

© cos(x) =cos(a) = x =a+t 2kn (k € Z) ou x =—-at+2kn(k eZ) ; 
e sin(x) =sin(a)@ x=at2kn(k eZ) oux=n-at 2kn(k eZ). 

Ne 
EXEMPLE : Résoudre dans R 1’équation sin (x) = rei 

_ (a) _ 3 1 
sin(£} = 5 . Plagons m(2} & 

3 
L’autre point du cercle ayant pour ordonnée 7 est le point N72}, D’ou: 

sin(y) = Seo (x =" + 2kx (be Zou v= 2% + 2kn (ke) 



2. Determiner la mesure principale d’un angle 
dont on connait une mesure 0 

Notons a la mesure principale de I’angle. 

Si-m™<0<17, alors a=0. 

Si 8 <~—m, oncherche le plus petit multiple de 27 (de la forme 2k7) tel que 

0+ 2kn >-nT. 

Si 9 > 7, on cherche le plus petit multiple de 27 (de la forme 2k1.) tel que 

0-—2kn <7. 

EXEMPLE: Déterminons la mesure principale de (i ; ¥) = weal + 2kn (k eZ). 

31% 
ico= == 

Seyi kid 5 Pe 
6+2n= +t = 7 <—m, donc on continue : 

6+4n= seat +270 = ave seen = Bor >-—Tm, donc on s’arréte. 
al 7 7 

Son 
On a bien = ——~ € ]-m; 1]. 

se ba —oK 
La mesure principale de (u ; v) est =a 

3. Résoudre une équation de 

la forme 2(U ;V) = 6+ 2kn (k € Z) 

2H; 7)=0+2kn (eZ) 9; 7) =S +k (keZ) 

S (i; 0)=3+2kn (peo (i; #)=(S-+n}+2kn (k <2) 

EXEMPLE : Voir savoir-faire 4. 

4. Appliquer la régle de la somme des angles orientés 

dans un triangle 

Sur la figure, faire apparaitre les angles orientés, tous positivement ou tous 

négativement, et écrire la formule de la somme des angles. 

EXEMPLE : Dans le plan orienté, MNP est un triangle isocéle en M tel que 

(MP ; MN) = -=2 + 2kn (ke Z). 

Déterminer la mesure principale de l’angle (PN ; PM). 
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(MP ; MN) +(NM ; NP)+(PN ; PM) =n + 2kn (k €Z). 

MNP étant isocéle en M, (NM : NP) = (PN : PM), d’ou : 

3n -==+2x(PN; PM)=1+ 2kn (ke Z). 

2x (PN; PM) = "2 + 2kn (eZ) 

(PN; PM) = “2 + kn (k <2) 

(PN; PM) = + 2kn(k eZ) ou (PN; PM) = + 2%n (k eZ). 

Langle NPM étant aigu, sa mesure ne peut vaioir 75 (puisque 75 = = 

d’oi (PN ; PM) ==" + 2kn (k eZ). 

(PN ; PM) ce 2 +2kn(k eZ), aes étant la mesure principale de l’angle 

(PN: PM). 



EXERCICES D’APPLICATION 

IFW Lecture pe sinus ET cosiNus | * | 5min |> p. 432| 

Par lecture sur le cercle trigonométrique, déterminer les valeurs exactes des cosi- 

nus et sinus suivants : 

1 sin( =") cos (7) sin(—7), sin was 
; iw 6} : 6) 

on, cos(*2) sin( 2") sin( 724) 
7 hs Sao 6 

ez LECTURE SUR LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE * | 15 min |> P. 432 

1. Par lecture sur le cercle trigonométrique, déterminer les réels ¢ de |’intervalle 

]-1; 7] tels que : 

ce Byos so Bett . of BN 2 5 a. cosf= 7 b. sint = 5 3 c. cost = ae a. sin(t)=sin| 

2. Déterminer tous les réels ¢ tels que : 

Un) 

5 

a. cos(t) = cost ae sin(t) = sin(—3] ae ee 

h. s Gsint=—-l- Lcosi2ne15) “g sin(2r) = sin} : 

4 Voir le savoir-faire 1. 

EQUATIONS AVEC ANGLES ASSOCIES | ** | 10 min |> P. 434 

Résoudre dans IR les équations suivantes, d’inconnue f : 

V2 v3 a. cos(m— 1) =—~— ; b. sin(n+t)=--—; ec. sin(-t)= 
2 

d. /2sin(n—t)+1=0; €. 2cos(t—n)=1. 

4 Voir 1.2. Propriétés angles associés. 

4 | MESURES PRINCIPALES | ** | 15 min | > P. 434) 

1. Exprimer en radians les angles suivants : 

a. (OA; OB)=-135°; — b. AOB=120°; 

c. (OA ; OB) = 150° d. (OA ; OB) = -20°. 
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2. Déterminer la mesure principale de |’angle (uv ; ¥) dans les cas suivants : 

a (i; 9)= 2% + 2km (ke) ; 

rh (i; 9)=-2% + 2kn (ke Z); 

c. (@;¥)=-121n + 2k (k eZ) ; 

d. (i; 9) =—*2% + 2km(keZ). 

y | Voir le savoir-faire 2. 

BEM expressions D'ANGLES * | 10 min |» Pp. 435| 

Soit ABC un triangle quelconque. On note u le vecteur AB et ¥ le vecteur AC. 

A l'aide d’une figure, exprimer chacun des angles ci-dessous en fonction de 

langle (uv ; ¥) 
a.(4;-V¥); b.(-%3;-¥); ¢.(-u;¥); 

ALN osley: ae a. (2:43) e( a> 4%), 

4 Voir le cours II.4. 

Id avcoritHme | * | 15 min |» P. 436| 

Ecrire un algorithme qui, a partir de deux réels non nuls k, et k,, donne une rela- 

tion entre l’angle (k, 7; k, Vv) et l’angle (u; ¥). 

CONSTRUCTIONS __|_*® | 20 min |> p. 437| 

27 T —5r 

4) B(=="|,c 3} 
2. Déterminer les mesures des angles (OA : Oc), (oc 3 OA), (OB : Oc), 

(OA ; 08), 
3. Construire le point M du cercle trigonométrique tel que : 

(OB; OM)= 5 +2kn (k eZ). 

4, Construire le point N d’affixe “r. a l’aide uniquement du compas et de la 

1. Sur le cercle trigonométrique, placer les points A 

régle non graduée. 



FEW veteRMINATION D’ANGLES | * | 20 min |> p. 438| 

1 . ABC est un triangle équilatéral direct. Déterminer : 

(AB; AC) ; (CB; CA) ; (AB ; CB) ; (BA; AC) ; (AB; CA). 
2. ABCD est un carré direct de centre O. Déterminer : 

(CD ; CA) ; (BC; OB) ; (DO; AC) ; (OA; OC) ; (BA; CD) ; (OB; AD). 
3. ABC est un triangle équilatéral direct de centre O, et I le pied de la médiane 

issue de C. Déterminer (BA; AC) ; (OB ; OC) ; (AB: Oc). 

4 S‘aider des figures codées. 

BG) ance inscrit ET ANGLE AU CENTRE | * | 10 min |> P. 439 

Le cercle représenté ci-contre a pour E 

centre O. AS 

Sachant que : 

(EO; EG) = 7+ 2kn (keZ), F 
déterminer une mesure en radians de 

l’'angle (FE ; FG). 

G 

10) SIMPLIFICATIONS * 5 min |> Pp. 440 

Soient “, V et w trois vecteurs non nuls du plan. Simplifier : 

a. (i ; i) b. (¥;-¥) c. (4; ¥)+(W; i) 

d.(i;0)-@;3) eH; H)+G55) fH 9) +(W5 a) +(F 50) 

EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

1.1 UTILISATION DE LA RELATION DECHASLES _—| ** | 15 min |» p. 440/ 

1. A ’aide de la relation de Chasles, exprimer (iu ; —V) en fonction de (a ; ¥). 

2. Exprimer (— ; —¥) en fonction de (i; ¥). 

3. Exprimer (—i ; ¥) en fonction de (i; ¥). 
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4. Application 

On donne (i; 9) = + 2kn (k eZ) et (i; W) = 
30 
8 

Déterminer (¥ ; w), (u;-¥), (-a ; w), (-¥ : -W). 

+2kn(k eZ). 

RESOLUTION D’EQUATIONS ** | 25 min |> Pp. 441 

1. Résoudre dans R les équations suivantes : 

5 Saye a. cos“ (t)=— ; 

b. 2cos? (t)— cos(t)-1=0 ; 

4 Poser X=cost. 

e. (2sin(t)— 1) x (2sin(#) + J2) = 0. 

2. A Vaide du cercle trigonométrique, résoudre dans ]—2; 1] les inéquations 

suivantes : 

V3 , V2 . >—-*—; bsint<0; c«-x~< —_ a. cost => 73 besint =0F Ve 5) cost < 5 

3. Résoudre dans R les équations suivantes : 

a. cos(t)=cos(t+7);  b.sin(2t)=sin [- 4) 

LIEN ENTRE cos(a) ET sin(a) _*& | 10 min |> P. 443) 

1. Soit a un réel tel que cos (a) = 2. 

Déterminer la valeur de sin(a), sachant que a €[0; m1]. 

2. Soit b un réel vérifiant : 

ld bray eer be | Tt; 4 et sin(b) = 5" 

Déterminer la valeur exacte de cos(b). 

: Ne 
3. Sachant que sin (7) = ee déterminer la valeur exacte de cos fa 

DEMONSTRATIONS | * | 10 min |> P. 443] 

Le but de cet exercice est d’établir par une démonstration les valeurs exactes de 

T ee , hey ‘ 
cos et de sin. Le plan est orienté et muni du repére orthonormal (O ; I; J). 



1. Quelle est la nature du triangle OIA ? Justifier. 

2. Soit H le projeté orthonormal du point A sur l’axe des abscisses. 

Calculer OH puis AH. 

QUADRILATERE INSCRIT DANS UN CERCLE * | 10 min |> P. 444| 

ABCD est un quadrilatére inscrit dans un A 

cercle de centre O, et tel que : 

(BC; BA)= + 2kn(keZ), 

1. Etablir, en justifiant, que 2(DC ! DA) = IE 2k (k eZ). 

2. En déduire la mesure principale de l’angle (DC ; DA). 

4 Voir savoir-faire 3. 

FI anoLes DUN QUADRILATERE | ** | 10 min | > P. 444 | 

Dans le plan orienté, on considére le quadrilatére direct ABCD. 

1. Questions de cours 

Rappeler la relation liant les angles orientés positivement du triangle ABC, puis 

du triangle ACD. 

2. Démontrer que la somme des mesures des angles, orientés positivement, d’un 

quadrilatére est constante ( a 27 pres), et donner sa valeur. 
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1 UNE APPLICATION DE LA RELATION 
DE CHASLES _** | 25 min |> P. 445 

Soient A et B deux points du plan orienté, be 

et I’ le cercle de diamétre [AB]. 

On considére un point M du cercle, autre que A et B, a partir duquel on construit 

les triangles équilatéraux directs MAA’ et MBB’. 

1. Faire une figure (figure n° 1), avec M appartenant au demi-cercle supérieur, et 

une autre figure (figure n° 2), avec M appartenant au demi-cercle inférieur. 

Déterminer, dans chaque cas et en justifiant, la mesure principale de 

langle (MA ; MB). 

2. En utilisant la relation de Chasles pour les angles orientés, démontrer que : 

(MA’ ; MB’) = (MA ; MB). 

a Faire apparaitre les angles (MA;MA’) et (MB;MB’). 

3. En déduire, selon la position du point M, la nature du triangle MA’B’ en pré- 

cisant s’il est direct ou indirect. 

THEOREME DE L’ANGLE INSCRIT 

POUR LES ANGLES ORIENTES xx | 25 min |> P. 446| 

Soit “6 un cercle de centre O, A et B deux points distincts de “ qui ne sont pas 

diamétralement opposés. M est un point du cercle, distinct de A et de B. 

4 Il n'est pas nécessaire de définir un sens direct. 

|. Faire une figure avec M situé sur le grand arc AB, et une autre figure avec M 

situé sur le petit arc AB. 

2. Quelle est la nature du triangle AMO ? En déduire une relation liant les angles 

(MA : MO) et (OM : OA). Quelle est la nature du triangle BMO ? 

En déduire une relation liant les angles (MO : MB) et (OB ; OM). 

3. Etablir alors Pégalité 2 (MA : MB) = (OA ; OB). 



FR) cercies sEcants | ** | 30 min |> Pp. 447) 

Deux cercles I’, et ’,, de centres respectivement O; et O,, sont sécants en A et 

en B. Soit M un point du cercle T’,, situé sur le grand arc AB. La droite (BM) 

coupe I’, en M’. 

On veut démontrer que l’angle (AM : AM’) est indépendant de la position du 

point M. 

4 Construire la figure sur GeoGebra, et observer ce résultat en déplacant le 

point M. 

1. a. Quelle est la nature des triangles O, MB et O,M’B ? 

b. Etablir une relation liant (O,M ; O,B) et (BO, ; BM). 

c. Etablir une relation liant (0,B : O,M’ ) et (BM : BO,). 

2. Exprimer, en justifiant, l’angle (OM : O,B) en fonction de (AM : AB). 

Exprimer également (0,B : O,M’ ) en fonction de (AB : AM’). 

3. Démontrer que la somme (BM : BO, ] + (BO, : BM’) est indépendante de la 

position de M et M’. A quoi est-elle égale ? 

4 Il suffit d’observer la figure. 

4. Déduire des question 1. et 2. les égalités suivantes : 

a. 2(AM ; AB) = + 2(BM ; BO,) ; 

b. 2(AB; AM’) = + 2(BO, ; BM’). 

5. Etablir enfin que, pour tout point M, (AM 5 AM’) = (BO, ; BO, , 
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FX) ances ORIENTES ET VECTEURS DIRECTEURS | ** | 30 min |> P. 448 | 

Le plan est muni du repére orthonormal direct (O ; I; J). 

Sur le cercle trigonométrique, on considére les points Al 
Tt SAB 
6 3 

z) Cc -4) 

La tangente au cercle en C est notée (T), et coupe l’axe des abscisses au point D. 

1. Faire une figure. 

2. Déterminer les coordonnées du milieu K de [BJ]. 

3. Déterminer, en justifiant avec soin, la mesure principale de l’angle (7 : OK). 

4. Montrer que les droites (OA) et (T) sont paralléles. 
5, Déterminer alors les coordonnées du point D. 

y Utiliser les connaissances du chapitre 9. 

6. Vérifier que les vecteurs CA et OK sont colinéaires. 

7. Déterminer la mesure principale de l’angle orienté (CD : CA). 

| EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT | 

ALGORITHME MESURE PRINCIPALE exe! 45 min |> P. 449 | 

Partie A 

Soit x un réel. L’algorithme suivant renvoie un réel noté x. 

VARIABLES 

x EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE x 

SI (x<0) ALORS 

DEBUT_SI 

TANT_QUE [x<=-1] FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

x PREND_LA_VALEUR x+2 
FIN_TANT_QUE 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
TANT_QUE (x>1} FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
x PREND_LA_VALEUR x-2 
FIN_TANT_QUE 

FIN_SINON 

AFFICHER "x0 =" 
AFFICHER x 

FIN_ALGORITHME 



1. Appliquer l’algorithme aux réels —2,23 ; 6,89 ; 5,89 ; 11 ; -14 ; 0,4. Quels 

sont les résultats obtenus ? 

2. A quel intervalle appartient x) ? Que dire de la différence x — xq ? 

Partie B 

Un mesure d’angle est souvent donnée sous la forme d’une fraction de 7. 

Soit done x = - un nombre rationnel, avec p€ Z et gE N*. 

Pp On dit qu'un nombre réel est rationnel lorsqu’il peut s’écrire a avec peEZ et 

geN*. 

1. Ecrire sous forme d’un quotient chacun des nombre x + 2 et x —2. 

2. Ecrire un algorithme qui, a partir du rationnel x = 5 (p €Z,q €N*), donne le 

rationnel x9 = itl qui vérifie : 
q 

Xp €]-131] 

(x — xq) est un multiple de 2. 

3. En déduire un algorithme qui, a la mesure d’ angle me (p € Z,q €N*) associe 

sa mesure principale. 

4, Appliquer ce dernier algorithme aux cas suivants : 

a. (i; 9)= "2 + 2k (ke Z) ; 

b. (@; 9) =- 2% + 2kn (ke Z); 

c. (G50) = 2 + 2m (ke Z); 

d. (450) =-22 + 2k (ke Z); 
e. (i; ¥)=—21n + 2kn (k EZ). 

22| NOUVEAUX ANGLES ASSOCIES pee!) 45 min | > P. 452) 

Partie A 

Soit ¢ un réel quelconque, et M le point du cercle trigonométrique d’affixe ¢. On 

note M’ le point d’affixe a b. 
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1. Démontrer que (OA) est la bissectrice de l’angle MOM’. 

2. En déduire que (OA) est également la médiatrice du segment [MM’]. 

4 Raisonner sur le triangle MOM’. 

3. Déterminer l’équation réduite de la droite (OA). Etablir une relation entre 

cos(t), cos($ -1, sin(r) et sin(¥ - ), traduisant le fait que le milieu K de 

[MM’] appartient a (OA). 
4. En admettant que toute droite perpendiculaire 4 (OA) admet pour vecteur 

directeur u(1;—1), établir une seconde relation entre cos(t), cos [5 - ), sin (f) 

Alas 
et sin{= — tf}. G~ 
5. Déduire des questions 3. et 4. les égalités suivantes, vraies pour tout réel t : 

cos (5 - ] =sin(t) et ‘sin E - ] =cos(r). 
2 2 

Partie B : Application 

SB 
On donne sin Fi q 

1. Donner les valeurs exactes de cos (=) et de cos (7 
12 12 

Calculer ad tee 
el a 

ba VO Pa 20b, ek ; . 
2. Vérifier que cos 03 aes Tae: (justifier avec soin), puis en déduire les 

re eas! (in 
| tes d — ==: valeurs exactes de sin | et de sin( 7) 



VALEURS EXACTES DE cos( =| ET DE sin(7| 
\8 8} | ** | 30 min |> Pp. 453| 

Partie A 

Soient O et B deux points distincts du plan. Quel est l’ensemble des points M du 

plan vérifiant : 

a.OM=kOB,keER; b.OM=kOB,k>0; ¢.OM=1. 

Partie B 

Dans le plan muni du repére orthonormal (O oa esa on note A le point du cercle 

TT 
4 

Faire une figure 4 compléter au fur et 4 mesure. 

1. Déterminer, en justifiant, la mesure principale de I’angle (01 i OB). 

2. Déterminer les coordonnées du point du point B, puis la valeur exacte de la 

distance OB. 

Soit C le point défini par OC = 

trigonométrique d’affixe — et B le milieu du segment [AI]. 

9 — 

SPraraale 

3. Démontrer que C est a l’intersection de la demi-droite [OB) et du cercle trigo- 

nométrique. 

4 Si AB=kCD, alors AB=|k|xCD. 

4, Déterminer les coordonnées de C. 

ae Tt 5 HE 
5. En déduire les valeurs exactes de cos. et de sing. 

ENSEMBLES DE POINTS |x*%*| 15 min |» P. 455| 

Soient A et B deux points distincts. 

1. Déterminer |’ensemble @ des points M tels que : 

a. (AB ; AM) = 0+ 2kn (k € Z) : 

b. (AB; AM) =0+kn(keZ); 

c. (AB; AM) = 5 + kn (k eZ). 

2. Déterminer |’ensemble @ des points M tels que : 

a. (MA ; MB) = 1 + 2kn (k eZ) ; 

b. (MA; MB) = 5 + kn (k eZ). 

4 Raisonner a l'aide de schemas. 
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25) PROBLEME OUVERT ** | 15 min |> Pp. 456 

Soit @ un cercle de centre O, et A et B deux points distincts de €. On note (T) 

la tangente au cercle en A. La St Ae 

Démontrer que, pour tout point M de (7) autre que A, 2 (AM ? AB) = (OA ; OB). 

(T) 
M 

PENTAGONE REGULIER ** | 50 min |> P. 457 

Le but de cet exercice est de construire, a la régle non graduée et au compas, un 

pentagone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon | (« cercle uni- 

taire »). 

On se place dans le plan muni du repére orthonormal (O ; I; J). 

Si AIDCBA est un pentagone régulier inscrit dans un cercle de centre O, alors : 

(Oi OA) = (OA ; OB) = (OB ; 06) = (OC; O) = (OD: Gi) 
=0+2kn(k eZ), 

9 désignant la mesure principale en radians, de ces angles. 

1. Déterminer la valeur de 0. 

2. Exprimer les coordonnées des points A, B, C et D en fonction de cos (8) 
sin (8), cos(26) et sin (26). 
3. Déterminer les coordonnées du milieu K de [IA] et du milieu L de [AB]. 

> 



4. On admet que, pour des raisons de symétrie, il existe un réel t tel que : 

OK=10C et OL=r0D. 
a. Quel est le signe de t ? 

b. Etablir le systéme suivant : 

cos (8) + cos(28) = 2rcos (6) 
sin (8) + sin (20) = —2rsin (6) 
1+ cos (8) = 2tcos(26) 
sin (8) = —2rsin (26) 

5. En déduire les égalités : 

Oe 1+cos(8) 
v1 

= 2tcos(6) et sin (6) — SLs ~2rsin (8). 
21 

hex oe 
4 

6. Démontrer alors que t = , puis que cos(@) = Tsai ay ari 

7. Construction a la régle non graduée et au compas : 

a. Placer les points I’ (—1; 0) et M, (0; 2). Calculer I’M,. 

b. Le cercle de centre I’ et passant par M, coupe la demi-droite [OI) en M,. 

Quelle est l’abscisse du point M, ? 

c. A l’aide du compas, construire le milieu M, du segment [OM, ], puis le milieu 

M, du segment [OM, ]. Quelle est l’abscisse du point M, ? 
d. Placer les points A, D et K. Terminer la construction du pentagone régulier. 

CONTROLE 

27a | *& | 15 min |» p. 458 

Dans le plan muni du repére orthonormal direct (O ;1; J), on considére le 

cercle trigonométrique. 

1. Le point B a pour affixe : 

Angles orientés et trigonométrie 

429 



430 

3. Le triangle OIC est : 

a. équilatéral; —b. isocéle non équilatéral ; 

c. isocéle rectangle ; d. quelconque. 

4. la mesure principale de l’angle (oc; OB) SE: 

a. 1 ; ye owt. a. 2. 

PROBLEME *x* | 35 min |> P. 459 

Le plan est muni du repére orthonormal direct (O ; 1; J). M désigne un point 

du cercle trigonométrique d’affixe f, avec t € |-3 : xl, 

M’ est le symétrique de M par rapport a l’axe des ordonnées, et H est le 

milieu du segment [MM’]. 
On veut exprimer, en fonction de ¢, l’aire 4(t) du triangle JMM’. 

T 
1. Faire une figure avec f = =, et une autre avec ft = ra 2 7” 

2. Quelle est la nature du triangle JMM’ ? Le démontrer. 

3. Déterminer les coordonnées des points M’ et H. 

4. Exprimer en fonction de t la distance MM’. 

5. Exprimer JH en fonction de t 

4 On distinguera les cas t>0 et t<0, pour finalement obtenir une formule 
commune. 

6. Etablir alors que, pour tout t € |-3: I, A(t) = cos(t) x (1— sin(t)). 

7. Calculer sA(- z) et Al), 



CONTROLE 

PE) exercice | ** | 20 min |» P. 460| 

1. Questions de cours 

Soit M un point du cercle trigonométrique d’affixe t, démontrer que : 

cos? t+ sin? t=1. 
2. Résoudre dans R les équations suivantes : 

fe. 
a. cos(t) = cost basing) = Soe 

c. cos(t) =—cos (=) ee EST eee nb 

EJs) PRoBLEME *x* | 30 min |> P. 461| 

Dans le plan muni du repére orthonormal direct (O ; I; J ), on a tracé le cercle 

trigonométrique “, et le cercle ‘6’ de centre O et de rayon 2. 

Le point A appartient 4 é’ et a pour abscisse 1. 

C est le symétrique de A par rapport a l’origine O. B et D sont des points de 

“ construits de sorte que ABCD soit un losange. 

1. Déterminer les coordonnées de A, et en déduire celles du milieu A’ de 

[OA]. 
2. En déduire les coordonnées du milieu C’ de [OC], puis celles du point C. 

3, Déterminer la mesure de |’angle (OA : OD). En déduire les coordonnées 

du point D. 

4, Déterminer, en justifiant, les coordonnées de B. 

5. Calculer la longueur du cété du losange. 
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CORRIGES 

3 
[A] 1.8 4-29-48 4 = 2, done sin(-48) = sin(2) = 

+ cos(5#)--98 
6 oe 

e sin(—m)=0 

« sin( 52) --$ 

6 pas 

St Eee 87,3 Sih es 3m Jae 
Lo) = -2% done cos{ 34} = cos| Tees 

171% 11x 1ln St : 

Pye ee 
St at 

Sat haa e) Tt ; Tt] 

ob din ee 
Done sin(—*2) - sin( ¥) = a 

200 i i ee oo eee a hs = 6 e|-n;1r]. 

Donec sin (722) = sin (22) eu 
i a psa 

4 Voir le savoir-faire 2. 

Me pile, Dake 
[2 ]1.a. coss => eo(t= 2 ou r=-3}, 

ead) a b. sint = 5 (t= ra hig | 

c cost = o> (1-38 owt =f) 
2 4 4 

Del LTT eee By Bae NL A GLA rs 6 ; 
a. sin(“Z*) = sin{ 2) cat : An = zie mt ; 1] donc : 

sint = sin (2) = Sint = sin{- | 
5 5 

oo 1=-23 + 2km(k eZ) ou t= m-(-3E)42km(k eZ) 

eo t=-22 + 2km (ke Z) out=—72 + 2kn (keZ) 

oe Oi Tee ea eran car ~ Diyges 5 e€]-1;n]. 



2.a. cos(t)=cosg 9 t= ¥ + 2kn (k eZ) out =-T + 2kn (k eZ). 

aca Oe: Tt T b. sine = sin( 3] 9 1=—E + 2h (keeZ) ou =n -(-4}+ 24m (kez) 

Coe 21 
@t=—3 + 2kn (k eZ) out=- "+ 2k (k eZ) 

4n elm ay, he 
car = 3 e|-n;n]. 

c Coe cone coke 
; 2 rin 

T us 
t= z+ 2kn (ke Z)out=—3 + 2kn (ke Z), 

d = eee 
‘cee ere 

eo t= E+ 2km (keZ) out = + 2kn (keZ), 

e. sint=-leot=-F+2kn (k eZ). 

f. cos (2t) = 1 <> cos(2r) = cos (0) 
<= 2t=0+4+ 2kn (k € Z) ou 2t=—-04 2k (k EZ) 
© 2t=0+2kn (ke Z) 
@t=4n (keZ) 

= t=0+2kn (ke Z) out=1n+2kn (keEZ). 

g. sin(2r) = sin(#) «> 2r = 2 + 2k (k eZ) ou 2t=n— 3+ 2km (k eZ). 

Tl TU 
St=etkn (keZ)our=>+kn (k eZ) 

er=2+2kn our=F+m+2kn our =F +2kn (k eZ) 

our=4+m+2kn (k eZ) 

co t= 24 2km ou t=—22 + 2km out = + 2km ou t= -2E 4 2kn (k eZ) 

i: ee AN _2u na = 7 tm 2 = 3 

h. sin(—t) = cos (Z) > —sint= ai car, pour tout réel r, sin(—t) = —sint 

© si Kans t=, 

e é Tt 
S sint = sin(- 5) 

o> tae 2k (k eZ) ow t= — 28 + kn (ke D). 
3 2S 

Angles orientés et trigonométrie 

433 



434 

[3 Ja. cos(m—1t) = o => —ocost= 

> cost =— > GOST = Gas>- 

9 t= 3% 5 2km on 1=—32 + hem (KET), 

3 3 
b. sin(n + t)=—"— <= —sint=——— 

tei es eee < _= > N s 3 

eo t= 3+ 2kn on t= 72 + 2k eZ). 

v2 
] 

/2 3m 

2 

e sin(-1) = 3 sin = 5 <> sin =—> 

: 4 Tt T 7m ie 
eo sine =sin{—2}52=-Z + 2k our =F + 2k (KET 

eo t=— E+ 2ke ou 1=—22 + 2kn (kKeZ). 

d. J2sin(n—1)+1=0 6 sin(w—2)=—-—L 9 smt=$-—_L == 
Ip V2 2 

: _f % 
= sin? =sin|—7 

3x 7 tka (KeD). ot=—T+ lke ou t=— 

e. 2cos(t—7)=1 

cos (t= 2) = 5 <9 cos(n—1)=3 car cos (— X)= cos X 2 

© —c0s1 = 5 9 cost = -5 <9 cost = ons] fn Sage 13 

eot=7B 4 2kn ou t= 2" 4 2ke (keZ). 

1, a. 180° = 7 radians. La mesure en degrés tant proportionnalie & le mesure 

en radians, 135° correspond & 7 radians tel que : 

135 27 3 
t=— X= —_ xX x= — : 

in” & eS 
Done (OA; OB) =-32 + 2em (ke Z). 

1 Be ee 
b. 30°" 3 » dot AOB ==" = 

eae eee 
C Tgp XB Gon (Oa; 0B)==— +2kn (k eZ). 



—20 Tt —- Tt 
d, —— ———— "ou > =-—-— 139 *™ =~ G7 Wot (OA ; OB) =~ + 2km (k eZ). 

671% 671% 551 551 43m 
Dh .—_— > ——— = — > 5 =—— soe re ene pa NE eh oT 

671% 7% 671% 51 Sea he A ial ae Se fel —m:T). 6 5x2n a oe 6x2n rae Tt ; 10] 

La mesure principale de (uv ; v) est donc -3E, 

351 3m b, -—— =-—e|-7;n]. 4 +4x2n 4 e|-n;7] 

ie oss 3m 
La mesure principale de (i ; v) est 5 ee. 

¢. -121n+60x2n=-n¢|-1;7]; 
—121n+61x2n=ne |-1; 7]. 
La mesure principale de (u ; v) est 7. 

827 8ln 1 Tt aa 
d, —-——— = —-——— —- = = -27n-~ =-28n + — ; 3 I a” 7 ae ae 
~52% 4 14x20 =e |—nsm 

La mesure principale de (a ; v) est ae 

[5] 

a. (-¥;4)+ (4; V)=(-¥; ¥) =n + 2k (ke Z), 

d’ot —(4;-¥)+ (4; V) =n + 2k (kEZ), 

(4;-v)=(u;v)-T, 
ce qui équivaut a : 

(43;—V)=(U3V)+T. 

ae 
Si 3) 

| Ss —_ 
| 

—_ = 
| = 

— 
ll 4 

(-d;-¥)=n+(4;-V)=n+ (4; 0) +7 d’apres a., 

d’ou (-% 3-¥) = (a; ¥). 

c. (-4; 9) +(¥; i) =—n + 2kn (ke Z), 
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€ “5 et —4 sont de méme signe donc : 

{55-47} = (i; ¥). 

| 
VARIABLES 

k1 EST_DU_TYPE NOMBRE 
k2 EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE k1 

LIRE k2 

SI (k1==0 ou k2==0) ALORS 

DEBUT_SI 

AFFICHER “erreur” 

FIN_SI 

SINON 

DEBUT_SINON 

SI (k1*k220) ALORS 

DEBUT_Sl 

AFFICHER “(” 

AFFICHER k1 

INAS MER Urs 

AFFICHER k2 

AFFICHER “v) = (u,v) + 2k.PI (k entier relatif)" 
FIN_ Sl 

SINON 

DEBUT_SINON 

AFFICHER “( “ 

AFFICHER k1 

AFFIGHER Ux - 

AFFICHER k2 

AFFICHER “vj = (u,v) + Pl + 2k.Pl (k entier relatif}" 

FIN_SINON 

FIN _SINON 

FIN _ALGORITHME 
L 

Avec k, = —2 et k, =3, on obtient : 

***Algorithme lance*** 
(-2u ; 3v) = (u,v) + Pl + 2k.PI (k entier relatif) 
***Algorithme termine*** 

Avec k, =2 et k, = . on obtient : 

***Algorithme lance*** 
(2u ; 0.33333333v) = (u,v) + 2k.PI (k entier relatif) 
***Algorithme terminé*** 



A est sur la bissectrice de IOJ. Yp= at et Xo =—5. 2 2 

2. (OA; OC) = 2 - = = 2% + kam ; (OC; OA) = - 2% + 2km (k EZ). ees GA 12 12 
(OB OC) = 22 -(-22) = 9 - 38 4 dem (ke Z)=-F + 2k (ke). 

(OA; OB) = -22 -E = 288 - Eh ohm (ke Z) = + km (kD), 
3. Notons fl’affixe du point M qui appartient a ]—1 ; 7] : 

ee ee ar oe ee 3 nm], done—t = 3" 

4, (01 : ON) = a + 2kn (k € Z). Notons D le point d’affixe Be 

2(O1 : ON) =(01 ; OD). 

N est donc situé a l’intersection du cercle trigonométrique, et de la bissectrice inté- 

rieure de l’angle (01 : OD). 
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1. Pour déterminer (u;V), choisir des représentants de u et de v partant 

d'un méme point 

E 

° (AB; AC) = 3 + 2kn (k eZ). ° (CB; CA) =~ + 2km (k eZ). 

° (AB; CB) =(AB; AD) = 3 + 2km(k €Z). 

* (BA; AC) =(BA; BE) = = + 2k (k eZ). 

+ (AB; CA) = (AB; AF) = -22 + 2km(k €Z). 

438 



° (CD; CA) = 4+ 2kn (k eZ). 

° (BC; OB) = (BC; BE) = -32 + 2km (k eZ). 

° (DO; AC) =(DO; ee = (DO ; OC) 

C)=4+2kx (k eZ). = (OB; 5 

4 Voir cours II.4. 

° (OA; OC) = 1+ 2kn (k EZ). 

e (BA; CD) =(BA; BA) =0+ 2kn (k eZ). 
3m ° (OB; AD) = (BE; BC) ==" + 2kn (k eZ). 

3. 

° (BA; AC) =(-AB; AC) =(AB; AC) += ++ 2kn (ke Z) 

(BA; AC) =“ + 2km(k eZ). 

¢ (OB ; OC) + (OC; OA) + (OA ; OB) = 2x + 2k (k EZ). 

Par symétrie, 3(OB ; OC) = 20 + 2kn (k eZ); 

(OB; 0C)= + 2 kez); 
d’ou (OB ; OC) vaut 0 ou a ou af (+2kn;k eZ). 

Comme la mesure principale de (OB ‘ Oc) est dans 0; 2[ : 

OB ; OC) = 2" + 2kn (k eZ). 3 
e (AB ; OC) = (AB; IC) = (2B; IC) = (IB; IC) 

(AB ; OC) = 5 + 2km(k EZ). 

[9] e Dans le triangle OEG : 

(EO ; BG) + (GE; GO)+(OG; OF) =1 + 2kn (k eZ). 
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EOG est isocéle en O, donc (EO : EG) 2 (GE : GO) = 2 + 2kn (ke Z). 

D’ot = + (OG ; OF) = n+ 2kn (k EZ). 

51 
(OG ; OE) = a —+2kn (ke Z). 

e D’aprés le théoréme de l’angle inscrit : 

2(FG ; FE) = (0G ; OE) ; 

2(FG ; FE) = + 2kn (k EZ). 

D’oi (FG ; FE) = ot + ke (k EZ). 

(FG ; FE) = = + 2kn (k €Z) ou (FG ; FE) = 19% 2 <7 kn (ke Z). 

Comme (FG : FE) est un angle aigu : 

FG; FE)= 5" (FG ; FE) = 77 + 2kn (k Z). 

y Voir le savoir-faire 3. 

10} a. ; ¥)=0+2kn (k EZ). 
v;-v)=1+2kn (kEZ). ( 

c. G3 ¥)+(w;@) =(w; a) + @; 9) =(w; 9). 

d. (i; w)- (iu: V¥)= (i; w)+(¥ 5a) 

=(¥;u)+(a; w)=(a;w). 

.(-43V)+(4; ¥)=(43; ¥)+04+(U;¥) 

=2(u3v)+7. 

t. (G0) + (wa) +(5; w) 

=(w ii) +; ¥)+(¥;w) 

= w;¥)+(¥; w)=(w; w) 

@ 

=0+2kn (k EZ). 

[14] 1. @;-%) =: 5)+(6;-3) 
=(W3V)+7. 

2. (-u;-¥) =(-d; 4) + (4; V)+(93-¥) 

=N+(u;v)+n=(U;V¥)+20 

=( 3p). 

3. (—u; ¥) = (-; 4) + (UW; 9) 

=M+(u3;yV). 



4.0(¥;w)=(¥;4)+(a; w) 

=—(u;¥)+(a;w) 

__%,3n = a+ 3 +2ku(k €Z) 

_ 13% marr +2kn(k eZ). 

°(d;-V)=G;v)+n=7 +04 2kn(k eZ) 

= SEs 2km(k eZ). 

+ (its) =U) +m 
=F ent 2kn(keZ) 

= UE + 2kn (keZ) 

=-2% + 2km (k ED). 

°(-¥;-w)=(7; 0) =BE + ake (keZ). 

1. a. cos?(1)= 3 #9] cos =F ou cost = 5 | 
vy Z 

Tt 5m 
& | cost = cos= ou cost = cos |. 

6 6 

[t= 24 2kn out =—2 + 2km out = 92+ 2km out =—2" + 2km (kD) | 

b. 2X2 -X-1=0;A=(-1)° -4x2x(-l)=9. 

1-4 1 14+3 
q ou X mi 

D’ou 2cos2t — cost -1=0 

| cost =-3 ou cost =1| 

S | cost = cose ou cost = cos | 

[t= 22+ 2kmout=-22 + 2km out = 2km (ke Z)|. 

; —/2 
c-(sint—NQsint+ J2)=0 ¢2| sine = 5 ou sin = | 

E Gest us sint = sin{-2}] <> | sint = sin & ou = 4 

Tt 5% ut Tate e[t= 2+ 2kn ou t= 22 + 2km out = 4+ 2km ou t= —F + 2kw(k Z|, 

tel 
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B St 
et 5 © cost = cos{ 7) re|- 

b. sint<O@te]—x;0[. 

c. 

on 1 
A ( 3) 4 

1 Ape 2h. Tt 20 
-5 <cost< YS rel: ay Eee | 

4 Pour déterminer les intervalles, parcourir le cercle trigonométrique a partir du 

point I’ et en tournant dans le sens positif. 

3. a. cost = cos(t+ 1) @ [t=t+m+2kn ou t=—-t-—n+2kn (kEZD)] 

& [0= 1+ 2kn ou 2t=-1+ 2kn(k EZ)| 

eta—Ttkn (k eZ) 

eo |t=-F42kn ou t= F+2kn(keZ)]. 

4 Voir les savoir-faire 1. et 3. 

a en ay ets ek 4n b. sin 2r = sin E) | 21 = 5 + 2kT ou 2t= 5 

eo |t=-Fi +k (keZ) our=E+inlkeD)| 

42k (ke 2)| 



2m on On _2n 1 [t= iy + 2k out = 27 + 2k out = gt 2kmout = "2 + 2km(k eZ) | 

2 
1. cos? a+ sin? a =1 soit (3) + sin2a =1, 

d’ou sin ee Ne ae 24 
49 49’ 

Tae }24 2/6 atten PAS 
sing = 79777 ou sina =— po 

Comme a €[0; 2], sina > 0, sina = 2/6 
sony Fo 
2 

2. cos2b + sin2b = 1 soit cos2b + (- 3] =], 

Lee e 5] 3 > DR ashe = oe wes Grouscos-b =I 5 25 et cosb= 5 ou cosb 5" 

Comme b € |-:-4), cosb<O0 dot: 

cosh = -3. 

3. cos” (7) + sin? (Fe) =1 d’ot 

cos? (7) 4-28 = 1 : cos?(7) = eNS (0); 

D’ou ie See ou pee 

Comme = |2; x], cos(7) < 0 et eos( 75) = eee 

1. OFA est isocéle en O car OL = OA = 1. 

De plus, (01,04) = . + 2kn (k eZ) 

OIA est isocéle avec un angle de 60°, donc OIA est un triangle équilatéral. 

2. e Par conséquent, la hauteur issue de A du triangle OIA est confondue avec la 

médiane issue de A. 

D’ou H milieu de [OI], et OH = 7 

e D’aprés le théoréme de Pythagore dans AOH rectangle en H : 
ez, 

AH? = OA? - OH? =1? -(5] os, 4 

AH > 0, d’ou i ees 
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1. D’aprés le théoréme de l’angle inscrit : 

e 2(DC ; DA) =(OC; 0A). 

¢ 2(BC; BA) = (OC; OA) =2x =. 
5 

RY 7a are tees Dot 2(DC ; DA) = 3 + 2kn (k eZ). 

2. On en déduit que : 

(DC; DA) = =F + kn (ke Z) 

(DC; DA) == + 2kn (ke Z) ou (DE; DA) = =F +--+ 2k (keZ). 

La mesure principale de (DC ; DA) est négative donc : 

(DC; DA) = 2 + 24m (k eZ) 

(DE ; DA) =-22 + 2km (k eZ). 

\t 

B Cc 

i.e (AB; AC) +(BC; BA)+(CA; CB) = 1+ 2kn (k €Z). 

e (AC; AD)+(CD; CA)+(DA ; DC) = + 2k’ (k’ eZ). 

2. Ajoutons ces deux égalités membre 4 membre : 

[(AB ; AC) +(AC; AD) ]+(BC; BA) +[(CD ; CA) +(CA; CB) ]+(DA; DC) 
=2n+2n(k+k’) (k+k’ eZ). 
D’apres la relation de Chasles : 

(AB; AD)+(BC ; BA) +(CD; CB) +(DA; DC) = 2k”n (k” eZ). 

La somme des angles, orientés positivement, d’un quadrilatére, vaut 0 a 27 

pres. 

4 On obtient le méme résultat au en considérant les angles orientés négative- 

ment 



I. M appartenant au cercle de diamétre [AB], le triangle MAB est rectangle 
en M. 

Dans le cas ot M est sur le demi-cercle supérieur : 

(MA ; MB) =5+ 2kn (k € Z). 

B’ 

Figure 1 

Dans le cas ot est sur le demi-cercle inférieur : 

(MA ; MB) =—7 + 2kn (k eZ). 

Figure 2 . 

2. (MA’ ; MB’) = (MA’; MA)+(MA ; MB)+(MB ; MB’) 

=~3+(MA; MB)+ 3. 

(MA’ ; MB’) = (MA ; MB). 
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3. Lorsque M est sur le demi-cercle supérieur : 

(MA’ ; MB’) = (MA ; MB) =5 +2kn (k eZ). 

Le triangle MA’B’ est donc rectangle en M et direct. 

Lorsque M est sur le demi-cercle inférieur : 

(MA’ ; MB’) = (MA ; MB) = -5 + 2kn (k eZ). 

Le triangle MA’B’ est donc rectangle en M et indirect. 

18} 1. 

Figure 1: M est sur le grand arc AB Figure 2 : M est sur le petit arc AB 

2. AMO est isocéle en O, d’ot (MA : MO) = (AO ; AM) 

Dans le triangle AMO : 

(MA ; MO)+(AO; AM)+(OM; OA) = 2+ 2kn (k eZ). 

D’otl 2(MA ; MO) +(OM ; OA) = © + 2k (k €Z) (1). 
e BMO est isocéle en O donc : 

(MO ; MB) +(BM ; BO) + (OB ; OM) = n+ 2k’n (k eZ) 
Ra de eM Sle Misdede 

2(MO;MB)  +(OB;OM)= 1+ 2k’n (k eZ) (2) 
3. En ajoutant membre 4 membre les égalités (1) et (2) : 

2| (MA ; MO) + (MO ; MB)|+(OB ; OM) +(OM ; OA) = 2+ 2n(k +k’) 
(k +k’ eZ). D’ou, en appliquant la relation de Chasles : 

2(MA ; MB) + (OB ; OA) = 2k”n (k” € Z), 

soit encore : 

2(MA ; MB) = —(OB; OA). 
D’ou 2(MA : MB) = (OA . OB). 



1. a, O,MB est isocéle en O,, et O,M’B est isocéle en O,. 

b. (O;M; 0,B) +[(BO, ; BM) +(MB ; MO,) |= 1+ 2kn (k eZ) 

soit (O,|M; 0,B)+ 2(BO, ; BM) = T+ 2kn (keEZ). 

c. (O7B ; 05M’) +[(M’O, ; M’B)+(BM’ ; BO;)]= 2+ 2kn (k eZ) 

soit (O,B ; O,M’)+2-(BM’; BO,)= + 2kn (keZ). 

2. D’aprés le théoréme de |’angle inscrit : 

+ (0;Ni: 0,8) =2(aNi AB) 
e (0,B ; O,M’) = 2(AB; AM’). 

3. (BM; BO,)+(BO, ; BO;)+(BO, ; BM’) =1+ 2kn(k eZ), 

d’ou (BM ; BO,)+(BO, ; BM’) = n—(BO, : BO, ). 

4. a. 2(AM ; AB) = (O,M ; O,B) (d’apres 2) 

= =-2(BO, : BM) + (d’aprés 1. b.) 

=T— 2(BM’ : BO2). 

2(AB; AM’) =2(BO,;BM’)+ (2) 

5. En ajoutant membre a membre les égalités (1) et (2), on obtient : 

2|(AM ; AB) + (AB; AM’)]=2[(BM; BO,)+(BO, ; BM’)]+2n 

2(AM ; AM’) = 2[n-(BO, ;BO,)|+2n 

2(AM ; AM’) = 2(BO, ; BO,)+ 4 

2(AM ; AM’) = 2(BO, ; BO,) + 2kn (k eZ) 

(AM ; AM’) =(BO, ; BO,)+kn (ke Z), 
c’est-a-dire : 

(AM ; AM’) =(BO, ; BO,) ou (AM ; AM’) = (BO, ; BO) + 7. 
D’aprés la figure : 

(AM ; AM’) = (BO, ; BO,). 

y Voir le savoir-faire 3. 
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4° 4 

1 

Dake a - sit K{ 4 v3 } 

3. e OBJ est isocéle en O. Sa médiane (OK) est donc confondue avec la bissectrice 

oe (OB ; OJ) = 57376 tke (kez), 

d’ou (OB =o tke ( (k € Z) c’est-a-dire : 

71 

As 
ELLA ROG = 4 2h (ne 2) 

— 

D’aprés la figure (OB ; OK) = a +2kn (k eZ). 

7S mt ° On en déduit que (7 ; OK) = (i ; OB) + (OB; OK) = 3 +75 

i ge 51 (i ; OK) = 55 + 2kn (k eZ). 

4. e (T) et (OC) sont perpendiculaires par définition de la tangente 

ae Aa) cl eS Ra te 
¢ (OC; OA) == | t)- 242m a = "6 = t 2km (k eZ), done (OC) 1 (OA). 

(T) et (OA) sont perpendiculaires 4 la méme droite (OC). 

Donc (T) et (OA) sont paralleéles. 

ela } 5. (T) a donc pour vecteur directeur OA oa} 7) 

D €(T) donc CD et OA sont colinéaires. 

De plus, comme yp, = 0, CL -5 0) -(- +) soit CB eat +] 
2 poe, 

a Fe is 8 i 
D'oi (xp -3}x $3 x3 <0. 

Sa Nc ep Ue ied ’ Sw TT Wi ee 



CA et OK sont bien colinéaires. 

7. © CD et OA sont colinéaires et de méme sens : 

CD = a0A avec a >0 

e CA et OK également : 

CA = BOK avec B>0. 

Dou: 

(CD; CA) = (OA ; BOK) 

= (OA: OR) 
Siti 76 

BAO 
= 
a5 —+2kn(k EZ) 

(CD ; CA) =F + 2kn (k eZ). 

[21] Partie A 

1. Les résultats donnés sont respectivement —0,23 ; 0,89 ; —0,11 ; 1; 0 et 0,4. 

2. Le réel obtenu xy appartient a l’intervalle ]—1; 1]. (x — xp) est un multiple de 2. 

Partie B 

1. Soit x=? avec peZetqeN*. 
q 

Alors : 

pave atg=d el 42 
q q 

et 2es— DA py 2-2 “4 at 
q q 

2. D’aprés 1, ajouter ou retrancher 2 a x = : équivaut a ajouter ou retrancher 2g au 

numérateur p. 

On réitére cette opération jusqu’a ce que —1< a <1, c’est-a-dire -q< p<q, 

c’est-a-dire tant que p< gq ou que p>—q. 
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VARIABLES 
p EST_DU_TYPE NOMBRE 
q EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE p 
LIRE q 

SI {q<=0) ALORS 

DEBUT_SI 

AFFICHER “erreur” 

FIN_ SI 

SINON 
DEBUT_SINON 

SI (p<0) ALORS 

DEBUT SI 

TANT_QUE (p/q<=-1} FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

p PREND_LA_ VALEUR p+2*q 

FIN_TANT_QUE 

FIN_SI 
S| {p»=0) ALORS 

DEBUT_SI 
TANT_QUE (p/q>1} FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 

p PREND_LA_ VALEUR p-2*gq 

FIN _ TANT_QUE 
FIN_SI 

AFFICHER “x0 = “ 

AFFICHER p 

AFFICHER “ /" 
AFFICHER q 

FIN_SINON 
FIN_ALGORITHME 

Rourg= 7 on obtient : 

*** Algorithme lancé*** 
x0 =-5/6 
*** Algorithme termine*** 

3. Considérons la mesure d’angle xm = 7 avec peZetgeN". 

Il existe un entier relatif ky tel que xm + 2kon € |—m; 1] (=x + 2kyT est mesure 
principale de l’angle). 

Or-R< xh +2kyn sno —-laxt2k, =] 

Posons x9 = x + 2kg. Alors x9 € ]—1; 1], et (x — x9) = 2k est un multiple de 2. 

A P ; P ; : : bay: 
Le rationnel x9 = © est celui donné par l’algorithme de la question précédente. 

qo 

La mesure principale de |’angle est alors : 

Po Xt 
O=AxAN+ 2kon =(x+2ky lt =xon = 

450 



VARIABLES 
p EST_DU_TYPE NOMBRE 
q EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIRE p 
LIRE q 
SI {q<=0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “erreur” 
FIN_S| 
SINON 

DEBUT_SINON 
SI {p<0) ALORS 

DEBUT_SI 
TANT_QUE (p/q<=-1] FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
p PREND_LA_VALEUR p+2*q 
FIN_TANT_QUE 

FIN_SI 
SI ([p>=0) ALORS 

DEBUT_SI 
TANT_QUE (p/q>1] FAIRE 

DEBUT_TANT_QUE 
p PREND_LA_VALEUR p-2*q 
FIN_TANT_QUE 

FIN_SI 
AFFICHER “la mesure principale de langle vaut™ 

AFFICHER p 
AFFICHER “ *Pi/" 
AFFICHER q 
FIN_SINON 

FIN_ALGORITHME 

Pour xt = os on obtient : 

*** Algorithme lance*** 
la mesure principale de l’angle vaut -5 *Pi/6 
*** Algorithme terminée*** 

4. Notons © la mesure principale de l’angle (i ; V) 

a eek ; 
od >" 3 > 

wie CUE. b. a= 4° 

; nok ; 
° ce) 6 9 

Sadte d.a=7; 

e.@=1(p=—2letq=1). 

la 

t trigonometrie 

Angles orientés e 
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[22] Partie A 

1.(OM; OA) = 7-1 + 2kn (ke Z); 

(OA Ow) = (2 -1)-2 = 14 2k (keZ); 

(OM ; OA) = (OA ; OM’), donc (OA) est la bissectrice de angle MOM’. 

2. OMM’ étant isocéle en O, la bissectrice de l’angle MOM’ est confondue avec la 

médiatrice du segment [MM’], donc (OA) est la médiatrice du segment [MM’]. 
3. e (OA) a pour équation réduite y= mx+ p avec p=0, puisque (OA) passe 

2 Z 
par O. A € (OA), donc yy = mx, +0 soit se =m dot m=1. 

L’équation réduite de la droite (OA) est y = x. 

cos(t) + cos - ] ; sin(t)+ sin (5 - ] 

* 2 , 2 

Comme K € (OA), yg = xx. 
Donec 2x, =2y, c’est-a-dire : 

cos (¢) + 005{% — | = sin(¢)+sin(¥— | (1). 

4, (MM’) | (OA) donc MM’ et ii sont colinéaires, avec : 

MM’ [cos( - ] —cos(t) ; sin [5 - ] — sin 0) dod : 

cos(# ~ ] - cos(t) x (-1)- sin (5 - ] —sin | <= 0; 

51] = -sin(0) + sin( $ - | (2). 

5.eEn ajoutant membre a membre les égalités (1) et (2), on obtient : 

2cos(t) = 2sin (5 - i) D’ou: 

cos(t)— cos| 

Ce He. 
cost = sin|= — f¢}. 

: 

eEn soustrayant membre a membre les égalités (1) et (2), on obtient 

2c05{% - ] = 2sin(t). D’ou: 

sin (t) = cos (5 - ) 2 

Partie B 

Sige On _ SNE Ty 
ith Veo ine oO ok 



IGE TC Re Te T IG TTC 
e On rem ee edhe HA n remarque que Ea) = 5: soit 1D 5 

71% TT Tl : TU HONS 
Donec cos|——} = cos|— — = sin|—— —sin 

(7) (5 [- a) ‘ at Ae ° 12: 

2.¢ cos| = 1 4) est l’unique réel x qui vérifie : 

Tt 
= i F sin »(z) = 

x= 0 

On a bien 

(Le s2) ,(e-2) 8+2V12 8-212 _, 
a 16 16 

V6o-J2 Donc cos() = a 

e sin (=) = sin (F - 5) - = cos( | 
12 pe AVP 12, 

an(t5) El 
aa 3) -e=(-) eos] 

sin 7 = aay 

23] Partie A 
a. L’ensemble des points M tels que OM = kOB, k ER, est la droite (OM). 

b. ensemble des points M tels que OM = kOB, k = 0 est la demi-droite [OB). 

c. ensemble des points M du plan tels que OM = | est Ie cercle de centre O et de 

rayon 1. 

Partie B 

1. Le triangle OIA étant isocéle en O(OI = OA = 1), sa médiane (OB) est confondue 

avec la bissectrice de |’angle IOA. 

Angles orientés et trigonométrie 
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Donc, comme (Ol : OA) = kn (ke Z): 
4 

(OI; OB) = F + 2kn (k eZ). 

2 2 
1+— 0+—— 2 2 J 

2.eB 2 : 2 soit B +/2 2 
2, 2 4 4 

(242 4+4y2 +2. ae 
- 16 ae 

pe? 2 so OR= sae EE 

2 

24/2 

FOCe = COR ee Ne ee. 
Rene rN 5 2 

donc C appartient au cercle de centre O et de rayon Oe 

4, Les coordonnées de C sont égales a celles du vecteur OC. 

ee avec k = > 0 donc, d’aprés la partie A, C <¢ [OB). 

(Ce OB a pour coordonnées ; 
Deke 

| PEER OM «E 
Nee Sy al. Way 

poac( 242 2D eld pea} 

*oJ24 J2 

5. C est le point du cercle trigonométrique d’affiche = 
8” 

, donc Coos sin 4. 

On déduit du 4. que : 

cos (| = eo et sin () = ron 
8 2 8 eye 3 



(multiplication par le conjugué], d’ou : 

oft) PE _ xP «LP : 
ax eyo 2x/2 ow 

1. Langle (AB 3 AM) n’est défini que si AM # 0, c’est-a-dire si, M#A. 

a. 

NS ee 5 

€ est la demi-droite [AB) privée de A 

b. (AB; AM) =0+kn (k eZ) 

<> (AB ; AM) = 0+ 2kn (k € Z) ou (AB; AM) = 1+ 2kn (ke Z). 

€ est la droite (AB) privée de A. 

c. (AB; AM) = 5 + kn (ke Z) 

<> (AB; AM) = 5+ 2kn (k €Z) ou (AB; AM) =—7 + 2kn (k eZ). 

€ est la droite perpendiculaire 4 (AB) passant par A, privée du point A. 

2. Langle (MA s MB) est définisi M# A et M#B. 

a. (MA ; MB) = 1+ 2kn (k eZ). 

era 
Tl 

€ est le segment [AB] privé de ses extrémités A et B. 
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b. (MA ; MB) = 7 + kn (keZ) 

<9 (MA; MB)=7+2kn ou <2 (MA ; MB) =—7 + 2kn (k eZ) 

= M#A et M#B et AMB est rectangle en M 

(OA ; OB) +(AB ; AO) +(BO; BA) = 1+ 2kn (k €Z) 

(OA; OB) + 2(AB ; AO) = rt (1) car AOB isocéle en O. 

Or, (AM ; AB) + (AB; AO) = (AM ; AO) =+0= kn (ke), 
par définition de la tangente, 

dot 2(AM ; AB) + 2(AB; AO) = 2+ 2kn (k eZ). 

D’aprés (1), on a alors 2(AM : AB) + n—(OA : OB) =1+2kn (k eZ). 

2(AM ; AB) = (OA; OB). 
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[26] 1. 56 = 21 done @ = 22 (22 < J—n; n}} 
5.45 

2. A(cos @ ; sin 8). 

B a pour affixe 20, donc B(cos 20; sin 26). 

C a pour affixe 30 = of, donc aussi 7k =-—20. D’ot C(cos 20 ; —sin 26). 

D a pour affixe 46 = “E, donc aussi == =-8.D’ot D(cos 0 ; —sin 6). 

ae ee ‘ 2 

4. a. t est négatif, car OK et OC sont de sens contraire. 

1+cos0 

3, K (se é ne 1 [coe 408.28 : sin 3 sin 28 

b.OK =tOC Ss  . 
sin®@ E sin 8 = —2¢sin 20 
ie —tsin20 

cos@ + cos 26 

OL=1OD = | 
sin 8 + sin 20 2 

5 —tsin@ 

1+cos® 
donc (1) = ORO = 5 = 2tcos®. Bec8 = 

sin8 

2t 

sin 8 
esin20=-— =—2tsinO. 

Ot 
donc (2) = sin — 

6. ¢ (2) <9 sino - 28 — ~r¢sind, 

2S 1--=-21 (on divise par sin® # 0) 

<> 2t—1=-—4r? (on multiplie par 27 4 0) 

© 41? +2t-1=0. 
A=22-4x4x(-1)=20>0. 
Comme JA = 245 ; 

Qyesi 
4 + 

lays 

4 Comme t <0, t= 

e(lhe so(i+ 2-21) =-5 
x 2t Shh, 

S cos (21 +1- 41?) =—1 (on multiplie par 2t 4 0) 

1 Oo 
St) Ape Oy oA 

7 = !cos28 aaa 2tcos 20 
= 

9) = tcos® cos@+cos20=2tcos@ (1) 
= 

sin@+sin20=-—2tsin®O (2) 

ee ee 2 eS == See 

Angles orientés et trigonométrie 
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2 
-1- 5 it 

ol oe 5 : es F 16 4 
p25 45 14 [5 38a el 

= a | a ae 

4 2 2 pe 
ee ae 

Be ee ee 
1+J5 (J5+1)(¥5-1) 5-1 4 

7, 

a. I’OM, est rectangle en O, donc I’M,” = I’O? + OM,? = 1? +2? =5, donc: 

IM, =/5. 

b. I’, O et M, étant alignés dans cet ordre, IM, =l’O+ OM, soit 5 =1+ XM,> 

donc Xm, = ie 1. 

xo +m, UOENS 1 5-1 | 
CX = 2 7 2 ’ 

Ao 
MEE MAOPECIY (olen ORG 

Le Mee ages 
d. Aprés avoir placé A et D, on construit K. [KO) coupe le cercle en C. On construit 

le milieu K’ de [ID]. [K’O) coupe le cercle en B. 
I] ne reste plus qu’a relier a la régle les points I, A, B, C et D. 

1. Réponse b. 

YR =-3 et Xp <0, donc B(- 

St ST 2TG 0 T RB fg ng Melee fl Fn lah Or, 6 +21 6 + 6 G 



2. Réponse b. 

UE >. donc A a un affixe dans |’intervalle |-2 : -2i. 

Z 27 3n Tt < 
Comparons les réels mee : sire : ir avec ste et un en les mettant au méme 

dénominateur 2x 5x3: 

DR te er (8K OT 6n, m_ 15a Ho AON 

eo Un 5 30 2 

seul = = est compris entre “ es = 

BO a0r 

3. Réponse a. 

OIC est isocéle en O car OI = OC = 1. 

De plus, (Of; OC) = 7-0 = 7 + 2kn (ke Z). 

D’ot OIC = OCI = +n = x == Te triangle OIC est équilatéral. 3) 3 

4. Réponse d. (0G; OB) =-22 - =~ 724 2en (k eZ) 

_ ot + 2kn (ke Z), 

2. J étant situé sur l’axe des ordonnées, qui est la médiatrice de [MM], on sait que J 

est équidistant de M et de M’. 

JM = JM’ donc JMM’ est isocéle en J. 

3. M(cos(t) ; sin(t)), M’(—cos(¢) ; sin (¢)) et 

cos(t)+(—cos(t))  sin(t) + sin 2) pe 
zZ 2 

Soit H(0 ; sin(¢)). 

4. MM’ = y (xy re + (yy - Pale = (—2cost)* +02 

= / 4cos? (t) = 2 x|cos(t)| 

Angles orientés et trigonométrie 
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TU 
Mais, comme t € |-3 : zl, cos(t) > 0 donc |cos(t)| = cos(f) et : 

pi) 

MM’ = 2cos(t). 

5. e Si t= 0, les points O, H, J sont alignés dans cet ordre et 

T 

2 
Sit < 0, les points H, O, J sont alignés dans cet ordre et JH = OJ + OH = 1+|sin(d)]. 

JH = OJ —- OH = 1 —|sin(s)| = 1— sin(s) (car t€ [0 y E donc sin(t) = 0). 

Or, t € |-2 : 0], donc sin(t) <0, donc |sin(t)| = —sin(t), d’ot JH = 1-sin(t). 

Dans tous les cas, JH = 1-sin(t). 

1% _ MM’xJH 
6. Soit re |-¥; x 105 =eacneen 

_ 2-cos(t) x (1—sin(#)) 

> 2 

A(t) = cos(t) x (1—sin(¢)). 

1 st{#) =cos(2) (1 sin) = 33x (1-4) - 93. 
2 2 4 

Soit H le projeté orthogonal de M sur I’axe des abscisses, et K le projeté orthogonal 

de M sur l’axe des ordonnées. 

M(cost ; sint), H(cost; 0) et K(0; sin?). 

Dans le triangle OHM rectangle en H, le théoréme de Pythagore donne : 

OM? = OH? + HM?. 

Or, OH = (cost)? +02 = ¥ (cost)? =|cos?| ; 

HM = OK = J 0+(sint)* =|sin¢|. 

D’ou 12 =|cost|* +|sinz|* soit : 

1=(cost)? +(sint)” 



4 Si x est un réel, alors : 

[x2 six>0 
KP =) 

\(-x) =+x?six<0 

Dans tous les cas, |x|? = x2. 

3 
ea. COSt= cost 

t= + 2km out=—2% + 2k (k eZ). 

b. sin =-- 42 <> sint = sin(-4] 

eo t=—T + 2km our=n-(-2}4 24m (k eZ) 

et=—242kn our = 224 2k (k eZ) 4 

t=-Z+2kn out=—32 + 2kn (k eZ) 

TU T 
c. cost = ~cos(4} &> cost = cos{n- 2] 

© cos(t) = cos (=) 

oot =" + 2km ou t= 32 + 2kn (keZ), 

d. sin (21) = 1 © sin(2r) = sin(} 

9 2t= 5+ 2kn (ou 2t= 1-7 + 2km) (k eZ) 

erattkn (k eZ) 

Tt Tt 
ot=7+2kn our=7 +H +t 2kn (ke Z) 

Soe 4 km ote 42k (keZ) 4 

co t=T42kn ou t= 22 + 2km (keZ). 

1. A(1:y,) et OA =2, donc OA? =4. 
On sait de plus que y, > 0. 

OA2 =4e6 12 +y,* ee Ales y 4 =3 2 ya = /3 OU Ya =—/3 (impossible) 

Donc A(I ; 3). 

Angles orientés et trigonométrie 
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eae ae pe COR 

2. ¢ Le point C’ est diamétralement opposé a A’. 

3 
Par conséquent c|- x FI 

0) 0 3 
e a(Aast : ad soit a(} . BI 

ie: 
e C’ est le milieu de [OC], donc OC = 20C’, 

donc Oc(-1 : - 3) et C(-1 ; —,/3). 

3. e ABCD est un losange de centre O, donc ses diagonales sont perpendiculaires : 

(OA ; OD) = —5 + 2km (k eZ). 

e (OA ; OD) =(0A ; Ol) + (OI; OD) 

-7=0-7+(01;00), 

dot (Ol; OD) =-F + 5+ 2kn (k eZ) 

=— E+ 2kn (k eZ). 

3d 
e D appartient au cercle trigonométrique, donc of 2 : +] 

4. B est diamétralement opposé a D. 

Les coordonnées de B sont donc [- v3 +} B70 

SAD = [- Jey 

aa 1-2} 
4 4 

o [3-4 B44 teas 2 
” 4 

gs e ie mites 

Donc le losange a ses quatre cétés de longueur égale a J5 : 
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Produit scalaire 
dans le plan 

AVOUT 

Wy, 

7) ALVA UTE ETE LSS ill 

HEH NORME D’UN VECTEUR 

1. Généralités 

® Définition : Soient 7 un vecteur du plan et A et B deux points du plan tels que 

AB=i. 

On appelle norme de 7, et on note ||z 

aa e Pour tous points A et B du plan, ||AB||= AB. 

“fal=0 

|, la distance AB. 

® Propriétés : Soit A un réel et # un vecteur. Alors ||Au|] = |A| x lu). 

® Définition : Soient % et v deux vecteurs non nuls du plan. 

On dit que u et ¥ sont orthogonaux si u = 0 ou v = 0, ou si u et V sont non nuls 

avec (i; 0) = £5 +2km (k eZ). 

On peut alors noter u Lv. 

4 Par convention, 0 est orthogonal a tout vecteur du plan. 

® Propriétés : Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si leurs vec- 

teurs directeurs sont orthogonaux. 

= Propriétés : Soient u et v deux vecteurs du plan. 

a+ ||? = |||" +||¥||* si, et seulement si, @ et ¥ sont orthogonaux. 

= Propriétés-définition : Soit O un point, et i et j deux vecteurs du plan. 

e Le repere (O ate i) est orthogonal si, et seulement si, ily 

ae wh hig 
e Le repére (O;i : i) est orthonormal si, et seulement si, li iI 

i cal yf ie 

4 Attention ! |i +V|| n'est pas égal a |u| +|Iv |. 
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2. Expression de la norme d’‘un vecteur 

en repére orthonormal 

= Propriétés : Dans le repére orthonormal (O aie uy le vecteur u(x ; y) a pour 

norme : 

| = fx? +»? 

4 On retrouve la formule de la distance en repere orthonormal : 

Si A(X, i ¥q) et B(xg i ¥p), alors AB(xg — Xai ¥g-Ya): 

et AB=|ABl|= (xg — Xa) +(Ye-Ya) - 

HEM LES DIFFERENTES EXPRESSIONS DU PRODUIT SCALAIRE 

1. Produit scalaire de deux vecteurs colinéaires 

® Définition : Soient % et vV deux vecteurs colinéaires. 

On appelle produit scalaire de u et de v le réel, noté u- Vv, défini par : 

was. ie x |v] si w et V sont de méme sens | 

—||u|| x ||v|| si a et V sont de sens contraire | 

® Définition équivalente : Soient A, B, C trois points alignés, alors : 

__. _.. [ABx AC si AB et AC sont de méme sens : 
AB: AC= Loe Sere 

—ABx AC si AB et AC sont de sens contraire. 

C per. A u B 

A €[BC] donc : 

i-¥ = AB-AC=—ABxAC<0O. 

Cc B ue Vv A 
ot Or OO 

A €¢[BC] donc : 

i-¥ = AB-AC=ABXAC>0. 

2. Produit scalaire de deux vecteurs quelconques 

m™ Projeté orthogonal d’un vecteur sur une droite 

Soit v = AB un vecteur du plan, et (d) une droite. 

On appelle projeté orthogonal de v sur la droite (d) le vecteur ’ = A’B’, ot A’ 
et B’ sont les projetés orthogonaux des points A et B sur (d). 



& Définition : Soient w et ¥ deux vecteurs du plan. Soit (d) une droite dirigée 

par le vecteur u. 

Alors le produit scalaire de u et de v est égal a u-v’, ot v’ désigne le projeté 

orthogonal de ¥ sur la droite (d). 

® Définition équivalente : Soient A, B, C trois points non alignés. Soit H le 

projeté orthogonal de C sur la droite (AB). Alors : 

AB- AC = AB- AH. 
EXEMPLE 

1 
1 
' 
1 
1 
' 
' 
1 
' 

' 
' 
{ 
1 
1 
1 
1 
' 
' 
1 
' 
' 
1 
1 
' 
1 
t 
' 

' 
1 
' 

t 
1 

' 
t 
1 
1 
{ 
' 
1 
1 
t 
‘ 
1 

AB-C,D, = AB-C,D, = AB-C’D, = AB-C’D’ =- ABx C’D’ 

=—§ x3=— 14. 

3. Premiéres propriétés 

& Propriétés : Soient # et v deux vecteurs du plan. 

Vv 

eye 
“U = ul’. 
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4. Expression du produit scalaire en repére orthonormal 

= Propriétés : Dans le plan muni du repére orthonormal (O ic ib le produit 

scalaire des vecteurs u(x; y) et V(x’; y’) vaut u-V = xx’ + yy’. 

4 G-G=x2+y?=|al/. 

On retrouve la formule |u| = J x2+y2. 

5. Expression du produit scalaire a l'aide d’un angle 

= Théoreme : Soient u et ¥ deux vecteurs du plan. Alors : 

ae Osiz=Oouv=0 

\|ui|| x ||¥|| x cos(@ ; V) si w et V sont non nuls. 

y Consequence : 

Soient A, B et C trois points deux a deux distincts du plan. Alors : 

AB-AC= ABx AC xcos(BAC). 

6. Expression du produit scalaire a l'aide des normes 

@ Propriété :- Soient u et v deux vecteurs du plan. 

Le produit scalaire de u et de v est donné par chacune des expressions suivantes : 

=! 
a Lhe 2 ye pay H= 5 (lla + HI? — lial? — I’). 

v =) 
Ute A ex 
5 (lll? +I? — Iz — 91). 

= Conséquence : Soient A, B et C trois points du plan : 
Tees ee AB- AC = ~(AB? + AC? — AC”). 

C 



7. Autres propriétés du produit scalaire 

@ Propriété : Soient 7, ¥ et w des vecteurs du plan, et k un réel. 

o-(¥+W)=%-F+-W et (+0) WHa-W+T-wW. 

eku-¥=kx(i-V)eti-kv=kx(a-3). 

Hil APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE 

1. Dans un triangle quelconque M 

= Théoreme de la médiane 

Soient A et B deux points distincts, et I le milieu 

du segment [AB]. Pour tout point M du plan : = 
| MA2 + MB2 = 2MI?2 + 

AB? 
aes: 

2. Sur un cercle 

® Propriété : Soient A et B deux points distincts du plan. M appartient au cercle 

de diamétre [AB] si, et seulement si, MA | MB. 

= Conséquence : Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O yee j), tout 

cercle admet une équation de la forme : 

x? +axt+y? +by+c=0 (a,b,c eR). | 

3. Vecteur normal a une droite 

& Définition : Soit (d) une droite, et A et B deux points distincts de (d). 

On appelle vecteur normal a (d) tout vecteur non nul 7 tel que 7 L AB. 

4 Sin est normal a (d), alors n est orthogonal a tout vecteur directeur de (d). 

@ Propriété : Soit (d) la droite passant par le point A de vecteur normal /i. Soit 

M un point du plan. Alors : a 

M €(d) si, et seulement si, AM L 7. 

= Conséquences : Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O qs i) : 

e toute droite (d) de vecteur normal 7i(a ; b) admet une équation cartésienne de 

la forme ax + by +c =0 (cER) 
e la droite d’équation ax + by + c = 0 (avec a, b, cE R et (a; b) # (0; 0)) admet 

pour vecteur normal le vecteur fi (a ; b). 

Produit scalaire dans le plan 
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4. Formules d’addition et de duplication en trigonométrie 

= Théoréme : Soient a et b des réels : 

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin (bd) ; 

cos (a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b) ; 
sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b) ; 

sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b) 

(formules d’ addition). 

cos (2a) = cos? (a) — sin? (a) = 2cos? (a) — 1 = 1-2sin? (a) ; 

sin (2a) = 2sin(a)cos(a) 
(formules de duplication). 

SAVOIR-FAIRE 

1. Déterminer le produit scalaire AB - AC a partir 

d’une figure (sans coordonnées) 

Deux questions a se poser en premier lieu : 

e Connait-on le projeté orthogonal de B sur (AC) ou celui de C sur (AB) ? 

e A-t-on des informations permettant de calculer la mesure de l’angle BAC? 

Si ce n’est pas le cas, on peut tenter de décomposer les vecteurs AB et (ou) 

AC de facon a faire apparaitre des vecteurs orthogonaux 

EXEMPLE 

Dans la_ figure —_ci-contre, 

ABC = 60° et H est le pied de la 

hauteur issue de A du triangle ABC. 

Le point E appartient au cercle de 

centre B passant par H et : 

BE = 4DE. 
1. Calculer BA: BC et AB: AC. 

2. Calculer BH: DB et en déduire 

la distance DH. 

1. e Hest le projeté orthogonal de 

A sur (BC) donc : 

BA- BC = BH- BC=+4x5= 20. 
e On ne connait ni le projeté ortho-. 

gonal de B sur (AC), ni celui de C 

sur (AB) ni la mesure de BAC. 
eee ee ee wee ee ee eee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee ee we ee ee ee ee 



On décompose : 

AB. AC = (AH + HB)-(AH + HC) 

= AH: AH+ AH: HC+HB-AH+HB-HC 

=+AH?+0+0-HBxHC=72 -4x1=45. 

2. e BH- DB = BH -(-BD)=-BH- BD. 

Or BH- BD = BH x BD x cos(HBD) avec HBD = CBA = 60°. 

D’oi BH- DB =-BH x BD x cos(60°) =-4x3x 5, 

BH -DB=-6. 
(BE = 4 done DE =1 et BD =3). 
» BH-DB = DB- BH = 5 (DB +BH|’ -|DB|’ -|BHI°) 

z 5((DHIP — DB? - BH?), 

1 soit —6—— (DH? — 3? — 42). 

D’ot DH? - 25 =-6x2=~-12. 

Done DH? =13 et DH = 13. 

2. Déterminer l’équation d’un cercle 

e Pour déterminer |’équation du cercle T de diamétre [AB] dans un repére 
orthonormal, on utilise la propriété du paragraphe III-3., puis on passe aux 

coordonnées et on développe : 

M(x; y)€l @ MA L MB @ MA -MB=0 

 (x- x4 )(x- xp) +(y—ya)(y- yp) HOS... 
e Pour déterminer |’équation du cercle T° de centre Q et de rayon R, on pro- 

céde ainsi : 

M(x; y)eT @ QM=R& QM = R? 

@(x-X9)' +(y-yo) =R2S ... 

(élever les distances au carré permet de ne pas travailler avec des racines 

carrées) 
= 

EXEMPLE : Dans le plan muni du repére orthonormal (O ah i). on considére 

les points A(3;—2) et B(5; 1). Déterminer l’équation du cercle I’ de dia- 
métre [AB]. Les points K (3 ; 1) et L(4 ; 4/3) appartiennent-ils au cercle ? 

e Soit M(x; y) un point du plan. 

Melo MA: MB=0 

© 
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& (x -3)(x-5)+(y+2)(y-l=0 

© x*-8x4+15+y2+y-2=0 

© x2 -—8xt+y*+y+13=0. 

I admet donc pour équation x? —8x + y2+y+13=0. 
e 32 -8x341724+1413=0, donc K eT. 

3 Aone aeteeleL 
@4°-8x4+(-] +5+13=-+#0,doncLe!. 

3 3 9 

3. Déterminer le centre 
et le rayon d’un cercle connaissant son équation 

Soit I le cercle admettant pour équation, dans un repére orthonormal, 

x? +ax+y* +by+c=0 (a,b,ceR). Pour déterminer le centre et le 

rayon de I, il faut mettre x? + ax et y + by sous forme canonique : 

2 
a 

P+ ax=(r+$) -—, 

EXEMPLE : Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ak i; on cherche 

a déterminer le centre et le rayon du cercle I’ d’équation : 

x2+3x+y*-—4y+5=0. 

x*+3x+y*-4y+5=0 

ox242x5x4(5) -(3) +y?-2x2y42?-2245=0 

2 
<> QM? = [=] avec M(x; y) et al-3 ; 2} 

V5 
Le cercle T’ a pour centre o(-3 . 2) et pour rayon 3" 

4. Déduire de cos(2a) et sin(2a) les valeurs exactes 
de cos(a) et sin(a) 

La méthode la plus simple consiste a appliquer uniquement la premiére for- 
mule de duplication. L’égalité cos (2a) = 2cos? (a) -- 1 permet de déterminer 

cos (a), et l’égalité cos (2a) = 1— 2sin? (a) permet de calculer sin (a). 
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EXEMPLE : En remarquant que — = 2= calculer cos (7) et sin (7 

& cos (| =2xcos2 | 

+ cos(*) =1-2xsin? (E> (sin 

(positif car AD <P) 

ays T 
4 8’ 8 

“ J2 _ r\\" 
| is 5 =x eos -] 

2 ae h\ tes Alena) Dat Ween 2402 nfo) =f 
(2) V2 +2 Ee ED 

© cos|—] = ————ou cos | —} = — ——?—_ 
8 52 8 D 

<> cos (z) = SeURE (car cos(] = 0}. 

T T BD Ap 

Si aw 

@ sin(Z)= == oy sin( F] = 5) 

_ (%\_ V¥2-/2 me TL 
> sin(Z] = 758" (car sin(2) > 0) 

5. Reconnaitre les ensembles de points 

En travaillant par équivalence, on aboutit a |’une des situations de la colonne 

de gauche du tableau. II faut ensuite savoir reconnaitre |’ensemble des points 

M vérifiant cette condition. 

Soient A, B, C trois points et 7 un vecteur non nul. 

Le point A 

Produit scalaire dans le plan 

AM=0 

AM=r (r >0) Le cercle de centre A et de rayon r 

AM=AB Le cercle de centre A passant par B 

AM-BM=0 Le cercle de diametre [AB] 

AM=BM La médiatrice du segment [AB] 

me =) La droite perpendiculaire a (BC) passant par A 

AM hed La droite passant par A de vecteur normal n 

© 
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| EXERCICES D’APPLICATION | 

Ee PROJECTIONS ORTHOGONALES | »*& | 15 min |> Pp. 484| 

ABCD est un trapéze rectangle de bases EB 

[BC] et [AD]. Les droites (AB) et (CD) se 

coupent en E. K est le pied de la hauteur issue 

de C du triangle BCE, et H est le pied de la 

hauteur issue de D du triangle ADE. 

Ile Determiner t tous les produits scalaires H 

égaux a CE- AB, puis tous les produits sca- 

laires égaux a AB-CD. 

B e 

4 On doit en trouver respectivement quatre, puis six. 

2. On a de plus AD=4, BC =6 et CD =3. En calculant AB- DC de deux 
maniéres différentes, determiner la valeur exacte de cos (E). En déduire une 

valeur approchée 4 10! prés, en degrés, de l’angle E. 

IPA) avec Des NoRMES | * | 5min |> p. 484 

Soient # et ¥ deux vecteurs du plan vérifiant ||” + ¥||=9, ||z|| = 4 et |lv|| =6. 
Calculer : 

auc: c. (4+¥)-(u-V) ; d. (3u+2v)-¥ 

y Voir cours U.6. et 7. 

EW avec DES ANGLES EN RADIANS | ** | 30 min |> P. 485 | 

Les questions 1. 2. et 3. sont indépendantes 

|. Le plan est muni du repére orthonormal direct (O ; 1; J). On ae ee sur le 

Tx .-7K- 
cercle trigonométrique, les points A, B et C d’affixes respectifs = 9° 9 et 3° 

Calculer OA - OB et OA: OC 

y Voir le chapitre Trigonometrie : mesure d’angles orientés. 



2. Soit ABC un triangle rectangle isocéle en B et I le milieu de [BC]. On note a 

la longueur du cété AB. Exprimer en fonction de a: 

a.AB-AC; b.AB-BC; c.AC;  4d.CB-IC. 
3. ABC est un triangle tel que : 
a Oy 
ABC == == 7 et ACB= =. 

H désignant le pied de la hauteur issue 

de A, on a de plus HC = 1. 

a. Démontrer que AH = BH = J3 

y ibaa ee 
tanABH-... 

b. En déduire que AB- AC =3- /3. 

c. Déterminer la valeur exacte de cos (= 

CALCULS EN REPERE ORTHONORMAL | ** | 40 min | > P. 486) 

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O aha ay 

Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes. 

re ee st 1. On considére les vecteurs i - 5° 0) (5 : 3] et w(t : ‘| 

a. Calculer u-V¥, U-w puis ¥-w. 

b. En déduire (i + ¥)-W et 3u-(¥-¥W). 

2. On considére maintenant les points A(5;—2), B(—7;4), M(x; y) et 

N (3397): 
A quelle condition a-t-on... 

a. ON- AB=0 ; b. AB-OM =5 ; 

4 Voir le savoir-faire 5. 

c. ANB rectangle en A ; d. MAO rectangle en O ; 

e. MA-MB=0; f. ANB rectangle en N. 

3. Déterminer, dans chaque cas, si le repére (O ; 7; ¥) est orthogonal, orthonor- 

mal ou ni |’un ni I’autre. 

aa( 3-4) as(-4:-%): 2 

Pee La: ie: Se Os 
ee = — tt es b. u are ee uaa | : h 

c. i =cosOi +sin@j et ¥ =—sinOi +cos6j, 6 désignant un réel quelconque ; 

3) 
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ay ges nG 

at+3 (Ee 

autre que —3. 

d. v= j, a désignant un réel 
ae 3 wea a 

Snake ws DERE 

Mh, cours fin cull. 

FG accoritHme | * | 10 min |> P. 488| 

Ecrire un algorithme donnant la valeur du produit scalaire de u et v, dont les 

coordonnées en repére orthonormal sont ii(x, ; y,) et V(x» 3 yo). 

I Equations DE DROITES ET DE CERCLES ** | 40 min |> P. 488 | 

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O se ay 

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (d, ) passant par A (—3 ; 4) et 

de vecteur normal 7i, (5; —1), puis de la droite (d,) passant par B(12 ; 7) et de 

vecteur normal /. 

2. Déterminer un vecteur n, normal a la droite (d;) d’équation 3x — a +11=0, 

puis un vecteur 7, normal a la droite (d,) d’équation y = -=2 +1. 

3. Déterminer une équation du cercle T, de diamétre [AB], ot A(4;5) et 

B(7;-5). 

4. Déterminer une équation du cercle ., de centre Q(—1; 2) et de rayon R = >. 

5. Déterminer le centre et le rayon du cercle T, d’équation x? + y? +6y =0. 

6. Déterminer le centre et le rayon du cercle I’, d’équation : 

x? 2x4 y2+3y+2=0. 

4 Voir les savoir-faire 2. et 3. 

FORMULES D’ADDITION ET DE DUPLICATION _| ** | 20 min |» P. 490| 

Dans tout cet exercice, a et b désignent des réels. 

1. a. Question de cours. Compléter : cos(a + b) =... sin(a+b)=... 

b. Application : en remarquant que a = = + 7 déterminer la valeur exacte de 

i: el aot 
cos (75 et celle de sin( 75) 



EXERCICES 

2. a. Question de cours 

Exprimer cos (2a) en fonction de cos(a) uniquement, puis en fonction de sin (a) 
uniquement. 

4 Voir le savoir-faire 4. 

b. Application 

En remarquant que 6 2X ar déterminer la valeur exacte de cos (, puis 

Saf Il 
lle d = 2S celle de sin{ 7 ‘| 

FE triancies RECTANGLES | ** | 10 min | > P. 491) 

Soit ABC un triangle rectangle en A, I le milieu de [BC] et H pied de la hauteur 

issue de A. On note K et L les projetés orthogonaux de H respectivement sur 

(AB) et (AC). Le but de cet exercice est de démontrer que les droites (KL) et 
(AI) sont perpendiculaires. 

1. Exprimer AI en fonction des vecteurs AB et AC. 

4 Voir le chapitre Géomeétrie plane. 

2. En remarquant que KL = KA+ AL, démontrer que : 

Ai-KL =3(AB-KA +AC. AL). 
3, Justifier Pégalité : 

AB-KA+AC- AL = AB-HA+ AC. AH, 
et conclure. 

9 | UNE PROPRIETE DU RECTANGLE | * | 5min |> Pp. 492) 

Soit ABCD un rectangle. 

Démontrer que, pour tout point M du plan, MA? + MC? = MB? + MD?. 

4 Appliquer le théoreme de la médiane. 

ENSEMBLE DE POINTS | * | 10 min |> p. 492| 

Soit A, B deux points du plan ; on note I le milieu de [AB]. 
1. Démontrer que pour tout point M du plan : 

MA + MB = 2MI. 
2. Déterminer et dessiner l’ensemble des points M du plan tel que : 

MA + MB] = 3AB. 

© 
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EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

FR] propLeme DE GEOMETRIE | k* | 20 min |> P. 493 

Soit ABC un triangle et I le milieu de [BC]. 
1. Construire les points D et E extérieurs au triangle et tels que les triangles ABD 

et ACE soient rectangles isoceles en A. __ 

2. Démontrer que les angles DAC et EAB sont égaux. 

3. En remarquant que AI = 5(AB = AC), établir que : 

Ai-DE=;(AB- AE +AC-DA). 
4. En déduire que les droites (AI) et (DE) sont perpendiculaires. 

DROITES PERPENDICULAIRES * | 10min |> P. 494 | 

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O a j) 

1. Soient (d) et (d’) deux droites affines de coefficients directeurs respectifs m et 
m’. Démontrer que (d) 1 (d’) si, et seulement si, m x m’ =—1. 
2. Application : Déterminer |’équation réduite de la perpendiculaire a 

(d):2x-—3y+5=0 passant par A(1; 4). 

ENSEMBLES DE POINTS | ** | 45 min |> P. 495) 

Dans tout cet exercice, A et B sont deux points distincts, et I est le milieu du 

segment [AB]. 
1. Soit M un point quelconque du plan. 

a. Démontrer que MA.MB = MI? — 

4 

AB? 
ae 

On remarquera que MI-IA+MI-IB =0. 

b. Application : Supposons que AB = 1. Soit (%) un cercle de centre I et de 

rayon 2. Démontrer que, pour tout point P du cercle, le produit scalaire PA-PB 

est constant, et donner sa valeur. 

2. On suppose dans cette question que AB = 6. 

a. Déterminer l’ensemble @ des points M du plan tels que MA -MB=7. 

4 On pourra montrer que MA-MB =7 si, et seulement si, MI=4. 



b. Déterminer de méme l'ensemble ¥ des points M du plan tels que : 
MA-MB=-18. 

c. Determiner enfin l’ensemble G des points M du plan tels que MA-MB=-9. 

3. Soit M un point quelconque du plan. 

a. Supposons tout d’abord que M est sur le cercle de diamétre [AB]. Que vaut 

alors MA: MB ? 

b. Quel est le signe de MA: MB lorsque M est a l’extérieur du cercle de diamétre 

[AB] ? Et si M est a l’intérieur du cercle ? 
c. On a donc les équivalences : 

MA-MB>0¢ Mest al’extérieur du cercle de diamétre [AB]. 

MA-MB=0© M est sur le du cercle de diamétre [AB]. 

MA-MB<0 Mest al'intérieur du cercle de diamétre [AB]. 
Application : Dans le plan muni d’un repére orthonormal, on donne A (—2 ; —2) 

et B(3; 1). Donner la position de chacun des points suivants par rapport au cercle 

de diamétre [AB]: M, (-2:-1), M, Eo : eo et M, (0:5 
3 oe ae 

FA atcoritHMe _** | 15 min |> Pp. 496 | 

Le plan est muni d’un repere orthonormal (O ake j) 

Soit (d) la droite d’équation cartésienne ax + by + c = 0, avec (a; b) #(0; 0). 

Ecrire un algorithme permettant de dire si un vecteur V(r ; s) est normal ou non 

a (d). 

FQ points cocycuiaues _** | 35 min |> Pp. 497) 

Dans le plan muni du repére orthonormal (O;7 ie a on consideére le cercle € de 

centre O et de rayon 2, et les points du cercle A (—2 ), B(- Ls Mies ire: ane! (0 ;-2) 

et D(1; yp) avec yp <0 
1. Vérifier que A, B et C appartiennent a puis déterminer y,). 
2. Faire une figure 2 a compléter au fur et 4 mesure. 

3. On note M le point d’intersection des droites (AB) et (CD). Déterminer les 

coordonnées du point M. 

4 Utiliser la colinéarité. 

4. Vérifier que l’on a l’égalité : 

MA-MB= MC: MD. 

© 
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PROPRIETES DU CERCLE | ** | 20 min | > p. 498 

1. On considére dans le plan un cercle @ de centre O et de rayon R. Soit M un 

point du plan et d une droite passant par M, et coupant le cercle en deux points 

Aet B. Soit A’ le symétrique de A par rapport a O. 

Etablir que : 

MA -MB=MA-MA’ 
et en déduire que : 

MA - MB = MO? - R?. 
2. Soit EFGH un quadrilatére inscrit dans un cercle, et dont les diagonales [EG] 

et [FH] se coupent en un point I. Démontrer la relation IE-1IG =IF-IH. 

4 Penser a utiliser le résultat de la question 1. 

THEOREME DE LA MEDIANE ** | 25 min |> p. 500| 

Dans tout cet exercice, A et B sont deux points du plan, et I Je milieu du 

segment [AB]. 
1. Démonstration du théoréme de la médiane _ et dp pen 

En décomposant les vecteurs MA et MB en MI+IJA et MI+IB, démontrer 

que : 
2 

MA? + MB? = 2MI2 + SB-. 

2. Application. On suppose de plus que AB = 4. 

Déterminer |’ensemble des points M du plan tels que MA? + MB? = k, pour les 

valeurs de k suivantes : 

Bei) k= o Ck. 

FR] rorMULES D'ADDITION ET DE DUPLICATION _| ** | 20 min |» p. 500] 

1. Soit a un réel de l’intervalle |—1 ; O[ vérifiant cos(a) = 2. Déterminer la 

Tt 
valeur exacte de cos (« 4 zi 

A Quelle est la relation liant cosa et sina ? 

2. Déterminer cos(t) sachant que cos(2t) = 
| — 

3. Déterminer cos(t) sachant que sin (21) = “4 et que 2t € |-F é 5 | 



EXERCICES 

FQ) invent D’APOLLONIUS | * | 10 min |> P. 501) 

Lobjet de cet exercice est de démontrer le résultat suivant : « la somme des car- 
rés des diagonales d’un parallélogramme est égale 4 la somme des carrés de ses 
cétés ». 

Soit donc ABCD un parallélogramme. 

1. Montrer que : 

AC? = AB? + 2AB-BC+ BC? 

BD? = BC? + 2BC-CD+CD?. 
2. En déduire |’égalité d’ Appolonius. 

20) RELATION D’EULER | ** | 15 min |> p. 502| 

1. Soit ABC un triangle. Démontrer que pour tout point M du plan : 

AM-BC+BM-CA+CM- AB=0. 

4 On pourra décomposer les vecteurs BM et CM en BA+AM et CA+AM. 

2. Soit ABC un triangle. On veut démontrer que ses hauteurs sont concourantes. 

Soit I le point d’intersection de la hauteur issue de A et de la hauteur issue de B 

du triangle. 

A Vaide de la relation d’Euler, démontrer que CI: AB = 0 et conclure. 

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT 

PAT pistaNce D’UN POINT A UNE DROITE | ** | 25 min |> P. 502) 

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O + be| ) 

Soit (d) la droite d’équation 2x +3y—-1=0. 
1. Vérifier que A(—1; 1) €(d), puis trouver un vecteur normal a (d) que l’on 

notera 7. 

2. Faire une figure et placer le point P(1; —4). 

3. On veut déterminer la distance de P a la droite (d), c’est-a-dire la distance PH, 

ou H est le projeté orthogonal de P sur (d). 

a. Exprimer AP - i en fonction de la distance HP. 

b. En déduire la distance de P a la droite (d). 

4 La distance d’un point M a une droite (d) est, par définition, la distance MH, ou 

H désigne le projeté orthogonal de M sur (d). 

3) 
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22| ALGORITHME xxx! 30 min |> P. 502| 

Le plan est muni d’un repére orthonormal. 

On considere le cercle I d’équation : 

x* +ax+y?+by+c=0 (a,b,c ER). 

1. Soient a, b, c trois constantes réelles. 

Démontrer que |’équation x + ax + y2 +by+c=0 est équivalente a : 

(+4) +(+2) _@ +b? —4e 
2 a 4 

2. A quelle condition, portant sur a, b, et c, ’équation x? + ax + y* +by+c=0 
est-elle celle d’un cercle ? Dans ce cas, définir son centre et son rayon. 

3. Ecrire un algorithme donnant, le cas échéant, le centre et le rayon du cercle T 

d’équation : x? +ax+ y* +by+c=0 (a,b,cER). 

4. Application : pour chacune des équations suivantes, déterminer s’il s’agit 

d’une équation de cercle et, si oui, donner son centre et son rayon. 

a.x243xty?—dy+<'=0; b. x? +y7+y+1=0. 

4 Voir le savoir-faire 3. 

FORMULE DE CAUCHY-SCHWARZ [x**| 20 min |> P. 505 | 

Soient u et v deux vecteurs du plan. 

1. Montrer que, pour tout réel r : 

Ita + v|l> =e? all? + 20 - +I]. 
2. Pourquoi peut-on affirmer que le polyndme du second degré 

P:t—t? |\a||? + 20-0 +|¥|* admet un discriminant A négatif ou nul ? 

Quel est le signe, sur R, de P(t) ? 

3. Montrer alors que (a -¥)* <|ja||? -||¥ |’. 

4. En déduire la formule de Cauchy-Schwarz, valable pour tous vecteurs u et V : 

(a -¥)| Slav. 

ENSEMBLES DE POINTS ** | 35 min |> P. 505 

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (Oreiw fe on considére les 

points A(—2; 7) et B(1; 3), et on note I le milieu de [AB]. 

1, Déterminer l’ensemble (E) des points M du plan tels que MA? — MB2 = 0. - 

Construire cet ensemble et en donner une équation. 



2. On veut maintenant déterminer l’ensemble (F) des points M du plan tels que : 

MA? — MB? =-50. 

a. Montrer que MA? — MB2 = 2IM- AB. 

b. Construire le point H de la droite (AB) qui vérifie IH: AB = —25. 

c. Décrire alors l’ensemble (F) en justifiant. 

y On pourra faire apparaitre le vecteur IH dans le produit scalaire |M-AB. 

Eq ForMULE D’AL-KASCHI | ** | 20 min |> p. 507| 

Soit ABC un triangle. On note a= BC, b= AC et c= AB. 

1. Démontrer que BC? = BA? + AC? +2BA- AC. 
2. En déduire la formule d’Al-Kaschi : a2 = b? + c2 —2bce-cosA. 
3. Application : Soit ABC un triangle vérifiant AB =5 cm, BAC = 30° et 

AC=4cm. 

Aprés avoir construit ce triangle, calculer la longueur du cété [BC]. 

26 fea DES SINUS | ** | 25 min |» P. 507) 

Soit ABC un triangle non plat. On note AB=c, BC=a et AC=b. 

1. Soit H le pied de la hauteur issue de A du triangle ABC. 

a. Exprimer la longueur AH en fonction de I’angle B, puis de I’angle © 

c 
b. En déduire que = 

sinB- sinC 

2. Soit K le pied de la hauteur issue de B du triangle ABC. En procédant de 

c b de 2 Boel ames) 
méme, établir l’égalité eae St 

sinA sinC 

La formule a == 2 x= x = s'appelle la loi des sinus. 
sinA  sinB © sin 

3. Application : 

Un homme, situé sur la rive gauche d’un fleuve, souhaite mesurer la distance 

entre deux arbres (M et N) situés en bordure du fleuve. Pour cela, il dispose 

d’une boussole. 

Initialement placé en M, il mesure un angle de 135° a partir du point M puis 

avance selon cette direction de 200 metres. II arrive ainsi au point P, d’ou il 

mesure que MPN = 20°. 

re 

Produit scalaire dans le plan 

481 



482 

Rive gauche 

200 métres 

A partir de ces données, déterminer la valeur exacte de la distance MN, puis en 

donner une valeur approchée au centimétre prés. 

PROBLEME DE « TYPE BAC » _** | 45 min | > Pp. 508 | 

Partie A 

On considére deux points A et B du plan et on désigne par I le milieu du seg- 

ment [AB]. 

1. Démontrer que, pour tout point M du plan, MA: MB = MI2 Si 

2. En déduire |’ensemble @ des points M du plan tels quae MA: MB=0. 

Partie B 

Dans le plan rapporté au repére orthonormal (O OV) ) , les points A, B et C 

ont pour coordonnées respectives A (7; 4), B(—2; 1), C(1;—2). 
1. a. Vérifier que le vecteur 7i (1; —3) est normal a la droite (AB). 
b, Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB). 

2. a. Déterminer une équation cartésienne de la droite A, perpendiculaire a 

(AB) passant par C. 



b. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de C sur la 
droite (AB). 

c. Montrer que CB? = BH: BA. 
d. Démontrer que le point C appartient a l’ensemble © défini dans la partie A. 

CONTROLE 

FE) question DE cours | * | 10 min |> p. 509| 

Soient a et b deux réels. 

Dans le plan muni du repére orthonormal direct (O ; 1; J), on nomme A et B 
les points du cercle trigonométrique d’ affixes respectifs a et b. 

En calculant de deux maniéres différentes le produit scalaire OA - OB, expri- 

mer cos(a —b) en fonction de cos(a), sin(a), cos(b), sin(b). 

EZ) propieme xx | 25 min |> p. 510 

Soit ABC un triangle, et H le pied de la hauteur issue de A. 

Le but de cet exercice est de démontrer |’équivalence suivante : 

ABC est rectangle en A si, et seulement si, AB2 = BH-BC. 

1. On suppose que ABC est rectangle en A. 

a. Montrer que AB2 = CB- AB. 
b. Montrer ensuite que CB- AB =CB- HB. 

c. Conclure. 

2. On suppose maintenant que AB? = BH - BC. ae 
En décomposant le vecteur AC en AB+ BC, calculer AB- AC, puis 

conclure. 
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| CORRIGES | 

1. e Le projeté orthogonal de AB sur (CE) est DC, donc CE- AB = CE - DC. 

DC est également le projeté orthogonal sur (CE) de AC et de DB donc : 

CE-AB=CE-AC=CE-DB. 
Le projeté orthogonal de CE sur (AB) est KE, donc : 

CE- AB = KE: AB. 
Finalement : SS SS 

CE - AB = CE- DC = CE- AC = CE: DB = KE. AB. 
e Par projection orthogonale sur (AB), on obtient : 

AB-CD = AB- KH = AB-CH= AB: KD. 
Par projection orthogonale sur (CD), on obtient : 

AB-CD = DC-CD = AC: CD =DB-CD. 
Finalement : 

AB-CD = AB-KH= AB -C CH= AB- KD = DC-CD = AC CD = DB- CD. 

2. © D’une part, AB: DC=DC- DC =+DC2 =9. 

e D’autre part, AB: DC= AB x DC x cos(AB : DC), avec DC =Srets 

cos(AB ; DC) = cos(EB : EC) =cosE. 

Soit L le projeté orthogonal de A sur (BC) : 
LB=6-4=2 et LA=CD=3. 

Le triangle LAB étant rectangle en L: 

ABSA” + LBA = Soe 2 

d’ot AB = 13. 

© Ona donc 9 = /13 x3 x cosE, d’on : 

cosBe oe et “Bes oe 
J13 

[2] seen biel = 12 — 12 a. i-¥ = 5(lla + 91? — lal? -[9P) 

=5(92-42-62)=2, 

b. 0 = 5 (lal? +161? -fa—- dP), 
oy = 1 2 2 —~ =12 soit = = 5(4? +67 —|la-vIP), 

d’od lla — ||? = 23. 

Donec ||“ — v||= J 23 (car une norme est toujours positive) 
CH +s ey ee 

= ||ai||? |v? =16- 36 = —20. 



d. (34 —2¥)-¥ = 3u-¥ —2IpI" 

By ee eT EN, =3x> 2Xoo= ye 28,5. 
(3) 

[3 | 1. e OA-OB = OA x OB x cos(OA ; OB) 
e Im _& =1x1x0s(4 *) 

ze cos($] = cos( 2] es 
oe a eee 

e OA - OC = OA x OC x cos(OA ; OC) 

= Oclox cos (Se -4| = cos( 53" = cos(-$] = 0. 
is 9 18 

2. a. AB- AC = AB- AB, car B est le projeté orthogonal de C sur (AB). 

Donc AB- AC = AB? =a. 
b. ABC est rectangle en B donc : 

AB- BC =0. 
c. AC? = AB? + BC? = a? + a? = 2a?, car ABC est rectangle en B. 

Done AC = 2 Xa. 

= 
© 
amd 

Q. 
co) 
—— 

m) 
cS 
© 
G 
w 
= 
oo) 
oo 

i) 
1S) 
7) 
cod 
3 
a=) 
° 
= 

ou 

B Cc 

d. ABC étant isocéle en B, la médiane (BI) est aussi la hauteur issue de B du triangle. 

D’ou (BI) 1 (AC). Alors : 

(2) CB-IG=Gi-IC=-10? =-( 
2 

muse ole oh 
SS a a 

m\  cotéopposé _ AH 

= a.¢ tan (4) = cété adjascent HC’ 

Bee ail ieee 
Or, tan(3) = =+-=,/3. 
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Dioa 23 = 3, soit AH = /3, et AH = V3. 

te 
° ABH = 7 et BHA =", donc BAH = ee ae Pye 

Comme ABH = BAH, le triangle ABH est isocéle en H 

Done BH = HA = /3. 

. AB-AC = (AH + HB) (AH + HC) 
= AH? + AH-HC + HB- AH + HB- HC 

3° +0+0-HBXxHC (car HB et HC sont de sens contraire) 

=3-/3x1. 

AB- AC =3-3. 

po RAP ee ee gee 
c.e BAC=n-—- ABC-— ACB=7 i 35 = ee 

e AB- AC= ABx AC xcos( 77], avec AB=./ AH? + HB? = /3+3 = /6 et 

AC =, AH? + HC? =./3+1=2 (théoréme de Pythagore dans ABH et ACH 

rectangles en H). 

+ D'aprés b, AB-AC =3- 3 = [6 x2x cos(7} 

Done cos(72} = 3-3 _(3-V3)xV6__ 36-32 

BG ce ie ee ie 

eu W=-3x140x-F=-3, 

eu w=axit(-3]x(-Z)- F414. 

beG+a) wens oe e 

0 3u- (¥— w) 3(i-¥ a w) 3(-2-4]--3-4--8. 

2. a. ON(3; y’) et AB(—-12 ; 6) donc : 

ON- AB=0 &3x(-12)+ y’x6=0 
© 6y’ = +36 

ON -AB=0& y’=+6. 



b. AB-OM=5@-12xx+6xy=0 

AB-OM=5¢@ y=2x 
(équation de droite). 

c. ANB est rectangle en A <> AB 1 AN 

<= AB- AN =0 avec AN(—2; y’ +2) 

<> -12x(—2)+6x(y’+2)=0 

S gens os 
©& y=-4-2 

= y =-6. 

d. MAO est rectangle en O @ OM 1 OA 

<> OM-OA =0 

=xx5+yx(-2)=0 

= 5x-2y=0 

(équation de droite linéaire). 

e. MA-MB=0 © (5—x)x(—7-x)+(—2-y)x(4-y)=0 

& —354+2x+x2-8-2y+y? =0. 

MA-MB=0@ x? +2x+y?-2y-43=0 
(équation de cercle). aie 

f. ANB est rectangle en N <> NA-NB=0 

€ (5-3) x (—7-3)+(-2-y’)x(4-y’) 

& -20-8-2y’+y2 =0 

& y’ -2y’-28=0 

A= 4-4» (28) = 116 = (2/29), donc les racines sont : 

LELAND 
ANB est rectangle en N si, et seulement si, y’ = 1— /29 ou y’=1+/29. 

saet7=Bx(2e(-d)xf B)-- a <0, 
2 py 2 

donc (O, u, ¥) est orthogonal. 

2 2 s 1 = ] 3 
a1 4+4 

donc (O, ui, ¥) est orthonormal (|\i| = ||| = 1). 

ne, 5 4 a = beuv=z qt att 220; x 

donc (O, i, ¥) n’est pas orthogonal. 

© 
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A fortiori, il n’est pas non plus orthonormal. 

c. ©u-¥ =cos®@ x (—sin®) + sin® x cos 
= sin8 x cos@+ sin@ x cos8 = 0, 

donc (O, u, ¥) est orthogonal. 

e |lz||* = (cos®)* + (sin)? = 1 

|)? = (—sin@)? + (cos@)? = (sin®)* +(cos@)” = 1 

donc (O, u,v ) est orthonormal. 

d. Soit a # —3. 

Besta ax3 3 x (-a) og a ee, 
(a+3)xV9t+a2 (a+3)xJ9+a? 

donc (O, ui, ¥) est orthogonal. 
2 2 2 2 ° al? =| a) +( sy -2*3 - a“ +9 . 

a+3 a+3 (a+3)? a?+6a+9 

a? =1 <> a2 +9 =a2 +6at+9 & 6a=0ea=0. 

I? = (ede) es acts ere o 
V9+a? V9+a? 95a" 

Donc : 

esia #0 (et a#—3), |u|| #1 et (O, uw, v) n’est pas orthonormal ; 

esi a=0, |u| =||v||=1 et (O, u, v) est orthornormal. 

[5] : 
VARIABLES 

x1 EST_DU_TYPE NOMBRE 
y1 EST_DU_TYPE NOMBRE 
x2 EST_DU_TYPE NOMBRE 
y2 EST_DU_TYPE NOMBRE 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 
LIRE x1 
LIRE y1 
LIRE x2 
LIRE y2 
a PREND_LA_VALEUR x1*x2+y1*y2 
AFFICHER “le produit scalaire de u et v vaut" 
AFFICHER a 

FIN_ALGORITHME 

[6 | 1. Soit M(x ; y) un point du plan. 

eMe(d,) = AM-fi, = 0 & (x +3)x5+(y—-4)x(-D=0 
& 5x-y+19=0. 

Donc (d,) a pour équation 5x — y+ 19 =0. 

488 



CORRIGES 

° Me(d,) = BM- j =O avec j (0; 1) 

© (x -12)x0+(y-7)x1=06 y=7. 

Done (d,) a pour équation y = 7. 

2. D’aprés le cours, 7 (3 : -3| est normal a (d;). 

e Déterminons une équation cartésienne de (d,) : 

2x 
3 

Donc 7, (2 ; 3) est normal a (d,). 

ys — 416 3y = 24436 2x43y-3=0: 

A Il existe une infinite de solutions pour nz : tous les vecteurs dont les coordon- 
1 
5} De méme pour n,. nées sont proportionnelles a (3;- 

¢ 

c 
is) 
— 

Qo. 

i) 
=<! 

w 
c 
i) 
GT 

A) 
fon 

is) 
aad 

sa) 
Si 
wn 

i 
=) 
TG 
°o 
he 

ou 
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3. Soit M(x ; y) un point du plan. 

Mel, © MA-MB=08 (4- x)(7— x) + (5- y)(-5-y) =0 

& 28-1lx+x?-—25+ y? =0 

© x2 -11x+ y2+3=0. 

Donc I’, a pour équation x? — 11x + y?+3=0. 
4. Soit M(x; y) un point du plan. 

Mel, @QM=R& QM? = R? 

a (x+1) +(y-2P =F x txt lt y? dy baad. 

Donc I a pour équation x2 42x ty? —dy+ 2 =0. 

5.x2 + y2 +6y=0 S x24 y? +6y+ 37-37 =0 

© x2 +(y+3)? -9=0 

© (x-0)? +(y-(-3))? =3? 
& PM? = 32 avec P(0;—3). 

Donc le cercle I; a pour centre P(0 ; —3) et pour rayon 3. 

6.x2 2x4 y2 +3y+2=0 

9) 7 3 3 

ex? 2x41? -P+y2+2x3y+(5] -(5} +2=0 

Z, 

© (r-1)? -1+4(y+5} -7+3=0 

<> (x1) +(y-(-3)) =3 
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& QM2 = oie avec Q(t:-3). 

Donc I, a pour centre Q(1 si 3) et pour rayon ADs : 

1. a. cos(a + b) = cosa x cos b — sina x sinb ; 

sin(a + b) = sina x cosb + cosa x sin b. 

TY cal Bin ® x sin® b.  cos(7) = cos(¥ + £} = cos} x cos} ans arene 

tt 3 2 
252 oe 

+—_—— (réel négatif). 

[6 
iz 3 4 3 4 <) 4 

oe oye le 

i) De eae 

46+ /S2 

2. a. © cos(2a) = 2cos? (a)—1. 

© cos(2a) = 1— 2sin? (a). 

b. et eee LAD es a eSia - cose 2cos? (4 |- ie 

wit YB =2 <c0s?(®)—1, puis 2. cos? (=) - eee att 
12 Pe 

cee SoS 
Lp 

[V3 +2 sk J3 +2 
Donc cos( } vaut soit ce 



TT 
D’aprés le cercle trigonométrique, eo. est strictement positif, donc : 

eee _vV¥3+2 me 
cos|- (3 )= 

De - —= e D’aprés la 2° formule, cos= 6 = | — 2sin? (8) 

soit ~— v3 =]- 2xsin?( 4), 
2) 

puis sin? [% iB 1f,_ v3 _2=v3 
15 2 2 4 

Comme sin > 0 : 

are 2—-/3  Jj2—/3 
sel 4 = 2 a 

[8 | 1. AB+ AC =(Ai+IB)+ (Al + IC) 
= 2AI+IB+IC. ee a 

IB + IC = 0 car I est le milieu de [BC], d’ou AB+ AC =2Al ; 

Al = 4(AB+AC). 

2, Al-KL = 3(AB + AC)-(KA + AL) 

= 5[AB-KA+AB-AL+AC-KA+AG- AL], 

AB 1 AL et AC_1 KA, 

donc AI-KL = >[AB-KA+0+0+AG- AL], 
- = 1 oe 

AI-KL = 5(AB-KA + AC. AL). 

Cc 

I 

‘e H 

A K B 

3) 
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3. e Le projeté orthogonal de HA sur (AB) est KA, donc AB- HA = AB- KA. 

e Le projeté orthogonal de AH sur (AC) est AL, done AC- AH = AC: AL. 

° Ai KL = 5(AB-HA + AC: AH) 
1 ‘ 4 > 

= 5(AB- HA - AC- HA) 
1 yy as, 

= HA. (AB - AC) 
1 ee 

a) HA -CB 

- 5x 0 = 0, car (AH) 1 (BC). 

Donc les droites (AI) et (KL) sont perpendiculaires. 

[9] Soit I le centre du rectangle ABCD 

D’aprés le théoréme de la médiane, pour tout point M du plan : 

AC? 
MA? + MC? = 2MI? + , car I est le milieu de [AC]. 

2 

NIB? MD? a Gar Teal le mitten & FED. 

Comme ABCD est un rectangle, ses diagonales ont méme longueur : 
2 2 

AC] BD: donc a z eS 

Donc MA? + MC2 = MB? + MD?. 

1. Soit M un point quelconque du plan : 

MA + MB = (MI + IA)+(MI+ IB) 

= 2MI+ IA + IB. 

I étant le milieu de [AB], les vecteurs IA et IB sont opposés, c’est-a-dire IA = — IB. 

Donc IA + IB=0 et: 

MA + MB = 2MI. 
2. Soit M un point du plan, 

[MA + MB] =3AB © |2Mil| =3AB 
<= 2x|[Mi| = 3AB (car 2 > 0) 
<= 2x MI =3AB 

> MI=3AB 

Donc I’ensemble des points M du plan tels que |[MA + MB|| = 3AB est le cercle 

de centre I et de rayon > AB (noté “). 



B 

2. DAC = DAB + BAC = + BAC; 

BAE = BAC + CAE = BAC+ 5. 

Donc DAC = BAE. 

3. Al= + (AB + AC), puisque I est le milieu de [BC]. 

gs 
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Or, DE=DA+AE donc: 

Ai-DE = 5(AB+ AC)-(DA + AE) 

=5(AB-DA + AC: DA + AB- AE + AC- AE) 

=5(0+AC.DA+AB- AE +0) 

1 
2 

4. Or AC: DA =~ AC- AD =—ACx AD x cos(CAD), 

AI- DE = >(AC-DA+ AB: AE). 

et AB- AE = AB x AE x cos(BAE). 

Comme AD = AB, AC = AB et BAB =CAD = 

AC: DA =—ACx AD xcos(CAD) 

=— AE x AB x cos(BAE) = — AB x AE. 

Done AC: AD + AB- AE =0 et Al-DE=>x0=0. 
Donc les droites (AI) et (DE) sont perpendiculaires. 

1. Les équations réduites de (d) et (d’) sont respectivement (d) : y = mx + p (ou 
peéR)et (d’): y=m’x+ p’ (ot p’ ER). 

D’aprés le chapitre de Géométrie plane, #(1; m) est un vecteur directeur de (d), et 
ii’ (1; m’) est un vecteur directeur de (d’). 
Donec (d) L(d’)Sulw eu-u’ =0 

@1xl+mxm'=0. 

(d) 1 (d’)= mxm’ =-1. 

2. On détermine |’équation réduite de (d) en isolant y pour obtenir son coefficient 

directeur : 

2k—-3y F5=0 eS 3yS2e 430 75 
Who 

5 
Xx 3 , 

Le coefficient directeur de (d) vaut done m = +. 

 Notons (d’) la perpendiculaire 4 (d) passant par A 

(d’): y=m’x+ p’ avec mm’ = —1, soit m’ Bay yon 
m 2 

Comme A (I; 4) ¢(d’), ona de plus 4 =-3%1+ p’, done p’=4+3.= 11 

(d’) a donc pour équation réduite y = -3x + a 



A I B 
pt tr 

la. MA - MB = (MI +IA)- (MI + IB) 

= MI?+MI-IB+MI-IA+IA-IB 

= MI? + MI -(IA + IB)-IA x IB 

car IA et IB sont colinéaires et de sens contraire. 

Comme I est le milieu de [AB], IA + IB =0 et IA = B= AB. d’ou : 

ee ee ae ee 2 

MA MB = Mi? +Mi-0-58 x43 = m2 +0-AB-. 

econ, Ve ee 2 

MA -MB = Mi? - AB- 

Soit P un point du cercle. 
ae AB2 
PA - PB = PI? — —— (apres le résultat du a.) 

2 
eee) donc : Beg VP) geen ee 

anya ee 

pour tout point P du cercle, le produit scalaire PA - PB est constant et égal a i 

en es a 

2. a. MA MB = 7 MI? -92 =7 d'apres ie 

2 MI? =7+472 = 16 MI=4 or Mie 4 

& M = 4 (car une distance est toujours positive). 

L’ensemble @ des points M tels que MA - MB = 7 est donc le cercle de centre I 

et de rayon 4. 

3) 
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b. MA- MB =-18 <> MI2 =-18+ 20 <> MI? =—9, ce qui est impossible. 

(F) est donc l’ensemble vide. 

c. MA-MB=-9 & MI? =-9+ 22 <0. MI=0M=1. 

Donc & est réduit au point I. 

3. a. Si M appartient au cercle de diamétre [AB], alors AMB est rectangle en M. 

Donc MA: MB = 0. 

b. e Si M est a l’extérieur du cercle de diamétre [AB] (et de centre I), alors IM > R, 

R désignant le rayon du cercle. R = “ donc IM > “ 

; AB?2 
Comme la fonction carré est strictement croissante sur R ia IM2 > a 

Seg oy 2 
D’ot MA- MB = MI? - 48> 9, 

B 
e Si Mest a |’intérieur du cercle, IM < R soit IM <3. Donc IM? <A> 

pianos Meso) 2 
D’ot MA- B= Mi? -A5 <0 

ws ql i 16 2 
Cc. @ |A-MB=(-2+4)x(3+Z)+(-24+nN0+)=-2=-2 

oF <0, donc M, est a Pintérieur du cercle. 

Diss Ses open else 17-1 17-1 17-1 = 
e M,A-M,B= ag acl pyainieel 5 a ele ee 

m 2 2 2 2 

9) - 2 

Viper Wl lea te toe —6 + ~——_ +. +> - 24+ - 
2 4 2 4 

=-8+(/17-1) +t 

=—O4 117 +9119 =0. 
Donc M, est sur le cercle. 

¢M,A- MB = (-2-0)(-0)+(-2-3}(1-3] 
2 2 

ae HON OHS Uk ay eet = 2x3+| 3}x| 3) = 6+ Fis as 

5 4 ae 
9 > 0, donc M, est a ’extérieur du cercle. 

ni (a; b) est un vecteur normal a (d). 

Donc V(r; 5) est normal a (d) si, et seulement si ¥ et 7 sont colinéaires 
si et seulement sir Xb—sxa=0 



VARIABLES 
r EST_DU_TYPE NOMBRE 
s EST_DU_TYPE NOMBRE 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 
b EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIRE r 
LIRE s 

LIREa 

LIRE b 

SI (r*b-s*a==0) ALORS 

DEBUT SI 
AFFICHER “v est normal a (d)" 
FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 

AFFICHER “v n’est pas un vecteur normal a (d)" 
FIN _SINON 

FIN_ALGORITHME 

1. e OA? = (2)? +02 =4, donc OA =2 et AE (®). 

OB? =(-1)? + /3° =4, donc OB =2 et Be (%). 

OC = 02 +(—2)* =4, donc OC =2 et Ce (€). 

° De(€), donc OD? = 4, donc 1? + y2=4, done yp? =3, donc yp =—¥3 ou 

noe 
Comme yp <0, yp =—/3. 

2; 

3S) 
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3. © M(x; y) € (AB), donc AM et AB sont colinéaires, avec AM(x +2; y) et 

AB(1; v3) 
Donc J/3(x+2)—yx1=0, soit {3x-y=-2/3 (1). 

© M(x; y)e(CD), donc CM et CD sont colinéaires, avec CM(x;y+2) et 

CD(1;2- V3). 

Done (2- /3)x-(y+ 2)x1=0, soit (2-/3)x-y=2 (2). 
e En soustrayant membre a membre les équations (1) et (2), 

on obtient x (2/3 — 2) = -2,/3 - 2, d’oi: 

eae S41) Wee) ees 

2) WB) GBA) 
Puis, d’aprés l’équation (1), y = (3x + 2J3 =-2/3 -3+2J3 =-3. 

D’o M(-2-./3 ;-3). 

4. MA (,/3 ;3) et MB(1+ /3 ;3+ /3}, donc : 

MA - MB = /3(1+ /3)+3(3+ V3) =12+4,/3. 

MC (2 + 3 ; 1) et MD(3 + 3 ;3- J3) done : 

MC: MD = (2 + /3)(3 + /3)+3-/3 =12+4/3. 

Donc MA - MB = MC-MD. 

1.e MA- MB = MA-(MA’+ A‘B) 

=MA-MA’+MA- A‘. 
A’ étant diamétralement opposé a A, le triangle AA’B est rectangle en B. 

Donc A’B L AB. 

Comme A, M, B sont alignés, les vecteurs AB et MA sont colinéaires. 

Donc A’B_L MA. 

D’ot MA: MB = MA: MA’+0=MA- MA’. 
e MA- MA’ =(MO+ OA)-(MO + 0A’) 

= MO? + MO-(OA + 0A’)+ OA- OA’ 

= MO? +MO-0-OAx OA’. 
Donc MA - MB = MA. MA’ = MO? - R?. 



2. Soit O le centre du cercle et R son rayon. Le résultat du 1. appliqué au point I, 

donne successivement : 

TE -IG = 10? — R? et IF - TH = 10? — R?. 
Donc IE -IG = IF - TH. 

& 
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17] 1. MA2 +MB2 =MA-MA+MB-MB 

= (MI + IA)-(MI+ TA) +(MI + IB)-(MI-+ IB) 

= MI2 + 2JA -MI+IA2 + MI2 + 2MI- IB + IB2. 

IA =IB= 5 d’ou 

aie aes 2 2 
MA? + MB? = 2MI? + 2MI -(IA + IB) + (42) + (42) 

Lest le milieu de [AB], donc IA + IB = 0 d’ou: 

2 
MA? + MB? = 2MI? + AB— 

AB? ADF ae 2. a. MA? + MB? = 10 © 2MI? + = 10 avec ; =5 = 8 

& IMI? =10—8 =2 

= Mist 

© IM = 1. 

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre I de rayon 1. 
2 

b. MA? + MB? =8 @ 2MI? +93 =8 
© 2MI? =0 

<= MI? =0 

© IM=0 

@M=!I 

L’ensemble cherché est le point I. 

AB? 
c. MA2 + MB2 =5 @ 2MI?2 + =5@2MI2 =5-8 

<> MI? = -5 (impossible). 

L’ensemble cherché est l’ensemble vide. 

Tt Trans att 
1. cos a + | = cosa X ea — sina X as 

33 se VIN oe i SK ee 

cos? a+sin?a=1d’ou: 

2 
(2) +(sina)? =1 

: 2 OR nLG 
= |e (sina) 95 95 

sina ave on sina eld e ore 5 ad Se 



Comme ae |—1; 0[, sina <0, done sina =-2 

a3 Ripert Aoi, D'ot cos(a+2) = 10 ) x5 et 

t\ 3/3+4 
cos(a +2) = 10 

<> cos (t)= ; 

© cos(t) = ip ou cos(t) =— 2. 

3. sin(2r) = -4 = 2sin(t)cos(t)=-+, 

Cette équation 4 deux inconnues est difficile a exploiter. Il est préférable d’utiliser 

l’équation : cos (2r) = 1-2 sin? (t). 

Calculons cos (2t) : cos? (2f) + sin? (2f) = 1 

(cos(2r))? + ae 1 
16~ 

219 (COS(ZD)) = 16: 

Done cos (2r) = a ou cos (2t) = =u, 

Comme 2t € |-5 j |, cos(2t) = 0 donc cos(2t) = 
ATS 
Sa 

4+ J15 

8 
cos(Qt)= ‘Se © 2cos? (t)—1=*— © cos? (t)= 

cost > 0 donc cos t = —————_. 
an] 

1. AC? = AC- AC 

= (AB + BC)-(AB + BC) 

AC2 = AB? + 2AB- BC+ BC2. 

De méme BD? = (BC + CD): (BC + CD) 

BD2 = BC? + 2BC-CD+CD?2. ow 5? 

2. AC? + BD? = AB? + BC? + 2AB- BC + BC? + CD? + 2BC-CD 
Les vecteurs AB et DC sont égaux, donc CD = — AB et: 

2AB- BC + 2BC- CD = 2BC -(AB+ CD) = 2BC:0=0. 

© 
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Finalement, AC? + BD? = AB? + BC? + AD? + CD?. 

[20] 1. AM-BC+BM-CA+CM- AB 
= AM: BC +(BA + AM):CA+(CA+ AM): AB 

= AM (BC +CA+ AB)+BA-CA+CA- AB. 

Or, (BC +CA)+ AB = BA + AB = BB =0, 

et BA-CA+CA- AB=CA-(BA + AB)=CA-0=0. 
Donc : 

AM-BC+BM-CA+CM-AB=AM-0+0 
AM+BC+BM.- CA+CM- AB=0. 

2. IA L BC et IB 1 AC. 

D’aprés la relation d’Euler appliquée au point I : 

AI-BC+BI- CA +CI- AB =0. 

IA LBC et IB_L AC d'or: 

0+0+CI-AB=0. 
Donc CI L AB, d’ou (CI) 1 (AB). 
Donc I appartient a la hauteur issue de C du triangle ABC. 

Les hauteurs du triangle sont donc concourantes en I. 

1.e 2x(-1)+3x1-1=0, donc A € (d). 

e D’aprés le cours, 7 (2 ; 3) est normal a (d). 
De 



3. a. AP- i =(AH + HP)-ii 

= AH-n+HP-i=0+HP-i. 
De plus, HP - 7 = —HP x||7|| car HP et 7 sont colinéaires de sens contraire. 

Finalement, AP - 7i = —HP x |lii I 

=—HPx./22 +32. 

AP -7 =—./13HP. 
b. La distance de P a la droite (d) est égale 4 HP. 

Or, HP = - r. aie 

AP -# =(1-(-1))x2+(-4-1)x3= 11, donc : 

713 13 | 

4 Toujours verifier que le résultat obtenu est positif. 

La distance de P a la droite (d) est donc égale 4 as Tis 

[22]1.s2 +arty? +byte=0eo(x+4) -2 (y+ +B). 

(eg) +(e) ce 
(r+ 9] +[r+3] =2 

2. Cette équation est celle d’un cercle si, et seulement si : 

a? +b? —4c 
4 

c=0 
b? 
rae 

pane 
4 

+ b? 
aaa 

>0 

(ce qui équivaut a a* + b? — 4c > 0). 
En effet, dans ce cas seulement, 

2 A) 2) pee 
(+2) +(y+3| AC OM aR? 

2 D 4 

2 7a 
avec R= ¥2 #2 =" 5 9 at o[-$;-2) 

= 
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VARIABLES 
a EST_DU_TYPE NOMBRE 
b EST_DU_TYPE NOMBRE 
c EST_DU_TYPE NOMBRE 
x EST_DU_TYPE NOMBRE 
y EST_DU_TYPE NOMBRE 
R EST_DU_TYPE NOMBRE 
t EST_DU_TYPE NOMBRE 

DEBUT_ALGORITHME 

LIREa 
LIRE b 
LIRE c 
t PREND_LA_VALEUR a*a+b*b-4*c 
SI (t€=0) ALORS 

DEBUT_SI 
AFFICHER “cette équation n’est pas celle d'un cercle”™ 

FIN_SI 
SINON 

DEBUT_SINON 
x PREND_LA_VALEUR -a/2 
y PREND_LA_VALEUR -b/2 
R PREND_LA_ VALEUR sart(t}/2 
AFFICHER “l’équation est celle du cercle de rayon R =" 

AFFICHER R 
AFFICHER “et dont le centre a pour coordonnées (" 

AFFICHER x 
AFFICHER ";” 
AFFICHER y 
AFFICHER “}" 
FIN_SINON 

FIN_ALGORITHME | 

Dans ce logiciel, la fonction « racine carrée » est notée « sqrt ». 

4. a. En entrant a=3;b=-—4 etc= a on obtient : 

Algorithme lancée*** 

Cette Equation est celle du cercle de rayon R=1 et dont le centre a pour coordonnée 

(-1,5;2) 

Algorithme terminé*** 

b. En entrant a= 0 ; b=1 et c=1, on obtient : 

*** Algorithme lance*** 

cette équation n'est pas celle d'un cercle 

***Algorithme termine*** 



1. Soit ¢ un réel. 

ti + 0)? =(@4-¥)- (4D H=G-G+M-F45-mM4d-0 

jae + |? = 0? al)? + 20a +P. 
2. Pour tout réel t, p(t) =| + ||? = 0. 

P(t) ne change pas de signe, on est donc dans le cas : 

A<0. 

y Voir le chapitre Second degré. 

3. P(t) = at? + bt+c avec a=|al|’ ;b=20-¥ etc=|lvIP. 

A= (2u-¥)° — 4a? x|5IP =4@- 0) —4]a)P xv? 
Comme A <0, 4(a-¥)? <4|Jai||? x ||P |? d’ou, en divisant par 4(>0): 

(a-¥)? <|ja|)? x |v. 
4. En appliquant la fonction racine carrée qui est croissante : 

G-¥)? <a? ||)? 

(a-v) < Val? x VIP)? 
(a-¥)| <|ja||x I. 

4 Pour tout réel x, ./ x2 =|x|. 

Appliqué au réel (u-v), cela donne ¥(u Vv) =a Vi. 

[24] 1. e MA? — MB2 = 0 © MA2 = MB? 
<> MA = MB (car MA et MB sont tous deux positifs). 

© M appartient a la médiatrice de [AB]. 

€ est la médiatrice du segment [AB]. 

 € est donc la droite perpendiculaire a (AB) et passant par I 

Soit M(x ; y) un point du plan, 

M(x; y) €(E) = MI- AB=0 avec 1(-3 35) et ABG:~4) 

o(-3-2]x3+(5-»)x-4)=0 

eo -3rt4y- 3 =0. 

La droite € a pour équation —3x + 4y — x =. 

2. a. MA? — MB? =(Mi+IA) —(Mi+ 1B) 

= MI2 + 2MI-IA + 1A? — (MI? + 2MI- IB + IB?) 
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= 2MI-(IA - IB) + IA? - IB? = 2MI-BA 
(car, I étant le milieu de [AB], IA = IB.) 

__ . _MA?—MB? = 2IM-AB. _ 
b. H € (AB) et IH: AB <0, donc les vecteurs IH et AB sont colinéaires de sens 

contraire. oe: 

Donc IH: AB = —IH x AB. 

Or, AB = 32 + (-4)* = /25 =5. 

D’ot IH: AB=—IH x AB=~—25, donc -IH x 5 = —25, donc: 
IH =5. 

4 Pour construire H, on reporte la longueur AB a partir du point I. 

c. MA2 — MB2 =—50 © 21M: AB =—50 © IM: AB=-25 

© (IH + HM): AB = —25 

© IH-AB+HM- AB =—25 © —25+ HM: AB=-25 

< HM: AB=0. 
L’ensemble (F) est donc perpendiculaire 4 (AB) passant par H. 

506 



[25] 1. Bc? = BC. BC =(BA + AC)-(BA+ AC) 

BC? = BA? + 2BA- AC +AC?. 
2. On en déduit que a2 = c?2 +b? +2BA- AC. 

Or BA- AC =~AB- AC =— AB x AC x cos(BAC} 

=-cxbxcosaA. 

D’ot a2 = b? +c2 —2becosA. 

a: 

D’apres la formule d’Al-Kaschi : 

a? =b? +c? —2becosA 

=16+25-2x4x5xcos(30°) 

= 41-40x ae =41-20/3  (positif). 

a désigne une longueur donc a= +7 41- 20,3 dou: 

BC = /41-20,/3 = 2,52 cm. 

l. a. e Dans ABH rectangle en H : 
ane cote Oppo s AH ie AH 

hypothénuse AB C 

d’ot AH = csin B. ae 

e Dans ACH rectangle en H: sk 

pcoee : 
TAC Dp 

d’ot AH = bsinC. 
b. On en déduit que : 

csinB=bsinC (1). 

Comme ABC n’est pas plat, B et C ont des mesures autres que 0 ou 7 (radians). 

Donc sinB #0 et sinC #0. 

On peut donc diviser chaque membre de |’égalité (1) par sin B x sinC(# 0), d’ou: 

ee ae 2 

sinC sin > 

eS 
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2. e Dans BKC rectangle en K, sinC = Bis BC’ 

d’ot' BK = asinC 
e Dans BKA rectangle en K : 

sin BAK = ls Sars 

Or BAK =Nl— BAC, donc sin(BAK) = sin BAC =sinA. 

4 Voir le chapitre 9, Angles orientés et trigonoméetrie. 

sin A = Le dot BK = csin A. 
é 

e On en déduit que asinC = csinA, puis, comme sinC XsinA #0: 

sinC  sinA 
c os 

3. D’aprés la loi des sinus, en notant p = MN, m= PN etn =PM: 

aR es soit = 
sin P sinN’ sin (20) sin(N) 

De plus, M+N+P=180°, 

donc N = 180° — P— M = 180° — 20° — 135° = 25°. 
_ 200 x sin(20) 

PANG Be sin(25) 

MN vaut environ 161,86 métres. 

Partie A 

{. Voir corrigé de l’exercice 13.1.a. 

2.Me€@ MA: MB=06 MI? - IA? =0 © MI? = IA? 
& MI =IA (car des distances sont positives) 

<& M appartient au cercle de centre I, de rayon IA. 

est donc le cercle de centre I passant par A (donc de diamétre [AB}). 

Partie B 

1. a. AB(-9; -3). 

n- AB =1x(-9)+(—3)x(—3) =-9+9=0. 
n #0, donc n est bien un vecteur normal a (AB). 

b. Soit M(x; y) un point du plan. 

Me€(AB) @ AMLi@ AM-n=0 

© (x -7)x1+(y-4)x(-3)=0 

@&x-3y+5=0. 

Donec (AB) admet pour équation cartésienne x — 3y +5 =0. 



2. a. Soit M(x ; y) un point du plan 

MeA CM 1 ABS CM: AB=0 
= (x -1)x (—9)+ (y+ 2) x (3) =0 

= -9x-3y+3=0 

= 3x+y—1=0. 

Donc A admet pour équation cartésienne 3x + y—1=0. 

b. H vérifie : es (oo avec CH (x4 set 2) soit : 
CH L AB 

Xy — 3yy + 5=0 

(ome +2)=0 
ic —3yy_ =—5 fe —3yy =—5 

See 

Sb ygeyg et |. 168 
2-10. 5 

1.8 
Donc H(-z 5 3} 

c. © CB =(-3; 3), donc CB? = (-3)” +3? =18. 

BH|2- 3) et BA(9: ° BH(2; 2) et BA(9;3), 

EO Bee J hi 00 donc BH. BA = 5x9+35x3=" [== 18. 

Donc CB? = BH BA. 
d. CA-CB =6x(-3)+6x3=-18+418=0. 
Donc C appartient au cercle (E) de diamétre [AB]. 

© 
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e A(cosa; sina) et B(cosb; sinb) done 

OA - OB = cos(a)cos(b) + sin (a) sin (b). 

® OA - OB = OA x OB x cos(OA ; OB). 

Or OA = OB =1 (rayon du cercle) et (OA : OB) =b-—a (voir chapitre Angles 

orientés), d’ou. OA - OB = 11x cos(b—a). 
e En comparant les deux résultats, on obtient : 

cos (b — a) = cos(a)cos(b) + sin (a) sin (db). 

1. ABC est rectangle en A. 

a. AB? = AB- AB=(AC + CB): AB 

= AC: AB+CB- AB 
ABC étant rectangle en A, AC: AB=Od’oi: _ 

AB? = CB- AB. 

A C 

Autre méthode : 

AB2 =CB- AB © AB- AB=CB- AB 

<> (AB-CB)- AB =0 

«> (AB+BC). AB =0 
<> AC: AB=0. 

Cette derniére égalité est toujours vérifiée car ABC est rectangle en A, donc : 

AB? = CB: AB. 
b. CB: AB = CB-(AH + HB) = CB- AH + CB- HB. 

Or CB: AH =0 par définition du point H, donc : 

CB- AB = CB- HB. 
c. Finalement : 

AB? = CB- AB = CB- HB =(—BC)-(-BH) 

AB2 = BC- BH. 



2. On suppose que AB? = BH: BC 

» AB-AG = AB. (AB+BC) - AB? + AB-BC 
= BH-BC+ AB- BC 

= (AB+BH)- BC = AH- BC. 
H est le projeté orthogonal de A sur (BC) donc : 

AH - BC = 0. 
e Donc AB | AC et ABC est rectangle en A. 

© 
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