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L'épreuve de mathématiques 

Description de l'épreuve 

EH Durée : 4 heures M Coefficient : 7 (ou 9 pour les candidats 
ayant choisi les mathématiques comme 
enseignement de spécialité) 

Nature du sujet 
Le sujet de l'épreuve écrite comporte de trois à cinq exercices indépendants les 
uns des autres, notés chacun sur 3 à 10 points. Ils abordent une grande variété de 
domaines du programme de mathématiques de la série S. 
Pour les candidats ayant suivi l'enseignement de spécialité, Le sujet diffère de celui 
proposé aux autres candidats par un de ces exercices, noté sur 5 points. 
Cet exercice peut porter sur la totalité du programme (enseignement spécifique 

et de spécialité). 

Objectifs de l'épreuve 
L'épreuve écrite est destinée à évaluer la façon dont Les candidats ont atteint les 

grands objectifs de formation mathématique visée par Le programme de la série S : 
— acquérir des connaissances et Les organiser ; 
— mettre en œuvre une recherche de façon autonome ; 

— mener des raisonnements ; 
— avoir une attitude critique vis-à-vis des résultats obtenus ; 

— communiquer à l'écrit. 

Calculatrices 
Sauf mention contraire sur le sujet, l'usage des calculatrices est autorisé. 

En vous fiant aux indications du barème, 

prévoyez environ 30 minutes pour 

un exercice sur 3 points, 40 minutes 

pour un exercice sur 4 points, entre 

50 minutes et 1 heure pour un exer- 

cice sur 5 points. Pensez à garder au 

E 4 Gérer son temps 

L'épreuve dure 4 heures. Commen- 
cez par lire Le sujet en entier ; repérez 
l'exercice ou les questions qui vous 
paraissent les plus faciles. Vous devez 
évaluer le temps nécessaire pour cher- 
cher, rédiger, relire chaque exercice. 

moins 20 minutes à la fin pour relire 

votre copie. 



1 Résoudre un exercice 

Prenez Le temps de lire, d'analyser et 
de comprendre l'énoncé. Il est impor- 
tant de relire chaque question et de 
retenir Les consignes. Une question qui 
commence par « En déduire » a pour 
solution une déduction des résultats 
précédents. * 
Vous devez mobiliser et énoncer 
complètement les résultats du cours 
(définitions, formules, propriétés). IL 
s'agit de les restituer pour éventuelle- 
ment argumenter vos réponses. 
Un brouillon est souvent indispensable 
pour écrire vos idées, commencer un 
calcul, essayer une méthode. 
Restez lucide et cohérent ; soyez rigou- 
reux dans vos calculs et vos raison- 
nements. È 
IL faut toujours argumenter vos 
réponses (sauf dans les QCM ou les 
Vrai-Faux, pour lesquels l'énoncé 
précise de ne pas justifier). 
Si vous ne trouvez pas de démons- 
tration rigoureuse pour justifier un 
résultat, écrivez sur votre copie vos 
idées, calculs, réponses partielles, 
observations sur la calculatrice ; faites 
un dessin. IL faut montrer que vous 
avez pris des initiatives en indiquant 
toutes vos démarches, même non 
abouties. 

N'hésitez pas à expliciter vos idées, 

vos recherches ; indiquez votre stra- 

tégie. 
Lorsque vous rédigez, veillez à respecter 

les notations de l'énoncé et à utiliser Le 

vocabulaire adapté. Pensez à numéroter 

les questions ; présentez soigneuse- 

ment les figures et Les tableaux. 

E 1 Relire à La fin 

ILest important de relire attentivement 

votre copie. 

Corrigez les fautes d'orthographe, véri- 

fiez Les formules et vos calculs (atten- 

tion aux étourderies dans les signes), 
soulignez les questions et vos réponses. 

Si vous vous rendez compte de contra- 
dictions, d'incohérences, d'oublis, n'hé- 

sitez pas à le signaler et expliquez 

brièvement ce qui vous pose problème. 

(Par exemple, sur l'écran de votre calcu- 

latrice, une fonction semble croissante 

sur un intervalle et vous avez démontré 
qu'elle était décroissante parce que sa 

dérivée était négative.) 
Pensez à vérifier la numérotation des 

pages ; vérifiez qu'il ne manque pas 

de réponse à un QCM ou à un Vrai- 

Faux et veillez à ne pas oublier Les 

figures ou les documents à joindre 
à votre copie. 



E) Raisonnement par récurrence 
Pour montrer qu’une proposition P, est vraie pour tout entier naturel n > n,, 

on utilise le principe de récurrence : 

- initialisation : P, est vraie ; 
0 

— hérédité : si P, est vraie pour un certain entier k, alors P,., est vraie ; 

- conclusion : pour tout n = n,, P, est vrdie. 

L1 EE e 

F1 Variations des suites 
m La suite (1,) est croissante si, et seulement si, pour tout n : 

u, “ Ur, ou U,,1 » U, > 0. 

m La suite (u,) est décroissante si, et seulement si, pour tout n: 

u <°0. 
Us Fe U, ou U,,: GE 

m La suite (4,) est constante ou stationnaire si, et seulement si, pour tout n: 

U,,: = u, ou U,,1 Ca U, a 0. 

E] Limites de suites 
a. Suites convergentes vers € 
# Soit (u,) une suite numérique et / un réel. On dit que la suite u, converge 

vers / si tout intervalle ouvert contenant / contient toutes les valeurs de la 

suite à partir d’un certain rang. 
PRE D 

Exemple : Les suites —,— et . convergent vers 0. 
n'n n 

m Si u, converge vers £, / est appelé la limite de la suite u,. Elle est unique. 

limu, = / équivaut à lim(u, — {) = 0. 
2 

Exemple : u, = _ ;U 
n 
—2 —. donc lim (u, — 2) = 0, d’où lim u, = 2. 

n 

1. Suites 



b. Suites divergentes 
#æ Une suite divergente est une suite qui ne converge pas : 

— soit elle n’a pas de limite. 

Exemple : u,=(-1)"ouu,=cosn; 

— soit elle a une limite infinie. 

# La suite (u,) tend vers l'infini si, et seulement si, tout intervalle ouvert 

de la forme ]A ; +{[ contient touswaleurs de la suite à partir d’un certain 

rang. 

Exemple : net n? tendent vers +0. 

E3 Opérations sur Les limites 
# Silimu, = £et limv, = /', alors : 

limu, + v,=£+£4 

etlimu, xv,=£x#". 

s Silimu, = / z 0, alors : 
ATTENTION | 

PRE 0e. er LESESUN Hier à amet si, | 

= “ et seulement si, : 
Si limu, = 0 et u, > O* alors : #0. 

ail ÉENENSES SE 
lim— = +0, 

U, 

m Si limu, = +0, alors : 

lim = 0. 
U, 

fl Limite et comparaison 
# Minoration : si limu, = + et si pour n > n,,u, < v,, alors limy, = +0. 

C ROC, p. 20 

# Si (u,) est croissante et si limu, = £, alors, À NOTER 
pour tout n, u, < 4. C ROC, p. 21 Si (4) et (v,) n'ont pas la même | 

m Encadrement : si limu, = limv, = {et si limite, l'encadrement ne per 
pourn>n,,u, <W, < V,, alors w, converge des ns 5 re A 
et limw, =. 4 | : re 



G Suites arithmétiques et géométriques 
a. Rappels 
n La suite (u,) est arithmétique si, et seulement si, il existe un réel rtel que 

pour tout n, u,,-u,=r, c'est-à-dire u,,, = u, +r. 

Dans ce cas : 
1 

u,=u +nretS, =u,+u,+...+u = au + DO PH). 

# La suite (u,) est géométrique si, et seulement si, il existe un réel q tel que, 
u 
n+1 , s . 

pour tout n, on = q, c'est-à-dire u,,, = qu,. 
n 

Dans ce cas : 
14 gi 

1=-q 
_ U , u,=u,xg"'etS,=u, 

b. Variations et limites 
# Une suite arithmétique est croissante et diverge vers + si r > 0 ; elle 

est décroissante et diverge vers —o si r < 0. 

# Une suite géométrique de premier terme u, > 0: 

— converge vers 0 si — 1 < g < 0 (elle n’est ni croissante ni décroissante) ; 

— est décroissante et converge vers 0 si0<qg<1; 

— diverge dans les autres cas ; 

— est croissante vers +æsig>l; 

- n'a pas de limite sig <-1. CG ROC  p. 20 

Exemples : 2 > 1, donc lim2"=+; 

TL donc lim À 0! 
2 2 

Cas des suites monotones 
m Toute suite croissante (respectivement décroissante) et majorée (respec- 

tivement minorée) converge. 

m Toute suite croissante non majorée diverge vers l'infini. 

© ROC, p. 20 



Conduire un raisonnement 

par récurrence 

Pour tout entier naturel n non nul, S, = 1? +2?+ ... + n°. 

Ainsi, S, = 1,8, = 1 +4=5... 

nin+1)(2n+1) + 
Montrer que S, = 6 

Savoir-faire 

m Les trois étapes d’un raisonnement par récurrence sont indispensables. 

L’initialisation montre que la proprosition P, est vraie pour son premier 

terme, qui peut être P, ou P, ou autre, selon les cas. 

s Pour montrer l’hérédité, il ne suffit pas d'énoncer P,.., il faut montrer 

que P,., est vraie si P, est vraie. 

m On peut alors conclure. 

OR SENTE 

On note P, cette proposition. 

# Initialisation : S, = LE, donc P, est vraie. 

m Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un certain entier k, c'est-à-dire : 

k(k+1)(2Kk +1) 
$, BE — —. 

6 

S.., =5,+(K+1) = SICRLD 4 (41) = + DIK(2K+1)+6(k+1) 

4 24 1)(2k2 +7k+6) 

D'autre part, (k + 2)(2(k + 1) + 1) = (K+ 2)(2k + 3) = 2Kk2 + 7k +6, 

donc 5, = D DBEXS) 
P.., est vraie. 

# Conclusion : Pour tout n, P, est vraie. 



Fi Étudier des suites récurrentes 

On pose p, = 1 et, pour tout 

entier naturel n non nul : 

P,n = 0,5p, + 0,1. 

1. a. On pose f(x) = 0,5x + 0,1. 

Calculer p, et p.. À l’aide d’un 
graphique, conjecturer les varia- 

tions et la limite de p.. 

b. Montrer que, pour tout n : 

0,2 <Pyu nu Le 1. 

En déduire que (p,) converge. 

On note / sa limite. 

c. Montrer que / vérifie f(£) = £. En déduire £. 

2. On note u la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par : 

u,=p, — 0,2. 

a. Démontrer que u est une suite géométrique, en préciser le premier terme 
et la raison. 

b. Exprimer p, en fonction de n. 

c. Retrouver la limite de p,. 

Savoir-faire 

m On reconnaît une suite récurrente, p,., = f(p,). 

# Sur le graphique, on trace la droite d’équation y = x, puis la courbe 

de la fonction f. 

m On utilise une récurrence pour montrer l'encadrement, puis les 

théorèmes de convergence des suites monotones. 

# La suite p est une suite arithmético-géométrique : on utilise une suite 

auxiliaire géométrique u pour répondre aux questions. 



Corrigé détaillé 

1. a. On pose f(x) = 0,5x + 0,1. 

p, = F(P) = 0,6 ; p, = f(P,) = 0,4. 
Sur le graphique, M, est le point de la droite À NOTER. 

d’équation y = f(x) dont l’abscisse est p,. Son Ja question 1. propose une 

ordonnée est p,,,. La suite semble être décrois- méthode pour étudier les 

sante et converger vers 0,2. limites de suites récurrentes 
L = et la question 2. est la mé- 

b'OnposerPe 02 Ep esp = 1 thode pour traiter des suites 

On démontre par récurrence que, pour tout de la forme u,,, = au, + b. 
n, P, est vraie. Tip ane UE 

m0,2<p,<p,< 1, donc P, est vraie. 

m On suppose P, vraie pour un entier k. On a donc 0,2 < p,,, <p, = 1. 

La fonction f'est affine et croissante, donc f(0,2) < f(p,..) = f(p,) < 1 ; d’où 

02=<p;sp; = 1; donCPe estwraie d 

m P, est vraie au rang O et est héréditaire, donc, par application du principe 

de récurrence, P, est vraie pour tout net 0,2 < p,,, <p, <= 1. 

(p,) est décroissante et minorée par 0,2 : elle converge. 

c. lim p, = lim p,., = £, donc, par opération, 
: œe CONSEIL 
lim0,5p, + 0,1 = f(£)n Vérifiez la justesse de la 
f(0) = £, donc 0,54 = 0,1, d'où / = 0,2. formule en recalculant les 

premiers termes. 

2.a.u,, =p,,, - 0,2 

= 0,5p, + 0,1 - 0,2 

= 0,5p, - 0,1 

= 0,5(p, — 0,2) = 0,5 u, 

Donc u est une suite géométrique, de premier terme u, = p, — 0,2 = 0,8 et 
de raison q = 0,2. 

b. u, = OR (a = 0,8 x (02) donc LP, = 0,2 ns u, _ 0,2-+ 0,8 x 0,2", 

c. O < 0,2 < 1, donc lim(0,2)"-' = limu, = 0, À NOTER 

d’où limp, =0,2= £. Le premier terme de u est u, 
et non u,. 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Les règles sur les limites de suites ne s'appliquent pas toujours. On 

peut se trouver en présence de ce qu’on appelle des « formes indéter- 

ee L , ae O 
minées », notées parfois, par abus d'écriture dv O x oo OÙ +00 —0o, 

C9 

Avant de tenter de calculer une limite, il faut analyser la situation et se 

ramener à des situations où les règles sur les opérations s'appliquent. 

C Exercice 3, p.17 

e Si l’un des termes d’une somme ou d’un produit n’a pas de limites, 

on ne peut pas conclure que la somme ou le produit n’a pas de limites. 

On peut alors utiliser les théorèmes de comparaison. © Exercice 4, p.17 

e Si lim u, = +o et lim v, = +, alors u, > v, ne signifie pas que 

lim (u, — v,) = +co. © Exercice 5, p.17 

e Pour établir une formule, il ne suffit pas de la « trouver », il faut 

encore la valider. En général, on utilise un raisonnement par récur- 

rence. De même, pour vérifier qu’une relation est vraie, il ne suffit 

pas de la tester sur quelques exemples. Encore une fois, on utilise un 

raisonnement par récurrence. © Exercice 9, p.18 

e Il ne faut pas confondre les suites de la forme v, = f(n) et u,., = f(u,), 

où f est une fonction donnée. 

Les variations et la limite de f en + donnent les variations et la 

limite de (v,), tandis que les variations de u ne sont connues que si f 

est croissante, ce qui ne signifie pas que u est croissante. 

On montre alors que si f est croissante sur J et si, pour tout n,u, EI 

et u, > u,, alors u est croissante et si u, > u,, u est décroissante. 

On indique alors clairement que l’on utilise un raisonnement par 

récurrence. C Exercice 10, p.18 

e Une somme de termes de limite 0 a pour limite 0 si cette somme est 

finie. Ce n’est pas le cas pour une somme infinie. © Exercice 17, p.20 

| | pou 



rares Rem pour réviser Le cours mms 
C Corrigés, p. 23 

© Soit la suite (u,) telle que : © si lim u, = + et lim v, = /, alors 

.n +4n=5 tin Vu = 
ps © n°. 2 

lim u,, =: Q a. +oo. 

Qa.1. Q b. 0. 

avait | ù c. On ne peut pas conclure. 

Q c. On ne peut pas conclure. 

@ soit la suite (4,) telle que : © Sitim u,= ® et lim v, =, alors 

i Ps . 

u, = n° +2 -Vn? +1. LE TRI 
lim u,=: Q a. 1. 

Ql ait: Q b. 0. 

Q b. +00. Q c. On ne peut pas conclure.- 
L'e'd 

(3 Soit la suite (u,) telle que : O si lim-u =- 1, lim v:2 1 et 

u,=2n+(1). u, <W, < V,, alors : 

Hot hr }| À Q a. limw, existe. 
Q à. Cette limite n'existe pas. 

eee FR Q c. w, est bornée. 
ic: 0: 

[4 ) Soit la suite (4,) telle que : 

n 

O Soit (4,) la suite définie par u, = 4 

etu,,,= 2 _ 1, alors : 
u, e 

Q a. (u,) est bornée. 

Q b. (u,) est croissante. 

Q c. limu, = 1. 

lim u, =: 

Q a. Cette limite n'existe pas. 

Q b.2. 

Q c. 1. 

6 Soit la suite (4, telle que : 

2 US 
= — 

al La 

O Soit (4,) la suite définie par u, = 4 

etu,,,= sui + 1, alors : 

Q à. (u,) est croissante. 

Q b. limu, = +oo. 

Q c. limu, = 2. 

lim u =: 
n 

| Q b. pour tout n,-1<w,< 1. 

Qa£. _ Ab.+o. Qc. 0. 



= Exercice 1 © Corrigés, p. 23 
Déterminer les limites des suites suivantes. 

lu, = 4.t ai 

n+1 \é u, 

(n+1)(2n-—3) 
2, V. = —— 7 EN EN 

‘ Sn(n-1) RE EP 

3.w oi 6 re -V,=u,+v, 
n 

mm« Exercice 2 © Corrigés, p. 23 
Déterminer les limites des suites suivantes. 

v 
Tu =r-n 4.t =— 

- u, 

= Mi — = = 2.v,=n-3n+1 5.X,=u,—v, 

3.w, =" -W,=— 6.y,=u,+v, 
y 

n 

mm" Exercice 3 à © Corrigés, p. 24 
Déterminer les limites suivantes. 

finis SEURS PE 
3 "+1 2"+1 3" +1 

mm“ Exercice 4 © Corrigés, p. 24 
Déterminer les limites suivantes. 

3+(-1)" 

n 

nier 
4" 

1. lim 2. li 

«x Exercice 5 © Corrigés, p.25 

Déterminer les limites suivantes. 

1. lim(Vn° +1-n) 2. lim(Vn° +1-n) 

= Exercice 6 © Corrigés, p. 25 
Déterminer les limites des suites suivantes. cn 

1 Ve il in if 1)" 
= ++... + — 2.V =1-—-+—+,..+ lu, Ai MAT 15 a re Fr 



mm Exercice 7 © Corrigés, p. 25 
On pose, pour tout n EN*,u,=1+2+...+n. 

1. Calculer u,, u,,u, 

2. Vérifier que u,,, =u,+n+1. 

tn +3) ss 

mm Exercice 8 ( niveau1 © Corrigés, p. 26 e Cniveaut) gés, p 
+ 

On considère la suite t, définie, pour tout entier naturel n, par t, = 0 

3. Montrer par récurrence que u, = 

et, pour tout entier naturel 4,4, =E +— È mn (+ D +2 
n 

Montrer que, pour tout entier naturel n, t, = ES 

as Exercice 9 © Corrigés, p. 26 

La suite u est définie par u, = 1 et u,,, =u, + 2n +3. 3 

Conjecturer une expression de u, en fonction de n et la démontrer. 

mm Exercice 10 © Corrigés, p. 26 

On pose foy= E. 

Soit (u,) la suite définie u, = f(n) et (v,) la suite définie par v, = 7 et, 

v, +1 
“a 

1. Étudier les variations et limite de (u,). 

2. Montrer que, pour tout n, 1 < v, < 7. 

3. Étudier les variations de (v,). Que peut-on conclure ? e 

pour tout n, v,., = 

mms Exercice 11 © Corrigés, p. 27 

On pose u, = 0,1 et, pour tout entier naturel n non nul, U,,= È,n + S 
- RE S 

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul : 

2. Déterminer la limite de la suite (u,) quand n tend vers +co. 

3. Former un algorithme et l’implanter dans la calculatrice pour 

déterminer la plus petite valeur de n tel que : hi ON, 



mx Exercice 12 © Corrigés, p. 27 

Soit (4,) la suite définie par u, = 2 et, pour tout n, u,, = 2U,-1. 

1. Montrer que si (u,) converge, alors sa limite est 1. 

2. Montrer que, pour tout n, u, = 2. 

Que peut-on conclure ? 

mm Exercice 13 © Corrigés, p. 28 
Soit (4,), une suite définie sur N dont aucun terme n’est nul et la 

suite (v,) définie sur N par v, = “£ 

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et pro- 

poser une démonstration. 

1. Si (u,) est convergente, alors (v,) est convergente. 

2. Si (u,) est minorée par 2, alors (y) est minorée par — 1. 

3. Si (u,) est décroissante, alors (v,) est décroissante. 

4. Si (u,) est divergente, alors (v,) converge vers zéro. 

= Exercice 14 © Corrigés, p. 28 
1 

On pose u, = 1 et, pour tout entier naturel n, u,., = 2 2. 

On pose, pour tout entier naturel n, v, =u, —3. 

1. Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera 

la raison et le premier terme. 

2. Déterminer y, puis u, en fonction de n. 

3. Déterminer la limite de la suite (4). 

mx Exercice 15 © Corrigés, p. 28 

On considère les deux suites u et v définies, pour tout n, par : 

UE u VV 

=3etu  =1t1;y=5ety =", 
0 n+ G} 190 n+1 2 1 

Calor vu er Vu, V +, V,<H. 

Quelles conjectures peut-on faire sur les suites u, vetw=v-u7? 
; SRE 27 ; 1 

2. a. Montrer que la suite w est une suite géométrique de raison 2 

b. Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite w. 
u,+2v, 

3. Soit la suite t définie, pour tout entier naturel n, par t, = 3 

a. Démontrer que la suite (f,) est constante. 

b. Déterminer u, et v, en fonction de f, et w,. 

c. En déduire la limite des suites u et v. 



= 

ENTRAINEMENT 

= Exercice 16 © Corrigés, p. 29 
Soient (u,) et (v,) deux suites telles que (,) est croissante et (v,) est 

décroissante et, pour tout ñ, u, < y,. 

1. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont bornées. 

En déduire qu’elles convergent. 

2. On suppose que lim(v, — u,) = 0. 

En déduire que (4,) et (v,) ont la même limite. 
[1 + 

mm Exercice 17 © Corrigés, p. 29 

BAC ROC Soit t un réel strictement positif. On pose, pour tout entier 
=" naturel n,a,=14+ntetg,={(1+t)". 

1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, g, > 4,. 

2. Déterminer la limite de (a,), en déduire la limite de g,. 

3. Soit g un réel tel que g > 1. Montrer qu'il existe un réel t > O tel que 

q = 1 +t. En déduire que lim g" = +0. 

4. Soit q un réel tel que 0 < g < 1. Montrer que limg" = 0. 

5. Soit g un réel tel que — 1 < g < 0. Montrer que limg" = 0. 

= Exercice 18. © Corrigés, p. 29 

BAC ROC Soit (u,) une suite définie sur N. 

Ft" 1, Rappeler les définitions suivantes. 

a. La suite (u,) est majorée. 

b. La suite (u,) est croissante. 

c. La suite (u,) tend vers +co. r 

2. Démontrer que toute suite croissante non majorée tend vers l'infini. 

mm Exercice 19 . © Corrigés, p. 30 
SAC ROC Soient (4,) et (v,) deux suites telles que limu, = + et, pour 
B n n n 

Lu O n>n,Uu,<V,. 

1. Soit À un réel strictement positif. 

Montrer qu’il existe un entier n, tel que, pour n > n,, u, > A. 

2. En déduire qu'il existe un entier n, tel que, pour n > n., v, > A. 
3. En déduire que lim v, = +c. 



«= Exercice 20 © Corrigés, p. 30 

ROC Soit (u,) une suite croissante convergente telle que limu, = 4. 
On suppose qu'il existe un entier n, tel que u, > 4. 

On pose a =u, — L. 

1. Soit I l'intervalle ]£ — a ; £ + al. 

Montrer qu'il existe un entier n, tel que, pourn = n,,u, El. 

2. Montrer que, sinzn,u,>{+a. 

3. En déduire que, pour tout n, u, < L. 

mm Exercice 21 © Corrigés, p. 30 
(Antilles-Guyane, septembre 2010) 

On considère la suite de nombres réels (u,) définie sur N par : 

1 : 
u,=-1,u, = 3 <t Pour tout entier naturel n,u,,=u,, — au 

1. Calculer u, et en déduire que la suite (u,) n’est ni arithmétique ni 
géométrique. 

2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout n : 

a. Calculer v,. 

b. Exprimer v,,, en fonction de ,. 

c. En déduire que la suite (v,) est géométrique de raison 3 

d. Exprimer v, en fonction de n. 

3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout n: 

u 
W_= mr : . 

, 

a. Calculer w.. 
ETS 1 : : 

b. En utilisant l'égalité u,,, = v,, + 5 sr PXPONEEM ATEN fonction de 

u, et de v,. 
c. En déduire que, pour tout n de N, w,,, = W, + 2. 

d. Exprimer w, en fonction de n. 

4. Montrer que, pour tout entier naturel n : 
2n-1 

n 2n 

= 

ENTRAINEMENT 
1. Suites 



n 

5. Pour tout entier naturel n, on pose S, = Ÿu, =u, +u, +...+u,. 
k=0 . 

2n +3 

De 
Démontrer par récurrence que, pour tout n de N, 5, =2-— 

mx Exercice 22 © Corrigés, p. 31 

YPE © > © \ (Amérique du Sud, novembre 2011) 

Soit f la fonction définie sux l'intervalle ]- 1 ; + par : 

4 
f(x) = 3 - DT 

Soit (u,) la suite définie, pour tout n EN, par u, = 4 et u,., = f(u,). 

1. a. Tracer la courbe € représentative de f sur l'intervalle [0 ; +co[ 

et la droite % d’équation y = x. 

b. Sur le graphique, placer sur l’axe des abscisses w,, u,, u, et u,, en 

faisant apparaître les traits de construction. à 

c. Que peut-on conjecturer sur le sens de variation et la convergence 

de la suite (u,) ? 

2. Cette question vise à démontrer les conjectures formulées à la 

question 1. c. 

a. Démontrer par un raisonnement par récurrence que u, = 1, pour 

tout n EN. 
* “ 

b. Montrer que la fonction f est croissante sur [0 ; +cof. 

En déduire que, pour tout entier naturel n,onau,, <u,. 

c. Déduire des questions précédentes que la suite (u,) est convergente 

et calculer sa limite. 



mm QCM 

© au, TS 14 LES , donc lim u,= 1. 
n° n 

c.u, = M E2=NE le —— ——— donclimu =0. A Rire 
a) b.u,=2n+(-1)", donc u, = 2n-1, d’où lim u, = +0. 

Ot.u, = Alors 2 == SU < 2 donc limu, = 2. 
n 

O cu _2"+3 _2"(1+3x2") 

En DR PEN TES NES h 

@ cSi lim u, = + et lim v, = 4, alors lim— dépend du signe de 4. 
v 

, donc lim u, = 0. 

n 
On ne peut pas conclure. 

7. ; nu 
@.c. Si limu, = et lim v, = c, alors on ne peut pas conclure sur lim. 

£ v 
© c. Les suites convergentes sont bornées, donc w, est bornée. 

O b. On démontre par récurrence que u,,, = u,. On en déduit que 

(u,) est croissante. 

O c. On démontre par récurrence que (4,) est décroissante et mi- 

norée par 0. Elle converge vers / telle que / = en +1, donc lim u, = 2. 

mms Exercice 1 

1.lim(n + 1) = +, donc, par inverse, limu,, = 
n+l1 à 

ee) (re) hu AUD sans 1 ER EE 
pi Sn(n-1) ET 1 

sn hi) sfi-}) 
n n 

> ; rie À 2 
limL = 0, donc, par opérations élémentaires sur les limites, lim v, = 3 

n 
u 

3. Par quotient, limw, = lim = 0. 
n 

v 
4.u, > 0, donc limt, = nue = +00, 

, sa 
5s.limx, =limu,-v,=- … 

6. limy, = lim u,+v,= 
Wen 

xs Exercice 2 

1u,=1-n=n(n-1), donc limu,, = +0. 

2.v,=1r-3n+1=n("#-3) +1, donc lim y, = +0o. 



n° £ _ à 1 1= 1 

Un L'upss ft" donc linw #0. 
+ 

BW, = 2 = — _— "© =—x 
L Ve 3 EPP n Ve TL 

nl Le mn: n? n° 

; jt Ash 

4.t RP TETE donc lim, = +ce. 
n u 1 

n L== 

ñ à + 
#0 À NOTER 

S.X,=U,—V,= n° ES } La suite x, tend vers oc si la 

LA Le suite — X, tend VIS +00. 72 
donc limx, = -co. 

6.y,=u,+v,, donc limy, = +c. 

= Exercice 3 

1:24 -( et 0 < ; < 1, donc lim2” = 0 ; de même, lim 3 Ur 

donc, par opérations élémentaires sur les limites, lim — = s: 

gen 2ULFSXET |  1RINIT NU 
: = Or Hm2 0, 
241212 nl + Ex 257 

d’où lim SL UE 

2"+3 _2"(1+3x2") _[2\ 1+3x2" 
SET MP 3 T+1x27 

ape io En se malin 2) = 0, donc lim = 0. 
3 3" +1 à 

= Exercice 4 

1-1<(-1)"<1, donc À PR AU 
n 

lim£ = lim? = 0, donc, par encadrement, + ED" = 0. 
n 

LES SArTERRS 1+3" 

4" 4" 4" 

1-3" 
ar 

2. 

= a) (3"-1), donc lim L : ue 0 ; de même, lim k = =0” 

= 0. donc, par encadrement, lim LE 



us Exercice 5 
2 2 

1. Rem 

\n+1+n \n+1+n 

lim{ n° +1+n)= nn +1- n)= 0. 

2.n°+1-n= (n+2) -n= 1 ka} 

lim n+-1= +, donc lim Vn° +1-n = +00, 

“= Exercice 6 

On reconnaît la somme des termes de suites géométriques. 
1 n+1 

1° re tal: 114 
Luali=t-h..d— ss ne ; 

27 * SA 2 

- 2 
1 n+1 

im} =0, donc limu, = 2. 

’ 2 

n ne Dore n+1 

Dia pee eo nsn pue 2 2 0 PAM 
i 2 4 27 1 3 2 

ur 

n+1 

im} = 0, donc lim, = 
œ | N 

mm Exercice 7 
1u=1;u,=1+2=-3;u,=-1+2+3-6. 

Zu. =1+2+...+n+n+l=u.+n+l1. 

n(n + 1) 
il 

Initialisation : u, = 1 LE, donc P, est vraie. 

3. On note P, la proposition u, = 

Hérédité : On suppose que P, est vraie pour un certain entier k, 

c'est-à-dire u, = et 33 

u,.,=u,+ (K+1)= ee (K+1)= ; (K+1)(kK+2), donc P,., est vraie. 

n(n + 1) 
Conclusion : Pour tout n, P, est vraie et 1+2+...+n= D 



mx Exercice 8 

On note P, la proposition f, = 
NE le 

Initialisation : t, = 0 = a donc P, est vraie. 

Hérédité : On suppose P, vraie pour un certain entier n. 

1 à 
tt  =t +—————-, donc, si P est vraie : 
7 (n+1)(n+2) . 

CH 1 _ ngi+2k+1 | (ED RMTER 

M n+l n+Dm+2 ”(n+1)(n+2) | (n+1)(n+2) Pr 

donc P,., est vraie. 

Conclusion : Pour tout entier naturel n, f, = 2 = L 

= Exercice 9 

u=1;u =u,+2x0+3,doncu =4=2;u,=u +2x1+3=9=37. 
0+1 

On conjecture que u, = (n + 1)° et on le vérifie par récurrence. 

Soit P, la proposition u, = (n + 1). 

Initialisation : u, = 1, donc P, est vraie. 

Hérédité : On suppose P, vraie pour un certain entier p, alors 

u,., = (+1) +2p+3=pÎ+4p+4={(p+2), donc P,., est vraie. 

Conclusion : Pour tout entier naturel n, P, est vraie. 

mx Exercice 10. 

1.fest croissante sur [0 ; +|[, puisque f'(x) = ue + 0 sur [0 ; +o, 
2/2(x+1) 

donc u, = f(n) est aussi croissante. 

X—+0 
lim () = +0, donc lim f(x)=+c et limu, = +0. 

1 

2.v,=7etv,,= si Soit P, la proposition 1 < v, < 7. 

dons 1<v,<7, donc P, est vraie. 

Hérédité : Si P, est vraie pour un certain entier k donné, 1 < y 

f'est croissante sur R, donc (1) < f{(v,) = f{7), d'où 1 < = 
P.4 est vraie. 

Conclusion : Pour tout n, P, est vraie : 1 = M EG: 

741 2+1 3=7,r=f(M)=/ 22, v, =ft)= ee = 1,22, donc (v,) 
semble décroissante. a montre par récurrence que, pour tout n, 
OA 9 

n+1 
< y, est vraie. 

Initialisation : v, < v,, donc P, est vraie. 



Hérédité : On suppose P, vraie : v,,, < v,. 

Or fest croissante sur R, donc f{(v,.,) = f{v,), d'où ,, = v,... 

P,,, est vraie. 

Conclusion : Pour tout n, P, est vraie : (v,) est décroissante. 

La suite (v,) est décroissante et minorée par 1 : elle converge. 

mm Exercice 11 

1. On montre par récurrence que, pour tout ñ non nul, 

Perl ane est vraie. 
PORTE 

3 13{41 ER 
Initialisation : u, =0,1=—-—|— 0 s 4 a() - 20 10 onc P, est vraie U 

SMS) = 
Hérédité : On suppose P, : u, Ce 2 vraie pour un entier k donné. œ 

_ 
(] 
[a 

donc P.., est vraie. 

Conclusion : Pour tout n non nul, u, = 2-2() 4 

2.0< £ <1, donc LE = 0, d'où limu, = £ 

3. Algorithme :A=u,;x=1 

Tant que (3/4 — A) < 1071 faire X = X + 1, A = A/5 + 3/4; 

Fin Tant que 

Afficher X 

On trouve ñn = 16. 

= Exercice 12 

1.Si (4,) converge, alors limu, = lim u,,, = 4, donc{=2{-1et/=1. 

2. On montre par récurrence que pour tout n, P,: u, z 2 est vraie. 

Initialisation : P, : u, = 2 est vraie. 

Hérédité : On suppose P, : u, = 2 vraie pour un entier k donné. 

Alors u,,=2u,-1=2x2-12>2, donc P,, est vraie. 

Conclusion : Pour tout ñn, u,> 2. 

Si (u,) converge, alors lim u, > 2, ce qui est contradictoire avec { = 1. 

La suite (u,) ne converge donc pas. 



= Exercice 13 
1. Faux : si limu, = 0, alors v, est divergente. Par exemple, u, = 

v,=-2(n+1)etlimy, =-0ce. 

2. Vrai : si (u,) est minorée par 2, alors, pour tout n, u, < 2. Donc 

_ > à d'où =? < — 1; (v,) est minorée par - 1. 

+1 

n n 

3. Faux : u, ne garde pas un signe constant. Par exemple, soit 

u,=- 2n +9. (u,) est décroissante gt (v,) n'est décroissante qu’à partir 
du rang S. 

4. Faux : par exemple, si u, = (- 1)" À NOTER. 

est divergente , alors v, =-2(— 1)",  Divergente ne signifie pas uni- 

donc (v,) ne converge pas. quement avoir pour limite +ce. 

ms Exercice 14 ; 

La = Mn 3= qu + 2-3 = 20, -1= Tu, - 3) = 2v, donc 

(v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 

V,=u,-2=-1. 

2v,=- 0) et sv +323 0). 
3 3 

3.0 < à < 1, donc im) = 0 et, par somme, limu, = 3. 
. D] 

x Exercice 15 
U +v, u +y U,+V 

1u, = 4; nu = .- Petri À, 

ra = E 1 
Ver AMEN RIRES 

La suite u semble être croissante, v décroissante et w géométrique 

de raison 1. 

« 1 1 
2Z.a. VnEN,w,. = Va © Una © 3 Un Va UV) = 7 ns —u,) 

1 1 
20 —U,) = 3 W) 

Donc w est une suite re de raison n 

b.VnEN, w, -(i) w=2{:) eto<T< 1, donc w, > 0 et limw, = 0. 

3 VEN, t,= "rt 2v 



a. VneEN, ba = 3 ua + 29 )= EU +v,+u,+3v) = Tu, +27), 
n+1 

donc t est constante et, VnEN, t,=t,= _. 

b.w,=v,-u,ett,= z@, + 2v,), donc 3u,=3t,-2w, et u, = 36, -2w,). 

3v, = 3t,+ w,et v,= 266, +w,). 

c. limw, = 0 et lim, = _ donc, par somme, limu, = lim v,=limt,. 

x Exercice 16 

1. (4,) est croissante, donc u, < u, < … < u,. (v,) est décroissante donc 

V, <V,, << v, et, pour tout ñn, u, < v,, donc: 

U,<U, <V, < V, : On en déduit que (u,) et (v,) sont bornées par u, et v.. 
(z,) et (v,) sont bornées et monotones, donc elles convergent. 

2. On suppose que limu, = £ et limv, = !', lim(v, — u,) = 0 entraîne 
que {—{"=0, donc (u,) et (v,) ont la même limite. 

x Exercice 17 

ele EE 

0,5pt 

1. On montre par récurrence que, pour tout n, P, : g, = a, est vraie. 

Initialisation : a, = $, = 1, donc P, est vraie. 

Hérédité : On suppose P, vraie pour un entier k donné : (1 + t} > 1 +tk. 

(A + #+1 = (1 + (1 + #). Or (1 +6) > 0, 

donc (1 +#}+1> (1+kf)(1+0 = 1+(k+1)t+k2 >= 1+(k+1)t. 

P.., est vraie. 

Conclusion : Pour tout n, (1 +t)" = 1 + nt. 

2.t>0, donc lima, = +o, et, par minoration, limg, = +oe. 

3. Sig > 1, alors g-1 > 0. Donc, avect=q-1,q=1+t. 

On en déduit que lim g" = lim (1 + f)" = ke. : 

4.Si0 < g < 1, alors a > 1. Donc im() = +0, Or () "4 donc, 
q q q q 

par inverse, lim g" = 0. 

5. Si — 1 <qg<0, alors -(-g)}" <q" < (- q)". Or 0 <-q<1, donc 

lim (- q)"'= 0 ; on en déduit, par encadrement, que lim g" = 0. 

mx Exercice 18 

0,25pt ) 

0,25pt ) 

1. a. La suite (u,) est majorée, s’il existe une réel M tel que, pour tout 

entier naturel n, u, < M. 

b. La suite (,) est croissante si, pour tout entier naturel n,u,<u,... 

1, Suites 

_ 

CORRIGES 



c. La suite (u,) tend vers + si tout intervalle de la forme JA ; +c[ 
contient toutes les valeurs de la suite à partir d’un certain rang. 

2. Soit (u,) une suite non majorée, donc, pour tout réel M, il existe 
ñn, EN, tel que u, 7 M, et (u,) est croissante, doncsin > n,,u, > u,> M 

et tout intervalle ouvert de la forme ]M, +1 contient toutes les valeurs 

de la suite à partir du rang n, : la suite (u,) tend vers l'infini. 

us Exercice 19 

1. Soit À un réel strictementipositif. Par définition de limu, = +, il 
existe un entier n, tel que, pourn = n,,u, > À. 

2. On pose n,=max(n,n).Sin=n,>n,,alorsv, =u,etn=n,>=n, 
entraîne u, > A. On en déduit que, pour ñn = 1, v, > À. 

3. Par définition, on a donc bien lim v, = +00. 

mm Exercice 20 

1. Soit I l'intervalle ]£ — a ; {+ al. 4e 

limu, = {, donc, par définition, il existe un entier n, tel que, pour 

n=n,u, el. 

2. (u,) est croissante, donc, pour n > n,,u, > u,, d'où u, > £ + a. 
3. En posant n, = max(n,, ñn.), on a à la fois, sin>n,u,<£{+aet 
u, = { + a. L'hypothèse de départ est fausse donc, pour tout n, u, = £. 

mms Exercice 21 
+ CRM DOa. ia ns 1 

Tu =-1; HE SES Uoi lb re SCAN donc u, #-us. 

La suite n’est donc pas géométrique. 
1 

eu, dat raie ur doncu,-u, #u,—u,. 

La suite n’est donc ni arithmétique ni géométrique. - 

2.2.7, == 5x l)= 1 

1 1 1 il il 
b. Pour tout n: Le = LL, T9 Una F U, Ta T2 Una = 2 Una au 

= L He e uU_ |= : y 4 2| "#1 Dar de 2 n° 

1 ; 2 Me é mes donc la suite (v,) est géométrique de premier terme 1 

et de raison : 

1 
d. Pour tout n EN, v, =, () NS 



PP EP | 
il 

CEE 

n+1 —V n 

2 n 

u, 
,25pt) c. Par définition, ==w,, donc w,,, = 2 +w.. 

v, n 

,25pt | d. (w,) est une suite arithmétique de premier terme - 1 et de raison 2. 

Onadoncw,=w.+nx2=-14+2n. 
< 5 Hencé u 

0,5pt) 4.D'après la question 3. d., w, = 2n — 1 ; or, par définition, w, = <, 
v 

d'où u,=(2n-1})v,. ; 

D'après la question 2. d., on a y, = 7! donc u,, = ES 
2n 

15pt) 5. On démontre par récurrence que, pour tout n, 

PES = U =1, FU +.Hu=2- RES est vraie. 
k=0 

Initialisation : $, = u, = 1 et2-PtS-2 22-321, donc 
P, est vraie. 

Hérédité : On suppose P, vraie pour un entier K : 
k 2 

ts 2 =U,+U,+...+u, =2- 2. 

c 2k+3 ,. 2K+1)= 1 —4k-6+2k+1 
Su = Se + =2— DE 261 =2+ 21 

—2k-5 2k+5 2(k+1)+3 
er 2H 2 21 2 DA 1! doncP,, 

Conclusion : On a donc démontré par récurrence que, pour tout 

nEN,S,=2- PS 

mm Exercice 22 

25pt) 1.a.et b. 

,75pt ) 

est vraie. 



c. Il semble que la suite est décroissante et qu’elle converge vers 1. 

2. a. On démontre par récurrence que pour tout n EN, P,:u,z1 

est vraie. 

Initialisation : u, = 4 > 1, donc P, et vraie. 

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier naturel k tel que P, soit 
vraie : u, > 1. 

Alors u,+1>2 
1 1 
FT \ À NOTER 
k 4 La connaissances des variations de f 

A simplifie la réponse à la question 2. a. : 

ee si f est croissante sur ]- 1, +œ[ et 

en GE u, > 1, alors f(u,) = f(1), donc u,., > 1. 

3- : al 
(AE EN à 

Or 3-——=#, "donc? est vraie. e 
US Lo 

Conclusion : On a démontré par récurrence que, quel que soit l’entier 

naturel n, u, > 1. 

1pt | b. La fonction f, somme de fonctions dérivables sur ]- 1 ; +, est 

dérivable sur cet intervalle et f(x) = Dis > 0 
(x + 1)? 

La fonction fest donc croissante sur |- 1 ; +. 

On démontre par récurrence que, pour tout n, P,:u,, <u 

Initialisation : u, = 2,2 < u,= 4, donc P, est vraie. 

Hérédité : On suppose P, vraie pour un entier k donné : u,, <u 

n° 

” 

f est croissante sur ]- 1 ; +, donc f(u,,,) < f(u,), d'où u 

On en déduit que P,., est vraie. 

Conclusion : Pour tout entier naturel n, P, est vraie ; (u,) est décroissante. 

1pt | c. La suite (u,) est décroissante et minorée par 1, elle converge vers £ > 1. 

limu,,, = lim u, = 4. 

Par opération sur les limites, lim| 3-— RATE 3 - L : 
hip +1 

2 © Us > 

4 

; L+1 
L=3-— + [({+1)=3(/+1)-4 

£+1 
& l2+1-3-3+4=-0e/2-21+1=-0 + (L-1)= 
æL=1=0 0-1 

La suite (u,) converge vers 1. 

On en déduit que £ vérifie / = 3 — 



Limites de fonctions 

E1 Limites usuelles 

= f(x) = a. a pour limite 0 lorsque x tend vers — + et lorsque x tend vers + co 
* 

(asymptote horizontale d'équation y = O) et lim = + , tandis que lim = — © & 
450 À x<0 À 2 

£ 
(asymptote verticale d’équation x = O). : 2 

FA 
= f(x) = x? a pour limite + lorsque xtend À NoTER l Ê 

vers + æ et lorsque x tend Vers — + (aucune On peut écrire limf(x) = B ou = 
asymptote, ni horizontale, ni verticale, ni Mae. : PSSRRRSE 

À f(x) = B, mais aussi lim f =B | ERP 
oblique). A0 à = 

s’il n’y a pas d'ambiguïté. FES 
m f(x) = Vx est définie (et continue) en 0: me) 

f(0) =0 et Jim f(x) = + co, 

F) Aspects géométriques 

u Si lim f(x) = — © OU lim f(x) = + © (a désignant un réel fini), alors € çaune 

asymptote verticale en 4. 

fx) fx) fx) 



m Si lim f(x) = a (a désignant un réel fini), alors €, a une asymptote hori- 
X—+ 00 

zontale en + « (il en est de même en — «). 

1102) fo) 

X X 
( La 

m Une courbe peut traverser son asymptote horizontale. 

À NOTER 
La préposition en représente tou- 
jours l’abscisse. Par exemple, « limite 

en + æ » veut dire « limite lorsque 
X — + © ». De même, « asymptote 

verticale en 2 » signifie « asymptote 

d'équation x = 2 ». 

E) Règles opératoires 
(composition/combinaison) 
m Les tableaux'suivänts sont valables quelle que soit l’abscisse où l’on prend 

la limite (en — , en un réel fini, en O, en + æ). Les ? représentent les formes 

indéterminées, k et k' désignent deux réels finis. 

Somme algébrique de limites 

Si f a pour limite 

Si g a pour limite 

CRCIEIESERER 

Produit de limites 

Alors f + g a pour limite 

Si f a pour limite K |K>0KkK>0Kk<0k<0O + |+|-æ| 0 | 

+afofelse 
? 

Si g a pour limite K' | +00 | — co | + 00 | — co 

Alors f x g a pour limite | Kk' | + 0 | — œ 



Quotient de limites 

Alors - a pour limite 

k 3 ah ; 2 
Dans le cas — 0’ il est important d'étudier le signe du dénominateur. 

NOTE vai co 0 
# Les quatre formes indéterminées sont —, à O x co et co — co, 

CO 

# Limites de foncti ées : Lo es ae Ne es composees À NO | 

Si lim f(x) = b et si limg(X) = c, alors : ._ Jimg(f@) = c s'écrit aussi | 

limg(f(x)) = c. limg f(x) = c. | 
TE 

un 
= 
2 
pe] 
U 
[= 
O = 
v 
DT 
n 
vd 
= 

Æ 
| 

ai 
FESSES 
see 
RES 
BRESERNSS 

£3 Comparaison 
x Théorème des gendarmes : 

Sif<g<hetsifet h tendent vers k E R lorsque x tend vers À, alors 

lim g(x) = k. 
lim 8 ) À NOTER : 

Si f< get si f tend vers + æ lorsque x tend 4 peut désigner + ou- | 
vers À, alors lim g(X) = + ©. ou un réel fa | 

5 Définition formelle 

m On dit que lim 1 f(x) = = a (a étant un réel fini) si, pour tout intervalle 

la-e;a+el, il 6 existe une valeur k ER telle que l’image de [k ; + œ[ par f 

soit incluse dans ]a-e ; a +el. 

m On dit que lim 1 (x) = = + © si, pour tout intervalle [M ; + «1, il existe une 

valeur k€ R telle que l’image de [k ; + [ par f soit incluse dans [M ; + œo|. 



H Lever une indétermination 

Déterminer les limites suivantes. 

: x? —x° 
1. lim (x2- x - x). 2. Him —— 

X—— 00 X—— 00 x° + 

Savoir-faire : * 

m On commence pee constater l’indétermination. Les quatre formes 

indéterminées sont — 2,+ O x co et co — ©, 

m Dans un cas He nuine on ne peut pas ns il est donc né- 

cessaire de lever l’indétermination. Plusieurs techniques peuvent être 

utilisées, par exemple : 

— on peut factoriser une expression polynomiale par son terme-de plus 

haut degré ; 

- on peut multiplier une fonction homographique par l'expression 

conjuguée du numérateur ou du dénominateur ; 

— dans certains cas, des factorisations « évidentes » pourront être faites 

(identités remarquables, par exemple) ; 
sai —— sa 0 

— si limf(x) est une forme indéterminée du type « ne on peut souvent 
X—4a 

mettre l'expression (x — a) en facteur au numérateur et au dénominateur 

afin de lever l’indétermination ; 

— dans le cas d’un polynôme, la limite en — « ou en + æ est la même 

que celle du terme de plus haut degré. 

1. La limite est de la forme «  — æ ». Il s’agit d’une forme indéterminée. 

Le terme de plus haut degré de x? — x — x° est — x3. 

Dim (= x x 2 Jim (x) 
3 est un exposant impair, d'où lim (— X$) = + 0. 

. 2 . LA co 

2. On constate une forme indéterminée de type « — ». 
œ 

2 5 5 
Rx Far te 
lim == dim À NOTER ce 
SRÉAREEX PAPE Peu importe les signes + œ ou — co : — 

S 
On peut conclure : lim = lim mr: < 0); est toujours une forme indéterminée. 

X—-> Y X—- Y ns a 
reg en rt 



Déterminer La limite 
d'une fonction composée 

a ; ; 1 
Déterminer lim Fa 

254 |16— x 
x<4 

# On exprime la fonction sous la forme d’une composée de plusieurs 

fonctions. 

# On recherche successivement la limite de chacune de ces fonctions 

en tenant compte à chaque étape du résultat trouvé précédemment. 

# Le changement de variable, en posant À = 16 — x?, est une autre façon 

d'écrire cette méthode. 

On pose a(x) = 16 — x?, b(x) = > etc(x) = Vx. 

On trouve successivement : . | 

lim (16 -#)=0; 
x<4 

im (+) = +0; 
a0 \ q 
a>0 

lim Vb =+; 
b-+0 

D'où lim = + oo 
224 V16= 

Ill 2. Limites de fonctions = 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Certaines fonctions peuvent ne pas avoir de limite du tout. 

C’est le cas par exemple de la fonction f(x) = x - E(x) où E(x) désigne 

la partie entière de x. 

e La forme « 0 x  » est indéterminée. Il serait inexact de considérer 

qu'elle a pour résultat 0, pour la raison que 0 multiplié par n'importe 

quel réel est égal à 0. Car justement, quand on parle de limites, ni O 

ni l'infini ne sont des réels : ce sont des limites. 

X—+0 | y pe 

- : 1 
de la forme « 0 x æ » mais le résultat est + , puisque — x x? = x. 

x 

Dans lim È x #|, a tend vers O et x? tend vers + «, la limite est donc 

C Exercice 13, p. 42 

e Il faut toujours faire attention à la variable considérée. Si x > O et si 

l’on cherche lim, le résultat est 1, en effet c’est la variable k qui tend 

vers 0, x est alors considéré comme une constante. © Exercice 16, p. 42 

e On peut avoir tendance à se tromper sur certaines limites. 

Par exemple, les limites suivantes ne constituent pas des formes indé- 

terminées : La 0 et (— ce) x (+ œ) = — æ (on applique la règle des signes). 

Es C Exercices 1 à 3, p. 40 

e Il faut toujours bien faire attention aux formes ; et —_. Il faut bien 

déterminer si la limite du dénominateur tend vers 0* ou vers O-. 

© Exercices 4 à 6, p. 40 



mamesirsiee. « Them pour réviser Le cours ss 

© Si lim f(x) = + « et lim g(x) = + 

alors lim sx (x) est égale à : 
Port) 

Q a. 0. 

Q b. + co. 

M c. forme indéterminée. 

@ 1a définition formelle de 
lim f(x) = + oc est : 

Q à. pour tout réel M, il existe un 
réel x tel que, pour tout y < x, on ait 

fo > M. 
Q b. pour tout réel M, il existe un réel x 
tel que f(x) = M. 

Q c. pour tout réel M, il existe un 
réel x tel que, pour tout y = x, on ait 

f&) > M. 
Abe 

lim X 
243%? x—0 — 

est égale à : 

Q à. + co, 

Q b. — co; 

Q c. 0. 

1) 

© im —#*, 
2m — 

est égale à : 

Q a. + ©, 

Q b. 0. 

El cl: 

O Une seule des trois phrases sui- 
vantes est vraie. Laquelle ? 

Q a. Toute fonction définie sur R a une 
limite en + co. 
Q b. Certaines fonctions peuvent tendre, 
en + ©, à la fois vers 0 et vers + c. 

Q c. Il existe des fonctions qui sont 
définies sur R et qui pourtant n'ont 
pas de limite en + co. 

© ME P. 44 

O La fonction f(x) = ss admet : 
x 

Q a. une asymptote horizontale mais 
pas d’asymptote verticale. 

Q b. une asymptote verticale maïs pas 
d’'asymptote horizontale. 

Q c. une asymptote horizontale et une 
asymptote verticale. 

€} lim 1 + e) est égale à : 
X——® 

O'a.l; 

Qb:0. 

Q c. + ©. 

O On suppose que, pour tout x > O, 

L 
0 < —: BALE = 

Q a, lim f(x) = 0. 

Q b. lim f(x) existe mais on ne peut pas 

présumer de sa valeur. 

Q c. il est possible que f n'ait pas de 
limite en + 

iK EUR O Si lim f(x) = 0, alors lim fG) est 

égale à : 

Q a. 0. 

Q b. on ne peut rien dire. 

Q c. soit + co, soit — co, 

@ si 1im f(x) = 0 et lim f(x) = + », 
alors : ra Fr. 

Q a. fest croissante sur R. 

Q b. fest continue sur R. 

Q c. La représentation graphique de f 
a une asymptote horizontale. 

2. Limites de fonctions 

« 

= 

FA 
Lu 

= 
Lu 

Z 
D - 4 
[ 
ben 

A 
Li 
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Li 

mu Exercice 1 © Corrigés, p.45 

Déterminer les limites suivantes. 

1,4 1,3 
1. lim À 2. lim À 

X—+00 X——-00 d + 

1- me 1 Æ 

mm Exercice 2 © Corrigés, p.45 

2 

1. Déterminer lim, | Te > 
mi VAsh 

2 

2. Que pensez-vous de lim É ? 
41174 + 

mx Exercice 3 © Corrigés, p. 45 

Déterminer lim ! 
x—-1 L 

1+ ï 

1+— 
1+x 

. D. 

sm Exercice 4 © Corrigés, p. 46 
2 

On pose f(x) = 6-5) 

Étudier le signe de (x — 3)(3 — 3x) sur R. 

En déduire les limites de fau voisinage de 3 et de 1. 2 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 46 

Déterminer lim et lim an des Lu 475 
X—— 0 X=+œ| 1 1 

x x rt 

«x Exercice 6 © Corrigés, p. 47 

œ est une fonction croissante sur R avec lim (x) =-S5. 
X—+00 

Trouver lim gere 
(g(x)) as 



ms Exercice 7 © Corrigés, p. 47 

On pose f(x) = De. Déterminer les limites de f en — co, + co, 4, 4* 
b. 4 _ 

et en déduire l'existence d’asymptotes à € Fr 

x Exercice 8 © Corrigés, p. 48 

1. La représentation graphique d’une fonction peut-elle admettre 

deux asymptotes horizontales ? trois ? quatre ? 

2. La représentation graphique d'une fonction peut-elle couper ses 

asymptotes horizontales ? Justifier. @i 

mms Exercice 9 © Corrigés, p. 48 

Déterminer les limites suivantes. 

1. se 2. lim 
MES x=+e | = y 

3. lim À, Lin ———— vx 
im 220 ÿ2 y 3Vx 

5. lim V1- x? + x“ 
X—+00 

AT 
S 

= Exercice 10 © Corrigés, p. 49 
Déterminer les limites suivantes. 

t'hmix-Jlrr ir lim (x-V1+x°) 3. lim (V-1+%° - V1+x°) 

mm Exercice 11 © Corrigés, p. 50 

V3x—8 
On pose f(x) = es Trouver lim f(x). 

X>3 

== Exercice 12 © Corrigés, p. 50 
Déterminer les limites suivantes. 

11 x 2 

. x—2 sx —1] —X 
1. lim 2. lim 3. lim À 

x—2 Er | RS x—1 x=0 x+x? 

6 4 2 RES nur ee | < Un 
4, lim ————, après avoir vérifié que : 

x—1 ei] 

x-xt-22741=(x-1)(X -1). 

n £ 
2 
© = S 
LL 

w D 
n ra 
= 

£ 
— 

[NI 

{ 

les 

A 
Lu 

= 
LL 

= 
Lis 
[e 4 
= 

FA 
Lu 



…. 

ENTRAINEMENT 

mm Exercice 13 © Corrigés, p. 51 

Soit fune fonction vérifiant, pour tout x ER, - 1 < f(x) < 2. 

Que peut-on dire des limites suivantes ? 

1. im 109) 2 im Ci) 
x+0 2 x20 x 

1 
3. lim [(f(x) + 2)(x + 2)] 4. lim rG) 

X—— 0 , 

== Exercice 14 © Corrigés, p. 51 
On pose f(x) = |x — 2] -|2x + 2]. Trouver les limites de f(x) en — co et + ce. 

= Exercice 15 © Corrigés, p. 52 
Démontrer que si lim f(x) = + œ et si f(x) < u(x) dans R, alors 

lim u(x) = + oo. ii 
X—3+ 00 

mm Exercice 16 © Corrigés, p. 52 
k 

* 1 Géfinie dans ]0 ; 1[U ]1 ; + [ pour kE N. O = n pose f,(x) Pa 

1. Combien vaut lim f,@) ? Discuter suivant la valeur de x. 
+ 

2. Combien vaut lim f,(x) ? Discuter suivant la valeur de k. 
X—+0 

= Exercice 17 © Corrigés, p. 52 
Soit ‘6, la représentation graphique dans un repère (O ; î, j) d'une 

fonction f définie sur R et M{x ; f{x)) un point de cette représentation 

graphique. On s'intéresse au rectangle formé par les points O(0 ; O), 

H(x ; 0), M et K(0 ; f(x)), avec f(x) z 0. 

re: 
LS 



1. Quelle est la limite, lorsque x tend vers + , du périmètre de ce 

rectangle ? 

2. a. Quelle est la limite, lorsque x tend vers + æ, de l’aire de ce rec- 

tangle sachant que f(x) = 2 ? 

1 
b. Même question avec f(x) = ———. 

f 1+4x 

mm Exercice 18 © Corrigés, p. 53 
Trouver les limites des fonctions suivantes en + + et en 1l*. 

(Mar p NT est 
Vx° 71 \x? +1 

x—1 x-1 
É()= 4. f,X) = = 

rh at —1 er ee 

mm Exercice 19 © Corrigés, p. 55 

On Rare tek 
P _ ax?+8 

Trouver a tel que lim f(x) = - 1. 

Combien vaut alors lim f@) ? 
x>-1 

mm Exercice 20 © Corrigés, p. 56 
3 

On pose f(x) = £a LE Xe 
x+1 

Déterminer lim f(x), puis Jim (x) et enfin Jim [f(x — g(x)]. 

mu“ Exercice 21 © Corrigés, p. 56 

On pose f(x) = x + vx? +9. 

1. Déterminer l’image de 0 et de 4 par f. 

2. Déterminer l’antécédent de 1 par f. 

3. Déterminer lim f(x). 

9 
4, Montrer que f(x) = AMEN En déduire lim f(x). 

x°+9-x TT 

| ù ; : 2. Limites de fonctions 



mms QCM 
: co 

© c. 11 s’agit d’une limite de forme indéterminée « — ». 
Co 

@ c. La proposition a. donne la définition de lim f = + «. La fonc- 
tion ci-dessous vérifie la proposition b. sans pour “autant tendre vers 

+ © en — co. 

1 
€? b. Lorsque x tend vers O, x? tend vers 0*, donc ra tend vers + co ; 

par somme, le numérateur tend donc vers + . Le dénominateur tend 

vers — 2. Donc par quotient, la limite est — co. 

: È Ot. lim =; = 0, donc, lorsque x tend vers — +, le numérateur tend 
X—-—00 

VeIS — ©, somme. Quant au dénominateur, il tend vers + ©, donc 

la limite de ce quotient est une forme indéterminée. On factorise par 

x au numérateur et par x? au dénominateur, on obtient : 

ca | 1 
) hi) 1 2 

pren Te On es ADS 1+— |=1et lim x| —+1|=1, 
pe 392 X—— 00 =? X—— 00 x X—— 0 x 

En | ras | 
x x 

donc la limite cherchée est 0, par quotient. 

© c. La proposition a. est fausse : par exemple, la fonction f(x) =sinx 

n'a pas de limite en + «. La proposition b. est fausse, une fonction 

ne peut avoir qu'une seule limite en + «, sinon la définition serait 

mise en contradiction. 

@ c. Cette fonction admet une asymptote verticale d'équation x = 0 

car limf = + et une asymptote horizontale d’équation y = 0 car 

HS RTES 
@ c. Par somme, car lorsque f tend vers — «, < tend vers 0 et f? tend 
VEIS + co. € 

© c. Il aurait fallu que l'énoncé précise O < f{x) < ié pour qu’on 
x 

puisse utiliser le théorème des gendarmes. 



1 ; À 
[9 ] b. Le cas ne peut être conclu tant qu’on n'est pas sûr du signe 

de la fonction qui tend vers 0. 

O c. f admet une asymptote d’équation y = 0 en -— «. Les limites 

en — æ et + ne peuvent pas présumer du comportement de fentre 

— © et + o., 

x Exercice 1 

1. lim + x? = + œ, par somme, puisque lim Le 0. 
Fo X—+> y 

1 a 
lim 1 - — = 1, par somme, puisque lim = 0. S 
X—+ 00 x? œ Y £ 

RU £ 
—+ X 4 

Par quotient, on en déduit que lim À 17 + 00. 9 
X—+0 n 

=— E 
J x = 

ct A J : 2 N 

2. On procède de la même façon qu’à la question précédente. RRRLENE 
1 res À 1 = + x2 SES 

lim — + x2 = + et lim 1 -— = 1 d’où lim À = + 00, MENT 
X—-> ÿ X—-œ +2 X——00 

x? 

= Exercice 2 
1. Lorsque x tend vers 4, 2 + x? tend vers 18 et x — 4 tend vers 0. 

Comme x > 4, on peut écrire que x — 4 tend vers 0* lorsque x tend 

vers 4. 
2 

On a donc nee = 
Pet tre 

= + œ, par composée de lim 54 = + © ; on en déduit Lu 
X—+0 

fonctions. 

2. Cette limite n’est pas définie, car dans ]-, 4f, 

la racine carrée n'est pas définie. 

2e < 0, donc 

ms Exercice 3 

lim (1 +4)=0 et nur + x) = 0*; 



lmfi+)=-eettim(i+ 1 )=+e; 
IN it a 1+x 

A CRE 7 = 0" ; 
ed] 141 FA] 14 

1+x 1+x 

lim 1+ = 1et lim 1+ = 
x<1 É See} 

1+x k 1+x 

On en déduit lim = ï = 

1+ i 

À + ——— 
1+x 

mas Exercice 4 

Lorsque x tend vers 1, le numérateur tend vers 1 et le dénominateur 

tend vers 0. 

Lorsque x tend vers 3, le numérateur tend vers — 1 et le dénominateur 

vers 0. On est donc dans le cas « : ». 

Afin de déterminer la limite, on étudie donc le signe du dénominateur. 

3— 3x 

(x — 3)(3 - 3x) 

On étudie la limite de f(x) en 1 : 

lim (2- x) = 1 et lim(x — 3)(3 — 3x) = 0"; d'où line fx) Hs 
x<l x<l 

De même, lim (2 -x)=1et lim (x — 3)(3 — 3x) = 0: ; d'où lim f(x) = + ©, 
X>T x>1l x>i 

On étudie la limite de de f(x) en 3 : 

lim (2 — x) =- 1 et lim(x — 3)(3 - 3x) = 0" ; d'où lim f(x) = - c. 

PR x<3 x<3 

De même, lim(2—x) =- 1 et lim (x — 3)(3 — 3x) = 0 ; d’où limf(x) = + oo. 
x>3 ES x>3 

x Exercice 5 

On étudie d’abord la limite en —  : 

üm[i-)-05er à <0et-+ 10! 
is | Val 5 N 



1 À 
On en déduit lim (1-2) 0, d’où lim 1 

X X——00 

x. x? 

On étudie ensuite la limite en + co. 

On cherche à déterminer « le signe du 0 ». Il existe deux méthodes. 

Première méthode : On sait que lorsque x est grand À > ia 
RS 

donc lim É = 2) De 
x X—+œ| y 

On en déduit lim = + 00 
X—+00 1 

RE 
ù 

que S 
o 

Seconde méthode : On multiplie le numérateur et le dénominateur par x. S 

L 
LQ 

k TT 

lim |=4.1 À NOTER Era 
(A RSS Ds, CA On aurait aussi pu multiplier nu- | Ê 

XX 5e mérateur et AACRRTINAtEUr RIbSE sk | “ 

Lise 
BR 
ÉRENE 
RAS 

um Exercice 6 

p étant une fonction croissante, q(x) < — 5 dans R, donc : 

Jim (p()} = 25*. s 

Done lim 1 (p(x)° —25)=0" 

On en déduit lim nee + 00, 

7 (p(x) ) —25 

x Exercice 7 

On recherche les limites de f(x) en — + et en +: 

lim (2) = lim (2) = 2. 
x-+0\ y—4 x=+®\ y 

Avec le même raisonnement, on trouve la même limite en — co. 

La représentation graphique de f(x) admet donc une asymptote 

horizontale d’équation y = 2 en — æ et + co. 

On recherche la limite de f(x) en 4 : 

lim (2x-3)=5Set lim (x — 4) = 0, d'où lim f(x) = — 00, 
x<4 x<4 x<4 

On trouve de même lim f(X) = + oo. 
x>4 

On en déduit que la représentation graphique de f(x) admet une 

asymptote verticale d’équation x = 4. 



mx Exercice 8 

1. Une fonction ne peut avoir qu’une limite en + + et une limite 

en — , sa représentation graphique ne peut donc admettre au plus 

qu'une asymptote horizontale en 
— æ et une asymptote horizontale À NOTER 

en + co. En revanche, une répresentation 

On en déduit qu’il ne peut pas y pat ee pu 

avoir davantage que deux 4SYMp- 

totes horizontales. 

2. Contrairement à ce que l’'étymologie du mot peut laisser penser 

(asymptote signifie littéralement « qui s'approche sans jamais tou- 

cher »), la représentation graphique d’une fonction peut couper 

autant de fois qu’on peut l’imaginer ses asymptotes horizontales. 

Voir par exemple la représentation graphique suivante : 

x Exercice 9 

1. Dans un polynôme, la limite en — œ ou + æ est la même que celle 

du terme de plus haut degré. 

D'où lim (x° + 2x — x + 99x7 — x11) = lim — x!1 = + oo, 
X—>— 00 X—- 

Fees 3 
2 M SNS 

X—+00 1EX nee) à X—+o y 

3. lim x =+o et lim (x+ x ) = + ©, On se trouve devant une forme 
X—+ 00 X—+ 00 

e 
. A . # 09 

indéterminée de type « — ». 
Co 

Pour lever l’indétermination, on factorise par x car, au voisinage de 
+o,x> Vx : 

On obtient lim —=*—= lim =*u% lim her 1. 
XF y + Vx X—+0 | X=+%7 

WE) Us 

4. lim Vx = 0et lim (x? —X-— 3x ) = 0. On se trouve devant une forme 

indéterminée de type « : ». 

Pour lever l’indétermination, on factorise par Vx au dénominateur 

car, au voisinage de O, x >x> x. 



L 

x 1 On obtient donc Rs) LD — ee re je “ee 

5. lim (1 — x? + x*) = lim (xt) = + œ et lim VX =+ 

donc, par composition, lim V1 x? +x = 

= Exercice 10 

nt CONSEIL | 
et lim (- V1+x2 ) = — oo, La factorisation ne permet pas ici | 
robtiene £ RTAAENNE de lever l’indétermination. On uti- 
PEER ie donc l'expression conjuguée. 

du type « + 00 — co », EE 

x-(1+x2) 2 
lim (x - V1+x?) = Lg RE & Lim — 

—1 
Or lim (+ VX ) = + ©, donc lim ————— =0 

x+V1+x 
X—3+00 

2. lim x =— 0 CONSEIL | 
X—3— 00 : 2 : Fes Commencez toujours par vérifier | : DRE $ Ë 

et lim(- vV1+x )=-c, si la limite demandée présente une | 
d'où lim (x - ITEX) = = co. indétermination. Ici, ce n’est pas le | 

Ho cas ; il est donc inutile de se lancer i 

dans des calculs fastidieux. 

3. lim (V-1+x?) = + c et lim (— V1+ x?) =- 
X—-c X—— 00 

On se trouve devant une forme indéterminée du type « + 00 — 00 ». 

Pour lever l’indétermination, on utilise l'expression conjuguée : 

(- EEE (1+x) 

Tree) 
= D =. 

Lp (Eiexiex) 

Or lim (V-1+ x? + V1+x2) = + 00; 

on en déduit En --—— — 2 0, 

Fe Urr rx) 

lim (=1+x° _ /1+x = lim 

: À 2. Limites de fonctions 



mm Exercice 11 
2821 

On cherche lim 
45 x? -9 

lim V3x— ALE O* et lim (x2 — 9) = O*. 
2. … 

: rt ee 0 
On se trouve devant une forme indéterminée du type « FÈL 

Pour lever l'indétermination, on multiplie le numérateur et le déno- 

minateur par l'expression conjuguée du numérateur. 

D ul 3%=9 LBAEQ Le 1 

k Pro et 2_9)(3x-8 +1) œ 2-9) 3x8 +1) nr 0, ” frs di 8+1 

land. ») Ê sie pour x + 3. 
rte 3)(x+3) CCE rT 81 43 SE core 8+1 

lim 1 : et lim —— 
Fi NOX-B ET 20 + 

On en déduit lim f(x) = 
Fa 

Il 
+3 2 

Let 2 
: Dit 

um Exercice 12 

1. On cherche im } 
x—2 V1 

lim (x — 2) = Get lim (x? — 4) = 0. 

SRE Me 0 
On se trouve devant une forme indéterminée de type « su 

Pour lever l’indétermination, on factorise le dénominateur. 

lim ae Lee Sn se 
22 (2-4) 4%2|(x-2)(x+2)) x2(x+2) 4 

2. On se trouve devant une forme indéterminée de type « : ». 

Fm 

On reconnaît la formule de la somme des premiers termes d’une 
suite géométrique : 

11 

L'EN Ur EE MA = 
x-1 

; NL 
lim 1 + x +... + x1 = 11 ; d’où lim = 
x—1 x—1 x — 1 

2 x“ 

3. On cherche lim À 
x0 x+ x? 

lim x° —x2=0et limx +x2=0. 

On se trouve donc devant une forme indéterminée de type « . ». 



Pour lever l’indétermination, on factorise pour x au numérateur et 
au dénominateur. 

4 2 3 RE XX —X Nr es 
lim 5 Kai d DEEE = 0 avec x x 0. 
LOVE x-0 x(1 + x) x0 1+x 

Goya. 2 \ 
Fe Sn Re Et À NOTER | 

x1 x°-1 La factorisation du numérateur |! 

lim (xX—xt-x2+1)=0 n'est pas évidente, c’est pour- | 
4 £ 2 

; uoi l'énoncé vous guide. 
et lim x2-1=0. Fo fr or ass 

Xx— 

On se trouve donc devant une forme indéterminée de type « si ». 

(x£ — 1)(x2 = 1) = x° — x# - x2 + 1. Donc : à 

xx" <x7+1 Fer (x*-1)(x° 1) 

IN mes Lee 
re 

Ë l À { 2. Limites de fonctions 

: Ÿ Et = == lim ni ir SEE = lim (x D'=0'avec x 71: 

x Exercice 13 1 
1.-1< f(x) = 2. On peut donc écrire que - — , POUI 

toutx 0: À & 
: 1 Pr 2 
lim = (Bt Dre ag D! 
X—+0 X X—+0 

x fG) 0 On en déduit, d'après le théorème des gendarmes, lim —= 
7 X—+00 X 

2. Lorsque x tend vers 0 (x > 0), - = tend vers + co, 

f(x) La limite en 0* de 17 dépendra donc du signe de f(x) en 0*. 
x 

Ce signe est inconnu : on ne peut donc pas conclure. 

3.-1 < f(x) <2et 1 <f(x)+2< 4. 

x2+2 < (f(x) + 2)(x° + 2) < 4(x2 + 2) puisque x? +2 > 0. 

Jim x +2 =+ 0. - 

On en déduit, d’après le théorème des gendarmes : 

lim [(F(x) + 2)? + 2)] = + oo. 
1 

4.- 1 < f(x) < 2. On ne peut pas conclure sur FG): 

mu Exercice 14 

On étudie les limites de f(x) en — et en + en fonction des valeurs 

prises par x. 

Pour tout x <—1,f{x)=|x-2|-[2x+2]=-x+2-(-2x-2) 

=-x+2+2x+2=X+4. 

lim f(x) = - ©. 



Pour tout x > 2, f(x) = [x -2|-1[2x + 2] =x-2 - (2x +2) 

=x-2-2x-2=-x-4. 

lim f(x) = - ©. 

= Exercice 15 

Soit M > 0 un réel (aussi grand que l’on veut). Puisque Jim f(x) = + ©, 

on peut affirmer qu’il existe k tel que, dans JKk, + [, on ait f(x) > M. 

Mais puisque f(x) < u(x) dan$ Ron peut en déduire que, dans JK , + œl, 

on a aussi u(x) > M. 

Conclusion : pour tout réel M, il existe un seuil k à partir duquel, 

pour x > k, u(x) > M, ce qui est la définition de Horn 

mu Exercice 16 
: ne ATTENTION | 

1.Sixe 10; 1[, alors lim xk=0, Dans la qi OP 

= t fixe : étudie les limit 
donc Jim f@) = “12 x es e-:one 1e les limites 

—+ 00 X 

Sixe ]1 ; + œ[, alors lim x* = + oo 2. en revanche, c'est k qui est fixe 

d é ke et x qui varie. 

f 

Et lorsque Kk varie. Dans la question | 

etx-—1 > 0, donc lim f,(x) = + c. _ NS ac-ppntenes 
Kk—+ 

x-1 > 0 est un réel fixe, puisque dans cette question seul Kk varie. 

2. Lorsque Kk x 0, alors lim x' = + « pour tout x > O, 
X—+0 

k 

donc lim f,(x) = lim 2 = Jim xk-1 : 
X—+ 00 xt y X—+c 

— Si k > 1, la limite tend vers + « ; 

— si k = 1, la limite tend vers 1. Dans ce cas, f,@) = constante = 1 ; 

— Si k = 0, alors f(x) = 0 pour tout x € ]0 ; 1[ U ]1 ; + œ[, donc 
sa limite vaut O. 

x Exercice 17 

1. Soit p le périmètre du rectangle OHMK. -- 

p =2|x| + 2]f(x)|, donc p > 2}x|. 

Lorsque x tend vers + , le périmètre p tend aussi vers + oo. 

2. a. Soit À l’aire du rectangle OHMK. A = |x| x IX) = [x] x 

1 
lim (bi x +) = lim Cr x a) carx >0 

x x X—+ 60 X—+ 00 

x? 



b. À = [hu x =) = vi : — 2 

1 x 

- hi» Tr) () - pe 
=——— = + ©, 

X—+ 00 

“1 
<l- 

x Exercice 18 

1. nÉO= 
Fe = 

On cherche lim f(x). lim x — 1 = + c et lim Vx° —1 = + , On constate 
X—+00 X—+00 X—+00 

;D,=R\{-1;1}. 

. LA . 2 co 

une forme indéterminée de type « — ». 
Lee) 

On lève l'indétermination en effectuant une factorisation par x? sous 
la racine carrée du dénominateur et ? au numérateur. 

(1-2) sf1-2) f1-2) 
x-1 *% 5 5e 

———— = — = = LL çar x > 0 

EURE ET 
| 2. Limites de fonctions 

ent lim NÉE On en déduit lim f@) = 1. 
22 X—+00 X X—+ 00 

& On cherche Bira fo. 

lim x — 1 = 0* et lim Ÿx? -1 = 0*. On se trouve devant une forme in- 
Lux À 4 

Xx> X> 

: DE 0 
déterminée de type « <. 

Quand x tend vers 1', x > 1, d’où x — 1 > O et x — 1 = /(x-1)’. 

On transforme le dénominateur en utilisant une identité remarquable. 

at M anal NP HE LU 
NX 1 "@-DG@+D ï Jx-1Vx+1 M Vx-1Vx+1 a Vx+1 

lim x 1 = 0* et lim Vx+1 = V2, d'où Lima fi(a) = 0. 
ms X>T x> 

22452 R Oncherchelim £@). 
2 

2. £@) = ne np Hi ue 



lim x2— 1 =+0 et lim Vx° +1 = + «. On se trouve devant une forme 
X—+00 X—+0 

ÿA . 2 C9 

indéterminée de type « — ». 
ca 

On procède de la même manière que pour la recherche de la limite 

1 (2) de f(x) en + >, on obtient f(x) = Te 

Û e 14 

avec x # 0. 

lim (1-2) = +0 et lim /1+-L = 1, d'où lim f(x) = + ©. 
x X—+ 00 x X—5+00 X—+00 

# On cherche ea 

Free 1=0*et ES à = 2. On en déduit DMIAE = 0. 

2 3.m f(x) = a ; D,=R* \ {1}. On cherche lim f,(x). 

limx-1=+et lim Vx —1 = + , On se trouve devant une forme 
X—+0 X—}+ 00 

. # . 4 co 

indéterminée de type « — ». 
co 

Se) 
= ——— avec x # 0. FT 3 

lim Vx = + co et m1) = m1) = 1, d’où lim f,(x) = + co. 
X—+00 X—+00 x Vx X—+0 X—+ 00 

# On cherche lim A. 
x>i e 

lim x — 1=0* et lim x -1 = 0. Pour lever l’indétermination de type 
X> Xx> 

TA on utilise l'expression conjuguée du dénominateur. 

ÆSE LC DGRE Ta RS RE F 
Vas xl 

lim \/x +1 = 2, d'où lim f,(x) = 2. 
x>i 

AMD = DS ©; VSIU NS ; + 
On cherche lim f(x). 



lim x - ILE + > et lim +3-2 =+ 0, 

Comme LH es on transforme l'expression pour lever l’in- 
détermination. 

ape) FER D 
lol set lim 342 = V3, d'où lim 6 = = #3. 
X—+ x ve V3 3 

# On cherche —. 1%): 

e 
lim x — 1 = 0: et lim (+3 2) = 0. ë 
LP . e 

On transforme nee pour lever l’indétermination. $ 
v 

1 (à-1)(#+3+2) (x-1)2+342) Ë 
ES ones dont LT +1 Se 

x-1 Vx° +3 +2) SE: nr 
Ds ] AA SN avec x # 1. RARE 

(x—1)(x+1) x+1 

Le +3+2= ÉURS ES 2, d'où limf(9 = 3 = 2 

CORRE 19 
2 2 SHOEDNRE 

PEUX FOUR P TX 

= 8 pour a + 0. 
a 

a+ 

Si a = 0, alors RÉF ER FALL 
x+® gx" +8 reg 

On cherche a tel que Pur 1 ; on en déduit a =-8. 
a 

8x? -x+1 
nD,= R\{-1; ire On cherche HET 

Jim 8x° — x + 1= 10 et lim- 8x2 +8=0. 
x>-1 x>—1 

On étudie le signe de — 8x? + 8 = 0. 

— 8x2 + 8 = — 8(x2 — 1) = — 8(X + 1)(x — 1). 



On dresse un tableau de signes : 

x — co — 1 1 + 00 

— 8x2 +8 =2: D #1: Die 

On en déduit lim f(x) = + 00, 
x>-1 

x Exercice 20 

aD,=R\{1}. ', e 
x 

Jim f(x) = nr Edin ee imvse, 
X=+0 y LT X—+e y X—3+ 00 

sD, = R. 

let Jim x = + oo. 
X—3+ 00 

m lim {[f(x) - g(x)] correspond à une forme indéterminée de type 

« C9 — 09 », 

à xx "Gr1) xxx -x 

A EN x+1 PHONE TEA 
x? rs lim [FG) - gG)] = im x): lim (=) - ne 

Li +0 \%+71 X+æ\ X—+00 

mx Exercice 21 

fC)=x+vxi+) ; D,=R. 

1. f(0) = V9 = 3 et f(4) = 4 + V25 =9 

2.x+Vx?+9 =1 & Vx?+9 =1-x 

æ x2+9 = (1 - x)? (avec x < 1) 

æ X2+9 = 1-2x+x2(avec x < 1) 

<æ 2x =-8 (avec x < 1). 

& X=-4, 

3. lim f(x) = + , par somme de deux termes tendant vers + c. 
X—+00 

4. On utilise l'expression conjuguée : 

(+ +9](x- Ve +9) Peu 

x 1x? +9 _x-Vx2+9 

4 9 9 

(+40) V2+9-x 

lim 4x2 +9 — x =+ 0, d'où lim f(x) = 0. 
X—3+ 00 

f(x) = 



Continuité. Théorème 

E] Continuité 
a. Fonction continue sur un intervalle 
Soit fune fonction définie sur un intervalle I de R. 

des valeurs intermédiaires 

s fest continue sur 1 si, pour tout a de 1, limf(x) = f(a). 

# Cela signifie que la courbe représentative de fne présente pas de « trous » 

sur cet intervalle. On peut la tracer sans lever le crayon. 

b. Exemples et contre-exemples 
# Toutes les fonctions usuelles sont continues. 

Les fonctions affines, carrées, polynômes, valeurs absolues sont continues 

sur R. La fonction inverse est continue sur R*. La fonction racine carrée 

est continue sur R*. 

m La fonction partie entière, notée E(x), telle que E(x) € Z'et 

E(x) = x < E(x) + 1, est constante sur chacun des intervalles [n ; n + 1[, 

mais discontinue sur l’ensemble des entiers. 

Exemples : 
La fonction f (en rouge) définie sur 1 = [0 ; 4] par 

fH=3-xsixE[0;3]etf(x)=2x-65sixE ]3; 4] est 

une fonction affine par intervalle continue ; f(3) = 0 

et lim f(x) =0. 

La fonction g (en bleu) définie sur 1 = [0 ; 4] par f(x) = 

| 

Î 

-xsixe(0;1]et 

f(x) = ; si x € ]1 ; 4] est une fonction affine par intervalle non continue ; 

= mais, Six ml lim f(x) =: ; il y a un problème de « raccordement ». 

Propriétés À NOTER. 
æ Les fonctions dérivables sur I sont conti- Sifest une fonction continue sur | 

I et (u,) une suite qui converge | 
vers / € I, alors f{u,) est une suite | 

qui converge vers f(£). 

nues sur J. La réciproque est fausse : la 

fonction valeur absolue est continue sur 

R, mais n’est pas dérivable en O. Ë 

3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 



m La somme, le produit, de deux fonctions continues sur 1 est continue sur J. 

# L'inverse d’une fonction continue, qui ne s’annule pas sur 1, est continue 

sur Î. 

F1 Théorème des valeurs intermédiaires 
a. Théorème 

s# Soit fune fonction continue su un ihtervalle fermé 1 = [a ; b]. Tout réel c 
compris entre f(a) et f(b) a au moins un antécédent sur [a ; b] ; autrement 

dit, l'équation f(x) = c a sur [a : b]. 

b. Cas particulier des fonctions strictement monotones 
# Si la fonction est continue strictement croissante (respectivement décrois- 
sante) sur {a ; b], pour tout réel c de [f{(a) ; f(b)] (respectivement [f(b) ; f(a)]), 

l'équation f(x) = c a une unique solution sur [a ; b]. 

m En particulier, si f(a) x f(b) < 0, l'équation f(x) = 0 a une unique solution 

sut [a ; b]. 

c. Extension aux intervalles ouverts, bornés ou non 

m Si a désigne un réel (ou -c), b un réel (ou +c) et 1 = ]a ; b[ on remplace 

f(a) ou f(b) par limf(x) ou lim f(x) dans l’énoncé du théorème précédent. 

d. Exemples d'utilisation de tableau 
#s Dans chacun des cas, l'équation f(x) = 0 a une unique solution sur l’in- 
tervalle I. 

Xr|2 x, S) | 

2 : 

49 | 

x ]3 Xy + À NOTER. 
+ 00 On convient que les flèches 

f “ire obliques d’un tableau de varia- 
; tions traduisent la continuité et la 

stricte monotonie de la fonction 

sur l'intervalle considéré. 



Déterminer Le nombre de solutions 

d'une équation et Les Localiser 

Soit f la fonction définie sur R par : 

f(x) = x° — 3x — 1. 

1. a. Étudier les variations de f. 

b. Étudier les limites de f. 

2. Montrer que l'équation f(x) = 0 a trois solutions distinctes que l’on 

nommera a, B et y avec a < B < Y. 

3. Étudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 
L 

4. Déterminer une valeur de a à 10 * près. 

# On ne demande pas de résoudre une équation mais de prouver 

l'existence de solutions. 

m On montre par le théorème des valeurs intermédiaires l’unicité de la 

solution sur chacun des intervalles de monotonie. L'étude des variations 

et des limites est donc indispensable. 

Corrigé détaillé 
1. a. f est une fonction polynôme dérivable sur R, de dérivée 

f'(x) = 3x2 — 3 = 3(x — 1)(x + 1), positive à l'extérieur de ses racines — 1 et 1. 

fest donc croissante sur ]- ; — 1[ et sur ]1 ; +[ et décroissante sur ]- 1 ; 1[. 

2 X—3+00 
lim sr =0 et lim x° =+, donc lim f(x) =+c. 

X X—+00 X—+0 Y 

De même, lim f(x) = -. 

2. Sur J-> ; - 1], fest continue (car dérivable) et 

strictement croissante. De plus, f(- 1) = 1 > 0, 

donc0€E] lim f(x); ft 1)]. On en déduit, d’après 

le théorème des valeurs intermédiaires, que 

l'équation f(x) = 0 a une unique solution. Enfin, 

ft 2)=-3, donc-2<a<-l. 

ATTENTION 
L'hypothèse de continuité | 
est indispensable. Même 
si toutes les fonctions ren- 

contrées sont continues, : 
il convient de le préciser 

en énonçant le théorème. 

| 3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 
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De même, f(1) =- 3 < 0 et fest continue et strictement décroissante sur 

[- 1 ; 1], donc l'équation f(x) = 0 a une unique solution. 

f(0) = - 1 <0, donc-1 <B<0. 

Sur [1 ; +œ[, en procédant de manière analogue, on trouve une dernière 

solution : f(2) = 1 > 0, donc 1 < y < 2. 

3. Sur J-c ; — 1[, f est strictement croissante et f(œ) = 0, donc, si x < a, 

f(x) < 0 et, si a < x < 1, f(x) > 0. On agit de même pour les autres intervalles. 

rm 

4. Pour déterminer une valeur de a à 10 * près, on peut procéder par ba- 

layage à la calculatrice. 

On sait déjà que - 2 < a < — 1. On forme alors la table des valeurs par pas 
de 0,1, de minimum - 2. 

f étant croissante sur [- 2 ; - 1], on repère la première valeur x, telle 

que f(x.) > 0. On trouve f(- 1,5) = 0,125 ; f(- 1,6) = — 0,296, donc 

— 1,6 <a<-—1,5. 

On recommence, par pas de 0,01 et de minimum -— 1, 6. On trouve 

— 1,54 < a <—1,53. 

Enfin, par pas de 0,001 et de minimum -— 1,54, on trouve - 1,533 < a < 1,532. 



EE Mio pour réviser Le cours mm 

© Soit la courbe d’une fonction ji 
définie sur Hi 25 Pere 

La fonction f est : 

Q à. continue sur [- 2 ; 2]. 

Q b. continue sur [0 ; 1[. 

Q c. continue sur [0 ; 1]. 

© 1a fonction f définie sur R par 

f(x) =Lsix 4 0 et f(0) = 0 est : 

Q a. continue sur R. 

Q b. continue sur |0 ; +oof. 

Q c. dérivable sur R. 

[3] La fonction f définie sur R par 
f(x) = 2x -3 six <0Oet f(x) =x-2 si 
x>Oest: 

Q a. continue sur R. 

Q b. continue sur ]0 ; +o. 

Q c. dérivable sur R. : 

LE] Soit f une fonction définie sur R, 

strictement croissante sur R : 

Q a. fest continue sur R. 

Q b. fest dérivable sur R. 

Q c.sixE [a ; b], alors f(x) € [f(a) ; f(b)]. 

O Soit fune fonction continue sur R : 

Q a. fest définie sur R. 

Q b. fest dérivable sur R. 

Q c. si x € {a ; b], alors f(x) € [f{a) ; f(b)]. 

© Corrigés, p. 66 

O Soit f une fonction continue sur 
[a ; b] telle que f(a) < f(b) : 

Q a. fest croissante sur [a ; b]. 

Q b. pour tout x de [a ; b], 

f(a) < f(x) < f(b). 
à c. si f(a) < c < f(b), alors il existe x, 
tel que f{x,) = c. 

€ Soit f une fonction continue 

sur R telle que lim f(x) = + et 

dim FC) =. 
L'équation f(x) = 0 : 

Q à. n’a aucune solution. 

Q b. a une unique solution. 

Q c.a au moins une solution. 

6 Soit f une fonction continue stric- 
tement croissante sur [a ; b]. 

L'équation f(x) = 0 : 

Q a. n’a aucune solution. 

Q b. a une unique solution. 

Q c.on ne peut pas savoir. 

© soit f définie sur R par : 

f(x) = x + x + 1. 

L'équation f(x) = 0 : 

Q a. n’a aucune solution. 

Q b. a une unique solution. 

Q c. a plusieurs solutions. 

oO Soit f définie sur R par : 

f(x) = x5 — 3x — 3. 

L'équation f(x) = 0 : 

Q à. n’a aucune solution. 

Q b. a une unique solution. 

Q c. a plusieurs solutions. 
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== Exercice 1 © Corrigés, p. 67 
On pose f(x) =x+2sixE[0;1]etf(x)=2x+1sixE ]1 ; 2]. 

La fonction f est-elle continue sur [0 ; 2] ? 

mms Exercice 2 LR © Corrigés, p. 67 
On pose f(x)=x+1sixE[0;1]et f(x) =2x-1sixE]r; 2]. 

La fonction f est-elle continue sur [0 ; 2] ? 

mm Exercice 3 © Corrigés, p. 67 

Soit m un réel et f la fonction définie sur ]0 ; +œ[ par f(x) = - si 

xE(0;2]et f(x) = x+msix ET ; +ol. e 

Existe-t-il une valeur de m pour laquelle la fonction f est continue 

sut ]0 ; +oo[ ? 

mms Exercice 4 © Corrigés, p. 67 
Soit (4,) la suite définie par : 

“à u =4etu., =4{u, +6. 

Si (4,) converge, quelle est sa limite ? 

= Exercice 5 © Corrigés, p. 67 
Soit (4,) la suite définie par : 

u, =0 etude 2n-sl, ; 

1. On suppose que (4,) converge. Quelle équation vérifie sa limite ? 

2. Montrer que (u,) ne converge pas. 

x Exercice 6 © Corrigés, p. 67 
Montrer que l'équation x# + 2x - 1 = 0 a une unique solution sur R. 

mm Exercice 7 © Corrigés, p. 68 
Soit m un réel. 

Montrer que l'équation x° + x = m a une unique solution sur R. 



mm Exercice 8 © Corrigés, p. 68 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x? - 3x2 + 1. 

1. Étudier les variations et les limites de f et dresser son tableau de 
variations. 

2. Montrer que l’équation f(x) = 0 a trois solutions dont on donnera 
un encadrement à 10 près. 

3. Soit m un réel. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de 

solutions de l'équation f(x) = m. 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 69 
Soit m un réel et f la fonction définie sur R par f(x) = x? — x2 + m. 

1. Étudier les variations et les limites de f et dresser son tableau de 

variations. $ 

2. Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de 

l'équation f(x) = 0. 

_ 

ENTRAINEMENT 
3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 

« Exercice 10 © Corrigés, p. 69 
Soit f la fonction définie sur |-c ; 4] par f(x) = NL ; 

1. Étudier les variations de f. 
2. Sur un même graphique, représenter f et la droite A d’équation y = x. 

Quel semble être l’abscisse de leur point commun ? 

3. On pose (x) = f(x) - x. Montrer, sur [0 ; 4], que l'équation h(x) = 0 a 

une unique solution notée «. Donner un encadrement de a à 10-1 près. 

x Exercice 11 © Corrigés, p. 70 
Soit f une fonction continue sur [0 ; 1] à valeurs dans ]0 ; 1[, c'est-à-dire 

telle que, pour tout x de [0 ; 1], f(x) € J0 ; 1[. On veut montrer qu’il 

existe au moins un réel x de [0 ; 1] tel que f(x) = x. 

On pose g{x) = f(x) — x. 

1. a. Vérifier que g est continue sur [0 ; 1]. 

b. Montrer que g(0) > O et g(1) < 0. 

c. Conclure. 

2. Montrer que si, de plus, fest strictement décroissante, ce réel est 

unique. 

3. Illustrer graphiquement que si f n’est pas continue, ce réel peut 

ne pas exister. 



mms Exercice 12 © Corrigés, p. 70 

Un randonneur part d’un point A pour aller à un point B. Le lende- 

main, il part à la même heure du point B pour rejoindre le point A, par 

le même chemin, à la même vitesse. On veut montrer qu'il existe un 

point du trajet par lequel il passe à la même heure à l'aller et au retour. 

On appelle f la fonction qui exprime en fonction du temps la distance 

séparant le promeneur du point A à l'aller et g celle du retour. Ainsi 

f(0) = 0, g(0) = d où d désigne la distance AB. On admet que f et g 

sont continues et monotones. 

1. Soit T le temps mis à l’aller. Exprimer f(T) et g(T). 

2. Étudier les variations de h = f-g. 
3. Conclure. 

A. 

mm Exercice 13 © Corrigés, p. 71 
Soit M(x ; y) un point de €, courbe représentative de la fonction f 

ser 

A 
Li 

= 
lu 

- 
Le 
Œ 
re 

FA 
EL 

1 
définie sur |- 1; +c[ par f(x)=——. On cherche le point de le RER e 
plus proche de O, origine du repère, c’est-à-dire tel que OM soit le 
plus petit. : 

Soit g(x) = OM. 

1. Montrer que g(x) = x? + : 
x 

2. Calculer la dérivée de g et montrer qu’elle a le signe de h, définie 
par (x) = 2x(x + 1)? — 1. 

3. a. Étudier les variations de h. 
b. Montrer que l'équation H(x) = 0 a, sur R, une unique solution 
notée a. Donner un encadrement de & à 10- près. x 

c. Étudier le signe de H sur ]- 1 ; +. 
4. Conclure. 

mm Exercice 14 C © Corrigés, p. 72 

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = x? + x + . | 

1. Étudier les limites de faux bornes de son ensemble de définition. 
2. Calculer la dérivée de fet montrer que f(x) a sur R*, le même signe 
que la fonction g définie sur R par g(x) = 2x3 + x2 - 1. | 
3. a. Étudier les variations de g. 



b. Montrer que l'équation g(x) = 0 a, sur R, une unique solution 

notée «. Montrer que 3 est une valeur approchée de « à 10! près. 

c. Déterminer le signe de g sur R. 

d. En déduire les variations de f. 

4, Montrer que l'équation f(x) = 0 a une unique solution sur R*. 

“x Exercice 15 © Corrigés, p. 73 

Soit f la fonction définie sur 1 = ]- 1; +c [ par f(x) = FE 

1. a. Étudier les variations de la fonction h définie sur R par 

RD = 

b. En déduire que l'équation H(x) = 0 a une unique solution sur R. 

2. Étudier les limites de faux bornes de son ensemble de définition. 

3. Calculer la dérivée de fet montrer que f(x) a, sur I, le même signe 

que la fonction g définie sur R par g(x) = 2x° — 3x? - 1. 

4. a. Étudier les variations et les limites de g. 

b. Montrer que l'équation g(x) = 0 a, sur R, une unique solution notée a. 

c. Déterminer le signe de g sur R. 

d. En déduire les variations de f. 

=“ 

ENTRAINEMENT 
3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 

mm Exercice 16 © Corrigés, p. 74 

Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction définie sur [0 ; +co[ 

DA LOU = ANS AL. 

1. Calculer f, (0) et étudier la limite de f, en +. 

2. a. Calculer f”,. 
b. Montrer que l'équation f(x) = 0 a une unique solution que l'on 

nomme à, 

c. Déterminer «, et «.,. 

3, a. Montrer que, pour tout x > 0 et pour tout n, f,,,(x) > f(x). 

b. En déduire que la suite (a,) est décroissante. 

c. Cette suite est-elle convergente ? 



sms QCM 

@ b. La courbe de f présente des « trous » sur les entiers ; elle est 

donc continue [0 ; 1[. 

@ b. La fonction f définie sur R par f(x) = £ si x 4 O et f(0) = 0 présente 

une discontinuité en 0. Elle est continue sur ]0 ; +ool. 

© b. La fonction f définie sur R par f(x) = 2x — 3 si x < 0 et f(x) =x-2 

si x > 0 présente une discontirruité en O car f(0)= — 3 et si x > O, 

lim f(x) = —-2. Elle est continue sur ]0 ; +. 

@ c. fest une fonction définie sur R et strictement croissante sur R. 

Si a < x < b, alors f(a) < f(x) < f(b). 

@ à. fest une fonction continue sur R. fest nécessairement définie, 
mais pas nécessairement dérivable et f(b) peut être inférieur à f(a). 

@ c. fest une fonction continue sur [a ; b] telle que f(a) < f(b). Elle 
n'est pas nécessairement croissante, donc a. et b. sont fausses et, par 

le théorème des valeurs intermédiaires, la proposition c. est bonne. 

@ c. f est une fonction continue sur R telle que lim f(x)=+ et 

lim f(x) =-c. L'équation f(x) = 0 a au moins une solution par le 

théorème des valeurs intermédiaires. 

@ c. fést uñe fonction continue strictement croissante sur [a ; b]. 
L'existence d’une solution à l'équation f(x) = 0 dépend de f{(a) et 

f(b). Si f(a) x f(b) < 0, l'équation a une unique solution ; sinon elle 
n'en à aucune. 

(9) b. fest définie sur R par f(x) = x° + x + 1. f(x) = 3x2 + 1 > 0; 

lim f(Xx)=+ et lim f(x) =->. L'équation f(x) = 0 a une unique 

solution. 

@O +. est définie sur R par f(x) = x° - 3x - 3. 

Son tableau de variations est le suivant : 

x — C0 —1 1 Y + 00 
— 

f rep 

L'équation f(x) = 0 a une unique solution. 



mm“ Exercice 1 

fQ) =3 et, six > 1, limf(x)=3, donc f est continue sur [0 ; 2]. 

mm Exercice 2 

RER PATES ae 6 lim f(x) =1, donc f n’est pas continue sur [0 ; 2]. 

== Exercice 3 
il : : 

f(2) = 2 et, si x > 2, limf(x) =2+m, donc fest continue sur ]0 ; +oo[ 

si =2+m, donc pour m =. 

mm Exercice 4 

On pose f(x) = Vx+6. fest continue sur [0 ; +[ et u,,, = f{u,) = 0. 

Si (u,) converge vers /, lim u,,, = £ et limf(u,) = f(£). 

£'est donc solution de l'équation (E) : x = Vx+6, avec x > 0. 

(E) : x? = x + 6, avec x = 0, ce qui revient à x? - x — 6 = 0, avec x = 0, 

soit (x + 2)(x — 3) = 0, avec x = 0. On obtient x = 3. 

Donc si (u,) converge, sa limite est 3. 

3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 

ms Exercice 5 : 

On pose f(x) = V2x° +1. fest continue sur [0 ; +c[ et w,. = f(u,) > O. 

1. Si (4,) converge vers /, lim u,,, = £ et limf(u,) = f(£). 

Lest donc solution de l'équation (E) : x = V2x° +1, avec x >= 0. 

(£) : x? = 2x° + 1, avec x = 0; cela revient à résoudre x? + 1 = 0. 

2. Cette équation n’a pas de solution réelle, donc (4,) ne converge pas. 

= Exercice 6 

se ne FR va À NOTE. | 

fa) à se ARE fest une PRE ri Le théorème des valeurs in- | 
polynôme dérivable sur R, de dérivée  termédiaires dans sa forme |! 

f'R=3x#+270. générale justifie l'existence | 

f est donc strictement croissante et  d’au moins une solution d’une | 
continue (car dérivable) sur R. équation, mais ne dit rien sur | 

À " le nombre de solutions. Il y a 

be FR eee Jim f(x) =, donc, unicité dans le cas où la fonc- | 

d’après le théorème des valeurs inter- tion est strictement monotone. 

médiaires, l'équation f(x) =0aune 7 Étant purs 

unique solution ao. De plus, f(0) = - 1 et f(1) = 2, donc 0 < a < 1. 



mm Exercice 7 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x° + x. f est une fonction 

polynôme dérivable sur R, de dérivée f(x) = 3x2 + 1 > O. 

fest donc strictement croissante et continue (car dérivable) sur R, et 

lim f(x) = + et lim f(x) =-c. Donc, d’après le théorème des valeurs 

intermédiaires, pour tout réel m, l'équation f(x) = m a donc une 

unique solution. 
vd + 

as Exercice 8 

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x° — 3x2 + 1. fest une fonc- 

tion polynôme dérivable sur R, de dérivée f'(x) = 3x2 - 6x = 3x(x — 2), 

positive à l'extérieur de ses racines O et 2.” 

f est donc croissante sur }-« ; O[ et sur ]2 ; +c[ et décroissante sur JO ; 2[. 

f(x) = x°(x — 3) + 1, donc lim f(x) = + et lim f(x) = —-ce. 

2. Sur ]-< ; 0], fest continue (car dérivable) et ” 

strictement croissante, et f(0) = 1 > 0. CONSEILS 

De plus, 0 € ]lim f(x) ; f(0)], donc, d’aprèsle  FnOncez au moins 
P : 4 ]lim f ); f(O)I, ù ds P° une fois clairement 

théorème des valeurs intermédiaires, l'équa- Je théorème. 
l 

tion f(x) = 0 a une unique solution. Précisez bien les va- 

| 

Par balayage, f(- 0,6) < O0 < f(- 0,5), donc leurs ou limites de la 
-0,6<a<-0,5. fonctions aux bornes 

De mênie, f(2) = - 3 < 0 et fest continue … ° l'intervalle de mo- 
À Jr notonie considéré. 

et strictement décroissante sur [0 ; 2], donc mm 

l'équation f(x) = 0 a une unique solution. 

f(0,7) < 0 < (0,6), donc 0,6 < $ < 0,7. 

Sur [2 ; +, une dernière solution : f(2,8) < 0 < f{(2,9), donc 2,8 < y< 2,9. 

3. Tout réel m de |- ; 1] a un unique antécédent sur ]-c ; 0]. 

Tout réel m de [-3 ; 1] a un unique antécédent sur [0 ; 2]. 

Tout réel m de [- 3 ; +c[ a un unique antécédent sur [2 ; +oof. 

En résumé, l'équation f(x) = m a : 

- 1 solution sim E ]-o ; — 3[ U ]1 ; +o ; 

- 2 solutions sim=-3oum>= 1; 

- 3 solutions sim € ]-3; 11. 

X = o (CS 0 B 2 y + 00 

DL JUNE 

Tee 



mx Exercice 9 

1. f est une fonction polynôme dérivable sur R, de dérivée 

f'(x) = 3x2 - 2x = x(3x — 2), positive à l'extérieur de ses racines 0 et <. 

f est donc croissante sur ]-< ; O[ et sur È , vel et décroissante 
sur JO ; 2[. 3 

f(O) = m; (2) =m-> ; FX) = xx — 1) + m, donc Jim f(x) = + 

et lim f(x) = —-0 

2.Si0E ]J-c ; m], il a un unique antécédent sur ]-c ; 0]. 

Si0E ms ; m il a un unique antécédent sur 10 | 

Si0E MS s | il a un unique te den sur É ; ra. 

En résumé, l’équation f(x) = 0 a : 

-1 solution si m € }-æ ; OLU [4 ; +ed ; 
3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 

— 2 solutions si m = O0 ou m = Fi 

— 3 solutions si m € b: sf. 

= Exercice 10 

Soit f la fonction définie sur ]-c ; 4] par f(x) = VX. 

1.x- 4-x est une fonction affine décroissante, donc f est décroissante. 

2. Les courbes € et À semblent avoir 

un point commun A. L’abscisse de 

A semble être comprise entre 1,5 

et 1,6. 

3. h est continue et, somme de deux 

fonctions strictement décroissantes, 

elle est donc strictement décroissante. 



h(0)=2-0=2;h(4)=0-4-=-4. 

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, 0 € [h() ; h(0)] 

a un unique antécédent @ sur [0 ; 4]. 

h(1,6) < 0 < h(1,5), donc 1,5 < à < 1,6. 

h(x) = 0 équivaut à f(x) = x et on retrouve la valeur approchée de a 

mise en évidence à la question 2. 

x Exercice 11 ER: 

1. a. g est une somme de fonctions 

continues sur [0 ; 1] ; elle est donc 

continue sur [0 ; 1]. 

b. f(0) € J0 ; 1[, donc f(0) > 0. 

FD) EI FIL donc DIE 

g(0) = f(0) > 0 et g(1) = f(1) - 1 < 0. 

c. 0 E [g(1) ; g(0)], donc, d’après 

le théorème des valeurs intermé- 

diaires, l'équation g(x) = 0 a au 

moins une solution sur [0 ; 1]. 

Or g{x) = 0 équivaut à f(x) = x, 

donc il existe au moins un réel 

x de [0 ; 1] tel que f(x) = x. 

2. Si fest strictement décroissante, alors g l’est aussi ; dans ce cas, la 

solution est donc unique. 

3. Voir le graphique ci-dessus. 

ms Exercice 12 

1. À l'aller, comme au retour, le randonneur parcourt la distance d 
en un temps T': 

f(T) = d et g(T) = 0. 

2. fest croissante et g est décroissante, donc h est croissante. 

3. h(0) = f(0) — g(0) = - d'; h(T) = f(D -g(D) = d. 
O€ET- d; d] donc, d'après le théorème des À KoTEr 
valeurs intermédiaires, l'équation H(f) = O  Siles fonctions sont 

a au moins une solution f, qui vérifie alors strictement mono- 
f(,) = gt). Cela signifie qu’au temps f,, il tones (le randon- 

se trouve à la même distance de A, à l'aller Meur ne s'arrête pas), | 
et äu retour. le point est unique. | 



maux Exercice 13 

1. Le point M a pour abscisse x et pour ordonnée f(x), on a donc 

ONF = 2 + f(x) = 0x) = 2x2 + D : 
x+1 

2. gest dérivable sur |- 1 ; +c[ de dérivée : 

À 1 2x(x +1) -1 
X)=2Xx ———— = —— ©, 

8x) (x+1)° (x+1}ÿ 

Pour tout x € ]- 1 ; +cf, (x + 1)? > 0, donc g'(x) est du signe de 
h(x) = 2x(x + 1)2- 1. 

3. a. h'(x) = 2(x + 1)? + 2x x 2(x + 1). 

h'(x) = 2(x + 1)(x + 1 + 2x) = 2(x + 1)(3x + 1). 

Sur ]- 1 ; +, h'(x) a le signe de 3x + 1, donc h est décroissante sur 

1 iQ el et croissante sur be 5 + a 

; 1] -35 
h-1)=-1;h|-=|-=—— < i = +00, (- 1) 2| :) 27 0 et lim A(x) + 
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b. Sur de ;+o|, h est continue (car dérivable) et strictement crois- 

sante. De plus, 0 € inf) ; lim no] donc, d’après le théorème des 

valeurs intermédiaires, l'équation hH(x) = 0 a une unique solution. 

Par balayage, h(0,2) < 0 < h(0,3), donc 0,2 < a = 0,3. 

Sur H ; |. h(x) < 0, donc h ne s’annule pas. 

c. Sur H e ve, h est strictement croissante et H(œ) = 0, donc, 

si-2 < x < à, H(x) < 0 et si x > a, H() > 0. 

4. On en conclut que g'(x) < O sur 

J-1;alet g'(x) > 0 sur Ja ; +ol. 

g admet donc un minimum en a. 

Les variations de g sont les mêmes 

que celles de OM, donc le point 

A(a, f(a)) réalise le minimum de la 

distance OM. 



x Exercice 14 
I LE 

Soit fla fonction définie sur R* par f(x) = x° +x PA Pr É +2) 

1. lim x? = lim x° =+0; HP re k 
X—+00 X——00 X—+o Y X—-0 Y 

donc lim f(x) = lim f(x) = +. 

jh = = +0, donc lim f(x) =+c et es =—c, d’où lim f(x) = -®. 
x—0* X x—0* x—0 X x—07 

2. f, somme de fonctions dérivables, est dérivable de dérivée : 

1 2x°+x°-1 
(2)=2Xx+1-— = ———. 

Vx#0,x > 0, donc f(x) a, sur R*, le même signe que g(x) = 2x° + x°— 1. 

3. a. g, somme de fonctions dérivables, est dérivable de dérivée : 

g'(x) = 6x2 + 2x = 2x(3x + 1). : 

g' est positive à l'extérieur de ses racines -— et 0, donc g est croissante 

sur Le > — " et sur [0 ; +œ[ et décroissante sur Le : o| 

de 26 PRET «| :) 27 
b. Sur ]-c ; 0], g présente un maximum strictement négatif. Elle ne 

s’'annule donc pas. 

Sur ]0 ; +," ? est continue (car dérivable) et strictement croissante. 

De plus, 0 € [g (0) ; lim g(x)[, donc, d’après le théorème des valeurs 

intermédiaires, l'équation g() = 0 a une unique solution ©. 

(2-01) 0 (2101) donc À NOTER | 
3 3 Pour déterminer le signe d’une 

on : 01 fonction, un tableau de varia- 
“ae tions complet avec limites est 

c. Sur JO ; +oo[, g est strictement crois-  PESSATE à & CHERE a 
mais non suffisant. Un mini- 

sante et g(a) 4 0, donc siO < x < a, mum d'explication est requis. 
g(x) < 0 et si x > a, g(x) > 0. ER 



d. f est donc strictement décroissante sur ]-« ; a{ et croissante 
sur [ot ; +oof. 

4. fest continue et strictement décroissante sur |-o ; O[ ; lim f(x) =- 

et lim 1 (X)=+0. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, 

l'équation f(x) = 0 a une unique solution sur ]- ; O[. 

fadmet sur ]0 ; +c[ un minimum strictement positif. Elle ne s’annule 

donc pas et la solution est unique. 

«x Exercice 15 

1. a. h'(x) = 3x2 > Osi x +0, donc h est strictement croissante sur R. 

b. h(- 1) = 0 : c’est la seule solution de l’équation H(x) = O. 

2. lim = = +00 et lim(1- x) =2, donc lim f(x) = +0. 
x=-1 x—-1* 

ed) x ‘ 
FC = , donc lim f(x) = 0. 

AUX Al xt 
x Chu) + Fit) 

x x 

auf té de deux fonctions pes est dérivable : 

AS armes a on RUE À esse) 
102) x sur 1, le même signe que g(x) = ee. 3x? - 1. 

4. a. g'(x) = 6x? — 6x = 6x(x — 1) : la dérivée est positive à l'extérieur 

de ses racines O0 et 1. 

g est donc croissante sur ]-® ; O[ et sur ]1 ; +®[ et décroissante 

sur JO ; 1. 

&(x) = x2(2x — 3) - 1, donc lim g(x) = +0 et lim g(x) = —-c 

g(0) =- 1 etg(1)=-2 
b. Sur |-c ; 1[, g présente un maximum strictement négatif, donc 

ne s’annule pas. 

Sur [1 ; +œ{, g est continue (car dérivable) et strictement croissante. 

De plus, 0 € [g(1) ; lim g(x)l, donc, d’après le théorème des valeurs 

intermédiaires, l'équation g(x) = 0 a une unique solution. 

c. Sur ]-® ; 1[, g(x) < O. 

Sur [1 ; +, h est strictement croissante et g(œ) = 0, donc, si 1 < x < a, 

g(x) < 0 et si x > à, g(x) > 0. 

d. f est donc strictement décroissante sur ]- 1 ; ax] et croissante 

sur [a ; +oof. . 

: À à ) 3. Continuité. Théorème des valeurs intermédiaires 



= Exercice 16 
Pour x = OC) SAR ARE RENE 

1. f.(0) = — 1 et, pour tout k > O, lim x° =+0, donc lim f,(x) = +00. 

2.a.f OO =nx"-"+(n-1)x"72+..+2% +1 

b. Pour tout x > 0, f',(x) > O. 
f, est dérivable, donc continue strictement croissante et : 

0 € [f(0) ; lim f(x). RE 

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation f(x) = O 

a une unique solution que l’on nomme ©, 

c. f(x) =x-1, donc o, = 1. 

RE | 
fx) = x? + x - 1, donc &, = —.. 

_ 

CORRIGES 

3. a. Pour tout x > 0 et pour tout n, f,., 
tout x 0/7 PU : 

b.f(a) =0=f,,,(a,,,) > f(a,,.) et f, est croissante donc (a) est 

décroissante. 

c. Cette suite est décroissante et positive, 

elle est donc convergente. 

(x) = x"*1 + f(x), donc, pour 

À NOTER. 
On peut démontrer que 

sa limite est . 



Calcul de dérivées 

E) Nombre dérivé. Tangente en un point 
a. Nombre dérivé 
# Le coefficient directeur de la droite (AM) est le taux d’accroissement de 

la fonction f entre les deux points A et M : 9 

muy = 4 = FC) FC) _ PGA +H)- FC) ë 
Ax A, EX, h $ 

ë 

$ 
SERRE 
ÉTAR 
PRAeE 
PRE 

m La fonction f(x) est dérivable en x, si, et seulement si, m(h) admet une 

limite finie, f'(x,), lorsque h tend vers O. 

# On dit que f est dérivable sur un intervalle I de l’ensemble de définition 

de f lorsque f admet, pour tout x de I, un nombre dérivé. 

b. Tangente vies 
m Pour x =x,, l'équation cartésienne de Si f est dérivable à droite ou à 
la tangente Testy=f (x) (x- X,) +f (x). gauche en x,, alors @ f admet, au 

point d’abscisse x,, une demi- 
tangente de coefficient directeur | 

f(x), ou respectivement f(x). 

m Le taux d’accroissement de la tangente 

T, entre À et M confondus, est égal à son 

coefficient directeur f'(x,) et donné par : 

pra y=2 0), soit Ti y = Fe) @-x0 +), pour MG; p. 
X— 

X4 



F1 Fonction dérivée 
a. Définition 
x Soit fune fonction définie sur D,. On À NOTER 

appelle fonction dérivée, ou dérivée def, Toute fonction f dérivable sur 

la fonction notée f'(x), qui associe à tout un intervalle J est continue sur 
x de I de D,le nombre dérivé de fen x, le même intervalle I. 
soit f'(x). La réciproque n'est pas toujours 

vraie, c’est le cas de la fonction 
# On appelle ensemble de dérivabilité 1 valeur absolue en 0, par exemple. 

l’ensemble sur lequel la fonction dérivée 

est définie. I est toujours inclus dans D,. 

b. Dérivées des fonctions usuelles 

On admet les résultats suivants. 

Intervalle 
Foncti 
PR de définition 

Polynôme de degré 2 ax? + bx + c 

Puissance x", ne Zx* 5 — © ; O[ U ]0 ; + of 

Inverse J- © ; O[ U J0 ; + œ[ 

Racine carrée 

Sinus 

Cosinus cos x 

Pour plus de précisions sur les fonctions sinus et cosinus, voir le chapitre 5. 

c. Opérations sur Les fonctions dérivables 
Soient u'(x) et v'(x) les dérivées respectives de u(x) et v(x). 

Opération u+v ku 

; é 

Dérivée 



d. Dérivée de La composée de deux fonctions 

Fonction 
RO v(ax + b) | [u(x)]", n E Z*x ul x) fe pt 

.— 

Dérivée . 1 1 

à à n- X]X L be 

ANT HE Lie @) | nu'(x) X u"-1(x) (x) 246) u ee (x) X en6o 

Validité 
Mi E 

de u R 10 ; + cof ]0 ; + cf R 

= Si u et y ont le même sens de variation, À NOTER 

alors v ° u = v(u) est croissante. 

us Siuet v ont des sens de variation diffé- 

rents, alors v c u = v(u) est décroissante. , 

Pour les dérivées des fonc- 
tions du type In[(u)] et e“, 
voir les chapitres 6 et 7. 
nr ne ne 

E] Sens de variation d'une fonction 
a. Théorème 

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I. 

m Si, pour tout x de 1, f'(x) = 0, alors f(x) ést constante sur I. 

# Si, pour tout x de I, f'(x) > 0, alors f(x) est 

strictement croissante sur I. 

« Si, pour tout x de 1, f'(x) < 0, alors f(x) est 

strictement décroissante sur 1. 

b. Propriétés 
= Si fest dérivable sur 1, et si f admet un 

extremum local en un point A, distinct des 

extrémités de 1, alors f'(x,) = 0. 

Et, si la dérivée f'(x) s’annule et change 

de signe en ce point A, alors f admet un 

extremum local en ce point A. 

# Lorsque f'(x) s’annule sans changer de 

signe en À, alors la courbe de f admet un 

point d'’inflexion en ce point et non un 

À NOTER 
La réciproque à ce théorème 
est également vraie. 

À NOTER. 
Une dérivée seconde f(x) qui 
s'annule et change de signe 
en un point À prouve que 
A est un point d'inflexion 

pour la courbe de f. f'(x) = 0 
n'est cependant pas toujours 
vraie : c’est le cas de la fonc- 

tion sinus en x par exemple. 

ER | 

Î L 

extremum. De plus, la dérivée seconde f(x) s'annule et change de signe 

en A. C'est le cas de la fonction x* par exemple. 
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Utiliser Les dérivées 

de fonctions usuelles 

Soit f la fonction définie sur [1 ; 8] par : 

fF(x=5x + 

à æ 
1. Déterminer f'(x). 

2. Donner l'équation de la tangente T à la courbe représentative de f au 

point d’abscisse 3. 

Savoir-faire 

# On applique les formules des dérivées des fonctions usuelles données 

dans le cours et on utilise les opérations sur les dérivées pour décom- 

poser le calcul de la dérivée. k 

# Pour répondre à la seconde question, on utilise la formule permettant 

de déterminer l'équation d’une tangente 

y =) - x5) + Fo). 

Corrigé détaillé 

1. f (x) = u(x) + v(x), où u(x) = 3x2 — 2x et v(x) = - 
x 

Les fonctions u et v sont dérivables, respectivement, sur R N [1 ; 8] = {1 ; 8] 

et R\OPAL LS] = IL ;8E 

Par conséquent, f est dérivable sur [1 ; 8]. Le 

On a donc, d’après le calcul de dérivation pour l'addition de deux fonc- 

tions : f'(x) = u'(x) + v'(x) = 6x -2 _ 
x 

2. L’équation de la tangente T est donnée par : 

y = FO) -3) +f(3), 

__143 64 79 
soit =—xXx-—, avec si 2 = ——— et = ——, y : f(3) Si 0 Lo. 



Déterminer la dérivée de La composée 
de deux fonctions 

Soit la fonction f définie sur [2 ; + | par : 

f(x) = vx? -4. 

Calculer la dérivée de la fonction f. 

Savoir-faire 

# On reconnaît dans la fonction fune fonction composée. Pour calculer 

sa dérivée, on applique la formule (vo u)' = u' X v'(u), sachant que u’ 

est la dérivée de u pour la variable x, et y'(u) est la dérivée de v pour u 

prise comme variable. 

# On applique ensuite les formules du cours permettant de calculer les 

dérivées de fonctions usuelles. 

f(x) = Ju(x) où u(x) = x -4. 

La fonction u est dérivable sur R et la fonction Vu est dérivable sur 10 ; + oo. 

Or un) € 10 ; + «| : en effet, pour x € ]2 ; + |, on a x > 2, soit x? > 4 et 

donc x? -4 > 0. 

Par conséquent, f est dérivable sur ]2 ; + oo : 

1 

2\x° -4 
He 22x 
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Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Ilest faux de penser qu'une tangente à la courbe d’une fonction fne 

représente qu'une variation locale de f. C’est aussi une approximation 

affine qui sert à approcher f. © Exercices 4 et 5, p. 82 

U S Fr a . . + 

e Ce n’est pas parce qu'une fonction f est dérivable distinctement à 

droite et à gauche d’un réel qu'elle l’est en ce réel. C'est le cas, par 

exemple, de la fonction |x + 1| en — 1. © Exercices 10 et 15, p. 84-85 

e Il ne faut pas interpréter la dérivée première de la même manière 

que la dérivée seconde. 

L'étude du signe de la dérivée seconde est souvent utile pour établir les 

variations de la dérivée première, en dressant le tableau de variations 

de celle-ci. © Exercice 12, p. 84 

e Lorsqu'une courbe représentative d’une fonction fadmet un point 

d'inflexion, alors la dérivée seconde f” s’annule et change de signe 

en ce point. 

Il est faux de penser que la dérivée f’ change aussi de signe. 

« © Exercices 10 et 15, p. 84-85 

e Il est faux de penser que la limite définissant la dérivabilité d’une 

fonction ne sert qu’au calcul du nombre dérivé s’il existe. En effet, 

il arrive souvent qu’une limite de fonction nécessite l’utilisation du 

nombre dérivé pour répondre à certains besoins de calculs de limites. 

© Exercice 4, p. 82 

e Il faut faire attention à ne pas travailler dans des ensembles autres 

que ceux précisés dans un problème à résoudre. © Exercice 15, p. 85 

e Il est faux de dire que si f > g, ou f< g, alors £' > g', ou respective- 

ment sr. © Exercice 10, p. 84 



ments Chem pour réviser Le cours sm 

Osir tx - +4 On a : 
2x +1 

Ps FAR 
(2x+1)Vx° +4 

— 8 Re + 
(2x+1) Vx? +4 

0 x +8 

SA LRO rer 

e Soit f la fonction définie sur 
10 ; + co[ par f (x) = x? - (x. Le nombre 
dérivé f’(1) est égal à : 

Q a. 1. Q b. 1,5. Qcriir. 

© Soit f la fonction définie sur R par 
f(x) = x5 - 2x + 1. 

Une équation de la tangente à la 
courbe représentative de f au point 
d’abscisse 2 est : 

Q a. y =10x-15. 
Q b. y = 10x + 15. 
Qc.y=14x-15. 

[4] Soit f'(x) = 1 — x? la fonction 
dérivée de f. Il existe une unique 
tangente qui coupe la courbe repré- 
sentative de f au point d’abscisse : 

Q a. x=0. 

Ob.x=1. 
Qc.x=-1. 

© À 1a question précédente, la 
courbe représentative de f admet 
une tangente horizontale en : 

Q a. x=0. 
Qb.x=1. 
Qc.x=-1. 

© Corrigés, p. 86 

O Une fonction f, définie et dérivable 
sur [1 ; 7], admet un extremum si : 

Q a. f'(2) = 0 ou f"(2) = 0. 

Q b. f'(2) = f"(2) = 0. 

Q c. f'(2) = 0 et f"(2) + 0. 

€? La courbe représentative de 
f(x) = x* admet en x = 0: 

Q a. une tangente horizontale. 
Q b. un extremum. 
Q c. un point d’inflexion. 

[8 | Soit g une fonction définie sur un 
intervalle ouvert D, avec x, € D. 

Laquelle des propositions suivantes 
est vraie ? 

Q a. Si g est dérivable en x;, alors g est 
continue en x, 

Q b. Si g est continue en x,, alors g est 
dérivable en x;. 
Q c. Si g est dérivable en x,, alors 

lim Mérehe admet une limite 
h-=0 

finie en 0. 

O Soit f une fonction définie et 
deux fois dérivable sur R telle que 

f'@.<0: 

Q a. f'(x) est décroissante sur R. 
Q b. fadmet un unique extremum. 

Q c. f'(x) s'annule une fois dans R. 

O Soit fune fonction définie sur R. 
Si f'(x) est nulle en x,, alors f admet 
un point d’inflexion si : 

Q a. f"(x)=0enx,. 

Q b. f(x) s'annule et change de signe 
en X,. 

Q c. f(x) s'annule sans changer de 

signe en X;. 
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ms Exercice 1 © Corrigés, p. 86 
Étudier la dérivabilité et donner la fonction dérivée de chacune des 

fonctions suivantes. 

4 (0227 = drbel 2. g(x) = 2x°- 4x7 + x 

4x-1 
3, = 3x? ‘V4. ilx)= h(x)=3x? +x1x i(x) ET 

mm Exercice 2 © Corrigés, p. 87 
Préciser les domaines de dérivabilité des fonctions suivantes et dé- 

terminer leurs dérivées. 

1. gx) = (2x2 2x] + 3) 2. h(x)= xV4+ x? 3.m(x)=V2x?-4x+1 

4.i(x)= 4x—1 RUE r 

V1 ë x°-1 

mm Exercice 3 
ee 

On pose f{x)=|x|Vx, (2) = |x\ + 1x1] et n(x)= 2x + xfx| 

Répondre aux questions suivantes pour chacune de ces fonctions. 

1. Déterminer la limite pour x = 0. 

Ces fonctions sont-elles toutes continues en x = 0 ? 

2. Trouver les dérivées de ces fonctions. 

mm Exercice 4 © Corrigés, p. 89 
Déterminer les limites suivantes. 

Vx x2+2x-6 FM 
1. lim— 2. RE ——— 3. lim— 

RE In à ‘ x—0 Y x-0 y TLX 

mm Exercice 5 É © Corrigés, p. 90 
Déterminer, dans chacun des cas suivants, l'équation de la tangente 

à la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse a. 

1 

1-x2" 

pour x # 0. 

ena=-1. 1.f@=2%#-4x+1;ena=1! 2.f(x)= 

3. f(x) =|2x-1|, en a=. 



mm Exercice 6 © Corrigés, p. 90 
x+2 

+0 
Donner l’ensemble de définition de f et déterminer « pour que la 

courbe représentative de f admette, au point d’abscisse 1, une tan- 
gente horizontale. 

= Exercice 7 © Corrigés, p. 91 
2 

1. Soit f la fonction telle que f(x)= ete 
x — 

a. Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de f ad- 

mette une tangente horizontale T au point M de coordonnées (3 ; 3,5). 

Soit a > 0. On considère la fonction f définie par f(x) = 

b. Connaissant les valeurs de a et b, donner l'équation de la tangente U 

à la courbe représentative de f au point N de coordonnées (0 ; — 1). 

: 4x? —3x+1 
2. On définit la fonction g donnée par g(x) : en 

a. Montrer que, pour tout x du domaine de définition de g, on a: 

B GC 
Here e TE | 4. Calcul de dérivées 

b. Étudier les variations de g. 
c. Déterminer la position relative de la courbe représentative de g, 

‘€,, par rapport à la tangente U au point N et construire la courbe 6. 

4x? —3|x|+1 
d, On considère la fonction h définie par h(x) = RE 

X = 

En déduire la courbe représentative de h en utilisant les résultats 

précédents. 

mm Exercice 8 © Corrigés, p. 92 
2 

Résoudre l'équation _ : = 1 par la méthode du calcul de dérivées. 
XX 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 93 
On considère la fonction f définie par f (x) = V-x?+2x+3. 

1. Déterminer le domaine de définition de f. 

2. Étudier la dérivabilité de fen — 1 et 3. 
Donner une interprétation graphique. 

3. Justifier que f est dérivable sur ]- 1 ; 3[. 

Donner la dérivée de la fonction f. 

4. La courbe représentative de f admet-elle un axe de symétrie ? 



mms Exercice 10 © Corrigés, p. 94 

Soient f et g deux fonctions définies telles que : 
2 

f(x)= ee Let g(x)=3-V-x7+2x+3. 
x°+ 

1. Étudier les variations de fet g dans un repère orthogonal. 

2. Que représente la droite d’équation y = 4 pour la courbe repré- 

sentative de f ? 

3. Résoudre graphiquement l'équation f(x) = g(x). 

D 4. Les fonctions f et g ont-elles une tangente commune en leur point 

Li d'intersection ? 

= 5. Existe-t-il une valeur de x donnant lieu simultanément à deux 

£ tangentes de même pente ? 

e 
e mm Exercice 11 © Corrigés, p. 95 

] 2 sd 

we Soit f la fonction définie par f(x)= CES pour tout x + 0. 
x 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen O. 
Interpréter graphiquement. 

2. Déterminer les limites de f en — et + et interpréter graphi- 

quement. 

3. Dresser le tableau de variations de f. 

mm Exercice 12 © Corrigés, p. 96 
1. Soit n(x) = - 4x* + 3x2 + 2, pour tout x de R. 

Étudier les variations de la fonction n. 

2. On considère la fonction f définie, pour tout x # — 1, par : - 

2x-1 
X1=———— 

f( ) x + i. 

Etablir le sens de variation de f. 

mm« Exercice 13 © Corrigés, p. 96 
Pour tout entier naturel n, on pose g, (x)= x"x. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de g, en O. 
Quelles valeurs de n permettent d'affirmer une dérivabilité en 0 ? 

2. a. Trouver l’unique élément u, tel que £'(u,)=0, pourx.e [0 ; 1]. 
b. Donner les variations de g,, pour n > 1, et représenter Rupiet sn " 



mm Exercice 14 © Corrigés, p. 97 

AC 
EE 

Soit f la fonction aire d’une figure géométrique, définie sur [- 1 ; 1], 

par f(x)=(-x) 1-2. 

1. Étudier la dérivabilité de fsur [-1;:1]en-1eten 1. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

2. Établir le tableau de variations de la fonction f et construire sa 
courbe représentative. 

3. Déterminer les coordonnées du point maximum de la fonction f. 

4. Déterminer, à 107? près, la valeur de x, autre que zéro, pour laquelle 
Halle 

mm Exercice 15 ( 40min 5pts ) © Corrigés, p. 98 

RÉ (La Réunion, septembre 2007) 

1. La formule donnant la dérivée du produit de deux fonctions 

dérivables est supposée connue. On a énoncé ci-dessous deux pro- 

positions désignées par P et Q. Dire pour chacune d'elles si elle est 

vraie ou fausse et justifier. 

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel strictement supérieur 

à 1. 

P : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x’ ; alors f est dérivable 

sur R, de dérivée f' donnée sur R par f'(x) = nx"-1. 

Q : Soit u une fonction dérivable sur R et soit f la fonction définie 

sur R par f = uw" ; alors f est dérivable sur R de dérivée f’ donnée par 

fe HUE, 

2. On désigne par g la fonction définie sur ]- 1 ; 1[ par g(0) = O et 

1 : 
!(x]=———, où g' désigne la dérivée de la fonction g sur ]- 1 ; 1[. g'(x) Per 8 gsur] [ 

On ne cherchera pas à expliciter g(x). 

On considère alors la fonction composée h définie sur ]- x ; O[ par 

h(x) = g(cos x). 

a. Démontrer que, pour tout x de ]- x; O[, on a h'(x) = 1, où h' désigne 

la dérivée de h. 

b. Calculer n-3) puis donner l'expression de H(x). 

_ 

ENTRAINEMENT 
4. Calcul de dérivées 



mm QCM 

@ b. On utilise la règle de dérivation d’une fraction de deux fonctions 
pour trouver ce résultat. 

@ b. Pour trouver le coefficient directeur de la tangente au point 

d’abscisse 1, on calcule f'(1). 

' pee 
Donc f'(x) = 2x na d'où fp=d,S: 

@ à. On retrouve l’équatign dela tangente donnée par : 

y=f"2)@-2) +f(). 
@ à. Lorsque la dérivée seconde est égale à 0, alors l’abscisse du point 

d'inflexion est égale à x = O. 

O b. et c. Il suffit de résoudre l’équation f'(x) = 0, d'où x=-1oux=1. 

16] c. Si f'(x) = 0, alors f admet un extremum si, et seulement si, 

ONE: 

[7] a. et c. On vérifie que f'(x) = f"(x) = 0 pour x = 0. È 

@ a. et c. La limite exprime la définition du nombre dérivé s’il existe. 

O a. f"(x) < 0 indique la décroissance de f(x), ce qui ne suffit pas 

à affirmer les propositions b. et c. 

O b. La fonction f" mesure les variations de celles de f”. 

mm Exercice 1 

1. f(x) = 2x*- 4x + 1 est une fonction ATTENTION 

polynôme définie et dérivable sur R. Il faut toujours annoncer le 

f(x) = u(x) + v(x), où u(x) = 2x° domaine de définition dès 

et v(x) = - 4x + 1, dont la dérivée le départ pour bien locali- 
est f(x) = u'(x) + v'(x). ser l'intervalle de validité 

de l'étude d’ foncti 
u'(x) = 6x? et v'(x) =— 4, donc f’(x) = 6x? - 4. SU à eme Le ER 
2. g(x) = 2x° — 4x? + x est une fonction polynôme définie et dérivable 
sur R. 

g@) = u(x) + vx) + w(x), où u(x) = 2x3, v(x) = — 4x2 et w(x) = x, 

dont la dérivée est g'(x) = u'(x) + v'(x) + w'(x) = 6x2 - 8x + 1, 

car u'(x) = 6x2, v'(x) = - 8x et w'(x) = 1. 

3. h(x) = 3x2 + xx est définie si, et seulement si, x > O, c'est-à-dire 

si x appartient à [0 ; + œ[. h est le produit et la somme de fonctions 

dérivables sur ]0 ; + |, elle est donc dérivable. 

h(x) = u(x) + v(x), où u(x) = 3x2 et v(x) = xVx, dont la dérivée est 
donnée par : 

h(x)= u’(x)+ v’(x)= 6x+ vx. 



: 4x-1 SAME VS : à 
4. i(x)= AP est définie si, et seulement si, x # — 1, c'est-à-dire si 

x appartient à [- œ ; — 1[ U ]- 1 ; + œ[. i est le quotient de fonctions 

dérivables sur ]- « ; — 1[ U ]- 1 ; + œ[, elle est donc dérivable. 

i(x) = u(x) où u(x) = 4x — 1 et v(x) = x + 1, dont la dérivée est donnée 

v(x) 
ari(x Lu()xv()=u()xv"(x) | s par i’(x) l) GB 

x Exercice 2 
1. g(x) = (2x? — 2/x| + 3)? est une fonction polynôme définie et conti- 
nue sur R. 

g@) = [u(x)}?, où u(x) = 2x? + 2x + 3 lorsque x = 0 et u(x) = 2x2 - 2x +3 

lorsque x = 0, dont la dérivée est 

donnée par g'(x) = 2 x u'(x) x u(x). | 
. P 84 , à Le re La continuité et la dérivabilité | 

8"@) = De + 6x + 8x +3) POUT une fonction doivent toujours | 
x <Oetg’(x) =4(4x*-6x7+8x-3) être vérifiées aux bornes finies d’in- | 
pour x > (0. tervalles fermés, comme pour le 
Or g!(0) = 12 lorsque x tend vers Cas des fonctions valeurs absolues. 

he ‘Les valeurs absolues, lorsqu'elles 
Or et g'(0) = — 12 lorsque x tend vers : k a : 
0* d É Pa énabi 0 existent, doivent être remplacées 
M ap à L ee pas ne so sé / par des formules affectées à des 

bien qu'elle soit dérivable à droite | intervalles différents pour faciliter 
et à gauche de O. le traitement d’une fonction. É 

g est donc dérivable sur R\{0}. ÈS) do à COR ou 

rx h(x) = xV4+x° est définie sur R, car 4 + x? > O pour tout x ER. 

h(x)= xu(x), où u(x) = 4 + x, dont la dérivée est : 

AE 1x Ju(x)+xx(u(x)). 

Par conséquent, h'(x)= \4+ x? + = = 2 et est dérivable 
+X +X 

CONSEILS 

| 4. Calcul de dérivées 

sur R. 

3. mx) = V2x? -4x+1 est définie si, et seulement si, 2x? — 4x + 1 = 0, 

donc définie pour tout réel x de |-«; À U n- : | 

m(x) = u(x), où u(x) = 2x? — 4x + 1, dont la dérivée est : 

m'(x)= u’(x)x à L 

u(x) 



D ARE ed 
2x7 -4x+1 

V2 Ÿ2 
et m est dérivable sur Fa U TE 

=0etx21P 4. i(x)= AX ZT est définie pour tout réel x tel que ne 
XD x+1 

oùxEk TU) Lit. à 

i(x)= Ju(x), où Le Re L dont la dérivée est donnée par : 
+1” 

( u'( 5 xZ = 
(x) 
reve x-1 

HT 
4 

: 3x7-2%x+1 set 

, et i est dérivable sur 

est définie pour tout réel x tel que x? - 1 +0 et 

3x2-2x+1=0. s 

3x? -2x + 1 > 0, pour tout x de R, et x? — 1  O pour x dans R\{- 1 ; 1}, 

donc j est définie sur R\{- 1 ; 1}. 

j(x)= el où u(x) = 3x -2x + 1 et v(x) = x? 1. 

MG) ete re 
FF TER TROMee 

— 3x°+3x°-5x+1 
et v'(x) = 2x, donc ÿ’(x) = PTT et j est dérivable 

(x? 1) V3x?-2x+1 
sur R\{- 1 ; 1}. 



mm“ Exercice 3 

f(x)= [xx est définie sur [0 ; + œ[, donc f{x)=xVx pour tout réel 

x de [0 ; + of. 

gx) = [x] + |x - 1] est définie sur R, telle que g(x) =-x-(x-1)=-2x+1 

Pour X = 0 RU) = x (= 1).=.1, pouf #0 Æ x, = 1 et 

gæ) =x+(x-1)=2x-1 pour x > 0. 

2Xx+x/x 
ne rh est définie sur R\{0}, avec H(x) = — x + 2 pour x < 0 et 

- 
h(x) =x+2 pour x > 0. 

1. lim f(x) = lim {xx )= 0, donc f'est continue en O. 

lim g(x)= lim(-2x+1)=1 et lim g(x)=lim(2x-1)=-1. 
x—07 

On note lim g(x) Æ lim g(x), donc g n'est pas continue en 0, mais 

elle est continue en 1. 

lim A(x)=lim(-x+2)=2 et limh(x)=lim(x+2)=2, 
x—07 x—07 x—0* x=0* 

donc h est continue en O. 

n 
ri 
su 
> 
K= 
D] 
© 
o 
D 
= 
= 
D E 
1 
OU 

Ÿ 

ERRMER 
ER 
SRE 
BRIE 

2. f(x)= NRC RE "EE =S x, et fest dérivable sur [0 ; + ol. 

g'(x) = -2 lorsque x E J- « ; 0] ; g’(x) = 0 lorsque x € [0 ; 1] et g’(x) = 2 

lorsque x € [1 ; + œ[. On note que g est dérivable à gauche et à droite 

de 0 (ou 1), mais elle n’est pas dérivable en 0 (ou en 1), donc g est 

dérivable sur R\{0 ; 1}. 

h’(x) = - 1 lorsque x € J- « ; 0] et H’(x) = 1 lorsque x € [0 ; + of. 

h est donc dérivable à gauche et à droite de O0, mais elle n'est pas 

dérivable en 0, car les nombres dérivés sont différents en 0 ; on en 
déduit que h est dérivable sur R\{0}. 

mm Exercice 4 

Has 0 , TER 
1. lim— = lim———., On reconnaît le calcul du nombre dérivé en 0 
40% x—0* X— 

de la fonction Vx, définie sur [0 ; + |, qui n’est pas dérivable en 0. 

Vx-0 de | 
lim = = | = +00: 

m(Vx) ET A x—0* YX— 0 x—0 

2 —_ 

2. Mn. 
x=—0 X x—0 De 



Il faut distinguer deux cas : 
: à 6 

— si x tend vers O-, limx+2-—= +00; 
x—07 % 

: 6 
- si x tend vers 0*, limx+2——2= - 00, 

x—0* 5 4 

Sims 2. = — oo et A 
220 X V1+x 20" X J1+X 

Exercice 5 Ar 

1. fest une fonction polynôme défi- RAPPEL 

DISRC RE QUSUE L'équation de la tangente T à 
f'(x) = 6x2 - 4, d'où f'(1) = 2. Donc la courbe représentative de fen 
T:y=2(x-1)-1, d'où T:y=2x-3. ase trouve grâce à la formule : 

2. f(x)=— 1 est définie sur 1-1 ; 11, LS as Sid 
\1- x° 

donc elle n’admet pas de tangente en -— 1. 

3. f(x) = [2x — 1] est définie sur R, À KOTEe. 

car f(x) = — 2x + 1 pour x < 2 €t La tangente locale à une droite, 
représentative d’une fonction 

affine, est la même droite, vu 
f(x) = 2x - 1 pour x = E 

1 R qu'il n’y a pas d'autre approxi- 

f 214 0 pour tout x de R. mation affine que la droite elle- 
1 même. 

T':y=-2x +1 pour x 5 PRIE is 

T:y7=2x-1pourxz=z 

Exercice 6 

x+2 £ , Vie. : 
À (x) =——, avec à > 0, est une fonction rationnelle, définie, conti- 

x° +0 ë 
nue et dérivable sur R. 

x -Ax+0 | À ; 
f: (Rs ; par conséquent, la courbe représentative de f 

x° + 

admet une tangente horizontale si, et seulement si, f’(x) = 0, c'est-à-dire 

— x? - 4x + a = 0. Cette équation admet des sôlutions si, et seulement 

si, À = 16 + 4a = 0. 

Si A = 16 + 4a = 0, équivaut à «à = — 4, alors l'équation n'admet pas 

de solutions puisque a > 0 d’après l'énoncé. 

Si À = 16 + 4a > 0, équivaut à à > — 4, soit a € |- 4 ; + |, alors on 

obtient deux solutions données par x, =—-2-V4+@et x, =-2+4)4+0. 

Pour x, = 1,-3=4V4-0, qui n’admet pas de solutions sur JO ; + of. 



Pour x, = 1, on trouve à = 5 : la courbe représentative de f admet 
alors une tangente horizontale au point d’abscisse x = 1. 

=“ Exercice 7 
2 

T'af perte est une fonction rationnelle définie sur 
FES | 

R\{-1;1}. 

u(x 
f(x)= cu où u(x) = 4x? + ax + b et v(x) = x? - 1, dont la dérivée est 

donnée par AL Cm IUAN) avec u'(x) = 8x + a et 
v(x) 

VHÉIENEN à 

— ax? -(8+2b})x- Ÿ 
Donc f (x) = ARE Lo et la courbe de fadmet une tangente £ 

rs -1) 1 
in 

horizontale T au point M(3 Ë : si, et seulement si, f'(3) = O, c'est-à- 5 

dire — a X 32- (8 + 2b) X 3- a = 0, d'où Sa + 3b+12=0. D 
7 1% 34H82 b0IT mere 

HA done, doûsa+b+8=0 mme 

En résolvant le système de deux équations à deux inconnues, on 
trouvea=-3etb=1. ne shit 

b. Pour a =- 3 et b= 1, on a f{x)= "et f(x) = "TE, 
X —1 (x? -1 : 

L'équation de la tangente U au point N(0 ; — 1) est donnée par y = f'(0) 

(x — 0) + f(0). 
Sachant que f'(0) = 3 et f(0) = 1, on en déduit U : y = 3x - 1. 

2 

2.a. On a (= et, pour tout réel x de R\{- 1 ; 1}: 
X _ 

4(x-1)-3x+5 4(x7-1)-3(x-1)+2 3 2 
= 2 —————° = —_— — — ————— = 4 — + è 

s(x) x? —1 (x-1)(x+1) x+1 x2-1 

$ à 4x 3x7 —-10x+3 fr (oasis tia ire I0ES 
en) Ge) ÿ 

Donc g'(x) = 0 pour x = ; ou x=3;g{(x) > Oetgest croissante sur 

l'intervalle }- œ ; — 1[ L E i à U 13 ; + o[ ; g(x) < 0 et g est 

décroissante sur l'intervalle Le ; 1] U ]1 ; 3[. 



c OnaU:y=3x-1, tangente de €, au point N(0 ; — 1). 

L'étude de la position relative passe par l'étude du signe de 

x?(-3x+5) 4x?-3x+1 
20) pe eat ad 3x-1)= . On étudie le signe de 

cette fraction et on déduit que g(x) — y = 0 pour xe lo ; 3, donc U 

. 
et €, se coupent en x = 0 ouen = 

g@-y>0pourxEe Jæ;-1[Ù f $ Al donc €, est au-dessus de U. 

gx) -y <Opourxe}]-1;0[L]J0;1[ oÈ: + æ donc <, est en 

dessous de U, incluant le point N. 

4x7 —3|x\+1 
d. h(x)}=— 2 | | 

définie sur R\{- 1 ; 1}. 

En effet : 

4x°+3x+1 
h(x}=——— = 
( ) VEN 

pour x < 0 

et ny LEE = 

: de la même manière que la fonction g, elle est 

pour x > 0. 

x Exercice 8 
2 _— 

L'équation = . =1 est définie pour x° — x? — = x2(x — 1) # O, c'est- 

à-dire x E R\{0 ; 1}. 

L'équation est équivalente à x° — 3x2 + 3 = 0. Soit la fonction poly- 

nôme f, définie et dérivable sur R\{0 ; 1}, telle que f(x) = x° — 3x2 + 3. 

Sa dérivée est f(x) = 3x(x — 2). 



On constate, d’après les variations 

de f, que l'équation f(x) = 0 admet 

trois solutions, car sa courbe repré- 

sentative coupe l'axe des abscisses 
en trois points. 

En utilisant la calculatrice, on déduit 

à 10? près, les solutions suivantes : 

— 0,88 < x, < -0,87 (abscisse de A) ; 

1,34 < x, < 1,35 (abscisse de B) ; 

2,53 < x, < 2,54 (abscisse de C). 

22 — 
behse DRE 
EAN FE 
Lee Han L'ILE ef Nanz 

mm Exercice 9 $ 
ir (x]= V-x°+2x+3 est définie pour tout réel appartenant à l'in- $ 

tervalle [- 1 ; 3]. se 

En effet, — x? + 2x + 3 = (x + 1)(3 — x), qui est positive dans ]-1 ; 3]. Ki 

x)-f(=1 = à 2. lim Ave = lim sr enr Dre 
x—-1 X+ x—-1 x+1 TE 

RARE _f(3 Fee 
et tm) 6) = lim ol + : f n’est donc pas dérivable en 

x=—3 X— 3 x=—3 X— 3 L 

- 1 et 3 et sa courbe représentative admet deux tangentes verti- 

cales en ces points. 

3. f est la composée de fonctions dérivables sur ]- 1 ; 3[, elle est donc 

dérivable sur ]- 1 ; 31. 

f(x)= Ju(x), avec u(x) = - x2 + 2x + 3, dont la dérivée est : 
, , 1 Fx)=u(x)x—=— 

2Ju(x) 

; —x +1 
X) = —. 

F9) V=x? +2x +3 

4. Soit x = a l'équation définissant un axe de symétrie pour la courbe 

représentative de f, autrement dit f(2a — x) = f(x). 

f(2a-x)=)-(2a-x) +2(2a-x)+3= 1) +(40-2)x+(- 40° +4a+3). 

Par comparaison avec f(x), on observe RAPPEL 

que la condition 44 -2= 2, soita=1, : Une fonction f admet la droite | 
satisfait l'égalité. d’équation x = a comme axe | 

de symétrie si i f(2a - - *) = fa). | 



EEE ee de 

1.f(x)= 
Car x? + L > 0 pour tout x de R. fest donc dérivable sur R. 

HObree 
é + 1) 

Pour x = 0, f'(x) = 0, donc f admet une tangente horizontale au point 

O, d'équation y = 0. \ + 

Pour x > 0, f’(x) > 0, donc f est croissante, et pour x < 0, f’(x) < 0, 

donc f est décroissante. 

g(x) =3-\-x°+2x+3 est une fonction racine carrée composée dé- 

finie sur [- 1 ; 3] et dérivable sur [- 1 ; 3] en tant que composée de 

… est une fonction rationnelle définie pour tout x de R, 

x—1 
fonctions dérivables surf 1 316 2 1x)=-————— 

(x) V-x? +2x+3 
Pour x = 1, g'(x) = 0, donc g admet 

CONSEIL L une tangente horizontale en x= 1. 

g est croissante sur ]1 ; 3[ car 

g'@) > 0 et g est décroissante sur 
]- 1 ; 1[ car g’(x) < 0. de u’(x), puisque f’(x 

2. La droite d’équation y = 4 est 

une asymptote de €, au voi- | 

sinage, de & œ et de + , car | 
lim f(x)= lim f(x)= 

X—+00 

Si on doit chercher le signe de 

f = Ju(x), il suffit d'étudier y 

Vr | 

3. Par la calculatrice, l’équa- ! 

tion admet une seule solution : | 

0,59 < x, < 0,60. 

4. Autour du point d'intersec- | 
tion A d’abscisse x,, d’après la 

question 1., f est croissante et g 

décroissante, donc f'(x) # g'(x) : | 

les tangentes admises par les 

deux courbes au point commun A ne sont donc pas confondues. 

5. Pour qu'une tangente commune puisse exister en deux points 

de même abscisse, il suffit de résoudre l'équation f'(x) = g' (x). En 

résolvant graphiquement, par la calculatrice, on trouve un seul point 

d’intersection des courbes de f'et g', pour — 0,082 < x, < - 0,081. 

Les deux courbes €,et €, admettent donc deux tangentes T, et T, de 
même coefficient directeur, respectivement aux deux points Bet C, 
de même abscisse x.. 



mx Exercice 11 

J2x7459 2% 1:f(x)= ET définie pour tout réel x de ]-  ; O[ U JO ; + of. 

lim f(x)=- 00 ; lim f(x)=+ et fne prend pas de valeurs en 0, donc 
x—07 

fn'’est pas continue en 0. On dit que la courbe représentative de 
fadmet une asymptote verticale en 0 d’équation x = 0. 

x)=-f(0 Do nlei2 FD 2 ne) 
x—0* x x—0* > 4 

= + © ; 

—f\0 
de même, in OO) 2 donc f n’est pas dérivable en 0. 

x—07 

Autour de O, la courbe de fadmet donc des tangentes verticales. 

Lx /2 +2 - x à 
2. lim f(x)= ie ne bi )--6 

donc la courbe de f admet une asymptote horizontale en — + d’équa- 

n 

rt] 
sv 
> 
E 
Sr] 
D 
vo 
D 
2 
= 
Ce} _ 
C] 
U 

Ÿ 

ERTREETE 
SES 
ES 
FRURNESTE 

tion y=-V2-1. 

[x nie 2 

lim f(x)= lim —# | Die a} 
X—+o X—+00 Sd X—+ 00 x 

donc la courbe de f admet une asymptote horizontale en + « 

d’équation y = 21. 

3. f est le produit et la composée de fonctions dérivables sur R\{0}, 
elle est donc dérivable sur R\{0}. 

f(x) = u(x) x v(x), où u(x)== et v(x)=V2x?+2-x. 

: 1 
(= mICOix x V'(X), Ur)=- eV (x) ——— 1. f'(x) = u'(x) x v(x) + u(x) x v'(x), avec u (x) et y (x) Du 

2 V2x7 +2 
Doncr'o= - : 

12x° +2 x 



as Exercice 12 
1. n(x) = - 4x3 + 3x2 + 2 est une fonction définie sur R, dont la dérivée 

est n'(x) = 6x(1 — 2x). 

Pour = 0er 2: n'(x) = 0, la courbe de n admet alors des tangentes 

horizontales. 

Sixe lb: n'(x) > 0 et nest croissante ; si x € He;oLu (2: +, 

n'(x) <Oetnest décroissante! 

2 f()= À 
Ex +342 000702) 

(x + de S (x +1) 

À l’aide de la calculatrice : n(x) = f'(x) = 0 pour 1,13 < x, < 1,14. 

x < X,, f est croissante car f'(x) > 0 ; et, si x > x,, f est décroissante car 

TUTO 

_ définie pour tout x + — 1, a pour dérivée : 

qui est du signe de n(x). Fa 

x Exercice 13 

14 (x x}=x n fx est définie sur [0 ; + of, Rare A US 

lim g, (x)=0, d'où g, est continue en 0. 6 

x)-g (0 
PE PE es AL = lim | x" x |= O, 

x—0* v= (0 Xx—0* 

d'où g, est dérivable en O si n - 1 = 0, 

c'est-à-dire sin = 1. 

2.8. 8;(x)= a Wal n+à} s:(1)-0 équi. | WE 

Tu: - 1 ] 2n-1 
vaut à x Nan+3)-0 ce qui revient à x 2 =0, d'où u, = 0. 



b. g'(x) > 0 pour tout x de ]0 ; + | ; g,0@) = 0 pour x = 0, dès lors 

quen=z 1. 

La courbe représentative de g, admet une demi-tangente horizon- 

tale en x = 0 ; elle est strictement croissante pour tout x > 0, avec 

lim g,(x)= lim x" x = +00, 

« Exercice 14 

Ipt | 1. f(x)=(1-x)V1- x est définie sur D,= [- 1 ; 1]. 

f est le produit et la composée de fonctions dérivables sur ]- 1 ; 1[, 

elle est donc dérivable sur |- 1 ; 1[. 

CE nue 
PE ETO im(-i=x)= 0: 

Xx1 X— 1 x—1 

Donc la courbe représentative de f admet une demi-tangente 

verticale en -— 1 et une demi-tangente horizontale en 1. 

f est dérivable à gauche de 1, mais pas à droite de — 1. 

2x2-x-1 (2x+1)(x-1) 
Ne A +7, 
pts ) ( ) 1 e x? Ki des x? . 1 

f'(x) est du signe de son numérateur. f(x) = 0 pour x dans k dre 

fest donc croissante sur H 1: = f'(x) < 0 pour x dans Fe ; 1, 

n 
rt] 
su 
ee 
Le 
Ro) 
D 
vw 
D 
= 
3 
Ce] 7 
œ 
U 

+ 

“ 1 
f est donc croissante sur fs 5 — 1 

| 

Le vecteur représentant 
une demi-tangente est 
toujours orienté du côté 

où f(x) est définie. 



3. Le point e[_1 re je est le point maximum de la courbe repré- 

sentative de f; en effet, f'(x) = 0 pour x =- 2 

4. À l’aide de la calculatrice, on trouve la solution distincte de zéro : 

x, = — 0,84. 

ms Exercice 15 

1. f(x) = x" est une fonction polynôme définie et dérivable sur R. 

Pourn=2,onaf(x)=x7=xxx, d'oùf')=1xx+xx1=2x. 

Pour #=3;010a/f{0 = x" =347x XL d'or AE SES 

Au rang n, on admet que f(x) = x" et on suppose vraie f'(x) = nx"-!. 

Pour fO) = xerox, ona fi) = xx += (ner 

P est vraie. 

f= u", avec u dérivable sur R. On cherche par récurrence la dérivée de f. 

Pourn=2,onaf=u?=uxu,alorsf'=u xu+uxu'=2u'u. 

Demème”Dourrer, Onaf=w = 0, 

alors f” = 2u'u x u + u? x u' = 3u'u?. 

Au rang ñ, on admet que f(x) = u” et on suppose vraie f' = nu'u. 

Pour f=u"t'=wxu,onaf'=nuu"-'xu+u" xu =(n+1)u'u". 

Q est fausse. 

et hest 
are 1 

2. g est définje sur ]- 1 ; 1[ telle que g(0) = 0 et g’(x)= : re 
la fonction composée définie sur ]- x ; O[ par A(x) = g[cos(x)]. 

a. h(x) = (g ° u)(x), où u(x) = cos(x) a pour dérivée h'(x) = u'(x) x g'[u(x)], 
avec u'(x) = - Mn è 

1 1 
& [U(X M PPT EN 
[ot LL J1-cos (x) cos? DRE “fin(x) ] sin(x) F 

puisque sin(x) < ; pour x € : n; 0[; À NOTER 
: 1 Pour plus de précisions 

on obtient h (de -sin(x)x 7 |=1. sur les fonctions cosinus 
sin (x ) et sinus, voir le chapitre 5. 

b. On a n-5 = sh(-5)|- s{cos(7)} g(0) = 0. Sachant que, pour. 
tout x de ]- x ; O[, h'(x) = 1, on en déduit que H(x) = x + k, où k est un 
réel à déterminer. 

OS AT a L'eTa T 
hf-5)=5k20 : on en déduit que k=, d'où H(x)=x + 



Fonctions sinus et cosinus 

E Le cercle trigonométrique 
# Dans le plan muni d’un repère orthonormé (O L£, Dh on appelle cercle 

trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1, orienté dans le sens 

direct (sens inverse des aiguilles d'une montre). 

# À un réel x quelconque on associe le point 

M(x) situé sur le cercle trigonométrique, tel : 

que (7;OM)= x (en radians). 

Les coordonnées de M(x) sont appelées 

cosinus et sinus de x et notées cos x et sin x. 

m La tangente de x (pour x # ee + KT), notée 

tan x, est le réel défini par : 

sin x 
tan x = : 

COS X 

F1 Propriétés 
m Pour tout xER : 

à cos2x + sin?x = 1. 

m Le tableau suivant présente les valeurs remarquables à connaître. 
— 

HS T | x 
6 5 3 

2x 
2 

5, Fonctions sinus et cosinus 



Æ3 Fonctions circulaires 
# Les fonctions sinus et cosinus sont définies À NOTER. 

sur R par : On appelle fonctions circu- 
sin:X->sinx et COsS:xXr> COS x. laires des fonctions qui sont 

n Sinus et cosinus sont deux fonctions déri- MÉERACENCIS EMRONOIEE 
trique, comme les fonctions 

D sur R et, pour tout x su ona: ne 

sin'(x)=cosx et  cos’(x),=- sin x. is. sis 

æ Pour tout xER: 

sin(x +27)= sin x" “et” Cos(x F 27)= COS x. 

On peut donc en déduire que les fonctions sinus et cosinus sont périodiques 

de période 27. 

m Pour tout xER : 

cos(- x) =cosx et  sin(- x) =- sin x. 

On peut donc en déduire que la fonction cosinus est paire et que la fonc- 

tion sinus est impaire. 

On se contente donc d'étudier les fonctions sinus et cosinus sur [0 ; |. 

sm Tableau de variations de la fonction sinus : 



m Pour tout xER : 

Sn X= cos( + x) = 2 , 

# Répresentations graphiques des fonctions sinus et cosinus : la courbe 

de la fonction sinus est en rouge et celle de la fonction cosinus est en bleu. 

CONSEIL | 
Même si le tracé | 
de la courbe n'est ! 
pas demandé, il : 
est conseillé de le ! 
faire à la calcula- 
trice pour visuali- | 
ser plus aisément | 
les variations dès 
le “début d’un | 

l'exercice. | 
5. Fonctions sinus et cosinus 

E1 Limites | ANOTER 
Ces limites, de formes in- 

Les limites suivantes sont utiles à connaître : déterminées, peuvent être | 

lim SX = et lim COSx= 1 0. utilisées comme propriétés 
4-0  X 4-0 X de cours lors de la résolu- : 

tion d’un exercice. 

EA Fonctions composées 
a Théorème : Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, alors la 

fonction f: x > u(ax + b) est dérivable et sa dérivée est f’(x) = au”(ax + b). 

# Ainsi, si g(x) = sin(ax + b), alors g’(x) = acos(ax + b). 

Si g(x) = cos(ax + b), alors g/(x) = - asin(ax + b). 



> 

METHODE 

LL 

. Étudier une fonction circulaire 

Soit f la fonction définie sur [0 ; x] par f{x) = cos x - cos? x. 

1. Étudier les variations de f. 

2. Tracer la représentation graphique de f sur [0 ; x]. 

s On commence par tracer la courbe de f sur la calculatrice pour avoir 

une vue de la représentation graphique de la fonction. 

æ Avant de dériver la fonction, on rappelle que la fonction est dérivable 

sur son ensemble de définition. 

# Pour étudier facilement le signe de la dérivée, on la factorise. 

On déduit alors les variations de la fonction f. 

m Pour tracer la représentation graphique de f, on commence par dresser 

un tableau de valeurs, en s’aidant des valeurs remarquables. 

Corrigé détaillé 

1. La fonction f est la somme de deux fonctions circulaires, elle est donc 
définie et dérivable sur [0 ; x]. 

Pour tout xE[0 ; x], f(x) =- sin x - (- 2cos x x sin x). 

D'où f’(x) = -— sin x + 2cos x x sin x 

f'@) = sin x(2cos x — 1). Era Le 
N'hésitez pas à dériver 

On recherche les valeurs pour lesquelles la  cos?x à part, soit en écri- 
dérivée est nulle. vant cette fonction comme 
Pour tout x€[0 : x]: le produit de la fonction 

cosinus par elle-même 

sin x =0 sinx=0 (cos?x = cos x X cos x), soit 

FRH=0e de & Es Rat en utilisant la dérivée de 
cosx—-1=0 +. la fonction 1? qui est 2u’u. 

NX DOUX UT 

rw=0e| T 
= 

mamans 

J 



Puisque, sur [0 ; x], sin x 2 O, alors le signe de la dérivée dépend du signe 
de 2cos x- 1. 

Il faut donc résoudre l'équation 2cos x = 1 & cos x = S. 

Sur [0 ; x], cette équation a une seule solution qui est Fe 

0 Sur [0: 2%] 2cosx-12>0et, sur [ST] 2cos x - 1 < 

On peut donc en déduire le signe de la dérivée. 

Pour tout x € [O à al f'@) 2 0 et, pour tout xE Es ê ua) f(x) < 0. 

On en déduit les variations de la fonction f: 

pour tout x€ [O ÿ a fest croissante et, pour tout xE F ; T| fest décroissante. 

On dresse un tableau des variations de la fonction.  CoNÇEIL 

Si aucune unité gra- 
phique n’est imposée, 
on en choisit une qui 
permet de voir l’en- 
semble de la fonc- 
tion clairement sur le 
domaine proposé. 

5. Fonctions sinus et cosinus 

me nn AE 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Avant de dériver une fonction, il ne faut pas oublier de rappeler que 

la fonction en question est définie et dérivable sur son ensemble de 

définition. © Exercice 1, p. 106 

e N'oubliez pas que les fonctions Circulaires obéissent aux mêmes 

règles de dérivation que les fonctions usuelles (quotient, produit.….). 

Dans le cas de fonctions composées, il ne faut pas oublier d'utiliser la 

formule des fonctions composées. ] © Exercice 1, p. 106 

e Pour calculer des limites de fonctions trigonométriques, vous ne 

pouvez pas en général utiliser les limites au voisinage de l'infini, comme 

pour les fonctions polynômes ou rationnelles. Il faut penser à utiliser 

le théorème des gendarmes ou de comparaison. © QCM, p. 105 

e Il faut se souvenir que votre calculatrice doit être en mode radians 

avant de tracer les courbes. 

De même, ne changez pas l'unité graphique si celle-ci vous est imposée. 

© Exercice 5, p. 107 

e Si vous vous rendez compte que vous avez fait une erreur et que vos 
CALE * « s . 2 ° 2 A 

variations ne correspondent pas à la fonction étudiée, ne vous entêtez 

pas. Signalez que vous savez avoir fait une erreur mais que vous n’arri- 

vez pas à la retrouver, et continuez l'exercice avec les bonnes variations. 

© Exercices 4 à 9, p. 106-108 

e Si vous avez besoin des résultats d’une question que vous n’avez pas 

démontrés, vous pouvez les utiliser par la suite. Toutefois, il vous faut 

alors signaler que vous admettez ces résultats. 

C Exercices 4 à 9, p. 106-108 

e Les fonctions cosinus et sinus sont des fonctions composées, il ne 
faut donc pas simplifier les écritures. 

Par exemple, cos2x n’est pas égal à 2cosx ni à cos2 x cosx. 

© Exercices 1 et 2, p. 106 



aa Mio pour réviser Le cours sms 

ei Laquelle (lesquelles) des trois fonc- 
tions suivantes est (sont) périodique(s) 

de période 27 ? 

Q a. f(x) = cos? x + sin x. 

Q b. g(x) = sin(@x + @). 

Q c. h(x) =sin 2x — cos? x. 

(2 Laquelle (lesquelles) des trois 

fonctions suivantes est (sont) pério- 

dique(s) de période - ? 

Q a. f(x) = sin 4x + cos 8x. 

Q b. g(x) = sin x + cos 2x. 

reh(0'=2:cos x: 

CS Parmi les dérivées suivantes, 
laquelle est celle de cos x sin x ? 

[1 a, 1: 

Q b.-sin x cos x. 

Q c. cos? x - sin? x. 

O Parmi les dérivées suivantes, 

? laquelle est celle de 7 ? 
cos?x 

1 
d'en 

cos x 

2 sin x 

ACOS 

ER EN 
D COS? X: 

Q b 

Q c 

5 | Que vaut lim ue X ? 
2-7 

Q a.0. 

Q b. + co. 

Lier 
E'c. 

© Corrigés, p. 109 

| 0 sin À 
ue vaut Jim ? : a 

Q a. 0. 

Q b. + co, 

Q c. Cette limite n'existe pas. 

1] Que vaut Jim 2+cos x ? 
+o 2+%x 

Q a. 0. 

Q b. Cette limite n'existe pas. 
Q ç. +00. 

[8 ] Que vaut lim sinxtl 7 
X=+o 1+x 

Q a. Cette limite n'existe pas. 

Q b. 0. 

Q c.+ oo. 

OS x 
Q Sur ]0 ; x{, la fonction f(x) = ——— 

sin x 
est : 

Q a. strictement croissante. 

Q b. strictement décroissante. 

Q c. ne s'annule pas. 

O Soit f{x) = 2x - la fonction 

NE définie sur EE A 

La tangente à la courbe représentative 
de la fonction au point d’abscisse 
7 
ar est : 

Q a. horizontale. 

Q b. verticale. 

Q c. oblique. 

n 
2 

o 
n 
[e] 
Le 

v 
nm 
2 

EE 
n 
n 

[= 

9 

= 
(e] 
Es 

un 

ERERSNE 
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FROM ERA SERRE) Exercices SERRES ER 

mm Exercice 1 © Corrigés, p. 110 
Dériver les fonctions suivantes. 

= Sin s3x 2:f@)= cos x 

3. fx) = - 3 sin (x+ + 4. f(x) = à sin 2x — 2cos 3x 
COS X 

5:10) 3e d $ 

= 

ne mms Exercice 2 © Corrigés, p. 110 
= 1. Les fonctions sinus et cosinus ont-elles le même nombre dérivé 

FA en 37 ? 
‘& 4 

œŒ 2. Déterminer le signe de la fonction f{x) = 1 — 2 sin x sur [0 ; 2x]. 
ren 

“ 3. Soit f{x) = 2 + cos (x _ a la fonction définie sur [o : Le Montrer 

que la courbe représentative de la fonction admet une tangente 

parallèle à l’axe des abscisses aux points d’abscisses . et _ 

4. À l’aide du tableau de variations des fonctions sinus et cosinus 

sur [0 ; x}, dresser les tableaux de variations des fonctions suivantes. 

f@&) = 2 sin x ; g(x) =-sin x ; h(x) = —3 cos x. 

mm Exercice 3 © Corrigés, p. 112 
On considère les fonctions définies sur ]0 ; + co[ par : 

fo) = x2+ x + 1 et g(x) = — 2 COs(Tx) + x. 

1. Déterminer les dérivées des fonctions f'et g. 

2. Déterminer les équations des tangentes aux courbes représentatives 

des fonctions fet g au point d’abscisse 1. 

3. Que remarquez-vous ? 

mm Exercice 4 © Corrigés, p. 112 
1. Soit f la fonction définie sur 1 = [0 ; + [ par f{x) = x - sin x. 

a. Étudier les variations de f sur [0 ; + œ[. On ne cherchera pas la 
limite au voisinage de l'infini. 

b. En déduire le signe de f sur I puis la comparaison de x et de sin x. 

2. Soit g la fonction définie sur I par g(x) = cos x — 1 + _ 



a. Étudier les variations de & sur 1, sans chercher les limites. 
2 

b. En déduire que, pour tout x de I, 1- & <COSX< 1. 

=“ Exercice 5 © Corrigés, p. 112 
Soit f{x) = x sin x + cos x la fonction définie sur [0 ; 2x]. 

1. Étudier les variations de f. 
2. Déterminer le nombre de solutions de l'équation f{x) = O. 

Donner un encadrement de cette (ces) solution(s) à 102 près. 

3. On s'intéresse à la solution la plus petite, montrer qu'elle appar- 

tient à pe À |. 

4. Construire la courbe représentative de la fonction f. 
= 

ENTRAINEMENT 

mm Exercice 6 © Corrigés, p. 114 
On désigne-par f la fonction numérique définie sur R par : 

f(x) = 2x — sin x. 

On appelle €; la courbe représentative de la fonction f dans un repère 
orthonormé du plan. 

1. Calculer la dérivée de f. ñ 

2. En déduire le sens de variation de fsur R. 

3. Montrer que, pour tout réel x, on a 2x — 1 < f{x) < 2x + 1. 

À l’aide de cet encadrement, déduire les limites de f en — c et en + co. 

4. Construire ‘€ sur [0 ; x]. 

5. Déterminer et tracer les tangentes à €; au point O et au point A 

d’abscisse 7. 

6. Montrer que l’équation 2x — sin x = —- 1 admet une unique solu- 

5. Fonctions sinus et cosinus 

tion o sur Êr ; o|. 

En déduire le nombre de solutions à cette équation dans R ? 

mm Exercice 7 © Corrigés, p. 116 
On veut résoudre sur R, l'équation cos x = x2. 

1. On pose f{x) = cos x — x?, calculer f’(x) et f”’(x). 

2. a. Déterminer le signe de f”’(x) et en déduire le sens de variation de f. 

b. Calculer f’(0). 

c. Déterminer les limites de f”. 

d. En déduire le signe de f’(x). 
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3. En déduire les variations de la fonction f. 

4. Montrer que l'équation f(x) = 0 a une unique solution sur 
UE ë Lee [o; ca de même sur | 2 50]. 

5. Conclure. 

mx Exercice 8 (50min, 5pts © Corrigés, p. 117 

Soit la fonction f : x + sin? x + cos x définie pour tout réel x et soit 

‘f sa courbe représentative dans’ un repère orthonormé du plan. 

1. Démontrer que f'est périodique de période 2r. 

2. On considère que l’on peut restreindre l'intervalle d'étude de f à 

[0 ; x]. Déterminer les variations de f sur [0 ; x] et dresser son tableau 

de variations sur ce même intervalle. 

3. Représenter €; sur [0 ; x], puis compléter la représentation sachant que 

l'axe des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe, enfin utiliser la 

périodicité de la fonction pour compléter le graphique sur [- 2x ; 2x]. 

4. Résoudre l'équation (E) : x?-x-1=0. 

5. On admet que l'équation f{x) = O0 admet une unique solution 

a sur [0 ; x]. Montrer que « est solution de f{x) = 0 si, et seulement 

si, X = cos © est solution de (E). 

6. En déduire la valeur exacte de cos & et, à l’aide de la calculatrice, 

donner la valeur approchée de « en radians à 10? près par défaut. 
L 1 

mm Exercice 9 (60 min, 6pts © Corrigés, p. 118 

us (BR On veut étudier l'existence et le nombre d’extremums de la fonction 
fx) = x2-2sin xsurR. 

1. Étude des variations de la fonction g(x) = x -— cos x sur R. 

a. Déterminer la limite de cette fonction aux bornes de son ensemble 

de définition. 

b. Déterminer la dérivée de la fonction. En déduire les variations de g. 

c. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur R. 

d. En déduire le signe de g(x). .— 

2. Étude des variations de la fonction f. 
a. Calculer la dérivée de la fonction et montrer que le signe de cette | 
dernière dépend du signe de g(x). 

b. En déduire les variations de f (sans calculer les limites). 

c. Que pouvez-vous en déduire sur l'existence, le nombre, et la nature 

des extremums pour la fonction f? 

d. On appelle m cet extremum, montrer que m = o& - 2/1-@2. 



mms QCM 

En a. et c. Une fonction est périodique de période T si, pourtoutx ER, 

fx + T) = f(x). Les fonctions sinus et cosinus sont telles que : 

cos (x + 27) = cos x et sin (x + 27) = sin x. 

Donc f{x + 27) = cos? (x + 27) + sin (x + 27) 

f(x + 27) = cos? x + sin x 

AA FAR) = (x) 

On fait de même pour g et h et on remarque que deux fonctions 

seulement répondent au critère, les fonctions f'et h. 

Fe) a. Seule la fonction f est périodique de période nt Car : 

ft: + e = sin(4x + 27) + cos(8x + 47) 

= sin(4x) + cos[(8x + 27) + 2T)] 

= Sin(4x) + cos(8x + 27) L 

= sin(4x) + cos(8x) 

De même: 

se + à = sin(x + : + cos (2x + TH), ce qui ne convient pas. 

un 
=] 

= 
n 
[e] 
Le 
+ 
v 
n 
=] 

_ 
un 
n 
= 

9 

= 
© 
LL 

ui 

ERREUR 

ERA 
EST 

hf + > m2. cos(x + 2) ce qui ne convient pas non plus. 

© c. Soit f(x) = cos x x sin x : cette fonction est de la forme 

u x v, produit de deux fonctions définies et dérivables sur R, 

d’où f’(x) = - sin x x sin x + cos x x cos x = COS? x — sin? x. 

@ b. fest une fonction définie et dérivable sur R et est de la forme 

. avec u définie sur R \ {Xe keZet impair}. 

— 2 (-sin x X COS x) 

cos“ x É 
Après simplification par cos x, on obtient la réponse b. 

Donc f’(x) = 

@ c. La fonction est définie sur R*, donc la limite cherchée est la 

valeur en . 

PT: sinx _4T D'où lim Fe (n) 
2, Dons aEE TUE 4 

(6) a. La fonction est définie sur ]0 ; +c[, on calcule d’une part 

+ pare ' Ps HAINE 
im. pue =0 et, d'autre part, lim sin( Here 

Par produit de limites, on trouve bien O. 



@ à. On utilise le théorème des gendarmes, 1 < 2 + cos x < 3 ; au 
voisinage de +0, 2+x = 0. Ce qui nous donne l'encadrement suivant : 
RP LAURE : : 

Tin fa < 5x: Les limites à droite et à gauche valent 0, donc, 

d'après le théorème des gendarmes, la limite de la fonction f au 

voisinage de + vaut aussi 0. 

@ b. On suit le même raisonnement que pour la question précédente. 
1 LL 

© b. La fonction fest définie et dérivable sur R \ Ii ,keZet impair} 
—1 et sa dérivée est f(x) = RP 

La dérivée est négative, donc la fonction est strictement décroissante ; 

de plus, 1 = 0, donc la fonction s’annule. 

@ <. On calcule f(x) = 2+-—1-, CONSEIL 
_T Re Il faut bien connaître 

ce qui donne f” CE = 4. On conclut que l'équation de la tangente 
la tangente, ayant un coefficient direc- à la courbe en x = 4: 

(a) (x — a) + fa 
teur différent de O, est oblique. Chut à 140 

mm Exercice 1 ATTENTION 
1. f'(x) = 3 cos (3x). On rappelle avant de dériver que la fonction 

définie, d bl : bl ? Le : est définie, dérivable sur son ensemble 

2. F0) =:52 sinxx _ A de définition, comme somme, quotient. 
3. f'(x) = - 3 cos r +— 3 | de fonctions définies et dérivables. 

RE ee en RENE NNSSSESRSERES 

4. f(x) = cos (2x) +6 sin (3x. 
5. Pour tout x z O, f’(x) = one 

mx Exercice 2 

1. Les fonctions f et g sont définies et dérivables. 

D'où f’(x) =- sin x et gx =sinx 

[37 _ 4. 37 3T 3T 
re Sr s()=cs + 

Deraie Co = ir = SE 

me ere) 
TPE FR 

Les deux fonctions ont bien le même nombre dérivé en x = Te. 



2. On cherche les valeurs qui annulent cette fonc- CONSEIL 

tion : on résout pour cela 1 — 2 sinx = 0 & sin x = d Visualiser 
»: 2 , ; 2 la courbe 

Sur l'intervalle [0 ; 2x] cette équation a deux solutions permet 

qui sont x = : ou x = EL de vérifier 
6 6 les résultats. 

Cela permet de dresser le tableau de signes suivant. 

3. La fonction f est définie et dérivable comme somme de fonctions 

définies et dérivables. La courbe représentative de la fonction admet 

une tangente parallèle à l’axe des abscisses si le coefficient directeur 

de la tangente est nul, ce qui signifie que la valeur de la dérivée en 

ce point vaut 0. 

f@ =- sinfx - cl 

On calcule ff) = — sin(0), ce qui d’après le tableau vaut 0 ; de la 

même façon, on trouve que rt) 20, 

4. : 

RAPPEL 
Soit u une ! 
fonction | 

définie sur I et 
Kk un réel. Si k 
est strictement 
positif, alors 
les fonctions 
feet kf ont le 
même sens 
de variation 
sur. Sikest | 
strictement | 
négatif, alors | 
les fonctions | 
fet kfont 
des sens 
de variations | 
contraires | 
sur 1. | 
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x Exercice 3 

1. Les fonctions f et g sont définies et dérivables comme sommes de 

fonctions définies et dérivables. 

f@) =2x+1- : et g’(x) = 27 sin(Tx) + 2x. 

2. On détermine les équations des deux tangentes au point d’abscisse 1, 

à l’aide de la formule de l’équation de la tangente : y = f”(a)(x — a) + f{a). 

T,:y=2x+1eT,:y=2#;-3. 

3. On remarque que les deux tangentes ont le même coefficient 

directeur, ce qui signifie que T, et T, sont parallèles. 

= Exercice 4 

1. a. La fonction f est définie et dérivable sur [0 ; +c[ comme somme 

de fonctions définies et dérivables : f(x) = 1 — cos x. g 

On étudie le signe de cette dérivée, f’(x) = 0 & 1 - cos x = 0, ce qui 

est toujours le cas, donc on peut conclure que f’(x) = 0, ce qui signifie 

que la fonction est croissante sur son ensemble de définition. 

b. On calcule f{(0) = 0, ce qui permet de déduire que, pour tout 

x E [0 ; + of, f(x) = 0; doncx-sinx=08ex2> sin x. 

2. a. La fonction g est définie et dérivable sur [0 ; +[ comme somme 

de fonctions définies et dérivables : g’(x) = — sin x + x = f{x). 

Le signe de la dérivée dépend donc du signe de la fonction f. Or cette 

fonction est positive ou nulle sur I. Ce qui permet de dire que la déri- 

vée de la fonction g est elle aussi positive et donc que la fonction g 
est croissante sur I. 

b. On calcule g(0) = 0, ce qui permet d'obtenir le signe de la fonction g. 
2 2 

Pour tout x € 1, g(x) = 0. Donc cos x — 147 0O&cosx= li +. 

Or on sait que, pour tout x, —- 1 < cos x < 1, ce qui permet d’en 

déduire l'inégalité demandée. 

x Exercice 5 

1. La fonction est définie et dérivable sur son ensemble de définition 

comme somme de fonctions dérivables : f(x) = sin x + x cos x — sin x, 

ce qui donne, après simplification f”(x) = x cos x. 

On étudie le signe de la dérivée. 



Tout d’abord, on remarque que, sur son ensemble de définition, 

x est toujours positif, donc le signe de la dérivée ne dépend que du 
signe de cos x. Il faut donc chercher sur 

cet intervalle les différentes valeurs de x 
qui annulent le cosinus. 

Rene COS + = COS + = 

On peut donc en déduire le signe de cos x, 

et dresser le tableau suivant : 

CONSEIL 
Il faut bien connaître 
les valeurs remarquables 
qui sont dans le tableau : 
vous pouvez dessiner un 
cercle trigonométrique 
pour mieux les visualiser. 

EEE ENS 

ATTENTION 
N'oubliez pas 
de calculer 

les valeurs 

extrêmes 

et les mettre 

ensuite dans 

le tableau 

pour que 

ce dernier 

soit complet. 
PERRET 

2. On remarque que, sur [ FE | la fonction est continue et mono- 

tone, et qu’elle prend ses valeurs dans [EST : D]: 

On remarque que 0 est une valeur intermédiaire, donc, d’après le 

théorème des valeurs intermédiaires, l'équation 

fx) = 0 admet une solution unique. ATTENTION 
L 

i 

Vous devez faire ! 

attention à l’ordre | On fait de même sur [T ; 2n|. Ainsi sur l’inter- 
2 des Poe. 

valle étudié, l’équation admet 2 solutions. + SES 

On détermine un encadrement de ces deux Loft par dar 

à la calculatrice. On montre d’abord que la première solution est 

dans l'intervalle [2 ; 3], puis on affine les résultats. 

D'où 2,79 < à < 2,80 et, de façon analogue pour la seconde solution, 

6,12 < P < 6,13. 

3. La plus petite des deux solutions est donc ok. 

SE) Sin Sos SE Yo 
ST 13 =) - 2 ce qui est une valeur positive. 
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On fait de même avec f(x) = 7 sin 7 + cos x ce qui donne f{n) = - 1 < 0. 

Cela prouve que la plus petite des solutions de l'équation f{x) = O0 

est telle que & € He ; n|. 

Cela confirme aussi l'encadrement trouvé à la calculatrice pour cette 

valeur, car ST = 2,62 et rt = 3,14. 

On remarque que, par balayage, l'encadrement de cette solution est 

plus fin. à e 

mms Exercice 6 
1. fest une fonction définie et dérivable sur R : f(x) = 2 - cos x. 

2. Sachant que - 1 < cos x < 1, on peut en déduire, que pour tout 

x€E KR, f’(x) > 0, la fonction est donc croissante. 

3. Par encadrements successifs : 

—-1<-sinx< 1, 

d'où - 1+2x = f{x) < 1+2x. y 

Pour déterminer les limites, on utilise le théorème de comparaison :. 

lim 2X-1=+00, | 
X — + oo 

donc lim (2x -1)< im f(x). 

Par comparaison, on en déduit que lim f{x) = +00. 
X— +00 

De façon analogue, on montre que lim f{x) = +00. 
X—-00 



CES EE VE EN EE, PR UE ER 22 AO OU ES TER OS RON ESS 

7 | 

4 

5. En O, une équation de la tangente d est y = x. 

En A, une équation de la tangente d’ est y = 3(x - x) + 27, donc 

Y=3x-T. 

6. Pour répondre à cette question, on peut construire le tableau de 

variations de la fonction. 

On utilise le théorème des valeurs intermédiaires : sur ES s o| la 

fonction est continue, monotone et le calcul des deux images montre 

que la fonction prend ses valeurs dans l'intervalle [1 - x ; O]. 

— 1 est une valeur intermédiaire, donc on peut conclure que l'équation 

f(x) = - 1 admet une unique solution &, sur er ; o|. 

Or il se trouve que, sur R, la fonction est continue et strictement 

croissante, l'équation n’a donc qu’une unique solution. 
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ms Exercice 7 
1. La fonction f est définie et dérivable sur R comme somme de 

fonctions dérivables. 

D'où f(x) =- sin x -2x; 

de même, f”’(x) = - cos x - 2. 

2. a. À l’aide d’encadrements : - 3 < f”/(x) < - 1, ce qui permet de dire 

que la dérivée seconde est strictement négative. Donc la dérivée 

est strictement décroissante. + 

b. f’(0) = O. 
c. Pour déterminer la limite de f” en + >, on utilise le théorème de 

comparaison : 
— sin x — 2x < 1 — 2x, lim 1-2x=-0, 

ce qui permet de dire que lim -sinx-2x=-0. 
X — + co 

De façon analogue on trouve la limite au voisinage de -c, qui 

vaut +00. 

d. On dresse le tableau des variations de f”: 

Ce qui permet de donner le signe de la dérivée, que l’on peut résumer 

dans un tableau de signes : 

3. Ce tableau de signes nous permet de connaître les variations de 
la fonction f : 



4. Pour étudier l'existence des solutions de PS RSEON on se place 

d’abord sur [o $ 53 et on calcule l’image de T 9 ; 

(Z)-=€ < 0, or f0) = 1 > 0. 

Le théorème des valeurs intermédiaires permet de conclure. En effet sur 

[o : 2] la fonction est continue, monotone et prend ses valeurs dans 

Er 4 al, 0 est une valeur intermédiaire, donc l’équation f{x) = 

admet une unique solution. 

On fait de même sur Es 0] et on montre que la fonction admet 

aussi sur cet me une unique solution. 

5. La résolution de l'équation f{x) = 0 est équivalente à la résolution 

de l'équation cos x = x?, ce qui nous permet de conclure que cette 

équation admet deux solutions. 

mm Exercice 8 

1. La fonction est périodique de pére 27, si, pour tout x E R, 
fx + 27) = f(x). 

On calcule f{x + 27) = sin? (x + 27) + cos (x + 27). 

Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 27, ce qui 

permet de conclure que f{x + 27) = f{x). 

2. On restreint l'étude à l'intervalle [0 ; x] : fest une fonction définie 

et dérivable comme somme de fonctions dérivables. 

D'où f(x) = 2 cos x x sin x — sin x 

= sin x (2 cos x— 1). 

On sait que, sur [0 ; x], sin x est positif ou nul, ce qui permet de dire 

que le signe de la dérivée ne dépend que du signe de 2 cos x- 1. 

CONSEIL 
Pensez 

à vérifier la 
concordance 

du graphique 
et de votre 
tableau. 

5. Fonctions sinus et cosinus 

117 



2 

CORRIGES 

4. Pour résoudre l'équation, on calcule le discriminant : 
A=1-4X-1X1=S. 

Il existe donc deux solutions : x, = Le fe et x, = PRE 

5. fa) = 0 & sin? à + cos à = 0 
8e 1 - cos? à +cos &œ = 0 

e cos a -cos a —1=0 

Si on pose X = COS , on a : 

cos? a-cosa-1=02X2-X-1=0. 

6. À l’aide ges questions 4. et 5., on trouve deux valeurs possibles 
pour cos &, mais seule la première est possible puisque la seconde 

est plus grande que 1. 

D'où cos à = EL ER ce qui signifie que cos &« = — 0,62, d'où 

a = 2,24 radians. 

mms Exercice 9 

1. a. Pour déterminer la limite de la fonc- | : À NOTER 
tion g, il faut procéder avec des encadre- | Dans la première partie 
ments pour pouvoir utiliser le théorème vous n’étudiez pas 

de comparaison. la fonction présentée 
Score 1 dans l'introduction, mais 

4 ce que l’on appelle une 
= COST AE fonction intermédiaire. 
lim gR)< re (1+ x) 

—+ — © 
D 

Or lim (1+ x) = — co 



Ce qui permet de dire, d’après le théorème de comparaison, que 
Jim g(X) = - 00. 

De façon analogue, en comparant x - 1 < x — cos x, on peut conclure 
que Jim. gx) = +00. 

b. La fonction g est une fonction continue et dérivable sur son 

domaine de définition, donc g’(x) = 1+sin x. 

Pour déterminer le signe de la dérivée, on procède par encadrement : 
-1<sinx< 1etdoncO0< g{x) < 2. 

La dérivée étant positive pour tout x de l’ensemble de définition, on 

en déduit que la fonction g est croissante. 

c. La fonction g est continue et mono- CONSEIL Le 

tone sur R, elle prend ses valeurs dans R : N'hésite DR | 
F : É un tableau de variations | 
l'équation g’(x) = O0 admet donc une  ; &e stade : cela permet | 
unique solution notée @. de visualiser la fonction. 

d. On dresse le tableau de signes suivant : | ommmmmmememnnmemnr 

2.8. 1 (= 2X—2 COS X = 2x - COS x), 

on LEA ue donc que ass eut re RTE 
: q < q Ë pe à Le signe de g va avoir 

f"@ = 280). Le signe de la dérivée dépend  yne importance dans | 
donc du signe de g, déterminé à la fin de l'étude de la fonction f | 
la question 1. qui suit, il faut donc | 

b. On résume le signe de la dérivée et les AR Ms 
variations de la fonction dans un tableau : rs te Ar: 

c. La fonction étant continue, d’abord strictement décroissante puis 

strictement croissante, elle admet un minimum, atteint en x = ©. 

d. On calcule la valeur de ce minimum. 

On sait que g(a) = O, ce qui signifie que à = cos @. 

De plus, cos? à + sin? à = 1 «> sin à = /1- cos? a = 1-2. 
Donc f{a) =m4a-25sin a =m 

se a-2/1-0o?=m. 
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6 Fonction exponentielle 

&] Une fonction vérifiant f’= f et f(0) = 1 
# Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle 

CROC, p.130 Pour tout réel x, que f’=fet f{0) = 1. 

exp’ (x) = exp(x) ; 
Cette fonction est appelée fonction exponentielle et  exp(0) = 1. 

est notée exp. PER | 

À NOTER 

m Pour tout réel x, exp (- x) = et exp (x) z 0. Er A 
exp () 

# Pour tout réel x, exp (x) > O. 

F1 Nombre e 
# On appelle e l’image de 1 par la fonction exp : e = exp(1). 

# Une valeur approchée de e à 10-* près est e = 2,718. 
* D] 

E] Relation fonctionnelle 
#m Quels que soient les réels a et b, exp (a + b) = exp (a) x exp (b). 

# Pour tout x de KR, on note exp (x) = e*. 

m Conséquences : 

e=1 e'=e 
et+b = e4 eb. e"a = (e<)", ne Z 

HoCL: bee 
e e 

E3 Sens de variation 
et courbe de La fonction exp 
# Par définition, la fonction exp est dérivable sur R et a pour dérivée elle-même ; 

comme elle est strictement positive, exp est strictement croissante sur R. 



x Ses limites en l'infini sont : 

lim e*= +0 et lim e*=0. 
X— +00 AT 

C ROC, p. 130 
# L'axe des abscisses est asymptote horizontale à la courbe de exp en - co. 

« Tableau de variation et courbe : 

+ —00 + 00 

exp'(x) + | 

+ 00 
exp (x pres 525 NE Ed de p(x) ; 

# Conséquences : 
Pour tout réel m strictement positif, l'équation e* = m admet une unique 
solution dans KR. 

Quels que soient les réels a et b, e* = e? équivaut à a =b; 

et <e? équivaut à a < b. 

O D'autres limites 
# Croissance comparée des fonctions x > x et x e*: 

rence 4 
lim —=+o et lim xe* = 0. 
X—+00 YX X—-00 

x Comportement au voisinage de 0 : La fonction exponentielle est déri- 

vable en 0 ; le nombre dérivé exp’ (0) est e° = 1. Par définition de la limite 
h _ 

du taux de variations, on a alors lim Se = exp” (0). 
où 

Propriété : lim ot exp’ (0)= 1. 
x—0 

(1 Dérivée de x — e“1 
x Soit une fonction u définie et dérivable sur un intervalle 1. 

La fonction f définie sur 1 par f{x) = e“® est dérivable sur I et a pour dérivée : 

HD SU x EN. 

| I 6. Fonction exponentielle 



Lever des indéterminations de limites 

en + œ ou en — © 

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e*(5 — x). 

1. Calculer la limite de f en + co. 

2. Calculer la limite de fen — co., ". 

Savoir-faire 

# La fonction f est le produit de deux fonctions. 

æ Dans la question 1., le théorème sur la limite d’un produit suffit pour 

calculer la limite de f en + co. 

# Dans la question 2., on reconnaît une forme indéterminée. On trans- 

forme l'écriture de f pour utiliser le résultat lim xe*= 0. 

(CT RUE 
1. La fonction f est le produit des fonctions x + e* et x 5 -x. 

lim e*=+et lim (5-x)=-c ; par produit, lim f{x) =-— co. 
X—+ X—+00 X—+ 00 

2. lim e*=0Oet lim (5 - x) = + ; on ne peut pas conclure. 
X——00 ” X-2$- 00 

On développe : f{x) = Se* — xe*. 

On a lim 5e*= 0 et on utilise le résultat lim xe*= 0. Par somme, lim f{x) = 0. 
X——00 X—-—00 X——0 

Résoudre des équations ou inéquations 
du type et) = e’P) ou et“ < e"t) 

1. Résoudre dans R l'équation e*+!1=e-05+4 

2. Résoudre dans R l’inéquation e-*+3 < e+?, 

# Pour résoudre des équations ou des inéquations du type e“® = e" 
ou e“® < e"*, on utilise la propriété : quels que soient les réels a et b, 
e* = e” équivaut à a = b ; e® < e? équivaut à a < b. 



Corrigé détaillé 

1.e*1= e %%+4 équivaut à 2x + 1=-0,5x+4:2,5x=3;:x- = 

La solution est 1,2. | 

2.e”"t3<e”t? équivautà-x+3<2x+9;:-3x<6:x >—2. 

L'ensemble des solutions est l'intervalle ]- 2 ; + col. 

3 Étudier une fonction f : x e“b 

Soit u une fonction polynôme du 

second degré. On donne la courbe 

€ représentative de la fonction u. 

Soit f la fonction définie sur R 

par f(x) = e“°). 

Étudier les variations de f. 
Déterminer les limites de f en — co 

et en + co. 

# La fonction f est la composée de la fonction u suivie de la fonction exp. 

# On détermine les variations de u d’après le graphique. La fonction 

exp étant strictement croissante sur R, les fonctions f et u ont le même 

sens de variation. 

Corrigé détaillé 

La fonction u s’annule pour les valeurs — 1 et 4 ; le sommet de la parabole 

= =! 4 21,5 ; on lit u(1,5) = 3. ‘eprésentant u a donc pour abscisse 

a fonction u est croissante sur |-  ; 1,5] et décroissante sur [1,5 ; + col. 

Donc la fonction f est croissante sur |- « ; 1,5] et décroissante sur [1,5 ; + of. 

a fonction u a pour limite — c en — c et en + co. 

comme lim e*=0,on a lim f(x) = Jim fx) = 0. 
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Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e La fonction exp est définie pour tout réel x et est strictement posi- 

tive, il est donc faux de dire que e-? n'existe pas ou que ce nombre est 

négatif. 

e Une valeur approchée de e-f donnée par une calculatrice est 0,135. 

On considère l'équation e* = — 1 ; il est impossible de trouver des 

solutions dans KR. © Exercice 5, p. 126 

° Il ne faut pas confondre ex et 2e* ; en effet : ex = (e) = e* x e* 
etre etre © Exercices 3 et 5, p. 126 

e Il ne faut pas confondre e-* et — e* ; en effet e-* = L: est l'inverse de 

e* et — e* est l'opposé de e*. - 
C Exercices 4 et 12, p. 126 et 128 

e On considère l'équation ex + e* = e“ ; on n’a pas le droit d'écrire 

2x+Xx=4. 

Il faut utiliser dans le bon sens la relation fonctionnelle et+? = ete. 

En revanche, l'égalité e7* x e = e*+3 est vraie pour tout réel x. 

1 "nr © Exercices 3 et 5, p. 126 

e Soit la fonction f définie par f{x) = e* ; la dérivée de f n’est pas la 
fonction x + e*, mais la fonction x > 2xe*. 

C Exercice 12, p. 128 

e Dans l'étude d’une fonction, il faut justifier le signe de la dérivée 
avant de dresser le tableau de variations. 

C Exercices 7 et 11,p. 127 

e Si une fonction f est la composée d’une fonction w suivie de la 
fonction exponentielle, c'est-à-dire que f{x) = e“®, alors la fonction 
f est dérivable sur l’ensemble de dérivabilité de u et a pour dérivée 
FX) = u’(x) x en, 

On voit que le signe de f’ est celui de w’; ce qui montre que les fonc- 
tions u et f ont le même sens de variation. 

C Exercices 12 et 13, p. 128 



PENSE Ten pour réviser Le COUFS mms 

€ La dérivée de la fonction exp est : 

Q a. xx. 

0 b.x+e. 

'erenpeith 

e Pour tout réel x, e>**! peut s'écrire 

care rene 

D'bhere te. 

Dcetexe, 

[3] Soit f la fonction définie sur R 
par : 

f(x) = e* - x +7. 

La limite de f en + c est : 

Q à. + oo. 

Q b.0. 

En 7: 

[4] Soit f la fonction définie sur R 
par : 

X — 

fo) = 

La limite de f en — co est : 

Q a.-1. 

Q b. 0. 

EC: 1 

6 On considère l'équation : 

(e* + 2)(e* - 2) = 0. 

Cette équation : 

Q a. n’admet aucune solution dans R. 

Q b. admet une solution dans R. 

Q c. admet deux solutions dans R. 

© Corrigés, p. 131 

16] Soit la fonction définie par : 
x (x2- 3)e*. 

La dérivée de cette fonction est : 

Qra x 27e, 

Q b.x- (x2+2x-3)ex. 

Q c.xr (-x2+2x+3)e*. 

0 L'équation réduite de la tangente 

à la courbe de la fonction exp au 
point d’abscisse 1 est : 

Q a,y=ex. 

Q b.y=x. 

Q c.y=ex-1. 

O L'ensemble des solutions de l’iné- 
quation e-*+2 > 1 est : 

Q a. [0 ; + oo. 

Q b. [0,5 ; + oo. 

Q c.J-; 0,5]. 

O Soient u et f les fonctions définies 
sur R par : 

u(x) = - 0,5x + 3 et f{x) = e“®. 

Q à. fest croissante sur R. 

Q b. lim fx) =0. 
X—+00 

Q c. lim f(x) = e*. 
X—>+00 

O Soit la fonction définie par : 
x e*x, 

La dérivée de cette fonction est : 

Q a. xr (2x + 1)e*+*. 

Q b.xr ei, 

Q c.xr- e”**, 

= 

ENTRAINEMENT 
6. Fonction exponentielle 
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ENTRAINEMENT 

comanonmmemmnen  EXFCICES emmmmmme 
mm Exercice 1 © Corrigés, p. 131 

Calculer les dérivées des fonctions suivantes. 

1. f définie sur R par f(x) = xe*. 

x-1 

e 

2. g définie sur R par g(x) = 
L 

3. h définie sur R par H(x) = (e* + x)?. 

mm Exercice 2 ji © Corrigés, p. 132 
Déterminer les limites en — œ et en + æ des fonctions suivantes. 

1. f définie sur KR par f{x) = e* - 3x — 1. 

2. g définie sur R par g(x) = e*(x + 2). 

3. h définie sur R par H(x) = e*+x?2-4x+4. 

= Exercice 3 © Corrigés, p. 132 
Simplifier les écritures. 

à exe 2 ex x e°1 3 (e*)5 x e* 
e x ef ju ü e*+2 k e-* " 

mm Exercice 4 © Corrigés, p. 132 
Démontrer que, pour tout réel x : 

SEL 

er 2d+#2e 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 133 
Résoudre dans R les équations suivantes. 

Jetmee, 2.e + 1 =0. 3. ex + 2e* 3 = 0, 

mms Exercice 6 © Corrigés, p. 133 
Résoudre dans R les inéquations suivantes. 

NES AT. 2.e* x (e* —e) < 0. 3. (x - S)(e* + 1) = 0. 



=" Exercice 7 © Corrigés, p. 134 
Soit f la fonction définie sur R par : 

fx) = 2x - 1 - 2e*. 

1. a. Déterminer les limites de f en - et en + co. 

b. Démontrer que la droite d’équation y = 2x — 1 est asymptote à la 

courbe € représentant f en — co. 

2. Calculer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f. 

= Exercice 8 © Corrigés, p. 134 = 
Calculer les dérivées des fonctions suivantes. = . 

1. f définie sur R par f{x) = (x? — 5x — 1)e*. em 

2. g définie sur R par g(x) = RT dl £ 
{ +3 0° a Æ 

[e] 

3. h définie sur R par H(x) = (e* + 5)’. Ar 
4 Z 

À £ Tr 
© 

ms Exercice 9 © Corrigés, p. 135 es 

Déterminer les limites en — S Fr + co des fonctions suivantes. Pire 

1. fdéfinie sur R par f(x) = ———. à POS SEE 

2. g définie sur R par g(x) = e*(x -— 1). 

3. h définie sur R par H(x) = xe* — x? + x + 1. 

« Exercice 10 © Corrigés, p. 136 
X 

= 
Soit f la fonction définie par f{x) = 

dans un repère duplan. 

1. Quel est l’ensemble de définition de f? 

2. Déterminer les limites de f en 0, — c et en + co. 

3, Donner les asymptotes à la courbe €. 

1 et € sa courbe représentative 

sm Exercice 11 © Corrigés, p. 137 
Soit f la fonction définie sur R par : 

x2 

1e &) fo =e (1-2 
1. Déterminer les limites de f en — c et en + co. 

2. Calculer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f. 

174 



mm Exercice 12 © Corrigés, p. 138 

Soit fla fonction définie sur R par f{x) = e* et € sa courbe représentative. 

1. Déterminer les limites de fen -c et en + co. 

2. Calculer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f. 

3. Construire la courbe € dans un repère du plan. 

mu Exercice 13 © Corrigés, p. 139 

Soit f la fonction définie’ sur 10 ; + co par f(x) = e* et € sa courbe 

représentative. 

1. Déterminer les limites de f en 0 et en + co. 

2. Calculer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f. 

mm Exercice 14 | © Corrigés, p. 139 
Soit fla fonction définie sur R par f{x) = (ax + be °**+! et € sa courbe 

représentative. 

On cherche à déterminer les réels a et b sachant que la courbe € passe 

par le point A(2 ; 3) et que la tangente à € au point d’abscisse — 2 est 

parallèle à l’axe des abscisses. 

1. Déterminer les réels a et b. 

2. Étudier les variations de f sur R. 
D] 

ss Exercice 15 © Corrigés, p. 140 
Soit f la fonction définie sur R par : 

fCx) = er + Ze EX. 

1. Étudier les variations de fsur R. 
2. Déterminer les limites de f en - œ et en + co. ‘4 

3. Dresser le tableau de variations de f. 

mm Exercice 16 © Corrigés, p. 141 

On injecte dans le sang, par piqûre intraveineuse, une dose de 1,8 unité 

d'une substance médicamenteuse. On suppose que la substance se 

répartit instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite progressi- 

vement éliminée. On note Q(f) la quantité de substance présente dans 

le sang à l'instant t, exprimée en heures. On montre que Q(f) = 1,8e-}!, 

1. a. Sachant qu’au bout d’une heure la quantité de substance pré- 

sente dans le sang a diminué de 30 %, en déduire une équation 
vérifiée par À. 



b. En utilisant la fonction x ++ e-*, montrer qu'il existe un réel À unique 

tel que e* = 0,7. Donner une valeur décimale approchée de À à 107“ près. 
2. Étudier le sens de variation de la fonction Q sur [0 ; + col. 

Déterminer sa limite en + et tracer sa courbe représentative. 

mm Exercice 17 ( 50min, 4pts © Corrigés, p. 141 
4e* 

* + 1 
= Soit fla fonction définie sur R par f{x) = x + 1 - et € sa courbe 

AG représentative. S 

1. a. Déterminer la limite de fen — co. 

b. Démontrer que la droite 3 d’équation y = x + 1 est asymptote à 
la courbe € en -— co. 

c. Étudier la position de @ par rapport à 3. 

2. a. Déterminer la limite de f en + co, 

b. Démontrer que la droite %’ d’équation y = x — 3 est asymptote à 
la courbe € en + co. 

c. Étudier la position de € par rapport à %. 

= 

ENTRAINEMENT 
6. Fonction exponentielle 

CEE 2 

3. a. Calculer f’(x) et montrer que, pour tout réel x, f”(x) = (ES) : 

b. Étudier les variations de fet dresser le tableau de variation de f. 

4. Tracer la courbe et ses asymptotes. 

« Exercice 18 © Corrigés, p. 143 
= On considère la famille de fonctions f définie sur R par f,(x) = (n — x}e’, 

AC où nest un nombre entier naturel quelconque. 

On appelle €, la courbe représentative de la fonction f, dans un repère. 

1. Déterminer les limites de f, en — 

et en + co. 

2. Calculer la dérivée de f, et dresser 

son tableau de variations. 

3. On trace dans un même repère les 

courbes €,, €,, .. 

On appelle À, le point de la courbe 

€, ayant pour ordonnée le maximum 

de la fonction f,. 

Déterminer l'équation d’une courbe à 

laquelle appartiennent les points À,, 

À,, À., ainsi que tous les points A,. Û 



ms Exercice 19 © Corrigés, p. 144 

SAC ROC On admet l'existence d’une fonction f dérivable sur R telle que : 
ven f’= fet f{0) = 1. 

L'objectif de cet exercice est de démontrer l’unicité d’une telle fonc- 

tion que l’on appelle fonction exp. 

1. Démontrer que, pour tout réel x : 

fx) x ft- x) = 1. 

En déduire que cette fonction f ne s’annule pas sur KR. 

2. Démontrer l’unicité de cette fonction f. 

mx Exercice 20 ( 10min, 1pt ÿ © Corrigés, p. 144 

BAC ROC On cherche à démontrer que lim e*=+ 00 et lim e=0. 
v ns X—+0 X—— 

1. Soit h la fonction définie sur R par : 

RÜ)'= ex: 

a. Étudier les variations de h. 
b. En déduire que, pour tout réel x, e* > x. 

c. À l’aide d’un théorème de comparaison, conclure sur la limite de 

exp en + co. 

2. On rappelle la propriété algébrique suivante : 

“ 1 
e* = er" 

À l’aide du théorème sur la limite d’une fonction composée, déter- 

miner la limite de exp en -— co. 



mms QCM 

6 b. Par définition, la fonction exp est l'unique fonction ftelle que f” = f. 

@ à. e2+1= e2 x el = (ex)? x e = e x e* x ex. 

@ à. fx) = x E- 1+ 2); on utilise lim © = + co, 
X X X—+0 X 

© a. Jim e* = 0; lorsque x tend vers — c, le numérateur tend vers — 1 
— — 00 

et le dénominateur tend vers 1. 

© b. Pour tout réel x, e* > 0, donc le premier facteur ne s’annule 

jamais ; la courbe de la fonction exp rencontre une fois la droite 

d'équation y = 2, donc l'équation e* = 2 a une solution. 

O b. On applique la formule (uy)' = u’v+uv';u:xr- x2-3 a pour 

dérivée u':x-2x;v:xr e*a pour dérivée V’: x e*. 

© a. exp(1) = e et exp'(1) = e ; équation de la tangente : y = e(x- 1) +e. 

Qc. e°=1 ; e +2 > équivaut à-4x+22=0;2>4x;0,5> x. 

@ b. Les fonctions u et font le même sens de variation, la fonction 

affine u est décroissante, on élimine donc la réponse a. ; 

lim u(x) =- oc et lim e*=0, donc lim f{x) = 0. 
X—+00 X—-00 X—+00 

v 
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œ 
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RER 
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BRRRRURES O a. f(x) = e“* a pour dérivée f’(x) = u’(x) x e“®. On pose u(x) = x2 + x. 

us Exercice 1 

1. fx) = xe’ ; la fonction f est un produit de fonctions dérivables sur 

R, donc f est dérivable sur R. On utilise la formule (uv) = u’v + uv’. 

Onposeu(x)=x1etrf{)=e"; d'où 1'(x) = 1 et ve" 

fH=1xe+xxe", donc f”(x) = (1 + x)e’. 

20e I ; la fonction g est un quotient de fonctions dérivables 
e* 

sur R et le dénominateur ne s’annule jamais, donc g est dérivable sur R. 

On utilise la formule ei D ERR 08 
y y2 

On pose u(x)=x-1et{x)=e;d'oùu(x)=1et"(x)=e. À NoTER | 

le t)re eue du | 

Lo 
3. h(x) = (e* + x)’ ; la fonction h est le carré d’une fonction u dérivable 

sur R, donc f est dérivable sur R. On utilise la formule (142)’ = Zuu’. 

On pose u(x) = e* + x ; d'où u’(x) = e* + 1. 

h’(x) = 2(e* + x)(e* + 1). 



= Exercice 2 

1. fx) =e*-3x-1; lim e*=0et lim (-3x-1) = +0, donc, par somme, 
X——00 X—-00 

Jim f(x) = + 00. 

‘im e* = +00 et Jim (-3x- 1) =-00 : on ne peut pas conclure directement. 
X— +00 

1 
On transforme l'écnitise de fen mettant x en facteur : f(x) = {= —3- _ 

lim © = +00 et lim —= 0 ,donçlim(®-3 +) - +00, 
24e X = X x x 

comme lim x=+0, par produit de limites, on obtient lim f{x) = +00. 
X—+00 X—+00 

2. g(x) = e*(x + 2) ; lim e=I0jet lim (x + 2) = +0 : on ne peut pas 

conclure directement. + 

On développe : g(x) = xe* + 2er. 

Comme Jim AEOICT Jim 2e* = 0, par somme, Jim gx) = 0. 

lim e*=+00 et dim (x + 2) = +00, donc, par produit, Jim 1 g(x) = +00. 
X—+00 

3. h(x)=e"+x2-4x+4; 

lim eFOYCt Jim 2 di 4x + 4) = lim x? = +0, donc, par somme, 
X—-0 A 

lim h(x) = +00. 

lim e*=+omet Jim 1 (4 -4x+4)= lim x?=+00, donc lim H(x) = +00. 
X—+0 X—+0 X—+00 

mm Exercice 3 
2 S 2+5 7 

Xe Le LE se-7= oi. À NOTER 
CNET n 'eAMEe ni ne 

On utilise les propriétés 
CNE Eee eh ire es algébriques de exp. 

e* +2 e*+2 rs 

(Di Eds 
3. Es © = (e% + e*) x e* = e#* + ex, 

e X 

ou encore, en factorisant, e2*(e2* + 1). e 

mm Exercice 4 RAPPEL 
On peut partir du second membre, en multi-  e* # 0 pour tout x. 

pliant le numérateur et le dénominateur par e* : 

pour tout réel x, = EE EE 
1+2e* (1+2e-’)xe e*+2e-*e e +2" 



= Exercice 5 
1. e* = e*-° équivaut à 3x = x —9 ; 2x =- 9, d'où x =-4,5. 

La solution de l’équation est — 4,5. 

2. Pour tout réel x, e* > 0, donc l'équation e* + 1 = 0 n’a pas de 
solution dans KR. 

3. Pour résoudre l'équation e2* + 2e* - 3 = (, on pose X = e* et on 

commence par résoudre l'équation d’inconnue X : X2+2X-3=0. 

Cette équation du second degré a pour discriminant : A = 16 ; comme À > 0, 
cette équation a deux solutions : 

—2-4 244 1. 

2. 
X, = 5 =-3etX,= 

On résout ensuite les équations et e* = - 3 et e*= 1. 

Pour tout réel x, e* > 0, donc l'équation e* = — 3 n’a pas de solution 
dans KR. 

e* = 1 équivaut à x = 0. 

Donc l'équation e?* + 2e* - 3 = 0 a une seule solution : O. 
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2 
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mx Exercice 6 

1. e* < 1 équivaut à e* < e°. 

Comme la fonction exp est strictement croissante, e* < e° équivaut 

àx<0. 

Donc l’ensemble des solutions de l’inéquation est l'intervalle 

H © ; Of. 
2. e* x (e* —e) < 0 ; pour tout réel x, e* > O, RAPPEL | 

donc e*(e* - e) < 0 équivaut à e*- e < 0. e=e. | 
e* < e équivaut à x < 1. 

Donc l’ensemble des solutions de l’inéquation est l'intervalle 
J- © :1l. 

3. Pour résoudre l’inéquation, on dresse un tableau de signes : 

On en déduit que l’ensemble des solutions de l’inéquation est 

Joæ;OJUTS ; + oo. 



mm Exercice 7 

1. a. f(x) = 2x - 1 - 2e’ ; lim e*=0et Jim (2x — 1) = — co, donc, par 
X——00 —-0 

somme, lim f{x) = - oo. 
X—-0 

Pour chercher la limite en + co, on transforme l'écriture : 
JRRACE = 1-5) 

fo 2x DA TREX 1 
RES 7 AS 9 : se ue 2 ant dim L= + et lim 2 =0, dope Jim [1-55 -%)=- 0e. 
Comme lim 2x = + c, par produit, lim f(x) = - co. 

X—+00 X—+0 

b. Par définition, si, pour tout x de ]- c ; c], une fonction f peut s’écrire 

sous la forme f(x) = ax + b + g(x), avec a non nul et Jim g@x) = 0, 

alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique à € en — co. 

La fonction fest écrite sous la forme f{x) = 2x — 1 - 2e* avec Jim - 2e°=0; 

donc la droite d’équation y = 2x - 1 est asymptote à € en - co. 

2. La fonction f est une somme de fonctions dérivables sur R, donc 

f est dérivable sur R. On utilise la formule (u + v)’ = u’ + v. 

On pose u(x) = 2x — 1 et v(x) = — 2e ; d'où u’(x) = 2 et v’(x) = — 2ex. 

fR=2-2xe6=2(1-e). 

On sait que e* = 1 si x = 0 et que la fonction exp est strictement 

croissante sûr R. 

Donc si x <0, 1—-e*>0 et, six > 0, 1-e <0. 

On en déduit que la fonction f est croissante sur ]- co ; 0] et décrois- 

sante sur [0 ; + of. 

Tableau de variations : 

mm Exercice 8 

1. fx) = (°° - 5x -1)e* ; la fonction f est un produit de fonctions 

dérivables sur R, donc f est dérivable sur R. On utilise la formule 
(uv) = uv + uv’. 



On pose u(x) = x2 — 5x — 1 et v(x) = e* ; d’où u’(x) = 2x — 5 et v’(x) = e*. 

f(x) = (2x — 5) x e* + (x2 — 5x -1) x e*, donc f’(x) = (x? — 3x — 6)e*. 

2. 2x) = LS: la fonction g est un quotient de fonctions dérivables 

sur R et le dénominateur ne s’annule jamais, donc g est dérivable sur 

uv -uv’ 
ct 

Onposeu(x) = ei let vx) =%2 +43 ; d'où y'(x) =e*et W(x) = 2x. 

g'(0 = e* x (x2 + 3) — (e* — 1) x (2x) (x2 — 2x + 3)e* + 2x 

(x2 + 3)? (x2 + 3)? 

3. h(x) = (e* + 5) ; la fonction h est le cube d’une fonction u dérivable 

sur R, donc f est dérivable sur R. On utilise la formule (*)'= 3w2u’. 

On pose u(x) = e* +5 ; d’où u’(x) = e*. 

h’(x) = 3(e* + 5)2e*. 

R. On utilise la formule (2) - 

, donc g’(x) = 

El nee 9 

1. 0) = 

donc, par AEUNEN Jim f(x) = + co. 

; lim e*= 0, donc Jim 1 (e*— x)= + co et Jim 1 (e*+ 1)= 1; 
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Pour chercher la limite en + ©, on transforme l'écriture : 

| efi-à) ne 
FO) = Te 

e(1+2) 142 

X 
lim = +0, donc, en prenant l'inverse, Jim Mer 0. 
X—+o YX 

On a aussi Jim 1 + <0. On obtient donc Jim (1 > let lim (1 = 1 
X— +00 

À : : 5 
donc, par quotient, Jim fQ) = 1. À NOTER. | 

2.gx)=e*(x-1); en seit 
e* e* | 

lim e*=+0 et lim (x-1)=-c; 29.4 RON 
X—>—00 X—-—00 

donc, par produit, Jim g(x) = - co. 

lim e*=0et Jim = 1) = +0 ; on ne peut pas conclure directement. 
X—+00 

On ANR $ SE = xe-*-e*;en utilisant lim xe-*=0, on obtient 
X—+00 

lim g(x) = 0. 
X—+00 



3.h()=xe-x2+x+1; lim xe=0et lim(-x?2+x+1)= lim -x=-00; 
X—-00 X——-00 X=?>=00 

donc, par somme, lim H(x) = - co. 
X—-00 

Pour chercher la limite en + c, on transforme l'écriture : 

D Le | ++) h(x) 4 > &) 

e* 1 Lo 
lim —=+et lim = lim 1=0, donc imfS-t++ —)= + 00, 
X—+0 Y X—+0 Y Xx—+ +oo Y x F4 X 

Comme lim x?= + c, par produit de limites, on obtient : 
X—+00 

lim h(x) = + co. 

mm Exercice 10 

x 
1: = fa =— 
La seule solution de l'équation e* = 1 est x = 0. Donc l’ensemble de 

définition de f est R*. 

e*-1 x 
2; lim =——— = 1, donc lim —— = 1, soit lim 1Q) = 1. 

x—0 X 0 e*—1 

Limite de f en -co : Jim x=-cæet lim e*=0, d’où Jim 1 (e*— 1)=-1; 
X—-0 

donc, par ct ne lim f(x) = +00. 
X—>—00 

Limite en + : on transforme À NoTER 

1 La fonction g définie par g(0) = 1 et 
Bt g@) = f(x), pour tout réel x non nul, 
PAUSE est continue sur R. 

A! @& L 1 On dit que g est le prolongement 
lim — = + 00 et lim ne 0, donc par continuité de É 

l'écriture f{x) = 

X—+0o Y X—+0o % 

lim (S-2 = + 00, 
X=—+0\ Y n. 4 

. È 1 
Puis, en prenant l'inverse, lim [———|= 0; donc lim f{x) = 0. 

X—+0 | e* œ XL X—+0 

Er 

3. Comme Jim fx) = 0, la droite d’équation y = 0 est asymptote à 
Gen+oo. 
En observant la courbe sur l'écran d’une calculatrice, il semble que 

la droite d’équation y = - x soit ous à € en - co. 

: AR X+x(e*-1)  xe* 
On calcule f{x) - (— x) : f(x) — (- x) = EE RS ME 



La fonction f peut donc s'écrire sous la forme : 

xe* : # 
ft) = - x + , avec lim —* 

e*—1 Xx—-œ e*— 
Ts 0 ; on en déduit que la droite 

d’équation y = - x est asymptote à @ en -— co. 

x Exercice 11 
2 

1. fo) = e* (1 & = CONSEIL 
2 ; On peut commencer par observer la 

lim e*=+cet lim (1 _ à =-co; courbe sur la calculatrice et conjec- 

tre pr 2 turer les limites et les variations. 
donc, par produit, lim f{x) =-00. emmener 

X— +00 

Pour chercher la limite en -— c, on transforme l'écriture : 
x2 

x) = e*-— fo = e-À 
Pour utiliser le résultat lim xe* = 0, on peut écrire : 

X—-00 

2 x * Leaf} (ife2( ci RAPPEL | 
On utilise le théorème sur la limite Si lim f(x) =bet lim gx) =c, | 
0; . D X—4 x—b 

d’une fonction composée. 

e* ; on sait que lim e*=0 et lim xe*= 0. 
X—-0 X—-00 
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alors lim g°fæ=c. 
. X Re 
lim = =-0c0, puis lim xe*=0, mme 
X—>—0 5 X—>—-0 

2 ARE 
donc lim —e2=0. 

XD 02 
4 

De plus, lim x? = 0, donc lim (& e 2) =.0, 
x—0 X—-0 | 2 

Finalement, par somme, lim f{x) = 0. 
22 X—-0c 

On en déduit que la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale 

à la courbe représentant f en — co. 

2. La fonction f est un produit de fonctions dérivables sur R, donc 

fest dérivable sur R. On utilise la formule (uv) = u'v + uv’. 
2 

On pose u(x) = e* et v(x) = 1 — & d'où'u’{(x) = e et y'(x) =- x. 

x2 Es x? 

f'ime (1 _ ë) + e* x (- x), donc f(x) = e* 2 + 1). 

On sait que, pour tout réel x, e* > 0 ; la dérivée a donc le signe du 

ae — x? 
trinôme "5e —x+1. 



— y2 

A=3 >0, l'équation PE +1 = 0 a deux solutions : 

x =-1-V3etx,=-1+ V3. 
Le coefficient de x2 est — 0,5 ; comme il est négatif, le trinôme est 

positif dans l'intervalle ]- 1 - V3 ; - 1 + V3[ et négatif à l'extérieur 
de cet intervalle. 

La fonction f est donc décroissante sur ]- 0 ; — 1 — V3], croissante sur 

[-1- V3 ; - 1 + V3] et décrpissante sur [- 1 + V3 ; + oof. 

Tableau de variations : 

Avec la calculatrice, m = f(-1- V3) =-0,18 et M=f(- 1 + V3) = 1,52. 

mm Exercice 12 
1.) 

On recherche les limites de f en — œ et en + ce. 

La fonction f est la composée de la fonction u définie par u(x) = — x2 

suivie de la fonction exp. 

On utilise le théorème sur la limite d’une fonction composée : 

Si lim f(x) =bet lim g® = c, alors lim ge fix) = c. 
X—4a For à X—a 

lim —x2=-0, puis lim e*=0, donc lim e-*=0; ja 
X—-00 X——00 X—-œ 

lim —x?=-00, puis lim e*=0, donc lim e-*=0. 
X— +00 X—+00 X—+00 

On en déduit que la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale 

à la courbe représentant f en — co et en + co! 

2. On pose u(x) = — x2, d’où u’(x) = — 2x. 

f'@) = - 2xe-*. 

On sait que, pour tout réel x, e* > 0, donc RAPPEL 
e-* > 0 ; la dérivée a donc le signe de — 2x. Si f(x) = e“®, alors 

La fonction f est donc croissante sur ]- oo ; 0] (x) = 4x) x e“?. 
et décroissante sur [0 ; + col. pe 



Tableau de variations : 

mm Exercice 13 
1 

1. fx) = ex. La fonction fest la composée de la fonction u définie par 

U= È suivie de la fonction exp. 

On utilise le théorème sur la limite d’une fonction composée : 

Si lim f(x) = b et lim g(x) = c, alors lim ge f{x) = c. 
x—a x—b X—4 

EN | SAR : 
lim — = + c ; puis lim e*= + oc, donc lim f{x) = + c ; 
ns X—3+00 a 
» 1-2 ne 

{ll 6. Fonction exponentielle 
lim ie 0 ; puis lim e*= 1, donc lim f{x) = 1. 

x—0 X—+0 X—+o Y 

2. On pose u(x) = _ d'où u’(x) =- PL 

donc f’(x) = -L ex. 
x2 

On sait que, pour tout réel x, e* > 0, donc ex > 0; la dérivée a donc 

le signe de - Po 

La fonction f est donc décroissante sur ]0 ; + col. 

Tableau de variations : 

mx Exercice 14 

1. f2) = 3 se traduit par 2a + b =3. 

On calcule la dérivée : f(x) = ae-0%*+1 + (ax + b)(- 0,5)e-0%*+1 ; 

f') = ( 0,5ax + a — 0,5bje- 0% +1, 
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f(- 2) = 0 se traduit par (24 — 0,5b}e? = 0, d'où 2a —- 0,5b = 0. 

2a+b=3 

2a-0,5b=0 

2. On calcule la dérivée : f(x) = (- 0,25x — O,5)e-°*+1, 

La dérivée à le signe de — 0,25x — 0,5 ; elle s’annule pour x =-2 ; elle 

est positive si x < — 2 et négative si x >— 2. Donc f est croissante sur 

]- c ; - 2] et décroissante sur [- 2 ; + col. 
+ 

Le système a pour solutions a = 0,5 et b = 2. 

mms Exercice 15 

1. On calcule la dérivée : f’(x) = e* + 2(- e-*) + 1 ; 
2x = x 

FO = e - 2 E 2+e —+1= 
e* 

On pose X = e*. 

L'équation X + X 2 = 0 à pour solutions X, = 1 et X, =-—2. 

Comme, pour tout réel x, e* > 0, l'équation e* = — 2 n’a pas de solu- 
tion ; e* = 1 a pour solution x = 0. 

Comme X?+X-2=(X -1)(X + 2), on factorise la dérivée : 

(e* — 1)(e* + 2) 

D 
Le signe f”(x) est celui de e* — 1 ; donc f”(x) < 0 si x < O et f(x) > 0 
six >0. 

On en déduit que f est décroissante sur ]- © ; 0] et croissante sur 
[0 ; + oof. 

2 lim e* = + oo, lim e*=0 et lim X = + ©, donc Jim f(x) = + co. 

Pour déterminer la limite en — , on transforme l'écriture : 

fx) = e-*(e2* + 2 + xe*) : 

lim e==0, lim xe:=0, 
X—-00 X—-00 

donc Jim (e2* + 2 + xe*) = 2 

Corine lin e"* = + co, par produit, Jim f(x) = + oo. 
X—-00 



3. Tableau de variations de f: 

x Exercice 16 

1. a. Q(0) = 1,8 ; Q(1) = Q(0) — 0,3Q(0) = 0,7Q(0) et Q(1) = 1,8e* ; 
donc e”? = 0,7. 

b. La fonction x + e-* est continue et strictement décroissante sur 

R,e’=1ete! = 0,37 ; le nombre 0,7 étant compris entre 0,37 et 1, 

il existe un réel À unique dans l'intervalle ]0 ; 1[ tel que e-} = 0,7. 

Avec la calculatrice : 

e-* nee A 
0,3566 0,70005 

0,3567 0,69998 

Une valeur décimale approchée dé À à 10-* près est 0,3566. 

2. On calcule la dérivée : 

Q’(f) = 1,8 x (- Aje-. 

À étant positif, la dérivée est stric- 

tement négative sur [0 ; + col ; la 

fonction Q est donc décrois- 

sante sur [0 ; + col. 

. 

lim — At =- 00, donc lim e-“#=0 
X +00 X +00 

et lim Q(t) = 0. 

x Exercice 17 

0,5pt | 

0,5pt |] 

4e* 
. à. =x+1- , 
ne e*+1 : 

lim (x + 1) =- 0 ; lim e*= 0, d’où lim 2 = 0 ; donc, par somme, 

lim f(x) = - co. 

b. On veut démontrer que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote 

à la courbe € en -— co. 

| 6. Fonction exponentielle 
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CORRIGES 

1pt 

La fonction f est écrite sous la forme LR AppeL 

f)=x+1- is 
CR 

avec lim er O: Si, pour tout x de J- ; cl, 

1 9e EURE f peut s’écrire sous la forme 
donc la droite d’équation y = X +1 fx) = ax + b+g(x), avec a non 

est asymptote à € en -— co. nul et Jim, g(x) = 0, alors la 

c. Pour étudier la position de € par droite d’équation y = ax +b 

rapport à ®, on étudie le signe de la est asymptote oblique à “6, 

différence f{x) — _ + 1). È sens 
' 

il ze fn -G+D=2 : 
On sait que, pour tout réel x, e* > 0, donc me 

4e* 

+1 

Par conséquent, la courbe € est toujours située sous la droite %. 

0: 

2. a. Pour chercher la limite en + c, on transforme l'écriture : 

4e* 4e 4 1- = X+ 1 ———=zx+1-—; 
RE e* +1 ci e*(1 + e-*) E 1 +e* 

lim (x+1)=+00, lim e*=0, d'où lim = #5 donc lim f(x) = + 00. 
X— +0 X— +00 X—+0 

b. On calcule f{x) — (x — 3) : f{x) — (x - 3) = x + 1 - 
+ 

Tree 
_1+e* 

On a montré que lim — = 4, donc lim 4- 1 É =0 
X—+o | + e-* X—+00 + e-* 

On en déduit que la droite %’ d’équation y = x — 3 est asymptote 

à la courbe en + co. 

c. Pour étudier la position de € par rapport à %’, on étudie le signe 

de la différence f{x) — (x — 3). 

4 4e”* 
3) = 4 — ———— : 

RAGE 1+e* "l+e* < 

4e-* 
Pour tout réel x, e-* > 0, donc _ 

Par conséquent, la courbe @ est ei située au-dessus de la droite ®. 

3. a. On cherche à montrer que, pour tout réel x, f(x) = È = . 
2 x 2 x x da + 

PU) = 1 - HER EL D = Xe 
(e* + 1)? 

FO = Ê + ) ne + AOe ANNE RIRES 
e*+1 (e* + 1)? (e* + 1)? 

(e* + 1)2— 4e* = (e*- 1)? CONSEIL 

Par conséquent, f”(x) = 
e* — à On peut utiliser la formule 

er + 1/° (a + b}2 - 4ab = (a — by. 
rene er 



,5pt ) 
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b. La dérivée de f est toujours positive et s’annule pour x = 0 
(car e° = 1) ; la fonction fest donc strictement croissante sur R. 

Tableau de variations : 

4. Voir le graphique ci-contre. 

us Exercice 18 

1pt | 

1,5pt ) 

,5pt ) 

1. f,@) = (n - x)e* ; f(x) = ne* — xex. 

lim e*= 0, l’entier nest fixé, d’où lim ne*= 0. 
X 3-00 X—— 00 

On sait que lim xe*= 0, donc, par somme, lim f{x) = 0. 
X—-—00 X——00 

lim (r1- x) =- 00, lim e* = + oo, donc, par produit, lim f{x) = - c. 
ce X— +00 

2. f, est un produit de fonctions dérivables sur R, donc f. est dérivable 
sur R. On utilise la formule (uv)’ = u/v + uv’. 

On pose u(x) = n — x et v(x) = e* ; d’où u’(x) = — 1 et v’(x) = e*. 

FC =-1%xe+(n-—x) xe*, donc f(x) =e(-x+n-1). 

Pour tout réel x, e* > 0 ; la dérivée a donc le signe de-x+n-1; 

elle s’annule pour x = n -— 1, elle est positive si x < n — 1 et négative 
six>n-1. 

Donc f, est croissante sur ]- c ; n — 1] et décroissante sur [n — 1 ; + of. 

Tableau de variations : 

X — © n-1 + co 

f'@) 

Ga ar no 
3. À, a pour coordonnées (n — 1 ;e"-!) ;ore"-'=exp(n-1). 

+ 0 - 

n-1 

Les points A, appartiennent donc à la courbe représentative de 
la fonction exp. 

L = 
C 
L 1 

= 
cr 
£ 
© 
& o] 
£ 
9 
je 

Ê 
[ee] 
BESVES 
ERSEE 
BR 
ESS 



mm Exercice 19 

1. Soit 6 la fonction définie sur R par (x) = f(x) x f- x). 

La fonction 6 est dérivable sur R et a pour dérivée : 

4’) = FO x 2) + RO x CFE 2). 
Or, par hypothèse, f”= f, donc @/(x) = f(x) x fl x) + fx) x (- ft x) ; 

il s'ensuit que, pour tout réel x, ®’(x) = 0. 

La fonction est donc constante sur R. 

Comme 6(0) = 1, pour tout réekx, (x) = 1, 

ou encore f{x) x f{- x) = 1 

On en déduit que, pour tout réel x, f(- x) = 4 D —— et f(x) # 0. 

2. On suppose qu'il existe une deuxième. fonction g dérivable sur R 
telle que g’= g et g(0) = 1. 

Soit h la fonction définie sur R par H(x) = ne 

(h est définie sur R car pour tout réel x, g(x) < 0, d’après la question 1.) 

La fonction h est dérivable sur R et a pour dérivée : 

, FO x 80) - D x 5 X) 
res ER} 
Or f’=fet g’=g, donc pour tout réel x, h’(x) = 0. 

La fonction h est donc constante sur R. 

Comme H(0}= 1, pour tout réel x, h(x) = 1, ce qui signifie que fix) = g(x). 

La fonction f est donc unique. 

mm Exercice 20 
1. a.h(x) = e- x ; h est dérivable sur R et a pour dérivée H’(x) = e*- 1. 

On sait que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R 

et que e° = 1 : on en déduit que, pour tout réel x positif, e&* > 1 et 
h'(x) > 0. 

La fonction h est donc croissante sur [0 ; + of. 

b. Or h(0) = 1 ; pour tout réel x appartenant à [0 ; + |, on a donc 
h(x) > 1 > 0. 

On en déduit que, pour tout réel x de [0 ; + co, e* > x. 

0,25pt] c. Comme lim x = + c, on obtient Jim e* = + 00, 

0,25pt| 2. Pour tout réel x, e* = — Lorsque x tend vers — co, — x tend vers + co ; 

puis e”* tend vers + co et = tend vers 0. Par conséquent, lim e* = O. 
X—-0c 



Fonction logarithme népérien 

2 La fonction logarithme népérien :x+ ln x 
a. Définition 
# On appelle fonction logarithme népérien, notée In , l'unique fonction 

dérivable sur |0 ; + | dont la dérivée est x . et qui s’annule en 1. 

b. Conséquences 
min (1)=0. 

sm La dérivée de la fonction In étant strictement positive sur ]0 ; + œ[, on 

en déduit que In est strictement croissante sur ]0 ; + col. 

nx<Inyex<y 

nx=Inysx=y 
D'où 

c. Propriétés 
Soient a et b deux nombres appartenant à ]0 ; + col. 

# In (ab) = In a + In b. # Pour tout p € N, In (&#) = p In 4. 

b 

(en particulier In o = In 4). 

=in()=ma-mb =in(@)=Sma. 

d. Limites aux bornes de l'ensemble de définition 
m liiminx=+et lim In x=- ce, 

2e rt x—0*+ 

æ Le tableau de variations de la fonction In est le suivant : 

7. Fonction logarithme népérien 



= Représentations graphiques des fonctions x e*, x xetxrInx: 
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B Résolution d'équations et d'inéquations 
a. Équation du type In x = m 
(avec m réel quelconque) 
s La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0 ; + œ[, à l’aide 

de son tableau de variations et, d’après le théorème des valeurs intermé- 

diaires, on peut en déduire que, pour tout réel m, l'équation In x = "admet 
une unique solution dans ]0 ; + of. 

# Il existe un unique réel strictement positif dont le logarithme népérien 
est 1 : ce réel est noté e. 

In e = 1, d’où In Ô =- 1 (avec 2,718 <e < 2,719). 

m On admet que, pour tout réel m : 

In (x”) = m X In x (avec x > 0). 

D'oùnx=melnx=mlne, puisquelne=1: 

SInx-Ine’ 

D Xe 



b. Inéquation du type In x < e” 
(avec m réel quelconque) 
= La propriété de (stricte) croissance de la fonction In donne la résolution 

de l’inéquation : 

In x < m équivaut à x < e”!. 

E] Limites et croissances comparées 
= Croissances comparées À NOTER. 

: s In x 1 | 
en l'infini : lim im = 0. On trouve lim ROLE , à partir de la | 

à lim xINmx=0. limite précédente à V'aide d’un change- 

= lim M) = 1 et lim 
x—0 

In (1 +x) _ j, ment de variable : 
x | Inx _j, 10 (X+1) 

Km x 1: es "Fil 
1x1 je His à 

7. Fonction logarithme népérien 

3 Logarithme d'une fonction 
x On considère une fonction u définie et strictement positive sur un inter- 

valle I. On étudie la fonction composée notée In (u) définie par In [u(x)]. 

Les fonctions u et In u ont le même sens de variation sur I. 

x Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1, 
! 

ee Re PT: 
la fonction In u est dérivable sur I et sa dérivée est (In u)’ = 2 

El Logarithme de base a 
et logarithme décimal 
= Pour tout nombre a strictement positif, on appelle logarithme de base a 

a fonction notée log, telle que : 

In x 
log, (x) Ana 

» log, (a) = 1 et, Vx > O, log, (x) = In x. 

Vx, y > 0, log, (xy) = log, (x) + log, (y). 

1 1 
Vx > 0, log’ = 

: La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction logarithme 
In x 

In 10° 
de base 10. Ainsi, on écrit log x = 
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METHODE 

Fi Étudier une fonction logarithme 

ETES 
On considère la fonction f définie sur ]0 ; + co[ par f{x) = x + ne 

On note €, la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 

1. On considère la fonction auxiliaire g définie sur ]0 ; + co[ par : 

gæ) =x2+2-21n x. 

a. Étudier le sens de variation de g et calculer g(1). 

b. En déduire le signe de g sur ]0 ; + of. 

2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. 

3. Étudier les variations de fet dresser son tableau de variations. 

4 4. Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote à €. 

Étudier les positions relatives de €, et A. 

5. Déterminer les coordonnées du point A de €, sachant que €, admet en 

A une tangente T parallèle à A. 

6. Tracer €,, A et T dans le repère. 

7. Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution x, et 
. “+ 

prouver que ; et 

Savoir-faire 

# Pour étudier les variations de la fonction g, on calcule sa dérivée et on 

étudie son signe. On trace la courbe de la fonction g pour la visualiser 

et pouvoir ainsi vérifier au fur et à mesure les résultats trouvés. 

m On commence ensuite l'étude de la fonction f: on efface la représenta- 

tion graphique de la fonction g de la calculatrice et on trace maintenant 

celle de la fonction f. Cette fonction étant un peu plus difficile à étudier 

il est important de vérifier les résultats à chaqüe étape. 

m Pour montrer qu'une droite est asymptote à une courbe, on calcule 

la différence f{x) — y et on montre que la limite de cette différence au 
voisinage de l'infini est nulle. 

# Pour étudier les positions relatives entre une courbe et son asymptote, 
on étudie le signe de la différence f{x) — y. 



m Pour pouvoir tracer T, il faut en déterminer une équation. On utilise 
la formule y = f(x,)(x — x,) + f(x,). 

Corrigé détaillé 

1. a. La fonction g est une fonction continue et dérivable sur son ensemble 

de définition, comme somme de fonctions continues et dérivables : 

g'(x) = 2x - £ 

Pour étudier le signe de la dérivée plus simplement, on transforme l'écriture 

de la fonction en la mettant au même dénominateur : 

2(x — 1)(x + 1) 

25 30% 

Sur ]0 ; + c[, le dénominateur est strictement positif, donc le signe de la 

dérivée dépend de celui du numérateur. Le numérateur est un polynôme 

du second degré qui s’annule pour x=1oux=-1. 

g'® = 

X — 1 il + 00 

Signe du numérateur + 0 - 0 + 

On obtient donc le tableau suivant : 

On calcule la valeur du minimum : g(1) = 1 + 2-2 In 1 =3. 

b. Pour tout x € ]0 ; + co[, g(x) = 3. On en déduit le signe de la fonction g : 

elle est strictement positive sur son ensemble de définition. 

2. Pour trouver la limite de f en 0, on peut décomposer la fonction. 

lim 1 = + et limin x = — co, donc, par produit de limites, on obtient 
x—0: X x—0 

mr2udnex 
lim =— 
x—0* X 

On en déduit lim f{x) = — co. 
x—0 

| | 7. Fonction logarithme népérien 
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METHODE 

On procède de la même façon pour trouver la limite de fen + co : 

lim x = + © et lim ce = 0, donc, par somme de limites, on obtient 
X—+00 X—+00 X 

lim f(x) = + co. 
X—+00 

3. La fonction fest dérivable comme somme et quotient de fonctions conti- 

2XLxx-2x1xXImx ee " : 
près SP ACATION 

x2 

: À 3 3 ù “ LHC DIE g(x) 
et mise au même dénominateur, on obtient la dérivée suivante : f”(x) = RS 

nues et dérivables : f(x) = 1 + 

Sur ]0 ; + co[, le dénominateur étant strictement positif, le signe de la dérivée 

dépend uniquement du numérateur, donc du signe de la fonction g. Or 

on à vu à la question 1. que la fonction g est strictement positive, ce qui 

permet de dire que f(x) > 0. Par définition la fonction f est donc strictement 

croissante sur son ensemble de définition. 

+ am A + 00 CONSEIL 2 
fx) “ Remplissez le tableau et véri- 

fiez la cohérence limites/ 
(à ICONE 0 ES variations/représentation 

ae graphique avant d’aller plus 

loin dans l'étude. 
in Inx 

4. —y = D Y— ) : RE fx) - y = x + re # 

lim 2 In x = = 0, paf définition. Donc la droite À d’équation y = x est asymptote 

à €, au voisinage de + co. 

On étudie le signe de la différence f(x) — y : 

CONSEIL 

Tracez cette asymp- 

tote sur votre graphe. 

Pour tout x € ]0 ; 1], la courbe est en dessous de son asymptote, et pour 

tout x € ]1 ; + cf, la courbe est au-dessus de son asymptote. 

5. Si‘6.admet une tangente T parallèle à A, alors le coefficient directeur de T et 
celui de À sont égaux. Or le coefficient directeur de A vaut 1, donc celui de T 
vaut aussi 1. De plus, le coefficient directeur de la tangente est égal à la valeur 
du nombre dérivé en A, ce qui amène donc à résoudre l'équation suivante : 

, % 
FC =1 e 4 - 1e sg) =Xx 

2-2nmx=-0einx=1 



On obtient la solution suivante : x = e, ce qui donne pour le point A les 

coordonnées suivantes : À (e ;e+ 2) On trouve l’ordonnée de A en rem- 

plaçant la valeur de l’abscisse dans la fonction. 

6. On utilise la formule y = f’(e)(x — e) + fe), avec f’(e) = 1 et fe) = e + . 
e 

On en déduit : y = x +Z. 

= 
v 
a 
so 
[5 
so 
[= 

v 

= 
<< 
re 
= 
q 
09 
© _ 

[= 

= 
=] 
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7. Sur ]0 ; + [, la fonction fest continue, elle est monotone et elle prend 

ses valeurs dans R, 0 est une valeur intermédiaire, donc, d’après le théorème 

des valeurs intermédiaires, l'équation f{x) = 0 admet une unique solution. 
das ; Orf(5)=5-41n2<0etf{1)=1>0. 

, 1 . 

Cela nous permet d’encadrer la solution CONSEIL 
'A : ; 

pe l'équation” On peut encadrer plus finement | 

1 pe |. la solution par balayage à la cal- | 

Core culatrice. | 

7” 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Il ne faut pas oublier que la fonction In x n’est définie que sur ]0 ; + co[ 

et que la fonction Inu(x) n'est définie que pour u(x) > 0. 

C Exercices 5 et 11, p. 154et 156 

e La dérivée de la fonction mu(x} suit les règles sur les fonctions 

composées et vaut ou © Exercices 3 et 11, p. 154et 156 
u(x 

e Il ne faut jamais écrire le logarithme népérien d’un nombre négatif. 

© Exercices 4 et 5, p. 154 

e Il est important de ne pas oublier que, pour tout x < 1, In x < 0 et, 

pour tout x >1,Inx > 0. é 
© Exercice 7, p.155 

e Il ne faut pas oublier en utilisant l'égalité In (a + b) = In a + In b, que 

l'ensemble de définition de la fonction de gauche risque de ne pas être 

le même que celui des fonctions de droite. CG QCM, p. 153 

e Lors des calculs de limites au voisinage de + co, il ne faut pas confondre 

lim na et lim — En effet, à l'infini, l’exponentielle « l'emporte » 
X—+00 X X—+00 

sur x, alors que‘* « l'emporte » sur In x. © Exercice 10, p. 156 

e Pour résoudre une équation du type In u(x) = In v(x), on doit d’abord 

déterminer l’ensemble de définition des deux fonctions u et v, ce qui 

donnera l’ensemble de définition commun sur lequel on résoudra 

l'équation. Enfin, il conviendra de vérifier la véracité de cette solution 

par rapport à l’ensemble de définition pour ne prendre en compte que 
les solutions y appartenant. 

Un point en + sur La copie 
e Lorsque vous résolvez une équation du type In a = In b, avant d'écrire 
que cette équation est équivalente à a = b, vous pouvez indiquer que 
vous avez le droit de le faire parce que la fonction In est strictement 
croissante. 

e Lors du calcul des limites, il se peut que vous remarquiez l'existence 
d'asymptotes à la courbe, il ne faut pas hésiter à les signaler même si 
elles ne sont pas demandées. 



mes Chem pour réviser Le cours sms 

€) Le nombre - 3 est solution de 
l'équation : 

Q a.nx=-In3. 

Q b.In e*=-3,. 

O c er*=- 3, 

[2] Pour tout réel x de ]0 ; 1]: 

Ua nx>=0 

Q b.Inx<0. 

Q c.Inx<0. 

© La courbe de la fonction In 
admet : 

Q a. une asymptote horizontale. 

Q b. une asymptote verticale. 

Q c. une asymptote oblique. 

[4 Soit a un réel strictement positif, 
In (24?) + 2 In a =: 

Q a. In 2+ In (a‘). 

Q b. In 2a + 3ln a. 

Q c. In [(2a)“]. 

O Sur ]0 ; + oo, si f{x) = x(In x - 1), 

alors : . 

Q a.f'x)=Inx-1 

Q b.f'x)=Inx-2 

El ce, FX) = In x 

C6] Soit f la fonction telle que : 
f(x) = x (1 - 3 In x). 

lim f(x) =: 

Q a.- oo, 

Q b. 0. 

HG. 1: 

© Corrigés, p. 159 

(7 Soit g la fonction telle que : 
gx) = In (x? + x - 2). 

Quelle est la limite de g(x) lorsque x 

tend vers 1 (x > 1) ? 

Q àa.- 00, 

Q b.-2. 

LICU: 

[8] Soit f la fonction définie et déri- 
vable sur ]0 ; + c[ par : 

f(x) = 31n x - 2x +5. 

Dans le plan muni d'un repère, la 
tangente à la courbe de la fonction 
f en son point d’abscisse 1 a pour 
équation : 

Q à. y=x+2. 

Q b.y=-x+4. 

Q c'y=3x+1. 

Q Soit u une fonction strictement 
positive sur l'intervalle ]0 ; + oo. 

Si lim u(x) = 0, alors : 
X +00 

Q a. lim In (u(x)) = + co. 

Q b. lim In (u(x)) = - co. 

Q c. lim In (u(x)) = 1. 

oO Dans quelle(s) condition(s) l’éga- 
lité In (x? + 3x) = In x + 1n (x + 3) 

est-elle vraie ? 

Q a. Six>0. 

Q b. Six <-3. 

Q c.six<-3ousix>0. 

{ 
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7. Fonction logarithme népérien 



mm Exercice 1 © Corrigés, p. 159 
Simplifier les écritures suivantes. 

3 ‘ LEA SR AG RES A=In In 3-1 

B=In 7-3 +2 In 49 
[1 + 

C=Iln./135 +In 75-In y/1S In 27 

mms Exercice 2 © Corrigés, p. 160 

Calculer la valeur exacte des trois nombres À, B et C suivants. 

Que peut-on remarquer ? 

A=In9+In4-2In6 

B=in &-4n2+2in3 i 

1 
C=-In9-In3 > In n 

mms Exercice 3 © Corrigés, p. 160 
Indiquer les valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes 

ont un sens. « 

f@).= 2 In x -x (th ln x? h(x) = In (2x + 3) 

i(x) = In (x2— 4) j@X) = In (1 - 2x) 

mm Exercice 4 © Corrigés, p. 160 

Résoudre les équations et inéquations suivantes. à 

1. In (3x - 5) = In (1 - 2x). 2. In (3x + 5) = In (1 - 2x). 

3. In (3x +7) =In (x -5). 4.1n (x+5) > In (1 - 2x). 

5.in (x-2) =1n (2x-1). 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 161 
Soit la fonction f:x-x+1+2In Rnk 

1. Déterminer l’ensemble de définition de la fonction. 

2. Déterminer les variations de la fonction f sur ]1 ; + col. 

3. En déduire le signe de f. 



« Exercice 6 © Corrigés, p. 162 
Résoudre les équations et inéquations suivantes. 

1. In (3x2 - x) < In x + In 2. 2. In (3 - x) + In 2 - In (2x + 1) = 
0. 

3, In (2x-1)=-5. 4.n(x+1)>2. 

5. (In x) -3Inx-4=0. 

=" Exercice 7 © Corrigés, p. 163 
Résoudre dans N. 

1. (1,05) > 2. 2. 0,2 > y 

mm Exercice 8 © Corrigés, p. 164 
Soit f la fonction définie sur ]0 ; + c6[ par f{x) = Se -4x+3 In x. 

1. Déterminer la limite de fen 0. 

2. À l’aide d’une factorisation judicieuse, déterminer la limite de f 
en + co. 

3. Déterminer la dérivée de f! 

4. Déterminer les variations de f. 

5. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe représentative 

de f au point d’abscisse 2. 

= Exercice 9 © Corrigés, p. 164 
1. On considère la fonction g définie sur ]0 ; + oo! par g(x) = x? + In x - 1. 

a. Montrer que g est strictement croissante sur ]0 ; + cf. 

b. Calculer g(1) et en déduire le signe de g(x) pour tout x de ]0 ; + oo. 

2. On considère la fonction f définie sur ]0 ; + co[ par f{x) = x + 1 — mi 

a. Étudier les limites de fen 0 et en + co. 
b. Calculer f(x) et montrer que f”(x) a le même signe que g(x). 

c. En déduire les variations de la fonction f sur ]0 ; + oo. 

d. Dresser le tableau de variations de la fonction f en indiquant les 

limites. 

« 
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7. Fonction logarithme népérien 

3. Soit € la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. 

a. Montrer que ‘€ admet la droite % d’équation y = x + 1 comme 

asymptote oblique. 

b. Étudier la position relative de € par rapport à cette asymptote 

oblique %. 



c. Déterminer les coordonnées du point J de la courbe € où la tangente 

est parallèle à la droite %. 

mu Exercice 10 © Corrigés, p. 166 
L'objectif de cet exercice est de démontrer le résultat suivant : 

: JDA 
lim es = 0. 
X—+e | X 

Partie À : Étude d’une fonction 
On considère la fonction f définie sur ]0 ; + co[ par f{x) = In x - /x. 

1. Montrer que f”(x) = LEE 

2. En déduire les variations de la fonction f et dresser son tableau de 

variations (les limites ne sont pas demandées). 

3. Justifier alors que, pour tout x de ]0 ; + co[, In x < x. 

Partie B : Utilisation des théorèmes de comparaison 

1. En utilisant les résultats de la partie À, démontrer que, pour tout 
: ; ca x ee 0 | 

réel x strictement supérieur à 1, on à 0 <——< ——. 
x x 

2. Déterminer lim el et en déduire lim (2, 
X+0 | /% X—3+0\ Y 

L 1 

ms Exercice 11 © Corrigés, p. 166 

La courbe €, ci-contre repré- 

sente, dans le plan muni d'un 

repère orthogonal, une fonction f 

définie sur l'intervalle [- 1 ; 6]. 

On sait que la courbe €, : 

- coupe l’axe des ordonnées au 

point A d’ordonnée 3 et l'axe des 

abscisses au point B d’abscisse b ; 

— admet une tangente parallèle à 

l'axe des abscisses au point d’abs- 
cisse 2’; 

— admet la droite T pour tangente 

au point À. 



Partie A : Répondre sans justification aux questions suivantes. 

1. Lire graphiquement f{- 1), f(0), f{2), f{5). 

2. Résoudre graphiquement, sur [- 1 ; 6], f{x) = 0 et f{x) = 0,5. 

3. Déterminer graphiquement f”(0) et f(2). 

4. Résoudre graphiquement, sur [- 1 ; 6], f(x) > 0. 

Partie B : On étudie la fonction g qui à x associe g(x) = In [f{x)] où In 
désigne la fonction logarithme népérien. 

Chacune des réponses de cette partie devra être justifiée avec soin, 

on utilisera les résultats de la partie A. 

1. Préciser l'intervalle de définition 1 de la fonction g. 

2. Déterminer la limite de la fonction g quand x tend vers b. 

3. Déterminer les variations de la fonction g sur l'intervalle I. 

4. Calculer l’image de -— 1, puis dresser le tableau de variations de g. 

5. Calculer g’(0), puis g’(2). 

6. Résoudre dans ] l’inéquation g(x) = - In 2. 

Partie C : On admet que g est définie par une expression du type 

gx) = In (ax2 + bx + co). 

Déterminer les réels a, b et c, à l’aide des réponses des parties A et B. 

= Exercice 12 © Corrigés, p. 167 
Le son se manifeste par des variations de pression de l'air et l'unité 

de mesure de cette pression est le pascal. La pression de l'air s'exerce 

sur le tympan de l'oreille : si la pression est supérieure ou égale à 

20 X 106 pascals, l'oreille humaine perçoit un son que l’on mesure 

en décibels (db). Le niveau sonore d(1) d’un son d'intensité I est 

donné par la formule d(l) = () où I, est l'intensité du seuil 
0 

d’audibilité de l'oreille humaine. 

1. Une voix humaine produit un son dont l'intensité I est égale à 

10*T,. Calculer le niveau sonore, en décibels, atteint par cette voix. 

2. On considère deux intensités quelconques J, et I, telles que I, < I. 

a. Déterminer d(1,) - d(1.). 

b. Calculer cette différence dans le cas où I, = 21, à l’unité près. 
I 

c. Déterminer Fe si d(I,) - d(L,) = 15. Justifier ensuite l'affirmation : 
L 

« 115 décibels, c’est environ 32 fois plus fort que 100 décibels. » 
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ENTRAINEMENT 

un Exercice 13 ( 60 min, 5pts © Corrigés, p. 168 

Pour tout entier naturel n, on considère la fonction f, définie sur 

10 ; + co[ par f(x) = - nx- x In x. 

On note €, la courbe représentative de la fonction f, dans un repère 

orthonormé (O; f, Ÿ). Les courbes €,, €, et €, sont les courbes repré- 

sentatives des fonctions f, f, et f.. 

Partie À : Étude de la fonction f, définie sur ]0 ; + co[ par: 

0) = - x In x. 

1. Déterminer la limite de la fonction aux bornes de son domaine. 

2. Déterminertla dérivée f”,(x) et en déduire les variations de la fonc- 

tion f, sur ]0 ; + cof. 

Partie B : Étude des fonctions f. pour n entier naturel 

1. Déterminer la dérivée f” (x). 

2. a. Démontrer que la courbe €, admet en un unique point A; une 

tangente parallèle à l’axe des abscisses. 

b. Prouver que ce point appartient à la droite À d’équation y = x. 

c. Déterminer les coordonnées des points A,, A, A,. 

Placer ces trois points sur la figure. ss 

3. a. Démontrer que la courbe €, coupe l'axe des abscisses en un 

unique point, noté B,, et donner son abscisse. 

b. Démontrer que la tangente à la courbe @, au point B, a un coeffi- 
cient directeur indépendant de n. 

c. Déterminer et placer sur la figure les points B,, B,, B.. 



sms QCM 
@ b. In (- 3) n'existe pas. 
a c. L'intervalle est fermé en 1 et In (1) =0. 

© b. On sait que lim In x = co. 

@ à. et b. Il suffit de faire le calcul à l’aide des propriétés du cours. 

In (24?) + 2 In a = In 2 + In 4? + 2 In a, on obtient donc In 2 + 4 In a, 

ce qui peut aussi s’écrire In 2 + In a“. Cela correspond à la réponse a. 

Or la réponse b. peut aussi s’écrire In (24)+3Ina=In2+Ina+3lna 

=In2+4lna. 

En revanche, la réponse c. équivaut à 4 In (2a) =41n 2 +4 In a. 

6 c. On dérive un produit de fonctions et f/(x) = 1 X (In x- 1) +x x _ 

@ 2. Voir le cours pour les produits de limites. 

à a. On est en présence d’une fonction composée : 

limx?+x-2=0"etlimin X =- 0e. 
EE | X>0 

@ a. on utilise la formule de l'équation de la tangente. On cal- 
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cule la dérivée de f qui vaut f(x) = > 2. On obtient l'équation 

= PDG - 1) + AD). ‘ 
Après remplacement, y = (x — 1) +3 = x +2. 

@ b. On utilise les limites de fonctions composées : 
comme lim u(x) = 0, alors limin X =- 0, 

O a. Le membre de gauche existe si x? + 3x > O0, ce qui donne 

xXE]-c;-3[4U ]0 ; + cf. On fait la même chose avec le membre de 

droite. Tout d’abord, In x existe si x > O et In (x + 3) existe si x > — 3. 

C'est le membre de droite qui donne donc la condition d'existence. 

max Exercice 1 

A=In3-In4+n8-In3-31n2 B=-3In7+21n72 

A=-2nm2+3In2-3In2 B=-3In7+4ln7 

A=-21n2 B=ln7 

1 1 1 1 _— = “ul ln 7 (te sie nv > n15 > In 

1 13580 75 

D 
1 af 

GES msrS ms 



mm Exercice 2 

A =In 3 +1n 22-21n (2 X 3) B=In16-In9-4In2+21n3 

A=2In3+2In2-2In2-21n3 B=4n2-2In3-4In2+21n3 

A=0 B=0 

CI Y9 - In 3 À NOTER. 

C=In3-In3 On remarque que les } 
C=0 trois nombres sont nuls. 

, e ro 

= Exercice 3 

1. La fonction f existe si x > 0. Donc D,= ]0 ; + of. 

2. La fonction g existe si x? > 0. Donc D, = R\{0}. 

3. La fonction h existe si 2x + 3 > O. 

Donc D,=|-5 +0. 

4. La fonction i existe si x? — 4 > 0. 
RAPPEL 

Donc D, = ]-  ; - 2[ U ]2 ; + of. 
In u(x) existe si, et 

5. La fonction j existe si 1 — 2x > O. seulement si, u(x) > O. 
.1 

Donc D,=|+>;|. 

ms Exercice 4 « 

1. In (3x - 5) existe si x > de ATTENTION À 
3 Il ne faut pas oublier de chercher 

In (1 - 2x) existe si x < Là On peut d'abord l'ensemble de définition 

2 avant de résoudre les équations. 
donc en conclure que l’ensemble en 

de définition est vide, ce qui signifie que l’équation n'aura pas de 

solution. 

ee 

2. In (3x + 5) existe si x >— 2. In (1 — 2x) existe si x < s- On obtient 

donc l’ensemble de définition suivant : D = JS : | 

D'où In (3x + 5) = In (1 - 2x) CONSEIL 

équivaut à 3x +5 = 1-72x, ce qui … N'oubliez pas de rappeler que l’équa- 
donne x&£ £ tion In \a= In b équivaut à a= b. | 

On vérifie si cette valeur appartient à l’ensemble de définition avant 

de conclure. C'est le cas ici, donc S = {- +} 



3. In (3x + 7) existe si x > - Z. In (x -— 5) existe si x > 5. On obtient 

donc l’ensemble de définition suivant : D = ]5 ; + of. 

In (3x + 7) = In (x - 5) équivaut à 3x +7 = x 5, ce qui donne x =- 6. 

Or il se trouve que cette valeur n’est pas inclue dans l’ensemble de 
définition, donc S = @. 

4. In (x + 5) existe si x > — 5. In (1 — 2x) existe si x < : 
1 

Donc D =|-s LE 
Z 

n(x+5)=In(1-2x)&x+5> 1-2». 

+ >-— + 3 

On prend donc l'intersection entre l’ensemble de définition et 

l’ensemble solution précédent, ce qui donne S = = ; 5 : 

5. In (x — 2) existe si x > 2. In (2x — 1) existe si x > =. Ce qui donne 

D=]2;4+ 001. . 

n(x-2)z=In(2x-1)&4x-2Z=2x-1Sx<-1. 

Si on compare les deux ensembles, on constate que l’ensemble solu- 

tion de l’inéquation ne coïncide pas avec l’ensemble de définition, 

ce qui signifie que S = G. f 

7. Fonction logarithme népérien 

= Exercice 5 

1. La fonction f existe si Par > 0. 

À l’aide d’un tableau de signe on obtient D,=}°; O[ U J1 ; + of. 

2. La fonction est dérivable comme somme et composée de fonctions 

continues et dérivables. 

On peut dériver le quotient _. avant de dériver la fonction. 

La dérivée de ce quotient vaut ————., ce qui permet d'écrire : 
x -1) 

Le a 

NE. (x-1) _x2-x-2 
f@O=1+2Xx TT 

x-1 

Pour étudier le signe de la dérivée, il faut factoriser le numérateur. 

Les racines sont — 1 et 2 et la règle du signe du trinôme permet 

d'obtenir le signe de ce numérateur. 



x — co =! 2 + 00 

Signe du numérateur + 0 - 0 

On étudie la fonction sur ]1 ; + æ[. Sur cet intervalle le dénominateur 

est positif, donc le signe de la dérivée ne dépend que du signe du 

numérateur, ce qui permet d'obtenir le tableau suivant. 

3. Pour déterminer le signe de la fonction j, on calcule f{2). 

1(2}=38 42 m/2;: 

Or cette valeur est strictement positive, ce qui permet de conclure 

sur le signe de la fonction. Pour tout x € ]1 ; + œ[, f{x) > O. 

mx Exercice 6 

1. In (3x2 - x) < In x + In 2. 

Il faut d’abord chercher l’ensemble de définition avant de résoudre 

cette inéquation. 

In (3x2 -— x) existe si x € [-æ ; O[U É: + co]. 
* nm 

Il faut ensuite modifier le membre de droite pour pouvoir utiliser 
la définition In a < 1n b équivaut à a < b. 

In (3x?-x) <Inx+1n2<e In (3x2 - x) < In 2x 

 3x2-x< 2x 

& 3x(x- 1) < 0. 

On compare ensuite la solution de l’inéquation avec l’ensémble 

de définition et on obtient l’ensemble solution S = Ë F 1]. 

2. In (3 - x) + In 2-1In (2x + 1)=0. 

L'ensemble de définition est = ; 3] on modifie ensuite l'équation 

de façon à pouvoir utiliser la définition. 

In [2(3 - x)] = In (2x + 1) 

6-2x=2x+1 

S=Ax 

On vérifie ensuite si la valeur È appartient à l’ensemble solution. 

On conclut sur la solution de cette équation : S = à] 



3.In (2x-1)=-5.D =] ;+ | 

La solution de l'équation In a = b est a = e’, ce qui permet d'écrire : 

es+1 
> 

2 : e-s+1 
Cette valeur est supérieure à 0,5, donc S = Ford 

4n(x+1)=2 D=]-1;+01. 

On résout l’inéquation de la même façon que précédemment. 

In (x + 1) = 2 équivaut à x + 1 = e2, d’où x = e? - 1. Il faut ensuite 

trouver l'intervalle commun entre l’ensemble de définition et la 
solution de l’inéquation : e? - 1 >-1. 

Donc S = [e? — 1 ; + oo. # ce 

5. (In x} -31nx-4=0. ET 
N'oubliez pas que vous avez fait un 

D = ]J0 ; + o[. On remarque changement de variable et que les 
que l'équation est de la forme 2 solutions trouvées ne sont pas 
X2-3X-4=0 avec X = In x. celles de l'équation de départ. Les 

Las : . Valeurs trouvées sont celles de X 
Le trinôme admet 2 solutions qui 

et non celles de x. 
sont 4 et - 1. RUES Re © 

In x = 4 Ë = e4 

2x - 1=e" équivaut à x = 

a ——— | Il 7. Fonction logarithme népérien 

Inrx--1 0-2. 
Ce sont deux valeurs positives qui appartiennent à l’ensemble de 

définition, donc S = {e“ ; e-!}. 

On a donc maintenant à résoudre : 

mms Exercice 7 
1. Pour résoudre ce type d'équation, on utilise la propriété In a" = n In a. 

(LOS =2e In(105) =in28 "in (105) = In 2. 

In (1,05) > 0. On-peut donc diviser les deux membres de l'inégalité 

sans changer le sens de l’inéquation. 

n'cHre 

” In (1,05) 
nest un entier naturel, donc la solution de cette inéquation est n = 15. 

es nz 14,2. 

2.0,2 > 2) équivaut à In (0,2) = n1n 2 

In e <0. Il faut donc changer le sens de l'inégalité. 

_ In (0,2) 

np) 
nest un entier naturel, donc la solution de cette inéquation est n > 2. 

EE 17/5: 
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mm Exercice 8 

1. lim Lx - 4x = 0 et lim 3 In x = - ©, 
x=0 2 x—0 CONSEIL 

donc, par somme de limites, lim fx) =-%.  Tracez la fonction sur votre 
AS calculatrice pour vérifier la 

2. f(x) = #5 — + } cohérence de vos résultats. 
Rte. NET, 

ACT > 
Ainsi lim X? = + co CONSEIL 

X=3+00 F9! de la fonction au voisinage de l'infini, 

donc, par produit de limites, on trouve une forme indéterminée. 

lim f{x) = + © Pour lever cette indétermination, on 
Lee c ; factorise la fonction par le monôme ! 

de plus haut degré. 

À 1 403 inX 1? + Si on cherche à déterminer la limite 
et lim + 2 = 

3. La fonction f est dérivable 

comme somme de fonctions 

continues et RL : 

f@ =x- 4+i -&@=-3)@-1) É 
x 

4. Sur se ]0 ; + co[ le signe de la dérivée dépend du signe de 

son numérateur. 

f1)=0,5-4+3In1=-3,5. CONSEIL 
f3) =45-1213n32-42. La construction de 

' : la tangente sur votre 
5. L’équation de la tangente T à la courbe calculatrice, ou un-gra- 
représentative de f au point d’abscisse 2 est . pheur, permet là encore 

donnée par la formule y =f(2)(x-2)+f{2). de vérifier votre calcul. 

D'où T:y=-0,5x+31n2-5. re 

mm Exercice 9 

1. a. La fonction g est dérivable comme somme de fonctions continues 

et dérivables : g’(x) = 2x + + La fonction étant définie sur ]0 ; + oof, 

on peut alors dire que la dérivée est positive comme somme de 

deux fonctions positives. Si la dérivée est positive, on peut alors 
conclure que la fonction g est croissante. 



b. g(1) = 0, ce qui permet d’en déduire le signe de la fonction g. 
Pour tout x € ]0 ; 1], g(x) < 0 et pour tout x = 1, g(x) = O. 
2. a. Pour calculer la limite au voisinage de 0, on décompose : 

lim x +1=1et lim _ . X In x = + co, d’où, par somme de limites, 

lim f(x) = + oo. 
lim fG) ee 

De même, au voisinage de l'infini, lim x + 1 =+ et lim 1 nr= 0; 
x 

d'où, par somme de limites, lim f{x) = + co. 

b. La fonction fest dérivable comme somme et quotient de fonctions 

_ X x-In x 
_x-1+Inx_g(x) 244 _. D Traé se 

définies et dérivables : f/(x) = 1 — ÉRTER e pr ne 

Le signe de la dérivée de f dépend’ de celui de son numérateur, 
or ce numérateur est g(x). 

c. Pour tout x € ]J0 ; 1], g(x) < 0, donc la dérivée est négative et ainsi 

la fonction f est décroissante, et pour tout x = 1, g(x) = 0, donc la 

dérivée est positive et la fonction f est croissante. 

d. On peut donc en déduire le tableau de variations suivant : 

[xp ï e 
8) = 0 + 

C9 + CO f + ne ar 

f)=1+1=2 
3. a. Pour montrer que la courbe admet la droite 3 comme asymptote 

oblique, il faut montrer que lim (AX) -— y) = 0. 

fx) -y =- — Or lim - _ = 0. On peut donc en conclure que la 
X—3+00 

droite % d’équation y = x + 1 est asymptote oblique à la courbe €. 

b. Pour déterminer si la courbe est en dessous ou au-dessus de son 

asymptote, il faut déterminer le signe de f(x) — y. Sur J0 ; + of, 

le dénominateur est positif, donc le signe de f{x) - y dépend du 

signe du numérateur. Ce qui permet de conclure que, pour tout 

2€ ;1[, f(x) -y > 0, donc la courbe est au-dessus de son asymp- 

tote, et, pour tout x € ]1 ; + œ[, f(x) - y < 0, donc la courbe est en 

dessous son asymptote. 

Il 7. Fonction logarithme népérien 



c. Pour déterminer les coordonnées du point J de la courbe où la 

tangente est parallèle à la droite %, il faut résoudre f(x) = 1. En effet, 

le coefficient directeur de la tangente à la courbe est donné par le 

nombre dérivé, or le coefficient directeur de la droite % vaut 1. 

FC) = ES +nx=xelInx=1. 

Ce qui permet de déterminer la valeur de x qui vaut e. Les coordon- 

nées de J sont donc (e ; f{e)), avec fe) = e + 1 -— _ 
1 + 

mx Exercice 10 

Partie A. 1. La fonction f est définie et dérivable sur son domaine de 

Re comme somme de deux fonctions dérivables : 

Re 1226 12 NT 
f@=- De 2x ar 0U2x À 

2. Le dénominateur de la dérivée est positif, donc le signe de la déri- 

vée ne dépend que du signe de son numérateur. 2 — Vx = 0, c'est-à- 

dire x = 4. On en déduit le tableau de variations suivant : 

f(4) = In°4 - X< 0. 

3. Le tableau de variations ainsi que la valeur de f{4) permettent de 

dire que f{x) < 0. f(x) < 0 équivaut à In x — vx < 0, donc In x < 4x. 

Partie B. 1. Si x > 1, alors In x > O, ce qui permet d'écrire 0 < In x < x 

(d’après la partie A). D'où, comme x > O, alors 0 < —— QE < x 
: x 

" 

2. lim Le 0. D'après le théorème des gendarmes, on peut en conclure 
X—+00 \x 

que lim DE 0. 
X—+0o % 

mm Exercice 11 

Partie A. 

fs) = 
fQ) = 0 



Partie B. 1. La fonction g existe si la fonction f'est strictement posi- 

tive. D’après la partie A, on peut dire ,=[-1;bl. 

2. lim f(x) = 0, donc lim In X = - œ, par composée de fonctions. 
X— ee 

3. On sait que la fonction f est croissante pour tout x € |- 1 ; 2] 

et que fest décroissante pour tout x € [2 ; b[. De plus, la fonction In 

est strictement croissante sur son ensemble de définition, on peut 

donc en conclure, d’après le théorème des fonctions composées, 

que la fonction In [f{x)] a les mêmes variations que la fonction f. 

4. g(- 1) = In[ft- 1)] = In (0,5). 

< — 1 2 b 

In 5 : RES Lea 

In (0,5) = — co 

5. Si g(x) = In{f(x)], alors g’(x) = ro ce qui permet de calculer 

s0- +300 = 
6. g(x) = - In 2 équivaut à In [f(x)] = In na (> >) d'où f(x) = _ la fonction 
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In étant strictement croissante. 

À l’aide de la partie A, on peut conclure que S = [- 1 ; 5]. 

Partie C. En utilisant g(- 1), g(0) et g’(2), on peut poser un système 
È 2 ; PERTE LENS 

permettant de déterminer les réels a, betc:g CR 

PE 3b-2c=0 a=-0,5 
GES 

ere équivaut à 4a+b=0 ,d'où {b=2 
4a + 2b + c 

In (a—b + c) = In (0,5) a-b+c=0,5 TE | 

On peut conclure que g{x) = In (- 0,5x? + 2x + 3). 

Fe | Fe 12 
1067,\ 10 tt = _x6xIn10=60. 

LR TC I, In 10 
Cette voix a un niveau de 60 db. 



he in (2) -_10 5, {5} 10 y in -Inf +In] 2. a. d(l,) - d(L) = In 10 ee in(r) In 10 va moe d 
= io (r) 

In 10 I 

b. Si I, = 21,, alors d(L,) - d)=F TX m2 3. 
| 10 L\_151n 10 c. Si d(L,)-d() = 15, alors 15 = X In () et donc In (2) Re 

1 1 

Par passage à la fonction ‘exponentielle, on en déduit la valeur 

du quotient : . =e 2 , dont une valeur approchée est environ 
1 

de 32. La différence entre 115 et 100 décibels est de 15, or, pour 

d(L)-d{,)=115-100=15,onal,=32X I. 

L'intensité du son est bien 32 fois plus grande avec juste une 

différence de 15 décibels en plus. 

«x Exercice 13 

Partie A. 

1. lim — x In x = O car lim x In x = 0. 

lim — x In x = - © car lim x In x = + co, 
X—>+00 X—3+00 

2. La fonction f, est dérivable comme produit de deux fonctions 

continues et dérivables : 

F0) =-Inx-1. 

F6) = 0 équivaut à In x =- 1, d’où x =e!. 

Pour tout x € J0 ; e'[, f(x) > 0, donc la fonction est strictement 

croissante ; pour tout x € Je! ; + cl, f(x) < O, la fonction est stric- 

tement décroissante. 

x 0 e”! + oo 

Lo Dm DT 

(ee er (EE 

On peut vérifier sur la figure donnée à la fin du corrigé que la 
courbe €, correspond au tableau. 

Partie B. f(x) =- n1x - x In x. 



T3 

pe) 

1. La fonction est dérivable comme 4 exmon 
somme et produit de fonctions conti- | La variable est x et on dérive 
nues et dérivables : la fonction par rapport à 
f,@=-n-(nx+1)=-n-Inx-1. cette variable, n est une | 

constante. 2. a. Si la courbe €, admet une tangente 
parallèle à l'axe des abscisses, cela signifie 

que le coefficient directeur de la tangente en ce point est nul. Il faut 

donc résoudre f” (x) = 0. 

-n-In x-1=0 équivaut à In x=-1-n, d'où x=e!-", 

On trouve une unique solution, donc il existe un unique point A, tel 

que la courbe admette en un unique point une tangente horizontale. 

pfiler ttes mérite elsnln(er mets, 

Le point A, est tel que son abscisse et son ordonnée sont identiques, on 

peut en conclure que ce point appartient à la droite d’équation y = x. 

CAE ee) A (ET; €), À (e”;e*): pour construire plus facile- 

ment les points, il faut tenir compte de la question précédente qui 

nous dit que les points sont aussi sur la droite À, ils seront donc à 

l'intersection de la courbe et de cette droite. 

3. a. Pour démontrer que la courbe €, coupe l'axe des abscisses en 

un unique point, il faut résoudre f,(x) = 0. 

f(x) = 0 équivaut à — nx — xin x = 0, d'où x(- n —In x) = 0. 

Or x 0, donc In x =- n équivaut à x = e-”, il existe donc un unique 

point B,. 

b. Le coefficient directeur de la tangente à la courbe au point B, est 

le nombre dérivé en x = e°”. 

On calcule f(e")=-n-1-In(e")=-n-1+n=-1, la valeur trou- 

vée ne dépend pas de n: 

le coefficient directeur 

de la tangente est bien 

indépendante de n. 

c. B,(1 ; 0), B,(e ’ ; 0), 

B,(e-? ; O) : on construit 

les points, en prenant 

le point d’intersection 

entre la courbe et l'axe 

des abscisses. 

d. Voir le graphique 

ci-contre. 
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ë Intégration 

& Aire sous une courbe. Intégrale 
d'une fonction continue et positive 

a. Définition 

a Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soient une fonction f 

continue et positive sur l'intervalle [a ; b] et € sa courbe représentative 

dans un repère orthogonal (O; i, j). L'unité d’aire est l'aire du rectangle 

coloré sur la figure. 

L'intégrale de a à b de f, notée jL °f (x)dx 

(on lit « somme de a à b de f{x)dx »), est l’aire 

du domaine D situé sous la courbe € sur 

l'intervalle [a ; b] (c'est-à-dire l'aire, en unités 

d’aire, du domaine limité par la courbe %, 

l'axe des abscisses et les droites d’équation 

X=aetx= pb) 

b. Théorème 

À NOTER. 
a et b sont les bornes de l’in- 

tégrale ; x est une variable 
« muette » qui n'intervient 

pas dans le résultat ; f{x)dx 

est l'aire d’un rectangle de 
dimensions f{x) et dx. 

# Si f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b], 
la fonction F définie sur {a ; b] par F(x) = il f(bdt est dérivable sur [a ; b] 
et a pour dérivée f. 

| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 

C ROC, p. 185 



F1 Primitives d'une fonction 
a. Définition et propriétés 

Définition 
# Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une primitive de f sur 1 

est une fonction F dérivable sur ] telle que, pour tout x de 1, F/(x) = f{x). 

Propriétés 
Soit F une primitive de f sur un intervalle I. 

# Toutes les primitives de f sur 1 sont les fonctions G définies sur J par 

G(x) = F(x) + k, où Kk désigne un nombre réel quelconque. 

# Parmi toutes les primitives F d’une fonction f sur un intervalle 1, il en 

existe une et une seule prenant une valeur donnée y, pour une valeur x, de 1. 

Théorème 
= Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet 

intervalle. 

b. Calcul des primitives 

Primitives des fonctions usuelles 

m Dans ce tableau, a, b et k désignent des nombres réels, #7 un nombre entier 

naturel. 

nn net Fonction : Primitive : 
ntervalle si f(x) = alors F(x) = 

R 0 d 
R a ax +k 

xn+1 

R x", nz1 PE ho 
1 ii Ai 

]-  ; O[ ou ]0 ; + oo[ 4 | Cr 
1 

]- © ; O[ ou ]0 ; + cf EE | (n - 1)x"-1 

oo ‘le In (x) +k 

| 8. Intégration 



R ex e*+k 

R sin(x) cos(x) + k 

R | COS(X) — sin(x) + k 

— 1 
R sin(ax + b), a 40 —— CoOs(ax + b) + Kk 
4 té | _a 

cos(ax + b), az 0 + sin(ax + b) +k À 

Règles de calcul 
Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle I ; on note F et G des 
primitives de fet g sur 1. 

s Une primitive de f + g est F + G. É 

# Soit k un nombre réel. Une primitive de kf est KF. 

x Soit u une fonction dérivable sur I. 

Les primitives de la fonction : sont les fonctions : P 

“ue e“+k 

u"+1 

"un > +Kk uu',n>z1 se 

— 1 
Ur 0 72 —— —— +Kk 

$ (n - 1)ur1 

u’ | ” nn u>0 2\u +k 
u 

u’ 

Re HAS Inu+k 

E] intégrales et primitives 
a. Intégrale d'une fonction continue et positive 
# Soit fune fonction continue et positive sur [a ; b]. 

Si F est une primitive quelconque de fsur [a ; b], alors [ é fx)dx = F(b) — F(a). 



b. Intégrale d'une fonction continue et négative 
Soit une fonction f continue et y. 

négative sur [a ; b]. 

# L'intégrale de a à b de f est 

l’opposée de l'aire du domaine D 

situé sous la courbe €. 

# On note FA . f(x)dx = -— aire(D). 

La H 

O 

c. Intégrale d'une fonction continue 
de signe quelconque 1 
# Soit une fonction f continue et de signe quelconque sur {a ; b]. 

L'intégrale de a à b de f'est la somme des aires algébriques des domaines 

définis à partir des intervalles sur lesquels f{x) garde un signe constant. 
| 8. Intégration 

Sur le dessin : 1h s f(x)dx = aire(D.) — aire(D,) + aire(D,). 

= Si F est une primitive quelconque de fsur [a ; b], alors : 

J'fcax = FE) -F(a). 

# Conséquences : L "fooax =- 4 L f (x)dx et Î d dx =0. 

s Notation : 
b 

Pour simplifier les écritures, on note [ fdx = F(b) — F(a) = [F(x]:. 



e LA Je # 3 Propriétés de l'intégrale 
f et g sont des fonctions continues sur un intervalle ] ; a, b et c sont des 

éléments de I. 

a. Relation de Chasles 
“ ['Foax + J'Fcax : °F codx. 

[] + 

b. Linéarité 

a f'(fC +gc)dx= [fax + J'ecoax. 
= Pour tout réel k, [(kf())ax = k f ”fhdx. 

c. Positivité et ordre . 
s Sia<bet si fest positive sur [a ; b], alors le nombre de : f(x)dx est positif. 

a Sia<bet si, pour tout x de [a ; b], f(x) < g(x), alors 1e : f(x)dx <= [ "dx. 

a Sia<bet s'il existe deux réels m et M tels que m = f(x) < M, pour tout 

x de [a ; b]|, alors : 

mb - a) < [ft < MG - a). 

d. Valeur moyenne d'une fonction continue 
# Soit une fonction f continue sur [a ; b] (avec a < b). 

La valeur moyenne de la fonction f sur [a ; b] est le réel : 

; È = J'roax. 



nl Encadrer une aire sous une courbe 

Le plan est muni d’un repère orthonormé d'unité le 
cm. 

Sur la figure, on a dessiné la portion de la parabole 

d’équation y = x? — 2x + 3 sur l'intervalle [0 ; 3]. 

On cherche à encadrer l'aire fi "@ — 2x + 3)dx sous 

la courbe. : 

1. On considère les points A(0 ; 3), B(3 ; 6), H(3 ; O). 

Calculer l'aire s du trapèze OABH. ; 

2. On considère les points E(0 ; 2) et F(3 ; 2). 

Quelle est l’aire s”’ du rectangle OEFH ? 

3. En déduire un encadrement de l'aire sous la courbe. 

Savoir-faire 

# Dans la question 1., on utilise la formule donnant l’aire d’un trapèze : 

. (grande base + petite base) X hauteur 
aire = À 

: 2 

m Dans la question 2. l'aire du rectangle peut être obtenue en utilisant 

le quadrillage. 

# Dans la question 3., on déduit immédiatement un encadrement ; en 

effet, le graphique montre que le domaine sous la courbe contient le 

rectangle OEFH et qu'il est à l’intérieur du trapèze OABH. 

1. Dans le trapèze OABH, les bases sont OA = 3, HB = 6 et la hauteur est 

OS: 

(HB + OA) X OH_(6+3) xX3 

2, 2, 

2. L’aire du rectangle OEFH est s’ = OH X OE = 3 X 2, donc s’= 6 cm2. 

3. On en déduit que 6 < Le — 2x + 3)dx < 13,5. 

L'aire du trapèze est, donc s = 10,9 CM. 

L’aire sous la courbe est comprise entre 6 et 13,5 cm?. 

| 8. Intégration 
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Montrer qu'une fonction F 
est une primitive d'une fonction f 

Soient feet F les fonctions définies sur ]- 1 ; + c[ par f{x) = ni 
FHÈME = et F(x) = ice, Montrer que F est une primitive de fsur ]- 1 ; + cf. 

Pour montrer que F est une primitive de f sur ]0 ; + œ{[, on calcule la 

dérivée de F et on doit trouver la fonction f. 

Corrigé détaillé 
F est une fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble de 

définition. 

! _uUV-uv Fee 

On pose u(x) = 3x2 - 2x — 2 et v(x) = x + 1 ; d'où u’(x) = 6x — 2 et v'(x) = 1. 

r@=@x-2XG@+1)-(Gx#-2x-2)X1, 

On utilise la formule (4) 

(x +1)? 

F'() = OC +6t-21422- 32H00 
(x +1) ! 

; 3x2 + 6x 4 3x(x + 2) FX) = Re PE ER RRE (x) +1?" ou encore, en factorisant, F'(x) RIT 

On a bien, pour tout réel x de ]- 1 ; + cf, F'(x) = f{x), donc F est une pri- 

mitive de f. e 

El Calculer des primitives 

EUTS 
Déterminer les primitives sur l'intervalle donné de chacune des fonctions 
suivantes. 

pie 
(2x = 6) 

2. f définie sur R par f{x) = (2x — 9)(x2 — 9x + 1)2. 

1. f définie sur ]3 ; + oo[ par f{x) = 



# On commence par regarder attentivement l'écriture de la fonction f. 

Les primitives des fonctions usuelles sont supposées connues. 

# Dans la question 1. f est écrite sous la forme L ; une primitive de f 

est donc de la forme =2. 

# Dans la question 2., f est écrite sous la forme u’w? ; une primitive de 

fest donc de la forme 3 us. 

Corrigé détaillé 

1. En posant v(x) = 2x — 6, on a v'(x) = 2. 

Comme f est écrite sous la forme me une primitive de fest — 

Les primitives de f sur ]3 ; + œ[ sont les fonctions F définies par : 

- 1 
FT k,kKERK. Dore 
2. En posant u(x) = x2 — 9x + 1, on a u’(x) = 2x —9. 

Comme f est écrite sous la forme u’u?, une primitive de f est 3 ue 

Les primitives de f sur R sont les fonctions F définies par : 

FD = 9x + 14+RRER. 

4 Calculer une intégrale 

EUTS 
Soit la fonction f définie sur R par f{x) = 2x° — 3x°. 

Calculer l'intégrale Î ’ f(x)dx. 

Savoir-faire 

m On commence par chercher une primitive F de f. 

a On utilise ensuite la formule jL À f(x)dx = F(b) — F(a). 

Corrigé détaillé 

Une primitive de x 2x estxr : x4. Une primitive de x+> 3x2 est x x. 

| Ê ï 8. Intégration 
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Donc une primitive F de f est F(x) = id 

['redx = F(2) - FC 1) ; F2) = 0, F(- 1) = 1,5, donc Î “fO)dx = - 1,5. 

(5. Encadrer une intégrale 

ETS ins 
Soit la fonction f définie sur R par f{x) = Yx° +3. 

1. Démontrer que, pour tout réel x de [1 ; 4],x <= /x°+3 <x+1. 

2. En déduire un encadrement de l'intégrale il : VX +3 dx. 

Savoir-faire 

En classe de terminale S, on ne sait pas calculer une primitive de la 

fonction proposée. On peut cependant encadrer l'intégrale en encadrant 

la fonction et en utilisant la propriété : « Si a < b et si, pour tout x de 

[a ; b], f < gx), alors f ‘fhdx < | "g(x)dx. » 

(AS ENS 

1. On commence par visualiser la situa- 
tion en traçant la courbe de f'et les droites 

représentant les fonctions affines g et h 

telles que g{x) = x + 1 et H(x) = x sur la 

calculatrice. 

x2 < x2 + 3 est vraie pour tout réel x. 

Pour comparer yx°+3 et x + 1, on étudie 

le signe de la différence de leurs carrés : 

(x 1) -(X2+3)=2x-2;:2x-2=0 

équivaut à x = 1. ” 

Donc si x = 1, x2 < x2 +3 < (x + 1)? ; la fonction racine carrée étant stric- 

tement croissante sur [0 ; + |, on obtient x <= ÿx°+3 < x +1. 

2. La propriété d'encadrement avec les intégrales permet alors d'écrire : 
4 4 ; 4 , 4 s x2 1 Ë 

Î xdx < Î VE +3 dx < f (x+1)dx ; fax] =8-0,5-7,5 et 
x 2 4 

['@+1)ax = +4 = 121,5 = 10,5 ; donc 7,5 < [*/x7+3 dx < 10,5. 
1 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Lorsqu'une fonction f est continue et positive, l'intégrale de a à b de f, 

Î f(x)dx, est l'aire du domaine D situé sous la courbe ; sa valeur est 

donc toujours un nombre positif. © Exercices 1, 2, 11 et 13, p. 181 et 184 

e La fonction F définie sur [a ; b] par F(x) = [ ; f (dt est dérivable sur [a ; b] 

et a pour dérivée f; cela signifie que F’(x) = f{x) ; il est inutile de dériver 
la fonction f. 

e Il faut faire attention à ne pas confondre dérivées et primitives. 

Par exemple : . 
ya 1 Aie = 

-— la fonction inverse x > — a pour dérivée x — rl ; 
x X 

ce 1 0 à 2 
— la fonction inverse x > — à pour primitive x + In (x). 

x 
Dériver la primitive que l’on a trouvée dans un exercice est une bonne 

façon de vérifier son résultat. © Exercices 6, 10, 11 et 12, p. 182-184 

e Il faut appliquer avec rigueur les règles de calcul de primitives. Par 

exemple : d 
— une primitive de la fonction u’e" est la fonction e“; 

— si u > 0, une primitive de la fonction IL est la fonction In u. 
u 
C Exercices 5, 9, 10 et 12, p. 182-184 

e Si F est une primitive de f, alors jh ï f(x)dx = F(b) — F(a) ; si vous écrivez 

F(a) — F(b), vous obtenez l'opposé du résultat. 

e C Exercices 8, 11 et 15, p. 183-185 

e Lorsque vous encadrez une fonction ou une intégrale, montrez que 

vous maîtrisez les règles sur les inégalités. En particulier, on change le 

sens des inégalités lorsqu'on multiplie par un nombre négatif. 

C Exercices 11 et 14, p. 184-185 

e Il faut montrer que vous connaissez le cours et rappeler systémati- 

quement les résultats avant de les utiliser : 

- vous devez faire le lien entre le calcul des intégrales et l’utilisation 

des primitives ; 
— dites clairement que vous utilisez la relation de Chasles, les propriétés 

de linéarité ou d'encadrement. © Exercices 8 et 15, p. 183 et 185 

| 8. Intégration 



peser Chem pour réviser Le cOUrS sm 

Éq,) Soit une fonction f continue et 

positive sur l'intervalle [a ; b] et € sa 
courbe représentative dans un repère 
orthogonal. En unités d’aire, l'aire 
sous la courbe sur [a ; b] est donnée 

par : 

Q a. ['rcax. 

ab. f'fcax. 

Q c. fb) - f{a. 

, 

Fa Soit fune fonction continue, posi- 
tive et décroissante sur l'intervalle 

[- S ; 1] et F une primitive de f sur 
[5;11. 

Q a. Fest décroissante sur [- 8 ; 1]. 

Q b. Fest croissante sur [- 5 ; 1]. 

Q c.F est négative sur [5 ; 1]. 

© Soit F la fonction définie sur 
x 4 

1;10 F(x) = ras | À H ; 10] par F9 = J° = à 
Q a. Fest la primitive de la fonction 

x may qui s’annule pour x= 1. 

4 
Q b. F'(x) = ———, (x) &=1ÿ 

4 
Q c. F'(x) = ——, c. F'(x) Pre 

© Une primitive F de f définie sur 
KR par f{x) = xe”° est : 

2 

Q a. F(x) = F* e*, 

Q b. F(x) = ; e*, 

Q c. F(x) = 2e“. 

C Corrigés, p. 186 

© Une primitive F de f définie sur 

H1 3 + of par A) = 3 + St: 

Q a FR)=-33x+,7 5: 

Q bFG)=- x: 

Q CPGE ESP 

[6] L'intégrale [ (x -3)dx est égale à : 

Q'a 0 0b?2 CUc+ 

€ Soit la fonction f définie sur 

10 ; + co[ par fx) = 2x? - 3x + 1 + L- 

L’aire sous la courbe de f sur [1 ; 3] 
est : 

t'a; 10 AEkb: 8.0 c 18, 

O L'aire sous la courbe de la fonc- 

tion inverse sur l'intervalle [2 ; 5] est 
égale à : 

In (5) 
Q à. in (2)' 

Q b. In (2,5). 

Q c. In (2) -In (5). 

O L'intégrale ss ‘e“dx est égale à : 
Q a.1-e. 

be 

Q c.-e. 

O La valeur moyenne de la fonc- 
tion x + x° — x + 1 sur l'intervalle 
[0 ; 2] est : 

Q a.2. Qb.4 Qc.s. 



mm Exercice 1 © Corrigés, p. 187 

Dans le plan muni d’un repère orthonormé d'unité le cm, on cherche 

à calculer l'aire sous la courbe de la fonction f représentée sur l’inter- 
valle [- 2 ; 6] par la ligne ne bee fs la deu 

1. a. Calculer l'aire du triangle OAB. 

b. Calculer l’aire du trapèze OBCL. 

c. Calculer l’aire du quart de cercle de centre L. 

d. Calculer l’aire sous la courbe sur l'intervalle [- 2 ; 6]. 

2. En déduire la valeur des intégrales : 

[iesx + sjàx; [2x + 5jax ; Le +6x dx et f'fadx. 

=“ Exercice 2 © Corrigés, p. 187 
Le plan est muni d’un repère orthonormé. 

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 6] par f(x) = 9 -1,5x. 

On cherche à CREAGREE l'aire a Y9—1,5x dx sous la courbe. 

1. On considère les points A(0 ; 3), B{6 ; 5 et H(6 ; O). 

Donner les équations des droites (AB) et (AH). 

| à : À 8. Intégration 



2. Écrire sous forme d’intégrales l’aire du trapèze OABH et l’aire du 

triangle OAH. 

Calculer ces deux intégrales en utilisant les aires de OABH et OAH. 

3. En déduire un encadrement de l’aire sous la courbe. 

mm Exercice 3 © Corrigés, p. 188 
Soient F et G les fonctions définie sur R par : 

F(x) = 0,25(2x° 15} 8t G(x) = x* + 5x7 = I. 

Montrer que F et G sont des primitives de la même fonction f sur KR. 

mx Exercice 4 © Corrigés, p. 188 

1. Soit f la fonction définie sur R par : 

fx) = 6x2 + 8x — 3. à 

Déterminer la primitive F de f qui vérifie F(1) =-2. 

2. Soit g la fonction définie sur R par : 

gx) = sin(3x + 2 

Déterminer une primitive G deg. 

“ 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 188 
Déterminer une primitive sur l'intervalle donné de chacune des 
fonctions suivantes. 

1. f définie sur ]0 ; + c[ par fo = ESS. “ 
2 . - 

—_ 1 2. f définie sur ]- 1,5 ; + co[ par f{x) = x + 3ÿ° 

3. f définie sur R par f{x) = (3x2 — 1) (x — x + 8). 
— 

mm Exercice 6 © Corrigés, p. 189 
, 2 3 

Soit f la fonction définie sur KR par f{x) = x - + + & et € sa courbe 

représentative dans un repère orthogonal. 

1. Quel est le signe de f sur [0 ; + oo[ ? 

2. Calculer l'aire sous la courbe sur l'intervalle [0 ; 3]. 



mm“ Exercice 7 © Corrigés, p. 189 
Soit f la fonction définie sur ]1 ; + co 

par f(x) = LL et € sa courbe repré- 

sentative dans un repère orthogonal. 

1. Vérifier que pour tout réel x appar- 

tenant à ]1 ; +co{ : 

FX) = x -3 + 

2. On admet que la droite  d’équa- 

tion y = x —3 est l’asymptote oblique 

de la fonction f en + co. 

Calculer l’aire du domaine coloré entre la courbe € et la droite 3 sur 

l'intervalle [2 ; 4]. : 

« Exercice 8 © Corrigés, p. 190 
Soit une fonction f dérivable sur R telle que : 

5 

L fhdx = 32. 
1. Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [1 ; 5]. 

3 

2. Calculer L (2f(x) + 3)dx. 

| | 8. Intégration 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 190 

Déterminer les primitives sur l'intervalle donné de chacune des 

fonctions suivantes. 

1. f définie sur ]3 ; + c[ par f{x) = Frs 
X — 

2. f définie sur ]- ; — 1[ par f(x) = = 

x 

X2 4 
3. f définie sur R par f{x) = 

ms Exercice 10 © Corrigés, p. 190 
Déterminer les primitives sur l'intervalle donné de chacune des 

fonctions suivantes. 

1. fdéfinie sur ]0 ; + co[ par f{x) = e* + = 

2. f définie sur R par f{x) = xe”*. 
Aer Eng 

3. f définie sur ]- 2 ; + c|[ par Se 



mm Exercice 11 © Corrigés, p. 191 
Soit f la fonction définie sur [0 ; ñ] 

par : 

fx) = sin(x) + cos(x) + 1. 

On donne dans un repère ortho- 

normé la courbe représentative de 

la fonction f. 

1. a. Étudier les variations dè fsuf 

[0 ; x]. 

b. Démontrer que Î " fodx < (1 + V2). 

2. a. Calculer, en unité d’aire, l'aire sous la courbe sur [0 ; x]. 

b. En déduire la valeur moyenne de f sur [0 ; x]. 

mm Exercice 12 © Corrigés, p. 191 
Déterminer les primitives sur l'intervalle donné de chacune des 

fonctions suivantes. 

1. fdéfinie sur R en. f définie sur R par f{x) ET 

ES 

ENTRAINEMENT 

2. f définie sur ]1 ; + c[ par f{x) = OX 

3. f définie sut ]0 ; x[ par f(x) = Se 

sm Exercice 13 ( 30min, 3pts C Corrigés, p. 192 

"* Soit la fonction définie sur ]0 ; 4] par: 
BAC In (x) cos fx) = 2x + 1 + _. F 

On donne sa courbe représenta- 

tive € dans un repère orthogonal 

(unités graphiques : 2 cm sur l'axe 

des abscisses et 1 cm sur l'axe des 

ordonnées). 

1. Calculer la valeur exacte de 

l'aire colorée sous la courbe sur 

l'intervalle [1 ; e]. 

2. Donner une valeur décimale 

approchée à 10-2? près de cette 
aire en cm2. Échelle : 50 % 



mm« Exercice 14 © Corrigés, p. 193 

T6 

mé 

(D'après Amérique du Sud, novembre 2009) Le but de cet exercice 

est de déterminer une valeur approchée à 10-2 près de l'intégrale 

I= fl { —) dx. On admet que la fonction f: x — est stricte- 

ment décroissante sur l'intervalle [0 ; 1 ] et que, pour tout réel x de 

l'intervalle [0 ; 1],on a . < fix) < _ 

Soient / et K les intégrales définies par : 

rE Î ‘(2+xe*dx et K= [fox 

1. Soit G la fonction définie sur R par G(x) = (ax + b)e*. Déterminer 

les réels a et b pour que la fonction G soit une primitive de la fonc- 

tion g:x (2 + x)e”* sur l'intervalle [0 ; 1]. Prouver que J = 3 - £. 

2. Utiliser l'encadrement de f{x) obtenu précédemment pour démon- 
il 1 

trer que —<K<— 
q 3e 6 

3. Démontrer que } + K = 41. 

4. Déduire de ce qui précède un encadrement de I puis donner une 

valeur approchée à 107? près de 1. 

mms Exercice 15 ( 30min, 3pts © Corrigés, p. 194 

Soit f la fonction définie sur [- In (6) ; In (6)] 

par f(x) = le* - 1|. On donne sa courbe repré- 
sentative € dans un repère orthonormé. 

1. Donner l'écriture de f sans le symbole de 

la valeur absolue. Justifier votre réponse. 

2. Calculer les intégrales f di (e* - 1)dx et 

[ (e*- Dax. 
in(6) 

3. Calculer l'aire sous la courbe € sur l’inter- 

valle [- In (6) ; In (6)]. 

mms Exercice 16 ( 70min, 1pt © Corrigés, p. 195 

ROC Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b]. 

Montrer que si f est positive et croissante sur [a ; b], alors la fonction 

F définie sur [a ; b] par F(x) = A ‘füdt est dérivable sur [a ; b| et a 

pour dérivée f. ; 

= 

14 
» 

g 
09 
so 
1 

ue 
œ 
EEE 
(rares 
ESS 
ESS 



œœœx QCM 

@ à. 11 s’agit de la définition. 

te: b. F’=f; comme fest positive, F est croissante sur [-S5 ; 1]. 

© cf) - ss + dt signifie que F est la primitive de la fonction 
DFE AE 

LE +. qui s’annule pour x = 2 ; on élimine la réponse a. ; et on 
XI 

sait que F’(x) = +. , e 

@ b. fx) = xe* = 5 (2xe*) ; on utilise (e“)’= u’e“ ; donc F(x) = 5 e*. 

L il - 2 Ob.x--3apourprimitivere-3x; sr Cx + 2} ’ 

a pour primitive x 
T7 (2x + 2P 2x +2 

Donc x nee Nr 0 a pour primitive À NOTER “ 
NN EE à tue 

mn TE Re 1 On utilise (=) =. 

DUNINE AT 4x +4 RTE nes are ere 

@ à. C'est immédiat sur un graphique : la droite d’équation 
y=x-3 coupe l'axe des abscisses au point d’abscisse 3 ; par raison de 

symétrie, l'interprétation des intégrales en aire sous la courbe donne 

Î "x — 3)dx =- e ‘@ — 3)dx. On peut aussi calculer l'intégrale : 

4 x2 4 

il Ge 3)dx = |#- 3x SH (2%6) 20. 
2 2 2 

£à b. Une primitive de fest F(x) = 2 - : XX2+Xx— 1 . 
x 

L'RoAx = [FOI = FC) - FD = 8. 
= 

Ot. f+ax=1n (]i =In (5) -In (2)=in B) 

Q à. J'exdx=- f'edx=-(e-e)=-e+17 

O a. La valeur moyenne de x x* — x + 1 sur l'intervalle [0 ; 2] est : 

2 

= REA Dax) 



mx Exercice 1 

1. a. Le triangle OAB est rectangle en O ; il a pour aire : 
OAXOB _2%XS5 

2 2 ? soit 5 cm2. 

b. L’aire du trapèze OBCL est égale à EE Ce = ie 
soit 12 cm2. 

c. L’aire du quart de cercle de centre L est égale à lxrx 32, soit 

2,257 cm2. : 
d. L’aire sous la courbe sur l'intervalle [- 2 ; 6] est la somme des trois 

aires précédentes : elle vaut 17 + 2,257 cm2, soit environ 24 cm2. 

2. Comme la fonction fest continue et positive sur [- 2 ; 6], chacune 

des intégrales suivantes donne l'aire sous la courbe sur un intervalle. 

On doit vérifier l'écriture de f sur chaque portion de courbe. 

La droite (AB) a pour équation y = 2,5x +5 ; d'après 1. a. 

[°,5x + 5)dx = 5. 
La droite (BC) a pour équation y = — x +5 ; d’après 1. b., 
3-2 

[sx + 5)ax = 12. 
Le cercle de centre L(3 ; 0) et de rayon 3 a pour équation (x 3)? +7y2=9 

ou encore x2 — 6x + y2 = 0 ; par conséquent, y? = — x? + 6x. 

On en déduit que le quart de cercle représente la fonction définie sur 

[3 ; 6] par x ÿ-x°+6x. 

D’après 1. c., 15 v- x° + 6x dx = 2,257. 

D'après 1. d., L'Foax =17#2251. 

" Exercice 2 

1. A(0 ; 3), B(s ; à H(6 ; 0). La droite (AB) a pour équation y =—0,25x + 3. 

La droite (AH) a pour équation y = — 0,5x + 3. 

2. Sous forme d’intégrales, l'aire du trapèze OABH est Î = 0,25x + 3)dx 

et l'aire du triangle OAH est Î Fe 0,5x + 3)dx. 

(OA + HB) x OH É (3 + 1,5) x 6 

2 2 

Le triangle OAH est rectangle en O ; il a pour aire _ = Le, 

soit 9 u.a. , : 

On en déduit ï (- 0,25x + 3)dx = 13,5 et il (-0,25x + 3)dx = 9. 

L’aire du trapèze OABH est 

soit 13,5 u.a. 

[= 
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3. D'après le graphique, l'aire CONSEIL 

sous la courbe est encadrée : Vous pouvez compter les carreaux | 
par l'aire du triangle et l’aire entiers sous la courbe (de côté 0,5) } 
du trapèze : il s'ensuit que pour vérifier : il y en a 39, ce qui cor- 
9 Té Jetta Das Se Ta à 9,75 u.a. 

D serre 

mm Exercice 3 

F(x) = 0,25(2x2 + 5), donc F’(x) = 25 x 2 X (2x2 + 5) x 4x = 4x$ + 10x. 

G(x) = x + 5x2 — 1, donc G’(x) = 4x5 + 10x. 

F et G ont la même dérivée, donc RAPPEL 

elles sont des primitives de la Fest une primitive de fsi F est déri- 
même fonction f sur R. vable et si F’= f. Toutes les primitives 

de fsont les fonctions G définies sur À 

Ipar GX) = FX +k oùkE R. 
mm Exercice 4 lp = 

1. f(x) = 6x2 + 8x — 3 = Ni ve 3: e 

Les primitives de fsont les fonctions x > 2x +4x2-3x+Kk,oùkER. 

Pour déterminer la primitive F de f qui vérifie F(1) = — 2, on résout 

l'équation d’inconnue K : 

2X1$+4X12-3X1+k=-2;3+Kk=-2; d'où k=-S5 

La primitive F de f vérifiant F(1) = - 2 est définie par 

F(x) = 2x5 + 4x? - 3x -5. 

2. g(x) = sin(3x + 7) 

Une primitive de x sin(ax + b), a # 0, est la fonction x 25 COs(ax + b). 

Une primitive de g est donc G:x- Ee cos(3x + TE]. 

Er ee 5 

__ 4 4 1. fx) = RAPPEL | 

Une Dniitte f sur ]0 ; + ol est Une primitive de = est = | 
V È 

HAT 9 SHeN 4 1 | x Une primitive de u’u est —u?. | 
: 2 

2. = — X ——— |, RE RER 
RÈE ae + (2x + 3) (2x + 3)? 

Une primitive de Ra 1,55; +oœ[estF:x nn 
22% 413) 

3. f(x) = (3x2 — 1) (x5 - x + 8). 

En posant u(x) = x° — x + 8, on a u”’(x) = 3x2 — 1. 

Une primitive de fsur Rest F:x 5 (x° - x + 8)? +5. 



mm“ Exercice 6 
1. On commence par étudier les variations de f. f(x) = 1 — x + x? ; 

le discriminant de ce trinôme est À = — 3 : il est négatif, donc le tri- 

nôme garde un signe constant. Le trinôme vaut 1 lorsque x vaut O, 

donc, pour tout réel x, 1-x+x2> 0. 

On en déduit que la fonction fest strictement croissante sur R. 

Comme (0) = 0, la fonction f est positive sur [0 ; + oof. 

2. La fonction f étant positive sur l'intervalle [0 ; 3], l’aire sous la 
3 

courbe est donnée par l'intégrale fe fxdx. Une primitive F de fest 

RL MR le x : SEC MEET 
jé petits — X —, soit F(x) = =— -— + —. 
Hay as ami QE Te 12 

['ra0dx = F(3) - FO) ; F3) = _. 343 27; FO)= 0. 
MA È 

Donc l'aire sous la courbe de f sur [0 ; 3] est 6,75 u.a. Ê 

“ 
mm Exercice 7 eme 

17%, de =) D+T.x-Sx-3r3+1 Fu aene 

x-1 x-—1 x-1 

ge sé co 2) 

xl x-1 

Donc, pour tout réel x appartenant à ]1 ; + oo[, f(x) = x - 3 + et 

2. fix) — (x — 3) = - ; Sur ]1 ; + cof, x - 1 > 0 ; donc la courbe € est 
x-1 

au-dessus de la droite %. 

L’aire du domaine coloré entre la courbe % et la droite ® sur l’inter- 

valle [2 ; 4] est égale à la différence des deux intégrales 1. ‘fRodx et 

'a-3)4x. 
4 4 4 4 1 

['roax- f @-3)dx = [D -(@-3)4x= J—— ax 
x-1 

: 1 est la fonction : x In (x-1). Une primitive de la fonction x 

[°—2 àx = in (3) -in (1); 
2 X—1 

In (1) =0. 

Donc l'aire du domaine entre la courbe € et la droite ® est 

In (3) u.a. 



ms Exercice 8 RAPPEL 
1. La valeur moyenne de f sur La valeur moyenne de la fonction f 

l'intervalle [1 ; 5] est égale à | sur [a : b] est le réel : 1 [ "fox. 
1 5 rl : aa En sk sue aa 2 à 

2. On utilise les propriétés de linéarité de l'intégrale : 

J'@fe0 + 3)dx =2 f” foodx + ['aax. 
On a ‘le SO ren donc Ÿ (2ftx) + 3)dx = 2 x 32 + 12 = 76. 

ms Exercice 9 RAPPEL 
1 : : Les primitives de la 1. fx) = #=3-0six-3;:les pr. p , arm P 

fonction LR u > O sont 

mitives de f sur ]3 ; + c[ sont les fonctions Vu 
les fonctions 2Vu + k. 

F:x-2/x-3+Kk. kER. DRE 

2. En posant u(x) =-x-1,onau(x)=-1;sur|-c;-1[,-x-1>0. 

rornnmeremeennn mer 

f s'écrit sous la forme f{x) = Les primitives 
5 — 1 

—x-1 —-x-1 

Re qe Ÿ=x-1+KkkER. 

2x 

ae Re +4 "2e +4 

F:x- VX #4 +k,kER. 

ms Exercice 10 

1. fest définie sur ]0 ; + co[ par f(x) = e* + _ Les primitives de f 

. Les primitives de f sur R sont les fonctions 

sur ]0 ; + co sont les fonctions F:x-e*+1In (x)+Kk,kER. 

2, [(t)=" Xe"; fs'écrit sous la forme fx) =" 5 x (— 2xe *). 

Les primitives de la fonction u’e“ 

Sue iquenons TR ; mur Reportez-vous au tableau des | 
u(x) = x?, on à u'(x) = — 2x. Donc les dérivées et celui des primitives 
primitives de f sur R sont les fonctions : avec les fonctions expetIn. 

Fixe Fe eŸ+k,kKER. am) 

CONSEIL 

5 1 sr : u’ 
3, =——=3x——— .L ar fx) re x At es primitives de la fonction u > O0, 

sont les fonctions In u + Kk. En posant u(x) = x + 2, on a u’(x) = 1; 

sur ]- 2 ; + co, x +2 > 0. Donc les primitives de f sur |- 2 ; + œ[ sont 

les fonctions F:x-3In(x+2)+Kk,kER. 



x Exercice 11 

1. a. La fonction f est la somme de 

fonctions dérivables et a pour dérivée 

f'(x) = cos(x) — sin(x). 

Sur [0 ; x], la lecture des courbes repré- 

sentant cos et sin montre que l’équa- 

tion cos(x) = sin(x) a pour unique 
M 

solution 4 

cos(x) = sin(x) sur [o ; ? ; COS(x) < sin(x) sur [ à ñ| 

On en déduit le tableau de variations de f: 

T 
x 0 Fa T 

, L1 

f'œ + 0 * 
[= 

E 
=] 

g 
v0 
so 
+ 

= 
Ce] 
EXTSNTRE 
EEE 
ÉSERRERT 
ER b. D’après son tableau de variations, la fonction f a pour maximum 

N2 47 
Donc pour tout réel x de [0 ; x], fix) < V2 + 1. 

D’après la propriété de conservation de l’ordre des intégrales : 

[” Rodx < f[ (1 + V2ÿdx. 

Or js (1 + V2)dx = (1 + V2)x, donc 1 fu)dx < (1 + V2yr. 

2. a. Comme la fonction f'est continue et positive, l'aire sous la courbe 

sur [0 ; x] est donnée par l'intégrale Î ÿ fx)dx ; une primitive de fest 

la fonction F : x + — cos(x) + sin(x) + x. 

F(n) =1+7% ; F(0) = 0, donc l'aire sous la courbe sur [0 ; x] est égale 

àl1+Tu.a. 
b. On en déduit la valeur moyenne de fsur [0 ; ñ] : 

1 Li DT Sp | 
(HUE AE, AUS 1. 

mms Exercice 12 

1. f(x) = € ' En posant u(x) = e* + 1, on a u’(x) = e* ; de plus, 
e* + s 

pour tout réel x, e* + 1 > 0 ; f s'écrit sous la forme u > 0, donc 



les primitives de f s’écrivent sous la forme In u + k, donc les primitives 

de fsur R sont les fonctions F:x- In (e*+1)+Kk,kER. 

1 

ape Le 2HHAN= mr Fr de Ge . En posant u(x) = In (x), on a u”(x) = + : dé 

plus, pour tout réel x > 1, In (x) > 0 ; donc les primitives de f sur ]1 ; 

+ oo sont les fonctions F:x-I1n (In (x) +Kk,KER. 

L'IA)= En posant 40 = cas on a u’(x) = cos(x) ; de plus, 

pour tout réel x de ]0 ; ñ{, sin(x) > 0 ; donc les primitives de f sur 

10 ; nl sont les fonctions F : x In (sin(x)) +k,kE R. 

sm Exercice 13 

1. f(x) = 2x + 1 + fe, D'après le graphique donné, la fonction f'est 

continue et positive sur [1 ; e], donc l’aire sous la courbe sur l'inter- 

valle [1 ; e] est donnée par l'intégrale Î ‘fax. 

On utilise la propriété de linéarité des intégrales : 

J'rooax = 120 + 1)dx + [Ra 

Une primitive de la fonction x + 2x + 1 est la fonction x + x2 + x. 

Donc [x + tax =[x2+x] =e2+e-2. 

Soit g la fonction définie sur [1 ; e] par g(x) = ; on peut aussi 
In (x) 

PRÉ 1 ie 
écrire g(x) = x In (x). 

g est alors écrite sous la forme u’u, en prenant pour fonction u la 
fonction In. ; 

Une primitive G de g est de la forme : u?, soit G(x) = 3ûn (x)»2. 

On en déduit f” D dx = G{e) - G(1) = in @}-7ûn (L)} ; 

lñn (e) = 1etin (1}=0, donc ik “un D ax = 0. 

Finalement la valeur exacte de l'aire sous la courbe sur [1 ; e]. est 
(e2+e—2) + 0,5 = e2 + e — 1,5 u.a: 

2. Les unités graphiques sont 2 cm sur l’axe des abscisses et 1 cm sur 

l’axe des ordonnées, donc l'unité d’aire vaut 2 cm2. 

L’aire sous la courbe exprimée en cm? est 2e2 + 2e — 3, soit environ 
17,21 cm? à 10-? près. 



mm Exercice 14 

æ) 1. G(X) = (ax + bje-*. 

On détermine les réels a et b pour que la fonction G soit une primitive 

de la fonction g : x (2 + x)e-* sur l'intervalle [0 ; 1]. 

G est une primitive de g si G'=g. 

On applique la formule de dérivée d’un produit (uv)’ = uv + uv’. 

On pose u(x) = ax + b et v(x) = e"*, d'où u’(x) = a et v’(x) = - e”*. 

G’(x) = ae-* + (— e-*)(ax + b) =(- ax + a — bjerx. 

G’=g si, et seulement si, -a=1eta-b=2; on en déduit a=-1 

etb=-3. 

Par conséquent, une primitive G de g est G(x) = (- x — 3)e-*. 

On peut calculer l'intégrale j : 

J= f'e+med=cm-co 
=- 4e 1-(- 3). 

On a ainsi prouvé que J = 3 - . 

il ci SE Ze OS: 

On multiplie par le nombre positif x? : 

2° 2 < y2 = JL 2 i CL fx) = D *: 

On utilise la propriété de conservation de l’ordre sur les intégrales : 

à xd = \: fax = ik 5 x2dx. 

3 41 3 3! 
de [1x2] 22 Lea [2] 1 [ xx - x 3 Ce Al 22 

Finalement on a si < K < z, 
3e 6 

3. On utilise les propriétés de linéarité de l'intégrale : 

ss £ — X pates . J+K= [ (2+%e dx+ [x il 
x 

J+K= ffe+me"+x Ex: 

Pere f'-{8 + 9220 + _ de 

TES 4 % 1 e7* , J+K= f'e Cha fx: 

donc J + K = AI. 

8. Intégration 



(pt ) 4. D'après les questions 2. et 3., ]=3-— 2 et + K< 2 

AT 4 1 
4 ——+—<]+K<3-—+—-, d’où 3 : + 3e J + Fr ADr 

à 11 19 4 Mr A soit 3 AE, AI < Are 

, En Per mt An à L'encadrement de I est Se <I< Da; lee 

Sal 3 £ Ps 041200 fee 0,41 

5e = 0,423 7. 
24 

me À NOTER 
Une valeur approchée à 10-? ja fonction étudiée dans cet exer- 
près de I est alors 0,42. cice n’a pas de primitive explicite. 

ms Exercice 15 

0,5pt 1.Six E : , Z Ù, six [0 ; In (6)] do 0 RAPPEL 

d'où e* > 1, e*- 1 = 0, d’où [e*- 1| = e*- 1. Six>0,x=xet 

Six E [- In (6) ; O0], alors x = O, si x <0, |x| =- 

d'où e = 1, @ - 1 = 0, d’où [e*- 1| = - (e*- 1). 

2. Une primitive de x + e*— 1 est x > e*- x. 
In(6) 

[e-Ddx=[e-1u0 = ("0 + In (6))= 1-+-In (6) = 2 In (6). 

3. On utilise la relation de Chasles : 
In(6) 0 In(6) 

Jon = dx= | gx + Î fx) dx ; 
AL 

In(6) 0 In(6) == 

is us - (-1)dx+ f (e* — 1)dx ; 
nai In(6) 0 

-In(6) 

M k fe CDS. fe AA 

re 3 In(é) 5 25 d à = te æ RE Le la question 2., 0 ke fx) dx = In (6) 6 +5 -In (6) 6: 

(e*-1)dx = [e* - x];"° = e ® — In (6) — e° = 6 — In (6) - 1 = 5 - In (6). 

x 



mm Exercice 16 

pt ) La fonction f étant continue 

et positive sur [a ; b], pour 

tout réel x de [a ; b], £ "fôdt 

est l'aire sous la courbe de f 

sur l'intervalle [a ; x]. 

Soient x, un réel de [a ; b] ethun réel positif tel que x, + h € [a ; b]. 
X,+h 

4» fbdt est l'aire sous la courbe de f sur l'intervalle [x, ; x, + h]. 

La fonction f étant croissante sur [a ; b}, pour tout réel t de [x, ; x, + H], 

fx) < FO < FX, + h). 

L’aire sous la courbe de f sur l'intervalle [x, ; x, + h] est alors encadrée 

par l’aire de deux rectangles de largeur h et on obtient : 

fan < [ot < fa, + Dh. (D 
j Xo+h a x+h 

D’après la relation de Chasles, fbdt = à fô dt + ñ fat. 

Or f'hodt=- "fat. 

On en déduit [" fÜdt=F(x,+h)-F(Q)). 
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L'inégalité (1) s'écrit alors f{x,)h < F(x, + h) - F(x,) < fx, + h)h. 

FAST = FA) 

h 
On divise par h non nul : f{x,) < Sfar th). 

Comme f est continue en lim FX, + h) = fx). 

FE 2 - F(x,) = fx). 

Par définition de la dérivabilité, la fonction F est donc dérivable en 

D’après le « théorème des gendarmes », lim 
h — 

x, et on a F(x,) = fx,). 

Ce résultat étant valable pour tout réel x, de [a ; b], la fonction F est 

dérivable sur [a ; b] et a pour dérivée f. 



, Nombres complexes 

L'équation x? = - 1 n’a pas de solution dans R, mais elle en admet deux 

dans l’ensemble des nombres complexes C. 

ED Forme algébrique 
a. Définitions 
æ Tout nombre complexe z admet une écriture algébrique unique de la 

forme z = a + ib, où a et b sont des nombres réels et i est un nombre tel que 

= 1: hi 

x Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib. 

a est la partie réelle de z et b est sa partie imaginaire. 

On note Re(z) = a et Im(z) = b. 

# Un nombre complexe z est appelé imaginaire pur lorsque sa partie réelle 
est nulle. Il s'écrit alors z = ib. 

De même, z est un nombre réel lorsque sa partie imaginaire est nulle. 

b. Égalité de deux nombres complexes 
x Soientz=a+ibetz =a +ib': À NOTER 
z = Z' si, et seulement si, 4 = a! et b=b". Un nombre complexe z = a +ib est 

nul si, et seulement si, a=0 et b=0. 

c. Opérations 
s Soient z = a + ib et z' = a’ + ib' deux nombres complexes : 

z+2'= (a + ib) + (a' + ib") = (a + a’) + i(b + D"); 

zz' = (a + ib)(a' + ib") = (aa' — bb) + i(ab! + a'b). 

m Identités remarquables : 

(a + ib}? = a2 + 2iab — b2 = 42 — b2 + 2iab À NOTER. 
; Les règles de calcul que vous avez 

(a-ib}=a?-2iab-b?2=a2-b2-2iab  apprises dans l’ensemble R des réels 
(a + ib}(a — ib) = a? + b2 s'appliquent dans C. 

mere ot 



d. Conjugué d'un nombre complexe 
s Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué du nombre z 
le nombre z=a-ib. 

# Soient z un nombre complexe non nul et z son conjugué : 

1 1 ES Pen = 
E)-2: (27 zXz=a+pb2. 

ZJAE 

m Soient z et z' deux nombres complexes et z et z' leurs conjugués : 

1 F = Pl 0 = = Z 4 ! Z+Z'=2Z+2; ESA ESA 2)-Ze Æ 0); 
Z Z 

z+z=2Re(z); z-z=2Im(2). 

s Le nombre z est un nombre réel si, et seulement si, zZ-Zz=0. 

Le nombre z est un imaginaire pur si, et seulement si, z + z = 0. 

e. Équations du second degré à coefficients réels 
Soit l'équation ax2 + bx + c = 0 où a, b et c sont trois nombres réels. 

On calcule À = b? — 4a. 

m Si A > 0, alors l'équation admet deux solutions réelles : = b À va Reste . va 
a a 

# SiA=0, alors x = _ est la racine réelle double de l'équation. 
q 

m SiA<O Z O, alors on appelle à le nombre complexe tel que à = iv-A. 

2 = 0 0 et 7, = —P +0 sont les deux nombres complexes conjugués 
; 2a ' 2a 

solutions de l'équation. 

F) Forme géométrique 
a. Affixe d'un point 

Définitions 
m À tout nombre complexe z = a + ib, on associe le point 

M de coordonnées (a ; b) dans un repère orthonormé 

direct (O ; i, j). 

m L’axe des abscisses est appelé l'axe des réels, l’axe des 

ordonnées est appelé l'axe des imaginaires purs. 

# Le point M est le point image de z. OM est le vecteur image de z. 

z est l’affixe du point M et du vecteur OM. 

= Le point M' d’affixe z est le symétrique de M par rapport à l'axe des réels. 
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Propriétés 
Soient un point A d’affixe z, et un point B d'’affixe z.. 

— 

m Le vecteur AB a pour affixe z, — z,. 
ZE 

s Le milieu du segment [AB] a pour affixe E, 

b. Module et argument d'un nombre complexe 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O ; à, j) et M(a ; b) est 

le point image du nombre complexe z. 

Définitions 
Soit z = a + ib un nombre complexe non nul. 

#m On appelle module de z le nombre réel, noté /{z|, tel 

que |z| = Va? +b°. 

# On appelle argument de zune À NOTER 

mesure en radians, notée arg(z),  L'argument d’un nombre complexe n'est 
de l'angle orienté G, OM) Lx]. pas unique, puisqu'il est défini modulo 2x. 

re sr ner 

Propriétés .  « 
m |z1=OM=||OM||= Va? +b° = Vzxz. 

m AB=1/z,-2,|. 

AB = VC, x, ) + y). 

=+z=1z 21 = [2 - 

1zz'| = [2 X |z'| Et = fl (z' # 0) ZX Z=(|z|)? = a2 + b2 

m arg (ZZ') = arg (2) + arg (z') [2x] arg (2) arg (z) — arg (z') [2x] 

arg Ü) =- arg (z) [2x] arg (Z) =— arg (z) [2x] 

arg (— z) = arg (z) + x [2x] arg (Z") = n X arg (z)[2x] 

# z est un nombre réel équivaut à z = 0 ou arg (z)=0 + kx,kEZ. 

z est un nombre imaginaire pur équivaut à z = 0 ou arg (z) = 3 + Ka, kE Z. 



E] Forme trigonométrique 
a. Définitions et propriétés 
# Tout nombre complexe z admet une écriture trigonométrique de la 
forme : 

Z = p(cos 8 + isin 8) avec p > 0. 

# Soient z = p(cos 6 +isin 8) et z' = p'(cos 6’ + isin 0). 

z = z' si, et seulement si, p=p'et86=68"+2kx,kEZ. 

x Soit z un nombre complexe dont l'écriture algébrique est z = a +ib et 

dont l'écriture trigonométrique est z = p(cos 8 + isin 8). On a: 

cos 8 = et sin 6= 2. 
A 

b. Interprétation dans un repère orthonormé direct 
= Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O ; à, j). 

Soient A, B, C et D quatre points dont les affixes respectives sont Z,, Z,, Ze 

Pte, avec. A Bet C# I. 

arg(z,-2)=(GAË)[2xl;  arg ÉS = (AB, CD) [2x1]. 

c. Notation exponentielle 
# En partant de la notation e = cos 8 + isin 6, tout nombre complexe z peut 

s'écrire z = pei, qui est la notation exponentielle du nombre complexe z 

de module p et d’argument 6. 
ie 

€ See) | 
ei i CONSEIL 

= Soient z = p(cos 6 + isin 6) = pei Cette technique est à connaître afin de | 
pouvoir retrouver le cosinus, le sinus ! ! ! ! : : ! l ai0' 

= +isin 0’) =p'e ma | 
ZE ss 9 $ | ) p d'une somme ou d’une différence ou : 

deux nombres complexes : de chercher à les déterminer. 

É | ei® X ei® = (SU COLA 

zz' = peïs X p'ei” = pp'eil® +0), 

On en déduit que : 
p(cos 8 + isin 6) x p'(cos 8’ + isin 0’) = pp'(cos (8 + 0’) + isin (6 + 0’). 

Après développement, on trouve : 
cos (6 + 0’) = cos 8 cos 8'-sin 8 sin 6’; 

sin (6 + 6’) = sin 8 cos 0’ + cos 6 sin €’. 

a À partir de l'égalité (eï°)" = e”°, on en déduit que : 

(cos 8 + isin 6)’ = cos n8 + isin "6. 
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Calculer Le quotient 
de deux nombres complexes 

ET F 
+3i 

Donner la forme algébrique du complexe z = 2 

Savoir-faire ME A 

# On cherche ici à écrire le nombre complexe z sous la forme z = a + ib. 

La méthode consiste à multiplier le numérateur et le dénominateur du 

nombre z par le conjugué du dénominateur. 

# On utilise ensuite la propriété i2 = - 1. 

æ Après avoir effectué les différents calculs, on sépare la partie réelle 

de la partie imaginaire. 

»74+3i °(7#3i)24+91i) 14+63i+6i-27 _—13+69i 

7 2-9i (2-9i)2+9i) 4+81 CCE 
Le dénominateur étant un nombre réel, on peut alors séparer la partie réelle 

de la partie imaginaire et on obtient : 

13416090 
Z=——+—;i 

85 85. 

Résoudre une équation S 
du second degré à coefficients réels 

Résoudre, dans €, les équations 4z2 — 57 + 11 = 0 et 82 - 12zV2 +9=0. 

# Pour résoudre une équation du second degré dans C, on applique la 
même méthode que dans R. 

# On commence par rechercher le discriminant A de l’expression : 
À = D? - 4ac (a, b et c étant des réels). 



# On en déduit alors les solutions de l'équation en appliquant la 

propriété du cours suivante : « Si A < O, alors on appelle à le nombre 

complexe tel que &? = A. » On obtient alors deux solutions complexes 
—b-5 —b+ù et z, = 

a 2a 
conjuguées : z, = 

# Soit l'équation 4z2 - 5z + 11 = 0. 

On commence par calculer le discriminant A : 

A=(-5)}2-4X4X 11=-151. 

Puisque le discriminant est négatif, alors cette équation n’admet pas de 

solution dans R. 

On utilise la propriété i? =-—1. 

Soit à tel que à? =- 151 = (i X 151)2. On en déduit que à = iV151. 

L'équation admet deux solutions z, et z, dans C : 

oo DM Es ar = S-Wist 
: 8 

m Soit l'équation 8z? - 12zV2 +9=0. 

A=(-12/2}-4x8x9=0 
L'équation admet une solution réelle double : z, =z, 

= 

16 4 

Passer de l'écriture algébrique 
à l'écriture trigonométrique 

Écrire le nombre z = 4V3 + 4i sous forme trigonométrique. 

Savoir-faire 

æ On commence par calculer le module p du nombre, sachant que si 

z= a +ib, alors p = Va” +b°. 

# Afin de calculer un argument 6, on calcule cos p et sin p en utilisant 
q ; 

les formules : cos 8 = — et sin 6 = —. 
P 
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u x et y étant donnés, on résout alors des équations du type cos 8 = x et 

sin 6 = y en utilisant les valeurs remarquables du sinus ou du cosinus 

d'un angle. 

z= 43 + 4i 

p = V(413) +42 = V48+16 = 648 * 

AE 1 
cos 6 = RS = À et sin 8 es 

SE 

Une valeur de 6 est + 

On en déduit que z = 8{cos à +isin £) 

Passer de l'écriture exponentielle ou 
trigonométrique à l'écriture algébrique 

ETS À 
= . = Z . 

Écrire le nombre 6e * sous la forme algébrique. 

# On utilise la forme trigonométrique : pe = p(cos 8 + isin 8). 

æ Pour résoudre ce type d'exercices, il est recommandé de bien connaître 

des formules comme celles des angles associés, du type : 
a LEE 

COS(T — x) = — COS X, sin(? — x) = COs x, ou celles du type : 

cos (a + b) = cos a cos b— sin a sin b ou sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a. 

Corrigé détaillé 

4 
C'em= 6[cos #7 +isin +) 

3 3 

CONS = COS (r+ #)=- cos F 2-7 et sin Ve: more tes 
3 3 8 2 8 3 ? 

4 
ses 14176). 3 35 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e L'argument d'un nombre complexe n’est pas unique : il est défini 
modulo 2x. 

. À 
Si 50 est un argument d’un nombre complexe z, alors tous les nombres 

_ + 2kx, kE Z, le sont également. Il ne faut donc pas oublier la men- 

tion modulo 2x. 

Lorsque vous déterminez un argument d’un nombre complexe, il faut 

donc bien préciser qu'il s'agit d’un argument de ce nombre. 

: © QCM, p. 204 

e Le résultat d’une puissance de i peut être un nombre négatif ou 

positif. Il est donc faux de penser que ce résultat est systématiquement 

négatif. 

Le résultat d’une partie imaginaire pure élevée à une puissance peut 

être un nombre réel (positif ou négatif) ou un nombre complexe 

imaginaire pur. - 

Pour s’en convaincre, il suffit de calculer :2 ; 5 ; i ; i°.… 

Les nombres entiers naturels, tels que i" soit un réel, sont de la forme 

n=4kn=2koun=4q+2,q€EZ. © QCM, p. 204 

e Il ne faut pas écrire V3+2i. 

En effet, l'équation (3 + 2i)2 = k, k E R*, possède deux solutions dans €, 

donc V3+2i n'est pas défini. 

De même, il ne faut pas écrire « racine de (— 1) ». © Exercice 9, p. 206 

e Il ne faut pas oublier de signaler que dans l'écriture z = a + ib, a et 

b sont des réels. Si ce n’est pas le cas, alors il faut écrire que Z=a-ib 

est faux. © Exercice 7, p. 206 

e Avant de calculer le quotient d’un nombre complexe, il ne faut pas 

oublier de préciser que le dénominateur n’est pas nul. 
C Exercice 10, p. 206 

Il h 9. Nombres complexes 



RERESSERTERE Chem pour réviser le cours = 

HE Quelle est la partie réelle de 
7 + 5i(i— 3) ? 

Ac. Qa.7. OQb.2. 

[2 Le résultat de i° est : 

Qa.-1. Qb.-i. Qc. i. 

© Le résultat de (3 - 2i)(4 + 3i) est : 

Q a. 12 + 6i. 

Q b. 12 +i. 

Q c. 18 +i. 

[4] Quelles sont les solutions de 

l'équation 7z2 + 2z + 3 dans C? 

Qaz=-12ivs 
7 

nee 
"4 

DD ee” 
14 

t2 —1+4i- 80 
DE 

14 

Q c. Z,= —1-v80 
14 

et Z, = -1+80 

14 

O Quel est le module du nombre 
complexe z=8-5i? 

l'a 1e 

Q b. /39. 

Qc. V89. 

| 

© Corrigés, p. 209 

Ô Quel est un argument du nombre 
complexe z =7+7i? 

Qa. 7 +2kr KEZ. 

Qb. À +2kr kEZ. 

Qc. Ÿ 4 2kx, KEZ. 

à Quelle est l'écriture algébrique 

du nombre complexe z = 8e ? 

Q a. 4+4iV3. 

Qb.4-4iV3. 

Qc.-4-4iV3. 

© Le plan complexe étant rapporté 

à un repère orthonormé (O ; À j), 
quel est l’ensemble des points d’affixe 
z tels que [z-7-2i| =3? 

Q a. une droite. 

Q b. un cercle. 

Q c. un point. 

O Le plan complexe étant rapporté 

à un repère orthonormé (O ; î, j), on 

considère trois points L, S et T.d’af- 
fixes respectives z,, z,, Z, telles que 

Z, =Z,-Z,. Que peut-on affirmer ? 

Q a. LST est un triangle rectangle. 

Q b. LST est un triangle équilatéral. 

Q c. OLST est un parallélogramme. 

O 1e conjugué de z' = ire est : 
3+2i 

sp sp 
3+2i 3-—2i 

Ac 1+z 

210 



mu Exercice 1 © Corrigés, p. 210 
Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants. 

(7 + 3i)(S — 4i) ; (4—iV3}2 ; (2 - 3iÿ. 

ms Exercice 2 © Corrigés, p. 210 
Soientz:=2 31 et 7! =-—3 +i. — 

! 

Donner l'écriture algébrique de z + 2’; 5z + 3z'; z27'; zz'; 252 
! 

ZZ 

mm Exercice 3 s © Corrigés, p. 210 
Écrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants. 

8 cos 2 +jsin 27 
É 3 3 2+i ; 

Z =——*: z,=12e ; Z; = 
2-i 

V2| cos T+isinT 6 6 

mm Exercice 4 © Corrigés, p. 211 
1+iV3 
Lai 

Écrire sous la forme pe le nombre complexe 

= Exercice 5 © Corrigés, p. 211 
1. Écrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants. 

z=1+i; F Zimn3.+ À 

2. En déduire l'écriture trigonométrique de z X z' et de —. 
Z ,T 

HAS x R 1H 1% e? 
3. Donner l'écriture algébrique de e * ; e {et de —. 

Tr ei 
4, En déduire cos T et sin L. 

12 12 

mm Exercice 6 © Corrigés, p. 212 
Le plan complexe étant rapporté à un repère orthonormé direct 

(O ; &, j), on considère les deux points R et S d’affixes respectives 
7 +iet 3 —2i. 

Calculer RS. 

_ 

ENTRAINEMENT 
9. Nombres complexes 



mm Exercice 7 © Corrigés, p. 212 
Donner l'écriture algébrique des nombres suivants. 

2+3i | 5+3i , (5-3V2 + 32. 

5-4i 3-2 

ms Exercice 8 © Corrigés, p. 213 
Calculer et donner le résultat sous forme algébrique : 

(1 +iv3)4(V3 + D. 

us Exercice 9 © Corrigés, p. 213 
Résoudre dans € les équations suivantes. 

15 ds 2. 275 -; + Pics LS 
2Z+5 

« Exercice 10 © Corrigés, p. 214 
Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct. 

Dans chaque cas, déterminer l’ensemble des point M du plan dont 

l’affixe z vérifie la relation donnée. 

1.1z-2-7il=|4-3i] 2./z-2i=|2+5+4i] 3. 
z-3| 13 

x Exercice 11 © Corrigés, p. 214 

Résoudre dans € les équations suivantes. 

1.5z22-8z+5=0 2.37*+272-8=0 3.z22+67-7=0 

2 - ) 

mm Exercice 12 © Corrigés, p. 215 
Le plan est rapporté au repère orthonormé (O ; i, j). À tout nombre 

complexe z = a + ib, a et b étant des réels, on associe le nombre 
Z F1 = se 2 k : 

Z'= —, avec z # — i. Déterminer l’ensemble des points M, images 
2H 

de z, tels que z' soit un nombre réel. 

mx Exercice 13 ( 75 min, 2pts © Corrigés, p. 216 

\=== (Polynésie, 2010) On considère l'équation (E) : z{ = - 4, où zest un 
BAC nombre complexe. 

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de l'équation 

(E), alors les nombres complexes — z et z sont aussi solutions de 
l'équation (E). 



2. On considère le nombre complexe z, = 1 +i. 

a. Ecrire le nombre le nombre complexe z, sous forme exponentielle. 

b. Vérifier que z, est solution de l'équation (E). 

3. Déduire des deux questions précédentes trois autres solutions de 
l'équation (E). 

= Exercice 14 ( 20min, 3pts © Corrigés, p. 216 

AC 
(Sujet national, 2011) Le plan complexe est rapporté à un repère 
orthonormé (O ; i, j). 

On désigne par À, B, C et D les points d’affixe respectives z, = 1, 
Z,=i,Z.=- lLetz == 1 

1. L'ensemble des points d’affixe z tels que |z + i| =[z — 1| est : 

a. la médiatrice du segment [BC]. 

b. le milieu du segment [BC]. 

c. le cercle de centre O et de rayon 1. 

d. la médiatrice du segment [AD]. 

2. L'ensemble des points d’affixe z tels que ZŸT soit un imaginaire 

pur est : | Ai 
a. la droite (CD) privée du point C. 

b. le cercle de diamètre [CD] privé du point C. 

c. le cercle de diamètre [BD] privé du point C. 

d. la médiatrice du segment [AB]. 

3. L'ensemble des points d’affixe z tels que arg (z — i) = - T4 2kx, 

KE 7, est: À 

a. le demi-cercle de diamètre [BD] passant par A. 

b. la droite (BD). 

c. la demi-droite |BD) d'origine B passant par D privée de B. 

d. le cercle de diamètre [BD] privé de B et D. 

= Exercice 15 © Corrigés, p. 217 

RC 
(Asie, 2008) Le plan est rapporté au repère orthonormé direct (O ; ï, j). 

On prendra pour le dessin || i || = 4 cm. 

M est un point d’affixe z non nul. On désigne par M' le point d’affixe 
LM ox: tes he 

z' tel que z' =-—, où z désigne le conjugué du nombre complexe z. 
Z 

_ 

ENTRAINEMENT 
9. Nombres complexes 



Partie À 

1. Soit z un nombre complexe non nul. 

Déterminer une relation entre les modules de z de z', puis une relation 

entre les arguments de z et de z’. 

2. Démontrer que les points O, M et M' sont alignés. 

3. Démontrer que, pour tout nombre complexe z non nul, on a 

l'égalité : 

THT = e- 1). 

Partie B 

On désigne par A et B les deux points d’affixes 1 et — 1. 

On nomme € l’ensemble des points M du plan dont l’affixe z vérifie 

lzs 1=4, 

1. Quelle est la nature de l’ensemble € ? 

2. Soit M un point de € d’affixe z, distinct du point ©. É 

a. Démontrer que |z' + 1| = |Z|. 

Interpréter géométriquement cette égalité. 

b. Est-il vrai que si z' vérifie l'égalité |z' + 1| = |z'|, alors z vérifie l'égalité 

a 1 ic Où M 

3. Tracer l'ensemble € sur une figure. Si M est un point de €, décrire 

et réaliser la construction du point M'. 

mms Exercice 16 ( 30min, 3pts © Corrigés, p. 219 

TC (Amérique du Sud, 2011) 

BAG 1. Résoudre dans C l'équation z2 - 2z +5 = 0. 

2. Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct 
(O ; à, j) d'unité graphique 2 cm. 
On considère les points À, B, C et D d’affixes respectives z,, z,, Z, et 

Zn OÙ Z, ANA = TRE 1+V3+ietz =2. 

a. Placer les points dans le repère (O ; £, j). 

25 Ze b. Calculer et donner le résultat sous forme algébrique. 
Fe AA 

c. En déduire la nature du triangle ABC. 

3. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent à un même 

cercle T dont on déterminera le centre et le rayon. 

4. Construire les points C et D dans le repère (O ; à, ÿ). 

Expliquer la construction proposée. 



mx QCM 

© b. 7 + Si(i— 3) = 2 -15i. Ce nombre a pour partie réelle 2. 
@b.i-ixi=(} xi=(1) xXi=-i 
© c. (3 - 2i)(4 + 35) = 12 + 9i — 8i - 6ë2. 
(3 — 2i)(4 + 3i) = 18 + i. 

@a.7z2+2z+3-0. 

A=22-4X7 X 3=-80, qui est un nombre négatif. 

Soit à = i 80 = 4iVs. 

Les deux solutions sont Z'= —2-4iÿs -1-2iJ5 
LAINE 

-2+4ifs -1+2iV5 
To ar ; 

@ <. Soit p le module du nombre complexe z=8-5i: 

p = /82+(-5)2 = /64+25 = 89. 

Oaz-=-7+7i 

p = v72+72 =7/2 

7 PR +is) 

re (+ 2) 

De 7V2{cos = +isin n 
4 4 

et Z, = 

Ÿ x 
+ 
a. 
E 
© 
Le 
un 

a 
S 
E 
S 
Zz 
où 
FRS 
ÉERSE 
SERRE 
ESS 

Un argument de z est à 

@ a.z-3e°- 8fcos Tisin sl 
CLS 3 

3 
COS — = — et sin — = —. 

cer rie 

281$) 
2 

z=4+4i3 

@ b. Soit M un point d’affixe z tel que |z - 7 — 2i] = 3 et K le point 

d’affixe 7 + 2i. L'égalité |z — 7 — 2i| = 3 équivaut à KM = 3. 

Le point M appartient au cercle de centre K et de rayon 3. 

© c. Le vecteur OL a pour affixe z, et le vecteur TS a pour affixe Pnau 

Z. =Z,-Z, équivaut à OL = TS. 

On en déduit que OLST est un parallélogramme. 



3+2 3+2i 

312) 024 

sus Exercice 1 

(7 + 3i)(5 — 4i) = 35 - 28i + 15i +12 = 47 - 13i. 

(4-3) 216-813 -3-13-8i3. 
(2-3iÿ=(2-3i)(4-12i-9) =(2-3i)(- 5 - 125) 

= 10- 24i + 15i- 36 =-46-9i. 

= Exercice 2 

z+z'=(2-3i)+(-3+i) =- 1-21. = 

5z + 3z' = 5(2 — 3i) + 3(— 3 + i) = 1 -— 12i. 

Z2z'=(2-3i)2(-3 +i) = (—-5-12i)(- 3 + i) = 15 — Si + 36i + 12 = 27 + 31i. 

zz'=(2-3i)-3+) =-6+2i+9i+3=-3+11i. 

z4z 0 1421 à (C1+2i)-3+11i) TS 61-22 1917: 

DA 2 AN(S 1 li) STI 130 330 

M9 ee 
= —— +i— 

130 130 

ax Exercice 3 
LE (241) ArAi<T: 53 AA 

RL ire ae s - 

Z, = 12e 4 = = 12/0057 + isin®) = = 1212 + 2). 612 + 6iV2. 

Le nombre complexe résultat d’un quotient a pour module le quotient 

des deux modules et pour argument la différerice des deux arguments. 

On en déduit que : 

8 os er 
HE 3 3 8 : Fes) = [cos os[ 24 R)in(22)) 

6 

= “Af2(cos $® — +isin Fa 



Puisque cos (x — x) = - cos x et sin (x — x) = sin x, alors on en déduit 

V3 
que cos = cosfx - E) = - cos E = À 

6 6 6 2) 
ST , T TT El 2 i 

et sin — = sin|x — —|= sin — = — et z, = 4ÿ2| - — + — |, 
6 | z) Ce à ei A2 2 à 

D'où z,=- 26 + 212. 

mms Exercice 4 

Le nombre complexe 1 + iV3 a pour module 4/12 +(/3)° = 2, 

d'où 1 + Le 27 + 5) 2fcos T'iisin a 
2 8 3 2 

A ; TE ee AIT 
De même, on trouve : 1+i-= Va(cos Le +1SIN LL 

2| cos +isin © À 
1+iv8 ae A 

FPE AUTRE On utilise la propriété : | 

+ 12{ cos % +isin . CARE 
4 4 Lis | 

É 

É - : ; - A = : S DER EE 

nr À € 

as Exercice 5 

1. Puisque z = 1 + i, alors |z| = |1 + i] = 172 

= (2 +i #2)" v[cos = +isin 3 

Le module du nombre complexe z' = V3 +i est p = /12 +(V3) = 2. 

= S + 13) = 2fcos T'kisin z) 
2 2 6 6 

T T 
PRÉ EN) OS — +isin X 2|cos — +isin ZZ 2l< à +i z) | F a 

En utilisant |zz'| = [z| X |Z'| À NOTER 

et arg (z7') = arg (z) + arg (Z'), SHUOR RER TR | 

on en déduit que : 12 Fe 12 2 12 
Orcos\—-8|=sin8 | 

ZI0= 2/2 cos De à + isin( + ) : É | k 
4 6 4 6 (TT | 

Sr et sinfs — o) =Cos6. | 

TA = 22(cos te +isin si LS RES 

On en déduit que zz' peut s'écrire 2/2 2{sin + icos 2) 

9. Nombres complexes 

3 

CORRIGES 



Puisque le nombre z' n’est pas nul, alors 7 

En utilisant LP 

V2 ( cos % +isin ) AA 
2{ cos + sin 

6 6 

net arg[ 2 = = arg(z) — arg(z'), on en déduit que : 

{conf - 7 + isin(? = £) ; is 
74 

22 %2{c0s + sin Æ) 
FANS 12 12 

3. e3=cos Z+isin T-= 1,193 
3 S NZ 2 

Æ LR x _V2 . V2 
Cet Nine = Cie 

4 A 7 

de Las ; 

5272 _ 1+i3 _ G+iv3)(-ù) | 1+3+i(3-0 
1 2 2 M2 Vaurpaed 2V2 

2 NS 

_V6+V02, 16-02 
4 an 

= - n .… v6+V2+i[V6-V2) 
4e! =Cos — +isin — ete 2 = + 

12 12 + 

On en déduit que cos Æ = V6 412 SURAE LE 2. 
12 12 + 

x Exercice 6 

On sait que RS = |z, -z,. 

= |(3 — 2i) —- (7 +i)| 

RS = |- 4 - 3il 

Soit un nombre complexe z = a +ib. On sait que |z| = Va” +b*. 

H4-3i1= 2° +(-3) = 
RS = 5 unités de longueur. 

mx Exercice 7 

— 

2+31 _ (2+3i)S+4i) _10+8i+15i-12 _—2+23i _-2 ,,23 
5-4i (5-4i)(5+4i) 41 Ad ATOUT 
5+3i _ (5+3i)(3+iV2) _ 15+SiV2+9i-3)2 
3-2 (G-i2)6+i0) 11 



_15-3V2+i(9+5V2) _15- 302 ,19+502 
11 11 Fi TS 

(5-32 + 3592 = (5 - 312)? + 6i(s - 3/2) - 9 
= 25 - 302 + 18 + 30i - 18iV2 - 9 
= 34 - 302 + i(30 - 182). 

mu Exercice 8 

a +ivay= EE +] = 24(e*): : 2e. 2 

_ 

CORRIGES 

(3 Ps i) < af) us 25(e<)s 125 ns 

Eu EL 1137 ir 
(1 +iV3)4(V3 + 55 = 2e 3 x 25e 6 = 2e 5 = 2%e'6 = 2° Eu) 

(1 +iV3)43 + i)5 = 25643 + 2561. 9. Nombres complexes 

=" Exercice 9 

1. Soit z = a + ib, avec a et b deux nombres réels. 

7z-3z = 4 — 5j, ce qui équivaut à 7(a + ib) — 3(a — ib) = 4 — Si. 

On en déduit que 4a = 4 et 10b=-5. 

Le nombre cherché est z = 1 - + | 

À I = i équivaut à z — 3 = 2iz + Si si 2z + 5 n'est pas nul. | 
Z+ | 

Cette équation devient z(1 — 2i) = 3 + Si. À POIERS ; ni 
es z s'écrit MIE EL | 

Z= est la solution de l’équation. ne 
- 2i 

3. Soit z = a + ib, avec a et b deux nombres réels. L'équation 
Z — 2iz = - 10 - i est équivalente à a — ib — 2i(a + ib) =- 10 -i. | 

a-ib-2ai+2b+10+i=0 | 
(a+2b+10)+i(-2a-b+1)=0 | 
Cette équation est équivalente au système : 

a+2b+10=0 « RU . a+2b=-10 
ni qui est équivalent à Pertuis 

Ce système a pour solution a = 4 et b=-7. Î 

La solution de l'équation est z = 4 - 7i. | 



Exercice 10 

1.12-2-7i| =|4-3il 

On commence par calculer |4 — 3i|. 

[4 3i] = 142+3° =5 

L'égalité |z - 2 — 7i| = [4 — 3i| est équivalente à |z - (2 + 7i)| =. 

Soit T le point d’affixe 2 + 7i. 

L'égalité |z — (2 + 7i)| = [4 H3il e$t équivalente à TM =s5. 

L'ensemble des points M cherché est le cercle de centre T(2 + 7i) 

et de rayon 5. 

2.1z-2i| =|z+5 + Ai | 

Soit A le point d’affixe 2i. |z — 2i| = AM. 

Soit B le point d’'affixe — 5 — 4i. IZ+5+4i]=|z-(-5 -4i)| = BM. 

L'égalité |z — 2i| = |z + S + 4i] est équivalente à AM = BM. 

L'ensemble des points M cherché est la médiatrice du segment 

[AB] avec A d'’affixe 2i et B d’affixe — 5 — 4i. 

see 
z—3 3 

z est un nombre complexe différent de 3. 

z=2|_ 2 2-26 = 2z-2p 
Z=3| "V3 3 

SG&-2C-2> de Lies) 

e3z-2)G-2)224%-9G- 3. 

Après calculs, on obtient : À 
NOTER. ä z—2 À _ 

= = E æZ7—06,01ZZ— | FA On utilise la propriété : 

zxz=|z?etz+z'=7+7" 
e [z|= V6. ME 

2 

L'ensemble des points M cherché est le cercle de centre O et de 

rayon V6. 

x Exercice 11 

1. 522-8z+5=0 

A = (— 8)2 — 100 = — 36 = (6i)2 

, = 8+6i _ 4+3i 4-3; 
et = 

CRE T RE sont les solutions de l’équation. 



2.37 +272-8=0 

On pose z'=Z2. L'équation devient 3z'2+2z'-8=0. 

À = 4 + 96 = 100 = 102 

Les deux solutions sont alors z;'= £ = 3 et z,'= - =. 2, 

Puisque z' = z?, alors l'équation 32 + 2z - 8 = O admet quatre 
solutions : 

Z, es ;z,=i2 etz,=-iV2. 

3.Z2+6z7-7=-0 

On pose z=a+ib,avecae RethER. 

L'équation devient (a + ib)? + 6(a — ib) - 7 =0 

ou a? — b? + 6a — 7 + 2ib(a — 3) = 0, qui est équivalent au système : 

a? — b? + 6a -7 =0 

2b(a-3)=0 

L'équation 2b(a — 3) = 0 est équivalente à b = 0 ou a = 3. 

… 

CORRIGES 
9. Nombres complexes 

Si b = 0, alors l'équation a? — b? + 6a - 7 = 0 devient 42 + 6a - 7 =0, 

qui admet a = 1 et a = - 7 comme solutions. On obtient alors deux 

solutions réelles de l'équation : z, = 1 et z, =-7. 

Si a = 3, alors l'équation 42 — b2 + 6a - 7 = O devient b2 = 20. On 

obtient alors deux solutions complexes conjuguées de l'équation : 

z,= 3 + 2iV5 et z, = 3 — 2iVs. | 

L'’équation z? + 6z - 7 = 0 admet quatre solutions : | 

z,=1;z,=-7;z,=384+ 2iV5 ;z,=3-2iVs. | 

= Exercice 12 
z est différent de i et a et b sont des réels. | 

a+ib+i 4+i(+b) [a+i(+b)]la-i(1-b)] 

a-ib+i a+i(i-b) [a+i(i-bla-i(1-b)] 
! 

, - dia ab)+i(a+ab)+(1+b)(1-b) | 

| 

a” +(1-b) k 

, _ d-ia+iab+ia+iab+1-b? _ a-b'+1 ,,  2ab | 
. d+(1=-b) a E(l= De da (sb) 

Le nombre z' est un nombre réel équivalent à a = 0 ou b = 0 (avec 

Z # i). 



L'ensemble des points M cherché est consti- À NOTER 

tué des deux axes du repère privés du point si p = 0, alors z’= 1 

de coordonnées (0 ; 1). pour tout a ER. 

x Exercice 13 

0,5pt 

1. Soit z un nombre DER solution de z{=-4. 

(- z)* = us =i8zt= 7 =- 4, puisque i° = (i)?=1 

(= 
-zet ; sont us solutions de l'équation (E). 

2.a.z,=1+i 

[1 + il = V2 
Soit 8 l'argument principal de z, (compris entre ]- x ; x]). 

cos 6 = sin 6 = V2, 
2 se 

On en déduit que 8 = e [2x]. 
ee 4 

Zo = V2e:. 

b. (2) = (2e 1)t = 4er = 4. 
3. Puisque z, est solution de l'équation, alors, en se servant de la 

propriété démontré à à la question 1., on peut en déduire que — z, et 

Z, sont solutions, ainsi que — Z, (puisque z, est solution). 
Les quatre solutions sont 1+i;-1-i;1-i;-1+i. 

um Exercice 14 

1pt 

1pt 

1. Soit M un point d’affixe z. 

z+il=|z-2]=DMet|z-1|=|z-z 

|z + il = |z - 1| équivaut à DM = AM. 

L'ensemble des points d’affixe z tels que |z + i| = |[z - 1| est la 

médiatrice de [AD]. 

2. Le nombre complexe _— n'est défini que sz # — 1, c'est-à-dire z # z. 
z+ 

AM. É al = 

Le point M est donc distinct du point C. 

ci : Les 
— ni il est un imaginaire pur À NOTER. 

On utilise la propriété : z est nombre 

imaginaire pur équivaut à z = 0 ou 
T 

z+i arg(z)=—+kx,kE Z. 
ou arg 24 2 +kxkEZ. : 2 | L 

EE 

eee S'id 
équivaut à —— =0 

z+1 



z+i ; D 'Ce TR à 
EE est un imaginaire pur équivaut à M et D sont confondus ou M 

est différent des points C et Det (MÉ, MD) = ; +kx;kEZ. 

L'ensemble des points d’affixe z tel que he soit un imaginaire pur 
Z+ 

est le cercle de diamètre [CD] privé du point C. 

Une autre méthode consiste à écrire z = a + ib avec a et b deux 

nombres réels, tels que a + — 1 et b # O, puis à utiliser la quantité 

conjuguée. Le calcul aboutit à un complexe Z = x + iy avec : 

1 1 2 2 

x = a + a + D? + b, qui peut s'écrire x = [a+) +(b-;) on 

Z+i : Se nu. < 
zæ£-1et re est un imaginaire pur équivaut à : 

Z+ 

1\2 NN | 
a—=\\+|b-=l= = ==0avecar-letb #0. 

2 2 2 

1\ LE D 0 CONSEIL 
(a L à jé C 3) 4 LiAYEE Cette méthode est à éviter dans la 

2 : mesure ou elle peut s'avérer lon- 

DHL 0) esEuneequaion gue et porteuse d'erreurs de calcul. 
du cercle de diamètre [CD] (privé Re TT | 

du point C). 

3. Soit M un point d’affixe z. On a arg(z - i) = Gi; BM) [2x]. 

M est tel que arg(z — i) =- z + 2kx, k E Z, équivaut à M appartient 

à la demi-droite d’origine B passant par D privée du point B 

(le complexe nul n’a pas d’argument défini). 

ms Exercice 15 

pt 

Partie A 
1. Puisque z' = il avec z # 0, alors on en déduit que : 

Z 

Fe MAO ES ER À NOTER 
A loir] On utilise les propriétés : 

1 arg (4) = arg (2) -arg (2) | 
Puisque z' =-— avec z # 0 Z 

Z 1 | 

et z' Æ 0, alors on en déduit que : arg () =- arg (2) | 

arg (z') = arg (= +) = arg F) +T at (2) = 26 Gr 
À 4 arg (Z) = arg () 

= arg (2) += arg (2) + x [2x]. 

_ 

CORRIGES 
9. Nombres complexes 



: et arg (z') = arg (2) + x [2x]. Iz'| = 

2. Le Re de la question précédente, 

arg (Z') = arg (+: + x [2x], se traduit par G; OM) = (; OM) + x [2x]. 

D'où l’angle MOM' est un angle plat. 

Les trois points O, M et M' sont alignés. 

3. Puisque z' =- = , alors à 2 +l= ASE = le. 
76 

or) ee fa: À NOTER. 
£ . Orutilise les propriétés : 

On en déduit que z° + 1 = La 1), 7-7 =7-27'et C)=2 (z # 0). 

avec z + 0. # Z/ 2 
ren een re 

Partie B e 

1. Soient M un du plan dont l’affixe z vérifie |z — 1| = 1 et A le point 

d’affixe 1 : 

AM=1/2,-2Z,|=|z-1|. 

€ est le cercle de centre A et de rayon 1. 

, avec z # 0, en utilisant le 
1 

2.a.|z'+1] =/2.+ 1|et[z'+1]= ;U- 1) 

résultat de la question re 

LG- 1)| = £ 

Puisque M est un point de € distinct de O, alors on en déduit que 

|z - 1] = 1. L'égalité devient : 

On en déduit que |z'+ 1| = X[z-1|. 

Belle 

Par hypothèse, z' =- 2 avec z # 0, et on a démontré dans la ques- 
Z 

1 1 
tion 1. que |z'| = sa 

Donc |z'+ 1|=17/|. 

Interprétation géométrique : z' + 1 est l’affixe de BM et z' est l’affixe 

de OM. 

Écrire |z'+ 1| = |z'| équivaut à BM = OM. 
Le point M appartient donc à la médiatrice du segment [OB]. 



| ef 1 
pt) b. L'égalité 7° + T = 7U — 1), z # 0, est équivalente à l'égalité z - 1 =z(7"+ 1). 

On en déduit que [z — 1| = [2{z" + T)| = [z| x 7° + T|. Si z' vérifie l'égalité 

|z' +1] =[77, alors l'égalité devient |z — 1| = [2'+ 1)| = [z| x [z1. 

On a démontré dans la question 1. que [z'| = 
1 1 1) ao 
Z Z 

= 1. Donc |z-1|=/z| x L 
Z 

t ] 3. M est un point de € privé du point ( HAL CRE 
origine (z # O). 

Le point M' est tel que O, M et M' soient 

alignés et M' est un point de la média- 

trice de [OB]. g 

À tout point M correspond un et un seul 
point M'. 

mu Exercice 16 

pt ) L2-07+520 

A=-16=(4i) 

L'équation admet deux solutions complexes conjuguées : 

1e LE - Dee let 

pt) 2.a. Voir le dessin ci-après. 

pt) bz=1+2i;z,=1-2i;z = 1+V3+i;z =1+ V3 -i. 

2 me lite 3-13: CV3-3)3+). 48 
PRTRQLS PETER CE PERRET # + 
à 

B E _ iV3. 

ARE 
ATTENTION 

pt) c. On sait que Z est nombre imaginaire pur Ga d'écditure 

équivaut à Z = 0 ou arg (Z) = à + kn,kEZ. HenenÉrique 

Puisque 72e _ jf3 n'est pas nul, on en déduit que : 
AR ÉC 

arg LE, =T+kr,kEZ. 
AULÉC 2 

Le triangle ABC est un triangle rectangle en C. 

9. Nombres complexes 



3. Puisque le triangle ABC est rectangle en C, il est inscrit dans un 

cercle dont le centre est le milieu de [AB], le point d’affixe 1, et son 

rayon est r = . =2; 

Le vecteur ID a pour affixe z, —z, = 1-1 

On en déduit que : 

ID=Ne 1e NES 
Les quatre points À, C, D et B appartiennent au même cercle F 

de centre I et de rayon 2. 

4. L'intersection de la droite d’équation y = 1 et du cercle T est consti- 

tuée de deux points. 

Le point C appartient au cercle T et à la droite d’équation y = 1. 

Puisque l’abscisse du point C est positive, le point C est déterminé 

de façon unique. 

Le point D est le symétrique du point C par rapport à l'axe des réels, 

PUISQUE Z;, = Z;.. 

A | 
EE 



Droites et plans 
de l'espace 

El Rappels 
m Par deux points distincts, il passe une À NOTER. 
seule droite. Une droite est donc parfai- Il s’agit dans ce chapitre d’étu- | 
tement déterminée quand on en connaît  djier les différentes configura- 
deux points. tions et de s'entraîner à « voir» | 

; . ea 
= Il existe un seul plan contenant trois * Hans espace. Les Chap LUE 

vants donneront des outils pour 
points non alignés. Un plan est donc PA- calculer et démontrer. 

faitement déterminé quand on en connaît —_—— 

trois points non alignés. 

= Si deux points A et B appartiennent à un plan ®, alors la droite (AB) est 
incluse dans ce plan. 

= Règle fondamentale : quel que soit le plan, toutes les propriétés de la 

géométrie plane s’y appliquent. 

F1 Positions relatives 
a. Positions relatives de deux droites 
#m Deux droites peuvent être contenues dans un même plan : elles sont 

alors dites coplanaires et elles sont soit sécantes en un point, soit parallèles 

(éventuellement confondues). 

m Dans le cas contraire, elles sont dites non coplanaires et leur intersection 

est vide. 

Exemple : 

Les droites (HG) et (AB) sont parallèles (donc 

coplanaires). 

Les droites (HG) et (BH) sont sécantes (donc 

coplanaires). 

Les droites (HG) et (EC) sont non coplanaires 

(donc leur intersection est vide). 

10. Droites et plans de l'espace 



#s Deux droites parallèles (non À NOTER 

confondues) déterminent un plan Il existe une seule droite strictement 
unique. parallèle à une droite donnée passant 

par un point donné. | 

b. Positions relatives de deux plans 
s Deux plans sont parallèles quand ils sont confondus ou si leur intersec- 

tion est vide. 

# Deux plans non parallèles sont sécants selon une droite. 

m Conséquence : si deux plans distincts ont deux points A et B communs, 

alors leur intersection est la droite (AB). 

s Autrement dit, pour déterminer l'intersection de deux plans, il suffit d'en 

déterminer deux points communs. 

Exemple : é 

Les plans (EFG) et (ABC) sont parallèles. : 

Les plans (EFG) et (EBC) sont sécants selon la droite (EH). 

c. Positions relatives d'une droite et d'un plan 
# Une droite peut être sécante à un plan (leur intersection est un point) 
ou parallèle à ce plan. 

# Une droite est parallèle à un plan lorsque À Norte | 

elle est contenue dans ce plan ou lorsque Une droite d'est parallèle à un | 

leur intersection est vide. plan P si, et seulement si, il | 

existe au moins une droite de 
P parallèle à d. 



E] Théorèmes d'incidence 
s Si P est un plan contenant une droite d et si d’ est une droite parallèle à d, 

alors soit d’ appartient à ® soit d’ est parallèle à P. 

# Si d'et d’ sont deux droites sécantes 

chacune parallèle au plan ®, alors elles 

déterminent un plan Ÿ’ parallèle à P. 

ms Pour démontrer que deux plans 

P et P’ sont parallèles, il suffit donc 

de déterminer deux droites sécantes 

de P telles que chacune d'elles soit 

parallèle à P’. 

ms Théorème du toit : Soient d et d’ deux droites strictement parallèles, 

un plan ® contenant d et un plan P’ conteñant d’ ; si P et P’ sont sécants 

alors la droite d’intersection des deux plans est parallèle aux droites d et d’. 

CROC, p. 229 
10. Droites et plans de l'espace 

= Si deux plans sont parallèles, alors tout plan sécant avec l’un est sécant 

avec l’autre et les deux droites d’intersections sont parallèles entre elles. 

À NOTER 
On utilise ce théorème 
pour construire les sec- 

tions planes de pavés : 

ou de prismes. 



{3 Orthogonalité 
s Deux droites sont orthogonales si, quel 

que soit le point A de l’espace, leurs parallèles 

passant par A sont perpendiculaires. 

Exemple : Les droites (HA) et (DC) sont ortho- 

gonales puisque que (DOC) est parallèle à (AB), 

qui est perpendiculaire à (HA) car ABGH est 

un rectangle. 

x Si d et d’ sont deux droites orthogonales, alors toute droite parallèle à d 

est orthogonale à 4’. 

# Une droite est dite orthogonale à un plan si elle est orthogonale à toute 

droite de ce plan. 

# Pour qu'une droite soit orthogonale à un plan il suffit qu’elle soit ortho- 

gonale à deux droites sécantes de ce plan. 

Exemple : (HA) est orthogonale au plan (EFC) 

car elle est orthogonale à (DC) et (DE) (puisque 

(HA) et (DE) sont les diagonales du carré 

HEAD) qui sont deux droites sécantes de ce 

plan. 

“ 

À NOTER. | 
On symbolise l’orthogonalité de detP | 
par deux marques d’angle droit. 

s Soient Ÿ un plan orthogonal à une droite d et ®’ un plan orthogonal à 

une droite d’, alors ® et P’ sont orthogonaux si d et d’ sont orthogonales. 

s Il existe une seule droite 

orthogonale à un plan donné 

passant par un point donné. 

Cette droite d est sécante avec 

le plan en un point. Ce point 

est le projeté orthogonal sur 

le plan de tout point de la 

droite d. 



Hi Construire l'intersection de deux plans 

Soient ABCD un tétraèdre et I, J, K des points des segments respectifs [AB], 

[AC] et [AD]. 

Construire l'intersection des plans (IJK) et (BCD). 

m Si cette intersection existe (plans non parallèles), il s’agit d’une droite d'; 

il suffit d'en déterminer deux points, ou un point et sa direction. On 

cherche donc une droite de (IJK) et une droite de (BCD) qui soient 

sécantes. Leur point d’intersection est un.des points de la droite d. 

m Puis, soit on utilise le théorème du toit pour déterminer la direction 

de d, soit on trouve par un procédé analogue un deuxième point de d. 

Corrigé détaillé 

Trois cas doivent être considérés. 

# Les droites (IJ) et (BC) sont parallèles, 

ainsi que les droites (JK) et (CD), alors les 

plans (IJK) et (BCD) sont parallèles. Leur 

intersection est vide. 

æ Les droites (1J) et (BC) sont parallèles, 

mais les droites (JK) et (CD) ne le sont 

pas, alors (JK) et (CD) étant coplanaires 

(dans le plan (ACD)) elles sont sécantes. 

Soit M leur intersection. 
Ce point appartient à (JK), donc au plan (IJK), et à (CD), donc au plan (BCD). 

Le plan (UK) et le plan (BCD) sont sécants et une droite de l’un, (I), est 

parallèle à une droite de l’autre, (BC) ; leur intersection est donc parallèle 

à ces deux droites (théorème du toit). 
Conclusion : (IJK) et (BCD) sont sécants selon la droite passant par M et 

parallèle à (BC). 

m Les droites (1J) et (BC) ne sont pas parallèles, les droites (JK) et (CD) ne 

le sont également pas, alors on construit M l'intersection de (JK) et (CD) 

et N l'intersection de (IJ) et (BC). 

Les plans (IJK) et (BCD) sont sécants selon cette droite (MN). 

_ 

Li 
Q 
(e] 
L 
= 
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= 

10. Droites et plans de l'espace 



Étudier La position relative 
de deux droites 

Soit ABCDS une pyramide à base carrée de sommet S. 

Soient I le milieu de [SB] et J celui de [SCI]. 

Montrer que (AI) et (DJ) sont séchntes! 

Soit K leur point d’intersection. Étudier la position relative de (SK) et (AB). 

Savoir-faire 

m Pour montrer que deux droites sont sécantes, on montre d’abord 

qu’elles sont coplanaires. 

æ Pour montrer que des droites sont parallèles, on pense au théorème 

du toit. 

Corrigé détaillé 

Les points I et J sont dans le plan (SBC) ; on 

se place dans ce plan et on peut appliquer au 

triangle SBC les théorèmes classiques de géomé- 

trie plane. Pour cettriangle la droite (IJ) est une 

droite des milieux, elle est donc parallèle à la base 

du triangle. On a donc (IJ)//(BC). 

Comme ABCD est un carré on a aussi (BC)//(AD) 

et donc, par transitivité, ([J) //(AD). On en déduit 

que les points A, I, J, D sont coplanaires. Les 

droites (IA) et (JD) sont donc soit parallèles soit 

sécantes. 

Ces droites ne sont pas parallèles puisque les faces 

(SAB) et (SCD) de la pyramide ne le sont pas. Elles sont donc sécantes et 
on nomme K leur intersection. = 

Les plans (SAB) et (SCD) sont sécants car ils ont au moins un point 

commun, le points. 

Les droites (AB) et (CD) appartenant chacune à un de ces plans et étant 

parallèles, l'intersection de (SAB) et (SCD) est la droite passant par Set 

parallèle à (AB) (théorème du toit). “a 
Cette droite est la droite (SK) car K appartient à (AI), donc à (SAB) et à (DJ), 
donc à (SCD). Conclusion : (SK) est parallèle à (AB). 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Deux droites qui n’ont pas de point commun ne sont pas nécessai- 

rement parallèles. Elles peuvent être non coplanaires. 

© Exercice 7, p. 230 

e Un point appartient à un plan ou à une droite, mais une droite est 

incluse dans un plan, elle ne lui appartient pas. 

© Exercices 1 à 13, p. 229-231 

e Les solides de l’espace (cubes, pavés, prismes, pyramides...) sont 

représentés en perspective. Sur ces figures, des droites peuvent être 

représentées par des traits qui se coupent sans que pour autant les 

droites soient sécantes dans la réalité. © Exercices 1 et 11, p. 229et 231 

Un point en + sur la copie 
e Dans un cube ABCDEFGH d'’arête a la diagonale d'une face (par 

exemple AC) mesure 4/2, une grande es unle (par exemple AG) 

mesure a y3. 

e On peut s'entraîner à représenter quelques solides usuels de l’espace. 

Cube ABCDEFGH Prisme à base triangulaire ABCDEF 
mi 

ARE RUES 7 
DA SERRE] FE | 

EL — Tr | | 

AND d: | ne 

Aire B 

Tétraèdre ABCD Pyramide à base carrée ABCDS 
ÿ 

À À 

/\ 4 D f \ 

| 10. Droites et plans de l'espace 
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© Dans un cube, le nombre de faces 
orthogonales à une arête donnée est : 

Q a. 1. 

Q b. 2. 

Q c. 4. 

(2 Dans un cube le nombre de faces 
orthogonales à une face donnée est : 

E ad 

C1 b:2: 

Q c. 4. 

* “ 

€ Dans un cube le nombre d’arêtes 
parallèles à une arête donnée est : 
Q a.2. 

Q b.3. 

Q c.4. 

Éd Dans un cube le nombre d'arêtes 
orthogonales à une arête donnée est : 
Q a.4. 

Q b. 6. 

Q c. 8. 

© Dans le cube ABCDEFGH, les 
plans (ACH) et (EBG) sont : 

Q à. confondus. 

Q b. strictement parallèles. 
Q c. sécants. 

© Corrigés, p. 232 

O Dans le cube ABCDEFGH, quelles 
droites ne sont pas coplanaires ? 

Q a. (AG) et (DF). 
Q b. (EC) et (AF). 

| Q c. (CF) et (DE). 

7) Dans le cube ABCDEFGH, on 
place I sur [EF], distinct de E et EF 

La section du cube par le plan (DHI) 
est : 

Q a. un losange non carré. 

Q b. un rectangle non carré. 

| Q c. un carré. 

| © Dans le cube ABCDEFGH, on 
considère I le milieu de [AB], J le 
milieu de [AE] et K le milieu de [GH]. 
Alors le triangle KIJ est : 

Q a. isocèle en K. 

Q b. rectangle en I. 

Q c. rectangle en J. 

| O Dans la pyramide ABCDS, à base 
carrée ABCD, on place le point I 

milieu de [AS]. É 

| Que peut-on dire des droites (AS) 
et (CI) ? 

| Q a. Elles sont non coplanaires. 

Q b. Elles sont sécantes. 

| Q c. Elles sent orthogonales. 

| O Laquelle des affirmations 
| suivantes est vraie ? 

Q a. Si d//P et d’//P, alors d//d’. 

Q b. Si d//® et d//P', alors P//P’. 

Q c.Si d//®P et P//P’, alors d//P’. 
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"= Exercice 1 © Corrigés, p. 232 
Soit ABCDS une pyramide à base carrée de sommet S. Soit I le milieu 

de [AS] et soit J le symétrique de S par rapport à C. 

Construire l'intersection de la droite (IJ) et du plan (ABC). 

x Exercice 2 © Corrigés, p. 233 

Soient ABCDEFGH un cube et I, J, K des points des arêtes [AD], [AE] 
et [AB]. 

Construire l'intersection des plans (IJK) et (DGH). 

« Exercice 3 © Corrigés, p. 233 

Soit ABCDS une pyramide à base carrée 

de sommet S. On a placé M sur [SA], 

N sur [SB] et P sur [SC]. 

Construire la section plane de la pyra- 

mide par le plan (MNP). 

=“ Exercice 4 © Corrigés, p. 234 

Soit ABCDEFGH un cube d’arête 5. On place M sur [AB] tel que 

AM = 3, N sur [EF] tel que EN = 1 et P sur [HG] tel que PG = 1. 

Construire la section plane de ce cube par le plan (MNP). 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 234 

ROC Démontrer le théorème du toit. 

mm Exercice 6 © Corrigés, p. 234 

Soient P un plan et d une droite contenue dans ce plan. Soient A un 

point du plan en dehors de d et B un point en dehors de #. 

Démontrer que les droites (AB) et d sont non coplanaires. 
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10. Droites et plans de l'espace 



um Exercice 7 © Corrigés, p. 235 

(D'après Asie, 2008) 

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou 

fausse et donner une démonstration de la réponse choisie. Dans le 

cas d’une proposition fausse la démonstration consistera à proposer 

un contre-exemple ; une figure pourra constituer ce contre-exemple. 

Rappel des notations : P, N P, désigne l’ensemble des points communs 

aux plans P. et P.. L'écriture P, A P, = d'signifie que les plans P, et 
P, n'ont aucun point commun. 

1. SiP,, P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant 
P.N P,<DetP, NP, < G, alors on peut conclure que P. et P, 
vérifient P NP, £ S. : 

2. Si P, P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant 

P.NP,NP,=, alors on peut conclure que P,, P, et P, sont tels 
queP NnP,=DetP?,NnP,=S. 

3. Si P,, P, et P, sont trois plans distincts de l’espace vérifiant 

PNP, À Det P, N P, = G, alors on peut conclure que P, et P, 
vérifient P, NP, # ©. 

4. Si ®. et , sont deux plans distincts et D une droite de l’espace 
vérifiant P, N D £ Det P, NP, = @, alors on peut conclure que 
P,ND £ GS: 

5. Si d, et dont deux droites et ® un plan tels que d, N d,= © et 
PNd # ©, alors P N d, À G. 

mm Exercice 8 © Corrigés, p. 235 
Soient Ÿ un plan et d une droite sécante en un point A à ce plan. 

Soient B et C deux autres points de la droite d et soit M un point 
n'appartenant ni à d ni à P. 

On construit K et L les intersections des droites (MB) et (MC) avec 
le plan ® (on suppose que ces points existent). 

Démontrer que les points K, L et A sont alignés. 

=mm Exercice 9 © Corrigés, p. 235 
Soit P un plan contenant deux droites d et d’ sécantes. 

Soit D une droite sécante au plan ® en un point À en dehors de d et d’. 

Soit M un point de D distinct de A. 2 
Étudier l'intersection des plans ®, contenant M et det ®, contenant 
M et d’. 



mm Exercice 10 © Corrigés, p. 235 
Soit ABCD un tétraèdre, on note I le milieu de [AB] et K celui de [AD]. 

On considère un point M sur [IC] et on note L l'intersection de (MK) 
et du plan (BCD). 

Quel ensemble décrit L quand M décrit [IC] ? 

= Exercice 11 © Corrigés, p. 236 
Soit ABCD un tétraèdre tel que la droite (DC) soit orthogonale au 

plan (ABC), ABC et ABD soient rectangles en A et AB = DC. 

Placer I le milieu de [BD] et J le milieu de [AC]. 

Montrer que les droites (BD) et (AC) ont une droite perpendiculaire 
commune. 

{ 
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mm“ Exercice 12 © Corrigés, p. 237 
AC (D'après Amérique du Sud, 2008) 

AC Soit ABCDEFGH un pavé, tel que AD = 2AB et AE = AB, et soit I le 

milieu de [AD]. 

Calculer le volume du tétraèdre GFIH de deux façons de sorte de 

déterminer GK où K est le projeté orthogonal de G sur (FIH). 

10. Droites et plans de l'espace 

mm Exercice 13 © Corrigés, p. 238 

AC (D'après Polynésie, 2008) 

AZ Soit ABCDEFGH un cube On place sur les arêtes [BC] et [EH] les points 

I et J tels que BI = 2BC et EJ = EL 

On note K le milieu de [I]] et P le projeté orthogonal de G sur (FIJ). 

On admet que (IJ) est orthogonale au plan (FGP). 

Démontrer successivement les propriétés suivantes. 

1. Le triangle FIJ est isocèle en F. 

2. La droite (FK) est orthogonale à la droite (IJ). 

3. La droite (GK) est orthogonale à la droite ([]). 

4. Les points FE G, K, P sont coplanaires. 

5. Les points FE, P, K sont alignés. 



sm QCM CONSEIL 
AT N'hésitez pas à refaire un 

© . Pour l’arête [AB] du cube ABC- dessin en changeant de 
DEFGH par exemple, ce sont les faces … point de vue si vous avez du 
(BFGC) et (AEHD). mal à voir dans l’espace les 

@ c. Pour la face (ABC), ce sont les faces | POSitions relatives des objets. 
(AEHD), (CBFG), (CDHG) et (ABFE). 

(3 b. Pour l’arête [AB], ce sont les arêtes [EF], [DC] et [GH]. 

[4] c. Pour l’arête [AB], ce sont toutes les arêtes sauf celles qui lui : 

sont parallèles. 

© b. Ces plans ne sont pas confondus car A, B, C et H ne sont pas 

coplanaires. (AC) est parallèle à (EG) et (AH) est parallèle à (BG) ; le 

plan (ACH) contient deux droites sécantes entre elles et parallèles à 

deux droites de (EBG). Les plans sont donc parallèles. 

16 b. Les droites (AG) et (DF) sont sécantes, donc coplanaires, car ce 

sont les diagonales du rectangle AFGD. x 

@ b. Un rectangle non carré. Le côté [HI] est plus grand que le côté 

[DH], ce n’est donc ni un carré ni un losange. 

@ c. Le triangle KIJ est rectangle en J. Si a est la longueur de l’arête 

du cube, le théorème de Pythagore donne successivement I] = a Le : 

JK = ce et IK = a2. 
Q b. Les droites (AS) et (CI) ne sont orthogonales (perpendiculaires 

ici) que dans le cas particulier où ASC est isocèle en C. Ce n’est pas 

toujours vrai dans une pyramide à base carrée quelconque. 

c. La proposition a. est fausse : on peut par exemple considérer les 

droites (AB) et (BE). La proposition b. est fausse : on peut considérer 

la droite (AB) et les plans (DCH) et (EFG). k 

ms Exercice 1 s 
ATTENTION 

«Sauf indication contraire, 

une construction doit être 
justifiée. 

: 



Le point I étant sur [SA], il est dans le plan (SAC) ; de même, le point J 
étant sur (SC), il est dans ce plan. 

Les points À, I, C, J sont donc coplanaires et les droites (AC) et (IJ) 

étant coplanaires sont soit parallèles, soit sécantes. Elles ne sont pas 

parallèles car J n’est pas le milieu de [SC], elles sont donc sécantes. 
On note K leur intersection. 

Ce point est sur (1J) par construction et sur (ABC), puisque sur (AC). 

Il s’agit donc de l'intersection de (IJ) et du plan (ABC). 

um Exercice 2 

ATTENTION | 
Contrairement à ce que le dessin | 
peut laisser croire, la droite (KJ) 

est parallèle au plan (DGH), elle 
ne coupe donc pas la droite (DH) ; 
pas plus que la droite (KI) qui est 

G non coplanaire avec (DH). 
EN REENEETE RETENIR cerreenreemenc 

10. Droites et plans de l'espace 

ee 

Les droites (KI) et (CD) sont coplanaires non parallèles : elles sont 

donc sécantes en M qui appartient aux deux plans (KIJ) et (DGH). 

Les droites (1j) et (DH) sont coplanaires non parallèles, elles sont 

donc sécantes en N qui appartient aux deux plans (KJI) et (DGH). 

L'intersection des plans (IJK) et (DGH) est donc la droite (MN). 

« Exercice 3 

Les droites (NP) et (BC) sont copla- 

naires, non parallèles, elles se coupent 

en un point E. 

Les droites (AB) et (MN) sont copla- 

naires non parallèles, elles se coupent 

en un point F. 

La droite (EF) est l'intersection des 

plans (MNP) et (ABC). 

Le plan (MNP) coupe la droite (SD) en 

un point Q tel que les droites (QP) et (CD) se coupent sur (FE). 

On place donc le point R, intersection des droites (DC) et (EF), puis 

le point ©, intersection des droites (SD) et (PR). 

Le plan (MNP) coupe la pyramide selon le quadrilatère MNPQ. 



= Exercice 4 
Le plan (MNP) coupe les faces parallèles selon D 

des droites parallèles. Pere 

Il suffit donc de tracer la parallèle à (MN) pas- À 7 € 

sant par P, elle coupe [CG] en Q puisque (MN) 

et (BF) ne sont pas parallèles, et la parallèle G 

à (NP) passant par M, elle coupe [BC] en R 

puisque (NP) et (FG) ne soût pas‘ parallèles. 

Le plan (MNP) coupe le cube en MNPQR. 

mms Exercice 5 

Soient P un plan contenant une droite d et P’ un plan contenant une 

droite d’ avec d et d’ parallèles et P et P’ sécants selon une droite D. 

Si la droite d’ a un point commun avec Ÿ, puisqu'elle est parallèle à d, 

elle est alors contenue dans ® et donc D = d’. On a bien d//d’//D. 

On suppose désormais que d’ n’a pas de point commun avec Ÿ et 

que D n’a pas de point commun avec P”. 

On raisonne par l'absurde. On sup-  LonçEIL 

pose que d et D ne sont pas parallèles, Pour montrer que deux | 

alors elles se coupent en un point A droites sont non coplanaires, 
car elles sonkcoplanaires. D et d’ étant pensez à utiliser un raison- | 

coplanaires (dans le plan ®’), elles sont : nement par l'absurde. | 
également sécantes en un point B. NOR TI PTT PE 
La droite D, passant par A et B, est égale à (AB) et donc A qui est sur 

a est aussi sur D, donc dans Ÿ’, ce qui est contradictoire avec d et 

P’ parallèles. 

— 

Fe 

mm Exercice 6 

On suppose que d et (AB) sont coplanaires, alors elles sont soit 

sécantes, soit parallèles. “ 

Elles ne sont pas parallèles car (AB) est sécante à ®, puisque par 

hypothèse B est en dehors de P, et d est incluse dans ®. 

Elles sont donc sécantes en un point. Ce point est sur (AB) et sur d, 

donc sur (AB) et dans Ÿ : c'est donc le point À, ce qui est contradic- 
toire avec l'hypothèse « A n'appartient pas à d ». 2 
Les droites (AB) et d n'étant ni sécantes ni parallèles, elles ne 
sont pas coplanaires. 



mm Exercice 7 

1. Faux. Dans le cube ABCDEFGH, on 

eut considérer par exemple les plans ip | P P d p Réfléchissez à partir des ! 
o; = (ABC), P, = (BCF) et Ë & = (EFG). plans et droites d’un cube. | 

2- Faux. On considère les mêmes plans "remememennenenmmme 
qu’à la question précédente. 

3. Vrai. Si deux plans sont parallèles, alors tout plan sécant avec l’un 
est sécant avec l’autre. | 

4. Vrai. Si deux plans sont parallèles, toute droite sécante avec l’un 
est sécante avec l’autre. 

5. Faux. On peut considérer l'exemple où # contient d,. De même, 

dans le cube ABCDEFGH, on peut considérer le plan (ABC) et les 
droites (AB) et (EF). : 

x Exercice 8 
On considère le plan (MBO) : il 

coupe le plan P selon une droite 

qui passe par K et L, c’est donc la 

droite (KL). 

Le plan (MBO) contient B et C, il 

contient donc la droite (BC), or le 

point A appartient à cette droite, 

par construction. 

La droite (KL) passe donc par A. 

A appartient donc aux plans Ÿ et (MBO) ; par conséquent, A 

appartient à leur intersection, c’est-à-dire à la droite (KL). 
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= Exercice 9 

Soit O le point d’intersection des droites d et d’: ce point appartient à 

l'intersection de ®, et ?,. De même, le point M appartient à ces deux 

plans, ils sont donc sécants selon la droite (OM). 

x Exercice 10 

On suppose dans un premier temps que M n'est ni I, ni C. 

La droite (AM) coupe [BC] en J et, dans le plan (AJD), les droites (MK) 

et (JD) ne sont pas parallèles. Car (KM) parallèle à (DJ) n'est réalisé 

que quand M = I et J =B (théorème de Thalès). 



Donc (MK) et (JD) sont coplanaires 

et non parallèles : elles sont sécantes. 

Leur point d’intersection appartient à 

(MK) et à (BCD), c’est donc L. 

On suppose maintenant que M=C, 

AO CE 

On suppose que M = I, alors J =B et 

les droites (KM) et (JD) sont enefait 

(KI) et (BD), elles sont donc parallèles. 

Le point L est donc rejeté à l'infini. 

Le point L décrit donc une demi- 
droite d’origine C. 

mm Exercice 11 

La perpendiculaire commune semble être la droite (IJ). D: 

Démontrons-le. 

m On montre que (IJ) est perpendiculaire à (AC) 

et pour cela on montre que le triangle IAC est 

isocèle en I. 

Le triangle ABD est rectangle en A, le théorème 

de la médiane permet de dire que AI = BI = ID. 

D'après l'éoncé, (DC) est orthogonale à I 

(ABC) ; le triangle DCB est rectangle en C, le 

théorème de la médiane permet de dire que 

CI=IB'= (D: 

Par suite, IC = IA, et donc (IJ) qui est la 

médiane issue de I de ce triangle isocèle 

de sommet principal I en est aussi une 

hauteur. 

On a donc bien (1j) perpendiculaire à (AC). 

# On montre que (IJ) est perpendiculaire à (BD) et pour cela on montre 
que BJD est isocèle en J. 

Le triangle ABJ est rectangle en A, le théorème de Pythagore donne 
BJ2 = AB? + AJ. 

Le triangle DCJ est rectangle en C, le théorème de Pythagore donne 

DJ? = DC? + C7: F 

Mais CJ = JA d’une part, et CD = AB d'autre part : on a donc BJ2 = JD2 
et, par suite, BJD est isocèle en J. 



La médiane (JD) est donc aussi une hau- À NOTER. 

teur et (J) est perpendiculaire à (BD). La longueur IJ est appelée dis- 
tance entre les droites et (AC). 

x Exercice 12 Re" Ce OR SUN. 

\ 

À NOTER 

On appelle pavé un prisme à 

base rectangulaire, on disait 
autrefois parallélépipède 
rectangle. 
es mn US RNRNRNRENNNUNENNEERs 

On pose AB = AE = a et AD = 24. 

1pt | Première méthode : Dans le tétraèdre 

GFIH, on prend pour base le triangle RAPPEL | 
FGH qui est rectangle en G et la Le volume d’une pyramide 
hauteur du tétraèdre est donc (IL), : (donc d'un tétraèdre) est : 
où L est le projeté orthogonal de y = äire de la base X hauteur 
DOG lan dE DAS EC OR E  e À HE Hg) 

donc IL = AE = a. 

Le volume du tétraèdre est donc (en unités de volume) : 
FGXHG ,j 2aXa n 

A 
3pts ) Seconde méthode : On peut prendre comme base le triangle IHF, alors 

la hauteur du tétraèdre est GK, avec K le projeté orthogonal de G sur 

le plan de base (FIH). 

Le théorème de Pythagore appliqué au triangle FGH donne : 

HE2 = FG2+ HG = 54. 

Appliqué au triangle IHD, il donne IH? = ID? + DH? = 242. 

Appliqué au triangle FBI, il donne FP = FB? + BF = 34. 

On a donc FF + IH? = FH. 

Le Ho FIH est Nues en I. 
2 

2 

Le volume du tétraèdre est donc V = ax _ _. X GK. 
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En rapprochant les deux calculs de V, on obtient GK = 



mm Exercice 13 

1pt 

1pt 

1pt 

On note a la longueur de l’arête du cube. 

1. On utilise le théorème de Pythagore dans le triangle EFJ, puis dans 

le triangle BFI. On obtient : 

2 | eut3 à 13 2= FE? 2 02 à (2 SN So re DEL TS FJ2 = EF + EJ2 = g +(£af - 9 4 ; de même, FI 9 4- 

Le triangle FIJ est donc isocèle en EF. 

2. La droite (FK) étant la médiane issue du sommet principal du 

triangle isocèle FI], c’est aussi une hauteur et donc (FK) est perpen- 

diculaire à (TJ). 

3. En utilisant le théorème de Pythagore dans les triangles CIG et 

HG], on démontre que le triangle GI] est isocèle en G, donc (GK) est 

une hauteur et (GK) est perpendiculaire à ([]). 

4. La droite (1j) est donc orthogonale à deux droites sécantes du plan 

(FGK), la droite (GK) et la droite (FK) : elle est donc orthogonale au 

plan (FGK). De plus, elle est orthogonale au plan (FGP). Or n'il existe 

qu’un plan orthogonal à une droite donnée passant par un point 

donné, ici le point est F et la droite (1J), donc (FGP) et (FKG) sont 

confondus. Les points EF, G, K et P sont donc coplanaires. 

5. Les droites (FK) et (GP) sont orthogonales puisque (GP) est ortho- 

gonale à (FIJ), donc à toute droite de ce plan. Comme elles sont 

coplanaires dans le plan (FGK) elles sont en fait sécantes perpendi- 

culairement. La droite (GP) coupe le plan (FIJ) en P et coupe la droite 

(FK) de ce plan. L’intersection de (FG) et de (FK) est donc P. 

Les points EF P et K sont donc alignés. 



1 11 Géométrie vectorielle 

dans l'espace 
> CS | 

@ Vecteur de l'espace Aro 
à : es La notion d t éfini 

# À tout couple de points distincts À et AS CE entre 2 te Die 

B de l’espace, on associe le vecteur AB, Les définitions et théorèmes appris | 
qui a pour direction la droite (AB), pour dans le plan restent vrais dans 

sens celui de À vers Bet pour longueur l’espace. | 
AB. r” 

F1 Caractérisation vectorielle 
des droites de l'espace 
# Un point A et un vecteur non nul 4 de l’espace définissent une unique 

droite : la droite passant par les points À et M telle que à = = AM. On dit 

alors que ü est un vecteur directeur de la droite (AM). 

# Deux droites sont parallèles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires 

et elles sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux. 

E] Caractérisation vectorielle 
des plans de l'espace 
# Un point A et deux vecteurs non colinéaires 4 et v de l’espace définissent 

un unique plan : le plan (ABC) tel que à = AB et Ÿ = AC. 

Les vecteurs 4 et Ÿ sont des vecteurs directeurs du plan (ABC). 

# Le point M appartient au plan (ABO) si, et seulement si, il existe deux 

réels a et b tels que AM = aü + by. 

x Trois vecteurs 4, v et W de l’espace sont coplanaires si, et seulement si, 

il existe deux réels a et b tels que W = au + by. 
. D Te > . . LEA . 

m Soient 4, v et w trois vecteurs non coplanaires. Tout vecteur s'écrit 

comme étant une combinaison linéaire de ces trois vecteurs : pour tout 
, à , Len ect Led ue. 

vecteur £ il existe 3 réels a, bet c tel que { = au +bv +cw. 

11. Géométrie vectorielle dans l'espace 



m La caractérisation d’un plan par un point et deux vecteurs non colinéaires 

conduit à une représentation paramétrique de ce plan. 

E3 Repères de l'espace 
# On appelle base de l’ensemble des vecteurs de l’espace tout triplet 

(, î, k) de vecteurs non coplanaires. 
ù 

# On appelle repère de e l'espace tout dnitnles (O; À r k), où O est un 

point de l’espace et ( . k) une base. 

Si les vecteurs de la base sont orthogonaux deux à deux, alors le repère est 

dit orthogonal et si la norme de chaque vecteur vaut 1, alors le repère est 

dit orthonormé. 

Dans la suite, on considère le repère de l’espace (O; î, j. k). 

# Soient M et M’ deux points de l’espace tels que M{x ; y ; z) et M'(*'; VEzh 

MM” a pour coordonnées : 

(X'-x; y -y;z —-2). 

I, milieu de [MM], a pour coordonnées : 

(ie Der 2 

S ri NN s ri 

Si le repère est orthonormé, alors : 

M'=wyt = 40 =D 

a Soient ü(x;y;2), V(x';y';z')et W(x”; y”; z”) trois vecteurs de l’espace. 
Tes Su => . . . 2 

Si u, v et w sont coplanaires, alors il existe des réels a et b tels que: 

SRE E PEN sp 

y” = ay + by. 
z” = az + bz’ 

mSiu(x;y;z)et V(x'; y’; z') sont deux vecteurs À NOTER. 

de l’espace, alors le produit scalaire des vecteurs Pour plus de précisions | 

u et v est le réel noté : sur le produit scalaire |! 
UV = + yy' +22’. et ses applications, 

voir le FSeRapitre JS 

m Si les deux vecteurs sont orthogonaux, alors : 
+ + 

uv =0. 



e° L f Droites de l'espace 
# Soit % la droite de l’espace qui passe 

par le point A(x, ; y, ; Z,) et de vecteur atw a : | 
directeur £(a ; b; Rides Il n’y a pas d’unicité de la représen- | 

u(a;b;c), avec a, bet c trois tation paramétrique d’une droite ® ! 

réels tous non nuls. de l’espace, celle-ci change si on 
choisit un autre point de la droite | 
ou un autre vecteur directeur de . | 

À NOTER. 

Un point M (x ; y ; z) appartient à la 

droite ® si, et seulement si, il existe un 

réel k tel que : 

X =X, + ka 

Y=y, + kb. 

Z=2,+kKC 

Il s’agit d’une représentation paramétrique de la droite %. 

= Deux droites ® et ®’, de vecteurs directeurs respectifs 4 et v, sont paral- 

lèles si, et seulement si, # et Ÿ sont colinéaires. 

FA . 4 e ; ( Équation paramétrique d'un plan 
# Dire que le point M appartient au plan (ABC) signifie qu'il existe deux 

réels a et b tels que : ù 

AM = aAË + bAC. 

Analytiquement, en remplaçant par les coordonnées des points, on obtient 

une représentation paramétrique de ce plan : 

X=2X,+4(X,-2X,) + bx —-x,) 

VA ER A(Yz — Ya) +=). 

2er riz =7,)+ Dr 2) 

Cette représentation n'est pas unique. 
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Étudier une configuration géométrique 
dans l'espace 

Dans le repère de l’espace (O: à, j, k), on donne les points A(1 ; 1 ; 0), 

BG3;5;-2)et C(2;0;-1). 

1. Calculer les coordonnées du mitieu I*de [AB]. 

2. Calculer les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC. 

3. Calculer les coordonnées des vecteurs AË et AC. 

Vérifier que ces vecteurs ne sont pas colinéaires. * 

4. Soit D le point de coordonnées (1 ; 2) dans le repère (A, AB, AC). 

Quelles sont ses coordonnées dans le repère (O; i, j, k) ? 

5. Soit E le point de coordonnées (0 ; O0 ; 1) dans le repère (O; ñ, : k). 

Démontrer que E appartient au plan (ABC). 

Quelles sont ses coordonnées dans le repère (A, AB, AC) ? 

6. Déterminer les coordonnées de FE, symétrique de E par rapport à A, dans 

le repère (O; i, j, k). 

Savoir-faire D 

# Avant d'effectuer les différents calculs, on commence par énoncer 

les formules littérales du cours. 

# On remplace ensuite par les valeurs numériques fournies dans l'énoncé. 

# Pour répondre à la question 2., on utilise les propriétés du centre de gra- 

vité : ces propriétés vues dans le plan restent vraies dans l’espace. Le centre 

de gravité se situe aux deux tiers de la médiane en partant du sommet. 

# Pour répondre à la question 3., on montre que les deux vecteurs 

ne sont pas colinéaires car il n 'existe pas de réel k tel que AB = KAC. 

# Pour la question 4., on montre que, dans l’espace, si i deux vecteurs ne sont 

pas colinéaires, alors cela permet de dire que les points forment un plan. 

# Pour la question 5., on détermine deux réels a et b tels que 
AË = a AB + bAC. 

# Pour répondre à la dernière question, on remarque que le point A 
est le milieu de [FE]. 



Corrigé détaillé 
1. Sil est le milieu de [AB], alors ses coordonnées vérifient la relation : 

1+3 
N= 2 — 2 

1+5 

VTCTDR 
022 

Z= 3 =— 1 

Ce qui donne I(2 ; 3; -1). 

2. Trouver les coordonnées de G revient à résoudre CG = = ra 

En remplaçant par les coordonnées des différents points, on obtient le 
système suivant : : 

x-2=7 (2 +2) 

2, y-0=<(G3-0) 

z+1= - (—-1+1) 

Ce qui donne G(2; 2;-1). 

3. AB(2;4;-2)et AC(1;-1 ; 1). On cherche un réel k tel que AË = KAC. 
On remarque que, pour la ligne des abscisses, k =2 ; or cette valeur de k ne 

fonctionne pas pour l’ordonnée et la côte. 

On peut donc conclure que les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. 

4. Si D a pour coordonnées (1 ; 2) dans le repère, cela signifie que 

AD = 1 x AB + 2 x AC : la résolution du système permet de déterminer 

les coordonnées de D dans le repère (O; i, j, k). 

x-1-2+2 x=5 
y-1=4-2 équivaut à 1 y=3 
z-0=-2-2 z=-4 

Ce qui donne D(S ; 3 ; - 4). 

5. Les vecteurs AB et AC sont non colinéaires : ils forment un plan. 

On cherche donc à déterminer deux réels a et b tels que AE = a AB + bAC. 

Cela revient à résoudre un système de 3 équations à 2 inconnues : 

0O-1=2a+b 

-1=4a-b 

1=-2a-b 
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Le plus simple est de résoudre le système formé par les 2 premières équa- 

tions et ensuite de vérifier si les valeurs trouvées remplissent la condition 

de la 3° équation. 

1 
244 b= A 16 

> 1’ 
#b=s he 4a-b 1 3 

; aus —1 -1 
On remplace a et b ensuite dans l'équation 3 et on trouve : -2 ne fe L 

ce qui vérifie le système. 

On peut donc en déduire que les points À, B, C et E sont coplanaires, d’où 

E € (ABC). 

De plus, comme le vecteur AË se décompose comme une combinaison 

des vecteurs AB et AC, cela nous permet de déterminer les coordonnées 

de E dans le repère (A ; AB, AC): = 

L, : 
8 CRE 

6. Si F est le symétrique de E par rapport à A, cela signifie que A est le 
milieu de [FE]. 

Les coordonnées de F vérifient le système : 
L ] 

1-*+0 

2 

12140 
2 

DA 

2 

Donc F(2;2;-—1). 4 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Il est faux d'écrire s un vecteur est égal à un réel. 

Dans un repère (O; : Î, k), si y a pour coordonnées le triplet (a ; b; c), 
alors on peut accepter les différentes écritures suivantes : 
ü=ai+b} j +ck, qui peut aussi s’écrire en ligne ou en colonnes, 

a 
ï @ib; 0 ou à [?] 

Cependant, en aucun cas, il n’est possible d'écrire à =a+b+c, ce qui 
donnerait un réel, ou 4 =(a;b; C). x © Exercice 3, p. 248 

+ Ne confondez pas le vecteur nul et zéro. Zéro est un nombre, alors 
que le vecteur nul est un élément géométrique. 

On écrira donc 4 = Ô, qui est l'égalité de deux vecteurs, ou sous forme 

0 
de coordonnées (0) 

Cependant, on ne peut pas écrire 4 = 0, © QCM, p. 246 

e Ne confondez pas les termes coplanaire et colinéaire. 
. æÆ . 1: . #2 = 28 

Des vecteurs sont colinéaires s’il existe un réel k tel que u = Kky. 

Des vecteurs sont coplanaires si l’un s'écrit comme étant une combi- 

naison linéaire des deux autres. © Exercices 1 et 3, p. 247-248 

e Il ne faut également pas confondre les termes perpendiculaire et 

orthogonal. 

On parle de perpendicularité dans le plan et d’orthogonalité dans 

l’espace. 

Deux droites orthogonales sont des droites telles que des parallèles à 

chaque droite passant par un même point sont perpendiculaires. Deux 

vecteurs non nuls de l’espace sont orthogonaux si leurs directions sont 

orthogonales. © Exercice 8, p. 249 

11. Géométrie vectorielle dans l'espace 



ass Chem pour réviser Le cou 

L'espace est rapporté au repère ortho- 

normé (O\; i, j, k). 

(4) Les points A(1 ; -2;1) 
et B(7 ; - 12 ; 5) sont alignés 

avec le point : 

Q a. C(-2;3;-1). 

Q b.D(-5;-12;5). 

Q c. O(0; 0; O). 

@ Les points A(4 ; 6; 5),B(2:5;1) 
CA ;2;0)et D(2;0;3): 

Q a. sont coplanaires. 

Q b. ne sont pas coplanaires. 

Q c. sont alignés. 

[3] Les vecteurs 4 (1 ; - 1 ; 2) et 

(2 ; 2 ; 1) sont coplanaires avec : 
Q a. W(0:-4:-1). 
Q b. W(0;-4:2). 
Qc. W(0;-4; 3). 

© Soient A(1 ; 2; 5) et B(0 ; - 2 ; 3). 
Les. coordonnées de K, tel que : 

2KÀ + KB = Ô, sont : 

© Soient A(0 ; 0 ; 3), B(0 ; 0 : O0), 
CG}3; = 1) et D(- 1; 5: 1). 
Si2GÀ + SU Ÿ alors : 

Q a. AG = AB + FAÛ + AD. 

13, 5 
…. 4 

dc, Ad LA lie 
1'hharls 4 2 

Q b. lo ; 

rS mx 
C Corrigés, p. 251 

@ Soient 4(-1;:0;1), 
fr 6 EE Gi 2 

-ü et Ÿ sont colinéaires. 
à : Ÿ et W sont coplanaires. 

.Ÿ +3W -2ü = 0. 

Os x -75- CB +2CÀ: 
Q a. à et AB sont colinéaires. 

Q b. 4 et.AC sont colinéaires. 

Q c. 4 et CB sont colinéaires. 

[8] Un système paramétrique de la 
droite passant par À A(2;3;-1l)etde 

vecteur directeur 4 (1 ; 0 ; 1) est : 

x= KE x=142k 

Q a; r=3210 b. {y=3 

AN A z=1-K 

O Soit % la droite d’équation 
x=1+3k 

paramétrique À y = 2k 

z=1-Kk 
3 a pour vecteur directeur : 

Q à. ü (3; 2;-1). b. 4(1;0;1). 

Qc 4(1+3k;2k;1-K). 

,KER. 

e 

@ soient A(2 ; - 1 ; - 3), B(O ; 1 : 4) 
et C(- 3 ; 0 ; 0) trois points de l'es- 

pace. La représentation paramétrique 
du plan (ABC) est : 

x=2-2a-5b 

Q a. {y=-1+2a+b. 

z=-3+7a+3b 

x=-2-2a-5b 

Q b.{y=1+2a+b 

z=3+7a+3b 

Q c.-x+29y-8z+3=0. 



Dans les exercices suivants, on considérera le repère orthonormé 
(O; ñ Fe k) ainsi que le cube ci-dessous, lorsqu'il en sera question. 

F 

mm“ Exercice 1 © Corrigés, p. 252 

On considère le + cube ABCDEFGH. 

1. Les vecteurs AË, AD, AË sont-ils coplanaires ? 

2. Les vecteurs AË, AD, AC sont-ils-coplanaires ? 

3. Les vecteurs AË, AD, FH sont-ils coplanaires ? 

4, Les vecteurs FD, AG, EH sont-ils coplanaires ? 

mx Exercice 2 C Corrigés, p. 252 
On considère le parallélépipède ABCDEFGH ci-dessous. 

# E 

C 

À B 
Déterminer un représentant de chacun des vecteurs suivants. 

AG + BÀÂ 
AË + AD 
EC + HÉ 
AB + AD + AË 
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mms Exercice 3 © Corrigés, p. 252 
1 Onpos #=1-f;V=2;+Ketw=21+K. 
a. Calculer 24 + v - W. 

b. Qu'en déduire sur les vecteurs 4, Ÿ et w ? Justifier. 

2. Les vecteurs # (3;-9;5) et v (2;-4;2) sont-ils colinéaires ? 

sx Exercice 4 D < © Corrigés, p. 253 
: + > + - + + Soient les vecteurs 4 =1-j+K,u,=21+Ketu,=3i-j. se 

= 1. Montrer que les vecteurs 4, et 4, ne sont pas colinéaires. 
= 2. Montrer les vecteurs 4,, 4, et 4, ne sont pas coplanaires. re ] 

Z e ‘< mm Exercice 5 © Corrigés, p. 253 
œ 1. Trouver une représentation paramétrique de la droite (AB) avec 

“ AÇ1;2;1)etB(2;0;4). x== 1 +2Xk 
2. On donne la représentation paramétrique d’une droite: {y =-3-Kk 

z=4+3k 

Donner un point et un vecteur directeur de la droite. 

3. Trouver une représentation paramétrique de la droite ®’ parallèle 

à ® et passant par le point C(- 1; 2; 1). 

mm Exercice 6 "Creun) © Corrigés, p. 254 
On considère les points A-1;3;1),B(3;1;-1), C(1;-3;-1)et 

D(-S5 ; 0 ; 2). 

1. Justifier que le triangle ABC est rectangle. 

2. Montrer que les vecteurs AB et CD sont colinéaires. 

3. Montrer que les points À, B, C et D sont coplanaires. 

4. Quelle est la nature du quadrilatère ABCD ? 

sms Exercice 7 © Corrigés, p. 254 
On considère le point A(1 ; — 1 ; 1) et le vecteur à = 27+ JR 
% est la droite qui passe par À et admet 4 pour vecteur directeur. 

1. Soit M(Xx ; y ; 2) un point de l’espace. Écrire un système vérifié par 

les coordonnées de M et justifiant que M € 9%. 

2. Parmi les points suivants, lesquels appartiennent à ® ? 

Eur à Pr 8.:2.,2 ve BC1;-2;2), CÉÉ: <: À] et F(G ; 2 ; - 2). 



mx Exercice 8 © Corrigés, p. 255 
Dans l’espace rapporté à un repère (O; ñ j, k), on considère les points 

AC2; 170} 07 TE ;1)} 019242) EODI(OE 7:24). 

1. Calculer les coordonnées des vecteurs suivants : 

AC, AD, BC, BD et CD. 
2. Dire si les vecteurs suivants sont orthogonaux : 

ABetü=1+;+Kk;ABe ÿ=-7+;4+2k. 
3. Justifier que les points A, B et C définissent un plan. 

4. Calculer les distances AB, AC, AD, BC, BD et CD. 

5. Les triangles ABC, ABD et ACD sont-ils rectangles ? 

6. Que peut-on dire de la droite (AD) et du plan (ABC) ? 

= 

ENTRAINEMENT 

=“ Exercice 9 f © Corrigés, p. 255 

On considère un cube ABCDEFGH. 

1. Que peut-on dire des points E, H, C, B ? 

2. Démontrer que (GA) et (FD) sont sécantes. 

3. Soient I et J les milieux de [AB] et [BC]. 

Démontrer que (1j) et (EG) sont parallèles. 

4. Que peut-on dire des droites (EI) et (GJ) ? 

5. Soit K le point d’intersection des droites (EI) et (G]J). 

Que peut-on dire du quadrilatère KBGC ? 

11. Géométrie vectorielle dans l'espace 

« Exercice 10 © Corrigés, p. 256 

" On considère le cube ABCDEFGH d’arête de longueur 1. 

BAC Soient les points P, Q et R tels que : 

HP = 2HD ; HQ = 4HG ét RO 2RDE O0. 

L'espace est muni du repère orthonormé (H ; HD, HG, HÉ). 

1. a. Déterminer les coordonnées des points P, Q et KR. 

b. Démontrer que ces trois points ne sont pas alignés. 

Que peut-on en déduire ? 

2. Montrer que l'équation du plan (PQR) est 4x + 2y +z-8=0. 

3. Vérifier que le point E n'appartient pas au plan (PQR). 

4. Quelle est la nature du triangle POR ? 

5. On appelle K le projeté orthogonal du point E sur le plan (PQR). 

a. Montrer que le vecteur #(4 ; 2 ; 1) est orthogonal au plan (PQR). 



b. En déduire un système d'équations paramétriques de la droite (EK). 

c. Déterminer les coordonnées du point K. 

d. Montrer que le point K appartient à la droite (PR). 

ms Exercice 11 ( 7Omin, 6pts © Corrigés, p. 257 
> > + 

"TC L'espace est muni d’un repère orthonormé (O; i, j, k). 

BAL On considère les points A(1; -1;24,B(7;-1;-2)e0015 522 2) 

1. a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC et BC. 

b. Démontrer que les points À, B et C forment un plan. 

c. Montrer que le vecteur n(1 ; 1 ; 1) est un vecteur normal au plan 

(ABC). F 

d. En déduire l'équation cartésienne du plan (ABC). 

2. Quelle est la nature du triangle ABC ? 

3. Soit ® la droite dont la représentation paramétrique est : 

x=-2t 

y=-2t-2avecte R. 

z=-2t-3. 

a. Déterminer un vecteur directeur de la droite %. 

b. Montrer que la droite ® est perpendiculaire au plan (ABC). 

c. Montrer que le point G(3 ; 1 ; 0) appartient à la droite ® et au 

plan (ABC). 

d. Que pouvez-vous en déduire concernant le plan et la droite ? 

e. Montrer que G est le centre de gravité du triangle ABC. 



mm QCM 

6 a. On calcule les coordonnées du vecteur AË (6 ;-10; 4)eton 

peut ensuite choisir de calculer les coordonnées des vecteurs formés 

soit avec le point A, soit avec le point B, et l’un des trois points pro- 

posés. AC (- 3 ; 5 ; —- 2), d'où - ZAC = AB. 

De même, pour AD (- 6;-10;4)et AO (- 1;2;-1):il n'existe pas 

de réel k tel que AB soit colinéaire à ces deux vecteurs. 

@ 2. on calcule les coordonnées des CONSEIL 

vecteurs AB, AC, AD : Pour montrer la coplanarité 
AB (- 2PETOCA) Ace DES SY il faut trouver une décom- 
TVR CT position de l’un des vecteurs 
LAPS à en fonction des deux autres. 
In n existe pas. de réel (HUORTUS RES RE ne 

AË = kKAC ou AB = kAD. Les vecteurs ne sont fers pas ras 

les points ne sont pas alignés. 

On cherche s’il existe des réels a et b tels que AB = a AC +bAD, cela 

= 

11. Géométrie vectorielle dans l'espace 
CORRIGES 

—-4=-5a-2b 

Les vecteurs sont coplanaires et les points aussi. 

-92-3a-2b AS Sara 
revient à résoudre le système suivant : {—-1=-44-6b & ee 5 : 

! 

| 

© c. On procède de la même façon que pour la question 2. 

© 2. 2KÀ + KB = 0 CONSEIL | 
2(1=2x)+ (0x) = 0 Pour répondre à cette question, | 

122-"+(C2-n=0. vous pouvez soit calculer les | 

coordonnées de K, à l’aide de | 

l'équation, soit remplacer par les } 

On'trouve kË: 2° À] coordonnées proposées et voir | 

SAT EE lesquelles fonctionnent. 

2(5 — z) + (3 -z) = 

@ 2. et b. On utilise la relation de Chasles : 

TA CB I0C CCD 0: 

2GÀ + GÀ + AB + 3(GÀ + AC) + 6(GÀ + AD) = Ô 

G+ b. et c. On montre qu'il n'existe pas de réel k tel que les 2 vecteurs ü 

et Ÿ soient colinéaires, puis on vérifie l'égalité, ce qui permet d'écrire 

Ÿ =2u -3W. 

Il existe donc bien deux réels a et b tels que l'on puisse faire une 

décomposition de l’un des vecteurs en fonction des deux autres. 



@ +. à = AB + BC + 2CÀ = AC + 2CÀ =- AC. 

X=X, + Ka 

@ à. On utilise la formule { y = y, + kb et on remplace les coordon- 
Z=Z, + kcC 

nées de A et du vecteur directeur. 

Q a. On remarque que les coordonnées du vecteur directeur 

dépendent de k. Le point A a pour coordonnées (1 ; 0 ; 1) et le vecteur 

directeur (3 ; 2; -1). W 1 

O a. On peut déjà éliminer la réponse c., qui est la représentation 

cartésienne du plan et non paramétrique. On peut utiliser la formule 

vue dans le cours et remplacer par les coordonnées des points À, B 

et C pour déterminer entre les réponses a. et b. laquelle est la bonne. 

ss Exercice 1 

1. Les vecteurs ne sont pas coplanaires car le point E n’appartient 

pas au plan (ABD). 

2. Les vecteurs sont coplanaires car on peut écrire AC = AB + AD. 

3. Les vecteurs sont coplanaires car on peut décomposer le vecteur : 

FH = BD = BÀ + AD. 
4. Les vecteurs sont coplanaires : FD + DÀ + AË + GF = , or 

DÀ = GË =‘HÉ, donc FD = 2EH - AG. 

mm Exercice 2 

1. AG + BÂ = BÂ + AG=BG À NOTE | 
(ou tout autre vecteur égal à On utilise pour cet exercice la relation ! 
celui-ci) de Chasles ou la règle du parallélo- 

— > —> ——}> ——} | gramme-qui ont été définies dans le 
2. * nn. = pere * de = aG * planet restent valables dans l’espace. 

3. EC + HE = HE FEC=HC. ms dx 

4. AB + AD + AË = AC + AË = AC + CG = AG. 
Le 

. CONSEIL 

is Exercice 5 Il est plus simple d’abord d'écrire les 

1.U(1;-1;0), v(0 ; 2; 1) coordonnées des trois vecteurs pour 
et W(2 ; 0 ; 1). faire ensuite les calculs. 

a 2Ü+V-W(2+0-2;-2+2-0;0+1-1) 
24 + V= W= 0 



b. Le résultat de la question précédente permet d'écrire W = 24 + v. 

On peut en déduire que les vecteurs sont coplanaires. 

2. Pour montrer que les vecteurs sont ou ne sont pas colinéaires, 

sK=2 
il faut trouver le réel k tel que Ÿ = kü = |-9Kk=-4. 

SK =2 

Il n’est pas possible de trouver une valeur de k unique, les deux 

vecteurs ne sont donc pas colinéaires. 

mm Exercice 4 

On écrit d’abord les coordonnées des 3 vecteurs : ü,(1 Seti T), 

u,(2:0;1)et 4,(3;-1;0). un) 
“Lu 

1. Il n'existe pas de réel k tel que 4, = ki. Les vecteurs 4, et ü, ne [2] 

sont pas colinéaires. Æ 
1 = 2a + 3b æ 

2. On résout le système {-1=-h : 
11. Géométrie vectorielle dans l'espace 14 

SE MERRESERS 
Les deux dernières équations donnent les valeurs de a et de b, il —— 

suffit de remplacer dans la première équation :2xX1+3x1=5 #1. see 

On en conclut que les trois vecteurs ne sont pas coplanaires. 

= Exercice 5 

1. Soit M un point de la droite (AB). Il existe un réel k tel que 

AM = KkAB. Or AB(- 1 ; - 2 ; 3), ce qui nous permet d'écrire le 

XF TK x=-Kk-1 

système 1y-2=-2Kk & !y=-2Kk +2. 

7-1 —=0K z=3k+1 

2. On remplace k par 0 dans l’équation paramétrique de la droite pour 

trouver les coordonnées d’un point A : A(- 1 ; -3 ; 4). 

Pour déterminer le vecteur directeur, il suffit de lire le coefficient 

« attaché » au réel k dans chaque équation : 4 (2 ; - 1 ; 3). 
; ? : 

3. u 2/13 , alors RENE a sont fs: NOTER. 

colinéaires. Onc erche un vecteur co inéaire | ï n'y a pas qu'un | 

au vecteur 4 trouvé précédemment. seul choix possible, | 

Si k = 2, alors v(4 ; — 2 ; 6). On en déduit puisqu'il suffit de | 
un système d'équations paramétriques pour Choisir un réel k non 

nul pour déterminer 
x=-1+4k VE 

':1y=2-2k oise M As 
z=1+6k 



au Exercice 6 
1. On calcule les différentes longueurs du triangle ABC à l’aide de la 

formule AB = ÿ(X3 — X4)? + (V5 — Va)” + (Z5 — Za)°. 

= ÿ47+(2)7+(2)7 = ÿ24 ; AC = /2?+(-6)7°+(-2)° = 

Comme AB? + BC? = AC, alors, d’après la réciproque du théorème 

de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en B. 

2. On calcule les coordonn'ées des deux vecteurs : AB (4 ;—-2;-2) 

et CDÉ 6 ; 3 ; 3). On remarque que - 5x AË = CD: 

Les deux vecteurs sont donc colinéaires. 

3. AB(4:-2:;2), AC(2;-6;-2)et CD(-6; 3; 3). 
4=2a-6b 2 

On résout le système ! - 2 = - 6a + 3b, ce qui donnea=0eth=-—- 
5 

—=2=-2a+3b x 

Les points A, B, C et D sont donc coplanaires. 

4. On reprend les conclusions des questions précédentes : À, B, C et 

D sont coplanaires, les droites (AB) et (CD) sont parallèles et (AB) et 

(BC) sont perpendiculaires. 

On en déduit que ABCD est un trapèze rectangle. 

ms Exercice 7 

1. M appartient à la droite passant par À et de vecteur directeur ü, 

ce qui signifie qu'il existe un réel k tel que AM = kü. On obtient le 

x=2k+1 

système {y =Kk-1 

2. Lol CONSEIL : 
Sl=2Es 1 Led Pour déterminer si les points 

LR LENS) LE appartiennent ou non à la droite 
eg ot Dr %, on remplace leurs coordon- 

Fi R nées dans le système d'équations 
On en déduit que B est un point  paramétriques de cette droite et À 
de la droite ®. on détermine la valeur de k : si 

8 5 cette valeur est unique pour le 

Et 2k+1 k= & système, alors le point appar- 

2 1 tient à la droite ; dans le cas h 
SA KT eMRK= 3 contraire, le point n’est pas un 

2 £ point de cette droite. 
ts re 

On en déduit que C n'est pas un point de 9. 



n'est pas un point de @. 

x Exercice 8 

1. AB (2 ; 0 ; 1), ACTE) AD(2;:2;-4) BC(L: 1: 1) 
BD(0;2;-5), CD(-1;1;-6). 

2. On utilise la formule d'orthogonalité et on À NOTER | 
vérifie si le résultat est nul. Vo 2 er | 
AB - ü =2+1 0, donc les vecteurs AB et le rois scalaire. | 

11. Géométrie vectorielle dans l'espace 

| u 
ü 1 ne sont pas orthogonaux. eee! S 

AB- V = =-2+2=0, donc AB et Ÿ sont orthogonaux. œ 

3. AB (24#/70%r1 jet AC G ; 1 ; 2) ne sont pas colinéaires ; en effet, œ 
£ [e) 

DSK Oo 

il n'existe pas de réel k unique tel que {0 =k . Les points A, B et C snsnque 

dei === 
ne sont pas alignés, ils définissent donc un plan. ressens 

4. On calcule les différentes longueurs : AB = /5, AC = ÿ14, AD = 24, 
C=WY3,8D=7/29/CD=.)/38.. 1 

5. Comme AB? + AD? = BD?, alors, d’après la réciproque du théorème 

de Pythagore, ABD est rectangle en A, et puisque AC2 + AD? = CD?2, 

alors le triangle ACD est rectangle en A. Le triangle ABC n'est pas 

rectangle car le théorème de Pythagore ne s'applique pas. 

6. ABD est rectangle en A, ce qui signifie que (AD) est orthogonale à 

(AB). De même, ACD est rectangle en A, d’où (AD) est orthogonale à 

(AC). La droite (AD) est orthogonale à deux droites sécantes du plan 

(ABC). On en déduit que (AD) est orthogonale au plan (ABC). 

mm Exercice 9 

1. Les droites (EH) et (BC) sont parallèles ; on en déduit que les points 

E, H,B et C sont coplanaires. 

2. AD = FG, donc AFGD est un parallélogramme : on en déduit que 

ses diagonales (AG) et (FD) sont sécantes. 

s I] = =—AB +—BC =—EF + —FG = —EG. 3. IJ = IB + BJ > Me dise > 

On en déduit que les vecteurs I] et EG sont colinéaires : les droites 

(IJ) et (EG) sont donc parallèles. 



4. La droite (EL) est incluse dans le plan (AEF) et la droite (GJ) est 

incluse dans le plan (FGC). Ces deux plans sont sécants et leur 

intersection est la droite (FB). Or les droites (ET) et (GJ) ne sont pas 

parallèles à la droite (FB). On peut donc conclure que ces deux 

droites sont sécantes. 

5. Dans le triangle FGK, d’après les questions précédentes, (BJ)//(FG) 

et F6 = Bj : on peut donc conclure 
CONSEIL 

que J est le milieu de [GK]. » + N'oubliez pas les théorèmes | 

Les diagonales [BC] et [KG] ont même de la géométrie dans le plan 

milieu, on en déduit que le quadrilatère Que Vous pouvez appliquer 

BGCK est un parallélogramme. dans l'espace. 

mx Exercice 10 

1. a. À l’aide des égalités vectorielles données, nous pouvons déter- 

miner les coordonnées des points : 

à ploties Al DIEU 0) 
HP = 2HD & ly-0=2(0-0), d'où P(2; 0 ; O). 

z-0=2(0-0) 

08, F5 OR 04020) 
HQ = 4HG & |y-0=4(1-0), d'où Q (0 ; 4; O). 

 [z-0=40-0) 

+ Be gs x—1+2(1-x)=0 

CR +2RB=01/y-1+2(1-y)=0, d'où R (1; 1; 2). 
z-0+2(1-7)=0 

b. PQC2;4;0), PR(-1;1;2): CONSEIL t 

il n'existe pas de réel k tel que On calcule les coordonnées de‘deux 
PQ = kPR. Les points ne sont vecteurs et on montre que les deux 
donc pas alignés : ils forment vecteurs ne sont pas colinéaires. 

un plan. En eh et 

2. Les trois points formant un plan, il suffit de vérifier que leurs 

coordonnées vérifient l'équation proposée. Le point P appartient 

au plan si ses coordonnées vérifient l'équation 4 X 2 +0 +0 -8=0.: 

Le point Q appartient au plan ca 0+4X2+0-8=0, et enfin le 

point R appartient au plan: 4X1+2X1+2-8=0. 

3. Pour vérifier que le point E n'appartient pas au plan, on remplace ses 

coordonnées dans l'équation du plan : 4X0+2X0+1-8=-7 #0. 

Le point E n'appartient donc pas au plan (POR). 



4. On calcule les mesures des côtés du triangle : PQ = ÿ4+16 = 20, 
PR= ÿ4+1+1 = /6 et QR= /1+9+4 = /14. 

PQ? = PR? + RQ?, donc, d’après la réciproque du théorème de Pytha- 

gore, le triangle PQR est rectangle en R. 

5. a. Si K est le projeté orthogonal du CONSEIL | 

point E sur le plan (PQR), cela signifie : Pour montrer que # est ortho- | 
que (KE) est orthogonale à (PQR). gonal au plan (PQR), il suffit de | 

ñ-PQ =4X-2+2X4+1X0=0et montrer que ñ est orthogonal 

n-PR=4X(-1)+2X141X220. AE Mo | 
Done rs est orthogonal au plan (PQR). le Dé duit ARTE x | 

DS ONMNO OM MERE nl 

alors il est un vecteur directeur de la droite qui est orthogonale à ce 

plan. De plus, le point E(O ; 0 ; 1) appartient à la droite issue de K, 

x = 4k 

orthogonale à (PQR), ce qui donne le système {y=2k ,kER. 

z=k+1 

c. Le point K appartient à la fois à la droite et au plan, ses coordonnées 

vérifient donc l'équation du plan et celle de la droite : 

x—4k 

y = 2k 

Zz= KA 

4x+2Y+z-8=0 

On remplace les valeurs de x, y et z dans la quatrième équation et 

on trouve ainsi k = _ On remplace k par cette valeur dans les trois 

premières équations : Kf£ ; « ; 1 

d. Pour montrer que le point K appartient à la droite (PR), on peut 

montrer que les vecteurs PK et PR sont colinéaires. 
LP PES - es D 

pq Île de d12) 01 —PK= PR. PR| 22: PRC1;1;2);0r> 

On en déduit que le point K est un point de la droite (PR). 

mms Exercice 11 

5m) 
1.a. AB(6:0:-6), AC(0;6;-6), BÜ(-6; 6; 0). 
b. Il n’existe pas de réel k tel que AB = KAC, les vecteurs ne sont 

donc pas colinéaires. Les points A, B et C n'étant pas alignés, ils 

forment un plan. 
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c. AB =6-6=0etn:AC=6-6=0, CONSEIL 
donc le vecteur est orthogonal au plan I] suffit de montrer que # 
(ABC). est orthogonal à deux vec- 

075pt) d. Les coordonnées du vecteur normal  t€urs non colinéaires du 
donnent les valeurs de a, b et c dans ne 

l'équation cartésienne ax + by + cz +d=0. 

On remplace par les coordonnées de l’un Rs 

des points du plan. ù e Quel que soit le point 
On trouve x +y +z-4=0. utilisé, la valeur de d sera 

O5pt) 24AB = 136130 172,080) 04/7294 identique, Lu: 
AC= 72. 

Le triangle ayant trois côtés de même mesure, il est équilatéral. 

0,5pt |] 3. a. La formule du cours AM =tü permet de déterminer le vecteur 

directeur 4 (= 2 ; —- 2 ; - 2). On peut aussi trouver un point de la 

droite en remplaçant t par 0, par exemple ; on obtient alors le point 

de coordonnées (0 ; —2 ; —3). 

0,5pt | b. Si la droite est orthogonale au plan, alors le vecteur directeur 

de cette droite doit être colinéaire au vecteur normal du plan. On 

remarque que 4 =-2n. Les vecteurs étant colinéaires, on en déduit 
que le plan et la droite sont orthogonaux. 

1pt c. On remplaçe les coordonnées du point dans l'équation cartésienne 

du plan : 3 + 1 + 0 - 4 = 0. Les coordonnées du point G vérifient 

l'équation du plan (ABC). Le point G appartient donc au plan. 

On remplace ensuite les coordonnées du point dans le système 

3=-2t 
d'équations paramétriques de la droite: {1=-2t-2 = fe . 

0=-2t-3 ; 

La valeur de t trouvée est unique, donc le point G appartient à la droite ®. 

0,25pt] d.L'intersection entre le plan et la droite est le point G. 

0,75pt] e. Si G est le centre de gravité du triangle, ses coordonnées vérifient 

l'une des équations suivantes : GA 4 GÉ + GC = 0 où AG = 2 AM 

avec M milieu de [BC]. : 

ee ue 1-x+7-x+1-x=0 SRE CET K=S 

GA+GB+GC=0S1-1-y-1-y+5-y=0 & 3=3y y = 14 

4-z-2-7-2-7=0 087 Z=Ù 

D'où G(3 ; 1 ; O). 



Produit scalaire dans l'espace 
et applications 

&] Produit scalaire de deux vecteurs 

a. Définitions 
# Dans l’espace, comme dans le plan, le produit scalaire À NOTER. 

de deux vecteurs 4 et v est défini par : > 

0 1 id Sa + = A 

uv =; (lu F+lv lu -v 1): 

æ Si ü et Ÿ sont non nuls, alors cette définition est 
équivalente à : 

La 

À NOTER 

# Dans un repère orthonormé, si les coordonnées de (4, Ÿ) existe. 

sont (x ; y ; z) et celles de v (x; y’ ; z') alors: 

Sr 1 , , 
UV =XX1+YY +ZZ. 

b. Expression avec des points 
Soient A, B et C trois points de l’espace et 4 et ÿ deux vecteurs. 

mn Si u = AB et y= AC, alors AB - AC = 7 (AB*+ AC? — BC°). 

On a aussi 4 - v = AB - AC = AB x AC x cos (BAT). 

s Si H est le point projeté orthogonal de B sur la droite (AC), alors : 

AË : AC = AH - AC. 
m On peut spécifier : 

Lt ; De Ni ü ni ÿ ne | 
HV lu | x lv | x COS (u,v). doit être nul ! 

pour que l'angle ! 

— l'angle BAC est aigu si, et seulement si, 

AË : AC = AH x AC. Le produit scalaire est RS 
positif et H appartient à la demi-droite [AC) ; 

— l'angle BAC est obtus si, et seulement B 

si, AB - AC = - AH x AC. Le produit sca- 

laire est négatif et H n'appartient pas à la AR REX 

demi-droite [AC). 

12. Produit scalaire dans l'espace et applications 



c. Propriétés 
m Quels que soient les vecteurs 4, ÿ, W et quel que soit le réel k, on a: 

ü-V=V.u 

(KË)-Ÿ = k( -Ÿ) = 4 -(KŸ) À NOTER 
ü - ü est parfois noté | 

+ 

u?2 Lo abus d'écriture. 

al RSGE € 

m Conséquence : dans un repère orthonormé, si 4 a pour coordonnées 

(x; y; 2) alors: 

Au |=4x2+ y? +72 

et donc AB = x» — XaŸ +(ÿn — YaŸ + (25 —ZaŸ 

A Applications L 
a. Orthogonalité 
" Deux vecteurs u et y sont orthogonaux Le secte ee 

si, et seulement si, leur produit scalaire est; {out vecteur de l'espace. | 

nul. cote ar ee 2 

À NOTER 

m On dit qu’un vecteur # est normal au plan P si, et seulement si, quels 

que soient les points M et N du plan, # est orthogonal à MN. 

m Si le vecteur # est normal à ®, tout vecteur colinéaire à #7 est aussi 

normal à P. 

= Pour que ñn soit normal au plan (ABC), il suffit qu’il soit orthogonal à 

AB et AC : L 

ñ L (ABC) si, et seulement si, ñ : AB =0 et n : AC =0. 

# Deux plans ® et Ÿ’ sont parallèles si, et seulement si, leurs vecteurs 

normaux sont colinéaires. En pratique, il suffit qu'il existe deux vecteurs 

non nuls, l’un normal à P, l’autre normal à Ÿ’, et colinéaires entre eux. 

an 

Un plan Ÿ est parfaitement défini 
quand on en connaît un point et 

; un vecteur normal. 

PARA 
PARU : 

ments rs oo mme 



# Deux plans ® et P’ sont perpendiculaires si, et 

seulement si, leurs vecteurs normaux sont orthogo- 

naux. En pratique, il suffit qu’il existe deux vecteurs 

non nuls, l’un normal à Ÿ, l’autre normal à ®’, et 

orthogonaux entre eux. 

b. Plans de l'espace 
Soient À un point et # un vecteur non nul de l’espace. 

# L'ensemble des points M de l’espace tels que AM : n = 0 est le plan passant 

par A et dont ñ# est un vecteur normal. 

# Tout plan de l’espace a une équation du type ax + by + cz + d = 0 où 

a, b, cet d sont des réels. 

m De plus, le vecteur ñ (a ; b; c) est un vecteur normal au plan. 

m Réciproquement, si le vecteur ñ (a ; b; c) est normal à un plan ®, alors 

celui-ci a une équation de la forme ax + by + cy + d = 0. 

c. Projections orthogonales 

D'un point sur un plan | [\ 
# Soient À un point et Ÿ un plan ne contenant H#_\.M 

pas À. La droite perpendiculaire à ® passant par A 

coupe P en H. | 

H est la projection orthogonal de A sur ® et par | 

définition AH est la distance de À à P. 

= Quel que soit M de ?, on a AH - HM = 0 et AM > AH. 

D'un point sur une droite | o 

# Soient À un point et D une droite ne contenant LRO l 
pas A. Le plan perpendiculaire à D contenant A dj pe 

coupe D en un point K. ie.” 4 Pa 

K est le projeté orthogonale de A sur D. in ed 

m Quel que soit M de D, on a AK:-KM =0et AM=> AK. 

d. Sphère 
= Soient À et B deux points de l’espace. L'ensemble des points M de l'espace 

tels que AM : AB = 0 est la sphère de diamètre [AB]. 

12. Produit scalaire dans l'espace et applications 



El Déterminer l'intersection de deux plans 

On considère les plans P d'équation 2x — 3y + z —- 1 = 0 et P’ d'équation 

x-2y+3z+4=0. 

1. Justifier que ces plans sont sécants. * 

2. Donner une représentation paramétrique de leur droite intersection. 

Savoir-faire 

m On considère un vecteur normal à ® et un autre vecteur normal à 

®’ et on se demande s'ils sont colinéaires. 

Si oui les plans sont parallèles ; si ce n'est pas le cas, ils sont sécants 

selon une droite. : 

# Il suffit alors de résoudre le système : on choisit une des coordonnées 

comme paramètre pour obtenir une représentation paramétrique de 

la droite d’intersection. 

Corrigé détaillé 

1. Le vecteur ñ (2 ; -3 ; 1) est normal à  ; le vecteur m(i:-2:3)est 

normal à P”’. 

Il n'existe pas de réel k tel que l’on ait m = Kkn, c'est-à-dire à la fois : 
L=KkX2; 

—2=Kk X (-3) < 

Et 3 KIA 

Donc les vecteurs ñ et m ne sont pas colinéaires, les plans ne sont pas 
parallèles, ils sont donc sécants selon une droite. 

2. Soit ® la droite intersection des plans P et œ", le système : 

2x-3y+z-1=0 

FOR 

est un système d'équations cartésiennes de ®. 

On décide que z sera un paramètre (on peut tout aussi bien choisir y ou x) 
ce qui revient à poser k = z. 



On obtient le système fi Sur : À NOTER. | 
x-2y=-3k-4 On peut alors voir | 

que la droite passe On le résout par combinaison ou par substitution. P P $ par À (14;9; 0) et 
On trouve x = 7k + 14 et y = 5Kk + 9. admet #(7;5:1) 

Une représentation paramétrique de la droite est STE et 
directeur. Î donc : 2 2 Î 

x=14+7Kk 

y=9+5Kk ,Kk réel. 

z=0+1Kk 

Déterminer l'intersection 
d'un plan et d'une droite 

Soit ® la droite passant par le point A(- 1 ; 2 ; 3) et de vecteur directeur 

HE sels 1). 
Déterminer son intersection avec le plan d’équation : 

ll 12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

2x+3y-z+2=0. 

Savoir-faire 

# On considère un vecteur normal de P et on regarde s’il est ortho- 

gonal à u. 

m Si c’est le cas, et si À appartient au plan, alors la droite est toute 

entière dans le plan. 

# Si au contraire A n'est pas dans le plan, alors la droite et le plan sont 

strictement parallèles. 
_ — ? 

m Siles vecteurs u et n ne sont pas orthogonaux, alors la droite coupe 

le plan en un point. 

Pour déterminer les coordonnées de ce point on utilise une représen- 

tation paramétrique de la droite. 



Corrigé détaillé 
m L’équation de P est 2x + 3y - z + 3 = 0 ; on en déduit que le vecteur 

n(2;3;-1) est normal à #. 

La droite ® a pour vecteur directeur u (2 51;-1). 

Ces vecteurs ne sont pas orthogonaux car leur produit scalaire est non 

nul en effet : 

ucn=xiXs+ViVi+Æ z: = 4+3+1-=8. 

La droite ® n'est donc pas parallèle au plan. Ils sont donc sécants et leur 

intersection est un point. 

æ La droite % contient A(-1;2;3)eta u (2 ; 1; — 1) comme vecteur direc- 

teur ; on en déduit une représentation paramétrique de % : 

x=-1+2Kk ATTENTION 
y=2+k k appartenant à KR. Il s’agit d’une représentation-paramé- 

PCR trique parmi toutes celles possibles. 

On reporte ces égalités dans l'équation de ® : 

2(- 1 +2k) + 3(2+k) - (3 -k) +3 = 0. 

On résout alors cette équation pour trouver la valeur du paramètre k qui 
correspond au point d’intersection. 

4 + 8k = 0, d’où k =- 0,5. 

On reporte cette valeur dans l'équation paramétrique de ® pour obtenir 

les coordonnées du point d'intersection. 

x=-1+2X(-0,5)=-2 = 

On obtient 4y=2+(-0,5)=1,5 

z=3-(-0,5)=3,5 

Le plan Ÿ et la droite ® sont sécants en (- 2 ; 1,5 ; 3,5). 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e On peut avoir 4 :V=0 sans que ni # ni ne soient nuls. Il suffit 
que les vecteurs soient orthogonaux. © Exercices 3 et 8, p. 267-268 

e Dans l’espace, une droite n’a pas d'équation cartésienne. Ainsi l’équa- 
tion y = ax + b est une équation cartésienne d’un plan. Elle équivaut 

à ax — y + 0z + b = 0, donc le vecteur ñn (a ; —-1 ; O) est normal au plan 

et le point A(0 ; b ; O) lui appartient. © Exercice 1, p.267 

e Dans le plan muni d’un repère orthonormé, on a deux formules très 
proches à ne pas confondre : 

ü (x ;p)et v (x ; }’) sont colinéaires si, et seulement si, xy’ — x/y = 0. 

u (x ; }) et v(x ; ÿ) sont orthogonaux si, et seulement si, xx’ + yy’ = O. 

. © Exercice 1, p. 267 

e En terminale, vous ne connaissez pas la notion de produit vectoriel 

permettant de démontrer que deux vecteurs sont colinéaires. 

Il faut donc revenir à la définition et chercher s'il existe un réel k tel 

que ü = Kkv. © Exercice 13, p. 270 

e Vous.devez faire attention à ne pas utiliser dans l’espace les définitions 

qui s'appliquent dans le plan. Par exemple, dans le plan l'ensemble des 

points situés à égale distance de deux points A et B est la médiatrice 

de [AB] mais dans l’espace c’est le plan médiateur. 

© Exercice 9, p. 268 

Un point en + sur la copie 
e Au moment d'utiliser une des propriétés du produit scalaire, on 

justifie cet emploi en disant que le produit scalaire est une forme 

bilinéaire symétrique. 

e L’angle (u, v) est un angle orienté de vecteurs, donc (u, v) = (, ü), 

mais la fonction cosinus étant paire, cos (u, v) = cos (v, u). 

Il | 12. Produit scalaire dans l'espace et applications 



ms ic pour réviser Le cours mms 

€ On considère le cube ABCDEFGH 
de côté a. Parmi les produits scalaires 
suivants, quel est celui valant 42 ? 

Q à. AB-AG. 
Q b. AB: CH. 
Q ec: BF + HD. 

L 4 

Q Soient A, B et C trois points. 

si AB : AC = 7,5; AB=5 et AC = 3, 
alors : 

Q a. A,Bet C sont alignés. 

Q b. (AË ;: AC)= #27] 

Q c. BAC = 60°. 

[3 Dans un repère orthonormé les 
vecteurs 4 2;a;a)et v(2; 5;a)et 

sont orthogonaux si, et Sétlement si : 

Haas: 

Q b.a=-1oua=-4. 

Qca=1oua=4." 

© L'équation 2x - 4y + 6 = O est 
celle : 
Q a. d’un plan de vecteur normal 

n.(2:-3; 0), 
Q b. d’un plan de vecteur normal 

n(;-2;0). 
Q c. d’une droite de vecteur directeur 

n(3:2;0). 

O On considère le point A(1 ; 2 ; 3) 

et le vecteur # -3;1;4). 

Le plan passant par A et normal à n 
a pour équation : 

Q a.-3x+y+4z=0. 

Q b.x+2y+3z-11=0. 

Q c.-3x+y+47-11=0. 

© Corrigés, p. 271 

GO On considère le plan Ÿ d’équa- 
tion 2x — 3y + z + 1 = 0. Quelles sont 
les affirmations exactes ? 
Q à. Le point A(2 ; 0 ; 1) appartient à . 

Q b. Le point B(0 ; O ; — 1) appartient 
va. 
Q c. Le vecteur v (4 ;—-6;2)est nor- 

mal à P. 

co On considère trois plans : 

P:2x-3y+z+3=0; 
P' : 4x — 6y + 2Z +12=0; 
etP”':5x+4y+2z-3=0. 

Parmi ces affirmations lesquelles 
sont vraies ? 
Q a. P et P’ sont parallèles. 

Q b.P et P”’ sont parallèles. 

Q c.P et P”’ sont perpendiculaires. 

2x-3y-6=0 

5x+2y-z=0 
© Le système | 

Q a. a une infinité de solutions. 

Q b. a un seul triplet solution. 

Q c. n’a aucune solution. 

O Soit ® la droite passant par 
A(1 ; 1 ; O) et de vecteur directeur 

u (2 ;1;-3)et soit Ÿ le plan d'équa- 

tion 2x + y - 3z + 5 = 0. Parmi ces 
affirmations lesquelles sont vraies ? 

Q a. 9 et P sont parallèles. 

Q b.® et Ÿ sont perpendiculaires. 
Q c.® et P sont sécants en A. 

O L’axe des abscisses : 

Q a. a pour équation x = 0. 

Q b. a pour équation y +z= 0. 

Q c. est solution du système ie 
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=“ Exercice 1 © Corrigés, p. 272 
On considère le plan Ÿ d'équation (m2 + 1)x + my +(m-1)z+m=0, 

où m est un réel, et le plan Ÿ’ d'équation x — y - 3z + 7 = 0. 

1. Déterminer l’ensemble des réels m tels que ® et P’ soient parallèles. 

2. Déterminer l’ensemble des réels m tels que ® et ®’ soient perpen- 

diculaires. 

Caractériser alors leur droite intersection. 

mm Exercice 2 © Corrigés, p. 273 
On considère dans l’espace muni d’un repère orthonormé (O ; ñ, f, Kk) 

les points A(-1;1;0),B(1;1;-1)et C(G;0;1). 

Déterminer une mesure en degrés de l’angle ABC (arrondie au degré). 
12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

sm Exercice 3 © Corrigés, p. 273 
Dans un tétraèdre régulier ABCD dont 

les arêtes sont de longueur 4, on place I 

le milieu de [AB] et J le milieu de [BD]. 

Déterminer chacun des produits scalaires 

suivants : 

AB - AC ; AB - CI ; AC -BD ; Cj-AD. 

mu Exercice 4 © Corrigés, p. 274 
On considère deux points A et B de l’espace. 

Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que : 

(MÀ - MÈ)-(MÂ + MÉ) = 0. 

mu Exercice 5 © Corrigés, p. 274 
L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; F; 7. K). 

Soient les points A(1 ; —3 ; 2), BG; 2;-2) et C(3 ; -3 ; 3). 

1. Démontrer que le triangle ABC est un triangle rectangle. 

2. Démontrer que le vecteur n (1 ; —-2;-2) est normal au plan (ABC). 

En déduire une équation cartésienne de (ABC). 



3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite % passant 

par le point T(1 ; 3 ; 5) et perpendiculaire à (ABC). 

4. Déterminer les coordonnées du point E, intersection de % et (ABC). 

5. Calculer le volume du tétraèdre ABCT. 

sx Exercice 6 © Corrigés, p. 275 

On considère dans l’espace rhuni d’un repère orthonormé (O ; £, j, Kk) 

les points A(2 ; 1 ; 0), B(1 ; 1 ; 2) et la droite % dont une représentation 

x=3+2t 

paramétrique est {y=5,2+3t,teRk. 

z=S+t 

= 

ENTRAINEMENT 

1. Montrer que les droites (AB) et sont perpendiculaires. 

2. Déterminer leur point d’intersection. 

mu Exercice 7 © Corrigés, p. 276 

On se place dans l’espace rapporté à un repère orthonormé (O ; ñ, 7 k). 

On note # la sphère de centre A(1 ; 2 ; — 1) et de rayon 5 cm. 

1. Montrer que les points B(4 ; 2 ; 3) et C(1 ; — 2 ; 2) sont sur cette 

sphère Ÿ. 

2. Déterminer une mesure de l’angle ÉAC. 

3. En déduire la longueur de l'arc BC à 1 mm près. 

mm Exercice 8 © Corrigés, p. 276 

On considère un cube ABCDEFGH . H ÿ G 

Démontrer que la droite (DF) est ortho- 

gonale au plan (EBG). 

B 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 277 
On considère deux points A et B de l’espace tels que AB = 4. 

Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que MÀ - AË = 12. 



x Exercice 10 © Corrigés, p. 277 

AC ROC 
_  Démontrer que si une droite est orthogonale à deux droites sécantes 

d'un plan, alors elle est orthogonale à toute droite de ce plan. 

mm Exercice 11 © Corrigés, p. 277 

_— (D'après Amérique du Nord, 2011) 

3ÀL On considère le cube ABCDEFGH d'arête de 
longueur 1 représenté ci-contre. 

L'espace est rapporté au repère orthonormé 

(A ; AË, AD, AË). 

1. Démontrer que le vecteur n de coor- 

données (1 ; 0 ; 1) est un vecteur normal 

au plan (BCE). 

2. Déterminer une équation du plan (BCE). 12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

3. On note % la droite perpendiculaire en E au plan (BCE). 

Déterminer une représentation paramétrique de la droite ®. 

4. Démontrer que la droite % est sécante au plan (ABC) en un point R, 

symétrique de B par rapport à A. 

= Exercice 12 © Corrigés, p. 278 
AC (Métropole, 2010) 

AC L'espace est rapporté à un repère orthonormé (O ; 11.2) 

Soit P le plan d’équation 3x + y —- z - 1 = 0 et % la droite dont une 

représentation paramétrique est : 

x=-t+1 

Y=ZV tek 

z=-t+2 

1. a. Le point C(1 ; 3 ; 2) appartient-il au plan Ÿ ? Justifier. 

b. Démontrer que la droite ® est incluse dans le plan Ÿ. 

2. Soit P’ le plan passant par le point C et orthogonal à la droite ®. 

a. Déterminer une équation cartésienne du plan Ÿ”’. 

b. Calculer les coordonnées du point I, point d’intersection du plan 

Pet de la droite %. 

c. Montrer que CI = y3. 



= 

ENTRAINEMENT 

3, Soit t un nombre réel et M, le point de la droite de coordonnées 

—t+1;2t;-t+2). 

a. Vérifier que, pour tout nombre réel {, CM = 6t? — 12t+ 9. 

b. Montrer que CI est la valeur minimale de CM, lorsque ft décrit 

l’ensemble des nombres réels. 

mms Exercice 13 © Corrigés, p. 279 
e 

YPE © > (p) | (Nouvelle-Calédonie, 2011) 

L'espace est rapporté à un repère orthonormé direct (O ; NAT? 

On considère les points A(-2;0;1),B(1;2;-1)etC(-2;2;2). 

1. a. Calculer le produit scalaire AB: AC, puis les longueurs AB et AC. 

b. En déduire une valeur approchée arrondie au degré près de l’angle 

BAC. 
c. En déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés. _ 

2. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est : 

2x-y+2z+2=0. 

3. Soient P. et P, les plans d'équations respectives x + y — 3z +3 =0 

etx-2y+6z=0. 

Montrer que les plans Ÿ. et P, sont sécants selon une droite ® dont 

un système d'équations paramétriques est : 
x=-2 

y=-1+3t, où ft est un réel. 

z=t 

4, Démontrer que la droite % et le plan (ABC) sont sécants et déter- 

miner les coordonnées de leur point d’intersection. = 

5. Soit Ÿ la sphère de centre S(1 ; — 3 ; 1) et de rayon r = 3. 

Étudier l'intersection de la sphère et de la droite ®. 



mx QCM 

[1] a. AB : AG = AB x AB = 4°, par projection orthogonale de G sur la 
droite (AB). 

AË + CH = AB : BË = - BÀ : BÉ =- BA X BA =- 42, par projection ortho- 
gonale de E sur (AB). 

BF-HD=BF:FB=-BF°=- 0°. 

tel c. On a AB : AC = AB x AC X cos (BAT), donc cos (AT) = 0,5. 
X 3 

On en déduit que BAC = 60°. 

© b. “ et v sont orthogonaux : 4 -V= 4+ 5a+a° = 0, équation dont 

le discriminant A est égal à 9 et qui a deux solutions — 1 et — 4. 

Q b. L'équation est de la forme ax +by+cz+d=0,c ’est donc l'équa- 
tion d’un plan de vecteur normal n ñ (a; DAC); 

Ici,a=2,b=-4etc=0; on obtient donc le vecteur n (2 ;-4;0)etle 

vecteur proposé (1 ; — 2 ; O), étant colinéaire à n , est aussi normal à #. 
12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

€ c. Le vecteur n(-3;1; 4) est normal à Ÿ, donc une équation de 
P est de la forme — 3x + 1y + 4z + d = 0. 

De plus, le plan passe par A(1 ; 2 ; 3), les coordonnées A satisfont 

donc l'équation de P : (-3)X1+1X2+4X3+d=0. D'où d=-11. 

@ b. et c. 2x, — 3y, + Z, + 1=-1 +1 = 0. Le vecteur ÿ est colinéaire 

à n (2 ;—3;1), car v= 2n, donc il est aussi normal à Ÿ. 

@ à. et c. Vecteur normal à ® : n (2; -3 ; 1) ; vecteur normal à ?” : 

ñ (4 ; - 6 ; 2) ; vecteur normal à ?”: # : n°(5 ; 4 : 2). 

Le vecteur n° s' le vecteur # sont colinéaires : les plans ® et ®’ sont 

parallèles. nn =2XS+(-3)xX4+1X2=0. 

Les vecteurs sont orthogonaux, les plans P et P” sont perpendiculaires. 

@ à. Les plans ne sont pas parallèles car leurs vecteurs normaux 

n(2;-3;0) et n (5 ; 2; -1) ne sont pas colinéaires. Les plans sont 

donc sécants selon une droite ; les coordonnées des points de cette 

droite sont les couples solutions du système, il y en a une infinité. 

@ b. Le vecteur directeur de la droite u (2 ; 1 ; — 3) et le vecteur nor- 
mal au plan ñ (2 ; 1 ; 3) sont colinéaires (car égaux), donc la droite 

est perpendiculaire au plan. Par conséquent, ils sont sécants en un 

point, mais ce point n'est pas À, car les coordonnées de A ne satisfont 

pas l'équation de Ÿ,on a 2X1+1+(-3)X0=2%#0. 
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(10) c. L'équation y = 0 est une équation du plan passant par O 

l'origine du repère et de vecteur normal j. C'est donc le plan (xOz). 

L'équation z = 0 est une équation du plan À NOTER. 

passant par O et de vecteur normal K. x=0ety+2z=0 sont des 

C'est ie plan (xOy). équations de plans, pas 

Les deux plans se coupent selon l'axe (Ox). : SCURE 
nee nerenl 

(] e 

Exercice 1 

1. Deux plans sont parallèles si, et seulement si, un vecteur normal 

de l’un est colinéaire à un vecteur normal de l’autre. 

P a pour vecteur normal le vecteur n(m2+1;m;(m-—1)). 

P' a pour vecteur normal le vecteur n° (1 ; — 1 ; —3). 

Les vecteurs n et n’ sont colinéaires s’il existe un réel k tel que : 

m'+1=1XKk ë 

n = kn’, c'est-à-dire tel queim=-1XKk  ; 

m—-1=-3XKk 

ÉD m=—Kk (1) 

ce qui équivaut à 4m°+1=-m e {im +m+1=0 (2). 

“ m-1=3m m=- + (3) 

Si ce système a un couple solution, ce ne peut être que m = — _ 

RE : d’après les équations (1) et (3). Mais cette valeur de m ne 

convient pas pour l'équation (2). 

On ne peut donc pas trouver de valeur pour m de sorte que P et 

P’ soient parallèles. 

2. Deux plans sont perpendiculaires si, et seulement si, un vecteur 

normal à l’un est orthogonal à un vecteur normal à l’autre. 

Ici, on cherche donc m tel que n - n° =0, c’est-à-dire : 
(M +1)X1+mX(-1)+(m-1)X(-3) =0 ; 

ce qui équivaut à m?- 4m + 4 = 0. 

Cette équation s'écrit (m — 2)? = 0 et elle a 2 comme unique solu- 
tion. 

P et P’ sont perpendiculaires si, et seulement si, m = 2. 

Puisque et P’ sont perpendiculaires, ils sont sécants selon une droite. 

Cette droite est caractérisée par un point et un vecteur directeur. 



Un point MX ; y ; z) appartient à ® et à P' si, et seulement si : 

RSA? 

x-y-3z+1=-0 

On prend une valeur pour z (de façon arbitraire) et on résout le sys- 

tème où x et y sont les inconnues. 

Sx+2y=-7 
td l int A(G3 ;-11;5 ai et donc le point A( ) Pour z = 5, on obtient 

appartient à P N P’. 
Sx+2Y=0 

Pour z = — 2, on obtient , et donc le point B(-2;5;-—2) 
X—-y=- 

appartient à P N P”. 

Les plans Ÿ et #’ se coupent selon la droite qui passe par A(3 ; - 11 ; 5) 

et de vecteur directeur AB(-5;16;-7). 

= Exercice 2 

{Il 12. Produit scalaire dans l'espace et applications 
D'autre part, BÂ-BC=BAXBCXcos(ABC) scalaire BA-BC de 

On utilise la formule avec les coordonnées : CONSEIL 

on a BA(-2:;0;1)et BC(2:-1;2), La méthode consiste 

fonc BA BC e-AL2=.2. à calculer le produit | 
Ê 
| 

BE deux façons dont |! 
= JS x 3x cos (ABC). l’une faisant inter- | 
On déduit de ces deux calculs que venir le cosinus de | 

D >. 2 re — Ë 

cos (ABC) =——— ; la calculatrice donne l’angle ABC. RMESTE hi 2 à 
alors ABC = 107° à 1° près. 

mms Exercice 3 
AË : AC = AB x AC X cos (60°) = Dai , Car les faces d’un tétraèdre 

régulier sont des triangles équilatéraux. 

AB :CI=0, car la médiane (CI) du triangle équilatéral ABC en est 

aussi une hauteur : (AB) et (CI) sont donc perpendiculaires. 

AC - BD = AC - (BÀÂ + AD) 
= AC - BÀÂ + AC - AD 
=- AC - AB + AC: AD 
=-Jlat+ha = 0. 

Dans un tétraèdre régulier, les droites (AC) et (BD) qui correspondent 

à des arêtes opposées sont donc perpendiculaires. 



C]j - AD = (CÀ + AÏ) - AD = CÀ - AD + Aj - AD = - AC - AD + Àj AD 

= _ æ + Af?, car D se projette orthogonalement sur la droite (AJ) en J. 

V3 
Or la hauteur d’un triangle équilatéral de côté a mesure 2 4: 

2 . Eee pm A D 
DES NA a + a Œ . Donc C] - AD =- 2 4 4 

[1 + mm Exercice 4 
Les propriétés du produit scalaire permettent d'écrire : 

(MÂ - M). (MÀ + MË) = MÀ - MÀ - ME - MÉ = MA’ - MB:. 
On cherche donc l’ensemble des points M de l'espace tels que MA? = MB?, 

c'est-à-dire MA = MB. 

Il s’agit de l’ensemble des points situés à À NOTER 
égale distance de A et de B : c’est le plan On obtient le même 
médiateur de [AB], ce plan est perpendi- résultat en écrivant 
culaire à la droite (AB) et il passe par I le (MA - MB) = BA 
milieu de [AB]. et MA + MB =2MI. 

ORNE SRE 

ms Exercice 5 

1. On a AE AË Q; 5;-4)et AÛ (22041) done AË : AC = 0: les vecteurs 

AB et AC sont orthogonaux, le triangle ABC est paies en A. 

2. Soit n (1;-2;-—2), alors ñn -AB=2-10+8=0, donc ñ et AB 

sont orthogonaux. 

n:AC=2-2=0, donc ñ et AC sont orthogonaux. 

Le vecteur ñ est donc normal au plan (ABC). 

On en déduit qu'une équation cartésienne de (ABC) est : 

x-2y-2z+4d=0. 

On trouve d tel que les coordonnées de A satisfassent l'équation. 

On obtient 1-2x(-3)-2x2+d=0, 

c'est-à-dire d = — 3. 

D'où l'équation cartésienne x - 2y-2z-3=0. 

3. La droite passant par T(1 ; 3 ; 5) est perpendiculaire à (ABC) et ses 

vecteurs directeurs sont les vecteurs normaux à (ABC), en particulier 
le vecteur n. 

— 

x=1+Kk 

Une de ses représentations paramétriques est donc {y=3-2k,kER. 

z=5-2k 



4. Le point M{x ; y ; z) est à la fois sur ® et sur (ABC) si, et seulement 

x=1+k 

si, il existe k tel que RATES 
z=S5S-2Kk 

x-2y-2z-3=0 

NM R 

y=3-2k 

SR Lo 

1+K-2(3-2k)-2(5-2k)-3=0 

La droite % coupe (ABC) en E (3 ; — 1 ; 1). 

5. Le segment [TE] représente la hauteur relative à la base ABC du 

x=1+k 

Y=3-2X | us 
z=5-2k 2 
res Zi 

tétraèdre ABCT. * 

Volume du tétraèdre : 

AB x AC Vas xY5 
aire de la base X hauteur _ Re E 2 2 . 

5 3 3 

= 15 unités de volume. 

um Exercice 6 

1. On peut choisir AË (- 140 2) 

comme vecteur directeur de la droite 

(AB) et le vecteur u (2 #3 :11) Comme 

vecteur directeur de la droite %. 

AB-u=-1X2+0xX3+2X1=0; 
les vecteurs sont orthogonaux. 

Un point M (x; y; z) appartient à (AB) 

Ill 12. Produit scalaire dans l'espace et applications RAPPEL | 
Deux droites sont perpendi- 

culaires si, et seulement si, 

les deux conditions suivantes 

sont remplies : 
— leurs vecteurs directeurs 

sont orthogonaux ; 

— elles sont sécantes. 

si, et seulement si, il existe un réel k tel que AM = KAË. 
M appartient à ® si, et seulement si, il existe un réel t tel que : 

X= SR ZE 

p=saear 

z=5+t 

On a alors AM(E+21628%31-5 FD. 

1+2t=-Kk K=-(1+2t) 

D'où (az ce qui équivaut à Jf=-1,4 

5+t=2Kk REP RE 1)8 

On a trouvé une valeur pour k, donc le point d’intersection de (AB) 

et % existe. Les droites (AB) et & sont donc perpendiculaires. _. 
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2. C’est le point dont les cordonnées vérifient : 

x=3+2X(-1,4)=0,2 

y=5,2+3X(-1,4)= 1. 

z=5-1,4=3,6 

Il s’agit du point de coordonnées (0,2 ; 1 ; 3,6). 

= Exercice 7 o CONSEIL 

1. AB = /(4-1)?+(2-2)°+(3+1)°=5, : Pour montrer qu’un point 

donc le point B appartient à la sphère $.  4PPaïtient à la sphère de 
; : LS centre À et de rayon S il 

AC= ÿ(-1) +(62-2) ins 1) 14 suffit de montrer que sa 
donc le point C appartient à la sphère T. ‘distance à A est égale à 5. 

2. On calcule le produit scalaire AB : AC. | 

D'une part, AB-AC=3xX0+0x(-4)+4X3=12 ; 

d’autre part, AB - AC = AB x AC x cos (BAC) = 5 x 5 x cos(BAC). 

Par identification, on obtient 25 cos(BAC) = 12, 

c'est-à-dire cos(BAC) = 

La calculatrice donne BAC = 61,31°, à 0,01 degré près. 

3. La longueur d’un arc est proportionnelle à l’angle au centre. 

Un angle au centre de 180° correspond à un demi-cercle de longueur TR. 
» D | = 

Un angle au centre de 4° correspond donc à un arc de longueur Se 
180 

On en déduit que l’arc BC a une longueur environ de 5,4 cm à 

1 mm près. 

mm Exercice 8 

Pour montrer que la droite (DF) est orthogonale à (EB) et à (BG), on 

calcule les produits scalaires DF -EB et DF -BG. 

DÉ - EË = (DA + AË)- (EÀ + AB) = DÀ : EÀ + DA : AB + A : EÀÂ + AË - AB 
DEN CONSEIL … 

DE : EB =- AE?+AB°=0 Pour démontrer qu'une droite est ortho- 

gonale à un plan il suffit de trouver 

deux droites sécantes de ce plan ortho- ! 
gonales à la droite. 
Dane ee an 

On en déduit que (DPF) est 

orthogonale à (EB). 

De même, on montre que 

DF - BG = 0 et donc (DEF) est orthogonale à (BG). 

Les droites (EB) et (BG) sont sécantes en B et contenues dans le plan 

(EBG), donc (DPF) est orthogonale au plan (BEG). 



x Exercice 9 

On cherche à construire un point H de la as CONSEIL 
droite (AB) tel que AH -: AB =12. La méthode consiste 

Les points H, À et B sont alignés et le pro- à chercher d’abord un 
duit scalaire est positif, on en déduit que: Point particulier satisfai- 
27 : & : : sant la relation, puis de 
d'une part, H appartient à la demi-droite chercher tous les points 

d'origine À pese Lies B; | satisfaisant la relation. 
— d'autre part, AH : AB = AH X AB=12. Ne Di LOSC | 

Donc AH = T2 =3. 
On peut donc placer le point H. 

Soit M un point, pas forcément aligné avec À et B, tel que AË - AB =12. 

On a AM - AË = (AH + HM)- AË = AH - AB + HM - AË = 12 + HM : AË. 
Donc le point M est tel que AM : AB = 12 si, et seulement si, HM : AB = 0. 

Cette relation caractérise le plan passant par H et de vecteur normal 

le vecteur AB. 

L'ensemble des points cherchés est le plan contenant H et ortho- 

gonal à (AB). 

12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

= Exercice 10 ; 

pts ) Soient %, et %, deux droites sécantes du plan P et soit la droite % 

telle que % soit orthogonale à %, et à %,. 

On note u, u; et A les vecteurs directeurs de %, %, et 

On a u-u,=0 et u-u,=0. 

Soit À une droite de P, on note v un vecteur directeur de A. 

Il existe deux réels À et ui tels que v = Au; + Lu. 

On a alors 4 -V= 4 -(n+pu,)= A -u;)+ (4 -u,) = 0. 
Donc les vecteurs u et y sont orthogonaux. Il en est de même 

des droites % et A. 

mm Exercice 11 | 

5pt) 1. Dans le repère (A ; AB, AD, AË), les points B, C et E ont pour coor- | 
données respectives (1; 0;0),(1;1;0)et(0;0;1). | 

On a alors BC(0 ; 1;:0)et BÉ(-1:0;1), | 

donc n-BC=1X0+0xX1+1X0=0 | 
etn-BÉ=1X(-1)+0X0+1X1=0. 
Le vecteur n est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan 

(BCE), il est donc normal à ce plan. 
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1pt 

1pt 

1pt 

2. On en déduit que le plan (BCE) a une équation cartésienne de la 

forme x + z + d = 0, avec d un réel. 

On détermine d en utilisant les coordonnées du point B qui appar- 

tient au plan (BCE). 

Onal+d20,doncd=-I1. 

Conclusion : une équation cartésienne du plan (BCE) est x +z— 1 =0. 

3. La droite ®, perpendiculaire au plan (BCE), a le vecteur ñn comme 

vecteur directeur. 2 4 

De plus, elle passe par E, elle admet donc la représentation paramé- 

x=Kk 

trique {y=0 ,kerk. 

z=1+Kk 

4. Le plan (ABC) est une des faces du repère, son équation est z = O. 

Un point M(x ; y ; z) appartient à (ABC) et à % si, et seulement si, 
x=Kk D 

il existe un réel k tel que e ; 
z=1+k 

g=0 

Or, pour k = - 1, les quatre équations sont réalisées. Donc la droite 

® coupe le plan (ABC) en R (- 1 ; 0; 0), qui est bien tel que A soit 

le milieu de,[BR]. 

Exercice 12 

1. a. Les coordonnées de C vérifent 3 x 1 + 3-2 — 1 = 3 + 3 — 3 = 3. 

3x. + Y.-Z.- 1 #0, le point C n'appartient donc pas au plan ®. 

b. D'après la représentation paramé- À NOTER ; 

trique, de la droite ®, en prenant On peut aussi vérifier } 
t= 0, on obtient le point A(1 ; 0; 2)comme U€ Pour tout réel t, le 

point de %, et, en prenant {= 1, on obtient PAGES ARE S 

le point B(0 ; 2 ; 1) comme autre point de ®. ns ne … +2t-(-t+2)-1=0. 
Les coordonnées de ces points vérifient mms 

l'équation cartésienne de ® : ils sont donc sur ®. Si une droite et un plan 

ont plus d’un point commun, alors la droite est incluse dans ce plan. 

2. a. Le plan Ÿ’ est orthogonal à ® : tout vecteur directeur de ® est un 

vecteur normal à Ÿ’. Or un vecteur directeur de ® est u (- POS =TR 

Une équation cartésienne de ®’ est donc de la forme -x+2y-z+4d=0, 

où d est une constante réelle que l’on détermine grâce aux coordon- 
nées du point C. 



On doit avoir — 1 +2 x 3-2 + d=0, c'est-à-dire d = — 3. 

Une équation de ®’ est donc -x +2y-z-3=0. 

b. Le point M{x ; y ; z), point d’intersection de ® et #’, est tel qu’il 
existe un réel f tel que : 

x=-t+1 x=-t+1 

y=2t y=2t 
z=-t+2 je) z=-t+2 

mr) rte |-CTEl#2029-(Crr2)-3=0 
x=-t+1 = 0 

y=2t y=2 

z=-t+2 = 

6t-6=0 t=1 « 

Le point I a pour coordonnées (0 ; 2 ; 1). 

CCI M0 D FC ET 2) = V3. 

3. a. CM,= /(-t+1-1)/+(21-3)/+(-1+2-2) = JP +(21-3) +8. 

CM, = YF +48 -121+9+P = /6F-12t+9. 

D'où CM? =6t°-12t +9. , 

b. On reconnaît une expression du second degré (de la forme at? + bt + ©) 

dont le coefficient de x2 est positif : la fonction polynôme admet 

C'est donc bien lorsque t = 1, et donc lorsque M,= I, que la dis- 

tance CM, est minimale. 

mx Exercice 13 

1pt ) 

),5pt | 

),5pt 

1. a. On a AB(3;:2;-2)et AC(0;2;1) 
donc AB-AC=3xX0+2X2+(-2)X1=2. 
AB=/37+27+(-2) = 17 et AC=Y02+27417= 5. 

b. De l'égalité AË - AC = AB x AC x cos (BAC), on déduit : 
7» 

BAC) = ——"——. cos (BAC) TXT 

D'où BAC= 77°, à 1 degré près. 

c. L'angle ÉAC n'étant ni un angle nul ni un angle plat, les points 

A,Bet C ne sont pas alignés. 

12. Produit scalaire dans l'espace et applications 

_ 

CORRIGES 



1pt 

2. Pour vérifier que l'équation cartésienne proposée est bien une 

équation cartésienne de (ABC), il suffit de vérifier que les coordonnées 

de chacun des points À, B, C vérifient bien cette équation. 

Pour A(-2;0;1)},ona2x(-2)-0+2x1+2=-4+2+2=0. 

Pour B(1;2;-1)},ona2x1-2+2x-1+2=2-2-2+2=0. 

Pour C(-2;2;2),ona2x(-2)-2+2Xx2+2=-4-2+4+2=0. 

Le plan, dont une équation cartésienne est 2x —y + 2z +2=0, a trois 

points non alignés commun avec (ABO) : c’est donc le plan (ABC). 

3. Deux plans sont sécants selon une droite si, et seulement si, ils 

ne sont pas parallèles. 

Deux plans sont parallèles si, et seulement si, leurs vecteurs normaux 

sont colinéaires. 

Un vecteur normal au plan ®, est PA (1;1;-3); un vecteur normal 

au plan Ÿ, est ra (= 256). k 

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires puisque leurs coordonnées ne sont 

pas proportionnelles : les plans ®. et ®, ne sont donc pas parallèles. 

Les plans Ÿ. et P, sont donc sécants selon une droite ® caractérisée 

È MER 
par le système 

x-2y+6z=0 

X+yY=3t-3 
* " 

Ce système équivaut à 2-6 ; 

z=t 

Par soustraction des deux premières équations, on obtient le système : 

Xx=-y+3t-3 x=-3t+1+3t-3=-2 

fr 2 b=ai-s ,tER. 

z=t z=t 

4. Un point M ; y ; z) appartient à % et à (ABC) si, et seulement si, 

X=-2 

il existe un réel { tel que ps née % 
FR — 

2x-y+2z+2=0 

y=3t-1 LASER Le 
z=t z=t Se: Re 

Zz=-1 
2X(-2)-(3t-1)+2t1+2=0 t=-]1 

La droite ® coupe le plan (ABC) en (-2;-4;-1). 



1pt | 5. Un point M(x; y ; z) appartient à la sphère et à la droite % si, et 

seulement si, il existe un réel t tel que : 

x=-2 X=-2 

HE She brot y=3t-1 à 

Zæ=t Z=T 
S 

SM = 3 V(x-1} +(y+3)7+(2-1)? =3 8 

& 
x=-2 X=— 8 

PS1 4 )RSSt-1 È 
ARE z=t 

= 

SM=3 CI D GIE STAPS du 

X==2 x=-2 ° x=-2 É © 

= 3t-1 = 3t-1 = 3t-1 SE * car Eur A © 
z=t z=t z=t 8 = 

SM=3  (9+9F+4+121+#+1-21-9 U10#+10t+5=0 «| 
Le discriminant de l'équation du second degré est négatif, elle n’a 

donc pas de solution. 

Il n'existe pas de point commun à % et à la sphère. 



COURS 

1 Conditionnement, 

indépendance 

e epes À LL e._e &} Loi de probabilité sur un ensemble fini 
a. Définition 
Soit Q = {a,, a,, …, a,} un ensemble fini. 

æ On définit une loi de probabilité sur Q en donnant la probabilité de 

chaque issue, c’est-à-dire les nombres p,, p,, …, p, tels que : 

° pour tout 1 de {1,2,...,n},0=p,= 1; 

SD FPDF DE 
128 1 

p,= p{{a;}) ou parfois plus simplement p(a;). 

# La probabilité d'un événement E est la somme des probabilités de toutes 

les issues appartenant à E. 

* D. 

b. Propriétés 
# Soit Q un ensemble fini muni d'une loi de probabilité p. 

b(Q) = 1 (la probabilité de l'événement certain est égale à 1). 

p(©) = 0 (la probabilité de l'événement impossible est nulle). 

Pour tout événement E, 0 < p(E) = 1. 

P(E) = 1-p(E). É 
# Si A et B sont deux événements quelconques 

alors p(A U B) = p(A) ée p(B) - pan B). é À NOTER. 
# Si A et B sont deux événements incompatibles Les expressions suivantes | 

alors p(A U B) = p(A) + p(B). “dé équilibré où non pipé, 
# Dans le cas où toutes les issues ont la même jeu de cartes non truqué, 

probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité et, boule tirée de l’urne au ha- 
pour tout événement E, on a : sard, boules indiscernables 

au toucher. indiquent 
pŒ) = card E _ nombre de cas favorables que, pour les expériences 

card Q@ nombre de cas possibles réalisées le modéle asso: 

où card E et card Q désignent respectivement  Cié est équiprobable. 

le nombre d'éléments de E et de Q. RAT 



FA Probabilité conditionnelle 
a. Définition 
= p désigne une probabilité sur un univers fini Q. 

A et B étant deux événements de (, B étant de probabilité non nulle, on 
appelle « probabilité conditionnelle de l'événement A sachant que B est 
réalisé » le réel p(A/B) tel que p(A N B) = p(A/B) x p(B). 

Le réel p (A/B) se note aussi p, (A) et se lit aussi « probabilité de A sachant B ». 

On a donc p,(A) = EC NE 

b. Arbre pondéré : 

PANB) = p(A) x p,(B) 

m La somme des probabilités des 
À À NOTER 

branches:issues d’un même nœud est 1. 

m La probabilité de l'événement corres-  bilité non nulle, alors les probabi- 
pondant à un chemin est le produit des … lités conditionnelles p,(A) et p,(B) 
probabilités des différentes branches 

composant ce chemin. 8 P(0P PS PBPODSPONNIE). 

c. Partition de l'univers 

Définition 

» Soient ( un univers associé à une expérience aléa- À NOTER. 
; , Lt égal à 2. 0 

toire et n un entier supérieur ou égal à Sn 

Les événements A,, A,, …., À, forment une partition partition de Q. 

de Q si les trois conditions suivantes sont réalisées : 

»pourtoutie{1;2;….;n}, A4; 

» pour tous iet j (aveci#j) de{1;2;...;n}, ANA =; 

» A UA,U … U A, = 9. 

Si A et B sont tous deux de proba- | 

sont toutes les deux définies eton ! 

13. Conditionnement, indépendance 



Probabilité d'un événement 

# Soient À,, A,, ..., À, une partition de l'univers ( constituée d'événements 

de probabilités non nulles et B un événement quelconque contenu dans (. 

Alors p(B) = p(BNA)+p(BNA,)+.…+p(BNA.). 

Ou p(B) = p, (B) X p(A)) + p,, (B) X p(A,) + … +p, (B) X p(A,). 
m Sur un arbre, la probabilité de l'événement B est la somme des proba- 

bilités des différents chemins rhenañt à B. 

Application fréquente 
# Sur la partition de Q formée par A et À, on a :, 

pG) = p,(B) X p(A) + p;(B) X p(A), 
et l’arbre pondéré suivant. 

Re B —> p(BNA) =p(À) X p,(B) 

p(A) 
Pa Fra 

Pa(B B —> p(BNA) =p(A) X p;(B) 
PA) 

E3 indépendance 
# Soient À et B deux événements de probabilité non nulle. 

A et B sont indépendants lorsque la réalisation de l’un ne modifie pas les 
chances de réalisation de l’autre. 

# Soient À et B deux événements de probabilité non nulle. 

A et B sont indépendants si, et seulement si : 

P(A/B) = p,(A) = p(A) ou p (B/A) = p,(B) = p(B) ou p(A NB) = p(A)p(B). 
# Si A et B sont indépendants, alors il en est de même pour À et B. 

CROC, p. 293 



fi Utiliser un arbre pondéré 

Une urne contient 3 boules vertes et 2 boules rouges indiscernables au 

toucher. On tire au hasard une boule dans l’urne puis une deuxième. 

À l’aide d’un arbre pondéré, déterminer la probabilité des événements 

suivants : À « la deuxième boule est rouge » ; B « les deux boules sont de 

la même couleur ». 

Savoir-faire 

m On commence par construire un arbre pondéré décrivant l'expérience 

aléatoire. 

= On exploite ensuite la lecture de cet arbre pour déterminer des 

probabilités. 

Corrigé détaillé 
On notera respectivement R et V les événements « la boule tirée est rouge » 

et « la boule tirée est verte ». 
L'arbre pondéré décrivant l'expérience peut'se construire ainsi : 

1" boule 2° boule 

2 
5 

53 
5 

L'événement A est réalisé de deux manières : en obtenant d’abord V puis R, 

ou d’abord R puis R. 

pol 

7 

ATTENTION 
À l'issue du premier tirage, 
la composition de l’urne 
change (il ne reste que 

4 boules !). 
ee 

< 

< 

7 

ee de 

Æ 

OL IMAEUR 0e ZAR 
L'événement B est réalisé de deux manières : en obtenant d’abord V 

puis V, ou d’abord R puis R. 
TR 2 5 1 

=— X — — X — = On a donc p(B) 5 2 + E n En ee 
0 20 

13. Conditionnement, indépendance 



Déterminer une probabilité 
conditionnelle 

Au zoo, dans la fosse aux ours, on trouve 20 mâles et 30 femelles. 

40 % des femelles et 70 % des mâles sont adultes. 
e 

Quelle est la probabilité qu’un individu choisi au hasard dans la fosse soit 

une femelle, sachant que c’est un jeune ? 

Savoir-faire 

# On commence par identifier les événements mis en jeu. 

æ On écrit la formule de la probabilité conditionnelle. 

m On utilise éventuellement un tableau pour vérifier le calcul._ 

Corrigé détaillé 

Soient F l'événement « l'individu choisi est une femelle » et J l'événement 

« l'individu choisi est un jeune ». 

D'après l'énoncé, on a donc p([/F) = p.() = 40 % et p(J/F) = p(J) = 70 %. 

On peut donc calculer : 

PQ) =pO/F) X p(F) + pO/F) X pE) 
- 40 30,70 5 207 12, 147 26 12. 

100 50 100 50 50° 507500 27 

ER az 
dOUPU}E EPRUIESS = 

De plus, 60 % des 30 femelles sont adultes, donc p(F NP) ==—— PR à 
0” S0 D 02) 

On peut donc déterminer la probabilité de l'événement F sachant ]J, autre- 

ment dit p,() ou encore p(F/]) : 

. 

PEN K2SE 03 3% P\(E) = p(F/)) = PT) Fr Favre 00 

25 
À 

Il y a donc 75 % de chances qu’un individu choisi au hasard dans la fosse 
soit une femelle, sachant que c’est un jeune. 



On vérifie le calcul à l’aide d’un tableau. 

F 

30 - 12 = 18 20 - 14= 6 18+ 6e 94 | 

40 % de 30 = 12 | 70 % de 20 = 14 12 + 14 = 26 

20 30 + 20 = 24 + 26 = 50 

On a bien Ê = 75 % (18 jeunes sur 24 sont des femelles). 

Calculer La probabilité d'un événement 
sur une partition de l'univers 

Dans une entreprise, trois machines fabriquent des stylos dans les propor- 

tions suivantes : 20 % sur la machine A, 30 % sur la machine B et 50 % sur 

la machine C. Le contrôle qualité fait apparaître que la probabilité que les 

stylos soient sans défaut est de 0,90 sur la machine A, 0,92 sur la machine B 

et 0,87 sur la machine C. 

1. Calculer la probabilité qu’un stylo soit sans défaut. 

2. Un stylo pris au hasard étant sans défaut, calculer la probabilité qu’il 

provienne de la machine A. 

Savoir-faire 

#m On commence par identifier l'univers sur lequel on travaille : l’en- 

semble des stylos fabriqués. 

# On envisage les partitions possibles de cet univers, induites par 

l'énoncé : « les stylos sont avec ou sans défaut » permet de définir une 

première partition , « les stylos proviennent des machines À, Bou C » 

une seconde. 

# On choisit alors la partition de cet univers la plus adaptée, c’est-à- 

dire celle sur laquelle on connaît les probabilités conditionnelles de 

notre événement. 

# On écrit la formule des probabilités totales sur cette partition. 

su. 

13. Conditionnement, indépendance 
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Corrigé détaillé 

1. Soit A (respectivement B et C) l'événement « le stylo a été fabriqué par 

la machine A (respectivement B et C) ». 

À, Bet C constituent une partition de notre univers constitué de l’ensemble 

des stylos fabriqués. 

Soit D l'événement « le stylo n’a pas de défaut ». 

On a: “ = 

PO) = p,0D) X p(A) + pi(D) X p(B) + p.(D) X p(C) 

= 0,90 X 0,2 +0,92 X 0,3 +0,87 X 0,5 

= 0,891 

Un stylo pris au hasard a donc 89,1 % de chances d’être sans défaut. 

2. On calcule p, (A). 

On sait que p(A N D) = p, (A) X p(D) = p,(D) X p(A). - 

P,(D) X p(A) 
Pp(A) DD) 

__ 0,90 x 0,2 
Ma 
= 0,20 

Un stylo pris au häsard étant sans défaut, la probabilité qu'il provienne de 

la machine A est donc environ de 20 %. 

Montrer que deux événements 
sont indépendants 

Un sac contient 6 jetons indiscernables au toucher : trois sont de couleur 

jaune et numérotés de 1 à 3, deux sont de couleür verte et numérotés de 

1 à 2, et le dernier est bleu et porte le numéro 1. 

On tire un jeton au hasard. 

On considère les événements suivants : 

J «le jeton est jaune » ; 

U « le jeton porte le numéro 1 » ; 

D « le jeton porte le numéro 2 ». 



Les événements U et J sont-ils indépendants ? 

Les événements D et J sont-ils indépendants ? 

Savoir-faire 

m Dans un premier temps, on doit vérifier que les probabilités des 
événements ne sont pas nulles. 

s Il existe ensuite 3 possibilités pour déterminer si deux événements 

A et B sont indépendants : 

- comparer p(A) et p, (A) ; 

- comparer p(B) et p,(B) ; 

— comparer p(A N B) et p(A) X p(B). 

Corrigé détaillé ê 
On se trouve en situation d’équiprobabilité, on peut donc écrire : 

311 jp =321 et pl) = 2-1 PU)= =, p0=E=3 etpD)=É=2. 
Les événements ne sont donc pas impossibles. 

p(U N J) = : (un seul jeton jaune porte le numéro 1) 

et p(U) X PD=5 * 3-34 8 

donc p{U N J) À p(U) * PQ). 
Les événements U et J ne sont donc pas indépendants. 

1 LS à 
= — SENS, MERE pDAD= et p(D) x pD = X 5= 

donc p(D N J) =p(D) * p0). 

Les événements D et J sont donc indépendants. 
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Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 

e Il ne faut pas confondre événements indépendants et événements 

incompatibles : 
- 2 événements A et B sont indépendants si p(A N B) = p(A)p(B) ; 

— 2 événements À et B sont incompatibles si À N B =. 
+ 

Ÿ © Exercices 4, 7et 9, p. 293-294 

e Il ne faut pas croire que l'indépendance de deux événements est liée 

à leur nature. Votre intuition ne peut en rien vous aider à déterminer 

si deux événements À et B sont indépendants. Seul le calcul peut vous 

apporter la réponse. 

Les événements A et B peuvent être indépendants, alors que les évé- 

nements À et C ne le sont pas, même si B et C se « ressemblent ». 

© Exercice 9, p. 294 

e Souvenez-vous qu'un arbre peut prendre beaucoup de place : évaluez 

l’espace nécessaire au brouillon avant de démarrer ! 

© Exercice 9, p. 294 

e Il est important de ne pas conditionner une probabilité par un 

événement impoSsible. En effet, si p(B) = 0, on ne peut pas calculer 

En , donc p, (A). © Exercices 4, 7 et 9, p. 293-294 
p 

e Lisez bien les consignes ! Lors d'un enchaînement, interrogez-vous 

toujours sur les conséquences de la première issue sur les conditions 

de réalisation de la deuxième expérience. r 

Par exemple, après un tirage sans remise dans une urne contenant 

3 boules ruse et 2 boules vertes, la probabilité de tirer une boule rouge 

n'est plus de 3 = ; (comme dans un tirage avec remise) et il ne reste que 

4 boules qe l’urne (dont la composition dépend bien évidemment 
du premier tirage). 

Dans des situations moins classiques, avec des énoncés plus complexes 

tels que le choix d’un élève dans une classe, une lecture trop rapide vous 

fera vite oublier l'incidence de ce choix sur l'effectif total de la classe. 



messesraners CRcm pour réviser Le cours sm 

© Lors du lancer successif de 2 pièces, 
les événements A « la première pièce 
donne face » et B « les pièces donnent 
le même résultat » sont : 
Q a. indépendants. 

Q b. incompatibles. 

Q c. les deux. 

4 On considère deux événements 
A et B tels que p(A) = 0,5 ; p(B) = 0,2 
et p(A U B) = 0,7. 

Ces deux événements sont : 

Q a. indépendants. 

Q b. incompatibles. 

Q c. ni l’un ni l’autre. 

[3] Quelle valeur doit prendre p(2) 

pour que la loi P définie par le 
tableau soit une loi de probabilité 
sum f1:2-3;4, 5, 6] ? 

1 2 
MT Qb. =. Écgz: 

OQ On tire au hasard une carte dans 
un jeu de 32 cartes : c’est une carte 

rouge. Quelle est la probabilité que 
ce soit le valet de cœur ? 

1 1 
nie Fk Q b. 16: 

4 Le +. 
32 

6 Dans une classe, il y a 40 % de filles 
et 60 de sportifs. Sachant que 70 % 
des filles pratiquent un sport, quelle est 
la probabilité pour qu’une personne 
faisant du sport soit une fille ? 

1e ob. 7. Q c. 30 %. 
A 

C Corrigés, p. 297 

16] Dans la formule « 1 entrée + 
1 plat + 1 dessert au choix », j'ai 
le choix entre 2 entrées, 3 plats et 
4 desserts. En composant le menu au 
hasard, quelle est la probabilité que 
mon déjeuner comporte un steak- 
frites et une glace? 

1 1 1 Ga CDD. Eu 
“1 Nb. D 

QCM7à10 
Un lecteur d’une bibliothèque est 
féru de romans policiers et de biogra- 
phies. Cette bibliothèque lui propose 
150 romans policiers et 50 biogra- 
phies. 40 % des écrivains de romans 
policiers et 70 % des écrivains de 
biographies sont français. Le lecteur 
choisit un livre au hasard parmi les 
200 ouvrages. 

€ La probabilité que le lecteur choi- 
sisse un roman policier est : 

Q a.0,4. Qb. 0,75. L fic. 
ET 

[8] Le lecteur ayant choisi un roman 

policier, la probabilité que l’auteur 
soit français est : 

Q a.0,3. Qb.0,8 Qc.0,4. 

O La probabilité que le lecteur choi- 
sisse un roman policier français est : 

Q a.0,4. 0Qb. 0,3. De. 2. 

O Le lecteur est venu 2 fois à la 
bibliothèque ; la probabilité qu'il ait 
choisi au moins un roman policier est : 

Q a. 1-0, 252. 

Q.b.2x0, 75. 

0 79% 0,257 
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RÉPARER Exercices DR mea ee ei | 

mms Exercice 1 © Corrigés, p. 298 
On dispose d’un dé cubique pipé dont les faces sont numérotées de 1 à 6. 

On lance le dé et on observe le nombre sur la face du dessus. 

On note p, la probabilité de l'événement « le nombre obtenu est i » 

pour tout entier i compris entre 1 et 6. 

1. Calculer les p,, pour i de 1,à 6, sachant que : 

Pi =P;; 

P3= SP; 
PES PsE 2P; ; 

P 6 = 2P;- 

2. Calculer la probabilité d'obtenir un chiffre impair. 

= Exercice 2 © Corrigés, p. 299 
Un QCM est composé de 4 questions. Pour chacune des questions, 

3 réponses sont proposées, une seule est correcte. Un candidat s'en 

remet au hasard. 

1. Quelle est la probabilité pour que sa première réponse soit la bonne ? 

2. Quelle est la probabilité qu’il donne les bonnes réponses aux 

2 premières questions ? 
3. Quelle est la probabilité qu’il donne les bonnes réponses aux 

4 questions ? 

= Exercice 3 © Corrigés, p. 299 
Une étude de marché a été réalisée sur un échantillon de 500 per- 

sonnes. L'enquête a donné les résultats suivants. 

Moins de 50 ans | 50 ans et plus 

Intéressée par le produit 

Pas intéressée par le produit 

On choisit au hasard une personne de l'échantillon. 

On considère les événements : 

À : La personne interrogée est intéressée par le produit ; 

B : La personne interrogée a moins de 50 ans. 



Calculer la probabilité de ANB,ANB, AnBetANB. 
Construire les deux arbres pondérés possibles pour décrire cette 

expérience. (On arrondira les probabilités à 0,01 près.) 

mu Exercice 4 © Corrigés, p. 300 
ROC 
Si À et B sont indépendants, alors il en est de même pour À et B. 

== Exercice 5 © Corrigés, p. 301 
On considère un échantillon de 100 personnes composé de 60 femmes 
et 40 hommes. 

30 hommes et 40 femmes ont les yeux couleur marron. 

On choisit une personne au hasard dans cet échantillon. 

1. Sachant que cette personne est un homme, quelle est la probabilité 

qu'il ait les yeux marron ? 

2. Sachant que cette personne a les yeux marrons, quelle est la pro- 

babilité que ce soit un homme ? 
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mm Exercice 6 © Corrigés, p. 301 
Une maladie atteint 5 % de la population 

Un test de dépistage donne les résultats suivants : 

— chez les individus malades, 98 % des test sont positifs, les autres 

étant négatifs ; 
— chez les individus non-malades, 96 % des test sont négatifs, les 

autres étant positifs. 

1. Quelle est la probabilité d’avoir un test négatif ? d’avoir un test 

positif ? 

2. Quelle est la probabilité d’être malade alors que le test est négatif ? 

3. Quelle est la probabilité de ne pas être malade alors que le test est 

positif ? 

mm Exercice 7 © Corrigés, p. 302 

ROC 
Justifier par un schéma que À N B= À UB. 

Montrer que si A et B sont indépendants, alors il en est de même 

pour À et B. 



mms Exercice 8 © Corrigés, p. 302 
Une entreprise confie à une société de sondage par téléphone une 

BAG enquête sur la qualité de ses produits. 
On admet que lors du premier appel téléphonique, la probabilité 

que le correspondant ne décroche pas est 0,3 et que s’il décroche la 

probabilité pour qu'il réponde au questionnaire est 0,2. 

On pourra construire un arbre pondéré. 

1. On note DI1 l'événement « la personne décroche au premier appel » 

et R1 l'événement « la personne répond au questionnaire lors du 

premier appel ». 

Calculer la probabilité de l'événement R1. 

2. Lorsqu'une personne ne décroche pas au premier appel, on la 

contacte une seconde fois. 

La probabilité pour que le correspondant ne décroche pas la seconde 

fois est 0,2 et la probabilité pour qu'il réponde au questionnaire 

sachant qu’il décroche est 0,3. - 

Si une personne ne décroche pas lors du second appel, on ne tente 

plus de la contacter. 

On note D2 l'événement « la personne décroche au second appel », 

R2 l'événement « la personne répond au questionnaire lors du second 

appel » et R l'événement « la personne répond au questionnaire ». 

Montrer que la probabilité de l'événement R est 0,212. 

3. Sachant qu'une personne a répondu au questionnaire, calculer la 

probabilité pour que la réponse ait été donnée lors du premier appel 

(on donnera la réponse arrondie au millième). 

Exercice 9 © Corrigés, p. 303 
On dispose d’un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 à 6. 

Le dé est pipé de telle sorte que les probabilités d'obtenir la face 

numérotée i (i entier compris entre 1 et 6) lors d'un lancer vérifient 
les conditions suivantes : 

— les nombres p,, p,, Py Pa Ps P, dans cet ordre sont les six premiers 
termes d’une suite arithmétique de raison r non nulle ; 

- les nombres p,, p., p, dans cet ordre sont trois termes consécutifs 

d’une suite géométrique. 

1. Montrer que p, = _ pour tout i de {1, 2, 3, 4,5, 6}. 

YPE © A1 | o 



2. On lance le dé une première fois et on considère les événements 

À « le nombre obtenu est pair », B « le nombre obtenu est supérieur 

ou égal à 3 », C « le nombre obtenu est 3 ou 4 ». 

a. Calculer p(A), p(B) et p(C). 

b. Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit supérieur ou égal 

à 3 sachant qu'il est pair. 

c. Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

Les événements A et C sont-ils indépendants ? 

3. On dispose en outre d’une urne U, contenant une boule blanche et 

trois boules noires et d’une urne U, contenant deux boules blanches 

et une boule noire. 

Le jeu se déroule de la façon suivante. 

Le joueur lance le dé pipé étudié précédemment : 

— s’il obtient un nombre pair, il tire au hasard une boule de l’urne U  ; 

— s'il obtient un nombre impair, il tire au hasard une boule de l’urne U,. 

Le joueur est gagnant lorsqu'il tire une boule blanche. 

On note G cet événement. 

Les tirages sont supposés équiprobables. 

a. Déterminer p(G N A), puis p(G). 

b. Le joueur est gagnant. Déterminer la probabilité qu'il ait obtenu 

un nombre pair lors du lancer de dé. 
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mm Exercice 10 © Corrigés, p. 305 
= 1, Une fourmi se déplace sur les arêtes d’une pyramide SABCD de 

BAC sommet S. 
Depuis un sommet quelconque, à chaque minute, elle se dirige au 

hasard et, de manière équiprobable, arrive sur un sommet voisin. 

AS 
D 



= 

ENTRAINEMENT 

On suppose que la fourmi se trouve en A au départ de l'expérience. 

a. Au bout de deux minutes, quelle est la probabilité : 

- qu’elle soit en A ? 

- qu'elle soit en B ? 

— qu’elle soit en S ? 

b. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, on notes, l’évé- 

nement « la fourmi se trouve en S au bout de n minutes » et p, la 
probabilité de cet événement. , 

Donner p, et p.. 

En justifiant queS,,, =5,,,NS,, montrer que : 
1 

Pi = 34 =D) 

1 

2. On considère la suite définie par : 

1 1 
P,= 3 Pia = 30 = p,)- 

Montrer par récurrence que, pour tout n entier naturel supérieur ou 

égal à 1, on a: 

1 -1} 10-65) CRUE 

3. Quelle est la probabilité que la fourmi se trouve en S au bout d’un 

quart d'heures? 

Déterminer la limite de p, lorsque n tend vers +, 

En donner une interprétation. 



mm QCM 

@ à. Les issues équiprobables sont PP, PF, FP, FE. 
1 sd 1 n a donc p(A) =, p(B)=£ =; etp(ANB)= 7, 

donc p(A NB) = p(A) X p(B), A et B sont donc indépendants. 

De plus, p(A NB) 4 0, donc A et B ne sont pas incompatibles. 

@ b. p(A U B) = p(A) + p(B) - p(A NB), donc p(A N B) = 0. 
A et B sont donc incompatibles. 

De plus, p(A NB) z p(A) X p(B), donc A et B ne sont pas indépendants. 

21217 
© à. On vérifie pour chaque issue que chaque probabilité élémentaire 

est un réel compris entre 0 et 1 et, pour l'univers, que la somme des 

probabilités élémentaires est égale à 1. 
1 

Ont d — n trouve donc 20 

@ b. Un calcul direct par simple restriction de l'univers aux 16 cartes 

rouges est possible. Il y a donc une chance sur 16 que la carte tirée 

soit le valet. 

Sinon, sur l'univers formé des 32 cartes, soient les événements VC 

« la carte tirée est le valet de cœur » et R « la carte tirée est rouge ». 
1 
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@ b. On utilise p(F NS) = p,(S) X p{F) = p(E) X* p(S). 

Le pEe70;; 40 14, 7 On a donc p.(F) 5S 100 X 60 = 30 15 

On a p,(VC) =p 

@ b. 11 y a 2 x 3 x 4 = 24 menus distincts, dont 2 comportent un 
steak-frites et une glace et ne diffèrent que par l'entrée. 

à Ares: Le 
La réponse est donc PL 

La construction de l'arbre permet aussi de répondre : 

Rs le laser Donnez ss. À = XE=X=+ EX EX === — 
DOUSLNE ; PE A D24"t 12 

@ b. On est en situation d’équiprobabilité. Il y a donc 150 chances 
sur 200 de choisir un roman policier, soit une probabilité de 0,75. 



@ c. Un calcul direct par simple restriction de l'univers aux 150 romans 

policiers est possible. On a donc 40 % de chances que l’auteur soit 

français. La probabilité est donc de 0,4. Sinon, sur l’univers formé des 

200 romans, soient les événements RF « le livre est un roman policier 

français » et R « le livre est un roman policier ». 

150 SR ES 

Fr 100 
(RF N R) 200 40 

RE) = p = = =z—=0,# 
Or PTT ES OSEO D TDR AS 

200 
@ b. Avec les notations précédentes, il s’agit de : 

pres 
DRE N R) 00 Mon 

O a. Soit B l'événement « le livre choisi est une biographie ». 

- 50 _ = On a p(B) = 200 = 025; 

La probabilité que le lecteur ait choisi au moins un roman policier 

se calcule grâce à la probabilité de l'événement contraire, c'est-à-dire 

la probabilité qu'il ait choisi deux biographies. 

La construction de l'arbre pondéré nous permet d'obtenir cette pro- 

babilité : 0,25, X 0,25 = 0,257. 

La bonne réponse est donc 1 — 0,252. 

x Exercice 1 - 

1. Onap,+p,+p,+p,+p.+p,=1,d'oùp, +P, +3p, +2p, +2p, +2 X 3p,=1. 

2 Le ; FL ei 3 2 
Donc 15p, =1 et, par suite, Pi= 5 Pr= 5 Ps= 5 Pa ol | 

652 
Per atist 



2. L'événement « obtenir un chiffre impair » est réalisé par les issues 
1, et: 

RE Sa probabilité est donc P,+P,+p:= 15°3- 

"x Exercice 2 

1. Il y a équiprobabilité, donc la probabilité que la réponse du 
candidat soit la bonne est de _ 

2. On construit l'arbre pondéré (on note J l'événement « la réponse 
est correcte »). 
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1" question 1 2° question È 
— = 3 J ë 

L J 5 
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La probabilité d'obtenir les bonnes réponses aux 2 premières 
, Let uestions est donc 5) =—. | 4 ar CONSEIL | 

3. En prolongeant le raisonne- Da ben ann een lb binier long discours : « Un arbre pondéré | 
ment, et l'ar 1e on Lies correctement construit constitue | 
que la probabilité qu’il donne les une preuve. » | 

4 s cn | 4 bonnes réponses est F5) 1 (Extrait du programme | 
pl 

mx Exercice 3 

Grâce au tableau, on calcule : 

125 + 200 125 + 80 
enr em || ER, 1e p(A) 500 0,65 et p(B) 500 0,4 

1252 5 _200_ (A NB) = = 0,25 PANB)= 2 = 04 

+ 80 + 95 
= — = = —— = 1 p(A NB) 500 0,16 p(A NB) 500 0,19 



Puis, pour compléter les arbres : 

_bPANB)_0,25 _S | 
LAS Le ee DU Le 

_ PANB) _ 0,25 _25 | 
PES D Co e 

_pBNA)_ 0,16 _16_ 
PRE y ele 0e Bo 
_PANE) __ 0,4 _40 © 

PEER SOIR SN 

Il y a deux arbres pondérés possibles. 
* 

0,38 B ——> p(A NB) 

0,65 mi à : 
0,62 B —> p(A NB) 

0,46 B ——> p(À NB) 

re me ne 
À 

0,54 B —+>p(ANE) 

Ou 

“ 

0,61 A —> p(A NB) 

OO mu = 
œ 

0,39 À — p(A NB) 

0,68 A —— p(A NB) 
Le on © 

tal 

0,32 À — pA NE) 

à mm Exercice 4 

A et À forment une partition de l'univers. 

Univers Q 

Événement À Événement À " Événement B 



OnaB=(BNA)U(BNA)et(BNA)N(BNA)=@. 
En utilisant la formule de probabilité d’une réunion d'événements, 
on a donc p(B) = p(B N A) + p(B N À) -p{(B N A) N (B N A), 
d’où p(B N À) = p(B) - p(B N A) et, si A et B sont indépendants, alors 

P(A NB) = p(A) x p(B). 
Par suite, p(B N À) = p(B) — p(A) X p(B) = p(B)1 — p(A)) = p(B) X p(A) ; 
donc À et B sont indépendants. 

Conclusion : si A et B sont indépendants, alors il en est de même 
pour A et B. 

us Exercice 5 

Soient H l'événement « la personne est un homme » et M l'événement 
« la personne a les br MarrONS ». 

à Pa PM) = PM NH) _ — 0,75. 

vu 
9 
[= 
L'] 
2 
[= 
v 
o. 
5 
D 

Æ 
+ 
[= 
v 

E 
v 
[= 
= 

= 
_ 
T 
[= 
O 
U 

m 
Co pH) 0 

2)p (5) = pŒHNM) _30_3 À NOTER. | 
A p(M) HUE À La formule de probabilité sur | 

une partition s'appelle la for- 
- mule des probabilités totales. ! 

La formule de Bayes en est | 
une conséquence directe : | 

P,(B) X p(A) 
PA EEE pGB) | 

On l'utilise, sans la nommer, | 

dans de nombreux exercices. | 

Tableau récapitulatif : 

= Exercice 6 

On note M l'événement « l'individu est malade » et P l'événement 

« le test est positif ». 

Tableau récapitulatif : 

98 % de 5 % = 4,9 % 

4 % de 95 % = 3,8 % 

8,70 % 

2%de5%=0,1% | 5% | 
96 % de 95 %=91,2% | 95% 

91,30 % | 100 % 



1. PP) = p,(P) X p(M) + ps(P) X p(M) = 0,02 * 5 % + 0,96 X 95 % 
| = 0,1 % + 91,2 % = 91,3 % = 0,9130 ; 
d’où p(P) = 1 — p(P) = 1 -91,3 % = 8,7 % = 0,0870. 

pÉNM) Mail ie =" O001 À NOTER 

2 Ps FM) = pP) 91 # : Un arbre pondéré bien 
construit aurait aussi 

pen M) _ 3,8 _ 38 = 0,4368. permis de conclure. 
MORTE 787 csoiek 

e 

mms Exercice 7 

\ 

À NOTER | 
Pour tout événement À, ! 

A et À forment une 
partition de l'univers. 
mn 

On a donc À NB = À UB (zone non hachurée). 

On a alors : 

p@ NE) = pA UB) = 1-pA U B) = 1 - (p(A) + p(B) - p(A N B)) 
= 1 -#(A) - p(B) + p(A NB). 

Si À et B sont indépendants, alors p(A N B) = p(A) x p(B), 

donc p(@A NB) = 1 - p(A) — p(B) + p(A) x p(B) = (1 — p(A))(1 — p(B)) 
= p(À) x p(B). 

A et B sont donc indépendants. 

Conclusion : si A et B sont indépendants, alors il en est de même 

pour À et B. 

sx Exercice 8 

1. On construit l'arbre suivant : 
DANSE 

Se Ree 7. _ 
% 0,8 R L 1 DIR 

08e * 
Re &7 À 

0,2 D 



1,5pt 

On a alors p(R,) = p{R, N D,) = 0,7 x 0,2 = 0,14. 

La probabilité de R, est donc de 0,14. 

2. PR) = p(R, U R,) = p(R,) + p(R,) car R,NR,=@. 

D'où p(R) = 0,14 + 0,3 x 0,8 x 0,3 = 0,14 + 0,072 = 0,212. 

La probabilité de R est donc bien de 0,212. 

e PR NR) _ p(R)) 
P(R)  p(R) 

EE 0,14 
D'où p,{R,) = 0,212 0,660. 

3. p,(R, carR NR=R,. 

La probabilité que la personne ait donné la réponse au premier 

appel sachant qu’elle a répondu au questionnaire est donc envi- 

ron de 0,660. 

as Exercice 9 
1,5pt 

1,5pt 

1. On sait que p, +p,+p;+p,+P.+p,=1. 

De plus, p,, Ps Puy Puy Ps P, étant les six premiers termes d’une suite 

arithmétique de raison r, on a : 

p,= p, +G- 1)r pour tout i de {1, 2, 3, 4,5, 6}. 

Donc p, +p,+P,+P.+p;+P,=6x [pi + 21), 

d’où la première équation liant p, et r:2p, +5Sr= _ 

On sait de plus que p,, p,, p, sont trois termes consécutifs d’une suite 

géométrique, donc = Ê et, par suite, p, X p,=p. 
1 2 

On obtient alors p, X (p, + 3r) = (p, + r)° et, par suite, r°=r X p.. 

La condition r non nul permet d'établir la deuxième équation liant 

retp,:T=p.. 

Des deux équations, on tire P, st 1 — et donc Pr= 1 +T—= 2... 
21 

D'où, pour tout i de {1, 2, 3, 4, 5, 6}, p,= 

2. a. L'événement A est réalisé par les issues 2, 4 et 6. 

On a donc p(A) = p, +p, +p,, 

AA 2+4+6 12 4 
MONMAESES en ES 

q 
U 
[= 
Le] 
T 
[= 
v 
[+ 

RU] 
T 

É 
Fo 
[= 
v 

= 
ra 
[= 
= 

1e 
= 
T 
= 
O 
U 

m 
— 

RS 
ETS 
ÉMPSSRE 
FRERES 



1pt 

1pt 

1pt 

1pt 

À 18 6 
Mn ne 

PE 
et p(C) = p, +p,= 3 n 

b.BNA= {4,6}, 

donc p(B NA) =, +P,= 5. 

10 
pGA NB) PES 

On a donc p,(B) = HN Aie 

21 

ANG 240 
c. p(A) X pB) = 7 XX 7-49" 21 

donc p(A) X p(B) z p(A NB). 

5 _ 

Les ME A et B ne sont donc pas indépendants. - 

ER p(A) X p(C)=$ * L-= 2e et plA NO) = p,, donc p(A) X p(C) = PA NO). 
Les événements A et C sont donc indépendants. 

3. a. Les tirages étant équiprobables, dans l’urne U,, on a une proba- 

bilité de tirer yne boule blanche de i p,(G), et dans l’urne U, 

2 

p(G N A) = p,(G) X p(A) 
Téd on SNL 
Aimer 

On a p(G) = p(G N A) +p(G NA), 

donc p(G) = pe X p(A) + p(G) X p(A), 

hs 2,6828 d'où p(G) 1 *5+ HMS ere : 

1 
pANG)_7_1 

FA Tree) 
7 

La probabilité que le joueur ait obtenu un nombre pair sachant 

qu’il est gagnant est donc de à 



mx Exercice 10 

Spts 1. a. Partant de À, on obtient l'arbre suivant. 

A CONSEIL 
Il s’agit tout d'abord 
de remarquer que les 
sommets À, B, Cet D 

C ont 3 voisins, alors 
que le sommet S en 
a 4. 

Go | + \ ww | 

L 
3 

nmemnnmmnnenenennmnmenneenrn 

La probabilité de revenir en À au bout des 2 minutes est donc de 

ie _ x e X SE celle d'arriver en B est de 4 X 1_ L et celle 
(3) Le 3 die36" 3: 49312 

d'arriver en S est de (y ()- 2. 
É. Cr 

q 
re] 
€ 
L 
DT 
= 
v 
Q. 
sv 
DT 

£ 
+ 
= 
œ 

£ 
v 
[= 
= 

ne 
E 
DT 
= 
[=] 
OU 

m 
Co 



b. D'après l'arbre, on a donc p, = set P,= 

On ne peut pas arriver sur S en venant de k donc S,,,NS,=@. 

D'où Saues 15, 
De plus, venant de A, B, C ou D, on a une chance sur 3 que la fourmi 

1 
3 

: & <) _1 
Par suite, p,,, =p(S,,,NS,) ë Ps,S,.1) X p{S,,) = 3 (1-p,). 

1 1 - 1 { FA A ; NET = le el= == i: 2 7 fl 3 ]) nl + à 3 p?,, donc la propriété est vraie au rang 

arrive en S, donc p, (S,,,)= 
n 

Soit ñ ee entier naturel non nul fixé, on suppose que p, = i Li _ =) } 

Pre +0 — P}, 

cor. 1fi-1fi-(4}) 
| -k-E) de Pie de 1 3 | » l AE ñ n+1 

AE PO 4 Te -4(-G) } 
La propriété est héréditaire, donc la propriété est vraie pour tout 

entier naturel n non nul. 

3. Au boût d’ün quart d’heure, la probabilité que la fourmi se trouve 

énsest: 

Pis = : (1 2 ) = 0,250000017. 

Fi <1, donc lim p, = + k 

La probabilité de trouver la fourmi en S au bout d’un certain 

temps est de 0,25. 



Notion de loi à densité 

] Loi à densité sur un intervalle 
a. Variable aléatoire continue 

# On considère une expérience aléatoire. 

Si X est une variable aléatoire discrète prenant un nombre fini de valeurs, 

sa loi de probabilité est une fonction qui associe à toute valeur k prise par 

X sa probabilité P(X = k). ” 

# On s'intéresse dans ce chapitre à des variables aléatoires X qui prennent 

leurs valeurs dans un intervalle ; on dit qu’elles sont continues. Comme il 

y a une infinité de nombres dans un intervalle, on imagine que la proba- 

bilité qu'une telle variable aléatoire X prenne une valeur fixée k est nulle. 

On cherche alors à calculer la probabilité que X prenne des valeurs dans 

un intervalle inclus dans l'intervalle de départ. 

b. Définition d'une Loi à densité 
# Soient a et b deux nombres réels. Soit fune fonc- F5 TT TT 
tion définie, continue, positive sur l'intervalle [a ; b]. HS | 

Si l’aire sous la courbe représentative de f sur [a ; b] 

est égale à 1, on dit que la fonction f'est une densité 

de probabilité sur l'intervalle [a ; b]. 

m On a vu dans le chapitre 8 que l’aire, exprimée en 

unité d’aire, sous la courbe d’une fonction f continue et positive sur [a ; b] 

est l'intégrale : 

1= ['F(bat. 
En posant, pour tout x de [a ; b], P([a ; x]) = Le (t)dt, on définit une loi de 

probabilité d’une variable aléatoire X continue sur {a ; b] ; la fonction f 

est la densité de probabilité de cette loi. 

c. Espérance mathématique 
m L’espérance d’une variable aléatoire X à densité sur [a ; b] est : 

E(X)= ['#f(bdt. 

14. Notion de loi à densité 



F2 Loi uniforme sur [a ; b] 
a. Définition 
# La loi uniforme sur [a ; b] modélise le choix au 

hasard d’un nombre dans l'intervalle [a ; b]. Elle 

correspond à la fonction de densité f définie : 

sur [a ; b] par : 

RUE 

y + ANOTER 
La fonction de densité d’une loi uni- 

DR forme est une fonction constante. 
ee mr ee ee 

b. Propriété 
# Soit une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [a ; b]. Si cet d 

sont deux nombres appartenant à [a ; b], l'événement « c < X <= d » est 

noté {[c ; d]. 

æ La probabilité de [c ; d] est : À NOTER. 

Pc: dde. P(la ; b)) = 1 ; P(C; dj) = 1- Pc; d) 
b-a et, sixe [a;  b, PG) = 0. 

c. Espérance mathématique 
# L’espérance d’une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [a ; b] 
est : An it 

a+b 
E(X (X) = ES 

E] Loi exponentielle 
(ou loi de durée de vie sans vieillissement) 

a. Définition 
# Soit À un réel strictement positif. 

La loi exponentielle de paramètre À modélise la probabilité qu’un élément 

cesse de « vivre » au cours d’un intervalle de temps donné. 

Elle admet pour densité de probabilité la fonction f, définie sur [O ; + c[ 
par : 

f,@) = Xe". 

m L’aire totale sous la courbe sur [0 ; + œ[ est égale à 1. 



b. Propriétés 
x Soit une variable aléatoire T suivant une loi 

exponentielle de paramètre À. 

Pour tout réel a strictement positif : 

P(T< a) = P(0 ; al) = [ f(b)dt =1-e*; 
P(T > a)=1- PE (t)jdt = er. 

# On en déduit la propriété de durée de vie sans vieillissement : 

pour tous réels tet h, P,._(T >= t+h)=P(T2> h). 

© ROC, p. 319 

c. Espérance mathématique  : 
# L'espérance d’une variable aléatoire T suivant une loi exponentielle est 

la limite quand x tend vers + œ de IF tf(t)dt où f est la fonction de densité. 

um L’espérance d’une variable aléatoire T suivant une loi exponentielle de 

paramètre À est : 
1 

E(T) = —. (T) À 

GC ROC, p. 319 

1 Loi normale centrée réduite N(0, 1) 

a. Définition 
“ On appelle loi normale centrée réduite 

N(0, 1), la loi ayant pour fonction de 

densité la fonction f définie sur R par : 
2 us 

ft) = -—e ?, 
V27 

ms Sa courbe représentative est appe- 

lée « courbe de Gauss » ou « courbe en 

cloche ». 

La fonction f étant paire, la courbe est symétrique par rapport à l’axe des 

ordonnées. 

L'aire totale sous la courbe en cloche sur l'intervalle ]- « ; + œ[ est égale à 1. 

Il 14. Notion de Loi à densité 



b. Propriétés 
s Soit X une variable aléatoire suivant la loi 

normale N(0, 1). 

Par définition, X admet une espérance nulle et 

un écart-type égal à 1. 

m Soient a et b deux nombres réels. 

La probabilité de l'événement (X = a) est égale 

à l’aire sous la courbe sur l'intervalle e co ; a]. 

La probabilité de l'événement (a < X < b) est 

égale à l’aire sous la courbe sur l'intervalle [a ; b]; 

EU Re 
on a donc P(a=X=b)=| =—e ?dx. Le 
On utilise la calculatrice ou un tableur pour avoir des valeurs approchées 

de cette intégrale pour des valeurs fixées de a et b. : 

# Pour tout réel a appartenant à ]0 ; 1[,ilexiste : TI 

un unique réel positif £, tel que : y mu 

PCt <X<t)=1-0o. 

En particulier : 

— pour a = 0,05, t, = 1,96; 

— pour à = 0,01, f, » 2,58. 

On retient que lorsque X suit la loi normale N(0, 1), on a : 

P(- 1,96 < X < 1,96) = 0,95 et P(- 2,58 = X = 2,58) = 0,99. 

PCTANEE" 

c. Théorème de Moivre-Laplace 
# Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramètres n 

et p, où nest un entier naturel très grand et p un nombre appartenant à 
JOLI 

On note Z, la variable aléatoire définie par Z, Dre GIEP X, a 
np(- p) 

pour espérance np et pour écart-type /np(1- p), Z, a pour espérance O0 et 
pour écart-type 1. 

# Théorème de Moivre-Laplace : Pour tous réels a et b, la probabilité que 

à $ b ss Z, appartienne à {a ; b] tend vers Ï Tee ? dx lorsque n tend vers + co, 
* V2T 



EF Loi normale d'espérance 11 
et d'écart-type © 
a. Définition 
# Une variable aléatoire X suit une loi normale 

N(u, 6?) d'espérance u et d’écart-type o si la variable 

aléatoire X=H suit la loi normale centrée réduite 
(e) 

N(O, 1). 

m La courbe représentative de la fonction de densité est une courbe en 

cloche ; elle admet pour axe de symétrie la droite d’équation x = u. 

a L'écriture de la fonction de densité et le calcul d’aire sous la courbe 

ne peuvent pas se faire simplement. La calculatrice ou un tableur sont 

indispensables pour obtenir des valeurs approchées des probabilités des 

événements (X = a) et (a = X < b). 

b. Propriétés 
# Lorsque X suit la loi normale N(u, o?), alors : 

P(u -o < X < u + 0) = 0,683 ; 

Pu-20<X<u+2 0) = 0,954; 

Pu-30<X<u+3 0) = 0,997. 

a=u-0;b=u+0 a=u-20;b=u+20 | a=u-30;b=u+30 

i À À Ë 14. Notion de loi à densité 



dl Étudier une Loi uniforme 

Une variable aléatoire X a pour densité de probabilité une fonction constante 

f:xr K sur l'intervalle [2 ; 12]. 

1. Déterminer la valeur de k. 

2. Calculer la probabilité que X prenne des valeurs dans [S ; 8]. 

3. Calculer l'espérance de X. 

# Une fonction f est une fonction de densité sur [a ; b] si fest continue, 
b 

positive et si [ FOdE=;L. 

# Dans les questions 2. et 3., on utilise les formules : 

P([c; ap= OU EE 

Corrigé détaillé 

1. [Fat = [Kat x K(12—2) = 10K . 

['Ftbat =1 équivaut à 10k = 1, donc k = 0,1. 

24h eu 20e) LE LE 
12-2 10 

La probabilité que X prenne des valeurs dans [5 ; 8] est 0,3. 

2+12 
3. E(X)= , donc E(X) = 7. 

Calculer une probabilité - 
dans Le cadre d'une loi exponentielle 

On suppose que la durée de vie d’un appareil électrique suit une loi expo- 
nentielle de paramètre 0,2. 

1. Donner la fonction de densité f de cette loi. 



2. Calculer la probabilité que cet appareil ait une durée de vie supérieure 

à 5 ans. 

3. On sait que cet appareil a déjà duré 5 ans. 

Quelle est la probabilité que sa durée de vie dépasse 8 ans ? 

Savoir-faire 

m La fonction de densité d’une loi exponentielle de paramètre À est 

AE) = ke“. 

m Dans la question 2., on utilise la formule P(T = a) = 1 - LE at ICE 

m Dans la question 3., on cherche la probabilité conditionnelle de 

l'événement (T = 8) sachant que l'événement (T = 5) est réalisé. 

P(ANB) 
On utilise la formule P, (B) = F TEEN 

Corrigé détaillé 

1. f(6) = 0,2e °*. 

2. PIE 2 5) ei ['0,2e-°*"at =1- ce 
=’ 

‘y 
= 
n 

[= 
LA 
DT 

Lu 

S 
v 
T 

= 

2 
=] 
(°] 
TE 
Ÿ 
= 

BERRE 
see à 
RSRSESE 
BÉERRE 

_ 12(1-e °°) j 

Il 

© | 

La probabilité que cet appareil ait une durée de vie supérieure à 5 ans est 

environ 0,37. 

(T > 8). L'INFO EN + 
(T = 8) On compare le résultat de la question 3. | 

! avec la probabilité que la durée de vie | 

3. On cherche P (T=Ss) 

Comme (T = 5) N (TZ 8)= | 

P(T 8) dépasse 3 ans: P(T=3)=e02*3=606, | 

Pœ> NT > 8) = P(T=>S) ' soit environ 0,55. 
On remarque que la probabilité que 

PT =8)=e"#-e"; l'appareil dure encore plus de 3 ans ne 
e”16 dépend pas de son âge. On dit qu'une 

donc P,,- atT- z 8) = e variable aléatoire suivant une loi expo- 

nentielle vérifie la propriété de durée de ! 

= er, vie sans Holnsene 4 

Sachant que l'appareil a duré 5 ans, la probabilité que sa durée des vie “46 

passe 8 ans est environ 0,55. 



Utiliser un tableur pour calculer 
une probabilité de La Loi normale N(0, 1) 

Soit une variable aléatoire X suivant la loi normale 

N(O, 1). 

On donne un extrait de tableur de Ja loi normale N(O, 1) 

sur l'intervalle [0 ; 3], avec un pas de 0,1. 

1. Calculer les probabilités P(X <= 1,5), P(X > 1,5) et 

P(L5 XI) 

2. Calculer les probabilités P(X < — 1) et P-2<X<-1). 

Savoir-faire 

m Pour une variable aléatoire continue, P(a) = O 

pour tout réel a, donc P(X = a) = P(X < a). 

m La probabilité de l'événement (X = a) est égale 

NN N N | _ pe || à À 

— ur 

à l’aire sous la courbe sur l'intervalle ]- « ; a]. La 

cellule B17 donne P(X < 1,5). 

m La courbe de la loi normale N(0, 1) est symé- 

trique par rapport à l’axe des ordonnées. 

On a donc PIX <*- 1) = P(X > 1). 

1. On lit dans la cellule B17 : P(X = 1,5) = 0,933 ; 

P(X > 1,5) = 1 - P(X < 1,5), donc P(X > 1,5) = 0,067. 
En B27, P(X = 2,5) = 0,994; 

P(A,S < X < 2,5) = P(X = 2,5) - P(X = 1,5) = 0,994 — 0,933 : 
donc P(1,5 < X = 2,5) =0,061. 

2. 

P(X < -1) =P(X > 1) = 1 -0,841 ; donc P(X < - 1) = 0,159. 

PÇ2<X<-1)=P(1 <X< 2)=P(X < 2) — P(X < 1) = 0,977 - 0,841 : 

donc P(-2 <X <-1)=0,136. 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Il ne faut pas confondre une variable aléatoire discrète, une variable 

aléatoire continue et les lois de probabilité qui leur sont associées. 

Une variable aléatoire discrète X prenant des valeurs de 1àn(où n 

est un entier naturel non nul) peut suivre, par exemple, la loi bino- 

miale de paramètres n et p ; on calcule la probabilité des événements 

(X = k), k étant un entier compris entre 0 et n. 

Une variable aléatoire continue X prend des valeurs sur un intervalle ; 

si a est un élément de cet intervalle, la probabilité de l'événement 

(X = a) est nulle. On utilise une fonction de densité de probabilité ; 

la probabilité que X appartienne à un intervalle est alors donnée par 

l'aire sous la courbe de la fonction de densité. 

Une fonction de densité de probabilité sur un intervalle [a ; b] est 

toujours continue et positive. 

L’aire totale sous la courbe sur [a ; b] est égale à 1. 

© Exercices 2 et 13, p.317 et 320 

e Pour la loi uniforme, la fonction de densité est une constante. 
C Exercice 1, p.317 

e PourJa loi exponentielle de paramètre à, où À est un réel strictement 

positif, la fonction de densité f, est définie sur [0 ; + c[ par f, (f) = Xe *. 

L'espérance est égale à + 

On sait calculer les probabilités pour la loi exponentielle. 

Attention à ne pas oublier le signe « — » : une primitive F de f, est 

définie par F(t) = -e”"*. © Exercices 3, 11 et 13, p.317, 319-320 

e La loi normale est associée à une courbe en cloche. Sa fonction de 

densité est définie sur l’ensemble des nombres réels. 

On ne sait pas calculer de primitives pour la fonction de densité de la 

loi normale. Les calculs de probabilité se font à l'aide de la calculatrice 

ou de tableurs. 

Attention à ne pas confondre la table de valeurs de la loi normale 

qui donne la « courbe en cloche » et la table qui donne les valeurs de 

l'intégrale, c'est-à-dire l’aire sous la courbe sur ]- « ; a]. 

© Exercices 4, 6, 7, 8,9, 10et 12, p.318-320 

| 14. Notion de loi à densité 



roro Chem pour réviser Le cours sms 
© Corrigés, p. 322 

> On suppose que la durée d’attente O Soit X une variable aléatoire qui 
à un service clientèle téléphonique, } suit une loi exponentielle de para- 
exprimée en minutes, suit la loi uni- | mètre 0,005. 

forme sur l'intervalle [0 ; 20]. L'espérance de X est égale a: 

La probabilité que la durée d'attente | D3,0,005. Ub.200. Uec. 2000. 
d’une personne prise au hasard seit | 
comprise entre 7 et 12 minutes est : 

Q a. 0,5. E)'b?0 250" 0/6: 

Le 

16] Soit X une variable aléatoire qui 
suit la loi normale N(0O, 1). 

P(- 1,96 <.X <= 1,96) est égal à : 

@ soit fla fonction définie par : Da.0,5. Qb.0,75. 9 c. 0,95. 

f(x) = - 0,5x + 0,8. 

La fonction fest une fonction de den- | @2 Soit X une variable aléatoire qui 
sité sur l'intervalle : suit la loi normale N(0, 1), alors : 

Q a. [- 0,4 ; 1,6]. Q a. P(X <-0,5) = 1 -P(X > 0,5). 

cbr O TI Q b. P(X < 0,5) = P(X > 0,5). 

Oc[052/ Q c. P(X < — 0,5) = P(X < 0,5). 

© Soit X une variable aléatoire 
qui suit une loi éxponentielle de 
paramètre À (À étant un nombre réel 
strictement positif). La probabilité 
de l'événement (1 < X < 2) est égale 

la loi normale d'espérance u = 3 et 
d’écart-type © = 0,5, alors P(2 < X < 4) 
est égal à environ : 

| [8 | Si X une variable aléatoire suivant 

| Oa.0,683. Ob.0,954 Uc.0,997. 
à : 

Q a. e*. O Si X une variable aléatoire suivant 
D be er, la loi normale d'espérance 7 et d’écart- 
Q c. e-*- e- 2. type 2, alors : 

Q a. P(X < 7) =0,5. 

Q b. P(X < 5) = 0,5. 

© Soit X une variable aléatoire qui y Qc. P(X < 9) = 0,5. 
suit une loi exponentielle de para- | 

mètre À (À étant un nombre réel stric- 
tement positif). | [10] Soit la variable aléatoire X suivant 

la loi normale d'espérance u = 2 et Si Uf. )at = 0,5, alors À est égal à: | d'écart-type 6 = 3 : 
Q a. In(2). Q a. P(X < 0) = 0. 

Q b. In(0,5). | Q b. P(X < 0) = 0,252. 

Aer Qc. P(X > 0)= 1. 
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== Exercice 1 © Corrigés, p. 322 
Sur une ligne de tramway, les rames se succèdent toutes les 5 mi- 

nutes. Un étudiant habite en face de la station Euclide et prend ce 

tramway tous les jours. 

On appelle X le temps d'attente de cet étudiant à la station Euclide. 

On suppose que X suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 5]. 

1. Déterminer la fonction de densité correspondant à cette situation. 

Représenter cette fonction graphiquement. 

2. Calculer la probabilité que cet étudiant attende entre 2 et 3 mi- 

nutes. 

3. Calculer la probabilité que cet étudiant attende moins de 30 se- 

condes. 

4. Calculer l'espérance de X. 

mm Exercice 2 © Corrigés, P 323 

Soit la fonction f définie par : 

f(x)=— 4 six f-2; 2] et f(x) = 0 

etre ; 2]. 
On donne la courbe € représentant f | 

dans un repère orthogonal. REA 

1. Calculer l'aire sous la courbe de f sur tseiaue [-2;2]. 

La fonction f est-elle une fonction de densité sur [- 2 ; 2] ? 

2. Calculer les probabilités P([- 2 ; O]) et P([- 1 ; 1]). 

3. Calculer É tf(t) dt. En déduire l'espérance de la variable aléatoire 

| 14. Notion de loi à densité 

continue X à densité f sur [- 2 ; 2]. 

ms Exercice 3 © Corrigés, p. 323 

Soit fla fonction définie sur [0 ; + c[ par f(t) = 0,4e° DRE 

1. Étudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans 

un repère orthogonal. 

2. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de 

paramètre 0,4. 

Calculer et interpréter graphiquement les probabilités P([O ; 2,5]), 

P(L2,5 ; 5)) et P(LS ; + ©). 



mms Exercice 4 2 © Corrigés, p.324 

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = Ec 

1. Étudier les variations de f. 2 
2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0, 1). 

Calculer les probabilités P(X = 0,7) et P(- 0,7 < X < 0,7). 

ms Exercice 5 © Corrigés, p. 324 

Soit X, une variable aléatoife suifant la loi binomiale de paramètres 

n = 1 600 et p = 0,25. 
AT 

On pose Z,, = —=——— P : 
Vnp(- p) 

Calculer une valeur approchée de la probabilité que Z, appartienne 

à[-1;1]. 

Que peut-on en déduire pour X, ? 

= Exercice 6 © Corrigés, p. 325 
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(0, 1). 

1. Calculer les probabilités P(X <= — 2) et P(0,9 < X = 1,1). 

(Il est possible d'utiliser la calculatrice ou le tableur donné page 314.) 

2. Calculer les probabilités P(- 1,96 < X < 1,96), P(X < 1,96) et 

P(X > 1,96).4 

ms Exercice 7 © Corrigés, p. 325 
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale d'espérance 10 
et d’écart-type 4. 

On pose YRX ED 

normale N(0, 1). 

On donne un extrait de la table de valeurs de la loi normale N(0, 1). 

, Où Ÿ est une variable aléatoire suivant da loi 

En utilisant les valeurs données, calculer les probabilités P(X < 16), 
P(X > 20) et P(6 < X = 14). 



mm“ Exercice 8 © Corrigés, p. 326 
3 000 candidats se sont présentés à un examen. La note moyenne 

est de 10,8 et l’écart-type de 3,1. La distribution des notes permet 

l'ajustement par la loi normale N(10,8 ; 3,12). 

1. Calculer la probabilité des événements A « la note est inférieure à 

10 » et B « la note est supérieure à 15 ». 

2. Évaluer le nombre de candidats ayant eu une note inférieure à 

10, supérieure à 15. 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 327 

Soit T une variable aléatoire continue suivant 

une loi exponentielle de paramètre À. 

On donne la courbe représentant la fonction de 

densité f associée à cette loi. 

1. Déterminer la valeur de À sachant que 

P([0 ; 100) = 0,5. 

2. En déduire f(0) et l'espérance de T. 

= Exercice 10 © Corrigés, p. 327 

ROC On rappelle que l'espérance d'une variable aléatoire T suivant 
une loi exponentielle est la limite quand x tend vers + « de A tf(t)dt 

où f est la fonction de densité. ) 
=}x e 1. Soit F la fonction définie sur [0 ; + œ[ par F(x) => os 

. 

Pas 
= 
EL 
= 
Lu 

- 
æ 
œ 
js 
A 
Li 

14. Notion de Loi à densité 

Calculer la dérivée de F. 

2. Démontrer que l'espérance d’une variable aléatoire suivant une 

loi exponentielle de paramètre à est _ 

mm“ Exercice 11 © Corrigés, p. 328 

ROC On suppose connu le résultat suivant : si X est une variable 

aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre strictement 

positif À, alors, pour tout réel f positif, P(X = t) = [re “ax. 

Démontrer l'égalité P(X > t) = e”". 

En déduire que, pour s et t réels positifs, l'égalité suivante est vraie : 

BeslX > s+t)=P(X>Ss) 

(loi de durée de vie sans vieillissement, P,,.,(X > s + t) désignant la 

probabilité de l'événement (X > s + {) sachant que (X > t) est réalisé). 
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Exercice 12 © Corrigés, p. 328 

YPE © > (gl \ 

T 

La durée de vie, exprimée en heures, d’une ampoule est une variable 

aléatoire T qui suit une loi exponentielle de paramètre À = 0,000 1. 

On rappelle que, pour tout { = 0, P(T = f) = [re *ax. 

1. Calculer P(T <= 5 000) et P(T > 5 000). 

2. Sachant que l'événement (T > 5 000) est réalisé, calculer la pro- 

babilité de l'événement (T%> 6 G00). 

3. Sachant qu’une ampoule a fonctionné plus de 10 000 heures, 

quelle est la probabilité qu’elle tombe en panne avant 11 000 heures ? 

4. Quelle est l'espérance de cette variable aléatoire ? 

mx Exercice 13 © Corrigés, p. 328 

Des études statistiques récentes 

montrent que l’âge auquel un enfant 

commence à marcher suit une loi nor- 

male d'espérance u = 13 mois et d'écart 

type © = 1,5 mois. : 

On note X la variable aléatoire égal 

à l’âge d'un enfant qui commence à 

marcher. 

Pour les calculs, on donne un extrait 

du tableau de valeurs de la loi normale 

N(O, 1). 

1. Calculer la probabilité qu’un enfant 

commence à marcher avant 10 mois, 

avant 16 mois. 

2. Quelle est la probabilité qu’un 

enfant commence à marcher entre 

10 mois et 16 mois ? F 

3. Quelle est la probabilité qu'un enfant commence à marcher exac- 
tement à 13 mois ? 

4. Une personne affirme qu’un enfant marchera entre 12 mois et 
14 mois. 

Calculer la probabilité qu'elle se trompe. 

Y suit La loi normale N(0, 1) 



mm Exercice 14 (45 min, 4pts © Corrigés, p. 329 

É La durée d'enregistrement à un comptoir d'aéroport peut être modé- 

lisée par une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de 

paramètre strictement positif À. 

1. a. Déterminer une expression exacte de À sachant que 
P(TI=20)= 0:55. 

On prendra, pour la suite de l'exercice, la valeur 0,04 comme valeur 
approchée de À. 

b. Donner une expression exacte de la probabilité conditionnelle 
Patate 25). 

c. Sachant qu’un client a déjà attendu 20 minutes à un comptoir, 

déterminer la probabilité que son attente totale ne dépasse pas 

25 minutes. : 

On donnera la réponse exacte puis une valeur approchée à 0,01 près 

de la réponse. 

2. On suppose que la durée d'attente à un comptoir est indépen- 

dante de celle des autres comptoirs. On suppose que 8 comptoirs 

sont ouverts. 

On désigne par Y la variable aléatoire qui représente le nombre de 

comptoirs pour lesquels la durée d'attente est supérieure à 20 minutes. 

a. Donner la nature et les éléments caractéristiques de Y. 

b. Le directeur de l'aéroport ouvre des comptoirs supplémentaires 

si la durée d'attente à au moins 5 des 8 comptoirs est supérieure à 

20 minutes. 

Déterminer à 0,1 près la probabilité d'ouverture de nouveaux comp- 

toirs. 

= 

ENTRAINEMENT 
14. Notion de Loi à densité 



ps 12-7 S 
. ES = 12 = LÉ 0 

et à )= 0-0 20 » 
@ 2. [(-0,5t+0,8)4r=[-0,25t° +0,81], 

OcPri<xX<2)- [re "at ns fs a Ï Pete, 

O2. [f(Odt =0,5 équivaut à 1 -e-*=0,5 ; 0,5 =e? ; In(0,5) =-À; 

1 

À =-— In(0,5) = In (2). r + 

1 
Ot. XP ee 200 

nas à 0,005 
@ c. Ce résultat du cours est à connaître. 

@ b. La courbe de la loi normale N(0, 1) est symétrique par rapport 

à l’axe des ordonnées. 

Ot.P2<X<4)=P(u-20 <X < u +20) = 0,954 ; ce résultat du 
cours est à connaître. 

@ à. La courbe de la loi normale N(7, 22) est symétrique par rapport 

à la droite d’équation x = 7. 

DO b. L’ aire sous la courbe sur ]- « ; 0] n'étant pas nulle, on élimine 

les réponses a. et c. On peut aussi, avec la calculatrice ou un tableur, 

calculer P(X < 0) pour la loi normale N(2, 32). 

mx Exercice 1 

1. X suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 5], donc X a pour densité 

de probabilité une fonction constante f:xr K, sur l'intervalle [0 ; 5]. 

On cherche k de façon que [ f(t)dt =1. 

[fat = [Kat = k(S-0)=5k ; 

[rar = 1 équivaut à 5k = 1, donc k = 0,2. 

2.P2<X=< fé a 
S=07% 

La probabilité que cet étudiant attende entre 2 et 3 minutes est 

de 0,2. - 

2. PO Xe De 
5-0 “10 

La probabilité que cet étudiant attende moins de 30 secondes 
est de 0,1. 

os 
4. E(X) re : donc E(X) = 2,5. 

Le temps d'attente moyen est de 2,5 minutes. 



mm Exercice 2 
Xi 3% 

1. Une primitive F de fest F(x)=-—+—, P fest F(x) hs 

È 3) dt =[F6 = F(2) “if FC 2) 32 

SA EEE ER pi leg 3 
| © = ++, 

4 4 4 4 92 8 32 8 

ET Ene 
Donc +— del: LC à 
L’aire sous la courbe de f est égale à 1 ; de plus, la fonction f est 2 
continue et positive sur [- 2 ; 2], donc f est une fonction de densité Ê 
surf 2:21 3 g: 
2.P(-2;0)= ("= +3 42 FO) -FC2)-0,5 E 

Æ\+32 078 3 E 

VOS Re 2 
P(-1;1])= = | dt = F1) = F1 © (-1;1)) L(< à) (1) -F(-1) 2 

Li se UD sx D Ne"11 amer == EE = —, BR 
32 TER 32 8 16 rene 

FRS 
2 Sr 3 Her era 3. de ONE ee le RAIN Le 
L#@ j:( 32 7 à EE 16 | 

Donc l'espérance de X est égale à O. 

ms Exercice 3 

1. fest dérivable sur [0 ; + [ et a pour dérivée f'(f) = — 0,16e- 24, 

Pour tout f, e-°# > 0, donc f'est strictement négative sur [0 ; + of. 

On en déduit que fest strictement décroissante sur [0 ; + of. 

É PL 

2. La fonction de densité de la variable aléatoire X qui suit une loi 

exponentielle de paramètre 0,4 est définie par f(t) = 0,4e °#. 

P([0 ; 2,5) = 10 < X < 2,5) 
|. *0,4e”%# dt = [-e e 4] = 67025 (9). 



Donc P([0 ; 2,5]) = 1- L soit environ 0,632 u.a. 
e 

P([2,5: 5h =PC/EXES) 

-o4t PTS Re TU =[,, 0,4 dr [-e = e (—-e ÿ. 

Donc P([2,5 ; Re =-e"2+e!, soit environ 0,233 u.a. 

P([S ; + of) = 1 — P([0 ; 5]) ; or P([0 ; SJ) = P(IO ; 2,5]) + P(L2,5 ; SJ). 
Donc P([5 ; + c[) = e-2, soif environ 0,135 u.a. 

mm Exercice 4 

1. f(x) BCE ; Fest dérivable sur R et a pour dérivée : 
V2r 
rot RAPPEL 

f(x) = Ve. Le (e“)’ = u'es. 

x? 

Pour tout x, e 2 > 0, donc f' a le signe de — x. 
On en déduit que f'est strictement croissante sur ]- « ; 0] et décrois- 

sante sur [0 ; + of. 

nr nee 
| 

—aite = 0,242 à 

ATEN, 
2. Le tableau de valeurs de la as 314 A EF Et 0, D = "0 758. 

P(-0,7 <X < 0,7) = e Zdx CONSEIL 
fées V2r Votre calculatrice vous donne 

= P(X < 0,7) - P(X < — 0,7) peut-être la valeur de l'intégrale 

Par raison de symétrie : (pee rar: 
; 0,7 de 

P(X <-0,7) =P(X > 0,7); cite D Ne € A NS PES 

P(X > 0,7) = 1-P(X < 0,7) = 1 - 0,758 = 0,242 ; ; 

donc P(- 0,7 < X < 0,7) = 0,758 - 0,242 = 0,516. 

mx Exercice 5 

np = 400 ; np(1- p) = V300 = 17,32; 2 ses 200 . D'après le théorème 
300 È 

de Moivre- -Laplace, P(Z, € [- 1 ; 1]) tend vers 1 De ob. 
27 



Soit X suivant la loi normale N(0, 1) : 

P-1<X<1)=P(X< 1)-P(X = -1) =P(X < 1) - P(X > 1) (par 
raison de symétrie) 

=PX=D-(1-PX<.1)) = 2P(X = 1) =4: 

P(X = 1) = 0,841, donc P-1<X< 1) = 0,682. 

D'où P(Z, € [- 1 ; 1]) = 0,682. 
À NOTER 

La X, — 400 équivaut à : Vous pouvez vérifier en utilisant 

k 300 la formule de la loi binomiale ; 

vous devez calculer : X, =Z, xV300 +400 ; 

| 

rx=b=l"|ma-pr+ | 
-1<Z,< 1 équivaut à : MORE 
382 < X < 418. pour toutes les valeurs de k à 

D deu ss, | 

= Exercice 6 
RAPPEL 

1. P(X = — 2) = P(X > 2) La courbe de la fonction de den- | 

=1-P(X=< 2); sité de la loi normale N(0, 1) est | 

so 
_ 
n 
= 
v 
al 
Cu 
‘à 

v 
T 

= 

= 
+ 
(°] 

Z 
Lu 
= 

EE 
ones 
BR 
FESSES on lit dans la table P(X < 2) 0,977;  SYmétrique par rapport à l'axe | 

} des ordonnées. É 
donc P(X = - 2) = 0,023. — Vi, HE Etes. : | 

P(0,9 <X<1,1)=P(X<1,1)- P(X = 0,9) : 

P(X = 1,1) = 0,864 et P(X < 0,9) = 0,816; 

donc P(0,9 < X = 1,1) = 0,048. 

2. Si X suit la loi normale N(0, 1), alors P(- 1,96 < X < 1,96) = 0,95. 

D'où P(X = — 1,96) + P(X = 1,96) = 0,05. 

Par raison de symétrie, P(X = — 1,96) = P(X = 1,96) = 0,025. 

Donc P(X < 1,96) = 0,95 + 0,025 = 0,975 

et P(X > 1,96) = 0,025. 

mx Exercice 7 

enr rio TOI pes 
Dans la table de N(O, 1), on lit P(Y = 1,5) = 0,933, 

donc P(X = 16) = 0,933. 

X=P0F done 22;s 

On lit P(Y < 2,5) = 0,994, donc P(Y > 2,5) = 1 - P(Y < 2,5) = 0,006, 

donc P(X > 20) = 0,006. 



6<X<14,donc-1<Y=l. 

On lit P(Y < 1) = 0,841, donc P(Y > 1) = 0,159 et P(Y <-1) = 0,159; 

P-1<Y<1)=P(Y<1)-P(Y<-1) = 0,841 -0,159, soit environ 

0,682. 

Donc P(6 < X < 14) = 0,682. 

Exercice 8 

1. Première méthode : On utilise la Joi normale N(0, 1). 

Soit X la note. X est une variable aléatoire suivant la loi normale 

N(1O,8% 3,12) 

On pose Y 108 

normale N(O, 1). 

A 10,8 10-1082 0,8 

A MR OU 
Une table de N(0, 1) ou votre calculatrice donnent : ë 

P(Y <-0,258) = 0,398 ; 

donc P(X = 10) = 0,398. 

La probabilité de l'événement A « la note est inférieure à 10 » 

est 0,398. 

X>15; à > STE : =1,355 ; donc Y > 1,355. 

Une table de N(0, 1) donne P(Y < 1,355) = 0,912 ; 
donc P(Y > 1,355) = 0,088. 

donc P(X > 15) = 0,088. 

La probabilité de l'événement B « la note est supérieure à 15 » est 

0,088. 

, où Ÿ est une variable aléatoire suivant la loi 

=— 0,258 ; donc Y < — 0,258. 

N(10, 8 ; 3, 12) 

Seconde méthode : On dispose d’un tableur de la - = : . 
à MCE - loi normale N(10,8 ; 3,12). 11 | 0,52572 

On lit P(X = 10) = 0,398 et P(X = 15) = 0,912 ; 12 0,65066 

d'où P(X > 15) = 0,088. + 13 0,76105 

[14 0,84902 
15 0,91227 

2. Il y a 3 000 candidats. 

3 000 x 0,398 = 1 194, donc 1 194 candidats ont obtenu une note 

inférieure à 10. 

3 000 x 0,088 = 264, donc 264 candidats ont obtenu une note 

supérieure à 15. 



x Exercice 9 
100 

4 li f,(t)dt =0,5 équivaut à 1 — e- 10% = 0,5 ; 0,5 = e-10a ; 

OS) RE 100 724 = 0000). BO) 
100 100 

In(2) 
2: f(0) = = = - f(O) : 0,006 93 ; 

1 100 
E(T)== = 14 
E À In(2) 0 

as Exercice 10 

1. Dérivée de F(x) {ler : 

F’(x) = {er - (x - sJenex) : 

F'(x) = - e + Axe + ex, 

Donc F'(x) = Axe. 

2. La fonction de densité f de la loi exponentielle de paramètre À est 

défnispasfi re ie" 

D'après la question 1., une primitive F de x Axe" est définie par : 

1 
E(x) files. 

On a donc | “to dt = F(x) — F(0). 

Ke] 
= 
n 

£ 
c] 
D 
4 
Oo L 
o 
D 
£ 
2 
La 

© 
z 
Ÿ 
| Lo 

ÉPRRSrE 
RER 
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RÉRRSRRS 

Comme F(0) = 0, ['#f(tdt = F(x). 

F() = Te” —xe —1x 

On calcule la limite de F lorsque x tend vers + co. 

Comme À > O0, lim—Ax =—c< ; on sait que lim e* =0, donc lime * =0 
X—+00 X—+ © 

X—+ ©! 
et lim (4 ex) = 0 ; on sait que lim xe* =0, donc lim (- Ax)e * =0 et 

Jim re Li). 

On en déduit que Jim F(0 = _ 

On a démontré que l'espérance d'une variable aléatoire suivant 
- < 1 

une loi exponentielle de paramètre À est re 



xs Exercice 11 
t 

P(X>D=1-P(X<t=1 - [re *dx=1-|-e ec] Li=1té"-e 

P(X>H)O(X>s+t)) _ P(X>S+t) _ ce Le 

P(X>t) P(X >t) er 

_=P(X>Ss). 

(X>s+t)= PES 

x Exercice 12 CR 

1pt) 1.P(T<S5 000)= [;*"0,000 Je Vu qu = | e-000] 

P(T= 5,000) =— € 20015 007) 

P(T < 5 000) = 1 — e-° = 0,393. 
P(T > 5 000) = 1-P(T = 5 000) ; PT > 5 000) = e-°5 = 0,607. 

S 000 

0 

P(T = 6 000) 
pt) 2P_._. (T=6000) == 27;| RAPPEL 
Ë Pr P(T Z 5 000) Une variable aléatoire suivant 

P(T = 6 000) = es 0002%:6006— 00e, une loi exponentielle vérifie 
0,6 la propriété de durée de vie 

Donc Pr: 5001 6 000) = =€"°"; sans vieillissement. 

00 0 000) = re L 

1pt | 3. On applique la propriété de durée de vie sans vieillissement : 

P Z 11 000) = P(T = 1 000) = e-°1. 
(T> 10 000 (1 = 

Sachant qu ’üne ampoule a fonctionné plus de 10 000 heures, la 

probabilité qu’elle tombe en panne après 11 000 heures est donc 

environ 0,905. 

1 
1pt 4. E(T) = 0,000 1 = 10 000. 

La durée de vie moyenne d'une ampoule est de 10 000 heures. 

x Exercice 13 

1. X suit la loi normale N(13 ; 1,52). 

La variable aléatoire Y = er 
là 

utile normale N(0, 1). 

10-13 P(X < 10) = P{Y J-Pœ<-2-P0>221-r0 < 2, 

Dans la table de N(0, 1), P(Y < 2) = 0,977, donc P(X < 10) = 0,023. 

16-13 

‘à 

P(X < 16) = Pr | = P(Y < 2), donc P(X < 16) = 0,977. 



1pt | 

O,5pt | 

1pt | 

2. P(10 < X < 16) = P(X < 16) — P(X < 10) = 0,977 - 0,023 = 0,954. 

(On retrouve le résultat P(u - 20 < X < u + 20) = 0,954.) 

3. PIX = 13) =0. 

4. Soit l'événement « l'enfant commence à marcher entre 12 et 14 

mois ». On cherche la probabilité de l'événement contraire « l'enfant 

commence à marcher avant 12 mois ou après 14 mois ». Ces deux 
événements sont incompatibles. 

PIX 12) + P(X > 14) = P[r 7 A el ù LE 
, 

= P(Y < 0,66) + P(Y > 0,66) = 2 x P(Y > 0,66). 

P(Y < 0,66) = 0,745, donc P(Y > 0,66) = 0,255. 

P(X < 12) + P(X > 14) = 0,51. 

La probabilité que la personne se trompe est environ 0,51. 

mx Exercice 14 

1pt | 

1pt 

05pt ) 

0,5pt |) 

1. a. On cherche À tel que P(T < 20) = 0,55. 

PS0) ler"; e2 = 0,45, d'où À = - POS), 

On vérifie la valeur approchée donnée dans l'énoncé : 

__ In(0,45) 
À = que 0,04. 

b. On applique la propriété de durée de vie sans vieillissement : 

(720) PES) = LES" donc? (1525)=e2 (T > 20) 

€. PT > 25)=1-P(T< 5)=1-(1-e°?) = 0,82. 
Sachant qu’un client a déjà attendu 20 minutes à un comptoir, 

la probabilité que son attente totale ne dépasse pas 25 minutes 

est environ 0,82. 

2. a. La variable äléatoire Y qui repré- 

sente le nombre de comptoirs pour les- 

quels la durée d'attente est supérieure 

à 20 minutes suit la loi binomiale de 

Pr > 20) 

RAPPEL 

et, tout entier k0O<Kk<n, | 

| x n=k À 

paramètres n = 8 et p = 0,45. onaPtx=1=[")» Gp)". | 

b. L'événement (Y = 5) est la réunion 

des événements deux à deux incompa- 

tibles (Y =5), (Y =6), (Y = 7) et (Y = 8). 

8 
P(Y = 5)= Fi oas 0,55 ijoas 0,55? +5Joas 0,55+0,45. 

À 0,1 près, la probabilité d'ouverture de nouveaux comptoirs est 

environ 0,26. 

Si X suit la loi binomiale de | 
paramètres net p, pour n > 1 | 
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Intervalle de fluctuation 

Estimation 

&] Intervalle de fluctuation 
a. Définition 
# Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètres n et p. 

On appelle intervalle de fluctuation de X au seuil.0,95 tout intervalle [a ; b] 

tel ques | Pa < X< b) > 0,95. 
Exemple : En classe de seconde, avec les conditions n = 25 et 0,2 < p < 0,8, 

un ÉR < fluctuation approché au seuil 0,95 de la fréquence = est 

— ; ie 

PR AN 

b. Intervalle de fluctuation asymptotique 
# Si une variable aléatoire X, suit une loi binomiale de paramètres n et p, avec 

O0 <p < 1, alors, pour tout réel à dans l'intervalle [0 ; 1],ona Jim | Æ = 1.) =1-0 

Le ARE PAZ p) . JPA p) 
où 1, désigne l'intervalle \p-ue DE ; P+Ua Fe 

réel tel que P(-u, <Z < u,) = 1 - à, où Z suit la loi normale N(0,1). 

x L'intervalle I = Lou YpA=p) . ŸpA-p) 

GA "A 3 P+U 

SR 
et u, l'unique 

est un intervalle 

C'est un intervalle déterminé à partir de la taille n d'un échantillon et de 

la proportion p d'individus possédant le caractère-étudié dans la popula- 

tion ; cet intervalle contient F, avec une probabilité d'autant plus procse 

de 1-aquen est grand. + 

# En prenant à = 0,05, le théorème peut s’écrire sous la forme plus simple : 

si une variable aléatoire X, suit une loi binomiale de paramètres n et p, avec 

0 <p < 1, alors im P(p- 1e p) <À<p+1, 962 )=0,95. 
‘ n—+o n 

© ROC, p. 340 



x L’intervalle 1, = est un intervalle _196*PAZP). ŸpA= p) D 1,96 We TT D 

de fluctuation asymptotique de la fréquence EF, = X, 

déterminé à partir de la taille n d’un échantillon et de la Ronan: ? 

d'individus possédant le caractère étudié dans la population ; cet intervalle 

contient F, avec une probabilité d'autant plus proche de 0,95 que n est grand. 

À NOTER | 
Soit une suite convergeant vers une e limite L, pour n assez grand ; le terme de : 

rang ñn constitue une approximation de L. Dans les situations rencontrées dans : 
ce chapitre, on connaît la limite, mais pas les valeurs de la suite. On admet donc | 

que, sous certaines conditions, on peut approcher le terme de rang n de la suite ! 

D <X<p+1,96 POP.) par sa limite 0,95. 

En pratique, on fait l’ Pepe dès que n = 30, pe z 5 et At RPrE | 

F2 Estimation 
1 

# L'intervalle de fluctuation de la variable aléatoire F, est | p= a 1 D+ Le. ’ 

où p est la proportion (connue ou à estimer) dans la population avec une 

probabilité au moins égale à 0,95. 

Or REGLES Ur équivaut à Ba NS 4 

5 

p- x SR ER < <p+e équivaut à p<—— 

FE, M nr équivaut à p SRE» R- vn tn) PE ñ 
La proportion p à estimer appartient donc à l'intervalle [F h = E+—— | 

Prop P PP Te Fan 

Rd FLE, + <p; 

1 

avec une probabilité au moins égale à 0,95. 
CROC, p. 341 

Si fest la fréquence observée sur un échantillon de taille n, la proportion p 

: ÉTE ik 1 Us 
4 Il ——— ; f +——|, appelé intervalle de confiance, appartient à l'intervalle |f Fe ‘à M pp 

avec un niveau de confiance de plus de 95 %. 

# Un intervalle de confiance pour une proportion p au niveau de confiance 

0,95 est la réalisation à partir d’un échantillon d’un intervalle aléatoire 

contenant la proportion p avec une probabilité supérieure ou égale à 0,95. 

Cet intervalle aléatoire est déterminé à partir d’une fréquence observée. 

! Ù 4 À 15. Intervalle de fluctuation. Estimation 



Déterminer l'intervalle de fluctuation 
asymptotique d'une proportion 

Dans un lycée, on compte trois classes de terminale S. Dans une académie, 

le pourcentage d'élèves choisissant chaque année la spécialité « maths » 

est environ de 21 %. 
L] e 

Dans son tableau de prévisions pour la rentrée 2012, le proviseur du lycée 

indique 102 élèves pour les classes de terminales. 

1. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % 

de la proportion de lycéens susceptibles de choisir la spécialité « maths ». 

2. En déduire le nombre de lycéens attendus dans la spécialité « maths ». 

Savoir-faire 

m Chaque lycéen intégrant la classe de terminale S peut ou non choisir 

la spécialité « maths ». 

# La variable aléatoire X égale au nombre de lycéens choisissant cette 

spécialité suit donc une loi binomiale de paramètres n et p où n est le 

nombre d'élèves prévus en terminale S et p la probabilité qu’un élève 

choisisse la spécialité « maths ». 

On regarde sin etp vérifient les conditions et on utilise la définition de 

l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence au seuil 0,95. 

Corrigé détaillé 

1. Soit X le nombre de lycéens choisissant la spécialité « maths » en termi- 

nale S sur l'échantillon de taille n = 102. 

X suit la loi binomiale de paramètres n = 102 et p = 0,21. 

n > 30 ;np=21,42 > 5 et n(1 — p) = 80,58 = 5. On applique la formule : 

SOA). SRÇ2) p 1,96 Le :pr1;96 En 

= 

— 

Y0,21(1-0,21) Y0,21(1-0,21) 
= |0,21-1,96-—" . 30,21 +1,96 -——— 
| 102 102 

L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 est environ [0,13 ; 0,29]. 

2. 0,13 x 102 = 13,26 et 0,29 x 102 = 29,58. 
Le nombre de lycéens attendus dans la spécialité « maths » est compris 
entre 14 et 29. 



Estimer une proportion inconnue 
à partir d'un échantillon 

On effectue un sondage pour connaître les intentions de vote des électeurs 
pour un candidat A. 

On admet que l'échantillon de 900 personnes choisies au hasard est repré- 

sentatif de la population totale. 

432 personnes de cet échantillon déclarent qu’elles pensent voter pour le 
candidat A. 

Estimer la proportion de votants pour le candidat A sur l’ensemble de la 

population. 

ETS 
Si f est la fréquence observée sur un échantillon de taille n, la proportion 

p appartient à l'intervalle de confiance : 

te AE 
are 

avec un niveau de confiance de plus de 95 %. 

Corrigé détaillé 
La proportion observée f d’électeurs favorables au candidat A pour cet 

échantillon est : 

432 _ 
900 — 0,48. 

L’intervalle de confiance est : 

1 1 €|0,48 — ;, 0,48 + ; 
P ; y 900 Ÿ 900 

ce qui donne p€[0,447;0,513]. 

L'intervalle [0,447 ; 0,513] contient la proportion de votants pour le can- 

didat A avec une probabilité de 0,95. 
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El Déterminer une taille d'échantillon 

Pour connaître l'impact d’une publicité sur un nouveau produit, on effectue 

un sondage sur un échantillon de n individus. 

Soit f le pourcentage de personnes,de cet échantillon ayant entendu parler 

de ce produit. 

Déterminer la taille de l'échantillon pour que la proportion d'individus dans 

la population totale soit connue au seuil de 95 % avec une précision de 2 %. 

La proportion p appartient à l'intervalle |f — Fe (+ Fe : 

La proportion p est connue avec une précision de 2 % si EE 0,02. he 

Corrigé détaillé 

On cherche le plus petit entier n tel que : 

002 ® /n (2 , 

ce qui équivaut à ÿn >50, 

d'où n > 2 500. 

Pour que la proportion d'individus dans la population totale soit connue 

au seuil de 95 % avec une précision de 2 %, la taille de l'échantillon doit 

être d'au moins 2 500 individus. 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Il ne faut pas confondre un intervalle de fluctuation et un inter- 
valle de confiance. 

Si la proportion p dans la population est connue, ou si l’on fait 

une hypothèse sur sa valeur, on utilise un intervalle de fluctuation. 

Par exemple, on veut déterminer si la fréquence observée f dans un 

échantillon de taille nr est conforme à la proportion connue dans la 

population. 

Si l’on veut estimer une proportion inconnue p dans une popula- 

tion à partir d’une fréquence PPPRNÉES sur un échantillon, on utilise 

un intervalle de confiance. 

Par exemple, si la taille n de l'échantillon est supérieure ou égale à 30 

et si la fréquence observée est telle que nf = S et n(1-f)z= 5, on peut 

conclure qu'un intervalle de confiance de p au niveau de confiance 

‘er 1 0,95 est |f 2 Eve ps : 

e Avant de déterminer un intervalle de fluctuation (ou un intervalle 

de confiance), il faut toujours vérifier que : 

— les conditions de validité sont satisfaites ; 

— l'intervalle est inclus dans [0 ; 1]; 

— la proportion p (ou la fréquence observée f) appartient bien à l’inter- 

valle trouvé. 

- Lorsqu'on vous demande d'étudier une prise de décision à partir 

d'un échantillon, vous émettez l'hypothèse que la proportion d’un 

caractère est p, calculez la fréquence f sur un échantillon de taille n 

et déterminez l'intervalle de fluctuation 1 de la proportion p. 

Cet intervalle I contient au moins 95 % des fréquences observées 

sur des échantillons de taille n. Il y a donc un risque de 5 % pour 

une fréquence observée f de ne pas se trouver dans cet intervalle. 

Il faut alors appliquer la règle suivante : 
— si la fréquence observée f appartient à l'intervalle de fluctuation 1, 

alors on ne peut pas rejeter l'hypothèse au seuil de risque 5 % ; 

— si la fréquence observée fn'appartient pas à l'intervalle de fluctuation 1, 

alors on rejette l'hypothèse au seuil de risque 5 %. 

à : À 15. Intervalle de fluctuation. Estimation 



crane Chem pour réviser Le cours sm 

Dans toutes les questions, le seuil ou 
le niveau de confiance est de 0,95. 
Dans les questions 1 à 5, p désigne la 
proportion d’un caractère dans une 
population, n la taille de l'échantillon 
et I un intervalle de fluctuation. 

©O p = 0,35 et n = 400. L'intervalle' 
de fluctuation asymptotique est : 

Q a. [0,30 ; 0,40]. 

Q b. [0,303 ; 0,397]. 

Q.€110,325% 0,375]. 

© p=0,1 et n = 49: 

Q a.1=[- 0,043 ; 0,243]. 

Q b.1= [0,016 ; 0,184]. 

Q c.1= [0,061 ; 0,204]. 

© p = 0,93 et n = 64: 
A a. 1= [0,805 ; 1,055]. 
à b.1= [0,867 ; 0,993]. 
à c.1= [0,906 ; 0,984]. 

@ Dans un pays, 70 % des véhi- 
cules roulent au gazole. À l’ouver- 
ture d’une station, 36 véhicules se 
présentent. La probabilité m que plus 
de 31 véhicules parmi les 36 roulent 
au gazole est telle que : 

À rie 0028) Qi > 005 

a he SEUL 
31 

© 1 - 10,318 ; 0,382] et n = 1000. Si 
la fréquence observée du caractère 
est f = 0,385, alors : 

Q a. au risque d'erreur 0,05, on rejette 
l'hypothèse p = 0,35. 

Q b. on ne rejette pas l'hypothèse 
p =0;35. 

Q c. il y a une erreur car f doit appar- 
tenir à [0,318 ; 0,382]. 

© Corrigés, p. 344 

(6 Soit X une variable aléatoire 
suivant la loi binomiale de para- 
mètres n = 20 et p = 0,5. 

X 
Se 07)=; P(0,3 + ) 

Q a.0,5. Q b. 0,75. Q c. 0,95. 
e 

[7] Sur un échantillon de 196 enfants 

âgés de 10 à 15 ans, 49 sont en surpoids. 

L'intervalle de confiance de la fré- 
quence d’énfants en surpoids est : 

Q à. [0,179 ; 0,321]. 

Q b. [0,20 ; 0,30]. 

Ge: 10,225%0,275T 

O Avant une élection, sur un 
échantillon de 900 personnes, 477 
se déclarent pour le candidat A, les 

autres pour le candidat B. 

On peut dire que : 

Q à. plus de 50 % des électeurs vote- 
ront pour À. 

Q b. l'écart de voix entre les deux can- 
didats ne peut pas dépasser 12,6 %. 

Q c. la probabilité que B soit élu est 
supérieure à 0,025. 

© Le pourcentage d'utilisation 

f d'un photocopieur est de 84 %. 
Après n contrôles, l'intervalle de 
confiance est [0,8 ; 0,88]. Le nombre 
n de contrôles effectués est : 

Q a. 400. ..Qb. 625. Q c. 1600. 

O La taille d’un échantillon pour 
que la proportion d'individus dans 
la population totale soit connue 
avec une précision inférieure à 1 % 
est : 

Q a.1000. Qb.5000. Qc. 10000. 
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mm Exercice 1 © Corrigés, p. 345 
En 2011, 80 000 passagers ont été transportés sur une ligne d'aviation. 

On a constaté que 30 % d’entre ont réservé par Internet. 

Un jour de grande affluence, un étudiant effectue un sondage auprès 

des personnes prêtes à embarquer dans le hall d’un aéroport. 

Il interroge 350 personnes. ’ 

Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de personnes ayant 

réservé par Internet dans l'échantillon. 

1. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

EF : au seuil 0,95. 

2. En déduire un encadrement du nombre de personnes susceptibles 

d’avoir réservé par Internet dans l'échantillon. 

mms Exercice 2 © Corrigés, p. 345 

On tire n fois une carte d’un jeu de 32 cartes en remettant à chaque 

fois la carte tirée avant d’en tirer une autre. On désigne par X, la 

variable aléatoire désignant le nombre de rois tirés. 

Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

15. Intervalle de fluctuation. Estimation 

F,= # au seuil 0,95 lorsque : 

1. n = 40. 2. n= 100. 2H 1000 

mx Exercice 3 © Corrigés, p. 346 

Dans un pays, la proportion de personnes vaccinées contre une 

maladie est p = 0,16. 

On note X, la variable aléatoire désignant le nombre de personnes 

vaccinées dans un échantillon de taille n. 

1. On effectue un premier sondage auprès d’un premier échantillon 

de 30 personnes. 

Soit f la fréquence observée dans cet échantillon. 

a. Vérifier les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation 

asymptotique de la fréquence _ au seuil 0,95. 

b. La variable aléatoire X, suit la loi binomiale de paramètres n = 30 

et p = 0,16. Créer sur un tableur une feuille de calcul donnant les 

probabilités P(X = k), pour k compris entre 0 et 30. 



Déterminer l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquence 

f du nombre de personnes vaccinées dans un échantillon de taille 30. 

2. Lors d’un deuxième sondage sur un échantillon de taille n = 256, 

on a observé 53 personnes vaccinées. La fréquence observée dans cet 

échantillon appartient-elle à l'intervalle de fluctuation asymptotique 

de la fréquence F,= _ au seuil 0,95 ? Que peut-on en conclure ? 

mm Exercice 4 Er ne © Corrigés, p. 346 
Pour le plan d'aménagement d’un nouveau quartier d'habitation, le 

service d'urbanisme d'une ville effectue une enquête pour estimer le 

nombre de places à prévoir dans les parkings privatifs pour que tous 

les habitants puissent garer leur voiture. Pour simplifier, on suppose 

dans cet exercice qu’un ménage dispose d’au plus une voiture. 

Sur un échantillon de 1 900 ménages interrogés, on trouve 1 260 voi- 

tures. 5 

1. Estimer la proportion de ménages possédant une voiture sur 

l’ensemble de la population au niveau de confiance 0,95. 

2. Dans ce nouveau quartier, on prévoit de loger 950 familles. 

Déduire de la question 1. le nombre de places de parking à prévoir 

pour que le nombre de places de parking privatif soit suffisant avec 
une probabilité de 0,95. 

. “ 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 347 
Une étude affirme que 60 % des enfants dans le monde sont nourris 
au biberon. 

1. Dans une ville, il naît en moyenne 750 enfants par an. 

Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre d’enfants nourris 
au biberon dans l'échantillon. 

a. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

F; ee au seuil 0,95. 

b. En déduire un encadrement du nombre prévisible d'enfants nourris 
au biberon dans l'échantillon. 

2. On a interrogé 160 jeunes mamans ; 116 disent nourrir leur enfant 
au biberon. 

a. Quel est le pourcentage f d'enfants nourris au biberon dans cet 
échantillon ? 

Déterminer l'intervalle de confiance de fau niveau de confiance 0,95. 



b. Au seuil de risque 5 %, que peut-on dire du pourcentage annoncé 
d'enfants nourris au biberon dans le monde ? 

= Exercice 6 © Corrigés, p. 347 
Début 2012, on lit sur Internet que 3,4 millions d’e-mails sont envoyés 

dans le monde chaque seconde et que plus des . sont des spams. 

Si une personne reçoit en moyenne 150 e-mails par jour, quel est le 

nombre minimum de spams qu'elle peut recevoir par an ? 

mm Exercice 7 C Corrigés, p. 348 
1,22 macaron sort chaque seconde (soit 4 392 macarons à l’heure) 

chez quatre fabricants français de macarons. 

1. Un sondage effectué auprès d’un échantillon de 48 amateurs 

indique que 77 % d’entre eux sont très satisfaits après une dégustation 

d’une nouvelle variété. 

Déterminer l'intervalle de confiance de ce pourcentage au niveau 

de confiance 0,95. 

2. On souhaite effectuer un deuxième sondage sur un échantillon 

de n individus. Soit f le pourcentage de personnes satisfaites dans 

cet échantillon. 

Déterminer la taille de l'échantillon pour que la proportion d'indivi- 

dus satisfaits dans la population totale soit connue au seuil de 95 % 

avec une précision de 6 %. 
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= Exercice 8 © Corrigés, p. 348 
En février 2012, une étude menée par le gérant britannique de parking 

NCP conclut que les femmes sont plus habiles au volant. 

Pendant un mois, 2 500 conducteurs ont été observés en train de 

se garer. 

Les vidéos révèlent que les femmes repèrent plus facilement les places 

car elles conduisent plus lentement et qu’elles sont meilleures pour 

se positionner et effectuer la manœuvre : 

- les femmes sont plus appliquées : 39 % d’entre elles se garent en 

marche arrière contre 28 % des hommes ; 

- les femmes sont plus précises : 52 % sont garées exactement au 

centre de la place contre 25 % des hommes. 



L'étude ne dit pas la proportion de femmes dans l'échantillon de 

2500 conducteurs. 

Dans la suite de l'exercice, on admet que dans l'échantillon de 

2 500 conducteurs, il y avait autant de femmes que d'hommes. 

1. Un parking couvert dispose de 630 places. On prend comme 

hypothèses les pourcentages donnés dans l’étude. 

a. On suppose que toutes les places sont occupées par des véhicules 

conduits par des femmes. x + 

On note X, la variable aléatoire désignant le nombre de véhicules 
garés en marche arrière et X” la variable aléatoire désignant le nombre 

de véhicules garés au centre de la place. 

Déterminer : 

- l'intervalle de fluctuation asymptotique I, de la fréquence Xe au 

seuil 0,95 ; se 

- l'intervalle de fluctuation asymptotique [’ de la fréquence _ au 

seuil 0,95. ü” 

b. On suppose que toutes les places sont occupées par des véhicules 

conduits par des hommes. 

On note Y, la variable aléatoire désignant le nombre de véhicules 
garés en marche arrière et Y” la variable aléatoire désignant le nombre 

de véhicules garés au centre de la place. 

Déterminer : * 

- l'intervalle de fluctuation asymptotique 7, de la fréquence Eau 

seuil 0,95 ; k 

- l'intervalle de fluctuation asymptotique /}” de la fréquence Y' au 

seuil 0,95. 5 

2. À partir des données de l'échantillon de l'étude, on cherche à-esti- 

mer les proportions de femmes et d'hommes concernant l'application 

et la précision dans le stationnement d’un véhicule. 

Déterminer les quatre intervalles de confiance au niveau de confiance 
0,95. 

— 

mm Exercice 9 © Corrigés, p. 349 

ROC Démontrer que si une variable aléatoire X, suit une loi bino- 

miale de paramètres n et p, avec O0 < p < 1, alors : 

im P(p-1,96/P OP) << p 41,06 POP) ]=0,9s. 
n 



mm“ Exercice 10 © Corrigés, p. 350 
ROC Soit p une proportion fixée, 0 < p < 1. On considère une 
variable aléatoire X, suivant une loi binomiale de paramètres n et p, 

et E,= À» 
n 

n>30,np=Setn(1-p)>s, Pr ip+ | est un intervalle de 

la fréquence de la proportion p. On rappelle que, lorsque 

fluctuation de F, au seuil 0,95. 

Démontrer que l'intervalle LE mu 3 E,+ | contient 1 i q dé _ ent la proportion p 

avec une probabilité au moins égale à 0,95. 

mm Exercice 11 (25min, 2,5pts © Corrigés, p. 351 

TS Des chercheurs ont effectué une étude scientifique sur les habitudes 

d'écoute de baladeurs MP3 et d’Ipod sur une population de 300 jeunes 

âgés de 13 à 17 ans. Les données recueillies et les résultats des mesures 

acoustiques indiquent qu’un jeune sur quatre présente un risque élevé 

de perte d’audition précoce (c'est-à-dire vers 30 ou 40 ans). 

1. On considère une classe de terminale de lycée comptant 35 élèves, 

possédant tous un baladeur MP3 ou un Ipod. Soit X la variable aléa- 

toire égale au nombre d'élèves de cette classe présentant un risque 

élevé de perte d’audition précoce. 

a. Quelle est la loi de probabilité de X ? 

b. Calculer la probabilité de l'événement (X = 6). 

c. Calculer l'espérance mathématique de X. 

Interpréter le résultat obtenu. 

2. Dans un lycée de 1 200 élèves, soit p la proportion de jeunes pré- 

sentant un risque élevé de perte d’audition précoce. 

Déterminer l'intervalle de confiance à 95 % de la proportion p. 

En déduire une estimation du nombre de jeunes dans ce lycée pré- 

sentant un risque élevé de perte d’audition précoce. 

= Exercice 12 © Corrigés, p. 351 

Ré Partie A 

30 % des Français auraient un taux de cholestérol total trop élevé, ce 

qui en fait l’anomalie la plus fréquente dans la population générale. 

Dans un cabinet médical, on suit 2300 patients. 

15. Intervalle de fluctuation. Estimation 
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Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de personnes ayant 

un taux de cholestérol total trop élevé dans l'échantillon. 

1. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

= 5 au seuil 0,95. 

2. En réalité, parmi les patients suivis dans ce cabinet médical, 724 

avaient lors de leur dernière analyse un taux de cholestérol total 

trop élevé. 

Au seuil de risque 5 %, que Beut-On dire du pourcentage annoncé de 

personnes ayant un taux de cholestérol total trop élevé ? 

Partie B 

Une étude présentée en février 2005 a évalué la fréquence des diffé- 

rentes dyslipidémies (excès de graisse dans le sang) dans un échan- 

tillon représentatif de la population française. 

Le tableau ci-dessous donne les prévalences (en médecine « rapport du 

nombre de cas d’un trouble morbide à l'effectif total d’une population, 

sans distinction entre les cas nouveaux et les cas anciens, pendant 

une période donnée ») des dyslipidémies en France, standardisées 

pour l’âge et le sexe avec des intervalles de confiance à 95 %. 

Prévalences 

129% 

Dyslipidémies 

Cholestérol total < 2,4 g/L meer ed trs 
VERS TIOENLE et triglycémie > 2 g/L 

Cholestérol total > 2,4 g/L A UE yperlidémie mixte et triglycémie > 2 g/L 

HDL-cholestérol inférieur 
à 0,4 g/L chez l’homme 
et 0,5 g/L chez la femme 

HDL bas 

ee 

Hypercholestérolémie 
pure 

Cholestérol total > 2,4 g/L Lo) 

et triglycémie < 2 g/L Li 4 

1. Déterminer l'intervalle de confiance à 95 % de la prévalence de 

chacune des dyslipidémies, sur l'échantillon. des 2 300 patients de 
ce cabinet médical. 

2. Parmi les sujets présentant un taux de cholestérol total trop élevé, 

86 % présentaient un taux de LDL-cholestérol supérieur à 1,6 g/L, 

le LDL-cholestérol (ou mauvais cholestérol) étant considéré comme 

meilleur indicateur du risque coronaire que le cholestérol total. 

Estimer le nombre de patients du cabinet médical présentant un taux 
de LDL-cholestérol supérieur à 1,6 g/L. 



mms Exercice 13 (55 min, 5pts © Corrigés, p. 352 

sé Une compagnie aérienne possède des avions A320 d'une capacité 
de 160 places. 

Cette compagnie a vendu n billets pour un vol Nantes-Nice. 

Soit p la probabilité qu'un acheteur se présente à l’'embarquement ; 

on suppose que les comportements des acheteurs sont indépendants 

les uns des autres. 

On note X, la variable aléatoire désignant le nombre d'acheteurs 

d’un billet se présentant à l'aéroport. 

La compagnie fait de la « surréservation » (surbooking), c'est-à-dire 

que, pour optimiser le remplissage de l'avion, elle vend plus de billets 

que de places dans l’avion ; on a donc n > 160. 

1. Déterminer la loi de X,.. 

2. On suppose que 0,5 < p < 0,95. ” 

Écrire l'intervalle de fluctuation asymptotique J, de la fréquence 

Fr À au seuil 0,95. 

3. Montrer que si 1,C Lo : mel alors la probabilité que le nombre 

de passagers se présentant à l'embarquement soit supérieur à 160 est 

inférieure ou égale à 0,05. 

4. On cherche à déterminer la valeur maximale de n permettant de 

satisfaire la condition de l'inclusion 1,c C : nd 

a. Montrer que si 1, C Lo ; dl alors pn + 1,96/n /p( — p) -160 <0. 

b. Soit f la fonction définie sur [0 ; + co[ par : 

-f(x)= px +1,96/x /p(1-p) -160. 

Montrer qu'il existe un entier n, unique tel que si n<m, alors 

f{in) < 0 et si n > n, alors f{n) > 0. 

c. Tracer les courbes représentatives de f pour les valeurs p = 0,85 ; 

p=0,9 et p =0,95. 

d. Déterminer à l’aide de la calculatrice les valeurs de n, pour 

p = 0,85 ; p = 0,9 et p = 0,95. 

= 

ENTRAINEMENT 
15. Intervalle de fluctuation. Estimation 



mms QCM 

Oc.1.-|035-196/0852%088 0855; See ‘200 730 
La réponse a. est obtenue avec l'intervalle de fluctuation vu en classe 

de seconde : | p- nn OT nr . La réponse c. est un piège : au seuil 
n n 

0,95 ne veut pas dire qu'on ajoute ou retire 0,025 à la proportion p. 

@ c. On élimine la réponse a. qui donne une borne inférieure 

négative. Û + 

49 X 0,1 = 4,9 ; la condition np = 5 n'est pas vérifiée, donc on éli- 

mine l'intervalle de fluctuation asymptotique centré en 0,1 de la 

réponse b. Le troisième intervalle est obtenu avec la loi binomiale 

de paramètres n = 49 et p = 0,1. 

© c. On élimine la réponse a. qui donne une borne supérieure à 1. 

64 X (1 — 0,93) = 4,48 ; la condition n(1 — p) = 5 n'est pas vérifiée, 

donc on élimine l'intervalle de fluctuation asymptotique centré en 

0,93 de la réponse b. Le troisième intervalle est obtenu avec la loi 

binomiale de paramètres n = 64 et p = 0,93. 

(4 ] a. Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 0,95 : 

[0,550 ; 0,849] ; 0,849 X 36 = 30,564 < 31. 

5 a. Remarque pour la réponse c. : 0,385 & [0,318 ; 0,382], mais la 

probabilité que fn'appartienne pas à l'intervalle de fluctation est 0,05. 

@ c. D'après Kextrait de tableur de la loi binomiale 
de paramètres n = 20 et p = 0,5 : LKk | PX<E | 

— le plus petit entier a tel que P(X = a) > 0,025 est a = 6 ; Qeeer 

— le plus petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 est b= 14. . — 

pere 4 0,9793 20 0,8/et 20 Qu 72 

ES | == AO 3 @ a.n- 19,6; Ra 0,071; f=-07=0,25 ; 

fs f+ =10,25-0,071;0,25+0,071(. 

O c. Les intervalles de confiance pour A et B sont [0,497 ; 0,563] 

et [0,437 ; 0,503]. < 

À pourrait donc avoir moins de 50 % des voix. La probabilité que A 

ait plus de 56, 3 % des voix est de 0,025 et la probabilité que B ait 

moins de 43,7 % est de 0,025 ; l'écart peut donc dépasser 0,126. 

RAS EN Re LL 1 CHE NE ot. Tr if+ 7] 10:80 ; 0,881 donc À = 0,04 ; /n=25. 

Ocf-ir+]; 7 <001; /n >100. 



us Exercice 1 

1. Par hypothèse, n = 350 > 30, p = 0,30, donc np = 105 >= 5 
et n(1-p) =245>S5. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de fluc- 

=[p-1,96 PP PAGE 2 

0,3 x 07 . : È © 
POLE — 0,348 | 350 BHA,96 

soit [0,252 ; 0,348]. 

2. 0,252 x 350 = 88 ; 0,348 x 350 = 122. 

Le nombre de personnes susceptibles d’avoir réservé par Internet 

dans l'échantillon doit être compris entre 88 et 122 avec une 
probabilité de 0,95. 

ms Exercice 2 
La Die d'obtenir un roi en tirant une carte est : 

p= ‘= =0,125. 

1:#7=40 etp =0,125, 

donc np=5 = Setn(1-p)=352>Ss. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de 

[= 

2 
5 
q 

£ 
in 
Le 

£ 
© 
5 
Le] 

ë 
3 
= 
v 
T 

LJ 
1 

ë 
En 
+» 

e 

un 
_ 

ERA 
Epreoses 
ERRERES 
ESS 

Xe 
n 

0,125 X 0,875 0,125 X 0,875 | 
1,=|0,125-1,96-—— = ——— ; 0,125 +1,96-— . ; 
| 40 40 

soit [0,023 ; 0,227]. 

2. Pour n = 100 : 

0,125 X 0,875 V0, Th 875 M CE) 
0,125-1,96-———=————— ; 0, 125+1,96 = — 

Fa 100 

soit [0,060 ; 0,190]. 

3. Pour ñn = 1 000 : 

= 
90,125 X 0,875 Y0,125 X 0,875 >| 

1,96 ; 0,125 + 1,962 —— 0125-19 ee LETTRE 600 

soit [0,105 ; 0,145]. 



mms Exercice 3 

1. a. n = 30 et p = 0,16, donc np = 4,8 < 5. 

Les conditions n'étant pas satisfaites, on ne peut pas utiliser 

l'i 

seuil 0,95. 
A B 

b. Sur le tableur, dans la cellule B2, avec 1 F PX<K) 

OpenOffice, on a écrit la formule : 2 0 0,0054 
LE 

=LOI.BINOMIALE(B2;30:0,16;1).  ° 3 1 0,0359 
On lit en B4 et en B5 : . : L ss 
P(X = 2) = 0,12 ; P(X = 3) = 0,27, donc le ë US. TT 

plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,028 . 7 | 5 | 66547 

est a = 3. 8 6 0,8064 

On lit en B10 et en B11 : 9 7 09055 | 

P(X < 8) = 0,96 ; P(X < 9) = 0,98, doncle | 10] 8 | 0957 
plus petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 Li es race 
Os 12 10 0,9951 

L'intervalle de fluctuation à 95 % de la fréquence f est donc l'intervalle 

RME Re 3 Ë ol soit [0,1 ; 0,3]. 

2.n=256 et p = 0,16, donc np = 40,96 = 5 et n(1 — p) = 215,04 > 5. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de fluc- 

à -lo16- 1,96 PERS Ie TEE 
256 256 < 

soit [0,115 ; 0,205]. 

La fréquence observée est f = = 0,207. " 

Comme 0,207 n'appartient pas à l'intervalle [0,115 ; 0,205], on 

rejette l'hypothèse p = 0,16 au seuil de risque 5 %. 

mm Exercice 4 

1. La fréquence observée de RAPPEL 

ménages possédant une Voi- … Un intervalle de confiance de ei au re 
Î 
} 
ù 

| 

Ë 

. 

ture est : de confiance 0,95 est Lars = 
f= 1260 r MAL, 1900 ’ où f est la res observée. | 

soit environ 0,663. 



L’intervalle de confiance à 95 % de la proportion p est : 
1e 1 1 1 == jf +—=|= 10,663 -——— ; 0,663+———|, 

oi. fl | 1900 1900 
soit ]0,640 ; 0,6861[. 

2. 950 X 0,686 = 652. 

Le nombre de places de parking privatif à prévoir est donc 652. 

mm Exercice 5 
1. a. Par hypothèse, n = 750 = 30, p = 0,60, donc np = 450 > 5 et 
n(1 - p) = 300 >5. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de fluc- 

tuation asymptotique de la fréquence = 

Y0,6X 0,4 0,6 X 0,4 l 
1,=|0,6-1,96-————— ; 0,6+1,96-—=——>—|, soit [0,565 ; 0,635]. 

7750 Jrs0 lit ] 
b. 750 X 0,565 = 424 ; 750 X 0,635 = 476. 

Le nombre d’enfants nourris au biberon dans l’échantillon devrait 

être compris entre 424 et 476, avec une probabilité de 0,95. 

2. a. Le pourcentage f d'enfants nourris au biberon dans cet échan- 

tillon de taille 160 est f = n. 20770 
On en déduit l'intervalle de confiance de fau niveau de confiance 

au seuil 0,95. 

au seuil 0,95 : |0,725- PEU :0,725+ Pirai , soit ]0,646 ; 0,804. 

b. 0,725 n'appartient pas à [0,565 ; 0,635]. 

Comme la fréquence observée f n'appartient pas à l'intervalle de 

fluctuation 1,, alors on rejette l’hypothèse au seuil de risque 5 %. 

ns Exercice 6 
Soit p la proportion p de spams. 

On sait que p = 0,75. 

Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de spams reçus par 

jour dans un échantillon de taille 150 et suivant la loi binomiale de 

paramètres n = 150 et p = 0,75. 

On détermine l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence 

EEE au seuil 0,95 : 

10 75*X0/25 V0, 755%0,25 
n=10,75—1,96 -—==2— ; 0,75 +1,96 -———————|, 
Lips 150 150 

soit [0,681 ; 0,819]. 
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Le nombre minimum de spams reçus par jour par cette personne est 
150 x 0,681 = 102. 
Le nombre minimum de spams qu’elle peut recevoir par an serait 

alors 102 x 365 = 37 230. 

x Exercice 7 

1. L'intervalle de confiance de la fréquence observée f = 0,77 à par- 

tir d’un échantillon . taille 48, au niveau de confiance 0,95, est pa 
1 ee pe el: soit ]0,626 ; 0,914 Pas 0774 a jet] ; 

2. Soit p la proportion d'individus satisfaits dans la population totale. 

: 1 1 : es 
O t Elf-——;f+——|, avec une probabilité de 0,95. n sait que p ü er f | Lo) : 

La proportion p est connue avec une précision de 6 % si de < 0,06. 

On cherche le plus petit entier n tel que LS 
100 à ÿn > 6 » d'où n > 278. 

Pour que la proportion d'individus satisfaits dans la population 

totale soit connue au seuil de 95 % avec une précision de 6 %, la 

taille de l’échantillon doit être d'au moins 278 individus. 

ré UT 
100” © qui équivaut 

ms Exercice 8. 
1. a. X, suit une loi binomiale de paramètres n = 630 et p = 0,39. 

Par hypothèse, n > 30, np = 245,7 = S et n(1 — p) = 384,3 > 5. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de 

L=|p-196 0 P) ; p 41,96 PP |, 4 

LÉ -[0.35- 1,96 EEE 50,39 +1,96 PS PETSE ' 

soit 1, = ]0,352 ; 0,428. 

De même, avec n = 630 et p = 0,52 : 

0,52 X 0,48 0,52 x 0,48 ?,=10,52, 1,962 0 52 TO EE 
- 630 630 nee: 

soit I’ = ]0,481 ; 0,559[. 



b. Y, suit une loi binomiale de paramètres n = 630 et p = 0,28 : 

np = 176,4 > 5 et n(1 - p) = 453,6 > 5. 

Fr L,28- Do PNG 1,96 PEU TE pers 

soit J, = ]0,245 ; 0,315. 

De même, avec n = 630 et p = 0,25 : 

np = 157,5 > 5 et n(1 - p) = 472,5 > 5. 

fes 25 - RYT SECRETS DENTS l 
1630 

soit J! = 10,216 ; 0,284. 
ATTENTION 

2. Sur un échantillon n = 1250, 39 % des Il ne faut pas confon- 
femmes se garent en marche arrière. SA NE Lu 

2e Ÿ , fluctuation et un inter- 
L'intervalle de confiance à 95 % de la pro-  yalle de confiance (voir 

portion p de femmes appliquées à se garer  p. 335). 
en marche arrière est : ES 

1 

te 5-25 :059+ 750 | 
soit ]0,362 ; 0,418. 

52 % des femmes sont garées au centre de la place. 

L'intervalle de Forme à 95 % de la proportion p de femmes précises 
1 : 

est [0,52 - 30,52 +———|, soit ]0,492 ; 0,548[. 
| V1 71280 1250 fera | [ 

28 % des hommes se garent en marche arrière. 

L'intervalle de confiance à 95 % de la proportion p d'hommes appli- 
LT 1 

h. t O, 28 — } : 0,28 Ne | à qués à se garer en marche arrière es | 1250 1250 

= 

2 
=] 
a 

£ 
Fe] 
n 
[es] 

= 
ro 
Fe] 

Le] 

2 
U 
3 = 
Le 

LQ 
T 

J 
= 

a 
v 
A 

= 
un 
Lo 

soit ]0,252 ; 0,308... 

25 % des hommes sont garés au centre de la place. 

L'intervalle de confiance à 95 % de la proportion p d'hommes précis 
1 1 Clerc 

Ses 0 71250 | 
soit 10,222 ; 0,278. 

mm Exercice 9 
Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramètres 

n et p, où nest un entier naturel très grand et p un nombre appar- 

tenant à JO ; 1[. 



X,-— 
On note Z, la variable aléatoire définie par Z,= ren 

Comme X, a pour espérance np et pour écart-type /np(1- p), Z, a 

pour espérance 0 et pour écart-type 1. 

On a vu (voir le chapitre 14) que, lorsqu'une variable aléatoire Y suit 

la loi normale N(0,1), on a P(-1,96<Y <1,96)= 0,95. 

On remplace Y par Z, : 
X= TP 

Vnp(- p) 

= P(-1,96 /np(1- p) <X,-np <1, Rs 4 )) 

= P(np-1,96 /np(1- p) <X, <np+1, 96/npû= p)) 

3 SPORE RE GR = Pp-1,96 es < : <p+1,96 2 : 

P(-1,96<2,<1,96)= (1, d 96<. <1,96) 

D'après le théorème de Moivre-Laplace, P(-1,96<Z,<1,96) tend 

1,96 4 x? . 

vers À e 7 dx lorsque ñ tend vers + c, ce que l’on traduit en 
-196 ÿ 2T q É 4 

langage de limite par lim P(- 1,96 Z, <1,96)= P(—-1,96 <Y <1,96). 

Donc : 

lim | p-1,56< RSR << p+1,96 REP 

Exercice 10 

L'intervalle de fluctuation de la variable aléatoire FEES 

| 1e É SE | où p est la proportion (connue ou à estimer) dans 

la RERTAÈR avec une BP d'au moins da à 0,95. 

Or Re|p- p+7] & p- FRE 

LL Spies “5 sets D NES EF, e et F.<p+e Se DE rt 

: << 1! L il <p<—=+E & c[R-iR+ Jr re 
La proportion p à estimer appartient donc à l'intervalle 

LE. — 7e PEACE | avec une probabilité au moins égale à 0,95. 



mm Exercice 11 

,5 pt 

,5 pt 

1. a. Chaque jeune présente ou non un risque élevé de perte d’audi- 

tion : on reconnaît une épreuve de Bernoulli. Le nombre de répétitions 

est n = 35 ; la probabilité de succès (risque élevé de perte d’audition) 
pour chaque jeune est 0,25. 

X suit donc la loi binomiale de paramètres n = 35 et p = 0,25. 

b. P(X=6)=(%°) 0,25" 0,75” + 0,094. 
c._ EX) = np=35 x 0,25 = 8,75: 

Dans une classe de 35 élèves, 9 jeunes en moyenne présenteront 

une perte d’audition précoce. 

2. La fréquence observée sur l’échantillon de 300 jeunes de 13 à 

17 ans est f = 0,25. 

L'intervalle de confiance à 95 % de a ve p dans un .. de 

pes 1 1 1200 élèves est f-if+]=|025- A2: 0, 25+-0 

soit ]0,221 ; 0,279. 

1200 x 0,221 = 265 ; 1200 x 0,279 = 335. 

Le nombre de jeunes dans ce lycée présentant un risque élevé 

de perte d’audition précoce est donc compris entre 265 et 335. 

ms Exercice 12 

1pt | 

,5 pt 

Partie A 

1. X, suit une loi binomiale de paramètres n = 2 300 et p = 0,30. 

Par hypothèse, n = 2300 > 30, np = 690 = S et n(1 -p)=1610 >= 5. 

Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de fluc- 

tuation asymptotique de la fréquenc 

70,30 x 0,70 F 30 x 0,70 
0,30 -1,96-— 0e :0,30+1,96-———— ET L 

soit I, = ]0,281 ; 0,3191. 

2. En réalité, parmi les patients suivis dans ce cabinet médical, 724 

avaient lors de leur dernière analyse un taux de cholestérol total 

trop élevé. 

La fréquence observée est f = HS 0,315: 

0,315 € 10,281 ; 0,319[. 
Donc, au seuil de risque 5 %, on ne peut pas rejeter l'hypothèse 

que 30 % des personnes ont un taux de cholestérol total trop élevé. 

Il : 15. Intervalle de fluctuation. Estimation 



Partie B 

1. L'intervalle de confiance à 95 % est jf pe ch + où f est le 

pourcentage observé et n la taille de l'échantillon. 

| Dyslipidémies Prévalences Intervalles de confiance 

| 1 1 | : 0,04- :0,04+ 
HYPER 4% | 2 300 2 300 

glycéridémie 
= ]0,019 ; 0,061 

1 1 DOS 10 
| 2 300 2 300 

= 10,029 ; 0,071 

Hyperlidémie 

mixte 
S % 

1 1 Dir 01e 
| - 2 300 2 300 

= ]0,099 ; O,141[ 

HDL bas 

1 it $ 0,30 -——— ; 0,30 + Hypercholesté 30 % | /2 300 2 300 | 
rolémie pure 

= ]0,279 ; 0,321[ 

2. L'intervalle de confiance à 95 % des patients présentant un taux 
de LDL-cholestérol supérieur à 1,6 g/L parmi les 724 ayant un taux 
de cholestérol total trop élevé est : 

1 1 0,86-—=— ;0,86+———|= 10,823 ; 0,897. 
| 724 724 | 

724 x 0,823 = 596 ; 724 x 0,897 = 649. 

Le nombre de patients du cabinet médical présentant un taux de 
LDL-cholestérol supérieur à 1,6 g/L est donc compris entre 596 et 649. 

x Exercice 13 

1. X, suit une loi binomiale de paramètres net p. 

1pt 2. Par hypothèse, n = 160 > 30 et 0,5 < p <0,95, donc 5 < 80 < np 
ets <8 <n(1-p). . 
Les conditions étant satisfaites, on peut utiliser l'intervalle de 

fluctuation asymptotique de la fréquence A autseuilr0 95: 

2e CR PI YP(= p) 
L.= D 1,96 Fe PART ee mec 



PE) 3.$i 1. co pen alors P(X, > 160) < P( À EL.). 

Par définition de l'intervalle de fluctuation asymptotique de la fré- 

quence Àe au seuil 0,95, P( À 1.) z 0,95, donc P( À Œ 1.) z 0,05. 

On en déduit P(X, >160)< 0,05. 

5pt ] 4. a. Si I,C [O , nu, alors PAL ER < 160, 
n 

pn +1,96 PP xn< 160, d'où pn+1,96/n/p(1-p) -160< 0. 

pt ) b. f(x)=px+1,96/x/p(1-p) -160. 

La fonction f est dérivable sur ]0 ; + cl et 
ne CONSEIL | 

a pour dérivée : 1 à Il ne faut pas passer trop | 
f@) = p+1,964 p(1 -p) X——. de temps dans l'étude de | 

2Vx fonction ; vos connais- | 
Sa dérivée étant strictement positive, la  sances à ce sujet sont éva- 

fonction f est strictement croissante sur  luées dans d’autres exer- | 
[O ; + col. cices. Allez à l'essentiel. | 

On a f0)=-160 et lim f(x) = + co. D FI NI 74 

Comme 0 € |-160 ; +, l'équation f{x) = 0 admet une solution 

unique Xx,. s 

On en déduit le signe de f: si x < xs, alors f{x) = O et si x > x,, alors 

fx) > 0. 

L'entier n, cherché est alors la partie entière de x, et on a : 

sin <n,, alors f{n) < 0, et sin > n,, alors f{n) > O. 

5 pt | c. Courbes représentatives de f pour p = 0,85, p = 0,9 et p = 0,95 : 
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Spt) d. Pour p = 0,85, on trouve n, = 177 ; pour p = 0,9, n, = 169; 

pour p = 0,95, n, = 162. 



&} Divisibilité dans Z 

Arithmétique 

Dans ce chapitre, a, b et c désignent des entiers relatifs. 

a. Diviseurs d'un nombre relatif 
# On dit que b divise a (ou que b est un divi- 

seur de a ou encore que a est un multiple de b) 

lorsqu'il existe un entier relatif k tel que a=bXKk. 

À NOTER 
0 est multiple de tout 

entier mais n’est diviseur 

= Un entier relatif a différent de O0; 1et-1a que 2E re 
toujours au moins 4 diviseurs :a;-a;let-1. 

m La notation b|a signifie b divise a. 

a bla = |b| < |a|. 

s Si bla et cb, alors ca. 

s Si cla et cb, alors c divise toute combinaison linéaire de a et b, c'est-à- 

dire tout nombre s'écrivant am + bn où m et n sont des entiers relatifs. 

En particulier, ‘si c divise a et b, alors il divise a — b et a + b. 

b. Nombres premiers dans N 
sa Un nombre entier naturel qui a exac- 

tement deux diviseurs dans N (1 et lui- 

même) est appelé nombre premier. Il 

existe une infinité de nombres premiers. 

À NOTER. 
1 n'ayant qu'un seul diviseur | 
n'est pas premier. 
2 est le seul nombre premier pair. | 

s Tout nombre entier naturel n supérieur à 1 s'écrit comme produit de 

nombres premiers. Cette écriture est unique (à l’ordre des facteurs près) et 

s'appelle la décomposition de n en produit de facteurs premiers. 

F1 Division euclidienne dans Z. Congruences 
a. Division euclidienne de a par b (b non nul) 
# Quels que soient a et b, il existe un couple (q ; r), avec q entier relatif 
et r entier naturel, tel que a =bq+retO0=<r< pb. 



Ce couple est unique et l'égalité a = bq + r est appelée division euclidienne 
de a par b dans Z. 

# a est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste de cette division 
euclidienne. 

# Il y a donc exactement [b| restes possibles dans une À NOTE 
division euclidienne par b. Ces restes possibles sont ble équivaut à r=0. | 
otus el RP LR RS 

b. Congruences 
s Soit # un entier naturel supérieur à 1. 

On dit que a est congru à b modulo n, lorsque a et b ont le même reste 
dans la division euclidienne par n. 

On note a = b [n] ou a = b (mod n). 

m Propriétés : 

a = b [n] équivaut à n divise (a — b). 

a = 0 [n] équivaut à a est un multiple de n. 

Sia =bfn]et b= cn], alors a = c [nl]. 

Si a = b [n], alors, quel que soit c,a+c=b+c [nl]. 

Si a = b [n], alors, quel que soit l’entier relatif k, ak = bk [n]. 

Si a = b [n], alors, quel que soit l’entier naturel m, a" = b" [n]. 

Si a = b [n], alors il existe un entier relatif k tel que a = b + kn. 

Si a = b[n] et 0 < b < n, alors b est le reste de la division de a par n. 

E) PGCD 
a. PGCD de deux nombres entiers naturels 

# On appelle PGCD de a et b deux entiers naturels, le plus grand diviseur 

commun à a et b. On le note a /\ b. 

a Si a /\ b = 1, alors a et b n'ont pas d’autres diviseurs communs que 1. 

On les dit premiers entre eux. 

m Tout diviseur commun à a et à b est un diviseur de leur PGCD. 

b. Deux grands théorèmes 

# Théorème de Gauss : Si abc et a /\ b = 1, alors alc. C ROC, p. 364 

x Théorème de Bézout : a /\ b = 1 si, et seulement si, il existe deux entiers 

relatifs u et v tel que au + bv = 1. 
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hi Déterminer Le PGCD de deux nombres 

Énoncé 
Déterminer le PGCD de 594 et 180. 

Deux méthodes sont possibles pour déterminer le PGCD de 594 et 180 : 

- soit on utilise l’algorithme d’Euclide (voir l'exercice 2) ; 

— soit on procède en décomposant les deux nombres en produits de 

facteurs premiers. 

Corrigé détaillé 
On écrit les décompositions de 594 et 180, en essayant successivement les 

divisions par les nombres premiers (2;5;5;/0 11:13:17 

On obtient 594=2x3x11et180=22x 3x5. 

Le PGCD est composé des facteurs communs aux deux décompositions, 

muni chacun du plus petit des exposants avec lequel il apparaît. 

Les facteurs premiers communs sont 2 et 3, le plus petit des exposants pour 

2 est 1, le plus petit des exposants de 3 est 2. 
, L. 

Le PGCD de 594 et 180 est donc 2! x 32 = 18. 

Résoudre une équation 
du type au + bv = 1 - 

Résoudre dans 72 l'équation S9u + 16v = 1. 

Savoir-faire - 

m D’après le théorème de Bézout, cette équation a des solutions car 59 
et 16 sont premiers entre eux. 

m On commence d'abord par chercher une solution particulière. 

s On exprime ensuite les solutions générales en fonction de cette 
solution particulière. 



Corrigé détaillé 

# Recherche d’une solution particulière : On écrit les divisions eucli- 
diennes successives jusqu’à avoir un reste égal à 1, le diviseur et le reste de 
l'une devenant le dividende et le quotient de la suivante : 

59=16x3+11 (L,) 

16=11xX1+5 (L,) 

LS A2, (L.) 

On part de la dernière ligne, on isole le produit 5 x 2 : 
SX 2e 11 =i- 

On multiplie la ligne précédente par 2 pour faire apparaître 5 x 2 : 
16xX2=(11Xx1)x2+5x2. 
On remplace 5 x 2 par l'expression obtenue grâce à la ligne L, : 
16x2=11x2+11-1. 
On regroupe les « 11 » :16x2=11 x 3-1. 

On isole 11 x 3 ; on obtient 11 x 3 = 16 x 2 + 1. 

On multiplie la ligne L, par 3 pour faire apparaître 11 x 3 : 

59 x 3 = (16 x 3) x3 + 11 x 3. 

On remplace 11 x 3 par l'expression obtenue à l'étape précédente : 

59xX3=16x9+16x2+1. 
D'où 59 x 3 = 16 x 11 + 1 et donc (E”) : 59 x 3 + 16 x (- 11) = 1. 

(3 ; - 11) est une solution particulière de l'équation S9u + 16v = 1. 

# Recherche des solutions générales : 

Si (4 ; y) est une solution, on a (E) : S9u + 16v = 1. 

On soustrait membre à membre (E) et (E') ; 

on obtient 59(u — 3) + 16(v + 11) = 0, 

ce qui peut s'écrire 59(3 — u) = 16(v + 11) (F). 

16 divise le produit 59(3 — u) et 16 est premier avec 59 ; d’après le théorème 

de Gauss, 16 divise (3 — u). 

Il existe donc un entier relatif k tel que 16k = 3 — u, c'est-à-dire u = 3 — 16k. 

En reportant dans l'équation (F), on obtient 59 x 16k = 16(v + 11). 

59Kk = v + 11 équivaut à v = — 11 + 59K. 

Si (u ; v) est une solution de l'équation 59u + 16v = 1, alors il existe un 

entier relatif k tel que u = 3 - 16k et y =- 11 + 59. 

Réciproquement, si u = 3 — 16k et v =- 11 + 59, il est facile de vérifier que 

S9u +16v = 1. 
Conclusion : Les solutions de l'équation sont tous les couples : 

(3 — 16k ; - 11 + 59Kk), où k E Z. 
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Déterminer Le reste dans La division 

euclidienne de a° par n 

Déterminer le reste dans la division euclidienne de 59917** par 9. 

# On cherche le reste de 599 dans la division euclidienne par 9. 

# On cherche ensuite le plus petit ñn non nul tel que r” soit congru à 

1 modulo 9. 
On effectue enfin la division euclidienne de 1 234 par n. 

Division de 599 par 9 : 

599=9Xx66+5, 

donc 599 =:5 [9]. 

Tableau de congruences : 

On dresse un tableau des congruences de 5" modulo 9 selon les valeurs de 

l’entier n jusqu’à obtenir 1. 

Congruences de 5” modulo 9 

Le plus petit entier non nul tel que 5"= 1 [9] est 6. 

Division euclidienne de 1234 par 6 : 1 234 = 6 x 205 + 4. 

Ona S998 = SES OT= (PP RS NOIRS" DIS TT 

Or, d’après le tableau précédent, 54 = 4 [9]. 

Le reste dans la division euclidienne de 59912 par9 est 4. 



Résoudre une équation dans Z 
avec Les congruences 

Pour quelles valeurs de n l’entier A(n) = n° + n? - Sn + 1 est-il multiple de 3 ? 

# On étudie les congruences modulo 3 de A(n) en fonction de celles de n. 

# On présente les résultats dans un tableau. 

Corrigé détaillé 

Les restes possibles dans la division euclidienne par 3 sont 0 ; 1 ou 2. 

On peut alors établir le tableau où les nombres sont des congruences 
modulo 3. 

An) =n+n-5n+1 

1 

Ge e le. 

Un nombre est divisible par 3 si, et seulement si, il est congru à 0 modulo 3. 

A(n) est multiple de 3 si, et seulement si, n = 2 [3], c'est-à-dire si, et seule- 

ment si, il est de la forme : 

2+3k,aveckE Z. 
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Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e On peut additionner, soustraire et multiplier les congruences de 

même module, mais en général on ne peut pas diviser une congruence 

par un entier. 
Par exemple, 27 = 15 [12], mais 9 n’est pas congru à 5 modulo 12. 

[] Là 
C Exercice 1, p.362 

e La règle « un produit est nul si un des facteurs au moins est nul » 

ne s'applique pas avec les congruences. 

6x5 =07[15], mais ni 6 ni 5 n'est congru à O0 modulo 15. 

© Exercice 15, p. 364 

e Il faut faire attention dans les raisonnements à bien traiter les équi- 

valences. En particulier, dans la résolution des équations de la forme 

au + bv = d, n'oubliez pas la réciproque. : ; 
© Exercices 5 et 10, p. 363 

e Un nombre divisible par a et par b n'est pas nécessairement divi- 

sible par le produit ab. Cette implication n'est vraie que si a et b sont 

premiers entre eux. 

Par exemple, 60 est divisible par 2 et par 3, donc par 6, car 2 et 3 sont 

premiers entre eux. 

60 est divisible par 4 et 10, mais n’est pas divisible par 40. 

© Exercice 3, p. 362 

Un point en + sur la copie 
e Quel que soit l’entier n, n et n? ont la même parité : soit ils sont tous 

les deux pairs, soit ils sont tous les deux impairs. 

e Un entier nest un carré parfait si, dans sa décomposition en produit 

de facteurs premiers, tous les exposants sont pairs. 

e On appelle PPCM de a et b le plus petit des multiples communs à a 

et à b. C’est toujours un diviseur du produit ab et on a : 

PPCM (a ; b) x PGCD (a ; b) = a x b. 

Par exemple, si a = 12 et b = 30, alors : 

PGCD(12 ; 30) = 6 et PPCM(12 ; 30) = 60. 



anrmrs Chem pour réviser Le cours sm 

& Combien y a-t-il de couples 
d’entiers relatifs (x ; y) solutions de 
l'équation x? - y2 = 10 ? 

Q a.0. Q b. 2. Q c. 4. 

Es On admet que le couple (3 ; - 1) 

est une solution de l'équation 
12x + 35y = 1, alors : 

Q a. 12 divise (y + 1). 

Q b. 12 divise (y — 1). 

Q c. 12 divise (x — 3). 

[3] L'équation 24x + 9y = 5 dans 72 
admet : 

Q a. une infinité de couples solutions. 

Q b. un seul couple solution. 

Q c. aucun couple solution. 

O Quel que soit l’entier naturel n, 
N= 56n+1 + 23n+1 : 

Q a. est toujours divisible par 3. 

Q b. est toujours divisible par 5. 

Q c. est toujours divisible par 7. 

6 On considère l'équation : 

x2-x+4=0[6]. 

Dans Z : 
Q a. toutes ses solutions sont paires. 

Q b. si x est une solution, alors x a 
pour reste 2 ou 5 dans la division eucli- 
dienne par 6. 
Q c. l'équation a pour seules solutions 
des multiples de 6. 

@ si a = 1 789 et b = 2 012, alors 
N=4: 
Q a. a pour reste 1 dans la division 
par 7. 

Q b. est divisible par 7. 

Q c. est un nombre premier. 

C Corrigés, p. 367 

a Laquelle des propositions 
suivantes est exacte ? 

Q a. Si 10a — 4b = 4, alors a \b=4. 

Q b. L'équation 10a — 4b = 3 n'a pas 
de solution dans Z2. 

Q c. Si 10a — 4b = 2, alors a \b= 2. 

[8 La division euclidienne de a par 

b (deux entiers naturels) donne pour 

quotient q et pour reste r. 

La division euclidienne de (a + 15) par 

(b #5) donne aussi pour quotient q 

et pour reste r. 

Laquelle des propositions suivantes 

est exacte ? 

Q a. Il est impossible de trouver un 

couple (a ; b) satisfaisant ces condi- 

tions. 

Q b.g=3. 

Dc.r=0. 

O Soit n un entier naturel. 

Laquelle des propositions suivantes 

est exacte ? 

Q a. Si 5 divise n et 7 divise n, alors 

35 divise n. 

Q b. Si 6 divise n et 10 divise n, alors 

60 divise n. 

Q c. Si 12 divise 3n, alors 12 divise n. 

(10) Soit n un entier naturel. 

n°+6: 

Q a. est multiple de 7 si n n'est pas 
multiple de 7. 

Q b. est multiple de 7 si n est multiple 

de 7. 

Q c. n’est jamais multiple de 7. 

= 

ENTRAINEMENT 
16. Arithmétique 



mem EXCTCICES mm | 

mm Exercice 1 © Corrigés, p. 368 

Résoudre, dans Z, 3n2 = 6 [9]. 

mm Exercice 2 © Corrigés, p. 368 

Tester l'algorithme suivant écrit pour n = 12, puis ñn = 105 et enfin 

n = 97. (L'instruction floor(x/l) apparaissant ligne 13 renvoie la partie 

entière de x/I.) 

1 VARIABLES x: 

2 n EST_DU_TYPE NOMBRE 

3 L'EST-DUSTYPEEISITE 

4 | EST_DU_TYPE NOMBRE 

5 J EST DU TYPE NOMBRE Ë 

6 x EST_DU_TYPE NOMBRE 

7 DÉBUT_ALGORITHME 

8 

9 

LIRE n 
x PREND_LA_VALEUR n 

10 JPREND_LA_VALEUR 1 
11 POUR | ALLANT DE 2An 
1äs DEBUT_ POUR 
13 TANT_QUE (floor (x/1) = x/l) FAIRE 
14 DÉBUT_TANT_ QUE 

15 x PREND_LA_VALEUR x/ 
16 L[]] PREND_LA_VALEUR | 
17 AFFICHER L{|] - 
18 JPREND_LA_VALEUR }+1 
19 FIN_TANT_QUE 
20 | FIN_POUR 
21 FIN_ALGORITHME 

Justifier que les éléments de la liste L sont des nombres premiers. 

Que fait cet algorithme ? 

mm Exercice 3 © Corrigés, p. 368 
Quel est le nombre de diviseurs de 720 ? 



= Exercice 4 © Corrigés, p. 369 
Soient p et g deux entiers naturels. 

On pose a = 9p + 4q et b = 2p + q. 

1. Montrer que a /\b = p /\ q. 

2. Prouver que (9p + 4) et (2p + 1) sont premiers entre eux. 

mm Exercice 5 © Corrigés, p. 369 

1. Déterminer tous les entiers naturels n tels que se soit un entier. 

2. Montrer que, quel que soit l’entier n, la fraction : ; 

ductible. 

est irré- 

mm Exercice 6 © Corrigés, p. 369 

Déterminer, par la mise en œuvre de l’algorithme d’Euclide, le PGCD 

de 594 et 60. 

mms Exercice 7 © Corrigés, p. 370 

Soit p un nombre premier. 

Démontrer que si p = 7, alors p* — 1 est divisible par 240. 

mm Exercice 8 © Corrigés, p. 371 
Déterminer le reste dans la division par 13 de 4 579* 

== Exercice 9 © Corrigés, p. 371 

Soit n un entier naturel. Déterminer les entiers naturels n tels que 

n +(n+1)2 + (n +2} soit multiple de 7. 

mmm« Exercice 10 © Corrigés, p. 372 

Résoudre, dans Z, x4+ 5x3 + 4x2 = 0 [5]. 

« Exercice 11 © Corrigés, p. 372 

Démontrer que si la somme de deux fractions irréductibles est un 

entier, alors les dénominateurs de ces fractions sont égaux. 

= 

ENTRAINEMENT 
16. Arithmétique 
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mm“ Exercice 12 © Corrigés, p. 372 
Résoudre, dans Z, l'équation 8x — 5y = 3. 

mm Exercice 13 © Corrigés, p. 373 
Montrer que 5" + 52 + 5" + 1 est divisible par 13 si, et seulement si, 

n n'est pas divisible par 4. 

L 

«x Exercice 14 © Corrigés, p. 373 
Soit p un nombre premier. 2p? et 2p° peuvent-ils être parfaits (c’est-à- 

dire égaux à la somme de leurs diviseurs propres) ? 

= Exercice 15 © Corrigés, p. 374 
Soit n un entier naturel. Le reste de la division euclidienne de # 

par 12 est 6, le reste de la division euclidienne de n par 19 est 13. 

Quel est le reste de la division euclidienne de n par 228 ? 

mx Exercice 16 © Corrigés, p. 374 

ROC On reprend les notations usuelles de la division euclidienne 

de a par b. 
* D 

Démontrer que le PGCD de a et b est égal au PGCD de betr. 

mm Exercice 17 © Corrigés, p. 375 

ROC Démontrer le théorème de Gauss à partir du théorème de 
Bézout. Fe 

mm Exercice 18 ( 60 min, 4pts © Corrigés, p. 375 

(D'après sujet national, 2011) Soient p et q deux entiers naturels tels Bat & 
> 
ke que p et q sont premiers entre eux. < 

1. Déduire du théorème de Gauss que, si a est un entier relatif tel que 

a = 0 [p] et a = 0 [q], alors a = 0 [pq]. 

2. On se propose de déterminer l’ensemble S des entiers relatifs n 

vérifiant le système : 

n=91[17] 

F = 31(5]. 



On désigne par (u ; v) un couple d’entiers relatifs tel que 17u +5v = 1. 

a. Justifier l'existence d’un tel couple (u ; v). 

b. On pose n, = 3 x 17u +9 x 5Sv. 

Démontrer que n, appartient à S. 

c. Donner un exemple d’entier n, appartenant à S. 

3. Caractérisation des éléments de S. 

a. Soit n un entier relatif appartenant à S. 

Démontrer que n -n, = 0 [85]. 

b. En déduire qu'un entier relatif n appartient à S si, et seulement si, 

il peut s’écrire sous la forme n = 43 + 85k, où k est un entier relatif. 

4. Zoé sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons. 

Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9. Si elle fait des tas de 
5 jetons, il lui en reste 3. 

Combien a-t-elle de jetons ? 
C2 

mm Exercice 19 ( 60 min, 5pts © Corrigés, p. 376 

Te (Amérique du Sud, novembre 2010) Pour tout entier naturel n supérieur 

ou égal à 2, on pose A(n) = n“ + 1. 

L'objet de l'exercice est l'étude des diviseurs premiers de A(n). 

1. a. Étudier la parité de l’entier A(n). 

b. Montrer que, quel que soit l’entier n, A(n) n’est pas un multiple de 3. 

c. Montrer que tout entier d diviseur de A(n) est premier avec n. 

d. Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n), n = 1 (modulo d). 

2. Recherche de critère 

Soit d un diviseur de A(n). On note s le plus petit des entiers naturels 

non nuls k tels que n' soit congru à 1 modulo d. 

a. Soit k un tel entier. En utilisant la division euclidienne de k pars, 

montrer que s divise K. 

b. En déduire que s est un diviseur de 8. 

c. Montrer que si, de plus, d est premier, alors s est un diviseur de d — 1. 

On pourra utiliser le petit théorème de Fermat : « Si p est un 

nombre premier et g un entier naturel premier avec p, alors g!' = 1 

modulo p. » 

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas où n est un 

entier pair 

Soit p un diviseur premier de A(n). En examinant successivement les 

cas s = 1, s = 2 puis s = 4, conclure que p est congru à 1 modulo 8. 
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4. Dans cette question, toute trace de recherche, même incomplète, 

sera prise en compte dans l’évaluation. 

Appliquer ce qui précède à la recherche des diviseurs premiers de A(12). 

Indication : la liste des nombres premiers congrus à 1 modulo 8 débute 

par 1741576 509897,4113,;187%% 

mm Exercice 20 ( 60 min, 5pts © Corrigés, p. 377 

Ve pr (Antilles-Guyane, 2011) ' e 

1. Soit l'équation (E) : 11x- 7y=S5, où x et y sont des entiers relatifs. 

a. Justifier, en énonçant un théorème, qu’il existe un couple d’entiers 

relatifs (u ; v) tels que 11u — 7v = 1. Trouver un tel couple. 

b. En déduire une solution particulière de l'équation (E). 

c. Résoudre l'équation (E). 

d. Dans le plan rapporté à un repère orthonormé (o Li), on 

considère la droite ® d’équation cartésienne 11x — 7y - 5 = 0. On 

note C l’ensemble des points M{x ; y) du plan tels que 0 < x < 50 

et0<y< S0. 

Déterminer le nombre de points de la droite % appartenant à l’en- 

semble C et dont les coordonnées sont des nombres entiers. 

2. On considère l'équation (F) : 11x? — 7y? = 5, où x et y sont des 

entiers relatifs. 

a. Démornitrer Que si le couple (x ; y) est solution de (F), alors x? = 2y? 

(modulo 5). 

b. Soient x et y des entiers relatifs. 

Recopier et compléter les deux tableaux suivants. 

Module 5, xesteomgma | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 
[Module 5, est congraa | | | | |. 
| Modulo 5, y est congru à 1 2 RES BE 

Modulo 5, 27° est congru à LE uervheis:thid 

Quelles sont les valeurs possibles du reste de la division euclidienne 

de x?et de 27? par 5 ? 

c. En déduire que si le couple (x ; y) est solution de (F), alors x et y 

sont des multiples de 5. 

3. Démontrer que si x et y sont des multiples de 5, alors le couple (x ; y) 
n’est pas solution de (F). 

Que peut-on en déduire pour l'équation (F) ? 



sms QCM 

© a. x? — y? = 10 équivaut à (x — y)(x + y) = 10. 

Or10=(-1)x(—-10)=(-2)x(-5)=1x10=2xSs. 

La somme des deux facteurs est toujours un nombre impair ; or elle 

doit être égale à 2x, donc il n'y a pas de solution. 

[2] a. On arrive à 12(x — 3) = 35(- y — 1), ce qui prouve que 12 divise 
(—y-1), donc (y + 1). 

[3] c. PGCD(24 ; 9) =3 et S n'est pas un multiple de 3, donc l’équa- 
tion n'a pas de solution. 

Q c. Sin =0, on a N = 7 qui n'est pas divisible par 3. N n'est pas 

divisible par 5, car S divisant 5°"*1, il devrait diviser 2%", ce qui est 

impossible, 5 et 2 étant premiers entre eux. On peut aussi remarquer 

ques=1li/let2 24/1, donc N=S +:2=01[71]. 

@ +. On peut établir un tableau de’congruences modulo 6, ou bien 

éliminer la réponse a. en prenant x = 5 et la réponse c. en prenant 

x = 6. 

@ à. On remarque que 1 789 = 4 [7] ; 4= 1 [7] et 2 012 est un mul- 
tiple de 4. On élimine la réponse b. car 1 789 n'est pas un multiple 

de 7 et 7 est un nombre premier. On élimine la réponse c. car N est 

un produit de facteurs. 

@b.10a-4b-4S 5a-2b=-2 PGCD(a; b)=2 

10a — 4b = 3 n'a pas de solution car, quels que soient a et b, 10a - 4b 

est pair tandis que 3 est impair. 

10a-4b=28 5a-2b=1e PGCD(a; b)=1. 

@b.Ona(a+15)=(b+5)g+rea+15=bq+r+5qe 15=5q 

puisque a = bq + r, donc q = 3. 

On peut prendre a = 20 et b = 6 ; on a alors 200=6x3 +2 

et35=11%x3#+2;q=3etr=2. 

@ a. On élimine la réponse b. en prenant n = 30 divisible par 6 et 

par 10, maïs non par 60. On élimine la réponse c. en prenant n =8, 

alors 12 divise 3n = 24, mais 12 ne divise pas 8. 

© a. Il suffit de dresser un tableau des ele modulo 7. 

ARE EE DEENENES 
n$ + 6 est toujours multiple de 7, sauf quand n est lui-même multiple 
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a" Exercice 1 

On dresse un tableau des congruences modulo 9. 

L'équation 3n2 = 6 [9] n’a pas de solution. 

mx Exercice 2 

Pour n = 12, on obtient en affichage CONSEIL 
25258: Apprenez à retrouver très vite 

= : De la liste des nombres premiers Pour n = 105, on ne D O7 HÉicusAM00 2 ETe 

Pour ñn = 97,on obtient 97. 11;:13:17:19:23;:29:31; 

Un nombre I est mis dans la liste L 37;41;43;47;53;59;61; 

(ligne 16) s'iidimsex(Goncmierx] 67 ;71;73;79;83 89 ;97- 

prend la valeur # 

On teste de nouveau la division par 1. Ainsi 1 est mis dans L autant 

de fois qu'il divise n, puis l’algorithme teste l’entier suivant. 

Ainsi, si d est un diviseur non premier de n, il s'écrit kd”. En particulier, 

si d’ est inférieur à d, d’ aura été testé avant d. Lorsque la division par 

4 sera testée, x ne sera pas divisible par d’, donc non divisible par d, 

et d ne sera pas mis dans la liste L. 

Cet algorithme donne sous forme de liste la décomposition en 

produit de facteurs premiers de n. 

um Exercice 3 

On commence par décomposer 720 en produit de facteurs premiers : 

12022 K35%X0: 

Un diviseur de 720 peut donc avoir 2 dans sa k 
dé sa CONSEIL 
écomposition avec un exposant 0 ;1;2;3 

: , se Pour gagner du temps, 
ou 4 (il existe donc 5 possibilités). utiliser les otre de 

Pour chacune de ces possibilités, on peut  divisibilité par 2;3;5. | 

faire apparaître un facteur 3 avec un expo- 77777" 

sant 0 ; 1 ou 2 (il existe donc 3 possibilités pour chacune des 5 pré- 

cédentes). 

— 



De plu oi so . So de _ on peut À NOTER. 

pparaître un acteur 5 avec l'exposant On pourrait recenser le | 
0 ou 1 (c'est-à-dire encore 2 possibilités pour nombre de cas possibles 

chacun des 5 x 3 = 15 cas). par un arbre, comme en } 

Il y a donc 15 x 2 = 30 décompositions Probabilités. 
possibles en utilisant les diviseurs premiers 
de 720, ce qui revient à dire que 720 possède 30 diviseurs dont 

Les 3x Set 720 2% 32% 51 

= Exercice 4 

1. On pose a = 9p + 4q et b = 2p + q. 

Soit k un diviseur commun à a et b, alors k divise toute combinaison 

linéaire de a et de b. 

En particulier, il divise 9h — 2a, c'est-à-dire g, et il divise a — 4b, c'est-à- 

dire p. 

Il divise donc p et g et donc leur PGCD. Ainsi le PGCD de a et b divise 

le PGCD de p et q. 

Réciproquement, le PGCD de p et g, divisant p et q, divise a et b. 

Il divise donc leur PGCD. 

D'où PGCD(a ; b) = PGCD(p ; q). 

2. D'après ce qui précède, PGCD(9p + 4 ; 2p + 1) = PGCD(p ; 1) = 1. 
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mms Exercice 5 

1. et est un entier équivaut à (n + 4) divise (n + 27) et donc à 

(n + 4) divise (n + 4) + 23, soit (n + 4) divise 23. 

Or 23 n’a que deux diviseurs : 1 et lui-même. 

Comme nest un entier naturel, on ne peut pas avoir ñn + 4= 1, donc 

on a ñn + 4 = 23, d'où n = 19. 

2. Il s’agit de montrer que (2n + 1) et (3n + 1) sont premiers entre eux. 

Soit d un diviseur commun à (2n + 1) et (3n + 1) ; d divise toute 

combinaison linéaire de (2n + 1) et (3n + 1) ; en particulier, d divise 

3(2n + 1) - 2(3n + 1) = 1, donc d= 1. 

mms Exercice 6 
Tant qu’on obtient un reste non nul, on effectue des divisions 

euclidiennes successives, le diviseur et le reste de l’une devenant le 

dividende et le diviseur de la suivante. Le dernier reste non nul est 

le PGCD de a et b. 



594 = 60 x 9 + 54 

60=54x1+6 

54=6x9+0 

Le dernier reste non nul est 6, donc 594 /\ 60 = 6. 

as Exercice 7 

On commence par factoriser : p*— 1 = (p — 1)(p + 1)(p? + 1). 

L’entier p s'écrit sous une dés fories 4K, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3. 

Par hypothèse, p est un nombre premier À NoTER: 

supérieur à 7. Il n’est donc pas multiple de Il's’agit d’une -consé: 

4 et il est impair. On élimine les formes 4K,  Quence de la défini- 
et 4k + 2. tion de la division | 

: 
RERO: 

r: euclidienne par 4 ; les 
S'il est de la forme 4Kk + 1, alors p — 1 est EDEN cout 

multiple de 4 et p + 1 multiple de 2, donc 6 1, 2 ou 3. 
(p — 1) + 1) est multiple de 8. 

S'il est de la forme 4K + 3, alors p + 1 est multiple de 4 et p — 1 est 

multiple de 2, donc (p — 1)(p + 1) est multiple de 8. 

Dans les deux cas, (p — 1)(p + 1) est multiple de 8. 

D'autre part, p est impair, donc p? l'est aussi ; d’où p? + 1 est pair, 

donc divisible par 2. 

Donc (p = 1)(p + 1)(p2 + 1) est divisible par 8 x 2 = 16. 

D'autre part, p n’est pas multiple de 3, il s'écrit donc 3k + 1 ou 3k + 2. 

S'il est de la forme 3Kk + 1, alors p — 1 est multiple de 3. 

S'il est de la forme 3Kk + 2, alors p + 1 est multiple de 3. 

Dans les deux cas, (p — 1)(p + 1) est multiple de 3. 

Enfin p est premier, il n’est donc pas non plus multiple de 5 :'il est 

donc d’une des formes 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4. 

S'il est de la forme 5Kk + 1, alors p — 1 est multiple de 5. 

S'il est de la forme 5Kk + 4, alors p + 1 est 

multiple de 5. Re 
| 

k est une variable muette, | 

S'il est de la forme 5k + 2, alors p2 + 1 aucune valeur particulière | 
st de IA One OS POUPEE SP] neluies aie 2 
donc multiple de 5. 

S'il est de la forme 5k + 3, alors p 2 + 1 est de la forme 25k2 + 30K + 9 + 1, 

donc multiple de 5. 



Dans tous les cas, l’un des facteurs de 

(p — 1)(p + 1)(p2 + 1) est multiple de 5, 

donc p* — 1 est multiple de 16, de 3 et 

de 5. Ces nombres sont premiers entre 

eux deux à deux, p{- 1 est donc mul- 

tiple de 16 x 3 x 5 = 240. 

ms Exercice 8 

On commence par chercher une congruence de 4 579 modulo 13. 
Pour cela, on effectue la division euclidienne de 4 579 par 13. 

4 579 = 13 x 352 + 3, done 4 579 = 3 [13]. 

Puis on cherche le plus petit entier n non nul tel que 3" = 1 [13]. 

On obtient successivement 3!= 3 [13] ; 32 = 9 [13] ; 3? = 1 [13]. 

On écrit alors la division euclidienne de 3 569 par 3 : 

3569 = 3 x 1189 + 2. 

Donc, modulo 13, on a 4 579356 = 3356 = 33x1189+2 — (33)1189 X 32= 9, 

Le reste dans la division euclidienne de 4 579% 56° par 13 est donc 9. 

mm Exercice 9 

On cherche les entiers naturels n tels 

que n +(n +1)? +(n +2) soit multiple 

de 7, c’est-à-dire congru à 0 modulo 7. 

On peut faire une table des congruences 

À NOTER | 
On procède à une démons- 
tration par exhaustion de 
cas (étude systématique 
de tous les cas possibles), 

fréquente en arithmétique. 

4 Ë ù ; 16. Arithmétique 

RAPPEL 
0, 1,2, 3, 4, 5, 6 sont les seuls | 

restes possibles dans une divi- | 
sion par 7, donc tout entier | 
est congru à un de ces entiers. | 

modulo 7. 

n 2+4/(24,b (n +2) | (n +2} n +(n +1)? +(n + 2) | 

ni 1 ‘À | 2 1 2 
ii PRE TG 4 
2 3 2 + 1 5 

3] 4 2 5 6 4 
4 dis 4 Han A 0 
5 6 1 0 0 6 

6 0 0 1 1 0 

L’entier n + (n + 1)2(n + 2)° est un multiple de 7 si, et seulement 

si, nest de la forme 7k + 4 ou de la forme 7Kk + 6. 



mms Exercice 10 
Quel que soit l’entier x, 5x° est un multiple de 5, donc 5x° = O [5]; 

d'autre part, 4 = - 1 [5], d'où 4x2 = - x2 [5]. 

L'équation est équivalente à x‘ + 4x2 = O0 [5] & x* -x2 

& x2(x — 1)(x + 1) = 0 [S]. 

On peut alors raisonner avec un tableau de congruences modulo 5. 

0 [5] 

x4+ 5x3 + 4x = O0 [5] si, et seulement si, x est de la forme 5Kk, 

5k + 1 ou 5k + 4, où k appartient à N. 

ms Exercice 11 

Soient Re et deux fractions irréductibles. 

On suppose qu'il existe un entier n tel que + + ri =n. 
. « 

Alors ad + bc = nbd. b divise nbd et b divise bc, donc b divise ad. 

Or a et b sont premiers entre eux, puisque la fraction est supposée 

irréductible, donc, d’après le théorème de Gauss, b divise 4. 

De la même façon, on démontre que d divise b, donc b = 4. 

mx Exercice 12 

Soit (x ; y) un couple solution de l'équation (E) 8x — 5y = 3. 

8x-5y=3S 5(x-y)+3x2=38 5x -y)=3—3x=3(x- 1). 

Comme 3 divise 3(x — 1), on en déduit que 3 divise 5(x — y). 

Or 3 ets sont premiers entre eux, donc, d’après le théorème de Gauss, 

3 divise (x — y). 

Il existe donc un entier relatif K tel que x — y = 3K, ce qui équivaut 
à x = y + 3k. 

On a donc (E)& 8(y+3k)-5y=3e 3y=3-24ke y =1-8k. 



Sn | Atom F 4 M} Cette question est 
Réciproquement, s’il existe un entier relatif tel … classique. Sa réponse, 

que x = 1 — 5k et y = 1 - 8k, alors 8x-5y=8- sans oublier la réci- 

40K — 5 + 40k = 3 ; d'où (x ; y) est solution de (E). … Proque, doit être mai- 
Les solutions de (E) sont donc les couples bre: nes 

(1 - 5K ; 1 —- 8k) où k est un entier relatif. 

= Exercice 13 

Soit S = 5%+ 52+ 51+ 1, alors 

SAS EE) EE) RAPPEL LUS 
On reconnaît en S la somme des  >°mme des MER Mr 

; ; métrique de raison q différente de 1 : 
4 premiers termes d’une suite Le 
géométrique de raison (5") et de 1+qg+@+...+qg=— CHER 

premier terme 1. MERE TNT NE RES 

Si nest un multiple de 4, alors il s'écrit 4k et 5"= (54). 

Or 5*=625 =1[13], donc 5" = 1[13]. 

On en déduit que S = 4 [13] : S n’est donc pas divisible par 4. 

Si n n’est pas un multiple de 4, alors (5”) n’est pas congru à 1 modulo 13. 

1= (5) _ 1=(59" 
155% O5" 

: À | | 16. Arithmétique 

Il est en particulier différent de 1, on a donc S = 

et S = 0 [13], puisque 5*= 1 [13]. 

On en déduit que S est multiple de 13. 

=“ Exercice 14 

m La liste des diviseurs de 2p? est 1; 2; p; 2p ; p? et 2p? (car p est 

premier). La somme de ses diviseurs propres est donc : 

S=1+2+p+2p + p? = 3 + 3p + p?. 

Peut-on avoir $ = 2p2 ? Répondre à cette question, c’est résoudre 

2p2=p2+3p+3=p2-3p-3=0. 

Cette équation n’a pas de solution entière. 

Si p est premier, 2p? n’est pas un nombre parfait. 

m La liste des diviseurs de 2p* est 1, 2, p, 2p, p?, 2p?, p* et 2p°. 

La somme de ses diviseurs propres est donc : 

S=1+2+p+2p + p2+2p2 +p°= 3 + 3p + 3p? +p°. 

S=2p#8 3 + 3p + 3p? = p", ce qui signifie que p* est divisible par 3 ; 

or 3 et p sont premiers, donc p = 3. 

Si 2p° est parfait, alors p = 3. Il est facile de vérifier qu’effective- 

ment, si p = 3, alors 2p°= 54, qui est parfait. 



x Exercice 15 
Si na pour reste 6 dans la division par 12, il existe un entier naturel 

k tel que n = 12K + 6. 

De même, il existe un entier naturel K’ tel que n = 19k’ + 13. 

On a donc 12k + 6 = 19k’ + 13, c’est-à-dire 12k — 19Kk’ =7 (relation 1). 

On cherche d’abord tous les couples d’entiers relatifs (k ; k’) satisfai- 

sant cette relation. 

I existe une solution évidente : k = — 1 et K’=-1. 

Si (u ; v) est une autre solution, alors on a 12u - 19v= 7 (relation 2). 

Donc, par soustraction membre à membre des relations 1 et 2, 

on à 12(k-u)-19(k -v)=0; 

12(k — u) = 19(K' — v) (relation 3). 

Comme 12 et 19 sont premiers entre eux, d’après le théorème de 

Gauss, cette égalité n’est possible que si 19 divise (k — u). 

Il existe donc un entier relatif f tel que k — u = 19f, c'est-à-dire 

u=Kk-19t=- 1-19 

En reportant dans la relation (3), il vient 12 x 19t= 19 (K'- y). 

Donc 12t= K’ — v, d'où v = k’ - 12t=- 1 — 12f. 

Réciproquement, s’il existe un entier f tel que u = — 1 — 19f et 

v=- 1-12, alors 12u - 19v=7. 

Les solutions de l'équation 12k — 19k’ = 7 sont donc tous les couples 

(-1- 19f ; Her avectE Z. 

L'entier n s'écrit donc 12 (- 1 - 19f) + 6 = - 6 - 228t, ce qui signifie 

que nest congru à — 6 modulo 228. 

Or le plus petit entier positif congru à -6 CONSEIL 

_ 

CORRIGES 

modulo 228 est 222. On utilise la propriété : 

On en conclut que le reste dans la divi- 2 _ : ie QE. 

sion de n par 228 est 222. RÉ PREE re. « 

mx Exercice 16 

Si d divise a et b, alors il divise r, car r = a — bq est'une combinaison linéaire 

de a et b. Donc d divise b et r ; par conséquent, il divise leur PGCD. 

Réciproquement, si d’ est le P es. SÉCCRÉREERA L'hoTer. 
il divise a car a = bq + r, combinaison linéaire L ; nc 

Nr À algorithme d’Euclide 
de b et r. Donc d’ divise a et b ; par consé-  e recherche du PGCD 
quent, il divise leur PGCD. de deux nombres re- 
On a donc d/d’ et d’Id, d'où d = d’. pose sur ce Héqème. 



mm Exercice 17 

Soient a et b deux entiers naturels premiers entre eux et c un entier 
tel que a divise bc. 

D'après le théorème de Bézout, il existe deux entiers relatifs w et v 
tels que au + by = 1. 

On a donc acu + bcv = c. 

a divise acu et a divise bcy, donc a divise c. 

On a montré que a divise bc et a et b premiers entre eux entraîne 
a divise c. 

mu Exercice 18 

1pt | 

),5 pt | 

), 5 pt ] 

T2 

1. On suppose ici que a = O0 [p], RAPPEL 
c'est-à-dire que a est multiple de p. Théorème de Gauss : « Soient 4, bet 
Il existe donc un entier relatif k © trois entiers relatifs non nuls ;Siq 

tel que a = pk divise le produit bc et si a est premier 

x avec b, alors a divise c. » | 
dinar at Qui et 11 FN SSSR 

c'est-à-dire que g divise a. Il divise donc le produit pk. Mais étant par 

hypothèse premier avec p, d'après le théorème de Gauss, il divise k. 

Ainsi, il existe un entier relatif K’ tel que k = Kk'q. On peut donc écrire 

a = pk = pqk”. On en déduit que pq divise a, donc a = 0 [pq]. 

2. a. Les entiers 17 et 5 étant premiers 

entre eux, le théorème de Bézout permet ou 

d'affirmer l'existence de deux entiers RER Ni ne Sc d'énoncer la condition 
u et v tels que 17u + 5v = 1. « les nombres sont pre- | 

b. On pose n,= 3 x 17u + 9 x 5v, alors  miers entre eux ». 

n,=3x17u+9 x (1-17) = 17(3u - 9) +9. Le bé cr 

On en déduit que n, est congru à 9 modulo 17. 

De même, n, est congru à 3 modulo 5, puisque n, = 3(1 — 5v) +9 x 5v 

= 5(— 3v + 9v) + 3. 

c.17x(-2)+5x7= 1 :1le couple (- 2 ; 7) est donc un couple (u ; v) 

tel que 17u + 5v= 1. 

On en déduit une valeur possible pour n,, à savoir : 

n,=3x17x(-2)+9Xx5x7 = 213. 

3. a. On pose a =n-n, où nest un élément de S. On a a = 0 [17] et 

a = 0 [5] ; or 17 et 5 sont premiers entre eux, donc, d’après la ques- 

tion 1.,a = 0117 x 5]. 

b. On vérifie que 43 est de la forme 3 x 17u + 9 x 5v avec (u ; v) tels 

que 17u + 5v = 1. Il suffit de prendreu=-2etv=7. 
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Donc, si nest un élément de S, alors n — 43 = O0 [85]. Il existe donc 

un entier relatif k tel que n = 43 + 85k. 

Réciproquement, si n = 43 + 85k, alors n = 43 [17] = 9 [17] 

et n = 43 [5] = 3 [5], donc nest un élément des. 

On a établi l’équivalence suivante : n est un élément de S si, et 

seulement si, n = 43 + 85k. 

4. Soit n le nombre de jetons de Zoé : n est congru à 9 modulo 17 et 

congru à 3 modulo 5. n est donc de la forme 43 + 85k. On cherche 

donc un entier relatif k tel que 43 + 85k soit entre 300 et 400. 

On trouve une seule solution k = 4. Zoé a donc 43 + 4 x 85 = 383 jetons. 

Exercice 19 

1. a. Quel que soit l’entier naturel n, n et n? sont de même parité. 

Il en est de même de #2 et n‘. Donc nest n* sont de même parité et 

net n“+ 1 sont de parité contraire. 

Si nest pair, alors A(n) est impair et si n est impair, alors A(n) est pair. 

b. Si nest un multiple de 3, alors il en est de même de #*; donc A{n) 

n'est pas un multiple de 3. 

Si n n'est pas un multiple de 3, alors il est congru à 1 ou à 2 modulo 3 ; 

d'où ñn“ est congru à 1“ ou à 24, qui sont chacun congrus à 1 modulo 3. 

Donc A(n) est congru à 2 modulo 3. A(n) n’est donc pas un multiple 

de 3. Quel que soit n, A(n) n’est pas un multiple de 3. 

c. Soit d un diviseur commun à A(n) et n, alors d divise 1 et donc 

a = 1. A(n) et n sont donc premiers entre eux, puisque leur seul divi- 

seur commun est 1. 

Donc tout diviseur de A(n) est premier avec n. 

d. Quel que soit n, on a nÿ — 1 = (n*— 1)(n*+ 1) = A(n) x (n“- NE 

Si d divise A(n), alors il divise #— 1, donc r#- 1 = 0 [d], soit n®8 = 1 [d]. 

2. a. Soit k un entier tel que n = 1 [d] et soit s le plus petit des entiers 

non nuls satisfaisant cette relation. 

Alors s est plus petit que Kk et on peut écrire la division euclidienne 
de k pars. < 

Il existe g et r deux entiers naturels tels que k = sq +ravec0 <r<s. 

On a alors n' = n4*"= (n°) x n'; or n = 1 [d], donc # = 1 [d]. 

Comme r < s et s est le plus petit des entiers non nuls satisfaisant cette 

relation, on a nécessairement r = 0. Par suite, k = sq et donc s divise k. 

b. Comme #°= 1 [d], on peut affirmer, compte tenu de ce qui précède, 
que s divise 8. 
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c. Soit d un diviseur de A(n) premier. D’après la question 1. c., nest 

premier avec d ; le petit théorème de Fermat permet d'affirmer que 

n4-1= 1 [d]. La question 2. a. énonce alors que s divise (d — 1). 

3. On suppose ñ pair. Soit p un diviseur premier de A(n). 

Soit s le plus petit des entiers k tel que # = 1 [p]. On sait, d’après 

la question 2. b., que s divise 8. On examine les différentes possibilités, 

les diviseurs de 8 étant 1;2;4et 8. 

Si s = 1, alors n'= 1 [p], d'où n‘+ 1 = 2 [p]. Or p est un diviseur de 

A(n) = n‘+ 1 ; on en déduit que 2 = O0 {p]et donc p = 2, car 2 est le 

seul nombre premier pair. Ainsi A(n) serait un multiple de 2 ; or il 

est impair puisque, par hypothèse, n est pair. Ce cas amène donc à 

une contradiction. 

Si s = 2, alors n°= 1 [p]|, d'où n*+ 1 = 2 [p]. Le même raisonnement 

que précédemment amène à exclure ce cas. 

Si s = 4, alors n°= 1 [p], d'où n*+ 1 = 2 [p]. On exclue ce cas. 

Dans le cas où ñn est pair, on a une seule possibilité, qui est s = 8. 

8 divise (p — 1), d’après 2. c., donc p -— 1 est congru à 0 modulo 8, 

d'où p = 1 [8]. 

4. Les diviseurs premiers de A(12) sont donc, puisque 12 est pair, de 

la forme 8Kk + 1. 

A(12) = 124+ 1 = 20 737. On trouve A(12) = 89 x 233 et 233 est pre- 

mier. On obtient donc la décomposition en facteurs premiers de A(12). 

mx Exercice 20 

2 pts | 1. a. Les entiers 11 et 7 étant premiers entre eux, d’après le théorème 

de Bézout, il existe des entiers relatifs k et k’ tels que 11Kk + 7k’ = 1. 

En prenantu=Kketv=-Kk",ona1llu-7v=1. 

On peut par exemple prendre u = 2 et y = 3, ce qui donne : 

11x2-7x3=22-21=1. 

b. On en déduit que le couple (10 ; 15) est une solution de l’équa- 

tion (E) : 11x -7y=S5. 

c. Si (x ; y) est une autre solution, alors on a : 

11x-7y=11x10-7x15=5 ; d'où 11(x- 10) =7(y- 15). 

Comme 11 est premier avec 7, cette égalité entraîne que 11 divise 

y - 15. Il existe donc un entier k tel que y — 15 = 11k, ce qui équivaut à 

y=15+11Kk. 

En injectant cette égalité dans la relation 11(x — 10) = 7(y - 15), 

il vient 11(x — 10) = 7 x 11k, donc x - 10 = 7k, d'où x = 10 + 7k. 

4] 16. Arithmétique 



_ 

CORRIGÉS 

1pt 

Ainsi, si (x ; y) est une solution de (E), alors il existe un entier relatif 

k tel que x = 10 + 7k et y = 15 + 11k. Réciproquement, tout couple de 

la forme (10 + 7k ; 15 + 11k), avec k € Z, est solution de (E). 

L'ensemble des solutions de (E) est donc : 

{(10 + 7k; 15 +11k),kE Z]}. 

d. Si ® a pour équation 11x — 7y - 5 = 0, les points de % à coordonnées 

entières ont leur coordonnées solutions de 11x — 7y = 5 : elles sont 

donc de la forme (10 + 7Kk ; 15 + 11Kk). 

Si, de plus, les points doivent appartenir à C, il s’agit de trouver les 

valeurs de k telles que : 0 < 10 + 7k < 50 et 0 < 15 + 11Kk = S0. 

PourkE{-1;0;1;2; 3}, on obtient les points (3 ; 4), (10 ; 15), 

(17 ; 26), (24 ; 37), (31 ; 48). Il y a donc exactement 5 points satis- 

faisant les conditions. 

2. a. Soient (F) : 11x2- 7y2= 5 et (x ; y) une solution, alors, comme 

11=11{5}et7 =21[5],ona11x=7ÿ = x -2ÿ [S], donc: 

11x2 - 7y2 = 5 entraîne x2 — 2y2 = O0 [5]. - 

b. 

Modulo 5, x est congru à HRRPIEnE 

Modulo 5, x? est congru à 

Modulo 5, y congru à 

[Moaues,yrcomma [02/5 13 [2 
x2 à donc pour reste 0 ; 1 ou 4 dans la division euclidienne par 5. 

2y? a donc pour reste 0 ; 2 ou 3 dans la division euclidienne par 5. 

c. Si (x ; y) est une solution de (F), alors x? et 272 sont congrus modulo 5, 

ce qui n’est possible que si chacun d’eux est congru à 0 modulo 5, ce 

qui arrive uniquement si x et y sont eux mêmes congrus à 0 modulo 5. 

Autrement dit, si (x ; y) est solution de (F), alors x et y sont mul- 

tiples de 5. 

3. Soient x et y deux multiples de 5. Il existe deux entiers relatifs k 
et K’ tels que x = 5k et y = 5k'. 

On a alors 11x?2 - 7y2 = 11 x 25k2 - 7 x 25Kk'2= 25 (11k2 — 7 K’?). 

Alors la relation 11x2 — 7y2 = 5 équivaut à 25 (11K2 — 7k’2) = 5, d'où 
S(LIKE-7Kk 2). 

Or 1 n’est pas un multiple de 5, donc cette égalité ne peut être vérifiée. 

On en déduit qu'aucune solution de (F) n’est de la forme (5Kk ; 5K). 

Or c’est la seule forme possible pour une solution de (F). 

L'équation (F) n’a donc pas de solution. 



Matrices et suites 

E1 Définitions 
Soient n et p deux entiers naturels non nuls. 

m Une matrice A de taille n x p à coefficients réels est un tableau de nombres 

réels à n lignes et p colonnes : 

On. x - dy 

An An‘ Ap| |« 
k 5 - n 

An (1 OO Aip 

au 

P 

qui se note de manière compacte sous la forme À =(a,),..... 
ij/ 1<i<n 

1<j<p 

Le terme a, est souvent appelé entrée (ou coefficient) de A en position 

(i ; j) ; ce terme est à l'intersection de la ligne i et de la colonne j. 

# La diagonale principale de la matrice À = (a;) .., est formée des entrées 

(a)... 4 ls 

# Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au 

nombre de colonnes. Une matrice carrée de taille n x n est plus simplement 

appelée matrice carrée d'ordre n. 

# La matrice nulle de taille n xp est la matrice dont toutes les entrées sont 

nulles. Cette matrice est notée (0). { 

# La matrice identité d'ordre n est la matrice I, = 

OL 

# Une matrice-ligne est une matrice avec une seule ligne, c'est-à-dire du 

type 1 xp où p est un entier naturel non nul. 

# Une matrice-colonne est une matrice de type n x 1 où nest un entier 

naturel non nul. 

# Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée dont toutes 

les entrées sous la diagonale principale sont nulles. 

17. Matrices et suites 



x Une matrice diagonale est une matrice carrée dont toutes les entrées 

hors de la diagonale principale sont nulles. 

F1 Opérations sur Les matrices 
a. Addition et produit par un nombre réel 
Définitions 

# On peut additionner deux matrices"de même taille. La somme se fait 

entrée par entrée. Soient À = (aihsien et B = (bisien deux matrices de taille 

n x p. La somme des matrices A et B est : 

A+B=(a;+ bihsien. | 

æ Soient À un nombre réel et À = (as}isier une matrice de taille n x p. 

Le produit de la matrice A par le nombre réel À est : 

ÀA = (Agihsier. 

Propriétés 
æ Soient À et 1 deux nombres réels et soient A, B et C trois matrices de 
même taille n xp. 

À (HA) = (AU) À 

(À +) À = ÀA + LA 

OA = (0) 

(A+B)+C=A+(B+C) 

A+(0)=(0)+A=A 

m Pour À = - 1, la matrice -1X À, notée — À, est appelée opposée”de la 
matrice A. 

. A+(A)=(-A)+A= (0) 

b. Produits G 

Définitions 
#“ Soient À une matrice de taille n x p et B une matrice de taille p x q. 
Le produit de A par B est la matrice AB de taille n x g donnée par : 

p 
AB = | à aabi) 

= 1<i<n 



# On peut expliciter le produit de deux matrices carrées d'ordre 2 et celui 
d’une matrice carrée d'ordre 2 par une matrice-colonne de taille 2. Les 
entrées des matrices ci-dessous sont des nombres réels quelconques. 

ne se “ Pare nes 

Gn Gn]\bn bn anbn+a»b Gnb1+a2bn 

(ee Gi2 || X1 x du X1+41X2 

Gun  An}\X2 An X1+4d22X2 

Propriétés À NOTER. 

# Soient A, B et C des matrices telles que les On peut effectuer le pro- 
produits AB et BC soient définis, alors : duit de la matrice À et dela 

matrice B si, et seulement si, : 

le nombre de colonnes de À ! (AB)C = A(BC). 

s Soit À une matrice de taille p x q, alors : 

AI, = LA =A. 

# Soient A, B, C et D quatre matrices telles que les produits AC, BC et AD 

soient définis, alors : 

(A + B)C = AC + BC ; A(C + D) = AC + AD. 

« Soient À et B deux matrices telles que le produit AB soit défini et soit À 

un nombre réel, alors : 

est égal au nombre de lignes 
de la matrice B. 

À NOTER 
\ (AB) = (AA)B = A(B). Soient A et B deux matrices 

carrées. On dit que A et B 
commutent si AB = BA. 

E] Matrices inversibles 
# Une matrice carrée À de taille n est inversible s’il existe une matrice B 

de même taille que A telle que : 

AB=BA=I,. 

# Lorsqu'il existe, l'inverse de la matrice A est unique et se note A1. 

m Une matrice carrée À = k j est inversible si, et seulement si, ad — bc Æ 0. 

a SiA= ÿ a est inversible, alors : 

1 Ë — b 
ru le | (formule de Cramer). A1 

n 
a 
L. 
5 
n 

Li 

o 
n 
rt] 
2 
Le 
1 

œ 
Z 
R 
2 

RES 
PERS 
Ses 
SRE 



3 Puissances de matrices 
# Soit À une matrice carrée de taille n. On définit, par récurrence, pour tout 

entier p, la matrice A? par A° = IL, et, pour tout entier p, A?*' = AA?= A’A. 

# Pour toute matrice carrée À, A!= A. 

= Pour tous entiers p et q, on a A? A1= Artiet (A?) = A". 

 Matrices et systèmes 
a. Écriture matricielle d'un système 
s Soient 4. ,a..,a 

11/2042? 

4uX+Gn} = 
nv do» P et q des nombres réels. Le système (S) à ABE Ê 

GuX+@G2Y) = q 

admet l'écriture matricielle AX = B, avec : 

sfr 2) x) 34) An An ÿA q F 

GuX+4Qny+ä3Z=fp 

m De même, le système (S) 4 41X+42y +az = q admet l'écriture matricielle 

AsX +432) +433Z=T 

Gun An Au pe D 

AX =B, avec A=|dy An Al; X=|y|; B=|q|. 

du A3 A3 Z ge 

b. Propriétés 
s Si B est inversible, alors le système matriciel AX = B admet une unique 

solution, pour tout second membre B, et cette solution est donnée par 

X'=' A" 18, p 

| quelconque, le système matriciel 

r 

AX = B admet une unique solution X = PB, alors la fnatrice A est inversible 

et A T= PB. 

a Si, pour un second membre B= 



El Calculer les puissances d'une matrice 

Soit À la matrice égale à 

# On calcule les premières puissances de la matrice A, ce qui conduit 

à conjecturer une formule pour la matrice A". 

Let 
1 sue Calculer A” pour tout entier n = 0. 

# On démontre la formule conjecturée par récurrence. 

Corrigé détaillé 
On calcule : 

ê C q É asc ad Léa rtden) 

RAA TASSE TEE | 

FATAL À 
soit A°= = 72À 

NZ 

On calcule de même A* = AA? et on trouve": 

A se Je su AË AA = 2°? À STAS 
LL 7/14 4 

Ce que l’on pouvait obtenir plus simplement en observant que : 

A3 = AA? = A(2A) = 2(AA) = 2A? = 2(2A) = 4A. 

On a A°= I, et on conjecture naturellement, pour tout n z 1, que: 
- n—] Om | 

PE re 2T'A 

n—1 on 1 

On considère l'hypothèse de récurrence suivante : A"= ” 4 | = 2 "A, 
pÈc ph 

pourn=z 1. 

Hu 

LA 

Hérédité : on suppose que la propriété est vraie pour un entier n = 1 donné 

Initialisation : pour n = 1, la propriété est vraie car A'= A “| je + À: 

Dre nc 

(c'est-à-dire A" Le AE Dr RAR 

n 
vu 
E 
3 
n 
+ 
v 
n 
v 
eo 
— 
+ 
Li: 

Z 
D 
w= 

PERTE 
ER 
SE 
BERESE 



On a A"*'= AA". Or, par hypothèse de récurrence, A"= 27 AN 0ONE: 

AnTTEAATEA(2T NO A = 7 (AE a 20-72, 

Dee 
soit A?! :| 

DD? 
era. 

Conclusion : La propriété est vraie pour tout entier naturel # = 1 et la 

conjecture est ainsi démontrée. 

[] + 

B Inverser une matrice 

1 
Soit A= ait A =, À 

# On détermine d’abord si la matrice est inversible en appliquant le 

critère du cours. 

| La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer son inverse. 

# On applique ensuite la formule de Cramer. 

Corrigé détail!s 

On calcule 1X4-3X2=4-6=-2 40. La matrice A est donc inversible. 

4 =2 
D'après la formule de Cramer, A7! =- À | 

2\-3 1 

Résoudre un système d'équations 
en utilisant les matrices 

Énoncé A Xx+2y=1 
1. Résoudre le système ; 

3x+4y=2 

x+2y=a (L) 
2. Résoudre le systè Se . soudre le système (S) er (L) 

En déduire que la matrice A est inversible et calculer son inverse. 



# Pour répondre à la première question, on utilise les matrices pour 

résoudre le système. Si on introduit la matrice de coefficients du sys- 

12 1 
tème À = Ë À les matrices-colonne X = F) et B = Eh on voit que 

le système se résume à l'égalité matricielle AX = B. Si A est inversible, 

les solutions du système sont alors données par X = A°!B. 

# Pour répondre à la seconde question, on résout à l'inverse le système 

associé à la matrice À avec un second membre quelconque pour en 

déduire sa matrice inverse, méthode qui est surtout utile dans le cas 

des matrices d'ordre supérieur ou égal à 3. 

Corrigé détaillé 
RE x 1, 24/20 sil 

1. La forme matricielle du système est 3 AM = 2 

4 —2 
On a vu, dans le point méthode précédent, que A7 | a | 

Les solutions du système sont alors données par X = A°1B, soit : 

0 CHEN 
On vérifie que x = 1 et y = L fournit bien une solution du système, qui est 

en fait la seule possible. 

2. On procède comme pour la question précédente et on constate que le 
1 x a 

système revient à étudier l'égalité matricielle fe ae = qe 

On va maintenant a contrario résoudre le système pour en déduire la matrice 

inverse. 

x+2y=a 
L; - L;-3L; 

sel —2y=-3a+b 

re q 

of, -1(-3a+b) 

X=4- pe a-3a+b=-2a+b 

9h jte =-1(-3a+b) 

On lit C)- É 3 1ff) er de On retrouve A” 19.) 

n 
vo 
= 
=] 
n 

ee 
v 
n 
v 
e 
= 
+3 
Le] 

ex 
N 
= 

RSR 
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Étudier des suites récurrentes 
à l’aide des matrices 

On considère les suite récurrentes (a,),., et (b,)., données par &=bo=1, 

t ti itif pe ERA et, pour entier positif n, par le système ù 
24 P P * € Dyi1 = Gn+ bn 

Exprimer ces suites en fonction de n et calculer leurs limites éventuelles. 

m On commence par présenter le système récurrent linéaire sous 

forme matricielle : on introduit, pour tout entier n, la matrice-colonne 

n a An+1 

V;= k | On constate que V,:: + | 
n+]1l 

Le système donné en énoncé devient V,., 
a | 

= AV. avec À = - 
s 4101 

# On montre ensuite par récurrence que, pour tout entier n, V, = A"V.. 

# On calcule enfin A”, puis on en déduit les valeurs de a, et b,. 

(CLR ENT 
hrs cdi 51 

On introduit la matrice À = ( à et on constate que V,,, = AV, pour tout 
1 

entier positif n. On montre, par récurrence que, pour tout n, V, = A"V.. 

Initialisation : C’est vrai pour n = 0 car A°=I, etI,V, = V,. 

Hérédité : On émet l'hypothèse que, pour un entier positif 7 donné, on a 

V,= AV, V,,,=A"*V.. On a bien V,+1= AV, = A(A"Vo) =(AA”) Vo = A"* Vo. 

L'hypothèse est vraie au rang ñ + 1. 

Conclusion : Donc, par récurrence sur n, on obtient que, pour tout entier 
naturel, V, = A"V,. 

D'après les résultats du premier point méthode, or-a, pour tout entier n > 0, 
nl n=i 

On a donc, pour tout entier ñn > 0, A"Vo = k = In = (. = Gi 
RE AE | 27) \bà 

On constate que cette formule est aussi vraie pour n = 0, et finalement on: 
a, pour tout entier n, a, = b,= 2". Les suites (a,),,, et (b,),, sont donc égales 
et ont toutes deux pour limite + o lorsque n tend vers + co. 



Pour réussir Le jour 

Les erreurs à ne pas commettre 
e Les matrices ne commutent pas entre elles en général. 

Par exemple, (0 0 o)=(0 à mai Q" 1 PUR 
Eéalgohoro) dar "lo 0/0 '0) \o 0) -” 

En particulier, soient À une matrice carrée et P une matrice inversible 

de même taille, les produits PAP-! et P-'AP sont différents en général. 

© Exercice 5, p. 389 

e Toutes les matrices ne sont pas inversibles. 

1 
Par exemple, 0 S) n'est pas inversible car O x 0 - 0 x 1 = 0. 

© Exercice 11, p. 392 

Un point en + sur la copie 
e Soient À, D et P trois matrices carrées de même taille, on suppose, 

de plus, que la matrice P est inversible. 

Il sera apprécié de savoir rédiger correctement le raisonnement par 

récurrence qui permet de démontrer les propriétés incontournables 

suivantes. 

A = PDP: si, et seulement si, D = P-'AP. Si À = PDP"! alors, pour tout 

entier positif n, A" = (PDP-1) = PD"P-*. 

a 0 

Soit A=| :*. | une matrice carrée diagonale de taille p. 

Or 

(a)" 0 
Alors, pour tout entier naturel n, A"=| :. avec la convention 

O (a,)" 

que, pour tout nombre réel a, a° = 1. 

Soient À une matrice carrée de taille n et V, une matrice-colonne de 

taille n. La suite récurrente de matrices-colonnes (v, 2 est définie par 

Vis = AV,. Alors, pour tout entier naturel n, V;= A"V.. 

: 17. Matrices et suites 
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ENTRAINEMENT 

reeusess Chem pour réviser le COUFS mms 
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Qsorast 00 Laquelle 
FA0 Ds57554 lite 
00001 

des propositions suivantes est vraie à 

Q a. A est carrée. 

Q b. A est triangulaire supérieure. 

Q c. L'entrée (1 ; 2) de Aests. 

1 0 
€ On considère la matrice # ‘) 

Q a. Cette matrice est la matrice iden- 

tité de taille 2. 

Q b. Cette matrice est diagonale. 

Q c. Cette matrice n’est pas inversible. 

© Soient a-(° Je B sl: n° 
O0 1 2 —1 

Laquelle des propositions suivantes 
est exacte ? 

Q a. SA n'est pas triangulaire supérieure. 

Q b. À +B a une diagonale principale 
nulle. 

Q c. A+B est diagonale. 

(4 ) Soient À une matrice carrée de 
taille 3, B une matrice-ligne de taille 
3 et C une matrice-colonne de taille 
3. On peut effectuer le produit : 

Q a. AB. Q b. CA. Q c. BA. 

5 | Lequel des produits suivants n’est 
pas correct ? 

ARE 
ma (r 210 (s) 

1.2 
Qc. (0 1° sec 3). 

© Corrigés, p. 393 

| 154 0 1 
© soientu={ Jen (0 . 

Laquelle des propositions suivantes 
est inexacte ? 

Q a. M est triangulaire supérieure. 

O b.M=I +N. 

Q c.NetI, ne commutent pas. 

L7] Laquelle des matrices suivantes 

n’est pas inversible ? 

(0) Q a. à 
1 0 

hi 5 "2 
c. ; ” 
Se 

© Soit À une matrice carrée de taille 
n. Laquelle des formules suivantes est 
juste ? 

Q a. A?A* = A6. 

Q c. Pour tout entier n 

AATAS LAS AT TE, 

ab. (7? a 
2 V2 

Q b, AFAT= AM 

O Laquelle des propositions sui- 
vantes est correcte ? 

Q à. La matrice identité d'ordre 5 est 
diagonale. 

Q b. La matrice identité à la puissance 
2 012 n’a pas d’inverse. 

Q c. On ne peut jamais multiplier une 
matrice-ligne par une matrice-colonne. 

© soit M- w x 
0, 1 

propositions suivantes est fausse ? 

aam-(? A! 

| . Laquelle des 

1 0 
Q b.M=1, 
Q € Mis: 
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mms Exercice 1 © Corrigés, p. 393 
: LE 0. 2 

Soient À = (, n à ct Be ( 1) Calculer les matrices suivantes. 

AN 2. 5B. 3.A-B. 4A+5B  5.A+ 18. 

= Exercice 2 © Corrigés, p. 394 
Effectuer les produits AB dans chaque cas. 

De nf Er a —2,5 1. A= B= 24 = CES A Lis UE ue RIRES" 
LN OS L'hs2 

3. A=12 -1 O0!B=|I5S -2:0. 

3 O-1 À tn bi | 

== Exercice 3 © Corrigés, p. 394 
LU 

Soit À = É à Calculer A" pour tout entier n. 

mms Exercice 4 © Corrigés, p. 394 
Vérifier que les matrices suivantes sont inversibles, puis effectuer le 

calcul de leur inverse d’après la formule de Cramer. 

112 UE 0 vd eg ge nm fck | ou ntab|E 4), 
0 4 -2 2 1 0 17 

== Exercice 5 © Corrigés, p. 395 

0 1 1 -1 
S Ï t A= t P = = oien ( ie b fi 

1. Montrer que P est inversible et calculer son inverse. 

2. Montrer que D = P-'AP est une matrice diagonale. 

3. Calculer D”. 

4, Montrer que À = PDP-1. 

5. Montrer que, pour tout entier naturel n, A" = PD"P-1 

6. En déduire l'expression de A" en fonction de n. 

Que vaut A" si nest pair ? impair ? 

n 
4 
= 
2 
n 

+ 
v 
n 
v 
_ 
E 
=] 
Le] 

Z 
Ne 
= 

bee 
ES 
Es 
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mm Exercice 6 © Corrigés, p. 396 

013 

Soit A=|0 O 2]. Calculer A" pour tout entier n. 

0 0 0 

x Exercice 7 © Corrigés, p. 396 
v e 

LATRO x q 

Soit A la matrice A=|1 O 1|.Soient X =|y|et B=1|b| où x, y, z, a, 

OT Z € 

bet c sont des nombres réels. 

1. Résoudre le système (S) : AX = B. 

2. En déduire que A est inversible et donner A°!. 

== Exercice 8 © Corrigés, p. 397 
La suite de Fibonacci est la suite doublement récurrente (F(n)),., 

définie par F(0) = F(1) = 1 et, pour tout entier positif n : 

F(n +2) = F(n + 1) + F(n). 

* [ia F(n+1 
Soient F = és à et, pour tout entier positif n, V, -{ 7 

F(n) 

1. Vérifier que l’on a bien V,,,= FV,. 

2. En déduire que, pour tout entier n 20, V,= F'V:. 

3. Pour calculer les puissances de la matrice F, on introduit la matrice : 

VSALASS | 
Past 2 | es mt à 

1 1 

Montrer que P est inversible et que D =P ‘RP = ar 6 . 
210 1-J5 

4. En déduire que PDP ‘=F, puis que, pour tout entier naturel n, 

F'ePD'P7. 

5. Montrer alors que, pour tout entier positif n : 



mm Exercice 9 © Corrigés, p. 399 

sen 
3AG Soit A la matrice égale à 

0,2 0,8 
0,1 0,9/' 

1. Montrer que A ie (} 

2. Déterminer une matrice-colonne V = F non nulle telle que : 

AV = (0,1)V. 
l=8 

3. Soit P = è 1 | Montrer que P est inversible et calculer D = P-!AP. 

En déduire que A"= PD"P-1 pour tout entier positif n. 

4. La suite A" converge-t-elle ? 

mms Exercice 10 (60min, 5,5pts © Corrigés, p. 400 

RE ) 

RC 
On considère les suites récurrentes (a,),., et (b,),., définies par 

_ Ant bi+1 
PÉTER 0 

a, =b, = 1 et le système - 
Ê 0 b _b,-a,+2° 

RAI 4 

, 2 

On pose, pour tout entier naturel n, V, = | et B = 
n 

wir ln 

1. Vérifier que le système ci-dessus admet la forme matricielle 

Wii AV, + B na=1{") n+i— n + où PA NEUS d 

2. Soit L= () Résoudre l'équation L = AL + B. 
4 

3. On pose W,=V,- 

wir D 

Montrer que, pour tout entier naturel n, W,:1=AW,. 

4, Montrer que, pour tout entier n, W,=A"Wi. 

5. On pose M = A‘. Étudier la suite (Mo. En déduire que la suite 

PATES est convergente de limite la matrice nulle. 

6. En déduire que la suite (V,) est convergente. 

7. Quelle est la limite des suites (ane et be ? 

_ 

ENTRAINEMENT 
17. Matrices et suites 



A 

ENTRAINEMENT 

mm Exercice 11 ( 60 min, 5pts © Corrigés, p. 401 

Un personnage se déplace d’un sommet 

à l’autre d’un triangle non aplati A A,A.. A, 
Lorsqu'il est positionné en un sommet, il | 0.5 

se déplace obligatoirement en une minute | 

vers l’un des deux autres sommets, et cela de 0,5 É 

manière équiprobable. Chaque déplacement | anus 

est indépendant des précédents. @n cherche ee 4 

à modéliser la situation au bout de n minutes 

à l’aide des matrices et des suites. 

010,5 "05 

On considère la matrice M =10,5 O 0,5. On a placé en entrée (1 ; j) 

0,5.0,570 

la probabilité, étant au sommet A,, d'aller au sommet A. 

1. On suppose que le promeneur se trouve au départ au sommet A.. 

Quelle est la probabilité qu’il atteigne les sommets A,, À, et À, en une 
étape ? en deux étapes ? On pourra s’aider d’un graphe pour raisonner. 

2. Calculer les entrées de la première colonne de M? et comparer ses 

entrées avec les calculs effectués dans la question 1. 

3. On admet le résultat suivant, qu'on vient de vérifier sur un 

exemple : en ligne i et en colonne j, on lit dans la matrice M" la 

probabilité d’être en À; en n étapes en partant de A. 

15 Lu 11/13 

Montrer que les matrices P = |1 -1 O| et B = à 1-2 1| sont 

1 O0 -1 1 1-2 

inverses l’une de l’autre. 

ti 0ye 0 4 

4. Vérifier que D = P'MP=|0 -0,5 0 |et montrer que la suite (De 

0 O0 -0,5 

10,0 r 

converge vers la matrice D =|0 O O|. 

0,0 (0 

5. Exprimer À en fonction de D, puis montrer que, pour tout entier 
naturel n, on a A"=PD"P !. 

6. Montrer que la suite (A"h50 converge vers une matrice A. et 

donner une interprétation de sa limite. 



mx QCM 

@ c. A est une matrice à 4 lignes et 5 colonnes. 

L'entrée à l'intersection de la section de la ligne 1 et de la colonne 2 

est bien 5. 

Le nombre de lignes (4) est différent du nombre de colonnes (5), 

ce qui élimine la réponse a. Une matrice triangulaire est forcément 

carrée ; la proposition b. est donc fausse. 

@ à. et b. La proposition c. est fausse car la matrice identité est sa 

propre inverse. 

@ b. 5A - h à est triangulaire supérieure, ce qui élimine la 

proposition a. 

A+B-= Ë À a des entrées non nulles hors de la diagonale princi- 

pale, ce qui élimine la proposition c. 

© c. Le nombre de colonnes de B est bien égal au nombre de lignes de A. 

@ c. (0 iŸ, 2)=6 4). 

@ c. La matrice identité commute avec toutes les matrices carrées 
de même taille. /2 1 

Q t. Y2x/2-2x1=2-2=0. La matrice | n'est donc pas 

inversible. 2 V2 

@ b. AA: = AltAAT = A. La proposition a. est fausse ; en effet, 

A2A3 = A2#3 = AS, La proposition c. est fausse : pour tout entier n, 
AA'A-1A3=AA'A-1AA2=AA"A2—A1tn+2= An+3, 

Q a. La matrice identité reste, à n'importe quelle puissance, la matrice 

identité, et la mâtrice identité est inversible, égale à son inverse : la 

proposition b. est donc fausse. La proposition ce. est fausse ; on peut 

u 
vo 
Fe 
3 
n 
Li 

v 
n 
vo 
ee 
Le 
+5 
L) 

> 
Re 
Ce 

ÉSSRRTE 
EE 

FRS 

1 
par exemple considérer le produit (1 1). =(2). 

© c« M°-M'M-(MYM-(L)M=LM=M#1L, 

x Exercice 1 
DV ES 0 10 

1. za-( 2. 2. sB={" ia 

102 002 Il 0, 2-7 -( à 
3. A-B-{, ae A} Bt 2-1) A2 03): 



Res 12 20 LOS EEE 
TEE | CRC 

s. A+ 28) AXE 1}+(z s) 
Rd Mn 1 

ms Exercice 2 

ep 1122 FLN EST 
‘ | 25 La l'E NT 
Sie LD. (25) 

x > 8 
ARE 11104) 

3'AB=I2 1 0ISR2 Dis 20) 
2401 Me 9 (A le be à SNS 

mms Exercice 3 
F0 LT 12 0 TA à ER 

Icule A°= = , AŸ= = . Ceci On calcule k 4 è A & ne à : eci nous 

LUN 
amène à conjecturer que, pour tout entier naturel n, A” “a ce | 

On va démontrer cette proposition par récurrence. 
RO 1 0 

Initialisations: Cela est vrai pour n = 0 car A°= 1, = 0 1) = É ur 

Hérédité : On suppose la proposition vraie pour un entier naturel n, 

T0 
’est-à-dire que A” = ! c'e ire qu Ë # 

LAON ON VAL O 
Ona A°*"= An" (, as 4 nie sr} Sonc ta pro 
position est vraie pour ñ + 1. 

Conclusion : On a ainsi démontré par récurrence que, pour tout 
+ F1. 90 

entier naturel n, A'= À 
O0 5" Le: 

mm Exercice 4 
3 O 

1. è j est inversible car 3X4=1240 et son inverse est 

L 
LS = F6 

1210 3/0 
4 



Le 
2. de ;) est inversible car 1X2-(-2X2)=2+4=640 et son 

1 “2 
inverse est — 3 

6121 
0 1 i | 

3. ( : est inversible car O0 XO—(1 X 1) = —-1 Z 0 et son inverse est 

10 — 1 Re: 

-1\-1 0) \1 0} 
TT 1 

4. $ Li est inversible. En effet, TXT-(1X1)=7R -1Z40carr > 3 

donc r°-1 >3°-1-8 > 0. Son inverse est . cs Eat 
T-1\-1 Tr 

Exercice 5 

1Ona1lxX1-(1X-1)=1+1=240, donc P est inversible. Avec la 

1 1 
formule de Cramer, P7' = 1 x 

2ET UN 

> On caeule ABS Le L ar à 
1 O/\1 -1 1 -1 

| L À NL 1 20 (T0 0 puis D=P-'AP=P an=1[" ne 74 et 24 
qui est bien une matrice diagonale. 

3. On montre par récurrence, que, pour tout entier positif n, 

re 180 

MOT E 
0 

Initialisation : Cette formule est vraie au rang 0 car D° = | = l. 

| | 17. Matrices et suites 

D) 
Hérédité : On suppose la formule vraie au rang n donné. On a alors 

D'*! = DD” = LA 0 TN O AU 0 % | 
Se ne GE) 0 C1 Fa 0 on À NOTER | 

52 : On utilise la même 
ce qui établit la formule au rang n + 1. méthode que pour 

Conclusion : Par récurrence, la formule est  j'exercice 3. 

vraie pour tout entier positif n. — 

4. On calcule PDP” =PP 'APP '=I;Al:=A. 

5. On montre par récurrence que, pour tout entier naturel n, 

A7 = PD'P * 

Initialisation : La proposition est vraie pour ñn = 0, 

Car A=1;=PP =PIP =PD'P},et pour # = 1, car on.avu que : 

A A PDP PDP", 

BEC 



Hérédité : On suppose la proposition vraie pour un entier naturel n, 

c'est-à-dire que A" = PD'P-' et on montre qu’alors A" =PD"*'P ". 

On a A*1=A"A= PDP PDP =PD'LDPS=EPDDP = PDP 
La proposition est donc vraie au rang n + 1. 

Conclusion : Pour tout entier naturel n, A"=PD'"P”. 

6. En remplaçant D par la valeur calculée à la question 3. dans 

l'expression obtenue à la question 4., on obtient : 

Se LA ee CAN eur 1 
É + 10 1)" le Ut 

En explicitant le dernier produit, on obtient que, pour tout entier 

1+(-1)" 1-(-1)° 

2 2 
turelir A : nr 1-(-1)" 1+(-1) 

: 2 
Avec cette expression, on en déduit que si nest pair, A"=L;, et si 

n est impair, A"= A. 

mm Exercice 6 {0 0 2 
On calcule A°=|0 O O|et A°=(0). On a donc, pour tout entier 

CBOEU 

n>3, A= AT A"= AT °(0)= (0). 

On a ainsi calculé toutes les puissances de A. 

mx Exercice 7 b a 

1. On introduit les matrices-colonnes X =| y | et B= F et on consi- 

dère le système ($) : AX=B. z c % 

X+Y 

On calcule que AX =|x+z|. 

y+z Xx+y=a (L) 

Ce système se présente sous la forme (S) : 4x +z=b (L). 

y+z=c (L:) 

X+y=a (Li) X+y=a (L)) 

(S):{-y+z=b-a (L:) - (L;-L;,) Se ree=-e (L:) 

y+Z=C (L:) 2z=b-a+c E:) — (L:+L:) 

Le dernier système peut se résoudre « en cascade » : de la dernière 

bsagce=a+bsce 
2 2 ; 

équation, on tire z= 



On remplace cette valeur dans l’avant-dernière équation : 

y=2-b+a=b-0tc_p,,_b-atc-2h+20 _ a-b+c 
2 2 

On trouve enfin x=a-y=a- A=DrC Pasar bec ga+b-c 
2 2 2 

SL » x=(@a+b C) 

La solution du système est ! y = Ce —-b+0) 

LE Es A — 2 ( a+b+c) 

2. Le système admet donc une unique solution pour tous réels a, bet c'; 2 

LE Let à 
la matrice A est donc inversible et on lit A7! = : LE LRERT a 

2 NT Ë 
Li} 

Z 
= 

x Exercice 8 

. sv, (1 en Ut aie 
LAO/\0"E (7) F(n+1) F(n+1) 

2. On le montre par récurrence pour tout entier naturel n. 

Initialisation : La formule est vraie pour n = 0. 

Hérédité : On suppose la formule vraie à un rang n positif quelconque. 

On a alors V,= F"Vo. Or Vis = EVs = FF" Vo = F"* Vo. 

La formule est donc vraie au rang n + 1. 

Conclusion : Par récurrence, la formule V, = F"V, est vraie pour tout 

entier positif n. 

53 a _1-Y5 _V5+1-1+Y5 
2 2 2 

4540. 
ssl 

2 
P est inversible ; la formule de Cramer donne P-1 = ci de /S+1l 

2 

1+95 0 
De même, on calcule D = P' FP = 10 vs + Pl 

4. PDP=P(PFP)P'=F. 



On montre par récurrence que, pour tout entier positif #, on a la 

formule. F°=PD" P2!, 

Initialisation : Cette formule est vraie pour ñ = 0 car : 

PARLES PPAerDEe 
Hérédité : On suppose la formule vraie pour un rang positif n fixé. 
Alors FLE FE" = PDP PDP PDD IP =PD" PI 

Conclusion : On a donc, pour tout entier positif n : 

Vie Vo = PDP NC RSR 
5. Il s’agit de calculer les puissances de la matrice D. Par récurrence, 

on montre que, pour tout entier positif n, On a : 

58) 0 Se sr ne 2 

#57 (225) 
Initialisation : La formule est vraie pour n = 0. 

Hérédité : On suppose la formule vraie pour un rang positif n fixé, 

alors : 
pr =pne= {0e 5) (ES de 1 RARE à 

210 (1-95)/2"\0 (1-95)/ 2*\o (1-Y5Y"/ 
La formule est donc vraie au rang n + 1. 

Conclusion : (n a ainsi démontré par récurrence que la formule est 
vraie pour tout entier naturel n. 

On explicite ensuite le produit V, = F" Vo = PD" P°! Vo. 

n+1l 

SUR (18 RP | NE RE 2 RE SE JS -1v*" ombre — 
1 1 (#1 est plus connu sous le 

nom de nombre d’or. | 

En ER 
(5 sai 

RERO 

un 2 2 HF YT) 
NE 1300 n+1 k, JS n+1 F(nÿ 

2 2 

D'où, pour tout entier naturel n : 

F(n) 1 1+Y5 Fe AS 1-5 de 
SLR OETT 

On obtient donc une formule qui permet de calculer F(n) directe- 

ment, sans avoir à calculer tous les termes de rang inférieur. 



x Exercice 9 

1pt ] 

1 pt | 

)5pt ) 

,5pt ) 

11-19,200,8)1 0,2 + 0,8 1 

RAS I047:00 i 0,1+0,9/\1/ 

0,2x + 0,8y x O,1x 
2: | | à A 

On a AV 0, 1x + 0,9y eL(O/1)VEIO"T ; ee On obtient 

ARE IC Une L 2x2+0,8y=0/1x _: L 1x+0,8y = 0 
7 : 

0,1x+0,9y=0,1y 0,1x+0,8y=0 

Il faut et il suffit d’avoir x = — 8y. Pour y = 1, on obtient x = - 8. 

1e ro 
Réciproquement, v{ : ) vérifie bien que AV = (0,1)V. 

3. P est inversible car 1 —-(— 8) =9 Æ O et, d’après la formule de Cramer, 

18 ‘ 
pi} }-on calcule D = P”! a=[0 à L 

SEEN 0 0,1 

4. On montre d’abord par récurrence sur n la formule : pour tout 

_ 10 
entier positif n, D"= ë 

0:10, 0° 
1200 

Initialisation : C'est vrai pour n = 0 car D°= I, = 2 
0:(0,1)° 

Hérédité : On suppose la formule vraie au rang fixé positif n. 

LG 0 1 0 
O lors D'*! = DD"= Fe à MAO k ne A ; pe) 

Conclusion : On a ainsi démontré la formule annoncée par récurrence. 

On montre ensuite par récurrence que, pour tout entier naturel n : 

+ 0 
A=PD'P"'=P Pa 

O (0,1”) 

Initialisation : C’est vrai pour n = 0 car A°=1I:=PP = PD'P 

Hérédité : On suppose la formule vraie à un rang n fixé positif quel- 

conque; alors A°*!= AA"=PDPT'PD'P = PDD'P> = PDDP"7. 

La formule est donc vraie au rang ñn + 1. 

Conclusion : On a ainsi démontré la formule par récurrence. La suite 

(0,1”),> est une suite géométrique de raison 0,1 positive strictement 
0 

plus petite que 1, donc qui converge vers 0. La suite | 0 (0 nl 

À À ! | 17. Matrices et suites 

RE 



AD 
: 4 ; d’où (A"),>0 converge vers r| Jp On converge donc vers 0 0 

SE ASE y 2e 3 1/18 
calcule Po o]P ne 8 . Donc (A"),: converge vers 9l1=8f 

= Exercice 10 
1. Il suffit de faire la vérification." 
2. L-AL+B&L-AL=B 

& (L-A)L=B 

(6 5-4 )L=8 

(5 9 (e- 
1) 

03 X)-0) 

w| | 

Dr #| 

; : 3x-y=1 RER : 
On obtient le système (S): me dont l’unique solution est : 

eat LV 

On a donc L = > 

De nn 

3. On remarque que W,=V,-— =V,-L. On a, pour tout entier 

2 + 

naturel n, V,+1= AV,+B et L= AL+B. 

La différence de ces deux équations donne : 

Wan = Visi-L=(AV,+B)-(AL+B)=A(V,-L)=AW,;. 

4. On va démontrer que W, = AW, pour tout entier positif n, par 

récurrence sur ñ1. 

Initialisation : La formule est vraie pour n = 0 car Wo= 1 Wo = A°Wi. 

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n fixé, c'est-à-dire 

pi 
2 

L 



W, = A"W:. On sait que W,+1=AW,, donc W,+1= AA"Wo= A"*TWo. 
La propriété est donc vraie au rang n + 1. 

Conclusion : On a démontré que la propriété est vraie pour tout 

entier naturel n. 
-1 0 

1pt 5. On calcule M = A* L }=-du . Il s'ensuit que, pour 
64\0 -1 64 

: ve : 1 —1\ = 1n\ 3 tout ent t =(—-L)=[=)h"=|=— ut entier positif 7, M (is) LA he La suite 

(M'),50= (A"),> converge donc vers (0). Par conséquent, les suites 

(AA“"),0, (A2A“),0, (A°A*), admettent également la limite nulle. 

Il en est donc de même pour la suite (A)... u 

1pt 6. La suite (W,).., =(A"Wi),s =(V,L),;), converge donc également a 

2 8 
vers (0). Finalement, (V,),,, converge vers L = 1: 5 

L > 

a, 2 © 
0,5pt) 7. Puisque V, = b } les suites (a,),- et (b,), convergent toutes RER 

les deux vers si FRS 

= Exercice 11 

075pt) 1. On suppose que le promeneur est au départ au sommet A.. La 

probabilité qu’il atteigne le sommet A, est nulle car il doit aller vers 

l'un des deux autres sommets. D’après l'énoncé, il se déplace vers 

À, et À, de manière équiprobable, soit une probabilité de 0,5 pour 

chacun des deux sommets. 

En deux étapes, en partant de A,, les chemins possibles sont : 

A; — A2 — A: 

A; — A2 — À; 

A1 — A3 — À: 

A1 — A3 — À: 

Chacun a une probabilité de 0,5 x 0,5 = 025: 

La probabilité d’être en A2 ou A3 en deux étapes est donc de 0,25, 

mais celle d’être en Al est de 0,25 + 0,25 = 0,5, car il y a deux 

chemins possibles. 

0,5 0,25 0,25 

O75pt) 2.On calcule M°=|0,25 0,5 0,25|. En ligne i, dans la colonne 1, 
0,25 0,25 0,5 



0,5pt 

1pt 

1pt 

on lit la probabilité d’être en A, en deux étapes en partant de A.. 

3. On calcule BP = PB=I.. P est donc inversible d’inverse P1 = B. 

4. On effectue d’abord le calcul du produit P, puis de P'(MP). 

LAURE 

On trouve bien D =P-IMP=10 -0,5 0O|. 

0” 0-05 

£ 1 0 0 

On montre par récurrence que D'=|0 (-0,5)" O]pour tout entier 

000 É0,5) 
naturel n. 

Initialisation : La formule est explicite pour n = 0. 

Hérédité : On la suppose vraie au rang fixé positif n quelconque, 

TAROMAO EL 0 0 f 0 0 

alors D'*'=DD’=|0"=0/51010. (-0,5)% 01=10"(-0,5% "0! 

0 0-0,5K0 O0 (—-0,5)" 0 NES)" 

la formule est donc vraie au rang ñ + 1. 

Conclusion : On a démontré par récurrence la formule pour tout 

entier naturel n. 
1:07 0 

D'où (D'),,, converge bien vers la matrice D.=|0 O0 O|, puisque 

S (É ja Dpt, 
la suite (0,5) converge vers 0. 

5. On a M = PDP", d’où, par récurrence, pour tout entier naturel n, 

NPD IE 

Initialisation : La formule est vraie pour n=0etn=1. 

Hérédité : On suppose qu'elle est vraie au rang n positif fixé quel- 

conque, alors M"*'=MM"= PDP" 'PD'P '=PDD'P =PD'*'P!}ce 

qui démontre la formule au rang n + 1. 

Conclusion : On a démontré par récurrence la formule pour tout 

entier naturel n. 
LAN 

6. La suite (M')., converge : PDP” = Ie LUN E 

RASE Le à 

Au bout d’un grand nombre d'étapes, le promeneur est sur chaque 

sommet de manière équiprobable, et ce indépendamment de son 

sommet de départ. 



Sujet nt} 
Exercice 1 Exercice 3 (spécialité) 

Notion traitée : Notion traitée : 
e Fonction exponentielle e Arithmétique 

© Chapitre 6, p. 120 © Chapitre 16, p.354 

Exercice 2 Exercice 4 

Notions traitées : Notions traitées : 

e Conditionnement, indépendance e Droites et plans 

e Notion de loi à densité e Produit scalaire 

C Chapitres 13 et 14, p. 282 et 307 .… © Chapitres 10 et 12, p. 221 et 259 

Exercice 3 (spécifique) 

Notion traitée : 
e Nombres complexes 

C Chapitre 9, p. 196 
Se RE MAÉ PER GET PRE RpesRTres OR ERRETRRR RETIEE RNA É RETENIR SET EREEETEEENEREN 

«x Exercice 1 
1. On considère la fonction f définie sur R par f(x) = 

a. Déterminer les limites de f en + co et en — ce. 

b. On note f la fonction dérivée de f. Déterminer f(x). 

c. Dresser le tableau de variations de f sur KR. 

6 

SE 

2. On considère la fonction g définie sur R par g(x) = 3 + 1,5xe”. 

a. Déterminer les limites de g en + c et en — co, 

b. On note g’ la fonction dérivée de g. Déterminer g(X). 

c. Dresser le tableau de variations de g sur R. 

d. Déterminer les réels a et b tels que la fonction H définie par H(x) = (ax + bje* 

soit une primitive de la fonction h : x->xe*. En déduire une primitive de g. 

3. On note €,et €, les courbes représentatives des fonctions f et g. 

a. Montrer que les deux courbes ont la même tangente T au point d’abs- 

cisse 0. 

b. On donne à la page suivante la courbe €, ; tracer T et la courbe “€,. 

c. Calculer, en unités d’aire, l'aire du domaine limité par les courbes €, et €, 

d'une part, et par les droites d'équation x = 0 et x = In (3) d'autre part. 

CS 

SUJET DE DERNIÈRE LIGNE DROITE n°1 

403 



1 

ss 

- 
Lu 
= 
(=) 
Œ 
Q 

Lu 
PA 

S 
ee | 

Lu 
Œ 

Et 
pA 
[« 4 
LU 
[=] 

Lu 
Q 

le 
Lu 
_ 

=) 
n 

(On admet que sur R la courbe ‘6, est au-dessous de la courbe €,.) 

x Exercice 2 
Pour se rendre à son travail, un employé a le choix entre deux parcours. 

1. Sur le premier parcours, le trajet dure entre 5 et 25 minutes. La variable 

aléatoire X mesurant le temps du trajet suit une loi uniforme. 

a. Quelle est la densité de probabilité de X ? 

b. Quelle est la probabilité que le trajet dure moins de 20 minutes ? 

2. Sur le second parcours, le trajet dure entre 10 et 35 minutes. La variable 

aléatoire Y mesurant la durée du parcours suit une loi de probabilité dont 

14 Fi la densité est donnée par la fonction f définie sur [10 ; 35] par f{x) = = 

Calculer la probabilité que le trajet dure moins de 20 minutes. 

3. L'employé emprunte le premier parcours deux fois sur cinq. On note 

E l'événement « le trajet a duré moins de 20 minutes », A l'événement 

« l'employé a pris le premier parcours » et B l'événement « l'employé a 

pris le second parcours ». 

a. Calculer la probabilité que l'employé emprunte le premier parcours et 
mette moins de 20 minutes pour effectuer le trajet. 

b. Montrer que la probabilité que l'employé mette moins de 20 minutes 

pour aller à son travail est égale à 0,72. 

c. Calculer la probabilité que l'employé ait emprunté le premier parcours 
sachant qu'il a mis moins de 20 minutes. 

4. Cet employé effectue ce trajet S fois par semaine. Les trajets sont supposés 

indépendants. Quelle est la probabilité qu'il effectue au moins un des cinq 

trajets en moins de 20 minutes ? (On en donnera la valeur exacte, puis une 
valeur approchée à 10-* près.) 



ms Exercice 3 (spécifique) 

1. Résoudre dans C l'équation z? - 6z + 12 = 0. 

CRE En ur a — 4 
“ah VA V3i; on pose Z, = RON et Z, = a 

a. Écrire Z' et Z, sous forme exponentielle. 

b. Déterminer le plus petit entier n tel que (Z,Z,)" soit réel. Quel est ce réel ? 

3. Le plan complexe est rapporté au repère orthonormé (O ; ä, v). On fera 
un dessin unité graphique 2 cm. 

On considère les points A d’affixe a, B d’affixe a, C d’affixe 4 et D d'affixe 2. 

a. Montrer que A est sur le cercle de diamètre [OC]. 

b. Placer C et D dans le graphique. 

Proposer et réaliser une construction des points A et B qui n'utilise pas de 

valeur approchée de ÿ3. 

4. Pour tout complexe z, avec z # 2, on pose Z = : . Ê 

Déterminer et construire l’ensemble (E) des points du plan dont l’affixe z 

est telle que Z soit un imaginaire pur. 

= Exercice 3 (spécialité) 

1. a. Montrer que, quel que soit l’entier naturel n, le nombre 3"*+° — 3" est 

divisible par 7. 

b. Montrer que, quel que soit l’entier naturel n non nul, le nombre 3°-*-2 

est divisible par 7. 

c. Montrer que, quel que soit l’entier naturel n, le nombre 37"*? + 2"*? est 

divisible par 7. 

2. Déterminer le plus petit entier naturel a tel que 2012?°% = a(mod 7). 

3. On veut savoir si un nombre est un multiple de 7 sans effectuer de: 

division par 7. 

Soit N un nombre dont l'écriture en base 10 est 4,4,_,... … CAR 

a. Démontrer que N est divisible par 7 si, et seulement si, 4,4,_,... … a, - 24, 

est divisible par 7. 

b. Utiliser plusieurs fois ce critère de divisibilité pour démontrer que 

N = 7 654 321 est divisible par 7 si, et seulement si, 58 l’est. Conclure. 

c. Afin d’automatiser l’utilisation de ce critère, on a conçu l'algorithme suivant. 

L'instruction Ent (x) désigne la partie entière de x. 
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Variables : N,M,A, P,R 
Entrée algorithme 
Lire la variable N 
Donner à A la valeur O 
Donner à P La valeur N 
Tant que : 2XA < P faire 

— M prend la valeur P- 2 x A 
— À prend la valeur M-(10 x Ent(M/10)) 
— P prend la valeur (M-A)/10 * 

Fin tant que 
R prend la valeur P 

Tant que R>7 faire 
R prend la valeur R — 7 

Fin tant que 
Se is A alors... (instruction incomplète) 
Sinon afficher « N n'est pas divisible par 7 » 

Fin algorithme . 

Que représente la variable A ? 
Recopier et compléter l'instruction signalée incomplète. 
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(77) mms Exercice 4 

L'espace est rapporté à un repère orthonormé (0;% j; K). 

On considère alors lês points A (2; 1;0),B(1;-1;1)etC(3;0;5). 

1. Démontrer que les points A, B et C forment un triangle rectangle. 

2. Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un rectangle. 

3. On considère A la droite dont une représentation paramétrique est : 

Not & 

y=2-2t,tEeRk. 

z=6-t 

a. Montrer que la droite À passe par le point C et qu’elle est perpendiculaire 

au plan (ABC). : 

b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC). 

4. a. Soit E(f) un point de A. Exprimer en fonction du paramètre t le volume 
de la pyramide ABCDE. 

Comment choisir t pour que le volume de la pyramide ABCDE soit égal à 
14 unités de volume ? 

b. Montrer que, quel que soit le point E(#) de A distinct de C, l’angle BED 
est aigu. 



Corrigé n&} 
POUR UN POINT EN PLUS 

mm Exercice 1 Vous pouvez signaler que la 

L dre courbe de la fonction f a donc 

1. a. Calcul de la limite de f en + c : deux asymptotes horizontales, 

Jime ” fe Jim e” =0, l’une en —  d’équation y = 0 et 

donc dim fx) = 6. l’autre en + Fi É CEA V=0: 

Calcul de la limite de fen — co : lime” = Jim e” = + Co, 

donc lim f(x) = 0. 

b. La fonction f est dérivable sur R car elle est le quotient de deux 

fonctions dérivables sur R, le dénominateur ne s’annulant pas. 

6e ” 
(e*+1)7 

c. Puisque, quel que soit x, on a e* > O, on a aussi f(x) > 0. 

D'où le tableau des variations de f. 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°1 

On utilise (e“)’= u’e“. Pour tout x de R, on a f”(x) = 

w 
du 
2 
ra 
œ 
© 
o 

. a. imi n 5 hs Es de la re de g en + se À NOTER. | 

“Jim e = + co, donc Jim (3 +1,5xe")=+®, 13 courbe de g a donc 

par produit de limites. une asymptote horizon- 

Calcul de la limite de gen-c: lim xe*=0, pis Eos ES 
X—— 00 voisinage de — 

par théorème ; on E déduit lim 1,54€" = 0. pement 

Donc Jim 1 8(x)= 

b. La dieu g est ane sur R comme somme et produit de 

fonctions qui le sont. On utilise (uv)’ = uv + uv’. 

Pour tout x de R, on a g’(x) = (1,5 + 1,5x)e*. 

Tableau des variations de g : 

Avec g(- 1)=3-1,5e ! = 2,45. 
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CORRIGÉS 

d. Soit H une fonction définie sur R par H{(x) = (ax + bje*. 

La fonction H est dérivable sur R et, pour tout x de R, on a: 

H/(x) = ae* + (ax + b)e* = (ax + a + be. 

La fonction H est une primitive de h : x — xe* sur R, si et seulement 

si, quel que soit x de R, on a H’(x) = xe”, c’est-à-dire (ax + a + bje* = xe*. 

Cette relation est vraie pour tout x de R si, et seulement si, 

{ . . : ; c'est-à-dire pour a = 1 et b=-1.
 

La fonction H définie par H(x) = (x - 1)e* est donc la primitive cherchée. 

On en déduit qu’une primitive de g est la fonction G définie sur R par 

G(x) = 3x + 1,5(x - 1)e*. 

3. a. L'équation d’une tangente se détermine à l’aide de la formule : 

y = fa) (x — a) + fa). 
3 120 7 Reg el Re re RD DE y= NET car f”(0) = De © 9 

Pour a =0 et 6, on obtient y = 1,5x + 3 car g”(0) = 1,5 et g(0) = 3. 

Les équations sont identiques ; les deux courbes ont donc la même 

tangente au point d’abscisse O. 

b. On trace la courbe ‘€, et cette tangente commune (voir le graphique 

page suivante). 

c. Les fonttions feet g sont positives sur [0 ; In (3)] comme le montrent 

leurs tableaux de variations. 

Si une fonction est positive, l'aire sous la courbe est égale à l'intégrale 
de la fonction. 

L’aire du domaine est donc, en unités d’aire : 

A “es eCodx ou fax. 

6, moe 
é Flo tie 

Or on remarque que f{x) = (ares Pc : on reconnaît 

une expression de la forme 6--avec u >0. Une primitive de fest donc 

F définie par F(x) = 61n(e* + 1) (par lecture inverse de (In (u))’= HT 
u 

On en déduit que A=[3x+1,5(x -1)e*F® -[6In(e*+1)}7®. 

Or [6In(e*+1)['° =6In(3+1)-6In(1+1)=61n(4) -61n(2). 

En effets ef= 1 eten= 3; 
é ns - RAPPEL [6in(e*+1)f}® =61n(2) et : bebe + | 



[3x+1,5(x-1)ef® = [31n(3) + 1,5(In(3) - 1)x3]-[-1,5] 

=/7,5 n6)=3. 

Donc À = 7,5in AE 3-6In ae A = 1,08 unité d’aire. 

os 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°1 

mms Exercice 2 2 
1. a. La variable aléatoire X prend toutes les valeurs dans l'intervalle È 
[5 ; 25] qui est d'amplitude 20. La fonction de densité de sa loi de é 

probabilité est donc la fonction f définie sur [5 ; 25] par f{x) = a À 

b. Par théorème, P(5S <= X < 20) = F f(x) dx, donc : 

0 aie Hess PS <X < 20) = =] - 20 0,75. 

La probabilité que le trajet dure moins de 20 minutes est 0,75. 
20 

2. Par théorème, P(10 < Y < 20) = ht: 14 qx = 248) 

al diei N 
PRO 10,220 
La probabilité que le trajet dure moins de 20 minutes est 0,7. 

3. On peut modéliser la situation par un arbre pondéré. 

0,75 E 

A a 
n 

0,4 0,25 E CONSEIL 
Même si l'arbre pondéré 
n’est pas demandé, il est 
recommandé de le tracer. 

0,6 0,7 E 
B di. lot 

E 0,3 

a. Il s’agit de calculer p(ANE). Or p(ANE) = p,(E) x p(A). 



Donc p(ANE) = 0,75 x 0,4 = 0,3. La probabilité que l'employé effec- 

tue le trajet en empruntant le premier parcours et en moins de 

20 minutes est 0,3. 

b. Il s’agit de calculer p(E). Or p(E) = p(ANE) + p(BNE), d'après la for- 

mule des probabilités totales, A et B formant une partition de l'univers. 

Donc p(E) = 0,3 + 0,6 x 0,7 = 0,72. La probabilité que l'employé 

mette moins de 20 minutes pour se rendre à son travail est 0,72. 

c. Il s’agit de calculer p, (A). dr P,(A) = = en — = . : 

La probabilité que l'employé mette moins de 20 minutes, sachant 
5 

qu’il a emprunté le premier parcours, est De ‘ 
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4. On reconnaît un schéma de Bernoulli. 

L'épreuve est « l'employé se rend à son travail ». Le succès est « l’em- 

ployé met moins de 20 minutes » et p(S) = p(E) = 0,72. 

L'épreuve est répétée 5 fois de manières indépendantes. 

La variable aléatoire Z qui compte les succès suit la loi binomiale 

B(S ; 0,72). 

On cherche (Z = 1) ; or P(Z = 1) = 1 -P(Z = 0), 

donc P(Z = 1)=1-(1-0,72)$ = 1 — 0,285 = 0,998. 

LT IT 3 

= Exercice 3 (spécifique) 

1. L’équation proposée est à coefficients réels, on calcule le discrimi- 

nant À = (- 6)? - 4 x 12 = — 12. 

Le discriminant est négatif, l'équation a donc deux solutions com- 

plexes conjuguées. 

Ces solutions sont ee Su ie ee 

2. a. On écrit d’abord . sous forme algébrique. 

MELTES Fes V3) _ Re RAPPEL | 
1 3i, = <= 

-1+93i A: Z 
dot x PEN OS e FRET RME TE | 

On procéde de même pour Z.. 

laide de LENS DA D TOR RN 
7, Cap se à dm Te 1 à —" D AN Ne ST 

CR PEN NS TA 4 2 Dire 
En effet, |Z2 | _ 1 

CONSEIL 

et arg(Z,) = TL (mod 2n). Il est recommandé de retenir 
iZ ER È 

par cœuri=e2et-i=e 2. 
un 



b. On a alors Z.Z, = Y3e-'2e'3 = 3e "6. RAPPEL 

Le plus petit entier 7 non nul tel que Un complexe z non nul 
( 2. FA soit réel est donc n = 6. est réel si, et seulement si, ! 

Alors (2,Z)°=27e " =-27. arg(z) = 0 [x]. 
ee 

3. a. Pour montrer que A est sur le cercle de diamètre [OC], il suffit 

de montrer que le triangle AOC est rectangle en A. 

Or OA=|a|= 32+/37=)12 ; OC=4; 

AC=|4-a|=|1-iÿ3|= /12+(-/3)2=2. À NOTER | 
On a OC? = OA? + AC?. D'après le théo- RS 
rème de Pythagore, le triangle OAC est ALLO er die 

rectangle en A. Donc A est sur le cercle qu'il est nul. 

de diamètre [OC]. SR Bee 

b. Le point A est, d’une part, sur la droite verticale d’équation x = 3 

car la partie réelle de a est 3 et, d'autre part, sur le cercle de diamètre 

[OC]. Le point A est donc un des deux points d’intersection entre la 

droite et le cercle, c’est celui dont l’ordonnée est positive car la par- 

tie imaginaire de a est positive. Par symétrie par rapport à l'axe des 

réels, B est le second point d’intersection entre la droite et le cercle. 

4. On pose z = x +iy. Dans toute cette 

ones 

6 ATTENTION 
question, on suppose z différent D :.nditionz # 2setraduit | 

Alors Z = Z-4 _ sr par le fait qu'il faudra penser à 
z-2  (x-2)+iy exclure le point D de l’ensemble 

(G-4+N (2) CÉÈ PATES EEE 
 (@-2)+iy(@-2)-iy) 
(@-4)(x-2)+ y? +i((x-2)y - (x —4)y) 

(x 2)? +y° 
x?-6x+8+y° pa 2y : 

@-2)°+y)  (@-2)°+y 
Z est imaginaire pur si, et seulement 

si, sa partie réelle est nulle, c’est-à- 

dire si, et seulement si : 

x2-6x+8+7y?=0. 

Cette équation peut s’écrire : 

(x=3) += 1. 

On reconnaît l'équation du cercle de 

centre le point d’affixe 3 et de rayon 1. 

C'est le cercle de diamètre [CD]. 

CORRIGÉS 
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Le point D est sur ce cercle, donc l’ensemble des points du plan 

dont l’affixe z est telle que Z soit un imaginaire pur est le cercle C 

de diamètre [CD] privé du point D. 

Autre méthode : 
Z imaginaire pur & Z = 0 ou arg(Z) = + (mod 7) 

«3 Z = 4 ou(DM ; CM) = o (mod x) 

4 M=cC eu Mest sur le cercle de diamètre [CD] 

privé de C et D. . 
À NOTER M est sur le “a 

LS On traite à part le cas Z=0 
cercle de diamètre à 

car 0 n'a pas d'argument. 
[CD] privé de D. RER PRE RESE 
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" Exercice 3 (spécialité) 

1. a. Quel que soit l’entier naturel n, on a 3"+6- 3"= 3"(3$ - 1). 

Or 35= (32) et 32 = 2 (mod 7), donc 3$ = 8 (mod 7) = 1 (mod 7). 

On en déduit que 3% - 1 = O et, par suite, 3"*6 — 3" = 0 (mod 7), ce 

qui équivaut à dire que 3"*6 — 3" est divisible par 7. 

b. Quel que soit l’entier ñ non nul, on peut écrire : 

36-41-34 (OMAN Donc TE TR m6) 7 (0; 

On en déduit que 3°*-*-2 = 0 (mod 7), ce qui équivaut à dire que 

3-4 - 2 est divisible par 7. 

c. Quel que soit l’entier n, on peut écrire 32"*1 + 2"+2= (32}" x 3 + 27 x 22. 

Donc 37"*1+2"+2= 21 x 3 + 2" x 4 (mod 7) car 3? = 2 (mod 7). 

3?+142"+2 = 2 x 7 (mod 7) = 0 mod (7), ce qui prouve que 

327+1+2"+2 est divisible par 7. 

2. On commence par déterminer la congruence de 2 012 modulo 7 ; 

pour cela on effectue la division euclidienne de 2 012 par 7 : 

2012 = 7 x 287 + 3, donc 2012 = 3 (mod ?). 

Puis on utilise le fait déjà vu que 3° = 1 (mod 7). 

On effectue la division euclidienne de 2 012 par 6, on obtient 
2012 GX Sara 

donc 20122 = 3212 (mod 7) = (39)%$ X 32(mod 7); 

20122 = 2 (mod 7) car 3° = 1 (mod 7) et 32 = 2 (mod ?). 

L’entier a cherché est donc 2. 

3. a. Soit N=a,a,_ ERA 

CORRIGÉS 

On pose M = 4 40,02 a;etP=M-2a,. 
n n-1 



On a alors N = M x 10 + a, et 10P = 10M — 20a, = 10M + a, 21a,, 

donc 10P=N-214,. 

Si N est divisible par 7, comme 21 est aussi divisible par 7, alors 

10P = N -21a, est divisible par 7. 

Mais comme 7 est premier avec 10, le théorème de Gauss permet 

d'affirmer que 7 divise P. 

Réciproquement, si 7 divise P, il divise 10P + 21a,, c'est-à-dire N. 

On a établi l’équivalence : N divisible par 7 si, et seulement si, P 

est divisible par 7. 

b. On peut écrire successivement : 

7 654 321 divisible par 7 si, et seulement si, 765 432 - 2 = 765 430 

est divisible par 7 ; 

765 430 est divisible par 7 si, et seulement si, 76 543 - 0 = 76 543 

est divisible par 7 ; 

76 543 est divisible par 7 si, et seulement si, 7 654 — 6 = 7 648 est 

_. 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°1 

divisible par 7 ; ui 

7 648 est divisible par 7 si, et seulement si, 764 — 16 = 748 est divi- Œ 

sible par 7; S. 

748 est divisible par 7 si, et seulement si, 74 - 16 = 58 est divisible 

par 7. 

Or 58 = 8 x 7 + 2, donc 58 n'est pas divisible par 7 ; 

d’où 7 654 321 n’est pas non plus divisible par 7. 

c. À représente le chiffre des unités du nombre N (noté 4, dans 

son écriture décimale). 

La boucle « tant que » qui précède l'instruction à compléter a pour 

but de retirer le plus grand nombre de fois possible 7 à P. 

À la fin de cette-boucle « tant que », on obtient R, le reste dans la 

division euclidienne de P par 7. 

L'instruction manquante est : « Si R = 0, alors afficher N est divi- 

sible par 7. » 

ms Exercice 4 

1.0na BÂ(1:2:-1)et BC(2; 1 ; 4), donc BÂA-BC =2+2-4=0. 

On en déduit que les vecteurs BÀ et BC sont orthogonaux. Le 

triangle ABC est donc rectangle en B. 

2. Pour que le quadrilatère ABCD soit un rectangle, il suffit que 

DÉ = AB : il vient D (4 ; 2 ; 4). 
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CORRIGES 

3. a. Le point C est sur la droite A si, et seulement si, il existe un réel t 

31e 

tel que {2 -2t = 0. Or ces trois équations ont la même solution t= 1. 

6-t=5 

Donc le point C est sur À, il est obtenu en prenant f = 1 dans la 

représentation paramétrique donnée de A. Un vecteur directeur de 

A est le vecteur 4(3:-2;-1). 

Onaü-BA =3-4+1=0ét %-BC =6-2-4=0, ainsi le vecteur 
ü est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires entre eux du plan 

(ABC). Il est donc normal au plan (ABC). 

On en déduit que la droite À est perpendiculaire à (ABC) en C. 

b. Une équation de (ABC) est donc de la forme 3x - 2y -z + d=0 

avec d un réel. 

Comme le point A est sur (ABC), ses coordonnées vérifient cette 

équation ; on a donc3x2-2x1-0+d=0. d 

D'où d = - 4. Une équation du plan (ABC) est 3x - 2y -z- he 0. 

aire de la base X hauteur 3 5 

La base est le rectangle ABCD, son aire est AB x AC, avec : 

= /(-1)7+(2)7+17 = V6 et BC = 27 +17 +47 = /21. 
La hauteur est CE car la droite A est perpendiculaire en C au plan 

de base. 

Ona CE= NOTES CE 7D GERS) 1e IAE Para 

= /14(#-2t+1) =/14 x /(t-1)?=)14 x|t-1|. 

V6 x /21 x /14 x|t-1| 
3 

4. a. Le volume de la pyramide est V = 

On a donc V= =14|t-1|. 

Le volume de la pyramide est égal à 14 unités ATTENTION 1 | 

de volume quand |f-1|= 1, c'est-à-dire quand vx >0,(/x) =x, | 
t = 2 ou quand t = 0. maisvxeR, | 

b. Pour montrer qu’un angle est aigu, on peut  /,7 = | 

montrer que lk le produit scalaire DOS UNE nt tien] 

On 1 calcule EB + ED avec EB (-3t;-3+2t;-5+t) 

et et ED (4 - 3t;2t;-2+t). 

EB « ED = (1 -36)(4 - 36 + (-3 + 20 (20 + (-S +0(-2+6 
= 148 -28t+ 14 = 14(t- 1). 

Ce produit scalaire est toujours positif, l'angle BED est aigu, sauf 

quand t = 1, c'est-à-dire quand E = C où le produit scalaire est nul 

et l'angle BED est droit. 
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© Chapitres 1 et 13, p. 9 et 282 

mere 0e-nRes EE 

« Exercice 1 

Partie A 

On considère deux fonctions f et g défi- 

nies sur [0 ; + co par : 

ft = 1,662 et g{x) = Dh23e 6x. 

On donne leurs courbes représentatives 

‘€,et ‘6, dans un repère orthogonal (uni- 

tés : 10 cm sur l’axe des abscisses, 3 cm 

sur l’axe des ordonnées). 

1. Calculer f{(0) et g(0). 

2. Résoudre l'équation f{x) = g(x) et l’iné- 

quation f(x) < g(X). 

3. Calculer la limite de f en + ce. 

4. a. Calculer les dérivées des fonctions f et g. 

b. En déduire une équation de chacune des tangentes à 6, et 6, au 

point d’abscisse 0. 

5. Calculer l'aire de la région du plan comprise entre les deux courbes 

sur l'intervalle [2 ; 3]. 

anne nenerennennenEnennnennnneneannnnrn TONNERRE 

2 
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Partie B 

1. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de 

paramètre 1,6. 

Calculer les probabilités P([O ; 2]) et P([2 ; + oo). 

2. Soit Ÿ une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de 

paramètre 0,625. 

Calculer les probabilités P([O ; 2]) et P([2 ; + oof). 

3. Donner les espérances mathématiques des variables aléatoires X 

FAR 

mm Exercice 2 
Le plan complexe est muni d’un repère orthonormé direct (O ;u, v). 
1. Résoudre dans l’ensemble C des nombres complexes l'équation : 

z22+2z+4=0. 

2. Soit A le point d’affixe z, = — 1+ i3. - 

Déterminer le module et un argument de z,. 

3. Soient B et E les points d’affixes Z8 = (za)? et Ze=-Za. 

a. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres 

zpètzs 

b. Déterminer l'écriture algébrique de z, et z... 

c. Démontrer que le triangle ABE est rectangle. 

4. Soient C et D les points d’affixes z, = 4 et z, = 7i. 

a. Démontrer que les points B, E et C sont alignés. 

b. Démontrer que les points B, A et D sont alignés. 

c. Les droites (AË) et (DO) sont-elles parallèles ? Justifier votre réponse. 
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= Exercice 3 (spécifique) 

(Asie, juin 2010) Avant le début des travaux de construction d’une 

autoroute, une équipe d'archéologie préventive procède à des son- 

dages successifs en des points régulièrement espacés sur le terrain. 

Lorsque le n° sondage donne lieu à la découverte de vestiges, il est 
dit positif. 

L'événement « le n° sondage est positif » est noté V,, on note p, la 
probabilité de l'événement V.. 

L'expérience acquise au cours de ce type d'investigation permet de 
prévoir que : 

- si un sondage est positif, le suivant a une probabilité égale à 0,6 
d’être positif ; 



— si un sondage est négatif, le suivant a une probabilité égale à 0,9 
d’être aussi négatif. 
On suppose que le premier sondage est positif, c’est-à-dire p,=1. 
1. Calculer les probabilités des événements suivants. 
a. À : « les 2° et 3° sondages sont positifs. » 

b.B : « les 2° et 3° sondages sont négatifs. » 

2. Calculer la probabilité p, pour que le 3° sondage soit positif. 

3. n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
Recopier et compléter l'arbre ci-dessous en fonction des données 
de l'énoncé. 

A 
< 

<| < 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°2 
4. Pour tout entier naturel n non nul, établir que p,,, = 0,5p, + 0,1. 

5. On note u la suite définie, pour tout entier naturel n non nul, par : 

u, =p, — 0,2. 

a. Démontrer que u est une suite géométrique. 

En préciser le premier terme et la raison. 

b. Exprimer p, en fonction de n. 

c. Calculer la limite, quand n tend vers + co, de la probabilité p.. 

mx Exercice 3 (spécialité) 

Chaque mois, un institut de sondage donne la cote de popularité 

d'un groupe politique dans l'opinion publique. Les personnes sondées 

sont soit favorables, soit défavorables à ce groupe. 

Initialement, il y a autant de personnes favorables à ce groupe poli- 

tique que de personnes qui lui sont défavorables. De chaque mois 

au mois suivant, on considère que : 

— 10 % des personnes qui étaient favorables à ce groupe politique 

ne le sont plus ; 

— 15 % qui n'étaient pas favorables à ce groupe politique le deviennent. 

On note, pour tout entier naturel n : 

a, la probabilité qu’une personne interrogée au hasard au bout de n 

mois soit favorable à ce groupe politique ; 



b, la probabilité qu’une personne interrogée au hasard au bout de n 

mois ne soit pas favorable à ce groupe politique. 

a,., = 0,9a,+ 0,15b, 

1.Justifier que, pour tout entier 7: |p = 0,14, + 0,85b,' 

0,9 ie : 
An En : ” ice M = 2.On considère la matrice colonne P, | | et la matrice 0,1 0,85 

Justifier l'égalité P,,,=MxP,. ; 
Cette égalité est l'écriture matricitlle du système linéaire de la ques- 

tion 1. 

3. a. Calculer la matrice P, en détaillant les calculs. (On donnera les 
résultats sous forme décimale arrondie au centième.) Interpréter le 

résultat obtenu. 
b. En utilisant la calculatrice, donner les matrices M° et M?. 

En déduire P. et P,,. (On donnera les résultats sous forme décimale 

arrondie au millième.) Interpréter les résultats obtenus. 
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c. On considère la matrice colonne P = | | x et y étant deux nombres 

y 
réels vérifiant x + y = 1. Déterminer la matrice P vérifiant P = MP. 

Interpréter le résultat obtenu en terme de répartition des personnes 

favorables et défavorables au groupe politique au bout d’un temps 

suffisamment long. 
se 

mm Exercice 4 

Dans un décor de théâtre, on utilise un cube 

OABCDEFG d'’arête 5 m. On tend un filin 

entre un point R situé sur la face latérale 

droite du cube et un point L situé sur la 

face avant. 

Ce filin coupe le plan vertical (OBD) au 

point P. Le but de cet exercice est de déter- 

miner la position de P. 

On choisit le repère orthonormé (O ; I, J, K) tel que : 

OÀ = 5OÏ, OB = 50] et OD = 5OK. 
1. On suppose que les points R et L ont respectivement pour coor- 
données (3; 5; 2)et (5 ; 1 ; 3). 

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (RL). 

2. Déterminer une équation du plan (OBD). 

3. En déduire les coordonnées du point P. 



Corrigé n#} 

"= Exercice 1 

Partie A 

1.f)=1,6e **, donc f{0) = 1,6 ; g(x)= 0,625e- 28%, donc g(0) = 0,625. 

i& 6 —0,625x 

2: 1,661 0,6258 08; CEE 

In (2,56) 

0,975 

. — e- 0,62 6x. 12/50 = PS ME © 

e0%7Sx = 2,56 ; 0,975x = In (2,56) ; x = , Soit environ 0,964. 
= 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°2 

La solution de l’équation est 0,964. 

1,6e- 1 < 0,625e- 0625 ; 
a er 25 

0,625 “ er® ; 
2,56 < e°°7%* ; la fonction In étant croissante sur [0 ; + oo, 

La In (2,56) 
In (2,56) < 0,975x, d'où x > 70,975 ; 

L'ensemble des solutions de l’inéquation est | 

pour tout réel x, e-! > 0 ; on peut donc écrire 
n 
ni] 

o 
& 
œ 
© 
© 

In(2,56)., 
0,975 "| 

3. Jim —1,6%x=-00, puis Jim, e*=0, donc Jim f(x) = 0. 

4. a. f(x) = 1,6 x (— 1,6)e- 1% = - 2,56e- 1 ; RAPPEL 

g'(x) = 0,625 x (- 0,625) e-0625x = _ 0,390 625 e-062%x,  (e)'= ue". 

b. f(0) = 1,6 et f’(0) = — 2,56, donc une équation de la tangente à € F 

au point d’abscisse 0 est y = — 2,56x + 1,6. 

g(0) = 0,625 et g’(0) = — 0,390 625, donc une équation de la tangente 
à €, au point d’abscisse 0 est y = — 0,390 625x + 0,625. 

5. D'après la question 2., €, est au-dessous de €, sur [2 ; 3]. L’aire de 

la région du plan comprise entre les deux courbes sur l'intervalle 

[2 ; 3] est donnée par l'intégrale : 

L'e-Faydax. 
die (0, 625e-2625* _ 1, 6e-"®) dx #$ É 2625 + eteL 

2 

== e-0625*x34 e- L6x3 =$ (— e-0625x2 4 ee) 

=-e- 1875 + e-#8 + e-125 _ 6-32, soit environ 0,100 6 u.a. 
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CORRIGÉS 

Partie B RAPPEL 

1. Si X suit une loi exponentielle Soit À > 0. La loi exponentielle de 
de paramètre 1,6 : paramètre À admet pour densité de 

P([0 ; 2]) = à 21 6e dt probabilité la fonction fk définie sur 

sait [O ; + oo[ par fh(t) = Àe-*. Pour tout 
= 1 - e-?2, soit environ 0,959. u 
P(2;+o)=1-P(0;2)=e%, réela>0,(0;a)= f'AOat. 
soit environ 0,041. —— 

2. Si Y suit une loi exponentielle e paramètre 0,625 : 

P([0 ; 2]) = ‘à 7 0,625e-%%5t dt = 1 — e-2*5, soit environ 0,713. 

P([2 ; + co[) = 1 — P([0 ; 2]) = el’, soit environ 0,287. 

3. Les su mathématiques des variables aléatoires X et Y sont : 

EX)= 0625 FM —. im. 

Exercice 2 

1. z2 + 2z + 4 = 0. On calcule le discriminant : A=-12<0. 

L'équation admet deux solutions dans C : _ RER -1-i93 

tee HART: 

2.2, = “ae a pour module |zA|= (1/4 (87) 2 

Z1 = (= + #3) donc un argument est arg(z,) = Le, 

3. a. |z5|=|Zx|=4 D 

arg(z,) = 2 x arg(z,) = _ et arg(z,) = arg(z,) + 7 = SU. 

b.z,= afcos( A) isin( JS) amp 2-20 

On peut vérifier (-1+i/3) =1-2i93-3=-2-2i3. 

k, ST ST 17 AS | 
2, = 2{cos[ ST 3 Jæisin( SE 3 }-21441 2 1) donc z.=1-iV3. 

c. Pour démontrer que le triangle ABE est rectangle, on utilise la 

réciproque du théorème de Pythagore : 

E?=|2:-z4P=|2-2i93f =22+(2/3) = 16. 
E?=|2:-2»P=|3+i93 =32+/3°7 212. 

AB°=|z51-Z4f=|-1-3iV3/=(-1)+(-393) = 
AE° + BE° = AB°, donc le triangle ABE est rectangle en E. 



4. a. Pour démontrer que les points B, E et C sont alignés, on démontre 

que les vecteurs BÉ et BC sont colinéaires. Ces vecteurs ont respecti- 

vement pour affixes Z5ë = Zr- Z8 = 3+i#3 et Zi = Zc— Zn = 6+2iy3. 

On obtient BC = 2- BÉ, donc B, Cet E sont alignés. 

b. De même, zx = 1+3i93 et zw5=2+i(7+243). 

2(1+3iy3) 2+i(7+243), donc les points B, A et D ne sont pas 

alignés. 

c. ZM =2-2iy3 et z5=4-7i. 
2x243 #7, donc les vecteurs AË et DC ne sont pas colinéaires et 

les droites (AE) et (DC) ne sont pas parallèles. 

= Exercice 3 (spécifique) 

1.a. A = V, N V, ; d'après l'énoncé, p, = p(V,) = 0,6 et p,,(V.) = 0,6. 

p(A) = p(V, NV.) = p(V,) x py,(V,) = 0,6 x 0,6 = 0,36. 

b. B= V2NVa ; p(V2) = 1- p(V,) = 1 — 0,6 = 0,4 ; d’après l'énoncé, 

pv (V3) 02 

p(B) = p(Van Va) = p(Vi) x pri( Va) = 0,4 x 0,9 = 0,36. 

2. D'après la formule des probabilités totales : 

P4=p{V,) x pri(V.) + p(V2) x pri(V,) = 0,36 + 0,4 x 0,1, donc p, = 0,4. 
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cf 0,6 ven 

Nes 
Pn 0,4 ve 

LE A ES de 

0,9 es 

4. D'après l'arbre pondéré, p,. , = P(V,) x Py (Va. à) + POV) X PV) 5 
Pa EP, * 0,6 4 (1- p,) X 0,1 ; d'où p, ,; = 0,5 P, x 0,1. 

5. a. Pour tout entier naturel n non nul : 

u ,,=p,,,-0,2=0,5p,+0,1-0,2=0,5 p,-0,1= 0,5.(p,- 0,2) = 0,54, 

doncu,,,=0,5u,. 

Cette égalité signifie que la suite u est géométrique de raison 0,5. 

Son premier terme est u, =p,-0,2=1- 0,2 = 0,8. 

b. Pour tout entier naturel n non nul, u, = 0,8 x 0,5"-?, 

donc p, = 0,8 x 0,5"-* + 0,2. 

c. 0,5 est compris entre 0 et 1, donc Jim 0,5:-1=0 ; on en déduit 

que lim p, = 0,2. ae az 



as Exercice 3 (spécialité) 

1: 
4 

Ans1 = P(E41)= 0,9 X an +0,15 X by 
ban = P(B)= 0,1 Xan+ 0,85 X bn 

0,9 0,15\ fa [0,9a+0,15b,\ fan: 
= 4 À = 4 : = = P . 

2.MXP, ne Papier) ne] (3 n+1l 

3.a.P,=MxP,=MxMxP,=MxP, e 
Mie (0 ne as 
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0/140;85 0,1 0,85 

_f0,9X0,9+0,15X0,1 0,9X0,15 +0,15 X0,85 

7 \0,1X0,9+0,85X0,1 0,1X0,15 +0,85 X0,85/ 

M = 0,825 0,2625 

PO 1760073750 

CORRIGÉS 

d'où P,= MexP, = | 

0,54 
P, = 

0,46 
Au bout de 2 mois, la probabilité qu’une personne interrogée soit 

favorable au groupe politique est environ 0,54. 

0,825 0,2625 0,5\ [0,54375 

0,175 -0,737S 0,5/ \0,45625/ 

0,695 0,458 0,576 
se , 1 à , ES = , 

b. MS = 5 305 0, Si d'où P, ea 

0,601 0,598 0,600) 7 51110 , , RES — , 

Ma É 399 0, pal FOUR Fou 
Au bout de 20 mois, la probabilité qu’une personne interrogée 

soit favorable au groupe politique est environ 0,6. 

c f = a ds équivaut au système Phare ‘19/7 \o,1 0,85/*1,/ 4 ï y=0,1x+0,85y" 



Les deux lignes sont équivalentes à l'équation 0,1x — 0,157 = 0. 

+y=1 

0,1x-0,15y=0 

On trouve x = 0,6 et y = 0,4. 

La répartition au bout d’un temps suffisamment long est donc de 

60 % de personnes favorables et 40 % de personnes défavorables 
au groupe politique. 

On résout le système : 

=“ Exercice 4 
1. Soit un point M de coordonnées (x ; y ; z). 

M M appartient à la droite (LR) si, et seulement si, les vecteurs LM et 

LR sont colinéaires, c'e ’est-à-dire s’il existe un nombre réel k tel que 

le v vecteur LM =k: LR. 

LM (X-5;y-1;z-3); LR —2;4;-1). 

SUJET DE DERNIÈRE LIGNE DROITE n° 2 

On obtient alors la représentation paramétrique de la droite LR : ü 

x-5=-2Kk : 

y-1=4k , kétant un nombre réel; o 

Zz—-3=-Kk 

x=5-2k 

y=1+4K, k étant un nombre réel. 

z=3-Kk 

2. Une équation du plan (OBD) est x - y = 0. 

En effet, le vecteur (1 ; — 1 ; O) est orthogonal à OB(5 ASC), 

et à OD (0 ; 0 ; 5) et O appartient au plan (OBD). 

3, Soiénti(r ;y ; 2) les coordonnées de P. On remplace dans l’équa- 

tion du plan (OBD) les inconnues x, y et z par leurs valeurs dans la 

représentation paramétrique de la droite (LR). 

On obtient l'équation suivante d’inconnue K : 

S-2k-1-4K=0; 4-6k= 0 ; d'où k= À. 
ADO SEZ 

On en déduit P (A ; 3 “37 ie 

La position de P est environ (3,67 ; 3,67 ; 2,33). 
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Exercice 1 

Notions traitées : 

e Limites de fonctions 

e Continuité sur un intervalle. 

Théorème des valeurs intermédiaires 

e Calculs de dérivées 

e Fonction logarithme 
e Intégration 

© Chapitres 2, 3, 4,7 et 8, 

p.33, 57,75, 145 et 170 

Exercice 2 

Notions traitées : 

e Droites et plans 
e Géométrie vectorielle 

e Produit scalaire 

© Chapitres 10, 11 et 12, p. 221, 239 et 259 
nement - RP RG A EE 

mm Exercice 1 

Exercice 3 (spécifique) 

Notion traitée : 

e Nombres complexes 
© Chapitre 9, p. 196 : 

Exercice 3 (spécialité) 

Notion traitée : 
e Arithmétique 

© Chapitre 16, p. 354 

Exercice 4 

Notion traitée : 

e Notion de loi à densité — 

© Chapitre 14, p. 307 

Soit la fonction f définie sur |- 1 ; 3[ par f(x) = Inf= 2
x+6 ] 

x+1 

On donne la courbe € représentative de f dans un repère orthonormé. 

1.a. Étudier les limites de fen — 1 et 3. 

b. En déduire les équations des asymptotes. 

2. Résoudre l'équation f{x) = 0. 

3. a. Calculer la dérivée f” de f. 

Étudier le signe de f”(x) selon les valeurs de x. 

b. Dresser le tableau de variations de f. 

c. En déduire le signe de f. 

4. Soit F la fonction définie sur |- 1 ; 3[ par : 

F(x) = (x -3) In(3 - x) — (x + 1) In (x + 1)+ xIn (2). 

a. Démontrer que F est une primitive de fsur |- 1 ; 3[. 

b. Calculer l'aire sous la courbe sur [0 ; a], où a est l’abscisse du point 

d'intersection de la courbe et de l’axe des abscisses. 



mx Exercice 2 
L'espace est muni d’un repère orthonormé (O ; ê, j, k) 

On pose ? = OI, j = Ojet k = OK. 

On considère les points A(4 ; 0 ; 0), B(1;2;0)et 

CAO TT: 2) 

1. a. On se place dans le plan (OI). 

Déterminer une équation de la droite (AB). 

b. Soit E le point d’intersection de la droite (AB) et de la droite (OJ). 

Déterminer les coordonnées de E. 

nitrate à 
PEER ANR 

2. a. Calculer le produit scalaire AB-AC. 

b. Calculer une mesure approchée, en degrés, de l'angle géométrique BAC. 

3.a. Démontrer que le vecteur ñ (4 ; 6; 5) est un vecteur normal au plan (ABC). 

b. Déterminer une équation du plan (ABC). 

c. Soit F le point d’intersection du plan (ABC) et de la droite (OK). 

Déterminer les coordonnées de F. 

4. Les points FE Cet E sont-ils alignés ? Justifier votre réponse. 

x Exercice 3 (spécifique) 

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse 

en justifiant la réponse. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en 

compte. 

Le plan complexe est muni d'un his orthonormé direct (O ; u, v). 

On considère les nombres complexes z, =- y2 + iV2 et Z,= = 3 - i d'images 

respectives A et B. 
- 2 

1. Affirmation 1 : La forme algébrique du quotient , st SEP 92. 

2. Affirmation 2 : Un argument du quotient #7 , st Un. 

: 7 

3. Affirmation 3 : La forme exponentielle du ass 22205 2e. 

4. Affirmation 4 : L'ensemble des points M d’affixe z tels que |z-z1| = 3 

est un cercle de centre A. 

> Sie vis 5 : L'ensemble des points M d'’affixe z tels que : 

arg(z) = ST , 2kx, k E Z, est une demi-droite d'origine O. 
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mm Exercice 3 (spécialité) 

(D'après Liban, 2010 et 2007 et Antilles-Guyane, juin 2009) Pour chacune des 

affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la 

réponse. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en compte. 

1. On appelle S l'ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de 

l'équation 3x - Sy = 2. 

Affirmation 1 : S est l’ensemble des couples (5k — 1 ; 3k — 1), où k est un 

entier relatif. 

2. Affirmation 2 : 1 991% = 2 [7]. 

3. a et b sont deux entiers relatifs quelconques, n et p sont deux entiers 

naturels premiers entre eux. 

Affirmation 3 : a = b [p] si, et seulement si, na = nb [p]. 

4. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 3. 

Affirmation 4 : Pour tout entier naturel k, (2 < Kk < n), le nombre 

n! + k n’est pas un nombre premier. 

5. Affirmation 5 : Si un entier naturel nest congru à 1 modulo 7, alors le 

PGCD de 3n + 4 et de 4n + 3 est égal à 7. 

mm Exercice 4. 
Les deux parties sont indépendantes. 

Partie À (D'après Bac STI, La Réunion, 2011) 

Un jeu en ligne propose aux internautes d'effectuer des missions de difficulté 

croissante qui, si elles sont réussies, permettent de valider successivement 

le niveau 1, puis le niveau 2 et enfin le niveau 3. a 

De plus, les joueurs peuvent bénéficier d’un bonus de rapidité d’un montant 

de 3 € lorsque le dernier niveau validé l’a été en moins de deux minutes. 

Une enquête portant sur 1 200 joueurs a été réalisée. 

Le tableau suivant donne les résultats de cette enqüête. 

Joueurs ayant le niveau 1 les niveaux | les trois 

validé uniquement let2 niveaux 

_ avec bonus 144 

_sans bonus 576 

Total 720 



1. On choisit au hasard un joueur dans ce groupe. 

a. Quelle est la probabilité qu'il ait validé les niveaux 1 et 2 sans bonus ? 

b. Quelle est la probabilité qu'il ait validé les trois niveaux avec bonus ? 

2. Chaque joueur doit payer une mise de 5 € pour participer au jeu. 

Le règlement du jeu est alors défini comme suit : 

— sans bonus, la validation du niveau 1 ne rapporte rien ; 

— sans bonus, la validation des niveaux 1 et 2 rapporte 4 € ; 

— sans bonus, la validation des trois niveaux rapporte 7 €. 

À cela s'ajoute le bonus de rapidité de 3 € qui ne peut être attribué qu’une 

seule fois, dans les conditions précisées en introduction. 

Soit X la variable aléatoire qui à chaque partie associe le gain du joueur, en 

euros. On rappelle que le gain est la différence entre la somme rapportée 

et la mise. Il peut être positif ou négatif. 

a. Donner les valeurs prises par la variable aléatoire X. 

b. Donner sous forme de tableau la loi de probabilité de la variable aléa- 

toire X. 

c. Calculer l'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X. 

Donner une interprétation de E(X). 

Partie B 

7 300 candidats ont passé un examen. La distribution des notes entre 0 

et 20 obtenues par les candidats est une variable aléatoire suivant une loi 

normale de moyenne | et d’écart-type 6. 

Sachant que 59 % des candidats ont obtenu une note inférieure à 11 et que 

95 % des candidats ont obtenu une note inférieure à 15, calculer l et 6. 
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3 Corrigé n£} 

«= Exercice 1 

1. a. fest définie sur ]- 1 ; 3[ par fx) = In É 
Sur]-1;3[,-2x+6>0etx+13>0. 

On transforme l'écriture de f: f(x) = In (- 2x + 6) -In(x + 1). 

lim (- 2x + 6) = 0 et -2x + 6 LO six < 3, puis lim In (x) =- ©, 
X— 

_ 

>0 

donc lim f(x) = - c. : 
rs RAPPELS 

Sia>0etb>0O, 

in(®) = In (a) - In (b). 
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lim (t+1)=0etx+1>0six>-1, puis 

lim In (x) =- c, donc lim FO = +. 

x>0 x>-1 Si lim f(x) = b et limg@) = c, 

u b. Les asymptotes à @ ont pour équations alors limg + fx) =. 
2 x=-letx=3. 

Œ PV RON Fe de x —=2X+6 _ ET 2.n(=2Xré 1 | = ]n (1) équivaut à Re letxet-i;3f 

_Ox+6=1+1:5=3idobree RAPPEL 
3 u' 

L . k 5 (nue 
La solution de l'équation est 37 u 

. “ 

3.a.f(x) =In(-2x+6)-In(x +1). 

ÉUS Re F si He Fes rs FO 
PS PTENRES 4 

RAT ASS AT rm NE ET É 
Sur ]- 1; 3[, x +1 >0 et x —- 3 < 0, donc f(x) «< 0. 

X+1-(xX-3). 

(x -3)(x+1) ’ 

b. Tableau de variations de f: 

c. La fonction fest strictement décroissante et s’annule pour la valeur 

donc f > O0 sur |-1: ‘| et f< 0 sur Ë ; 3]. 
Uo [cn 

. 
! 



4. a. F(x) = (x — 3) In (3 — x) — (x + 1) In(x + 1) + xIn (2). 

F est une primitive de fsur ]- 1 ; 3[ si F’=f. 

F)=1 xIn(8—x) + (x-3)x 1 xIn(x+ 1) - (x + 1) x 

F'(x) = In (3 - x) +1 -In(x +1) - 1 +1n(2) 

F'(x) = In (3 - x) - In(x + 1) +In(2) 

Sur 1-1 ; 3L, A) = In= A In (2(- x +3) -In(x+1) 

= In (2) +1n(3 — x) - In (x + 1). 

Pour tout x de |- 1 ; 3[, F’(x) = f(x), donc F est une primitive de f 

sur |- 1 ; 3]. 

b. D’après la question 2., a = 

ï + In (2) 

Le La fonction f est positive sur [0 ; a], 

donc l'aire sous la courbe sur [0 ; a] est donnée par l'intégrale £ ‘fodx. 

à ‘fax = [F(x)]$, où F est la primitive de la question précédente. 

F(0) = — 3 In (3): 
w 
‘Lu 

2 
œ 
œ 
© 
© 

ASIE sb $)-(5 6j ++ Se 
F5)-- Ln($)-Én($)+ 5m 

F($)-- In (4) + +In (3) - $ In (8) + Sin (3) + à In (2) 

Here (- 8In (2) + 41n (3) - 241n (2) + 81n(3) + 51n(2)) 

F(2)= +(121n (3) - 271n (2)) = 4n (3) - 91n (2) 

5 LE |- F(0) = 4In (3) - 91n(2) - (- 31n(3)) ; 

donc l’aire sous la courbe vaut 71n(3) - 9In (2), soit environ 

1,45 u.a. 

« Exercice 2 
1. a. Dans le plan (OI), A(4 ; 0) et B(1 ; 2). 

On cherche une équation sous la forme 

Y = MX + D. 

Le coefficient directeur de la droite (AB) est 

m=-2. 
É 2 8 AupontAt=-x4+p=0;doncp = 

8 
La droite (AB) a pour équation y = -— +3 



b.E est le point d’intersection de la droite (AB) et de la droite (OJ), 

il a donc pour abscisse 0. Les coordonnées de E sont (0; ca 

2.a. AB (-3,2;0);AB= VT3 ; AC (-4;1; 2); AC= V21. 
AB-AC SP CAPE OR 14. 

b. cos (BAC) = ApAC = x 7x “0847. 

Donc une mesure approchée, en degrés, de l’angle géométrique 

BAC est 32°. 
3. a. Pour démontrer que le vecteur ñ (4 ;, 6; 5) est un vecteur nor- 

mal au plan (ABC), il suffit de vérifier que ñ est orthogonal à deux 

vecteurs non colinéaires du plan (ABC). ne 

n°AB =4x(-3)+6x2+5x0=0, donc # est orthogonal à AB. 

n-AC =4x(-4)+6x14+5x2=0, donc ñ est orthogonal à AC. 

Donc # (4; 6; 5) est un vecteur normal au plan (ABC). 

b. Une équation d’un plan s'écrit sous la forme ax + by + cz + d=0, 

où ñ (a; b; c) est un vecteur normal au plan. D’après la question 

précédente, une équation de (ABC) est 4x + 6y + 5z + d=0. 

On calcule d avec le point A(4 ; 0 ; 0) : 4 x 4 + d=0, d'où d =- 16. 

Une équation du plan (ABC) est 4x + 6y + 5z - 16 = 0. 

c. Le point F d’intersection de (ABC) et de (OK) a ses coordonnées 

(0 ; O0 ; z).qui satisfont l'équation de (ABC) ; donc la cote de F est 

ie 
Les coordonnées de F sont (0 ; 0 ; 3,2). 

4. Les points E et F appartiennent au plan (ABC) et au plan (OJK), donc 

la droite (EF) est la droite d’intersection des deux plans. Le point C 

appartient aussi aux deux plans, donc il appartient à la droite (EF). 

On en déduit que les points FE, C et E sont alignés. 
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CORRIGÉS 

ms Exercice 3 (spécifique) 

1. Affirmation 1 : Faux. 

BU D 
2. Affirmation 2 : Vrai. 

arg(z)e dE ; arg(z)= =; 
arg() = arg(z,) — arg(z,) = = 



3. Affirmation 3 : Faux. 
ue 137 a EU ;7T 

Z;=2e4 etz,=2e6 ;z xz,=4e". 

4. Affirmation 4 : Vrai. 

|Z-Z1| = AM. L'ensemble des points M est le cercle de centre A et 

de rayon 3. 

5. Affirmation 5 : Vrai. 

Par définition, arg(z) = (u, OM). L'ensemble des points M d’affixe z 

tels que Fe +2Kkn, k E Z, est la demi-droite d’origine O et passant 

LS CONSEILS 
Citez les théorèmes et définitions 
du cours et utilisez des mots de 

liaison dans les raisonnements. 
RER RER Eee 

Exercice 3 (spécialité) 

1. Affirmation 1 : Vrai. 

Soit (E) l'équation 3x -— Sy = 2. 

(— 1 ; — 1) est une solution de (E). 

3x — 5y = -3 +5 équivaut à 3(x + 1) = 5(y + 1). 

On utilise le théorème de Gauss : 

3 est premier avec 5 et divise RAPPEL l 

5(y + 1), donc 3 divise (y + 1). Théorème de Gauss : Soient 4, b 
4 L ; et c trois nombres entiers relatifs ! 

Il existe un entier relatif k tel que nuls. Si a divise le SH 

y+1=3k,y=3k-1. bc et si a est premier avec b, alors | 

3(x+1)=5 x 3k, doncx+1=5Kk, adivisec. | 
d'où v— 5k mn 1: RE SE ES 

Si (x ; y) est solution de (E), alors (x; y) =(Sk-1; 3k-1),kEZ. 

Réciproquement, 3(5k — 1) - 5(3k — 1) = 15k-3 — 15k+5=2. 

Donc tous les couples (5k-— 1 ; 3k-1),k € Z, vérifient (E). 

2. Affirmation 2 : Faux. 

11991=284x7+3 : donc 1 991209 = 32% [7]. 

Or3=3/7];:3%=2[7];:3=6[7];3*=4/71;3=5 [7]; 3$= 1 [7]. 

2009 =334x6 +5. 

On a alors 1 991209 = 355:x6+5 [7]. 

1 991200 = (35334 x 35 [7] 

1 991200 = 1334 x 5 [7], soit 1 9912 = 5 [7]. 

3. Affirmation 3 : Vrai. 

a et b sont deux entiers relatifs quelconques. 

Si a = b [pl], comme, pour tout entier naturel n,n=n [p], alors 

na = nb [p]. 
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Réciproquement, si na = nb{p], avec net p entiers naturels premiers 

entre eux, il existe un entier relatif k tel que na - nb = kp, n(a — b) = kp. 

D'après le théorème de Gauss, comme p est premier avec n et divise 

n(a — b), p divise a — b. 

Donc a = b [p]. 

4. Affirmation 4 : Vrai. 

k est un entier naturel tel que 2 < k < n, donc k divise n! et k divise 

la somme n! + k. Le nombre k est donc un diviseur de n! + k. Par 

hypothèse, 2 < K, donc k # 1. 

De plus,k Æ#n!l+k,carn # 0. 

D'où n! + k n'est pas un nombre premier. 

5. Affirmation 5 : Vrai. 

Sin = 1 [7], alors il existe un entier relatif k tel que n = 7k +1. 

On a alors 3n + 4 = 3(7k+1)+4=21Kk +7 =7(3k+ 1) 

et 4n + 3 = 4(7Kk + 1) + 3 = 28Kk + 7 = 7(4k + 1). . 

Le nombre 7 est donc un diviseur commun à 3n + 4 et 4n +3. Il reste 

à vérifier que 3k + 1 et 4k + 1 sont premiers entre eux. 

PRE js we at tels que RAPPEL 

Théorème de Bézout : Deux 

D'après le théorème de Bézout, nombres entiers relatifs non 
3k + 1 et 4k + 1 sont premiers entre nuls a et b sont premiers entre 

eux. Finalement, le PGCD de 3n+4 eux si, et seulement si, il existe 
et de 4n + 3 est égal à 7. des entiers relatifs u et v tels que 

73 

4 

= 

Lu 
Les 
[e) 
[s 
à 

Lu 
A 

9 
=] 

Lu 
[se 4 

mn 
A 
[se 4 
Eu 
[=] 

Lu 
Q 
= 
EE 
LR | 

— 
n 

CORRIGÉS 

au + bv = 1. 

mm Exercice 4 

Partie A 

1. a. La probabilité que le joueur ait validé les niveaux 1 et 2 sans 
È ÉLNO2ANT VOS 

bonus est égale à 1 200 — 100 <0,27: 

b. La probabilité qu'il ait validé les trois niveaux avec bonus est 

ours 1200 0,005. ft 

2. a. Les valeurs prises par X sont-5;-2;-1;2ets. 

b. Loi de RS de la variable aléatoire X : 

Se 
PIX = ss _144_ Sue 36+114 __150_ 
( mr 1 200 | 1 200| 1200| 1200 1200 |1 D 



576 144 XVe 3 
ont CA 7 1000 

* 324 150 Gandi ES 
MAO 200 "1200. 7 1200 01200 

Donc E(X) = - 2,635. 

Sur un grand nombre de parties, un joueur perd en moyenne 

2,635 € par partie. 

Partie B 

Une variable aléatoire X suit une loi normale N(l, 6?) d'espérance 

suit la loi normale et d’écart-type © si la variable aléatoire Y = 

centrée réduite N(0 ; 1). 

D’après l'énoncé, P(X = 11) = 0,59 et P(X < 15) = 0,95. 

Ca _rw<o) On cherche une valeur de a telle que 
P(Y < a) = 0,59 pour la loi normale N(0 ; 1). 0,587 
Avec un tableur (ou une calculatrice), on 0,591 
trouve a = 0,23. a 0,949 
On en déduit l'équation RAS 025 0,951 

De même, une valeur de a telle que P(Y = a) = 0,95 pour la loi nor- 

male N(0 ; 1) est a = 1,65. 

On en déduit l'équation = Les 

Q 
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11-u=0,236 

15-u= 1,656 

a pour solutions H = 10,35 et © = 2,82. 

Le système d'équations 

ee 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°3 



Exercice 1 Exercice 3 (spécialité) 
Notions traitées : Notion traitée : 
e Fonctions sinus et cosinus e Matrices et suites 
e Intégration 

© Chapitres 5 et 8, p. 99 et 1704 
© Chapitre 17, p. 379 

LA 

Exercice 4 
Exercice 2 Notions traitées : 

; Notions traitées : e Fonction exponentielle 
e Notion de loi à densité e Limites de fonctions 
e Intervalle de fluctuation e Continuité sur un intervalle. Théo- 

Estimation rème des valeurs intermédiaires 
© Chapitres 14 et 15, p. 307 et 330 e Fonction exponentielle 

e Intégration £ 

© Chapitres 2, 3, 4, 6et 8, 
Notion traitée : p.33, 57,75, 120et 170 
e Suites 

Exercice 3 (spécifique) 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n° 4 
© Chapitre 1, p.9 

x Exercice 1 … 

La courbe ci-dessus représente une partie de la fonction f définie sur 
R par f{x) = 2 + 0,5 sin(2x) + sin(x). 

1. a. Calculer la dérivée f’ de f. 

b. Démontrer que la courbe admet une tangente parallèle à l’axe des 
abscisses en trois points sur l'intervalle [0 ; 2x]. 
On déterminera la valeur exacte des abscisses de ces points. 
2. Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0 ; 2x]. 



mms Exercice 2 

QCM : Pour chaque question, une seule des trois réponses proposées 
est exacte. 

Un joueur teste la sortie du « 6 » sur un dé à six faces numérotées 
de 1 à 6. 

Soit X, la variable aléatoire désignant le nombre de « 6 » obtenus 
dans un échantillon de taille n. 

1. Avec un dé parfait, la proportion connue p de « 6 » sur un échan- 

tillon de taille n est . 

a. Lorsqu'on fait 600 lancers, on obtient 100 fois le « 6 ». 

b. L'intervalle de fluctuation asymptotique de p dans un échantillon 

de taille 720 au seuil 0,95 est [0,139 ; 0,194]. 

c. La probabilité d'obtenir au moins une fois « 6 » en lançant six fois 

le dé est égale à 1. 

2. Le joueur a effectué 120 lancers avec ce dé et il a obtenu 42 fois 

le «6 ». 

a. On appelle f la fréquence observée. L'intervalle de confiance de 

f au niveau de confiance 0,95 de la sortie du « 6 » est [0,26 ; 0,44]. 

b. Le joueur s’est trompé : il n’est pas possible d'observer une fré- 

quence de sortie du « 6 » égale à 0,35 en lançant le dé. 

c. La probabilité d'obtenir 42 fois la sortie du « 6 » sur 120 lancers 

est environ 0,000 000 582. 

3. La taille d’un échantillon pour que la proportion de sorties du « 6 » 

soit connue avec une précision inférieure à 5 % est : 

a. 100. b. 200. c. 400. 

4. Avec un dé parfait, soit X, la variable aléatoire désignant le nombre 

de « 6 » obtenus dans un échantillon de taille n. 

Pour n assez grand, on rappelle que pour simplifier les calculs, on 

remplace la loi binomiale B(n ; p) par la loi normale N(H, 0?) d'espé- 

rance l et d’écart-type 6, lorsque certaines conditions sont remplies. 

a. Si X, est une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n ; p) 

avec n = 720 et p = au alors P(X, > 360) = 0,5. 
b. Si Z suit la loi normale N(120, 10?), alors P(Z = 120) = 0,5. 

c. Si Z suit la loi normale N(120, 10?), alors P(100 < Z < 140) = 0,954. 



5. Le joueur effectue 400 nouveaux lancers pour tester son dé. Il 

obtient 88 fois le « 6 ». Il fait l'hypothèse que le dé est parfait ( = = | 

a. Au risque d'erreur 0,05, on rejette l'hypothèse que le dé est parfait. 

b. On ne peut pas rejeter l’hypothèse que le dé est parfait au seuil 

de risque 5 %. 

c. On ne sait pas. 

mm Exercice 3 (spécifique) 

(Antilles-Guyane, 2009) On considère la suite (u,) définie, pour tout 

entier naturel n non nul, par : 

= ( Et 
7. n 

1. Soit f la fonction définie sur [0 ; + c[ par f{x) = x -In(1 + x). 

a. En étudiant les variations de f, montrer que, pour tout réel x positif 

ou nul, In (1 + x) < x. 

b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, In(u,) = 1. 

c. La suite (4,) peut-elle avoir pour limite + co ? 
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2. Soit la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par 

v,=In(u,). 

a. On pose x EE Exprimer v, en fonction de x. 

…. M(i+x ur s " 
b. Que vaut lim nee) F* ) ? Aucune justification n’est demandée. 

Y— 

Calculer Jim vs. 

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite. 

mm Exercice 3 (spécialité) 

(D'après Bac ES, Centres étrangers, 2006) Dans une région, on considère 

trois types de temps : beau, variable, pluvieux. 

On sait que : 

— s'il fait beau un jour donné, la probabilité qu'il fasse beau le lende- 

main est 0,33 et la probabilité qu'il pleuve est 0,17 ; ; 

— si le temps est variable, la probabilité qu'il soit variable le lendemain 

est 0,25 et la probabilité qu'il pleuve est 0,5 ; 

— s’il pleut, la probabilité qu'il pleuve le lendemain est 0,25 et la 
probabilité qu'il fasse beau est 0,5. 



On note : 

B l'événement « le temps est beau » ; 

V l'événement « le temps est variable » ; 

A l'événement « le temps est pluvieux ». 

L'état probabiliste du temps dans n jours est représenté par une matrice 

ligne P, = (b, v, a,) où b, désigne la probabilité qu'il fasse beau dans 
EC CRE 

ROITE n°4 

n jours, v, désigne la probabilité que le temps soit variable dans n jours 

et a, désigne la probabilité qu'il pleuve dans n jours. 

Aujourd’hui, il fait beau, on a donc P,= (1 O 0), matrice ligne décri- 

vant l’état initial. 

SUJET DE DERNIERE LIGNE D 

Dh+1 = 0, 33b, + O, 25SV: + O, San 

1. Justifier que, pour tout entier ñ, { Vns1 = 0, Sbu+0,25v:+0,25a. 

An+1 = 0, 17; ir O, SVn SD 0, 2547 

05310 0,17 

2. On considère la matrice M =|0,25 0,25 0,5 

0,5° 0,25 0,25 

Justifier l'égalité P,,, =P,x M. 

Cette égalité est l'écriture matricielle du système linéaire de la ques- 

tion 1. 

3. Déterminer la probabilité de chaque type de temps dans deux jours. 

4. On considère la matrice ligne P = (x y 2), x, } et z étant trois 

nombres réels vérifiant x +y +zZ= 1. 

Déterminer la matrice P vérifiant P =P xM. 

interpréter le résultat obtenu en termes de limites pour les trois suites (b,), 

(v,,) et (a,). 

mms Exercice 4 
(Amérique du Nord, juin 2007 ) 

1. Restitution organisée de connaissances ; 

L'objet de cette question est de démontrer que lim se. = + 00. 

On supposera connus les quatre résultats suivants : 

° La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale à sa fonc- 

tion dérivée. 

ee=1. 

e Pour tout réel x, on à €* > X. 
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e Soient deux fonctions @ et y définies sur l'intervalle [A ; + co[, où 

À est un réel positif. 

Si, pour tout x de [A ; + of, @(x) < y(x) et si lim (x) = + co, alors 

Jim, W(x) = + 00. 

a. On considère la fonction g définie sur [0 ; + c[ par g(x) = e*— &. 

Montrer que, pour tout x de [0 ; + of, g(x) = 0. 

b. En déduire que Jim =,+ 00, 

2. On appelle f la fonction définie sur [0 ; + co[ par f{x) = . pe?. 

On appelle € sa courbe représentative dans un repère orthogonal. 

a. Montrer que f est positive sur [0 ; + co[. 

b. Déterminer la limite de f en + c. En déduire une conséquence 

graphique pour la courbe €. 

c. Étudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations 

sur [0 ; + col. 

3. On considère la fonction F définie sur [0 ; + co[ par F(x) = à ; fÜdt. 

a. Montrer que F est une fonction strictement croissante sur [0 ; + col. 

b. Montrer que F(x) = 1 - #v.— : Ne 

c. Calculèr la‘ limite de F en + co et dresser le tableau de variations 

de F sur [0 ; + col. 

d. Justifier l'existence d’un unique réel positif à tel que F(@) = 0,5. 

À l’aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de @ à 
107? près par excès. 

4. Soit n un entier naturel non nul. On note A, l'aire, en unités d’aire, 

de la partie du plan située entre l’axe des abscisses, la courbe de fet 
les droites d'équations x=0etx=n. 

Déterminer le plus petit entier naturel n tel que A, 0,5. 
— 



Corrigé n# 9 

= Exercice 1 

1. a. f/(x) = cos(2x) + cos(x). 

b. La courbe admet une tangente parallèle à l’axe des abscisses lorsque 

la dérivée s’annule. 

On résout l'équation f’(x) = 0. 

cos(2x) + cos(x) = 0; 

Cos(2x) = — COS(x). 

Or cos(T — x) = — cos(x) ; 

cos(2x) = cos(r — x) équivaut à 2x = T-x + 2kT ou 2x=-(RT-x) +2kn, 

KE Z. 

2x = 7 -x + 2kn équivaut à 3x = 7 + 2KT, soit x = T4k2E. 
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2x = (7 - x) + 2kn équivaut à x = - 7 + 2KkN. “ 

En donnant à k les valeurs O0, 1 et 2, on obtient, sur [0 ; 2x], les trois £ 

LT, 5T 6 solutions 3! T et 3 2 

2. La fonction f est continue sur l'intervalle [0 ; 2x]. 

La valeur moyenne de f sur [0 ; 2] RAPPEL 
1 27 La valeur moyenne d'une 

à 27 -0 : is fonction continue fsur [a ; b] | 

Une primitive F de fest : est le réel un L ”foodx. 

F(x) = 2x — 0,25cos(2x) — cos(x). es 

F(2n) = 4n - 1,25, F(0) = - 1,25. 
fra) = F(4x) - F(0)- 4x. 

1 
Donc la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0 ; 2x] est Ge x AT = 2. 

mm Exercice 2 
1eS LES [=x=— X— 
Dao AS 08 6 6 t 496 7 15 LbL= 1967 

soit environ [0,139 4 ; 0,193 9]. À NOTER. 
On vérifie au préalable que 

n=720 > 30 ;np=120=5 et 

n(1 — p) = 600 = 5. 
Re 



La: 

€ 

Lu 

_ 
[e) 
Le 4 
[=] 
[A] 
p A 

4 
EU 

Lu 
[4 
4 
Z 
Le 4 
Lu 
Q 

Lui 
[| 
ba 
Eu 
an | 

=) 
(74) 

CORRIGÉS 

2. a. fe 0 

il * is = Dee eu Ur, = à 
Hire] ess 756 : 0.35 + | = [0,26 ; 0,44]. 
Dans la réponse c., le calcul est fait avec la loi binomiale de para- 

mètres n = 120 et p = … mais on ne sait pas si le dé est parfait. 
L] - 

il 1 1 pis 3.c. f-—— ; f+-—|; = < 0,05 ; /ÿn > 20, d'où n > 400. | n f+ kl ee n 

4. c. L'espérance de la loi binomiale de para- x ATTENTION mètres n = 720 et p = 7 est np = 120 ; so Pour la réponse à. 
écart-type est © = /np (1—p) = 10. À la symétrie d’une loi 

ur , : p\ : P) 3 binomiale n’est réalisée Par approximation, Z suit la loi normale que lorsque p = 0,5 ; 
N(L, 0?) ; on utilise le résultat : pour la réponse b., la 
P(U-20 <Z < + 20) = 0,954. loi normale est la loi 

d'une variable aléa- 

toire continue, donc 

P(Z = 120) = 0. 

5. a. L’intervalle de fluctuation asymptotique 
de p dans un échantillon de taille 400 au seuil 
0,95 est [0,130 ; 0,203] ; la fréquence observée 

nos , est 6 = 022 ; 0,22 € [0,130 ; 0,203]. 

mx Exercice 3 (spécifique) 

1. a. Pour tout x positif ou nul, 1 + x > 0, donc f est définie et déri- 
vable sur [0 ; + cof. 

fx) = x - In (1 + x). 

” 

La dérivée s’annule pour x = 0 et est strictement positive sur ]0 ; + col, 
donc fest strictement croissante sur [0 ; + co. 
Tableau de variations : 

D’après le tableau de variations, Pour tout réel x appartenant à 
[0 ; + oof, fx) > 0 ; donc *x-—In(1 + x) > 0 ou encore In (1 +X) < x. 



b. Pour n entier strictement positif, on pose x = L 

D'après la question précédente, in[1 ++) < . 471 inf1 +à) UE 

inf1 + 5 < 1 ; d'où, pour tout entier naturel n non nul, In (u,) = 1. 

c. On sait que pour tout n > 0, In(u,) < 1; ona alors u,< e. 

La suite (4,) est majorée par e ; elle ne peut donc pas avoir pour 

limite + co. 

2. a. v,=In(u,) =In (1 + =n inf1 #E}. 
n n 

NE DROITE n° 4 
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En posant x = ., on obtient v, = L'in(1+x). 
n aix 

b. On sait que lim C2 2 1 

On utilise la limite de fonction GHIpOSÉE : 

= 0 en posant x= sl En En) 1, d'où limwm=1. 
n x-0 X Rte n—-+o y] 

CORRIGÉS 
} Dir PE Ne 

c. v, = In(u,) équivaut à u, = €”. 

limu, = lime”. Comme limv,= 1, on obtient lim, =e. 
+00 ñ—+0 n—+oo +00 

La suite (u,) admet une limite finie, donc elle est convergente. 

mm= Exercice 3 (spécialité) 

1. On peut construire un arbre pondéré : 

n° jour (n + 1)° jour 

0,33 B 
0,5 

017 

0,25 

25 

0,5 

0 

25 

Dh Dur) dure 0,25 
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CORRIGÉS 

On utilise la formule des probabilités totales. 

Dns1 = 0,33b;+0,25v:+0,5ax 

D'après l'arbre, pour tout entier n : {V1 = 0,5b,+0,25v,+0,25a; . 

Anx1 = 0,17b;+0,5v,+0,25a; 

033 40 /SRO07I7 

2. P.XM= (DEV ou )x 2 025075 | 

0,52,0/257072S 

Le produit d’une matrice ligne L à 8 colonnes par une matrice carrée M 

d'ordre 3 donne une matrice ligne à 3 colonnes dont le coefficient de la 

colonne j est le produit de la matrice L par la ° colonne de la matrice M. 

Le coefficient de la 1" colonne est 0,33b, + 0,25v, + 0,5a,, soit b 

celui de la 2° colonne est 0,5b, + 0,25v, + 0,25a,, SOIE VIE 

celui de la 3° colonne est 0,17b, + O,5v, + 0,25, soit a,. 

D'où l'égalité P,,,=P,x M. 

3. La probabilité de chaque type de temps dans deux jours est donnée 

par la matrice P, = (b, v, a,).P,=P,xM=(P,xM) xM = P, x MZ. 

: 
n+1? 

1° 

+1 

0,33:-0,5 00/1728/0,330 0,5 1027 
M2=1|0,25 0,25 0,5 15 Fi LU LIEU 

0,5 0,25 0,25 0,5 0,25 0,25 

0,3189 0,3325 0,3486 
M2=| 0,395" 0,3125 vs] 

0,3525 0:375 -0,2725 

Donc P,=(0,3189 0,3325 0,3486). 

La probabilité qu’il fasse beau dans 2 jours est environ 0,32, 

celle que le temps soit variable environ 0,33 et celle qu’il pleuve 

environ 0,35. ; 

4. On cherche P = (x y z)tellequex+y+z=1etP=PxM. 

G,S3L0 SLT 

(Giiyez) = (x y ZX ü 25 0,25 0,5 | équivaut au système : 

0520/2520 -— 

Xx=0,33x+0,25y+0,5z 0=-0,67x+0,25y+0,5z 

y=0,5x+0,25y+0,25z ou encore 40 =0,5x-0,75y+0,25z 

Z=0,17x+0,5y+0,25z 0=0,17x+0,5y -0,75z 

On remarque que la troisième ligne de ce système est l’opposée de la 
somme de la première et de la deuxième lignes. Ce système est donc 
équivalent au système formé par les deux premières lignes. 



Comme x +y+z= 1, on doit résoudre le système : 

O=-0,67x+0,25y+0,5z 

0=0,5x-0,75y+0,25z 

1=x+y+z 

O=-0,67x+0,25y+0,5(1 -x-y) À | 
À NOTER | 

0=0,5x-0,75y+0,25(1-x-7) Vous pouvez aussi ré- | 
z=1-x-y soudre ce système en | 

O=-1,17x-—0,25(0,25x+0,25)+0,5 utisant desnsniens] 
et la calculatrice. Î 

y =0,25x +0,25 mme) 

z=1-x-y 
ES 

SUJET DE DERNIERE LIGNE DROITE n°4 

On trouve successivement x = 0,354 97, y = 0,338 74 et z = 0,306 29. 

On en déduit : 

im bn = 0,354 97 ; AM Vn = 0,338 74 et Jim An = 0,306 29. 

Cela signifie que la probabilité qu'il fasse beau un jour dans le 

futur sera environ 0,355, celle que le temps soit variable environ 

0,339 et celle qu'il pleuve environ 0,306. 
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= Exercice 4 
2 

1. a. g(x) = e* — E ; gest dérivable et a pour dérivée g’(x) = e* — x. 

On sait que, pour tout réel x, e* > x, donc g'(x) > 0 sur [0 ; + of. 

On en déduit que g est strictement croissante sur [0 ; + oof. 

De plus, g(0) = 1 ; donc, pour tout x de [0 ; + of, g(x) = 0. 
x 

b. D’après la question a., pour tout x de [0 ; + cof, e* -— A. > 0, donc 
2 x 

> =. puis, en divisant par x > O, . Æ de 

D'a après le dernier résultat ER comme lim = + co, alors 

lim = = + oo. 
X—+0o Y 

2. a. Sur [0 ; + of, Le z 0 et, pour tout réel x, e z 0, donc f est 

positive sur [0 ; + of. 
PEAUX 

b. Sur [0 ; + of, A) = Ex e ee RC SU 

e0.5x , 0,5x 
D'après la question 1., 0. sa cu donc Jim 0x — 0 
et Jim fQ) = 0. 

On en déduit que la courbe € admet l’axe des abscisses comme 

asymptote en + co. 



c. La Rare fest dérivable comme produit de fonctions dérivables. 
7 an 1 LL — fFA)= Let+hrx=ler = e7 (1 >) 

La os f' a le signe de 

AN SPACE. x = 2, elle.estipositive si x'<2 

et négative si x > 2. 

fest donc croissante sur [0 ; 2] 

et décroissante sur [2 ; + cof 

3. a. F est définie sur [0 ; + o[ par F(x) = Î “fbdt ; par définition, 

F est la primitive de f qui s’annule en 0; donc f est la dérivée de F. 

D'après la question 2. c., la fonction f est positive sur [0 ; + co, donc 

F est strictement croissante sur [0 ; + . 

b. On pose G{(x) = 1 - eZ = . eZ. 

er rie cs 

donc G’(x) = Xe ; comme e° = 1#6(0)= 0; 

X 

G@=Te? 

ca 

Donc G(x) = [R fbdt = F(x) 
o 

et F(x) = 1- e? 3e? : 

C. F(x) = 1 _ e*0,5x = D'Sxearr 

lim e-%% 20 et, d’après la question 
X —+00 

LA 
2.b. 

X 
x = 0, donc Jim POSE 

d. F est continue et strictement croissante sur [0 ; + co[, F(0) = 0 et 

Jim F(x=1;0,5 € [0;1[. 4 
D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un unique 
réel positif à tel que F(@) = 0,5. 

À l'aide de la calculatrice, F(3,35) = 0,498 3 et F(3,36) = 0,500 5 ; 
donc3,35<0<=3,30. 

Une valeur approchée de & à 10-2 près par excès est 3,36. 

. f étant positive sur [0 ; + col, l'aire sous la courbe de fsur [0 ; #] est 
sf" fbdt. Donc A, = F(n). 
D après les questions 2. et 3., F(n) > 0,5 équivaut à n > ©. 

Le plus petit entier naturel n tel que À, = 0,5 est n = 4. 



Formulaire 

Limites des fonctions exp et In 

Jim e*=+0; lim e*=0; lim € 
X—+00 X 

lim < = exp' (0) = 

lim + =+0 ; lim In (x) =—-; lim 
X ++ 00 x—0 X—+00 

lim In) =1: 
x—0 

n(1+x) _ 
eee 

=+; lim xe'=0; 
X——o ÿ 

MO _ 5 ;1im xIn(x =0 
X x—0 

Dérivées 

E Dérivées des fonctions usuelles 

“Si 10; al à 

H Opérations 
sur les fonctions dérivées 

(u+v) =u'+v 

(ku)' = ku’ 
(uv) = uv + uv’ 

si 2 ru (v40) 
v 

(Va) = (u > 0) 
(u" j =nu uw" 

(veu) =(veu)u’ 

(e”)’=ue 

(in )’ ra > 0) 

Si F(x) = fe ft dt, alors F'(x) = f(x). 
Si F est une primitive de f sur [a ; b], 

alors TE f(x) dx = F(b)-F (a). 

La valeur moyenne de la fonction f sur 

[a ; b] est le réel : 



Formulaire 

Nombres complexes 

Soit z = x + iy la forme algébrique 
d’un nombre complexe. 

RE; m2) 

Conjugué de z: 

Z=x—iy. 

Module de z : 

Iz|= V2z = Jx24+y2. 

Forme trigonométrique de z non nul 

de module r et d’argument 8 : 

z=r(cos8 +isin@). 

Notation exponentielle de z : 

Z = rei® 

Soient z et z’ deux nombres 

complexes non nuls. 

M Propriétés des modules 

AIME Z 
z|=|Zz —— (Z1=12 . 
[Zz'1=1zÎ2z" 

BE Propriétés des arguments 

arg (ZZ') = arg(z) +arg (2)[2x] 

FAT E , arg 7 = arg (Z) — arg (z’) [2x] 

arg (z) = arg (2) [2x] 

Produit scalaire 

Dans le plan, soient 4 et v 

deux vecteurs non nuls : 
— — —_ n — — 

u-v=||u|||lv Îlcos(u, v). 
4 

Dans un repère orthonormé 
ja En 

de l’espace, soient u (x; y ; 2) 
me , ! , ete 72) 

UV=xx +yy +22! 

M Propriétés du produit scalaire 

Soient ü, v et wW trois vecteurs 

de l’espace et k un réel. 
> > > — 

(kA)-V=k(G-V)=ù-(kŸ) 
= —  —. > —> — 

U-(V+W)=u-v+u-Ww 

ü-ü=|u | 
ESP PEER DIE DER IEEE TETE ED à IE LR 

Conditionnement et indépendance 

Soient A et B deux événements 

quelconques. 

B Propriétés 

P(A) = 1- p(A) 

P(AUB) = p(A)+p(B)-p(ANE) 
Si À et B sont incompatibles : 

P(AUB) = p(A) +p(B) 

B Probabilité de A sachant B 

p(AQB) Are PA)= 38) 
M Indépendance 

A et B sont indépendants si, 

et seulement si, Pr (A) = p(A) 

ou pa(B)=p(B). 
p(ANB)=p{(A) xp(B) 



Notion de loi à densité 

E Loi exponentielle 

La loi exponentielle de paramètre À 
admet pour densité de probabilité 

la fonction définie sur [0 ; + œ[ par : 

fi = et. 
Soient T une variable aléatoire suivant 
la loi exponentielle de paramètre À et 
a un réel strictement positif. 

P(T<a)= Se DR ALERT à 
P(T>a)=1-["f@dt=e" 

H Loi normale N(0, 1) 
La loi normale centrée réduite N(0, 1) 

admet pour densité de probabilité la 

fonction définie sur R par : 

f(ù = n ec. 

Formulaire 

Soient X une variable suivant la loi 

normale centrée réduite N(0, 1) et a et 

b deux réels : 

P(a<X<b)= fera 

H Loi normale N(u, 0?) 
Une variable aléatoire X suit une loi 

normale N(u, o?) d'espérance y et 

d’écart-type o si la variable aléatoire 

= H suit la loi normale centrée 

réduite N(0, 1). 

Lorsque X suit la loi normale N(u, 0°), 

alors : 

P(u-0<X<H+0)+0,683; 

P(u-26<X<u+20)=0,954; 

P(L-30<X<H+30)=+ 0,997. 

0
 

Intervalle de fluctuation et estimation 

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramètres n et p, avec n 

un entier naturel très grand et p € JO ; 1[. 

POP > p+l, ve ATP | est un intervalle de fluctua- 
L'intervalle | p-1,96 

tion asymptotique de la fréquence Fi = _ au seuil de 0,95. 
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