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INEDOAECBREEBBBE 
C’est l’année du BAC : plein feux sur l’entrainement ! 
Cet ouvrage vous propose une préparation compléte a |’épreuve de 
Mathématiques du Baccalauréat ST2S. 
Vous pouvez |’utiliser tout au long de |’année ou pour vos révisions 
intensives 4 l’approche de |’épreuve. 

Dans chaque chapitre, vous trouverez la garantie de la réussite : 
Le cours : tous les points clés du programme sont repris de maniére 
claire et efficace. 
La synthése : les points essentiels du cours 4 retenir. 
Les methodes : des exercices « type bac » sont traités pas 4 pas 
pour mettre en évidence toutes les méthodes 4 retenir. 
Les exercices d’entrainement : 4 vous de jouer ! 
C'est l’occasion d’appliquer les méthodes vues précédemment et de 
tester votre maitrise du cours. 
Les corrigés des exercices : ils vous permettront de vous évaluer 
et de consolider tous les savoir-faire. 
Les tests : a la fin de chaque chapitre, évaluez vos connaissances 
en répondant au QCM. 
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Les suites numériques 

BL cMlcou r |: 
Bl Les suites arithmétiques — 

les suites géometriques 

@ Les suites arithmétiques 

Définition : On passe d’un terme au suivant en ajoutant 4 chaque fois 

un méme nombre r appelé raison de la suite. 

La suite est donc définie par la donnée du premier terme u, ou u, 

(précisé dans |’exercice) et de la raison r. 

Exemple 1: 1, 3,5, 7,9, 11... 

Alors uy = 1, u, = 3, vu, = 5, u, = 7... 

On passe d’un terme au suivant en rajoutant 2. 

Cette suite est donc une suite arithmétique de premier terme u, = | et de 

_ raison r = 2. 

uy =1 

t= ue +2 

Expression de uv, , , en fonction deu,:u,,,=u, +r. 

_ Expression de u, en fonction de n et uy: U, =Ug + TN. 
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Dans l’exemple 1, u, = 1 + 2n. 

Expression de u,, en fonction de n et uu, =U fs +r(n—p). 

Dans l’exemple 1, en prenant p = 1, on obtient : 

u, =u, +2(n—-1)=3+2n—-2=1 + 2n. 

On retrouve ainsi la formule précédente en utilisant la valeur de wu, au lieu 

de uy 

(On utilisera cette expression lorsque la suite est définie a partir de u, et 

non de uy) 

Si r = 0, alors la suite est croissante (u, , , = u,, : les nombres de la suite 

sont de plus en plus grands). 

Si r < 0, alors la suite est décroissante (u,, 

suite sont de plus en plus petits). 

+1 =4,,: les nombres de la 

@ Les suites géométriques 

Définition : On passe d’un terme au suivant en multipliant 4 chaque 

fois par un méme nombre q appelé raison de la suite. La suite est donc 

définie par la donnée du premier terme u, ou u, et de la raison q. 

En ST2S, on se limite a uy >O et q > 0. 

Exemple 2 : 1, 3, 9, 27, 81... 

Alors uy = 1, u, = 3, u, =9, u, = 27... 

On passe d’un terme au suivant en multipliant par 3. 

Cette suite est donc une suite géométrique de premier terme u, = 1 et de 
raison q = 3. 

uy =1 

u,,, =u, x3 
n 

E 7 1 . —_ xpression de uw, , , en fonction de u, :u, ,, =U, X q- 

Expressi i Sy pression de u,, en fonction de n et up: u, =U, xq". 

Dans l’exemple 2, u, = 1 x 3" = 3”. 

Expression i [i= 7 Pp de u, en fonction de n et UU, =U, X ae 

6 | Les suites numériques 



Dans |’exemple, en prenant p = 1, on obtient : u, =u, x 3"~!=3 x 3"-1, 

On retrouve bien la méme formule : en effet, 3 x 3"~! = 3". 

(On utilisera cette expression lorsque la suite est définie a partir de u, et 

non de uy) 

Si q = 1, alors la suite est croissante (u, , 7 = u,). 

Si0 <q <1, alors la suite est décroissante (u < u,). 
n+1 

Représentation graphique 

Une suite (u,,) est représentée dans le plan par |’ensemble des points 

de coordonnées (n ; u,). 

On ne reliera pas les points puisque seuls les nombres entiers ont une 

image. 

Représentation d’une suite Représentation d’une suite géo- 

arithmétique (suite de l’exemple 1) métrique (suite de l’exemple 2) rt 
130 o 5 

be 
_ 
“Lid 

= 

Remarque : On constate que dans le cas d’une suite arithmétique, les 

points sont alignés. Pour cela, on dit que les termes d’une suite arithmé- 

tique suivent une progression linéaire. Réciproquement, si les points 

sont alignés, il s’agit d’une suite arithmétique. EXERCICES 

B Calculs de sommes : 5 = i Foot! Beg rT 

@ Somme des premiers termes d’une suite arithmétique rt 
4 

. (u, +u_) a 
On utilise la formule : S = (n+ era: wi 

S (cen heb <i 
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Comme (n + 1) représente le nombre de termes de S, on pourra retenir la 

formulation suivante : 

(premier terme de S) + (dernier terme de S) 
S = (nombre de termes de S) Xx 5 

Cette formulation a l’avantage d’étre valable pour toute somme de termes 

consécutifs d’une suite arithmétique. 

Exemple : Calculer 1+3+5+7+9+ 11+... +99. 

Il s’agit de la somme des 50 premiers termes d’une suite arithmétique de 

premier terme u, = | et de raison r= 2. 

$= 50x14 = 50x 50=2 500. 

@ Somme des premiers termes d‘une suite géométrique 
1 > a 

Lay 
On utilise la formule S = Uy 

On pourra retenir la formulation suivante : 
1 BS (issn 

S = (premier terme de S) x : 
1 — (raison) 

Exemple : Calculer 5 + 10 + 20 + 40 +... + 5x2!0: 

I] s’agit de la somme des 11 premiers termes d’une suite géométrique de 

premier terme uy = 5 et de raison 2. 

11 

S=5x(1+24+27+..,2!%) = 5x = 5x = 10 235. 

8 | Les suites numériques 



Suite arithmétique 

On passe d’un terme au 

suivant en ajoutant a cha- 

que fois un méme nombre 

r (raison de la suite). 

Suite géométrique 

On passe d’un terme au 

suivant en multipliant a 

chaque fois par un méme 

nombre gq (raison de la 

suite). 

Définition 

u,, ,en fonction 

de u,, 

u,, en fonction de 

net Uy 

u, en fonction de 

n et u, 

Somme des pre- 

miers termes 

Sig = 1, alors la suite est 

croissante (u,,, = u,,). 
Si 0 < g < 1, alors la 

suite est décroissante 

Si r = 0, alors la suite est 
1 > croissante (ie = u,)- 

Si r S 0, alors la suite est 
i = décroissante (u, , ,; < u,). 

Sens de variation 

Représentation 

graphique 
Les points sont alignés. 

Les formules de calculs de sommes peuvent étre retenues ainsi : 

Acthinpeiique 
S = (nombre de termes de S) x (premier terme de S) + (dernier terme de S$) 

5 ‘ 

\s to dugue )eombre de termes de S) es 

S = (premier terme de S) x ee 
1 — (raison) 
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10 

Comment montrer qu‘une suite est 
arithmétique ou géomeétrique ? 

@ Montrer qu'une suite est arithmétique 

‘ = ee ie ia: . gi : — 

A Vaide de l’énoncé, on repére le premier terme et la raison et 0 cae 
al a ¥ ry ‘ ~ 

Uy =a 

Corrigé commenté 
Le premier terme de la suite est uy = 3 500. 

Pour obtenir tes il faut rajouter 250 a u,,. 

ne = 3500 
Wo 4, =U, +250 

Cette suite est donc une suite arithmétique de premier terme u, = 3 500 et 
de raison 250. 

Les suites numériques 



Exemple 2 

Enoncé 

Le 1" aoat 2007 une pisciculture comporte 2 000 poissons dans un de 

ses bassins. 

Le pisciculteur, inquiet de l’évolution de sa population, décide de les 

compter hebdomadairement. 

Il remarque que leur nombre diminue de 20 toutes les semaines. 

On note u, le nombre de poissons le 1° aofit 2007 et u,, le nombre de 

poissons au bout de la n-iéme semaine. 

On définit ainsi une suite (w,). 

Montrer que cette suite est une suite arithmétique. 

M@ Corrigé commenteé 
| Le premier terme de la suite est u) = 2 000. 

Pour obtenir u, , ,, il faut soustraire 20 a u,,. 

u, = 2 000 
_ Alors , 

“=u 20 

_ Cette suite est donc une suite arithmétique de premier terme u, = 2 000 et 

' de raison (— 20). 

Soe 

f hd 

la 
Ge 
pes 
| = 

j Sted 
i= 

@ Montrer qu‘une suite est géométrique 

A Vaide de l’énoncé, on repére le premier terme et la raison et on écrit : 

Uy =... 

Te an fers ux ose 

Ww) 
Lu 

~ 
) 
a 

RAPPEL uj 

Augmenter un nombre de a% revient a le multiplier par 1 + re 

Diminuer un nombre de a% revient a le multiplier par I - an 

Exemple 3 

Enoncé 
Au 1° janvier 2000, la population de la ville B est de 650 habitants. 

En étudiant l’évolution de la population de cette ville, entre 2000 et 

2007, on observe que celle-ci a augmenté de 5 % tous les ans. 

CORRIGES 

Les suites numériques | 11 



Corrigé commenté 
Le premier terme de la suite est v,) = 650. 

abe 5 
Augmenter un nombre de 5 % revient a le multiplier par 1 + ion = 1,05. 

Donc, pour obtenir v, , , il faut multiplier v, par 1,05. 

e v= 650 

a Vier =, x 1,05 

Cette suite est donc une suite géométrique de premier terme v, = 650 et de 

raison 1,05. 

Exemple 4 

Corrigé commenté 
Le premier terme de la suite est v, = 1 500. 

Diminuer un nombre de 2 % revient a le multiplier par 1 ae = 0,98. 

Done, pour obtenir v,,,, il faut multiplier v, par 0,98. 

v, =1500 
Alors 

Via = VY, * 0,98 

Cette suite est donc une suite géométrique de premier terme Uy = 1 500 et 
de raison 0,98. 

Les suites numériques 



Comment calculer un terme 
d'une suite arithmétique ou 
d'une suite géométrique 7? 

@ Pour une suite arithmétique dont on connait le premier terme u, 
et la raison r 

Corrigé commenté 
Alors la population en 2020 correspond 4 la population en |’an 2000 + n 

avec n = 20. 

On cherche donc u,». 

Or, u, = Uy + 7 Xn donc u,, = 3 500 + 250 x 20 = 8 500. 
La population de la ville A en 2020 serait de 8 500 habitants. 

Exemple 2 (suite) 

Corrigé commenté 
Le nombre de poissons au bout de la dixiéme semaine est donné par 1,5. 

On cherche donc uw, . 

Or u, =U) +r Xn donc u,, = 2 000 — 20 x 10 = 1 800. 

Le nombre de poissons la dixiéme semaine sera de 1 800. 
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@ Pour une suite géométrique dont on connait le premier terme uy 

et la raison q 

. On utilise expression de u,, en fonetion de m : u,, =) 4". w } ‘4 

Exemple 3 (suite) 

Corrigé commenté 
Alors la population en 2020 correspond a la population en l’an 2000 + n 

avec n = 20. 

On cherche donc Vp. 

Or v, = vy X q” donc v5 = 650 x (1,05) = 1 725. 

La population de la ville B en 2020 serait d’environ 1 725 habitants. 

Exemple 4 (suite) 

Corrigé commenté 
Le nombre de poissons au bout de la dixiéme semaine est donné par v,,. 

On cherche donc v,,. 

Or v,, = vy x g” donc v,, = 1 500 x (0,98)! = 1 226. 
Le nombre de poissons la dixiéme semaine sera d’environ 1 226. 

Comment calculer une somme 

de termes consécutifs d‘une suite 

arithmetique ou géométrique ? 

@ Pour une suite arithmétique 

On utilise la formule : ee ne ee - 
(premier terme de S) + (dernier terme de S) 

S = (nombre de termes de S) x = aaa 
pags 
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Exemple 5 

Corrigé commenté 
On note u, le salaire proposé a M. X au n-iéme mois de son contrat. 

Alors la suite (u,,) ainsi définie est une suite arithmétique de premier terme 

u, = 1 600 et de raison 15. 

Le salaire proposé a M. X le 24° mois de son contrat est u,,. 

Le montant total des salaires au bout de 2 années est S=u, + ... + Uyy 

Nous devons donc d’abord calculer u,,, on utilise alors la relation : 

u, =u, + r(n — p). 

Soit u,,=u, + 15 x (24 - 1). hf} 

Donc u,,= 1 600 + 15 x (24 — 1) = 1 600 + 345 = 1 945. Q 

La somme S = u, + ... + uj, comporte 24 termes. Le premier terme est u, <4 

et le dernier est u,,. = 

Or: = 

So aca wvdeiseeonie. (premier terme de S$) : (dernier terme de S) 

+ 600 + 1 945 Alors S = 24 x1“ at spivig atl 2 ; = 42 540. 

Le montant total de ses salaires au bout des 2 années est de 42 540 €. 

Exemple 6 

wr 

Lu 

~ 
O 
~ 
Lu 
x< 
Lu 

Corrigé commenté 
On note u, la quantité rejetée durant la n-ieme année. 

Alors la suite (u,,) ainsi définie est une suite arithmétique de premier terme 

Uy = 50 et de raison — 0,5. 

La quantité rejetée durant l’année 2012 est u,. 

CORRIGES 
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La quantité totale de rejets polluants entre 2008 et 2012 est : 

S = Up t...+ Ug. 

Nous devons donc d’abord calculer u,, on utilise la relation u, =U, + rn. 

Soit Uy = Uy — 0,5 x 4. 

Donc u, = 50 —-0,5 x 4 = 48. 

La somme S = uy + ... + u, comporte 5 termes. Le premier terme est uy et 

le dernier est u,. 

Or 

(premier terme de S) + (dernier terme de S) 
S = (nombre de termes de S$) x ; 

Uy +u fg SORAS 
2 

OTSESe = Aan 

De 2008 a 2012, cette entreprise aura rejeté 245 tonnes de polluants. 

@ Pour une suite géométrique 

Exemple 7 

Corrigé commenté 
On note v, le salaire proposé a M. X au n-iéme mois de son contrat. 

Augmenter un nombre de 0,6 % revient a le multiplier par : 

ik = = 1,006. 
100 

Alors la suite (v,) ainsi définie est une suite géométrique de premier terme 
v, = 1 700 et de raison 1,006. 

Le montant total des salaires au bout de 2 années est : 

S=v, Vat aetel 

16| Les suites numériques 



Cette somme comporte 24 termes. 

= : (nombre de termes de S})
 

Or S = (premier terme de S) x 1 — (raison) 

1 — (raison) 

= 24 

Alors § =1 700 x 1 v43-743107 €. 
1— 1,006 

Le montant total de ses salaires au bout des 2 années est d’environ 

43 743,07 €. 

Exemple 8 

Corrigé commenté 
On note v, la quantité rejetée durant la n-iéme année. 

”“ 
dahl 
a 
Oo 
mo 
= 
ht 

= Diminuer un nombre de 2 % revient a le multiplier par 1 oa = 0,98. 

Alors la suite (v,) ainsi définie est une suite géométrique de premier 

terme v, = 70 et de raison 0,98. 

La quantité totale de rejets polluants entre 2008 et 2012 est : 

S=uytu,tu,tu,tu, 

Cette somme comporte 5 termes (on débute la numérotation a u,). 

EXERCICES 
1 ox : (nombre de termes de S$) 

Of Se (premier terme de S) x (raison) . 

1 - (raison) 

5 

Alo S10 254608. 
0,98 ? 

De 2008 a 2012, cette entreprise aura rejeté environ 336,28 tonnes de 

polluants. 

CORRIGES 
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Comment obtenir et comparer 
les termes de suites a l‘aide de 

la calculatrice ? 

Corrigé commenté 
On commence par exprimer u, et v,, en fonction de n. 

Alors u,, = 50 000 + 2 000n et v, = 30 000 x 1,06”. 

On utilise ensuite |’éditeur de fonctions de la calculatrice. 

CASIO GRAPH 25-35-65-85_ 

Entrer sur la ligne Y1 : l’expression de u,. 

et sur la ligne Y2 : l’expression de v,. 

La variable x s’ obtient avec 

unc of 
46+2666% [—] 
Hox1,.46°% [—] 

Start:o 
End :=5@ 
Step :1 

18| Les suites numériques 



Choisir [TABLE] (F6) 
Hy v1 Ye 

(6 82000 ‘6210 
11 BuDD0 #80783 
18 B6OOO #85630 

WE) sbe000 69076" 
19 

[Fort GI? SRP (EnrT G-con [c-rLt 

| TI 82-82 STAT 83-83 PLUS | 

aes 
Remarque pour la TI 82 Stat.fr : zeae 

Entrer sur la ligne Y1_ = l’expression de u,. 

et sur la ligne Y2 = l’expression de v,. 

La variable x s’obtient avec 

2 (BESET ‘ 

~“ 
LJ 
a 
2) 
<= 
= 
bad 

= 

2 (BEE 

EXERCICES 

sert . 

On constate que c’est 4 partir du rang 19 que vy, <u,. 

CORRIGES 
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IARADA?ARARPARETI 
EXERCICES D'ENTRAINEMENT 

Ey (u,,) est une suite arithmétique de premier terme u, = 2 et de raison 3. 

Calculer u,,, puis la somme S = uy + U, + Uy +... + Ugg. 

(u,,) est une suite arithmétique telle que uy = 4 et u,, = 58,4. 

Quelle est sa raison ? 

(u,,) est une suite géométrique de premier terme u, = 256 et de raison 1,5. 

Calculer u,, puis la somme S = uy + u, + Uy +... + Ug. 

4 | (u,,) est une suite géométrique telle que uy = 25 et u, = 51,84. 

Quelle est sa raison ? 

La somme des sept premiers termes d’une suite géométrique de raison 

0,5 est 571,5. Quel est son premier terme ? 

WA La somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison 3 est 

26 572. Calculer n sachant que le premier terme est 0,1. 

Calculer les sommes : 

S, = 138 + 147 +156+ 165 + 174 +... +1416. 

S,= 5 + 10+ 20 + 405 6042 +20 960. 

S;= 1 000 + 900 + 810 + 729 + ... (S, contient 8 termes). 

S,=3+44,3 +5,6+6,9+ 82-4. (S, contient 100 termes). 

es Lors d’une période de crue, la hauteur d’eau d’une riviére était de 2,50 m 

a midi. Elle augmente réguliérement de 5 cm par heure. 

A quelle heure sera atteinte la cote d’alerte qui est de 3,80 m ? 

EM Que devient un capital de 2 500 € placé pendant 8 ans 4 intéréts compo- 

sés au taux annuel de 6 % ? 

HM) La population d’un département rural diminue de 2 % en moyenne par 
an. Dans combien d’années la population aura-t-elle diminué de moitié ? 

20 | Les suites numériques 



EXERCICES DE TYPE BAC 

fl Un pays en voie de développement comptait, en l’an 2000, quatre mil- 

lions d’enfants d’age scolaire mais seuls 800 000 d’entre eux étaient scola- 

risés. 

Des études statistiques ont montré que l’on pouvait construire un modéle 

mathématique de |’évolution de la situation en considérant que : 

— la population d’age scolaire augmente de 3 % par an ; 

— la population scolarisée augmente de 160 000 par an. 

On note p, la population d’age scolaire et s, la population scolarisée en |’an 

(2000 + n), p,, et s, tant exprimés en milliers et arrondis 4 |’ unité si néces- 

saire. 

On a ainsi py) = 4 000 et 5, = 800. 

1) Quelle est la nature de la suite (p,) ? En déduire l’expression de p,, en 

fonction de n. 

2) Quelle est la nature de la suite (s,) ? En déduire l’expression de s, en 

fonction de n. 

3) Calculer p, et p,, puis s, et 5,,. 

4) Quel était le pourcentage d’enfants scolarisés dans la population d’age 

scolaire en 2000 ? Et en 2003 ? Quel sera-t-il en 2016 ? 

5) On veut déterminer en quelle année, pour la premiére fois, plus de la moi- 

tié de la population d’age scolaire sera scolarisée. 

Pour cela on envisage de remplir a l’aide d’un tableur un tableau du type 

ci-dessous : 

METHODES 

a d’age Population 

scolaire : p, scolarisée : s,, 

4 000 800 

a) Quelle formule faut-il écrire en C3, a recopier vers le bas, pour remplir la 

colonne C ? 

b) Quelle formule faut-il écrire en D3 pour remplir la colonne D ? 

c) Déterminer 4 |’ aide de la calculatrice le plus petit entier n tel que : 

4) 
ww 
ws 
U 
a4 
Lu 
< 
TY 

1 

2 

3 

4 

CORRIGES 

n 

1 
5,> = p, et conclure. 

D: n 
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Marie désire placer 300 € a la banque. Le banquier lui propose ces deux 

placements : 

—un placement A 4 intéréts simples au taux annuel de 4 % ; 

—un placement B a intéréts composés au taux annuel de 3,5 %. 

On note a, le capital disponible au bout de n années avec le placement A, et 

ble capital disponible au bout de n années avec le placement B. Le place- 

ment initial est : a) = by = 300. 

Tous les résultats seront donnés avec deux décimales. 

1) a) Calculer a, et a,. 

b) Exprimer a, , en fonction de a,. Quelle est la nature et la raison de la suite 

(a,)? 
c) Exprimer a, en fonction de n. 

2) a) Calculer b, et b,. 

b) Exprimer b, , , en | fonction de b,. Quelle est la nature et la raison de la 

suite (b,) ? 

c) Exprimer b,, en fonction de n. 

3) On veut utiliser un tableur pour faire une simulation. 

lapel scht-ctasnaolsiaecectieb-eulnararte i tat 
Placement A .| Placement B 

peel emt 300,00 300,00 

a) Quelle formule faut-il écrire dans la case B3 a recopier vers le bas ? 

b) Quelle formule faut-il écrire dans la case C3 a recopier vers le bas ? 

4) a) Si Marie place son argent 5 ans, quel est le placement le plus intéres- 
sant ? 

b) A partir de combien d’année le placement B est plus intéressant que le 

placement A ? 

Un laboratoire effectue des tests concernant un nouveau médicament. 

Apres la prise du médicament, on a mesuré toutes les heures pendant 24h la 

concentration du médicament dans le sang d’un patient en g/I. 

On note u, la concentration au bout d’une heure, u, au bout de deux heures, 

. u,, la concentration au bout de n heures. 

Partie A : Observation 

On a représenté la suite (u,). 
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OD Teresa SasOr ee t-8 OP 10) Ph 12 13 LAP 1S916- 4718-1920 2152293) 24 

1) Determiner graphiquement la valeur de u, a 0,1 prés. 

2) S’agit-il d’une suite arithmétique ? Justifier. 

3) D’aprés les mesures, on a : 

u,~1;u,~0,91 ; u, ~ 0,83 ; U, ~ Ue See 

ees ’ ; ra 
Calculer +, +, + (arrondir les résultats au centiéme). 

co To ap 

= 

Quelle semble étre la nature de la suite (u,,) ? Quelle semble étre sa raison ? 

Quel est son sens de variation ? 

METHODES 
Partie B : Modélisation 

Aprés plusieurs observations, on a constaté qu’au bout d’une heure, la 

concentration dans le sang du médicament est de | g/l et qu’elle diminue de 

9% par heure. 

On décide de prendre comme modéle mathématique une suite (u,) définie 

u,=1 
par : 

u,,, =u, x0,91 
n 

WA 
Lad 
¥ 
U 
(= 4 
wi 
xx 
nt) 1) Expliquer le choix de ce modéle. Quelle est la nature et la raison de la 

suite (u,) ? 

2) Calculer u,, u,, u,a 0,01 prés. Le modéle choisi semble-t-il convenir ? 

3) Exprimer u,, en fonction de n. 

4) On considére que le médicament n’est plus efficace lorsque sa concentra- 

tion dans le sang est inférieure a 0,2 g/l. Le patient doit alors prendre un autre 

comprimé. Combien d’heures un comprimé est-il valable ? 

5) Si on veut que le médicament fasse effet pendant 24 h, quelle doit étre la 

concentration initiale u, (a 0,01 prés) ? CORRIGES 
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On s’intéresse aux cas déclarés de SIDA en France depuis 1989. 

On a représenté ci-dessous la suite (p,) donnant le nombre le nombre de 

nouveaux cas déclarés en milliers l'année 1989 + n. 

0 1 2 3 4 5 

1) Déterminer graphiquement le nombre de cas déclarés en 1993. 

2) La suite (p,) est-elle arithmétique ? Justifier. 

3) On décide de modéliser cette situation a |’aide d’une suite arithmétique. 

Soit (r,,) la suite arithmétique de premier terme r) = 3,7 et de raison 0,4. 

a) Calculer r,, r, 5, 74. 

b) Représenter en rouge cette suite sur le graphique précédent. 

4) On décide de modéliser cette situation a l’aide d’une suite géométrique : 

Soit (g,,) la suite géométrique de premier terme q, = 3,7 et de raison 1,11. 

a) Calculer q,, q, 43, 4, (arrondir a 0,01 prés). 

b) Quel est le taux d’augmentation annuel associé a cette progression ? 

c) Représenter en bleu cette suite sur le graphique précédent. 

5) On suppose dans cette question que |’évolution du nombre de cas déclarés 

suit le modeéle de la suite (7,). 

a) Exprimer r, en fonction de n. 

b) En déduire le nombre de cas en 2010. 

c) Calculer alors le nombre total de cas déclarés depuis 1989. 

6) On suppose dans cette question que |’ évolution du nombre de cas déclarés 

suit le modéle de la suite (q,,). 

a) Exprimer g,, en fonction de n. 

b) En déduire le nombre de cas en 2010. 

c) Calculer alors le nombre total de cas déclarés depuis 1989. 
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7) A Vaide d’une calculatrice, déterminer : 

a) En quelle année le nombre de cas déclarés aurait dépassé 10 000, si l’évo- 

lution suit le modéle de la suite (r,). 

b) Méme question si l’évolution suit le modéle de la suite (q,). 

Un club de sport propose deux formules d’abonnement. 

Formule A : Une cotisation annuelle de 50 € a laquelle s’ajoute la premiére 

année seulement un droit d’entrée de 1 000 €. 

Formule B : Une cotisation initiale de 100 € qui augmente de 10 % par 

an. 

Cependant, dés la seconde année, pour fidéliser la clientéle, on effectue une 

réduction de 5 € sur le montant de la cotisation annuelle. 

Soit B, le montant de la cotisation annuelle la ni®me année avec la formule 

B. 

Par ailleurs on note 7, (resp. S,) la somme totale versée au club par un 

membre pendant n années avec la formule A (resp. B). 

1) Déterminer T, . 

2) Justifier que, pourn > 1,ona:B,j=B,x1,1—-5S. 

3) Pour étudier la suite (B,) on introduit alors la suite (u,) définie par : 

u, = B, - 50. 

a) Montrer que (u,,) est une suite géométrique. 

b) Exprimer u,, puis B, en fonction de n. 

c) Montrer que S, = 500 x (1,1" — 1) + 50n. 

4) Pour un client qui désire s’inscrire pour 4 ans, quelle est la formule la plus 

avantageuse ? 

5) Au bout de combien d’ années la formule A devient-elle au total plus avan- 

tageuse ? 

METHODES 

A 
Lb 
= 
U 
ia 
aT) 
aX 
uw 

CORRIGES 
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CONE 
EXERCICES D'ENTRAINEMENT 

Mu, =u, + 20x 3 =24 60= 62. 
2462 

So 2h «( ) = 672 (attention, S contient 21 termes de up a U9). 

U,7 = Uy + 17r (sir est la raison). D’ot 4 + 17r = 58,4 puis 17r = 54,4 

4,4 
do0.7= = et donc r = 3,2. 

Ug = Up X 1,58 = 256 x 1,58 = 6 561. 

1-1,5° 
: 

S250 | = 19171 (attention, S contient 9 termes). 

4 | U, = Uy X q* (sig est la raison). D’ot 25 x q# = 51,84 puis gt = 2,0736. 

Pour trouver g, on remarque que 1* = 1 et que 2* = 16 donc q est entre 1 et 2. 

On essaie alors 1,14 = 1,4641 puis 1,2+ = 2,0736. On constate donc que 
q=1,2. 

Remarque : une autre méthode pour résoudre une équation du type a” = b 

sera vue dans le chapitre 6, La fonction logarithme décimal. 

Si l’on note uy le premier terme, le texte se traduit par : 

’ 

Eos" 
u, X =25) = 571,5 c’est-a-dire uy x 1,984375 = 571,5 d’ou Uy = 288. 

26 572 x(- 2) 

0,1 
Wona: anix( = )=26 572 d’ot 1-3" = 

Soit 1 — 3” =— 531 440 puis 3” = 531 441. 

Apres essais successifs on constate que 3!* = 531 441 et donc n = 12. 

(On peut aussi utiliser le logarithme décimal.) 

* On voit que les termes de S, forment une suite arithmétique de rai- 
son 9, 
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Pour calculer S,, il reste 4 trouver son nombre de termes. 

Posons uy = 138 et u,, = 1 416. Alors puisque u, =u, +n xX 9. 

On obtient : 138 + 9n = 1 416 d’ot'n = 142. 

On en déduit que 1 416 = u,,, et que donc S, contient 143 termes (de Uy a 

Ugo +++) 

Finalement : S, = 143 x =e eles 
[ 138+141 §) 

2 

* I] s’agit cette fois d’une suite géométrique de raison 2. 

En posant u, = 40 960, on a: 5 x 2” = 40 960 d’ot 2” = 8192 puis n = 13 

(aprés essais ou en utilisant le logarithme décimal). 

1-2" % 
Donc : s,=5x( 5 )=s1 ots, 

¢ Suite géométrique de raison 0,9 donc : 
pt 8 

S =5x( es Jes G95. 3279: 
L=(),9 

¢ Suite arithmétique de raison 1,3. Il faut le dernier terme. 

Or si l’on note u, le premier terme, le centi¢me est : 

Ugji= 3 + 99. 13.=.13),7: 

341317 D’oi : S, = 100 x(2+B4) =6 735. 

| 8 | Notons u, = 2,50 la hauteur d’eau a midi et uw, la hauteur d’eau n heures 

plus tard. 

(u,,) est une suite arithmétique de raison 0,05 (attention aux unités), donc : 

u,, = 2,5 + 0,05n. 

On cherche n tel que u, = 3,8 c’est-a-dire 2,5 + 0,05n = 3,8 d’ot 0,05n = 1,3 

puis n = 26. 

C’est donc 26 heures plus tard que la cote d’alerte sera atteinte, c’est-a-dire 

Je lendemain a 14 h. 

Ea Le capital augmente de 6 % par an, il est donc chaque année multiphié 

par: pence: 1,06. 
100 

Au bout de 8 ans il sera donc devenu : 2 500 x 1,068 ~ 3 984,62 €. 

Ww 

Liu 
an) 
O 
— 
bp 

“LLY 

= 

EXERCICES 

s 

CORRIGES 
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10) Chaque année la population diminue de 2 %, elle est donc multipliée 

2 
par: 1-—— = 0,98. 

100 

Au bout de n années elle aura été multipliée par 0,98”. 

Elle aura diminué de moitié si 0,98” = 0,5. 

Apres essais, on trouve 0,983 = 0,513 ; 0,98%4 = 0,503 ; 0,98°° = 0,493.. 

Ce sera donc au bout d’un peu plus de 34 ans. 

EXERCICES DE TYPE BAC 

11 BD) Augmenter un nombre de 3 % revient a le multiplier par 1,03 donc on 

passe de p, ap, ,, en multipliant par 1,03, ce qui signifie que (p,,) est une 

suite géométrique de raison 1,03 et de premier terme p, = 4 000. 

Nous en déduisons en utilisant la formule u, = uy x g” que : 

p,, = 4 000 x 1,03”. 

2) On passe des, as, , , en ajoutant 160 donc (s,) est.une suite arithmétique 

de raison 160 et de premier terme s, = 800. 

En utilisant la formule uv, = u, + rn, nous en déduisons que : 

5, = 800 + 160n. 

3) En remplagant n par 3 puis par 16 dans p, = 4 000 x 1,03”, nous obtenons 

p; = 4 000 x 1,03? = 4 371 et p,, = 6 419. 

En remplagant n par 3 puis par 16 dans s, = 800 + 160n, nous obtenons 

5, = 800 + 160 x 3 = 1280 et s,, = 3 360. 

Sy _ 800. 
4 était —- = ——— = 0,2 soit 20 %. ) En 2000, le pourcentage était D, 1000 b 

By ou 
En 2003, + = aan 0,29 soit 29 %. 

Deas 

E 2016 0,52 soit 52 % eee eke ka cL 

5) a) Formules possibles a écrire en C3 : 

Nous pouvons utiliser la formule p, = 4 000 x 1,03” 

auquel cas nous écrirons = 4 000*1,03*B3 ou = $C$2*1,03B3 . 

Ou bien la formule p, , , = p,, x 1,03 auquel cas nous écrirons = C2*1,03. 

Remarque : dans Excel, le symbole * remplace le symbole x (multiplica- 
tion). 
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b) Formules possibles a écrire en D3 : 

Nous pouvons utiliser la formule s, = 800 + 130n auquel cas nous écrirons 

= 800+160*B3 ou = $D$2+160*B3. 

Ou bien la formule s, , , = s, + 160, auquel cas nous écrirons = D2+160. 

c) A laide de la calculatrice (voir méthode), on obtient : 

8,3 = 2 880 et p,, = 5 874 puis s,, = 3 040 et p,, = 6 050, 

donc s,, = 2 880 et 5Pis ~2.9375,, = 30 40 et +P ~ 3.025. 

C’est donc en 2014 que, pour la premiére fois, la population scolarisée repré- 

sentera plus de la moitié de la population d’ Age scolaire. 

Affichage sur CASIO | Affichage sur TI 

eteo0 865103 
2880 SB71u.! 

14 = =30U0 6050.3 

” 
Luy 

an) 
2) 
a 2 
fase 

‘bbd 
1S 3200 6231.8 > 

1) a) Un placement a intéréts simples au taux de 4 % signifie que chaque 

année, le capital augmente de 4 % de 300, soit de 0,04 x 300 = 12 €. 

Donc, a, = 300 + 12 = 312 et a, = 312 + 12 = 324. 

b) a, ,,=4, + 12. La suite (a,) est une suite arithmétique de raison 12 et de 

premier terme a, = 312. 

c) Nous utilisons la formule a, = a) + rn ce qui donne a, = 300 + 12n. 

2) a) Un placement a intéréts composés au taux de 3,5 % signifie que chaque 

EXERCICES 

355 
année, le capital est multiplié par 1 + 002 1,035. 

Donc, b, = 300 x 1,035 = 310,50 et b, = 310,50 x 1,035 = 321,37. 

b)b,, ,=9,, x 1,035. La suite (b,) est une suite géométrique de raison 1,035 

et de premier terme b, = 310,50. 

c) Nous utilisons la formule b, = by x q" ce qui donne b,, = 300 x 1,035”. 

3) a) La formule la plus simple est : = B2 + 12, mais on peut aussi écrire : 

= B2 + 0,04*$B$2 ou = B2 + 0,04*B$2. 

a 

CORRIGES 
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b) La formule la plus simple est : = C2 * 1,035. 

On peut aussi écrire : = 300*1,035*A3 ou : = $C$2*1,035*A3. 

Remarque : dans Excel, le symbole * remplace le symbole x (multiplica- 

tion). 

4) a) D’aprés la calculatrice, a; = 360 et b; = 356,31 donc pour 5 ans, le 

placement A est plus intéressant. 

b) La calculatrice nous donne : a, = 396 et b, = 395,04 

dy = 408 et by = 408,87 

C’est donc a partir de 9 ans que le placement B devient plus intéressant que 

le placement A. 

Affichage sur CASIO Affichage sur Tl 

384 381.68 
396 395.04 
408 408.86 

10 420 423.17 

0 12 3 # 5 6° 7-8-9, 200MN 1949 dacs a6-497 18-1900 edeso to aese 

1) u, = 0,7 Gustification sur le graphique avec les traits de construction 
rouge). 

2) Il ne s’agit pas d’une suite arithmétique puisque les points ne sont pas 
alignés. 

u, 0,91 u, 0,83 un, OFS 
3) “=—— 0,91; =~=——<=0,91 ; 4+=—— = 0,91. 

U, I Ux WO,91 U, 

30 | Les suites numériques 



Le quotient de deux termes consécutifs semble constant, égal 4 0,91. On 

passe donc d’un terme au suivant en multipliant 4 chaque fois par 0,91. La 

suite (u,) semble donc étre une suite géométrique de raison 0,91. Elle est 

décroissante. 

Partie B : Modélisation 

1) u, = 1 car au bout d’une heure, la concentration dans le sang est de 1 g/l 

etu,,, =U, x 0,91 car une multiplication par 0,91 (par heure) revient 4 une 

diminution de 9% (par heure). 

(u,,) est une suite géométrique de raison 0,91 et de premier terme u, = 1. 

2) On utilise la calculatrice: u, = 0,91 ; u, ~ 0,83 ; u, ~ 0,75. 

On retrouve a peu pres les valeurs de la partie A donc le modéle choisi sem- 

ble bien convenir. 

3) Nous utilisons la formule u, = u, x g"~? en remplagant p par 1, on obtient 

u, = u, x q"~ | ce qui donne en remplagant wu, par | et q par 0,91 : 

u,=1%x0;91"-! et donc u, = 0,91"—". 

4) On utilise la calculatrice. On voit que u,. ~ 0,201 et u,. ~ 0,183. La 

concentration de médicaments dans le sang reste supérieure a 0,2 pendant 

18 h. Au bout de 19 h, elle est inférieure a 0,2. 

Un comprimé est donc valable 18 h. 

5) On veut u,, "0,2. Or, wu, =u, x 0,91%-! 

(en utilisant la formule u, = u, x q"~'). 

wv) 

Lu 
a 
oO 
ea 
= 
“Ld 

= 

0,2 poe Th: Done u, x 0,91*%4~! > 0,2 ce qui donne u, = 

Pour que le médicament fasse effet pendant 24 h, la concentration initiale 

u, doit étre supérieure ou égale a 1,75 g/l. 

EXERCICES 
1) 1993 = 1989 + 4, il s’agit alors de lire p,. Soit p, = 5,6. 

Le nombre de cas déclarés en 1993 était de 5 600. 

2) La suite (p,,) n’est pas arithmétique. 

En effet p, — pp = 0,4 et p, — p, = 9,5. 

3) a) ro=3,Jetr,,,=7,+ 0,4. Alors r, = 4,1; 7, = 4,5; 7, =4,9 et r, = 5,3. 

b)Voir ci-dessous. 

4) a) q,=3,7 etqg,,,=1,11q,. 

Alors q, = 4,11, g, = 4,56 4, = 5,06 et q, = 5,62. 

b) Multiplier par 1,11 revient 4 augmenter de 11 %. 

s 

CORRIGES 
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5) a) r,= 3,7 + 0,4n. 
b) r,, = 3,7 + 0,4 x 21 = 12,1. Le nombre de cas en 2010 serait de 12 100. 

c)S=22 x = 173,8. Soit 173 800 cas. 

6) a) g, = 3,7 x (1,11)". 
b) qo, = 3,7 X (1,11)! = 33,11. Le nombre de cas en 2010 serait de 33 110. 

t= GQi)* 

> 

7) a) A l'aide de la calculatrice, on trouve r15= 9,7 et 7, = 10,1. 

C’est donc en 2005 que le nombres de cas aurait dépassé 10 000. 

b) A Daide de la calculatrice, on trouve Io = 9,46 et G,. = 10,5. 

C’est donc en 2000 que le nombre de cas aurait dépassé 10 000. 

Affichage sur CASIO Affichage sur Tl 

Cha =o 7c = 300,5. Soit environ 300 500 cas. 
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1) lest clair que T, = 1 000 + 50n. 
2) On a B, = 100 puis, la seconde année, la cotisation augmente de 10 % soit 

100 x 1,1 = 110 mais avec la remise de 5 € on a finalement B,= 105 donc : 

B,=B,x1,1—5. 

Il en est de méme les années suivantes, donc plus généralement, pour n = 1, 

ora Be, Bx 11-5. 

3) a)Onau,,,=B,,,—50 donc: 

oy Pe Lt — 0B x11 — 55 

Oru, = B, - 50 = B, =u, + 50 ona donc : 

“= &, + 50) x 1,1 =—55 =u x 1,1+55-S5 dotu,, ,=u,X1,1. 

La suite (u,) est donc une suite géométrique de raison 1,1 et de premier 

terme uv, = B, — 50 = 50. 

b) On en déduit que u, = u, x 1,1"~' c’est-a-dire u,, = 50 x 1,1"~ | et donc 

B= 50x 1,1"-!+ 50. 

On peut remarquer que la formule convient aussi pour n = 1. 

ce) S,=B, +B, +...+B,=50x 1,1° + 50 + 50 x 1,1'+ 50 

Fy F SO 1,1 te 

En regroupant les termes, cela donne : 

§,= 50 (1 + 1,1 +... + 1,17>1) + 50n. 

1,17 
5, =50| }: 50n. 

1 

S, = 500 (1,1” — 1) + 50n 

4) On a T, = 1 200 et S, = 432,05 donc c’est bien sar la formule B qui est la 

val 
uu 
aa) 

2) 
= 
— 
“LJ 

= 

’ 

wr 

plus avantageuse. S) 

5) On cherche le plus petit entier n tel que T, < S,, c’est-a-dire : Y 

1 000 + 50n < 500 (1,1"— 1) + 50n x 
d’ot aprés simplification, 1,1” > 3. 7 

On peut alors par essais successifs constater que 1,1'! = 2,85... et 
tie Sas, 

Il faut donc au moins 12 ans pour que la formule A devienne plus avanta- 

geuse. 
va 

CORRIGES 
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| aed 

Cet exercice est un QCM. Pour chaque question, quatre réponses sont pro- 

posées dont une seule est exacte. 

EB soit (u,,) une suite arithmétique de premier terme uy = 2 et de raison 

r=3, et soitS=u,+u, +... + u, alors : 

1) a) u, = 20 b) u, = 23 Cc) u, = 26 d) u, = 29 
2) a) $= 94 b) S=97 c) S= 100 d) S = 103 

Soit (v,) une suite géométrique de premier terme v) = 5 et de raison 

gq =2, et soit S=v)+v, +... + vz alors : 

1)a)v,=1280 b)v,= 640 C) ve = 2 560 d) ve = 256 
2) a) S=1 275 b) S=2555 c)S=-6375, d)S=8955 

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r telle que u, = 12 et Uy = 96, 

alors : 

1)a)r=14 by r= 12 c)r=-6 d) r= 20 

2) a) uy, =2 b) u,=— 12 c)u,=8 d) u, =— 16 

ZB soit (v,,) une suite géométrique de raison g telle que is =) 1206 

V, = 4 096, alors : 

1)'a)g=1,25 b) g = 0,6 c)q=0,8 d) g = 1,32 

2) a)v)=15 625 b) v, = 12 500 C)v)=10000 d)v,=19 531,25 

El La somme 1+24+344+... +217 vaut: 

a) 23 762 bi 23°371 ¢) 23 653 d) 248 321 

WH La somme 14+5+4+25+ 125+ 32. + 151625: vant. 

a) 97 656 b) 3 906 c) 2 441 406 d) 19 531 

Solutions 

EM i)>):2)c) Ei)a):2)b) Elta): 2)a) 

Ei)c);2a) Ec) 6 iy 
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Les series 

statistiques 
a une variable 

Bl cMcour|s| 
8 Exemples de séries statistiques 
Nous nous appuierons sur les deux exemples suivants pour illustrer les 

points abordés dans le cours. 

Exemple I : cas discret (on connait chaque valeur) 

20 

ASey4Gie Sir 4836 149.6 SOUS) 252 951532054 

Dans ce tableau sont indiquées les tailles de 100 bébés a la naissance. 

| 46 
Sal Gal 123)i21 | 23 [7 | 11] 4 | 4 

On lit par exemple que 6 bébés mesuraient 47 cm. 

On peut représenter ces données 4 |’aide d’un diagramme en barres. La 

hauteur de chaque barre correspond 4 I’effectif. 
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Exemple 2 : cas continu (les valeurs sont réparties par classes). 

On a relevé les Ages de 400 personnes dont le décés est attribué a l’al- 

cool. Comme il y a beaucoup de résultats possibles, on les a regroupés 

par classes (intervalles). 

[45 OT too aad Cl tL [35 5 45| 
2 15.) 68 | 134, fhegl398 gh 42q 

Exemple de calcul de fréquence : 

Parmi les 400 personnes, 134 avaient entre 45 et 55 ans. 

Comme oe = 0,335, on peut en déduire que 33,5% des personnes dont 

le décés est attribué a l’alcool ont entre 45 et 55 ans. 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

On peut représenter ces données a I’aide d’un histogramme. 

On constate que le rectangle correspondant a la classe [45 ; 55[ (et A un 

effectif de 134) monte plus haut que le rectangle correspondant a la 

classe [55 ; 70[ (et a un effectif de 139). 

C’est parce que dans un histogramme, les effectifs sont proportionnels 

aux aires des rectangles, et non pas a leurs hauteurs comme dans un dia- 
gramme en barres. 
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B Les indicateurs de centralité 

@ La moyenne 

Définition : Dans le cas d’une variable statistique x prenant les 

valeurs x,, X,..., x, dans une population de n individus, la moyenne 

; see re Oe Mat he 
arithmétique est définie par x = ———*———— = =e ay 

n n ; 

Dans le cas d’une série donnée avec effectifs n,, on utilise la for- 

mule : 

2) tel 
X ape 

Dans le cas de valeurs regroupées par intervalles (ou classes), on 

prend pour x; les centres des intervalles. 

Rappel : Le symbole > (sigma) signifie « somme » : on fait la somme des 

produits n,x, (chaque valeur est multipliée par son effectif), puis on divise 

par l’effectif total. 

“ 
Lid 

a) 
oO 
sea 
bes 
“LL 

= 

Dans l’exemple | : 

a DAD) 1 CAO HHO DGAT. at LOO 4 ape 
Ree Ae Ree aa IS Solty =495/. 

Dans l’exemple 2, on a d’abord besoin de connaitre le centre des classes. 

Alors on rajoute une ligne au tableau : 

ae 2 oa [35 ; 45[ | [45 3 550 | [55 ; 70[ | [70 ; 951 
EXERCICES 

68 134 139 42 
feawee 0 as HOM HK splbiofar 63, 5] NERS 

20 +35 
On obtient par exemple 27,5 par le calcul : ! 

— 2x10+15x27,5+68 x 40 +134 x50+139 x 62,5 + 42 x 82,5 55 
———S—_——— —— ee : 

400 CORRIGES 
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Calcul a partir de la distribution des fréquences 

Nn. ty. 

x= z nx, = ae donc x = > NES 
n n 

n. _ effectif de la valeur x, i : 
f=—t=———— eeprésente la fréquence de la valeur x, 
meee? effectif total 

Exemple : 20 % des éléves d’une classe ont eu 15 a un devoir, 50 % ont 

eu 10 et 30 % ont eu 8. 

La moyenne de la classe est : 0,20 x 15 + 0,50 x 10 + 0,30 x 8 = 10,4. 

Calcul a partir d’une répartition par groupes 

On répartit n nombres en deux groupes distincts, l’un contenant n, 

éléments, |’ autre n, éléments. Si x, est la moyenne du premier grou- 

pe et x, celle du deuxiéme groupe, alors la moyenne de tous les 

nombres est : 

Exemple : il y a dans une classe 20 garcons et 10 filles. La moyenne en 

francais des garcons est de 11,5 et celle des filles est de 12,5. Quelle est 

la moyenne de la classe ? 

ee bls iZ 5 ; 
Il ne faut bien sir pas faire i aed =12 car on doit tenir compte du 

fait que comme il y a plus de garcons que de filles, le 11,5 doit avoir un 

coefficient plus important que le 12,5. 

On fait done x = Se =11,8. 

@ La médiane 

Définition : La médiane Me est la valeur du caractére qui partage la 

série en deux séries d’effectifs égaux, les valeurs étant classées dans 

l’ordre croissant. 

e Dans le cas d’un caractére discret : 

— si l’effectif est impair, la médiane est la valeur centrale ; 

— si Peffectif est pair, on prend pour médiane la moyenne des deux 

valeurs centrales. 
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Exemple : 669991415 15 16 Me = 9 

45691215 ys Saker 

Dans |’exemple 1, Me = 50 (car la 50° et la 51° valeur sont égales 4 50). 

e Dans le cas d’un caractére continu : 

La médiane s’obtient par lecture graphique. On utilise la courbe (ou 

polygone) des fréquences cumulées croissantes. La médiane est 

labscisse du point correspondant a une fréquence de 50 % (donc 

d’ordonnée 50 % ou 0,5). Si on dispose de la courbe des effectifs 

cumulés, la médiane est l’abscisse du point dont l’ordonnée est la 
moitié de |’ effectif total. 

Exemple : Reprenons |’exemple 2. Pour déterminer la médiane graphi- 

quement, on a besoin de la courbe des effectifs cumulés croissants (ou 

fréquences). Rajoutons une ligne au tableau. 

| {0 ; 20{ | [20 ; 351 | [35 ; 451 [45 ; 55[ | [55 ; 70[ | [70 : 95. 
Semele dade. | a9 mi 429 

” 
Lud 
(a) 
O 
= 
- 
‘LL 

= 

On Il’ obtient par le calcul : 2 + 15 + 68 = 85. 

Tracons la courbe des effectifs cumulés croissants. Pour cela, nous 

placons les points de coordonnées (0 ; 0), (20 ; 2), (35 ; 17), (45 ; 85), 

(55 ; 219), (70 ; 358) et (95 ; 400) puis nous les relions par des segments 

de droite. 

400 
360 

300 

EXERCICES 

200 

100 

40 
CORRIGES 

ON 54. 64 
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Les traits de construction rouges permettent de déterminer la médiane par 

lecture graphique : Me = 54 (environ). 

Les traits de constructions bleus et verts permettent de déterminer les 

quartiles et les déciles (voir paragraphe suivant). 

Bf Les indicateurs de dispersion 

@ L'écart-type 

Définition : L’écart-type d’une série x est défini par la formule 

= 
n.(x.—x) < - Aree 

0 (x)=, priors Cette formule n’ est pas a connaitre puisqu’ on 
n 

déterminera 1’ écart-type 4 la calculatrice (voir Méthodes, point 2). 

On retiendra juste que |’écart-type est un indicateur de dispersion, 

puisque son calcul est basé sur les écarts des valeurs 4 la moyenne 

Gre). 

Dans |’exemple 1, on obtient a la calculatrice o(x) = 1,80. 

(L’écart-type est donné par ox sur TI, et par xon sur Casio.) _ 

“ee state )~Osd—-Variable = 
eee eg ¥ =55.0125 
| Sx=49 x =2?27005 
| Sxr=34733 x? =1.278415+06 | 

| gx=1.8827 75658 xOn-1 =15. 5839483 
Jn=188 n =400 L 

Exemple I sur TI Exemple 2 sur Casio 

Dans l’exemple 2, en entrant comme valeurs les centres des classes, on 

obtient a la calculatrice o(x) ~ 13,57. 

@ Les quartiles et les déciles 

Définition : Le premier quartile Q, est la plus petite valeur (de la 

série) telle que 25 % au moins des valeurs soient inférieures ou éga- 

les a Q,. Le troisieme quartile Q, est la plus petite valeur telle que 

75 % au moins des valeurs soient inférieures ou égales a Q,. 

Lintervalle interquartile est [Q, ; Q,]. L’écart interquartile est 

Q, 7 Q, : 
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Le premier décile D, est la plus petite valeur telle que 10 % au 
moins des valeurs Bieni inférieures ou égales a D,. Le neuviéme 

décile D, est la plus petite valeur telle que 90 % au Bone des valeurs 

- soient: mniemenrce ou égales a D,. LV’intervalle interdécile est 

_ [D, ; D,]. Lécart interdécile est D, = Ds: 

Exemple : Dans l’exemple 1, il y a 100 valeurs, donc Q, est la 25° valeur 

et Q, est la 75° valeur. Q, = 49 et Q, = 51. L’écart interquartile est 2. 

De méme, D, est la 10° valeur et Dy la 90¢ : D, =4/cet Dy = 28 

L’écart interdécile est 5. Dans l’exemple 2, on détermine les quartiles et 

les déciles sur le graphique ci-dessus. 

Détermination des quartiles (traits de construction verts) : 

Q, correspond a 25 % de 400 (l’effectif total) donc a un effectif de 100. 

On lit sur le graphique (p. 39) Q, = 46. Q, correspond a 75 % de 400, 

donc a un effectif de 300. On lit sur le graphique Q, = 64. 

Détermination des déciles (traits de construction bleus) : 

D, correspond a 10% de 400 (l’effectif total) donc a un effectif de 40. On 

lit sur le graphique D, = 39. D, correspond a 90 % de 400, donc a un 

effectif de 360. On lit sur le graphique D, = 71. 

Ww 

uu 

Qa 
2) 
pa a 
we 
“Mu } 

= 

@ Exemple de diagramme en boite : (cas de I’exemple 1) 

Se ae a rn et ee ee eet oS ia. ea ae ee na 

AAS aM. eee Ae ay Peo eal e528 Sr 4© ASS V 
UO 

\ gale D, QO, Mens 2. 7D, Vee rm 

Lu 

Vain = 45 Ct V,1ax = 94 correspondent a la plus petite et a la plus grande 

valeur de la série. 

D, = 47 et Dy = 52 correspondent au premier et au neuvieme décile. 

Q, = 49 et Q, = 51 correspondent au premier et au troisieme quartile. 

Me = 50 est la médiane. 

On décide parfois de ne pas représenter les déciles sur le diagramme, 

auquel cas « les extrémités de la moustache » (47 et 52 sur le graphique) 

indiquent non plus les déciles, mais la plus petite et la plus grande valeur. 

Dans un exercice, le type de diagramme (avec ou sans déciles) sera indi- 

qué dans |’ énoncé. 

CORRIGES 
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| | | 1 } | 
; | | } 

| t j | } 

j | | j | | j 

ae = e 5 Nn i ee. 

am \ a } mi 
= - f t 

e La moyenne : Dans le cas d’une variable statistique x prenant les 

valeurs x,, X,..., x, dans une population de n individus, la moyenne arith- 

X, +X, +..+%, Lay y 

n l 
métique est définie par x = 

n 

; P : inn sao | 
Dans le cas d’une série donnée avec effectifs ni x= =a nX,. 

n 

Dans le cas de valeurs regroupées par intervalles (ou classes), on prend 

pour x, les centres des intervalles. 

e La médiane Me est la valeur du caractére qui partage la série en deux 

séries d’effectifs égaux, les valeurs étant classées dans I’ ordre croissant. 

Dans le cas d’un caractére discret : Ate 

— si l’effectif est impair, la médiane est la valeur centrale ; 

— si leffectif est pair, on prend pour médiane la moyenne des deux 

valeurs centrales. 

Dans le cas d’un caractére continu, la médiane s’obtient par lecture gra- 

phique. 

e L’écart-type s’obtient a |’ aide de la calculatrice. 

e Les quartiles : Le premier quartile Q, est la plus petite valeur (de la 

série) telle que 25% au moins des valeurs soient inférieures ou égales a 

Q,. Le troisiéme quartile Q, est la plus petite valeur telle que 75 % au 

moins des valeurs soient inférieures ou €gales a Q,. 

L’intervalle interquartile est [Q, ; Q,]. L’écart interquartile est Q, — Q.. 

e Les déciles : Le premier décile D, est la plus petite valeur telle que 

10 % au moins des valeurs soient inf€rieures ou égales 4 D,. Le neuviéme 

décile Dy est la plus petite valeur telle que 90 % au moins des valeurs 

soient inférieures ou égales a Do. 

L’intervalle interdécile est [D, ; D,]. L’écart interdécile est DoD. 

e Le diagramme en boite : 
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CED See 
NUNREHYERBRBEEREEE 

Comment construire un diagramme 
en boite ? 

Enonce 

En début d’année scolaire, le professeur principal d’une classe de 

terminale ST2S décide d’étudier les notes de ses éléves au baccalau- 
réat de francais l'année précédente. 
Il a releyé dans le tableau ci-dessous les notes des 33 éléves de la 
classe. | - 

Notes | 6178] 9 [10/11] 12] 13/14/15] 16] 17/18] 19 
Effectifs |O|1[1]3]4]5[s]{s|4[3]ililololo. 
Construire le diagramme en boite correspondant a cette série. 

Les « extrémités des moustaches » seront les valeurs extrémes de la 

série. 

‘ 

”“ 
tated 
=) 
2) 
<= 
= 
A 
=| 

Corrigé commenté 
Pour construire le diagramme en boite correspondant a cette série, nous 

devons connaitre sa médiane Me, le premier quartile Q,, le troisiéme quar- 

tile Q,, le minimum min et le maximum max de cette série. 

On dresse alors le tableau des effectifs cumulés croissants : 
EXERCICES 

Effectifs 

cumulés 

croissants 

Le minimum de la série est la plus petite valeur prise donc ici min = 7. 

Le maximum de la série est la plus grande valeur prise donc ici 

max = 17. CORRIGES 
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La médiane Me est la valeur du caractére qui partage la série en deux séries 

d’effectifs égaux, les valeurs étant classées dans I’ordre croissant : 

— si l’effectif est impair, la médiane est la valeur centrale ; 

— si l’effectif est pair, on prend pour médiane la moyenne des deux valeurs 

centrales. 

L’effectif de cette série est de 33. I] s’agit d’un nombre impair, la média- 

ne est donc la valeur centrale soit la 17° valeur. La 14° valeur est 11 et la 

15°, la 16°..., jusqu’a la 19° sont des 12. La 17° valeur est donc un 12. 

Donc Me = 12. 

Le premier quartile Q, est la plus petite valeur telle que 25 % au moins des 

valeurs soient inférieures ou égales a Q,. 

On calcule donc 25 % de l’effectif de la série, arrondi a l’entier supé- 

rieur : 

2 
ee x 33 = 8,25. 
100 

Donc le premier quartile est la 9° valeur soit (le dernier) 10 : Q, = 10. 

Le troisiéme quartile Q, est la plus petite valeur, telle que 75 % au moins 

des valeurs soient inférieures ou égales a Q,. 

On calcule done 75 % de leffectif de la série, arrondi a |’entier supé- 

rieur : 

7 
ek x 33 = 24,75. 
100 

Donc le troisiéme quartile est la 25° valeur, soit (le premier) 14 : Q, = 14. 

Il ne reste plus qu’a représenter le diagramme en boite en choisissant une 

unité adaptée. 

Q, Me Q, 

012 34 5 67 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
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Comment déterminer la moyenne et 
l'écart-type d'une série a caractére 
continu 7 

Enoncé 

Le tableau suivant est un extrait d’une étude statistique sur la gra- 

vité des accidents de la route en fonction de la vitesse. 

Cette étude ne concerne que les accidents avec choc frontal concer- 

nant des occupants-avant munis de la ceinture de sécurité. Pour 

faciliter l’étude, la vitesse d’un véhicule lors de chaque accident a été 

transformée en « vitesse équivalente contre un obstacle rigide », cette 

derniére est exprimée en kilométres par heure. 

Total 

282 
de tués | 

1) Calculer la moyenne de cette série arrondie au km/h pres. 

2) Calculer l’écart-type de cette série. 

‘ 

res 

a bid 

Q 
ge) 
Es 

feos 

Sabad 

|= 

Mi Corrigé commenté 
1) On commence par calculer les centres x, de chaque classe [a, ; b,] : : 

; a.+b. w 
i x.=— ; 1) 

| 2 S 

| |Vitesse [25 ; 35, (35: 45t | 145; 55 | 55; 650 | (65; 750 | (75; 850 | [85 ;1001 x 
| — + a ss Ww 

| 

| |Centre ein 0" | 60 92,5 

Ieee : oe re | PRs 1 134 1238-1145 
‘} [tues 3h ae eee | 

Alors: et 

| 30x 1+40x 134+50x 39+ 60x 115+ 70x 85 +80x 26+92,5x 3 o 
y
=
 

x 
282 4 

x =62,79 6) 

i 

Ee 

La vitesse moyenne est donc d’environ 63 km/h. 
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2) On entre les valeurs des centres des classes et les effectifs correspon- 

dants dans les listes de la calculatrice en mode statistique. 

Affichage sur CASIO | Affichage sur Tl 

List [List 2 List [List U 
Ba eo he ae 

Taper : [CALC | puis [ SET ] Star lt puis CALC 

ou [RANG | afin de préciser List2 

pour pa! 

1: 1-Var Stats On tape LL, 

Remarque : il faudra penser a 

modifier 4 nouveau cette ligne 

lorsqu’on désirera calculer une 

moyenne non pondérée. 

Taper : [AWax ] 

WoW we a the 

On lito = 10,29 

Remarque | : La moyenne x est aussi donnée par la calculatrice a la pre- 

miére ligne. 

Remarque 2 : En prenant les centres des intervalles comme valeurs de x, on 

n’obtient que des valeurs approchées de la moyenne et de |’ écart-type. 
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IEW Les salaires nets des 31 employés de l’entreprise ESIRP sont donnés 

ci-aprés, en valeurs arrondies a 10 € prés : 

1 620, 1 710, 2 050, 1 400, 1 360, 1 100, 1 150, 960, 1 100, 1 640, 1 370, 

1 310, 1 140, 1 860, 1 100, 1 460, 810, 1 560, 1 020, 840, 1 280, 960, 1 240, 

1 310, 1 130, 1 020, 1 280, 880, 990, 1 160, 1 450. 

1) Ranger ces salaires par valeur croissante. 

2) Determiner la médiane Me et les quartiles Q, et Q,. 

3) Donner l’intervalle interquartile. 

Quel pourcentage des employés contient-il ? 

4) Calculer la moyenne et I’ écart-type. 

5) Quel est le pourcentage des employés qui ont leur salaire dans |’inter- 

valle |x —20 ;*+20 | ? 

Le tableau ci-dessous donne les résultats d’une enquéte réalisée auprés 

de 400 lycéens sur la durée moyenne (en minutes) de leur trajet matinal pour 

se rendre au lycée. 

Durée du 

trajet 

1) Calculer la moyenne et |’ écart-type de cette série arrondis a la minute. 

2) On considére qu’une durée « normale » devrait se situer dans |’ intervalle 

[20 ; 30[ | [30 ; 45[ [45 ;60[ 

fs -O:;x+0 i. déterminer cet intervalle. 

La distribution (en pourcentage) des employés d’une grande entreprise 

selon leur salaire net (en centaines d’euros) est donnée par le tableau sui- 

vant : 

(7:90 | (9; 11 |(11 ; 13¢] (13 ; 15E| (15 ; 17f| (17; 19f| (19 ; 211 
a 16 18 20 16 12 b | 
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1) Sachant que le salaire moyen est de 1 320 € montrer que les deux pour- 

a+b=18 
centages manquants a et b sont solutions du systéme : 

e : : 2a+5b=48 

2) Résoudre ce systéme pour trouver a et b. 

4 | Le directeur d’une école d’infirmiéres cherche 4 comparer les deux der- 

niéres promotions d’éléves lors de leur entrée dans I’école. Il a relevé dans 

les dossiers les notes de francais des 33 éléves de chaque promotion pour 

dresser les tableaux des effectifs ci-dessous. 

Promotion 2006 

Notes | 6 | 7 | 8| 9 [10] 11 [12] 13] 14 [15] 16[ 17] 18] 19[ 20 
pffectifs| 1|2[3|4[4[s[4[4[3]2]1] 0] 0] 0] o| 

Promotion 2007 

Notes__| 6 | 7 | 8 | 9 | 10] 11] 12] 13] 14] 15 |.16] 17] 18 | 19] 20 | 
Effectits | o|0|1| 2/4] 6[7/6|4]2{1]ojololo 
1) Construire sur un méme graphique les deux diagrammes en boites (sans 

les déciles) correspondants aux deux promotions. 

2) Quels renseignements peut-on tirer de la comparaison des notes de fran- 

¢ais entre les promotions 2006 et 2007 ? 

Deux traitements A et B s’appliquent 4 la méme maladie. On les a testés 

sur des échantillons comparables et on a constaté que, selon le traitement 

choisi, les durées de guérison se répartissent comme suit : 

E Durée de ie ; sii . Frequ ces (en % 
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1) Calculer la moyenne et |’écart-type de chacune des deux séries arrondis 
au dixiéme. 

2) Tracer sur le méme graphique les polygones des effectifs cumulés asso- 

ciés a chacune des deux séries, en déduire par lecture graphique des valeurs 

approchées des deux médianes. 

3) Commenter les résultats (efficacité relative des deux traitements). 

WA Etude du prix d’un article 

Une étude sur le prix (en €) pratiqué par diverses boutiques pour un méme 

article a donné les résultats suivants : 

Centres des — 

a 
& es 5 

- _ 
‘Li 

=> 

Dans les calculs qui suivent on arrondira tous les résultats a l’euro le plus 

proche. 

Partie A 

1) Compléter le tableau. 

2) Calculer la moyenne x et l’écart-type o. 

3) On décide qu’un prix « normal » pour cet article devrait se situer dans 

Vintervalle [x —-0;x+0 | . Déterminer cet intervalle. 

WA 
i) 
= 
U 
(= 4 
Lud 
< 
ud Partie B 

1) Tracer le polygone des fréquences cumulées. 

2) En déduire par lecture graphique les valeurs de la médiane, des quartiles 

-et du premier et du neuviéme décile. 

3) Recopier et compléter alors la phrase : 4 

« On a constaté que la moitié des boutiques vend I’article étudié moins de S 

cee €, et qu’un quart le vend moins de ...... €. 4 
* > Ze: : x 9 @) 

A l’opposé il y en a 10 % qui osent le aged a plus-dew4!. €, alors qu’un Ss) 

prix normal devrait se situer entre ...... et ...... €!» 
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La fondation « Toupourmoa » a réalisé une étude sur I’dge (variable y) 

de 400 de ses adhérents et sur le montant (en euros) des dons qu’ils effec- 

tuent (variable x). 

Lenquéte a révélé que : 10 % des adhérents ont moins de 35 ans. 

15 % des adhérents ont 75 ans et plus. 

A V’aide de ces renseignements, compléter le tableau puis répondre aux ques- 

tions posées. 

Age 4 

1) Quel est le pourcentage de dons de moins de 100 € ? 

2) Quel est le pourcentage de dons de moins de 100 € chez les adhérents de 

moins de 35 ans ? 

3) Quel est le pourcentage de dons de moins de 300 € chez les adhérents de 

55 ans et plus ? 

4) Quel est le pourcentage de dons de 500 € et plus chez les adhérents de 

moins de 55 ans ? 

5) Quel est l’4ge moyen y des adhérents ? 

6) Dans cette question on s’intéresse uniquement au montant des dons et on 

construit le tableau suivant (a completer) : ; 

vas oe Effectifs 
du don hires 

[0 ; 100[ 

[100 : 300 ee 
apace [500 ;1000[ 

a) Tracer le polygone des effectifs cumulés (croissants). 

b) En déduire, par lecture graphique, des valeurs approchées (arrondies a la 

dizaine d’euros) de Me, Q,, Q,, D, et Dy. 
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c) Tracer le diagramme en boite associé 4 cette série. 

d) Calculer x et o(x) (arrondis a la dizaine d’ euros). 

e) On décide qu’un don « normal » devrait se situer dans I’intervalle 

[¥-o :x+0 ]. 

Déterminer cet intervalle puis compléter la phrase du trésorier de la fonda- 

tion : 

« D’apreés |’ étude que nous avons menée, la moitié de nos adhérents donne 

moins de ...... €, un quart donne moins de ...... € et il y ena méme 10 % 

qui donnent moins de ...... € alors qu’un don normal devrait se situer entre 

AEP IE CUP ak <> 

s 

METHODES 

A 
oe) 
— 
U 
i= 4 
Lu 
x< 
iT) 

2 

CORRIGES 
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ICORDONCOSEEREEE 
EXERCICES D’ENTRAINEMENT 

HB 1) On peut utiliser une calculatrice. Par exemple sur une TI, aprés avoir 

entré les 31 valeurs dans la liste L,, on va dans le menu 2™4 List puis 

SortA(L,) range les valeurs par ordre croissant. 

On obtient : 

810, 840, 880, 960, 960, 990, 1 020, 1 040, 1 100, 1 100, 1 100, 1 130, 1 140, 

1 150, 1 160, 1 240, 1 280, 1 280, 1 310, 1 310, 1 360, 1 370, 1 400, 1 450, 

1 460,1 560, 1 620, 1 640, 1 710, 1 860, 2 050. 

2) La médiane est le 16° salaire de la liste ordonnée donc : Me = 1 240. 

31 x 0,25 = 7,75 donc Q, est le 8° salaire : Q, = | 040. 

31 x 0,75 = 23,25 donc Q, est le 24° salaire : Q, = 1 450. 

On pourra vérifier que ces valeurs sont données (en général) par les calcula- 

trices. 

3) Vintervalle interquartile est donc [1 040 ; 1 450]. 

En théorie il contient 50 % de |’ effectif total. Ici il contient 17 employés sur 

les 31 soit environ 55 %. 

4) Une calculatrice donne :. x = 1267,09... et o = 294,32... 

Donc en arrondissant a la dizaine d’euros : x = 1270 et o = 290. 

5) Vintervalle est [ 1 270 — 2 x 290 ; 1 270 + 2 x 290] = [690 ; 1 850] 

On constate qu’il contient 29 employés sur 31 soit environ 94 %. 

1) On détermine les centres des intervalles qui sont dans |’ ordre : 

2S ete eo Oe 

On entre ces valeurs dans une liste (L,) puis les effectifs dans une autre liste 

(L,) et on obtient : 

x = 27,15 et 6 = 14,16... donc, arrondis a la minute, x = 27 et o = 14. 

2) La durée « normale » d’un trajet devrait donc se situer dans 1’ intervalle 

[13 ; 41]. 

1) Il y a deux inconnues a déterminer donc deux équations sont néces- 

saires. En notant que les effectifs sont donnés en pourcentage, on déduit que 
leur total doit étre égal a 100 donc : 

a+16+18+20+ 16+12+b=100d0ta+b=I18. 
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D’ autre part, la moyenne est 1 320 (soit 13,2 en centaines d’euros). 

ag nx, 
Orr = 

n 

Les x, étant les centres des intervalles, soit dans l’ordre 8 ; 10; 12; 14; 16; 

18 et 20, on obtient : 

8a+10x16+12x18+14x 20+16x16+18x12+20b _ 

100 ; 

D’ou : 8a + 20b + 160 + 216 + 280 + 256 + 216 = 1 320 et donc : 

8a + 20b = 192. 

On remarque que cette équation est simplifiable par 4 ce qui donne : 

2a + 5b = 48. 

a+b=18 

2a+5b=48 

1312 

2) Pour résoudre le systéme | 

on peut procéder par substitution. 

De la premiére équation on tire : b = 18 — a et en reportant cette valeur dans 

la seconde, on obtient : 

2a + 5(18 — a) = 48 d’oti 2a — 5a = 48 — 90, 

soit — 3a = — 42 et donc a = 14. 

Alors : b= 18 - 14 

dot b= 4. 

” 
wi 

a 

O 
2 
beewe 
“Mu 

= 

© 1) Promotion 2006 : 

Me est la 17° note de la liste ordonnée, donc Me = 11 (le troisiéme 11...) 

33 x 0,25 = 8,25 donc Q, est la 9° note : Q, =9 

33 x 0,75 = 24,75 donc Q, est la 25° note : Q, = 13 

Promotion 2007 : On trouve de méme, Me = 12, Q, = 11 et Q, = 13 

D’ot les diagrammes en boite : 

EXERCICES 

‘Promotion 2007 KR os 
Lu 

0 
[a4 

Promotion 2006 5 

U 

0 5 10 15 20 
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2) On peut donc constater que la promotion 2006 était moins homogene et 

globalement un peu plus faible que la promotion 2007. 

1) Les centres des intervalles étant : 1,5 ; 4; 5,5 ; 6,5 ; 7,5 ; 8,5 ; 9,5 ; 

11 et 15 on obtient : 

Pour le traitement A: x 665 et.o = 2.64... donc x = 6,7 eo =2.0 

Bie 

=8, 

= 6:28 eho-=3.04.-donc-x-=-6,3--et.6 = 3 Pour le traitement 

~~ — Traitement A 

4 
| —— Traitement B 

Pourcentage de patients guéris 0% 5 BSG es0- FP ise Bre 
Durée de guérison (en mois) 

On lit alors pour A, Me = 8,5 et pour B, Me = 6. 
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3) En comparant les moyennes on voit que (en moyenne !) on est guéri plus 

vite avec le traitement B mais les écarts-types montrent qu’il y a en contre- 

partie une plus grande variation des durées de guérison. 

La comparaison des médianes permet d’affirmer (par exemple) qu’il faut 

deux mois et demi de plus avec le traitement A pour qu’au moins la moitié 

des malades soient guéris. 

6 | Partie A 

1) On Maes : 

Centres des | Fréquences Fréquences 
Prix 

ae (en % cumulées 

Pie are eee Eee rae 

2) Une calculatrice donne : 

x = 49,44... et o = 6,82... donc en valeurs arrondies, x=49eto=7. 

3) Vintervalle « normal » du prix est donc [42 ; 56]. 

” 
uid 

a) 
O 
ks 
- 
“LL 

= 

Partie B 

EXERCICES 

Pa 

CORRIGES 

0 — = or ica (a eae mt 
34 4041 45 4950 54 58 60 70 

2) On lit (environ) Me = 49, QO, = 45, Q, = 54, D, = 41 et Dy =58. 

3) « On aconstaté que la moitié des boutiques vend I’ article étudié moins de 

49 €, et qu’un quart le vend moins de 45 €. 
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A Vopposé il y en a 10 % qui osent le proposer a plus de 58 €, alors qu’un 

prix normal devrait se situer entre 42 et 56 € ! 

10 % de 400, c’est 40, 15 % de 400, c’est 60 d’ot le tableau complété : 

ia 

Sree 
Bae 
pao 
Les 
ao [20 

1) Il y a 88 dons de moins de 100 € sur 400, et 88/400 = 0,22 donc 22%. 

2) Les adhérents de moins de 35 ans sont 40 et pe eux 24 donnent moins 

de 100 € soit 60 %. 

3) Les adhérents de 55 ans et plus sont 180 + 60 = 240 

et parmi eux 18 + 26 + 80 + 14 = 138 donnent moins de 300 € soit 57,5 %. 

4) Les adhérents de moins de 55 ans sont 40 + 120 = 160 et parmi eux 10 

donnent 500 € et plus soit 6,25 %. 

5) Les centres des classes d’Age sont 25, 45, 65 et 85 et les effectifs corres- 

pondants 40, 120, 180 et 60 donc l’Age moyen est y = 58 ans (obtenu par 

exemple avec une calculatrice). 

6) On obtient : 

_ Gu do! ie 

[0 ; 100[ | 

[100 ; 300[ 

[300 ; 500[ 

[500 ; 1 O00[ 

a) D’ou le polygone des effectifs cumulés (on rappelle que les effectifs 

cumulés doivent étre associés aux bornes supérieures des intervalles corres- 

pondants) : 
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400 

350 

300 

250 + 

200 

150 - 

100 

50 

50 120 240 370 470 600 800 1.000 
200 400 

b) On lit approximativement : 

Me = 240, Q, = 120, Q, = 370, D, = 50 et Dy = 470. 

c) D’ou le diagramme en boite : 

Od) 9 RS ee oe e 

0 200 400 600 800 1 000 

a) 
Lud 

(an) 
O 
i 
rant 

~ LL 

= d) La calculatrice donne : x = 258,25 et o(x)=174,34donc: 

m= 260 EF Ox) =170; 

e) Vintervalle « normal » est [90 ; 430] d’ou : 

« ... la moitié de nos adhérents donne moins de 240 € (la médiane), un 

quart donne moins de 120 € (Q,) et il y en a méme 10 % qui donnent moins 

de 50 € (D,) alors qu’un don normal devrait se situer entre 90 € et 

430 €. » 

EXERCICES 

* 

CORRIGES 
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eh 4 

<OyCCSE Nga REN 
On donne la série de notes : 14, 16, 12, 9, 11, 18, 7, 8, 9, 16, 7, 9, 18, 6. 

1. Le pourcentage de notes en dessous de la moyenne est : 

a) 50 % b) 40 % c) 60 % d) 30 % 

2. La médiane de cette série est : 

a) 9 b) 9,5 c) 10 d) 11 

3. Le premier quartile est : 

a)7 b) 8 c)9 d) 10 

4. La moyenne arrondie 4 10~! est : 

a) 10,5 b) 10,8 Ooi d) 11,4 

5. Lécart-type arrondi a 10~7 est : 

a) 3,96 b) 3,98 c) 4,06 dd) 4,08 

EW Des étudiants de formation continue sont répartis selon leur age dans le 

tableau suivant : 

Age 2028. [25 ; 30[ | [30 ; 35, 28.201 140491 49 et plus 
38 59 47 24 12 2 

1. Si l'on veut que toutes les classes aient la méme amplitude la limite de 

la derniére classe doit étre : 

a) 48 b) 50 c) 53 d) 55 

2. Le centre de la classe [35 ; 40[ est : 

a) 37 b) 37,5 c) 38 d) 38,5 

3. La proportion d’étudiants 4gés de moins de 35 ans est environ : 

a) 57 % b) 63 % c) 74 % d) 79 % 

4. Si l’on prend 47,5 comme centre de la derniére classe, alors la moyenne 

(arrondie a |’unité) est : 

a) 30 b) 62 c) 34 d) 36 

5. Dans les mémes conditions |’ écart-type est : 

a) 4 b) 5 c) 6 d)7 

Réponses : ZW 1. a) 2. c) 3. b) 4. d) 5. d) FEB 1. b) 2. b) 3. d) 4. a) 5.) 
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Les series statistiques 
a deux variables 

E Exemple de tableau 4 double entrée et 
calculs de fréquences 

Exemple I: Dans ce tableau est indiqué le nombre d’éléves entrés en BEP 

en France a la rentrée scolaire 2005 selon le sexe et le type de BEP (pro- 

duction ou services). 

BEP Production 7 896 T1141) 79 037 

BEP Services 71 975 32,235) ...104.210 

Total (2-811 103 376; 183 247 

Ministére de l’Education nationale, de l’ Enseignement supérieur 

et de la Recherche, DEPP. 

Définition : On définit la fréquence de A sachant B par : 

A Effectif de AN B 

Fp(A) = Effectif de B 

On dit aussi fréquence de A parmi B. On donne souvent les fréquen- 

ces en pourcentage (auquel cas, il faut penser a multiplier le résultat 

obtenu par 100). 

Les séries statistiques 4 deux variables | 59 

TE Ee 
va) 
Lut 
a) 
O 
aS 
j= 
“ud 

= 

CORRIGES 

EXERCICES 



Exemple 2: 

e Fréquence des filles en BEP (ou pourcentage de filles en BEP) : 

nombre de fillesen BEP  —_—79 871 

nombre total d’éléves en BEP 183 247 
= 0,4359 = 43,59 %. 

e Fréquence des filles en BEP Production (ou pourcentage de filles en 

BEP Production) : 

nombre de filles en BEP Production ——7 896 

nombre total d’éléves en BEP Production 79 037 
= 0,0999 = 9,99 %. 

e Fréquence des BEP Production parmi les filles : 

nombre de filles en BEP Production mu 896 

nombre total de filles en BEP 79 871 
= 0,0989 = 9,89 %. 

a Nuage de points — Point moyen - 
Ajustement affine 

Dans ce paragraphe, on étudie simultanément deux caractéres d’une 

population, prenant les valeurs Mia Ma eee e CLIV ty ase dans le but 

de savoir s’ils sont liés ou non par une certaine relation. Si oui, on dit 

qu’ils présentent une corrélation. 

e Cas des séries chronologiques 

On étudie |’évolution d’un caractére au fil du temps ; le second caractére 

est donc le temps. 

Exemple 3 : Nous utiliserons l’exemple suivant pour illustrer ce paragra- 

Consomma ion d tabac : : 
: eae: 2 Prix du tabac : y 

. 

(en grammes, par peer (Indice base 100 en 1970) 

Insee ; Institut Gustave Roussy. 
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Définition : Dans le plan muni d’un repére, on appelle nuage de 

points de la série l’ensemble des points M jy > MAX, 5 YQ) <- 

M,(%,, 5 ¥,): 

Définition : Le point moyen du nuage est le point G(X ; y). 

Exemple : Dans l’ exemple 3, 

: = 

Ey 147,14152,14161,9+181,34221,1+218,4+4215,7 
e ee eee 

7 

donc le point moyen du nuage est le point G(3,9 ; 185,4). 

Remarque : On peut aussi obtenir les coordonnées du point moyen a la 

calculatrice (voir Méthodes, point 2). 

3-9} Sic 

= 185,4. 

“ 
Lu 

a 
2) 
B a 
f— 
“Lid 

= 
Définition : Certains nuages laissent pressentir qu’il existe une rela- 

tion entre les deux caractéres. Quand les points sont sensiblement 

alignés, on peut construire une droite passant au plus prés de ces 

points. On dit que cette droite réalise un ajustement affine du nuage 

de points. 

EXERCICES 
On détermine cette droite soit graphiquement, soit a |’aide de la calcula- 

trice par la méthode des moindres carrés (voir Méthodes, point 2). La 

droite obtenue par la méthode des moindres carrés passe toujours 

par le point moyen du nuage. 

Exemple : Nous représentons en bleu le nuage de points associé a 

l’exemple 3. Nous avons placé en rouge le point moyen G. Les points ont 

l’air sensiblement alignés sur une droite. 

On peut établir 4 la calculatrice que la droite des moindres carrés a pour 

équation : y = — 51x + 384. Nous avons représenté cette droite en vert. CORRIGES 
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250 

200 

Prix du tabac 150 

100 

3 a5 4 4,5 5 

Consommation de tabac 

Effectif de AN B 

Effectif de B 

On dit aussi fréquence de A parmi B. On donne souvent les fréquences en 

pourcentage (auquel cas, il faut penser a multiplier le résultat obtenu par 

100). 

Nuage de points : Dans le plan muni d’un repére, on appelle nuage de 

points de la série ensemble des points : 

M59): MG, 5.Yo)s21- MO Ys) 
Point moyen : Le point moyen du nuage est le point G( ; y). 

Ajustement affine : Certains nuages laissent pressentir qu’il existe une 

relation entre les deux caractéres. Quand les points sont sensiblement 

alignés, on peut construire une droite passant au plus pres de ces points. 

On dit que cette droite réalise un ajustement affine du nuage de points. 

Fréquence de A sachant B : f,(A) = 
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ey i Lc 

LURRSREEREREUSUBEN 
Comment effectuer un ajustement 
affine d'un nuage de points ? 

@ Si on connait deux points de la droite 

Enoncé 

_ Au cours de six années consécutives, l’infirmiére d’un lycée a relevé 
le nombre d’éléves fumeurs. é 

| Année _| 1998 | 1999 2001 | 2002 | 2003 
Rang de Vannée: x, Ree ea ome 
Nombre de fumeurs: y, | 115 | 133} 150 
1) Vérifier graphiquement que la droite passant par M,(1 ; 115) et 

_M,{6 ; 200) réalise un bon ajustement affine du nuage de points M,,_ 
de coordonnées (x; ; y;). 

2) Déterminer une équation de la droite (M,M,). | 

‘ 

~“ 
Lud 
a 
O 
< 
= 
Ld 

= 

Corrigé commenté 
1) On commence par représenter le nuage de points dans un repére ortho- 

gonal. Les unités seront généralement données dans I’énoncé. 

Par exemple ici on pourra prendre : 

— sur l’axe des abscisses, 2 cm pour une année ; 

— sur l’axe des ordonnées, | cm pour 10 fumeurs. 

On commencera la graduation a 100 fumeurs. 

Voir page suivante. 

On constate que les points du nuage sont sensiblement alignés, la droite 

(M,M,) passe assez prés des points du nuage, elle réalise donc un bon 

ajustement affine des points du nuage. 

EXERCICES 

CORRIGES 
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{hah ah ihe, Dib of Ue eed ahem, Greeny 
2) L’équation de la droite (M,M,) est de la forme y = ax + b ov a est le 

coefficient directeur de cette droite et b est l ordonnée a I’ origine. 
> ere . j 4 > na 7 n 7, " R cate 

>i: S1 une droite £ > pal >§ point tO epee AA) Cw) OY a 1 (BD Ved) 

6-1 5 ' 

Or la droite (M,M,) passe par le point M,(1 ; 115) done 11IS=17x1+b 

dot b = 115 —-17 = 98. 

L’équation de la droite (M,M,) est donc : y = 17x + 98. 

@ Si on connait un point et le coefficient directeur de la droite 
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Corrigé commenté 
1) Le point moyen du nuage est le point G(x ; y). 

+2+ + 
On calcule donc ane 

. — 18,34+19,44+ 20+ 20,64 21,54 22,5 
PGi tamaeue™ = ee aan fn pt 

Alors G (3,5 ; 20,4). 

2) On représente le nuage de points. On pourra ici prendre comme unités 

graphiques : 

— axe des abscisses : 1 cm pour | année ; 

— axe des ordonnées : 1 cm pour | millier de dollars en commengant la 

graduation a 17 milliers de dollars. 
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La droite D a une équation de la forme y = 0,8x + b, cette droite passe par 

' le point G(3,5 ; 20,4). 

| Alors, 20,4 = 0,8 x 3,5 + b d’ot b = 20,4 — 0,8 x 3,5 = 17,6 

La droite D passe donc par le point A de coordonnées (0 ; 17,6) et par 

| G(3,5 ; 20,4). Son équation est donc y = 0,8x + 17,6. 

® Si on connait I'équation de la droite d’ajustement 

Le chiffre d’affaires d’une entreprise pharmaceutique, exprimé en 

par le tableau suivant : 

On prend la droite D d’équation : y = 0,4x + 2,53 comme droite d’ajus- 

tement du nuage des points M. (x,; y,). 

1) Montrer que le point moyen G du nuage appartient a cette droite. 

2) Représenter dans un repére orthogonal le nuage de points et tracer 

la droite D. 

Corrigé commenté 

1) Le point moyen du nuage est le point G(x ; y). 

LaZyste +56 

6 

at 5 3,12 +3,23+3,65 + 4,28+ 4,54+ 4,76 
ee ees ee ee 

6 

| On calcule x = 3) oy. 

= 3,93. 

Alors G(3,5 3 3,93). 

Remarque : On aurait pu utiliser la calculatrice en mode statistique et uti- 

liser la fonction : 2 Var (voir méthode suivante). 

Pour que G appartienne a la droite D, ses coordonnées doivent vérifier 

’équation de la droite D. 

Or 0,4 x 3,5 + 2,53 = 3,93 donc les coordonnées de G vérifient lV’ équation 

de D, il appartient donc 4 cette droite. 
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WWAHLAA AAA AAR 

No to RE BH AUD NY tO % Y 

Pour tracer la droite D, nous connaissons déja un point, le point G. II reste 

a calculer les coordonnées de | ou 2 autres points de la droite. 

Par exemple pour x = 4, y = 0,4 x 4 + 2,53 = 4,13 donc la droite D passe 

par le point A (4 ; 4,13). 

De méme pour x = 6, y = 0,4 x 6 + 2,53 = 4,93 donc la droite D passe par 

le point B (6 ; 4,93). 

Comment réaliser un ajustement affine 
par la méthode des moindres carrés 7? 

Enoncé 

Le tableau suivant donne la consommation moyenne d’eau minérale 

en litres par Francais entre 1995 et 2004. 

[nade _[ os] gon oe [aoe Lo [a [208 
Rangx, | Bae see eos aha 

“yam a 8 (en litres) 

Déterminer, 4 l’aide de la calculatrice, par la méthode des moindres 

carrés, une €quation de la droite (D) d’ajustement affine de y en x 

sous la forme y = ax + b ot.a et b seront arrondis 4 0,1 prés. 
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Corrigé commenté 

Affichage sur CASIO Affichage sur TI 

puis [ENTER] 
=TAT ea ath 

RAH ea o fe | 

Entrer les valeurs x, dans LiSt 1 Entrer les valeurs x; dans L1 

et les valeurs y, dans LiSt 2. et les valeurs y, dans L2. 

Taper Eee (F2) 
puis L SET] oy [RANG] (F6) 

6 

68 | Les séries statistiques 4 deux variables 



La droite (D) a pour équation y = 6,3x + 113,4. 

Pour le tracé de la droite on pourra se référer a la méthode 1. 

Complément : Comment obtenir les coordonnées du point moyen du nuage ? 

Affichage sur CASIO Affichage sur TI 

! [star | puis [ENTER] 

s 

”“ 
ud 
=) 
2) 
<= 
- 
iad 

= Taper [star] 

Choisir 2-Var Stats 

Taper 2-Var Stats L1,L2 
ba] 

xon 87228132 
xo xn-t=5,02 769055 

_ EXERCICES 
Les coordonnées du point moyen ; 

sont données par X et Y. ps ctrerenn res 
P bieai P 1 a aed Les coordonnées du point moyen 
our obtenir y, 11 suit de descen- santaionneas par x ety. 

Pour obtenir y, il suffit de descen- 

dre : 

CORRIGES 

On lit G (4,5 ; 141,8) 

On lit G (4,5 ; 141,8) 
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HN On a relevé dans le tableau ci-dessous le taux de cholestérol (en grammes 

par litre de Sales et ates (en ane d’un échantillon de 200 personnes. 

ere anenae 

gee eo 
1 ESE ree 
| Ee ee ee ee 
| seers 
a i ae 
ic eee ee 

Cet exercice est un QCM. Trouver la bonne réponse parmi les quatre propo- 

sitions A, B, C, D. . 

1) Le nombre de personnes ayant moins de 50 ans 

est : 

2) Le pourcentage de personnes d’au moins 60 ans 

est : 

3) Le nombre de personnes qui ont entre 40 et 60 ans 

et dont le taux de cholestérol est inférieur 4 2 g/l 

Este 

4) Le pourcentage de personnes ayant un taux de 

cholestérol inférieur 4 2,2 g/l est : 

5) Le nombre de personnes qui ont au moins 50 ans 

et dont le taux de cholestérol est d’au moins 2,2 g/l 

est : 
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6) Le pourcentage de personnes ayant moins de 30 

ans et un taux de cholestérol d’au moins 2 g/l est : 

4,5 % | 

32 % | 

50 % 

9 % 

226 

70,3 % 

47,2 % 

29,6 % 

7) Le pourcentage de personnes de 60 ans et plus 

parmi les personnes ayant un taux de cholestérol 

d’au moins 2,4 g/l est : 
- 

8) Le pourcentage de personnes qui ont un taux de 

cholestérol inférieur 4 2 g/l parmi les personnes de 

moins de 40 ans est environ : 

A. 

B. 

i 

Dy: 

A. 

B. 

a 

By 

A. 

B. 

OF 

Dy: 

4 L’évolution de la taille moyenne d’un enfant entre 6 et 30 mois est don- 
née eerie le tableau suivant : 

Age en mois : x, 1 ee - 

5 rane 

1) Représenter le nuage de points M(x, ; y,) dans un repére orthogonal avec 

pour unités : 1 cm pour 2 mois en abscisse et 1 cm pour 2 cm en ordonnée 

en graduant a partir de 60. 

2) On réalise un ajustement affine de ce nuage en prenant pour droite d’ ajus- 

tement la droite A passant par les points extremes du nuage M,(6 ; 66) et 

M,(30 ; 90). 

Déterminer une équation de A puis tracer A sur le graphique. 

3) Quelle prévision peut-on faire pour la taille moyenne d’un enfant de 3 ans 

avec cet ajustement ? 

METHODES 

“A 
tL] 
2 
S) 
& 
il 
x< 
i 

Dans le service de soins d’un hépital, on a lancé en 2002 un plan de lutte 

contre les maladies nosocomiales. 

Les mesures prises ont été efficaces comme le montre le tableau ci-dessous 

ou l’on a relevé pour six années consécutives le pourcentage y de malades 

ayant contracté une telle maladie. 

2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 
el et i ee a SC 

| ei me ios | 106 z 

1) Représenter le nuage de points M(x; ; y;). 

CORRIGES 
a} 
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2) Déterminer le point moyen G. 

3) On réalise un ajustement affine de ce nuage avec la droite A passant par 

G et de coefficient directeur : — 1,1. 

Déterminer |’équation réduite de A puis tracer A sur le graphique. 

4) Vobjectif du directeur de l’h6pital est de ramener le pourcentage y en 

dessous de 5 %. Si l’évolution constatée se poursuit, en quelle année peut-il 

espérer atteindre ce but ? (On donnera une solution graphique et une autre 

par le calcul.) 

Le tableau suivant donne |’évolution du taux d’équipement des frangais 

en téléphone portable. 

ARCEP, 2006. 

1) Représenter le nuage de points M (x, ; y;). 

2) Déterminer le point moyen G. 

3) A Vaide de la calculatrice, déterminer l équation réduite y = ax + b de la 

droite d’ajustement A obtenue par la méthode des moindres carrés (on arron- 

dira a et b au dixiéme). 

4) Tracer A sur le graphique. 

5) Avec cet ajustement, en quelle année peut-on prévoir qu’au moins neuf 

frangais sur dix posséderont un téléphone portable ? 

Une réaction chimique permet d’ obtenir un certain produit P. 

Le pourcentage de produit P obtenu (rendement de la réaction) dépend de la 

température. 

Lors d’essais en laboratoire on a pu constater les résultats suivants : 

ure € mCi 48 te | 1 | 0 | 28 | 36 | a8 
fo: y, | 38,8 | 43,1 | 45,6 | 46,2 65.8 

1 Représenter le nuage de nou M. (x;, y, ) dans un Teper sortheonak 

avec pour unités : 

— 1 cm pour 4 °C en abscisse ; 

— 1 cm pour 2 % en ordonnée en graduant a partir de 38 %. 

2) Calculer les coordonnées du point moyen G et le placer. 

3) On choisit comme droite d’ajustement la droite A passant par G et par le 

point A(4 ; 40). Déterminer |’ équation réduite de A. 
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4) Tracer A. 

5) Lexpérience devenant de plus en plus dangereuse quand la température 

augmente, on décide de choisir une température de 40 °C pour la production 

industrielle du produit P. 

Quel est le rendement prévisible dans ces conditions ? 

EA Avec le développement des énergies renouvelables le coiit de production 

de l’énergie éolienne ne cesse de baisser comme le montre le tableau ci-des- 

sous (les prix sont en dollars par baril équivalent pétrole) : 

Rang de l’année : x 

1) Représenter le nuage de points M, (x; ; y,). 

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G et le placer sur le graphi- 

que. 

3) A V’aide de la calculatrice déterminer une équation de la droite d’ajuste- 

ment D obtenue par la méthode des moindres carrés (on arrondira les coef- 

ficients au dixiéme). 

4) Tracer D sur le graphique. 

5) Quelle prévision peut-on faire pour le cofit de production d’un « baril » 

d’énergie éolienne en 2015 ? En 2020 ? 

Ces prévisions vous paraissent-elles raisonnables ? 

OCDE, 2007. 

METHODES 

On a relevé la dépense en électricité d’une entreprise (en k€) de 2000 

a 2008. 

2006 | 2007 | 2008 

=r AEN ED lannée : x, 

32,6 | 33,8 | 35,3 | 35,8 
1) De combien la dépense a-t-elle augmenté en pourcentage entre 2000 et 

2008 ? 

2) Calculer la dépense moyenne sur cette période de 9 ans. 

3) Représenter dans un repére orthogonal le nuage de points M,; (x; ; y,). 

On prendra pour unités : 

— 1 cm par année en abscisse ; 

—1cm pour | k€ en ordonnée, en graduant a partir de 30 k€. 

A 
Lud 
2 
UO 
oe 
ud 
< 
ul 

CORRIGES 
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4) Placer le point moyen G, dont on précisera les coordonnées. 

5) Tracer la droite (AB) ot A et B sont les points extrémes du nuage, c’est-a- 

dire A(1 ; 32,6) et B(O ; 41,4), puis déterminer son équation réduite. 

6) (AB) passe-t-elle par G ? (Justifier par le calcul.) 

7) On admet que cette droite réalise un ajustement acceptable de la série. 

Donner alors a |’aide du graphique |’estimation que l’on pouvait faire fin 

2008 pour la dépense en 2010. (On fera apparaitre les constructions utiles a 

cette lecture.) 

8) Retrouver le résultat précédent par le calcul. 

9) En réalité, la dépense en électricité a subi de 2008 a 2009 une hausse de 

3,2 %, suivie, de 2009 a 2010, d’une hausse de 4,5 %. Quel a été le montant 

réel de la dépense en 2010 ? 

EE} Plusieurs pharmacies vendent le méme article de parapharmacie a des 

prix différents. 

Une enquéte menée auprés de sept d’entre elles en vue d’établir une relation 

entre le prix de vente choisi (en euros) et le nombre d’articles vendus en un 

mois a donné les résultats suivants : 

Prix de vente : x 27 | 28 | nte : x, => oRIEIEIEIEIRIE vendus : y. 

1) Déterminer avec la calculatrice une équation de la droite d’ajustement 

obtenue par la méthode des moindres carrés. 

2) Larticle est fourni aux pharmaciens par un seul grossiste au prix de 10 € 
Vunité. 

A l'aide de la question 1) montrer que lexpression du bénéfice brut B(x) 

réalisé en un mois par une pharmacie, en fonction de x (seulement), est : 

BO) == 2" + 987 = 780: 

3) Etudier les variations de B en fonction de x sur l’intervalle hOGs34 len 

déduire la valeur de x pour laquelle B est maximum et préciser ce maxi- 

mum. 
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= Sa eeee ples 
rlifgiels| | LTT 

| Réponses du QCM : 1) C, 2) A, 3) D, 4) A, 5) B, 6) C, 7) C, 8) B. 

1) 100 

60 : Ban ap ee 
0 5 10 15 20 pb 30 Sh) 40 

2) Soit y = ax + b l’équation de A. 2 

= 2) 
Le coefficient directeur de A est : a = cea — es =1 etM,(6;66)e A oa 

30-6. 24 La 
= 

donc 1 xX 6+ b= 66 d’ot b = 60. A a donc pour équation : y = x + 60. 

3) 3 ans correspond a x = 36 et alors y = 96. 

Donc on peut prévoir une taille moyenne de 96 cm pour un enfant de 

3 ans. 

Ey is —__— 
Wr 

Lu 

4 
UO 
~ 
Lu 
x< 
Lu 

CORRIGES 
2) G(4,5 ; 11,65). 
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3) On connait le coefficient directeur de A donc son équation est de la 

forme : 

y=-1,1x +b. 

De plus, elle passe par G on doit donc avoir : y,=—1,lxg+bd’ou: 

~1,1x 4,5 + b= 11,65. Donc b = 11,65 + 4,95 = b = 16,6. 

A a donc pour équation : y = — 1, 1x + 16,6. 

Pour la tracer on utilise G et par exemple le point A(1 ; 15,5) ou le point 

BG 10yete... 

4) On veut: y< 5 @-1,1x + 16,6<5 &-1,1x <- 11,6 @&x> 10,54... 

C’est donc en 2011 que le directeur peut espérer atteindre |’ objectif qu’il 

Sest Lixe. 

| ame 

eS oe ies 

oS8s 
| oN | NS) Oy wN 4 a ON (ore) 

2) GU1,5 ;.56,45). 

3) La calculatrice donne : a = 8,128... et b = 44,257... 

Donc, arrondis au dixiéme, a = 8,1 et b = 44,3. 

A a pour équation : y = 8,1x + 44,3. 

4) Pour tracer A on peut utiliser par exemple les points A(0 ; 44,3), B(5 ; 84,8) 

et aussi le point G (car la droite obtenue par la méthode des moindres carrés 

passe toujours par G). 

5) 9/10 correspond a 90 %, on cherche donc I’ année a partir de laquelle on 

aura: y = 90. 

Or y = 90 & 8,1x + 44,3 = 90 © 8,1x = 45,7 & x = 5,64... 

C’est donc en 2006 qu’on peut prévoir un taux d’équipement d’au moins 

90 %. 
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EA) 74 % 
70 % E 

66 % E | 

62 % ; 

58 % 

54 % | | 
50 % : 
46 % | : 

42 % : : 
38 % 

0 70 

2) G(21,5 ; 49,8). 

3) Soit y = ax + b l’équation réduite de A. Le coefficient directeur de A est 

q=7a—*A donc a Be = 150 
XG —X, Pa Soy: nn WI 

~” 
ee 
(=) 

2) 
ke 
— 
“Ld 

= 
De plus A € Adonc y, = 0,56x, + b, d’ou l’on tire : 

b = 40 — 0,56 x 4 = 37,76. 

A a donc pour équation : y = 0,56x + 37,76. 

4) Pour tracer A, il suffit de placer les points A et G, mais on peut aussi uti- 

liser d’ autres points comme B(60 ; 71,36) ou C(50 ; 65,76), etc. 

5) Pour x = 40 on obtient y = 0,56 x 40 + 37,76 donc y = 60,16. 

On peut donc prévoir un rendement d’environ 60,2 % lors de la production 

industrielle. 

al 1) 
EXERCICES 

va 

CORRIGES 
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2). On-obtient + x-= 1,8 ef “y= 7552" 

3) La calculatrice donne : a = — 5,701... donc a = — 5,7 et b = 85,461... 

CONG [ei BIS)5\. 

Une équation de D est : y = —5,7x + 85,5. 

4) Pour tracer D on peut utiliser les points A(O ; 85,5) et B(S ; 57) par exem- 

ple, et constater que D passe par G. 

5) 2015 correspond a x = 15 et en reportant dans |’équation de D. 

On obtient : 

y=-5,7 x 15+ 85,5 dot y=0! 

De méme pour x = 20 on obtient y = — 28,5 ! 

Ces prévisions de cofit sont bien sar aberrantes. 

A ce propos, noter que dans ce genre d’exercices les valeurs prévisibles 

obtenues n’ont en général de sens qu’a court terme et encore si elles ne sont 

pas contredites par des événements imprévus. 

En bref, il faut toujours relativiser... 

41,4-32,6 ; ; 
1) ot = (0,27 donc une augmentation d’environ 27 %. 

2) y =37 donc la dépense moyenne a été de 37 000 €. 

3) 46 i aw i 

44 jae 

42. 
SOC =a 

38 + 

S05 = 

34 + 

oo 

a0 

4) G(S ; 37). 

5) Soit y = ax + b l’équation réduite de (AB) alors les coordonnées des points 

a+b = 32,6 
A et B doivent vérifier cette équation, d’ot le systéme : 

9a+b=41,4 
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Par différence, on obtient : 8a = 8,8 d’ot a = 1,1 puis b = 32,6 — 1,1 donc 

b = 31,5. (AB) a donc pour équation : y = 1,1x + 31,5. 

On aurait pu utiliser la méthode donnée p. 64. 

6) Ge (AB) si et seulement si ses coordonnées vérifient |’équation de (AB). 

On lix, + ol = 9,9 +319 = 37 =y 4 

(AB) passe donc bien par G. 

7) 2010 correspond a x = 11 et on lit alors (voir graphique) y =~ 43,5. 

On pouvait donc prévoir fin 2008 une dépense d’environ 43 500 € pour 

2010. 

8) En remplagant x par 11 dans 1|’équation de (AB), on obtient : 

y = 1,1 x 11 + 31,5 = 43,6 ce qui confirme la lecture graphique. 

9) 41,4 x 1,032 = 42,72 et 42,72 x 1,045 = 44,64. La dépense réelle en 2010 

a donc été supérieure aux prévisions. 

©) 1b) La calculatrice donne a = — 2 et b = 78. 

L’équation est donc : y = — 2x + 78. 

2) x étant le prix de vente et 10 le prix d’achat, le bénéfice réalisé sur un 

article est donc (x — 10). 

Le nombre d’articles vendus en un mois est y donc le bénéfice mensuel 

d’une pharmacie est : 

B(x) = y(x — 10) or, d’aprés la question |), on peut remplacer y par — 2x + 78 

d’ou : 

B(x) = (— 2x + 78)(x — 10) d’ot en développant : B(x) = — 2x? + 98x — 780. 

”~” 
Ld 

Q 
2) 
<= 
- 
“LL 

= 

3) Pour étudier les variations de B calculons sa dérivée : B’(x) =— 4x +98 “ 

Elle s’annule pour x = 24,5 d’ou le tableau de variation : = 

ale 4G 24,5 34.4 rm 
B(x) ‘ 0 x is 

420,5 

B(x) ot eae gb ahve cbt 

0 240 

On constate donc que c’est en choisissant un prix de vente de 24,50 € que 

le bénéfice maximum de 420,50 € est atteint. 

Z 

CORRIGES 
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| | 

De 2003 a 2007, un laboratoire pharmaceutique a établi la statistique de la 

production annuelle P d’un médicament qu’il commercialise. 

Les années sont numérotées de 0 a 4 (variable x). 

On a choisi la base 100 en 2003 pour établir les indices de production (varia- 

ble y). 

Pour chacune des affirmations suivantes, trouver la réponse exacte parmi les 

trois réponses proposées. 

| 1 Be production en 2005 a été de : 

a) 19 206 b) 18 954 , c) 9 104 

Lindice de 2007 a été : 
a) 116 b) 118 c) 120 

Entre 2003 et 2006 la production a augmenté de : 

a) 12 % b) 15 % c) 18 % 

4 Bm production moyenne pour les années 2003 a 2007 a été de : 

a) 19 305 b) 19 410 c) 19 540 

L écart-type de la série des indices arrondis 4 10-7 est : 

a) 6,45 D)-os72 c) 8,46 

6 oe point moyen du nuage représentant la série est : 

a) G(2,5 ; 110) b) G2; 112) c) G(2 ; 110) 

L’équation de la droite d’ajustement obtenue par la méthode des 
moindres carrés est : 

a) y=4,5x + 102 b) y = 4,2x + 101,6 Cc) y= 3,9x + 98 

IEW Si 1a tendance se poursuit, la production prévisible en 2010 sera de : 

a) 22 990,50 b) 25 201,80 c) 23 105,20 

Réponses : Mv); Ac); Ela); la): Ba): Go); Ab): Ea). 
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Les probabilités 

Bl cMicour ; 
B Vocabulaire 

¢ On appelle expérience aléatoire une expérience dont les résultats 

dépendent du hasard. 

Exemple : lancer un dé a six faces. 

* On appelle univers, et on note en général Q, l’ensemble des résultats 

possibles d’une expérience aléatoire. 

Exemple :Q={1;2;3;4;5; 6} 

* Un événement est une partie de |’univers, c’est-a-dire un groupe de 

résultats. 

Exemple : « Obtenir un nombre pair » est un événement. Pour I’ écrire 

symboliquement, on le désigne par une lettre, par exemple F, et on peut 

ecrte B= {2 74™ Gf. 

¢ Un événement élémentaire est un événement qui ne contient qu’un 

élément. 

. Exemple : ’ événement « obtenir un nombre pair » est la réunion de trois 

événements élémentaires : « obtenir un 2 », « obtenir un 4 » et « obtenir 

un 6 ». 

* On dit qu’un événement est |’événement contraire de A, et on le note 

A, s’il contient tous les éléments de I’ univers n’appartenant pas a A. 

Exemple : \’événement contraire de E est l’événement BR Mi3 35}, 

c’est-a-dire « obtenir un nombre impair ». 

Les probabilités | 8] 
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* On appelle intersection de deux événements A et B, et on note ANB, 

l'ensemble des résultats appartenant a la fois a A et a B (un résultat doit 

appartenir aux deux événements A et B pour étre dans leur intersection). 

* On appelle réunion de deux événements A et B, et on note A UB, l’en- 

semble des résultats appartenant 4 A ou 4 B (il suffit qu’un résultat appar- 

tienne a un des deux événements A ou B pour étre dans leur réunion). 

* Deux événements sont incompatibles ou disjoints si leur intersection 

est vide, c’est-a-dire si aucun résultat n’appartient aux deux événe- 

ments. 

Exemple : On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. C’est 

l’expérience aléatoire. On considére les événements A : « la carte tirée 

est un as » et B: « la carte tirée est un pique ». 

On peut noter ces événements comme suit : 

A= {AP;AC; AK; AT} 

(« AK » signifie « la carte tirée est l’as de carreau ») 

B={IP > SP OP. OP VE. es ke ar) 

AUB= {AP > AC AK Al: 7P 7 6P 3 9P -10P VP De ne} 

En francais, l’événement AUB est : « la carte tirée est un as ou un 

pique ». 

On remarque que pour savoir combien il y a de résultats dans A UB, on 

ajoute ceux de A (les as) et ceux de B (les piques), mais on enléve |’as de 

pique qu’on a compté en double. 

AMB= {AP} 

En francais, l’événement AMB est : « la carte tirée est un as et un 

pique », ou plus simplement « la carte tirée est l’as de pique ». 

Les événements A et B ne sont pas incompatibles puisque leur intersec- 

tion AM B n’est pas vide (as de pique), mais par exemple, les événements 

« la carte tirée est un tréfle » et « la carte tirée est un pique » sont incom- 

patibles. 

EE Les probabilités 

Définition : On effectue une expérience N fois. Un événement se 

réalise n fois. La fréquence de cet événement est La fréquence 

est un nombre compris entre 0 et 1. 
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Exemple : On lance une piéce de monnaie 10 fois. On obtient 7 piles, 

3 faces. Fréquence de pile : = = 0,7. 

On lance la piéce 100 fois. On obtient 41 piles, 59 faces. 

Fréquence de pile : sa = 0,41. 
100 

On lance la piéce 1 000 fois. On obtient 485 piles, 515 faces. 

Fré de piles : asl = 0,485 réquence de piles : Mpg 

Quand on lance la piéce un trés grand nombre de fois, la fréquence des 

piles est relativement proche de 0,5 (et plus le nombre de lancers est 

élevé, plus le résultat est stable). On dit que la probabilité de l’événement 

« Obtenir pile » est 0,5 ou 1/2 : on a une chance sur deux d’obtenir pile. 

Définition : La probabilité d’un événement A est un nombre, noté 

p(A), compris entre 0 et 1. 

”n 
Lu 

a 
O 
ca 
jp 
“bd 

= Propriétés : La somme des probabilités de tous les résultats possibles 

est égale a 1 : p(Q) = 1 (Q représente I’ univers, l’ensemble des résul- 

tats possibles). 

La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des 

événements élémentaires qui le constituent. 

Si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on dit 

qu’il y a €quiprobabilité. Dans ce cas, dans un univers comportant 

EXERCICES 
4° Zz Z Z : 1 

n éléments, la probabilité de chaque événement élémentaire est — et 
n 

la probabilité d’un événement A est : 

nombre d’éléments de A 
ohy Sl Sa Sa eee agar me 

n 

\ 7 

nombre de cas favorables a A 
A)= 

a Pha nombre de cas possibles 

CORRIGES 
Exemple : On tire une carte dans un jeu de 32 cartes. Il y a équiproba- 

bilité. 
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1 
Probabilité d’ obtenir le roi de coeur : ae 

pe 4 hel 
Probabilité d’obtenir un roi : — =—. 

Be as 

Probabilité d’obtenir un coeur : 

Propriétés : 

¢ SiA et B sont deux événements quelconques : 

p(A UB) = p(A) + p(B) - pANB) 
¢ Si A et B sont deux événements incompatibles (disjoints), alors : 

p(A UB) = p(A) + p(B) 
Cette propriété se généralise 4 plus de deux événements. 

¢ On en déduit que : 

p(A) + p(A) = 1 ou p(A) = 1-p(A) 

Exemple : 

1. A et B sont deux événements tels que : 

ptA) = 037; p(B) = 0,5: et p(A.N.B)= 0,3. 

Alors p(A U B) = p(A) + p(B) — p(AN B) 

= 0,7 + 0,5 — 0,3 

P(AUB) =0,9 

2. Dans un club de sports, 60 % des adhérents sont mineurs, 25 % des 

adhérents ont entre 18 et 30 ans. On choisit un adhérent au hasard. On 

considére qu’il y a équiprobabilité. On définit les événements : 

A: « Vadhérent choisi est mineur. » P(A) = 60 % = 0,60 

B: « l’adhérent choisi a entre 18 et 30 ans.» p(B) = 25 % =0,25 

C : « l’adhérent choisi a 30 ans ou moins. » 

D : « l’adhérent choisi a plus de 30 ans. » 

On cherche les probabilités des événements C et D. 

L’ensemble des adhérents de 30 ans ou moins est la réunion des adhérents 

mineurs et des adhérents de 18 a 30 ans donc C=AUB. 

Les événements A et B sont incompatibles (aucun adhérent ne peut étre 

mineur et avoir plus de 18 ans !), 

donc p(C) = p(A UB) = p(A) + p(B) = 0,60 + 0,25 = 0,85. 

es probabilites 



L’événement D est l’événement contraire de C: D = C. 

Donc p(D) = p(C) = 1 — p(C) = 1 - 0,85 = 0,15. 

B Les probabilités conditionnelles 

Définition : A et B étant deux événements tels que p(B) # 0, on défi- 

nit la probabilité conditionnelle de l’événement A sachant B réalisé, 

ines Ay - PAOB) 
note ppl ) par P,( ) p(B) 

On a donc p(A 1 B) = p,(A) x p(B) = p(B) x p(A). 

-Définition : Soient A et B deux événements tels que p(A) # 0 et 

P(B) # 0. 

On dit que les événements A et B sont indépendants si : 

P(A) = p(A) ou p,(B) = p(B). 

Ww 

ee) 

=) 
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= Propriété : A et B sont indépendants si et seulement si : 

P(A MB) = p(A) x p(B). 

Les exercices sur les probabilités conditionnelles se traitent a |’ aide d’ ar- 

bres (voir Méthodes, point 4) ou de tableaux (Méthodes, point 5). 

Exemple : 

Une urne contient 10 boules : 6 blanches, 4 noires. On tire deux boules 

successivement. On définit les événements : 
EXERCICES B, : « on obtient une boule blanche au premier tirage » 

B, : « on obtient une boule blanche au deuxieme tirage » 

N, : « on obtient une boule noire au premier tirage » 

N, : « on obtient une boule noire au deuxiéme tirage » 

e Premier cas de figure 

On effectue des tirages avec remise (on tire une boule, on la remet et on 

retire une boule). 

CORRIGES 
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Le résultat du deuxiéme tirage ne dépend pas du résultat du premier 

tirage : les deux tirages sont indépendants. 

On en déduit que la probabilité de tirer deux boules blanches est : 

p(B1 0 B2) = p(B1) x p(B2) = 0,6 x 0,6 = 0,36. 

Ici, il ne s’agit pas de probabilités conditionnelles. 

e Deuxiéme cas de figure 

On effectue des tirages sans remise (on tire une boule, puis une autre sans 

; 6 : 
avoir remis la premiére). On a toujours p(B,) = a mais p(B.) est beau- 

coup moins évident. 

En effet, les événements B, et B, ne sont plus indépendants : 

— si on a tiré une boule blanche au premier tirage (c’est-a-dire si B, esi 

réalisé), il n’y a plus que 5 boules blanches dans |’urne, sur 9 boules en 

tout, et donc la probabilité de tirer une boule blanche au second tirage 

as 5 
sachant qu’on a tiré une boule blanche au premier est : p, (B,) = 8 

— si on a tiré une boule noire au premier tirage (c’est-a-dire si B, n’est pas 

réalisé), il y a 6 toujours boules blanches dans |’urne, sur 9 boules en tout, 

et donc la probabilité de tirer une boule blanche au second tirage sachant 

qu’on a tiré une boule noire au premier est : Py (B,) = a 

La probabilité de tirer une boule blanche au deuxiéme tirage varie selon 

le résultat du premier tirage. Les €vénements B, et B, ne sont donc pas 

indépendants. II s’agit de probabilités conditionnelles. 

B utilisation d’un arbre 

Pour simplifier ce genre de situation, on utilise un arbre. 

Etant donné deux expériences, l’une ayant deux résultats possibles A et 

B, autre ayant deux résultats possibles E et F, on peut tracer |’ arbre ci- 

contre. 

Définition : Chaque segment est appelé une branche, un neud est 

la jonction de plusieurs branches, un chemin est l’événement réalisé 
en suivant des branches successives. 
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(E) F fas 

pA = bape ita pF) 
F 

a = p(B) p,{E) 
B cai 
a 

a , 

Sur cet arbre, chaque expérience a deux résultats possibles. S’il y a plus 

de deux résultats possibles, on rajoute des branches (voir exercices). 

¢ Somme des probabilités des branches issues d’un méme noeud 

Les branches partant d’un nceud représentent tous les résultats possibles, 

donc la somme des probabilités des branches issues d’un méme nceud est 

égale al: 

P(A) + p(B) = 1; p,(E) + p4(F) = 1; pp(E) + pF) = 1. 

¢ Probabilité d’un chemin 

Lorsqu’on calcule la probabilité de deux événements successifs, cela se 

traduit par une multiplication. Ainsi, la probabilité d’un chemin est pro- 

duit des probabilités portées sur ses branches. En effet : 

P(ANE) = p(A)xp,(E) =p(AN F) = pA) x p,(F) 

P(BOE) = p(B) xp,(E) p(B F) = p(B) x p,(F) 
e Formule des probabilités totales 

Pour calculer la probabilité d’un événement, on ajoute les probabilités 

des chemins qui y aboutissent. En effet, dans un arbre, tous les chemins 

constituent des événements incompatibles. 

P(E) = p(AN E) + p(BN E) = plA) x p,(E) + p(B) X p,(E). 
P(F) = PAN F) + p(BOF) = pA) x p,(F) + p(B) x p,(F). 

Principes de l’arbre : En résumé, on retiendra : 

— la somme des probabilités portées sur les branches issues d’un 

méme neceud est égale a 1 ; 

— la probabilité d’un chemin est le produit des probabilités portées 

sur ses branches ; 

rn 
Lu 
Me 
S) 
4 
Lu 
x< 
Lu 

CORRIGES 
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— la probabilité d’un événement est la somme des probabilités des 

chemins qui y aboutissent (formule des probabilités totales). 

Exemple : Reprenons |’exemple précédent. 

P, (B,) 
a 

rs eee ] 

N N. Pp ( ) py (B,) . 

4 gale area 

N PWN,) staer anid 3 

|) La somme des probabilités des branches issues d’un méme nceud est 

égale a 1. Cela permet d’obtenir les résultats suivants : 

< 6 : 
A partir de p(B,) = ae comme p(B,) + p(N,) = 1, on obtient : 

(Nyasa PS 10 aed 

5 4 
De méme, p, (B,) = 5 donne p, (N,) = 1-2 ma 

oe 
9 9 

2) La probabilité d’un chemin est le produit des probabilités portées sur 

ses branches. Ainsi, pour calculer la probabilité de tirer deux boules blan- 

ches, on multiplie la probabilité de tirer une boule blanche au premier 

tirage par la probabilité de tirer une boule blanche au deuxiéme tirage 

(sachant que la premiére était blanche). On a donc : 

— Probabilité de tirer deux boules blanches : 

Spe ie || 
—— _-_O.,. 

6 
et Py (B,) = = donne Py (N,)=1 

POE IP ar ee eee a 
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— Probabilité de tirer deux operas noires : 

PIN, ON;) = P(N) x Py, (Ny) =X = T= 

3) D’aprés la formule des probabilités totales, pour calculer la probabi- 

lité d’ obtenir une boule blanche au deuxiéme tirage, on va additionner les 

probabilités des deux cas suivants : 

1) on obtient une blanche puis une blanche (noté B, 1 B,) ; 

2) on obtient une noire puis une blanche (noté N,OB,). 

Donc la probabilité de tirer une boule blanche au deuxiéme tirage est : 

p(B) = p(B, B,) + p(N, MB,) = p(B,) x Pp (By) + P(N,) x Py (By) 
we +. 6 | @nnro | 3 6 

B= x Xe 
AN 10 DaeTO si Some Seve 

4 Exemple de tableau a double entrée 

Une enquéte a été menée sur le mode de vie de 700 femmes de plus de 

4O ans, toutes atteintes d’un cancer lié au tabac. On a résumé les résultats 

dans le tableau suivant : 

va) 
Lu 
(=) 
O 
whe 
== 
“UL 

= Fumeuses ou 

anciennes 

fumeuses 

Femmes consommant 35 42 

beaucoup de béta-caroténe 

Femmes consommant 

peu de béta-caroténe 

Femmes 

n ayant jamais 

EXERCICES 
Total 

On choisit au hasard une femme parmi celles qui ont développé un cancer 

lié au tabac. On note A l’événement : « la femme choisie consomme 

beaucoup d’aliments riches en béta-caroténe » et B |’événement : « la 

. femme choisie est une fumeuse ou une ancienne fumeuse ». 

Gay PMD Ce MumcUses Oy, AUceNnes TuMeUseS rt 
SS Nombre total de femmes = 

1] a4 
es ioe - 0, 53) S 

700 
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(A) Nombre de femmes consommant beaucoup de béta-caroténe 

i Nombre total de femmes 

42 
0: 

700 

¢ L’événement AM B est « la femme choisie consomme beaucoup d’ali- 

ments riches en béta-caroténe et est une fumeuse ou ancienne fumeuse ». 

On lit dans le tableau que 35 femmes consomment beaucoup d’ aliments 

riches en béta-caroténe et sont fumeuses ou anciennes fumeuses, et il y a 

700 femmes au total, donc : 

35 
AQ B)=—— = 0,05. p( ) a0 

¢ L’événement A UB est « la femme choisie consomme beaucoup d’ali- 

ments riches en béta-caroténe ou est une fumeuse ou ancienne fumeuse ». 

Il faut ajouter les 42 femmes qui consomment beaucoup d’aliments 

riches en béta-caroténe et les 371 fumeuses, mais on doit alors retrancher 

les 35 femmes qui sont dans les deux catégories et qu’on a comptées en 

double : 

371+ 42-35 
AU B) =————— = 0,54. pP( ) 700 

Plus simplement, on peut utiliser la formule : 

P(A UB) = p(A) + p(B) — p(ANB) = 0,06 + 0,53 — 0,05 = 0,54. 

* p (A) est la probabilité que la femme choisie consomme beaucoup d’ ali- 

ments riche en beta-caroténe sachant qu’elle est fumeuse ou ancienne 

fumeuse. 

P(AMB) 0,05 
(A\) SS = 

Pi”) e055 
On peut aussi calculer p,(A) directement a partir du tableau : 

( Nombre de femmes consommant ee 

PONE de béta-caroténe parmi les fumeuses 

fs Nombre de fumeuses (ou anciennes fumeuses) 

35 
=0,094. 

S71 
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¢ La probabilité d’un événement A, notée p(A), est comprise entre 0 et 1. 

La somme des probabilités de tous les résultats possibles est égale a 1 : 

p(Q) = 1. 
La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des évé- 

nements élémentaires qui le constituent. 

Si tous les €vénements élémentaires ont la méme probabilité, on dit qu’il 

y a €quiprobabilité. Dans ce cas, dans un univers comportant n élé- 

~y zZ Z Z Zz Zz e 1 

ments, la probabilité de chaque événement élémentaire est — et la pro- 
n 

9 ca pe 

babilité d’un événement A est : p(A) = EDEN E UE EE NOE 
n 

nombre de cas favorables 4 A 
ou | OW pam rem gee pre reg Le eS PapETPEN TF 

nombre de cas possibles 

SiA et B sont deux événements quelconques : 

p(A UB) = p(A) + p(B) - p(ANB) 
Si A et B sont deux événements incompatibles (disjoints), alors : 

p(A UB) = p(A) + p(B) 
Cette propriété se généralise 4 plus de deux événements. 

On en déduit que : p(A) + p(A) = 1 ou p(A) = 1 - p(A) 

METHODES 

e Les probabilités conditionnelles A 

A et B étant deux événements tels que p(B) # 0, on définit la probabilité = 

conditionnelle de l’événement A sachant B réalisé, noté p,(A), par : A 

ANB x< 
p,(A)= oe On a donc p(A M B) = p,(A) x p(B) = p,(B) x p(A). uu 

Soient A et B deux événements tels que p(A) # 0 et p(B) # 0. 

On dit que les événements A et B sont indépendants si : 

P(A) = p(A) ou p,(B) = p(B). 
A et B sont indépendants si et seulement si p(A M B) = p(A) X p(B). 

e Les principes de l’arbre 

— La somme des probabilités portées sur les branches issues d’un méme 

noeud est égale a 1. 

— La probabilité d’un chemin est le produit des probabilités portées sur 

ses branches. 
— La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des che- 

mins qui y aboutissent (formule des probabilités totales). 
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[HSU H00RENRERONED 
Comment compleéter un tableau 
a double entrée ? 

Enoncé 
Dans une entreprise pharmaceutique de dimension européenne, une 

étude statistique a montré que sur 10 000 clients de la communauté 

européenne, 82 % sont frangais. 

On sait aussi que 4 % des clients francais et 10 % des clients 

étrangers ont eu un incident de paiement dans l’année. 

Compléter le tableau suivant ou les pourcentages ci-dessus sont 

respectés. . 

Nombre de | Nombre de 

clients clients 

Nombre de clients 

n’ayant pas eu d’ incident 

de paiement 

Corrigé commenté 
Premiére étape : On commence par vérifier la cohérence du texte de 

lénoncé avec les renseignements portés dans le tableau. 

Ici la case @ nous renseigne sur le nombre de clients. 

Deuxiéme étape : On complete les autres cases en utilisant tous les rensei- 

gnements de |’énoncé. 
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a) 82 % des clients sont des francais : = x10 000 = 8 200. 

Nous pouvons donc remplir la case @. 

b) 4 % des clients francais ont eu un incident de paiement : 

4 
aa x 8 200 = 328. Nous pouvons donc remplir la case @. 

c) 10 % des clients étrangers ont eu un incident de paiement. 

Nous ne connaissons pas ici le nombre de clients étrangers. 

Troisiéme étape : Il faut calculer les renseignements nécessaires en lisant 

les cases déja remplies. 

Ici, connaissant les cases @ et © nous pouvons compléter la case @: 

10 000 — 8 200 = 1 800. 

Nous pouvons alors utiliser le dernier renseignement du texte : 

10. x 1 800 = 180. D’ot la case @. 
100 

Quatriéme étape : On termine de compléter le tableau en utilisant les 

cases déja remplies. 

0+ @=G: 328 + 180 = 508. 

0 - O=@Q.-: 10 000 — 508 = 9 492. 

0 -@6=6: 1 800- 180= 1 620. 

0 - 8 = 0: 8 200 - 328 =7 872. 

Cinquiéme étape : On vérifie que les sommes des lignes et des colonnes 

sont bien cohérentes. Ici en particulier : 7 872 + 1 620 = 9 492. 

D’ot le tableau complété : 

Nombre de 

clients 

Nombre de 

clients 

francais 

Nombre de clients ayant 

eu un incident de 

aiement 

Nombre de clients 

n’ayant pas eu 
d’incident de paiement 

7) 
1 620 9 492 
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Comment utiliser un tableau a double 

entrée pour le calcul de probabilités ? 

Enonceé 
Nous reprenons ici les données concernant les clients de l’entreprise 

pharmaceutique de la méthode 1. 

Nombre de 

clients 

francais 

Nombre de 

clients 

étrangers 

Nombre de clients ayant 

eu un incident de 

paiement 

Nombre de clients 

n’ayant pas eu 

d’incident de paiement 

On choisit un client au hasard parmi les 10 000. 

On est en situation d’équiprobabilité. 

On considére les événements suivants : 

F : « Le client choisi est francais ». 

I: « Le client choisi a eu un incident de paiement ». 

1) Définir par une phrase les événements : 

a) so et I> vy) -b 

WFAN 1.9" rs 
c)F UletFU I. 6k 
2) Calculer la probabilité de F et de J puis de celle de chacun des 

événements précédents. 

3) On choisit un client au hasard parmi ceux ayant eu un incident de 

paiement. Déterminer la probabilité que le client soit francais. \’ ia 

4) On choisit un client au hasard parmi les étrangers. Déterminer la 

probabilité que le client n’ait pas eu d’incident de paiement. 
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Corrigé commenté 
1) Il s’agit, ici, de traduire par une phrase en francais les notations de 

l’énoncé. On utilise alors les définitions du cours. 

a) Les événements contraires 

On dit qu’un événement est l’événement contraire de A, et on le note A 

s’il contient tous les éléments de l’univers n’appartenant pas a A. 

F est donc l’événement contraire de F : « Le client choisi est étranger ». 

I est donc I’événement contraire de J: « Le client choisi n’a pas eu d’in- 

cident de paiement ». 

b) L’intersection de deux événements 

On appelle intersection de deux événements A et B, et on note ANB, 

l'ensemble des résultats appartenant a la fois a A et a B. 

F (\I est donc l’événement : « Le client choisi est un client francais qui a 

eu un incident de paiement. » 

FOI est donc l’événement : « Le client choisi est un client étranger qui 

n’a pas eu d’incident de paiement. » 

c) La réunion de deux événements 

On appelle réunion de deux événements A et B, et on note A U B, |’ ensem- 

ble des résultats appartenant a A ou a B. 

F UTest donc l’événement : « Le client choisi est un client francais ou 

est un client qui a eu un incident de paiement ». 

F UI est donc l’événement : « Le client choisi est un client étranger ou 

est un client qui n’a pas eu d’incident de paiement ». 

2) Il s’agit ici de calculer des probabilités. 

Deux cas se présentent : 

e Premier cas : on repére la case correspondante a |’événement recherché, 

il ne reste plus alors qu’a diviser le nombre correspondant par I effectif 

total. 

Dans un cas d’équiprobabilité et d’un univers comportant n éléments, la 
nombre de cas favorables aA 

. 

” 
Lis! 
Qa 

oO} = 

= 
hd 

= 

_ EXERCICES 

probabilité d’un événement A est : p(A) = 
nombre de cas possibles 

Dans notre situation, on s’intéresse aux 10 000 clients, le nombre de cas 

possibles dans le choix d’un client au hasard est donc de 10 000. ert 

D’aprés la case @ : le nombre de cas favorables a |’événement F est de S 
<4 8 200. ° 

8 200 
Alors p(F)= =a NSDe 

10 000 
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(La probabilité de choisir un client frangais est de 8 200 sur 10 000.) 

D’aprés la case @ : le nombre de cas favorables a |’événement I est de 

508. 

508 
Alo tp y=. 0 008. 

10 000 

1 800 

10 000 
De méme p(F) = = 0,18 (case @). 

Remarque : On aurait également pu utiliser la formule p(F y= l= pF). 

Alors p(F) = 1 — 0,82 = 0,18. 

ie aa = 0,949 2 (case @) p(l ) 000 case @). 

PM) = = 0,0328 (case ; p( ) Sane (case @) 

——_ 1 620 
JAW We = 0,162 (case : PC ) OGG (case @) 

e Deuxiéme cas : une lecture directe des cases du tableau ne suffit pas, il 

faut effectuer un calcul préalable. C’est le cas lorsqu’il s’agit de calculer la 

probabilité d’une réunion. 

On utilise alors les probabilités calculées précédemment et la formule : 

p(A UB) = p(A) + p(B) — p(A NB). 
Alors, p(FUL = = p(F) + pW) - pron 

0,82 + 0,050 8 — 0,032 8 = 0,838. 

DF) + pl) - pF NT) 
= 0,18 + 0,9492 — 0,162 = 0,9672. 

Remarque : On aurait pu additionner également les cases du tableau : 

En effet le nombre de cas favorables 4 F U Jest alors la somme des cases 

©. G@ et © : 328 + 7 872 + 180 = 8 380. 

8 380 

10 000 

et p(F UT) 

Alors, p(F UD) = = OsSG: 

3) On restreint maintenant le nombre de cas possibles. 

Dans cette question on ne s’intéresse qu’ aux clients ayant eu un incident 

de paiement. 
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Deux possibilités de rédaction sont alors possibles : 

¢ Soit on effectue un changement d’univers 

L’univers de référence devient |’ensemble des clients ayant eu un incident 

de paiement. I] comporte alors 508 éléments. 

Parmi les clients ayant eu un incident de paiement 328 sont frangais, 

alors la probabilité cherchée est = = 0,65. 

¢ Soit on utilise les probabilités conditionnelles 

Ici, sachant que le client a eu un incident de paiement, nous cherchons la 

probabilité qu’il soit francais, c’est-a-dire p(F). 

Or, A et B étant deux événements tels que p(B) # 0, la probabilité 

Pe en P(ANB) 
conditionnelle de l’événement A sachant B réalisé est Pg(A) = Ty 

Fal A032; Alost pr eee Dra rape 
p(t) _:0,0508 ae 

FAT) 0,162 ra 
4) De méme, ici on cherche pz) = Be) = —— =0,9. re) 

p(F) 0,18 = 

1 620 ur 
On aurait pu aussi effectuer ae 0:9: = 

Wr 

Lu 

v 
w) 
[a4 

; ‘ rr 
Enoncé es 
Le matin, M. Delachance prend son parapluie 4 fois sur 10. Lorsqu’il 

prend son parapluie, il pleut une fois sur deux, le temps est nuageux 

3 fois sur 8, sinon il fait beau. Lorsqu’il ne prend pas son parapluie, 

_ il fait beau 3 fois sur 4 et le temps est nuageux 1 fois sur 4. 

Traduire 4 l’aide d’un arbre les données de 1|’énoncé. 

Corrigé commenté 
On appelle A 1’événement : « M. Delachance prend son parapluie ». 

Alors A est l’événement contraire de A : « M. Delachance ne prend pas 

son parapluie ». 

CORRIGES 
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P est l’événement : « II pleut » ; N est l’événement : « Le temps est nua- 

geux ». 

B est l’événement : « I] fait beau ». 

La situation peut donc étre représentée par I’arbre suivant : 

<< 
B 

Il reste 4 compléter I’arbre en ajoutant sur chacune des branches les 

probabilités correspondantes : 
; P 

p,(P) aes 

p(A) came p(B) 

fe) B 

A ra p;(B) 

B 

Le premier renseignement donné par le texte représente la probabilité que 

M. Delachance prenne son parapluie ; soit p(A) = ~ 

— 6 ; 
Donc p(A) = | — p(A) “arg Effectivement, M. Delachance ne prend pas 

son parapluie 6 fois sur 10. 

Le deuxiéme renseignement est que, lorsqu’il prend son parapluie, il pleut 

une fois sur deux : cela nous donne p,(P) = : = OU5! 

Le troisiéme renseignement : lorsqu’il prend son parapluie, le temps est 
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nuageux 3 fois sur 8 nous donne pN)= s = (375: 

Il reste a compléter p(B), c’est-a-dire : sachant qu’il prend son parapluie, 

quelle est la probabilité qu’il fasse beau ? 

Or les branches partant d’un nceud représentent tous les résultats possibles, 

donc la somme des probabilités des branches issues d’un méme nceud est 

égale a 1. 

Donc p,(B) = 1 — 0,5 — 0,375 = 0,125. 

Lorsqu’il ne prend pas son parapluie, il fait beau 3 fois sur 4, ce rensei- 

3 
gnement nous permet de trouver : pz(B) = ri =(),75. 

Alors px(N) = (25! 

L’arbre devient alors : 

ae “ 

2 

s—onr N 
=) 

nied 0,125 ° 
’ r=, 22. se. 

Q2 SEL ae : ot 

pe Ae saiiviade | OG : 

am Comment utiliser un arbre pondéré 
pour le calcul de probabilités ? 

WA 

Lu 

4 
UO 
a4 
Lu 
x< 
Li 

Enoncé 
Nous reprenons ici l’énoncé et l’arbre construit a la méthode 3. 

1) Calculer p(A MN) et pA ON). 

2) En déduire la probabilité que le temps soit nuageux. 

3) Calculer p(A M P). 

4) En déduire la probabilité qu’il pleuve. 

CORRIGES 
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Corrigé commenteé 
P ANP 

ecco 
A 0,375 N ANN 

Pie 0,125 
? Po B 

iy" ¥ 
ae es N AQN 

bss i | 0,75 ee B 

1) Lévénement AM N correspond a: « M. Delachance prend son parapluie 

et il pleut ». 

P(A NN) = p(A) x p,(N). LV Evénement AM N est donc réalisé en suivant le 

chemin rouge. Alors p(A M N) = 0,4 x 0,375 = 0,15.. 

De méme I’événement A MN est réalisé en suivant le chemin vert. 

Alors p(A CN = 0.6: «.0,25 = 015: 

2) Il y a deux chemins qui ménentaN:A  N et ANN. 

De plus, A et A sont des événements incompatibles et leur réunion constitue 

Vévénement N. 

D’aprés la formule des probabilités totales : 

P(N) = p(ANN) + p(A NN) = 0,15 + 0,15 = 0,3. 
3) p(AN P) = p(A) x p,(P) = 0,4 x 0,5 = 0,2 (chemin du haut). 

4) p(P) = p(ANP) + p(A MP) = 0,2 + 0 = 0,2. 

Remarque : On peut en déduire que la probabilité qu’il fasse beau est : 

1-—(0,2 + 0,3) =0,5 
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HN Un laboratoire a effectué une enquéte sur un médicament qu’il commer- 

cialise et dont la posologie peut varier de 1 4 6 comprimés par jour. 

On a demandé a 225 hommes et 125 femmes traités avec ce médicament la 

dose quotidienne prescrite par leur médecin. 

1) Compléter le tableau ci-dessous (donnant les résultats de cette enquéte) 

sachant que : 

— pour 8 % des hommes la posologie est de 6 comprimés par jour ; 

— pour 12 % des femmes la posologie est de 2 comprimés par jour. 

Peace a ed 

Les résultats suivants seront donnés sous forme de fractions irréductibles. 

2) On choisit au hasard une personne ayant participé a |’ enquéte et on consi- 

dére les événements : 

A : « Cette personne est une femme .» 

B : « Cette personne prend un seul comprimé par jour .» 

a) Calculer p(A) et p(B). 

b) Définir par une phrase |’événement A  B puis calculer sa probabilité. 

c) Calculer p(A U B). 

3) Calculer la probabilité conditionnelle p,(A). 

Une administration emploie 250 personnes classées en trois catégories : 

A, B, C. 32 % des employés sont des hommes. 40 % des hommes sont dans 

la catégorie A. La catégorie C compte 20 % du personnel dont 10 hommes. 

Dans la catégorie B, il y a autant de femmes que d’hommes. 

1) A l’aide de ces renseignements, compléter le tableau : 
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2) On choisit au hasard une personne parmi les employés et on consideére les 

événements : 

F : « la personne choisie est une femme » ; 

A: « la personne choisie est de catégorie A » ; 

E:« la personne choisie est une femme de la catégorie A ». 

Calculer les probabilités p(F), p(A), p(E) et p(F U A). 

3) Calculer la probabilité que la personne choisie soit une femme sachant 

qu’elle est de la catégorie A. 

Un centre communal d’action sociale (CCAS) gére un fichier de 450 

enfants qui participent chaque mercredi aprés-midi 4 une et une seule des 

activités suivantes : 

Activités de plein air — Activités culturelles — Activités manuelles. 

On a relevé que : 

— 60 % des enfants sont inscrits pour les activités de plein air et 30 % pour 

les activités manuelles. 

Pour les activités de plein air il y a autant de garcons que de filles. 

— 56 % des enfants sont des garcons. 

— 20 % des enfants inscrits pour les activités culturelles sont des filles. 

1) A aide de ces renseignements compléter le tableau : 

Culturelles 

EY RR ering 
Les ree des questions suivantes seront donnés sous forme décimale. 

2) On tire au hasard une des 450 fiches d’inscription et on considére les 

événements : 

A: « La fiche tirée est celle d’un enfant ayant choisi les activités manuel- 

les: 

B: « La fiche tirée est celle d’une fille ». 

a) Définir par une phrase les événements A et AQ B. 

b) Calculer la probabilité des événements A, A, Bet ACB. 

c) En déduire la probabilité de A U B. 

3) On tire maintenant au hasard une des fiches d’un enfant pratiquant une 
activité manuelle. 

Quelle est la probabilité que ce soit une fille ? 
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Une entreprise fabrique des parfums haut de gamme. I] existe sur le 

marché des contrefacons et on estime que 0,5 % des flacons proposés a la 

vente sont des copies. 

Pour éliminer ces copies, on a mis au point un test optique permettant, sans 

rompre le ruban de garantie, de se faire une opinion sur la conformité du 
produit. 

Une étude a monté que : 

— lorsque le produit est une copie, le test est positif dans 85 % des cas ; 

— lorsque le produit est un original, le test est négatif dans 95 % des cas. 

1) Pour un flacon choisi au hasard et soumis au test, calculer les probabilités 

que : 

a) le produit soit un original ; 

b) le test soit positif sachant que le produit est un original ; 

c) le produit soit une copie et que le test soit positif ; 

d) le produit soit un original et que le test soit positif ; 

e) le test soit positif ; 

f) le produit soit un original sachant que le test est positif. 

2) Exprimer briévement votre opinion sur la fiabilité de ce test. 

METHODES 
Un lycée propose trois options facultatives : arts plastiques, histoire des 

arts et musique. 

Un éléve ne peut choisir qu’une seule des trois options. 

Le groupe des éléves de Seconde ayant fait un de ces choix a la rentrée 2006 

se décomposait comme suit : 35 % en arts plastiques, 45 % en histoire des 

arts et 20 % en musique. 

A la rentrée 2007, ces éléves sont tous passés en Premiére et 60 % des éléves 

en arts plastiques, 70 % en histoire des arts et 80 % en musique ont conservé 

leur option. 

Dans le courant de l’année 2007, un animateur (ne connaissant pas les élé- 

ves) organise une réunion du groupe des éléves inscrits en 2006 dans une des 

trois options. 

On définit les événements suivants : 

A: « Véléve était inscrit en arts plastiques a la rentrée 2006. » 

H: « Véléve était inscrit en histoire des arts a la rentrée 2006. » 

M: « Véléve était inscrit en musique 4 la rentrée 2006. » 

C: « Léléve a conservé son option en 2007. » 

1) Décrire la situation 4 l’aide d’un arbre pondéré. 

A 
ve) 
2 
VU 
oe 
Ld 
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2) L’animateur choisit un éléve au hasard. 

a) Calculer la probabilité de l’événement : « II était inscrit en arts plastiques 

en 2006 et a conservé son option en 2007 ». 

b) Montrer que la probabilité de l’événement C est égale a 0,685. 

3) Lanimateur souhaite connaitre les motivations des éléves qui n’ont pas 

conservé leur option en 2007. 

Il demande 4 ces éléves de lever la main et en interroge un au hasard. 

Calculer la probabilité que cet éléve ait été inscrit en histoire des arts en 

2006. 

ES Les probabilités seront données sous forme décimale arrondie au mil- 

liéme. 

Lors d’une enquéte réalisée auprés des familles d’une région concernant leur 

habitation principale, on apprend que 55 % des familles interrogées sont 

propriétaires de leur logement, 40 % en sont locataires et enfin 5 % en sont 

« occupants a titre gratuit ». 

Chaque famille interrogée habite soit un appartement, soit une maison indi- 

viduelle. 

On a constaté que 60 % des propriétaires et 10 % des « occupants 4 titre 

gratuit » habitent une maison individuelle, 80 % des locataires habitent un 

appartement. 

Pour une famille de cette région choisie au hasard on considére les événe- 

ments : 

L: « Elle est locataire .» 

E: « Elle est propriétaire .» 

G : « Elle est occupante 4 titre gratuit .» 

A: « Elle habite un appartement .» 

1) a) A l’aide de l’énoncé, donner les probabilités p,(A), p, (A) et p, (A). 

b) Construire un arbre pondéré résumant la situation. 

2) Calculer la probabilité de l’événement : « La famille est propriétaire et 

habite un appartement ». 

3) Montrer que p(A) = 0,585. 

4) On interroge au hasard une famille habitant un appartement. Quelle est la 

probabilité qu’elle en soit propriétaire ? 

La visite d’un site touristique peut se faire soit 4 pied soit en car. A la fin 

de la visite un souvenir représentant le site est proposé au prix de 12 €. 
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Des études statistiques ont permis d’établir que : 

— 70 % des touristes visitent en car ; 

— 18 % visitent 4 pied et achétent le souvenir ; 

— parmi ceux qui visitent en car, 80 % achétent le souvenir. 

Pour un touriste quelconque visitant le site, on considére les événements : 

C: « il visite en car » ; 

S : « il achéte le souvenir ». 

1) a) D’aprés le texte, quelles sont les valeurs de p(C), p(C OS) et p(S) ? 

b) En déduire p(C) puis p-(S). 

2) Etablir un arbre pondéré résumant la situation. 

3) a) Montrer que p(S) = 0,74. 

b) En déduire la recette prévisible provenant de la vente du souvenir, lors 

d’une journée ot 400 touristes sont attendus sur le site. 

c) Un touriste a acheté le souvenir. Quelle est la probabilité qu’il ait effectué 

la visite a pied ? 

EE) Probleme de la « confiance d’un test » 

Une étude statistique a montré que 0,4 % des individus d’une population 

étaient atteints d’une certaine maladie. 

Un laboratoire met sur le marché un test de dépistage de cette maladie qui, 

apres essais, a obtenu des résultats apparemment satisfaisants puisque : 

— 97 % des personnes malades ont réagi positivement ; 

— 98 % des personnes non malades ont réagi négativement. 

On souhaite contréler quand méme la fiabilité de ce test par un calcul de 

probabilité. 

Pour une personne choisie au hasard dans la population soient les événe- 

ments : 

M : « elle est atteinte de la maladie », 

T : « elle a réagi positivement au test ». 

1) Résumer les données du texte dans un arbre pondéré. 

2) Calculer p(7). 

3) Calculer la probabilité que la personne soit effectivement malade sachant 

qu’elle a eu un test positif. Commenter. 

4) Comment améliorer les performances de ce test ? 
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KCCUDON CONSE 
1) 225 x 0,08 = 18 et 125 x 0,12 = 15 d’oi le tableau complété : 

aD wh nD ol af76 ol Aliant Reel alone coe 
ps doe [es 18 of 30 Ne B20 abt baoeD ee 25 

Ves ee eM 3 2) a) p(A)=——=— p(B) = —— = — 
Me) PS aspii ate or eaRGNED 

b) L’événement AM B est : « Cette personne est une femme qui prend un seul 

4 PS 
imé j AOD =a comprimé par jour » et p( ) SPTNREEE 

c) p(A UB) = p(A) + p(B) - p(ANM B). 

12S et A TAZ oes 
Donic pAU B) = =F = 

30. £550y OU a0 ke tS 

4 

ANB Av 390") 4 en a a Nal Da ae eee 
DIB) ip! ole Se 2 lee ot 

350 

1) On calcule le nombre d’hommes : 250 x 0,32 = 80. 
Le nombre d’hommes dans la catégorie A : 80 x 0,4 = 32. 

Le nombre d’employés dans la catégorie C : 250 x 0,2 = 50. 

et compte tenu des autres renseignements on obtient le tableau complété : 

170 124 92 
2) p(F) = —— = 0,68 A) = —=0,496 E) = — = 0,368. ) p(F) Sai p(A) 250 p(B) ed 

Par ailleurs, on remarque que E = FMA 

or p(F UA) = p(F) + p(A) — p(F NA). 
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On a donc p(F UA) = 0,68 + 0,496 — 0,368 = 0,808. 

Remarque : On pouvait aussi dénombrer F UA 4 I’aide du tableau en calcu- 
lant : 

32 + 92 + 38 + 40 = 202 d’od p(A UB) = = = 0,808. 
25 

TIT e960 

1) 450 x 0,6 = 270 ; 450 x 0,3 = 135 ; 450 x 0,56 = 252 ; 

450 — 270'— 135 = 45 et 45 x 0,20 = 9. 

D’ot le tableau aN a : 

Csi | 282 
Pe ee 

450 
Ww 

2) a)A est l’événement contraire de A c’est-a-dire : « La fiche tirée est celle ra 

d’un enfant n’ayant pas choisi les activités manuelles ». = 

AB est l’événement : « La fiche tirée est celle d’une fille ayant choisi les oF 

activités manuelles ». = 

b) p(A) = Leehayi ey 
450 

Remarque : On savait d’aprés le texte que 30 % des enfants ont choisi les 

activités manuelles. 

fe 198 54 
Agee = B) =—— =0,44 AQ B)=—— =0,12. p(A)=1- p(A)=0,7_ p(B) ren P( ) rer 

3) p(A UB) = p(A) + p(B) — p(ANB) = 0,3 + 0,44 — 0,12 = 0,62. 

4) On demande la probabilité conditionnelle p ,(B), 

P(AMB) 0,12 By (ds or Pal ) mA) 0.3 

wr 
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Remarque : On peut obtenir directement ce résultat par le calcul Ae = 0,4: 

EB Notons C l’événement : « le produit est une copie » et T l’événement : 

« le test est positif ». 

Alors C est l’événement : « le produit est un original », 

et T est l’événement : « le test est négatif ». 
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Le texte donne p(C) = 0,005 ; p.(T) =0,85 et pz(T) = 0,95. 
1) Les probabilités demandées sont successivement : 

a) p(C) = 1- p(C) =1—0,005 = 0,995. 

b) p.(T)=1- p-(T) = 1-—0,95 = 0,05 (principe des nceuds). 

c) PC AT) = p(C)x p(T) = 0,005 x 0,85 = 0,00425. 

d) p(C AT) = p(C)x pz(T) = 0,995 x 0,05 = 0,04975. 

e) p(T) = p(CAT)+ p(C AT) = 0,00425 + 0,04975 = 0,054 (d’aprés la 
formule des probabilités totales). 

P(CAT) _ 0,04975 C)= 
PMO) ry 00054 

= 0,92. 

2) Le dernier résultat montre que 92 % des flacons rejetés par le test le sont 

a tort, ce test n’est donc pas du tout fiable en I état. 

‘ ie elie ‘ 
A | 

ae Saige 0,4 
ae ce 

0,35 

Ti ieee 
Le —— Q 0,45 aes a 

Be es C 

0,2 C 

agree 
Mie 
homies 0,2 

a ae C 

2) a) L’événement considéré est A M C et p(ANC) = 0,35 PA Ges 2b 

b) Les événements A, H, M forment une partition de Q donc d’aprés la for- 

mule des probabilités totales : p(C) = p(AM C) + p(HNC) + ppMNC). 
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De méme qu’au a) on obtient : 

P(H MC) = 0,45 x 0,7 = 0,315 et p(MN C) = 0,2 x 0,8 = 0,16. 

D’ou p(C) = 0,21 + 0,315 + 0,16 = 0,685. 

3) La probabilité demandée est p-(H) = a 
Pp 

or p(C) =1- p(C)= 1 — 0,685 = 0,315, 

0,135 

O7S15 
et p(H AC) = 0,45 x 0,3 = 0,135 donc p-(H) = ~ 0,43. 

6 | 1) a) Lévénement A est : « La famille habite une maison individuelle » 

donc : 

p,(A)=0,6 p,(A)=0,8 et p,(A)=0,1. 

b) On obtient alors |’ arbre suivant : 

0,8 ee : 
i eee = 

Si Seen : > as 

0,4 ‘ 

Y consi 

Q 0,55 ee 2 
> paeectl g ee 

ie i peas is 

eo eh 

Soon 
’ ae 

Z 

CORRIGES 

2) On demande p(ENM A) et p(EMA) = 0,55 x 0,4 = 0,22. 

3) Les événements L, E, G forment une partition de Q donc d’aprés la for- 

mule des probabilités totales : p(A) = p(LM A) + p(EMA) + p(G NA). 

Or (de méme qu’en 2)) ona: 

p(LMA) = 0,4 x 0,8 = 0,32 et p(GNA) = 0,05 x 0,9 = 0,045. 

D’ ou p(A) = 0,32 + 0,22 + 0,045 = 0,585. 
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p(ENA) 0,22 
4 d d E) = ——— = ——_ = 0,376. ) On demande p, (E) mE) 0.585 

1) a) D’aprés le texte, p(C) = 0,7 p(C OS) =0,18 et p.(S) = 0,8. 

He S, p(CAS) 0,18 
= — = = S = ——_——_. = — = (0,6. b) p(C)=1- p(C)donc p(C)=0,3 et p-(S) ne) 0.3 

2) On en déduit l’arbre pondéré : 

S 

Os eesuneioe 
G aes 

el 0,2 
0,7 2 Te a, 

S 
Q <e . 

, es 0,6 

C ae 

Over oe 
S 

3) a) D’aprés la formule des probabilités totales : p(S) = p(C A S)+ p(C ars! 

Done p(S) = 0,7 x 0,8 + 0,3 x 0,6 = 0,56 + 0,18 = 0,74. 

b) D’aprés la question précédente on peut espérer que 74 % des touristes 

vont acheter le souvenir donc s’il y en a 400, cela fait 400 x 0,74 = 296. 

La recette prévisible est donc 296 x 12 = 3 552 €. 

c) On cherche p,(C) or pic) = POO) = rd = (243). 
P(S) 74 
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2) D’aprés la formule des probabilités totales : 

p(T) = p(MNT) + p(M NT). 
Donc p(T) = 0,004 x 0,97 + 0,996 x 0,02 = 0,0238. 

P(M AT) _ 0,00388 

p(T) 0,0238 
3) Pp(M) = = 0,163. 

Ce résultat, étonnant a priori, montre que seulement 16,3 % des personnes 

ayant eu un test positif sont effectivement malades ! Ce test est donc en I état 

trés mauvais... 

“ 
uu 
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= 

4) Pour l’améliorer il faudrait augmenter p,(M) (passer de 0,163 a 0,8 voire 

0,99...). 

Pour cela deux solutions : augmenter p(MM T) ou diminuer p(7). 

Or on ne peut agir sur p(M) et p,,(T)=0,97 donc p(MMT) ne peut étre 

augmenté que de trés peu (en passant de 0,97 a 0,99 par exemple). 

EXERCICES Il faut donc diminuer p(7) et pour cela diminuer p, (T) c’est-a-dire la pro- 

babilité d’erreur sur les personnes non malades. 

Ainsi, si l’on passe de 0,02 4 0,001 par exemple, un calcul analogue a celui 

déja fait montre qu’alors p,(M) = 0,8. 

A posteriori on comprend que pour qu’un test de dépistage soit correct il doit 

€étre presque parfait sur les personnes non malades. En effet celles-ci sont en 

général beaucoup plus nombreuses que les malades. 

va 

CORRIGES 
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1 1 

Seeeee eee) fda es 

A et B sont deux événements tels que p(A) = 0,5 et p(B) = 0,4. 

Associer a chaque affirmation de la colonne de gauche (1. 2. et 3.) celle de 

la colonne de droite (a) b) c) ou d)) qui lui correspond : 

HEB A et B sont incompatibles. a) p(AMB) = 0,2 

A et B sont indépendants. b) p(ANB) = 0,3 

Ee p(ANB) =0,1. c) p(A UB) = 0,8 
d) p(A UB) =0,9 

Dans les deux exercices suivants, déterminer la bonne réponse parmi les 

réponses proposées. 

Avec un tableau : Dans un lycée, on a interrogé les 80 éléves de ST2S et on 

a noté les résultats dans le tableau ci-dessous. On choisit un éléve au hasard, 

on note les événements : F « |’éléve choisi est une fille » et M « l’éléve 

choisi veut travailler dans le secteur médical ». 

Veut travailler dans le 

secteur médical 

Ne veut pas travailler dans 

le secteur médical 

30 

aa p(F) = a) 0,5625 ~—»b) 0,9 c) 0,925 — d) 0,608 
p(FMM) = a) 0,5625 _—»b) 0,9 c) 0,676 — d) 0,9875 

Wl pF UM) = a) 0,5625 bb) 1,55 c) 1 d) 0,9875 
pAM)~= — a) 0,9 b) 0,608  c)0,625 —d) 0,5625 

Avec un arbre : Dans un autre lycée, on a interrogé les éléves de ST2S et on 

a noté les probabilités des événements précédents sur |’ arbre ci-dessous. 

Fa x= a) 0,1 b) 0,3 M —_ 

c) 0,7 d) 0,9 P= ue 
ER pFnM= a)013 bj 0,36 grr UP WMOGM cet Ser, 

c) 0,4 d) 0,9 

M1 p(m= —-a) 0,36 db) 04 01 = g7 — M 
c) 0,6 d) 0,9 6 Sats 

I p™ = a) 0,11 —_b) 0,36 ar 
ey at d) 0,43 

Réeponsess: od), a Bo) ?), a, d), FA >), b), 
9 | b), 4 »), Ml a). 
Les probabilités 



Les fonctions 

Bl cMcours 
Bf Définition graphique du nombre dérivé 
e Détermination 4 partir de la tangente 

Définition : Si la courbe d’une fonction f admet au point d’abscisse a 

une tangente non paralléle a |’axe des ordonnées, on appelle nombre 

dérivé de f en a, et on note f’(a), le coefficient directeur de cette 

tangente. 

Selon le contexte, on peut déterminer le nombre dérivé de deux facgons : a 

partir de la tangente ou par un calcul préalable de la fonction dérivée de f- 

Le nombre dérivé de f en a étant le coefficient directeur de la tangente a 

la courbe de f au point d’abscisse a, on peut le déterminer graphiquement 

si la tangente correspondante est donnée. 

On peut procéder par lecture graphique ou, si on connait deux points M 

. et N de la tangente, utiliser la formule f’(a) = sare 
Xt, Say 
N M 

Deux exemples de détermination 4 partir du calcul de la fonction dérivée 

sont donnés plus loin. 

Exemple : On a représenté la fonction f : x>x* sur l’intervalle 

I = [— 3 ; 3] ainsi que les tangentes D_,, D_,, D_,, Do, D,, D,, D, aux 

points d’abscisses —3, — 2, — 1, 0, 1, 2 et 3. 
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Le nombre dérivé en 1 est le coefficient directeur de D, (tangente a la 

courbe au point d’abscisse 1) : c’est 2. On note f’(1) = 2 (voir Méthodes, 

point 2). 

D 
Ds; 3 / D, 

9 

i 

Aprés avoir déterminé de méme les nombres dérivés en — 3, -2, — 1, 0, 2 

et 3, nous avons noté leurs valeurs dans le tableau ci-dessous. 

= 
| 

On constate sur ces exemples que f(a) est le double a. 

Nous allons l’admettre: pour tout nombre a, le nombre dérivé de la fonc- 

tion carrée (f : x }» x”) au point d’abscisse a est égale 4 2a. On note 

f'@= 
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B La fonction dérivée et formules de calcul 

Définition : On dit qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle J 

si elle admet un nombre dérivé pour tout réel de J. On appelle alors 

fonction dérivée, et on note f’, la fonction qui a tout x de J associe 
le nombre dérivé f’(x). 

Exemple : Nous pouvons constater que la courbe représentative de la 

fonction carrée admet une tangente en tout point, et nous avons vu que le 

coefficient directeur de cette tangente au point d’abscisse x est 2x. Cela 

signifie que la fonction carrée est dérivable et que sa fonction dérivée est 

la fonction f’ définie par f ’(x) = 2x. 

* Cas des fonctions de référence 

De méme, on constate que les courbes des autres fonctions de référence 

admettent elles aussi des tangentes en chaque point, et que ces tangentes 

ne sont jamais paralléles 4 l’axe des ordonnées, a une exception prés : la 

fonction racine carrée admet en O une tangente paralléle a l’axe des 

ordonnées. . 

Ces fonctions sont donc toutes dérivables sur leurs intervalles de défini- 

tion, a l’exception de la fonction racine carrée qui n’est pas dérivable 

en 0. Nous avons noté dans le tableau ci-dessous la fonction dérivée de 

chacune des fonctions de référence. 

METHODES 

1 
ax+b |x| x o A 

+ + ‘3 + a) 

I S i = 
a 2X Weak aa 5 S) 

ig a ae: rd + ‘ 4 

econ Ol Ly 
f dérivable sur R R | R et ]O ; +00 

maul ORE elk 
a et b sont des constantes. 

s 

CORRIGES 

Exemples de détermination du nombre dérivé : 

1) On donne la fonction f définie par f(t) = # (on peut utiliser indifférem- 

ment la variable x ou t). Calculons le nombre dérivé de fen 5. 

La fonction f est dérivable sur R et d’aprés le tableau précédent: 

TO) =3e. doves GO) =3 5? = 75. 
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2) On considére la fonction g définie par g(t) = vi . Calculons le coeffi- 

cient directeur de la tangente au point de la courbe de g d’abscisse 4. 

1 : 
La fonction g est dérivable sur ]0 ; + oof et g (ft) = en Le coefficient 

2vt 

1 
directeur de la tangente au point d’abscisse 4 est g (4) = Ade; = 

4 2 

e Opérations sur les fonctions dérivables 

Propriété : Somme de fonctions 

Si deux fonctions f et g sont dérivables sur un intervalle /, alors leur 

somme f + g est dérivable sur / et (f+ g)’=f’ +8’. 

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x? + x?. 

Alors f est dérivable sur R et f’(x) = 3x? + 2x. 

Propriété : Produit d’une fonction par un réel 

Si une fonction fest dérivable sur un intervalle J et si k est un nombre 

réel, alors kf est également dérivable sur J, et (kf)’ = kf ’. 

Exemple : Soit la fonction u définie sur R par u(t) = 4t?. 

Alors u est dérivable sur R et u’(t) = 4 x 3t? = 1227. 

Remarque : Cette propriété est aussi valable lorsqu’on divise par un réel 

k, puisque diviser par un nombre, c’est multiplier par son inverse. 

ete 1 1 
Ainsi, Si u(x) = alors Oy =o 6 et one G(x) Sl = 

4 4 4 4 

2 
: t 1 1 2t 

si v(t) =—, alors v(t) = — x donc v(t) = — xX 2t= — =t. (t) 5 ) I (t) ; 

Exemple : En combinant les deux propriétés ci-dessus, on peut dériver 

les fonctions suivantes : 

Si f(t) = 3 + 6, alors f’(t) = 3 X 2t + 0 = 6. 

Si gx) = 2 +2+5x, alors gx) == +045x1= 

> 

Six) =58 +44 = alors x(t) =5 x 374+0+4 3 2157 +1 
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i Application aux études de fonctions 

L’intérét principal de la notion de fonction dérivée réside dans le résultat 

suivant : 

Théoréme : Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle /. 

Si f’ est positive sur /, alors f est croissante sur /. 

Sif’ est négative sur /, alors f est décroissante sur /. 

Sif’ est nulle sur /, alors f est constante sur J. 

Ce résultat découle immédiatement de la définition du nombre dérivé 

comme coefficient directeur de la tangente. En effet, si f’ est positive sur 

I, alors toutes les tangentes ont un coefficient directeur positif, donc elles 

« montent », ce qui signifie que la fonction f est croissante. Si f’ est néga- 

tive sur J, alors toutes les tangentes ont un coefficient directeur négatif, 

donc elles « descendent », ce qui signifie que la fonction f est décrois- 

sante. _ 

Exemple : Un laboratoire pharmaceutique peut produire entre 0 et 10 hL oO 

d’un médicament par jour. = 
. x Pa Z s Zz ca — 

Suite 4 une étude économique, on se rend compte que les bénéfices sont S 

obec gs ase j 
donnés en centaines d’euros par la formule b(x) = 3x tte le x repré- 

sente le nombre d’hectolitres produits. 

On veut connaitre la production journaliére pour laquelle les bénéfices 

sont maximums et le montant des ces bénéfices. 

Pour cela, on va étudier la fonction b sur |’intervalle [0 ; 10] et chercher 

son maximum. 

Wr 
Lu 

ad 
UO 
~ 
Lu 
x< 
Lu 

2 
b est dérivable sur [0 ; 10] et b’(x) = 3 2 ane 

On cherche alors le signe de 3 a. 

72S ste — 6S x 
2 2 

CORRIGES 
Donc b’ est positive sur [0 ; 6] et négative sur [6 ; 10]. 
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Xx Hy 1 > ’ LJ Hs 

Autre méthode : 3 ay peut he + 3. C’est l’expression d’une 

fonction affine qui s’annule en 6. Elle est représentée par une droite de 

coefficient directeur négatif, donc c’est une fonction décroissante, et 

donc de signe d’abord positif puis négatif. 

On peut alors faire le tableau de variation de b : 

On lit dans le tableau de variation que le maximum de b est 9 et qu’il est 

atteint pour x = 6 ce qui signifie que les bénéfices sont maximum quand 

le laboratoire produit 6 hL par jour, et il fait alors 900 € de bénéfices. 

Théoréme : Si f est dérivable sur un intervalle / et atteint un maximum 

ou un minimum local en a distinct des extrémités de J, alors 

f(@ = 0. x 

Exemple : On donne la courbe d’une fonc- 

tion f. 

f admet un minimum en 1. 

On peut donc dire que f’(1) = 0. 

Cependant, le fait que f’(a) = 0 ne signifie 

pas nécessairement que f admet un mini- 

mum ou un maximum (local) en a. 

En effet, si f(x) = x°, alors f’(x) = 3x* et 
donc f’(0) = 0. 

Pourtant, comme on peut le voir sur la 

courbe ci-contre, fn’a ni minimum ni maxi- 

mum en 0. 
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* Position relative de la courbe par rapport 4 une tangente 

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle J et € sa courbe 

représentative. On considére une tangente T a la courbe © en un point A. 

La position de la courbe par rapport a la tangente va nous donner des 

indications sur les variations de la fonction dérivée f’. 

On retiendra les trois cas suivants : 
1* cas 24 cas 3° cas 

1® cas : La courbe est au-dessous de la tangente 

Cela signifie que lorsqu’on suit la courbe de gauche a droite, le coeffi- 

cient directeur des tangentes, c’est-a-dire le 

nombre dérivé, diminue. Donc la fonction 

dérivée f’ est décroissante. Sur le graphique 

ci-contre, f est croissante mais croit de 

moins en moins vite. 

” 
wd 
a 
O 
x= 
-— 

“Lid 

= 

2"4 cas : La courbe est au-dessus de la 

tangente 

Cela signifie que la fonction dérivée f’ est 

croissante (méme principe). EXERCICES 

3° cas : La courbe traverse la tangente 

Ce cas se produit quand la fonction dérivée f’ change de sens de varia- 

tion : sur le dessin ci-dessus, elle est d’abord décroissante, puis devient 

croissante. 

CORRIGES 
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HANREEERRE 
¢ Nombre dérivé 
Si la courbe d’une fonction f admet au point d’abscisse a une tangente 

non paralléle a l’axe des ordonnées, on appelle nombre dérivé de f en a, 

et on note f’(a), le coefficient directeur de cette tangente. 

¢ Détermination du nombre dérivé de f en a 4 partir de deux points 

M et N de la tangente a la courbe au point d’abscisse a : 

On utilise la formule de calcul d’un coefficient directeur : 

pat a) = Yn. Yu 

Xy Xu 

¢ Fonction dérivée 

On dit qu’une fonction est dérivable sur un intervalle J si elle admet un 

nombre dérivé pour tout réel de 7. On appelle alors fonction dérivée, et 

on note f’, la fonction qui a tout x de J associe le nombre dérivé f’(x). 

a et b sont des constantes. 

¢ Somme de fonctions dérivables 

Si deux fonctions f et g sont dérivables sur un intervalle J, alors leur 

somme f + g est également dérivable sur J et (f+ g)’ =f’ +2’. 

e Multiplication d’une fonction par un réel 

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle J et si k est un nombre réel, 

alors kf est également dérivable sur J, et (Af)’ = kf’. 
¢ Théorémes 

Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle J. 

- Sif’ est positive sur J, alors f est croissante sur J. 

- Sif’ est négative sur J, alors f est décroissante sur J. 

- Sif’ est nulle sur J, alors f est constante sur J. 

- Si fest dérivable sur un intervalle / et atteint un maximum ou un 

minimum local en a distinct des extrémités de J, alors f’(a) = 0. 
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INTETRTEREBEGEBEGE 
Comment obtenir la courbe représenta- 
tive d‘une fonction et un tableau de 

valeurs a l‘aide d‘une calculatrice ? 

Enoncé 

Soit la fonction f définie sur [ - 6 ; 6 ] par f(x) = — x? + 3x +4. 

On désire obtenir un tableau de valeurs de f avec un pas de 1 et sa 

courbe représentative Cre 

Corrigé commenté 

I CASIO GRAPH 25-35-65-85 | TI 82-82 STAT 83-83 PLUS | 

Pour obtenir la courbe représentative de f 

Taper Y= 

Remarque : pour la TI 82 Stat.fr {foo 

Entrer sur la ligne Y1 = l’expression 

de f(x). 

La variable x s’obtient avec[X, 0, T| 

7) 

a 
fe) 
i 
= 

de f(x). 
La variable x s Ob Hent avec 

H a1: z 

[EXE ] puis cae F6), 
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On peut modifier la fenétre graphi- | On peut modifier la fenétre graphi- 

que : que : 

indao 

Ici Xmin = — 6 et Xmax = 6 car 

Ici Xmin = — 6 et Xmax = 6 car fest définie sur [— 6 ; 6]. 

fest définie sur [— 6 ; 6]. Ymin et Ymax sont a choisir afin 

Ymin et Ymax sont a choisir afin d’obtenir le meilleur affichage de la 

d’obtenir le meilleur affichage de la | courbe. 

courbe. 

Pour obtenir le tableau de valeurs de f 

On définit le pas et le minimum. 

On définit les caractéristiques de la ue 

table : (ensemble de définition et (Deftable| sur TI 82 Stat.fr). 
pas). iB ey Pe 

Ici le pas est de 1. 

[PABL | (F6) 
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des nombres dérives 7 

Enoncé 

La courbe © ., ci-contre, représente une fonc- 

tion f définie sur [— 3 ; 2]. 

Les droites d,, d, et d, sont les tangentes a la 

courbe aux points d’abscisses 0 ; — 1 et — 2. 

a) Lire sur le graphique : f(0), f(— 1) et f(— 2). 

b) Lire sur le graphique : f’(0), f’(— 1) et 

fC 2). 

Corrigé commenté 

La représentation graphique (ou courbe représen- 

tative) de la fonction f, notée €., est ensemble 

des points M de coordonnées (x ; f (x)) (x appar- 

tenant a l’ensemble de définition de /f). 

a) Le point A a pour coordonnées (0 ; 4) [seg- 

ment rouge]. Alors f(0) = 4. 

Le point B a pour coordonnées (— | ; 6) [seg- 

ments verts]. Alors f(-— 1 ) = 6. 

Le point C a pour coordonnées (— 2 ; 2) [seg- 

ments bleus]. Alors f( — 2 ) = 2. 

Comment lire des images et 
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b) Le nombre dérivé de fen a noté f’(a) est le 
coefficient directeur de la tangente a Ce au point 

d’abscisse a. 

1) Pour lire sur le graphique f’(0), il s’agit donc 

de déterminer le coefficient directeur de la tan- 

gente a 6 , au point d’abscisse 0. 

Or le point de la courbe d’abscisse 0 est le point 

A, la tangente a € au point d’abscisse 0 est donc 

la droite d,. 

1°¢ méthode : on lit directement le coefficient 

directeur sur le graphique (tracé rouge) : 

i déplacement en ordonnée -—-3 
Wie eee ey 

déplacement en abscisse +1 

2nde méthode : Si une droite passe le point M 
(XyiJy) et le point NV (X,3 Yy) alors son coefficient 

Yin Mk 

Xy—Xy 
directeur est a = 

Ici, la droite d, passe par le point A(0 ; 4) et le point (1 ; 1), alors : 

? [=4 
f'(0) = an =— 3. 

2) Pour lire sur le graphique f’(— 1), il s’agit donc de déterminer le coeffi- 

cient directeur de la tangente a € f aul point d’abscisse — 1. 

Or, le point de la courbe d’abscisse — 1 est le point B, la tangente a € aU 

point d’abscisse — | est donc la droite d2. 

La droite d, est parallele a l’axe des abscisses, alors son coefficient direc- 

teur est nul, d’ot f’(- 1) = 0 

3) Pour lire sur le graphique f’(— 2), il s’agit donc de déterminer le coeffi- 

cient directeur de la tangente a @ au point d’abscisse — 2. 

Or le point de la courbe d’abscisse — 2 est le point C, la tangente a Cy au 

point d’abscisse — 2 est donc la droite d,. (tracé bleu) 

On lit : f’(- 2) = eS oS; 

Par le calcul : la droite d, passe par le point C(— 2 ; 2) et le point 

(—1; 11). 

bi), ae 

11-2 oo 
Alors f’(— 2) = 9. 
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Comment tracer la tangente 
a une courbe ? 

Enoncé 

La courbe ,de la méthode précédente est la courbe représentative 

de la fonction f définie sur R par f(x) = x° - 3x + 4. 

Tracer la tangente T a Ge au point d’abscisse 2. 

Donner I’équation de cette tangente. 

Corrigé commenté 
e Tracé de T 

1) On commence par calculer les 

coordonnées du point de la courbe 

d’abscisse 2. 

Pour cela on calcule l'image de 2 par 

ait 

FOYE A354 38 S66 £4 EG. 

2) Puis on détermine la fonction dérivée 

def tf G@) =3x2=3. 

3) On calcule le nombre dérivé de f en 

26 fal eeX 2 a= Oo 

4) Le coefficient directeur de la tangente 

au point d’abscisse 2 est donc de 9. 

5) Il ne reste plus qu’a tracer la droite T 

passant par le point D de coordonnées 

(2 ; 6) et de coefficient directeur 9. 

e Détermination de |’équation de T 

1° méthode : 

Le coefficient directeur de la droite T 

est 9. Alors T admet une équation de la 

forme : y = 9x + b. 

Il reste donc 4 déterminer |’ ordonnée a 

l’ origine. 

Or T passe par le point D (2 ; 6 ). 

Les fonctions | 125 

‘ 

~” 
bbl 
Q 
\°) 
< 
f= 
kid 

= 

EXERCICES 

CORRIGES 



Donc ses coordonnées vérifient l’équation de T:6=9x2+b. 

D’ot b= 6 - 18 =— 12. 

L équation de T est donc : 

y = 9x - 12. 

2nde méthode : 
On utilise : la tangente a la courbe Cy au point d’abscisse a posséde une 

équation réduite de la forme : 

y=f"(@a-a) + f(a. 
Alors l’équation de T est y = f’(2).(x — 2) + f(2). 

Soit d’aprés les calculs réalisés dans la premiére partie : 

y = 9(x - 2) + 6. 

y=9x-18+6. 

d’ou y = 9x - 12. 

Comment résoudre graphiquement des 
équations et des inéquations de la 
forme f(x) = k et f(x) > k? 

Enoncé 

Soit la courbe Gy ci-dessous représentant une fonction f définie sur 

[-1; 7]. ; 
Résoudre graphiquement l’équation f(x) = 4 et linéquation 
f(x) 24. 

by Ch tion 
ee if 

bv 
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Corrigé commenté 

Résoudre une équation du type f(x) = k, c’est trouver les abscisses des 

points de la courbe Cy dont I’ ordonnée est k. 

Il s’agit donc ici de any: les abscisses des points de la courbe 6, dont 

l ordonnée est 4. Pour cela : 

1) On trace la droite 

paralléle a l’axe des 

abscisses qui coupe 

l’axe des ordonnées en 

4, c’est-a-dire, la droite 

d’équation y = 4. 

Zz) 6~—soLes solutions 

recherchées_ sont les 

abscisses des points 

d’intersection de cette 

droite et de la courbe. 

3).On litx = 1 oux = 5, on écria S ={1 ; 5}. 

Résoudre une inéquation du type f(x) = k, c’est trouver les abscisses des 

points de la courbe Cp dont l’ordonnée est supérieure a k. 

Il s’agit donc ici de me les abscisses des points de la courbe Cy dont 

l’ordonnée est supérieure a 4. 

Pour cela : 

1) On trace la droite 

paralléle a l’axe des 

abscisses qui coupe 

V’axe des ordonnées en 

4, c’est-a-dire, la droite 

d’équation y = 4. 

ny es solutions 

recherchées sont les 

abscisses des points de 

la courbe _ situés 

au-dessus de _ cette 

droite. 

3) Omit k= x = 5-on écnira’S = [13 SI: 

‘ 

” 
Lad 
a 
.°) 
- 
_ 
kd 

= 

EXERCICES 

CORRIGES 
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Comment résoudre graphiquement des 
équations et des inéquations de la 
forme f(x) = g(x) et F(x) > g(x) ? 

Enoncé 

Soit les courbe Gr et 6 ‘ ci-dessous représentant des fonction f et g 

définies sur [0 ; 10]. 

Résoudre graphiquement |’équation f(x) = g(x) et Vinéquation 

S (x) => g(x). 

Corrigé commenté 

Résoudre une équation du type f(x) = g(x), c’est trouver les abscisses des 

points d’intersection des courbes € et €.,. 

On lit x = 1 oux = 4 oux=9, on écrira S = {13 4; 9}. 
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Résoudre une inéquation du type f(x) = g(x), c’est trouver les abscisses des 

points de la courbe € Ff situés au dessus de ceux de la courbe €,- 

On litO<x<1o0u4<x <9 on écriraS =[0; 1) U [43 9] 

Comment étudier le signe de la dérivée 
d‘une fonction afin d‘en déduire son 

sens de variation 7? 

‘ 

~” 
Lal 
Q 
2) 
- 
_ 
‘ha 

= 

Enoncé 

I. Soit les fonctions f, f,, f, définies sur , respectivement par : 

fix) = 2x7 45x +10; 
8 

0) = -— 7X? + Ax? = 2x 75 

f(x) = 2x7 = Sx 453; 

1) Calculer la fonction dérivée de chacune des trois fonctions 

précédentes. 

- 2) En déduire leur sens de variation sur k. 
3 

II. Soit la fonction f définie sur [0 ; 10] par f(x) = oc — 3x2 + 5x 41. 

EXERCICES 

1) Calculer f ’(x). 

2) Montrer que f (x) = (x - 1)(x - 5). 

3) En déduire le tableau de variations de / sur [0 ; 10]. 

CORRIGES 
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Corrigé commenteé 
Il s’agit de calculer la dérivée des fonctions données dans |’énoncé, d’en 

déduire leur signe puis d’ utiliser le théoréme suivant : 

— si f’ est positive sur /, alors f est croissante sur J ; 

— si f’ est négative sur J, alors f est décroissante sur J. 

1.1) f,'@) = 6x? + 5. 

Le signe de f, ’ est ici évident, en effet, x est toujours positif, de méme pour 

6x? et 6x? + 5. 

Alors f, (x) > 0 donc f, est strictement croissante sur R. 

2) f,'(®) = — 8x? + 8x -2. 

Le signe de f,’ n’est pas évident. Il faut factoriser f,”. 

Or f,’(x) = — 2(4x? — 4x + 1) = — 2(2x - 1). 

Qxy— 1)" = Off oti f(x) < 0. Alors, f, est décroissante sur R. 

te ®) = 4x — 5. Le signe de f,’ n’est pas évident. 

f,’ est une fonction affine de coefficient directeur 4 qui est positif. 

; 5 
f,’ est donc une fonction croissante qui s’annule en a 

Kiln 

s) 
Alors, f(x) < 0 pour x S a et f;’(x) = 0 pour x = 

Beis 5 : 5 
Alors f, est décroissante pour x < a et f, est croissante pour x > re 

HD fy : XP-3x24+5xx4+1. 

Alors, f’(x) : x 3x2 - 3 x 2x + 5. Soit, f’(x) = x? - 6x + 5. 

2) I s’agit de montrer que x? — 6x + 5 = (x — 1)(x —5). 

Or (x — 1) -5) =x? -5x-x+5=x?-6x+5=f'(2). 

3) La question précédente a permis d’obtenir la forme factorisée de f’(x). 

Celle-ci est un produit de deux fonctions affines. Elle va nous permettre 

d’étudier le signe de cette fonction a l’aide d’un tableau de signes. 

x / x-—1 est une fonction affine de coefficient directeur 1, elle est donc 

croissante, de plus, x — 1 = 0 pour x = | donc elle s’annule en 1. 

Cette fonction est donc négative pour x < | et positive pour x => | 

De méme x +> x —5 est négative pour x < 5 et positive pour x > 5. 

| 
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Nous pouvons donc établir le tableau de signes du produit (x — 1)(x — 5). 

inalene toe 4st warren reeseai eee C2) ee 

f est donc croissante sur [0 ; 1] et sur [5 ; 10] et f est décroissante sur 

[1 ; 5]. 
Nous pouvons alors établir le tableau de variations de f. 

Ne pas oublier de mettre les valeurs exactes des images de 0); 1 ; 5 et 10. 

‘ 

~” 
ka! 
=) 
2) 
<= 
- 
bd 

= Remarque I : Nous pouvons déduire du tableau de variation que le maxi- 

23 as 
mum de f sur [0 ; 10] est ae que le minimum de f sur [0 ; 10] est 

22 
a 

Remarque 2 : Un tracé de la courbe représentative de f a la calculatrice 

permet de vérifier la cohérence de ce tableau de variation. 
EXERCICES 

croissante 

croissante 

CORRIGES 

décroissante 
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Comment établir le sens de variation 
d'une fonction a partir de son 
expression algébrique ? 

Enonceé 

I. Soit fla fonction définie sur [0 ; + of par f() = ay 

Etablir le sens de variation de la fonction f sur [0 ; +0°[. 

IL. Soit g la fonction définie sur [0 ; + [ par g(t) = Fe he 

12 
1) Montrer que g(t) = 1 - aK 

2) En déduire le sens de variation de g sur [0 ; +°°[. 

Corrigé commenté 
Cette méthode est pertinente lorsqu’on ne sait pas calculer la dérivée de la 

fonction. 

Il s’agit, en utilisant les régles sur les inégalités, d’appliquer la défini- 

tion du sens de variation d’une fonction : f est croissante (respective- 

ment décroissante) sur un intervalle /, si pour tous réels a et b de / avec 

a < balors f(a) = f(b) (respectivement f(a) = f(b)). 

On pourra retenir qu’une fonction croissante conserve l’ordre et qu’une 

fonction décroissante change |’ ordre. 

I. Il s’agit, tout d’abord, de décomposer la fonction en un enchainement 

de fonctions élémentaires (en respectant les régles de priorité). 

La fonction f se décompose alors comme ci-dessous : 

ee a ae 
oct I 

Ainsi, calculer l’image du nombre x revient tout d’abord a l’élever au 

carré, puis 4 ajouter 1 au résultat obtenu et enfin a prendre l’inverse 

de ce dernier résultat. 

Pour effectuer cette décomposition, on pourra éventuellement, pour s’ aider, 

prendre un exemple. En effet pour calculer l’image de 2, on effectue |’ en- 

‘ 1 
chainement suivant : f: 2+> 27> 44 Ih = 
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I] reste alors 4 appliquer cet enchainement a l’inégalité a < b. 

L’ensemble de définition de fest [0 ; + oo[ donc, soit deux nombres a et b : 

0<a<b 

Elever au carré des nombres positifs conserve l’ordre, donc : 

0<a <P? 

Ajouter un méme nombre aux deux membres d’une inégalité conserve 

l’ordre, alors: 1 <a?+1<6?+1 

Prendre l’inverse de nombres de méme signe change |’ ordre, alors : 

] x 1 

ash  b +1. 

Alors, pour 0 <a <b: f(a) = f(b) 

Conclusion : la fonction f est décroissante sur [0 ; +0°[. 

L’énoncé demande parfois de transformer |’expression de la fonction afin 

de pouvoir utiliser la méthode du I. 

IDA -t+4 4 12-138 12 
= - = =HOlt). Oise) = 1a ——— 

t+4 ¢+4 t+4 £t+4 Bt) Bi) t+4 

1= 

If. 1) 1- 

2) Lensemble de définition de f est [0 ; + c° [ donc, soit deux nombres a et b: 

0<a<b 

Ajouter un méme nombre aux deux membres d’une inégalité conserve 

l’ordre, alors : 

‘ 

”“ 
iui 
=) 
Oo 
<= 
= 
Lad 

= 

4<a+4<b+4. 

Prendre |’inverse de nombres de méme signe change I’ ordre, alors : 

1 1 1 oe 
— > = ; A 
4° at+4 b+4 U0 

. ; 1S) 
Multiplier par un méme nombre négatif les deux membres d’une inégalité rr 

change l’ordre, donc : * 
1 1 

(-12)x7<C12)x 7G <(-12)xpF 

Pea 12 12 
D’ot : (-3) <- rT PRT 

Ajouter un méme nombre aux deux membres d’une inégalité conserve oth 

l’ordre. : = 
12 1 = 

Alors, gai id Remy ea al TORY © 

Alors, pour 0 <a <b: f(a) < f(b). 

Conclusion : la fonction f est croissante sur [0 ; +>[. 

Les fonctions | 133 



134 

SAARUA!PRPRAPROOEE 

—32 

Le graphique ci-dessus donne la courbe représentative € f d’une fonction f 

définie et dérivable sur l’intervalle [— 4 ; 4]. 

Sont aussi représentées les tangentes a € fp AUX points A(— 2 ; 8), B- 1; 3), 

O(O ; 0) et C2 ; — 24). 

Déduire du graphique les valeurs des nombres dérivés : 

fF C2 wae Ife Oy ees 2): 
Soit fla fonction définie sur l’intervalle [— 3 ; 4] par : 

fake =8x + 3x 

Sa courbe représentative est donnée ci-dessous. 

1) Calculer sa dérivée. 

2) Compléter le tableau de valeurs (de la dérivée) : 

POE Ss ee ee ae 

3) Tracer sur le graphique les tangentes aux points d’abscisses — 1, 0, | et 3. 
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Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, calculer sa dérivée puis o 

en déduire ses variations sur I’intervalle J/. i 

Lay 3 Or 4 YY a eh = 

2) fe) = 27 =. 6 f= fags] 

4 
3) f(x) =-5x+6+—- = es): 

K 

5 6 
4) f(x) = 3x" + 4x -— Te OL, 

x 

ie 7= (1:10). 
x 

Ea Le graphique ci-dessous donne la courbe représentative d’une fonction f 

définie et dérivable sur l’intervalle J = [— 3 ; 5]. 

Sont également représentées les tangentes T,, T, et T,; aux points A, B et C 

d’abscisses respectives — 2, | et 2. 
ve 
SLL 

Y 
[= 4 
[= '4 

O 
U 
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Partie A : Lectures graphiques 

1) Quelles sont les valeurs de f(— 2), f(0), f(5) ? 

2) Quelles sont les solutions de I’ équation f(x) = 0 ? 

3) Donner dans un tableau le signe de f(x) pour x € I. 

4) Etablir le tableau de variation de f. 

5) Quelles sont les valeurs des nombres dérivés f’(—2), f’(1), f’(2) ? 

Partie B : Calculs 

Dans cette partie on donne f(x) = (x + 2)(4 — x) et on veut vérifier par le 

calcul certains résultats de la partie A. 

1) Calculer f(— 2), f(O) et f(5). 

2) Etudier dans un tableau le signe de f(x) pour x €/. 

3) Développer f(x) puis calculer la dérivée de f. 

4) Calculer f’(—2), f’(), f’(2). 

Un petit laboratoire produit chaque jour x litres d’un certain produit pour 

un coat de production en euros noté C(x). 

On suppose que toute la production est vendue au prix de 7,50 € le litre. 

La courbe représentative de @ est donnée page suivante. 

Partie A 

1) Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes : 
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0 10 20° 30" 40° "50" *60" 70" 80'S "90" 100" 1L0™ 120" 13079140" 150 

a) Quel est le cofit de production de 40 litres ? De 100 litres ? 

b) Quelle production correspond a un cout de 400 € ? 

2) Lentreprise est-elle bénéficiaire si elle produit 40 litres ? 100 litres ? 

3) Exprimer en fonction de x la recette journaliére R(x) du laboratoire puis, 

tracer sur le graphique la droite représentant R. 

4) En déduire entre quelles limites doit se situer la production journaliére 

pour que le laboratoire soit bénéficiaire. 

Partie B 

Pour la suite de l’exercice on admet que la fonction C est définie par : 

C(x) = 0,0625x? + 1,25x + 100. 

1) Exprimer en fonction de x le bénéfice journalier B(x) réalisé par le labo- 

ratoire. 

2) Etudier les variations de B et construire son tableau de variation. 

3) En déduire le bénéfice maximal que le laboratoire peut réaliser et la pro- 

duction pour laquelle il est obtenu. 

El Le mouvement d’une particule P (assimilable a un point) le long d’une 

droite D est complétement déterminé par |’ équation x = f(t), ot t représente 

O P 
== DES Ste Ss SS be ae el 

Due ait a Seeks 
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le temps et x l’abscisse de P dans un repére de D d’origine O. 

La vitesse de P a l’instant t, est alors v(f)) = f’(t,)- 

Application 1 

Une particule se déplace sur une ligne horizontale selon la loi : 

x = f(t) = 19,6t — 4,97 (t est en secondes, x est en métres). 

1) Quelle est sa vitesse au départ ? 

2) Au bout de combien de temps sa vitesse sera-t-elle réduite de moitié ? 

A quelle distance de I’ origine sera-t-elle alors ? 

3) Etudier les variations de f sur Vintervalle [0 ; 4]. En déduire la distance 

maximale atteinte par la particule et le temps au bout duquel elle sera reve- 

nue a son point de départ. 

Application 2 

Une particule se déplace sur une ligne horizontale selon la loi : 

x= f(t) = t —6t? +15t (ten secondes, x en metres). 

1) Calculer sa vitesse de déplacement v(t) = f’(t) . 

2) Etude des variations de la vitesse 

a) Calculer v’(t) puis étudier son signe. 

b) Etablir le tableau de variation de v sur [0 ; al 

c) A quel instant ty la vitesse est-elle minimale ? 

3) La courbe représentative de f sur [0 ; 5] est donnée ci-dessous. 

50 a aaa 

138 | Les fonctions 



a) Déterminer une équation de la tangente T a € f aU point d’abscisse 1). 

b) Tracer T sur le graphique. 

c) Que constate-t-on sur la position de € Par rapport a T ? 

4) On souhaite retrouver ce dernier résultat par le calcul. 

Pour cela : 

a) Justifier que la position de € ¢ par rapport a T dépend du signe de : 

a(t) = f(t) — 3t + 8) 
b) Calculer d(t) puis vérifier que d(t) = (t — 2) 

c) En déduire le signe de d(f) et la position de € , Par rapport a 7. 

Partie A — Etude d’une fonction 

Soit fla fonction définie sur l’intervalle J = [0 ; 45] par f(t) =451t° -r°. 

1) a) Montrer que f’(t) = 3t(30-1f). 

b) Etudier dans un tableau le signe de f’(t) sur l’intervalle /. 

c) En déduire le tableau de variation de f sur J. 

2) Compléter le tableau de valeurs ci-dessous : 

0} of 253inhn 30 st 45 | 
(t) Oo 10 000 12 250 

3) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthogonal avec pour 

unités 1 cm pour 10 en abscisse et 1 cm pour | 000 en ordonnée. 

METHODES 

Partie B — Application 

A la suite d’une épidémie dans une région, on a constaté que le nombre de 

personnes malades ¢ jours aprés l’apparition des premiers cas est donné par 

f(t) pour t appartenant a l’intervalle [0 ; 45]. 

1) En utilisant la partie A, déterminer le nombre maximal de personnes mala- 

des et le jour ot il est atteint durant cette période de 45 jours. 

2) Déterminer graphiquement la période pendant laquelle le nombre de per- 

sonnes malades est supérieur ou égal a 10 000 (faire apparaitre sur le dessin 

les traits de construction utiles). 

A 
wu 
Y 
1S) 
oe 
iad 
as 
ul 

EM Le graphique ci-aprés donne la courbe représentative , dune fonction 

f définie et dérivable sur l’intervalle J = [— 5 ; 7]. 

Sont également représentées les tangentes aux points A et B de © Cf CORRIGES 
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Partie A — Lectures graphiques 

1) Quelles sont les valeurs de f(— 5), f(2), f(7) ? 

2) Quelles sont les solutions de l’équation f(x) = 0 ? 

3) Quelles sont les valeurs des nombres dérivés i i (3) et f'())? 

Partie B — Calculs 

Dans cette partie on donne : F@) = («+ 3)2 -— x)(x-5). 

et on se propose de retrouver certains résultats de la partie A par le calcul. 

1) Calculer f(— 5), f(2), f(7). 

2) Résoudre |’ équation f(x) = 0. 

3) Développer f(x) puis calculer la dérivée f’(x) . 

4) Calculer f’(—3) et f’(5). 

5) Déterminer les équations des tangentes en A et en B. 

EX Le graphique (page suivante) donne les courbes représentatives de deux 

fonctions f et g définies sur l’intervalle [— 5 ; 5] ainsi que la tangente T au 

point A de €g. 

Partie A — Lectures graphiques 

1) Quelles sont les valeurs de f(— 1), f(1), g- 1), g(Q1) ? 

2) Lune de ces deux fonctions est paire, l’ autre impaire. 

Préciser laquelle en justifiant. 
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3) Déterminer les ensembles de solutions des équations : 

a) fo) = One D(x) =S.. €) ex) = 0. .d) s(x) = 5. 

4) Donner un intervalle sur lequel f est croissante et négative. 

5) Donner un intervalle sur lequel g est décroissante et positive. 

6) Quel est l’ensemble des solutions de l’inéquation : f(x) = g(x) ? 

7) Quelle est la valeur du nombre dérivé g’(-1) ? 

” 
tu 

fa) 
O 
< 
p= 
“td 

= 

Partie B — Calculs 
va 

Dans cette partie on donne les expressions de f(x) et g(x) : re} 

x°+9x 2x’ +8 rs) 
a iS Se fIIEE (x)= 

ph x +1 x +] ~ 
x< 
Lat et on se propose de retrouver certains résultats de la partie A par le calcul. 

1) Calculer f(— 1), f(1), g- 1) et g(1). 

2) Résoudre les équations f(x) = 0 et g(x) = 5. 

—12x 

(x? +1) 
3) On donne g’(x)= 

a) Calculer g’(-1). 

b) Etudier le sens de variation de g sur l’intervalle [0 ; 5]. 
CORRIGES 
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E) Un imprimeur doit concevoir une petite affiche 

publicitaire (voir figure) respectant les contraintes 

suivantes : 

— la largeur ne doit pas dépasser 50 cm ; 

— les marges du haut et du bas mesurent 8 cm. 

— les marges des cétés mesurent 5 cm ; 

—Laire de l’affiche est 0,1 m7. 

De plus, il doit réaliser cette affiche de fagon a ce que 

Vaire de la surface imprimable (centre de l’affiche) 

soit maximale. On note respectivement x et y la lar- 

geur et la hauteur de |’ affiche en cm. 

1) Déduire du texte une relation liant x et y. 

2) On note A(x) aire de la surface imprimable. 

10000 

Xx 
Montrer que : A(x) = 1160 — 16x — 

3) Déterminer l’intervalle 7 dans lequel peut varier x. 

16(x = 25)\(x + 25) 
4) Calculer la dérivée A’(x) puis vérifier que A’(x) = 5 

3 

5) Etudier le signe de A’(x) en déduire le tableau de variation de A sur J. 

6) En déduire les dimensions de |’ affiche satisfaisant les contraintes données 

et telle que la surface imprimable soit maximale. 

ey Apres la Seconde guerre mondiale, des villes nouvelles ont vu le jour en 

France. Dans ce probleme, nous allons étudier |’évolution de la population 

de deux d’entre-elles, que nous appellerons ville A et ville B. 

Ces deux villes ont été créées en 1950. Nous connaissons leurs nombres 

d’habitants grace a un recensement décennal, le premier a eu lieu en 1960, 

le second en 1970... 

Partie A 

Dans cette partie, nous nous intéressons 4 la ville B. 

On constate que le nombre d’habitants de la ville B, exprimé en milliers 

d’habitants est donnée par la fonction g définie sur [0 ; 5] par : 

(x= Kr + 10. 

(x représente le nombre de décennies depuis la création de la ville). 

1) Combien d’habitants y avait-il a la création de la ville ? 

2) a) Calculer l’image de - 
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: ) . ; 
b) Traduire x = 3 en années et mois. 

3) a) Déterminer les antécédents de 26. 

b) Déterminer au bout de combien d’années la population initiale aura doublé. 

4) a) Compléter le tableau de valeurs suivant : 

e005] i las] 2 [25137 35 [4 | 
eee 
b) Tracer € > la courbe représentative de g, dans un repére orthonormé 

d’unités : 

— sur l’axe des abscisses : 2 cm pour une unité ; 

— sur l’axe des ordonnées : | cm pour 5 (milliers d’ habitants). 

Partie B 

Dans cette partie, nous voulons comparer |’évolution de la population des 

deux villes. 

1) On considére que la population de la ville A, exprimée en milliers d’habi- 

tants, est donnée par : f(x) = 5x +6;xe [0; 5]. 

Dans le repére précédent tracer D, la représentation graphique de f. 

2) A Vaide du graphique : 

a) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles les deux villes ont le méme 

nombre d’ habitants 

b) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la population de la ville B est 

inférieure a celle de la ville A. 

3) Par le calcul : 

a) Montrer que g(x) — f(x) = x? — 5x + 4. 

b) Montrer que (x — 1)(x — 4) = x? — 5x + 4. 

c) En déduire la résolution de I’ équation g(x) = f(x). 

d) A l’aide d’un tableau de signes, résoudre g(x) S f(x). 

Vérifier la cohérence de ces résultats avec la réponse a la question 2)b) de la 

partie B. 

”“ 
kil 
a 
2) 
mm 
fj 
“Ld 

= 

Début janvier 2012 apparaissent les premiers cas d’une épidémie incon- 

nue dans une région de Chine. Elle prend vite beaucoup d’ampleur, inquié- 

tant partout dans le monde la communauté médicale. Début mars, le gouver- 

nement chinois met en place des mesures préventives dans le but de ralentir 

la propagation de ce fléau. Dans la nuit du mardi 15 mai 2012, le Docteur 

Chang et son équipe terminent la mise au point d’un traitement. Hélas, ce trai- 

tement doit durer plusieurs mois, et les malades, trés contagieux, doivent étre 

isolés dans des hépitaux spécialisés. 

CORRIGES 
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Le 1 juillet 2012 ouvrent les premiers centres de soins spécialisés, permet- 

tant d’accueillir 500 malades. Ensuite, chaque mois, ouvrent de nouveaux 

centres permettant de traiter 500 nouveaux malades. 

Aujourd’hui, 1% octobre 2012, on se demande si on parviendra a endiguer 

l’épidémie. On considére qu’on y sera parvenu si les capacités d’accueil des 

établissements de soins deviennent supérieures au nombre de malades. 

Les autorités chinoises ont relevé le nombre de malades réguliérement et 

nous ont transmis cette information sur le graphique ci-dessous. 

| ees 

an — 

10 | 

9 

8 

7 

6 a 

5 

4 4 
[ 

3. | 

2 

1 

Ouvien! 2 3 4 5 6 7 8 9 8 amma 

En abscisse, x représente le nombre de mois écoulés depuis le 1° janvier 

2012 (donc x = 0 correspond au 1% janvier 2012, x = 1 au 1° février 2012, 

Ge. awl mars 2002.25). 

En ordonnée, y représente le nombre de milliers de malades. 

Partie A : Etude du graphique 

1) D’aprés le graphique, quel était le nombre de malades au 1* avril 2012 ? 

Au 1% mai 2012 ? Au 1* octobre 2012 ? 

A quelle date le nombre de malades atteint-il 10 000 ? 

2) Quel est le sens de variation de la fonction représentée ? 

3) Représenter la tangente a la courbe au point de coordonnées (3 ; 4) 

sachant qu’elle passe par le point A(4 ; 8). 

Quel est son coefficient directeur ? 

4) Observer la position de la courbe par rapport a cette tangente. 

Le programme de prévention lancé début mars semble-t-il efficace ? 

Expliquer. 
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Partie B : Choix du modéle 

Un mathématicien propose de modéliser la situation a partir du 1° avril 2012 

a l’aide d’une fonction f définie sur [3 ; 40] par : f(x) = 16 Deis 
x 

x correspondant au nombre de mois écoulés depuis le 1“ janvier 2012, et f(x) 

au nombre de malades en milliers. 

1) Calculer les images de 3, de 4, de 9. 

Calculer les antécédents éventuels de 10. 

2) Calculer la fonction dérivée f’ . 

3) Quel est le sens de variation de f ? 

4) Combien vaut le nombre dérivé en 3 ? 

5) Expliquer pourquoi la fonction proposée semble convenir. 

6) Expliquer pourquoi le nombre de malades (en milliers) pouvant étre 

accueillis dans des établissements de soins peut étre représenté par la fonc- 

tion g définie par g(x) = 0,5x — 2,5 sur [5 ; 40]. 

Partie C : Prévisions 

On décide d’utiliser un tableur pour faire les prévisions futures a l’ aide des 

fonctions f et g définies Bue SSE UueU. 

” 
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Nombres de mois ecoules 

depuis le ler janvier 2012 3 4 5 6 

Capacites d'accueil des 

centres de soins (en 

EXERCICES 

1) Quelle formule faut-il taper dans la case B2, que l’on recopiera vers la 

droite afin de remplir automatiquement les cases C2, D2...? 

2) Quelle formule faut-il taper dans la case E3, que l’on recopiera vers la 

droite afin de remplir automatiquement les cases E4, ES5...? 

3) A aide d’un tableur ou de la fonction table de votre calculatrice, pour- 

suivez les prévisions jusqu’au 40° mois. 

Parviendra-t-on 4 éradiquer l’épidémie ? Si oui, 4 quelle date ? Quel sera 

alors le nombre de malades ? 

CORRIGES 
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COonOncouam TENE 
RE Les nombres dérivés cherchés sont les coefficients directeurs des tangen- 

tes en A, B, O et C respectivement. 

On lit donc (voir Méthodes, point 2) : 

FAQS Nis CH ED SOO Ola Be ene ae a 0 

1) f(x) = 3x7 -6x. 
2) Avec éventuellement une calculatrice, on obtient les valeurs suivantes : 

3) On construit alors les tangentes demandées grace aux nombres dérivés qui 

donnent leurs coefficients directeurs (voir Méthodes, point 2), d’ ot le graphi- 

que : - 

elles ont le méme coefficient directeur 9. 
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1) f’(x) = 6x — 6 = 6(x — 1) d’od le tableau de variation : 

3 “aS — ~ . On constate que pour x € [1 ; 5] ona f’(x)<0 

donc f est strictement décroissante sur /. 

4) f(x) =9x7? +4 = 

Pour x € Jona f’(x)>0 donc fest strictement croissante sur J. 

5) Remarquer que f(x) =x -—7 + ; 

ee 9 x7=-9 (x-3)(x+3) 
DOU (4) Sh ee 

Xx x x 

Pour x € Jonax+3>Oetx?>Odonc f’(x) est du signe de (x — 3), d’ot 

le tableau de variation : 
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Partie A : Lectures graphiques 

1) On lit f(— 2) =0; f(0) =8 5 f(S) =-7. 

2) Les solutions de l’équation f(x) = 0 sont les abscisses des points d’ inter- 

section de € f aveC l’axe des abscisses. 

On lit donc deux solutions : — 2 et 4. 

3) Tableau de signe de f(x) : 

23 By) 4 5 

POP 20 eae 
4) Tableau de variation de /: 

5) Le nombre dérivé f’(—2) est, par définition, le coefficient directeur de la 

tangente 4 € au point d’abscisse — 2. 

Or le point d’abscisse — 2 est A et la tangente en ce point est T, qui a pour 

coefficient directeur 6, on a donc f’(—2) =6. 

De méme, f’(1) = 0 (coefficient directeur de T,) ; 

et f’(2)=-2 (coefficient directeur de T,). 

Partie B : Calculs 

1) f(—2) = (2+ 2)(444+2)=0x6=0 

De meme; f(0) = 2x4 =S et fOjavi Gt == 7. 

2) On obtient le signe de f(x) en étudiant le signe des deux facteurs, d’ot le 

tableau : 

3) En développant on obtient f(x) = 4x — x? + 8 — 2x donc : 

FQ) == x7 + 2k +8: 

D’ou f’(x) =-2x+2. 

4) On retrouve alors : 

f'(-2)=442=6 f’)=24+2=0 ea f’2)=44+2=-2. 
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Partie A 

1) a) On lit C(40) = 250 et C(100) = 850. 

b) Un cofit de production de 400 € correspond a une production de 60 litres. 

2) La vente de 40 litres rapporte 40 x 7,50 = 300 € et le cofit de production 

de ces 40 litres est de 250 €, le laboratoire réalise donc un bénéfice de 

50'S. 

Pour 100 litres, la vente rapporte 750 € mais la fabrication a cotité 850 €, le 

laboratoire subit donc une perte de 100 €. 

3) La vente de x litres rapporte 7,50 x x euros. 

La recette journaliére est done R(x) = 7,5x. 

Sa représentation graphique est la droite d’équation y = 7,5x qui passe (par 

exemple) par les points O(0 ; 0) et A(80 ; 600), ce qui donne : 

1 200 
Wi 

1 100 J 

1 000 

900 SS S : Ww 
Lu 

800 | | is apie = 
700 Sa Z = 
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500 | ge eae 
400 L ies | 
300 4 a | 
200 — — 
00 | FF i 

OZ 10ee 10) 720 30040) 50. 60) 70) 805 90) 100 110) 120.5130! 1405150 

4) On constate que la recette est supérieure au coat de production pour x 

compris entre 20 et 80. Le laboratoire est donc bénéficiaire pour une produc- 

tion comprise entre 20 et 80 litres. 

wr 
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Li 

Partie B 

1) Le bénéfice journalier est : B(x) = R(x) — C(x). 

donc B(x) = 7,5x — (0,0625x? + 1,25x + 100) = — 0,0625x? + 6,25x —-100. 

2) Pour étudier les variations de B, calculons sa dérivée : 

B’(x) =-—0,125x + 6,25. 

s 
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be le 6,25 
S eee «oe es = 50 , d’ot le tableau de variation : 

3) On en déduit que pour obtenir un bénéfice maximal de 56,25 € le labora- 

toire doit fabriquer 50 litres du produit par jour. 

| 6 | Application 1 

1) La vitesse est v(t) = f’(t)=19,6—9,82. 

donc au départ on a v(0) = f’(0) = 19,6 ms". 

ets sor inieglo,6 
2) Sa vitesse sera réduite de moitié lorsqu’elle sera égale Oa =O 8. 

Or f’(t)=9,8 <& 19,6-9,8t=9,8 << 9,8f=9)8 = f=1. 
C’est donc au bout d’une seconde. 

On a f(1) = 19,6 — 4,9 = 14,7. Elle sera donc alors a une distance de 

14,7 m. 

3) ff@M=0 & 9,8t=19,6 <= t=2d’ot le tableau de variation : 

Il en résulte que la distance maximale est 19,6 m et qu’au bout de 4 secondes 

elle sera revenue a son point de départ. 

Application 2 

1) v(t) = 32 — 121+ 15. 

2) a) v(t) =6t-12 = 6(t - 2) 

donc v’(t) s’annule pour t= 2 etv’(t)>O @t>2. 
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b) D’ot le tableau de variation : 

c) On constate que la vitesse est minimale a I’instant f, = 2. 

3) a) T a pour coefficient directeur f’(2)=v(2)=3 donc son équation 

réduite est de la forme y = 3t + b. 

De plus, elle passe par le point de coordonnées (2 ; f(2)) et f(2) = 14. 

On en déduit que l’on doit avoir: 14=3x2+bdotb=8. 

T a donc pour équation : y = 3¢ + 8. 

Elle passe (par exemple) par les points de coordonnées (0 ; 8) et (4 ; 20). 

b) D’ou le graphique : 

50 « ~” 
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EXERCICES 

0 1 2 3 4 5 
c) On constate que € est en dessous de T pour ¢t < 2 et au-dessus pour 

eae 

(On dit que le point d’abscisse t, = 2 est un point d’inflexion de p) 

4) a) Si d(t) > 0 alors f(t) > 3t + 8 donc € , Sera au-dessus de T et inverse- 

ment. 

s 

CORRIGES 
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b) d@) = ¢ -— 62? +15t- (3t+8) =f —6t? +12¢-8 

et (¢— 2)? =(t-2)°(t-2) = (0? —44+ 4¢ -2) = fF —- 27? — 40° +8t+4t-8. 

On a donc bien d(#) = (t — 2)’. 

ce) Sit>2 alors t—- 2 >0 d’ot (t— 2)? > O et alors € est au-dessus de T. 

Si t <2 alors t- 2 < 0 d’ou (t— 2)? < Oet alors Cy est en-dessous de T. 

Partie A — Etude d’une fonction 

1) a) f’(t) = 45 x 2t- 32° = 901-32? = 34(30-12). 
b) On obtient le tableau de signes : 

2) , 

2 Bi Rie eae ei ea ee 
_f(@® | 0 | 3500 | 10 000 | 12 500/13 500/12 250/ $000 | 0 | 
3) 
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Partie B — Application 

1) D’aprés le tableau de variation de la partie A, le nombre maximal de 

malades est 13 500. Il est atteint le 30° jour de |’ épidémie. 

2) Le nombre de personnes malades est supérieur ou égal 4 10 000 entre le 

20° et le 38° jour de l’épidémie (voir graphique, page précédente). 

El Partie A — Lectures graphiques 

1) On lit f(-5) = 140 , f(2) = 0 et f(7) = — 100. 

2) L’équation f(x) = 0 a pour solutions — 3 ; 2 et 5 (abscisses des points d’in- 

tersection de € AVEC l’axe des abscisses). 

3) f (3) = — 40 (coefficient directeur de la tangente en A). 

f (5) =— 24 (coefficient directeur de la tangente en B). 

Partie B — Calculs 

1) f(-5)= (-2)(7)\(-10) = 140. 

F(2) = (5)(0)(-3) = 0. 
(7) = (10)(-5 )(2) = — 100. 

2) fx) =0 = (x + 3)2 -—x)\(x- 5) =0. 

@x+3=00u2-x=00ux-5=0. 

k= ON 2 Ol os 

3) En développant, on obtient : 

f@) = (2x = x* + 6 — 3x) —5) 

= (—x* —x + 6) —5) 

=— x2 + 5x? — x7 + 5x + 6x — 30 

=— x + 4x7 + 11x — 30. 

va) 
uu 
CO 
Oo 
Le 
_ 
“LL 

= 

D’ou : f(x) =-3x7 +8x +11. 

4) Onadonc: f’(-3)=-3x9+8 x (-3) +11 =-27-24+11=- 40. 
EXERCICES 

et : f’(5) =3 X 254+8 X5+11=-75+ 40+11=-24. 

5) La tangente en A a pour coefficient directeur f’(—3) =— 40, son équation 

‘est donc de la forme y = — 40x + b. 

Pour calculer 5, traduisons que cette tangente passe par A et donc que 

les coordonnées de A vérifient |’équation : 

y, =- 40x, +b @0=- 40x (3) +b d’ot b =— 120. 

Finalement, la tangente en A a pour équation : y = — 40x — 120. 

Et, de méme, on obtient |’équation de la tangente en B : y = — 24x + 120. 

ea 

CORRIGES 
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EX Partie A :Lectures graphiques 

YiEY=— (/Y=s se) 3) =: 
2) fet g sont définies sur l’intervalle [— 5 ; 5] qui est symétrique par rapport 

a 0. 

f est impaire car sa courbe représentative € f est symétrique par rapport a 

Vorigine O du repére. 

g est paire car 6, est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées. 

3) a) LV équation f(x) = 0 a une seule solution : 0. 

b) L’équation f(x) = 5 a une seule solution : 1. 

c) Léquation g(x) = 0 n’a pas de solution. 

d) L’équation g(x) = 5 a deux solutions : — 1 et 1. 

4) f est croissante et négative sur (par exemple) I’intervalle [— 5 ; 0]. 

5) g est décroissante et positive sur |’intervalle [0 ; 5]. 

6) €,est au-dessus de €, pour 1 < x < 5, donc l’ensemble des solutions de 

linéquation f(x) => g(x) est Vintervalle [1 ; 5]. 

7) g’(—l est le coefficient directeur de T, c’est-a-dire 3. 

Partie B : Calculs 

(le Onc 1) 10 14+9 
1 —|) = —  — =— = -9 1) =— = 5. 

eee Cie 2 ae 

TSA ALS SEES VD 10 
Ci) = ee So) = = 

: pare {fl 2 a) 2 

DAG) 0 ose ee odo. 
6 ae | 

& x07 +9 =08x=00ux*+9=0. 

Mais x* + 9 = 0 est impossible, il y a donc une seule solution : 0. 

Rega ee 2x78 

x’ +1 

© 3x3 = 0 S3y = 1) 0 B= Diced 

D’ou les deux solutions : — | et 1. 

-12x(-l) 12 12 _, 
3) a) 4(=]) = ————_— = —= 

ee (21 al ag 4 

=5 © 2x°4+8=5x74+5. 

b) Le sens de variation de g dépend du signe de sa dérivée, or pour x € [0;5] 

on a— 12x < Oet (x? + 1)? >0 donc g(x) <0. 

g est donc décroissante sur l’intervalle [0 ; 5]. 

? 
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10] 1) aire de l’affiche est égale 4 x x y en cm? (puisque x et y sont en 

cm). 

Or 0,1 m? = 1000 cm? on a donc : xy = 1 000. 

2) Compte tenu des marges imposées, |’aire de la surface imprimable est : 

(x — 10)(y — 16). 

rece re 1 000 
Or d’aprés la premiére question, on a: y= : 

x 

1 000 1 
D’ot : A(x) = cx 10){ +00. 6] = 1 000 - 16x - en + 160. 

x os 

Ce qui donne bien : A(x) = 1160—16x—- au oy 
x 

3) Compte tenu des marges de 5 cm de chaque c6té, x doit étre au moins 

égal a 10 et ne doit pas dépasser 50, donc I = [10 ; 50]. 

l 
4) A(x) =1160-—16x-10 000 x — 

x tg 
fa | 

1 (@) 
donc A(x) = —16 — 10000 x} —— |}. x 

X “Lhd 

= 
D’ou: 

10000 10000-16x? 16(625-x”) 16(25—x)(25+x ere ee) Oe 
X Xx D6, X 

5) On peut noter que pour x € Jona 25+x>Oetx*>0 le signe de A’(x) 

ne dépend donc que de 25 — x. D’ou le tableau de variation de A : 
a) 
Lu 
2 
1S) 
~~ 
Lu 
x< 
Lu | 

‘6) On constate donc que la surface imprimable a une aire maximale de 

360 cm? lorsque x = 25. 

1 000 
On a alors y =———_ = 40. 

2 

ea 

CORRIGES L’affiche devra donc faire 25 cm de largeur sur 40 cm de hauteur. 
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EE Partie A 

1) A la création de la ville : x = 0, le nombre d’habitants est alors égal a 9(0) : 

2(0) =07 + 10 = 10. 

La population de la ville 4 sa création est donc de 10 000 habitants. 

BY SON: 4 90 94 bay Ft Lae Bg ee 
2) a) (2) EB Pe ene ee 

i ; 2 : 2 ; : 
b) x est exprimé en décennies, alors x = g représente 3 de décennies soit 

2, 
a x 10 années. 

2 One 
Pal a Dats 3 

2 p ; 
Donc x = 3 représente 6 ans et 8 mois. 

3) a) On résout g(x) = 26 © x7 + 10 = 26 x*- 16=0 

© (x-4)(x +4) =0ex=4 oux=-4. Orx = 0 donc S= {4}. 
26 posséde un seul antécédent par g : 4. 

b) Soit x le nombre d’années demandées, il s’agit de résoudre : 

gO) = 220) ey = 20 = 10 Vi0 oux==Vv10,orx = 0; 

#0 {ev 10 3} }Or/0 623.16. 
Donc c’est au bout de 32 ans que la population aura doublé. 

4) a) 

20> Se Bie Bee Pe Ss 
g(x)__| 10 |10,25/ 11 |12,25] 14 |16,25| 19 |22,25| 26 |30,25|_35 | 
b) Voir courbe (page suivante). 

Partie B 

f est une fonction affine, sa représentation graphique est une droite d’équa- 

tion réduite : 

v= 5x +6: 

Hee oN Deti5e | 
£0) 6 | 16 |31 | 

1) 
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D est la droite passant par les points de coordonnées : 

(OG); Gs 16)> (35 5D). 
2) a) Il s’agit de résoudre graphiquement g(x) = f(x) c’est-a-dire de trouver 

les abscisses des points d’intersections de €, et de D. 

On lit sur le graphique x = 1 et x = 4. 

b) Il s’agit de résoudre graphiquement g(x) S f(x), c’est-a-dire de trouver les 

abscisses des points de ©, situés en dessous de D. 

On lit sur le graphique 1 S x < 4 soitx € [1 ; 4]. 

3) a) g@) —fx) =27 + 10 —- Gx + 6) = x7? 4+ 10 - 5x -6=2° —5x +4. 

b) @— D@— 4) = — 40-744 4E 2 - 5x44. 

¢) g(x) =f(X) © g(x) -f() =0 © &- Ix -4) =0 GS x=10ux=4d 00 

8 ie Ga 

d) g(x) Sfx) © g(x) -f(x) $0 © (x- 1I)x-4) S 0. On effectue un tableau 

de signes : 

”“ 
Lu 

(an) 
Oo 
a 
fens 
‘Ld 

= 
S =[1 ; 4]. On retrouve le résultat obtenu par la méthode graphique. 

50 

40 | 

EXERCICES 

v4 

CORRIGES 

NSS ERROR ONE N 
a 
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Partie A : Etude du graphique 

et SO) Go) ES Ot GON SS) LOC TNO 

1) Il y avait 4 000 malades au 1 avril 2012, 7 000 PILES au 1% mai 2012, 

12 000 malades au 1“ octobre 2012. 

Le nombre de malades atteint 10 000 au 1° juillet 2012. 

2) La fonction représentée est croissante. 

3) Le coefficient directeur de la tangente représentée est a = —— = 

4) La courbe traverse sa tangente. 

Cela signifie que la vitesse d’augmentation du nombre de malades diminue. 

Le programme de prévention semble donc efficace. 

Partie B : Choix du modéle 

1) fG) = 162” 4 fA) = 16-28 Soyo = 
3 ‘ ; 

fx) = 10 <2 16-38 = 10 2 = 6 eo x= exe - 
x iy 

Le seul antécédent de 10 est 6. 

DY FG) 0 eee a De 
Xx 

3) Il est clair que f’ est strictement positive donc f est strictement croissante. 
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4) f’(3) = = ay 

5) La fonction proposée semble convenir car on trouve les mémes résultats 

dans la partie B avec la fonction f et dans la partie A avec le graphique. 

6) La fonction g, définie par g(x) = 0,5x — 2,5 sur [5 ; 40], est la fonction 

affine qui vaut 0 quand x = 5 (ce qui correspond au 1° juin 2012), 0,5 quand 

x = 6 (donc au 1° juillet 2012) puis augmente de 0,5 chaque fois que x aug- 

mente de | (donc chaque mois). 

Elle représente bien les capacités d’ accueil qui sont de 0 millier de malades 

le 1° juin 2012, 0,5 millier de malades le 1° juillet 2012, puis qui augmen- 

tent de 0,5 millier chaque mois. 

Partie C : Calculs 

1) La formule qu’on va taper dans la case B2 et recopier vers la droite est : 

=16-36/B1. 

(Cette formule nous donne le nombre de malades en fonction du nombre de 

mois écoulés depuis le 1° janvier 2012 : c’est la formule de calcul de la 

fonction f adaptée au tableur.) 

2) La formule qu’on va taper dans la case E3 et recopier vers la droite est : 

=0,5*E1-2,5 

(C’est la formule de calcul de la fonction g adaptée au tableur.) 

3) On voit sur le tableur ou sur les tables de la calculatrice que le nombre de 

malades reste supérieur au nombre de places en centres de soins jusqu’au 34° 

mois. Ensuite, au bout de 35 mois écoulés, il y a 14 971 malades pour 15 000 

places en centres de soins. 

On parviendra donc a éradiquer |’ épidémie au bout de 35 mois, c’est-a-dire 

au 1° décembre 2014. Il y aura alors 14 971 malades. 

METHODES 

a) 

Lu 
2 
> 
a 

Lu 
x< 
Lu 

oa 

CORRIGES 

Les fonctions | 159 



160 

Reese seek. 

Dans tout l’exercice, f est une fonction définie et dérivable sur l’inter- 

valle I = [0 ; 10] et sa courbe représentative est notée 6 Ff 

Cet exercice est un QCM. Pour chaque question trois réponses sont propo- 

sées dont une seule est exacte, entourer la bonne. 

1 i fest constante sur J alors, quel que soit x € J, f’(x)= 

a) l b) 0 Cc) x 

Si f (x) = 1,2x3 — 5,6x2+ 7 alors f’(x) = 
a) 3,6x2 — 11,2x b) 3,6x2 — 5,6x c) 4,8x2 — 11,2x +7 

Sif (x) = 5x2 + 6x + 3 alors fest... 
a) décroissante sur/ —_b) constante sur / c) croissante sur J 

RG sila tangente a Cr au point d’abscisse 2 a pour équation y = — 5x + 3 

alors f’(2)= we 
a) 3 b)-5 c)-7 

Si f’(4) =3 alors la tangente a G au point d’abscisse 4 est paralléle a 

la droite d’équation : 

a)y=4x-1 b) y=3x+5 c) y=-4x+3 

2 ce) 
6 | SifG)= ue 7 alors f’(x)= 

a) 0 b) 0,5 c) 1 

Si f’(x)=-3x’ +7 alors la tangente a Cy au point d’abscisse 2 a pour 

coefficient directeur... 

a) 2 b) 43 c) -—5 

Ea Si f(3) =4etsi f’G)=1 
alors une équation de la tangente a € , au point d’abscisse 3 est : 

a)y=4x+1 b) y=x+1 c) y=3x+5 

ie Hi» :B.:B8. :-B»y:B»:@»:-Mo: 
b). 
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C\H/A}PIIITIRIE 6 

La fonction 
logarithme décimal 

8 Introduction 

En chimie, l’acidité d’une solution est mesurée par son pH, défini en 

fonction de la concentration en ions H,O*, par : pH = — log[H,O*]. 

[H,O*] est la concentration (en moles par litre) d’ions H,O* de la solu- 

tion. 

log est une fonction appelée logarithme décimal. 

Notre calculatrice permet de calculer l’image d’un nombre par diverses 

fonctions a l’aide des touches correspondantes : cos, sin, tan... Elle dis- 

pose aussi de la touche log. 

- En tapant « log 2 = » sur la calculatrice, on obtient une valeur approchée 

de log 2 (on dit « logarithme décimal de 2 » ou « log de 2 ») : 

log 2 = 0,301. 

A Vaide de la calculatrice (ou d’Excel), nous pouvons constater diverses 

propriétés de cette fonction log. 

” 
Lu 
a 
O 
ac 
~~ 

“LLd 

= 

EXERCICES 

§ Ensemble de définition 

En cherchant (a la calculatrice) le logarithme décimal de nombres quel- 

conques, on se rend compte que seuls les nombres strictement positifs 

ont une image par la fonction log (on obtient un message d’erreur si le 

nombre est négatif ou nul). 

CORRIGES 
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On peut donc supposer, et on admettra que : 

L’ensemble de définition de la fonction logarithme décimal est : 

JO 5 +~f. 

Bl Formules algébriques 

Toujours a l’aide de la calculatrice ou d’Excel, nous pouvons remplir un 

tableau de valeurs de cette fonction (valeurs données a 10°? prés) : 
| | ro he eee Sins en ee OMe 

0,699 | 0,778 | 0,845 

5 biG 
| - 

| log x | 0 | 0,301 | 0,477 | 0,602 0,903 0,954) 1 | 

Deux valeurs semblent exactes et nous |’admettrons : 

log 1 =O et log 10= 1. 

On peut faire diverses constatations dans ce tableau : 

log 2 + log 3 = 0,301 + 0,477 = 0,778 = log6- (et2 x3 = 6). 

log 2 + log 4 = 0,301 + 0,602 =~ 0,903 = log8 (et2x4=8). 

log 2 + log 5 = 0,301 +0,699=1=log10 . (et2x5=10). 

Il semblerait que le logarithme d’un produit, par exemple log 6 = log 

(2 x 3), soit égal 4 la somme des logarithmes, donc sur cet exemple 

log 2 + log 3. 

Nous pouvons prendre divers exemples a la calculatrice qui confirment 

ce résultat. Nous allons l’admettre : 

Propriété I : Pour tous réels strictement positifs x et y, on a: 

log (x X y) = log x + log y. 

A partir de cette formule, on en déduit que : 

log x + log *) = log [x2] =log 1=0 
2% x 

Donc log E) est l opposé de log x. 
x 

Propriété 2 ; Pour tout réel x strictement positif : 

log *) = — log x. 
Xx 

On peut aussi l’écrire : log (x ') =— log x. 
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On déduit aussi de la premiére formule que : 

— log (x’) = log (x x x) = log x + log x =2 log x; 

— log (x7) = log (x? x x) = log x? + log x = 2 log x + log x = 3 log x. 

Et ainsi de suite... 

_ Propriété 3 : Soit un réel strictement positif x et un entier relatif n. 

Alors : log (x") =n log x 

Remarque : Cette formule reste valable si n est négatif. 

Nous pouvons le vérifier avec n = — 2 par exemple : 

FOR leg Ae 4) Sele Ee Ko hy) = 0 Tose: 

Si x est un nombre strictement positif, alors x = (Vx). 

On en déduit que log x = log [(Vx)*] = 2 log (Vx), et donc : 

] 
log (Vx) = 5 log x. 

Propriété 4 : Soit un réel strictement positif x. 

Alors : log Vx = ; logx 

En utilisant les deux premiéres formules, on peut écrire : 

1 
D’ot : log =) = log lees] = log x + log Ee = log x — log y. 

yy, y y 

~” 
Lid 

Qa 
O 
ake 
hate 
“Ld 

= 

Propriété 5 : Pour tous réels strictement positifs x et y, ona: 

log =) = log x —- log y 
sa 

EXERCICES B Cas des puissances de 10 

D’aprés la calculatrice, log 10 = 1. 

En appliquant la formule (3) aux puissances de 10, on obtient : 

lor (07) =2<log 10=2 x1=2: 

jor CN = o.5 10g w= tos 

— log (10°) = —3 x log 10 =-3 x 1 =-3. 

D’une maniére générale : 

CORRIGES Propriété 6 : Pour tout entier relatif n, ona: 

log (10") =n 
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@ Application 

Nous avons vu que log 2 ~ 0,301. Sachant cela, nous pouvons calculer 

log 2000 a 10-? prés. En effet : 

log 2000 = log 2 + log 1000 = log 2 + 3 = 3,301. 

Bl Signe et sens de variation de la fonction 
logarithme décimal 

Nous avons représenté a l’aide d’un logiciel la fonction logarithme déci- 

mal sur [0,01 ; 10]. 
ae cae Mie! —— ie = SST) ae | 

ho 

Nous allons admettre a partir de ce graphique que la fonction loga- 

rithme décimal est strictement croissante sur ]0 ; + oof. 

De plus, comme log(1) = 0, on en déduit que : 

La fonction logarithme décimal est strictement négative sur ]O ; 1[ et 

strictement positive sur ]1 ; + of. 

Conséquences : Etant donné deux réels x et y strictement positifs, on 

a 

x=y@logx=logy; 

x<y & log x < log y. 

Etant donné un réel x strictement positif et un entier relatif n, ona: 

log x=n & x= 10". 
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Ce dernier résultat est presque immédiat. 

En effet, log x =n © log x = log (10") (puisque log (10) =n) @ x = 
10”. 

@ Applications a la résolution d’équations et d’inéquations 

1) Déterminer n tel que 2” = 32768. 

2” = 32768 & log (2”) = log 32768 & n log 2 = log 32768 

_ log32 768 

a log 2 , 

En tapant ce résultat a la calculatrice, on obtient n = 15. 

2) On place un capital de 1 000 € sur un compte 4 intéréts composés 

rapportant 3,5 % par an. 

Au bout de n années, il y aura sur le compte 1 000 x 1,035” €. 

On veut savoir au bout de combien de temps il y aura plus de 3 000 € sur 

ce compte. 

On doit résoudre |’inéquation : 

1 000 x 1,035” > 3 000 qui revient a 1,035” > 3. 

Comme la fonction logarithme décimal est strictement croissante, on a : 

log (1,035”") > log 3 donc n log 1,035 > log 3. 

Wr | 
Lid | 

aa 

2) 
ae 
fp 
“LL 

= 

ent a: 
log 1,035 9 

Attention ! En divisant les deux membres par log 1,035, on ne change 

pas le sens de l’inégalité, car log 1,035 est positif puisque 1,035 > 1. 

Donc il y aura plus de 3 000 € sur le compte au bout de 32 ans. 
EXERCICES 

CORRIGES 
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been | | oe 

L’ensemble de définition de la fonction logarithme décimal est ]0 ; +>[. 

e Formules algébriques 

(1) log (x xX y) = log x + log y 

(2) log a =-— log x 

(3) log (x") =n log x 

(4) log Vx = : log x 

(5) log =) = log x — log y 
3 

(6) log (10") =n 

En particulier, log 1 = 0 et log 10 = 1. 

e Représentation graphique, signe et sens de variation de la fonction 

logarithme décimal 

La fonction logarithme décimal est strictement croissante sur ]0 ; +0°[. 

La fonction logarithme décimal est strictement négative sur ]0 ; 1[ et 

strictement positive sur ]1 ; +0. 

Etant donné deux réels x et y strictement positifs, on a: 

x=y © logx=log y. 

x<y& log x < log y. 

Etant donné un réel x strictement positif et un entier relatif n, on a: 

logx=n&x= 10". 
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JUAELEEENEOEONREE 
Comment simplifier des écritures 
utilisant les logarithmes décimaux ? 

Enoncé 

Simplifier les expressions suivantes : 

A = log 0,25 + log 4 000 

B = log 121 000 — log 11 

C = log 12 - log 6 + log(+| + log ee 
1 rf D =~ log(4 3) + 3log 2 ra) 

O 
E = 4log 25 — 2log (V5) = 
Corrigé commenté “dd 

Il s’agit d’utiliser les six régles de calcul : = 

log (x x y ) = log x + log y (Propriété 1) 

log | =-—log x (Propriété 2) 

log (x") =n log x (Propriété 3) rf 

log (Vx) = + log x (Propriété 4) 0 
Lu 

log an) = log x — log y (Propriété 5) o< 

log (10") =n (Propriété 6) 

Remarque : plusieurs méthodes sont possibles selon la régle utilisée. 

| A=log 0,25 + log 4000 == log (0,25 x 4 000) (1) 

= log 1 000 

= log (10°) (6) tC 
=3. = 

B=log 121000 =log (121 x 1 000) Oo 

= log 121 + log 1 000 (1) 

= log (117) +3 
= 2 log 11 + 3. (3) 
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1 
C = log 12 -log 6+ os > + log =) 

3 

| Wy 1 
= log = ENE (5) 

= log 2 + log 3 — log 2 — log 3 (2) 

= 0. 

Remarque : On aurait pu également transformer C comme ci-dessous : 

&) 1 atte tll 
C=log 12— log 6 + log|— | + log] — | = log} —x—x— | =log 1 = 0. g g (3) (2) oe 2 5 | g 

De = log(4-) + Slog 2=- log 4 +3 log 2 

= -5 log(2’) + 3log 2 

=—3log2+3log2 (3) 
= (). 

2 I E = dlog 25 — log (/5 ) = 4log(5*) - 2 x 5 log 5 (4) 

= 8log 5 — log 5 (3) 
= Slog 3 

Comment résoudre des équations et 
des inéquations ? 

Enoncé 

1) Résoudre les équations et inéquations suivantes : 

a) log x = 2. 

b) log x =-1. 

c) 2logx +1=0. 

d) log x > 10. 

e) log x < — 50. 

f) log(x + 1) = log(2x — 3). 
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2) Trouver le plus petit entier naturel 7 tel que : 

a) i" >:3: 

b) 0,98” < 0,5. 

c) 50 x 1,5" > 3 000. 

d) 4 000 x (1,06)" = 4 500 x (1,04)” . 

Corrigé commenté 
Il s’agit d’utiliser ici les propriétés vues dans le cours. 

Etant donné deux réels x et y strictement positifs, on a : 

lopX = lop yar — y 

logx<logy@x<y 

logx>logy@x>y 

1) a) Pour tout entier relatif n, on a: log 10” =n. 

Alors, log x=2 <loe.x’= log (107) 4 + =4.0- dot S = {107}. 

b) Detméme, loo. Jog.aulog (10L 5) c= 10> don 
Sar 

¢c) 2log x +4 =0' S 2log x=-—4 S lop x= -2 S x= 10-7 

Cou = 110 =} 

Remarque : Pour ces exemples, on aurait pu utiliser la propriété : ‘ 

”“ 
il 
Q 
\e) 
<= 
_ 
Lal 

= 
Etant donné un réel x strictement positif et un entier relatif n, on a: 

log x =n x= 10". 

d) log x > 10 © log x > log (10!) = x > 10! d’ot S = J10!9 ; + of. 

€) loxx<— 50'S loe x < los (02) S xl don S = | 02 10 1. 

En effet, la fonction logarithme décimal est définie sur | 0; + © [. 

f) Pour ce type d’équations de la forme : log u(x) = log v(x). 

Etape 1 : Il faut tout d’abord trouver l’ensemble de définition de cette 

équation, c’est-a-dire trouver les valeurs de x pour lesquelles u(x) > 0 et 

v(x) > 0. 

Etape 2 : On utilise : log u(x) = log v(x) & u(x) = V(x), puis on résout cette 

équation. 

Etape 3 : On ne garde que les solutions qui appartiennent a l’ensemble de 

définition. 

EXERCICES 

CORRIGES 

2 5 
Etape 1: x+1>0@x>-let2x-3>0Gx> = 

3 
L’ensemble de définition de l’équation est donc I 5 + cof, 
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Etape 2 : log(x + 1) = log(2x -3) @x+1=2x-3 @-x=-40x=4. 

Etape 3:46 I > + c[ d’ot S = {4}. 

2)-) 1,1" > 3-< log (31) > logs En effet, x > y & log x > log y. 

© n log (1,1) > log 3 En effet, log (2°) =n log x. 

log3 En effet, log 1,1 > 0 et diviser les deux 

log(1,1) membres d'une inégalité par un méme 

nombre positif conserve |’ ordre. 

nig) 32 Me SAGs. A Vaide de la calculatrice. 

Alors le plus petit entier n vérifiant cette inégalité est 12. 

b) 0,98” < 0,5 © log (0,98”) < log 0,5 En effet, x < y © log x < log y. 

& n log (0,98) < log 0,5 En effet, log (x") = n log x. 

log 0,5. En effet, log 0,98 < 0 et diviser les deux 

membres d’une inégalité par un méme 
log 0,98 

nombre négatif change I’ ordre. 

<> n> 34,309... A Vaide de la calculatrice. 
Alors le plus petit entier n vérifiant cette inégalité est 35. 

Pour le c) et le d), il faut transformer l’inégalité-pour la mettre sous la 

forme a" > b. 

6) S06 ee S000 <7 TS" e = 

1 Sa 60 

& log(1,5”") > log 60 

©& n log 1,5 > log 60 

am log 60 

log 1,5 

STn> 16092 

Alors le plus petit entier n vérifiant cette inégalité est 11. 

(1,06)" ee 4500 
= 

1,04)" oe 000 

En effet, log 1,5 > 0. 

d) 4 000 x (1,06)” = 4 500 x (1,04)” 
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= n= 6,18... 

Alors le plus petit entier n vérifiant cette inégalité est 7. 

| Comment utiliser le logarithme décimal 
pour étudier des suites geométriques ? 

Enoncé . 

1) Soit (w,,) la suite géométrique de premier terme u, = 3 et de raison 

154 

Quel est le plus petit entier naturel n tel que u, = 3 000 ? 

2) Soit (v,,) la suite géométrique de premier terme y, = 2 et de raison 

0,3. 

Quel est le plus petit entier naturel n tel que u,, < 10-4 ? 

‘ 

~“ 
fad 
Qa 
oO 
< 
_ 
Lid 

= 

Corrigé commenté 
1) u, =u, x q". Alors, u, = 3 x (1,5)”. 

Il s’agit donc de résoudre |’inéquation 3 x (1,5)" = 3 000. 

Cette inéquation est équivalente a (1,5)” = 1 000. 
EXERCICES 

Or, x = y & log x = log y. 

Alors, (1,5)" = 1 000 © log (1,5)" = log 1 000 

© nlog (1,5) = log 10° 

© nlog (1,5) = 3 

n= 
log(1,5) 

a (eee AN ee 

Le plus petit entier n tel que u,, = 3 000 est donc 18. 

EBrefict log-(55)> 0: 

CORRIGES 
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2) Uu,, = Uy X gq". Alors, u, = 2 x (0,3)". 

Il s’agit donc de résoudre |’inéquation 2 x (0,3)" S 10, +: 

. f l 
Cette inéquation est équivalente a (0,3)” S a ales 

Or, x = y & log x = log y. 

1 
Alors, (0,3)" = — x 10-4 © log (0,3)" < log ie x 10- 4) is 

2 

| 
& n log(0,3) < log ie + log (10-4). 

© n log(0,3) < — log (2) — 4. 

css log(2)-4 

log(0, 3) 

ch NE ate Yocom 

Le plus petit entier n tel que u,, < 10-* est donc 9. 

En effet, log (0,3) < 0. 

Sia< 1 alors log a<OQetsia>l alors log a>0. 

Alors, pour la résolution de |’inéquation, il faut étre vigilant, lors d’une 

division par log a, a conserver ou a changer le sens de l’inégalité. On 

pensera, également, a arrondir a |’entier naturel immédiatement supérieur 

lors de la conclusion. 
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INAADAPRRERPRRUERE 
EM 1) Ecrire en fonction de log2 les nombres suivants : 

5 
a =tog{ 3) +1og12. 

b = log 3 — log 150. 

c = log 8000. 

d = log 0,2 + 3 log 0,001. 

Grp Os; soe te 

f=3-2 log 5S. 

2) Calculer la valeur exacte de la somme suivante : 

Veil de +lo A +lo £ +...¢ log ee + log EP 
Svs vane ae | Al eel og | PF aan |. 

1) Résoudre les équations : 

a) log&@ + 1) =1. 

b) log(x + 2) = 1 + log x. 

c) log(2x + 3) = 0. 

d) log(x + 3) + log(x + 2) = log(6 — x). 

2) Résoudre les inéquations : 

a) log(-x + 5) <0. 

b) log(2x — 3) > log(6 — x). 

c) log x + log 2 <—-2. 

d) log(x — 4) + log(x — 2) < 3log 2. 

METHODES 

WA 
rT 

2 
U 
("4 
Lil 
x< 
id 

Développer le produit (x + 3)(x — 2) puis résoudre les Equations : 

(E,) : (log x)? + (log x)? - 6log x = 0. 

(E,) : log(x*) + log(x*) - 6log x = 0. 

CORRIGES Un observatoire météorologique de montagne a noté que |’ épaisseur 

moyenne du manteau neigeux qui était de 116 cm en 1960 diminuait régu- 

liérement depuis de 1,9 % par an 4 cause du réchauffement climatique. 
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1) Quelle était l’épaisseur moyenne en 2000 ? 

2) A partir de quelle année |’épaisseur moyenne aura-t-elle été divisée par 4 

(par rapport a 1960) si l’évolution se poursuit a ce rythme ? 

La luminosité (ou éclat) d’une étoile est appelée magnitude. 

Dans |’antiquité les astronomes croyaient que les étoiles étaient fixes et tou- 

tes a la méme distance. IIs avaient alors classé les étoiles en six « grandeurs » 

car ils pensaient que plus une étoile était brillante plus elle était grosse. On 

parlait alors d’étoile de premiére grandeur (pour les plus brillantes) etc. 

A notre époque, on distingue : 

1. La magnitude apparente notée m (luminosité observée depuis la Terre) 

qui dépend de la distance d de |’étoile a la Terre. 

2. La magnitude absolue notée M qui caractérise l’intensité réelle de la 

lumiére émise par 1’ étoile. 

Les nombres m, d et M sont liés par la relation: m -M =5 logd—-5 od 

est exprimé en parsecs. Le parsec est une unité de distance astronomique 

telle que : 1 parsec ~ 3,09 x 10!° m = 3,26 a.l. (année-lumiére). 

Exprimer d en fonction de m et M puis compléter le tableau ci-dessous : 

| Etoile | 

Bételgeuse 

Wl On admet qu’entre O et 2 ans le taux d’anticorps présents dans le sang 

d'un nourrisson (en g/L) est donné approximativement en fonction de son 

age x (en mois) par : 

f (x) =x + 28,6 — 27,6 log(x + 4). 

1) Calculer le taux d’anticorps d’un bébé de 6 mois. 

2) Compléter avec des valeurs arrondies au dixiéme le tableau suivant : 

RRR 
£Q) ie. a mee See 
3) Tracer la courbe représentative de f. 

4) A quel age un nourrisson retrouve-t-il le taux d’anticorps qu’il avait a la 

naissance ? 
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1) On considére une suite géométrique (u,,) définie par : 

. Uj=3etu,,,=u,X5. 

Exprimer u,, en fonction de n, puis déterminer n tel que u, > 30 000. 

2) On considére une suite géométrique (u,) définie par u, = let 

Un4) =U, X 18 ba 

Exprimer u,, en fonction de n, puis déterminer n tel que u, < 10°. 

EM On admet que tant qu’un organisme est vivant, la quantité de carbone 14 

qu’il contient est constante. 

Apres sa mort, cette quantité diminue selon une loi connue et donc, connais- 

sant la proportion x de carbone 14 restant on peut en déduire l’A4ge approxi- 

matif f (x) (en siécles) de l’organisme grace a la formule : 

Fy == 18772 lor x 

1) Calculer l’Age d’un fossile qui contient encore 35 % de son carbone 14. 

2) Quel pourcentage de carbone 14 contient une momie Agée de 4 000 

ans ? 

| 

3) Quel est le sens de variation de f ? 

4) Compléter avec des valeurs arrondies au dixiéme le tableau suivant : 

EY On admet que la capacité pulmonaire f(x) d’un étre humain (exprimée en 

litres) 4 l’Age x (exprimé en années) est donnée pour x € [10 ; 100] par la 

02 \-032 1 04 [2s 0,6 0,7 0,8 108 
oo i 

formule : 

va 
Lu 
a) 
O 
aks 
~ 
“LL 

= 

5) Tracer la courbe représentative de f 

ers 253logx—220 

1) Calculer la capacité pulmonaire a 40 ans. 

2) La courbe représentative de f est donnée page suivante. 

D’ apres le graphique : 

‘a) A quel age la capacité pulmonaire est-elle maximale ? 

Quelle est cette valeur maximale ? 

b) Déterminer l’intervalle d’4ge durant lequel la capacité pulmonaire reste 

supérieure ou égale a 5 litres. 

3) On admet que la dérivée de f est définie approximativement par : 

110(3 — 2,3 log x) 

CORRIGES 

f(ao= 

La fonction logarithme décimal | 175 



a) Résoudre l’équation f’(x)=0 (on donnera la solution arrondie a 10~ mye 

b) Etudier le signe de f’(x) puis établir le tableau de variation de f. 

c) En déduire la valeur du maximum de f (et comparer avec 2)a)). 

6 capacité pulmonaire 

= | 

5 | i Z| 

or #10 “—eg0m Sor Sao weep bed vomeO oe OnmeaO 
age 

El) On se propose d’étudier la répartition des températures au sein d’un 

cylindre métallique creux de 20 cm de diametre extérieur et de 2 cm de dia- 

métre intérieur, chauffé préalablement. 

Soit T(x) la température (en degrés Celsius) en un point situé a la distance x 

(en cm) de l’axe du cylindre. 

On a établi que, pour x €[1 ; 10], T(x) est donné en fonction de x par : 

T(x) =a log x — 2x? + b (ou a et b sont des constantes). 

1) Sachant que l’on a relevé une température de 145 °C 4 la surface inté- 

rieure du cylindre et de 30 °C a la surface extérieure, déterminer a et b. 

(On notera qu’un point de la surface intérieure est 4 1 cm de I’axe du cylin- 

dre et qu’un point de la surface extérieure est 2 10 cm de I’axe). 

2) On admet dorénavant que : T(x) = 83log x — 2x? + 147. 

a) Compléter avec des valeurs arrondies a l’unité le tableau suivant : 

b) Tracer la représentation graphique de T. 
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3) Par lecture graphique, déterminer a quelle distance de l’axe, la tempé- 
rature : 

a) est égale a 100 °C. 

b) est maximale. 

11) On lache une balle d’une hauteur de 1 métre. Celle-ci effectue alors 

plusieurs rebonds sur le sol avant de s’immobiliser. 

Le tableau ci-dessous donne les hauteurs (en cm) des huit premiers 

rebonds. 

Numéro du rebond : x, De) teen Br ony | SPL Gg pee Goes 

Hauteur du rebond:h, [55 |30 |17 |9 |5 |3 |1,5 [08 
On a représenté le nuage de points de coordonnées (x, ; h,) : 

60 — 
% 

50 

40 

30 

20 

10 

0 

METHODES 

re 

0 Z 4 6 8 10 

1) Dire pourquoi un ajustement affine ne parait pas justifié. 

2) On décide alors d’effectuer un changement de variable en posant : 

y=logh. 

Compléter le tableau suivant avec des valeurs arrondies au centieme : 

x | 4 2 3 4 5 + = 8 ! 
pee | 1:48 0,70 =0,10 
3) Représenter le nuage de points M, (x, ; y,). Que remarque-t-on ? 

4) Déterminer avec la calculatrice l’équation y = ax + b de la droite D d’ajus- 

‘tement obtenue par la méthode des moindres carrés (on arrondira a et b au 

centiéme). 

5) A l’aide de cet ajustement, déterminer quel est le premier rebond dont la 

hauteur sera inférieure a 1 mm. 

WA 
Lu 
2 
S) 
(= 4 
Lid 
< 
ud 

CORRIGES 
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Lors de I’épidémie de SRAS (Severe Acute Respiratory Syndrome) de 2003 

le nombre N de cas déclarés dans une ane du monde a évolué comme suit : 

our | 4 avril | 11 avril) 18 avril | 23 avril | 28 avril) 6 mai _| 
jou Ss a | ee 

ne ee ___| 2322 | 2890 | 3461 | 4288 | 5050 | 6972 
A la date du 6 mai, constatant que l’évolution n’est pas linéaire et dans le but 

de faire des prévisions on décide de faire un changement d’inconnue en 

posant : y = log N 

1) SU avec des valeurs arrondies au centi¢me le tableau ci-dessous : 

2) Renee le Rass de points de coordonnées (x; ; y,). 

3) Déterminer les coordonnées du point moyen G et le placer. 

4) On choisit comme droite d’ajustement celle qui passe par G et qui a pour 

coefficient directeur 0,015. 

Déterminer son équation (réduite) et la tracer. 

5) Si Pévolution s’était poursuivie a ce rythme, a quelle date pouvait-on 

prévoir un nombre de cas déclarés supérieur a 10 000 ? 

L’acuité visuelle peut étre caractérisée par |’angle de résolution minimal 

(Minimum Angle of Resolution) de 1 ceil. 

Dans l’échelle classique (Monoyer) notée en dixiémes, une acuité de 10/10 

correspond a un MAR de | minute, une acuité de 5/10 4 un MAR de 2 minu- 

tes, Cle: 

On recommande aujourd’hui aux ophtalmologistes d’utiliser I’échelle 

LogMAR ou l’acuité est mesurée par le log du MAR. 

On a ainsi ila Se ee 

ae rr en ee am 
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1) Compleéter le tableau. 

2) Soit M la valeur du MAR, L la valeur LogMAR, et D la valeur 

Monoyer. 

Exprimer : 

1) Len fonction de M. 

b) D en fonction de M. 

c) Len fonction de D. 

d) D en fonction de L. 

FE] L écrevisse américaine fut introduite pour la premiere fois en Europe a 

la fin du XIX°® siécle. La présence de celle-ci dans nos cours d’eau entraine 

la disparition des écrevisses autochtones. 

Dans une riviére du centre de la France, suite a la détection de la présence 

d’écrevisses américaines en 2000, on décide d’effectuer un recensement 

annuel des populations d’écrevisses autochtones et américaines. 

Ces populations ont été modélisées par les deux suites ci-dessous : 

— soit u, la population d’écrevisses autochtones en 2000 + n, exprimée en 

milliers ; 

— soit v, la population d’écrevisses américaines en 2000 + n, exprimée en 

milliers. 

(u,,) est une suite géométrique de premier terme u, = 7 et de raison 0,9. 

(v,,) est une suite géométrique de premier terme u, = 0,5 et de raison 1,2. 

”“ 
tu 
a) 
O 
mi 
-_ 
“Ld 

= 

, . 

1) A partir de quelle année peut-on prévoir que la population d’écrevisses 

américaines dépasse la population d’écrevisses autochtones ? 

2) A combien peut-on estimer les populations respectives a cette date (a la 

centaine prés) ? 

Partie A : Le décibel 

Pour une fréquence donnée, |’oreille humaine est capable de percevoir un 

’ son dont on mesure le niveau d’intensité L en décibel (dB) par L = 10 log - 

ou J est l’intensité sonore du son étudié alors que /) est |’intensité sonore 

d’un son de référence : J, = 107!? W/m?. 

1) Le systéme audio qu’on vient d’installer dans une discotheque a un ren- 

dement (intensité sonore) de J = 10° W/m*. . 

Quel est le niveau d’intensité sonore L correspondant en décibel ? 

CORRIGES 
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2) Or, la sonorisation de la discothéque doit pouvoir fournir un niveau 

sonore de 120 dB. Quelle est l’intensité sonore / correspondante ? 

Partie B : L’amplificateur 

La discothéque doit donc s’équiper d’un amplificateur pour gagner les 60 dB 

manquant. 

Le gain en dB d’un amplificateur est donné par la formule G = 10 log A. 

Fai) Fix Ln 
A est le gain en puissance, c’est-a-dire le rapport A = ore ou P,, désigne la 

E 

puissance d’entrée et P, la puissance de sortie de |’ amplificateur. 

1) On teste un premier modéle qui double la puissance (A = 2). 

Le niveau sonore en décibel est-il doublé ? Expliquer. 

2) On teste un deuxiéme modéle qui multiplie la puissance par 10 (A = 10). 

Quel est le gain en décibel ? 

3) Quel doit étre le gain en puissance pour obtenir un gain de 60 dB ? 

4) Lors des tests de lamplificateur, on fixe la. puissance d’entrée a 

P,,=4x 10° W et on mesure la puissance de sortie P, que l’on fait varier. 

On veut construire a l’aide d’un tableur une table de correspondance qui va 

nous donner le gain en décibel en fonction de P,. 

ee BE ie Re CRS .. 
Puissance 

dentree en W 

Puissance de 

sortie en W 

Gain en 

decibel 

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 

Quelle formule faut-il écrire dans la case B4, utilisant la valeur de la puis- 

sance d’entrée écrite en B1, que l’on va ensuite recopier vers la droite ? 

Partie C : La loi 

Afin d’étre en régle vis-a-vis de la loi sur le tapage nocturne, le gérant de la 

discotheque doit s’assurer que le niveau sonore a |’extérieur de son établis- 

sement est inférieur 4 25 dB quand il est de 120 dB a l’intérieur. Aussi, il fait 

installer des plaques d’isolation phonique dans les murs. Chaque plaque 

absorbe 10 % de l’intensité du son exprimée en décibel qui lui parvient. 
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On pose u, = 120 et on appelle uw, l’intensité du son en décibel mesurée aprés 

la traversé de n plaques d’ isolation phonique. 

1) Calculer u,, u,. 

2) Déterminer la relation entre U,,4 etl. 

Quelle est la nature de la suite wu, ? 

3) Exprimer u,, en fonction de n. 

4) Quel niveau d’intensité sonore obtient-on avec 10 plaques d’isolation 

phonique ? (arrondir a I’ unité) 

5) Déterminer le nombre de plaques nécessaires pour que la discothéque soit 

eirevic. 

§ Un écran circulaire est placé a mi-chemin entre un observateur et une 

source sonore. On admet que la diminution D du niveau sonore (en décibels) 

qui en résulte est donnée par : 
Vee 

Ds ex oe[ 1+ 

ou L est la distance en métres entre |’ observateur et |’écran 

et R est le rayon en métres de |’ écran. 

METHODES 
1) Calculer la valeur du coefficient k sachant que pour R = 1,5 et L=0,5 on 

a mesuré une diminution de 20 dB du niveau sonore. 

2) Dans cette question I’ observateur est situé a 5 m de la source sonore. 

On arrondira les résultats au centiéme. 

a) Quelle diminution du niveau sonore pourra noter |’ observateur si l’écran 

a un rayon de 1,80 m ? 

b) Quel rayon faudrait-il choisir pour I’écran pour que la diminution du 

niveau sonore soit de 40 dB ? 

A 
Lu 
2 
U 
[="4 
rT) 
< 
at) 

CORRIGES 
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SLAC 
EB 1) Dans ce genre d’exercice penser 4 utiliser les propriétés algébriques 

de la fonction log et se souvenir que, pour n entier relatif, log (10" ) 29 1s 

Donec, par exemple : log 100 = 2 ; log 1000°="3" 5 logi0.1 =—'T ; 

log 0,01 =-— 2. 

On peut alors écrire (par exemple) : 

5 6 
a=lo2| —x<1,2°\=log| = |=loe22. 

2 
b =os( 35) = e( 3) = loe( 725) = log2 —log100 = log2—2. 

c = log 8 + log 1000 = log(2*) + 3 = 3 log 2 + 3. 

d =log(2 x 0,1) + 3 x (— 3) = log 2 + log 0,1 -9 = log 2-1-9 

= log 2 —- 10. 

l 1 
= 5 log(7") — log(2 x7) a 2log7 — log2 —log 7 = — log 2. 

f=3~2b04{ 2) = 3 — 2(log10 - log2) = 3-2(1-log2)=1+42log2. 

Remarque: On peut pour chaque calcul trouver d’autres démarches, ainsi 

pour f on aurait pu écrire : i 

f = log 1000 — log (57) = oe SO) = log 40 = log 4+ log10 = 2log2+1 

etc. 

2) Deux facons pour calculer S$ : 

Méthode 1 : log a + log b = log (ab) donc 

bude tes 93 a9 
SOS ee ee 

a 99 100 

Or dans le produit de fractions qui est dans la parenthése on voit que les 

nombres se simplifient deux a deux, de 2 a 99, et donc il reste : 

1 
5=top{ 2 )=-Iog100 donc S$ = — 2. 

Méthode 2 : log Hl = loga-—logb donc, 

S = log 1 — log 2 + log 2 — log 3 + log 3 — log 4+ ... + log 99 — log 100. 
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x Et on voit que les termes s’annulent deux a deux, de log 2 a log 99, il 
reste : 

S = log 1 —log 100=0-2=-2. 

Penser a déterminer l’ensemble de définition de |’équation considérée 

que nous noterons D puis écrire l’équation sous la forme log a = log b. 

Elle équivaut alors 4 a = b (idem pour les inéquations). 

1) a) Cette équation n’est définie que six+1>O0@x>-1 

Donc D = ]- 1 ; + > et elle est alors équivalente a : log(x + 1) = log 10. 

Donc ax+1=10d’0t1x=9.Ona9e Ddonc S = {9}. 

b) Il faut : x + 2 >O0 etx >0 donc D = ]0 ; + ©f, et elle équivaut a : 

log(x + 2) = log 10 + log x = log(x + 2) = log(10x) @ x + 2 = 10x. 

Z yi 
D’ou x = — et puisque —eE D,S= 2 : 

9 9 9 

c) D= |-1,5 ; + &[ et elle équivaut a : 

log@x 23) = 10g NS Uri 3 = = — 2 Sx=— 1. 

—le Ddonc S= {- 1}. 

aqyuiltauteec-- 3 > 056 2)> 0'et 6 — xv > 0 Cest-a-dire 1 >— 3, % > — 2 et 

x <6 donc D = J|—2; 6[ et elle équivaut a : 

log[(x + 3)(x + 2)] = log(6-—x) @ x7 + 5x+6=6-x@x°+6x=0. 

D’ot x(x + 6) = 0 et donc x = 0 ou x =— 6. 

0 € Dmais —6 ¢ D donc S = {0}. 

2) a) Il faut—-x+5>0<@x<5 donc D= |- ©; 5[ et l’inéquation équivaut 

alog(—-x+5)<logl1@-x+5<1leax>4. 

Donc, compte tenu de D, S = ]4 ; 5[. 

by agin 95> Oet.G—«>0 done. > 15 etx < 6d 0u D = 1,5; 6[. 

Elle équivaut 4: 2x-3>6-x@3x>9@x>3douS = ]3 ; 6[. 

c) D=]0; + &[ et on a log(2x) < log(10~ 7) = 2x < 0,01 = x < 0,005. 

Donc S$ = ]0 ; 0,005[. 

d) D=]4; + [ et on a log[(x — 4)(x — 2)] < log(23) @ x7 - 6x + 8 <8. 

“soit x2 — 6x <0 © x(x — 6) < O or, sixe D onax> 0, donc il faut et il 

suffit que x -6 <0 donc x < 6. S = ]4; 6[. 

”“ 
Lu 

a) 
O 
a 
~— 
“Ld 

= 

EXERCICES 

Z 

CORRIGES 
(x + 3) -2) =x? -2x 4+ 3x-6= 77? +x-6. 

L’équation (E,) n’est définie que pour x > 0 et si l’on pose X = log x elle 

devient : X° + X? — 6X = 0 (E). 
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Pour la résoudre, il faut factoriser, or X? + X? — 6X = X(X? + X — 6) et d’aprés 
la question préliminaire X? + X — 6 = (X + 3)(X — 2). 

Donc finalement (E,) = X(X + 3)(X — 2) =0 = X=0 ou X =—- SOU =. 

Donc en revenant a x, on a: log x = 0 ou log x = — 3 ou log x = 2. 

D’ot x = 1 ou x = 10-3 ou x = 107, ces trois nombres étant positifs, on peut 
conclure que S = {0,001 ; 1 ; 100}. 

(E,) elle aussi n’est définie que pour x > 0 et elle « ressemble » a (E,) a 

premiére vue. Pourtant elle est entiérement différente car si l’on applique la 

propriété log(x") = n log x elle devient : 3 log x + 2 log x -— 6 log x = 0. 

C’est-a-dire : — log x = 0 donc log x = 0 donc x = 1. 

(E,) n’a donc qu’une solution, S = {1}. 

Pa Diminuer un nombre de 1,9 % revient a le multiplier par : 

1 — 0,019 = 0,981. 

Donc si l’on note E,, l’épaisseur moyenne en (1960 + n), on a: 

Ey= 116 puis. E, = 116x098) - B= 116 0.08i-rete. 

E, = 116 x 0,981" 

(E,,) est une suite géométrique de raison 0,981. - 

1) 2000 = 1960 + 40 et E,, = 116 x 0,981%° = 53,854... soit environ 54 cm. 

116 
2) ayes 29 on cherche donc le plus petit entier n pour lequel E,, < 29. 

C’est-a-dire : 116 x 0,981” < 29 = 0,981" < = Oe les as 

Utilisons alors la fonction log : 

log 0,25 

log 0,981 
On notera l’inversion de l’inégalité car log 0,981 est un nombre négatif ! 

Finalement cela donne : n > 72,26... donc il faut n au moins égal a 73. 

C’est donc a partir de 2033 qu’elle aura été divisée par 4. 
m-M+5 

mM =5 log d ~5 done log d = "——** Faleren i Bagel (ON gees 

log(0,981") < log 0,25 = nlog0,981 < log0,25a n= 

On a alors, pour Antarés par exemple, 
m-M+5 0,92+5,28+5 
Dea CRS 0g a Tae 

2) 

Done la distance d’Antarés a la Terre est d = 1074 = 173,78 parsecs, soit 
environ 566,5 a.l. 
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On trouve de méme, pour Bételgeuse : d ~ 332,7 parsecs, pour Sirius : 

d = 2,7 parsecs, pour Vega : d = 7,7 parsecs. 

WA 1) f (6) = 6 + 28,6 - 27,6 log 10 or log 10 = 1 donc f (6) = 
Un bébé de 6 mois a donc un taux d’anticorps de 7 g/L. 

2) Avec une calculatrice on obtient les valeurs suivantes : 

2 Be ee eee 
f@)| 12 [103] 83 | 7 | 68 
3) D’ot le graphique : 

18 
5 

va) 
Lu 
a) 
oO 
ahs 
jm 

“Ltd 

= 

0 3 6 9 2 ibe) 18 ri | 24 ZT 

4) Le tracé vert montre qu’un nourrisson retrouve le taux d’anticorps de 

12 g/L qu’il avait 4 la naissance a environ 23 mois. 
EXERCICES 

1) Il s’agit d’une suite géométrique de premier terme uw, = 3 et de raison 5. 

La formule u, = uy x q" donne u, = 3 x 5”. 

On cherche n tel que u, > 30 000, cela revient a 3 x 5” > 30 000. 

Puis a5” > 10 000. 

Comme la fonction logarithme est strictement croissante, on a : 
* 

CORRIGES 

+ ; 
log (5") > log 10 000 puis n log 5 > 4 et donc n > ae SOM f=. hs 

og 

(on ne change pas le sens de |’inégalité car on divise par log 5 qui est positif 

puisque 5 > 1). Il faut donc prendre n > 6. 
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2) Il s’agit d’une suite géométrique de premier terme u, = | et de raison 

0,5. 

La formule u, =u, xq”? donne u, =u, Xx gq" et donc : 

Bax 05" = Uses 

On cherche n tel que u,, < 10°, cela revient 4 0,5"! < 10°. 

Comme la fonction logarithme est strictement croissante, on a : 

—5 

log0,5 

soit n — 1 > 16,6...(on ne change pas le sens de l’inégalité car on divise par 

log 0,5 qui est négatif puisque 0,5 < 1). Il faut donc prendre n > 18. 

log (0,5!) < log (10°) puis (n — 1) log 0,5 < -5 et donc n-1> 

HE) 1) 35 % correspond a x = 0,35 et f (0,35) =-187,2 log(0, 35) ~ 85,35. 
Ce fossile a donc environ 8 500 ans. 

2) On cherche x pour que f(x) = 40, c’est-a-dire : 

40 

Sisto. 

D’oi log x = — 0,214. On en déduit x = 10~%?!4 = 61. 
Donc cette momie contient encore environ 61 % de son carbone 14. 

3) La fonction log étant strictement croissante, en la multipliant par le nom- 

bre négatif (— 187,2) on obtient une fonction (f) strictement décroissante. 

4) On obtient les valeurs suivantes : 

0,3 [28 0,6 1207. 100,821.50 9 | eles 
97,9 | 74,5 | 56,4 | 41,5 | 29 | 181 | 86 | 0 | 

5) D’ot le graphique : 

240, a SS Se 
220 

200 } 
180 

160 | 

-187,2logx =40 & logx = 

Via Yl i 
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253 log 40 — 220 
Ea 1) Ff (40) = ark seas = 4,6 donc la capacité pulmonaire a 40 ans 

est d’environ 4,6 litres. 

2) a) D’aprés le graphique, on atteint une capacité maximale de 5,5 litres a 

20 ans. 

b) La capacité reste supérieure a 5 litres entre (environ) 14 et 32 ans. 

3 

Sra) (x)= 0 a3 = 2 slorx=0 & logx => @ x= 10" =e 2a 
-) 

b) De méme, f’(x) = 0 © log x a6 1 ee A 
5 

D’ou le tableau de variation de /: 

[ x- 110 20,2 100 

f(x) rs 0 af 

=e] 

f(@) Saag aor sinter zm 

c) On retrouve ainsi une valeur du maximum en accord avec le 2)a). 

” 
Lut 

=) 
oO 
a 
a 

“iid 

= 

HM 1) D’aprés le texte on a: T(1) = 145 et 7(10) = 30. 
Donc : a log 1-2 + b= 145 et a log 10 — 200 + b = 30. 

Or log 1 = 0 et log 10 = 1, donc ces deux équations se réduisent a : 

—2+b=145 et a-—200+ b= 30. 

Alors la premiére donne : b = 147. 

Et en reportant cette valeur dans la seconde, on obtient : 

a = 30 + 200 — 147 donc a = 83. 

D’ou : T(x) = 83 log x — 2x? + 147. 

2) a) Avec une calculatrice on obtient les valeurs arrondies suivantes : 

EXERCICES 

| See a ee ee sof a 
T(x) | 145 | 164 | 169 | 165 Seth 119 | 94 | 64 | 30 

b) D’ot le graphique page suivante. 

3) On lit alors facilement que : 

a) la température est de 100 °C a environ 7,8 cm de l’axe. 

b) la température est maximale a environ 3 cm de I’axe. 

CORRIGES 
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10 température 

170. 
160 

— So 

10 ath | Ks wal 

0 l je 4 5 6 

distance a l|’axe 

| oe) \o 10 

El 1) Les points du nuage dessinent plut6t une courbe qu’une droite donc 

un ajustement affine ne parait pas justifié. 

2) On ee ae les valeurs suivantes : 

parfait. 

4) La calculatrice donne a = — 0,26004... et b = 2,00464... 

Donc, arrondis au centiéme, a = — 0,26 et b = 2. 

L’équation de D est donc : y = — 0,26x + 2. 
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5) 1 mm = 0,1 cm donc on cherche x pour avoir h < 0,1. 

Or ona: 

h<0,1 @logh<-ley<-16-0,26x+2<-1©-0,26x<-3. 

D’ou x > (aie = x >11,53... 
0,26 ’ 

Le premier rebond d’une hauteur inférieure 4 1 mm sera donc le douziéme. 

1) On obtient les valeurs suivantes : 

4 11 18 23 28 36 
toe) 3,37 | 346 | 3,54 | 3,63 | 3,70 | 3,84 

2) D’ot le nuage de points : 

3,9 = 
38 
37 

3,6 = 
i es See 

Sd 

3,4 
53 

0 a, 10 15 20 aS 30 Be 40 

5 

va) 
Lu 
a) 

oO 
a 
-— 
“bd 

= 

3) On obtient: x =20 et y =3,59 donc G(20 ; 3,59). 

4) L’équation est de la forme y = 0,015x + b. 

Et comme la droite passe par G on doit avoir : 

3,59 = 0,015 x 20 + b d’ot b = 3,29. 

L équation est donc : y = 0,015x + 3,29. 

Pour le tracé, on peut utiliser le point G et par exemple le point A(4 ; 3,35). 

5) N> 10 000 © log N > log 10 000 © y > 4. 

D’aprés la question précédente, cela revient a : 0,015x + 3,29 > 4. 

C’est-a-dire:0,015x > 0;71-< x > 47,33.2. 

On pouvait donc prévoir que les 10 000 cas déclarés soient dépassés a la date 

de rang 48, c’est-a-dire le 18 mai. 

EXERCICES 

z 

CORRIGES 
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1) On obtient les valeurs suivantes : 

10 VO ie ee 
c)L=logMetM ae Donc L= oe( 2) = log10—log D. 

D’ot L = 1 - log D. 

d) D’aprés la question précédente, log D = 1 — L donc D= 10'™. 

1) On cherche le plus petit entier n tel que v, > u,. 

Orv, = 0,5 x 1,2” et u,. = 7 x 0,9" d’ou 

u,< v, 27x 0,9 < 0,5 x 12s & 3} <2 
12 

es) 
log 

0,9 0:2 ws( | t ) 
Doneu <> nlos| —"| =" log ee © n>9,17 

n n | ae i 0,9 

) 
elgie 

On notera le changement de sens de l’inégalité car oe | est un nombre 

négatif. eZ 

C’est donc en 2010 que la population d’écrevisses américaines dépassera la 

population d’écrevisses autochtones. 
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2) vig = 0,5 x 1,210 = 3,095... et uy = 7X 0,9!9 = 2,440... 
On peut donc estimer qu’en 2010 la population d’écrevisses américaines 
aura atteint environ 3100 individus alors qu’il n’y aura plus que 2400 écre- 
visses autochtones. 

Partie A : Le décibel 

6 

1) On utilise la formule L = 10 log 5 = 10 log “= = 10 log 10° = 60. 

° 3° Wye y 

Le niveau d’intensité sonore L correspondant est de 60 dB. 

2) On doit résoudre cette Equation : 

a 
10 log = — =120 610 eae = 120 © log <3 = 12 (en divisant par 10). 

I, 

Ore = 10 1012 = TEAL. 
iki 

L’intensité sonore I correspondante est de 1 W/m?. 

Partie B : L’amplificateur 

Le gain en dB d’un amplificateur est donné par la formule G = 10 log A. 

”“ 
Lud 
a) 
2) 
25 
= 

“ULI 

= 
A est le gain en puissance, c’est-a-dire le rapport A = — , ot P,, désigne la 

P 

E 

puissance d’entrée et P, la puissance de sortie de l’amplificateur. 

1) Si A = 2, alors le gain de l’amplificateur est de G = 10 log 2 = 3 dB. 

Le niveau sonore augmente de 3 dB. II n’est donc pas double. 

2) Si A = 10, alors le gain de l’amplificateur est de G = 10 log 10 = 10 dB. 

Le gain est alors de 10 dB. 

3) Pour obtenir un gain de 60 dB, il faut 10 log A = 60 donc log A = 6 

Et donc A = 10°. 
Pour obtenir un gain de 60 dB, il faut un gain en puissance de 10° (c’est-a- 

dire que la puissance doit étre multipliée par 1 000 000). 

.4) Le gain en dB est donné par la formule G = 10 log A. 

EXERCICES 

z 

CORRIGES 

P, P, Or Acai donic:G:=10 log => 
P, P, 

La valeur de P,, est dans la case B1. Lorsqu’on copie la formule dans les 

cases C4, D4... on veut que le tableur prenne toujours la valeur dans la case 

B1. Aussi nous allons écrire dans la formule $B$1 (seul le $ devant le B est 

nécessaire). 
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La valeur de P, est dans la case B3. Lorsqu’on copie la formule dans les 

cases C4, D4,... on veut que le tableur prenne les valeurs dans les cases C3, 

D3... Aussi nous allons écrire dans la formule B3 (sans $ devant le B ; on 

peut en mettre un devant le 3 mais cela n’apporte rien). 

Ainsi, la formule la plus simple a écrire dans la case B4 est : 

=10*log(B3/$B$1) ou =10*log(B3/$B1) 

Partie C : La loi 

On pose u, = 120 et on appelle uw, l’intensité du son en décibel mesurée apres 

la traversé de n plaques d’isolation phonique. 

10 
= 0,9. 

100 
1) Une diminution de 10 % revient 4 une multiplication par 1 — 

U, = Uy X 0,9 = 120 x 0,9 = 108. 

u, =u, X 0,9 = 108 x 0,9 = 97,2. 

2) Uu, p=, X0;9; 

La suite u, est une suite géométrique puisqu’on passe d’un terme au suivant 

en multipliant par un méme nombre (0,9). 

3) On utilise la formule wu, = u, x g”. On obtient wu, = 120 x 0,9". 

4) Avec 10 plaques d’isolation phonique, on obtient un niveau d’intensité 

sonore de uj, = 120 x 0,9! = 42 dB. 

5) Pour que la discothéque soit en régle, il faut un niveau d’intensité sonore 

inférieur a 25 dB. On cherche donc le plus petit entier n 

29 
tel que = 25; ce-qut revienta 120 XO 9e 75, M00 on 

25 
rn loo 0,9 <log —— 

° 3 120 

(On change le sens de I’inégalité car on divise par log 0,9 qui est négatif). 

On obtient a la calculatrice n > 14,88. 

15 plaques sont donc nécessaires pour que la discothéque soit en régle. 
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1) En reportant dans la formule R = 1,5; L=0,5 et D= 20, 

on obtient : 
2 

| ae 
20= kxog| 144 = | #220 kxtogl0 

> 

or log 10 = 1, ona donc k = 20. 

2) Attention ! L est la distance entre l’observateur et |’écran qui est situé a 

mi-chemin entre lui et la source sonore. On a donc L = 2,5 (et non 5). 

a) Si R = 1,8 on obtient : 

Dp 1 
D= 20% 14 _ ]=20x1og01,5184 ~ 3,63 dB 

2 
> 

b) On cherche R pour que : 

R’ R 
20 x log| 1+—; | =40 © log) 1+; |=2 

2 257 > 

Onilosm= tate 
n) 

Il faut donc 1+ oS =100 © R* =99x2,5° & R’ = 618,75 

“ 
uu 
Q 
O 
a 
~ 

“Mabe 

= 

D’ot R= 618,75 = 24,87 m (résultat plutot irréaliste !) 

EXERCICES 

Z 

CORRIGES 
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me Ue oe ae ee 

TELE 
Cet exercice est un QCM. 

Pour chaque question trois réponses sont proposées dont une seule est 

exacte. 

Remarque : On peut répondre a plusieurs de ces questions a l’aide d’une 

calculatrice mais il est recommandé de faire ce test sans calculatrice si l’on 

veut vraiment s’ entrainer. 

BB log 20 - log 2 = 

a) log 18 

b) 1 

c) 0,1 

log 500 + log 2 = 
a) log 502 

b) log 250 

ray 

L équation log(x — 7) = 2 a pour 

solution : 

a) x= 107 

b)x=9 

Cvs s 

Lensemble des solutions de 

Vinéquation :log(x — 3) < O est: 

a) S=]-0 3 4[ 
b) S=]3 3 4[ 
ce) S=J- eo ; 3[ 

L’ensemble des solutions de 

I’équation : (log x)* — log x = O est : 
ays = {1} 

b)S=@ 

Cs = (OP 1k 105 

| 6 ee plus petit entier n tel que 

O83 <0) ests 

Agia 

b)n=12 

Cita 

Le plus petit entier n tel que 

1,02” > 1 000 est: 

a)n=112 

b) n = 267 

c) n = 349 

BM si vy, = 5 x 1,4" alors on a 
100 < v, < 1 000 pour les valeurs de 

n comprises (au sens large) entre... 

a) 9 et 15 

b) 24 et 36 

c) 7 et 48 

mao H»):Bo.:Ba:B bd: o.:@ a: i 
a) 
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Les fonctions 
exponentielles 

BcMicoulrs 
B Introduction 

On place un capital de 1 000 € sur un compte 4 intéréts composés rap- 

portant 3,5 % par an. 

¢ Au bout d’un an, il y aura sur le compte | 000 x 1,035 = 1 035 €. 

* Au bout de deux ans : 1 000 x 1,035? = 1071,23 €. 

* Au bout de cing ans : 1 000 x 1,035° = 1187,69 €. 

On peut ainsi définir une fonction u (ou une suite (u,)) qui 4 un nombre 

n associe le capital disponible wu, (ou u(n)) sur le compte au bout de n 

années. 

On a la formule : u(n) = 1 000 x 1,035”. 

1,035” n’est en principe défini que si n est un nombre entier, mais en 

pratique, les intéréts sont calculés tous les mois (parfois tous les 15 

jours). On peut donc se demander combien il y aura sur le compte au bout 

de 2 ans et demi (2,5 ans), ou au bout de 5 ans et 3 mois (5,25 ans) ou au 

bout de 9 mois (0,75 an) par exemple. 

Afin de pouvoir obtenir simplement ces résultats, on a étendu la fonction 

u aux nombres réels et notre calculatrice peut calculer le capital disponi- 

ble : 

— au bout de 2 ans et demi : 1 000 x 1,0357> = 1 089,81 € ; 

— au bout de 5 ans et 3 mois : 1 000 x 1,035 = 1 197,94 € ; 

— au bout de 9 mois : 1 000 x 1,035°” = 1 026,14 €. 
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On utilise dans ces calculs la fonction x +» 1,035*. On |’ appelle fonction 

exponentielle de base 1,035. On peut calculer ses valeurs en utilisant la 

touche xY, y* ou “ de la calculatrice (selon le modéle). 

On peut définir d’ autres fonctions exponentielles : 

rR 2x Oe... 

D’une maniére générale, pour tout nombre a strictement positif, on 

peut définir sur R la fonction exponentielle de base a: x be a*. 

Ces fonctions sont dérivables sur R (mais la formule de calcul de la déri- 

vée n’est pas au programme en ST2S). 

Des exemples étudiés 4 l’aide de la calculatrice permettent de constater 

que les propriétés déja connues depuis le collége sur les exposants entiers 

s’étendent aux exposants réels, a savoir : 

Propriétés : Soient x, y, a, b des réels avec a et b strictement positifs. 

Alors : 

1) a* est strictement positif. 

2a xa =a. 

3) 7 a 
lak 

4) at ao poy. 
a 

5) (aby = ah. 

PEE ita os) <2 
b b* 

WG = ae. 

Exemples d’applications 

— de la propriété 2): a x @ =a. 
395 x 30,5 — 30,5+0,5 — 31 — 3 

On voit que 3°° est le nombre qui multiplié par lui-méme donne 3 : c’est 

V3. D’une maniére générale, pour tout nombre x strictement positif, 

x05 = Vy, 

— de la propriété 3): a~* = 2s, ot 
a’ ee 

— de la propriété 7) : (a*)’ = a”. 
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2 

Pour résoudre sur ]O ; +c°[ 1’équation x? = 2 197, on éléve les deux mem- 

F 1 1 1 

bres & l’exposant BF On obtient : (x°)? = 21973. 

43 a 1 
OF Oh = 0. = ry. 

On obtient donc : x =21973 a COINS 22 = 118), 

1 

En résumé, la solution de I’équation x° = 2197 est x =21973. 

En procédant de méme, on obtient que la solution sur JO ; +0°[ de 1’équa- 

] 

tion x* = 16 est x = 164 =2. 

B Le sens de variation 

On a représenté a l’aide d’un logiciel de géométrie plusieurs courbes de 

fonctions exponentielles sur l’intervalle [— 5 ; 5]. 

En vert les fonctions : x b 0,2*,x b 0,57, x b 0,8. 

En bleu les fonctions : x > 1,2%,x  2%x bh 3%. 

La droite noire est la représentation de la fonction x +> 1* (1* est constam- 

ment égal 4 1 donc c’est la droite d’équation y = 1). 

he 

0,2" Ss 
6, | 

2" 
OF 51 

| Al 4 

4 
. 12* 

0,8 2! J 

Ta 1 

lise sinh ea 
asa oe eeee 
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On constate que les fonctions représentées en vert (pour lesquelles a < 1) 

sont strictement décroissantes et que les fonctions représentées en rouge 

(pour lesquelles a > 1) sont strictement croissantes. 

On peut généraliser ce résultat : 

Propriété : Soit a un réel strictement positif et la fonction f: x  a* 

(définie sur kk). 

—Si0<a< 1, alors fest strictement décroissante. 

—Sia> 1, alors f est strictement croissante. 

—Sia=1, fest constante, égale a 1. 

Bl Fonctions exponentielles 
et suites géometriques 

20 

18 

16 

La courbe rouge représente la fonction x +> 2*, et les points bleus la suite 

(2"). Bien sir, les points représentant la suite sont sur la courbe rouge. 

Dans la représentation graphique d’une suite géométrique de premier 

terme égal a 1 (dans l’exemple ci-dessus u, = 2”), les points sont situés 

sur la courbe d’une fonction exponentielle (dans ce cas, la fonction 

Silane tf 

Pour cela, on dit que les termes d’une suite géométrique suivent une 

croissance exponentielle. 
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on eee 8 at 

e La fonction exponentielle 

Pour tout nombre a strictement positif, on peut définir sur R la fonction 

exponentielle de basea: x b a’. 

e Propriétés 

Soient x, y, a, b des réels avec a et b strictement positifs. 

Alors : 

1) a& est strictement positif. 

ma Xai a: 

” 
ud 
a) 
Oo 
Pe 
re 
“LL 

= 

5) (ab)* = ab’, 

6) t= 5. 
BF BF 

iar =a. 

e Sens de variation 

EXERCICES Soit a un réel strictement positif et la fonction f: x bs a* (définie sur 

k). 

—Si0<a <1, alors fest strictement décroissante. 

—Sia> 1, alors f est strictement croissante. 

CORRIGES 
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Comment simplifier des écritures 
utilisant les exposants réels ? 

Enoncé 

Simplifier les expressions suivantes : 
3 1 

A=b.>x 3? Bele x = 
2 ’ 

= 

Hk 0,25 0,25 
(Gy == ac De 8 x2 

5 2 

2 
4 

E= 2 F= Gs hae ye 

2 

Corrigé commenté 
I] s’agit d’utiliser les six régles de calcul sur les exposants réels (déja 

connues pour les exposants entiers) : 

Ovre=a (1) 

sgh an a= (2) 

sa? (3) 

(aby =a" (4) 

G0 aha. 
| Ds (5) 

(a? =a? (6) 
Remarque : Plusieurs méthodes sont possibles selon la régle utilisée. 

3 1 Ere at 

A=3 2 xo =3 04 eae (1) 
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1 B=DOxX —z = 29 x x 205 = 2) = 2, (2) 

52 sarge: 

C= 5 =5? ? =5?= 25. (3) 
5 2 

= 8225 x 20:25 = (8 x 2)0:25 = 16225 = (24)925 = 2, (4) 

1 

162 ar eoyias ant Sih S(t 8} =3 (5) 

= (2%3)10 = 20,3 x 10 — 23 = 8. (6) 

Comment résoudre des équations et des 
inéquations ? 

| : 
Enoncé = 
1) Résoudre les équations suivantes : “tad 

er = 05. b) 0,99 = 0,5. = 

2) Résoudre les inéquations suivantes : 

a) 1,1 > 0,5. b) 0,99" < 0,5. 

3) Résoudre, sur ] 0 ; + c° [, les équations suivantes : 

a)x> = 2. b) x! = 5, 

Corrigé commenté 
Pour le 1) et le 2), il s’agit d’utiliser les propriétés : 

Etant donnés deux réels x et y strictement positifs, on a : 

x=y > log x = log y. 

x<y & log x < log y. 

x>y & log x > log y. 

Puis d’appliquer les régles de calcul sur les logarithmes. 

1) a) 1,17 =0,5 © log(1,1*) = log(0,5) 

& xlog(1,1) = os 5 

Ww 

Lu 

= 
UO 
(4 
Li 
x< 
Lj 

CORRIGES 

& xlog(1,1) = — log(2) 
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__log(2) 
~ log(1,1) 

log 2 
Alors § = Bye salt 

log1,1 

b) 0,99 = 0,5 <= log(0,99*) = log(0,5) 

1 
© xlog(0,99) = log le 

& xlog(0,99) = — log(2) 

2 
= pleats Alors § = 4— Og 

log(0,99) log 0,99 

2) a) 1.1 > 05 <= log(11*)> log(0;3) 

1 
& xlog(1,1) > og( 5 

& xlog(1,1) > — log(2) 

__log(2)_ En effet, log(1,1) > 0. log(1,1) 

Alors S = eeu Cem 
log 1,1 

b) 0,99* < 0,5 <= log(0,9%) < log(0,5) 

1 
& xlog(0,99) < e( 3) 

& xlog(0,99) < — log(2) 

Pe shoe a En effet, log(0,99) < 0. 
log(0,99) 

Alors $ = | — ae 3 +00 
log 0,99 

Sia < 1 alors log a < 0 et sia >1 alors log a > 0. 

Alors, pour la résolution de l’inéquation, il faut étre vigilant, lors d’une 

division par log a, et conserver ou changer le sens de l’inégalité. 
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3) Pour ce type d’équation de la forme x“ = b, a résoudre sur 
JO; +f. 

7 ca * SS 1 On éleve les deux membres de |’équation a l’exposant rik 

1 1 1 1 1 1 
a) P=20 (x7) =23 ox= 23 dou 5-2) 

1 | | 

b) x= 5 (x) = 50 x= 510 
1 

on $= {5*| 

; Comment utiliser les fonctions de la 

forme : x > ka“ ? 

Enonceé 

On note P(t) le nombre d’individus a l’instant ¢ (¢ > 0) d’une popula- 

tion. 

‘ 

va) 
aa] 
Qa 
2) 
es 
= 
Lid 

= 

On suppose que P(t) = ka‘ aveck > 0,a >O0eta #1. 

1) Expliquer pourquoi la fonction P est strictement croissante si 

a > 1, et strictement décroissante si a < 1. 

2) En prenant I’heure comme unité de temps, calculer le temps de 

doublement de la population initiale si a = 1,5. 

EXERCICES 3) En prenant I’année comme unité de temps, calculer le temps de 

diminution de moitié de la population initiale si a = STi 

Corrigé commenté 
1) Sia> 1, la fonction f+ a’ est croissante. 

Alors si x < y : a* < a’. Multiplier par un nombre positif conserve |’ ordre 

donc ka* < ka’. La fonction : t + ka’ est donc croissante. 

De méme, si a < 1, la fonction f +> a’ est décroissante. 

Donc la fonction : t }} ka’ est aussi décroissante. 

CORRIGES 
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Si k > 0 la fonction : t+ ka‘ a le méme sens de variation que la fonction 

tr» a’. Sik < 0 la fonction : t+ ka’ a un sens de variation contraire a la 

fonction t a’. 

2) P(O) = ka® = k. Alors la population initiale est de k individus. 

La question posée revient donc a résoudre |’ équation : 

log2 
ka! = 2k & a! =2 © log (a’) = log2 & tloga=log2 t= = 

oga 

Donc pour a = 1,5 ; pee , soit environ 1,7 heure. 
log(,5) 

3) P(O) = ka® = k. Alors la population initiale est de k individus. 

La question posée revient donc a résoudre |’ équation : 

kahim 0 Sa= zs 
2 2 

© log (a’) =— log2 

© tloga=-log2at=- ee 
loga 

log 2 

lo =) 
2 10 

9 : ; 
Done pout.a == 4 t= = . Soit environ 6,6 années. 
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ls ebleleilcels 
HE Ecrire sous la forme d’une seule puissance de 2 : 

B 235 y 24 4 494 

a= 75 b= 332 x 2 c= (0,5° x 43)2 

; x2 1 2 1 I 
pa # Ss i 3 

d = (2N2)? aiabyae 63) ar he rpc 
l = 

bees 42x 16 

1) Résoudre sur JO ; + cof les équations : 

a) P= 1728 b) x? x x3 = 16x eye rates: rf 

: 6 
d) 100° = 10 000 000 e) 4*x 9 =6 f), 3+ —37 = (0) ra 

2)" 8 )oy +>) = 0. a4 — 9 = — 1 Indication: (a— Py = ‘Ss 

2) Résoudre les inéquations suivantes : (a) sur ]O ; + c°[, les autres sur R. 

a) q!? > 531 441 b) 5* > 1 000. id ae ea ORE 

d) 0,2' < 10° ey — S\(si-— 3) >0 

Déterminer le sens de variation des fonctions f, g, h définie sur R par : 

a) f(x) =1-2* b) g(t) = ae c) h(x) =x -0,5* 
24+3 

A 
uid 
i 
iS) 
ia 
rr 
x< 
rT) 

©9 En 1960, Willard Frank Libby a regu le prix Nobel de chimie pour le 

développement d’une technique de datation basée sur le carbone 14, un iso- 

tope radioactif du carbone noté '4C. Un organisme vivant contient la méme 

proportion de '4C que l’atmosphére, mais 4 sa mort, il cesse d’en absorber et 

la proportion de !4C qu’il contient diminue avec le temps selon la loi : 

FQ) = OSs" 

ou t est le nombre de siécles écoulés depuis la mort de I’ organisme. 

On peut mesurer cette proportion et estimer ainsi l’4ge d’un organisme. CORRIGES 
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1) On dit que la demi-vie du '4C est de 5 730 ans. Calculer la proportion de 
'4C restante au bout de 5 730 ans. Donner le résultat en pourcentage arrondi 

a Punité. 

2) L’analyse d’un fossile trouvé dans une grotte montre qu’il a perdu 40% de 

sa teneur en '*C. Déterminer son Age 4 100 ans prés. 

La puissance fiscale d’une voiture est donnée en chevaux fiscaux par la 

formule : 

P,désigne la puissance fiscale (que l’on arrondit a l’entier le plus proche), R 

la quantité de CO, rejeté dans l’atmosphére en cycle normalisé en g/km et P 

la puissance réelle du moteur en kW. 

1) Le modéle 2006 de la Ferrari F430 a une puissance réelle de 360 kW et 

rejette 420 g/km de CO,. Calculer sa puissance fiscale. 

2) Ferrari a annoncé en juillet 2007 qu’il avait pour objectif de diminuer de 

40 % les émissions de CO, de ses voitures d’ici a 2012. Si cet objectif est 
atteint, quelle sera alors la puissance fiscale de la F430 ? 

3) La Peugeot 307 1.6 HDi 16v a une puissance fiscale de 6 CV et rejette 134 

g/km de CO,. Quelle est sa puissance réelle en kW? (arrondir a l’unité). 

Wl 1) on place 200 € sur un compte a intéréts composés de 4 % par an. 

De combien disposera-t-on sur ce compte au bout de 2 ans ? Au bout de 

4 ans et demi ? Au bout de 3 mois ? 

2) Dans un pays, le nombre de cas de SIDA augmente de 5 % par an. De 

combien aura-t-il augmenté en 2 ans et demi (a 1 % prés) ? 

3) Une population de bactéries double en 24h. Quel est le pourcentage 

d’ augmentation par heure ? (a 0,1 % pres.) 

On considére un produit dont le prix unitaire est x (en centaines d’ euros) 

et ne peut pas dépasser 400 €. 

D’apres une étude de marché, l’offre f(x) et la demande g(x) (en milliers 

d’unités) de ce produit sont données par : 

FQ) A165" —4 SY 6) 
1,65° +1 

Cela signifie que pour un prix x donné, les producteurs sont préts a fabriquer 

f(x) milliers d’unités et les consommateurs a en acheter g(x). 
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1) a) Calculer f(0). 

b) Etudier le sens de variation de f sur Vintervalle J = [0 ; 4]. 

2) a) Calculer g(0). 

b) Etudier le sens de variation de g sur J. 

3) On appelle « prix d’équilibre » le prix p pour lequel I’ offre est égale a la 

demande (c’est la situation idéale ot tout ce qui est produit est vendu). 

La « quantité d’équilibre » est alors g = f(p) = g(p). 

On se propose de déterminer p et g graphiquement puis par le calcul. 

a) Compléter avec des valeurs arrondies au centiéme le tableau suivant : 

ul ee: aa ash a4 

b) Tracer les courbes représentatives de f et g sur le méme graphique. 

c) En déduire les valeurs de p et g (arrondies a 10~!). 

4) a) Résoudre |’équation f(x) = g(x) (on pourra utiliser la fonction loga- 

rithme décimal). 

b) En déduire les valeurs exactes de p et g puis donner une valeur approchée 

de p a un euro pres. 

9 Pour tester un produit P qui est supposé détruire la bactérie B on a réa- 

lisé une culture de 2 400 000 unités de B. 

A Vinstant t = 0 on injecte le produit P dans la culture et on constate une 

diminution du nombre de bactéries de 20 % par heure. 

On note b,, le nombre de bactéries restantes exprimé en milliers au bout de n 

heures (on a donc b, = 2 400). 

1) Calculer b, et b,. 

2) Quelle est la nature de la suite (b,) ? 

Donner |’expression de b, en fonction de n. 

3) Si l’on note x la durée en heures on peut donc écrire que le nombre de 

bactéries restantes au bout de x heures sera : b(x) = 2 400 x 0,8*. 

Calculer le nombre de bactéries restantes : 

a) au bout de trois heures et quart. 

b) au bout de dix heures et vingt minutes. 

4) Compléter le tableau avec des valeurs arrondies a |’ unité : 

PEEP EEE 
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5) Tracer la représentation graphique de b. 

6) Au bout de combien de temps restera-t-il moins d’un dixiéme des bacté- 

ries ? On donnera une solution graphique et une par le calcul en utilisant la 

fonction logarithme décimal. 

EX selon un modele mathématique établi pour faire des prévisions, on 

admet que la ville de Lahbah voit sa population doubler réguli¢rement tous 

les 10 ans depuis 1980 ot elle comptait 5000 habitants. 

On note p, la population (prévisible) en milliers d’habitants dans n décen- 

nies, c’est-a-dire en (1980 + 10n). On a ainsi Po= a). 

1) Calculer la population en 1990, 2000 et 2010, c’est-a-dire p,, p, et p3. 

2) Quelle est la nature de la suite (p,) ? En déduire l’expression de p, en 

fonction de n. 

3) On veut calculer la population en 2004 par exemple. Pour cela, il faut 

déterminer n tel que : 1980 + 10n = 2004. Quelle valeur de n obtient-on ? 

En admettant que l’expression de p,, obtenue a la question 2) s’ applique a des 

valeurs de n non entiéres, calculer alors la population en 2004. 

4) D’aprés la question précédente, on voit que si on note x le nombre d’an- 

nées écoulées depuis 1980, on peut écrire que la population en (1980 + x) 

esti: 

p(x) =5 «210 

Compléter avec des valeurs arrondies au dixieéme le tableau suivant : 

_Année | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 200s | 2010 | 2015 | 2020. 
_  RERSEROEARUILS EVES 

pri fe paenegy Goats <<a: ot SO See eee 

5) Tracer la courbe représentative de la fonction p. 

6) En quelle année peut-on prévoir que la population dépasse pour la pre- 

miére fois 50 000 habitants ? (Donner une solution graphique et une par le 

calcul.) 

HD) Le directeur d’un hdpital a ouvert un nouveau service au sein de son 

établissement en janvier 2008. A la fin du mois de juillet, il recoit de son 

service comptable le relevé suivant donnant mois par mois les montants des 

charges et des recettes enregistrées par ce nouveau service : 
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Juillet Mars | Avril | Mai 

3 4 S) 7 

5320 | 5460 | 5580 5890 

Recettes:z; | 2240 | 2520 | 2810 | 3180 | 3520 | 3950 | 4420 

Le directeur demande alors 4 son comptable a partir de quel mois il peut 

envisager un profit pour cette nouvelle activité. 

Au vu des résultats, le comptable décide d’ajuster la série (x, ; y,) par une 

droite et la série (x, ; z,) par une courbe exponentielle. 

HA l'aide de la calculatrice, déterminer |’équation y = ax + b de la droite D 

d’ajustement du nuage de points M, (x, ; y,) obtenue par la méthode des moin- 

dres carrés (a et b seront arrondis a la dizaine). 

2) Pour ajuster le nuage de points P. (x, ; z,) on cherche une fonction f telle 

que z=f(xy)=kxr. 

Déterminer les réels k et r pour que la courbe représentative de f passe par 

les points P, (1 ; 2240) et P, (7 ; 4420) (r sera arrondi au centi¢me). 

3) Déterminer alors a l’aide du tableur d’une calculatrice le plus petit entier 

x tel que f(x) > ax + b (on arrondira les valeurs de f(x) a la dizaine). 

4) Conclure. 

FER On étudie la croissance d’une population de crustacés planctoniques 

dans un environnement limité. 

On note x le nombre des individus de cette population a l’instant t exprimé 

en jours. Les résultats obtenus en deux semaines sont dans le tableau sui- 

vant : 

| 0 ae 6 an 8 {sof 12 4 
15 | 59 | 199 | 448 | 626 | 697 | 714 | 719 

On a représenté le nuage de points ci-dessous. 

800 — ————— ——_ 

700 -—— oo o- o ___® 

600 eet etch t 

500 —— - - ~ 

300 — — ——— —=— — 

200 ————- +o - - 

100 eile somine 1 ———— i a TS Bee 
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1) Un ajustement affine parait-il justifié ? 

2) On décide alors d’effectuer un changement de variable en posant : 

lo e ve : 
; S 720-—x 

a) —— avec des valeurs arrondies au centiéme le tableau : 

b) Beetanled le nuage de Boi de coordonnées (¢; ; y,). Que remarque-t- 

on ? 

c) Calculer les coordonnées du point moyen G. 

d) On choisit comme droite d’ajustement la droite D passant par G et par le 

point M, (4 ; — 0,42). Déterminer son €équation puis la tracer 

e) Déduire de l’ajustement précédent que x s’exprime en fonction de ft sous 

720 
es 10 1,7-0,32t ° 

f) Calculer f(20), f(30), f(40). 

Que peut-on en déduire sur |’évolution a long terme de la population ? 

la forme : x= F(t) = 

Deux fréres décident de placer leur argent a intéréts composés. 

Antoine place un capital de 4 500 € au taux annuel de 4 %. 

Benjamin place un capital de 4 000 € au taux annuel de 6 %. 

Soit (a,) le capital d’ Antoine a la fin de la n-ieme année. 

Soit (b,) le capital de Benjamin 4 la fin de la n-iéme année. 

1) Représenter les 10 premiers termes de ces deux suites sur un graphique. 

On pourra prendre comme unité : 

— 1 cm pour une unité en abscisse ; 

— 1 cm pour 500 € en ordonnée (en commengant a 4 000). 

2) Déterminer graphiquement la date 4 laquelle Benjamin aura, pour la pre- 

miére fois, un capital supérieur a celui d’ Antoine. 

3) a) Exprimer a, et b. en fonction de n. 

b) Retrouver, par le calcul, le résultat de la question 2). 

4) Le banquier explique a Antoine qu’en réalité l’évolution de son capital est 

calculée tous les mois et que le taux appliqué est alors de 0,35 %. 

a) Calculer le capital acquis au bout d’un an par Antoine s’il avait placé son 

capital au taux mensuel de 0,35 %. 

210| Les fonctions exponentielles 



b) Expliquer pourquoi le banquier s’est trompé dans son calcul. 

c) En appelant ¢t le taux mensuel recherché, montrer que le calcul que le 

banquier aurait di effectuer revient 4 résoudre |’ équation : 

eye 04) 

d) Résoudre cette équation. Conclure. 

5) Effectuer le méme raisonnement pour trouver le taux mensuel, équivalent 

au placement annuel de 6 % effectué par Benjamin. 

6) Déterminer alors a partir de quel mois le capital de Benjamin dépasse pour 

la premiére fois celui d’ Antoine en appliquant ce mode de calcul. 

7) Benjamin se pose une autre question, il voudrait qu’au bout de 10 ans son 

capital dépasse 10 000 €. Il se demande alors quel taux annuel appliquer 

pour que son veeu soit satisfait. 

a) Soit x ce taux. Vérifier que le probléme revient a résoudre |’inéquation : 

(1.+ x)! S125 

b) Résoudre cette inéquation et conclure. 

METHODES 

WA 
Lu 
— 
WJ 
[= 4 
rr) 
< 
Lil 

CORRIGES 
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caries tt. 
a tA a 50) Gee 

Attention pour le calcul de b, il n’existe pas de formule du type 2” + 2?, mais 

Jie) Kaha)” 

2 a 
Donc b= yaaa = 5a 22 

c= ((0,5 x 4)3)2 = (23)? = 232 = 26 d= 22 =2?x2=23 

phir ny ch Aca = 
Pour le calcul de f, afin de n’avoir que des puissances de 2, nous allons 

d’abord remplacer 4 pe 2? et 8 par 2°. 
2 

es 3 x2? ae 23 x2? = 

. . 1 
Pour g, on procéde de méme : on remplace 4 par 2? et 16 par 2*, donc 4? par 

2 1 2 

27-6 A> par 22 =). 

g eS ne 
1 ee ee 

DS ane ig pi De 

Z 
3 

1 

WA 1) a) P= 1728 Sr= 17283 Sr=12 S= {12}. 
b) 2x3 = 16x O- 16x =0 6 x(x4- 16) =0 6 x=0 ou x4 - 16=0. 

1 

@x=O0ouxt=166x=0o0ux= 164=2 S={0;2}. 

1 

q— © 729 =x x= 729 Sx=3 $= {3}. 
Xx 

d) 100* = 10 000 000 = log(100*) = log(10 000 000). 

& x log(100) = log(10 000 000) 6 x x2=7e4 x ae 

e) PX ¥=65 (4x 9% =6 & 36 = 6 © log(3@) = log(6). 

‘ log(6)  log(6)_—sillog(6)—s 1 1 
log(36) = log(6 =e. ee ee ge 

RNR Or ROT ie ie 
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f) 3% —3*=0 & 3* x 3*- 3% =0 & 3*(3*- 1) = 0 & 3%=0 ou 3*- 1 =0. 

Or une fonction exponentielle est 4 valeurs strictement positives donc 3* ne 

peut pas s’annuler. Il reste donc 3* — 1 = 0, qui revient 4 3* = 1, et donc x = 0 

(on peut éventuellement passer par |’ étape x log(3) = log(1) = 0) S = {0}. 

2 -So sa=0  —2*—8=0 00 5 +5=0 6 27 =8 ot FY =—_S5. 

Or une fonction exponentielle est 4 valeurs strictement positives donc 5* ne 

peut pas prendre la valeur — 5. 

Il reste donc 2* = 8, qui revient 4 log(2*) = log(8). 

et donc x log(2) = log(2) puis x = ove!) 
log(2) 

h) Nous allons tenir compte de l’indication : (a — b)* = a* — 2ab + b’, et 

essayer de mettre l’équation sous cette forme en remplacant 4 par 2? et 2+! 

par 2° 2” 

AOS S205) = Ol) (27/2 KO x 1 il? S20: 

Nous pouvons maintenant utiliser l’identité remarquable avec a = 2* et b= 1. 

Onmoptient: 2) = 1)2= 0 — la ea 1 Sx = 0: S= {0}, 

done X= 5 ty 

1 
2) Dans le a), on éléve les deux membres a |’exposant = 

N 

On ne change pas le sens de l’inégalité car x ty x'? est une fonction crois- 

Ww 

Lud 

QO 
O 
ls 
jn 
“Ld 

= 

sante. 

Dans les autres questions, on prend le logarithme des deux membres. On ne 

change pas le sens des inégalités car la fonction logarithme est elle aussi 

croissante. 

! U 
a) q'2 > 531 441 > q> 5314412 So q>3. S=]3;+f. ee 

x< 

b) 5* > 1 000 © log(5*) > log(1000) © x log(5) >3 @x> tog(5). i 

On n’a pas changé le sens de l’inégalité car log(5) > 0 

S= 3 too} . 

ee | rt 
. u 

3% 3 . a 

5) > 037. >16(S] > LS 10> 1 Sx 1logil0 Slog 1. e& 
0 as 0,3 ro) 

U 

sae (on ne change pas le sens car log 10> 0) @ x >0S= ]0; + of. 

og 
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log0,2. 
d) 0,2°< 10° © log(0,2') < log(10) = rt log 0,2<-6@t> 

(on change le sens car log 0,2 < 0) Se me > + -| 
log(0, 2) 

e) (2* — 8)(81* — 3) est un produit. On veut connaitre les valeurs de x pour 

lesquelles il est strictement positif (> 0). Pour cela, nous allons faire un 

tableau de signe. 

Il faut d’abord déterminer le signe de 2* — 8 et le signe de 81* — 3. 

x 1 2*—8 et x / 81*—3 sont des fonctions croissantes. I] suffit de chercher 

quand elles s’annulent. A gauche du zéro, elles seront négatives, a droite 

elles seront positives. 

= 8 = = ie 

(on peut faire comme dans le 1)g) ou bien savoir que 27 = 8, et comme la 

fonction x +> 2* est strictement croissante, c’est la seule solution). 

] 1 alo hpoman: Se OL Ole any 
~ Jog(81) 4° 

(2* — 8)(81* — 3) 

On voit dans le tableau que (2* — 8)(81* — 3) > 0 six < - Oux > 3. 

s= |=, 7 Rae 

a) Soient deux réels a et b avec a S b. 

Alors 2% < 2? car x } 2* est une fonction croissante. 

Be Se ak Ps 

Et done 1-24-41 =)" 

f(a) = f(b). 
La fonction f est donc décroissante sur R. 

b) Soient deux réels a et b avec a S b. 
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Alors 3¢ < 3° car x } 3% est une fonction croissante 

Pa 3t = 24-36 

te 
24-3" 

Et donc : 
24+3 

g(a) = g(b) 
La fonction g est donc décroissante sur R. 

c) Soient deux réels a et b avec a S b, (1) 

Alors 0,5¢ = 0,5? car x +} 0,5* est une fonction décroissante. 

057 = 05": (2) 

En ajoutant membre a membre les inégalités (1) et (2), on obtient : 

P2054 She015". 

D’ot : h(a) S hb). 

La fonction h est donc croissante sur k. 

4 | 1) 5730 ans correspond a 57,30 siécles. 

P(57,30) = 0,988973 ~ 0,50. ra 
La proportion de !4C restante au bout de 5730 ans est de 50 %. = 

2) Si le fossile a perdu 40 % de sa teneur en !4C, alors la proportion de !4C S 
qu’il contient encore est de 60 %, donc P(t) = 0,6. 

Pes Ges Fide 0.088 log Gist eee teed a 
log(0,988) 

Le fossile a environ 4 200 ans. 

1,6 

Ei) P= oat) soe = 43, 

La Ferrari ae a une puissance fiscale de 43 CV. 

2) Une diminution de 40 % correspond a une multiplication par 0,6. 

42.0>60;6--2.92- 

Si Ferrari diminue de 40 % les émissions de CO,, alors la F430 rejettera 

252 g/km de CO,. On aura alors : 

Wr 

Lu 
L 
iS) 
~ 
Lu 
x< 
Lu 

1,6 

Pix 282 OU 39: ”“ 
45 40 4 

La Ferrari F430 aura une puissance fiscale de 39 CV. — 

3) Pour la Peugeot 307 1.6 HDi l6v, P,= 6 CV et R = 134 g/km. , = 

ee 134 P 13418 v 
donc 6 = me + wan puis ay =6—- as? a a6 et 
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if 

13416 
enfin P =40x6- Te = 80. 

La puissance réelle de la Peugeot 307 1.6 HDi 16v est de 80 kW. 

WA 1) Des intéréts composés de 4 % par an signifient que chaque année la 

somme d’argent est augmentée de 4 %, soit multipliée par 1,04. 

Donc, au bout de 2 ans, on disposera de 200 x 1,04? ~ 216,32 €. 

Au bout de 4 ans et demi, on disposera de 200 x 1,044° = 238,61 €. 

Au bout de 3 mois, on disposera de 200 x 1,04!/4 = 201,97 €. 

2) Une augmentation de 5 % représente une multiplication par 1,05. 

En 2 ans et demi, le nombre de cas de SIDA sera multiplié par 1,057 ~ 1,13, 

ce qui correspond a une augmentation de 13 %. 

3) Si on appelle t le pourcentage d’ augmentation par heure, chaque heure, la 

quantité de bactéries est multipliée par | + t. 

En 24h, elle est multipliée par (1 + 174. Or I’énoncé dit que la population est 
multipliée par 2 en 24h. 

D’ou: 

(i +h*=2, ce qui donne 1+ 1=2!** et donc t = 214 —1 

= 0),0293 = 2,9 %. 

Le pourcentage d’ augmentation par heure est de 2,9 %. 

WA 1) a) f(0) =1,65°-1=1-1=0. 

b) La fonction x +> 1,65" est croissante car 1,65 > 1 donc f est croissante. 

8 
2) a) e(0) =———- = ——-=4. 

80) 165°+1 141 

b) La fonction xb 1,65* +1 étant croissante, g est décroissante. 

3) a) A aide d’une calculatrice, on obtient les valeurs suivantes : 

pg 008 | a eee 
FG) | 0 | 0,28 | 0,65 | 1,12 | 1, 

4 | 3,00) 13,0222 206 

b) D’ot le graphique page suivante. 

c) On déduit du graphique que p = 2,2 et g = 2. 
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COURS 

Le prix d’équilibre est donc environ 220 € et la quantité d’équilibre est de 
2 000 objets. 

4) a) f(x) = g(x) © (1,65" — 11,65" +1) =8. 
METHODES 

€ (1,65) —1° =8 car (a— b)(a + b) = a2 — b*. 

> 1,65%-—1=8. 

= 1,652 = 9. 

© log(1,65*) = log (9). 

& 2x x log(1,65) = 2 x log(3) car 9 = 3. ot} 
1S) 

__log(3) S 

log(1,65) rr 
x< 

sky ee ae ae log(3) = 
La valeur exacte du prix d’équilibre est donc p = ———— = 2,1938... 

log(1,65) 

Soit 219 € a un euro prés et la quantité d’équilibre est : 

q=f(p) = 1,65? —- 1 =2. 

Soit 2 000 objets (exactement). rt 

4 
8 | 1) Diminuer un nombre de 20 % revient a le multiplier par : 5 

pe = 08) o 
100 

donc b, = 2400 x 0,8 = 1920 et b, = 1 920 x 0,8 = 1 536. 
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2) (b,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme : 

by = 2 400. 

Donc b, = 2 400 x 0,8". 

3) a) Trois heures et quart correspondent a x = 3,25 

et b(3,25) = 2 400 x 0,83-> = 1 162,12... donc b(3,25) = 1162. 

Il restera donc environ 1 162 000 bactéries au bout de trois heures et quart. 

b) 10 heures et 20 minutes correspondent a x = 10,33 et b(10,33) = 239. 

Il restera donc environ 239 000 bactéries au bout de 10 h et 20 min. 

4) A l’aide d’une calculatrice, on obtient les valeurs suivantes (arrondies a 

Vunité) : 

Tae 
2600 ——7—7 > 

or la courbe suivante : 

2 400 x—+ F r 
2 200 | 
2 000 
1 800 
1 600 | 
1 400 | 
1 200 
1 000 - 

0-1 =~ 25-30 ASS 6S 7 8 Oi ee ee ean 

6) Un dixiéme de 2 400 est 240, on cherche donc x pour que b(x) < 240. 

Graphiquement on lit qu’il faut (environ) x > 10,3. 

Par le calcul, on utilise la fonction logarithme décimal : 

b(x) < 240 = 2400 x 0,8* < 240 © 0,8" < 0,1 = log(0,8*) < log(0,1) car la 

fonction log est strictement croissante, d’ou : 

x x log(0,8) < log(0,1) et finalement x > tog(0,1) 
log(0,8) 

log(0,1) 

log(0,8) 

car, attention, log(0,8) est 

un nombre négatif. On calcule alors = 10,318... 
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Cela confirme donc la lecture graphique, il faut en effet x > 10,318... 

On peut conclure qu’au bout de 10,32 heures (soit environ 10 h et 20 min), 

il restera moins d’un dixiéme des bactéries. 

ED 1) La population double tous les dix ans, donc p, = 2 x Po = 10. 

De méme p, = 20 et p, = 40. 

2) (p,,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme p, = 5 

donc : 

PP, => X 2". 

3) 1980 + 10n = 2004 = 10n = 24 @n=2,4. 
La population prévisible en 2004 est donc 5 x 274 = 26,39... soit environ 

26 400 habitants. 

4) 

1980 1985_| 1990 eS 2000 2005 O10 [2015 2020 
i ae ie el ec ee 

5 [71 | 10 [141] 20 | 283 | 40 | 566 | 80 tu 
(an) 

5) fo) 
a 

BO 7 or 
35 = 

70 
OD 
60 
55 

45 rt 
40 | S 

: : 25 
20 

t5 
10 

® 7 =5 | = . 
5 10 {52-2008 25 28 30) Ss = 40 

CORRIGES 6) Le graphique montre que p(x) > 50 pour x > 34. 

On peut donc prévoir que la population dépassera pour la premiére fois 

50 000 habitants en 2014. 
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Remarque : On peut vérifier que p(34) = 52,7... et p(33) = 49,2... 

Par le calcul, on a: p(x) > 50 & 2 >10 see > log(10). 

10 
D’ot ~ 1o9(2) >1 (car log(10) = 1) et finalement x > : 

10 log(2) 

10 

log(2) 

10) 1) La calculatrice donne : a = 148,928... et b = 4 854,285... 

Donc, arrondis 4 la dizaine, a ~ 150 et b = 4 850 et l’équation de D est : 

y = 150x + 4 850. 

2A)PTE 6,2 kr = 2 240 et P, € ©, kr’ = 4 420. 

ie AO eee 
Onia done: —— = 23 p= 5 

kr 2240 iD 

Or = 33,219... Il faut donc en effet x = 34. 

Pour en déduire 7, élevons les deux membres de cette égalité a la puissance e 

1 1 
: é 2216 22118 

On obtient le?) = La donca72— ea aan el an 

Et puisque kr = 2 240, on en déduit que k = oe = 2 000. 

Finalement, f(x) = 2 000 x 1,12*. 

3) A laide d’une calculatrice, on peut établir le tableau suivant : 

3 520 
3 950 
4 420 
4 950 

6 210 
6 960 

4) On constate que z dépasse y pour la premiére fois lorsque x = 11. 

220 | Les fonctions exponentielles 



On peut donc prévoir que c’est en novembre que la nouvelle activité déga- 
gera pour la premiére fois du profit. 

1) La forme du nuage n’est pas rectiligne donc un ajustement affine de 
ce nuage ne semble pas approprié. 

2) a) Le tableau complété est : 

a 4 
er — 1,67 | 1,05 | 0.42 555 as ae i 

b) D’ot le airs 
ai — —_ —_—_—— 

“ 
us 
a) 
Oo 
< 
e 
“LJ 

= ae 
far fn ree ee oe es ee eae 

On peut noter l’effet du changement de variable qui a transformé le nuage en 

une série de points presque alignés. 

c) On obtient: f=7 et y=0,54 donc G(7 ; 0,54). i. 

d) Le coefficient directeur de D est : = 

a 
yey 2 a 

ines M, _ 0,54 (-0,42) oD OR a9 Se 

Seas 7-4 3 

Donc son équation est de la forme : y = 0,327 + b et en traduisant qu’elle 

passe par G, on obtient : 0,54 = 0,32 x 7+ bd’ou b=-— 1,7 

Finalement, D a pour équation : y = 0,32t — 1,7. 

WA 
x ‘ x ; su 

O =| Sa n= S10 20— a) See 
seis raed aed 720 x uC) 

aX 

. 720 x 10° a : m4 
D’ot. 720 x10? =x(1+10’) @ x= Se et en multipliant le numéra- Cc 

+10: 

720 

Sor ies 
teur et le dénominateur par 10°” on obtient x = 
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En remplacant y par son expression en fonction de ¢ obtenue a la question 

720 
ag hed eee : 

f) La calculatrice donne pour f(20), f(30) et f(40) des valeurs arrondies a 

720, on peut donc en déduire que le nombre de crustacés va se stabiliser a 

720. 

précédente, on a pour finir: x = 

@ Antoine 

: a = Benjamin 

| 

4 000 es T = rt — T : T bee mere Bn ee tba T og tagecte | 

0 1 2 3 4 5) 6 41 8 9 10 

2) On constate sur le graphique que a, > b, et a, < b, , c’est a la fin de la 7° 

année que pour la premiére fois le capital de Benjamin dépassera celui d’ An- 

toine. 

3) a) Le capital d’Antoine augmente de 4 % par an, il est donc multiplié 

chaque année par 1,04. 

(a,) est donc une suite géométrique de raison 1,04 et de premier terme 

Uy = 4500, d’ot : a, = 4500 x 1,04". 

On obtient de méme : b, = 4000 x 1,06”. 

b) On veut résoudre I’inéquation : b, > c’est-a-dire : 

4000 x 1,06” > 4500 x 1,04” <=> pele ae = ue 7 We) 
1,04" 4000 1,04 
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Utilisons alors la fonction logarithme : 

1,06 )" 1,06 log 1,125 log} | —— | |>log1,125 © nlog| —— |>1log1,125 —— | =| | g n on 4) og = n> 

c’est-a-dire n > 6,18... 
li 1,04 

C’est donc bien pour n = 7 que, pour la premiére fois, b, > Laon 

4) a) Cette fois le capital d’ Antoine est multiplié chaque mois par 1,0035 et 

donc au bout d’un an il disposera de : 4 500 x 1,0035!? = 4 692,68 €. 

b) Avec le taux annuel de 4 % on obtient : 4 500 x 1,04 = 4 680. 

Le banquier s’est donc trompé. Un taux mensuel de 0,35 % n’est pas équi- 

valent a un taux annuel de 4 %. 

c) Le taux mensuel x équivalent au taux annuel de 4 % doit vérifier : 

4 500 x (1 + 2)! = 4 500 x 1,04 donc (1 + #)!2 = 1,04. 
ees l 

d) En élevant les deux membres de |’équation a la puissance +; on 

5 

obtient : 

1 1 

ite 04 d ou r= 1,04" —1 = 0,003273... soit enyitom 0327.9: 

5) De méme le taux mensuel u équivalent a un taux annuel de 6 % doit véri- 

Ww 

Lu 

a) 
O 
ake 
boos 
“ud 
= 

l 

fier : (1 + w)!? = 1,06 d’od u = 1,06 —1=0,004867... soit 0,487 %. 

6) Si l'on note a, et b, les capitaux respectifs d’ Antoine et de Benjamin au 

bout de p mois, on cherche le plus petit p tel que b, > a, c’est-a-dire : 

1,00487 \” 4500 Bs 
1,00487? > 4 500 x 1,00327? =| — ——., ui 

ee eae 4 000 4 

A 
log 1,125 rm 

Donc, e en 3) b), p> ——— © p > 73,91... x< onc, comm )b). 7p 00487) P *< 

log | S=— 
1,00327 , 

C’est donc au bout de 74 mois qu’on aura pour la premiére fois b, > a,. 

Remarque : 74 mois correspondent a 6 ans et 2 mois. 

* 

CORRIGES 
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rl | ee 

Cet exercice est un QCM. Pour chaque question, 3 affirmations sont propo- 

sées dont une seule est exacte. 
12 

EB Pour tout réel x > 0, ona: 5: Léquation | 1+ ca =l1,4a 

a) 2° <0 pour solution... 

b)2*> 1 a) x =~ 2,84 
c) 2*>2 b) x = 3,48 

c)x=-6,15 
La fonction f définie sur R par 

f(x) = 0,8 eStaes Wave équation ic 4 =4 a pour 

a) croissante sur R solution... 
b) décroissante sur R a)x=4 

c) ni Pun ni l’autre b)x=2 + log 2 

c)x=4 log 4 
Pour tout réel x < 100, ona: 

a) log x > 10 L équation x*° = 32 a pour 

b) log x < 0 solution... 
c) log x <2 a)x=-4 

DigsZ 
Quels que soient les réels a et b: c)x=4 

a) 107 + 10° = 10% 

b) 104-8= au El La fonction f définie sur R par 

0 f(x) = log(3 x10") a pour représen- 
eyo. ——10" tation graphique... 

a) une parabole 

b) une hyperbole 

c) une droite 

Reponses : Ml) EA») Eo) EM) El) a): Eo; 
Cc) 
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