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Préface

A NAISSANCE DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE date d’un siécle et cette
description des phénoménes physiques, qui a transformé notre vision

du monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est exceptionnel
pour une théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été vérifiées par
I’expérience avec une précision impressionnante. Les concepts fondamentaux,
comme les amplitudes de probabilité, les superpositions linéaires d’états,
qui semblent si étranges pour notre intuition lorsqu’on les rencontre pour
la premiére fois, restent toujours essentiels. Une évolution importante
s’est cependant manifestée an cours des derniéres décennies. Les progrés
spectaculaires des techniques d’observation, des méthodes de manipulation
des atomes, permettent maintenant de réaliser des expériences si délicates
qu’elles n’étaient considérées que comme des « expériences de pensée » par
les péres fondateurs de la mécanique quantique. L’existence de corrélations
quantiques « non séparables », qui est 4 la base du « paradoxe » de Einstein—
Podolsky—Rosen et qui viole les fameuses inégalités de Bell, a pu étre confirmée
expérimentalement avec une grande précision. Les états « intriqués »
de deux systémes, qui manifestent de telles corrélations quantiques, sont
mieux compris, et sont méme utilisés pour des applications concrétes,
comme la cryptographie quantique. L’intrication d’un appareil de mesure
avec son environnement se révéle une piste intéressante pour une meilleure
compréhension du processus de mesure.

Parallélement & ces progrés conceptuels, on assiste également & une
invasion de notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de
fonctionnement repose sur des phénomeénes quantiques. Les sources laser qui
sont utilisées pour la lecture des disques compacts, 1’ophtalmologie ou les
télécommunications optiques, sont basées sur 'amplification de lumiére par
des systémes atomiques dont les populations sont inversées. La résonance
magnétique des noyaux des atomes est couramment utilisée dans les hopitaux
pour prendre des images de plus en plus précises des organes du corps humain.
Des millions de transistors sont inclus dans les puces qui permettent & nos
ordinateurs d’effectuer des opérations & des vitesses prodigieuses.

Il est donc clair qu'un enseignement moderne de la physique quantique
doit tenir compte de ces développements, pour donner a I'étudiant ou au
chercheur qui désire s’instruire une image plus précise des progrés réalisés et
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pour accroitre sa motivation de mieux comprendre des phénoménes physiques
dont 'importance conceptuelle et pratique est de plus en plus évidente. Clest
ce défi qu’essaie de relever avec succés Michel Le Bellac dans le présent
ouvrage.

Chacun des 14 chapitres de ce livre contient en effet, en plus d’un exposé
clair et concis des notions de base, de nombreuses discussions présentant des
développements conceptuels ou expérimentaux tres récents, qui permettent
au lecteur de se faire une idée précise des avancées de la discipline et de
ses grandes tendances d’évolution. Le chapitre 6 sur les états intriqués
est bien caractéristique d’un tel choix de présentation. Au lieu de mettre
Paccent sur les propriétés mathématiques du produit tensoriel de deux espaces
d’états, ce qui est un peu austére et rébarbatif, ce chapitre préfére centrer la
discussion sur la notion d’intrication, et introduire de nombreux exemples
de développements théoriques et expérimentaux (dont certains sont trés
nouveaux) : inégalités de Bell, tests de ces inégalités, en particulier les plus
récents utilisant la conversion paramétrique, les états GHZ (Greenberger,
Horne, Zeilinger), la notion de décohérence illustrée par des expériences
modernes d’électrodynamique quantique en cavité, et qui sera reprise plus
en détail dans une annexe, la téléportation. Comme on le voit, il est
difficile d’imaginer une immersion plus compléte dans I'un des domaines les
plus actifs actuellement de la physique quantique. De nombreux exemples
de présentation moderne peuvent étre donnés a4 propos d’autres chapitres :
interférences d’ondes de de Broglie réalisées avec des neutrons lents ou des
atomes refroidis par laser ; microscopie a effet tunnel ; fluctuations du
champ quantique et effet Casimir ; transformations de jauge non abéliennes ;
équations de Bloch optiques ; forces radiatives exercées par des faisceaux laser
sur les atomes ; piége magnéto-optique ; oscillations de Rabi dans le vide d’une
cavité, etc.

Je suis vraiment admiratif devant effort fait par 'auteur pour donner a
son lecteur une vision si moderne et si attrayante de la physique quantique.
Certes, les développement décrits ne peuvent pas toujours étre analysés en
grand détail, et le lecteur devra fournir une effort personnel pour parvenir a
une compréhension plus approfondie du sujet étudié. 1l sera aidé en cela par la
bibliographie détaillée qu'’il trouvera, soit au cours du chapitre sous forme de
notes en bas de page, soit & la fin de chaque chapitre. Je suis convaincu
qu’'un tel ouvrage permettra une meilleure compréhension de la physique
quantique et stimulera un plus grand intérét pour cette discipline aussi
centrale. Je remercie Michel Le Bellac pour cette contribution importante
qui va certainement donner une image plus vivante de la physique.

Claude Cohen-Tannoudji



Avant-propos

E LIVRE EST ISSU DE COURS DONNES A NICE DANS LES ANNEES 1970-

1980, en maitrise de physique et en DEUG MP deuxiéme année,
et plus récemment en licence et en maitrise de physique. Les dix
premiers chapitres correspondent & un cours de base de mécanique
quantique niveau licence et les quatre derniers chapitres peuvent servir
comme complément de cours en maftrise, par exemple pour un cours de
physique atomique. Le livre contient environ 130 exercices de longueur
et de difficulté variées ; plus des trois quarts de ces exercices ont été
effectivement utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des examens.
Les corrigés d’une sélection de ces exercices sont disponibles sur le site web
http://wuw.inln.cnrs.fr/Institut/ouvrageMLB.html

En plus des étudiants de second cycle et des Ecoles d’Ingénieurs, ce
livre est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants
de DEA ou de thése, chercheurs, enseignants du second degré ou du
supérieur souhaitant rafraichir leurs connaissances en physique quantique.
Il contient des développements récents qui ne figurent pas dans les manuels
classiques : états intriqués, cryptographie et calcul quantiques, expériences sur
la décohérence, interaction d’un champ laser avec un atome a deux niveaux,
fluctuations quantiques du champ électromagnétique, manipulation d’atomes
par laser; etc., ainsi qu’en annexe un exposé succinct des idées actuelles sur
la mesure en mécanique quantique.

L’organisation du livre différe profondément de celle des textes classiques,
qui prennent tous comme point de départ ’équation de Schrédinger et
I’étudient dans diverses configurations, ce qui oblige & exposer les principes
de base de la mécanique quantique dans un cas qui n’est pas le plus simple et
a I'inconvénient de masquer ces principes par des calculs souvent fastidieux.
Je me suis efforcé au contraire de présenter les fondements de la mécanique
quantique sur les exemples les plus simples et P'équation de Schrédinger
apparait seulement au chapitre 9. L’approche suivie consiste & mener jusqu'a
a son terme la logique qu’avait adoptée Feynman (Feynman et al. [1965]) :
développer au maximum une approche algébrique et exploiter les symétries,
en présentant la mécanique quantique dans son cadre autonome, sans faire
référence 4 la physique classique. Cette logique a de nombreux avantages.
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e L’approche algébrique permet de traiter des problémes simples dans des
espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation
d’un photon, spin 1/2, atome a deux niveaux.. .

e Cette approche permet d’énoncer de la fagon la plus claire les postulats
de la mécanique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce
qui ne l'est pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un
postulat fondamental).

o L’exploitation des propriétés de symétrie permet 'introduction la plus
générale des grandeurs physiques fondamentales : impulsion, moment
angulaire. .. comme générateurs infinitésimaux de ces symétries, sans
faire appel au principe de correspondance et 4 un analogue classique.

e Un dernier avantage est que le lecteur qui souhaite s’initier aux
développements récents de I'information quantique peut se limiter aux
six premiers chapitres. On peut parfaitement comprendre les bases
de la cryptographie quantique sans étre passé au préalable par le
développement de la fonction d’onde en harmoniques sphériques et la
résolution de 'équation de Schrédinger dans un potentiel central !

Les aspects pédagogiques ont fait 1’objet d’une attention particuliére. La
progression des chapitres a été soigneusement étudiée, les premiers chapitres
utilisant uniquement les espaces de dimension finie ; c’est seulement une fois
les bases acquises que I'on passe au cas général 4 partir du chapitre 7, tandis
que les chapitres 11 4 14 et les annexes font appel & des techniques plus
avancées qui pourront intéresser les physiciens professionnels. Un effort a été
porté sur le vocabulaire, afin d’éviter certaines expressions historiquement
datées et qui peuvent étre un obstacle a la compréhension de la mécanique
quantique : suivant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy-
Leblond, « grandeur physique » est utilisé au lieu d’« observable », « inégalité
de Heisenberg » au lieu de « principe d’incertitude », des expressions comme
« complémentarité » ou « dualité onde-corpuscule » ont été évitées, etc.!
Les chapitres clés du livre, c’est-a-dire ceux qui divergent de la fagon la
plus évidente de l'exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5, 6, et 8.
Le chapitre 3 introduit l'espace des états sur 'exemple de la polarisation
des photons et montre comment passer d’'une amplitude ondulatoire & une
amplitude de probabilité. Le spin 1/2 introduit d’emblée le lecteur a un
probléme sans analogue classique (ou si peu...). Les propriétés essentielles
du spin 1/2 (algébre des matrices de Pauli, matrices de rotation...) sont
obtenues a partir des deux seules hypothéses : (1) la dimension deux de
lespace des états ; (2) l'invariance par rotation. La précession de Larmor
du spin quantique permet d’introduire ’équation d’évolution. Ce chapitre

prépare le lecteur & I’énoncé des postulats de la mécanique quantique au

1. J.-M. Lévy-Leblond « Mots et maux de la physique quantique » Bull. U. Phys. 816,
1129 (1999).



Avant-propos xix

chapitre suivant : il lui est possible dans chague cas d’illustrer ces postulats de
fagon concréte en revenant aux exemples du chapitre 3. La distinction entre
le cadre conceptuel général de la mécanique quantique et la modélisation
d’un probléme concret est soigneusement expliquée. Le chapitre 5 met en
pratique la mécanique quantique sur des applications simples et physiquement
importantes, dans le cas de systémes dont le nombre de niveaux est fini, avec
comme cas particulier la diagonalisation d’un hamiltonien en présence d’une
symétrie périodique. Ce chapitre introduit également sur I'exemple de la
molécule d’ammoniac l'interaction d’un systéme a deux niveaux atomique ou
moléculaire avec un champ électromagnétique et les notions fondamentales
d’émission et d’absorption.

Le chapitre 6 est consacré aux états intriqués. On s’est rendu compte de
I'importance de ces états depuis le début des années 1980, mais ils sont ignorés
par la plupart des manuels, 4 I’exception notable de celui de Basdevant et
Dalibard [2001]. Ce chapitre traite aussi bien des applications fondamentales :
inégalités de Bell, interférences 4 deux photons, théorie de la mesure, que des
applications concrétes potentielles a l'information quantique. Le chapitre 8 a
comme objectif 'étude des symétries a partir du théoréme de Wigner, qui
est généralement ignoré des manuels malgré son importance cruciale. La
symétrie de rotation permet de définir le moment angulaire comme générateur
infinitésimal, et de démontrer immédiatement les relations de commutatiorn
de J en soulignant leur origine géométrique. Les relations de commutation
canoniques de X et P sont déduites de I'identification de I'impulsion comme
générateur infinitésimal des translations. Enfin, on obtient la forme la plus
générale du hamiltonien compatible avec I'invariance galiléenne, moyennant
une hypothése sur la loi de transformation de la vitesse. Ce hamiltonien sera
réinterprété ultérieurement dans le cadre de I'invariance de jauge locale.

Les autres chapitres peuvent se résumer comme suit. Le chapitre 1
poursuit un triple objectif : (1) introduire des notions de base de physique
microscopique auxquelles il sera fait appel dans la suite du livre ; (2) introduire
le comportement des particules quantiques, la conventionnelle « dualité onde-
corpuscule » ; (3) a I’aide de I'atome de Bohr, expliquer simplement la notion
de niveau d’énergie et de spectre de niveaux. Le chapitre 2 présente les
notions essentielles sur I'espace de Hilbert dans le cas de la dimension finie. Le
chapitre 7 donne quelques indications sur les espaces de Hilbert de dimension
infinie ; le but n’est évidemment pas de traiter les mathématiques de facon
rigoureuse, mais de prévenir le lecteur de certaines difficultés de la dimension
infinie.

Les six derniers chapitres sont consacrés a des applications plus classiques.
Le chapitre 9 présente la mécanique ondulatoire et ses applications usuelles
(effet tunnel, états liés du puits carré, potentiel périodique...). Les relations
de commutation du moment angulaire ayant été établies au chapitre 8, le
chapitre 10 débute par la construction des états propres de J2 et J, et se
termine par le théoréme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels.
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Le chapitre 11 développe la théorie de oscillateur harmonique et celle du
mouvement dans un champ magnétique constant, ce qui est 'occasion de
donner quelques explications sur l'invariance de jauge locale. Une section
importante traite des champs quantifiés : champ de vibrations et phonons,
champ électromagnétique et ses fluctuations quantiques. Les chapitres 12 et 13
sont consacrés 4 la diffusion et aux particules identiques. Enfin le chapitre 14
est une bréve introduction & la physique de I’atome & un électron, 'objectif
principal étant de calculer les forces sur un atome 4 deux niveaux placé dans
le champ d’un laser et d’en discuter les applications, dont le refroidissement
Doppler et les piéges magnéto-optiques.

Les annexes contiennent des sujets qui sont techniquement un peu plus
exigeants. La démonstration du théoréme de Wigner et l’opération de
renversement du sens du temps sont expliquées en détail. Des compléments
sur la théorie et les expériences sur la décohérence et une discussion des idées
actuelles sur la mesure se trouvent dans ’annexe B. Enfin ’annexe C contient
une discussion de la méthode de Wigner et Weisskopf pour les états instables.

Remerciements. J’ai bénéficié des critiques et suggestions de Pascal
Baldi, Jean-Pierre Farges, Yves Gabellini, Thierry Grandou, Jacques Joffrin,
Christian Miniatura et tout particuliérement de Michel Brune (& qui je
suis aussi redevable des figures 6.9, B.1 et B.2), Jean Dalibard, Fabrice
Mortessagne, Jean-Pierre Romagnan et Francois Rocca qui ont lu de larges
extraits, ou parfois méme l'intégralité du manuscrit. Je remercie également
David Wilkowski qui a inspiré le texte de plusieurs exercices du chapitre 14.
Je suis bien entendu entiérement responsable du texte final. 1’aide de Karim
Bernardet et de Fabrice Mortessagne, qui m’a initié & XFIG et installé le
logiciel, a été décisive dans la réalisation des figures, et je tiens & remercier
Christian Taggiasco pour sa compétence et sa disponibilité dans I'installation
et la maintenance de ’ensemble des logiciels nécessaires. Enfin ce livre n’aurait
pas vu le jour sans les encouragements et le soutien sans faille de Michéle
Leduc, et je suis trés reconnaissant & Claude Cohen-Tannoudji qui a bien
voulu le préfacer.

Nice, mars 2003
Michel Le Bellac

N.B. Cet ouvrage utilise le point décimal.



Chapitre 1

Introduction

E PREMIER OBJECTIF DE CE CHAPITRE est d’exposer succinctement
L quelques notions de base sur l'organisation de la matiére, en reprenant
et en précisant les acquis de cours de physique (et de chimie) antérieurs, et
en particulier les notions de physique microscopique ; il s’agira d’un survol,
et la grande majorité des énoncés seront donnés sans démonstration et sans
discussion détaillée. Le deuxiéme objectif est de décrire briévement quelques
étapes cruciales des débuts de la physique quantique ; nous ne suivrons pas
Iordre historique strict, ni les arguments qu’utilisérent au début du siécle
dernier les péres fondateurs de la mécanique quantique, mais nous insisterons
plutot sur les concepts qui nous serviront par la suite. Le troisiéme objectif
est d’introduire des notions de base, comme celles de particule quantique ou
de niveau d’énergie, qui reviendront de fagon récurrente tout au long du livre.
Nous nous appuierons sur la théorie de Bohr, qui permet d’expliquer de fagon
simple, sinon convaincante, la notion de quantification des niveaux d’énergie
et le spectre de 'atome d’hydrogéne. Ce chapitre est a relire ultérieurement,
lorsque les bases de la mécanique quantique auront été explicitées et illustrées
par des exemples. D’un point de vue pratique, il est possible de sauter
en premiére lecture les considérations générales des sections 1 et 2 et de
commencer ce chapitre par la section 3, quitte a revenir ultérieurement aux
deux premiéres sections lorsqu’il sera fait appel aux notions qui y ont été
introduites.

1.1 Structure de la matiére
1.1.1 Echelles de longueur : de la cosmologie
aux particules élémentaires

Le tableau 1.1 donne l'ordre de grandeur en métres des dimeusions
de quelques objets typiques, en partant des dimensions de 1"Univers pour
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TAB. 1.1 — Ordres de grandeur de quelques distances typiques en m.

Univers rayon de la | distance rayon de | homme insecte
connu Galaxie Terre-Soleil | la Terre

1.3x10% | ~5x10* | 1.5x 10* 6.4 x 10° | ~1.7 0.01 & 0.001
bactérie virus HIV fulleréne atome noyau de | proton

E. COli Cso plomb

~2x107% [ 11x1077 | 07x107° | ~107"° [ 7x107'% | 0.8 x 107%°

descendre a celles de la physique subatomique. Une unité de longueur
commode pour les distances astrophysiques est 1’année-lumiére : 1 année-
lumiére = 0.95 x 10'm. Les sous-multiples du métre utiles en physique
microscopique sont le micrométre : 1 um= 10"%m, le nanométre : 1 nm=
10~°m, et le femtométre (ou fermi) : 1 fm= 1071°m. L’exploration des
objets a l’échelle microscopique se fait souvent & ’aide d’un rayonnement
électromagnétique’ dont la longueur d’onde est de l'ordre de grandeur des
dimensions caractéristiques de l’objet & étudier (observation au microscope,
aux rayons X...). On sait en effet que la limite de résolution est fixée par
la longueur d’onde utilisée : quelques fractions de gm pour un microscope
utilisant de la lumiére visible, quelques fractions de nanométre pour des
rayons X. La gamme des longueurs d’onde du rayonnement électromagnétique
(infra-rouge, visible, ...) est résumée dans la figure 1.1.

E (eV)

108 104 1 1074 108
__ | I I | P [ | __
I I | I I I I I |

¥ X Uuv IR micro radio
- I I | I | I [ __
T N I I I | I I
10-14 10710 10-¢ 1072 102
A (m)

F1G. 1.1 — Longueur d’onde de rayonnements électromagnétiques et énergie des
photons correspondants. Les frontiéres entre les différents types de rayonnement
(par exemple la frontiére entre les rayons -y et les rayons X) ne sont pas définies
de fagon stricte. Un photon d’énergie £ =1 eV a une longueur d’'onde A = 1.24 X
107%m, une fréquence v = 2.42 x 10** Hz et une fréquence angulaire w = 1.52 x
10% rad.s™1.

1. D’autres techniques d’exploration sont la diffusion de neutrons (exercice 1.6.4), la
microscopie électronique, la microscopie a effet tunnel (§ 9.4.2) etc.
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1.1.2 Etats de la matiére

Nous serons particuliérement intéressés par les phénoménes a ’échelle
microscopique, et il est utile de rappeler quelques notions élémentaires sur
la description microscopique de la matiére. La matiére peut se présenter
sous deux formes : une forme ordonnée, le solide cristallin, et une forme non
ordonnée, liquide, gaz, solide amorphe.

Le solide cristallin présente un ordre 4 longue distance. La figure 1.2 donne
I’exemple de la structure microscopique du chlorure de sodium. On constate
que le motif du cristal se répéte avec une périodicité [ = 0.56 nm, la maille du
cristal. Partant d’un ion chlore ou d’un ion sodium, et suivant une des arétes
de la structure cubique, on retrouvera un ion chlore ou un ion sodium & une
distance n x 0.56 nm ol n est un nombre entier : c’est ce que 'on appelle un
ordre 4 longue distance.

F1G. 1.2 — Arrangement des atomes dans le cristal de chlorure de sodium. Les ions
chlore C1™ sont plus gros que les ions sodium Na™.

Les liquides, les gaz et les solides amorphes ne possédent pas d’ordre
& longue distance. Prenons I'exemple d’un liquide monoatomique, celui de
Pargon liquide. En premiére approximation, les atomes d’argon peuvent étre
représentés par des sphéres impénétrables de diamétre ¢ ~ 0.36nm. La
figure 1.3 représente schématiquement une configuration des atomes pour un
liquide ot les sphéres sont pratiquement en contact, mais sont disposées de
fagon désordonnée. Partant du centre d’un atome pris comme origine, la
probabilité p(r) de trouver le centre d’un autre atome & une distance r de ce
centre sera pratiquement nulle tant que 7 < . Cette probabilité deviendra
au contraire maximale pour r = 20 et oscillera ensuite pour se stabiliser 4 une
constante, alors que dans le cas d’un solide cristallin, la fonction p(r) présente
des pics quelle que soit la distance a l’origine. L’argon gazeux posséde le méme
type de configuration que le liquide, la seule différence étant que les atomes
sont beaucoup plus éloignés les uns des autres. Toutefois la différence entre
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F1G. 1.3 — (a) Arrangement des atomes dans 'argon liquide. (b) Probabilité p(r)
pour un liquide (tirets) et pour un gaz (trait continu). (c¢) Probabilité p(r) pour un
cristal simple.

gaz et liquide disparait au point critique, et on peut passer continfiment du
gaz au liquide ou inversement en contournant le point critique, alors qu'un
tel passage continu est impossible vers un solide, parce que le type d’ordre est
qualitativement différent.

Nous avons pris comme exemple un gaz monoatomique, mais en général
la brique de base est une combinaison d’atomes, la molécule: Na, Qq, HoO
etc. Certaines molécules comme les protéines peuvent contenir des milliers
d’atomes ; par exemple le poids moléculaire de I’hémoglobine est de l'ordre
de 64000. Une réaction chimique est un réarrangement d’atomes : les atomes
des molécules initiales se redistribuent pour donner les molécules finales

Hy + Cly — 2HCI

L’atome est composé d’'un noyau atomique (ou simplement noyau) chargé
positivement et d’électrons chargés négativement. Plus de 99.9 % de la masse
de l’atome se trouve dans le noyau atomique, car le rapport de la masse de
I’électron m, & celle du proton my, est me/m, ~ 1/1836. L’atome est de dix
a cent mille fois plus gros que le noyau : la dimension typique d’un atome?
est 1 A (1 A=10""m=01 nm), celle d’un noyau de quelques fermis (ou
femtometres).

Un noyau atomique est formé de protons et de neutrons, les premiers
chargés électriquement et les seconds neutre ; les masses du proton et du
neutron sont identiques & 0.1 % prés, et on pourra souvent négliger cette
différence de masse. Le numéro atomique Z est le nombre de protons du noyau,
et aussi le nombre d’électrons de 'atome correspondant, de fagon & assurer
sa neutralité électrique. Le nombre de masse A est le nombre de protons
plus le nombre de neutrons N : A = Z + N. Les protons et les neutrons

2. Nous continuerons & utiliser I’Angstrém, qui est typique de la dimension atomique,
de préférence au nm. Par un hasard (?) heureux, le symbole fm peut aussi bien désigner le
femtométre que le fermi, unité de longueur des physiciens nucléaires.
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sont appelés collectivement nucléons. Les réactions nucléaires sont pour les
protons et les neutrons I'analogue des réactions chimiques pour les atomes :
une réaction nucléaire est une redistribution des protons et des neutrons dans
des noyaux différents des noyaux initiaux, de méme qu’une réaction chimique
est une redistribution des atomes dans des molécules différentes des molécules
initiales. Un exemple de réaction nucléaire est la réaction de fusion des noyaux
de deuterium (?H : un proton + un neutron) et de tritium (*H : un proton +
deux neutrons) pour donner un noyau d’helium? (*He : deux protons + deux
neutrons) et un neutron libre

H+ 3H — *He+n+17.6 MeV

La réaction dégage une énergie de 17.6 MeV et pourrait étre utilisée dans
un futur (probablement lointain) pour produire de I’énergie a grande échelle,
I’énergie de fusion.

Dans la composition de 'atome en noyau et électrons, de méme que dans
celle du noyau en protons et neutrons, un concept important est celui d’énergie
de liaison. Considérons un cbjet stable C' formé de deux objets A et B : C est
appelé état lié¢ de A et B. La désintégration C — A + B ne sera pas possible
si la masse m¢ de C est inférieure & la somme des masses m4 et mp de A et
de B, c’est-a-dire si I’énergie de liaison® Ep

E; = (ma +mB—mC)c2 (1.1)

est positive ; ¢ est la vitesse de la lumiére. E, est ’énergie qu’il faut fournir
pour dissocier C en A + B. En physique atomique, cette énergie est appelée
énergie d’tonisation : c’est I’énergie nécessaire pour dissocier un atome en un
ion positif et un électron, ou, en d’autres termes, pour arracher un électron
a 'atome. Pour les molécules, Ey est ’énergie de dissociation, ou I’énergie
nécessaire pour dissocier la molécule en atomes. Une particule ou un noyau
instable dans une certaine configuration peut parfaitement étre stable dans
une autre configuration. Le neutron libre (n), par exemple, est instable :
en un temps d’une quinzaine de minutes en moyenne, il se désintégre en
un proton (p), un électron (e) et un antineutrino électronique (%.), ce qui
correspond & la désintégration de base de la radioactivité 3

n® —pt+e +77 (1.2)

3. En raison de la célébre relation d’Einstein E = mc?, ou tout simplement par analyse

dimensionnelle, on peut relier masse et énergie et exprimer par exemple les masses en J/c?
ou en eV/c?.
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ou nous avons indiqué en exposant la charge des particules. Cette
désintégration est possible, car les masses? des particules dans (1.2) vérifient

mpc® > (mp + me + mg)c2

My~ 939.5MeV/c?  m, ~9383MeV/c®  m. ~0.51MeV/c?  my, ~0

En revanche le neutron ne se désintégre pas dans les noyaux atomiques stables,
par exemple dans le noyau deuterium, ou deutéron, (*H), car

magc? ~ 1875.6 MeV/c® < (2m, + me + my, )c® ~ 1878.3 MeV /¢

et la désintégration
H > 2%p+e+7,

est impossible : le deutéron est un état lié proton-neutron.

1.1.3 Constituants élémentaires

Nous avons décomposé les molécules en atomes, les atomes en électrons et
noyaux, les noyaux en protons et neutrons. Peut-on aller encore plus loin, par
exemple décomposer le proton ou I’électron en constituants plus élémentaires 7
Peut-on dire par exemple & partir de (1.2) que le neutron est « formé » d’un
proton, d’un électron et d’un antineutrino ? Un argument simple fondé sur
les inégalités de Heisenberg montre que I’électron ne peut pas préexister dans
le neutron (exercice 9.7.4), et qu’il est créé au moment de la désintégration :
on ne peut donc pas dire que le neutron est « composé » d’un proton, d’un
électron et d’un neutrino. On pourrait aussi penser a « casser » un proton
ou un neutron en des composants plus élémentaires, en les bombardant par
des particules énergiques, et répéter ce qui se passe par exemple quand on
bombarde un deutéron avec des électrons de quelques MeV

e+ ?H—e+p+n

Le deutéron 2H a été cassé en ses constituants, un proton et un neutron.
L’histoire ne se répéte pas lorsque I’on bombarde un proton avec des électrons.
Pour des électrons peu énergiques, les collisions sont élastiques

etp—etp

mais pour des électrons d’énergie suffisante (quelques centaines de MeV), au
lieu de casser le proton, on crée d’autres particules, par exemple dans des

4. Trois expériences récentes : S. Fukuda et al. {(SuperKamiokande Collaboration) Phys.
Rev. Lett. 86, 5651 (2001), Q. Ahmad et al. (SNO Collaboration) Phys. Rev. Lett.
87, 071301 (2001) et K. Eguchi et al. (Kamland Collaboration) Phys. Rev. Lett. 90,
021802 (2003) montrent de fagon convaincante que la masse du neutrino est non nulle,
probablement de Pordre de 1072 eV /c? : ¢f. I'exercice 4.3.6 sur les oscillations neutrinos.



1. Introduction

TAB. 1.2 — Les particules de matiére. Les charges électriques sont mesurées en

unités de la charge du proton.

lepton ¢ = —1 | neutrino ¢ =0 | quark ¢ =2/3 | quark ¢ = —1/3
famille 1 | électron neutrinoe quark up quark down
famille 2 | muon neutrino, quark charmé | quark étrange
famille 3 | tau neutrino, quark top quark b

réactions du type

et+p—e+ptn’
e+p—+e+n+7r++7ro
e+p—e+ KT +A°

ol les mésons 7 et K et I’hypéron A” sont de nouvelles particules, dont la
nature importe peu ici. Le point crucial est qu’elles ne sont pas présentes
initialement dans le proton, mais qu’elles sont créées au moment de la réaction.

Il arrive donc un moment ou il ne semble plus possible de décomposer
la matiére en constituants de plus en plus élémentaires. On peut alors se
poser la question suivante : quel est le critére d’élémentarité ? Le point de
vue actuel est d’appeler élémentaires les particules qui apparaissent comme
ponctuelles dans leurs interactions avec d’autres particules. Avec ce point de
vue, ’électron, le neutrino et le photon sont élémentaires, tandis que le proton
et le neutron sont « composés » de quarks : les guillemets sont importants,
car les quarks n’existent pas a 1’état libre®, et cette « composition » du proton
en quarks est tout a fait différente de la composition du deutéron en proton
et neutron. Il existe seulement des preuves indirectes (mais convaincantes !)
de cette composition en quarks.

Dans 1’état actuel de nos connaissances®, il existe trois familles de
particules élémentaires, ou « particules de matiére » de spin 1/27. Le
tableau 1.2 en donne la liste ; la charge électrique g est exprimée en unités
de la charge du proton. Chaque famille se compose de leptons et de quarks,
et & chaque particule correspond une antiparticule de charge opposée. Les
leptons de la premiére famille sont 1'électron et son antiparticule le positron
et, ainsi que le neutrino électronique v, et son antiparticule ’antineutrino
électronique 7., et les quarks de cette famille sont le quark « up » (u) de charge
2/3 et le quark « down » (d) de charge —1/3, avec bien sir les antiquarks @
et d correspondants, de charge -2/3 et 1/3 respectivement. Le proton est

5. Ce qui fait que la notion de « masse » d’un quark est une notion complexe, du moins
pour les quarks dits « légers », up, down et étrange. On retrouve une masse (presque)
usuelle pour les quarks lourds b et t.

6. Il existe un argument trés fort pour limiter & trois ce nombre de familles : des
expériences au CERN ont montré en 1992 que le nombre de familles était limité & trois, a
condition que les neutrinos aient une masse inférieure a 45 GeV/c2. La valeur expérimentale
actuelle du nombre de familles est de 2.984 + 0.008.

7. Le spin 1/2 est défini au chapitre 3 et le spin en général au chapitre 10.
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une combinaison uud et le neutron une combinaison udd. Cette premiére
famille suffit & notre vie courante, puisqu’elle permet de fabriquer la matiére
ordinaire, le neutrino étant indispensable dans le cycle des réactions nucléaires
assurant la bonne marche du Soleil. Si 'existence de la premiére famille peut
se justifier par un argument anthropocentrique (si elle n’existait pas, nous ne
serions pas la pour en parler !) la raison d’étre des deux autres familles reste
aujourd’hui tout & fait mystérieuse®.

A ces particules, il faut ajouter celles qui « transportent les interactions » :
le photon pour les interactions électromagnétiques, les bosons W et Z pour
les interactions faibles, les gluons pour les interactions fortes et le graviton
pour les interactions gravitationnelles®, ce qui nous améne naturellement &
présenter ces interactions.

1.1.4 Interactions (ou forces) fondamentales

On distingue quatre!® types d’interactions (ou de forces) fondamentales :
fortes, électromagnétiques, faibles et gravitationnelles. Les interactions
électromagnétiques sont celles qui vont jouer un réle majeur dans ce livre : ce
sont elles qui régissent le comportement des atomes, des molécules, des solides,
etc. Les forces électriques de la loi de Coulomb sont dominantes : rappelons
que si une charge ¢ est immobile a Porigine des coordonnées, la force sur une
charge immobile ¢’ située en un point 7 est

/

o q¢ *
F= 4’/’]’50 _73 (13)

ot 7 est le vecteur unitaire!! 7/r, r = || et £y la permittivité du vide. Si les
charges sont en mouvement avec une vitesse v, on doit aussi tenir compte des
forces magnétiques, mais celles-ci sont plus faibles que la force de Coulomb
par un facteur ~ (v/c)?. Pour les électrons des couches externes, (v/c)? ~
(1/137)? < 1, mais, compte tenu de la trés grande précision des expériences de
physique atomique, les forces magnétiques sont facilement mises en évidence
dans des phénomeénes comme la structure fine ou leffet Zeeman (§ 14.2.3). La

8. c¢f. la célébre interrogation de Pauli: « Who ordered the muon? » Cependant on sait
que chaque famille doit étre compléte : ainsi l'existence du quark top et sa masse ont été
prédites plusieurs années avant sa découverte expérimentale en 1994. En raison de sa masse
élevée, environ 175 fois la masse du proton, il a fallu attendre la construction du Tevatron
aux USA pour le produire.

9. En toute rigueur, les interactions électromagnétiques et les interactions faibles sont
maintenant unifiées en interactions électrofaibles ; le gluon, tout comme les quarks, n’existe
pas & Pétat libre. Enfin I'existence du graviton est pour le moment hypothétique : on n’a
méme pas encore détecté sur la Terre sa version classique, les ondes gravitationnelles.

10. La « cinquiéme force » revient périodiquement sur le devant de la scéne, mais elle
disparait tout aussi périodiquement !

11. Nous utiliserons systématiquement la notation #, i, p etc. pour les vecteurs unitaires
de 'espace ordinaire.
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force de Coulomb (1.3) est caractérisée par :

e la forme de la loi de force en 1/r% : la loi de force est dite & longue
portée ;

o lintensité de la force mesurée par une constante de couplage qq’ /{4weg).

Le point de vue moderne, celui de la théorie quantique des champs, est que
les forces électromagnétiques sont dues a 1’échange de photons « virtuels »12
entre particules chargées. La théorie quantique des champs résulte du mariage
(conflictuel™®!) entre la mécanique quantique et la relativité restreinte. Les
interactions entre atomes ou entre molécules sont représentées par des forces
effectives, par exemple les forces de van der Waals (exercice 14.5.1). Ces
forces n’ont pas de caractére fondamental car elles se déduisent de la force de
Coulomb : c’est le déguisement sous lequel apparait la force de Coulomb pour
des sytémes complexes électriquement neutres.

Les interactions fortes sont responsables de la cohésion du noyau atomique.
Contrairement & la force de Coulomb, elles décroissent exponentiellement en
fonction de la distance, suivant une loi en exp(—r/ro)/r?, avec ro ~ 1fm :
on dit que ce sont des forces & courte portée. Pour r < rg, elles sont trés
intenses, et telles que les énergies caractéristiques dans un noyau sont de
l’ordre du MeV, alors qu’elles sont de 'ordre de eV dans un atome pour
les électrons des couches externes. En réalité, les forces entre nucléons ne
sont pas des forces de type fondamental, car les nucléons sont, on 1’a vu, des
particules composées. Les forces entre nucléons sont 'analogue des forces de
van der Waals pour les atomes, et les forces fondamentales sont les forces entre
quarks. Cependant, la relation quantitative qui relie les forces entre nucléons
et les forces entre quarks est encore loin d’étre comprise. Le gluon, particule
de masse nulle et de spin 1 comme le photon, joue pour les interactions fortes
le réle que joue le photon pour les interactions électromagnétiques. La charge
est remplacée par une propriété appelée par convention couleur, et la théorie
des interactions fortes est appelée pour cette raison la chromodynamigue.

Les interactions faibles sont responsables de la radioactivité g
(Z,N) - (Z+1,N—-1)+e 4+ 7. (1.4)
dont un cas particulier est (1.2) qui s’écrit avec les notations de (1.4)
(0,1) - (1,0) +e~ + 7,

meé interactions for interactions faibles sont a r
De méme que les int tions fortes, les interactions faibles sont & courte
portée, mais, comme l'indique leur nom, elles sont beaucoup moins intenses.

12. Ce terme sera expliqué aun § 4.2.4.

13. La combinaison de la mécanique quantique et de la relativité restreinte conduit
4 des résultats infinis, et ces infinités doivent &tre contrdlées par une procédure appelée
renormalisation, qui n’a vraiment été comprise et justifiée que dans les années 1970.
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Les vecteurs des interactions faibles sont les bosons de spin 1 chargés W+
et neutre Z°, dont les masses sont respectivement 82 MeV/c? et 91 MeV/c?,
environ 100 fois la masse du proton. Les leptons, les quarks, les bosons de
spin 1 (ou bosons de jauge) : photon, gluons, bosons W# et Z°, ainsi qu’une
particule hypothétique de spin 0, & P'origine de la masse des particules, le
boson de Higgs, sont les particules du modéle standard de la physique des
particules, qui a été testé expérimentalement avec une précision supérieure a
0.1 % au cours de ces dix derniéres années.

Enfin les interactions gravitationnelles, toujours attractives contrairement
aux interactions coulombiennes, ont la forme bien connue entre deux masses m
et m/

(1.5)

ou les notations sont identiques a celles de (1.2) et ou G est la constante de
gravitation., La loi de force (1.5), est, comme la loi de Coulomb, une loi a
longue portée, et on peut comparer directement les forces de gravitation et de
Coulomb entre un électron et un proton, puisque la forme de la loi de force

est la méme
Foo _ (42 ! ~ 10%
Fyr. dmeg Gm.myp

Dans un atome d’hydrogéne, la force de gravitation est négligeable, et de
facon générale, la force de gravitation sera totalement négligeable pour
tous les phénoménes de physique atomique, moléculaire ou du solide. La
relativité générale, théorie relativiste de la gravitation, prédit D’existence
d’ondes gravitationnelles!? qui sont pour la gravitation I'analogue des ondes
électromagnétiques, tandis que le graviton, particule de spin 2 et de masse
nulle, est I’analogue du photon. Toutefois il n’existe pas aujourd’hui de théorie
quantique de la gravitation. Concilier la mécanique quantique et la relativité
générale, expliquer 'origine de la masse et des trois familles de particules
constituent les défis majeurs de la physique théorique du XX1° siécle.

Comme résumé de cette présentation des constituants élémentaires et
des forces, on retiendra qu’il existe trois familles de particules de matiére,
comprenant des leptons et des quarks, et que les vecteurs des forces sont le
photon pour les interactions électromagnétiques, le gluon pour les interaction
fortes, les bosons W et Z pour les interactions faibles, et enfin I’hypothétique
graviton pour les interactions gravitationnelles.

14. Les preuves de 'existence des ondes gravitationnelles sont pour le moment indirectes :
elles résultent de ’observation de pulsars (étoiles & neutrons) binaires. Ces ondes pourraient
8tre détectées prochainement sur Terre dans les expériences VIRGO et LIGO. L’observation
du graviton est probablement repoussée a4 un futur trés lointain.
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1.2 Physique classique et physique quantique

Avant d’introduire la physique quantique, résumons briévement les
fondements de la physique classique. La physique classique comporte trois
branches principales, qui ont chacune diverses ramifications.

1. La premiére branche est la mécanique, dont la loi fondamentale est la loi
de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique, donnant la force F sur
une particule ponctuelle de masse m en fonction de la dérivée par rapport au

temps de son impulsion 7

L dp
== 1.
7 (1.6)

Sous cette forme, V’équation fondamentale de la dynamique survit aux
modifications apportées par Einstein en 1905 avec la relativité restreinte, a
condition d’utiliser I’expression relativiste de limpulsion en fonction de la
vitesse 7, de la masse m de la particule et de la vitesse de la lumiére ¢

. mu
b= —Frr——
1 —v2/c?
2. La deuxiéme branche est [’électromagnétisme, résumé dans les quatre
équations de Maxwell donnant le champ électrique E et le champ

magnétique B en fonction des densités de charge pem et de courant Jem,
appelées sources du champ électromagnétique

(1.7)

X = . OB

.B = BF=—-— 1.8
\Y 0 V x 51 (1.8)
= 0 Pem 2 3 BE 1 -

B = VxB=—+—Tem 1.9
v €0 eV 8t+503 (1.9)

De ces équations, on déduit la propagation d’ondes électromagnétiques dans
le vide a la vitesse de la lumiére

1 62 )\ | E
(;&5~v){§_o (1.10)

Ceci fait le lien avec loptique, qui devient un cas particulier de
I’électromagnétisme. Le lien entre 1 et 2 est fourni par la loi de Lorentz
donnant la force sur une particule de charge ¢ et de vitesse ¢/

F=q[E+7xB) (1.11)

3. La troisiéme branche est la thermodynamique, qui se déduit du second
principe!®: il n’existe pas de dispositif fonctionnant suivant un cycle dont le

15. Le premier principe n’est autre que la conservation de ’énergie, quant au troisiéme,
il est fondamentalement d’origine quantique.
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seul effet serait de fournir du travail & partir d’une source de chaleur unique.
A partir du second principe, on déduit la notion d’entropie, dont découle toute
la thermodynamique classique. L’origine microscopique du second principe a
été comprise 4 la fin du X1x© siécle par Boltzmann et Gibbs, qui ont pu relier ce
principe au fait qu’un échantillon de matiére macroscopique est composé d'un
nombre énorme (~ 1023) d’atomes, ce qui permet d’utiliser des raisonnements
probabilistes & la base de la mécanique statistique. Le résultat principal de la
mécanique statistique est la loi de Boltzmann : la probabilité p(F) pour qu'un
systéme physique en équilibre & la température absolue T ait I’énergie!® E
comprend un facteur, le « poids de Boltzmann » pg(FE)

p5(B) = exp (- 07 ) = exp(-E) (1.12)

ol kg est la constante de Boltzmann (la constante R des gaz parfaits divisée
par le nombre d’Avogadro), et nous avons introduit la notation usuelle 8 =
1/(kgT). Cependant la mécanique statistique classique n’est pas en fait une
théorie cohérente, et il faut parfois se livrer a des acrobaties pour obtenir des
résultats sensés, par exemple pour 'entropie d’un gaz parfait. La physique
quantique léve toutes ces difficultés.

4. En toute rigueur il faut ajouter une quatriéme branche & la physique
classique. En effet, la théorie relativiste de la gravitation n’est pas incluse
dans le cadre précédent : cette théorie est la relativité générale, qui est une
description géométrique, oit les forces de gravitation sont reliées & la courbure
de l'espace-temps.

Nous avons décrit dans (1.6)—(1.11) les lois fondamentales de la physique
classique, qui se résument donc & sept équations en tout et pour tout ! Le
lecteur pourra se demander ce que sont devenues les multiples autres lois qu’il
a rencontrées : loi d’Ohm, loi de Hooke, lois de la dynamique des fluides,
etc. Certaines de ces lois se déduisent directement des lois fondamentales :
ainsi la loi de Coulomb est une conséquence des équations de Maxwell et de
la force de Lorentz (1.11) pour des charges statiques, I’équation d’Euler pour
les fluides parfaits une conséquence de la loi fondamentale de la dynamique.
D’autres lois sont des lois!? phénoménologigues, qui n’ont pas une validité
universelle, contrairement aux lois fondamentales : par exemple certains
milieux n’obéissent pas a la loi d’Ohm, la relation entre I’induction Detle
champ électrique D = ¢E (pour un milieu isotrope) est en défaut quand
le champ électrique devient grand, ce qui donne lieu aux phénoménes de
loptique non-linéaire, la loi de Hooke n’est plus valable si la tension devient
trop importante, etc. La mécanique du solide, 1’élasticité ou la mécanique des

16. La probabilité p(E) est le produit de pg(E) (1.12) et d’un facteur D(E), la « densité
des niveaux d’énergie », qui en physique classique s’obtient par une intégration sur 'espace
de phase : voir note 21. Le calcul quantique de la densité de niveaux est décrit au § 9.6.2.

17. Bien souvent une loi phénoménologique n’est pas autre chose que le premier terme
d’un développement de Taylor !
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fluides découlent de (1.6) et de diverses lois phénoménologiques, comme la
loi qui relie en mécanique des fluides force, gradient de vitesse et viscosité. Il
importe de bien faire la distinction entre le petit nombre de lois fondamentales
et les multiples lois phénoménologiques que la physique classique utilise, faute
de mieux, pour décrire la matiére.

Bien que la physique classique soit d’une utilité indiscutable, elle n’en
présente pas moins une lacune de taille : alors que la physique se veut
une théorie de la matiére, la physique classique est complétement incapable
d’expliquer le comportement de la matiére étant donné ses constituants et les
forces entre ces constituants'®. Elle ne peut pas prédire Pexistence des atomes,
car on ne peut pas construire une échelle de longueur avec les constantes de
la physique classique : masses et charges du noyau et des électrons!®. Elle
n’explique pas pourquoi le Soleil brille, pourquoi la vapeur de sodium émet
une lumiére jaune, elle n’a rien a dire sur les propriétés chimiques des alcalins,
sur le fait que le cuivre conduit 1’électricité alors que le soufre est un isolant,
etc. Lorsque le physicien classique a besoin d’une propriété de la matiére,
une résistance électrique, une chaleur spécifique, il n’a pas d’autre choix que
de la mesurer expérimentalement. Au contraire la mécanique quantique a la
prétention d’expliquer le comportement de la matiére & partir des constituants
et des forces. Naturellement des prédictions précises a partir des premiers
principes ne sont possibles que pour les systémes les plus simples, comme
I’atome d’hydrogéne ou celui d’helium. La complexité des calculs ne permet
pas par exemple de prédire la structure cristalline de 'argent a partir des
données sur cet atome, mais étant donné cette structure, on saura expliquer
pourquoi ’argent est un conducteur, ce que la physique classique est incapable
de faire.

Il ne faudrait pas conclure de cette discussion que la physique classique ne
peut plus étre intéressante et novatrice. Bien au contraire, on a assisté au cours
de ces vingt derniéres années & un renouveau de la physique classique, avec
des idées nouvelles sur les systémes dynamiques chaotiques, les instabilités,
les formations de structures hors équilibre etc. Des problémes aussi familiers
que la turbulence ou le frottement restent largement ouverts et passionnants.

18. Cette affirmation mérite d’étre un peu nuancée. Il existe de bons modéles
microscopiques en physique classique : par exemple la théorie cinétique des gaz permet
un calcul fiable des coeflicients de transport (viscosité, conductibilité thermique) d’un gaz.
Mais ni P’existence des molécules qui composent le gaz, ni la valeur de la section efficace
nécessaire au calcul ne peuvent s’expliquer par la physique classique.

19. Si 'on ajoute la vitesse de la lumiére, on peut construire une échelle de longueur, le
rayon classique de l’électron

g2

= — ~28x10"%m
d7eg mec?

Te

qui est trop petit par 4 ordres de grandeur par rapport aux dimensions atomiques. On
peut aussi invoquer l'invariance d'échelle des équations classiques : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 1.
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Simplement il existe des problémes que par nature la physique classique ne
peut pas aborder.

La physique quantique prétend donc expliquer le comportement de la
matiére & partir des constituants et des forces, mais il y a un prix a payer : les
objets quantiques exhibent un comportement radicalement nouveau, qui défie
notre intuition fondée sur ’expérience du comportement d’objets classiques.
Cela dit, si 'on ne se préoccupe pas de cet aspect déroutant, la mécanique
quantique se révéle un outil remarquable, jamais mis en défaut jusqu’a
aujourd’hui, capable de couvrir des phénoménes allant de la physique des
quarks & la cosmologie en passant par toutes les échelles intermédiaires. La
plupart des technologies modernes n’auraient pas vu le jour sans la mécanique
quantique : toutes les technologies de l'information sont fondées sur notre
compréhension quantique des solides et en particulier des semi-conducteurs.
On peut prévoir que la miniaturisation des dispositifs électroniques rendra
la mécanique quantique de plus en plus omniprésente dans la technologie
moderne,.

La grande majorité des physiciens ne se préoccupent pas des propriétés
déroutantes de la mécanique quantique et s’en servent comme d’un outil sans
se poser de questions de principe. Cependant, les progrés théoriques et surtout
expérimentaux des ces vingt derniéres années ont permis de mieux cerner
certains aspects du comportement des objets quantiques : bien que tout soit
encore loin d’étre clair, nous verrons au chapitre 6 et dans Pappendice B que
nous sommes sans doute sur la voie d’une compréhension plus satisfaisante
de la mécanique quantique. Dans quelques années, on pourra peut-étre
trouver obsoléte I'affirmation de Feynman : « Je pense que ’on peut affirmer
aujourd’hui que personne ne comprend la mécanique quantique. ». Avant de
nous lancer dans ces développements récents, revenons quelques instants une
centaine d’années en arriére, aux débuts de la physique quantique.

1.3 Un peu d’histoire

1.3.1 Le rayonnement du corps noir

Un objet chaud comme un fer chauffé au rouge, ou le Soleil, émet un
rayonnement électromagnétique avec un spectre de fréquences qui dépend
de la température. La puissance émise u(w,T’) par unité de fréquence w et
de surface dépend de la température absolue T de I'objet. Un raisonnement
purement thermodynamique permet de montrer que si l’objet est parfaitement
absorbant, ce qui en fait un corps noir, alors u(w,T) est une fonction
universelle, indépendante de l'objet pour une température donnée. Une
trés bonne réalisation d’un corps noir pour la lumiére visible est une petite
ouverture dans une enceinte dont I'intérieur est peint en noir : un rayon
lumineux pénétrant dans l’enceinte n’a pratiquement aucune chance d’en
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F1G. 1.4 — Enceinte pour le rayonnement du corps noir.

ressortir, puisqu’a chaque réflexion il a une bonne probabilité d’étre absorbé
par la paroi intérieure de lenceinte (figure 1.4).

Supposons ’enceinte chauffée a la température T : les atomes de la paroi
émettent et absorbent du rayonnement électromagnétique, et il s’établit a
I’équilibre thermodynamique un systéme d’ondes stationnaires dans la cavité.
Si la cavité est un parallélépipéde de cotés Ly, L, et L., et si nous utilisons
des conditions aux limites périodiques, le champ électrique sera de la forme
Eyexpli(k-7—wt)], le vecteur d’onde k perpendiculaire & E, étant de la forme

- 27 2m 2n
k= (Enz, -I;ny, L—ZTLZ) (113)

ol (ng, ny, n,) sont des nombres entiers positifs ou négatifs et w = clk| = ck.
On montre que chaque onde stationnaire se comporte comme un oscillateur
harmon1que20 de frequence w dont ’énergie est proportionnelle au carré de

Pamplitude, et donc & EQ. D’apres la loi de Boltzmann (1.12), la probabilité
que cet oscillateur ait une énergie £ comprend un facteur exp(—E/kgT) =
exp(—BE). En fait, dans ce cas, la densité de niveaux D(E) (c¢f. note 16) est
une constante®!, et I’énergie moyenne de cet oscillateur est simplement

_ [dE Eexp(—pE)
(E) = 4B exp(—5E) ———1 (/dE exp( ﬁE))

9, 1_1
=—g5ing =5 ksl (1.14)

L’énergie moyenne de chaque onde stationnaire est kg7T. Comme le nombre
d’ondes stationnaires possibles est infini, I’énergie dans I’enceinte est infinie !

20. Ceci sera expliqué au § 11.3.3.
21. L’intégration sur l’espace de phase pour l'oscillateur harmonique classique & une
dimension donne en effet, pour une fonction arbitraire f(E) (exercice 1.6.2)

/dzdpé (E _P lmwzzz) fE)= 2 f(E)
2m 2 w

x et p étant la position et I'impulsion.
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On relie facilement u(w,T) & la densité d’énergie e(w,T) par unité de
fréquence dans Penceinte (exercice 1.6.2)

u(w,T) = - ew,T) (1.15)

et on est ramené au calcul de e(w,T), dont on déduit la densité d’énergie

e(T) :/ dwe(w,T) (1.16)
0
La thermodynamique permet de montrer la loi d’échelle

ew, T) =wiyp (%) (L.17)

ol la fonction ¢ est indépendante de la forme de I’enceinte, mais elle ne dit
rien sur la forme explicite de la fonction . Essayons de la déterminer a un
facteur multiplicatif prés par analyse dimensionnelle : a priori, e(w,T) ne
peut dépendre que de w, de ¢, de P’énergie disponible dans le probléme kgT
et d’une constante sans dimension 4 que I'analyse dimensionnelle ne permet
pas de fixer. La seule solution possible est (exercice 1.6.2)
kgT
e(w,T) = Ac™3(kpT)w? = w? [Ac-f5 <B—))} (1.18)
w
ce qui est bien de la forme (1.17). On retrouve le fait que la densité d’énergie
dans I'enceinte est infinie

o0 oo
e(T) = / dwe(w,T) = Ac™3(kgT) / widw = 400
0 0

La mécanique statistique permet de calculer A (exercice 1.6.2), mais ne résout
en rien le probléme de lénergie infinie, et I'analyse dimensionnelle suggére
fortement que le rayonnement du corps noir ne peut s’expliquer que si 'on
accepte d’introduire une nouvelle constante physique.

Parmi toutes les hypothéses conduisant au résultat inacceptable d’une
énergie infinie, Planck remet en cause celle qui conduit au calcul (1.14) de
I’énergie moyenne d'un oscillateur??: au lieu de supposer que E peut prendre
toutes les valeurs possibles entre zéro et I'infini, il admet que cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes E,, qui sont des multiples entiers de la
fréquence w de V'oscillateur, avec un coefficient de proportionnalité &

E, = n(hw) n=012,... (1.19)

22. En réalité, Planck a appliqué son raisonnement & un « résonnateur » dont la nature
reste obscure. Considérer les vibrations du champ électromagnétique est plus simple et plus
direct, mais constitue une entorse & la vérité historique. Notre présentation « historique »,
tout comme celle de la plupart des manuels, tient plus du conte de fées (H. Kragh, Physics
World, déc. 2000) que de I'histoire réelle. De méme il ne semble pas que les physiciens de
la fin du dix-neuviéme siécle aient été préoccupés par le probléme de I’énergie infinie, ou
par 'absence d’une constante fondamentale.
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La constante fi est appelée constante de Planck ; plus exactement, c’est la
constante de Planck h divisée?? par 27 : A = h/(27). La constante de Planck
se mesure en J.s : elle a pour dimension ML?*7 ! et elle a pour valeur
numeérique

he1.054 x 10734 J s ou h~662x10"3]s

D’aprés la loi de Boltzmann, la probabilité normalisée d’observer une
énergie E, est

o -1
P(E,) = e Pnhv <Z e—ﬂ""w) = exp(—fBnhw)(1 — exp(—Bhw)) (1.20)

n=0

Pour obtenir (1.20), on remarque que la sommation sur n est celle d’une
série géométrique. Posant x = exp(—fhw) on calcule aisément la valeur
moyenne (E) de I’énergie d’un oscillateur

o0 d o}
EYy=(1- F))z” = (1 — D hwr— n
() = (=) 3 (hoa” = (1 = g 3o
d 1 hwzx hw
— - e L - - 1.21
(1-2) Tl-z 1-z exp(fhw) — 1 (1.21)
Cette formule permet de calculer la densité d’énergie (exercice 1.6.2)
3
((w,T) = d (1.22)

w2¢3 exp(Bhw) — 1

et donc u(w,T'), en parfait accord avec I’expérience si ’on fixe convenablement
la valeur de 7i, et avec le résultat (1.17) de la thermodynamique. On remarque
que 'approximation classique (1.18) est valable si kgT > hw, c’est-a-dire pour
les basses fréquences.

L’exemple le plus connu de rayonnement du corps noir est le rayonnement
fossile qui remplit I'Univers®*, ou rayonnement & 3 K. La distribution de
fréquence de ce rayonnement suit remarquablement la loi de Planck (1.22)
avec une température de 2.73 K ~ 3 K (figure 1.5), mais ce rayonnement
n’est plus a I’équilibre thermodynamique. Il s’est découplé des atomes environ
400000 ans aprés le big-bang, c’est-a-dire la naissance de I’Univers. Au
moment de ce découplage, le température était de 10* K environ. Ensuite
I’expansion de I'Univers a réduit cette valeur a la valeur actuelle de 3 K.

23. Nous utiliserons systématiquement % et non h, et par abus de langage nous
appellerons £ la constante de Planck ; la relation E = fw est bien sir équivalente 3 E = hy,
ou v est la fréquence ordinaire, mesurée en Hz, et w la fréquence angulaire, ou pulsation,
mesurée en rad.s~!: w = 27v. Comme nous utiliserons pratiquement toujours w et jamais v,
par abus de langage nous appellerons w la fréquence.

24. On trouvera un exposé remarquable du big-bang dans S. Weinberg, Les Trois
Premiéres Minutes de I'Univers, Editions du Seuil, Paris (1978).
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FIG. 1.5 — Le rayonnement du corps noir a 3 K. L’axe vertical donne l'intensité du
rayonnement en W.m ™ 2.sr . Hz"!. On observera I’accord remarquable avec la loi
de Planck pour T = 2.73 K. D’aprés J. Rich, Principes de la cosmologie, Editions
de Ecole Polytechnique, Palaiseau (2002).

1.3.2 L’effet photoélectrique

Le nombre entier n dans (1.19) posséde une interprétation physique
particuliérement importante : la raison pour laquelle I’énergie d’'une onde
stationnaire de fréquence w est un multiple entier nfiw de hw est que l'on y
trouve précisément n photons (ou particules de lumiére) d’énergie fuw. Clest
cette interprétation qui a conduit Einstein & introduire le concept de photon
pour expliquer I'effet photoélectrigue. Lorsqu’un métal est illuminé par un
rayonnement électromagnétique, des électrons sont arrachés au métal, avec un
effet de seuil qui dépend de la fréquence, et non de l'intensité. L’expérience
de Millikan (figure 1.6) confirme I'interpétation d’Einstein : les électrons sont
arrachés au métal avec une énergie cinétique E,

E.=hw—-W (1.23)
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/ | Vol

|
| W/lge| w
(a) (b)

F1G. 1.6 — L’expérience de Millikan. (a) Schéma de 'expérience. (b) |Vo| en fonction
de w.

o W est le potentiel d’extraction. Aucun électron de charge g. n’atteint la
cathode si |g.V| > E.. Si Vy est le potentiel pour lequel le courant s’annule

Vol = 2L (1.24)
‘Qe‘ IQe‘

Porter |Vp| en fonction de w donne une droite de pente %/|q.|, et la valeur de /i
coincide avec celle du rayonnement du corps noir, ce qui confirme ’hypothése
d’Einstein?®: le rayonnement électromagnétique est composé de photons?S.
Le fait que la valeur de £ soit la méme que pour le corps noir montre bien que
P'on est en présence d’une nouvelle constante fondamentale.

1.4 Ondes et particules : interférences

1.4.1 Hypothése de de Broglie

Partons de la relation (1.19) E = hw pour n = 1 reliant I’énergie et la
fréquence d’un photon, aussi appelée relation de Planck-Finstein. Un photon

25. Encore une réécriture de Dhistoire ! Certains résultats qualitatifs sur leffet
photoélectrique avaient été obtenus par Lenard au début des années 1900, mais les mesures
précises de Millikan sont postérieures de 10 ans a ’hypothése d'Einstein, qui semble avoir été
motivé non par l'effet photoélectrique, mais par la similitude entre la loi de transformation
relativiste de la fréquence et celle de ’énergie. Voir G. Margaritondo, Physics World, avril
2001.

26. Toutefois 'argument n’est pas entiérement convaincant, car 'effet photoélectrique
peut s’expliquer dans le cadre d’une théorie semi-classique, o le champ électromagnétique
n’est pas quantifié et ou le concept de photon n’existe pas : ¢f. § 14.3.3. En revanche on
ne peut pas expliquer I'effet photoélectrique sans introduire A.
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posséde une impulsion
E  hw
p = —_—= —
¢ ¢
mais compte tenu de w = ck et de ce que 'impulsion et le vecteur d’onde sont
paralléles et de méme sens, on aboutit & la relation vectorielle suivante entre

impulsion et vecteur d’onde

7= hk (1.25)

Cette équation se traduit aussi par une relation (cette fois scalaire} entre
impulsion et longueur d’onde A

p=x (1.26)

L’hypothése de de Broglie est que les relations (1.25) et (1.26) sont valables
pour toutes les particules. Selon cette hypothése, une particule d’impulsion
posséde des propriétés ondulatoires caractéristiques d’une longueur d’onde
A = h/p. Si v < con utilisera § = mv, et sinon la formule générale (1.7),
sauf bien sfir pour m = 0, ot p = E/c. Si cette hypothése est correcte, on
doit pouvoir observer avec des particules des propriétés caractéristiques des
ondes, 4 savoir les interférences et la diffraction.

1.4.2 Diffraction et interférences avec des neutrons
froids

Depuis les années 1980, les techniques expérimentales modernes
permettent de vérifier les propriétés d’interférences et de diffraction de
particules dans des expériences dont le principe est simple et dont
Pinterprétation est directe. Ces expériences ont été réalisées avec des photons,
des électrons, des atomes, des molécules et des neutrons. Nous avons choisi,
un peu arbitrairement, d’exposer les expériences réalisées avec des neutrons,
qui nous ont semblé particuliérement élégantes et éclairantes. Les expériences
de diffraction de neutrons par des cristaux sont classiques depuis plus de
cinquante ans (exercice 1.6.4), mais 'idée est ici de réaliser des expériences
avec des dispositifs macroscopiques, des fentes visibles a 1’oeil nu, et non
d’utiliser un réseau dont la maille est de quelques A.

Les expériences ont été réalisées dans les années 1980 par un groupe
d’Innsbriick auprés du réacteur nucléaire de recherche de IInstitut Laue-
Langevin & Grenoble. Les neutrons de masse m,, sont produits par la fission
d’atomes d’uranium?3® dans le cceur du réacteur, et sont ensuite guidés vers
les expériences. En ordre de grandeur, leur énergie cinétique est kg7’, oll
T ~ 300K est la température ambiante : on appelle ces neutrons des neutrons
thermiques dont Iénergie cinétique ~ kT ~ 1/40eV pour T = 300K.
L’impulsion p = v/2m,kgT correspond a une vitesse v = p/m,, d’environ 1000
m.s~! et d’aprés (1.26) la longueur d’onde ¢y, vaut h/v2mpksT ~ 1.8 A. On
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F1G. 1.7 — Dispositif expérimental pour la diffraction et les interférences de
neutrons. S; et Sy : fentes collimatrices. S3 : fente d’entrée. Sy : fente objet.
S5 : position du compteur C. D’aprés A. Zeilinger et al., Rev. Med. Phys. 60, 1067
(1988).

augmente la longueur d’onde en faisant passer les neutrons dans des matériaux
4 basse température : par exemple si la température du matériau est 1 K, la
longueur d’onde passera & A = A;,v/300 =~ 31 A. De tels neutrons sont appelés
« neutrons froids ». Dans l'expérience du groupe d’Innsbriick, les neutrons
sont « refroidis » dans du deuterium?’ liquide & 25 K. En sélectionnant les
neutrons aprés leur passage dans le deuterium liquide, on obtient des neutrons
dont la longueur d’onde moyenne est de 20 A.

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 1.7. La détection
des neutrons se fait & l'aide de compteurs a fluorure de bore BFj, le bore
absorbant les neutrons suivant la réaction

VB +n - "Li+*He

avec une efficacité voisine de 100 %. Le compteur est déplacé suivant ’écran
en S5, et compte le nombre de neutrons arrivant dans le voisinage de Ss.

Dans I'expérience de diffraction, la fente Sy a une largeur @ = 93 um, ce
qui donne une dimension angulaire de la tache de diffraction de

0= é ~ 2 x 107% radian
a

et sur Pécran situé & D = 5m de la fente une dimension linéaire de ’ordre
de 100 pm. II est possible de faire un calcul précis de la figure de diffraction
en tenant compte par exemple de la dispersion des longueurs d’onde autour
de la longueur d’onde moyenne de 20 A. Le résultat théorique est en accord
remarquable avec 'expérience (figure 1.8).

27. Le deuterium est choisi de préférence & I'hydrogéne, qui a 'inconvénient d’absorber
les neutrons dans la réaction n + p — 2H + v ; c’est pourquoi dans un réacteur nucléaire
I'eau lourde est un meilleur modérateur que ’eau ordinaire.
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100 pm

position de la fente Sy

Fic. 1.8 - Diffraction de neutrons par une fente. D’aprés A. Zeilinger et al., Rev.
Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

Dans l'expérience d’interférences, deux fentes de 21 um ont leurs centres

espacés de d = 125 um. L’interfrange sur ’écran vaut

1= % =80 um
Les fentes sont visibles a P’oeil nu, et linterfrange est macroscopique. A
nouveau un calcul théorique prenant en compte les divers paramétres de
Pexpérience est en excellent accord avec la figure d’interférences expérimentale
(figure 1.9).

Il y a toutefois une différence cruciale par rapport & une expérience
d’interférences en optique : Ia figure d’interférences est construite a partir
d’impacts de neutrons isolés, et elle est reconstituée apres coup lorsque
lexpérience est terminée. En effet, on déplace le compteur le long de ’écran
(ou bien on dispose une batterie de compteurs identiques recouvrant I'écran),
et on enregistre les neutrons arrivant au voisinage de chaque point de I’écran
pendant des intervalles de temps identiques. Soit N(z)Az le nombre de
neutrons détectés par seconde dans lintervalle [z — Az/2,x + Az /2], x étant
labscisse d’un point sur 1'écran. L’intensité Z(x) peut étre définie comme
étant égale & N(z) et le nombre de neutrons arrivant au voisinage d’un point
de I’écran est proportionnel & intensité Z(x) de la figure d’interférences, avec
des fluctuations statistiques autour d'une valeur moyenne. Les impacts isolés
sont illustrés sur la figure 1.10 par une expérience faite non avec des neutrons,
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F1G. 1.9 — Expérience des fentes d"Young avec des neutrons. D’aprés A. Zeilinger
et al., Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988).

mais des atomes froids que I’on laisse tomber & travers des fentes d”Young : les
impacts des atomes tombant sur ’écran sont enregistrés pour donner I’aspect
de la figure 1.10.

atomes )

froids ® 435 cm o

/Ente."// /]/ f =3 ':‘

85 ¢m g &

/ de d ‘/
écran de détection
4 ; :

F1G. 1.10 — Interférences avec des atomes froids. D’aprés Basdevant et

Dalibard [2001].
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1.4.3 Interprétation des expériences

Outre les neutrons et les atomes froids, les expériences de diffraction et
d’interférences ont été réalisées avec plusieurs autres types de particules :

e avec des photons, en réduisant 'intensité de telle sorte que les photons
arrivent un a un sur ’écran,

e avec des électrons,
e avec des molécules légéres (Nag),

o avec des fullerénes Cg (exercice 1.6.1),

et il y a tout lieu de penser que les résultats sont universels, indépendants
du type de particule : atomes, molécules, virus?®... Cependant ces résultats
expérimentaux incontournables souffrir d’une difficulté d’interprétation : dans
une expérience classique d’interférences de fentes d’Young réalisée avec des
ondes, I'onde incidente se divise en deux ondes qui se recombinent ensuite
et interférent, phénomeéne visible 4 'oeil nu pour des ondes & la surface de
I’eaun. Dans le cas des neutrons, chaque neutron arrive isolément ; I’intervalle
de temps entre deux neutrons successifs est tel que lorsqu’un neutron est
détecté sur ’écran, le neutron suivant est encore dans le réacteur, confiné
dans un atome d’uranium. Est-il envisageable que le neutron se scinde en deux
fractions de neutron, chaque fraction passant par une fente 7 Il est facile de
se convaincre que cette hypothése est absurde : un compteur détecte toujours
un neutron entier, jamais une fraction de neutron ! Il en est de méme si 'on
scinde & ’aide d’un miroir semi-transparent une onde lumineuse d’intensité
suffisamment réduite pour pouvoir détecter les photons individuellement ; les
photodétecteurs D et Dy détectent toujours un photon entier, jamais une
fraction de photon (figure 1.11). Le photon, comme le neutron, est insécable,
du moins dans le vide, car par interaction avec un milieu non-linéaire, un
photon peut se scinder en deux photons d’énergie plus faible : voir § 6.2.2.
II nous faut donc admettre qu’une particule quantique présente & la
fois un aspect ondulatoire et un aspect corpusculaire: c’est donc un objet
entiérement nouveau et étrange, du moins pour notre intuition formée par
la pratique d’objets macroscopiques. Comme 1’écrivent Lévy-Leblond et
Balibar, paraphrasant Feynman, « les objets quantiques sont complétement
cinglés », mais ils ajoutent « au moins le sont-ils tous de la méme facon ».
En effet photons, électrons, -neutrons, atomes, molécules... ont tous ce
méme comportement, & la fois ondulatoire et corpusculaire. Afin de mettre
en valeur cette unicité du comportement quantique, certains auteurs ont

28. Cependant 'observation d’effets ondulatoires est de plus en plus difficile quand les
objets deviennent plus gros, d’abord parce que les longueurs d’onde sont de plus en plus
courtes, mais aussi parce que les effets de la décohérence (§ 6.3.1) sont de plus en plus
importants lorsque la taille de 'objet augmente.
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F1G. 1.11 — Lame séparatrice et comptage de photons par des photodétecteurs Dy
et DQ.

proposé le néologisme « quanton » pour désigner un objet doté dun tel
comportement. Nous continuerons a utiliser « particule quantique », ou
simplement « particule », car les particules considérées dans ce livre auront un
comportement quantique, et nous préciserons « particule classique » si nous
voulons revenir & des petites boules de billard.

Si le neutron est insécable, peut-on savoir s’il est passé par une fente
plutot que 'autre ? Si une fente est fermée, on observe sur 1’écran la figure de
diffraction de l'autre fente et réciproquement. Si la situation expérimentale est
telle que 'on peut décider par quelle fente est passé le neutron, alors on doit
observer sur 1’écran la superposition des intensités des figures de diffraction
de chaque fente : en effet on peut diviser les neutrons en deux groupes, ceux
qui sont passés par la fente supérieure, et pour lesquels on aurait pu fermer
la fente inférieure sans rien changer au résultat, et ceux qui sont passés par
la fente inférieure. On n’observe une figure d’interférences que si le dispositif
expérimental est tel que I’on ne peut pas savoir, méme en principe, par quelle
fente est passé le neutron. En résumé

(i) Si le dispositif expérimental ne permet pas de savoir par quelle fente est .
passé le neutron, alors on observera des interférences.

(ii) Si le dispositif permet en principe de décider entre les deux fentes,
alors les interférences seront détruites, indépendamment du fait qu’'un
expérimentateur se donne ou non la peine de faire l'observation
nécessaire.

Une remarque fondamentale est que l'on ne peut pas savoir a priori en
quel point de l’écran va arriver un neutron donné. On peut seulement
affirmer que la probabilité d’arrivée sur ’écran est grande en un point de
maximum de la figure d’interférences, et petite en un point on la figure
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d’interférences présente un minimum. Plus précisément, la probabilité
d’arrivée en un point d’abscisse z est proportionnelle 4 Uintensité Z(z) de la
figure d’interférences en ce point. De méme, dans 'expérience de la figure 1.11,
chaque photomultiplicateur a une probabilité 1/2 d’étre déclenché par un
photon donné, mais il est impossible de savoir & 'avance lequel des deux le
sera.

Essayons de donner une formulation quantitative de la discussion
précédente. Tout d’abord, par analogie avec les ondes, nous introduirons une
fonction complexe de z, a1(x) (resp. as(x)), appelée amplitude de probabilité,
associée au passage par la fente supérieure (resp. inférieure) d’un neutron
arrivant en z sur I’écran. Le module au carré de 'amplitude de probabilité
donne lintensité : si la fente 2 est fermée Z;(z) = |a1(x)|? et inversement
Zo(z) = |aa(z)|? si la fente 1 est fermée. Dans le cas (i) on ajoute les
amplitudes avant de calculer 'intensité

I(z) o ar (2) + az(z)|? (1.27)
et dans le cas (ii) on ajoute les intensités
I(z)  |ar(@)]* + |az(2)|? = T1(z) + Lo(z) (1.28)

Comme ci-dessus, l'intensité peut étre définie comme le nombre de neutrons
arrivant par seconde et par unité de longueur sur ’écran. Pour tenir compte
du caractére probabiliste du point d’impact des neutrons, les amplitudes a;
et as ne seront pas des amplitudes ondulatoires, mesurant amplitude d’une
vibration, mais des amplitudes de probabilité, dont le module carré donnera
la. probabilité d’arriver au point z sur ’écran. La notion d’amplitude de
probabilité, propre a la physique quantique, sera développée et recevra un
habillage mathématique au chapitre 3.

Une formulation plus générale de (1.27) et (1.28) est alors la suivante :
supposons que partant d’un état initial ¢ on arrive & un état final f. Pour
obtenir la probabilité p,_, ; d’observer l’état final f, on doit additionner toutes
les amplitudes conduisant au résultat f en partant de 2

aip = o, -0, 4ot ol

et p;_,r = |ai— #1%. 11 doit étre bien entendu que les états ¢ et f sont spécifiés
de facon unique par la donnée des paramétres qui définissent I'état initial
et Pétat final de I'ensemble du dispositif expérimental. Si par exemple nous
recherchons une information sur le passage du neutron & travers une fente,
cette information ne peut étre obtenue qu’en intégrant les fentes d’Young dans
un dispositif plus vaste, dont ’état final, qui dépendra d’autres parameétres
que le point d’impact du neutron, est susceptible de nous renseigner sur le
passage par une fente déterminée : I’état final de ensemble du dispositif ne
sera pas le méme selon que le neutron est passé par une fente ou par Pautre.
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En résumé, on doit sommer les amplitudes pour des états finaux?®

identiques, et les probabilités pour des états finaux différents, méme si ces
états finaux concernent d’autres paramétres physiques que ceux auxquels on
s’intéresse. Il suffit que ces paramétres soient accessibles en principe, méme
s’ils ne sont pas effectivement observés, pour que l'on doive considérer des
états finaux comme différents. Nous illustrerons ce point au paragraphe
suivant sur un exemple concret. Une facon imagée d’exprimer les propriétés
ci-dessus consiste a dire que des états finaux identiques définissent des chemins
indiscernables, et que 'on doit sommer les amplitudes correspondant & tous
les chemins indiscernables.

1.4.4 Inégalités de Heisenberg I

Revenons sur l’expérience de diffraction des neutrons pour en tirer
une relation fondamentale, appelée inégalité de Heisenberg, ou suivant une
terminologie courante mais ambigué, principe d’incertitude de Heisenberg. Si
la largeur de la fente est a, et si nous orientons ’axe des z dans le plan de
la fente perpendiculairement & celle-ci, la position du neutron suivant cet axe
immédiatement & la sortie de la fente est précise & Ax = a prés. Comme
la largeur angulaire de la tache de diffraction est ~ A/Ax, la composante
suivant « de impulsion du neutron est Ap, ~ (A/Az)p = h/Az, ou p est
Pimpulsion du neutron (on suppose p > Ap,). Nous avons donc la relation

Apy Ax ~ h (1.29)

Nous verrons au chapitre 9 une version plus précise de (1.29), ou Ap;, i =
z,y,z, et Azx;, z; = x,y, z, représenteront les écarts quadratiques moyens sur
des composantes identiques (i) de 'impulsion et de la position

Ap; Az; > %h (1.30)

En revanche, aucune inégalité ne relie des composantes différentes de
Pimpulsion et de la position : par exemple Ap, et Ay ne sont contraints par
aucune relation. On dit souvent, en interprétant I’expérience de diffraction,
que le passage du neutron dans une fente de largeur Az a permis de
mesurer sa position suivant x avec une précision Az, et que cette mesure a
perturbé son impulsion par une quantité Ap, ~ h/Ax. Nous verrons que les
inégalités (1.30) n’ont en fait rien & voir avec une mesure expérimentale de la
position ou de 'impulsion, mais proviennent de la description mathématique
d’une particule quantique par un train d’ondes. Nous reviendrons également
sur la signification des ces relations.

Nous allons maintenant utiliser (1.29) pour discuter la question de
I’'observation des trajectoires dans l'expérience d’interférences avec des
neutrons. Einstein avait proposé le dispositif de la figure 1.12 pour déterminer

29. La grammaire classique imposerait « états finals ». ..
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Fi1g. 1.12 — Une controverse Bohr-Einstein. Les fentes F} et F» sont les fentes
d’Young. La fente Fy est percée dans un écran mobile verticalement.

la trajectoire du neutron : passe-t-il par la fente supérieure ou inférieure ?
Quand le neutron franchit la premiére fente Fp, il donne par conservation
de Yimpulsion une impulsion vers le bas & l'écran Fy s'il franchit la fente
supérieure Fj et une impulsion vers le haut s’il franchit la fente inférieure Fj.
On peut donc déterminer par quelle fente est passé le neutron ! La réponse de
Bohr fut la suivante : si ’écran Ey regoit une impulsion Ap, que 'on mesure,
alors sa position est déterminée au mieux avec une précision de 'ordre de
h/Ap,. Cette imprécision dans la position de la source suffit a faire disparaitre
la figure d’interférences (exercice 1.6.3). Tous les dispositifs imaginés pour
déterminer la trajectoire du neutron sont, soit efficaces, mais dans ce cas
il n’y a pas d’interférences, soit inefficaces, et dans ce cas les interférences
persistent, mais on ne sait pas par quelle fente est passé le neutron. La figure
d’interférences se brouille au fur et & mesure que le dispositif devient de plus
en plus efficace.

La discussion précédente est en tout point correcte, mais elle masque le
point essentiel : ce n’est pas la perturbation causée a la trajectoire du neutron
par le choc sur le premier écran qui brouille les interférences®?. Ce qui est

30. La méme remarque vaut pour le dispositif imaginé par Feynman pour une expérience
de fentes d’Young avec des électrons (Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 1). Une source
de photons placée derriére les fentes permet en théorie d’observer le passage des électrons.
Lorsque 'on utilise des photons de courte longueur d’onde, les collisions électron-photon
permettent de discriminer entre les fentes, mais les collisions perturbent suffisamment les
trajectoires pour brouiller les interférences. Si on augmente la longeur d’onde, les chocs
sont moins violents, mais le pouvoir de résolution des photons diminue. Les interférences
réapparaissent quand ce pouvoir de résolution ne permet plus de distinguer entre les fentes.
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F1G. 1.13 — Etiquetage des trajectoires dans Pexpériences des fentes d’Young.
D’aprés B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111 (1991).

crucial est la possibilité d’étiqueter la trajectoire. On peut imaginer et méme
réaliser expérimentalement des dispositifs qui étiquettent les trajectoires sans
perturber en quoi que ce soit les degrés de liberté observés, et cet étiquetage
suffit & détruire les interférences. Nous allons décrire briévement un tel
dispositif, qui n’a pas encore été réalisé expérimentalement, mais qui ne
semble pas hors de portée de développements technologiques futurs. D’autres
dispositifs d’étiquetage sans perturbation qui ont été effectivement réalisés
sont discutés dans l'exercice 3.3.9, au § 6.2.2 et dans 'annexe B. Cependant
le principe de ces dispositifs repose sur des notions qui n’ont pas encore été
introduites, et nous revenons pour linstant i I'exemple familier des fentes
d’Young. Le dispositif proposé3! utilise des atomes, ce qui permet de jouer
sur leurs degrés de liberté internes sans affecter la trajectoire de leur centre
de masse. Avant leur passage i travers les fentes d’Young, les atomes sont
portés dans un état excité par un faisceau laser (figure 1.13). Devant chacune
des fentes d’Young se trouve une cavité supraconductrice micro-onde, décrite
plus en détail au § 6.3.1 et a Pannexe B. L’atome en passant dans la cavité
revient a son état fondamental en émettant avec une probabilité voisine de
100 % un photon qui reste confiné dans la cavité. La présence du photon
dans I'une ou Vautre des cavités permet d’étiqueter la trajectoire de l’atome,
ce qui détruit les interférences. La perturbation apportée a la trajectoire du
centre de masse de 'atome est totalement négligeable : il n’y a pratiquement
aucun transfert d’impulsion entre le photon et ’atome. Cependant les deux

31. Ce dispositif a été imaginé par B. Englert, M. Scully et H. Walther, Nature 351, 111
(1991) et une version grand public en est donnée dans Pour la Science 208, 60 (1995).
Les atomes sont supposés se trouver dans des états de Rydberg (¢f. exercice 14.5.4.)
Une expérience voisine dans son principe mais dont le schéma est plus complexe a été
effectivement réalisée par S. Diirr, T. Nonn et G. Rempe, Nature 395, 33 (1998).
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états finaux : atome arrivant au point d’abscisse x sur ’écran et photon
dans la cavité 1, et atome arrivant au point = sur ’écran et photon dans la
cavité 2 sont différents. 1l faut donc prendre le module carré de chacune des
amplitudes correspondantes et ajouter les probabilités. On note qu’il n’est pas
nécessaire de détecter le photon, ce qui introduirait d’ailleurs une complication
expérimentale supplémentaire. Il suffit de savoir que I’atome émet un photon
de fagon quasi-certaine au cours de son passage dans la cavité. Comme nous
Pavons déja souligné, il n’est pas indispensable que I'observation de I’état final
soit effectivement réalisée et il suffit qu’elle soit possible en principe, méme si
les technologies d’aujourd’hui ou de demain sont incapables de permettre cette
observation. Nous reviendrons sur cette discussion au § B.1, en lui donnant
un cadre mathématique.

1.5 Niveaux d’énergie

Cette section a pour objectif de définir la notion de niveau d’énergie,
en rappelant d’abord la notion classique. En nous appuyant sur ’atome
de Bohr, nous pourrons passer simplement & la notion quantique, puis nous
examinerons les transitions radiatives entre niveaux.

1.5.1 Niveaux d’énergie en mécanique classique
et modéles classiques de ’atome

Considérons une particule classique se déplagant pour simplifier sur une
droite choisie comme axe des z, et dont P’énergie potentielle est U({x). En
mécanique quantique, on appelle en général U(x) le potentiel. 1l est bien connu
que 'énergie mécanique F, somme de 'énergie cinétique K et de 'énergie
potentielle U est une constante : E = K + U = cste. Supposons que I’énergie
potentielle a la forme de la figure 1.14, celle d’un “puits de potentiel » : elle
tend vers une méme constante pour x — Foo. Il sera commode de fixer le
zéro d’énergie de telle sorte que £ = 0 pour une particule d’énergie cinétique
nulle & Uinfini.

Deux situations sont possibles

(i) La particule posséde une énergie E > 0 ; alors, si elle part par exemple
de z = —o0, elle est d’abord accélérée puis freinée au passage du puits
de potentiel et elle rejoint x = +00 avec une vitesse finale égale a sa
vitesse initiale. On dit que la particule est dans un état de diffusion.

(ii) L’énergie est négative : Uy < E < 0. Alors la particule ne peut pas
sortir du puits : elle effectue des allers-retours dans le puits entre les
deux points z; et z3 qui vérifient F = U(z;2). Elle est confinée dans
une région finie de 'axe des z, 1 < z < x4, et se trouve dans un état
lié.
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F1G@. 1.15 — Barriére de potentiel.

Lorsque 1’énergie potentielle est positive3? (figure 1.15), on a affaire & une
« barriére de potentiel » : dans ce cas E > 0 et on observe seulement des
états de diffusion. Si E < Up la particule partant de £ = —oo est d’abord
freinée, puis elle repart en arriére au point xz1 qui vérifie U(zq) = F : elle
rebondit sur la barriére de potentiel. Si E > Uy, la particule franchit la
barriére de potentiel et rejoint © = +00 en retrouvant sa vitesse initiale.

En mécanique classique, 1’énergie d’un état lié peut prendre toutes les
valeurs possibles entre Uy et 0. En mécanique quantique, cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes. En revanche, comme en mécanique
classique, I’énergie d’un état de diffusion est arbitraire. Cependant on trouvera
(sections 9.3 et 9.4) des différences notables avec la mécanique classique. Par
exemple la particule peut franchir une barriére de potentiel méme si & < Uy :
c’est « l'effet tunnel ». Inversement elle peut repartir en arriére méme si
FE > Uy.

Appliquons ces considérations de mécanique classique aux atomes : le
premier modeéle d’atomes fut proposé par Thomson (figure 1.16a), qui le

32. Naturellement on peut envisager des situations plus complexes que celles de la figure
(par exemple des double-puits) ; nous nous contentons de décrire les cas les plus simples.
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F1G. 1.16 — Modeles d’atome : (a) Thomson : les électrons sont situés dans une
distribution de charge positive continue. (b) Rutherford : les électrons décrivent
des orbites autour du noyau.

représentait par une sphére uniformément chargée positivement, avec des
électrons en mouvement dans cette distribution de charge. Un résultat
élémentaire d’électromagnétisme montre que les électrons se trouvent dans
un potentiel harmonique, et leur niveau d’énergie fondamental (stable) est
celui ou ils sont immobiles au fond du puits de potentiel ; les états excités
correspondent 4 des vibrations autour de la position d’équilibre. Ce modéle
fut éliminé®3® par les expériences de Geiger et Marsden, qui montrérent que
la diffusion de particules a (noyaux d’*He) par des atomes était incompatible
avec ce modéle. Rutherford déduisit de ces expériences I’existence du noyau
atomique, de dimension inférieure & 10 fm, et proposa le modéle planétaire
de Uatome (figure 1.16b) : les électrons tournent autour du noyau, tout
comme les planétes tournent autour du Soleil, I'attraction gravitationnelle
étant remplacée par attraction coulombienne. Ce modéle présente deux
défauts majeurs, non indépendants : aucune échelle ne fixe les dimensions
de Patome et I'atome est instable, car les électrons sur orbite rayonnent et
finissent par tomber sur le noyau. Dans ce processus, un spectre continu de
fréquences est émis. Au contraire, les résultats expérimentaux de la fin du
XIX® siécle montraient que (figure 1.17)

o les fréquences du rayonnement émis ou absorbé par un atome sont
discrétes, elles s’expriment en fonction de deux indices entiers n et m et
peuvent s’écrire comme des différences : wpy, = A, — Ap;

33. Pourtant ce modéle fait encore le bonheur des physiciens atomistes. ..
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FI1G. 1.17 — Emission et absorption de rayonnement entre deux niveaux F, et Ey,.

e il existe une configuration fondamentale de 'atome ol celui-ci ne
rayonne pas.

Ces résultats suggéraient que atome émettait ou absorbait un photon en
passant d’un niveau a un autre, la fréquence wy,, du photon étant donné par
(En > En)

P = En — En, . (1.31)

Les fréquences wy, sont appelées fréquences de Bohr. Suivant ces arguments,
seuls certains niveaux repérés par un indice discret peuvent exister : c’est la
quantification des niveaux d’énergie.

1.5.2 L’atome de Bohr

Pour expliquer cette quantification, Bohr plaque sur la mécanique classique
et 'atome de Rutherford une régle ad hoc de quantification. Nous utiliserons
une version légérement différente de I’argument original de Bohr. Considérant
pour simplifier I'atome d’hydrogéne et une orbite circulaire de rayon a pour
I’électron de masse m. et de charge g., nous postulerons que le périmétre de
lorbite 27a doit étre un multiple entier de la.longueur d’onde de de Broglie A

2ma = nA n=12,... (1.32)

Intuitivement, ceci peut s’expliquer, car cette condition revient a exiger que
la phase de 'onde de de Broglie revienne a sa valeur initiale aprés un tour
complet, et on forme ainsi une onde stationnaire. On déduit de (1.32) et (1.26)

h nh
2ta=n— =
P MU
D’aprés la loi de Newton
mev? q e doit o? = e?
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ol nous avons défini la quantité e = ¢2/(4nep). En éliminant la vitesse v
entre ces deux équations, on obtient le rayon de l'orbite
n2h?

= 1.33
a4 mee? ( )

Le cas n = 1 correspond a l'orbite de plus petit rayon, et ce rayon, appelé
rayon de Bohr, est noté ag

h2
ap=—5 =053 A (1.34)
€
L’énergie du niveau étiqueté par n est
e? e? meet R
En:-—me’uz———:——:——e—-:———oo-
a 2a 2n2h2 n?

Les niveaux d’énergie F, s’expriment en fonction de la constante de
Rydberg®* Ry

4
Me€
R 577 ~13.6 eV (1.35)
sous la forme
Ry

Cette formule donne le spectre (des niveaux) de latome d’hydrogéne. Le
niveau fondamental correspond a4 n = 1 et ’énergie d’ionisation de ’atome
d’hydrogéne est R.,. Les photons émis par 'atome d’hydrogéne ont des
fréquences
Fiwnm = —Roo (% - #) n>m (1.37)
en parfait accord avec les données spectroscopiques sur ’hydrogéne. La
simplicité avec laquelle la théorie de Bohr permet de calculer le spectre de
Patome d’hydrogéne ne doit cependant pas masquer son caractére artificiel.
La généralisation par Sommerfeld de la théorie de Bohr consiste & postuler
la relation

/pi dg; = nh (1.38)

ol ¢; et p; sont les coordonnées et les moments conjugués au sens de la
mécanique classique et 7 un entier > 1. Cependant on sait aujourd’hui que les
conditions (1.38) ne sont valables que pour certains systémes trés particuliers
et pour n grand, sauf exception. La théorie de Bohr-Sommerfeld est incapable
de décrire les atomes & plusieurs électrons, ainsi que les états de diffusion. Le
succés de la théorie de Bohr pour 'atome d’hydrogéne est un hasard heureux !

34. La raison pour l'indice oo est la suivante : la théorie exposée ici suppose le proton
infiniment lourd. Tenir compte de la masse finie my du proton meodifie R en Roo(1/(1 +
me/mp)): cf. exercice 1.6.5.
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1.5.3 Ordres de grandeur en physique atomique

Les unités MKS, adaptées au monde a notre échelle, sont malcommodes en
physique atomique. A priori doivent intervenir les constantes fondamentales A
et ¢, ainsi que la masse m, de I’électron ; le proton peut étre considéré comme
infiniment lourd, ou mieux la masse de I’électron peut étre remplacée par la
masse réduite (cf. note 34). Rappelons la valeur de ces constantes, avec une
précision de ~ 103 qui nous suffira pour les applications numériques

h=1054x%x10"%]s
=3x10%ms!
me = 0.911 x 107 kg

A partir de ces constantes, on peut fabriquer des unités naturelles :

h
e Unité de longueur3® : =3.86x10"¥m
m

h
o Unité de temps : 7 = 1.29 x 107% s
MeC

o Unité d’énergie : m.c? = 5.11 x 10% eV

Ces unités sont déja plus proches que les unités MKS des ordres de grandeur
caractéristiques de la physique atomique, mais il manque encore quelques
ordres de grandeur. En fait, on doit faire intervenir une quantité mesurant
Iintensité de la force, la constante de couplage €2 = q2/(4meg). A partir
de A, c et €2, on forme une quantité sans dimension, la constante de structure
fine’® o

ae &G 1

= ~ 1.39
he  dmeghe 137 ( )

35. Appelée longueur d’onde Compton de ’électron.

36. Cette terminologie est utilisée pour des raisons historiques et préte a confusion ; il
vaudrait bien mieux utiliser « constante atomique ». « est la constante de couplage de
Pélectrodynamique ; « constante » est & mettre entre guillemets, car « n’est pas vraiment
une constante, en raison de propriétés subtiles de la théorie quantique des champs. Les
fluctuations quantiques du champ électron-positron ont un effet d’écran sur la charge : en
raison des paires (virtuelles) électron-positron, la charge d’une particule testée a grande
distance est plus petite que la méme charge testée i courte distance. D’aprés 'inégalité
de Heisenberg (1.30), courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie :
pour explorer & courte distance, il faut utiliser des particules de haute énergie. On peut
donc conclure que la constante de structure fine est une fonction croissante de 'énergie, et
de fait, si I'on se place a des échelles d’énergie de I’ordre de 1’énergie au repos du boson Z2,
mzc? =~ 90GeV, alors o ~ 1/129, au lieu de la valeur de basse énergie o ~ 1/137. La
procédure de renormalisation, qui élimine les infinis, permet de choisir une échelle d’énergie
{ou de distance) arbitraire pour définir o. En résumé, o dépend de D'échelle d’énergie
caractéristique du processus étudié, et aussi du détail de la procédure de renormalisation
(¢f. note 13). Cette dépendance en énergie de « est visible depuis quelques années dans les
expériences de précision de la physique des hautes énergies. Voir aussi 'exercice 14.5.3.
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Les relations entre unités atomiques et unités naturelles sont maintenant
faciles & obtenir ; pour le rayon de Bohr, unité de longueur naturelle de la
physique atomique, on obtient

K2 he h
a,o = ——— = — =
mee2 €2 mec

1 h
a Mec

~0.53 A (1.40)

Le Rydberg, unité naturelle d’énergie en physique atomique est relié
4 mec? par

1 mee* 1 [e2\° 1
Ry = == =) mec®==0a%*mn.c®~136eV 1.41
© T2 h? 2 (hc ¢ 2 ¢ (141)
La vitesse de I'électron sur 'orbite du niveau fondamental est v = ac = €% /A,
et la période de cette orbite, qui est 1'unité de temps atomique, vaut
_ 2mag 1 1 2r h

T = =27 — — = ~15x10"% s (1.42)
v a MeC OC 2 MeC?

Les équations (1.40—1.42) montrent qu’unités naturelles et unités atomiques
sont reliées par des puissances de o.

Comme dernier exemple, donnouns une estimation de la vie moyenne d’un
électron dans un état excité. Nous allons utiliser une image classique, en
admettant que cet électron tourne sur une orbite de rayon®’ a, image que
nous allons corriger en la complétant judicieusement le moment venu par des
considérations quantiques : c’est ce que 'on appelle un raisonnement semi-
classique. Un calcul d’électromagnétisme classique montre qu’un électron sur
une orbite circulaire parcourue avec une vitesse v = wa <« ¢ rayonne une
puissance

2 554 2 (e a?hwt Q(aw2
P—3c3eaw _S(iic = awh c) (1.43)

Clest ici qu’intervient le raisonnement quantique : ’atome émettra un photon
quand il aura accumulé une énergie ~ hw, ce qui va lui prendre un temps 7
qui sera précisément la vie moyenne de I'état excité

1 _ﬁ% ~ ow (%)2 (1.44)

T c

Mais nous avons vu que aw/c = v/c ~ a, et le rapport de la période T & la

vie moyenne 7 est

T 1

e mad~108 (1.45)
T TW

37. On peut aussi assimiler ’atome & un dipdéle oscillant de fréquence w, comme dans le
modele de Thomson. La seule différence est que le facteur 2/3 dans (1.43) devient 1/3, ce
qui est sans influence sur les ordres de grandeur.
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L’orbite est parcourue environ un million de fois avant I’émission d’un photon :
un état excité est donc bien défini. Pour I’état fondamental de Patome
d’hydrogéne dont ’énergie est ~ 10eV, nous avons vu que T ~ 1076 s ; pour
I’électron externe d’un alcalin avec une énergie ~ 1eV, nous avons plutdt
T ~ 107135, et 'ordre de grandeur de la vie moyenne d’un état excité est
~ 1077 —107%s. Par exemple le premier niveau excité du rubidium a une vie
moyenne de 2.7 x 10735,

Les raisonnements utilisés dans cette section ont le mérite de la simplicité,
mais ils ne sont pas satisfaisants. Ils consistent & plaquer arbitrairement une
contrainte quantique sur un raisonnement classique, au moment o celui-ci
devient intenable, et le lecteur pourra estimer a juste titre qu’il n’est pas
convaincu par ce type de raisonnement. Il est donc indispensable de passer
4 une théorie entiérement nouvelle, qui ne soit plus guidée par la physique
classique, mais qui développe son propre cadre de facon autonome, sans
référence & la physique classique.

1.6 Exercices

1.6.1 Ordres de grandeur

1. On se propose d’explorer des distances de l'ordre de la taille d’un atome,
soit 1 A, avec des photons, des neutrons ou des électrons. Quel sera en eV
lordre de grandeur de I’énergie de ces particules ?

2. Lorsque la longueur d’onde A d’une onde sonore est grande par rapport
au pas du réseau cristallin o1 se propage la vibration, la fréquence w de cette
onde sonore est linéaire dans le vecteur d’onde k& = 27/X : w = ¢k, ol ¢4
est la vitesse du son (c¢f. § 11.3.1). Dans le cas de Vacier ¢ ~ 5 x 103 m.s™ 1.
Quelle est I’énergie hw d’une onde sonore pour kK = 1nm~! ? La particule
analogue du photon pour les ondes sonores est appelée phonon : voir § 11.3.1,
et hw est I’énergie d’un phonon. Sachant qu’un phonon peut étre créé par
collision inélastique sur le cristal, doit-on utiliser des neutrons ou des photons
pour étudier les phonons ?

3. Dans une expérience d’interférences avec des fullerénes Cgo, qui sont
aujourd’hui les plus gros objets avec lesquels on a vérifé le comportement
ondulatoire3®, la vitesse moyenne des molécules est de 220 m.s~!. Quelle
est leur longueur d’onde de de Broglie 7 Comment se compare-t-elle aux
dimensions de la molécule 7

4. Une molécule diatomique est formée de deux atomes de masse M; et Moy;
elle a la forme d’une haltére. Les deux noyaux atomiques sont distants de
ro = bag, ot ag est le rayon de Bohr (1.34) et b un coefficient numérique ~ 1.

38. M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller, G. van der Zouw et A. Zeilinger,
Nature 401, 680 (1999).
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On suppose que la molécule tourne autour de son centre d’inertie suivant un
axe perpendiculaire 4 la droite joignant les noyaux, appelée droite des noyaux.
Montrer que son moment d’inertie est I = urg ot p = M1 My /(M;+M>) est la
masse réduite. On suppose que son moment angulaire est . Quelle est alors
la vitesse angulaire de rotation et quelle est I’énergie €,o4 correspondante ?
Montrer que cette énergie est proportionnelle & (m./p) Ry o0l M, est la masse
de 'électron et Ry, = m.e*/(2h?) = €2/(2a0).

5. La molécule peut aussi vibrer le long de la droite des noyaux autour
de sa position d’équilibre r = rg, la force de rappel étant de la forme
—K(r —19), avec K13 = cRy oli ¢ est un coefficient numérique ~ 1. Quelles
sont la fréquence de vibration w, et ’énergie Aw, correspondante 7 Montrer
que cette énergie est proportionnelle & /me/p Roo. Exemple : la molécule
de HCI1?®, o1 les valeurs expérimentales sont ryp = 1.27 A, Erot = 1.3 x 10736V,
hw, = 0.36eV. Calculer les valeurs numériques de b et ¢. Quelle serait la
longueur d’onde d’un photon ayant 1’énergie &4, fw,, 7 Dans quels domaines
se trouvent ces longueurs d’onde ?

6. L’absence d’une théorie quantique de la gravitation oblige & limiter
toute théorie & des énergies plus petites que Ep, I'énergie de Planck. Par
un argument dimensionnel, construire Ep en fonction de la constante de
gravitation G (1.5), % et ¢ et donner sa valeur numérique. Quelle est la
longueur correspondante, ou longueur de Planck Ip 7

1.6.2 Le corps noir

1. Démontrer 'équation (note 21)

2
1 2
/dxdp5 E- P2 _ —quwe?) f(B) = L (E)
2m 2 w

2. On se propose de relier la densité d’énergie par unité de fréquence e(w,T)
& la puissance émise u(w,T) : équation (1.15). On cousidére une enceinte
portée A la température T' (figure 1.4). Soit &(k,T)d*k la densité d’énergie
dans d°k autour de &, qui ne dépend que de k = |k|. Montrer que

. c

G(k, T) = m‘é e(w, T)
Le vecteur de Poynting pour une onde s’é¢chappant de l'enceinte avec un
vecteur d’onde k est cé(k,T)k. Montrer que le flux du vecteur de Poynting &
travers une ouverture d’aire S est

@:lcS/ e(w, T)dw
4 Jo

et en déduire (1.15).
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3. Montrer par analyse dimensionnelle qu’en physique classique on doit avoir
pour la densité d’énergie du corps noir

€(T) = A(kgT)c™® /00 w? dw

ou A est un coeflicient numeérique.

4. Chaque mode k du champ électromagnétique dans l’enceinte est un
oscillateur harmonique. En mécanique statistique classique, ’énergie d’un
tel mode est 2kpT (pourquoi ce facteur 2 ?). Montrer que la densité d’énergie
dans ’enceinte est

1 _ o0
e(T) = = (kT)c 3/0 w?dw

et en déduire A.

5. Démontrer (1.22) et vérifier que ’on retrouve 1’expression classique pour
hw <« kT, c’est-a-dire pour une température suffisamment grande a w fixé.
Ceci est un résultat trés général : 'approximation classique est valable 4 haute
température.

1.6.3 Inégalités de Heisenberg

Dans V'expérience théorique de la figure 1.12, quel doit é&tre 1'ordre de
grandeur de la composante Ap, de 'impulsion communiquée & 1’écran si 'on
veut pouvoir distinguer entre le passage par la fente F; et la fente Fy 7
Que peut-on en déduire pour la position de la fente Fy 7 Montrer que les
interférences sont détruites si 'on peut distinguer entre Iy et F5.

1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal

La diffraction des neutrons est une des principales techniques d’analyse
de la structure des cristaux. On considére pour simplifier un cristal
bidimensionnel composé d’atomes identiques, les vecteurs d’onde étant situés
dans le plan du cristal®®. Les atomes du cristal se trouvent aux points du
réseau (figure 1.18)

m=nat+mby n=01..N-1; m=01...M—-1
Les neutrons interagissent avec les noyaux des atomes?® par une interaction
de type nucléaire. On appelle f(6) 'amplitude de probabilité pour qu’un
neutron d’impulsion kk soit diffusé dans la direction &’ par un atome situé

a lorigine des coordonnées, 8 étant 'angle entre k et k’. Comme I'énergie

39. On peut aussi envisager une diffusion 3D par un cristal 2D : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 5, ce qui donne un modéle pour la diffraction par la surface d’un cristal.

40. Il existe aussi une interaction entre le moment magnétique du neutron et le
magnétisme de I’atome, qui joue un réle trés important pour I’étude du magnétisme, mais
qui ne nous concerne pas dans ce probléme.
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F1G. 1.18 — Diffraction de neutrons par un cristal.

des neutrons est trés faible, ~ 0.01eV, f(f) est indépendant de 6 (§ 12.2.4) :
f(8) = f. La collision entre le neutron et le noyau atomique est élastique et
I'état du cristal est inchangé dans la collision : il est impossible de savoir quel
atome a diffusé un neutron.

1. Montrer que amplitude de diffusion par un atome situé au point 7; est
fi= fei(EflE')-Fi — fe T

avec §= kK — k.

2. Montrer que 'amplitude de diffusion fi,: par le cristal est de la forme

frot = fF(aqz, be)

la fonction F(ag,.,bg,) étant donnée par

F(ags, bgy) = exp (&iM—_l)) exp (_ibqy(M - 1))

5 2
it |

3. Montrer que pour N, M >> 1 la probabilité de diffusion est proportionnelle
a (NM)? lorsque ¢ a pour composantes

27N, 2mn
— _ y

qz = 2 qQy = b

les nombres n, et n, étant des nombres entiers : lorsque les composantes de ¢
sont de cette forme, on dit que ¢ appartient au réseau réciproque du réseau
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cristallin. On obtient des maxima de diffraction si § est un vecteur du réseau
réciproque. Quelle est la largeur du pic de diffraction autour d’un maximum ?
En déduire que Pintensité dans le pic est proportionnelle & N M.

4. On doit tenir compte du caractére élastique de la diffusion. Montrer que
la condition de diffusion élastique est

2% -G+q>=0

Un vecteur du réseau réciproque ne donnera un maximum de diffraction que si
cette condition est vérifiée. Pour une longueur d’onde fixée, cette condition ne
pourra étre satisfaite que si ’angle d’incidence prend des valeurs particuliéres,
appelées angles de Bragg 8. Une étude simple est possible si n, = 0. Montrer
que dans ce cas un angle d’incidence g donne lieu & diffraction pour

)

7 n=1,2-

sinfg =
Dans le cas général, il est commode de donner une interprétation géométrique
de la condition de Bragg : Pextrémité du vecteur k étant située sur un point du
réseau réciproque, on trace un cercle de rayon k. Si ce cercle passe par un autre
point du réseau réciproque, alors on obtiendra un maximum de diffraction.
En général un faisceau de neutrons incident sur un cristal ne donnera pas
de pic de diffraction. Il faut choisir convenablement Pangle d’incidence et/ou
la longueur d’onde. Pourquoi ce phénoméne ne se produit-il pas pour la
diffraction par un réseau a une dimension 7 Que se passerait-il s’il y avait
seulement la premiére rangée verticale d’atomes sur la droite y =0 ?

5. On suppose maintenant que le cristal est formé de deux types d’atomes.
Le motif élémentaire, ou maille du cristal, est formé de la fagon suivante :
deux atomes de type 1 sont situés respectivement en

ﬁ1=0 et Fl'za:f:erﬁ

et deux atomes de type 2 en

—

2 =ak et ' =bj

i

La maille se répéte avec une périodicité 2a dans la direction x et 2b dans la
direction y. Soit f1 (f2) Pamplitude de diffusion d’'un neutron par un atome
de type 1 (2) situé a ’origine des coordonnées ; on pourra prendre f; et fo
réels. Si NM est le nombre de mailles, montrer que 'amplitude de diffusion
par le cristal est proportionnelle & F(2aq.,2bg,). Déterminer le facteur de
proportionnalité en fonction de f; et f. Montrer que si g, et g, correspondent
4 un maximum de diffraction, ce facteur de proportionnalité vaut

AL+ ED™] 4 f (1) + (-1)™]

Discuter le résultat en fonction de la parité de n; et de n,,.
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6. Les atomes 1 et 2 forment un alliage?!: 3 basse température les atomes
sont dans la configuration de la question 5, mais au-dessus d’une certaine
température chaque atome a une probabilité de 50 % d’occuper un site
quelconque et tous les sites sont équivalents. Comment va évoluer la figure
de diffraction ?

1.6.5 Atomes hydrogénoides

Calculer en fonction de R, le niveau d’énergie fondamental de 'atome
d’hydrogéne ordinaire, de atome de deuterium et de I’atome d’helium une fois
ionisé en tenant compte de ce que la masse des nucléons est finie. Suggestion :
quelles sont les masses réduites ?

1.6.6 Interférométre de Mach-Zehnder

Dans un interférométre de Mach-Zehnder (figure 1.19), le faisceau
lumineux arrive sur un premier séparateur de faisceau. Les deux faisceaux
ainsi obtenus sont ensuite réfléchis par deux miroirs et recombinés par un
second séparateur de faisceau. I’intensité lumineuse incidente est réduite au
point o1 les photons arrivent un 4 un : plus précisément, le temps qui sépare
deux photons successifs est trés grand par rapport au temps de résolution des
photodétecteurs Dy et Do. Si un photon arrive sur un séparateur de faisceau
avec une amplitude de probabilité ag, il sera transmis avec une amplitude tag
et réfléchi avec une amplitude rag, ou £ et r sont des nombres complexes

t= |t|ei°‘ r= |r|ei[i

et |t|f = |r| = 1/V2. On peut introduire sur le bras supérieur de
Pinterférométre un déphasage § 4 l'aide d’une lame a faces paralléles

tag

Tap
5]

FiG. 1.19 — Interféromeétre de Mach-Zehnder.

41. Un exemple du phénoméne décrit dans cette question est donné par le bronze, pour
une proportion de 50 % de cuivre et de 50 % de zinc.
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d’épaisseur variable. En I’absence de la lame, § = d9 # 0 car les deux bras
de I'interférométre ne sont jamais exactement égaux. On appelle p; et p; les
probabilités de détection d’'un photon par D; et Ds.

1. Calculer p; et p, en fonction de «, 3 et §. Qu’observe-t-on en faisant
varier § 7

2. Quelle relation doit-on avoir entre p, et py ? En déduire

™
a—ﬁzg:i:mr n entier

1.6.7 Interférométre a neutrons et gravité

Un interférométre a neutrons est réalisé de la facon suivante (figure 1.20) :
le faisceau incident supposé monochromatique (c’est-a-dire de longueur d’onde
fixée) arrive sur un premier cristal en A, I'angle d’incidence et la longueur
d’onde étant choisies de telle sorte que ’on obtienne un pic de diffraction (voir
exercice 1.6.4, question 4) : Pangle d’incidence est un angle de Bragg 0p.
Une partie du faisceau est transmise dans le faisceau I avec une amplitude
‘de probabilité ¢ et I'autre partie est réfractée dans le faisceau II avec une
amplitude de probabilité r. Ces amplitudes vérifient [t|2 + |r|> = 1. Les
faisceaux I et II arrivent sur un second cristal respectivement en B et en D et
les parties réfractées de I et I sont recombinées par un troisiéme cristal en C.
Les neutrons sont détectés par deux compteurs D et Dg. Sur le trajet II les
neutrons subissent un déphasage x qui peut avoir diverses origines (différence
de longueur entre les trajets, gravité, passage dans un champ magnétique
etc.), et Pobjectif de 'interférométrie neutronique est précisément de mesurer
ce déphasage.

F1G. 1.20 — Interférométre & neutrons.
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1. Montrer que 'amplitude de probabilité a; pour qu’un neutron arrive
sur D; est

ay = ag(eX trr 4 rrt)
et que la probabilité de détection par D; est
py = 2lac?[t?[r|*(1 + cos x) = A(1 + cos x)
ap étant Pamplitude incidente sur le premier cristal.

2. Quelles sont 'amplitude as d’arrivée d’un neutron sur le détecteur D2 en
fonction de r, t et ag et la probabilité p, correspondante ? Pourquoi doit-on
avoir p; + pp = const. 7 En déduire

py =B — Acosy
Quelle est I'expression de B en fonction de t, r et ag 7 Posant
t= |t|ei" r= |r|ei6

montrer que

a—ﬂzg:tmr n=20,12,...

3. On tient compte de la gravité : comment varie en fonction de altitude
z le vecteur d’onde k£ = 27/\ d’'un neutron lorsqu’il est placé dans un
champ de pesanteur, ’accélération de la pesanteur étant ¢ 7 Comparer
les valeurs numériques de 1’énergie cinétique du neutron et de son énergie
gravitationnelle*? m, gz (m, est la masse du neutron) et en déduire une
approximation pour k. Le plan ABDC étant initialement horizontal, on fait
tourner autour de AB ce plan qui devient vertical. Montrer que cette rotation
induit une différence de phase entre les deux trajets

m2gS  2mmZgSA

A= T T he

ou S est 'aire du losange ABDC.

4. Si le plan ABDC fait un angle variable 6 avec la verticale, discuter
qualitativement la variation de la probabilité de détection des neutrons en
fonction de . Données numériques® : A =1.44A, S =10.1 cm?.

42. L’énergie étant définie & une constante additive prés, on fixe par convention le zéro
d’énergie de la fagon suivante : un neutron de vitesse nulle et d’altitude z = 0 a une énergie
nulle.

43. R. Colella, A. Overhauser et S. Werner, Phys. Rev. Lett. 34, 1472 (1975).
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1.6.8 Diffusion cohérente et diffusion incohérente
de neutrons par un cristal

On se propose d’étudier la diffusion de neutrons par un cristal formé de
deux types de noyaux. Un site donné du cristal est occupé par un noyau de
type 1 avec une probabilité p; ou par un noyau de type 2 avec une probabilité
p2 = 1 — p;. Le nombre total de noyaux est AV, et il y a donc pi N noyaux de
type 1 et poN noyaux de type 2 dans le cristal. Ausite¢,7=1,---,N, on
associe un nombre a; qui prend la valeur 1 si le site est occupé par un noyau de
type 1 et 0 8'il est occupé par un noyau de type 2. L’ensemble {«;} des a;, avec
Y, = p1N, définit une configuration du cristal. L’amplitude de diffusion
d’un neutron par le cristal dans la configuration {«;} est (¢f. Vexercice 1.6.4)

N
feot = Z (aifi + (1 — aq) fa) o107

i=1
ol fi (f2) est 'amplitude de diffusion d’un neutron par un noyau de type 1 (2).

1. On note (e) la moyenne sur toutes les configurations possibles du cristal,
en supposant que les occupations des sites ne sont pas corrélées (par exemple
l'occupation d’un site par un noyau de type 1 ne doit pas augmenter la
probabilité qu'un site voisin soit aussi occupé par un noyau de type 1).
Démontrer les identités

(i) = pT + p1p26i; (i(1 = a;)) = pip2(1 — &i5)

2. Déduire de ces identités la moyenne sur les configurations de | ftot|2

([ fuot]?) = (prfr +p2f2)* YT £ Npipa(fr — fo)?
0,7
Le premier terme décrit la diffusion cohérente et donne lieu & des pics

de diffraction. Le deuxiéme est proportionnel au nombre de sites et est
indépendant des angles : ce terme correspond & la diffusion incohérente.

1.7 Bibliographie

On trouve une introduction élémentaire & la physique quantique dans le
livre de V. Scarani, Initiation & la physique quantique, Vuibert (2003). 11
est également recommandé de lire les chapitres introductifs 1 4 3 de Feynman
et al. [1965], volume 111, et 1 & 5 de Wichman [1974]. On pourra aussi consulter
les chapitres 1 & 3 de Lévy-Leblond et Balibar [1984]. Pour une introduction
pédagogique et actualisée & la physique des particules élémentaires, voir
D. Perkins, An Introduction to High Energy Physics, 4° édition, Cambridge
University Press, Cambridge (2000) ; voir aussi 'article grand public de M.
Jacob, « Le modéle standard de la physique des particules », Pour la Science,
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p. 58, octobre 2002. On trouvera une étude détaillée du rayonnement du
corps noir par exemple dans Diu et al. [1990], chapitre 4 ou Le Bellac
et Mortessagne [2001], chapitre 4. Les expériences d’interférences et de
diffraction de neutrons froids ont été réalisées par A. Zeilinger, R. Gahler,
C. Shull, W. Treimer et W. Mampe, Rev. Mod. Phys. 60, 1067 (1988), et les
expériences d’interférences avec des atomes froids par F. Shimizu, K. Shimizu
et H. Takuma, Phys. Rev. A46, R17 (1992). Pour la diffraction des neutrons
par un cristal, on pourra se reporter & Kittel [1970], chapitre 2. Un livre
récent sur l'interférométrie neutronique est celui de H. Rauch et S. Werner,
Neutron Interferometry, Clarendon Press, Oxford (2000).



Chapitre 2

Mathématiques de la mécanique
quantique I : dimension finie

E PRINCIPE DE SUPERPOSITION est un principe fondateur de la mécanique
L quantique ; nous nous sommes appuyés sur ce principe pour rendre
compte de l'expérience des fentes d’Young. La mécanique quantique est
une théorie linéaire, il est naturel que les espaces vectoriels y jouent
un role fondamental. Nous verrons qu’un état physique est représenté
mathématiquement par un vecteur dans un espace dont nous allons préciser
les caractéristiques, et qui sera appelé espace des états. Un second
principe fondateur, également déduit de 'expérience des fentes d’Young, est
I’existence d’amplitudes de probabilité. Ces amplitudes de probabilité seront
représentées mathématiquement par des produits scalaires définis sur Pespace
des états. En physique des ondes, I'utilisation des nombres complexes est une
commodité, mais en mécanique quantique les amplitudes de probabilité sont
fondamentalement des nombres complexes : le produit scalaire sera a priori un
nombre complexe. Les grandeurs physiques : impulsion, position, énergie. ..
seront représentées par des opérateurs agissant dans ’espace des états. Dans
ce chapitre, nous introduisons les propriétés essentielles des espaces de Hilbert,
c’est-d-dire les espaces vectoriels munis d’un.produit scalaire défini positif, en
nous limitant au cas de la dimension finie. Cette restriction devra étre levée
ultérieurement, car l’espace des états est en général de dimension infinie.
La théorie mathématique des espaces de Hilbert de dimension infinie est
beaucoup plus complexe que celle des espaces de dimension finie, et nous
renvoyons leur étude au chapitre 7. Le lecteur familier des espaces vectoriels
de dimension finie et des opérateurs dans ces espaces peut passer directement
au chapitre 3 aprés un survol des notations.
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2.1 Espaces de Hilbert de dimension finie

Soit ‘H un espace vectoriel de dimension N sur le corps des complexes.
Nous noterons |¢), |x),... les éléments de H. Si A, y,... sont des nombres
complexes, et si o) et |x) € H la linéarité implique que Ajp) = |Ap) € H et
que (l¢) +Alx)) € H.

L’espace H est muni d’un produit scalaire défini positif, ce qui en fait un
espace de Hilbert. Le produit scalaire!’ de deux vecteurs |p) et |x) sera noté
{x|¥); il est linéaire par rapport a |¢)

(Xl(p1 + Ap2)) = (xle1) + Mxlw2) (2.1)
et vérifie la propriété de conjugaison complexe

(xle) = {pIx)* (2.2)

ce qui implique que {y|y) est un nombre réel. De {2.1) et (2.2) on déduit que
le produit scalaire (x|p) est antilinéaire par rapport & |x)

(O + Axa)lo) = (xale) + A" (xale) (2.3)
Enfin le produit scalaire est défini positif
(plp) =0+=|p) =0 (2.4)

Il sera commode de choisir dans H une base orthonormée de N vecteurs

1), 12), .5 Indse o, [N}
(n|m) = dpm (2.5)

Tout vecteur |¢) peut se décomposer sur cette base avec des coeflicients ¢,
qui sont les composantes de |¢) dans cette base

N
le) = enln) (2:6)

Prenant le produit scalaire de (2.6) avec le vecteur de base |m), on trouve
pour ¢,

tm = {m|ep) (2.7)

Si un vecteur |x) se décompose sur cette méme base suivant |x) = Y d,|n),
alors le produit scalaire (x|¢) s’écrit, en utilisant (2.5)

N
xle) = Z dy, cp{min) = z:d,*1 Cn (2.8)
n=1

n,m=1

1. Il pourra nous arriver d’utiliser la notation des mathématiciens (x, ) = {(x|¢) pour
le produit scalaire. Toutefois il faut prendre garde que pour les mathématiciens le produit
scalaire (x, @) est linéaire par rapport & x !
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La norme de |¢), notée |||, est définie & partir du produit scalaire

N
lell? = (@le) = leal* > 0 (2.9)

Une propriété importante du produit scalaire est 'inégalité de Schwarz

[xlo)” < (e {ele) = Xl llll® (2.10)

L’égalité est vraie si et seulement si |p) et |x) sont proportionnels: |x) = Alp).

Démonstration®. Le théoréme est vérifi¢ si (x|¢) = 0, nous pouvons donc

supposer que (x|¢) # 0 = @) # 0 et |x) # 0. D’aprés la propriété (2.9) de la
norme

{2 = 201 = ) = llell* = A (xlo) — Melx) + [AP|IxIIP >0

Choisissant
5= |l N 2
{elx) (x|
o obtient lli 4l
2 2
Il = 2llel]* + o >0

d’ott (2.10) suit immédiatement. L’égalité ne peut avoir lieu d’aprés (2.4) que
st |¢) = Alx) et réciproquement.

2.2 Opérateurs linéaires sur ‘H

2.2.1 Opérateurs linéaires, hermitiques, unitaires
Un opérateur linéaire A fait correspondre au vecteur |p) un vecteur |Ay)
vérifiant la propriété de linéarité
|A(p + Ax)) = [Ap) + A Ax) (2.11)

Dans une base déterminée, cet opérateur est représenté par une matrice?

d’éléments A,.,. En effet grace & la linérarité et en utilisant la
décomposition (2.6)

N
[Ap) = Z cn|An)

2. Cette démonstration se transpose immédiatement au cas ol 'espace est de dimension
infinie.

3. On notera que par abus de langage les physiciens confondent souvent ’opérateur et
sa matrice représentative dans une base donnée.
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on obtient les composantes d,, de |Ap) =), dm|m)

N
dm = (m]Ap) = ch m|An) = ZAmncn (2.12)

L’élément de matrice A,,, est donc
Amn = (m]An) (2.13)
L’opérateur hermitique conjugué (ou adjoint) At de A est défini par

(x|AT¢) = (Axle) = (p|Ax)* (2.14)

pour tout couple de vecteurs |p), |x). On montre facilement que Af
est bien un opérateur linéaire. Ses éléments de matrice dans la base
{11),12},...,|n),...,|N)} sont obtenus en prenant pour |} et |x) les vecteurs
de base et (A'),,, vérifie

(AN mn = A5 (2.15)

Le conjugué hermitique du produit AB de deux opérateurs est BfAf; en effet
{(xI(AB)'¢) = (ABx|p) = (Bx|ATp) = (x|B'ATp)

Un opérateur vérifiant A = A est appelé hermitique, ou auto-adjoint. Les
deux termes sont équivalents pour les espaces de dimension finie, mais non
dans le cas de la dimension infinie.

Un opérateur tel que UU' = UU = I, ou de facon équivalente U1 =
Ut, est appelé opérateur unitaire : dans toute la suite du livre, I désignera
l'opérateur identité de ’espace de Hilbert. Dans un espace de dimension finie,
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur I/ soit unitaire est
qu'il conserve la norme

Ul = llell* ou (UplUg) = (plp) Yo eH (2.16)

Démonstration. Calculons la norme carrée de |U{¢ + Ax)), qui par hypothése
est égale & la norme carrée de |p + Ax)

{0+ Axle + Ax) = (ele) + 1A {xIx) + 2Re (Mp|x))

tandis que
(U + M) (0 + Ax)) = UplUg) + A ({Ux|Ux) + 2Re (M Uep|Ux))

En retranchant la seconde des équations ci-dessus de la premiére

Re (A{plx)) = Re (MU¢|Ux))
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et en choisissant A = 1 puis A =i on déduit
UelUx) = (elx) = UWU =1

Dans un espace vectoriel de dimension finie, P’existence d'un inverse & gauche
entraine celle d’un inverse a droite, et on a également UU' = I. Un opérateur
qui conserve la norme est une isométrie. Dans un espace de dimension finie,
une isométrie est un opérateur unitaire.

Les opérateurs unitaires effectuent les changements de base orthonormée
dans H. Soit |[n') = |Un), alors

(m'|n') = (Um|Un) = (m|n) = dpmn = dmns

et ensemble des vecteurs {|n’)} forme une base orthonormée. Il faut prendre
garde au fait que les composantes ¢, d’un vecteur se transforment & P'aide de
Ut (ou U™Y)

ch = (W]} = (Unlg) = (nlUT¢) Z Ul mem (2.17)
Notons également la loi de transformation des éléments de matrice

N
A, = (m'|An') = (Um|AUn) = (m|UTAUR) = > Ul AuUn  (2.18)
k,l=1

2.2.2 Projecteurs et notation de Dirac

Enfin nous ferons usage intensif des projecteurs. Soit H; un sous-espace de
H et Ha le sous-espace orthogonal. Tout vecteur |p) se décompose de fagon
unique en un vecteur |p;) appartenant & H; et un vecteur |@g) appartenant
a Mo
lo) =le1) + lw2), 1) € Hi, |p2) € Ha, (p1lp2) =0

On définit le projecteur P; sur Hy par son action sur un vecteur arbitraire |)

[Prg) = le1) (2.19)

P est manifestement un opérateur linéaire, et c’est aussi un opérateur
hermitique car si la décomposition de |x) en vecteurs appartenant a H; et
Ha est [x) = [x1) + [x2), alors

XlIPre) = (xler) = (xaler)
(xIPlo) = (Pixle) = (xale) = (xaler)

On remarque également que

|Pio) = [Pro1) = 1) = P =Py
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Inversement, tout opérateur linéaire qui vérifie 791[ P1 = P1 est un projecteur.

Démonstration. On observe d’abord que Pf = P4, et ensuite que les vecteurs
de la forme |P;p) forment un sous-espace vectoriel H; de H. Si l'on écrit

(o) = [P1p) + (1) — [P10)) = |Prep) + [i02)

alors |ps) est orthogonal & tout vecteur |Pyy)
{p = ProlPrx) = (P1yp — Piolx) =0

On a bien décomposé |¢) en [P1y) et un vecteur du sous-espace orthogonal
a H;.

La propriété PZ = P; montre que les valeurs propres d’un projecteur sont
0 oul, et TrP; est égal a la dimension de ’espace de projection, comme on
le voit aisément en écrivant P; dans une base ou il est diagonal. De plus on
vérifiera dans P’exercice 2.4.6 les propriétés suivantes :

e Si Py et Pj sont des projecteurs sur H; et H} respectivement, P;P] est
un projecteur si et seulement si PyP{ = P;Py. PP} projette alors sur
'intersection Hy N Hj.

e P; + P} est un projecteur si et seulement si P;P] = 0. Dans ce cas
H1 et ‘H) sont orthogonaux et P; + P; projette sur la somme directe
Hy @ Hj.

s Si PyP| = PPy, alors P +P{ — P1P] projette sur 'union H; UH}. La
seconde propriété est un cas particulier de celle-ci.

Notation de Dirac. Au lieu d’écrire | Ap), nous écrirons désormais A|y) suivant
une notation introduite par Dirac*. Le produit scalaire {x|Ay) s’écrira en
notation de Dirac {x|A4|p). Les vecteurs |@) de H sont appelés « kets », et les
vecteurs {x| de l’espace dual « bras ». Le bra associé au ket |Ap) est A*{p|;
en effet

(Aelx) = A elx)

Dans (x|Alg), A agit a droite sur ) = (x|Alp) = (xI(4l¢}), et non (Ax|).
Comme (A|p))T = (p|Al, il n’y a pas d’ambiguité si A est hermitique. La
notation de Dirac permet d’écrire trés simplement les projecteurs. Soit ¢} un
vecteur normalisé & l'unité : {p|¢) = 1. La décomposition de |x) suivant |p)
et un vecteur |x 1) orthogonal a |} est

X) = @) el) + (1) — leXelx)) = le){elx) +Ix1) = Polx) + Ixa)

4. Cette notation est commode et trés largement utilisée, mais elle n’est pas exempte
d’ambiguités. Elle est par exemple a éviter lorsque 'on traite du renversement du sens du
temps.
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On peut donc écrire®

Py = le) (¢l (2.20)

Si une base orthonormée du sous-espace H; est composée des vecteurs
{11),...,|M)}, M < N, alors P, s’écrit

M
=" Inyn (221)
n=1
Si M = N on obtient la. décomposition de I’opérateur identité
N
I=Y"|n)n| (2.22)
n=1

Cette relation est appelée relation de fermeture. Elle est souvent trés
commode dans les calculs. Par exemple elle redonne simplement la loi de
multiplication des matrices

2

N
(AB)um = (n|ABJm) = (n|AIBlm) = " (n|A[l){I|Bim) = > AnBim
=1 =

Donnons enfin une définition importante. La trace d’