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PREFACE 

Chargé en 1941 d’une série de conférences d’Algébre a l'Institut 

Henri Poincaré, M. Paul Dubreil eut V’occasion d’exposer les 

premiers principes des méthodes algébriques modernes. Ce fut 

Yorigine du présent volume, qui développe cet enseignement en 

suivant les mémes idées directrices. 

L’objet de PAlgebre est étude des ensembles ot: sont définies 

des opérations. La nature des éléments d’un tel ensemble, et celle 

des opérations importent beaucoup moins que les régles de calcul, 

qui constituent l’essentiel. Ces régles sont moins fixes qu’on ne le 

dit si souvent en parlant des régles du Calcul algébrique. Les 

Mathématiques font une place de plus en plus grande aux 

opérations non commutatives ou méme non associatives; la 

distributivité de la multiplication par rapport a l’addition entraine 

qu’un produit est nul dés qu’un facteur au moins lest, mais la 

réciproque n’est nullement nécessaire : il peut exister des diviseurs 

de zéro. Il y a donc en réalité des calculs algébriques, ou plutot 

différents types de domaines : groupes abéliens ou non, anneaux 

commutatifs ou non, domaines d’intégrité, corps de caractéristique 

nulle ou différente de zéro, etc ..., dans lesquels le calcul obéit a 

des lois trés diverses. Rechercher les possibilités intéressantes, les 

classer dans une axiomatique précise et les étudier systémati- 

\ quement, telle est la tache de l’Algébriste. 

» Dans son exposé, M. Paul Dubreil s’est Jaissé guider par 

quelques principes simples. Tout mathématicien fait, parfois sans 

“le savoir, de l’Algébre moderne, et l’on peut déja aller loin en 
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partant des choses les plus connues. Construire, par exemple, les 

nombres rationnels a partir des entiers naturels (positifs ou 

négatifs), c’est plonger un domaine d’intégrité dans un corps. Ce 

probleme d’immersion, qui est sans doute le plus important, dérive 

en réalité d’un autre, plus simple et plus typique : plonger un 

semi-groupe abélien dans un groupe; si l’on passe au cas non 

abélicn, la solution du méme probléme devient une question 

difficile, pleine d’intérét pour l’Algébriste. 

L’analyse méthodique des: principes offre un second point de 

départ. Le tout premier principe de l’Algebre, c’est la notion 

méme d’opération abstraite ou loi de composition. En analysant 

systématiquement les propriétés possibles d’une opération, qui 

peuvent étre classées en propriétés de fermeture, regles de calcul 

et propriétés d’inversion, on voit apparaitre des lens logiques 

intéressants : quelques propriétés simples, convenablement com- 

binées, entrainent des conséquences remarquables, d’ot: sortent, 

d'une facon a la fois logique et naturelle, les axiomes des groupes. 

On ne saurait enfin trop mettre en évidence limportance des 

emprunts que l’Algébre fait a la Théorie des Ensembles : calcul des 

parties (intersection, réunion), applications, équivalences et 

décompositions en classes, ensemble-produit, etc. Sous lin- 

fluence des travaux de I’Kcole américaine, particuliérement de 

O. Ore et G. Birkhoff, et de ceux quwila entrepris dés 1938 en 

collaboration avec M" Dubreil, M. Dubreil insiste, plus qu’on ne 

le fait d’ordinaire, sur les équivalences, et montre qu’elles se 

prétent maintenant aun calcul tout a fait souple. Avec la notion 

(@équivalence régulére par rapport a une ou plusieurs opé- 

rations ('), on dispose d’un moyen qui conduit d’un coup a la 

décomposition d’un groupe par rapport a un sous-groupe, a la 

notion de sous-groupe invariant et a celle d’idéal dans un anneau. 

(7) Une équivalence, c’est-a-dire une relation réflexive, symétrique et 
transitive, est réguliére droite par rapport a la multiplication par exemple, 
si, 4 ct x étant équivalents, ax et ba le sont quel que soit x. 
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On rencontre la méme idée a la base des généralisations successives 
de la notion de nombre. A ces avantages didactiques s’ajoutent 

des énoncés nouveaux et simples : la condition nécessaire et 

suffisante pour que deux sous-groupes soient permutables est que 

les équivalences correspondantes soient associables; ]’équivalence 

de transitivité d’un groupe de substitutions est le produit des 

équivalences de transitivité des substitutions du groupe. Enfin, 

les équivalences réguliéres Jouent un rodle essentiel dans les 

problemes d’immersion et dans la recherche des groupes homo- 

morphes aun demi-groupe donne. 

Ces particularités font que le livre de M. Paul Dubreil différe 

sensiblement des traités d’Algéebre déja parus. Nous espérons que 

sa lecture pourra non seulement faciliter au public francais l’étude 

de l’Algébre moderne, mais aussi présenter quelque intérét pour 

les spécialistes eux-mémes. 
Gaston JULIA. 
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INTRODUCTION 

Ce premier volume contient, avec un chapitre préliminaire consacré 
aux éléments de la Théorie des Ensembles, une partie importante des 

notions fondamentales de l’Algebre moderne : opérations, équivalences, 

homomorphismes ; groupes, anneaux, corps, idéaux; polynomes et 

premiéres notions sur les équations algébriques. Un second volume qui 

se rattachera étroitement au premier, sera consacré aux groupes avec 

opérateurs (théoremes d’isomorphisme et de Jordan-Hélder), aux 

éléments de l’Algébre linéaire eta la Théorie de Galois. J’espére, en outre, 

développer dans des volumes ultérieurs, si les circonstances me le 

permettent, des théories algébriques relativement autonomes, telles que 

la Théorie des Idéaux et celle des Systemes hypercomplexes. / 

La lecture de ce tome premier ne suppose a peu prés aucune connais- 

sance préalable, mais elle sera surtout profitable aux lecteurs possédant 

déja une certaine culture mathématique, celle des mathématiques 

spéciales ou des premiers certificats de licence. Je me suis efforcé de 

commander l’exposé par un petit nombre d’idées générales faciles a 

assimiler, de donner les démonstrations avec tous les détails nécessaires, 

d’expliquer les principales définitions ou les points un peu délicats: par 

des exemples aussi concrets et aussi simples que possible. Ces exemples, 

a vrai dire, n’ont rién a voir avec le développement logique et cons- 

tituent parfois des anticipations. Pour cette raison, et bien qu’un peu de 

réflexion de la part du lecteur suffise 4 éviter tout malentendu, ils sont 

imprimés en caractéres plus fins, employés également pour certaines 

remarques et pour les énoncés d’excercices. Ceux-ci, en général trés 

faciles, permettront au lecteur de contrdler l’assimilation du texte et 

de travailler d’une facon plus vivante. On utilisera l’index alphabétique 

pour retrouver rapidement une définition: oubliée ou pour étudier une 

question isolée. Quelques Notes, a la fin du volume, apportent différents 
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compléments utiles pour la compréhension de. certains passages de ce 

tome ou des suivants. ; 

Je voudrais m’étre interposé aussi peu que possible entre le lecteur 

et la vaste littérature algébrique parue depuis une vingtaine d’années. 

J’ai tenu a donner toutes les indications bibliographiques me paraissant 

intéressantes, je souhaite ne pas avoir commis d’omissions trop | 

nombreuses. Je me suis efforcé d’aider le lecteur débutant a lire sans 

trop de peine les Mémoires originaux; lorsque la terminologie n’était | 

pas encore fixée, j’ai indiqué les différents termes dont il a été fait usage. 

Ma tache a été beaucoup facilitée par les remarquables Traités ou 

Monographies d’Algébre parus depuis une quinzaine d’années, 

notamment : 

H. Hasse, Hohere Algebra. 

B. L. van per Warrven, Moderne Algebra. 

O. Ors, L’ Algébre abstraite. 

A. A. Ausert, Higher Algebra. 

G. Birkxnorr, Lattice Theory. 

N. Boursaxt, Eléments de mathématique. 

Je leur ai emprunté bien des modes d’exposition devenus classiques, 

sans cependant me soustraire a l’influence de l’actualité scientifique, 

ni a mes tendances personnelles. Je tiens aussi 4 mentionner ici tout 

le profit que jai retiré jadis, grace a la Fondation Rockefeller, de la 

fréquentation de plusieurs Maitres éminents : E. Artin, Emmy Noether, 

B. L. van der Waerden. 

J’espére que les nombreuses additions (environ cent cinquante 

pages) qui constituent la principale différence entre cette deuxiéme 

édition et la premiére éléveront sensiblement le niveau scientifique du 

livre, sans en changer Vesprit. Elles vont des tout premiers: principes 

de la Théorie des Ensembles et de l’Algébre aux théorémes fonda- 

mentaux el aux applications. 

Une large place a été faite aux ensembles partiellement ordonnés et a 
la Théorie des Treillis. Celle-ci a été récemment exposée pour elle-méme 
dans les Legons sur la Théorie des Trellis, des Structures algébriques 
ordonnées et des Treillis géométriques de M.-L. Dubreil-Jacotin, 
L. Lesieur et R. Croisot, fascicule X XI de cette collection. J'ai indiqué 
ici ses liens les plus simples avec la théorie des groupes et la théorie 
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des anneaux. J’ai utilisé par exemple le théoréme de Moore et la notion 
de fermeture, au sens de cet auteur, dans I’étude des relations transitives, 

des sous-groupes d’un groupe, des idéaux d’un anneau. 

Quelques pages ont été consacrées aux applications multiformes 

(chap. I, § 8); les deux théoremes fondamentaux (p. 33 et 35) sont 

appliqués aux correspondances de Galois (p. 120), a la correspondance 

de Grell entre les idéaux d’un anneau et ceux d’un sur-anneau (p- 193), 

aux complexes forts d’un demi-groupe (p. 235). 

La discussion des propriétés d’inversion d’une opération a été 

complétée par quelques emprunts a la Théorie de la résiduation. Les 

quotients d’un complexe par un élément, les résidus d’un complexe, les 

complexes unitaires (p. 92) Jouent un réle fondamental dans la partie 

de la Théorie des Demi-groupes qui est la plus proche de la Théorie 

des Groupes (chap. V, § 4 et 5) : étude des équivalences principales, 

des équivalences réguliéres (éventuellement simplifiables), des complexes 

forts (ou forts et symétriques), détermination des groupes et pseudo- 

groupes homomorphes. J’ai dqnné une assez large .place 4 ces questions 

qui ont fait l’objet soit de travaux trés récents, soit de publications un 

peu plus anciennes, mais assez difficilement accessibles. 

Le paragraphe 14 du chapitre [V, entiérement ajouté, concerne les 

propriétés de décomposition dans un demi-groupe abélien avec élément- 

unité. On obtient d’abord la représentation d’un idéal d’un anneau 

neethérien comme intersection d’idéaux primaires (p. 212), appliquée - 

plus loin au théoréme de Nether sur lintersection de deux courbes 

algébriques planes (p. 378). On aboutt d’autre part aux propriétés de 

factorisation dans les semi-groupes et les domaines d’intégrité (p. 217 et 

chap. VI, A); l’étude de ces propriétés est poussée plus avant au moyen 

de la condition de Krull caractérisant les anneaux a factorisation 

unique (p. 314). 

L’ancienne Note sur les nombres naturels et les ensembles finis et 

dénombrables a été dédoublée et sérieusement modernisée. La Note I 

est consacrée maintenant a la théoric directe des ensembles finis. Au lieu 

de choisir une des définitions possibles, j’ai exposé les plus importantes 

et montré leur équivalence, car cette coexistence de propriétés caracté- | 

ristiques trés diverses est, 4 mon avis, le fait le plus intéressant. Par la 

notion d’ensemble discret sans dernier élément, on passe avec une grande 

facilité A ensemble des nombres naturels, objet de la Note II. 
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La Note III, consacrée a l’axiome du choix, a été complétée par 

quelques pages sur le théoréme de Zorn, les conditions de Hausdorff et 

de Tukey ; l’équivalence de ces divers énoncés est établie. 

Pour faciliter le travail du lecteur, la notion de corps a été rapprochée 

de celle d’anneau (p. 140) et les problémes d’immersion abéliens ont été 

traités directement au début du chapitre V, ou l’on trouvera, en paru- 

culier, immersion d’un domaine d’intégrité dans un corps (p. 228). 

Enfin, quelques exercices ont été ajoutés. 

J’exprime mes sincéres remerciements aux Collégues qui m’ont 

suggéré telle ou telle amélioration. Mon amicale reconnaissance va tout 

particuligrement 4 M. Robert Croisot dont l’aide m’a été trés précieuse 

dans la mise au point du texte et dans la correction des épreuves. 

Qu’il me soit permis d’exprimer mon affectueuse gratitude a 

M. Gaston Julia qui a bien voulu provoquer la rédaction de, ce 

livre et laccueillir dans sa belle collection, et 4 M. Albert Chatelet 

d quije dois de nombreux encouragements et de précieuses suggestions. 

J’adresse aussi mes trés sincéres remerciments a la Maison Gauthier- 

Villars qui, aprés avoir mené a bien, malgré les plus grandes difficultés 

matérielles, impression de la premiere édition, a accepté, pour la 

deuxiéme, les nombreux remaniements et les larges additions que je 

lui proposais. 

SSS = 



ALGEBRE 

CHAPITRE 1. 
ENSEMBLES, RELATIONS, CORRESPONDANCES. 

A. — ELEMENTS, SOUS-ENSEMBLES. 

1. Principes de la Théorie des Ensembles. — En Mathématiques 

comme dans la vie courante, on est souvent amené a rassembler des 

étres a, b, c, ..., possédant quelque caractére commun ou destinés a 

un méme usage: on parle alors de l'ensemble E de ces étres, on dit de 

ceux-ci qu’ils sont les éléments de E. On écrit 

ee 1 POH (Ds Oro0 one 

L’ensemble E est’ regardé comme donné ou défini quand on a énoncé 

une condition nécessaire et suffisante pour qu’un étre soit élément de E, 

en d’autres termes quand on a fixé clairement le sens de la propriété ; 
ad appartenance 

ae, « aest élément de E, ou appartient a E ». 

On écrit aussi E5a, pour exprimer que E comprend a parmi ses 

éléments, et m€E pour exprimer que l’étre m n'est pas élément de E. 

Deux ensembles coincident, ou sont égauz, si chaque élément de 

Pun appartient a l’autre : 

E = E’ si aeE = aek’ 

(le signe = exprime l’équivalence logique de deux propositions : on le 

lit « équivaut a » ou « si et seulement si »). 

Exemples et remarques. — La maniére la plus simple de donner un ensemble 
consiste 4 désigner individuellement et successivement ses éléments; c’est ainsi 

que l’on définit un alphabet en indiquant l’une aprés l’autre les lettres qui le 

composent, ou qu’on parle en Géométrie de ]’ensemble des sommets { A, B, C, D} 

d’un carré. 
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Mais le mode de définition précédent n’est pas toujours possible; il ne saurait 

s’appliquer, par exemple, a la définition d’une circonférence : la circonférence C 

de centre O et de rayon 9, dans un plan, est l’ensemble des points m de ce plan 

tels que la distance Om soit égale a p: : 

C= { m }Om=o- 

Cette définition suppose, d’une part, que l’on dispose préalablement du plan 

regardé comme ensemble de ses points, dans lequel l’ensemble C a définir va étre 

plongé, d’autre part, que la notion de distance est acquise. I] est clair que les 
propriétés de cette distance vont commander la Géométrie du Cercle, et il faut 

noter que cette notion de distance repose 4 son tour sur celle de nombre réel. 
Cet enchainement dans la définition des ensembles qui interviennent en 

Mathématiques est sans aucun doute une source de difficultés, car il semble illu- 

soire d’espérer partir de quelque ensemble primitif dont tous les autres dérive- 

raient : l’ensemble N = /1, 2, 3, ..., 2,..-}des nombres naturels est déja trop 

complexe pour pouvoir jouer convenablement ce role, l'étude des ensembles finis 
ne fera que le confirmer (voir Note I). Une autre difficulté daus l’exposé de la 

Théorie des Ensembles provient du fait qu’une théorie mathématique ne peut 

s’exprimer, d’une facon réellement accessible, qu’au moyen du langage, et que le 

langage contient déja des termes fortement apparentés aux mathématiques, et 
particuliérement a la Théorie des Ensembles, comme un, aucun, au moins un, 

plusieurs, etc. Nous laisserons de coté la recherche du minimum de termes ou 
de signes indispensables pour constituer le langage mathématique, et l’étude de 

leurs combinaisons; cette recherche et cette étude sont plut6t du domaine de la 

logique mathématique. Sans nous attarder sur les fondements de la Théorie des 
Ensembles et sa formalisation (1), ni sur les tentatives faites pour écarter les 

antinomies (plus ou moins sérieuses ) qu’on a pu soulever a son sujet, nous essaie- 

rons d’indiquer sous une forme intuitive, mais précise, en partant a peu de 

choses prés des axiomes de Zermelo-Fraenkel, les notions et les formules de 

Théorie des Ensembles qui sont indispensables en Algébre comme dans la plu- 
part des autres sciences mathématiques. 

On dit qu’un ensemble A est sous-ensemble ou partie d'un ensemble E 

ou encore que A est contenu dans E, que E contient A, et Yon écrit 

ACE (ou ACE, EDA, EDA), 

si tout élément de A appartient a E. L’égalité EK = FE’ signitic ECE!’ e¢ 

KM’ CE. La relation @incluston © est transitive : 

ACB et BEC entrainent AC(, 

(1) On pourra consulter: A. FRAENKEL, Finleitung in die Mengenlehre (Berlin, Sprin- 
ger, 1923); J. CavaiLiis, Remarques sur la formation de la Théorie abstraite des 
Ensembles (Paris, Hermann, 1937); H. Cartan, Sur le fondement logique des Mathé- 
matiques (Revue scientifique, n° 3216, 1943, p. 3); Hao Wana et R. Nauetuton, Les 
systémes axiomatiques de la Théorie des Ensembles (Coll. Logique Math., fasc. IV, 
Paris, Gauthier-Villars, 1953). 
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Si-A est contenu dans E sans coincider avec lui, on dira que A est partie 
propre, ou véritable sous-ensemble de E, et Von écrira ACE. 

A Gtant une partie propre de E, ensemble des éléments de E qui 
n’appartiennent pas a A est une autre partie A’ de E appelée complément 

(ou sous-ensemble complémentaire) de A dans E; on écrit 

A’=E—A ou A’= Cra. 

Si A est.défini par une propriété caracléristique &, portant sur les 

éléments de E, A’ est défini par la négation Pde (4). 

Parmi les parties d’un ensemble E, nous nous donnerons le droit de 

considérer celle qui ne contient aucun élément, et nous lappellerons 

la partie vide. On la rencontre toutes les fois que l’on cherche les élé- 

ments de Evérifiant un systéme de conditions incompatibles. (Exemple : 

ensemble des nombres premiers qui sont carrés parfaits, dans l’ensemble 

des nombres naturels, 1 n’étant pas regardé comme nombre premier. ) 

La partie vide est le complément de E dans E. D’aprés la définition de 

Pégalité des ensembles, si E et E’ sont des ensembles quelconques, leurs 

parties vides doivent étre regardées comme égales : on parlera done 

uniquement de lensemble vide, qui sera désigné par @. 

_ Unensemble E étant donné, nous nous donnerons le droit de regarder 

comme défini ensemble de ses parties (partie vide comprise), qui sera 

désigné par £(E) : 
Ae@(E) = ASE. 

Un sous-ensemble # de &(E), 

Q a AC WE ae one} (A, B,... GE) 

sera commodément désigné par famille de parties de E. Ul est commode 

de représenter les éléments de E par des petites lettres, les parties par 

des capitales ordinaires, les familles de parties par des capitales italiques. 

Remarque. — Le concept « l’ensemble de tous les ensembles » quia donné lieu 

a lune dcs antinomies de la Théorie des Ensembles, doit étre rejeté comme 

contradictoire (2). Si E était ensemble de tous les ensembles, nous aurions 

(*) La formation de la négation d’une propriété est parfois un peu délicate et il 

y a lieu de s’y entrainer. Soit, par exemple, E Vensemble des fonctions réelles de la 

variable z, définies pour x >o0, et @ la propriété : « A tout <¢ >0, on peut associer 

r>o tel que (0o<)x<r entraine | f(z)|<<e» [f(7)>0 quand x2—->-+-0]. La 

négation s’énonce : « il existe au moins un <>o tel gue, quel que soit r>0, on 

puisse touver au moins un @ vérifiant (o<)x<r et | (zo) Seb. 

(2) Et aussi, bien entendu, comme dépourvu de sens : ‘s’agit-il, en effet, de tous les 

ensembles dont les éléments sont actuellement des étres matériels (?), ou admettra-t-on 
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A&E pour toute partie A de E, en particulier Ee E. Considérons alors les élé- 

ments de E (c’est-a-dire les ensembles) ayant la propriété x@a, et soit X la par- 

tie de E, ensemble de ces éléments x: XEE. Si XEX, on a, d’aprés la définition 

de X, X¢X, et il y a contradiction; si X¢X, on a XEX, et il y a encore contra- 

diction. - ) 

Soient A un ensemble et B un ensemble pouvant étre distinct de Aou 

coincider avec lui. Nous considérerons comme défini l’ensemble P des 

couples ordonnés (a, b) dont le premier élément a@ est un élément 

quelconque de A (nous dirons d’une facon plus imagée, décrit V’en- 

semble A), tandis que le second, 6, décrit l'ensemble B, d’une fagon 

indépendante. P est appelé ensemble-produit ou product de A par B 

et désigné par A x B. Si B= A, on écrit A >< A= A?. On définit de 

méme le produit A <x B><C comme ensemble des systémes (a, b,c), 

ot ae A, FEB, cEG, et ainsi de suite. 

Exemple. — A étant l’alphabet francais, A?= { aa, ab,..., zz } est l'ensemble 

des mots formels de deux lettres, c’est-a-dire des assemblages considérés indé- 

pendamment de toute signification. On notera que |’ensemble des mots de deux 

lettres appartenant effectivement a la langue francaise ne peut pas étre regardé 

comme une partie de A?, car deux mots distincts tels que or (substantif) et or 

(conjonction) coincident en tant que mots formels. 

On est souvent amené a considérer des ensembles dont les éléments 

sont eux-mémes des ensembles : ensemble de sacs dont chacun est un 

ensemble de pommes, ensemble de droites dont chacune est un 

ensemble de points. Nous dirons alors, pour plus de commodité, que 

nous sommes en présence d’une famille d ensembles, #. Fréquemment, 

il existe une correspondance biunivoque entre les éléments de & et les 

éléments d’un certain ensemble \, c’est-a-dire une loi associant a 

chaque élément A de A un élément L de #& de fagon que chaque élément 

de & soit obtenu ainsi une fois et une seule. On dit alors que la famille # 

est indexée par l'ensemble A, on note L sous la forme L, et l’on écrit 

F =} 1) hen 

(«ensemble des L, quand 2 décrit A »). 

Si } décrit seulement une partie A! de A, L, décrit une partie #'de F : 

F ikcacfeling yheyeh 

aussi comme éléments des étres qui ne sont plus ou qui n’existent pas encore, des per- 
sonnages légendaires, des concepts abstraits? De tels concepts, admis par les uns, 
peuvent étre inconcevables pour les autres ! 
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Exemple, — Considérons dans lespace la famille ¥ des droites D paralléles & 
. . . . . * une direction A. I] existe une correspondance biunivoque entre les droites D et 

leurs traces msur un plan P non paralléle 2A. On peut donc indexer la famille F 
par l’ensemble P des points m et écrire 

v= { Din \ meP- 

Liensemble des génératrices du cylindre ayant pour directrice une courbe C du 
plan P est la partie 

Fr { Dmi|met 

de Ja famille &. 

I] peut y avoir intéréta répeter, dans une famille #, un méme ensemble 

en laftectant chaque fois d’un nouvel indice : les éléments de # ainsi 

 obtenus seront alors regardés comme distincts. 

Soit # =/L, 1,6, une famille d’ensembles. Nous considérerons 

comme défini et appellerons réunton générale des ensembles consti- 

tuant &, ensemble E des éléments x des L, : 

xrek>zely pourun AEA, 

Ainsi, l’espace est la réunion générale des droites D,, de la famille & 

considérée plus haut, le cylindre est celle de la sous-famille 9’. 

Remarque. — On peut rattacher la notion d’ensemble-produit A x B 4 celle 

de réunion générale. Considérons la famille ¥ = { Ay} sen obtenue en répétant 
ho 

Vensemble A de facon a indexer & par B. La réunion générale E des ensembles 

de cette famille ¥ correspond biunivoquement au produit A >< B; il suffit d’asso- 

cier au couple (a, b)eA < B l’élément a de A considéré comme appartenant 

a Ay. On peut convenir d’identifier E et A xB, c’est-a-dire de ne faire aucune 

distinction entre ces deux ensembles. 

2. Intersection, réunion. — Soient A et B deux parties d’un méme 

ensemble E. L’intersection 

I= AnB 

notée parfois aussi A.B ou [A, B], de A et B, est, par définition, l’en- 

semble des éléments de E qui appartiennent ala fotsa AX eta B. Si lon 

a l=Q, donc si A et B n’ont aucun élément commun, on dit que A et B 

sont disjoints. 

La réunion 
R=AvuB 

de deux parties A et B de E est, par définition, Vensemble des éléments 

de E qui appartiennent a l’un au moins des ensembles A et B (*). 

a a a ll a a a 

(1) Le signe n se lit« inter »; le signe U se lit « réunion ». 

P, DUBREIL. os 
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Ona 
ICACR, ISBSR 

et la relation ACB entraine |= A, R= B. 

Quand les deux ensembles A et B sont disfocnts, leur réunion prend 

le nom de somme et se désigne par A + B. 

intersection et la réunion des parties possédent les propriétés sui- 

vantes. Elles sont commutatives, c’est-a-dire 

iB = Binns AUB=BUA, 

puisque A ct B jouent des réles symétriques dans les définitions. Elles 

sont également assocéatives, c’est-a-dire 

An(BnC)=(ANB)nC, (AUB)UuC=Au(BuC), 

car les deux membres de la premiére égalité sont l’un et l’autre l’ensemble 
des éléments de E qui appartiennent a la fois aux trois ensembles A, B, 

C.; de méme les deux membres de la deuxiéme égalité sont l’un et l’autre 

lensemble des éléments de E qui appartiennent a !’un au moins des trois 

ensembles A, B, C. 

Enfin, intersection est distributive par rapport a la réunion 

(1) An(BuC)=(AnB)u(AnC) 

et de méme la réunion est distributive par rapport a l’intersection 

(2) Au(BoG)=(AUB)n(AUC), 

Etablissons la relation (1), en montrant que l’ensemble figurant au pre- 

micr membre est contenu dans l’ensemble figurant au second membre, 

el inversement. 

Soit zrEAN(BUC): ona 

reA et reBuC, 

‘done x appartient 4 l'un au moins des epg ule B et C, par exemple 

a B. Il en résulte 
rEAnNBC(ANB)u(ANC) 

el nous avons, par suite, 

An(BuC)C(ANB)u(AnC). 

Inversement, un élément x de (ANB) U(BnC) appartient a Pun au 
moins des ensembles An B et ANC, par exemple a ANB; dou xe A, 
xEBCBuC, donc 

zreAn(BuC) 
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el nous avons 

An(BuC)2(AnB)u(AnC), 

Vou Pégalité. 

Pour établir la relation (2), considérons un élément 2 € AU (Bn). 

Si ze A, on a évidemment re(AUB)n(Au C); sinon, rEBNC, 

donc 

cEBCAvuB, xeCCAuC, 

et x appartient encore au second membre de (2). 

Inversement, soit re AUB et reAUC. Si re A, rEeAU(BNC): 

sinon, x € Betz eC, donc x € Bn Cet, par conséquent, 7 € AU(BOC). 

Considérons d’une fagon générale une famille non vide 

F ={M, ...}$Z(E) 

de parties de E. L’intersection 

1=(\™ 
MEF 

des parties M appartenant 4 # est, par définition, l'ensemble des ¢lé- 

ments de E qui appartiennent a fous les ensembles ME &#; on a donc 

(3) ISM __ pourtout Meg. 

De plus, X étant une partie de E, 

(4) XCM , pourtout Me# entraine XCI.- 

Les deux propriétés précédentes sont caractéristiques, car si une 

partie I' de E les posséde aussi, on a visiblement 

Cleiget b ASES 

elles dé fin issent donc Vintersection a partir de Vineluston. 

De méme, la réunion 

n=. 
Mes . 

ensemble des éléments de E qui appartiennent a l'une au moins des 

parties Me # peut aussi tre caractérisée par les deux proprictés : 

(3) MCR pourtout MeF 

(4) - MCY pour tout MeF entraine RCY, 
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Désignons enfin par & V’ensemble des X contenus dans tou. MES, 

par Y ensemble des Y contenant tout Mé F; nous avons 

(5) I= Ux. 
XxEX 

(5') R=(\y¥, 

Pour démontrer, par exemple, cette derniére formule, remarquons 

que RCY pour tout ¥ € ‘YY entraine, d’aprés (4), 

ro fy; 
yey 

d’autre part, on a, d’aprés (3’), RE Y, done 

Arse 
d’ot Végalité a établir. La formule duale (5) s’établit d’une facon 

analogue. 

Si les ensembles M € & sont deux a deux disjoints, la réunion prend 

le nom de somme, et l’on écrit (*) 

(6) R=) M. 
MEF 

Les parties M sont alors appelées classes, on dit que la relation (6) 

définit une décomposition de R en classes, ou une partition de R: 

tout élément de R appartient a une classe et a une seule. 

Ezercices. — 1. Démontrer les relations de distributivité généralisées 

= Um =Uorom, 
 \MeF MEF 

Au Cf) M)\= Ct) (AuUM) 
MEF / MEF 

2. Le complément d’une réunion d’ensembles M, M’, ... est l’intersection des 

(*) Le terme de somme et la notation correspondante ont aussi été employés par 
certains auteurs dans le cas de la réunion ordinaire; nous les réserverons strictement 
au cas considéré dans le texte. 
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compléments de ces ensembles 

soa oC a 
Mes Mes 

Quel est le complément d'une intersection ? 

3. Soient E un ensemble, £un nombre entier. Posons 

n=2k—1, r= Ch= (7) 

my 
ot Ch= uu byt désigne le nombre des combinaisons de n objets k a k 

et considérons 7 parties\A;, As, ..., A, de E. Formons 

DAG A ie MALE Pease [Rs IN A Fuse Mucwesri Alen mt ylads Wey 8 

Q,= A,UAeu...uUAgZ, it 2, OPEV Et era UA UPAS 

Etablir légalité (1) 

Ur-Ne 
?=1,...,5 iz AerceyS: 

Généralisation. — Aj, ..., An étant n parties quelconques de E, on-a la 

méme égalité, les P; désignant toutes les intersections de & parties A, les Q; 

toutes les réunions de / parties A, et 4, / vérifiant 

| Rees 1 Th Se, 

( On montrera que 

k+l n +1 entraine Uric fa 

kKtlZan+1 entraine Nhyrs UP.) 

4. On appelle aifférence symétrique D = AoB de deux parties A, B d’un 

ensemble E |’ensemble des éléments de E qui appartiennent a l’un des ensembles 

A, B sans appartenir a ]’autre. Etablir les formules 

D =(AUB)—(AnB), 

D =[A —(AnB)]|u[B—(AnB)]. 

DnA=A—(AnB), 

E—D=(AnB)+[E—(AvuB)]. 

tandis que 

3. Si Ea n éléments, £(E) en a 2”. En déduire la formule 

t+ Ci+...+C7°°+1= 27, 

a 

(1) Pour n= 3, cf. G. Birkuorr, Lattice Theory, p. 133 et 135. Pour n quelconque 

impair, cet exercice m’a été communiqué par M. D. S. Mitrinovitch; la généralisation 

m’a été signalée par R. Croisot. 
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6. Soient P l'ensemble des points d’un plan, F la famille des carrés C( cP) 

ayant un point donné O pour centre et un coté de longueur donnée a; tous les 

points situés sur les cétés sont regardés comme des points du carré. Quels sont 

les deux ensembles ‘ 

be a C the Be U Cc? 
CEF cEeF 

Méme question en supposant que l’on retranche de chaque carré : a. ses som- 

mets; b. les milieux des cotés; c. les cotés tout entiers. 

B. — RELATIONS. 

3. Relations binaires; calcul des relations (!). — Certaines proposi- 

tions mathématiques, particuligrement simples, expriment qu'un étre z, 

élément d’un ensemble donné E, posséde une propriété P (exemple : le 

nombre naturel 5 est impair). Une telle proposition signifie que x 

appartient a la partie A de F caractérisée par la propriété P : 

veaA. 

én considérant maintenant deux propriétés Py, P, portant sur un 

méme ¢tre z € EF, on rencontre des propositions du type suivant, expri- 

mant que la propriété P, ¢mplique ou entraine la propriété Ps (Py=>P»): 

tout «EE possédant la propriété Py posséde aussi la propriété P» 

(exemple : tout nombre naturel multiple de 6 est pair). Une telle pro- 

position signifie que la partie Ay, de E caractérisée par Py est contenue 

dans la partic Ay caractérisée par P, : 

AiG Ao. 

Mais il arrive qu’une propriété P porte sur deux éléments z, y appar- 

tenant respectivement a deux ensembles E, F, qui peuvent d’ailleurs 

coincider. On peut alors considérer que P porte sur le couple ordonné 

(x, y), élément de Vensemble-produit E x F et l’on est ainsi ramené 

au premier cas : les couples (xz, y) ayant la propriété P forment une 

partie Sp de EF. En fait, il est souvent commode de dire que la 

propriété P définit, sur les ensembles E et F, une relation binaire, R, 

qui est vérifiée par les couples (x, y) possédant la propriété P, et par 

ceux-la seulement, on écrit dans ce cas : 

ZRY, 

(') On pourra consulter a ce sujet, J. Rrevet, Relations binaires, fermetures, corres- 
pondances de Galois ( Bull. Soc. Math. de France, t. 16, 1948). 
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&’ moins que lon ne remplace la lettre R par un symbole spécial, ce 
qui est fréquent. L’ensemble Sp est appelé ensemble repréesentauyf de la 
relation ® dans Pensemble-produit, ct désigné encore par Sa; ona 

donc, par définition, 

(1) crRy = (4, V)ESR; 

Si F coincide avec E, on dit que R est une relation binaire dé fi- 

nie dans Censemble FE. 

Exemples. — 1a. Le nombre naturel x divise le nombre naturel y : x|y (on 
aici E = F = N, ensemble des nombres naturels ). 

1&4. Les nombres naturels x, y sont premiers entre-eux. 

za. Le nombre réel x est plus petit que le nombre réel ney ==) Hi Py 
ensemble des nombres réels.). 

2b. Le nombre réel y est le carré du nombre réel ane 

3. La droite w est paralléle au plan y: 2//y (E est l’ensemble des droites de 
lespace, F celui des plans). 

4a. La droite x est perpendiculaire ala droite y, sans nécessairement la ren- 

contrer : x | y (E = F est l’ensemble des droites de l’espace). 

4b. La droite x rencontre orthogonalement la droite y : x.Ly. 

53a. La droite x coupe la sphére y.: x { y(on se place dans le domaine réel, E est 

l'ensemble des droites de l’espace, F celui des sphéres). Plus généralement, on 

peut considérer la méme relation x) v entre les éléments de deux familles E, F 

de parties d’un méme ensemble. 

5. La droite x est orthogonale a la sphére y (passe par son centre) : r@3y. 

Les exemples précédents suffisent 4 montrer l’intérét que présente la notion de 

relation, bien que, logiquement, elle dérive des notions fondamentales de partic 

et d’ensemble-produit. L’exemple 26 suggére que la représentation d'une rela- 

tion comprend comme cas particulier la représentation graphique des fonctions. 

D’une facon générale, le calcul des relations que nous allons étudier, se rattache 

étroitement a la définition ensembliste (1). 

La relation vide est celle qui n’est vérifiée par aucun couple : son 

ensemble représentatif est vide. La relation universelle ou absolue est 

celle qui est vérifiée par tous les couples (x, y) : son ensemble représen- 

tatif est Ex F. 

La négation R' de KR est la relation vérifiée par les couples (x, 9°) 

qui ne vérifient pas R, et ceux-la seulement. L’ensemble représentauf 

de R' est le complément de celui de R. 

La relation cnverse R~! de K est la relation binaire défince sur b 

et E par 
vVRAn = cRy. 
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Ona 
(R)1=R. 

Les ensembles E, F étant donnés, a Végalité, a Pinclusion, a Vinter- 

section et a la réunion des parties de Ex F (regardées comme ensembles 

représentatifs) correspondent Pégalité, Pinelusion, Vintersection et la 

réunton des relations binatres définies sur E et F. On aura R= Ry 

si Sa=Sa,, c’est-d-dire si R et Ry sont vérifiées par les mémes 

couples, RER, (ou R=> Ry) si Sa€Sa,, done si cRy° entraine 

xrRyy.: on dira alors que R est contenue dans KR, ou plus fine 

que R,; si R et Ry sont distinetes, on ecrira c au lieu de € et | 

Vinelusion sera dite stricte. 

Lintersecion J = R,N Ry de deux relations R,, KR» est celle qui 

a pour ensemble représentatif intersection Sa, NSa, : 

gaSy = “iy & aRsy. 

Dune facon générale, Pintersecuon JI = mx d’une famille ® de rela- 

REP 

lion R définies sur E ct F est la relation vérifiée par les couples qui 

vérifient chacune des relations Re ®. 

On définit, de méme, la réunion R,yUR, de deux relations, ou la 

réunion U KR dune famille de relations, en remplacant & par ou, 

REP 

« chacune » par « une au moins Dis 

Exemples. — 1 (cf. 5a et 56). E étant ensemble des droites de l’espace, 

F celui des sphéres, la relation €-5 (« est orthogonale a ») est plus fine que j 
(« coupe»): EJcf. 

2 (cf. da et 46). E= F étant l’ensemble des droites de l’espace, la relation | 

(« rencontre orthogonalement ») est plus fine que | (« est perpendiculaire a ») : 

ec eOn apy U2 lnk. 

fe Re ‘ ~~ ’ ; 
32 Soit(H= P=iCy ot) Gari inn.) 10, W).,=0, Opp 2k Reese 

l'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls, ou entiers relatifs. Soit Rm la 

congruence arithmétique modulo m, définie par 

rRmy = 2—y=km (keC). 

Soit ® la famille des congruences obtenues en faisant décrire 4m J'ensemble P 

des nombres premiers p. L’intersection 5=f\% est Pégalité, puisque tout 

peP 
élément de C non nul n’a qu’un nombre fini de diviseurs premiers. 

Soit z un élément de E: on appelle coupe de R® suivant zx et l'on 
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désigne par R(a#) ensemble des y EF vérifiant rRy. R-* (yx) est, 
de méme, l'ensemble des 2 EE vérifiant rRy, or y est un élément 
donné de F. A une partie non vide quelconque X de E sont associées 
la coupe de premiére espéce R(X) de R suivant X, définie par 

R(X)= Uae) 
rex 

et la coupe de seconde espéce R(X] définie par 

R(X] = A(z). 
wex 

R(E), ensemble des y € F pour lesquelles existe au moins un x € X tel 

que lon ait rRy, est appelé projection de |R sur F ou (notamment 

sit E=F) deuxtéme projection de ®; on écrit 

R(E)=prpR ou pr. 

L’ensemble analogue des x €E pour lesquels existe au moins un y EF 

tel que Ry, n’est autre que R-!(F); on lappelle projection de R 

sur E, ou (st E=F') premiére projection de R: | 

R- (F)=prgR ou pri. 

On a, d’aprés les définitions, 

R(X1UX2) = R(Xi)UVR(Xz), — R[Xt Xe] = R[ Xi ]NR[Xe]. 

D’autre part, l’inclusion A € B entraine 

R(A)ER(B), R[A]ZR[B], 
d’ot 

R(X: nX2)ER(X1)NR(X2),  R[XiNX2]ZR[Xi]UR[X]. 

L’égalité n’a pas lieu en général. 

Exemples. —1. Soit E= F =P, ensemble des nombres réels; prenons comme 

relation ® la relation < (cf. ex. 2a, p. 11). 

(a) est ’ensemble des y > x (demi-droite); si X est, par exemple, l’inter- 

valle (a, b), c’est-a-dire l'ensemble des nombres réels compris strictement entre 

aetb(a<b), ona 

R(X)=ly jacy, RX] = ty jyno- 

2. Avec toujours E = F =P, considérons la relation ® définie par 

zrRy = y=? (of. ex. 20, p. 11). 
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On a pyr. R=E, tandis que pr2R est l'ensemble des nombres réels positifs ou 

nuls. 
Si nous prenons pour X, et X» les segments [—1, 0] et [o, 1], ensembles des 

a, “, vérifiant respectivement —1I < 2,<0,0<2.<1, nous avons 

R(X) = R(X) = [0, 1], R[X,] = R[X2] =9, 

X,nX.=({ol, 

R(o) = Rfo] = {0}, 
donc 

R(XiNX2)CR(X1)NR(Xa), R[XinNX2]DR[Xi]UR[ Xz]. 

Soient E, , G des ensembles (distincts ou non), R une relation 

binaire définie sur E et F, S une relation binaire définie sur F et G. La 

relation-produtt ou relation composée RS (ou Reo S) est la relation 

binaire définie sur E et G de la fagon suivante : 2 EE et EG vérifient 

RS si et seulement s’il existe au moins un élément y €F tel que (2, y) 

vérifie R et (vy, z) vérifie S : 

@RSOZ = Wye, zrRy &ySs 

RE, entraine RSC RS; SCS, entraine RSC RS,. Les deux 

hypothéses entrainent donc RSC R, di. 

Si H est un nouvel ensemble, et © une relation binaire définie sur G 

et H, on a immédiatement, d’aprés les définitions, 

R( 8B) =(RS)B. 

Cette relation est valable, en particulier, quand les ensembles H, G, F 

sont confondus avec E et signifie alors que le produit des relations 

binaires dans E est assocratiéf : par suite, la puissance n-itme R" 
d’une relation R posséde une signification claire. 

Hxemples. — 1. Prenons comme ensembles E, F, G respectivement l'ensemble 

des points, celui des droites et celui des plans de l’espace; la relation ®, « le 
point x est sur la droite y », et la relation S, «la droite y est dans le plan z », 
ont pour produit RS, « le point « est dans le plan z ». 

2. Soit maintenant G=F = E, ensemble des points de l’espace. Donnons-nous 

deux directions distinctes 6,, 52 et considérons les relations binaires R,, R2 

définies dans E par cRiy si x, y sont confondus ou si, étant distincts, ils déter- 
minent une droite paralléle a 6;(¢ =1, 2). 

La relation-produit R,R2 nest autre que la relation & définie par: «Zz si 

x, 3 sont confondus ou si, étant distincts, ils déterminent une droite paralléle a 

Ja direction de plan contenant 6, 52. On remarquera qu’ici la relation RoR, 
coincide également avec @. 

Soient RK une relation binaire définie sur EK et F, et A, B respective- 
’ 
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ment des parties de E et de F: ACE, BEF; la relation R envisagée 
seulement pour les couples (a, b), ow ae A, LEB, est une relation 
binaire définie sur A et B, appelée trace de R sur A ct B et désignée 

par Ry,y (on dit aussi que Ryy est la relation R limitée ou restreinte 

a A et B, ou la restriction de R a ces ensembles). L’ensemble repré- 

sentatif de Ry, est lintersection Sa n(A xB). 
SiE=F ctA=B, la trace Ry, est désignée, pour simplifier, par Ry 

et appelée, bri¢vement, trace de ® sur A. 

Ezemples. — 1. Supposons que E, F soient tous deux l’ensemble des points 

de l’espace et que, O désignant un point fixe, xR y signifie : x et y sont situs 
sur une droite passant par O. Si A et B sont deux plans ne contenant pas O, 

Rap est la projection centrale de A sur B faite a partir de O. On considére 

également en Géométrie, la projection centrale ou perspective Rep, bi’ désignant 
lespace E privé du point O : K’= E— {0}. 

2. Soit P ensemble des droites d’un plan. Les traces | p et [Lp des relations 
binaires |, L définies précédemment dans l’ensemble E(= F) des droites de 
Pespace, se confondent avec la perpendicularité dans le plan considéré. 

Etudions maintenant les relations binatres dans un ensemble E, 

(F=E). Leégalité & dans E est la relation 

wGy ou xr=y 

exprimant que x et y sont un seul et méme élément de E; sa négation 

r&y ou r£Ay 

exprime que x et y sont drstincts. L’ensemble représentatif de Pégalité 

est la diagonale | (x, ©) \,ex, © est-a-dire ensemble des couples (x, «) 

ou x décrit E. 

Si R est une relation binaire quelconque dans E, ona 

RE=R, ER=R. 

Une relation ® définie dans E est dite : 

Réflexive si Vona 

azRex pour tout ,ek, cest-a-dire 6CR; 

Symétrique (ou réciproque) si 

aRy entraine yR-e2, cest-a-dire ROR~! (d’ou l’égalité R71 =R); 

Propre (ou antisymétrique) si 

cwRy et yRue entrainent x = y,: cest-a-dire RnNR—'CG; 
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Transitive si 

cRy et yRzs entrainent cRz, cest-a-dire R2CR. 

Si R a lune des propriétés précédentes, R~ la posséde aussi. Si 

toutes les relations d’une famille ® ont l’une quelconque des propriétés 

précédentes, leur intersection la posséde aussi. 

Exemples. — 1. L’égalité est réflexive, symétrique et transitive. De méme, 
la relation x //y dans ensemble des droites du plan ou de l’espace; de méme 

encore la congruence arithmétique ®,, dans l’ensemble C des entiers relatifs. 

2. La relation x { y, dans l’ensemble des droites de l’espace, est réflexive. Elle 

ne lest pas dans l’ensemble des parties £(y.) d’un ensemble yp, car la partie vide 

ne se coupe pas elle-méme. Dans un cas comme dans l’autre, cette relation est 

symétrique. Elle n’est pas transitive, sauf s’il s’agit de l’ensemble des parties £() 
d’un ensemble pu réduit a un seul élément: p= {az}. 

3. Les relations « | y, x | y, dans l’ensemble des droites de Veep aces sont 
symétriques. Elles ne sont ni réflexives, ni transitives. 

4. La relation x|y (# divise y), dans l’ensemble N des entiers naturels, est 
réflexive et transitive; elle n’est pas symétrique. La relation x—y dans l’en- 

semble P des nombres réels a également ces propriétés. 

Soient GR et S deux relations binaires définies dans le méme 

ensemble E(=F). On dit que ® respecte S a gauche ou que S 
absorbe R a droite siVona 

(2) RSS. 

De méme, ® respecte S a droite, ou S absorbe R a gauche silona 

(2) SRCS. 

On dira enfin que R respecte S ou que S absorbe R silona simul- 

tanément les propriétés (2) et (2’). 

SiR est réflexive, on a, quelle que soit S, 

SCRS, SCSR, 

car, par exemple, Sy entraine rRx et xSy. Les propriétés (2) et 

(2') entrainent alors les égalités 

e) ESSE TE 

StS est transitive, toute relation R quelle contient la respecte : 

RCS entraine, en effet, 

RESS'SS, FO SR CSCS. 

Parmi les relations transitives, on distingue notamment les relations 

d ordre et les relations ad équivalence. 
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4. Relations d’ordre. — Une relation d’ordre partiel est une 
relation R réflexive, propre et transitive (1). On utilise généralement 
lune des notations €, < ~, oul’un des symboles symétriques 2 , , = 
et rRy s’énonce : x contenu dans y, inférieur ou égal ay, antérieur 
ou égal a vy, — ou symétriquement. 

R~ est une relation d’ordre partiel en méme temps que ®; toute 
intersection de relations d’ordre partiel est une relation d’ordre partiel. 

Un ensemble E ot a été définie une relation d’ordre partiel est dit 

partiellement ordonné par cette relation; deux éléments x, y de E. 

sont comparables silonarRy ou yRze. 

Exemples. — 1. L’ensemble des parties £(M) d’un ensemble M est partiel- 

lement ordonné par la relation d’inclusion. L’inclusion des relations binaires sur 

deux ensembles E, F est également une relation d’ordre partiel. 

2. La relation x|y (x divise y) dans l’ensemble N des nombres naturels est 
une relation d’ordre partiel; 3 et 6 sont comparables, 2 et 3 ne le sont pas. 

L'intersection R* = RnS' dune relation d’ordre particl avec la 

négation G! de l’égalité est ce que l’on appelle la relation d’ordre partiel 

stricte (ou forte) associée 4 R; on la note généralement C ou <. R* 

est contenue dans &', incompatible avec son inverse (car R°CR 

entraine R*!*CR-', donc R*NR**OCRNR'CG, alors que 
R* VNR CR*CE') et transitive (car cR*y et yR*s entrainent 

rR, et =< est impossible puisqu’on aurait rR*y et vyR* x). 

Inversement, si R* est une relation contenue dans &', incompatible 

avec son inverse et transitive, la relation R = R* UG est une relation 

d’ordre partiel : R est, en effet, réflexive, propre (car rR*y et yR* x 

étant incompatibles, rRy et yR~z entrainent = y) et transitive, 

comme on le voit immédiatement. On dit que ® est la relation d’ordre 

partiel fazble associée a la relation stricte R’. 

Les exemples donnés plus haut montrent que, dans un ensemble 

particllement ordonné, il existe en général des couples d’éléments non 

comparables. Si, au contraire, deux éléments sont toujours comparables, 

donc si l’on a, VU désignant la relation universelle, 

RvuR1=U (ou KR*V6UR*1= WU), 

(1) Cette définition est celle de G. Birknorr, Lattice Theory (Amer. Math. Soc. 

Coll. Publ., vol. 25, 1948, p. 1). Certains auteurs appellent relation d’ordre partiel ou 

méme relation d’ordre toute relation transitive. Ces définitions paraissent trop faibles, 

car elles s’appliquent a la relation universelle 4 laquelle, manifestement, n’est associée 

aucune idée d’ordre. Toutefois, il est commode de donner le nom de quasi-ordre. 

(G. Birkuorr, ibid., p. 4) ou de préordre & une relation réflexive et transitive. 
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on dit que R, ou KR", est une relation @ordre total (ou sémple) ot que 

Vensemble E est totalement (ou simplement) ordonné. On emploie 

alors généralement, pour KR ct R* les symboles respectifs < el <. ou 

les symboles symeétriques =, >. , 

D’aprés ce qui précede, une relation d’ordre total swicte <<, posséde 

les deux propriétés suivantes : 

1° Ele est Cransitice ; 

»° Pour chaque couple d’éléments 2, y de K, on a Pune des trots 

propriétés 

LLY POR YT PS EB} 

i Vexclusior. des deux autres (1). 

Les propriétés 1° et 2° sont caractérisuques, car 2° équivaut a 

RVUGUR 1 — UW, 

RNR = GO =R*E, 

Hot R*C&'; KR*, contenue dans &', incompatible avec son inverse, el 

transitive est bien une relation d’ordre total stricte. 

Exemples. — 1. L’alphabet est un ensemble totalement ordonné (ordre 

alphabétique ) 
ORO Cen ee 

2. L’ensemble N des nombres naturels, ’ensemble P des nombres réels sont 

ordonnés totalement par les relations < ou < au sens habituel « inférieur ou 

égal », « plus petit que »). 

Nous développerons un peu plus loin (§ 9, 10), l'étude des ensembles 

ordonnés, partiellement ou totalement. 

5. Relations d’équivalence. — On donne le nom de relation d'équi- 

valence, Wéquivalence (ou Végalité généralisée) a toute relation qui 

est a la fois réflexive, symétrique ct transitive. L’égalité est une équi- 

valence, la relation universelle U également (pour cette raison, U est 

appelée souvent éguivalence universelle ou absolue). . 

Exemples. — 1. Dans lensemble E des droites (du plan ou de l’espace) la 

relation x // y, « x est paralléle a y », est une équivalence. 

2. Dans ensemble C des entiers relatifs, la congruence modulo m, Rm, est 
une équivalence. 

eee 

(*) Dans la premiére édition, nous appelions relation d’ordre, sans plus, une rela- 
tion d’ordre total stricte. 
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Par analogie avec les congruences arithmétiques et pour distinguer 
les équivalences des relations qualconayes; nous adopterons, pour toute 
équivalence &, la notation 

casy (R) 

« £ équivalent a y modulo R ». 

Tuéorime 1. — 1° A toute décomposition d’un ensemble E en 
classes X 

E =x 

correspond une équivalence, R, définie par 

aRa, = x & x, appartiennent a la“méme classe. 

2° Inversement, a toute équivalence R définie dans E correspond 

une décomposition de E en classes, la classe X contenant un.élément x 

étant la coupe R(x), cest-d-dire ensemble des éléments de E équi- 
valents a x, modulo R. 

° Puisqu’un élément x appartient 4 une classe et a une seule, la 

relation R définie dans la premiére partie de l’énoncé, est réflexive, 

symétrique et transitive : c’est une équivalence. hf | al 

2° Puisque l’équivalence donnée R est une relation réflexive, tout 

élément x de E appartient a R(x) : on a donc 

WaiaaF 

Si z,€R(xL), on a, puisque KR est symétrique, rE R( zy) et, puisque 

R est transitive, R(x) R(x), mais aussi, en raison de la symétrie, 

R(x) R(x), Vout Pégalité. Plus généralement, les ensembles R(x) 

et R(z) coincident dés qu’ils se coupent, puisque 

yER(L)NR(zZ) entraine R(r)=R(y)= R(s). 

Les ensembles R(x) distincts, A, B, ..., X, ... sont done deur a 

deux disjoints, et leur somme, qui coincide avec la réunion de tous 

les R(x), n’est autre que E: ona bien une décomposition de Een classes, 

et il est clair que |’équivalence correspondant 4 cette décomposition 

n’est autre que R. 

L’ensemble Q des classes modulo R, qui peut étre regardé comme 
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une partie de @(E), est appelé ensemble-quotient de E par &. On cerit 

(1) Q=E/K, 

(2) E= ) x. . 

xeEQ 

A la décomposition (2), on associe souvent un sysfeme de repré- 

sentants, S, c’est-a-dire un sous-ensemble S={a, b,...,2,...} de E 

tel quil y ait un élément de 5 et un seul contenu dans chaque classe 

modulo ®. 

Exemples. — 1. A Végalité correspond une décomposition dans laquelle 

chaque classe contient un seul élément. L’autre cas extréme est celui de léqui- 

valence absolue : l’ensemble-quotient se compose d’une seule classe, E. 

2. Dans le cas de la congruence arithmétique R,, modulo ‘m, les classes sont 

les différentes progressions arithmétiques de raison m : on les appelle classes 

résiduelles modulo m; Vensemble-quotient, appelé ensemble des classes rési- 

duelles modulo m et désigné par C/(m), a des propriétés variables suivant la 

nature arithmétique du nombre m, sur lesquelles nous reviendrons plus loin 
(chap. IV, § 9, p. 180). On prend ordinairement dans chaque classe résiduelle le 

reste luirméme comme représentant, ce qui conduit a désigner ces m classes par 

les symboles O, 1, ..., m—1. 

3. Dans lensemble des droites de l’espace, le parallélisme est, comme nous 

avons vu, une équivalence : les classes correspondantes sont, par définition, les 

directions. On prend généralement comme représentant d’une direction la droite 

appartenant a cette direction et passant par un point O choisi une fois pour toutes. 

On définit de méme les directions de plans comme classes formées par tous 
les plans paralléles entre eux. 

4, Par segment ou vecteur lié, on entend (toujours dans l’espace euclidien) la 

portion de droite comprise entre deux points A et B de cette droite, pris dans 

Yordre A, B: A est lorigine, B Vextrémité du segment. Deux segments sont 

égaux (au sens strict que nous donnons a ce mot) s’ils ont méme origine et 

méme extrémité, et dans ce cas seulement. Dans l’ensemble E des segments, 
considérons les deux équivalences suivantes : 

ABR, A’B’ 

si les segments Ab, A’B’ ont méme support, méme sens, méme longueur. Les 
classes modulo &, sont, par définition, les vecteurs glissants; 

AB R, A'B’ 

si les segments AB, A’B’ ont méme direction, méme sens, méme longueur : on 
dit alors qwils sont égutpollents. Les classes modulo Re sont, par définition, les 

. , . ae 

vecteurs libres. On représente souvent un vecteur libre V par le segment OM 
qui a pour origine un point O choisi une fois pour toutes, et appartient a la 
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a 

classe V; on écrit alors 
> —-> 
V=OM. 

On voit que le passage d’un ensemble E a l’ensemble-quotient E/R modulo une 
équivalence R; permet de définir, sous forme de classes, de nouveaux étres 

mathématiques; ce procédé de contraction est d’un emploi fréquent et d’une 
grande importance. 

Une partie A non vide d’un ensemble E est dite indivisible par 

rapport a une équivalence ® définie dans E, ou R-indivisible, si A est 

contenue dans une seule classe modulo ®. Une partie B est dite 

saturée par rapport a R, ou KR-saturée, si elle est une réunion de 

‘classes modulo &. 

Soit X une partie quelconque : la réunion des classes modulo R qui 

contiennent au moins un élément z de X, est la plus petite partie saturée 

de E contenant X : on Vappelle Yextension saturée (1) de X par R et 

on la désigne par R(X) ou X. XCY entraine X CY. 

Les classes sont les parties a la fois indivisibles et saturées. 

Toute réunion de parties saturées est saturée; toute intersection non 

vide de parties indivisibles est indivisible. 

L’extension saturée R de la réunion R d’une famille de parties 

# ={X,...} est la réunion des extensions saturées X de ces parties ; 

en effet, X CR entraine X CR, d’ou 

xsr. 

Inversement, si r€R, on ar=2z(R), ot ER, donc xEX pour au 

moins un X € #; mais alors re X, d’ou 

et Pégalité. 

Si nous considérons maintenant une intersection i= ()X, I¢cxX 

XEF 

entraine [CX pour tout Ne #, d’ou 

is (\x 
xEF 

mais ici, on n’a pas nécessairement I’égalité. 

(1) Cette extension saturée n’est autre que la coupe de premicre espéce (voir § 3, p. 13). 

br. DUBREIL, 
3 
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Exemple. — Dans Vespace euclidien considéré comme ensemble de ses points 

et ou l’on donne une direction A, soit R Péquivalence définie par rRy si x et y 

sont confondus ou si la droite xy est paralléle 4 A. 
Un segment paralléle 4 A est indivisible. Un cylindre de génératrices paral- 

léles & A est saturé. L’extension saturée d’une droite D non paralléle a A est le 

plan D paralléle 4A passant par D. Si D,, Dz sont deux droites non paralléles 4A 

et non coplanaires, ona [= D,nD. =@, 1 =@, tandis que D,n Dz est la paral- 

léle & A s’appuyant sur D, et Do: 

Considérons, dans un ensemble E, une équivalence R. A une relation 5, 

définie dans E, associons dans l’ensemble-quotient Q = E/R les deux 

relations So, 5S; définies respectivement par : 

XS ,Y silona «Sy pour tout cE X et tout y EY; 

XS.Y s'il existe xEX ety EY tels que cSy. 

Si S est transitive, Sy Vest; si S est réflexive, 3S, Pest: On a 

toujours Bg SOP: 

Tutorime 2. — Légalité $8) = S, a lieu si et seulement si Péqui- 

valence R respecte la relation S. La relation 5 = Sy = 8, est alors 

appelée image de 8 dans lensemble-quotient (*). 

1° Soit Sp = Si; si rRSy, Cest-a-dire rRa, et rSy, et si X 

désigne la classe modulo ® contenant « et 2,, Y la classe contenant y, 

on a XS, Y, donc XS,Y, donc xSy. Nous avons bien RSCS et de 
méme SRCS: la condition de l’énoncé est nécessaire. 

2° Supposons RSCS ct SRCS, donc aussi, puisque KR est 

réflexive, S= RS=SR=RSR. Si lon a XG, Y, il existe rEeX 

‘et yEY tels que rSy. Si x1, 71 sont des éléments quelconques 

de X, Y, ona 4,RSRy4, donc 2,547, et X, Y vérifient XS,Y : nous 

avons bien 5; CS, d’ou Végalité. 

Les relations réflexives et transitives, comprenant comme cas parti- 

culiers aussi bien les relations d’ordre partiel que les relations d’équi- 
valence, sont appelées relations de préordre ou de quast-ordre. 

(7) Ce théoréme est un cas particulier de propositions plus générales (voir § 12, 
exerc. 3, 2°, p. 60). 
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Tutontme 3 (4). — Soit S une relation de préordre dans ‘un 
ensemble E. La relation R =SNS~' est une équivalence qui res- 

pecte 8; dans Vensemble-quotient E/R, Cimage:S de 8 est une rela- 
tion d’ordre partiel. 

S~ est réflexive et transitive comme $§; il en est de méme de R, qui 

est en outre symétrique : R est donc bien une équivalence qui, étant 

contenue dans la relation transitive S, la respecte. L’image S de S 

dans E/R est réflexive ct transitive; d’autre part, elle est propre, 

puisque XSY et YSX signifient, pour tout ve X et toutyEeY, rSy 

et y Sz, cest-a-dire xRy et, par conséquent, X = Y. 

Exemple. — Dans l'ensemble C= {..., —2,—1,0, 1,...,”,...} des entiers 
relatifs, la relation : « x divise y », | y(y =ca, ceEC), établit un préordre. 
L’équivalence R= SNS n’est autre que y =-+ a. L’ensemble-quotient E/R 

est représenté par l’ensemble No des nombres naturels et de zéro, la relation 

d’ordre partiel S est X | Y dans No. 

Exercice. — Soit E l'ensemble des points d’un plan P. On considére dans E 
un point particulier O et, a et 6 étant deux points quelconques, on pose aSb si 

et seulement si la distance Oa est inférieure ou égale a la distance O05. Montrer 

que S est une relation de préordre. Quelles sont Jes classes modulo R = SNS"? 

Quelle est la relation d’ordre S, image de S dans l’ensemble-quotient E/R? 

Cc. — CORRESPONDANCES. 

_ 6. Notions générales. — Soient E et E! deux ensembles, distincts ou 

non. On donne, d’une maniére générale, le nom de correspondance 

entre E et E’ a toute loi associant 4 un ou plusieurs éléments de E un 

ou plusieurs éléments.de FE’. 

Plus particuligrement, une application uniforme f de E dans E' est 

une loi associant 4 chaque élément x de E un élément z' de EF’ appelé 

image de x dans l’application f, et désigné par l'une des notations 

ef a ee OL af (a ) 

On donne encore a une telle application le nom de fonction uncforme f 

définie sur E, prenant ses valeurs dans E’; en Théorie des fonctions, 

on utilise de préférence la notation 2'= f(x), tandis qu’en Algébre la 

-(1) Cf. Scuréper, Algebra der Logik (Leipzig, 1890), p. 184, ainsi que G. BIRKHOFF, 

Lattice Theory, p. 4. 
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notation inversée z'=a2f, d’ailleurs un peu plus simple, est souvent 

avantageuse. 

Liimage Af ou f(A) dune partie A de, E est, par défimition, 

Yensemble | f(x) },¢, des images des éléments de A. Sil’on af (E)= E’,. 

on dit que f est une application uniforme de E sur E’, ou un homomor- 

phisme @ensembles entre E et E’ (ou, mieux, appliquant E sur E'), ou 

encore que FE’, image de E, est un ensemble homomorphe a E. Ce cas, 

pour bien préciser, est caractérisé par les deux propriétés suivantes : 

1° Tout élément x de Ea dans E' une image x' bien déterminée ; 

2° Tout élément x! de E! est Vimage d’au moins un élément de E. 

On écrit fréquemment 

E> E’ ou Ew FE’ 

(avec cette seconde notation, la dissymétrie qui existe en général entre 

lensemble E et son image E’, et qu’il ne faut jamais perdre de vue, se 

traduit seulement par l’ordre dans lequel les lettres E, E’ sont écrites). 

Une application multiforme f de E dans E’, ou une fonction multi- 

forme f définie dans E, prenant ses valeurs dans EF’, est une loi associant 

a chaque élément a de E un sous-ensemble non vide 

XN=a2f ou fae ou f(x) 

de E', appelé cmage de x. L’image Af, fA ou f(A) dune partie A de E 

est la réunion Usiz) des images des éléments de A. 
rea 

Si f(E) = EF’, fest une application de E sur E’.A désignant toujours 

une partie de E, Vapplication f effectuée seulement pour les éléments 

de A, est appelée application induite par f dans A, ou application f 

limitée a A et désignée, pour éyiter toute confusion, par fy. 

Remarque. — Ml est clair qu’en remplacant E’ par £(E’) = #', on 

peut ramener le cas d’une application multiforme a celui d’une appli- 

cation uniforme. Il en est de méme pour une correspondance quelconque : 

il suffit de remplacer, en outre, E par la parte & de &(E) sur laquelle 
la correspondance est définie. 

Les notions précédentes sont étroitement liées a celle de relation et, 
par conséquent, dérivent, elles aussi, des concepts fondamentaux de 
parties et @ensemble-produit. Soit d’abord J une application uniforme 
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de E dans FE’, l’égalité 
| a = f(x) 

définit une relation KR entre Pélément zx de E ect l’élément z’ de E'. Cette 

relation n’est pas quelconque, puisque, 2’ étant défini quel que soit z € E, 

la projection R~*(E’) coincide avec E, et que, f étant uniforme, la 

coupe R(x) se compose au plus de Pélément x’= f(x); on exprime 

cette seconde propriété en disant que ® est une relation quasi-fonc- 
ttonnelle, ensemble des deux propriétés en disant que R est une 
relation fonctionnelle (1). Inversement, toute relation fonctionnelle R 
sur E et E’ définit une application uniforme de E dans E’. 

Si fest une application multiforme de E dans E’, Vappartenance 

2 ef(2) =X’ 

définit encore une relation R entre z et 2’, possédant la _pro- 

priété R-(E') = E; l'image X’ de z est la coupe R(x); Pimage f(X) 
une partie X de E, définie par 

x)=(Yre) 
xrEex 

n’est autre que la coupe de premiére espéce R(X). A toute relation R 

vérifiant la condition R~!(E') = E correspond inversement une appli- 

cation f de E dans E’, définie par 

f(z) = R(x) 

multiforme si R n’est pas quasi-fonctionnelle. 

Lensemble représentatif d'une application f (uniforme ou multi- 

forme) est la partie Sa de Ex E’' représentant la relation R associée a f, 

donc l’ensemble des couples (x, x’) pour lesquels on a 2’ € f(x) (on 

peut remplacer € par = quand f est uniforme); on le désignera aussi 

par la notation Sy. 

Dans la pratique, l’aspect « application » ou « fonction » est souvent 

commode ct suggestif; on est d’ailleurs amené fréquemment a combiner 

les notions de relation et de correspondance, et si l’on se limitait a l'une 

delles, on verrait vite apparaitre des complications de langage. 

Exemples. — 1. Soient E l’easemble des points de l’espace, P l'ensemble des 

points d’un plan. La projection orthogonale f des points de E sur le plan P est 

(1) Cf. J. Riauet, Relations binaires... (Bull. Soc. Math. de France, t. 76, 1948, 

p. 114). 
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une application uniforme de E sur P : P est un ensemble homomorphe a F, 

chaque point de P est ici l'image d’une infinité de points de E. Soit A une figure 

dans E, c’est-’-dire un ensemble de points non vide; son image f(A) est la 

projection de la figure A sur le plan P. Si A est un plan non perpendiculaire 

a P, on a f(A) =P; si A est un plan perpendiculaire 4 P, on a f(A)CP et 

Vapplication induite /, est une application de A dans P. 

2. En posant n'=n-+1, on obtient une application de l’ensemble N des 

nombres naturels en lui-méme. 

3. En posant 7’ = 2?, on obtient une fonction f définie dans l’ensemble P des 

nombres réels, prenant ses valeurs dans P, ou méme seulement dans l’ensemble P_ 

des nombres réels positifs ou nuls (application de P dans P, de P sur P,). En 

représentant l’ensemble-produit P x P au moyen du plan xOy, on a, comme 

ensemble représentatif une parabole, dite courbe représentative de cette fonction. 

4. Prenons comme ensemble E la droite z’O xz, comme ensemble EF’ le plan yOz 

(les axes Ox, Oy, Oz étant rectangulaires). A tout point x sur Oz, associons 

comme ensemble f(z) : 

a. La circonférence y de centre O, de rayon r=|2| dans yOz; 

b. Le cercle ( limité par y (et comprenant sa frontiére y ). 

Nous définissons ainsi deux applications multiformes de E sur E’. En repré- 

sentant le produit EE’ au moyen de l’espace Oxyz, on obtient comme 

ensemble représentatif de l’application a la surface du cone de révolution 
définie par ]’équation 

yrs g2— x, 

comme ensemble représentatif de l’application 5, la région 

y+ BE x3, 

c’est-a-dire le cone « plein » limité par la surface précédente. 

Soient E, EB’, KE" des ensembles distincts ou non et f une application 

de E dans E’, g une application de E’ dans E”. A un élément x de E, 

f associe comme image dans E! l'ensemble X'= xf ou f(x), auquel g 

associe comme image dans E” l’ensemble X"= X'g ou g(X’). Nous 

avons ainsi une loi A associant a tout z EE une partie X” de E’, donc 

une application de E dans E", appelée produit de f par g et désignée 
par fg quand on emploie la notation X’= xf, appelée encore fonction 
composée de f et g ou fonction de fonction et désignée par gf quand 
on emploie les notations X!—= fx ou den 

"=a(fg)=(af)g, . X"=ef(a)= & f(a). 

Si f et g sont des applications uniformes, leur produit est, lui aussi, 
uniforme. 
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Exemple. — Dans Vespace euclidien EK, soient K’ un plan, &” une droite 
contenue dans E’ (E, E’, E” sont considérés comme ensembles de leurs points ). 
Le théoréme des trois perpendiculaires exprime que la projection orthogonale 
des points de E sur la droite EF” est le produit de la projection orthogonale des 
points de E sur le plan EF’, par celle des points de K’ sur la droite KE’. 

7. Applications uniformes; théoréme d’homomorphisme. — Unc 
application uniforme f de E dans E' est univalente si Végalité 

S(a)=f(b)  exige a=b. 

Une application univalente de E sur FE! est dite biunivoque; ce cas 

est celui ott: 

1° Tout élément x de Ea dans E' une image x! bien déterminéc; 

2° Tout élément x' de E' est inversement image d’un élément x 
de E et @un seul. 

Cet élément x est dit image inverse de z'; la loi associant x a x’ est 
lapplication inverse (ou réciproque) ou la fonction inverse f-! de f; 

on écrit 
PS [Oe FNP 

J est elle-méme une application univalente de KE’ sur E. 

Une application biunivoque f de E sur E’ est encore appelée un 

tsomorphisme densembles entre E et E’'; on dit que E et E' sont cso- 

morphes en tant quensembles ou qwils ont méme puissance (ou 

sont équipotents). On écrit 

E<> EF’, E~ £’ ou EYE’. 

Cette propriété est réflexive (car application identique z'=.r de 
E sur lui-méme est biunivoque), symétrique (puisque f~ est biuni- 

voque quand /l’est), et transitive (car le produit de deux applications 

biunivoques est visiblement biunivoque). Par suite, dans l'ensemble des 

parties £(E) d’un ensemble donné E, l’égalité des puissances est une 

relation d’équivalence, ct l’on peut définir la pucdssance dune partie A 

de E comme la classe 4 laquelle appartient A dans cette équivalence. 

Il en est de méme, plus généralement, dans toute famille donnée 

d’ensembles. 

Deux ensembles ordonnés E, E’ sont semblables (ou tsomorphes) si 

lun est image de l’autre daris une application biunivoque 

{?) E<E’ 

qui respecte leurs relations d’ordre, ouest tsotone, c’est-a-dire telle que 

azb dans E entraine 9(a)<9(b) dans E’ 
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et inversement (4) (suivant lusage, nous représentons par le méme 

signe les relations d’ordre de E et de E’ qui, bien entendu, ne doivent 

pas étre confondues). On écrit alors 

(9) Lowen | Oe P 

Exemples. — 1. En associant 4 tout nombre naturel n son suivant n +1, son 

double 2”, son carré n?, nous définissons des applications univalentes (mais non 

biunivoques ) de l’ensemble N des nombres naturels en lui-méme. 

2. L’égalité y = x? définit une application biunivoque de l’ensemble P, des 
nombres réels positifs ou nuls sur lui-méme; la méme égalité définit une appli- 

cation de P (décrit par x) sur P, (décrit par y) qui n’est pas univalente. Cet 

exemple montre nettement qu’il est indispensable de distinguer une fonction 
d’une formule servant éventuellement 4 la définir, et que les propriétés d’une 

fonction dépendent essentiellement du choix des ensembles entre lesquels cette 
fonction établit une correspondance. 

3. La projection orthogonale f, des points d’un plan A sur un plan P, non 

perpendiculaire 4 A, est une application biunivoque (alors que la projection f 

des points de l’espace sur P ne /’est pas : on voit pourquoi il y a lieu de distin- 

guer l’application induite de l’application elle-méme). 

4, Soient, dans un plan, E, E’ deux droites paralléles, orientées dans le méme 

sens et regardées comme ensembles ordonnés de leurs points. O étant un point 

fixe du plan, n’appartenant ni a E ni a FE’, associons 4 chaque point z de E la 

trace x2’ de Ow sur FE’. Nous définissons ainsi une application biunivoque de E 
sur E’, E et E’ sont semblables dans cette application si et seulement si O n’est 
pas situé entre E et F’. 

On donne le nom de transformation ou d’automorphisme d’ ensemble 

a toute application biunivoque d’un ensemble E sur lui-méme. Si E est 

fini, on emploie ordinairement pour désigner une telle transformation, 

le mot de substitution. Dans ce cas, en supposant par exemple que les 

éléments de E sont les nombres 1, 2, ..., 2, on définit la substitution 

en écrivant sous chacun de ces nombres le nombre-image, par exemple 

(i=) i 

aes 
Cette substitution transforme la permutation, c’est-a-dire l'ensemble 

ordonné (1, 2, 3), en (2,1, 3); on peut aussi, pour abréger, la repreé- 

senter par cette derniére permutation; pour cette raison, on donne 

parfois aux substitutions le nom de permutations. 

—_—_—_— 

(1) Cette deuxiéme partie de la condition est superflue si E, E’ sont totalement 
ordonnés. 
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Exercice. — On considére les substitutions 

Mae D C3 beasi(fi 2s A 

pleas Wc yee yal cit ae a a 

Calculer les produits o;¢2 et 020. 

Considérons dans un ensemble E une équivalence R et associons a 

tout élément z de E la classe X modulo R qui le contient : cette cor- 

respondance est une application uniforme de E sur Vensemble-quotient 

Q=E/KR 
E> E/R. 

Inversement, soit f une application uniforme d’un ensemble E sur 

un ensemble E’. Considérons la relation ® définie dans E par 

zRy si f(ry=f(y). 

Cette relation, exprimant que deux points de E ont la méme image 

dans E est visiblement une relation d’équivalence appelée équivalence 

@application ou Vhomomorphisme. Elle coincide avec l’égalité si f 

est biunivoque, et seulement dans ce cas. A tout élément 2’ de E' 

correspond une classe modulo ® et une seule, ensemble de tous les 

éléments z, z,, ... de E dont l'image dans E! est 2’. L’ensemble E' et 

Pensemble-quotient E/R sont, par conséquent, tsomorphes : 

E’<>+E/R; 

cette remarque presque évidente constitue le théoréme @homomor- 

phisme pour les ensembles. 

Exemple. — Soient E l'ensemble des points de l’espace, P l’ensemble des 

points d’un plan, f la projection orthogonale sur P, R l’équivalence d’application 

correspondante. Deux points m, m, sont équivalents modulo ® si et si seulement 

ils appartiennent 4 une méme perpendiculaire a P. L’ensemble-quotient E/R, 

ensemble des perpendiculaires 4 P, correspond bien biunivoquement a l’ensemble 

des points de F. 

8. Cas général : application inverse, sous-ensembles stables. Soit 

maintenant f une application, uniforme ou multiforme, dun ensemble E 

dans un ensemble E’. D’aprés la définition méme de limage d’un 

ensemble, on voit que 

(1) ACB (CE) entraine f(A)C f(B). 

Si ® désigne une famille de parties M de E, ona 

(2) (UJ) =Urm, 
Me® me? 
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« Limage dune réunion est la réunton des mages ». Pour une inter- 

section, [== C\M, on a, d’aprés (1), f(1) ¢ f(M) pour tout Me®, donc 

Me® 

(3) 11 ers 
Me® Me® 

mats Végalité n'a pas liew en général; des que deux éléments dis- 

tincts 24, 2, de E ont des images f(2,), f(%2) qui se coupent, on a, en 

prenant M, = {a} et M.={ 29}, 

I=MinM=0, f/f(I)=8 et f(Mi)nf(M2) #9, 

done . 

JS (Min M2)¢fM1)nf(Me). 

Méme si f est uniforme, l’égalité, dans (3), n’a pas nécessairement 

lieu. 

Exemple. — Considérons Ja fonction uniforme y = x? appliquant l’ensemble P 

des nombres réels sur l'ensemble P, des nombres réels positifs ou nuls, et les 

segments (1) M; =[— a, 0], M2s=[0, a], a >0: nous avons 

T={o}, f(lI)={o}, © f(Mi)=f(M2) = [o, a?], 
donc 

JF (Min M2) f(Mi) a f( M2). 

Si f est non seulement uniforme mais univalente, on a Végalité 

GB) 11") = (yo. 
Me ® MeE® 

Soit, en effet, z’é€ ‘aves et My un ensemble particulier de la 

Me® 

famille ®; il existe vo €Mo tel que z’/= f(x) et, de méme, pour 

chaque M, il existe EM tel que z’= f(x). Puisque f est univalente, 

il en résulte 

Lo = LE C\™, done se 10 (a\™.) 

Me? MEP / 

Soit f une application (uniforme ou multiforme) de E sur E’. Asso- 
cions a chaque élément z' de E! ensemble X des x € E tels que f(xr)az’'; 
nous définissons ainsi une application f—! de BM=af(hysurk : 

(4) I (2) = { & are fia) 

(*) Rappelons qu’un segment [ «, 8 | dans ’ensemble des nombres réels est l'ensemble 
des nombres « vérifiant « < 2 : un segment comprend ses extrémités. 
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appelée chine bb 6 inverse de f. L’application inverse f—! d’une appli- 
cation uniforme n’est elle-méme uniforme que'si f est univalente (donc 
biunivoque ) et, dans ce cas, la définition précédente coincide avec celle 
qui a été donnée plus haut. 

On a 

CIN ifs 

Posons, en effet, f-'(x') = 9(z'); d’aprés (4), od Von intervertit E 
et E’, ona 

oe) = 2" Sregiaxy; 

or, LE9(2z')— f(z’) signifie, d’aprés’ (4), z'e f(x). Done 9-!(z) 
est Pensemble des x’ appartenant a f(a), c’est-a-dire 

mee (0) — "fi pour tout ze. 

La relation & définie dans E par 

ebay = f(x)\ f(x) 

signifie : 11 existe au moins un 2’ tel que 2’ Ee f(x) et xz’ Ef(21); c'est 

aussi ce que signifie 2, Ef! f(x) ouxre f' f(a): les relations xBx,, 
r,Ef' f(x), ref" f(a.) ont donc lieu en méme temps et, par 

conséquent, 2, € f—! f(z) est une relation symétrique (d’ailleurs aussi 

réflexive). 

Pour toute partie A de E ona 

ce) fAf(A)2A. 

Posons, en effet, f(A) =A’. Soitae A; sia’e f(a) CA’, ona 

aef(a’)of(A') =f" f(A), 

d’ot (5). On na pas, en général, Végalité, méme si f est untforme, 

cependant |’égalité a lieu quel que soit ACE si fest non seulement uni- 

forme, mais univalente. Dans ce cas, en effet, f(x) \ f(a) entraine 

We =f (21), pus @ =F 

Sas — Si f est l’application x > 2? de P sur P,, ona 

Sof(2) ={2,—2}) 4 {x} pour 20. 

Un sous-ensemble S non vide de E est dit stable pour l’application f 

silona 

fsf(S) = 5. 
D’aprés (5), E est toujours stable. 
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Toute réunion R= U S et toute intersection |= C\ S d’ensembles 

se® se®P , 

stables, sont des ensembles stables. 

On a, en effet, 

ps@=7s( Js) aaa Uo] =VUrr@=s=r 
se® se® se® se® 

et 

ff) =f4/ Ns) cf! | ef\rre=f\s=t 
se® se® se®P se® 

ce qui, d’aprés (5), entraine 

SOF sl. 

St un ensemble stable S, contient un. ensemble stable S, le 

complément CG = S,—S est un ensemble stable. 

Ona S;— SUG, vou 

Si =f f (Si) =f f(S)uf' f(G) = Suf' f(). 

Si nous montrons que Sn f! f(C) = @, la proposition en résultera, 

puisqu’on aura 

S:=S+/'f(C), done f-' f(C)=Si—S =C. 

Or, le fait que S et f—! f(C) sont disjoints, résulte du lemme suivant : 

Lemue. — S?¢ un ensemble,stable S et un ensemble CG quelconque 

sont disjoints, S et f-! f(C) le sont aussi. 

Supposons que rEeSnf'f(C). Ll existerait x,EC tel que 

xEef f(a,); on aurait donc 

ne f-'f(x)ef— f(S) =§, 
‘ce qui est contraire 4 l’hypothése SnC=@. 

On exprime les propriétés précédentes des ensembles stables en 

disant qu’ils forment un corps complet d’ensembles. 

Si x EE, il existe des ensembles stables contenant x: E, par exemple. 
Leur intersection S, est de plus petit ensemble stable contenant x. 
C'est d’ailleurs un ensemble stable minimal, c’est-a-dire qui ne peut 
contenir aucun autre ensemble stable (4 @). Si, en effet, T était une 
partie de E stable pour f et vérifiant @cTCS,, on aurait z€ T, donc 
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xES,—T, ce qui est impossible puisque S,— T est stable et contenu 
strictement dans S,,.. 

Puisque, par définition, z€ Sz, on a 

SLAF QS FS2) = S73 

quel que sott x. 

Deux ensembles stables minimaux ne peuvent se couper qu’en 

coincidant. Comme tout élément x de E appartient a Pun d’eux, Sz, ces 

ensembles déterminent une décomposition de E en classes; l’équiva- 

lence C correspondante est définie par : 

w=y(C) = Sr=S,. 

Revenons alors a la relation G, réflexive et symétrique; x@y, c’est- 

a-dire f(x) \ f(y), entraine, comme nous l’avons vu, 

ye ff(e)of-f(Sx) = Se; 

d’ot S)= Sz, c’est-a-dire x = y(C). On a done GCC. Nous verrons 
plus loin (p. 59) que C est la plus fine équivalence contenant ©. 

Considérons, de méme, dans E’ les ensembles stables pour l’appli- 

cation inverse f—', les ensembles stables minimaux et |’équivalence 

correspondante. S étant une partie stable'de E, ona 

SoF(S)=S, aot Ff f(S)=f(S), 

donc Vimage d’une partie stable S de E est une partie stable S'‘= /(S) 

de E’, et inversement. Les parties stables de E et de E' se correspondent 

biuntvoquement par f et f—'. Puisqu’en outre l’inclusion est conservée 

par toute application, les ‘parties stables minimales, c’est-a-dire les 

classes modulo € et C’, se correspondent, elles aussi, biunivoquement. 

Nous pouvons donc énoncer (*) : 

Tuetorime 1. — Sovent f une application (uniforme ou multiforme ) 

d’un ensemble E sur un ensemble E', C et C' les relations d’équiva- 

lence décomposant respectivement E et E' en parties stables minimales. 

La correspondance qui associe a l’ensemble stable minimal S, 

contenant un élément x de E l’ensemble stable minimal S\,, contenant 

un élément quelconque x' de f(x), est biunivoque : 

(6) E/C <> EC’. 

— 

(1) Cf. M. L. Duprem-JacoTin, Quelques propriétés des applications multiformes 

(C. R. Acad. Sc., t. 230, 5950, p. 806). 
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Exemple. — Dans un plan rapporté aux axes rectangulaires Oz, Oy, prenons 

comme ensembles E, E’ les droites y =+ a, y=—a(a>o) (fig. 1). Soit HH 

Fig. 1. 

le segment [— A, +A] porté par Oy, (0o< h< a). Au point d’abscisse x sur E, 

associons comme image le segment [2',, x’, ] découpé sur E’ ‘par les droites rH, 

aH’. Posons 
ath 
reat esas 

Les points 2’, et x’, ont respectivement pour abscisse 

2,=—ke, 2, =— 2/k. 

L’ensemble f-! f(a) est le segment [f, &,] découpé sur E par 2, H’ et 2H: 

a ka, fo = x/k?. 

Puisque f—!f(x)¢Sx, ces points appartiennent au plus petit ensemble 
stable S, contenant z; il en résulte que les ensembles stables minimaux de E 

sont : le point A situé sur Oy et les demi-droites E,, Ey limitées a ce point (et 
ne le comprenant pas). Ceux de E’ sont, de méme, A’, E, E’, : la correspondance 

‘-biunivoque (6) apparait nettement. 

Cas particuliers. — 1. Le théoreme 4 généralise le théortme 

d’homomorphisme pour les ensembles. Supposons, en effet, f uniforme. 

La relation G définie par f(x) \ f(y), signifie ici f(x) = f(y), donc 

coincide avec Vléguivalence d’application R. Une partie stable 

S=f"'f(S) comprend au moins l’image inverse X = f-!(2') d’un 

élément de E’; or, une telle image inverse est stable, ici, puisque 
J 'S(X8) =f" (2') =X. Les parties stables minimales sont donc, 
dans E, les images inverses X= f-‘(z'), c’est-a-dire les classes 
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modulo ®, et nous avons 

C=B=R. 

L’équivalence C’, d’autre part, est légalité, puisque les ensembles 

stables minimaux de E! sont les images de ceux de E, donc les éléments 2! 

de E’. La relation (6) s’écrit 

E/R <-> E’ 

et nous avons bien le théor¢me Vhomomorphisme obtenu plus haut. 

2. L’égalité C = G n’a pas lieu seulement dans le cas uniforme. Nous 

dirons, d'une fagon générale, qu’une application f de E sur E! est semé- 

untforme (ou que la relation R correspondante, définie par 

BORG Vee f(a). 

est difonctionnelle) si xy, cest-a-dire f(x){ f(y), entraine 

J (x2)=f(y). © est alors une relation d’équivalence. Pour que f soit 

semi-uniforme, il suffit, puisque G est toujours symétrique, que 

S(2)\ f(y) entraine f(x) C f(y), c’est-a-dire que 

YEF(z) 
yef(y) entrainent 2z’e€ f(y) 

ae f(x) 

(et c'est évidemment aussi nécessaire ). Or, cette condition peut s’écrire 

ze f—'(2’) 
xe f-'(y’) entrainent ye f—1(z’), . 

eee) 

ce qui signifie que f—! est semi-uniforme en méme temps que f. En 

particulier, toute application inverse d’une application uniforme est 

semt-untforme. 

Tutorime 2. — Sort f une application de E sur E', x un élément 

deE, z'é f(r), X=f-'(2'). St f est semi-uniforme, on a 

X= ff(X)=f' f(z) =S8z, 

ouS, est le plus petit ensemble stable contenant x. Il en résulte que la 

relation © coincide avec lV’équivalence €. 

Puisque z’€ f(z), x € X et nous avons 

X= f-'(2')S f- f(4)EFNS(%): 
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Soit 2, € f-'f(X); il existe v.EX tel que mEf' f(22), Cest- 

a-dire 2, G2, d’ou, f étant semi-uniforme, f (21) =f (#2), donc, 

puisque 2'€ f(a), 2 E f(x), Cest-a-dire EX et fi fsces 

d’vtt les égalités 

X= f-' f(x) =f" f(X), 

d'aprés lesquelles X est stable, et coincide méme avec le plus petit 

ensemble stable S$, contenant x, puisqu’on a toujours f—! f(x) CS2. 
On voit que, si l’on se donne 2, X= f—'(z') est indépendant du 

choix de z' dans f(x). 
Si enfin S,=S,, on a yES,=f— f(z), c’est-a-dire Gy, donc 

CC. Comme G est toujours contenue dans C (cf. p. 33), on a bien 

Végalité (1) G=C. 

Exemple. — Dans l’exemple 4a, p. 26, ot les f(a) sont les circonférences y 

de centre O et de rayon | z| dans le plan yOz, la relation f(z) { f(y) entraine 

bien f(x) =f(y), et l’application f/ est semi-uniforme. L’équivalence & = C est 

caractérisée par 

a=y(C) = |e|=|y7| 

et l'on a bien une correspondance biunivoque entre les circonférences y, 
y?+ s2= 7? du plan yOz, et les couples de points x =+ r de l’axe Ox (2). 

Exercice. — Soient E l’ensemble des points d’un plan, O un point fixe de EF, 

On considére l’application f de E sur E associant a chaque point z l’intérieur f(x) 

du cercle de centre O passant par x. Soit ¥ la famille des droites M passant 
par O. Comparer 

(1\") et LC) so. 
MEF MEF 

D. — ENSEMBLES ORDONNES. 

9. Notions générales. — Soit E un ensemble partiellement ordonné 

par une relation réflexive, transitive et propre, O. 

La trace de O sur une partie A de E posséde encore, dans A, ces 

(*) Le théoréme qui vient d’étre établi est aussi une conséquence d’une proposition 
générale que nous verrons plus loin (p. 59); € est l’équivalence la plus fine conte- 
nant &;on a donc C= & dés que & est une équivalence, ce qui a précisément lieu dans 
le cas semi-uniforme. 

(*) Diverses applications algébriques des théorémes 1 et 2 seront vues plus loin 
(définition et propriétés des complexes forts dans la théorie des demi-groupes, p. 235; 
correspondances de Galois, p. 120, correspondance de Grell entre les idéaux d’un 
anneau et ceux d’un sous-anneau, p. 193). 
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propriétés, done définit un ordre O,. Si O est un ordre total, il en est 
de méme de O,. Si O est seulement un ordre partiel, il existe des 
partes A de E telles que Oy soit un ordre total; on dit alors que A est, 
par rapport a Pordre O, une chaine : un seul élément, un couple 
d’éléments comparables forment de telles chaines. Une chaine C est 
maximate si elle n'est partie véritable d’aucune autre chaine ou, ce qui 

revient au méme, si, pour chaque élément x de E—C, il existe au 

moins un élément de C non comparable a x. 

D’autres pares remarquables d’un ensemble E ordonné par une 

relation d’ordre partiel, que nous noterons maintenant CG, sont : les 

segments, les intervalles, les sections commeneantes, les sections finis- 

santes. Si ab, le segment [a, b| est ’ensemble des éléments x de E 

vérifiant af x Cb; si ach, Vintervalle (a, b) est Vensemble des élé- 

ments 9’ vérifiant ac yc b. Une partie S de E est une section commen- 

cante si les relations xcs et s€S entrainent zES, une section 

Jinissante (1) sisca et seES entrainent x€5S; par exemple, m étant 

un élément donné de E, ensemble (m) ou C(m, E) des éléments x 

de E vérifiant 2€m, est une section commencante (particuliére), 
l'ensemble )m( des éléments y vérifiant mC y est une section finis- 

sante. Les segments, les intervalles, les sections commengantes ou 

finissantes sont des parties convexes ou sections, c’est-a-dire des sous- 

ensembles S tels que s'€S, s"ES, s'C xs" entrainent x ES. 

Deux éléments a, 6 distincts et comparables, ac 6, sont dits consé- 

cuttfs si Vintervalle (a, b) est vide; on dit aussi que b couvre a. 

Soit A une partie non vide de E. On appelle premier élément, plus 
petit élément ou élément minimum de A un élément aé A tel que l'on 

ait az pour tout EA; sul existe, ce premier élément est nécessai- 

rement unique. De méme, on appelle dernier élément, plus grand 

élément ou élément maximum de A un élément zé€A tel que l’on ait 

zz pour tout eA. Le premier et le dernier élément de E lui-méme, 
sils existent, sont souvent appelés, respectivement, élément nul et 

élément universel. Quand E a un premier élément a, un segment [a, x] 

ayant @ pour origine, est appelé segment initial. 
On appelle élément minimal dune partie A de E (OcACE) un 

(1) Cette terminologie, utilisée par M. L. Dubreil-Jacotin, L. Lesieur, R. Croisot 

|Lecons sur la théorie des treillis, des structures algébriques ordonnées et des 

treillis géométriques (Cahiers scientifiques, fasc. XXI, Gauthier-Villars, Paris, 1953)}, 

est celle de M. A. Denjoy (L’énumération transfinie, Gauthier-Villars, Paris, 1947). 
d 

J. Colmez (Thése, Portugali# Mathem., t. 6, 1947) appelle sections a gauche les 

sections commencantes. 

P, DUBREIL,. 
h 



38 CHAPITRE I. 

élément m de A qui n’est supérieur a aucun autre élément de A: 

zeA et «rom entrainent xv =m. 

De méme, un élément maximal de A est un élément m’ de A qui n’est 

inférieur A aucun autre élément de A. Une chaine C a au plus un 

élément minimal, qui est nécessatrement minimum, et au plus un 

élément maximal, qui est maximum. Dans une partie A quelconque, 

tout élément minimum est minimal, tout élément maximum est maximal, 

mais la réciproque n’est pas vraie lorsque A est ordonné partiellement 

(par la trace de lordre considéré dans E); en particulier, on peut trés 

bien avoir dans A plusieurs éléments maximaux (deux a deux incompa- 

rables), et plusieurs éléments minimaux (voir les exemples ci-dessous). 

Soit z un élément de E. Si z n’est pas maximal dans E, la section 

finissante S, ensemble des éléments de E qui sont strictement supérieurs 

a x, n’est pas vide; si S a un premier élément, cet élément z+ est appelé 

suivant (ou successeur) de x dans E; si x n’est pas minimal et si la 

section commencante, non vide, S’ des éléments strictement inférieurs a 

x aun dernier élément, cet élément z— est appelé précédent (ou prédé- 

cesseur) de x. Les éléments x et x* sont consécutifs, de méme z~ et z. 

St E est totalement ordonné (par une relation que nous notons, 

pour évtter toute confusion, <), ona: 

Des: queia Pexistes'2’ S3i(a>)s; 

Dés que z* existe, @ = (2*)-, 

et la relation x < y entraine respectivement, si x, y ont des préce- 

dents x—, y- ou des suivants z+, y* : ee aN ear ae od aac, 

On 4, en effet, J-< x7 et zy, done z < 7 ; on Opuentda 

méme, 7*< y*. 

Un élément m d’un ensemble E partiellement ordonné (par la rela- 

tion ©) est majorant d'une partie X, non vide, de E sion a 

zoom pour tout reX. 

On dit aussi que X est majoré par m, que X est majoré s'il admet 

quelque majorant. Tout élément plus grand qu’un majorant de X est 

lui-méme un majorant de X. 

Si ensemble M, supposé non vide, des majorants de X a un plus 

peut élément mo, ce majorant minimum mo est appelé borne supé- 

rieure (1) de X. 

(7) Cette terminologie tend a prévaloir actuellement; elle différe de celle de la 
premiére édition (nous disions : borne supérieure pour majorant, limite supérieure 
pour majorant minimum). , 
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Lorsqwun “majorant de X apparticnt a X, il est a la fois borne 
supérieure et Glément maximum de X. é 

On définit d’une fagon évidente, par dualité, les notions de minorant, 
densemble minoré, et de borne inférieure. 
‘Une partie X de E est dite bornée si clle est a la fois majorée et 
minorée (on notera que cette propriété n’entraine pas nécessairement 
existence de bornes inférieure ou supéricure, aux sens que nous avons 
attribués a ces mots, de minorant maximum et de majorant minimum ). 

Quand elle existe, la borne inférieure de l'ensemble { z, y | formé par 

deux éléments de E est désignée par inf(z, y), x \ y ou zany : on 

emploie souvent cette derniére notation et l’on donne alors a la borne 

inférieure le nom d’¢ntersection ; mais il faut, bien entendu, éviter de le 

faire quand, E étant un ensemble de parties d’un certain ensemble 

fondamental, la borne inférieure dans E différe de lintersection au sens 

de la théorie des ensembles, ce qui peut arriver méme quand la relation 

d’ordre de E est-Vinclusion. Les signes q et / se lisent inter. 

De méme, la borne supérieure de {z, y}, si elle existe, est notée 

sup(r7, y),2\/ you ru y et souvent appelée union; les signes \/ etU 

se lisent uncon. Quand E est un ensemble de parties, ’union peut ¢étre 

différente de la réunion, méme si la relation d’ordre est l’inclusion (voir 

l’exemple 4 ci-dessous). 

L’utilisation systématique des notions précédentes va nous conduire a 

deux catégories de résultats fondamentaux : nous allons étudier mainte- 

nant, dans le cas d’un ordre total, les ensembles bien ordonnés, discrets, 

finis, dénombrables (§ 10), dans le cas d’un ordre partiel, les demu- 

treillis, treillis, treillis complets (§ 11). 

Exemples. — 1. L’alphabet francais, totalement ordonné par l’ordre alphabé- 

tique, admet un premier élément a, un dernier élément z; pour chaque élément 

différent de a, il existe un précédent, chaque élément différent de z a un suivant. 

2. Dans l’ensemble I des nombres rationnels et dans l’ensemble P des nombres 

réels, l’ordre usuel = est un ordre total. Il n’existe ni élément maximum, ni 

élément minimum, ni couple d’éléments consécutifs. 

L’ensemble A, ou Ap des nombres positifs de T ou de P dont le carré est 

supérieur a 2 est une section finissante, admettant 1, par exemple, comme 

minorant. On voit facilement que A; n’a pas de borne inférieure dans I, tandis 

que Ap a, dans P, la borne inférieure 2. 

3. L’ensemble £(M).des parties d’un ensemble M est ordonné par la relation 

d’inclusion ¢. Cet ordre est total si M se compose d’un élément unique, et dans 

ce cas seulement. La partie vide est élément minimum, M est élément maximum. 

L’intersection ANB, la réunion AUB sont respectivement borne inférieure et 

borne supérieure de { A, B}. 
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4. Considérons Vensemble J des intervalles et l’ensemble S des segments 

portés par une droite donnée ('); ordonnons partiellement ces ensembles par 

Pinclusion. Dans aucun des deux cas, il n’existe d’élément maximal. S admet 

comme éléments minimaux les segments [@, a] réduits 4 un point a, mais n’a 

pas d’élément minimum. J n’a pas d’éléments minimaux. Les intervalles, ou les 
segments, ayant pour milieu un point donné O forment une chaine, qui est 

maximale. 

Deux intérvalles [=(a, 6), '=(a’, b’) (a<b, a <6’) ont toujours une 

union I \/ I’=sup(I, I’) : c’est l’intervalle (a, 8) défini par « = Min(a, a’), 
8 = Max(b, b’) (2) qui, si I et I’ sont disjoints, contient strictement leur 

réunion au sens de la théorie des ensembles; I /\ = inf(I, I’) n’existe que si I 

et I’ ne sont pas disjoints, et coincide alors avec leur intersection InI’ au sens 

de la théorie des ensembles. Mémes propriétés pour les segments. 

~§. Les ensembles ordonnés les plus simples peuvent étre représentés par un 
diagramme; chaque élément de l’ensemble est figuré par un point a du plan, et 

cy Ce 

, 

b3 a4 

42 

ay 

deux points x, y représentant des éléments consécutifs (ac y) sont réunis par 
un trait, ascendant de x vers y; un élément supérieur A un autre est donc 
toujours placé plus haut que lui dans le diagramme. 

(*) D’aprés la définition, un segment n’est jamais un ensemble vide; sur la droite, il 
en est de méme pour un intervalle. 

(*) Les notations Min(a, a’), Max(b, 6’) désignent respectivement le plus petit des 
deux nombres a, a’ et le plus grand des deux nombres 3, b’. 
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Inversement, un tel diagramme, donné a priori définit un ensemble ordonné; 
on arcs si l’on peut aller de r as en suivant une ligne brisée constamment 
ascendante. Considérons, par exemple, Ics ensembles ordonnés définis par les 
diagrammes ci-dessus ( fig. 2). 

Nous avons : 

Dans I, un élément minimum a; deux ¢léments maximaux 6, b'; 
Dans II, deux éléments minimaux a, a’; deux éléments maximaux c, c’; un 

élément 6 sans suivant ni précédent; 

Dans IIf (ott Jes fléches indiquent que la configuration se poursuit indéfiniment), 

un élément minimum, pas d’éléments maximaux; chaque élément a; (i 2) 

posséde un précédent a;_1, chaque élément 6; posséde un suivant bj413 

Dans IV, un élément minimum a; chaque élément 5; est maximal. 

Ezercices. — 1. On ordonne partiellement l’ensemble N = {1, 2, 3,...} des 

entiers naturels par la relation x| y(« x divise y »). Quels sont les éléments de N 
immédiatement supérieurs a 1 [c’est-i-dire admettant comme précédent le 

nombre 1, élément minimum (1)]. Montrer que deux éléments quelconques 7, 

n’ ont une union et une intersection, dont on précisera la définition arithmétique. 

2. Dans le méme ensemble ordonné N que dans I’exercice précédent, indiquer 

a quelle condition deux éléments sont consécutifs. 

Tracer le diagramme du sous-ensemble S formé par 36 et ses diviseurs. Quel 

est le nombre de chaines maximales distinctes contenues dans S? 

Tracer le diagramme du sous-ensemble S’= {1, 2, 3,..., 8, 9}. 

3. On ordonne un jeu de 52 cartes suivant les valeurs respectives qu’elles ont 

au jeu de bridge avec l’atout « cceur ». Préciser quels sont : l’élément maximum, 

les éléments minimaux, les chaines maximales. Existe-t-il un élément non minimal 

qui ne posséde pas de précédent? (On pourra utiliser le diagramme de cet 

ensemble. ) 

10. Ensembles bien ordonnés, discrets, finis, naturels. Soit E un 

ensemble totalement ordonné (7) par un ordre O que nous désignerons 

également par =. 

On dit que O est un bon ordre, que E est bien ordonné (par O) 
quand toute partie non vide A de E posséde un premier élément (dans 

l'ordre O, trace de O sur A). En particulier, E lui-méme a un premier 

élément a, et tout élément z, sauf le dernier s’il existe, a un suivant 2+ 

(premier élément de la section finissante ensemble des éléments supé- 

rieurs a 2). Les éléments x, adtres que le premier, se répartissent en 

(1) Lorsqu’il existe, comme ici, un élément minimum, les éléments qui (éventuel- 

lement) lui sont immédiatement supérieurs, sont appelés points ou atomes; on peut 

dire aussi quils couvrent élément minimum. 

(*) Pour étude des procédés d’ordination que nous utiliserons seulement dans la 

théorie des ensembles finis, voir le début de la Note I (p. 401), consacrée a cette 

théorie. 
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deux catégories selon qu’ils ont un précédent ou n’en ont pas : dans le 

second cas, x est dit élément limite. Cette seconde caiégorie peul 

d’ailleurs étre vide : c’est ce qui a lieu, par exemple, pour ensemble 

Be=) a, 0) (a =< 0). : 

Toute partie non vide X d’un ensemble bien ordonné E est elle- 

méme bien ordonnée (par la trace Ox de lordre O de E). 

Tutoréme 1. — S¢ une partie A d’un ensemble bien ordonné E est 

mayorée, elle admet une borne supérieure.’ 

L’ensemble M, non vide, des majorants de A posséde, en effet, un 

élément minimum. 

Remarque. — La partie vide peut ¢tre considérée comme majorée 

par tout élément de E, sa bortie supérieure est le premier élément a de E. 

On dit qu’un ensemble D est discret s'il est bien ordonné par un 

ordre O et si towt élément de D, autre que le premier, aun précédent. 

Tutortme 2. — Sv une partie non vide A d’un ensemble discret D 

est majorée, il existe dans A un élément maximum. 

D’aprés le théoréme 1, A posséde une borne supérieure m. Si m est 

le premier élément @ de D, ona A= {a}, puisque A n’est pas vide : la 

proposition est vraie. S’il est supérieur a a, ma dans D un précédent m— 

qui n’est pas majorant de A. Il existe donc un élément z de A vérifiant 

m-~<ax(<m), ce qui entraine m=z; m est bien élément de A et, 

par conséquent, élément maximum. 

TutorEne 3. — Toute partie non vide P d’un ensemble discret D, 

est un ensemble discret. 

P est bien ordonné par la trace Op de Vordre O de D; Pa donc un 

. premier élément p. Montrons qu’un élément z de P, supérieur a p, a un 

précédent (dans P, par rapport a O,). Soit Q ensemble des éléments ¢ 

de P inférieurs a x; p€ Q, donc Q n’est pas vide; comme, d’autre part, 
Q est majoré par z, il admet bieneun dernier élément, d’aprés le 
théoréme 2. 

On dit qu’un ensemble E, totalement ordonné par O, est doublement 
bien ordonné (par O), ou encore que O est un double bon ordre, se 
toute partie non vide de E posséde un premier et un dernier élément 
(en d’autres termes, si O et l’ordre inverse O-! sont de bons ordres). 
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Toute partie non vide d’un ensemble doublement bien ordonné est 

elle-méme doublement bien ordonnée. 

Un ensemble doublement bien ordonné E a un premier et un dernier 
élément; tout élément de F, saufle premier, a un précédent; tout élément 
autre que le dernier a un suivant: wr ensemble doublement bien ordonné 
est un ensemble discret avec dernier élément. Nous établirons la réci- 
proque aprés avoir ¢tudié les procédés de raisonnement par induction. 

Pour établir que tous les éléments d’un ensemble bien ordonné E ont 
une cerlaine propriété &, il suffit de montrer qu’un élément posséde 

‘cette propriété dés qu'il en est ainsi pour tous ceux qui le précédent (en 
particulier, on montrera que le premier élément de E a cette propriété). 

Si, en effet, ?ensemble des éléments de E qui n’ont pas la propriété en 

question n’était pas vide, il admettrait un premicr ¢lément, d’ot 

contradiction. 

Ce procédé de raisonnement, appelé ‘nduction trans finie, intervient 

également comme procédé de construction. Soit a associer a chaque 

élément z d’un ensemble bien ordonné E un étre f(z) appartenant aun 

certain ensemble E’, au moyen d’un systéme de relations récurrentes, 

c’est-a-dire de relations définissant d’une maniére unique f(z) a partir 

des images f(r) EE’ des éléments r de E qui sont inférieurs a x (en 

particulier, la valeur de f pour le premier élément a de E est supposée 

déterminée ou imposée ). 

Il est clair d’abord que, si S désigne une section commengante de E 

(pouvant coincider avec E), il existe au plus une fonction f, définie 

sur 5S, prenant ses valeurs dans E’, et vérifiant pour tout 2é€S les 

relations récurrentes données. S’il y avait, en effet, deux telles fonctions 

distinctes fs(L), gs(z), ensemble non vide des éléments x de S pour 

lesquels f(x) AZ 9s(x), aurait un premier élément p( pA a, pES) et 

les relations récurrentes ne détermineraient pas sans ambiguité la valeur 

de la fonction pour 7 = p, contrairement a ce que nous avons supposé. 

Lvunicité de la fonction f est donc assurée, sur toute section com- 

mencante, en particulier sur E. 

Pour établir existence de la fonction f, associons a chaque élément x 

de E l'ensemble S(z) des éléments de E inférieurs 4 2; x < y entraine 

ds ictas Hhas Ca ig C2 sections commencantes S(.7) forment un ensemble 

ordonné par la relation d’inclusion et semblable 4 E; adjoignons-lui E 

comme dernier élément : nous obtenons ainsi un ensemble bien ordonné 

6&—!...,S(xr),..., FE}. Montrons par induction transfinie quil vod, 

quel que soit S€6, une fonction f¢(s) vérifiant, pour toul s€5, nos 

relations récurrentes. Distinguons deux cas. 
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1 S aun dernier élément, 3. — Posons $;= S—} 4} C5: ilexiste 

par hypothése une fonction /s,(x) vérifiant, pour tout élément de S4, les 

relations récurrentes. Posons done 
. 

Js(2) = fs,(2) pour tout res, 

et prenons f(s) gal a Ja valeur déterminée a partir des fs,(7) par les 

relations récurrentes : la fonction f(a) ainsi définie pour toul rE5, 

répond a la question dans 5. 

2° S n'a pas de dernier élément, — Tout z€S appartient alors a 

un S’é6, tel que S'cS : il suffit de poser 

Ss(£) = fs (2). 

Cette définition est légitime, puisque fg,(2) existe par hypothése et est, 

daprés la propriété d’unicité établie plus haut, indépendante du choix 

de S'( 32). 
Nous avons ainsi une fonction f/s(x) répondant a la question quel que 

soit € 6; la fonction f(x) = f,(x) est la fonction cherchée. 

On dit qu’un ensemble E vérifie Paxiome du chorzx s'il existe dans E 

une fonction de choix, c’est-a-dire une lot associant simultanément a 

chaque partie non vide X de E un élément « appartenant a X (appelé 

souvent élément distingué de X). 

Il est clair qu’un ensemble bien ordonné posséde cette propricté, 

puisqu’on peut associer a chaque partie non vide A son premier élément. 

La réciproque de ce fait évident constitue le ¢théoréme de Zermelo ('). 

Tuéorime pg Zerwero. — Moyennant Vaxiome du choix, tout 
ensemble E peut étre bien ordonné. 

Pour la démonstration, nous renvoyons a la Note III (p. 433). 

' Remarques. — 1. y a lieu, semble-t-il, de distinguer l’axiome du choix tel 

quwil vient d’étre énoncé, regardé comme propriété éventuelle d’un ensemble 

(donc ne prétant aucunement 4 la critique) et le postulat : tout ensemble veri fie 

Paxiome du choix, qui pourrait étre désigné sous le nom de postulat de Zermelo. 
Ce postulat, lui, a soulevé diverses objections : la plus sérieuse est sans doute 
que, jusqu’a présent, il a été impossible de construire un bon ordre pour 
ensemble des nombres réels. Actuellement, d’importants résultats mathéma- 
tiques reposent sur l’axiome du choix. Nous nous efforcerons de ne jamais 
employer cet axiome, ou un axiome équivalent, sans mentionner explicitement 

(*) Math. Ann., t. 59, 1904, p. 514; t. 65, 1908, p. 107. 
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cet emploi. On confére aux résultats ainsi établis une sorte de validité absolue 
en adoptant une fois pour toutes le postulat de Zermelo; en méme temps, on 
réalise des simplifications appréciables (voir Note II, p. 439). 

2. Remarquons aussi qu’on utilise souvent, en réalité, Variome du choix sous 
une forme restreinte, qui est la suivante. Soit Ji ={A, B, ...} un ensemble 
de parties de E: E vérifie l’axiome du choix sous forme restreinte pour la 
famille de parties OW, s’il existe pour chaque partie AEN une fonction de 
choix £4, associant a tout sous-ensemble non vide X de A un élément x,eX 
(« élément distingué relatif 4 A ») (*). 

Enongons maintenant un axiome d’un emploi particuligrement com- 

mode en Algébre, et qui est di A Max Zorn (2). 

PRINCIPE DE L’ ELEMENT MAXIMAL, OU THEOREME DE ZORN. St, dans un 

ensemble partiellement ordonné E, toute chaine possede une borne 

supérieure (*), E contient au moins un élément maximal. 

Ce principe, qui peut s’énoncer sous d’autres formes, elles aussi 

souvent utiles, est équivalent a l’axiome du choix (voir Note HI, 

p- 439). 

Dans le cas d’un ensemble discret D, les éléments limites n’existent 

pas et l’induction transfinie comprend comme cas particulier un type 

de raisonnement plus simple : l’¢nduction compléte ou raisonnement 

par récurrence. Pour établir que tous les éléments de D ont une 

certaine propriété &, il suffit de montrer que le premier élément a de D 

posséde cette propriété, et qu’elle est vraie pour un élément 2(> a) 
dés qu’elle l’est pour le précédent z~. De méme, pour construire par 

récurrence une fonction f(z), définie dans D, prenant ses valeurs dans 

un ensemble E’, il suffit de se donner la valeur f(a) de cette fonction 

pour z—a, et une relation déterminant d’une fagon unique, pour 

xz >a, la valeur f(z) a partir de f(2—). Le raisonnement général fait 

plus haut montre que f(x) est définie sur D d’une fagon unique (*). 

(1) Lorsqu’un méme sous-ensemble X de E est contenu a la fois dans différentes 

parties A, B,... eon, les éléments z,, Zy, ... peuvent étre différents. Sous cette forme 

restreinte, l’axiome est vérifié d’une facon évidente toutes les fois que les parties 

A, B, ... sont finies, dénombrables ou bien ordonnées. 

(2) A remark on method in transfinite Algebre (Bull, Amer. Math. Soc., t. Mig 

1935, p. 667). Voir aussi N. Boursakt, Théorie des ensembles (Actualités scientifiques 

et industrielles, n° 846, Paris, Hermann, 1939, p. 37). 

(*) On exprime cette propriété en disant que E est un ensemble inducti/. 

(*) Les sections commencantes S, considérées dans ce raisonnement sont dailleurs, 

comme on le voit aisément, les segments [a, x~] (cf. Note II, th. 2). 
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Comme application de ce mode de raisonnement, établissons la 

proposition suivante : 

Tutorime 4. — Il y a tdentité entre les notions d’ensemble double- 

ment bien ordonné et d’ensemble discret avec dernier élément. 

Comme nous V’avons vu plus haut, un ensemble doublement bien 

ordonné est un ensemble discret avec dernier élément. 

Inversement, soit D un ensemble discret possédant un dernier élé- 

ment s. Soit a le premicr élément de D; désignons par X Vensemble 

des éléments x de D tels que le segment initial [@, x] soit doublement 

bien ordonné. Nous avons a€ X. Soient a < x et 2~ € X; considérons 

une partie P non vide de [a, 2]: sixeP, x est dernier élément de P; 

si z€P, nous avons P€[a, x], et P a encore un dernicr élément 

puisque x~€ X par hypothése. P a donc toujours un dernicr élément 

(et aussi un premier, puisque D est bien ordonné). Nous avons donc 

zeEX, dot X =D et par conséquent, l'ensemble D=[a, 2] est dou- 

blement bien ordonné (*). 

Il y a plus: les ensembles discrets avec dernier élément ne sont 

autres que les ensembles fints. Mais il est clair que pour établir ce 

résultat fondamental, et méme pour lui donner un sens, nous devons 

dabord donner une définition des ensembles finis. Historiquement, 

c’est Dedekind qui, le premier, a proposé une définition directe, c’est- 

a-dire indépendante de la notion de nombre naturel : un ensemble E 

est fini s'il est impossible qu’une partie de E ait méme puissance que E. 

En réalité, cette définition, si intéressante qu’elle soit, n’est pas a 

retenir, parce que la démonstration de son équivalence avec d’autres 

propriétés caractéristiques, fait intervenir l’axiome du choix. 

Parmi les définitions directes des ensembles finis dont Péquivalence, 

et méme l’équivalence avec la définition indirecte, peut ¢tre établie sans 

faire appel a l’axiome du choix, les plus remarquables sont les suivantes. 

1. Dérixttion ORDINALE [ A. Densoy (?)]. — Un ensemble est finré sil 

peut étre ordonné totalement, et sil est semblable a lui-méme dans 
tous les ordres possibles. 

2. Dérrnition orpinate (Sticker, Enrigués ). — Un ensemble est fine 

sul peut étre doublement bien ordonné. 

(') On trouvera une autre démonstration dans la Note I (th. 14, p- 412). 
(*) L’énumération transfinie, t. Il (Etudes complémentaires sur UVordination), 

chap. I, 615-665. 



ENSEMBLES, RELATIONS, CORRESPONDANCES. 47 

2 bis. — Un ensemble est fint sil est discret et posséde un dernier 

élément. 

3. D&FINITION CARDINALE (Tarski). — Un ensemble E est finrt sil 

véerifie la condition minimale (en d’autres termes si tout ensemble JW 

non vide de parties de E contient une partie A minimale, c’est-a-dire 

ne contenant aucune autre partie X appartenant a la famille JI). 

La théorie directe des ensembles finis, exposée dans la Note I (p. 401), 

établit, sans aucun recours a la notion de nombre naturel et par des 

moyens qui restent élémentaires, l’équivalence des propriétés précé- 

dentes. Elle apporte, en outre, quelques résultats fondamentaux : toute 

partie d’un ensemble fini est finie; la réunion, (éventuellement la 

somme), le produit d’une famille finie d’ensembles finis, sont finis; 

lensemble des parties d’un ensemble fini est fini. 

Un ensemble non fini est dit zrfinc; il est indiqué d’étudier d’abord 

“les ensembles discrets (non vides) sans dernier élément, que nous 

appellerons ensembles naturels. Cette étude, développée dans la 

Note II (p. 420), conduit aux résultats fondamentaux suivants. 

Deux ensembles naturels quelconques sont semblables ; tout segment 

initial (done tout segment) dun ensemble naturel est fini (au sens 

de la théorie directe), et inversement tout ensemble fini est semblable 

aun segment initial, et a un seul, dun ensemble naturel N, que lon 

pourra choisir une fots pour toutes; pour plus de commodité, les 

éléments de N seront appelés nombres naturels, nommés successive- 

ment un, deux, trois, ..., désignés par les symboles 1, 2, 3, ..., et 

l’on dira que l’ensemble fini F <— +[1, n] a 2 éléments; deux ensembles 

finis ont méme puissance s’ils ont le méme nombre d’éléments, et 

seulement dans ce cas. Tout ensemble ayant méme puissance que N est 

dit dénombrable. 

On voit facilement que tout ensemble naturel vérifie les axiomes de 

Peano (voir Note II), et inversement. Les propriétés classiques des 

nombres naturels et des opérations sur ces nombres en résultent, d’une 

facon connue, et il est facile d’obtenir en outre l’équivalence des 

définitions directes des ensembles finis avec la définition reposant sur 

la notion de nombre naturel, introduit au moyen des axiomes de Peano. 

Remarque. — La théorie qui vient d’étre esquissée est sensiblement plus 

longue que celle qui consiste A introduire d’abord, au moyen des axiomes de 

Peano, l’ensemble N des nombres naturels et 4 appeler fini tout ensemble vide 

ou ayant méme puissance qu'un segment initial [1, n] de N (voir premiére 
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édition, Note I). Mais elle apporte un ensemble de faits beaucoup plus riche, et 

est plus satisfaisante pour l’esprit en ce qu’elle ne fait pas dépendre la théorie 
des ensembles finis de la définition et des propriétés d’un ensemble infini N. On 
reconnaitra d’ailleurs que les définitions 1, 2 et 2, bis présentent un caractére 

intuilif satisfaisant, tandis que 3 a l’avantage d’étre un cas particulier d’une 

condition dont l’emploi, en Algébre, est devenu extrémement courant. 
En derniére analyse, les progrés récents de cette partie élémentaire de Ja 

Théorie des Ensembles montrent qu’on ne peut plus accepter le jugement de 

J. Cavaillés (que nous faisions nétre dans la premiére édition, p. 267): « Le 
moyen employé uniformément pour démontrer ces équivalences (des définitions 

directes des ensembles finis) est induction compléte; il semble donc que, sous- 

jacent a chacune de ces définitions, se trouve un renvoi a la définition arithme- 

tique ordinaire, la construction progressive de l’ordre, intuition irremplacable, 

comme le voulait Poincaré. Seule, la propriété prise par Dedekind comme 

premiére définition est pure de toute notion d’ordre : elle est démontrable a 

partir des autres définitions, mais ne permet pas de démontrer les propriétés 
énoncées dans celle-ci 4 moins que l’on n’ait recours a un instrument sur lequel 

concentraient leurs attaques, au début du siécle, la plupart des mathématiciens 

hostiles & la Théorie des Ensembles, l’axiome du choix... » (J. CAvAILLEs, 

Remarques sur la formation de la Théorie abstraite des Ensembles, p. 113). 

L’induction complete, nous l’avons vu, appartient comme instrument logique 

aux ensembles discrets, finis ou infinis, la distinction entre les deux types se 
faisant par l’existence ou la non-existence d’un dernier élément, caractére par- 

faitement intuitif. En elle-méme, la définition de Tarski est aussi pure de toute 
notion d’ordre que celle de Dedekind, et elle se révéle équivalente a la définition 
de Denjoy et a celle de Stickel-Enriqués sans qu’aucun recours a l’axiome du 
choix soit nécessaire. Il en est d’ailleurs de méme pour l’équivalence avec Ja 

définition de Russell et Whitehead (voir Note I, th. 20, p. 416). 

Considérons une application « de ’ensemble N des nombres naturels 

dans un ensemble donné E : cette application, définie par la donnée 

des images @, = «(7), prises dans l’ordre de leurs indices, est ce qu’on 
appelle une suite S. On écrit 

_ i} S) Sh Gaya soon ae docile 

Il importe de remarquer que les éléments d’une suite ne sont pas forcé- 

ment distincts : ainsi, on pourra considérer une suite de la forme 

{a, a,...,@,...}. En ne conservant dans une suite S que les éléments 

distincts, ce qu’on peut faire en barrant tout élément égal a un élément 

placé avant lui, on obtient un ensemble Mg associé a cette suite, fini ou 

infini (dans ce dernier cas, dénombrable, puisque toute partie infinie de 

l'ensemble des nombres naturels est dénombrable, Note II, p. 425). 

41. Treillis. — On appelle ¢érecllis ou ensemble réticulé (Suns 

(‘) En anglais, lattice; en allemand, Verband. Nous donnons ici seulement quelques 

notions fondamentales et un petit nombre de résultats que nous aurons A utiliser. On 
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ensemble partiellement ordonné T dans lequel deux éléments quel- 
conques x, y ont une borne inférieure (ou minorant maximum ) et une 
borne supérieure (ou majorant minimum), 

Leuus. — St deux parties A, B dun ensemble. partiellement 
ordonné E ont des bornes supérieures a, b et sila borne supérieure 
s=a\/ b existe, s est la borne supérieure de la réunion R= AUB. 

L’élément s, au moins égal 4 a ou a b, est un majorant pour A et 

pour B, done pour R. Si ¢ est un majorant de R, donc de A, ona t2a, 

de méme 426, done t2s : s est bien majorant minimum de R. 

Du lemme précédent, dela proposition duale (*) ct d’un raisonnement 

immédiat, résulte que toute partie finie F = Ph RS AE NG 

treillis T a une borne inférieure, ‘al oe ‘a rou /\z et une borne 
(=e ver veEF 

supérieure U aes U x ou \Vz: 
fmt WF ehh n meEF rer 

On appelle sous-trecllis dun treillis T un sous-ensemble non vide S 

contenant, en méme temps que deux éléments zx, y, leur borne infé- 

ricure xq y et leur borne supérieure x Uy. S est donc encore un treillis 

par rapport a la trace Og de lordre O de T. Mais inversement, un sous- 

ensemble S de T peut étre un treillis par rapport a Os sans étre un 

sous-treillis de T :.il en est ainsi pour le sous-ensemble S = {a, ¢, c', e} 

du treillis T défini par le diagramme ci-dessous ( fig. 3). 

e 

Fig. 3. 

trouvera une étude développée de ces questions dans les Lecons sur la Théorie des 

Treillis, des structures algébriques ordonnées et des Treillis géométriques, par 

M. L. Duprei.-Jacotin, L. Lesteur et R. Croisor (Cahiers scient., fasc. XXI, 1953, 

Gauthier-Villars), et un exposé systématique dans Lattice Theory, par G. BIRKHOFF 

(Amer. Math. Soc., Colloquium Publications, XXV, New-York, 1948). 

(1) Dans un treillis, la Pryposttier duale d’une proposition est celle que l’on en 

déduit en remplacant © par 2, borne supérieure par borne inférieure et inversement. 
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On appelle: demi-tredlis un ensemble U partiellement ordonné 

dans lequel deux éléments quelconques x, y ont toujours une borne 

supcerieure; on voit comme plus haut que toute partie finie de U a une 

borne supéricure. Un n-demi-treillis (inter- -demi-treillis) est un 

ensemble partiellement ordonné dans lequel deux éléments quel- 

conques x, y ont toujours une borne inférieure ; toute partie finie de | 

a alors une borne inféricure. - 

Un treillis T est complet si toute partie non vide de T a une borne 

inférieure et une borne supéricure. Un treillis complet a un élément 

maximum (ou universel) et un élément minimum (ou élément nul). 

De méme, un demi-treillis U est complet si toute partie non vide de U 

a une borne supérieure; de cette définition, on déduit par dualité celle 

dun q-demi-treillis complet. 

Tout treillis, demi-treillis ou q-demi-treillis find est complet, mais 

on a d’autres conditions suffisantes beaucoup plus générales : ce sont 

les importantes conditions de chaine, que nous énoncerons pour un 

ensemble partiellement ordonné quelconque. 

Un ensemble partiellement ordonné E vérifie la condition de chaine 

ascendante si toute chaine strictement croissante indexée par les 

nombres naturels 

(C) Th KUM ert rh Srngere 

est nécessairement finie, ou, ce qui revient au méme, si dans toute 

chaine faiblement croissante infinie indexée par les nombres naturels 

(C’) LISS Sie SE, S 

tous les éléments sont égaux a partir d’un certain rang. 

On dit, d’autre part, que E vérifie la condition maximale si toute 

partie non vide de E posséde un élément maximal. Il est clair que la 

condition maximale entraine la condition de chaine ascendante, 

puisqu’une chaine C ou C’ aura un élément maximal, qui sera néces- 

sairement maximum. 

La réciproque est vraie moyennant l’axiome du choix. Soit, en 
effet, a, élément distingué de E, CE : sil est maximal, la réciproque 
est établie. Sinon, soit ay V’élément distingué de V’ensemble Es 
des Gléments x de Ky vérifiant x>a,; si a, est maximal dans Ey, 
la proposition est établie. Sinon, le raisonnement se poursuit (*), 
La condition de chaine ascendante étant supposée vérifiée, on 
a Ee SEE See a 

1 (') On notera que cest grace 4 Paxiome du choix que l’on peut regarder comme 
délinie la suite { @,, a,,... } sur laquelle on raisonne. 
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rencontre au bout d’un nombre fini d’opérations un élément maxi- 
mal. 

Remarquons encore que, sila condition maximale est vérifiée dans E, 
on dispose du mode de razsonnement par induction suivant : Pour 
établir que tous les éléments de E ont une certaine propriété P, él 
suffit de montrer que, st un élément a n'avait pas cette propriété, il 
existeratt un élément a'da qui nelaurait pas non plus (ce que exrige, 

en particulier, que Uélément maximum de E, s'il existe, ait la pro- 

pricté P). Ce point étant établi, on yoit en effet que l'ensemble des 
éléments qui n’ont pas la propriété P est vide car, dans le cas contraire, 

il contiendrait un élément maximal, ce qui est contradictoire. 

On définit, par dualité, la condition de chaine descendante ct la 

condition minimale; la seconde entraine la premiere; moyennant 

Paxiome du choix, elle lut est équivalente. 

Lemur. — Moyennant Claxtome du chotz, un demi-treillis U vért- 

fiant la condition de chatne ascendante est complet; toute union 

i= U: (SU) est union finite: u= U Sj. 
ses SOR aire 

Soit s;= 2, V'élément distingué de S; sil est élément maximum, le 

lemme est établi; sinon, soit s. ’élément distingué de l'ensemble non 

vide des éléments de S qui ne sont pas inférieurs ou égaux A 7, ; on a 

Lo = $4U S2D 2X4. Si L2 est supéricur ou égal a tout élément de 5, x2 est 

borne supérieure de S. Sinon, le raisonnement se poursuit, mais la 

chaine croissante 2; C #2C ... ne pouvant avoir qu’un nombre fini de 

termes, on obtient un élément Zm= 5,US2U...USm-(SiES) qui est 

union des éléments de S, et méme union d’un nombre fini d’entre eux. 

Du lemme précédent et de la proposition duale, nous déduisons : 

Tuéortme 1. — Moyennant Uaxiome du chotx, un treillis T qui 

vérifie les conditions de chaine ascendante et descendante, est 

complet. 

On peut affaiblir les hypothéses et établir la proposition suivante, ct 

sa duale. 

Tutroreime 2. — Un n-demi-treillis complet I possédant un élément 

maximum 3, est un treillis complet. 

I] suffit de montrer que toute partie X non vide de I a une borne 
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supérieure s. Or, Pensemble M des imajorants m de X, non vide, 

puisqwil conuent z, possede une borne inférieure s. Soil rE X: la 

relation 2€ m, pour tout meéM, entraine xs; s apparent donc a M 

et en est Glément minimum, c’est-a-dire borne supérieure de X. 

Coroiiairne. — Sé une partie S dun treillis complet T vérifie les 

deux conditions suivantes, appelées conditions de Moore: 

a. Lélément universel u de T appartient a5, 

b. Si X est une partie non vide de S, la borne inférieure de X 

dans T appartient a§, 

S est un treillis complet; U intersection dans S est la méme que dans T; 

Lunion v7) dans S est donnée par 

(1) Vle= fV % 
aes meEM(A,S) 

ow M(A, S), (ACS) est ensemble des éléments de S qut majorent A. 

D’apres 6, toute partie non vide X admet par rapport a la trace Og de 

Yordre O de T, une borne inférieure qui coincide avec celle que l’on a 

dans T: S est donc un q-demi-treillis complet. D’autre part, S a un 

élément maximum uw; S$ est donc, d’aprés le théoréme 2, un treillis 

complet (pour lordre Og), dans lequel l’union est définie par la rela- 

tion (1). En général, l'ensemble M(A, S) est une partie véritable de 

Vensemble M(A, T) des majorants de A dans T, et alors union dans § 

ne coincide pas avec union dans T (vor exemple 4). 

Cas particutier. — Toute famille S de parties d’un ensemble E qui 

comprend E comme élément et, en méme temps que les parties dune 

sous-famille & de S, leur intersection, est un treillis complet; la 

relation d’ordre est Vinclusion, la borne inférieyre est Vintersection 

au sens de la théorte des ensembles, mats Tunton VU est, en général, 
distincte de la réunion (voir exemple 5). 

Un cas intéressant dans lequel le corollaire du théoréme 2 s’applique 
est celui des fermetures. Une application 

(9) L>x 

d’un ensemble partiellement ordonné E en lui-méme est appelée ferme- 
ture si elle possede les trois propriétés suivantes : 
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1° xOax (9 est extensive) ; 

2° £=24 (9 est cdempotente) ; 

3° Gy entraine x Cy (¢ est “sotone). 

Un élément f est fermé (pour g) s'il coincide avec son image f , 
l= ts D’aprés 2°, tout x est fermé; d’aprés 1°, cout élément maximal 
(éventuel) est ferme. 

En particulier, ’élément maximum d'un treillis complet T est fermé 

pour toute fermeture définie dans T. 

Lemus. — Dans un treillis complet T, Uintersection ou borne infé- 

rieure ¢ dun ensemble non vide F d’éléments fermés (pur rapport a 

une fermeture donnée ¢) est un élément ferme. 

La relation ¢¢f entraine (£f=/f pour tout feF, dod ¢Cé et, 
) = : 

apres sE2. ti. 

D’aprés ce qui précede, l’ensemble S des éléments fermés d’un treillis 

complet vérifie les deux conditions a, b de Moore. Le corollaire établi 

plus haut donne donc le 

Tueorime 3 (Tutortme ve Moore). — L’ensemble S des éléments 

dun treillis complet T, qué sont fermés pour une fermeture 9 donnée, 

est un treillis complet, dans lequel union est définie par 

( 1’) r= Cr) S 

SEF sEM(F,S) 

{M(F, S) désigne ensemble des majorants de F dans S ]. 

Inversement, & une partie 8 vérifiant les conditions a et b de Moore, 

dans un trellis complet T, correspond une fermeture g telle que § 

soit Vensemble des éléments fermés correspondants. 

Posons, en effet, pour tout ve T, 

{2) L= f\ Ss. 

«ClseEs 

Cet élément z, qui existe d’aprés a, est, (apres 6, un élément de S; 

comme sES entraine s=s, 5 est l'ensemble des x. De plus, nous avons 

“Cog, puis 

P, DUBRBIL. 
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puisque reS; enfin Gy entraine d’apres (2), xy :Vapplication 

x —> a7 est bien une fermeture. 

Plus généralement, & une partie non vide X de T, nous pouvons 

associer élément de $ 

(3) tT) s=2) 
s EOL (X, S) 

qui est de plus petit élément X de 8 contenant chaque élément x de X. 

Exemples. — 1. Un ensemble E totalement ordonné est un treillis ot 

aub = Max(a, b), anb=Min(a, b). 

Ce treillis n'est pas nécessairement complet (exemples : l’ensemble des nombres . 

naturels, celui des nombres rationnels, etc. ). 

2. L’ensemble &(E) des parties: d’un ensemble E, ordonné par |’inclusion, est 

un treillis complet, car, d’aprés les propriétés établies au paragraphe 2, toute 

famille ¥ de parties a pour borne inférieure l’intersection 

1=(\™ 
MEF 

t eae , ° 

et pour borne supérieure la réunion 

r=(J™. 
MEF 

3. L’ensemble S des segments [a, 6] portés par une droite, ordonné par 

inclusion, est un demi-treillis, mais n’est pas un treillis (votr § 9, ex. 4, p. 40). 

Ce demi-treillis S n’est pas complet, puisque, par exemple, l’ensemble des 

segments [—7n, +7] et celui des segments [2n, 22-+1](nEN), n’ont pas de 

borne supérieure. 

4. Considérons le treillis T, fini, donc complet, défini par le diagramme 

ci-contre (cf. § 9, exerc. 2). Chacun des sous-ensembles { a, b1, be, 4, C2, C3, e}, 

e 

d, do 

Gs _ 

by bo 

a 

Fig. 4. 

‘ ) ; “WD: | @, by, bs, e\, | a, by, cz, e} est un treillis complet dans lequel la borne infé- 
rieure est la méme que dans T, mais aucun de ces sous-ensembles n’est un sous- 
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treillis de T; dans le dernier, par exemple, b,\/ c;= e, tandis que, dans T, 
b,u C= do. 

Les sous-ensembles { a, 61, c1, cx, di, €}, | a, €1, C3, €}, fa, b4, cs, dy, € } sont 
des sous-treillis. 

3. Soit E un plan considéré comme ensemble de ses points (ou, plus générale- 
ment, un espace euclidien, voir Note IV, p. 441). L’ensemble &(E) des parties 
X, Y, ... de E, ordonné par inclusion, est un treillis complet &. Un ensemble 
de points XE@ est dit convewe s’il contient, en méme temps que deux points 
a, 6 tous les points du segment de droite ab. Les conditions de Moore sont 
vérifiées : le plan E tout entier est convexe, et toute intersection d’ensembles 
convexes est convexe, d’aprés la définition. L’ensemble S des ensembles convexes 
est un treillis complet dans lequel l’union, définie par (1), est, comme le montrent 
des exemples géométriques simples, distincte de la réunion des ensembles 

_ (Punion de deux segments équipollents est le parallélogramme qu’ils définissent). 

Associons a un ensemble X l’intersection X de tous les ensembles convexes conte- 

nant X: X est le plus petit ensemble convexe contenant X, et Vapplication 

X-> X est une fermeture. X est appelé Jermeture convexe ou enveloppe convere 
de X (cf. Alexandroff-Hopf Topologie, Berlin, Springer, 1935). 

Exercices. — 1. On considére les ensembles ordonnés de l’exemple 5 (§ 9, p. 40). 
Examiner si chacun d’eux est un demi-treillis, un n-demi-treillis, ou un treillis. 

Dans l’affirmative est-il complet ? 

2. On ordonne partiellement l’ensemble N des entiers naturels en posant afb 
si a= mb, meEN. Montrer que N est un treillis; indiquer la signification 

arithmétique de uy et de xny (comparer A l’exercice 1 du paragraphe 9, 
p- 41). Montrer que N est un demi-treillis complet; est-il un treillis complet ? 

3. Soit X > X une fermeture dans le treillis des parties X d’un ensemble E (). 

1° & étant une famille de parties de E, montrer que l’on a 

(4) Kyuss t\™ UnNcUnu=Un- 

MEF MEF MEF MES MEF 

2° R étant une équivalence définie dans E, !’application X > X, ou X = R(X) 
est extension saturée de X par rapport a une équivalence ® définie dans E 

(voir § 3, p. 21), est une fermeture. Montrer que l’on peut, dans ce cas particulier, 

remplacer l’une des inclusions (4) par Pégalité. 

(1) Dans cet exercice, le mot fermeture est pris au sens qui lui a été donné dans le 

texte. Toutefois, la plupart des fermetures considérées dans le treillis des parties d’un 

ensemble (en particulier la fermeture telle qu’on la considére en topologie, voir 

Note IV) vérifient la condition supplémentaire suivante : la réunion de deux 

ensembles fermés est fermée (axiome d’additivité). On pourra consulter, au sujet de 

cette importante notion : G. Birknorr, Lattice theory, p. 4g, et On the Combination 

of topologies (Fundam. Math., t. 29, 1936, p. 156-166); O. ORE, Combination of closure 

relations (Annals of Math., 44, 1943, p. 514-533), et Some studies on closure relations 

(Duke Math. J., t. 10, 1943, p. 761-785). 
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E. — RELATIONS TRANSITIVES ; RELATIONS D’EQUIVALENCE. 

412. Produit transitif, fermeture transitive. -— Comme nous l’avons 

vu (§ 3, p. ro), les relations binaires dans un ensemble E correspondent 

biuniyoquement aux parties de Vensemble-produit E x E. Il en résulte 

que ensemble P de ces relations, ordonné par Vinclusion, est un 

treillis complet dans lequel la borne inférieure est Vintersection n, la 

borne supérieure la réunion U. 

La relation universelle UU est une équivalence (§ 5, p. 18); d’autre 

part, si toutes les relations R dune famille ® possédent Pune des trois 

propriétés fondamentales : réflexivité, symétrie, transilivité, leur inter- 

section la posséde aussi. Par conséquent, Vensemble des relations 

réflexives, X,, celut des relations symétriques X» et celut des relations 

transitives X, satisfont aux conditions de Moore (§ 11) : ce sont des 

treillis complets ou Uintersection est la méme que dans P. 

Toute relation contenant une relation réflexive, en paruculier toute 

réunion de relations réflexives, est réflexive : union, dans le treillis X, 

des relations réflexives, coincide donc avec la réunion, et 3, est un 

sous-treilliss de P. De méme, le treillis X_ des relations symétriques 

est un sous-treilis de P, puisque toute réunion de relations symétriques 

est symétrique. 

Au contraire, la réunton de deux relations transitives nest pas en 

général transitive. 

Exemple 1. — Soit E Pensemble des points M=(2, y) du plan, ot x et y 

désignent les coordonnées de M par rapport a des axes Ox, Oy; posons 

MGM’ Si ere 

MS’ M’ a or eae. 

Les relations &, ©’ ainsi définies sont transitives. Considérons les points 

A = (0,2), B=(1, 0), C=(—1, +1); 

nous avons AGB et B&’C, donc A(GUG')B et B(GUB’)C, mais nullement 
A(GUB’)C. 

‘ast se og T’union \/ dans le treillis complet 3; des relations transitives est 
donc en général différente de la réunion; elle est définie, rappelons-le, 
par 

(1) \/*= f\ « 
REF BEM(F,X;) 
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ot IN(F, X;) désigne l'ensemble des relations transitives (E23) qui 
majorent la famille ¥ considérée. 

La définition (1) garde un sens si !’on remplace la famille ¥ de rela- 
tions transitives par une famille ® de relations quelconques : \a 
relation 

{2) f= a) &, 
SEM (®, x) 

ot: IN (®, Z;) désigne ensemble des relations ¢ransitives qui majorent 
®, est la plus fine relation transitive contenant toutes les relations 

ReE®: on lappelle produit transitif des relations R et Von écrit 
aussi 

4 Us 

t=] f R 

: REP 

et, si ® — { Ri, Ra L. 

Sy SS ONS Rex RR). 

On remarquera que la formule (2) est l’application au cas considéré 

ici, de la formule (3) du paragraphe 11, et que le produit transitif 
t 5 ‘ . . 5 

{ i GK contient la réunion ordinaire Us, et coincide avec l’union 

Re ReP 

KR du treillis Z, lorsque toutes les relations R de ® sont transitives. 

KEP 

Si la famille ® se réduit a une seule relation, ® = {®R} le produit 

transitif £, qui est la plus petite relation transitive contenant ®, se 

note j 

(3) R= tr" & 
ROGEX, 

et est appelé fermeture transitive de R. L’application R > R est, en 

effet, une fermeture au sens défini au paragraphe 11 [vozr, en parti- 

culier, la formule (2), p. 53]. 

On peut donner une deuxiéme définition, souvent utile, du produit 

transitif. Posons 
uk’ y 

st et seulement s'il existe un ensemble fini |mz2, ..., mx} d’éléments 

de E, tel qu’en posant m= 2, Mp1 =Y, On ait 

(4) mRimi+s, ou R,E@ (B= iy aio k) 

(les relations ®; ne sont pas forcément deux a deux distinctes ). 
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Tutortur. — La relation &' ainsi définie coincide avec le produit 

transtttf, 

g=2=][[a . 
REP 

D’aprés sa définition, la relation & est transitive [deux suites (4), 

écrites bout A bout, forment une suite de méme nature]. De plus, & 

contient chaque relation RE@®(kK=1, R= KR). 

Si maintenant & estune relation transitive contenant toute relation 

ReE®, (4) entraine m/Bmi4(t=1, ..., k), dou xy et, par consé- 

quent, &'CG; & est la plus petite relation transitive majorant ®, et 
+ 

nous avons bien &'= *&. 

: -: t ; ; 
Corotiairs. — Le produtt transitif & = | | R contient tout produit 

REP 

(ordinatre) dun ensemble fini de relations, distihctes ou non, extrait 

de la famille ® (*). En particulier, s¢ ® = { Ri, Ro ts ona 

R,R2ER, x Rea, Re2Ri CG Rix Re 

el, i O={R}: 28 
Rr CR, 

quel que soit le nombre naturel rn. 

D’aprés sa définition, la relation & s’écrit ici 

@ = Ux 

et Pégalité & = &' nous donne 

(5) R= U Rn, 

. Sila famille ® contient au moins une relation réflexive R, le produit 

transitif & est réflexif (aR-w entraine «fx); en particulier, la ferme- 

ture transitive d’une relation réflexive est une relation de préordre. 

Si toutes les relations de la famille ® sont symétriques, leur produit 
transitif & Pest aussi, puisque, d’aprés (4), x Ly entraine y £' x. 

Il en résulte que la fermeture transitive d'une relation R réflexive 

et symétrique est une relation d’équivalence, et c’est évidemment la 
plus fine équivalence contenant R. 

(*) Cette propriété explique le nom de produit transitif donné A la relation &. 
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; Sask alee en particulier, une application f (uniforme’ ou multi- 
orme) d’un ensemble E sur un ensemble E’, ct la relation © définie 
dans E par 

BEL, =. f(x) i f(a) 

{voir § 8, p. 31), Gvidemment réflexive et symétrique, ct contenue, 
9 ‘ e . e . . . comme nous l’avons vu, dans l’équivalence € réalisant la décomposition 

de E en ensembles stables minimaux (p. 32). Nous avons donc, en 

désignant par @ la fermeture transitive de %, 

SSC. 

Chaque classe X modulo @ est donc contenue dans une classe modulo C, . 
is) BY fo . . x . . 

c’est-a-dire dans un ensemble stable minimal S, celui, par exemple, qui 

contient un élément quelconque « de X:S=S,. Or, lensemble X 

lui-méme est stable; si l’on a, en effet, ye f f( X), cela signifie que 

yes f(p), 04 pe X, ce qui peut s’écrire 

yop, avec pox. 

, > . . 63 A 

Ur, d’aprés (5), p Gx signifie que l’on a pG" x pour un certain entier 7 

ce qui entraine y G"*' z ct, par conséquent, encore d’aprés (3), 

ydx, 
c’est-a-dire 

yer; dots fst f(X)EX,; 

ce qui entraine l’égalité, puisqu’on a toujours, évidemment 

X Of f(X). 

X, étant stable, coincide nécessairement avec Vensemble stable 

minimal S,, qui le contient et, puisqu’il en est ainsi pour toute classe xX 

modulo @, nous avons l’égalité 

&6=C; 

C est la plus petite relation d’équivalence, ou, ce qué revient au 

méme, la plus petite relation transitive contenant G. 

Exemple 2. — Dans le plan euclidien EF, un ensemble ouvert est un ensemble M 

de points m, ..., ayant la propriété suivante : quel que soit meM, il existe un 

cercle I, de centre M dont tous les points appartiennent a M. Considérons alors, — 

pour deux points m et p de M, la relation R suivante : 

mR p siet seulement si I',,/ Tp, 



60 CHAPITRE 1. 

r,, et rp, étant deux cercles de centres m, p contenus dans M. ® est une relation 

réflexive et symétrique; sa fermeture transitive est une relation d’équivalence 6. 

Les classes modulo & sont, par définition, les composantes connexes de 

Vensemble M; M est connexe ou dun seul tenant si & est la relation universelle 

dans M (1). 

Exercices. — 1. Quel est le produit transitif des relations 6, 6’ définies dans 

exemple 4 ? 

2. 1° Si ’on remplace dans un produit transitif 

= If ¢ 
ReP 

une relation ® par ane relation S2R, on obtient un produit transitif 222. 

2° On ne change pas un produit transitif en y remplacant une ou plusieurs 

relations par leur fermeture transitive. 

3° Soient ®,, ©; deux familles de relations binaires définies dans l’ensemble E, 

® leur réunion. On désigne respectivement par &, £1, Le les produits transitifs 

aes relations de ®, de ®,, de ®3; établir légalité 

aa Te x< Tee 

3. Soit f une application (uniforme ou multiforme) d’un ensemble E sur un 

ensemble E’. On considére une relation @® définie dans FE et on lui associe les 

relations Ry, R', définies dans I’ par : 

a Ryy siVYonaxRy pour tout re f—1(a’) et tout ye f-'(y’), 

z’Riy’ sil existe rEef—'(x')et yef-'(y’) telsque rRy. 

1° Si KR est transitive, R4 Vest aussi; si R est réflexive, R’, Vest; si R est 

symétrique, R44 et R’, le sont. 

2° On a Ry CR}. Pour que l’égalité ait lieu, il faut et il suffit que R soit 

f-invariante, c’est-a-dire que l’on ait GREER et RBECR, donc que RK soit 

respectée par la relation G considérée dans le texte : 

coy = f(x) (f(y). 

On pourra rattacher a ce résultat le théoréme 2 du paragraphe 5, page 22. 

3° Une relation S’ définie dans E’ est dite f-compatible avec R si 

rRy = 2'S'y’ pour tout 2’ Ef(x) et tout y'ef(y). 

Si, en outre, R est f—!-compatible avec S’, Ret S’ sont dites f-équivalentes. 

(‘) Pour une définition générale d’un ensemble connexe (s’appliquant a une partie 
d’un espace topologique quelconque), voir N. Boursakt, Topologie générale, chap. I : 
Structures topologiques (Act. Scient. et ind., t. 858, p. jo, Paris, Hermann, 1940). 
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Pour que S’ soit f-compatible avec R, il faut et il suffit que l’on ait RCS’. 
R’, est la seule relation de KE’ qui puisse étre f-équivalente 4 R; pour qu’elle le 
soit, il faut et il suffit que R soit f-invariante. 

4° L’équivalence C = & décomposant E en sous-ensembles stables minimaux 
est f-invariante; C et la relation analogue @’ dans E’ sont f-équivalentes. 

5° Si S’ est f-compatible avec R, elle l’est aussi avec toute relation R,cR. 
Si S’ est f-compatible avec une relation R réflexive, S’ contient la relation &’ 

[définie par 2’ G'y’ = f-1(2') ( f-'(y’)). 

6° On suppose que R et S’ sont des relations de préordre. 

Montrer que S’ est, en méme temps, f-compatible avec R etavecR XC=R&B 

(€ =&, pour l’égalité des produits transitifs précédents, voir l’exercice 2). 
La propriété précédente raméne la recherche des relations de préordre 3’ 

_ f-compatibles avec une relation de préordre R, au cas o1 RE. Dans ce cas, 

o=R, est f-équivalente a R et c’est la plus fine relation de préordre 
Jf-compatible avec ®. 

Ces derniéres propriétés subsistent si l’on suppose que R et 3S’ sont des 
relations d’équivalence. 

On pourra consulter: M. L. Dusreit-Jacotin, Applications multiformes et rela- 
tions @équivalence (C. R. Acad. Sc., t. 230, 1950, p. 906); P. Dusreit, Relations 

binaires et applications (ibid., p. 1028); Comportement des relations binatres 

dans une application multiforme (ibid., p. 1242). 

43. Produits de relations d’équivalences. — Dans le treillis des 

relations binaires d’un ensemble E, l’ensemble 2 des relations d’équi- 

valence vérifie les conditions de Moore : 2 est donc un treillis complet. 

Considérons £ comme sous-ensemble du treillis 2, des relations tran- 

sitives, dans lequel l’union \/ est, comme nous I’avons vu, le produit 

transitif. Puisqu’un produit transitif est réflexif dés qu’un facteur 

lest, et symétrique dés que tous les facteurs le sont, towt produit tran- 

sitif d’une famille ® d’équivalences est une équivalence; cest la 

plus fine équivalence contenant toutes celles de ® (*) (puisque c’est 

déja la plus fine relation transitive ayant cette propriété). On voit donc 

que l’union dans 2 coincide avec l’union dans 2, : le treillis des rela- 

tions d’équivalence est un sous-treillis de celut des relations transt- 

tives. 

D’aprés le théoréme établi au paragraphe 12, sz Z=[[R est le 

produtt transitif d’une famille ® d’équivalences, on a Ly a Steel 

seulement sil existe, dans lUensemble E considéré, un ensemble 

(1) Cf. G. Binxuorr, On the structure of abstract Algebra (Proc. Cambridge 

Phil. Soc., t. 31, 1935, p. 433-454). 
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JREsTi ss my} tel quen posant My = XL. MK 1== Y, ON Ut 

(1) m= misi (Ri) (phat, Fete gic) 

ott les R; sont des equivalences, distinctes ou-non, appartenant a ®. 

Dans la suite (1), on peut supposer R; A Rjx1, car si R; et Riss. 

sont égales, on peut se contenter décrire m;= mis» CRP) SSRen 

particulier, ® comprend seulement deux équivalences KR, K', les 

congruences d’une suite (1) seront prises alternativement modulo KR et 

modulo ®’. On peut d’ailleurs convenir de commencer toujours par 

Péquivalence R, en écrivant au besoin en teéte z=xzr(R), et de 

terminer par ’équivalence @! : 

(') c£=m=m, (R), Mo=m3 (R’), aie Moy—2 = Mey-1= Y (R’). 

Exemple. — Dans l’ensemble E des points de l’espace euclidien, regardons 

deux points A, A’ comme équivalents modulo S s’ils coincident ou si AA’ est 
paralléle 4 une direction donnée D. Soit 3S’ léquivalence analogue définie 
a partir d’une direction D’ non paralléle a D. A et A’ sont équivalents 

modulo £= SxS’ s’ils coincident ou sont paralléles a la direction de plan 

définie par D et D’. I faut et il suffit pour cela qu’il existe wn point B tel que 

AB soit paralléle 4 D et BA’ paralléle 4 D’, c’est-a-dire 

A=B (S) et B=A’ (%3’) 

On peut donc, ici, ramener la suite (1’) 4 ne contenir que deux signes d’équi- 

valence et le produit S x S’ coincide avec le produit ordinaire SS’, et de 

méme avec S'S, Etudions d’une facon générale les questions ainsi soulevées. 

Le produit RR’ de deux relations d’équivalence est réflexif, mais en 

général il n’est pas symétrique, car rzRR'y (c’est-a-dire rRm 

et mR'y) entraine yR'Raxe. RR' n’est pas non plus en général, 

transitif: rRR'y et yRR'= entrainent zRR' RR! s. 

Le produit RR’! est symétrique sion a 

(2) RRERR’. 

Mais, R et R' étant transitives (R2CR, R? CR’), (2) entraine 

RR' RR'CRER2CRA’, 

cest-a-dire la transitivité de RR'. En outre, (2) entraine (‘) 

(R'R)J1€(RR')-, cest-a-dire R-1R’-1C R'-1 R-1 

(1) Rappelons la définition de l’inverse S— d’une relation s : 

COG Be A RENT He 

En particulier, 7(RR’)"y signifie yRR' x, c’est-a-dire YRmM et MR' zx, ou LRM 
m@&"*y, ou enfin ZR’! R-1y; ona donc : 

(RR) = RI R-, 
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ou puisque ici R et R' sont symétriques, RR'CR'R et, par consé- 
quent Végalité 

(2’) RR =zRR. 

En résume, pour que le produit RR’ de deux relations d’équivalence 

soit symétrique, il faut et il suffit qu’on ait légalité (2') c’est-a-dire 
que R et R' soient permutables; alors, RR! est aussi transitif; donc, 

la permutabilité (2') est aussi une eondiuon nécessaire et Fatntenie pour 
que RR' soit une équivalence (contenant R et R'). 

Or, le produit ordinaire RR’ est contenu dans le produit tran- 
sitif R >< R'; si donc RR’ est une équivalence, il coincide avec le 

produit transitif R >< KR’, et inversement. Nous pouvons donc énoncer 

la proposition suivante : 

Tuetoréme 1. — Pour que le produit ordinaire RR' de deux équi- 

_valences définies dans un ensemble E sott une équivalence, ou pour 

quil coincide avec le produit transitif L= Rx R', tl faut et il 

suffit que R et R' sotent permutables (tl suffit méme qu'un des 

produits RR', R'R soit contenu dans l'autre). 

Coro.iaire. — Sotent P une classe modulo £=R~x R', A une 

classe modulo ®', A' une classe modulo R', toutes deux contenues 

dans P : si R et R' sont permutables, A et A' se coupent : 

AnA'#@. 

Soient, en effet, a un élément de A, a’ un élément de A’; nous avons 

a=a (®@), cest-a-dire a=a’ (RR’). 

Il existe donc an élément « de E tel que 

a=azx (R) et cea (R'), 

dot xe ANA’ et, par suite, A} A’. 

La PEOPTICLy de permutabilité de deux relations d’ équivalence R, R 

peut s’exprimer au moyen des classes des partitions correspondantes 

de lenseinble E. Désignons par A, B, ... les classes modulo &, 

par A’, BY, ... les classes modulo R’. Nous. dirons que R et R' sont 

associables, et nous écrirons 

ROR’ 
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si les conditions 

(3) AnA'#@, A'nB4@, BnB' 4G 

entrainent 

(4) AnB' A , 

ce qu’on peut encore écrire 

si A{A’{B}B’ — entraine A} B’: 
‘ 

Tuéorims 2. — Deux relations d’équivalence R et R', définies 

dans un ensemble E, sont associables si elles sont permutables, et 

dans ce cas seulement. 

1° Soit ROR’; supposons que l’on ait a R'Rb, c’est-a-dire aR'm 

et m@Rb, et désignons par A, A’ les classes modulo R, R' qui 

contiennent a, par B, B! les classes modulo R, R! qui conuennent 6. 

Nous avons 
me A’ et meB, 

d’ou (3), et, par conséquent. (4) : soit 

PEAnB; 

nous avons aRp et pR'b, donc aRR'b, Vo R'R CRA’, ce qui 

entraine la permutabilité. 

2° Soit RR'= R'R; considérons quatre classes A, B, A’, B! véri- 

fiant (3) et soient 

aeAnda’, meA’nB, bEBNB’, 

dot aR'm et MR|, c’est-a-dire aR' RO. Ul en résulte aRR'b; il 

existe donc un élément p de E tel que aR p etpR'b, dot pEeAnB’; 

(4) est vérifiée et l’on a bien 

ROR’. 

Si R est contenue dans R', RCR’, les équivalences R et R' sont 
permutables puisque le produit RR’ et le produit transitif Rx R'! 

coincident tous deux avec ®! (*). 

L’associabilité est une propriété réflexive et symétrique, mais non 

transitive, comme le montre l’exemple suivant. 

(*) Il est immédiat aussi, directement, que R et R’ sont associables, car les con- 
ditions (3) entrainent ici BCA’, BOB’, d’ou A’=B’, et ACA’ donc AGB’ et, par con- 
séquent (4). 
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Exemple. — Dans l'ensemble E de quatre points d’une droite, considérons 
les équivalences suivantes (les points équivalents sont situés A l’intérieur d’un 
méme contour). 

R = 

i 

On a Ri Re et ReDR3, donc Rz TF] Rs. Mais Ry et Kz ne sont pas permu- 

tables; on a, en effet, a RiR 3c, mais non aR3Ry, c. 

Ezercices. — 1. Dans un ensemble E comprenant n éléments, il y a un 

nombre fini N, d’équivalences distinctes; établir la relation (+) 

Na= >) CAI Naa (No=1). 
4 

(On remarquera qu’il y a C=} classes possibles de /’ éléments contenant un 
élément donné a.) 

2. SiRCR’, ona 

RnR'=R, (BSCE SSG é ' 

I] en résulte, quelles que soient les équivalences S et'S’ : 

Sn(Sx< S')=S, Sx<(SNS')=S. 

3. Soient R, R’, S trois relations d’équivalence définies dans le méme 

ensemble E. 

1° Si Von a 

il en résulte 

2° Sil’on a 

il en résulte 

(1) Cf. A. C. Aitken, Edimburg Math, Notes t. 28, 1933, XVIII et XXIII, ainsi 

que G. Witiams, Amer. Math. Montly, t. 52, 1945, p. 233. 

?) Cf. P. Dusrem et M. L. Dusrem-Jacotin, Théorie algébrique des relations 

d’équivalence (J. Math. 9° série, t. 18, 1939, p- 75). Voir aussi O. ORE, Theory of 
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4. On considére un ensemble M={a, 8, ...}, deux relations d’équi- 
valence ®, R’ définies dans M, les ensembles-quotients E = M/R, E’=M/R’ et 

Vapplication multiforme f de E sur EK’ définie par 

aa BY Noe (ensemble des classes x’ € E’ coupant 2). 

Pour que lapplication f soit semi-uniforme (voir § 8, p. 35), il faut et il 

suffit que R et R’ soient associables (ou, ce qui revient au méme, permutables). 

Equivalence relations (Duke Math. J., t. 9, 1942, p. 573-627), et P. M. Wuuirman, 

Lattices, Equivalence relations and subgroups (Bull. Amer. Math. Soc., t. 52, 1946, 

p- 507-522), ot est établi le résultat suivant : tout treillis est isomorphe 4 un sous- 

treillis du treillis des relations d’équivalence d’un certain ensemble (c’est-a-dire lui 
correspond biunivoquement avec conservation des opérations MN et U). Le compor- 

tement des relations d’équivalence par rapport a une relation d’ordre a éte étudié 

récemment par M. L Dusret-Jacotin et R. Croisor, Equivalences régulicres dans un 
ensemble ordonné (Bull. Soc. Math. de France, t. 80, 1952, p. 11-35). 
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OPERATIONS. 

A. — GROUPOIDES. ALGEBRES. 

1. Loi de composition. — Nous appellerons loi de composition, 

opération abstraite, ou simplement opération, définie dans un 

ensemble E non vide, toute loi associant 4 chaque couple ordonné (a, b) 
d’éléments de E, termes de V’opération, un élément bien déterminé de E, 

résultat de lopération. Une opération dans un ensemble E non vide 

est donc une application du produit E x E = FE? dans E. Un ensemble 

ou est définie une telle opération prend le nom de systéme ou de 

groupoide (*). Un ensemble ou existent plusieurs opérations est appelé 

domaine ou algébre. 

Le résultat dune opération O effectuée sur les éléments a et b se 

désigne par 

c=aOb. 

Mais, pour les opérations qui ont un sens concret, on remplace 

ordinairement la lettre O par des signes qui leur sont spécialement 

affectés, et dont les principaux sont les suivants : 

+ pour l’addition (des nombres, des vecteurs, des polynomes, etc.) ; 

— pour la soustraction (des nombres, des vecteurs, etc.) ; 

(1) Le mot groupoide est employé dans ce sens par O. Ore [cf. O. OnE et B. A. HAUSSMANN, 

Theory of Quasigroups (American Journ. of Mathem., t. 49, 1937, p. 983)]. Mais il 

aaussi été utilisé antérieurement, dans un autre sens, par H. Brandt { Verallgemeinerung 

des Gruppenbegriffs (Math. Ann., t. 96, 1926, p. 360)}. Il semble que, dans chacun 

des deux sens, le mot groupoide convienne parfaitement : pour parer aux risques de 

confusion, a vrai dire minimes, nous utiliserons le terme de groupoide de Brandt 

pour la seconde notion qui n’a pas, a beaucoup prés, le caractére immédiat de la 

premiére et qui joue un rdle important dans plusieurs théories, notamment dans la 

composition des formes quadratiques (voir la définition p. 70). 
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; la multiplication (des nombres, po- 

lynomes, etc.) ; 

s<, . ou absence de signe, pour ( la composition des  transforma- 

tions 5 

le produit des équivalences ; 

pour la division (pour laquelle on a également la notation fraction- 

naire ) ; 

(\ pour la multiplication vectorielle ; 

fn pour l’intersection (des ensembles, des équivalences, des éléments 

d’un treillis ) ; 

u pour la réunion des ensembles, Vunion des éléments d’un treillis. 

Trés fréquemment, on utilise aussi l'un des signes précédents pour 

une opération abstraite, lorsque celle-ci a les mémes propriétés que 

Yopération concréte a laquelle ce signe est ordinairement affecté. 

L’opération abstraite prend alors le nom d’addition, de multiphi- 

cation, etc., et le groupoide considéré est appelé groupoide (ou systéme) 

additif, multiplicatif. Nous préciserons ultérieurement les conditions 

d'utilisation des notations additive et multiplicative (cf. p. 81). 

Soit E= { a, ao, ..., an} un groupoide finc et d’ordre n, c’est-a-dire 

possédant n éléments. L’opération O de E peut étre définie ou 

représentée par une table d’opération, c’est-a-dire par un tableau 

carré de x éléments, dans lequel le résultat a;Oa; est inscrit a Vinter- 

section de la z*™* ligne et de la 7'*™® colonne. Ainsi, la table suivante 

définit un groupoide E, = | a, b, c} de trois éléments. 

Th eG 

(E3) 
De tr wae 

CllnO aac 

2. Remarques sur la notion d’opération. — Il est essentiel de 

remarquer que le sens, d’ailleurs assez vague, donné au mot opération 

dans le langage mathématique courant, est sensiblement plus étendu 

que le sens précis qui vient de lui étre attribué. C’est ce que nous allons 
montrer par les exemples suivants, qui soulévent d’ailleurs plusieurs 
questions intéressantes. 

Désignons par V2, V3, ..., V;, ... les ensembles formés par tous les 
vecteurs libres du plan, del’espace, . .., de l’espace euclidien a r dimen- 
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sions.... Sil addition géométrique ou composition des vecteurs est bien, 
dans l’un quelconque de ces ensembles, une opération, il n’en est pas de 
méme pour la multiplication scalatre ou intérieure, car celle-ci associe 
aun couple de vecteurs un nombre : le produit scalaire est donc une 
application de V* dans ensemble P des nombres réels. De méme, la 
multiplication des vecteurs de V, par les nombres réels ne doit pas 
étre regardée comme une opération : c’est une application du produit 
P x V, dans V,.: on dit que les nombres réels sont des opérateurs pour 

le domaine V,.. Enfin la multiplication extérieure des vecteurs ne doit 

pas non plus, du moins pour r quelconque, étre considérée comme 

une véritable opération. A un couple de vecteurs du plan Vo, elle fait 

correspondre un vecteur perpendiculaire a ce plan. Le produit extérieur 

de deux vecteurs de V, est, d’une maniére générale, un bivecteur qui 
(r—1) 

2 

ths : : 5 
admet composantes (‘), et peut étre assimilé a un vecteur 

de V,(--)- C’est done seulement pour r = 3, c’est-a-dire dans l’espace 

euclidien a trois dimensions, que la multiplication extérieure des 

vecteurs est une véritable opération, a laquelle on donne le nom de 

multiplication vectorielle (et cela suppose encore, a vrai dire, que l’on 

a fixé Vorientation de l’espace et choisi lunité de longueur : dans 

plus d’un cas, il est préférable de ne pas regarder le produit vectoriel 

de deux éléments de V, comme un élément de V;; on dira qu’un tel 

produit vectoriel est un vecteur axial). 

La définition d’une opération abstraite implique, d’autre part, que cette 

opération est toujours possible, c’est-a-dire qu’a chaque couple sans 

exception d’éléments a, b de l'ensemble E correspond un résultat ¢ : or 

il n’en est ainsi ni pour la soustraction, ni pour la division exacte, dans 

V’ensemble N des nombres naturels : la soustraction et la division exacte 

ne sont donc pas, dans N, des opérations 4 proprement parler. Il est 

vrai que des généralisations convenables permettent de faire disparaitre 

les conditions de possibilité de la soustraction et de la division exacte : 

on construit, comme nous le verrons, de nouveaux ensembles, com- 

prenant N comme partie, et dans lesquels la soustraction et la division 

sont de véritables opérations; les éléments de ces ensembles sont les 

nombres relatifs et les nombres rationnels. Les problémes d’extension, 

ainsi posés par une simple analyse de la notion d’opération, présentent 

une importance fondamentale. 
“ee a tee e  e e ee 

(1) Voir, par exemple, E. Cartan, Legons sur la Géométrie des Espaces de Riemann, 

chap. I, p. 5-12, Paris, Gauthier-Villars, 1928. 

P. DUBREIL. 6 
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x 

Une opération, une loi de composition soumises a une restriction 

de possibilité sont dites partielles. Comme le remarque A. Speiser (*). 

un exemple simple et intéressant est celui de la composition des 

segments : deux segments ne sont composables que si Yorigine de l’un 

coincide avec l’extrémité de l’autre, et l’on a alors 

AB+ BC=AC. 

Le passage des segments aux vecteurs libres, consistant a faire abstrac- 

tion de la position de l’origine pour tenir compte uniquement des 

composantes, fait disparaitre cette restriction : ce résultat est atteimt ici, 

non par une extension de l’ensemble considéré, mais au contraire par 

contraction “de cet ensemble au moyen de l’équivalence Re, ou 

équipollence, que nous ayons définie au chapitre I (§ 5, p. 20). 

On peut précisément rattacher au probléme de la composition des 

segments la notion de groupoide de Brandt, signalée plus haut [§ 1, 

note (‘). p. 67]. 

Un groupoide de Brandt est un ensemble non vide T dans lequel 

certains éléments sont composables : lorsqu’il en est ainsi pour deux 

éléments a et 6, on écrit a8 = y. On suppose, de plus, que cette compo- 

sition partielle des éléments vérifie les quatre axiomes suivants : 

I. Quand «8 = y, chacun des trois éléments «, 6, y est défini univo- 

quement par les deux autres. 

II. Si «8 et By existent, il en est de méme de (aB)y et de a(By); 

si a8 et (aB)y existent, il en est de méme de By et de a(By); si By 

et a(By) existent, il en est de méme de aB et (a8) y; et l’on a, dans 

chacun de ces trois cas 

(a8) y =a(By). 

Ii. Pour chaque élément « de LT, il existe toujours, et d’une maniére 

unique, un élément ¢ appelé unité & droite de a, tel que «=a; une 

unité & gauche ¢', telle que ea =a, et un inverse a, c’est-a-dire un 

élément tel que ax == G2 

A. Speiser, Gruppentheorie (Grundlehren der Math. Wiss., t. 5, Berlin, 1927, 
Pp. 9). 

(*) On en déduit, en tenant compte de II, 
t 

Ne eat ea 1c. eno te =e, efey aa En. 

De plus, une condition nécessaire et suffisante pour que 2 et 8 soient composables . 
(dans cet ordre), est que l’unité & droite de a coincide avec l’unité a gauche de &. 
Dans le cas des segments, les unités sont les points regardés comme segments nuls. 
Pour. plus de détails sur les groupoides de Brandt, voir le Mémoire déja cité de cet 
auteur (Math. Ann., t. 96, 1926, p. 360). : 
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- 2 pap ; ; 
IV. Pour deux unités quelconques ¢, €2, ily a toujours un élémentdA 

de T ayant & pour unité a gauche et 4 pour unité a droite. 

Considérons le produit E> E=T d’un ensemble E =a ene ee } 
par lui-méme, avec la loi de composition partielle 

(1) (2, Y)V(Y, 3) =(2, 3), 

tandis que, pour s 4 ¢, le produit (r, s) (¢, w) n’existe pas. On vérifie 

immédiatemment que I est un groupoide de Brandt, dans lequel 

lélément a= (2, y) admet comme unité a gauche e!=(2, 2) et comme 

unité a droite e=(y, y). 

Soient alors R une relation d’équivalence définie dans E et Se 

son ensemble réprésentatif dans E> E. D’aprés (1), le produit de 

deux éléments composables de Se est un élément de Se, puisque R est 

transitive. De plus, cette multiplication partielle vérifie visiblement les 

axiomes I, II, II: les unités, éléments de la forme (z, 2) =, appar- 

tiennent toutes a S@, puisque R est réflexive; Vexistence, dans Sa, 

de Pinverse « de « =(z, vy) €S@ résulte de la symétrie de R. Quant a 

Yaxiome IV, il est vérifié si R est PéEquivalence universelle (ou absolue), 

et seulement dans ce cas. 

Appelons groupe partiel (') tout ensemble (non vide) ot lon a 

une multiplication partielle vérifiant les axiomes I, II, HI: nous voyons 

que lensemble représentatif d’une relation d’équivalence R, dé finie 

dans E, est un groupe partiel Se qui contient chaque unité (x, x) del. 

Nous allons établir la réciproque. 

_ Soit I’ un sous-ensemble non vide de I. Définissons dans I’ une 

opération partielle de la fagon suivante : si «=(2, y) et B=(y, 2) 

appartiennent a I’, et sz, en outre, y=(2, 2) appartient a I’, le 

produit a8 existe et est égal ay. Supposons que I” vérifie, par rapport 

i Vopération partielle que nous venons d’y définir, les axiomes I, II, Il, 

en d’autres termes que I” est un groupe partiel contenu dans I; 

supposons, en outre, que I’ contienne chaque unité (x, &) de I, et 

montrons que I’ est alors ensemble représentatif dune relation 

d équivalence définie dans E : il existe done une correspondance 

(?) L’introduction de cette notion et son utilisation dans la représentation des relations 

d’équivalence sont dues, ainsi que diverses autres applications, a R. Croisot, Une 

interprétation des relations d’équivalence dans un ensemble (C. R. Acad. Sc., t. 226, 

1948, p- 616); Condition suffisante pour légalité des longueurs de deux Chainer 

(tbid., p. 767). 
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biunivoque entre les relations d’équivalence de Ket les groupes 

partiels T'( €T) comprenant toutes les unités. 

Posons rR y si(zx, y) EI", et seulement dans ce cas. Cette relation R 

est réflexive puisque (x, x) EI", pour tout rE E. Soient 

a=(x,y)er" et B=(y, s)el"; 

comme e=(y, y)el", se=2ete6=—6 existent dans I” : d’aprés 

laxiome II, ilen est de méme de (ae) 8 = «8 = (a, 2): deux éléments (z, y) 

et (y, z) de I’ sont donc composables dans I’, leur produit est (x, 2) 

et R est transitive. Enfin, d’aprés HI, (vy, x), seul inverse possible 

de (x, y), appartient a I’ en méme temps que (2, y): R est donc 
symétrique; cette relation R est bien une équivalence dont 1" est 

Vensemble représentatif. 

Une autre généralisation intéressante consiste a considérer une 

opération multiforme, associant a chaque couple (2, y) d’éléments 

de E une partic Z= xy de E(s’il peutarriver que cette partie soit vide, 

l’opération multiforme sera dite partielle). Nous en verrons un exemple 

important au chapitre IV (§ 6, p. 167, notion d’hypergroupe). 

Aprés ces indications, revenons a l’étude des opérations proprement 

dites, et de leurs principales propriétés. 

3. Complexes. — On donne le nom de compleze a tout sous-ensemble 

non vide d’un groupoide E. Le calcul des parties s'applique, en parti- 

culier, aux complexes, avec cette réserve que l’intersection ANB de 

deux complexes A, B n’est un complexe que si A et B ne sont pas 

disjoints. Le complexe formé par un seul élément a est désigné 

par {a}, ou, si aucune confusion n’est a craindre, par a. 

Pour simplifier les notations, supposons que le groupoide E soit 

multiplicatif. Le product A. B ou AB de deux complexes A et Best, par 

.définition, ensemble des produits ab, okae A etb eB. En particulier, 

le produit aH d’un élément a@ par un complexe H désigne l’ensemble 

des produits ah, ot h EH. On désigne ordinairement par H? le pro- 

duit. HH (*). 

Si A et B sont finis et ont m et n éléments, le complexe AB est fini et 
aau plus mn éléments distinets. 
EE See SENN DUN BOR WeMeE ert. NT STE leew 

(*) On a donc la méme notation abrégée H? pour désigner le complexe-produit HH 
et Vensemble-produit H x H (voir chap. 1). Pratiquement, en tenant compte de la 
nature de la question, aucun risque de confusion n’est a craindre; on peut d’ailleurs, 
au besoin, revenir aux notations développées. 
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Les relations Ay A, By CB entrainent A,B, AB. D’autre part, 
on a, pour le produit d’un complexe A par une réunion, la formule 
(de distributivité) 

at U ") =(YJam 
MEF MES 

Soit, en effet, SSG Ona x=ar, ot: aeA.etre U™, 
MEF MEF 

donc 11 existe au moins un complexe M de & tel que réM. Nous avons 

alors x € AM et, par suite, rE UM. 

MEF 

Inversement, soit reé Ua, donc x=am, ot aeA et ob m 

MES 
appartient a un certain complexe ME #. Ona 

me Um 

MEF 

<s() 
MEF 

et, par conséquent, 

Pour le produit d’un complexe A par une intersection, on a seulement 

(1")s 
MEF MEF 

la formule 

dont la démonstration est immédiate. 

Levercice. — On considére trois droites D, D', DY coplanarres et non paralléles 

deux a deux. On désigne par A, AY, A” les ensembles des translations paralléles 
’ ” , AY 

respectivement & D, DD Comparer les complexes A (A’n A") et (AN) A( AA‘), 

la multiplication étant la composition des translations. 

B. — PROPRIETES REMARQUABLES. 

4. Propriétés de fermeture. —- Un complexe S d’un groupoide 

(multiplicatif) E est dit multiplicativement fermé (*), ou est jappelé 

(!) Si Popération O de E est quelconque, on dira fermé par rapport a O. 
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sous-groupoide ou sous-systéme de E, si ona 

S°cs, 

en d’autres termes, si les relations ES, y €5 entrainent zy €S. 

Un élément a de E est idempotent si le complexe {a} constitué par 

ce seul élément est multiplicativement fermé; il faut et il suffit pour 

cela que Von ait 

aa. 

Si pour lopération considérée, tout élément de E est idempotent, 

lopération elle-méme et le groupoide E sont dits cdempotents; dans 

un treillis, par exemple, Vintersection et union ont cette propriété ; 

en particulier, Vintersection et union des parties d’un ensemble, la 

formation du p. g. c. d. et du p. p. c. m. des nombres naturels, sont 

des opérations idempotentes. 

L’ensemble S formé par les sous-groupoides d’un groupoide (multi- 

plicatif) E et par la partie vide @ vérifie les conditions de Moore 

(chap. I, § 44, p. 52), putsque : a. EES; b. Toute intersection de 

sous-groupoides est vide ou est un sous-groupoide, donc toute 

intersection d’éléments de S est un élément de S. Par conséquent, S est 

un ¢reillis complet; Vunion, dans S, d’une famille & de sous- 

groupoides X, ... est, comme on l’a vu, lintersection des sous- 

groupoides S contenant chaque X de & 

A ce treillis complet S des sous-groupoides et de la partie vide de E 

correspond, dans £(E), une fermeture (au sens général du chapitre I, 

§ 11) 
ASA 

associant a toute partic A le plus peut élément A de S contenant A: 

Si, en paruculier, A est un complexe H (H4@), H, non vide, est le 

plus petit sous-groupoide contenant H. H contient évidemment 
Yensemble H’ des éléments de H et des produits d’un nombre fini 

quelconque d’éléments de H : H’CH. Il faut remarquer que ces produits 
différent, non seulement par le choix et l’ordre des facteurs, mais ames 
dans le cas le plus général, parla maniére dont ces facteurs sont associés 
aimsi (44 12) L,et Ly (Xo x. ei peuvent étre différents, de méme 24 (x2 (25 Ls » 
el (Li La) (ae eile 
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Mais inversement, ensemble H! des éléments de H et des produits 
: : i 

Wun nombre fini d’entre eux est, visiblement, un sous-groupoide de E, 

contenant H, ce qui entraine HCH’, dow Pégalité. 
Z oe Tr  , ! a = ry r 

Par définition, 1 = H' est le sous-groupoide engendré par le com- 

plexe H. On le désigne encore par (H) ou, si Hest fini, T= ‘hy, ....h,}. 

Lee ee 

Un sous-groupoide (a) engendré par un seul élément est cyclique. 
Ses Gléments sont les pucssances dea. 

Exemples. — 1. Dans ensemble N des nombres naturels, regardé comme un 

groupoide additif, l’ensemble des nombres pairs est un sous-groupoide; l’ensemble 

des nombres impairs n’en est pas un. Dans N considéré comme groupoide multi- 

plicatif, ’ensemble des nombres pairs et l’ensemble des nombres impairs sont 
tous les deux des sous-groupoides. 

2. Le groupoide multiplicatif No des nombres naturels, zéro compris, admet 

deux éléments idempotents o et 1. 

3. Dans le groupoide défini par la table 

ab 

| Oa 

DANNY a 

ona 
(AON a ax (Aaa): 

Exercices. — 1. Pour qu'un élément a soit idempotent, il faut et il suffit que 

Yon ait 
(WO) GE ho 

2. Le groupoide E;= | a, b, c{, défini plus haut (p. 68 ) par sa table de multi- 

plication, a tous ses éléments idempotents. Montrer que E; n’a pas d’autres sous- 

groupoides véritables que les sous-groupoides cycliques (a), (6), (¢). 

3. Dans le groupoide multiplicatif des entiers naturels, on considére les com- 

plexes A = {2} et B={3}. Former le complexe AB et les sous-groupoides (AB) 

et (AUB). Pour deux complexes A, B d’un groupoide quelconque, on a 

ABS(AB)¢(AUB). 

4. On suppose qu’il existe, dans un groupoide multiplicatif E, un élément 

idempotent a: montrer que la famille & des sous-groupoides de EF quicontiennent a. 

est un treillis complet. Quel est I’élément minimum de Q? 

Ln complexe CG dun croupoide multiplicatif E est permis a drotte 

dans E si 

aeC entraine axeC pour tout reF. 
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On définit de méme un complexe permis a a gauche (en remplagant aL 

par za). Un complexe est permis s'il est permis a droite et permis a 

eauche. Tout complexe permis & droite (par exemple) est un sous- 

groupoide. Un élément a est permis a droite, par exemple, si l’on a 

ax =a pour tout reE. S’il existe 4 la fois, dans E, un élément 

permis 4 droite @ et un élément permis a gauche a’, ces deux éléments 

sont égaux et constituent l’un‘que élément permis de E. On a, en effet, 

Un complexe I, multiplicativement permis dans E, est encore appelé 

idéal du groupoide E (idéal a droite si I est seulement permis a 

droite, 7déal ou idéal bilatére si I est permis des deux cétés). Il faut 

noter, cependant, que, s’il existe dans E une autre opération que la 

multiplication, on associera généralement au terme d’idéal une condition 

supplémentaire concernant cette opération (il en sera ainsi, comme 

nous le verrons, dans le cas ot E est un anneau). L’ensemble J formé 

des idéaux, bilatéres par exemple, et de la partie vide de E veérifie 
les conditions de Moore : c’est done un treillis complet. Tout idéal 

étanl un sous-groupoide, J est une partie de S; l’intersection, dans J 

comme dans 9S, est l’intersection au sens de la Théorie des Ensembles; 

mais, en général, union dans J et l’union dans S sont différentes (*). 

Dans un groupoide E, dont nous désignons lopération par O, 

le complexe EOE, ensemble des éléments de la forme xOy (dans 

la notation multiplicative, ensemble E? des produits zy) est un ¢déal 

bilatéere, donc un sous-groupoide. 

Si ’on a EOE=E, le groupoide E est dit’ globalement idempotent. 

Tout groupoide idempotent (c’est-a-dire dans lequel chaque élément x 

estidempotent : zOz = x), lest globalement. Tel estle cas, notamment, 
pour un U-demi-treillis ou un q@-demi-treillis. 

L’ensemble des nombres naturels, N={1, 2,..., 7,... 1, est eloba- 

_lement idempotent si on le considére comme groupoide multiplicatif; 

il ne l’est pas si on le considére comme groupoide addituif (1 @ N+ Ny 

Exemples. — 1. Dans le groupoide additif, N, des nombres naturels, 
l'ensemble S, des entiers supérieurs 4 7 est permis. 

. Dans le groupoide multiplicatif No des nombres naturels, zéro compris, le 
aren des nombres pairs est permis. Le complexe des ounces impairs, qui 
est un sous-groupoide, n’est pas permis. Zéro est élément permis. 

(*) Pour une étude plus compléte des idéaux d’un groupoide ou d’une algebre, nous 
renverrons aux Lecons sur la Théorie des Treillis..., de M. L. DusreEIL-J acorin, 
L. Lesteur et R. Croisor, 2° partie, chap. IV, §§ 9 et 10. 
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5. Reégles de calcul. — Dans un groupoide E, un élément e est dit 
neutre a droite pour l’opération O si l’on a 

ce =a pour tout wel. 

On définit de méme un élément neutre @ gauche (eOrx =z). Un élée- 

ment neutre a droite et a gauche est dit neutre. 

Un groupoide possédant un élément neutre, bilatére ou seulement 

dun cété, est globalement idempotent. 

Si E est écrit sous forme multiplicative, un élément neutre (a droite) 

est ordinairement désigné sous le nons d’élément-unité (a droite). Un 

élément-unité a droite et a gauche est appelé élément-unité bilatére. 

Tout élément-unité a droite (par exemple) est idempotent. Si E est 

écrit sous forme additive, un élément neutre est appelé élément-zéro. 

Si lon a 4 la fois, dans E, un élément neutre a droite e, et un élément 

neutre a gauche e’, ces deux éléments sont égaux et constituent l’unique 

élément neutre de E. On a, en effet, 

e Oe=e =e. 

Exemples. — 1. Le groupoide multiplicatif des nombres naturels admet 

élément unité 1. Le groupoide additif des nombres naturels, zéro compris, 

admet ]’élément neutre O. 

2. Dans l'ensemble des parties d’un ensemble E, ]’ensemble vide @ est neutre 

pour la réunion, E lui-méme est neutre pour l’intersection. D’une facon plus 

générale, élément minimum (ou nul) d’un treillis, s’il existe, est neutre pour 

Punion, l’élément maximum (ou universel), s’il existe, est neutre pour I’inter- 

section. 

3. Considérons le groupoide des transformations d’un ensemble S, lopération 

étant la composition des transformations. La transformation identique, c’est- 

a-dire celle qui applique chaque élément sur lui-méme, est un élément-unité 

bilateére. 

4. Si un groupoide n’a pas d’élément neutre a gauche, il peut avoir plusieurs 

éléments neutres a droite. C’est ce qui a lieu pour le groupoide E», défini par la 

table 
GW 

(Ez) — 
G\ OG 

bo 6 

Exercices. — 1. L’ensemble des parties &(E) d’un ensemble E admet-il un 

élément neutre pour la différence symétrique ? 

2. Dans l’ensemble des nombres naturels, la formation du p. g. c. d. et celle 

du p. p. c. m. sont deux opérations : existe-t-il des éléments neutres % 
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Un groupoide EK, que nous écrirons sous forme multiplicative, est 

appelé demi-groupe et son opération est dite assoczative (*) si l’ona 

(1) a(bc) =(ab)e, 

quels que soient a, b, c€E. Les deux membres de la relation (1) sont 

désignés par le symbole unique abc, qui est le product des trois élé- 

ments a, b, c, pris dans cet ordre. 

Considérons plus généralement n éléments @,, G2, .--, G@n, non 

nécessairement distincts, et posons 

{[((a442)@s)..+| @n—1} On = a142.--dn= Ze 

Tout autre produit P' formé au moyen des facteurs a4, do, ...+, An 

pris dans cet ordre, et avec des parenthéses disposées d’une maniére 
la A Le fe 

quelconque, est égal a P. Par exemple 

(a(6c)) (de) = abcde. 

Cette proposition, d’aprés (1), est vraie pour n= 3. Supposons-la 

établie pour m facteurs, m <7. Nous pouvons alors supprimer dans P! 

tous les couples de parenthéses sauf deux au plus, ce qui nous donne 

P= P,, on 

avec 

P= afe.. ap, Pig Gee tel Qe 

Sih =n—1, le théoréme est démontré. Sinon, on a, d’aprés (1), 

Wet (GN non pein oe ay) Al 

Secon (ain anc han Main (Eke SIGH AR) ohh tes 
t 

. . ! 

Dans un demi-groupe, les puissances dun élément a ne dépendent que 

du nombre m des facteurs : on les représente par la notation a” (a!= a). 

De plus, ona les deux régles de calcul fondamentales 

armart= Qn. (am yp =a™p, 

La premitre résulte de la propesition précédente; la seconde s’établit 
immédiatement par récurrence sur p. 

Si le demi-groupe considéré est addit¢f, on représente les multiples 
a+a-+...+a de élément a, qui ne dépendent que du nombre m 

(*) On dit aussi que E est un associatif (cf. F. KLEIN-BARMEN, Ueber Verbdnde mit 
einer weiteren assoziativen und kommutativen Elementverkniipfung (Math. Zeitschr., 
t. 47, 1940, p. 85, en particulier p. 82), et Halbverbande und kommutative Semigrup- 
pen (Math. Zeitschr., t. 48, 1942, p. 27)]. N. Boursaxi emploie le terme monoide. 
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des termes, par la notation m.a, (1.a= a); on a les régles de calcul 

mat+na=(m+n)a 

m(na@)= mna. 

D’autre part, les éléments-unités a droite, e, e', ... d’un demi- 
groupe D, s’il en existe, forment un sous-demi-groupe. 

On a, en effet, pour tout re D, 
. 

z.ee=2e.0k=2re'=2 

(méme propriété pour les éléments-unités a gauche éventuels). 

Exemples. — 1. L’addition et la multiplication des nombres naturels sont 
associatives. 

2. L’intersection et la réunion des parties d’un ensemble sont associatives, et 

il en est de méme, plus généralement, pour lintersection et union d’un treillis : 

par exemple, au(buc) et (aub)uc sont égaux, l’un et V’autre, au plus petit 

majorant de l’ensemble { a, b, c} (voir chap. I, § 141, lemme, p. 49). 

3. La composition des transformations d’un ensemble E est associative; soient, 

en effet, o1, 52, o; trois transformations et x un élément quelconque de E. Posons 

12 = 2, GoX%1 = Xo, G3 XH2= Xs, 

ona 

(G29;)2 = Xe, (63 99)21= 23, 

d’ou 

53(620,)xL = x3, (63 92)6,02 = 2X3, 

et, par conséquent, 

3 (6201) = (0309). 

Les transformations d’un ensemble E forment done un demi-groupe : nous 

verrons au Chapitre III l’importance de cette propriété. 

4, Le produit transitif des relations binaires définies dans un ensemble E est 
une opération associative : cette propriété résulte immédiatement de l’exercice 2 

du paragraphe 12 (chap. J, p. 60). 

§. La multiplication vectorielle, dans l’espace euclidien a trois dimensions, 

n’est pas associative, car, de la formule de. Gibbs (*) 

a\(b\c)=b(a.c )—ela.b ), 

résulte, en permutant circulairement les trois vecteurs, et en ajoutant membre a 

membre, l’identité de Jacobi 

anlone)+brlena)+enlans) =>’ 
a ele a 

(1) Voir, par exemple, A. Cuatster et J. Kaupé pg Fériet, Calcul vectoriel, chap. I, 

p- 49, G. Jutta, Cours de Géométrie a Ecole Polytechnique, chap. I, n° 9. 
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> (> > > F\ > oie PT 
d’aprés laquelle la différence CRGRG ) — (ERG ee est en général diffé- 

rente de zéro. 

Exercices. — 3. Le groupoide E, défini page 77 est-il un demi-groupe ? 

Méme question pour le groupoide E;, défini page 68. 

4. Dans l'ensemble des parties d’un ensemble E, la différence symétrique 

(chap. I, § 2, ex. 4, p. 9) est une opération associative. On pourra d’abord montrer 

que (AoB)oC est l’ensemble des éléments:de E qui appartiennent soit aux trois 

ensembles A, B, C, soit 4 un seul d’entre eux; |’associativité en résulte. Plus 

généralement, A;oAzo...oA, est l’ensemble des éléments de E qui appar- 
tiennent a un nombre impair d’ensembles Aj. 

Si E est un demi-groupe, la multiplication des complexes de E est 

associative. 

B. A. Hausmann et O. Ore ont énoncé (‘) un certain nombre de lois 

plus générales que lassociativité, dites lots d’associativité faibles, 

moyennant lesquelles certaines conséquences de l’associativité restent 

valables. Parmi ces lois, dont certaines avaient déja été indiquées par 

d’autres auteurs (7), citons les suivantes, ou 2 désigne une puissance 

quelconque de x 

LODAy. sae nnece a(bc) =(ab)ec, 

LOG Ag ete F. (ab)c=a(be), 

LOP A, ... (ab)e=albe). 

Une opération O dans un groupoide E est commutative et E est dit 

abélien siVona 
aOb=5b0a, 

quels que soient a, be BK. 

Soit, dans un demi-groupe abélien (multiplicatif), P = ayae... an 

un produit de n facteurs : on peut y permuter les facteurs d'une 
maniére quelconque sans changer le produit. 

On peut passer, en effet, d’une permutation des facteurs A une autre 

‘par une suite d’échanges d éléments consécutifs (*). Il suffit done de 

(1) Theory of Quasi-groups (Amer. J. of Math., t. 59, 1937, p. 983). 

(*) Suscukewitscu, On a generalisation of the associative law (Trans. Amer. Math. 
Soc., t. 31, 1929, p- 204); R. Murane, Struktur von Alternativkérpern (Math. Ann., 
tolilO 19055 pad xo))s 

(*) On le voit facilement par récurrence sur n. La proposition est évidente pour 
n= 2. Cela étant, nous pouvons amener a la premiére place, par des échanges d’élé- 
ments consécutifs, le facteur a, qui doit s’y trouver. Et pour le produit des n—1 
autres facteurs, la proposition est vraie par hypothése. 

Cette propriété résulte aussi de la décomposition d’une substitution en produit de 
petals qui sera vue plus loin comme conséquence de théorémes plus généraux 
p. 163). 
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: : montrer qu'un produit ne change pas quand on échange deux facteurs 
consécutifs 

A, Ag. . .AjAj4i4..- An = A, Ag... Aj41 Ay... An. 

Or, si nous posons 

Q1Q2...Aj14=4, QiQi41=B8 = ayia, Cis ii (tA1, n—1), 

les deux membres de l’égalité 4 démontrer ne sont autres que aBy. Rai- 
sonnement analogue dans le cas 7=1 ou n—1. 

Cette proposition entraine pour les puissances la régle de calcul 

( ab ye =amnhm 

(dont la vérification directe, par récurrence, est immédiate). Avec la 

notation additive, on a, pour les multiples, la relation 

m(a+ b)=ma-+ mb. 

Il est commode de n’employer la notation multiplicative que pour les 

demi-groupes, la notation additive que pour les demi-groupes abé- 

lens. 

Exemples. — 1. L’intersection et la réunion des parties d’un ensemble sont 
des opérations commutatives. 

2. Le demi-groupe additif ou multiplicatif des nombres naturels est abélien. 

3. La multiplication vectorielle n’est pas commutative, mais antisymétrique, 

c’est-a-dire 
>> > > 
a,b=—bfa. 

4. D’un exercice vu plus haut (chap. I, §7, ex. p. 29) résulte que le produit de 

deux substitutions n’est pas commutatif. 

Ezercice 3. — On désigne par & et S’ les symétries, dans un plan, par rapport 

a deux points distincts O et O’. Montrer que les produits S’S et SS’ sont deux 
transformations différentes. Méme question pour deux symétries, dans le plan, 

par rapport a deux droites concourantes. 

Un demi-groupe abélien H est appelé holoide (*) s'il eae les 

deux propriétés suivantes : 

° Tl existe dans H un élément-unité ; 

2° Les relations a= bz et b= ay entrainent a= b. 

(1) Cf. F. Kein-Barwen, Halbverbdénde und kommutative Semigruppen (Math. 

Zeitschr., t. 48, 1942, p. 275; ibid., 1943, p. 715); Ein Beitrag zur Theorie der 

linearen Holoide (Math. Zeitsch., t. 51, 1948, p. 355). 
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Exemple. — L’ensemble des nombres naturels est un holoide par rapport a Ja 

formation du p. p. c. m. et par rapport a la multiplication ordinaire. 

Exercice 6. — Un holoide fini posséde un élément permis et un seul (Voir 

Motes( 4), Pact. 

Si E est un groupoide abélien, la multiplication des complexes de E 

est une opération commutative : AB = BA, 

Si E est un demi-groupe abélien et si A et B sont deux sous- 

vroupoides ou sows-demi-groupes, on a Végalité 

(2) AB = (AB), 

qui entraine la proposition suivante : dans un demi-groupe abélien, le 

complexe-produit de deux sous-groupoides est un sous-groupoide. 

Pour établir légalité (2), il suffit, puisque le premier membre est 

contenu dans le second, de remarquer qu’un élément x € (AB) est de la 

forme 
Di G0, as 0s... 4,07, avec a;EA, b:EB; 

ot 

TRS HC Das UPON. 6 lp CID, avec a=] Jae, b=] Joes. 

Dans un demi-groupe E non abélien, on peut obtenir, de la 

maniére suivante, une condition suffisante pour que la relation (2) soit 

valable et que le complexe-produit de deux sous-demi-groupes soit un 

sous-demi-groupe. 

Soient A et B deux complexes. Si 

BA © AB, 

on dit que B est permutauble a gauche avec A, et A permutable a 

droite avec B. Si B est permutable a gauche et A droite avec A, done si 

AB = BA, A et B sont dits permutables. 

Cela étant, si un sous-demi-groupe A est permutable a droite avec 

un sous-demi-groupe B, BA ¢ AB, on a 

(2) AB =(AB),. 

et le complexe AB est, par suite, un sous-demi-groupe. 
Soit 2€(AB), donc x= a,b, aobs...anb,z. On a, en tenant compte 

de Phypothése, 

by a= a’ bss 

Wot 
— W ” & = a,b) a3b3...anbn, avec ai =a,a,eA, 6, = b,62.€B, 
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et il suffit de répéter le raisonnement pour obtenir 

Ewe ou —- et eB. 

Exercice 7. — Dans un demi-groupe mal piers E possédant un element 
unité e, on considére deux complexes A, B contenant e. 

1° Etablir les égalités 

(AUB) =(AB)=(BA). 

2° Si A et B sont des sous-demi-groupes et si A est permutable a droite avec 
B, AB est le plus petit sous-demi-groupe contenant A, B et BA. 

L’ensemble Z des éléments z d’un groupoide multiplicauf E qui sont 

- permutables avec tout élément de E, 

azZ= 2a pour tout aek, 

est appelé le centre de E. Un élément-unité, un élément permis appar- 

tiennent au centre. Le centre Z d’un demi-groupe, s’il n’est pas vide, 

est un sous-groupoide, car les relations z € Z, z' € Z entrainent 

OS OB DROS BBLS S580 See sO 
’? x 

d’ot 

gs el. 

On voit en passant que l’ensemble des éléments d’un demi-groupe 

permutables avec un élément donné a@ est un sous-groupoide; cet 

ensemble n’est pas vide puisqu’il contient a et ses puissances. 

Soit E= } Q, Ag SOIT, an} un groupoide multiplicatif finz. Posons 

ayaj= aij, 

et supposons écrite la table de multiplication de E. 

Si E est abélien, sa table de multiplication est symétrique par 

rapport a la diagonale principale 

aij= Ai, 

et inversement. 

D’autre part, la condition nécessaire et suffisante pour que E soit un 

demi-groupe est que lon ait 

(3) Aj Ak = AiGjk; 

quels que soient les indices ¢, /, k. 

Si E est un demi-groupe abélien, nous avons 

ayjapq= Aja; apag= 2p Ajay ag = Apj Vig) 
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donc, si quatre éléments se trouvent, dans la table, placés aux sommets 

d'un rectangle, le produit de deux éléments situés en des sommets 
S ? ? 

opposés est égal au produit des deux autres, c'est ce quon appelle Ja 
. 

propriété du rectangle. 

Pour un groupoide admettant un élément-unité a droite, e, la pro- 

pricté du rectangle 

(4) Qij apg = Uj Vig 

entraine, réciproquement, la commutativité et l’associativité. Prenons, 

en effet, dans la construction de la table a, = e, ce qui donne 

an= a COULD soo“ eyy 

Remplacons dans (4) 7 et g par 1; nous obtenons 

Aji ap = Ap Gi, 

c’est-a-dire la commutativité. D’autre part, en prenant dans (4) 7 =1, 

nous avons 
Aj Apg= Apa, 

et, en tenant compte de la commutativité, 

Apg Ui = Ap Ai; 

c’est-a-dire lassociativité. 

Exemple. — Les groupoides 

ea e a b 

(E, ) 4 ea J é) |e a 0 

ala (E3) a|laa b 

OF "b= bo 

sont des demi-groupes abéliens. 

Une propriété plus faible que la commutativité et qui en constitue 

une généralisation souvent commode, est la suivante. Un complexe S 

d’un groupoide E est réversible a droite (*) si, pour chaque couple sy, s2 

(*) Cf. P. Dupre, Contribution a la Théorie des demi-groupes (Mémoires de 
PAcadémie des Sciences de V'Imstitut de France, t. 63, 1941, p. 1). On trouvera au 
théoréme 30 de ce Mémoire (p. 34) une condition suffisante pour que le produit de 
deux sous-groupoides réversibles 4 droite dans un demi-groupe soit un sous-groupoide 
réversible 4 droite. Pour l’exercice 8, on pourra se reporter au théoréme 31 du méme 
travail (p. 35) ainsi qu’au chapitre II d’un Mémoire portant le méme titre, Rendiconti 
di Matematica e delle sue applicazioni, s. V, t. X, 1gd1, p. 183-200. 
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d’éléments de S, il existe au moins un couple s',, s, d’éléments de S 
vérifiant l’égalité 

SpSi=/SaSee 

Cette définition peut s’appliquer en particulier a un sous-groupoide, ou 
éventuellement au groupoide E lui-méme : dans ce dernier cas, elle 
exprime que deux éléments quelconques de E ont au moins un multiple 
commun a gauche. 

On définit de méme un complexe, ou un groupoide, réversible a 

gauche. Un complexe, ou un groupoide, réversible a droite et a gauche, 
est dit réversible. 

Tout complexe S d’un groupoide abélien est évidemment réversible 

(s; = 5S, s, = s,). Dans tout demi-groupe réversible a droite, z éléments 
S14, So, ..., S, admettent un multiple commun a gauche 

$1151 =)...=5,S,—= mes 

(démonstration immédiate par récurrence sur 72). 

Exercice 8. — A partir d’un complexe H d’un groupoide E, on définit dans E 

une relation Pq en posant 

aPya siha=h'a’, ot het h’eH. 

1° Py est réflexive et symétrique. 

2° Si E est un demi-groupe, Py est réguliére a droite, c’est-a-dire 

aPya’ entraine (az)Py(a x) pour tout cek. 

30 Si H est un sous-groupoide réversible 4 droite dans le demi-groupe E, la 

relation Py est transitive : c’est, par conséquent, une équivalence. 

Un élément a d’un groupoide E est dit simplifiable (ou cancellable) 

a droite si ’égalité 

rOa=yOa entraine «= y, 

simpli fiable (ou cancellable) a gauche si Végalité 

aQz=a0y entraine x= y, 

simplifiable (ou cancellable) s’il posséde a la fois les deux propriétés 

précédentes (qui coincident si E est abélien). 

Un groupoide E, ou son opération O, vérifient la regle de simpli fi- 

cation (ou la lot de cancellation), a droite par exemple, si tout élé- 

ment de E est simplifiable a droite. 

Pp, DUBRBIL. 7 
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Un demi-groupe S vérifiant la régle de simplification (a droite et 

a gauche) est appelé semi-groupe (*). 

Un semi-groupe S réversible a droite, c’est-a-dire dans lequel deux 

éléments quelconques a, « ont toujours un multiple commun a gauche 
i} 

°. 

ma=ma, 

est dit régulier &@ gauche (7), ou appelé demi-groupe régulier a 

gauche (*). 

Pour un groupoide find E, la régle de simplification @ drocte équivaut 

4 la condition suivante : chaque élément de E figure une fois et une 

seule dans chaque colonne de la table de multiplication. La régle de 

simplification @ gauche équivaut a la propriété analogue pour les l7gnes. 

THtoreme. Sott, dans un demi-groupe D, s un élément sitmpli- 

fiable a droite. Stl existe un élément e tel que 

e est élément-unité a drotte (*). 

On a, en effet, pour tout élément 2 de D, x.es = xs, ou ve.s = Zs, 

ce qui entraine ve = x (en particulier, se =s). 

Corocratres. — 1. Svs est simplifiable (des deux cétés), un élément e 

vérifiant es =s—se est élément-unité bilatére. En particulier, st 

lon a, dans un semi-groupe S, une égalité de la forme es =s=se, 

ot s est un élément particulier, e est élément-unité bilatere. 

2. Dans un demi-groupe D verifiant la régle de simplification a 

drotte, tout élément tdempotent est élément-unité a droite (+). 

(1) Le terme anglais Semigroup doit étre traduit par demi-groupe; le mot de semi- 

‘groupe, dans le sens ot nous l’employons, n/a pas d’équivalent : on énonce explicite- 

ment l’hypothése de la régle de simplification. 

(*) Cf. O. Orne, Linear Equations in non commutative Fields (Annals of Math.. 
t. 32, ry3r, p. 463), ot sont définis, d’une fagon un peu moins générale, les anneaur 

réguliers. Pour exprimer la propriété dissymétrique dont il s’agit, ’emploi du terme 

régulier @ gauche est préférable pour la théorie de Vimmersion, dont nous nous 

occuperons plus loin (chap. V, § 6, p. 266) et pour celle des Modules (vol. IL), tandis 

que expression réversible @ droite semble s’imposer dans la Théorie des équivalences 
dans un demi-groupe (chap. V, § 4, p. 230). 

(*) Dans cette deuxiéme expression, les mots « @ gauche » concernent seulement 
Bad secence d un multiple commun; la régle de simplification est supposée valable des 
deux cétés, puisqu’il s’agit d’un semi-groupe. 

(*) Nous nous dispensons dénoncer la proposition symétrique. 
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Puisqu’un élément-unité a droite et un élément-unité a gauche sont 
nécessairement égaux (p. 77), un semi-groupe S ne peut pas contenir 
plus dun élément tdempotent. 

On dit qu’un sous-demi-groupe S d’un demi-groupe D est un sem/- 
groupe dans D, ou un D-semi-groupe si chaque élément s de S est 
simplifiable dans D a gauche et 4 droite, donc si (avec la notation 
multiplicative ) 

zs=ys (x, yeED, seES) entraine. 2 =\y;, 

=sy (2, y' ED, seS) entraine, a'=)y’. 

Un D-semi-groupe est, en particulier, un semi-groupe. 

Exemples. — 1. Dans ensemble N des nombres naturels, zéro exclu, la régle 

de simplification est vérifiée par l’addition et la multiplication. Elle ne l’est pas 
par la formation du p. g. c. d. ou du p. p. c. m. 

2. Dans ensemble Ny des nombres naturels et de zéro, la régle de simplifi- 

cation est vérifiée par l’addition, mais non par la multiplication, puisqu’on a 

Oa=Ob avec ab. Dans tout groupoide contenant plus d’un élément, 

existence d’un élément permis a droite exclut la régle de simplification 4 gauche. 

3. Dans No considéré comme un demi-groupe multiplicatif D, ensemble N des 

entiers non nuls est un D-semi-groupe. 

Ezercices. — 9. Soit E un ensemble. Dans l’ensemble des parties £(E), 
l’intersection, la réunion, la différence symétrique vérifient-elles la régle de 

simplification ? 

10. Si la régle de simplification a gauche est valable dans un groupoide E, 
il y a au plus un élément-neutre a droite. 

44. Soit E un groupoide vérifiant la régle de simplification 4 gauche. Si A 

est un sous-groupoide permis a droite dans E, A a nécessairement méme puissance 

que E (1). 

42. Dans un demi-groupe, les éléments cancellables 4 gauche (par exemple), 

sil en existe, forment un sous-demi-groupe. 

Soit E un domaine ow sont définies deux opérations, par exemple 

une addition et une multiplication. Nous supposons l’addition asso- 

clative et commutative, sans faire nécessairement les hypothéses ana- 

logues pour la multiplication. 

(1) On rappelle la proposition suivante : Soient trois ensembles U, V, W; si l'on a 

USVEW et si U et W ont méme puissance, V et W ont aussi méme puissance. C’est 

JA une conséquence immédiate du théoréme suivant de F. Bernstein. Si une partie E, 

de E a méme puissance que E’ et si une partie E, de E’ a méme puissance que E, 

E et E’ ont méme puissance (cf. Note V, th. 8, p. 451 ye 
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La multiplication est dite : 

Distributive a gauche par rapport a Paddition si lon a 

(5) a(b + 6')=ab-+ ab’; 

Distributive a drotte siVona 

(6) (a+a')b=ab+ab, 

Enfin' distributive si elle posséde simultanément les deux propriétés 

précédentes. Quand la multiplication est commutative, les notions de 

distributivité a droite et de distributivité 4 gauche coincident. 

Les relations (5) et (6) entrainent immédiatement 

a( by + bet... + (yp,)\ 3 aby+ abo+...t aby, 

(A+ Ag+... + An) b= a,b + agb+...+ amb 

qui, combinées, donnent la régle de calcul 

mn 

Sa Ye) (Ye Ven >) aby. 
i=1 d Njsee ta =A 

Exemples. —1. La multiplication des nombres naturels est distributive par 

rapport a l’addition, par rapport a la formation du p. g. c. d. et a celle du 
pip: c-ms 

2. La multiplication vectorielle dans ]’espace a trois dimensions est distributive 
par rapport a l’addition géométrique. 

On appelle trecllis distributif un treillis T dans lequel chacune des 

opérations intersection, union est distributive par rapport a l’autre : 

an(yus)=(any)u(anz), x£uU(ynz)=(xuy)a(cuz) 

quels que soient z, y, s€T. Par exemple, le treillis des parties d’un 

ensemble E est distributif, puisque intersection et la réunion des 

parties sont distributives Pune par rapport a l’autre (chap. I, § 2, p. 6). 

Ezercices. — 13. Pour qwun treillis T soit distributif, il suffit que l’inter- 
section soit distributive par rapport a l’union (ou, d’une fagon duale, que !’union 

soit distributive par rapport a intersection) (1), 

14. Soient a, 6 deux entiers naturels, m =[a, 6] leur p. p.c. m., d=(a, b) 
leur p. g. c. d., 2 un entier quelconque. Etablir la relation 

CA es ( iG m 

(2, a) \(@, a) a) 
Ee 

(1) Voir G. Birxnorr, Lattice Theory, chap. IX, p. 133; M. L. DuBREIL-JAcoTIN, 
L. Lesizur, R. Grotsot, Legons sur la Théorie des Treillis, ..., 1** partie, chap. VI, 
p- 73. On trouvera dans ces deux Ouvrages une théorie détaillée des treillis distributifs. 
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oFy0 om x,m ; we En déduire que Re ie) orig ald sont premiers entre eux et établir la formule 
(4, a) (2, 6) 

de distributivité du p. g. c. d. par rapport au p. p. c. m. 

(2, [a, b])= [(2, a), (2, b)]. 

En tenant compte de l’exercice 13, on déduit de ce qui précéde que l’ensemble 

N des entiers naturels, ordonné par la relation |b, est un treillis distributif. 

Directement d’ailleurs, on peut, avec les mémes notations, établir la relation 

[v,a]_ 4 
ieud| Gnaid | 

ed : reat Ly a b ‘ 
ou @ est entier, en déduire que eorel et pened sont premiers entre eux et que 

[v,d¢]° [2, d] 
Je p. p. c. m. est distributif par rapport au p. g.c. d. 

[z, (a, b)| = ([z, a), [z, b}). 

15. Le produit (ordinaire) des relations binaires définies dans un ensemble E 

donné est distributif par rapport a l’union; l’est-il par rapport a l’intersection ? 

Etudier le cas particulier suivant. E est ’ensemble des points d’une droite, 

dont O désigne un point particulier. R, R’, S sont les relations définies par : 

xRy si x et y ne sont pas de part et d’autre de O; 

xR'y six et y sont a la méme distance de O; 
x&y si la distance des points x, y est au moins égale 4 une longueur donnée a. 

Comparer les relations 

Z=(RNR')SE et £,=(RS)N(R'S). 

16. 1° Une chaine est-elle un treillis distributif? 

2°- Les treillis représentés par les diagrammes 

a u 

z 

qT Voie - 
x 

- 6 
Fig. 6. 

sont-ils distributifs (1)? 

6. Propriétés d’inversion. — Considérons, dans un groupoide E, 

deux éléments a et m. On appelle complémentaire a droite de a par 

(1) Cf. Legons sur la Théorie des Treillis..., chap. VI, § 1, p. 78. On remarquera 

qu’on a, dans tout treillis, les relations 

LNn(L@Uy)=2, ZU(fNy)=—=a 

(voir le théoréme 2 a la fin du paragraphe 6 de ce chapitre, p. 96). 



go CHAPITRE II. 

rapport @ m ou, si E est un groupoide multiplicatif, quotient a droite 

de m par a, tout élément z vérifiant la relation 

(7) aOr=m; “ 

complémentaire a gauche de a par rapport a@ m, ou quotient a 

gauche de m par a, tout élément y vérifiant la relation 

(8) , yOa=m; 

enfin complémentaire de a par rapport a m ou quotient de m par a 

tout élément vérifiant a la fois les deux relations précédentes. Ces notions 

se confondent dans un groupoide abélien. 

Dans un groupoide E quelconque, les complémentaires ou quotients 

n’existent pas nécessairement, et, s’il en existe pour un couple donné. 

(m, a), ils ne sont pas forcément uniques. Si E vérifie la régle de simpli- 

fication a gauche, il y a aw plus un complémentaire a droite de a par 

rapport a m. 

Exemples.— 1. Dans le groupoide additif des nombres naturels, zéro compris, 

a admet un complémentaire, unique, par rapport 4 m, si’onaa=— met seule- - 

ment dans ce cas. 

2. Dans le groupoide multiplicatif des nombres naturels, zéro exclu, a admet 
un complémentaire, unique, par rapport a m, si a divise m, et seulement dans 

ce cas. 

Ezercices. — 1. A quelle condition une partie A d’un ensemble E admet-elle 
par rapport 4 une autre partie M un complémentaire vis-a-vis de la réunion?- 

A et M vérifiant cette condition, quels sont tous les complémentaires possibles ? 

2. Dans l’ensemble des vecteurs libres de l’espace a trois dimensions, l’opération 
> 

étant la multiplication vectorielle, 4 quelle condition un vecteur a admet-il 
= 

un complémentaire 4 droite par rapport 4 un vecteur m? Cette condition étant 
vérifiée, quels sont tous les complémentaires possibles ? 

Un groupoide E vérifie l’axiome des quotients a droite si, pour 
chaque couple d’éléments (m, a) de E, il existe un complémentaire ou 
quotient a droite x et un seul 

aOzx=m. 

De méme, l’axtome des quotients a gauche exprime Yexistence et 
Punicité du complémentaire 4 gauche y 

yOa=m. 
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Lorsque ces deux conditions sont satisfaites simultanément, on dit que E 
vérifie Paxiome des quotients ou quil est un quast-groupe. Un quasi- 
groupe ayant un élément-unité bilatére prend le nom de boucle (en 
anglais loop) (*). 

L’axiome des quotients a droite entraine la régle de simplification 
a gauche, car si l’on avait 

ar = as, aNCCE T-a7s, 

Pélément m = ar = as aurait deux quotients a droite distinets par a, 

La régle de simplification est donc valable dans tout quasi-groupe. 

Pour qwun groupoide fini vérifie Vaxiome des quotients @ droite, 

il faut et il suffit que chaque élément figure une fois et une seule dans 

chacune des lzgnes de la table définissant Vopération : il y a donc 

équivalence, pour les groupoides fints, entre Vaxiome des quotients 

a droite et la régle de simplification a gauche et, par suite, entre 

Vaxiome des quotients et la régle de simplification (*). 

Dans un quasi-groupe, on appelle opération inverse a droite ou, 

sil s’agit d’un quasi-groupe multiplicatif, division a droite, Vopération 

qui fait correspondre au couple (m, @) le complémentaire a droite x de 

a@ par rapport a4 m. On définit de méme IJ’opération inverse a gauche, 

dont le résultat est y. Les deux opérations inverses coincident si le 

quasi-groupe est abélien. 

Exemple. — Par rapport a l’addition géométrique, l’ensemble des vecteurs 

libres est un quasi-groupe. 

Quand les quotients n’existent pas nécessairement, on peut faire 

intervenir utilement les notions suivantes (*). Un complexe X dun 

eroupoide G est dit unitaire a droite dans G si les relations 

xzeX, aeG et ax= xv EX 

(1) Cf. B. A. Haussmann et O. Orne, Theory of quasi-groups (Amer. J. Math., 

t. LIX, 1937, p. 986), ainsi que G. Birxnorr, Lattice Theory, p. 85, ou Von trouvera 

des indications bibliographiques concernant notamment les travaux de A. Suschkewitch 

et de A. A. Albert. 
(*) Pour les groupoides infinis, cette équivalence disparait : le demi-groupe multi- 

plicatif N des nombres naturels (zéro exclu) vérifie la régle de simplification sans ¢tre 

un quasi-groupe. 
(?) Voir, par exemple, chap. IV, § 6, th. III (p. 171); chap. V, § 1 et 4, ainsi que 

les Mémoires intitulés : Contribution a la Théorie des demi-groupes, 1, Mémoires 

del’ Académie des Sciences, t. 63, 1941; Il, Rendiconti di Matem.e.d.s. applicaziont, 

s. V, vol X, p. 183-200. 
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entrainent 
aex. 

On définit symétriquement un complexe .unitaire a gauche; un 

complexe unitaire 4 droite e¢ 4 gauche est dit unitarre. 

Exemples. — 1. Le complexe je} formé par un élément-unité a droite e de G, 

est unitaire a droite. 

9. Dans le demi-groupe multiplicatif N des entiers naturels, l’ensemble X. des 

carrés, l’ensemble X, des puissances niémes sont des complexes, et méme des sous- 

demi-groupes unitaires. 

Dans un groupoide G, on appelle quotient a droite d’un complexe H 

par un élément a Vensemble des éléments x de G vérifiant la relation 

axeH. 

Ce quotient est désigné par (H:a)q ou, si le complexe H est donné une 

fois pour toutes; par Q,. H est dit net a droite silona QaX~ WM pour 

tout aeEG. On définit d’une facon symétrique le quotient ad gauche 

(H:a), ou .Q et les complexes nets a gauche (*). 

Le complexe H est nee s’il est a la fois net a droite et net a gauche. 

Si le complexe H n’est pas net a droite, il existe au moins un élément 

w de G pour lequel la relation wxe€H n’a aucune solution z. 

L’ensemble W,, de ces éléments est appelé résidu a droite de H. SiG 

est un demi-groupe, le résidu a droite Wy est un ensemble permis a 

drotte, car la relation 

wr.x£=w.rxeH 

n’a, également, aucune solution x et wre Wy. On définit symétrique- 

ment le résidu a gauche ,W. 

Exemples. — Dans le demi-groupe multiplicatif des nombres naturels, 

.Pensemble H des carrés parfaits est net; l'ensemble K(7) des nombres supérieurs 

a un nombre donné n l’est aussi; l’ensemble L(n) des nombres inférieurs ou 

égaux a 7 ne lest pas et a pour résidu K(n) qui est bien un complexe permis. 

Soit E un groupoide admettant un élément-unité e (a droite, a gauche 

(?) On emploie aussi les notations H .-a pour le quotient A droite et H-.a pour le 
quotient a gauche. Ces derniéres notations, plus simples, sont celles du calcul des 
résiduels (cf. Lecons sur la Théorie des Treillis..., 2° partie, chap. II, p. 152), et 
les quotients peuvent étre regardés comme des résiduels particuliers dans l'ensemble 
des parties de G (voir P, Dusreit, Contribution a la Théorie des Demi- groupes (III), 
Bull. Soc. Math. de France, t. 81, 1953, p. 289). 
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ou bilatére). On donne le nom d’inverse a droite d’un élément ae E, 
par rapport a l’opération O et 4 l’élément-unité e, a tout complémentaire 
a droite a' de a par rapport ae, 

aQa'=e. 

On dit aussi que a’ neutralise a a droite, et l'on emploie alors la 
notation ,v(= a’). 

De méme, on appelle inverse a gauche tout complémentaire a gauche 
a” 0U vq de @ par rapport a e, et cnverse un élément a-, « a moins » (4); 

qui est a la fois inverse a droite et inverse a gauche. Un élément a de E 

qui admet au moins un inverse a droite a’ par rapport a l’élément-unité e 
considéré, est dit inversible a droite par rapport a e. La régle de simpli- 
fication a gauche entraine l’unicité de l’inverse a droite pour les éléments 
qui en possédent un. Un élément a est inversible s’il posséde au moins 
un inverse. 

Lemme. — Dans un demi-groupe multiplicatif D possédant un 

élément-unité bilatére e, si un élément x a un inverse a droite z' et 

un inverse a gauche x, ona z'=x". 

En effet les relations zz'= e = x” x entrainent 

Ly ig! = GB 

et 

BGR G = Oi ms 5 

De ce lemme résulte qu’un tel élément x a un seul inverse a droite; 

de plus, dans un demi-groupe D avec élément-unité, un élément a ne 

peut avoir qu’un inverse. 

Un élément z est dit nvolutif s’il est a lui-méme son inverse 

CA es 

Dans la notation additive, réservée généralement au cas commutatif, 

Vinverse d’un élément a est appelé élément opposé et désigné par —a. 

Exemples. — 1. Dans le demi-groupe multiplicatif des nombres naturels, 

l’élément-unité, 1, est le seul élément admettant un inverse. 

2. Soit c une transformation d’un ensemble E. Posons 

==16 (770): 

L’application m’-> m est encore une application de E sur lui-méme, donc une 

transformation, évidemment inverse de oc. 

ee 

(‘) Voir plus loin (p. 138) la notation définitive, a~'. 
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ona 
r= 

is = * 

OMS 

3. Les symétries (par rapport 4 un point, 4 une droite ou a un plan), les 

inversions, sont des transformations involutives. 

Exercice. — 3. Considérons l’ensemble des parties &(E) d’un ensemble E 

comme un groupoide par rapport a la différence symétrique, 

1° Tout élément de &(E) est involutif. 

2° &(E) est un quasi-groupe, l’opération inverse étant la différence symétrique 

elle-méme. 

Dans les treillis, en raison de existence de deux opérations, Vinter- 

section 4 et l’union U, les propriétés d’inversion se présentent d’une 

facon un peu différente. 

Soit T un treillis possédant un élément minimum, ou nul, o, et un 

élément maximum, ou universel, u. On appelle complément d’un 

élément x de T un élément 2’, s’¢l existe, tel que 

r2na'=0 et zuac'=u. 

Un élément ayant au moins un complément est dit complémenté; s'il 

en est ainsi pour chaque élément x2 de T, T lui-méme est dit 
complémente. 

Le complément de o est wu, celui de u est o. 

Exemples. — 41. Dans le treillis £(E) des parties d’un ensemble E, toute 

partie X admet un complément qui est précisément le complément au sens de la 

théorie des ensembles, E — X. 

2. Le treillis représenté par le diagramme ci-dessous est complémenté ; a; admet 

deux compléments, a, @,, qui sont aussi compléments de ap. 

u 

a2 a> 

a4 a4 

Co) 

Fig. 7 

, P ite ( ane 3. Une chaine finie (07 Uy vss; u ayant plus de deux éléments n’est pas 
complémentée. 
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Tutortue 1. — Sz le treillis T, avec o et u, est PULP un 
élément Ron) Riera z de T a un seul complément z'. Sia et b ont 
des compléments a', b', anb et a u b ont les compléments 

(anby=a'ub’,, (auby=a'nv’. 

Les éléments complémentés de T forment un sous-treillis T' de T. 

Supposons que x admette les compléments 2’, ’' : 

LBNL =O, PUEY S06 

BAY) = 0) ope BVI OE™ dhe 

Nous avons, en tenant compte de la distributivité, 

a’ =o0Ua'=(any')ue'=(£uU2')n(y'ua')=un(y ue’) =y'ue"'. 

De méme, y'= 2’ Uy’ et, par conséquent, z'= y': un élément comple- 
menté z a done un complément unique dont, inversement, il est le 

complément unique : (z’)'= z. 

Soient a et 6 deux éléments complémentés. Nous avons 

(anb)n(aub') =(anbna)u(anbnb’)=o0v0=0 

et 

(anb)u(a' ub’) =(avudub')n(bub'uad)=unu=u, 

par conséquent, a’ Ub! est complément (unique) de an 6b; d’une facon 

duale, on voit que aU6 a pour complément a'nb!: ensemble T’ des 

éléments complémentés de T est donc un sous-treillis de T (*). 

D’aprés le théoréme précédent, un cas remarquable est celui d’un 

treillis, avec élément nul et élément universel, a la fots distributif 

et complémenté : T= T’. Un tel treillis est appelé ¢recllis de Boole (*). 

(1) L’application biunivoque xx’ de T’ sur lui-méme est ce quon appelle un 

automorphisme dual ou une dualité : toute relation entre éléments entraine, pour 

les compléments, la relation correspondante ou le signe M est remplacé par U et 

inversement (relation duale). 
La premiére partie du théoréme 1 est aussi une conséquence immédiate d’une 

remarquable propriété caractéristique des treillis distributifs : pour qu’un treillis soit 

distributif, il faut et il suffit que 

zwNna=xzxnb et CGUaA= DYO 

entrainent a = 6. Voir M. L. Dusrei-Jacotin, L. Lesteur et R. Croisot, Lecons sur la 

Théorie des Treillis..., 1° partie chap. VIII, § 4, p. 106 et chap. VI, § 1, p. 79. 

(*) Dés le milieu du x1x* siécle, dans The mathematical Analysis of Logic 

(Cambridge, 1847) et An investigation in to the laws of thought (Londres, 1854), 

Boole a découvert cette importante notion, premier type de treillis mis en évidence. 
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Le treillis &(E) des parties d’un ensemble E est une treillis de 

Boole (‘). 

Dans un treillis T, soient a et b deux éléments vérifiant a€b et & 

un élément compris entre @ et 6. Un élément 2’, s’il existe, vérifiant 

Page 2 eh rua=b 

est appelé complément relatif de x par rapport a a et 6b. On voit, 

comme plus haut, que cet élément 2’ est nécessairement unique dans 

un treillis distributif (il suffit de remplacer o par a et u par 6). 

Ce qui précéde montre que certains types de treillis ont d’impor- 

tantes propriétés algébriques, liées, non a la relation d’ordre, mais 

essentiellement aux opérations A et U. Il est donc tout indiqué 

de caractériser les treillis par un systéme d’axiomes portant sur ces 

opérations. Nous avons déja vu qu’elles sont associatives, commutatives 

et idempotentes. Mais, en général, elles ne sont pas distributiyes une 
par rapport a l’autre (vor § 5, exer. 16, p. 89). On a cependant une 

propriété de distributivité affaiblie, valable dans tout treillis, appelée 

loi d’absorption; elle s’exprime par les deux relations 

(9) LN(LUy) =a 

et 

(9') LU(LNY) =x 

vérifiées quels que soient 2,yeéT, et conséquences immédiates de: 

rnyoualruy. 

Tuéorime 2. — Un ensemble T dans lequel sont définies deux 

opérations AN et U, associatives, commutatives, idempotentes et véri- 

fiant la lot d’absorption (g) et (9'), est un treillis dans lequel au b 

et an b sont respectivement la borne supérieure et la borne inférieure 

. deaet b. 

D’aprés (9), Pégalité cuy=y entraine rn y =z; inversement, 
d’aprés (9'), ou l'on permute x et y, zny =z entraine ruy = y. Les 
deux égalités ruy = y, eNy = = sont donc vérifiées en méme temps; 
posons dans ce cas xCy. 

(") Inversement, tout treillis de Boole est isomorphe a un treillis d’ensembles, 
comme l’a établi M. H. Srong, Boolean algebras and their relation to topology 
(Proc. Nat. Acad. Sc., t. 20, 1934, p. 197); the Theory of representations for 
Boolean algebras (Trans. Amer. Math. Soc., t. 40, 1936, p. 37) . 
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La relation € ainsi définie est réflexive, en raison de l’idempotence, 
et transitive, car xCy et y C2 entrainent 

ZUS=LU(yUS)=(LUy)Us=yuz=z, 

c’est-a-dire 2 z. Elle est évidemment propre; c’est donc une relation 

d’ordre partiel. 

On a aGavub, de méme bCavub; et a€r, bEr, c’est-a-dire 
aur=r= bur, entrainent 

ru(avb)=(rua)ub=r, cest-a-dire aubCr; 

aub6 est donc majorant minimum de a et b. On verrait, de méme, que 

aq est minorant maximum. 

Remarque. — On voit, d’une fagon analogue, qu’un ensemble E 

dans lequel est définie une opération t associative, commutative et 

idempotente, est un n-demi-treillis. La relation d’ordre € est définie 

par 
xly Gl Paso 

et an est la borne inférieure de a et b. 



CHAPITRE III. 
GROUPES. 

A. — DEFINITION DES GROUPES. 

1. Propriétés d’inversion dans un demi-groupe: notion de groupe. — 

On appelle groupe tout ensemble G vérifiant les trois conditions 

sulvantes : 

/ I. Dans G est définie une opération associative (G est un demi- 

groupe); 

II. G posséde, par rapport 4 cette opération, un élément-unité 

bilatére, e; 

III. Tout élément @ de G posséde un inverse unique, a— 

aa =a a=e. 

Mais, comme nous allons le voir, on peut former un systéme 

d’axiomes (2,) équivalent au précédent et se composant de conditions 

analogues, dont certaines, prises individuellement, seront plus facbles : 

ce systéme (2,) va d’ailleurs apparaitre naturellement grace a une étude 

systématique des propriétés d’inversion d’un demi-groupe (que nous 

noterons multiplicativement). Nous serons conduits, en outre, a d’autres 

systémes d’axiomes, formés de conditions variées. 

Lemme 14. — Dans un demi-groupe D possédant un élément-unité 

a droite e, tout élément a inversible a droite par rapport a e est 

simpli fiable a droite. pli fia 

Légalité xa = ya eutraine, en effet, za.a'= ya.a'. Or nous avons, 

a’ désignant un inyerse a droite de a, 

CCE — CC ane et, de méme, GHISCE = FF 

dou 

zr=Yy- 
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Leuue 2. — Dans un demi-groupe D possédant yn élément-unité 
a droite e, l'ensemble des éléments inversibles a droite est un sous- 
groupoide Sq. 

Les égalités aa! = bb'= e entrainent 

ab.b'a'=a.bb'.a=ae.a=aa' =e; 

b'a' est donc un inverse a droite de ab (*). 

Un cas remarquable est celui ot Sa =D. D’aprés le lemme 4, nous 

avons la proposition suivante : 

Tutorime 14. — S¢ un demi-groupe D posséede un élément-unité 

a droite e et st tout élément de D est inversible a droite par rapport 

ae, la régle de simplification a droite est valable dans D. 

L’énoncé précédent entraine lunicité du quotient a gauche y dun 

élément m par un élément a(m=vya), dans la mesure ov de tels 

quotients existent. On a immédiatement une condition suffisante pour 

que cette existence soit assurée, 

Lemme 3. — Dans un demi-groupe D possédunt un élément-unité a 

droite e, il existe, pour tout élément meéD et pour tout élément a 

tncerstble a gauche par rapport ae, au moins un quotient a gauche. 

On a, en effet, a* désignant un inverse a gauche de a, 

Ma .C=— Nt. a A= Mei =wt- 

Il y a intéret a se ramener aux hypothéses du théoréme 1, ce que le 

lemme suivant permet de faire. 

Lemur 4. — Sv, dans un demi-groupe D possédaunt un élément- 

unité a drotte e, un élément a' inversible a drotte est Vinverse a droite 

dun élément a, aa' =e, tl en est aussi inverse a gauche, da=e. 

(7) On a évidemment un. énoncé analogue en remplacant les mots «a droite » par les 

mots «a gauche.». On peut remarquer, en outre, que l'ensemble des éléments tnver'sibles 

a droite par rapport a un élément-unité a gauche e est un sous-groupoide, puisque 

aa' = bb'= e entrainent 

ab.b'a'= a.bb'.a'= a.ea'= aa'=e. 

L’ensemble dés éléments inversibles 4 droite et a gauche par rapport a un élément- 

unité quelconque, n’est pas vide, puisqu’il contient cet élément-unité : c’est Pinter- 

section de deux s0us-groupoides, donc un sous-groupoide. 

Univ. of Arizona Library 
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Soit a’ un inverse a droite de a/:a'a" =e. En multipliant a droite 

par a" les termes extrémes des égalités 

a=de=a.aadé=aa.q, 

nous obtenons 
e=da.aa =da.e=a'a, 

ce qu’il fallait démontrer. 

Tueorime 2. — Si un demi-groupe D posséde un élément-unité a 

droite e et si tout élément a€D est inverstble a droite par rapport 

ae, tout tnverse a droite est inverse a gauche, e est élément-unité 

bilatere, et la régle de simplification est valable dans D. 

Soit, en effet, aa! = e; a’ est lui-méme inversible a droite : nous avons 

donc, d’aprés le lemme 4, a'a = e. Tout élément a € D est donc inver- 

sible 4 gauche par rapport a e. On le voit aussi, directement, de la fagon 

suivante : posons a’a= 6; nous avons b? = a'ada=a'ea=b, dou, 

b’ désignant un inverse a droite de b, 

b= ber b208— bb =e, cest-a-dire aa=e 

L’élément-unité e est bilatére (donc seul élément-unité) puisqu’on a 

ea=ad .a=a.da=ae=a. 

La régle de simplification et, par conséquent, l’unicité des inverses et 

des quotients, résulte du théoréme 4 et de I’énoncé qui s’en déduit en 

remplacant « a droite » par « a gauche ». 

Premier systéme d’axiomes des groupes. — Considérons un 

ensemble G vérifiant les trois conditions suivantes : 

I. Dans G est définie une opération associative (G est un demi- 
groupe); 

(21) Iu. G posséde, par rapport a cette opération, au moins un élément- 

unité a droite, e; 

IIfz. Tout élément a€G posséde au moins un inverse & droite, a’, par 
\ rapport a e. 

On a, d’aprés le théoréme 2, les propositions suivantes : 

IV. Gest un semi-groupe (la régle de simplification est valable). 
II. L’élément-unité e de G est bilatére et seul élément-unité. 
Ill. Tout élément @€G a un inverse unique a-, d’ou, én tenant 

compte en outre du lemme 3 et de I’énoncé qui s’en déduit en permutant 
« a droite » et « A gauche » : 
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V. Gestun quasi-groupe, c’est-a-dire vérifie ’axiome des quotients 
(chap. II, § 6, p. gt). 

Puisque le systéme d’axiomes (X,) comprend la condition | et 

entraine I et IU, cl est équivalent au systéme (2) : G est un groupe. 

On voit, de plus, qu’un groupe Gest a la fols un seml-groupe el unr 

quast-groupe. La réctproque estvraie, et l’on peut méme, comme nous 

allons le voir, parur d’hypothéses beaucoup plus faibles. 

Considérons un groupoide E possédant par rapport 4 son opération 

les deux propriétés suivantes : 

I. E est un demi-groupe ; 

x2), V’. Pour chaque couple d’éléments a,meE, tl existe au moins un 

quotient a droite x et un quotient a gauche y 

e015 = ya 

et, d’une facon encore plus générale, remplacons la propriété \' par la 

propriété plus faible 

Vv". Le sous-ensemble E’ des éléments a de E tels que, pour tout me EE 

chacune des équations 

m= ax = ya 

ait au moins une solution, n’est pas vide. 

Lemme 5. —- Les propriétés I et V" entrainent Cexistence dun 

élément-untté bilatére e. L’ensemble E* des éléments tnversibles 

coincide avec E'. De plus, E' est un groupe. 

Soit a un élément de E’. 

D’aprés V", il existe au moins un élément e vérifiant légalité 

ae=—a, 

Soit maintenant z un élément quelconque de E: il existe, d’aprés V", un 

élément r tel que l’on ait 

T= as 

d’ott, en utilisant [, 

wes=ra.e=r.ae=ra=cx pour tout reE; 

e est donc élément-unité a droite. 

Les hypotheses symétriques I et V" entrainent également l’existence 

d’au moins un élément-unité a gauche e': e ete’ sont égaux, comme 

P, DUBRBIL. 8 
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nous le savons (1), et il n’y a pas d’antre élément-unité : nous avons 

donc la propriété Il. 

Tout élément a de E’ est, d’aprés V" (ot Pon prend m =e), inversible 

d droite et a gauche; d’aprés le lemme (p- g3) tout inverse a droite 

dea est égal a tout inverse a gauche, et @ possede un inverse unique a-. 

Réciproquement, tout élément @ ayant un inverse a— appartient a E’, 

puisque la condition V" est vérifiGe par = a-m et y = ma— te E88 

done ensemble des Gléments inversibles. Or, le produit ab de deux 

éléments inversibles, a un inverse : b-a~ = («ab)-. E’ est donc un sous- 

demi-groupe de E. Comme EF’ yérifie le syst0me d’axiomes (2), E’ est un 

sroupe. 

Cela posé, sé KE vérifie le systéme (X2), nous avons E'=E: Evest un 

groupe. 

ll en résulte que les propriétés | et \/ entrainent non seulement If, 

mais ILE (existence et unicité de Cinverse) (7), IV (régle de simpli- 

fication), et Vunicité des quotients, donc Vaxiome des quotients V. 

Les propriétés caractéristiques I et V! constituent le second systéme 

Vaxtomes des groupes (X»). On peut évidemment, dans le premier 

systéme, remplacer les axiomes IIg, [lg par les conditions symé- 

iriques I,, HI, en substituant les mots « a gauche » aux mots «a droite ». 

Comme la remarqué G. Thierri ("), un autre systeme d’axiomes 

est le suivant : 

¥5) \ Let IV. Gest un semi-groupe; 

’ } Vf. Pour tout 2eéG, il existe au moins un x’ €G tel que va’x =z. 

En d'autres termes, pour qu'un semi-groupe (infint) soit un groupe, 

il faut et il suffit qwil vérifie la condition VI (comme nous le verrons 

au paragraphe 2, un semi-groupe fiz/ est toujours un groupe). La condi- 

tion est récessaire : si G est un groupe, et si 7’ désigne inverse de x, 

on a bien ra'v =x. Pour montrer qu'elle est suffisante, remarquons 

(1) €e=e=e (éfachap. 11,8 5p: 47). 

(*) Il est facile d’établir directement la propriété III a partir de I, II et V’ : tout 
élément a admet, par rapport & e, au moins un inverse a droite a’ et au moins un 
inverse a gauche a*. Or, comme nous l’ayons vu(p. 93), de tels inverses, dans un demi- 
groupe, sont égaux dés ab: "ils existent : 

Bae =A 4 Sao 

=a*a.a’ =ea' =a’. 

(*) G. THierrin, Sur une condition nécessaire et suffisante pour qu’un semi- 
‘groupe soit un groupe (C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951, p- 376). 
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que, dans un semi-groupe, la relation rz'.x = x entraine (d’aprés la 
corollaire 2, chap. II, § 5, p. 86) que xa’ est élément-unité bilatére. 
On sait, d’autre part, qu’un tel élément est unique, et l’on voit que 
tout élément z a un inverse a droite z’ : le systéme (3,) est vérifié, et 
nous avons bien un groupe. 

Etablissons enfin l’éndépendance des axiomes des groupes pour 
chacun des trois systémes énoncés (1). via! 

1° Le demi-groupe abélien déja rencontré (chap. II, § 5, p. 84) 

, ea 

EK’ gn 
(Es) Calle. a 

a a a 

vérifie [et Ig, mais non IIa, puisque a n’a pas d’inverse a droite. 

Le groupoide 

(E32) E é€ od 

a a é 

vérifie Iz et IIg, sans étre un demi-groupe, car on a 

(Ga )a—\ea— ie, a(aa)= ae= a. 

La propriété IIT, n’a pas de sens indépendamment de II,. 

2° Les propriétés I et V’ sont indépendantes, car, dans le demi-groupé 

GAL 

ww me 

(3) a|aa 

Cera 

les quotients de 6 par a ou par 6 n’existent pas. D’autre part, le grou- 

(1) Pour une étude plus compléte des nombreuses et intéressantes questions 

soulevées par l’axiomatique des groupes, on pourra consulter notamment : R. BakR et 

F. Levi, Vollstdéndige irredusible Systeme von Gruppenaxiomen, (Sitzungsber. der, 

Heidelberger Akad. der Wiss., Math. Natur. KI., t. 18, 1932, p. 3); P. Lorenzen, Bin 

Beitrag sur Gruppenaxiomatik, (Math. Zeitschr., t 49, 1943, p. 313); B. Srott, 

Uber Axiomensysteme die eine abstrakte Gruppe bestimmen, Uppsala, Almgvist eb 

Wicksells, 1953; R. Croisot, Demi-groupes et axiomatique des groupes (C. R. Acad. Sc., 

is PRiin OURAN GUY 
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poide (abélien ) 
a be 

(E;) hel are? eee el: 

b a 

(We Gh we 

vérifie laxiome des quotients V = V’!+ V" sans étre un demi-groupe, 

car nous avons 
a(bc) = aa=a, (ab) ec =ce=c. 

3° Les propriétés I et IV n’entrainent pas VI, puisqu’il existe des 

semi-groupes (infinis) qui ne sont pas des groupes : comme nous l’'avons 

vu plus haut, (p. gt), le demi-groupe multiplicatif N des nombres 

naturels (zéro exclu) vérifie la régle de simplification, donc est un semi- 

eroupe, mais ne yérifie pas l'axiome des quotients, donc n’est pas un 

-groupe. 

Les axiomes I et VI caractérisent une classe de demi-groupes, les 

demi-groupes inversifs, qui ont été étudiés par G. Thierri (/oc. ect.) 

et ne vérifient pas nécessairement la régle de simplification. 

Un groupe est abélien si son opération est commutative. 

Lorsqu’il n’est pas précisé qu'un groupe est abélien, on donne ordi- 

nairement 4 son opération, comme nous venons de le faire, le nom de 

multiplication et l’on utilise les notations correspondantes. 

Pour un groupe abélien, ou utilise trés souvent la notation additive. 

Le groupe est dit alors additif, ou bien est appelé module. L’élément- 

unité prend le nom d’élément-zéro et est représenté par le signe O, 

’élément-inverse de a est appelé élément-opposé et désigné par —a. 

Exemples, —1. Les transformations d’un ensemble M constituent un groupe, 

Popération étant Ja composition des transformations : le premier systéme 

d’axiomes des groupes est, en effet, vérifié. 

En particulier, l’ensemble des substitutions que |’on peut effectuer sur n objets 

distincts est un groupe, appelé groupe symétrique et désigné par S,. Ce groupe 
est fini et son ordre est 2! 

Ces cas particuliers montrent déja clairement l’importance de la notion de 

groupe, surtout si l’on veut bien les rapprocher des propriétés remarquables qui 

sont apparues 4 propos des axiomes des groupes, et des facilités de calcul qui en 
résultent. 

2. Dans un demi-groupe D avec élément-unité e, l’ensemble G des éléments 
inversibles est un groupe : e€G; weG entraine u- eG, puisque 

uu> =u ue; 
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“6G, u,.€G entrainent uju,€G, puisque 

(UUs) (Uyuy) = Uy (UQU; U; =e 
et 

(uguz) (uiu2) = uy (Uz) uly =e. 

3. L’ensemble des vecteurs libres du plan, ou de l’espace, est un groupe abélien 

par rapport a l’addition géométrique. 

4. Construisons un groupe fini d’ordre 2, G;={e, a}. Comme on a néces- 
sairement 

ele, ea = ae =a, 

G sera entiérement défini si nous fixons la valeur de a?. Or, nous ne pouvons pas 
prendre a* =a, car, dans ce cas, a n’aurait pas d’inverse. Posons donc a? = e, 

ce qui nous donne l’unique possibilité 

e a 

(G2) 6) @° @ 

a\ a ¢€ 

On vérifie immédiatement que Ge est bien un groupe, d’ailleurs abélien. 

Exercices. — 1. Dans un groupe G, plus généralement dans tout semi-groupe 

admettant un élément-unité a droite, il n’y a pas d’autre élément idempotent que 
V’élément-unité. 

2. L’ensemble des parties £(E) d’un ensemble E est un groupe par rapport a 
la différence symétrique (cf. chap. II, § 5, ex. 1, p. 77; 4, p. 80; 9, p. 87 et §6, 

ex. 3, p. 94). 

3. En considérant le groupoide 

@ @ wb @ a@ 

G\e @ Oy GG de 

B\N GB @ @ he 

bv |) be @. BA Ge @ 

CuI CHa a eCunOa 

“|| dh di GO & @ & 

hij hea e 

montrer que, méme combiné avec la commutativité et l’existence d’un élément. 

unité, l’axiome des quotients n’entraine pas l’associativité. 

Y. Groupes finis. — Pour un groupoide fini, l’axiome des quotients. V 

et la regle de simplification [V sont, comme nous avons yu, des pro- 

priétés équivalentes. 
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Nous avons donc, pour les groupes finis, le troisieme systeme 

d’axiomes (*) 

y I. Associativité de lopération; 

(25) IV. Régle de simplification.. 

En d’autres termes, tout semi-groupe fint est un groupe. 

Considérons un groupoide fini E, possédant un élément-unité 

_ bilatére e, et dans lequel tout élément x posséde un inverse unique x- 

(propriétés IL et IIL). Pour que E soit un groupe, il faut et il suffit que 

son opération soit assocrative. Nous allons transformer cette condition 

en considérant la table de multiplication de E. Désignons par e = a, 

da, ..-, Qn les éléments de E. Inscrivons-les, dans cet ordre, dans la 

premiére colonne de la table; et, dans la premiére ligne, inscrivons, 

non plus ces éléments, mais leurs inverses, pris dans le méme ordre. 

La table prend la forme suivante, dite forme normale 

e= & Ae ACh Ans 

(la e ") 

oi9 

An eens «ae e. 

En désignant par a;; élément situé dans la z?¢¢ ligne et la 7“”"¢ colonne, 

nous avons 
Qj = A.A = An), 

dou 

j Gis rj = (45) (Arq; ). 

Si E est un groupe, il vient, en prenant s=r et tenant compte de 

Vassociativité, 

Wir Ap] = GA Aya = Ajj, 

ce qui consuitue la propriété du rectangle pour la forme normale 

(le sommet a,,. =e est sur la diagonale principale ). 

Inversement, cette propriété entraine, avec II et III, l’associativite. 

Pour le voir, remarquons d’abord que tous les éléments d’une méme 

ligne ou dune méme colonne sont différents, car Pégalité 

Aypj = Ark Gi Zk)s 

par exemple, entrainerait, en multipliant a gauche par «,, 

ny) Ca. (GPez1. 
ee 

4 (*) Les propriétés I et [V sont indépendantes, puisque IV équivaut a une propriété 
indépendante de I. Les exemples donnés plus haut (groupoides E” et E,) permettent 
d’ailleurs de vérifier cette indépendance. : 
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Or, les éléments de la premiere colonne sont tous différents et il en est 
de méme pour ceux de la premiere ligne, puisque chaque élément a un 
inverse unique. 

Cela posé, soient z, y, z trois éléments quelconques de E. Il existe, 
d’aprés ce qui précéde, des entiers /, J; k tels que l’on ait 

C= =A, (eS any 3 = Qj. 

Nous avons donc 

(wy )% =(dn aja = Qij Ajk = Uik, 

Bs) = dit (Ap Cpk) = in Ak = Ak 

et Popération est bien associative. 

Exemple. — Dans lensemble E =) 1, 2, 3, 4 {, il existe trois subtitutions 

qui, échangeant deux éléments, échangent aussi les deux autres. Ce sont : 

i FR ee Sh alk Liye gad}, PVA Am SOS Oe. 1h 
a as 6= : c= 3 

Five di Dales ;) is Aw il ) bi ay ') 

Désignons par e la subtitution identique; nous avons 

Sa. 

et 

LAT PaeD RS ORY, 
be = ch = | : 43 — te 

De méme, 

ca=ac=b ab = ba=c. 

Les quatre subtitutions e, «, b. ¢ forment donc un groupe abélien V4, dans 

lequel chaque élément est involutif. Ce groupe est désigné sous le nom de 

groupe de Klein. 

B. — SOUS-GROUPES. 

3. Conditions nécessaires et suffisantes. — On donne le nom de 

sous-groupe dun groupe G a tout sous-ensemble non vide de G qui est 

lui-méme un groupe par rapport a Vopération considérée dans G. 

L’ensemble {e}, conslitué uniquement par Pélément-unité, et le groupe G 

lui-méme sont des sous-groupes particuliers : on appelle erar sous- 

groupe, sous-groupe rerilable, ou propre, tout autre sous-groupe 

de G (£). Précisons a quelles conditions un sous-ensemble non vide (! 

est sous-groupe de G. 
peiasiUeAN Ne ero ron) me ssn oe Siw hee 

(') Un sous-groupe d’un module, c’est-a-dire d’un groupe abélien additit, prend le 

nom de sous-module. 
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1° I faut d’abord évidemment que G' soit sous-groupoide de G, 

c’est-a-dire contienne, avec deux éléments z ety, non forcément distincts, 

de G, leur produit zy ; autrement, Yopération de G ne serait pas une 

opération agissant dans G'. Si G' est un sois-groupoide, l’opération, 

associative dans G, l’est aussi dans G’. 

2° Il faut encore qu’il existe dans G! au moins un élément-unilé a 

droite e'. Mais on aura alors, e désignant l’élément-unité de G 

@éeé=e =e€, 

ee qui exige 
e=e€@, 

Par suite, G' doit contenir l’élément-unité, e, de G. 

3° Tl faut enfin que tout élément x de G' ait dans G' au moins un 
inverse a droite, z’. Or, la relation ' 

LL =e 

admet duns G la solution unique z'=ax~, x* étant inverse de x 

dans G : G' doit donc contenir x~ en méme temps que x. 

Dans leur ensemble, les trois conditions nécessaires que nous venons 

d’obtenir sont aussi suffisantes, puisqu’elles entrainent, pour G’, la 

validité du systéme d’axiomes %,. Mais la seconde condition est visi- 

blement une conséquence des deux autres et du fait que G’ n’est pas 

vide, ce qui nous conduit a l’énoncé suivant : 

A. Pour quun sous-ensemble non vide G' dun groupe G soit 

sous-groupe de G, tl faut et il suffit que G' contienne en méme temps 

que deux éléments x et y de G, distincts ou non, leur produtt xy, et 

en méme temps qwun élément x son inverse z-. Si G est donné sous 

forme additive, G' dott contenir 4+ y en méme temps que x et y 

et —x en méme temps que x. 

On peut donner a cet Gnoncé une forme équivalente, souvent utilisée : 

A’. Pour quun sous-ensemble non vide G' dun groupe G soit 

sous-groupe de G, il faut et il suffit que G' contienne, en méme 
temps que deux éléments x et y de G, le produit xy-, ou la somme 
r+ (—y) st Gest écrit sous forme additive. 

L’énoncé A entraine immédiatement la condition A’. Réciproquement, 
. i] a . , . . . ; si A’ est vérifiée, G', n’étant pas vide, contient au moins un Glément x 

et, par conséquent, aussi wx~==e. Si y est un élément quelconque 
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de G’, G' contient ey~ = y-, et x. (y~)- = zy, et le systéme de condi- 
tions A est vérifié. 

L’énoncé A’ peut encore se mettre sous la forme équivalente : 

A". Pour qu’un complexe H dun groupe G soit un sous-groupe 
de G, il faut et il suffit que H soit unitaire a droite (par exemple). 

Si H est un sous-groupe de G, les relations 

hel, xreG, th=h'eH 

entrainent 

r=Wh-eu, 

d’aprés A’: H est bien unitaire a droité, et la condition A” est nécessaire. 

On voit symétriquement que tout sous-groupe est un complexe unitaire 
a gauche, donc un complexe unitaire. 

Inversement, soit C un complexe unitaire a droite dans un groupe G. 
Siz, y EC, ona 

Ve Jae verve re = fe (i, 

d’on 2y— EC: la condition A’ étant vérifiée, C est bien un sous-groupe. 

On voit que, dans un groupe, tout complexe unitaire d’un cété est 

aussi unitaire de l'autre. | 

Les énoncés A et A’ sont utilisés, par exemple, pour reconnaitre si 
un ensemble G' de transformations d'un ensemble E est un groupe; 

car l’ensemble G' est contenu dans le groupe G de toutes les transfor- 

mations de E (‘),. 

Revenons a 1!’énoncé A. La premiére condition qui y figure exprime 

que G! est un sous-groupoide de G. Il arrive qu’elle soit remplie d’elle- 

méme (en raison de la définition méme de G’). Nous avons alors 

Vénoncé suivant : 

B. Pour qw un sous-groupoide G' dun groupe G soit un sous-groupe 

de G, il faut et il suffit que G' contienne x~ en méme temps que x. 

Si G’ est le groupoide engendré par un certain ensemble E, fini (non 

vide) ou infini, d’éléments de G, tout élément zx de G’ est le produit 

d’un nombre fini de puissances d’éléments générateurs (qui ne sont pas 

(‘) C’est pour cette raison que l’associativité, qui jouait uu role fondamental dans la 

définition d’un groupe, n’intervient pas ici. Ce fait, joint a importance des groupes 

de transformations, conduit trop souvent 4 donner, pour la définition des groupes, des 

systémes de conditions incorrects. 
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forcément distincts deux a deux) : 

a=arb8...h (a,b, ..., LEE). 

Or, ona ; 
a = (t-)h...(b-)B(a-)%, 

et, par suite, 2 appartient a G' dés que a , b, ... eux-mémes lui 

appartiennent, en particulier dés que E est la réunion d’un ensemble M 

constitué par certains éléments de G et de l’ensemble M constitué par 

les éléments inverses, d’ot I’énoncé suivant : 

B!. Le sous-groupoide G' engendré par un ensemble MAO 

déléments de G et par leurs inverses, est un sous-groupe de G, on 

Vappelle groupe, ou sous-groupe,; engendré par ’ensemble M. Si M 

estos Mae De Le ON CORBY me CO a oles CL 

En particulier, le groupoide engendré par un ensemble d’éléments tnvolutifs 

dun groupe G est un sous-groupe de G. Par exemple, dans le groupe de 
Klein V, (§ 2, p. 107), un élément a distinct de |’élément-unité, étant involutif, 

engendre un sous-groupe { e, a { d’ordre 2. V, n’admet pas d’autres sous-groupes 

véritables que les trois sous-groupes ainsi obtenus, puisque nous avons les relations 

ADi= Onno ets 

Tout sous-groupe H contenant un sous-ensemble M(~@) de G, 

contient le sous-groupe G' engendré par M; G’ est, par suite, le plus 

petit sous-groupe de G contenant M. On peut l’obtenir directement en 

remarquant que la famille S de tous les sous-groupes de G vérifie les 

conditions de Moore (chap. I, § 41, p. 52), puisque : a. GES; 

b. Uintersection 

I= ‘a H 

Hes 

@une fanulle non vide ¥ de sous-groupes H de Gest un sous-groupe, 

car, si deux éléments x, y de G appartiennent a I, donc a chaque groupe 

He ®, le produit zy~ appartient 4 chaque groupe H, donc a I. 

fl en résulte que S est un treillis complet, dans lequel l’union d’une 
famille & de sous-groupes est l' intersection des sous-groupes S contenant 
chaque AE ®. A ce treillis est associée une fermeture des complexes, 

associant & chaque complexe M de G le plus petit sous-groupe M 
contenant M : 

M = C\ fears. 
MCHES 

Cette fermeture sera étudiée au paragraphe 5. 
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Exercice. — Soit G le groupe des vecteurs libres de Vespace par rapport i 
addition géométrique. L’ensemble des vecteurs de G paralléles 4 une droite 
ou 4 un plan sont des sous-groupes de G. 

4. Groupes cycliques. — L’énoncé B’ fournit un procédé général pour 

former des sous-groupes d’un groupe donné. Le cas le plus simple est 

celui du sous-groupe engendré par un seul élément a, on lui donne le 

nom de sous-groupe cyclique. Il se compose des puissances de a, de 

celles de a-, et de l’'élément-unité e = aa-. I est visiblement abélien. 

‘Si Tes éléments précédents sont tous distincts, le groupe cyclique 

engendré par a est infini, élément générateur a est dit d’ordre infint. 

Dans le cas contraire, on a entre ces éléments au moins une égalité qui, 

multipliée par une puissance convenable de a ou de a-, peut se ramener 

a la forme 

(1) (ie. 

ou f# est un nombre naturel. Soit 2 la plus petite valeur de / telle 

que (1) soit vérifiée. Si nous excluons le cas trivial du sous-groupe 

cyclique engendré par |’élément-unité, nous avons n> 1 et, par suite, 

GQia"s' =e, donc a? =), 

de sorte que le groupe cyclique engendré par « n'est autre que le 

groupoide engendré par cet élément. Ce groupe est fini et @ordre n. 

On a, en effet, quel que soit l’entier /, 

qntkn — an, 

et les n éléments 

le, oe Cen. Ticats Ei (BENG, 

sont distincts, car une égalité de la forme 

UIP = HE BV CCHD W219i) = 12 

entrainerait 
thts Cx 

contrairement a la définition de rz, Le nombre naturel 2 est appelé 

ordre de Vélément a, Vordre d'un élément est donc, par définition, 

Vordre du groupe cyclique qu'il engendre. 

Si G est un groupe fint, le groupe cyclique engendré par un 

élément quelconque « est, lui aussi, fini et, par suite, @~ est une puis- 

sance de a. Nous avons donc, d’aprés l’énoncé B, Pimportante propo- 

sition suivante : 
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B’. Tout sous-groupoide d'un groupe fint G est sous-groupe 

le G; et, plus généralement, 

B”. Dans un groupe G quelconque, tout sous-groupoide engendré 

par des éléments d’ordre fini est un sous-groupe de G. 

Tutorime. — Tout sous-groupe C! d'un groupe cyclique C= (a) 

est lui-méme cyclique. 

Si C! = (e), le théoréme est vrai. Supposons C' ¥ (e); si (a~)™ EC’, 

son inverse a” appartient aussi a C’; il existe donc au moins une puis- 

‘sance non nulle de a appartenant a C’; soit n le plus petit nombre 

naturel vérifiant la relation a” € C’. Le groupe cyclique (a@”) est contenu 

dans C’. Inversement, si y= a” est un élément de C appartenant a C’, 

on a, en désignant par qg et r le quotient et le reste de m par n 

am[(an)- sarang [(a")-\=areC’ (02 r<n), 

ce qui exige 

r=o et Ge CALNE 

Il en résulte que si (a )” appartient a C’, il appartient a (a"). Ona 

donc 

C’C(a") 

et, par conséquent, C/ = (a"). 

On peut définir un groupe G d’une maniére abstraite en donnant un 

systéme {a, b, ... | déléments générateurs. Les éléments du groupe 

sont les produits que l’on peut former a partir de ces éléments et de 
leurs inverses formels a~, 6-, ... en tenant compte des régles de calcul 
des groupes, c’est-a-dire de l’associativité et des formules 

(2) AGO Omi enn 

Ces produits ne sont d’ailleurs pas nécessairement des éléments dis- 

tincts : on peut leur imposer certaines relations d’égalité, dites relations 

fondamentales, qui ne sont pas des conséquences de (2), et qui 
achévent de définir le groupe. Ainsi, un groupe cyclique d’ordre n est 
défini par un générateur a avec la relation fondamentale 

a®=e (0u a =a"), 

Sil n’existe aucune relation fondamentale, le groupe est dit libre. 
Un groupe cyclique infini est libre. 
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Exercices. — 1, Montrer que tout sous-groupe cyclique infini G’ d’un groupe G 
admet une infinité de sous-groupes, eux-mémes cycliques et infinis. 

2. Dans ensemble E =4 ER So ee \, on appelle permutations circulaires 
les subtitutions de la forme 

I 2 PST Ten Sa n 
CHE ae ‘ , 

u t+! eee v I eee Urs) 

Montrer que ces substitutions forment un groupe cyclique d’ordre n. 

3. On considére le groupe G dont |’élément-unité est ¢, et qui est engendré 

par deux éléments a et b, vérifiant les relations fondamentales 

@=e, b2 =e, aba=b. 

Ecrire la table de multiplication de G, sous la forme ordinaire, puis sous le 
forme normale. G est-il abélien? Quels sont les différents sous-groupes de G? 

4. Soit S un demi-groupe cyclique, c’est-a-dire engendré par un élément a, 
et fint. 

1° I] existe deux entiers m et 7n tels que 

GRE ORL (m<n). 

29 n étant choisi minimum dans la relation précédente, on a 

Sees aedy GE aap GR) no Hn 

et ’ensemble C= { a”, ..., at} est un groupe cyclique. 

Cf. D. Rees, On semi- groups (Proc. Cambridge Phil. Soc., t. 36, 1940, p. 388). 

Déduire de ce qui précéde qgu’un semi-groupe dont tous les éléments sont 

dordre fini est un groupe. 

5. Complexes et sous-groupes d’un groupe. — Dans un groupe G, on 

associe 4 tout complexe C le complexe inverse CG; qui est, par 

définition, l’ensemble des inverses des éléments de C. 

Ona 

(Cc) = C, 

et, en posant E =| e}, : 
E's C-C, 

l’égalité n’ayant lieu que si C comprend un seul élément. 

La relation C € Cy, entraine C € C,. L’inverse du complexe-produit 

AB est BA; les inverses de Af B et de AUB sont respectivement 

-A7AB et AUB. 

Si H est un sous-groupe de G, ona 

=H, HH =H. 

Inversement, les conditions pour qu’un complexe H soit sous-groupe 
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de G s’expriment par l’un des systémes de relations suivants : 

H? Cll et H-CH (condition A). 

HWH-¢ H (condition A‘) 

et, dans le cas ott Gest fint 

112¢H (condition B"). 

Tuéortme 1. —- Sotent H un sous-groupe de G, et K un complexe 

contenu dans H, W\CH. On a 

HK =H 

(et, de méme, KH = Hi). 

Nous avons, en effet, 
HK ¢ H#2?=H, 

et, de méme, puisque K est contenu dans H =H, HK CH. D’autre 

part, nous pouvons écrire, en posant toujours E = fel, 

H= HEC HK-K CHK, 

d’ot Pégalité HK = H. 

Ce théoréme est particuligrement utile quand K est un sous-groupe 

H’ de H, ou se réduit a un seul élément A de H. 

Considérons un ensemble JI non vide de complexes K d'un groupe G, 

et, d’autre part, un ensemble 2 de sous-groupes de G vérifiant les deux 

conditions de Moore : 1° toute intersection de sous-groupes de & 
appartient 4 %; 2° Ge. Zest donc un treillis complet, sous-ensemble 

du treillis de tous les sows-groupes de G. 

Soit OW Vensemble des sous-groupes A € & tels que l’on ait 

KCA pour tout he mM. 

Ona Ge JW, donc JW n’est pas vide. L’intersection 

Ly = C\ A 
AeEm' 

est un sous-groupe de G appartenant a 2, appelé groupe composé 
dans X des complexes kK € WW. On a K CLy, pour tout K € IN; donc le 

groupe Ly apparent a lensemble JW : c’est le plus petit sous-groupe 
de ensemble & contenant tous les complexes de Censemble IN (2% 

(*) Cette définition générale nous sera utile plus loin. 
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Si, JI étant fixe, nous remplagons & par un autre ensemble de sous- 

groupes ¥/¢ XS, nous avons évidemment = 

ere a 

Si nous prenons, en particulier, comme ensemble X |’ensemble de | 

tous les sous-groupes de G, nous obtenons un groupe L, appelé groupe 

composé des complexes K € JN, et qui est le plus petit de tous les 

groupes Ly possibles; si les complexes K sont des sous-groupes, leur 

groupe composé L est leur union dans le treillis des sous-groupes de G, 

Tnréorime 2. — Le groupe composé L d’un ensemble IW de com- 

plexes K coincide avec le groupe L, engendré par laréunion U = U kK 

Kem 
de ces complexes. En désignant par K le groupe engendré par WK, 

Ors 

ihe U«=-Uk 

KEN KE OT 

L’ensemble JW des sous-groupes contenant tous les complexes K.€ JIU 

n’est autre que l'ensemble JIU, des sous-groupes contenant la réunion 

de ces complexes : comme ona 

L=f\" et li=f\# 
Heo’ HEM} 

L=Ii=(U«. 
KE ON 

il vient 

L’égalité UK= Us est un cas particulier d'une formule générale 

KE KEN re 

concernant les fermetures (cf. chap. I, §, 11, exere. 3, p. 55): KCK 

entraine 

UksU& a UxsUs 
Keo KEN KEN KEN 

inversement, KC Uk entraine 

KEM 
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We) , ’ cap 
et, en prenant les fermetures, Uk ¢ Uk et, par conséquent, Pégalité. 

Kem Keon 
En raison du théoréme précédent, on donne encore au groupe L le 

nom de réunion complete des complexes K 

Theorems 3. — 1° Le groupe composé L @un ensemble S de sous- 

groupes S de G coincide avec Vensemble C de tous les produits Finis 

1, TyXq, ».., 11 Xq... LX), ... déléments x; de groupes 5; (distincts 

ou non) appartenant as. 

2” SiS est fini, S=}\S1, ..., Sn}, L coincide également avec 

le groupe Pp engendré par le complexe-produit P = S482... Sp. 

1° L’ensemble C est un sous-groupe de G, puisque, si 

Lz HX... VL, (21€ Si, S;€S) 

et 

A Si Asai: 3) 413 (yj €ES;, Sj €S) 

sont des éléments de C, zy" = 21 ..72, 7, +--+ ¥, CM €StUD aust, 

D’autre part, ce groupe C contient chaque groupe S de la famille 5, 

@out LCC. Or, dans chaque produit x =a... 2, onax,eS;CL: 

cela entraine x € L, donc CCL, d’oa Végalité C = L. 

2° Puisque l’élément-unité e de G appartient a chacun des groupe S,, 

nous avons 3; P (¢=1, ..., 2), d’ou 

ce qui entraine 

dou Pégalité L = P. 

Remarque. — Le complexe P=S,... Sy dépend, en général, de 

Pordre dans lequel les groupes S; sont numérotés; P = L, au contraire, 

n’en dépend pas; on a, en particulier, pour deux sous-groupes A et B 

de G, AB = BA. 

Corottaire. — Sz le complexe AB produit de deux sous-groupes A 
et B est un groupe, ce groupe est le groupe composé de A et de B. 

Le théoréme suivant indique précisément a quelle condition le 
complexe AB produit de deux sous-groupes A et B est un groupe. 
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Tntorime 4. — Pour que le complexe produit P = AB de deux sous- 
groupes de G soit un sous-groupe, il faut et il suffit que A et B soient 
permutables, ce qui a toujours lieu si G est abélien. 

Si, en effet, AB est un sous-groupe, il coincide avec le complexe 
inverse B A” = BA, donc A et B sont permutables. 

Inversement, si A et B sont permutables, nous avons 

P=B A =BA=AB= RP. 

2 = ABAB = A2B? = AB=P; 

P est donc un sous-groupe de G. 

Nous ferons encore la remarque suivante. Pour que deux sous-groupes 

A et B soient permutables, il suffit que l’on ait, par exemple, BA ¢ AB, 

c’est-a-dire que A soit permutable ad droite avec B. Cette condition 

entraine, en effet, en prenant les inverses, 

A-B-SB-A-, 

c’est-a-dire 
ABCBA, dot AB = BA. 

E.xercices. —1. Dans le groupe G des vecteurs libres de l’espace, par rapport a 

Paddition géométrique, on considére les sous-groupes A et B des vecteurs paral- 

léles respectivement a deux plans P et Q. Quels sont |’intersection et le groupe 

composé de A et B? 

2. Soit G le groupe des transformations ponctuelles du plan euclidien. Les 

rotations de centre O forment un sous-groupe A de G; les homothéties de 
centre O forment un sous-groupe B. Le complexe AB est-il un groupe? 

6. Groupes de transformations ; propriétés d’invariance. — Une 

transformation ¢ d’un ensemble E=ja, 6b, ... | laisse invariant un 

élément a de E si elle le transforme en lui-méme 

ct =—a. 

Plus généralement, ¢ laisse invariant un sous-ensemble A de E si 

l'ensemble image 7A coincide avec A 

cA =A. 

Pour cela, il faut et il suffit que l’on ait 

(1) ox eA et a-xeEA pourtoutxed. 

La premiére de ces conditions exprime, en effet, que lon a 

oACA; 

Pp, DUBREIL. \ . 
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la seconde exprime que 
ACoA, 

c’est-a-dire que tout élément de A est obtenu comme image. 

Dans le cas particulier d’un élément tnvariant, A= {a}, les deux 

conditions (1) se confondent. Plus généralement, il en est ainsi dés que 

A est fini, 

Exemples. — 1. i étant Vensemble des points du plan, une rotation o de 

centre O laisse invariant le point O; elle laisse également invariant l’ensemble 

des points d'une circonférence quelconque de centre O, ou l'ensemble des points 

intérieurs a une telle circonférence. 

2. E étant ensemble des points d’un axe x Oz, la translation t définie par 

1X = 2X+1 

ne laisse pas invariant l’ensemble A des points situés a droite de O(x% > 0). 

Ona 
cA cA: 

On dit qu’un ensemble H de transformations, en particulier un demi- 

groupe ou un groupe, laisse invariant un sous-ensemble A de E si 

chaque transformation de H latsse A tnvartant 

sA\ =A _ pour tout se H. 

Lrensemble de toutes les transformations de E qui laissent un sous- 

ensemble donné & invariant, est un groupe T,. En effet, les condi- 

tions (1) étant symétriques en ¢ et a, cet ensemble contient a dés 

qwil contient ¢. D’autre part, il contient le produit tz en méme temps 

que ¢ et ¢. Si maintenant nous nous donnons également un ensemble M 

de transformations, l’ensemble des transformations contenues dans M et 
qui laissent A invariant est l’intersection M A T,. SiM est un groupe G. 
cet ensemble est le sous-groupe Gy = GnTy. 

L’ensemble H, des transformations du groupe G qui laissent invariant 
chaque élément a de A est 

te CT) Ce 
aca 

et nous avons évidemment H, € Gy. 

3 Inversement, a tout sous-groupe H de G, associons la partie By de E 
formée des éléments invariants par toute transformation ¢é@H. Nous 
avons ainsi, entre l’ensemble £(E) = & des parties de E et Vensemble S 
des sous-groupes de G une double correspondance, définie par deux 
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_ fonctions uniformes /, Q: 

(C) A>H,=fA, H>B,<=oll. 

Cette correspondance (C) possdde les propriétés suivantes, qui a: : : : s’obtiennent immédiatement a partir des définitions : 

1. ACA, entraine fA 2 fA,; 

1’. H CH, entraine gH 3 oH, ; 

2. OnaAC ofA; 

2’. OnaH C fol. 

D’une fagon générale, on appelle correspondunce de Galois entre 

deux ensembles partiellement ordonnés & = PAYS oes hee 

toute correspondance, définie par deux applications uniformes f de & 

dans S$, o de S dans & : 

i eg Ps cotel esac y 

qui vérifie les conditions 1, 1’, 2, 2' ci-dessus ('). 

En prenant H = fA dans 2’, nous obtenons fo fA 2 fA; or, d’apres 2 

et 1, nous avons fo fA C fA, d’ou 

(3) SofA=fA 

et, par conséquent, 

(4) eS ofA = fA. 

I] en résulte que, dans &, lapplication 

A> ofA=A 

est une fermeture, puisqu’on a ACofA d’aprés 9, A=A, et que 

AC A, entraine A C ‘AT d’aprés 1 et 1’. L’égalité fo fA = fA exprime 

(1) On rencontre dans la Théorie de Galois (relative 4 la résolution des équations 

algébriques) une telle correspondance entre certains ensembles A (qui sont des corps) 

et certains groupes H (d’automorphismes) : de la vient le nom attribué a ces 

correspondances. ; 

La notion générale de correspondance de Galois a été dégagée par O. Ore, Galois 

Connexions (Trans. Amer. Math. Soc., t. 55, 1944, p. 493); G. Birkhoff avait étudié 

(Lattice Theory, 1°° éd , 1940, § 32) de telles correspondances définies a partir de rela- 

tions linéaires (voir l’exercice2 ci-dessous); M. Krasner en avait également rencontré dans 

une généralisation abstraite de la théorie de Galois : Une généralisation de la notion 

de Corps (J. Math. pures et appl., t. 17, 1938, p. 266). Le cas qui nous a servi de 

point de départ a été signalé par J. Ricuet, C. R. Acad. Sc., t. 229, 1949, p- 40g. On 

pourra consulter, d’une fagon générale, G. Birkuorr, Lattice Theory, 2° éd., chap. IV, 

§ 5 et 6, ou lon trouvera d’autres références. 
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que chaque élément A de & a méme image dans S que sa 

fermeture iN 

On a, de méme, 9foH = 9H et l’application H > fogH = H est une 

fermeture dans 8. 

D’aprés (3), toute image fA est un élément fermé dans S$: fiz H; 

réciproquement, tout élément fermé de 5, H = fol, est évidemment 

une image. 

La relation (4), écrite 

(4) ofA =A 

et la relation analogue 

(4”) feH=H 

montrent que les éléments fermés se correspondent biunivoquement et 

que les applications f et 9, restreintes aux ensembles d’éléments fermés, 

sont inverses l’une de l’autre. 

Il est intéressant d’interpréter ces résultats en introduisant l’appli- 

cation multiforme 0 définie de la fagon suivante : 0A (A ef) est 

Pensemble des éléments H de S qui ont A pour image dans &, c’est-a-dire 

vérifient 

ce qui.entraine 

SeH=fefA=fA=H; 

on voit donc, en tenant compte de la symétrie évidente, que les relations 

gH=A=o0fA, fA=H=foH 

ont lieu en méme temps : la premiére définit la fonction 6, la deuxiéme — 

définit la fonction inverse §—!. Nous avons 

ak 9 ll as PSN adh 

Dapplication 0 est semt-uniforme : H € 0A n 6B entraine, en effet, 

eoH=A=B, donc 6A =O0B. 

La relation G définie par 9A {0B coincide avec sa fermeture transitive, 

c’est-a-dire avec l’équivalence C décomposant & en ensembles stables 
minimaux (chap. I, § 8 et 12); un tel ensemble est une image 01H, 
donc se compose de tous les éléments A de & ayant une fermeture 

donnée A, et la correspondance biunivoque 

BIC < > S/C’ 
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exprime, ici, la méme propriété que la correspondance biunivoque 

{Aj<—>{H} 

entre les ensemble d’éléments fermés. 

Les correspondances de Galois sont d’autant plus importantes qu’on 

les rencontre encore sous une autre forme. Entre deux ensembles par- 

tiellement ordonnés, E (par C), E’ (par <<), considérons une corres- 

pondance définie par deux applications PRNor ss: f de E dans E’, 
o de E’ dans E: 

r>fu, a’ >oz' 

et possédant les propriétés suivantes : 

1a. x £2 entraine fr <fx,; 

Ma. 2! Xe’, entraine gz! Cox, 
(f et 9 sont “sotones) ; 

Beater imiofas 

PAG al ame Bia 

1] suffit de remplacer l’ordre x de E’ (par exemple), par l’ordre inverse, 

noté C, pour retrouver les conditions définissant une correspondance 

de Galois : une correspondance possédant les propriétés 41 a, Aan 2a 

2'a sera désignée sous le nom ge correspondance de Galots inver- 

sée('). Les relations 

(3a) Sofa = fe, 

(4a) of efa =o fx 

subsistent; l’application 

xz ofa = x 

est une fermeture dans E, tandis que l’application 

dans E’, est une fermeture inversée (on dit aussi ouverture) : les deux 

propriétés 

a'<y'— entraine =x’ Ny’, 

z= 2 
a i i i lh I ap a a nh Aes Ee oe EE a ee Se EE 

(1) Voir O. Org, loc. cit., § 3. 

La correspondance de Grell entre les idéaux d’un anneau et ceux d’un sous-anneau est 

une correspondance de ce type (voir chap. IV, § 11, p. 193). 
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subsistent, mais on a 
& ing 8 | 

: : Say, bab I 
Pour simplifier, appelons encore éléments fermés les éléments x de FE’; 

la correspondance biunivoque entre éléments fermés 

| fe=xz’, of =a, 

est ict tsotone. 

Un cas a epee est celui ot ’ensemble T des éléments fermés de FE, 

ordonné par ©, et l'ensemble T’ des éléments fermés de E’, ordonné 

par “3, sont des ¢rezllis complets. Utilisons le lemme suivant (*). 

Lemme. — Toute application biunivoque f dun treillis complet 'T 

sur un treillis complet T', qui est tsotone ainsi que son inverse f', 

est un tsomorphisme généralisé (?) pour les-opérations N\ et VU, et 

réctproquement. 

1° Considérons une partie non vide (finie ou infinie), X, de T, et 

son image X'’= fX dans T’, et montrons que ¢ = f\- a pour image 
wEeXx 

Vee ‘aa (a'= fxr). La relation ¢€ x pour tout «€X entraine 
w'eX! 

fia Sey pour tout z' € X’, donc 7 a he De méme, ‘pes az' entraine 

J=fyj' Sax pour EX, dou 7 Ci et, par conséquent, 7’ <2’, donc 

enfin 7'=7' = fc. Un raisonnement analogue montre que U xa pour 

. weEex 

image U a’. 

rex 

2° Inversement, si / est un isomorphisme pour U (par exemple), la 

relauon 2 fy, qui équivaut a rUy=y, entraine 2’ Uy’=y’', donc 

x'<y': f est isotone. Il en est de méme de ees 

Kn utilisant ce lemme et le théoré’me de Moore (chap. I, § 14, p. 53), 

d’aprés lequel T et T’ sont des treillis complets dés que E, E! sont eux- 

mémes des treillis complets (*), nous obtenons le résultat suivant. 

(+) Ce lemme est une variante, concernant les treillis complets, d’une proposition 

analogue valable pour les treillis ou demi-treillis. Cf. M.L. Dusreit-Jacortiy, L. Lesizur, 

R. Croisot, Lecons sur la Théorie des treillis..., 1"* partie, chap. IV, §3, prop.4, p. 49. 

(*) @est-a-dire valable aussi pour [intersection et l’union d’un ensemble in/fini 

d’éléments : limage d’une intersection qnelconque est l’intersection des images; de 

méme pour Punion. L’étude systématique des isomorphismes sera faite au § 7. 

(*) Le théoréme de Moore reste évidemment mabe dans E’ pci la fermeture 

inversée que nous considérons ici 
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Putortme. — S’il existe une correspondance de Galois inversée 

Zo fa; >a’ 

entre deux treillis complets K, E', les éléments fermés de E et de ¥! 
constituent des treillis complets T, 'T'; f est non seulement une appli- 
cation biunivoque tsotone de T sur T', ayant 9 pour inverse, mais un 
tsomorphisme pour les opérations N et U. 

Exercices. — 1. Considérons ensemble E des points de Pespace euclidien. 
Appelons renversement d’axe D et désignons par (D) la transformation qui 

consiste a effectuer une symétrie par rapport 4 la droite D. On sait que le groupe 

engendré par les renversements est le groupe des déplacements G (ceci peut 
d’ailleurs étre pris comme définition de ce groupe). 

1° Le produit o de deux renversements (D,), (D2) est Videntité si D, et Dz» 

sont confondues, une rotation si D, et De sont concourantes, une translation 

si D, et De sont paralléles, un déplacement hélicoidal proprement dit si D, et Ds 

ne sont pas coplanaires. Dans le premier cas, tout point est invariant, dans le 

second, tout point de l’axe de’ rotation est invariant, dans le troisiéme et le 
quatriéme, il n’y a pas de points invariants. 

2° Tout déplacement est le produit de deux renversements convenablement 
choisis. 

3° L’ensemble des déplacements qui ‘Jaissent invariant un point-O est un 
groupe, dont les éléments sont les rotations autour d’axes passant par O. 

4° Quel est le groupe des déplacements qui laissent une droite A donnée 

invariante? Par quel ensemble de renversements peut-on |’engendrer? 

2. On considére deux ensembles E, KE’ (pouvant coincider) et une relation 

binaire R portant sur les éléments « de E et les éléments x’ de Ki’. A chaque 

partie X de E, on associe dans E’ la partie /(X) = R[X], coupe de seconde 

espéce, c’est-a-dire ensemble des éléments x de EF’ vérifiant «Re pour 
tout xeX. A chaque partie X’ de FE’ on associe de méme, dans E, la 

partie 9(X’) = R-1[X’], ensemble des z vérifiant eR’ pour tout wv eX’. 

Montrer que la double correspondance 

Rosy filoX), Dh. Keio Xs) 

est une correspondance de Galois. 

Considérons maintenant une équivalence ® définie dans ensemble EF. 

Une transformation o de E respecte R silona 

(5) oa@=2r (R) pour tout wel. 

S’il en est ainsi, on a en particulier pour tout z € E 

o(s-x)=a-a4 (RK). 

d’ot l 

(5') o-xrz=a (R) pour tout 2eF. 
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Par suite, quand une transformation ¢ respecte KR, il en est de méme 

de son inverse «~. Comme, d’autre part, le produit tz respecte R dés 

que 7 et + ont cette propriété, Pensemble de toutes les transformations 

qui respectent une équivalence donnée R est un groupe Te (*). 

On a visiblement 

Pa Sta’ dés que RER’, 

car une transformation respectant R respecte toute équivalence conte- 

nant ®. Inversement. 

Ta Sle’ entraine RCR’. 

Soit. en effet, 7 = .«2(R); considérons la transformation ¢ qui laisse 

invariant tout élément de E autre que x ou y, mais échange z avec 9. 

Cette transformation respectant ®, appartient a Te, donc a Ta’, d’ot 

y=or=xr (R’'), 

et, par conséquent, R CM’. 

Il y a done correspondance biunivoque entre ensemble des équiva- 

lences R et Vensemble & des groupes de transformation Ta qui 

viennent d’étre définis (2). Le groupe I de toutes les transformations. 

de E correspond a l’équivalence absolue : TeX. 

Nous avons d’autre part, d’aprés (9), 

Ca n Ss = le Nn Pes, 

et dune maniére générale, si JT est un ensemble d’équivalences définies 
dans E 

(6) Fra =(\Ta- 
REM Rem 

L’ensemble 2 des groupes T@ contient donc, en méme temps que 

plusieurs groupes, leur intersection. 

(*) Un exemple de groupe défini par ce procédé peut étre emprunté a la Physique 

théorique. Des corpuscules de méme espéce sont indiscernables; en les regardant 

comme équivalents, on introduit, dans un systéme de corpuscules donné, une équiva- 

lence R : le groupe gq correspondant est le groupe d’indiscernabilité. Cf. J.-L. Des- 

ToucuEs, Corpuscules et syst?mes de corpuscules, p. 33, Paris, Gauthier-Villars, 1941. 

(7) Cette correspondance biunivoque a été introduite pour la premiére fois par 
G. Birkuorr, Or the Structure of abstract Algebra (Proc. Cambridge Phil. Soc., 
t. 31, 1935, p. 433-454). Voir aussi P. Dupre. et M.-L. Dusreit-Jacotin, Théorie alge- 
brique des relations d’équivalence [J. Math. pures et appl., t. 18, 1939, p. 63; en 
particulier la note (*) de la page 64]. 
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Il en résulte que le groupe I'¢ correspondant au produit transitif 

t=[]« 
REM 

des Gquivalences d’un ensemble JM coincide avec le groupe composé 
dans X, Ly, des groupes a(R € JI) correspondant a ces équivalences. 

En effet, Ly est V'intersection des groupes 'g € 2 contenant tous les 
groupes Ta(ReEIN) : c’est donc, d’apris (6), le groupe Te corres- 
pondant a l’équivalence @ intersection des équivalences G contenant 
toutes les équivalences REIN. Or on a B= F, d’apres la définition 

méme du produit des équivalences. 

Un groupe H, plus généralement un ensemble 3C de transformations 

de E, respectent une équivalence ® définie dans E, si chaque transfor- 

mation du groupe H ou de l’ensemble J¢€ respecte ®, donc sil’ona 

iPS A ee 

L’ensemble des transformations d’un groupe donné G qui res- 

pectent R, est le sous-groupe Ga=GnTa. 

Notons encore la proposition suivante. Pour qu’une transfor- 

mation o respecte une équivalence R, il faut et il suffit que o laisse 

invariante chaque classe modulo R. 

La condition est évidemment suffisante. Elle est également néces- 

saire. Si, en effet, c respecte R et si A désigne une classe modulo R, 

la relation (5) entraine cA CA, (5') entraine o~ ACA donc A GoA (*) 

et, par conséquent, cA = A. 

Exemple. — Regardons comme équivalents deux points de l’espace s’ils sont 

a la méme distance d’un point donné O. Toute rotation autour d’un axe passant 

par O respecte l’équivalence ® ainsi définie. Les classes modulo , qui sont 

les surfaces des sphéres de centre O et le point O lui-méme, sont bien des sous- 

ensembles invariants. 

Exercice. — 3. Deux points de l’espace sont regardés comme équivalents s’ils 

sont a la méme distance d’un plan donné P. Quels sont les déplacements qui 

respectent l’équivalence ainsi, définie? Indiquer une génération de leur groupe. 

ann 

(1) On peut aussi présenter le. raisonnement de la maniére suivante. Si 2eEA, 

y =o-z est, d’aprés (5’), équivalent a z, donc yeA. Par suite, r= syeécA, et nous 

avons bien 

; AGoA. 
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Donnons-nous maintenant un groupe G de transformations de 

l'ensemble E. La relation G définie dans cet ensemble par 

acob 

sil existe une transformation ¢ € G telle que lon ait 

Os, 

esl une équivalence. Elle est en effet réflexive, puisque G content la 

transformation identique, symétrique puisque G contient en méme 

temps qu’une transformation ¢ son inverse 7, et transitive puisque les 

égalités b = ca, c=7b entrainent ¢ = 72a, ot le produit te appartient 

i Gen méme temps que ¢ et t. 

On donne a l’équivalence & le nom d’éqguivalence de transitivité du 

groupe G. Cette notion conduit 4 limportante définition suivante : 

Définition. — Si Véquivalence de transitivité G du groupe G est 

Véquivalence absolue, G est dit transitcf. Si G est distincte de l’équiva- 

lence absolue, G est dit ¢ntransitif. L’ensemble E est alors décomposé 

effectivement en plusieurs classes modulo G, qui sont appelées classes 

de transitivité (ou encore domaines, systémes de transitivité). 

Stile groupe G est transitif, il existe, pour tout couple d’éléments x 

et y de E au moins une transformation ¢ de G telle que l’on ait y = oz. 

Mais inversement, pour que G soit transitif, il swffit qu’étant donné un 

élément fixe a de E, il existe, pour tout EE, au moins une transfor- 

mation £ de G transformant a en z. Les relations 

Z=fa, y=na (&, 7€G) 

entrainent, en effet, 

a Gemeets ou & EG, 

done 

“=y(b), quels que soient x, yeE. 

Si G'est un sous-groupe de G, l’équivalence de transitivité G' de G’ 

est contenue dans I’équivalence de transitivité G de G. Done la transi- 

tivaté de G’ entraine celle de G, Vintransitivité de G entraine celle de G’. 

Exemples. — 1. Dans l'ensemble E des points de l’espace, le groupe des trans- 
lations est transitif. Celui des déplacements l’est a fortiori. Le groupe des trans- 
lations paralléles 4 un plan donné P est intransitif; les classes de transitivité 
sont les plans paralléles a P. 

2. Le groupe des rotations autour d’un point O est intransitif; les classes de 
transitivité sont les sphéres de centre O et le point O. 
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Exercices.— 4. Le groupe de Klein V, (ef. § 2, exemple, p. 107) est-il transitif? 

5. Les déplacements paralléles a un plan donné P, c’est-a-dire transformant 

. . ae . 

tout point M en un point M’ tel que MM’ soit nul ou paralléle a P, forment un 

groupe G intransitif. Quelles sont les classes de transitivité ? 

Soit G un groupe cnrtransitif. Chaque classe de transitivité A’ est 

invariante par G, tandis qu’aucun sous-ensemble véritable de A n’est 

invariant. Par suite, pour que G laisse invariant un ensemble M, il faut 

et il suffit que M soit une réundon de classes de transitivité par rapport 

A ce groupe. En particulier, pour qu’un élément a soit invariant par G, 

il faut et il suffit qu’il constitue a lui seul une classe de transitivité. 

Tout groupe de transformations G, opérant dans un ensemble E, 

respecte sa propre équivalence de transitivité G. Si, en effet, se G, on 

a, d’aprés la définition méme de &. 

L=52(C) pour tout wvek. 

De ce qui précéde résulte qu’un groupe G respecte toute équivalence 

contenant son équivalence de transitivité. Inversement, si G respecte 

une équivalence R, ona GOK. Soit, en effet, 

2=y(%), donc y=c2, avecceG. 

Appartenant a G, la transformation ¢ respecte R, c’est-a-dire 

SL=22(RKR), donc y=2(R) 

et, par suile, 
GOR. 

Les équivalences respectées par un groupe donné G sont donc celles 

ut contiennent Ll’ équivalence de transitivité de ce groupe. 7 

Exercice 6. — On donne dans un ensemble E une équivalence ® et I’on consi- 
dére le groupe Ig de toutes les transformations respectant R. Quelle est l’équi- 

valence de transivité de Tg? 

Cc. — ISOMORPHISME. 

7. Notion d’isomorphisme. — Soient 

res fa, byune) — let! lB flatly bc. | 

deux groupoides dont les éléments se correspondent biunivoguement 

dans une application ode E sur E’ :. 5 

(1) <> 10 = 6a. 
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Désignons par O l’opération de E, par O' celle de E’. Si toute relation 

de Ja forme 

(2) aOb=ec 

’ ‘A - : : ! 
entre éléments de E entraine, pour les éléments-images a’, b', ¢ 

dans E’, la relation 

{2') adO0'b'=c ou—- (ab) =(ca)O'(sb), 

Vapplication biunivoque ¢ est dite réguliére pour les opérations O 

et O'; on lui donne le nom d’isomorphisme de groupoides; on dit 

que E et E’ sont des groupoides isomorphes et Von écrit 

0 oO 
E<->E’ ou, plus simplement, E<->F, 

ou encore 

Plus généralement, deux ensembles 

S = (0,6, 3.) © et 5 lane a, 

dans lesquels sont définies, en méme nombre, des opérations 

O,, Oo, ..., O1, OF, ..., sont des domaines tsomorphes s’il existe 

entre eux une correspondance biunivoque ¢ 

(1) ax >a=ca 

réguliére pour les opérations O; et O;, pour les différentes valeurs de 

VPindice 2. 

On donne le nom d’automorphisme i tout isomorphisme d’un 

groupoide ou d’un domaine avec lui-méme. . 

On réprésente souvent par le méme signe les opérations correspon- 

dantes O;, O;, de deux groupoides ou domaines isomorphes. Si, par 

exemple, deux opérations correspondantes sont des multiplications, la 

condition pour que la correspondance biunivoque ¢ soit réguli¢re pour 
ces multiplications s’écrit 

(ab) = anos ou (ab) =ca.cb. 

L'isomorphisme des groupoides est une propriété transitive. C'est 
aussi une propriété symétrique. Posons, en effet, a!O'b'=c' et soient a, 
b, c les images de a’, b’, c' dans le groupoide E. En posant aOb = d, 
nous avons 

d= a, OU =cF 

’ « 2 \ . . . . . dou, puisque (1) est une application biunivogue, d=c, c’est- 
a-dire a@0b=c. 
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Si deux groupoides ou domaines S, S' sont isomorphes, toute relation 

entre éléments de S faisant intervenir, ayec le signe =, les signes des 
opérations considérées, entraine, pour les éléments-images dans S’, la 

relation analogue, ow les opérations de S sont remplacées par les opéra- 

tions correspondantes de S’, et inversement. Par suite, toute propriété 

(propriété de fermeture, régle de calcul, ou propriété d’inversion) 

(une ou de plusieurs opérations de S appartient également a lopération 

ou aux opérations correspondantes de S! : deux groupoides ou domaines 

isomorphes ont done des propriétés algébriques identiques. 

En particulier, s? S est un groupe par rapport a O, S!en est un 

par rapport a O'. Si e'=ce désigne l'image de I’élément-unité e de 5, 

nous avons, pour tout 2’ EE’, en posant- r=a-z' et en adoptant 

pour O et O! la notation multiplicative, 

/ OL CEC Tek as ee 

e' est done élément-unité a gauche (par exemple) dans E’. D’autre 

part, 2’ admet lélément ¢(z~) comme ‘neerse @ gauche (par exemple), 

puisqu’on a 

o(a7).2 =o(a—).0(2) =o(2-2) = cee. 

Exemples. — 1. Soient P et P’ deux plans non perpendiculaires. A tout vecteur 

libre Vv de P, associons sa projection orthogonale v’ sur P’. Soient G et G’ les 
7g > 7 ? 

groupes constitués par les vecteurs V et par les vecteurs V’ par rapport a l’addi- 

tion géométrique; on a 
Gr"Ge 

2. La symétrie par rapport 4 un plan est un automorphisme pour le groupe 

additif des vecteurs libres de l’espace. 

3. Deux groupes cycliques infinis G et G’, engendrés respectivement par 

les éléments a et a’, sont isomorphes, la correspondance entre leurs éléments 

étant définie par les relations 

a< >a, a-~<>(W); 
TRE SS (a mn, (a7 )m< => [(a@ )-], 

ou m désigne un entier naturel arbitraire. Si les groupes sont écrits sous la 

forme additive, ces derniéres relations doivent etre remplacées par 

ma <-> ma’, m(— a)<-> m(— a’). 

4, Un autre exemple de groupes isomorphes est fourni par le groupe des rota- 

tions du plan qui laissent invariant un polygone régulier de x cotés, et le groupe 

des permutations circulaires de 7 lettres. Du point de vue algébrique, ces deux 

groupes constituent un seul et méme groupe, le groupe cyclique d’ordre 7 (1). 

(') « Ce qui est fécond », écrit Jacques Hadamard (Bneyclopédie francaise, Mathé- 
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3. Deux /reil/is T, T’ sont isomorphes si l’on a entre leurs éléments une 

correspondance biunivoque 

w<->2' 

respectant l’intersection et Vunion : 

(envy = 2'n7; (ZOYy p=n Uys 

Par exemple, le treillis des relations binaires définies sur deux ensembles E, F 

et celui des parties de l’ensemble produit E < F sont isomorphes (on rencontrera 

un autre exemple important de treillis isomorphes au chapitre IV, §3, p. 153). 

Etant donné un groupoide ou un groupe abstrait G, par exemple un 

eroupe défini formellement par des générateurs et un systéme de rela- 

tions fondamentales, il peut étre utile de définir un groupoide ou un 

groupe G' ‘somorphe a G et dont les éléments sont d’une nature déter- 

minée. On dit alors que G' est une réalisation ou une représentation 

isomorphe de G. Dans cet ordre d’idées, nous établirons la proposition 

suivante. . 

Tutoring. — Tout groupe G admet comme réalisation un groupe 

de transformations ("), 

Désignons par E={e, a, b, ...} ensemble des éléments de G. 

A tout élément a de G, nous faisons correspondre l’application a de E 

en lui-méme définie par 

L>anx, cest-a-dire a(z)=a.2. 

Quel que soit @€G, & est bien une application biunivoque de E sur 

lui-méme, c’est-a-dire une transformation de E, car pour tout y €G, 

il existe un x et un seul tel que lon ait 

ar=y- 

De plus, le produit B« des transformations correspondant a a et 8, 

est la transformation correspondant au produit ba, puisqu’on a 

Ba( a) = B(a(x2)) = B(axv)=b.ax=ba.z. 

matique, 1-58-c), « c’est le rapprochement ainsi établi entre les propriétés d’étres aussi 

divers ... qu’une figure géométrique et l’ordre dans lequel on range n lettres données. 

L’abstraction mathématique fait ainsi un pas nouveau et immense dont on ne soup- 

gonnait pas, jusque-la, la possibilité et qui a donné a la Science mathématique une 
puissance toute nouvelle ». 

(*) Dans le cas ou G est fini et ou, par conséquent, la réalisation est un groupe de 

substitutions, ce théoréme important a été établi par Cayley [PAil. Mag., (4), t. 7, 
1854, p. ho]. 
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L’ensemble de ces transformations est, par suite, un groupoide iso- 
morphe au groupe G, donc un groupe isomorphe a G, c’est-a-dire une 
réalisation de G. 

Exercices. — 1. Désignons par E l’ensemble des nombres naturels, par E’ 
celui des nombres pairs. La correspondance biunivoque 

L—>2L (xeE) 

est-elle un isomorphisme entre E et E’ considérés comme groupoides par rapport 
a Paddition? En est-elle un lorsqu’on regarde E et E’ comme groupoides par 
rapport a la multiplication ? 

2. On considére le groupe G dont I’élément-unité est e et qui est engendré 

par deux éléments a et } vérifiant les relations fondamentales 

aim 6, b2=e, aba=b 

(cf. §4, ex. 3, p. 113). Indiquer une réalisation de G par un groupe de substi- 
tutions. 

8. Application a la définition des groupes. Extensions. — I’existence Ppp & Pp 

d’une correspondance biunivoque 

a<>ad 

entre un groupoide, ou plus généralement un domaine S = {a b, ...' 

ot sont définies des opérations O,, Oo, ... et un simple ensemble 

E’= ja’, b', ...}, permet de définir dans E’ des opérations O; en posant 

a’ O;b'=(a0ib)’. 

On fait ainsi de E’ un groupoide ou un domaine S! zsomorphe a S. 

On dit que les opérations O; sont définies par tsomorphisme a partir 

des opérations O;. 

Exemple. — L’addition géométrique des vecteurs libres se définit trés sim- 

plement par l’addition numérique des composantes; mais on en donne souvent 

aussi une définition qui repose sur le principe précédent. La somme géométrique 

de deux segments OA, OB de méme origine O est par définition le segment OS, 

diagonale du parallélogramme construit sur OA et OB; les segments issus de O 

forment un groupe par rapport a cette opération. Comme les vecteurs libres sont 

représentés biunivoquement par les segments d’origine O, leur addition peut 

étre définie par isomorphisme a partir de celle des segments, et les vecteurs 

libres forment eux aussi un groupe par rapport a cette opération. 

La définition de groupoides, et en particulier de groupes, par isomor- 

phisme, intervient dans la résolution de problémes que nous rencon- 
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trerons sous des formes variées, et qui consistent a construire une 

extension Vun domaine donné A. Si nous désignons par Oy, Os, ... 

les opérations de A, une extension A* est, par définition, un domaine 

contenant A, ou sont définies des opérations OF, OF, ... correspondant 

aux O; et telles que l’on ait 

a0 a =a Ord. dés que a, weA 

(princtpe de concordance). On impose souvent a Vextension A* des 

propriétés algébriques remarquables qui n’appartenaient pas a A, par 

exemple celle d’étre un groupe par rapport a Pune ou Vautre des 

opérations O; : la construction de l’extension A* est alors ce qu’on 

appelle un probleme d’immersion. 

En fait, le plus souvent, les procédés de construction dont on dispose 

ne fournissent pas directement l’extension A*, mais un domaine B* qui, 

sil possede par rapport aux opérations 27 qui y sont définies les pro- 

prictés imposées, contient, au lieu de A, un domaine B tsomorphe a A: 

0; 97 

(s) A<-—>B. 

On léve ordinairement cette difficulté en disant qu'il suffit d’¢dentifier 

les éléments de A et ceux de B (*). Il convient de préciser ce qu’il faut 

entendre par la. En réalité, deux cas sont a distinguer. 

1° Le domaine A west défint qwa un isomorphisme prés. On peut 

alors, sans rien changer, le remplacer par B, c’est-a-dire faire inter- 

venir B partout ot intervenait A: B* est extension cherchée. 

2° La définition de A est telle qwon ne peut pas. le remplacer par 

un domaine tsomorphe. Alors, pour obtenir |’extension cherchée A’, 

remplacons dans B* les éléments de B par ceux de A, c’est-d-dire 

posons (?) 

A* = Au(B*—B). 

Cela fait, établissons entre A* et B* une correspondance biunivoque 

(3") “<< >y=o'r (xeA*, yeB*) 

(1) Par exemple, dans la définition des nombres complexes, on « identifie » a un 

certain moment, les nombres complexes dans lesquels le coefficient de i est nul avec 
les nombres réels. 

(*) Le signe U est pris ici dans un sens un peu élargi, car A et B*—B ne sont pas 
nécessairement parties d’un méme ensemble : ce signe exprime que, par définition, les 
éléments de A* sont d’une part les éléments de A, d’autre part ceux de B*—B. Cette 
définition de A* est d’un emploi trés général [voir, par exemple, S. LEFScHETZ, Alge- 
braic Topology, chap. I (2-7), p. 3}; il s’agit d’ailleurs de la réunion générale de deux 
ensembles (chap. I, § 1). 
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en posant, ¢ désignant toujours l’isomorphisme A ~ B, 

(r= 2 si ceB*t—B, 

lotxr=our si weA. 
(3) 

Enfin, définissons Popération O; dans A* par isomorphisme, a partir 
de 7, au moyen de la pire spon dence (o*), ce qui fait de A* un domaine 
isomorphe a B* : A* posséde bien les propriétés algébriques voulues, 
il contient A comme partie et enfin le principe de concordance est 

respecté puisqu’il Vest dans le passage de B a B* et que A est isomorphe 
a B, A* a B*; ou encore, en désignant par a et a’ deux éléments quel- 

conques de A, nous avons, d’aprés (3) et ‘Bpisque go et o” sont des 

isomorphismes 

o(aQ;a’) =(ca) Q} (sa’) =(0* a) OF (0% a’) = o*(aO} a’ )eB, 

d’ou puisque ¢(aOja') = o* (aO;a') 

aQ;a’=aO0j7a 

A* est donc bien une extension de A. 

Deux extensions E, E’ d’un domaine A sont dites tsomorphes sur A 

ou équivalentes par rapport a A s’il existe entre elles un isomorphisme a 

dans lequel tout élément de A se correspond a lui-méme 
‘ 

cL =X pour tout weA. 

On écrit 
E~E’ 

(A) 

et ¢ est appelé tsomorphisme relatif par rapport a A. 

Plus généralement, soient A et A’ deux domaines isomorphes dans un 

isomorphe oo. Un isomorphisme ¢ entre une extension E de A et une 

extension E’ de A’ est appelé prolongement de oo silona 

CXL = 5x pour tout wveA. 

Lorsque A’= A et que a est Videntité, on retrouve la notion d’isomor- 

phisme relatif. 

9. Entiers relatifs. — Le domaine Np» des nombres naturels (zéro 

inclus) est un semi-groupe abélien par rapport a Vaddition et un demi- 

groupe abélien par rapport a la multiplication. L’ensemble des entiers 

relatifs (c’est-a-dire positifs, négatifs ou nuls) est une extension C de No 

formant un groupe par rapport a Vaddition. L’intérét pratique d’une 

telle extension est évident pour la mesure des grandeurs orientées. Son 

P. DUBREIL. 10 
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intérét théorique n’est pas moindre. La construction du groupe additif C 

des entiers relatifs repose sur les notions fondamentales (isomorphisme 

et de groupe cyclique infini ('). D’autre part, la définition de la multi- 

plication dans C en fait un domaine d’un type remarquable : la définition 

des entiers relatifs conduit 4 la notion d’anneau, fondamentale en 

Algébre. 

_ Le semi-groupe additif des entiers naturels est isomorphe au grou- 

poide G, engendré par l’élément générateur a dun groupe additif 

cyclique et infini (2?) G. Or G comprend, outre Gy, élément neutre e 

et le groupoide Gy engendré par l’élément opposé —a. Considérons 

alors un ensemble C, réunion générale de deux ensembles dénombrables 

disjoints, que nous désignons par 

DiS en een to Tea nets DE= | f=) Se Boe 

et de élément zéro qui n’appartient nia D,, nit a D_: on donne aux 

éléments de C le nom @entiers relatifs ou rationnels, ceux de D.. étant 

les entiers positifs, ceux de D_ les entiers négatifs. Un entier relatf p 

différent de séro est donc, formellement, un entier naturel m affecté du 

signe + ou du signe —; lentier naturel m est la valeur absolue du 

nombre relatif p : on écrit m = |p|. Deux nombres relatifs ne sont égaux 

que s’ils ont méme valeur absolue et, s’ils sont différents de zéro, méme 

signe (*). 

D’aprés la construction de ensemble C, il est clair qu'on a. entre C 

et G, la correspondance biunivoque 

| ma <—>+m, 

(1) e<~-->0, 

| m(— @)<-—>— m. 

Convenons de poser 

| ma =(+ m).a, 

(2) Cr ORK. 

m(—a)=(—m).a, 

(*) Nous indiquerons plus loin une autre construction, qui est un cas particulier de 
celle d’un groupe contenant un semi-groupe donné, dans le cas abélien(p. 224). 

(*) Dans Venseignement élémentaire, on utilise une représentation concrete du 
groupe G, en prenant, par exemple, le groupe additif engendré par un vecteur. 

(°) Le choix des deux signes permettant de distinguer les entiers positifs des 
entiers négatifs est, a priori, arbitraire : les signes + et — ont été adoptés en vue de 
simplifications d’écriture que nous verrons un peu plus loin. 
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ou, ce qui revient au méme, p désignant un entier relatif, 

ER h a) fe? si 2 est positif, 

(2°) wa=e si est nud, 

pa=|p|(— a) si 2 est négatif. 

Tout élément du gronpe G peut ainsi étre considéré comme un 

multiple pa de lélément générateur a, le facteur p étant un entier 

relatif, et la correspondance biunivoque (1) entre G et C s’écrit sous la 
forme simple 

ery" wa<>p. 

Cela posé, nous définissons dans C une addition par isomorphisme : la 

somme de deux éléments pa et va de G est un certain élément aa de G 

(3) wa+t+va=aa, 

nous posons dans G 

(3’) p+vso. 

Par rapport a Vaddition ainsi définie, G est un groupe additif 

abélien, tsomorphte a G, done cyclique et infint. L’élément neutre 

de C est Timage, 0, dee; son élément générateur est Timage, +1, 

de a. De plus, les relations (3) et (3') entrainent, pour les multiples 

de a dans le groupe cyclique G, la loi de distributivité 

(4) patva=(u+yv)a, 

En utilisant les définitions précédentes et les régles de calcul valables 

dans le groupe G,'on donne immédiatement aux régles de l’addition 

dans G leur forme usuelle. 

Sip=+m,v=+n7, ona 

wa+ya=ma+tna=(m+n)a, d’ou (+ m)+(+n)=+(m+n). 

Sip=+m,v=—n, ona 
(m—n)a Site 170, 

uatvasma+n(—a)= e SG = is 

(n—m)(—a@) Sl a See S 

d’ot 
+(m—n) Si 7771, 

(+ m)+(—7n)= 0 sl m=n, 

—(n—m) si n>m. 
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Si p=— mM, v=—Pyona 

La+va=m(—a)+n(—a)=(m+n)(— 24), 

Vor 
(—m) +(—n)=—(m+n). 

CG étant un groupe additif, la soustraction y est possible d’une maniére 

unique. L’élément opposé —-p» du nombre relauf » a méme valeur 

absolue que p et le signe contraire : on a (—p)a@=— (pa), el, pour 

retrancher p d’un autre nombre, il suffit d’ajouter le nombre opposé. 

Sous la forme précédente, les regles de l’addition et de la soustraction 

des entiers relatifs sont entigrement indépendantes du groupe cyclique G; 

elles peuvent étre posées @ priori. — 

Définissons maintenant la multiplication des entiers relaufs. Un 

élément quelconque a'= Aa du groupe G, distinct de Pélément neutre, 

engendre un sous-groupe cyclique G’ de G qui est lui-méme infini, donc 

isomorphe a G. En utilisant les formules (2'), o& nous remplacerons @ 

par a’, nous pouvons regarder tout élément de G' comme un multiple pa! 

de a’, ». étant un entier, relatif arbitraire. Mais cet élément pa’ = p.da 

appartient a G, donc est un certain multiple, wa, de a 

(5) pra=wa. 

Cette relation fait correspondre a tout couple A, p d’entiers relatifs, un 

entier relatif w bien déterminé (on prendra w =o si A est nul): elle 

définit done dans C une opération qui est précisément la multiplication 

des entiers relatifs. Nous écrirons 

(5’) oO = wr. 

Le ‘produit pA de deux nombres relatifs se calcule de la maniére 

suivante. Nous avons, d’aprés (5) et (2') : 

Pour 2 === m, i= 1: 

Eka =(-+ m)|(+ Lal = mda mia, Sd’ou) o =a Gre: 

Pour p=—m,A=-+1: 

pha =(—m) + 2a] = m[—((+ l)a)] = m[l(— a)] = mi(— a), 
@ot. wo =—(ml); 

Dour pe "etm y= 

Hp AG= m[(—l)a]=m[l(—a)]=ml(—a), dori ww =— (mi); 

Pour p=—m,A=—T: 

? 

pha =(—m)[(— La] = m[—((—2a)] = m[—(U(— a))] = m(Ia) = mla, 
d’ou o =-+ (ml). 
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Nous obtenons ainsi la régle usuelle sur la valeur absolue et le signe 
du produit. Cette régle entraine immédiatement la commutativité et 
Passociativité de la multiplication. L’ensemble C des entiers relatifs 
admet par rapporta la multiplication l’élément-unité +1, De plus, tout 
carré est positif ou nul. 

On vérifierait facilement, a partir des régles précédentes, la distribu- 

tevité de la multiplication par rapport a Vaddition. Nous l’établirons 
plutot en remarquant que les isomorphismes de groupes additifs 

G’~G, cest-a-dire pa’=yha<—>ya 

eu 

Grew C, cest-a-dire pa<>yp 

entrainent Pisomorphisme 

G’'~ C, cest-a-dire pha=wa<-—>uy. 

Nous avons donc, en considérant deux nombres relatifs p et p’ et les ’ Paarl: 
produits correspondants » = pi, w'= p'A, et en tenant compte de (4), 

(pA+BRMA=(MW +0 )a=wat+w'a<~ uty, 

c’est-a-dire, puisque l'image de p + p! dans G' est (u + p’)Aa, 

prA+ wa = (Ut pA. 

D’aprés les régles de l’addition et de la multiplication, l’ensemble des 

entiers positifs est isomorphe au domaine des nombres naturels, qui 

nest d’ailleurs défini qu’a un isomorphisme pres (voir Note II, p. 420). 

Nous identifierons donc ces deux ensembles, et nous supprimerons le 

signe + associé Jusqu’a présent a tout nombre positif. 

D’autre part, puisqu’on retranche un nombre relatif en ajoutant le 

nombre opposé, toute suite d’additions et de soustractions peut étre 

mise sous la forme d’une suite d’additions, dans laquelle on convient de 

remplacer le symbole + (+ m)=—(—m) par+ m et le symbole 

+ (—m) =—(+™m) par —m. 

On définit aisément dans l’ensemble C des entiers relatifs une relation 

d ordre coincidant pour les nombres positifs avec la relation d’ordre des 

nombres naturels : nous posons p > » si la différence » — »v est positive. 

On vérifie immédiatement que cette relation est bien une relation d’ordre. 

Les nombres négatifs sont inférieurs a zéro, les nombres positifs sont 

supérieurs a zéro. On peut ajouter aux deux membres d’une inégalité un 

méme entier relatif, oules multiplier par un méme enter posvtzf, tandis 

que si on les multiplie par un méme entier négatif, Vinégalité change 

de sens. 



re CHAPITRE Ill. 

Les entiers relatifs fournissent une notation définitive dun emploi 

commode pour un groupe G quelconque. Ce groupe étant écrit sous 

forme multiplicative, puisqu’il n’est pas forcément abélien, considérons 

un élément a de G et un entier naturel m. Posons 

QP = et, 

C= a, 

( a yn =a”, 

Nous définissons ainsi pour tout entier relatif p, élément a ct nous 

avons les régles de calcul 

(4’) ath. av = alty, 

(6’) (apy = ayy 

valables aussi bien quand le groupe cyclique engendré par a est fini que 

lorsqu’il est infini. Cette notation (et la notation correspondante pour la 

forme additive) sera toujours utilisée a l’avenir. En particulier, nous 
désignerons l’inverse d’un élément x par 2~!, l’inverse d’un complexe H 

panne: 

10. Anneaux; Corps. — L’ensemble C des entiers relatifs posstde, 

en résumé, les propriétés suivantes : 

1° Dans cet ensemble sont définies deux opérations, une addition 

et une multiplication ; 

2° Cet ensemble est un groupe abélien par rapport a Caddition ; 

3° La multiplication est associative ; 

4° La multiplication est distributive par rapport a laddition. 

Tout domaine ayant ces quatre propriétés recoit le nom d’anneau ; la 

multiplication d’un anneau n’est pas nécessairement commutative : si 

elle Pest, Panneau est dit commutatif. On désigne lensemble des 

entiers relatifs sous le nom d’anneau des entiers. 
_ De la définition résulte que tout anneau @ contient un élément-zéro 
(neutre pour laddition). On désigne cet élément par 0; ona 

a—a=0, quel que soit aed. 

La distributivité de la multiplication par rapport a l’addition entraine sa 
distributivité par rapport a@ la soustraction, c’est-a-dire que l’on a 

(7) (a—b)x=azrz—be 

et 

Ge “(a—b)=a2za—~2xb. 
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Pour Gtablir, par exemple, la relation (7), nous remarquons qu’en 
désignant le premier membre par y, on a 

¥+ba=(a—b+b)x=az, Wot y=axr—bz. 

On a, en particulier, 

0.2 =(a—a)r#=axr—axr =o, quel que soit xe, 

et de méme 

“L£.0=>0, 

Donec, dans tout anneau, un produtt est nul dés qu'au moins un des 

facteurs Vest. Nous verrons plus loin (chap. IV, § 9, p. 181) que cette 

condition suffisante west nécessaire que dans certains anneaux appelés, 

dans le cas commutatif, domaines Aintégrité, et, parmi lesquels figure 

lanneau des entiers. 

Un anneau avec élément-unité est un anneau dans lequel existe un 

élément-unité par rapport a la multiplication. On désigne ordinairement 

cet élément-unité par e ou par 1 (1). 

Un sous-anneau C' d'un anneau (& est, par définition, un sous- 

ensemble de @ qui constitue lui-méme un anneau par rapport aux 

opérations de @, donc un sous-groupe additif de OG, fermé par 

rapport @ la multiplication. 

Exercice. — L’ensemble des entiers relatifs pairs, zéro compris, est un sous- 
anneau de l’anneau des entiers C. Indiquer d’autres sous-anneaux de C. 

Un anneau K ayant plus d’un élément, K 4 | 0}, ne peut jamais étre 

un groupe par rapport a la multiplication, car la régle de simplification 

est en défaut : 
0.£=0=0.0 ((2ia20)) 

Mais ¢l peut arriver que Vensemble K —}{ 0} sott un groupe \* par 

rapport & la multiplication, c’est-a-dire que le produit, dans K, de 

deux éléments non nuls soit toujours différent de zéro (K* est alors un 

sous-demi-groupe multiplicatif de K.), quil existe un élément-unité e, 

ex = re= x pour tout « (de K* donc de K), et que tout élément x o 

ait un inverse 27! : 
LL '=LIL=e. 

(1) Dans l’anneau qui se compose du seul élément zéro, zéro est élément-unité par 

rapport a la multiplication. Nous exclurons implicitement ce cas lorsque nous parlerons 

d’un anneau avec ¢lément-unité. 
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L’anneau est alors appelé corps dans le cas. commutatif (égale- 

ment si rien n’est spécifié au sujet de la commutativité de la 

multiplication), corps gauche si la multiplication n’est pas commu- 

tative, champ de Galois (*) si le corps .n’a qu'un nombre fini 

d’éléments (il est alors nécessairement commutatif, d’aprés un théoréme 

dia J. H. M. Wedderburn). 

Dans un corps, les équations 

(8) az=b, ya=b (aZ7o) 

ont, chacune, une solution unique .-e= a" b, y = ba-*, Dans te cas 

commutatif, x et y coincident : leur valeur commune est appelée 

quotient (exact) de b par a et désigné par b. Réciproquement, deés que, 

dans un anneau K, chacune des équations (8) a4 au moins une 

solution pour a o, l'ensemble K* des éléments non nuls est un groupe 

multiplicatif d’aprés le lemme 5 (§ 1, p. 101), et K es¢ un corps. 

Exemples. — 1. L’un des corps les plus simples est le champ de Galois C; de 

deux éléments O, e, dont les tables d’addition et de multiplication sont 

= ra) e x< 0 eé 

oO oO e oO oO oO 

e ée a é oO é 

2. Des ensembles de nombres particuliérement importants, l’ensemble des 

nombres rationnels, celui des nombres réels, celui des nombres complexes sont 

des corps. Du point de vue algébrique, la définition de ces ensembles de nombres 

consiste justement a construire un corps satisfaisant a certaines conditions: cette 

construction se présente comme un probléme typique d’immersion (cf. § 8) que 
nous traiterons ultérieurement. 

Exercice 2. — Définir, par sa table d’addition et sa table de multiplication, un 

champ de Galois C; de trois éléments (on vérifiera la distributivité de la 
multiplication par rapport a l’addition). 

(1) On a utilisé, dans le méme sens que le mot corps, l’expression domaine de 

rationalité. En anglais, tout corps est appelé field; en allemand; Jes expressions 

Kérper, Schiefkérper, Galois-Feld traduisent respectivement corps, corps gauche, 
champ de Galois. 



CHAPITRE IV. 
EQUIVALENCES REGULIERES.' 

A. — EQUIVALENCES REGULIERES DANS UN GROUPOIDE. 

1. Equivalences réguliéres, équivalences simplifiables. — Soicnt 

E={a, b, ...} un groupoide, O son opération. Une équivalence ®, 

définie dans E, et la décomposition correspondante, sont dites réguliéres 
@ droite par rapport a l’opération O si 

a=a’ (R) entraine aOxr=aOx (R) pour tout. xeE, 

On définit d’une maniére analogue la régularité & gauche d'une 

équivalence et de la décomposition correspondante. 

Une équivalence R réguliére a droite et a gauche est dite régulitre (+). 

Si E est abélien, les notions de régularité a droite, de régularité a 

‘gauche et de régularité coincident. 
Supposons, pour simplifier l’écriture, que Vopération O soit une 

multiplication. 

(1) Les équivalences réguliéres ont été considérées, sous le nom d’équivalences 

homomorphiques, par G. Birkhoff [On the structure of abstract algebra (Proc. 

Cambridge Phil. Soc., t. 31, 1935, p. 433-454)] et, sous le nom de congruences, par 

H. Hasse (Hohere Algebra, Sammlung Géschen, n° 931, Berlin, 1926). Voir également 

V. S. Krishnan, Binary relations, congruences and homomorphisms (J. Madras 

University, B, t. 16, p. 16) et Contribution & UV’Etude des Algébres partiellement. 

ordonnées et de quelques structures abstraites (Bull. Soc. Math., t. 78, 1950, p. 2343 

These, Paris, 1951)}j. 

On trouvera une généralisation et une étude trés approfondie dans le Mémoire de 

A. Chatelet [ Algébre des relations de congruence (Ann. Ec. Norm. Sup., (3), t. 64, 

1947, p- 339-368 )]. 
Enfin, les problémes étudiées dans le présent chapitre pour les structures algébriques 

fondamentales, groupes, anneaux, demi-groupes, sont discutés d’une facon plus générale, 

et en tenant compte des propriétés d’ordre, dans les Lecons sur la Théorie des treillis, 

des Structures algébriques ordonnées et des Treillis géométriques, par M. L. Dusreit- 

Jacotin, L. Lesteur et R: Crorsor (Cahiers seientifiques, fasc. XXI), 2° partie, chap. III 

et chap. IV, § 9. 
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Tutoriwe. — La condition nécessatre et suffisante pour qu’on 

putsse multiplier membre a membre les congruences modulo ®R est 

que Véquivalence R soit régulicre. 

La condition est évidemment nécessaire. Elle est également suffisante, 

car les relations 
a=a (KR), b=b' (R) 

entrainent, R étant réguliére a droite, 

ab=ab (R) 

et, R tant réguliére a gauche 

Mot 

ab =a'b’ (R). 

R étant une équivalence réguliére dans le groupoide E, considérons 

Vensemble-quotient Q=E/R=jA, B, ...'). Si a et a sont deux 

éléments d'une méme classe A, 5 et 6’ deux éléments d’une méme 

classe B, les deux produits ab et a’ b' appartiennent a la méme classe. 

On peut done défintr dans Q une multiplication des classes : la 

classe AB est celle qui contient lun quelconque des produits @b, 

ot @eE A, DEB. Cette multiplication fait de Q un groupoide, appelé 

groupotde-quotient (1). 

Remarque. — Ul ne faut pas confondre la classe-produit AB avec le produit 

des complexes A, B effectué dans E: d’aprés Je raisonnement précédent, le 

complexe-produit est indivisible modulo ®, et Ja classe qui le contient est 
précisément la classe-produit AB ; mais il peut y avoir dans celle-ci des éléments 

qui ne sont pas le produit d’un élément de A par un élément de B. Par exemple, 

si, dans l’anneau des entiers, R est la congruence arithmétique modulo 3, le 

produit de la classe 2 par elle-méme est Ja classe 1; le nombre premier 7, qui 

appartient 4 cette classe-produit, n’est pas le produit de deux nombres situés 

dans la classe 2. La formation du complexe produit a ici peu d’intérét ; par 

conséquent, malgré l’identité des notations, aucune confusion n’est 4 craindre; il 
suffit d’ailleurs de rappeler s’il s’agit d’une classe ou d’un complexe. 

Exemples. — 1. Dans tout groupoide, Végalité et l’équivalence absolue sont 
réguliéres. 

2. Dans anneau (des entiers, la congruence arithmétique modulo m[z# == (mm) 

siz—y=km, ot k est un entier] est, quel que soit m, réguliére par rapport a 

addition et a la multiplication. La définition de ces deux opérations sur les 
I ae ee i Eh 

(*) M. O. Boruvka emploie lexpression de factoroide. Cf. O. Boruvka, Ueber Ketten 
von Faktoroiden (Math. Ann., t. 118, 1942, p. Gr). 
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classes résiduelles en résulte. Pour m = 4, par exemple, les tables d’addition et 
de multiplication dans l’ensemble-quotient Q = 10, 4, 2, 3}, sont les suivantes: 

+1042 83 x{042 8 

0;0 12 3 0;0 000 

4 23 0 1 142 3 

2 O14 2 0 2 

3 2 3 4 

Tutortms. — L’intersection J et le produit (transitif) & d'un 
ensemble MN déquivalences R réguliéres a droite dans un. grou- 
poide E, sont deux équivalences réguliéres a droite : les équivalences 
réguliéres 4 droite, dans E, forment donc un sous-treillis complet du 
treillis de toutes les équivalences. 

Soit, en effet, 

a=a (J) cest-a-dire a=a’ (R)  pourtoute ReM. 

Il en résulte 
ax=ax (R) pour toute ReM, 

donc 

az=a'x (J), 

et J est réguliére a droite. 
Soit maintenant 

aza’ (@). 

C’est dire qu’ibexiste une suite finie @;= @, dz, ..., Ga=a' d’éléments 

de E, et des équivalences Ry, Ro, ..., Rn_s de OM telles quel’on ait 

a;=aj+1 (Ri) (=m, 2 eeu 

Il en résulte 
QjX=Aji1e (Ri) (TiN Dees eA) 

et, par suite, 

Le produit & est donc aussi une équivalence réguliére a droite. 

On a des propositions analogues pour la régularité 4 gauche et la 

régularité bilatére. 

Exercices. — 1. Deux vecteurs libres de l’espace a trois dimensions sont regardés 

comme équivalents s’ils ont méme projection orthogonale sur un plan P. Cette 

équivalence est-elle réguliére : 1° par rapport a l’addition géométrique ? 2° par 

rapport a la multiplication vectorielle ? 



144 CHAPITRE IV. 

2. Soit R une équivalence réguliére dans un groupoide E. Si une classe A 

mod. ® contient un sous-groupoide, en particulier si A contient un élément 

idempotent. A est un sous-groupoide. A 

3. Soit R une équivalence réguliére 4 droite dans.un groupoide E. Si E admet 

un élément-unité a gauche uw, la classe U contenant uw est un sous-groupoide 

unitaire a gauche. Si E posséde un élément permis a droite z, la classe Z conte- 

nant 5 est un complexe permis A droite (donc un sous-groupoide ). 

Dans un groupoide E, écrit par exemple sous forme multiplicative, 

une équivalence R est par définition simplifiable a drorte si toute 

relation de la forme 

axc=ax (R) entraine a=a’ (RR). 

On définit d’une maniére analogue une équivalence s¢mplifiable a 

gauche. Une équivalence est s’mplifiable si elle est simplifiable a droite 

et a gauche. 

Exemples. — 1. L’équivalence absolue est toujours simplifiable. Dire que 
légalité est simplitiable 4 droite, par exemple, signifie que la régle de simplifica- 

tion a droite est valable dans FE. 

2. Dans l’anneau des entiers regardé comme groupoide additif, la congruence 

arithmétique modulo m est simplifiable, quel que soit m. 

3. Dans Vanneau des entiers regardé comme groupoide multiplicatif, la 

congruence arithmétique modulo 7 n’est simplifiable en aucun cas, car si x n’est 

pas premier 4 m, en particulier si 2 = 0 ou m, larelation az = a’x(m) n’entraine 
pas a=a'(m). “4 

On voit quen général la régularité et la simplifiabilité d’une 

équivalence ® ne sont pas des propriétés équivalentes. Toutefois, dans 

un groupe G et par rapport a Vopération du groupe, toute équive- 

lence réguliere a droite par exemple est simpli fiable a droite (*), 

puisque simplifier 4 droite par élément x revient 4 multiplier a droite 

par l’élément inverse z~!. 

Soit R une équivalence réguliére dans un groupoide E. Pour que la 

regle de simplification a droite soit valable dans le groupoide- 

quotient Q=E/R dl faut et il suffit que R soit simplifiable a droite. 

(*) M.G. Thierrin a montré récemment qu’un demi-groupe dans lequel, inversement, 
toute équivalence réguliére 4 droite est simplifiable & droite, et toute équivalence 
réguliére a gauche simplifiable a gauche, est un groupe. Voir Bull. Acad. Roy. de 
Belgique. t. 39. 1953, p. 943, et These (Paris, 1954). 
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La condition est nécessaire : soit ax = bx (RK); nous avons 

az=at=br=bz, dor a=b et a=b (R) 

R est simplifiable. 

La condition est suffisante : Végalité az —=bzx dans Q entraine 
axz=bzx (R) dans E, d’ot 

a=b (R) et ja = b. 

Exeércices. — 3. Dans un groupoide F, l’intersection J d’un ensemble dit 

d’équivalences ® simplifiables 4 droite, est une équivalence simplifiable 4 droite. 

4. Dans un groupe G, toute équivalence simplifiable 4 droite est réguliére 
a droite. 

5. Dans un treillis T, les équivalences réguliéres par rapport 4 l’intersection et 
i Punion vérifient la lot de distributivité générale (1): 

an(Us) = Ultans) 

sex ser 

donc forment un treillis distributif (2). 

2. Homomorphismes. — Soicnt E= ices Co Soe ty k= | inl Fe 

deux groupoides dont nous désignerons les opérations respectives par O 

et O. 

Le groupoide Eest dit homomorphe a E (#) s'il existe une appli- 

cation « de K suri 

(1) as>a=aa 

respectant les opérations O et O, c’est-a-dire telle que les relations 

GT WS, 

entrainent 
a(a0b)=(aa)O(ab) ou adb>a0b. 

On écrit alors 
0 0 
E> bk, 

(1) Ce résultat est du & N. Funayama et T. Nakayama; Cf. On the congruence 

relations on lattices (Proc. Imp. Acad. Tokyo, t. 18, 1)42, p. 530) et On the distri- 

butivity of a lattice of lattice-congruences (ibid., p. 533). Voir aussi G. Birknorr, 

Lattice theory, theorem 5, p. 24. 

(*) Lecons sur la Théorie des treillis..., 2° partie, chap. III, th. 10, p. 183. 

(3) On employait autrefois les expressions: isomorphe mériédriquement, isomorphisme 

mériédique. Les isomorphismes proprement dits étaient appelés isomorphismes 

holoédriques. 
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u, plus briévement, 

E>E ou EwkE. 

Cette derniére notation, qui s’énonce E homomorphe 4 E, est la plus 

employée. La correspondance (1) est désignée sous le nom d’homo- 

morphisme dans le cas général, d’endomorphisme si E est une partie 

de E. Il est essentiel de remarquer que, dans un homomorphisme, les 

deux groupoides E, E jouent des roles dissymétriques, & moins que la 

correspondance (1) ne soit biunivoque, cas dans lequel lhomomor- 

phisme devient un isomorphisme. 

Le plus souvent, on représente par un méme signe les opérations O 

et O. Sices opérations sont par exemple des multiplications, la condition 

pour que lapplication (1) les respecte s’écrit 

ab=a,b ou a(ab)=2a.xb. 

Exemple. — Si, étant donné un plan P dans l’espace, nous faisons correspondre 
x 

Ee 

a tout vecteur libre V sa projection orthogonale V, sur P, nous avons l’homo- 

morphisme 

G ~ G, 

entre Je groupe G des vecteurs libres de l’espace et le groupe G, des vecteurs 
libres du plan P, par rapport a l’addition géométrique. 

Considérons une équivalence réguhére, ®, dans un groupoide 

multiplicatif E. 

Le groupoide-quotient Q = E/R est homomorphe a E. 

Si, en effet, A désigne la classe contenant l’élément a, application 

a-> A de E sur Q respecte les multiplications, puisqu’on a 

ab -> AB, 

d’aprés la définition méme de la multiplication dans Q. Cette appli 

cation est donc un homomorphisme, et nous avons, pour toute équiva- 

lence réguligre R de E, 

Inversement, tout homomorphisme 

EnE 

peut, d’aprés le théoréme suivant, étre défini a partir d’une équivalence 
réguliére opérant dans le groupoide E. 
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THéorsme p'HOMOMORPHISME (cas des groupoides). — SiE est un 
groupoide homomorphe aE, il existe dans Kune equivalence régu- 
liere R telle que lon ait Visomorphisme 

E/R ~ E. 

Soit, en effet, R VPéquivalence d’application définie, dans E, par 

a= 6(R) si et seulement si l’on a, dans E, a = b (ef. chap. I, § 7, 

p- 29). Cette équivalence R, appelée ici equivalence d’homomor- 

phisme, est réguliére a droite, car a= b (R) entraine a= bd, d’ou, 

x étant un élément quelconque de E, az = bz, donc :ax7 = beret, par 

suite, ar =bx(R). On démontre de méme que R est réguliere a 
gauche et, par suite, réguliére. 

Comme les classes modulo R et les éléments de E se correspondent 

biunivoquement et que cette correspondance respecte les opérations 

de E et de F/R, on a bien, entre ces deux groupoides, Pisomorphisme 

F/R ~E. 

= 
Exemple. —.Kieprenons exemple du groupe G des vecteurs libres V de 

espace et du groupe homomorphe G, des vecteurs libres d’un plan P. Chaque 
> > 

vecteur V de G a: pour image dans G, sa projection V, sur P. Si R désigne 
> > 

l’équivalence d’homomorphisme, on a: V = V’(R)si ces deux vecteurs ont méme 

projection sur P :V,=Vi- 

E, E’, E” 6tant trois groupoides, les relations 

E~E’,° E'~E’ entrainent E ~ Wh’; 

autrement dit ’homamorphisme est une propriété transitive. 

Evant donné un homomorphisme 

E~wE, 

toute relation entre éléments de E s’exprimant au moyen du signe = et 

de l’opération O de E, entraine la relation analogue dans E, les éléments 

a,b, ... de E étant remplacés par leurs images respectives Cet tak ‘ 

et opération O par l’opération O. 

Il en résulte que certaines propriétés algébriques sont valables 

dans E dés qu’elles le sont dans E : ainsi, Vassociativité, la commuta- 

tivité, si elles sont valables pour O, le sont pour O. 
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Tukorime 1. — Sc E est un groupe, son image homomorphe E en est 

un AUSSL. 

Sie est Vimage de l’élément-unité e du groupe E et si nous désignons 

par x un 6lément quelconque de E, par # un des éléments de E dont x 

est image, nous avons 

e.a=er=x et, de méme, Due = 2. 

On voit de méme que z admet pour inverse dans E Vimage de 

Vélément 2~?. 

Le = a= e. 

Si, en particulier, R est une équivalence réguliére dans un groupe G, 

l'ensemble quotient G/R est, par rapport a la multiplication des classes, 

un groupe, appelé groupe-quotient ou groupe-facteur. 

De méme, le domaine-quotient d’un anneau A par une équivalence (R 

définie dans A et réguliére par rapport a laddition et a la multipli- 

cation, est un anneau, appelé anneau-quotient : A/R est en effet un 

groupe abélien par rapport a l’addition des classes, un demi-groupe par 

rapport a leur multiplication, et celle-ci est visiblement distributive par 

rapport a Vaddition. L’anneau-quotient A]R est homomorphe a A. 

Si nous prenons comme anneau lanneau C des entiers et comme 

équivalence réguliére dans C la congruence arithmétique modulo m, 
nous obtenons comme anneau-quotient un domaine finz, de m éléments, 

appelé anneau des classes résiduelles modulo m et désigné par 

Ciimy = {0,1 2, :..,mM— 4) 

Dans Vexemple 2, page 143, nous avons construit les tables d'addition 

et de multiplication de ’anneau C/ (4). 

Inversement, une propriété algébrique dans un groupoide E image 

Wun groupoide E dans un homomorphisme «@ peut entrainer, dans E, 

une propricté remarquable. Donnons-en deux exemples. 

Tntortwn 2. — Si A est un sous-groupoide de E, son image inverse 

A=a A, ensemble de tous les éléments a de E dont Vimage aa 

appartient a A, est un sous-groupoide de E. En particulier, Vimage 

inverse dun élément idempotent de E est un sous-groupoide de E; 

celle dun élément-unité a gauche (par exemple) u, est un sous- 
groupoide unitaire a gauche U. 
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Si a, a2 sont deux éléments de A, nous avons 

a ay = a,.Q2€A, dot . aa,eA, 

Siux=u', oiuetu'eU, onaur=uw, c’est-a-dire wu. r—uUoUr=U, 
donc ze U. 

Tutorime 3. — Si Zest un sous-ensemble permis a drotte (par 

exemple) dans FE, son image inverse L=a-' Z, ensemble de tous les 

éléments z de EK dont limage as appartient a Z, est un sous-ensemble 

permis a droite dans E. En par ticulier, Vimage inverse d'un élément 

permis, ou séro, de E est un sous-ensemble permis (ou tdéal, 

cf. chap. II, § 4, p. 76). 

eZ Soient 3 , cE E. Nous avons 

za=2.xel, d’ou sxe. 

Il est essentiel de remarquer que, lorsqu’il s’agit dun véritable 

homomorphisme (et non d’un isomorphisme), certaines proprictés 

algébriques peuvent appartenir a E= E/K sans appartenir a E; ce fait, 

qui est déja mis en évidence par l’exercice 1 ci-dessous, apparaitra 
clairement au paragraphe 9 (p. 179) ow la différence des propriétés 
algébriques que possédent d’une part l’anneau C des entiers et ses sous- 
anneaux, d’autre part les anneaux de classes résiduelles C/(m), nous 

conduira aux notions fondamentales concernant la classification des 

anneaux. 

Exercices. — 1. Montrer quil existe un groupe G homomorphe au demi- 

groupe D défini par la table de multiplication suivante : 

Zo 2, Xo L3 

Xo | Xo Lo LQ Xe 

xy “vy Xx, X3 Xs 

XL BZ. Xx» Xo Xo 

“Lx | Le Hx Ly LX 

9. La correspondance x ->.? entre l’anneau des entiers C et l’ensemble des 

carrés C, considérés comme groupoides multiplicatifs, est un homomorphisme. 

Appliquer le théoréme d’homomorphisme. 

P. DUBREIL. iL 
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B. — EQUIVALENCES REGULIERES A DROITE DANS UN GROUPE. 

3. Décomposition d’un groupe en classes 4 droite par rapport a un 

sous-groupe. — Considérons, dans un groupe G, une équivalence 

régulidre a droite, R. Désignons par S la classe-unité, cest-d-dire la 

classe modulo R qui contient Vélément-unité e de G. Soient s; et sz 

deux éléments de S. Les relations 

entrainent 

$182 es, (R), ot Pona es 

done 
S\ss=e (R), cest-a-dire s\s2ES. 

S est done un sous-groupoide de G (*). 

D’autre part, si nous désignons par s~! Vinverse, dans G, d’un 

élément s de S, nous avons 

ss-t=ses—1 (R), 

c est-a-dire 

e=s-1 (R), d’ou s—teS, 

la classe-unité S est done un sous-groupe de G. 

Cherchons maintenant de quelle forme sont les autres classes. Soit x 

un 6lément de la classe A qui contient un élément donné a. La 

relation 2 = a (R) équivaut a 

za-'=e (R), 

c’est-a-dire a 

za es ou zesSa, 

‘Sa désignant le complexe des produits sa, ott s€S. La classe A = Sa 

contenant @ estappelée classe @ droite par rapportau sous-groupeS (*). 

Pour que deux telles classes Sa, Sb coincident, il faut et il suffit que 

(') Cf. § 1, exerc. 2. D’aprés cet excercice, le sous-groupoide S est, de plus, unitaire 
i gauche; il en résulte que c’est un sows-groupe de G (propriété A”, chap. III, SB}. 
p- 109). 

(*) On emploie quelquefois le terme de co-groupe (Nebengruppe, coset). Signalons 
aussi que certains auteurs donnent aux complexes Sa, Sb, ... le nom de classes a 
gauche ( ZASSENHALS, Lehrbuch der Gruppentheorie, Leipzig-Berlin, 1937, p. 9 et 10). 
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wet 6 soicnt équivalents modulo ®, c’est-a-dire que lon ait 

a.b—eéS, 

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant. 

Lg) ., , ag , re . . . Tutortme 1. — Dans toute décomposition réguliére a droite dun 

groupe G, la classe-unité S est un sous-groupe de G. Les autres classes 

sont les différents complexes Sa(a€5). 

Ce théoreme admet une réciproque, également importante. 

Tutoréme 2. — A tout sous-groupe S de G est associée une équiva- 

lence régulicre a droite Rg telle que les classes modulo Rg sotent 

les complexes Sa distincts. 

ionsidérons, dans G, la relation éfinie par Considérons, dans G, la relation Rg définie 

rRgx, si x2-'€S. 

Rs est une éqguivalence. En effet, Rs est réflexive, puisqu’on a 

rza-'=eeS, 

symétrique, puisque l élément 

WOO y = (ae Cae 

appartient au sous-groupe S en méme temps que z,x~!. Enfin, ®g est 

transitive, puisque les relations 

rex,' ES, aac eS 

entrainent 

0 ' ae '= Hoa ES. 

D’autre part, Rs est réguliére a droite, car la relation 

a=a (Ks), Cest-da-dire a;=sa, avecses, 

entraine, quel que soit 7 éG, 

CHS SI cest-a-dire a@x=ar (Rs). 

Il résulte de la définition méme de Rg que les classes modulo (Rg sont 

les complexes, ou classes a droite, Sa. 

D’aprés les deux théoremes précédents, il existe une correspondance 

biunivoque entre les équivalences réguliéres a droite dans un 

groupe G, et les sous-groupes de G. 
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On a des propositions analogues aux théortmes | ct 2 pour les équr- 

‘valences réguliéres @ gauche : chacune d’elles décompose G en classes 

i gauche par rapport au sous-groupe S classe-unité; inversement, a tout 

sous-groupe S de G est associée une équivalence sR régulidre a gauche 

définie par 
LSRXy si xz—12,€5S8. 

La classe modgR (ou classe A gauche) qui contient @ est ici le 

complexe as. j 

Associons a un sous-groupe S du groupe G l’application multiforme f 

de G sur G définie par 

f(a)=a tS (aeG); 

J (a) est donc l’ensemble des éléments x de G vérifiant la relation 

(1) axeS. 

Tntortwe 3. — L’application f ainsi dé finite est semi-untforme, et 

les ensembles stables minimauz sont les classes a droite Sa. 

En effet, la relation a Gb (voir chap. I, § 8, p. 31), c’est-a-dire 

S(a)an f(s) 4 9, 

signifie @!s = bs’, ot. s, s' ES; dot 

Wo a SE 

et, par conséquent, 

S6=Sa, Couey d=) 5 

lapplication f est bien semi-uniforme. 

La relation & coincide alors avec la relation d’équivalence C décom- 

posant G en sous-ensembles stables minimaux (/oc. crt., th. 2, p. 35) : 

Yensemble stable minimal contenant a se compose de tous les éléments & 

vérifiant @@b, c’est-a-dire ba ES : c’est donc la classe a droite Sa, et 
nous avons 

C=C — Kgs 

En outre, d’aprés (1), application inverse f~ associc a chaque élé- 

ment xz de G l'ensemble f-!(27) = Sa-. L’équivalence correspondante, 

G'= C', décompose G en classes a gauche 2S, et nous avons 

G’ = C= sh. 

Par suite, en tenant compte du théoréme général établi au chapitre I 
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(§ 8, th. 1, p. 33), nous voyons que l’ensemble G/Rg des classes a 

droite ct Vensemble G/sR des classes A gauche par rapport a un sous- 
groupe S se correspondent biunivoquement : 

G/Rs <> G/sR. 

Comme nous le verrons (section E), le théoréme 3 a l’intéret de pou- 

voir ¢tre étendu a la théorie des demi-groupes. 

Remarquons encore que, larégle de simplification étant valahle dans G, 
toute classea droite Sa et toute classe a gauche aS ont méme puis- 

sance que 5; cette propriété est particuligrement importante quand G 

est un groupe fini (voir § 4). ; 

Soient R et R' deux équivalences réguliéres a droite, S ct S! les 

_sous-groupes correspondants. On a immédiatement la proposition 

Suivante : 

STRER’', on aSCS', et réciproquement. 

D’autre part, @ Vintersection IJ=Rn R’, qui est également régu- 

dicre a droite, correspond le sous-groupe SnS', car la classe-unité 

méddulo J est intersection des classes-unité modulo R et modulo R'. 
De méme pour intersection d’un ensemble quelconque d’équivalences 

réguliéres a droite. 

Des deux propositions précédentes résulte qu’au produit transitif 

F—=R R!' qui est lui aussi une équivalence réguliére a droite, 

correspond la réunion complete Q des sous-groupes S et S'. En effet, 

¥ est l’intersection de toutes les équivalences contenant R et R', ct Q 

est lintersection de tous les sous-groupes contenant S et S'('). Le 

treillis des équivalences régulieres a droite dans G et le treillis des 

sous-groupes de G sont done tsomorphes. 

Tutorime 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que les 

sous-groupes S et S!' sotent permutables, est que les équivalences 

réguliéres a droite correspondantes R et R! soient elles-mémes per- 

mutables. 

1° La condition est nécessaire : Soient a, 6, z trois éléments du 
; : 

groupe G, tels que l’on ait 

a=azr (R), L=b (KR), 

PRamIaWE, Silerte- sajna 2 Yeneres Se Store 6 ue etek fee 

(1) La propriété s’étend visiblement a une famille quelconque d’équivalences régu- 

liéres 4 droite 
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cest-a-dire 
az—1=seéS, rb '=s'eS’, 

Vor, puisque S et 5’ sont permutables, 

ab-\= ss’ = s,s, ot syEeS et SHicheie 

Il en résulte 
‘Sina es 

dot 
a=y (RK), y=b (R), 

done KR et RK’ sont bien permutables. 

re ar: of Ae, ae : 
2° La condition est suffisante. Soient sES, s ES. Nous avons, 

e désignant l’élément-unité de G, 

s=e (R), e=s-! (R’). 

Puisque ® et RK’ sont permutables, il existe un élément méG tel que 

Von ait 
s=m (R’'), m=s—-1 (R), 

c est-a-dire 
Sit = § CEI. ms’ =s,€E5, 

dot 

SS’ ==5S Si 

ce qui exprime que S et S’ sont permutables. 

Exercices. — 1. On considére le groupe symétrique S;, ensemble des substi- 

tutions sur les chiffres 1, 2, 3, et le sous-groupe S = { e, a!, ot e est la substitution 

identique et ott a désigne la substitution (involutive ) 

te Dyed 
i : 

ka _ 

Former les décompositions en classes 4 droite et en classes 4 gauche de S; par 

rapport a S. On remarquera que ces décompositions sont différentes. 

2. Dans un groupe G, soit A une classe 4 droite par rapport 4 un sous-groupe S. 

1° Le complexe A~‘ est classe 4 gauche par rapport a S. 

2° Le complexe S*= a2—1Sa, ott x désigne un élément quelconque de G, est 

aussi un sous-groupe de G. Montrer qu’on peut choisir z de maniére que A soit 
classe @ gauche par rapport 4a S*. 

3. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un complexe H d’un groupe G 

soit une classe (4 droite ou a gauche par rapport 4 un sous-groupe quelconque ) 

est que les relations 
h,eH, h,eH, hz;eH 
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entrainent 

hy ices? h; eH (i Ne 

4. Groupes finis; groupes cycliques. — Soit G un groupe fint, 
ry a . . meet ‘ v0 (ordre N. S’il existe un sous-groupe véritable S de G, S est lui-méme 

fini; soit 2 son ordre 

Sy See leais 51 Sap 20S. Sp} 

Décomposons G en classes a droite Sa@ par rapport A S. Chacune de 
ces classes comprend n éléments s;a(i =1, 2,..., n) qui sont distincts, 
puisque la régle de simplification a droite est valable dans G. Donc, 

Tusortue. — L’ordre n d’un sous-groupe S d’un groupe fint G 

ordre N, est un diviseur de N, n|N. 

N ; ee - 3 
Le nombre des classes, 2 dans la décomposition a droite ou dans la 

décomposition a gauche de G par rapport aS, est appelé index de S 

dans G, ou lindex de G par rapport a S, et désigné par G:S. 

Si un sous-groupe G” est contenu dans un sous-groupe G’, 

G2G'2G’, 

ona 
CaCr—7(GaCy)(GxG®: 

ear l’équivalence ®" correspondant a G" est contenue dans I’équi- 

valence ®! correspondant a G' et chaque classe G'a de G par rapport 

i G' est, comme G’, décomposée par R" en G': G" classes. 

L’ordre nxn d’un élément zx quelconque d’un groupe fini G étant, 

par définition, ordre du sous-groupe cyclique (x), divise ordre N 

de G:in|N. 

Considérons un groupe cyclique G= (a), fini et d’ordre N: a= ce. 

Tout sous-groupe G' de G est cyclique (chap. HI, § 4, p. 112). 

Tutoreme 1. —L ordre d'un élément b = a" du groupe cyclique G 

est égal au quotient N' de N par le p. g.e¢. d. (7?) de N et den; c'est 
= a 

ae: : : : 3 en: WEN N 
done un diviseur de N. Si, en particulier, n divise N, ona N= = 

(1) Cf. P. Dupre, Contribution a la Théorie des Demi-groupes (Mémoires de 

l’Académie des Sciences, t. 63, 1941, chap. I, § 5). 

(2) Nous supposons connues les propriétés ¢lémentaires concernant le p.g. c. d. et 

le p. p. c. m. des nombres naturels, et les nombres premiers. Ces proprictés seront 

d’ailleurs retrouvées, d’une maniére indépendante, dans la théorie des anneaux eucli- 

diens (chap. VI, § 3, p. 318). 
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Les quotients N’, n’ de N et 2 par leur p. g. c. d. sont premiers entre 

eux. Pour que l’on ait (a”)” =e, il faut et il suffit que mn soit multiple 

de N, 
mn=hAN ou mn'=hN’, 

donc que m soit multiple de N’; N’ est donc l’ordre du groupe G'= (a”). 

Corotiairs. — Pour que l’élément b = a" sott un générateur de G, 

c’est-a-dire pour que l’on ait N'=N; il faut et il suffit que n soit 

premier aN. 

Le nombre des générateurs distincts de G est, par conséquent, égal 

a V'indicateur ou fonction d’Euler o(N), nombre des entiers naturels 

premiers 4 N et ne dépassant pas N[on a, en particulier 9(1)=1, 

nombre de générateurs de (e) ]. 
Si N est un nombre primaire, c’est-a-dire une puissance de nombre: 

premier, N = p*, les seuls entiers naturels non premiers a N sont les 

multiples mp de p(mi==T, ‘3,°. >, pre, «. +) parmr lesquels*il ya 

p*-!—1t nombres inférieurs 4 N. Nous avons sane 

9 (p%) = p*—1—(pe1— 1) =p*(1 —5)- 

Les deux théorémes suivants, d’ailleurs importants par eux-mémes, 

nous conduiront a l’expression de 9(N) pour N quelconque. 

Tutorime 2, — Sv, dans un groupe G, fint ou non, deux éléments a, 

b sont permutables et ont des ordres fints r et s premiers entre eux, 

Vordre t du produit ab est égal ars. 

Pour tout entier m, on a, puisque a et b sont permutables, 

(ab)m =a bm, 

dott 
(ab)rs=e, done ¢|rs. 

On a également 
(ab)}'= asbs=as, 

et cet élément est un générateur du groupe cyclique (a) puisque s est 
premier 47; a est donc une puissance de ab, et, d’apres le théoréme 4, 
son ordre r divise ¢. De méme s divise ¢ et, par conséquent, rs divise ¢: 
rs|¢. Les deux relations ¢|rs et rs|t entrainent ¢=rs. 

_ Tusortue 3. — SiG = (a) est un groupe cyclique d’ordre N=rs, 
ou r et s sont premiers entre eux, tout élément de G est, d'une 
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manicre unique, le produit de deux éléments x4, x» appartenant @ 
des sous-groupes Gy, Gy d’ordres s et r. 

Soient Gy, G. les deux sous-groupes cycliques engendrés par by = a" 
et b,=a*; G, est d’ordre s et Gy d’ordre r. L’intersection G,n Go 
est un groupe dont Vordre ¢ doit diviser r et s : on a donc 7=1, 

dot G,nG,=(e). Ll en résulte que les N=rs éléments de G de la 

forme 

63: B8s CBr sso,tne. Tey ser 2 Gy <0, ? 1? OS 7 295) 

sont tous distincts, car Végalité 

entraine 

b3:—Bi = b8;—8: — e, donc Bi = 61, Bs SS 

Par conséquent, l'ensemble G,G, de ces éléments coincide avec G (*) 

et nous avons bien, pour tout 2 EG, 

GB 3 Go ee, avec 2, = b%teG, X= be € Go. 

Les éléments a, et 2, sont permutables comme éléments du groupe 

cyclique G, et leurs ordres s' et r’ divisant respectivement s ct 7, sont 

premiers entre eux. Par suite, ordre de x est r's' et, pour que & soit 

un générateur de G, il faut et il suffit que x, soit un générateur de Gy 

et 2 un générateur de G.. Nous avons donc 

¢(7s) = 9(r)9(s) 

dés que r et s sont premiers entre eux. ‘ 

Si G est un groupe cyclique d’ordre N= p# p>... pz", ot les p; 

sont des nombres premiers différents, l’application répétée des résultats 

précédents montre, d’une part, que tout élément x de G est d’une 

maniere unique le produit de h éléments 21, %, ..., LZ, appartenant 

a des sous-groupes Gy, G2, ..., Gy, dont les ordres respectifs sont p%, 

Dine Pel; d’autre part, que ie fonction d’ Euler a pour expression 

gen mae 

g(N) = 9 (pips. .-pi") = 9 (pi) 9 (p 8). =NT (1-53): 

Le groupe pxcharnes horde N est isomorphe au groupe G engendré 

par une rotation a de 7 NT * autour d’un point O du plan. Soit Ay un point 

(1) Nous reviendrons sur cette propriété lorsque nous aurons introduit la notion de 

produit direct de deux groupes (t. 11). 
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distinct de O : nous pouvons représenter les différentes rotations de G 

par les points Ao, Ai, ..., Ay_, en lesquels elles transforment Ao, et 

qui sont les sommets d’un polygone régulier convexe de N cétés. Si 

maintenant nous regardons G comme engendré par |’élément a”, ott n 

est premier a N, G se trouve représenté par le polygone régulier de N 

cotés obtenu en joignant les points A; de n en n. Comme les polygones 

correspondant aux entiers n et N—vn coincident, le nombre des poly- 

gones réguliers distincts de N cotés est égal a 5 o(N). C’est ainsi qu'il 

y a 2 pentagones, 1 hexagone, 3 heptagones, ..., 2» dodécagones 

réguliers. 

Un groupe G, find et d'ordre premier, n’admet pas de sous-groupes 

autres que G et le sous-groupe (e) : un tel groupe est, par conséquent, 

cyclique et abélien; il est engendré par l'un quelconque des éléments 

différents de e. 

Inversement, tout groupe G qué nadmet aucun sous-groupe 

veritable et qui ne se rédutt pas a@ Uélément-unité, est cyclique, 

done abélien, fini et d’ordre premier. Soit, en effet, a un élément 

de G distinct de Pélément-unité. Le groupe cyclique (@) est nécessai- 

rement égal 4 G. Si G:=(a) était infini, le groupe cyclique («@*), 

distinct de (@) et ne se réduisant pas a (e), serait un sous-groupe 

véritable de G, contrairement a ’hypothése, G est donc fini, et son ordre 

est nécessairement premier d’apres le théoréme I. 

Exercices. — 1. Tout groupe fini d’ordre inférieur a 6 est abélien. 

2. Si G est un groupe cyclique d’ordre N et si N’ est un diviseur de N, G admet 
un seul sous-groupe d’ordre N’. 

3. Etablir la formule (1) 

Sean. 

n|(N 

4. Soit p un nombre premier. Les classes résiduelles modulo p qui sont diffé- 
rentes de zéro : 4, 2, ..., p—14, forment un groupe par rapport a la multipli- 
cation. En déduire le théoréme de Fermat : 

Pour tout élément x de l’anneau des entiers, on a 

LEH (Pp). 

\ 

(1) Il sera commode d’utiliser l’exercice précédent. On pourra aussi consulter : 
L. Diricuiet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, p- 24-26. 



EQUIVALENCES REGULIERES. : 159 

be Groupes intransitifs. Substitutions, cycles, transpositions. — 

Soit G un groupe intransitif de transformations d’un ensemble E. 
Considérons particulitrement un élément a de E, et désignons par H,, 
le sous-groupe formé par les transformations de G qui laissent a inva- 
riant. Appelons éléments G-conjugués de a les éléments qui appar- 
tiennent a la méme classe de transitivité A que a, par rapport a G, donc 
les éléments ¢@ ott ¢ € G. Nous avons la proposition suivante : 

Tuéoréue 1. — Les éléments G-conjugués dea correspondent biunt- 

voquement aux classes a gauche de G par rapport a Hy. Leur 

nombre, sil est fint (ce qui a lieu nécessairement quand Ul ensemble E 

_ lut-méme est fint), est égal a Vindex de Hy, dans G. 

La condition ca =ta pour que deux transformations ¢ et t de G 

transforment a en un méme élément, s’écrit 

o-1ta=a4, cest-a-dire o—!teE Ha, 

d’ou 
7EoHa, 

ce qui exprime que ¢ et t appartiennent a la méme classe 4 gauche par 

rapport a H,. Le théoréme en résulte. 

Supposons l’ensemble E finz, et soit h le nombre de ses éléments. 

Une substitution ¢ opérant dans cet ensemble engendre un groupe 
cyclique fini X, d’ordre m, diviseur de Vordre N=/! du groupe 

symétrique. 

Appelons équivalence de transitivité de la substitution c et dési- 

enons par &, l’équivalence de transitivité du groupe cyclique 2 : nous 

avons donc 
L=y (Go) 

s'il existe un entier z tel que y = o” 2, et seulement dans ce cas. 

L’équivalence G, décompose l'ensemble E en un certain nombre de 

classes A, B. .... L nommées systémes circulaires associés a la substi- 

tution c. 

Considérons l’un de ces systémes circulaires, A, et soit m, son ordre, 

c’est-a-dire le nombre de ses éléments a;= @, G2, .--, Am,- 51 nous 

désignons par H, le sous-groupe de = qui laisse invariant |’élément a, 

my est, d’aprés le théoréme précédent, égal a Vindex de H, dans 2. Par 

conséquent, /’ordre d’un systéme circulaire A correspondant a la 

substitution o divise ordre m de cette substitution : m,|m. 

Pour que le systéme circulaire A se compose d’un seul élément a, il 
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faut ct il suffit que Yon ait H, = S, done que @ soit invariant par X, ou, 

ce qui revient au meme, par la substitution ¢ 

cva=ada. 

Pour déterminer pratiquement le systéme circulaire A auquel appar- 

tient un élément donné a de E, il suffit de former les transformés 

successifs de w par les puissances de ¢ 

Wit las y= Ga, Oey, Qn+1= oa, ORE Am, = Tata, 

Exemple. — L’équivalence de transitivité de la substitution 

162 Sigh Gd 
c= 

feo We Ss h2 

décompose l'ensemble E=({1, 2, 3, 4, 5} en deux systémes circulaires 

(1, 4,3} et {2,5}, d’ordres 3 et 2. Le groupe cyclique £ engendré par o est 
d’ordre 6. Le sous-groupe H, laissant 1 invariant se compose de e = o° et de a’, 

il est d’ordre 2; le sous-groupe Hy» laissant 2 invariant se compose de e, 32, o; il 

est d’ordre 3. 

Dé finition. — Une substitution y admettant un seul systéme circu- 

laire A d’ordre p. supérieur a@ lVunité est appelée cycle. Nous avons, 

d’aprés cette définition, 

WG igh pour tout ze E—A, 

landis que, pour deux éléments a, a’ de A, il existe un entier v (qu’on 

_ peut prendre positif ou nul puisque la substitution y est d’ordre fini) tel 

que l’on ait 

A, comprenant p éléments distincts, se compose nécessairement des 

éléments 

1=a=y"a, aya ee ay = yea 

deux a deux différents, tandis qu’on a y*a=<a et, plus généralement, 
vx = 2 pour tout EA, donc aussi pour tout ceE: p est égal a 
Vordre m de x, 

u=—m. 

Les éléments a,, ..., a», sont permutés circulairement par y; on 
représente le cycle y par la notation 

a = (a4, Ae, sor, Um)» 

Ona 

(a, ao, esa) (aos Amy SOs, CH NSo woe 

On donne le nom de transpositions aux cycles d’ordre 2. 



EQUIVALENCES REGULIERES. 161 

Remarque. — Soit t une substitution quelconque, opérant dans le 
méme ensemble E que y; la substitution 

y= tyrt 

appelée transformée du cycle y par t, est encore un cycle. Posons, en 
effet, tA=B. Si y €E—B, on a tty = reEE—A d’oa yYy=y. 
Si 6, b'EB, les éléments a=r-'b et a’ =r" 8! appartiennent a A, 

dot a’ = 1a Duis b' ==!" b, pwsquewy Va= oat: 

Tutortme 2. — Toute substitution ¢ est le produit de cycles ys, 

Ye +++) Yt; deux a deux permutables, correspondant aux différents 

systémes circulatres qui lui sont associés 

=> Ya Ya: Yr: 

L’ordre m dec est égal au p. p.c. m. p des ordres my, mg, ..-, My, 

de ces différents cycles. 

Soit y, la substitution définie a partir du systéme circulaire A par les 

égalités 
(1) Y,c=2 si xeE—A, 

(1) ¥,a=0a si aed, 

Si a et a’ appartiennent a A, il existe un entier v tel que l’on ait 

C!S OD, ; 

d’ou, d’aprés (1’), 

(2) — @=yya 

Des relations (1) et (2) résulte que A est un systéme circulaire pour y,, 

et que y, est un cycle d’ordre mx permutant les éléments de A. 

Soient de méme yz, ..., yz les cycles définis 4 partir des systémes 

circulaires B, ..., L. Posons 

C= Yad, <1 

Un élément x € E appartient a l’un des systémes circulaires A, B, ...,L 

et a un seul, soit par exemple z € D. Nous avons, d’aprés (1) et (1'), 

TL = YyLH OL et, par suite, t=<a. 

D’autre part, A et B étant disjoints, les cycles y,, Yp, par exemple, 

sont permutables. On a, par conséquent, 

of = YAY B+ + + TL 
Enfin, les relations 

m,|m, m, | ™, east m,|m 
A 
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entrainent, en désignant par p le p. p. c. m. des ordres m,, mg, ..., My, 

des cycles A, B, ..., L, 

| m. 

Or, nous avons 

donc 
m|p et, par conséquent, m=u. 

Considérons maintenant un groupe de substitutions G opérant dans 

lensemble E. Nous avons la proposition suivante : 

Tutorime 3. — L’équivalence de transitivité G d’un groupe de 

substitutions G est le produit (transitif) & des équivalences de tran- 

sitivité des différentes substitutions de G. 

1° Ona GC. — La relation 

va=a (8), cest-4-dire a@’=ca (ceG) 

entraine, en effet, 

a=a (%e), donc a=a (@). 

2° Ona LCS. — Soit 
a=a (@). 

Il existe, dans E, n éléments aj =a, ao, ..., dn =a et, dans G,n —1 

substitutions ¢; tels que l’on ait 

a= 4141(%o;), cest-a-dire aj= oPiai4, (t=1, 2, ..., m—13'0,EG). 

Si nous posons 

o = O07. . on, 

nous avons 

donc 

a=a (®&) et, par suite, £CB. 

De la décomposition d’une substitution en cycles, on passe aisément 

a la décomposition en produit de transpositions. En effet, la relation (*) 

(Qi, da, -.-, Ak) = (G1, Ae) (ae, @g).. (Ak, Ak) 

exprime qu’un cycle d’ordre k est le produit de k—1 transpositions. 
ee COCO OOoOrOmh————— 

(*) Rappelons que le produit c,,...¢,5, désigne ]a substitution qui consiste A effec- 
tuer d’abord c,, puis s,, ..., et enfin a, 
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On peut aller plus loin en ordonnant l’ensemble E. Supposons, par 
exemple, que E soit indexé par l’ensemble des n premiers entiers. 
Leégalité, facile a vérifier, 

(Any Anti) = (An+inty @ast)(Ah+i-2, An+i-1) 

«+ (@n+1y An+2)( ah, An+1)(An+1, C42) 

++ 6(Ma+i-2, An+i-1)(An+i-1, G41), 
‘ 

prouve que toute transposition est le produit de transpositions per- 

mutant des éléments consécutifs. Nous avons donc finalement la propo- 

sition suivante : : 

Dans un ensemble fini et ordonné E, toute substitution est le pro- 

duit de transpositions portant sur des éléments consécutifs. 

Dans |’ensemble des n premiers entiers, une substitution ¢ conserve 

ou change le signe du produit 

P=] [c_-y) (HE= 1,92) eet 7c 2a eel?) 

i<j 

Dans le premier cas, ¢ est dite paire; dans le second, ¢mpatre. Le 

produit de deux substitutions paires ou de deux substitutions impaires 

est une substitution paire; le produit d’une substitution paire par une 

substitution impaire est une substitution impaire. 

Toute transposition est impaire, car, si dans le produit P on per- 

mute ¢ et 7, le facteur (¢—,'), ainsi que tous les facteurs (¢—;) 

et (kK—J) (K=¢+1,...,7—1) changent de signe. Au total, P change 

de signe. Par suite, dans la décomposition d’une substitution en produit 

de transpositions, la parité du nombre de transpositions est déterminée : 

toute substitution paire est le produit d’un nombre pair de transpo- 

‘sitions. Les substitutions patres forment un groupe An, appelé 

groupe alterné, sous-groupe du groupe symétrique Sn, c’est-a-dire du 

groupe de toutes les substitutions de E. 

Sn est d’ordre n ! Comme le produit d’une transposition fixe par une 

substitution impaire est une substitution paire et inversement, ily a 

autant de substitutions paires que de substitutions impaires : l’ordre 
ee : ; 

du groupe alterné est, par suite, sf ! : son index dans le groupe symé- 

trique est 2. 

Tutorime 4. — 1° Le groupe symétrique S, est engendré par 

les n—-1 transpositions (1, 2), (1,3), .--, (1, %). 
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2° Le groupe alterné A, est engendré par lesn —2 cycles (1, 2, 3), 

ete Veet, 2 Fe) 

Siz et/7 sont différents de 1, ona 

(1, f) = (1, JG; t)(1, J) 

Le groupe engendré par les transpositions (1, 2), (1, 3), .--, (1, n) 

contient donc toute transposition et coincide avec le groupe symétrique. 

Les cycles 

(2) (I, 2, t)=(1, t)(1, 2) (i At, 2) 

sont des substitutions paires : ils engendrent donc un sous-groupe A’, du 

groupe alterné. Inversement, toute substitution ¢€ A, est de la forme 

Oo = T1T9. 2+ T2y—1 Tay, 

ot les t; sont des transpositions. En posant «= (1, 2), nous pouvons 

écrire 

So = T1 4AT9.. . Tay—1 AAT 9. 

Or, on voit, d’aprés la formule (2), celle qui s’en déduit en prenant les 

inverses des deux membres et les formules 

(2, ¢)(1, 2)=(1, 2, 1) =(I, 2, Sal 

(2) (1, 2)(t, DL) = (1, TOs 2)=(1, 2,7 )(i, 2, 1)(1, 2, J) 

= (1, 2,7), 2,2), 2,7) (tety7 Al et 2), 

que le produit a droite ou a gauche d’une transposition quelconque 

par « appartient a A’. Nous avons donc 

seAl, et IN 

Exercices. — 1. Décomposer en cycles la substitution 

en 20S 4 Oe One) 
C= : 

S3S) G AIG li) 

Cette substitution appartient-elle au groupe alterné A,;? 

2. A quelle condition le cycle (1, 2, 3, ..., m) est-il une substitution paire ? 

C. — EQUIVALENCES REGULIERES DANS UN GROUPE. 

6. Sous-groupes invariants. — Considérons une équivalence régu- 
liére R dans un groupe G; soit S le sous-groupe constitué par la classe- 
unité. La classe A modulo R qui contient I’élément a de G vérifie, 
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d’aprés les résultats du paragraphe 3 et, puisque R est réguliére aussi 
bien a droite qu’a gauche, la double égalité 

A=Sa=asS. 

Le sous-groupe S est done permutable avec tout élément a de G. 
Tout sous-groupe ayant cette propriété est appelé sous-groupe invariant 

de G (*). Nous avons, par conséquent, la proposition suivante : 

Tutoreme 1. — Dans toute décomposition réguliére d’un groupe G, 

la classe-urité S est un sous-groupe invariant de G. Les autres 

classes sont les complexes Sa= aS. 

Déquivalence R étant réguliére, l’ensemble-quotient G/R est un 

groupoide homomorphe a G (§ 2, p. 145), done un groupe (p. 148). 

Ce groupe-quotient, appelé aussi groupe-facteur, est ordinairement 

représenté par la notation G/S. 

_Inversement, donnons-nous un sous-groupe invariant S de G. 

D’aprés légalité 
Sa=as pour tout aeéeG, 

léquivalence réguliére 4 droite associée a S, dans laquelle les classes 

sont les complexes Sa distincts, et léquivalence réguliére 4 gauche, 

dans laquelle les classes sont les complexes aS, sont confondues, et 

nous avons par conséquent la proposition suivante : 

Tutorime 2. — A tout sous-groupe invariant S de G est associée 

une équivalence réguliére R, telle que S soit la classe-unité modulo R 

et que les autres classes sotent les complexes Sa= aS distincts. 

Il en résulte qu’a tout sous-groupe invariant S est associé un. 

groupe-quotient G/R = G/S, homomorphe a G. 

Les propriétés précédentes expriment que, dans un groupe G, ily a 

correspondance biunivoque entre les équivalences réguliéres et les sous- 

groupes invariants. Ceux-ci peuvent encore étre définis comme les 

sous-groupes pour lesquels la décomposition en classes la droite et la 

décomposition en classes a gauche coincident. 

La condition 

(1) as — Sa pour tout aeéeG, 

(1) Parfois aussi, sous-groupe distingué, sous-groupe normal (en allemand, 

Normalteiler). 

P. DUBREIL, = 12 
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oe Bree ; PS 6 
pour que le sous-groupe S soit invariant, peut encore s ecrire 

qa’) asa = 5 pour tout aeG. 

Sous cette forme, celle exprime que le complexe transformé de S par 

Vélément a, aSa-', coincide avec 5 quel que soit a. Or, pour qu'il en 

soit ainsi, il swffit que le tansformé asa~! de chaque élément s de S 

appartienne aS, quel que soit aE G, c’est-a-dire que l’on ait 

asa *cs pour tout aeG. 

Cette derniére condition entraine, en effet, en remplagant a par a~ 

a4Sacs, cest-a-dire SCaSa~, 

dot 
CSGa = 5 pour tout aeG. 

Remarque. — L’invariance d'un sous-groupe S n’est pas une propriété intrin- 

seque de S, mais concerne a la fois ce sous-groupe et le groupe G qui le contient : 

invariant dans G, S peut trés bien ne plus |’étre dans un groupe G; contenant G. 

Mais S est invariant dans tout groupe H compris entre G et S. 

Exemples. — 1. Tout sous-groupe d’un groupe abélien en est sous-groupe 

invariant. 

2. Dans un groupe G, un sous-groupe H d’index égal a 2 est nécessairement 

invariant. Si, en effet, nous décomposons Gen classes a droite ou en classes a 

gauche par rapport 4 H, nous obtenons, dans les deux cas, les classes H et G—H 

et les deux décompositions coincident. En particulier, le groupe alterné Ay est 
sous-groupe invariant du groupe symétrique Sp. 

3. Le groupe de Klein V, est sous-groupe invariant du groupe symétrique Sx, 

ou du groupe alterné A,. Montrons que «eV, et ceS, entrainent cac-te V,, 

ce qui est évident pour « =e. La substitution a(+4 e) est involutive, a2=e, il 

en est de méme de oza—!. D’autre part, saa—1 ne laisse aucun élément invariant, 

car oxo-1x = entrainerait a(o-!1%)=o-!z, or a ne laisse aucun élément 

invariant. Par suite, szo—!, permutant le chiffre 1 avec un des chiffres 2, 3, 4, 

échange également les deux autres chiflres et, par conséquent, appartient a V,. 

Les substitutions de V, étant paires, nous avons \,¢A, et V, est également 

sous-groupe invariant de Ag. 

Remarque. — Dans l'ensemble des classes a droite Sa (par exemple) 
par rapport a un sous-groupe S qui nest pas invariant, on peut 
définir une opération multiforme, par rapport a laquelle l’ensemble- 

: TIER ’ pea mipias quotient G/Rs est ce qu’on appelle un hypergi oupe (*). 

(') Cette notion a été introduite par F. Marty, Sur une généralisation de la notion 
de Groupe (8° Congrés des Mathématiciens scandinaves, Stockholm, 1934, p. 45-49); 
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Un hypergroupe H est, par définition, un ensemble non vide dans 
lequel : 

1° Est définie une opération multiforme : a chaque couple a, 6 
d’éléments de H est associé un compleze de H, désigné par ab. A et B 
étant deux complexes, on Sets 

ABs U ab. 
aéA,bEeB 

(On écrit aB quand A =} a}.) 

2° Cette opération est associative : a(bc)=(ab)ec (les ensembles 
figurant aux deux membres coincident). 

3° Pour tout aEH, ona 

aH=Ha=H. 

On remarquera que cette derniére condition rappelle et remplace la 

propriété d’existence des quotients : elle signifie en effet que, si be H, 

il existe x tel que be ax et y tel que beya. 

Cela posé, soit S un sous-groupe (quelconque) d’un groupe G. Le 
produit d’un élément sa de la classe a droite Sa = A, par un élément sb 

de la classe Sb=B (produit effectué dans G), appartient au com- 

plexe S.aSb, qui est une réunion de classes a droite : 

S.aSb6b =(U) (20). 

sESs 

Sur les groupes et hypergroupes attachés a une fraction rationnelle (Ann. Ec. 

Norm. Sup., t. 53, 1936, p. 83-123). Elle a été étudiée également, sous le nom de 

multigroupe, par O. Org, Structures and Group theory (Duke Math. J., t. 3, 1937, 

Pp. 149-174). 
Voir également M. DresHer-O. Ore, Theory of multigroups (Amer. J. Math., t. 60, 

1938, p. 705-733); H. S. WatL, Hypergroups (Amer. J. Math.. t. 59, 1937, p. 77); 

J. Kunrzuann, Opérations multiformes, hypergroupes (C. R. Acad. Sc., t. 204, 1937, 

p- 1787) et Contribution a l’étude des systémes multi formes (Ann. Fac. Sc. Toulouse, 

1939, p. 190), et plus particuliérement l’exposé d’ensemble A M. Krasner, Lot de 

Jordan-Hélder dans les hypergroupes (Duke Math. J., t. 6, 1940, p. 120-140), qui, 

dans tous ses travaux, a beaucoup utilisé cette notion. 

Le paragraphe III du Mémoire, cité plus haut, de A. Chatelet (Algébre des relations 
de congruences, Ann. Ec. Norm. Sup., t. 64, 1947, p. 33g), est consacré aux hyper- 

groupes. 
En considérant le cas ou deux éléments ne sont pas nécessairement composables 

R. Croisot a introduit la notion plus générale d’hypergroupe partiel (Cf. Hyper- 

groupes partiels, C. R. Acad. Sc.. t. 228, 1949, p. 1090; Algébres de relations et 

hypergroupes partiels, ibid., p. 1181). 
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En posant A.B=SaSb, nous définissons, dans lensemble 3€ des 

classes a droite, une multiplication multiforme. 

Puisqu’on a 
A.B = \$,as2b }s:€S, 58 s 

cette muitiplication des classes est associative : 

A.(B.C) = { 51452653 }5,,5,,5,E8 = (A.B).C. 

Enfin, la condition 3° est vérifiée aussi. Soient A et B deux classes, 

aun élément de A, b un élément de B. Posons x = a~'B, et soit X la 

classe modulo Rg qui contient z. Comme 6 = az, nous avons 

B= Sibi] Siaex ou eéS, 

donc 

BeA.X. 

On voit, de méme, en appelant Y la classe contenant y = ba~', que 

Be Y.A. 

L’ensemble J¢€ des classes 4 droite est donc bien un hypergroupe. 

Soit Z le centre d’un groupe G, c’est-a-dire l’ensemble des éléments z 

qui sont permutables avec chaque élément de G 

(2) ZL = LB pour tout xeG. 

La relation (2) entraine 

GBs Nice bas pour tout zxeEG, 

donc z*e€Z; d’autre part, le produit z;z2 de deux éléments de Z 

appartient aussi a Z. Par conséquent, le centre Z est un sous-groupe de G, 

évidemment abélien, et invariant dans G, puisque l’égalité (2) entraine. 

Lt, pour tout xveG. 

Tout sous-groupe Z/ du centre est également sous-groupe invariant de G. 
Pour que G soit abélien, il faut et il suffit que l’on ait Z= G. - 

Un groupe non abélien dont tout sous-groupe est invariant est dit 
hamiltonien (*). 

Un groupe G qui n’admet pas de sous-groupes invariants autre que G 
et E — {e} est dit simple. 
a ee sl ee ee 

_() Cf. H. Zassenuaus, Lehrbuch der Gruppentheorie, I, chap. IV, § 6, p. 123. 
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Tutorime. — Pour n> 4, le groupe alterné A, est simple. 

Soit N un sous-groupe invariant de Ap. Remarquons d’abord que, 
st un cycle d’ordre 3 appartient a N, on a N = A,. Soit, en effet, avec 
des notations convenables, 

deta) oye Nt 

Le transformé de « par la substitution paire 

a(n DN Gh 18) Se CK AN, 25.3") 

appartient a N 

B= nant = (2,1, k)EN, dow B2= (1,2, k)EN, 

N contient donc tous les cycles de la forme (1, 2, k)(kK=3, ..., 2); 

or, ceux-ci engendrent A,(§ 5, th. 4, p. 163): nous avons donc 
bien N= A; 

Cela posé, soit t une des substitutions de N, supposé E, qui, 
étant distinctes de lunité, laissent invariants le plus grand nombre 

de chiffres : dans la décomposition de ¢ en cycles, tous les cycles ont 

le méme ordre, car si t comprenait un cycle d’ordre m et un 

d’ordre n(m<n), 7” serait une substitution de N distincte de l’unité 

et laissant au moins m chiffres invariants de plus quer. II suffit d’établir 

que t est un cycle d’ordre 3. Or t, étant une substitution paire, ne 
peut pas étre une transposition. Montrons donc qu’il y a contradiction 

sit transforme effectivement quatre chiffres au moins, par exemple 1, 

oO) Seth aE 

La substitution ¢ est le produit, ou bien de cycles d’ordre 2, par 

exemple 

(3) t= (1, 2)(3, 4)... 

ou (bien de cycles d’un méme ordre supérieur a 2, par exemple 

(4) Be Oa Bh she) pcos 

Dans ce second cas, comme 7 ne peut pas ¢tre égal au cycle (1, 2, S84) 

qui est une substitution impaire, il y a encore au moins un chiffre, par 

exemple le chiffre 5, qui figure nécessairement dans la décomposition 

de z en cycles. Il en est de méme dans le premier cas, sauf si l’ona 

t = (1, 2)(3, 4). 

Posons ¢ = (3, 4, 5) et t1 = 0701; o étant paire, nous avons 7% eN 

et, dans le premier cas 

(3’) 71 = (1, 2)(4, 5)..-A#T, 
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dans le second 

(4') t= (I, 2, 4, +0.)-- 47 

donc . 

cmenies ot et t-1t,EN. 

Donec, sit n’est pas égal A (1, 2) (3, 4), tout chiffre invariant part, 

étant supérieur a5, est invariant parc, done aussi par 7, et par 7 *T%. 

Or, t!7, laisse invariant en outre le chiffre 1; nous avons donc dans N 

une substitution laissant invariant un chiffre de plus que t, ce qui est 

absurde. Si enfin t= (1, 2) (3, 4), ona 

tt = (1, 2)(3, 4) (1, 2)(4, 5) = (3, 4, 5)EN 

qui, encore, laisse invariant un chiffre de plus que t; le théoréme est, 

par conséquent, établi. 

L’intersection et le produit de deux équivalences réguliéres étant des 

équivalences réguliéres, l’intersection et la réunion compléte de deux 

sous-groupes invariants sont des sous-groupes invariants. D’autre 

part, un sous-groupe invariant est, d’aprés (1), permutable avec un 

complexe quelconque, par conséquent la réunion compléte de deux 

sous-groupes invariants 51,52 n'est autre que le produit S4S2= S251 

et celut-ci est un sous-groupe invariant de G. 

Les sous-groupes invariants d’un groupe G forment done un 

treillis ©, dans lequel la relation d’inclusion et l’intersection ont la 

méme signification qu’en Théorie des Ensembles; l’union est la réunion 

compléte et le produit. G satisfait d’ailleurs aux deux conditions de 

Moore: a. GE®; b. Vintersection I d’une famille ¥ de sous-groupes 

invariants est un sous-groupe invariant (e€14@), G est donc un 

treillis complet. 

L’union ou groupe composé des sous-groupes invariants S de & est 

Vensemble | [s des produits d’un nombre fini (variable, quelconque ) 
SER 

d’éléments de G appartenant a des groupes S de la famille ¥; i I S est, 

Seg 
en effet, un groupe contenant chaque Se &, et c’est évidemment le plus 
peut (Cf. chap. II, § 5, th. 3, p. 116). La multiplication des sous- 
groupes invariants, coincidant avec Vunion du treillis correspondant, 
est une opéralion associative, commutative et idempotente. 

Le treillis G posséde encore une propricté remarquable, plus faible 
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que la distributivité (1). Remarquons d’abord que, dans tout treillis T, 
la relation 

Doz entraine xU(ynz)C(ruy)nz, 

quel que soit yeT, caronayns Cy, dot zu(ynzs)Gxruy; dautre 
part, de Phypothése #€z et de ynzG€z, résulte rU(yns)Gs; ona 
donc bien 

ZUCYNS)E(LUY)Nz. 

Cela posé, un treillis est dit modulaire si 

LSE 3 entraine ZU( YNZ) =(L£UyY) Nz. 

Cette propriété se conserve par dualité; de plfs, tout sous-treillis 

d’un treillis modulaire est modulaire. I est clair que tout treillis distri- 

butif est modulaire. Notons aussi que l’égalité modulaire 

(5) BU(yYNZ)=(LUY)NZ (#Gz) 

est vérifiée d’une facon éyidente dans les cas suivants : 1° 2 = sz, alors, 

les deux membres de (5) sont égaux a z; 2° s =u, élément universel 

de T (sil existe) : alors les deux membres de (5) sont égaux aruy; 

3° 2 = 0, élément nul de T (s'il existe) : alors, les deux membres de (5) 
sont égaux a ys. Il en résulte que le treillis de cing eiements défini 

par le diagramme ci-dessous, est modulaire; il n’est pas distributif 

U 

Fig. 8. 

car aU(bNcC)=avuo=a, tandis que (aub)n(auc)=unu=u. 

Tueorteme 3. — Tout treillis G de sous-groupoides dun grou- 

poide G, vérifiant les conditions suivantes : 

a. Tout sous-groupoide X €© est unitaire (chap. II, § 6, p. 92); 

(1) R. Depexinp, Uber die von drei Moduln erzseugte Dualgruppe, (Math, Ann., 

t. 53, 1900, p. 371; Ges. Werke, t. 2, p. 236). Les trevllis modulaires ont aussi été 

appelés structures de Dedekind. 
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6. L’union XUY de deux sous-groupoides de © coincide avec leur 

produit 
DSU ia ake 

est un treillis modulaire. . 

Soient X, Y, Z trois sous-groupoides, éléments de G; nous suppo- 

sons XZ; pour prouver |’égalité modulaire (5), il suffit d’établir la 

relation 
(XUY)nZEXu(YNnZ). 

Soit done ae(XUY)NZ. Nous avons, en tenant compte de 8, 

ya ee ou vex, yey, zeZ. 

Or, puisque X est contenu dans Z, x appartient a Z, qui, d’aprés a, est 

unitatre : il en résulte 

yeZ, dot yeYnZ 

(le 

a=xryeX.(YnZ)=Xu(YnZ), 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corouuaire (Dedekind). — Le treillis des sous-groupes invariants 

d’un groupe G est modulaire; en particulier, le treillis des sous- 

groupes d’un groupe abélien est modulaire ('). 

Tutoréme 4. — Soct G' un sous-groupe d’un groupe G. St G" est 

un sous-groupe invariant de G' et si S désigne un sous-groupe quel- 

conque de G, G'S est un sous-groupe invariant de G'nS. 

(1) Dans le méme ordre d’idées, mentionnons un théoréme du a O. Ore (Structures 

and Group theory, 11, Duke Math. J., t. 4, 1938, p. 247): pour que le treillis des 

sous-groupes d’un groupe G soit distributif, il faut et il suffit que G soit un groupe 

cyclique généralisé, c’est-a-dire que deux éléments quelconques a, 6 de G soient tou- 

jours puissances d’un élément c de G (dépendant, en général, de a et 6). Voir aussi 

G. Birkuorr Lattice theory, chap. VI, § 9, p. 96 of lV’on trouvera ce théoréme avec sa 
démonstration. 

Considérons alors un groupe abélien qui n’est pas cyclique généralisé, par exemple 

le produit direct P d’un nombre fini (2) de groupes cycliques infinis (a), (b), ..., 

(1), c’est-a-dire l'ensemble des produits formels x = a*6?...2 pour lesquels l’égalité 
n’a lieu que si Jes exposants correspondants (qui sont des entiers 20) coincident, 

a, b, ..., l étant de plus permutables. D’aprés le théoreme de Ore que nous venons de 

citer, le treillis des sous-groupes de P n’est pas distributif : nous avons ainsi un 

exemple de groupe dont les sous-groupes invariants forment un ¢treillis modulaire, 
mais non distribulif. 

On trouvera dans Lattice theory (exerc. 1, p. 98) des exemples de groupes (non 

abéliens) dont les sous-groupes forment un treillis non modulaire. 
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Le transformé zra~! d’un élémentr Ee G'S par un élément 2 €G'nS 
appartient, en effet, a G" eta S. 

Tutoréus 5. — Sort G' un sous-groupe invariant d’un groupe G', 
lui-méme sous-groupe d’un groupe G. SiS est un sous-groupe de G 
permutable avec chaque élément de G' : 

aS=Sa pour tout xeG’, 

SG!’ est un sous-groupe invariant de SG'.. 

S est permutable avec G’ et G", donc les complexes SG’, SG” sont des 
sous-groupes de G. De plus, SG” est sous-groupe invariant de SG’, car 
on a, quel que soit z = sg’ ESQ’, 

£SGa- = s¢' SG" g’—!s-1= s8 2’ G" p’—-1s—t = 5 SG’ s-1. 

sss et G's _*C G'S = SG’, 

d’ou 
2SG"x-1¢S8G" pour tout 2eESG’ 

et SG" est, par conséquent, invariant dans SC’. 

Exercices. — 1. Si, dans un groupe G, H est le sous-groupe engendré par les 

éléments c d’un complexe GC, il faut et il suffit, pour que H soit invariant, que 
Von ait 

aca"éH pour tout aeEG ettout ceC. 

En particulier, il suffit que l’on ait 

acaeC pour tout aeG ettout ce. 

2. Dans un groupe G, on appelle commutateur (ou commutant) de deux élé- 

ments a, 6 l’élément c = aba—1b—!. 

1° Quel est le commutateur de zax—! et de xba-!? 

2° Montrer que le groupe commutateur G' ou premier dérivé de G, c’est- 

a-dire le groupe engendré par les commutateurs, est sous-groupe invariant de G; 

3° Le groupe quotient G/G’ est abé¢lien; 
4° Tout sous-groupe invariant H de G tel que G/H soit abélien contient G’. 

5° Si N est un sous-groupe invariant de G, son premier dérivé N’, groupe 

engendré par les commutateurs d’éléments de N, est aussi sous-groupe invariant 

de G (1). 
ee 

(1) T. Sze. utilise cette propriété pour démontrer le théoréme suivant : Sv un 

groupe G posséde un sous-groupe parfait, il admet aussi un sous-groupe invariant 

qui est parfait (et peut d’ailleurs coincider avec G). Un groupe parfait est un groupe G 

comprenant plus d’un élément et coincidant avec son dérivé :G = G', cf. C. R. Acad. 

Sos (he PAU On 
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3. Le groupe des translations T est sous-groupe invariant du groupe des dépla- 

cements G. Etudier le groupe-quotient G/T. 

4, Soit H le sous-groupe du groupe symétrique S, qui laisse invariant un cer- 

tain élément, par exemple 4. On a, en désignant par V, le groupe de Klein, 

G=H.V, et Ss/VixSs. 

3. On considére le groupe de substitutions G de l’ensemble E = { 1, 2, 3, 4, 5} 

qui est engendré par les transpositions 

a = (I, 2), 2 =(1, 3), y =(4, 5). 

Déterminer son centre Z. 

6. Soit Gun groupe multiplicatif. H étant un sous-groupe de G, on désignera 

par Ruy léquivalence réguliére 4 droite correspondante, définie par 

L=X, (Rua) si et seulement si 2,z2—-teEH, 

par n® Véquivalence réguliére a gauche, définie par 

DEX, (wR) si et seulement si z—1x,EH. 

1° A deux sous-groupes S, T de G, on associe la relation binaire @ définie 

dans G par 

rR y si et seulement si y = szt, ou seS, teT. 

Montrer que @ est une relation d’équivalence. 

2° Montrer que  contient les équivalences Rs et 7R, et est la plus fine équi- 

valence ayant cette propriété. Quels que soient les sous-groupes 8S, T de G, 

Rs et rR sont permutables. 

3° Montrer que, si S est sous-groupe invariant de G, @ est réguliére a gauche, 

et décompose Gen classes 4 gauche par rapport a un certain sous-groupe que 

Yon précisera. Que peut-on dire si T est un sous-groupe invariant, si S et T le 
sont tous les deux? 

7. Théoréme d’homomorphisme (cas des groupes). — Soient G un 

groupe, G un groupoide homomorphe a G : G est également un groupe, 

comme nous l’avons vu au paragraphe 2. L’équivalence d’homomor- 

phisme &, définie dans G par 

r=az' (R) si c= 2’ 

étant réguliére, la classe-unité S, ensemble des éléments de G qui ont 

pour image l’élément unité e de G, est un sous-groupe tnvariant 
de G appelé noyau de Vhomomorphisme, et l’on a, d’aprés le théor¢me 
général du paragraphe 2 (p. 147), ’ésomorphisme 

G/S~G 

entre G et le groupe-quotient G/S = G/R. 
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- Telle est la forme que prend le théoréme @homomorphisme dans le 
cas des groupes. Ce théor’me monire que la recherche des groupes 
homomorphes a G et celle des sous-groupes invariants de G sont des 
problémes équivalents. Il entraine aussi que, si G est un groupe fini 
d’ordre N, tout groupe G homomorphe a G a pour ordre un diviseur 
de N, égal au quotient de N par l’ordre de S, c’est-a-dire a l’index G:S 
de S dans G. 

. ne . 

Exemple. — Si, & tout vecteur V de l’espace, nous faisons correspondre sa 

projection orthogonale v sur un plan P, le groupe G,; des vecteurs du plan P 

par rapport 4 l’addition géométrique, est homomorphe au groupe G des vecteurs 

de l’espace. Le sous-groupe (invariant) S des vecteurs auxquels correspond 
dans G, le vecteur nul est l’ensemble des vecteurs perpendiculaires a P. 

Remarque. — Lorsquun homomorphisme G~ G applique un groupe G sur 

un sous-groupe invariant G d'un groupe G, (ce qu’on écrit G->G,) on appelle 

conoyau le groupe quotient G,/G. 

Indiquons une application intéressante du théoréme d’homomor- 

phisme aux groupes abéliens finis. 

Tutorime. — Sz G est un groupe abélien fini d’ordre N et si p est 

un diviseur premier de N, il existe dans G un élément d’ordre p. 

Soient a1, a2, ..., dy les éléments de G, di, do, ...,.dy leurs ordres 

respects. 
Considérons le groupe abélien H engendré par N éléments 71, Xo, ..., 2y 

‘avec les scules relations fondamentales 

stise (CSig Osco hy 

e étant l’élément-unité de H (‘). La correspondance * 

em ems... oyX—> amas... ay’ 

(1) Une réalisation du groupe H peut étre obtenue de la maniére suivante. Considé- 

rons l’ensemble des systémes 

Si (m,, BPE SoG my ) == (71,)) 

de N entiers m, vérifiant les inégalités 0 < m,< d;, avec, pour ces systémes, la loi de 

composition 
(m;)(n,;) = (7:)) 

ou r, est le reste (X.0) de la division de m;+ n, par d;. Si ’on pose 

Tip = (Wy OF an ey O) 963 = (Oty ooo) O) 3306 bax (Ox Oly soos 28), 

GSW(O, OQpoosay Oh 

; : eas 5 
les relations fondamentales sont bien vérifiées et l’on a 

— m Mg Mn S=(M,, My, .0+) My) = LPL, «6 DRX- 
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est un homomorphisme 
H~G. 

Donc, l’ordre N de G divise lordre d, d,... dy de H. Un diviseur 

premier p de N divise donc au moins un des dj, soit par exemple d;, et 
da, 

VPélément.a = a? est bien d’ordre p. 

Exercices. — 1. Le groupe symétrique S; est homomorphe au groupe G de 

Vexercice 5, paragraphe 6. Déterminer le sous-groupe invariant S de G tel que 

2. Dans l’espace & trois dimensions, le groupe R des rotations autour d’un 
point O est homomorphe au groupe G des déplacements. Quel est le sous-groupe 

invariant S tel que 
G/S~R? 

3. On considére lanneau des entiers, C, comme un groupe additif. Quels sont 

les groupes homomorphes a C? 

8. Automorphismes intérieurs. — Etant donné un élément a d’un 

groupe G, considérons l’application « de G en lui-méme définie par 

(1) CD =e aia 

A chaque élément a du groupe G correspond une telle application. La 

reégle de simplification étant valable dans G, a est une application 

biunivoque de G sur lui-méme. D’autre part, cette application est 

réguliére pour l’opération de G, car ona 

a(ry)=axya'*=azrataya't=(axr)(ay), 

a est donc un automorphisme du groupe G (c’est-a-dire un isomor- 

phisme de G avec lui-méme). 

Les automorphismes définis par la relation (1) sont appelés automor- 

phismes intérieurs du groupe G. Les autres automorphismes, s’il en 

existe, sont par définition les automorphismes extérieurs. 

Tutorime. — Les automorphismes intérieurs forment un groupe 

homomorphe a G. 

Considérons l’application 

(2) a>a 

2 : : : : du groupe G sur l’ensemble I des automorphismes intéricurs, définie 
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par la relation (1). Au produit ba correspond l’automorphisme 9 défini 
par 

92 = ba.x.(ba)—' = baxa—'b—' = B(axa—) = B(ax) = Bax, 

c’est-a-dire le produit, au sens de la composition des transformations, 
des automorphismes « et 6 correspondant a a et b. L’application (2) 

de G sur I est done un homomorphisme : Vensemble I des automor- 
phismes intérieurs, étant homomorphe au groupe G, est lui-méme un 
groupe. 

Du théoréme précédent résulte, d’aprés le théorgme d’homomor- 

phisme, que le groupe I des automorphismes intérieurs est <somorphe 

au groupe-quotient de G par l’un de ses sous-groupes invariants. Celui-ci 

est l'ensemble des éléments m de G auxquels correspond, dans I, l’auto- 

morphisme unité ¢ | 

mzm—4= 2, c’est-a-dire ma—=a2m pour tout ve G. 

L’ensemble de ces éléments m est donc le centre Z de G, et le groupe T 

des automorphismes intérieurs d’un groupe G est isomorphe au 

groupe-quotient du centre 

T~G/Z. 

Etudions maintenant le groupe I des automorphismes intérieurs, en 

tant que groupe de transformations opérant dans G. L’élément 

OCOD Cae 

est appelé transformé de x par a, ou encore élément Y-conjugué, 

plus briévement conjugué, de x. De méme, le complexe 

aH = aHa-! 

est appelé transformé de H par a, ou complexe T-conjugué du com- 

plexe H. 

Les éléments invariants par I étant ceux du centre, qui comprend au 

moins |’ément-unité e, le groupe [ est intransitif. Son équivalence 

de transivivité, G, est définie par r= y(@) s'il existe a€G tel que 

y —azxa". Les classes de G modulo & ‘sont appelées classes d’élé- 

ments conjugués. La classe modulo © qui contient un élément du 

centre, se réduit a cet élément. 

Soit X la classe contenant un élément quelconque 2. Sinous écrivons 

que les transformés de x par a et 6 coincident, 

(3) axa-!=bxrb-!, 
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nous définissons entre a et 6 une relation réflexive, symétrique et tran- 

sitive, qui est par conséquent une éguivalence & dans G. De plus, 

cette équivalence est réguliére a gauche, car (3) entraine, en désignant 

par r un élément quelconque de G 

COE le Tae LOO atlas, cest-a-dire ra=rb(6). 

Les différents conjugués de x correspondent donc biunivoquement aux 

“classes modulo 6, c’est-a-dire aux classes 4 gauche de G par rapport au 

sous-groupe N,, classe-unité modulo &. Or, les éléments n de la classe- 

unité sont ceux pour Jesquels on a 

NEN = OL Ca 1h, cest-a-dire nx=2n, 

et le sous-groupe N; est, par conséquent, l'ensemble des éléments 

de G qui sont permutables avec x. On Vappelle le normalisateur de x. 
Nous avons ainsi établi la proposition suivante (qu’on peut aussi ratta- 

cher au théoreme 1 du § 5) : 

Tutorime. — Les différents conjugués d’un élément x corres- 

pondent biunivoquement aux classes a gauche de G par rapport au 

normalisateur N,. St la classe X est finie, son ordre — est égal a 

Vindex de N, dans G. St G lui-méme est fini et d’ordre v, & divise v. 

En supposant G fini, désignons par ¢ l’ordre de son centre Z, 

par &1, ..-, & les ordres des classes X,, ..., X, qui comprennent plus 

d’un élément, nous avons 

(4) v=CO+ E+ bot... + Ex. 

On donne a cette relation le nom d’équation des classes. Nous en indi- 

qucrons l’application suivante (') : 

St G est un groupe d’ordre p”", ow p est un nombre premier, son 

centre L ne se réduit pas a l’élément-unité. L’égalité Z=(e) 

(1) On démontre aussi, a partir de cette équation, le théoreme de Frobenius : 

G étant un groupe fini d’ordre N et C une classe d’éléments conjugués d’ordre h, 
le nombre des solutions x de x"E€C est un multiple du p. g.c. d. de hn et de N. 

En particulier, si n divise N, le nombre des solutions de 2"=e, ou e désigne 
Pélément-unité de G, est un multiple de n. Pour la démonstration, voir FRoBENIUS 

(Uber einen Fundamentalsats der Gruppentheorie, Berlin, Sitzungsber, 1903, p. 987; 
1907, p. 483), ainsi que A. Spriser ( Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 
Berlin, Springer, 1927, p. 44) et H. Zassennaus (Lehrbuch der Gruppentheorie, t. 1, 
Leipzig-Berlin, 1937, p. 26). 

Le théoréme de Frobenius a été généralisé par Dusugue (Rec. Math. Moscou, t. 5, 
(47), p- 189). 
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entrainant €=1, serait en effet en contradiction avec Péquation (4), 
ou v est égal a p” et ot les £; sont des diviseurs de v différents de l’unité, 
donc des multiples de p. 

Plus généralement, le normalisateur Ny d’un complexe C est 

Yensemble des éléments de G qui sont permutables avec C. On voit, 

comme plus haut, que les différents conjugués de C correspondent 

biunivoquement aux classes a gauche de G par Bg a Ne. Se 

leur nombre est fini, c’est l’index de N, dans G. 

Si le complexe considéré est un sous-groupe S, les complexes 

conjugués aSa, transformés de S par des automorphismes intérieurs 

sont des sous-groupes de G, appelés groupes conjugués de S. Pour 

qu’un sous-groupe soit invariant dans G, il faut et il suffit qu’il coincide - 

avec tous ses conjugués, ou encore que son normalisateur soit le 
groupe G lui-méme. 

Le normalisateur Ng d’un sous-groupe S est le plus grand sous- 

groupe contenant S comme sous-groupe invariant. En effet, il résulte 

d’abord de la définition de Ng que S est sous-groupe de Ng, et invariant 

dans Ng. D’autre part, si H est un sous-groupe dont S est sous-groupe 

invariant, on a, pour toutheH, 

[Peasy Pe eaS\4 donc AENs et HENs. 

Exercices. — 1. Quels sont les automorphismes du groupe cyclique d’ordre 3? 

2. L’ensemble de tous les automorphismes d’un groupe G est un groupe 

intransitif I). Le groupe I des automorphismes intérieurs est un Sous-groupe 

invariant de I. 

3. Soit x un élément d’un groupe G. Le sous-groupe cyclique (2) est sous- 

groupe invariant du normalisateur N, de 2. 

4. Quel est Pordre du centre dun groupe non abélien d’ordre p*, p désignant 

un nombre premier ? 

5. Si H est un sous-groupe d’un groupe G, l’intersection I et la réunion com- 

pléte R des conjugués de H sont des sous-groupes invariants de G. 

D. — EQUIVALENCES REGULIERES DANS UN ANNEAU. 

9. Classification des anneaux. — Nous avons défini plus haut 

(chap: II, § 10, p. 138) un anneauw A comme un domaine ou existent 

deux opérations, une addition et une multiplication, avec les pro- 

priétés suivantes : 
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A est un groupe abélien par rapport a Vaddition; 

A est un demi-groupe par rapport a la multiplication (*); 

La multiplication est distributive par rapport a laddition. 

L’anneau A est dit commutatif si sa multiplication est commutative, 

ce qu’on ne suppose pas nécessairement (2). La formule du binome 

(2+ a= 22+ Clarta+...+ Char*ak+...+a" 

est valable dans tout anneau commutatif. Les coefficients du binome Ci, 

désignés souvent aussi par la notation ({) ont pour valeur (*) 

n(n—1)...(n—kK+1) _ n! 

Chg Sbhes ki = Fa ey 

Dans tout anneau A, la multiplication est distributive, non seule- 

ment par rapport a l’addition, mais ausst par rapport @ la sous- 

traction, ce qui entraine qu’un produit est nul dés qu'un facteur Vest 

(chap. IIT, § 10, p. 139) 

Op = 62 (0) 3 (0) pour tout weA. 

Dans Vanneau des entiers CG et dans ses sous-anneaux (tels que 

Vanneau des entiers pairs ou celui des multiples d’un nombre donné m), 

cette condition suffisante pour qu’un produit soit nul est également 

nécessaire : le produit de deux entiers différents de zéro est différent 

de zéro. Mais il n’en est pas ainst dans tous les anneaux. Nous avons 

en effet, dans l’'anneau C/(4) des classes résiduelles modulo 4 (cf. §4, 

p- 143 et § 2, p. 148), Pégalité (+) 

Zari 0: avec 240. 

Cette remarque conduit aux notions suivantes : 

(1) En d’autres termes, la multiplication est associative. 

(*) Les anneaux non commutatifs les plus importants sont les systémes hyper- 
complezes et les anneaux de matrices. 

(*) Démonstration ‘immédiate par récurrence sur n, au moyen de la formule inter- 
médiaire 

beek k-1 Gr Gye 1G, 246 

On peut remarquer aussi que Cé est le nombre de combinaisons, sans répétitions, 
de n lettres k a k (on pourra se reporter & un traité de mathématiques spéciales ou 
de mathématiques générales). 

(‘) On voit qu’un anneau-quotient o/R, défini par une équivalence réguliére R, peut 
posséder des propriétés algébriques nettement différentes de celles de l’anneau 0, 
auquel il est homomorphe. 
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Dans un anneau A, un élément a tel quwil existe un élément non nul ay, 
vérifiant la relation 

aa,=o0 (a1 0), 

est appelé diviseur de séro a gauche. De méme, a est diviseur de zéro 
a droite sil existe au moins un élément non nul a, tel que 

aa=o (a24 0). 

Dans un anneau commutatif, ces deux notions coincident. 

Le produit ra, ot r est un élément quelconque de A, est diviseur 

de zéro a gauche en méme temps que a. L’ensemble des diviseurs de zéro 
a gauche ct a droite est multiplicativement permis. 

L’élément zéro est un diviseur de zéro. Un diviseur de zéro non nul 

est dit véritable diviseur de zéro, ou diviseur de zéro, sans plus, si 

aucune confusion n’est a craindre. 

Un élément d’un anneau A est nilpotent si l'une de ses puissances 

est nulle 

at=o. 

Tout élément nilpotent est diviseur de zéro. Par exemple, |’élément 2 

dans Vanneau C/(4) est nilpotent. L’élément 2 dans l’anneau C/(6) est 

un diviseur de zéro, mais n’est pas nilpotent. 

Pour qu'un anneau A ne posséde pas de véritables diviseurs de zéro, 

il faut et il suffit que l'ensemble A*= A —{0} sowt fermé par rap- 

port a@ la multiplication, il en est ainsi dans le cas d’un corps (chap. IL, 

§ 10, p. 140) : un corps n'a pas de diviseurs de zéro (véritables). 

D’une facon générale, quand un anneau A n’a pas de véritables diviseurs 

de zéro, A* est un semi-groupe multiplicatif, car la relation 

DP OA (Z Oe A10)) 

entraine 
(a—b).x#=0, donc a—b=o, 

et la régle de simplification a droite (par exemple) est valable dans A“ 

par rapport a la multiplication. 

On donne le nom de domaine d’intégrité 4 tout anneau commutatf 

sans véritables diviseurs de zéro. L’anneau des entiers C est un domaine 

d’intégrité, tandis que C/(4) n’en est pas un. Cherchons a quelle condi- 

tion l’anneau des classes résiduelles C/(m) est un domaine d’intégrité. 

Il faut que m soit premier, car, dans le cas contraire, la rela- 

lion ab = m, 01 a et b sont distincts de 1 et de m, entraine pour les 

P. DUBREIL. 13 
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classes & et b correspondantes 

ab = O, avec aetb +O, 

Cette condition est également suffisante, car sim = p, ou pest premier, 

et sia est une classe différente de zéro, tout nombre de cette classe est 

premier a p et son produit par un autre nombre 6 n’est multiple de p 

que si b est multiple de p : les relations 

ab = O, a<O 

entrainent donc 

b=0. 

L’ensemble des éléments non nuls du domaine d’intégrité C/(p) est 

donc, par rapport a la multiplication, un semi-groupe fini et, par 

conséquent, un groupe (chap. III, § 2, p. 106) : C/(p) est donc un 
corps de p éléments (champ de Galois). Le méme raisonnement montre 

que tout domaine d’intégrité fini est un corps. L’anneau des entiers C 

est un exemple simple de domaine d’intégrité infini qui n’est pas un 

corps. 

Considérons, dans un anneau quelconque A, le groupe cyclique 

additif engendré par un élément x. Si ce groupe est fini quel que 
soit EA, et si son ordre 2, divise un entier positif M indépendant 

de x, cet ordre a, n’a, quand x décrit A, qu’un nombre fini de valeurs 

possibles a,, %2, ..., diviseurs de M; le p. p. c. m. N de ces valeurs a, 

a, ... est le plus petit enter positif tel que lon ait 

Na=="0 pour tout xeA, 

et la relation 

nL =O pour tout xeA, 

ott z est un nombre enter (rn €C) a liew si n est multiple de N et seu- 

lement dans ce cas : on dit alors que l’anneau: A est de caractéris- 

tique non nulle N. 

Dans le cas contraire, 0 est le seul entier 7 tel que 

nz=0 pour tout reA, 

on dit que A est un anneau de caractéristique nulle. 

Le cas ot l’anneau A admet un élément-unité e (élément-unité a 
gauche, par exemple, si l’anneau A n’est pas commutatif) est particulié- 
rement simple. On a, en effet, pour tout entier positif 7, 

AES=SHL+ ..+e=(e+...+e)e = nea} 
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de sorte que l’expression nx peut étre regardée comme le produit de 
deux éléments de Vanneau A, ne et x. Pour abréger, élément ne 

sera, a partir de maintenant, désigné par n, mais, lorsqu’il y aura lieu 

de préciser que n n’est pas un nombre naturel ordinaire, nous écri- 
rons ne A. 

Dans ces conditions, pour que |’on ait 

(PEA o) pour tout weA 

(donc en particulier pour z =e), il faut et il suffit que 

n=0 (n= need). 

_ Par suite, pour qu’un anneau A possédant.un élément-unité (a gauche 

par exemple) e sovt de caractéristique non nulle, il faut et il suffit 

que le groupe cyclique additif (e) soit fini, et la caractéristique de A 

est gale a l’ordre de ce groupe. 

Un anneau A sans véritables diviseurs de zéro a une caractéris- 

tique égale soit a zéro, soit a un nombre premier p. 

Si, en effet, la caractéristique était nn! (n, n' A 0, 1), i existerait dans 

Panneau A des éléments a, b tels que l’on ait 

na #0, n'bAo; 

on aurait alors 
NOT O=" 711 a0 ==") 

contrairement a l’hypothése qu’il n’existe pas de diviseurs de zéro. 

En particulier un domaine d’intégrité, un corps (commutatif ou 

gauche), sont de caractéristique nulle ou de caractéristique p 

(p premier). 

Dans un anneau A sans véritables diviseurs de zéro, si Von a une 

relation de la forme 

na=o (néeC, aeA), 

avec a0, lentier n est multiple de la caractéristique, done nul 

st A est de caractéristique nulle, multiple de p si A est de caracté-_ 

ristique p. On a, en effet, pour tout re A, 

TS Ch CES 0GEO CIOL d’ou DESO, 

et n est multiple de la caractéristique. 

Exemples. — L’anneau des entiers Cet ses sous-anneaux sont de caracté- 

ristique nulle. 

L’anneau C/(m) des classes résiduelles modulo m a la caractéristique m; si m 

est premier, m =p, cet anneau est un corps de caractéristique p. 
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Des régles de calcul remarquables se présentent dans les anneaux 

commutatifs de caractéristique p(p3#o), en particulier dans les 

corps commutatifs de caractéristique p. Dans un tel domaine, les 

coefficients 

Ad Bk EE et ee ee 

dans le développement de (z+ a)” sont tous multiples de p, puisque, 

2, ..., k étant premiers a p, leur produit est aussi premier a p, donc 

divise (p—1)...(p—k-+1). Nous avons donc 

Char—kak= oO; 

d’ou 

(1) (2+ ay = xP + aP 

et, en remplacant x par x — a, 

ie) (2—a)jp= xP—apP. 

Ces formules entrainent, de proche en proche, 

(2) (A, + Qg+...+ aml = ah+ ab+...+ ah, 

(3) (2 + apf = arf + arf, 

(3') (a — a)rt = xrS — ael, 

En supposant que l’anneau considéré A ait un élément-unité e, et en 

prenant dans (2) 

Qa —t1— a er 

nous obtenons 

mP=m (meéA). 

Cette relation est valable en particulier dans le corps des classes rési- 

duelles C/(p) : il en résulte qu’on a, pour tout nombre naturel z, 

LP =z (mod p), 

propriété connue sous le nom de théoréme de Fermat (cf. § 4, 
exerc. 4, p. 158). 

Exercices. — 1, Dans un anneau avec élément-unité, un élément qui a un 

inverse a gauche n’est pas diviseur de zéro a gauche. Dans un domaine d’inté- 
grité, si ’on a une égalité de la forme 

Oy = OG 

ou a est un élément particulier non nul, e est élément-unité. 
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2. Combien y a-t-il de diviseurs de zéro dans l’anneau des classes résiduelles 
modulo m, C/(m)? 

3. On considére un nombre naturel m = p%:... p%r, od les p; sont des nombres 

premiers différents. Combien l’anneau C/(m) admet-il de diviseurs de 2éro 
nilpotents ? 

Quels sont les nombres m tels que : 

1° Zéro soit le seul diviseur de zéro nilpotent ? 

2° Tout diviseur de zéro soit nilpotent ? 

10. Notion d’idéal. — Soit A un anneau que nous ne supposons pas 

nécessairement commutatif. Considérons dans A une équivalence R 
que nous supposons 

Réguliére par rapport a Uaddition; 

Réguliére a droite par rapport a la multiplication. 

Soit m la classe-zéro modulo ®, c’est-a-dire la classe qui contient 

lélément-zéro de A. Cette classe m posséde les propriétés suivantes : 

1. M est’ un sous-groupe abélien par rapport a lVaddition, ou 

sous-module, de A : en d’autres termes, les relations aem, bem 

entrainent a—bem. 

1 bis. La relation r=y(R) équivaut a x—yem, et les classes 

modulo ® sont les complexes x + ™ distincts. 

En effet, si ’on considére l’anneau A comme un groupe additif, la 

classe-zéro m joue le réle de classe-unité, et les propriétés précédentes 

sont celles qui ont été établies au chapitre IV, (§ 3 et 6), la notation 

multiplicative étant remplacée ici par la notation additive. 

2. Au point de vue multiplicatif, mW est un complexe permis a 

droite, c’est-a-dire que la relation aEM entraine ax Em quel que 

soit EA. 

En effet, la relation ae m équivaut a 

a=o (R), 

d’ou, puisque KR est réguliére a droite 

ar=o (R), cest-a-dire axem. 

Alors que la propriété 1 bis caractérise V’équivalence ® a partir de la 

classe-zéro m, les propriétés 1 et 2 concernent uniquement cette classe 

en tant que sous-ensemble de l’anneau A. 
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Définition. — On donne le nom d’idéal a droite dans Vanneau A 

a tout sous-groupe additif de A qui est multiplicativement permis a 

droite dans A. Pratiquement, pour qu’un sous-ensemble non vide m 

de A soit un idéal a droite dans A, il faut et il suffit que vem, bem 

entrainent a— bem et que aE M entraine az EM pour tout TE A. 

Par rapport a l’équivalence R considéré ci-dessus, la classe-zéro m 

est donc un idéal a droite. 

Donnons-nous inversement un ‘déal a droite m dans Vanneau A : 

m est sous-groupe additif de A, donc l’équivalence ® définie par la 

propriété 4 bcs est réguliére par rapport a l’addition; m est d’ailleurs la 

classe-zéro modulo ®. Enfin, R est réguliére a droite par rapport a la 

multiplication, car la relation 

a=b (R), cest-a-dire a—bem 

entraine, puisque m est idéal a droite, 

(a— b)xem, cest-adire az=bx (R) 

quel que soit re A. 

Il y a donc, dans tout anneau A, correspondance biunivoque entre 

les équivalences réguliéres par rapport a Vaddition, réguliéres a 

droite par rapport a la multiplication, et les itdéaux a droite. 

On définit d’une maniére analogue les <déaux a gauche dans A 

comme sous-groupes additifs de A, multiplicativement. permis a 

gauche. Les idéaux a gauche correspondent biunivoquement aux équiva- 

lences réguliéres par rapport 4 l’addition et réguliéres a gauche par 
rapport a la multiplication. 

On donne le nom d’idéal bilatére a tout sous-ensemble qui est a la 

fois idéal a droite et idéal 4 gauche : les idéaux bilatéres correspondent 
biunivoquement aux équivalences réguliéres par rapport a l’addition et 
a la multiplication. 

Dans un anneau cummutatzf, les trois notions d’idéal:a droite, d’idéal 

a gauche et d’idéal bilatére coincident; tout sous-module multiplicative- 
ment permis est appelé zdéal. 

Soient m un ddéal bilatére dans un anneau A (non commutatif) 
et R Péquivalence réguliére correspondante. Les classes modulo R sont 
appelées classes résiduelles modulo m. La relation r=y(R) s’écrit 
ordinairement 

c=y (m) 
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et s’énonce : « z-congru a y modulo m » (+). L'ensemble-quotient A/R 
est homomorphe a A (chap. IV, § 2, p. 146 et 148); c’est donc un 
anneau, appelé anneau des classes résiduelles modulo m et désigné 
ordinairement par la notation A/nt. 

Inversement, si un anneau A est homomorphe 4 A, l’équivalence 
@’homomorphisme R est réguliére par rapport a l’addition et a la mul- 
uplication et, par conséquent, l’ensemble m des éléments de A qui ont 

pour image l’élément-zéro de A, c’est-d-dire la classe-zéro modulo KR, 

est un idéal bilatére (7). On a (chap. IV, § 2, p. 147) 

A~A/R = A/m, 

ce qui constitue le théoréme @homomorphisme pour les anneauz. 

Stun anneau A est homomorphe aun anneau A, Aw A, Vensemble 

des éléments de A qui ont pour image U élément-zéro de A est un idéal 

bilatére m et on a Visomorphisme d anneaux 

A ~ A/m. 

L’égalité est, dans tout anneau A, une équivalence réguliére : l’idéal 

correspondant, qui se compose du seul élément 0, est appelé zdéal-zéro 

et désigné par (0). A l’équivalence absolue correspond l’anneau A lui- 

méme, qui est appelé cdéal-unité, et désigné par (1) lorsque A admet 

un élément-unité 1. Quand il en est ainsi, pour qu’un idéal m coincide 

avec A, il faut et il suffit que l’on ait 

rem. 

Tutoreme. — Dans un corps K, tl n’existe pas dautres idéaux 

que Vidéal-zéro et Vidéal-unité. 

(*) En partieulier, la relation zem s’écrit souvent sous la forme z = 0 (m)- 

(7) Ce fait peut aussi se vérifier directement. L’homomorphisme considéré A ~ A est 

une application a->a de A sur A, telle que l’on ait 

at+b=a+b et ab = ab. 

Donc, si deux éléments a, b de A ont pour image O dans A, nous avons 

Gab 10. 
et, pour tout reEA -. Sl tl al 

ax=o02=0, La=20=0, 

ce qui prouve que l’ensemble m est un idéal bilatére dans A. D’ailleurs, d’aprés le 

théoréme d’homomorphisme pour les groupes, m est un sous-groupe additif de A; c’est, 

de plus, un sous-ensemble multiplicativement permis (§ 2, th. 3, p. 149). 
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Soit m un idéal de K. Si m est différent de (0), il existe au moins 

un élément a non nul de K appartenant a m. Or, la relation aem 

entraine 
aa! aaa 1 Sn, done m=K. 

. 

Tout idéal m (d’un seul cdté ou bilatere) dans un anneau A est sous- 

anneau de A. La réciproque n’est Gvidemment pas vraie : un sous-anneau 

est multiplicativement fermé, tandis qu’un idéal est multiplicativement 

permis, condition plus forte ('). 

Exemple. — Dans l’anneau C des entiers, les congruences arithmétiques sont 

réguliéres : la classe-zéro modulo m, ensemble des multiples km de m (k entier 

relatif arbitraire ) est donc un idéal, que l’on désigne par (77). 

Exercices. — 1. Dans un anneau A, commutatif ou non, on considére un élé- 

ment a. L’ensemble a des éléments EA tels que |’on ait 

(16) 0p 

est un idéal a droite. 

2. Dans un anneau commutatif A, l'ensemble des éléments nilpotents est un 

idéal. Plus généralement, l’ensemble des éléments de A dont une puissance 

(positive) appartient a un idéal donné a, est un idéal r, contenant a, et appelé 

radical de a. 

11. Idéaux d’un anneau; opérations fondamentales. -— L’ensemble Jz 

des idéaux a gauche d’un anneau R(que nous ne supposons pas commu-~ 

tatif), Vensemble Jq des idéaux a droite, l'ensemble J des idéaux bila- 

téres, vérifient chacun les conditions de Moore : par exemple, a. RE Fg; 

b. Toute intersection d'idéaux a gauche est un tdéal a gauche : en 

effet, cette intersection, non vide puisqu’elle contientl’élément-zéro de R, 

est d’une part un sous-groupe additif de R, d’autre part un ensemble 

multiplicativement permis a gauche dans R. 

Il en résulte que Jz, Ja et J, ordonnés partiellement par la relation 

d@inclusion, sont des ¢recllis complets, contenus dans le treillis S des 

sous-groupes additifs de R; comme on I’a vu, S est un treillis com- 

plet et modulaire. Or, le plus petit sous-groupe additif a= ym 

. megs 

contenant tous les tdéaux dune famille & (non vide) @idéaux a 
gauche, est déja un idéal a gauche. En effet, tout élément a de a est 

(*) Nous pouvons d’ailleurs donner, en anticipant un peu, l’exemple suivant. 
Lensemble C des entiers relatifs est un sous-anneau du corps des nombres ration-— 
nels; il n’est pas un idéal dans I. 
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une somme finie 

a=m+...+M, 

d’éléments m; d’idéaux m;e # (cf. chap. HI, §5, th. 3, p. 116) et nous 
avons, pour tout reR, 

ra=rm+...+rm, ou rm; em, 

donc 

raed 

Lunion dans J, (et, de méme, dans Jq ou dans J) coincide, par 

conséquent, avec la somme, ou réunion complete, des idéaux en tant 

que sous-groupes additifs deR: Iz, Jaet JI sont des sous-treillis deS 

et, par conséquent, des treillis modulaires. 

En particulier, le plus petit idéal A gauche contenant deux idéaux a 

gauche mM, mM, est ’idéal-somme m,-+ mM., ensemble des éléments de la 

forme m,-+ mo, ot mE M;; il est bilatére si mM, et My le sont. 

La relation d’inclusion C, et les deux opérations fondamentales, inter- 

section A et addition +, ont une signification arithmétique qui est 

Porigine d’une autre terminologie. Dans l’anncau C des entiers, pour 

que lidéal (m), ensemble des multiples de m, soit contenu dans lidéal 

(m'), (m)€(m’), il faut et il suffit que m soit un multiple de m': 

m = 0(m’). Pour cette raison, on énonce encore la relation d’inclusion, 

pour deux idéaux (de Jz, ou de Ju, ou de J), mCm’, en disant que m 

est un multiple de m’, mw un diviseur de m, et l’on écrit 

m=o (mm). 

Toujours dans l’anneau C, lintersection des deux idéaux (a), (b) est 

lensemble des multiples communs de a et de 8, done est l’idéal (m), 

m désignant le p. p. c. m. des nombres a, 6; leur somme (a) + (0), 

ensemble des nombres ra + sb, ot. r, s sont des entiers arbitraires, est 

Vidéal (d), ot d est le p.g.c.d. de a et 6(*). Aussi donne-t-on encore 

le nom de plus petit commun multiple a une intersection ,didéaux, et 

écrit-on [@,, M, ..., M] pour AMN...Aa,; de méme, lasomme est 

appelée plus grand commun diviseur et lon écrit (4, M2, ---, Mn) 

pour a+a,.4+...4+ aq). 

-En associant a chaque complexe K CR le plus petit idéal a gauche K 

le contenant, intersection de tous les idéaux a gauche contenant K, 

(1) On sait, d’aprés Valgorithme d’Euclide, que d est de la forme ra + sb. Cette pro- 

priété bien connue sera rattachée plus loin (chap. VI, § 3, p. 316) a des théorémes 

généraux. 
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nous définissons, dans R, une fermeture puisque J, vérifie les condi- 

tions de Moore : cet idéal K est, par définition, '¢déal a gauche engen- 

dré par le complexe k. 

Tout idéal a gauche mM contenant un élément a contient 

aC pi@= 3a,7 3c, 

et 

a—a=0, OSS — By BAN ss. sh 55 

donc na, ot 7 est un entier relatif quelconque. D’autre part, m contient 

aussi tous les produits ra, ou r est un élément arbitraire de R. Par 

conséquent, la relation @€Mentraine , 

na+raem pour tout neC ettout reR. 

Or, ces éléments na +ra(neC, reR), appelés multiples a gauche 

de a dans R, forment un tdéal a gauche dans R, car nous avons 

(na+ra)—(n'a+r'a)=(n—n')a+(r—r')a, 

avec 

n—n'eC, r—reR 

et 

r(na+ra)=nr.a+r r.a=m14, 

avec 

ry=nr'+rreR. 

Cet idéal est done l’tdéal a gauche engendré par a: un tel idéal a 

gauche, engendré par un complexe réduit a un seul élément, est dit 

principal a gauche et désigné par (a}. La relation ae m, ou M est un 

idéal 4 gauche, équrvaut a (a}Cm. 

St lanneau R posséde un élément-unité e, élément na peut étre 

regardé comme le produit de deux éléments de R : 

1 hi 1 — Ss ou s=neeR; 

alors, tous les multiples de a sont de la forme ra, ou r décrit R, et 

Pidéal principal a gauche coincide avec le complexe-produit : (a |= Ra. 

Il n’en est plus de méme dans un anneau sans élément-unité : Ra est 

encore un idéal a gauche, ona Ra €(a}, mais en général Ra ne contient 
pas @ et l'inclusion est stricte. 

Dans l’anneau R des entiers relatifs pairs, par exemple, l’élément 

6=2+2+2=>3,2 

et, de méme, les éléments (2p + 1)2, appartiennent a lidéal principal 
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(bilatére) (2), mais ne sont pas le produit de deux éléments de l’anneau, 
donc n’appartiennent pas a l’idéal R. 2. 

Plus généralement, l’ensemble a des sommes 

h 

> (nat riai), n:eC, : r,ER, 

t= ; 

c’est-a-dire des sommes de multiples a gauche d’éléments fixes ai, ..., 

ax, est Yidéal a gauche engendré par l’ensemble de ces éléments. 

Inversement, on dit que l’ensemble {Qi, ..., A} est une base de cet 

idéal a- gauche, et l’on écrit 

a = (a4, ..., an}3 

a est la somme des idéaux principaux a gauche (a;}. On dit qu’un idéal 

a gauche tt admet une base finie s’il est susceptible de ce mode de 
génération. 

Si deux idéaux a gauche ont des bases finies 

h k 

&= (410-1, nj = >, (a1), Wl be catnbh im SOAs 

i=1 al 

Pidéal a gauche a+, somme des idéaux principaux (a;}, (b;}, a, lui 

aussi, une base finie : 

h k 

a+ b=) (ai) +> (d)) Seared ben orl: 
i4 j=1 

On peut aussi établir cette propriété en remarquant que l’idéal a +- b 

est le groupe composé des groupes additifs a et b, et en appliquant le 

théoréme 2 du chapitre III (§ 5, p. 115). 

Il n’est pas nécessaire d’énoncer les propriétés symétriques des pré- 

cédentes; si un tdéal a droite a admet une base finie { a,,'..., aa}, on 

écrit 
Os Ase, Ch) 

Liidéal bilatére principal (a) engendré par un élément a, c’est- 

a-dire le plus petit idéal bilatére contenant «, est visiblement Vidéal 

engendré par les multcples bilatéeres 

na+ra+ar+ryare (née, r, 7’, r1, r2€R). 

Dans un anneau commutatif, ces multiples sont tous de la forme 
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nara; si, en outre, l’anneau possede un élément-unité, tout multiple 

de a est de la forme ra ct ona 

(a) = Ra. 

Dans un anneau non commutatif avec élément-unité, tout multiple 

de a est de la forme ry ars, et Vidéal bilatére principal (@) est engendré 

par le complexe RaR. 

Un idéal bilatére, en particulier un idéal dans un anneau commutatif, 

admet une base finie, 

(Chic eee) an); 

s'il est engendré par un ensemble fini {a, ..., a}, appelé base de 

Vidéal. 

On remarquera qu’un méme idéal peut admettre des bases différentes. 

On a, par exemple, dans l’anneau C des entiers : 

(1) =(—1) =(3, 4) =(2, 5), 

(2) = (6, 8). 

Les modes de génération précédents fournissent des procédés simples, 

souvent employés, pour définir ou pour construire des idéaux dans un 

anneau donné. ‘Ils ont aussi un grand intérét théorique, comme le mon- 

trent les notions suivantes. 

Un anneau a idéauxr principaux (ou anneau principal) est un 

anneau commultatif ot tout idéal est principal. Plus généralement, un 

anneau commutatif dans lequel tout idéal admet une base finie, est 

appelé noethérien (+). On dit aussi qu’un tel anneau vérifie l’axiome de 

la base finie. Tout anneau finiestnoethérien; tout corps est un anneau 

noethérien. 

Tutorime. — L’anneau C des entiers est un anneau a tdéaux 

principaux, done noethérien. 

L’anneau C est, en effet, un groupe cyclique additif, d ordre infini, 

engendré par 1. Tout idéal m, dans C, est un sous-groupe additif de C, 

(‘) Du nom de la mathématicienne Emmy Noether, a qui est due l’étude de ces 
anneaux et la théorie axiomatique des idéaux : cf. Jdealtheorie in Ringbereichen, 
Math. Ann., t. 83, 1921, p 24-66, et Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebrai- 
schen Zahl und Funktionenkérpern, Math. Ann. t. 96, 1926, p. 26-64. Nous rencontre- 
rons, comme application d’un théoréme du a Hilbert, deux types importants d’anneaux 
noethériens au chap. VI, § 5, p. 33r. 
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donc un groupe cyclique (chap. III, § 4, p. 112) et nous avons (fy 

nve—"1(770)) 

Lorsqu’un anneau R est sous-anneau d’un anneau RB’, il existe entre 
les idéaux de R et ceux de R’ une correspondance remarquable étudiée 
par Grell (*). Soit m un idéal 4 gauche, par exemple, dans Panneau R : 
associons-lui lidéal fm qu’il engendre dans BR’; ; fm est appelé extension 
de m. A un idéal a gauche, mv, de l’anneau R’, associons, dans R, 
ensemble ow — mnR qui est évidemment un idéal a gauche de R, 

appelé contraction de m. 

Chacune des applications uniformes /, 9 est ‘sotone (propriétés 1a, 

t'a, p. 121). De plus, ona les propriétés. 

(2a) mcofm= fmnR- 

et 

(2'a) m 2Bfom' = f(wnR), 

puisque /(i’R) est le plus petit idéal a gauche de l’anneau R’ conte- 

nant le complexe mq R(‘Cm’). La correspondance entre le treillis com- 

plet Jz des idéaux a gauche de R et le treillis complet J, des idéaux a 

gauche de R’, définie par les deux applications uniformes f, 9, est donc 

une correspondance de Galois inversée (chap. III, § 6). Les éléments 

fermés, c’est-a-dire les idéaux de R qui sont contractions et les idéaux 

de R! qui sont extensions forment des treillis complets G, G', et se cor- 

respondent biunivoquement par les applications f et ¢ (=f); enfin, 

cette application biunivoque et isotone de G sur G est un csomorphisme 

pour les opérations de ces treillis, @est-a-dire pour l’intersection et 

Vaddition des idéaux (cf. chap. II, § 6, p. 123). 

(1) On peut encore exprimer ce résultat en disant que, dans l’anneau C des entiers 

de signe quelconque, les congruences arithmétiques sont les seules équivalences réguli¢res 

par rapport a addition (donc les seules réguliéres 4 la fois par rapport a l’addition et 

a la multiplication). Mais il existe de nombreuses équivalences réguliéres seulement 

par rapport a la multiplication, par exemple : 
1° B= y(@,) si les décompositions de x et y en facteurs premiers contiennent le 

nombre premier p avec le méme exposant [on a 1= 3 et 2 # 4(@,)]; 

2° Dans C—{o} ou dans N, 2 = y(&) si xy est un carré parfait. 

(7) H. Grewt, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe (Math. Ann., 

t. 97, 1927, p. 490-523). Voir aussi W. KruLt, Jdealtheorie (Ergebn. der Math., IV, 

t. 3, 1935, §7). Nous étudions ici cette correspondance comme correspondance de 

Galois inversée ; Vinterprétation au moyen des fonctions multiformes, vue plus 

haut pour les correspondances de Galois générales (ordinaires ou inversées), a été indi- 

quée par: M. L. Duprem-Jacotin, Quelques propriétés des applications multiformes 

(C. R. Acad. Sc., t. 230, 1950, p. 806-808). Les auteurs précédents considérent le cas 

d’anneaux commutatifs avec élément-unité. 
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Dans un anneau R que nous ne supposons pas nécessairement commu- 

tatif, considérons un idéal a gauche a, un complexe quelconque C et 

l’ensemble M des produits ac, o1 aed, ce C. Le groupe additif M 

engendré par M est un idéal a gauche. En, effet, puisque @ content 

—aenmeéme temps que a, M est l’ensemble des sommes finies 

Sesto adeeinaydy (ajea, ccEC) 

(cf. chap. III, § 3, p. 110) et cet ensemble est multiplicativement per- 

mis a gauche dans R, puisque nous avons, pour tout re R, 

rs = ra, +...+ 7a co, ou ra;Eea, 

donc rs appartient 4M en méme temps que s. L’idéal a gauche m=M 

est appelé idéal-produit de Vidéal a par le compleze C, et désigné 

par aC; quand C se compose d’un seul élément, C={c}, on emploie 

la notation simplifiée ac (dans ce cas, d’ailleurs, l’idéal-produit coincide 

avec le complexe-produit M). 

Le complexe C est souvent un ‘déal a gauche b; on a alors 

ab Cb. 

St a est un tdéal bilatére, on a aussi 

abCa, 

dot 

(1) abCanb. 

La multiplication des idéaux a gauche est associative : 

1 ( Mo 3 ) => (G1 Me ) a3. 

On peut donc parler du produit d’un nombre quelconque d’idéaux a 

gauche et, en particulier, des pucssances (entiéres et positives) m* d’un 

tel idéal m. 

Nous n’énoncerons pas les définitions et propriétés symétriques des 

précédentes, mais nous remarquerons que le produit ab d’un idéal a 

gauche a par un idéal a droite b est un idéal bilatére; si, de plus, 
a et b admettent des bases finies, 

a =(a, ..., ar}, Di Ogee rae OF))s 

Pidéal bilatére ab admet la base finie 

WC Ota pe (COLO feo te PO Je 

Cette régle et la formule (1) sont valables en particulier s'il s’agit 
didéaux bilatéres ou d’idéaux d’un anneau commutatif. 
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Remarque. — Dans un anneau R possédant un élément-unité e, 

Vidéal a gauche C engendré par un complexe C n'est autre que 
Lidéal-produit RC, dans lequel R est considéré comme idéal a gauche. 
Nous avons, en effet, 

C=eC¢CRC, dor C In RC. 

Comme, d’autre part, CG contient nécessairement RC, nous avons 
Végalité 

Dans le treillis J, des idéaux a gauche, par exemple, la multiplica- 

tion respecte la relation @’ inclusion 

ty S mtg entraine am, fam, et mb Cineb, 

quels que soient a, b, m,, M,e Jz. Soit F une famille d’idéaux m; la 
relation 

mE > nt 

mex 

entraine, quel que soit ’idéal we Je, 

amca ym ‘ dou y esi ym 

mes nes megs 

Inversement, lidéal a > m \ est le groupe additif engendré par les 

mes 
produits az, ou 

ys 
megs 

ce qui entraine 

L=mMm+...+M, ol mpem, et me, 

d’ot 

ax=am+...+am,€ Sam et a x" )s Dom; 

meg mer megs 

nous ayons finalement l’égalité 

(2) a > ee en (aeIs,F CI), 

mes meg 

formule de distributivité a gauche de la multiplication par rapport a 
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Vaddition. On établit de méme la formule de distributivité a droite : 

(3) (2s) eds (neds, FSIg). 
mes megs 

On a, en particulier, 

es) a(m + m’) = am-+ an’, 

(35) (m + aw )a = ma + ma. 

En résumé, J, est un treillis dans lequel existe, a cété de l’intersec- 

tion et de l’union confondue ici avec l’addition, une troisi¢me opération, 

la multiplication; celle-ci, d’aprés (2!) et (3'), est distributive par 

rapport a Cunion : un treillis de cette nature est appelé trecllis mul- 

tiplicatif (*). 

Notons qu’ici la multiplication, d’aprés (2) et (3), est distributive 

non seulement par rapport aux unions finies, mais par rapport a toute 

union : on dit qu’il y a distributivité générale de la multiplication par 

rapport a l’union. De plus, la multiplication est ici associative, ce que 

l’on peut exprimer en disant que Jz estun demi groupe réticulé (c’est- 

a-dire demi-groupe multiplicatif et en méme temps un treillis, avec 

distributivité ). 

On a, visiblement, les mémes propriétés pour le treillis Jq des idéaux 

a droite, et le treillis J des idéaux bilatéres. Si ’anneau R est commu- 

tatif, la multiplication dans J = J, = Jaq est, en outre, commutative. 

Les relations 

mt, Ams Cnty, my A Ms € ms 

entrainent 

a(n Ames) Cam, Name, 

mais on n’a pas nécessairement Végalité: nous en verrons plus loin un 

exemple (chap. VI, § 5, exerc. 5, p. 343). 

_ Exercices. —1. Soient a et b deux idéaux dans un anneau commutatif R. 
Siagb, on aanb=a,a+b=b, et réciproquement. D’autre part, la relation 
aCb entraine, m désignant un idéal quelconque deR: mnaGmnb,m+aCm+b; 
montrer, par des exemples pris dans |’anneau des entiers C, que les réciproques 
ne sont pas valables. 

(*) Pour létude de cette notion et de quelques autres, plus faibles ou plus fortes, 
voir G. Birkuorr, Lattice theory, chap. XIII : Lattice ordered semi-groups et 
chap. XIV: Lattice ordered groups ; M. L. Dusreit-Jacotin, L. Lestzur et R. Crotsot, 
Lecons sur la Théorie des Treillis, 2° partie, chap. I et II (Growpoides ordonnés, 
demi-groupes demi-réticulés ou gerbiers, groupes réticulés, etc.) 
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2, Etablir, pour deux idéaux a, b d’un anneau commutatif, la relation 

(a, b) [a, b]} =(a +b) (anb)Cab. 

3. Soit e l’élément-unité d’un groupe G, fini ou infini. 

1° L’ensemble des entiers relatifs m tels que l’on ait 

N= e pour tout 2weEG 

est un idéal a = (a) dans l’anneau des entiers C. Pour que l’on ait a ~ 0, il faut 

et il suffit que les ordres des différents éléments de G soient tous finis et ne 
prennent qu’un nombre fini de valeurs distinctes : cette condition étant remplie, 

a est le p. p. c. m. des ordres des éléments de G. L’entier a est, par définition, 

Vexposant du groupe G. Rattacher ad cette notion celle de caractéristique d’un 
anneau. 

_ 2° G étant un groupe d’exposant a > 0, soit p un diviseur premier de a. Si a 

est divisible par p*, mais non par p%+!, il existe dans G, pour tout entier 8 tel 
quer 8 <a, un élément d’ordre p3. En déduire que, dans un groupe abélien T 

d’exposant a > 0, tout diviseur de l’exposant, en particulier l’exposant lui-méme, 

est ordre d’un élément. Dans un groupe abélien [, ’exposant (> 0) est le 
maximum de l’ordre des éléments; s’il est égal 4l’ordre du groupe (supposé fini), 

le groupe est cyclique. 

3° L’exposant d’un groupe abélien fini © d’ordre N est multiple de tout divi- 

seur premier p de N. Si lordre d’un groupe abélien fini I est le produit de 

nombres premiers distincts, est cyclique. 

4. Soit R’ un corps commutatif, R un anneau contenu dans R’, donc un domaine 

d’intégrité. Etudier la correspondance de Grell entre les idéaux de R et ceux 

de R’. Quels sont les idéaux fermés de R? 

42. Idéaux sans diviseurs, idéaux premiers, idéaux primaires. — 

Considérons un idéal m dans un anneau commutatif R. Nous nous 

proposons d’étudier les propriétés de l’anneau des classes résiduelles R/m 

et notamment de chercher a quelles conditions R/m est un corps ou un 

domaine @ intégrité. 

On désigne sous le nom d’déal sans diviseurs (en allemand, teilerlos ) 

un idéal mt n’admettant pas d’autres diviseurs que lui-méme et Vidéal- 

unité R. Un tel idéal est encore appelé maximal. 

Tutorime 1. — Pour que Uanneau des classes résiduelles R/m soit 

un corps, tl faut que Uidéal Mm soit sans diviseurs. St Tanneau R 

posséede un élément-unité, cette condition nécessaire est ausst 

suffisante. 

Désignons par X la classe modulo m qui contient un élément z de R. 

Supposons que R/im sort un corps ¢ si A est une classe différente de la 

classe-zéro m et B une classe quelconque, il existe une classe C vérifiant 

P. DUBREIL. 14 
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la relation 

(1) AC=B. 

Par conséquent, sia est un élément de R n’appartenant pas am, et 6 un 

élément quelconque, il existe au moins un élément c € C tel que l’on ait 

(1) ac=b (m). 

Cela étant, soit nm’ un diviseur véritable de m. I] existe au moins un 

élément a € W qui n’appartient pas a M et, en appliquant ce qui précéde, 

nous obtenons 

b=ac (m). 

dou a fortiori, puisque mCi’, b= ac(m’). 

Or ac =o(m’), d’ot b=o0(m) quel que soit bER; il en résulte 

m’— R et m est sans diviseurs. 

Réciproquement, montrons, en supposant que R posséde un 

élément-unité, que, si M est sans diviseurs, R/m est un corps et, a cet 

effet, que I’équation (1), ou les classes A et B sont données (A+ Mm) 

admet au moins une solution C. 

Soit a un élément de la classe A: a n’appartient pas a m. Nous avons 
donc 

m+(a)=R, 

puisque Vidéal figurant au premier membre est un véritable diviseur 

de m, d’ou, pour tout élément b deR p 

b=m+e2 ou xreE(a) et m=o (Mm). 

Comme R admet un élément-unité, nous avons z = ca, ou cER, d’ou, 

en revenant aux classes correspondantes 

B= CA, 

ce quil fallait démontrer. 

Tout idéal p de l’anneau R tel que l’anneau des classes résiduelles R/p 

soit un domaine d'intégrité est, par définition, un édéal premier. 

Pour que p soit premier, il faut et il suffit, en désignant par O(=p) 
’élément-zéro de R/p, par A, B les classes modulo p qui contiennent 

deux éléments a, 6 de R, que les relations 

AB=0, A+0O, BHO 

soient incompatibles, donc, en revenant aux éléments de RB, que les 
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relations 

abey, agp, beep 

solent incompatibles ‘eh 

Par conséquent, pour qu’un idéal P soit premier, il faut et il suffit 
que les relations 

(2) abey, agp 

entrainent 

(3) bey. 

On peut, dans cette condition, npmplaces les éléments par des idéaux 
et le signe € par le signe € : pour qu’un vale sout premier, il faut 
et il suf fit que les relations 

(2’) abcp, ap 

entrainent 

(3”) yl > 

Si, en effet, (2’) entraine ('), et si deux éléments a, b de R vérifient 

les 'relations (2), les idéaux principaux a—(a), b=(b) vérifient les 

relations (2'); on a donc (3'), d’ot bE P, donc p est premier. 

Inversement, supposons P premier, et soient a et b deux idéaux véri- 

fiant les relations (2’). Il existe au moins un élément a € a n’appartenant 

pas 4p; ona, d’autre part, pour tout be b 

abeabCp. 

Les relations (2) sont donc vérifiées. Comme p est premier, on a la 

relation (3), d’ow 

bSp, 
c’est-a-dire (3'). 

L’idéal-unité est premier. Pour que, dans un anneau R, lidéal (0) soit 

premier, il faut et il suffit que R soit un domaine d’intégrité. 
D’aprés le théoréme 1, tout tdéal sans diviseurs dans un anneau R 

possédant un élément-unité, est premver (puisque tout corps est un 

domaine d’intégrité ). 

Sip est un idéal premier dans un anneau R et sz, en outre, le domaine 

d intégrité R/p est fini, ce domaine est un corps et, par suite, p est un 

idéal sans diviseurs. Ce cas se présente dans l’anneau des entiers C, 

(*) Ou, ce qui revient au méme, que l’ensemble R —p soit multiplicativement fermé. 



200 CHAPITRE IV. 

dans lequcl tout idéal m est principal, m= (m) et ou, par conséquent, 

C/(m) est fini des que mo; il ya donc, dans C, identité entre les 

idéaux premiers non nuls et les ideaux sans diviseurs ; pour que l’idéal 

p = (p) soit premier (p 40), il faut et il suffit que p soit un nombre 

premier. . 

Quant a Vidéal (0), il est premier dans C, mais n’est pas sans 

diviseurs. 

On donne le nom d’idéal primaire, dans un anneau commutatif R, 

a tout idéal q tel que, dans l’anneau R/q des classes résiduelles, tout 

diviseur de zéro soit nilpotent. Pour que q soit primaire, il faut et il 

suffit que les relations (dans R/q) 

AB =O; AL B:~O_ pour tout entier naturel n 

soient tncompatibles, donc, en revenant a l’anneau R, que les relations 

abeq, aéq 

entrainent : 

Il existe un nombre naturel h tel que (*) b' Eq. 

Tout idéal premier est primaire. 

Exemple. — Dans l’anneau C des entiers, tout idéal de la forme q = (p*%) 

ou p est un nombre premier et « un nombre naturel, est primaire (cf. exerc. 3, 
p. 185). 

Pour établir une propriété importante des idéaux primaires, nous 

aurons besoin de la remarque suivante. Considérons un idéal m quel- 

conque dans un anneau R, et h éléments a,, ao, ..., a, de R vérifiant 

des relations de la forme 
a e 

aviem, 

ot les o; sont des nombres naturels. En posant 

; a= (a1, as, soy GHA) 

on ala relation 

a% Cm, 

dés que le nombre naturel a est assez grand. 
eee ee 

(*) On peut encore mettre cette condition sous la forme équivalente 

abeq et aucune puissance de b n’appartient A q 
entrainent 

aeq. 
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Un élément x de a est, en effet, la somme d’un nombre fini de termes 

de la forme 

T = (Ny Ai,+714;,)... (Ng, ai, + Ty Gi, )s 

ou les nx sont des entiers relatifs, les r, des éléments de R, les a;, Cer- 

tains des éléments a4, @2, ..., a,. SiVona 

(4) S04 + Go+...+ 5,—(h —1), 

il existe au moins un indice p, parmi les nombres 1, 2, ..., A, tel 

que a figure dans mx un nombre de fois supérieur ou égal a oy, : 7 appar- 

tient alors a Vidéal (ag*), done a m. Par conséquent, Vinégalité (4) 

entraine a* Cm. 

En particulier, les relations a? Em, 6* Em entrainent 

(ab) etek ay eet) Cm. 

Cela posé, la propriété que nous avons en vue est la suivante. 

Tutoreme 2. — L’ ensemble p des éléments de lanneau R dont une 

puissance appartient a un tdéal primaire q, est un idéal premier, 

diviseur de q, appelé idéal premier associé aq. [ Cet idéal est, d’aprés 

sa définition, le radical de q (cf. exerc. 2, p. 188). On dit aussi que g 

est un idéal primaire appartenant a p J. 

Les relations 

LEP, Vy EP, cest-a-dire 2°€q, yreg 

entrainent 

(Gasp eee cest-a-dire xt yep 

et, quel que soit ER, 

(rx) Eq, donc rzvep. 

L’ensemble p est donc un zdéal. 

Les relations 

abe},, a¢€p 

entrainent 

(ab)o = atbleq et ace g, 

d’ou, q étant primaire, 

(6°) eg, donc bep 

et, par conséquent, p est premier. On a évidemment gq Cp. 
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D’aprés les définitions, on a immédiatement la proposition suivante : 

Les relations abéq et aéq entrainent bep. On en déduit que si 

deux idéaux a, b vérifient wbCq et a€q, on a bCyp. En effet, 

soient } un élément quelconque de b, a un élément appartenant a @ mais 

non a 4: le produit ab appartient a ab, donc a 4; puisque a n’appar- 

tient pas ig, il en résulte bep. 

Si lidéal premier p associé a g admet une base finie, 

— (Pr, P2) +++) Pn), 

ce qui a toujours lieu quand l’anneau R est noethérien, les relations 

Pris 
entrainent 

p* Sq, 

dés que le nombre naturel « dépasse une certaine valeur. La plus petite 

valeur p de « pour laquelle cette relation est vérifiée est appelée exposant 
de Vidéal q. 

L’idéal premier Pp associé a q est le seul tdéal premier qui vérific une 

relation de la forme 

pe Sg Cp. 

Si l’on a, en effet, 

v7 SaSn, 

ou p, est un idéal premier, les relations 

pocp et peop 

entrainent 

donc 

Si un anneau R posséde un élément-unité 1, on a 

Re=R=(1) quel que soit o. 

Il n’existe donc pas d’autre idéal primaire appartenant 4 R que lidéal 
unité R. 

Dans tout anneau commutatif R, un idéal g tel que les relations 

aboq, ag, 

oa a et b sont deux idéaux, entrainent : 

I] existe un nombre naturel 8 tel que b8 Sq 
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est primaire. Sil’on a, en effet, 

abeq, aq, 

on obtient, en considérant les idéaux principaux a = (a)\eVex(D)s 

b3 Eb8Cq. 

Inversement, considérons un idéal primaire q et deux idéaux'a et b 

vérifiant les relations 

abq, a¢q 

et supposons, en outre, que Vidéal b admette une base finie 

b = (by, be, ..., bn). 

Il existe au moins un élément a de a n’appartenant pas a q et nous 

avons 

abjeabq,- aé€q, 

dou 

bPi eg 

et, par suite, 

b8q, 
dés que 6 est assez grand. 

Nous indiquerons encore deux résultats souvent utiles. 

Soient p et q deux idéaux ayant les propriétés suivantes : 

1° gCp; 
2° Si be, il existe un entier positif 6 tel que 0°? Eq; 

3° abeg, a€g entrainent beEp. 

Lidéal q est primaire et p est Vidéal premier associé a q. 

Soit, en effet, 
abegq, aé€q. 

On a, d’aprés 3° et 2°, 
b8eq 

i imal : j Os 2° slément d el, par suite, gq est primaire. D’autre part, d’aprés 2°, tout élément de p 

a une puissance contenue dans 4. Inversement, considérons un élé- 

ment # dont une puissance appartient a g, et soit m le plus petit enter 

positif tel que l’on ait 
LM EG, 

Si m =1, nous avons, d’apres 1°, 

“LEY. 
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Si m est supérieur a 1, nous avons 

xzmt,veEeq, AVEO Res 6.4, 

d’ou, d’aprés 3°, 
LEP. 

L’idéal p est donc l'ensemble des éléments de l’anneau dont une puis- 

sance appartient a g, c’est-a-dire l’idéal premier associé a 4. 

Supposons maintenant que l’anneau R ait un élément-unité, que deux 

idéaux p et q de R possédent les propriétés 1° et 2° et qu’en outre : 

4° p soit un tdéal sans diviseurs (pA R). 

Lidéal q est primaire et p est Vidéal premier associé a q. 

Soit, en effet, 

abegq et a’€q quel que soit zn. 

Nous avons, d’aprés 2°, 

aEéy, done (}, 2)=R, 

d’ou 
SD ae es, avec pep, done p%e€q. 

L’égalité précédente entraine 

6b = pb + rab, d’ot b=pb (q) 

et, en multipliant cette congruence par les puissances de p, 

b = pb = p?b=...=ptb=o0(4). 

L’idéal gq est donc bien primaire. 

On a de plus, d’apres 1° et 4°, 

gAR, 

donc Vidéal premier p associé a q est aussi différent de R. D’autre part, 

“Ey entraine 2” eqCp, 

dou ep. Ona donc 

popcR et, par suite, p=p. 

Remarque. — Les résultats précédents subsistent si l’on remplace la condi- 
tion 2° par la condition (plus forte ou équivalente) 

(2) pe Sq. 
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L’intérét de la notion d’idéal primaire vient surtout du théoréme suivant, da 
4 E. Noether(*), et qui généralise le théoréme de décomposition d’un nombre en 
produit de puissances de facteurs premiers. 

TuéoréMe DE Décomposition. — Dans un anneau noethérien, chaque 
tdéal est l' intersection d'un nombre Jint @idéaux primaires (*). 

Erercices. — 1. Dans lanneau des entiers pairs, Vidéal principal (4) n’est 

pas premier, mais il est sans diviseurs. (L’hypothése concernant l’existence d’un 

élément-unité est donc essentielle dans la seconde partie du théoréme 1). 

2. Dans l’anneau des entiers C, on considére un nombre premier p et l’idéal 
primaire q = (p%). Quel est Pidéal premier p associé 4 q? Quel est l’exposant de q ? 

3. Dans l’anneau des entiers C, tout idéal primaire est de la forme (p*), ot p 
est un nombre premier, ¢ un nombre naturel (3), 

43. Condition maximale. Base finie. Axiome des chaines de divi- 

seurs. — Soit J le treillis des idéaux d’un anneau commutatif R; nous 

nous proposons de mentrer que l’axiome de la base finie, pour l’an- 

neau KR, est équivalent a la condition maximale pour ensemble 

partiellement ordonné JI, done ausst, moyennant Vaxiome du choiz, 

a la condition de chaine ascendante dans J (chap. I, § 14, p. 50). 

‘La condition maximale dans J signifie que, dans tout ensemble & non 

vide d’idéaux, il y a au moins un idéal m maximal dans &, c’est-a-dire 

qui n’est contenu dans aucun autre idéal m’ € G; il est commode d’ex- 

primer cette propriété en disant que l’anneau R vérifie la condition 

maximale (*); le mode de raisonnement par induction correspon- 

(1) E. Noerner, Idealtheorie in Ringbereichen (Math. Ann., t. 83, 1921, p. 24-66). 

Dans le cas particulier des anneaux de polynomes (a coefficients dans un corps), le 

théoréme a été établi par E. Lasker, Zur theorie der Moduln und Ideale (Math. 

Ann., t.60, 1905, p. 20-116); ces anneaux sont noethériens d’aprés un théoréme du a 

Hilbert (voir chap. VI, § 5, p. 33r). 

(*) Voir § 14, p. 212. 

(3) Cf. Exerc. 3, § gp. 185. Il y a identité, dans l’anneau des entiers C, entre les 

idéaux primaires et les puissances d’idéaux premiers. Nous rencontrerons plus loin 

(Chap. VI, § 5, p. 342) des anneaux ot il existe des idéaux primaires qui ne sont pas 

puissances d’idéaux premiers, et des puissances d’idéaux premiers qui ne sont pas 

primaires. 

(4) En remplacant les mots « maximal » et « qui n’est contenu » par les mots « mini- 

mal» et « qui ne contient », on obtient l’énoncé de l’axiome symétrique, la condition 

minimale. Un anneau commutatif, ayant un é/ément-unité et vérifiant la condition 

minimale, est appelé anneau d’Artin. On démontre que tout anneau d’Artin est 

noethérien, [voir P. SamugEL, La notion de multiplicité en Algébre et en Géomeétrie 

algébrique (J. de math. pures et appl., t. 30, 1991, P- 199); These, Paris, 1949, chap. I, 

§ 1]. Ce théoréme se rattache d’une part a la théorie des anneaux non commutatifs 
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dant (p. 51), prend le nom de principe dinduction sur les diviseurs : 

pour montrer que tous les idéaux de R ont une certaine propriété P, ib 

suffit d’établir que, si un idéal @ n’avait pas cette propriété, il existerait 

un diviseur véritable a’ de a, a'> a, ne ayant pas non plus (ce qui exige 

en particulier que l’anneau R, idéal maximum, ait cette propriété ). 

Dire que J vérifie la condition de chaine ascendante signifie que 

loute suite monotone croissante d’idéaux de R 

0, CMC... 

est nécesszirement finie, ou, ce qui revient au méme, que dans toute 

suite monotone non décroissante 

a Cac Be ee ate 

tous les idéaux sont égaux 4 partir d’un certain rang. On exprime 

commodément cette condition en disant que l’anneau R vérifie 

Vaxiome des chaines de diviseurs (en allemand, Tezlerkettensatz, ou 

O-Sats). 

Indiquons d’abord les propositions qui ne font intervenir ni l’axiome 

du choix, ni aucun principe équivalent. 

Tutoréeme 1. — Pour un anneau R la condition maximale entraine 

Vaxtome de la base finie. 

Soit @ un idéal de R; Vensemble G des idéaux contenus dans a et 

ayant une base fimie, n’est pas vide, puisqu’il comprend tout idéal 

engendré par une partie finie de a. ll existe dans & au moins un élément 

maximal M = (m4, ...,m,) Ea. Si m était différent de a, il y aurait au 

moins un élément x de a n’appartenant pas a m; Vidéal wW—=(m,...,m,,2), 

véritable diviseur de m, ferait encore partie de ensemble 6, ce qui est 

contradictoire. Nous avons donc 

(Reet (Onno ou WO) e 

Lewme 1. — Sort C une chaine d’idéaux d’un anneau R. La réu- 

nion m= (_Ja (au sens de la théorie des ensembles) est un idéal; 

aec 
Lensemble partiellement ordonné JI de tous les idéaux de R est 
inductif. 

[¢ef. N. Jacosson, The Theory of Rings (Math. Sury., t. II, chap. IV)], d’autre part, 
a celle des treillis multiplicatifs [cf. L. Lestgur, Conditions suffisantes pour que, dans 
un tretllis multiplicatif complet, la condition de chaine descendante entraine la 
condition de chaine ascendante (C. R. Acad. Sc., t. 234, 1902, p. 1017)]. 
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mem =(_Ja; 

nous avons m€a pour au moins un idéal aE C; il en résulte rmea 
quel que soit re R, donc rmem. Soit, en outre, m’ em, donc m' ea! 
pour au moins un idéal a’e€C. € étant une chaine, l’un des idéaux a, 

a’ contient l’autre et comprend 4 la fois m et m', donc m—m’, d’ou 

m—m'em; donc, m est un édéal, qui est borne supérieure de C dans J, 

puisqu’il l’est, d’aprés sa définition, dans £(R). Etant donné que toute 

chaine C extraite de J posséde, dans J, une borne supérieure, J est 

un ensemble inductif. 

Soit 

Dans le cas d’un anneau noethérien, on a une proposition plus forte. 

Tutortme 2. — Sv un anneau R vérifie Vaxiome de la base finie, 

toute chaine d’idéaux © contient un idéal maximum, tout ensemble 

non vide d’idéaur, &, est inductif, et Vanneau R vérifie l’axiome 

des chaines de diviseurs. 

Soit © une chaine d’idéaux; Vidéal m= U a, borne supérieure de C 

aEec 

dans J d’aprés le lemme 1, a ici une base finie : 

m= (m1, o aiely mr). 

Ona, pour chaque indice 7, m;€ a), 4; € C; or, l’un des idéaux M4, ... , 4, 

contient tous les autres : cet idéal, a*, comprend donc tous les géné- 

rateurs m; de m, d’ou mC a’, alors que, d’aprés la définition de m, nous 

avons a*Cm, d’oi m=—a* eC; la borne supérieure m de C, apparte- 

nant a C, en est élément maximum. 

En appliquant ce qui précéde a une chaine C extraite d’un ensemble 

non vide, &, d’idéaux, nous voyons que & est inductif. 

Une suite monotone non décroissante d’idéaux 

contient en particulier, un idéal maximum, ce qui exige que les idéauz 4; 

coincident a& partir d’un certain rang : Vanneau R vérifie Vaxiome 

des chaines de diviseurs. 

Indiquons encore une conséquence du lemme 1. 

Lemme 2. — Dans un anneau commutatif R avec élément-unité e, 

V’ensemble J' des idéaux distincts de R est inductif. 
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Considérons une chaine © extraite de J’ et Vidéal m =a borne 

’ aEec 

supérieure de © dans J. L’égalité t= R entraincrait e € m, donc e € a 

pour au moins un @ de GC, d’o a= R, ce qui est impossible, puisque 

aeCCV=I—{R}. 

Nous avons done wc R, strictement, c’est-a-dire me J’: J' est inducuf. 

Dans ce qui précede, nous avons obtenu, entre les trois axiomes 

considérés : condition maximale (CM), axiome de la base finie (BF), 

axiome des chaines de diviseurs (CD), les implications 

CM = BE = CD: 

Pour établir leur éqguivalence, il suffit de montrer qua CD=CM : 

la démonstration, qui est d’ailleurs immédiate, mais fait intervenir 

laxiome du choix, a été donnée plus haut (chap. J, §41, p. 50) quand 

nous avons vu, d’une facon générale que la condition de chaine 

ascendante entraine la condition maximale. En définitive, les 

anneaux noethériens sont caractérisés par Vun quelconque des trots 

axiomes CM, BF, CD. 

Le principe de Zorn permet de voir directement que l’axiome de la 

base finie entraine la condition maximale. Ce principe s’énonce ici : 

dans tout ensemble inductif & d’idéaux existe au moins un idéal 

maximal dans &. Or, d’aprés le théoréme 2, tout ensemble 64g 

@idéaux d’un anneau R vérifiant l’axiome de la base finie, est 

inductif : la condition maximale en résulte. 

En utilisant encore le principe de Zorn et en tenant compte du 

lemme 2, on obtient le théoréme suivant. 

Tutorime 3. — Dans un anneau commutatif R qui posséde un 

élément-unité e (mais n'est pas supposé noethérien), tout idéalmAR 

est contenu dans un idéal maximal p AR, c’est-a-dire dans un idéal 

sans diviseurs et, par conséquent, premier (§ 12, p. 199). 

Ezercice. — Soit R un anneau homomorphe a un anneau R. L’ensemble de 
toutes les images inverses, dans R, des éléments d’un idéal a de R, est un idéal a. 

Si R est noethérien, R Vest aussi (1). 

(1) Voir t. II. Notons aussi qu’un anneau noethérien peut avoir des sous-anneaux ou 
des sur-anneaux qui ne sont pas noethériens (cf. chap. VI, § 5, p- 337). 
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14. Décomposition en facteurs dans un demi-groupe abélien avec 
élément-unité (+). — Soit D un demi-groupe abélien par rapport a 
une opération O, possédant un élément neutre e. Associons a Popéra- 
tion O la relation binaire S définie dans D par 

aSb (a,be D)  silona G=O007r,. rel: 

La relation S est un préordre, appelé préordre de décomposition 
(relatif 4 Vopération O). En effet, S est réflexive, puisqu’on a : 
a—a Oe; d’autre part, les relations 

a=bOr, b= CO's entrainent a=cO(sOr), 

donc S est transitive. 

Pour que S soit un ordre partiel, il faut et il suffit que S soit propre, 

donc que aSb et bSa, c’est-a-dire 

a=6bOr et b= aOr, entrainent a=), 

donc que le demi-groupe D soit un holoide (?). Lorsqu’il en est ainsi, 

Pélément-neutre e est élément maximum (ce qu’on exprime encore en 

disant que le demi-groupe partiellement ordonné D est entier). 

Si S est un ordre total, l’holoide D est dit linéaire. 

Dans le cas général o S est seulement un préordre, la relation 

R=SHnds4 

est, comme nous l’avons vu (chap. I, § 5, th. 3, p. 23) une équivalence, 

que nous appellerons équivalence de décomposition. R respecte S et, 

dans l’ensemble-quotient D = D/R, Vimage 8 de est un ordre par- 

tiel que nous noterons également C. Rappelons que l’on a, dans D, 

a8b des qu’il existe une image inverse a de a et une image inverse b 

de b vérifiant aS, et alors des images inverses guelconques de aetb 

ont la méme propriété (¢bid., th. 2, p. 22). Deux éléments de D 

équivalents modulo R sont dits associés. 

La relation d’équivalence R est régulicre par rapport a Vopéra- 

(') La décomposition en facteurs donne lieu a une étude différente, d’ailleurs plus 

complexe, lorsqu’on part d’un groupoide avec ¢lément-unité dans lequel existe a priort 

une relation d’ordre partiel, en particulier d’un demi-groupe demi-réticulé ou gerbier. 

Voir M. L. Dusnett-Jacorin, Quelques propriétés arithmétiques dans un demi-groupe 

demi-réticulé entier (C. R. Acad. Sc., t. 232, 1551, p. 1174); M. L. Dusreit-JAcorin, 

L. Lesieur et R. Crorsot, Lecons sur la Théorie des Treillis, 2° partie, chap. VY. 

(?) Cf. chap. II, § 5, p. 81, ot l’on trouvera les indications bibliographiques concer- 

gant cette\notion introduite par F. Klein-Barmen. 
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tion O. Soit, en effet, a=b(R), c'est-a-dire a= bOr et b=aOs; 

nous avons 

aOx=(b02) Or, bOx=(a0z) Os, dott aOz=bOzx (R). 

On peut donc définir, a partir de O, une opération O dans l’ensemble 

quotient D = D/R qui en fait un groupoide homomorphe a D, donc un 

demi-groupe abélien avec élément neutre é. 

Montrons que l’image S de 8 est la relation définie dans Da 

partir de O comme 8 dans D, @ partir de O. Soit aSb; sia, b sont, 

dans D, des images inverses de a, 6, nous avons aS), c’est-a-dire 

C= 0.07, d’ou a=bOr. 

Inversement, a= 6 Or entraine, pour des images inverses quelconques a, 

b, r, a=bOr (R), d’ou, en particulier, a5(bOr), c’est-a-dire 

a=(bOr)Or= 560(r0Or’), 

donc aSb et, par conséquent, aosb. 

Puisque 8 est un ordre partiel, le demi-groupe D est un holoide. 

Nous appellerons décomposition de a, dans D, toute relation de la 

forme 

(1) a=b6Oc (R), 

b etc seront appelés facteurs de décomposition de a; la décomposi- 

tion (1) est effective si aucun des facteurs de décomposition b, c n’est 

congru a a@ modulo ®; dans le cas contraire, la décomposititon est dite 

banale. Tout élément @ admet au moins la décomposition banale 

a=aOe; un élément z n’admettant aucune décomposition effective est 

dit ¢rréductible. Ces notions s’appliquent, en particulier, au cas dun 

holoide : alors, l’équivalence KR est Végalité. 

A la décomposition (1) de a dans D correspond, dans l’holoide D, 

la décomposition 

(2) a=b6O0c 

et, inversement, (2) entraine (1) pour des images inverses quelconques 

a, b, c dea, b, c; les décompositions correspondantes (1) et (2) sont 

effectives en méme temps, puisque les relations a= /b(R) et aah 

ont heu en méme temps. II en résulte que l’image t d’un élément t, 

irréductible, de D, est un élément irréductible de D; de méme, toute 
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image inverse ¢ d’un élément ¢ irréductible de D, est un élément 
irréductible de D. 

Tutorims 1. — 1° Sd l’ensemble D partiellement ordonné par S 
(que nous noterons ©) vérifie la condition maximale (ou, ce qui 

revient au méme, la condition de chaine ascendante), tout élément a 

de D admet une représentation au moyen d’un nombre fini d’ éléments 
trréductibles 

(3) G=i0...O0%, (CO SSE 

2° Dans D, tout élément a admet la représentation correspondante 

(4) a@=i,0...0in (R). 

Tout élément crréductible i de D, en particulier ’élément neutre e 

(élément maximum), vérifie l’équation (3) avec n=1. Si donc un 

élément a n’admettait aucune représentation finie de la forme (3), il 

serait décomposable 

a=xO0y (acz,acy), 

et l'un au moins des éléments: z, ¥ devrait, 4 son tour, n’admettre 

aucune représentation finie de la forme (3) : la premiére partie du 

théoréme en résulte immédiatement, en appliquant la condition maxi- 

male sous la forme du principe d’induction associé (chap I, § 14, p. 51). 

La représentation (4) résulte de (3). 

Etudions quelques cas particuliers importants. 

A. L’opération O de D est idempotente. — Remplacons le signe O 

par le signe\n; l’opération nq de D étant associative, commutative et 

idempotente, D est un n-demi-treillis (chap. I, §, 6, remarque p. 97) 

dans lequel la relation d’ordre € est définie par 

“cy Sie Fn 7: 

e est donc élément maximum; de plus, xCy entraine xSy}; inverse- 

ment, silona xSy, c’est-a-dire x = y Nr, on en déduit 

any=(ynr)ny=(yny)Nr=ynr=2, 

c’est-a-dire Gy : S coincide donc avec la relation d’ordre partiel 

du demi-treillis D, D est un holoide par rapport a Vopération n, etR 

est l’égalité. Réciproquement, il est clair que tout n-demi-treillis avec 

élément maximum, est un holoide par rapport a l’opération n. 
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Le théoréme général prend la forme suivante (facile d’ailleurs a 

établir directement). 

Tuéortus 2. — Dans un n-demi-treillis D vérifiant la condition 

maximale (1) tout élément est intersection d’un nombre fini d’éleé- 

ments irréductibles. 

Ce théoreme s’applique en particulier a un treillis, et le théoréme 

dual est évidemment valable. 

Dans un anneau, un idéal irréductible se définit comme un idéal 

qui n’est pas l’intersection de deux diviseurs véritables : en considérant 

Vensemble J des idéaux d’un anneau commutatif R comme un n -demi- 

treillis, nous obtenons la premiére partie du théoréme suivant. 

Tutorime 3 (théoreme de décomposition dans les anneaux nethé- 

riens). — Dans un anneau nethérien R, tout idéal est 

1° L’intersection d’un nombre fini d’idéausx irréductibles ; 

2° Lintersection d’un nombre fint d’idéaux primaires. 

Pour établir la deuxiéme partie, il suffit d’appliquer le lemme suivant. 

Lemme. — Dans un anneau nothérien R, tout tdéal irréductible 

est primaire. 

Démontrons la propricté équivalente : st un tdéal m de R n’est pas 

primaire, ul est réductible. 

L’idéal m n’étant pas primaire, il existe deux éléments a, b de R 

vérifiant 
abem, a€m, bem, 

quel que soit Ventier naturel h. Soit mw, ensemble des éléments x 

de R vérifiant 2b? € m; m, est visiblement un idéal, et nous avons 

aem, done mcm, (strictement), 

Mp Smyz+1 quel que soit A, 

d’ou, puisque R est nethérien, 

ES ees 6 

pour un certain entier n. 

(1) Il n’est pas nécessaire ici de supposer l’existence d’un élément neutre pour 
Vopération ¢, c’est-a-dire d’un élément maximum dans D. La réflexivité de % résulte 
ici de lidempotence de l’opération n. 
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Lidéal ¢ = m+ Rb” est un véritable diviseur de M, puisqu’on a 

b'+1E Rb" Se et be1¢ém; 

les relations 1c et WC M, entrainent m Cm, nc : établissons Pégalité 
m= mM, Nf, et nous aurons bien une décomposition effective de m. 

Soit c un élément de mt, A ¢ : nous avons 

chem et c=m+rbr, avec mem, 

d’ou 

ch — rb'’1eEm et, par conséquent, rb em, 

c’est-a-dire rE M,.,4—= M,, donc rb” em et enfin ce m. Nous avons, par 

conséquent, my AcCm, dou Pégalité, et le lemme est établi. 

Dans un anneau commutatrf quelconque, tout idéal premier p est 

trréductible, car la relation p = anb, avec p ca, entraine 

abCankh=pCb, 

d’ou, puisque p est premier et a¢ p, bCpet, par conséquent, p—b: 

la décomposition ne peut étre que banale. 

Lorsqu’on utilise, dans un anneau neethérien, la représentation d’un 

idéal m comme intersection d’idéaux primaires 

(5) MW= giNgeN...Ng, 

il est avantageux de tenir compte de la propriété suivante : 

Tutorime 4. — L’intersection 

= gq, N-. NGa 

didéaux primaires appartenant au méme tdéal premier Pp, est 

primaire et appartient a p. 

1° Nous avons 
alg Sp. 

2° Si bep, il existe un entier (; tel que bet: (i =1, .255 a); 

si 8 = Max{6,, ..., Ba}, nous avons bP Ea. 

30 Supposons que l’on ait abe, bEPp; on a abe; donc aE qi, 

Vot aed. 

D’aprés les trois propriétés précédentes, a est primaire et appartient 

a Pidéal premier p (§ 12, p. 203). 5 

Le théoréme 4 permet de remplacer par un seul idéal primaire, dans 

P. DUBREIL, 15 
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la représentation (5), tous les idéaux primaires appartenant a un méme 
idéal premier. Remarquons, d’autre part, que si §:, par exemple, 
contient intersection q,N... A), on peut le supprimer sans altérer 

le second membre (4; est dit alors superflu). En appliquant autant que 
possible ces deux procédés, on aboutit 4 une représentation normée, 

ne comprenant aucun idéal superflu, et dans laquelle deux idéaux 
primaires q;, 4; appartiennent toujours a des idéaux premiers différents : 

pi~p;. Les idéaux primaires q; figurant dans une telle représentation 

normée sontappelés composants primaires de M, les idéaux premiers Pj; 

correspondants sont, les tdéaux premiers essentiels de m. Nous n’étu- 

dierons pas ici les questions d’unicité. 

Remarque. — Un idéal m qui admet une représentation normée compre- 

nant plus d’un composant 

m= mNGN... Nr, Ss; 

west pas primaire. 

Soit en effet p; Vidéal premier associé 4 g;; nous avons pj ~ p; pour 147; 

parmi les idéaux p;, ..., py, il y en a au moins un qui ne contient aucun des 

autres : supposons par exemple que p, ait cette propriété et soit 

a1 € Pi, aiéyi (a= Ieee) 

nous avons a;i eq; pour un entier a; convenable. 

Aucun des idéaux go, ..., gr n’étant superflu, nous avons mcq, (strictement), 

soit done q; un élément de q, n’appartenant pas a m. En posant « = Max(a;), 

nous avons 

qi(aze ... ap )* Em, aéem. 

Si m était primaire, il en résulterait 

(az... arporemCa Cp, 

d’ou 

aE pour au moins une valeur de ip 

ce qui est contradictoire. 

La démonstration précédente est valable méme si l’anneau considéré n’est pas 
nethérien. 

B. Soit D un demi-groupe multiplicatif, abélien; avec élément 

a est un diviseur de x; on dit aussi que a divise x et l’on écrit a pes 
ne divise pas y, on écrit a} y. La relation | n’est autre que Vinverse S~1 
de la relation S considérée plus haut : c’est donc aussi une relation de 
préordre. La recherche des diviseurs d’un élément x donné revient a 
déterminer les décompositions de 7 en produits d’éléments de D. 
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Les relations a|, «Sa signifient que x appartient a I’idéal prin- 
cipal Da=(a) engendré par a(ae Da puisque D posséde un élément- 
unité) ou encore que Vidéal (x) est contenu dans J'idéal (a). La 
congruence x= y(R), c’est-d-dire x|y et y| x, signifie donc que les 
idéaux principaux (x) et (y) sont confondus. 

Considérons les éléments inversibles ou unités de D: si ¢ est une— 
unilé, son inverse «~! en est une aussi; comme le produit de deux 
unités est encore une unité, les unités forment un groupe E 

(eeECD). 
La relation P définie par 

xPy si et seulement si y= ez, ot «EE 

est réflexive, symétrique (x = «~'y) et transitive : c’est une relation 

d’équivalence, @ailleurs réguliére vis-a-vis de la multiplication. Nous 

avons PCS et, par conséquent, POR. 

Supposons maintenant l’équivalence R simplifiable, ce qui a lieu 

st D est un semi-groupe, et seulement dans ce cas (§ 4, p. 144). Une 

congruence 

(6) = ary (RK) 

entraine 

(6’) 0) (GA RSS AGS i = es, 

dou 

ay =ay’ (RK) 

et, par conséquent, 

y=y (R). 
la ° , t a 

On peut donc transformer la congruence (6) en une égalité (6) a 

condition de remplacer y par un élément 9" associé a y et convena- 

blement choist. 

On voit alors, de proche en proche, que, si D yérifie la condition 

maximale, la représentation (3) dans D fournit, dans D, une repré- 

sentation 

(4') a=1',...ty 

ya Cri b sl/ 4 . 1 rarse 

sous forme d’égalité, dans laquelle 7, ..., 7, sont des images ivyerses 

convenablement choisies de 74, ..., ¢n- D’une facon plus précise, on 

7 G/ ede Y 2 nNVAPeec 
peut prendre par exemple pour 7,, ..-, G4 des images inverses 

. aie / 4 . z 4 . 3 . . ao * od 

quelconques de ty, .--,%p_1; C, doit étre alors une image inverse conve 

nable de Zn. 
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B’. Le cas précédent se présente toutes les fois que D lui-méme est 

un semi-groupe. En effet, la congruence az = bx(R) signifie 

ar=62.1 = 6r.z, OG = AES OS Ae, 

d’ou, puisque D est un semi-groupe, @ =or, b—as, c’est-a-dire 

a=b(R): KR est bien simplifiable. Si D vérifie la condition 

‘maximale, tout élément de D est le produit d’un nombre fini d’élé- 

ments trréductibles. 

De plus, quand D est un semi-groupe, les équivalences R et P 

coincident. Soit, en effet, r= y(R), c’est-a-dire 

cas Wa s0S), (r, sé€D). 

Il en résulte 
LS = 0 == Le, dou Stee 

r ets sont des unités et nous avons bien z= y(P). 

L’équivalence R, ici, définit donc une décomposition du semi- 

groupe abélien D en classes par rapport a son sous-groupe E tout a fait 

analogue a la décomposition d’un groupe abélien par rapport a un 

sous-groupe. 

Les classes sont formées des éléments qui engendrent un méme idéal 

principal. Le semi-groupe multiplicatif Ml des tdéaux principauz est 

isomorphe au semi-groupe quotient D = D/R; Il est un holoide (*). 

La décomposition (4'), valable pour tout élément a de D 8i D (ou II) 

vérific la condition maximale, peut s’écrire 

(4") Pe eee 

(1) Dans le semi-groupe abélien D, un élément irréductible a est un élément 

n’admettant pas d’autre décomposition que a = ae. 

D’une fagon générale, dans un groupoide [ ayant un élément-unité 7, une décompo- 

sition « = By est dite triviale si 

(x3) ou bien b=y4='« (a est alors idempotent); 

(2) ou bien P=an, y= n, (oub=, 7 = 124), 

Ty Q, étant inverses Pun de lautre 4,4, = 7; un élément a est dit indécomposable si 
toute décomposition de a est triviale (cf. M. L. Dusneic-Jacotin, L. Lesixur et 
R. Croisot, Lecons sur les Treillis..., page 218). 

Ici, le semi-groupe D n’a pas d’autre élément idempotent que e; de plus, D ne 
contient aucun élément inversible autre que e. Il en résulte que, dans D, les deux 
notions d’élément irréductible et d’élément indécomposable se confondent. 

Dans le semi-groupe D, un élément irréductible est un élément a n’admettant que 
des décompositions de la forme a=a,b,, ow par exemple a,= a(R), cest-a-dire 
ici @,= aée,, €, étant une unité : e,e,=e; il en résulte a = ae,e,—ae,b,, dou 6,=«,. 
Puisque D n’admet pas d’élément idempotent autre que e, les deux notions d’élément 
irréductible et d’élément indécomposable se confondent encore dans D. 
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ou “4, .-., Z, sont des images inverses quelconques de rear au 
encore des générateurs quelconques des idéaux principaux corres- 
pondants; ¢ désigne une unité convenable. 

Un élément p de D qui n’est pas une unité est dit premier s’il est 
irréductible (1), premier au sens strict si 

p\|ab et pfa_— entrainent p|b, 

ce qui équivaut a 

abe(p) et a€(p) entrainent be(p), 

de sorte qu’un élément est premier au sens strict si Uidéal qu'il 

engendre est premier et seulement dans ce cas (°). 

Tout élément associé a un élément premier (ou premier au sens strict) 

est premier (ou premier au sens strict). 

au sens strict est premier. 

Soit, en effet, p= zy une décomposition de p. Nous avons p| zy: 

p divise donc au moins l'un des facteurs x, y, par exemple p|x 

Comme 2z| p, p et x sont associés, y est une unité et la décomposition 
p= xy est banale. 

Tutortme 6. — Si D(=D/R), ou, ce qui revient au méme, si le 

demi-groupe Il des idéaux principaux vérifie la condition maxi- 

male, tout élément a de D qui n'est pas une unité est le produit d’un 

nombre fini d’éléments premiers (distincts ou non). 

Sia€E, ona 

(7) a2=P1p2.-.Pn (m1, pi premiers). 

Ce théoréme résulte immédiatement de la décomposition CAT: 

Il importe de remarquer qu’on a, pour Vunicité de la décompo- 

sition (7), un théoréme qui est valable indépendamment de la condition 

maximale, mais qui nécessite l’existence d’une décomposition en produit 

d’éléments premiers au sens strict. 

(1) Quand les éléments de D sont des polynomes, on dit encore irréductible au lieu 

de premier. 

(?) La terminologie que nous employons est celle de H. Hasse, Hoéhere Algebra, t. 2, 

p. 11 et de B. L. van DER WaerbDEN, Moderne Algebra, t. 1, p. 63; W. KRULL ( Ideal- 

theorie, p. 11) appelle premier un élément p tel que lidéal principal (p) soit premier, 

c’est-a-dire un élément premier au sens strict dans notre terminologie. 
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Tntorime 7. — St un élément a du semi-groupe abélien D est un 

produit d’éléments premiers au sens strict 

(7) a=P1p2-.-Pr 

et st 

om) A= 4192++-9s 

est une décomposition de a en produit d’éléments premiers, on a 

r=s 

et, en permutant éventuellement les indices, qi et pi sont associés (*) 
(les qi sont donc premiers au sens strict). 

Si r—1, ona aussi s 1, car p; est wréductible et les g; ne sont pas 

des unités. 

Supposons r>1 et le théoréme vrai quand la décomposition (7) 

comprend moins de r facteurs; l’élément premier au sens strict pi, 

divisant le produit q,...gs, divise au moins un facteur du second 

membre, q; par exemple : comme q est premier, p, et gi sont associés : 

gi= prt, €€E. Simplifions par pi: comme ps €E, nous avons s+ 2; 

en remplacant go par q,==q2t, nous avons deux décompositions de 

méme forme que (7) et (7'), mais qui comprennent r—1 et s —1 fac- 

teurs. La proposition en résulte. 

Ce qui précéde s’applique, en particulier, au semi-groupe. multipli- 

catif D = 0" formé par les éléments non nuls d’un domaine d’intégrité 9, 

ayant un élément-unité e. Si, par exemple, 0 est l’anneau C des entiers, 

nous avons e = 1, il y a dans 0” deux unités, 1 et —1; ona 

cay (R) si |xl|=l[y¥|, 

D n’est autre que ensemble N des nombres naturels; acb, dans D, 

signifie : b divise a, les éléments indécomposables de D sont les 

nombres premiers. La condition maximale est remplie (toute suite de 

nombres naturels dans laquelle chaque nombre est un véritable diviseur 

du précédent, est finie) et la représentation (3) est la représentation 

usuelle en produit de facteurs premiers. Nous reprendrons ces pro- 

priétés, sous une forme plus générale, au chapitre VI. 

(1) On exprimera ces deux propriétés en disant que la décomposition (7) est 
unique. 
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Exercice 2. — 1° Dans un ensemble E partiellement ordonné (par C), on consi- 

dére une opération O, associative et commutative (1), telle que le préordre de 
décomposition correspondant ‘S implique la relation d’ordre (aSb6=>aCb). 

Montrer que D est un holoide par rapport a O. 
2° L’ensemble J des idéaux d’un anneau commutatif R (1) est un holoide par 

rapport a la multiplication. Montrer que tout idéal premier est indécomposable 
(en général, la réciproque n’est pas vraie, voir chap. VI, § 5, ex. 4, p. 342). 

(Q) On suppose que E (ou R) posséde un élément-unité. 



CHAPITRE V. 
DEMI-GROUPES. CORPS. 

A. — DEMI-GROUPES ABELIENS. PROBLEMES D’IMMERSION COMMUTATIFS. 

4. Groupes homomorphes a un demi-groupe abélien. — Le premier 

probléme fondamental qui se présente dans l'étude des corps consiste a 

construire un corps K, minimal, contenant un domaine d’intégrité 

donné D: en prenant pour D l’anneau des entiers, on obtiendra comme 

corps K le corps des nombres rationnels. Ce probleme d’immersion se’ 

rattache a un autre, plus simple : plonger un semi-groupe abélien 

dans un groupe abélien, qui est lié lui-méme a la recherche des 

groupes homomorphes a un demi-groupe abélien donné, probleme 

intéressant en lui-méme et admettant de nombreuses applications. 

Nous allons étudier ces problémes, dans lordre inverse, pour aller 

du plus simple au plus complexe (section A). Nous nous occuperons 

ensuite de leurs généralisations dans le cas non commutatif (section B); 

on rencontre ici des difficultés notables dont la solution exige l’emploi 

de nouvelles méthodes qui, cependant, comme dans le cas abélien, 

reposent sur la considération de certaines équivalences réguliéres. Par 

cette étude des équivalences remarquables d’un demi-groupe, les 

sections A et B sont un prolongement du chapitre précédent. 

La section CG est consacrée a létude de certains corps, les corps 

ordonnés, dont le corps des nombres rationnels est l’exemple le plus 

élémentaire. L’analyse des propriétés de ces corps nous conduira A la 

méthode de complétion qui permet, notamment, de construire le corps 

des nombres réels a partir du corps des nombres rationnels. 

Le lecteur qui désire avancer rapidement dans 1’étude des corps peut 

passer directement de la premiére section a la troisiéme. 

Considérons un demi-groupe abélien D et supposons qu’il existe un 

homomorphisme appliquant D sur un groupe G, qui sera, lui aussi, 
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abélien : 

(1) , DwG. 

Désignons par x l'image, dans G, d’un élément x de D, dans cet homo- 
morphisme, par P l’équivalence d’homomorphisme : 

aey(P) S @=y. 

Etudions les classes A, ... modulo P et, en particulier, la classe-unité U, 

c’est-a-dire l’ensemble des éléments u,, uz, ... de D qui ont pour 

image l’élément-unité u du groupe G. 

1° Toute classe H modulo P est un complexe net (4). — Soit aun 

élément quelconque de D; désignons par a son image dans G, per h celle 

des éléments de la classe UL. Posons 

——-1 z=a h 

el soit x une image inverse quelconque de z, dans D. Le produit ax a 

pour image 

az =axz=h, donc axvéeH. 

On ad’ailleurs H: a = X, classe des éléments de D ayant pour image z. 

2° La classe-unité U est un sous-demi-groupe unitaire (7). — Si uy 

et U2 appartiennent a U, donc u;5= u2= u, ona 

=U, donc w,u.,€U. 

SiVona 

u,eU et u,xeuU, 

il s’ensuit 

Ie Sth PSH eSsan Sn, donc weU. 

3° Pour que lon ait @Qy=a,(P), il faut et il suffit quil existe 

deux éléments u, et U2 de U vérifiant légalité 

@) U1, a, = U2AQ2. 

Supposons a, =» (P); considérons Vinverse Ds dans le groupe G, de 

(*) Cest-a-dire tel que, pour tout aeD, la relation azeEH ait au moins une 

solution z dans D (chap. II, § 6, p- 92). D étant abélien, ensemble des solutions x 

sera appelé quotient de H par a et désigné par H:a. 

(?) Cf. Chap. IV, § 2, th. 2; nous rappelons dans le texte la démonstration. 



222 CHAPITRE V. 

V’élément a,= do, et une image inverse b, dans D, de b. Nous avons 

ba; =ba=u =, 2). 

donc 
ba, = uweEU, ba,=m€U, 

d’ou, puisque D est un demi-groupe abélien, 

Uy, A, = U2 a2(= ba, a2). 

Inversement, quels que sotent a€D et uE€U, ona 

au =a (P), 

puisque au—au—a. L’égalité (2) entraine donc la congruence 

@, = a.(P), et nous pouvons, en résumé, énoncer le théoréme suivant : 

Tuéorime 1. — S’il existe un groupe G homomorphe au demi- 

groupe abélien D, chaque classe modulo lV’équivalence d’homomor- 

phisme P est un complexe net; la classe unité U est un sous-demi- 

groupe net et unitaire; l’équivalence P est caractérisée, a partir 

de U, de la facon suivante : pour que l’on ait 

a= ao (P), 

il faut et il suffit qu’il existe deux éléments uy, U2 de U vérifiant 

Végalité 

(2) Ay U4 = As Ue: 

La réciproque est le théoréme suivant:: 

Tutorime 2. — S’il existe un sous-demi-groupe net, S, de D, la 

relation & définie par 

d,=az (2) 

sil existe 

$1, 9ES tels que l’on ait s,a@,= 52a 

est une équivalence réguliére et l’ensemble quotient D/X est un 

groupe G. La classe-unité U contient S et pour qu’on ait l’égalité 

U=S, Ul est, non seulement nécessaire, mais suffisant, que S sott 

unitaire. L’équivalence P définie par U comme & lest par S, coin- 
cide avec X. 

= est évidemment une relation réflexive et symétrique; c’est aussi une 
relation transitive, car si l’on a également a,=a; (2), c’est-a-dire 

$9 Az = S'; Q3, Olly «S45 85.€S, 
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il en résulte 

, ‘, 
S'o $1.4 = So $29. A2 = $25';.Q3, dot a@=a; (%), 

puisque s,s, et sos, appartiennent a S. 
Cette’ éguivalence est réguliére, puisque a,= Q2(Z) c’est-a-dire 

$4 @4 = $2, entraine, quel que soit reD, 

$1.0, XL = $2.22, d’ou U%2L=a,xe (2X). 

Soient s, s’ deux éléments de S : nous avons 

SES BG, donc sas’ (Z); 

| S est contenu dans une classe U, modulo &. 

Considérons un élément a quelconque de D etla classe A, modulo 3, 

a laquelle il appartient : nous avons, quels que soient s, 5; ES, 

$1.S€=5;5.a, ‘donc sata (%), 

ce qui entraine, pour les classes correspondantes, UA=A: U est 

élément-unité dans le demi-groupe quotient D/Z. 
Puisque S est net, il existe un élément z de D vérifiant ax ES, ce 

qui entraine, pour les classes, AX = U. Tout élément A de D/Z a donc 

un inverse : D/Z. est un groupe G. homomorphe a D. D’aprés le 

théoréme 1, U est sous-demi-groupe-unitaire de D; il faut donc, pour 

qu’on ait l’égalité S = U, que S soit unitaire. 

C’est aussi suffisant. Remarquons, en effet, que, siue€U, ona 

u=s (2), ou ses, donc $,U = $SES, 

c’est-a-dire 

(3) St S45 ou 51, 5,658. 

Inversement, un élément wu vérifiant (3) appartient 4 U puisqu’on a 

$,=5uU=uUu(z) 

U est donc V’ensemble des éléments u vérifiant (3). Or, si S est uni- 

taire, (3) entraine weS, doi U=S. 

D’aprés le théorg’me 1, P est l’équivalence d’homomorphisme; 

elle coincide donc avec &. 2 et P sont appelées équivalences réversibles 

associées respectivement a S et a U. 

Dapres les théorémes (1 et 2, il existe une correspondance biuni- 

voque entre les groupes G homomorphes a@ un demi-groupe abélien D 
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et les sous-demi-groupes nets et unitarres U de D; U est la classe- 

unité dans Uhomomorphisme D~G. De plus, tout sous-demi-groupe 

net S de D fournit un groupe G homomorphe a D; P et x désignant 

les Equivalences précédemment définies, on a Visomorphisme 

G2D/P=D/z 

{ théoréme @homomorphisme). 

Exemples (1). — 4. Prenons pour D le demi-groupe additif des entiers 

naturels, pour S le sous-demi-groupe des multiples Am d’un nombre fixe m, pour 

lesquels A est au moins égal 4 un entier fixe ko. S est net : si a€D, il existe 

bien zeD tel que 
a a= kin, avec kN kp. 

L’équivalence = définie par 

=a, (3) si a+ kym =ag+ kom (ka, ke ko) 

n’est autre que la congruence arithmétique modulo m; U est l’ensemble de tous 

les multiples de m: c’est bien un sous-demi-groupe net et unitaire. Le groupe G, 

homomorphe a D, est le groupe additif C/(m) des classes résiduelles modulo m, 

2. Si D est un groupe (abélien), tout sous-groupe S est net et unitaire (7); 

Véquivalence © correspondante est bien l’unique équivalence réguliére ayant S 
comme classe-unité. 

2. Immersion d’un semi-groupe abélien dans un groupe. — Si un 

demi-groupe D est contenu dans un groupe G, la régle de simplification 

est nécessairement valable dans D. Il faut donc qu’un demi-groupe 

(abélien ow non) soit un semi-groupe pour qu'il puisse étre plongé 

dans un groupe. 

Montrons que, dans le cas abélien, cette condition nécessaire est 

ausst suffisante. 5 étant un semi-groupe abélien, nous nous proposons 

de construire un groupe abélienT contenant S et, d’autre part, minimal, 

c’est-a-dire tel qu'il n’y ait aucun groupe I contenant S et inclus stric- 

tement dans I. 

(‘) D’importantes relations d’équivalence entrent dans la catégorie que nous venons 
@étudier : equivalence d’Artin ou quasi-égalité en Théorie des Idéaux (voir, par 
exemple, B. L. vAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, t. 2, § 105, 2° éd.), équivalences 
fondamentales de la Géométrie algébrique [F. Severt, Jl punto di vista gruppale nei 
vari tipi di equivalenza sulle varieta algebriche (Comm. Math., Helvet., t. 21, 1948, 
p. 189-224) }. 

(*) Inversement, comme nous l’avons vu, tout complexe unitaire, dans un groupe, est 
un sous-groupe (chap. III, § 3, p. 109). 
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Sé un tel groupe V existe,il contient nécessairement les éléments rs 

Sot, 2+. de’S, leurs inverses r-!, s-1, ¢-!, ... et les produits de la 

forme rs! : soit Ty ’ensemble de ces produits. Deux éléments a = rs~! 
et 8 = tu de To se composent.dans I suivant la loi 

(1) a3 = rs—ttu-1 = (rt) (su), 

ce qui entraine «6 €[); comme on a aussi 

Om Seite la (I) (SE ate lip, 

Ty est un sous-groupe de I, contenant S puisque s = s?.s~! : par consé- 

quent, I coincide avec To, puisque I doit étre minimal. 

Le groupe [T=T> est homomorphe, d’aprés (1), a Vensemble- 

- produit S>S dans lequel la multiplication des couples (r, s), (¢, w) est 

définie par 

(i) (7, $)(t, u) = (7b, su), 

ce qui fait de S >< S un demi-groupe abélien A : Vhomomorphisme est 
défini par 

(7, $)>rs-1= «a. 

Les couples ayant pour image l’élément-unité ¢ de [ sont les couples 

(r, r) et ceux-la seulement. 

Nous voyons donc, en tenant compte des résultats du paragraphe 1, 

que I ne peut exister que si l'ensemble U des couples (2, x) est, 

dans A, un sous-demi-groupe net et unitaire. Or, U est évidemment un 

sous-demi-groupe net puisque 

(res) (35 7)= (rs, rs)eU 

et unitaire puisque légalité 

(r, 5)(@, 2)=(% Y) 

entraine 
FES (Syy d’ou P= Be 

Alors, il existe bien un groupe T et, ad un isomorphisme pres, un 

seul, homomorphe aA et tel que, dans cet homomorphisme, la classe- 

unité soit U : c’est le groupe A/P, ot P est l’équivalence réversible 

associée'\a U. 

On a ici 
(r, s)=(r1, 81) (P) 

s’il existe dans D deux éléments x, x1 tels que 

(x, 2) (r, 5) = (a1, 21) (11, 51) 
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cest-a-dire ara", = 415, Cod. FFX, —MMsLs et enfin 

(2) eerie 

Réciproquement, sil’ona cette égalité (*), on peut prendre z= 4, 2,==7- 

Soit «, la classe contenant le couple (sx, x) : les classes a; de ce type 

correspondent biunivoquement aux éléments s de S, puisqu’on a 

(sz, x)=(ty, ¥) (P) 

si et seulement si s = ¢. Cette correspondance biunivoque 

$i<——> G5 

est, en outre, un isomorphisme : l’ensemble ScI des classes a, étant 

isomorphe a S, f= A/P est bien une extension de S (cf. chap. Ill, §8, 

p. 132): 

Il est souvent commode de donner aux couples (r, s) €A le nom de 
. “Ve . . ry . 

fractions, Vutiliser la notation classique ~ ou r/s, et de dire quer est le 

numérateur, s le dénominateur de Ja fraction. Les régles de calcul 

prennent l’aspect classique. 

(1") 

(2") Sanrcees eS ONES 

il sera plus correct de dire fractions équivalentes que fractions 

gales). Les éléments de T sont les classes de fractions équivalentes : 

T= A/P; il est facile de vérifier directement que P est réguliére par 

rapport a la multiplication et que I’ est un groupe; les éléments de S 

( 

i : $2 5 : : Ss 
sont représentés par les fractions —) en particulier par les fractions a3 

si S admet un élément-unité e. 

Application. — Considérors ie semi-groupe additif 

i a ) Noa, 0; fy 2) eter eee 

Nous pouvons, Waprés ce qui précede, le plonger dans un groupe 
additif C : celui-ci est ensemble des entiers relatifs dont ceci est une 
ee aie ee ee BES en ee 

(*) A priori, cette forme de l’équivalence d’homomorphisme P est la seule possible 
puisque, si l'on suppose lexistence de T, la relation (r, Ss) =(7,, 5,) (P) signifie 
rs'1=r,s,' dans T, c’est a dire rs, =7,s dans D. 
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autre définition. Dans le demi-groupe A=No>x< No, laddition des 

couples (a, 6) est définie par 

(3) (a, b)+ (ce, d)=(a+c,b+d) 

et deux couples (a, 6), (a1, 61) sont équivalents modulo P silona 

(4) a+b,=a,+ 6. 

[Il en résulte, puisque nous avons dans No un élément neutre, o, par 
rapport a l’addition, que la classe p contenant un couple (a, 6) donné 

peut étre représentée par un couple de la forme 

(m, 0), ou TOSIN ES RIG OS B555%0y Goal Siu ad = 6, 

(0, 0) Sy Gp Sas 

(Cosn7reys ou meéeN Sh ice d. 

Dans ces cas respectifs, » est dit positif, nul ou négatif et désigné par 

les notations abrégées + m, 0, —™m, avec lesquelles les régles de 

Vaddition se mettent immédiatement sous la forme usuelle. Le nombre 

positif «=-+a, ensemble des couples (a+ 2,27), ot ENo, est 

identifié avec le nombre naturel a. 

La définition du produit de deux entiers relatifs résulte en premier 

lieu du principe de concordance (chap. III, § 8, p. 132) d’aprés lequel 

nous posons 
(+ a)(+6)=+ ab 

et, en second lieu, des régles de calcul que l’on impose a la multiphi- 

cation. La distributipité de la multiplication par rapport a l’addition 

entraine d’abord que tout produit par zéro est nul 

a = a(4+0)= au + ao, d’ou Ol 107 

puis, la relation 

o=20=a[p+(—p)] =a +a(—p) 
donne 

a(— pw) =—(ap). 

Enfin, nous avons, en imposant en outre a la multiplication d’étre 

commutative : 

(— p)% = a(— pp) =—( a). 

Ces relations permettent de ramener le calcul du produit de deux 

entiers de signes quelconques a celui de deux entiers positifs, déja 

défini : on est ainsi conduit aux régles habituelles sur lesquelles nous 

n’insisterons pas davantage. 
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Les nombres ainsi définis ne sont pas a proprement parler identiques 

4 ceux que nous avons introduits précédemment par un autre procédé, 

mais les uns et les autres forment des domaines tsomorphes et sem- 

blables : ils peuvent ¢tre utilisés indifféremment. 

3. Immersion d’un domaine d’intégrité dans un corps. — Soit D un 

domaine d’intégrité : D—{o} est un semi-groupe abélien multipli- 
catif S; construisons comme au paragraphe 2 le plus petit groupe 

multiplicatif abélien contenant S, ensemble I des classes de fractions ‘i 

équivalentes (r, s€S). 

Adjoignons aL un élément o, multiplicativement permis : 

(1) o2~=0 pour tout «er. 

al . Coe ee . 
Comme deux fractions quelconques de la forme past. e désigne le zéro 

1 

de D, s et s; €S) vérifient la relation qui caractérise les fractions équi- 

valentes, l’élément o adjoint a T peut étre regardé comme la classe qui 

contient ces fractions (et n’en comprend d’ailleurs pas d’autre). 

Désignons par K =I + {0} le demi-groupe multiplicauf ainsi obtenu 

et, pour faire de K un corps, définissons une addition distribuée par la 

multiplication et telle que K soit un groupe addiuf. 

Sia=ab"', B=cd" (a, cED, 6, dES) sont deux éléments de K, 

nous devons avoir, pour tout £€ K, 

(a+ B)E = a& + fF, 

d’out, en particulier, pour — = bd, 

(a+ 8)bd = (ab-!4 cd— bd = ad + be 
et 

a+ %=(ad+ be)(bd)-, 

Par conséquent, la somme a+ 6 dort étre la classe contenant la frac- 
ad +- be 

bd 

Cette remarque préliminaire nous conduit a appeler somme des 
; ; a © A ad + be 2 : 
fractions 7» > la fraction —7 et a définir la somme 2+ 6 des 

tion 

éléments de K représentés par ces fractions comme la classe contenant 
Testers ad + be page hs : ‘ : ‘ a fraction somme —7— - Cette définition nécessite deux justifications, 

(ailleurs immédiates. 
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0 < ’ > y a 5 + a yy y > 1° S¢ Von remplace une des fractions, , pa exemple, par une 
ers P ; a, : A i . fraction équivalente fae la fraction-somme est remplacée elle ausst 

| 

par une fraction équivalente; aby= a,b entraine bien en effet, 

(ad+be)b\d=(ad+ bhie)bd; 

Ya a Z » . . ax . 
2° Les éléments de D, représentés par les fractions 7a s’ajoutent 

comme dans D : on a en effet, 

ae ey by _(a+b)xy 
A ene ee 

L’addition ainsi définie posséde les propriétés suivantes : 

1. Ona 

a a ata’ 

Tih eae aa 
et 

is ey oe! Peep: x 

PY PY PPY 

Ul. L’addition est commutative. 

Ill. L’addition est associative. — Soient a, a', «" trois éléments 
a ; : Ce Pe es 

de K, représentés respectivement par les fractions eye: La 
eps Pei, ” , ; 7 

fraction a saad représente aussi bien («-+ @’)-+ a” que 

a+ (a'+ a") : ces deux éléments sont donc égaux. 

IV. L’élément o de K est neutre pour l’addition : 

O+ra=a@ pour tout aeKk. 

: : = 2 @ ; 
Si— a désigne la classe représentée par ——> oll Ea, ona a+(—a) =o: 

K est bien un groupe additif. 

Neel a multiplication est distributive par rapport a V addition. — 

, aD ' ‘ u(ny’+ xy), Si 6 est représenté par >) B(a-+ a’) est représenté par eet: la 

somme $a + 6a! est représentée par la méme fraction, puisque 

uxy Ux 

Siw: eli 
P. DUBREIL. ; 16 

(P) 
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est un représentant de Ba, et 

un représentant de fa’. Nous avons donc 

B(a +a’) = pa + Ba’. 

D’aprés ces propriétés, K est bien wn corps : c’est par construction, 
le plus petit corps contenant D; il est défini a un isomorphisme pres. 

On l’appelle le corps des quotients (1) du domaine d’intégrité D. 

Si Pon prend comme domaine d’intégrité l’'anneau C des entiers, on 

obtient un corps des quotients I dont les éléments sont appelés nombres 

rationnels. Les fractions ont ici pour numérateur un entier quelconque 

(positif, négatif ou nul) et pour dénominateur un entier non nul (qu’on 

peut convenir de prendre positif). Un nombre rationnel est une classe 

de fractions équivalentes. — 

Dans une classe de fractions équivalentes non nulles, il en existe une 

et une seule dont le dénominateur est positif et premier avec le numé- 

rateur : cette fraction est dite crvéductible. 

Comme l’anneau C des entiers relatifs qu’il contient, le corps I des 

nombres rationnels est de caractéristique nulle : c’est le premier corps 

ayant cette propriété, que nous construisons. 

B. — DEMI-GROUPES, PROBLEMES D’IMMERSION : 

CAS NON COMMUTATIF. 

4. Equivalences principales. Complexes forts. — Nous nous propo- 

sons de faire l’étude d’un demi-groupe D sans le supposer abélien et, 

en particulier, de rechercher les groupes homomorphes a D. Il est clair 

que, dans une telle étude, on verra intervenir, comme parties remar- 

. quables de D, les sows-ensembles fermés ou sous-demi-groupes (appelés 
aussi sous-groupoides) et les sous-ensembles permis ou idéauz (a droite, 

a gauche ou bilatéres). L’importance de cette derniére notion vient 
notamment des analogies qui existent entre la théorie des demi-groupes 
et celle des anneaux : un anneau est un demi-groupe multiplicatif; en 
faisant abstraction de la condition additive (condition 1, p- 185), on 

(*) E. Sremitz, Al gebraische Theorie der Kérper (J. fiir r. Ang. Math., t. 137, 
1910, p. 178). 
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passe de la notion d’idéal dans un anneau a celle Widéal d’un demi- 
groupe. (*). 

De méme, un élément permis z, s’il existe (et alors, il est nécessai- 
rement unique, cf. chap. II, §4, p. 76), est souvent appelé élément 
séro, ou simplement zéro : le complexe Z = { z} est un cdéal bilatére. 

Un élément x de D (4Z) est diviseur de zéro a gauche s'il existe 
dans D un élément y distinct de z tel que l’on ait ey =. On définit 
symétriquement un diviseur de zéro a droite. Un diviseur de zéro est dit 
véritable s'il est distinct de z. 

Dans un demi-groupe D ayant un élément zéro z, appelons noyau a 

droite et désignons par Ng Pensemble des non-diviseurs de zéro a 

gauche, donc des éléments a tels que - 

z@2~z  entraine axa. 

On définit symétriquement le noyau a gauche Nz; le noyau de D est 

Vintersection Ng ANg, c’est-a-dire l’ensemble des éléments qui ne sont 

diviseurs de zéro ni a droite ni A gauche. 

Les noyaux N, Na, Ng sont contenus dans D—Z; s’ils ne sont 

pas vides, ce sont des sous-demi-groupes de D. Soit em effet, par 

exemple, a€ Na, bE Na; la relation ab.x = z s’écrit a.bx =z, donc 

entraine bz = 5, puis y =< : nous avons bien ab E Na. 

S’il n’existe pas de véritables diviseurs de zéro a droite, les relations 

(1) Di 2B, PREZ LY =, 

ne peuvent pas étre vérifiées simultanément, et il n’existe pas non plus 

de véritables diviseurs de zéro 4 gauche. On a 

Na=N,=N=D—Z. 

(1) Ce point de vue est l’origine de nombreux et importants travaux que nous devons 

ici nous borner & mentionner : 

D. Rees, On Semi-groups (Proc. Cambridge Phil. Soc., t. 36, 1940, p. 386); On the 
Ideal Structure of a Semi-group satisfying a Cancellation law (Quart. J. Math., 
t. 19, 1948, p. ror). 

A. Suscukewitscn, Ueber die endlichen Gruppen ohne das Gesets der eindeutipen 
Umkehrbarkeit (Math. Ann., t. 99, 1928, p. 30). 

St. Scowarz, Zur Theorie abr Halbgruppen (Sbornik, Bratislava, 1943). 

P. Lorenzen, Abstrakte Begrindung der multiplikativen Idealtheorie (Math. 
Zert.; t. 45, 1939, p- 533); voir aussi, du méme auteur, Ueber halbgeordnete Gruppen 

(ibid, t. 52, 1949, p. 483). 
A. H. Cuirrorp, Semi-groups containing minimal Ideals (Amer. J. of Math., t. 10, 

1948, p. 521); Semi-groups without nilpotents Ideals (ibid., t. T1, 1949, p. 834). 

A. H. Currorp et D. D. Mitten, Semi-groups having zeroid elements (Amer. J. 

Math,, t. 10, 1948, p. 117). 
M. Tessier, Sur la théorie des restos dans les demi-groupes (C. R. Acad. Se., 

. 234, 1952, p. 386). Me M. Teissier a également étudié les algébres d’un demi-groupe 
fini simple dans deux Notes (C. R. Acad. Sc., t. 234, 1952, p. 2413 et 2511). 
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Mais les relations (1) expriment aussi que Vidéal Z est premcer ou 

que D — Zest un ensemble multiplicativement fermé. Nous caracléri- 

serons ce cas en disant que le demi-groupe D admet un séro premier. 

Si, en outre, D—'Z=N est un groupe, on dit que D est un pseudo- 

groupe; si N est un semi-groupe, D est un pseudo-semi-groupe. 

Remarque. — Si le zéro d’un anneau A est premier, la régle de simplifi- 

cation est valable dans A —‘o\=N; s'il est commutatif, A est un domaine 

d’intégrité. L’égalité ax = bax s’écrit, en effet, (a—b)x =0 et, avec 4 F0, 

entraine «= 0. Cette propriété n’est évidemment plus valable pour un demi- 

groupe quelconque : adjoignons, en effet, un élément permis z a un demi- 

groupe A qui nest pas un semi-groupe : 22 = xz = 2 pour tout rEeA, z?=<. 

Dans le demi-groupe D=A-+ {z}. ainsi obtenu, le zéro z est premier et l’on 

a N=A: la régle de simplification, cependant, n’est pas valable dans N. Nous 

rencontrerons plus loin (§ 3, corollaire du lemme 1, p. 250) un type de demi- 

groupe # ayant un zéro W et dans lequel tout sous-demi-groupe ne contenant 

pas W, en particulier le noyau, est un semi-groupe. 

Dans un demi-groupe D quelconque, il est commode de regarder la 

partie vide comme un idéal, donc aussi comme un sous-demi-groupe. 

L’ensemble Jy des idéaux a droite (par exemple) vérifie les conditions 

de Moore : a. DE Ja; b. toute intersection d’idéaux A droite est un 

idéal a droite. J, est donc un treillis complet. L’union dans Jq coincide 

d’ailleurs avec la réunion au sens de la Théorie des Ensembles, puisque 

toute réunion de parties permises 4 droite est une partie permise a droite : 

J, est donc un sous-treillis de £(D). 

L’ensemble S des sous-demi-groupes (QO compris) vérifie aussi les 

conditions de Moore : c’est un treillis complet, mais dont l’union, en 

général, ne coincide plus avec la réunion au sens de la Théorie des 

Ensembles. 

Dans la recherche des groupes homomorphes a un demi-groupe 

donné D, probleme que nous nous proposons de traiter ici, les deux 

notions de sous-demi-groupe et d’idéal, a elles seules, ne permettent 

.pas d’aboutir; de plus, la méthode du cas abélien tombe en défaut dans 

le cas non commutatif. C’est en reprenant a la base les notions fonda- 
mentales relatives aux propriétés d’inversion dans un demi-groupe 
(chap. IH, §6, p. 89) que nous obtiendrons le type de relations d’équi- 
valence qui contractent un demi-groupe en un groupe (*). 

ee SSSSSSSSSSSSSSsSSSSSSSSSSSSSSsSSSSSSSsese 

(") La théorie générale des relations d’équivalence dans les demi-groupes a été déve- 
loppée dans les travaux suivants : 

P. DusreiIL, Contributions a la théorie des Demi-groupes (Mémoires de lAca- 
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Considérons, dans le demi-groupe D, un complexe H, un élément a, 
et le quotient @ droite Qa=(H:a)a, ensemble des éléments x de D 
vérifiant 

(2) axeH. 

Le résidu a droite Wy, ensemble des éléments ~w de D pour lesquels le 
quotient Q,, est vide, est un ¢déal ad droite dans D, comme nous lavons 
“deja vu (loc. cit.). Le produit ax appartenant toujours au complexe- 
produit D?, H et D?qH ont méme résidu : si DDAH=T est vide 
(H est alors dit ¢rvial), Wy est le demi-groupe D tout entier. 

Tout élément de D permis a droite et qui n’est pas contenu dans H, 
appartient 4 Wy. 

Tutorime 1. — Sovent H et K deux complezes de D : 

a. HECK entratne Wx S Wy; 

b. Hn Wa= @ entraine Wx S Wy. 

a. La relation d’inclusion H € K entraine évidemment 

(H : a)a&(K g a)d; donc WS Wu. 

b. Soit HAW,=9@. Si ae D— W,, il existe un élément x de D 

vérifiant azeéH, donc axé W,. Il existe alors un élément y tel 

que ary EK, d’ot ae D — W,x : nous avons D— W,¢D— W, et, 

par conséquent, Wx ¢ Wy. 

La relation Ry définie a partir du complexe H en posant 

(3) aRub si et seulement si Qg=Q, 

est réflexive, symétrique, transitive : c’est donc une relation d’équiva- 

lence appelée éguivalence principale a droite associée a H. On 

démie des Sciences de l’ Institut de France, t. 63, 1941, p. 1-32; Rendiconti di Matem. 

e delle sue applic., s. V, vol. X, 1951, p. 183-200; Bull. Soc. Math., t. 81, 1953, p. 989-306). 
M. TeissieR, Sur les équivalences réguliéres dans les demi-groupes (C. R. Acad. 

SGs. ta 2024) 1Q01, Ps 1907). 7 

M. L. Dusrett-Jacotin, Quelques propriétés des équivalences réguliéres par rapport 

a la multiplication et a l’union dans un treillis & multiplication commutative avec 

élément-unité (C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951, p. 287). . 

M. L. Dusreit-JAcotin et R. Croisor, Sur les congruences dans les ensembles ou 

sont définies plusieurs opérations (C. R. Acad. Sc., t. 233, 1gd1, p. 1162). 

R. Croisot, Propriétés des complexes forts et symétriques des demi-groupes 

(Bull. Soc. Math., t. 80, 1952, p. 217-223). 
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éerira (3) sous la forme 

(3:) a=b (Rn). 

Si le résidu a droite Wy nest pas vide (en d'autres termes si H 

nest pas net a droite), Wy est une classe modulo Ry : c’est la classe 

qui contient les éléments permis a droite éventuels (en particulier le 

zéro sil existe) gui n’appartiennent pas a H. 

Tutorime 2. — L’équivalence principale a droite Ry est réguliére 

a droite. 

Soit r un élément quelconque de D. Si x € Qz,, nous avons 

ar.c2=a.rxrenH, donc rxEQa 

et (3) entraine b.rx = br.x eH, cest-a-dire xEQz,, dot. Qar € Qy,; 

ona de méme Q,,€ Qu, dou Pégalité, c’est-a-dire ar = br( Ry). 

On définit symétriquement, par l’égalité des quotients a gauche ,Q, ,Q 
(ot .Q par exemple désigne lensemble des y €D vérifiant yaeH), 
Péquivalence principale a gauche nR(a == b(wR) = Ae) =,0)) et lon 

montre que cette équivalence est réguliére a gauche. Le complexe H 

est dit équiréstduel si ses résidus a droite et a gauche coincident, 
WiuauW, symétrique s'il est équirésiduel et si Von a, en outre, 

Ry=wR. Si les résidus Wy et »W ne sont pas vides, Végalité 

Ry = wR entraine Wy=yW : chacun des résidus est en effet une 

classe mod Ry (=pWR) et siwe Wy, w'e€ ,W, Pélément ww! appar- 

tient a la fois & Wy et a ,W. Ces deux classes, ayant un élément 
commun, coincident. 

Dans la relation (2), a et x jouent des réles symétriques : si rE 8 be 

a €_Q et inversement. La réunion des quotients Q, quand a décrit D, 

ou, aussi bien, quand a décrit D— Wy, est le complément du résidu a 

Ua= U Qa=D—yW. 

aed aeél)—Wa 

gauche yW : 

En associant 4 chaque élément a de D— Wy son quotient a droite 
Qu=fn(@), nous définissons une application fy, en général multi- 

een: forme, de D— W y= Dy dans D—,,W =,D*; de méme, en associant 
a * Ld x . a chaque élément x de yD* son quotient a gauche ,.Q, nous définissons 
une application ;,f de ,D* dans Dj; les relations 

xefui(a), aénf(x), 
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équivalentes Pune et Pautre a la relation (2), ont lieu en méme temps : 
les applications fy et yf sont donc inverses l’une de l’autre 

fi'=xf. 

A Vapplication /, est associée la relation réflexive et symétrique Gy 
définie dans Dj, par 

(4) atvyb siet seulement si /n(a)n fu(b)+ @, 

cest-a-dire si Qu{Q) (chap. I, §8, p. 31). En désignant par Rj la 
trace de Ry sur Dy et par Cy la fermeture transitive de Gy, c’est-a-dire 

Péquivalence décomposant Dj en parties stables minimales (chap. I, 
§ 12, p. 59), nous avons 

(5) Rus Ba Cu. 

Les applications inverses fy et yf sont semi-uniformes en méme 

temps : nous dirons alors que H est un complexe fort; dire, par 

exemple, que fq est semi-uniforme signifie que 

(a) QalQ, = entraine Qa=Qz, 

c’est-a-dire que lon a GyORyj, dod Végalité Gy= Rj. On a alors 

aussi Gy= Cy (cbid., th. 2, p. 35); ici, d’ailleurs, cette Ggalité résulte 

de la précédente et du fait que C, est la plus petite équivalence conte- 
nant G,); les classes modulo 

Ri= Ga= Cu 

sont les images inverses fy' (x) =2Q, pour xEyD", c’est-a-dire les 

quotients a gauche non vides : la classe A contenant a et le quotient ,Q 

coincident siVon a axe€H et seulement dans ce cas. 

Nous avons également les propriétés symétriques; en outre, la corres- 

pondance biunivoque E/C <-> E'/C’ de la théorie générale des appli- 

cations multiformes donne ici 

Dp/Ru< —>uD*/nR*, 

ce qui, si les résidus Wy et ,W sont tous deux vides ou tous deux non 

vides, permet d’écrire 

(6) D/Ru<—> D/nR. 

En résumé, nous avons établi le théoréme suivant : 

Tusorims 3. — Pour qu'un complexe H soit fort, il suffit que les 

quotients a droite, par exemple, vérifient la condition («) ; les classes 
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modulo Ry, distinctes du résidu a drotte Wy, sont alors les quotients 

a gauche non vides (A= ,Q <> ax ell); les ensembles-quotients D/Ry 

et D/yR ont méme puissance st Wy et uW sont tous deux vides ou 

tous deux non vides. 

Cas particulier. — Dans un groupe G, toute équivalence réguliére a@ 

droite, R, est equivalence principale a droite définie par Vune quelconque 

de ses classes UH. La classe-unité mod® est en effet un sous-groupe S de G, 

et une classe H est de la forme H =Sh, hEH. Le quotient Qa correspondant, 

ensemble des éléments 2 vérifiant aceSh est le complexe Q,=a—'Sh, et la 

congruence a == b(Ry) équivaut & a—!Sh = b-'Sh, c’est-a-dire 

Sa=S0b ou a=bh (RK). 

Si les quotients Qag=a—Sh, Qp=6-'Sh se coupent, on a bateS dot 

Qa= Q»; la classe considérée If est done un complexe fort. 

Considérons maintenant, toujours dans le groupe G, l’équivalence principale a 

droite Ry définie par un complexe quelconque H. Puisque Ry est réguliere a 

droite, la classe Umod®y qui contient l’élément-unité e de G est un sous- 

groupe. Par définition, U est l’ensemble des éléments wu vérifiant Q, = Qe, c’est- 

a-dire uw! IL = UH, qui équivaut 4 H=wl ie entraine UH = Ue = My) 

ueU 

tout élément wu de U peut donc s’écrire sous Ja forme 2, hz’. 

Nous avons, d’autre part, e€Q, pour tout hell, done Qy,,{ Qz, pour deux 

éléments /;, hg quelconques de II. Si Il est fort, cela entraine Qy,= Qi, : Il est 

contenu dans une classe modRy; de plus, ]’égalité précédente s’écrit 

An Wass Sl: 

dow, pour tout A; EH, Ayth,EeA7'Il et enfin 

(7) hihyth,eH quels que soient /y4, ho, h,eH. 

Réciproquement, supposons vérifi¢e la condition (7) et supposons que deux 

quotients Qa, Qy se coupent, c’est-a-dire que I’on ait 

Li= dh = 0 Ns, avec fy, hoeEH, 

dot ab-'= h,hz!. Un élément m de Q) est de la forme 

m= b-*h;= a“ ab— hy == a" h, hs hy = ah, ou heH, 

@aprés (7); on a meEQza et, par conséquent, Q,9Q,; de méme QuSQ,, doi 
Pégalité; H est un complexe fort : les complexes forts sont caractérisés par la 
condition (7). 

Si H est fort, deux quelconques de ses éléments fy, ho vérifient, comme on l’a 
vu, hy=ho( Ry), Wott hyhyt =e, cest-a-dire hihy! EU; par conséquent, H est 
contenu dans la classe 4 droite, par rapport au sous-groupe U, qui contient un 
quelconque de ses éléments h. Inversement, un élément uh(hell) de cette 
classe s’écrit (toujours) h,hz'h, done (quand Hi est fort) appartient a’ H : le 
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complexe fort H est une classe a droite par rapport au sous-groupe U :on a, 
par suite, Ry= Ry. 

Notons encore que, dans un groupe, tout complexe est net. 

Enfin, dans un groupe, toute équivalence réguliére a droite, est simplifiable 

i droite; il n’en est évidemment pas de méme dans un demi-groupe quel- 

conque (1), mais nous allons établir, pour l’équivalence principale 4 droite Ry 

provenant d’un complexe fort I, un théoréme dont la premiére partie comprend 
comme cas particulier la propriété des groupes qui vient d’étre rappelée. 

Dé finition. — Une équivalence S dans un demi-groupe D est dite 

stmplifiable @ droite sur un complexe K de D si 

axeK, baek, ax=bx (8) 

entrainent 

a=b (8). 

Tutortur 4.—a. Sc est un complexe fort dans le demi-groupe D, 

Uéquivalence principale Ry est simplifiable a droite sur le comple- 

ment Dy= D — Wy du résidu a droite. St, en particulier, H est net 

a droite (Wy= QO), Ry est simplifiable a droite. , 

b. StH (*) west pas net @ droite, une condition nécessatre et suffi- 

sante pour que Ry sott simplifiable a drotte, est que Dy sott un tdéal 

a droite. St Wy est un tdéal bilatére non vide, en particulier st 

Von a Wy=iW AO, la condition précédente nest réalisée que si H 

est trivial (T=D?nH=@O: Ry est Véquivalence universelle). 

a. Soit ax=ba(Ry), avec axEDy, beEDy (ce qui entraine 

aéDi, 6€Dj;). Nous avons Qy,= Qr.4Q, dot, en désignant par r 

un élément de ces quotients, cr€Q,nQ, et, puisque H est fort, 

Q.=Q), donc a=b(R,). En prenant en outre ED, on voit 

que la trace Ry de Ry sur Dy est simplifiable a droite; il faut noter 

qu’en général Dj, n’est pas un sous-demi-groupe de D. Sc H est net a 

droite, ona Di =D, Véquivalence Ry est simplifiable a droite. 

b. Considérons le cas ot H n’est pas net a droite et supposons Ry 

simplifiable 4 droite; soient @€ Dj, meD: si le produit am était un 

élément w de Wy, on aurait aussi wme Wy, donc am = wm( Ry) 

ct a@=w(R,), Vou’ aeWy, ce qui est absurde. Nous avons 

donc ame Dj, et Dj, est un tdéal a droite. 

(1) Comme 1’a montré récemment M. G. THrerRIn, si un demi-groupe D est tel que 

toute équivalence réguliére & droite soit simplifiable a droite, et que toute équivalence 

régulicre 4 gauche soit simplifiable 4 gauche, D est un groupe. 

(2) Toujours supposé fort. On notera cependant que cette hypothése sert seulement 

pour démontrer que la condition est suffisante. 
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Inversement, supposons que Dy soit un idéal a droite. D’aprés a, 

ax =bx(Ry) entraine a= b(Ry) toutes les fois que la classe conte- 

nant ax et bx est distincte de Wy. Si, au contraire, ax et bx appar- 

tiennent & Wy, a et 6 appartiennent aussi A Wy puisque D — Wy= Dy 

est un idéal a droite : il en résulte encore a= b(Ry) et Ry est simpli- 

fiable a droite. 

Si W,(4@) est un idéal bilatére, son complément Dg ne peut 

étre qu’un idéal a droite vide, car aE Dy, we Wy entraineraient 

awe Dan Wa. 

Corotiarre. — Dans un demi-groupe abélien D, 1 équivalence 

principale a droite Ry associée a un complexe fort H, si elle est 

distincte de l’équivalence universelle, est simplifiable st H est net et 

seulement dans ce cas. 

En effet D étant abélien, H est équirésiduel. 

La comparaison des équivalences réguliéres ou simplifiables d’un 

cété avec les équivalences principales du méme cété conduit aux 

résultats suivants. 

Lemme 1. — Sort R une equivalence réguliére a droite dans un 

demi-groupe D; si H est un complexe saturé mod R (c’est-a-dire une 

somme de classes ou une classe mod®), on a 

(8) RERu. 

Montrons que a=6(R) entraine Qa=Q,, en posant toujours 

Q.=(H:a@)a; il suffit évidemment d’établir, par exemple, V’inclu- 

sion Q,€Q;. Or, si xE€Qa, c’est-a-dire si aweEH, la congruence 

ax=bx(R) entraine, puisque H est saturé modR, bxeH, c’est- 

a-dire 7 EQ). 

Corotairs. — Si R est une équivalence réguliére a droite, toute 
classe H mod R est indivisible mod Ry. 

D’aprés (8), en effet, toute classe Hmod® est contenue dans une 

classe mod Ry. 

Lemme 2. — Considérons dans le demi-groupe D une équivalence S 
et un complexe H; supposons H indivisible modS et S simplifiable a 
droite sur H. Si les quotients a droite Qa= (H:a)a, Qu= (H:6b)a se 
coupent, ona a=b(S8). 
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Soit EQ, Q,, c’est-a-dire ax EH, br EH. I en résulte 

ax=bx (S8), dot a=b (S$). 

Tuetorime 5. — Sotent R une équivalence réguliere a droite dans 
le demi-groupe D, et H une classe modR sur laquelle R est simpli- 
fiable a droite (ce qui a lieu, en particulier, si R est une Equivalence 
stmplifiable a droite). 

a. Ona 
ROR 

et, en désignant respectivement par R* et Ry les traces de KR et de 

Ry sur Di, 
Ri Rn. 

En particulier, si H est en outre net a droite, ona R= Ry. 

b. Hest un complexe fort. 

a. D’aprés le lemme (4 et son corollaire, nous avons RC Ry et Hest 

indivisible mod Ry. L’inclusion R € KR, entraine R* € Ry. Pour établir 

Pégalité, considérons deux éléments a, 6 de Dj congrus mod Ry, donc 

tels que Qa= Q,(4@). D’aprés le lemme 2 ot lon prend S = R, on 

aa =b(R) donc a=b (R’") et, par conséquent, Ry € R’, d’ou Végalité. 

Sit H est net a droite, ona 

DoD ee ne Oly 

b. Pour montrer que H est fort, supposons 2 € Q,N Qo. Nous avons, 

d’aprés le lemme 2, a= 6(R), donc a= b( Ry), cest-a-dire Q, = Qy. 

Le théoréme suivant permet de préciser dans quelle mesure l’équiva- 

lence principale a droite Ry associée 4 un complexe fort K, peut étre 

définie par l’une quelconque de ses classes. 

Tusortme 6. — a. Soient K un complexe fort, H une classe 

mod QR, distincte du résidu Wx. Ona 

Ws & Wa, RrERu, R= Ru, 

Ri et Rj, désignant les traces de Ry et de Ry sur Dg = D— Wy; 

H est un compleze fort. 

b. Si, en outre, K est contenu dans une classe Lmod Rx, différente 

du résidu Wx, ona 
Wx= WL, Rx= Ry. 
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c. Avec les hypotheses de a et de b, et si, en ouwtre, Wy ne coupe 

pas K, Kn Wy=@, ona 

Wik= Wa, Rx= Ru. 

' a. Les classes H et Wx étant distinctes, sont disjointes. On a done, 

d’aprés le théoréme 1, 6, Wx € Wy et, d’aprés le théoreme 4, l’équiva- 

lence réguliére 4 droite Rx est simplifiable a droite sur H. Cela entraine, 
d’aprés le théoréme 5, Ry CRy, Ry= Ry ct H est un complexe fort. 

6. D’aprés a, nous avons Wy © W,; mais Vinclusion K CL entraine 

W,¢ Wg, dot Pégalité W,= Wg. Puisque, toujours d’aprés a, Ry, et 

R, ont mémes traces sur D— W,, nous avons bien R, = Rx, 

c. Puisque Rx est contenue dans Ry, Wy est une réunion de classes 

modR,. L’hypothtse KA Wy=O@ entraine done LAWy==0 et 

L¢D, = D—W,. 

Mais alors, puisque les traces Ry cL Rx = Ky sur Dy coincident, Lest 

une classe mod®R,y, distincte de Wy par hypothese. Appliquons 

la premiére partie @ de Pénoncé en remplacant K par Il et He par L; 

nous obtenons 
Wi & WL= Wi, Kui Ry = Kx, 

dott 

Remarques. — 1. SiK est un sous-demi-groupe de, Chypothése Kn Wu =O, 

dans c, est certainement vérifiée. Soient, en eflet, KEK; HEIL; considérons 
un élément x tel que haeh : nous aurons 

khx ek? Ch, done xwe(h:kh), 

en méme temps que veE(K:h),, d’oll, puisque hk est fort, Kh = h(Rx), c’est-ad-dire 
kheH, donc enfin k € Wu. 

2. Montrons, par un exemple extrémement simple, qu’avec les hypothéses de a, 

on peut avoir RKCRy strictement. Considérons le demi-groupe abélien 
D = {o, 1, 2} défini par la table 

[sous-demi-groupe du demi-groupe multiplicatif C/(4) (voir chap. IV, $4, p. 143]. 
Prenons kK = { 2}; nous avons 

Kio= 0; Kor 744, Kr2= fn} 
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K est fort et Re(= KR) est Pégalité, Le résidu Wx comprend le seul élément 
zéro. H = {1} est une classe mod&x, distincte de Wx. Nous avons 

Heo tore Harel done Wy = {0, 2} >K, 

et 

Wie Wu, Rec Ry. 

On vérifie aisément que H est fort. 

Exercices. — 1. Toute intersection non vide de complexes forts d’un demi- 
groupe D est un complexe fort. 

2. Un idéal A gauche H(+# @) dans un demi-groupe D est un complexe net a 

droite. Que peut-on dire de léquivalence principale a droite correspondante 
Ry quand, en outre, H est fort ? 

3. Soit D=/1, 2, ..., nm, ...{ le demi-groupe additif des nombres naturels. 

Le complexe M formé par les multiples d’un nombre fixe m est-il fort ? est-il 

net ? Quelle est ’équivalence principale correspondante Ryu et que peut-on dire 
de l’ensemble-quotient D/Rx ? 

Si Pon regarde maintenant D comme un demi-groupe multiplicatif, le méme 
complexe M est-il fort ? est-il net ? Garactériser l’équivalence Ry. 

Dans le demi-groupe multiplicatif des nombres naturels D, on considére le 

sous-demi-groupe S = {7n%/inep, ensemble des puissances alémes, ou a est un 

nombre naturel donné. Etudier les propriétés de S et de VPensemble-quotient 

D/Rsg (on pourra traiter d’abord le cas x = 2). 

4. On désigne par aub le plus grand commun diviseur de deux nombres 
naturels a, 6 et l’on considére l’ensemble N = {1, 2, ..., n, ... | de ces nombres 

comme un demi-groupe par rapport a Vopération vu (demi-treillis ). 

a. Déterminer le résidu W, du complexe {A} formé par un seul élément h 

de N. Comment faut-il choisir A pour que { /} soit net ? 

b. Caractériser |’équivalence principale R, associée au complexe { / }. 

ce. Examiner le cas A =1; montrer qu’une condition nécessaire et suffisante 

pour que l’on ait r= y(R,) est que x et y possédent les mémes facteurs 

premiers. 

d. Montrer que R, est réguliére par rapport a la multiplication. R;, pour 

h #1, a-t-elle la méme propriété? Peut-on indiquer une autre opération par 

rapport a laquelle R, est réguliére ? 

3. Soit A= D xD’ le produit direct (1) de deux demi-groupes multiplicatifs 

D, D’, c’est-a-dire l'ensemble des couples § = (2, x’), ott x décrit D et 2 décrit 

D’, avec Ja multiplication définie par 

Cone \ yey ya" ay, ey”): 

(1) Les produits directs de demi-groupes ont été étudiés par J. Ch. Harpen, Direct 

and semi-direct products of semi-groups ( Thése, University of Tennessee, 1949). 
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On considére dans D un complexe H, dans D’ un complexe H’ et, dans A, le 

complexe K = H x H’, ensemble des couples (A, h’), ou hEH, h'eH’. 

1° x=(a, a’) étant un élément de A, caractériser le quotient a droite Q, = (Kia) 

au moyen des quotients (H:a)q et (II’:a’)q. Déterminer le résidu 4 droite Wx de K 

dans A a partir des résidus Wn de H dans D et Ww de H’ dans D’. 

2° Montrer qu’d/ sugit, pour que K soit un complexe fort dans A, que H et H’ 

soient des complexes forts (respectivement dans D et dans D’). Examiner si cette 

condition est nécessaire. 

Pour qwun complexe fort H soit indivisible modRy, il faut et ul 

suffit que Von ait é 

(9) Qn, A Qn, FB 

pour chaque couple d éléments hy, hz de H : tout complexe fort ayant 

la propriété (g) est dit parfact a droite. Si H est*parfait a droite, il en 

est de méme de T=—D?nH. Un complexe parfait a droite, H, est 

disjoint de son résidu a droite Wy; la classe H mod Ry qui contient H, 

est distincte de W,, : elle est donc (d’aprés le théoréme 6) un complexe 

fort, elle a méme résidu a droite Wy, et elle définit une équivalence 

principale a droite qui coincide avec Ry. 

La condition (g) signifie qu’il existe, pour chaque couple d’éléments 

hi, ho de H au moins un élément m de D tel que 

(9’) himeH et hoameH. 

Elle se rattache a la notion suivante (1) : deux complexes H,, H, (dans 

un groupoide E) sont dits codivisibles a droite si, pour chaque élément 

h, de H, et chaque élément hy de Hg, il existe un élément m de E 

tel que 

h,meHs, et home Hy. 

La condition (9) exprime que H est codivisible a droite avec lui-méme. 

Un complexe H parfait a droite, s'il est unitaire des deux cétés, 

est une classe modRy. Soient aE H, ot H est la classe contenant H, 
heH, mEQua=Qi(A@). La relation hm EH entraine meH, puis 

am €H entraine a€H : nous avons donc H = H. 

St le demi-groupe D posséde un élément-unité a droite, e, tout 
complexe H a la propriété (g') : il suffit de prendre m = e. Tout com- 

(*) Cette notion intervient dans les conditions de permutabilité de deux équivalences 
principales a droite. Votr P. Dusreit, Contribution a la Théorie des Demi-groupes, I 
(Rendiconti di Matem. e delle sue applic., s V, vol. X, 1951, p..18g), ainsi que l’exercice 
7 Pp. 248 ci-dessous. 
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plexe fort, dans D, est done parfait a droite. Sil est non seulement. 

fort, mais unitarre, le complexe H est une classe mod Ry. 

Nous dirons qu’un complexe S est unitatre & droite par rapport a 

un complexe H si les relations seS, zs€H entrainent ze H. S’il en 

est ainsi, toute partie non vide S! de S est encore un complexe unitaire 
i droite par rapport a H. 

Lemme. — Sozent K un complexe du demi-groupe D, U l'ensemble 

des éléments u de D vérifiant uK CK (c’est-a-dire uk EK pour tout 

KEK). 

1° U est un sous-demi-groupe de D. 

2° Tout complexe unitaire a droite contenant K contient U. 

1° Soient wy, U2 €U; nous avons, pour tout Ae K, 

Uaibo Kp) tl Kamit Ko kn ou k, kek, 

donc uw, us. € U; U est un sous-demi-groupe. 

2° Si V est un complexe unitaire a droite contenant K, la relation 

uk =k', oi k, KX EK CV entraine ue V; ona donc UCV. 

Remarque. — Si K est un sous-demi-groupe S, ona SCU. 

TutorEme 7. — Dans un demi-groupe D, sovent H un complexe 

fort et S un sous-demi-groupe (~@) contenu dans H. 

1° S est contenu dons une classe Amod Ry, distincte de Wg, et les 

conditions 

a. aed; 

6. a.sEH pour touts eS; 

y. a.s,€H pour un 5, €S, 

sont équivalentes. Pour que A sott contenu dans H, tl faut et il suffit 

queS soit unitaire a droite par rapport a H. 

2° Le sous-demi-groupe U(A4~@), ensemble des éléments u de D 

tels que l'on ait us ES pour tout s ES, est contenu dans A : 

Seon. 

U, donc aussi S, est unitaire a droite par rapport a A. 
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3° Silon a SHCH (*), A est un sous-demi-groupe de D. 

4° SiT(=D? nH) est contenu dans S et si S est unitaire a droite, 

ona 
Shes Ubean At 

1° Quels que soient s, ¢€S, nous avons steSCH, d’ot te Q, et 

S¢Q,. Ilen résulte que les quotients 4 droite de H par deux éléments 

$4, 5. de S, se coupent, donc coincident puisque H est fort et nous avons 

S$,;= 5. (Rs). 

Soit alors A la classe modRy qui contient S(A A Wy) et aEA: 

-nous avons Q,= Q,, donc S€ Qa, c’est-a-dire 

a.s' EH pour tout s’éS. 

Mais inversement, si l’on a 

x2.s,EH pourun s,ES 

(donc si l’on a Qz{S), ilen résulte s, EQN Qs, ob sES, donc Q,=Q, 

etxeA. 
A est donc l’ensemble des éléments x de D ayant la propriété précé- 

dente et les deux propositions : ACH, et «S est unitaire a droite par 

rapport a H » sont équivalentes. 

2° U est contenu dans A, puisque us€SCH(seES) entraine we A. 
De zu =a, oi wEU, résulte 

OOS C5 = 10S) 3 ou us=s,E5S, 

donc xs,€H et eA. U est donc unitaire a droite par rapport a A; 

S, contenu dans U, a la méme propriété. 

3° Soient a1, a2€A, sES. Nous avons a,=s(Ry), d’ou, puisque 

Ry est réguliére a droite, a,a;= sao(Ry). Or, aos est un élément de 

H et nous avons 

$Q2.8 = $.a,sESHCH, 

dot sage A eta,a,EeA:A est un sous-demi-groupe. 

(*) Cette condition est remplie dans les deux cas suivants : 

1° H est un sous-demi-groupe de D : 

SHCH? CH, 

2° S est permis 4 droite dans H : 

SHOSCH 

(en particulier, S est un idéal & droite dans D). 
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4° La relation ae A, c’est-d-dire as EH, ot s ES, entraine 

aseD?*nH¢Ss 

et, par conséquent, @€S: nous avons donc ACS, d’ou la double 
égalité S=U=A, 

Remarques. — 1. Tout élément-unité a gauche de D (s’il en existe) appartient 
au sous-demi-groupe U, donc a la classe A. 

2. Si S est contenu dans D2, ce qui a lieu toutes les fois que S est globalement 
idempotent (S?= S), en particulier quand S se compose d’un élément idempotent 

a de H, ona S&T, et l’hypothése de la quatriéme partie, T¢S, entraine 

T=S(=U=A). 

Considérons maintenant un sous-demi-groupe fort S de D et appli- 
quons le théoréme'7 en prenant H=S, ce qui entraine, d’aprés 1° 

et 2°, U=A. Nous obtenons la proposition suivante : 

Corotiaine. — 1° Un sous-demi-groupe fort S de D est contenu 

dans une classe UmodRs(U4 Ws). U est ur sous-demi-groupe 
fort (*) et unitaire a droite. 

2° U est le plus petit complexe unitaire a droite contenant S; 

pour que U=S, donc pour que S soit une classe mod Rg, il est non 

seulement nécessaire, mais suffisant que S sott unitaire a droite. 

3° Ona 
Ws = Wt, Rs = Ry 

(th. 6, b). 

Tneéoreme 8. — Sott S un sous-demi-groupe fort de D. 

1° Pour tout quotient non vide Qag=(S:a)a ou 7AQ=(Sia)g et 

pour toute classe XmodRg distincte du résidu Ws (st Ws4Q), 

ona 
Qa-SEQa, S-aQSaQ, S.XEX (X# Ws). 

2° Si D vérifie la régle de simplification a droite et st, dans S, 

deux éléments quelconques s,, s ont un quotient a gauche 

s1— 5, géS, 

on a, pour toute classe X A Ws et pour tout rEeX, 

NG Seas 

X a méme puissance que S. 

(*) D’aprés le théoréme 5. 

P. DUBREIL, 17 
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1° Soit z€ Qu, cest-a-dire az = s, €S et, par conséquent, 

ars = 545ES, pour tout seS, 

Mot 
x2sEQa et Qa.S Qa. 

On a de méme $.,Q¢,Q. S étant fort, toute classe X A Ws est un 

quotient a gauche non vide, ona donc S.X€X. 

‘9° La relation précédente, S.X¢X, met en évidence une analogie 

partielle avec la décomposition d’un groupe en classes a droite par 

rapport a un sous-groupe. Avec les hypothéses plus fortes indiquées 

dans l’énoncé, cette analogie se précise. Soient 7, 7,€X(H Ws) : il 

existe un élément y de D appartenant a Qr=Qz, é 

ry=ses, my=s5ES, 

dot, avec les notations de lénoncé, x1y = gry et 21=qz ot GéS, 
donc 2, €Sz et 

X¢S#€SX(¢X), 

ce qui entraine la double égalité 

SES RRS Se 

L’application s-> sx de S sur X = Sz est biunivoque, puisque 

an ” Sio=s o ventraines 6 = s. 

Quand le demi-groupe D n’est pas globalement idempotent (D?¥ D), 

il y a intérét, comme nous l’avons vu, a associer 4 un complexe H (non 

trivial) ensemble T= D?H (non vide) : Ta mémes résidus que H, 
définit les mémes équivalences principales 4 droite et 4 gauche et 

posséde en méme temps que H chacune des propriétés fondamentales : 

fort, symétrique, parfait ou net (a droite ou a gauche). Comme nous 

‘allons le voir maintenant, ce complexe T, contenu dans D?, joue un 

réle important dans létude des ensembles-quotients et des homo- 

morphismes. 

Tusorime 9. — Sovent H un complexe fort non trivial dans le 
demi-groupe D, Ry= Ry léquivalence principale a droite définie 
dans D par How par T(=D? nH), © la trace de cette équivalence 
sur D?, Ry Péquivalence principale a droite définie par T dans D?, 
W; le résidu de T dans D?. 
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1° T est un complexe fort, non seulement dans D, mais dans D?; 
ona 

WinD*cwy, SER, 

© et Ry ont mémes traces sur D?— Ws. 

2° St, de plus, T et Wy sont disjoints, on a les égalités 

Wun D?= W2, CG = Ry. 

. . . . . . . ' 

3° Sv, en outre, T et yW sont disjoints, en particulier si H est net, 

on a la correspondance biunivoque 

D/Ru<—> DR; 

qui est un tsomorphisme si Ry (donc aussi R;) est réguliére des deux 
cétés. 

1° Soient Qz, Q’, les quotients a droite de T, respectivement dans D et 

dans D?, par un élément ae D? : nous avons Q' = QanD?. Si Qa, est 

vide, Q’, Vest aussi:: on a donc Wyn D?¢ Wy. Si Q', coupe Q4, Qa 

coupe O,, dou O,—O,, puis, QO, = QO; : T est fort dans D?. Sia,.6 

sont deux éléments de D?, a= b(%) entraine a = b(Ryz), nous avons 

donc GQ Ry. Puisque Q’} Q), entraine Q,{ Q,, G et Ry ont mémes 

traces sur D?— W}. 

2° Soit w= pqeWy. Sil existait un elément x de D tel 

que wx=heH oa, par hypothése, h, élément de T, n’appartient pas 

~a W,, on pourrait trouver y € D vérifiant hy EH, dot : 

w.c2yEeD?nH=T, avec a2yeD?, 

c’est-a-dire Q' 4 O, ce qui est contradictoire. Nous avons donc 

we Wh, dot Wy; & Wun D2 

et, par conséquent, l’égalité. 

W;, étant une classe mod®G et mod R7, ces deux équivalences, qui ont 

méme trace sur D?—— Wj, coincident : G= Ry. 

3° Toute classe mod Ry contient un élément de D?, car, en premier 

lieu, le résidu Wy, s’il n’est pas vide, est permis a droite, donc contient 

des produits; et si maintenant A est une classe distincte de Wy et 

contenant I’élément a, on a une relation de la forme a.2=heTCH, 

avec par hypothése, 2 ¢,W : il existe donc un élément m de D tel que 

mh = ma.xEH, d’od, puisque H est fort, ma =a(Ry), c’est-a-dire 

ma eA. 
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‘En associant a chaque classe X € D/Ry son intersection avec D? 

X nD?= X'eD2/6 = DY/R4, 

nous définissons entre les ensembles quotients D/Ry et D?/Ry une 

correspondance biunivoque qui est un isomorphisme si Ry est réguliére 

non seulement a droite mais 4 gauche. En effet, G = Ry est, alors, 

réguliére aussi et les classes X ou X! se multiplient comme des repré- 

sentants que l’on peut, d’aprés ce qui précede, prendre dans D?. 

Remarque. — L’énoncé précédent est valable, dans toutes ses 

conclusions, lorsque H est un complexe fort, symétrique, disjoint de 

de son résidu. 

Lorsqu’elles proviennent d’un complexe symétrique H, les équiva- 

lences principales Ry = ,R( = R) fournissent un homomorphisme 

du demi-groupe D considéré sur le demi-groupe D/®. Le cas important 

est évidemment celui ow, en outre, H est fort : le paragraphe 5 va étre 

consacré a l'étude des complexes symétriques forts et aux homomor- 

phismes qui s’en déduisent, notamment a la recherche des groupes et 

pseudo-groupes homomorphes a un demi-groupe D donné. 

Exercices (1). — 6. Si un complexe H est contenu dans un complexe fort K et 
si Ry, RR sont les traces de Ry et de Ry sur Di = D —Wh, on aRGAC RX. Si 

H et K ont méme résidu a droite, Wy= Wx, on a Ry Rx. 

7. Si H est l’intersection non vide de deux complexes forts H;, He, et si H, 

H,, He, ont méme résidu a droite, on a 

Ru= Ru, nN KRu,- 

8. Soient S;, Ss deux sous-demi-groupes forts de D. dont lintersection 

S =S.inSz n’est pas vide et a méme résidu A droite que S; et Se. 

a. Pour que les équivalences principales 4 droite Rs, et Rs, soient permutables 
(ou associables ), il faut que S, et S» soient codivisibles a droite. 

b. Cette condition nécessaire est aussi suffisante lorsqu’en outre le résidu a 

. gauche de S, sW, est disjoint avec un au moins des ensembles S,, Se. 

ec. Soient U,, Us deux sous-demi-groupes forts et unitaires de D dont I’inter- 

section U n’est pas vide et a méme résidu a droite que U, et Us. Si U; et Uz sont 

échangeables a gauche (c’est-a-dire si, pour chaque couple, 2,€U,, 22€ Us, il 

existe y1EU, et yoeUs tels que 2, y2= r2y,), Uy, et Us sont codivisibles a 
droite. 

d. Pour que deux sous-groupes G,, Gz d’un demi-groupe D (en particulier 

(*) Au sujet des trois exercices suivants, on pourra consulter P. DupreEIL, Contri- 

bution a la Théorie des demi-groupes. II (Rendiconti di Matem. e delle sue applic., 
s. V, vol. X, p. 183, chap. I, n° 3). 
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d'un groupe) soient codivisibles a droite, il faut et il suffit qu’ils soient permu- 
tables : G;Ge= G2G,. 

9. Dans un demi-groupe D, un élément r tel que le complexe {7 } soit net & 
droite (ou a gauche) est appelé élément zéroide a droite (ou a gauche) (*). 

a. L’ensemble des éléments zéroides 4 droite et celui des éléments zéroides a 

gauche sont respectivement un idéal a droite R et un idéal 4 gauche L (éven- 
tuellement vides). 

Pour que R ne soit pas vide, il faut et il suffit qu’il existe dans D un idéal a 
droite non vide minimum. 

L’ensemble des éléments zéroides bilatéres est intersection U=RnL, et 

contient le complexe produit V = RL. 

6. V=RL est un groupe. Si z est l’élément-unité de V, ona R = 2D, L = Dz, 

U=2Dz, et enfin U=>R=L = 

5. Complexes symétriques forts. Pseudo-groupes et groupes homo- 

morphes a un demi-groupe D donné. — Soient H un complexe symétrique 

dans le demi-groupe D, W (= Wy=,W) son résidu, R(= Ry=yR) 

Péquivalence principale correspondante : l’ensemble-quotient # = D/R 
que nous désignerons aussi par D/H, est un demi-groupe homomorphe 

aD, dont W, s’il n’est pas vide, est élément permis, ou zéro. 

Tukortme 1. — Supposons le complexe symétrique H fort, non 

trividle, == D? nH 5 O,.ettel_que 

TAW=89. 

1° Sé¢t=ab appartient aT, il existe un élément y de D tel que 

tyeH, b = by et t=ty (R). 

2° Stx=t(R), ona 

a=axry (R), ayeH 

et T est saturé dans D2? mod®, c’est-d-dire : si x(=teéET) 

appartient a D?, onaxeT. 

1° Puisque T( CH) est disjoint de W, il existe dans D un élément y 

vérifiant ty = aby EH, et nous avons a€,Qnu,Q, donc, puisque H 

est fort, b= by(R). En multipliant a gauche par a, nous en déduisons 

t=ly(R). 

2° La congruence # = t(R) entraine zy = ty (KR), doi x = zy (KR), 

avec zy € H puisque y € OLS07 

sn ton fe LS ca al een 

(1) On pourra consulter A. H. Crirrorp et D. D. MILLER, Semigroups having zerotd 

elements (Amer. J. Math., t. 10, 1948, p. 117, n°* 1 ct 2). 
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Si re D?®, c’est-a-dire 2 = rs, nous avons rs =rsy(R). Comme ¢ et, 

par conséquent, les éléments x = 7's et rsy qui lui sont congrus mod, 

n’appartiennent pas 4 W, on peut simplifier, ce qui donne ,Q =,,Q. 

Or, y€Q, entraine rsy EH, c’est-d-dire ré s,Q : nous avons donc 
aussi 7’ € ,Q, c’est-a-dire x = rsEH, doi veT. 

Nous supposerons, jusqu’a nouvel ordre, que le résidu W du com- 

plexe symétrique fort H n’est pas vide : # —D/H admet alors W 

comme élément zéro. et l’on peut parler des noyaux Ila, Ilg et TL de F 

(§ 4, p. 231). 

Lemme 1. — Si trots éléments A, B, X de & vérifient 

AX a BX at W, 
ona(') 

Chacun des éléments A, B est distinct de W, puisque W est permis. 

Soient a, b, x des représentants, dans D, des classes A, B, X; nous 

avons ax = bx(R), oti ax et bx appartiennent 4 D'= D— W;; il en 
résulte a= b(R) (§ 4, th. 4, p. 237) donc A= B. 

Coro.iaire. — Tout sous-demi-groupe de # qui ne contient pas W 
est un semi-groupe. 

Ce corollaire s'applique, en particulier, aux noyaux Ila, Dlg et 

I= Nan Ng lorsquils ne sont pas vides, puisque W, zéro de &, 

n’appartient ni a IUq, ni a Dg. 

Lemug 2. — Si le noyau IU de & nest pas vide, tout élément X 

de Ila est simplifiable a droite dans & : 

XeEIg et AX = BX entrainent A =B. 

Tout élément de IU est simpli fiable. 

Si AX = BX =W, on a, puisque XE Ita, A= W, B= W, donc 
A=B. 

Si AX = BX 4 W, légalité A ==B résulte du lemme 1. 

De méme, tout élément de Il ,y est simplifiable a gauche; par consé- 
quent, tout élément du noyau JU est simplifiable. 

(*) Nous nous dispensons d’énoncer la proposition symétrique. 
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Lemme 3. — Si le complexe symétrique fort H est contenu dans son 
résidu W, les noyaux Na, N,z et I sont vides. 

Soient A un élément de & distinct de W, aun élément de la classe A: 
aé€ W. II existe un élément z de D tel que ax € HE Wetl’ona ae,Q, 
donc x n’appartient pas 4 W. En passant aux classes, nous obtenons 
AX = W,X+AW:A est donc diviseur de zéro dans & et le noyau a 
droite IU, est vide, d’o IU=@. Ona, de méme, Jig 0. 

Lemur 4. — S¢ le demi-groupe-quotient ¥ =D/H associé au com- 
plexe symétrique fort H (non trivial) admet un élément-unité a 
gauche U, ona 

T AWG b (T=DnH} 

et T est saturé, dans D?, par rapport a R. La classe U est, dans D, 

un sous-demi-groupe unitaire a gauche. 

Supposons que wED?nHnW, d’ot w= zy. Puisque UW = W, 
nous avons, en désignant par uv un élément quelconque de U, 

uw= unye W. 

Or, X désignant la classe 4 laquelle appartient x, légalité UX = X 

entraine ur=2(R), donc Qr=—Quz; et, puisque nous avons 

w= xy EH, c’est-a-dire y € Q,, il vient ury = uw EH, donc .Q 4 V, 

ce qui est en contradiction avec we W. 

Nous avons donc bien TX W =@ et, d’aprés le théoréme 1, T est 

saturé, dans D?, par rapport a R. 

Dans D, la classe U, image inverse de ]’élément-unité a gauche wu du 

demi-groupe homomorphe #, est un sous-demi-groupe unitaire a 

gauche (chap. IV, § 2, th. 2, p. 148). 

Tutorime 2. — Sott IU le noyau du demi-groupe ¥ = D/H associé 

a un complexe symétrique fort H du demi-groupe D. 

a. StI nest pas vide, F¥ posséde un élément-unité bilatere U et 

le complexe T = D? nH est parfait. 

b. Réciproquement, st le complexe T est parfait, F posséde un 

élément-unité bilatére U et IU n'est pas vide. 

a. JU n’étant pas vide, considérons une classe Se appartenant 

a JU, donc distincte du résidu W. Soit s un élément de S: il existe un 

élément s¢ de D tel que Von ait ss'€H. D’aprés cette relation, 

s' n’appartiert pas 4 W; ona donc, en désignant par S'la classe qui le 
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contient, S'54 W et, par conséquent, S appartenant a IU, la classe- 

produit SS! est distincte de W. 

Il en résulte ss'¢ W et, par conséquent, il existe un élément u de D 

tel que uss'€H: on a donc s'€EQ;NQus et, puisque H est fort, 

us =s(R) donc, dans #, US=S. ; 
Or, d’aprés le lemme 2, S est, dans #, un élément simplifiable : 

Ui est, par conséquent, élément-unité bilatére de & (chap. II, § 5, 

cor. 1, p. 86). Dans D, la classe U est un sous-demi-groupe unitaire ; 

d’aprés le lemme 4, le complexe T = D? nH est disjoint de W etsaturé, 

dans D?, par rapport a R. 

Soit ¢ un élément quelconque de T: ¢=abeH. Puisque T est 

disjoint de W, il existe dans D, d’aprés le théoréme 1, un élément 

y tel que ty EH, b= by(R). Or nous avons aussi b= bu(R), donc 
by = bu(R), Vot u= y(R), puisque la classe B contenant b, bu, by 

est distincte de W (car b€ W entrainerait ¢ = ab € W). Nous avons, 

par conséquent, ¢weEH : quels que soient ¢ et de méme /eT, 

u appartient 4 QO, Q,, le complexe (fort) T est parfait. 

b. Réciproquement, T, s’il est parfait, est contenu dans une classe 

mod ®y, c’est-a-dire mod®. Soit C cette classe, distincte du résidu 

W (= W,), comme nous le savons. Si A est un élément de & distinct 

de W et si @ appartient a la classe A, il existe dans D des éléments 2, y 

tels que areT, yweT, d’ou, en revenant aux classes, AX = YA=C. 

En particulier, il existe une classe U vérifiant légalité UC = C. Il en 

résulte, pour A W, 

UA Xi UC (Cnn (c#W), 

d’ou, d’aprés le lemme 1, UA = A. Comme on a, en outre, UW = W, 

U est élément-unité a gauche de &. De méme, & possede un élément- 

unité a droite U' et Yon a U=U'(=U'U). L’élément-unité bilatére U 

de & appartient aux noyaux a droite Jly et A gauche It,, done au 
noyau Ji, qui n’est pas vide. (Dans D, la classe U est un sous-demi- 
groupe unitaire. On a U 4 W.) 

Tuéortme 3. — S7il n’est pas vide, le noyau Il du demi-groupe 
quotient & = D/H de D par le complexe symétrique fort (non trivial) 
HCD, est un groupe. Le groupe IU est maximal dans F. F est 
tsomorphe au quotient D?/T, (T= D?n H). 

Conservons les notations du théoréme précédent, en supposant 
maintenant A € IU. De cette hypothese et de C4 W résulte CA 4 W. 
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Il existe donc un élément B de & tel que 

CAB=C=CU (+ W), dou AB=U, (B= W), 

et 

BAB = BU = B = UB dot BA =U. 

De plus, on a BE It, car BM=W par exemple entraine, en 
multipliant 4 gauche par A, M=W. Le demi-groupe JU ayant un 
élément-unité U, et tout élément A de JU possédant, dans It. un 
inverse B, JU est un groupe. 

Supposons qu’il existe un sous-groupe G de ¥ contenant JU: 

NEGSS, 

et soi REG. L’égalité RX = W entraine, en multipliant a gauche par 
Vinverse R-! de R dans G, 

R-1RX = R-1W = W, 
tl XX, 

donc X= W et, par conséquent, RE Jia; de méme, RE Iz, d’ou 

ReM et G=M. 

D’aprés le théoréme 2, T est parfait, donc disjoint de son résidu W : 

Ta W =9Q, et nous avons (th. 9, § 4, p. 247) ’isomorphisme : 

F ~ D?2/T 

Résumons les principaux résultats contenus dans les énoncés 

précédents. 

Tuétorime 4. — H étant un complexe symétrique, fort, non trivial 

du demi-groupe D, R(= Ry=nR) Véquivalence principale corres- 

pondante, # = D/H le demi-groupe homomorphe associé, ou bien le | 

noyau IU de & est vide (par exemple quand H est contenu dans son 

résidu W), ou bien IU nest pas vide, et alors Il est un sous-groupe 

maximal de #, dont l’élément-unité U est élément-unité de #. 

Le complexe fort T =D? nH est saturé dans D? par rapport a R, 

et parfait; si inversement T est parfait, IU, non vide, est un groupe. 

La classe-unité U est, dans D, un sous-demi-groupe unitaire. 

Cas particulier. — Supposons que le complexe H soit un sows-demi- 

groupe symétrique fort 5; il est alors parfait, et il en est de méme 

du sous-demi-groupe T= D?nS. Soit E la classe mod qui contient 

S : c’est un sous-demi-groupe fort et unitaire, ayant mémes résidus et 
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définissant les mémes équivalences principales que S, E est donc 

symétrique lui aussi et distinct du résidu W. 

Le sous-demi-groupe E, regardé comme élément de # = D/S est 

idempotent. Or, T étant parfait, # a un élément-unité U, appartenant 

au noyau JU. Nous avons ‘ 

B= E=EU (4W), 
d’ot 

E =U. 

Tutorems 4’. — A un sous-demi-groupe symétrique fort 5 corres- 

pond un noyau non vide IU qui est un groupe (maximal dans F); 

UVélément unité U de IU et de & nest autre que la classe modR qui 

contient S: c’est, dans D, un sous-demi-groupe symétrique, fort et 

unitaire ayant méme résidu et définissant la méme équivalence 

principale que 9. 

Revenons au demi-groupe quoticnt # = D/H associé a un complexe 

symétrique fort (non trivial) H ayant un résidu non vide W. Le noyau 

IU de. F, contenu dans #* = #F —{ W }, est un sous-groupe maximal 

de #; donc, I* est un groupe, et ¥ un pseudo-groupe, si I= F"* et 

seulement dans ce cas. 

Alors, #* est multiplicativement fermé dans #; son image inverse 

D*=D—W Test aussi dans D; par conséquent, l’idéal W est 

premier. Réciproquement, supposons que W soit, dans D, un idéal 

premier; si Yon a, dans #; XH W et XX'= W, des éléments z, 2’ 

appartenant aux classes X, X’ vérifient r@W et rz'eEW, ce qui 

entraine z’€ W, donc X’= W: tout élément X de #* appartient au 

noyau a droite JU, et de méme au noyau a gauche Jig, donc a JU, d’ou 

enfin #* = JU, ce qui donne la proposition suivante : 

Tutorime 5. — H étant un complexe symétrique fort (non trivial) 

du demi-groupe D, pour que ¥ =D/H soit un pseudo-groupe, il 

faut et il suffit que le résidu W de H soit premier. 

Cas particulier. — Pour examiner le cas ot le complexe symétrique 
fort H-est un sous-demi-groupe S, il sera utile de faire intervenir la 
proposition suivante : 

Lemme 5. — Sé le résidu a droite Ws dun sous-demi-groupe S 
de D est un idéal a gauche (done un idéal bilatere) et s'il contient 
le résidu a gauche ,W, Ws est un idéal premier. 
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Soient a, b deux éléments de D— Wg. II existe un élément z tel que 
bx €S; puisque a € D—.W, il existe un élément y tel queyaeS. 
Nous avons donc 

yabreS, 

Vot yab € D—Weet, puisque West un idéal a gauche, abe D—W,,. 

D— Ws est donc multiplicativement fermé, et Ws est premier. 

A fortiori, s’S est un sous-demi-groupe équirésiduel, en particulier 

st Sest un sous-demi-groupe symétrique, son résidu W (= Ws=s5W) 
est premier. 

Cela étant, appelons souws-demi-groupe pseudo-normal tout sous- 

demi-groupe S de D qui est symétrique, fort et posséde un résidu 

non vide W (premier) : & est alors un pseudo-groupe, la classe U 

mod contenant S est, d’aprés le théoréme 4, un sous-demi-groupe 

pseudo-normal et unitaire; U est élément-unité de # = D/S=D/U, 

et coincide avec S si S est lui-méme unitaire. Donc, 

Tueorime 5'. — A tout sous-demi-groupe pseudo-normal et unitaire 

U du demi-groupe D correspond un pseudo-groupe D/U, homomorphe 

aD, dont U est l’élément-unité. 

FExaminons maintenant le cas ot le résidu W du complexe H est 

vide, c’est-a-dire ot H est non seulement fort et symétrique, mais net 

(donc non trivial : T= D?nH#9). 

Adjoignons a D un élément zéro z (z2=2#z=2z pour tout reD, 

z?= 2). Dans le demi-groupe A= D+ {<}, D est multiplicativement 

fermé : ’idéal Z = { 3} est premier; de plus, Z est le résidu de H( €D) 

dans A. Soient Qa, Q’, les quotients a droite de H par aeD pris 

respectivement dans D et dans A : comme z =z n’est pas solution de 

ax €H, nous avons Q’, = Q,. Par suite, H est fort dans A comme dans 

D et l’équivalence principale 4 droite Py, définie par H dans A a pour 

trace sur D l’équivalence Ry : les propriétés symétriques étant, de 

méme, valables, H est symétrique dans A; posons P = Py=,P. Comme 

le résidu Z de H dans A est premier, # = A/P est un pseudo-groupe 

homomorphe aA; G= # —}Z}—D/R= D/H est un groupe homo- 

morphe a D. 

Inversement, il est clair qu’un complexe symétrique fort H non 

trivial tel que # = D/R soit un groupe, est nécessairement net. 

Le résidu W de H, s’il n’était pas vide, serait en effet une classe modR, 

donc, dans #, un élément permis : alors # (qui ne se réduit pas a | W } 

puisqu’on suppose H non trivial), ne vérifierait pas la régle de simplifi- 

cation et ne pourrait pas étre un groupe. Enoncons le théoréme obtenu. 
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Tusoreme 6. — H étant un complexe symétrique fort non trivial 

du demi-groupe D, pour que le demi-groupe quotient D/H sovt un 

groupe, il faut que H soit net. Réctproquement, si H est symétrique, 

fort et net (done non trivial), D/H est un groupe homomorphe a D(*). 

Cas particulier. — Appelons sous-demi-groupe normal tout sous- 

demi-groupe S de D qui est symétrique, fort et net. La classe UmodR 

(= Rs= sR) contenant S$ est, d’aprés le théoréme 4’, un sous-demi- 

groupe normal et unitaire; U est, d’autre part, élément-unité de 

# —D/S. Enfin, si S est unitaire, il coincide avec U. Donc, 

Tuéoréme 6’. — A tout sous-demi-groupe normal et unitaire U 

du demi-groupe D correspond un groupe D/U, homomorphe a D, 

dont U est V’élément-unité. 

Montrons maintenant que les pseudo-groupes ou groupes homo- 

morphes a D obtenus par la méthode précédente, sont les seuls, a des 

tsomorphismes prés. Nous utiliserons, a cet effet, le théoréme suivant : 

Tutortme 7. — Sotent D un demi-groupe homomorphe au demi- 

groupe D, R Véquivalence d’homomorphisme. Supposons que D soit 

la somme d’un groupe G et d’un idéal 1 (éventuellement vide) : 

D—G-+4Z. Désignons par G le sous-demi-groupe image inverse 

de G; par L Vidéal image inverse de 14 (?):D=G+Z. 

a. RK est simplifiable sur toute classe H mod® contenue dans G, 

c’est-a-dire image inverse d’un élément h de G; H est un complexe 

fort, ses résidus Wy et yW coincident avec Z; R et Ry (ou wR) ont 

méme trace sur G: H est symétrique. 

b. Si Zest vide ou se réduit a un élément, ona R= Ry=yR. 

ce. La classe-unité U est un sous-demi-groupe unitatre de D. 

a. Les relations axeG, breEG (dou a, b, xEG, puisque D—G 
est un idéal Z) et ax = bx(R) entrainent, pour les éléments-images 
a,b, xEG Pégalité ax = bz, dot.a=b. Rest donc, sur G, simpli- 
fiable a droite (et, de méme, a gauche); en particulier, R est stmpli- 
fiable sur H qui est, par suite, un complexe fort (§ 4, th. 5, p. 239). 
a 

(@) Les théorémes 4 a 6 sont dus a R. Croisot, Propriétés des complezes forts et 
symetriques des demi-groupes (Bull. Soc. Math., t. 80, 1952, Pp» 217). 

(7) Cf. chap. IV, § 2; th. 3, p. 140. 
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H et Vidéal Z étant disjoints, le résidu W, de H contient Z, ZLOW;y; 

d’autre part, si a€G, la condition av eH est vérifiée par toute image 

inverse x de l’élément x = (a)-'h. Nous avons donc GA Wy= @, c’est- 
a-dire Wy ¢ Z, d’ot Wy, = Z; de méme, ,»W = Z. On sait, de plus, que 

Ry a méme trace que R sur D— Wy— G; yR également; nous avons 

done Ry=yR et H est symétrique. 

b. Sil se réduit a un élément, Z est un zéro premier de D, qui est 

un pseudo-groupe. Z est une classe modR ou Ry et nous avons 

R= Ry = wR. 

Si Z est vide, D est le groupe G, nous avons 

D=G et Ree Rae wh 

ce. La classe-unité U est un sous-demi-groupe de D, fort et symétrique 

comme toute classe H contenue dans G. En outre, U est unitaire. Soit, 

en effet, uxeEU, ob we U( CG) et xeED. Si x appartenait a lidéal Z, 

nous aurions ux € Z, ce qui est impossible puisque Z est disjoint de G, 

done de U. Par conséquent, x appartient a G et la relation ux EU 

entraine, dans G, ur= u, ou u est l’élément-unité de G, done r—=u 

etzeuUu. 

Les hypothéses du théoréme.7 sont vérifiées en premier lieu toutes 

les fois qu’on a un groupe G homomorphe a D; alors, Z et Z sont vides, 

G coincide avec D et le théoréme prend la forme suivante : 

Tueoreme 7' (théoreéme d’homomorphisme). — Sz G est un groupe 

homomorphe au demi-groupe D 

D~G 

et si R désigne l’équivalence d’homomorphisme, toute classe H 

modR est un complexe fort, symétrique et net (Wy=L=®@). 

L’équivalence d’homomorphisme ®R, réguliére et simplifiable, 

coincide avec Véquivalence principale Ry= WR définie par H. La 

classe-unité U est un sous-demi-groupe normal et unitaire. On a les 

isomor ph ismes 

G2~D/H~D/U. 

D’aprés les théoremes 6! et 7', cl existe une correspondance 



258 CHAPITRE V. 

biunivoque entre les groupes homomorphes a D et les sous-demt- 

groupes normaux et unitaires de D (*). 

Les hypothéses du théoreme 7 sont encore vérifiées lorsqu’il existe 

un pseudo-groupe P homomorphe a D: on 4 ici P=G+Z, ot Gest 

un groupe et ob Z= tz} est Vidéal constitué par le zéro de P. Le > 

théoreme 7 prend la forme suivante : 

Tutorime 7’, — S’cl existe un pseudo-groupe P = G+ { 25 homo- 

morphe au demi-groupe D, et si Z est Vidéal image inverse du zéro 

s de P, Véquivalence d’homomorphisme R, simplifiable sur 

G=—D—2Z, coincide avec les équivalences principales Ry et wR 

définies par une quelconque H des classes mod R qui sont distinctes 

de 7. Une telle classe H est un complexe symétrique, fort, ayant 

pour résidu Vidéal premier 1. La classe-unité U est un sous-demi- 

groupe pseudo-normal et unitatre de D. 

D’apreés les théoremes 5! et 7’, cl existe une correspondance biuni- 

voque entre les pseudo-groupes homomorphes a D et les sous-demi- 

groupes pseudo-normauz et unitatres. 

Proposons-nous maintenant de comparer les résultats précédents 

avec ceux que nous avons obtenus dans le cas abélien (§ 1, p. 220) 

Considérons la relation binaire a, définie de la fagon suivante dans un 

demi-groupe D, a partir d’un complexe H: on pose acya! s’il existe 

h, h'EH tels que ha=h'a', et seulement dans ce cas. Cette relation 

oy, appelée relation de réversibilité a droite associée aH est réflexive, 

symétrique et réguliere a droite: acya' entraine (ax)oy(a'x) pour 

tout 2 ED. Mais, en général, cy n’est pas transitive. 

Soit donc &, la fermeture transitive de cy, définie par aya! s'il 

existe un entier naturel v tel que aga’, ou encore s’il existe 

mi, ».., My-1 ED tels que 

Ha{Hm \...{HmifHa’, 

Ha|Hy signifiant que les complexes Hx, Hy ne sont pas disjoints. 

X, est une équivalence réguliére a droite associée au complexe H et 

appelée équivalence réversible généralisée. On définit symétriquement 

(1) On trouvera dans la premiére édition de cette Algébre (chap. V, § 3, p. 160), une 
démonstration de ’isomorphisme G~D/U et de la correspondance biunivoque entre les 
groupes homomorphes et les sous-demi-groupes normaux et unitaires, qui se limite 
strictement a ces propriétés. 
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la relation régulitre a gauche yo(ayca' s’il existe h, h'EH tels que 
ah =a'h') et sa fermeture transitive ,2, équivalence réguliére 4 gauche. 

L’inclusion H € K entraine 

on SOK, ZH Xx. 

Un cas remarquable est celui ou H est un sous-demi-groupe réver- 
stble a droite S. Montrons qu’alors ag est transitive, ce qui entraine 

légalité cs= Xs; Lg est appelée équivalence réversible a droite associée 

aS. Soient les égalités 

S@=s'a, S ce peme Sas By Oh, GHGs 

Nous avons 

Sys = SoSi5 avec So, 5) ES, 

d’ot 
SpStCLI==15) Ses 

c’est-a-dire 

Fa) 3. G5 G4 

Oli So= Sos et S;= S'S; appartiennent a S. 

La condition de réversibilité 4 droite (quels que soicnt y, y1€S 

il existe x, 7, ES tels que ry = 2141) est vérifiée, en particulier, dans 
les deux cas suivants : 

1° S est un groupe (il suffit de prendre @ = y-), m=17, JoUn tol 

sous-groupe S de D est d’ailleurs non seulement réversible, mais 

unitaire puisque, par exemple, sa=s,€S entraine @=s-!s, ES. 

L’équivalence réversible correspondante 2; = gg est définie par 

oe Bi (Xs ) si S1a= 526 (S1, 82€S) 

ou, ce qui revient au méme, si 

b= $515,602 — sa sEeS) 2 ? 

et seulement dans ce cas. Cette condition, de méme forme que celle qui 

intervient dans la décomposition d’un groupe G en classes par rapport 

a un sous-groupe S, entraine que S est une classe modXs. Xsy est 

réguliére a droite; si la régle de simplification a droite est valable 

dans D, Xs est simplifiable 4 droite : S est alors un complexe fort (*) 

(1) La propriété d’étre un complexe fort étant symétrique, nous voyons qu’un sous- 

groupe S d’un demi-groupe D est un complexe fort dés que la régle de simplification 

est valable dans D d’un certain cété. Si cette condition n’est pas remplie, la propriété 
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et ona 
Zs CRs. 

Nous avons rencontré un exemple de ce cas a propos des éléments 

associés dans un semi-groupe D ou dans. un domaine d’intégrité 

S était le groupe des unités, E(chap. IV, § 14, B’, p. 216). Remarquons 

que l’équivalence principale 4 droite Ry, décompose D en deux classes 

seulement, E et D—-E, car, a étant donné, la relation az =e EE 

entraine a.xve—!' = ec-! = e, donc aE E, x EE et nous avons: 

Qa=E si aeE, Qa=0 si aeD—E. 

2° S est un sous-demi-groupe abélien de D (x= y1, %1 ==). Plus 

particuliérement, D est abélien et S en est un sous-demi-groupe (ef RAY: 

Dans un demi-groupe D qu’on ne suppose pas abélien, l’équivalence group a p p , 
réversible généralisée Zs associée A un sous-demi-groupe quelconque S, 

a les propriétés suivantes : 

Tuéoréme 8. — S étant un sous-demi-groupe de D, on a 

sa=a (Xs) pour tout séS ettout aeD. 

Zs est la plus fine des équivalences P telles que sa =a(P) pour tout 

séS et toutaeD. 

Désignons par s, un élément quelconque de S: nous avons 

$15 = 52 ES, d’ou Sie S@ == Sse. 

c’est-a-dire (sa) oga et, par conséquent, 

Sa=a (Xs). 

Soit P une équivalence telle que sa =a(P) pour tout sES et tout 
aeéD. La relation agga’, c’est-a-dire sa = s'a', entraine 

ll a=sa=s'av=a' (P); 

nous avons og P, d’ot 2,CP, puisque Xz est la fermeture transitive 
de os: 

eee ee eee eee 

peut cesser d’étre vraie. Considérons, par exemple, le demi-groupe D = { a, 6} défini 
par la table 

a b 

Gian 

b\|a 6b 

6}. B est un complexe fort, mais A n’en D contient les deux groupes A = 

est pas un (A:a= {a,b}, A:b 
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Remarque. — D’aprés le théoréme 8, la relation 

a=a (Xs), 

ou a et a’ sont des éléments quelconques de D, entraine sa=s'a (Zs) quels 
que soient les éléments s, s’ du sous-demi-groupe S; inversement, s’il existe deux 
éléments s et s’ de S tels que sa=s'a'(Xs), ona 

a=a' (Xs). 

Tutorime 9. — a. L’ extension saturée S du sous-demi-groupe S 

par Xs est un sous-demi-groupe unitaire a gauche; S est le plus 

petit sous-demi-groupe unitaire a gauche contenant S et, pour que 

S coincide avec S, tl est non seulement nécessatre, mais suffisant que 

_S soit unitatre a gauche. On a (dans tous les cas) 

b. SiS est unitatre a gauche, ona 

Xs CRs. 

a. S est ’ensemble des éléments x2 de D vérifiant X= 5(Xs), avec 

séS. Ona alors une suite d’égalités 

id S92 = s,m, 54m, = S$, mo, aes yyy) OSI Sp 

Multiplions a droite par un élément y de S : 

y=s (Zs), ° ot s’eES. 

Nous obtenons 
zy=y (Xs), d’ou ry =s (Xs) 

et, par conséquent, ry € S;S est donc un sous-demi-groupe de D. 

Les relations 

zaeS et 2eS, 

c’est-a-dire 
LaA=s, et Z=s (Xs), (s, 5,€S), 

entrainent, en tenant compte du théoréme 8 et puisque 2g est réguliére 

a droite, 

donc aé€S; par suite, S est unitaire a gauche. 7 

Soit U un sous-demi-groupe unitaire 4 gauche contenant S. Si ves, 

nous-avons 
2=s (Zs), ou seScu, 

P,’ DUBREIL. 18 
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dou, XS, tant contenue dans Yy, 7 = s(Xy), c’est-a-dire 

Ut = Uy Pi; Sat, Up) PkR-V= Ups Pky ULPi = UES, 

ou uj, uj, s€U. Puisque U est un sous-demi-groupe unilaire 4 gauche, 

ces relations entrainent successivement . 

prey, prey, Aes TUS 

et nous avons bien SCU. Cette propriété entraine l’égalité S = S dés 

que S est unitaire a gauche. 

Supposons a = a' (2X5), c’est-a-dire 

tigi= Givi (iz Oy Ts ery lay 

ot on pose a = qo, a = qu et ott tj, ES, donc 

1 =S1, t;=s; (Xs); avec s;, s;€S. 

Nous avons 

siQi=tigie=tidinr1=siginr (3s), 

dot 

Gi= Vi41 (2s ) et a=a (Xs), done XsCs; 

comme S est contenu dans S, nous avons bien Pégalité 

LS ae 

b. Supposons S unitaire a gauche et soit 

Sissi (s,s ES). 

La relation az €S entraine sax €S, c’est-a-dire 

s'axeéS, dou anes; 

aca’ implique done Qa€ Qua et, de méme, Qz,€Qz, donc Végalité, 

c’est-a-dire a = a'(Rg). Nous avons, par conséquent, 

os Rs, dot Xs CRs. 

Remarque. — Quel que soit le sous-demi-groupe S, Zs est contenue dans 

l'équivalence principale 4 droite Rg définie par S, puisque nous avons 

Us = Ug GRs. 

Tutoréue 10. — Sort S un sous-demi-groupe unitaire a gauche (*) 
et fort du demi-groupe D. Pour que les traces 3%, Ri des équi- 

(*) Le theoréme subsiste si l'on remplace l’hypothése : S unitaire a gauche, par une 
autre plus faible, mais moins simple qui, lorsque S est fort, entraine également Xs CRs. 
Voir P. Duprett, Contribution a la Théorie des Demi-groupes, II (Rendiconti di 
Matem. e delle sue applic., 6. V. vol. X, 1951. p. 183, th. 11 et 13a). 
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valences réversible généralisée et principale a droite définies par S, 
sur le complément D* = D — We du résidu & droite deS, coincident, 

(2) =R Ne ‘) 

il faut et il suffit que Xg soit simplifiable a droite sur D* et que 
S(¢D") sort indivisible mod Xs. 

1° La condition est nécessaire. — L’égalité (2) étant supposée vraie, 
les relations 

axeD*, a cxeD* 

(qui entrainent a, @’eéD", puisque Wg est permis’ a droite) et 

ax =a'x(Xs) entrainent az =a'x(R§), done (th. 4, § 4, p. 237) 

a=ai (RG) et a=a’ (2X). 

Xs; est donc simplifiable sur D*. De plus, S (€D*) étant indivisible 

mod Rg l’est aussi mod 3. 

2° La condition est suffisante. — Soit a=a'(Rs), oi'a,a'eD", 

c’est-a-dire Qu = Qa (4@D). SixvEe Qa= Qa, nous avons 

ALi —= Seo; anz=s eS, 

d’ou, puisque S est supposé indivisible mod 5, ax = a'x (Xs). On peut 

simplifier 4 droite cette congruence, puisqu’on a ave D", a’reD"*: il 

vient donc a= a! (Xz) ou (Xs) et, par suite, Rg C Xs, dou Végalité (2). 

Pour quun sous-demi-groupe S$ soit indivisible mod Xs, tl faut et 

il suffit que l’on ait, quels que sotent s, s' ES, 

(3) ss'= 5's (2s). 

Il faut et il suffit, en effet, que l’on ait s = s' (2g); or, nous avons 
le 

S= 5's et si=ss’ (2s), 

d’ot la condition (3), qui a la signification d’une commutativité 

atténuée. 

S’il est indivisible mod Xg et unitaire 4 gauche, 5 constitue une classe 

mod Xs. 

Si Pégalité 2§ = Rg a lieu, S( € D*) est une classe mod Rg, donc est 

aussi un sous-demi-groupe unitaire a droite. 

Si D vérifie la regle de simplification a droite (plus généralement 

si Végalité est simplifiable a droite sur le complexe D4 eiasiaia 

relation og est transitive (c’est-d-dire coincide avec Xs), Xs est stmpli- 

fiable a droite dans D (done sur D*). 
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En effet, la congruence ax = a' x (Xs) s’écrit 

SQL ==8 2 2 (s, s'E€S, saxeSD?) 

et entraine 
/ S ies donc a=a'(Xs). 

Si S est un sous-demi-groupe réversible a droite, on a, comme nous 

Yavons vu, og = Xs; S est indivisible mod, puisque, s, s’ étant deux 

éléments de S, il existe deux éléments sy, s’, de S vérifiant l’égalité 

515 = S',s, ce qui donne s = s' (2s). 

Si S. est, en outre, unttaire a gauche, nous aurons, d’aprés le 

théoréme 9, S=S; S sera donc une classe mod Xg. Or, Ls est réguliére 

a droite. Si 2, est simplifiable & droite sur S, ce quia lieu notamment 

quand D vérifie la régle de simplification a droite, 5 est fort et nous 

avons X33 = R§(§ 4, th. 8, p. 239), enfin S est unitacre (a droite 

comme a gauche, d’aprés la corollaire p. 245) (*). 

SiS est net & droite, Végalité Y3 = Rg, si elle a lieu, s’écrit 

Ys = Ks. 

Quand il existe un groupe G homomorphe a un demi-groupe abélien 

D, la classe-unité U est, comme nous I’avons yu au paragraphe 1, un 

sous-demi-groupe net, unitaire et, évidemment, réversible ; l’équivalence 

d’homomorphisme Xy est simplifiable (puisque la régle de simplification 

est valable dans G). Nous avons done Ly = Ry, ce qui met en évidence 

la concordance des résultats obtenus dans le cas abélien (§ 1) et dans le 

cas général (§ 5). ) . 

Exemple. — Considérons le demi-groupe D = { x, 2, 22, v3} défini par la 
table, 

U3 | ©; Ly Ly XM 

On vérifie aisément que le produit 2,2; est égal a Zp, oup =t+2E (4) mod 4, 
e . . ( ce qui montre que D est bien un demi-groupe ; d’ailleurs, D est le produit 

(1) Ces propriétés se vérifient aisément par un calcul direct. Voir P. DusreEIL, 
Contribution a la Théorie des Demi-groupes. 1 [Mémoires de l’Académie des 
Sciences, t. 63, 1941, note (9), p. 44}. 
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direct (1) du groupe Tr =} a, 6} par le demi-groupe A = } c, d} définis respecti- 
vement par les tables 

a 6b Clad 

F a 2e-h A vs ¢ “e 

6b6\)6b6 a d\|\da 

Dans le demi-groupe D, la régle de simplification est valable a droite, mais ne 

Vest pas a gauche. 

Considérons dans D le sous-demi-groupe S={.2», 2} et le complexe 
Bi==.osyia3 } Ona 

(Siso)a = S = (S:20)g, 
(Sizi)a= S=(S:2,),, 

(S:z2)¢=H =(S:2e)¢g, 

(S:as)a = H =(S223)g, 
S est un sous-demi-groupe normal et unitaire; l'ensemble quotient D/S est un 

groupe : c’est le groupe cyclique d’ordre 2, isomorphe a I. On veérifie que le 
complexe H est symétrique, fort et net, et que l’on a 

Rua = Rs. 

On a, d’autre part, 

56 — 5 5 fr, oS SS, 

Zs coincide donc avec Rs. Mais les égalités 

tesi= 4 Lo}; fyi Sy }5 t25 ={ 22}, x35 = {23} 

montrent que s= est l’égalité, donc ne coincide pas avec 

sR = Rs = Us. 

Ezercices. — 1. On considére le demi-groupe D =} x, 2;, x2} défini par 

la table 

Etudier le sous-demi-groupe S = | xo, 2; }. Montrer qu’il est fort et symétrique ; 

que peut-on dire du demi-groupe quotient ¥ = D/S? 

2. Soient Zs l’équivalence réversible généralisée a droite définie par un sous- 

demi-groupe S d’un demi-groupe D, S I’extension saturée de S par Xs, V le 

complexe 

V= Us:sa. 

ses 

(*) Voir exerc. 5 (§ 4, p. 241). 
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a. Ona 
SSVSS et Ly=Xs(=Es). 

b S est dit uni a gauche si l'on a SVCEV. Montrer : 

1° Que tout sous-demi-groupe unitaire 4 gauche est uni a gauche; 

2° Que tout sous-demi-groupe réversible a droite est uni 4 gauche. 

c. SiS est fort, ona V=S. 

d. Pour que V =S, il faut et il suffit que S soit uni & gauche (*). 

3. Soit Z le centre d’un demi-groupe D, c’est-a-dire l’ensemble des éléments z 

permutables avec tout élément a de D(az = za). 

Z est un sous-demi-groupe abélien de D; les équivalences réversibles a gauche 

et A droite définies par Z coincident : 

Yi Pe 

Si D est un semi-groupe, Z est unitaire, fort et symétrique. 

4, Soit x un élément d’un demi-groupe D; on considére les couples d’éléments 

a, b de D vérifiant l’égalité 

(4) LO =O ae 

On désigne par J, l'ensemble des éléments a, par xJ l’ensemble des éléments 6. 

Jx (par exemple) est un sous-demi-groupe contenant 2 et le centre Z. 

Si Pon a Jx=D, x est dit intérieur a droite. L’ensemble des éléments 

intérieurs 4 droite est, par définition, Pintérieur a droite lq de D. On définit 
symétriquement l’intérieur a gauche Iz. L’intérieur I de D est l’intersection 

[gnI,z. Quel-est Vintérieur d’un groupe ? ; 

L’intérieur d’un demi-groupe D est un sous-demi-groupe (éventuellement vide) 

contenant le centre Z de D. 

Si D est un semi-groupe dont |’intérieur I n’est pas vide, la relation (4) définit, 

pour tout élément x de I, un automorphisme a -> bd de D, appelé automorphisme 
intérieur (2). 

6. Immersion d’un demi-groupe régulier a droite dans un groupe. — 

Abordée seulement dans un passé récent, I’étude des problémes 
d’immersion dans le cas non abélien a bté entreprise par O. Ore (*), 

fee Cf. P. Dusrett, Contribution a la Théorie des Demi-groupes. II (Rendiconti 
di Matem. e delle sue applic., s. V, vol. X, 1951, p. 183, th. 9 et 10). 

(*) Cf. P. Dusreit, Contribution a la Théorie des Demi-groupes. I (Mémoires de nea oearae se a : U Académie des Sciences, t. 63, 1941, p. 47-51).; R. Crorsor, Automorphismes inté- 
rieurs @un semi-groupe, Bull. Soc. Math. de France, t. 82, 1994, a paraitre. 

(*) O. Org, Linear Equations in non commutative Fields (Annals of Math., t. 32 
1931, p. 463). 

’ 
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A. Malcev (') et poursuivie par plusieurs auteurs (2). Nous suivrons ici, 
dans ses grandes lignes, la méthode de Ore (*) : le résultat auquel elle 
conduit, sil n’est pas le plus général, se distingue par sa simplicité et 
son élégance, et trouve des applications utiles dans la Théorie des 
équations linéaires et dans celle des modules (*). I peut s’énoncer 
de la facon suivante : tout demi-groupe régulier & droite (*) (ou a 
gauche) peut étre plongé dans un groupe. 

Le second probléme d’immersion consiste a construire un corps 
contenant un anneau donné, qui doit ¢videmment ne pas contenir 

de véritables diviseurs de zéro. (Dans le cas abélien, comme nous 

l’'avons vu, cette condition nécessaire est aussi suffisante ). 

Soit S un semi-groupe, non nécessairement abélien. Pour que S 

_admette comme extension un groupe G, tl faut que les égalités 

(1) Osi—10' 5, 

Gio Sales 

(x) bt=b't—" 

entre élements de S, entrainent 

(2) Gh Ae Giiheg 

(condition Z de Malcev). Ona, en effet, dans G, 

a e= 5 sat =b0-6 = t', 

(1) A. Matcev, On the immersion of an algebraic Ring into a Field (Math. Ann., 

t. 113, 1937, p. 686); Uber die Einbettung von assoziativen Systemen in Gruppen 

(Rec. Math. Moscou, t. 6, 1939, p. 331 et t. 8, 1940, p. 251). 

(*) L. Lesteur, Sur les anneaux réguliers, avec ou sans diviseurs de zéro (C. R. 

Acad. Sc., t. 223, 1946, p. 1083 et t. 224, 1947, p. 3821); Anneaux réguliers, anneaux 

de matrices, (J. Math. pures et applic., t. 27, 1948. p. 203-253). 

M. L. Dusreit-Jacorin, Sur l’immersion d’un semi-groupe dans un groupe (C. R. 

ACddSC., Ua 220, 1949, Pp» 797): 
-R. Doss, Sur Vimmersion dun semi-groupe dans un groupe (Bull. Sciences Math., 

ae's,, tad; 1O4cep» 1). 

J. Lampex, The immersibility of a semi-group into a group (Canad. J. Math., 

toro) TOOT, peor )e 

D. Tamari, Sur l’immersion d’un semi-groupe topologique dans un groupe topolo- 

gique, (Colloque d’Algébre et de Théorie des Nombres, C. N. R. S., Paris, 1950, 

p. 217); Monoides préordonnés et chaines de Malceyv (These, Paris, 1951). 

(?) Quelques détails de démonstration seront empruntés a J. H. M. Wepperpurn, 

Non commutative domains of integrity (J. f. Math., t. 167, 1932, p. 129). Ce 

Mémoire est consacré aux anneaux euclidiens : Wedderburn résout pour ces anneaux, 

qui sont un cas particulier de ceux que considére Ore, le probléme de !'immersion dans 

un corps. 

(4) P. Duprett, L’indépendance linéaire dans un module sur un anneau non 

nécessairement commutatif (Bull. Sc. Math., t. 67, 1943, p. 1-18). 

(5) Cf. chap. II, § 5, p. 86. 
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Remarque (1). — Un groupoide S ayant un 6lément-unité bilatére e et 

vérifiant la condition Z, est un demi-groupe. Prenons, en effet, b= seer 

=D’ et posons as = a’, t= b't’; les relations (1), (1’) (1") sont vérifiées; nous 

avons donc l’égalité (2), qui s’écrit 

a(st')=(as)t’, 

ou a, s, t’ sont arbitraires. 

Dans un semi-groupe abélien, la condition L de Malcey est vérifiée 

d’elle-méme : (1') et (1) donnent, en effet, 

as.0l =@ 5.0 t, 

d’ou 
aos at U's, 

et, par conséquent, 

at=a'l'. 

Nous allons voir que, tout comme la commutativité que d’ailleurs elle 

généralise, la régularité a dtoite de S (*) entraine la condition L 

de Malceev. A cet effet, nous utiliserons la propriété suivante : 

Lemme. — Sv, dans un demi-groupe S régulier a droite, ona 

PET PONT TD 

tout couple d’éléments m, n vérifiant - 

sm=tn, 

vérifie également 
/ f 

Sm=tn, 

On a, en effet, 

b's m =bsm = bin.=bit'n, 

d’ou Pégalité 4 démontrer en utilisant la régle de simplification a gauche. 

Cela posé, les relations (1), (1'), («”) entrainent 

atn=asm=a's'm=a't'n 

et, par conséquent (2), en utilisant cette fois la régle de simplification 

a droite : la condition Z est donc bien vérifiée. 

(1) Communiquée par D. Tamari. 

(*) Rappelons que la régularité a droite de S signifie: 1° que la régle de simplifica- 
tion est valable dans S; 2° que deux éléments s, ¢ quelconques de S ont un multiple 
commun 4a droite sm = tn, autrement dit, S est réversible a gauche. 
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Or, VPhypothése de la régularité a droite du demi-groupe S apparait 
précisément si lon particularise, avec O. Ore, le probléme général 

d’immersion, en imposant a tout élément — du groupe G d’admettre au 

moins une représentation de la forme 

Ps ay avec @et bEeS 

(condition C). Si un tel groupe G existe, le semi-groupe S doit étre 
régulier a droite, car si nous considérons deux éléments s et s'€S et 

Vélément — = s—'s'€G, nous avons 

CAS sie Pa cest-a-dire sr’=s;r, avec retr’éS. 

_ Tustorime 1. — Tout demi-groupe S régulier a droite est contenu 

dans un groupe G qui, en outre, vérifie la condition C. 

Pour établir cette proposition il suffit, d’aprés une remarque déja 

faite (chap. III, § 8, p. 131), de construire un groupe Gy contenant un 

semi-groupe S; isomorphe a 8 et vérifiant la condition C. 

Considérons, sous le nom de fractions a droite, les couples a/b 

(« a sur 6 ») déléments de S : a est appelé numérateur, b dénomi- 

nateur, et posons les régles de calcul suivantes. Soient a/b, a/b! deux 

fractions a droite; il existe deux éléments s, s’ ES tels que l’on ait 

(3) Ost DaNe 

Nous dirons que, dans l'ensemble A des fractions a droite, a/b et a’/b! 

vérifient la relation Gy, et nous écrirons 

afb Sy ajb, 

si (3) entraine 

(3’) as =a’'s’, 

La relation 6, ainsi définie a un sens, puisque la condition Z est 

vérifiée et que, par conséquent, la propriété précédente est indépendante 

du choix des éléments s et s’ vérifiant Pégalité (3). 

La relation Gy est évidemment réflexrive et symétrique. Elle est aussi 

transitive, car si l’on a en outre 

a'jb’ &y a’ |b", 

on peut prendre (p. 85) 

et ona 
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ot 
alb 6x a'[b’. 

La relation 6, est done une équivalence. On a, quel que soit meéS, 

aml/bm = a/b (Ga). 

Dans l’ensemble A des fractions a droite, nous dirons que la frac- 

tion a/b est multipliable a droite par c/d si Yon a b= ec, et nous 

poserons alors 

alb.c/d = a/d. 

‘On vérifie sans peine que cette définition fait de A un groupoide 

de Brandt (*) (chap. Il, § 2, p- 70) a partir duquel nous allons obtenir 

le groupe cherché G, comme ensemble-quotient A/&, (*). 

Etant donné deux classes —, n€A/Gy, nous pouvons trouver une 

fraction al[b€—& multipliable a droite par une fraction b/c én, 

et le produit 

alb.b/c = ale 

appartient a une classe fixe. Soit, en effet, 

PIVEes,  — ulven; 

il existe m,n €S tels que gm = un = b; posons a = pm, c = vn; nous 

avons bien 
a/b €&, b/e en. 

ac ena ; 
Soit, d’autre part, 

a |b’ e&, et b/c en; 

Pégalité cs = e's’ entraine bs = 6's' qui entraine a son tour as = a's'; 

“nous avons par conséquent, 

ale=a'lc (Gas). 

La classe fixe a laquelle appartient ale = pm|vn (ot gm = un) est, 
par définition, le produit =n. 

La multiplication ainsi définie dans G;= A/6, est associative. On 

peut en effet trouver, dans trois classes données £, n, ¢, des fractions de 

(1) Cette propriété, en elle-méme trés intéressante, n’intervient pas essentiellement 
dans ce qui suit. 

(*) On remarquera lanalogie de ce procédé avec celui qui fait passer du groupoide 
de Brandt des segments au groupe additif des vecteurs libres. 
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la forme a/b, b/c, c/d (*), etVona 

“/d = alb.(b/e.c/d) = (a/b.b/c).c/d, 

dot 

F.no = En.6. 

Les fractions de la forme s/s constituent une classe ¢ modulo 6, : 

é est visiblement élément-unité dans Gy. 

Une classe quelconque £, contenant la fraction a/b, a pour inverse la 

classe & contenant la fraction b/a : = §-'. G, est done un groupe 

appelé groupe des quotients a droite du demi-groupe régulier S. 

Les fractions de la forme as/s, ou s est un élément arbitraire de S, 

_constituent ume classe «; l’ensemble S, des classes de cette nature cor- 

respond biunivoquement a S par la loi a <> 2, puisque as/s = a's'/s' (Gy) 
entraine st =s't', ast=a's't'(t et t'€S), doua=a’. S, est un demi- 

groupe tsomorphe a §, car la classe «8 contient la fraction 

(a.bp)/bp.(b.p)/p =(ab.p)/p 

donc correspond a l’élément ab eS. 

Enfin, la condition € est vérifiée. Soit, en effet, 

FeG, avec a/beé. 

Nous avons, quel que soit méS, 

am|mé«, bm/me 8, ou «ES, pES, 

d’ou 
mlbme 3-1 et am|bm€é «8-1, 

donc 
5 Sci avec aet BES). 

D’aprés le principe déja rappelé (chap. UI, § 8, p. 131), nous pouvons 

identifier les éléments de S, et ceux de S; nous écrirons donc, confor- 

(1) Soient, en eftet, p/qget, u/ven, z/y ef. Nous avons 
, / ” 

Gia We i ym, = LMy 

<< , / 

TS, = Tg Spe 

Posons 
a= pin, Sy b= qm,s, = um, 5, 

/ , ” " 

€ = 9M 1S, = Vis S, = TMs 5S, A= Via Sa. 

Nous avons bien 

a/b ee, b/cEn, c/d ES. 
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mément a lusage, les éléments du groupe G sous la forme 

babs, ot aet bes. 

Soient «a, b, a’, b' quatre éléments du semi-groupe S; il existe deux 

éléments a’, 5; tels que l’on ait 

a’ by= ba, 

d’ou, dans tout groupe extension de S, 

*a0—-!.d b= a,d, 07) 0b = aa,.(6 by). 

Il en résulte d’abord que si, dans deux groupes G et G’, extensions 

de S et vérifiant la condition C, on fait se correspondre les éléments qui 

admettent une méme représentation ab, cette correspondance est un 

tsomorphisme (relauf par rapport aS). D’autre part, dans un groupe Go 

extension quelconque de S, les éléments de la forme ab~'(a et bES) 

forment un sous-groupe G vérifiant la condition C : le groupe des quo- 

tients a droite, défini a un tsomorphisme relatif prés, est donc le 

plus petit groupe extension de S. 

Généralisation. — Considérons maintenant un demi-groupe D et 

supposons qu’il existe un sous-ensemble S de D vérifiant les conditions 

suivantes : 

I. S est multiplicativement fermé. 

Il. Tout élément de S est simplifiable dans D a gauche et a droite. 

HI. Si 6 et bB'ES, cl existe au moins un couple d’éléments 

sets'ES tels que bs = b's'. 

IV. ScseS et teED, tl existe au moins un couple d’éléments me D 

et néS tels que sm = tn. 

D’aprés I, II, HI, S est un D-semi-groupe régulier a droite; les condi- 

tions III et IV sont vérifiées trivialement si D est abélien. : 

Tutortms 2. — Moyennant les hypotheses I-IV, on peut définir 

dans Vensemble-produit A=D>*S une équivalence &y, et dans 

Vensemble-quotient G) = A/S, une multiplication, de fagon que @ 
soit un demi-groupe ow tout élément de S posséde un inverse : @ est 
a la fows extension du demi-groupe donné D et du groupe des quo- 
tients « droite, G, du semi-groupe régulier 8. Tout élément de @ est 
de la forme ab, ott a€D et bES (condition @ généralisée ). 
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Pour établir ce théoréme, nous commencerons par deux remarques 
qui généralisent le lemme de la page 268 et la condition Z de Malcey. 
Les égalités | : 

bes bs', Bib ts sm =tn 

(entre éléments de Y)) entrainent, dés que b! est simplifiable 
a gauche, 

sm=at n, 

puisque 
b's'm = bsm = btn = b't'n. 

Les égalités 
OD STy. b= bis DU Pa, 

_entrainent, dés que s ES et que b! est simpli fiable a gauche, 

/yf 

at=at 

(condition 1 généralisée). H existe, en effet, d’apres IV, meD 

etnéS tels que sm = tn, ct nous avons aussi s'm = t'n, d’ou 

atn=asm=a's'm=al'n 

et légalité a établir en résulte, puisque n est simplifiable 4 droite, 

d’aprés II. 

Soit A=D-*S lVensemble des couples ou fractions a droite 

a/b (aED, bES). Si nous considérons deux telles fractions a/b, a'/b’, 

il existe d’aprés III au moins un couple d’éléments s et 5’ €S vérifiant 

Pégalité bs = b's’. Si Yon a aussi as = a's’, nous poserons 

afb Gy a/b’. 

Cette propriété est, d’aprés II et la condition Z, indépendante du choix 

de s et s' (vérifiant bs = b's') : c’est done une relation parfaitement 

définie dans A, évidemment réflexive et symétrique et, de plus, transitive 

(démonstration comme plus haut, p. 269), par conséquent une équiva- 

lence. Ona 
amlbm =alb (G64) pour tout. meS. 

Dans l’ensemble-quotient 6) = A/6,, nous conserverons pour la 

multiplication la méme définition formelle que précédemment, mais il 

n’y a pas lieu de considérer des fractions multipliables. Soient £, n deux 

éléments de @, représentés par les fractions p/q et u/y (gq et vES) = 

il existe, d’apres IV, mED et néS tels que 

qm = un. 
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La classe @ laquelle appartient la fraction pmjen ne dépend que de = 

et n : cest par définition le produtt &n. Remplacons d’abord, en 
9 ; ' 

effet. p/q par p'/q' €:, et soit 

gm=un' (m'eD, n’éS), 

montrons que 

pm lon'=pmlieon (64). 

On a, d’une part, 

pr=ps et gi=ag s, avec sets’éS, 

et, d’autre part, d’apreés III, nt = n't’, avec et ES, dou 

en.t=on'.t, 

puis 
gmt =unt=un't=qm't. 

En appliquant la condition Z, il vient 

, 
PI l= Pp mune, 

d’ou l’équivalence a établir. 

Remplacons, de méme. u/¢ par u'/c' Ex et soit gmy= u'nry(m ES). 

On a par hypothése 

USq eS) et OS;— 0's) avec s; et s' eS. 

Comme en et ¢'n, €S, on a, d’aprés III, 

pnt, = v' nyt}, avec ¢t, ett, eS. 

La condition Z donne 

eq niet, et, par conséquent, qmt;=qmy,t;, 

donc, d’aprés IT, my mi ¢,, puis 

JDO ty Dining 

d’ou Péquivalence a établir, 

pml[en = pm,/e'n, (Gy). 

Remarque. — Les dénominateurs décrivant seulement S, alors que les numé- 

rateurs décrivent D, il n’y avait pas lieu, ici, de considérer les. fractions 
multipliables. Cependant, lorsqu’on est dans le cas particulier u=sqéS, on 
a m=n et la fraction p/v, équivalente & pm/en, appartient a la classe- 
produit &). De méme, si l’on a gh =u(heD), Végalité gm=un, ou géS, 
entraine, d’aprés II, m=hn; la- fraction pm/en s’écrit donc phn/en, et la 
fraction équivalente ph/» appartient a En. 
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La multiplication ainsi définie dans @ est associative. Soient, 
en effet, £, n, CEM et p/q, u/v, z/y des fractions représentant respec- 
tuvement les classes £, n, ¢. Ona, W@apres IV, 

qm=un (néeS) . et DOES (séES), 

Wot 

pmlioenetn et pmrlysetn.%. 

D’autre part, 

un/on en, 

done 

unrlysEens 

el, par suite, 

pmr|ys €&. 0%, 

donc 

Ey .G = €.nf. 

@ est donc bien un demi-groupe. 

Considérons une classe a€(@ représentée par une fraction de la 
forme as/s (a€D, s€S). Pour qu’une fraction 6/s' (s'€S) appartienne 
a cette classe a, il faut et il suffit que l’on ait 

SSeS 54 et ass\= 6s',, avec 54, s,€S, 

donc 

StS OS), 

c’est-a-dire 
Dias. 

La classe «se compose donc des fractions as/s, ot s décrit S. Soit Dy 

Vensemble des classes de cette forme : les éléments «, ... de D, corres- 

pondent biunivoquement aux éléments a, . . . de D. Cette correspondance 

est un ¢somorphisme; soit, en effet, 

as/séa, Obt/teB (s, teS); 

nous avons, d’aprés IV, 
_sm= bt.n (néS) 

et la classe a est celle qui contient la fraction as.m/tn; or, celle-ci 

s’écrit ab.tn[tn (oi tnES) : af appartient donc a Dy, et est bien 

Yimage de ab. Nous avons 

D~D, 

et, par conséquent, Gd est une extension de D. 
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D’autre part, @ contient le groupe G des quotients a droite de S, 

ensemble des classes représentables par des fractions de la forme r/s, 

ot reS (et seS). On vérifie immédiatement que l’élément-unité ¢ 

de G, représenté par les fractions s/s, est élément-unité bilatére de . 

Un élément quelconque de (, représenté par la fraction a/b, peut 

étre regardé comme le produit des éléments a € D et b~ € G représentés 

par les fractions a/s et s/bs(s 5), ce qui généralise la condition Cc. On 

voit comme plus haut (p. 272), mais en utilisant cette fois Vhypo- 

these IV, que le demi-groupe ( possédant les propriétés envisagées, 

est défini A un isomorphisme relatif pres. 

Parmi les hypothéses faites sur S, I et II sont seules symétriques. 

Désignons par III’ et IV’ les conditions symétriques de IIIf ct IV. Sc un 

semi-groupe SCD vérifie les hypothéses I, MU, Ill' et IV', on peut, 

d’une facon analogue, définir dans lensemble Y =S x D des frac- 
tions a gauche »\u (« » sous u», ES, UED), une equivalence Sp en 

posant 

v\u 6p ev'\u’ sisp=s'p'(sets’ES) entraine su=s'w'. 

Pour définir dans l’ensemble quotient UO" =T/Sp une multiplication 

associative, il suffit de remarquer que, si v\u et s\r sont deux fractions 

a gauche et si, d’aprés IV’, nw = ms(ne€S), la fraction nv\mr appar- 

tient a une classe fixe. Dans le demi-groupe (", extension de D, ainsi 

construit, chaque élément de S posséde un inverse, et tout élément 

de 0)" est de la forme vu, ow vES, wED(*). 

St maintenant les hy pothéses I, Il, Ill e¢ Ill’, lV et IV’ sont vérifiées 

simultanément, les demi-groupes @ et W)", définis respectivement 

a partir des fractions a droite et des fractions a gauche, sont 
tsomorphes. La démonstration de cette propriété repose sur la notion 
suivante. Nous dirons qu’une fraction a droite a/b et une fraction a 
gauche ¢\u sont homologues et nous écrirons 

p\u = alb, 

si l’on a va = ub. 

Lemme. — Pour que deux fractions a droite alb, a'/b' sotent 
homologues d’une méme fraction a gauche, il faut et il suf fit qu elles 
sotent équivalentes modulo &y. 
a eee 

' (*) Les démonstrations sont symétriques de celles qui ont été données plus haut. 
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Cette condition est nécessaire, car si Von a 

va = ub, va = ub’, 

Végalité bs = b's! entraine 

vas = ubs = Ul = ya's, ot veS, 

d’ou 

a=das, 

Elle est aussi suffisante puisque, si l’on a 

bs= bf eat a=ds, ou sets’eES, 

Végalité va = wb entraine 

ya's = 90s = ubs = ub's’, 

dou 
va = ub’, 

Lénoncé symétrique du précédent est, bien entendu, également 
valable. On voit aisément qu’en associant 4 chaque fraction 4 droite a/b 
Vensemble des fractions 4 gauche homologues v\u, on définit une appli- 
cation semi-unijorme; ja relation C = © correspondante (cf. chap. I, 

§ 3) n’est autre que l’équivalence Gy. 

En associant 4 chaque élément «* de l'/Gp l’élément « de A/G, repré- 
senté par les fractions 4 droite homologues des fractions 4 gauche de la 

classe z, nous tablissons entre ” et @ une correspondance biunt- 

voque. 

Cette correspondance est un tsomorphisme. Soit, en effet, 

albEx, YUE, 

a |b’ €§, Uw EB, 

done va = ub, v'a'= ub’. Nous avons, d’aprés IV, bm = a'n(néS), 

dot am[b'n € af; de méme, d’aprés IV’, 

, Oe yun (y€S$) et yosu Ea G 

Les égalités 
yv.am = yubmn =sVan= zu .bn 

donnent 
¥0 aM = aml bn 

et, par conséquent, 
(ab * = a* B*, 

~. OUFRRIL. 
19 
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Il est done légitime de parler du demi-groupe des quotients de D 

par rapport aS et, en particulier, du groupe des quotients d’un demi- 

groupe régulier. 

Dans le cas abélien, les regles de calcu] sur les fractions se trans- 
forment d’une fagon remarquable et reprennent la forme ‘usuelle. 

Utilisons, par exemple, la notation des fractions a droite : deux telles 

fractions a/b, a/b! sont équivalentes modulo &, si toute égalité de la 

forme 

(4) bs = b's’ 

entraine 

(4’) as=a's’, 

Or, (4) est vérifiée pour s = 6! et s' = b : deux fractions a/b, a'/b' 
sont donc équivalentes si et seulement sv 

(5) ab’ = ba’. 

Le produit de deux éléments £, 7 de ensemble quotient G= A/&,, 

représentés respectivement par les fractions p/q et u/», est la classe conte- 

nant la fraction pm/en, ol gm== un. Nous pouvons prendre ici 

ie ty nice 7) /a'ou 

pm/en = pul/ge, 

La fraction définissant la classe produit s’obtient done en multi- 

plant, dans les fractions données, les numérateurs entre eux et les 

dénominateurs entre eux. 

La régle précédente peut étre prise comme définition du product de 
deux fractions quelconques, 

(6) P/q.ulv = pulqe. 

La multiplication ainsi définie dans ’ensemble A des fractions a droite 
est associative et commutative comme celle de D. L’équivalence 

. y= & est régulidre par rapport a cette multiplication, car les relations 

alb = a'/b’ (&) 

et 

alb.aly = a'/b'.x/y, cest-a-dire az/by =a'az/b'y (6) 

s’écrivent respectivement 

(7) Go = 0a. 

(7') axb'y = a' aby; 
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la multiplication étant commutative, la premiere de ces égalités entraine 
la seconde, qui s’écrit encore, puisque y( €S) est simplifiable : 

(G2) ab'a=a' be. 

Si D a lui-méme un semi-groupe, (7") entraine (7), et l’équi- 

valence (&) est simplifiable. Si lon a, en outre, D =S, on retombe sur 

le cas traité au paragraphe 2 dans lequel on passe du semi-groupe 

donné S$ a son groupe des quotients I par les opérations suivantes : 

1° Définition de la multiplication dans Vensemble A—S? des 

fractions, conformément a (6); 

2° Passage de A au groupe homomorphe G(—TI) au moyen de 

) Péquivalence 6(= P) définie par (3): 

7. Immersion d’un anneau régulier dans un corps. Généralisation. — 

Considérons un anneau R et supposons qu’un sous-ensemble S de R 

posséde, par rapport a la multiplication de R, les propriétés I, Il, HW, IV 

utilisées plus haut : 

I. S est multiplicativement fermé. 

Il. Tout, élément de S est simplifiable dans R a gauche eta drotte. 

il. Sc 6b et b'ES, tl existe au moins un couple d’éléments s, s'deS 

tels que bs = b's’. 

IV. SiseS et teER, il existe au moins un couple d’ éléments me R 

et néS tels que sm = tn. 

Remarques. — 1. Les conditions III et IV sont vérifiées d’elles-mémes quand R 

est un anneau commutatif. 

2. La condition Il exprime que S ne contient aucun diviseur de zéro de KR, 

Si, en effet, a, par exemple, est diviseur de zéro a gauche, on a 

ap =10-—= a0, avec bo 

et a n’est pas simplifiable & gauche. Inversement, si @ n’est pas diviseur de 

zéro, ’égalité ax = ay s’écrit a(7 — y) =0 et entraine 7 = y. 

3. L’ensemble JUqz des non-diviseurs de zéro a gauche est, visiblement, 

multiplicativement fermé (JUq est le noyau a droite du demi-groupe multipli- 

catif R, cf. § 4, p. 231). Dans le cas commutatif, cet ensemble IUq(= IL) vérifie 

les conditions I, III et IV: c’est le plus grand ensemble S répondant a la 

question. En particulier, quand R est un domaine dintégritd, on peut 

prendre S=R—({o}; le complément S = R—p d’un idéal premier p répond 

aussi a Ja question. 

4, Lorsque R est un anneau régulier a droite, c'est-a-dire sans diviseurs de 
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zéro et tel qu'il existe, pour chaque couple d’éléments non nuls r, r'de Run 

multiple commun 4 droite 
rm=r'm'# 0, 

ce qui a lieu notamment quand R est un domaine d’intégrité, on peut satis- 

faire aux hypothéses I, If, If], 1V en prenant S = R—{o0}. 

Tutoreme 1. — S¢ un sous-ensemble S d’un anneau R vérifie les 

hypotheses I, I, HI, 1V, él extste un anneau K extension de R, dans 

lequel tout élément de S posséde un inverse : K est appelé anneau 

des quotients a droite de R par rapport aS; chaque élément de K 

est de la forme ab-', ow aER, bES. Si R est régulier a droite et 

si S = R—{o}, K est un corps, appelé corps des quotients a droite 

de Kh (*): 

Pour établir ce théoréme, remarquons que l’anneau R est, par rapport 

a la multiplication, un demi-groupe, ce qui nous permet de construire 

le demi-groupe multiplicatif @ des quotients a droite de R par rapport 

aS : prenons K = 0). Pour faire de K un anneau, il ne reste qu’a y 

définir l’addition. Cette construction va résulter de deux conditions que 

nous devons évidemment imposer : le principe de concordance, et la 

distributivité de la multiplication par rapport a l’addition. Si deux 

éléments de K appartiennent a R, leur somme est, d’aprés le principe 

de concordance, la méme que dans R. 

Considérons v éléments quelconques a,, ..., a, de K, représentés 

respectivement, par les fractions a;/b; 

(1) a/b, Ea; (6;ES8, t=1, see) YE 

Nous avons des égalités de la forme (cf. p 85) 

(2) OS t= Osu ere 

ou les s; et, par conséquent, n appartiennent aS; en posant ajs;= cj, 

‘nous obtenons une représentation des a; par des fractions c;/m ayant 

toutes mémes dénominateurs (« réduction au méme dénominateur »). 

Les relations «;—c;n—! dans K entrainent (7) 

(1) 4jin=ciER. 

(1) Le dénominateur b d'une fraction a/b est alors assujetti seulement ala condition 
usuelle d’étre différent de zéro. L’immersion d’un anneau régulier, en particulier d’un 
domaine d’intégrité, dans un corps a en Algébre une importance fondamentale. 

(*) Dans une extension K d’un anneau R, un élement wu tel que a,peER(a,EK, 
u=1,...,v) est appelé multiplicateur commun a droite des a, : les relations (1’) 
expriment qu’on peut trouver un tel multiplicateur, » = 7, dans le semi-groupe S. 
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Cela étant, si lon peut définir dans K une addition par rapport a 
laquelle la multiplication est distributive, on aura nécessairement 

v v . v 

ya i San = See. 

(i i y =i 

v 

La somme di ne peut donc étre que l’élément de K représenté par 

1 

v 

la fraction (de |n, 
ixt 

vi 

. A +; ~.! 

Nous pouvons effectivement définir la somme di comme la classe 

A 
v 

contenant la fraction a /n, car cette classe est indépendante du 
i=1 

choix des éléments n et c; vérifiant les relations (1'). Si, en effet, n' et ¢; 

vérifient ces mémes relations, il existe deux éléments p, p' de S tels que 

np=n' p’, Cy) Sey 

d’ou, puisque la multiplication dans R est distributive par rapport a 

Paddition 
v 

Ye )e-( Ze) 
i=4 Neh 

el, par conséquent, 

( Da ini dei Wn’ Ga). 
i= iii 

° 

Cette définition est conforme au principe de concordance. 

De plus, il est clair que addition dans K est associative et commu- 

tative comme dans R; K posséde un élément zéro, O, représenté par - 

les fractions équivalentes o/s(oE€R, sES). Les éléments a= ab“ 

et «/—= (—a)b~ sont opposés : K est done un groupe abélien par 

rapport a Vaddition. Quel que soit «EK, ona a0 = Ox — O. 

Pour montrer que K est un anneau, il ne nous reste plus qu’a établir 

dans toute sa généralité la distributivité de la multiplication par rapport 

a l’addition. Soient donc a, a’, 6 trois éléments de K, avec 

alb ea, a /béea’, r/séB, 

d’ou 
(a+a )[beEa+a’, 
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Il existe me Ret neS tels que bm = rn; il en résulte 

(a+a')m[sn=(am-+a'm)/snée(a+ a’)8 

eur 

am|sné af, a m[sneéa’ B, 

d’ou 
(am + a'm)/snEéas+ a’'B; 

nous avons donc bien 
(a+a’)B = a8 + ’B. 

Nous avons aussi des égalités de la forme 

A 
Sl=—"au, Sf =a ts avec uwetu’eS, 

puis uv = u'o'= y, ot, o! et, par conséquent, y appartiennent a S; d’ou, 

en posant tv= 2, = 2", 

SZ = ay, it=ay, s(w+a2')=(a+a')y. 

il en résulte 
r(2+a2’\by =(ra+ra')/byEep(a +a’) 

et 

razlby € Ba, ra’|by € Ba, d’ou (r2a+ra’)by€ Ba + Be’, 

et, par conséquent, 

B(% + a) = Ba + Ba’, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Enfin, Panneau K est défini 4 un tsomorphisme relatif prés, non 

seulement par rapport a la multiplication, mais aussi par rapport a 

Yaddition, puisqu’on a, dans K, ab“! + a b+*=(a+a')b-. 

SiRest régulier a droite et siS = R—{0}, K—{O} estle groupeG 
des quotients a droite de S, ensemble des classes représentables par les 

fractions s'/s, ous et s'€S. K est donc un corps, extension de l’anneau R. 

‘Ce résultat contient comme cas particulier celui qui a été établi, pour 

un domaine d’intégrité au paragraphe 3 (p. 228). 

On définit de méme |’anneau des quotients a gauche K* d’un anneau R 

par rapporta un sous-ensemble S vérifiant les conditions I, II, III’, et IV’. 

SiS vérifie simultanément les conditions I, II, II et III’; IV et IV’, 

les anneaux K et K* sont isomorphes non seulement par rapport a la 

multiplication, mais aussi par rapport a l’addition. Soit, en effet, 

a= ab-teK, x" = p-tu €K* 
(6 et veES), 

$=a'b—eK, o* = p-tu’ € K* 
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avec va = ub, va'=u'b. Nous avons, dans K, 

a+f=(a+a’')b-—, 

dans K* 

a* + 6* = p-1(u + u’) 

ot Pégalité (a + a') = (u + w')b entraine bien 

(a+ )* = a*+ 6". 

Enfin, si R est un anneau commutatif, l’addition dans |’anneau des 
quotients K de R par rapport a un semi-groupe SCR reprend la forme 
usuelle. Si a/b € x, et a'/b'€G, nous pouvons prendre (cf. p. 000.), 

a= bb’, C=2p. C= a'b, 

d’ot 
(ab’+ ba’)/bb' Ea + 8. 

Dans ce cas abélien, le théoréme 1 prend la forme suivante : 

Tutoreme. 1’. — A tout semi-groupe multiplicatif S contenu dans 

un anneau commutatif R et tel que tout élément de S soit simpli- 

fiable dans R, correspond un anneau de quotients K, extension de PR, 

dans lequel tout élément de S a un inverse (1). En particulier, 

Vensemble T des éléments de R non diviseurs de zéro est multipli- 

cativement fermé, et tout élément de T est évidemment simpli- 

friable : T est done un semi-groupe; pour S=T, nous obtenons un 

anneau de quotients Q en quelque sorte maximum appelé anneau 

de quotients total de R (« Gesamtquotientenring ») (7). Sc R est un 

domaine d’intégrité, tl suffit que S.ne contienne pas zéro et soit 

multiplicativement fermé : ces deux conditions sont vérifiées notam- 

ment quand S est l’ensemble des éléments de R qui nappartiennent 

‘pas a un tdéal premier p : S=R—p(*). En prenant S = R—(0), 

on retrouve que tout domaine d’intégrité peut étre plongé dans un 

corps, son corps des quotients. 

Ezercice. — Dans un anneau commutatif R pouvant posséder de véritables 

diviseurs de zéro, on considére un semi-groupe multiplicatif S (en particulier, R 

pourra étre un domaine d’intégrité, et S le complément R—p d’un idéal 

(1) Cf. H. Grew, Beziehungen zwischen Idealen verschiedener Ringe (Math. 

Ann., t. 97, 1927, p- 499)- 

(7) Cf. W. Krut, Idealtheorie (Ergebn. der Math, IV, 3, 1935, p. 18 et 19); B. L. 

VAN DER WaAERDEN, On Hilbert’s Function...( Proc. Koninklijke Akad. van Wetensch, 

Amsterdam, t. 31, 1928, p. 760). 

(*) Voir note p. 199. 
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premier p). Soit K I’anneau de quotients A>xS/& obtenu au moyen des 

fractions a/s(aeA, sES). 

1° A tout idéal m’ de l’anneau K, on associe l’ensemble m des numérateurs a 

des fractions représentant un élément a de m’. Montrer que m est un idéal 

dans A. 

2° L’inclusion stricte mv’, Cnr, entraine my C me. 

30 Si A est noethérien, K-est noethérien aussi. 

C. — CORPS ORDONNES. 

8. Domaines ordonnés. Convergence. — Un domaine d’intégrité D 

de caractéristique nulle, en particulier un corps commutatif de caracté- 

ristique nulle, est dit ordonné s’il existe dans D une relation 

a>o (a positif ) 

ayant les deux propriétés suivantes : 

1° Pour tout élément «€D, ona 

soit a>0, SOlt gs l——105 soit —a>o0 

(dans ce dernier cas, on écrit encore « <0, « « négatif »). 

2° Les relations « >o, 8 > 0 entrainent a+ 6 >o et a8 >0 (1). 

Par exemple, si l’on donne, dans l’anneau C des entiers, la significa- 

tion usuelle a la relation « > 0, C est un domaine d’intégrité ordonné. 

Les propriétés 1° et 2° permettent de définir dans D une relation 

d’ordre, au sens des ensembles ordonnés (cf. chap. I, § 4, p. 17 et § 9, 

p- 36), en posant (?) ' 

ASS (6 si a—f>o. 

Un domaine d’intégrité ordonné est donc un ensemble ordonné, et les 

(1) Cette deuxiéme propriété ne peut évidemment pas appartenir & un anneau de 

caractéristique non nulle, ni 8 un anneau possédant de véritables diviseurs de zéro. 

La notion de corps ordonné a été introduite par E. Artin et O. Schreier, dans le 
Mémoire intitulé Algebraische Konstruktion reeiler Kérper (Abh. math. Sem., 
Hambourg, t. V, p. 86). 

(?) Seule, la premiére partie de la condition 2” intervient pour établir que cette 

relation est une relation d’ordre. Un domaine d’intégrité ordonné est done quelque 

chose de plus qu’un domaine d’intégrité pourvu d’une relation d’ordre. D’ailleurs, dans 

Yanneau C des entiers, la relation 2 < 8 (au sens usuel) est bien une relation d’ordre, 
mais les égalités a<o0, 8< o n’entrainent pas 248 <0, : par rapport a cette relation, 
C n’est donc pas un domaine d’intégrité ordonné. 
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notions de majorant, minorant, borne supérieure ou inférieure y peuvent 
étre utilisées. 

Si wet B sont deux éléments quelconques de D, ona 

(1) (— «)B =— (af). 

Par suite, le’ produit dun élément négatif par un élément positif est 
négatif; le produit de deux éléments négatifs est positif. En particulier, 
dans un domaine d’intégrité ou dans un corps ordonné, tout carré 
est positif ou nul, toute somme de carrés est positive ou nulle et 
Végalité 

exige 
“j= 0 (UU ily Pk eons); 

En particulier, ]’élément-unité e = e? est nécessairement positif. 

Les inégalités 

Sie et a+tr>B+A 

sont Gquivalentes quel que soit Ae D. Les inégalités 

a> et a), > BA 

sont équivalentes si A est positif. 

Soit K le corps des quotients d’un domaine d’intégrité ordonné D. 

Il existe une maniére et une seule d’ordonner le corps K de facon a 
a 

respecter l’ordre de D. Supposons, en effet, K ordonné, et soit «= 5 

un élément quelconque de K. Les éléments « et <b? = ab sont positifs, 

négatifs, ou nuls, en méme temps l’un que l’autre; la relation « > 0 

dans K doit donc étre définie par la condition ab >o0 dans D. Inver- 

sement cette définition est, en premier lieu, indépendante du choix de 

la fraction 5 qui représente «. D’autre part, les éléments positifs sont 

‘ceux qui peuvent étre représentés par des fractions dont les deux 

termes sont positifs : il en résulte immédiatement que a >0, B >o 

entrainent «+ 8B >oet «8B >o. 

En particulier, le corps des nombres rationnels est un corps 

: ioe mie : a’ . 
ordonné. Pour que ¢= , soit supérieur a Cia 5 (0 =O, 0's G),eak 

faut et il suffit que l’on ait 

ab’ > ba’. 

A tout élément « d’un domaine d’intégrité ordonné D, nous asso- 
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cierons un élément positif ou nul du méme domaine, appelé valeur 

absolue de a, désigné par | « | et défini par les relations 

(al sa eo, sr 2 = 0, 

|.a|=—a, Sls -& =< 0. 

On a les propriétés suivantes : 

1° Deux éléments opposés ont méme valeur absolue. 

a2 Quels que solent aet 8, ona 

| a3 | =|]. Bl. 

Cette relation est évidente si a et 6 sont positifs ou nuls. D’autre 

part, elle subsiste d’aprés (1), si l’on y remplace un élément, « par 

exemple, par l’élément opposé. 

3° Sta<A<ff,ona 

|%| <Max(|o|,|8|), 

le second, membre désignant le plus grand des deux nombres | «|, | 61, 

ou leur valeur commune s’ils sont égaux. Cette inégalité est immédiate 

si % est positif ou nul, ou si. 6 est négatif ou nul. Supposons donc 
a<o<f. Si) est positif ou nul, par exemple ona 

|2|<|B{ <= Max(|a|,|6|), 

et l’inégalité est encore établie. 
Si L est un sous-ensemble borné de D, nous avons des inégalités de 

la forme 
chp eke pour tout X€L, 

d’ou, d’aprés ce qui précéde, 

[r>fap pour tout AEL, 

avec == Max(|a|, |6|). Cette derniére inégalité, qui entraine inver-’ 
sement 

—paihae pourtout AeEL, 

équivaut a la propriété : L est borné. 

4° Quels que sotent « et B, ona 

|x+B|/<ja|+ |B. 

Légalité a lieu si « et 8 sont de méme signe (c’est-a-dire tous deux 
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positifs ou tous deux négatifs), ou encore si l’un deux est nul. Si lon a, 
par exemple, 

a>0, 8 <0, 

on en déduit 

Bcatpca 

et la propriété 3° donne 

|a+B[<Max(ja],|B])<|a|+ ]8}. 

5° St Pon a Vinégalité 

| B— o | =< | 3 |, 

les deux éléments « et 8 sont de méme signe. Dans le cas contraire, 

en effet, 6 et x! —— a seraient de méme signe et l’on aurait 

[B—e|=|B+e’l[=|s| +e | Sie. 

Considérons, dans un corps ordonné K, lensemble A des éléments 

n=ne, ou e désigne |’élément-unité et n un entier naturel. Si cet 

ensemble A n’est pas majoré, c’est-a-dire si, quel que soit l’élément 

de K, il existe un entier naturel x tel que l’on ait 

n>, 

le corps ordonné K est dit archimédien. 

Le corps I des nombres rationnels, par exemple, est archimédien. 

Si K est un ¢orps ordonné archimédien, on constate, en appliquant 

la propriété précédente a |’élément —«, qu’il existe aussi un entier 

relatif m tel que l’on ait 

moa 

Par suite, on peut toujours trouver un entier relatif @ tel que l’on ait 

azae<a+til. 

En remplacant x par ga, ou qg est un entier positif donné, nous voyons 

qu’il existe un entier relatif p tel que Von ait 

temas 

De méme, « étant un élément positif de K, il existe un entier n 

supérieur a «~*, ce qui entraine 

I 
—-<4@. 
n 
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Si, au contraire, dans le corps ordonné Ky, l’ensemble A = {ne }est 

majoré K est dit non archimédien. Un corps ordonné non archimé- 

dien est, d’aprés cette définition, caractérisé par Vexistence d’éléments 

infiniment grands, c’est-i-dire d’éléments « vérifiant 

|a|>>n pour tout nombre naturel n. 

De méme, un élément 6 est infiniment petit si lon a 

I 
o<|8|< — pour tout nombre naturel n. 

n 

L’inverse d’un élément infiniment grand est infiniment petit et inver- 

sement (*). 

Etant donné un anneau commutatif ®, soit 

A =f au b= an @9,-%-53 Gn, 2 oe} 

une suite dans R, c’est-a-dire une suite dont les éments a; appar- 

tiennent a R. Deux suites {an}, {a,,} sont distinctes dés que léga- 

lité a, =a’, n’a pas lieu pour toutes les valeurs de n. On appelle somme, 
différence et produit des deux suites 

A={an}, B={ bn}, 

les suites respectives 

Act Bins lidn ta Biulyaips Ade Ee mouse ite al ealeee a ial a aes 

L’addition et la multiplication des suites ayant les mémes propriétés 

d’associativité, de commutativité, et de distributivité que celles des 

éléments de R, Pensemble des suites dans R est un anneau commu- 

tatif S, dont élément zéro est la suite 

—_ 1 OF '0f0, BeeRvOgs. aoe 

(7) On peut aisément, en anticipant un peu, donner un exemple simple de corps — 

ordonné non archimédien. Convenons de dire qu’un polynome 

f(z) =a,2'+a,2""4+...+a, (a,ET, a0) 

4 coefficients rationnels est positif si le coefficient a, de la plus haute puissance de x 
est un nombre positif. La somme et le produit de deux polynomes positifs sont bien 

des polynomes positifs. Par cette convention, le corps des fractions rationnelles Li) 
&(z) 

) 

a coefficients rationnels, se trouve lui-méme ordonné : 

fiz). ao. ; 

E(t) pee i ee 

c’est-a-dire si a,b, > 0. Ce corps ordonné K est non archimédien, car 2, £7, ..., x", 
sont des infiniment grands. 
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et quia en méme temps que R un élément unité, qui est la suite 

Sa SAAw Heel 

Dans un corps ordonné K, une suite | @n} est monotone crotssante si 

An Anyr1 quel que soit 7, 

monotone non décrotssante si 

An Ani: Quel que soit rn. 

Une suite dans un corps ordonné K est bornée si ensemble de ses 

éléments est borné. Il suffit pour cela qu’il existe un élément positif L 

de K et un nombre naturel N tel que V’inégalité. 

n>N entraine |a,|<L, 

car la réunion de lensemble fini, done borné | a4, a2, ay} et de 

Vensemble borné { ay4,, -.-, An, -.. }| est un ensemble borné. 

La somme ou la différence, et le produit de deux suites bornées étant 

des suites bornées, l'ensemble des suites bornées est un sous-anneau @ 

de l’anneau S des suites dont les éléments appartiennent a K. 

Par définition, la suite 

a yak ) ES RN BR ey, on eye fopiney eet 

converge, dans le corps ordonné K, vers la limite a s'il existe un 

élément a de K ayant la propriété suivante : 

A tout élément ¢ posit?f de K correspond un nombre naturel N tel 

que Vinégalité n > N entraine l’inégalité 

|a—an| <eé. 

A cette définition se rattachent les propriétés suivantes : 

1° Une méme suite ne peut pas converger vers deux limites 

distinctes a et b. En effet, dans le cas contraire, en désignant par e un 
|b—a| 

2 
élément positif de K moindre que , on aurait, pour 7 assez grand, 

|b—a|Za|b—a,|+]|a—an|<2e<|b—al, 

ce qui est absurde. 

2° Toute suite convergente A = { an} est bornée. 

En effet, si a est la limite de la suite convergente A, nous avons 

a—ESC an ate pour 2>N, 
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d’ou 
|anj<ja|+e pour na>N. 

3° Toute suite | ay, Any «+ +5 Ongy e+ fy 08 les nombres naturels nj; 

vont en croissant, extraite d’une suite convergente { a4, Aa, ..-) Any ++ ie 

est elle-méme conver gente et admet la méme limite (*). 

4’ Une suite dans laquelle tous les éléments sont, & partir d’un 

certain rang, égaux & un méme élément a, est convergente et admet © 

pour limite a. 

Appelons suites nulles les suites dans K qui convergent vers zéro, 
suites nulles triviales les suites dont les éléments sont, a partir d’un 

certain rang, égaux a zéro. 

5° a. Lasomme de deux suites nulles est une suite nulle (immédiat). 

Corouiaire (limite d’une’ somme). — Si les suites A={an}, 
B={b,} convergent respectivement vers les limites a et b, la 
suite A+B est convergente et admet la limite a+ b. En effet, la 
suite {(@n+ b,)—(a-+b)}, somme des deux suites nulles {a,—a@} 

et { b,— 6}, est elle-méme une suite nulle. 

b. Le produit d’une suite nulle par une suite bornée est une suite 

nulle (immédiat). 

Corotuaire (limite d’un produit). — Si les suites A= {ap} 

et B= {bn} convergent respectivement vers les limites. a et b, la 
suite AB={anbn\ est convergente et a pour limite ab. On a, en 
effet, 

ab — anbn = a(b — bn) + bn (a— an) 

et chacune des suites { a(b— 6,) |, { bn(a—an) \ est le produit d’une 

suite nulle par une suite bornée. 

Pour les suites nulles triviales, nous avons de méme les propriétés 
‘suivantes : 

c. La somme de deux suites nulles triviales est une suite nulle 

triviale. 

d. Le produit d’une suite nulle triviale par une suite quelconque 
est une suite nulle triviale. 

(*) Cette propriété et la suivante, prises comme axiomes, ont servi de point de 
départ a certaines généralisations de la notion de convergence. Cf. MAURICE FRECHET, 
Les Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 164 
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En réunissant les propriétés précédentes et en désignant par %po 
Vensemble des suites nulles triviales, par % Vensemble des suites 

nulles, par € ensemble des suites convergentes, nous voyons que po 

est un sous-anneau de ‘5, que 5 est un sous-anneau de C, que C est un 

sous-anneau de l’anneau @ des suites bornées, lui-méme sous-anneau 

de l’anneau S de toutes les suites : 

Si. SScCCBSS. 

Nous avons méme obtenu des propriétés un peu plus fortes : par 

rapport 4 la multiplication, 4» est un sous-groupoide permis dans 3S, 

et ‘5 un sous-groupoide permis dans @: donc So est un tdéal dans S 

-et, par conséquent, dans 0, C et 5; 5 est un ¢déal dans 03, donc aussi 

dans C. 

‘> n’est pas un idéal dans S : dans le corps des nombres rationnels, 

par exemple, le produit de la suite nulle rit par la suite non bornée | 7 { 

n’est pas une suite nulle. 

5 est un tdéal premier dans l’anneau © des suites convergentes, 

d’aprés le théoreme sur la limite d’un produit et puisque le corps K ne 

contient pas de diviseur de zéro. Dans l’anneau @ des suites bornées, 

Vidéal 5 n’est pas premier, car les deux suites bornées non nulles 

{1, 0, 1, 0, ...} et {o, 1, 0, 1, ...}, par exemple, ont pour produit 

une suite nulle. 

On voit clairement que les propriétés d’étre un idéal ou un idéal 

premier ne sont pas, pour un ensemble, des propriétés intrinséques,. 

mais qu’elles dépendent a la la fois de cet ensemble et de l’anneau dans 

lequel on le considére. 

Exemples et remarques. — Si K est un corps ordonné archimédien, la 

: I : ae : 
suite 1% est une suite nulle, non triviale : on a donc 3,c3; la suite {7} est 

n 

une suite non bornée : @BcS. 
Connaissant une suite nulle, on peut en former d’autres 4 l’aide de la remarque 

suivante, connue sous le nom de « théoréme de comparaison », et valable dans 

tout corps ordonné (archimédien ou non). 

Etant donné une suite nulle | u,} & éléments positifs et une suite { 9, } telle 

qu’on ait, a partir d’un certain rang, 

| Pn <Un, 

la suite {,} est une suite nulle (démonstration immédiate ). 

est une Par exemple, dans un corps ordonné archimédien, la suite 
——s\ 

~ 

P| i) + _—— 

suite nulle. 
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, “fica 4 
Remarquons enfin que, dans un corps ordonné non archimédien, la suite ia 

ne tend pas vers zéro puisqu’on a quel que soit 7, 

=> lal, _ a di 
n ? 

ou a est un infiniment petit quelconque. 

Exercices. — 1. Dans un corps ordonné, l’égalité am = 5” entraine, s1 a et b 

sont positifs, a=; si a et 6 sont quelconques |a = {6}. Les seuls éléments 

tels que 7™=+1 sontxz=+1 et r=—1. 

2. Dans un corps ordonné K, on considére l'ensemble E des éléments positifs x 

qui vérifient l’inégalité 

MLAS 7 

ou a est un élément positif donné et m un nombre naturel. Montrer : 

1° que l’ensemble E n’est pas vide ; 

2° que la condition nécessaire et suffisante pour que l’ensemble E admette une 
borne supérieure / dans K est qu’il existe un élément « de K vérifiant l’égalité 

am—a 

et que, cette condition étant remplie, on a 

WCE 

(L’élément a est, par définition, la racine m'¢me positive de a.) 

3. Sila suite A = { a,} converge vers la limite a, et si l’on a, quel que soit n, 

QnaaG OUNNa pao. 

la limite a vérifie linégalité 

azz bs 

9. Corps ordonnés complets. Nombres réels. — La définition d’une 

suite convergente fait intervenir la limite de cette suite. On ne peut 

donc, au moyen de cette définition, montrer qu'une suite est convergente 

qu’a condition d’avoir déterminé d’abord la valeur de sa limite, ce qui 

n’est pas toujours possible, surtout quand la suite est définie par des 

conditions générales. Il y a donc lieu de chercher a caractériser les 

suites convergentes par une propriété indépendante de leur limite. C’est 

ce qu’a fait Cauchy, en établissant, pour certains corps ordonnés, le 
critére de convergence qui porte son nom, ct qui repose sur la notion 
de suite fondamentale. 

Définition. — Dans un corps ordonné K, une suite A = {an} est 
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fondamentale si, tout élément positif ¢ de K, on peut associer un 
entier naturel N tel que les inégalités 

P>N I>N entrainent |a@,—ayg|<e. 

Toute suite convergente dans K y est fondamentale. — Si, en effet, 
la suite A = { a,} converge vers a, Pinégalité 

| @p— aq| <|a—ap|+]|a—a,| 

montre immédiatement que cette suite est fondamentale. En particulier, 
une suite dont les éléments sont tous égaux a partir d’un certain rang, 
est fondamentale. 

Inversement, dans tout corps ordonné K, les suites fondamentales 

ont les propriétés suivantes, qui les rapprochent des suites convergentes. 

1° L’ensemble & des suites fondamentales est un sous-anneau de 

Vanneau @® des suites bornées. 

Toute suite fondamentale A ={a,} est bornée, puisque, avec les 

notations utilisées dans la définition, l’inégalité n > N entraine 

An41— € << An< An4i+ &, 

d’ot 

|an| < | @nq1] +€ =L, 

ot Lest un élément fixe. 

Si A={a,} et B={b,} sont deux suites fondamentales, leur 

somme A + B en est une également, d’aprés Pinégalité 

| (ap+ bp) —(ag+ by) | Z| ap— aq | +| bp— by]. 

De méme pour leur différence A — B. 

Enfin, le produit AB est également une suite fondamentale. Nous 

avons, en effet, 

| ap bp— agbq| | ap|| bp — bq| + | bg|| ep— aq]. 

Comme toute suite fondamentale est bornée, nous avons, quand p et q 

dépassent un certain entier, 

|@p|<L, | dg |< L’. 

Comme les suites {Ld,} et { L'a, } sont évidemment fondamentales, la 

propriété est établie. 

2° Il est impossible d’extraire d'une suite fondamentale A = | an} 

0 
P. DUBRBIL. 2 
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. . es ) Cie 

deux suites partielles A'={ Gj, Gi +++ }, Av={ aj, Gy s-9 5 gue 

convergent vers des limites a! et a" différentes (*). 

Si la chose Gtait possible, on pourrait, en effet, ¢ étant un élément 

positif donné de K, trouver des indices ¢ et 7 arbitratrement grands 

tels que 

Ja,—a'|<e, |aj—a"|<e, 

dot 
ja’—a"| << | aj—aj|+2¢€ 

I 
et, en prenant e< 5 |a’— a" |, 

| ai— aj| >, 

ce qui est en contradiction avec le fait que la suite A est fondamentale. - 

Malgré ces analogies, il n’y pas identté, dans n’importe quel corps 

ordonné K, entre suites fondamentales et suites convergentes. En parti- 

culier, comme nous allons le voir, une suite fondamentale dans le 

corps T des nombres rationnels n'y est pas nécessairement conver- 

gente (*). 

On définit en Arithmétique élémentaire un procédé [ extraction de la 

racine carrée approchée (*)] permettant de calculer une suite de 
nombres rationnels 2, 22, ...; Zn, ... tels que l’on ait 

|2,—2|< En, 

ot la suite {¢,} est une suite nulle dans I’, donnée une fois pour toutes. 

La suite {a} est fondamentale. En effet, la suite {x3} converge, 
dans I’, vers la limite 2, donc est fondamentale. Or, nous avons 

et il est clair que, pour p et q assez grands, ona 

Lp >, Zg>l, 

donc 
I 

| %p—ag|< 5 | tp zl: 

oe SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSssSSSSSSSeee 

(1) Pour les suites convergentes, cette propriété résulte immédiatement de |’énoncé 35 
Pp. 290. 

(*) Connu,-au fond, dés lPAntiquité, ce fait mathématique est d’une grande impor- 
tance : imposant la distinction entre grandeurs commensurables et grandeurs incom- 
mensurables, c’est lui qui confére aux Mathématiques leur caractére de sciences exactes. 

(*) Voir, par exemple, JuLes Tannery, Arithmétique, p. 269 (Paris, Armand Colin, 1894). 
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Bien que fondamentale, la suite |2,} n’est pas convergente dans I, 
car, si elle l’était, sa limite serait un nombre rationnel de carré égal 
a 2 : on sait qu’un tel nombre n’existe pas. 

De ce qui précéde, résulte que la diagonale d’un carré dont on prend 
le cété pour unité de longueur, n’a pas pour mesure un nombre 
rationnel. 

Considérons encore, dans I, la suite | wu, } définie par 

I I 
Unit — + | +... + 

I 2! n! 

D’aprés l’inégalité classique (‘) : . 
. 

Disitatp A or (P <4); 

cette suite est fondamentale. Si elle convergeait dans I, nous aurions, 
en désignant par / sa limite, 

I 
a are 

En prenant p = 2 dans cette inégalité, on voit que / ne peut pas ¢tre un 

entier rationnel. Si maintenant nous avions 

m 
i (7% >> 1)5 

il en résulterait, en prenant p= 7, 

Or, cette double inégalité est absurde, puisque, multipliée par 7 !, elle 
= . —_ . ° ak | 

exprime qu un entier positif est inférieur ou égal a =f 

Ces remarques nous conduisent 4 distinguer, parmi les corps 

ordonnés, ceux dans lesquels toute suite fondamentale est convergente 

(critére de Cauchy) : ces corps sont dits complets. 

L’existence de corps ordonnés complets résulte de la proposition 

suivante, que nous allons maintenant établir. 

(?) Ona 
I T z I J 

u,— u,= page + Ai<gemlt pete ao | 

I z 3 T 

<(p+yl PP! 
Pres 
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Tout corps ordonné incomplet K admet.une extension X_ qui est 

un corps ordonné complet. 

Le procédé général que nous allons indiquer pour construire 2x a 

partir de K, si on l’applique au corps I des nombres rationnels, fournit 

un corps complet P qui est, par définition, le corps des nombres réels. 

Le corps cherché 2, s’obtient comme ensemble-quotient #/R de 

Vanneau # des suites fondamentales dans K par une équivalence R dont 

la définition est au fond immédiate : les suites fondamentales dans K 

seront convergentes dans 2x; deux telles suites doivent donc étre 

regardées. comme équivalentes lorsqu’elles convergent vers la méme 

limite, c’est-a-dire lorsque leur différence est une suite nulle. Cette 

- derniére propriété ayant un sens‘dans K, nous définissons l’équivalence R 

en posant ) : 

A=B(R) si A—Be%, 

ou % désigne l’ensemble des suites nulles (dans K). Cette relation R est 

bien réflexive, symétrique et transitive. 

Lemme 1. — L’équivalence R est réguliére. 

Elle est évidemment réguliére par rapport 4 laddition. Elle est aussi 

réguliére par rapport a la multiplication, puisque toute suite fondamen- 

tale X est bornée et que le produit (A —B)X d’une suite nulle par une 
suite bornée est une suite nulle. 

Ce lemme entraine que Vensemble-quotient # /R est.un anneau, homo- 

morphe 4 #, qui admet comme élément-zéro la classe % des suites 

nulles : 5 == O, représentée par la suite {0, 0, ..., 0, ... }, et comme 
élément-unité 1 la classe contenant la suite-unité {1, 1, ..., 1, ... Ly 

Nous allons montrer que l’anneau #/R est un corps au moyen de la propo- 

sition suivante, qui exprime que, dans un corps ordonné K, toute suite 
‘fondamentale non nulle est, en valeur absolue, bornée inférieurement. 

Lemme 2. — S¢d A={a,} est une suite fondamentale non nulle, il 
existe un élément r>o de K et un entier naturel N tels que 
Vinégalité 

n>N entraine |a,|>r(>0). 

Sinon, en effet, quels que soient ’élément r>o de K et le nombre 
naturel N, il existerait au moins un indice k > N tel que l’on ait 

7 9 a 
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r ayant été fixé, nous pouvons supposer, puisque A est une suite fonda- 
mentale, N choisi assez grand pour que les inégalités 

pS, q>N entrainent |a@,—a,|<r. 

Il en résulterait, pour tout indice n supérieur a N, 

| @n| = |an— ax| + | ax| <2r. 

Comme r est arbitraire, cela exprime que A est une suite nulle, contrai- 

rement a ’hypothése. 

Tuétorime. — L’anneau #/R est un corps, . 

Il suffit de montrer que toute classe « non nulle admet un inverse a—'. 

Soit A = {a@,} une suite de la classe « : cette suite n’étant pas nulle, 

il existe d’aprés le lemme 2 un entier N, et un élément r > de K tels 

que lon ait : 
|a@n|>r pour n>N,. 

Considérons la suite B définie par 

I I 
y  eOmoIN bn=—) 

QN,+1 an 
(= Te, wey by, =1, by = 

Elle est fondamentale, car nous avons, pour p >N,,qg>N,: 

ap—a |ap— a [bp —bq|= eal < Lap aah 
| 4p aq | Ts 

et le numérateur peut étre rendu inférieur a r?¢, a la seule condition de 

choisir p et q supérieurs a un certain entier. 

Le produit des suites fondamentales A, B est la suite 

UG: oe LANGE Lee teeter vse mls 

qui appartient a la classe 1. La classe 6 a laquelle appartient la suite B 

est donc l’inverse de la classe «, B = a}. 

Soit K’ ’ensemble des classes & qui contiennent les suites fondamen- 

tales {a, a, ..., a, ...{ dont tous les éléments sont égaux. La corres- 

pondance 
a<>a 

entre K! et K est un csomorphisme et, par conséquent, K’ est un sous- 

corps de = #/R isomorphe a K. Le corps x est donc bien une exten- 

ston de K. 
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Si nous prenons comme corps K le corps F des nombres rationnels, 

X est, par définition, le corps des nombres réels (*). 

Il nous reste 4 montrer que le corps = est un corps ordonné 

complet, ce qui nous permettra d’écrire : 2 = Xx. 

Lenme 3. — Si A={an}est une suite fondamentale non nulle, 

tous ses termes, & partir d’un certain rang, ont le méme signe. 

Il existe, d’aprés le lemme 2, un entier N, et un élément positif re K 

tels que l’on ait 
ay | =r > 0, dés que «>Ni. 

D’autre part, ona 

| @p—aq| <r, dés que p>No, g>Nae, 

d’ou, pour n > N = max (Nj, No), 

| dn— an41|< r<fans| 

et, par conséquent, a, a le méme signe que dy ,4. 

Une suite non nulle est dite positive si tous ses termes sont positifs a 

partir d’un certain rang, négative si tous ses termes sont, a partir d’un 

certain rang, négatifs. D’aprés ce qui précéde, il n’y a pas d’autre 

Soe ae une suite fondamentale non nulle. 

Si A= {an} est une suite positive, toute suite équivalente B= { b,} 

est Peniiiene positive. A partir d’un certain rang N,, en effet, les 

a, sont tous minorés par un certain élément positif r du corps K. 

D’autre part, la différence a,— b, est, en valeur absolve, inférieure ar 

dés que x dépasse une certaine valeur Ny. On a, par suite, b, > 0 pour 

n>N= max (Ni, No). 

Cela posé, un élément a non nul de X est par définition positif si 

Pune quelconque des suites fondamentales de la classe « est positive, 

(*) Cette définition des nombres réels est due 4 Cantor; celle qui utilise les coupures 

est due & Dedekind, mais, pour y simplifier la définition des opérations sur les 

nombres réels, on l’expose souvent en faisant des emprunts, plus ou moins apparents, 

a la définition de Cantor (« coupures généralisées »). Une définition, remarquable par 

sa simplicité, proposée récemment par M. Lesieur (voir un article A paraitre dans la 

Revue de Mathématiques spéciales, 1954) repose sur le principe suivant. Soit 6 

Yensemble des parties de l’ensemble T, des nombres rationnels positifs qui sont 
majorées (dans I',.); soit R la relation d’ Sauicatente défini dans 6 par : 

ARB si et seulement si A et B admettent les mémes majorants (dans me) 
L’ensemble-quotient &/& est l'ensemble des nombres réels positifs ou ie 
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négatif si une quelconque de ces suites est négative. Tout élément 
de X est ou nal, ou positif, ou négatif. Il est, d’autre part, évident que la 

somme et le produit de deux éléments positifs sont positifs, puisque 

cette propriété est vérifiée dans K et, par conséquent, dans #. Le corps & 
est donc un corps ordonné. L’ordre relatif de deux éléments appar- 
tenant a K’ est le méme que celui des éléments correspondants dans K. 

Les corps K et K’ sont donc, non seulement isomorphes, mais sem- 

blables. Suivant usage, nous ne ferons plus de distinction entre les 
éléments de K et ceux de K’. 

Soient A = { a, }, B= { 6b, } deux suites fondamentales. Si l’on a cons- 

tamment a partir d’un certain rang a, > b,, il en résulte, pour les 

éléments « et 6B de X définis par ces suites, linégalité a6. Si l’on avait, 

en effet, a<B, c’est-a-dire B —a > 0, la suite B—A serait positive, ce 

qui est contraire a l’hypothése. 

Soit « un élément positif de 2, représenté par la suite fondamentale A. 

Cette suite étant bornée, il existe un élément r de K tel que Von ait 

(1) Tins 

Par conséquent, si K est archimédien, X& Vest aussi, car on peut 

trouver un entier 7 tel que lon ait 

COTE ean eceL. 

D’autre part (K étant quelconque), si nous écrivons Vinégalité (1) 
I o 4 ae eg : 

en prenant % = =) ou désigne un élément posctif quelconque de X, 

I ° ° ee 1,4 

nous voyons, en posant.s = ~5 quil existe un élément s de K posites 

et inférieur a é 
Oleasicnes ou sek, 

Cela posé, étudions les propriétés de convergence dans le corps 

ordonné 3, et montrons qu’il est complet. Soit « un élément de %, 

représenté par une suite fondamentale dans K : A=} a, |, a, €K. 

Lemme 4. — Dans 3, la suite fondamentale A converge vers la 

limite a. 

Soit e¢ un élément positif de &. Ul existe dans K un élément s vérifiant 

la double inégalité 
3 Oa Sie 

D’autre part, il existe un entier N tel que les inégalités 

n>N, p>N entrainent @p—S$ <a, << ap+s 
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En comparant la suite A={@1, G2, +--+, Gn, --- | aux deux suites 

{ Ap— S, Ap—S,..-,Ap—S, ++ 1, { +S, Apt+S,..-,AptS,... | dont 

les éléments sont tows égaux respectivement a a,— s etaa, + 5, prestant 

fixe, il en résulte ' ; 

Ap—SZAZzay+s, dés que p>'N, 

d’ot 
[|a—apy|<é, dés que p>N, 

ce qui exprime que la suite A converge, dans %, vers la limite «. 

Considérons maintenant les suctes fondamentales dans &. 

Tutoréme pg Caucay. — Dans le corps X, toute suite fonda- 

mentale A—{a,| est convergente. En d'autres termes, le corps 

ordonné X est complet 

Pour démontrer ce théor¢me, supposons d’abord hk archimédien, 

X est aussi archimédien. Désignons par |<, {| une suite nulle dans &, 

a éléments positifs (1). D’apres le lemme 4, chaque élément «, de A 

est la limite d’une suite d’éléments de K et, par conséquent, nous pouvons 

trouver, pour chaque valeur de 2 un élément a, de K tel que Von ait 

(2) Con yl er (a,€K). 

Cela étant, nous avons 

| Aap — Bq = Ap— Ap) + | Ap— Aq | + | Ag — Ag | < Ept eg + | ap— aq |. 

La suite {¢,! étant nulle et la suite A = | %,} étant fondamentale, le 

second membre est inférieur 4 un élément positif « de X (ou, en 

particulier, de K.), dés que p et q dépassent un certain entier N. Par 

conséquent, la suite {a, | est fondamentale dans K, donc admet dans & 

une limite a. D’apres (2), a est aussi limite de la suite A. 

Supposons maintenant 2 non archimédien. Le théoréme est évident 

_ sila suite A a tous ses éléments égaux a partir d’un certain rang. Et s’il 

n’en est pas ainsi, on peut, en supprimant tout élément égal a celui qui 

le précéde, extraire de la suite A une suite { 8;}, également fondamentale, 

et telle que l’on ait : 6j,,—6i;4o. Dans ces conditions, la suite 
de terme général 

&:= | Bi+1— Bi | 

I 3 (*) On peut prendre, par exemple, ¢, = ay La suite }¢,} peut d’ailleurs s’obtenir 

a partir de n’importe quelle suite nulle non triviale en supprimant les termes nuls 
et en remplacant les termes négatifs par leur valeur absolue 
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a tous ses éléments positifs et est une suite nulle : existence de la 
suite { ¢,} est donc assurée, et la démonstration s’achéve comme dans le 
cas archimédien. 

Dans le cas ot le corps & est archimédien, nous avons encore 
Vimportante proposition suivante. 

Tutortme. — Dans un corps ordonné, archimédien, complet, &, 

tout ensemble E qui possede un majorant admet une borne supé- 

rieure. 

= étant archimédien, il existe, pour chaque valeur de l’entier naturel n, 

un entier relatif A, ayant les deux propriétés suiyantes : 

1° L’élément 

est un majorant de E; 

2° L’élément 

n’est pas un majorant de E. 

Si p et g sont deux nombres naturels différents, on a, d’aprés les pro- 

priétés précédentes, 
I I 

Shae pe? ia owe 2 

d’ou 

|¢p—Cg |< Max (= a 

et, par conséquent, la suite { ¢, | est fondamentale : soit y sa limite dans &. 

Dans %, y est borne supérieure de lensemble E. En effet, il en est 

d’abord un majorant, car si a est un élément arbitraire de E, linégalité 

a2ZzC);, pour tout 7 

entraine 
@Zay. 

D’autre part, quel que soit Pélément positif ee 2, y—e n’est pas un 
‘ : ; I 

majorant de E : en effet, la suite en — 4 converge, comme {c¢,}, 

vers y, et nous pouvons trouver un entier 7 tel que l’on ait™ 

I 

i ae 

oe J e 

Or, par définition, ¢,— 53 n’est pas un majorant de E. 
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Corontairns. — Dans un corps & ordonné, archimédien, complet, 

toute suite monotone non décroissante admettant un majorant est 

convergente. 

Cette suite, en tant qu’ensemble, admet en effet une borne supérieure, 

et elle converge vers cette borne. 

Des propositions analogues sont valables, dans un corps ordonné, 

archimédicn, complet, pour les ensembles et les suites monotones non 

croissantes qui poss¢dent un minorant. 

Enfin, les propriétés précédentes s’appliquent en particulier au corps P 

des nombres réels, extension ordonnée, archimédienne et compléte 

du corps I des nombres rationnels (*), Coy: 

Exercices. — 1. Tout élément positif @ d’un corps ordonné, archimédien, 

complet admet dans ce corps une racine mime positive. 

2. X étant le corps complet construit 4 partir d’un corps ordonné K, il existe, 

entre deux éléments distincts « et 3 de Z, un élément de K (et par conséquent 

une infinite ). 

10. Sous-corps et sur-corps. — Si un sous-ensemble k d’un corps K (*) 

est lui méme un corps (par rapport a l’addition et a la multiplication 

de K), & est, par définition, un sous-corps de K; K est un sur-corps 

ou une extension de k. 

(1) On peut encore donner, comme application du théoréme de la borne supérieure, 

une élégante démonstration d’un théoréme classique sur les fonctions continues. 

Soit y= f(a) une fonction définie dans un corps ordonné archimédien complet = et 

prenant ses valeurs dans un corps ordonné %’: la définition d’une fonction continue 

s'applique évidemment, et nous nous proposons de montrer que si f(x) est continue 

pouraZ«zcb, et sil’ona f(a) <o, f(b) >0, il existe au moins un élément ced 

et compris entre a et b tel que f(c)=0. 

Liensemble ot des éléments z compris entre a et 6 pour lesquels f(x) est négatif, 

est majoré donc a une borne supérieure c : on ac< 6. 

Si f(c) était négatif, on pourrait, en raison de la continuité, trouver h>o tel 

que |f(c+h)—f(c)|<|f(c)|, dou f(e+h)<0, et c¢ ne serait pas majorant 

de 2. , 

Si f(c) était positif, on pourrait trouver r>o tel que o<A<r entraine 
f(e—h)—fi(c)|<f(c), douf(e—h) > 0, c’est-a-dire f(x) > 0 dés quez>c—r: 

¢—r serait donc majorant de 9, ce qui est impossible, puisque c est borne supérieure. 
On a donc f(c) = 0 et le théoréme est démontré. . 

(7) Lextension des corps ordonnés a été étudiée par J. P. Senne, Extensions des 
corps ordonnés (C. R. Acad. Sc., t. 229, 1949, p. 576). 

(*) Parmi les propriétés qui vont étre indiquées, les premiéres restent valables si K 
est un corps gauche. Lorsque l’hypothése de la commutativité interviendra, nous le 
signalerons explicitement. 
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Pour cela, il faut et il suffit que & soit un sous-groupe additif de K, 
et que k — {0} soit sous-groupe multiplicatif de K —{o0}, done que 

les relations ae k, b ek entrainenta—beket, si bo, ab“! = ; ek. 

Tout sous-corps & d’un corps K contient nécessairement l’élément zéro 

et ’élément-unité e de K, donc aussi le groupe cyclique additif (e); par 

suite, tout sous-corps k de K a méme caractéristique que K. 

St K est un corps de caractéristique p, les éléments n = ne du groupe 

cyclique (e), (r=0, 1, ..., p—1), forment eux-mémes un corps II, 

isomorphe a C/(p) ou C désigne l’anneau des entiers. Si K est un corps 

de caractéristique O, les éléments n = ne (n entier relatif arbitraire) 

du méme groupe cyclique, forment un anneau isomorphe a C, et leurs 

quotients forment un corps II isomorphe au corps I’ des nombres 

rationnels. Le corps II ainsi défini dans tous les cas n’a évidemment 

aucun sous-corps véritable : un corps ayant cette propriété est dit 

premier. 

Si K, est un sous-corps de K, et K2 un sous-corps de K;, Ky, est un 

sous-corps de K;. 

L’intersection A d’un ensemble de sous-corps de K n’est jamais 

vide (o€ A, e€ A) et est évidemment un sous-corps de K. En particulier, 

Vintersection II’ de tous les sous-corps de K est un sous-corps, qui, 

d’aprés sa définition, est premier. De plus, II coincide nécessairement 

avec le sous-corps premier II défini plus haut; si, en effet, le corps K 

admettait deux sous-corps premiers distincts II et II’, intersection Iq Il’ 

serait un vérilable sous-corps de II ou de II’, ce qui est impossible. Nous 

avons ainsi la proposition suivante : 

Tout corps K admet un sous-corps premier unique, tsomorphe au 

corps des classes résiduelles C/(p) st K est de caractéristique p, au 

corps V des nombres rationnels si K est de caractéristique nulle. 

Etant donné, dans un corps K, un sous-corps /, et un sous-ensemble S, 

considérons le sous-corps = intersection de tous les sous-corps de K qui 

contiennent k et S: &, qui est le plus petit sous-corps de K contenant k 

et S, est désigné par la notation 

x= K(S), 

et l’on dit que & se déduit de k par adjonction de ensemble ‘S. 

SiSCk, ona 

k(8) = k. 
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Il peut arriver aussi que l'on ait 

k(S) = K 

(par exemple pour S = K ou K — 4). 

Tout sous-corps de K contenant k et S contient chaque expression 

rationnelle en S par rapport a k, c’est-a-dire chaque élément de K se 
déduisant d’un nombre fini d’éléments de S par des additions, soustrac- 

tions, multiplications et divisions (1) portant sur ces éléments et des 
éléments de k (« opérations rationnelles » ). Inversement, ces éxpressions 
rationnelles forment un sous-corps de K contenant k et S: par conséquent, 

ce sous-corps n’est autre que k(S). 
Lorsque l’ensemble S est fini, S = { a1, a, ..., %}, on écrit 

k(S) = Kk (a1, Ae, we ey rae 

Si S=S,uUSzs, le corps k(S) peut s’obtenir en formant d’abord 

le corps k(S,) puis en adjoignant a celui-ci l’ensemble S, 

k(Si:uS82)= k(S;)(S2). 

En effet, le corps k(S,) (S2) contient k(S,) et S2, donc k et S,U Sa, d’ou 

k(S1USs)€ A(S; ) (Se). 

Inversement, k(S,US2) contient k et S,;, done k(S;,); et comme il 
contient également Sz, nous avons 

k(S1US2)24(S1) (Sz). 

En particulier, on peut remplacer l’adjonction de n éléments a, 

Og, ..-, &, au corps A par n adjonctions successives d’un seul élément. 

Un corps k(a) obtenu en adjoignant un seul élément a k est appelé 
extension simple de k. 

Il importe de remarquer que les sur-corps obtenus en adjoignant a k 
‘des sous-ensembles différents S, S’, S’, ... de K peuvent trés bien 
coincider. Par exemple, si K est le corps P des nombres réels, et k le 
corps I des nombres rationnels, on a 

r(¥2) =r(—ya) = gal 

Considérons une extension simple k(«) de k. Le corps k(a), ensemble 

(*) Bien entendu, tout élément figurant en dénominateur est supposé différent 
de zéro. 
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des expressions rationnelles en a par rapport a k, comprend en par- 
ticulier les expressions rationnelles entieres, c’est-a-dire celles qui se 
déduisent de « et d’éléments de k par un nombre fini d’additions, de 
soustractions et de multiplications. Une telle expression peut toujours, 
dans le cas commutatif, se mettre sous la forme 

a 5 

(1) > Aya! = Aya" + Any a2—!+...4+ ap, ou aek. 

it 

L’ensemble de ces éléments est un anneau, que l’on désigne souvent 
par A[a], et tout élément du corps k(«) peut se mettre sous la forme 

du quotient de deux éléments de cet anneau. 

Cela posé, il y a lieu de distinguer les deux cas suivants, pour lesquels 

les régles de calcul dans le corps A(«) sont, comme nous le verrons plus 

loin (chap. VII, § 2, p. 368), bien différentes. 

1° Une expression rationnelle entiére (1) n’est nulle que si tous 

les a; sont nuls :]’élément a est dit alors transcendant par rapport ak; 

k(a) est appelé extension transcendante simple de k. 

2° Il existe au moins une expression de la forme (1), avec des a 

non tous nuls, qui est égale a zéro: a est alors, par définition, un élé- 

ment algébrique par rapport a k et k(a«) est appelé extension 

algébrique simple de k. La relation 

Ant" +... + A =0, ajek (an 0), 

est appelée équation algébrique de degré n sur k. 

Prenons en particulier pour corps & le corps I des nombres rationnels, 

comme corps K le corps P des nombres réels : on appelle nombres 

algébriques réels les éléments de P qui sont algébriques par rapport 

aI’, nombres transcendants les nombres qui ne sont pas algébriques. 

Par exemple, \/2 estun nombre algébrique, puisque l’ona (/2)?—2=0 

(voir § 8, exerc. 2, et § 9, exerc. 1), tandis que les nombres 7 et 

sont transcendants ('). 

(+) La transcendance de ea été établie en 1873 par Hermite, celle de = par Lindemann. 

Voir, par exemple, pour les démonstrations. G. Vattron, Théorie des Fonctions 

p- 104 (Paris, Masson, 1942). D’autre part, Liouville a indiqué un procédé simple pour 

former des nombres transcendants (/bid., p. 15). Enfin, existence de nombres trans- 

cendants résulte encore des résultats fondamentaux de Cantor: l’ensemble des nombres 

algébriques est dénombrable, tandis que l’ensemble des nombres réels a la puissance 

du continu (voir Note V, a la fin du présent volume). 
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Nous étudierons d’une maniére plus précise les extensions simples, 

transcendantes ou algébriques, lorsque nous aurons introduit la notion 

de polynomes. Cette notion nous permettra, d’autre part, de construire 

de telles extensions & partir du corps k, c’est-a-dire sans faire intervenir 
le sur-corps K dans lequel k et k (x) étaient ici plongés l’un et l’autre : 

nous obtiendrons, en particulier, une définition directe des nombres 

algébriques, indépendante de la notion de nombre réel. 

Exercice. — Montrer que le nombre a = /2 + 3 est algébrique; former une 
équation algébrique de degré 4 a laquelle il satisfait. Montrer que toute puissance 

impaire de ce nombre est de la forme a ¥2 +b V3, ou a, 6 appartiennent au 
corps I des nombres rationnels. En déduire l’égalité 

(V2, V3) =P(¥2+ v3). 



CHAPITRE VI. 
ANNEAUX. 

A. — FACTORISATION. 

1. Eléments premiers entre eux; semi-groupes cohérents; semi- 

groupes complets. — Considérons un semi-groupe abélien S, avec 

élément-unité e : S sera souvent le demi-groupe multiplicatif des 

éléments non nuls d’un domaine d’intégrité 9. Comme l’a souligné 

Emmy Noether (*), la notion de nombres premiers entre eux se géné- 
ralise de plusieurs facons différentes. | 

I. Nous dirons que a et 6 sont sans diviseurs communs (teilerfrei) 

s'ils n’ont pas d’autres diviseurs communs que des unités (il est clair 

que tout élément z est divisible par une unité ¢ car v—=¢.e'@). 

II. Nous dirons que 6 est premier a a (prim zu @) si, pourtoutzeS 

tel que a| bz, onaa| x. 

A priori, cette propriété II est dissymétrique, tandis que I est symé- 

trique. Sz 6 et b! sont premiers a a, leur produit bb' Vest aussi. 

III. Dans le cas ot S est le demi-groupe multiplicatif des éléments 

non nuls d’un domaine d’intégrité 9, nous dirons que a@ et 6 sont 

premiers entre eux (teilerfremd) s’il existe, dans S, deux éléments u, » 

tels que l’on ait 

ua+t vb =e (relation de Bezout). 

La propriété I entraine la propriété 1: b étant premier a a, sia 

et 6 ont un diviseur commun ¢, ona : 

i= ae} b=10 c; d’ou CIby = che 

a divise donc ab et, par conséquent, a’; a et a’ sont associés, c est 

une unité. 

(1) Abstrakter Aufbau der Idealtheorie ( Math. Ann., t. 96, 1927, p. 26). 
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La propriété Il (si S = 0 —|} 0}) entraine la propriété II (et, par 

conséquent, la propriété 1). Soit, en effet, a| bx, cest-a-dire br = ra; 

on en tire, d’apres ILI, 

xr=exr=a(ux+ovr), done a|z. 

Remarque. — Si o est V’anneau C des entiers, on sait (d’aprés la théorie élé- 

mentaire du plus grand commun diviseur) que les propriétés I, I, IIf sont 

équivalentes. 

D’une facon générale, soient a et 6 deux éléments du semi-groupe S : 

si un de leurs diviseurs communs d est divisé par tout autre diviseur 

commun a a et b, dest appelé plus grand commun diviseur (p. g. ¢. d.) 

de a et b. Tout élément associé Ad ala méme propriété et, inversement, 

tous les p. g. c. d. de a et b, il en existe, sont associés deux a deux. 

Lemus 1. — Pour que d soit un p. g. c. d. de a et b, il faut que 

Lon ait 
a=a'd, b=b'd 

et que a’, b', sovent sans diviseurs communs. 

Soit, en effet, a'= a'r, b'= b'r; le produit rd divise a et b, donc 

leur p. g. c. d. d; cela exige que r soit une unité. 

Lemme 2. — Pour qu'un diviseur commun d de a et de b soit un 

p. gc. d., tl suffit que le quotient b' de b par d soit premier au 

quotient a’ dea par d. 

Soit, en effet, c un diviseur commun de a et de b. Nous avons 

a=ad= aC: b==16- a b"e, 

dot 
bial —va bo! 

= t oC: ° ‘ 
et, par conséquent, a'| 6'a". Si 6! est premier a a’, nous aurons a'| a" 
et, par suite, c|d. 

Un semi-groupe 5S sera dit cohérent si la propriété I entraine la 
propriété Il et, par conséquent, lui est équivalehte. D’aprés les lemmes, 
nous avons la proposition suivante : 

Tutorims 1. — Dans un semi-groupe cohérent S, pour qwun 
diviseur commun d de a=a'd et deb=b'd soit un P-frc. ade 
et b, ul faut et il suf fit que a et b' soient sans diviseurs communs. 
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Une autre propriété importante est la suivante : 

Tutoritme 2. — Dans un semi-groupe cohérent, tout élément 
premier est premier au sens strict (4). 

Soit p un élément premier. Supposons que l'on ait p| ay et ptx; p 
et 2 sont sans diviseurs communs, Z est done premier a P : nous avons 

alors p ly, pest bien premier au sens strict. 

Corotiarrs. — Dans un semi-groupe cohérent, la décomposition 
dun élément en produit d’éléments premiers, si elle existe, est 
« unique » (c’est-a-dire, le nombre de facteurs premiers est déter- 

miné, et les facteurs eux-mémes le sont a des unités pres). 

Il suffit de rapprocher le théoreme 2 du théoréme général d’unicité 

établi au chapitre IV (§ 14, B, th. 7, p. 218). 

Dans un semi-groupe S, méme cohérent, on n’est pas en mesure 

d’affirmer l’existence d’un p. g. c. d. pour un couple quelconque d’élé- 

ments a, 6. Appelons semi-groupe complet (?) un semi-groupe abélien 

avec élément-unité dans lequel deux éléments a, 6, ont toujours un 

p- g- c. d. Soit R la relation d’équivalence définie par x= y(R) si 
co) 

uly et y|x (cf. chap. IV, § 14, B, p. 209). Dans V’holoide S=S/R, 

dont les éléments a, ... sont les idéaux principaux (@), .-> (" \, 0a 

relation-image de a@|6 est la relation d’inclusion inversée AC )2(b). Le 

fait que S est complet, autrement dit lexistence du p.g.c.d. dans S, 

signifie qu’il existe un idéal principal minimum (d) contenant a la fois 

(a) et (6), donc que l'ensemble des idéaux principaux, partiellement 

ordonné par inclusion, est un demi-treillis. 

Dans un semi-groupe complet, deux éléments sans diviseurs communs 

ont pour p. g. c. d. ’élément- unité e et les unités «, 

Tutorime 3. — Dans un semi-groupe complet 5, on a, quels que 

sotenta,b,res: 

(1) Dp. gac. @(ra, rb)= 7 p: g: c: d.(a, 6). 

(1) Cf. chap. IV, § 14, B, p. 214. 

(2) Pour les domaines d’intégrité, cette notion se trouve dans J. Kowa, Einleitung 

in die allgemeine Theorie der algebraischen Grossen (p. 13). Nous conservons ici 

cette dénomination bien qu’elle ne soit pas en accord avec l’emploi actuel du mot 

« complet » dans la Théorie des Treillis. 

(*) S et le demi-groupe des idéaux principaux sont isomorphes, et il est commode 

didentifier a et (a). 

P. DUBREIL,. 
91 
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L’élément r divise ra et rb, donc aussi tout p. g.c. d., di, deraet rb. 

Posons donc di = 1d»; da divise a, et de méme divise 6, donc dz» divise 

tout p. g. c. d. d de a et b. Inversement, 7d divise ra et rb, donc 

aussi dj = rd,: par conséquent, d divise dy; dy etd sontassociés, dy est 

donc un p. g. c. d. de aet b et Pégalité dy = r dy s’écrit sous la forme (1). 

Coroiaire. — Tout semi-groupe complet S est cohérent. Soient, 

en effet, a et b deux éléments sans diviseurs communs : nous 

avons e=p.g.c.d. (a, 6), d’ou, quel que soit eS, r=p.g.c.d. 

(ax, bax). Si donc a|bx, comme a|azx nous aurons @|x; b est donc 

premier a a (de méme, @ est premier a 0). 

Un domaine dintégrité 0 est dit cohérent (complet) si le semi- 

groupe multiplicatif S = 0—{o} est cohérent (complet) L’anneau C 

des entiers a ces deux propriétés. En anticipant un peu, donnons un 

exemple d’anneau qui n’est ni complet, ni méme cohérent. 

Exemple. — Considérons |’anneau A des nombres (complexes) de. la 

forme a+ 6 \V/—5, ou a et & sont des entiers de signe quelconque (a, b€C). 

A est bien un domaine d’intégrité, puisqu’il est contenu dans le corps des 

nombres a+ 8 /— 5, ot a, 8 décrivent le corps des nombres rationnels I (ou 

dans le corps 2 de tous les nombres complexes). A posséde un élément-unité 1. 

Pour que w+ ¢ /—5 divise a+ b /—5, c’est-a-dire 

a+b V—5=(u+v V—5) (x+y V—5), 
il faut et il suffit que lon ait 

(ux —5vey =a, 
(2) , lex +uy = 6b, 
d’ot 

a—b f—5=(u—v ve) (x—y V—5) 
et 

a5 b?=(ur?+ 5 2) (22+ 5 y?2). 

Le nombre naturel 

(3) d= uU?+-5 9? 

est donc un diviseur de a?+ 5 62, d’o seulement un nombre fini de valeurs 
possibles pour d; pour chacune de ces valeurs, l’équation (3) ne peut avoir qu’un 
nombre fini de solutions entiéres uw, », & chacune desquelles ne correspond 
@ailleurs un diviseur u+¢ Vy—}5 de a+b y—5 que si le systéme (2) a des 
solutions entiéres 2, y. Un élément donné a+ 6 Vv—5 de A a donc un nombre 
fint de diviseurs et la méthode précédente permet de les déterminer. 

L’équation 
Wear (3) (Ne 

’ o) * te n’ayant pas d'autres solutions que w= +1, » =o, les unités de A sont +1 et —1. 
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On vérifie sans peine les résultats suivants. Les éléments 3, 1— 2 Y—5,2— V—5 
n’ont pas de diviseurs véritables; ils sont premiers. Le nombre 9g a les 
diviseurs 3, 2+ V—5, 2— V—5; le nombre 3(1—2V7—5) a les divi- 

seurs 3, 1— 2 V—5, 2— /—5, 4 — y—5. 

L’élément premier 2— /—45 divise 3?=g sans diviser 3 : il n’est donc pas 
premver au sens strict, et A nest pas cohérent; A n'est donc pas non plus un 

anneau complet. D’ailleurs, 9 et 3(1—2\V/—5) n’ont pas de p. g. c. d., car ils 

ont Jes deux diviseurs communs 3 et 2 — Uaa5: 5 dont aucun ne divise fab a 

Enfin, le nombre 9 a deux décompositions distinctes en facteurs premiers : 

9=3.3=(2+V—5)(2—y—5); 

6=2.3=(1+ seoet ay 

21=.3.7 = (1+2 J—5) (1-2 V—5). 

Aprés avoir donné cet exemple, dans le XI¢ supplément aux Lecons sur la 

Théorie des Nombres de Dirichlet, Dedekind le commente ainsi (OL ueres, t. 3, 

p- 19) : « Le méme phénoméne apparait dans une infinité d’autres domaines.... 

C’est sans doute une entreprise parfaitement désespérée de vouloir ramener a 

des lois simples la décomposition et la divisibilité des nombres. Mais, comme 

cela s’est produit déja plus d’une fois dans des circonstances analogues au cours 

du développement des Sciences Mathématiques, cette difficulté ... est devenue . 

Porigine d’une découverte vraiment considérable.... Kummer, dans l’étude des 

domaines de nombres auxquels conduit le probléme de la division du cercle, a 
découvert que les vieilles lois euclidiennes de la divisibilité retrouvent, méme 

dans ces domaines, leur entiére validité, dés que ces domaines sont complétés 

par l’introduction de nombres nouveaux, qu’il a appelés les nombres idéaux... ». 

on a, de méme, 

2. Semi-groupes 4 factorisation unique; anneaux 4a factorisation 

unique. — Un semi-groupe abélien S, ayant un élément-unité e, est un 

semi-groupe a factorisation unique si : 

Tout élément a de S, n’appartenant pas au groupe E des 

unités, est le produit d'un nombre fini d’éléments premiers : 

(1) CV ONO | Oe (G2SS05 

2° La décomposition (1) est unique (au sens déja précisé : r est 

déterminé; les p;, distincts ou non, sont déterminés a des facteurs- 

unités prés). 

Tout élément de S peut s’écrire sous la forme 

a=ep™... pre GSO i> Oy 

ou ¢ est une unité et ot deux facteurs premiers pi, pj (CA J) ne sont 

pas associés. 
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Supposons a décomposable et soit c un veritable diviseur dea: 

a= co. (c, ec’ €E). 

La décomposition (1) de @ étant, par liypothése, unique, chaque 

facteur premier q de c est associé a un facteur premier p de a et figure 

dans ¢ avec un exposant y au plus égal a l’exposant a avec lequel p 
figure dans a; la différence «—y est l’exposant avec lequel le méme 

facteur (ou un facteur associé) figure dans c’. Convenons de ne pas 
regarder comme diviseurs distincts deux diviseurs associés : nous voyons 

qu’un élément a quelconque de S n’a qu’un nombre fini de diviseurs 

distincts. Il en résulte immédiatement que le semi-groupe II des idéaux 

principaux vérifie la condition de chaine ascendante (ou la condition 

maximale ). 

Considérons maintenant deux éléments a, b de S : il est commode de 

les écrire 
a= tpt... Pe, Bee Pots an pees 

ou e, ’ sont des unités, pi, .--, px les facteurs premiers figurant dans 

lune au moins des décompositions de a et de b, «; et 6; des entiers 

positifs ou nuls. 

Un diviseur commun a a et 6 est de la forme 

= e"p\t. ++ PEF (e"EE), 

avec 

02 yicui= Min(y, Bi) (¢=1, ..., f). 

Tous ces diviseurs divisent Lun deux 

a= pts... pte 

qui est donc p. g. c. d. de a et b, ainsi dailleurs que les éléments 
associés. 

Un semi-groupe 5 a factorisation unique est donc complet et, par 
suite, cohérent. 

Pour que deux éléments a, b de S soient sans diviseurs communs, 

ou premiers Cun a Vautre, i faut et il suffit qwils n’aient aucun 

facteur premier commun, c’est-a-dire 

i= 0 (CHS SY 

Dans un semi-groupe abélien a factorisation unique, tout élément 

premier est premier au sens strict, tout élément qui n'est pas une 

unité est le produit d’éléments premiers au sens strict. Inversement, 
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@ailleurs, s7, dans un semi-groupe abélien S, tout élément a quinest 
pas une unité est un produit d’éléments premiers au sens strict, S est 
un semi-groupe a factorisation unique : on a, en effet, une décompo- 
sition de a@ en facteurs premiers, et cette décomposition est unique, 
d’aprés le théoréme général d’unicité établi plus haut (chap. IV, § 14, 
Bth. (, pets). 

Les résultats précédents s’appliquent, en particulier, & un domaine 

@intégrité F ayant un élément-unité e, et dont le semi-groupe multi- 

plicatuf S = F — {0} est a factorisation unique : on donne alors a F le 

nom d’anneau a factorisation unique. W. Krull a donné une inté- 

ressante condition nécessaire et suffisante pour qu'un domaine d inté- 

erité avec élément-unité F sott un anneau a factorisation unique (*). 

Pour arriver a la condition de Krull (en tant que condition nécessaire ), 

considérons un domaine d’intégrité F a factorisation unique, et associons 

a tout élément non nul 

a= ptt... pm 

le nombre entier 
.(@) Say +... t+aprro. 

Cette fonction A, définie sur F—j}o}, prend des valeurs réelles, 

positives ou nulles, entiéres, donc s’accumulant au plus a Vinfini (?). 

Si bla, on a A(b) <2 (a), avec Vinégalité stricte si b est véritable 

diviseur de a. De plus, on a A(¢) = 0 pour toute unité «. 

La fonction ) a, en outre, une propriété moins éyidente, appelée par 

Krull condition de réduction. 

Considérons deux éléments a, b( 0) dont aucun n’est multiple de 

autre; soitd = p. g. c. d.(a, 6); posons 

B=laid, b= hd. 

Par hypothese, d est un diviseur véritable de a et de 6, d’ou 

h(a) < Min[A(@), 4(6)]; 

a, et b, sont sans diviseurs communs, par conséquent, un facteur 

(1) W. Krut, Uber die Zerlegung der Hav ptideale in allgemeinen Ringen (Math. 

Ann., t. 105, 1931, p. 1). Voir aussi H. Hasse, Uber eindeutige Zerlegung in Prim- 

elemente oder in Primhauptideale in Integritdtsbereichen (J. Ang. Math., t. 159, 

1928, p. 3); R. Depexinn, Charakteristiche Eigenschaft einklassiger Korper ( Nachlass. 

Ges. Werke, t. 2, XXXVIII, p. 373). 

(7) Cette expression signifie qu’il est impossible d’extraire de l’ensemble des 

valeurs A(@) une suite de nombres distincts qui converge vers une limite finie. 
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premier p; de a ne figure pas & la fois dans a et b, : appelons c; un des 

éléments a,, 5, qui ne soit pas multiple de p;, et considérons |’élément 

k a 

i =p: ++ Pi-1CiPi4i:-- Pk. 

i=1 

Puisque cj—= a, ou Hy, 1 est de la forme r= ua,+ eh; de plus, 

comme r n’est multiple d’aucun pj, r est premier a a. Nous avons donc 

(2) rd=ua+vb, 

avec 

3) ‘2(d) < Min[i(a@), 4(6)] © et r premier a a. 

C’est précisément la condition de réduction de Krull: il existe, pour 

chaque couple d’éléments non nuls a, b, dont aucun nest multiple 

de Vautre, un élément d (qu'on ne supposera pas, a priori, p. g.c. d. 

de a et b) et un élément r premier aa vérifiant les relations (2) et (3). 

En résumé, pour que le domaine d intégrité F avec élément-unité 

soit un anneau a factorisation unique, tl faut qu'on puisse définir 

sur F—{o} une fonction i prenant des valeurs \(a) positives ou 

nulles, saccumulant au plus a Vinfint, vérifiant 

(4) NaS LOY a gt, he 

avec Vinégalité ou Végalité suivant que b nest pas ou est assocté 

a a(|i(e) =A(e) est la plus petite valeur de A, on convient de la prendre 

nulle], et satisfaisant a la condition de réduction. 

Montrons maintenant que cette condition est suffisante. Nous 

établirons un résultat un peu plus général, utile pour certaines appli- 

cations. Soit Fy un sous-ensemble non vide et multiplicativement 

Sermé de F — | 0}, contenant de plus, en méme temps qu'un élément a, 

. tout diviseur de a (en particulier, F, contient le groupe des unités E). 

Si un élément zx de F, est multiple, dans F, d’un élément y de F, : 

r=ry, ou réF, r est un diviseur de xz, donc re F, et x est aussi 

multiple de y dans F, Gh: 

Nous supposons qu’il existe une fonction A, définie sur F,, prenant 
des valeurs réelles A(a@) \ 0, quis’accumulent au plus 4 Vinfini, vérifiant, 
d’autre part, la condition (4), et la condition de réduction sous la 
et EE ee 

(*) On peut encore dire que, du point de vue multiplicatif, F, est un sous-demi-groupe 
unitaire de F. 
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forme suivante : sia et b sont deux éléments de F,, dont aucun n’est 
multiple de l'autre, il existe deux éléments u, v de F tels que lon ait 

(2) ua+evb=rd 

et 

(3) .(d) < Min[A(a), 2(b)], 

ow d.appartient & Fy, et ou r est un élément de F premier a a. Nous 

allons montrer que, dans F,, tout élément a est le produit d’un nombre 

fini d’éléments premiers au sens strict, et dabord que a est ou bien 

premier au sens strict, ou bien décomposable d’une facon non banale. 

Pour l’élément considéré, a, de F,, nous avons les deux possibilités 

suivantes, qui s'excluent l'une l’autre : 

a. Pour tout élément b de Fy, non multiple de a, on peut trou- 

cer u, eEF tels que 

uatvb=r (EF) 

soit premier a a. Alors, si a divise bx, il divise rz, done x : tout 

élément b de F, non multiple de a est premier a a; par conséquent, 

a est premier au sens strict (dans F;). 

8. Il existe au moins un élément b de Fy, non multiple de a, tel 

que, dans toute égalité de la forme 

(2) ua + vb = rd, 

ow deF, et ot r( EF) est premier aa, on ait d€E, Cest-a- 

dire }(d)>o. Alors, cet élément 6 ne peut pas ¢tre une unité, car, 

pour une unité ¢, si nous posons 

UG ee — Ty 

nous avons une relation de la forme (2), avec d =e EF, etourest bien 

un élément premier a a (—ua-+ er=e). 

Puisque 5 n’est pas une unité, si b divise a, a est décompo- 

sable (dans F,). Si 6 ne divise pas a, nous avons l’égalité (2), avec (3), 

donc avec 

(3') 0 <h(d)<d(a); 

Si plusieurs choix de uw, v, r, d sont possibles, nous ferons en sorte 

que A(d) soit minimum. D’aprés (3), d n’est pas multiple de a; si a 

n’était pas multiple de d, nous pourrions, en appliquant la condition de 

réduction a a et d, trouver u’, »'( EF) tels que 

wa+v’'d=r'd, 
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ou r’( €F) serait premier a @ et o¥ nous aurions 

(5) A(a’)<X(d) (dF; ). 

Il en résulterait 
(Yu+tru')a+vvr'.b=rr'.d’, 

ou rr’ est premier a a: d’aprés (5), cette égalité de la forme (2) est 

impossible, puisque A(d@) est, par hypothése, minimum. 

Nous voyons donc, en tenant compte encore de (3’), que d est un 

véritable diviseur de a: a est bien décomposable dans F,. 

Tout élément a qui n’est pas premier au sens strict étant indécom- 

posable, et les facteurs de la décomposition donnant 4a la fonction A des 

valeurs inférieures 4 A(a@), on voit, puisque les valeurs de) s’accumulent 

au plus a Vinfini, que tout élément de F, est le produit d’un nombre 

fini d’éléments premiers au sens strict. 

Pour F,= F —{o}, nous obtenons exactement la réciproque de la 

premiére partie. 

3. Anneaux a idéaux principaux; anneaux euclidiens. — En modi- 

fiant convenablement la condition de réduction, on peut caractériser 

d’une fagon analogue deux types plus particuliers de domaines d’inté- 
grité : ceux ou tout idéal est principal, et les anneaux euclidiens. 

Lemus 1. — Un domaine dintégrité JI, possédant un élément 

unité e, et dans lequel tout idéal est principal, est un anneau 

complet. 

Deux éléments a, b de J—{o} engendrent un idéal (a, b) qui est 

principal, 

(a, 6) =(d) 

. (ou d est défini a un facteur unité prés). Nous avons donc 

(1) d=ua-+ eb (u,vEeT) 

et 

(2) a= @ Oh. b= 6a. 

D’aprés (1) et (2), tout diviseur commun a a et 6 divise d et tout divi- 
seur de d divise a la fois a et b; d= ua-+ vb est donc un posse. 
de aet b. . 

Etant complet, l’anneau J est cohérent : tout élément premier est 
premier au sens strict, et si un élément de J — {o} est décomposable 
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en un produit d’éléments premiers, la décomposition est unique (§ 4, 
the Zeticorsepasog); 

Remarque. — D’aprés le lemme 4, si deux éléments a, b de J —{o} sont 
sans diviseurs communs, leur p. g.c. d. d est nécessairement une unité et ils sont, 
d’aprés l’égalité (1), premiers entre eux : la propriété I entraine la propriété i 
et, par conséquent, les propriétés I, II et III sont équivalentes (cf. § 4, p- 308). 

Lemme 2. — Un domaine d’intégrité J, possédant un élément 
unité e, et dans lequel tout idéal est principal, est un anneau a fac- 
torrsation unique; st l’on associe a l’élément 

a= eEpt...p%n (320) 

le nombre 

A(@) = ay +... 4+ ap, 

la fonction i re la condition de réduction sous Bs forme sui- 

cante : sta nest pas multiple de b, nt b multiple de a, on yeaa 

trouver u, v tels que Von att 

(3) h(ua+ 0b) < Min[i(a), A(b)] (ua+vb 40). 

L’axiome de la base finie, vérifié dans J puisque tout idéal de J est 

principal, entraine la condition maximale (') dans lensemble des 

idéaux de J, qui coincide ici avec l'ensemble II des idéaux principaux. 

Puisque II vérifie la condition maximale, tout élément de J —{o} qu 

n’est pas une unité est le produit d’un nombre fini d’éléments premiers 

(chap. IV, § 14, th. 6, p. 217): J est donc bien un anneau a facto- 

risation unique. 

Si a n’est pas multiple de 6, ni b multiple de a, le p.g.c.d.d de a 

et & est un diviseur véritable de a et de 6, et nous avons, d’aprés la 

définition de la fonction A, 

d’ou la condition de réduction (3) en tenant compte de la forme (1) 

du p. g.c. d. 

Lemme 3. — Si la fonction i associée a un domaine a factorisation 

unique J vérifie la condition de réduction (3), J est un anneau a 

‘déaux principaur. 

(*) Cf. chap. IV, § 13, p. 205; chap. I, § 11, p. 50. Rappelons que la démonstration 

de ce résultat fait intervenir l’axiome du choix. 
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Remarquons d’abord que la forme (3) de Ja condition de réduction | 

se déduit de la forme générale (§ 2) en remplacant I’élément r par e. 

Lidéal (0) tant principal, considérons un idéal m (0) et soit a un 

élément non nul de m, choisi de facon que i(a) soit minimum: sibem 

et b Ao, nous avons 2.(b) = A(a). 

Sia est multiple de b, nous avons 

(b)2Z2(a), dor (a)=2(b), 

ce qui, d’aprés l’une des propriétés de la fonction /, entraine que @ ct b 

sont associés : b est donc multiple de a 

Sianest pas multiple de b, b est encore multiple de a : dans le 

cas contraire, en effet, nous pourrions trouver w, ¢ tels que l’on ait 

(ua + 9b)<)(a) (ua+.eb £0), 

ce qui est impossible. 

L’idéal m = (a) est done principal. 

En réunissant les lemmes 2 et 3, nous pouvons énoncer le théoréme 

suivant : 

Tutorime 1. — Pour qu’un domaine d’intégrité JI, possédant un 

élément-unité e, soit un anneau a idéaux principaux, tl faut et il 

suffit qu’on puisse définir sur J—\o} une fonction i a valeurs 

réelles positives ou nulles; s’accumulant au plus a Vinfini, véri- 

fiant \(a)~1(6) st bla (Végalité n’ayant lieu que si a et b sont 

assoctés), et satisfaisant a la condition de réduction (3) indiquée 
ci-dessus. 

Dans un tel domaine J, les idéaux premiers différents de Vidéal (0) 

et de Vidéal-unité (e) = J sont les idéaux engendrés par un élément 

premier; montrons qu’un tel tdéal (p) est sans diviseurs (1). La rela- 

tion d’inclusion stricte 

(p)cm=(m) 

-exige que le générateur m de m soit un diviseur de p non associé a P» 
donc une unité, d’ol m= J. 

On donne le nom d’anneau euclidien a tout domaine d’intégrité R 
ne se réduisant pas a l’élément zéro et possédant les deux propriétés 
suivantes : 

Se Re eee renee ce SE 
(') Inversement, dans J, tout idéal sans diviseurs est premier (chap. IV, § 12, p. 199). 
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1° A tout élément non nul ae R est associé un entier g(a) 0, la 
fonction g étant telle que 

&(ab)>g(a) (60); 

2° Si a est différent de zéro, on peut trouver, pour tout zéE, au 

moins un couple d’éléments qg, r de E tels que 

(4) Z=aqg+r, avec Me i tees 
\ ou bien g(r)< g(a). 

Les éléments r et g sont respectivement un reste et un quotient de la 

division de x par a; la division avec reste dont il s’agit ici ne doit pas 

étre confondue avec la division exacte, opération inverse de la multi- 

plication, qui en est un cas particulier (r = 0), mais n’est pas toujours 
possible a moins que l’anneau euclidien ne soit un corps. 

Ezemple. — L’anneau C des entiers est un anneau euclidien : la division avec 
reste y est définie par l’égalité (4) et la double inégalité 

(5) oZri<Glal. 

Si Pon définit la fonction g en posant 

&(z)=|2z), 

les conditions. 1° et 2° sont bien vérifiées. On voit aisément que le quotient g et 
le reste r sont uniques. 

La définition d’un anneau euclidien a été prise sous une forme aussi 

générale que possible : elle ne postule explicitement ni l’existence d’un 

élément-unité, ni le fait qu’on a linégalité stricte g(ab) > g(a) si b 

n’est pas une unité. Ces deux propriétés, comme nous allons le-montrer, 

résultent de la définition. 

Tutoreme 2. — Dans un anneau euclidien R, tout idéal a est prin- 

cipal : 

(6) vt=(a)—Ra 

et R posséde un élément-unité e. 

L’idéal (0) étant principal, supposons a (0) et soit a un des élé- 

ments non nuls de @ pour lesquels g(a@) est minimum. Si x est un 

élément quelconque de a, l’élément r de la relation (4) appartient a 

Vidéal a : si done r n’était pas nul, nous aurions g(r) g(@), ce qui 

est impossible. Nous avons donc 

no; z=qaeRa 
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et, par suite 
*P acRa. 

Or, nous avons évidemment 

Rag(a)Ga, 

d’ou les égalités (6). 

L’idéal R lui-méme est engendré par un élément m : 

Re (77) hon: 

En particulier, |’élément m de R vérifie une égalité de la forme 

oD) mem, avec ee€R. 

Puisque R ne se réduit pas 4 l’élément zéro, nous avons m Ao, eA~o 
et, dans le semi-groupe R—{o}, Végalité (7) entraine que e est 

élément-unité bilatére (*). 

D’aprés le lemme 1 et le théoréme 2, les notions d’éléments sans 

diviseurs communs, premiers |’un a l’autre et premiers entre eux, se 

confondent dans un anneau euclidien; tout élément premier est premier 

au sens strict. Pour tout élément x de e, nous avons 

§(@2) = § (er) > g(e). 

Tuéorime 3. — Pour qu'un élément non nul, ¢, de R, sott une unité, 

il faut et il suffit que l’on ait 

(8) &(e) = g(&). 

Sie est une unité, nous avons 

g(ee) = g(e) S e(e) Se (e); 
d’ou Pégalité (8). 

Si «(0) vérifie l’égalité (8), considérons le reste r de la division 
dee pare: 

e=qt-+r. 

Sir nétait pas nul, nous aurions 

&(r)<e(&)=8(e), 

ce quiestimpossible. Nous avons donc r = 0, et¢ est une unité (on ==). 

(*) Directement, on peut remarquer que, tout élément x2 de R étant de la 
forme xz = mq, ona 

ex = €.mqg=em.q=mq=a2. 
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Tutorime 4. — Sv b est un diviseur de a, a= be(a4o) ona 

(9) g(b) 2 8(a), | 

Végalité ayant lieu si et seulement si b et a sont associés. 

L'inégalité (g) résulte de la premiére condition imposée a la fonc- 
tion g: 

&(4) = 8(be) > g(b). 

Sic est une unité ¢, les relations a= be, b= ae~ entrainent 

' &(4)=>8(b)>8(a), 
dot Pégalité. 

Supposons, au contraire, que b soit un véritable diviseur de a; nous 

avons 
b=aq+r, avec ro, done g(r)< g(a). 

Mais l’égalité a = be donne 

r=b(e—qc), donc g(r)>g(b), 
d’ou enfin ; 

&(6) < (4). 

D’aprés le théoréme 4, la fonction g(a) définie sur R—{o} a les 

propriétés de la fonction A(a) considérée dans l’étude des anneaux a 

idéaux principaux. La condition de réduction, en particulier, est vérifiée : 

sia nest pas multiple de b, ni & multiple de a, nous avons 

a=bq-+r, avec r #0, donc g(r) <g(6); 

b=aq+r, avec 710, done g(r’')< g(@). 

Celui des deux nombres r, r’ pour lequel ga la plus petite valeur est de 

la forme ua + cb(f 0) et vérifie 

§&(ua+ eb) < Min[ g(a), g(6)]. 

Une autre conséquence du théoréme 4 est que, dans un anneau eucli- 

dien, le plus grand commun diviseur de deux éléments a4, Gd s’obtient 

par le procédé connu sous le nom d’algorithme d’Euclide (ce qui est 

précisément la raison pour laquelle un tel anneau est appelé euclidien). 

Si a, et ay sont associés, nous avons comme p.g.c.d. a, (ou tout 

élément associé). Dans le cas contraire, et si l’on a par exemple 

g(a) g(a), posons 

= 142+ 43, avec £(d3)< g(a) 

si a, n’est pas nul, puis 

a2 = 9243+ a, avec g(a) < (4s) 
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si @, n'est pas nul, ele. Comme lensemble des diviseurs communs a @; 

et aj,, coincide avec ensemble des diviseurs communs a @j+1 Ct Gi+2, 

nous voyons que, si @p,9 est nul, les diviseurs communs a a, et @_ sont 

les diviseurs de @41 qui est, par suite, un ‘p. g. ¢. d. de a, et ao. Or, 

les nombres g(a) yont en diminuant : nous obtenons donc bien, au 

bout d’un nombre fini 7 de divisions, une division exacte 

An = In An+- 

D’aprés le théoreme 2, tout anneau euclidien R est un anneau a 

idéaux principaux, donc un anneau a factorisation unique : il n’est 

pas sans intérét d’en donner une démonstration directe, ne faisant pas 

intervenir l’axiome du choix. 

Soit zo le minimum de g(x) pour les éléments z de R qui ne sont 

égaux ni a zéro, ni a une unité, 2) > g(e). Tout élément p pour lequel 

on a g(p) = No est premier. 

Soient maintenant 7 un entier supérieur 4 7 et z un élément de R 

pour lequel g(x) =. Supposons que tout élément a de R pour 

lequel g(a) est inférieur an, soit décomposable en un produit de fac- 

teurs premiers. Ou bien & est premier, ou bien il est décomposable en 

un produit aa’ de diviseurs véritables : on a 

E(4)<8(@),  8(H) < 8(2); 

a et a’ sont décomposables en produits de facteurs premiers, et il en est 

de méme de x. L’unicité de la décomposition, a des facteurs-unités 

prés, est assurée d’apres des propositions antérieures (§ 1, corollaires 

des théorémes 2 et 3). 

Nous avons ainsi étendu aux anneaux euclidiens les propositions fon- 

damentales de larithmétique élémentaire et, en particulier, retrouvé 

ces propositions pour l’anneau des entiers, C. Le fait qu’elles dérivent 

toutes de l’algorithme d’Euclide et, par conséquent, de la division avec 

reste, a 6té mis trés nettement en évidence par Dirichlet ( Vorlesungen 

uber Zahlentheorie, 3° éd., § 16, p. 30). Cependant, comme l’ont 
remarqué Kronecker (Zahlentheorie, p- 70-72) et Zermelo et comme 
nous l’ayons vu plus haut, importante proposition de lunicité de la 
décomposition en facteurs premiers peut étre établie indépendamment 
de l’Algorithme d’Euclide. La théorie des anneaux euclidiens a été 
étendue au cas non abélien par J. H. M. Wedderburn, dans un Mémoire 
intitulé : Mon commutative domains of Integrity (J. f. Math., 
t. 167, 1932, p. 129-141). Ence qui concerne les anneaux non commu- 
tatifs, nous nous bornerons ici a établir le théoréme suivant, trivial 
dans le cas abélien. 
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Tutorime 5. — Un anneau non commutatif R, avec élément-unitlé v. 
sans vérilables diviseurs de zéro, et dans lequel tout idéal a droite 
est principal, est régulier a droite. 

Nous devons montrer que deux éléments a, b non nuls de R ont au 
moins un multiple commun a droite non nul, m. L’idéala droite Pe 
ensemble des éléments de la forme ar + bs, oi r ets ER, Gtant prin- 
cipal, 

{ a, b) =| da), 

nous avons 
a=dd b=db’_ et d= au + bp, 

ou aA o, b'Ao et ow u et v ne sont pas tous les deux nuls : soit, par 
exemple, uo. Les relations précédentes entrainent 

b(e—vb')=a.ub'=mF 0, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Exercices. — 1. Dans tout domaine d’intégrité avec élément-unité ot la 
propriété : 

I. x et y sont sans diviseurs communs, 

entraine la propriété : 

II. y est premier a z, 

existence d’un p. g.c. d. d de deux éléments a, 6 entraine eelle d’un p. p.c. m. 
m et le produit dm est égal au produit ab. 

2. Quel est le plus petit nombre naturel possédant 12 diviseurs distincts ? 

3. Sila fonction g(@) qui intervient dans la définition d’un anneau euclidien 

vérifie Vinégalité 

&(a@—y)=Max[g(z), e(y)] (#4, ¥ AO); 
la division avec reste n’est possible que d’une maniere. 

4. Soit D un nombre naturel, non carré parfait. L’ensemble des nombres réels 

de la forme x+y /D, ou z, y appartiennent a l’anneau des entiers C, est un 

domaine d’intégrité @,. Pour que z+ y VD soit une unité de ©:, il faut et il 

suffit que xz et y vérifient l’éguation de Pell (1) 

a—Dy=x1, 

(1) La méthode suivante indiquée par Dedekind dans le Supplément VIII aux Vorle- 

sungen Uber Zahlentheorie de Dirichlet, fournit rapidement les principales pro- 

priétés des racines de |’équation de Pell et, par conséquent, des unités du domaine ©,. 

Levur. — Il existe une infinité de couples d’entiers X, Y vérifiant Vinégalité 

(1) | X?— DY?| <1+2YD. 

Pour établir cette proposition, choisissons un entier naturel m, et attribuons 4 y 

successivement les valeurs 0, 1, .--, ™—1, m. A chacune de ces valeurs, nous pouyons 
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“associer une valeur de « et une seule telle que l’on ait 

oZza—yVD<t. 

m 

(k= 0, 1, «.., m—r), deux au moins des m-+1 nombres x —y VD appartiennent au 

méme intervalle partiel : si nous désignons ces deux nombres par a’'—y'/D et 

xv'—y" /D(y'>y"), nous avons, en posant X = 2’— 2", Y=y'—y"(>0), 

3 : kK k+1 
Si nous décomposons l’intervalle (0, 1) en m intervalles partiels ‘ee ) 

(2) |x-yV/D|<-, NOt. Neo 

d’ou, a fortiori, 

lx—ry/Di1< 

Posons donc ; 

x—Y/D= 

Nous avons —1<6<-+1 et 60, puisque \/D n’est pas rationnel. Il en résulte 

X+Y/D= . +2Y/D 

et 
: : 6? l= 

X?— DY? = ye +26 /D, 

d’ou, puisque 6 est compris entre —1 et +1, 

|X?— DY? |<1+2/D. 

Nous avons ainsi trouvé un couple X, Y vérifiant l’inégalité (1). Supposons, d’une 

maniére générale, que nous en ayons ohtenu un nombre fini, et montrons qu’il est 

possible d’en trouver encore un autre. Nous pouvons choisir l’entier m assez grand 
eae , At R= 

pour que — soit inférieur & chacune des quantités |X —Y\/D| correspondant aux 

couples déja obtenus. Le couple X, Y fourni, pour cette valeur de m, par le procédé 

précédent, est nécessairement différent, d’aprés (2), des couples déja obtenus, et le 
lemme est démontré. 

Nous allons en déduire que l’équation de Pell admet toujours des solutions 
enticres —, 1 dans lesquelles 1 est different de zéro. 

Comme il n’y a qu'un nombre fini d’entiers dont la valeur absolue est inférieure 

air+e2 VD, il existe au moins un tel entier k, non nul, tel que l’on ait 

X°’— DY°=k 

pour une infinité de couples X, Y. Comme il n’y a, d’autre part, qu’un nombre fini, X?, 

de systemes de restes modulo k pour X et Y, nous avons au moins un systéme m, n 

de restes pour lequel il existe une infinité de couples X, Y vérifiant simultanément 

(3) X?— DY?= f, 
(3') X=m (modk), Y=n (modk). 

Soient X’, Y’, X", Y" deux tels couples. Nous avons 

X'X”— DY'Y"= X"—DY?=0 (modk), 
AY SX eang (modk), 

dou 
exeton /D)(x"+Y" /D) = kK(E+n7YD) (é, tT entiers). 
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On a, de méme, 

(x'+ v'VD)(x"— yr" VD) = «( —nyD), 
d’ou, en multipliant membre & membre, 

Bo Dist, 
Si y était nul, donc — égal & +1, on aurait 

Lb Ese VD)(x"+ Yy°VyD)==, 

donc, puisque X", Y” vérifient (3),3 

x'— Y' /D =+(x"— y"yD). 

Or, parmi Vinfinité de couples X, Y vérifiant (3) et (3), nous pouvons toujours 

choisir X’, ,Y’ et X”, Y" de maniére que X’ soit différent de +X” et Y’ différent 

de + Y". Il existe donc bien au moins une solution entiére =, 4 dans laquelle 7, n’est 

pas nul. 

D’ailleurs, pour des équations simples, telles que 

F— 2 Er, B— 3y==1, B—$y=+1, 

de telles solutions sont souvent évidentes : 

r=, y=!I; r= 2, y=t; == 2, yout. 

{Pour une méthode permettant de trouver dans tous les cas la plus petite solution, 

voir par exemple Serret (Cours d’Algébre supérieure, t. I, p. 80-85); .C- Diricaier, 

(Vorlesungen tiber Zahlentheorie, p. 208); E. Canen (Eléments de la théorie des 

Nombres, chap. YI, p. 262). ] 

Pour déterminer maintenant ¢toutes les solutions de l’équation de Pell ou, ce qui 

revient au méme, toutes les unités de ©,, nous remarquerons que puisque les unités 

forment un groupe, le produit et le quotient de deux quelconques d’entre elles est 

encore une unité, 

D’autre part, sie = 2+ y\/Dest une unité, r—y YD =+e7, —r+yVYD==e", 

—a—y\VD=—e en sont aussi. II suffit donc d’étudier les unités ¢ pour lesquelles 

ona xz>0, y > 0; ces unités sont supérieures a 1, et ce sont les seules qui le soient. 

Soit e= 2%+YH VD(z,>0, ¥,>0) la plus petite d’entre elles. Pour toute 

unitée = 2+y\/D, x>0, y > 9, il existe un nombre naturel tel que 

ejsece,” 
d’ou 

€ “aig : x € : 
Or —, est une unite : on a donc nécessairement — tT et, par suite, 

ba Q 
i. 

Il en résulte que toutes les unités du domaine ©, sont de la forme 

==) 4 0 entier relatif arbitraire) 

ou encore 
(—1)*e¥ (p, ¥ entiers relatifs arbitraires). 

Par conséquent, le groupe multiplicatif E des unités admetles deux générateurs : 

—1, d’ordre 2, et ¢,, d’ordre infini. Il en résulte également que toutes les solutions 

de l’équation de Pell se déduisent de la solution particuliére 2, ¥- 

P. DUBRBIL, 22 
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B. — ANNEAUX ET IDEAUX DE POLYNOMES. 

4. Polynomes. Opérations entiéres. — Considérons un anrnedu 

commutatif (+) A et un demi-groupe cyclique infini, engendré par un 

élément 2 et possédant un élément-unité x2° 

A= { 7, Ci Ey 4s one BERS Ow Or 

Ona x”'.¢"%= x" quels que soient m, n>o. Les polynomes en va 

coefficients dans A sont, par définition, les sommes formelles finies 

n 

ay * 

f(x) = Ane + aye+...+ a,at= Y a; xt, ot aeA 

f=0 

soumises aux régles de calcul énoncées ci-dessous. 

Si a, 4 0, no, Ventier positif ou nul x s’appelle le degré du poly- 

nome f(z); les éléments @ sont ses coeffictents; x est la wariable ou 

Vindéterminée (7). Il est souvent commode de représenter le poly- 

nome f(z) par la notation 

J(@) =o ax! ai) ajal 

1=0 

élant entendu que parmé les coefficients a; un nombre fini seulement 

sont différents de zéro. 

Un polynome est dit nul si tous ses coefficients sont nuls. Deux poly- 

nomes sont égaux (*) si leurs coefficients de méme indice sont égaux. 

La somme de deux polynomes 

fe)=Yauet, g(x) = Dost 

(*) On supposera méme en général que A est un domaine d’intégrité possédant un 

élément-unité. La définition des polynomes a coefficients dans A peut s’étendre au cas 

ou A n’est pas commutatif, mais on voit alors apparaitre certaines complications, 

notamment en ce qui concerne la spécialisation (voir p. 331). 

(7) On emploie fréquemment aussi, pour écrire un polynome de degré n, la notation 

f(@) = a,2"+ a,z™"'+...4+a,. 

On dit alors que le polynome est ordonné suivant les puissances décroissantes de x. 

(*) En Algébre élémentaire, on emploie l’expression : identiques. Nous verrons plus 

loin (p. 330, note.(')] que la chose essentielle est de distinguer entre le polynome 
formel f(x), la fonction correspondante définie dans A et y prenant ses valeurs, et les 
valeurs de cette fonction, c’est-a-dire les expressions rationnelles entiéres. 
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est, par définition, le polynome 

3( 2) =S (a+ 6;) 2. 

Son degré est égal au plus grand des degrés m, n de fet de g si metn 
sont différents, au plus égal a leur valeur commune si m et n sont 
égaux. L’ensemble des polynomes 

f(z) =S aja;  (ajeA) 

est un sroupe abélien additif. 

Le produit des polynomes f(z), (2) est, par definition, le polynome 

P() =>; uxt, 

ot 

p= A) 6, + a, bp 4+...+ ajbo= > aib;. 

i+j=l 

Ce produit s‘obtient donc en multipliant chaque terme (non nul) de f 

par chaque terme (non nul) de g, l’indéterminée étant regardée comme 
permutable avec les coefficients, puis en sommant. On a, en particulier, 

si f et g sont non nuls et de degrés respectifs m et n, 

Umin = Gm 6p, bmtnavri = Um+ni2 =—--->= 0- 

Le degré du produit p = fg est done au plus égal a la somme des 

degrés de fet de g; st A est un domaine dintégrité, le degré de fg 
est égal A m+n et le produit de deux polynomes non nuls est un 

polynome non nul. La multiplication des polynomes est visiblement 

commutative, et distributive par rapport a l’addition. Elle est aussi 

associative, car si nous considérons un troisitme polynome 

h(z) => ext, 

nous avons 

f(e)g(a)-hk(z)= ere, f(2)-e(2) hz) =D 24 

ou 

= N ajb;cx= 
: = ey 

i7f+k=il 

Liensemble des polynomes f(z) =>) aizi(aieA), est donc un 
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anneau commutatif, que l’on désigne par A[az]. Si A est un domaine 

d intégrité, A[ x] en est un aussi, d’apres ce qui a été vu plus haut. On 
peut alors former le corps des quotients de A[x], dont les éléments sont, 

-f(2), par définition, les fractions rationnelles Stay 

par A(z). Ona A(x) =K(az),K désignant le corps des quotients de A. 

L’ensemble des polynomes de degré nul forme un sous-anneau A 
de A[z], isomorphe a l’anneau A. A[z] peut donc étre regardé comme 

une extension de A. Il est d’usage d’identifier A avec A, donc de poser 

on désigne ce corps 

Ax" = ay pour tout aeA. 

Lorsque A posséde un élément-unité e, on satisfait a la convention 

précédente en égalant e a |’élément-unité x° de A. On pose donc aussi 

ex =x, ce qui permet de regarder l’indéterminée x et, par suite, tous 

les éléments du demi-groupe A, comme des polynomes particuliers. 

Remplagons le demi-groupe cyclique A={z} par un demi-groupe 

isomorphe A’={y}; nous obtenons un anneau de polynomes A[y ]. 

La correspondance 

S(@) = Ap + 2+... + AnL™ <> A+ ayt...+ any"=f(y) 

entre A[z]| et A[y] est un csomorphisme dans lequel tout élément 
de A se correspond a lui-méme et, par conséquent, un tsomorphisme 

relatif par rapporta A: 

ALep= Aly. 

) 2 . . ps 

L’anneau des polynomes a une indéterminée sur un anneau donné A 

n’est défini qu’a un tel isomorphisme prés. 

Quand l’anneau A contient un élément-unité e, on peut construire 
l’anneau A[ zx] en faisant intervenir seulement les éléments de A. Consi- 
dérons, en effet, les suites 

a= (an; At. +++, An, ee) (O) = (1%, b,, tery Drag stawee) 

d’éléments de A dans lesquelles tous les éléments sont nuls a partir 
dun certain rang. Posons 

P+Q=(a-+ bo, see) Aan+ bn, ae) 

POS (ae 
avec 

Uj = ag bp + a, b)4+...+a1b93 
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Pensemble des suites P, Q, ..., est un anneau R. Posons 

Boat { 0,)01-0,_0, asd): 

Nous avons 

Di t= (iO; Ose) s0prae. jee He OXP S050, Lnie, chats} 

et, sl nous convenons d’écrire 

2. ES OH Os Gos 

P = (ap, a1, -:, Gn; ay aiXt 

Si nous établissons-la correspondance 

i al . 
X<-> 2, Iv = axes} ast, 

les anneaux R et A[z] sont isomorphes sur A, et R peut étre regardé 

comme une réalisation de l’anneau A[ x]. 

En introduisant de nouvelles indéterminées x2, x3, ..., 2, que nous 

supposerons permutables entre elles et avec z,, nous pouvons cons- 

truire, 4 partir de l’anneau A[ x, ], les anneaux 

Meena osog Ui aalloce [alk 

Ce dernier est appelé anneau des polynomes an variables x4, £2, ».., 

zp, sur A. Les n indéterminées jouant des réles symétriques, puisqu’elles 

sont permutables entre elles, on désigne cet anneau par A[2, 2, ...; Ln], 

il est ensemble des sommes, ou polynomes 

dient i, 
S( “1, He, very Ln) = ) Wis, ts, coiyin Uy Le +++ Ly 

vt les coefficients «;,,;,...,;, apparuennent a A, un nombre fini seulement 

(entre eux étant différents de zéro. 

Le degré du terme, ou monome, Gj, ;,22$... 2%, Supposé non 

nul, est par définition l’entier, positif ou nul, tpi Aenean Le 

degré d’un polynome non nul est le maximum des degrés de ses termes 

non nuls. On donne souvent le nom de constantes aux polynomes 

de degré nul. On appelle forme ou polynome homogéne un polynome 

dont tous les termes ont le méme degré. Le produit de deux formes 

(non nulles) est une forme; si A est un domaine d’intégrité, ce produit 

n’est pas nul et son degré est la somme des degrés des facteurs. 

Un’ polynome de degré n peut étre décomposé en somme de parties 

homogénes de degrés respectifs 0, 1, ..., 2 : il en résulte que le produit 
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d’un polynome de degré m par un polynome de degré n est un poly- 

nome de degré au plus égal A m+n, Végalité ayant nécessairement 

lieu si Vanneau A des coefficients est un domaine d’intégrité. Dans ce 

cas, l’anneau A[ 2%, Yo, ...-, Ly | est aussi un domaine d’intégrité. 

Considérons un anneau A’ contenant A (et pouvant coincider avec 

lui). Si, dans un polynome 

f( £2) = A+ L+...+ an 2" EA[Z), 

nous remplacons x par un élément a de A‘, nous obtenons une expres- 

ston rationnelle entiere (cf. chap. V, § 10, p. 305) 

SF (4) = dot Mat... tb anare A’, 

appelée valeur de f(x) pour x=a. Si g(x) est un autre polynome 

de A[x] et si l’on pose 

(1) J(@)+ s(@)=s(x), f(@)3(£) =P), 

on a, d’aprés les régles fixées pour le calcul des polynomes, 

M1’) S(4)+ s(4)= s(x), fl) 8 (*) = ple). 

Lapplication f(x) > f(a) de A[aw] dans A’ est done réguliére par 

rapport a l’addition et a la multiplication. 

Par conséquent, foute relation entre polynomes de A[x] fatsant 

intergenir Végalité, la somme et le produit, reste vérifiée lorsqu’on 

y spéctalise Vindéterminée x, cest-a-dire lorsqu’on la remplace par 

un élémenb dun anneau A' contenant A (principe de spécialisation). 

Un polynome f(a) définit une fonction dans tout anneau A’ > A en 

particulier dans l’anneau lui-méme. Cette fonction est dite ratronnelle 

et entiére, pour exprimer que le calcul de sa valeur comporte seulement 

des additions et des multiplications (!). Le principe de spécialisation et 

(*) En Analyse, on ne fait pas de distinction entre le polynome et la fonction 

rationnelle entiére correspondante. En Algébre, au contraire, cette distinction s’impose 

pour les raisons suivantes. 

D’aprés les formules (1) et (1’), la correspondance univoque 

J(2)> f(a)  (aéA) 

entre les polynomes de l’anneau A[a] et les fonctions rationnelles entiéres f(a) défi- 
nies dans A et y prenant leurs valeurs, respecte l’addition et la multiplication : c’est 
donc un homomorphisme, ou éventuellement un isomorphisme. Pour que ce soit un 
isomorphisme, il faut et il suffit qu’une méme fonction ne soit pas Vimage de deux 
polynomes différents, autrement dit que deux polynomes prenant des valeurs égales 
pour chaque valeur de x dans A, soient égaux (c’est-’-dire aient les mémes coeffi- 
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la notion de fonction rationnelle entidre s’étendent immédiatement au 
cas de plusieurs variables. 

St Vanneau A! nest pas commutatif, on peut encore spécialiser 
dans A’ A condition d’attribuer A x une valeur « € A! permutable avec 
tout élément de lanneau (commutatif) A : toute relation entre poly- 
nomes en & entraine bien la relation correspondante entre expressions 
rationnelles entitres en a. Sil sg ‘agit de polynomes a plusieurs 
variables x, y, ..., le principe de spécialisation subsiste également, a 
condition Paviabuer az, y, ... des valeurs «, 8B, ... EA’ permu- 
tables entre elles et avec tout élément de A. 

Exercice. — Calculer le nombre N (nr, /) de termes distincts dans la forme la 

plus générale, 4 x variables, de degré J. Quel est le nombre de termes distincts 
dans le polynome le plus général, 4 n variables, de degré 7? 

5. Idéaux de polynomes. — A ¢tant un anneau, nous NOUS propo- 

sons d’étudier quelques propriétés des idéaux de l’anneau A []. Nous 

avons en premier lieu la proposition suivante, connue sous le nom de 

Théoreme de la base finite, ou de Théoreme de Hilbert ('). 

Tutorime. — Sct un anneau A, possédant un élément-unité, est 

noethérien (*), Panneau A[ x] est, luc aussi, noethérien. 

L’ensemble tormé par zéro et par les coefficients um, en, ... de la 

plus haute puissance de x dans les polynomes 

J(@) = Unt... tum et”, GA G2) Byte ook One". 

COPE Ope Ss On race) 

cients). Or, il existe des anneaux, importants du point de vue de l’Algébre, dans 

lesquels cette condition n’est pas vérifi¢e. Par exemple, dans le corps {0,1} des classes 

résiduelles modulo 2, le polynome x?-+ az prend la valeur o pour toute valeur attribuée 

ia; il est cependant distinct du polynome o. Plus généralement, soit A= { 0,1, @,..., dy} 

un anneau fini possédant un é/ément-wnité 1 : le polynome non nul 

BUOSI0) coe (CE) = Ec 

prend la valeur zéro pour tout «€A. — Nous verrons ultérieurement (chap. Vil, § 1, 

p. 359) que, dans le cas ou A est un corps K, ou méme un domaine d’intégrité, il est 

non seulement suffisant, mais nécessaire, que A soit fini pour qu’il existe dans A[z ] des 

polynomes non nuls prenant la valeur zéro pour toute valeur « attribuée 4 w@ dans A. 

(*) D. HILbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen (Math. Ann., t. 36, 

1890, p+ 473) 
(°) Rappelons qu’un anneau commutatif A est dit noethérien si tout idéal de A 

posstde une hase finie. 
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dun idéal m, est un idéal a dans A. En effet, en supposant par exemple, 

m>XN, Um— %n est, ou bien nul, ou bien égal au coefficient de la plus 

haute puissance de x dans le polynome f— 2". g, qui appartient aM; 

(A ayant un élément-unité, 2”'~" est un polynome de A[z] et, par con- 

séquent, 2”—" g Em). D’autre part, sir est un élément quelconque de A, 

le produit ru, est ou bien nul, ou bien égal au coefficient de la plus 

haute puissance de x dans le polynome rf(x)em, dot ru,» € a. 

Par hypothése, Vidéal a admet une base finie : 

a =(a, ..., aa), 

ot a; est le coefficient de la plus haute puissance |de 2 dans au moins 

un polynome «;(2) de Vidéal m, polynome dont nous désignerons le 

degré par p;. Désignons par N le plus grand des pi. Soit 

S( ©) = Up... t+ Umae™ 

un polynome de l’idéal m de degré m= N; ona 

Um EQ, d’ot Um = 1104+... + TAAN (rie A) 

et, par conséquent, le polynome | 

F(#) = 7 2PM (OY... LMA 2, () 

est nul ou de degré au plus égal a m—1. En appliquant au besoin plu- 

sieurs fois le méme procédé, on voit qu’on peut retrancher de f un 

polynome appartenant a Didéal 

CCUG coping, Seale ))) Si 

et tel que la diflérence soit un polynome f,(x) em, nul ou de degré 
inférieur a N. 

Si nous considérons maintenant les polynomes de degré N—1 qui 

appartiennent a Vidéal m, l’ensemble formé par zéro et par les coeffi- 

cients de zN—! dans ces différents polynomes est encore un idéal b dans 

Yanneau A, et cet idéal (qui peut étre nul) admet une base finie 

b= (b,, .2.) be), 

ou 6; est le coefficient de z*~* dans un polynome 6;(2) em. Si alors 
Si (@)= Wot+..- + Wy_a 2 est un polynome de m de degré N —1, ona 

Wy = 54D, +...-+ sp by (s,€A) 

et le polynome 

f2(@) = fi(@) — 51 B1(@) --...— se Be(a) 

est nul ou de degré inférieur 4 N—1. 
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Le raisonnement se poursuit de proche en proche. L’ensemble des 
constantes qui appartiennent a Vidéal m est, dans A, un idéal, pouvant 
bien entendu se réduire a l’idéal zéro, mais qui admet dans tous les cas 
une base finie : 

Bi (isis «py, 

ou d;, considéré comme élément de A[a], appartient 4 m. 

Cela posé, si f(x) est un polynome quelconque de Vidéal m, nous 

avons : 

TE) ahd ecg OH DAB CH) yore ovget Pel LIA wocers Aberkems lye 

donc, en désignant par mW l’idéal du second membre : 

mC’, 

Mais, comme chaque polynome de base de m appartient 4 m, nous 

avons aussi 

m’ Cm, 

d’ot 
m = mW 

et, par conséquent, m admet une base finie. 

Remarque('). — Inversement, si A(A | 0}) est un domaine ad intégrité noethé- 

rien tel que lanneau A[ a] soit, lui aussi, noethérien, A posséde un élément- 

unité, 

Soit a un élément non nul de A. Les polynomes 

ALG MALt, Weiss}, ALE, 

engendrent un idéal m qui posséde une base finie, par conséquent les ax” 

s’expriment sous forme de combinaisons d’un nombre fini d’entre eux, dont nous 

désignons par p le degré maximum : nous avons 

Pp 

ax =) [Pi(z) an'+ naz*), 

i=1 

ot P,(x)EA[xz] et npeC, C désignant l’anneau des entiers; il en résulte, en 

prenant n>p, 
Pp 

a= >) ra, (r,E€A). 

1=4 

L’idéal principal (a) est donc contenu dans l’idéal Aa et, par conséquent, coincide 

avec Jui: 
(Gh) iS, So 

(1) Communiquée par M. Kuntzmann. 
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ce qui entraine une égalité de la forme 

@aea (3'0) (eeA —{0}). 

Puisque A—{o} est un semi-groupe multiplicatif, e est élément-unité de 

A — {0} et, par conséquent, de A. 

Le théoréme précédent s’applique de proche en proche aux anneaux 

A[ai], A[a1, v2] =A[zi][ae], ~.., Al a1, 2, ---, Ln]. 

Par conséquent, si dans un anneau A possédant un élément-unité, 

tout idéal admet une base finie, tout idéal de lanneau 

A[@i, %3,°-.2) a] 

admet également une base finie. 

On en déduit aisément un énoncé un peu différent, qui est précisé- 

ment celui de Hilbert : dans tout sous-ensemble E de lanneau 

| ieee Acct a 

on peut trouver des éléments 91, 92, --+, ox tels que tout élément fEeE 

puisse se mettre sous la forme 

(1) SF =i dite. tAEDE, ye R, oi EE. 

Considérons, en effet, lidéal m engendré par l’ensemble E. Cet idéal 

admet, dans R, une base finie 

m= (4, seey Yu) 

et, d’aprés la définition de m, chaque élément de cette base, 1, par 

exemple, est de la forme 

Ui = Y191 +. 0. + YP, ou yrER, gie€K. 

Si nous désignons par 9, .--, 9), ---, 9% ensemble des éléments de 
E ainsi introduits, nous! avons, pour tout élément de m, donc en par- 

ticulier pour tout élément de E, une représentation de la forme €1). 

Les propositions précédentes s’appliquent notamment : 

1° Au cas ol A est ’anneau des entiers, puisque nous savons que, 
dans cet anneau, tout idéal est principal ; 

2° Au cas ou A est un corps quelconque K, ipuisque les seuls idéaux 
d’un corps sont (0) et (1), c’est-a-dire deux idéaux principaux. En 
appliquant de proche en proche le théoréme de la base finie, on voit que 
dans Vanneau K[a, ..., #,| des polynomes a n variables sur un 
corps K, tout idéal admet une base finie. 
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Le théor’me de Hilbert est ce qu’on appelle en Algdbre un théoreme 
de transfert, cest-a-dire une proposition permettant (avec, éventuelle- 
ment, quelque condition supplémentaire, comme ici Vexistence d’un 
élément-unité), d’affirmer qu'une propriété appartenant a un certain 
ensemble D appartient aussi A toute extension D! de D obtenue par un 
procédé déterminé. 

La propriété d’étre noethérien, pour un anneau A possédant un 

élément-unité, peut étre transférée, non seulement aux anneaux de 

polynomes A[a, ..., 2,], mais aussi A l’anneau des séries enticres 

formelles A[[a1, ..., Gee 

On appelle série entiére formelle a n variables x,, ... 2, sur un 

anneau A toute somme formelle 

to x a F= y Bois, 66.5 Ay LTP ooo BAn, 

(ou les a; sont des entiers positifs ou nuls), dont les coefficients ay, 4, 

appartiennent a A : deux telles sommes F et F’ sont égales si elles ont 

mémes coefficients : @,, a, = @a,,,...,2,) et seulement dans ce cas. Les 

séries entiéres formelles s’ajoutent terme a terme; le produit de deux 

d’entre elles s’obtient, de la fagon habituelle, en multipliant chaque 

monome de |’une par chaque monome de l’autre et en ajoutant entre 

eux les monomes obtenus dans lesquels les exposants sont les mémes. 

Avec ces régles de calcul, l'ensemble des séries entidres formelles est 

un anneau, désigné par 

‘A [[ ay 5, Srl lp=snas 

Il contient comme sous-anneau |’anneau de polynomes 

Alas, so) Gn] =R- 

Considérons V’idéal @ engendré dans S par 2, ..., 2». Les éléments 

de &™ sont les séries entiéres qui ne contiennent aucun monome de 

degré d= a,+...+4n inférieur A md : nous avons donc 

Si une série entiére F non nulle appartient 4 X4, mais non a Ve" 

(*) Cf. C. Cusvattey, On the theory of local rings [Annals of Math., t. 44, 1943, 

p. 696 (lemme 8)]. 
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(avec la convention que &° est confondu avec'S), il existe un polynome 

homogeéne F* de degré d et un seul tel que 

F— Fre £4+1; 

F* est appelé forme initiale de F. 

Cela posé, soit a un idéal différent de (0) dans l’anneau S. Les formes 

initiales des éléments non nuls de @ engendrent un idéal homogéne a” (*) 

de l’anneau R= A[a, ..., Zn]; R étant noethérien d’aprés le théoréme 

de Hilbert, a* admet une base finie (F{, ..., F*); chaque F/ est la forme 

initiale, d’un certain degré d;, d’une série F;e a. Une forme F*+ 0 de 

degré d dans a* vérifie une égalité 

—_) MEF, 
cd 

ot chaque M; est une forme de degré d—d; (Mi=0 sid <d;): F’ est 

donc la forme initiale de la série 

4 

>, M; F,ea. 

tS : 

Soit G un élément quelconque de a. Définissons par induction r suites 

{| Gio, Gin, nen OY,Ms oe f (om fy cag ls 

en posant d’abord G;,» 0, puis, les éléments G;, étant supposés définis 

pour k <m, en formant |’élément 

Si cet élément H,, est nul, nous posons 

Cio (C= eee: 

Dans le cas contraire, H,, a une forme initiale de degré U, que nous 
pouvons écrire 

e 

>; GimF7, 

i= 

(1) Un idéal de polynomes est dit homogeéne s’il contient, en méme temps qu’un poly- 
nome p= ,+®,+...+,+... chacune de ses parties homogénes, ®,, somme de tous 
les monomes de degré v figurant dans 9. Un idéal engcndré par des formes a évidemment 
cette propriété. 
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ott chaque G;,,, est une forme de degré l,—d;(Gim=0 si ln<dj). 
Sil arrive, pour une valeur de m, que tous les G;,, soient nuls, G appar- 
tient a Vidéal engendré par F,, ..., F, dans S. Dans le cas contraire, 
nous avons 

lm+1 > lm 

pour chaque valeur de m, d’ow 

lim lLn= D, 
n> «2 

x 

S Gi,m est alors une série formelle G;, et comme nous avons 
m=0 

G => GiPus, 

G appartient encore a lidéal engendré par Fy, ..., F, dans S: ase 
confond avec cet idéal, et l’anneau S est noethérien (1). 

Donnons maintenant un exemple d’anneau (commutatif) non noethé- 

rien. Considérons un corps K et un ensemble dénombrable de variables 

1, +++, Ln, .... Soit A Vensemble des polynomes par rapport 4 un 

nombre fini quelconque (changeant de |’un a l’autre) de variables prises 

parmi les z;, ces polynomes ayant de plus leurs cvefficients dans K. 

Deux de ces polynomes, P, Q, peuvent étre ajoutés et multipliés comme 

dans l’anneau des polynomes dépendant des variables qui figurent 

dans P ou Q, et ayant leurs coefficients dans K. A est donc un anneau 

commutatif et méme un domaine d’intégrité. 
Les idéaux (271), (41, Z2,), ---, (21 La, --+, 2n), --- forment une 

chaine strictement croissante illimitée : A n’est donc pas noethérien. 

On notera que A contient les anneaux noethériens Kel 24 ue anit et 

est contenu dans son corps des quotients, qui est aussi un anneau 

nocthérien. 

Considérons un anneau de polynomes a une seule variable A{ x}, 

Vanneau A admettant un élément-unité. Quand A contient des diviseurs 

de zéro, des polynomes peuvent étre inversibles dans A[a|. Si, par 

exemple, A est l’anneau des classes résiduelles modulo 4, on a 

(24+1) =I. 

(*) Pour deux autres propriétés générales concernant les anneaux noethériens, voir 

chap. IV, § 13, exercice p. 208, et chap. V, § 7, p. 284. 
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Supposons, au contraire, que A soit un domaine a intégrité. Alors, 

le degré m(a) du polynome « vérifie la relation 

' m(aB) = m(a)+ m(8)> mx), 

done satisfait 4 la premiére condition imposée a la fonction g des 

anneaux euclidiens. D’aprés la méme relation, les unités du domaine 

d’intégrité A[x] sont nécessairement des constantes : ce sont donc les 

unités de A. 

Un polynome est dit ¢rréductible sur A s'il est un élément premier 

de A[x], done s’il est trdécomposable dans A[a] et non égal a une 

unité. A étant un domaine d’intégrité, cette derniére condition est 

remplie d’elle-méme pour tout polynome de degré non nul. Tout poly- 

nome du premier degré sur un corps est évidemment irréductible. 

Exemple. — YT désignant le corps des nombres rationnels, le polynome x? —2 
est irréductible sur I’; autrement, il existerait un nombre rationnel de carré égal 

a 2, ce qui est impossible. Mais le méme polynome est réductible sur le corps P 

des nombres réels Ui 

2e—2= (x mire V2) (a— V2). 

L’anneau A étant seulement assujetti a la condition d’avoir un 

élément-unité, considérons dans A[x] deux polynomes 

a(v2) = age™+...+ am, B( x2) = box? +...+ by (ao 4 0, by #0). 

St le coefficient by de laiplus haute puissance de x dans 8(x) est 

une unité de A, on peut trouver dans A[ x] deux polynomes q(x) 

et r(x) vérifiant Végalité 

a(a2)=6(x).g(x)+r(2), avec degré der<n 

(identité de la division). Les polynomes q(x), r(x), appelés respec- 
tivement quotient et reste, sont déterminés d'une maniére unique. 

Si m est inférieur a 7, il suffitde prendre g=o, r=a. Supposons 
donc mn. Si nous posons Cy) = aob;", le polynome 

a(x) — cya" (aw) = a4( 2) 
est dé degré m, au plus égal 4 m—1. En répétant Papplication de ce 
procédé, on forme bien un polynome g(x) =cox”—"-+... tel que la 
ence a(x)—q(ax) B(x) =r(x) ait un deeré inférieur a n. 

Soit q', r’ un autre systéme de polynomes vérifiant Videntité de la 
division. Ona 

B(g—q')=r'—r. 
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Lunité bo n’est pas: diviseur de zéro; done, si le premier meinbre n’est 
pas nul, son degré est égala n+ »Xn, v désignant le degré de q —q/. 
Mais le degré du second membre est certainement inférieur a n. Par 
conséquent, l’égalité précédente ne peut avoir lieu que si les deux 
membres sont nuls : g=q', r=r'. 

La division avec reste intervient notamment dans les deux cas 
suivants : 

1° Le coefficient by de la plus haute puissance de 2 dans‘le divi- 

seur 6(x) est égal a 1. En particulier, 8(x) est de la forme «—a: 

dans ce dernier cas, le reste r est une constante, évidemment égale 

aa(a). 
2° L’anneau A est un corps K. Tout élément non nul est alors une 

unité; par conséquent, la division avec reste est possible dés que le 

polynome diviseur B(x) nest pas nul. Dans ces conditions, le 

degré m(a) est une fonction qui posséde la deuxiéme propriété imposée 
ala fonction g des anneaux euclidiens. Comme nous avons vu qu’elle 

posséde aussi la premiére, nous avons la proposition suivante : 

TutorEme. — L’anneau K[x] des polynomes a une variable sur 

un corps K est un anneau euclidien. : 

Corotuaires. — 1. Dans Vanneau K[ x], tout tdéal est principal. 

2. Dans lanneau K[x], tout polynome est le produit @un nombre 

fini de polynomes irréductibles, définis a des unités, cest-a-dire a 

des facteurs constants, pres. 

3. La condition nécessaire et suffisante pour que, dans Vanneau 

R=K[z2], un idéal (f), non nul et different de R, soit premier, est 

que le polynome générateur f soit irréductible. 

En outre, on peut définir dans K[z], le p. g. c. d. de deux poly- 

nomes et le calculer par l’algorithme d’Euclide. Pour que deux poly- 

nomes f(z) et g(x) soient premiers entre eux, il faut et il suffit que 

l’on puisse déterminer deux polynomes u(x), ¢(7) de K[z], tels que 

Von ait ’identité de Besout 

u(x) f(e) + (2) g(v) =I. 

D’aprés cette condition, deux polynomes de K[x] premiers entre 

eux, restent premiers entre eux quand on les regarde comme poly- 

nomes de Q[ x], 2 étant un sur-corps quelconque de K. 
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Considérons maintenant un anneau de polynomes an vartables 

Ri= A[x, Bry «ey ors 

ow A est un anneau commutatif possédantun élément-unité. Appelons 

point et désignons par (a, G2, ..-, Gn) un systéme de valeurs aj 

appartenant a cet anneau (*). 

L’ensemble des polynomes f(21, %2, .--, 2n) de R,, nuls en un point 

donné (a1, G2, ..-, Gn), 

Fas; Aa, seey yp) =O, 

est visiblement un cdéal a dans Ry. 

Considérons, d’autre part, lidéal 

a’ = (21— A, La— Ar, ..., Ln— An). 

Puisque chaque polynome de base de a’ s’annule au point considéré, 

nous avons 

(2) a’ Ca. 

Nous allons montrer que les idéaux a! et @ coincident. 

La congruence modulo un idéal étant une équivalence réguliére par 

rapport a l’addition et a la multiplication, les relations 

C—O H ls (Us) eae EA py OD ceric nO), 

entrainent, pour tout polynome fe Rp, 

EC 2i; Bay 5 «oy Bn) SA) (Gis Csr oa a 

c’est-a-dire 

(0) wa (Ahn oy wate eer.) = (@1— a1) fire. (2,— dn) fu+ f(a, G4). ay), 

ou les f; sont des polynomes. Si f appartient a Pidéal a, ona 

S(G4, G2, ..., Gn) =0 

ct, par conséquent, 

Mf ( Haj Gas We Ey eat dou aCa’ 

et, d’aprés (2), 
/ 

a=a. 

Nous avons donc la proposition suivante : 
ene ee eT ee Te ee eT ee 

(*) Votr Note IV, en particulier p. 446, note (*). 
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Tutorime. — Dans lanneau Ry,= Ala. 22, .,+, 2n), 0% A est un 
anneau possédant un élément-unité, Vidéal 

(21 — 4, L_— ay, ..., La— An) (aeA) 

est Vensemble de tous les polynomes nuls au DOUle (Ais Gane An). 

Corotiairne. — Dans Vanneau A[a], ot A est un anneau possédant 
un élément-unité, Vensemble de tous les polynomes nuls pour 

xz=a (aed), est Vidéal principal (x —a). 

Remarque. — Dans le cas des polynomes a une seule variable, l’égalité (3), 
qui s’écrit 

(3°) J(%) =(#@—a)fi(x) + f(a) 

est celle de la division avec reste de f(x) par x—a: elle peut étre écrite 

directement, et le corollaire en résulte. 

Précisons maintenant la maniére dont les propriétés de Vidéal a 

dépendent de celles de Vanneau A. 

La correspondance 

J (#1; Bo, 035) Bn) > f(s, Aa, s2-5 An) 

est une application univoque de R, sur A, car un élément c€ A esten 

particulier Pimage du polynome céR,. De plus, cette application est 

un homomorphisme : R,~ A. Or, Vensemble des éléments de R, 

auxquels correspond zéro dans A est, par définition, Vidéal a. Nous 

avons donc, d’apres le théoréme d’homomorphisme pour les anneaux, 

Prsomorphisme 

R,/a~ A. 

Cet isomorphisme entraine les deux propositions suivantes : 

Si A est un domaine Aintégrité (possédant un élément-uniteé), 

Vidéal 
a= (4%1— G1, La— Aa, .- +, La— Ap) 

dans Vanneau A[ a1, £2, ... Ln], est premier. 

Dans Vanneau K[ x1, £2, «.+, nj, ou K désigne un corps, Vidéal 

© = (21 — M1, Lo— a2, .-., Lp— Gn) 

est un tdéal sans diviseurs (et, par conséquent, premier). 

,xe °$. — = C, ti. C, désigne l’anne s rési Exemples. 14. Si A=C,, ot C, désig V'anneau des classes résiduelles 

P, DUBREIL. 
23 
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modulo 4, Vidéal (.v), dans ’anneau A[a], u’est pas premier. On a, par exemple, 

220 (2x), z—2 20 (2) et 2(2—2)=27=0 (2£). 

2. Dans Panneau C{.r, J, ott C est Panneau dés entiers, Vidéal p= (ax, y) est 

premier; mais il admet, par exemple, comme diviseur véritable Vidéal (3, x, v7), 

~ ensemble des polynomes dont le terme constant est multiple de 3. 

3. Dans ’anneau I'[a, y], ot [ désigne le corps des nombres rationnels, 

Vidéal p= (2, y) est sans diviseurs. 

4. Dans le méme anneau I'[2z, y], considérons l'idéal q = (a?, y). En posant 

p= (az, y), nous avons 

p= (27, wy, y?)Cqcp. 

Comme » est sans diviseurs, l’idéal p est primaire et appartient a p; mais q n'est 

égal & aucune puissance de yp. En outre, q-est indécomposable, cest-a-dire n’est 

pas le produit de deux véritables diviseurs de q. 
Plus généralement, dans l’anneau K[2,, x2, ..., 2], ol K est un corps quel- 

conque, tout idéal y vérifiant une relation de la forme 

uP CqCa, ou @=(x%;—Q, ..., Ln— an) 

est primaire et appartient a Vidéal premier a. 

5. Il existe, dans certains anneaux de polynomes, des puwissances @idéaux 

premiers qui ne sont pas primaires. Dans l’anneau R= C[z] des polynomes a 

coefficients entiers, considérons le sous-anneau S des polynomes de-la forme 

f(£)= aot G px + G.27+...+ An x” (az;eEC), 

p étant un nombre entier donné (p #1). Modulo lidéal 

p= (px, x*), 

tout polynome feS est congru a son terme constant ap et, comme aucune 
constante non nulle n’appartient a p, nous avons l’isomorphisme d’anneaux (1°) 

S/p~ C. 

L’idéal p est donc premier dans S. Cela posé, nous avons 

py? =p? 22; px, x), 

donc 

Pp? U=2 0) CE), .  GighO al Pi), — eypPiet oo (p*) 

quel que soit l’entier 9; l’idéal p? n’est donc pas primaire. 

$$ eeeeeeeeSSSSSSSSSFSSSSSSSSSSMMMMMMseeee 

(*) Ou encore, l’application f+ a, est un homomorphisme d’anneaux 

S~C 

et ensemble des éléments de S ayant O pour image dans C est Vidéal p : on a donc 
d’aprés le théoréme d’homomorphisme, 

S/p~ C. 
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Exercices. — 1. ! désignant le corps des nombres rationnels et m étant un 
élément de I’, de quelle forme sont les polynomes (2) de l’anneau I'[a] tels que 
Von ait a«(+1)=m, «4(—1)=— m? 

2. Dans l’anneau I'[z, y], ’ensemble des polynomes nuls aux points A et A’ 
de coordonnées x =+1, y = 0, est un idéal a. Déterminer-une base de a. Soit b 
Pidéal des polynomes nuls aux points B et B’ de coordonnées x = 0, PAS ite 
Quel est Pidéal des polynomes nuls aux quatre points A, A’, B, B’? Déterminer 
une base de lidéal m; montrer qu’on peut trouver pour cet idéal une base com- 
prenant deux polynomes du second degré. 

3. A étant l’anneau des classes résiduelles modulo 4, lidéal (a), dans ’anneau 
R = A[a], est primaire. 

4, Etant donné un corps K, on considére dans l’anneau K[x] deux polynomes 

J et g de degrés m et n, premiers entre eux. Tous les polynomes u, »€K[2] et 
vérifiant Pidentité de Bezout 

uf +g =1 

s’expriment en fonction de deux d’entre eux, Wo, %, par les formules 

u = Uo+ Gg, v = %— Wf, geK[z]. 

En déduire qu’il existe un couple de polynomes uw, ¢ tel que w soit de degré 

n—t1au plus, » de degré m—1r au plus. 

5. Dans i’anneau I'[z, y], ou I désigne le corps des nombres rationmels, on 

considére les idéaux 

a=(2,y), my = (2°, Y*)s Ms = (ry). 

Déterminer et comparer les idéaux 

a(mAm,) et (am,)A(am.) 

(F.S. Macaunay, Alg. Theory of modular Systems, Cambridge Tracts, 19, p. 31). 

6. Décomposition des polynomes. — Soit 0 un domaine d@intégrité 

possédant un élément-unité, et a factorisation unique. Nous nous 

proposons d’établir que le domaine d’intégrité 6[z] des polynomes en x 

a coefficients dans 0 est également un domaine a factorisation unique (*). 

Pour obtenir ce résultat, nous considérerons le corps des quotients, K, 

de 0; le domaine d’intégrité o[ 2] est contenu dans |’anneau K[ 2x] qui 

est euclidien, donc a factorisation unique ; de la décomposition dans K [7] 

d’un polynome f(a) de S[z], nous passerons a sa décomposition 

dans 0[ xz]. Rappelons que les unités de K[z] sont celles de K, c’est-a- 

en 

(1) Cette proposition fondamentale constitue un ¢héoréme de transfert, qui justifie 

le fait qu’on regarde comme un axiome la propriété de factorisation unique. 
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s ig r 2 ie 

dire tous les éléments > hon nuls de K(r, s€0), et que les unités 

de ofa] sont celles de 0 : nous les désignerons par ¢, ehez (42 

Soit 
. 

S(L) = dot YL +... Aya" (a€0) 

un polynome de o[ a]. Nous appellerons facteur constant de ce poly- 

nome un p. g. c. d. a de ses coefficients do, 1, ..+, An: Si les coeffi- 

cient a sont sans diviscurs communs, donc si f(z) n’admet pas d’autres 

facteurs constants que les unités, le polynome f(z) est dit prémitif. 

Nous désignerons les polynomes primitifs par /*, 9”, .... Tout polynome 

associé 4 un polynome primitif est primitif; les polynomes primitfs de 

degré nul sont les unités. 

Tout polynome f(x) est le produit @un facteur constant par un 

polynome primitif 

(1) S(x)=af(4) (aes) 

et Vaprés la définition de a, cette décomposttion est unique a des 

unités pres. Une égalité de la forme 

C2 les af*(x)=bg*(x), ou a, bes 

entraine donc 
b=ae et Mfa(a) = a (a) 

La décomposition (1) est ¢revcale si a est une unité, done si f est pri- 

mitif, et seulement dans ce cas. Donc, pour qu'un polynome de degré 

posittf soit premier dans o[ 7], une premiere condition nécessatre est 

quwil soit primitif (*). 

Le produit f" 9” de deux polynomes primitifs — et par conséquent 

ausst le produit de r polynomes primitifs — est un polynome primi- 

tif. Supposons, en effet, que ce produit admette un facteur constant h° 

‘non égal a une unité; 0 étantun anneau a factorisation unique, / admet au 

moins un diviseur premier p; tous les coefficients du produit f* 9° 

seraient divisibles par p, tandis qu’au moins un coefficient de f* et au 
moins un coefficient de 9" ne le seraient pas, puisque ces polynomes 
sont primitifs : cette circonstance est impossible, apres le lemme 
suivant, qui nous sera encore utile ailleurs. 

ee Ee Ee eee eee 

(*) Cette condition n’est évidemment pas suffisante : 2?—1 =(x+1)(x2—1) est 
primitif, mais non premier, dans C[ a]. Nous obtiendrons un peu plus loin la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’un polynome soit premier. 
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Lemme 1. — Sorent 

J(£) = + M2 +...+ aye", £(£) = 66+ bse +...+b, 2% 

deux polynomes de 0[x), et p un élément premier de %. Si p divise 
Qo, +++, Bis, bo, ..., bys sans dwiser aj, bj(oZiam,oZj Zn), 

le coefficient cj,; de x'*/ dans le produtt f(x) g(x) west pas divistble 

par p: 

On a, en effet, 

C14 j= (Gobi jt... a1-5bj41) + apby+ (ai, bj44+...+ aisjhe), 

et p divise chacune des deux parenthéses. S’il divisait ¢;.;, il devrait 

diviser le produit a;b;, ce qui est impossible puisqu’il est premier et ne 

divise ni a ni b;. 

Coroutaine. — Tout élément premier p de 0 est premier au sens 

strict dans 0{ x}. 

Supposons que la constante p divise le produit fg, donc tous les «, 

et ne divise pas g. Soit b; le premier coefficient de g non divisible 

par p: si les coefficients a; de f n’étaient pas tous multiples de p, nous 
aurions, d’aprés le lemme 1, une contradiction. 

Considérons maintenant un polynome non nul de K{[z} 

(02) = 49+ 4 U+...4+ 4,2", = 3 rj, $1€0. 

En réduisant les 2; au méme dénominateur, nous pouvons mettre 

® (x) sous la forme du quotient d’un polynome de 0 z| par un élément b 

de 9. En mettant en évidence au numérateur le facteur constant et le 

polynome primitif, nous obtenons 

(3) ©(2) = FF*(z), 

ot F* €0[z| est de degré égal a celui de ®. 

Considérons un polynome ¥(z) = “ 0(z), (u,v €0) égal au produit 

de ® par une unité de K, et soit 

/ 1 fall = is i 

(3°) V(2)= ~ G*(x) 

la décomposition analogue a celle de ®. Nous avons 

vbr G*(x2) = uasF*(z), 
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d’ou 
F*(x) = eG*(2), 

ot ¢ est une unité de 0. Par conséquent, & tout polynome ®(zx) de K[zx] 

correspond par la formule (3) un polynome primitif F* (x) €9[x] et 

si deux polynomes ®, V sont associés dans K[ x], les polynomes 

correspondants F*, G* sont assoctés dans 0[x]. En particulier, 

dans (3), F* est déhind a une unité prés. 

Cela posé, considérons dans 0[2] un polynome primitif f*(a) de 
degré positif, et supposons qu’il soit décomposable dans K[ x] 

(4) S* (x)= ®,(2)...®,(2z), 

ot ®,, ..., ®, sont des polynomes de degrés m1, ..., n, posttifs. 

Lemaur.2. — Le polynome considéré f* est décomposable dans 0| x] 

en Un pr oduit de r polynomes primitifs, de degrés ny, ..., Nr- 

Nous avons, en effet, 

(5) ®(2) = 5 Fe (@), 

ou F} (2) €0[ 2] est de degré n; et primitif. Il en résulte 

by...b,f*(a) = a...apF%(x)...F*(2) 

et, puisque le produit F{...F* est primitif, 

(6) J*(@) = Fi(z)...F7 (x) 

(en faisant rentrer le facteur ¢ éventuel dans F{, par exemple). 

Une premiére conséquence de ce lemme est la proposition connue 

sous le nom de lemme ou théoréme de Gauss. 

Tuéorime pg Gauss. — Sz, pour un polynome 

Sf (£2) = an +ayr+...4+ 2" 

de Vanneau 8|x]), dans lequel le coefficient de la plus haute 
puissance de & est égal a 1 (élément-unité de 8), on a, dans K[ x], la 
décomposition 

f(x) =%(x2) bx), ot ©;(x)EK[ x] 

et st, dans chacun des polynomes ®,, ®, le coefficient de la plus 
haute ‘puissance de x est égal a 1, les polynomes ®,, ®, appar- 
tiennent a 0[ x]. 



ANNEAUX. 347 

Le polynome / étant primitif, le lemme 2 est valable; nous avons, par 
conséquent, d’aprés (6), 

(6’) TG) = Fie) F3(2) 

et les coefficients ¢,, e. de la plus haute puissance de aw dans Ff et 

dans F} sont des unités : e,¢2=1. Comme ces polynomes ne sont 

définis & partir de ®, et ®, qu’d des unités pres, nous pouvons ramener 

le coefficient de la plus haute puissance de x a étre égal, dans chacun 
d’eux, 41. Nous avons alors, dans les relations fo 

d’ou 

®,(z) = Fi(x)eo[x], ®2(2) = Fi(xr)es[ er], 

ce qu’il fallait démontrer. 

Pour qu’un polynome f(z), de degré positif, soit premier dans 0[ x], 

il faut qu’il soit, comme nous l’avons vu, primitéf, et aussi, d’aprés le 

lemme 2, premier dans K| ax]. Nous allons montrer que cette double 

condition est aussi suffisante. 

Soit, en effet, f*(z) un polynome primitif de o[.2], premier dans 

K[ 2], et de degré positif. Soit une décomposition de la forme 

7) L=fhifo, - fies[x]SK[z]. 

L’un des facteurs, f; par exemple, est une unité dans K[ a], c’est- 

a-dire un polynome de degré zéro; comme freo[z], fr est une 

constante a de 0, et nous avons, en décomposant fy en facteur constant 

et polynome primitif 

a afr= a.arofs. 

Par suite, @.d est une unité de 0, a= f; et a» en sont également, et 

la décomposition (7) est bien triviale. Nous avons ainsi établi la propo- 

sition suivante : 

Tueorime 1. — ‘Pour quun polynome f(x), de degré posttif, sort 

premier dans 0[ x], tl faut et il suffit.qwil soit primitcf, et premier 

dans K[ x]. 

Quant aux constantes, pour qu’un élément @€0 soit premier 

dans 0[ x], il faut et il suffit évidemment qw il soit premier dans 9. 
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Corovaire. — Pour qu’un polynome f Ee s[ ax], de degré posites, ne 

soit pas le produit de deux polynomes de degrés positifs appar- 

tenant a 0[ ax], cl faut [et cl suffit (1)] qwul soct trréductible sur K. 

Soit, en effet, f= af", ott f* est primitif. Pour que f ne soit pas le 

produit de deux polynomes de degrés positifs, il faut et il suffit que #* 
soit premier dans 0[ a], done dans K[z], donc, puisque @ est une unité 

dans K, que f soit premier dans K[ a], c’est-a-dire irréductible sur K. 

Nous pouvons maintenant établir le théor¢me fondamental. 

Tntortue 2. — L’anneau 0O[a] est un domaine a factorisation 

unique (7). 

Soit f(z) €9[z]. Nous avons 

J(#) = af*(x), 

ott la constante a et le polynome primitf f ne sont définis qu’a des 

unités de 0 prés. Dans lanneau euclidien K[ x], décomposons /* (zx) 

en facteurs premiers dans K[z | 

Fa) = Di e)anePRte 

Nous avons, (apres le lemme 2, 

f*(@) = Fi(2)...Fi(2), 

ot chaque polynome F; (x), défini par 

(x) = SFP (2), 
t 

est primitif, et premier dans K[az] comme ®; auquel il est associé 

dans K[z]. Done les F(x) sont premiers dans 6[ x]. Ils sont, d’autre 
part, définis chacun a une unité de 0 prés, puisque les ®; sont définis a 

~ une unité de K pres. 

Si enfin nous décomposons dans 0 le facteur constant a en facteurs 
premiers, 

@ = Pi---Pk, 

ott les p; sont également définis 4 des unités pres, nous obtenons pour f 

(') Que la condition soit suffisante est évident a priori. 

(*) On trouvera une autre démonstration de ce théoreme dans le Mémoire de K. HeENsEL, 
Ueber eindeutige Zerlegung in Primelemente (J. J. Mati., t. 158, 1923, p. 195-198). 
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Ja décomposition 

JS = Pres PREY (x)... FR(x), 

ot chaque facteur est premier dans O[ 2] et défini a une unité pros, ce 
qu'il fallait démontrer. 

On peut également démontrer le théoréme 2 en utilisant le théoréme 
de Krull caractérisant les anneaux a factorisation unique au moyen 
Wune fonction A vérifiant la condition de réduction (§ 2, p. 314). 

L’ensemble #, des polynomes primitifs de l’anneau 0[ xz] est multi- 

plicativement fermé, comme on l’a vu (p. 344), et il est évident que 

tout diviseur d’un polynome primitif est lui-méme primitif. Prenons 

comme fonction A(f) le degré du polynome f : les valeurs (0) de 

cette fonction A ne s’accumulent qu’a Vinfini, et l’on a A(f) XA(g) 

si g|f, avec Vinégalité ou l’égalité suivant que g n’est pas ou est associé 

Oy 

Pour montrer que A vérifie la condition de réduction, il suffit de 

remarquer que, si 

MONS OEE aeons g(r) = box3+... 

sont des polynomes primitifs, avec par exemple « ZB, ona 

by x8—* f(x) — ao §(@) = 81(2), 

ot gi est un polynome de degré 8,< 6. En appliquant au besoin le 

méme procédé a f et o1, ou a gy et f, etc., on arrivera a une idenuté 

de la forme 

u(r) f(x) + o(2) g(x) = h(x), 

ot. u, ¢€0[z] et ot A est de degré inférieur 4 Min(a, f) et de la forme 

Li 43)\  RGk ey, 

ot reo, et d(x)E#,. Comme tout élément re R est premier a tout 

polynome primitif, ct puisque nous avons 

Md) = Min[A(f), (8) 

la condition de réduction est remplie, ce qui établit la factorisation 

dans &, (décomposition de tout élément de #, en produit d’un nombre 

fini d’éléments premiers au sens strict). 

Puisque tout polynome non primitif de o[ x] est le produit de son 

facteur constant par un polynome primitif, et puisque la décomposition 

du facteur constant dans 0 est encore une décomposition en produit 

d’éléments premiers au sens strict dans 9[2] (corollaire du lemme 1, 
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p- 345), tout élément de l’anneau 0[ 7] est le produit d’un nombre fini 

d’éléments premiers au sens strict : o[z] est donc un anneau a factori- 

sation unique (§ 2, p. 313; voir aussi chap IV, § 14, th. 7). 

Etant donné un domaine d’intégrité 0 4 factorisation unique, nous 

pouvons appliquer de proche en proche le théoréme précédent aux 

anneaux O[ 2%], O[ 21, 22] = 8[21][v2], ..., O[%1, Za, ..-, Ln]. Nous 

obtenons ainsi l’importante proposition suivante : : 

Tutorime. — S20 est un anneau a factorisation unique, Vanneau 

O[ a1, Lo, ..., Ln| des polynomes a n variables sur 0 est un anneau 

a factorisation unique. 

En particulier, les anneaux C[ x1, £2, ..., 2,], ou C est Vanneau 

des entiers, et K[ x1, 22, ...,2%n], ot’ K désigne un corps quelconque, 

sont a factorisation unique. 

On remarquera que, pour n= 2, Vanneau K[a%, 22, ..., Ln] 

(ou C[x1, 2, ..-, 2n]) nest certainement pas euclidien (*), puisqu’il y 

existe des idéaux non principaux, (21, 22) par exemple. On peut encore 

le voir en remarquant que les propriétés : 

I. fet g sont sans diviseurs communs, 

II. fest premier a g, 

équivalentes dans cet anneau, ne sont pas équivalentes a la propriété : 

Ill. f et g sont premiers entre eux (*). 

Par exemple, 2; et 2, sont sans diviseurs communs, tandis qu'une 

identité de la forme 
‘ UL) + VH.=I1 

est impossible, car la spécialisation 2,0, =o entrainerait une. 

absurdité. 

De nombreux critéres ont été donnés pour reconnaitre si un 

polynome 

9(@) = Cot ey x+...+c¢,x"Eo[z], 

(1) Votr également l’exercice 1. 
(*) Du point du vue de la Géométrie analytique (ou K est ordinairement le corps 

des nombres complexes), la condition I ou II exprime. que les variétés f = 0, 26 
sont sans partie commune, tandis que la condition III exige que f= 0, g = 0 n’aient 
aucun point commun (ce qui, pour n >t, serait en contradiction avec le théoréme de 
Bezout sur l’intersection des courbes, surfaces, ..., variétés algébriques ). | 
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ou 8 est un domaine a factorisation unique, est irréductible ou non. : ; : L’un des plus connus est celui d’Eisenstein. 

Tutonéme p’Eisensteix. — Sil existe dans 0 un élément premier p 
tel que l’on ait 

CrAo (Pp), 

cj=0 (p) POUL b= Of Ip 00g fl, 

et 

CoA O (p?), 

le polynome 9(r)=cCco+cx+...+¢,2" n'est pas le produit de 

deux polynomes de degrés positifs appartenant a 8[x| {donc il est 
irréductible sur K, oit K désigne le corps des quotients de 0 (*))}. 

Supposons, en effet, que l’on ait 

2(2)= f(r) g(@), 
avec 

S(£) = do+...+ Amz", B( v2) = b+... + b,x". 

Les relations 

Co = abo, Co=0 (p), Cco#O (p?) 

exigent qu’un et un seul des éléments ao, by soit multiple de p; soit, 

par exemple, a= 0(p), bb A o(p). 

D’autre part, Cr = Anbn(r = m-+ n) nest pas multiple de p, donc an 

ne l’est pas non plus, et si a; désigne le premier coefficient de f(z) 

qui n’est pas multiple de p, nous avons 

BPG PO EN 

Mais alors, d’aprés le lemme 1, ci4o—= c; n’est pas multiple de p, ce qui 

constitue bien une contradiction. 

Exemples et remarques. — 1. Les polynomes 

f=x'?—5, g=3n'—heo+2 

sont irréductibles dans C[z], C désignant |’anneau des entiers. IIs sont, en effet, 

primitifs, et irréductibles sur K d’aprés le critére d’Kisenstein (p = 5 pour f, 

p=2 pour g). 7 

Le polynome 
JA) seit P 

est irréductible dans C[{z] quel que soit son degré r et le nombre premier p. 

ee —K— 

(1) Voir le corollaire du théoréme 1, p. 348. 
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9, Le critére d'Eisenstein n’est pas toujours directement applicable a un 

polynome 
O(@) = Co... + Cr av. 

Il ne l’est certainement pas quand l’un des coefficients c; dindice inférieur ar 

est égal a I’élément-unité de o. Mais alors on peut remarquer que ¢(2) 

et o(x +), ou a@ est une constante quelconque de 9, sont irréductibles sur kh 

en méme temps l’un que l’autre : il peut arriver qu’un choix simple de a 

permette d’appliquer 4 9(2 + a) le critére d’Eisenstein. 

Considérons, par exemple, les polynomes 

p( £2) = 2?+1, U( 2) = 2? 3a@ + 4. 

Nous avons 

o(@ -+1)= 22+ 227+ 2, U(e—2)=2?—74x# +14. 

Le critére d’Eisenstein s’applique dans les deux cas, et 9 et 4 sont irréductibles 

sur I’, corps des nombres rationnels. 

3. Dans le cas ott le domaine des coefficients est l’anneau C des entiers, un 

procédé trés simple pour reconnaitre si un polynome f(z) est irréductible et, 

lorsqwil ne lest pas, pour faciliter la recherche de ses diviseurs, consiste a 

considérer le polynome f(a) dont les coefficients sont respectivement les restes 

de ceux de f(x), modulo 2, 

F(a) =f(e) (mod 2). 
Une décomposition 

(8) f(x) =fi(w) fol) 
dans C[ a] entraine 

(8') Fe) =f(®) fl). 

Or, dans l’anneau Cs[a2], o1 C= {0,1} est le corps des classes résiduelles 

modulo 2, il y a seulement un nombre fini, 2*+1, de polynomes d’un degré 

donné s. Un, nombre fini d’essais, dans lesquels on donnera seulement a s des 

valeurs au plus égales a la moitié du degré de f, permet donc de reconnaitre si 

la décomposition (8’) est possible. Si elle ne l’est pas, (8) ne l’est pas non 
plus et f est irréductible. 

Soit, par exemple, 

F(2)= a+ 3a — 1. 

Ona 

f(a) =23+ 041. 

Si f était réductible, il admettrait un diviseur du premier degré; les deux seuls 
polynomes du premier degré dans C,[a] sont 2 et x +1 : aucun d’eux ne 
divisant /, f est irréductible. On aurait la méme conclusion, par exemple, pour 
le polynome 

e+ 3e4+3=03+40+1 (mod 2), 

auquel le critére d’Eisensiein s’applique. 
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S’il existe une décomposition (8'), elle indique, pour la décomposition éven- 

tuelle (8) correspondante, les degrés (1) des facteurs f,, fe et les classes rési- 

duelles modulo 2 auxquelles leurs coefficients appartiennent. On peut alors 

obtenir des renseignements complémentaires en remplagant 2 par 3 ou par un 

entier quelconque (ne divisant pas le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans /f), et en appliquant le méme procédé. 

Exercices. — 1. a. C étant l’anneau des entiers, montrer que les polynomes de 
Vanneau C[x] qui ont pour terme.constant un nombre pair forment un idéal m; 
déterminer une base de m; montrer que m n’est pas un idéal principal. 

6. Dans Vanneau C[zx], les polynomes x ect 2 sont sans diviseurs communs; 

sont-ils premiers entre eux? 

c. L’anneau C[] est-il euclidien ? 

2. Si p est premier, le polynome 

Ff (2) = P+ £P—2- +... +1 

est irréductible dans C[z], C désignant l’anneau des entiers. 

(‘) A condition que le coefficient de la plus haute puissance de x dans f ne soit pas 

multiple de 2. 
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EQUATIONS ALGEBRIQUES. 

A. — RACINES. 

1. Propriétés générales. — Unc équation algébrique sur un anneau 8_ 

(supposé commutatif) est une relation de la forme 

(t) f(a) = 0, 

ou 

f(@) = Ayo + a0+...+ ama”eo[ xr] 

est un polynome dont les coefficients appartiennent a 0. Résoudre cette 

équation, c’est déterminer, dans l’anneau 6 lui-méme ou dans une de 

ses extensions 0’, les éléments @ vérifiant la relation (1) : un élément de 

cette nature est par définition une racine de l’équation (1), ou un séro 

du polynome f(z). 

Supposons que 9 posséde un élément-unité. D’aprés une proposition 

établie plus haut (chap. VI, § 5, corollaire, p. 341), cl faut et il suffit, 

pour quwun élément « €0'( 20) sort une racine de l’équation (1), que 

le polynome f(a) sott divisible par x—a (x—aeo'[xr]). 

Cela étant, supposons que 9’ (donc aussi 9) soit un domaine 

d'intégrité, 0'=T1, et que l’équation (1) admette, dans I, k racines 

: distinctes a4, %, ..., &; le polynome f(x) est alors divisible par le 

produit (x—a)...(a—a,). Il est, en effet, divisible par x— ay. 

Supposons-le divisible par (2 —a,)...(@—aj)(1Zzt<k) 

f(@)=(x2—%)...(@— a) g(2). 

La spécialisation x = a;,, donne 

SJ (Gi+1) = (G41 — 21). (tip — a1) B (i441) = 0, 

d’ou, puisque 2:4, n’est égal A aucun des Gléments a,, ..., a; et que I 

est un domaine d’intégrité 

EE) = oO. 
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Il en résulte 

£— 4i+s| B(x), 
d’ou 

(@—a4)...(@ — a) (a — a444)| f(z) 

et, par conséquent, la propriété est vraie pour un nombre quelconque k 
de zéros 

J(a)=(2—a)...(2—ax) (zr). 

D’aprés cette égalité, dont le second membre a un degré au moins 

égal a k, le nombre k ne peut pas dépasser le degré m de f(x), d’ot 
l importante proposition suivante : 

Tutortue 1. — Dans un domaine d’intégrité 1, un polynome 

S(a2)€l[z], de degré m, a au plus m zéros distincts. 

Remarques. — 1. Ce théoréme est valable méme si le domaine 

d’intégrité I ne posséde pas d’élément-unité. Considérons, en effet, le 

corps des quotients, K, del: f(z) ayant au plus m zéros dans K, ena 

au plus m dans I. 

2. Au contraire, dans un anneau ayant des diviseurs de zéro, le 

théoreme précédent nest plus vrat. Par exemple, dans l’anneau C, des 

classes résiduelles modulo 4, le polynome du premier degré2z7€C,[ zr} 
admet deux zéros distincts : 0 et 2. 

Etant donné un domaine d’intégrité I, il existe, d’aprés le théoreme 1, 

au plus un polynome f(x) El[z], de degré inférieur ou égal a m, 

prenant m-+-1 valeurs données (,, (4, -.-, Bm(SiE1) pour m+1 

valeurs données de x, 4, 41, .-., m(4i€1) 

ST («1) = Bi Cifax GPa e dg ITY 

Un tel polynome existe effectivement lorsque le domaine considéré est 

un corps K; il est donné, d’une maniére évidente, par la formule 

d interpolation de Lagrange (*) 
wa 

2—iHg).. (£2 — a1) (£2 — a41)..-(L2—2m) 
epee OS Nee ene) Nee A Ee EL, 

= ( 
f(2y= YS a) 7 

i=0 

Aj — 4g). . -(4j— 41-1) (41 — 441 )-- -(%i— Sm) 

(*) Si lon se place dans un domaine d’intégrité I (2,€1, 2,1), il existe dans K[z), 

en désignant par K le corps des quotients, un polynome de degré <m vérifiant 

les m+1 rlations f(a,) =~, Mais ce polynome n’appartient pas nécessairement & 

Vanneau I{7]. Par exemple, le polynome du premier degré egal 4 0 pour z=0 et at 

1 5 F Pon 
pour 7 = 2 est 5” et n’appartient pas a Cia). 
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On peut aussi obtenir ce polynome f(x) par la méthode suivante, 

due a Newton (+), et qui consiste a chercher ce polynome sous la forme 

(2) f(v@)= Got 91(£ — %) F 
+ g2(@ — %)(L— a1) +... + Im( 2 — %)-- .(L— &m—1). 

Ona 

qo=f(%), 

dot 

Sf (2) —f(%) 
= Git G2(£— m1) +... + Ym(%— 41). -(L — %m—-1)- 

L—aXo 
(2) 

Désignons par /1(%o, x) le premier membre qui est encore un poly- 

nome de K[z], puisque f(x) —f(%0), nul pour x = a, est divisible 

par z— a. La relation (2'), de méme forme que (2), entraine 

x _ fle f (es) Pi Pe, 
gi=fi(%, 1) = B taghaayit nia, eas 

gq: est done la pente de la droite joignant dans le plan (a, 8) les 

points (a, Bo) et (a1, 8,). Nous avons ensuite 

Si(%0, xz) — fir(%o, a4) 9! 

(2") mies ai = Jot 93(£ — a2 )+..-+ Ym( 4 —%)...(L— am), 

d’ou, en désignant le premier membre par f(a, a1, 7), 

q2= f2(%0, %1, a). 

On obtient d’ailleurs aisément 

_ (#o— a1) f(a2) + (a1 — a2) f( ao) + (42 — a0) f(r) 
(41 — a2) (%2— &)(49— a1) 

Soe 

D’une fagon générale, si nous définissons par récurrence le poly- 
nome f;(%, ..., %i1, £) en posant 

Filo, Bie ears Mie x) ee Si-1(%0, sey Hi-2, Z) — fi-r(%, ssey i292, a%j4) 

L— Aj_-4 

et, si nous supposons que l’on ait 

Si(%o, vee, C4, x) = dit Jisa( x => a; ) t=! eNevala 

nous en déduisons 

GErsefilte,, « y.5ikinght aes Si-a( Hoy + +5 Mima) 41) = fin (Hoy ++) tea) H-4) 
4; —%j_-1 

ee SSS 

(1) Nous suivons ici, dans ses grandes lignes, exposé de M. van der Waerden 
( Moderne Algebra, t. I, p. 70). 
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et 

Pity. ne in Ody Be) = Paya Gine( @— C14) en. 

La quantité g; est appelée parfois pente dordre t correspondant 
aux 7+ 1 points (ay, By) (v= 0, 1, «.., ¢). Le polynome f(x) se trouve 
ainsi déterminé de proche en proche. 

D’ tre part, les g; ayant les valeurs précédentes, le polynome 

8i(@) = qo+ Qi(v— a) +... + Gila — %)...( 2 — a4) 

est le polynome, de degré inférieur ou égal a 7, qui prend respecti- 

vement les valeurs 6, aux points a,(v=o0, 1, ..., 2); comme il est 

unique et que le coefficient de son terme en 2! est précisément g;, nous 

voyons que gqi= fi(%, ..., a) dépend seulement des points (ay, By) et 

non de Vordre dans lequel on range ces points. C’est d’ailleurs ce qui 

-apparait pour go, qi et g» sur les formules explicites données plus haut. 

ll en résulte qu’on peut encore écrire, en permutant les a, dans 

Pexpression de gj 

Jiai(%, srry Fi ai) — fra 21, coon Chatly Gy) 

Aij— 40 - 
Gia Fi Zor Ht, eee, Xi) —= 

(3) 
(AE: teey Xi-1, a) — fi-1 (0, Chin sony Cen) 

Aj— 4 

Pour calculer rapidement cette derni¢re expression, on utilise la 

disposition suivante, que nous figurerons pour m = 2, 

J (0) 
far) PB falto an 2) 
J (a2) ‘| 

Le numérateur, mis sous la forme (3), d’un terme de ce tableau, est la 

différence des deux termes placés immédiatement a sa gauche. 
Si lon se donne un point supplémentaire (%m41, Bmis), le poly- 

nome de degré m--1 au plus prenant les valeurs 6, aux points a, 

(v=o, 1, ..., m—+1) se déduit de f(x) par la simple addition du 

terme 

Im+i1(@— %)...(2@ —ap), 

dont le calcul exige seulement qu’on inscrive un nombre au bas de 

chaque colonne du tableau et un nombre a la droite de ce tableau; cette 

possibilité de poursuivre facilement l’application du procédé est un 

avantage important de la méthode de Newton. Si l’on forme de la méme 

manitre un tableau illimité en inscrivant dans la premiére colonne, non 

plus des valeurs quelconques, mais celles que prend effecuvement un 

P. DUBREIL, 24 
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certain polynome f(z) de degré m, tous les éléments obtenus dans 

la (m + 1)*™° colonne sont égaux [au coefficient Ym relauf a f(x)] et les 

colonnes suivantes se composent de zéros. : 

Un cas particulier important est celui ot les a; sont les nombres 

naturels consécutifs : #;— 7. Il est alors commode de multiplier les 

éléments de la (v + 1)*™° colonne par v!, on obtient ainsi le tableau des 

différences 

ABi= Bi+1— Bi, 

A? By = A(AB;) = ABi44 — ABs = Bi42— 2 Ber + Bi, 

AY 8, = A(AY-t8,) = AX By, 4— Ay, 
Si lon s’est donné m +1 points (a,=», 6,), le polynome f(z) corres- 

pondant est le polynome 

AB Am Bo 

2 ery “(x2 —I1)...(2—m-+1). 
m. 

(4) f(2) = Got 

Si, dans le tableau illimité des différences, les 6; sont les valeurs 

prises par un polynome donné de degré m, toutes les différences d’ordre m 

sont égales et les différences d’ordre supérieur sont nulles. Récipro- 

quement, si une suite Bo, 64, ..., 6,, ... de nombres est telle que, 

dans le tableau des différences, toutes les différences soient nulles a 

partir de l’ordre m +1, les 6; sont les valeurs prises par un polynome 

de degré m. Pour le voir, considérons le polynome f(a) de degré au 

plus égal a m, défini a.parur des premiers éléments de chaque colonne 

par la formule (4), et formons le tableau des différences correspon- 

dant aux valeurs 6',= 5, $i, B,, ... prises par ce polynome pour 

2=0, 1, 2, ..-. Toutes les différences seront nulles a parur de 

VPordre m +1, et nous aurons 

3, = Bo+ ABo = fr, A'3', = ABy + A? Bo = AB,, Bo = Bi + AB, = Be, 

ce tableau coincide donc avec le tableau donné. 

On appelle progression artthmétique d’ordre nul une suite de 
nombres tous égaux, progression arithmétique d’ordre m une suite 
Uo, U4, -.+, Un, --. telle que la suite des différences Auj= uj.4—U; 
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soit une progression arithmétique d’ordre m—1. On voit, d’aprés ce 
qui précéde, que les valeurs prises par un polynome de degré m pour 
L=0,1,...,N,... forment une progression arithmétique ad’ ordrem; 
et quinversement, toute progression arithmétique d’ordre m est la 
suite des valeurs prises par un polynome de degré m au plus. 

Remarque. — On peut rattacher aux formules d’interpolation un procédé, 

du 4 Kronecker, pour reconnaitre, par un nombre fini d’opérations, si un poly- 

nome f(x) de C[x], ot C désigne l’anneau des entiers, est réductible, et pour 

obtenir, dans l’affirmative, sa décomposition en facteurs irréductibles. Remar- 

quons d’abord que, si, dans C[a], g(#)|f(a#), on aura, dans C, g(a)| f(a) 

pour tout ae€C, Pour examiner si f admet un diviseur g de degré <n, on se 

-donnera n-+I entiers a, «1, ..., %, et l’on déterminera dans C les différents 

diviseurs 6;, 6;, ..., de f(a;). On construira, de préférence par la méthode de 
Newton, les différents polynomes g(z) prenant pour «=a; une valeur {; 

égale a l’un des nombres 6;, 6;, ..., et lon examinera, pour chacun d’eux, s'il 

divise ou non f(a). Pour opérer rapidement, il convient de choisir, autant 

que possible, les «; de maniére que les entiers f(z; ) soient premiers ou n’admettent 

qu’un trés petit nombre de diviseurs. Si m désigne le degré de f(x), on prend 

m 1 . . : . : ‘ 
n =— ou acter suivant que m est pair ou impair. On peut aussi pour opérer 

plus rapidement, combiner cette méthode avec les procédés indiqués plus haut 

(chap. VI, § 6, remarque 3, p. 352). 

La méthode s’applique plus généralement dans un anneau s[2], si o est un 

domaine a factorisation unique, n’ayant quwun nombre fini d’unités. Il est 

nécessaire de faire intervenir cette derniére condition, car des valeurs associées 

pour les £8; fournissent des polynomes g(x) différents. 

_ Du théoréme 1, résulte qu'un polynome f(x), de degré m, de Panneau 

o[ xz], ou 0 désigne un domaine d’intégrité, est nud (*), s'il admet dans 

un domaine d’intégrité 0’ contenant 9, plus de m zéros distincts. Par 

conséquent, si 0! contient un ensemble infini E, et si g(x) est un 

polynome non nul de O[x], on peut toujours trouver au moins une 

valeur aéE telle que g(a) soit différent de séro. 
Cette propriété s’étend immédiatement aux polynomes a plusieurs 

variables. Soit g(21, Yo, --+, Ln) EO[X1, Lo, ..., Ln] un polynome 

non nul. En regardant g comme un polynome en 2, dont les coefficients 

appartiennent a D8 £igParoastis Ln], on peut trouver dans l’ensemble 

infins ECo'Co'[z, 22, /.%, ns] = 9,-. un élémenta, tel ;que 

PAD 3, , Una; Cn) soit un élément non nul de o)_,. Cet élément 

peut étre regardé 4 son tour comme un polynome en x,_4, non nul, 

dont les coefficients appartiennent a 0), ,=0'[21, %, ..., ie eb ra0 1 

Sree d deypinen tk Ma. ees "> tage nm vt eel et beer gt eet) 

(') Voir p. 326. 
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peut trouver dans E un élément non nul, a,-1, tel que 

&( LX, sey Ln—2, An—1y an) 

soit différent de zéro, etc. 

Si enfin nous nous donnons simultanément r polynomes non nuls 

aera es Feat Bay, a. <5 lay Pa)... UP an yide Olay, eye aoe 

nous pouvons toujours trouver, dans le sous-ensemble infini E consi- 

déré du domaine d’intégrité 0' contenant 0, un systéme de valeurs 

G1, Qa, ..-, An tel que l’on ait 

fa Chie, Rag a) EO oe PA Gtyacse naa: 

Il suffit d’appliquer ce qui précéde au polynome g= gi 2... 8r- De 

méme, en considérant le produit I] (Su— 8), On voit qu’on peut 
a a | 

Macy 
trouver dans E au moins un systéme d’éléments ay, ..., An, pour 

lequel les polynomes gi prennent des valeurs toutes différentes. 

Considérons maintenant un corps K et l’anneau euclidien K[ x] des 

polynomes en z a coefficients dans K. 

Tutortme 2. — Deux polynomes de K[ x], f(x), g(x), premiers 

entre eux, n'ont aucun zéro commun dans K ou dans un sur-corps 

K! de K. 

En effet, si « était un zéro commun a f(z) et g(x), x —a diviserait, 

dans K'[x], f(x) et g(x), ce qui est incompatible avec l’identité 

u(x) f(z)+eo(r)g(x)=1 (u, e€K[x]¢CK’[z)). 

Ce théoréme s’applique en particulier 4 deux polynomes irréductibles 

sur K et distincts. Il entraine, d’autre part, les conséquences suivantes. 

Corotuaire 1. — Si un polynome f(x) €K[ 2x], trréductible sur K, 
a un zéro commun, dans un sur-corps de K, avec un polynome 
9(z)€K[az], f(x) divise o(x). En effet, dans K[ 2], f et 9 ne peuvent 
pas étre premiers entre eux, d’aprés le théoreéme précédent. Comme f 
est irréductible, il divise 9. 

Corouuaire 2. — Sotent f(x), g(x) deux polynomes quelconques 
de K[z]. Leurs zéros communs (dans tel ou tel sur-corps de W), 
sont ceux des facteurs irréductibles communs qu ils admettent lors- 
qu’on les décompose dans Kia} 
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Un élément « de K ou d'une extension K’ de K est racine d’ordre z 
de léquation 

f(4)=0 

ou séro d’ordre p du polynome f(z), si lon a 

J(£)=(2—2)4q(2), avec g(z)+o. 

Une racine d’ordre supérieur a l’unité est dite multiple ; si »—1, la 
racine « est simple. 

Considérons le polynome 

f(z) _ f(z)—f(a) / “ =5 = u—1 - Pa(r) = peg = ee ie eee we) 

la condition nécessatre et suffisante pour que « soit racine mul- 

tiple s écrit 

(5) Ga(x)=o. 

La notion de dérivée, que nous allons introduire, permet de donnera 

cette condition une forme plus remarquable et plus commode. Consi- 

dérons la fonction rationnelle de deux variables z et y définie par la 

relation 

, ( 
(6) F(x, y= FO LM) ek(z, 7). 

L’application 

SI (2)>F(z, x) 

de K[az] dans K(z, y), définie par (6), a les propriétés suivantes : 

Elle est en premier lieu régulicre vis-a-vis de l addition; autrement 

dit, d’aprés (6), 

Nh>Fi, fo>Fe entrainent /;+ f2> F,+ F:. 

D’autre part, elle est permise par rapport a K, c’est-a-dire 

SF entraine af—aF_ pour tout aeK. 

Dans le cas particulier ot f(z2) = 2”, nous avons 

f/m—t 

—i—1 4-1 § cS air ( > gmt J \e y) ae 

cnm—_ ym 2 fe Oe 
J AI a =y eye D9 0 arrears 5 

7s 

Si maintenant f(z) est un polynome quelconque de K{ zr}, 

S (2) = Got GE +...+ Amz” (a;eh), 
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nous avons, d’aprés les propriétés précédentes, 
m—1 = 

F(z, 7) = + @2(2-ry re. an >, gin—i-tyl 

: ix=0 

el, par conséquent, F est un polynome enxety-: 

F(a, y)eK[z, y]. 

Nous définissons alors la dérivée f'(x) de f(a) en posant 

f'(@) =F (2, 2) = a+ 24,2 +...+ Manz”, 

Cette dérivée est un polynome appartenant comme / a l’anneau K[ x]; 

son degré est au plus égal 1 m—1; il est effectivement inférieur a 

m—1 si K a la caractéristique p et si m est multiple de p. 

La dérivée dune somme est visiblement la somme des dérivées. 

La dérivée d’un produit se calcule aisément; soit 

I (2) =6(2)h(2z). 
Nous avons 

rey 7) = Seely). eter Aa) — Boe h yl ale) at) 

= §(L) H(z, y) aim h(y) G(2, Y)s 

d’ou, en remplacant y par 2, 

J'(@) = g(@) h(x) + h(x) g(x). 

On en déduit immédiatement, pour un nombre quelconque, r, de 

facteurs, la formule de Leibnitz 

Afr So = df fafifian So 
t=St 

d’out notamment 

[g"¢x)] = rgr—(a) e' (x). 

On remarquera que, si K est un corps de caractéristique p, la 
dérivée de la puissance pi’? d’un polynome quelconque de K(x), 
est un polynome nul. 

Cela posé, nous avons 

et la condition nécessaire et suffisante (5) pour que « soit zéro mul- 
‘tiple de f(x) s’écrit F(a, «) = 0, c’est-a-dire 

(5") He (Aye 
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Nous avons, par conséquent, la proposition suivante : 

Tutoreme 3. — Pour quun séro a de f(x) sott multiple, il faut et 

il suffit qwil annule la dérivée PC yet. particulier, un z¢éro de f est 

simple dés qwil n’annule pas /’ : si donc f et f' sont premiers entre eux 

uf+ of'=t (u, ve k[z]), 

le polynome jf n’a que des zéros simples. 

Un cas particuliérement important est celui des polynomes trréduc- 

tibles (sur K). Un polynome irréductible f(x) est dit inséparable ou 

de seconde espéce s’il admet au moins un zéro multiple « (dans telle ou 

telle extension K’ de K); dans le cas contraire, il est séparable ou de 

premiere espéce. Si tout polynome irréductible de K[ 2] est séparable, 

le corps K est, par définition, parfart; s’il existe dans K[ax] des 

polynomes irréductibles inséparables (non nuls), K est ¢mpar fait. 

Un polynome irréductible inséparable f(x), 4 supposer qu’il en existe 

un, posséde avec sa dérivée f'(x) un zéro commun a; d’aprés le corol- 

laire 1, il doit donc diviser f(x). Mais la dérivée f'(x), ayant un degré 

inférieur a celui de f(z), ne peut étre divisible par f que si elle est un 

polynome nul. Donc, 

THeOREME 4. Stun polynome trréductible 

SJ (£2) = dot QL +...+ An x” 

.est tnséparable, sa dérivée est un polynome nul 

Saeco O. 

Pour appliquer ce théoréme, nous distinguerons deux cas. 

a. Le corps K est de caractéristique nulle. 

La condition 

iP Gee, cest-a-dire kazy=o (CPt) so 09 0) 

entraine 
ap= oO CK ene): 

f est par suite une constante, qui n’admet de z¢éro que si elle est elle- 

méme nulle. Aucun polynome trréductible non nul ne peut done étre 

inséparable, ce que nous pouvons encore énoncer de la-maniére 

suivante : 
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Tutorime 4’. — Toul corps de earactéristique 3€ro est parfait. 

b. Le corps Wa la caractértstique p. 

Alors, la condition 

if Ga) == 0, cest-a-dire kap=o (Usa ror LC,); 

n’entraine @,== 0 que si le nombre naturel / n’est pas multiple de p; il 

existe done des polynomes f(x) de degré >o ayant une dérivée 

nulle : ils sont de la forme 

(7) SI (2) =>) a2" QViz=0. ile) 3 

La question se pose alors de savoir si cette forme est compatible ou 

non avec Virréductibilité du polynome f(z). Nous allons précisément 

voir qu'il existe ausst des corps parfatts parmt les corps de caracté- 

ristique p. 

Tusoreme 5. — Sort K un corps de caractéristique p. Si tout élé- 

ment aEK posséde, dans K, une racine p'*'"’, K est parfait. 

Si, en effet, un polynome irréducuble sur kK, f(x), possédait un zéro 

multiple, ce polynome, ayant une dérivée nulle, serait de la forme (7) 

et nous aurions 

fla) =>) Wap2y = (x Vana =[e(2)P, 
v 

ot g(x) appartient A K[z], puisque /a,,EK; cette conclusion est 

absurde, étant donné que f est irréductible sur K. 

Indiquons maintenant un cas important dans lequel ’hypothése du 

théoréme 5 est vérifiée. 

Dans un corps K de caractéristique p, l’application 

x2—>azP 

de K en lui-méme est béunivoque (*), car 

oP = yP entraine o=a?—yr=(xr—y/), dou a 
d 

Par suite, st le corps K a un nombre fini d’éléments, tout élément de K 
est puissance p'’"*®, donc admet dans K une racine p’™. Le corps K est 

ae ‘ ve ; 
parfait. Nous pouvons done énoncer la proposition suivante : 
Se ee ee ee eee 

(") Il en résulte que, si un élément posséde, dans un corps de caractéristique p, 
une racine pieme, cette racine est unique. 
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Tutortme 6. — Tout champ de Galois est un corps parfait. 

En particulier, le corps C, des classes résiduelles modulo p est un 
corps parfait (on remarquera que, d’aprés le théor¢me de Fermat, tout 
élément de C, est sa propre racine p*™*), 

K désignant un corps quelconque, soit « un zéro d’ordre » d’un 
polynome f(z) €K[z] 

(2) =(e@—ae(r), g(a) Ao. 

Nous obtenons en dérivant 

f'(e) =(#—a)'[pe(e) + (2 — a) g'(x)]. 

Un zéro « d’ordre p de f(x) est donc, pour f'(z), un zéro 

d’ordre —1 au moins : st K a la caractéristique p et si p. est 

multiple de p, « est, pour f'(x), un zéro d’ordre 2 au moins. Dans 

le cas d’un corps de caractéristique nulle, « est séro d’ordre p.—1 

exactement pour f'(x). Alors, en considérant les dérivées successives 

de f(x), f"(4)=[f'(x)], ..., on obtient immédiatement l’énoncé 
suivant : 

Si K est un corps de caractéristique nulle, pour qu'un 3éro « d’un 

polynome f(x) €K[ x] sort d’ordre p, il faut et il suffit que « annule 

les p—1 premiéres dérivées de f(x) 

La) = f(a) =.= feai(a) =o. 

Remarque. — Nous avons défini plus haut la dérivée f(x) d’un polynome 
f()€K[2]. Considérons maintenant une fraction rationnelle 

J(2@) "(eo)= Se x re) = 2S eK(2) 
et associons-lui la fraction 

r(a)—ry) _ fla)e(y—Sly)el2) 
ee cay (2—y)e(2)e(Y) 

_ ely) F(a, ¥)—S(yv) G(s, x) K( 
5 £(@) EO) Se Aistlen 

La fraction 

43 g(x) F (2, 2)— f(x) G(a2, xz) = (2) g (2) —f(2) g (2) eo) 

B(x) f(x) R(a, @) 

est, par définition, la dérivée 7’ (x) de r(x). On vérifie, comme pour les polynomes, 

les deux régles de calcul fondamentales 

(8) (r+sfar'+s', 

(9) (C2 eae ae 
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Envisageons maintenant l'anneau K[.x,, ..-, 2,] et le corps K Ceipeaneend) et 

considérons particuligrement l’une des indéterminées, 2,;(= 2) par exemple. 

Désignons par A le corps K(.72, ..., #n) et regardons un polynome Sacast Byta) 

comme un élément 9(.7,) de l’anneau A[., ], une fraction rationnelle r(x, -.- &n) 

comme un élément ¢(.r;) du corps A(a,); les dérivées correspondantes 9'(2;), 

o'(,) sont appelées dérivées partielles de f ou de r par rapport @ x, et 

désignées par fv,, rx, On définit de méme les dérivées partielles par rapport 

aux autres indéterminées. Toutes ces dérivations partielles vérifient les régles 

de calcul (8) et (9). 

On appelle enfin, d’une facon tout a fait générale, dérivation abstraite d'un 

corps % quelconque une application x-Da de Z dans lui-méme verifiant ~ 

les deux régles fondamentales 

(8') D(z+ 3)=Da+ D6, 

(9') D(23)=D2.3+ 4.D3. 

On donne souvent le nom de corps différentiel 4 un corps muni de telles 

dérivations (1). 

Exercices. — 1. Cy. désignant l’anneau des classes résiduelles modulo 12, 

combien le polynome 3? € Cy2[z] admet-il de zéros dans Cy. ? 

2. Quel est le degré du polynome / de l’anneau C[a] qui prend pour 

Qi Ds Ts 0, +1, +2 
les valeurs 

fi esiky 4, Si 6, Fs 

Former ce polynome; le décomposer en facteurs irréductibles dans C[ x]. 

3. On considére un nombre premier p et le corps Cp des classes résiduelles 
modulo p. 

1° Les polynomes de C,[z], nuls pour toute valeur aeC, attribuée a z, 
forment un idéal principal. 

2° En désignant par f(x) le polynome de base de cet idéal, montrer qu’on a 
légalité 

flaji= f(2—1.- 
En déduire : 

a., Les coefficients du polynome f(z); 

b. Le théoréme de Fermat 

arP=a (modp) pour tout aeC; 

eee 

(*) On trouvera une étude systématique des corps différentiels dans VPOuvrage de 
J. F. Ritt, Differential algebra (Amer. Math. Soc., Coll. publ., t. 33, 1950) et l’on 
pourra consulter la bibliographie placée a la fin de ce volume. Voir également : A. WEIL 
Foundations of algebraic Geometry (Amer. Math. Soc., Coll. publ., t. 29, p. ae 
J. C, Herz, Contribution a la théorie algébrique des équations aux dérivée parttelles 
( Thése, Paris, 1954; a paraitre aux Annales de l’Ecole Normale). 
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c. Le théoréme de Wilson 

(p—1)!=—1 (modp); 

montrer qu’inversement, cette congruence entraine : p est premier. 

2. Extensions simples, adjonction symbolique. — Considérons un 
corps K et, dans un sur-corps & de K, un élément « algébrique par 
rapport a K (et n’appartenant pas a K_). Nous nous proposons d’étudier 
extension algébrique simple K(a), obtenue a partir de K par 
VPadjonction de «. 

Il existe par hypothése des expressions rationnelles entiéres en qui 

sont nulles 

g(a)= b+ bba+...+ bnx"=0 (b:EK). 

ou, ce qui revient au méme, des polynomes g(x) € K[ a] quiadmettent, 

dans 2, « pour zéro. Ces polynomes constituent, dans le domaine d’inté- 

grité [= K[ a] un ¢déal a, qui est principal, puisque I est un anneau 

euclidien (chap. VI, § 5, p. 339) 

a=(/). 

Si m est le degré de f, tout polynome g appartenant a dest d’un degré n 

au moins égal a m: il en résulte que f est ¢rréductible sur K; si Von 

avait, en effet, f= fifo, fi et fo étant de véritables diviseurs de f, un 

au moins de ces facteurs admettrait « pour zéro dans &, donc appartien- 

drait a Vidéal a, ce qui est impossible. Le polynome de base f est défini 

aun facteur prés, facteur égal 4 une unité de K[z], c’est-a-dire a un 

élément de K: on peut donc prendre f de la forme 

SJ (2) = G+ a, 0+...+ 40 (ajeK). 

Ce polynome est appelé polynome caractéristique de l’élément « ou de 

Vextension algébrique simple K(a); son degré m est, par définition, le 

degré de Vélément «. 

Un élément & quelconque de K(«) est une expression rationnelle en x 

) ou r(x), s(x)EeK[z], avec s(a)40; 

s(x) est premier a f, car, sil ne Vétait pas, le polynome irréduc- 

tible f(z) diviserait s ct s(a) serait nul. Nous avons done une identité 

de la forme 

u(x)s(x) +(x) f(x) =I (u(x), o(#)eK[z]), 

d’ot 
u(a)s(%) =1 
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et 
alle inca) e 

Tout élément & de K(«) peut done se mettre sous forme entiere } 

(1) E=h(z), ot A(x)EeK{[z] 

et nous avons 
: K (iA 

ot A={h(a«)! désigne l’anneau des expressions rationnelles entiéres 

en a (a coefficients dans K). 

Si nous considérons, pour un méme élément —, deux représentations 

différentes 
== /0j (a )i——"/09(c ) (Aj, hg EK[@] ), 

nous avons 

h\(x)— ha(v)ea, donc hi—hi= qf. 

Par suite, parmi toutes les représentations de & posstbles, tl en existe 

une et une seule 

E=c(a), e(«)eK[z] 

dans laquelle c(x) est un polynome de degré inférieur am. 

D’apres ce qui précéde, Pextension K(a) et Panneau des classes 

résiduelles modulo a, K[x]/(f(2))=I1/a se correspondent biunivo- 

quement. D’aprés le principe de spécialisation, cette correspondance 

est un tsomorphisme pour l’addition ct la multiplication ; elle est méme 

un ‘somorphisme sur K, puisque les éléments de K se correspondent a 

eux-mémes. Nous avons, par conséquent, 

K(a) ~ Bla f(2)) = Ha. 

De cette relation résulte que K[]/(f) est un corps, ce qu’on peut 

voir également en remarquant que lidéal principal a, engendré par un 

. élément premier / de I, est sans diviseurs (chap. VI, § 3, p. 318). 

On peut obtenir les mémes résultats par unc méthode sensiblement 

différente, qui permet de traiter en méme temps le cas ot @ est un 

élément transcendant par rapport a K. 

L’extension simple K(a), ot @ est algébrique ou transcendant par 
rapport 4 K, contient l’anneau A des expressions rationnelles entiéres 

en a a coefficients dans K; A est d’ailleurs un domaine d’intégrité, 
comme sous-anneau d’un corps. L’application 

(2) h(x)>h(a), ot A(w)eK[al, 
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de I=K[z] sur A est, d’aprés le principe de spécialisation, un homo 
morphisme : K [x] ~ A. En appliquant le théor¢me d’homomorphisme 
pour les anneaux, nous obtenons : 

(3) A ~ K[2]/a, 

ou dest Vidéal des polynomes h(a) de K[a] auxquels l’application (2) 
fait correspondre |’élément zéro de A: h («)=o. A étant un domaine 
dintégrité, K [z]/a en est un; Vidéal a est donc premier. Cet idéal est 
@autre part principal, puisque l’anneau K [x] est euclidien : soit 

a—(f). Deux cas sont alors possibles. Ou bien le polynome f(z) est 

nul, et alors il n’existe aucun polynome non nul de K[z] prenant 

pour z= @la valeur zéro : « est done transcendant par rapport a K, 

Ou bien le polynome / est différent de zéro, et alors « est algébrique 
par rapport a K. Etudions séparément ces deux cas. 

1° f(xz)=0, a transcendant. — D’aprés (3), les domaines 

dintégrité A et K[z]=K[za]/(o) sont ‘somorphes; leurs corps des 

quotients K(a«) et K(z) le sont aussi, et méme sont ¢somorphes sur k, 

puisque, dans (2), les éléments de K se correspondent a ecux-mémes. 

Appelons extensions équivalentes des sur-corps de K qui sont iso- 

morphes sur K, nous avons la proposition suivante : 

Tutorime 1. — Toute extension transcendante simple de K est 

tsomorphe sur K au corps des fractions rationnelles en x a coeffi- 

cients dans K; par conséquent, deux extensions transcendantes 

simples de W sont équivalentes. 

2° f(x) Ao, « algébrique. — Alors le polynome caractéristique f a 

un degré positif, sans quoi la constante non nulle fe K aurait pour 

image zéro dans l’application (2), ce qui est impossible puisque l'image 
d’une constante est cette constante elle-méme; f a méme un degré 

supérieur 4 1 si l'on suppose que n’appartient pas a K, c’est-a-dire 

que l’ona K (a) 4K. De plus, f est rréductible, puisque Vidéal a est 

premier (chap. VI, § 3, p. 318) ; mais alors lidéal a est non seulement 

premier, mais sans diviseurs (¢bid.), donc K[2]/a est un corps, et 

A également. Par suite, les relations K € A eta € Aentrainent K(a) CA; 

comme nous ayons, d’autre part, ACK (a), il vient 

A = K(a), dot K(a«)~ K[z]/a 

et, puisque chaque élément de K se correspond a lui-méme, 

K(2) ~ K[2I/(), 
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : 

Tutortme 2. — Toute extension algébrique simple K(a«) dun 

corps K est isomorphe sur K au corps des classes résiduelles K[2}/(/), 

ou f(x) est un polynome non nul irréductible sur K [ polynome 

caractéristique de « ou de K(a)|. Par conséquent, deux ertensions 

algébriques simples correspondant au méme polynome caractéris- 

tique sont équivalentes. 

Décomposons le polynome caractérisuque f(x) en facteurs irré- 

ductibles dans l’anneau Z[z]. Nous aurons au moins un facteur 

linéaire 2—a, de sorte que nous pouvons écrire, en mettant en 

évidence les facteurs linéaires et en posant, par raison de symétrie « = %, 

(4) f(z) =(@— a4)... (@—ae)fi(w) ... fo(@) (a2), 

ou les f;(x) sont des polynomes irréductibles sur 2, de degré supérieur 

-a Punité. I peut d’ailleurs arriver que ces polynomes n’existent pas. Les 

éléments a4, %, ..., % qui sont les zéros, appartenant a 2, d’un 

méme polynome f(z) irréductible sur K, sont dits conjugués dans & 

par rapport a K. Les extensions algébriques simples K (a), ..., K (aq), 

équivalentes d’aprés ce qui précéde, sont dites elles-mémes conjuguées. 

Remarque et exemple. — Soit Ty =K(a, ...,%¢) €Z le corps obtenu en 

adjoignant 4 K a et les éléments conjugués a2, ..., ag. Le polynome 

F =(x2—«,)...(%—4ag) appartient a Xo[z]; f aussi; comme F divise f dans 

X[ax], il le divise également dans Xo[x]; nous avons donc 

Ga aay ..» fx(%) € Xo [x] 

et 

J(@)=(#@—%) ... (@ —ag) Q(x). 

ZX» est le plus petit sous-corps de Z dans lequel f est divisible par les facteurs 
’ linéaires (2 --a,), ..., (@—ag). 

Prenons, par exemple, comme corps K le corps f des nombres rationnels ; 
comme sur-corps & Je corps P des nombres réels, comme élément « le nombre 

jy = 4s 
algébrique \/2, dont le polynome caractéristique est f(a) = x'— 2. Les éléments 
conjugués sont, dans P, «= 2 et a= — V2, et lon a pour f la décomposition 

x'—2=(e%—V/2) (w+ V2) (at+ v2), 

x?+ V2 étant irréductible sur P. Les extensions simples r(V/2), rey.) sont 
ici, non seulement équivalentes, mais identiques et coincident avec le plus petit 
sous-corps Zo de P dans lequel la décomposition précédente a lieu. 
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Un probléme différent de celui qui vient d’étre traité, el méme en 
quelque sorte opposé, consiste, étant donné un corps K et un poly- 
nome f(z) trréductible sur K et de degré supérieur a 1, a construire, 
par un procédé purement algébrique, un sur-corps de Ww dans 
lequel f(x) admette un zéro : il suffit évidemment de chercher une 
extension algébrique sémple K'—= K(«) de K telle que lon ait f(~) = 0 
dans K'. Un tel corps K’ est appelé corps de rupture du polynome f(z). 
Ultérieurement, nous construirons, également par un procédé algé- 
brique, un corps de décomposition de f(), c’est-a-dire un sur-corps A 
de K dans lequel f se décompose en facteurs tous linéaires, aucun corps 
compris strictement entre K et A n’ayant la méme propriété. 

~ La méthode pour construire un corps de rupture est suggércée 

par les résultats obtenus plus haut : lanneau des classes résiduelles 

K[z]/(/(2)), parfaitement défini une fois K et f donnés, est un corps 

puisque, f étant irréductible sur K, Pidéal (f/) est sans diviseurs; le 

corps K(«) cherché doit lui étre isomorphe. Considérons donc, a prioré, 

ce corps des classes résiduelles K’, = K[x]/(f(x)). Les classes a conte- 
nant les éléments a de K correspondent biunivoquement a ces éléments, 

car deux éléments distincts de K ne peuvent pas étre congrus modulo /; 

par suite, ces classes constituent un corps K, isomorphe a K. Par le 

procédé indiqué précédemment (chap. LI, § 8, p. 132), nous pouvons 

identifier la classe a et élément a, en d’autres termes former un 

corps K! isomorphe a K’, et contenant K comme sous-corps. 

Ce corps K! est extension cherchée. Soit, en effet, « Pélément de K’ 

qui a pour image dans K‘, la classe x contenant le polynome x de K[z]. 

L’élément f(«) a pour image la classe contenant f(z), c’est-a-dire la 

classe zéro. Mais l’élément zéro de K’ a aussi pour image cette classe ; 

nous avons donc, dans K’ 

J () =e) 

ce qu’il fallait démontrer. On remarquera, en outre, que tous les éléments 

du corps K’ peuvent, d’aprés la définition de ce corps, se mettre sous la 

forme d’expressions rationnelles entiéres en «, a coefficients dans K : 

nous avons donc K'=K(a)=K[a]; en d’autres termes, K! est bien 

une extension algébrique simple de K. On peut lui substituer, comme 

corps de rupture, toute extension équivalente. 

Ce procédé de construcuon purement algébrique, du corps de 

rupture K’ d’un polynome f irréductible sur K, est connu sous le nom 

Vadjonction symbolique. Donnons-en quelques applications. 
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1° Tutoréme 3. — Tout corps A de caractéristique p dans lequel 

certains éléments n’ont pas de racine p*™, est imparfait (*). 

Soit, en effet, aE A un élément n’ayant pas de racine p™* dans 4. 

Considérons le polynome 
F(z) = zP—a 

et soit f(a) un facteur irréductible de F(x) dans A[ ax] : le degré de f 

est évidemment supérieur a 1. Si A(«)=A' désigne un corps de 

rupture de /, « est, dans A’, racine de l’équation F(a) =o, d’ou 

wW=a et F(z) = 2? —aP =(a7— a), 

ce qui entraine 
fe) = (8 —=2)'"5 Ou, Gor == p, 

Fey est donc un polynome irréductible znséparable sur \ et A est 

imparfait. 

Remarque. — Le polynome irréductible f(x), admettant un zéro multiple, a 

une dérivée nulle; par conséquent, son degré r est multiple de p : le raisonne- 

ment fait dans la démonstration entraine donc r=p et F=f; donc, si un 

élément a d’un corps A de caractéristique p n’admet pas de racine p!*me dans ce 
corps, x? —aest irréductible sur A. 

2° Toutnombre algébrique « peut étre défini, 4 partir du corps I des 

nombres rationnels, par le procédé de l’adjonction symbolique. Celui-ci 

nous fournit donc, en premier lieu, une nouvelle définition des nombres 

algébriques réels tels que \/2, V2 +\/3, .... On remarquera que les 

deux extensions T(V2), par exemple, définies une comme sous-corps 

du corps P des nombres réels, l’autre comme corps de rupture de x? — 2 

sur le corps [des nombres rationnels, sont éqguivalentes (par rapport 

aT’) et, par conséquent, jouent des réles identiques, bien que les deux 

symboles \/2 correspondants soient de natures bien différentes. 

D’autre part, Padjonction symbolique permet de construire pour tout 

polynome irréductible d’un corps K[az], un élément « qui en soit 

un zéro: pour K—TY, Pintroduction des nombres réels n’avait permis 

de résoudre ce probléme que pour des polynomes particuliers, par 

exemple pour v?— 2, mais non pour x?+1, qui est irréductible sur P 

comme sur I, 

(*) Donc, dans un corps de caractéristique p, l’existence d’une racine pi*™* pour tout 
élément du corps est une condition nécessaire et suffisants por gue le corps soit 
parfait (cf. § 1, th. 5, p. 364). 
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Dans ce qui suit, nous allons beahgnceinars étudier le corps de 
rupture 2, sur P, du polynome 2x? +1; ce corps &, extension algébrique 
simple de P, &—P(v), est en méme temps corps de décomposition 
de x?+-1, puisque ce polynome est du deuxitme degré. L’élément 

conjugué de ¢ est — ret lon a dans Q[ x] la décomposition 

e+i=(2+1) (x— 0). 

Les éléments de Q sont appelés nombres complexes : tout nombre est 

une expression rationnelle entiére en ¢ de degré au plus égal a 1, de la 

forme 

x=atal (a, wa eR). 

Cette représentation est unique 

atai=b+bi entra emcee == O.sm C—O 

Les régles de calcul sur les nombres complexes sont les mémes que 

sur les classes résiduelles modulo x? -+- 1 (*). 

(a+a’'i)+(b + 0%) =(a+b)+(a'+d')i, — 
(a+at).(6+ b7)=(ab—a’'b')+(ab'+ ba’ yi. 

Le nombre «= a—a'vest ditimagtnaire conJugué de x=a+ta't. 
=, = 

La somme a+ x = 2a et le produit 2 = a*+ a? de deux nombres 

imaginaires conjugués sont récls. 

De la relation 7? ==—1 résulte que /e corps 2 des nombres complexes 

nest pas un corps ordonné, puisqu’un carré peut y étre négatt. 

Cependant en posant 
; / Ly 
jal=Vaxe= Jat+a’, 

on définit une fonction |a|, appelée module de a, coincidant avec la 

valeur absolue de « lorsque 2 est réel, et ayant, dans le cas général, des 

propriétés analogues. On a, en effet, 

b—af=hel, 

| «3 | == \\/ /a8a% = Va 803 = V/ax88 = |a| i 8! 

et, en posant 6 = b + 0b’, 

Q = /(a—bp+(a—v PZ (e@+at?+ b+ 62% =]a)/+{ 5) ' 

|a— Bj 

car la distance de deux points A(a, a’), B(6, 6’) du plan est au plus 

(1) Ce mode de définition des nombres complexes a été donné par Cauchy lui-méme 

(Exercices d’ Analyse, t. 4, 1847, p. 68). 

P. DUBRBIL. 
25 



a 
374 CHAPITRE VII. 

; : Pee et 
égale a la somme des distances OA, OB; en changeant & en —§, il vient 

"Eo ae aie | ps 

Tout nombre complexe «= a+ ai est ractne @une équation du 

second degré sur P, équation irréductible si a n’est pas réel : en effet, 

le polynome 

f(#)=(2— +2) (ra) = £—2ar+0+ a? 

appartient a l’anneau P[ az]; ct ses zéros sont « et a. Nous voyons de 

plus que deux imaginaires conjuguées @ et % sont conjuguces par 

rapport a P, au sens donné a cette expression dans la théorie générale. 

Inversement, tout polynome f(x) == 27+ px +qe€P{[z], du second 

degré et irréductible sur P, admet deux zéros conjugués dans 2. On a, 

en effet, 

BaG)) nee + peg =(2+ 

dou, f étant irréductible sur P, 

g : ; one = 
Le nombre r == ¢ —“- admet une racine carrée positive \/r € P, et nous 

4 

avons, dans &[z], 

fi2) = ome _ ivr) (« += — vr) ) 

Wot. les deux zéros conjugués — + ir. Le corps des nombres 

complexes est done corps de décomposition non seulement pour x?+-1, 

mats pour tout polynome du second degré a coefficients réels, irré- 

ductible sur P. En fait, nous allons voir fe ‘il posséde une propriété 

. beaucoup plus forte. 

Un corps K est dit algébriquement fermé si, dans V’anneau Ki a 

tout polynome se décompose en facteurs linéacres. Une condition équi- 

valente est que tout polynome J(©)€K[ x] admette au moins un zéro 

dans K : s’il en est ainsi, on a, en effet, 

f(a) =(#—a)fi(w), avec aeK, fi(x)eK[a]; 
J: (a) admet a son tour un zéro dans K, donc est divisible dans Ka 
par un facteur linéaire, et l’on obtient ainsi, de proche en proche, une 
décomposition de f en facteurs linéaires dans Kas. 
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Tutoreme. — Le corps 2 des nombres complexes est algébriquement 
Sermé. 

Cette importante propriété est connue sous le nom de théoréme 

fondamental de CAlgébre. On peut encore l’6noncer de la maniere 
suivante : 

Tutortme pe pAtempert. — Tout polynome f(xr)E2la]|, de 

degré ~1, admet au moins un 3éro dans Q. 

Ces deux énoncés sont des conséquences presque immédiates des 

propositions concernant les fonctions d’une yariable complexe. Si le 

polynome f(x) n’a aucun zéro dans le plan complexe, la fonction Hest 
Zz 

réguliére dans tout le plan et demeurant bornée quand x tend vers 

Pinfini, est égale 4 une constante non nulle, apres le théoréme de 

Liouville (+), et il en est de méme de f(z). 

On peut encore déduire le théoreme fondamental de l’Algébre du 

Théoreme de Rouché (7): si Von a, sur une circonférence C de 

centre O et de rayon R 

(5) |h(x)i <| g(e)| 

et si les fonctions g(z), h(x) de la variable complexe x sont holo- 

morphes dans et sur C, g(x) et f(r) =¢(r7)+h(z) ont le méme 

nombre de zéros dans C. Cela tant, considérons un polynome 

S( 4) = + UE +... Ame", 

Eb posons 207) = 4 0" It ( ZL) = Co. et Oni", Nous avons, sur G 

IPS aie=—aince etl nes, [h[ Zi ag! +...+ ) Qm—-1' RY, 

d’ou, si R est supérieur a 1, 

| h <a( Agi He. t Ams yy Re—1, 

—— 

(1) Voir, par exemple, Gounsat, Cours d’ Analyse Mathématique, t. 2, he éd., p. 86; 

Vatiron, Théorie des Fonctions, p. 371. 

(2) Voir, par exemple, Gounsat, Cours d’Analyse Mathématique, t. 2, 4" édit., 

p. 114; Vatiron, Théorie des Fonctions, p. 391 ou Titcumarsu, Theory of Functions, 

p- 116 (Oxford, 1932). — Au lieu d’utiliser le théorcme de Xouché, on peut encore 

considérer |’intégrale 
I (Cay 

aan oe ds 

prise sur un cercle de rayon assez grand (c/. JorDAN, Cours d’ Analyse, t. 2, 3° éd., 

Dsl) 
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Se é ' . lao|t+..-+|a@m—-1| p: 3 e 
Si donc R est supérieur également a eeiaean Cee: Vinégalité (5) 

m 

sera vérifiée, et comme g possede, dans C, m zéros (confondus en O), 

f admet également m zéros ('). . 

Considérons un polynome a coefficients réels, f(x) € P[z], de 

degré m supérieur a 1, et irréductible sur P: f(a) admet dans Q 

m zéros non réels. Or, si « est zéro de f, a Vest également : si, en effet, 

on remplace les termes d’une somme ou les facteurs d’un produit par des 

quantités conjuguées, le résultat est remplacé par la quantité conjuguée ; 

nous avons donc, puisque les coefficients de f sont réels 

fla) = f(a)i=o 

et f(x) est divisible par le polynome (x2 — «) (a — a), qui appartient 

a l’'anneau P[z]. Comme / est irréductible sur P, il en résulte 

f(@) = a(a —x)(a —2) (aeP), 

dot m = 2, et nous avons la proposition suivante : ) prop 

Tutoreme. — Dans Panneau P[ax| des polynomes & coefficients 

réels, les seuls polynomes trréductibles sont, avec ceux du premier 

degré, les polynomes du second degré n'ayant pas leurs zéros réels. 

Une autre conséquence du théor¢me fondamental concerne Péquation 

binome 

zr"™—a=0 (aE); 

cette équation a, dans &, m racines £;, ..., &m, qui sont distinctes si a 

est différent de zéro, ce que nous supposerons, et se déduisent toutes de 

Pune d’entre elles en la multipliant par les m racines f1, ..., Sm de 

Péquation 

alt — TO. 

C1, ---, Cm sont appelées racines m'*™* de lunité. Les racines m'*™* de 
VPunité forment par rapport a la multiplication un groupe abélien Ty, 
dordre m, car les égalités ¢" = ¢’"=1 entrainent (COLE ye: Tee Cede 
d’autre part, 

=1, dot Peeler 

(+) Pour une démonstration utilisant seulement les propriétés des fonctions conti- 
nues, voir par exemple Jorpan, Cours d’ Analyse, t. 1, 3° éd., p. 203, ainsi que VALIRON, 
Théorie des Fonctions, p. 68. 
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le groupe [,, est done un sous-groupe du groupe multiplicatif T des 
nombres complexes de module 1. 

Cela posé, si l’on représente chaque nombre complexe = x + cx’ 
par le point du plan dont les coordonnées cartésiennes sont x et 2’, un 
nombre «=a -+ éa' de module 1 est représenté par le point du cercle- 
unité dont langle polaire ¢, appelé argument de a, est donné par 

a=Co0s9, a = sing. 

De la relation 

(a+ ta’) (b+ 1b’) = ab —a'b'+ i(ab'+ ba’) 

et des formules d’addition du cosinus et du sinus résulte que ’argument 

@un produit est la somme des arguments des facteurs (*) : le groupe 

multiplhicatif ! des nombres complexes de module 1 est donc isomorphe 

au groupe des rotations de centre O, et l’on a la formule de Moivre 

(cose +72 sing)"= cosmo +2 sin mg. 

D’aprés cette formule, les m racines m'’™* de Punité sont les nombres 

kr sue, Bde 
+ t sin —— CEE oo cn HO) 

m 

D 
Cx = cos 

qui forment bien un groupe multiplicatif I, isomorphe au groupe 

cyclique des rotations de centre O et d’angle multiple de <=. Toute 

racine génératrice du groupe I, est dite primitive : la racine t Vest 

visiblement. Pour qu’une autre racine f= c’ le soit, il faut et il suffit, 

dapres les propriétés générales des groupes cycliques (chap. IV, § 4, 

p. 196) que & soit premier a m. 

Nous reviendrons ultérieurement (t. IL) sur la théorie des équations 

algébriques, par des procédés qui nous donneront des résultats plus 

généraux et plus étendus. 

Exercices 1. — On appelle entiers de Gauss les nombres complexes de la 

forme 

a=a-+ bi, 

ou a et b sont des entiers relatifs. Montrer que ces nombres forment un domaine 

dintégrité G dont le corps des quotients est l’extension simple I'(z) du corps 

des nombres rationnels. Déterminer les unités du domaine G. En prenant comme 

fonction g(x) la norme de «, c’est-a-dire la quantité a*+ b?, montrer que G est 

un anneau euclidien. 

een ———————————————— 

(') A un multiple de 2= pres. 
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2. Décomposer le polynome .rt-+1 en facteurs irréductibles : 

1° dans le corps I'(z); 

2° dans le corps 2 des nombres complexes. 

Quel est le plus petit sous-corps de @ dans lequel x++1 se décompose en 

facteurs linéaires? 

3. Applications géométriques; théoréme de Noether. — Soit 2 un 

corps algébriquement fermé, par exemple le corps des nombres 

complexes. Etudions les idéaux premiers de l’anneau A = Q[x, y] des 

polynomes a deux variables x, y, a ccefficients dans Q. 

Tuéortue 1. — Un idéal premier p de lanneau A, sil west pas 

principal, est Vensemble des polynomes nuls en un point : 

po(c—a,y—B) (a, 3€2). 
Montrons que Vidéal p contient un polynome de la forme x—e 

(x €2) ;ilcontiendra de méme un polynome de la forme y — 6 (6 €2), 

d’ou 

(2—a, y— 3)Cp. 

Or, le premier membre est un idéal sans diviseurs (chap. VI, § 5); 

puique p est différent de Vidéal-unité A engendré par |’élément-unité 

de 2, et par conséquent principal, nous avons bien 

(2 — 2, y—b)=p>». 

Pour établir que p contient un polynome de la forme x — a, il suffit 

de montrer qu’il existe dans p un polynome non nul indépendant de y, 

g(x). Sil en est ainsi, en effet, o(x) qui ne peut pas se réduire a une 

constante (p + A), est de la forme 

(xr) = ac — 1 )%4...( 2 — ag re (A1,%7E€0, 0:4 4}, a 410) 

puisque 8 est algébriquement fermé. Le facteur constant @ n’appartenant 

pas a p, un au moins des facteurs 2— a; duit appartenir a cet idéal, 
puisque p est premier. On ne peut d’ailleurs pas avoir simultanément 

HE SH Ve t— 2 Ep (tA), 

car 11 en résulterait 

%i— ap Eyp et PiraA. 

N’étant pas principal, Vidéal p est différent de (o). Ordonnons en y 
les polynomes non nuls de p et soit n le minimum de leur degréeny: 
nous devons montrer que 7 est nul. Supposons, au contraire, n> o. 
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Parmi les polynomes de p qui sont de degré nr en y, il en existe au 
moins un, 

o(@, ¥) = ao(x)y"+...+ an(x) (a; EQ[x}), 

qui n’est divisible par aucun polynome en 2 seul (si en effet un tel 
facteur ¥(x) existe, | n’appartient pas ap puisque rv est positif, et le 
quotient 9/ appartient a p). 

Cela posé, soit 

p(2, x) = bo(x)ym@+...+ by (x) (b;€Q[x], mn) 

un polynome quelconque de p. Divisons le produit a"~"*"(x) U(a, 9°) par 

9(z, y) suivant les puissances décroissantes de y : 

ay—"*b(a, ¥)= (2,7) 9(2: ¥)+r(a, y) 

ou (a cause du facteur a7~"*") g(a, 9) et r(x, y) sont certainement des 

polynomes de l’anneau A. Nous avons rep; comme le degré de r en » 

est inférieur a 7, r est nul. L’égalité 

ao(x )m—n1 U(z, x) = q(r, yx) o( x, y) 

dans l’anneau 4a factorisation unique A exige, puisque (2, 7°) n'est 

divisible par aucun polynome en z seul, que a,(z)”"~"~' divise q(2, )). 

Mais alors Y(z, y) est multiple de 9(z, 7) et nous avons p =(¢), 

contrairement a l’hypothése. Le degré n de 9 est donc nécessairement 

nul, ce qui démontre le théoréme. 

Considérons deux courbes algébriques planes f=o, g=o0, ov 

f et g sont deux polynomes de l’anneau A = Q([2, 9]; nous supposons 

que f et g nappartiennent pas a un méme tdéal principal. Pour 

obtenir le théoreme de Noether concernant l’intersection de ces deux 

courbes, utilisons, en tenant compte du théoréme précédent, la décompo- 

sition normée de lidéal (f/f, g) en intersection d’idéaux primaires 

(chap. IV, § 14, p. 212): 

(f, g)=mM=a1N... Nar. 

Désignons par px, ..-, Py les idéaux premiers associés respectivement 

api, ..., P, et appelés <déaux premiers essentiels de M; nous avons 

Femcgilpi, gsemcgCpy. 

De I’hypothése faite sur f et g résulte que p; n’est pas principal ; nous 

avons donc, d’aprés le théoréme 1, 

pp=(r— a, — #2) (27, 32€2), 
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et le point M; de coordonnées «;, 2; apparent aux deux courbes f= 0, 

&— 0. 

Inversement, tout point M(a, 6), ot a, BEX, commun aux deux 

courbes f = 0, g = 0, figure parmi les points M;. Posons, en effet, 

p=(r—4, y—8). 

Nous avons par hypothése fep, g Ep, donc 

m= (f, £) CP, 

d’ou, en désignant par e;l’exposant de Pidéal primaire q;, 

pe... porCain...ngrp=mCp, 

ce qui exige qu’un au moins des idéaux essentiels p; soit contenu dans 

Vidéal premier p : 

pop, dot p=p, 

puisque, comme chaque Pj;, }), est un idéal sans diviseurs. M coincide 

donc avec le point M) et il y a correspondance biunivoque entre les 

points communs aux deux courbes et les idéaux premiers essentiels 

de Vidéal m= (f, g): 11 en résulte notamment que les points d’inter- 

section des deux courbes sont en nombre fini. 

Le fait que les idéaux premiers essentiels p; de @ sont sans diviseurs 

entraine pour les composants primaires g, une forme remarquable. 

Considérons l'un d’eux, q, par exemple que nous désignerons plus 

simplement par gq; soient p Vidéal premier associé, p l’exposant de q, 

gun nombre naturel quelconque ; nous avons : 

p> Sm + poCp; 

par suite, puisque Pp est un idéal sans diviseurs, m+ p? = q/ est un idéal 

primaire, appartenant a p. Nous avons, d’autre part, 

(1) 442... 4rlqNgan...ngp=mCq’ 

et 

(2) qe. ..qr € yp, 

car qiCPp entrainerait pfi'Cp, donc p;Cp, ce qui n’est pas. De (1) 
et (2) résulte 

q cq’ (quel que soit c). 

St lon prenda op, ona prCpecyg; puisque M(—=qng.n...n4q,) 
est également contenu dans g, nous avons y’Cq, dot q’= gq, et nous 
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pouvons écrire 

(3) M+ pP = m-+ pett =.) = q. 

Quant a Vidéal m + pr, défini seulement si p est supérieur a 1, ilest 
strictement contenu dans q, car l’égalité m-+ pe! =q entrainerait 
pe" £4, ce qui est contraire a la définition de l’exposant p. 

Puisque p est Vidéal des polynomes de A nuls en un point M(a, {), 

pe est ensemble des polynomes d’ordre supérieur ou égal a 9 en M, 
cest-d-dire tels que, développés suivant-les puissances croissantes de 

“%—¢, y—f, ils commencent par des termes de degré p au moins. 

D’aprés (3), le composant primaire q relatif au point M est l’ensemble 

des polynomes 9 qui peuvent se mettre sous la forme 

uf+vg+y (u,%, pea), 

Y étant d’ordre au moins égal a p au point M. 

En opérant de méme pour les différents composant primaires 4; et en 

revenant a la formule de décomposition 

M=4,;NGoN...NYGr, 

nous obtenons Vimportante proposition suivante : 

Tutortme 2 (Tutontne DE Noetner). — 2 désignant un corps algé- 

briquement fermé, sotent f, g deux polynomes del anneau A=2([z, y | 

qui nappartiennent pas a un méme tdéal principal. Pour quun 

polynome 9€A appartienne a Vidéalm= (f, g), tl faut et tl suffit 

qwen chaque point Mj(a:,$;) commun aux courbes f=o0, g= 0, 

on puisse trouver des polynomes uj, vi, tels que la différence 

o—uif — vig solt @ordre suffisamment élevé. Dune facon précise, 

cet ordre dott étre au moins égal a Ventier p;, exposant du composant 

primaire qi, appelé en Géométrie multiplicité de Noether. 

Remarque. — Il est évident que la condition énoncée dans le théoréme 2 est 

nécessaire; soit en effet 9 = af + bg (a, bE A); en prenant uj=a, vi= b quel 

que soit i, on obtient des différences 9 — uif — vig identiquement nulles, c’est- 

a-dire d’ordre infini. L’importance de la condition vient de ce qu’elle est suffisante. 

Souvent d’ailleurs, dans les applications, on peut se contenter de conditions 

suffisantes plus restrictives, généralement plus faciles a établir. Par exemple, la 

relation immédiate 

pin... npr com=(f, &) 

permet d’affirmer que tout polynome d’ordre au moins égal & p; en chaque 

point M, appartient a l’idéal (/, g), ce qui résulte aussi, bien entendu, de 

Vénoncé général : on a ici uj = ¥;= 0 pour tout 7. 



5382 CHAPITRE VII. 

Prenons lun des points Wintersection M; comme origine des coor- 

données, désignons par p Pidéal (2, y) et éludions le composant pri- 

maire q correspondant de Pidéal m= (/, g’)- 
. 

, ’ 

Leuur. — L'idéal q est Vensemble des polynomes gq de Vanneau A 
‘ 3 ‘ 

aurquels on peut assocter un polynome h de A ne s'annulant pas a 

Porigine, h&p, tel que qh appartienne aM. 

1° Si geq, soit A un polynome appartenant aux autres composants 

primaires g;de m ect ne s’annulant pas en O, un tel polynome existe 

bien car, dans le cas contraire, nous aurions §2%.--N,CP, 

Vow pe... perCp et, pour au moins une valeur de ¢, pcp. Le 

produit gh appartient a tous les composants primaires de m, donc 

aussi a M. 

2° Soit ghem, done qhEeq. Sih€ep, onaqgeg. 

Cela posé, écrivons 

(4) f=xr+ py + fr, eHaKer+ svt os, 

ot a, a, 6, B'EQ et fo, 22 | p?. Désignons respectivement par r, s les 

ordres respectifs de f et g en O : ona, par exemple, r >1sia=8=o0 

et seulement dans ce cas. Sir =r, on dit que O est point semple pour 

la courbe f=o, et que ax+ By =o est la tangente en O A cette 

courbe. 

Tutoreme 3. — Pour que la multiplicité de Noether de Vidéal (f, 2’) 

au point O sort égale a 1, en d'autres termes pour que l’on ait ¥=pP, 

il faut et il suffit que les courbes f =o, g=0 admettent O comme 

point simple et que leurs tangentes en O sotent distinetes, ce que 

sexprime par Vunique condition 

MGT 
CHS sed es (Ap 

1° La condition est nécessaire. — Si ¥ =p, toute forme linéaire 
Ar + wy (A, pEQ) appartient a q, donc vérifie, d’aprés le lemme, une 
égalité de la forme 

(Ar +tuyjh = af + bg, (a, bEA, hep). 

Le terme constant du polynome / n’étant pas nul, cette égalité ne peut 
avoir lieu pour toutes les valeurs de A et » que si les termes du premier 
ordre existent effectivement dans f et 2 et n’y sont pas proportionnels, 
donc si «8’— Ba' SX o. 
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2° Lacondition est suffisante. — On tire des équations (4) 

(ap pe tm sf—Be+t,  (t€p*). 

La condition «6'— $a’ o entraine donc 

rE(f, &, p?) et, de méme, YES, &, P), 

donc 

pom -+ p?, 

d’ot 
py Cc mp’ Jop. pyri Cc m+ pri ; 

donc, pour tout nombre naturel c, 

net pe Cm + port, 

dot Pégalité puisque p+! est contenu dans p°. 

Ainsi, nous avons 

MW p= M+ p= m+ p=... 

ce qui entraine p=1, =). 

Les théorémes 2 et 3 fournissent l’équation générale des courbes algé- 

briques passant par les différents points d’intersection M; des deux 

courbes données f= 0, g =o lorsque ces points sont simples pour les 

deux courbes et que celles-ci n’y présentent aucun contact. Cette équa- 

tion s’écrit 

af+ bg =o (a, bE A). 

Il s’agit, dans tout ce qui précéde, uniquement des points d’inter- 

section « a distance finie ». Passons au plan projectif dans lequel un 

point est l’ensemble de trois éléments X, Y, Z de &, non tous nuls, 

définis 4 un facteur de proportionnalité prés (vocr Note IV). Soient F = 0, 

G =o les courbes du plan projectif correspondant aux courbes f= 0, 

g =o considérées plus haut; nous avons, par exemple, 

S(4, yy=F (2, y, 1) 

et la forme F(X, Y, Z) est supposée ne pas contenir Z en facteur. 

Les résultats obtenus plus haut pour les polynomes /, g, ¢ sont 

valables méme si, dans le plan projectif, les courbes F = 0, G=o ont 

en commun des points « a l’infini » (Z =o) ne comptant pas parmi les 

points M;. Par exemple, si f=2,g=>y— 2? eto =y, nous avons 

Ch §)=(2, 7 —2*) =(2, Y)s 

pEe(S, &) ou Y=Hr.L+i(y—sz*). 
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i ° : _ os ll KD 
Mais, si nous passons aux formes correspondantes, F =X, G= YZ—X?, 

® = Y, nous obtenons 

YZ = X.X +1(YZ— X*). 

La relation ®¢(F, G) est dailleurs évidente a priort puisque ® ne 

s’annule pas au point (0, 1, 0) commun a la droite X =o eta la para- 

bole YZ— X?= 0. 

Montrons que, sé les courbes F =0, G=o nont pas de points 

communs a Vinfint, done siF =F (X, Y, 0) et G = G(X, Y, 0) sont 

sans diviseurs communs, Videntité 

(5)) o= af + bg 

entraine 

(6) ® = AF + BG, 

ou A, B sont des formes. 

. w x Y 
En posant, dans (5), 2 = 7) Y = 7 nous obtenons 

(7) iy) = UF + VG, 

ot. U, V sont des formes. Si v n’est pas nul, la spécialisation Z= o 

donne 

o=U.F+V:G, 

d’ou, en raison de ’hypothése, 

U=P(X,Y¥)G, V=—P(X, Y)F 

el, par conséquent, 

Wesel RGyals, Zilia’ hh Viewwoete RE eed Wis 

d’ou, en portant dans (7), 

2d = U,F + V,G. 

En répétant Papplication de ce procédé, on arrive finalement a la rela- 
tion (6). 

Nous nous bornerons ici & ces indications sur le théoreme de Noether. Une 
autre méthode de démonstration repose sur la considération des polynomes de 
Vidéal m= (/, &) qui dépendent seulement de x. Ces polynomes forment dans 
Vanneau euclidien Q[#] un idéal principal dont le générateur est appelé sous- 
résultant des polynomes /, ¥ (parce qu’il peut trés bien étre un diviseur véri- 
table du résultant considéré dans la théorie de l’¢limination et intervenant dans 
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le théoréme de Bezout). Avec les notations employées plus haut, en supposant Q 
de caractéristique nulle et moyennant un choix convenable des coordonnées, 
on montre que lordre de multiplicité dun zéro «; du sous-résultant est égal a 
Vexposant p; du composant primaire q, relatif au point @intersection M;(;, {;). 
Ce fait sert de point de départ pour la détermination de la multiplicité de Noether 
a partir des caractéres géométriques (1). 

Peercices. — 1. a. Soit A un anneau noethérien ayant un ¢léement-unité. Un 
idéal de A contenu dans un seul idéal premier p ~ A est dit uniforme. Montrer 
que tout idéal uniforme est primaire. Quelle condition doit vérifier un idéal 
premier p; pour qwun idéal primaire q; appartenant a p, soit uniforme ? 

b. On considére dans A un idéal m= qinqon... Aq, dont tout idéal premier 

essentiel p; est maximal (c’est-a-dire distinct de A et n’ayant pas d’autre diviseur 

que A). De quelle forme sont les composants primaires q; de m? 

2. Q désignant le corps des nombres complexes, déterminer Ja multiplicité de 

Noether 4 lorigine pour les deux courbes f= 0, g = 0 lorsqu’on prend 

j= Zep, ¥ |, S=ha+ryreQ[az, y]. 

B. — FONCTIONS SYMETRIQUES. 

4. Théoréme fondamental; méthode de Waring. — Considérons un 

anneau commutatif A possédant un élément-unité, et l’anneau 

Rr=A lar, t255-%n| des polynomes: em) ay; wiry a ‘coefficients 

dans A. Un polynome de R, est dit symétrique s'il est invariant par 

toute substitution effectuée sur 7,4, ..., @,. Par exemple, les polynomes 

Op H+ Hat... + Lp= LH, 

Fg Ly Let. tL Ly t+ oy... bt Ly-;Un = LLL), 

Oy eee bee Ly 

sont symétriques : on les désigne sous le nom de fonctions symétriques 

élémentaires des n variables 21, £0, ..., Ln. Si F (uw) désigne le poly- 

nome de l’anneau R,,[ wv] qui admet a, ..., , pour zéros, nous avons 

Videntité 

GQ’) F(u)=(u— m1) (U—22)...(uU— Bn) = Uh — 3, Ur“ + ogUN—*%*—,,,4-(— 1)" Sy. 

(1) Cf. P. Dusreit, Recherches sur la valeur des exposants... (J. Math. pures et 

appl., 9° 8., t. 9, 1930, p. 231); Nemarques sur le théoréme de Noether ( Bull. Soc. 

Math. de France, t. 64, 1936, p. 99); B. L. van pen Wasrven, Linfiihrung in die 

algebraische Geometrie (Grundl, Math. Wiss., t. 51, Springer, Berlin, 195), chap. VIII). 
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Les sommes de puissances semblables des xj, 

Sy By t Lot... Ft LnHN, 

So ve + a3+...+ 22 = of — 202, 

Spaah+aot+r...tah, 

sont également des polynomes symétriques. 

D’une facon générale, un polynome symétrique contient, en méme 

temps qu’un monome az. . .72"(a;> 0), tous les monomes azj'.. x7", 

ou {71, ..., ¢,} est une permutation quelconque des indices 1,...,7: 

la somme de ces différents termes est, par définition, le polynome symé- 

trique engendré par le monome az‘... .x7". 

La somme, la différence, le produit de deux polynomes symétriques 

sont des polynomes symétriques : les polynomes symétriques de Rp, 

forment donc un sous-anneau S, de R,. D’aprés les expressions (1), 

tout produit P= ao}'...a% est égal a un polynome symétrique et 

homogene en 24, ..., Ln, de degré 

k=v, + 2ve+... + AVy. 

Le nombre entier & est appelé potds du produit P. Un polynome 

eM 01, ..-, Gn; O(01, --+, On), est dit vsobare si tous ses termes 

acy...o/" ont le méme poids k : on a alors 

Ol(aie cme e omy MER Cag cae) 

ot le polynome f(a, ..., 2n), Sil n’est pas nul, est homogéne et de 

degré k en 2%, ..., 2,. Le poids k d’un polynome 9(a1, ..., gn) quel- 

conque est par définition le poids maximum de ses différents termes : 

le polynome correspondant f(a, ..., Xn) aun degré au plus égal 

ak, Les polynomes symétriques f(2, ..., Zn) = O(G1y «005 Gn) AINSI 

obtenus a partir de polynomes en a, ..., 7, forment évidemment un 

sous-anneau 2, de S, : 2, CS,. 

Le résultat fondamental de la théorie des fonctions symétriques est 

précisément que lanneau X, coincide avec Sy. 

Dy — 
Ct! he Mie 

En d autres termes, tout polynome de R, symétrique en £4, Lo,.+.,Ln 
et de degré k, sexprime au moyen des fonctions symétriques élé 
mentaires sous forme dun polynome o(a1, a, ...,; gn) de poids 
égalak. 
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Ce théoréme est évident pour n= 1, puisqu’ona alors une seule fonc- 
tion symétrique élémentaire o,= 2x, : tout polynome f(71)E Ry est 
symétrique et peuls’écrire sous la forme J (a1). Supposons done le théo- 
réme vrai pour tout polynome symétrique an —1 variables x, ..., @p—1 
et démontrons-le pour les polynomes symétriques 4 n_ variables 
Sai h ea aS 

Soit f(a1, .-., @,) un tel polynome, de degré k. Sik est égal a zéro, 
J est une constante et le théoréme est évident. Supposons donc le théo- 

réme vrai pour les polynomes symétriques en 2%, ..., L, de degré 

inférieur a k. Posons 

Sro=f(nr, ee) Bn—1, 0). 

et, en particulier, 

O19 = My. t+ Ly-1, 

71,0) +++, Tn_1,0 Sontles fonctions symétriques élémentaires de 7, ..., Lp_s- 

Comme f est évidemment symétrique en 71, ..., Zp»—1, NOUS avons 

(2) So = F0(F1,0) ++) Fn—1,0)) 

ol go est un polynome de poids é par rapport aux n—1 variables qui 

y figurent. La différence 

a= f(x, Sho ap —= ANC ooo) pst) 

est un polynome symétrique en 2, ..., Yn, dont le degré est au plus 

égal a k. D’aprés (2), ce polynome est nul pour 7,= 0 : par suite, il 

contient x, en facteur, donc aussi 2, ..., %n_4 et par conséquent le 

produit ¢,== 2, .-.2Zn, 
d= Sn fil Li, sey De 

Dans cette égalité, f, est évidemment un polynome symétrique, dont 

le degré k, est au plus égal 4 k—vn. Sik est inférieur an, ce polynome 

est identiquement nul et le théor¢me est démontré. Sinon, nous avons 

Hil hs sty Or = O1(%1, sey Tn—15 Sn), 

ou , est un polynome de poids A,, et nous pouvons écrire 

Sf (B15 »+ +) Bn) = PoC %, «+>, Tye =O PU CCl One ty, On): 

Le second membre est bien un polynome en %, ..., On, 9(91, «++, Fn), 

somme de deux termes dont les poids respectifs sont k et ky+-n Zk: 
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son poids est donc au plus égal a k. Mais si ce poids était inférieur a k, 

f serait de degré inférieur 4 k, ce qui est contraire a l’hypothése. Nous 

avons done bien 
. 

(3) S (41, +++) Bn) = P(G1y «+ +5 Fn) 

ott @ est un polynome de poids k exactement. 

Le théoréme précédent admet un complément important : la repré- 

sentation (3) est possible d’une seule maniére. En d’autres termes, 

deux polynomes distincts 9(s1, ..-, Sn), V(S4, +++) Sn), OU S4, -- +4 Sn 

désignent des indéterminées, ne peuvent pas fournir, par la spécialisa- 

tion s;= 7, le méme polynome 9 (a1, ..-,¢n) =f (#1, ..+, £n). Il suffit 

évidemment de montrer qu’un polynome 9(51, ..-, 51) non nul ne 

peut pas donner, par la spécialisation considérée, un polynome 

f(a, .-+,; n)=0. Cette proposition est évidente pour n=1, car on 

ao,—= 2X1, et le polynome f(x,) qui se déduit de 9(s,) par la spéciali- 

sation s;—=0,— 2, a les mémes coefficients que g. Considérons donc 

le résultat comme établi pour un nombre de variables inférieur a 7, 

et supposons qu'il existe un polynome 9(s;, ..., Sn) non nul et tel que 

le polynome f(a, ..., ,) correspondant soit nul. Nous pouvons 

supposer en outre que, parmi les polynomes ayant cette propriété, 9 a 

été choisi de degré minimum, h, par rapport a s,. Posons 

@ (S45 vac) Se No (Sr, 0825 Sala) a- Ai (Se 6-5) Sas) Sat. eee heey a) fae sh coe 

Nous avons par hypothése 

(94, sey on) = ho(%1, vey Sp—1) + Aa (54, eeey Gn Gz 

ot often Ap (61 shine oy Smet) C= of Bi gas. ayia) es Os 

Si nous remplacons x, par zéro dans cette relation, nous obtenons 

do( 4,05 sey Tn—1,0) =0, 

94,0) «+++ Ona,o étant les fonctions symétriques élémentaires' de 
X41, +--+, n1, et le théoréme étant supposé vrai pour nm —1 variables, 
il en résulte 

do( S15 eaey Sri) =0, 

ce qui démontre le théoréme si h = o. Dans le cas général, on a 

9 (S158 onea Si) Sa ($4, anensny 

ot le polynome Y(s1, ..., Sn) n’est pas nul, et 

© (Cisne apy Gn) i tein enV Oag em on) =-0, 
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d’ou 
LO Ghs Boon Op NeSty 

Comme ¥ est de degré h —1 par rapport a sp, il en résulte 

WES sede SiO} 

ce qui est absurde 

Une autre méthode pour établir le théoréme fondamental et pour 

calculer effectivement le polynome 9(a, ..., g,) auquel un polynome 

symétrique donné f(a, ..., pn) est égal, est la méthode de Waring, 

dont le principe consiste 4 ordonner alphabétiquemeat les monomes 

en 21,22, ..., Zn. Un monome M = az? ... x? est dit plus haut qu’un 

monome N = br... x3=si la premiére des différences a;— 8; qui n’est 

pas nulle, est positive. Cette propriété est visiblement transitive. Dans 

tout polynome (réduit), il y a un monome et un seul plus haut que tous 

les autres. Si le polynome considéré f(a, ..., Zn) est symétrique et 

si M=—az*t...x%" est son monome le plus haut, on a nécessairement 

Ss M2... az, 

car de linégalité a;< a;(¢</) résulterait que le monome de f qui se 
déduit de M par l’échange de x; et de z; serait plus haut que M. De 

méme, si N=bz?... 2%» est un monome quelconque du polynome 

symétrique f, aucun des exposant 6; ne peut dépasser a. 

Si un monome M est plus haut qu’un monome M! et un monome My 

plus haut qu’un monome M‘,, le produit MM, est plus haut que M’M; (*) ; 

de méme, P étant un monome quelconque, MP est plus haut que M'P. 

Il en résulte que, dans le produit de deux polynomes f et g, le monome 

le plus haut est le produit des monomes les plus hauts de f et g. 

Or, dans les fonctions symétriques élémentaires 01, o2, ..-, Tn les 

monomes les plus hauts sont respectivement 2, 7122, -.., iL2..+LXn- 

Etant donné un monome 

M=az"%... 7% (CFESCEES aS eS? - 9) 

le polynome symétrique 

Ce Gk —1 =e Xy— Ay GX1—Ay Agrnoin mee OS of 

a, comme monome le plus haut 

OAL, 22 En) LL oe pad ) ee Me. LLG) Oe es, 

c’est-a-dire précisément M. 

(+) Nous supposons ici que les coefficients a, a, des monomes considérés ne sont pas 

diviseurs de zéro. I] en est certainement ainsi quand A est un domaine d’intégrité. 

P. DUBREIL. 26 
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Cela posé, étant donné un polynome symétrique f(x, ..., Zn), la 

méthode de Waring consiste 4 déterminer son monome le plus haut, 
tale - . Ln ie 

M = a2 ....x%, puis a retrancher de f le polynome agy"...a7'™. 

La diflérence 
Si af — aatn... thi-%, 

est un polynome symétrique, dontle monome le plus haut, N= bx*., wan 

est nécessairement moins haut que M: chacun des exposants 6; est done 

au plus égal a a. Si la différence f; n’est pas identiquement nulle, on 

répete le raisonnement, et il est clair qu’au bout d’un nombre fini 

d’opérations, on obtient expression de f sous forme d’un polynome 

9(01,--+, On) CN G4, G2, ..-, Gn. IL importe de remarquer que les coeffi- 

cients de ce polynome appartiennent a l’anneau A comme ceux du 

polynome /: en particulier, out polynome symétrique f(41, «++; Ln) 

a coefficients entiers est égal a un polynome 9(74,..., Gn) lui ausst 
s 
a coefficients entiers. 

Exemples. — Soit d’abord f= Ya} x;(n 3). Le monome le plus haut est 

M = 2j2 (= 2NGe—' Be). 

Ona 

f-An= Lax}? xj—(Z2,) (2ajx2;) =— 32x; xjx~=— 333, 

d’ou 

j= 6159 — 304. 

Soit maintenant ¢ = Xa} (n= 3). Nous avons M = x7? (a,;= 3, w=...=0). Or 

Lap — of =— 32a? xj) — OL axjxjx~=— 3( 94 92— 353) — 623, 

dot 

LaxP = 3} — 3 a102+ 393. 

5. Méthodes de Newton et de Cauchy. Applications. — La méthode 
de Newton permet de calculer directement, par des formules simples, 

: : 
les sommes s,—= 2; de puissances semblables des z;. Nous avons, 

d’aprés l’équation (1’) de la section précédente, 

F’(u) = nu"-1—(n—1)s,u"2 -+...4(—1)4(n — hh) ay, unl... 

et, d’autre part, 

F’(uy= >) Pe 
u— xX; 

Or 

F(«) 
u— TZ; 

= UNA Bj— 9) UN... + [aft — oof +... 4+ (—1)top]ur—h—-1 + 
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d’ou 

F’(u)= nu" +-(s,;— no, ur? +... [5,— 3; 84-1 +... (—1)Anay]ur—A-14.,,,, 

En égalant les deux expressions de F’(w), nous obtenons les [ees 
de Newton 

Sh— Spy +... +(—1)*hko,=0 (Aj= 1, 2,..., R—1), 

La somme s, est donnée a son tour par la relation 

Sn— S1Sn—1 +... +(—I1)"non= 0, 

conséquence immédiate des relations F(z;)—o. Pour h>n, nous 
avons, en ajoutant terme a terme les relations z/"F (x;) = 0, 

Sh— Ty Spant+> ---+(— 1) on S,—71, = 0. 

Ces formules donnent en particulier 

S$; = 9, 

$g= 015; — 202. =C}—20 (nd2), Soto pane 1) 

$3 = 0, Sa— G25) + 30;= 5} — 39,;02+ 305 (7ess3), 

$3= 67 — 30,0. (n= 2), easy COS Oy 

Dune maniéere générale, pour h positif ou nul, les sommes 5s) 

sont des polynomes a coefficients entiers en 04, 2, ..., Tn. Conformé- 

ment au théoréme général, s, est un polynome isobare et de poids h 

Chiter 05, es Of (72) OU Oy, Oa, son (hk > n), 

A partir des expressions des sommes de puissances semblables, on 

peut obtenir directement, par le procédé suivant, l’expression d’un 

polynome symétrique quelconque. Nous pouvons évidemment nous 

borner au cas d’un polynome symétrique engendré par un seul monome, 

c’est-a-dire de la forme 

TiDijacen Ele Bae ay (0 SDy heed HO) 

L’ordre d’un tel polynome est, par définition, le nombre des lettres 

distinctes xj, Zj, ..., Z figurant effectivement dans le monome géné- 

rateur. Les sommes de puissances semblables s, sont les polynomes 

symétriques d’ordre égal a 1. 

Si nous considérons un polynome d’ordre 2, f= Lax, nous avons, 

en supposant d’abord « AB 

Sash Lapoh + SattB. 

dot 
Saf ab = 5458— Sa+8 
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et, par conséquent, Xa*x$ est un polynome a coefficients entiers en 44, 

2, .. +, %n, polynome isobare et de poids « + 8. 

Si maintenant 6 est égal a ~, nous avons , 

d’ou 
I 

Stet = = (s2— Seq) 

Il n’est plus évident sur cette expression que le premier membre est un 

polynome 4 coefficients entiers en 7%, ...,%n; cette propriété est 

cependant encore vérifiée, d’aprés les résultats obtenus par la méthode 

de Waring. 

On calculera de méme un polynome symétrique du_troisiéme 

ordre Lx x? x} a partir du produit s, sg sy. Il y aura lieu de distinguer le 

cas ot deux des exposants sont égaux et celui ot les trois exposants 

le sont. 

Signalons encore une méthode intéressante, due 4 Cauchy, pour le 

calcul des fonctions symétriques. Nous supposerons ici que l’anneau A 

des coefficients est un domaine dintégrité. Comme nous l’avons vu, 

L1, L2, ..., Lp sont les racines de |’équation 

-F(u)=(u—2)...(u—2,) = ut— 9, U1 + ou" —2—... + (—1)"o,= 0, 

OULN (te) EA[0,, - .0,.9n|. [2] (*). De” meme, os.c0s, ee psoas 

racines de l’équation 

F(u 
By (a) ote = ult + (2,— 9 )Un—2 + (ai — 04 2,+ o2)uU"-3 4+... =0, 

— il 

dont le premier membre appartient a l’anneau A[as, ..., ons, 21] [uv], 

puisque ¢,, n’intervient pas dans le calcul du quotient. Posons, de proche 

en proche, 

Fy_1(u) A 

ee ea u— XE 

Ce polynone, qui est de degré n—k, appartient a l’anneau 
Alley 209, Cre ri, mo, ae Ta] ehadmet pour zéros Peay. eee 
On a enfin 

F,-2(u) 

u— Xn-1 

ena soe 

|Rpesil(Uh) = 

(") 9,9, --., 6, étant les polynomes en z,, ..., 2, définis par les relations (1) du 
paragraphe 3, les anneaux Alo, ..., ¢,],..., Als, ..., Chern conn Cb coo COMGalee 
sous-anneaux du domaine d’intégrité R,= A[a,, ..., 2,]. 
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et le zéro 2, de ce polynome appartient au méme anneau que ses 
coefficients 

(1) wre Ale %a7, Ae, apis). 

On a d’ailleurs évidemmment 

cr) Hn = 9, — Ly—. . -—- Ln_-y. 

Cela posé, un polynome symétrique f(x, %2, ..., Zn) peut, en 

tenant compte de la relation (1) ou (1'), se mettre sous la forme 

S=hil(o, H14, £2, +++, Ln-1). 

Or, Zn_4 étant un zéro du polynome du second degré Fy_a(u), fi, 

considéré comme polynome en z,_1, peut étre remplacé par son reste ry 

modulo F,_2, reste qui est du premier degré en x,_,. Nous avons donc 

(2) Jie 8) 3 (ay ee es avec St A,E Alo, 50, Hiyis vy Cp—o). 

Si maintenant nous intervertissons dans ce qui précéde x,_4 et 2p, nous 

obtenons la relation analogue 

ry S=fot M2n) 

ou fo et Ay sont évidemment les mémes que dans (2). La comparaison 
de (2) et (2’) entraine 

M1 = 0, 

dou 
PS oe he oy ee 

Le raisonnement se poursuit de proche en proche ; on peut 

remplacer fa, considéré comme polynome en Zp_2, par son _ reste 

modulo F,,_;, reste qui est du second degré en %,_2; on obtuent ainsi 

une égalité de la forme 

S = do 23g t+ be Pn—a+ fs, avec do, we, fsE Alay, G2, 63, 21, +--+, Ln—s], 

qui subsiste lorsqu’on y remplace %pn_2 par 2,1 ou 2%. Le polynome 

Ge i Ag 07 att fs—feRn [uw], sur le domaine d’intégrité 

R,=Al[x, ..., Ln], s’'annule pour w= p_2, Fras et Ln, nous 

avons donc 

= p2= 0, a5 

ce qui fournit une expression de f ne contenant plus que %, ..., %5, 

DA, -++5 Ln—3- Finalement,.on arrive, par une simple succession de 

divisions, 4 une expression de f ne contenant plus que les fonctions 
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symétriques élémentaires, et qui est par conséquent |’expression 

cherchée . 

J (21; wees Dn) = P(S1y +++) Sn)- 

Exemple. — Pour trois variables 2,, 22, 23, calculons f= Zaz?. Ona 

J (a1, £2, 3) = fis, Lr, F2) = V+ 3+ (91— 41— 2)? 
= 203 — 2(0;— 21) X2+ Of — 201414 22}. 

Or, xq est racine de 

3— g, m2? + Oo L— 53 x 
F(z) = Fey, = 224+ (21—9,;)L© +27 — 9,21 + 02=0, 

dott 

f = 2(0,— 25) a2— 2(0;— 21) a2— 2( ae} — 9141+ o2) + Of — 201014 22} 

= of — 262. 

Une fraction rationnelle R(a1, £2, ..-, Z,) appartenant au corps 

des quotients K,, de l’anneau Ry, est symétrique si elle est invariante 

par toute substitution effectuée sur les z;. Par exemple, les fractions 

Lit L 2} 
eae 
XL Xo La nie|recs 

mE 

ate he 

sont symétriques. On peut toujours écrire une fraction rationnelle 

symétrique sous forme du quotient de deux polynomes symétriques. 

Si, en effet, le dénominateur D n’est pas symétrique, on multipliera les 

deux termes de la fraction par les polynomes distincts qui se déduisent 
de D en permutant les z; de toutes les maniéres possibles. On obtient 

ainsi au dénominateur un polynome symétrique et le numérateur 

correspondant est évidemment symétrique lui aussi. On a, par exemple, 

Li— £3 (e{—#})(e}—2}) — x¢x3(a1+ xe) —(a} + a3). 
ei— ae (ei —2})(2}— at) 2iL; —(Li+ x3) 

Supposons de plus, ici, que l’anneau A des coefficients soit un anneau 

a factorisation unique, ce qui entraine la méme propriété pour R,,, 

et montrons que toute fraction symétrique irréductible R(a, ..., den) 
a un numérateur et un dénominateur symétriques. A cet effet, 
remarquons d’abord que, si un polynome symétrique f(a, "a9 aq) 
admet un diviseur non symétrique m(a1, ..., In) ER, fest multiple 
de chacun des polynomes qui se déduisent de m par une substitution 
effectuée sur les x;, donc du p. p. c. m. (4) p (ai, ..., Xn) de ces poly- 
ee a 

(*) Au sens de la Théorie des anneaux 4 factorisation unique. 
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nomes, lequel est évidemment symétrique. Si, en particulier, m est 
le p. g. c. d. d de fet Wun autre polynome symélrique g, on a 
nécessairement p= 0 et, par suite, d est symétrique. Soit alors R une 
fraction rationnelle symétrique, quotient de deux polynomes symé- 
triques fet ¢ , on la met sous forme irréductible en divisant / et ¢ par 
leur p. g. c. d.; celui-ci étant symétrique, le numérateur et le dénomi- 
nateur ainsi obtenus le sont également. Par exemple, la fraction irré- 

: Lit M1%e+ L3 ; ‘. vi — a} 
2 2 toe P ne hey Lins “iol 2. 1 ductible fay fae gape égale a la fraction symétrique poe? bien 

un numeérateur et un dénominateur symétriques. 

Dans tout ce qui précéde, les nm symboles 2, a2, ..., Zp ont été 

regardés comme des indéterminées. Mais les résultats obtenus subs‘stent 

si ’on spécialise ces indéterminées dans un anneau A’, extension de A. 

On pourra, en particulier, remplacer les indéterminées .x; par les racines £; 

d'une équation de la forme 

F(u) = u"— pyur—!+...+(—1)"p,=0 (pie A) 

ou plus généralement 

iG) F(w) = dou" + ayu"—!-+...+a,=0 (aqEeA). 

Toute expression rationnelle, enticre et symétrique par rapport 

aux §& est alors égale a une expression rationnelle enticre des pj; 

toute expression rationnelle et symétrique par rapport aux & est 

égale a une expression rationnelle des aj. 

On peut, en outre, remplaccr la symétrie formelle, considérée jusqu’a 

maintenant, par la simple invariance numérique; une expression 

rationnelle (entire ou non) /(i1, ..., Zn), ot les & sont les racines 

de l’équation (3) dans une extension de A oti F(w) se décompose en 

facteurs linéaires, est dite numériquement tnvartante si clle conserve 

la méme valeur lorsqu’on effectue sur les 2; une substitution quelconque. 

Si la fonction rationnelle /(z1, ..., @,) est. symétrique, expression 

rationnelle f(é1, ..-, 2x) quis’en déduit par spécialisation, est numéri- 

quement invariante. Inversement, une expression rationnelle /(21, ..., En) 

peut étre numériquement invariante sans que le polynome f(a1, ..-, Zn) 

soit symétrique. Mais on peut trouver un polynome symétrique /”, dont 

expression considérée est aussi la yaleur pour la spécialisation vj = 2; : 

il suffit de prendre 

7 I 

olay vey Lyn) = 4 | Sica. uP 3s yal! be DY 
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ou la somme est étendue a toutes les permutations des indices. Nous 

voyons donc qu’une expression rationnelle des racines 4, .-+)&n 

de Véquation (3), numériquement invariante par toute substitution 

opérée sur les =, s'exprime rationnellement au moyen des coeffi- 

ctents a, de cette équation. 

Exemple. — Les calculs faits 8 propos de la méthode de Cauchy permettent 

d’écrire immédiatement des expressions numériquement invariantes /(&, .-., &n) 

telles que le polynome f(a, ..., Zn) ne soit pas symétrique. Soit, par exemple, 

Péquation 
e+ pr+q=o. 

Dans le calcul fait plus haut, la spécialisation 4, = 0, x;= €; donne 

LEP = 2(EF + E1Eo+ €%) = 2[(E1 + Eo)*— G60] = 2( 83 — fake). 

Les expressions £? + &&+ &3 et £3 — E,£2 nont numériquement invariantes, bien 

que les polynomes x2}+ 2,;%2+ £3, }—a1%2 ne soient pas symétriques par 

rapport a 2%, 22, 23. 

Comme application de la théorie des fonctions symétriques, nous 

donnerons quelques propriétés fondamentales des nombres algébriques. 

Soit [ le corps des nombres rationnels ; 4 tout nombre algébrique a, 

zéro d’un polynome f(x2)éI[z], irréductible sur I, associons ses 

conjugués %4= a, a, ..., %m qui sont les différents zéros de f(a) dans 

le corps 2 des nombres complexes (‘) : les fonctions symétriques élé- 
mentaires des a; sont des nombres rationnels. 

La somme «+8, la différence «— 6, le produit a8 de deux 

nombres algébriques sont des nombres algébriques. En effet, 

les polynomes II(z—a;—6;), HW(a—a:+ 6,;), Il(x—a;8;) dans 

lesquels «;,6; désignent respectivement tous les conjugués de « et de 8, 

sont symétriques a la fois par rapport aux a; et par rapport aux 6;, donc 

ont leurs coefficients rationnels : comme ils admettent respectivement 

.les nombres o,+ 64=a-+ 8, a,—6,=a —B et a,8,—28 comme 

zéros, ces nombres sont bien algébriques. Comme, d’autre part, si 6 est 
yeep I _ : 

différent de zéro, g est évidemment algébrique en méme que 8, 

nous voyons que ensemble des nombres algébriques est un corps X. 

(1) Nous utilisons dans ce qui suit, avec la théorie des fonctions symétriques, les 
propriétés du corps des nombres complexes, en particulier le théoréme fondamental 
de VAlgébre. Nous reviendrons ultérieurement (t. 2) sur les propriétés des nombres 
algébriques (par rapport a un corps quelconque), et nous les établirons alors & partir 
de résultats purement algébriques. 
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Une propriété importante de ce corps est la suivante : tout séro d’un 
polynome 

f(@)=27+ann14.,.,+ 6 

dont les coefficients sont algébriques, est lui-méme algébrique : par 
conséquent, le corps X des nombres algébriques est algébriquement 
Sermé. 

En effet, le polynome 

(x) = l(a + OO Ait ie a 97), 

ou a;, ..., 0; sont respectivement tous les conjugués de a, ..., 9, est 

-symétrique a la fois par rapport aux %;, ..., et par rapport aux 0;. Ses 

coefficients sont donc rationnels. Un zéro w de J(x) Gtant aussi zéro 

de 9(x) est, par conséquent, un nombre algébrique. 

Les propriétés arithmétiques des corps algébriques, c’est-a-dire des 

sous-corps de A, reposent sur une notion fondamentale, celle d’entiers 

algébriques. Ces éléments jouant un réle analogue a celui des nombres 

entiers en arithmétique élémentaire, il y a lieu de les définir de maniére 

a satisfaire aux conditions suivantes ('). 

1° Les entiers algébriques forment un anneau. 

2° Un nombre » quiesta la fois entier algébrique et nombre rationnel 

est un entier rationnel : » € C. 

3° Sia est un entier algébrique, ses conjugués le sont également. 

Ces conditions entrainent, si f(z) désigne le polynome irréductible 

sur [ayant un entier algébrique « comme zéro et dans lequel le coefficient 

de la plus haute puissance de x a été ramené a l’unité, que les coefficients 

de f, polynomes symétriques en a et ses conjugués, sont d’une part 

des nombres rationnels, d’autre part des entiers algébriques, done des 

entiers rationnels. Nous sommes ainsi conduits a la définition suivante. 

Un nombre algébrique «, zéro du polynome 

S(@) SaPt YLMI17 +. Ay (aE) 

trréductible sur T, est un entier algébrique si tous les coefficients a; 

du polynome f sont des entiers rationnels 

a,e C. 

(1) Les remarques qui suivent sur la définition des entiers algébriques ont été 

formulées par E. Hecke (Theorie der algebraischen Zablen, p. 76, Leipzig, 1925). 
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Lewms. — Pour qu’un nombre algébrique « soit un entier algé- 

brique, il suffit qwil vérifie une équation de la forme 

F(z) = 2+ ec," +...+ey=0, 

dont les coefficients c; sont des entiers rationnels : c;EC. [L’intérét 

de ce lemme est que le polynome F(a) n’est pas nécessairement irré- 

ductible sur I. ] 

Soit, en effet, 

f(£) = AH" + 2"! +...+ an, ajeC (a) > 0) 

le polynome irréductible sur T et primitif par rapport 4 lanneau C 

des entiers rationnels, dont le nombre algébrique @ est un zéro. 

F(z) ayant dans 2 un zéro commun, @, avec f(x), est multiple de ce 

polynome dans I'[a] (p. 360). Nous pouvons écrire le quotient sous 

re(x) 
Ss 

nome primitif de C[z]. Dans l’égalité 

sF(r)=rf(x)g(@) 

le produit f(z) g(x)des deux polynomes primitifs f et ¢ est lui-méme 

primitif (chap. VI, § 5, p. 344). Comme F lest également, nous 

avons: 1) 7 == set 

la forme , ou ret s sont deux entiers rationnels et g(x) un poly- 

F(2)=f(©) 8(*). 

Le premier coefficient a) de f(x) divise donc le premier coefficient 
de F(a), qui est 1 : nous avons, par suite, @—=1 et « est bien un entier 

algébrique. 

Tutorime. — Les entiers algébriques forment un anneau (*). 

Soient a, 8 deux entiers algébriques et a,= «a, a2, ..., &mj3 i= 6, 

Ba, ..+, Gn leurs conjugués (dans &, par rapport a I). Les polynomes 

gi(@) =II(# — a:— B;), &2(2) = I(x — a+ ;), &3(2) = I(x — a, 8;), 

symétriques par rapport aux a; et aux 3;, ont comme coefficients des 

expressions rationnelles entiéres par rapport aux fonctions symétriques 

élémentaires des a; et a celles des 6; : ces coefficients sont donc entiers, 

et comme le premier coefficient de chacun des polynomes 4, £2, 2s 

est égal a unité, a + 8, a—6 et aB sont des entiers algébriques. 

(*) En changeant au besoin le signe de g. 
(*) La premiére condition de la page 397 est donc bien vérifiée ; la deuxiéme aussi, 

puisqu’un nombre rationnel vérifie une équation du premier degré sur I’. La troisieme 
résulte immédiatement de la définition d’un entier algébrique. 
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Remarquons encore qu’un séro w d’un polynome de la forme 

, A( 2) = a2"+anm—i4 .., +0; 

ou a, ..., 0 sont des entiers algébriques, est lui-méme un entier 
algébrique. Le polynome 

H(v) = (a+ ajpom—t+ 2... + 6), 

ou les a, ..., 9 sont les différents conjugués de a, ..., 0, admet en 
effet » comme zéro; or il a pour coefficients des entiers rationnels, et 
son premier coefficient est égal a Vunité. 

Exercices. 1. Montrer au moyen des formules de Newton que 
i 

s.= > af (h>0) 

i 

est un polynome isobare et de poids h en 04, o2, ..., Gn. 

2. Soit A un entier négatif. Calculer, par la méthode de Newton, la fonction 

symétrique s; = > xr. 

i 

3. En prenant n= 3, puis 7 = 4, former, pour les différentes valeurs de k, 

le polynome Fyx(w) sur l’anneau Ala, ..., dn—x, 1, ..-, eK] qui admet pour 

ZEYOS Lez, «+25 Ln- 

1° Utiliser la méthode des divisions successives indiquée dans le texte; 

2° Utiliser la méthode suivante : On désigne par o, o2, ... les fonctions 

symétriques élémentaires de 2, ..., x, pav 9}, 05, ... les fonctions symétriques 

élémentaires de 241, .--, 2n, eM convenant de poser o; =o pour i>f, 

o} =o pour t >n—Kk. Etablir la relation 
” 3 

Op =O, + O41 Spt ee, HOW +... +44 (ET 0505 DP 

En déduire les expressions de a, ..., o,_¢ et le polynome Fy (uw). 

4. Calculer par la méthode de Cauchy les fonctions symétriques Lap et Lax} x; 

des trois variables 2,, %2, 3. 

8. Calculer le discriminant de chacune des équations 

Ay vr+ a,x + a,=0, AL + A, x*+ A,L + az= 0, 

c’est-a-dire la fonction symétrique 

D=aj""* } [(e— gi), 

i</ 

ou l’on désigne par 7 le degré de l’équation et par &, &&,... ses racines 
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NOTE I. 

ENSEMBLES FINIS. 

4. Introduction. — Comme on 1’a indiqué au chapitre I, la théorie 

des ensembles finis, qui va étre développée ici, est la théorie directe, 

c’est-a-dire celle qui ne repose pas sur la notion de nombre naturel : 

c’est au contraire celle-ci qui, dans une certaine mesure, en dérivera 

(note IT). 

Nous nous proposons essentiellement, dans cet exposé, d’établir 

l’équivalence des trois définitions mentionnées au chapitre I. 

1° Définition ordinale (A. Denjoy) : Un ensemble est fini s'il peut 

étre ordonné (totalement), et s'il est semblable a lui-méme dans tous 

les ordres posstbles. 

2° (Stickel, Enriques) : Un ensemble est fini s'il peut étre double- 

ment bien ordonné. 

3° Définition cardinale (Tarski) : Un ensemble est fini s'il vérifie 

la condition minimale, a savoir si tout ensemble JN non vide de par- 

ties de E contient une partie A minimale (ou irréductible), c’est- 

a-dire ne contenant aucun autre sous-ensemble appartenant a JTL. 

Nous supposerons connues les notions fondamentales sur les ensembles 

ordonnés, exposées au chapitre I (§ 9 et 10). Nous devons d’abord les 

compléter par quelques indications sur les procédés d’ordination. 

2. Procédés d’ordination. — 1° Il est souvent commode de désigner 

par la notation O, un ordre [ total, strict (+)] défini dans un ensemble E 

et d’écrire 

L<y (Of) 

(1) Nous ne répéterons pas constamment ces adjectifs : dans tout ce qui suit, ib 

s’agira d’ordre total strict, sauf avis contraire. 
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quand deux éléments 2, y dee vérifient cette relation d’ordre. Toute 

partic A de E est elle-méme ordonnée dans Vordre envisagé, mais 

celui-ci, lorsqu’on le considére seulement pour les éléments de A, 

sera avantageusement désigné par la notation Oy : on dira que Oy est 

lordre Oy restreint a A, ou définit par restriction et, inversement, que 

O, prolonge dans E lordre Oy. 

2° Supposons E ordonné par un ordre Oy. La relation inverse, Ox" : 

Bay (Of') si et seulement si y<a (Or) 

est encore, visiblement, un ordre total strict, appelé ordre tnverse 

de Og. 

3° Supposons qu’un ensemble E soit la somme d'une famille # de 

classes A, B, ..., X, .... Si chaque classe X € & est ordonnée par un 

ordre Ox et si & est ordonnée par un ordre 2, on définit dans E un 

ordre O en posant : 

a<y (Ox) quand» et y appartiennent a une méme 

classe X; 
Ones! 

at sy ceX, vyeY,X<Y (Q) quand & et y appartiennent 
a deux classes distinctes X, Y. 

On vérifie immédiatement (en faisant les distinctions de cas néces- 

saires) que la relation ainsi définie est ¢ransitive et que l'une des rela- 

tions z7<y,r2=yY, y <x a toujours lieu, a l’exclusion des deux autres : 

O est bien un ordre total strict. 

Dans le cas ob tona E= A+B, A< B(&), on dit qu’on ordonne E 

« en placant A avant B ». 

Tutoreme 1. — Sz E est ordonné par un ordre O et si a est un élé- 

ment de E, tl y aun ordre O, de E dans lequel a est premier élément. 

Désignons par X l'ensemble des éléments x de E vérifiant z <a (O), 
‘par Y lensemble des éléments y de E vérifiant ay (O), par Ox, 
Oy Pordre O restreint respectivement 4 X, Y. Puisque O est un ordre 
total, nous avons E= X + Y. En placant Y, ordonné par Oy, avant X, 
ordonné par Ox, nous définissons un ordre O! de E, dans lequel a est 
bien premier élément de E. 

4° Soit f une application biunivoque d'un ensemble E sur un 
ensemble E’, A partir d’un ordre O défini dans E, on peut introduire 
un ordre O! dans E’ en posant 

GV (ONS siet seulement si a<y (O), 
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x et y désignant les images inverses respectives de z', y' dans O : 

a= IN) Lely): 

On dit que O' est Pordre déduit de O par transfert au moyen de Pappli- 
cation f. L’ensemble E ordonné par O et Pensemble E! ordonné par O' 
sont semblables. 

3° Un ensemble © de parties d’un ensemble E totalement ordonné 

par rapport a la relation d’inclusion, est appelé chaine de parties. 

L’utilisation de ces chaines conduit 4 un procédé d’ordination, le pro- 

cédé d’Hessenberg-Kuratowski (1), ramenant les relations d’ordre, 

portant sur les éléments, a des relations d’inclusion, portant sur les 

parties (?). 

Une chaine C de parties est stricte si elle ne contient pas deux fois la 

méme partie : 

CE ere Caan DB Cee 

Elle est maximale si elle est stricte et n’est pare propre d’aucune 

autre chaine stricte. Cela signifie donc qu’il est impossible d’y faire 
figurer de nouvelles parties : elle contient nécessairement la partie 

vide @ et Pensemble E lui-méme, qui en sont respectivement premier 

et dernier élément. 

Tutorime 2. — Pour qu'un ensemble E puisse étre totalement 

ordonné, tl faut et tl suffit qwil existe dans &(E) une chaine maxi- 

male IN. 

1° La condition est nécessaire. — Supposons E ordonné par une 

relation d’ordre stricte x < y. Considérons, par rapport 4 cet ordre, 

Yensemble J ={F} des sections commencantes F (QO compris). 

ON est une chaine. Supposons, en effet, 

F&F ed et, par exemple, F¢F’. 

Il existe aEF tel que a¢F’. Soit bE F’. On ne peut pas avoir ab, 

car il en résulterait ae F’. Donec b<a, dot bEF et F'cF. 

(1) Hessenperc, Grundbegriffe der Mengenlehre (Abh. Tries’schen Schule, I, t. 4, 

Gottingen, p. 674-685). 
Kuratowskl, Sur la notion de l’ordre dans la Théorie des Ensembles ( Fundamenta 

Math., t . 2, 1921, p. 161-174). 

(2) Ce procédé sera utilisé seulement pour établir l’équivalence de la définition car- 

dinale avec les deux autres (§ 6, th. 22) : son étude peut étre différée jusque-la; elle 

n’est pas nécessaire pour le lecteur désirant seulement connaitre la théorie ordinale 

des ensembles finis. 
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La chaine IN est maximale. Soit, en effet, K une partie de E qui 

n'est pas section commencante : il existe done r, 5 € E tels que 

rek, Seo sé K. 

Soit X la section commencante ensemble des 2 vérifiant x<r; on 

aXeMet 
rek, réX, donc K€X; 

sEeX, séK, donc X¢K. 

ON + {K} n'est donc plus une chaine, JI est bien maximale. 

2° La condition est suffisante. — Soit JY une chaine maximale de 

parties de E. 

Posons 
; ‘ : xeXxX, 

a<y sil existe XEIM tel que ; 
yeX. 

Cette relation est transitive. Soit, en effet, 
( yey, 

y<%, c’est-a-dire il existe YEO tel que - 
| z¢€Y. 

Puisque JV est une chaine, l’une des parties X, Y est sous-ensemble de 

l'autre : or YC X est impossible. On a donc X CY, d’ou veEY et, par 

conséquent, 

BK he 

D’aprés la définition, x < y est incompatible avec xr =y;x<y est 

ausst incompatible avec y <x, qui signifierait : il existe Y € ON, 

avec VEY, EY, dou XEY, YEX, ce qui est absurde puisque X 

et Y sont éléments de la chaine JN. 

Six et y ne vérifient niz=y,niy<2£,onax<y. ToutYeM 

contenant y comme élément, contient aussi x, sans quoi nous 

aurions y < x. Considérons les parties Pe ON contenant vy (donc zx) : 

- E, par exemple, a cette propriété (EE ON, puisque IN est maximale). 

Soit 1=f)\P et X=I—{y}: el, donc veX, alors que y¢X; il 

suffit donc de montrer que XE MN. 

Utilisons le fait que la chaine ON est maximale : nous avons seule- 
ment a établir que, si HEIN, on a XCH ou HEX. Distinguons 
deux cas. 

1" cas. — y EH, alors H est une partie P, donc 

[oH wg pd Obne ess H. 
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2° cas. — y €H, alors, aucune partie P n'est contenue dans | fs 
donc HCP pour tout P et, par suite, 

HG], puis HCI—{y}=xX, 

G. .Q.eFuln: 

Remarque. — Dans l’ordre construit ci-dessus (2° partie), tout XEON est 
section commencante. Soit, en effet, 2’ <xeX: il existe 

x’ eX’, 
Xeon tel que 

Ee Ne 

On ne peut avoir XX’, donc ona X’cX et 2’ eX. 

Inversement, toute section commencante S appartient a MN. En effet, si une 

partie HeOMW ne contient pas S, S€H, il existe au moins un élément s véri- 

fiant se€S, s¢H et, puisque H est une section commencante, on a, pour 

tout hE H, h<s, donc héES, c’est-a-dire HcS. 

On voit finalement qu’il y a une correspondance biunivoque entre les ordres 

et les chaines maximales de parties; les parties constituant une telle chaine 
sont les sections commencantes dans l’ordre correspondant. 

Tutoreme 3. — Si Eest bien ordonné, la chaine maximale MN Vest 

QUSSL. 

Soit # une partie non vide de WN. Si #={E}, E est élément 

minimum de #. 

Soit donc # ~{E}; posons R=(J(E 
XEF 

E étant bien ordonné, Ra un élément minimum r, et il existe au moins 

X). Nous avons RHQ; 

une partie 

AEF telle que reE—A. 

Soit maintenant X une partie guelcongue élément de #; si lon 

avait E— X > E—A, ilexisterait ye E— X CR pour lequel y € E— A, 

c’est-a-dire y € A. Mais, puisque r¢€A, cela entrainerait y <r, ce qui 

est absurde puisque ye€R. Nous avons donc E—XCE—A c'est- 

a-dire AC X pour tout Ne # : A est élément minimum de F. 

Désignons par E~!, JI les ensembles E, J dans lesquels on a 

remplacé respectivement les ordres <, c par les ordres inverses. 

Tutoreme 3’. — St E-! est bien ordonné, WW lest aussi; en 

d’ autres termes, si toute partie non vide de Kaun élément maximum, 

MN posséde la méme propriété. 
9 

P. DUBREIL. 
27 
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Tutoréime 4 (réciproque de 3). — Si% la chaine maximale MN est 

bien ordonnée, E Vest ausst. 

Soit A une partic non vide de E. 

Désignons par & la famille des sections commences S( eo) 

telles que SAA O : &, quin’est pas vide puisque Ee #, a une partie 

minimum C; montrons que Gn A(4 O) se compose d’un seul élément. 

Supposons, en effet, que nous ayons : aeCnA, aeCnA, afa'et 

soit, par exemple, a’<a : alors il existerait C’e MN tel que a’ EC’, 

a¢C'; nous aurions C/N A+, donc Cle & et CEC’, dou C'cG, ce 

qui est absurde puisque C est élément minimum de #. 

L’élément unique a de CNA est minimum dans A, car, si MEA 

etm ~a, onamé€C, donca<m. 

On a le théoréme analogue suivant : 

Tueorime 4’ (réciproque de 3/). — Sz JW! est bien ordonné, 

E~! Vest ausst (en d'autres termes, st toute partie non vide de Ma 

un élément maximum, E posséde la méme propriété). 

3. Théorie ordinale (!). — Nous dirons qu’un ensemble F est ordi- 

nalement fini s'il peut étre ordonné (totalement) et s’il est semblable a 

lui-méme dans tous les ordres possibles. L’ensemble vide @, des 

ensembles de la forme | a} ou { a, 6} sont ordinalement finis. 

Nous désignerons par Fy l'ensemble F ordonné par un certain 
ordre O. 

Tuétoreme 5. — Un ensemble F' ayant méme puissance qu'un 

ensemble fint F, est lui-méme fint. 

Soit o une application biunivoque de F sur F’. F’ peut étre ordonné 

totalement, par exemple par l’ordre O! déduit d’un ordre O de F par 
transfert au moyen de 9. A deux ordres O', O', quelconques de F, 
‘g* fait correspondre de méme deux ordres O,, O. de F, et les 

ensembles Fo,, Fo, sont semblables (¢ =1, 2). Comme Vo, et Fo, sont 
semblables, Fo; et Fo; le sont aussi, et F’ est bien un ensemble fini. 

Tuéorene 6. — Dans tout ordre O, un ensemble ordinalement 
jini F a un premier et un dernier élément. 

eee 

(Gio INS Dewsoy, Les ensembles finis (C. R. Acad. Sc., t. 224, 1947, p. 612); 
L’énumération transfinie, t. UI, Etudes complémentaires sur Uordination, aii I 
(Gauthier-Villars, Paris, 1954). 
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D’aprés le théoréme 1, il existe un ordre total dans lequel un élément 
donné, a, de F est premier élément. Puisque F est semblable a lui- 
méme dans tous les ordres possibles, F possede dans chaque ordre un 
premier élément. 

En passant d’un ordre a l’ordre inverse, on voit qu il existe aussi, 

dans chaque ordre, un dernier élément. 

Toute partie A (non vide) d’un ensemble ordinalement fini E peut 

étre ordonnée par restriction. Inversement, tout ordre 2 de A s’obtient 

de cette facon. Ordonnons, en effet, d’une facon quelconque (par 

exemple par restriction) le complément B=F-—A de A dans F. 

Soit Bo, Pensemble ordonné ainsi obtenu. Placons Ag avant Ba, : nous 

faisons de F =~ A+B un ensemble ordonné Fo, et l’ordre O restreint 

a A est précisément 2. D’apres le théoréme 6, F possede, dans l’ordre O, 

un premier élément a, qui appartient nécessairement a A, et en est le 

premier élément dans l’ordre &. Ainsi, A posséde, dans tout ordre Q, 

un premier élément, donc : 

Tutorime 7. — Une partie A non vide d’un ensemble ordinalement 

fint F posséde, dans tout ordre 2, un premier élément. 

Tuéoréme 7’. — Une partie A non vide d’un ensemble ordinale- 

ment fini F posséde, dans tout ordre 2, un dernier élément. 

Corotiarre. — Tout ordre O de F est un doyble bon ordre, tout 

ensemble ordinalement fint est doublement bien ordonné. 

Il en résulte que, dans tout ordre O de F, tout élément xz de F autre 

que le premier, a un précédent x~ (dernier élément de la partie formée_ 

par les éléments qui sont avant ); tout élément z autre que le dernier 

aun suivant x*. F est donc un ensemble discret (admettant un dernier 

élément); chaque partie A non vide de P est aussi un ensemble discret 

(chap. I, §10, p. 42) et lon.peut raisonner par induction complete 

dans F ou dans A. 

Tueoreme 8. — Sorent F,, F. deux ensembles ordinalement finis, 

semblables dans une application biunivoque 

(a) F,~ F. 

et ayant en commun une section commengante A. Tout élément x 
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de A est sa propre image dans lV application «: a” = 2; a applique 

semblablement F,— A sur F,—A (*). 

Le théoreme est évident si A est vide. 

S’il n’est pas vide, A posséde un premier élément a, qui est aussi 

premier élément de F, et de Fs, ce qui, puisque « applique semblable- 

ment F, sur F2, entraine 

2a=zda. 

Soient m un élément de A, M l’ensemble des x € A tels que 7 <™m. 

La propriété (de élément m) 

(£) ar= 2 pour tout 2EeM 

est vraie pour m =a; si elle est vraie pour un élément m distinct du 

dernier élément de A, « applique semblablement F,— M sur F,—M; 

par suite, élément m+ suivant m dans A, donc premier élément 

de F,— M et premier élément de F,—M, est appliqué sur lui-méme : 

m+ a donc aussi la propriété (@), et finalement tous les éléments de A 

ont cette propriété : 

Cie Sa pour tout weA. 

Il est clair que, dans ces conditions, « applique semblablement F,— A 

Gire y= 

Corotuarre 1. — Sotent O,, Oo deux ordres d’un-ensemble ordina- 

lement fini F, tels que Fo,, Fo, avent en commun une section commen- 

cante A: il existe une application biunivoque « de F sur lui-méme 

conservant chaque élément de A et appliquant semblablement F — A 

(avec lordre induit par Q,) sur F —A (avec Vordre induit par O2). 

CorotiaireE 2. — Un ensemble ordinalement fini F poureu d’un 

ordre O, n’a pas d’autre application biunivoque semblable sur lut- 

_ méme que l’ application identique. 

Il suffit d’appliquer le théoréme 8 en prenant 

Fi] be ee ere 

CoroutiarreE 3. — Toute partie X d’un, ensemble ordinalemént 

fint F est ordinalement finite. 

(1) Ce théoréme généralise le théoréme 1 de la Note de M. Denjoy (qui n’est autre 
que notre corollaire 2); il a l’avantage d’entrainer immédiatement que toute partie 
d’un ensemble fini est finie (cor. 3). 
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X est ordonnable, par exemple a partir d’un ordre de F, par restric- 

tion. Soient 2,, 25 deux ordres de X, faisant de X respectivement des 

ensembles ordonnés X,, Xz. Ordonnons le complément Y = Fk —X 

@une fagon quelconque (par exemple par restriction 4 partir de 

n’importe quel ordre de F) : en placant Y avant X;, nous obtenons 

un ordre O; de F; soit F;= Y-+ X;(¢=1, 2) Vensemble F ainsi 

ordonné. 

F étant ordinalement fini, F, et F. sont semblables dans une applica- 

tion biunivoque a : d’aprés le théoréme 8, la section commengante 

commune Y est appliquée identiquement sur elle-méme, et X; =F ,— Y, 

X.= F.— Y sont semblables. 

Leume. — Sort A une partie véritable, ordinalement finie, pourvue 

d’un certain ordre O, d’un ensemble M quelconque; si meM—A, 

les deux ensembles ordonnés 

B={m}+A, GQ=A--{m} 

obtenus en plagant m avant A et apres A, sont semblables. 

Soient a le premier élément de A, d le dernier. L’application 9 de B 

sur C définie par 

Oe Se 

OD ao pour tout «Ad (red) 

9 ad=m 

est une application de B sur C, biunivoque [puisque x<y(<d) 

entraine z+< yt]. Soient b,, b2 deux éléments de B vérifiant by < bs; 

posons 
ph=e1, y Os = Ce. 

Si b,= ™m, nous avons c;= 4, premier élément de C, done c,< eo. 

Si b= d, nous avons cg=™m, dernier élément de C, done cy< eo. 

Si b, est différent de m et b» différent de d, b, et b2( € A) ont dans A 

des suivants 

et nous avons encore cy < Co. 

B et C sont donc semblables. 

Tutortme 9. — Si F est une partie véritable, ordinalement finite, 

d’un ensemble M, et si me M —F, l’ensemble G=F vu { m} est ordi- 

nalement fint. 
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On peut ordonner G (en plagant, par exemple, { m} avant F). 

Soient G,, Gz les ensembles ordonnés obtenus en munissant G de 

deux ordres quelconques O;, O2; O1, Oz restreints a F(cG), font de F 

des ensembles ordonnés que nous désignons respectivement\par F,, Fo. 

Par hypothése, F, et F. sont semblables. Les ensembles F,-+ { m}, 

F,+ {m} quis’en déduisent en placant { m} aprés F, et apres F,, sont 

semblables également. 

Il suffit donc de montrer que G; et F;-+ { m } sont semblables (¢ = 1, 2). 
Pour ¢=1, par exemple, -désignons par Z, l’ensemble des éléments 

de G, inférieurs 4 m dans l’ordre O,, par Ay l'ensemble des éléments 

de ey supérieurs a m dans l’ordre O, : l’ensemble Gy=Z,+{m}+ Ar 

est, d’aprés le lemme, semblable a 

Z,+Ai+{m}=Fi+{m}. 

C. Q. Fs Ds 

4. Comparaison de deux ensembles ordinalement finis. — Soient 

d’abord F un ensemble ordinalement fini, ordonné par un ordre O, 

A une partie de F ordonnée par un ordre &. 

Tutoréme 10. — Sz A est semblable a F, ona 

Ag== i, 

Ordonnons, en effet, le complément B= F —A d’une facon quel- 

conque, par exemple par l’ordre O restreint 4 B. En plagant A ordonné 

par 2 avant B ainsi ordonné, nous faisons de F un nouvel ensemble 

ordonné F’=A-+-B. EF’, semblable a F, qui est lui-méme semblable 

a A, est semblable a A : soit « l’application biunivoque de F’ sur A qui 

réalise cette similitude. Puisque F’ et A ont en commun la section com- 

mencante A, a, d’aprés le théoréme 8, applique identiquement A sur 

lui-méme, et semblablement F/— A —B sur A—A—@: B est donc 

vide, et A—F, 

Coroiaire (propriété de Dedekind). — Un ensemble ordinalement 

fini F et une partie véritable A de F, n’ont jamais la méme puis- 
sance. 

Si A était Pimage de F par une application biunivoque ¢, un ordre O 
de F transféré sur A au moyen de g, ferait de A un ensemble ordonné 
semblable 4 F- On aurait alors, d’aprés le théoreme 10, A = F, contrai- 
rement a l’hypothése (A CF). 
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Tutorime 14. — Solvent F et F! deux ensembles ordinalement fints : 
Vun de ces deux ensembles est semblable a une partie de l'autre. 

Ce théoréme est évident si l’un des ensembles F, F’ est vide. Suppo- 
sons donc F, F’4 @. Désignons par X l’ensemble des éléments x de F 
tels qu’on puisse associer a x un élément 2" de F" de fagon que les sec- 
tions commengantes C(r, F) et C(a', F’) soient semblables (+). Le 
premier élément a de F appartient 4 X (on prendra 2'=d’, premier 

élément de F’), donc X n’est pas vide et posséde un dernier élément d. 

Si d coincide avec le dernier élément z de F, le théordme est établi : 

F = C(d, F) est semblable a la partie C(d', F’) de F’, d! étant l’élément 

associé 4d. Sid est différent de z, il faut que d! coincide avec le der- 

nier élément z' de F’ [et alors F’ est semblable 4 C(d, F), partie de F] : 
dans le cas contraire, en effet, d et d' auraient respectivement des sui- 

vants, d+ et d'+ dans F et F’, et en associant d'+ 4 d+(d+'=d'*), on 
ferait de 

C(d+, F) = C(d, F) + {at} 

un ensemble semblable a 

C(d'+, F) = C(d', F)+{d'+}, 

‘ce qui entrainerait d+ € X, contrairement a la définition de d. 

Corotiairs. — Deux ensembles finis F, F’ ont toujours des puis- 

. sances comparables. 

5. Ensembles doublement bien ordonnés. — Tntorime 12. — Tout 

ensemble E doublement bien ordonné est ordinalement fint. 

A chaque élément z de E, associons la section commengante C(z, E). 

Considérons la propriété (concernant |’élément ) 

(2) C(a, E) est un ensemble ordinalement fini. 

Le premier élément a de E a la propriété &, puisque C(a, E) = {a} 

est fini. Soit 4a; si le précédent x de x a la propriété &, x Va 

aussi, d’aprés le théoréme 9, puisque 

C(a, E) = C(a-, E)+{ 2}. 

Il en résulte, par induction complete, que tout élément de E a la pro- 

priété &. Donc, si nous désignons par z le dernier élément de E, 

C(z, E) = E est fini. Cre One Fatal. 

(1) Rappelons que C(z, F) est, par définition, l’ensemble des éléments de F infé- 

rieurs ou égaux a Z. 
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Le théoreme 12 et le corollaire des théorémes 7 et 7’ entrainent que 

chacune des deux propriétés : 

E est doublement bien ordonné, : 

E est ordinalement fint, 

implique Vautre (*). 

Indiquons encore quelques propriétés simples équivalentes a celles 

d’étre doublement bien ordonné, ou ordinalement fini. 

Tutorime 13. — Pour qu’un ensemble E totalement ordonné 

(par O) soit doublement bien ordonné (par O), il faut et il suffit 

que toute section finissante non vide ait un premier élément et que 

toute section commencante non vide ait un dernier élément. 

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est suffi- 

sante. X étant une partie non vide de E, désignons par C l’ensemble des 
éléments c de E vérifiant 

Cz pour au moins un weX, 

C est une section commencante, contenant X, donc non vide. Le der- 

nier élément s de C ne peut pas vérifier une inégalité stricte z << z, 

ou ce€X CC; 2 appartient donc a X, et en est dernier élément. On 

montre, par un raisonnement analogue, que X a un premier élément. 

Corotiairs. — Un ensemble bien ordonné dans lequel toute section 

commencante non vide a un dernier élément, est doublement bien 

ordonné. 

Tntoréme 14. — Pour qu’un ensemble E bien ordonné (par O) soit 

doublement bien ordonné, tl faut et il suffit que tout élément de E, 

sauf le premier a, admette un précédent et que E posséde un dernier 

élément : les ensembles doublement bien ordonnés sont donc les 

ensembles discrets (chap. I, § 10, p. 42) possédant un dernier 
élément. 

La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante, car si 

une section commencante C non vide coincide avec E, elle a par hypo- 

(*) La propriété d’étre doublement bien ordonné a été utilisée par quelques auteurs 

pour la définition des ensembles finis : cf. StdckeL, Zu H. Webers elementarer Men- 

genlehre (Jahr. d. M. V., t. 16, 1907, p. 425); Enriques (Sui fondamenti dell’ Arit- 

metica e sul principio dell’ invarianza del numero (Rend. R. Accad. Lincei, I, 

t. 32, 1925, p. 113-117). Le théoréme 12 est le théoréme III de la Note d’Enriqués. 
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thése un dernier élément; si C4 E, E—C, non vide, a un premier 
élément p(Aa, puisque C~Q@) dont le précédent p~ est dernier 
élément de C. Ainsi, toute section commencante non vide Ca un der- 
nier élément, et il suffit d’appliquer le corollaire précédent. 

Remarque (Stackel). — Un ensemble E peut étre ordonné, avoir un premier 
élément a, un dernier élément z, étre tel que tout élément 2 a ait un pré- 
cédent x~ et que tout élément y ~ z ait un suivant y+, sans pour cela étre dou- 

blement bien ordonné. (C’est ce qui a lieu, par exemple, pour ensemble des 
nombres naturels ordonné de la facon suivante 

L MRS AOSS. Gd 2+ 1) wosjindi\ 2.7, olemib6sa- Gives 

; : ; Se 
L’ensemble des nombres impairs n’a pas de dernier élément, l’ensemble des 

nombres pairs n’a pas de premier élément. ) 

Tutorime 15. — La somme S=A+B+...+M dune famille 

doublement bien ordonnée & d’ensembles A, B, ..., M doublement 

bien ordonnés deux a deux disjoints, est doublement bien ordonnée. 

Posons x < y (x, y ES) dans chacun des deux cas suivants : 

1° x et y appartiennent a un méme ensemble Ce # et x précéde vy 
dans l’ordre de Cj 

2° x et y appartiennent 4 deux ensembles différents C, C'e# et 
C précéde C’ dans lordre de # (xEC, yEeC’). 

La relation < ainsi définie dans S est visiblement un ordre total. 

S; étant‘une partie non vide de S, soit #,(¢#), la famille des Ce # 

tels que CAS,;4+O, #, west pas vide, donc posséde dans l’ordre de # 

un premier élément C,; C,mS, n’est pas vide, donc posséde, dans 

Yordre de C;, un premier élément p,, qui est aussi premier élément 

de S, dans l’ordre de S. On montre, par un raisonnément tout a fait 

analogue, que S, a de méme un dernier élément. 

Remarque. — La démonstration s’applique sans changement a la réunion 

générale d’une famille doublement bien ordonnée d’ensembles doublement bien 

ordonnés. 

Corouuaires. — 1. La réunion d’une famille doublement bien 

ordonnée, ¥, de parties doublement bien ordonnées d’un ensemble E, 

est un ensemble doublement bien ordonné. 

On se raméne immédiatement au théoréme précédent en remplacant 

chaque partie X de # par X'’= X —(XnR,), ot Ry désigne la réunion 

des éléments de # antérieurs a X. 
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2. Le produit P =F x ¥F' de, deux ensembles doublement bien 

ordonneés est doublement bien ordonné. 

P est la somme de ses parties Kal J Cae ensembles des 

xEex 

couples (x, x’) dans lesquels le second élément z' est un élément fixe 

de F’. Chaque ensemble X’, étant semblable a F, est doublement bien 

ordonné; la famille # des X’, étant semblable a F’, est doublement bien 

ordonnée. P est donc doublement bien ordonné, d’aprés le théoréme 45. 

6. Théorie cardinale. — Définition (1). — Un ensemble F est dit 

cardinalement fini s’il vérific la condition minimale (pour ses sous- 

ensembles) : toute famille MW non vide de parties de F contient au 

moins une partie minimale A, c’est-a-dire ne comprenant comme 

sous-ensemble aucune autre partie X qui soit élément de JN (Xe ON et 

XCA entrainent X = A). 

L’ensemble vide @ est cardinalement fini : nous n’avons ici qu’une 

famille non vide de parties, JIU =}|@}, dont l’unique élément, OG, est 

minimal. 

L’ensemble {a} est cardinalement fini; ses parties sont, en effet, 

@ et | a}, donc les différentes familles IW sont {O}, {{a}},{O, fa}}: 

chacune d’elles contient une partie minimale. 

Tuétortme 16. — St un ensemble ¥' a méme puissance qu’un 

ensemble cardinalement fint F, F' est cardinalement fint. 

Une application biunivoque de F sur F’ établit une correspondance 
biunivoque entre les parties de ces ensembles, respectant les propriétés 

@inclusion. A une famille JM non vide de parties de F’ correspond 

une famille OM non vide de parties de F; IN contient au moins une 

partie minimale A, a laquelle correspond dans JI une partie mini- 
male A’. 

Tutorime 17. — Toute partie G d’un ensemble cardinalement 

fint F est un ensemble cardinalement fini. 

Toute famille JI non vide de parties de G est, en effet, une famille 
de parties de F, donc contient au moins une partie minimale A. 

Tutorime 18. — Pour qu'un ensemble F soit cardinalement fini, il 

(*) Tarski, Sur les ensembles finis (Fundamenta Math., t. 6, 1925, p. 45). 
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faut et il suffit qwil vérifie la condition maximale (pour ses sous- 
ensembles) : toute famille MW non vide de parties de F contient au 
moins une partie maximale Z (Xe M et X2Z entratnent X =1Z); 

en d’autres termes, la condition maximale et la condition minimale 
pour les parties d’un ensemble sont deux propriétés équivalentes. 

A toute famille J1% de parties X de F, associons la famille IU des 

compléments Y = F — X: OM et IU sont en méme temps non vides; 

si JV contient une partié maximale A, JU contient la partie mini- 
male Z = F — A, et inversement; le théoréme en résulte. 

Tuéortue 19. — Sc F, G, parties disjointes d’un ensemble E, sont 

cardinalement fintes, leur somme S=F+G est cardinalement 

finie. 

Soit X une partie de S; posons Y= XnF, Z= XG: nous avons 

1 WAM), Wei con 7h. 

ON étant une famille non vide de parties X de S, désignons par JU la 

famille des Y correspondants, Puisqu’on a Y CF, JU est une famille non 

vide de parties de F, donc contient un ensemble minimal A. Soit & la 

famille des parties P de G telles que A+ PEM. Puisque Ae I, 

& nest pas vide, donc contient un ensemble minimal B. 

L’ensemble A+ B, qui appartient a la famille JY, en est élément 

minimal, car les relations X € JN, XC A+B entrainent Xn F=Y € It 

et YCA, donc Y= A, XnG=ZeE®. Comme on a, en outre, ZCB, 

il vient finalement Z = B, donc X= A-+ B. 

Corouuaires. — 1. Si F et G, parties quelconques d’un ensemble E, 

sont cardinalement finies, leur réunion KR = F u Gest cardinalement 

finie. 

L’ensemble G'= G— (FG) C&G est cardinalement fini, et disjoint 

deF: R=FuUG=F-+ Gest donc cardinalement fini. 

2. Si A est une partie véritable, cardinalement /finie, d’un 

ensemble E et sixeE—A, A+ {x} est cardinalement fini. 

3. Si chaque partie véritable d’un ensemble H non vide est cardi- 

nalement finie, H est cardinalement fint. 

Soit, en effet, h eH; H —{ A} est cardinalement fini, donc 

Heche ph en 
Vest aussi. 
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Tutorime 20 (Equivalence avec la définition de Russell et Whitehead). 

— Pour quwune partie A d’un ensemble E soit cardinalement finte, 

il faut et il suffit que A appartienne a toute famille ® de parties de E 

qui posséede les deux propriétés suivantes : 

° OE; 

2° Xe@Met aeA entrainent XU{ ase. 

La condition est suffisante. En effet, la famille # des parties cardi- 

nalement finies de E possede les propriétés 1° et 2°, donc, si A appar- 

tient a toute famille ®, A appartient a %#, c’est-a-dire est cardinalement 

fini. 

Inversement, supposons A cardinalement fini; ® étant une famille de 

parties de E possédant les propriétés 1° et 2°, considérons la famille 

N= @®n(A) des parties de A qui appartiennent 4 ®. Comme la 

partie.vide de A est un élément de JI, JT n’est pas vide, donc posséde 

un ensemble maximal M( ¢ A). Sinousavions Mc A,l’ensembleM + {a}, 

ot ae A—M, appartiendrait 4 ® et a &(A), donc a JM, ce qui est 

impossible d’aprés la maximalité de M. Nous avons donc A=Me®. 

COI rap: 

Remarques. — 1. Si A est cardinalement fini, lintersection Jt = ®nZ&(A) 

coincide, pour toute famille ®, avec l'ensemble &(A) de toutes les parties de A: 

dans le cas contraire, en effet, @(A)—OI, non vide, aurait un élément 

minimal H #@; mais alors A désignant un élément de H, H —{A} appar- 

tiendrait 4 J et H = (H—{hj)+ {A} appartiendrait &@, donc a ON. ce qui 

est contradictoire. 

. On notera que l'ensemble &(E) de toutes les parties de E est une famille ® 
Boe toe les propriétés 1° et 2°. 

3. On établit, tout a fait de la méme facon, l’équivalence avec la définition, 

assez voisine de celle de Russel, donnée par Bourbaki [ Foundations of Mathe- 
matics for the working Mathematician (J. Symb. Logic., t. 14, 1949, p. 1-8). 

THeoremMe 20’. — Pour quwune partie A non vide d’un ensembe E soit 

cardinalement finie, tl faut et il suffit que A appartienne a toute famille 4 
de parties de E qui posséde les des deux proprieétés suivantes : 

1 Siaek, faiey; 

2° est fermée pour la réunion des parties 

Xep et Yer entrainent XUYevb. 

Tuéorime 21. — Si E est un ensemble cardinalement fint, Vensemble 
de ses parties, £(E), est cardinalement fint. 
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Soit £ la famille des parties M de Eayant la propriété: ensemble &(M) 
des parties de M est cardinalement fini. Nous avons : @ EL, puisque 
£(O) =| @} est cardinalement fini. Si nous montrons que : 

2° Xe etaceE entrainent Xu{ale£. 

Ja famille £, vérifiant les conditions 1° et 2° du théoréme 20, ou A 
est remplacé par l’ensemble E, cardinalement fini, contiendra comme 
élément l’ensemble E; Pensemble @(E) des parties de E sera, par 
conséquent, fini. 

La propriété 2° est évidente si nous avons a@eX. Supposons 

donc a€X, et montrons que &(X + {a}) est un ensemble cardinale- 
gee fini. Si Y est une parue de X, Y+ {a}, qui n’appartient pas 

a £(X), est une partie de &(X + {a}) : nous avons donc 

¥+{aje2(X+{a})— 2X), 

Inversement, si ZEX(X-+}a})—&(X), nous avons nécessaire- 

ment aé€Z, donc Z= Y +/ a}, o1 YE F(X). Ainsi, Vapplication 

Y>Y+ {a}, ou YER(X) 

est une application biwnivoque de &(X) sur & (X+}a})— W(X). 

Puisque &(X) est cardinalement fini, il en est de méme de 

O=2(X+ialy—7(X), 

donc aussi de £(X+{a})=@#(X)4+Q. 

Remarque. — I est clair inversement qu'un ensemble E tel que &(E) soit 

cardinalement fini, est lui-méme cardinalement fini : E correspond, en effet, 

biunivoquement a l’ensemble & des parties {a} formées d’un élément x appar- 
tenant a E; et cet ensemble & est cardinalement fini, comme partie de £(E). . 

Tutorims 22. — Pour qwun ensemble EK sort cardinalement fint, 

il faut et il suffit qu'il soit doublement bien ordonné, 

1° La condition est nécessaire. — Soit E un ensemble cardinale- 

ment fini. L’ensemble T des chaines de parties de E n’est pas vide 

car {QO}, {E}, |G, E} (si E n'est pas vide) sont de telles chaines. 

I, contenu dans l’ensemble cardinalement fini &(E), posstde donc au 

moins un élément maximal JW. L’existence de cette chaine maximale JTL 

permet d’ordonner totalement l’ensemble E. 

Toute partie non vide & de OW possede, puisque E est cardinalement 

fini, un élément minimal, qui est élément minimum de #, puisque #, 
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' partie d’une chaine, est elle-méme une chaine. De méme, & a un élé- 

ment maximum et, par conséquent, la chaine maximale IN est double- 

ment bien ordonnée. Il en est de méme de E.. 

2° La condition est suffisante. — Soient E un ensembie doublement 

bien ordonné, J une chaine maximale de parties de E, construite a 

partir de ordre de E, et elle-méme doublement bien ordonnée. JT étant 

maximale, nous avons OE ON, EE ON. 

Soit & la famille des parties de E qui figurent dans JM et sont cardi- 

nalement finies : puisque WEL, L n’est pas vide; par conséquent, 

£ possede un élément maximum C(C CE). Si C= E, E est cardina- 

lement fini et le théoreme est démontré. 

Supposons donc G partie véritable de EF: CGcE. Alors, E n’appar- 

tient pas 4 £, donc I— ££ = £' n’est pas vide et a, par suite, un 

élément minimum D qui, n’appartenant pas a £, ne peut pas étre 

‘cardinalement fini. 

C et D appartenant a la chaine MN, et DEC étant impossible 

puisque C(e€L) est cardinalement fini, nous avons G.cD. Si une 

partie X de E, figurant dans la chaine OY, est cardinalement finie, 

X appartient a. £ et on a X€C; si X n’est pas cardinalement finie, 

X appartient a £’ et Pona DCX. Aucun élément X de JW n’est done 
strictement compris entre C et D. 

Soit a@ un élément de D— C. Ona 

(1) CcC.+{ayeD, 

la deuxiéme inclusion étant stricte parce que C + {a} est, comme C: 

cardinalement fini. D’aprés (1), G + {a} n’appartient pas a la chaine ON, 

en l’intercalant entre Cet D, nous obtiendrions une chaine JW conte- 

nant strictement JI, ce qui est. absurde puisque JM a été supposée 

maximale. Il est done impossible que C soit partie véritable de E, ce 

qui Gtablit la proposition. 

Nous avons. ainsi démontré l’équivalence logique des diverses pro- 
prictés fondamentales d’un ensemble E considérées au chapitre I 
(§ 10, p. 46) : 

1° E est ordinalement fini, c’est-d-dire totalement ordonné et sem- 
blable 4 lui-méme dans toutes les ordinations possibles ; 

2° EK est doublement bien ordonné; 

3° E est bien ordonné; tout élément de E, sauf le premier, a un pré- 



ENSEMBLES FINIS, 419 

cédent; E posstde un dernier élément (en d’autres termes, EK est un 

ensemble discret avec dernier. élément) ; 

4° E est cardinalement fini, c’est-a-dire vérific la condition fuiinale 

(ou maximale) pour ses sous- PANEER 

5° E appartient a toute famille ® de parties de E telle que: a. O€ ®, 

b. Ne®@etaeE entrainent Xu{ ale. 

Tout ensemble ayant lune de ces propriétés et, par conséquent, 

toutes les autres, est, par définition, wr ensemble fini. Toute parue 

d’un ensemble fini est finie; la réunion, la somme, le produit d’une 

famille finie d’ensembles finis sont finis; ensemble des parties d’un 

ensemble fini est fint. 



NOTE Il. 

NOMBRES NATURELS. 

1. Ensembles naturels. — Nous avons appelé ensemble discret tout 

ensemble E bien ordonné dans lequel chaque élément, sauf le premier a, 

possede un précédent (chap. I, § 10, p. 42). Un tel ensemble se préte au 

raisonnement par induction complete. C’est un ensemble fini sil 

posséde un dernier élément, et seulement dans ce cas (Note I, p. 412). 

Nous appellerons ensemble naturel (*) tout ensemble discret non 

wide sans dernier élément ou, ce qui revient au méme, tout ensemble 

discret infint. Il est normal d’étudier les propriétés de ces ensembles 

infinis qui paraissent a priorc, et qui sont en fait, les plus proches des 

ensembles finis. De plus, comme nous allons le voir, ils jouent un réle 

fondamental dans la comparaison des ensembles finis (?). 

(1) Cette terminologie différe de celle de la premiére édition : nous appelions 

ensemble naturel ce qui sera nommé ici ensemble péanien (ensemble vérifiant les 
axiomes de Peano, § 2, p. 425). A vrai dire, ces deux propriétés sont équivalentes (§ 2, 

p- 430) et ce changement de vocabulaire est destiné seulement 4 permettre un exposé 
plus complet et plus précis. 

Signalons, d’autre part, que dans cette Note II, nous supposons connus certains 

résultats de la Note I. 

(*) Nous étudierons les ensembles naturels, catégorie particuliére d’ensembles infinis, 
sans nous préoccuper de leur « existence »: les problémes d’existence risquent d’étre 

fort confus, én raison des sens trés divers qui peuvent étre attribués au mot « exister ». 

{l ne parait pas déraisonnable, a vrai dire, de considérer qu’un ensemble naturel existe 

en tant que création. de l’esprit humain, en tant qu’étre défini par une combinaison 

précise de notions dont chacune a déja été jugée admissible. 

Il est indispensable de noter, d’autre part, qu’une foule d’étres mathématiques se 
construisent facilement a partir de celui-la. En rejetant la notion d’ensemble naturel 

(ce qu’assurément on est libre de faire !), on se condamnera a refuser la presque 
totalité des acquisitions mathématiques. 

Au surplus, c’est plutot la non-existence qui a un sens précis pour le mathématicien : 

ce qui, 4 ses yeux, n’existe pas, c’est ce qui est contradictoire. Or « la non contradic- 
tion de lArithmétique » est maintenant un fait établi. 
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Soient D un ensemble discret, a son premier élément. Le segment 
mittial S= [a,n], ensemble des éléments x de D qui vérifient 
(a=) x <n, est une section commenegante de 1D. 

Tueorewe L. — Vout segment initial S=[a,n] dun ensemble 

discret D. est un ensemble fini. 

La‘proposition est évidente si D est fini, ou sin =a. 

S est lui-méme un ensemble discret (chap. I, § 10, th. 3); ayant 

d’autre part un dernier élément, x, S est bien un ensemble fini. 

Corotiaire, — Tout ensemble F ayant. méme pulssance qu'un 

segment initial [| a, rn] dun ensemble naturel N, est fint. 

Tutortme 2. — Sd une section commencante CG d'un ensemble 

discret D est une partie véritable de D(OcCACcD), C est un segment 

tnitial [a, n| de D, done un ensemble fint. 

Puisque C n’est pas vide, le premier élément @ de D appartient a C. 

Le complément T= D—C(4@) a un premier élément t >a. Le 

précédent <~=n de ¢ appartient 4 C et en est dernier élément. La 

section commengante C coincide done avec le segment [ a, n], qui est 

fini d’aprés le théoreme 1. 

Corotiairs. — Toute partie infinite P d’un ensemble naturel N est 

un ensemble naturel (avec Yordre de N restreint a P). 

En tant que partie de ensemble discret N, P est un ensemble discret 

(chap. I, § 10, p. 42), et si P avait un dernier élément. il serait fim, 

contrairement a l’hypothése. 

Tneoreue 3. — Sotent A. un ensemble discret, fini ou infin, de 

premier élément a, E un ensemble bien ordonné infint, de premier 

élément a. On peut construire une application semblable f de A sur 

une section commencante S de E; 5S = fA est un ensemble discret. 

Considérons la propriété (@) suivante, concernant un élément v de A: 

(@) le segment [a, v] de A est semblable a un segment initial [a, n| 

de E. 

Le premier élément a de A a la propriété (£), puisque {a} est 

semblable 4 {a}. De plus, un élément v 4a, tel que son précédent v— 

dans l’ensemble discret A ait la propriété (%), a lui-méme cette 

P. DUBREIL,. 28 
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propriété: en effet, le segment [, y~| étant semblable au segment [a, 7] 

de E, [a, v) = [a, »-] + |v} est semblable a [a, m*] = [a, m] + { m+ } 

m* désignant l’élément qui suit m dans ensemble bien ordonné E. Par 

conséquent, tout élément y de Aa la propriclé (LR). 

Sév est fixe, tl existe dans E un seul élément n vérifiant la 

condition (&). En effet, daprés le théoréme 1, le segment [«, »] est 

fini; tout segment semblable [a, n] Vest aussi. Or, si nr, nr’ sont deux 

Gléments distincts de E, ’un des segments [a, nr], [a, n'] est partie 

véritable de autre, donc ne peut pas lui étre semblable puisqu’il s’agit 

densembles finis (Note I, th. 10, p. 410). 

Nous avons, par suite, une application univoque 

Gy) von=fy 

de A dans E. Soit S= fACE Vimage de A dans E; ordonnons S par 

restriction de l’ordre de E, et montrons que application f de A sur S 

est biuntvoque et respecte les ordres, 5 est done semblable a E. I suffit 

Wétablir que Pinégalité »v, < v dans A entraine ny <n (m= fu,n= fr) 

dans EF ou 5. Or, application 9, qui, @aprées la propriété (£&), applique 

semblablement | «, v| sur [@, m], applique le sous-segment [ a, v,] sur 

un segment [a, | de [a, nv], qui en est une partie vérilable, de sorte 

qu’on a: my= 9,¥4< n. Mais [@, m, ] est aussi un segment de E, ce qui_ 

entraine m,== nr, Wapres Punicité de Pélément ny associé a v, par la 

propriété (&). Nous avons done bien ny < xn et, en outre, 

UM), Shouts 

ce qui montre que Papplication 9, est la restriction de f au segment 

[ 5 

Tout élément nv’ de E inférieur a un élément n= fv de S apparuent 

au segment [a@, n], donc admet dans [ x, v] une image inverse A sed 82 

S est une section commengante de E. Puisqwil est semblable a 

‘lensemble discret A, S est lui-méme un ensemble discret. 

Le théoréme 3 admet plusieurs conséquences importantes : 

0) 1° Supposons A infini: A est alors un ensemble naturel. L’ensemble 
discret 5, semblable a A, est nécessairement infini; c’est un ensemble 
naturel, On voit (ad partir du moment ot Pon admet l’existence d’un 
ensemble naturel A) que tout ensemble bien ordonné infint E contient 
un ensemble naturel, qui est une section commencante § de E. 

2° Prenons encore pour Aun ensemble naturel, et supposons que E 
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soit lui-méme un ensemble naturel, done discret : alors’ S. section 
commengante de E et ensemble infini, ne peut pas, d’aprés le théoréme 2. 
étre une partie véritable de E: rows avons 

ee 

et, par conséquent, deux ensembles naturels quelconques A, E sont 
semblables. 

Il suffira donc de choisir, une fois pour toutes, un ensemble naturel 
N dont les éléments seront nommés, pour la commodité du langage, 
nombres naturels; le premier sera appelé un et désigné par 1, le 

suivant dé un sera appelé deux et désigné par 2, etc. : 

ING =sfars wrey My vee fe 

3° N—{1r}, N-—[1, n] ou une partie infinie quelconque P de N, 

sont, d’aprés le corollaire du théoréme 2, des ensembles naturels, c’est- 

a-dire des ensembles semblables a N: un ensemble naturel est donc 

semblable a certaines de ses parties véritables. Ul en est de méme pour 

tout ensemble infint bien ordonné E. Soit, en effet, 

a ere Oe 

ot. N est un ensemble naturel, section commencante de E. Soit M une 

partie véritable de N, semblable 4 N: M+ E’, partie véritable de E, est 

semblable 4 E. (On rapprochera cette propriété du théoréme 10 sur les 

ensembles finis, et de son corollaire, Note I, p. 410.) 

4° Dans le théoréme 3, prenons comme ensemble A un ensemble /finé 

F et, comme ensemble E, ensemble N des nombres naturels. F, 

ordonné totalement, est semblable 4 une section commencante fine S 

de N: ona donc SCN et, par suite, S est un segment initial [1, 7]. 

A tout ensemble fini F est ainsi associé un nombre naturel n, par faite- 

ment déterminé, tel que F et le segment [1, x] de N soient semblables. 

On dit que n est le nombre d’éléments de F, ou que ensemble Fan 

éléments. 

Compter les éléments de F, c’est déterminer leur nombre 2. A cet 

effet, on ordonne F en associant successivement a chacun de ses 

éléments les nombres naturels pris dans l’ordre de N. 

Exemple : 
Kesar el eon yy; 

‘ 

( 
De ORES LAGE es 

F a siz éléments. 
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Il est clair que : pour que deux ensembles fints sovent semblables , 

él faut et il suffit qu'ils atent le méme nombre d’éléments. 

Tutorime 4. — Socent F et F' deux ensembles finis ayant respec- 

tivement n et n' éléments. Pour que F soit semblable ad une partie 

véritable A! de ¥', il faut et il suffit que Von aitn <n’. 

1° Supposons F semblable a une partie véritable A’ de F’: ordonnons 

A’ et F/— A'=B' en restreignant a ces parties Yordre donné O' de F’, 

ite placons A’ ayant B’, nous obtenons ainsi un certain ordre 2! de 

— A'+B’. Pourvu de cet ordre, F’ est encore semblable au segment 

= n'| de N, d’aprés la définition ordinale des ensembles finis. Puisque 

B’ n’est pas vide, le dernier élément d' de A’ a pour image dans N un 

élément m!'< n'. Mais les deux ensembles semblables F et A’ ont le 

méme nombre d’éléments 

Fa / R= 17 5 dou n<n. 

2° Supposons n <n’. Alors F est semblable au segment[1, 7], partie 

véritable du segment [1, 7'] auquel F’ est semblable. Soit A’ l'image 

dans F’ du segment [1, 2]: A’ est bien une partie véritable de F’, a 
laquelle A est semblable. 

Des propositions que nous avons établies, et qui expriment que deux 

ensembles sont semblables, ou que l’un d’eux est semblable a une partie 

de l’autre, nous pouvons déduire des propositions exprimant que deux 

ensembles ont méme puissance, ou que l’un d’eux a méme puissance 

qu’une partie de l’autre. 

fl est clair que deux ensembles semblables ont méme puissance. 

Inversement, soient E, EK! deux ensembles ayant méme puissance : 

si E est ordonné et si l’on ordonne E! par transfert de Vordre de E 

(cf. NoteI, p. 403), on fait de E’ un ensemble semblable a E. 

En tenant compte de la définition ordinale des ensembles finis, on 

voit que si l’on ordonne de facon quelconque deux ensembles finis 

ayant méme puissance, on en fait deux ensembles semblables. On 

en déduit : 

Tutorime 4’, — Sorent F et F' deux ensembles finis ayant respective- 
ment n et n' éléments. Pour que F et F' aient méme puissance, tl faut 
et il suffit quen=n'. Pour que F ait méme puissance qwune partie 
véritable A' de F', il faut et il suffit que l'on aitn <n. 
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Appelons ensemble dénombrable tout ensemble see méme puissance 
que Vensemble N des nombres naturels (ou qu’un ensemble naturel 
Teepe) D’aprés le corollaire du théoreme 2, toute partie infinie 
d'un ensemble dénombrable est hohitabie D’aprés les consé- 
quences du théoréme 3, tout ensemble bien ordonné infint E contient 
d’une part un eseinble dénombrable, d’autre part des parties 
véritables qui ont méme puissance gue lut. 

2. Ensembles péaniens. — Appelons ensemble péanien tout ensemble 
P vérifiant les axiomes suivants (‘) : 

P rest pas vide; 

° A tout élément x de P est associé un élément bien déterminé de 

P, que nous désignons par x'; 

3° P contient un élément u tel que Von ait x ae u quel que soit 

reP; 

4° Pour tout élément pu de P, il existe x EP tel que x' = p. Cet 

élément x est unique: z'=y' entrainex=y; 

(Principe de récurrence) Si A est un sous-ensemble de P ayant 

les deux propriétés suivantes : 

ued, 

aed entraine aeéA, 

ona 
A — (ee 

Les axiomes précédents entrainent 

t OEea pour tout. aeP. 

Soit, en effet, A ensemble des éléments a de P tels que a 4a. Nous 

avons wéA (axiome 3°); soit, d’autre part, aE A : Pégalité (a')'= a! 

entrainerait (axiome 4°) a’/= a, quiestabsurde : nous avons donc a'e€ A. 

I] en résulte (axiome 5°) A=N. 

Tout ensemble naturel N est péanien. — Prenons, en effet, comme 

élément 2’ associé & x son suivant x* dans l’ordre de N, et comme 

élément wu le premier élément de N : les cing axiomes défintssant les 

ensembles péaniens sont vérifiés. 

(1) Ces axiomes ne différent pas essentiellement de ceux de Peano (anetiins Prine 

cipia, Turin, 1889; Rivista Math., t. 1, 1891, p. 19). Voir aussi Encyclopédie des 

Sciences Mathématiques, I, t. 1, p. 1-9). Voir également E. Lanpavu, Grundlagen der 

Analysis (Leipzig, 1930, p. 2); C. Curvatey, Encyclopédie Frangaise, t. I, p. 60-62; 

R. Poirier, Le nombre (Paris, Alcan, 1938, p. 91 et 92). 
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Proposons-nous inversement d’établir que foul ensemble péanien, 

P, convenablement ordonné, est un ensemble naturel, ce qui établira 

iequivalence des deux notions. Cette démonstration va d’ailleurs 

coineider avec le début de la théorie des nombres entiers, facle a 

partir des axtomes de Peano. 

Deéfinissons @abord, dans P, addiction en introduisant la somme 

x+y comme une fonction, définie et prenant ses valeurs dans P, et 

vérifiant les deux relations fonctionnelles : 

(1) L+u=az2', 

(2') a+y=(“1+y). 

Il existe au plus une telle fonction x+y vérifiant (1) et (2). 

Soient, en effet, f(z, y), g(2, y) deux fonctions vérifiant (1) et (2). 

Fixons x et considérons ensemble A des éléments y de P pour lesquels 

ona 

(3) S( 2, ¥) = 8(2; Y)- 

D’aprés (1), w appartient a A; et si yeA, il en est de méme de y’ 

d’aprés (2): donc A=P, les fonctions f(z, vy), g(x, y) coincident 

pour tout y, quel que soit x. 

Montrons maintenant qu’// y a bien une fonction x + y vérifiant (1) 

et (2), en la construisant par récurrence. 

Posons 

(3) u gis Vee 

Nous avons bien: 

(Ge) uU+u=uU, 

(2’) ury=(yl=(ut+yy. 

Supposons que, pour x fixé dans P, r+ y existe quel que soit y, 

avec les propriétés (1) et (2). Considérons l’élément x! associé a x et 
posons 

(4) a+ya(a+y). 

Nous avons 

(1") we +u=(r2+u)=(2'y, 

(2") e+y=s(a+yY=[(e+y)l=(a'+yy. 

Les conditions (1) et (2) sont encore vérifiées : l'ensemble des éléments 
x pour lesquels on peut trouver une fonction de y vérifiant (1) eto 
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coincide avec P. La fonction «+ y, ainsi construite par récurrence, 
vérifie en outre les relations (3) et (4), et nous pouvons énoncer : 

Tutorime 5. — Il existe une seule fonction u+y, définie dans 
Vensemble péanien P, ei ses valeurs dans P, vérifiant les 
relations (1), (2), (3), (4) 

Cette fonction définit dans P une opération 

(2, y)>ao+y 

appelée addition, dont le résultat « + y est la somme de x ety. 

Tutorime 6. — L’addition est : 1° associative; 2° commutative. 

° Fixons x et y dans P et soit B l'ensemble des éléments z de P 
valent Pégalité 

(5) (c+ y)+2=07+(y¥+2). 

Nous avons uéB, car 

(@+y)+us(4+yler+y=H=xro+(y+u). ° 

Sis €B, il en résulte, d’apres (2) et (5): 

(e+y)+2=[(2+y)+2]=[27+(y +3)! =e2+(y+syJaer+(yt 2), 

.c’est-a-dire z'€B. Nous avons done B = P, quels que soient z et y. 

2° Fixons x dans P, et soit C l'ensemble des y vérifiant 

(6) L2+yvyrey+e. 

Nous avons weéC car, d’aprés (1), 2+u=2' et, d’aprés (3), 

u+ax—=~2z'. Si maintenant y €C, il en résulte, d’apres (2), (6) et (4) 

@-y=(@+yla(y+ela y+, 

c’est-a-dire y' € C. Nous avons donc C = P quel que soit x. 

Lemme 1.— Onaxv+ty Hy quels que soientz,yeéeP. 

= ee Ae Sp ee 2 . 1610 Fixons x dans P, et soit D ensemble des 9 pede: la propriété 

est vraic. Nous avons uwé€D, puisque r+ u=—~27' est différent de wu 

(axiome 3). D’autre part, 9° € D entraine 

erya(e+yyAy 

(axiome 4), done y/€D. Nous avons done D = P, quel que soit x. 
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Remarque. — En prenant «=u, nous retrouvons la propriété établie plus 

haut 

YSU HY 

Lene 2 (rdgle de simplification). — L’égalité 

a+a=b+a _ entraine a=bD. 

En supposant a et b fixés, considérons Vensemble E des éléments x 

de P pour lesquels l’énoncé est vrai. Nous avons we E (axiome 4); 

si reE, Végalité a+ z2/=b+ 2’, équivalente 4 (a+ 2)'=(b6+ Ep 

entraine, d’aprés l’axiome 4, a+ r=b+ 2, donc a = b: nous avons 

donc x' EE, d’ot E=P, quels que soient a et b. 

On voit que P est un semi-groupe par rapport a Vaddition. 

Tutorime 7. — Sotent x et y deux éléments de P. On a toujours 

une et une seule des trots égalités 

(7) ¥=2, 

() y=ru+a (aeP), 

Fa) y+b=2 (beP). 

Les égalités (7) et (7') s’excluent l’une l’autre d’aprés le lemme 1; de 
méme, (7) et (7”); (7') et (7"), vérifiées simultanément, entraineraient 

g=y+b=(4+a)+b=2+(a+b) 

également impossible. Nous avons donc aw plus une des relations (7), 

(7') et (7"). 
Fixons x et désignons par F lensemble des éléments y de P pour 

lesquels on a effectivement wne de ces relations. Nous avons u EF, car 

siz A u, il existe, d’aprés l’axiome 4, un élément 6 tel que 

GS) SPs, 

Soit maintenant yEF. Siy=—z, ona 

VYouen+u, donc y'eF; 

sl Yr=r+u,una 

Y=(e+rayfyoaau+ra, donc y’eF; 

si enfin z= y + 6, ona 

a= y' +b, 

c’est-a-dire: 1” sib=u, 

ee ay a) done a=; y' EF; 
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2 Sb =a) ow bee 

a=y+eé=(y'+c), donc wz=y'+c, y'eF. 

La relation y €F entraine donc dans tous les,cas y'€F, d’od F =P, 
quel que soit x. 

Lorsque z est différent de y, posons x < y (ouy > 2) stet seulement 

st l’on a la relation (7'); écrivons également, dans ce cas, a =) ee 

a s’appelle différence de y et de x, et lopération ainsi définie, non 

toujours possible, mais soumise au contraire a la condition ee Ve 

est la sowstraction. Nous laisserons de cété les propriétés de la sous- 

traction, telles que 

a—(b+c)=(a—b)— ec, 

pour insister sur la relation z < y qui vient d’étre définie. 

Remarque. — On voit immédiatement, d’aprés la définition (7'), et en tenant 

compte de l’associativité et de Ja commutativité de l’addition, que x < y entraine 

pt«e<p+y pour tout peP. La réciproque s’obtient en utilisant, en outre, 
la régle de simplification (lemme 2). 

Tueorime 8. — 1° La relation x < y est une relation d’ordre total 

strict dans P; 2° u est le premier élément de P, 2’ =x-+ u est le 

suivant de x, x'= xt; 3° P est bien ordonné. 

1° Le théoreme 7 impliquant déja le second axiome des relations 

d’ordre total strict, il suffit d’établir la transitivité (1). Or, e<y et 

y <4, cest-a-dire y = 2+ aets—=y-+ 5 entrainent 

s=(rtaj)+b=2+(a+b), donc &< z. 

2° Sis est différent de uw, nous avons 

ssarsar+u>u. 

On a xr<r4+u=2'. Soit, d’autre part, r<y, c’est-a-dire 
y=a-+a. Nous avons ua, donc 

e@=xtuszr+a=y, 

z' est donc bien le suivant de x dans l’ensemble P ordonné par <. 

3° Soit A une partie non vide de P. Désignons par X l’ensemble des 

éléments x de P vérifiant la relation 

LAG pour tout a@eA. 

ies ie Fe eo EN A ee Bs ee ee 

(1) Cf. chap. I, § 4, p. 18. 
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A n’étant pas vide, contient au moins un élément a, eta’ n’appartient 

pas 4 X, donc XP. Cela posé, comme wé X, il existe au moins 

un élément p de P tel que pe X, p' € X (puisque, dans le cas contraire, 

nous aurions X =P d'’aprés l’axiome 5). L’inégalité p <a pour tout 

aeéA entrainerait p!< a pour tout aE A, c’est-a-dire p' € X, contraire- 

ment a la définition de p : l’élément p appartient donc a A et en est 

premier élément. 

En résumé, on peut, dans tout ensemble péanien P, introduire une 

relation d’ordre total strict. Par rapport A cet ordre, qui sera appelé 

ordre naturel, P a les trois propriétés suivantes : 

I. P est bien ordonné (th. 8); 

Il. Chaque élément, sauf le premier u, admet un précédent 

(axiome 4 et th. 8, 2°); 

UI. P n'a pas de dernier élément (axiome 2 et th. 8). 

L’ensemble P ainsi ordonné est donc un ensemble naturel : nous 

avons établi l’équivalence entre les deux notions d’ensemble naturel 

et d’ensemble péanien. 

En particulier, la définition de addition dans les ensembles péaniens 

s’applique aux nombres naturels, pour lesquels les relations fonda- 

mentales (1) et (2) s’écrivent 

Z+1=a2t, 

otyt=(@2@+y)r. 

3. Compléments. — a. Tntorime 9. — S¢ deux parties disjointes 

P et Q @un ensemble E sont finies non vides et ont respectivement p 

et q éléments, leur somme P+ Qa p+ q éléments. 

Par hypothése, P et Q (ordonnées de fagons quelconques) sont 

semblables respectivement aux segments [1, p] et [1, g] de l'ensemble 

‘ N des nombres naturels. Mais, d’aprés la remarque précédant le 

théoréme 8, la loi 

L>pt+azxr 

applique biunivoquement et semblablement le segment [1, g] sur le 
segment [p+1, p+ q], done Q est semblable a ce segment, qui est 
disjoint de [1, p]. En plagant P avant Q, nous voyons que P + Q est 
semblable a [1, p] +[p+1, p+q], c’est-a-dire au segment[1, p + q] 
de N: nous retrouvons le fait que P + Qest fini (cf. Note I, th. 15, p- 413) 
ct nous voyons que le nombre de ses éléments est égal a p + q. 
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b. Ul est souvent commode d’adjoindre formellement au semi-groupe 
additif N des nombres naturels un élément neutre (1) appelé séro et 
désigné par o, c’est-a-dire un élément vérifiant 

2£+0=>0+2=0 pour tout weN, et pour 70; 

Cette convention n/’altére ni l’associativité, ni la commutativité de 
Yaddition, ni la régle de simplification. Désignons par Ny le semi- 
groupe additif ainsi obtenu : 

No= N+ { oO Ps 

Nous avons 

o=xLx—L pour tout xrENy 

et, conformément a la définition de ordre naturel dans N, nous devons 

poser, dans No, 
- Om a pour tout weN, 

ce qui fait de Ny un ensemble ordonné, discret, sans dernier élément, 

donc un ensemble naturel dont o est le premier élément (l’application 

x—>x-+1 est dailleurs une application biunivoque semblable de No 

sur N). 

On peut considérer 0 comme le nombre d’éléments d’un ensemble 

vide, ce qui permet de ne pas exclure le cas des parties vides dans 

différents énoncés, tels que celui du théoreme 9. 

c. Le produit xy de deux nombres x, y peut se définir par un 

procédé analogue 4 celui qui a servi pour la somme : x éfant donné, 

wl existe une seule fonction xy de y vérifiant les relations récur- 

rentes (7): 

(8) 
XLS, 

(9) Ly = ry +2 ou aY¥ +1) Say + x. 

On voit sans peine que la multiplication ainsi définie est commutative, 

distributive par rapport a l’addition et associative. Elle vérifie, dans N, 

la reégle de simplification. 

(1) Cf. chap. II, p. 77. B. Russel signale que le symbole o « est d’addition toute 

récente; les Grecs et les Romains n’avaient point ce chiffre » (Introduction a la 

Philosophie Mathématique, Paris, 1928, p. «3). 

(2) Démonstration analogue i celle du théoréme 5 (cf. E. Lannavu, Grundlagen der 

Analysis, p. 14). 
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Pour définir le produit de zéro par un élément quelconque x € No, on 

tient compte, a prior?, de la distributivite : 

az =(a+0)"£=axr+ 02, d’ou Or = 0. 

Zéro est, par. conséquent, élément permis par rapport a Ja multipli- 

cation, et celle-ci ne vérifie plus, dans No, la régle de simplification. 

Mais on peut aussi rattacher la multiplication des nombres naturels a 

la notion d’ensemble-produit : si A et B sont deux ensembles finis, ayant 

respectivement a et b éléments, le produit P = A x B est fini (Note I, 

corollaire du théoréme 18); le nombre p des éléments de P est, par 

définition, le produit ab de a par b. Si B est la somme of deux parties 

disjointes B,, By, ona 

(10) P=A»x(Bi+ B,)=A =< Bi+ A & Do, 

car chaque couple («, 6), o1 a€A, BEB est de la forme (a, fi) avec 

6B, €B, ou de la forme (a, 6,), avec By € Ba, lun de ces cas excluant 

l'autre; inversement, chaque couple ayant l’une de ces deux formes 

appartient 4 A x B. La distributivité de la multiplication par rapport a 

Paddition résulte de (10) : 

(10) a(by+ b2) = aby+ abs, 

A x< B et B x A ayant évidemment méme puissance, on a ab = ba. De 

méme, (A < B) <x C et A x (B x C) ayant tous deux méme puissance 

que l’ensemble des systémes (a, 6, y), ob e€A, BEB, yEC, ona 

a(bc) = (ab)c. On obtient ainsi les régles de calcul fondamentales. 

Cette deuxtéme dé finition est équivalente a la premiere. 

Si, en effet, B={b}, A xB a méme puissance que A: la condition 

(8) est vérifiée et (9). n’est qu’un cas particulier de (10’). 

Nous laisserons de cété la théorie de la numération qui permet de 
nommer (numération parlée) et d’écrire (numération écrite ) les nombres 
naturels, et d’effectuer commodément les opérations fondamentales sur 
ces nombres (*). 

(*) Voir, par exemple, J. Tannery, Lecons d’Arithmétique, p. 18 432; Encyclopédie 
des Sciences Mathématiques, I, t. 1, p. 9 & 21; O. Orn, Number Theory and its 
history (Mc Graw-Hill Book C°, New-York, 1948). 
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AXIOME DU CHOIX. THEOREME DE ZERMELO. THEOREME DE ZORN. 

1. Nous démontrerons en premier lieu le 

THeorREME ve ZERMELO. Moyennant Vaxtome du choix, tout 
ensemble E peut étre bien ordonné. 

Conformément a l’axiome du choix, nous pouvons distinguer dans 

chaque partie non vide A de E un élément ae A. Nous dirons qu’un 

ensemble k de parties de E est une @-chaine si k posséde les propriétés 

suivantes : 

1. k comprend l’ensemble E; 

2. Si k comprend A, il comprend aussi l'ensemble A’ = A —{a} 

obtenu en retranchant de A |’élément a distingué dans A; 

3. Etant donné un ensemble quelconque m de parties A, B, 

appartenant a k, k comprend J’intersection CT) A. 

Aen 

Il existe bien de telles chaines, puisque l’ensemble de toutes les 

parties de E enest une. D’autre part, l’intersection d’un ensemble quel- 

conque de @-chaines est encore une @-chaine : en particulier, l’inter- 

section de toutes les @-chaines est une @-chaine que nous désignerons 

par A. Tout véritable sous-ensemble de A n’est plus une @-chaine : 

A est minimale. 

Il existe dans A des parties A de E telles que toutes les autres parties 

appartenant a A contrennent A ou en [sont sous-ensembles : /’ensemble 

E( €A) posséde en effet lui-méme cette propriété P. A étant une telle 

partie, désignons par QO, les véritables sur-ensembles de A appartenant 

a A, par U, les véritables sous-ensembles de A appartenant également 
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a A. Désignons enfin par V, tout U, qui est sous-ensemble (véritable 

ou non) de A’/= A — Lats 

A étant fixé (avec la propriété précédente P), les parties O, et V, cor- 

respondantes forment, avec A lui-méme, un ensemble de parties, h, qui 

est une @-chaine. En effet : 

1° E est un Oy, ou coincide avec A, donc EeEh. 

2° Considérons (O,)/ = O,—} a! a étant)’élément distingué dans Oy. 

Si a n’appartient pas & A, (OQ,)' est encore sur-ensemble de A. Et 

comme (Q,)! appartient a A, c’est soit un Oy, soit A lui-méme. Si, au 

contraire, « appartenait 4 A, (O,)' serait, non plus sur-ensemble, mais 

véritable sous-ensemble de A, puisqu’il appartient a A, et que toute 

partie appartenant a A est sur-ensemble ou sous-ensemble de A. Mais OF 

véritable sur-ensemble de A, contient au moins un élément a, non 

contenu dans A (et, par suite, différent de a), done a fortior¢ non contenu 

dans (O,)’: il y aurait donc deux éléments distincts, et %,, de Oy 

n’appartenant pas a (O,)', ce qui est contraire a la définition de (O,)' : 

le dernier cas ne peut donc pas se présenter et nous avons (O,)' €h. 

D’autre part, A! et les (V,)' appartiennent a A et sont sous-ensembles 

de A’, done sont des V, et appartiennent a hb. 

3° Enfin Vintersection I de plusieurs parties appartenant a bh est 

encore un ensemble de h. Si, en effet, aucun V, ne figure parmi ces 

parties, Pintersection en question, qui appartient a A, est sur-ensemble 

de A, donc est un O, ou A lui-méme. Si parmi ces ensembles figure au 

moins un V,, lintersection I, qui appartient a A, est sous-ensemble 

de A’, done est un V,: dans tous les cas Teh. 

lh étant une @-chajne contenue dans A, qui est minimale, coincide 

nécessairement avec A: celle-ci se compose donc uniquement des Oy, 

de A et des V,, et tout U, est nécessairement un V, : A! posséde donc, 

en méme temps que A, la propriété P : tout ensemble de A est sur- 

ensemble ou sous-ensemble de A’. 

St plusieurs ensembles A, B, ... possédent la propriété P, il en 
est de méme de leur intersection |. Si, en effet, X est un ensemble 

quelconque de A, ou bien il contient wn des ensembles A, B, ... et, 
par suite, aussi leur intersection I, ou bien il est contenu dans tous les 
ensembles A, B, ..., donc aussi dans leur intersection I. 

Nous voyons donc que les ensembles de A qui possédent la propriété P 
forment une ®-chaine ; celle-ci coincidant nécessairement avec A, tous 
les ensembles de A possédent la propriété P: A et B étant deux parties 
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de Kappartenant a A, Cune est nécessatrement contenue dans | ‘aulre, 
ACBou BBA. 

Soit alors M un sous-ensemble non vide quelconque de E, et Mo 

Vintersection des parties de E appartenant a A, qui contiennent M comme 

sous-ensemble (KE est une telle partie): My €A et Mo 2M. L’élément my 

distingué dans Mo est contenu dans M, car autrement (Mo)! contien- 

drait encore M comme sous-ensemble. Or, (Mo)! appartient a A et est 

véritable sous-ensemble de Mo. 

Si M, est une autre partie appartenant a A et contenant M, My est 

véritable sous-ensemble de M,, donc, d’aprés ce qui a été démontré 

plus haut (tout Uy est un V,), sous-ensemble de'(M,)'. Par suite, 

Pélément m, distingué dans M, n’appartient pas 4 My nia plus forte 

raison a M. 1 n’y a donc dans A qu’un ensemble My qui contienne M 

et dont Vélément distingué my appartrenne aM. 

En particulier, supposons que M se compose d’un seul élément.r : 

il existe un seul ensemble de A contenant x et dont x soit élément 

distingué, désignons-le par R(x). Si Ay, R(x) et R(y’) sont eux- 

mémes différents et l’on a, soit R(x) Cc R(y), soit R(x) cC R(x). Nous 

poserons dans le premier cas y < x, dans le second x < y. La relation 

ainsi définie par le signe < est visiblement une relation d’ordre et FE. es/ 

un ensemble ordonne. 

Si enfin M est une partie non vide de EK, un élément quelconque ™ 

de M est contenu dans ensemble My = R(my). L’ensemble R(m) € A, 

qui est par définition l’intersection des ensembles de A qui contiennent me, 

est contenu dans R(mmy) : on a par conséquent 

mo=zm. 

C’est dire que M admet le premcer élément my et que, par suite, FE est 

bien ordonné. G (O1VE. Ds 

2. Comme nous I’avons vu (chap. I, § 10, p. 44), tout ensemble bien 

ordonné E vérifie ’axiome du choix, puisqu’on peut associer 4 chaque 

partie non vide X de E son premier élément : vérifier l’axiome du 

choix et étre (ou pouvoir étre) bien ordonné, sont donc, pour un 

ensemble, des propriétés équivalentes, que nous noterons respecti- 

vement (C) et (B. O.) : 

(i eercae(Dei)i.,)- 

Nous allons voir que ces propriétés sont liges encore a d’autres condi- 
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Lions remarquables; la premiére, considérée par Hausdorff (*), s’énonce : 

dans Vensemble ¥. (non vide), poureu d’un ordre partiel O, toute 

chaine Gest contenue dans une chaine maximale. Cette propriété (H) 

entraine l’existence d’au moins une chaine maximale (H’), puisque 

ensemble { 2} formé par un élément # de E est une chaine Ci 

L’équivalence de l’énoncé (H) avec (C) et (B. O.) résultera des deux 

théorémes suivants : 

Tutorime 4. — Sort GC une chaine dans un ensemble E partiel- 

lement ordonné par O. S’il existe dans EK un bon ordre &, C est 

contenue dans une chaine maximaleM (par rapport a Vordre O) : 

(B.O.) == (H). 

Dans l'ensemble A = E—C, bien ordonné par la trace 2 y du bon 

ordre 2, définissons par induction transfinie une fonction (uniforme ) 

J prenant ses valeurs dans | 0, 1 }. Nous poserons f(#) = 0 sil’élément x 

de A est comparable, dans l’ordre O, a chaque élément de C et a chacun 

des éléments m de A qui précédent x dans l’ordre 2 et vérifient f(m) = o. 

Dans le cas contraire, nous poserons f(x) = 1. 

Soit C’ Pensemble des éléments x2 de A pour lesquels f(x) = 0. 

Lensemble M=C-+C’ est, par construction, une chaine (dans 

Yordre O); M contient C; montrons que M est maximale. Supposons 

quw il existe une chaine M’ contenant strictement M : si r € M/— M, nous 

avons re A et f(r) =1; d’autre part, r est comparable, dans l’ordre O 

a tous les éléments de C, et 4 tous ceux de C! donc en particulier aux 

éléments de A qui précédent r dans lordre 2 et pour lesquels f est 

nulle; cela entraine f(r) =o, et il y a contradiction : M est bien 

maximale. 

E étant un ensemble quelconque, considérons les fonctions g sui- 

vantes : 9(P) est défini pour certacnes parties P, non vides, de E, et 

-est un Glément de P : 

e(PyeP. 

Par exemple, la loi qui associe a toute parue | 2} comprenant un seul 
élément, cet élément x, est une fonction g. Dans Vensemble [ de ces 
fonctions g, posons &1— 82 Sl go(P) existe et est égal a g1(P) pour 
toute parue P telle que g,(P) existe: nous définissons ainsi dans I une 
relation d’ordre partiel <. 

(1) Grundsiige der Mengenlehre, 1°* éd., p. 140. 
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Turortue 2..— Sé ensemble partiellement ordonnéT ainsi dé fine 
contient une chaine maximale MN, E véri fie Vaxtome du choix : 

(H’)auns rT => (G)ons& 

Soit Y ensemble des parties X, non vides, de E ayant la propriété 
suivante : il existe au moins une fonction ¢ appartenant a la chaine 
maximale JM telle que ¢(X) soit défini ('). Si une partic non vide Y 
n’appartenait pas 4 X, en posant 

y(X) = g(X) 

pour Xe Vet ge MM telle que g(X) existe, 

Y(Y)=y, 

ot y désigne un Glément quelconque de Y, nous définirions une fonc- 

tion ¥ supérieure strictement a toute fonction g de JN, ce qui vst 

impossible puisque JT est maximale. : 

@ est donc Pensemble de toutes les parties non vides de E. La fone- 

tion g(X) définie par 

g(X)=ae(X)eNn 

pour NE et g telle que g(X) existe, associe A toute partie non 

vide de E un élément de cette partie, ce qui démontre le théoréme. 

3. Rappelons qu’un ensemble inductif est un ensemble partiellement 

ordonné E tel que toute chaine C extraite de E posstde une horne 

supérieure s(€E); rappelons aussi que le principe de élément 

maximal ou théoréme de Zorn (Z) s’énonce : dans un ensemble 

tnductif, tl existe un élément maximal. 

Tueorime 3. — St un ensemble inductif E contient une chaine 

mazimale M, il existe dans E un élément maximal : 

Gs 3 (Ay donc COD —— 1 HOANY 

M a, en effet, une borne supérieure s; puisque M est maximale, 

seMet il ne peut y avoir dans E aucun élément > s: s est bien, 

dans E, élément maximal. 

Remarque. — Si E est un ensemble inductif, ensemble Ey des éléments de E © 

qui sont supérieurs ou égaux a un élément fixe xo, est visiblement aussi un 

ensemble inductif; le théoréme de Zorn peut donc encore s‘énoncer : 

(1) g(X) est alors le méme pour toutes les fonctions ¢ de la chaine Mm qui répondent 

a la question, d’aprés la définition de la relation d’ordre partiel .< dans I’. 

P. DUBREIL. 29 
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(Z'). Dans un ensemble MAUL E, il existe un élément maximal conte- 

nant un élément donné xo. 

Une propriété & f, portant sur des ensembles, est appelé propriété de 

caractere fini si, pour que & soit vraie pour un ensemble X, il faut et 

il suffit qu’elle % soit pour toute partie finie de X. Par exemple, pour 

les parties x d’un ensemble partiellement ordonné E, étre une chaine 

est une propriété de caractére fini : X est, en effet, une chaine st et 

seulement si toute partie de X formée de deux éléments { #1, Lo } en est 

une, et céla entraine que toute partie (finie ou non) de X est une 

chaine. 

Nous dirons qu’un ensemble E vérifie la condition de Tukey (T) si, 

Il étant une propriété de caractére fini concernant les parties de ¥, 

il existe une partie maximale M possédant la propriété Il (¢’est-a-dire 

une partie M ayant cette propriété et qui n’est contenue strictement 

dans aucune partie Vayant ausst). 

Tutorime 4. — L’ensemble O@ des parties de E qut possédent unc 

propriété Il de caractere fini, est inductif (on prend comme relation 

dordre partiel dans Vensemble &(E) des parties de E la relation 

inclusion ©). 

Soit € une chaine de parties, extraite de @. Dans &(E), C admet la 

borne supérieure R =\ J X : montrons que Req, et pour cela, 

xec 
paisque est de caractére fini, que toute partie finite Ro={ x1, ..., 2,1 

de Rala propriété HI. Chaque élément z; appartient a une partie X; € C; 

or, l'un des Xj, Xg, contient tous les autres puisque C est une chaine. 

Mais alors, Ry, partie finie de X, € CL, possede aussi la propriété II, ce 

qu'il fallait démontrer. 

Cela posé, il est clair que, si l’ensemble inductif O des parties deE 
qui ont la propriété Il contient un élément maximal M (en d’autres 
termes, st Von admet le principe de Zorn pour ), Vensemble E 
vérifie la condition de Tukey : 

(Z )dans Qa == CI tans E- 

Il est clair enfin, puisque étre une chaine est une propriété de carac- 
tere fini, que la condition de Tukey entraine celle de Hausdor ff 

(T) = (4H). 

En résumé, nous avons établi, entre les propriétés ou axiomes (C), 
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(BO), (H), (Z), (T) les implications représentées par le tableau sui- 
vant : deux symboles sont reliés par une fleche en trait plein si la 
propriété P, représentée par le second et relative 4 un certain ensemble E, 
résulte de la propriété Py représentée par le premicr, relative au méme 
ensemble; par une fléche en trait interrompu si Py, pour E, résulte 
de P, supposée vraie pour un ensemble E/ dépendant d’une facon simple 
de E, mais distinct de E [ par exemple, E/ = G(E)]. 

(BO) (Z) 

| 
| 

(H) 
pie | 

pac ! 
wee ¥ 

(cys (T) 
Fig. g. 

L’existence de fléches en traits interrompus dans ce tableau, exprime 

la nécessité de passer dans certains cas d’un ensemble a un autre; cela 

explique pourquoi on préfére souvent adopter une fois pour toutes, par 

raison de simplicité, le postulat de Zermelo (« Tout ensemble vérific 

Vaxiome du choix ») ou le théoréme de Zorn, considéré lui aussi comme 

postulat général de la Théorie des Ensembles. 

Remarque. — Comme le propose N. Bourbaki(*), on peut aussi ctablir le 

théoréme de Zorn pour un ensemble inductif EK, au moyen du lemme suivant : 

Lemme. — Sorent E un ensemble inductif et f une application de E 

dans E telle que Von ait 

z2Cof(x) pourtout cel, 

1° Ilexiste des parties X de E telles que: a. cE X entraine {(x) €X; 

b. SY est une chaine contenue dans X, sa borne supérieure (dans ) 

appartient &@ X. Parmi ces parties X, uy en a une, A, que est 

contenue dans toutes les autres. 

(1) Théorie des Ensembles (Fascicule de résultats, Act. scient. et ind., n° 846, 

Hermann, Paris, 1939). Dans le texte, ’énoncé du lemme ne comporte pas la premiére 

partie; celle-ci, qui facilite la démonstration de la deuxitme, m’a été aimablement 

communiquée par N. Bourbaki. 
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NOTE IV. 
ESPACES. 

1. Nous rappellerons briévement, dans cette Note, les définitions des 
principaux types d’espaces que nous avons eu ou aurons |’occasion 
d utiliser. 

L’espace le plus simple est la droite, telle qu’on la considére en 

géométrie élémentaire, d’une fagon plus précise la droite euclidienne. 

La définition la plus simple qu’on puisse en donner consiste a l’iden- 

ufier avec l'ensemble P des nombres réels. La distance de deux points a, 

5 de la droite est le nombre positif ou nul | a — b|. 

On donne le nom de plan euclidien al ensemble des couples (21, 22) 
de deux nombres réels, ces couples étant par définition les points du 

plan euclidien. De méme, l’espace euclidien E, de dimension r (ou 

a r dimensions) est, par définition, ensemble des syst¢mes 

= (41, £2, ---, Lr) 

de r nombres réels; chacun de ces systémes est un point de E,. dont les 

nombres z; sont les coordonnées. Deux points de E, coincident si et 

seulement si leurs coordonnées de méme indice sont égales. 

Dans un espace euclidien E,, les différents étres géométriques sont 

définis 4 partir des points, par leurs équations ou par leur expression 

analytique. Par exemple, la droite joignant deux points distincts 2, 

y de E, est Pensemble des points m dont les coordonnées sont de la 

forme 

_Awit yi on (CG Do oa5 Fie i 

ou A et p décrivent l’ensemble des nombres réels (A + pA 0). 

La distance dz, de deux points x, y de Eest, par définition, le nombre 

réel positif ou nul 

ayy = V(vi= "1 P+ (L2— V2)? +. ot (Lr— yr). 
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La définition précédente fait de tout espace euclidien un espace 

métrique (4), c’est-a-dire un ensemble d’éléments, appelés points, tel 

qu’A tout couple de points x, 9 corresponde un nombre réel positif 

ou nul d,,, appelé distance de ces points et possédant les propriétés, 

suivantes, connues sous le nom d’axtomes de la distance : 

1° Axtome de coincidence. — Ona 

: dy = o 

si et seulement si les points x et y coincident. 

2° Axiome de symétrie. — Ona 

quels que soient z et 9’. 

3° Axiome du triangle. — Quels que soient les trois points 2, 9’, =, 

ona 

drs ary + dyz- 

Les deux premiers axiomes sont évidemment satisfaits par la distance 

telle qu’elle a été définie dans l’espace euclidien E,. Si nous posons 

i-—yi=h Yi — FIA Ny 

la vérification du troisiéme axiome revient a établir Pinégalité 

Sit uyeZ Se+ Si 

t=1 | t==4 

équivalente elle-méme a l’inégalité de Schwarz 

re a F 

| 

Yee Se yn. 
i=1 = i=1 

Celle-ci est évidente si le premier membre est négatif ou nul. S’il est 

au contraire positif, on obtient une inégalité équivalente en élevant au 
carré. Or, la forme quadratique en wu et ¢ 

r 7 i FF 

Stir en)? = we e+ 2ue > Emit Sin 
eas t= i=1 i=*4 ‘ 

@) Cette notion a été introduite par M. Fricuet, Sur quelques points du Calcul 
JSonctionnel (Rend. Cir. mat. Palermo, t. 22, 1906, p. 17). Voir aussi le livre duméme 
Auteur, Les Espaces abstraits (Paris, Gauthier-Villars, 1928, p- 61-62). 
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élant définie positive, c’est-a-dire positive ou nulle quelles que soient 
les valeurs réelles attribuées a u ete, ona 

/ 2 

(de (39 ~(Den 0, 
71 Nt wal 

el, par conséquent, l’inégalité de Schwarz est établie ('). 

2. Une suite de points | .7'")| dans un espace euclidien ou dans un 

espace métrique est convergente et admet pour limite le point x si la 

suite des nombres d,,,.», tend vers zéro dans le corps P des nombres 

_réels. De méme, une suite de points x") est fondamentale s’il existe, 

pour tout nombre réel positif ¢ un entier naturel N tel que I’on ait. 

(a) Ax(pciq) < € dés que p>N, gn, 

Un espace métrique dans lequel toute suite fondamentale est conver- 

gente est dit complet. Tout espace euclidien est complet. Pour r=1, 

cette proposition constitue le théorgme de Cauchy (chap. V, § 9, 

p- 300). Pour r quelconque, soit xz") une suite de points fondamentale, 

avec 

We) (WN See srs ai Ye 

L’inégalité (1) entraine 

| cv — al | <e dés que p>N, TaN 

Les coordonnées x; forment donc, pour chaque valeur de l’indice 2, 

une suite fondamentale, qui converge dans P vers une certaine limite £;, 

et la suite 2”) tend vers le point 

&=(f1, Ea, 1 OF) Ep). 

Si un espace métrique & n’est pas complet, on peut le compleéter, 

c’est-a-dire définir un espace métrique complet ©’ contenant ©, par un 

(‘) Il existe bien d’autres espaces métriques que les espaces euclidiens, notamment 

Yespace de Hilbert (voir, par exemple, Hausporrr, Grundztige der Mengenlehre, 

chap. VIII, § 5). Deux autres exemples simples sont fournis par ensemble E des 

fonctions continues x(t) d’une variable réelle ¢ dans lintervalle fermé (0, 1) : la dis- 

tance dans E peut étre définie, soit par 

d,,= Max | x(t)—y(¢) |, 
soit par 

J 
oy = Jf [a(t)—y(t)]' dt. 

0 
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procédé tout a fait analogue 4 celui que nous avons utilisé pour définir 

le corps des nombres réels 4 partir du corps des nombres rationnels 

(qui est un exemple trés simple d’espace métrique incomplet). 

Il importe de remarquer que la convergence et les notions qui s'y 

rattachent peuvent ¢tre définies dans des espaces plus généraux que les 

espaces métriques. Dans les espaces métriques eux-mémes, il est 

commode d’introduire un langage géométrique en appelant, par exemple, 
voisinages sphériques dun point a, les ensembles de points x de 

espace vérifiant une inégalité de la forme 

dra<é, 

ou ¢ est un nombre réel positif donné. En axiomatisant la notion de 

voisinage, Hausdorff a défini une catégorie d’espaces, qui porte son 

nom, comprend comme cas particulier celle des espaces métriques, et 
se préte particuligrement bien a I’étude de la convergence. Un tel 

espace de Hausdorff est un ensemble E= (a, b, ... | d’éléments ou 

points vérifiant les conditions suivantes (axiomes des voisinages) : 

i° A chaque point a de E sont associés des sous-ensembles V, de E 

appelés voisinages de @ et.tels que @ appartienne A chacun de ses 

voisinages : aE V,,; 

2° Si V’, V ‘, sont deux voisinages de a, il existe un voisinage V, du 
Le méme point contenu dans l’intersection V’,n V",; 

3° Si un point 6 apparticnt a V,, il existe un voisinage V, de b 

contenu dans V,,; 

4° Siaet 6 sont deux points distincts, il existe un voisinage V, du 

premicr et un voisinage V, du second qui n’ont aucun point commun. 

On constate sans peine que ces axiomes sont vérifiés par les voisinages 

sphériques d’un espace métrique : tout espace métrique, en particulier 

tout espace euclidien, est donc un espace de Hausdorff. 

A leur tour, les espaces de Hausdorff rentrent dans une catégorie plus 

générale, celle des espaces topologiques. Un tel espace E peut étre 
défint par les trois premiers axiomes de Hausdorff. Deux. familles de 
voisinages V,,, W, définissent la méme topologie, ou sont équivalentes, 
si chaque V, contient un W, et inversement. 

Soit A une partie de E. Un point « de E est dit point intérieur de A 
s'il possede un voisinage V, contenu dans A (cette propriété et celles 
que nous considérons ensuite subsistent sil’on remplace les voisinages V 
par une famille équivalente de voisinages W). Un point intérieur x 



ESPACES. j 445 

de A appartient 4 A. Un ensemble C( CE) dont tout point est intérieur 
est dit ouvert. On vérifie aisément les propriélés suivantes : 

I. L’espace E est ouvert; l'ensemble vide y est ouvert; 

IL. Toute réunion d’enseimbles ouverts est un ensemble ouvert; 
IIf. L’intersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts est 

un ensemble ouvert. 

Ces trois propriétés remarquablement simples des ensembles ouverts 

fournissent une deuxiéme définition des espaces topologiques : un espace 

topologique FE est un ensemble dans lequel on a distingué une famille 2 

de parties G, ... appelées ensembles ouverts et vérifiant les axiomes I, 

If, [ff ci-dessus. La considération d’une base @, c’est-a-dire d’ une sous- 

famille de 2 telle que tout ensemble G € @ soil une réunion d’ensembles 

Be@® permet de constater que tout espace topologique au sens de 

la deuxiéme définition est un espace topologique au sens de 

la premiére (*). 

Appelons ensemble fermé ¥ dans un espace topologique E tout 

G. Les ensembles fermés ont complément d’ensemble ouvert: F = E 

les propriétés suivantes : 

I. E et @ sont fermés; 

II. Toute intersection d’ensembles fermés est ferméc; 

IU. La réunion d’un nombre fini d’ensembles fermés est un ensemble 

fermé. 

1] est clair que ces trois proprictés fournissent aussi une définition 

des espaces topologiques, duale de la définition par les ensembles 

ouverts. 

A toute partic A d’un espace topologique E, associons Vintersection A 

de tous les ensembles fermés contenant A; A est Je plus petit ensemble 

fermé contenant A ( fermeture ou adhérence de A). L’application 

(‘) Pour qu’une famille @ de parties de E, cousidérée a priori, puisse étre la base 

d’une topologie, c’est-4-dire pour que les réunions G d’ensembles BEG vérifient 

les axiomes I, IJ, III des ensembles ouverts, il faut et il suffit que: 

a. E goit une réunion d’ensembles B; 

G. intersection de deux ensembles B soit une réunion d’ensembles B. 

@ vérifiant les conditions a et %, si l’on appelle voisinages V, de a( EE) les ensembles 

BeE@ auxquels a appartient, on obtient un systéme de voisinages pour lequel 

les ouverts sont précisément les ensembles G réunions de B. 
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posséde les propriétés suivantes : ona AC A, avec l’égalité si A est fermé, 

et seulement ‘dans ce cas; A étant fermé, on a ee A;@=@; XCY 

entraine X CY (isotonie); on a méme AUB= AUB, car, en raison de 

Visotonie, on a AUBCAUB, d’on, puisque le second membre est 

fermé, AUBC AUB; mais lisotonie entraine aussi ACAUB,BCAUB 

donc AUBCAUB, d’ou Pégalité. 

L’application (¢), appelée fermeture topologique, est en particulier, 

Waprés ce qui précede, une fermeture de Moore (chap. I, § 41), mais 

elle représente une notion plus forte. 

Si l’on considére inversement dans un ensemble E une application 

(0) A>A 

telle que = 
Cee 

A=A, 
G=Q, 

AUB = AUB, 

la famille ® des parties F de E telles que F—F posséde 

les propriétés I, I, If: E est un espace topologique. 

3. En remplagant dans la définition d’un espace euclidien E, les 

nombres réels par les nombres complexes, on obtient l’espace 

cartésten C,, ensemble des systemes de r nombres complexes (*) 

Bia Lily bettas 

Le passage aux coordonnées homogénes conduit a l’espace projectif P,, 

dans lequel un pocné est l'ensemble de tous les systmes de r-+1 nombres 

complexes de la forme 

DG OSE a ZRH ies a irae chai) 

ott les z; sont donnés, non tous nuls, et o A est un nombre complexe 

arbitraire non nul : les points de P, et les rayons de C,..4, c’est-a-dire 
les droites issues de lorigine, se correspondent biunivoquement. 

(1) Plus généralement, on pourra supposer que les coordonnées x, sont prises dans 
un corps ou un anneau quelconque A. On obtient ainsi des espaces dont la considé- 
ration est souvent utile en Algébre [voir plus haut, p. 340; on pourra consulter, & ce 
sujet, Francois CHATELET, Essais de Géométrie Galoisienne (Travaux et Mémoires de 
VUniversité de Lille, 1944-1945) }. 

— 06a 
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CORRESPONDANCES BIUNIVOQUES. 

1. Nous nous proposons de rappeler ici briévement quelques résultats 

importants sur les correspondances biunivoques. Indiquons d’abord 

certains théorémes concernant les ensembles les plus fondamentaux. 

Tueortme 1.-— Le corpsY des nombres rationnels est dénombrable. 

Ordonnons, en effet, ’ensemble des fractions irréductibles aon posant 

pw lPIt+g<|P' +9 ou silp| +9g=|p'|+9' et p<p'. Cet 
ensemble se met alors sous la forme d’une suite infinie 

I I 2 I I 2 
—-) =} — =) —=) =>. = 

I I I 2 2 hi 

3 I I 3 4 3 
aye Sige 73 a Bay ’ 

ce qui démontre la proposition. 

Trtoriue 2. — Le corps A des nombres algébriques est dénom- 

brable. 

To bre aleébrique est racine d’une équation irréductible ut nombre aige rique est racine une equation irreductble 

(E) Anat —+ A ar—!-+-...+ An= 0, 

ot les a; sont des entiers relatifs premiers entre eux dans leur ensemble, 

avec @>>o. On peut ordonner les n racines 2, ... d’une méme 
. + . Stee “1> i, 1 

équation E en posant § < €! si |E| <|=/|ousi|[E|—=|£'|avec arg— < argt 

(chaque argument étant supérieur ou égal a zéro et inférieur a 27). 

Montrons que ensemble des équations E, ... peut étre ordonné de 

facon a former une suite illimitée. Appelons rang de E Venticr 

‘ed! 
» 
& 

r=N+taytl| ar] t..-+] an}. 
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Il n’y a qu’un nombre fini d’équations E d’un rang donné. Nous 

poserons E<E! si r<r’ ou si reas, win jo.55, OU Bl hea, 

non, ..+, &,=a_,, Ui< a, ..-, ce qui établit la proposition. 

Les démonstrations des deux théorémes précédents peuvent étre 

rattachées au procédé diagonal de Cantor, qui permet de ranger en 

une seule suite les éléments d’une infinité dénombrable de suites 

illimitées At, ..., A’, .... Ces suites étant écrites les unes sous les 

autres 

IY GI CORR AGIOS Sete ads oar 

INES ilies Gian “GEL. a Gite : 

AS aj, a3, a3, ? an, ’ 

on lit les éléments du tableau ainsi conStitué, parallélement aux diago- 
nales indiquées, en prenant les termes sur chaque diagonale de la 

gauche vers la droite; on obtient ainsi la suite 

De l’application de ce procédé résulte immédiatement la proposition 
suivante : 

Tutorime 3. — La réunion d'une infinité dénombrable (ou dun 

nombre fini) de parties dénombrables d’un méme ensemble, est 

dénombrable. 

Tutortme 4. — L’ensemble X des nombres réels x vérifiant la 

double tnégalité 

ORD 

nest pas dénombrable. 

Définissons chaque nombre x par son développement décimal 

LZ=0, A a2...Apn.... 

Afin d’éviter qu’un mémé nombre admette deux développements 
différents (0,2999. . . = 0,30000...), nous exclurons les développements 
décimaux dont tous les chiffres 4 partir d’un certain rang sont des g. 

Supposons l’ensemble X dénombrable 

xe Wears see) Bny eee I 

na k oi et désignons par a, le k'*™® chiffre dans le développement de xp. 
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Posons 

p= Ay +I si ay =0, I, 2 3, 45 

on =a—t SE ah 15, 2955, 5. 

Nous avons dans tous les cas &%~ a) et, par suite, le nombre réel 

NO CHD Beano 

différe de x, quel que soit 7, ce qui est absurde (ga 

On dit que l’ensemble X a la pucssance du continu. Les ensembles X! 
et X” des nombres réels appartenant a |’éntervalle ouvert o< a <1 ou 

au segment Oo=—x=—1, ont méme puissance que X, car les 

_ ensembles des nombres rationnels de X, X’, X" ayant méme puissance, 

on peut, en faisant se correspondre a lui-méme tout nombre irrationnel, 

définir une correspondance biunivoque entre X et X’, ou entre X et X". 

La fonction y = (6—a)x-+-a établissant une correspondance biuni- 

-voque entre Vintervalle (0, 1) et lintervalle (a, 6), ’ensemble des 

nombres réels d’un intervalle (a, 6) quelconque, a la puissance du 

continu. De méme, le corps P des nombres réels a la puissance du 

2 

° . . x ” . : 
continu, puisque la fonction y = =) par exemple, réalise une cor- 

respondance biunivoque entre P et l’intervalle cs I, +1). 

L’ensemble des nombres algébriques réels étant dénombrable (comme 

partie infinie de l’ensemble dénombrable de tous les nombres algé- 

briques), 2’ensemble des nombres réels transcendants ne peut étre nt 

vide, ni fint, nt dénombrable (*). 

Tutoreme 5. — L’ensemble T des nombres transcendants réels a 

la puissance du continu. 

En effet, soit t un nombre transcendant fixe et A ’ensemble dénom- 
a = . 5 

brable des nombres —; ot 2 décrit ensemble des nombres naturels : 
nr 

posons T’== T—A. Nous avons, A désignant Vensemble dénombrable 

des nombres algébriques, 

Beek eee oil, 

(‘) On trouvera une autre démonstration, se rattachant au procédé des intervalles 

emboités, dans E. Borer, Lecons sur la Théorie des Fonctions (Gautbier-Villars, 

Paris, 1914, p. 14-15). Le théoréme 4 a été découvert en 1873, par G. Canron (cf. 

Briefwechsel Cantor-Dedekind, Paris, Hermann, 1937, p. 14). 

(2) Cela entraine l’existence de nombres transcendants que Liouville avait d’ailleurs, 

avant Cantor, établie par une autre méthode (voir, par exemple, E. Boret, Lecons sur 

la Théorie des Fonctions, Paris, 1914, p. 26; G. VaLiron, Théorie des fonctions, Paris, 

1942, p. 19). 
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A-+A étant dénombrable comme A, T=A-+ T’ et P ont visiblement 

méme puissance. 

Associons 4 tout nombre réel z tel que o << z <1 son développement 

binaire ou dyadique, c’est-a-dire son développement 

P= OAC UnCemers «sh C rae « (c1= 0.0ust), 

dans le systéme de numération de base 2. Excluons les développements 

qui ne comportent qu'un nombre fini de 1 (*). En écrivant seulement 

les termes d’un tel développement qui correspondent a des 1, nous 

avons 

ot les a; forment une suite croissante illimitée. Posons ag, = “%%— &_1 

(%=o), nous réalisons ainsi une correspondance biunivoque entre 

l'ensemble X des nombres réels z et l'ensemble des suites { @1,@9...,@4,-++} 

d’entiers naturels, d’oti le théoreme suivant : 

Tutoréime 6. — L’ ensemble des suites de nombres naturels a la 

puissance du continu. 

Corotiuaire. — L’ensemble des suites de nombres réels, {xi} 

(0 << 2;<1), a la puissance du continu. 

Si, en effet, nous considérons chacunce des suites de nombres naturels 

{aj,..., aj, .... | associées aux 2;, le procédé diagonal permet d’asso- 
; A 5 > k \ 

cier biunivoquement a la suite {2;} la suite de nombres naturels 

{@, @, aj, ... } et, par conséquent, le nombre réel correspondant. 

A un couple (x, y) de nombres réels (0 << #21, 0 << y 21) associés 

aux suites {a;}, {6;}, nous pouvons de méme associer biunivoquement le 

nombre réel ¢ correspondant a la suite {| a,, by, a2, bo, ... |. L’ensemble 

des points ducarréo <&@ZA1,0o<yZ1 dans le plan euclidien a done 

la puissance du continu. Ul suffit maintenant d’associer biunivo- 

quement les carrés découpés dans le plan par les droites 2 =n, y = n/ 

(dont l’ensemble est dénombrable), aux intervalles (m, m+1) de la 

droite pour obtenir le théoréme suivant : 

Tutorime 7. — L’ensemble des points du plan euclidien a la 

puissance du continu. 

(') On a, par exemple, 0,0...0100...= 0,0...0011.... 
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Ce résultat s’étend immédiatement a un espace euclidien de dimension 
quelconque. 

2. Donnons pour terminer un théoréme fondamental, di a 

F. Bernstein, sur la comparaison des puissances. 

Soient A et B deux ensembles. Si pous comparons ces ensembles avec 

leurs parties (véritables ou non), quatre cas, dont chacun exclut les 
trois autres, sont a priori possibles : 

1° Tl existe une partie A’ de A et une partie B’ de B telles que I’on ait 

A’<>B et B’<> A. 

2° Aucune partie de A n’a méme puissance que B, mais il existe une 

partie B’ de B telle que 

B’<>A. 

3° Aucune partie de B n’a méme puissance que A, mais il existe une 

partie A’ de A telle que 
A’<>B. 

4° Aucune partie de A n’a méme puissance que B; aucune partie 

de B n’a méme puissance que A. 

Tutorime 8 (Tuforime ve Bernstein). — Dans le premier cas, les 

relations 
A’CA, A’<>B; B’CB, B’<>A 

entrainent 

A <>B. 

La correspondance biunivoque B <> A’ associe 4 la partie B’ de B une 

partie A” de A’. Nous avons donc 

A" <> B’<>A, avec A”CA’CA 

- et il suffit de montrer que ces relations entrainent 

A’<>A. 

Posons A’= P, A'— AY =Q, A—A'R. Nous devons montrer que 

GA): P+Q+R<>P entraine P<>P+4Q. 

Soient X une partie de P+ Q-+R—, f(X) son image dans P par 

application biunivoque f. X sera dite normalé si Vona 

(1) S(%)Ex 
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et 

(2) Geax, 

Toute intersection d’ensembles normaux est normale. Il existe d’ailleurs 

des parties normales, car P + Q + R en est une. 

Liimage.f(X), étant contenue dans P, n’a aucun élément commun 

avec Q et les relations (1) et (2) sont équivalentes a 

(3). J(X)+ Qgx. 

De plus, si X est normale, X,= f/(X) + Q Vest aussi, car on aQCE X, 

et la relation X; €X entraine /(X,) €f(X)€Xy. 

Si, par conséquent, Xo désigne lintersection de toutes les parties 

normales, c’est-a-dire la plus petite partie normale, on a nécessairement 

Xo=f(X0) +Q. 

L’image f(X,) étant contenue dans P, posons 

Pas f(Xoy ay. 
Nous avons 

P+Q=/f(X0)+
Q+ Y =Xo+ Y<>/f/(Xo)+ Y=P, 

ce qu'il fallait démontrer. 

Montrons enfin, en utilisant l’axiome du choix sous la forme (H) 

de Hausdorff (existence d’une chaine maximale, cf. Note III, p. 436) 

que le {quatriéme des cas envisagés plus haut ne peut pas se présenter. 

Tutorime 9. — IU est impossible que, simultanément, aucune partie 

de A n’ait méme puissance que B, aucune partie de B méme puis- 

sance que A. 

Soit ® Pensemble des applications biunivoques d’une partie de A sur 

une partie de B; ® n’est pas vide, puisqu’on a par exemple 

0 <>@, {a}<>{b} (aeA, beB). 

Considérons deux telles applications 

(91) A,<> B, (A, CA, B, SB); 

(92) As<>By  (AsSA, BeSB) 

et convenons de poser 

ish 

si Pon a: Ay CA» et o1(%) = ga(x) pour tout «Ay, ce qui entraine 

Bi = 91(A1) = 92( As) Cc By 



‘ Si z appartient 4 A. x appartient 4 A, pour au moins un pe IM; si 
pinsiears applications p, y', --- de JM ont.cette propriété, on a, 
puisque JI est une chaine, 

e(z)=#(2)=--- (=yeB) 

Nous définissons alors une application uniforme 2 €n posant 

(z) z>y (ze). 

Supposons y = 22;— 272, 08 7,€A,. 7, €A, et par exemple p,X py: 
il en résulte ' 

Bel 2s) = es ( Ss) = ¥ = (Ze), 

ce qui exige 7;— 72 puisque p, est univalente; 2 est donc une appli- 

cation biunivogque de A sur une partie B de B. 

Par définition, z contient (striciement ou non) toute application p 
de IT. Puisque IM est maximale, il faut que 2 appartienne 4 IM et soit 

maximale dans @. Mais alors, si A et B étaient des parties véritables 

de A et B. l’application 3 définie par 

= pour zeA, 

ou uw est un élément de A— A, ¢ un élément de B—B, contiendrait 

strictement 2, ce qui est impossible. Nous avons donc au moins une des 

deux égalités A— A, B— B, ce qui démontre le théoréme (*). 

Ainsi, l’axiome du choix étant admis, il devient toujours possible de 

comparer les puissances de deux ensembles A et B : 

(*) Il saffit de modifier légérement la démonstration précédente pour appliquer le 
théoréme de Zorn (Z) au lieu de la propricté de Hausdorff (H). 

w 
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Boe} 
A<-—>B’CB et B<+>A’CA, 

A et B ont méme purssance, d’aprés le théoréme de F. Bernstein; 

2° Si 

A <— BSB 

sans que B ait méme puissance qu’une partie de A, on dira que A a une 

puissance moindre que B; 

3° Dans le cas symétrique du précédent, on dit que Ba une puissance 

moindre que A. 

La relation ainsi introduite entre ensembles est transitive : c’est une 

relation d’ordre total. 

——o 
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