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Avant-propos 

Cet ouvrage est strictement conforme au nouveau programme applicable a la 
rentrée de 1983. 

Comme dans le Tome 1, tous les exercices ou problémes sont classés a la fin de 
chaque chapitre suivant l’ordre des paragraphes du chapitre avec indication du 
théme. On trouvera également des exercices ou problémes de révision sur tout le 
chapitre et les chapitres précédents. 

Exceptionnellement nous avons mis une étoile* a des exercices un peu 
difficiles. 

En régle générale, nous avons respecté les notations des énoncés posés au 
Baccalauréat. Il en résulte des changements de notations auxquels le lecteur 
doit s’*habituer. 

Nous attirons l’attention sur un recueil de « Quelques notions fondamentales » 
que nous avons rassemblées au début du Tome | et que le lecteur pourra 
consulter a tout moment. 

Tout en développant l’Algeébre linéaire et la Géométrie analytique, ce livre remet 
a Vhonneur la Géométrie « pure ». En effet, celle-ci fait appel al’ intuition, a la 
vision dans l’espace. L’intérét de l’éléve est souvent mis en éveil par une 
construction ou un probleme de Géométrie. On évitera ainsi la monotonie du 
calcul analytique et ses automatismes, certes efficaces, mais conduisant a la 
«robotisation» de l’éléve. 

Cet ouvrage contient de trés nombreuses figures. Mais on n’oubliera pas que, si 
une figure permet de visualiser une question, d’apporter une aide dans la 
compréhension d’un raisonnement, ce raisonnement doit étre construit 
rigoureusement et non pas déduit d’une simple lecture de la figure. 

Nous accueillerons toujours avec reconnaissance les remarques et suggestions 
que les collégues et tous les utilisateurs du livre voudront bien nous faire. Nous 
les en remercions par avance. 

Les auteurs. 



Programme 

des classes terminales C et E 

Les 5 premiéres parties sont dans le tome 1. 

6. Nombres complexes 

a) Le corps des nombres complexes (aucune 

méthode n’est imposée dans cette introduction). 

Bijection (a, b) +> a+bi de R?® sur C. 
Représentation géométrique d’un nombre com- 

plexe; affixe d’un point, d’un vecteur. 

Nombres complexes conjugués. 

Module; inégalité triangulaire; module d’un pro- 
duit. 

Nombres complexes de module 1; argument d’un 

nombre complexe non nul, notation re’®; relation 

e'?e'?’ = e'(e t+?) Dérivée de t +> e“. 

b) (Compléments de trigonométrie.) Formule de 
Moivre. 

Exemples de linéarisation de polynémes trigono- 

métriques. 

Conversion de produits en sommes et de sommes 

en produits. 

Réduction de a cos x + b sin x (par a =r COs ¢, 
b=rsin @). 2 

c) Racines n-iemes d’un nombre complexe; 
groupe des racines n-iémes de I’unité, interpréta- 
tion géométrique. 
Résolution dans C des équations du second degré. 

7. Algébre linéaire 

Les définitions d’un espace vectoriel et d’une 

application linéaire ont été vues en Premiére, on les 
compleéetera par celle d’un sous-espace vectoriel. II 

s’agit de mettre ces notions en ceuvre sur des 
exemples variés d’espaces de dimension finie, en 

s’appuyant sur |’étude du modéle fondamental R”; 

dans les exercices et probléemes l’entier n sera 
numériquement fixé (de fagon raisonnable). 

a) Operations dans R", base canonique : 

Etude des combinaisons linéaires d’une famille de 
p éléments de R”; cette étude conduit a dégager : 
La notion de sous-espace vectoriel engendré. 
La représentation, dans la basé canonique de R”, 
d'une famille finie par une matrice. 

La détermination d’une application linéaire de R° 
dans R” par les images des éléments de la base 

canonique de R?, et par conséquent par la matrice 

de ces images dans la base canonique de R”. 

On remarquera que la composée de deux applica- 
tions linéaires est une application linéaire. 

Les matrices n’ayant ici qu’un role représentatif, il 

est exclu de développer le calcul matriciel : somme 

et produit de matrices sont hors du programme. 

b) Interprétations d’un systeme linéaire de n 

équations a p inconnues : 
Recherche des décompositions d'un vecteur. 
Recherche des antécédents de ce vecteur dans une 

application linéaire. Dans IR”: familles finies 

génératrices, familles finies liées, libres; bases. 

c) Opérations élémentaires L; —> lL, +A; 
(i #/) sur les lignes d’une matrice. 

Méthode du pivot de Gauss (recherche d’une forme 

triangulaire de la matrice); sa mise en ceuvre pour 

déterminer si une famille finie de vecteurs est une 

base, est libre, est génératrice: 
Cette étude permet d’obtenir les résultats fonda- 
mentaux suivants : 

Toute base de R” a exactement n éléments. 

Toute famille libre de R” a au plus n éléments, et 
c’est une base si et seulement si elle an éléments. 

Toute famille génératrice de R” a au moins n 
éléments, et c’est une base si et seulement si elle a 
n éléments. 
Théoréme de la base incomplete. 

d) Exemples numériques de résolution d’un sys- 

teme d’équations linéaires par opérations élémen- 
taires sur les lignes. 

e) Espaces vectoriels de dimension finie : 

Bases. Ilsomorphisme avec R” d’un espace vecto- 

riel muni d’une base comprenant n_ vecteurs. 
Dimension. 

Un endomorphisme injectif (resp. surjectif) d’un 
espace vectoriel de dimension finie est bijectif. 
Sous-espaces vectoriels supplémentaires; projec- 
tions, symétries. 

8. Géométrie (Terminale C) 

On continue de travailler dans le plan et l’espace 

considérés en Seconde et en Premiére. On dispose 

des espaces vectoriels associés; il n'est donc pas 

nécessaire de modéliser un espace affine en 
général. 

a) [Plan et espaces] : r 

Calcul barycentrique. Etant donné n_ points 
pondeérés (A,, a;), étude des fonctions 

n 
n 

M +> »; ajMA; et Mt 3 a; ||MA; I. i=4 ust 

-_—_——_—_—_— nes SSS 
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Applications affines : 
Une application de l'ensemble des vecteurs de 
espace dans lui-méme est dite affine quand elle 
est de la forme 

V +> A+o(¥), 

ou ¢ est linéaire. 

Dans l’espace pointé en O, une application 

M += M est affine si l’application OM +> OM’ 
est affine (définition indépendante du choix du 
point O). 

Caractérisation des applications affines par la 

conservation des barycentres. Image d’une droite, 
d'un plan, d’une partie convexe par une application 
affine; conservation du parallélisme. 

On montrera que les isométries sont des applica- 

tions affines conservant le produit scalaire. En plus 
des translations et des homothéties les éléves ont a 
connaitre les symétries, orthogonales ou non, les 

affinités; on leur fera utiliser ces transformations 
dans de nombreux problémes de constructions et 
de lieux géométriques. 

b) [Géométrie plane]. Mesures, dans le plan 
orienté, de |’angle orienté d’un couple de droites. 
Condition pour que quatre points soient cocycli- 
ques. 

c) [Géométrie plane] : 
Composition de rotations et translations, groupe 
des déplacements. 

Composition d’un déplacement et d’une symétrie 
orthogonale; antidéplacements. Sur des exemples, 
recherche du groupe des isométries conservant 
une configuration donnée. 
Composition de déplacements et d’homothéties, 
groupe des similitudes directes. 
Exemples de transformation définie par une 

application complexe z +—> f(z): cas des simili- 
tudes directes; exemple de transformation non 

affine. 

d) [Géométrie dans |’espace] : 
Exemples simples d’isométries de |’espace laissant 
fixe un point donné. 
Groupe des rotations d’axe donné; on établira 
qu’une rotation est la composée de deux symétries 
orthogonales par rapport a des plans. 

A titre d’exemples de composition : composée de 
deux rotations d’axes coplanaires; composée 
d'une rotation d’axe D par une _ translation 
conservant D (vissage d’axe D). 

e) [Géométrie plane] : 
Conique : définitions géométriques (bifocale, et 
par foyer et directrice); équations cartésiennes 

réduites; équivalence de ces diverses définitions. 
Equation de i’hyperbole rapportée a ses 

asymptotes. 

Exemples de représentations paramétriques d’une 

conique. 
Tangente a une conique en un point (on établira sa 
propriété de bissectrice par rapport aux foyers). 

9. Géométrie (Terminale E) 

On continue de travailler dans le plan et l’espace 
considérés en Seconde et en Premiére. On dispose 
des espaces vectoriels associés; il n'est donc pas 

nécessaire de modéliser un espace affine en 

général. 

a) [Plan et espace] : : 

Calcul barycentrique. Etant donné n_ points 
pondérés (Aj, a;), étude des fonctions 

n 

Mt—+> >, aMA; et Mt > a; |[MA;|l?. 
i=1 i=1 

Applications affines : 

Une application de l’ensemble des vecteurs de 

l'espace dans lui-méme est dite affine quand elle 
est de la forme 

AE Ae ¢(V), 

ou ¢ est linéaire. 

Dans l’espace pointé en O une application 

M +> Mest affine si l’application OM +> OM’ 
est affine (définition indépendante du choix du 
point O). 

Caractérisation des applications affines par la 

conservation des barycentres. Image d’une droite, 
d’un plan, d’une partie convexe par une application 

affine; conservation du parallélisme. 

On montrera que les isométries sont des applica- 

tions affines conservant le produit scalaire. En plus 
des translations et des homothéties les éléves ont a 

connaitre les symétries, orthogonales ou non, les 
affinités; on leur fera utiliser ces transformations 
dans de nombreux probléemes de constructions et 
de lieux géométriques. 

b) [Géométrie plane] : 

Composition de rotations et translations, groupe 

des déplacements. 
Composition de déplacements et d’homothéties, 
groupe des similitudes directes. 
Représentation complexe d’une similitude directe. 

c) [Géométrie dans |’espace] : 
Exemples simples d’isométries de l’espace laissant 
fixe un point donné. 
Groupe des rotations d’axe donné; on établira 
qu’une rotation est la composée de deux symétries 
orthogonales par rapport a des plans. 

A titre d’exemples de composition : composée de 
deux rotations d’axes coplanaires; composée 

d'une rotation d’axe D par une translation 
conservant D (vissage d’axe D). 

d) [Géométrie descriptive] : 
Rotation autour d’un axe vertical ou de bout. 

Rabattement sur un plan horizontal ou frontal. 
Distance de deux points, d’un point a une droite, 

d’un point a un plan; angle de deux droites. 

Représentation du cercle. 

e) [Géométrie plane] : 

Coniques : définitions géométriques (bifocale, et 

par foyer et directrice); équations cartésiennes 
réduites; quivalence de ces diverses définitions. 
Equation de I’hyperbole rapportée a ses 
asymptotes. 

Exemples de représentation paramétrique d’une 

conique. 
Tangente a une conique en un point (on établira sa 
propriété de bissectrice par rapport aux foyers). 

a 
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[my NOMBRES COMPLEXES 

Au XVI° siécle, les algébristes italiens (Cardan, Tartaglia, Ferrari, Bombelli), 

constatant l’impossibilité de résoudre dans R certaines équations algébriques 

(comme x? +1=0) se risquent A introduire des nombres «impossibles » ou 

«imaginaires »; par exemple, des nombres dont le carré est négatif. 

1.1 RAPPEL DES PROPRIETES ALGEBRIQUES DE R 

a) Le corps commutatif (IR, +, x) 

Nous savons que I’ensemble R des réels est muni de deux lois de composition, 

laddition et la multiplication, ayant les propriétés suivantes : 

(V(a, b, c)€R’) (a +.0) + 6=4 44) +0) (associativité ) 

(V(a, b)ER?) at+b=bta (commutativité) 

(Va ER) a+0=0+a=a (0 est élément neutre 
pour l’addition) 

(Va ER)(3a’'ER) at+a'=a’'+a=0 (tout élément admet 

; un opposé) 
On dit que (R, +) est un groupe commutatif. 

(V(a, b, c)ER’) (ab)c =a(bc) (associativité ) 

(V(a, b) ER?) ab =ba (commutativité ) 

(V(a, b, c)ER’) a(b +c)=ab +ac (distributivité de la 
et(b+c)a=ba+ca multiplication par 

rapport a |’addition) 

(Va ER) al=la=a (1 est l’élément neutre 
pour la multiplication) 

(Va ER*)(da'ER) aa'=a'a=\1 (tout élément non nul 
admet un inverse) 

On dit que (R, +, x) est un corps commutatif. 

aa 
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Notons que (R*, x) est un groupe commutatif. 

b) Relation d’ordre 

R est, de plus, muni d’une relation d’ordre total compatible avec l’addition et la 

multiplication : 

(V(a, b, c)ER’) a<xb => at+cs<bte 

(V(a, b)ER?)(Ve ER,) a=b ==> acH=be. 

1.2 POURQUO! INTRODUIRE LE CORPS DES NOMBRES COMPLEXES 

a) L’équation x?+1=0 

b) Probleme 

Les propriétés de la relation d’ordre dans R entrainent que le carré d’un réel 

est supérieur ou égal a 0. 

En effet, soit aE R, 

sia=0,ona a’*=a-a=0 
sia<0,ona -az=0 et a’*=(-a):(-a)=0. 
Par suite, pour tout a ER, a*+ 1=1>0. L’équation x? + 1 = 0 ne peut donc 

avoir de solution dans R. Plus généralement, il en est de méme de toute 

équation se ramenant a la forme 

x7+b=0 avec b>0. 

Nous allons chercher a construire un corps commutatif, plus grand que R (en 

un sens que l’on précisera) et dans lequel l’équation x*+1=0 aura des 
solutions. 

Afin d’introduire la construction, faisons quelques observations préalables. 

Supposons qu’il existe un tel corps. Soit i l'une des solutions de |’équation 

x? + 1=0 dans ce corps. Le corps contiendra R et i et aussi tous les éléments 

de la forme a + ib ot (a, b) ER’. D’autre part, quels que soient les éléments 

a+ib et a'+ ib’ (a, b, a’, b' réels quelconques) : 

(a + ib)+(a'+ib')=(a+a')+i(b +b’) 

(a + ib )(a' + ib')=(aa' — bb') + i(ab' + ba’). 

Ces égalités nous donnent alors l’idée d’une construction possible d’un corps 
répondant au probleme posé. Nous allons définir des lois de composition, 
inspirées des égalités précédentes, faisant intervenir des couples (a, b) de 
réels et non plus a + ib puisque, en fait, i nous est encore inconnu. 

SS
 



1. NOMBRES COMPLEXES 

1.3 UNE CONSTRUCTION DU CORPS DES NOMBRES COMPLEXES 

a) Definition d’une structure de corps sur R? 

Dans l’ensemble R’, définissons les deux lois de composition suivantes : 

(a, b)+(a', b')=(a+a',b+b’') 

(a, b)\(a', b')=(aa' — bb', ab'+ ba’). 

e L’addition est évidemment associative et commutative. De plus quel que 
soit (a, b) de R’: 

(a, b)+(0, 0) =(0, 0) + (a, b)=(a, b) 

donc (0, 0) est élément neutre pour l’addition. 

(6. Do G-0)={ 6, —b) +1a, bd) =(0, 0) 

donc (—a, —b) est l’opposé de (a, b). 

e La multiplication est de fagon évidente commutative et le couple (1, 0) est 

élément neutre pour la multiplication. 

Il reste a vérifier |’ associativité, quels que soient les couples de réels (a, b), 
(ais bs, (a's De) : 

[(a, b\(a', b')\(a", b")=(aat= bb Sab! + ba'\a",b") 
=(aa'a ” —bb'a "_ qb'b"—aq' bb", 

aa'b" — bb'b" + ab'a" + a'ba") 

(a, b)[(a’, b' Ma"; by | =(a; bXaa=—b Due a'b"+b'a uy 

=(aa'a "_ qb’ b" - encok bb'a", 

aa'b"+ab'a "+ ba'a" — bb'b") 

on a bien [(a, b(a’, b')|(a", b”) =(a, b)[(a’, b'(a", b”)|; 
la distributivité de la multiplication par rapport a l’addition : 

(a, by (a’, b')+(a", BDC, boas Bacebiisted 7) 

=(aa’ + aa" — bb'— bb", ab' + ab" + ba' + ba") 
= (ad. (0DL.av, + bans (aa — bb"; ab" + ba”) 

=(a, b\(a', b')+(a, ba", b"), 

en raison de la commutativité de la multiplication on a aussi : 

heal: b') + (a", b")|(a, bj=ta'eb Ka, 0) + (a",.0' Ka, 0); 

tout élément (a, b)#(0, 0) de R® admet-il un inverse (a', b')? Ona: 

(a, b\(a', b')=(a', b'a, b)=(1, 0) 

si et seulement si l’on a successivement : 

(aa'— bb’, ab' + ba')=(1, 0) 

aa'—bb'=1 

ba'+ab'=0 

Son nn ED 
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a 
a‘=—sa 

a’+b? 

b' (si (a, b)#(0, 0), a2 +b? #0) Sey 
; a —b 

donc, si (a, b)#(0, 0), Vinverse de (a, D) est (= metre: =): 

Théoréme 

L’ensemble R? muni des deux lois, quels que soient les couples de réels 

(a, b) et (a’, b’): 

(a, b)+(a’, b')=(at+a',b +b’) 

(a, b)(a’, b’) =(aa' — bb’, ab’ + ba’) 

est un corps commutatif. 

On l’appelle le corps des nombres complexes et on le note (C, +, x ) ou, plus 

simplement, C. 

b) C est solution du probleme du § 1.2b) 

e Nous constatons que C ne contient pas R. Cependant, appelons R’ 
l'ensemble des couples (a, 0) et f l’application de IR dans R’ qui a a associe 
(a, 0). L’application f est une bijection et : 

(VaER)(Va'ER) f(ata')=f(a)+f(a') et f(aa')=f(a)f(a'). 

Nous dirons que R et R’ sont isomorphes et nous conviendrons, par 
commodité, d’identifier l’élément a de Ral’élément (a, 0) de R’, faisant ainsi 

de R un sous-corps de C. 

e D’autre part, posons i=(0, 1). Ona 

i>=(0, 1 =(-1, 0)=—(,, 0). 

Compte tenu de lidentification précédente, ceci s’écrit i7=—1. Donc 

i>+1=0. Le corps C satisfait donc A toutes les exigences imposées dans 
P’énoncé du probleme. 

c) Notations. Définitions 

Soit z =(a, b) un élément quelconque de C. On peut écrire : 

Z =i(a0)+ (0, b)S (a, 0} +0, 1b, 0). 

L’identification de R et de R’ nous conduit donc a écrire z =(a, b) sous sa 
forme définitive : z =a + ib. 
L’opposé de a + ib s’écrira donc —a — ib et, si (a, b) #(0, 0), V’inverse de 

a —ib 
a+ib s’écrira ——- 

a? +b? 

—_—_—_— eee 
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1. NOMBRES COMPLEXES 

REMARQUE Pratiquement, pour calculer le produit de deux nombres complexes, il est inutile 
utiliser la formule figurant dans le théoréme. On effectue, en utilisant la 
distributivité, et on remplace i? par —1: 

(a + ib)(a' + ib')=aa' + iab' + iba' + i2bb' =(aa' — bb') + i(ab' + ba’). 

Définitions 

L’écriture de z sous la forme a + ib est appelée forme algébrique (ou 

cartésienne ) de z. Le réel a est appelé partie réelle de z et se note Re(z ). 

Le réel b est appelé partie imaginaire de z et se note Im(z). 
On appelle nombre imaginaire pur un nombre complexe de partie réelle 

nulle, c’est-a-dire un nombre complexe de la forme ib. 

Les parties réelles et imaginaires d’un nombre complexe sont donc des 

nombres réels. Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont 

méme partie réelle et méme partie imaginaire. 

d) Relation d’ordre 

On peut se demander s’il est possible, comme dans Q et R de définir sur C un 

ordre total compatible avec les lois de C (cf. § 1.1 b)). La réponse est 

négative. En effet, l’existence d’un tel ordre entrainerait que tout carré est 

positif ou nul (raisonner comme au § 1.2 a)) donc i? =0, ce qui n’est pas. 

Il est cependant possible de définir des ordres totaux sur C, mais ceux-ci ne 

sont pas compatibles avec les opérations. Par exemple, la relation < définie, 

quels que soient z =a +ib et z'=a'+ib' de C par 

(2<z') —> [(a <a ) ou (a =amket b = b')\. 

1.4 REPRESENTATIONS GEOMETRIQUES D’UN NOMBRE COMPLEXE 

Considérons un plan, noté P, et le plan vectoriel associé, noté P (P est 

l'ensemble des vecteurs de P). Nous rapportons P a une base orthonormée 

(2,, €) et P a un repére orthonormé (0, é,, é). 

a) Représentation par un vecteur 

Considérons |’application f : 
> 

Cc —~> P 

z=atib +> B=aée,+t bey. 

Il est immédiat que f est une bijection telle que, quels que soient z et z’ dans C 

et A dans R: 

eo yy (tee, 1 eLr OK(AZ AL (Zz). 

On dit que le vecteur 6 = aé, + bé, est Pimage du nombre complexe a + ib. On 

dit aussi que z est l’affixe du vecteur 7. n 

Observons que l’image de z dépend de la base choisie dans P. 

ee 

11 
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b) Représentation par un point 

L’application g : 

joe oy a 

od HK > M tel que OM=0 

est bijective. Donc l’application g of f qui associe a tout nombre complexe 

z =a +ib le point M de P tel que OM = aé, + bé, est bijective (composée de 

deux bijections). On dit encore que M est image de z ou que z est l’affixe 

de M. 

Observons encore que l’image de z dépend du repére choisi dans P. 

Il est commode d’indiquer, dans le plan, 4 c6té de chaque point I’affixe de ce 

point. 

Par exemple, soit les points A, B, C d’affixes respectives 1, i, 2 + i, on peut les 

représenter sur la figure 1. 

EXEMPLES e Soit les points M et M’ d’affixes respectives z et z’. Ona: 

f(z)=OM 

f(z')=OM' 

et donc f(z + z')=OM + OM’ =OM". pti Ws 
L’image de z + z’ est donc le point M” tel quae OM” = OM + OM’. On obtient donc le 

point M” a l’aide de la construction classique du parallélogramme (fig. 2). 

Remarquons que le point I milieu de OM", vérifie Ol 25 OM", I a donc pour affixe 

1 ; 1 ae ; 
5 (Z +z ). LV’ image de 5 (z +z’) est donc le milieu du couple (M, M’) des images de z 

et dey z- 

. : oe I 
e Soit les points M(z) et M’(—z), le milieu de (M, M’) a pour affixe : 5 & —z')=0 

c’est donc l’origine O. Les points M et M’ sont donc symétriques par rapport a 
Vorigine. 

e Soit les points M(z) et Mz’). Ona 

f(z'—z)=f(2')— f(z) =OM' — OM = MM’. 

L’affixe de MM’ est donc la différence des affixes de M’ et de M. 

e Les points de x’Ox sont les images des nombres complexes a + ib tels que b = 0, ce 
sont donc les images des réels, on appelle parfois x’'Ox Vaxe réel. 
Les points de Oy, sont les images des nombres complexes a + ib tels que a =0, ce 
sont donc les images des nombres imaginaires purs, on appelle parfois y'Oy Vaxe 
imaginaire pur. 
Le plan P est appelé plan complexe. 

ee SSSSSSSSSSSSFSMMMMmmsmsmsmmHses 



1. NOMBRES COMPLEXES 

1.5 NOMBRES COMPLEXES CONJUGUES 

Le nombre complexe z= a — ib (Zse lit z barre) est appelé nombre complexe 

conjugué du nombre complexe z = a + ib. 

Le conjugué de Zz étant a + ib = z, nous dirons que z et z sont deux nombres 
complexes conjugués. 

Reprenons les notations du paragraphe précédent. Les points M(z) et M'(z) 

ont méme abscisse et des ordonnées opposées. IIs se déduisent donc |’un de 

lautre dans la symétrie orthogonale par rapport a x’Ox. 

On a z+z=(a+ib)+(a—ib)=2a et z—Z=(a+ib)—(a — ib)=2ib, 

d’ou : 

Théoreme 

Quels que soient les nombres complexes conjugués z et z on a: 

z+z=2Re(z); z—z=2i Im(z) 

z=-zZ <> zestimaginairepur; z=z <> z estréel. 

13 



ee 

Considérons maintenant l’application y : z +> Zde C dans C. Quel que soit 

zode- 

(yoy\z)=Z=zZ. 

Donc yoy=ide, ce qui montre que y est involutive, donc bijective 

(y '=y). Quels que soient 

Ze aGeip et. 2) =a eb 

de C, ona: 

y(z tz')=y((a ta')+i(b +b'))=(a +a')—i(b +b’) 
=(a —ib)+(a'— ib')= y(z) + yz’) 

y(zz')= y ((aa' — bb')+ i(ab’ + ba')) =(aa' — bb')— i(ab' + ba’) 

=(a — ib Xa’ — ib’) = y(z) vez ). 

Ce qui s’écrit 

On dit que y est un automorphisme du corps C (c’est-a-dire un isomorphisme 

du corps C sur lui-méme). Remarquons que si z est réel, y(z ) = z. Donc : 

Théoréme 

L’ application z +— z de C sur lui-méme est un automorphisme involutif 

de (C, +, x ) laissant invariants les éléments de R. 

‘ Zz a+ib 
APPLICATION = Cherchons a mettre —= ib! (z' #0) sous forme algébrique. 

le acta 
Nous remarquons que z'z’=(a’'+ ib')\(a'—ib')=a'2 +b”. 
Done zz’ est un nombre réel strictement positif. On peut écrire (si z’ #0, alors 7’ #0) : 

zzz (at+bila'—b'i) aa'+bb' _ab'—ba' 
ata ea a =a ae oe eee SY 

z! zz a’=+b”2 ale bi2 a’=+ pb” : 

‘ meh Ditat 
Par exemple, cherchons a mettre sous forme algébrique Jeane On multiplie numérateur 

et dénominateur par le conjugué du dénominateur : 

Lngghisa WAGED oe 

— 

Pith by hd tei Gl +i)s—L-€3i ol 
1— 



1. NOMBRES COMPLEXES 

1.6 MODULE ET ARGUMENTS D’UN NOMBRE COMPLEXE 

a) Module d’un nombre complexe 

Soit z =a + ib un élément de C. Le nombre zz = a* + b’ est un réel positif ou 
nul. On peut donc donner la définition suivante : 

Définition 

On appelle module du nombre complexe z = a + ib, et on note |z |, le réel 
positif ou nul défini par 

\z|=Vzz= Va" + b?. 

Notons que si z =a est réel, ona |z| = Va?= |a|. Le module d’un nombre 
réel est donc sa valeur absolue. Ceci justifie la notation utilisée pour le 

module. 

Reprenons les notations du § 1.4. Si M a pour affixe z, ona: 

|z| = OM]. 

b) Proprietés du module d’un nombre complexe 

REMARQUE 

Soit z et z’ deux nombres complexes quelconques : 

1. |z| =Va?+ b?=Va*+(—by = |z| donc : 

|z| = |2| E 
2. Posons z =a + ib. L’inégalité a*<a’ +b’ entraine : 

|Re(z)| <|z| 

il y a égalité si et seulement si z est réel. 

On notera aussi que Re(z)=|z| si et seulement si z ER,. 

3. De méme 

|Im(z)| < |z| : 
il y a égalité si et seulement si z est imaginaire pur. 

4. |z}=0 <> a?+b?=0 <> a=b=0 <> 7=0 donc: 

|z|}=0 <> z=0 



§ 1.6.b. 

5. |zz’| = Vizz') (ZZ) = Mzz')(22’) = V( zz) (27) =VZv2z'2' = |z| |z'| 

donc : 

|zz’| = |z||z’| 

6. Si z'#0, ona 

I 1 l 1 
SS il Grew jz'| x |=] =1 donc Pulsrur 

ide z A 

Par suite : 

Zz 1 1] 1 

El=|exa]=lelx l=lelxqq 
dOnCe. Siu ca) 

Zz 

z’ 
mld 

z 

7. |Izt¢2P=G+eylerzyowt wt ezt ee 

or + z'Z= 22 + (zz) = 2Re( zz’) <2 |zz| =2|z| |Z] =2|z] |’. 

Dou slot 2f/?< [2/7 2s atl Sele ba le’) 
On en déduit, puisque |z + z’| et |z| + |z’| sont dans R, : 

|z+z'|<|z|+|z'| | (inégalité triangulaire). 

Cherchons dans quels cas cette inégalité devient une égalité. Tout d’abord il y 
a égalité pour z =0 ou z’=0. Supposons z et z’ non nuls. 

D’apres la démonstration précédente, on a les équivalences suivantes : 

Iz+z’J=|z|+]z'| <> Re(zz’)=|zz| 

<> wzeER, (propriété 2. Remarque) 

<—_ (Ja ER,) Zi Ste 

<> (JaER,) 72Zz'’=az' 

<> (30ER,) 2|2'|?=a72' 

<> (Ja ER,) z= Tp? 

> (a6 ER, ) BA). 

On a donc l’égalité |z + z'| = |z| + |z'| si et seulement siz ou z' est nul ou s’il 
existe un réel B =O tel que z = Bz’. 

-— 



1. NOMBRES COMPLEXES 

c) Ensemble U des nombres complexes de module 1 

Etudions quelques propriétés de l’ensemble U des nombres complexes de 

module 1. Quels que soient u et u' éléments de U : 

e juu'| =|u||u'| =1 donc uu'€ U ce qui signifie que U est stable pour la 
multiplication des nombres complexes. 

e Comme la multiplication est associative et commutative dans C, il en résulte 

les mémes propriétés dans U. 

e L’élément neutre de la multiplication dans U est 1. 

it npcthen task donc ley. 
uli |u| u 

Nous venons de prouver : 

Théoreme 

L’ensemble U des nombres complexes de module 1 est un groupe 

commutatif pour la multiplication des nombres complexes. 

; z 
Soit z un nombre complexe non nul, le complexe u = iF a pour module 1, on 

a donc : 

geal eid sakece oubGeU; 

Cette écriture est unique puisque u est le quotient de z par |z|. 
Géométriquement, U est représenté par le cercle U de centre O et de rayon 1. 
Si m est l’image de u et M l’image de z, on a OM = |z| Om. Le point m est 
donc l’intersection du cercle UW et de la demi-droite [OM) (fig. 5). 



§ 1.6.d. i el i ee eas eg Ss SS 

d) Arguments d’un nombre complexe 

EXEMPLES 

dQ 

a Arguments d’un nombre complexe de module 1 

Soit u =a,+ib, un élément de U. On a donc aj + bj =1. 

Reprenons les notations du § 1.4. Supposons le plan P orienté et la base 

(é,, >) directe. 

Définition 

Soit u un nombre complexe de module 1 et m son image (fig. 5). 

On appelle argument de u, noté arg u, l'une quelconque des mesures en 

radians de l’angle orienté associé au couple (é,, Om Ny 

Le réel g est donc un argument de wu si, et seulement si 

cosg@=a, et sng=b,. 

Le complexe u admet une infinité d’arguments. Plus précisément, si g est lun 
d’entre eux, l’ensemble des arguments de u est l’ensemble des réels g + 2kz 

avec k EZ. 
Si g est un argument de u, le réel g' est donc également un argument de u si, et 

seulement si, il existe k dans Z tel que g' = g + 2kz, ce que |’on note g =q' 

[27] (on lit g congru a g’ modulo 277): 

p=o'[27] <— (SkKEZ) o'=¢@ +2kz. 

Il faut prendre garde a lutilisation du symbole =, qui n’est pas le symbole 

d’égalité. En cas d’hésitation, il faut revenir a sa définition. Par exemple, 
, 

yg =¢' [27] mimplique pas = = [27], mais seulement = = [a } (c’est-a- 

dire l’existence de k dans Z tel que — kr). 

Notation 

Le nombre complexe cos ¢ +i sin @ est noté e’” : 

e' =cos g +i sin ¢. 

e=1, gaa e221: ) tee =i 

Puisque e'* =cos g +i sing et e * =cos g ~i sin g, en ajoutant et en 
retranchant ces deux égalités on obtient les formules suivantes, dites formules 
d’Euler : 

Notons la présence de i au dénominateur de l’expression de sin g. 
eee 
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w Arguments d’un nombre complexe non nul acl ond AL A ech ea Lott ld ek i nal 

REMARQUE 

EXERCICE 
RESOLU 

Soit z =a +ib un nombre complexe non nul. On a vu que z s’écrivait de 
fagon unique sous la forme z =|z|u, avec uE U. 
Par définition, les arguments de z sont les arguments de uw. 

Les arguments de u sont donc aussi les mesures de |’angle orienté associé au 
couple (é,, OM) (fig. 5). 
En notant r le module de z et ¢ un argument de z, on a 

z=r(cos ¢ +i-sin g)= re”. 

L’écriture de z sous la forme r(cos g +i sing) ou re’ avec r>0, est 

appelée forme trigonométrique de z. 

Si z = 0, on a vu que son module est r = 0, mais ses arguments ne sont pas définis. On 
peut écrire cependant : z = re‘® ot r=0 et @ est un nombre réel quelconque. 

Notons encore les €quivalences suivantes : 

zE€R*t <— argz=0([27] 

zE€R* <— argz=7([271 

zER* <> argz=0[z] 

; eee 7 
Zz imaginaire purnonnul <> argz= J [7 J. 

Déterminer en fonction de ~, 0< g < 27, le module et un argument du nombre complexe 
=1+ cos @ +i sin @. 

Remarquons que z peut également s’écrire 

ie nee Q Q 
z=(1+cos g~)+! sin p =2 cos? > +2i sin = cos © =2 cos £ (cos Z +i sin £) 

2 D. 2 2 ye 

e Si 0<@ <7, alors cos 520, par suite : 

|z| =2 cos “ arg Z =5 (271. 

e Si g =7, z est nul. 

e Si 7 <¢@ <2z7, on peut écrire 

p 2 tae tf ©. 
= —2 cos = (cos (£ + 7) +i sin (£ + 7)) 

: 2 2 2 

g 2e 
avec —2 cos I 

|z| =-2 cos © y arez =Sta [2m | 

e) Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique et inversement 

Soit z un nombre complexe non nul, ona :z =a +ib=r(cos g +i sin ¢). 

En égalant les parties réelles et imaginaires, on obtient 

a=rcosg et b=rsing. 

See ea 
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Puisque r est le module de z, on a inversement : 

paVaerre? 
a 

0) a= Var tb: 
b 

sin @ = 

Les deux derniéres formules permettent de déterminer g modulo 27. 

i b : 
Remarquons que, si a #0, tg ¢ =— permet un calcul plus commode mais ne 

a 

détermine pas complétement ¢, on obtient ¢ modulo z. 

EXEMPLE Module et arguments du nombre z =3 + 4i. On trouve 

3 4 
E=V9- 16—5; COS Cane, snp = 5 

on détermine une valeur approchée de ¢g (modulo 277) a l’aide d’une calculatrice : 

ge ~ 0,93. 

REMARQUE II faut se garder d’appliquer systématiquement les formules précédentes comme le 
montre l’exercice résolu traité au d). Il est souvent préférable pour chercher le module 

et les arguments de mettre directement le nombre donné sous la forme 

r(cos g +i sin g) avec.r >0 ou encore d’utiliser la représentation géométrique. 

f) Produit et quotient de nombres complexes sous forme trigonométrique 

La forme trigonométrique des nombres complexes se préte particuliérement 

bien au calcul de leurs produits et de leurs quotients. 

Soit z=r(cosg+ising) et z'=r'(cos g'+i sing’) deux nombres 
complexes non nuls 

zz'=rr'[(cos ¢ cos g’—sin g sin g') + i(cos ¢ sin g' +sin g cos ¢')] 
=rr'[cos(y +¢') +i sin(g + ¢')]. 

Le module de zz’ est donc rr’ (résultat déja établi au § 1.6 b)), un argument 
étant g + gy’. Donc quels que soient les nombres complexes non nuls z et 2’ : 

fez) =|z||z’| 
arg(zz')=argz+argz’ [27] 

Ce qu’on peut encore écrire : 

| (re*)\(r'e* = REM 

20 
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A Vaide d’une démonstration par récurrence, on obtient facilement les 
n 

formules suivantes; si Z,, Z2, ..., Z, Sont des nombres complexes non nul, ez, 
i=1 

représente le produit z,z,...z, et ’ona: 

REMARQUE Il n’y a pas de formules simples permettant de calculer module et arguments de z + z’ 
en fonction des modules et arguments de z et z’. 

APPLICATIONS Soit z un nombre complexe non nul. 

: 1 
e Puisque (z = =l,ona 

1] 1 
arg(z+—) arg z ole 1=0 [27]. 

Donc : 

1 
si z #0, z et — ont des arguments opposés modulo 277. 

4 

e Soit z’ un autre nombre complexe non nul 

Z I 
arg —= arg z + arg —=arg z — arg 2’ [27]. 

z Z 

lz = Neal Retenons donc que quels que soient 
i 

les nombres complexes z et z’ non nuls : 

Uy Ona déja vu (cf. § 1.6 b)) que ; 

|z 
z*| 

=) =arg 2 —arg.2'. [27] 
2 

ce qu’on peut écrire : 

e Puisque zz est un réel strictement positif, on a 

arg(zz)=argz+argz=0 [27]. 

a Ee 
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Donc : 

si z £0, z et z ont des arguments opposés modulo 277. 

e Enfin, arg(—z)=arg(—1)+arg z =a +arg z [27]. Donc: 

si z #0, z et (—z) ont des arguments qui different de modulo 27. 

1.7 COMPLEMENTS DE TRIGONOMETRIE 

a) Formule de Moivre 

e Considérons un produit de n nombres complexes de module | et d’argu- 

ment g. D’aprés le sous-paragraphe précédent (considérer I] z avec 
i=1 

Co eee Mee \% ce produit est le nombre complexe de module 1” = 

et d’argument 9 +g +...+@ =ng. Donc: 

(Vn E IN*) (cos g +i sin g)" =cos ng +i sin ng. 

e Pour n =0, la formule est encore vraie car : 

(cos g +i sin g)°=1(parconvention) et cos0+i sin0=1. 

e Pour tout entier n <0: 

a 1 : 
(cosi@it § SlLG)> ==, (Pamconvention) 

(cos g +i sin g) 

§ | 

cos(—ng)+i sin(—ng) 

=cos ng +i sin ng 

(puisque —n € N*) 

: l : 
(puisque Zt q ont des arguments opposés modulo 2m). 

Les différents cas se résument dans la formule de Moivre : 

qui s’écrit aussi (ef) =e? 

Presque toutes les applications trigonométriques des nombres complexes 
utilisent soit la formule de Moivre, soit les formules d’Euler. Nous allons en 
donner des exemples. 

b) Calcul de cos ng et sin no 

La formule de Moivre permet de calculer cos ng et sinng (n€N) en 
fonction des puissances de cos ¢ et sin ¢. Traitons, par exemple, le cas n = 3. 

(cos 3g +i sin 3¢)=(cos ¢ +i sing) 

= cos’ g +3i cos’ ¢ sin g —3 cos @ sin? — —i sin? @ 
ae 
22) 
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d’ou, en égalant parties réelles et imaginaires : 

cos 3g =cos’ ¢ —3 cos ¢ sin? g =cos® g —3 cos v(1 — cos? g) 

=4 cos* o —3 cos @ 

sin 3¢ =3 cos’ » sin g —sin® g =3(1—sin’ ~)sin g —sin® @ 

=3 sin g —4 sin’ ¢. 

c) Linéarisation 

C’est le probleme inverse du précédent. On cherche a transformer un 
polynOme en sin ¢ et cos g en une combinaison linéaire de sinus et de cosinus 

de multiples de gy. On utilise ici les formules d’Euler. 

EXEMPLE Linéarisons cos* ¢ sin? ¢ : 

cos* ¢ sin? (= 5 es i 2a 
Z CR a sa, 2a. ea 

2 2i 

mar ie —te \2 ip —ip ip _ —igp 2 Pati +e ) [(e +e \(e e )| Ik 

ll 
1 3 ; ; F 

mahi sD Ea eH (ee SQ TAN 

Il 
1 i ‘ ‘ ; 

en (e7? +2+e 7” yetie —24+ et") 

1 : ’ , : . ’ 
= A +e?) 4+ 2(et? + etl") —(e7!% + e~2ie)— 4] 

1 
Tes 6¢ +2 cos 4g — cos 2¢ — 2). 

d) Formules de trigonométrie (révision et complements) 

Rappelons les «formules d’addition» démontrées en classe de Premiere 

(certaines de ces formules ont été utilisées au § 1.6g)). Quels que soient les 

réels*aet"b © 

(1) cos (a + b)=cos a cos b —sin a sin b 

(2) cos (a — b)=cos a cos b +sin a sin b 

(3) sin(a + b)=sin a cos b + cos a sin b 

(4) sin(a — b)=sin a cos b — cos a sin b. 

En faisant a=b on déduit les formules de multiplication par 2 (ou 

duplication) : 

cos 2a = cos? a — sin? a =2 cos? a —1=1-2 sin’ a 

sin 2a =2 sin a cos a. 



Salndi: oT 

En additionnant membre 4 membre (1) et (2), 

en retranchant membre 4 membre (1) de (2), 

en additionnant membre 4 membre (3) et (4), on obtient : 

1 
cos a cos b =5 Lcos(a + b)+cos(a — b)| 

sin a sin b =5 [costa — b)—cos(a + b) | 

sin a cos b =; [sin (a + b)+sin(a — b)| 

Ces trois derniéres formules permettent de transformer un produit de sinus ou 

cosinus en somme. 
: aN a : 

Posons a +b=p et a—b=gq, soit a 7 ae et b a on obtient des 

formules transformant une somme de sinus ou cosinus en produit : 

cos p + cos q =2 cos 

cos p — cos q = —2 sin —— 

+ 

sin p +sin q =2 sin > 

sin p — sin q =2 sin —— 

(la derniére égalité se déduit de la précédente en remplacant q par —q). 
Il est alors possible de traiter des problémes de linéarisation en utilisant ces 
formules. 

EXEMPLE_ Reprenons |’exemple du § 1.7c): 

: ; 1 
cos* @ sin? g =cos” g(cos? @ sin? g) = cos? ol; sin? 29) 

“T+ cos'2e 1 1—cos 49 5) 1 ie 5 
seen S17 5 ies cos 2¢ )(1 — cos 4@ ) 

| 
ae + cos 29 —cos 4¢ — cos 2¢ cos 4¢) 

1 | 
=< | 1+ cos 2¢ —cos 4@ r3oe 6e + cos 20)| 

I 
= Bay (ecu oe +2 COs 4@ — COs Zo =12). 

BO eee 
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1. NOMBRES COMPLEXES 

e) Transformation de a cos x+b sin x, (a, b) 4 (0, 0) 

Posons a + ib = re’? (r >0), on sait que (cf. § 1.6¢e)) : 

a=rcos@g et b=rsing 

r=Va’*+b* et @ est lun des réels tels que : 

a J b 
cos ¢ = ————_ sin g = ———— 

Varz+b2 Vaz+ hb? 

On peut alors écrire : 

acosx +b sinx =rcos g cos x +r sing sin x =r cos(x —@). 

REMARQUE § Transformons plus généralement E=a cos(wx —a@)+b cos(wx — B): 

E=a(cos wx cos a + Sin wx sin a)+b(cos wx cos B + sin wx sin B) 

E=Acos wx +B sin wx 

avec A=acosa+bcosB et B=a sina+b sin B. 

Si (A, B) #(0, 0), en posant A+ iB=re'* (r>0) on obtient : 

E=r cos(@x — ¢). 

L’interprétation cinématique de ce résultat est la suivante : quand on superpose deux 
mouvements vibratoires simples de méme pulsation w, on obtient encore un 
mouvement vibratoire simple de pulsation w. 

a Application a la résolution de l’équation a cos x+ b sin x=c 

Nous supposerons (a, b) #(0, 0). Avec les notations précédentes, I’équation 

Ss ecrit : 

D’ot la discussion suivante : 

e Si <| >1 c’est-a-dire |c| >Va* +b’, l’équation n’a pas de solution. 
y 

e Si <| = 1 c’est-a-dire |c| = Va’ + b’, l’équation a pour solutions tous les 
i. 

réels x tels que 

x=o@ [27] sic>0 

X=o 47 [27] sic <0. 

Si 
c c = ; ; 
—|<1, on peut poser —=cos ¢p. L’équation admet donc pour solutions 
r r 

tous les réels x tels que : 

x=Q+Q0[27] ou x= -— go [27]. 

EXEMPLE  Résoudre |l’équation cos x + V3 sin x = V3. 

Comme 1+iV3=2e!3, ona 

T 

cos x + V3 sin x =2(cos 2 cos x +sin 5 sin x) =2 cos(x =) 

0 I ee 
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§ 1.7.e. ee 

L’équation est donc équivalente a 

eee 
3 2 6 

Les solutions sont donc les réels x tels que 

EXERCICE 
RESOLU On se propose de donner une expression simple des sommes : 

C=1+cos x +cos 2x +...+cos nx et S=sin x +sin 2x +...+sin nx 

ou n est un entier naturel supérieur ou égal a 1. 
Nous allons traiter C et S en méme temps en calculant C+iS: 

C+iS=1+(cos x +i sin x)+(cos 2x +i sin 2x)+...+(cos nx +i sin nx) 

ile Obs er tee ten 

= fememet (e™ Ft... Fee 

C+iS apparait donc ainsi comme la somme des n+1 premiers termes d'une 
progression géométrique de raison e’*. La formule qui donne une telle somme est, 
comme dans le cas de nombres réels : 

(|= n+1 

ae I RC Wire ee siq#l. 
—4q 

En effet, ’identité (1+ q+q?+...+q")\1—q)=1-—q"*' est vraie aussi dans C. 

e Sie™ #1, c’est-a-dire six ¢ 27Z (27Z est l’ensemble des multiples de 277), ona : 

i= ix \n+1 i i(n+1)x 

fils} WU asi whl pe eta 
jp [heeyoes 

Il reste 4 mettre ce nombre sous forme algébrique. Pour cela, factorisons ce!" au 

numérateur et e? au dénominateur : 

Pe ilies || 
imgnx (p—aiagix _ gitagx) a ea 

Cra ix ix ix =e2~* 
e'2 (e-%— e#) a 

—2i sin - 
: (——) 

sin a 
as 2 

=e zx 

Shs 
sin — 

2 

REMARQUE On peut retrouver rapidement ce résultat en multipliant C et S par 2 sin 5 et en 

transformant en sommes les produits 

EX rary © 
2 sin 5 cos px et 2 sin=sin px 

pour p entier tel que 0OSp <n. 

e Si e* =1 c’est-a-dire si x €27Z, le calcul direct de C et S montre que : 

C=n+l1 et—S=0. 

SR ne ee a eee 
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1. NOMBRES COMPLEXES 

1.8 EQUATION DU SECOND DEGRE DANS C 

Le corps C a été introduit pour permettre la résolution de 1|’équation 

x*+1=0. Nous allons voir dans ce paragraphe que toute équation du second 

degré a coefficients complexes admet des racines dans C. 

En fait, on peut prouver, mais la démonstration est trop difficile pour la classe 

de Terminale, que toute équation P(z)=0 ot P est un polynéme de degré 

supérieur ou égal a | et a coefficients complexes admet au moins une racine 

dans C. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de d’ Alembert-Gauss. 

a) Racines carrées 

Soit Z = a + ib un nombre complexe donné. On appelle racine carrée de Z tout 

nombre complexe z = x + iy vérifiant 

(1) eS 

Observons d’abord que si z, est une racine carrée de Z, —z, est également une 

racine carrée de Z car (—z,)* =z; = Z. D’autre part, z,; et —z, sont alors les 

deux seules racines carrées de Z puisque : 

Qi Zt = 75 eS ae 0S Nz +z) =0 

<> (Z =Z, OU Z =2Z)). 

e SiZ=<a est réel (b = 0), on voit immédiatement que les racines carrées de Z 

sont 

Vaet —Vasia20 

iV-aet -—iV-asia <0. 

e Si Z n’est pas réel (b #0) on peut écrire 

x? yy? =a . AN: . 

(1) <— (xtiy~=atib <=> Saves 

Il est commode de calculer x? + y? car, connaissant x? — y” et x’ + y”, on aura 
facilement x” et y* puis x et y qui répondront a la question si et seulement si 
2xy =b. Ona: 

(1) = > |z|?=|Z| donc x?+y?=Va’+b’. 

Par suite : 

Ke= y*—"q =5 (a+ Var +b") (2) 

piece i Re 4h? y2=5 (a + Va? +b?) (3) 

2xy =b 2xy =b. 
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§ 1.8.a. BAESSATENOS CARBO eee 

Mais si le couple (x, y) vérifie (2) et (3), alors 

| xtyt=! (a + Va? +B?)(—a + Va? +62) = 3 

donc : 2|xy|=|b| 

donc : 

225 (a + Va? +b?) 

(Se) \ytas (-a + Va? +B?) 
xyb > 0. 

Comme a+Va2+b?>0 et -—a+Va’+b’>0, il existe deux couples 

(x,, y;) et (xX), y2) de réels solutions du systeme (S) : 

n= \Ela+VaTHB), yeh (-a + VaTF58) 

xo= — g(a + Va? +), ya= ey (—a + Va? +6") 

ou ¢ =1-si-h > O.ctec = — 1 stb = 0. 
Les solutions de |’équation (1) sont 

Z, =X, F iy; et Za = XQ t+ lyg= —-Z. 

Dans tous les cas, sauf lorsque a = b =0, nous avons trouvé deux racines 

carrées opposées distinctes. Concluons. 

Théoréme 

Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposées 

distinctes. 

REMARQUE Un nombre réel a >0 admet deux racines carrées réelles opposées, on peut les 
distinguer entre elles par leur signe et désigner par le symbole V a celle qui est positive. 
Au contraire, dans C, les deux racines carrées d’un nombre complexe non nul sont 
indiscernables. Il faut donc totalement proscrire une écriture telle que Vz qui ne peut 
qu’étre ambigué. 

EXEMPLE  Chercher les racines carrées de Z=7 + 24i. 

Dans la pratique, on procéde de la facon suivante : 

(x* yt 7 
L’équation (x + iy)? =7+24i est équivalente a 19 7A 

Sop = 
D’autre part, x2 + y? = V7? + 242 = V625.=25. 
D’apres l'étude générale, les solutions (x, y ) cherchées sont les solutions du systéme : 

Kaos 
x? Hy2=25 

try >0. 

eee 
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1. NOMBRES COMPLEXES 

Feet 1 1 
D’ot x7 =5 (25+7)= 16, yr=5 (25-7) =9. 

On en déduit les deux racines carrées : 

Z,=4+3i et z,=-(4+4+3i). 

b) Equation du second degré 

Soit a résoudre |’équation du second degré a coefficients dans C : 

az*+bz+c=0 ou a#0. 

Cette équation est équivalente a 

2 2 
soit : a((c +) +27) <0 

2a 

Ou encore : 

Soit 5 une racine carrée du discriminant A = b? — 4ac. 

L’équation donnée est équivalente a : 

( BA2 ss 67 0 
++ — = 

: = 4a? 

ote b + De 
C’est-a-dire : (z +— (z +——]|=0. 

2a 2a 

C étant un corps, on en déduit |l’expression des racines : 

=bisxid 

sae 2a 
avec 67=A=b?-4ac 

Deo 
His — 

5 2a 

z, et z> sont confondues si et seulement si 6 = —6 soit 5 = 0 (elles sont alors 

ra ~ b X Ve ‘ 

égales a -—). D’ou le théoreme : 
2a 

Théoréme 

L’équation du second degré dans C 4 coefficients complexes 

az*+bz+c=0 (a #0) 

admet deux racines : 

distinctes si b* — 4ac #0, 
confondues si b* — 4ac = 0. 



§ 1.8.b. § 1.8.c. 
eae nnn 

REMARQUE _ Si |’équation est donnée sous la forme az2+2b'z +c =0, on introduit A’ = b’* — ac 

(discriminant «réduit ») et 5’ tel que A’= 5’. Les racines sont alors 

—b'—6' Bg 2 ee 
5 ale 

a a 

a Cas particulier : a, b, c sont réels 

Nous devons chercher les racines carrées de b*—4ac, celles-ci ont une 

expression différente selon le signe de A= b? —4ac, soit : 

si b?—4ac >0, on retrouve les formules classiques : 

ee Sos Pals b* — 4ac 
a 2a oF 2a 

si b?—4ac =0, d’aprés la remarque faite plus haut les racines sont réelles 

confondues : 

b 
Z=22= -= 1 2 2a 

si b?—4ac <0, les racines de A sont iV4ac — b* et —iV4ac — b’. 

On en déduit les formules : 

eb SiNAge = b- abe ivaee =) 
ah 2a 22 = 2a 

Les racines sont donc complexes conjuguées distinctes. Donc : 

Théoréme 

L’équation du second degré dans C 4 coefficients réels az” + bz + c (a #0) 

admet deux racines : 

réelles distinctes si b”*—4ac >0, 
réelles confondues si b?—4ac =0, 
complexes conjuguées distinctes si 6b? —4ac <0. 

c) Somme et produit des racines 

Soit ’équation az*+ bz +c =04a coefficients complexes (a #0). 

e Si Zz, et Z, sont les racines de cette équation, on a: 

=00. =D 6. 0 
+ 

2a 2a a 

ae og feo ee 
fs 2a 2a 4a7 4a ig 

e Réciproquement soit les nombres z, et z2 tels que 

Zyho= 

b € 
Zt 2 — = et Vg ep aaa 

a a 
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1. NOMBRES COMPLEXES ieee en re 

EXEMPLE 

Les nombres z, et z2 sont les racines de |’équation : 

(2 z= 23) =0 

équivalente successivement a : 

Zz? = (2, 4+ 2%2)Z +242. =0 

b Cc 
Zit 2+ —=() 

a a 

az*+bz+c=0. 

Concluons : 

Théoréme 

Les solutions de l’équation az?+bz +c =0 4 coefficients complexes 

(a #0) sont les nombres complexes z, et z, tels que : 

Z0--27= = 
a 

c 
2122—-7~° 

a 

En particulier si S et P sont deux nombres complexes donnés, les nombres 

complexes Zz, et Z2 tels que: 

{ Z, 7 2Z2= S 

VE Woo ae r 

sont, en faisant a=1, b=-—S, c=P, les solutions de 1léquation : 

z*—-Sz+P=0. 

Déterminer deux nombres complexes dont la somme est égale a 5 —4i et le produit a 

traprse fs sous-paragraphe précédent, ces nombres complexes Zz, et Z2 sont les racines 

de l’équation 

z*—(5—4i)z +3(f—3i) =0. 

Le discriminant est : 

A= b?-—4ac =(5-—4i)? — 12(1 — 31) = 25 — 40i — 16 — 12 + 36 

= —3 — 41. 

Posons 6 =x + iy 

. 2 3 4i té . | t x ee 

oi ena (ery) i est equivalen ear" 

D’autre part x7 + y2=V374+4=V25=5. 

Ona: 

xk? = y2=-—3 x*7= 1 
(x+iy~Y=-3-46 <—> Xt yrs y2=4 

ry <0 Ky 0, 
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§ 1.8.c. § 1.9.a. 
eee SS x zg bz ER EI 

D’ot une solution (x, y)=(1, —2) du systéme. 
En prenant 6 = 1—2i on obtient les nombres : 

§5-41+1-2i : 547 — 1-21 
SS  —  — = 2-1. Fe, 5 5 ! 

1.9 RACINES n®™:* D?UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL 

a) Racines n'°™** 

Soit Z un nombre complexe donné non nul, n un entier strictement positif. 

Nous nous proposons de chercher les nombres complexes z tels que 7" = Z. 

Ces nombres z (s’ils existent) sont appelés racines n*™® de Z. 

Le cas n =1 donne z = Z. Le cas n =2 a déja été étudié au paragraphe 1.8, 
nous allons ici retrouver les résultats obtenus par une autre méthode (plus 

rapide lorsque Z peut se mettre sous une forme trigonométrique simple). 

Soit donc n EN, n=2. Posons Z=pe™ et z=re'? avec p>0 et r>0. 
L’équation z" = Z est successivement équivalente a 

rveine = pe 

Ice ng =a [27]. 

On sait (cf. cours d’analyse tome 1) qu’étant donné un nombre réel p > 0, il 

existe un nombre réel r > 0 et un seul tel que r" = p, cet unique nombre r étant 

noté Vp. L’équation z” = Z est donc encore équivalente a 

(ak €Z) ate. 
n 

L’argument de z peut donc prendre n valeurs distinctes modulo 27 : 

Théoréme 

Tout nombre complexe non nul Z = pe'“ admet n racines n**™* distinctes; 

ce sont les nombres 
Rep eo 

ot k €{0, 1, 2,..., n —1}. 

REMARQUE = Soit I,, un ensemble de n entiers relatifs consécutifs. Les n racines n*™*s de Z = pe’ 
sont encore les nombres 

n j( 24+ 2ka N 
Z.= Vp ctGe®) ouk &l,,. 

w Représentation géométrique 

Comme les n racines n'*™** de Z ont toutes le méme module, et des arguments 
een 2k , 

qui different de ed leurs images dans le plan P rapporté 4 un repére 

orthonormé sont les n sommets d’un polygone régulier. 
ii et llama 
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1. NOMBRES COMPLEXES 

EXEMPLES 1. Racines carrées de 1+iV3. 

e On peut les calculer par la méthode «algébrique » du sous-paragraphe 1.8 a). 

e Ecrivons Z sous forme trigonométrique : |Z| =V1+3=2, dou: 

Z=2 (5 + me) 

Les racines carrées de Z seront donc : 

2) = Vie't= Vi (S343 eee 

2 Racihes SES fo 

La forme trigonométrique du nombre —2 est 2e'” les racines 5*™*S de —2 sont donc 

ze = W2e'? 

ma let 

Zo = WV2e" = -W/2 

Zg= WV 2e'F 

Z4 = W2e'*. 

Les images de ces cinq nombres sont les sommets d’un pentagone régulier. 

AL 
M3(Za) 

fig. 6 y 

b) Le groupe des racines n°*™°* de 1 

Appelons U,, l'ensemble des n racines nie™es de 1. D’aprés ce qui précéde, 

U,, est formé des nombres 

z=e* ov kKE{0,1,...,n—1}. 

Les images de ces nombres sont les sommets d’un polygone régulier inscrit 

dans le cercle U. 

nn SLU EEE EEE EET 
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§ 1.9.b. 

EXEMPLES~ e n =2 les racines carrées de 1 sont 1 et —1. 

e n =3 les racines cubiques de | sont 

litasckss - | ree Ve) 
—-+i—; %2=e%= ---i—-: 

2 2 Zz 2 
2in 

ie — 4 Zo=1, Z,=e 

int x eons, Z x ° a | 

Le nombre e%" est trés souvent noté j. Notons que z, est égal a j*=j=-- 
J 

Les images des trois nombres 1, j, j? sont les sommets d’un triangle équilatéral. 

Notons la relation suivante, souvent utile : 

e n=4. Les racines quatriémes de 1 sont 

Bin 
Zoe 1; w=et=i; zeee"7=-1; zz=eF=-i. 

Les images de ces quatre nombres sont les sommets d’un carré. 



1. NOMBRES COMPLEXES 

Etudions quelques propriétés de U,,. 

° NHeEU, etu’EU,, ona(uu')*= uu" =bdoncuu' Ee U,.. ce qui veut 
dire que U,, est stable pour la multiplication des nombres complexes. 

e Comme la multiplication est associative et commutative dans C, elle |’est 
dans U,,. 

e L’élément neutre de la multiplication dans U,, est 1. 

; LS 
e Siuv€E U,, (-) ot .j donc Te pee 

Uu Uu u n 

Nous venons de prouver : 

Théoréme 

L’ensemble U,, des racines n*™* de 1 est un groupe commutatif pour la 

multiplication des nombres complexes. 

REMARQUE ( Wis x) est un sous-groupe de ( U, *) qui est un sous-groupe de (C*, x). 

Notons que 

Le groupe U,, est donc l’ensemble des puissances entiéres de Z,. 

Donnons une application de cette propriété : pour n entier strictement 

supérieur a 1, 

n 
baz, 

Coma ee ae © Zn PE year arteay a ; 
~— &1 

(car z; #1). 

Comme z7 =1, on a donc: 

ota t+ ae en =O: 

La somme des n racines n*™* de 1 (pour n entier > 1) est nulle. 

On retrouve, en particulier, pour n =3: 1+j+j*=0. 

Revenons au probléme général de la recherche des racines n*™** d’un nombre 

complexe non nul Z. Si z, est l'une d’entre elles, on a z, #0 dou: 

n 

2S ZL SS Re (=) =1. 
k 

Autrement dit : 

les racines n**™® de Z s’obtiennent en faisant les produits de l’une d’entre elles 

par les n racines n“™* de 1. 

EXEMPLE Cherchons a résoudre dans C : z*=(1+3i)*. - ; 

Une solution évidente de cette équation est | + 3i. Les racines quatri¢mes de | sont 1, /, 

—1, —i. Donec les solutions de |’équation proposée sont : 

(reBrerTart 31) = —3 +i,- —1—3i,0 i 31) =3 —6. 

gE 
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Exercices 

La construction de C 

1.1 On définit sur C? les deux lois suivantes : 

(a, b) + (a’, b’)=(a +a’, b +b’) 
(a, Db) x (a’, b') =(aa'— bb’, ab’ + ba’) 

(C?, +, x) est-il un corps? 

1.2 Méme question en remplagant C par le corps 

Q des rationnels. 

1.3 On sait que V2 n’appartient pas a Q. On 
définit sur Q? les deux lois suivantes : 

(a, b)+(a’, b'‘)=(a +a’, b+b’') 

(a, b) x(a’, b’) = (aa’ + 2bb’, ab’ + ba’). 
Montrer que K = (Q?, +, x) est un corps. Montrer 
que K contient un sous-corps isomorphe a Q et un 

élément a tel que a7=(2, 0). Trouver un sous- 
corps de R isomorphe a K. 

1.4 Soit f un automorphisme du corps C laissant 
invariants les éléments de R c’est-a-dire une 
bijection de C sur lui-méme telle que : 

(¥x ER) f(x)=x 

(W(z,z’)eEC?) f(z+z')=f(z)+ F(z’) 

et f(zz') = f(z) f(z’). 

Que peut-on dire de f(/)? Montrer que f est 
lidentité ou la conjugaison (c’est-a-dire l’applica- 
tion z +> 2Z). 

Forme algébrique d’un nombre complexe 

1.5 Simplifier 
Il ap +ibh a,+iby agt+ibz a, + ib, 

p= bp =e b,— ia, bo—las Dp = (abe 

ou tous les a, et b, sont réels et les dénominateurs 
non nuls. 

1.6 Résoudre dans C: 

Qi) z= Siz= 1.4. 4k 

1.7 Soit l'équation 

apZ a e4Z eta zag =O 

a coefficients réels et d’inconnue z EC. 
Démontrer que si cette équation admet pour racine 
Zo, alors elle admet aussi pour racine Zp. 

1.8 On définit dans C une loi interne, notée *, de 
la maniére suivante : 

si 2 =X NV Cle ze Xe eV 

(x,y, x’, y')ER*, 

On pose : 

ZZ’ =xx'+i(xy’+x’y). 

1. Montrer que (C, +, x«) est un anneau commutatif 

unitaire (c’est-a-dire un groupe commutatif pour 

addition, la loi * est associative, commutative, 

distributive par rapport a l’addition et admet un 

élément neutre). 

2. Déterminer l'ensemble C’ des éléments de C 
inversibles pour la loi *. Si z=x+/y est un 

élément de C’, montrer que son inverse z pour la 

BEES etary. ; . 
loi * est Z =— 5» z étant le complexe conjugue de z. 

x 

En déduire les éléments z de C’ tels que z =Z. 
Montrer que C’ est un groupe commutatif pour la 
loi x. 

1.9 Dans un plan rapporté a un repére ortho- 
normé, on associe au point M d’affixe z = x + /y le 

point M’ d’affixe z’=x’+/y’ tel que : 

Pea) 

Zee 

1. Déterminer l’ensemble des points M tels que z’ 
soit réel. 

2. Déterminer l'ensemble des points M tels que z’ 
soit imaginaire pur. 

1.10 Dans un plan rapporté a un repére ortho- 
normé, on associe au point M d’affixe 

Z=xt+ly 

le point M’ d’affixe 

z'=x'+ily’ 

tel que : 

ZZ U)\(Z— 2N)s 

Déterminer et construire l'ensemble des points M 
tels que z’ soit réel. 

Forme trigonométrique et représentation 
géométrique d’un nombre complexe 

1.11 Soit z et z’ deux nombres complexes non 
nuls. A quelle condition nécessaire et suffisante, 

portant sur les arguments de z et z’, a-t-on 

|[z +z'| =|z|+|z’|? 

Plus généralement Z;, Zo, ..., Z, étant des nombres 

complexes non nuls, a quelle condition nécessaire 
et suffisante a-t-on : 

|Z, +...+2,| =|z4| + |zo| +... + |z, |? 

1.12 Montrer que : 

WZ z)EC*)  ||z|-|z'||<|z-z’. 

1.13 Montrer que : 

Wiz zyeC*) [z42'|/? + jz=z2'|? = 2(\z|2+ |z"1a 

Interprétation géométrique? 

eee 

36 



1.14 Montrer, pour tout z de C, I’équivalence : 

1+ ix 
Za —- 

il, 4x. 
(z#-1et|z|=1) = QxeER) 

1.15 Montrer, sans résoudre |’équation, que les 
solutions de 

(z +i)" =(z—i)" (nentier>1) 

sont réelles. 

1.16 Dans un plan orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct, on pose : 

i =cos ee eines = —-+isin—- : 3 3 
1. Démontrer que 1+/ +/?=0. 

2. Soit un triangle équilatéral ABC. On dit qu’il est 
de sens direct si et seulement si une mesure de 

l'angle orienté (AB, AC) est oe On désigne par a, b, 

c les affixes des points A, B, C. Démontrer que 
(A, B, C) est un triangle équilatéral de sens direct si 
et seulement si : 

a+bj+cj?=0. 

1.17 Dans un plan orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct, on considére les points A, B, C 

d’affixes respectives a, b, c. Démontrer que le 
triangle ABC est un triangle isocéle rectangle en A 

tel qu’une mesure de I’angle orienté (AB, AC) est 2 

si et seulement si : 

(1—/))a + ib —c= 0. 

1.18 Trouver l'ensemble des points M images des 

nombres complexes 

Z=x+iy (xER, y ek) 

tels que : 

\(1+i)z—2i| =2. 

1.19 Déterminer le module et un argument de : 

(1+/)%, (1+/V83)§, 

1+(cos g +i sin g)® 
— (O<@ <2z). 

(cos g +i sin ¢)? 

1.20 Mettre cos 4x sous la forme P(cos x) ou P 
est un polynéme de degré 4. Meitre sin 4x sous la 

forme 

sin xQ(cos x) 

ou Q est un polynéme de degré 3. 
Calculer tg 4x en fonction de tg x, quand ces 

nombres existent. 

1.21 Linéariser cos® x et sin® x. 

1.22 Linéariser sin® x cos* x. 

1.23 Calculer 

S =cos? x + cos? 2x +... 
+cos? nx (n E€lN*, x ER). 

1. NOMBRES COMPLEXES 

1.24 Trouver 

: spel sid tt 
lim (sin arb SIN =a tot SIN =} ounelN*. 

n—~>+o n n n 

1.25 Résoudre dans R? le systeme 

es a+cos(a+x)+cos(a+y)=0 
sina +sin(a+x)+sin(a+y)=0 

ou a est un nombre réel donné et (x, y) un couple 
de nombres réels cherché. 

1.26 Résoudre dans C° le systeme 

Ke Ver Za 
xyz =1 

Ixl=lyl=Izl. 

1.27 A tout nombre complexe z on associe son 
image m dans un plan rapporté a un repére 
orthonormé. 
Pour tout nombre complexe z différent de i, on 
pose 

az Gat 

ra Th 
7d 

1. Comment choisir l'image m de z pour que Z soit 
réel? 

2. Comment choisir l'image m de z pour que Z ait 
7 

pour argument mae On peut traiter cet exercice 

par le calcul ou par un raisonnement géométrique. 

(Exercice. Bac. C. Montpellier 1979.) 

Racines n'*™°* d’un nombre complexe. 
Equations dans C 

1.28 Résoudre dans C: 

z?—2z cosa+1=0 (a €R,a donné). 

1.29 Résoudre dans C: 

(4+ 2i)z2-2(3+2i)z +2-i=0. 

1.30 On pose, pour tout nombre complexe z, 

P(z)=z4+4z°+6z2+ (6 —2i/)z +3—2i. 

1. Montrer que le polynéme P posséde une seule 
racine réelle Z) que |l’on déterminera. En déduire 

une factorisation de P(z) sous la forme 
(Z — Zo)Q(z) ou Q est un polynéme du 3° degré. 

2. Vérifier que Q(/) =0 et en déduire les solutions 
de |’équation : P(z)=0. 

3. On appelle z, = /, Zo, Z3 les racines du polyné6me 

Q. Dans un plan muni d’un repére orthonormé, on 
considére les points Mo, My, Mo, Mg d’affixes 

respectives Zo, Z1, Z2, Z3. Montrer que (My, Moa, Ms) 

est un triangle équilatéral de centre de gravité Mo. 

(D’aprés Exercice. Bac. C. Rouen 1981.) 

1.31 Résoudre dans C : 

(z +1)" =(z—1)? (nentier > 1). 

1.32 1. On donne Z=-8(1 +iV3). Montrer que 
z;= V3-—i est une racine quatriéme de Z. 

i 
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1. EXERCICES A er 

2. Résoudre dans C |’équation 

z*+8+8i1V3=0. 

Donner le module et un argument de chaque 

solution. 

1.33 Soit 
9 

Cc BES cites x?-3x+1 (x EC). 

1. Montrer que si z@C est une racine de 

l’équation P(x) = 0, alors Z (complexe conjugué de 

1 deus 3 : 
z) et — sont aussi racines de cette equation. 

Z 

2. Vérifier que 1+/ est une racine de |l’équation 
P(x) =0, puis résoudre cette équation dans C. 

3. Ecrire P(x) sous forme d’un produit de deux 
polynémes du deuxiéme degré a coefficients réels. 

1.34 Soit n EN* et p EN. Soit 
2ikn 

z=e" ke{0,1,...8-1} 

les n racines ni®™°s de 1. 
Calculer S, =z§ +z9+...+2Z6-4. 

En déduire la valeur des sommes 

2p7 2(n —1)p7 
COS tt et (COS 

n 

2 2(n—-1 
Xp=sin SOT iuieiti ple ee 

n 

1.35 Dans cet exercice, Z désigne le nombre 
complexe On 

21 ee 
cos —+i sin —- 

5 5 

1. Vérifier que Z>—1=0. En déduire la relation 

VrZee +e 42 =O, 

2. a) Exprimer Z, Z?, Z°, Z* sous forme trigonomé- 
trique. 

b) Démontrer les égalités : 

2 4 
Z+Z*=2 cos = et Z?+Z°=2 cos —- 

3. Utiliser les résultats des questions 1. et 2. pour 

trouver une relation entre 

2 4a 
cos — et cos —» 

5 5 

4 2a 
puis montrer que cos S est racine de |’équation 

4x24 2x —1=0: 

- 2a 
en déduire la valeur de cos 5. 

(Exercice. Bac. E. Polynésie. 1981.) 

1.36 On considére le nombre complexe 

DT ee aT: 
Z =cos —+/ sin — 

7 vi 

qui est une racine 7° de 1. 

1. On pose S=z+z2+z* et T=z2?+z5+42z°. 
Montrer que S et T sont conjugués et que la partie 
imaginaire de S est positive. 

2. Calculer $+T, ST puis en déduire S et T. 

(Exercice. Bac. C. Orléans -Tours 1979.) 

1.37 Résoudre dans le corps C des nombres 
complexes |’équation (E) 

ie + ay 

ez = 17 

Placer dans le plan complexe, les points images 

des solutions de (E) et démontrer que ces points 

sont situés sur un méme cercle que l’on détermi- 

nera. 

1.38 Résoudre dans l'ensemble C des nombres 
complexes |’équation : 

z°+ (1 =21/2)z9 — 21/2 =0. 

Représenter chacune des solutions dans le plan 
complexe (plan muni d’un repére orthonormé 

evecty (Exercice. Bac. C. Polynésie 1981.) 

1.39 Dans C, on considére |’équation 

z°4+(-4-6/)z?2+(-—4+ 20/)z + 16 —16/ =0. 

1. Démontrer que cette équation admet une racine 
réelle Z ) que |’on précisera. 

2. Trouver les racines de cette équation. 

3. Démontrer que les trois racines trouvées sont 
éléments d’une suite géométrique de premier 
terme Zp dont on précisera la raison. 

(Exercice. Bac. E. Session de remplacement. 
Besancon 1981.) 

1.40 1. Résoudre dans C |’équation 

x?+4x +1+4+/(8x +5)=0. 

2. Résoudre dans C |’équation 

(x? + 4x +1)? + (8x +5)? =0. 

3. En déduire quatre nombres réels A, B, C et D tels 

que 

(x2 + 4x + 1)? + (3x +5)? 
=(x?+Ax + B)(x?+Cx +D). 

(Exercice. Bac. E. Grenoble 1978.) 

1.41 On considére |’équation bicarrée suivante : 

z+—z74+1=0. 

1. Résoudre cette équation dans le corps des. 
nombres complexes; on déterminera le module et | 
l'argument des quatre racines Z;, Zo, Z3 et Z4 qui. 

seront également présentées sous !a forme a + ib | 
(a et b réels). Construire les images de ces racines | 

dans le plan complexe (i tel que i? = —1). 

2. Ecrire le polynéme z*—z2+1 sous la forme: 
d’un produit de quatre facteurs du premier degré ' 

au moyen des racines calculées au 1. En déduire 
que le trindme bicarré z*—z?+1 peut s’écrire: 
sous la forme d’un produit de deux trinédmes du | 
second degré a coefficients réels. 

1.42 1. Résoudre dans C |’équation : 

(1) Lez? E22 +741 =O, 

on donnera les soijutions : 

a) sous forme trigonométrique; 

-— ee SSS | 
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b) sous forme algébrique (on divisera les deux 
membres de (1) par z? et on posera 

1 
Z=zZ +-). 

z 

2 
2. En déduire cos (=) et sin (=). 

ji 

1.43 Soit le polynédme a variable complexe 
P(z)=z?—2pz +q, les coefficients p et q étant 
‘des éléments de l'ensemble C€ des nombres 
complexes. Soit (E) l’équation dans C : P(z)=0. 

, 1. On suppose dans toute cette question que g = 1. 

a) Ecrire les relations existant dans ce cas entre 

les modules et les arguments des solutions de 
léquation (E). 

_b) On suppose, en outre, que p est le complexe de 
module 1 et d’argument ¢ : 

— Pour quelles valeurs de g les_ solutions 

sont-elles réelles? imaginaires pures? Ecrire dans 
chaque cas les solutions de (E). 

. . 7 

— Quelles sont les solutions de (E) si » =o) 

2. On suppose dans cette question p de module 1, 

d’argument ¢ avec 

0<o@ = 

| et q de module 2 sin ¢ et d’argument i 

Sans résoudre |l’équation (E) correspondante, 

_chercher, lorsque ¢ varie, l'ensemble des points M, 

milieux de (M,, Mo), M; et Mz étant les images dans 

le plan complexe des solutions de |’équation. 

Calculer |’affixe du vecteur M,Mo. 
Quelle conséquence pouvez-vous en tirer pour M, 

et Mo? 

| Révision 

1.44 Dans tout le probléme on désigne par P le 
plan complexe. 

On définit dans |l’ensemble C des nombres 
complexes une loi de composition interne, notée 

par: 

Zx%z'=xx'+i(xy'’ + yx’) 

Sime Z = Xe VaCU 62 == XGRE TY 

,A) 1. Montrer que la loi * est commutative et 

, associative. 

-2. Démontrer que Y(z, z’) = C? 

| Whos Fal 

Z désigne le nombre complexe conjugué de z. 

13. Résoudre dans C |’équation z « (2/) =0. 

B) On considére |’équation Eg : 

'z*z+[2V2(cos6@ +i sing)|*z+1+2i sin 26=0 

‘on z est l’inconnue complexe et 6 un parametre 
réel appartenant a |’intervalle [0, z[. 

1. Discuter, suivant les valeurs du paraméetre 8, 

existence et le nombre des solutions de Eg. 

2. Lorsque E, admet deux solutions Zz; et Zo, 

vérifier que : 
|Z; —Z2| = 2V.cos 28. 

1. NOMBRES COMPLEXES 

C) 1. Déterminer l'ensemble des points du plan P 
dont l’affixe z vérifie |’égalité : 

|Z +1+i|*(2i)=4i. 

2. Soit (H) l'ensemble des points du plan P dont 
Vaffixe z vérifie |’égalité : 

lenx(z— 1) = fy 
Démontrer que (H) a pour équation : 

y?=3x?-8x +4. 

(Probléme. Bac. E. Partiel. Orléans-Tours 1977.) 

1.45 Soit E l'ensemble des nombres complexes 
différents de —1, 0, 1. 

A) 1. On pose 

o(z) a MES ote 
: ahaa ci ll ecdng SEE 

Zinta 2 
h(z)= =f ct: : 

rs sa z4 

Montrer que ces relations définissent des applica- 
tions bijectives e, f, g, h de E vers E. 

2. Soit G l'ensemble de ces quatre applications. 
Démontrer que G est un groupe commutatif pour la 

composition des applications. 

3. On définit l’'application @ de E dans C par 

gp=et+ft+gth. 

Quelles sont les applications composées ¢ of, 
gog, poh? L’application ¢ est-elle bijective? 

4. Etant donné un élément a de E, on veut 
résoudre dans E |’équation : 

(1) 9(Z)= ¢(a). 
a) Indiquer, sans calculs, quatre solutions, distinc- 

tes ou non, de |’équation (1). 

b) Montrer que |I’équation (1) ne peut avoir plus de 

quatre solutions (on pourra admettre qu’un 
polynéme de degré n, a coefficients complexes, a 
au plus n racines distinctes dans C). 

c) Montrer que, suivant la valeur de a, |’équation 
(1) admet soit quatre solutions distinctes, soit une 

seule solution. 

B) Etant donné un nombre complexe z, on définit 

les nombres complexes : 

Za~ hz); <Z2=9(Z); Za=h{Z);  24=¢(2) 

ou f, g, h et g sont les fonctions définies dans la 

partie A). On désigne respectivement par M, M,, Mo, 
Mz, Mg, les images de Z, Z;, Zo, Z3, Z4 dans un plan 

orienté rapporté a un repére orthonormé direct 

(Ds UE 1), 

1. Soit F l'ensemble des éléments de E qui ont pour 
module 1. Si z est un élément de F, on désigne par 
@ son argument appartenant a l'ensemble 

JO, w[U]a, 2z[. 

Exprimer en fonction de @ les nombres complexes 

Z1, Zo, Z3, Zq4 et donner pour chacun d’eux le 

module et un argument. 

2. En déduire les ensembles décrits respective- 

ment par les points M;, Mz, M3, M4 quand M décrit 

le cercle de centre ( et de rayon 1, privé des points 

d’affixes —1 et 1. 
(D’aprés Bac. C. Grenoble 1979.) 

VE 
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ESPACES VECTORIELS 

2.1 DEFINITION. EXEMPLES 

Vous connaissez Il’ensemble des vecteurs du plan et l’ensemble des vecteurs 

de l’espace. La structure de ces ensembles, munis d’une loi de composition 

interne et d’une loi de composition externe, se retrouve dans de tres nombreux 

exemples. Donnons la définition générale d’une telle structure : 

Definition 

Soit un ensemble U muni d’une loi de composition interne notée + appelée 

addition et d’une loi de composition externe notée - appelée multiplication 

par un réel associant 4 tout couple (A, 0) de R x U un élément de U noté 

A+o. 
On dit que (U, +, -) est un R-espace vectoriel (on dit aussi espace vectoriel 

sur RR) si et seulement si : 

e (U, +) est un groupe commutatif. 

e Quels que soient les réels A et x et les éléments 7 et 0 de U, ona : 

‘1-p=0 

A-(w-v)=(Ap)-0 
(At+p)-D=Ao+p- 

> 

A-(@+0)=A-+THA> 

Les éléments de U sont appelés vecteurs. Les éléments de R sont des scalaires 
Ou opérateurs. 

Pour simplifier l’écriture, nous omettrons le - de la multiplication externe et 
nous écrirons Av au lieu de A «0. 

Si, dans la définition précédente, on remplace R par un autre corps 
commutatif K (Q, C, ...), on définit un K-espace vectoriel (ou espace 
vectoriel sur K). 

Comme nous n’allons considérer que des R-espaces vectoriels, nous dirons 
désormais «espace vectoriel» au lieu de «(R-espace vectoriel ». 

—_— ee SSSFSSSSSSSSSSmmMsHhFsFsFsFeFeFeFFFsFSSsSs—sSsSsese 
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2. ESPACES VECTORIELS 

EXEMPLES | 1. Soit ensemble IR" des n-uplets de nombres réels, muni de I’addition définie quels 
que soient X =(x,, X2,..., xX, ) et Y=(y1, yo, :.-5 Y,) de R” par 

Xe =a | X> + vouils. iif) 

et de la multiplication externe définie quels que soient A de R et X de R” par 

NIG ONS cee Cte), Wea 

Vous vérifierez, en appliquant la définition précédente, que (IR", +, -) est un 
espace vectoriel. 

En particulier R et C=R’, munis des lois précédentes, sont des espaces 
vectoriels. 

2. Soit l'ensemble #(D,R) des fonctions numériques définies sur un 
ensemble D, muni de |’addition : quelles que soient f et g de F(D, R), ft+e 

est définie par 

(VxED) (f+e\x)=f(x)+ a(x) 
et de la multiplication par un nombre réel : quels que soient A de R et f de 

FAD, R), Af est définie par 

(VxED) (Afi(x)=Af(x). 
Vous vérifierez, en appliquant la définition, que (.%(D,R), +,-) est un 
espace vectoriel. 

En particulier si lon prend D=N, Vensemble # F (IN, R) n’est autre que 

l'ensemble des suites numériques définies sur IN et (F (IN, R), +, -) est un 
espace vectoriel. 

2.2 REGLES DE CALCUL DANS UN ESPACE VECTORIEL 

En plus des régles de calcul faisant intervenir les propriétés de groupe 

commutatif, il existe un certain nombre de régles d’usage constant et liées a la 

multiplication externe. Appelons Ole vecteur nul, élément neutre de |’addition 

des vecteurs, qu’on ne confondra pas avec le réel nul 0, élément neutre de 

l’addition des réels. 

> 

e Quels que soient le réel A et le vecteur v de U, ona: 

(A +0)6=Ad 

Ad +00 = AO 

et en ajoutant l’opposé de Ad qui est —(AZ) : 

(AB) + Ad + 08 = - (Ad) + ad 

e On a aussi : 

AD +AN=AV 

(Ad) + Ab +20 = —(AB) +.B 

=0 
0 EE Se SE ee rs 
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S 222882 -3ha: 
seer Ss 

e Réciproquement si Av =(, deux cas peuvent se présenter : 

A =0 et l’égalité Ad =0 est bien vérifiée quel que soit 0; 

d £0 soit alors A~' inverse de A, on a 

Ae Ae 

15 =0 
b=0. 

Conclusion : 

Deda) +(-A)]% =06 =0 donc (—A)@o est égal a l’opposé 

ab +a(—-b)=alb+(-6)]=20=0 done a(-#)=—-(r3). 

On peut donc écrire : 

qu’on écrira plus simplement —A?. 

0 Acc) prch( amd Ad Hi uad aA 
A(a@-d)=ala#+(-b)|=rT+a(-d)=A Sy} Sy 

Il en résulte que : 

2.3 SOUS-ESPACES VECTORIELS 

a) Parties stables 

Comment reconnaitre qu’une partie de U est un espace vectoriel? Donnons 
quelques définitions. 

Vous démontrerez facilement que l’on a: 

[(1) et (2)] <> (3). 
eee 
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2. ESPACES VECTORIELS eee rn ALES VECTORIELS 

Définitions 

Soit U’ une partie d’un espace vectoriel VU. 

1. Ondit que U’ est stable pour l’addition dans VU si et seulement si : 

(1) (Via,5)EU"?) T+TEV". 

2. On dit que U’ est stable pour la multiplication externe de U si et 
seulement si : 

(2) (VAER) (VW5EU') ATE V". 

3. On dit que U’ est stable par combinaisons linéaires si et seulement si : 

(3) (VA, m)ER?) (VG, 5)EU?) A+ pic VU’. 

b) Sous-espaces vectoriels 

Définition 

On dit qu’une partie U' d’un espace vectoriel U est un sous-espace 

vectoriel de U si et seulement si UU’ est un espace vectoriel pour les deux 
opérations de U. 

Cela signifie que U’ est stable pour les deux opérations de U, que (U', +) est 

un groupe commutatif et que la multiplication externe, appliquée a VU’, 

posséde les quatre propriétés données dans la définition d’un espace vectoriel. 

Dans la pratique, il est beaucoup trop long de démontrer toutes ces propriétés. 

Nous allons donner un théoréme caractérisant les sous-espaces vectoriels. 

Si U’ est un sous-espace vectoriel de U, on a les propriétés (1) et (2) et par 

conséquent la propriété équivalente (3). 

Réciproquement, soit U’ une partie non vide de VU telle que I’on ait (1) et (2). 

Démontrons que U" est un sous-espace vectoriel de U. Puisque |’on a (1) et 

(2), lV’'addition interne et la multiplication externe sur U définissent une 

addition interne et une multiplication externe sur U’ possédant les propriétés 

suivantes : l’addition dans UV’ est associative et commutative comme dans VU, 

les quatre propriétés de la loi - données dans la définition d’un espace vectoriel 

sont encore vérifiées pour UV’. 
D’autre part, puisque U’ n’est pas vide, UV’ contient au moins un élément 0 et 

puisque U’ est stable pour la multiplication externe, on a : 

0d =0E VU’. 

Pour tout d de VU’, on a aussi : 

(-1)0=-TE UV". 

Donc (U’, +, -) est bien un espace vectoriel. Concluons : 
| ee 
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§ 2.3.b. Oe 

EXEMPLES 

CONTRE- 
EXEMPLES 

Théoréme 

Une partie d’un espace vectoriel U est un sous-espace vectoriel de U si et 

seulement si elle est non vide et stable par combinaisons lineaires. 

1. L’ensemble E des éléments de R? de la forme (2x, x ) est un sous-espace vectoriel de 

IR? car : 

e E est une partie de R’, non vide (par exemple (2, 1)€E); 

e (2x, x) +(2x', x')=(Ax +x’), x +x')EE 

A (2x, %) = (Xx, AX NEE 

donc E est stable par combinaisons linéaires. 

2. L’ensemble S des suites définies sur IN et vérifiant la relation de récurrence 

(Vn EN) Why 5) = SU hse ae 

est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel # (IN, R) des suites numériques 
définies sur IN (cf. § 2.1 exemple 2) car : 

e Sest une partie de ¥ (IN, R), non vide (la suite nulle : n +> 0 vérifie la relation de 
récurrence); 

e si u et v sont deux éléments de S et A et uw des réels quelconques 

(vn EN) Wes Un ee 

One 2a Ure + 20, 

d’ou NU 4.2 + Bn +2 = —CAUy 4 + BO, 41) + 2A, + wD, ) 

donc Au + wv ES ce qui montre que S est stable par combinaisons linéaires. 
Vous montrerez, de méme, que : 

3 ga des suites définies sur IN et bornées est un sous-espace vectoriel de 
F (IN, R); 

4. l'ensemble des polynémes de degré au plus égal a n auxquels on ajoute le polyndme 
nul est un sous-espace vectoriel de ¥ (R, R); 

5. l'ensemble des fonctions paires définies sur D (partie de R symétrique par rapport a 
x =0) est un sous-espace vectoriel de ¥ (D, R); il en est de méme de l’ensemble des 
fonctions impaires définies sur D; 

6. l’ensemble des fonctions solutions de l’équation différentielle y” + 2y’+ y =0 (ou 
y, y’, y” sont les valeurs de la fonction, de sa dérivée, de sa dérivée seconde en tout 
point x de R) est un sous-espace vectoriel de F (R, R); 

7. {0} est un sous-espace vectoriel de VU. 

1. L’ensemble des éléments de R? de la forme (x, 1) n’est pas un sous-espace vectoriel 
de R* car, par exemple, (0,1) + (0,1) = (0,2) n’appartient pas a l’ensemble. 

2. La partie vide n’est pas un sous-espace vectoriel de Pespace vectoriel VU. 

ge 
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2. ESPACES VECTORIELS 

3. L’ensemble des solutions de l’équation différentielle y"+y’=1 n’est pas un 
sous-espace vectoriel de F(R, R) car si ona 

(Vx ER) terete =f et. 2(x)+ 2(x)—1, 

alors (f" + 2g" x) + (f' + 9'Nx)=2 

donc f+g_ nest pas solution de l’équation différentielle. 

c) Intersection de sous-espaces vectoriels 

Considérons une famille (U;);<; de sous-espaces vectoriels d’un espace 

vectoriel U obtenue en faisant une application i ++ WU, d’un ensemble 
d’indices I dans l’ensemble des sous-espaces vectoriels de U. Par exemple si 

as Me er n} cette famille n’est autre que (U,, U>, ..., U,,). L’intersec- 
tion de cette famille est aussi un sous-espace vectoriel de U car : 

e le vecteur nul de U appartient a chaque VU; donc 4 leur intersection. Donc 

cette intersection est une partie non vide de U; 

e chaque sous-espace vectoriel U; est stable par combinaisons linéaires, donc 

leur intersection aussi. Enoncons : 

Théoréme 

L’ intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel 

U est un sous-espace vectoriel de U. 

2.4 COMBINAISONS LINEAIRES. FAMILLES GENERATRICES 

Nous n’envisagerons que des familles finies de vecteurs (%,, 2, ..., B, ) 
obtenues en faisant des applications de ane Detteude n} dans U. 

Définition 

Soit une famille (0, 62, ..., 0, ) de vecteurs d’un espace vectoriel U. On 
dit qu’un vecteur 0 de U est une combinaison linéaire des vecteurs 0,, 
D>, ..-, D, Siet Seulement s’il existe une famille (a@,, @, ..., @,,) de nombres 

réels tels que : 

Tl S = + 8 N en + + 8 3 Ss 
oe 
v 

n 

On écrit = >, aj. 
i=1 “ 

L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de (a, a2, ..., 3, ) est un 

sous-espace vectoriel de U car : 

@ c’est une partie de U, non vide (elle contient 0), 02, ..., 0, ); 

a 
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EXEMPLES 

e soit deux combinaisons linéaires 

quels que soient les réels A et w ona: 

A Sy ad; + yp ss Bid; = (AQ; + wB;) 9; 
i=1 i=1 i=1 

cette derniére somme est une combinaison linéaire des vecteurs de 

(%,, o>, ..., 8, ). Enongons : 

Théoréme et définitions 

Soit une famille (0,, 02, ..., 0, ) de vecteurs d’un espace vectoriel U. 
L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de la famille est un 

sous-espace vectoriel de U. 
On dit que ce sous-espace vectoriel est engendré par la famille ou que la 

famille est une famille génératrice de ce sous-espace vectoriel. 

Nous noterons Vect(@,, i>, ..., 5, ) le sous-espace vectoriel engendré par 
(is Batunvodhel 

1. L’ensemble des combinaisons linéaires des polynémes f : x -— | et 
g:x t/—> x? est l'ensemble des polyndmes : x -—~> ax?+b. 

2. L’ensemble des combinaisons linéaires des triplets (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) de 
R? est l'ensemble des triplets 

a, OID) as (O5s1e10) seie4 (ORO M1) = (aq nasnas) 

c’est-a-dire R*?. Donc ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) est une famille génératrice de R?. 

3. L’ensemble des combinaisons linéaires des éléments 

= (2, 1S) 0s = 6s 20) 4 15) 

de R?® est l’ensemble des triplets 

Oa aa2 aD) ait (Ose 0) CE cen (Omen) 

=(-2a, + 3a, + Sa3, a, 2m Cae Sa, = ayia) \ 

Mais (@,, 05, 5,) n’est pas une famille génératrice de R® : par exemple, 7 =(1, 2, 0) eae ra aes SS RgS dei eam : ? 
est une combinaison linéaire de 0,, V2, 03 si l’on sait trouver des réels a,, a>, a; tels 
que 

a,+2a,+a,=2 
fen" st BYR Ser = || 

Sa, —Sa;,=0 

on aboutit a 

a) = a3 

3a, + 3a5=1 

2Q@, +205 =2 

ce qui est impossible. 

cc 
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Cherchons si le vecteur 0 = (7, 0, —10) est une combinaison linéaire de 0,, 0, 53. On 
arrive au systéme 

On Ont SO, — oh 

@,, + 205+ as\= 0 équivalent a | 

Sa, —5Sa3;= —10 

On A= —2 

a,+a,=1 

ce qui montre que 0 est combinaison linéaire de 3,, 2, 0, de plusieurs facons : 
si Pon choisit a, =1, alors a; =3, a= —2 et 0 =, — 20, + 303; 
si ’on choisit a, =0, alors a;=2, a,=—1 et } = —b, + 203. 

. 
On en déduit en retranchant membre 4 membre : 

0; rae > + 03 mas 0. 

Une telle relation ot le vecteur nul s’exprime comme combinaison linéaire des vecteurs 
0,, 02, 0; avec des réels non tous nuls est appelée relation linéaire non triviale, pour la 
distinguer de l’égalité triviale (et vraie) : 

0d, + 0d, + 00; =0. 

Cet exemple montre aussi qu’on ne doit dire que a,, a>, a3 sont les coefficients de la 
combinaison linéaire a,0, + a,0,+ av, que si l’on est sir de l’unicité du triplet 

(a), aA, a3). 

2.5 INDEPENDANCE LINEAIRE. FAMILLES LIBRES ET LIEES 

a) Unicité de la décomposition v = >) a,v, quand elle existe 
i=1 

L’exemple précédent nous conduit a étudier, plus généralement, dans quel cas 

ona 

avec, par exemple, a, # B, (au besoin, on changera l’ordre des vecteurs pour 

se ramener a a, # B,). On a alors, par soustraction, 

> (a; — B;) 5; = 0 
i=1 

qui est une relation linéaire non triviale puisque a, — B, #0. 

Réciproquement, si l’on a une relation linéaire non triviale 

Ny, PALL... +A, 0, =0 

avec, par exemple, A, #0, alors la combinaison linéaire 

D = 0,0, + A202. +... + Andy 

peut encore étre considérée sous la forme 

B=(A, + 1) 0, + (An + 2) 0 +... +An + On) On 

avec A, t+a,;#q. Il n’y a pas unicité de la décomposition de v. 

a 
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REMARQUE 

EXERCICE 
RESOLU 

Théoréme et définition 

Soit une famille (%,, 62, ..., 0, ) de vecteurs d’un espace vectoriel U et 0 

un vecteur quelconque de U. Pour qu’une égalité de la forme 

ne soit possible que d’une maniére au plus, il faut et il suffit qu’il n’existe 

aucune relation linéaire non triviale entre 0,, 02, ..., D,) C’est-a-dire que 

l’égalité ~ 

Ao; =0 
1 

soit équivalente a A, =A,=...=A, =90. 

On traduit cette propriété en disant que la famille (@,, 03, ..., 0, ) est libre 
ou que les vecteurs 01, 02, ..., 0, sont linéairement indépendants. Les réels 
Q, @,..., @, sont appelés, dans ce cas, les coefficients de la 

décomposition de 6 par rapport a la famille (01, 05, ..., d, )- 
Dans le cas contraire, on dit que la famille (@,, 55, ..., 3, ) est lige ou que 
les vecteurs 0,, 02, ..., 0, sont linéairement dépendants. 

Ces propriétés sont indépendantes de l’ordre des vecteurs. 

Soit les vecteurs de R?: 

Dp. HZ Ng); B= iaer 393s DANA) Ug eas ela), 

Montrer que la famille (%,, 65, 6,) est liée et que la famille (%,, 6, 64) est libre. 
Comparer les sous-espaces vectoriels : 

Vect(%,, t, 3), Vect(%,, d, 5), Vect(d,, o, d5, 8). 

e Ecrivons une relation linéaire entre 3,, 05, 3; : 

NE 5 1, Nar Waly 34 SS) NA Se lg 1) = (Oe Os.) 

ce qui est équivalent a 

A, — 3A2+Az=0 (2) 

Frenteane (1) 

OO 3A = A= 0 (3). 

Tirons A, de (3) et reportons sa valeur dans (1) et (2). Ona: 

Aa = 20, — 3A, " a) 3 

Js, —8ho=0 <> pene Ao 

3A,—-6A,=0 het 

il suffit de prendre A, = 1 d’otA, = 2 et A, = 4 — 3 = | pour avoir la relation linéaire non 
triviale : 

26,+%0,4+0,=0 

la famille (@,, 05, 53) est liée. 

e Procédons de méme avec (%,, 05, 54). Ona: 

—I Na =A 0 A3=2A,-3A> 
My = he to hs 0 <_ 

NSE IDNs, =O 3A, -—6A>=0 



2. ESPACES VECTORIELS 

la derniere égalité donne A,=2A, d’ot —16A, + 10A, = —6A,=0 et enfin A, =0, 
A,=0, A,=0. La famille est libre. 

e Puisque 0,=—20,—7%5, on a 

0, + azb2 + a303 =(a, —2a3)b, + (a, — a3) 05 

donc Vect(%,, >, 5,) = Vect(d,, 55). 

Par suite Vect(#,, 05, 6) est inclus dans Vect(%,, 5, 54), 'inclusion est stricte car D4 
n’est pas combinaison linéaire de @, et 35. On dit que Vect(d,, 3, 3) est un 
sous-espace vectoriel strict de Vect(d,, 0, d,). 
Enfin Vect(%,, 02, 64), contenant #3, est égal A Vect(%,, 0, 3, d,). 

b) Un exemple important 

Considérons une famille de polynémes (P), P>, ..., P,,) dont les degrés sont 

deux a deux distincts. Nous les noterons d,, d>, ..., d, en supposant par 
exemple 

dy aos a 

Ces polynémes sont éléments d’un espace vectoriel : celui des polynémes 

réels (qui est un sous-espace vectoriel de # (IR, R)). Montrons qu’ils forment 
une famille libre. En effet soit la combinaison linéaire 

f = A1P; + AP, AP goo AE Ped gh 

pour étudier son degré, nous avons 2 cas : 

e si A, #0, f est de degré d, car P;, P2, ..., P,-; sont de degrés strictement 

inférieurs a d,; 

e si A, =0, nous avons encore 2 cas: A,_,; #0, A,_; = 9. 

Au bout d’un certain nombre d’étapes, on trouvera que f est de degré d,,, si 

Yona 
Nee Ose mee ee = AO: 

Donc si l'un des A; au moins n’est pas nul, f n’est pas le polynome nul. Par 

suite f est le polyndme nul seulement si A; =A.=...=A, =0. La famille 

(P,, Ps, ..., P, ) est libre. Par exemple, les polynomes : 

ed ee, eee oe ” 

sont linéairement indépendants; 

les polynomes : 

16 Yulee uo kiehaes) Mi aeSolsren Xdetvtokor: ach, SxOme 

sont linéairement indépendants. 

c) Trois propriétés fondamentales 

1. Soit une famille (#,, d>, ..., 8, ). Sil’un des vecteurs est nul, par exemple, 

i= 0 (au besoin, on changera |’ordre des vecteurs pour se ramener a ce'cas), 

nous avons une relation linéaire non triviale 

en prenant A, #0 et A,=... =A, =0. Donc : 

eee ee oe a ae 
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REMARQUE 

Théoréeme 

Toute famille dont l'un des vecteurs est nul est liée. | 

C’est le cas de la famille (0). 

n 

. . “7 > > > @ > a 

2. Soit une famille lige (@,, 5, ..., 5, ). Ona >) AW, = 0 avec des A; non tous 
=n 

nuls. Cette relation peut s’écrire, en considérant un vecteur quelconque 0, +, : 

a > 

> AO; + 00,41 = 9 
i=1 

qui est encore une relation linéaire non triviale puisque les A; ne sont pas tous 

nuls. Donc : 

Théoréme 

Si l’on ajoute un vecteur a une famille liée, on obtient encore une famille 

liée. 

3. Soit une famille libre (@,, d5, ..., 5, ). Si l'on enléve un vecteur de la 
famille, la famille obtenue est libre car si elle était liée, en ajoutant ce vecteur 

on aurait (@,, >, ..., 5, ) qui serait liée d’aprés le théoréme précédent. Ce qui 
est contraire a I’hypothése. Donc : 

Théoréeme : 

Si l’on enléve un vecteur d’une famille libre, on obtient encore une famille 

libre. 

On pourra répéter cette opération (ajouter ou enlever plusieurs vecteurs), ces deux 
derniers théorémes restent encore vrais. 

2.6 BASES. COORDONNEES D’UN VECTEUR 

Nous allons reprendre, dans le cadre général d’un espace vectoriel VU, un 
concept qui a joué un rdle central dans |’étude antérieure de |’ensemble des 
vecteurs du plan et de l’ensemble des vecteurs de l’espace (qui furent les 
premiers modeles historiques de la notion d’espace vectoriel). 
a 
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a) Unicité de la decomposition v = >\a,v, pour tout vecteur Vv de VU 
i=1 

Rappelons (cf. § 2.4) qu’une famille (@,, >, ..., 8, ) est génératrice de U siet 
seulement si tout vecteur de U est, d’au moins une facon, combinaison 
linéaire des vecteurs de la famille. 

Rappelons (cf. § 2.5a)) qu’une famille (%,, 55, ...,%,) est libre si et 
seulement si tout vecteur 0 de U peut s’écrire 

n 

d= > a0; 
i=1 

d’une facon au plus ce qui veut dire que : soit 0 ne peut s’écrire de la facon 

précédente, soit 0 s’écrit de la facon précédente et que le n-uplet 
(a), @z, ..., @,) est unique. 

Reliant les deux notions, on obtient : 

Définition 

Une famille (@,, 2, ..., 6, ) est une base de espace vectoriel U si et 
seulement si elle est a la fois génératrice de U et libre. 

Théoréme et définition 

Une famille (0,, 02, ..., 0, ) est une base de U si et seulement si tout 
vecteur ’ de U admet une décomposition 

et si cette decomposition est unique. 

Les réels x,, Xz, ---, X, sont les coordonnées ou composantes du vecteur 0 

dans la base (0,, 02, ...) O )- 

x X92 ‘ 
On dispose les coordonnées de v sous la forme d’un tableau | . | appele 

matrice-colonne associée a 0. x, 

b) Base canonique de R’” 

Considérons la famille (@,, a, ..., a, ) de vecteurs de R” ov, pour 1 <i <n, 

a; =(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) dans ce n-uplet tous les éléments sont nuls sauf le 

ic élément qui est égal a 1. 

e Cette famille est génératrice de R” car tout élément (x, x2, ..., X,) de R" 

s’écrit : 

ee 1 OOK 0) + x50, 10; ..., 0) +... + x,(0, 0, 0,...., 1) 

=> x,Gj. 
i=1 

ee EEE 
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§ 2.6.b. § 2.6.c. Oe 

n 

e La famille est libre car toute relation >) A,d; =0 s’écrit 
i=1 

(A1,; A», ie An) = (0, 0, Fees 0) 

d’ou A, =Ad=... =An =(). 

Théoréme et définition 

Les vecteurs a; = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (1<i <n), dans lesquels tous les 

éléments sont nuls sauf le i* qui est égal a 1, forment une base 

(a, G, ..., d, ) de espace vectoriel R”. 

Cette base est appelée base canonique ou base naturelle de R”. | 

c) Autres exemples de base 

On démontre, de méme, que : 

e (1,1) est une base de l’espace vectoriel C. 

© Corti fa: fs) avee fo: XH 1 fhe ei a ee 
fsx t-> x?, est une base de l’espace vectoriel des polyndmes de degré au 

plus égal a 3 auxquels on ajoute le polynéme (le caractére libre de cette famille 

a été étudié au § 2.5b)). 
Les bases (1, 7) et (fo, f,, fo, f3) sont encore appelées bases canoniques. 

e Considérons l’ensemble S des suites définies sur IN et vérifiant la relation de 

récurrence 

(Wn EN) pe — ee 

C’est un sous-espace vectoriel de #(IN, R) (cf. § 2.3b) Exemple 2). 
Nous avons déja étudié dans le tome 1 (cf. § 1.7b)) des suites vérifiant de 
telles relations de récurrence. Cherchons des suites géométriques (x” ),, cy non 
nulles, éléments de S. 

(\ye CN) Sa 
Paty — 9 = 

Sasa) <—Syer x —2=0 

les racines de cette derniere équation sont | et —2. Les suites géométriques 
cherchées sont les suites définies sur IN 

a:nt—~> 1"=1 et b:n > (-2). 

Montrons que (a, b) est une base de S: 

— la famille (a, b) est une famille génératrice de S car soit u :n HK > u, un 
élément quelconque de S. Montrons que I’on peut trouver des réels A et u tels - 
que u =Aa +b. On a nécessairement pour n=0 et n=1: 

ons xt Pe) Sn 

y= AKT Be 

2Ugt uy _ Uo uy 
on en déduit A = n dedul 3 yay 3 

——— ee 
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2up tuys | Up HU, ye : 
was - ieaes a (—2)" vérifient la relation de 

récurrence et admettent les mémes termes Uy et u,. Les autres termes, se 
calculant a l’aide de la relation de récurrence, sont les mémes. Donc les deux 
Suites sont égales. 

La suite u etla suite :n H—> 

— La décomposition de tout élément u de S est unique car on a trouvé 
2Ug + = 

(A, w)= (a. ot unique. 

D’UNE FAMILLE DE VECTEURS 

Supposons qu’un espace vectoriel U admette une base B=(dj), a, ..., dy ). 

Soit une famille de vecteurs (3), i, ..., 0; ..., Vp ), ces vecteurs ont leurs 
coordonnées dans la base B, disposées dans des _ matrices-colonnes 

(cf. § 2.6a)) : 

ayy a2 1; 1p 

Coan aes al. CS (Oho Gp= | 2 

QAn\ An2 Anj Qnp 

associées respectivement a 01, 02, ..., Uj, ..., Up. 

On dispose ces coordonnées dans un tableau a n lignes et p colonnes 

Chie Opp carlin 2 Oy, 

A = Q21 O22 , Q2; Q2p 

Qni On2 +++ Anj +++ np 

ce tableau est appelé matrice de la famille (0,, 02, ..., 0, ) dans la base B. On 
convient d’écrire : A =(C,C...C;....C, ). 

Si l'on pose 
Lg "Core 12 27 @p.) 

L, = (a2... Qrp ) 

= (ayy = Qip ) 

(es = (Qn1Qn2 aieie rs a 

ces tableaux sont appelés matrices-lignes. On convient également d’écrire : 

L, 
L, 
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S) Poot lS) Pesce ce Er nea 

Le réel a est a l’intersection de la ligne L; et de la colonne C;. 

Dans le cas particulier ou B est la base canonique de R”, la matrice d’une 

famille de vecteurs de R" dans la base B est appelée matrice canonique de la 

famille. 

2.8 QUELQUES MATRICES REMARQUABLES 

Nous nous proposons d’étudier quelques familles de vecteurs de IR” 

connaissant leurs matrices canoniques. Nous raisonnerons sur des exemples. 

L’essentiel est de comprendre les méthodes utilisées, dans chacun des cas, de 

facon a étre capable de les reproduire dans des situations analogues. A partir 

des exemples, nous dégagerons quelques idées générales. 

Lorsque nous parlerons de «base» ou de «famille génératrice» sans autre 

précision, il s’agira de base de R" ou de famille génératrice de R". 

a) Exemples de matrices représentant des familles libres 

Soit la famille (@,, 05, 03, 5;) de vecteurs de R® définie par sa matrice 
canonique : 

=—=wWnoed & © -ooOoCcCc SoS 

Cherchons une relation linéaire entre ces vecteurs : 

A10; a Re07 =f A303 ae Nada — 0. 

Cette relation vectorielle est équivalente a six équations numériques obtenues 

e prenant . composantes sur les vecteurs de la base canonique 

a), a>, ceey de : 

OA, +0X%5+0\;+0A,=0 (1) 
0A, +0A,+0A;+0A,=0 (2) 
2A,+0A,+0A;+0A,=0 (3) 
1A, -1A.+0A3;+0A,=0 (4) 

—20, + 0A, +3A3+0A,=0 (5) 
OA, h2As— 1A34+4A,=0 (6). 

Ces équations se raménent, en fait, a quatre : 

2A, 0 (3) 
A,—A2 =( (4) 

= sey i =O (5) 

La premiere donne A, =0, d’ou: 

—), a1) 

3A3 =0 

2A5 Ag +4A,= 0. 

on eg 
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On en déduit A,=0, d’ou 

3X3 — 0 

AS ae 4X4 — 0, 

c’est-a-dire A,;=0 et, finalement A, =0. 

La famille est donc libre. 

Ce calcul pourra étre recommencé pour toute matrice du type : 

0 0 0 0 

ou le nombre de colonnes p est inférieur ou égal au nombre de lignes n, les 

places marquées par des astérisques * et encerclées sont occupées par des 

nombres réels non nuls appelés pivots. 

Au-dessous et a gauche des pivots, les réels sont quelconques. Au-dessus et a 

droite des pivots, ils sont nuls. Voici d’autres exemples : 

(2 #50 SinOM n/Gnis GOs 407702) WLO 

oo} ali Od ahlsp@ d 0 
Ce Or ee) a) 

les pivots ont été encerclés. La relation linéaire 

AV, +Aqv2 +... +A,0, =9 

est équivalente, dans ces cas, a un systéme de p équations de la méme forme 

triangulaire si p <n : 

rs eae Sie 0 

Ani On =p 42,1 + A28n—p +2,2 ==1() 

A Qa dp4ay1 hA2en—p43,2 + Asn =p +3)3 0 
2 @ © @ © O):6 © 0.10 ele\e 00 «© eto ete ¢ ov = a's ote is) © 6! 9) 0) 0 "oof e016 \e lef eee ee 6 6 6 © ee 

On trouvera successivement A, =0 (car a,_-)+1,149), A2=90 (car A, =0 et 

Qn —p+2,2 #0), Az =0 (car Ay =A. =O et a, 43,3 #0) et ainsi de suite jusqu’a 

A,- Donc la famille est libre. 

b) Exemples de matrices représentant des bases 

Soit la famille (@,, i, 5;, 0,) de vecteurs de R*, définie par sa matrice 
canonique : i) 0 0 0 

Litt 3 0 0 
Me 2 [aed 

ea | Ope mal 2 

Cette matrice est du type précédent donc elle représente une famille libre de 

R*. Dans ce cas particulier ot p =n, nous allons voir que la famille est, de 

plus, génératrice de R*. Elle est donc une base. 

ze 
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Remarquons d’abord que, (a), @, @3, G4) étant la base canonique de R*, 

0,=(0, 0, 0, 2) = 2a, 

donc da, appartient au sous-espace vectoriel 

U' =Vect(a,, b>, o3, d4). 

Remontons de la droite vers la gauche. Nous avons : 

d= (0, 0,1, —1)=4,—-—a, 

comme @3 et dG, appartiennent 4 UV’, il en résulte que a3 appartient a VU’. 

En poursuivant, de méme, il vient : 

b, = (0, 3} —2, 0)= 34,24, 

Comme 20, et G43 appartiennent a U", il en résulte que 34, et, par conséquent, 

G> appartiennent a VU’. 

Di =(—2,.1, 2, —1) = —24, + a> + 2d, — a4 

comme %;, d>, @3, G4 appartiennent 4 VU’, il en résulte que —24d, et, par 
conséquent, a, appartient a VU’. 

Tout vecteur de R* est combinaison linéaire des d; qui appartiennent a VU’ 

donc tout vecteur de R* appartient 4 VU’. Donc R* C UV’. Comme U" C R*, on 
a donc R*= VU’ c’est-a-dire 

R* = Vect (a, D>, V3, o,). 

La famille (3,, 05, 03, 64) libre et génératrice de R* est bien une base de R*. 
Ceci se produira pour toute matrice du type : 

Gpr2dyza80 

le nombre de colonnes p est égal au nombre de lignes n. La famille qu’elle | 

représente est une base de R". 

Voici d’autres exemples de matrices de bases : 

2 8) 

Bien entendu, il s’agit d’exemples de matrices remarquables représentant des | 
bases. Mais il existe des bases dont la matrice n’est pas de ce type, par 

> > . 0 1 

exemple (a, @,) dans R?, de matrice (, Nl dans la base canonique (4), d>). 
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>) Exemples de matrices représentant des familles géneératrices de R” 

Soit la famille (@,, 02, 03, d4, 5;) de vecteurs de R°, définie par sa matrice 
canonique : 2 0 5 O50 

A= Of fr 2 9 : 

=o) a al pie) 

a > 

On remarque que la matrice de la famille (03, 0, 05) est du type précédent : 

(Oye Os 0 
1 @ Oo 

-1 26 

et donc que (#3, d;, 6;) est une base de R*. Il en résulte que 

R? = Vect ( V3, D4, is). 

A fortiori : IR? = Vect(a,, bo, 03, 0,4, d;) 

donc (0,, 05, 63, d;, 5;) est une famille génératrice de R°. 
Ce résultat est général, pour toute matrice de la forme : 

Gy 20--0 0 

le nombre de colonnes p est supérieur ou égal au nombre de lignes n. 

d) Matrices réduites de Gauss 

Les matrices que nous avons rencontrées dans les sous-paragraphes a), b), c) 

sont des matrices réduites de Gauss. Nous avons étudié trois types de ces 

matrices. Rappelons qu’un astérisque * représente un réel non nul appelé 

pivot et que les points . représentent des réels quelconques. 

représente une 

famille libre 

représente 

une base 

représente une famille 

géneratrice 
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Bien entendu, il existe bien d’autres matrices qui ne rentrent pas dans ces 

types. Par exemple, la matrice canonique de la famille (a, V>, d;) de vecteurs 

de R*: 

3 Prat 
O.--f2 Bz 
eM 
i! 3 

n’est d’aucun type représenté ci-dessus, bien qu’elle représente une famille 

libre (la recherche de la relation linéaire A,0, + A.D + A303 = 0 conduit a un 

systeme de 4 équations a 3 inconnues A,, Az, A3. On trouve facilement 

Ni=s= 16 = 0): 

e) Exemples de matrices représentant des familles lie¢es 

Soit la famille (@,, #5, &3, 4, t;) de vecteurs de R°, définie par sa matrice 
canonique : 

a PAagaacs aN A ol Ak Cela 
sess Osereee0) 

A= biedy Okan: Bel 
hye 20 ele FO 

De Odean G ate 0 
Je wt 2. age 

la base canonique étant désignée par (@,, >, G3, G4, ds, da): 

La famille (é,, 5) est libre car sa matrice canonique est 

du type étudié au sous-paragraphe a). 

Mais 0,4 et 0; appartiennent a Vect(d;, d,) et dans la base (@;, dG.) de ce 
sous-espace vectoriel la matrice de (#4, 0;) est 

0 . , 7 

( 5 a) ) qui est du type étudié au sous-paragraphe b). Donec (@,, #;) est 

une base de Vect( Gs, de). 

Comme v3, de matrice canonique , est également élément de — 

NES OS OS 

I 

Vect (as, ds), c'est une combinaison linéaire de v4, et 0s. Donc la famille 
(03, 04, i) est liée. 

On sait (cf. § 2.5 c)) que lorsqu’on ajoute des vecteurs a une famille liée, on 
obtient une famille liée. Donc la famille (@,, 3, 33, 54, 05) est liée. 

a aan nnn nn ES 
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Il en est ainsi pour toute matrice ayant un « palier horizontal » (en remontant la 
suite des pivots on tombe sur un zéro au lieu d’un pivot) : 

Siro oS © 

par exemple 

Sor Gs 

Il en est ainsi pour toute matrice de la forme : 

GA 0 

o 
qui est une matrice réduite de Gauss du type (III). Donc, dans ce dernier cas, 

la famille représentée par une telle matrice est a la fois liée et génératrice. 

Il existe, bien entendu, des familles liées dont la matrice n’est pas de I’un des 

types précédents. Par exemple, dans R’*, soit la matrice canonique d’une 
famille (0,, 05, 03, d4, 5) : 

matrice de (@, + d>+ a3, G@, + Got Gs, ..., G)+ a+ Gs). 
Nous allons voir comment, dans certains cas, on peut se ramener a I’un gc 

types remarquables précédents. 

2.9 ECHANGES DE DEUX VECTEURS D’UNE FAMILLE 

Soit (@,, d>, ..., @, ) une base d’un espace vectoriel UV. 
Si l’on échange deux vecteurs d’une famille (@,, #2, ..., 8, ) de vecteurs de U, 
les éventuelles propriétés de la famille sont inchangées. Cela équivaut a 

échanger deux colonnes de la matrice de la famille. 

Par exemple, soit la famille (#,, 02, 03, %4, 6;) de vecteurs de R* représentée 

par sa matrice canonique 
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le déplacement de la colonne C, de la premiere a la troisiéme place conduit a : 

Qo eae eee 
Abe | St 82 4 G) 0 qui est du type (II) 

2 -1 4. 5S! 

ce qui montre que (05, 3, 5), d4, b;) est une famille génératrice; il en est 
es A > > > > > 

évidemment de méme de (%), i>, 03, 4, d;). Toe bps 

On peut aussi remarquer que la matrice de la famille (0, b4, vs) est 

= 0 0 

4 3 0 qui est du type (II) 

0 5 | 

donc (%,, 04, 6;) est une base. 
On peut procéder de méme pour toute matrice ayant un pivot dans chaque 

ligne : 

QQ] SS) SS) eS >) 

@Mocooe 

par des échanges de colonnes on arrive a 

0. 0. 0. 00, Gy ab 
ine aed 

0 
0 
0 

ISS) So See 
blocooo 

bocosce 

2.10 CHANGEMENTS DE BASE PARTICULIERS 

a) Echange de deux vecteurs d’une base 

Soit (@, G, ..., Gm) une base d’un espace vectoriel U. Tout vecteur 0 de yy 
s’écrit de maniére unique sous la forme : 

n 

(1) Dp eae 
i=1 

Si Pon échange deux vecteurs d; et Gj (1 #j) de la base, on obtient) 
évidemment une base de U et la ecompen aon (1) reste encore vraie mais les — 
coordonnées x; et x; ont été échangées entre elles. 
Etudions l’effet de ce changement de base sur la matrice A d’une famille 
(dy, bY, v, ss) exprimee dans la base (a), @ Gea, ) oo siiion échange les” 
coordonnées eS a d; et a; de chaque vecteur de la famille, les lignes L; et 
L; de la matrice A sont eee On peut énoncer : 
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Théoréme 

Soit (G,, G2, ..., d,) une base d’un espace vectoriel U. 
Si lon échange 4G; et a; (i ~j) on obtient une nouvelle base de U dans 
laquelle la nouvelle matrice d’une famille de vecteurs s’obtient en 

échangeant les lignes L; et L,; de l’ancienne matrice. 

9) Substitution de 4, — Aa, a 4, 

Soit A un réel. Supposons i <j et remplacgons d; par d; — Ad; : 

> 

e ka famille, =( a, ..4 a; : a; — AG;, ..., @, ) est encore libre car 

AG, +... AG, +... +A; (G& —AG;) +... + Andy =O 

peut s’écrire : 

AG, t...+(A; —AA)G +... AG, +... 41,0, =8 

qui implique : 

A; —AjA =0, A; =O et les autres scalaires nuls d’ou aussi A; = 0. 

e F est encore génératrice de U car tout vecteur 0 de U peut s’écrire : 

Donc F est une base de U. De plus, les nouvelles coordonnées de @ dans la 

base F sont 

(Kin Biber pre Ape ase aks Xn J 

Il en résulte que l’effet de ce changement de base sur la matrice A d’une 

famille (a,, 0, ..., 5, ) est le suivant : la ligne L; est remplacée par L; + AL;. 

e Si l'on suppose i>j, un raisonnement analogue conduit aux mémes 

conclusions : 

Théoreme 

Soit (Gj, d, ..., d ) une base d’un espace vectoriel VU. 
Si ’on remplace a; par a; — Ad; (A réel quelconque et i # j) on obtient une 
nouvelle base de VU dans laquelle la nouvelle matrice d’une famille de 
vecteurs s’obtient en remplacant, dans I’ancienne matrice, la ligne L; par 

L, +AL;. 

Une substitution L; +> L; + AL; est une opération élémentaire sur les lignes 

de la matrice. 
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REMARQUE Vous observerez : 

e le changement du signe devant A dans d, — Ad; et dans L; + AL;; 

e G, est inchangé et 4; modifié, alors que c’est L; qui est inchangée et L; modifiée. 

EXEMPLE  Soit B=(d,, a>, a3) la base canonique de R? et une famille (0,, 0, 03, o,) de vecteurs 
de R* de matrice dans la base B : 

Ie Bice 1h Op ax 

fee OR ei 

L; lee ee 

Si l'on remplace @> par G>—10d,, dans la nouvelle base B’ =(4,, @— 104, ds) la 
nouvelle matrice de la famille (,, 55, 03, 54) est : 

L, + 10L, J. oe Ot 

ie on) Wi SPE 

c) Généralisation 

Supposons j fixé (2 <j <n) et supposons que / varie de 1 aj — 1. Soit Aj, ..., 
Aj, ..., Aj-1 des réels donnés, considérons la matrice d’une famille de vecteurs 

dans la base (a), a, ..., d,) de U: L 
i] 

L, 

L, 

la substitution a; H—» d; — A,a, donne la nouvelle matrice 

L, ta Xr iL; 

° ° > > > > > | 
la substitution aj; —A\a, +}—> a;—A\a,;—Aa, dans la nouvelle base 
c’est-a-dire encore la substitution : 

aj > a; — Aa Nee 

dans l’ancienne base donne L,+A,L; | 

L, =f AxL; 

L; 

L, 
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dans l’ancienne base donne la matrice 

‘pein Pale 
A'= J J ! 

L; 

Ls 
hoa 

dans la base (a,, a a8\ 4. => Nae a,). 
i=1 

Ces opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ont généralement le 
but suivant : modifier la base de départ pour qu’une matrice-colonne 

xy 

soit transformée en 

x=] 0 

Gs 

‘ , F ; , Xj 
C’est possible si x; #0 en posant, pour 1<i/<j-—1, A; = —— car alors x; 

X; 
devient x; 

Xi AS; = Ae Sa eee) = (0), 

ay 

Le réel non nul x; pourra alors devenir un pivot. 

.11 TRANSFORMATION D’UNE MATRICE PAR LA METHODE DU PIVOT. 
DE GAUSS 

La méthode du pivot de Gauss consiste a transformer, si possible, une matrice 
a l'aide d’opérations élémentaires sur les lignes, d’échanges de lignes ou 

d’échanges de colonnes de maniére a faire apparaitre des pivots. L’étude de la 

matrice et de la famille de vecteurs qu’elle représente en sera ainsi simplifiée. 

Notations : nous désignons par 

Qpet Ley a; 

ae Le 

ae) A! 
Gi Ly Ay 

élément de la /* ligne et j© colonne, la /* ligne, la j*© colonne respectivement 

des matrices successives A, A’, A”, A”. 

a EEE 
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EXERCICE  Soit la famille (%,, 5, 6;) de vecteurs de R* représentée par la matrice canonique 

RESOLU 1 

EXERCICE 
RESOLU 2 

3. 26. 
(ese 

cl 25 RD Be 
ee ee 

Montrer, par la méthode du pivot, que cette famille est libre. 

Cherchons a obtenir une matrice de la forme 

Oe Oma 

qui est une matrice réduite de Gauss du type (i) (cf. § 2.8d)). 

Pour faire apparaitre le pivot a4; =2, faisons les substitutions 

L, Ro bi ba, 
3 I 

Let Les Oe oa 4: 

t 050 

‘ 3 ny 

| 29” Fieeng 

2 -6 Q) 

Pour faire apparaitre le pivot a4,=1, faisons la substitution L}; +> L3+4L}: 

I One 

= 5 Om 50 
PX — 

SK! x 
POS 2, 

: . : : ms | 
Pour faire apparaitre le pivot a3, = —S, faisons la substitution L? +> Li +=—L%: 

) OO 

A = G5) 0 0 

seas Oat 
2 @) 

qui est bien du type cherché. 

Soit la famille (,, 52, 6) de vecteurs de R* représentée par la matrice canonique 

m 1 2 

a an Te 3 I 

2—m Q =1 

m-5 -2 0 

Déterminer, par la méthode du pivot, pour quelles valeurs du parametre m la famille est | 
libre. | 

oo SSeSFSeSSSeeSSSSSSSSSSSSSMSSSSSMSssFFFFFFFFFFFFFeFeFeFeFSSeSe 
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Comme @43 = 0, pour faire apparaitre un pivot a4; #0, nous devons, par exemple, 
ates L, et L, (on pourrait échanger les colonnes C, et C, ce qui revient a échanger 
Va et Vs)/c 

m ] 2 

2 3 0= 
A'= 

i= =2 0 

2am One| 

Pour faire apparaitre le pivot a4; = —1, faisons les substitutions L} H+ L/ +2L) et 
Li +> L3- Li: 

4—m 0 

An = m 3 0 

i = 3) 0 

Tip) 0 @) 

: m ‘ : are 1 
Pour faire apparaitre le pivot a4, = —2, faisons les substitutions Lj H—> L/{ 15 leenet 

3 
L5 +> L3+ 5 Nes: 

Baan 0 0 

2, 
PNY = 

DY // mee BY 0 0 

2» 
m-5 @) 0 
2-m 0 €)) 

om | : ‘ : 5m — 15 ‘ 
e Si m #3, alors a aes 0 et pour faire apparaitre le pivot ae faisons la 

i Oa 1 
substitution L') +> L’ a | bene 

matrice réduite de Gauss du type (1) (cf. § 2.8 d)). La famille est libre. 

e Si m =3, la matrice A” s’écrit : 

elle a un palier horizontal (cf. § 2.8 e)) donc la famille est liée (on trouve d’ailleurs 

facilement que 0, = +43). 
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2.12 TRANSFORMATION DE LA MATRICE D’UNE FAMILLE LIBRE DE IR" 

PAR LA METHODE DU PIVOT 

Soit la matrice canonique d’une famille libre (Ge ts é, ) de vecteurs de 

R". Transformons cette matrice par la méthode du pivot. 

On a 6, £0 car si j, =0 la famille serait liée (cf. § 2.5c)). Donc l'une des 

coordonnées de #, est non nulle. Rappelons que des échanges de vecteurs de 

la base entraihent des échanges de lignes de la matrice de la famille 

(cf. § 2.9 a)). On peut faire éventuellement un échange de la derniere ligne et 

d’une autre ligne de maniére que cette coordonnée non nulle soit le terme a,,, 

de la derniére ligne et derniére colonne. La matrice de la famille 
> > > 

(Oy, Voeas0 05.) est alors : 

Qip 

Q2p 

A= : AVEC Ons FU. 

np 

Par des opérations élémentaires sur les lignes L; + L; + A,;L,, on aura le 

pivot a,, et la matrice : 0 

0 
A'= 0 

0 

Les termes de l’avant-derniere colonne jusqu’au (n — 1)* ne sont pas tous nuls 

car s’ils l’étaient la famille serait liée, sa matrice étant du type a palier 

horizontal étudié au § 2.8 e). A la suite d’un éventuel échange de L,, _, et d’une 
autre ligne, on aura : 

Xe = 

AVEC @n-1,p-1 #0. 

Par des operations élémentaires sur les lignes, on aura le pivot a”, ,_; et 

0 0 
0 0 

INU — 0 0 

0 
w" 

An, p-1 

En procédant ainsi avec les p colonnes, on aura p pivots avec des zéros 
au-dessus et a droite des pivots donc nécessairement p <n et la matrice 
obtenue sera une matrice réduite de Gauss de type 

0 
0 

a {@ 

0 0 
0 0 0 0 
0 0 Pe me 
@) 0} 6 7 

5 Gy? 0 
> ietnf 

dans ce dernier cas la famille est une base de R" (cf. § 2.8 b)). 

Moco 
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en * 

Réciproquement si l’on peut transformer, par la méthode du pivot, la matrice 

d’une famille en une matrice de type (I) ou (II), cette famille est libre 

(cf. § 2.8 a)). Concluons : 

Théorémes 

1. Une famille de vecteurs de R” est libre si et seulement si sa matrice peut 

étre transformée, par la méthode du pivot, en une matrice réduite de Gauss 
de type (I) ou (ID. 

2. Toute famille libre de R” posséde au plus n vecteurs. 

3. Toute famille libre de n vecteurs de R” est une base de R”. 

2.13 THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE 

Soit une famille libre (%,, 02, ..., 5, ) de vecteurs de R". Supposons p <n. Par 
la méthode du pivot, nous arriverons a transformer la matrice canonique de la 

famille en une matrice de la forme, dans la nouvelle base : 

@) ooo oS Sc 

Gocco oeto 

Nous aurons une base de R” en complétant la famille par n — p vecteurs 0}, 

04, ..., Dh_, dont les coordonnées sont indiquées en rouge : 

Moooooco 

Geoociooco 

Nous pouvons énoncer : 

Théoréme 

Toute famille libre de p vecteurs (p < n) de R” peut étre complétée en une 

base de R”. 
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EXERCICE 
RESOLU 

68 

Ce théoréme porte le nom de « théoréme de la base incomplete ». En réalité, non 

seulement nous savons qu’il est possible d’obtenir une base a partir de la 

famille libre (@,, o>, ..., 3, ), mais la méthode du pivot nous indique comment 

choisir les vecteurs 0/, 05, ..., 0), qu'il faut ajouter a la famille libre pour 

obtenir une base 

(oi, D5, ’ Dies D1, 5) i, ) 

On donne les vecteurs de R*: 

io Sle ty ll, M. Ua (ea lenO Osa) p= O.2— 170. —1). 

Montrer que la famille (@,, 6, 63) est libre et compléter cette famille de maniére a 
obtenir une base de R’*. 
La matrice canonique de la famille (a,, #5, 53) c’est-a-dire la matrice de la famille dans 
la base canonique (@,, @>, @3, G4) est : 

yt 0 

ey aa D1. 

i Wa 
1 1° =1 

On obtient facilement 

L; jue Pt STe my 

re es a | ee By st Ome 0 

ug L; 1 0 0 

es In i jh =I 

dans la nouvelle base (a, @>, 43, G,+ a>) (n’oubliez pas qu’a la substitution 
a; > 4, — Ad, correspond la substitution L; +> L,; +AL;). 

t 

Er ey eae 0 

A" = 2 eg yee Voy amet Sl 
Ls i On tee 
: ie re) 

dans la nouvelle base (@,, G3, @, G+) (a Véchange G> <> 4, correspond 
l’échange L, <> L,). 

oF Li-L4 i ora) 
Aw = Ly = L3 Os 0 0 0 

Ls i 0 €) 0 
ae Le Lvl eh 

dans la nouvelle base (@,, G3, @)+@,, G,+ a). 

[beeen Be Oe 6: 0 
fee Ah gp big: tC Gie 50 

ia 0G) oO 
Lk 1 1 @) 

> dans la nouvelle base (@,, @;+ d,, do>+d@, a,+ a>). 
A” est une matrice réduite de Gauss du type (1) donc la famille (a,, oo, 03) est libre. On 
peut la compléter avec un vecteur dont les coordonnées, dans la nouvelle base sont 
indiquées en rouge : 
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Un tel vecteur a la premiére coordonnée non nulle (pivot rouge) et les autres 
coordonnées sont des réels quelconques, dans la nouvelle base. On peut prendre, par 
exemple : 

1d, +0(4,+4,)+0(a+4,)+0(a,+4,)=4, 

—14,+0(4,+4,)+1(a@,+4,)+0(a,+ a) =a, 

—14,+1(4,+4,)+0(a+4,)+0(a,+ a) =4, 

—14,+0(4;+4,)+0(4@,+4,)+1(a,+ 4) =a, 

lessentiel est que le coefficient de @, soit non nul. 

2.14 TRANSFORMATION DE LA MATRICE D’UNE 
FAMILLE GENERATRICE DE R” PAR LA METHODE DU PIVOT 

a) La matrice d’une famille génératrice peut-elle avoir une ligne nulle? 

Soit (a), a, ..., d,) une base de R" (canonique ou non) et une famille 
génératrice (#,, 32, ..., 3, ) de matrice associée A. Sil’une des lignes de A est 
nulle (c’est-a-dire formée uniquement de zéros), par exemple L,, (au besoin, 

par des échanges de vecteurs de la base on peut échanger les lignes de maniere 

que ce soit la derniére qui soit nulle) : 

hin i = 

Pp 

on aurait : Gy =A A; 

et en remplacant les vecteurs 0; par : 

n= 

0; = >) aja; (puisque a,; = 0) 
i=1 

on aurait une relation linéaire non triviale entre les d;. Ce qui est impossible. 

Donc : 

Théoreme 

Les matrices d’une famille génératrice de R", dans des bases quelconques, 

ne présentent aucune ligne nulle. 

b) Emploi de la méthode du pivot 

Considérons la matrice canonique d’une famille génératrice (#,, 32, ..., 0, ) de 

vecteurs de R”. Nous savons que la ligne L,, n’est pas nulle. Par un échange 

pe ad 
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éventuellement de deux colonnes, on peut supposer que l'un des termes non 

nuls de L,, soit a@,,. La matrice de la famille est alors : 

\ 
ip 

Q2p 

A=]. AVEC App # 0. 

np 

Par des opérations élémentaires sur les lignes L; -+~ L; +AL,, on aura le 

pivot a,, et 

0 

0 

0 

© 
L’avant-derniére ligne L/,_, n’est pas nulle. A la suite d’un éventuel échange 

de deux colonnes, on aura : 

A’ = AVEC An-1,p-1 70. 

0 
0 

A" = 0 0 
0 

En procédant ainsi avec les n lignes, on aura n pivots avec des zéros 

au-dessus et a droite des pivots donc nécessairement p =n et la matrice 

obtenue sera une matrice réduite de Gauss de type 

O2ae> EO 

cee ewe 0 

ou (IIT) : 2 (*) 0 0 

®) 
dans le cas du type (II) la famille est une base de R". 
Réciproquement si l’on peut transformer, par la méthode du pivot, la matrice 
d’une famille en une matrice de type (II) ou (III), cette famille est génératrice 
(cf. § 2.8 c)). Concluons : 
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Théorémes 

1. Une famille de vecteurs de R” est génératrice si et seulement si sa 

matrice peut étre transformée, par la méthode du pivot, en une matrice 
réduite de Gauss de type (II) ou (III). 

2. Toute famille génératrice de R” posséde au moins n_ vecteurs. 

3. Toute famille génératrice de n vecteurs de R” est une base de R". 

c) Un théeoreme a rapprocher du théoréme de la base incompléte 

EXERCICE 
RESOLU 

Si p >n, soit la matrice du type (III). Les n derniéres colonnes forment une 

matrice du type (II) et représentent une base de R”. Donc : 

Théoréme 

De toute famille génératrice de p vecteurs (p > n) de R", on peut extraire 

une base de R”. 

Soit la famille (@,, o>, 63, 64, b;, t., 0,) de vecteurs de R* représentée par la matrice 
canonique 

EF lias ec wae tle WR Io 
Linh MESO RGM mde acc Gt 8 BF 

Hie Gt by to 17g] 
‘et leer On ee 

Montrer que la famille est génératrice et extraire une base de R* parla méthode du pivot. 

Spe 1 
Pour faire apparaitre le pivot a47 =2, faisons les substitutions L, +> L, a vet 

1 
I > Ie; taesnlea 

2 
=2 WWIG-WO BZOOHTS 
ase aris YI 

‘=f - = - —-- -=- 9Q 

A tno a 5 
Ske e. 

5 8S Wh jhaoGnd 
ee. Oo OE 4 3 

: Se Etre : ; F 
Pour faire apparaitre le pivot a3, = a faisons les substitutions L; -—~> L; 7S [eet 

1 
eS ag ae 

3 

2 83 
ah 

te a rel OO! OO 
2 Tied 

Teale Sey aan, 
PS) pile! 
eee, 1-1. 3. <4 2) 
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SD 4tee Ss alb.ae 

1 . : . ”" We eer 

Pour faire apparaitre le pivot a5; = faisons la substitution L? -—> Li — Ls 

—4 0 0 00 0 0 
5 1 I 

PP - = = 0 00 0 
; 3 3 3 

one 
1-1 GO: ite ee) 

On peut aussi considérer a‘, = —4 comme un pivot. En échangeant des colonnes, la 

matrice devient 

0 0 0 Nie Ie A 
1 5 
== () (we 0 0 
3 3 G) 

I 

5 5 : eo G) : 
af i> 1. “ese aie 

matrice réduite du type (III) donc la famille donnée est génératrice. 

D’autre part, la matrice 

=) 

0 

3 @ 
est une matrice réduite du type (II) donc la famille (@,, 03, 5, 57) est une base de R*. 

2.15 TRANSFORMATION DE LA MATRICE D’UNE BASE 
PAR LA METHODE DU PIVOT 

a) Notion de dimension 

12 

Nous avons vu au § 2.12 qu’une famille libre de R” posséde au plus n vecteurs 
et nous avons vu au § 2.14b) qu’une famille génératrice de R" posséde au 
moins n vecteurs. Comme une base est a la fois une famille libre et une famille 
génératrice, nous en déduisons : 

Théoréme et définition 

Toute base de R” posséde exactement n vecteurs. 
L’entier n est appelé la dimension de l’espace vectoriel R”. 



2. ESPACES VECTORIELS 

b) Conséquences 

REMARQUES 

I] résulte du théoréme précédent et des théorémes du § 2.12 et du § 2.14b) que 
lon peut énoncer : 

Théorémes 

1. Une famille de vecteurs de IR” est une base si et seulement si sa matrice 

peut étre transformée, par la méthode du pivot, en une matrice réduite de 

Gauss du type (II). 

2. Une famille libre de RR” est une base si et seulement si elle posséde 

exactement n vecteurs. 

3. Une famille génératrice de R” est une base si et seulement si elle posséde 

exactement n vecteurs. 

1. Lorsqu’on a mis la matrice A sous la forme réduite 

0 0 0 
(II) ) (*) 0 0 

, : (*) 0 

on dit qu’on a triangularisé la matrice A et que (II) est une matrice triangulaire 
inférieure. Les éléments diagonaux sont les pivots qui sont des réels non nuls dans le 

cas d’une base. 

2. On peut, d’ailleurs, transformer une matrice triangulaire inférieure en une matrice 
triangulaire supérieure (les zéros sont au-dessous et a gauche des pivots). Par exemple, 

les échanges L, <> L, et L, <> L; transforment la matrice triangulaire 
inférieure : 

3 0 0 0 
=! 1 0 0 
2 0 2 0 
1 0 =jl 2 

en la matrice triangulaire supérieure : 

1 0 =] 2 
2 0 2 0 

=| 1 0 0 
3 0 0 0 

qui peut rendre les mémes services. 
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Exercices 

Définition d’un espace vectoriel 

2.1 Soit Ub, U des espaces vectoriels. On munit 

ensemble WU x U des couples (U, V)(d & U, 
V EV) d’une addition définie par : 

vem, /)=(+a0',7+V') 

et de la multiplication par les réels A définie par : 

A@(O, V)=(AG, Av). 

Montrer que l’on obtient ainsi un espace vectoriel. 

2.2 On munit l'ensemble R? de l’addition définie 
dans l’exercice ci-dessus, et de la multiplication 

définie par : 
A(x, y) = (Ax, 0). 

Quelles sont les propriétés de définition d’un 

espace vectoriel qui sont vérifiges? Quelles sont 

celles qui ne le sont pas? 

2.3 Soit R* l'ensemble des nombres réels non 
nuls. On munit l'ensemble IR* x R* des opérations 
définies par les égalités 

(x, Y) +(x, y’) = (xX, yy’) 
A(x, y) = (Ax, Ay) 

(pour A ER). A-t-on obtenu un espace vectoriel? 

2.4 Soit VU un ensemble muni de la structure 
d’espace vectoriel, a l'exception de la commutati- 

vité de l’addition. 

En calculant le vecteur (1+1) (@+V) de deux 

manieéres différentes, montrer que U est un espace 
vectoriel. 

2.5 Montrer que R, muni des opérations : 

x@y =Vx34+ y3 

N@x = WVAx 

avec (x, y, 4)€R*, est un espace vectoriel. 

Calculs dans un espace vectoriel 

2.6 Trouver trois vecteurs de R° tels que l'on ait : 

4+b+é&=(2, 2,5) 

-~6 +@=(2,0, 3) 
+ b —@=(0, —2; —1) 

=i dele) apie = (0) 44 ey) 

MD, 
+ 

Y 

2.7 Soit les vecteurs 4; =(0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) 
(1</ <n) dans lesquels tous les éléments sont 
nuls sauf le /° qui est égal a 1. 

Combien de vecteurs b,; = 4-4, de R” avec 
1</ <n, 1<j <n, peut-on calculer? 

Combien de vecteurs distincts de R” composent la 
famille des vecteurs 6; ;? 

Calculer la somme de ces vecteurs distincts. 

2.8 Pour quelles valeurs du réel m existe-t-il un 
couple de réels (A, «) tel que l’on ait : 

A(m, 1, 0) + (0, m, 1) + (0, 1, m) = (0, 0, 0)? 

Calculer (A, w) dans chaque cas. 

2.9 Connaissant n vecteurs (Uj, Uo, ..., Un) d'un 
espace vectoriel U, calculer les n vecteurs V1, Vo; 

V, de U sachant que l’on a 

2.10 Méme exercice avec n =5 et 

Oy =Vot+V3+V4+V5 

Uo =V,+V3+V4t+¥5 

03 =V,+Vo+V4+ V5 

1+ Vot+V3a+V5 

1+ Vot+Ve+ V4. 

2.11 Déterminer des réels (a, B, y) tels que l’on 
ait : 

a(@—-w)+B(U-V)+y(V-—-W)=U +70 — Bw. 

Méme exercice en remplagant le second membre 

par (xd + yv+zw). Les triplets (a, B, y) trouvés 
sont-ils uniques? 

2.12 On pose, dans R° : 

& =(1, 0, 0), _6 =(0, 1, 0), 
af = (il, =p Ss 

Montrer que tout triplet (x, y, z) de R® peut s’écrire 
sous la forme 

(x, y,Z)=aa+ Bb + yé + 8d 

avec” a =O) 60) 7-0; 60=0: 

Application : déterminer a, B, y, 5 dans le cas ou 
O6ny0Z) S74 553)! 

é =(0, 0, 1), 

2.13 Existe-t-il un triplet (a, B, y) tel que l’on ait 
aBy #0 et 

a(-G+2V¥—w)+B(2u —-V—w) 

+y(0+V¥—2w)=6 

pour tout triplet de vecteurs (U7, ¥, W) de IR5? 
Que peut-on dire si (a, B, y) et (a’, B’, y') sont deux 
solutions a cette question? 

Sous-espaces vectoriels 

2.14 Chacune des propriétés ci-dessous déter- 
mine un sous-ensemble de l’espace vectoriel des 

eee 
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fonctions f réelles définies sur le segment [0, 1]. 
Dire dans chaque cas si l’on obtient un sous- 
espace vectoriel : 

(1) PF(0) FA) =0: 

(2) ei) 27(0) =A: 

(3) f(x)=f(1— x) pour tout x €[0, 1]. 

x 
(4) f(x)= (3) pour tout x €(0, 1]. 

(5) f(x)=1-—f(x) pour tout x €[0, 1]. 

(6) f(x +1)=f(x)+f(1) pour tout x €[0, 1]. 

(7) V(x) + V#(1— x) =0 pour tout x €[0, alle 

2.15 Méme exercice avec l’espace R® et les 
propriétés : 

(i) x +2y + 3z =0. 

(Qiabxaa—2y Zz — 4 = (0). 

th Bip (3) aa, 3 

(4) |y| = |x|. 
‘@) Aaa 

(6) y —xV2=zV3. 

(ex yer z 0: 

2.16 Montrer que le sous-ensemble des vecteurs 
(x, y, z, t) de R* satisfaisant aux égalités : 

XV Zed = 0 

XE Vet Zo tO 

est un sous-espace vectoriel de R’*. 

2.17 Montrer que les polynémes de degré au plus 
4 qui s’annulent en O et en 1 forment un 

sous-espace vectoriel de |’espace des polynémes. 

Combinaisons linéaires. 
Familles génératrices 

2.18 Définir un sous-espace vectoriel U de R%, 
distinct de R°, et contenant les vecteurs : 

(6530) meni pele), a i( Ole, gee) pect (Soeil sill) 

2.19 Quel est le sous-espace vectoriel de R° 
engendré par la famille 

(iclO: 0405.0) (1, 1050:40); (1iAcat;.0; 0); 
(ao15,4, 1,,0))? 

2.20 Méme question qu’a |’exercice 2.19 avec : 

aOn ORONO): (1150) 0)90) a= 15, 1520510), 
eal tee i, ©): 

2.21 Méme question qu’a |’exercice 2.19 avec : 

(cleat alia teed) x ines S45 5) sider esi3 x= 45 5)). 

2.22 Quel est le sous-espace vectoriel de l’espace 
des polynémes de degré au plus 4 engendré par la 

famille 

(x4 — Pox OKA elk Pyixt= 3x3 18x2—K)? 

2; ESPACESEVECTORIEES 

2.23 Montrer que la famille : 

(OM 1)) a5. 0; (2. 1))- (1 1,0. 1), 

(-1, —1, —1, 0)) engendre R’. 

2.24 Montrer que la famille : 

(OPT tet) (eaal (05 dee lyol)e(—at, 16 Os Wat), 
aah Sal t= ION) (S14 ale eis 0) 

n’engendre pas R°. 

2.25 Déterminer le sous-espace vectoriel de R4 
engendré par lensemble des  quadruplets 
(x, y, Z, t) avec 

xy =zt=0. 

2.26 Déterminer le sous-espace de R? engendré 
par 

((2 + V3, 1), (1, 2— V3)). 

2.27 Déterminer l’intersection des sous-espaces 
de R* engendrés respectivement par 

(S16 2:4e0),(0% —525"0))(29'0) 255—4)) 

et (te 65 582) 5((— S10) ORG): 

2.28 Méme question dans R® avec 

(Gale 2) (leeear 3) 

et (ALnOy (Bh Ze sya eM One 

2.29 Montrer que, si (a,b, ¢) est une famille 
génératrice de VU, ilen est de méme de la famille 

(4+6+64+56, 24+5 —@). 

Dépendance et indépendance linéaire 

2.30 Montrer que les fonctions réelles définies par 

fy(x)=x?+x +1, 

fo(x) = —x* +x +1, 

fa(x) = —x* =x? + 1, 

fAx)=—x°— XX 

sont indépendantes. 

2.31 Méme question avec 

f,(x)=sin x,  fo(x)=sin 2x, 

fa(x) = sin 3x. 

2.32 Méme question avec 

RON= k=, Bi = Vx, 

fa(x) = VX-. 

2.33 Méme question avec 

f,(x)=x, f(x) = |x|, 

ix) =x*, ~ tx) = x [x]. 

2.34 Sachant que (da, b, ¢) est une famille libre, 
que peut-on dire des familles suivantes : 

(4+6+64+56, 24+56 —-6@), 

(4+b+6, 4-26, 24-6 +4), 

(4+b6+64+6,4+6-64)? 

EEE ENSUE! 
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2.35 Dans l’espace vectoriel U des polynémes de 
degré au plus 2, on considére la famille (f, g, A, i). 

avec 
f(x) =x +t, 7? GOT, 

h(x) =x? =2,. ix) =x =A, 

a) Vérifier qu’elle est liée. 

b) Etudier sila famille (f, g, 4) est libre. Engendre- 

t-elle U? 

c) Mémes questions pour (g, A, /). 

2.36 Dans l’espace vectoriel des polynémes, la 
famille 

F(X Xa ale Xe XE Xe) 

est-elle libre? Donner une famille libre extraite de F 

et de cardinal maximum. 

Méme probleme avec 

Fl=(x,x2—1, x°—2,x*—3, x°—4). 

2.37 ‘Montrer que, si f(x) = ax* + bx + ¢, la famille 

(F£0); FOG=E A); ite ta2)) 

est une famille libre de l’espace des fonctions 

réelles si a #0, et une famille liée si a =O. 

2.38 Pour quelles valeurs du réel m la famille 
suivante 

Cais t, 151), (Ur ty te 1), (1, tnt 1,1); 
(epile Ugatra ewe (ale ile Ue, ven) 

est-elle lige dans R°? (On trouvera deux valeurs.) 

2.39 Pour quelle valeur du réel m la famille 

(GUESS eta) a (12S O)n( Ol 2 4) ais Ons) 

est-elle libre dans R*? Sinon, quelle relation non 
triviale existe-t-il entre ces vecteurs? 

2.40 Méme question que dans |’exercice précé- 
dent pour la famille 

(Ge Up as in Wok IN le al, SE SS) 
(4, 2, 0, m)). 

Examiner lunicité d’une relation linéaire non 

triviale entre ces vecteurs. 

Bases. Coordonnées 

2.41 Soit (a, b, €) une base d’un espace V. 

Montrer que 

(G, ¥, W)=(4 + 6, -4-6 + & 24 +36 — 22) 

est une base de VU et, connaissant (x, y, z), 
calculer (a, B, y) tels que 

x€+yb+zé=ail + BV + yw. 

2.42 Méme exercice avec 

(d, V, wW)=(4-6 +26, 4-5 +36, B - 26). 

2.43 Méme exercice avec 

(G, V, W)=(34 +26 + 6 24+364+6 24+6 +38). 

2.44 Méme exercice avec 

(0, V, W)= (24 + 3b + 34, -4 + 46 — 26 -4 - 264 48). 

2.45 La famille 

(Gives Wye Gps e Tet) ye lectern elmira =} ) 

forme-t-elle une base de R*? 

2.46 Méme exercice avec 

(USA a) Sears. ANA aed A= 11) $4 ese 2201): 

2.47 a) Si(a}, ..., 2n) est la base canonique de R”, 
montrer que 

(2p, 4g, «1, An, 2y + A+ .. + Gp) 
est une base de IR”, notée (bj, bo, --., Bn): 

n n 
Ae = ei > 

b) Si — bY Qa >» B,b;, calculer (a4, esey an) 

i = =1 i 

connaissant (B;, ..., Br 

Sanit (aj ean): 

), puis (4, ..., Bn) Connais- 

2.48 Soit U |’espace vectoriel des polynémes f de 
degré au plus égal a 2, VU’ le sous-espace vectoriel 
défini par f(1)=0 et U” le sous-espace vectoriel 

défini par f'(0)=f"(0) (f’ et f” sont !es dérivees 
premiere et seconde de f). 
Déterminer une base du sous-espace vectoriel 

Vigiinuies 

2.49 Soit S l'ensemble des suites u définies sur IN 
telles que 

(Wa EN) Unse= aUpn41+ buy 

(a, b réels donnés). 

1. Démontrer que S, muni de |l’addition des suites 
et de la multiplication des suites pour un réel, est 
un espace vectoriel. 

2. Démontrer que la famille (s, t) telle que : 

So=1, s;=0, les autres termes de s vérifient la 

relation de récurrence, 
to=0, t;=1, les autres termes de t vérifient la 

relation de récurrence, 
est une base de S. 

2.50 Soit S l'ensemble des suites u définies sur IN 
telles que 

1 1 
(yo EN) Hag amgee E Var tit 3 Up. 

1. Démontrer que S, muni de |’addition des suites 

et de la multiplication des suites par un réel, est un 
espace vectoriel. 

2. Démontrer qu’il existe deux suites geométriques 
non nulles formant une base de S. 

3. On donne Ug =u; = 1. Trouver la suite solution 

(on calculera le terme général u, en fonction de n). 
Quelle est la limite de u, quand n tend vers +? 

2.51 Soit S l'ensemble des suites u définies sur N, 
a valeurs complexes, telles que : 

(yn €N) Un +2 = 2U,44 — 4Up. 

1. Démontrer que S, muni de l’addition des suites 
et de la multiplication des suites par un nombre 

complexe est un espace vectoriel sur C, une base 

étant formée de deux suites géométriques non 
nulles que l’on déterminera. 

2. Démontrer qu’il existe deux suites de la forme 
(r° cos @,) et (r” sin 6,) éléments de S. 

— ee ee 
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Démontrer qu’elles forment une base de l’espace 
vectoriel des suites solutions, a valeurs réelles. 

Déterminant de deux vecteurs 

x , 

On rappelle que deux vecteurs a( ) et v(* ) d’un 
y ye 

espace vectoriel muni d’une base (i,j) sont 
colinéaires ou linéairement dépendants ou encore 

que la famille (U, V) est liée si et seulement si 

det, 7) (U, Vv) = 0 

xe” 
c’est-a-dire = 

Vay: 

c’est-a-dire XV — Vx’ = 0) 

2.52 A quelle condition sur les réels a et 6 la 
famille (cos a, sin a), (cos B, sin B)) est-elle libre 
dans R?? 

2.53 Soit (4,6) un couple de vecteurs d’un plan 
vectoriel, et(/, / ) une base de ce plan. Montrer que 

"ensemble des réels m tels que la famille 
(a — mi, b — mj ) soit liée est un ensemble fini. Le 
déterminer pour 

(4,b)=(F -f, 27 +47). 

2.54 Soit deux vecteurs 

a = (a4, 22,8 a3, B (63) bay. 28b,) 

de R”. Montrer |l’équivalence des deux propositions 

Suivantes : 

1. (a, Bb) est une famille libre. 

2. Il existe un couple (/, /), avec 1</ <j <n, tel 

que : 

a a; 

3. Applications : Etudier si la famille (4, Bb) de 

vecteurs de R® est libre dans chacun des cas 

suivants (m, a, B étant des réels) : 

4 (m, 1,1); b (1, m, 1); 

a(m2,m,1), 6 (1, -1, m); 

a (a, 0, B), b (a, B, 0). 

Matrices remarquables 

2.55 Démontrer que !es matrices ci-dessous 
représentent des familles libres de Roe 

| | On-+-oO0°0 po-CooOo0Cc°o -NWHOO -—-NWOOO -NOOO0O -O0000 | 

woooo0ec°o ONOOOCO =o-+-000 

2. ESPACES VECTORIELS 

2.56 Démontrer que les matrices ci-dessous 
représentent des bases de R‘*: 

Sa One Oc ‘jie Om On -O 

Om als © 0-0 zy) aia) ake) 

2 Ss |e fe BP ASO MC. 

1 25.0 =3 AS ae By 

2.57 Démontrer que les matrices ci-dessous 
représentent des familles génératrices de R°®: 

Ss) 1 0 0 ZO. Om On a0 

@ a a -@ 2 ROR, | lige Ome 21020 

px | =i Oe f 1 =3-0 

118 oP Ber4ee 76 0) Oieat 
23 4 5 680 ® is 
345 64 0 es | 

2.58 Démontrer que les matrices ci-dessous 
représentent des familles liées de R*: 

3 005070 OF 0 070 
2p OO (Ct) 0) 

=i WO) Bas Wl” 4) 2 7A NO) 
OS -=1 4,2 x! Ch Sah A 

et donner des relations linéaires non triviales dans 

chaque cas. 

Opérations élémentaires. Méthode du pivot 
de Gauss 

Dans les exercices qui suivent, on donne, par une 
matrice A, les coordonnées canoniques dans R” 

d’une famille (V4, Vo, -... Vp). Par des opérations 
élémentaires sur les lignes, on mettra la matrice 
sous forme réduite de Gauss en indiquant les 
manipulations sous forme symbolique 

(L; > Le L; |= L; men ea) 

et on indiquera si la famille étudiée est libre ou non, 

génératrice ou non, une base ou non. 

=7_ “1. . 20 
0 -2 -11 

2.59 ers 0 

=O. “2 

Sgt 
feowte A 

ss tcl ee as 
eee age a 

es eg a a 
joie geet 0 4 

-oK Sol Boal a Ree a 
2inte Kutt i—1 

1" 



2. EXERCICES 

5 Teun OSOS 
2.62 1 1 5 0 

= Os oF a4 

he a | ; 
Bed wrt Arash “i ae 

: ee 1 Tech ace 
1 1 agree 

ee) ee 
1 DAI 4 

264/13 6 10 
1 4 10 20 
1 5 15 35 

128 -173 163 
2.65 91 123 —116 

Bey 469! } 65 

62 2 18 
2.66 25 -3 0 

(3) side. eS 

Pi SD 6 
SC ger eee 

2.67 8 -5 -4 
iM-6. 4.0 
2 0-1 

ie 100 
OG. 1 dete 170 

268|12 3000 
Ova eeo 0 
Conti os! © 

PUA SEN_ gone 
Ce ee 

A I a 
{sag Va qvwey 

4 eAtOur 1 0 
BihiSne Tmwed 

2.70 | 48 40 17 10 
i 

2.71 

2.75 

2.76 

2.77 

2.78 

2.79 

2.80 

ooo+-—_ 

i aloje. Mo (of 
1 

1+.x 2 =3 

2+x —-1 3 

Shae 1 

4+x 3) 4 

Ht xqee let 

—84 —-62 

sabi aee 
0 -2 -2 

BAe") te] 
2a a=5 

—1 2 1 

Oneat 1 

(0) 0 

P| 1 

ih a 1 

2 Vida 2 

eee 

0 

0 

O |, (a, b, c, d, e) E R®. 
0 

1 

_ (a, b, ¢, d)ER*. 

| 
4° «2 
Det iy Gp). 
2 olin: 
ey ae 

= 
61 45 11 
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SN) APPLICATIONS LINEAIRES 

Nous ne considérons que des R-espaces vectoriels que nous appellerons, pour 
simplifier : «espaces vectoriels ». 

3.1 DEFINITIONS. EXEMPLES. PREMIERES PROPRIETES 

a) Application linéaire 

EXEMPLES 

Vous avez déja vu des exemples d’applications linéaires en Premiére. 
Rappelons la définition : 

Définition 

Soit U et W des espaces vectoriels. On appelle application linéaire de U 

dans ‘W (ou vers UW) toute application g de U dans W possédant les deux 
propriétés de linéarité : 

(1) (V(a, 0)E UV?) oe 
(2) (VAER)(ViEn) 

(3) (WA, m)ER?) (V(a,0)EV?) gl(Adt+po)=AG (a) + pe(Z). 

1. Soit k un nombre réel non nul et U un espace vectoriel. 

L’ application h, : U — U 
dD r-> ko 

est linéaire car quels que soient A de R et uw, 0 de VU ona: 

h,(@+b)=k(@+o)=ki+ki=h, (7) +h, (8) 

h, (Ab) = kK(AG) = A( ko) = AR, (8). 

Elle est appelée homothétie vectorielle de |’espace vectoriel U, de rapport k. 

i 
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2. L’application ¢ :R? — R 
(X,Y Z ) 2X GF SYS Z 

est linéaire car quels que soient A de R et (x, y, z), (x’, y’, 2’) de R? ona: 

PCY, LPP oe I Plc ny hy nee )) 
=2 (x x) £3 ee ye Hee) 

= (2x +3y +2) xs sy iz 

= (Gey) e129, 29) 

AG (, yy ZY EACL eyez) 

=2(Ax)+3(Ay)+ (Az) 

= (A(x y, z))- 

Une’ telle application linéaire est une forme linéaire. Plus généralement on appelle 
forme linéaire toute application linéaire d’un R-espace vectoriel U dans l’espace 
vectoriel R. 

3. L’application d qui associe a tout poly neste P le polynéme dérivé P’ est une 
application linéaire de l’espace vectoriel #7 des polynémes dans lui-méme car, en 

appliquant les régles de calcul des dérivées, quels que soient le réel A et les polyndmes 

IP ei © 2 

d(P+Q)=aF + Oy =F +. Od) 
d(AP)=(AP) =AP’=Ad(P). 

REMARQUE Dans les exemples | et 3, l’espace vectoriel de départ est égal a l’espace vectoriel. 
D’une facon générale, une application linéaire d’un espace vectoriel U dans lui-méme 
est appelée endomorphisme de VU. 

b) Premieres propriétés 

e Soit g une application linéaire de l’espace vectoriel VU dans l’espace 
vectoriel W. Appelons 0 et 0! les vecteurs nuls respectivement de U et W. Soit 
Dd un vecteur de U : 

dot en simplifiant par ¢ 

e Quel que soit d de U: 

9 (0) + e(-8)=9(6+(-6))=0(6)=8 

ae | o(-8)=-e(8) | 

( Notons que ces deux propriétés s’obtiennent aussi en faisant A =QouA = —1 
dans |’égalité (2) donnée dans la définition d’une application linéaire. ) 

SEER eS ere 
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e Quels que soient 7 et i de VU: 

g(i-0)=9(@+(-t))=¢(a%)+¢(-3) 

dot g(a —b)=¢(b)-¢(d) 

e On démontre, par récurrence, a l’aide de l’égalité (3) du § 3.1), la 
propriété suivante d’usage constant : 

=> Aw (0; ) 
i=1 

g bs ri, 

3.2 IMAGE ET NOYAU D’UNE APPLICATION LINEAIRE DE VU DANS W 

a) Image d’un sous-espace vectoriel de U 

Soit U un sous-espace vectoriel de U et ¢ une application linéaire de U dans 

‘W. Montrons que ¢(%U) est un sous-espace vectoriel de W : 

e ¢(U) est une partie non vide de W puisque UU n’est pas vide; 

e ¢(U) est stable par combinaisons linéaires car quels que soient A, uw de Ret 
Ul u', vb’ de y(U) montrons que 

Au’ + po'E o(U). 

En effet il existe 7 et 6 de U tels que 

g(a)= i’ 

or gp (At + pb) =Ap (iH) + po (O)=AM’ + pd 

et og(t)=0' 

hii’ + wd’ admet un antécédent Aw + wd par ¢g, donc Au’ + wd'E P(W). 

Théoréme 

L’image d’un sous-espace vectoriel de U par une application linéaire de U 

dans UW est un sous-espace vectoriel de WW. 

b) Image d’une application linéaire 

En particulier ¢(U) est un sous-espace vectoriel de W. 

Définition 

On appelle image d’une application linéaire ¢ de U dans W, image 

g(U) de U par ¢. 

Onla note : Im g. C’est un sous-espace vectoriel de Il’ ensemble d’arrivée W. 

. et ee ee ee 
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EXERCICE as 

RESOLU Déterminer l'image d’une forme linéaire. soho, em 

Rappelons (cf. § 3.1 a)) qu’une forme linéaire g est une application linéaire de 

espace vectoriel U dans R. 

e Si ¢ est nulle, tous les vecteurs de U ont pour image 0 donc Im @ =10}. 

e Si ¢ rest pas nulle, il existe 6 de U tel que g(t)=a #40 

x x = 

(Vx ER) x=—a=—o(%) 
a a 

donc x E€Im ¢ d’ot' RCIm g et comme Im ¢ CR on a donc Im ¢ =R. 

L’image d’une forme linéaire est {0} ou R. 

c) Noyau d’une application linéaire 

Définition 

On appelle noyau d’une application linéaire ¢ de U dans WW, l’ensemble 

des vecteurs de U dont l’image par ¢ est le vecteur nul de ‘UW. 

On note ce noyau : Ker ¢ (le mot allemand kernel signifie noyau). Montrons 

que Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de Il’ ensemble de départ V. Appelons 0 

et 0’ les vecteurs nuls respectivement de U et W: 

e Ker ¢ est une partie non vide de U puisque nous avons vu (cf. § 3.1 b)) 
que oe (0)=0' donc 0E UV. 

e Ker ¢ est stable par combinaisons linéaires car quels que soient A, w de Ret 
u, D de Ker ¢, ona: 

donc Aw + wd € Ker ¢. Conclusion : 

Théoréme 

Le noyau d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel de 
ensemble de départ. 

EXERCICE 
RESOLU Déterminer le noyau de l’application linéaire définie au 3.1 a). 

d:f —f 
P +— P’ 

qui associe a tout polynéme sa dérivée. 
Ker d est l'ensemble des polynémes dont la dérivée est nulle sur R c’est-a-dire 
ensemble des polynémes constants : x H+ > a (a réel quelconque). 

eee 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 

d) Injectivité et noyau 

On peut se demander a quelle condition Ker @ = {0}? 

Si application linéaire ¢ est injective, seul le vecteur nul 0 de UV a pour image 
le vecteur nul 0’ de W donc Ker ¢ = {6}. 
Réciproquement soit g une application linéaire de U dans W telle que 

Ker o ={0}. Quels que soient i et i de V tels que g(i#)=¢(%),ona: 

o (i -—%)=0 

u—v € Ker o 

i — } =0(puisque Ker ¢ = {0$) 

Ying 

Donc ¢ est injective. Conclusion : 

Théoréme 

Une application linéaire ¢ est injective si et seulement si Ker g = {0}. 

3.3 IMAGE DE FAMILLES DE VECTEURS 

> 

Nous appellerons image d’une famille ( , ..+» On ) de vecteurs de U par vi Z 

une application linéaire ¢, la famille (¢(¢,), ¢(%), ..., o(%, )) 
’ 

a) Image d’une famille liée et d’une famille génératrice 

e Soit (%,, i, ..., ,) une famille liée de VU, la relation linéaire étant 

> Aw, =0 c’est-a-dire A,d, + Azb. +... +AAD, =O, 

les A; n’étant pas tous nuls. On en déduit : 

Ao (8,) + Ace (8) +... + Ang (4, ) =0 c’est-a-dire YS aie (8) =9. 
i=l 

On obtient la méme relation linéaire. 

e Soit (%,, 5, ..., 3, ) une famille génératrice de U ce qui signifie que U est 
n 

l'ensemble des combinaisons linéaires >) A,4; (les A; décrivant R). Donc 
i=1 

y(U)=Im @ est l'ensemble des vecteurs 
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c’est-a-dire le sous-espace vectoriel de W engendré par la famille 

(¢(@,), o(%), .... @ (@, )). Cette famille est donc une famille génératrice de 

Im @. 

Théoremes 

Soit ¢ une application linéaire de U dans W. 

1. L’image de toute famille liée de U est une famille liée de WW, la relation 

linéaire étant la méme pour les deux familles. 

2. L’image de toute famille génératrice de U est une famille génératrice de 

Im ¢. 

b) Image d’une famille libre 

84 

A quelle condition l’image de toute famille libre de U est-elle une famille libre 
de W? S’il en est ainsi pour toute famille libre de U, l’image en particulier 

d’une famille libre 8 un élément d 4 0 est une famille libre de W c’est-a-dire 

que ¢(%) #40’. Ona donc ¢(#) non nul pour tout vecteur 6 non nul, donc 
Ker @ =10'. L’application linéaire @ est injective. 

Réciproquement, si ¢ est injective, soit (%,, dy, ..., d, ) une famille libre de 
VU. Montrons que 

(9 (61), e (4), ..., e(é,)) 

>, Aw; = 0 (ear Ker ¢ = 10%) 

A= ee ear (é,, 0>, ..., 0, ) est libre ) 

> 

donc (¢(%,), ¢ (a), ..., @ (4, )) est libre. Enoncons : 

Théoréme 

Soit ¢ une application linéaire de U dans W. 
L’image de toute famille libre de U est une famille libre de W) si et 
seulement si ¢ est injective. 



3. APPLICATIONS LINEAIRES 

c) Image d’une base 

I] résulte des théorémes des sous-paragraphes b) et c) que si g est une 
application linéaire injective, l'image de toute base, quand elle existe, de U 
(famille génératrice de U et libre) est une famille génératrice de Im ¢ et libre, 
c’est-a-dire une base de Im 9. 
Réciproquement s’il existe une base (0), >, ..., 5, ) de VU dont l’image 
(¢(%,), (4), ..., 0 (%,)) soit une base de Im ¢~, montrons que ¢ est 
injective. Pour cela, montrons que Ker SOT. Soit 

nm 

Ay =Az=... =A, =0 (car (¢ (%;), ¢ (4), ..., @ (G, )) est une base) 

b=0 

donc Ker g = {0}. Conclusion : 

Théoréme 

Si ¢ est une application linéaire injective de “UU dans ‘W, l’image de toute 

base de U, quand il y en a, est une base de Im ¢. 

Réciproquement, s’il existe une base de U qui ait pour image une base de 

Im ¢@ par une application linéaire ¢, alors ¢ est injective. 

Cas particulier. Si g est une application linéaire bijective (c’est-a-dire 

injective et surjective) de U sur W, d’aprés le théoreme précédent, |’image de 

toute base de U est une base de Im @ qui est égale a W puisque ¢ est 

surjective. 

Réciproquement, s’il existe une base (%, >, ..., 0, ) de U dont l'image 

(¢(%,), ¢(%), ..., 9 (8, )) 

soit une base de W. Cette derniére est une famille génératrice de ‘W, mais elle 

est aussi génératrice de Img (d’aprés § 3.3.a) image d’une famille 

génératrice de U est une famille génératrice de Im yg) donc Im g = ‘W, par 

suite y est surjective. D’aprés le théoréme précédent, ¢ est aussi injective. 

Donc ¢ est bijective. 

Théoréme 

Si ¢ est une application linéaire bijective de “U sur W, Vimage de toute 

base de U, quand il y en a, est une base de W. 

Réciproquement, s’il existe une base de “U qui ait pour image une base de 

W par une application linéaire ¢, alors ¢ est bijective. 
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3.4 ISOMORPHISME D’ESPACES VECTORIELS 

a) Application réciproque d’une application linéaire bijective 

Le théoréme précédent caractérise les applications linéaires bijectives, 

lorsque U et W ont des bases. 

D’une facon générale, soit ¢ une application linéaire bijective de UV sur Ut (UV 

et W admettent ou non des bases), l’application réciproque yg”! est une 

bijection de W sur U. Démontrons que ¢ ' est aussi une application linéaire : 

quels que soient @’ et 0’ de ‘W, il existe 7 unique et 0 unique de U tels que : 

g(a)=i', o(b)=e. 

Si A et w sont des réels quelconques, on a: 

g (Ai + wd) = Ag (7) + we (0) 
go (Ad + pod) =A’ + po" 

donc oA’ + pt')=Aa + wo 

gp '(Aa’ + pi’) =Ag (i) + pe" (8) 
1 ce qui exprime que ¢ ' est linéaire. 

Théoréme et définitions 

L’application réeciproque d’une application linéaire bijective de U sur W 

est une application linéaire bijective de W sur VU. 

Une application linéaire bijective de UU sur WW est appelée un isomorphisme 

de U sur W. On dit, dans ce cas, que U et ‘W sont isomorphes. 

Lorsque U = W, un isomorphisme de U sur lui-méme est appelé un 
automorphisme de VU. 

b) Un isomorphisme fondamental 

Dans le chapitre 2, nous avons étudié essentiellement les propriétés de R” et 

nous avons remarqué que toutes les bases de R" avaient le méme nombre n de 
vecteurs. L’entier n a été appelé la dimension de l’espace vectoriel R”. 
Soit U un espace vectoriel possédant une base (4, @, ..., d ). Considérons 
application ¢ qui associe a tout n-uplet (x,, x2, ..., X, )de R" le vecteur 

n 

D= >, Xa de UV. 

i=1 

On vérifie facilement que ¢ est linéaire, surjective et injective donc gy est un 
isomorphisme de R” sur VU. 

Théoréme fondamental 

Tout espace vectoriel ayant une base de n vecteurs est isomorphe a R". 

SUE ee ere 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 

c) Conséquences 

Il en résulte alors, en appliquant les théoremes donnés au § 3.3 A 
l’isomorphisme fondamental ¢ précédent que toutes les propriétés établies au 
chapitre 2 sur R" sont encore vraies pour U, pourvu que U admette une base 
de n vecteurs. Enoncons ces propriétés : 

Théorémes 

Soit U un espace vectoriel ayant une base de n vecteurs. 

1. Toute famille libre de U possede au plus n vecteurs. 

2. Toute famille libre de n vecteurs de U est une base de VU. 

3. Toute famille libre de p vecteurs (p <n) de U peut étre complétée en 
une base de U. 

4. Toute famille génératrice de “UV posséde au moins n vecteurs. 

5. Toute famille génératrice de n vecteurs de “U est une base de U. 

6. De toute famille génératrice de p vecteurs (p >n) de U, on peut 

extraire une base de VU. 

7. Toute base de U posséde exactement n vecteurs. 

d) Dimension d’un espace vectoriel 

Il résulte du théoréme 7 précédent que si U admet une base de n vecteurs, 

toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs. 

Définition 

On dit qu’un espace vectoriel est de dimension n (n E IN*) si et seulement 

s’il posséde une base de n vecteurs. 

La dimension d’un espace vectoriel U se note : dim VU. 

L’espace vectoriel {0} n’a pas de base puisque tout vecteur d’une base est non 

nul. On convient de dire que la dimension de {0} est nulle : dim 10 = 0. 
Un espace vectoriel de dimension un entier naturel est appelé espace vectoriel 

de dimension finie. 
Tout espace vectoriel de dimension | est appelé droite vectorielle; tout espace 

vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel. 

e) Endomorphisme injectif ou surjectif de U (de dimension finie) 

Soit U un espace vectoriel de dimension n (n € IN*) et g un endomorphisme 

de VU. On a: 
EE ee 
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y est injectif <> Ilimage d’une base de U est une base de Im @ 

(cf. § 3.3.c)) 

<> Img=U 

<> ¢ est surjectif. 

Dire que ¢ est injectif équivaut donc a dire que ¢ est surjectif, donc que ¢ est 

bijectif. 

Le résultat est encore vrai si n =0. On peut enoncer : 

Théoréme 

Pour tout endomorphisme ¢ d’un espace vectoriel de dimension finie, les 

propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) © est injectif 

(2) © est surjectif 

(3) @ est bijectif. 

3.5 DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE 

a) Détermination par l'image d’une base 

Soit VU un espace vectoriel ayant une base (4, G, ..., G ) et W un espace 
vectoriel de dimension finie ou non. Cherchons s’il existe une application 

linéaire g de U dans W telle que, 0,, 05, ..., 0, étant des vecteurs donnés de 
We 

g (ay v1, g (a5)= Vo, OuIee) Pp (a, ) = Dn. 

n 

e Sig existe, nécessairement l’image d’un vecteur quelconque >) x,d; est : 
i=1 

n 

(1) o(> xii) = 3 xi, 
i=1 

e Réciproquement, |’application définie par (1) est- elle linéaire? Quels que 

soient les réels A et w et les vecteurs y xa; et ~ ya; de U ona: 
i=1 i=1 

e(AD nd tu > vai) =9(a > nd) +e(u d vai) 
i=1 t=1 i=1 

donc ¢ est bien linéaire. 
D’apres (1), les images par g des vecteurs d,, a>, ..., @, sont bien 6,, d5, . 
Dis 
Donc l’application linéaire cherchée est l’'application unique de U dans W 
définie par (1). 

9 
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Théoréme 

Pour toute base (4, a, ..., d,) d’un espace vectoriel U et toute famille 
(b,, 6: OF i 0, ) de n vecteurs d’un espace vectoriel W, il existe une 
application linéaire et une seule ¢ de U dans WW telle que 

¢ (a,)=6,, ¢ (a) =i, seey ¢ (4, ) =o, 

On dit que @ est déterminée par l’image d’une base. 

b) Détermination par une matrice 

EXEMPLE 

Géneéralisation 

Soit un 1 espace vectoriel U ayant une base (4, b, c, d) et un espace vectoriel ‘W de 
base (i, /, kK). On donne, dans W, les vecteurs a’ , b', &', d' dont les matrices des 
Cooidannces dans la base ‘eZ re k) sont Bie cos co Ae 

=I 3 =2 = 2 

0 |, i he 4], l 

2 =i 0 l 

On sait qu’il existe une application linéaire unigue gy de U dans W déterminée par 

Vimage tz, bee d') de la base (4, b, é, 4), c’est-a-dire par la donnée des 
matrices-colonnes précédentes. Cela revient a se donner la matrice de la famille 
(a’, b’, @’, d’) dans la base (i, 7, k): 

=| 3 ei aa 

A=| 0 1 4 | 

Soit 6 = xa + yb + z@+td un vecteur quelconque de VU, calculons ¢ (a) : 

g (0) =xe (@) + ye (b) + zp (Z) + to (d) 

or ge (a@)=da'=—-i +2k 

o(b)=b6'=3i +7 -2k 

g(@)=@=-2 +47 

e(d) =d'=-3i +7 +k 

done 9(#)=x(-i +2k)+ y (30 +f —2k)+z(-27 +47) +4(-37 +7 +k) 
=(—x +3y —2z -—3t)i +(y +4z4+4t)f +(2x -2y +t)k. 

Les coordonnées de 9 (0 ) dans la base (i, 7, kK) sont : 

SS S08 ES eS ai) 

Ve Viste 4 ecteets 2) 

Las 2X = ZY a- i (BY) 

Vous remarquez que dans (1), (2) et (3) les coefficients de x, y, z, t sont respectivement 

ceux de la 1" ligne, 2° ligne et 3° ligne de la matrice A. 

Supposons que U aha: une base (dj, ..., d;, ..., 4) (1<j <p) et W une 

base (bs Lavi b,, ) (1 <i <n). Il existe une pettestion linéaire unique @ 

—————— —  ——eeeeeee 
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de U dans W déterminée par les images des 4;, ces images etant définies par 

des matrices-colonnes : 

a1 a1; Qip 

Cum |e Cign|s -e Gp Sheet beve Ch =| ip 

Hy, Anj np 

. . on > > 

ou encore par la matrice de la famille (o(a), eae: (a;), aca (a, )) dans la 

bases De Da) 
Q11 s+ Ayj-+- Alp 

A= Qi Qi; Qip 

Qn ers Cay ee nap 

P 

Soit 6 = >) xa; un vecteur quelconque de VU, calculons les coordonnées yj, 
j=l 

sig Meads Yee dene ide 
P P n a 

e(B)= 2 xe(a)=> (> aj) 
j=1 je i=] 

= x4( 41D, +... + Og tDy) + oe + Xp (@ pb +... + Andy ) 

Sky ree ie OL ea (ei retin to) On 

Sena 

dans le calcul de la i° coordonnée y,, les coefficients des x; sont ceux de la 
i® ligne de A. 

3.6 SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 

a) Deux interprétations 

Un systéme d’équations linéaires (que vous avez déja rencontré dans les 
classes précédentes) est un systéme de la forme : 

4X + Ay2Xo +... + AipX_ = B, 

(S) j1X1 + Aj2X2 +... + AMipXy = B; 
On 1X1 F Ap_2X2F .2. + OnpXp = Bn 

ou encore pour 1<icn: p 

= QiXj = Bir 
j=1 

dans lequel Qi, +15 Qnp» Bi, +> Bn sont des réels donnés et les p réels x,, X>, 
..., Xp sont des inconnues. On dit aussi que l’inconnue est Wey, Xe, 42, ep) quig 
lorsqu’elle vérifie (S), est une solution de (S). 

<i eee 
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wu Premiére interprétation 

. > > > > . . 

Soit 0;, 02, ..., U, et 0 les vecteurs de R", muni de sa base canonique, dont les 
matrices-colonnes des coordonnées sont respectivement : 

a1 Q12 Q1p Bi 

Qi ? Qi2 ’ ) Qip > Bi 

Qn An2 Qnp Bn 

(S) est équivalent 4 : 

X10, + X20. 4+...+ x,0, =0 

La recherche des solutions de (S) revient a décomposer le vecteur 0 dans la 

famille (#,, 52, ..., 3, ) : 

e si (%,, d, ..., 3, ) est libre, la décomposition de #, donc le systéme (S), 
admet au plus une solution : zéro solution si o € Vect(%,, dp, ..., 6, ), une 
solution si v E Vect (a, Pare ); 

esi), 0, ---s (Is ) est génératrice de R", (S) admet au moins une solution; 

e si (db, &, ..., i, ) est une base de R"”, (S) admet une solution unique. 

a Deuxiéme interprétation 

On peut considérer 0), 02, ..., 0, comme les images de la base canonique 
(@,, G, ..., G,) de R® par une application linéaire g de R’ dans R". Le 
systeme (S) est alors équivalent a : : 

x19 (@,)+ xe (a) +... + x,¢ (4, ) =o 

(7) (a; oF ae AP ane +7 a = D 

g(x)=0 

en posant ¥ =(X,, X2, ..., X,). La recherche des solutions de (S) revient ala 

recherche des antécédents ¥ de 0 par l’application linéaire ¢ : 

e sig est injective, il ya au plus un antécédent : aucun si 0 ¢ Im g, un seul si 

dEImg; 

e si g est surjective, il y a au moins un antécédent; 

e si g est bijective, il y a un antécédent unique. 

I UE ae 
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b) Systeme de Cramer 

Définition 

Un systeme de Cramer est un systéme de n équations linéaires a n 

inconnues ayant une solution unique. 

Soit (S) un systéme de n équations linéaires a n inconnues. 

D’aprés la premiére interprétation précédente, si (%,, o>, ..., 5, ) est une base 

de R", on sait que la décomposition de @ dans cette base est unique : (S) est un 

systeme de Cramer. 

Réciproquement, si (S) est un systeme de Cramer. Montrons que 

(d,, d5, ..., d, ) est libre : si elle est liée on a 

Aah AG One AO 

avec Aj,,A>,...,A, non tous nuls donc 

pee +A,0, +... +A,0, = 

XD, + Xb) +... + X,0, = 

et en additionnant membre a membre 

(EAs) OO Ab) to ee Ce 0 

une autressolution que: (5 X55 5 -X,) ESC, Ans ie eA ae A ee 

qui est impossible puisque (S) est un systeme de Cramer. Donc la famille 

(a, o>, ..., &, ) est libre. Le nombre de ses vecteurs est n =dim R". C’est 

donc une base de R”. Nous pouvons énoncer : 

Théoréme 

Un systéme de n équations linéaires 4 n inconnues est un systéme de 

Cramer si et seulement si les vecteurs de R” formés avec les coefficients des 

inconnues forment une base de R”. 

Si l'on utilise la seconde interprétation de (S), un systéme de n équations 
linéaires a n inconnues est un systéme de Cramer si et seulement si ¢ est 
bijective, c’est-a-dire un automorphisme de R". 

c) Exemples de résolution par la méthode du pivot 

Nous appellerons. 7. E..a.. 

iat Leo are 

fey Deere 8 

respectivement les premiers membres des équations de (S), de (S’), de (S”) qui 
sont des systemes d’équations linéaires de la méme forme que (S) et 
équivalents entre eux (c’est-a-dire ayant les mémes solutions). 

Sa eee ene ee 

a2 



EXERCICE 
RESOLU 1 

3. APPLICATIONS LINEAIRES 

Régle fondamentale 

Soit L; = B; et L; = 8, deux équations de (S). On obtient un systeme 

équivalent a (S) si l’on fait une opération élémentaire sur la ligne du 
premier membre :L; +— L; =AL, et la méme opération élémentaire sur 

le second membre : B; +— B; + AB;. 

Sil’on fait alors apparaitre des zéros par la méthode du pivot, on obtiendra un 

systéme plus facile 4 résoudre : en particulier, lorsque la matrice canonique de 

(b;, 05, so Vp ) devient une matrice réduite de Gauss de type I ou II ou III ou 

une matrice a palier horizontal (cf. § 2.8 d) et 2.8e)). 

Résoudre dans R*: 

Pe Se 2) poe he Se SP SO 
3x — 7 

(S) Xa nny) = Sy 7 

Ue ne Wea == She 

Faisons les substitutions L, +—~ L,+5L,, L, +> L,+Ly, L; +> L;,-3L,: 

[5S SY se Six =-| 
; Se ay =-2 

(S) ax 42y-32 0 =-1 
Di yi zit = ]h 

Faisons la substitution L} H~> L,+L;3: 

Se WY =-2 

”" 5x y =-2 

coe, Ax yy 13.2 =-—1 

IE Was Fe 

Faisons la substitution L{? +> L{—L3: 

oie =0 

i” JX, pee) cis 
~_ =—4x ily — SZ =-1 

MS SVs eS Se 

La matrice de (@,, 65, 63, 6,) dans la nouvelle base est : 

3 0 0 0 

5 =. 0 0 

—4 2 =e) 0 

2 31 1 al 

matrice réduite de Gauss du type (II) (cf. § 2.8 d)) done (@,, #2, #3, o,) est une base 

de R*. (S) est un systéme de Cramer. La solution unique de (S) est celle de (S’”) qui est 

un systéme triangulaire dont la solution est immédiate : 

set 
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EXERCICE 
RESOLU 2 Résoudre dans R* : 

3x —2y +2z —3t =2 
5x wy = Zit 20 = — 

6) 2x - yt z—-3t=4 

Dx Ve ia 

Faisons les substitutions L, H+ L,+3L4, L, > L2-2L4, L3 +> Ls +3 Lae 

Sheae Hii i =5 

r eS Veta =1 

a) Sinch Dy a 2z =7 
Dt aes tb 1 

Faisons l’échange L3 <— Lj (pour éviter des fractions) : 

Ores je x = 
(S") Sx 2 Vie 2 =7 

So War =1 

yeah y= Koar ip I. 

10x =6 
10x — 1) 

3G Wr = 1 

se sp PSK ae S| 

Ce qui est impossible (649). Donec (S) n’admet aucune solution. 
Interprétation : la matrice de (a, Da so v,), dans la nouvelle base, est de la forme 

@) 
elle a un palier horizontal (cf. § 2.8e)). La famille (@,, 05, 03, 5,) est donc liée. 
Remarquons que %;=-—%#, donc Vect(%,, 5, 03, 6,)=Vect(%,, d, o,) et 
dE Vect(%,, 2, b,). 

EXERCICE 
RESOLU 3 Résoudre dans R°: 

Dye WAS) oe re = Tite te Ie 

(S) AG al Oy eta a fat 

See 2S ae a = 

BETS er ae th Al 

Faisons les substitutions L, + L,— 11L4,L, +> L,—7L4,L,; H> L3+ PAU e 

200 8 474th =-—12 

(S’) —10x +4y —2z +2t =-6 
Be Wats fea fh =3 

De Dae Gas fp By ile 

Faisons les substitutions L; +> L} +413, Li; H> Li +2L: 

0 —=() 

” 0 =(0 

©) Be = Wi) ab re = I =3 

2x —2y +z Sttuw=1. 

ee _ 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 

s > > > > 

La matrice de (o,, Us Dees vs), dans la nouvelle base, est de la forme : 

« 0 0 0 
P|) O50 

0 
2G). 

Comme dans l’exercice précédent, elle a un palier horizontal mais, cette fois-ci, 
oe > 

dE Vect (0, ds). 
Le systéme 

Sie = LY ape = =3 

oles ical Weal 

est équivalent a 

=f; = SG aN I 

{dimmnenetee 4p hh 

sous cette forme, la matrice associée est 

Sern \ 

matrice réduite de Gauss du type (II). Chaque fois que |’on se donne x, y, z, le couple 
(t, u) est unique : 

: = 2) PF = PAY Se 

u = —2,+ 3x. 

Le systéme (S) admet une infinité de solutions qui sont 

(3 y, Zz, 3) ae Se = 25 Bec =) Ge Be) = (0, 0, 0, =k =) Jewell. 0, 0, De 3) 

+ y(0, 1, 0, = 2, (Nae nO 0. ils a0) 

ou x, y, z sont des réels arbitraires. 

3.7 COMPOSITION DES APPLICATIONS LINEAIRES 

a) La composée de deux applications linéaires est-elle une application linéaire? 

Soit UW, U, W des espaces vectoriels. Considérons l’application wy og ou ¢ est 

une application linéaire de U dans U et w une application linéaire de U dans 

WwW: 

ay) 22) Saybia 

Quels que soient A, w de Ret w@, 0 de U, ona: 

(pog)(Ad + pd) =H (e (Ad + BB)) 
= (Ag (i) + ue (8)) 

=u (¢()) + nh (¢ (8) 
=A(wog)(%) + u(hoe)(F) 

a 
oS 



§ 3.7.a. § 3.7.b. 

EXEMPLE 

donc wo@ est une application linéaire de U& dans W. On peut énoncer : 

Théoreme 

L’application composée de deux applications linéaires est une application 

linéaire. | 

En particulier l’application composée de deux endomorphismes de U est un 

endomorphisme de VU. 

Soit g et & les endomorphismes de R? définis par : 

gy :R*? — R 

OY Sk = Y) 

y : R? —> R? 

(x;y) — > 1 = y 78): 

Calculons 0=W~og: 

A(x, Y= 4 (9(x, y))= W(x -y, x-y) 
=((x2y) = — y70) = 0, 0. 

La composée @ est l’application nulle. 
(Cet exemple nous montre que |’application composée de deux endomorphismes peut 

étre nulle sans qu’aucun d’eux ne le soit.) 

b) Le groupe linéaire de U 

96 

Rappelons qu’un automorphisme de U est un isomorphisme de VU sur 

lui-méme (cf. § 3.4 a)), c’est-a-dire une application linéaire bijective de U sur 

UV. Etudions l'ensemble des automorphismes de U, muni de la composition 
des applications : 

e la loi o est interne dans l’ensemble des automorphismes de U car, quels 

que soient les automorphismes ¢ et & de U, & og est bijective (composée de 

deux bijections) et wog est un endomorphisme de U; 

e la composition des applications est toujours associative donc elle l’est aussi 
dans l’ensemble des automorphismes de U; 

e |’élément neutre est ida; qui est un automorphisme de U: 

e tout automorphisme ¢ de U admet un symétrique y~' qui est aussi un 
automorphisme de U (cf. § 3.4.a) ou U=W). Donc: 

Théoréme et définition 

L’ensemble des automorphismes de U, muni de la composition des 
applications, est un groupe. 

Ce groupe est appelé le groupe linéaire de U. On le note ( G£(V), © ). 



3. APPLICATIONS LINEAIRES 

c) Le groupe des homothéties vectorielles de U 

Soit JC l'ensemble des homothéties vectorielles de U, muni de la composition 
des applications. On vérifie facilement que (JC, ©) est un groupe commutatif 
(en appelant h, l’homothétie vectorielle de U de rapport k #0, hy, oh, = hy, 
donc la loi o est interne, elle est associative, commutative, h, = ida, est 
élément neutre, h,' = hy). 
On peut remarquer que I’application 6 de R* dans #2 :k H-> h, est bijective 
et que, quels que soient les réels non nuls k et k’: 

OK k)= hy = hy oh, 

6(k'k) = 0(k')o O(k) 

on dit encore que @ est un isomorphisme de (R*, x ) SUM (iC, “0. ): 

Théoréme 

L’ensemble des homothéties vectorielles de ‘U, muni de la composition des 

applications, est un sous-groupe commutatif du groupe linéaire de VU. Il est 

isomorphe au groupe (R*, x). 

3.8 SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES 

a) Introduction 

Soit U l’espace vectoriel des polynémes de degré 4 au plus et du polynome nul 

c’est-a-dire l’ensemble des polynomes de la forme 

fix > atbx +cx? + dx? + ex’. 

e L’ensemble U’ des polynémes pairs, c’est-a-dire de la forme 

g@ix He atecx?t+ex* 

est un sous-espace vectoriel de U (partie non vide de U, stable par 

combinaisons linéaires). 

e L’ensemble UV” des polynémes impairs, c’est-a-dire de la forme 

h:x tH > bx + dx? 

est aussi un sous-espace vectoriel de VU. 

e L’intersection de U’ et U” est formée de polynomes f tels que b =d =0 

puisqu’ils appartiennent a WU’ et tels que a=c=e=0_ puisqu’ils 

appartiennent 4 U" donc U'N UV" est le polynéme nul. 

e Tout élément f de U est somme d’un élément de U’ et d’un élément de UV” 

car f =2-+ h. 

e Cette décomposition est unique car si on a une autre égalité 

eee dmavec 8.6 U! et. hye" 

1-5 

oi 



§ 3.8.a. § 3.8.b. 
iti aera nus een NEYO eS 

alors gth=g2,th, 

g-R8=h,—-h 

ce dernier vecteur est a la fois un élément de-U’ (comme g et g,) et de VU" 

(comme h et h,), il est donc nul. Done g =g; et h =h,. 

Nous allons généraliser cette situation. 

b) Sous-espaces vectoriels supplémentaires 

Soit U’ et U" deux sous-espaces vectoriels de U. Démontrons que les 

propositions suivantes sont équivalentes : 

yin" ={0} | 
(1) tout vecteur 0 de U s’écrit d’au moins une fagon : 

p=%' +0" aver FEU", wv" eU". 

\ > 97 . ; . , 
Tout vecteur 0 de U s’écrit d’une fagon unique : 

2 
v=v'+ov" avec, veEUV', v EV". 

Chae) Care: 

si B=0' +0" =0, +01 

avec we UW 1,.6.0.. 20 eee tete, 3 1 

alors v'-— do, =01,-0" 

cette différence appartient a la fois A VU’ (comme @ et #/) et a U" (comme 6” 
et 07) donc A V'NV"={0} donc #’=8) et b"=d". 

(2) = (1) care 
soit 0 un vecteur de U'N VU", on a 

=¢+0 avec EUV" et DEV" 

=0+é avec OE€U" et FEV" 

comme la décomposition de 0 est unique, 0 = 0. 

Théoréme et définition 

Soit U’ et U" deux sous-espaces vectoriels de U. Les deux propositions 
suivantes sont équivalentes : 

v'nv"={d} 
(1) tout vecteur v de U s’écrit d’au moins une facon : 

b=0' +0", EU", 0" eV" 

(2) { tout vecteur 0 de U s’écrit d’une facon unique : 

EU’, FEU". 
Les sous-espaces vectoriels U' et U" d’un espace vectoriel U sont dits 
supplémentaires si et seulement si l'une ou l’autre des propositions (1) ou 
(2) est vraie. 



3. APPLICATIONS LINEAIRES 

Oni€écrits MH Vi@ V" : 
Cette définition ne fait intervenir aucune dimension. Placons-nous dans le 
cas ou U est de dimension finie. 

c) Dimensions des sous-espaces vectoriels supplémentaires si dim U=n 

Soit U un espace vectoriel de dimension n et U’ et VU” deux sous-espaces 
vectoriels supplémentaires de U. 

e Tout d’abord si UV" ou U" est égal a {0} oua VU lautre est égal A U oua {o} 

et dim U'+dim U"=dim WU. 

e Si U' et U" sont des sous-espaces propres, c’est-a-dire différents de U et 

de {0}. Nous admettrons qu’ils sont de dimensions finies p et q. Soit 

(ae eet (ahaa?) 

des bases respectivement de U' et U”. Tout vecteur 0 de U s’écrit de facon 

unique : } = b' +06" avec 

11 un Vn pert wa Xa, ee eke 

Gone d. wees dis ss, a") est une base de VU. Par suite : 

p+qz=dim U 

c’est-a-dire : dim U'+dim U" = dim VU. 

Dans tous les cas, on peut énoncer : 

Théoreme 

Soit U un espace vectoriel de dimension finie. Si U’ et U” sont deux 

sous-espaces vectoriels supplémentaires de U, on a: 

dim U' + dim U” =dim VU. 

Si, de plus, U’ et U” sont des sous-espaces propres, on obtient une base de 

U en réunissant une base de U’ et une base de U”. 

d) Existence d’un suppléementaire de VU’ 

Nous supposerons toujours que U est de dimension finie n. Soit U' un 

sous-espace vectoriel de U. Comment trouver un sous-espace vectoriel U” 

supplémentaire de U"? 

e Si v' ={0} son supplémentaire unique est U et si U'=U son 

supplémentaire unique est O}. 

re ————ee eee 
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§ 3.8.d. § 3.8.e 

EXEMPLES 

e) Application 

e Si U’ est un sous-espace propre, de dimension p. Soit (Bic 2% a}) une base 

de U’, on a p <n car cette base est une famille libre et on sait que toute 

famille libre de U possede au plus n vecteurs. Comme U’ est un sous-espace 

propre, ona p <n. D’aprés le théoréme de la base incomplete (cf. $2.12), on 

peut compléter cette base avec n — p vecteurs pane a. 5 de maniére a 

former uné base (@!, ..., 25, a1, ---, a) de VU. Dans cette base, tout 

vecteur 0 de U s’écrit de facon unique : 

Ge 3 xa + ai xe 

fa P= 

P n—p } 

ona > xia;EU' et dS x"a"E VU", U" étant le sous-espace vectoriel ayant 
i=1 i=1 . 

pour base ai. te i Donc VU” est un sous-espace vectoriel supplémen- 

taire de U’. Sa dimension est n — p. 
Dans tous les cas, on peut énoncer : 

Théoréme 

Soit U un espace vectoriel de dimension n. Quel que soit le sous-espace 

vectoriel U’ de U, de dimension p, on peut trouver un sous-espace vectoriel 
supplementaire de U’, de dimension n — p. 

1. Dans un plan vectoriel Pp, une ¢ droite vectorielle D admet pour supplémentaire toute 

droite vectorielle Dd distincte de D (raisonner comme précédemment, en « complétant » 
une base (i) de D avec une base de DD’): 

2. Dans l’espace vectoriel E (ensemble des vecteurs de l’espace E, de dimension 33 

une droite vectorielle D admet pour supplémentaire tout plan vectoriel P qui ne la 
contient pas (compléter une base (a) de D avec une base de P). 

Inversement, sil’on se donne un plan vectoriel P, toute droite vectorielle D (D¢P)est 
un supplémentaire de P. 

Soit @ une application linéaire d’un espace vectoriel U de dimension finie 
dans un espace vectoriel W. Soit U un sous-espace vectoriel supplémentaire 
de Ker g. Ona: 

(1) dim Ker g + dim U =dim U. 

Considérons l’application 

D>. > b (a2) = @ (a). 

Si on démontre que y est un isomorphisme, alors dim Im gy =dim U et 
d’aprés (1), on aura : 

dim Ker g + dim Im g = dim VU. 

En effet : 

e & est linéaire puisque ¢ est linéaire et UC UV: 
a ee a 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 

e & est surjective car, quel que soit 0’ de Im @, il existe 6 de U tel que 
b'= (a). Comme U = Ker yg @® U, ona: 

v=0,+0, avec 6,€Kerg et 6€U 

d’ou : b'= 9(6)=9(8,+0,)=0(%)=u(a,) 

donc quel que soit 0’ de Im g, le vecteur #’ admet au moins un antécédent 05 
dans U par l’application w; 

e w& est injective car Ker W =Ker pNU = To} puisque Ker ~ et U sont 
supplémentaires. 

Théoréme 

Pour toute application linéaire g d’un espace vectoriel U de dimension 

finie dans un espace vectoriel, on a : 

dim Ker ¢ + dim Im ¢ =dim VU. 

3.9 PROJECTIONS VECTORIELLES 

a) Introduction 

Reprenons l’exemple de l’introduction du § 3.8 a). Soit U lespace vectoriel 

des polynomes de la forme 

fix He atbx t+cx?+ dx? + ex*. 

e Ona vu que U=V'@® UV", U' étant l'ensemble des polyndmes pairs 

g@ix > atcx?t+ex* 

et UV” l’ensemble des polynémes impairs 

h:x > bx + dx’. 

e Considérons |’application 

ao:.VU——> U 

fe 

nous remarquons que w(g) = g donc w ow quel’on écrit w’ est égale a w. 

e Ker @ est l’ensemble des fonctions f dont l’image est le polyndme nul, 

c’est-a-dire telles que a =c =e =0 donc Ker w = VU". 

e Cherchons Im a. Pour tout polynéme f de U, ona w(f)= g qui appartient 

a U'. Réciproquement soit 

gix > atecx?t+ex* 

un élément de VU’, il admet pour antécédent, par l’application w, tout 

polynome de la forme 

firx He at bx tex? + dx? t ex’. 

Sn LUE EEEE 

101 



§ 3.9.a. § 3.9.b. 
ia 

Donc Im wo = UV". 

e a(f)=f si et seulement si f = g, c’est-a-dire si et seulement si b = d =0 

donc l'ensemble des polynémes invariants par w est U’. 

Nous allons généraliser cette situation. 

b) Projection vectorielle 

Définition 

Soit U’ et UV" deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de U. Tout 

vecteur b de U s’écrit d’une facon unique 0 = 0’ + 6” avec 0’ C VU’ et 

vo’ EU". 
On appelle projection (ou projecteur) de U sur U’ de direction U” (ou 

parallelement a U”) Papplication 

fig. 1 

Propriétés 

1. @ est une application linéaire car quels que soient A et uw de R, quels que 

soient @ = ii'+ a" (avec #'E U' et 7"E VU") et 5 =6' +B" (avec BE VU’ et 
b’E UV"), ona: 

ow (di + pi)=o@(A (a+ ft") + (6'+6")) 

= @ ((All’ + wi’) + (A + pd")) 

=Au'+ po’ 

=Ag(it)+pa(@). 

Donc w est un endomorphisme de VU. 
Remarquons que l’on peut écrire pour tout @ de U, avec les notations 
précédentes, en posant w*=maoq: 

a(o)=o' 

n2 (6) erat hae 
w(t) ee) 

donc w=. 
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2. Déterminons Ker w. Quel que soit i = 6’ + 6” avec HE U' et B'E V", 

est de€Kerwo <> a(t)=0 

<> 7j’=0 

donc Ker w = VU”. <> peEv" 

3. Déterminons Im w. Quel que soit 6 de UV, w(t)=t'EU" donc 
Imo CU". 

Réciproquement soit 0’ un vecteur quelconque de VU", il est l'image par w du 

vecteur 0 = 0’ + 6” obtenu en prenant 0” arbitraire dans U", donc 6’E€ Im w 
et ona U'CIma. 
Par suite Im w = UV’. 

4. Cherchons l’ensemble des vecteurs invariants par w. Quel que soit 

0 =0'+0" avec D' EU’ et b"E V", ona: 

o(i)=6 <> w=5 
<> i"=0 

<> EU’ 

donc l’ensemble des vecteurs invariants par w est U’. 

En résumé : 

Théoréme 

Soit U’ et U” deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de U et @ la 

projection de U sur U’ de direction VU”. 

1. @ est un endomorphisme de U tel que w?= a. 

2. Kerw = VU". 

3. Imw=V’. 

4. L’ensemble des vecteurs invariants par w est U’. 

On remarque que w“ = w pour k €N*. On dit que w est idempotent. 

c) Etude d’une réciproque 

Nous avons vu que toute projection de U est un endomorphisme de U tel que 

aw = w. Réciproquement soit a un endomorphisme de U tel que w’ = a. 

Montrons que @ est la projection de U sur Im a, de direction Ker @ : 

e U=Ima@ Ker @ car si 0 est un vecteur quelconque de U et s’il existe 

un vecteur 0’ de Im @ et un vecteur 0” de Ker @ tels que 6 = 0’ + 0”, il existe 
alors un vecteur i de U tel que a (7) = i’ (puisque +’E€Im w) et ona: 

a(t)=a0(6'+6")=a(%") (puisque ”E Ker a) 

=o7(#)=a(a) (puisque w= a) 
ti =o 

par suite 6" =5-b' =t-a(d). 

Donc s’il existe un vecteur 0’ de Im @ et un vecteur 0” de Ker @ tels que 

é =%'+3", alors 6’ est le vecteur unique w (i) et 6” est le vecteur unique 
> > i -a(d). 
nnn nn aaa Edt 
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Réciproquement, quel que soit de U, soit o' = 7 (do) et i" =T-ow (a). 

On a bien: d=0'+0 

avec b'=a(d)Elma 

i"=¢-w(b)eKerw car w(é")=a(b)-w(t)=0. 

e o est l’application de U dans U qui associe au vecteur quelconque 

6 =6'+ 6" le vecteur 6’ = w(@). Donc @ est la projection de U sur Im w de 

direction Ker w. Concluons : 

Théoreme 

Tout endomorphisme @ de U tel que a” = @ est la projection de U sur 

Im w, de direction Ker w. 

d) Cas ou VU est de dimension 1, 2 ou 3 

On peut rassembler dans des tableaux les différentes projections possibles 

suivant les dimensions des sous-espaces vectoriels supplémentaires U' et U" 
de U. Nous désignons par ida, Videntité de U et par » l’application nulle 

de VU. 
Si dim U =1: 

U' est une droite U" est une droite @ est la projection de U 
vectorielle D vectorielle D’ (D’ 4 D) sur D de direction D’ 

U' est un plan U" est une droite. @ est la projection de U 
vectoriel P vectorielle D (D ¢ P) sur P de direction D 

U' est une droite U" est un plan @ est la projection de U 
vectorielle D vectoriel P (D ¢ P) sur D de direction P 



3. APPLICATIONS LINEAIRES 

EXERCICE 
RESOLU Soit VU un espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une base (i, |, k). On considére 

l’endomorphisme ¢ de U de matrice : 

5 a Bd. 

GG: 16 
l Z 1 ag Be oe 
a wee: 

oe im. 1 

Da, Cee 

1. Montrer que ¢ est une projection vectorielle. 

2. Trouver les deux sous -espaces vectoriels qui la caractérisent (en donner des bases). 

1. Montrons que ¢? = ¢. Calculons les coordonnées (x’, y’, z')de g (6) et (x", y”, 2”) 
de y?(@) connaissant les coordonnées (x, y, z) de @: 

Spy Oe 
x'==x-sy-= 

Oe ub. 6. 
2d <1 

a Ke _ _— 

hi ee i 
ee es 
==) ee EX —_ 

P pie Sak tos 

BGs fof) (peed) (be foede 
il 73 1 1 2 1 2 1 ) 1 1 1 1 

Chey | PS oe, es hal (a = ae paren (eee ae, Pi 

rae G? re “al fre ate ey Al ae x =) 
| 753 1 1 1 1 2, 1 1 1 1 1 ) 

ee ae = Pm a ZZ) = | erent hz Pad O— Seg see byt 
E ARS 6 m4 =k Mate ai: aA ral Se. eae 

ee ett 
(eG West 
eae! +2 es 

FOS ie ERC he 
motion: sla)! 

ie ibang 

Ona (Vi5EU) 2(b)=e(b) donc —?=¢. 

2. Déterminons Ker ¢ et Im g. 
b € Ker @ si et seulement si 

Soc pA gn 
60 Ge 

S 5, ear ee 
AS) ataia tava S 

1 1 1 
sey Sp Poy 0 
5 I ES on 

Se = 5x-y—(x+y)=0 

(‘S) <—> x-2y+z=0 <> x ~2y+(x+y)=0 
Xe nV ee) z=xty 

4x —2y =0 

S 2x = y=0 —— (x =2=2) (S) —~> x y= 73 

He Sa) 

Ker ¢ est la droite vectorielle de vecteur directeur (lee eS) 

On sait (cf. § 3.7 e)) que : 

dim Ker g + dim Im g =dim U 

en ee eee 
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donc dim Im g =3—-1=2 

et Img est un plan vectoriel. Les vecteurs g(i) et y(j ) de matrices-colonnes 

respectives la premiére colonne et la deuxiéme colonne de A: 

5 ie. 

6 6 
1 2 

3 7 3 
ab. # 

2 2 

sont linéairement indépendants car 

5 1 
—-vA\--yw=0 
6° 36m 

= Pah oe 1 2 
Ao (i )+ye (7) =0 <_ Oe OS ll Sea <> ir=yp=0 

aie =0 Denes 

Une base de Im @ est donc (¢(i), g (7 )). 

3.10 SYMETRIES VECTORIELLES 

a) Définition. Propriétés 

Définition 

Soit U’ et U” deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de U. Tout 

vecteur 0 de U s’écrit d’une facon unique 0 = 0’ + 0” avec vb’ E U’ et 
op” ee GY. 

On appelle symétrie vectorielle par rapport 4 U’ de direction U” (ou 
parallélement a U”) l’application 

Propriétés 

1. Les notations étant celles de la définition, soit @ la projection de U sur U’ 
de direction U". Cherchons une relation entre o (%) et ao (%). On pourra alors 
déduire des propriétés de o de celles de w. 

(vaeV) a (b)=8' 

a(é) =0'- 6" =26' -(6'+ 6") 
=2a(6)-F. 

Ee 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 

Quels que soient A et uw de R, quels que soient # et i de U, ona: 

o (Ad + wd) =2a (AT + pd) -—(AT + pd 

=A[20(a#)-a@|+ul20 
(puisque @ est linéaire) 

=a (it) + po (é) 

) 
5)-#] 

donc o est un endomorphisme de UV. 

2. En utilisant la définition de oa, 

o7(b)=a(e'- o")=0' -(-b6")=0'+ H"=8 

done go? = ida). 
Rappelons qu’une application f d’un ensemble E dans E est dite involutive (on 

dit aussi qu’elle est une involution de E) si elle posséde l'une des deux 

propriétés équivalentes : 

(1) f? =idp 

(2) (f est bijective et f=f~'). 

Donc o est un automorphisme involutif de UV. Il en résulte que Ker a = {0} et 
Im o = UV. 

3. Cherchons l’ensemble des vecteurs invariants par 7 

ao(o)=5 <> b-H=H' +0" 
<> j’=0 

<— ve’, 

Donc l’ensemble des vecteurs invariants par ao est U’. 

4. Cherchons a caractériser U”. Montrons que U” est l’ensemble des 

vecteurs @ tels que o(#)=~—@. En effet avec les notations précédentes : 

a(j)=-5 <> b'-t"=-(0' +0") 

<> i’=0 

<> pEewv". 

Cees nn ee eee nn nn ee enn enn  ——————————— 
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§ 3.10.a. § 3.10.b. 

En résumé : 

Théoreme 

Soit U’ et U" deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de U et o la 

symétrie par rapport 4 VU’ de direction U”. 

1. o est ’endomorphisme de U deéfini par : 

o (6)=2a(6)-3, 

a étant la projection de U sur VU’ de direction U”. 

2. o est un automorphisme involutif de U. 

3. L’ensemble des vecteurs invariants par o@ est U’. 

4. L’ensemble des vecteurs 6 tels que a (6)=—b est VU". 

b) Etude d’une réciproque 

108 

Nous avons vu que toute symétrie vectorielle de U est un automorphisme 

involutif de U. Inversement soit o un automorphisme involutif de VU. 

Montrons que c’est une symétrie vectorielle. 

Soit U' lensemble des vecteurs invariants par o et U" l'ensemble des 

vecteurs 0 tels que o (0) =~—7d. 

e U' et U" sont des sous-espaces vectoriels de U (on vérifie facilement que 

ce sont des parties non vides de U stables par combinaisons linéaires). 

VU =U' @® WU" car si d est un vecteur quelconque de U et s’il existe un vecteur 

v' de U' et un vecteur 7” de U" tels que 

6=6'+%6", alors o(d)=c(0')+e(8")=0' - 6". 

en additionnant et en retranchant membre a membre ces deux égalités on en 
déduit 

H=s[F+o(a), H=3[0-o(8)] 
ce qui montre que les vecteurs 0’ et 6” sont uniques. 

Réciproquement tout vecteur 0 de U peut s’écrire 

6 sted 3 ge ae ° le vecteur 0’ Salp +oa(#)| appartient 8 VU" car 



3. APPLICATIONS LINEAIRES 

> ] > > . 

le vecteur v” a5 [o- o(@)] appartient A VU” car 

o(6")=5[0(8)-07(#)]=5 [o(a)- 8] =-0" 
e a est l’application de U dans U qui associe au vecteur quelconque 

0 = 6'+ 6" le vecteur o (0) = d'’ — 6". Donc o est la symétrie par rapport A VU" 
de direction VU". Concluons : 

Théoréme 

Tout automorphisme involutif o de U est la symétrie par rapport a U’ de 

direction U", U’ étant l’ensemble des vecteurs invariants par o, U” étant 

ensemble des vecteurs 6 de U tels que o(d) = —d. 

c) Cas oul U est de dimension 1, 2 ou 3 

On peut rassembler dans des tableaux les différentes symétries vectorielles 

possibles suivant les dimensions des sous-espaces vectoriels supplémentaires 

U' et U" de VU. Nous désignerons par ida Videntité de U et par —ida 

V’application : 

Ut U 

dt -0 

c’est-a-dire I’homothétie vectorielle de rapport —1. 

Si dim U =1: 

Ay = {0} Ca idqy 

U' est une droite U" est une droite _ o est la symétrie par 

vectorielle D vectorielle D’ (D' 4 D) rapport a D, de 

direction D’ 

q' = 10) ay == 9 go = —-idy 

109 



$3h10:c? 

U' est un plan U" est une droite. o est la symétrie par 

vectoriel P vectorielle D (D¢ P) rapport a P, de 

direction D 

U' est une droite U" est un plan_ o est la symétrie par 
vectorielle D vectoriel P (D ¢ P) rapport a D, de 

direction P 

EXERCICE 
RESOLU Soit VU un espace vectoriel de dimension 3 rapporté a une e base (i, if ae): A tout vecteur 

b=xi + yj +zkdeUon associe le vecteur o(t)=x'i +yj + zk par la symétrie a 

par rapport au plan vectoriel P d’équation x + y +z =0 et de direction la droite 
vectorielle D d’ équations 

1. Soiti =j — k,.3.=1 — ke K= i +f — 2k. Calculer o (T), a (J), oa (K) en fonction 
del, J, K puis en fonction de i, j, k. 

2. En déduire afi i), (7), a (k) en fonction de i, j, k. Déterminer la matrice de o 
dans la base Ci ean 

, 3. Calculer x', y’, z' en fonction de x, y, z 

> 

1. Le plan vectoriel P est ensemble des vecteurs invariants par o : 

I = 7 —k appartient a P donc o(f)=1 =j —k 

J =i —K appartient 4 D donc o (J)i=rT — kK. 

La droite vectorielle D est l'ensemble des vecteurs @ tels que a (#)=-7d: 

Kee-i+y = 2k appartient 4 D donc a (K) = ~K= i ~—j +2k 

2. On a donc 

L keolt 
Wee ete A Kal 
i —j +2k=oa(K) 

Comme o est involutive, o?(1)=1, o?(J)=J et «?(K)=K donc ) 

F 
=J 
+2a(k)=K. 

Zz 
> 

Oe) a 

CNG) SG: 

\ th |) vay 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 
nents 

REMARQUE 

par suite 

~ _ - 1 > > >_> > 

ao(k)=o(i as eget UP ALR gs eK. 

> > > 1 bd > > 

EUs o\k) Wl —-(3l 1p si4 of 0k 

La matrice de o est la matrice de (a (i ), a(j), o(k)) dans la base (i,j,k). 

1 ets A al | 

A= 1 2 1 

Be Bo) 

3. Dans le systéme qui donne x’, y’, z’ en fonction de x, y, z, les coefficients ont la 

méme disposition que dans la matrice A : 

On peut aussi calculer x’, y’, z’ de la fagon suivante : 
quel que soit 0 = xi + yj + zk, cherchons a mettre @ sous la forme: 0 =0'+0 

avec e’=Xi+Y7+ZkeP 

oO" =X" + Y"] +Z’hK ED. 

On a donc a résoudre le systéme d’inconnus X’, Y’, Z’, X", Y", Z”: 

==), CARP, Coomera Oy 
Ve Vane a) 
Ba La Le a) 
X'+ Y'+ Z' =0(4) 
x” y" Vhs 

=I =2 

En posant A =Y"= = =), on calculera X”, Y”, Z” en fonction de A, on reportera les 

valeurs trouvées dans (1), (2), (3) d’ot X’, Y’, Z’ en fonction de x, y, z, A, on reportera 
les valeurs trouvées dans (4) d’ot A en fonction de x, y, z. On en déduira ensuite X’, Y’, 

=a] 
Z', X", Y", Z” en fonction de x, y, z. D’ot les coordonnées de a(t)=0'-o": 

x'=xX'- x" 

yi = ye 

z! =7/ ely A 

On retrouvera les résultats de la question 3. 
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CTS OT nN ee meen 

Exercices 

Dimension d’un espace vectoriel 

3.1 Dans l’espace vectoriel £2, des polynémes de 

degré inférieur ou égal a 2 et du polynéme nul, les 
coefficients et la variable étant réels, soit les 

polynémes 

fx HK > (m—14)x?24+(m—5)x +3 
g :X HR > 5x?—2mx +m. 

Pour quelles valeurs du paraméetre réel m, le 
sous-espace vectoriel engendré par (f, g) est-il de 
dimension 2? de dimension 1? 

3.2 On donne un entier naturel n. Soit JV, 
l'ensemble des polynédmes 

f <OxX@i— aX rae Xie at -eitaaX at ao 

définis sur R, les coefficients a9, a4, ..., An—1, An 
étant des nombres réels donnés pour chaque 
polynéme. 

1. Démontrer que #,, est un espace vectoriel sur R. 

Quelle est sa dimension? 

2. On considére les polynédmes 

fo: X > 1, 

f, 2X > xX, 

fo 1 X -—> X(x —1), 

fa: X t—> x(x —1)(x — 2), ..., 

ey OS Lae OO NN OG Ah em (Cah INI 

Démontrer que (fo, fy, ..., f,) est une base de J,. 

3. Calculer les coordonnées du polynédme 

f 2x Re» 5x4*+2x3-—x24+% +1 

dans la base (fo, f4, fo, fs, f4) de Sg. 

3.3 Les notations sont celles de l’exercice précé- 

dent. On utilisera le résultat de la question 1 
précédente. 

On considére les polynémes 

9o:X > x" 

gi: X > x7™-"(x +1), 
Go eX tax Ne 
Gn > X -—> (x +1)". 

Démontrer que (go, gj, .-., Jn) est une base de J,. 
Calculer les coordonnées du polynéme 

f:x me» x3—3x24+x-1 

dans la base (go, 91, 92, 93, 94) de Ly. 

3.4 Les notations sont celles de |’exercice 3.2. On 

utilisera le résultat de la question 1 de cet exercice. 
On considére les polynémes (a étant un réel 
donné) : 

ho: X > 1, 

hy: xX > x-a, 

ho: X > (x -—a)?, ..., 
hy, : X > (x -a)?. 

Démontrer que (Ao, hy, ..., h,) est une base de J,,. 

On suppose a =1. Calculer les coordonnées du 

polyndme 

fxn xe x at 

dans la base (ho, hy, Ne, hz, h4) de £4. 

3.5 Dans F (IR, R) on considére les fonctions 

fox —— ue: 

qa Gna COS XG, 

fn eX COS NXc 

1. Montrer que (fo, f,;) est une famille libre. 

2. Onse propose de démontrer par récurrence que 

la famille (fo, f;, ..., f,) est libre : démontrer que s’il 

existe des scalaires réels ao, aj, ..-, @, tels que 

n 

YxER, > a, cos px =0 
p=0 

alors en dérivant deux fois on a: 

n 

¥xER, > pa, cos px =0 
p=0 

par suite, on a: 

n 

WxER, >» (n?—p?)ap, cos px =0 
p=0 

achever le raisonnement par récurrence. 

3. Montrer que l’ensemble des fonctions : 

x > a cos 2x + b cos? x +c sin? x +d 

muni de l’addition des fonctions numériques et de 
la multiplication par un réel, est un espace vectoriel 
de dimension 2. 

Applications linéaires 

3.6 Soit l’application 

Ch Roe Re 
COC VWa2 ai (2X 1, Yee 

1. Démontrer que ¢ est une application linéaire. 

2. Déterminer l'image et le noyau de @. 

3.7 Soit U un espace vectoriel de dimension 2, 
rapporté a une base (/, / ). On considére l'endo- 
morphisme ¢ de U, de matrice dans la base (/, / ) : 

A 42 
ie a) Déterminer |’image et le noyau de @ (on 

discutera suivant les valeurs du paramétre réel m). 

3.8 Mémes questions qu’a l’exercice précédent 
avec 

ue” am 

3 1-—m/ 

Ss ee SSSSSSSSSSSSSSSSmmmMFsHhFeseseseseFeFeseseF 
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3.9 Soit » ’'endomorphisme de R® qui associe a 
tout élément (x, y, z) de R® I’élément (x’, y’, z’) de 
R* défini par : 

x’=y+z 

y’'=x+y+z 

z'=x. 

Déterminer l'image et le noyau de g. 

3.10 Soit S2 ensemble des polynémes 4 coeffi- 

cients et a variable réels, de degré inférieur ou égal 
a 2, et du polynéme nul. 

Pour tout élément f de JS, défini pour tout x réel 
par 

f(x) =ax?+ bx +c, 

on pose 

f'(x)=2ax +b, f"(x)=2a. 

1. Démontrer que |’application 

eg: S2—> Se 
f +—> f"+2f'+ mf 

est linéaire (m étant un nombre réel donné). 

2. Déterminer m pour que ¢ soit un automor- 

phisme de fo. 

3. On suppose m = 1 et f est défini pour tout x réel 

par 

f(x) =2x?-— x +1. 

Calculer ¢(7). 

Transformer la matrice A par la méthode du pivot 
et déterminer I’image et le noyau de I’application 
linéaire de IR? dans R” de matrice canonique A 
dans les cas suivants. On discutera suivant les 
valeurs du paramétre réel m éventuellement 
(ex. 3.11 a 3.14): 

7 EE TON 
3.11 A=| m 2 4 

—5m 3 4 

3.12 A=|m+2 1 0 
0 OF mn 

m 1 2 

Bisa einbneisi sine pise 
) fiy<S jer2oited 

pe Or 

B14 n=|.0. 4.4.1 

Homothéties vectorielles 

3.15 Soit g un endomorphisme de WU. On dit 
qu’une droite vectorielle D de VU est invariante par 

y si et seulement si g(D) =D. 

1. Montrer que toute homothétie vectorielle de U 
laisse invariante toutes les droites vectorielles 

de UV. 

3. APPLICATIONS LINEAIRES 

2. Réciproquement soit ¢ un endomorphisme de 

U tel que toutes les droites vectorielles de U 

soient invariantes par ». Si V et 7’ sont des 
vecteurs quelconques, non nuls, de ‘, il existe 
donc des scalaires k et k’ tels que 

g(V)=kvV et o(V’)=k'v’. 

a) Si(V, V’) est une famille liée, montrer que k = k’. 

b) Si (Vv, 7’) est une famille libre, il existe un 
scalaire k” tel que 

g(V+V')=k"(V+07’). 

Montrer que k = k'=k’”. 

c) En déduire que » est une homothétie vecto- 
rielle. 

3.16 4. Démontrer qu’une homothétie vectorielle 
h d'un espace vectoriel VU commute avec tout 

endomorphisme ¢ de U (c’est-a-dire que l’on a: 

goh=hog). 

2. Réciproquement soit % un endomorphisme non 

nul d’un plan vectoriel P qui commute avec tout 

endomorphisme g de P. Les matrices de w et 9, 

dans une base (/,/ ), sont respectivement : 

XoZ ac 

fella Vase Dima 

Montrer que w est une homothétie vectorielle. 

3.17 Soit gy l’endomorphisme de R® qui associe a 

tout élément (x, y, z) de R® |’élément (x’, y’, z’) de 
R® défini par : 

XO AZ 

Vie ZX. 

Di Kats 

Trouver le noyau de ». En déduire que ¢ est bijectif. 

Montrer que les restrictions de g a la droite 
d’équations x=y=z et au plan d’équation 
x +y +z =0 sont des homothéties vectorielles. 

Formes linéaires 

3.18 Soit P un plan vectoriel rapporté a une base 
(/, /). Trouver une forme linéaire @ définie sur P 
telle que : 

i). =2, « U pe a1. 
Déterminer le noyau et l'image de ¢. 

3.19 Soit U un espace vectoriel de dimension 3 et 
(i, /, kK) une base de VU. Trouver une forme linéaire 

g définie sur U telle que : 

g(i)=2, off )=-1, o(k)=1. 
Déterminer le noyau et l'image de ¢. 

3.20 Soit U un espace vectoriel de dimension 3 et 
((,J/, k) une base de U 

1. Trouver les formes linéaires » et w définies sur 

VU telles que : 

e(7)=2, of )=-1, o(k)=4 

(7 )=3, w()=-2, o(k)=—-5. 
2. Trouver des bases de Ker 9, Ker y, 

(Ker ¢)M (Ker w). 

“SCI Eee 0 
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3. EXERCICES Se 

Sous-espaces vectoriels supplémentaires 

3.21 Soit f l'ensemble des fonctions numériques 

définies sur R et paires. as 

Soit J lensemble des fonctions numériques 

définies sur R et impaires. 

1. Démontrer que f et J sont des sous-espaces 

vectoriels de l'ensemble ¥F (IR, R) des fonctions 

numériques définies sur R. 

2. Démontrer que f et J sont des sous-espaces 

vectoriels supplémentaires de F (R, R). 

3.22 Dans R’°, soit E l'ensemble des triplets de la 
forme (a —b, 2a,3a+2b) et F l'ensemble des 
triplets de la forme (0, 3c, 5c) ou a, b, c sont des 

réels quelconques. 
Montrer que E et F sont des sous-espaces 

vectoriels supplémentaires. 
Donner une base de E, de F. En déduire une base 

de R°. 

3.23 Mémes questions qu’a l’exercice précédent 
en considérant, dans R*, les ensembles E et F des 
quadruplets de la forme (a, -a+b,a+b, b) et 

(-c +d, —d,c,c) ou a, b, c, d sont des réels 

quelconques. 

3.24 Soit U un espace vectoriel de dimension 3 et 
(i,j, k) une base de UV. On considére |’endomor- 
phisme ¢ de VU défini par : 

e(i)=-T +k, e)=ft+k elky=F +7. 
Déterminer le noyau et l’image de ¢. Montrer que 
ce sont deux sous-espaces vectoriels supplémen- 
taires de VU. 

3.25 Soit U' un sous-espace vectoriel d’un 
espace vectoriel UV. 

1. Démontrer que la relation R définie, quels que 
soient G et V de UV, par: 

uRkRV S&S G-VEWN,, 

est une relation d’équivalence sur VU. 

2. Démontrer que R est compatible avec l’addition 

dans UV et la Bb att externe c’est-a-dire 

que, quels que soient U, Vv, 7', V' de U et quel que 
soit A de R, ona: 

(GRVetowRV') => (T+H)RKR(V +0’) 

(ARV) => (Ad)R(AV). 

3. On appelle U/a;- l'ensemble quotient de VU par 
RK et on définit l’'addition dans cet ensemble et la 

multiplication par un réel, quels que soient & et V 
de U/a; et quel que soit A de R, par: 

Ch Dips ena, 
U+v=a=a+V 
i 

AU =AU 

Démontrer que U/q, a une structure d’espace 
vectoriel. 

4. Soit U" un sous-espace vectoriel supplémen- 

taire de UV’ dans VU. Démontrer que |’application 

@ : UV" —> Via: 
: 

Py as yt 
Vest Vi 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En 
déduire, si 27 est de dimension finie, que : 

dim U/ay =dim U —dim VU". 

Composition des applications linéaires 

3.26 Soit VU un plan vectoriel. 

1. On suppose que ¢ est un endomorphisme de U 

tel que Im g = Ker 9. 

a) Démontrer que dim Im g =dim Ker @ = 1. 

b) Soit i un vecteur non nul de Ker 9. Démontrer 
qu’il existe un vecteur / tel que e(/ )= i et tel que 

(7, 7) soit une base de UV. 

c) On pose y og =¢? et w désigne |’application 

nulle de UV. 

Démontrer que ¢7= 

2. Réciproquement soit ¢ un endomorphisme de 

VU tel que: 

gow et 97 =0. 

Démontrer qu’il existe un vecteur @ tel que 
(Ud, g(a )) soit une base de VU. Quelle est la matrice 
de ¢ dans cette base? Montrer que Im ¢ = Ker 9. 

3.27 Soit U un espace vectoriel de dimension 3 et 
g un endomorphisme de VU. On pose ¢ og = 9” et 
9°” og =@*. On désigne par w |’application nulle 
de U. On suppose que 

po Fommetato> =o: 
> 

1. Démontrer qu’il existe un vecteur u tel que 
(d, p(@), e2(7) soit une base de UV. 

2. Soit V=xi + yo(W)+ze2(%) un vecteur quel- 
conque de WU. Calculer 9(V), @7(7), eV). En 
déduire le noyau et l'image de ¢, 97, ¢°. 

3.28 Soit un espace vectoriel VU de dimension 
n <3. On se propose de déterminer la dimension 

de VU pour qu’il existe un endomorphisme » de U 
tel que: 

(1) gop = —iday 

ou ida, désigne l’application identique de V. 

1. Montrer _que l'image par @g d’ une droite 

vectorielle D est une droite vectorielle ¢(D) et que 
Vintersection de_ D et ¢(D) est le vecteur nul [on 

pourra vérifier, 7 étant un vecteur directeur de D, 

que les réels a et B tels que ai = Bo(Z) sont 
nécessairement nuls compte tenu de (1)]. En 

déduire, si un tel endomorphisme exisie : n =2. 

2. D étant une droite vectorielle engendrée par le 
vecteur @ non nul, quelle est la dimension du 

sous-espace vectoriel U’ engendré par U et v(t)? 
Quelle est image de VU" par »? 

3. Soit n =2. W étant un vecteur non nul de U, 
montrer, si g existe et vérifie (1), que (U7, ¢(i )) est 
une base de U. Quelle est la matrice de » dans 
cette base? 

4. Soit n = 3. On suppose qu’il existe un endomor- 

phisme ¢ de VU vérifiant (1). @ étant un vecteur non 
nul, montrer qu’il existe un vecteur V tel que 
(d, p(7), V) soit une base de VU. Compte tenu de 
l’expression de ¢(V) dans cette base, quelle est la 
matrice de » dans cette base? En déduire une 
contradiction. Que peut-on en conclure? 

(Bac C. Besangon. 1976, partiel) 

STUN ee ee 
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3.29* Soit @ un endomorphisme d’un espace 
vectoriel U. 

1. Démontrer que 

Im ¢? Clim @ 
Ker 9 CKer 2. 

2. On suppose que VU est de dimension finie. 
Démontrer que les propositions : 

(1) Im @@ Ker 9 =U 

(2) Im ¢ =I|m ¢? 

(3) Ker ¢ = Ker 2 

sont équivalentes [on montrera que l’on a: 

(4) = (2) (2) = (6) (3) = (1)) 

Systemes d’équations linéaires 

On utilisera la méthode du pivot dans les exercices 
qui suivent (ex. 3.30 a 3.35) : 

3.30 Résoudre dans R°: 

3x + 16y —8z+5t=18 

{5 tO Vie S2aot == —— | 

x+4y —2z+t=4. 

3.31 Déterminer le noyau de |’application linéaire 
de IR° dans IR* de matrice (IR®° et R* étant rapportés 
a leur base canonique) : 

=—2.48% -%) 1 
1 =t.44 4 
7 =5)=5 5 
So ts or DN 

3.32 Montrer que |’endomorphisme ¢ de R* de 
matrice dans la base canonique : 

fron 7 
foe ne te Be 

efi OMG 2M O 
depoctyoe tat 

est bijectif. Déterminer l’antécédent par g du 
vecteur (0, —2, —3, 1). 

3.33 Résoudre dans R® et discuter : 

( 2x +3y -3z=m 
xi Ver OZ, = = 7 
x+3y+z=5 
2x +y+z=2. 

3.34 Résoudre dans R°® et discuter : 

mx +y+z=1 
x+my+z=m 
x ty +mz=m?. 

(On échangera la 1 et 3° équation et on 
appliquera la méthode du pivot.) 

3.35 Résoudre dans R?® et discuter : 

(8m —4)x +2(m —1)y + (8m —2)z = 

2(m —1)x +2(m—1)y +(38m -2)z=m—-1 
mx + my +2mz =m?—2m +1. 

3. APPLICATIONS LINEAIRES 

Projections et symétries vectorielles 

3.36 Soit U un plan vectoriel rapporté a une base 
(7, fc )et gl endomorphisme de U de matrice dans 

la base (/, fi SE 

OlM wl WIM Wi — 

1. Trouver la nature de g. 

2. Trouver les deux sous-espaces vectoriels qui le 

caractérisent. 

3.37 Soit ¢ l’endomorphisme de U rapporté a une 
base (/, / ) tel que : 

g(i)=ai —j (a réel donné) 

927) = oli). 
1. Trouver la matrice de ~ dans la base (i, j). 

2. Trouver la nature de 9g. 

3. Trouver les deux sous-espaces vectoriels qui le 

caractérisent. 

3.38 Soit U un espace vectoriel de dimension 3 et 
(7, 7, kK) une base de VU. On considére I’endomor- 
phisme ¢ de U3 défini par : 

ALN peeled load 
ef )=-i-k 
o(k)=i +7 +2k. 

1. Trouver la nature de 9. 

2. Trouver les deux sous-espaces vectoriels qui le 

caractérisent. 

3.39 Mémes questions qu’a l’exercice précédent, 
la matrice de g dans la base (/, /, kK) étant : 

1 1 
Zieh ig 
2 2 
1 1 
ee Nis 
2 2 
1 1 
= ae l= 
2 2 

3.40 Mémes questions qu’a l’exercice 3.38 avec : 

= 2 Xo) 

& | 
OR Ost 

3.41 Mémes questions qu’a l’exercice 3.38 avec : 

e()=5(-7- Var +R) 
ef =F 

o(k)=5 (37 + V2i +R). 

Trouver l'image par ¢ de la droite vectorielle de 

vecteur directeur / Lp +k et du plan vectoriel 

d’équation cartésienne x +y +z =0. 

ee 
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3. EXERCICES lah ae lr Cre ne vos ETSY 8 ee 

3.42 Soit S. l'ensemble des polynémes @ coeffi- 

cients et a variable réels, de degré inférieur ou égal 

a 2, et du polynéme nul. Soit ¢ l’application de Sp 

dans Sf qui associe a tout élément f de 

So .X > ax? +bx+e 

le polyndme 

o(f): xX b> cx? + bx +a. 

1. Trouver la nature de ¢. 

2. Trouver les deux sous-espaces vectoriels qui la 

caractérisent. 

3.43 Soit @ la projection de R®* sur le plan 
vectoriel P d’ équation x +y +z =Oetde direction 
la droite vectorielle D d’ équations x = y =Z. 

L’application @ associe a tout élément (x, y, z) de 

R? élément (x’, y’, z’) de R®*. Calculer x’, y’, z’ en 
fonction de x, y, Z. 

3.44 wéame question qu’a l’exercice précédent 

avec la projection @ de R® sur la droite vectorielle 

D de vecteur directeur (1, —1, 3) et de direction le 

plan vectoriel Pd équation x + 2y —z =0. 

3.45 Soit UV un espace vectoriel de dimension 3 et 
(yk) une base de U. On consideére le plan 
vectoriel P contenant les vecteurs i —ket ai fe et 

la droite vectorielle D contenant le vecteur / + k. 

1. La symétrie o par rapport a P, de direction D, 
associe a tout vecteur V=x/ + yj +zk de U le 
vecteur o(V)=x'i + yf +2’k. Calculer x', y’, z’ 

en fonction de x, y, Zz. 

2. La symétrie o’ par rapport | a D, _de direction P, 

associe a tout vecteur v= =x/I + yi +zk de i le 

vecteur o'(V) =x” + y’ fie + z"k. Calculer x”, Vier ze 
en fonction de x, y, z 

3. Définir l’application a’ oa. 

4. Deéfinir analytiquement les projections vectoriel- 

les sur P, de direction D, et sur D, de direction P (on 

utilisera les questions précédentes). 

Révision 

3. 46 Soit U un plan vectoriel rapporté a une base 
(i, ir ) et g l'endomorphisme de U de matrice dans 
la base (/, Hf ee 

ee a ae LY ee 
16 ) 

me" | m+1 

1. Déterminer le noyau et l'image de @ (on 

discutera suivant les valeurs du paramétre réel m). 

2. Existe-t-il des valeurs de m pour lesquelles » 

est une homothétie vectorielle? une projection 

vectorielle? une symétrie vectorielle? Les caracté- 
riser quand elles existent. 

3.47 Soit U un plan vectoriel rapporté a une base 
B=(i,/ ). Son Pm 'endomorphisme de U dont la 
matrice relativement a la base % est: 

m — An =( m | 

Mea ine 

1. a) Pour quelles valeurs de m, om est-il bijectif? 

Quelle est alors la matrice de ¢,,' relativement a la 

base B? 

b) Déterminer m pour que ¢,, soit involutif. 
Préciser, dans ce cas, les éléments caractéristiques 

de @m- 

2. a) On suppose m #0. 
Montrer que l’égalité: 9,,(@)=AU nest vérifiée 
par des vecteurs 7 non nuls que pour deux valeurs 

dy et A> de A(A ER). On notera A, la valeur 
indépendante de m. 

b) Soit F,={@EE: o7(7)=A,0} 

Fo={G EE: om(7)=Aao }. 

Montrer que F, et Fz sont des droites vectorielles. 

c) Soit (@,) une base de F, et (W2) une base de Fo. 

Montrer que (i, U2) est une base B' de WV. 
Quelle est la matrice A/, de 9, relativement a la 

base 4'? 
1 

3. On donne a m la valeur 3" Déduire de |’étude 

faite dans la question 2 que ¢} est la composée 

d’une projection vectorielle et d'une homothétie 

vectorielle que |’on caractérisera. 

(Bac E. Toulouse. 1975, partiel) 

3.48 Soit U un plan vectoriel rapporté a une base 
(i, j ) et g 'endomorphisme de U de matrice dans 

A, a, b étant des nombres réels donnés. On 

suppose a et b non tous deux nuls. 

1. Déterminer le noyau et l'image de ¢. A quelle 
condition, Im g =Ker @? 

2. On suppose _Im @ #Ker g. En prenant pour 
nouvelle base (IF, Jt) avec | Elm g et J€ Ker Q, 

trouver la matrice de ¢ dans la base (I, 3): Montrer 

que ¢ est la composée de deux endomorphismes 
simples que |’on définira. 

3. On suppose Im ¢ = Ker ¢. Montrer que l'on a : 

b #0 et que (bi — aj, / ) est une base de UV. Quelle 
est la matrice de ¢ dans cette base? Que peut-on 
dire de goog? 

3.49 Soit UY un espace vectoriel de dimension 3 
rapporté a une base (i, if k ) et g l’endomorphisme 
de U défini par : 

oli =e )=e(k) =F +7 +k. 
1. Déterminer le noyau et |’image de ¢. 

2. En prenant pour nouvelle base : (Fd: K) avec Tf 

et J dans Ker g etK dans Im ¢y, montrer que @ estla 
composée d’une projection vectorielle et d’une 

homothétie vectorielle- Montrer qu'il en est de 
meme de 9? =909, 9p? =gpogog, 

¢” =@g" ‘og pour n entier =2. 

3.50 On désigne par E un espace vectoriel | sur R 
de dimension 3 et on note & une base (/, /, k) 
de E. 

Sennen ee re ee 
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3. APPLICATIONS LINEAIRES 
a nn 

Etant donné deux réels a_et b, on considére 
l'application linéaire o,, de E dans E définie par 

Gap(i =i +(a-1)f 
Gao )=(b-1)7 

@a.b(K) = al + bk. 

1. a) Soit 7 un vecteur de E de coordonnées x, y 
et z dans la base %. Quelles sont les coordonnées 
de ~,.5(W) dans cette base? 

b) Déterminer le noyau et l'image de ¢,,p. 

Montrer que 9, est bijective si et seulement si 
b#O et b#1. 

Lorsque b =0 ou b =1, vérifier que le noyau et 

Vimage de 2, sont deux sous-espaces vectoriels 
supplémentaires de E. 

2. Existe-t-il un couple (a, b) de R? tel que o,, 

soit une projection vectorielle? Dans |’affirmative, 
la caractériser. 

3. Soit P le plan vectoriel de base (i, / ). 

a) Vérifier que ¢oo(P) =P. 
Soit o l’application de P dans P qui, a tout vecteur 
V de P, associe Lo, o(V). 
Démontrer que o est une symétrie vectorielle de P 

que l’on caractérisera. 

b) Démontrer que g99=7T°a Cow OU 7g est Il’appli- 

cation : 

<i ml 

ee 

ha <a U 

et & une application linéaire de E dans P que l’on 

caractérisera. 

4. Vérifier que o3, 4(E) est le plan vectoriel de base 
(7, k ). Quel est l'ensemble A(W ) des éléments de ie 

dont l’image par ¢,, ; est un vecteur quelconque Ww 

de ce plan? 

(Bac. C. Paris. 1977, partie!) 

3.51 Soit Sf l’espace vectoriel de tous les polyné- 
mes et Sf, l’espace vectoriel formé du polynéme 

nul et des polynémes de degré inférieur ou égal an 
(n entier =2). Soit a et B deux réels distincts. 

1. Quelle est la dimension de Jf,,? 

2. a) Montrer que les trois sous-ensembles sui- 

vants sont des sous-espaces vectoriels de /, : 

E, ensemble des polynémes de J,, possédant la 
racine a; 

E, ensemble des polynémes de #,, possédant la 
racine B; 

E ensemble des polynémes de J,, possédant les 
racines a et B. 

b) Démontrer que les polynémes : 

X -—> X-—a, xX > x(x -a), 

xX H> x2(x —a@), 4. X HR x" -"(x -@), 

forment une base de E,. 

c) Démontrer que les polynémes 

xX (x —a)(x —B), xK —— x(x —a)(x — 8B), 

x > x2(x —a)(x — 8B), -, 
x K> x"-2(x — a)(x — B) 

forment une base de E. 

3. Soit g l’application de ff, dans lui-méme qui 
associe a tout polynédme P de J, le polynéme : 

x t—> P(a)x + P(B). 

a) Montrer que ¢ est une application linéaire. 

b) Déterminer le noyau de 9g. 

c) Démontrer que o(f,,) est le sous-espace de J, 

formé par les polynémes de degré inférieur ou égal 
a. 

4. a) Démontrer qu’il existe des réels A et uw tels 

que 

(Y¥x ER) A(x -—a)+p(x —B)=1. 

b) On appelle F lensemble des polynémes, 
sommes d’un polynéme quelconque de E, et d’un 

polynédme quelconque de Eg. 
Démontrer que tout polynédme constant appartient 
a F. 

c) Démontrer que tout polynédme : x +> x? de 
f, appartient a F. 

[On rappelle que, pour p =2, 

xP —aP =(x —a)(xP 14+ xP tq +... + a?!) 

d) En déduire que ff, =F. 

e) Vérifier la relation : 

dim E, +dim Eg =dim Sf, + dim(E, M Eg). 
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/ 4) CALCUL 
BARYCENTRIQUE 

Dans ce chapitre et le suivant, pour pouvoir traiter en méme temps tous les 

cas, il sera commode de désigner par X la droite, le plan, ou l’espace et par X 

l'ensemble des vecteurs de X. On sait que X est un R-espace vectoriel (de 

dimension 1, 2 ou 3 selon que X est la droite, le plan, ou l’espace). 

Rappelons que, un point O étant choisi dans X, l’application M +— OM 

réalise une bijection de X sur x 
Enfin, si Y est un point, une droite ou un plan de X, l’ensemble des vecteurs de 

Y est un sous-espace vectoriel de X (de dimension 0, 1 ou 2) qu’on appelle la 

direction de Y et qu’on note Y. 

4.1 BARYCENTRE D’UNE FAMILLE ((A,, @;))jicti,n} 

On connait depuis la classe de Seconde la définition du barycentre de deux, 
trois ou quatre points du plan. On se propose ici d’étendre cette définition. 

a) Définition du barycentre 

Appelons point pondéré le couple (A, a ) formé par un point A de X et un réel 
a appelé coefficient ou masse de A. 

Considérons une famille finie ((A,, a1), ..., (Ans @n)) de n points pondérés 
(n =1). Nous noterons cette famille (CAR: cin) hae ni) C’est une famille de 

couples. 

On appelle fonction vectorielle de Leibniz associée a la famille ((A;, @; yer n 
application s 

: f:X— X 

M+t—> > aMA,. 
i=1 

Etudions si cette application est bijective. Pour cela, cherchons les points M 
de X tels que f(M)=@ ou @ est un vecteur donné de X. Choisissons une 
origine O et déterminons OM. Les égalités suivantes sont équivalentes : 

(1) f(M)=0 

> aMA; =é 
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4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

(2) > a:) OM = f(O) -#. 

e Si >) a; #0, quel que soit le vecteur @ de X, le point M cherché est unique; 
i=1 

c’est le point défini par : 

Ee: 1 ad 
(3) OM =——-(f(O)-3@). 

> a; 
i=1 

L’application f est bijective. 

En particulier, il existe un unique point G en lequel f s’annule. Ce point est 

caractérisé par f(G)=0 ou, ce qui est équivalent d’aprés (3), par 

0G = f(O). 
n 

> a 

n 

e Si > a; =0, distinguons deux cas : 
i=1 

ou bien d # f(O), l’équation (2), donc Il’équation (1) n’ont aucune solution; 

ou bien 0 = f(O), l’équation (2), donc I’équation (1) admettent pour solution 

tous les points de X. 

Donc, lorsque S a; =0, application f est constante. 
i=1 

Retenons : 

Théoréme et définition 

Soit ((Ai, arene) une famille de points pondérés. 

e Si >, a, £9, il existe un unique point G tel que 
i=1 

(4) > @,GA, =0 
i=l 

ou encore, O étant un point quelconque de X, 

(5) 0c (> @,04,). 
i=1 

Ce point est appelé barycentre de la famille ((A;, Wy) eee ou encore 

barycentre des points A,, ..., A,, affectés des coefficients a, ..., @,- On le 

note 

G= Bar ((A;, a icteny 

= 0, le vecteur ey Qj MA, est indépendant du point M de X. 
i=1 

@ Si ee a; 

i=1 
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§ 4.1.b. FO 

b) Propriétés du barycentre 

1. Il résulte de (4) ou de (5) que: 

le barycentre ne change pas si on change l’ordre des couples (A;, @;). 

2. Si A est un nombre réel non nul, on a 

S a;GA; =(0 <> yy (Aa; )GA; = 

i=l 

ce qui montre que : 

si A # 0, Bar ((A;, a, ae n)— Bar ((A;, Aa;))ien, n) 

Remarquons, en particulier, qu’on peut choisir A de telle sorte que la somme 

I 
des nouveaux coefficients soit égale a 1: A = 

3. Supposons qu’il existe une partie J de [1, n] (JASet IFC, n}) telle que 

S a; #0. Posons K=[1, n]—J. Ona: 
icJ 

Ds a,GA; =0 <—_> >» a,;GA; ie SF a,GA; =0 

i=l i 

or, d’aprés (5) ow on remplace O par G et G par G’=Bar((A;, a;))icy : 

——- 1 — 

GG' = —— (> a,GA)) 

EES 

donc GA, =0 <> (SD a,)GG'+ > aGA, =5 
i=1 icJ ieK 

ce qui montre que G est également le barycentre de G’ affecté du coefficient 

S a; et des points pondérés (Aj, a; ), indice i décrivant K. Autrement dit : 
icJ 

le barycentre ne change pas si l’on remplace plusieurs points, dont la somme des 

coefficients est non nulle, par leur barycentre affecté de la somme de ces 
coefficients. 

C’est la propriété dite «d’associativité » du barycentre. 

4. Coordonnées du barycentre. Placgons-nous, par exemple, dans le cas ot X 
est l’'espace E. Soit (O, /, /, k) un repére cartésien de E, (x;, y;, z;) les 
coordonnées du point Aj, (x, y, z) celles du barycentre G. La formule (5) 
montre que : 

On a des formules analogues pour le plan et la droite. 

SUEUR eS ee 
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c) Exemples 

4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

D’une facgon générale, si tous les coefficients sont égaux et non nuls, le 

barycentre de la famille (cA; ees est appelé Visobarycentre (ou 

équibarycentre) des points A,, A», ..., A,. C’est aussi le barycentre de la 

famille ((A,, iy eae: d’aprés la propriété 2 du barycentre. 

Comme nous Il’avons déja dit, X désigne une droite, un plan ou l’espace E 
éventuellement. 

Milieu d’un point (A, B) ou d’un segment [A, B] 

Soit A et B deux points de X. Le milieu du bipoint (A, B) ou du segment 
[A, B] est Pisobarycentre G des points A et B. Il est donc défini, d’aprés (4), 
par : 

GA+GB=0 

ou encore, en choisissant une origine O, d’aprés (5) : 

Peet A se Me 
OG =; (OA + OB). 

En particulier, en prenant O en A: 

ae aes | Srnees 
AG == AB. 

2 

On sait que le segment [A, B] est l’ensemble des points M de X tels que 

AM = AAB oiule réel A décrit [0, 1]. Le milieu du segment [A, B] est donc un 

point de ce segment, de plus |[GA|| = ||GB||. Notons que le milieu de [A, B] 
est l’unique point du segment [A, B] (et méme de la droite (AB)) équidistant 

de"A ecdeb. 

Centre de gravité d’un triangle ABC 

Soit trois points A, B, C non alignés de X. Nous appellerons centre de gravité 

G du triangle ABC l’isobarycentre des points A, B, C. Il est donc défini, © 

d’aprés (4), par: 

GA +GB+GC=90 

ou encore, en choisissant une origine O, d’apreés (5) : 

I 
OG =; (OA + OB + 0C). 
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§ 4.1.c. 
; 

STS 

D’aprés la propriété 3 du barycentre, pour déterminer G (fig. 1) on peut 

remplacer (B, 1) et (C, 1) par (A’, 2) ot A’ est le milieu de [B, C]. Donc G est 

le barycentre de (A, 1) et (A’, 2). Ona donc, pour un point O quelconque : 

OGa OGe (OA +204’). 

En particulier, pour O=A: 

AG == AR. 

On aura des résultats analogues en rémplacant (A, 1) et (C, 1) par (B’, 2) eten 

remplacant (A, 1) et (B, 1) par (C’, 2), les points B’ et C’ étant respectivement 

les milieux de [A, C] et [A, B]. On retrouve la propriété : 

les trois médianes [A, A’], [B, B’], [C, C’] d’un triangle ABC sont concourantes 

2 ‘ e 

au centre de gravité du triangle, situé aux 3 de chacune d’elles a partir du 

sommet. 

wa Centre de gravité d’un tétraedre ABCD 

Soit quatre points A, B, C, D non coplanaires de X. Ils déterminent un 

tétraédre ABCD (fig. 2). Nous appellerons centre de gravité G du tétraédre 

ABCD l’isobarycentre des points A, B, C, D. Il est donc défini, d’aprés (4) ou 

(5), par 
ed eee — — > > 

GA+GB+GC+GD=0 

ce qui est équivalent, en choisissant une origine O, a: 

OG = 7 (OA + 0B + 0C + OD). 

Cc fig. 2 

D’apres la propriété 3 du barycentre, pour déterminer G on peut remplacer : 

(A, 1) et (B, 1) par (J, 2), I étant le milieu de [A, B] 

(C, 1) et (D, 1) par (J, 2), J étant le milieu de [C, D]. 

Le point G est le barycentre de (I, 2) et (J, 2) c’est-a-dire le milieu de [I, J]. 
On peut aussi remplacer (B, 1), (C, 1) et (D, 1) par (A’, 3), A’ étant le centre 
de gravité du triangle ABC. Le point G est le barycentre de (A, 1) et (A’, 3). 

SU DLL ee 
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4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

On a donc, pour un point O quelconque : 

OG = 7 (OA +307’). 

En particulier pour O=A: 

On aura des résultats analogues en associant ainsi les sommets deux a deux ou 
encore trois de ces sommets A, B, C, D. On appelle arétes les segments 
joignant deux sommets, et arétes opposées deux arétes n’ayant pas de sommet 
commun. Les médianes du tétraédre sont les segments tels que [A, A’] 

joignant un sommet au centre de gravité du triangle formé par les trois autres 
sommets. En résumé : 

Les trois segments joignant les milieux des arétes opposées et les quatre médianes 

d’un tétraédre sont concourants au centre de gravité du tétraédre. Ce point est 

e Y 4 eye : J 3 4 

situe au milieu de chacun des trois premiers segments et aux 4 de chaque médiane 

a partir du sommet. 

4.2 REPERE CARTESIEN ET REPERE AFFINE. 
COORDONNEES CARTESIENNES ET 
COORDONNEES BARYCENTRIQUES 

a) Repére cartésien et repeére affine 

Soit (A,, A>) un couple de points, distincts, d'une droite D. Le couple 

CAP AAs) est un repére cartésien de D. Le couple (A,, A>) est appelé repére 

affine de D. 

Soit (A,, A>, A) un triplet de points, non on alignés, d’un plan P. La famille . 

(A,A As, A Av As) est une base de P et (A; AJA A,A2, A AVAs) est un repére cartésien. 

de P. Le triplet (A,, A>, A;) est appelé repere affine de P. 

Soit enfin un quadruplet (A,, Az, As, A4) de points, non coplanaires, de 

l"espace_ Ea La_ famille (A\A A>, A AvAss A A,Agq) est une base de E et 

(A,, A\A A,A>, A Aras A A,Aq) est un repére cartésien de E. Le quadruplet 

(A,, A>, A3, Ay) est apelé repére affine de E. 

b) Coordonnées cartésiennes et coordonnées barycentriques 

e Soit M un point quelconque de X et (A;, Ao, ..., A,) un repére affine 

de X ot: n est égal a 2, 3 ou 4 suivant que X est une droite D, un plan P ou l’es- 

pace E. On sait qu’il existe un systeme de coordonnées cartésiennes es unique 

(x1, X25 ---» X,—-1) du point M dans le repere cartésien(A,, A;A A,Ap, .. Age An ) tel 

que : 

A,M = x,A,A, Testes + x, -,A;Az 

=(1 =) Grass etc — X,-1) AA + x,A,A, + eters + x,—-1A,A, 

EE ee a 
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REMARQUES 

124 

donc (on reconnait une égalité définissant un barycentre, l’origine étant A;) : 

Mi Bar( (Ay, PE A nt eee 

e Réciproquement si M = Bar((A,, Wi (As Xs) ee Ae, )), ona: 

(a A,A, + wet anAA, ) 

ce qui montre que M appartient a X, ses coordonnées cartésiennes dans le 

* OE a aaa ae (6m) An 

repeére cartésien (GA. A,Ao, .-+; A,A, ) étant — Fe ig 

> a 
i=1 i=1 

Concluons : 

Théoréme 

Soit X une droite ou un plan ou l’espace. X est l’ensemble des barycentres 

des points d’un repére affine de X. 

Si M est le barycentre de ((A;, a; PE: n}> (@1, @2, -.-, A, ) eSt appelé systéme 
de coordonnées barycentriques de M dans le repére affine (A,, A>, ..., A, ) 
deeXe 

1. On sait (cf. § 4.1 b) propriété 2 du barycentre) que siA #0, (Aa,, Aa, ..., Aa,, ) est 
aussi un systeme de coordonnées barycentriques de M. Montrons que |’on obtient, de 
cette facon, tous les systemes de coordonnées barycentriques de M : 
Si 

M = Bar((Aj, a1), (Az, @2), ---» (Ans @n)) = Bar((Aj, a/), (Ap, a4), ..., (A,, a1) 

alors : 

A,M = —— (a,A,A, +... + a,A,A,, ) =k (a2A,A, +... + a,A,A, ) 

> a; 
i=1 

1 —_ = ae cee =— (asA\A, +... + a/A\A,)=k'(aSAjAy +... taZAA,) 
ey 
i=1 

1 1 
en posant k= et k'= 

D’ou (unicité du systéme de coordonnées cartésiennes) : 

ka,=k'a}, ..., ka, =k'a!, 

ess 
Oa OO coe 



EXERCICE 
RESOLU 

4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

par suite : 

- be 3k k 
i 2 a Cte pi Ore, te 

k k 

cya EN een 

Donc tous les coefficients a; (1<i<n) sont de la forme Aa; avec A = ke 

2. Reprenons la démonstration du théoréme précédent avec les mémes notations et en 
ne_considérant qu’un segment [A,, A,] qui est l'ensemble des points M tels que 
A\M M=x, Ava 1A, avec x, €[0, 1]. Nous en déduisons : 

un segment est Pehsenibie des barycentres de ses extrémités affectés de coefficients 
positifs. 

Soit A, B, C trois points non alignés d’un plan P. La bissectrice intérieure issue de A 
coupe le segment [B,C] en un point A‘. Déterminer un systéme de coordonnées 
barycentriques de A’ dans le repére affine (B, C). En déduire que les trois bissectrices 
intérieures du triangle ABC sont concourantes et déterminer un systéme de coordonnées 
barycentriques de leur point de concours \ dans le repére affine (A, B, C). 

C, 

Soit D la bissectrice intérieure issue de A, D’ la bissectrice extérieure. On pose 

AC =5, |ABl|=c,  ||BCl|=a. 
Notons sp (resp. Sp) la symétrie orthogonale par rapport a la droite D (resp. D’). 

Comme D et D’ sont perpendiculaires, on a 

Sp OSp= Sa 

ou s, est la symétrie par rapport au point A. = 

Comme D est la bissectrice intérieure, on a sp({AB))=[AC) d’ou, en posant 

C= sp(G): 

[AC,) = sp (LAC)) = 55-0 Sp([AB)) = 54 (LAB)). 

On en déduit que A appartient au segment [B, C,] et, comme AB||=c et 

AC, |] = AC] = 
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d’ou, d’aprés le théoréme de Thales : 

bA’B + cA'C =0 

donc A’ = Bar((B, b), (C, c)). 

AB || ABI 
INotons7 aul passace1QUCs = 

A’C|| [AC] 
Les trois points pondérés (A, a), (B, b), (C, c) ont un barycentre I puisque 
at+b+c #0. Par associativité, I est le barycentre de (A, a) et de (A’, b +c), c’est 

donc un point de D. Un raisonnement analogue montre que I est sur les autres 

bissectrices intérieures : les trois bissectrices intérieures sont concourantes en un point 
dont un systéme de coordonnées barycentriques est (a, b, c) dans le repére affine 

(A, B, C). 

4.3 FONCTION SCALAIRE DE LEIBNIZ 

On utilise dans ce paragraphe, contrairement au précédent, la notion de 

produit scalaire de deux vecteurs de X. 

a) Définition et formules de Leibniz 

On appelle fonction scalaire de Leibniz associée a la famille ((A;, @;))ier1, n} 
lV application 

Quels que soient les points M et M’ de X ona: 

g(M)= > a; (MM'+ M’A;)? 

= SS a; (MM? ar 2MM’-M’A,; + M’A?) 

a 1” cas: > 0p =0 

Nous avons démontré (cf. § 4.1 a)) que le vecteur > a,M’A, est un vecteur 
i=1 

constant 0, on a donc: 

(1) g(M) = g(M’) + 2MM’-6 

= ee 
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4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

REMARQUE Dans le cas ot le vecteur @ est nul, la fonction scalaire de Leibniz est constante. 

m2 cas.: > a, #0 

Le barycentre G de la famille ((A;, Uaicpeha existe et est défini par : 

> aGA 
i=1 

Ona” 2(M) = 2(G)+2MG- S aiGA,) +(> a) MG? 

Se 
i=1 

g(M) = g(G) + (> a) MG? 

Les formules (1) et (2) sont connues sous le nom de « formules de Leibniz ». 

s Cas particulier 

Soit A et B deux points d’une droite D, I le milieu de (A, B). Soit M un point 

quelconque de X et H le projeté orthogonal de M sur D. 

fig. 4 

En appliquant ce qui précéde aux deux points pondérés (A, 1) et (B, 1), on 

obtient le «théoréme de la médiane ». 

2 7 aan 3-5 ,AB 
MA? + MB?’ = 2MI’ + —— 

En utilisant maintenant les deux points pondérés (A, 1) et(B, —1), on obtient 

MA? — MB? = IA?— IB? + 2MI-é 
rss EEE 
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avec 6 =MA—MB=BA: 

(les mesures algébriques sont calculées par rapport a un vecteur unitaire 

de D). 

b) Ensemble des points M tels que g(M)=k (kek) 

Etant donnés n points pondérés (A;, a;) et une constante k réelle, on se 

propose d’étudier l'ensemble & des points M de X tels que 

ajMA? = k, ~N 
l 

n 

w Premier cas: >, a; =0 
i=1 

n 

On sait alors que le vecteur 6 = > a,;MA, est indépendant du point M. Soit O 

un point quelconque de X. Diapres la formule (1), on a: 

g(M)=2(0)+2MO-o. 

Un point M de X appartient a & si, et seulement si, 

g(O)+2MO-é =k 

c’est-a-dire MO-d= ee. 

e Sid =0 et k —2(O)#0, l'ensemble & est vide. 

e Sid=Oetk — g(O)=0, l'ensemble & est X entier. 

e Sid #0: 

Soit D la droite passant par O et de vecteur directeur 6. Soit M un point 
quelconque de X, H le projeté orthogonal de M sur D. Posons OH = Ad. 
Comme 

MO:é =(MH+HO):é =HO-@ = —av 

on a: MEé <> Moen a 5 ee 
2 207 

Soit Hy le point de D défini par OH, = (o-4 v. 
20 

&é est l’ensemble des points de X qui se projettent orthogonalement en Ho 
sur D. Si X est un plan, & est une droite; si X est ’'espace, & est un plan. 
ee 
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4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

REMARQUES 1. Si on connait a priori un point My de & : 

e sid =0, & est égal A X: 

e sit 40, & est la droite ou le plan passant par Mo et orthogonal a 7. 

2. Sion ne connait pas de point de &, on choisit O de telle sorte que le calcul de g(O) 
soit le plus simple possible. 

mw Deuxiéme cas: >, a, #0 
i=] 

Soit G le barycentre des points pondérés (A,, aj), ..., (A,, @ )- 

En appliquant la formule (2), on obtient : 

n 

g(M)= 9(G) + (> a) MG. 
t=1 

Dod : ME& <> Mo 

> a; 
i=1 

e Si ee l'ensemble € est vide. 

> a; 
i=1 

e Si k —g(G)=0, l'ensemble & est égal a {G}. 

k — g(G) 
e Si >0, ensemble 6 est le cercle (resp. la sphére) de centre G et 

kg g(G) 

> aj 
i=1 

de rayon si X est un plan (resp. l’espace E). 

REMARQUES 1. La discussion fait apparaitre le nombre k — g(G). Il est donc utile de savoir calculer 
g(G) en fonction des données, qui sont les A; et les a. Faisons le calcul lorsque n = 3. 

La formule de Leibniz : 

(VMEX) g(M)=2(G)+(a, + a2 + a3) MG? 

donne, en |’appliquant successivement avec M en A,, A, ou A;: 

g(A,)= g(G) + (a, + a2 + a3) AG? 
g(Az) = g(G) + (a, + a2 + a3) A2G? 

g(A3)= g(G) + (a, + a2 + a3) A3G?. 
a EEE SEES an SSES SS 
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§ 4.3.b. re 

En multipliant ces égalités respectivement par a,, a, a3 eten faisant ensuite la somme 

membre a membre, on obtient : 

2(a,a,A,A3 ar a03A,A3 ats a3a,A3A7) =2(@, ta, + a3)2(G) 

aa,A,A3 ap aa3A,A3 ar a3a,A,A7 

Qa,+A,+ a3 , 

2. Sion connait un point Mg de 6, la discussion est sans objet : & est le cercle (ou la 

sphére) de centre G et passant par Mo. 

g(G)= 

EXERCICE 
RESOLU Soit k € R*, A et B deux points distincts d’un plan P. Déterminer l’ensemble & des 

points M de P tels que ||MA||=k ||MB]. 
Comme k, |[MA]|, |[MB|] sont des nombres positifs ou nuls, on a 

ME& <> |MA||=k |MB|| <> MA?-k?MB?=0. 

e Si k =1, & est la médiatrice de [A, B]. 

e Sik #1, soit Gle barycentre de (A, 1) et (B, —k?). L’ensemble & est soit vide, soit 

un cercle centré en G. 
Or, on peut remarquer que les deux points 

I=Bar((A, 1), (B,k)) et J=Bar((A, 1), (B, -k)), 

qui existent tous deux, sont des points de &, qui ne peut donc étre vide. L’ensemble & 
est donc le cercle de diametre [I, J]. 

Comme k >0, le point I appartient au segment [A, B]. Le point J est sur la droite 
(AB) mais en dehors du segment [A, B]. Les deux points I et J sont du méme cété du 
milieu de [A, B]. En effet, \|TA | [TA] 

ie 
WTA IAI 
18 || [7B || 

sont tous deux plus grands que 1 ou tous deux plus petits que 1. 
Soit M un point de & autre que I et J. Ona 

donc les rapports 

MA = ot I= Bar((A, 1), |B, ———))=B A, ||MB]}), (B, ((A, 1), ( Tal ar((A, |[MB||), (B, ||MAll)). 
Il en résulte (cf. exercice résolu du § 4.2 b)) que la droite (MI) est la bissectrice 
intérieure de l’angle AMB. Comme (MJ) est perpendiculaire 4 (MI), la droi 
la bissectrice extérieure de l’angle AMB. a Fee 

TEE ee 

130 



Exercices 

Barycentres 

4.1 Soit G le barycentre d’une famille 
((Ai, @))iet1, nj} de points pondérés telle que 

n 

» aj #0. 

=) 

Soit JC[1, n] et K=[1, n]—J. On suppose 

~~ aj =0. 

iéJ 

Montrer que la _ famille ((Aj, @;))j;ex a un 
barycentre G’. 

Que peut-on dire de la position de G par rapport 
a G’? 

4.2 Soit ((Aj, @;))ie,n) une famille de points 
n 

pondérés telle que > a; =0. 
=A 

Soit JC[1, n] tel que > a; #0. Les deux familles 
ieéJ 

(Ai, @))ieu Ct ((Ai, @7))iexk Ont des barycentres, 
respectivement G, et G». Montrer que G,Go 
appartient a une droite vectorielle fixe (c’est-a-dire 
indépendante du choix de J). 

4.3 Dans l’espace E, on considére quatre points A, 

B, C, D. Soit f et g les applications suivantes de E 
dans E: 

f :M +—> 2MA+ 4MB - 3MC — 3MD. 
g :M+t—> 2MA+ 4MB + 3MG + 3MD. 

On donne un vecteur & de E. Trouver l'ensemble 

des points M de E dans chacun des cas suivants : 

1. f(M)=a 

2. g(M)=a 

3. f(M) et g(M) sont colinéaires. 

4.4 Soit un triangle ABC et a, B, y des nombres 

réels tels que 

a+B+y#40,B+y#0,y+a#4#0,a+B 40. 

Soit : 

G le barycentre de ((A, a), (B, B), (C, y)) 

A’ le barycentre de ((B, 8), (C, y)) 

B’ le barycentre de ((C, y), (A, @)) 

C’ le barycentre de ((A, a), (B, B)). 

1. Déterminer a’, B’, y’ en fonction de a, B, y 
pour que G soit le barycentre de 

((A’, 2’), (B’, B’), (C’, y’)). 

2. Quelle propriété obtient-on si a=B=y? 

4.5 Soit un triangle ABC et a, B, y des nombres 
réels non nuls tels que 

a+B+y=0,8B+y#0,y+a#0,a+8 #0. 

Soit : A‘ le barycentre de ((B, B), (C, y)) 

B’ le barycentre de ((C, y), (A, @)) 
C’ le barycentre de ((A, «), (B, B)). 

Démontrer que les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont 

paralleles. 

4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

4.6 Soit ABC et A’B‘C’ deux triangles de |'es- 
pace E, ayant méme centre de gravité. 

1. Démontrer que AA’ + BB’ + CC’ =0. 

2. En déduire (si A#A’, B#B’, C#C’) que les 
droites (AA’), (BB’), (CC’) sont paralléles 4 un méme 
plan. 

4.7 Soit ABCD et A’B’C'D’ deux tétraédres de 
l'espace E. 

1. Démontrer que si ABCD et A’B’C’D’ ont méme 
centre de gravité : 

AA’ + BB’ + CC’ + DD’ = 0. 

2. Réciproque. 

4.8 Dans l’espace E, soit D et D’ deux droites non 
coplanaires. La droite D est définie par un point A 
de D et un vecteur directeur @ et la droite D’ par un 

point A’ de D’ et un vecteur directeur W’. Deux 

points M et M’ décrivent D et D’ de manieére que : 

AM=)U, A'M’=X'0". 

1. Quel est l'ensemble décrit par le barycentre G 

des points M et MW’ affectés de coefficients donnés a 
et a’ (a +a’ #0) quand A et A’ décrivent R? 

2. Quel est l'ensemble décrit par le point G 
précédent quand A et A’ varient de maniére que 
A= '? 

4.9 Soit un triangle ABC et les nombres réels \ et 
bm qui varient de maniére que A + yu =1. Soit : 

A’ le barycentre de ((B, A), (C, ~)) 

B’ le barycentre de ((C, A), (A, ~)) 
C’ le barycentre de (A, A), (B, ~)) 
G l'isobarycentre des points A’, B’, C’. 

Montrer que G est fixe. 

4.10 Soit un triangle ABC. On désigne par : 

G, le barycentre de ((A, a), (B, B), (C, y)) 
G> le barycentre de ((A, —a), (B, B), (C, v)) 
Gz le barycentre de ((A, a), (B, —B), (C, y)) 
G, le barycentre de ((A, a), (B, B), (C, —y)). 

1. Démontrer que les droites (AGz), (BG3), (CG,4) 
sont concourantes en G;. 

2. Démontrer que les droites (G2G3), (G3G,4), (G2G,4) 
passent respectivement par C, A, B. 

4.11 1. Démontrer, par récurrence, que pour tout 
entier naturel n non nul : 

le each opps it a 5 

6 

2. Soit P un plan rapporté a un repére (O, /, j ). On 
pose 1={0, 1, 2, »-; n} ou n est un entier naturel 
non nul donné. On désigne par A, p le point dont 

le couple de coordonnées est un élément (m, p) de 

eae eee eee eee ee ee ce een eee enn nnn LL 
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4. EXERCICES eee 

|x|. On affecte chaque point A», » du coefficient 

m +p. Calculer les coordonnées du barycentre G 

de la famille ((Am, p, + P))(m, pyerxi (POUFr calculer 

l'abscisse de G, on remplacera les points de meme 

abscisse par leur barycentre affecté de la somme 

des coefficients de ces points). 

4.12 Dans un plan P rapporté au repére (O, /, / ), 

on considére les deux points A et B de coordon- 

nées respectives (1, 0) et (0, 1). 
A tout point M de coordonnées (x, y) on associe, 

lorsqu’il existe, le barycentre M’ des points 
pondérés (O, 1), (A, x), (B, y). On définit ainsi une 

fonction : 

f:P—>P 

M + > M’. 

1. Déterminer l'ensemble de définition & de f. 

2. Déterminer l'image de & par f. 

3. Déterminer l'ensemble des points M de P tels 

que f(M)=M. 

(D’aprés Exercice. Bac C. Nantes. 1981) 

4.13 Dans un plan P, soit un point fixe O et la suite 

de points Mo, Mj, ..., My, ... tels que 

(1) (¥n EN) OM,,.=2a0M,,,—a@70M, 

ou a est un réel donné, a #1. 

1. Soit G,.; le barycentre de M,,, et de M, 
affectés respectivement des coefficients 1 et —a. 

Vérifier que G,,; et G,+.2 sont alignés avec O. 

Comment G, se déduit-il simplement de G,_,? 

1 

2. Dans tout ce qui suit a sar Moy et M, ont pour 

coordonnées respectives (2, 0) et (1, 1) dans un 

repere orthonormé d'origine O. Placer sur un 

graphique les points Mo, My, G,. et expliquer la 

construction par laquelle chacun des points Go, Mo 
se déduit des précédents. 

3. On suppose connu que, pour toute suite réelle 
(u,) vérifiant 

{ 

(WO EN) Unso=Uns4 VF Ups 

il existe des constantes a et B telles que 

(Wo EN) u, =(5)" te + Bn). 

Calculer en fonction de n, les coordonnées x, et y, 

de M,. Les suites (x,) et (y,) sont-elles 
convergentes? 

M, a-t-il une position limite pour n infini? 

(D’aprés Bac C. Rouen. 1981) 

4.14 Dans un plan P on donne trois points A, B, C 
non alignés. A tout nombre réel A on associe le 
barycentre G, lorsqu’il existe, de la famille : 

((A, 3), (B, A — 2), (C, —A +1)). 

Quel est l'ensemble décrit par G? (on prendra pour 
repére cartésien : (A, AB, AC).) 

4.15 Méme question qu’a l’exercice précédent 
avec : 

(An=A? + 4), (By 4? =4);(Cyar+ 2). 

4.16 Dans |’espace E, on donne quatre points A, B, 

C, D non coplanaires. A tout nombre réel A on 

associe le barycentre G, lorsqu’il existe, de la 

famille : 

((A, A — 1), (B, A + 2), (C, 2A +3), (D, —4A — 2)). 

Quel est l’ensemble décrit par G? (On prendra pour 

repere cartésien : (A, AB, AC, AD).) 

4.17 Méme question qu’a l'exercice précédent 

avec : 

((A, A +p), (B, 2A +3y —1), 
(C, =A — 2p +2), (D, —2A — 2h), 

ou A et uw décrivent R. 

4.18 Dans un plan rapporté a un repére affine 
(A, B,C), on donne les points P et Q de 
coordonnées barycentriques respectives : 

(1,2, —1) et (-—1, —1, 3). Soit M le point de 

coordonnées barycentriques (a, B, y)- 

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante 

vérifiée par a, B, y pour que le point M appartienne 

a la droite (PQ). On prendra pour repeére 

cartésien : (A, AB, AC).) 

2. Déterminer un systeme de coordonnées bary- 
centriques des points d’intersection, s’ils existent, 

de la droite (PQ) avec les droites (AB), (BC), (CA). 

4.19 Dans un plan rapporté a un repére affine 
(A, B, C), quel est l'ensemble des points M de 

coordonnées barycentriques (a, B, y) vérifiant la 

relation 2a +38 —y=0? 

4.20 Dans un plan P, on considére trois points A, 
B, C non alignés. La bissectrice intérieure (resp. 
extérieure) du triangle ABC issue de A coupe le 

segment [B, C] (resp. la droite (BC)) en A’ (resp. A’, 

si ||AB|| 4 ||AC|)). 
Déterminer un systeme de coordonnées barycentri- 

ques de A’ et de A” dans le repére affine (B, C). En 
déduire que la bissectrice intérieure issue de A et 

les bissectrices extérieures issues de B et de C sont 
concourantes en un point dont on donnera un 

systeme de coordonnées barycentriques dans le 
repere affine (A, B, C). 

4.21 Soit A, B, C trois points non alignés d’un 
plan P. 

1. Construire le barycentre G de 

(A, 1),(B; 2), (C, =1)): 

2. Déterminer l’ensemble E des points M du plan 
pour lesquels 

uj =MA+2MB-MC et v¥=2MA—-MB-MG 

sont colinéaires. 

3. Déterminer l'ensemble F des points M du plan 
pour lesquels ||d || = ||V7 |]. 

4.22 Soit A, B, C trois points non alignés d'un 
plan P. Soit M un point de P de coordonnées 

SEER ame se 
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barycentriques a, B, y par rapport a (A, B, C). Soit 
O.un point de P. Montrer 

oy? - SOA? + BOB? + 06? 

ae 

aBAB? + ByBC2 + yaCA2 

i (a +p 7) 
Quel est l'ensemble des points M de P dont les 
coordonnées barycentriques vérifient : 

aBAB? + ByBC? + yaCA2 = 0? 

Fonction scalaire de Leibniz 

4.23 Soit A, B, C trois points d’un plan P, a, B, y 
trois nombres réels non nuls tels que a + B + y =0. 

On suppose qu'il existe un point O du plan P tel que 

aQA + BOB at: yOC =O; 

1. Montrer que les points A, B, C sont alignés. 

2. Soit la fonction scalaire de Leibniz définie par : 

f(M) = aMA? + BMB2 + yMC2. 

Montrer que 

f(M) = aAB- AC = BBC: BA= yCA- CB. 

4.24 Soit A, B, C trois points distincts alignés sur 
une droite D; montrer que pour tout point M de 

l'espace E et pour toute orientation de la droite D 

MA?BC + MB?CA + MC?AB = —AB- BC-CA. 

(On pourra utiliser l’exercice 4.23.) La relation 
précédente est appelée relation de Stewart. 

4.25 Soit P un plan. Si M et N sont deux points du 
plan P, on note MN leur distance. 

1. Soit A, B, C trois points de P tels que 

AB=AC=5 et BC=6. 

Calculer le produit scalaire AB- AC. 

2. On désigne par G le barycentre de (A, 2), (B, 3), 

(C, 3). Construire le point G et calculer la 

distance GA. 

3. On considére l’application f de P dans R qui a 
tout point M de P associe le réel 

f(M) = 2MB- MG + MC-MA+ MA- MB. 

Démontrer que |’on a, pour tout point M de P: 

f(M) = f(G) + 4MG?. 

Calculer numériquement f(A) et f(G). 

4. Déterminer et construire l'ensemble E des 

points M tels que f(M) = f(A). 

(Exercice Bac. C. Paris. 

Session de remplacement. 1981) 

4.26 On considére l’espace E, la distance de deux 
points quelconques M et N de E est notée MN. 

1. Soit trois points A, B, C non alignés et | le point 

défini par : 

4. CALCUL BARYCENTRIQUE 

De quels coefficients a, b, c faut-il affecter 

respectivement les points A, B, C pour que | soit 
leur barycentre? 

2. On suppose maintenant que le triangle ABC est 
rectangle en A et que AB = 2et AC = 1. On pose : 

S={M/MEE, MA?-—2MB?2-MC?= -—3}. 

Démontrer que S est une sphére dont on précisera 
le centre et le rayon. 

(Exercice Bac. C. Aix-en-Provence. 1980) 

4.27 Soit A, B, C trois points alignés, deux a deux 
distincts dans un plan P associé au plan vectoriel P. 
On pose AC = AB ot AER. 

1. a) Donner une condition nécessaire et suffi- 

sante portant sur le triplet (a, B, y) de R® pour que 

la propriété suivante soit vérifiée 

A est le barycentre du systéme (B, B), (C, y) 
et B est le barycentre du systeme (C, y), (A, a) 

et C est le barycentre du systeme (A, a), (B, B). 

b) On vérifiera que l'ensemble X des triplets 
(a, B, y) satisfaisant 4 cette condition est la droite 

vectorielle de IR*® engendrée par le vecteur 
u =(A —1, —A, 1), privée du vecteur nul. 

2. Soit (a, B, y) un élément de X. 

a) Soit f application de P dans P définie par : 

(YMEP) f(M)=aMA+ BMB + yMG 

déterminer l'image de P par f. 

b) On considére l’application ¢@ de P dans R 
définie par : 

(YMEP) (M)=a MA?+B MB? + y MC?. 

Montrer que ¢ est constante. 

(Exercice Bac. C. Orléans - Tours. 1980) 

Révision 

4.28 Soit A, B, C trois points non alignés d’un 
plan P. On appelle P l'ensemble des vecteurs de P. 

1. On considére les applications 
> 

Geer he lee ce 
M +> MA+MB+MC. 

g:.P—>P 

M +—> 2MA-MB-MC. 

Déterminer |’ensemble des points M du plan P dans 

chacun des cas suivants : 

a) ||f(M)|| = 2 llg(M)|. 
b) f(M) et g(M) sont colinéaires. 

c) f(M):g(M) =2. 

2. Traiter les mémes questions a), b), c) avec la 

méme application f et avec 

Gee Pa iy 
M +> 2MA+MB-MC. 
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APPLICATIONS AFFINES 

5.1 APPLICATIONS AFFINES. DEFINITIONS. PREMIERES PROPRIETES 

Vous savez que l’application de R dans R : x #—> ax est appelée application 

linéaire et que l’application de R dans R: x +> ax +b est appelée 

application affine. 
Nous allons généraliser cette derniére notion d’application affine. 

Les notations sont les mémes qu’au chapitre 4. 

a) Application affine de X dans X 

EXEMPLES 

REMARQUE 

Définition 

On dit qu’une application f de X dans X est affine si et seulement s’il existe 

un endomorphisme ¢ de X et un vecteur b de X tels que : 

(V6EX) flb)=e(s)+b 

Remarquons que, pour une application affine f donnée de X dans X, b = f(0) 

donc b est unique et l’endomorphisme ¢ aussi puisque 

(ViEX) e(b)=f(b)-5. 
g est appelé l’endomorphisme associé a f ou encore la partie linéaire de f. 

1. Tout endomorphisme de X est une application affine (6=0). 

2. Toute application constante de X dans X est affine (ge est 1endomorphisme nul). 

3. Toute application t : 6 H+ oi +b, ot b est donné, est affine (» = idg). 
Une telle application est appelée translation vectorielle de vecteur b. 

Une application affine de X dans X est la composée d’un endomorphisme de X et d’une 
translation vectorielle (fig. 1). 
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5. APPLICATIONS AFFINES en 

b) Application affine de X dans X 

Soit f une application de X dans X. Il sera commode de noter O’, M’, N’, ... les 
images par f des points O, M, N, ... On appellera couple de points homologues 
(M, M’) tout couple formé par un point M de X et son image M'’ par f. 

Définition 

On dit qu’une application: M +—> M’ de X dans X est est affine si et 

seulement s *il existe un point O de X tel que l’application : OM +— OM’ 

de X dans X soit affine. 

Autrement dit une application f de X dans X est" affine si et seulement s ‘il 

existe un point O de X, un endomorphisme ¢ de X et un vecteur b de X tels 

que quel que soit le couple de points homologues (M, M’): 

OM'= ¢(OM) +b. 

Soit O' image de O, on a en faisant M =O dans la relation précédente, 

O0'=5b 

donc: 

(1) OM’ = ¢ (OM) + OO’ 

L’égalité (1) est équivalente a: 

(2) O’M’ = ¢ (OM) 

On peut alors énoncer : 

Théoreme 1 

Une application de X dans X est affine si et seulement s’il existe un couple de 

points homologues (O, O’) et un endomorphisme ¢ de X tels que, quel que 

soit le couple de points homologues (M, M’) : 

(2) O'M’ = ¢ (OM) 

Soit (N, N’) un autre couple de points homologues pour une telle application 

affine : 



S95 abe §i522ka. lees lineata iene aE ae ee ee ee ee 

REMARQUE 

Réciproquement soit une application f de X dans X telle qu "il existe un 

endomorphisme ¢ de X pour lequel, quels que soient les couples (M, M’) et 

(N, N’) de points homologues, on ait : 

(3) | MN = (MN) 

Si l’on choisit un point particulier N = O, on en déduit (2) pour tout couple de 

points homologues (M, M’) donc f est affine. On peut énoncer : 

Théoréme 2 

Une application de X dans X est affine si et seulement s’il existe un 

endomorphisme ¢ de X tel que, quels que soient les couples de points 

homologues (M, M’) et (N, N’): 

(3) MN’ = ¢ (MN) 

On remarquera la différence entre les énoncés des théorémes | et 2 : dans I’ égalité (2) 
le couple de points homologues (O, O’) est fixé et le couple de points homologues 
(M, M’) est quelconque; dans I’ égalité (3) les couples de points homologues (M, M’) et 
(N, N’) sont quelconques. 

5.2 DETERMINATION D’UNE APPLICATION AFFINE 

a) On donne O, O’, ¢ 

Soit f une application affine de X dans X. L’endomorphisme ¢ intervenant 
dans la définition ou les théorémes 1 ou 2 précédents est indépendant de O et 
unique. 
En effet, lorsqu’on a (3) on déduit (2) ou (1) en choisissant N = O quelconque. 

D’autre part soit ¢ un autre endomorphisme associé a f, pour lequel on a quels 
que_soient les couples de points homologues (M, M’) et (N, N’): 
M'N’ = vs (MN). e 
Quel que soit 0 de X, soit (M, N) un bipoint tel que MN =@ et M’ et N’ les 
images de M et N par f: 

®’)=9¢(MN)=MN' 

o) = w(MN) = M’N’ 
donc (Vi EX) yg (%)=H(H), et, par suite, o =y. 
Cet unique saseohete est appelé l’endomorphisme associé a f ou encore 
la partie linéaire de f. 

¢ ( 
ib ( 

i), 

eS 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

Réciproquement 4 un endomorphisme g de X, on peut associer plusieurs 
applications affines. Par exemple si O’ #0", les applications de X dans X 
définies par : pane, ee ioe 

OM’ =o (OM) + OO’ 
OM" = ¢ (OM) + 00" 

sont des applications affines différentes associées au  méme 
endomorphisme g. Montrons que, par contre, si l’on se donne un couple 
(O, O') de points de X et un endomorphisme ¢ de X, il existe une applica- 

tion affine f unique de X dans X telle que O’ = f(O) et d’endomorphisme 
associé ¢ : 

Existence. L’application f de X dans X définie par 

OM’ = ¢ (OM) + OO’ 
répond a la question. 

Unicité. Soit g une autre application affine répondant a la question. Appelons 

M’ et M” les images d’un point M quelconque de X respectivement par f et 

par g: a =f) ats bate 
_O'M’=¢(OM) et O'M”=¢(0M) 

donc O'M’ = O’'M" par suite M’=M"”. Ainsi (VM EX) f(M) = g(M) donc 

f =g. Enoncons : 

Théoréme 

Soit O et O’ deux points de X et ¢ un endomorphisme de XK 

Il existe une application affine f unique de X dans X telle que O' = f(O) et 

d’endomorphisme associé ¢. 

b) On donne les points d’un repere affine et leurs images 

Soit (A,;, A>, ..., A, ) un repére affine de X ou n est égal a 2 ou 3 ou 4 suivant 

que X est une droite, un plan ou l’espace. On donne également des points Aj, 

A}, ..., A, de X. Il existe un endomorphisme unique ¢ de X tel que les images 

des vecteurs de la base (A,A>, AjA3, ..., A;A,,) soient les vecteurs AjA3, 
AA A‘A’. Donc il existe une application affine f unique de X dans X 

telle que A; =f(A,) et d’endomorphisme associé g. Les images par f des 
” 

points;A>,-Az,. . A, sont les points. A> ~A,. ..., Aj tels que: 

KOA aoe AAV = AVA, donc. At=e4; 

Ah = ol AA, AA. donc Al= A’. 
Concluons : 

Théoreme 

Soit (A,, A>, ..-, A,,) un repére affine de X et des points Aj, Aj, ..., Aj, 

de X. 

Il existe une application affine f unique de X dans X telle que les images par 

f des points A,, A>, ..., A, soient respectivement les points Aj, A), ..., A}. 
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c) Détermination analytique 

EXERCICE ve Lo yese PaGBhnaA 
RESOLU Soit l’espace E rapporté a un repeére cartésien (ORs Pee ). On considere l’app ication 

affine f de E dans E telle que O a pour image O'(1, 2, —1) et dont l’endomorphisme 

associé g est défini par : seg ee | 
Le A ol ea A 

p(j )=i =) +2k | 
g(k)=—-i +3j +k. 

Trouver les coordonnées (x', y', z') du point M' image de M(x, y, Z) par ifs 

M’ est défini par : OM’ = ¢ (OM) + 00’. 
> 

La matrice de (y(i), o (7), @(K)) dans la base (i, 7, k) est : 

1 1 al 

( =i ’ 

1 2, 1 

Xe — Nec Veet a 

Les coordonnées de M’ sont : [>= = Vea BK ae W 

i NG te 

ws Cas général 

Si O a pour image O'(x9, yo, Zo) et si l'on connait la matrice de g dans la base 

eee Qi, Aig Ay 

(«2 72 «) 

3; 32 33 

soit Papplication affine f telle que O’ = f(O) et d’endomorphisme associé ¢. 

Les coordonnées du point M’ image par f du point M(x, y, z) sont : 

x'=a4;X + Qy2y + A432 sae XG 

{» = A71X + Any + A73Z + Yo 

Z' = a31X + ayy + 332 + Zo. 

Réciproquement des formules du type précédent définissent une application 
affine. 

Vous définirez, de méme, des formules analogues dans le cas ot X est un plan 
ou une droite. 

5.3 PROPRIETES DES APPLICATIONS AFFINES 

a) Conservation du barycentre 

On dit qu’une application f de X dans X conserve le barycentre si, pour toute 

famille ((A;, a;)\ren, n) de points pondérés de barycentre G, (> a; # 0), la 
| : i=3 
famille ((A‘, és ear a pour barycentre G’. 
(On note toujours A‘ = f(A; ), G’ = f(G). 
Soit f une application affine et G= ae a; epit nis ON as 

Sy a,GA; = 6. 

i=1 

SEE ee SE 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

En appliquant l’endomorphisme ¢ associé A f aux deux membres de cette 
égalité, on obtient : 

donc S a; GA; = 0 

ce qui exprime que G'=Bar((A\, oman n,. toute application affine 
conserve le barycentre. 

Réciproquement, soit f une application de X dans X conservant le barycentre. 
Nous allons prouver que f est st affine. Soit O un point de X et ¢ l’application de 
X dans X qui au vecteur OM associe le vecteur O'M’. La démonstration 

consiste a montrer que ¢ est linéaire. 

Soit uetv _deux vecteurs de X, P, Q et R les points de X tels que OP = 

00 =é et OR=%+7%. Ona les équivalences : 

OR =OP+0Q <> OR = —-00 + OP + 0Q 

<*> R =Bar((O, —1), (P, 1), (Q, 1)). 

Comme f conserve le barycentre, on en déduit 

R’ = Bar((O’, —1), (P’, 1), (Q’, 1)). Ona: 
O'R’ ES ~0'0’ a OP’ +4 (ones a O'R’ = O'P’ ae 0'0’ 

/ <> o(it+t)=e(i)+¢(d). 
Soit maintenant un réel A et S le point de X tel que OS=Az Ona: 

OS=AOP <> OS=(1-A)00+A0P 
<> S =Bar((O,1-—A),(P,A)). 

On en déduit S’ = Bar ((O’, 1 pA) (RA )). On a les équivalences : 

O'S’ =(1-A)OO'+AOP <> O'S'=AOP <> o(riti)=Ae (i). 

Nous avons donc prouvé : 

Théoreme 

Une application f de X dans X est affine si et seulement si elle conserve le 

barycentre. 

APPLICATIONS 

1. Soit D une droite de X, A et B deux points distincts de D. On a vu 

(cf. § 4.2 b)) que D est l'ensemble des barycentres des deux points A et B. Soit 

f une application affine de X dans X. Puisque f conserve le barycentre, f(D) 

est l'ensemble des barycentres de A’ et B’. Donc : 

e Si A’=B’, f(D) est le singleton We 

e Si A’#B’, f(D) est la droite D’ définie par les deux points A’ et B’. 

Donc une application affine conserve l’alignement (trois points alignés ont des 

images alignées ou confondues). 

Te 
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§ 5.3.a. § 5.3-b. 
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Dans les deux cas (A’ = B’ ou A’ # B’), la direction de f(D) est l'ensemble des 

vecteurs 0} = AA’B’ ot A décrit R c’est-a-dire 

Quand A décrit R, AAB décrit la direction D de D et & décrit ¢ (D). Donc la 

direction de f(D) est ¢ (D). 

Il en résulte que si eax droites ont méme direction, leurs images ont méme 

direction. 

2. Nous allons maintenant traiter le cas d’un plan P de X. Soit A, B, C trois 

points non alignés de P. On a vu (cf. § 4.2 b)) que P est l'ensemble des 

barycentres de A, B et C. L’image de P par l’application affine f est donc 

ensemble des barycentres des points A’, B’, C’. Donc : 

e Si A'=B'=C,, f(P) est le singleton {A’}. 

e Si A’, B’, C’ sont alignés sur une droite D sans étre tous confondus, f(P) est 

égal a cette droite D. 

e Si A’, B’, C’ sont non alignés, f(P) est le plan défini par les trois points A’, 

Bic. 
Donc une application affine conserve la coplanairité (quatre points coplanaires 

ont des images coplanaires ou alignées ou confondues). 

Dans les trois cas précédents, la direction de f(P) est l'ensemble des vecteurs 

v =AA'B' + pA'C’ ot A et w décrivent R c’est-a-dire 

v=o (AB) + pe | AC) 

b= g (AAB+ pAC). 

Quand A et « décrivent R, AAB + »AC décrit la direction P de P et @ décrit 
¢(P). Donc la direction de f(P) est ¢ (P). 
Il en résulte que si deux plans ont méme direction, leurs images ont méme 
direction. 

3. Siune droite D est paralléle a un plan P, ona DC P par suite o (D) Ce (P). 
Si l'image de D est une droite, alors f(P) est une droite ou un plan et f(D) est 
paralléle a f(P). 

On peut résumer les études faites dans les applications 1, 2 et 3 en disant : une 
application affine conserve le parallélisme. 

b) Conservation de la convexité 

Définition 

‘ Une partie C de X est dite convexe si et seulement si 

(V(M,N)EC?) [M,NICC 

Exemples 

Un singleton, un segment, une demi-droite ouverte ou fermée, une droite, un 
demi-plan ouvert ou fermé, un disque, un plan, un demi- -espace ouvert ou 
fermé, une boule ouverte ou fermée, l’espace E entier sont des parties 
convexes. 
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5. APPLICATIONS AFFINES 
—_—_—_—_—_——:e——eeeerrrrorr eee 

Soit C, et C, deux parties convexes de X. Quels que soient les points M et N de 

leur intersection, le segment [M, N] est, par hypothése, a la fois dans C, et 

dans C;, donc dans leur intersection. Nous venons de montrer : 

Théoréme 

L’intersection de deux parties convexes est convexe. 

Notons que la réunion de deux parties convexes n’est pas nécessairement 

convexe. Par exemple, la réunion de deux singletons {A} et {B}, avec AB, 
n’est pas convexe. 

Etudions maintenant l’image d’une partie convexe par une application affine f. 

Pour cela, étudions tout d’abord l’image d’un segment [M, N]. 

On sait (cf. § 4.2b) Remarque 2) que [M, N]est l’ensemble des barycentres P 

de ((M, a), (N, B)) avec a =0 et B =0. Puisque f conserve le barycentre, 

Vimage de [M, N] est l'ensemble des barycentres P’ de ((M’, a), (N’, B)) 

avec a=0 et B=O0 cest-a-dire le segment [M’, N’]. Donc limage d’un 

segment [M, N] par une application affine est le segment [M’, N’]. 

ee 

fig. 2 

Soit alors C une partie convexe de X (fig. 2). Quels que soient les points M’ et 

N’ de f(C), il existe M et N de C tels que f(M) = Met f(N)=N’. Ona: 

[M,N]CC donc f([M,N])Cf(C) c’est-a-dire [M’, N'ICf(C). 

Enoncons : 

Théoreme 

L’image d’une partie convexe par une application affine est convexe. 

eo ee EEE eee 
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c) Applications affines injectives, surjectives, bijectives 

Soit f une application affine de X dans X définie par 

O'M' = » (OM) 

ou ¢ est l’endomorphisme associé a f et O' = f(O). 

e Si f est injective, montrons que ¢ est t_injectif. Pour cela (cf. § 3.2 d)), 

montrons que Ker g = {0}. Choisissons OM =@€ Ker g, on a alors : 

M)=0 => OM’=0 => M’=0' 
(car f est injective) 

0 —> #=0. 

e Réciproquement si ¢ est injectif, montrons que f est injective. Pour cela, 

montrons que si f(M)=f(N) alors M=N: 

f(M)=f(N) => ¢(OM)=¢(ON) => ¢(ON-OM)=0 
—> g(MN)=0 

—> MN=0(car ¢ est injectif) 

= > MEN. 

e Si f est surjective, montrons que ¢ est surjectif. Pour cela, montrons que 

tout vecteur i’ de X est l'image par ¢ d’au moins un vecteur de X. Choisissons 
O'M’=%". Il existe au _moins un point M di MI M’ par ie (puisque f est 

surjective). Ona : 0’ = O'M’ = Q (OM) donc é v' est l'image de 6 = OM par ¢. 

e Réciproquement si ¢ est surjectif, montrons que f est surjective. Pour cela, 

montrons que tout poet M’ de> Xestl’ image par f d’au moins un point de X. Si 

l'on se donne M’, soit 0’ = =O™M M’, il existe v d d de X tel que 6’ = ¢ (4) (car ¢ est 

surjectif), soit M tel que OM =3, ona OM = Q (OM) donc M’ est l’image 
de M. 

e Comme X est un espace vectoriel de dimension finie et g un 
endomorphisme de X, on sait que l’on a: 

g injectif <> og surjectif <> 9 bijectif. 

En résumé : 

Théoreme 

Soit f une application affine de X dans X et ¢ son endomorphisme associé. 
Les six propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) f est injective (2) f est surjective (3) f est bijective 
(4) ¢ est injective (5) ¢ est surjective (6) ¢ est bijective. 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

5.4 COMPOSITION DES APPLICATIONS AFFINES 

a) Composée de deux applications affines 

Soit f et g deux applications affines de X dans X d’endomorphismes associés 
e et yw. Montrons que g of est affine en utilisant le théoréme 2 du § 5.1 b). 
Soit M et N deux points quelconques de X. Ona: 

f 2 

xX — X ——> X 

M +> M’ + > M” 

N > N’ +=} N"”. 

On sait que M’N’ = ¢ (MN) et M’N” = v (MN’). 

Dot = (W(M, N)EX?)_ M’N"= b (@ (MN)) =(# og)(MN) 
ce qui montre que g of est une application affine d’endomorphisme associé 
Wwog. Donc: 

Théoréme 

Soit f et g deux applications affines de X dans X, d’endomorphismes 

associés © et wW. 

La composée g o f est une application affine de X dans X d’endomorphisme 

associé ys og. 

b) Le groupe affine de X 

On sait (cf. § 5.3 c)) qu’une application affine de X dans X est bijective si et 

seulement si son endomorphisme associé est bijectif. Une telle application 

affine est appelée une bijection affine de X ou encore une transformation affine 

de X (une transformation de X étant une bijection de X sur lui-méme). 

Soit E l’'ensembie des bijections affines de X, muni de la composition des 

applications : 

e la loi o est interne dans E car quelles que soient les bijections affines f et g 

de X, d’endomorphismes associés ¢ et y, on vient de voir que |’application 
g of est une application affine de X dans X d’endomorphisme associé yf 0 ¢ et, 

comme ¢ et w& sont bijectifs, yo est bijectif donc g of est une bijection 

affine de X; 

e la composition des applications étant associative, elle lest dans E; 

e |’élément neutre est idx qui est une bijection affine de X; 

e soit f une bijection affine de X, d’endomorphisme associé ¢. L’ application 

f~' est une bijection de X sur lui-méme. Montrons que f~' est une application 

affine. Soit M’ et N’ des points quelconques de X, ce sont les images par f de 

deux points M et N: 

M'N’ = ¢ (MN), 
0 Re ee 
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comme ¢ est bijectif, 

MN = o '(MN’), 

donc f~! est une application affine d’endomorphisme associé gy '. Donc tout 

élément f de E admet un symétrique f~' appartenant a E. Conclusion : 

Théoréme et définition 

L’ensemble des bijections affines d’un espace affine X muni de la 

composition des applications, est un groupe. 

Ce groupe est appelé le groupe affine de X. 

Nous allons étudier quelques applications affines. Certaines ont été déja vues 

en Seconde ou Premiere. 

5.5 TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES AFFINES 

a) Translations affines 

Définition 

Soit 7 un vecteur donné de X. On appelle translation affine ¢,, de vecteur u 

application de X dans X qui a tout point M de X associe le point M’ de X tel 
que 

(1) 

fig. 3 N 

Quels que soient les couples de points homologues (M, M’)et (N, N’),ona 

MM’=a@ et NN’=if 

d’ou M’N' = M’M + MN + NN’ = MN = idg(MN). 

Ce qui prouve que f; est une application affine dont l'endomorphisme associé 
estidg. 

TES ee 



5. APPLICATIONS AFFINES 

Réciproquement, soit f une application affine dont l’endomorphisme associé 
est idx. Soit A un point fixé de X, M un point quelconque. On sait que 

AM’ = idz(AM) = AM. 

D’ot MM’ = AA’. 

f est donc la translation de vecteur AA’. Nous avons prouvé : 

Théoréme 

Soit f une application de X dans X. Les propositions suivantes sont 
équivalentes : 

1. f est une translation affine. 

2. f est affine et d’endomorphisme associé idy. 

3. Quels que soient les points M et N d’images M’ et N’ 

(2) M’N’ = MN 

a Points invariants 

M est invariant par #,, si et seulement si t;,(M) = M, c’est-a-dire, d’aprés (1), si 

et seulement si MM = a. 

e Si 7 40, il n’y a pas de point invariant. 

e Si 7=0, to est lidentité de X et tous les points sont invariants. 

a Détermination analytique 

Supposons X = E (l’espace habituel) rapporté a un repere (O, i oe \eSoit ty 
la translation de vecteur u(a, b,c). Le point M(x, y, z) a pour image 

MG" 4922 7 tel que” 

ii = MM' = OM’ —- OM 
OM’=OM+a 

d’ou 
x'=xta 

[y=y +8 

=H ar 

Réciproquement des formules du type précédent définissent une translation. 

a Le groupe des translations 

Puisque idx est un endomorphisme bijectif, toute translation est une bijection 

affine de X. Appelons G l’ensemble des translations. 

e La loi o est interne dans 6. En effet, si t, et t; sont des translations, soit 

MEX, t,(M)=M’, t(M’)=M”. On a MM’=a@ et M’M”=20, dot 

MM”=a +9. Ceci prouve que fj tj = ti +- 

Se ee a 
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REMARQUE 

Notons que t; ot; =tiis =lera =tj ots, ce qui prouve que la loi o est 

commutative. 

e La composition des applications étant associative, elle lest dans ©. 

e L’élément neutre est idx qui est bien une translation : id, = fo. 

‘ 

e Soit ¢; une translation et M un point quelconque de X. On a MM’ = a, d’ot 

M'M = —a, ce qui prouve que (ft; )' est la translation de vecteur —uW. 

Nous avons finalement prouvé : 

Théoréme 

L’ensemble © des translations muni de la composition des applications est 

un groupe commutatif. C’est un sous-groupe du groupe affine de X. 

On sait que (X, +) est un groupe commutatif. L’application @ de (X, + ) dans 
(G,0o): &@ H—> ft, est un isomorphisme, c’est-a-dire qu'elle est bijective et vérifie 
60(i+%6)=0(%)+0(%) quels que soient #@ et 6 dans X. 

b) Homothéties affines 

Définition 

Soit I un point donné de X et k un nombre réel donné non nul. 
On appelle homothétie affine de centre I et de rapport k l application de X 
dans X qui a4 tout point M de X associe le point M’ de X tel que 

(1) IM’ = kIM 

Nous noterons H(I, k) cette homothétie. 

pa JG fig. 4 



5. APPLICATIONS AFFINES 

Quels que soient les couples de points homologues (M, M’)et(N, N’), ona 

IM’=kIM et IN’=KIN 

d’ou M'N’ = M’l + IN’ = —AIM + KIN = kMN = h, (MN), 

en désignant par h, |’homothétie vectorielle de rapport k. Ceci prouve que 
H(I, k) est une application affine, d’endomorphisme associé h,. 

Réciproquement, soit f une application affine dont l’endomorphisme associé 

est ’homothétie vectorielle de rapport k (k réel non nul donné). Ce qui 
signifie : 

(2) (V(M, N)€ X2) M/N’=kMN. 

Soit (A, A’) un couple de points homologues particuliers. Un point I de X est 

invariant si, et seulement si, en faisant dans (2) M= M’ =I, N=A, N'=A’, 

ona 

TA’ = KIA 

c’est-a-dire 

kIA — TA’ =0. 

Sik #1, cette égalité détermine un point I et un seul : le barycentre des points 

pondérés (A, k) et (A’, —1). En faisant dans (2), N =N’=I, on en déduit, 

pour tout point M de X 

IM’ = kIM 

donc f est ’homothétie H(I, k). 

Si k =1, on a vu que f est une translation. Nous avons prouvé : 

Théoréme 

Soit f une application de X dans X et k un réel différent de 0 et de 1. Les 

propositions suivantes sont équivalentes : 

1. f est une homothétie affine. 

2. f est affine et d’endomorphisme associé l’homothétie vectorielle de 

rapport k. 

3. Quels que soient les points M et N d’images M’ et N’ 

(2) M’N’ = kMN 

a Points invariants 

M est invariant par H(I, k) si, et seulement si IM =kIM, c’est-a-dire 

(1—k)IM=0. Donc : 
si k #1, I est le seul point invariant; 

si k =1, HA, 1) est lVidentité de X et tous les points sont invariants. 

ws Détermination analytique 

Supposons X = E (vous raisonnerez, de méme, si X est un plan ou une droite). 

Supposons E rapporté a un repere COA H5 k). Soit I(x, Yo, Zo) un point 

ee 
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REMARQUE 

de E et H(I, k) ’homothétie de centre I(X9, Yo, Zo) et de rapport k. Le point 

M(x, y, z) a pour image M’(x’, y’, z’) tel que : 

IM’ = KIM 
OM’ — O1=k (OM - Of) 
OM’ = KOM + (1-k) OI 

y’=ky +(1—k) yo 

Zh Ro +A hy ce 

a =(1—k) xo, b =(1—k) yo, Cc =(1 — k ) Zo Sont les coordonnées de l’image 

O' de O (faire x = y = z = 0 dans le systéme précédent). On peut aussi €crire : 

xl =ikx Aacl kx 

d’ou : | 

ips Ses 

|y=t+5 

Ge NG ae 0. 

Réciproquement des formules du type précédent définissent I’ homothétie (si 

k #0 et k #1) de rapport k et de centre le point I de coordonnées 

Le groupe des homothéties de centre donné 

Puisque h, est un endomorphisme bijectif pour tout réel k non nul, toute 

homothétie est une bijection affine de X. Appelons J, l'ensemble des 

homothéties de centre I donné. On vérifie aisément les points suivants : 

e la loi o est interne dans H,, elle est commutative et associative; 

e |’ élément neutre est idy = HCI, 1); 

e lhomothétie H(I, k) a pour symétrique Vhomothétie H (1, -). 

Théoréme 

L’ensemble i; des homothéties de centre I muni de la composition des 

applications est un groupe commutatif. C’est un sous-groupe du groupe 
affine de X. 

On sait que (R*, x ) est un groupe commutatif. L’application 6, de (R*, x ) dans 
(Hy, 0) : k t—» H(, k) est un isomorphisme, c’est-a-dire qu’elle est bijective et 
vérifie 0,(k'k) = 0,(k')o0,(k) quels que soient k et k’ dans R*. 

Le groupe des homothéties et translations 

Soit JC l'ensemble des homothéties. Nous allons prouver que JC U G est un 
groupe pour la composition des applications. D’aprés les études faites 
précédemment, nous savons qu’une bijection affine est élément de JC U @ si, 
et seulement si, son endomorphisme associé est une homothétie vectorielle h, 
(h, est lidentité). 

a 
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EXERCICE 
RESOLU 

5. APPLICATIONS AFFINES 

e la loi o est interne dans JC U G, en effet, si f et f’ sont deux éléments de 
KE U G, d’endomorphismes associés h, et h,., la bijection affine f’ of a pour 
endomorphisme associé h,,oh, =h,,, c’est donc un élément de UB; 

e la loi o étant toujours associative, elle est donc dans JOU G; 

e |’ élément neutre est idx qui appartient bien a HU; 

e soit f un élément dé JC UG d’endomorphisme associé h,. La bijection 

affine f~' a pour endomorphisme associé h;' = hy, c’est donc un élément de 
KCUG : tout élément de H UG a un symétrique dans HUT. 

Théoréme 

L’ensemble des homothéties et translations de X muni de la composition des 

applications est un groupe. C’est un sous-groupe du groupe affine de X. 

Soit f, et f. deux éléments de JC UG. Déterminer les éléments caractérisant fof, 
connaissant les éléments caractérisant f, et f>. 

1. Si f, =, et f2=t,, on a vu que f,of, est la translation de vecteur w+ u,. 

2. Sif, =H, k,) et f. = Hb, k,) sont deux éléments de KH, f,of, est un élément de 
JC UG Whomothétie vectorielle associée h,,o hy, = hyx,- 

a) sikk, =1, fof, est une translation. Le vecteur de cette translation est AA” ol A 
est un point de X et A” =(f,0f,)(A). Prenons A=I, (fig. 5). Soit J=(f.0f,)(1,). 

Calculons le vecteur I,J de la translation a l’aide des données I,, I, k,, ky: 

\, lp J 

fig. 5 

Ad)J=h, J=(hof di) =f) 

donc LJ=kLl, 

IJ = 15 - G1, = kb, - Ll, 
IJ=(1-k,) 1b 

fof, est la translation de vecteur (1 — an Ge 

b) si kok, #1, f2of, est une homothétie de rapport k,k,. Son centre est le point 
invariant I par f.of, unique puisque kjk, #1 (cf. § 5.5 b)) c’est-a-dire le point I tel 

que : 

iF if 
I +> I’+—> I 

fpliéeck ble ctl ail 
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Ti=11+01 
=I,L+ k 1,1 

= ier k(t -TL) 

=(1—k,) 11+ kok 1 

a ake — 

=———_ IL. 
Lhe 4 

3. Sif, = tz, et fo = H(h, k2), foof, est un élément de JC UG Whomothétie vectorielle 

associée h,, oidx = hy,. 

a) Si k,=1, f2 = id; et foofi =ti,- 

b) Sik, #1, f20f, est une homothétie de rapport kz. Son centre est le point invariant I 

par fof, unique puisque kk, =k, # 1 (ef §. 5.5 b)) c’est-a-dire le point I tel que : 

Wei, et Lig eee 

Calculons I,] a l’aide des données i,, ko: 

[l= kL = k2(I,1+ Il’) =k.(L1+i%,) 

4. Sif, =H, k,)et f, = tz, foof, est un élément de H U G d’homothétie vectorielle 
associée idgo hy, = hy. 

a) Sik, =1, f, =idx et foof, = &,. 

b) Sik, #1, f,of, est une homothétie de rapport k,. Son centre est le point invariant I 
par f.of, tel que: 

fy br 
ITr>I'+4 I] 

Calculons I,I a l'aide des données k,, i>: 

Lia? tM =k, 

d’ou Li= 

5.6 PROJECTIONS AFFINES 

Dans les paragraphes 5.6, 5.7, 5.8, Y désignera un point ou une droite ou un 
plan contenu dans X, ou encore X entier. Soit Y la direction de Y et Z un 
sous-espace vectoriel de X supplémentaire de Y. Etant donné un point M de 
X,on appellera Zw Je point ou la droite ou le plan ou l’espace passant par M et 
de direction Z. On sait que YM Zy est un singleton. On peut donc donner la 
définition suivante : 

St ee 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

a) Définitions. Propriétés 

Définition 

On appelle projection affine de X sur Y de direction Z (ou parallélement 

4 Z) application de X dans X qui a tout point M de X associe le point 

d’intersection M’ de Y avec Zy. Le point M’ est encore caractérisé par les 
deux conditions suivantes : 

(roar 

MM’€Z 

On dit que M’ est le projeté de M sur Y parallélement a Z. Y s’appelle base de 
la projection. 

Lorsque Y et Z sont orthogonaux, on dit que la projection est orthogonale. 

La figure suivante est faite dans le cas ot Y est un plan de l’espace X. 

Zu Zn 

fig. 7 

Propriétés 

1. Soit p une projection affine. Quels que soient les couples de points 

homologues (M, M’) et (N, N’), on a: 

MN = MM’ + M'N’ + N’N 
= MN’ +(MM’+N'N). 

Le vecteur M’N’ appartient a G et le vecteur MM’ + N’'N appartient a Z. Les 
Xx 

sous-espaces vectoriels Yo et Z sont supplementaires dans X. Soit @ la 

projection vectorielle sur Y parallélement a Z. Ona 

V(M, N)€X?. M’N’=a(MN) 

ce qui prouve que p est affine d’endomorphisme associé a. 

Lv EGV<xnK 
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b) Etude d’une 

2. Quel que soit M de X d’image p(M)= M’, ona 

p>(M) = p(M’) = M’ 

donc quel que soit M dans X : 

p*(M) = p(M) 

d’ot BD =D. 

3. Un point M de X d’image M’=p(M), est invariant si et seulement si 

M=M' c’est-a-dire si, et seulement si M appartient a Y. 

En résumé : 

Théoreme 

1. La projection affine p de X sur Y parallélement a Z est une application 

affine dont ’endomorphisme associé est la projection vectorielle de X sur Y 

parallélement a Z. 

2. p est une application affine de X dans X vérifiant ips =p. 

3. L’ensemble des points invariants par p est Y. 

réciproque 

La réciproque de la propriété 1 du théoréme précédent est fausse, c’est-a-dire 

qu’une application affine de X dans X dont l’endomorphisme associé est une 

projection vectorielle n’est pas nécessairement une projection affine (cf. 

exercice 5.21 en fin de chapitre). Par contre, montrons qu’une application 

affine p de X dans X telle que p* =p est une projection affine. Pour cela, 

cherchons les éléments Y et Z qui la caractérisent : 

e Soit w l’endomorphisme de X associé a p. Puisque p*=p, ona w? =o 
(cf. 5.4 a)) donc @w est la projection sur Y = Im @ parallélement a Z = Ker aw. 

e Soit maintenant A un point de X et A’ = P(A). Soit Y le point, la droite, le 

plan ou espace passant par A’ et de direction Y. Appelons p la projection 

affine sur Y parallélement a Z. L’ endomorphisme associé a p' est w. D’autre 

part, p (A )= A’ car A’ appartient a Y et p(A’) = p*(A) = p(A) =A’. Par suite 

p et p’ sont deux applications affines transformant toutes deux A’ en A’ et 
ayant méme endomorphisme associé. On sait (cf. Se a)) que cela implique 
p =p’. Concluons : 

Théoréme 

Toute application affine p de X dans X vérifiant p” = p est une projection 
affine. 

Remarque pratique. La base de la projection p est l'ensemble de ses points 
invariants et sa direction est le noyau de w. 

SRA ee 
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c) Classification des diverses projections affines 

Nous allons maintenant rassembler dans trois tableaux les différentes 
projections possibles suivant les dimensions de X et de Y. 

Si X est la droite : 

Y=X Z = {0} are 

Y =A Fey p est application constante : 
Mt A 

Z est une droite p est la projection de X sur D 

vectorielle (Z # D) parallélement a Z 

p est l’application constante 

Mt->A 

p =idy 

Z est une droite p est la projection de X sur P 

vectorielle (Z¢P) parallélement a Z 

Z est un plan p est la projection de X sur D 

vectoriel (D¢Z) parallélement a Z 

p est l’application constante 

Mt— A 

EXERCICE so ee 
RESOLU On considére l’espace E rapporté a un repére cartésien (O, i, 7, k). Soit f ’application 

de E dans E qui associe a tout point M(x, y, z) de Ele point M'(x', y’, z') tel que : 

eG Ty Heel 

(1) onene =A 
AY Eel 

1. Montrer que f est une projection affine et donner les éléments qui la caractérisent. 

2. Trouver lV’image de la droite de E d’équations : 

ye | Visca 

Se ae 

3. Trouver l'image du plan Q de E d’équation : 

Yves a) — 0: 

Je we ee OOO EE 
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1. e Soit O’ le point de coordonnées —1, —1 et 2. Soit g l’endomorphisme de E dont la 

matrice, par rapport a la base fie is a). este: 

oinseQnied 
=. napllaagl 
es 

OM’ = ¢(OM) + 00’ 

ce qui prouve que f est l’application affine telle que O’ = f(O) et d’endomorphisme 

associé ¢@. 

e Montrons que f? = f. Quel que soit M(x, y, z), f?(M) = f(M’) a pour coordonnées : 

x"=—-2y'+z'-1 

oe 

z" ==) AV ee 

Le systéme-(1) équivaut a : 

C’est-a-dire : 

x" =—2(= x= ya el Ee xe yt 32a cy te 
y= =(-2y 2 = 1) ex yy tz 1) Pex —4y $3z--2)-1 

iat Pomih mae ara 
Qi) (=2y zd) (ee eee 4 y 4 oe 2 

= Me NY ae Sie = 

Donc, pour tout M de E, ona f?(M) = M. Par suite f? = f. L’application f de E dans E 
est une application affine telle que f* =f : c’est une projection affine. 

e L’ensemble des points invariants par f est l’ensemble des points M(x, y, z ) tels que 

eS SBy sez =I XE LY ee tle) 

aaa c’est-a-dire { cee ey Se a SO 

6 lg SOW ap ie = 2x +4y —22+2=0 

l'ensemble des points invariants par f est le plan P d’équation cartésienne : 

Ie PAY =e ae SO 

e La direction de la projection affine f est Ker g (direction de la projection 
vectorielle yg) c’est-a-dire l'ensemble des vecteurs #(x, y, z) tels que 

a Vieeia— 1) 

cage Z 
—x—-—y+z=0 cest-a-dire x=y aay 

en Vac —1() 

La direction de la projection affine f est la droite vectorielle D de E de vecteur 
directeur w(1, 1, 2). 
L’application f est la projection de E sur P, de direction D. 

ms 4 = 3} 
= : = i passe par le point A(1, 0, 3) et elle a pour 

: 3 : x 
2. La droite L d’équations 

vecteur directeur w(—1, 2, 4). 
Le point A’ = f(A) a pour coordonnées (2, 1, 5), elles sont obtenues en faisant x = 1B 
y =0, z =3 dans (1). 
Le vecteur o(w) a pour composantes (0, 3, 6), elles sont obtenues a partir de la 
matrice de g écrite dans la premiére question. 
f(L) est donc la droite passant par A’ et dirigée par o ( Ww). Un vecteur directeur plus 
simple de f(L) est le vecteur de coordonnées (0, 1, 2). La droite f(L) admet pour 
équations : 
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SSS 

3. Le plan Q contient le point B(—S, 0, 0), une base de sa direction Q est formée par 
les deux vecteurs “#(1, 1, 2) et 0(0, 1, 1). 

Le point B’ = f(B) a pour coordonnées (—1, 4, 8). 

D’autre part, 9 (¢ est engendrée par (7) =0 et g(a) qui a pour composantes 
er OS = pe (Q est donc une droite vectorielle. 

Finalement, f(Q) est donc la droite passant par B’ et dirigée par ¢(@). Elle a pour 
equations : 

=———— x—-z+9=0 
=" =|! ou encore 

Vi ae 0. 

5.7 SYMETRIES AFFINES 

a) Définition. Propriétés 

Les notations sont les mémes qu’au paragraphe précédent. 

Définition 

On appelle symétrie affine par rapport a Y de direction Z (ou parallelement 

a Z), l’application de X dans X qui a tout point M associe le point M’ tel que 

I= p(M) soit le milieu du bipoint (M, M’). 

On dit que M’ est le symétrique de M par rapport a Y parallélement a We 

Si Y est une droite, Y s’appelle Il’axe de la symétrie. Dans le cas général Y est 

appelé base de la symétrie. 
Si Y= {a} et Z =X, la symétrie est appelée symétrie centrale de centre A ou 

encore symétrie par rapport au point A. C’est aussi |’ homothétie de centre A et 

de rapport =a IS 
Si Y et Z sont orthogonaux, on dit que la symétrie est orthogonale. 

Si Y est une droite et Y et Z orthogonaux, la symétrie est dite axiale. 

La figure suivante est faite dans le cas ot Y est une droite et X l’espace. 
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Propriétés 

1. Soit s une symétrie affine. Montrons que s est une application affine et 

cherchons I’endomorphisme associé. Quels que soient les couples de points 

homologues (M, M’) et (N, N’) de milieux respectifs I= p(M) et J=p(N), 

(cf<fige8) on as 

MN =MI+IJ+JN =I) +(MI+JN) 

M'N'= M1+ 13 + JN’ =IJ —(MI+ JN). 

Le vecteur IJ _appartient a Y et le vecteur MI+JN appartient a Z. Les 

sous-espaces Vere e, sont supplementaires _ dans X. Soit o la symétrie 

vectorielle par rapport a Y parallélement a The Oa 

(V(M, N)€X?) M’N’=o(MN) 

ce qui prouve que s est affine d’endomorphisme associé o. 

2. Quel que soit M dans X, d’image s(M)=M’, on a: 

s*(M)=s(M')=M 

donc s* =idy et s est une application affine involutive (ou involution affine) 

deax: 

Il en résulte, en particulier, que s est une bijection affine (s~'=s). 

3. Un point M de X d’image s(M) = M’ est invariant si et seulement si M = M’ 

c’est-a-dire M=p(M), ce qui équivaut a MEY. 

En résumé 

Théoréme 

1. La symétrie affine s par rapport 4 Y parallélement a Z est une 

application affine dont Pendomorphisme associé est la symétrie vectorielle 

par rapport a a Y parallélement a Vi 

2. s est une application affine involutive de X, donc une bijection affine. 

3. L’ensembie des points invariants par s est Y. 

b) Etude d’une réciproque 

La réciproque de la propriété 1 du théoréme précédent est fausse, c’est-a-dire 
qu’une application affine de X dans X dont l’endomorphisme associé est une 
symétrie vectorielle n’est pas nécessairement une symétrie de X (cf. ex. 5.26 
en fin de chapitre). 
Par contre, montrons qu’une application affine involutive s de X est une 
symétrie de X. Pour cela, cherchons les éléments Y et Z qui la caractérisent : 

e Soit ¢ l’endomorphisme de X associé a s. Puisque s? = idy, on a o?= = idg 
donc o est la symétrie vectorielle par rapport a un sous- espace yi 
parallelement 2 a un sous-espace Z, Y étant l'ensemble des vecteurs Dd tels que 
a(0)=% et Z étant l'ensemble des vecteurs é tels que a(d)= —d. 

eS SS 
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SS 

e Soit A un point de X et A’=s(A). Le milieu I de (A, A’) est: inva- 

riant par s. En effet P=Bar (As 1); (A''1)) entraine (cf. § 5.3a)) 

s(1) = Bar((s(A), 1), (s(A, 1)) Or sCA)= A’ et SCA") =s7(A)=A.-On a 

donc s(I)=I. 

Soit maintenant Y le point, la droite, le plan ou l’espace passant par Tet dirigee 

par Y. Soit s’ la symétrie affine par rapport a Y parallélement a Z. s et s’ sont 

deux applications affines transformant toutes deux A en A’ et ayant méme 

endomorphisme associé : a. On sait (cf. § 5.2a)) que cela implique s =s’. 

Concluons : 

Théoreme 

Toute application affine involutive de X est une symétrie affine. 

c) Classification des diverses symétries affines 

Nous allons maintenant rassembler dans trois tableaux les différentes 

symétries possibles suivant les dimensions de X et de Y. 

Si X est la droite 

s est la symétrie 

par rapport a A. 

Z est une droite s est la symétrie 

vectorielle CZ. #D) par rapport a D 
parallélement a Z. 

s est la symétrie 
par rapport a A. 
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SS e7ECuS Sed: 

Si X est espace 

Z est une droite s est la symétrie 

Y est un plan P vectorielle (7 ¢ P) par rapport a Ba 

parallelement a Z 

Z est un plan s est la symétrie 

Y est une droite D vectoriel (D ¢ Z) par rapport a D_ 

parallélement a Z 

s est la symétrie 
par rapport a A. 

d) Exercices résolus 

EXERCICE1 On considére l’espace E rapporté a un repére cartésien (O, ists k). Soit D la droite de 
E de représentation paramétrique Pee ey 

{ yS3—= 2) 

SN 

et Z le plan vectoriel d’équation x + y +2z =0. Calculer les coordonnées (x', y!, 2')ae 
M’ image de M(x, y, z) dans la symétrie par rapport a D parallélement a Z. 
Le milieu I de (M, M’) a pour coordonnées : 

x+x' yt+y’ z+z' 
? 

2 2 » 

I appartient a D si et seulement s’il existe un réel A tel que : 

see ae! 
i x'=-x+2+2A 

y orey" : : 
5 =3-—2A soit (1) y'=—-y+6-4A 

a oe 
5 =—-A xe he) 

Le vecteur MM’ a pour coordonnées : 

if yy = —y 4.6 — 4A — y= — Jy 6: 4X 
Z-Z=—-Z2Z—-2A—2=—27—-2\. 

{y=p=-3 +24+2A —x =-2x+242A 

Le vecteur MM’ appartient A Z si et seulement si : 

(—2x +2+2A)+(—2y +6-—4A)+2(-2z -2A)=0 

cally : 1 
apres réduction : A=-- ealey ce ain 

Shiai Cites Obs 

En portant cette valeur de A dans (1) on déduit : 

1 
me “3G —2y —4z + 14) 

y’=~(4x + y + 8z +2) 

Zz’ ==-(2x +2y +z -—8). 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

EXERCICE2 Dans un plan P, on considére les quatre sommets A, B,C, D d’un parallélogramme. 
Etudier l’ensemble G des applications affines f du plan laissant globalement invariant 
l'ensemble {A, B, C, D}. ( C’est-d-dire telles que {A, B, C, D}=f ({A, B, C, D}).) 

e De telles applications sont bijectives. En effet, soit ¢ l’endomorphisme associé a’ un 
des éléments f de E. Puisque l’image par f de {A, Bue, D} est {A, BEG: D}, limage 
par y de la base (AB, AC) de Pest une base de P donc ¢ est bijective et (cf. § 5.3c)) f 
est bijective. 

e L’ensemble G est un groupe pour la composition des applications : 

*x la composition des applications est une loi interne de G, associative ; 

x Videntité de P est élément neutre de G; 

«x sif €G, f~' laisse globalement invariant ee [pe(@. D}, donc appartient aussi a G : 
tout élément de G a un symétrique dans G. 

@ L’isobarycentre O de A, B, C, D, c’est-a-dire le point de concours des diagonales du 
parallélogramme ABCD est invariant par tout élément f de G. 
En effet, on sait qu’une application affine conserve le barycentre, donc : 

f(O) = Bar((f(A), 1), (FCB), 1), (f(C), 1), (f(D), 1)). 
Comme { f(A), f(B), f(C), (DIN = 1A, Bae D}, f(O) est aussi Visobarycentre de 
A, B, C, D. On a donc f(O) =O. 

e Il ne reste plus qu’a déterminer les endomorphismes ¢ associés aux éléments f de G. 
Considérons le repére (O, OA, OB) (fig. 9). L’endomorphisme g cherché laisse 
globalement invariant {OA, OB, OC, OD}. Envisageons les divers cas : 

fig. 9 D 

* Si (OA) =O0A, on ne peut avoir 9 (OB) =OA car ¢ est bijective (OA et OB ne 
peuvent avoir la méme image OA). On_ne peut avoir ¢ (OB)=OC car on aurait 

g (—OB) = —OC c’est-a-dire ¢ ( OD) = OA et OA et OD auraient la méme image OA. 

Ona donc nécessairement p (OB) = OB ou g (OB) = ODet les matrices possibles de @ 

sont: 

1 O 1 0 Ms M = ), Mo bebe ou as, pig 

Appelons fo et f, les applications affines associées a Mo et M,. Elles répondent a la 

question : elles laissent bien invariant {A, B, C, D} globalement. fy = idp et f, est la 

symétrie par rapport 4 (OA) parallélement a OB. 

« sig (OA) = OB, on verra que nécessairement ¢ (OB) = OA ou ¢ (OB) = OC: fret 
fs ont pour matrices associées : 

Om if fe = ‘) 

M.=(; 0) Ma Niki 

f est la symétrie_par rapport a la droite passant par les milieux de (A, B) et (C, D) 

parallélement 4 OA + OD=BA. ; 

f; n’est pas une symétrie car elle n’est pas involutive. 

ne er eae Te 
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§ 5.7.d. § 5.8. Bt 

x si g(OA)=OC, on verra que ¢ (OB) =OB ou ¢ (OB) =OD 

all beet Bae. 0 

Ms =( 0 > Ms =( 0 aes 

f, est la symétrie par rapport a (OB) parallelement a OA. 

fs est la symétrie par rapport a O. 

x si g(OA)=OD, on verra que ¢ (OB) =OB ou » (OB) =OD 

Deeal Oeil ae ATARI Mc le: 0) 7 keepin © 

fe n’est pas une symétrie car elle n’est pas involutive. a 

f, est la symétrie par rapport a la droite passant par les milieux de (A, D) et (B, C) 

parallélement a OA + OB =CB. 
L’ensemble cherché est : 

(eeap 1 bey Sopeee = 

REMARQUES | 1. f; et fg ne sont pas des symétries mais on peut remarquer que : 

Ti =e 35) el f3 = fé = idp. 

2. D’une facon générale, l’ensemble des bijections affines laissant globalement 
invariante une partie F de X est un groupe (sous-groupe du groupe affine de X). Si F est 
une partie finie, l’isobarycentre des points de F est un point invariant par tous les 
éléments de ce groupe. 

5.8 AFFINITES 

Les notations sont les mémes que dans les deux paragraphes précédents. Les 

projections, les symétries et les homothéties affines sont des cas particuliers 
d’applications affines que nous allons définir. 

Définition 

Soit k un réel donné. 
On appelle affinité par rapport 4 Y de direction Z (ou parallélement a Z) et 
de rapport k l’application de X dans X qui a tout point M associe le point 
M’ tel que 

ou I= p(M). 

Si Y est une droite, Y s’appelle l’axe d’affinité. Dans le cas général, Y est la 
base de l’affinité. Si Y et Z sont orthogonaux, on dit que l’affinité est 
orthogonale. 

Si k =0, on retrouve la projection de X sur Y parallélement a Z. 
Si k =—1, on retrouve la symétrie par rapport a Y parallélement A Z. 
Sik #0et Y={A}, onretrouve l’homothétie de centre A et de rapport k. 

————— $$ ee 
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5. APPLICATIONS AFFINES 

La figure suivante est faite dans le cas ot Y est une droite et X le plan. 

Zu Zn 

Propriétés 

1. Soit f une affinité quelconque. Montrons que f est une application affine et 

cherchons |’endomorphisme associé. Soit (M, M’) et (N, N’) deux couples 

quelconques de points homologues. Cherchons une relation entre M’N’ et MN. 

Soit I et J les projetés respectifs de M et N sur Y parallélement a Z (fig. 10). 
On a: 

M’N’ = M11 + IJ + JN’ 
= kMI + I + KIN 
=IJ+k(MI+JN) 

or MN = MI+IJ+JN 

donc MI+JN=MN-IJ 

dou M'N’ = IJ + k (MN —I 
=(1—k)IJ + kMN 

os wm Sy A + = Sy fe’) Dn - at: Or. 2. = oO @) job} a Q c eo Nn l’application g de X dans X : 6 +> Cla 

que soient A et uw de Ret w et b de X: 

=(1-k)[Aw(a@)+ua(d)]+k (a+ 
UL a ( taaletlee dol 
= Ag (i) + pe (0). 

Donc f est une application affine d’endomorphisme associé ¢. 

iS 

ey Sr 

——~ 

2. M est invariant par f si, et seulement si, IM =kIM, c’est-a-dire 

(1—k)IM=0. Donc : 
Si k #1, M est invariant si et seulement si M appartient a Y. 

Si k =1, tous les points de X sont invariants : f = idx. 

3. Une affinité de rapport k est bijective si et seulement si k #0. 

L’ application réciproque est I’affinité de méme base, de méme direction et de 

rapport ~ On peut d’ailleurs prouver que |’ensemble des affinités de base et 

de direction données et de rapport non nul, muni de la composition des 

applications, forme un groupe isomorphe a (R*, x). 

Ee, Se ee 
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Exercices 

Applications affines (détermination, exem- 
ples, propriétés) 

5.1 Soit P un plan rapporté a un repére cartésien 
(O, i im et associé a un espace vectoriel P 

rapporté a la base (/, j ). Calculer les coordonnées 
x’, y’ du point M’ image de M(x, y) par l’application 

affine f qui associe a A(1, 2) le point A’(—1, 3) et qui 

a pour endomorphisme associé ¢ de matrice dans 

la base (/,/): 

5.2 Soit, dans un plan P rapporté a un repére 
(O,/,/ ), les points : 

A(1, 1), B(0, 2), C2) 
A’(3, 4), B(1, —1), ©'(0, 3): 

1. Montrer qu'il existe une application affine f 

unique de P dans P telle que 

f(A)=A’, f(B)=B’, f(C)=C’. 

2. Calculer les coordonnées x’, y’ du point M’ 

image de M(x, y) par l’application affine f. 

5.3 Soit, dans l’espace E rapporté a un repere 
(O,/,/, k), les points : 

A(1, 0,0), B(O, 1, 0), 
C(O, 0, 1), BXGUE Use) 
A’(0, 2, 1), B= 13070); 
COP) D2) ORS): 

1. Montrer qu’il existe une application affine f 

unique de E dans E telle que 

f(A)=A’, f(B)=B’, F(C)=C’, f(D)=D’. 

2. Calculer les coordonnées x’, y’, z’ du point M’ 
image de M(x, y, z) par l’application affine f. 

5.4 1. Soit A, B, C trois points non alignés du plan 
P et A’, B’, C’ trois points quelconques de P. 

Montrer que |’unique application affine f telle que 

f(A) =A’, f(B)=B’ et f(C)=C’ esi bijective si et 

seulement si A’, B’, C’ sont non alignés. Dans le cas 
contraire, quel est l'ensemble f(P)? 

2. Démontrer qu'une application affine du plan P 

dans lui-méme ayant trois points invariants non 

alignés est égale a l’identité de P. 

3. Soit A, B, C trois points distincts alignés du 
plan P, A’, B’, C’ trois points quelconques de P. A 

quelle condition nécessaire et suffisante (sur 
A’, B’, C’) existe-t-il une application affine f telle 

que f(A)=A’, f(B)=B’, f(C)=C? 

4. Enoncer et démontrer des propriétés analogues 
aux précédentes dans |’espace. 

5.5 Montrer qu’une application de l’espace E dans 
lui-méme qui conserve le barycentre est affine en 

utilisant la détermination d’une application affine 

par les images de quatre points non coplanaires. 

5.6 Soit f une application affine de X dans X, Aun 

point de X. Montrer qu’il existe un couple unique 

(t, g) tel que 

e f=tog 
{: t est une translation affine 

e g est une application affine ayant A comme 

point invariant. 

5.7 Soit P un plan rapporté a un repére (O, /, j ) et 

f V'application de P dans P transformant le point 

M(x, y) en le point M’(x’, y’) tel que 

is =2x +y 

y’=x +2y. 

1. Montrer que f est une application affine 

bijective. 

2. Déterminer l'ensemble des points M du plan tel 
que O, M, M’ soient alignés. 

3. Soit D une droite du plan. Dans quels cas D et 

f(D) sont-elles paralléles? confondues? 

5.8 Soit P un plan rapporté a un repére (O, i, i) et 
P l’'espace vectoriel associé. On appelle fl’applica- 
tion affine de P dans P telle que : 

1 2 
f(A)=A; avec A( a et A, (1) 

i= / 

et l’'application linéaire g associée a f a pour 

matrice dans la base (/, / ): 

1 1 

2 4 
{ 

3 ee 

2 
3 x : x4 

soit M (") un point quelconque de P, My ( \ son 
/ Y4/ 

: x . 
image par f et Mo( 2) image de M, par f. 

\Wo/ 

1. Etablir les relations 

x : ae 2 =-—-— xX -— 1 5 4 y 

1 
Vox 2 y 

2. a) Montrer que f est bijective. 

b) Soit D une droite quelconque de P, f(D) la droite 

transformée de D par f. D et f(D) peuvent-elles étre 
paralleles? 

c) En déduire que pour tout point M de P tel que 
f(M) # M, les points M, M,, Mz ne sont pas alignés. 

3. Calculer les coordonnées x’ et y’ du barycentre 
G des points M, M,, Mo affectés d’un méme 
coefficient non nul (G est l’isobarycentre des points 
M, M,, Mo). 
Vérifier que G est indépendant de M et montrer que 
G est le seul point invariant par f. 
En déduire que f*=fofof est l'application 
identique de P c'est-a-dire f° = idp. 

eee 
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5.9 Un plan affine P est rapporté a un repére 
(0, i a ig On considére la courbe H d’équation : 

x? — 2y?=1. On appelle E l'ensemble des applica- 

tions affines F de P dans P telles que F(O) =O et 
F(H) =H cette derniére condition exprimant que la 
courbe H est globalement invariante par F. On 
appelle f l’application linéaire associée a F de 

: a 
matrice ( 

\b 

A. 1. a) Quelle peut-étre, par une application 
affine non bijective, l'image du plan P? En déduire 
que tout élément de E est une bijection. 

c 358 
y dans la base (i, / ). 

b) Montrer que (E, o) est un groupe. 

aS 

7 Soit M( v)etm'(”) tels que M’ = F(M). On aura 

ea? =ax+cy 

ty’ = bx + dy. 

Ecrire |’équation de F~‘(H) en fonction de 
(a, b, c, d). En déduire que 

a= 2b-—4 
Fe) =e de 

ac —2bd =0 
+ 

On pourra utiliser pour cela les points A(,), 
\Q/ 

3 
1 ), points qui appartiennent a la 

courbe H. 

3. En déduire que F est élément de E si et 

seulement si la matrice de f est de la forme 

2eb 
sy ) avec © €{-1, +1} et a®=]2p74. 
\b ea 

B. Soit E’ le sous-ensemble des applications F de E 

telles que « = +1. 

1. Montrer que E’ est stable pour o. 

> 4 

2. Soit L l'ensemble des points m(") tels que 

x?—2y2=1 avec (x, y)EN?. 

Vérifier que Mo (3) et M, () appartiennent a L. 

Soit F, l'application affine de E’ telle que a =3 et 

b =2. On considére la suite des points Mek?) 

n €&N, telle que: Yn! 

Xo=1, Yo=0, Mn+1=F4(M,). 

Montrer que M,=F% (Mo) ou FT=F,0F, et 
2° =F2~-'oF,. Vérifier que M, est un élément 

de L. Montrer que les suites (x,) et (y,) sont 

croissantes strictement. 

3. Etablir par récurrence que : 

(BDV Oy = Xo Vp, V2 

(@—2V2)" =x, —- Yn V2, 
quel que soit n élément de N. En déduire x, et y, 

en fonction de n. 

x 
4. On appelle T l'ensemble des points M (") de H 

pour lesquels x et y appartiennent a R, et, pour 
tout n de N, on appelle A,, l'ensemble défini par : 

n ={M|MET, Xp <X <Xpoah- 

5. APPLICATIONS AFFINES 

Montrer que A,,, est l'image par F, de A,. 

En déduire que : 

MEA, ==> (F;")"(M)EApo. 
Montrer que : 

MELNA,4, => FIM)EL. 

En déduire que tout point de L est un élément de la 
suite (M,). (On supposera connu le fait que 
’équation 3 = 2y? n’a pas de solution dans N.) 

5.10 Soit E l'espace rapporté a un repére cartésien 
(O, i ie Kk), E l'espace vectoriel associé a E et 

rapporté ala base (i, Ife k ). On considére l’applica- 

tion f de E dans E qui associe a tout point 
M(x, y, Z) le point M’(x’, y’, z’) tel que : 

x= ya 

y =xX=—yr2 

Zt 2 Os 

1. Montrer que f est une application affine. 

Montrer que f est bijective. 

2. Déterminer l'ensemble des points invariants 
par f. 

3. Soit P le plan d’équation 

ax +by+cz+d=0 ((a, b, c)#(0, 0, 0)). 

Déterminer P’ = f(P). 

4. Déterminer les plans P invariants par f (c’est-a- 

dire tels que f(P) =P). 

5. Soit la droite D de représentation paramétrique : 

x=1+A 

Veralsti2a 

Z=3A. 

Trouver une représentation paramétrique de f(D). 

5.11 1. On considére n points Aj, ...,A, de X 
(X est une droite, un plan ou l’espace). Soit C 

l'ensemble des barycentres de Aj, ..., A, affectés de 

coefficients positifs ou nuls (non tous nuls). - 

Montrer que C est une partie convexe contenant 

Ai, ---» An et que toute partie convexe contenant 

Ay, --, Ap, contient également C. On appelle C 
l’enveloppe convexe de Ay, ..., Ap. 

2. Exemples 

a) Quelle est l’enveloppe convexe de deux points 

Ay, Ao? 

b) Montrer que l’enveloppe convexe de trois 

points non alignés A;, As, Ag du plan P est 

l'intersection du demi-plan limité a (Aj;Azo) et 

contenant Az, et des deux autres demi-plans 

analogues. 

3. Montrer que si C est l’enveloppe convexe de 
A;, -.., A, et si f est une application affine de X dans 

X, alors f(C) est l’enveloppe convexe de f(A)), ..., 

f(A, )- 

5.12 Soit f une application de R dans R. On dit 
que f est convexe si, et seulement si : 

W(x, x)ER? YA E[0, 1] 
f(Ax + (1 —A) xX’) SAF(x) + (1 — A) F(x’). 

Soit [ le graphe de f dans le repére (O, /, / ) du 
plan P. 

Srnec n nEE 
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5. EXERCICES i crear la a cee 8 

1. Interpréter géométriquement la définition préceé- 

dente. 

2. Montrer 

f convexe <> {M(x, y); y =f(x)} est convexe. 

3. Montrer que les fonctions suivantes sont 

convexes : 

0 aa IDE exo — x 

Translations - Homothéties 

5.13 Un triangle ABC est tel que A et B sont fixes 
et C décrit une droite ou un cercle. Quels sont les 

ensembles décrits par 

1. le milieu A’ de (B, C) 

2. le milieu B’ de (A, C) 

3. le centre de gravité G du triangle ABC. 

5.14 1. Un parallélogramme ABCD est tel que A et 
B sont fixes et C décrit une droite D,. Quels sont les 

ensembles décrits par 

a) le quatrieme sommet D 

b) le centre du parallélogramme. 

2. Construire un parallélogramme ABCD sachant 
que les sommets A et B sont donnés et que les 

sommets C et D appartiennent respectivement a 

deux droites données D, et Do d’un plan contenant 

A et B. 

5.15 Soit P un plan rapporté a un repére cartésien 
(O, 7, j ), P le plan vectoriel associé a P et rapporté 
a la base (/,/). On donne les droites D et D’ 
d’équations respectives : 

Xa Vaodl —O exert Var 20, 

1. Existe-t-il des translations t; de vecteur 

u (A, —A), ou A est un nombre réel, telles que 

t;, (D) =D’? 

2. Méme question avec U (2A, 3A). 

5.16 Les notations et les droites D et D’ sont celles 
de l’exercice précédent. On donne |(1, 1). 

1. Calculer les coordonnées x’, y’ du point M’ 

image de M(x, y) par l’homothétie de centre | et de 
rapport k. 

2. Calculer k de maniére que D ait pour image D’ 
par cette homothétie. 

5.17 Soit | et I’ deux points distincts de l’espace E. 
On pose Il’ = J. On désigne par HI, k) |’homothétie 
de centre | et de rapport k, H(I’, k’) !homothétie de 
centre |’ et de rapport k’, t; la translation de 

vecteur U. Déterminer !a nature et les éléments 
caractéristiques de : 

H(I’, k')0t; oH(I, k). 

5.18 Soit P un plan rapporté a un repére (0, /, i), 
A et B les points de coordonnées respectives (1, 0) 

et (—1, 0). Soit k, et ky deux réels non nuls. Un 

point M quelconque de P a pour image M, dans 

l’homothétie de centre A et de rapport k;, le méme 

point M a pour image Ms dans |’homothétie de 

centre B et de rapport ko. Soit alors M’ l'image de O 

dans la translation de vecteur M1Mo; f est 

l'application de P vers P qui a M associe M’. 

4. Chercher si f admet des points invariants. 

2. Si k; # ko, montrer que f est soit une translation, 

soit une homothétie que |’on précisera. 

3. Etudier le cas particulier k;= ko. 

5.19 Soit un triangle ABC et trois points a, B, y 
appartenant respectivement aux droites (BC), (CA), 
(AB). On supposera a, B, y distincts des sommets 

du triangle dans tout le probleme. 

1. Théoréme de Ménélaus : 

a) On suppose a, B, y alignés (on dit que la droite 
(aBy) est une transversale du triangle ABC). 
Montrer que la composée des deux homothéties : 

BA aC 
H (p, alas oH (a, | 

\ (eZ \ aB’ 

est une homothétie dont on déterminera le centre 

et le rapport. En déduire que l’on a: 

aC BA yB 
ot x ee x = = 
aB BC yA 

b) Réciproquement on suppose que |I’on a (1), 

démontrer que a, B, y sont alignés. 

(1) Ue 

2. Théoréme de Céva : 

a) On suppose que les droites (Aa), (BB), (Cy) 
sont concourantes en |. En appliquant le theoreme 

de Ménélats au triangle ABa et a la transversale 

(Cly) puis au triangle ACa et a la transversale 
(BIB), en déduire que lon a: 

ee 
aB BC yA 

Montrer que |’on a encore (2) si les droites (Aa), 
(BB), (Cy) sont paralléles. 

(2) 

b) Réciproquement on suppose que l'on a (2), . 
démontrer que les droites (Aa), (BB), (Cy) sont 
concourantes ou paralléles. 

3. On suppose, dans ce qui suit, que les droites 

(Aa), (BB), (Cy) sont concourantes en |: 

a) Démontrer que l’on a: 

b) Soit a’, B’, y' les symétriques respectifs de a, B, 

y Par rapport aux points A’, B’, C’ milieux de (B, C), 

(C, A), (A, B). Démontrer que les droites (Aa’), 
(BB’), (Cy’) sont concourantes. 

5.20 On donne un triangle ABC. On appelle A’, B’, 
C’ les milieux respectivement de (B,C), (C, A), 
(A, B). Soit H, G, O l’orthocentre, le centre de 

gravité, le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC. On appelle I ce dernier cercle et I” le cercle 
circonscrit au triangle A’B’C’. 

1. Montrer que I” est |’homothétique de Fr dans une 

homothétie de centre G. Quelle est l'image de H par 
cette homotheétie? En déduire que : 

ite 
GO = ~5 GH. 
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Quelle est l'image O’ de O par cette homothétie? En 
‘déduire que O’ est le milieu de (H, O). 
/La droite contenant H, G, O, O’ (quand elle est 
_définie) est appelée droite d’Euler du triangle ABC. 

2. Soit A”, B’, C” les projetés orthogonaux de A, B, 
.C respectivement sur (BC), (CA), (AB). Montrer que 
\I’ passe par A”, B”, C”. 

.3. Montrer que I” est I‘homothétique de lr dans une 

‘homothétie de centre H. En déduire que I’ passe 

(par les milieux a, B, y respectivement de (H, A), 

((H, B), (H, C). 
'Le cercle I’ contenant 9 points remarquables A’, B’, 

(C’, A”, B”, C”, a, B, y est appelé cercle des 9 points 
(ou cercle d’Euler du triangle ABC. 

‘4. On suppose B et C fixes et A décrit le cercle T 
| privé de B et C. Quel est l'ensemble décrit par H? 
((Indication : on cherchera une relation entre AH 
cet OA’.) 

Projections affines 

5.21 On reprend les notations précisées au début 
(du § 5.6. Soit p la projection de X sur Y 

| parallélement a Z, @ la projection vectorielle 

_associée a p, t; la translation de X de vecteur U7 non 
-nul appartenant a Y. 

4. Quel est l’endomorphisme de X associé a t; 0p? 

| 2. Montrer que t; op n’a pas de point invariant et 

| gue, par conséquent, t; 0p n’est pas une projec- 

tion affine. 

| 3. En déduire qu’une application affine de X dont 

l'endomorphisme associé est une projection vecto- 

'rielle, n’est pas nécessairement une projection 

affine. 

5.22 Dans l’espace E rapporté a un repére 
(0, i,j, k), on considére le plan P d’équation 

SO NE op ars = |e (0) 

etla droite D contenant le point A(1, 3, 1) et dont un 

-vecteur directeur est @(1, 2, 1). Définir analytique- 

-ment la projection p de E sur P parallélement a D et 
la projection g de E sur D parallélement a P. Que 
peut-on dire de poq et de qop? 

| 

5.23 Soit P un plan rapporté a un repére cartésien 
(0, 7, /). On considére l’application f de P dans P 

qui associe a tout point M(x, y) le point M(x’, y’) 

défini par : 
1 

"=— (4x +2y -1 x 3 | Yen) 

(sx 4 2) 
ei Bini 

Quelle est la nature de f? Donner les éléments qui 

la caractérisent. 

5.24 Soit E l’espace rapporté a un repére cartésien 
(0, 7, f, k). On considére l’application f de E dans 
E qui associe a tout point M(x, y,z) le point 

M'(x', y’, z’) défini par : 
1 

poate yt 2). *y 
i 
a 

i 

5. APPLICATIONS AFFINES 

1. Quelle est la nature de f? Donner les éléments 
qui la caractérisent. 

2. Quelle est l'image de la droite d’équations : 

Rady ole ew eat A 

1 =P 1 

5.25 Un plan P étant rapporté a un repére (O, i, / ), 
soit f l'application de P dans P définie analytique- 
ment par : 

’ 

{ 
Xa — (xe al sig eal 

1 

f= —l((XaHly = 3)! y 5 | y —3) 

1. Démontrer que f est une application affine et 

déterminer la matrice de son endomorphisme 
associé dans la base (/, / ). 

2. Démontrer qu’il existe un point invariant | 

unique par f. 

3. Démontrer que l'image de P par f est une 
droite D. 

4. Démontrer que le noyau de !’endomorphisme 
associé a f est une droite vectorielle A. 

5. Un point M(x, y) quelconque a pour images 

M'(x’, y’) par f et M(x”, y”) par la projection p de P 

sur D parallelement a A. Calculer x” et y” en 

fonction de x et y. Montrer que | est le milieu de 

(M’, M”). En déduire une construction simple de M’ 
connaissant M. 

Symétries affines 

5.26 Un plan étant rapporté a un repére (O, /, / ), 
soit f l’application de P dans P définie analytique- 

ment par : 

x'=2x +3y -1 
Vi eX Vato 

Montrer que !’endomorphisme ¢ associé a f est 
involutif, mais que f n’est pas involutive donc n’est 

pas une symétrie affine. 

5.27 Un plan P étant rapporté a un repére (O, i,j) 
soit f l’'application de P dans P définie analytique- 

ment par : 

, x’ == (-x —2y +2) 

y= 5 (-4x ty +2), 

Quelle est la nature de f? Donner les éléments qui 

la caractérisent. 

5.28 Dans un plan P rapporté a un repére (O, i i), 

soit les droites D et D’ d’équations respectives : 

xt+ty-1=0 2x-y+2=0. 

Définir analytiquement les symétries s par rapport 

a D parallélement a D’ et s’ par rapport a D’ 

parallélement a D. Etudier s'os et sos’. 
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5. EXERCICES 5. EXERCIC ES 

5.29 Soit E l’espace rapporté a un _ repeére 

(OF: is k). On considére |l’application f de E dans 

E définie analytiquement par : 

1 ee — hd 1 
x’ =3x —4z—4 

{ y=2e-y 2 

1. Quelle est la nature de f? Donner les éléments 

qui la caractérisent. 

2. Quelle est l'image de la droité passant par 

A(1, 0, 2) et de vecteur directeur U(1, 2, 3)? 

3. Quelle est l'image du plan d’équation : 

x —zZ+2=0? 

5.30 Dans lespace E rapporté a un repére 

(O,/,/, k), soit le plan P d’équation : 

x Py —Z +2 —0; 

On désigne par s la symétrie par rapport a P 

paralléiement a la droite vectorielle de vecteur 

directeur d(1, 2,1). Calculer les coordonnées 
x’, y’, z’ de s(M) en fonction des coordonnées 
x, y, Zz de M. 

5.31 1. Dans un plan P, on considére deux droites 

D et D’ concourantes. Soit s la symétrie par rapport 
a D parallélement a D’. Quelles sont les droites 

invariantes par s? 

2. Dans l’espace E, on considére un plan P et une 

droite D non parailéle au plan P. Soit s la symétrie 
par rapport a P parallélement a D et s’ la symétrie 

par rapport a D parallélement a P. 

Quelles sont les droites invariantes par s? pars’? 
Quels sont les plans invariants par s? par s’? 

5.32 1. Etudier la composée de deux symétries 

centrales, de trois symétries centrales, plus 

généralement de n symétries centrales. 

2. Application: construire un polygone Ay, 
Ao... An connaissant les milieux O,, Oo, ..., On 
respectivement de (Aj, As), (As, Ag), ---, (An, Ax). 

5.33 Dans un plan AP soit D; et Dz deux droites 

concourantes en O, /. eet: 2 des vecteurs directeurs 

de D,; et Do. En prenant pour repére (O, big SY, 
définir analytiquement : 

la symétrie centrale so par rapport a O, 
la symétrie s,-par rapport a D, parallélement a Da, 
la symétrie sz par rapport a Dz parallélement a D,. 

En posant e =idp montrer que {e, So, $4, so} est 

un groupe commutatif pour la composition des 

applications et construire la table de ce groupe. 

5.34 Dans l’espace E, soit D;, Do, D3 trois droites 

concourantes en O et non coplanaires, /;, /o, 3 
des vecteurs directeurs de D,, Dz, Dg. En prenant 

pour repére (O, /4, /o, i), définir analytiquement 
les symétries s;, Sz, S3 par rapport a D;, Do, D3 

parallélement au plan des deux autres droites. 
En posant e = ide montrer que fe, $4, So, sg}est un 

groupe commutatif pour la composition des 

applications et construire la table de ce groupe. 

5.35 Soit un plan P rapporté a un repére (O, /, ra 
A tout point M(x, y) on associe les points A(0, x) et 
B(—y, 0), puis le point M’(x’, y’) barycentre des 
points M, A, B_ affectés respectivement des 

coefficients (1-a@—£B); a; B. (a et B sont des 

nombres réels.) On désigne par f, , l’application 

de P dans P telle que 

fa, g(M) = M 

1. Montrer que x’ et y’ vérifient 

x'=(1-a —B) x= BY 
EE HE ol: 

En déduire que f,,g est une application affine 

laissant au moins un point invariant. 

2. Déterminer les couples de réels (a, B) tels que 

fy, SOoit involutive. 

3. Déterminer la nature de I’involution qui corres- 
pond &€ a>f. (On pourra chercher d’abord 
l'ensemble des points invariants.) 

(D’aprés Bac. C. Japon 1980.) 

5.36 Soit P un plan rapporté au repére cartésien 
(0, 7,7). Soit f V'application affine de P dans P 
transformant le point O en O’(1,4) et dont 
l’endomorphisme associé a pour matrice dans la 

0 1 s 

1. Déterminer les coordonnées (x’, y’) de M’ image 
par f du point M de coordonnées (x, y). 

2. On cherche a montrer que f est la composée de 

deux symétries affines. Soit s; et so deux symétries 
affines d’axes respectifs D,; et Do et dont les 
endomorphismes associés #, et 2 ont respective- 
ment pour matrices dans la base (/,/ ) : 

it dt se 53 
et : 

os nea (, - 

a) Vérifier que ww, et wo sont des symétries 

vectorielles. Quelles sont les directions des 
symétries affines s,; et s2? Que peut-on dire des | 
droites D, et Do? 

b) Montrer que s,;,oSo=f si, et seulement si 

($1 °S2)(O) =O’. 

c) En déduire, connaissant O et O’, une construc- 
tion de O2=s.,(O) pour que 

S1°So=f. 

Calculer alors les coordonnées de Op, puis des 
équations de D, et Do. Déterminer complétement s, 
et So. 

(D’aprés Bac. E. Session de remplacement. 

Besancon 1980.) 

Affinités 

5.37 Soit E lespace rapporté a un repére 
(O, 7, /, k). On considére I’ application f de E dans 
E qui associe a tout point M(x, y, z) le point 
M’(x', y’, z’) défini par : 

x'=3x + 2y — 2z 
{ y’=2x +8y —2z 

z'=2x + 2y —z. 

1. Montrer que l'ensemble des points invariants 
par f est un plan P. 

ee ee eee 
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2. Montrer que le vecteur MM’ appartient a une 
droite vectorielle A fixe. 

3. Soit | le point d’intersection de P et de la droite 

passant par M de direction A. Calculer les 
coordonnées de | en fonction des coordonnées 
x, y, Z de M. En déduire que 

IM’ = KIM, 

k étant un nombre réel que !’on calculera, et que f 
est une affinité. 

5.38 Soit E l'espace rapporté a un _ repére 
(O,/,/, k). Déterminer analytiquement l'affinité 

Par rapport a la droite D passant par A(1, 0, 1) de 

'vecteur directeur U(—1, 2,3), la direction étant 
icelle du plan P d’équation 

x 2y + z=0; 

le rapport étant k = —2. 

5.39 Soit P un plan rapporté a un repére (O, /, EN 
(On considére l’application f de P dans P qui 

2ssocie a tout point M(x, y) le point M’(x’, y’) défini 

jpar : Sos sie utctan 

y’=—8x —2y +1. 

11. Démontrer que f est une application affine de P 
yet déterminer la matrice_ de |’endomorphisme 9 

associé a f dans la base (V7, J ). Démontrer que f est 
ibijective. 

2. Démontrer que f admet un point invariant 
minique A. 

. Calculer les valeurs du nombre réel A pour 
lesquelles il existe des vecteurs V non nuls tels 

que : 

\1) e(V)=Av. 

Montrer que l’ensemble des vecteurs V vérifiant 
Végalité (1) est_la réunion de deux droites 

wectorielles A et &. 

4. En déduire que les deux droites D et D’ passant 

par A et de directions respectives A et A’ sont 

fe corerentt invariantes par f. 

5. Soiti =/ —2/ etJ=7 —7. Calculer ¢([) et o(J). 
Quelle est la matrice de g dans la base (I, J)? En 

liéduire l’expression analytique (calcul des coor- 
Idjonnées (X’, Y’) de M’=f(M) en fonction des 
oordonnées (X, Y) de M) del’ application f dans le 

nouveau repere (A, b de 

5. Montrer que f est la composée commutative 
W’une homothétie et d’une affinité que l'on 

précisera. 

5. 40 Montrer que l'ensemble des affinités de base 
Honnée Y, de direction donnée Z et de rapport k 

variant dans R*, muni de la composition des 
kpplications, est un groupe commutatif isomorphe 

b (IR*, x). 

p. 41 Dans l’espace E, on considére Y et Z (point, 
Hroite, plan ou espace) tels que Y et Z soient 

| elem dans E. Soit : 
, l'affinité par rapport a Y, de direction Z et de 

‘apport k #0 
-, l'affinité par rapport a Z, de direction Y et de 

éme rapport k. 

Etudier f,of, et foofy. 

nn EEE 

5. APPLICATIONS AFFINES 

Révision 

5.42 On considére dans le plan P rapporté a un 
repere (O, ie / ry application g,. B qui a tout point M 

de coordonnées (x, y) associe le point M’ de 
coordonnées (x’', y’) définies par 

| x'=ax — 2ay, 

y' = 2px + By, 
a, B étant deux réels. 

1. Déterminer les réels a et B pour que Gap SOit 

une projection affine dont on précisera les 
éléments caractéristiques. 

2. Déterminer les réels a et B pour que g,., soit 
une involution que l'on précisera. 

5.43 Dans un plan P rapporté a un repére (O," i, ie | ah 
on désigne par A et B les points définis par OA= =/ 
et OB=/. 

Soit v un réel donné; on construit une suite de 

points (A,),en de la fagon suivante : 
Ao est le barycentre de (O, 1+ v) et (A, —v); 
A, est le barycentre de (Ap, 1+ v) et (O, —v); 
An+2 est le barycentre de (A, .;, 1+ v) et (A,, —v), 
pour tout n EN. 

A. On désigne par x, |l’abscisse de A,. 

1. Démontrer que pour tout n de N: 

Xn+1 = VXpn — V. 

2. On suppose, dans cette question, v = 1. 

Exprimer x,, en fonction de n et étudier la limite de 

la suite (X,)nen- 

3. On suppose v #1. 

a) On pose pour tout n de N: X,=x,+); 

déterminer A pour que la suite (X,),en soit 
géométrique. 

b) Exprimer X, puis x, en fonction de n et v. 

c) Etudier la limite de la suite (x,)nen- 

d) Etudier les suites (A, )ncn pour v =Oetv =—1. 

B. 1. Montrer qu’il existe une application affine 
unique f, du plan affine telle que 

fy(O)=Ao, f,(A)=O et f,(B)=B 

Si gy, désigne |l’endomorphisme associé ake 
donner la matrice de ¢, dans la base (/, /). Si un 

point M du plan de coordonnées (x, y) a pour 

image par f, le point M’ de coordonnées (x’, y’), 
donner les expressions de x’ et y’ en fonction de x, 

y et v. 

2. Démontrer que, pour tout n EN, f,(A,) = An +1- 

3. Montrer que f, admet une droite de points 

invariants notée D,. Discuter, suivant les valeurs de 
v, la position de Dy. 

4. Montrer que, quel que soit v, la droite (OA) est 
stable par f,(f,(OA) est inclus dans (OA)); on 
désigne par gy, l’application de (OA) dans (OA) 

définie par g,(M)=f,(M) pour tout point M de la 

droite (OA). Discuter suivant les valeurs de v la 

nature de l’application gy. 

5. On suppose v=1. Donner une construction 

géométrique simple de l'image d’un point du plan 
par f,. (On pourra utiliser l’application g, pour 
v =1 définie précédemment.) 
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6. On suppose v #1. Soit m la projection sur Dy 

suivant la direction de (OA) d’un point M 

quelconque du plan. Montrer qu’il existe un re réel k 

tel que, pour tout point M, on ait mf,(M) = kmM. En 

déduire la nature de f, pour v=0 et v=~—1. 

(Probléme. Bac. C. Paris 1981.) 

5.44 ff désigne le plan de repére R = (uy) ets 
le plan vectoriel associé de base #8, =(i, / ). 
Pour (a,b)ER % R*, on considére |’endomor- 
phisme 2,5) de F dont la matrice dans la base B, 
est 

a 2b 2D 

ol rr 
et l’application affine fi4.p) de SJ dans S d’endo- 

morphisme associé ¢a,p) et telle que O ait pour 

image le point O’ de coordonnées (a, B)€R? 

dans &. 

A. ve Soit V; = Pa, b)(V) et M, fa, b)(M). 

Exprimer les coordonnées (xj, y;) de Vv; dans 2, 
en fonction des coordonnées (x, y) de V dans B;; 

exprimer les coordonnées (X;, Y;) de M; dans & en 
fonction des coordonnées (X, Y) de M dans &. 

2. Montrer qu il existe deux droites vectorielles A; 

et Me invariantes par ¢ 4,5). Donner une équation 

cartésienne de chacune de ces droites. 

3. Soit (7;, Go) A, x Ap avec G, #6 et G0. 

a) Prouver que 25 =(i;, U2) est une base de Ff et 
calculer la matrice Nia.p) de (a,b) dans Bo. 

b) Caractériser les couples (a, b) tels que ¢ a, p) 
soit bijective. 

B. f. a) Montrer que Pi (0, b) et Qo= P(a,—a) ou 

a ElR* sont les composées d’une projection et 
d’une homothétie qu’on caractérisera. 

b) Montrer que fo,4) et f(4,-1) sont les composés 

d'une translation et d’une projection affine. 

Déterminer dans chacun de ces deux cas les 

couples (a, 8) pour lesquels fio 4) Ou f(y, -4) sont 
des projections affines. 

2. Existe-t-il des applications ga) qui sont 

involutives? Si oui, préciser leurs éléments carac- 

téristiques. 

3. a) Quelle condition (C,) doit vérifier (a, b) pour 
Que ¢ a,b) admette des vecteurs invariants non 
nuls? 

b) On suppose que (a, b) vérifie (C;). Quelle 
condition (Cz) doit verifier (a, 8B) pour que fia 4) 
admette des points invariants? 

c) On suppose (C,) et (Co) vérifiges. Donner une 
construction géométrique du point M, = fca,5)(M), 
ou M est donné. Quelle est la nature de fia5)? 

(D’aprés probleme Bac. E. Bordeaux. 

Session de remplacement 1981.) 

5.45 Soit f un plan rapporté a un repére cartésien 
(O, 7, 7). On appelle P le plan vectoriel associé. On 
considére une application affine f qui 4 tout point 

M(x, y) de S associe le point M,(x;, y;) de f eton 

désigne:par F l’endomorphisme associé a f; soit 
auG >> 
(° ‘) la matrice de F dans la base (i, | ). 

Pour tout point M de Jf, on note M,=f(M), 

Mz = f(M;), M3 =f (Moa), Ma=f(Mg) et G l'isobary- 

centre des points M, M,, Mo et M3. 

4. Démontrer que F?=-—idp si, et seulement si, 
aeiidi=0fewa=-pbc=—aAe 

2. Dans cette question, a =2, b =1 et F* = —idp. 

a) Ecrire la matrice de F dans la base (7, /)- En 

déduire que |’application affine f admettant F pour 

endomorphisme associé et telle que f(O)=O’, 

O’ étant le point de coordonnées (2, 0), est définie 

par : 
- =2x% —oyi ne 

Vi ~xX—2y 

Démontrer que f est bijective. 

b) On désigne par D’=f(D) l'image par f d’une 
droite quelconque D du plan #. Déemontrer que D 

et D’ ne sont pas paralléles. En déduire que, quel 
que soit le point M de J, les points M, M,; et Mo 

lorsqu’ils sont distincts, ne sont pas alignés. 

c) Préciser la nature des applications : i Tonlnet 

fue alOle: 

d) Soit M(x, y) un point quelconque de J. En 

utilisant le c) déterminer les coordonnées du point 
G isobarycentre de M, M;, Mo, M3. En déduire que 
le point G est indépendant du choix de M et que G 
est le seul point invariant par f. 

e) Faire une figure en indiquant les positions 

respectives des points M, M,, Mo et Mg lorsque M 

est le point de coordonnées (2, 1). 

(D’aprés probléme Bac. C. et E. 

Amiens. Session de 1979.) 

5.46 Soit (O, i i) un repére cartésien du plan P. 
On désigne par f une application affine de P dans P 
telle que f(0)=O et dont l’endomorphisme o 

associé a pour matrice (? a dans la base (/, /') 

du plan vectoriel P associé a P. 

A. Dans cette partie, on suppose que 

gli +f)=(a +b) +f) 
et que b #0. 

1. Calculer c et d en fonction de a et b. 

2. Soit E, ={i EP; g(a) = ki} ou k ER. Calculer 
k pour que E, soit différent de {0}. Déterminer E, 
pour ces valeurs de k. 

3. On pose [=i +/ et J=/—f. Quelle est la 
matrice de ¢ dans la base (I, Jy? Ons pose 
e*=po@ et plus généralement 9" =9" ‘og 
pour tout n de N*— 11} Donner, en fonction de 
a=atb et B=a—b la matrice de y” dans la 
base (I, J) puis dans la base (i, Pe 

Soit A le point défini par OA=/. Trouver les 

coordonnées de f"(A) dans le repére (O, /, /) en 
fonction de a, b et n. 

B. Dans cette partie, on suppose que f of = fo et 

que f ¥ fo, fo étant l’application affine qui a tout 
point de P fait correspondre le point O. 

1. Lorsque b = 1, calculer c et d en fonction de a 
et démontrer que l'image de P par f est une droite 
D passant par O telle que sa droite vectorielle 
associée D soit le noyau de ¢. 

SEE 
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2. Dans le cas général, démontrer que ¢(P) est 

contenue dans Ker ¢. En déduire que Ker g, puis 

¢(P) sont de dimension 1. Retrouver ainsi le 
résultat du 1. 

C. On suppose, dans cette partie que 

on Oh —aihey 

et que oho 

1. @ étant un vecteur de P tel que (i) #0. 
Prouver qu’il n’existe pas de réel k tel que 

gy (@) = kd. En déduire qu’il existe deux réels A et A’ 
tels que 

e*(7)=Ap(T) +AU. 

2. Calculer 9°(i) en fonction de A, A’, 0 et v(Z). 
Que peut-on en déduire pour A et A’ puis pour 

¢ (7)? Existe-t-il une application f telle que l’on ait 
aAMlatOiseh> —fo etul fa? 

(D’aprés probléme 

Bac. C. Clermont-Ferrand 1979.) 

5.47* A. Dans un plan (plan muni d’une distance 
et de l’orthogonalité), soit une droite D munie d’un 

repere (O, 7). On suppose / unitaire. Soit B et C 
deux points de D et A un point n’appartenant pas 
a D. On suppose que ABC n’est pas un triangle 

rectangle. Soit Mp un point quelconque de D, Po 

son projeté orthogonal sur (AB), Qo le projeté 

orthogonal de Py sur (AC), M, le projeté orthogonal 

de Qo sur D. 

1. Montrer que l’application f : Mj + M, estune 

application affine de D dans D. 

2. Soit xo et x; les abscisses de Mo et M, dans le 

repére (O, / ). On a donc une relation de la forme 

x4 = axo ot b. 

a) Soit Mg un autre point de D d’image Mj par f. 
Montrer que 

\|M,Mj || = ||MoM6|| x |cos A cos B cos C}, 

A, B, C étant les mesures (comprises entre 0 et 77) 
des angles du triangle ABC. 

b) En déduire que |a|=|cos A cos B cos C]. 

c) Montrer que f admet un point invariant 
unique ©. 

3. On définit une suite de points de D par: 

My € Det (Yn EN) M, .; =f(M,). 

On appelle Xn, Vabscisse du point M, dans le 

repere (Q,/). Montrer que la suite (X,)nen 

converge. On dit alors que la suite (M,),en 

converge. 

4. Soit Ro le point d’intersection des droites (MoPo) 
et (M,Q,), U le projeté orthogonal de © sur (AB), V 
le projeté orthogonal de U sur (AC). 

a) Montrer que les deux triangles PpQoRo et UVO. 

sont homothétiques dans une homothétie de 
centre A. 

b) En déduire une construction de ©. 

B. Dans |’espace, soit trois droites D,, Dz, D3. On 

considére un point Mp quelconque de D,;, Py son 
projeté orthogonal sur Do, Qo le projeté orthogonal 
de Py sur Ds, M, le projeté orthogonal de Qo sur D;. 

1. Montrer que l’application f : My +— My, est une 
application affine de D, dans D, ayant, en général, 

un point invariant unique. Quel est le cas 

d’exception? 

2. On définit une suite de points de D, par: 

Myo & D, et (yn EN) M, oy ae f(M,,)- 

Montrer que la suite (M,,),en Converge (s’inspirer 
de la méthode donnée au A. 3.). 
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ANGLES ORIENTES 

Ce chapitre figure au programme de Terminale C et ne figure pas au 

programme de Terminale E. 

6.1 RAPPELS 

a) Angle orienté d’un couple de vecteurs non nuls 

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (0; Degalesoit'( 1, d ) un couple 

de vecteurs non nuls du plan, @ ayant pour coordonnées (x, y) et 0 pour 

coordonnées (x’, y’). Le produit scalaire de (a, @) est : 

ued =xx'+ yy’ 

et le déterminant, dans la base (i, 7 ), de (a, @) est : 

> > XxX 

det; (a, t)\e | 

Uy 

| =sey bx 
Voy. 

On appelle cosinus du couple (#, @) le nombre : 

> 

On appelle sinus du couple (i, &) le nombre : 

Définition 

L’ensemble des couples de vecteurs non nuls ayant méme cosinus et méme 
sinus que le couple de vecteurs non nuls (a, © ) est appelé angle orienté du 
couple (i, o ). 
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REMARQUE | Sil’on change de repére orthonormé, on démontre que cos (a, 6) ne change pas et que 
sin (i, 0) ne change pas ou est changé en son opposé, mais I’angle orienté de (a, o i ) ne 
change pas. 

b) Angle orienté d’un couple de demi-droites de méme Origine 

Nous appellerons cosinus et sinus d’un couple de demi-droites (Ox, Oy) le 
cosinus et le sinus d’un couple (7, #) ot @ est un vecteur directeur de Ox et i 
un vecteur directeur de Oy. 

Définition 

L’ensemble des couples de demi-droites de méme origine, cette origine 

décrivant le plan, ayant méme cosinus et méme sinus que le couple de 

demi-droites (Ox, Oy) est appelé angle orienté du couple (Ox, Oy). 

c) Mesures d’un angle orienté de vecteurs ou de demi-droites 

Le plan étant supposé orienté, on peut associer a tout angle orienté de couple 

de vecteurs non nuls ou de demi-droites de méme origine une infinité de 

nombres réels a +k +2 (k EZ). 
On dit que tous ces réels sont congrus a a modulo 27. L’un quelconque de ces 

nombres est appelé une mesure du couple de vecteurs ou de demi-droites ou 

encore une mesure de I’angle orienté associé. Une mesure se notera : 

(i, 5) ou (Ox, Oy). 

Rappelons que la relation R dans R définie, quels que soient x et x’ de R, par : 

(xRx') <> (Sk EZ, x-x'= k2z), 

est une relation d’équivalence appelée congruence modulo 277; on écrit : 

x =x’ (mod 277) 

on écrit aussi : 

xx’ * [29], 

Si x=x' [27] et y=y’ [27], alors x+y=x'+y’ [27], on dit que la 

congruence est compatible avec l’addition dans R. 

Si a est une mesure du couple (Ox, Oy) ona: 

(Ox, Oy) =a (mod 277) qu’on écrit aussi (Ox, Oy)=a_ [27]. 

Le cosinus et le sinus de a sont le cosinus et le sinus de l'un des couples de 

vecteurs de l’angle orienté associé. 

REMARQUES 1. Si l’on change lorientation du plan, les mesures de langle orienté de (i, 7) 

changent de signe, mais l’angle orienté de (a, ©) ne change pas. 

2. Les angles orientés des couples (Ox, Oy) et (Oy, Ox ) ont méme cosinus et des sinus 

opposes. Leurs mesures sont opposées deux a deux. On dit que ces angles orientés sont 

opposés. 

eer me eee 
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d) Relation de Chasles 

Théoreme 

Quelles que soient les demi-droites Ox, Oy, Oz du plan orienté : 

(Ox, Oy) + Oy, Oz) =(Ox, Oz) [27]. 

e) Bissectrices d’un couple de demi-droites de méme origine 

Rappelons le théoréme préliminaire suivant : 

Lemme 

Soit Ox une demi-droite du plan orienté et a un nombre réel. Il existe une 

unique demi-droite Oy telle que 

(Ox, Oy)=a_ [27]. 

Soit Ox et Oy deux demi-droites d’origine O telles que (Ox, Oy j=a [2rl. 

Nous allons utiliser le lemme précédent pour déterminer les demi-droites Oz 
(fig. 1) telle que 

fig. 1 

(Ox, 0z)=(Oz, Oy) [27]. 

En appliquant la relation de Chasles, cette égalité est équivalente a : 

(Ox, Oz) =(Oz, Ox) + (Ox, Oy) [27] 

c’est-a-dire (en ajoutant aux deux membres (Ox, Oz )) 2 

(1) (Ox, Oz) + (Ox, 0z)=(Ox, Oy) [27]. 

Posons (On O? )= @ [27]. On peut écrire : 

(1) <> (S3kEZ)26=a4+k-27 

neat (3k EZ)o=5+k oa. 

————_——$$ ae 
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Il y a donc deux demi-droites Oz, et Oz, répondant a la question, définies par : 

(Ox, Oz,)== [27] et (Ox, 0z,)=-+2 [27]. 

Les demi-droites Oz, et Oz, sont donc opposées, on peut conclure : 

Théoreme et définition 

Soit Ox et Oy deux demi-droites de méme origine O du plan orienté. II 

existe deux demi-droites opposées Oz, et Oz, d’origine O telles que 

(Ox, Oz,)=(Oz,, Oy) [2a] et (Ox, Oz)=(Oz, Oy) [27] 

Oz, et Oz, sont appelées les demi-droites bissectrices du couple (Ox, Oy). 

La droite (z,z.) =Oz,UOz, est appelée la droite bissectrice du couple 

(Ox, Oy). 

6.2 ANGLE ORIENTE D’UN COUPLE DE DROITES OU D’UN COUPLE DE 
DROITES VECTORIELLES 

a) Définitions 

Supposons le plan rapporté a un repére orthonormé. 

1. L’ensemble des couples de droites (D, D’) tels que l’on peut trouver un 

couple (a, © ), ow u est un vecteur directeur de D et 0 un vecteur directeur 
de D’, ayant méme cosinus et méme sinus est appelé angle orienté du couple 

(D, D’). 

2. L’ensemble des couples de droites vectorielles (D, D’) tels que l’on peut 

trouver un couple (i, 0), ou @ est un vecteur non nul de D et # un vecteur 
non nul de D’, ayant méme cosinus et méme sinus est appelé angle orienté 

du couple (D, D’). 

b) Mesures 

Soit deux droites D et D’ du plan supposé orienté. Par un point O, menons les 

paralléles x’x et y’y respectivement a D et D’ (fig. 2). 



$1622: ba $16:2 7c: SESE: Oe eee eee 

Au couple de droites (D, D’) on peut associer quatre couples de demi-droites 

d’origine O ayant pour premier élément une demi-droite de x’x et pour 

deuxiéme élément une demi-droite de y’y : 

(Ox Oy), (Ox,0y"), “(Ox Oy) (Or Oy). 

Soit a une mesure de (Ox, Oy). Ona: 

(Ox, Oy)=a [27] 

(Ox, Oy')=(Ox, Oy) + (Oy, Oy = ata [27] 

(Ox’, Oy) =(Ox', Ox) + (Ox, Oy)=at+a [27] 

(Ox’, Oy’) =(Ox’, Oy) + (Oy, Oy )=(t7 +a)+r=a [27]. 
L’une quelconque des mesures des quatre couples associés a (D, D’) est 

donc : 

atkm (keEZ). 

Chacun de ces nombres est appelé une mesure de (D, D’) ou de (D, D’) ou 

encore une mesure de I’angle orienté associé. Une telle mesure se notera : 
a 

(DAD). ou. Cs, ): 

La relation R dans R définie, quels que soient x et x’ de R, par 

(xRx') <> (S3kKEZ,x-x'= kar) 

est une relation d’équivalence appelée congruence modulo 77; on écrit : 

Xo Ge (MOod: 7) 

on écrit aussi : | ew & 2 

On vérifiera que cette congruence est compatible avec l’addition dans Rc’ est- 

a-dire que Si 

Xx=x' [7] et y=y’ [7], alors xGy=x'+y’ [7]. 

Sia est une mesure du couple de droites (D, D’) ou du couple (D, Dy ona: 

(D,D)=a [rl], (D, D')=a Ext. 

REMARQUES _ 1. Si l’on change l’orientation du plan, les mesures de l’angle orienté de (D, D’) 
changent de signe, mais l’angle orienté de (D, D’) ne change pas. 

2. Les angles orientés des couples (D, D’) et (D’, D) sont dits opposés car leurs 
mesures sont opposées deux a deux. 

-C) Relation de Chasles 

Soit D, D’, D” des droites du plan orienté. Par un point O menons des 
demi-droites Ox, Ox', Ox" paralléles respectivement A D, D’, D” (fig. 3). 
On a: 

(D, 1’) = (Ox, Ox’) fa) 

(D, D")= (Ox, Ox") Er] 

(D, D")=(Ox, Ox") [7] 
———— eee 
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D 

[DM 2 ‘ 

D’ fig. 3 

dou: 

(D, D’)+(D’, D’)=(Ox, Ox') + (Ox, Ox") [7] 

=(Ox, Ox”) [7] 

=(D,D’) [7]. 

Enoncons : 

Théoréme 

Quelles que soient les droites D, D’, D’ du plan orienté : 

(D, D’) + (D7, D’)=(D, D”) [7]. 

d) Bissectrices d’un couple de droites 

Démontrons, tout d’abord, un théoréme préliminaire : soit D une droite du 

plan orienté, O un point de D et a un réel, montrons qu’il existe une droite 

unique D’ passant par O telle que (D, D)=a_ [vr]. 
En effet soit Ox une demi-droite de support D et d’origine O, il existe une 

demi-droite unique Ox’ telle que (Ox, Ox')=a_ [27] (cf. 6.1 e)). 

fig. 4 

Soit D’ (fig. 4) la droite support de Ox’. On a (D, D)=a_ [7] et elle est 
unique car s’il en existait une autre D” on aurait 

(D, D’)=(D, D’)=a [7] 
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d’oul (D, D’)+(D’, D)=0 [7] 

(D",D)=0 [7] 

les droites D’ et D” passant par O sont donc confondues. On peut €noncer : 

Lemme 

Soit D une droite du plan orienté, O un point de D et a un réel. Il existe une 

droite D’ unique passant par O telle que 

(D, D)=a [a]. 

Soit un couple de droites (D, D’) passant par un point O du plan. Nous allons 

utiliser le lemme pour déterminer les droites A passant par O telles que 

(fig. 5): 
(D, 4)=(4,D) [7]. 

fig. 5 / 

En appliquant la relation de Chasles, cette égalité est équivalente a : 

(D, &)=(4,D)+(D,D) [71 
c’est-a-dire (en ajoutant aux deux membres (D, &)) : 

(1) (D,&)+(D,4)=(D,D) (7). 
Posons (DA )= 6 [2a] et (D, D)=a [7 J. 

On peut écrire 

(1) <> (SkKEZ) 20=a+kn 

<> (4k EZ) Gtk eS 

D’aprés le lemme précédent, il y a deux droites A, et A, répondant a la 
question, définies par : 

a : 

(D,R)=5 [7] et WR)=S+ks [wl. 

Les deux droites A, et A, sont orthogonales. Concluons : 
SR ee 
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Théoréeme et définition 

Soit un couple de droites (D, D’) du plan orienté, passant par un point O. II 

existe deux droites orthogonales A, et A, passant par O telles que 

(D, A,)=(&, D’) [7] et (W, d)=(%,D) [zl]. 

Les droites A, et A, sont appelées les bissectrices du couple (D, D’). 

6.3 PROBLEMES D’ANGLES 

Dans tout le paragraphe, P désigne un plan orienté. 

a) Ensemble des points M de P tels que (MA, MB)=a[z] 

Soit A et B deux points distincts de P. Si M est distinct de A et de B, nous 

désignerons, pour simplifier, par (MA, MB) le couple formé par les droites 
(MA) et (MB). Soit a un réel donné. Cherchons |’ensemble & des points M de 

P tels que (MA, MB)=a [7]. On peut écrire pour tout point M du plan 

distinct de A et de B: 
oe 2S 

MeEé <> [(MA, MB)=a[z] ou (MA, MB)=a+7[27]] 
er gs 

<> sin|[(MA, MB)—a]=0 
CCS Pea Sa 

(1) <=> sin(MA, MB) cos a —cos(MA, MB) sin a =0. 

Soit O le milieu de (A, B), i = a et i le vecteur unitaire tel que (O, i. |) 

soit un repére orthonormé direct de P. 
Les coordonnées de A et B dans ce repére sont respectivement : (—a, 0) et 

(a, 0) ot. a est un réel strictement positif. Si (x, y ) sont les coordonnées d’un 

point M de P distinct de A et de B, ona: 

fig. 6 
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REMARQUE 

ane MA-MB (-a-—x)a—x)+(-y\-y) 

cos (MA, Me) TMA x [MB | IMAI [MBI 
per y?— az 

-_|IMA\] x [MB] 
ioe a=x 

; (MA. MB) dét,;)(MA, MB) ay, ek 2ay 
sin ’ SS ee een ae 

MA|| x |MB||—|[MAl| x MB] |IMA|] x |IMB| 

La condition (1) est équivalente a 

2ay x?+y?-a’ 
——<——— COS Of a 

[MA] x MB] |[MA|| x [MB] 
Ce qui est équivalent, les vecteurs MA et MB étant non nuls, a 

=0. 

2ay cos a —(x?+ y*—a’)sin a =0. 

Distinguons deux cas : 

e sin a =0 c’est-a-dire a =0 [7]. 

La condition (1) est équivalente a y = 0. L’ensemble & des points du plan tels 

que (MA, MB)=0 [7] est la droite (AB) privée des points A et B. 

e sina #0 c’est-a-dire a £0 [7]. 

La condition (1) est équivalente a : 

Les coordonnées des points A et B_ vérifient |l’équation précédente. 

L’ensemble des points M tels que (MA, MB)= a [7 ]est un cercle passant par 

A et B privé de A et de B. Le centre du cercle a pour coordonnées 

COS @ 
(0, as i On peut conclure : 

sin a 

Théoréme 

Soit A et B deux points du plan orienté et a un nombre réel. 

L’ensemble des points M du plan tels que (MA, MB)=a [a] est: 

e si a =0 [7], la droite (AB) privée des points A et B, 

e sia #0[7], un cercle contenant les points A et B privé des points A et B. 

COS @ 
Soit 1(0, a ) le centre du cercle précédent et (AT) la droite passant par A telle 

te) 

sin @ 

que (AT, AB)= [a]. Il existe un vecteur unitaire, directeur % de (AT) tel que 
Uu, i )= a [2a |; ona(i, 7)=—a [27], le vecteur # a donc pour coordonnées dans la 

base (i, J ) : (cos(—a), sin(—a)) donc (cos a, —sina). Le vecteur IA a pour 
cos a@ 

coordonnées (-6. (0) ) ona donc a#-IA =0. La droite (AT) est orthogonale a 
sin a 

(1A); donc (AT) est la tangente au cercle en A. On verra, de méme, que la droite (AT’) 
passant par B telle que (BA, BT’)= a[7] est la tangente au cercle en B. 

ee >: eer 

178 



6. ANGLES ORIENTES 

On peut ainsi construire le centre I du cercle : on construit (AT) telle que 

(AT, AB)=a [7], 
I est le point d’intersection de la perpendiculaire en A a (AT) et de la médiatrice de 
(A, B). 

b) Ensemble des points M de P tels que (MA, MB)=a [27] 

Soit A et B deux points distincts du plan P orienté, a un nombre réel donné. 
Désignons par 6’ l'ensemble des points M du plan P tels que 

ee ae 

(MA, MB)=a[2z7]. 
Pour tout point M du plan distinct de A et B ona 

Be me 

(MA, MB)=a [27] => (MA, MB)=a[z] 
donc 6'C 6, & étant ensemble trouvé au sous-paragraphe précédent. 

e Si a=0 [27] ou a=7 [27] (c’est-a-dire a =0 [7]) on a vu que 

& =(AB)—{A, B}. ean» 
Pour tout point M de (AB)—[A, B] on a (MA, MB)=0 [277]. 

i SS 

Pour tout point M de JA, B[ on a (MA, MB)=7 [27]. 

Donc si a =0 [27], 6'=(AB)-—[A, B] 

Sila =7 [27], 6'= JA, BU. 

e Sia 40[27] et a #7 [27] (cest-a-dire a €0[7]), ona vu que & est un 

cercle passant par A et B privé des points A et B. SiM € 6’, on sait que ME & 
» =_—_ oe 

eee eee MA||>0et MB || >0, on 

[MA x MB] 
a donc y sina >0. 

Réciproquement soit M un point de P tel que: ME 6 et y sina >0ou y est 

l'ordonnée de M. 

Puisque ME 6 ona 
Bg es ee 

(MA, MB)=a[2z] ou (MA, MB)=a+7 [27] 
Se 

si (MA, MB)=a +7 [27] on aurait : 
A =a 2ay 

sin(MA, MB) = ————— 

[MA] x MBI; 
donc y sin a <0ce qui est contraire a -hypothése. Ona donc y sin a >0. On 

peut écrire pour tout point M de P: 

Meé’ <— (MEéety sina >0). 

L’ensemble des points M de P tel que y sin a >0 est un demi-plan ouvert 

ayant pour frontiére la droite (AB). 6’ est donc l’arc de cercle de 6 

d’extrémités A et B contenu dans le demi-plan défini par y sina >0. 

et puisque sin a = >comme a >0, 

=sin(a + 7)=—sina 

Conclusion : 

Théoréme 

Soit A et B deux points distincts du plan orienté P et a un nombre réel. 

L’ensemble des points M de P tels que (MA, MB)=a@ [27] est : 

e si a =0[2z], la droite (AB) privée du segment [A, B] 

e si a=7 [27], le segment ouvert JA, B[ 

e sia £0 [27] et a # x [27], un arc de cercle d’extrémités A et B privé 

des points A et B. 
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c) Condition pour que quatre points A, B, C, D soient alignés ou cocycliques 

Soit A, B, C, D quatre points distincts du plan orienté P. 

e Si A, B, C, D sont alignés, on a (CA, CB) =(DA, DB)=0 [7]. 

e Si A,B,C, D sont cocycliques c’est-a-dire appartiennent a un méme cercle. 

L’ensemble des points M tels que (MA, MB)=(CA, CB) [a] est le cercle 

(ABC) privé des points A et B. Comme D appartient a ce cercle, on a 

(DA, DB)=(CA, CB) [7]. 
Réciproquement soit quatre points distincts A, B, C, D tels que 

(CA, CB)=(DA, DB)[7]. 

® Si les trois points A, B, C sont alignés on a (CA, CB)=0[7] donc 

(DA, DB)=0 [7], le point D appartient a la droite (AB) et les quatre points 

A, B, C, D sont alignés. 

e Si les points A, B, C ne sont pas alignés, le cercle (ABC) contient 

ensemble des points M -tels que (MA, MB)=(CA, CB)[7] donc il 

contient D. Les quatre points A, B, C, D sont donc cocycliques. On peut 
énoncer : 

Théoréme 

Soit A, B, C, D quatre points distincts d’un plan orienté P. Ces points sont 
alignés ou cocycliques si et seulement si on a: 

(CA, CB) = (DA, DB) [7]. 



Exercices 

Dans tous les exercices on supposera le plan 
orienté. 

Angle orienté d’un couple de demi-droites 
de méme origine ou d’un couple de vecteurs 
non nuls 

6.1 Soit Ox, Oy, Oz, Ot quatre demi-droites telles 
que 

(Ox, Oy) = (Oz, Ot) [27] 
et (Oy, Oz)=(Ot, Ox) [2a]. 

Etudier les positions relatives des demi-droites Ox, 
OVZOZ7OL 

6.2 Méme exercice que 6.1 avec ies conditions 

(Ox, Oy)=(Ot, Ox) [27] 

et (Oy, Oz)=(Oz, Ot) [2z]. 

6.3 Soit Ox, Oy deux demi-droites du plan orienté 

P de méme origine O. Déterminer les demi-droites 
Oz d’origine O telles que 

Pt ess 

4(Ox, Oz)=(Ox, Oy) [27]. 

6.4 Soit Ox, Oy deux demi-droites du plan orienté 
P de méme origine O. 
Déterminer les demi-droites Oz d’origine O telles 
que, n étant un entier naturel non nul : 

n (Ox, Oz) =(Ox, Oy) [27]. 

6.5 Soit Ox, Oy, Oz, Ot quatre demi-droites 
d’origine O telles que 

(Ox, Oy)=(Oz, Ot) [27]. 
Montrer que 

(Ox, Oz)=(Oy, Ot) [27]. 

6.6 Soit U et v deux vecteurs non nuls. 
a . = a came me 

1. Calculer (Vv, —v), (=v) 5 av, 17): 
a RES: 

2. Démontrer que (U, —-V)=a7+(U,V) [27]. 

6.7 Soit un triangle ABC. Démontrer que : 
Fe aries 

1. (BA, BC)=(AB, CB) [27]. 
ee — eae 

2. (AC, AB) + (BA, BC) + (CB, CA)=az = [27]. 

6.8 Soit A l'ensemble des angles orientés de 
couples de demi-droites, a et a’ deux éléments de 

# dont des mesures sont a et a’. On appelle a +a’ 
élément de # dont une mesure est a+a’. 
Montrer que #4 muni de cette opération notée + 

est un groupe commutatif. 

Angle orienté d’un couple de droites 

6.9 Méme question qu’a |l’exercice précédent en 

considérant l'ensemble 4’ des angles orientés de 

couples de droites. 

6. ANGLES ORIENTES 

6.10 Soit D et D’ deux droites passant par O et D,; 
et D; deux droites passant par O et orthogonales 

respectivement a D et D’. Montrer que 

(0, D’)=(6;, D4) (a). 

6.11 On dit que deux couples de droites (D, D’) et 
(D,,D;) passant par O sont isogonaux si et 

seulement si (D, D’) et (D;, Dj) ont les mémes 
bissectrices. Démontrer que : 

(D, D’) et (D;, D}) sont isogonaux en 

= (D0, D;)=(D,, D’) [7]. 

Problemes d’angles 

6.12 On dit que deux couples de droites (D, D’) et 
(D,, Dj) sont antiparalléles si et seulement si : 

Jp J Dy 
(D, Dy)=(D,, D’) [a]. 

1. La relation définie précédemment est-elle une 
relation d’équivalence dans l'ensemble des cou- 
ples de droites du plan? 

2. Montrer que quatre points A, B, C, D sont alignés 

Ou cocycliques si et seulement si les couples de 

droites (AB, CD) et (AD, BC) sont antiparalléles. 

3. Soit un triangle ABC. Montrer que le couple 

(AB, AC) et le couple formé par la droite (BC) et la 
tangente en A au cercle circonscrit au triangle ABC 
sont antiparalléles. 

6.13 Soit un triangle ABC et M un point 
n’appartenant pas aux droites (AB), (BC), (CA). On 

appelle A’, B’, C’ les projetés orthogonaux de M 
respectivement sur (BC), (CA), (AB). 

1. Démontrer que : 
ea ee ae. 

(C’A, C’M) = (BC, BM) [zr] 
ee eee oe 

(C’B’, C’M) = (AC, AM) [7]. 

2. Montrer que A’, B’, C’ sont alignés si et 

seulement si M appartient au cercle circonscrit au 

triangle ABC. 
La droite A’B’C’ est appelée la droite de Simson 
associée a M. 

6.14 Soit un triangle ABC et trois points A’, B’, C’ 
respectivement sur les droites (BC), (CA), (AB). 

1. Montrer que les cercles (AB’C’), (BC’A’), (CA’B’), 

passent par un méme point M. 

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante 

vérifiée par A’, B’, C’ pour que M appartienne au 

cercle (ABC). 

6.15 Soit un triangle ABC. Construire un point M 
tel que : 

(MA, MB)=(MB, MC)=(MC, MA) [7]. 

EEE 
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6.16 On donne les points A, B, C, D ayant pour 
ASS hah Sekai 

as dans 
i 

ffi LIVES ees affixes respective A 5 A 34 

un plan orienté rapporté a un repére orthonormé 

direct. ee en 
Calculer (CA, CB) et (DA, DB). 
En déduire que A, B, C, D sont cocycliques. 

6.17 Soit quatre points distincts A, B, C, D ayant 
pour affixes respectives a, b, c, d dans un plan 

orienté rapporté a un repére orthonormé direct. 
Montrer que A, B, C, D sont alignés ou cocycliques 

si et seulement si 

(b —c)(a —d) 
——————_ est réel. 

(26) (Da) 

Révision 

6.18 On suppose le plan P orienté et rapporté a un 
repere orthonormé direct. 

Pour tout nombre réel k on définit la transforma- 
tion ponctuelle g, du plan qui, a tout point M de 
coordonnées (x, y) associe le point M’ de coordon- 

nées (x’, y’) telles que 

x'=x et y= —2kx + y. 

1. Prouver que, quels que soient les réels k et k’, 

Pk'0 Pe = Pik +k)- 

2. Etablir que l’ensemble # des transformations ¢, 

est un groupe commutatif pour la loi o. 

3. Déterminer les droites du plan globalement 
invariantes par toute transformation ¢,. 

4. Soit D, et Dz les droites d’équations respectives 

y =m,x et y=Mpox, ou Mm, et Mz désignent deux 
réels. 

a) Si D, et Dz ne sont pas orthogonales, calculer 
tg(D;, Dz) en fonction de m, et mo. 
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b) Etablir une relation que doivent vérifier m, et 

M> pour que |’on ait 

(07, D2)=(04, D3) fr], 
D; et D4 étant les transformées respectives de D, et 
D. par une transformation ¢, donnée. Discuter. 

6.19 B et C étant deux points donnés, soit é 
l'ensemble des points A tels que (AB, AC) =a [7]. 

On suppose a #0 [7]. 

1. Montrer que le centre d’un cercle tangent aux 

trois cétés du triangle ABC est le point d’intersec- 
tion d'une bissectrice intérieure ou extérieure de 

l'angle CBA et d’une_bissectrice, intérieure ou 
extérieure de l’angle BCA. 

Combien y a-t-il de tels cercles? 

2. Montrer que si | est le centre de l’un de ces 
cercles, on a 

met | 2 

3. Déterminer l'ensemble décrit par chacun de ces 

centres, lorsque A décrit 6. 

4. Construire un triangle ABC connaissant_la 

longueur a de [B, C], une mesure A de l’angle BAC 

(0<A<7) et le rayon r du cercle inscrit dans le 

triangle ABC. Discuter suivant les valeurs de a, A, r. 

6.20 1. Résoudre dans C |’équation : 

(1) (ZN) PE=N(ZEESI)e. 

2. Dans un plan orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, /, / ), déterminer : 

a) l'ensemble des points M diaffixe z tels que 
Zea 

Za 

b) l'ensemble des points M d’affixe z tels que 

ar (-—)"=0 2 
Sh ES a aus 

3. Quelles sont les affixes des points d’intersection 
des deux ensembles précédents? 



ISOMETRIES DU PLAN 

Nous ferons |’étude dans un plan P et nous noterons P espace vectoriel 
associé (ensemble des vecteurs du plan). 
Vous avez étudié en Seconde et en Premiére les translations, rotations, 
symétries centrales, symétries orthogonales du plan P qui sont des isométries 

(applications de P dans P conservant les distances). 

Nous allons faire une étude des isométries, plus générale, a la lumiére des 

endomorphismes de P associés (isométries vectorielles de P ) et des résultats 

acquis en Premiére. 

7.1 ISOMETRIES VECTORIELLES 

Définition 

On appelle isométrie vectorielle de P tout endomorphisme de P conservant 

la norme. 

Soit g une application de P dans P. Montrons que les propositions suivantes 

sont équivalentes : 
(1) g est un endomorphisme conservant la norme (c’est-a-dire une isométrie 

vectorielle de P). 
(2) g est une application conservant le produit scalaire. 

(3) g est un endomorphisme tel qu’il existe une base orthonormée ayant pour 

image une base orthonormée. 
Il suffit de montrer que l’on a les implications (1) = > (2),(2) = > (3), 

(3) => (1). 

a Démonstration de (1) — > (2) 

Soit g un endomorphisme de P conservant la norme ce qui veut dire : 

(WeEP) |e (ds) = la]. 
Calculons 6-d' et gp (d)-¢(#')alaide des normes. Quels que soient et 0’ 

de P, ona: 

e+ oP = ert oP +20-6 
Re 
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a ——————__—————EEE 

a ae " i 
done 5-8 = (e+e P- Plo P) 

de méme 

o(6)-e(6)=4 (lel) +e (8 VIP lle (BP = le @IP) 
comme ¢ est un endomorphisme de P qui conserve la norme : 

lo (8) + e(8)| = le (é+o)| = le+o'] 

le(@)l= lel le (= le] 
donc e(d)-e(b')=b-0' 

on dit que g conserve le produit scalaire. 

Démonstration de (2) = > (3) 

Soit ~ une application de P dans P qui conserve le produit scalaire. 

e ponieare que ¢ est un endomorphisme de P c’est-a-dire que, quels que 

soient 3, 6’ de Pet A de R: 

Entetter 

(9(@ +6) - (6) - o(6")P 

= lle (+ 8)/P + lle )IP + le (FDP - 29 (6 + 8’) - @ (8) 

-29(6+6')-9(5')+20(8)-e (6) 
=o +6'|P + lel? + le P-2(6 + 6')-5 -2(6 + 8')-5' 4 25-5" 
wen ele pe 2(6+6')-5-2(8+6')-5'+25-5'=0: 

(¢ (Ab) — Av (T)P = lle (Ab) IP + a7 |]e(#)P — 2Ag (AB) - 9 (6) 
= ||Ad |? + a?||o |? — 2025-8 =0. 

e Soit (i, 7) une base orthonormée de P. Puisque ¢ conserve le produit 
scalaire : 

e(i)-e(i)=i-F=1 done lle (7) =1 
e(i)-e(F)=F-F=1 done le (7) =1 
e(i)-e(7)=i +f =0. 

Donc (¢ (iy, Q (7 )) est une base orthonormée. 
ie 



7. ISOMETRIES DU PLAN 

ws Démonstration de (3) — > (1) 

Soit ¢ un endomorphisme de P tel qu’il existe une base orthonormée (7,7) 
> 

ayant pour image une base orthonormée (¢(7), ¢(7)). 
Quel que soit 6=xi + yj, ona: 

g(6)=xe(i)+ye(7) 

lle (B) || = Vx? + y? = |e]. 
La norme de tout vecteur est conservée. 

Nous pouvons é€noncer : 

Théoréme 

Soit ¢ une application de P dans P. Les propositions suivantes sont 

équivalentes : 

(1) ¢ est un endomorphisme conservant la norme (c’est-a-dire une 

isométrie vectorielle de P). 
(2) ¢@ est une application conservant le produit scalaire. 

(3) ¢@ est un endomorphisme tel qu’il existe une base orthonormée ayant 

pour image une base orthonormée. 

L’image de toute base orthonormée par une isométrie vectorielle est une base 
orthonormée. 

Puisque l’image d’une base (orthonormée) est une base (orthonormée) par une 

isométrie vectorielle o, cette application est bijective. C’est donc un 

automorphisme de P. 

REMARQUE = Une application ¢ de P dans P qui conserve la norme n’est pas nécessairement un 
endomorphisme de P (cf. ex. 7.1 a la fin du chapitre). 

7.2 ISOMETRIES AFFINES 

a) Définition. Propriétés 

Définition 

On appelle isométrie de P toute application de P dans P conservant les 

distances. 

Soit f une application de P dans P. Montrons que les propositions suivantes 

sont équivalentes : a . sae 

(1) f est une application conservant les distances (c’est-a-dire une isometric 

de. P): - 

(2) f est une application affine dont Vendomorphisme associé est une 

isométrie vectorielle de P. 
a 
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Su72ra. Beene ee eee ee ee 

e Soit f une application de P dans P qui conserve les distances ce qui veut dire 

que quels que soient les couples de points homologues (M, M’)et(N, N’): 

||M’N’ |] = [MN II. 

Soit O un point de P, d’image O’. Considérons l’application 

o:P— Pp 

OM +> O'M’ 

montrons qu’elle conserve le produit scalaire : 

MN? =(ON — OM)? = ON? + OM? - 20M - ON 

MN? =(ON’ -O™M')?= ON? +0'™M 2-20 '-ON’. 
Puisque les distances sont conservées, M’N’=MN?’, O'M’?=OM’, 
O'N'? = ON. Donec 

O™M'-O'N’=OM-ON. 

L’application g conserve le produit scalaire, c’est donc une isométrie 

vectorielle de P. L’application f est une application affine d’endomorphisme 

associé ¢. 

e Réciproquement, soit f une application affine de P dans P d’endomorphisme 

associé une isométrie vectorielle g. Quels que soient les couples de points 

homologues (M, M’) et (N, N’) ona: 

I]M’N "|| = |le (MIN) || = |[MN ]. 
Les distances sont conservées donc f est une isométrie de P. Concluons : 

Théoréme 

Soit f une application de P dans P. Les propositions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) f est une application conservant les distances (c’est-a-dire une isométrie 
de P). 

(2) f est une application affine dont V’endomorphisme associé est une 
isométrie vectorielle de P. 

Il en résulte qu’une isométrie de P a les propriétés d’une application affine et, 
de plus, les propriétés qui découlent de ce que l’endomorphisme associé est 
une isométrie vectorielle. En particulier : 

e une isométrie de P est déterminée par la donnée d’un couple de points 
homologues et de l’isométrie vectorielle associée: 

e une isométrie conserve le barycentre, la convexité: 

e elle conserve l’alignement de points, le parallélisme et Porthogonalité; 

e elle est bijective puisque l’isométrie vectorielle associée est bijective 
(cf. § 5.3 c)). 

Sanne 
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7. ISOMETRIES DU PLAN 

b) Effet d’une isométrie sur les longueurs et les aires 

c) Groupe des 

Soit f une isométrie du plan P. 
Considérons un cercle I de centre O et de rayon R. Soit I’ le cercle de centre 
O'= f(O) et de rayon R. Ona: 

Mer <> |OM||/=R <> |OM’|=R —& Mer. 

Autrement dit f ([) = I’. La longueur de I est 277R et celle de I’ également. 

Le disque circulaire D bordé par T : 

{MEP; ||OM||<R} 

est transformé par f en le disque circulaire D’ bordé par I”. Ces deux disques 

ont méme rayon donc méme aire 7 R?. 

Soit A, B, C trois points non alignés d’images A’, B’, C’ et H le projeté 
orthogonal de A sur (BC). Son image est H’ projeté orthogonal de A’ sur (B’C’) 

puisque f conserve l’orthogonalité. L’aire du triangle ABC est 

4¢anc) - BCL-IARY 
et Il’aire du triangle A’B’C’ est 7 

earn) ECL: INF _ BC: FART 
Soit A,A,...A, un polygone convexe de P, son image est un polygone 

AjA3...A;,, convexe puisque f conserve la convexité. L’aire du polygone 

AjA3...A, est 

A(A;{A3...A;,) = A (Aj AGA3) + A (A{A3A4) +... + A (Aj A,_1 Ay) 

a A (A,A,A3) + A (A,A3A,) SP ina +A (A,A,,-1An ) 

=A (A,A>...A, yy 

Plus généralement, nous admettrons que si F est une partie du plan de 

longueur / (resp. d’aire a), son image par une isométrie a pour longueur / 

(resp. pour aire a). 

isométries de P 

Soit J l'ensemble des isométries du plan P. Montrons que cet ensemble, muni 

de la composition des applications, est un groupe. 

e laloi o est interne car si f et g sont deux isométries de P, quels que soient M 

CtuNuGe: er | 
f 

4 gaara rm 

N +> N’ +> N". 

Ona [M'N’|| = |MN]| et |[M’N"|| = |[M’N’| 

HONE M’N” || = [MN | 
et gof est une isométrie de P. 

e la composition des applications est toujours associative donc en particulier 

dans J; 

e |’ élément neutre est idp qui est une isométrie de P; 

Jussi ne 
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e si f€ J, ona vu que f est bijective. Montrons que fiat est une isométrie 

de P. Quels que soient M’ et N’ de P, soit M et N les antécédents uniques de M 

et N’ par f: 

f 
M +> M’ 

N -—> N’. 

Ona ||M’N'|| = ||MN||j puisque f € J. Les points M et N sont les images de M' 
et N’ par f-! et on a ||MN||= |[M’N’|] donc f~' est une isométrie de P. 
Donc tout élément f de J admet un symétrique f~' élément de J. 

Rappelons que le groupe affine de P est "ensemble des bijections affines de P, 

muni de la composition des applications. Donc : 

Théoréme 

L’ensemble J des isométries du plan P, muni de la composition des 

applications, est un groupe. C’est un sous-groupe du groupe affine de P. 

7.3 RAPPELS DE PREMIERE 

Rappelons, sans les démontrer, les résultats de la classe précédente. 

a) Isométries de P laissant invariant un point donné 

e L’ensemble J; des isométries de P laissant invariant un point donné I est un © 
groupe non commutatif pour la composition des applications; c’est un 
sous-groupe de (J, ©). 

e J, est formé de: 

— ensemble J; des symétries orthogonales (ou axiales) d’axes passant 
par I, 

— lensemble J," des rotations de centre I, composées de deux symétries 
orthogonales d’axes passant par I. 

(Jj, ©) est un sous-groupe commutatif de (J,, ©). 

ave, Jee est une partition de J, c’est-a-dire que : 

fea OW ee 8S et Ip tidy =O: 

b) Isométries vectorielles associées 

e L’isométrie vectorielle associée a la symétrie orthogonale d’axe D passant 
par I est la symétrie orthogonale d’axe D qui associe a tout vecteur 6 = 6’ + 6” 
(#' € D, 6” orthogonal a D) le vecteur #’ — 6". 
Elle transforme un angle orienté de vecteurs en son opposé. 

SESE 
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7. ISOMETRIES DU PLAN 

e L’isométrie vectorielle associée a la rotation de centre I et d’angle @ (nous 
dirons «angle 6» pour «angle orienté de mesure 6 », le plan étant supposé 
orienté) est la rotation vectorielle d’angle @ qui associe A tout vecteur @ le 
vecteur 0’ tel que : 

le = |e" 
> 

i640, (6 8 )=0 (271. 

Elle conserve les angles orientés de vecteurs. 

7.4 ENSEMBLE DES ISOMETRIES VECTORIELLES DE P 

Soit @ une isométrie vectorielle quelconque de P. Considérons un point I de P 

et f application affine laissant I invariant et d’endomorphisme associé ¢. 

L’application f est une isométrie de P (cf. § 7.2), laissant I invariant donc 

f © J;. Par suite, g est soit une symétrie vectorielle orthogonale, soit une 
rotation vectorielle. 

Théoréme 

L’ensemble des isométries vectorielles de P est l'ensemble des symétries 

vectorielles orthogonales et des rotations vectorielles de P. 

7.5 DEPLACEMENTS 

a) Définitions. Exemples 

Définitions 

On appelle déplacement de P toute isométrie de P dont l’endomorphisme 

associé est une rotation vectorielle. 

L’angle d’un déplacement est l’angle de la rotation vectorielle associée. 

EXEMPLES 1. Une translation de P est un déplacement car l’endomorphisme associé est ids qui est 

la rotation vectorielle d’angle nul. 

2. Une rotation de centre I et d’angle @ est un déplacement car |’endomorphisme 

associé est la rotation vectorielle d’angle 6 (cf. § 7.3 b)). 

b) Groupe des déplacements de P 

Notons J+ l’ensemble des déplacements du plan P. Montrons que cet 

ensemble, muni de la composition des applications, est un groupe. 

Fn ee 
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| Meson (3 ose 
———————— 

e Soit f, et f, deux déplacements de P. On sait que f, of, est une isométrie 

de P (la composée de deux isométries est une isométrie cf. § 7.2 b)). Appelons 

Po, et Po, les rotations vectorielles d’angles 6, et 4, associées a f, et f>. Ona 

Pe, ° Pe, — Pe,.+o- 

Donc l’endomorphisme associé a fof, est la rotation vectorielle p»,,,. Par 

suite, f,of,€J*. Donc la loi o est interne dans J”. 

e Lacomposition des applications est toujours associative donc en particulier 

dans J*. 

e L’élément neutre est idp qui est un déplacement. 

e Si fEJ*, on sait que f~! est une isométrie de P (cf. § 7.2 b)). 

Soit p, la rotation vectorielle associée a f. L’endomorphisme associé a f~' est 

(po) '=p-_, qui est la rotation vectorielle d’angle —9. Donc f-'€ J*. Tout 
élément f de J* admet bien un symétrique f~' élément de J*. 

Théoréme 

L’ensemble J* des déplacements du plan P, muni de la composition des 

applications, est un groupe. C’est un sous-groupe du groupe J des 

isométries de P. 

Sil’on compose des translations et des rotations obtient-on des translations ou 
des rotations? Existe-t-il des déplacements de P qui ne soient pas une 
translation, ni une rotation? Nous allons répondre a ces questions en 
cherchant a décomposer une translation ou une rotation de P en symétries 
orthogonales. 

c) Composition de deux symétries orthogonales d’axes paralléles 

Soit Sp et Sp deux symétries orthogonales d’axes paralléles D et D’ (fig. 1). 
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Elles sont associées au méme endomorphisme o qui est la symétrie vectorielle 
orthogonale d’axe la direction D de D et D’. L’application sy 0S) est une 
isométrie d’endomorphisme associé oooa=ids donc sposp est une 
translation. Déterminons le vecteur de cette translation : soit H un point de D, 
ona 

Sp © Sp(H) = sp(H) = K 

ou K est le symétrique de H par rapport a D’. Soit H’ le milieu de (H, K), le 
vecteur de la translation est 

HK = 2HH = 27, 

u étant le vecteur orthogonal a la direction de D et D’ et tel que D a pour image 
D’ par la translation t;. On peut écrire : 

Théoréme 

La composée sp osp de deux symétries orthogonales s, et sp d’axes 

paralleles D et D’ est la translation ¢,; ot @ est le vecteur orthogonal a la 

direction de D et D’ et tel que ¢,(D) =D’. 

Réciproquement soit t; une translation de P de vecteur #. Cherchons 4 la 

décomposer sous la forme sp oSp: 

e on peut choisir D arbitrairement mais de direction orthogonale a @, soit 

D' = f1;(D), on a bien sposp=6;; 

e@ on peut commencer par choisir arbitrairement D’ de direction orthogonale a 
v soit alors D= t_4;(D’), on a bien encore Sp °Sp = f;. Concluons : 

Théoreme 

Toute translation de P est la composée, d’une infinité de maniéres, de deux 

symétries orthogonales d’axes paralleles. 

d) Composition de deux symétries orthogonales d’axes sécants 

Rappelons la démonstration faite en Premiére. Supposons P orienté. 

Soit Sp et Sp deux symétries orthogonales d’axes D et D’ sécants en I. Soit 

M’ = sp(M), M” = sp(M’) et H et H’ les milieux respectivement de (M, M’) et 

(M’, M”). 
Si M est en I, M’ et M” sont aussi confondus en I. 

Si M #1, |[IM|| = |]IM’| = |IM"| 
as ee Lae tea ae 

(1M, IM )= (1M, IM’) + (M’, 1M") [27] 

=2( i, IM’)+2(IM’, 2’) [27] 
QQ ee 
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S75.d: 

fig. 2 

(en appelant @ et a’ deux vecteurs directeurs de D et D’) 

a 
=2(i, ii') [27 ] 

= 2a [27] 

(en appelant a une mesure de l’angle orienté du couple (D, Baye On peut 

écrire : 

Sy °Sp=rd, 2@) 

Théoreme 

La composée sy, © Sp de deux symétries orthogonales sp et sp d’axes D et D’ 
sécants en I est la rotation de centre I et d’angle de mesure 2(D, D). 

Réciproquement soit r(I, 6) une rotation de P, de centre I et d’angle 6. 

Cherchons a la décomposer sous la forme sp oSp: 

e On peut commencer par choisir D arbitraire passant par I. Soit D’ la droite 

6 
passant par I et telle que (0, D)=; [7]. On a bien: 

0 see & r(I, 2 4 = Clee): 

e On peut commencer par choisir D’ arbitraire passant par I, soit alors D la 

: 0 
droite passant par I et telle que (Died) = a5 [7]. On a bien: 

Sp OSp = r(1, Z ;) =r(I, @). 

Concluons : 

Théoréme 

Toute rotation de P de centre I est la composée, d’une infinité de manieres, 
de deux symétries orthogonales d’axes sécants en I. 
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+) Composition de deux rotations 

Soit r, et r, deux rotations de centres I, et I, et d’angles 6, et 6. La composée 
de ces deux déplacements est un déplacement d’endomorphisme associé la 
rotation vectorielle d’angle 0, + 45. 

e Si 6;+6,=0 [27], cette rotation vectorielle est ids donc ror, est une 
translation (cf. § 5.5 a)); le vecteur de cette translation est 1,1; en appelant I; 
image de I, par r,or, c’est-a-dire le point 

I, =r.07r,(1,) = r2(1,). 

e Si 6,+ 0,40 [27]: 

fig. 3 

si I, =I,, r.or, est la rotation de centre I, et d’angle 0, + 6,; 

si I, #L, utilisons la décomposition du sous-paragraphe précédent. On peut 

écrire r, et r> sous la forme : 

y= Sp, Sp, (eb f2=Sp,°Sp, 

d’ou 12 Or, = Sp, °OSp,° Sp; ° Sp,- 

On pourra simplifier si l’on choisit D, = D; = (1,1,), on aura alors Sp, 0 Sp; = idp 

d’ou 

rz O71; = Sp, Sp,- 

A Cae 1 

D, étant la droite passant par I, telle que (D;, D,)= aise [7]. 

‘ oy 65 

D; étant la droite passant par I, telle que (D,, Sars [a]. 

Les droites D, et D5 ne sont pas paralleles car : 
ee oma 

(D;, Ds) =(D;, Dy) + (Dj, Ds) [7] 
1% tee [7 ] 

#0 [7 J. 

Soit I le point d’intersection de D, et Dj. On a: 

6,+ 80 Bi pee ie!) copie 
oe a eee EE 
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f) Composition d’une translation et d’une rotation 

Soit t une translation de vecteur @ et r une rotation de centre I et d’angle 0. 

Si 6=0, rot=r. 

Si 6=0 [27], rot=t. 9 ; 

Supposons 0 40 et @#0 [27], pour étudier rot utilisons des décomposi- 

tions en symétries axiales de la forme : 

f= SpOSp “el (F = Spr? Sp, 

d’ou rot = Sp,°Sp,° Sp; ° Sp,- 

fig. 4 

On pourra simplifier si l’on choisit D, = D} droite contenant I et de direction 

orthogonale a 0 (fig. 4), on aura alors sp,05p,=idp. D’oid : 

rot =Sp/0Sp, 

S étant l'image de D; par la translation t_i;. 
a 

5 étant la droite passant par I telle que (D,, Dy) =5 [7]. ~] 

Les droites D, et D5 ne sont pas paralléles car 

(He. = (aad 

=5 [7] 

# () [a |. 

Soit J le point d’intersection de D, et D5. Ona: 

2 
rot =Sp,0Sp, = r(J, =) =r(J, 6). 

REMARQUE Vous étudierez, de méme, tf or. 
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g) conséquence 

Existe-t-il d’autres déplacements de P que les translations et les rotations? 
Soit f un déplacement quelconque de P. Considérons un couple de points 
homologues particuliers (A, A’) et un couple de points homologues (M, M’) 
quelconques (fig. 5). mM’ 

M, 

fig. 5 A 

Soit tax la translation de vecteur AA’. Ona: 

aa & 
A +> A’ > A’ 

M +—> M, > M’ 

g étant telle que : f = gotax. Donc en composant a droite par tax : 

fotna=8 
g est la composée de deux déplacements, donc g est un déplacement. Ce 

déplacement a un point invariant A’, donc g est une rotation de centre A’. 

Puisque f =g o0txx, lapplication f composée d’une translation et d’une 

rotation est une translation ou une rotation d’aprés le sous-paragraphe 
précédent. 

Théoréme 

L’ensemble des déplacements du plan P est l’ensemble des translations et 

des rotations de ce plan. 

7.6 DETERMINATION D’UN DEPLACEMENT 

a) Détermination analytique 

Le plan P étant orienté et rapporté a un repére orthonormé direct LOnigie 

soit f un déplacement qui transforme O en O'(x9, yo) et d’endomorphisme 

associé la rotation vectorielle py d’angle 6. L’image M’ d’un point quelconque 

M de P est définie par : 

OM’ = p, (OM) + OO’. 

Déterminons la matrice de p, dans la base Ai, j). Les colonnes de la matrice 

sont formées des coordonnées des images i Neer’ dei et /. Ona (fig. 6) : 

a 
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fig. 6 

Gi)=6 rl et Gi )=ey (271 

d’ou : i*=cosi +sin Oj 

ona G, =(ieh)+(sul=s+8 ad 

j'=cos(3+ 0) 7 +sin(Z+ a7 

=-—sin 01 + cos 0]. 

La matrice de p, dans la base big i) est donc : 

(rh. @ —sin ‘) 

sin @ cos 0 

Les coordonnées du point M’ image par f du point M(x, y) sont: 

{funk COS.0 — Y_SiIn. Gx. 

y.= X1sin.@ +). COS, 0.4 Yo. 

Réciproquement l’application qui associe a M(x, y) le point M’(x’, y’) tel 

que : 

he ax =DY-P x5 

y'=bx + ay + Yo 

(a, b, Xo, Yo réels donnés et a? + b* = 1) est le déplacement qui associe a O le 

point O'(x9, yo) et d’endomorphisme associé la rotation vectorielle d’angle 6 
déterminé A 2k prés (k EZ) par : 

he d=a 

si 0 =D, 

b) Exercice résolu 

Etant donnés quatre points A, B, A’, B’ du plan orienté P tels qie A#B et 
\A’B B= ABI, déterminer un déplacement f de P tel que f(A)=A\' et f(B)=B’. 
Lorsque ce déplacement est une rotation, construire son centre. 

Si f existe, PONGOT ORI associé est nécessairement la rotation vectorielle p, 

d’angle de mesure 0 = (AB, A’ A'B’) [27]. 
Réciproquement, application affine f qui associe a A le point A’ et d’ endomorphisme 
associé p, répond a la question : c’est un déplacement transformant A en A’ et, puisque 
~» (AB) =A'B,, il transforme B en B’. 
Précisoin ce déplacement. 

f est une translation si et seulement si p, = idp c’est-a-dire ire @=0 [27] c’est-a-dire 
A'B’ = AB. Dans ce cas, f est la translation de vecteur AA’. 

ee 
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e Si 6#0 [27], f est une rotation de centre I que nous allons construire : 

— si A=A’, le centre I est en A; 

— si B=B’, le centre I est en B; 

— si 6 =7 [27], ona A’B’ = —AB. Le point I est le milieu commun de (A, A’) et 
(B, B’) et f est la symétrie de centre I: 

— ecartons les cas particuliers précédents, puisque 
=e aod a 
TA |] = TA] et (1A, TA)=0 [27], 

I est le point d’intersection de la médiatrice de (A, A’) et de I’arc de cercle ensemble 

des points M tels que (MA, MA’)=0 [27] (cf. § 6.3b)) (fig. 7). 

fig. 8 

Remarque 
Donnons d’autres constructions de I en écartant les cas évidents A= A’, B=B’, 

6=a7 [27]. 
— lest également sur la médiatrice de (B, B’) et sur l’arc ensemble des points M tels 
a 

que (MB, MB’)=9@ [27]. 

— Soit J le point de concours des droites (AB) et (A’B’). Supposons J distinct de A, A’, 

[Bs 1839 
oe, a 

(JA, JA’)=(IA, IA’) [7] 
ae ee 

(JB, JB’)=(iB, 1B’) [7] 

les points I, J, A, A’ sont donc cocycliques sur un cercle I’, et les points I, J, B, B’ sont 

cocycliques sur un cercle I. Sil’, et P, sont tangents en I, onal = J (fig. 8). Sil’, et T, 

ne sont pas tangents, le point I est le point d’intersection de I, et P, autre que J. En 

effet, si I était en J, dans la rotation de centre J, les droites (AA’) et (BB’) seraient 

paralléles et les cercles T, et I’, seraient tangents. 
ee a ee ee ere 
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7.7 ANTIDEPLACEMENTS 
(ne figurent pas au programme de Terminale E) 

a) Définition. Exemple 

Définition 

On appelle antidéplacement de P toute isométrie de P dont l’endomor- 

phisme associé est une symétrie vectorielle orthogonale. 

EXEMPLE Une symétrie orthogonale d’axe D est un antidéplacement car l’endomorphisme 
associé est la symétrie vectorielle orthogonale d’axe D. 

b) Etude de l’ensemble des antidéplacements 

ae Ensemble J~ 

Notons J~ |’ensemble des antidéplacements du plan P. Cet ensemble n’est pas 

stable pour la composition des applications puisque la composée de deux 

symétries orthogonales est une transiation ou une rotation (cf. § 7.5 c)et d)). 

Plus généralement, la composée d’un nombre pair (resp. impair) d’antidépla- 

cements est un déplacement (resp. un antidéplacement). 

J* désignant l’ensemble des déplacements de P et J désignant l’ensemble des 
isométries de P, on a: 

SS eae et aude Glo = 

donc {J*, J~} est une partition de J. 

m Recherche de tous les éléments de J~ 

Existe-t-il d’autres antidéplacements de P que les symétries orthogonales? 
Nous allons raisonner comme au § 7.5 g). Soit f un antidéplacement 
quelconque de P. Considérons un couple de points homologues particuliers 
(A, A’) et un couple de points homologues (M, M’) quelconques (fig. 9). 
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Soit tax la translation de vecteur AA’. Ona: 

tak g 

A +> A’ +> A’ 

M +— M, +> M’ 

g étant telle que : f = g otxx. Donc en composant A droite par tax: 

fotxx=e 

g est la composée de deux isométries de P donc g est une isométrie. Si l’on 

appelle o la symétrie vectorielle orthogonale associée a f, l’endomorphisme 

associé a g est o oidp=o. De plus, A’ est invariant par g. Donc (cf. § 7.3) g 

est une symétrie orthogonale d’axe D passant par A’, la direction D de D étant 

Paxe de la symétrie vectorielle orthogonale oa. 

. Puisque f = g ofxx’, l’antidéplacement f est la composée d’une translation et 

d’une symétrie orthogonale. 

Il existe une infinité de décomposition de ce type puisque le choix du couple de 

points homologues (A, A’) est arbitraire. Cherchons une forme plus simple. 

e Si AA’ est orthogonal a D, on peut décomposer txx< sous la forme sp0 Spy 

avec D’= tixa(D). On a alors : 

f= Sp°Sp°Sp 

~ II ~” | 

f est une symétrie orthogonale par rapport a une droite D’ paralléle a D. 

e Si AA’ n’est pas orthogonal a D, on peut écrire : 

AA’=0'+0" avec bd’ € Det 0b” orthogonal a D 

on a alors: 

f = SpotxK = Sp Obj ote. 

Comme 0” est orthogonal a D, spot; est une symétrie orthogonale sp par 

rapport a une droite D’ paralléle a D d’ot finalement 

avec 6’€D’ (ou D puisque D' =D). 

e Montrons que la décomposition précédente est unique donc indépendante 

du couple de points homologues (A, A). Supposons qu’il existe une autre 

décomposition f = 5p,of, avec 0,ED,: 

Sp Oly: = Sp, °G, 

d’ow en composant a gauche par Sp, et a droite par t_;: 

Sp, °Sp = &, Ot_s = ha’. 

i 
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Sp,OSp €étant une translation, D, et D’ sont paralleles, appelons_D leur 
: > > x . a >) 

direction commune, on a 0,—0’ orthogonal a D mais 0,—v'’€D donc 

é,—6'=0. Par suite t,, =f, d’ot Sp, = Sp. 

e Montrons que les deux applications sy et ts, commutent c’est-a-dire que 

Sp Of; = tj. OSp. 

En effet, sp of; et t;-0Sp ont le méme endomorphisme associé 

o oidp=idpoo =a, 

il suffit de montrer qu’il existe un point B ayant méme image par Sp of; et 

t;,OSp. Soit B un point de D’: 

Spy 06 (B) = &(B) 

ts 0 Sp(B) = (B). 

On a bien 

(1) Sp Obs = tO Sp 

c’est la forme réduite ou canonique de l’antidéplacement f. 

e Réciproquement toute application composée du type (1) est un 

antidéplacement car c’est une isométrie de P (composée de deux isométries ) 

d’endomorphisme associé o cidp = a, o étant la symétrie vectorielle associée 
x 

a Sy. 

Théoréme 

L’ensemble des antidéplacements de P est l’ensemble : 

e des symétries orthogonales; 

e des composées d’une translation et d’une symétrie orthogonale, le 

vecteur de la translation appartenant a la direction de l’axe de la symétrie 

orthogonale (les deux applications commutent). 

REMARQUE  Considérons la forme réduite (1) de l’antidéplacement f. 
La droite D’ est l'ensemble des milieux des couples de points homologues (M, M’). 
Sa direction est l’axe D de la symétrie vectorielle orthogonale associée a Tis 

c) Détermination analytique 

Le plan P étant orienté et rapporté a un repére orthonormé direct (O57: Py 
soit f un antidéplacement qui transforme O en O'(Xo, Yo) et d’endomorphisme 
associé la symétrie vectorielle orthogonale o d’axe D. L’image M’ d’un point 
quelconque M de P est définie par : 

OM’ = 7 (OM) +00’. 
—SSSFeeeFeSeFeFeFFeeeEeeSeSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSe 
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fig. 10 

Déterminons la matrice de o dans la base (a iv Les colonnes de la matrice 
sont formées des coordonnées des images i de yrder et | par o. Soit @ un 

vecteur non nul de D. Posons Ge u)=a [27] (fig. 10). Ona: 

(i %*)= de [2a]: 

f= == Jar] 

i'=cos 2ai +sin 2aj 

a TT\ > T\ > 
"= cos {2 - 2) i + sin ( -3)i J cos (2a 5 nessini2e x) 4 

=sin 2ai — cos 2aj. 

La matrice de o dans la base (7, j) est donc : 

Re Dam SIN Le ) 

sin 2a —cos 2a/ 

Les coordonnées du point M’ image par f du point M(x, y) sont: 

| ‘=X COs 2a + y sin 2a + Xo 

y5='sin 2a — y cos 2a + yo. 

Réciproquement I’application qui associe a M(x, y) le point M(x’, y’) tel 

ate (> ciewons pe + Xo 

y'= bx — ay + Yo 
(a, b, Xo, Yo réels donnés et a* + b?=1) 

est l’antidéplacement qui associe a O le point O’ (Xo, Yo) et d’ endomorphisme 

associé la symétrie vectorielle orthogonale d’axe D de vecteur directeur 7 tel 
Se 

que (i, a#)=a [m], le réel 2a étant déterminé a 2km prés (k EZ) par: 

{e>* 2a =a 

sin 2a = b. 

i ii mda i a a ne ene 
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7.8 CLASSIFICATION DES ISOMETRIES _ 
(ne figure pas au programme de Terminale E) 

Soit E l'ensemble des points invariants par une isométrie d’un plan P. L’étude 

précédente des déplacements (cf. § 7.5) et les antidéplacements (cf. § 7.7) de 

P conduit a la classification suivante : 

déplacement antidéplacement 

E est une symétrie orthogonale 

droite D par rapport a D 

rotation de centre I 

et d’angle non nul 

composée d’une symétrie 
orthogonale par rapport 

a une droite D et d’une 

translation de translation de vecteur 
vecteur non nul non nul appartenant a 

la direction de D 

(les deux applications 

commutent) 

7.9 GROUPE DES ISOMETRIES LAISSANT INVARIANTE UNE PARTIE 
DU PLAN 

a) Généralités 

(ne figure pas au programme de Terminale E) 

Soit F une partie non vide du plan. Appelons Jp ensemble des isométries 
laissant globalement invariante la partie F. On pose 

de a ar da ty ef Je = Jets. 

On démontre facilement les propriétés générales suivantes : 

1. (J;, 0) est un groupe, sous-groupe de (J, 0). 

2. (Jp, 0) est un groupe, sous-groupe de (Jp, ©). 

3. Si Jp nest pas vide, soit fy€ Jp. L’ application : 

f > foof 

est une bijection de Jp sur Jz. Quand ces deux ensembles sont finis, ils ont 
donc le méme cardinal : 

card J; =card Jp => card Jp. 

Seppe 
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4. Si F est finie, ’isobarycentre O des points de F est invariant par tout 

élément de Jp. Par suite les éléments de J, sont des rotations de centre O et 

les éléments de Jp sont des symétries axiales dont Il’axe passe par O. 

5. Si F est finie (card F = n) et si F contient au moins trois points non alignés, 

deux éléments de J; coincidant sur F sont égaux (cf. § 5.2b)). Par suite le 
cardinal de J, est inférieur ou égal au nombre de permutations de F, soit n! : 

card Jp=n! 

b) Exemples de déterminations de J- quand F est fini 

Pour identifier les déplacements ou antidéplacements a l’aide de leurs points 

invariants, On se reportera au tableau du § 7.8. 

ms F={A}. Ona dans ce cas Jp = J, dont ona étudié les éléments en classe de 
Premiere : voir les rappels § 7.3. 

a F={A, B} avec A¥B. Soit O le milieu de (A, B). 
Soit f € Jp. Deux cas sont possibles : A et B sont tous deux invariants par f ou 

bien f échange A et B. 

Si A et B sont tous deux invariants. Le seul déplacement répondant a la 

question est idp, le seul antidéplacement répondant a la question est la 

symétrie orthogonale sp par rapport a la droite D=(AB). 

D’ 

fig. 11 

Si f(A) =B et f(B)=A. Le milieu O de (A, B) étant invariant par f, le seul 

déplacement répondant a la question est so, symétrie par rapport a O (rotation 

de centre O et d’angle zr); le seul antidéplacement répondant a la question est 

la symétrie sp par rapport a la médiatrice D’ de (A, B). 

Réciproquement, il est évident que idp, So, Sp et Sp’ appartiennent a Jp : 

Je = fidp, So, Sp> Spt: ae = tidp, ne 

LES 
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La table du groupe Jp est la suivante : 

Un tel groupe commutatif, a 4 éléments involutifs, est appelé groupe de Klein. 

a F={A, B,C}, A, B, C non alignés 

Premier cas : le triangle ABC n’est pas isocéle. 

Soit f € Jp. Supposons f(A)=B. On a alors 

ou bien f(B)=C, d’ot |[AB|| = |[BC||, ce qui_est exclu 
ou bien f(B)=A, d’ot f(C)=C et ||AC|] = |[BC]|, ce qui est exclu. 
On voit de méme qu’on né peut avoir f(A)=C. On a donc f(A)=A, et de 

méme f(B)=B et f(C)=C. Comme une application affine du plan est 
déterminée par ses valeurs en trois points non alignés, on a f =idp: 

Jasitidyhs 

Deuxiéme cas : le triangle ABC est isocéle, non équilatéral : 

AB] = JAC|| 4 |[BC]. 
Soit f € Jp. En raisonnant comme dans le premier cas, on voit que f(A) = A. 

L’isobarycentre O de A, B, C est également invariant, par suite f =idp ou 

f =Sp, D étant la droite (AO). Réciproquement, ces deux isométries sont 
éléments de Jp: 

Jp = {idp, Sop Jp = {idp}. 
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Troisieme cas : le triangle ABC est équilatéral. 
Soit O lisobarycentre de A, B, C. 

fig. 13 

D’apres ce qui a été vu en début de paragraphe, card J} <3, card J; <3. Or 

rs Ly : c —2 
Pidentité de P et les deux rotations r, (0, =| et r, (0, —*) sont dans Jf, 

les trois symétries So,, Sop, Soc respectivement par rapport aux droites (OA), 

(OB), (OC) sont dans Jz. D’ot 

Jee vile. Lite V5, SOA; SOB> Soct: oe = lide, Lane; As 

On a donc dans ce cas : card Jp =6=3! 

La table du groupe est la suivante : 

Notons que ce groupe est non commutatif. Jp = tidp, rt, r,7} est commutatif. 

a F={A,B,C, D}, le quadrilatere ABCD étant un carré 

Nous utiliserons les notations et les résultats de l’exercice 2 du § 5.7 d). (Pour 

une étude directe, voir |’exercice 7.59.) 

Puisque toute isométrie est une application affine, le groupe Jp est contenu 

dans le groupe G des applications affines laissant F globalement invariante. Ce 

groupe G comprend huit éléments f,, 0<k <7 et on a déterminé les matrices 

a ee ee 
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des endomorphismes associés ¢ dans la base (OA, OB). Or, ABCD étant un 

carré, on a OA-OB=0 et ||OA||= |[OB||. On en déduit que tous les 

endomorphismes , sont des isométries vectorielles. En effet, ‘st 

é =xOA + yOB, ona: 

lle (&) || = Vx? + y? OAT = [le 
Les applications f, sont donc des isométries et Jp =G. 

fig. 14 

On peut donner la nature des éléments de Jp : 

fo = idp 

fi = Soa, Symétrie axiale par rapport a la diagonale (OA) 

f2=Sp, ou D, est la médiatrice de (A, B) 

pon(0.3) 
fa= Sop, Symétrie axiale par rapport a la diagonale (OB) 

fs= So, syméirie par rapport au centre du carré 

7 emis fe ra 7 

f; = Sp, ou Dy, est la médiatrice de (A, D). 

Jp hide, Fi, So, Y2, SoA> Sop, Sp,> Soy 

ae = tide, FA5US O> ro} ={idp, ry, rats rey 

c) Détermination de J, lorsque R est un réseau 

Soit (O, 7, 7 ) un repére quelconque de P. On appelle réseau R construit sur ce 
repere l'ensemble des points A, , dont les coordonnées p et q sont des 
entiers relatifs. 
Nous supposerons que (O, Re j) est un repere orthonormé. On appellera carré 
du réseau tout carré de sommets A, 4, Ap +1, Wry See aan ie. 15). 

OL ee 
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Nous allons étudier l’ensemble Jp des isométries laissant invariant le 
réseau R. 

e Soit f un élément quelconque de Jp, il transforme O en un point A,., du 
réseau. 

Considérons la translation t de vecteur OAg; et g l’application telle que 

f =tog, c’est-a-dire en composant a gauche par t'': t 'of =g. 

L’application g est la composée de deux éléments de Jp donc g € Jp et g 
laisse O invariant car : 

g(0)=t-'(f(O))=t- (Ax) =O 
g laisse aussi invariant l’ensemble F des quatre points situés a la distance | de 

se F={A, B,C, D}={Ai.o; AguisrA 466; Ao, -} (figzt5). 

Donc g € Jp, Jp étant ensemble étudié a l’exemple 4 du sous-paragraphe 

précédent, les notations étant celles de cet exemple : 

Aeeividp, Ti, So, '2, Soa> Sos Sd,> Sis 

e Réciproquement si g € Jz, g © Jp car quel que soit A, , de R: 

idptAm a) — A, 4 ct. eae Fe ae 

SolAp, ¢) = A-p. -4 r(Ap, q) = Aa, -p 

Sone) — Ap. =a Sapa) Saas 

Sp(Ap. 4) = Aa. p SpfAp, q) = A-g, ~p 

et toute application f =fog, ol g € Jp et ou ¢ est la translation de vecteur 

CAL, (en prenant A, arbitraire dans R), est un élément de Jp. 

e Conclusion : l'ensemble Jp est l'ensemble des composées tog définies 

précédemment. 

ws Forme réduite d’un élément de JR BO a See ee es IE 

On a vu que: é 
ie id, lr, So, a 

les éléments f de Jx s’obtiennent en composant par ¢ |’un des éléments de JF. 

eo Sie =idp, f =k 

SE ee a a 
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ie 2 = tation d’angle = dont nous allons © Si g=n (0,2), f=ton est une rota gle 5 

déterminer le centre. C’est le point de rencontre des médiatrices de (O, f(O)) 

et de (Ay), f(Ax.1)): 

f(O) = Ax, 

f (Agi) = (A146) = Ag cte 

Le centre de la rotation f est le milieu de (O, A,y_;,4,) (fig. 16). Ses 

ba b . Comme k + / et k —/ sont de méme parité, le 

centre de la rotation f est un sommet ou le centre d’un carré du réseau. 

coordonnées sont 

: : oie 
e Sig =So,f =t Soest la symétrie par rapport au point de coordonnées 55 

(point invariant par f oS¢). Ce point est un sommet ou le centre ou le milieu 
d’un coté d’un carré du réseau. 

: 7 x : 
e Sig =n(0f= x) vous verrez, de méme, que f =f or, est une rotation 

5 T 5 Ya Z 

d’angle — 3 et de centre un sommet ou le centre d’un carré du réseau. 

we Forme réduite d’un élément de JR 

Jp Shien: Sop> Sp,> So) 

les éléments f de Jz s’obtiennent en composant I’un des éléments de Jz par t. 
La forme réduite de f est la composée d’une symétrie orthogonale et d’une 
translation, le vecteur de la translation appartenant a la direction de l’axe de la 
symétrie orthogonale (les deux applications commutent). Cette direction est 
celle de (OA) ou (OB) ou D, ou Dj. 

i ee ee EEE eee 
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Exercices 

lsométries vectorielles 

7.1 Soit D une droite vectorielle du plan vectoriel 

P. On définit une application g de P dans P de la 
fagon suivante 

Asae e(V)=7 
(WWEP-D) o(¥)=-v¥. 

Montrer que ¢ est une application qui conserve la 

norme mais qui n’est pas linéaire. 

7.2 Soit g une application de P dans P telle que 

{ (0) = 

(WG, V)EP?)  |lp (7) — oe (V)||= 7-7]. 
Montrer que ¢ conserve le produit scalaire, pis 

que ¢ est une isométrie vectorielle. Réciproque? 

7.3 Soit 9 une isométrie vectorielle et D une droite 
vectorielle de P stable par ». Montrer que l’ona : 

(WWED)e(V)=V7 ou (WWED) e(V)=- 

7.4 Soit g une symétrie vectorielle par rapport ala 
droite D parallélement a la droite D’. A quelle 

condition nécessaire et suffisante » est-elle une 

isométrie? Quelles sont les isométries vectorielles 
involutives du plan vectoriel? 

7.5 Soit 7 et 7’ deux vecteurs de P tels que 

||@ || = |]a"|| 40. 
Montrer qu’il existe une rotation vectorielle p et 

une seule telle que p (7 )=@'. 
Montrer qu'il existe une symétrie vectorielle 

orthogonale o et une seule telle que o(u)=a' 

Montrer que 0 + @ ‘appartient a l’axe D deco et que 

G  U' est orthogonal a D. 
Soit (/, /) une base orthonormée de P. Ecrire la 

matrice de o dans cette base dans chacun des cas 

suivants : 

Uu 

b)a=/4+vV3f et uw=V2(7+/). 

7.6 Soit o et oa’ deux symétries vectorielles 
orthogonales, respectivement par rapport a deux 

droites vectonielies D et D’. On définit ’endomor- 

phisme o +a’ par: 

(WW EP)o +a'(V)=a(V)+o(V). 

L’endomorphisme o + a’ peut-il 6tre une rotation 

vectorielle? une symétrie vectorielle orthogonale? 

7.7 Soit P un plan vectoriel rapporté a une base 
orthonormée (i, j ). Déterminer les matrices des 

rotations vectorielles y de P telles que: 

= id6. 

7. ISOMETRIES DU PLAN 

7.8 Déterminer les rotations vectorielles g d’un 
plan vectoriel P telles que: 

pe? =—ids 

(on calculera les matrices dans une _ base 
orthonormée). 

7.9 Soit P un plan vectoriel rapporté a une base 
orthonormée (i, j ). Déterminer analytiquement la 
symétrie orthogonale par rapport a la droite 
vectorielle A de vecteur directeur 2/ —/ (on 
calculera les coordonnées x’, y’ de l’image 
de V(x, y)). 

7.10 Méme question qu’a l’exercice précédent, A 
ayant pour équation : 

3x +y =0. 

7.11 Soit ¢ l'endomorphisme d'un plan vectoriel P 
de matrice dans une base orthonormée (/, / ) : 

S 

5 

4 

alo alr 5 

1. Montrer que ¢ est une symétrie orthogonale par 

rapport a une droite vectorielle que l’on détermi- 

nera. 

2. Trouver les rotations vectorielles p qui commu- 

tent avec » c’est-a-dire telles que : 

P°Pp =O Op. 

7.12 Soit P rapporté & une base orthonormée 
(/, / ). On considére l'endomorphisme p de P de 

matrice : 

1 V3 

Pee ae 

V3 1 

eg. 2 

1. Démontrer que p est une rotation vectorielle. 

2. Soit o la symétrie orthogonale par rapport a la 
droite vectorielle de vecteur directeur /. Déterminer 

les symétries orthogonales yw, et wo. (on détermi- 
nera les matrices et les axes de ces symétries) telles 

que : 

P= $209 =p Oy. 

7.13 Mémes questions qu’a l’exercice précédent 
sachant que p a pour matrice : 

V2 V2 

ie 2 39) 

V2 V2 

(oe “leo 

et ¢ est la symétrie orthogonale par rapport a la 

droite vectorielle d’équation y = x. 

SUE EE EEE EEEEERE EE 
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7. EXERCICES nn a eS eee 

7.14 Soit P rapporté a une base orthonormée 
(7, 7). On considére l’endomorphisme ¢ de P de 

matrice : 

(* +2b 2b 

2b y= Jo) 

ou a et b sont des nombres réels. 

1. Déterminer a et b pour que ¢ soit une rotation 

vectorielle. 

2. Déterminer a et b pour que ¢ soit une symétrie 
vectorielle orthogonale. Indiquer les axes des 

symétries trouvées. 

3. On suppose a = 2b #0. Démontrer que le noyau 
et l'image de ¢ sont deux droites vectorielles 

eS Quelle est la_ matrice de g dans une 

base (I, J) ou 1 Elm ¢ et Je Ker ~? Montrer que 

ep=how=aoh ou h est une homothétie 

vectorielle et @ une projection vectorielle orthogo- 

nale (projection vectorielle telle que Im w et Ker w 

sont orthogonaux). 

7.15 Soit D et D’ des droites vectorielles de P, / et 
i' des vecteurs unitaires appartenant respective- 

ment a D et D’. En prenant une base orthonormée 
(/, /), le vecteur 7’ s’écrit : 

i'=ai +bj avec a?+b?=1. 

1. Démontrer qu’il existe exactement deux rota- 

tions vectorielles et deux symétries vectorielles 

orthogonales transformant D et D’. 

2. En faisant D = D’, en déduire que l'ensemble des 

isométries de P laissant D invariante, muni de la 
composition des applications, est un groupe de 

Klein (groupe ayant quatre éléments, ces quatre 
éléments étant involutifs). 

Isométries affines 

Dans tous les énoncés suivants, la distance de deux 

points Aet B quelconques d'un plan P sera notée 
indifféremment ||AB|| ou AB. 

7.16 Soit un plan P orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, i moe On considére |’appli- 

cation f qui associe a ata point M(x, y) le point 
M’(x', y’) défini par : 

bs =y-1 

y'=-x +2. 

Trouver la nature de f et les éléments qui la 
caractérisent. 

7.17 Soit un plan P rapporté a un_ repére 
orthonormé (O, /, j ). On considére |’application f 

qui associe a tout point M(x, y) le point M’(x’, y’) 
défini par : 

1 
OSs = We 2 ve 

Ve AE A Va 
'=—x-~y-V3. y 2 ay 

Trouver la nature de f et les éléments qui la 
caractérisent. 

7.18 Soit un plan P rapporté a un repeére 
orthonormé (O, /, / ). On considére l’application f 

qui associe a tout oan M(x, y) le point M’(x’, y’) 

défini par : 
iC = oP 1, 

y'=x-2. 

Trouver la nature de f et sa forme réduite tz o Sp ou 

Sp est une symétrie orthogonale par rapport a une 

droite D et t, une translation de vecteur @ 

appartenant a la direction A de D (on déterminera A 

et on remarquera que D est I’en: ensemble des points 

M d’image M’ = f(M) tels que MM’ appartient a A). 

7.19 Mémes notations qu’a l’exercice précédent 
avec f définie par 

inh sats a 
2.4 = Se pe ial 

' V3 
Yom nagras Py Yara 

1. Trouver la nature de f et sa forme réduite 

(procéder comme 4 |’exercice précédent). 

2. Trouver |’équation cartésienne de |’image par f 

de la droite d’équation : 

Nea 7 =) SO) 

7.20 Soit un plan P orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, /, / ). On considére, pour @ 
réel donné, ‘application affine T, de P dans P 

définie par T,(O) =O et la matrice de l’application 
linéaire associée a T, dans la base (7, j és 

;cOS@ -sin3é@ , 

YSIn'6="==cos 36" 

1. Calculer @ pour que Ty, soit une rotation; 

préciser, suivant les valeurs de 6, le centre et 
langle de chaque rotation. 

2. Calculer @ pour que Tg, soit une symétrie 
orthogonale par rapport a une droite; préciser, 
suivant les valeurs de @, |l'axe de chaque symétrie. 

7.21 Le plan P est rapporté au repére orthonormé 
direct (O, /, / ). On donne les points A, B, C, D de 
coordonnées respectives 

(1) RE: Sas) Aen) a4 4): 

On appelle E et F les milieux respectifs de (A, C) et 
(BaD) 

1. Démontrer qu’il existe une rotation affine unique 

R qui transforme A en B et Cen D. Déterminer son 
angle et son centre |. 

2. Démontrer qu’il existe une rotation affine unique 
KR’ qui transforme A en D et C en B. Déterminer son 
angle et son centre J. 

3. Que peut-on dire du quadrilatére |EJF? 
Etudier R'oR et RoR’. 

7.22 Soit P un plan rapporté a un eae 
orthonormé (0, /, / ). 

1. Soit M’ le transformé d’un point M de P dans la 
symétrie orthogonale par rapport a la droite D 
d’équation y = x. Soit M” l'image de M’ dans la 
symetrie orthogonale par rapport a la droite 
d’équation y =0. 

eee 
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nen 

Exprimer, en fonction des coordonnées (x et y) de 
M, les coordonnées x” et y” de M’. 
En déduire la nature et les éléments caractéristi- 
ques de la transformation, t;, de P qui a M 
associe M”. 

Retrouver géométriquement ce résultat. 

2. Soit tz. la transformation de P qui a M(x, y) 
associe N(X, Y) tel que 

X=1 typ Yoda x 

Caractériser la transformation to, puis la transfor- 
mation too ty. 

7.23 Soit un plan P orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, /, 7 ). Soit R,, Ro, Rez les 
rotations de centres respectifs A,(2, 0), A2(0, 2), 

A3(—2, 0) et dont les RUBIES OE ont pour mesures en 

radians respectivement oy a, ~: Soit S;, So, Ss les 

symétries orthogonales par eee aux droites 

d’équations respectives 
Dae y¥=0, Do2x ty=2,.. Ds: —x+y =2. 

1. Définir analytiquement les applications R;, Ro, 

R3, Sa: So, S3. 

2. Déterminer analytiquement et géométriquement 
les applications 

S; ° So, S20 Sz, $308}. 

3. Déterminer l’application R;oR.oRz3. 

7.24 Dans un plan P orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O,/,/ ), on donne A(1, 0) et 
B(O, 1). Soit R la rotation de centre O et de mesure 
7 —+» 

5. et T la translation de vecteur AB. Déterminer les 

applications RoT et ToR. 

7.25 Dans un plan P orienté, on donne trois points 
A, B, C distincts et on désigne par Ra, Rg, Rc les 
rotations de centres respectifs A, B, C et de 

Qa 
mesure: —.- 

3 

1. Décomposer Ra, en le produit de deux symétries 
orthogonales par rapport a des droites passant par 
A, la deuxiéme de ces droites étant (AB). 

Décomposer Rg en le produit de deux symétries 
orthogonales par rapport a des droites passant par 

B, la premiére de ces droites étant (AB). En déduire 
le centre D et l’angle de la rotation 

Rp — Rep ° Ra. 

2. En procédant de maniére analogue pour Rp et 

Ro, déterminer T= Roo Rgo Ra. 

3. Les points A et B étant donnés, ou faut-il placer 
C pour que T soit la transformation identique? 

4. On donne A et B, soit M un point quelconque de 

P d’image M’ = T(M). Déterminer |’ensemble décrit 

par C dans chacun des deux cas : 

a) |IMM’||=¢ (€>0 donné); 

b) MM’ appartient a une direction donnée A. 

5. On donne B et C. Déterminer l'ensemble décrit 
par A dans chacun des deux cas a) et b) 

précédents. 

6. On donne A et C. Déterminer |’ensemble décrit 
par B dans chacun des deux cas a) et b) 
précédents. 

7.26 Soit f et g deux isométries du plan P. On se 
propose d’étudier g 'ofog. 

1. Montrer que si f est un déplacement (resp. un 

antidéplacement), g~'ofog est également un 
déplacement (resp. un antidéplacement). 

2. On suppose que f est la rotation de centre O et 

d’angle 6. Montrer que g ‘of og est une rotation 
dont on déterminera le centre. 
Quel est l’angle de cette rotation? (distinguer selon 
que g est un déplacement ou un antidéplacement). 

3. On suppose que f est la symétrie axiale sp. Que 
peut-on dire de g 'ofog? 

7.27 Soit A, B, A’, B’ quatre points du plan P tels 

= |AB || = ||A'B"|| 40. 
Montrer qu’il existe un antidéplacement f unique 

tel que f(A)=A’ et f(B)=B’. 

Cas d’isométrie des triangles 

7.28 Soit deux triangles ABC et A’B’C’ d’un plan P. 

On suppose 

A'B’=AB, B’C’=BC, C’A’=CA. 

1. Démontrer que A’B’-A’C’ = AB- AC. 

2. Démontrer que l’application affine f qui associe 
aA, B, C respectivement A’, B’, C’ est une isométrie 

(quels que soient les points M et N d’images M’ et N’ 
par f, on posera MN = xAB + yAC et on montrera 
que |[M’N’|| = |[MN])). 

7.29 Soit deux triangles ABC et A’B’C’ d’un plan P 
orienté. 

1. Démontrer que si 

A'B'=AB, A’C'= 
so ia 

et (A’B', AC’) = (AB, AC) [277], 

il existe un déplacement unique transformant A, B, 
C respectivement en A’, B’, C’. 

2. Démontrer que si A’B’ = AB, 
a oe 

(A'B’, A’C’) = (AB, AC) [277] 
=e em 

et (B’A’, B’C’) = (BA, BC) [277], 

il existe un déplacement unique transformant A, B, 

C respectivement en A’, B’, C’. 

7.30 Soit deux triangles ABC et A’B’C’ d’un plan P 
orienté. 

1. Démontrer que si 

AB B’=AB, A’ AG & AC 

et (A’B’, BAC) = -(AB, AB, AC) [ 

il existe un antidéplacement unique transformant 

A, B, C respectivement en A’, B’, C’. 

2. Démontrer que si 
De eae es ee 

A’B’ = AB, B, (AB B’, A’C’) = ~(AB, AC) [27] 

et (B’A’, 7K’ BC')= — (BA, 5A, BC) [271] 

il existe un antidéplacement unique transformant 

A, B, C respectivement en A’, B’, C’. 

eT 
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7. EXERCICES 
a 

Effet d’une transformation sur des fonctions 
numériques ou vectorielles 

Soit g une application d’un plan P dans un 

ensemble quelconque E, f une transformation 
affine de P. On peut considérer l’application g of 

de P dans E. On dira que f conserve g sig of = g. 

7.31 Montrer que l'ensemble # des transforma- 
tions affines conservant g, muni de la composition 

des applications, est un groupe. 

Déterminer # dans chacun des cas _ suivants 

(ex. 7.32 a 7.35) : 

7.32 g est l’application M H—> ||AM|| ou A est un 
point donné du plan P. 

7.33 g est l’application M +> AM2 + BM? ot A 
et B sont deux points donnés du plan. Plus 

généralement, g est |’application 

n 

M #—> yy ajMA? 
i=1 

ou les points A; sont donnés ainsi que les réels a; 
n 

vérifiant > a; #0. 
i=1 

7.34 g est|l’application M H—> MA-MB ou AetB 
sont deux points donnés du plan. 

7.35 g estl’application M +> MA?—MB?outAet 
B sont deux points distincts de P. On introduira un 

repére orthonormé (O, i,/) ou O est milieu de 
(A, B) et / colinéaire a AB. On donnera |’expression 
analytique des éléments de .. Quels sont les 
éléments de # qui sont des isométries? 

7.36 Le plan _P est rapporté a un repére ortho- 

normé (O, /, / ). Déterminer les isométries du plan 
laissant O invariant et conservant|’application g : 

M(x, y) He ax?+ by? 

ou (a, b)#(0,0) est un élément donné de R?. 
Discuter. 

Utilisation des isométries 

7.37 On donne un triangle ABC et on construit a 
l’extérieur du triangle les carrés ABDE et ACFG. 
Soit K le point tel que GK = AE. On supposera le 
plan orienté, la base (AC, AG) étant directe. 

1. Trouver la rotation qui transforme A, B, C 

respectivement en G, K, A. En déduire que les 
droites (KA) et (BC) sont perpendiculaires. 

2. Démontrer que les droites (BF) et (KC) sont 
perpendiculaires ainsi que les droites (CD) et (KB). 

Qu’en conclure pour les droites (KA), (BF), (CD)? 

7.38 Soit ABC un triangle du plan P. On construit 
un rectangle BCDE (BC =ED). Montrer que les 
trois droites passant par A, D, E et respectivement 

perpendiculaires a (BC), (AB) et (AC) sont concou- 
rantes. 

7.39 On considére un quadrilatére ABCD inscrit 

dans un cercle I. Montrer que les six droites 

passant par le milieu d'un cété ou d’une diagonale 
et perpendiculaires au cété ou a la diagonale 

opposée sont concourantes. 

7.40 Dans un plan P on considére un triangie 
équilatéral (A, B, C) inscrit dans un cercle (I). Soit 

M un point, distinct de A et de C, situé sur celui des 

arcs AC dont B n’est pas élément. | est le point du 

segment [MB] tel que 

MI = MA. 

1. Montrer que le triangle (I, M, A) est équilatéral. 

2. On oriente le plan P de fagon qu’une mesure de 

l'angle (AB, AC) soit ve Soit r la rotation de 

7 

centre A et dont une mesure de l|’angle est aie, 

Déterminer les images par r des points B et I. 

En déduire 

MA + MC = MB. 

(Exercice. Bac C. Bordeaux 1982.) 

7.41 On considére deux cercles I et I’ de méme 
rayon d’un plan P. 
Soit w (resp. w’) le centre de T (resp. I’). Un point M 

décritl, une point M’ decrit I” de telle sorte que 

(oM, w'M’) = 6 [27] 

ou 6 est un réel donné non congrt a 0 modulo 27. 
Montrer que la médiatrice de (M, M’) passe par un 
point fixe. 

7.42 Soit T un cercle de centre O, A un point de I. 
Une rotation r de centre A et d’angle @ transforme 
IT’ en un cercle I” qui coupe [ en A et B. Soit M un 

point de T, M#A, et M’=r(M). Montrer que la 
droite (MM’) passe par B. 

7.43 On se reportera a la figure 7 du cours. 
Montrer que les cercles circonscrits aux triangles 
IAB et IA’B’ ont méme rayon et se coupent en | eten 

K point d’intersection de (AA’) et (BB’). (On pourra 
utiliser l'exercice précédent.) 

7.44 On considére un triangle ABC d’orthocentre 
H et [son cercle circonscrit. 

1. Montrer que les symétriques de H par rapport 

aux cdtés du triangle ABC appartiennent a I. 

2. Soit M un point de I. Montrer que H et les 
symétriques de M par rapport aux cétés du triangle 
ABC sont alignés (droite de Steiner). [Indication : 

considérer la rotation composée des symétries 
orthogonales par rapport a (BC) et (BA) et utiliser 
l'exercice 7.42.] 

3. En déduire que les projetés orthogonaux de M 
sur les cétés du triangle ABC sont alignés (droite 
de Simson). 

7.45 Soit ABC un triangle direct du plan orienté P. 
On considére les points A’, B’, C’ tels que les 
triangles BAC’, CBA’, ACB’ soient équilatéraux 
directs : 

i as: 

(BA, BC’) 
—-, 7 

, AB’)= 3 (27). Ill i. Dy QO >} Il > O 

—_— EEE 
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Montrer que 

|AA’|| = ||BB’|| = ||CC|]. 
Montrer que les trois droites (AA’), (BB’), (CC’) sont 
concourantes en un point M tel que 

(MA, MB) = (MB, MC)=(MG, MA) = = [7]. 

Reprendre ces questions en supposant BAC’, CBA’ 
ACB’ équilatéraux indirects. 

’ 

7.46 Soit D une droite d’un plan P, A et B deux 
points de P situés du méme cété de D. Un point M 
décrit D. Montrer qu’il existe un unique point Mo 
de D réalisant le minimum de_ ||MA|j+ ||MB||. 
Déterminer Mo. 

7.47 Soit ABC un triangle du plan P et D, E, F des 
points appartenant respectivement aux segments 
'B, C], [C, A], [A, B]. 

1. Montrer que, pour un point D donné, le 
périmeétre du triangle DEF est minimum lorsque la 

droite (EF) passe par les symétriques P et Q de D 
par rapport a (AB) et (AC). 

2. En déduire que le périmétre du triangle DEF est 

minimum lorsque D, E, F sont les _ projetés 

orthogonaux respectifs de A, B, C sur (BC), (CA), 
(AB). 

7.48 Soit r la rotation de centre O et d’angle 6 etA 
un point distinct de O. Soit M un point quelconque 
du plan, on pose M’=r(M). 

1. Ensemble des points M tels que les points 

O, A, M, M’ soient cocycliques. 

2. Ensemble des points M tels que 

(AM, AM’) = p [77], 
pw réel donné. 

7.49 Soit A et B deux points diamétralement 
opposés sur un cercle I’. Un point M décrit [ et se 
projette orthogonalement en M’ sur (AB). Quel est 

l'ensemble des points P et Q communs au cercle de 
centre O passant par M’ et au diametre de I’ passant 

par M? 

7.50 Soit ABC un triangle isocéle (||AB|| = ||AC])). 
Une droite variable D passe par A. Soit C’ le 
symétrique de C par rapport a D. La droite BC’ 
coupe D en M. Déterminer I’ensemble des points C’, 

l'ensemble des points M. 

7.51 Soit deux droites D, et D. concourantes en O 
et un point fixe A distinct de O. Une droite variable 

D passe par A. Les symétriques de la droite D par 

rapport a D, et Dj se coupent en M. Quel est 

l'ensemble des points M? 

7.52 On considére un rectangle ABCD et M un 
point variable de son plan. On pose 

M, = S(apy(M), Mo= Spc) (M3), M3= Sica) (Mp). 

Quel est l'ensemble des milieux des segments 

[M, Ma]? 

7.53 On donne, dans un plan P, deux cercles I’ et 
[’ de méme rayon R et de centres respectifs O et O’. 
Soit A et A’ deux points fixes appartenant 

7. ISOMETRIES DU PLAN 

respectivement a I et I’. Un point M décrit I, un 
point M’ décrit I’ de telle sorte que 

(AO, AM) = —(A’O’, A'M’) [77]. 

(Quand M=A ou M’=A’, on remplace (AM) ou 
(A’M’) par la tangente.) 

1. Soit | le milieu de (M, M’). Montrer que | 

appartient a la droite D passant par les milieux de 
(O, O’) et de (A, A’). Quel est l'ensemble des 
points |? 

2. Les droites (AM) et (A’M’) coupent D en N et N’. 
Que peut-on dire du vecteur NN’? 

7.54 On donne, dans un plan P, quatre droites D,, 
Dj, Do, Ds. Les droites D, et Dj sont paralléles ainsi 
que les droites Dz et Ds. Soit O un point de P. 
Construire une droite passant par O et rencontrant 

D, en Aj, Di en Aj, Do en Ao, Dg en Ad tels que 

I|AsA; || = |[AzAs Il 
Discussion. 

7.55 On donne deux droites D,; et D2 d’un plan P, A 
un point de P. Construire un triangle équilatéral 
ABC tel que B appartienne a D, et C a Dp. 
Discussion. 

7.56 Construire un cercle passant par un point A 
donné et tangent a deux cercles concentriques I et 
I’ donnés. Discussion. 

7.57 Ondonne un cercle I de centre O et de rayon 
R, deux points A et B de son plan tels que 

JOA||>R et |JOB|<R 

et un réel ¢ > 0. Construire deux points P et QdeT 
tels_ que (AP) et (BQ) soient paralleles et que 

|PQ|| = @. Discussion. 

Groupe des isométries laissant globalement 
invariante une partie du plan 

Les notations sont celles du cours. 

7.58 Donner un exemple de partie F du plan telle 
que J- ne soit pas réduit a l’identité et ne contienne 
que des rotations. 

7.59 Déterminer le groupe des isométries du carré 
directement (c’est-a-dire sans utiliser les résultats 

de l’exercice 2 du §5.7d)). On pourra, par 

exemple, se ramener au cas ou |’un des sommets 

est invariant. 

Déterminer le groupe Jf dans chacun des cas 

suivants. 

7.60 F est un rectangle non carré. 

7.61 F est un losange non carré. 

7.62 F est un parallélogramme qui n'est ni un 
rectangle ni un losange. 

7.63 F est la reunion de deux droites concouran- 

tes D et D’. 

7.64 F est une droite. 

a 
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7.65 F est la réunion de deux droites paralléles 

distinctes. 

7.66 7 etj étant deux vecteurs donnés, indépen- 
dants 

F={pi +q/; peEZ,qeEZz} 

(le cas | ||= 7 |=1 et 7-7 =0 a été étudié en 
cours). On traitera les cas suivants : 

Well, FF 40. 
b) WF il4l7. 7-7 =0. 

i ie gate ia Es | 

ec) W=WV i. f-7 40, Fijeo!=. 

Révision 

7.67 Soit P un plan orienté_ muni d’un repere 

orthonormé de sens direct (O, i, if )et soit Sf le plan 

vectoriel associé. On considére |’application affine 

m qui a tout point M de P de coordonnées (x, y) 
associe le point M’ de P de coordonnées (x’, y’) 
définies par 

Seah eDicvemeanins atten 

VY =a Wise ta Sih =e 

ou m est un réel donné. 
Les parties A), B) et C) sont indépendantes. 

A. 1. Déterminer suivant les valeurs de m les 

points invariants par f,,. 

2. Pour quelles valeurs de , f,, est-elle bijective? 

3. Soit ™, la valeur de m pour laquelle f,, n’est pas 
bijective. 

a) Montrer que f,,, transforme le plan P tout entier 

en une droite A, dont on donnera une équation. 

b) On désigne par p la projection orthogonale sur 
la droite A, montrer qu’il existe une homothétie h 
telle que 

fp = hop 

et indiquer son centre et son rapport. 

B. 1. a) Pour quelles valeurs de ™, f,, est-elle une 
isométrie? 

b) Préciser, pour chaque valeur m’ et m"” (m’< m") 
ainsi trouvées, la nature de f,, et ses éléments 
caractéristiques. 

2. On pose g =f Ofm, montrer qu’il existe une 

symétrie orthogonale s et une translation t telles 
que 

g=sot=tos. 

Expliciter s et t. 

C. On suppose, dans cette question m = —1. 

1. On désigne par g l’endomorphisme de ff 
associé a |’application affine f_4. 

a) Ecrire la matrice M de dans la base B = (i, / ). 
Déterminer les nombres réels A tels qu’il existe des 

vecteurs @ non nuls vérifiant ¢(@)=Au. On 
trouvera deux valeurs XA, et de (Ay <Ao). Montrer 

que l’ensemble des vecteurs U tels que ¢ | (0)=A4u 

est la droite vectorielle de base (i +/') et que 
l'ensemble des vecteurs U tels que » (W)=AoU est 

la droite vectorielle de base ( =f )\s 

b) Ecrire la matrice M’ de » dans la base 

B=(' +f,f-f). 

n étant un entier naturel non nul, on pose 

oh Se et = OO 

Calculer par récurrence sur n la matrice de 
’endomorphisme ¢” dans la base £’ et en déduire 

la matrice de »” dans la base &. 

7.68 Soit P un plan rapporté a un repere 
orthonormé (O,i,/ ). Soit P le plan vectoriel 

associé a P. 

A. Pour tout couple (u, b) de nombres réels, on 
considére l’application f,,, 5) de P dans P qui a tout 
point M de coordonnées (x, y) dans le repére 

(O, /, / ) fait correspondre le point M’ de coordon- 
nées (x’, y’) dans le méme repeére, x’ et y’ vérifiant 

les relations : 

x’=x+u 

| y’=—-y+2b. 

1. Montrer que f(,,, ») est un antidéplacement de P. 

2. Caractériser l’application fo, 5). 

3. Onse place dans le cas ou u est un réel non nul. 
fu, p) POssede-t-elle des points invariants? 

Montrer que fi») peut se décomposer en le 

produit d’une symétrie orthogonale par rapport a 

une droite D et d’une translation de vecteur V 
colinéaire a D. (On déterminera |l’équation de D et 
les coordonnées de V en fonction de u et b.) 

Cetie décomposition est-elle unique? 
Le produit est-il commutatif? 

4. (u, b) et (u’, b’) étant deux couples de nombres 

réels quelconques, déterminer  |l’application 
four, bo Fu, b)- Ce produit est-il commutatif? 
Déterminer l’application réciproque de fi, 5). 

5. On considére l'ensemble # de toutes les 
applications f(,.,) quand (u,b) décrit RxR et 
l'ensemble G de toutes les translations de P. 

Montrer que l'ensemble .# = £ UG muni de la loi 

de composition des applications est un groupe non 
commutatif. 

B..Pour tout nombre réel g appartenant a 
Vintervalle 

jing seoh —-—, +— 

2 2 

et pour tout couple (u, b) de nombres réels, on 

considére l’application f(, uy, ») de P dans P qui a 
tout point M de coordonnées (x, y) dans le repére 

(O, /, / ) fait correspondre le point M’ de coordon- 

nées (x’, y’) dans le méme repére, x’ et y’ vérifianit 
les relations : 

aa. § cos 29 + y sin 2p + u —b sin 20 

y’=x sin 2¢ —y cos 2g + 2b cos* go + u tg ¢. 

1. Que peut-on dire de |’application Ko.uspye 

2. Pour » différent de zéro, caractériser |’endo- 

morphisme associé a |l’application affine tidy) eM 

montrant que l'ensemble des vecteurs invariants 

par cet endomorphisme est la droite vectorielle A 
d’équation : 

y=x tg @. 

_ eee a aiaeSesiasseaasisiipanemaiaeneneieenees 
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T 

3. Pour g = re caractériser l’application f(,/4, u, by: 

4. Revenant au cas général, en posant a =tg ¢, 

exprimer x’ et y’ en fonction de a, b et u. 
Montrer que si u =O tout point de Ja droite D 

d’équation y = ax + b est invariant. En déduire la 
nature de l’application affine f(,. 0, »)- 

Enfin si u différent de 0, montrer que fi. u, ») est la 

composée d’une symétrie orthogonale par rapport 

a la droite affine D d’équation y =ax + b (avec 

a=tg¢) et d’une translation de vecteur V 
colinéaire a D. 

7.69 Dans tout le probléme, des figures simples 
pourront suggérer les démonstrations demandées. 

1. & est un plan vectoriel orienté et (/, / ) une base 
orthonormée directe de &>. 

a) D, et Dz sont les droites vectorielles de bases 
respectives : 

G,=i +f et Uo=f. 

Soit s; et Sp les symétries vectorielles orthogonales 

par rapport, respectivement a 9, et Do. 
Déterminer |l’application composée r = soo S;. 

b) Dz est la droite vectorielle de base 0,=/ +4j 
et sz la symétrie vectorielle orthogonale par rapport 

a D3. Montrer que sz a pour matrice, dans la base 

{i,/) 

i fae Oe 

a 8 1s) 

c) Démontrer |’existence d'une symétrie vecto- 
rielle orthogonale unique sy, telle que 

§4°9S3= S20S4. 

Donner une base de son axe 2,. Quel est l’angle 
des droites vectorielles (D3, D.4)? 

2. E> est un plan affine associé a & et (O, /, /) un 

repere orthonormé direct de Ep. 

Soit A(5, 0), B(4, 1), A(-—3, 2), B’(—4,1) quatre 
points de E>. 

a) Montrer qu’il existe un déplacement, f de Eo, et 

un seul, tel que 

f(A)=A’ et f(B)=B’. 

Donner sa nature et ses éléments fondamentaux. 

b) » est le point de coordonnées (0, —3) et D la 

droite (mA), Sp est la symétrie orthogonale par 
rapport a D. Montrer qu’il existe une droite D’, et 

une seule, telle que 

pss Sp °Sp- 

Faire une figure. 

c) R est la rotation de centre A et dont l’angle a 

T 

pour mesure 3 et T la translation affine de vecteur 

AA’. Montrer que f = TOR. 
Soit B; = R(B). Quelle est la nature du quadrilatére 
AA‘B'B,? 

d) g est l’antidéplacement tel que g(A)=A’ et 
d’endomorphisme associé s, (défini au 1. 2)). 

Montrer que g est la composée commutative d’une 

symétrie orthogonale par rapport a une droite A et 
d'une translation de vecteur V appartenant ala 

direction de A. Préciser A et V et vérifier que le 

milieu | de (A, A’) est sur A. 

e) Montrer que les cing points O, |, A, B, w sont 

cocycliques. 

(Probléme Bac C. Sport-études. 1982, partie!) 
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SGN) SIMILITUDES DIRECTES 
DU PLAN. 
APPLICATIONS z—> £(z) 
Dans tout le chapitre, P désignera un plan orienté, de direction P. 

8.1 SIMILITUDES DIRECTES 

On se propose, dans ce paragraphe, d’étudier les applications composées de 

déplacements et d’homothéties. 

a) Géneéralités 

Définition 

Une application f de P dans P est une similitude directe si et seulement s’il 

existe un déplacement g de P et une homothétie affine H de P tels que 

f=Hog 

Notons déja que toute similitude directe est une bijection affine (car composée 

de deux bijections affines ). L’endomorphisme associé a une similitude directe 
est appelé similitude directe vectorielle. 

EXEMPLES 1. Tout déplacement est une similitude directe. 

2. Toute homothétie affine est une similitude directe. 

Considérons une similitude directe quelconque f=Hog ou g est un 

déplacement et H l’homothétie de centre A € P et de rapport k € R*. On peut 
écrire f =g0H’ ou H’=g 'oHog. 

Etudions H’. Soit p la rotation vectorielle associée a g. L’endomorphisme 
associé a H’ est 

p ‘ok idgop =kp- ep =i ide 

De plus : 

H'(g~'(A)) =(g7!oHog)(g7"A))=(g~!o H(A) = 27"). 
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Par suite, H’ est homothétie affine de centre g~'(A) et de rapport k. 
Réciproquement on prouverait de facon analogue qu’une application f = g o H’ 
ou g est un déplacement et H’ une homothétie, peut s’écrire sous la forme 
f =Hog ou H est une homothétie. 

Notons bien que, en général, H et g ne commutent pas. 

D’autre part, reprenons une similitude directe f =Hog (H homothétie de 

centre A et de rapport k, g déplacement). Si k <0, on peut écrire 

H = H, OSA 

ou H, est ’homothétie de centre A et de rapport |k|. D’ot 

f= Hos, 

ou g;=S5,°g est encore un déplacement. 

Nous avons finalement prouvé le théoréme suivant : 

Théoréme 

Soit f une application de P dans P. 

1. f est une similitude directe si et seulement s’il existe un déplacement g et 

une homothétie affine H’ tels que 

f=g oH’ 
2. f est une similitude directe si et seulement s’il existe un déplacement g, 

et une homothétie affine H,, de rapport strictement positif, tels que 

f =H, ° g, (ou une homothétie affine H,, de rapport strictement positif, et 

un déplacement g, tels que f = g,0H)}). 

REMARQUE Onappelle similitude indirecte (ou inverse ) !a composée d’un antidéplacement et d’une 
homothétie de rapport positif. L’étude des similitudes indirectes est proposée dans les 

exercices 8.16 a 8.20. 

») Etude de l’endomorphisme associé a une similitude directe. Rapport et angle 

e Soit f une similitude directe. I] existe un déplacement g et une homothétie H 

de rapport k >0 tels que f = Hog. Soit p la rotation vectorielle associée a g. 

L’endomorphisme ¢ associé a f est : 

ye =kidpop = kp. 

e Montrons maintenant que le réel strictement positif k et la rotation 

vectorielle p sont uniques. Supposons donc que kp = k'p' avec k > 0, k'>0, p 

et p’ rotations vectorielles. On a pour tout vecteur v non nul : 

lle (®) I =k lle (e) | = k'llo'(@) II 
comme |p (#)|| = |lo’(#)|| = a], on en déduit k =k’, par suite p =p’. 
Ie —— 
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REMARQUE 

e Réciproquement, considérons une application affine f dont l’endomor- 

phisme associé est de la forme kp (k >0, p rotation vectorielle). Soit A un 

1 
point quelconque de P et H (a, 7) V’homothétie de centre A et de rapport bE 

1 
L’endomorphisme associé a g =H (A, x) of eSt : 

7 ideo kp =p. 

Par suite, g est un déplacement et f = H(A, k)og est une similitude directe. 

Nous pouvons donc énoncer : 

Théoréme et définitions 

Soit f une application affine de P dans P. 

f est une similitude directe si et seulement si l’endomorphisme associé a f 

est de la forme kp ou k €R* et ot p est une rotation vectorielle. 

De plus, pour une similitude directe donnée f, k et p sont uniques : 

k s’appelle rapport de la similitude f et angle de p s’appelle angle de la 

similitude f. 

Les similitudes directes de rapport égal a 1 sont les déplacements. 

Les similitudes directes d’angle nul sont les homothéties de rapport positif et 

les translations. 

On notera qu’une homothétie de rapport k <0 est une similitude de rapport 

|k| et d’angle 7. 

La démonstration du théoréme montre que |’écriture d’une similitude donnée sous la 
forme Hog ou H est une homothétie de rapport k > 0 et g un déplacement n’est pas 
unique. En effet, on peut choisir arbitrairement le centre de H. 

c) Le groupe des similitudes directes 

Appelons S* l’ensemble des similitudes directes du plan P. 

e Lacomposition des applications est une loi interne de S*. En effet, si f et f’ 

sont deux similitudes directes, d’endomorphismes associés respectifs kp et 
k'p', ’endomorphisme associé a f'of est k'k(p'op). L’ application f'of est 
donc une similitude directe. La composition des applications est associative. 

e L’identité de P est une similitude, c’est I’ élément neutre de S*. 

e Soit f = S*, d’endomorphisme associé kp. On sait que f est une bijection 
: H aes 3 : al 

affine. L’application f~' a pour endomorphisme associé 7? ~' c’est donc une 

similitude directe : tout élément de S* a un symétrique dans S*. 

SE EE 

218 



8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z +— f(z) 

Théoréme 

L’ensemble S*, muni de la composition des applications, est un groupe. 
Soit f (resp. f’) une similitude directe de rapport k et d’angle @ (resp. de 
rapport k’ et d’angle 0’). 
f'of est une similitude directe de rapport kk’ et d’angle 0 + 6’. 

u en : 1 
f~* est une similitude directe de rapport k et d’angle — 0. 

i) Propriété caractéristique des similitudes directes 

Soit f une similitude directe du plan P d’endomorphisme associé kp(k >0) ot 
p est la rotation vectorielle d’angle 9. On considérera les couples de points 

homologues (M, M’), (N, N’), (Q, Q’), (R, R’). 

e Ona 

(1 |MPN' | = [kp )(MIN) |= & lp (MIN) = & [IN 
Une similitude directe de rapport k multiplie donc les distances par k. 

Ona de méme ||Q’'R’|| = k ||QR|]. Sil’on suppose Q # R, alors Q’ # RR’ et ona: 

MN" || _ [MNI 
QR] [QR 

On dit qu’une similitude directe conserve le rapport des distances. 

e Soit 6 un vecteur non nul de P et b'=(kp)(d). Ona: 
ns ——— 

6=(%, p(d)) =(%, B’)[27]  (cark >0). 

Par conséquent, si M#N, ona: 
ee 

(2) (MN, M'N’)=8@ [27]. 

On en déduit, si MAN et M#Q:: 
Bedel PR ee ee ee 
(M’N', M’Q’)=(M’N’, MN) +(MN, MQ) +(MQ, M‘Q’) [277] 

ee 

=-—69+(MN, MQ)+@ [27] 
ee Se 

(M'N’, M’O’)=(MN, MQ) [27]. . 

Une similitude directe conserve donc les angles orientés de vecteurs. 

En particulier, une similitude directe transforme deux droites orthogonales en 

deux droites orthogonales. 

e Nous avons prouvé (cf. (1) et (2)) que l’on a, quels que soient les couples 

de points homologues (M, M’) et (N, N’), M et N étant distincts : 

MN ‘|| = [MN] 
coer eee 

(MN, M’N’)=6 [27]. 
EE EE el 
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§ 8.1.d. § 8.1.e. id il ce ld anal neRirtei ap e A  SE 

Réciproquement, soit k € R*¥, 6 GR et f une application de P dans P telle que 

pour tous les couples de points homologues (M, M’), (N, N’), M et N etant 

distincts, on ait les relations (3). Soit A un point quelconque de P. 

L’application g =H (A, 7) of est un déplacement d’angle 6. En effet, quels 

que soient M et N distincts, on a (en notant M” = g(M) et N”=g(N)): 

ar 
Sa 
(MN, M’N")= 6 [27] 

donc f = H(A, k)og est une similitude de rapport k et d’angle 0. 

Théoréme 

Soit k € R* et OER. 
Une application f de P dans P est une similitude directe de rapport k et 

d’angle @ si, et seulement si, quels que soient les points distincts M et N de P 

d’images M’ et N’, on a: 

bere Na 
a 2 ee 

(MN, M’N’)= @ [277] 

e) Effet d’une similitude directe sur les longueurs et les aires 

Soit f une similitude directe du plan P, de rapport k. 

Considérons un cercle I de centre O et de rayon R. Soit I’ le cercle de centre 

O’ = f(O) et de rayon kR. Ona: 

Mer <> |OM||=R <> |OM'|=kR <> Me’. 

Autrement dit, f(}) =I’. La longueur de est 27 R, celle de I’ est k27R. 

Le disque circulaire D bordé par T[ : 

{MEP; ||OM||<R} 

est transformé par f en le disque circulaire D’ bordé par I’. Or D est d’aire aR? 
et D’ d’aire k?77R?. 
En raisonnant comme au § 7.2 b), on voit que si A,A...A,, est un polygone 
convexe de P dont l’image est le polygone convexe A‘A}...A’, ona: 

At (Aj A)...A}) = k?A (A, Ad... A, ). 

Nous admettrons que les résultats précédents se généralisent, c’est-a-dire que 
si F est une partie du plan de longueur / (resp. d’aire a), son image par une 
similitude directe de rapport k a pour longueur kl (resp. pour aire k2a Ny. 
En particulier, une homothétie de rapport k multiplie les longueurs par |k| et 
les aires par k?. 

ee 
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) Point invariant d’une similitude 

Soit f une similitude directe de rapport k, d’angle @ et d’endomorphisme 
associé g = kp. 

e Si k =1, f est un déplacement. L’ensemble des points invariants de f est 

donc, vide si f est une translation de vecteur non nul, égal a P si f est l’identité 

et un singleton si f est une rotation autre que l’identité. 

e Sik #1, on sait que, quels que soient les points distincts M et N d’images 
M’ et IN ona: Ne es 

a 
(MN, M’N')=8@ [27]. 

Soit (A, A’) un couple de points homologues particuliers (A 4 A’), I est 

invariant si et seulement si (en faisant M = M’=I, N=A et N’=A’). 

(le (1) 
(1A, IA')=0 [277] (2) 

fig. 1 

L’ensemble des points I vérifiant (1) est le cercle [ de diametre [E, F] avec 

E = Bar((A, k), (A’, 1)) et F= Bar((A, —k), (A’, 1)) (cf. § 4.3b)). 
L’ensemble I” des points I vérifiant (2) est un arc de cercle d’extrémités A et 

A’ ou JA, Al ou (AA’)—[A, A’] (cf. § 6.3b)). Il existe un point unique I 
d’intersection de [ et I”. 

Théoréme et définition 

Toute similitude directe f du plan P, de rapport k différent de 1, admet un 

point invariant unique. Ce point est appelé centre de la similitude. 

) Forme réduite 

Les notations sont les mémes que précédemment. 

Supposons le rapport k de f différent de 1. Soit I le centre de f et H 

’homothétie de centre I et de rapport k. Les applications affines H'of et 

foH~! ont toutes deux p pour endomorphisme associé et I comme point 

invariant. Elles sont donc égales : H-'of =foH '=g ovg est la rotation de 

centre I et d’angle 6. On a prouvé : 

a a 
A 



§ 8.1.g. 
Sn 

REMARQUE 

EXERCICE 
RESOLU 

Théoreme 

Toute similitude directe f du plan, de rapport k différent de 1 et d’angle 6, 

s’écrit sous la forme : 

j= Hog = goat 

ow H est ’homothétie de rapport k et de centre le point invariant I de f et g 

la rotation de centre I et d’angle 0. 

M’ = H(g(M)) = 9 (H(M)) 

{ 

{ 

1 
1 

1 

| H(M) M 

fig. 2 

Soit lE P, k €R*, @ ER. Il existe une similitude directe et une seule f ayant | comme 

point invariant, de rapport k et d’angle 6 (c’est l’application affine transformant I en I 
et d’endomorphisme associé y = kp, ). On dit que le triplet (I, k, @) caractérise f. 

Soit quatre points A, B, A’, B' du plan tels que A#B et A’ # B’. Montrer qu’il existe 

une similitude directe et une seule f transformant A en A' et B en B’. On suppose que les 

droites D=(AB) et D'’=(A'B’) se coupent en un point J distinct de A, A’, B, B’. 

Montrer que f a un centre 1 unique et que les points 1, J, A, A’ d’une part, 1, J, B, B’ 

d’autre part, sont cocycliques. 

e S’il existe une similitude directe f telle que f(A) = A’ et f(B) = B’, le rapport de f est 

og AB lle cas (a we = rab] et l’angle de f a pour mesure 6 =(AB, A’B’) [27]. 
AB 

Réciproquement, la similitude directe transformant A en A’ et d’endomorphisme 
associé kp, ot p est la rotation vectorielle d’angle 6, répond a la question : elle 
transforme B en B” tel que : 

SS 2S eee 

|A’B” || =k ||AB]], (AB, A’B")=0 [27] 

donc B”=B’. 

e Supposons maintenant que les droites D=(AB) et D’=(A’B’) se coupent en J, 
distinct de A, A’, B, B’. La similitude f ne peut étre une translation (sinon D et D’ 

seraient paralléles), f a donc un point invariant unique I. On a: 

(D.D)=(AB, AB')=0 [7] i 
ee. Bae Ie a A one 

d’ou (JA, JA’)=0 =(IA, IA’) [7] 

Comme 6 #0[7], les quatre points I, J, A, A’ sont cocycliques. On montre de méme 
que les quatre points I, J, B, B’ sont cocycliques. 
Soit T, et T, les deux cercles correspondants. 
— Si I, et I, sont tangents en I, on a I=J. 

— Sil’, etl, ne sont pas tangents, le point I est le point d’intersection de T, et T, autre 
que J. En effet, si I était en J, les droites (AA’) et (BB’) seraient paralléles, T, se 
déduirait de [', par une homothétie de centre I, T, et [, seraient donc tangents. 
Nous avons donc ainsi donné une construction géométrique simple de I. 

Loe 
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8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z += f(z) 

REMARQUE Nous avons 

rag ac iparns TK’ TR’ 

(1A, IA’) =(1B, IB')=6 [277] ibeeibags 
[TA] TBI 

On en déduit : 
SS ee ae TD Tp’ 

(1A, IB) =(IA’, IB’) [277] i sa Ue 
[TA] TA" 

ce qui s’interpréte ainsi : I est également le centre de Ja similitude qui transforme A en 
B et A’ en B’. Si K est l’intersection des deux droites (AA’) et (BB’), les cercles 
circonscrits aux triangles JAA’, JBB’, KAB et KA’B’ sont concourants en I. (Voir a ce 

sujet l’exercice 8.10). 

8.2 REPRESENTATION ANALYTIQUE ET REPRESENTATION COMPLEXE 
D’UNE SIMILITUDE DIRECTE 

a) Représentation analytique 

Supposons le plan P rapporté a un repere orthonormé (O, é,, @2). Soit f une 

similitude directe de P de rapport k et d’endomorphisme associé ¢ = kp. 

L’endomorphisme p est une rotation vectorielle de P donc, sa matrice dans la 

base (é;, @) est de la forme 

ka, —kb, 

ue l’on peut écrire : 
kb, ety 4 P Donc la matrice de @ est ( 

be - ) en posant a’ = ka, et b'=kb,. Remarquons que a’ et b’ sont des 
a 

réels non tous deux nuls car a +b? =k? 40. 
Soit O'(Xo, Yo) image de lorigine O par f. L’image M’(x’, y’) d’un point 

quelconque M(x, y) est définie par : 
——_—> 

O'M'=¢(0M) 

———E——————EEEE 
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§ 8.2.a. 

’est-a-dir c’est-a-dire [x eee 

A OA Nae or LED | 

ce qui est équivalent a 

1) aerate gfe 

y =b'x 7 a'y + Yo. 

Réciproquement, soit f une application de P rapporté a un repére orthonormé 

(O, @,, @) dans P qui associe a tout point M(x, y) le point M(x’, y’) tel que 

l’on ait des relations du type (1) ot. a’, b’, Xo, yo sont des nombres réels donnés 

avec (a’, b')#(0, 0). On peut écrire : 

OM ' = ¢ (OM) 

O'(Xo, Yo) étant l'image par f de O et ¢ étant l’endomorphisme de P de matrice 

dans la base orthonormée (é,, é>) : i Za 

Donc f est une application affine d’endomorphisme associé ¢. 

1 
L’endomorphisme p = gy a pour matrice : 

a’ On 
Var +b? Vaz +b” 

be a’ 

cette matrice est de la forme 

& =D, 
re a ave® “G72 b+ = J 

donc p est une rotation vectorielle de P. 

On en déduit (cf x8 S41 b)) que f est une similitude directe puisque c’est une 
application affine d’endomorphisme associé Va’ + b” p, p étant une rotation 
vectorielle. Donc : 

Théoréme 

Soit P un plan rapporté 4 un repére orthonormé. 
Une application f de P dans P est une similitude directe si et seulement s’il 
existe des nombres réels a’, b’, xo, yo((a', b) 4 (0, 0)) tels que, quel que 
soit le point M(x, y) d’image M’(x’y’) par f, on ait : 

() IS on anes Xe 

y'=b'x +a'y + yo 

Le rapport de f est Va" + b” et, si le plan est orienté et rapporté a un repére 
orthonormé direct, une mesure de I’angle de f est l’un des nombres réels 6 tels 
que ' 

cos 6 =———— et sin 0 = Ss 
Va'2+ hb? Va7z+b?2 

eS 
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8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z +> f(z) 

b) Représentation complexe d’une similitude directe 

REMARQUE 

EXERCICE 
RESOLU 

Soit 7 le nombre complexe affixe du point de P de coordonnées (0, 1). 
Le systeme (1) équivaut a : 

x+y =(a'x—b'y + x6) + i(b'x t+.a'y:+ yo) 

eyo (a iD MX Ly jer Nost LV g 

ce qui est équivalent, en posant 

a aarsnok ek mahiy sqcd Sea!’ tiibi!, s1-brsxo + iyo, 

a: Ll ae: 

La condition (a’, b') 4 (0, 0) est €quivalente a a #0. On peut donc énoncer : 

Théoréme 

Soit P un plan rapporté a un repére orthonormé. 

Une application f de P dans P est une similitude directe si et seulement s’il 

existe un couple (a, b) de C* x C tel que, quel que soit le point M d’image 

M’ par f, les affixes respectives z et z’ de M et M’ vérifient la relation : 

z’=az+t+b 

Le rapport de la similitude directe f est Va’+b’=|a| et, si le plan est 
orienté et rapporté a un repére orthonormé direct, une mesure de |’angle de f 

est arg d. 

On peut étudier les similitudes directes en utilisant la représentation complexe et 
retrouver, par cette méthode, tous les résultats du paragraphe 8.1. 

Soit P un plan orienté rapporté a un repére orthonormé direct. On considére 

l’application f de P dans P qui associe a tout point M d’affixe z le point M' d’affixe : 

ue — (Lt) ie 

Déterminer la nature de f et trouver les éléments qui la caractérisent. 

L’application f est une similitude directe de rapport |1+i| = <2, une mesure de 
langle de la similitude est 

are (1 += 72a] 

le centre I de la similitude (il existe car le rapport de similitude est différent de 1) est le 

point d’affixe Zo tel que : 

gy = (Ee yak 

on trouve Hig = Woe ke 

Le centre de la similitude est donc le point I (1, 2). 

EEUU 

22D 



Sr Searae iliac eae a ot 

8.3 UTILISATION DES NOMBRES COMPLEXES EN GEOMETRIE PLANE 
(ne figure pas au programme de Terminale E) 

Le plan P orienté est rapporté 4 un repére orthonormé direct (One é>). 

Nous noterons souvent M(z) le point du plan P dont l’affixe est le nombre 

complexe Zz. 

La méthode qui consiste a étudier les propriétés géométriques d’une figure a 

l'aide des propriétés algébriques des affixes de ses points, ou vice versa, est 

particuliérement féconde. Nous venons ainsi de voir que toute similitude 

directe avait une représentation complexe trés simple que nous utiliserons 

dans de nombreux exercices. 

: + Se Nene 
a) Etude de l’ensemble des points M(z) tels que Pre ait un module ou un 

argument donne 

Soit a et b deux nombres complexes distincts, d’images A et B dans P. Soit 

keR?-et-o-eh: 

e Soit M(z) un point du plan P distinct de A et de B. On a les équivalences 

suivantes : 

eae 2 [eral AMI _ 
z—b |z—b| [BM || 

L’ensemble des points M(z) tels que 4 =k #1 est donc le cercle dé 

diamétre [I, J] ot I=Bar((A, 1), (B, k)) et J=(Bar(A, 1), (B, —k)). (Cet 
ensemble a été étudié au § 4.3 b)). 

L’ensemble des points M(z ) tels que see | = 1 est la médiatrice de [A, B]. 

e Soit M(z) un point du plan P distinct de A et de B. On a les équivalences 
suivantes : 

ya 
arg : aya [2a] <> arg(z —a)-—arg(z —b) =a [27] 

ears i 

<> (é,, AM)-(é,, BM)=a [27] 
SS 

<> (BM, AM)=a [27] 
ia ae 

<> (MB, MA)=a [27]. 
r PE cS Fr 

L’ensemble des points M tels que (MB, MA)= a [27] a été étudié dans le 
$6.3'b). IPs acit= 

si a =0 [277], de la droite (AB) privée du segment [A, B], 

si a = 7 [27], du segment [A, B] privé de A et B, 

si a #0 [7], d’un arc de cercle d’extrémités A et B privé de A et B. 

1. L’ensemble des points M(z ) tels que arg 
REMARQUES fi a 

i =a [7] s’étudie de facgon analogue. 

On trouve donc : 

si a =0\[7], la droite (AB) privée de A et B, 
si a #0[7], un cercle passant par A et B, privé de A et B. 

STUER ee ee 
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8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z #— f(z) 

2. Soit M(z) et M'(z') deux points de P distincts de A et de B. On sait (cf. § 6.3 c)) 
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que M, M’, A, B soient cocycliques ou 
alignés est 

AT tat — 
(MB, MA)=(M'B, M’A) [7] 

ce qui équivaut a: 
t 

ar es = ar al ] = T Pings hi, Lap 
ou encore = es =O REST 

ar : = |() ; 
eer ree} [7] 

Par suite, M, M’, A, B sont cocycliques ou alignés si, et seulement si 

OD) =H) 
: EfR*. 

Vii De wii) 

. annie 1 
b) Etude de Il’application M(z) +— mM’ (=) 

Appelons b* le plan P privé de O et f l’application de P* dans P* qui au point 

: ; ; I are 
M d’affixe z associe M’ d’affixe ae Nous nous proposons d’étudier 

certaines des propriétés géométriques de f. 

e L’application f est involutive et, par conséquent, bijective : f-' =f. 

e Les points M(z) invariants sont caractérisés par 

Il y a donc deux points invariants : les points d’affixes 1 et —1. 

e Le point M’(z’) est caractérisé par : 

] 
(SA oe Iz"| iz] 

arg z’=—arg z [27] 
ce qui équivaut a: 

_— ] 

(2,, OM’) =—(é,, OM) [27]. 

ir eee 
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§ 8.3.b. 
ee OE SE EE EEE ee EEE 

t 

e Le point M(z') peut étre défini analytiquement par ses coordonnées x’ et y 

Or : a  @ 1 ei 

“EEE 7 x Hiy okey 

d’ou ace Xx 
a D 2 

S07 ar 
(i) : 
y= 

x?+ y? 

e Cherchons maintenant l’image d’une droite D. 

Premier cas : la droite D passe par O. 

Soit D’ la droite déduite de D par la symétrie orthogonale par rapport a la 

droite passant par O et dirigée par @,. Les formules (1) montrent que |’image 

de D privée de O est la droite D’ privée de O. 

Deuxiéme cas : la droite D ne passe pas par O. 

Soit A(a ) et B(b ) deux points distincts de D, M(z ) un point de P* distinct de A 

et B. Si on pose pease feign as igs Ms ona 
Z a b 

1 Se 

Atel 18 ae: Z-a 

z'—b’ I near 
z ob 

D’ou les équivalences : 

M(z)ED <> arg ——- =0 [7] <_ arg = Deg pam 
aed z’'—b' a 

b : . vv : 
Observons que arg # 0[ 7 ](sinon O, A, B seraient alignés et D passerait par 

Ul , 

O). L’ensemble des points d’affixes z’ vérifiant arg = arg Lays est 
a a =p! 

donc (cf. § 8.3a)) un cercle passant par A’ et B’, et privé de A’ et B’. Ce cercle 

; 0O-—a' b 
passe par O puisque ——: 

0+ bo 4a 

B’ fig. 5 
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8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z +— f(z) 

Nous avons donc finalement prouvé que f(D) est un cercle passant par O, 
privé de O. 

On aurait pu trouver ces résultats analytiquement, a partir des formules (II) 
(cf. exercice 8.45 a la fin du chapitre). 

Nous constatons, en particulier, que l’application f ne conserve pas 

Valignement. 

REMARQUES | 1. Le caractére involutif de f permet de déduire du résultat précédent que |’image par f 

d’un cercle passant par O et privé de O est une droite ne passant pas par O. 

2. L’application f transforme quatre points cocycliques ou alignés en quatre points 
cocycliques ou alignés (cf. exercice 8.46 a la fin du chapitre). 

e Considérons maintenant un arc [ de représentation paramétrique : 

F:] —~> P 

tr F(t)=(filt), folt)) 

ou I est un intervalle ouvert de R. Nous supposerons que I ne contient pas le 

point O. 

Supposons F dérivable en fp € I et le vecteur dérivé F(t 9) non nul. On sait 

alors (cf. tome I, § 8.4 b)) que I’ admet au point My = F(fy) une tangente Dy 

dirigée par F'(fto). 

D’aprés (II), f(1) admet la représentation paramétrique : 

G:!I—P 

pro G=(q7t9 a) 
PD+ BO) RO) + BY) 

Calculons les composantes du vecteur G'(to). On pose Xo = f(t) et Yo = falto) : 

fr \s 74 y _ fito x6 + YO) = Xo( 2X of i(to) + 2Vaf3(to)) (to) 
fits 

(x2 + yy 

ee SE ee eee 
~ (x2 + y2p fi(to) (x2 + y2? fa( to) 

(2s pre SEE a Sea 
fit+f3 ? 

(x2 + yay 

_ __ 2X0Yo reece 

= Gee yap tito) * Gay yap fatto). 

Interprétons ce résultat. Soit ¢ l’°endomorphisme de P dont la matrice, dans la 

base (é@,, @>) est : 

YOO XS —_=2XoYo 
(xe+ yey (x5+-yo) 

2XoYo Yo~ XO 

Get yore yoy 
a D 
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§ 8.3.b. 
i 

Cette matrice est de la forme : 

’ =p 

(7 7) avec (a', by #(0, 0). 
b a 

L’endomorphisme ¢ est donc une similitude directe vectorielle et on a: 

CUj=e(F(y, 

Comme F(to) n’est pas nul, il en est de méme de G'(fo) : l’arc f(T) admet 

donc, au point Mg = f(Mg) = G(fo) une tangente D. (Attention, D n’est pas la 

tranformée de D par f). ; 

La direction de D se déduit de celle de D par la similitude directe vectorielle 

qui, notons-le, dépend de Mo, mais non de I. 

Soit alors [, un autre arc paramétré passant par Mg : 

F,: J.— P 

u -—> Fu). 

J est un intervalle ouvert de R. On suppose qu’en uy EJ, on a F,(ug) = Mo et 

Fi(uo) #0. L’arc T, admet en Mo une tangente D, dirigée par Fj(uo). L’are 

f(,) admet donc en Mj = f(M,) une tangente D, dont la direction se déduit de 

celle de D, par la méme similitude directe vectorielle ¢. Il en résulte : 

(D, D,)=(D, D,) [7] 

D 

: (Ty) 
D 

5; 

f(T) 

YT, D 
fig. 6 

Oo 

On dit que f « conserve les angles orientés d’arcs ». En particulier, f transforme 
deux arcs tangents en deux arcs tangents, deux arcs orthogonaux (c’est-a-dire 
dont les tangentes au point commun sont orthogonales) en deux arcs 
orthogonaux. 
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8. SIMILITUDES DIRECTES DU PLAN. APPLICATIONS z += f(z) 

Exercices 

Similitudes directes 

8.1 Trouver toutes les similitudes directes involuti- 

ves. Trouver toutes les similitudes directes f 

vérifiant f”? =idp ou n EN’. 

8.2 Soit f et f’ deux similitudes directes. Montrer 
qu’il existe une translation t et une seule telle que 

fiof=to(fof’). 

8.3 fp) étant une similitude directe. Quelles sont les 
similitudes directes f telles que f? = fo? 

8.4 Soit | un point du plan P. Montrer que 
i'ensemble Sj} des similitudes directes admettant | 
pour centre est un sous-groupe commutatif de 

(S*, ©). 

8.5 Soit fo une similitude directe. Quel est 
ensemble des similitudes directes qui permutent 
avec fo? 

8.6 Soit G un sous-groupe de S* tel que tout 
élément de G admette au moins un point invariant. 

1. s et o étant deux éléments de G, que peut-on 

dire de soaos ‘oa '? Montrer que G est 
commutatif. : 

2. Montrer |’existence d’un point A invariant par 
tout élément de G. 

8.7 Soit A et A’ deux points du plan P, k ER}, 
gER. 
Montrer qu’il existe une similitude directe f et une 

seule, de rapport k, d’angle @ et telle que f(A) =A’. 
Donner une construction du centre de f quand 

celui-ci existe et est unique. 

8.8 Soit D et D’ deux droites du plan P 
concourantes en A. Quel est l’ensemble des 

centres des similitudes directes de rapport k >0 

donné transformant D en D’? 

8.9 a) On donne deux cercles C et C’. Trouver 
l’ensembie des centres des similitudes directes qui 
transforment C en C’. 

b) On donne deux cercles C et C’ sécants en A et 

B. Montrer qu’il existe une similitude directe de 
centre A qui transforme C en C’. 

Soit M un point de C, M’ l'image de M par cette 
-similitude. Montrer que M, M’, B sont alignés. 

8.10 Soit f la similitude directe de centre | 
transformant A en A’ et B en B’. On a donc 

A We we 
Al Sl (ABI 
(A, 1h) = (18, 18) = (AB, AB) (2), 

Montrer que | est également centre d’une similitude 

directe transformant A en B et A’ en B’. En déduire : 

We _ 16") _ BB" 
Al WA IAA pe 

(IA, 1B) = (IA’, IB’) = (AA’, BB’) [2rr]. 

8.11 Soit f une similitude directe de centre |. 
Etudier : 

a) lapplication f,; qui a tout point M associe le 
milieu de (M, f(M)); 

b) Vapplication fg qui a tout point M associe le 

milieu de (I, f(M)). Comment peut-on généraliser 
ces résultats? 

8.12 Les notations sont celles de |’exercice 8.9 b). 
Quel est l'ensemble des points M” milieux de 
(M, M’)? 

8.13 Soit (O, /, /) un repére quelconque du plan P, 
A un point donné de Ia droite D définie par O et /, A’ 

un point de la droite D’ définie par O et /. A tout 
point M de D, on associe le point M’ de D’ tel que 
A’M’ = kAM ot k est un réel non nul donné. Montrer 
qu’il existe une unique similitude directe f telle que 
f(M)=M’, pour tout point M de D. Quel est 
l'ensemble des milieux de (M, M’)? 

8.14 Dans un plan orienté, une similitude directe 
So de centre O transforme un couple donné (A, B) 
de points distincts, autres que O, en un couple 

(Az Bt): 
La similitude directe S, de centre A qui transforme 

B en B’, transforme O en P. La similitude directe Sg | 

de centre B qui transforme A en A’, transforme O 
en Q. 

Démontrer que O est le milieu de (P, Q). 

(Extrait d’exercice Bac C. Groupe 1 bis. 1982.) 

Triangles semblables d’un plan P 

8.15 On dit que deux triangles ABC et A’B’C’ sont 
directement semblables si et seulement s’il existe 

une similitude directe f telle que : 

f(A)=A’, f(B)=B’, f(C)=C’. 

1. Montrer que si 

Arp! AC! ae ee 

TAB A of XC] (A'B’, AC’) =(AB, AC) [277] 
|AB||  ||AC| 

les triangles ABC et A’B’C’ sont directement 

semblables. 

2. Montrer que si 
Fare fe a 

{ Ae. A’C') = (AB, AG) [27] 
em <a>. 
(B’A’, BC’) =(BA, BC) [27] 

les triangles ABC et A’B'C’ sont directement 

semblables. 

oe 
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8. EXERCICES 
nT 

Similitudes inverses du plan 

Une application f de P dans P est une similitude 

inverse (ou indirecte) s'il existe une homothétie 
affine H et un antidéplacement g tels que f =Hog. 

On note S~ l’ensemble des similitudes inverses et 

S=S*US-. 

8.16 Enoncer et démontrer, pour les similitudes 
inverses, un théoréme analogue a celui du § 8.1 a). 

8.17 Soit f une application affine. Montrer que f 
est une similitude inverse si et seulement si 
l'endomorphisme ¢ associé a f est de la forme ko 

ou o est une symétrie vectorielle orthogonale et 
k ER?¢. 
Montrer que k et o sont uniquement déterminés 

par f. Le nombre k est appelé rapport de f. 
Montrer que (S, 0) est un groupe non commutatif. 

8.18 Point invariant. Forme réduite. Soit f une 
similitude inverse de rapport k #1. Montrer que f 

admet un point invariant unique |. Montrer que f est 
la composée de Il’homothétie de rapport k et de 

centre | et d’une symétrie axiale par rapport a une 
droite passant par |. Ces deux applications sont 

permutables. 

8.19 Représentation analytique. Le plan P est 
rapporté a un repére orthonormé (O, 4), éo). 
Montrer qu’une application f de P dans P est une 

similitude inverse si, et seulement s’il existe des 

nombres réels a’, b’, Xo, Yo ((a’, b’) € (0, 0)) tels 
que, quel que soit le point M(x, y) d’image 
M'(x’, y’) par f, on ait : 

[x'=a'x + b'y + Xo 

ly'=b'x —a'y+YVo 

Représentation complexe. Dans les mémes condi- 

tions, montrer que f est une similitude inverse si, et 

seulement s’il existe un couple (a, D) de C* x C tel 

que, quel que soit le point M d’image M’ par f, jes 

affixes respectives z et z' de M et de M' vérifient la 

relation 

z'=az+b. 

8.20 Montrer qu’une application f de P dans P est 
une similitude (directe ou inverse) si et seulement 
s’il existe k EIR} tel que, pour tout point M et pour 
tout point N de P d’images M’ = f(M) et N’ =f(N), 
lon ait: 

I|M’N' || = & ||MN I. 

8.21 Soit ABC et A’B’'C’ deux triangles du plan P 
tels que 

R'|_ IC _ ICA 
JAB] [BC ICAI 

1. Montrer qu’il existe une similitude Sirecte. Ou 

une similitude inverse f telle que : 

f(A)=A’, f(B)=B', f(C)=C’. 

2. Montrer que f est unique. 

Représentation analytique et représenta- 
tion complexe d’une similitude directe 

8.22 Soit E un plan, (O, i,f) un repére ortho- 

normé de E. Pour tout réel a on désigne par s, 

l’application de E dans E telle que si M est le point 

de coordonnées (x, y), S,(M) est le point de 

coordonnées (x’, y’) avec 

al 
xX! = Xe ay, ati ae 

: re. +1 =ax +— ; yra@ 5 y 

1. a) Démontrer que s, est une similitude plane 

directe. 

b) Pour tout point A de E on désigne par E, 
l'ensemble des images du point A par les 

applications s,. Quelle est la nature de E,? 

Discuter. Donner une construction géométrique 
simple de E, a partir des points O et A. 

Soit (F) l'ensemble des points A tels que A 
appartient 4 E,. Donner une équation cartésienne 

de (F) et représenter (F). 

2. Soit 

(L) la droite d’équation x = 2, 
(L’) la droite d’équation y = x +1. 

Montrer qu’il existe un réel B, et un seul, tel que 
l'image de (L) par sg soit (L’). Quels sont le rapport, 
langle et le centre wg de cette similitude s,? 

8.23 Un plan orienté_est rapporté a un repére 
orthonormeé direct (O, /, / ). On considére I’applica- 

x 
tion f qui, a tout point M| \, fait correspondre le 

y/ 

. x! 4g: . 

point wm ( ) défini par 
\y/ 

(x'=x — VBy + V3, 

ly'=V8x +y + V3. 

Démontrer que f est une similitude directe et 

déterminer les éléments caractéristiques de f. 

8.24 Le plan orienté est _rapporté a un repére 
orthonormé direct (O,/,/). Soit f l'application 

affine de ce plan dans lui-méme, qui, a tout point 

M(x, y) associe le point M’(x’, y’) tel que 

{x'’—a=x(1+ cos @)—y sin @, 

ly'-b=x sin 6+ y(1+ Cos 6). 

6 est un nombre réel tel que —7 <0 <7, a et b 
sont des nombres réels donnés. 

1. a) Montrer que l’endomorphisme @ associé a f 

reste ‘ : 0 
est le composé d’une rotation vectorielle d’angle 3 

et d’une homothétie vectorielle. 

b) Calculer les coordonnées du point invariant | 
par f. Quelle est la nature de f? Caractériser cette 
application. 

c) Montrer ||Mi|j = ||MmM’ ||. 

d) f peut-elle étre une rotation? 

e) Si 6 varie, a et b étant fixés, quel est l'ensemble 
des points invariants par f? 

eee 
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8.25 Soit P un plan rapporté a un_ repére 
orthonormé (O, /,/). On considére l’application 
affine f qui a tout point M(x, y) de P associe le 
point M’(x’, y’) défini par : 

gr Gee : +3 

Ries 3 | 
SX NS. y ; at V3 

1. Montrer que l’endomorphisme @ associé a f est 

la composée d’une homothétie vectorielle, dont on 

déterminera le rapport, et d’une symétrie vecto- 

rielle orthogonale par rapport a une droite 
vectorielle que |’on précisera. 

2. Montrer que f a un unique point fixe |. Montrer 

que f est la composée d’une homothétie affine de 
centre | et d’une symétrie axiale dont l’axe passe 
par |. 

8.26 Soit P un plan orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O,/,/). Soit tERt et A, 
Yapplication affine de P dans P qui a M(x, y) 

associé M’(x’, y’) défini par : 

1 1 
x! arate 2t) x == (sin 2t)y 

tar: 1 
y’ => (sin 2t) x a 2t) y. 

i. Montrer que A, est une similitude directe dont 

on précisera les éléments caractéristiques. 

2. a) Déterminer |’ensemble des réels t ER{ tels 
que A, soit une rotation. 

b) Déterminer l'ensemble des réels t EC Rf tels que 

A, soit une homothétie. 

(D’aprés Bac C. Maroc 1981.) 

8.27 Le plan P est rapporté au repére orthonormé 
(O, 7, /'). Les points A, B, C, A’, B’ et C’ de ce plan 
ont respectivement pour coordonnées dans ce 

repere 

AG; 1), oB(3r £1), 2C24); 
A(2, 5), B(4,3), C(1, 4). 

1. Prouver rapidement, en utilisant les résultats du 
cours, qu’il existe une application affine unique g, 

de P dans P, telle que les images par g des points 

A, B et C soient respectivement les points A’, B’ et 

C’. Trouver, en fonction des coordonnées (x, y) 

d’un point M de P, les coordonnées du point g(M), 
image de M par g. Déterminer le point invariant | 
de g. Quelle est la nature géométrique de g? 

2. Déterminer le barycentre des points I, A, B 
affectés respectivement des coefficients 6, 1, 1. En 
déduire le barycentre des points |, A’, B’ affectés 
des mémes coefficients respectifs. 

(Exercice Bac C. Clermont-Ferrand 1980.) 

8.28 Soit f l’application de C dans C qui au 
nombre complexe z, associe le nombre complexe Z 

défini par : 

Z=(1+/V3)z + V3(1-i). 

1. Trouver le nombre complexe o, invariant par f. 

2. Soit m, M et © les images de z, Z et w dans le 

plan. Quelle est la nature de la transformation qui 

au point m, associe le point M? 

3. Montrer que le triangle OmM est rectangle. 

8.29 Soit l’application définie dans C par : 

Z H> 2'=(i- V3)z+34+V34i(2V3 +1). 

1. Caractériser geométriquement la transformation 
qui a tout point M du plan complexe d’affixe z, fait 
correspondre le point M’ d’affixe z’. 

2. Le point M(x, y) ayant pour homologue le point 

M'(x’, y’) exprimer x’ et y’ en fonction de x etde y. 

3. Déterminer la transformée de la droite passant 
par le point A(i — oe. 0) et de vecteur directeur 
V (V3, 1). 

8.30 Le plan orienté (P) étant rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, /, / ), on appelle affixe d’un 
point de (P) de coordonnées x, y le nombre 

complexe z =x + ly. 

On appelle S, la similitude dans laquelle un point M 
de P, d’affixe z, a pour image le point M, de (P) 

d’affixe 

Z,=(1+i)z—-i. 

So la similitude dans laquelle M a pour image le 

point Moz d’affixe 

: [=e 
Zoe Mets Ii) Z art 

pol 

et S la composée S20S, de S; et de Sp. 
Préciser le rapport, l’angle et le point invariant de 

chacune des similitudes S, et So, la nature de S et 

son point invariant |. 

Placer sur une méme figure les points invariants A, 
et Ao de S; et Ss, le point |, ainsi que les points 

1, = S,(1) et A’ = Sa(A)). 

8.31 On considére l’expression : 

f(z) =z>—(1+14/)z*—2(29 —)z +68/ 

ou z est un nombre complexe. 

1. Montrer que |l’équation f(z)=0 admet une 

solution imaginaire pure que |’on notera a. Montrer 

qu’il existe des coefficients complexes b etc tels 

que 

f(z)=(z —a)(z —b)(z —c). 

En déduire les autres solutions de !’équation. On 
notera b la solution dont la partie réelle est 
négative, c l’autre. 

2. Soit A, B, C les images des nombres complexes 
a, b, c dans le plan complexe. Déterminer les 

éléments géométriques de la similitude directe 
laissant A invariant et transformant B en C. 

(Exercice Bac C. Antilles-Guyane 1982.) 

8.32 1. Résoudre dans C |’équation 

z?-[(1+ 2/)u +1])z +(-1+/)u?+iu =0 

ou z est l’inconnue complexe et u un paraméetre 

complexe. On appellera z’ la racine qui est un 

polyndme du premier degré en u et dont le 
coefficient de u est (1+/), z” l’autre racine. 

LL 
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2. Dans le plan complexe, on appelle P le point 
d’affixe u, M’ celui d’affixe z’, M” celui d’affixe z”. 

Par quelles transformations du plan passe-t-on de 
P a M’? (On appellera T, cette transformation et on 

explicitera ses éléments géométriques). Puis de Pa 
M"? (On appellera Tz cette transformation et on 

explicitera ses éléments géométriques.) 

3. Par quelle transformation T passe-t-on alors de 

M’ a M”? Donner les éléments caractérisant T. 

(Exercice Bac C. Nancy -Metz 1982.) 

8.33 Dans un repére orthonormé direct (O, ap 
2 

du plan orienté 6, on donne les points als. 0) et 

B(1, —1). On considére l’application S de & dans 
lui-méme qui, a tout point M associe M’ ainsi 
défini: M, est l'image de M par la rotation de 

7 : 
centre A et dont une mesure de |’angle est 4 puis 

M’ est l'image de M, par I’homothétie de centre B et 

de rapport 3. 

1. & étant identifié au plan complexe, on note z 
l'affixe du point M, z; celle de M,, z’ celle de M’. 

Exprimer z’ en fonction de z. 

Déterminer la nature de S et ses éléments 

caractéristiques. 

2. Soit (P) la parabole dont une équation est 

8 
2-- x =0. 
Lae 
Montrer que l’image de (P) par !’application S est 

une parabole (P’) dont on donnera |’équation. 

(Exercice Bac C. Amérique du Sud 1981.) 

8.34 Dans le plan complexe on appelle A le point 
d’affixe 2+/, H; lhomothétie de centre A et de 

rapport 2, Hs I’homothétie de centre O et de 
{ 

rapport 3 R la rotation de centre A et 

d’angle a Etudier f =H,oRoH. 

8.35 Un plan orienté est rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, d, Vv). 
On se propose de déterminer l’ensemble E des 

points M de ce plan dont les affixes z = x + iy (x et 
y réels) vérifient 

\(Aed em Qhh—2, 

Les deux questions proposent chacune une 

méthode et peuvent étre résolues de facon 
indépendante l’une de |’autre. 

1. Calculer le carré du module du complexe 
(1 +/)z—2i en fonction des coordonnées (x, y) 
de M. Déterminer E par une équation cartésienne. 
Reconnaitre E puis le dessiner. 

2. On note s la similitude directe de centre O, de 

T 

rapport Wee d’angle de mesure a et t la translation 

de vecteur —2V. 

a) Un point M ayant pour affixe z, calculer |l’affixe 
du point s(M) puis l’affixe du point t os(M). 

b) Soit C l'ensemble des points M’ d’affixe z’ tels 
que |z’'|=2. Reconnaitre C et le dessiner. 
Déterminer l'ensemble tos(E); en déduire 
l'ensemble E. 

(Exercice Bac C. Poitiers 1982.) 

8.36 On associe a tout nombre complexe son 

image dans un plan P rapporté a un repere 

orthonormé. 

1. Déterminer les nombres complexes z tels que 
z2,z°, z* aient des images deux a deux distinctes. 

2. Démontrer que si z, z”, z°, z*, ont des images 
distinctes situées sur un cercle C, z, z°, z*, z° ont 
des images situées sur un cercie C’. Comparer les 

rayons de ces cercles. 

3. En déduire l'ensemble des nombres complexes 

z tels que z, z”, z°, z* aient des images situées sur 
un cercle. 

(Exercice Bac C. Nantes. Session de 
remplacement 1980.) 

8.37 Déterminer les nombres complexes z tels 
que les images, dans le plan complexe de z, z*, z° 
forment les sommets d’un triangle dont O est 
l'orthocentre. 

8.38 Dans le plan complexe, on considére trois 
points A, B, C d’affixes a, b, c. Montrer que le 

triangle ABC est équilatéral direct si, et seulement 

Sl 

a+bj+cj7=0. 

8.39 On donne un plan orienté & dont le plan 
vectoriel associé est noté P, un triangle A,;,AzA,3 de # 

et une similitude vectorielle directe S de P. On note 
B,BoBgz le triangle de # défini par : 

A2B, = S§ (A2A3), 

A3Bo = S (AgA, ), 

A,B3 = S (A;Ag). 
1. On désigne par G l’isobarycentre du triangle 

A,AsA3 (barycentre des sommets affectés de 

coefficients @gaux). Montrer que G est aussi 

Visobarycentre du triangle B,BoBs. 

2. On rapporte le plan # a un repére orthonormé 

direct d’origine G. On appelle a;, ao, a3 les affixes 
de Aj, Ao, Ag et 61, bo, bz les affixes de B,, Bo, Bs. 
On désignera par s le nombre complexe associé a 

la similitude S c’est-a-dire que, si z est le nombre 
complexe associé a un vecteur V de P et z’ le 
nombre complexe associé au vecteur V’ trans- 
formé de V par S, on a z’=sz. 
Montrer qu’il existe, en général, deux similitudes S 
telles que le triangle B,B.Bz soit équilatéral et que 
celles-ci sont indépendantes du choix du triangle 
AjAcAz. 

Quel est le cas d’exception? 

N. B. On utilisera le nombre complexe j de module 
Qa 

1 et d’argument ee 

(Exercice Bac C. Groupe I. 1982.) 

8.40 Soit un plan orienté P, muni d’un repére 
orthonormé direct (O, U, V). On donne le nombre 
complexe 

a=cos@é+ising@ (@ER) 

et on désigne par F l’application de P dans 
luirméme qui au point M d’affixe le nombre 
complexe z associe le point M’ d’affixe 

Z 7 az. 

SE EEE 
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1. On désigne par M,; le point d’affixe az. Donner la 
nature et la détermination géométrique de |’appli- 
cation F, de P dans P qui transforme M en My. 

2. Montrer que F est la composée de deux 

applications simples que |’on précisera. Déterminer 

F(P) (on pourra construire sur une figure les points 
M, M,, M’). 

3. Déterminer l’ensemble des images dans P des 
solutions de |’équation 

BEND TUNG oA 386 
Z+az=2!cos—+i sin — 

\ 2 oy 

soit en utilisant la transformation F, soit par le 
calcul. 

(Exercice Bac C. Paris. Session de 

remplacement 1979.) 

8.41 Dans le plan complexe, on considére Vappli- 

cation f qui a M diaffixe z associe le point M’ 
d’affixe z’ définie par : 

Z=iz +1. 

Quelle est la nature de f? 

8.42 Dans le plan complexe, on considére |’appli- 

cation f qui a M diaffixe z associe le point M’ 
daffixe z' définie par 

z'=(-34+ 4/)z7+12+ 6). 

a) Donner |’expression analytique de f. 

5) Montrer que f admet un point invariant et un 
seul I. 

c) Etudier l’endomorphisme ¢ associé a f. 

d) Montrer que f est la composée d’une homothe- 
tie de centre | et d’une symétrie axiale par rapport a 
une droite passant par | (similitude inverse). 

Utilisation des nombres complexes en 
géométrie plane 

P est un plan complexe, (plan orienté rapporté a un 

repére orthonormé direct (O, @;, 62)). On note 
M(z), A(a), ... Jes points M d’affixe z, A d’affixe a, ... 

8.43 Soit (a, b)&C?, a #b et ZEC. Existe-t-il un 
z 

nombre complexe z tel que 
a 
5 = Z? Lorsqu’il en 

existe, donner une construction géométrique de 
M(z). Comparer avec |’exercice 8.7. 

Dans les exercices suivants, f est /l’application 

étudiée en cours M(z) -— M’ (=) (du plan privé 

de O dans lui-méme) et f  J’application 

M(z) K> mr!) (ex. 8.44 a 8.48). 

1 

8.44* Soit M(z) et M’ (-), A(—1) et B(1). 

a) Montrer que les points M, M’, A, B sont 

cocycliques ou alignés. 

Montrer que 

IMA IMAL. 4, 
Mel Me 

b) Soit | le milieu de (M, M’). Montrer 

Al] _ (Ime 

re) \ iM 
= ae se 

et (IA, IB) =2(MA, MB) [27r]. 

c) Montrer 

OM || + JOM’ | = [Al] + [iB 

8.45 Montrer analytiquement que f transforme 
une droite ne passant pas par O en un cercle 

passant par O, privé de O. 

8.46 Soit T un cercle ne passant pas par O. 

Montrer que I” = f(I’) est un cercle ne passant pas 

par O: 

a) analytiquement; 

b) en utilisant la seconde remarque du § 8.3 a). 

8.47 Soit T un cercle ne passant pas par O et 
I” = f(T). Montrer que IT” est un cercle (on peut 

utiliser l’exercice précédent). Montrer que O est 
centre d’une homothétie H transformant IT en I”. 

Etudier la disposition des points M(MET), M” et 
H(M). 

. . wl zZ~ i ‘| 8.48 Soit g la fonction M(z) H+> M ues 
z+i 

1. Quel est son domaine de définition? Quelle est 
son image? 

2. Montrer que g définit une bijection du demi- 
plan {M(x + iy); y > 0} sur le disque 

{M(z); |z| <1}. 

Quelle est l’image de |’axe réel? 

3. En écrivant : 

Zea ‘ 2i 

z+i- 
montrer que gest la composée_ de 

(mz) t—> M’ (=)) et de certaines transforma- | 

tions simples que |l’on déterminera. 

4. En déduire que g transforme un cercle ou une 

droite en un cercle ou une droite. Retrouver ce 

résultat en utilisant la seconde remarque du 

§ 8.3 a). 

8.49 Généraliser les résultats précédents a toute 

CF SeB NE apes 
fonction M(z) -— n{(—__} ou a, B, y, 6 sont 

yz + 6' 

des nombres complexes donnés tels que 

ad — By #0. 

8.50 Cet exercice utilise (questions 4 et 5) certains 

résultats concernant les coniques. 
x2 y? a y? 

| Hes ~ Ae s 2 Ngai ne 1=Oet a2 BP 1=0 sont des équa 

tions cartésiennes respectivement d'une ellipse et 

d'une hyperbole.) 
1 1 

Soit h l’application M(z) -—> m"(5(z +=) de P 

privé de O dans P. . 

1. L’application h est-elle surjective? injective? 

Existe-t-il des points invariants? 

Susan nn 
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2. Définir h analytiquement. 

3. Quelle est l'image par h de l’axe réel privé de O? 

de l’axe des imaginaires purs privé de O? 

4. Quelle est l'image d’un cercle de centre O? 

5. Quelle est l’image d’une droite passant par O 

privée de O? 

Revision 

8.51 Notations. On considére le plan P, de 
direction P, f; et f2 deux applications affines de E 
dans E, iP et ks les endomorphismes associés 

respectivement a f, et fo. Pour tout point M de E, on 

notera M, le point f,(M) et Mz le point f.(M). Etant 
donné deux réels a; et ao tels que a; +ag=1, 0Nn 

étudie dans la suite du probleme |l’application f (qui 
dépend de fj, fo, a1, a2) qui a tout point M de P 

associe le point f(M), barycentre de M, affecté du 
coefficient a; et de Mp affecté du coefficient az. On 

notera M’ image par f du point M. 

A. Etude de deux cas particuliers. 

1. Dans cette question V; et V2 sont deux éléments 
de P, f; est la translation de vecteur V; et fo est la 

translation de vecteur Vo. 
Montrer que f est la translation de vecteur 

aiV; ate QV. 

2. Dans cette question, D est une droite de P, [by’. 

une droite vectorielle de P, distincte de la direction 

de D, f,; =idp et fz est la projection affine sur D de 

direction D’. 

a) Montrer que les points de D sont invariants 
par f. 

b) Exprimer MoM’ en fonction de a, et de MoM. 

Dessiner l'image M’ d'un point M par f dans le cas 
ou a;=2. Quelle est l’application f dans le cas ou 
(24o —1? 

B. 1. Soit O un point de E. Montrer que 

O'M' =a,f, (OM) + asfo (OM) 

pour tout point M de E (on rappelle que M’ désigne 

f(M) et O’ désigne f(O)). En déduire que f est une 
application affine, préciser son endomorphisme 

associé. 

2. Si f; et fo sont deux homothéties de rapports 
respectifs k, et ks, quelle est la nature de f 

(discuter)? 

3. a) On considére un parallélogramme de P 

(AB = DC), g est une application affine. Montrer 

que (g(A), g(B), g(C), g(D)) est un _ parallélo- 

gramme (éventuellement aplati). 

b) Soit (A;, By, C;,D;) et (As, Bo, Co, Do) deux 
parallélogrammes 

(A,B, 7 DC, A2Bo is D2Co) 

(On suppose que (A;, B;, C;, D;) n’est pas aplati), 

montrer qu’il existe une application affine notée fp 
telle que 

fo(Ay) = Ao, f2(By) = Bo, 

f(C1)=Co et f(D) =Do. 

c) Soit A’, B’, C’, D’ les barycentres respectifs de 

(Ay, a1) et (Az, a2), (By, a1) et (Bo, ao), (Cy, a4) et 
(Co, @2), (Dy, a1) et (Do, ao). 
Montrer que (A’, B’, C’, D’) est un parallélogramme. 

C. Dans ce paragraphe, P est orienté et rapporté a 

un repére orthonormé (O, 64, é2). A tout point M de 
E on associe son affixe Zz. 

1. Soit f; et fo deux similitudes directes de P. 
Montrer que f est soit une similitude directe, soit 
une application constante (on pourra utiliser les 

nombres complexes). 

2. f, et fo sont deux similitudes directes de méme 
rapport k(k >0), de méme angle 6, de centres 

respectifs A; et Ao. Montrer que f est la similitude 

directe de rapport k, d’angle @ et de centre A 

barycentre de (Aj, a@;) et (Ao, ao). 

3. a) Soit un carré (A,B, C,D)(AB=DC) et 
g une similitude  directe. Montrer que 

(g (A), g(B), g(C), g(D)) est un carré tel que 
— = 

(AB, \B, AD) = (giA) a B), g(A) g(D)) [27]. 

b) (A,, By, C,,D;) et (Ao, Bo, Co, Do) sont deux 

carrés dont la longueur des cétés est non nulle tels 

ue = = 
e A,B, = Dic A2Bo = DaCe 

ae ae ee z 

et (AB, A1D1) = (AzBa, AzDz2) [277]. 

Montrer qu’il existe une similitude directe fo telle 

SKE Az=f2(A;), Bo= fo(Bx), 

Co = fe(Cy), Do = f2(Dj). 

A’, B’, C’, D’, étant définis comme dans B.3.c) 
montrer que (A’, B’, C’, D’) est un carré, éventuelle- 
ment réduit a un point. 

N. B. Pour a) et b) l’'usage des nombres complexes 

est déconseillé. 

4. On se donne trois points A;, Ao, B distincts. 

M, décrit le cercle de centre A; contenant B d’un 
mouvement uniforme tel que 

aa, 

Moz décrit le cercle de centre A> contenant B d’un 

mouvement uniforme tel que 
fae 
(AoB, AoaMo)= wt [27]. 

M’ est le barycentre de (Mj, a1) et (Mo, ao). Quel est 
le mouvement de M’ (utiliser la question C. 2.)? 

(Probleme. Bac C. Pondichéry 1982.) 

8.52 (0, i,j) est un repére orthonormé direct 
d’un plan P orienté. Soit P le plan vectoriel associé 
a P. On appelle # l'ensemble des applications 

affines de P transformant toute droite D de P en 
une droite D’ orthogonale a D. 

A. 1. Vérifier que la rotation R de centre O dont 

’ T . Z Z 

l'angle a pour mesure 2 radian est un élément de A. 

2. On appelle ¢ |’endomorphisme du pian vectorial 
P associé a l’application affine f. 

Montrer que f appartient a 4 si, et seulement si, 
pour tout vecteur non nul 7G : 

e(u)#0 et U-e(u)=0. 

3. Montrer que si f appartient a #, la matrice de » 
dans la base orthonormée (/, ‘ ) est de la forme 
Om 

er 
En déduire que f est une similitude directe, en 
préciser le rapport et l’angle suivant les valeurs 
de X. 

| ou A est un réel non nul. 

eee 
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4. En déduire quel est l'ensemble &. 

B. Dans cette partie, on désigne par & |’ensemble 

des applications (non supposées affines) de P dans 
P, transformant toute droite D de P en une droite D’ 

de P orthogonale a D. On se propose de montrer 

qu'une telle application est nécessairement affine 
et donc que A = &. 

1. Soit f, un élément de &Z. 

a) Montrer qu’il existe au moins un couple de 
points (A, B) tel que 

A#B et f,(A)#f,(B). 

On notera A’ =f,(A) et B’ = f,(B). 

b) On appelle M un point de P n’appartenant pas a 
la droite AB. Montrer que M’=f,(M) peut étre 
obtenu comme intersection de deux droites que 
l'on précisera. 

En déduire une construction de M’. 

2. Soit fo la similitude plane directe transformant A 

en A’ et B en B’ (cest-a-dire que fo(A) = f,(A) et 

f,(B) = f,(B)). 

a) Donner une mesure de lI’angle de fo. 

5) Si M nest pas un point de la droite AB, montrer 

que f2(M) = f,(M). 

¢) Si M est un point de la droite AB, indiquer une 

construction de f,(M). (On pourra introduire un 

point C n’appartenant pas a la droite AB.) 

d) En déduire que f, =f. On a ainsi prouvé que 

A = L. 

Cc. R désigne toujours la rotation de centre O dont 
7 

angle a pour mesure a radian. La loi o est la 

composition des applications. 

1. Montrer qu’on définit une loi interne, notée x 
sur # en posant : 

(WiEA)Vo EA) feg=foRog. 

2. Montrer qu’il existe dans 4 un élément e neutre 

pour la loi x. 

3. Soit D l'ensemble des homothéties de rapport 
non nul et des translations. Montrer que pour tout h 

appartenant a 9, eoh appartient a #4. Soit L 
Vapplication de 9 dans # qui ah associe e oh. 

Montrer que L est un isomorphisme du groupe 

(D, o) sur (A, *). 

(Probléme. Bac C. Rennes 1981.) 

8.53 P est un plan rapporté a un repére (O, /, / ) 
orthonormé. A tout point M de P de coordonnées 

(x, y) on associe le nombre complexe z = x + /y 

appelé affixe de M. 

A. 1. Etant donné un complexe non nul » = u + iv, 

avec u et v réels, et un réel ¢, déterminer 
l'ensemble des points M dont l’affixe z vérifie 

@Z +wz=l. 

2. Soit D une droite de P dont une équation est 

ax +by+c=0 

avec (a, b, c)ER*; (a, b) 4 (0, 0). 

Trouver un complexe non nul @ et un réel e tels 

que D soit l'ensemble des points de P dont |’affixe z 

ie oz + o2= 6. 

B. 1. Etant donné un complexe w et un réel k, 
déterminer |’ensemble des points M de P dont 
Vaffixe z vérifie 

ZZ OZ — OZ k= 0) 

(on aura a discuter en fonction du signe de 

|w |? — k.) 

2. Soit C le cercle de centre le point de 
coordonnées (a,b), de rayon R. Trouver un 

complexe w et un réel k tels que C soit l'ensemble 
des points de P dont l’affixe z vérifie 

ZZ—@Z —oz+k=0. 

C. On considére l’application f de P—{O} dans 
P —{O} qui au point M d'affixe z associe le point M’ 

{ 

d’affixe z’ telle que z’ = = 

N 

1. Montrer que pour tout point M de P—{O}, les 
points M et M’=f(M) appartiennent a une méme 

demi-droite d’origine O. 

2. Montrer que f est involutive. Préciser l'ensemble 

des points M de P tels que f(M) = M et donner ses 
éléments remarquables. 

3. a) Soit D une droite ne contenant pas le point O. 

En utilisant les parties A et B, déterminer l'image de 
D par l’application f. Préciser la nature géométri- 
que de cette image et donner ses éléments 
remarquables. 

b) Soit U une droite contenant O. Déterminer 
Vimage de U—{O} par f. 

4. Soit C un cercle passant par O. Déterminer 

image de c-—{o} par f. Préciser la nature 
géomeétrique de cette image. 

D. Si Met N sont deux points quelconques de P, on 

rappelle que la distance MN de M et N est égale au ~ 
module de la différence des affixes de Met deN. 

1. Soit A et B deux points distincts de P—{O} 
d’images respectives A’ et B’ par f. Exprimer A’B’ en 
fonction de AB, OA et OB. 

2. Soit un cercle C passant par O et trois points R, 
S, T sur ce cercle tels que O, R, S et T soient deux a 

deux distincts et que le point d’intersection des 

droites (OS) et (RT) appartienne au segment [R, T]. 

Montrer que 

OS:RT=OR-TS+OT-RS. 

(On pourra considérer l'image par f de C — {o} et 
utiliser le fait qu’un point B appartient a un 

segment [A, C]si, et seulement si, AB + BC = AC.) 

3. Soit trois points R, S, T du plan P tels que O, R, 

S, T soient distincts deux a deux et tels que 

OS-RT=OR-TS+OT-RS. 

Montrer que O, R, S, T sont sur un méme cercle ou 

sur une méme droite. 

(Probléme. Bac C. Toulouse 1980.) 

Sis naan 
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8. EXERCICES 

8.54 Soit P un plan orienté muni d’un repére 
orthonormé direct (O; @, V). 

A tout nombre complexe z=x+/y, x et y 

désignant des réels, on associe son image m, de 
coordonnées (x, y), dans P. 
Soit A un complexe non nul. On désigne par : 

@, etA, les images dans P des nombres A et 2A; 

P, le plan P privé du point a); 

D, la droite (Ow,) privée du point a); 
A, la droite perpendiculaire a D, en w, privée 
de w); 

Q, le cercle de centre w, passant par O. 

On se propose d’étudier la famille des applications 

gy, de P, dans P qui au point m image de z 

associent le point n image de u tel que 

z2 

u = 

ZZ) 

A. Soit f et g les fonctions de variable réelle qui a x 
associent respectivement 

Foy Sees lhe ta AD x) =— e x)= . 
2001) = 2x 

Etudier les variations des fonctions f et g et 
représenter graphiquement ces fonctions sur une 

méme figure, dans un plan muni d’un repére 

orthonormé. Etudier les asymptotes des courbes 
représentatives. 

B. Dans toute cette partie on choisit A = 1. 

1. Déterminer les points invariants de ¢,. 

2. Déterminer ~,(D,) et g4(A}). 

3. Soit m un point du cercle 0. Montrer que ¢,(m) 

se déduit simplement de m. En déduire 94(4). (On 

pourra repérer la position de m sur Q, par le réel 6, 
: ; gan 

détermination de la mesure de l’angle (U, 47 ).) - 

4. Déterminer |’ensemble des points m de P, dont 

l'image par ¢, est un point de la droite (O, 7). 

5. Soit n un point de P non invariant par 9; 

montrer que n a deux antécédents m et m’ par 9, 
et que ces points vérifient les propriétés suivantes : 

n est le milieu du segment [m, m’] 

{ lay || lon || = 1 
— SS, eS 

(d, om) + (G, om’) =0[27] 

Vérifier que ces propriétés restent valables lorsque 
m et m' sont confondus en un point invariant de 

gy. Retrouver ainsi une partie des résultats des 

questions 2. et 3. 

C. On suppose que A est un complexe quelconque 
non nul. Soit S, la similitude plane directe du plan 
P qui admet O pour centre et qui transforme w, 
en a . 

1. Démontrer g, =S, 0¢,0S;,'. 

2. Déterminer ¢) (Q,). 

(Probleme. Bac C. Paris -Créteil-Versailles 1981.) 



| 9 | ISOMETRIES DE L'ESPACE 

Dans tout le chapitre, nous nous placerons dans Il’espace E, de direction E. 
Tous les repéres utilisés seront orthonormés. 

9.1 ISOMETRIES VECTORIELLES ET ISOMETRIES AFFINES 

a) Isométries vectorielles 

EXEMPLES 

Définition 

On appelle isométrie vectorielle de E tout endomorphisme de E conservanit 

la norme. 

On démontre de facon identique a celle du § 7.1: 

Théoréme 

Soit ¢ une application de E dans E. Les propositions suivantes sont 

équivalentes : 

(1) @ est un endomorphisme conservant la norme (c’est-a-dire une 

isométrie vectorielle de E). 
(2) © est une application conservant le produit scalaire. 

(3) @ est un endomorphisme tel qu’il existe une base orthonormée ayant 

pour image une base orthonormée. 

L’image de toute base orthonormée par une isométrie vectorielle est une base 

orthonormée. 

Puisque |’image d’une base (orthonormée) est une base (orthonormée) par une 

isométrie vectorielle g, cette application est bijective. C’est donc un 

automorphisme de E. 

1. Soit Pun plan vectoriel de E, la symeétrie vectorielle orthogonale g par rapport. a Pest 
l’application de E dans E qui associe 4 tout vecteur 6 =6'+%" avec o 'EP et 6” 
orthogonal a P, le vecteur i’ — 6”. Cette application est un endomorphisme de E 

(cf. § 3.10) et la norme de tout vecteur @ est conservée : 

|o(5) |= Ve =P = Vo7+ B= I. 
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2. Soit D une droite vectorielle de E, la symeétrie vectorielle orthogonale par rapport a D 

estar application de E dans" E qui associe, a tout vecteur 0 = 0’ + é” avec 6’ E Det o” 

orthogonal a D, le vecteur 0’ — 0”. On voit, comme dans |’ exemple précédent, que cette 

application est une isométrie vectorielle de E. 

b) Isométries affines 

Définition 

On appelle isométrie de E toute application de E dans E conservant les 

distances. 

On démontre de facon identique a celle du § 7.2 a): 

Théoréme 

Soit f une application de E dans E. Les propositions suivantes sont 

équivalentes : 
(1) f est une application conservant les distances (c’est-a-dire une isométrie 

de E). 

(2) f est une application affine dont l’endomorphisme. associé est une 

isométrie vectorielle de E. 

EXEMPLES 1. Toute translation de E est une isométrie affine. 

2. Toute symétrie orthogonale s, par rapport a un plan P de E est une isométrie affine. 
En effet, son endomorphisme associé est l’isométrie vectorielle op. 

3. Toute symétrie orthogonale s, par rapport a une droite D de E est une isométrie 
affine puisque son endomorphisme associé est l’isométrie vectorielle 7. L’application 
Sp est appelée demi-tour ou retournement d’axe D. 

4. Toute symétrie par rapport 4 un point A de E est une isométrie affine, son 
endomorphisme associé étant —idg. 

REMARQUE = On montre aisément qu’une isométrie affine f est involutive si, et seulement si, f est 
une symétrie orthogonale. 

c) Proprietés des isométries affines 

e Les propriétés d’une isométrie de E sont celles d’une application affine et 
celles qui découlent du fait que l’endomorphisme associé est une isométrie 
vectorielle : 

— une isométrie de E est déterminée par la donnée d’un couple de points 
homologues et de l’isométrie vectorielle associée; 

ee Te Sen ere A 
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9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

— une isométrie de E conserve le barycentre, la convexité, l’alignement de 
points, le parallélisme et l’orthogonalité; 

— elle est bijective puisque l’isométrie vectorielle associée est bijective. 

e On vérifie facilement que l'ensemble J des isométries de E, muni de la 
composition des applications, est un groupe (démonstration identique a celle 
du § 7.2 c)). 

e On peut vérifier sur des exemples simples (cercle, disque, sphére, boule, 

polygone convexe, parallélépipéde, pyramide) qu’une isométrie de E conserve 

les longueurs, les aires et les volumes. 

Nous admettrons que si F est une partie de l’espace E de longueur / (resp. 

d’aire a, de volume v), son image par une isométrie a pour longueur / (resp. 
pour aire a, pour volume v). 

d) Determination analytique 

L’espace E étant rapporté a un repére orthonormé (O, eee k), soit f 

lapplication affine qui transforme O en O'(X9, yo, Zo) et dont |’endomor- 

phisme associé ¢ a pour matrice 

Ai, 2 O43 

(eo A22 «> 

3; 32 33 

Rappelons que les matrices colonnes 

Qi Q12 a3 

(221) («2} («| 

O31 32 433 

sont les matrices des coordonnées respectivement de o(i ), e(7 ), e(k) dans 
la base (i, 7, k). L’application affine f est une isométrie affine si et seulement 

si g est une isométrie vectorielle c’est-a-dire si et seulement si 

(e(7), ¢ (cay y (k)) est une base orthonormée (cf. § 9.1 a)) ce qui équivaut 

encore a: 

2 Dee 2 2 pats: 2 5 pees 
at, + a3, + @3) = Ajo t+ Ay. + A332 = 43 + @23 + 233 = | 

(1) 4 @11@ 12 + O21 Qp2 + 013132 = Ay 1Q 13 + A71A73 + 310133 

= A420 13 + Ay2A73 + A132033 = 0. 

L’image M’(x’, y’, z’)d’un point quelconque M(x, y, z) de E est définie par : 

OM’ = ¢(OM) + OO’ 

x = aX t+ apy a 132 F XG 

y! = AX + Ay + A732 + Yo 

Z' = 3X + Az2y + 332 + Zo 

Ces formules définissent une isométrie affine de E si et seulement si les 

coefficients a; vérifient les relations (1). 

0 EEE 
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§ 9.2. 

9.2 ISOMETRIES DE E LAISSANT INVARIANT UN POINT DONNE 

Soit A un point de E. Nous nous proposons d’étudier ensemble J, des 

isométries de E laissant A invariant. 

On vérifie facilement que (J,, 0) est un sous-groupe de (J, ©). 

Nous connaissons déja des éléments de J, : 

e Toute symétrie orthogonale par rapport a un plan passant par A est élément 

de: Jx: 

e Tout demi-tour dont Il’axe passe par A est élément de J,. 

e La symétrie par rapport a A est un élément de Jg. 

Toute composée d’isométries de I’un des types précédents appartient a J,. 

Nous allons maintenant démontrer que tout élément de J, est la composée de 
symétries orthogonales par rapport a des plans contenant A. 

Soit f un élément fixé de J,. Considérons un repére affine (A, B, C, D) de E 

tel que (AB, AC, AD) soit une base orthonormée de E. Soit B’, C’, D’ les 

images de B, C, D par f. Distinguons plusieurs cas. 

w Premier cas. 

Les trois points B, C, D sont invariants. 

B=B’, C=C’, D=D’. Dans’ ce cas: fi=idp (Enveffet;. rappelons qu’ung 

application affine de l’espace E est déterminée lorsqu’on connait les images de 

quatre points d’un repére affine). 

mw Deuxiéme cas. 

Deux des trois points B, C, D sont invariants. Par exemple : 

B=B, C=C’, D#D'(fig. 1). 

D 

C=C’ 

A 

B=B' 

D’ 

fig. 1 

f est la symétrie orthogonale par rapport au plan (ABC) car f et cette symétrie, 
transformant les points du repére affine (A, B, C, D) suivant les mémes 
points, sont égales. 

w Troisiéme cas. 

Un des trois points B, C, D est invariant. Par exemple : 

B=B', C#C’, D#¥D' (fige 2): 

a ee 
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9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

fig. 2 

Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan médiateur de (C, C’). Ona 
s(C)=C’. On peut avoir deux possibilités : 

ensins (DD) = De alors fies 

e sis(D)=D" 4D’, soit s' la symétrie par rapport au plan (AB’C’), ona : 

(ee C Dye (AEBEC- DY) ECB’, CoD 

donc f=s'os. 

m Quatriéme cas. 

Aucun des points B, C, D n’est invariant : B#B’, C#C’, D4D’. Soit 5" la 

symétrie orthogonale par rapport au plan médiateur de (B, B’): 

(A, B, C, D) F> (A, B’, C’, D’) 

les reperes affines (A, B’, C”, D”) et (A, B’, C’, D’) ont au moins deux points 

communs A et B’. Donc on transforme |’un en l’autre par l'une des 

applications du 1% ou 2° ou 3° cas. On en déduit que f est une symétrie 
orthogonale par rapport a un plan ou la composée de deux ou trois symétries 

orthogonales par rapport a des plans passant par A. En résumé : 

Théoréme 

Toute isométrie de E ayant un point invariant A est l’identité ou une 

symétrie orthogonale par rapport a un plan passant par A ou la composée 

de deux ou trois symétries orthogonales par rapport a des plans passant 

par A. 

EXEMPLES Nous avons noté au début du paragraphe que J, contenait les demi-tours d’axes 

passant par A ainsi que la symétrie par rapport a A. Décomposons ces éléments 

particuliers de J,. 

1. Soit s, le demi-tour d’axe A passant par A. Considérons deux plans perpendiculaires 

P et Q contenant A (fig. 3). On peut choisir un repere orthonormé (A, ABMAG AD) de 

telle sorte que B appartienne a P, Ca QetDaA. 

CEE EEE 
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On a alors : 5, = SQ°Sp= Sp Sq. 
Le demi-tour d’axe A est la composée des symétries orthogonales par rapport a deux plans 

perpendiculaires contenant A (ces deux symétries commutent). 

2. Soit s, la symétrie par rapport au point A. Considérons trois plans P, Q, R deux a 
deux_perpendiculaires et contenant A. On peut choisir un repére orthonormé 
(A, AB, AC, AD) de E tel que BEPNR, CERNQ, DEQMNP (fig. 4). 

fig. 4 

On a alors : Sy, =SpOSQOSp. 
La symétrie par rapport au point A est la composée des symétries orthogonales par 
rapport a trois plans deux a deux perpendicolaires et contenant A (ces trois symétries 
commutent entre elles). 
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9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

REMARQUE _ Soit f une isométrie quelconque de E, elle transforme le repére affine (A, B, C, D) en 
un repére affine (A’, B’,C’, D’). Supposons toujours (A, AB, AC, AD) repére 
cartésien orthonormé. Si A # A’, soit s” la symétrie par rapport au plan médiateur de 
(CAwAY) .Onzav 

(As, BwC,D)-—> (A, BY, C’, D") 

les repéres affines (A’, B”, C”, D”) et (A’, B’, C’, D’) ont au moins un point commun A’ 

donc on transforme I’un en !’autre par l’une des applications du 1° ou 2° ou 3° ou 4° cas 
de la démonstration précédant le théoréme. On en déduit que toute isométrie de E est 
Pidentité ou une symétrie orthogonale par rapport 4 un plan ou la composée de deux ou 

trois ou quatre symétries orthogonales par rapport a des plans. 

9.3 COMPOSITION DE DEUX SYMETRIES ORTHOGONALES 
PAR RAPPORT A DEUX PLANS 

Etudions, avec plus d’attention, le cas ou une isométrie de E est la composée 

de deux symétries orthogonales par rapport a deux plans. 

a) Les deux plans sont paralléles 

La démonstration est identique a celle (cf. § 7.5 c)) relative a la composée de 
deux symétries orthogonales d’axes paralléles D et D’. On remplacera D et D’ 

par deux plans paralléles P et P’. Nous énoncerons : 

Théoréme 

La composée sp osp de deux symétries orthogonales par rapport a deux 
plans paralléles P et P’ est la translation ¢,;, ou u est le vecteur orthogonal a 

la direction de P et P’ et tel que ¢,(P)=P’. 

Réciproquement toute translation de E est la composée, d’une infinité de 

manieres, de deux symétries orthogonales par rapport a deux plans 

paralleles. 

b) Les deux plans ont une droite en commun. Rotation de E 

Supposons les plans P et P’ ayant en commun une droite D : les deux plans 

peuvent étre sécants suivant la droite D ou confondus et, dans ce dernier cas, 

D est incluse dans les deux plans. 

Définition 

On appelle rotation de l’espace E la composée de deux symeétries 

orthogonales par rapport 4 deux plans ayant une droite en commun. 
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§ 9.3.b. 

a Relation entre rotation de lV’espace et rotation plane 

Soit r = SpoSp une rotation de E et DCPMP’ (fig. 5). 

e Ladroite D est stable par r (c’est-a-dire que tout point de D a pour image un 

point de D) et la restriction de r a D est lidentité de D. 

e Soit Q un plan orthogonal a D. Il est stable par sp et sp et par conséquent 

par r. En effet, quel que soit M de Q, posons M’ = sp(M) et M”= sp(M’), soit 

A le point d’intersection de Q et D; D; puisque Sp et_Sp sont des is isométries 

l’orthogonalité est conservée donc AM orthogonal a D implique AM’ et AM” 

orthogonaux a D donc M’ et M” appartiennent au plan Q. 

Les restrictions de sp et sp au plan Q sont les symétries orthogonales s, et S,4: 

par rapport aux droites d’intersection A et A’ de Q avec P et P’. La restriction 

de r au plan Q est r=5,,05, qui est une rotation de Q, de centre A. 

e Etudions la réciproque. Soit f une application affine de E dans E. On 

suppose qu’il existe une droite D et un plan Q orthogonal a D coupant D en A 

tels que : 

— D est stable par f et la restriction de f a D est idp; 

— Qest stable par f et la restriction de f a Q est une rotation rde centre A. 

On sait trouver (cf. § 7.5 d)) d’une infinité de maniéres, deux droites A et A’ 
dans Q, passant par A et telles que r=s,05,. Soit P (resp. P’) le plan 

contenant D et A (resp. D et A’). Les deux applications affines sposp et r 

coincident sur D et sur Q, elles sont donc égales. 

Théoréme 1 

Une application affine f de E dans E est une rotation si et seulement s’il 
existe une droite D et un plan Q orthogonal a D coupant D en A tels que : 

1. D est stable par f et la restriction de f 4 D est lidentité de D; 

2. Qest stable par f et la restriction de f 4 Q est une rotation de centre A. 
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9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

gw Axe de la rotation 

Tous les points de D sont évidemment invariants. 
Supposons maintenant r # idg, c’est-a-dire P# P’. On a alors 5s, #5, et Fest 
donc une rotation de Q autre que I’identité de Q. Par suite A est le seul point de 
Q invariant par 7, donc aussi par r. 
Comme Q est un plan quelconque orthogonal 4 D, on a ainsi prouvé que les 
seuls points de E invariants par r sont les points de D. 

Réciproquement, soit f une isométrie de E dont l’ensemble des points 

invariants est une droite D. Soit (A, B, C, F) un repére affine de E tel que 

(AB, ACs AF) soit une base orthonormée de E, A et B appartenant a D. 

D’aprés l'étude faite au paragraphe 9.2 (troisiéme cas), on peut affirmer que f 
est: 

e soit une symétrie orthogonale par rapport 4 un plan contenant D; 

e soit la composée de deux symétries orthogonales par rapport a des plans P et 

P’ contenant D c’est-a-dire une rotation. 

Comme le premier cas est exclu car l’ensemble des points invariants de f n’est 

pas un plan, on a ainsi montré que f était une rotation. 

Finalement, nous avons caractérisé les rotations autres que |’identité de E : 

Théoréme 2 et définition 

L’ensemble des points invariants d’une rotation r =sposp, autre que 

Videntité, est la droite D=PMP’. Cette droite est appelée axe de la 
rotation. 

Réciproquement, toute isométrie f de E dont l’ensemble des points 

invariants est une droite D est une rotation, autre que l’identité, et d’axe D. 

On peut convenir que toute droite de E est axe de la rotation identité. 

gw Angle d’une rotation 

Soit r une rotation autre que l’identité et D son axe. 

La rotation 7 introduite précédemment dépend du plan Q orthogonal a D 

considéré, mais la rotation vectorielle p de © qui lui est associée en est 

indépendante (car A et A’ ne dépendent pas de Q). 

Définition 

L’angle de la rotation vectorielle p de 6) est appelé angle de la rotation r. 

On dit que la rotation identité est d’angle nul. 

Pour pouvoir définir les mesures de cet angle, il nous faut orienter On 

Nous supposerons, a partir de maintenant, avoir fait choix d’une orientation de 

E et d’une orientation de la droite vectorielle D (c’est-a-dire d’un vecteur 

unitaire W de Di): On a vu, en classe de Premiére, qu’il existait une > orientation 

unique de Q telle que, pour toute base orthonormeée directe (ii, b) de - 

(a, 0, 0 W ) soit une base orthonormée directe de E (autrement dit, W=a@ AD 

On dit alors que les orientations de D et de 6) sont compatibles. 

EEE a ees 
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EXEMPLE 

REMARQUE 

Soit 6 l'une des mesures de |’angle de p dans le plan 6) ainsi orienté. On dit 

abusivement que la rotation r considérée est d’axe D, orienté par w, et 

«dangle @ ». 

On convient de dire que la rotation identité est « d’angle 0» ou «d’angle 2k7z », 

k eZ. 

Les mesures de |’angle d’un demi-tour d’axe D sont les nombres de la forme 

aw+2kn, keEdZ. 

Ces mesures sont indépendantes de l’orientation de Q choisie. 
Notons bien que, ce cas particulier mis a part, les mesures de l’angle d’une rotation 
autre que l’identité dépendent essentiellement de |’orientation de Q, c’est-a-dire : 

e d’une part de |’orientation de E choisie; 

e d’autre part de l’orientation de l’axe D choisie. 

Si on change I’une de ces orientations, les mesures sont changées en leurs opposées. 

Soit # un vecteur unitaire de Q, d le vecteur unitaire de QO directement orthogonal a i. 
On a, en appelant @ l’une des mesures de |’angle de r et p |’endomorphisme associé 
Pie gue 

p(i)=cos 0 +sin do 

d’ou : 

u-p(u)=cos@| et | uA p(u)=snow 

ce qui permet pratiquement de déterminer 6 modulo 27. 

Décomposition d’une rotation 

Soit r une rotation autre que l’identité, D son axe et un plan P quelconque 

contenant D. Soit Q un plan orthogonal a D coupant P selon la droite A et D 

en A. La restriction r de r a Q est une rotation de centre A. On peut donc 

trouver une droite A’, et une seule, de Q telle que r= s,,05,. Plus précisément, 

Si 6) est orienté (par le choix d’orientations de E et de D) et si l’angle de r a 
pour mesure 9, A’ est déterminée par 
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Soit alors P’ le plan contenant les deux droites D et A’. L’isométrie os, 
coincide avec r sur D et sur P. Par suite 

r =SpOSp. 

On montre de méme que si P’ est un plan donné passant par D, il existe un plan 

P et un seul passant par D et tel que r= spoSp. 

Ces résultats sont évidemment encore valables lorsque r est l’identité de E et 

D une droite quelconque de E. Nous avons donc prouvé : 

Théoreme 3 

Toute rotation d’axe D est la composée, d’une infinité de facons, de deux 

symétries orthogonales par rapport a des plans passant par D. Le choix de 

un de ces plans est arbitraire. 

EXERCICE 
RESOLU Soit E l’espace orienté rapporté a un repére orthonormé direct (O, be k). On 

considére l’application f de E dans E qui au point M(x, y, z) associe le point 
M'(x’, y’, z') défini par : 

1 
x'= 7 (3x +y + V6z) 

1 
yale +3y —V6z) 

1 
a 74 —-Vbx + Voy +2z). 

1. Montrer que f est une isométrie. 

2. Chercher l’ensemble des points invariants. En déduire que f est une rotation. 

3. Déterminer l’angle de f. 

CO -G-CH-TO- 
)-9QE9CH-OCH H+ 

(9) HCH a 
On peut aussi montrer que f est une isométrie en remarquant que, ¢ étant 

V’endomorphisme associé a f et (x, y,z) un vecteur quelconque d’image 

0'(x', y’, z'), la norme est conservée car : 

feast Fy ez? 
1 1 1 

= 7 (3x +y + V6z)P +(x +3y — V6z P +=-(-V6x + V6y +2z)? 

ae X74 y? 42, 

LE 
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2. Le point M(x, y, z) est invariant si, et seulement si : 

Lappe en ae —x +y+V6z =0 

“(x +3y—V6z)=y <> 4 x-y—V6z =0 
Ale 

{(-Vox + Voy +22) =2 —~V6x + Voy —2z =0 

x=—y Vez =0 x=y 
<> 9) = { _ 

ee yon, =O 
V6 

L’ensemble des points invariants est la droite D d’équations x = y et z = 0. Donc (cf. 
Théoréme 2 de ce sous-paragraphe), f est une rotation d’axe D. 

ND pret ‘ 
3. Orientons D par le choix du vecteur unitaire w Sigel +j ). Le vecteur k est 

orthogonal a D. Donc (cf. Remarque de ce sous-paragraphe), si 9 est une mesure de 

langle de f et si g est l’endomorphisme associé a f, on a: cos 0=k -o(k) et 
sin 0W =k A o(k). Rappelons que, lorsqu’on a dans une base orthonormée 

x Xx 

Sy et of y’ |, 
at 

a -d =xx'+yy’+zz' et # A ® a pour coordonnées yz’ — zy’, zx’ — xz’, xy’ — yx’. 
Dans notre exercice : 

V6 
() es 

te ee ee 6 
k | 0 et o(k) | -— 

4 

, 1 
2, 

Pa toe 
2 

et EE Pen VO na V3 =e — = — {1 =e b) 

4 ag hte Gators i 
Donc : 

1 
cos 6 =- 

2 

7 V3 
SIN ES a5 os 

Par suite, 0 =; [27 }. 
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).4 COMPOSITION DE TRANSLATIONS ET DE ROTATIONS DE E 

Lorsqu’on compose des translations et des rotations de E, obtient-on des 
translations ou des rotations comme en géométrie plane (cf. § 7.5 g))? 
On sait déja (cf. 5.5 a)) que l'ensemble @ des translations de E, muni de la 
composition des applications, est un groupe commutatif. 

i) Le groupe des rotations d’axe donné 

Soit #» ensemble des rotations admettant une droite D donnée pour axe. 

e Soit r; et r, deux éléments de #p. La restriction de r, (resp. r,) a D est 

Videntité de D. La restriction de r, (resp. r,) 4 un plan Q orthogonal a D et 

coupant D en A est une rotation /; (resp. r) de centre A. Il en résulte que la 

restriction de r,or, a D est l’identité de D et la restriction de r,or, a Q est 

r,0r,. D’apres § 9.3b) (théoreme 1) r,0r, est donc une rotation d’axe D. De 

plus, l'ensemble des rotations de Q de centre A étant un groupe commutatif, 

On a HOT; =1",°F, et, par conséquent r,o07, =P; OF. 

La composition des applications est donc une loi interne commutative de Rp. 

On sait d’autre part que cette loi est associative. 

e L’identité de E est élément neutre de Ry. 

e La rotation d’axe D dont la restriction a Q est r;' est le symétrique de r, 

dans Ap. 

Théoreme 

L’ensemble des rotations d’axe donné, muni de la composition des 

applications, est un groupe commutatif. 

Ajoutons que si E et D sont orientés, si r; et r, ont pour angles respectifs 6, et 

§,, alors r,or, a pour angle 6,+ 6, et r;' a pour angle —4). 

)) Composée de deux rotations d’axes paralleles distincts 

Soit r, et r, deux rotations d’axes respectifs D, et D, paralleles (D; # Dy). 

Soit P le plan contenant D, et Dj, il existe des plans P, et P, tels que : 

fy; =SpOSp, et 2=Sp,°Sp. 

On en déduit : 

\| 1,01; =(Sp,OSp)O(SpOSp,) = Sp, 0 Sp,- 

Par suite, 

e si P, et P, sont paralléles, r,or,; est une translation de vecteur orthogonal a 

P, et P, donc aussi orthogonal a D, et Dp. 

ee EEE 
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e SiP, et P, sont sécants selon la droite D, r, 01, est une rotation d’axe D. 

Observons que D est paralléle a D, et Dy. 

On peut préciser cette discussion de la fagon suivante : supposons E et 

D,= D, orientés,soit 6, (resp. 0) I’ angle de r, (resp. rz). En considérant les 

rotations planes, restrictions de r, et r, a un plan orthogonal a D, et D2, on voit 

(cf. § 7.5e)) que r,0r, est une translation si 6, + 6, =0[27 ] et une rotation si 

6,+ 6.#0[27]. Dans ce dernier cas, r,0r, a pour angle 0, + 63. 

Théoréme 

Soit D, et D, deux droites paralléles de l’espace E. On suppose E orienté 

ainsi que D,= D>. Soit r, (resp. r,) la rotation d’axe D, (resp. D,) et 

d’angle @, (resp. 0). 

e SiO, + 0,=0 [277], r,o1r, est une translation de vecteur orthogonal a D, 

et D,. 

e Si 0, + 0,40 [27], ror, est une rotation d’axe D paralléle a D, et D, et 

d’angle 0, + 03. 

c) Composée de deux rotations d’axes concourants 

252 

EXERCICE 
RESOLU 

Raisonnons comme précédemment. 

Soit r, et r, deux rotations d’axes respectifs D, et D, se coupant en un point A. 

Soit P le plan contenant D, et D2. On sait qu’il existe des plans P, et P, tels que 

L405 piOrsips et Vy = Sp,O Sp. 

On en déduit 

LOT = (Sp,OSp)O(SpoSp,) = Sp,OSp.. 

Ici, les plans P, et P; ayant A en commun ont aussi en commun une droite D 

passant par A. Par suite, r,or, est une rotation d’axe D. 

Théoréme 

Soit r, et r, deux rotations d’axes respectifs D, et D, se coupant en A. La 

composée r,0r, est une rotation d’axe D passant par A. 

I] peut €tre intéressant d’étudier r, or, analytiquement. Montrons-le sur un exemple. 
Dans lespace E orienté, on considére deux droites D, et Dy orthogonales, se coupant 
en A. 

5 . , T > . . ya Soit r, et rz les rotations d’angle + > et d’axes respectivement D, orienté par un vecteur 

unitaire @, et Dz orienté par un vecteur unitaire é (fig. 7). Etudier r = ra OP, 
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fig. 7 

Soit (A, Zine. @,) le repére orthonormé direct. Appelons p,, p>, p_ les 
endomorphismes associés respectivement a r,, r>, r. Ona: 

pi(2,)=2, p2(@,)=—é, p(é,)=—é; 

p1(é) = é3 et p2(é) = é, d’ou p (é,)=é, 

pi (é3)= —é5 p2(é3)=é, p (é3) = i) 

La matrice de p, dans la base (é,, é5, 3), est 

L’image M’(x’, y’, z') d’un point M(x, y, z) est définie dans le repére orthonormé 
a 

(A, @,, 2, 2) par: AM’=p(AM), c’est-a-dire : 

yoy 
y'=-2z 

zZ’=-x 

L’ensemble des points invariants est la droite D d’équations x = y = —z (on retrouve 
ainsi le fait que r=r,or, est une rotation). <5 

Orientons cette droite D par le choix du vecteur unitaire w = aa (é,+ é—@;). 

V2 
Le vecteur @ Sins (é, —@,) est unitaire et orthogonal a W. Par suite, si @ est une 

mesure de l’angle de r, on a: 

cos@=a-p(i) et sinow=aH A p(t). 

Sy 

de matrice-colonne 

Wo 
(-é,-€,) Sas 

0 

v2 
aa 



§ 9.4.c. § 9.4.d. 

‘ 1 Ps fa 2  sal one Re 
dou C08\0 Eis et SHG WS ei 20 or oon 

: 1 Donc : cos = —5 

| A V3 
in @=—- 

‘ 2 

2 
Par suite, C= = [27]. 

ae he 2a 
La rotation r a pour axe D orienté par w et pour angle a5 

d) Composée d’une translation et d’une rotation 

Soit ¢ une translation de vecteur é et r une rotation d’axe D. Etudions r of. 

ew Etude d’un cas particulier 

Supposons @ orthogonal a D. 

SI_t.—= 02 Ona 1-of 
Si 0 #0, on peut écrire 

rot =SpOSpOSpOSp= Sp0 Sp 

en choisissant P’ plan passant par D et orthogonal a 0 et on sait trouver les 
plans P et P” tels que 

t=SpoOSp et r= Sp OSp 

(cf. § 9.3 a) et b)). 
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Par suite rot est une rotation d’axe la droite D’ intersection de P et P”. Cette 
droite est paralléle 4 D puisque P et P’ sont paralléles. L’angle de rot est le 
méme que celui de r (puisque les restrictions a un plan orthogonal a D sont des 
rotations de méme angle cf. § 7.5f)). 

Théoréme 

La composée d’une translation et d’une rotation d’axe D, le vecteur de la 

translation étant orthogonal a D, est une rotation de méme angle et d’axe 
paralléle a D. 

REMARQUE Vous étudierez, de méme, t or. 

a Etude du cas général 

e Supposons @ non orthogonal a D. On peut écrire : 
> 

'+6" avec b6'ED et #"” orthogonalaD. Sy p= 

On a alors: 

ROOFS foTreot: 

en appelant t’ la translation de vecteur 0’ et t” la translation de vecteur 0". 

Comme 0" est orthogonal a D, r ot” est une rotation r’ de méme angle que r et 

d’axe D’ paralléle a D. Donc : 

rot=r' of -avee’ “2'’ eb 

e Montrons que la décomposition précédente est unique. Soit 

Gi: r'ot'=r,ot, 

ou f, est une translation de vecteur 0, appartenant a la direction D, de l’axe de 

la rotation r,. Les applications r’ot’ et r,ot, ont le méme endomorphisme 

associé p qui est celui associé a r’ et a r,. L’axe D’ est l'ensemble des points M 

invariants par r’ C’est- -a-dire, en appelant A un point de D’, l’ensemble des 

points M tels que AM = p (AM). Donc la direction D’ est ensemble des 
vecteurs u tels que u a=p(it : Il en est de méme pour la direction Di. 

On déduit de (1), en composant a gauche par r;' et a droite par t'~ 

ry OMS, OU 

puisque les axes de r’ et ry; ' sont paralléles, le vecteur de la translation ft, 0 t’~ : 

est orthogonal a D’ (cf. § 9.4 b)). Mais ce vecteur appartient a D’ donc il est 

nul : 

r,'or'=to=idg 

donc r= 7, et, par suite, 7’ = t;,. 

e Montrons que r’ot'=t'or’. En effet, r’ot' et t'or’ ont le méme 

endomorphisme associé et un point de D’ a la méme image par r’ ot’ et t’or’. 

a a eo 
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REMARQUES 

EXERCICE 
RESOLU 

D’ 

t’(M) r'ot'(M) = t’or'(M) 

v" Ua 

M r'(M) 

fig. 9 

Théoréme et définitions 

La composée d’une translation et d’une rotation se met, d’une facon 

unique, sous la forme : 
r’ fo) t’ — t’ ° r’ 

le vecteur de la translation ¢’ appartenant a la direction de l’axe de la 

rotation r’. 

L’ application r’o t'= t'o r’ est appelée un vissage. L’axe, l’angle, le vecteur 

du vissage sont respectivement l’axe de r’, l’angle de r’, le vecteur de ¢’. 

1. Sile vecteur de t’ n’est pas nul, soit M un point quelconque de E. Il appartient a un 
plan Q orthogonal a D’, son image r’ot'(M) appartient au plan t’(Q) paralléle a Q et 
distinct de Q. Donc le vissage r’ot' n’a aucun point invariant. 

2. On verra, de méme, que la composée d’une rotation et d’une translation est aussi un 
vissage. 

3. Nous pouvons alors répondre a la question posée au début de ce paragraphe : 
lorsqu’on compose des translations et des rotations, on n’a pas nécessairement une 
translation, ni une rotation comme en géométrie plane. On peut obtenir un vissage 
r'ot’ qui n’est ni une translation, ni une rotation si r'#id, et si t'#idg. 

> > 

Dans lVespace E orienté rapporté a un repére orthonormé direct (0, ie oe k) on 
considere l’application f qui au point M(x, y, z) associe le point M'(x', y', z') défini 
par: 

Xe aot 

y=z-1 

Zaye 

La 
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1. Montrer que f est une isométrie. 

2. Montrer que f est un vissage dont on déterminera l’axe D, l’angle et le vecteur. 

1 0 0 

1. L’endomorphisme associé ¢ a pour matrice | 0 OMS dou : 

Qe I AY 

e(i)=i, e(f)=-k& elk)=j 

il transforme une base orthonormée en une base orthonormée. Donc f est une 
isométrie. 

2. Sif est un vissage, la direction de son axe est l’ensemble des vecteurs a (x, y, z) tels 
que i = ¢(@) c’est-a-dire tels que : 

Xe S55 

Viperak 

Lae Yi) 

c’est-a-dire y = z =0. Un vecteur directeur de I’axe est 7. “i 

L’axe D est ensemble des points M(x, y, z) tels que MM’ soit colinéaire a i. 
Le vecteur MM’ a pour coordonnées : 

2 a a | 

NN enn Weme 
a 

a 

MM’ est colinéaire 4 i si et seulement si 

ta gee 

Wars ay 

L’axe du vissage est la droite D d’équations y = 1 et z =2. 
Le vecteur du vissage est MM’ ot MED. C'est donc le vecteur de coordonnées 

(1, 0, 0) c’est-a-dire i. 
Réciproquement \’application f = t; og avec g = t_; of est bien un vissage car g est 

définie analytiquement par : 

Xn aX 
y"=z-1 

jo) = ES} 

l'ensemble des points invariants par g est caractérisé par : 

cx 
oF: yied 

y=z-1 c’est-a-dire { 5 
foie. 

C= —y +3 

Cet ensemble est la droite D trouvée plus haut donc g est une rotation ( Cle 8) 931) 

Théoréme 2), par suite f = t; og est un vissage d’axe D, de vecteur_/. 
Il nous reste A trouver l’angle. Orientons D par le choix de i, le vecteur j est unitaire et 
orthogonal a i. Si 6 est une mesure de l’angle de g, ona: 

cos 6=j -o(j )=j -(-k)=0 cos 6 =0 

- | sin 06 =j Ag(7)=f A(—-k)=-7 sin @=—1 

on 9= = 7 (27). 
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Exercices 

lsométries 

9.1 Soit un espace orienté, _rapporte a un repére 

orthonormé direct (O, hs ne k). Définir analytique- 

ment (calculer les coordonnées de l'image d’un 

point) : 

1. la rotation d’axe Oz orienté par le vecteur k, de 

mesure @ réel donné; 

2. le demi-tour d’axe la droite D d’équations : 

Y= y =Z; 

3. la symétrie orthogonale par rapport au plan 

d’équation : 

y=x tg 0 

(0 réel donné tel que 0 4+ ka = (k EZ). 

9.2 Dans espace E rapporte au repere ortho- 

normé (O,/,/, k), on considére le plan (P) 

d’équation 

2x +y =z +3 =0. 

Soit s la symétrie orthogonale par rapport au 
plan (P). 

1. M étant un point de E de coordonnées (a, b, c), 
déterminer les coordonnées (a’, b’, c’) du point M’ 

image par s du point M. 

2. On considére la droite (D) passant par O et de 
vecteur directeur 

g=27 -f +k. 

Déterminer des équations paramétriques de la 

droite (D’) ensemble des images par s des points 
e (D). 

9.3 Soit E_un espace rapporté au repére ortho- 
normé (O, /, /, k). On désigne par f Vapplication 
affine de E dans E qui a tout point M de 

coordonnées (x, y, Zz) dans & associe le point M’ 
de coordonnées (x’, y’, z’) dans & tel que 

eae 
eee eae 
= —— _-_— —— 2. _ 

J gees eee 
b= 91 tint 

z= —--x--yt=-z+-— 

1. Montrer que f est une isométrie de E. 

2. Montrer que f est involutive. 

3. Déterminer l'ensemble des points invariants 
par f. 

4. Donner la nature de f et préciser ses éléments 
caractéristiques. 

(Exercice. Bac. E. Session de remplacement. 

Lille 1981.) 

9.4 L'espace E_étant rapporté a un repére 
orthonormé (O, /, /, k), soit D une droite passant 

par le point A(a, b, c) et de vecteur unitaire a. 

1. Si M’ désigne l'image de M dans le demi-tour 

d’axe D, montrer que 

AM’ = 2(AM- a) a — AM. 

2. En déduire les coordonnées (x’, y’, z’) de M’ en 

fonction des coordonnées (x, y, z) de M. 

3. Appliquer le résultat précédent au cas ou D est 

la droite d’équations : 

x =a ez Ie 

Rotations 

9.5 Soit E un espace orienté, rapporté a un repere 

orthonormé direct (O,/,/,k). On  considére 
l’'application f qui associe a tout point M(x, y, z) de 

E le point M’(x’, y’, z’) de E tel que: 

INES LYE HLZ 

2 3 
Hex Py teeZ 
= oe 

= EPG ee 

3 

1. Déterminer la nature de f et donner ses 

éléments caractéristiques. 

zZ'= 

2. Quelles sont les droites L de E telles que f(L) soit 
paralléle a L? 

9.6 Soit E un espace orienté, rapporté a un repére 

orthonormé direct (O,/,/,k). On  considére 
V'application f qui associe a tout point M(x, y, z) de 
E le point M’(x’, y’, z’) de E tel que: 

x'=y 

y'=z+1 
Ze = Xe ie 

1. Quelle est la nature de f? Donner ses éléments 
caractéristiques. 

2. Déterminer l’ensemble des points M tels que, M’ 
étant l'image de M par f, le milieu de (M, M’) 
décrive : 

a) le plan d’équation 2x + y —z=0 

b) la droite d’équations x = y =z. 

9.7 Soit E un espace rapporté a un repére 
orthonormé (0, inp k). On considére |’application 

f qui associe a tout point M(x, y, z) de E le point 
M'(x’, y’, z’) de E tel que: 

x'=-x 

Vee 
z'=y. 

Quelle est ia nature de f? Donner ses éléments 
caractéristiques. 

iin 
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9.8 Soit espace E orienté rapporté au repére 
orthonormé direct (O, /, /, k). 

1. f désigne |’application affine de E dans E définie 
analytiquement par 

: lee 
2 ott 

WERE) 1 
=S=— xX -—— Ae ay 

Démontrer que f est une rotation; préciser son axe 
et une mesure de son angle. 

2. On considére les quatre points : 

2 24 = 0 

Alo };BIV3}];c{l-v3]:pDl 0 

0 0 ) 4 

On pose ¥ ={A, B, C, D}. 

a) Vérifier que ABC est un triangle équilatéral de 
centre de gravité 0. 

b) Vérifier que l’application f laisse # globale- 
ment invariant. 

3. Soit g une isométrie de E qui laisse F 
globalement invariant. 

a) Déterminer l’isobarycentre G des quatre points 
A, B, C, D. Calculer 

GA], GB, GC], G5]. 
b) En déduire que g laisse invariant les points G 
t D. . (D’aprés Bac. C. Nantes 1982.) 

9.9 X est un espace orienté rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, /, /, k). 
On appelle C le cube de sommets : O,A, B, C,D,E, 

F, G, défini par 

OA=/, OC=j, OB=/ +/, 

AE = OD = CG = BF =k. 

1. Dessiner C; soit r; la rotation de X d’axe (OA) 

dirigé par 7, dont une mesure de l’angle est + = 

Soit ro la rotation de X d’axe (OC) dirigé par /, dont 

une mesure de l’angle est aia 

On pose f =roor, et 9 =14 °F. 
Montrer que f et g sont des rotations de X définies 

par 
f:Xt—> X 

x ay, 

M |y #—> f(M) |—-z 

Zz x 

Qe Xi 
x Se 

M |y #—> g(M) | -x. 

Zz y, 

(On ne cherchera ni I’axe ni l’angle de chacune des 
rotations f et g.) 

2. On note Aj, By, C;, Dy, Ey, Fi, Gi, les images 
respectives par f des points A, B, C,D, E, F, G, et Ao, 
Bo, Co, Do, Eo, Fo, Go, les images respectives par g 

des points A, B, C, D, E, F, G. 

9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

Montrer que 

{Ay, By, Cy, Dy, Ey, Fy, Gy} 

ES {Ao, Bo, Co, Do, Ep, Fo, Go}. 

3. On pose ¢ = g of '. Quelle est l'image C> par 
de la liste-ordonnée de points 

Cy =(A;, By, Ci, D,, E;, F,, G,)? 

Montrer que ¢ est une rotation dont on précisera 
laxe. 

(D’aprés Bac. C. Orléans-Tours 1982.) 

9.10 L’espace E orienté étant rapporté a un repére 
orthonormé direct (O, i; ii k), on donne la droite D 

passant par A et de vecteur unitaire @. 

1. M étant un point quelconque de E, soit M’ 
Vimage de M par la rotation d’axe D orienté par U et 
d’angle a. 

Montrer que 

AM’ = cos aAM a me 
+ (1- cos a)(AM-G@)iG +sin a (@ A AM). 

2. En déduire les coordonnées (x’, y’, z’) de M’ en 
fonction des coordonnées (x, y, z) de M sachant 
que 

ee fee a=-— [27], U0=—(i - 
4 V2 

et A=O. 

Vissages 

9.11 Soit un espace E orienté, _rapporteé a un 

repére orthonormé direct (O, 7, /, k). On considére 

V'application f qui associe a tout point M(x, y, z) de 

E le point M(x’, y’, z’) de E tel que: 

x'=Zz 
y’=x+1 
Z = Vases 

4. Montrer que f est un vissage dont on détermi- 
nera les éléments caractéristiques. 

9.12 L’espace E orienté est rapporté a un repere 

orthonormé direct (O, /, /, k). Soit A la droite de E 

dont un vecteur directeur est / et qui passe par le 

point H de coordonnées 0, 0, 2. 
On désigne par r la rotation d’axe A dans laquelle 
le point O a pour image le point A de coordonnées 

0, —2, 2, et par t la translation de vecteur/ +/ +k. 
Quelle est la nature géométrique de la transforma- 

tion tor composée de r et de t? Préciser ses 

éléments caractéristiques. 

9.13 Soit un espace E orienté rapporté a un repere 

orthonormé direct (O,/,/, k). On considére la 
rotation R, d’axe la droite D, d’équations y =0, 

z =1 et transformant A(0O, —1, 1) en O, la rotation 

Ro d’axe la droite Dz d’équations x =0, z= —1 et 

transformant O en B(1, 0, —1). 

1. Calculer les coordonnées (x’, y’, z’) de M’ image 
de M(x, y, z) par l’'application f = RoR. 

2. Montrer que f est un vissage dont on détermi- 
nera les éléments caractéristiques. 

9.14 Soit E un espace orienté rapporté au repére 
orthonormé direct (O, /, /, k). 

eee ee e_e_eeeee 
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9. EXERCICES 

On donne I’application f, de E dans E qui au point 
M de coordonnées (x, y,z) associe le point 
f,, (M) = M’ de coordonnées (x’, y’, z’) définies par 

SG A 

{yes Zo ae 

ou a est un réel donné. 

1. Montrer que f, est une isométrie. 

2. Pour quelle valeur de a f, est-elle une rotation? 

Préciser dans ce cas |’axe de rotation. 

3. On suppose dans cette question que a = 1. 

Montrer que f, est un vissage dont on précisera les 

éléments caractéristiques. 

(D’apres Bac. C. Paris 1982.) 

9.15 L’espace E orienté est rapporté au repére 
orthonormé direct 

=(0, /, 7, k). 

m étant un nombre réel, on désigne par A,, le point 
1 

de coordonnées | 2 | dans R etparF,, le vissage 

m 

de E qui transforme O en A,, et dont l’endomor- 

phisme associé » a pour matrice dans la base 

re hs 
| 

| 

O!1M wir oO] + Wl wlrm W!PM 

1. Démontrer qu’il existe un unique réel mo tel que 

Fr, soit une rotation. Préciser les éléments 
caractéristiques de F,,,. 

2. Déterminer la rotation r,, et la translation t,, de 

vecteur paralléle a l’axe de r,, telles que 

Rata ic saoit its ona 

D, désigne |’axe de r,,. Démontrer que D,, est 
contenue dans un plan indépendant de m. 

3. Soit Q le plan ayant pour équation cartésienne 
dans le repére R : 1 

Aig eteaks 

Démonitrer que Q est globalement invariant par F,,. 
Caractériser la restriction de F,, a Q. 

4. Soit w l'endomorphisme deéfini par 

w(i)=—i +27 —2k 

u(j)=2i —f —2k 
w(k)=—2F —27 —k. 

On désigne par B,, le point de coordonnées 
2 

4 dans R et par G,, l’application affine de E 

2m 

dans E dont |’endomorphisme associé est # et qui 
transforme O en B,,. 

Si H désigne I’homothétie de centre O et de 
rapport 3, montrer qu’il existe une translation T 
telle que G,ATen oe 

= 

Déterminer T. 

5. En déduire que D,, est globalement invariant 

par Gp. 

(D’aprés Bac. C. Session de remplacement. 
Nice 1981.) 

Composées d’isométries 

9.16 L’espace E est rapporté au repére ortho- 
normé (O, /, j, k). 

+. Soit M un point de E de coordonnées (x, y, Z). 

Déterminer les coordonnées (x', y’, Z’) du point M’, 

image de M dans la symétrie orthogonale s par 

rapport au plan (P) dont une Equation est 

2x +3y —z—-5=0. 

2. Soit f application de E dans E qui au point M 

associe le point M” de coordonnées (x”, y”, z”) tel 

que 

SX S6VEreZer in 
Ca 

7 

pb OX He Varrezet 29 

i al 7 
_ 2x +3y +6z +51 
= ; : 

Montrer que f est une isométrie qui n’a pas de 
point invariant et que l’on peut décomposer en 

f=gos= Sog 

ou g est une application que |l’on déterminera. 

9.17 Soit un espace E rapporté a un repére 
orthonormé (O, /, /, k). On considére |’application 

f de E, dans E qui associe au point M(x, y, z) le 
point M(x’, y’, z’) défini par : 

V2 V2 
x'= —-—y+—z 

2 2 
ey 2 1 1 ap 
=>—_ XX - — — 

NE Dae. 
: we 1 i zs 

z’= —-—x-=y-=z+t 
2 5 ee 

1. Montrer que f est une isométrie ayant un seul 
point invariant | dont on calculera les coordonnées. 

2. Soit g l’endomorphisme associé a f. Montrer 

que |l’ensemble des vecteurs invariants de 
ge? = 9 og est une droite vectorielle D. 

3. Former |’équation cartésienne du plan P conte- 
nant | et de direction orthogonale a 1: 

Calculer les coordonnées (x4, y;, Z1) du point M, 

image de M(x, y, z) par la symétrie orthogonale sp 
par rapport au plan P. 

4. Montrer que f =roSp, r étant une rotation que 

l'on déterminera. Montrer que l’axe de r est la 

droite D contenant | de direction la droite 
vectorielle trouvée a la question 2. 

9.18 L’espace E est rapporté au repére ortho- 
normé (O, /, /, k). On désigne par P le plan de E 
d’équation 

x+y+z=83, 

a] eee 
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et par D la droite passant par le point A de 
coordonnées (0, 3, 0), et dirigée par j --k. 

1. Montrer que D est située dans P. 

2. Montrer qu’il existe un unique plan P, tel que la 

symétrie Sp orthogonale d’axe D (demi-tour d’axe 

D) soit la composée de la symétrie sp orthogonale 
par rapport a P et de la symétrie sp, orthogonale 
par rapport a P,. 

Donner une équation cartésienne de P,. 

3. Soit P. le plan paralléle 4 P, passant par O. 

a) Donner une équation cartésienne de Po. 

b) Déterminer les coordonnées de l’image de A par 
la projection orthogonale sur Po. 

c) Déterminer, sans nouveaux calculs, sp,o Sp, ou 
Sp, désigne la symétrie orthogonale par rapport 
a Po. 

9.19 L’espace E est rapporté au repére ortho- 
normé (O, /, /, k). 

1. Soit s la symétrie orthogonale par rapport au 
plan P dont une équation est : 

y+3z—-5=0. 

Etant donné un point M de E de coordonnées 
(x, y, Z), calculer les coordonnées (x’, y’, z’) de 
son image M’ par s. 

2. On consideére l’application f de l’espace E qui, a 
tout point M, de coordonnées (x, y, Z) par rapport 
au repére (O, /, /, k), associe le point M”, dont les 
coordonnées (x”, y”,z") sont données par les 

relations 

x" =x 

A ZS 

5 
Sy +4z+1 

5 

Montrer que f est une isométrie involutive. Préciser 

sa nature et ses éléments remarquables. 

”" 

” 

3. Trouver la nature et les éléments remarquables 
de f os par des remarques géométriques simples. 

(Exercice Bac. C. Limoges 1981.) 

9.20 L’espace E orienté est rapporté au repére 
orthonormé direct R = (O, /, /, k). On considére les 
points O’, A, B’ de E dont les coordonnées dans R 
sont : O(a, 0, a), A(a, 0, 0), B’(0, 0, a) ot a est 
un réel strictement positif. Soit f application affine 
de E dont !’endomorphisme associé ¢ est défini 

pars @)=f, ef)=-f, o(k)=-k 
et qui transforme O en O’. 

A. 1. Montrer que f est une isométrie. 
Définir analytiquement f. Préciser les coordonnées 
des points A’ et B tels que 

A’'=f(A), B’=f(B). 

Montrer qu’il existe un seul point invariant | par f. 

2. Soit h la symétrie orthogonale par rapport au 

plan P d’équation z =5 Montrer qu'il existe une 

isométrie g et la déterminer telle que 

f=hog=goh. 

9. ISOMETRIES DE L’ESPACE 

3. Soit @ un réel strictement positif. On note C, 
l'ensemble des points M de E tels que 

|IMF(M) | = ¢. 
Montrer que Cy, est globalement invariant par f. 

Montrer que l’intersection de C, et f est un cercle 

dont on précisera les coordonnées du centre et le 
rayon. 

4. On note G l'ensemble des points M de & tels que 

OM - Of (M) = 0. 

Montrer qu’une équation de G dans R est 

ax —z?+az=0. 

Montrer que lintersection de G et du plan 
d’équation y=0O est une parabole dont on 
déterminera le sommet et l’axe de symétrie. 

Construire cette parabole dans le cas ou a =4. 

B. On considére les triplets F={O; A; B} et 
F’={0'; A’; B’t. 
On se propose de déterminer |l’ensemble Q des 
isometries de E qui transforment F en F’. 

1. Montrer que Q est non vide. 

2. Soit q un élément de Q. 

a) Montrer que q(O)=O’. 

b) Déterminer l'image par q du milieu du bipoint 

(A, B). 

c) Soit X l'endomorphisme associé a q. Déterminer 

les images possibles de / et / par X. En déduire 
que P est globalement invariant par X. Montrer 

alors que 

X(kK)=k ou X(k)=—k. 

3. Déterminer les quatre endomorphismes qui 

peuvent €tre associés a q. 

4. Déterminer analytiquement tous les éléments 
de Q. 

(D’aprés Bac. C. Antilles -Guyanne. 1982.) 

Composition de demi-tours 

9.21 Soit sp et Sp deux demi-tours d’axes deux 
droites D et D’ de E. 

1. On suppose D et D’ paralléles. 

a) Quel est Il’endomorphisme associé a Sp,° Sp? 

En déduire que Spo Sp est une translation dont on 

déterminera le vecteur. 

b) Réciproquement montrer que toute translation 

t; est la composée de deux demi-tours d’axes 
paralléles de direction orthogonale a @, |’un de ces 
demi-tours pouvant étre choisi arbitrairement. 

2. On suppose D et D’ sécantes en O. 

a) Montrer que Sp:° Sp est une rotation r d’axe la 

droite L orthogonale en O au plan P contenant D et 

D’. Quelle est la restriction de SpoSp a P? En 

déduire l’angle de la rotation r. 

b) Réciproquement montrer que toute rotation 

d’axe L est la composée de deux demi-tours d’axes 

concourants, rencontrant L et orthogonaux a L, 

l'un de ces demi-tours pouvant étre choisi 

arbitrairement. 

a a ee aaa a ee ERE 
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9. EXERCICES 
en EN SS eee 

3. On suppose D et D’ non coplanaires. 

a) Soit L la perpendiculaire commune a D et D’, 

rencontrant D en H et D’ en H’, D; la droite 

contenant H et paralléle a D’. On peut écrire 

Sp ° Sp = (Sp ° Sp,) 9 (Sp, ° Sp)- 

En déduire que sp-oSp est un vissage dont on 

précisera les éléments. 

b) Réciproquement montrer que tout vissage 

d’axe L est la composée de deux demi-tours d’axes 

rencontrant L et orthogonaux a L, l’un de ces 
demi-tours pouvant étre choisi arbitrairement. 

9.22 Démontrer que la composée de deux rota- 
tions d’axes non coplanaires est un vissage (on 
décomposera chaque rotation en deux demi- tours 

convenablement choisis). 

9.23 Soit D;, Do, Ds trois droites de E concouran- 
tes en O et orthogonales deux a deux. On désigne 
par S;, So, S3 les demi-tours d’axes respectifs Dy, 

Do, Ds. Montrer que {ide, S;, So, $3}, muni de la 
composition des applications, est un groupe de 

Klein (groupe commutatif formé de 4 éléments 
involutifs). 

9.24 Soit un parallélépipéde rectangle 
ABCDA’B’C’D’ (les arétes AA’, BB’, CC’, DD’ sont 

orthogonales au plan ABCD). On consideére les 
demi-tours sj, So, S3 d’axes respectifs (AD), (BB’), 

(C’D’). Démontrer que $30 S20 S, est une translation 
et déterminer le vecteur de cette translation. 

Révision 

9.25 Soit E un espace orienté rapporté au repére 
orthonormé direct (O, /, /, k). 
On désigne par p l’application de E dans E dans 
laquelle tout point M, de coordonnées x, y, z, a 

pour image le point M’ de coordonnées x'=y, 
Vo =—Z,.2. =X 

A. 1. Préciser la nature de cette application p. 

2. Soit P le plan de E d’équation z = 1. Déterminer 
l’ensemble (H) des points M du plan tels que les 
vecteurs OM et OM’ soient orthogonaux. 
La courbe (H) admet un centre de symétrie 1. 
Ecrire _équation de (H) relativement au repére 

(Q, 7, 7) et indiquer la nature de la courbe (H). 

3. On définit par leurs coordonnées dans le repére 
(0, /,/, k), les points suivants de E: S(O, 0, 1), 
A(O, 1, 1), B(1, 0, 1). On constate que les points A, 
S, B, O sont les sommets consécutifs d’un carré (I). 
Soit C=p(A), S’=p(S), D=p(B), 2’ =p(Q); ces 

points sont les sommets d’un carré (I) image de (I) 
Par p. 

On désigne enfin par @ le point de E tel que S soit le 
milieu de Aa, et par 6 le point de E tel que B soit le 
milieu de OB. 

Montrer qu’il existe une rotation 5, autre que a, telle 

que d(If)=(I") et dans laquelle a@ et B sont 
invariants (il est conseillé de préciser d’abord les 
images par 6 des points A, S, B et 0). 

Vérifier que la courbe (H) a méme image (H’) par p 
et par 6. 

B. Les lettres E, O, p ont la méme signification que 
dans la partie A. 

1. On donne un nombre réel k, strictement positif, 
et l’on appelle (L,) l'ensemble des points M, 

appartenant au plan de E d’équation z = 0, et tels 

que MM’ = kOM [en posant encore M’ = p(M)]. 
Ecrire l’@quation de (L,) dans le repére (O, /, fe 

On pose x =A cos@, y=Asin@, avec A =O. 
Montrer que si le point M de coordonnées x, y 

appartient a (L,) et si A >0, alors sin 2 @ s’exprime 

simplement en fonction de k. 
En déduire, suivant les valeurs de k, la nature 

géométrique de l'ensemble (L,). 
6 

Application numérique: k sea calculer les 

valeurs correspondantes de @. 

9.26 Soit E un espace rapporté a un repére 
orthonormé (O, /, /, k), on désigne par Ox, Oy, Oz 
les trois axes qui ont pour vecteurs directeurs 

Pop ok. 
1. On considére la transformation affine R de E qui 
laisse fixe le point O et telle que l’application 
linéaire associée transforme i en —k,j en—i etk 

en j. 
On considére la transformation affine T de E qui 
laisse fixe le point O et telle que |’application 
linéaire associée transforme i en k,j en —i/ etk 

enj. 
Montrer que ce sont des isométries. 
Donner les formules qui fournissent les coordon- 

nées (x’, y’, z') du point M’ = R(M) et les coordon- 

nées (x", y”, z”) du point M” = T(M) en fonction des 
coordonnées (x, y, z) du point M. 
Quels sont les points de E fixes dans T? 
Quels sont les points de E fixes dans R? 

Reconnaitre les transformations 

RoRoR et ToTortT. 

2. On considére le point A défini par OA = a(/ +/) 
ou’ le nombre a est une constante strictement 

positive; on désigne par D la demi-droite Oz quia 
pour origine O et pour vecteur unitaire le vecteur k; 
on désigne par D’ la demi-droite qui a pour origine 

A et pour vecteur directeur le vecteur /. 
Soit P_et P’ deux points variables définis par 
OP = Ak et AP’ = dj ; montrer qu’il existe un point S 
du plan xOy, et un seul, tel que l’on ait pour tout 
réel A, SP=SP’. 

Montrer que s’il existe une rotation transformant la 

demi-droite D en la demi-droite D’ son axe passe 
par S; en déduire la maniére dont dans |’applica- 

tion linéaire associée, seraient transformés les 
vecteurs k et SO puis le triplet (/, 7, k). 
En déduire |’existence d’une telle rotation; on la 
désigne par R;. 

3. Trouver les formules qui donnent les coordon- 

nées (x1, ¥1,Z;) du transformé M,=R,(M) du 
point M. 

Démontrer que la transformation RoR, oR est une 
translation. 

Soit K un vecteur unitaire de l’axe de Ja rotation R,; 

soit f et J deux vecteurs tels que (S,T, J, K) soit un 
repére orthonorme. 
Dire pourquoi les formules qui donneraient les 
coordonnées (X;, Y;, Z;) de M; dans ce repére en 
fonction des coordonnées (X, Y, Z) de M seraient 
de la forme : 

X,=aX— bY 
| Yin bx+ av 

Z,=Z. 

Calculer a et |b|; peut-on donner b? 

ss eee 
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| 10 | CONIQUES 

10.1 EQUATIONS CARTESIENNES ET CONSTRUCTIONS DES CONIQUES 

a) Equation cartésienne d’un ensemble de points 

Soit un plan P rapporté a un repére (O, /, 7 ). 

On appelle équation cartésienne d’un ensemble I de points du plan une relation 

de la forme f(x, y)=0 (f fonction des variables réelles x et y) qui exprime 
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point M(x, y) du plan 

appartienne aT. 

Par exemple, ax + by + c =0, ot.a et b sont des réels donnés non tous deux 

nuls, est une équation cartésienne d’une droite. 

Si le repére (O, /, j ) est orthonormé, (x — a)? +(y — b)? = R? (qu’on peut 
mettre sous la forme f(x, y) =0 en faisant passer R? au premier membre) est 
une équation cartésienne du cercle de centre Q(a, b) et de rayon R. 

Nous allons nous préoccuper des ensembles d’équations cartésiennes dans un 

repere orthonormé : 

x2 Gd 

Fists pala (a >0,b>0) 

2 2 

eee (a >0,b >0). 

Ces ensembles sont appelés des coniques parce que |’on démontre que 

intersection d’un cone de révolution par un plan peut étre l’un des trois 

ensembles précédents. Elle peut étre aussi un point, une droite ou la réunion 

de deux droites : on dit alors que I’intersection est une conique dégénérée. 

b) Parabole 

Définition 

On dit qu’un ensemble I de points du plan est une parabole si et seulement 

s’il existe un repére orthonormé dans lequel une équation cartésienne de T° 

est de la forme : 

y=ax” (a#0). : 
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§ 10.1.b. 

Vous avez déja étudié la parabole d’équation y = ax* (a £0) dans un repere 

orthonormé (O, 7, 7 ) en Seconde. 

Rappelons que la foltetton fix H-— ax’ est paire donc Il’axe (O, J i) est axe 

de symétrie de la courbe. On démontre que c’est le seul axe de symétrie de la 

parabole. On l’appelle l’axe de la parabole. La fonction f admet un minimum 

ou un maximum en x = 0 suivant que a > 0 ou a <0 (fig. 1). L’origine O est le 

sommet de la parabole. 

EXEMPLES 1. Vous avez également étudié, dans les classes précédentes, la courbe IT d’équation 

y=ax*+bx+c (a#0) 

que |’on peut mettre sous la forme Y = a X? en mettant ax* + bx +c sous sa forme 
canonique : 

b 2 

y =a(x?+—x +<\aal(x —) +£-2 | 
a a 2a a’ 4a? 

[( Li — 
== CEN XG et —— | ee 

2a 4a’ 

( b\? 4ac —b? s, x+>) 6B iy 
2a 4a 

Si Ton suppose le repére initial (O, /, j ) orthonormé, la courbe T est la parabole 
d’équation Y = a X? en posant 

b 4ac — b* 
x+—=X et — —— = 

2a Z 4a ae 

le nouveau repére étant (S, 7, 7 ), le sommet S ayant pour coordonnées 

dans l’ancien repére. 

2. Toute €quation EN la forme x =ay? (a £0) représente aussi, dans un repere 
orthonormé (O, i,j ), une parabole car elle peut s’écrire Y = a X2 dans le repere 
(Orr) (is.2), 
Eee 
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EXERCICE 
RESOLU 

10. CONIQUES 

fig. 2 

3. Toute équation de la forme x =ay*+by+c (a #0) représente aussi, dans un 
repeére orthonormé, une parabole car on se raméne au cas précédent en mettant 
ay”? + by +c sous sa forme canonique. 

On suppose le plan rapporté & un repére orthonormé (O, iy riey Quel est ’'ensemble T 
des points du plan d’équation : 

(1) y7+(m —4)x +2y —m+1=0? 

(On discutera suivant les valeurs du parametre réel m.) 

Cherchons a faire apparaitre des carrés de la forme (x + a@)* ou(y + B)?. L’équation 
(1)Ppeut secre: 

(2) (y +1)? +(m —4)x —m =0. 

e Si m =4, elle s’écrit : (y +1%2-4=0 

(y +1—2)(y +14+2)=0 

(ys 1(y+ 3) = 0. 

T est la réunion de deux droites paralléles d’équations respectives : 

Vl eectenyi——— 5 (fl 5): 
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§ 10.1.b. § 10.1.c. 
7 a I 

c) Ellipse 

266 

e Si m #4, (2) est équivalente a : 

(y +1 =(4— m)(x +o) 

Y?=(4—m)xX 
Y2 

4—m 

m 
en posant x + = \eetr yet li Y- 

4-—m 
m ‘ 

I est une parabole de sommet le point S de coordonnées ( ae 1) dans le repere 

(O, 6 ay L’axe de I est la droite (S, i) (fig. 3 faite pour m = 2). 

Définition 

On dit qu’un ensemble I de points du plan est une ellipse si et seulement s’il 

existe un repére orthonormé dans lequel une équation cartésienne de I est 

de la forme : 

(a >0,b >0). 

Dans le cas ot a = Db, Vellipse est le cercle de centre O et de rayon a. 

Nous avons déja étudié l’ellipse dans le tome 1. Rappelons sa construction 

dans un repére orthonormé (O, /, /). On peut écrire : 

b y=— az —x? 

a 
2 2 

x 
Sr et eae sil 
a 2 

b y=-— az—x2 

a 
> 

I est donc la réunion des représentations graphiques dans le repére (O, 7, j ) 
des fonctions f, et f, définies par : 

b 
fic x ee —Vatz—-x? 

a 
b 

foi x Re -—Va?—- x’. 
a 

Les représentations graphiques des fonctions f, et f. sont symétriques par 
rapport a (O, 7 ) 
L’ensemble de définition de f, est [—a, a]. Comme f, est paire, la droite 
(O, eo est axe de symétrie de la représentation graphique de f, et l'ensemble 
d’étude de f, est [0, a]. 

La fonction dérivée f; est définie sur [0, a[ par : 

— bx 

ON Ga X 

fii x Re 



10. CONIQUES 

Le tableau de variations de f, est: 

B’(0, —b) fig. 4 

Ona vu que les droites (O, 7 ) et(O, 7 ) sont des axes de symétrie de lellipse. 

On démontre que ce sont les seuls. On les appelle les axes de |’ellipse. 

Si M appartient a I’, son image par la composée des deux symétries axiales 

précédentes, c’est-a-dire la symétrie de centre O, appartient aussi AT’. Donc O 

est un centre de symétrie de I’. On démontre que c’est le seul. On Il’appelle le 

centre de l’ellipse. 

Les points A(a, 0), A’(—a, 0), B(0, b), B’(0, —b) sont les sommets de 

cans : f;(0) = f5(0) = 0 donc les tangentes en B et B’ sont paralléles a l’axe 
Oe 

f, est continue sur [—a,.a] et lim f; =—@, lim fj = + donc (cf. § 4.6 c) 

tome 1)|’ellipse admet des tangentes en A et A’ paralléles a l’axe Ge a 

REMARQUE AA’ = 2a et BB’ = 2b. Sia > b, ona AA’ > BB’. Pour cette raison, on dit que (O, / ) est 
le «grand axe» et (O, e le «petit axe» de lellipse. On dit aussi que 2a est la 
« longueur du grand axe » et 2b est la «longueur du petit axe ». On dit aussi que a est le 

«demi-grand axe» et b est le «demi-petit axe». 
Si a <b, les réles de «grand axe» et de «petit axe» sont échangés. 

EXERCICE 
RESOLU Construire l'ensemble 1 des points du plan d’équation, dans un repére orthonormé 

(On iosia) 
(1) 9x? +4y? — 18x —24y +9=0. 

On indiquera les éléments remarquables (centre, axes, sommets ). 

Faisons apparaitre des carrés de la forme (x + a)? et (y + B)? de maniére a obtenir une 

équation réduite du type précédent en posant x +a =Xet y+ B =Y. L’équation (1) 
est équivalente a : 

9x? — 18x +9+4y?—24y =0 
9(x?-—2x +1)+4(y?-6y)=0 

9(x — 1)? +4(y? —6y +9) — 36=0 

9(x — 1)? +4(y -—3)? -—36=0 
Zz 2 

it air 
4 9 

a 

267 



§ 10.1.c. § 10.1.d. 

en posant x —1=X et y —3=Y. La courbe I est une ellipse (fig. 5) 

fig. 5 

de centre le point de coordonnées (1, 3) dans le repére be. is ti 
d’axes les droites (Q, 7 )et(Q, 7 ) d’équations respectives x = 1 et y = 3 dans le repére 

(0, 1,5) 
de sommets les points de coordonnées : 

A(2, 0), A'(—2, 0), B(O, 3), B'(0, -3) dans le repére (Q, 7, 7 

A(3, 3), A’(—1, 3), BU, 6), BC, 0) dans le repére (O, /, 7 ). 
) 

d) Ellipse et cercle 

Le plan P étant rapporté & un repére orthonormé (0, 7, j ), soit T Vellipse 
d’équation 

(1) Ae 2 ky Hege0 2 20). 

e Si l’on pose 

le point M,(x,, y,) a pour image M(x, y) par l’affinité a, orthogonale d’axe 

~ b : 
(O, i ) et de rapport ie (cf. § 5.8). On peut écrire : 

2 2 x2 ya 

Me ee Oe pe ae ya 

<= M, appartient au cercle C, de centre O et de rayon a. 

Donc I est image de C, par l’affinité orthogonale a,. 

en 

268 



10. CONIQUES 

e Si l’on pose a 
X=-—x b 2 

SNe, 

le point M,(x2, y2) a pour image M(x, y) par l’affinité a, orthogonale d’axe 
a a pate 

(O, 7 ) et de rapport —- On peut écrire : 
b 

x2 y? x2 Zz 

Mer <> a2 tp? b= 0 <—_> SIA > 55+ ys = be 

<=> M,appartient au cercle C, de centre O et de rayon b. 

Donc I est l'image de C, par l’affinité orthogonale a>. On peut énoncer : 

Théoréme 

; Rae Sey : 
Soit T° lellipse d’equation — eis rie 1=0 (a >0, b >0) dans un repere 

orthonormé (O, i. iy j)- r a l’image des cercles C, et C, de centre O et de 

rayon a et b aeriainnen par les affinités orthogonales d’axes (O, i ; ) et 

is b 
(O, j ) et de rapport 7 et — 

Il en résulte que |’on peut ainsi construire un point quelconque M de I comme 

image d’un point M, de C, ou d’un point M, de C, par lune des affinités 

précédentes (voir I’ex. 10.20 en fin de chapitre). 
On peut remarquer que les vecteurs OM, et OM, ont pour composantes : 

b 
x —X 

a 
et a 

—y ipo af 

donc OM, =— OM,, ce qui montre que M, et M, appartiennent a une méme 
a 

demi-droite d’ origine O. On en déduit la construction suivante d’un point M de 

I : on trace une demi-droite d’origine O, elle coupe C, et C, respectivement en 

M, et M>. Le point d’intersection M des droites passant par M, et Mp et 

paralléles respectivement aux axes (O, j i ye t(O, i ay est un point de I’ellipse. 

a 
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e) Hyperbole 

Définition 

= 

On dit qu’un ensemble I de points du plan est une hyperbole si et seulement 

s’il existe un repére orthonormé dans lequel une équation cartésienne de T° 

est de la forme : 

2 2 

~-%-1=0 (a>0,b>0). 
a b 

Ona: 

b y=— pe a 

a 
x2 2 

moe a! <> { ou 

b 
y=-— x?— a2 

a 

Soit f, et f, les fonctions définies par : 

b 
fii x eo 3 —Vx?-a’ 

a 

b 2 p4 
fo iC l= 2 iA » oe 7 

L’hyperbole T est la réunion des représentations graphiques T, et T, des 

fonctions f, et f.. On peut remarquer que I’, est symétrique de I’, par rapport a 

(O, i); nous étudierons donc seulement la fonction f,. 

L’ensemble de définition de f; est ]-~, —a]U[a, +~[, la fonction f, est 

paire donc (O, j) est axe de symétrie de I’, et l'ensemble d’étude de f, est 
[a, + o[. 

Ona: 

lim f,x)=+@ lim ieee ef lim [fey-2 x] =o. 
x—~>+0 ee Ae 2) x a xX —> +0 

: b . 
La droite y age x est asymptote a I). 

La fonction dérivée f; est définie sur Ja, +~[ par: 

bx 

avVx*—a’ 
fiix Reo 

d’ot le tableau de variations de f;, : 
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10. CONIQUES ee ee ere etait 

REMARQUES 

fig. 7 

On a vu que les droites (O, i) et (O, i) sont des axes de symétrie de 

hyperbole. On démontre que ce sont les seuls. On les appelle les axes de 

hyperbole. Seul l’axe (O, it) rencontre I’ en deux points A(a, 0) et 

A'(—a, 0). Tandis que I’axe (O, ii 2) n’a aucun point commun avec IT. C’est 

pourquoi, |’axe (O, i i) est appelé l’axe transverse de I. 

Si M appartient a I’, son image par la composée des deux symétries axiales 

précédentes, c’est-a-dire la symétrie de centre O, appartient aussia I’. Donc O 

est un centre de symétrie de I’. On démontre que c’est le seul. On Il’appelle le 

centre de l’hyperbole. 

Les points A et A’ sont les sommets de [ : 
’ 

f, est continue sur J]—%©, —a]U[a, +[ et me fi= sm f;=—© donc 

(cf. § 4.6 c) tome 1) hyperbole admet des enventes en A et A’ paralléles a 

axe (O, j ). 

. F b b ; 
I admet deux asymptotes d’équations respectives y = * Ket y= — Fr x. On dit 

qu’une hyperbole est équilatére si et seulement si ses asymptotes sont 

orthogonales. Donc I est équilatére si et seulement si les vecteurs directeurs 

4 b 7 b ete Or 
des asymptotes (1, -) et u (1, +2) sont orthogonaux c’est-a-dire : 

i it-=0 
b2 

1--=0 he 

a=b. 

1. Soit [ hyperbole d’équation : 

x2 y? 

(1) OE VCE 1=0 

dans_le repére orthonormé (O, ie }-): Quelle est l’équation de [ dans le repére 

(O74, iol i)? Soit M un point Heine de coordonnées (x, y) dans (O, /, j) et (X, Y) 

dans (Oo, 5 a} Onia-: 

OM=xi + yj) =Xj + Yi 

OK 
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§ 10.1.e. 

EXERCICE 
RESOLU 1 

212 

done x = Y et y= xe Ona: 

x7) -y% ee De y Sarat 
Mer <> or re 1=0 <=> age <> ripe eR ce ah 

Donc IT a pour équation dans le repére (Oy if i ) : \ 

a Ge 
(2) ea ee 1 = (I). 

Ce qui montre que toute équation du type (2) est encore une équation cartésienne d’une 

hyperbole. 

2. On peut donner une autre interpretation de |’équation (2). Soit M un point de 
coordonnées (x, y) dans le repére (O, i es) et M le point de coordonnées X = y et 
Y =x dans le méme repére orthonormé (0, ies i: Ces deux points sont symétriques 

par rapport a la premiére bissectrice du repere. Quand M décrit I, le point M’ décrit la 

symétrique I” de I par rapport a la premiere a ee du repére. L’équation (2) est 

une équation cartésienne de I” dans le repére (0.4. lh 

Construire les ensembles, 4 et I’ des points du plan d’équations respectives, dans un 
repere orthonormé (O, i, 

2 2 we 2 Ste «59 ny) 
1) S>=-==1=0 tet (2) = =+1=0. lio Cae She 2 ae Sie : 
On indiquera les éléments remarquables (centre, axes, sommets, asymptotes ). 

< ‘ x2 2 

L’équation (1) est du type 2 oe. 1=0 avec a =4 et b =3. Donc TI est une 

hyperbole de centre O, d’axes les droites (O, 7) et (O, iD: de sommets les points de 

as : : 3 
coordonnées (4, 0) et (—4, 0). Les asymptotes ont pour équations respectives y 7 x 

3 
ety — =F x (fig. 8). 

fig. 8 



10. CONIQUES 
LS 

EXERCICE 
RESOLU 2 

D’aprés les remarques précédentes, I” est hyperbole symétrique de I par rapport a la 
premiere bissectrice du repére. Son centre est O, ses axes sont encore les droites 

(O, i )et (0, j ) mais c’est la droite (O, $3) qui est l’axe transverse, les sommets sont 
les points de coordonnées (0, 4) et (0, —4). Les asymptotes ont pour équations 

: 4 
x=-y c’est-a-dire y 3 x 

et BX ey ’est-a-di = Cc eSst-a-dire Ks 

On suppose le plan rapporté a un repére orthonormé (O, x se Quel est l’ensemble TV 
des points du plan d’équation : 

(1) 4x? — y?+ 16x +2y + 15—4m?=0? 

(On discutera suivant les valeurs du paramétre réel m.) 

Cherchons 4a faire apparaitre des carrés de la forme (x + a)? et (y + 8)? de maniére a 
obtenir une équation de |’un des types précédents en posant x +a =X ety +B =Y. 
L’équation (1) est équivalente a : 

4(x7+4x)—(y?-—2y)+ 15—-—4m?=0 
4[(x +2" -4]-[(y -1) -1]+15-4m?=0 

(2) 4(x +2)? -(y —1)? —4m?=0 

e Si m =0, elle s’écrit : 
Ate 42P = (y =1F =0 

[2(x +2)-(y -1)][2@ 4+2)+(y- 1] =0 
(2x —y +5)(2x +y +3)=0 

T est la réunion de deux droites d’équations respectives : 

Vax De cham = — 2% — 3, 

Ces deux droites se coupent au point (—2, 1). 

e Si m £0, (2) est équivalente a : 

(x+2P% (y- 1? 
1=0 

m2 4m? 
Xe We 

Hel mem 
en posant x +2=X et y—1=Y. 

< 
\ 

fig. 9 
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§ 10.1.e. § 10.1.f. 
ee SSS ee 

I est une hyperbole de centre ((—2, 1) dans le repére (O, bad als Les axes de I sont les 

ue Or i) et (QO, 7) d’équations respectives x = D) et y =1 dans le repére 

(O, ik . Les asymptotes ont pour équations 

pe elhigeiny et Y=—2xX 
m 

dans le repére (Q, ee j) et y =2x +5 et y = —2x —3 dans le repere a Pah Bs Les 

sommets ont pour coordonnées (m, 0) et (~m, 0) dans le repére (0, ae et 

(m —2, 1) et (~m —2, 1) dans le repére (O, Hi ] -) (fig. 9). 

f) Equation d’une hyperbole rapportée 4 ses asymptotes 

Soit T une hyperbole, il existe un repére orthonormé LO 1 ;,j ) dans lequel 

l’équation de IT est : 

x? y? 

= —{=(0 avec a>0- et, b.20. 
a2 b? 

Les équations des asymptotes D et D’ sont respectivement 

b b 
Vea oh eve Ss 

a a 

les vecteurs “(aa, ab) et u'(Ba, —Bb ) sont des vecteurs directeurs de D et de 

D' (a et B étant deux réels non nuls). 

Déterminons |’équation de hyperbole [ dans le repére (O, @, i’). 
Soit M un point de coordonnées (x, y) et (X, Y) respectivement dans les 

repeéres (OQ; es j)et (O, uy u '), ona: 

OM=xi + yy 

=Xa+Yi' 

=X(aai + abj )+ Y( Bai — Boj ) 

=(aaX+aBY)i +(abX— BbY)| 

{* =aaX+ BaY 

y=abX— BbY. 

L’équation de [dans le repére (O, i, it’) sera : 

(aaX+BaY) (abX— BbYY 

d’ou 

ae b? a 

ou encore (aX+ BY) —-(aX-—BY)Y—-1=0 

ou encore 4aB XY = 1 

ou encore XY ie Lig 
4aB 

On peut donc énoncer : 

Théoréme 

Soit I une hyperbole de centre O et d’asymptotes les droites D et D’. Soit i 
et u' deux vecteurs directeurs respectifs de D et de D’. L’hyperbole I a pour 
équation, dans le repére (O, a, i it’), XY=k ot k est un réel non nul. 
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10. CONIQUES 
ee ee ee anne Relea 

k 
Sous la forme Y ry? on retrouve |’équation de |’hyperbole que vous avez 

rencontrée dans les classes précédentes. 

10.2 ENSEMBLE DES POINTS DONT LE RAPPORT DES DISTANCES A UN 
POINT ET A UNE DROITE EST CONSTANT 

Soit D une droite du plan P, F un point du plan n’appartenant pas 4 D et e un 
réel strictement positif. 
ee MF : Etudions l’ensemble [ des points M du plan tels que MH e ou H est la 

projection orthogonale de M sur la droite D. 

Soit j un vecteur unitaire de D et / un vecteur tel que (F, /, j ) soit un repére 
orthonormé du plan (fig. 10). 

fig. 10 

Dans ce repére le point F a pour coordonnées (0, 0) et la droite D a pour 

équation x =k(k #0). 
Pour tout point M(x, y) du plan ona: 

MET <> MF=eMH 

<=> MF*=e*MH’ 
<> x*+y?=e%(x -—ky 
<> (1-—e7)x?+ y?+2e7kx — e7k? =0. (1) 

a) Cas ou e=1 

L’équation (1) devient 

y?+2kx —k?=0 
k y?+2k(x-5) =0. 

ee 
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k . > > 
Soit S le point de coordonnées (5. 0) dans le repére (F, /, j ). Prenons pour 

nouveau repére (S, /, j ), Véquation de I est : 

Yok x =U 

= of ee 
c’est-a-dire X= Tih 

On reconnait |’équation d’une parabole. 

@ Etude d’une réciproque 

Réciproquement est-ce que toute parabole [’ est l’ensemble des points 

équidistants d’un point F et d’une droite D? 
I] existe un repere (S, i, } ) orthonormé dans lequel l’équation d’une parabole 

2 1 
T donnée peut s’écrire : X = a Y? (a #0) ouencore X = — aE avec k=. — rai 

k : I : 
Soit F le point de coordonnées (-5 0) c’est-a-dire (_ 0) dans le repere 

(S, a 1) et M un point quelconque de coordonneées (X, Y) dans le repére 

(Sid ) et (x, y) dans le repére (F, /, j ) 

1 
X=x +— 

ig 4a 

Y=y 

V’équation de I’ dans le repére (F, ie 7) est: 

aan oe == (ONY 

x l 

val ae 
x 1 

Ee 
équation de la forme (1) ot' e =1 et k = = Donc IT est ensemble des 

points équidistants de F et de la droite D d’équation x = — or On admettra 

que le point F et la droite D sont déterminés de maniére unique. On peut donc 
énoncer : 

Théoréme et définitions 

L’ensemble des points du plan équidistants d’un point F et d’une droite D 
ne contenant pas F est une parabole. 
Il existe pour toute parabole un couple unique (F, D), le point F 
n’appartenant pas a la droite D, tel que la parabole soit l’ensemble des 
points équidistants de F et de D. 
Le point F est appelé le foyer de la parabole. La droite D est appelée la 
directrice de la parabole. 
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EXERCICE 
RESOLU 

10. CONIQUES 

MF 
Le rapport e = MH 1 est Pexcentricité de la parabole. La distance p du foyer 

F a la directrice D est appelée le paramétre de la parabole. 

On peut toujours choisir le repére (S, /, j ) de maniére que |’équation de la 

parabole soit X = aY* avec a >0, la distance du foyer 4 la directrice est 

1 
S42 eee POM oe 

et l’équation de la parabole dans le repére (S, /, i) s’écrit : 

ook 
a 

Y” = 2pX 

> 

Construire la parabole T d’équation, dans un repére orthonormé (O, hy ye: 

Zz 
Xx 

Set ay 
me 4 

Déterminer son foyer et sa directrice. 

2 

Mettons — vs +x —2sous sa forme canonique de maniére a aboutir a une équation de 

la forme YY =a xc: 
1 

= ——(x?—4x +8 y Foes x ) 

— 7 [or -27 48-4] 

=~ 7 [x -27 +4] 

1 
~-(x -2-1 rise ) 

posons x —-2=X et y+1=Y. L’équation de I devient : 

1 
Y=—0.X? 

4 

fig. 11 
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b) Cas ou e#1 

que l’on peut écrire : X? = —4Y. Le paramétre de I est p =2. Il suffit de porter sur 

l’axe de I de part et d’autre du sommet S la distance - = | pour obtenir le foyer F et la 

directrice D (fig. 11). 

Dans le repére (O, i Tid S a pour coordonnées (2, —1), F a pour coordonnées (2, —2) 

et D a pour équation: y =0. 

L’équation (1) s’écrit : 

Bote 2e*k P Ve pues! 
1—e? l-—e* 1-e? 

fake ey e7k? dia 

Gees iis iki EY cat WS aes 
ek y? e7k? fe 

Soit © le point de coordonnées i= 

Z 
ee + ———{~. — ————__— = 

aan l-—e? (1-—e7P 

2k Phe. 

oe 0) dans le repére (F, i,j ). 
ue 

L’équation de l’ensemble I cherché dans le repére (Q, 7, j ), (X, Y) désignant 

les coordonnées d’un point M dans ce repére, est : 

Des e7k2 

oe -~——+5=0 
s here (1 -e?y 

xX? 2 

") Sey ie erg Ton 
(l-e’?y 1-e? 

2 2 : xX : 
e Sie <1, I’ équation (2) est de la forme ae + ree 1 =0Odonc I est une ellipse 

de centre © et d’axes (Q, a) et (Q, ae Ce n’est pas un cercle cak 
(1-e*? #1-e?. 

2 y?2 

e Si e >1, léquation (2) est de la forme 72 pane 1=0 donc [ est une 

hyperbole de centre Q et d’axes (0,7 ) et (0,7). 

Etude d’une réciproque 

Réciproquement est-ce que toute ellipse qui n’est pas un cercle et toute 
hyperbole peuvent étre considérées comme ensembles de points dont le 
rapport des distances a un point F et a une droite D est constant? 

e Soit [ une ellipse donnée qui n’est pas un cercle, il existe un repére 
orthonormé (Q, 7, 7 ) dans lequel l’équation de T est : 

0 (aveca>b>0). (3) 

Nous cherchons un point F, une droite D et un nombre e tel que I soit 
: : MF Nees 
l'ensemble des points M tels que MH e c’est-a-dire tels que les coordonnées 

ee eeeeeSSeeSSsmm—Hshsees 
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10. CONIQUES 
ees 

(x, y) de M vérifient une relation de la forme (2). L’équation (3) peut se 
mettre sous la forme (2) si et seulement si 

e*k? 

G=epem 
e7k* § = b?. 
ire 

C’est un systéme d’inconnue (e, k ), les données étant a et b (a > b > 0). Ilest 
équivalent a: 

b2 DF 2 

= =1=e? et 

pbs =e) c’est-a-dire ere) 

Saat ae ie carers 

c 2 
Posons c* = a*— b’ avec c >0. Ona: e =—-Onabiene <1. D’autre part 

a 
b2 

a 
b 3 b+ b2 b2 

k? =——.—— =, donc k=— ou k=-—- 
¢ c c c 
az 

Si F existe, on a vu que FQ, = “3 5 | donc OF => 5 i et dans le repére 
=e = 

(, 7, 7) les abscisses des points F cherchés sont (fig. 12) : 

fig. 12 

Pd 2 ee eK cS b 
F= 5=c  lorsqu’onremplace e par — et k par — 

i=¢ a c 

— e’k ; ac : 
QF’ = 5 5 = —c lorsqu’on remplace e par~et k par — a 

= 

Soit K la projection orthogonale de F sur D, ona FK = ki donc dans le repére 

(9, 7,7 ) les abscisses des points K sont : 

iP pee, eee b2 c2+b? a? 
OK = OF + FR =¢ +7—= in 

bees ees eavet b2 c* +b? a 
ie ee ce a 

ce qui détermine deux droites D et D’. 

a 
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L’ensemble des points M tels que le rapport des distances a F et a D (ou a F’ et 

c y : R Sere Lab hk 
a D') est e =—< 1 a pour équation (2) dans le repere (Q, 7, 7 ) c’est-a-dire (3). 

a 
Cet ensemble est donc I’ellipse T. 

e Soit P une hyperbole donnée, il existe un repére orthonormé (Q, i ij) dans 

lequel |’équation de [ est : 

x2 V7 

kee =0 (aveca ]Vetib S00): (4) 

On procéde comme avec I’ellipse : 

(4) peut se mettre sous la forme (2) si et seulement si 

2k2 b2 

aes 2apn 
c’est-a-dire 

e*k? fp 2 Oe? 1) 
e*—] af 2 

SD 
Ce 2 

c’est-a-dire re 5 
pred (e 1) 

e2 

c 
Posons c* = a? + b* avec c >0. Ona: e =—> 1. D’autre part 

a 
b2 

Dos 4 2 b2 

| ae s— = donc k =— ou k = —-— 
cS G 

a2 

fig. 13 

Les points F et F’ sont les points de l’axe (OQ, i) d’abscisses : 

e*k 2 
OFS See =c__ lorsqu’on remplace e par et k par — ee 

a C 
RCS 

; QF! = pe? = —c lorsqu’onremplace e par ~ et k sages | 
a c oe 

280 



10. CONIQUES 
i 

REMARQUES 

Les projections orthogonales de F et F’ sur D et D’ sont les points K et K’ 
d’abscisses (en remarquant qu’on a toujours FK = ki ): 

DESES a _ eet Z 22s ee ep 2 

ORSOr wee oe eS 2 

K'=QF'+PK'=-c +—=——_— = -—. 

L’ensemble des points M tels que le rapport des distances a F et a D (ow a F’ et 

x ! Cc Z . x oe x . 

a D')este = = > 1 a pour équation (2) dans le repére (Q, | ) c’est-a-dire (4). 

Cet ensemble est donc I’hyperbole T. En résumé : 

Théoréme et définitions 

L’ensemble des points du plan dont le rapport des distances a un point F et 

a une droite D ne contenant pas F est égal a e (e > 0 donné) est une ellipse si 
e <1, une hyperbole si e >1. 

Pour toute ellipse qui n’est pas un cercle et pour toute hyperbole, il existe 

deux couples (F, D) et (F’, D’) tels que la conique soit l’ensemble des points 

dont le rapport des distances a F et a D (ou a F’ et a D’) soit constant. 

Ce rapport, qui est le méme pour le couple (F, D) et pour le couple (F’, D’), 

est appelé excentricité de la conique. Les points F et F’ sont appelés les 

foyers de la conique, D et D’ sont les directrices associées respectivement a 

F et F’. 

La distance FF’ = 2c est la distance focale. La droite (FF’) est appelée axe 

focal. 

e Une ellipse est strictement contenue dans la bande de plan déterminée par ses 

directrices. 

e Une hyperbole est strictement a |’extérieur de la bande de plan déterminée par ses 

directrices. 

10.3 DEFINITION BIFOCALE DES CONIQUES A CENTRE 

1) Ensemble des points M du plan tels que MF + MF’ = 2a 

Soit T une ellipse qui n’est pas un cercle, F et F’ ses foyers, D et D’ les 

directrices associées a F et F’, K et K’ les projections orthogonales de F et F’ 

sur D et D’ respectivement, 2c la distance focale, 2a la distance des sommets 

situés sur l’axe focal. Soit M un point quelconque de I se projetant 

orthogonalement en H et H’ sur D et D’ (fig. 14). On peut écrire, en appelant 

Cc Tes 
e =— l’excentricité de T': 

a 

MF=eMH, MF’=eMH’ 

iSssrsrrrnnnrn 
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§ 10.3.a. 

D’ fig. 14 D 

d’ou (f étant toute entiére contenue dans la bande limitée par D et D’) : 

MEF + MF’ = e(MH + MH’)=e Xx HH’ 
2 Yo az 

Sy OK x ee 
Cc a Cc 

donc quel que soit M de I’ellipse : 

MF + MF’ = 2a 

Probléme : étant donné deux points F et F' distincts du plan, a un réel 

strictement positif, déterminer l’ensemble Y"' des points M du plan tels que : 

MF + MF’ = 2a. 
Posons FF’=2c. Remarquons que, pour tout point M du plan, on a: 

MF + MF’ = FF’. 

eSiaac C=C. 

esia=-e = lb rk 

e Sia>c, soit T lellipse de foyers F et F’ et de sommets A et A’ sur l’axe 

focal tels que AA’ = 2a, T existe et est unique car : soit O le milieu de (F, F’), 

i aoe. | tel que (O,i,j') soit un repére orthonormé du plan, 

l’équation de I dans ce repére est 

D’aprés le résultat précédent, pour tout point M de T on a: MF + MF’ =2a 
donc. Dc i. 

Démontrons que l’on a: ICT. Soit M_un point quelconque de I” de 

coordonnées (x, y) dans le repére (O, i. ES ial: Les points F et F’ ont pour 

coordonnées dans ce repére : (c, 0) et (—c, 0). Ona: 

F?=(x-—cyY+y?, MF?=(x+ce+y? 

d’ot 

MF”? — MF? = (MF + MF’)(MF’ — MPF) = 4cx. 

Puisquée. MET", ME-EMF =2a.d’o) MFta MB =n. 
a a 

—_— el 
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On a donc pour tout point M(x, y) de I’: 

MF + MF’ =2a 

MP ME So 
a 

dot MF =a -“etMF’'=a+— 
a a 

CxY 
d’ot MEAs (a -=) 

a 

or MPS (x -cyery- 
2 

donc (x-c¥ +y?=(a-S) 
a 

~ 4 bd x ° e = 

apres réduction, oe ee pie 1 =0 donc tout point M de I” appartient aT, 

par suite I’CT’. Donc T’=T. On peut énoncer : 

Théoréme 

Soit F et F’ deux points, distincts, du plan et a un nombre réel tel que 

2a >FF’. 

L’ensemble des points M du plan tels que 

MF + ME’ = 2a 

est l’ellipse de foyers F et F’ et dont la distance des sommets de I’axe focal 

est 2a. 

) Ensemble des points M du plan tels que |MF —MF’| = 2a 

Avec les notations du sous-paragraphe précédent (fig. 15), T étant cette fois-ci 

une hyperbole de foyers F et F’, de directrices associées D et D’, pour tout 

point M de [T ona: 

fig. 15 

MF=eMH, MF’=eMH'’ 

Ee re ee 
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§ 10.3.b. 

d’ou (If étant a l’extérieur de la bande limitée par D et D’): 

|MF’ — MF| = e|MH’— MH| =e x HH’ 
2 a’ 

to Kee ee 
Cc a Cc 

donc quel que soit M de l’hyperbole : 

|MF’ — MF| = 2a 

Probléme : étant donné deux points F et F’ distincts du plan, a un nombre réel 

strictement positif, déterminer l’ensemble Y' des points M du plan tels que : 

|MF’ — MP| = 2a. 
Posons FF’=2c. Remarquons que, pour tout point M du plan, on a: 

|MF’ — MF| <FF’. 

esLaecorTr =o. 

e Si a=c, I” est la droite (FF’) privée du segment ouvert JF, F'[. 

e Sia <c, soit ! Vhyperbole de foyers F et F’ et de sommets A et A’ sur l’axe 

focal tels que AA’ = 2a, T existe et est unique car : soit O le milieu de (F, F’), 

RP j tel que (O, i? 7) soit un repére orthonormé du plan, 

l’équation de I dans ce repere est 

2 2 x 
ae = ae eae GAC =a 

D’aprés le résultat précédent, pour tout point M de T ona : |MF’— MP| = 2a 
donc. 

Démontrons que l’on a: I’ CTI. Soit M un point quelconque de I” de 

coordonnées (x, y) dans le repére (O, 7, j ). Les points F et F’ ont pour 
coordonnées dans ce repére : (c, 0) et (—c, 0). Ona: 

MF? =(x—c)+y?, MF?=(x+ecy+y? 

d’ou 

MF” — MF? = (MF’ — MF)(MF’ + MPF) = 4cx. 

Si x >0, MF’— MEF est alors positif et si MEI’, on a: MF’— MF=2a 

d’ot MF’ + MF= ses = a ba donc 
2a a 

2cx 

arora 

MF’ + MF =—— 
a 

d’ou MF=—4 a et MF’ =— +49. 
a a 

Si x <0, MF’— MF est alors négatif et si MET’, on a: MEF— MF’ =2a 

d’ot. MF + MP’ = - <= —2& 
2a a 

> 

Sr re 
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donc 
MF — MF’ =2a 

ane MF + MF’ = — 
a 

& Cx 5 
dot MF=a-— eet ME Sag 

a a 
2 

Dans les deux cas (x >0 ou x <0), MF’ = (a -<) 
a 

or MF?=(x —c)+y? 
2 

donc (x cP +y?=(a -2) 
a 

2 2 
te : x , ene 

apres réduction, ay eee —1=0 donc tout point M de I” appartient a I’, 

par suite I’CT. Donec I’=T. On peut énoncer : 

Théoréme 

Soit F et F’ deux points, distincts, du plan et a un nombre réel tel que 

0<2a < FF’. 
L’ensemble des points M du plan tels que 

|MF’ — MF| = 2a 

est l’hyperbole de foyers F et F’ et dont ia distance des sommets est 2a. 

0.4 REPRESENTATION PARAMETRIQUE D’UNE CONIQUE 

Nous avons donné, au chapitre 8 du tome 1, quelques représentations 

paramétriques ainsi que des applications géométriques et cinématiques. 

) Parabole 

Soit P la parabole d’équation y* = 2px (p >0) dans un repére orthonormeé 

(Oss ). Une représentation paramétrique de P s’obtient en prenant pour 

paramétre y =t puisque x se calcule immédiatement en fonction de y : 

) Ellipse 

Le plan étant orienté et rapporté a un repere orthonormé direct (O, /, j ), soit 
2 2 

; i Sree 
E ellipse d’equation me et oe =1=0: 

ccc ns 
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§ 10.4.b. § 10.4.c. 
nn nnnn nee SI EEEEEEES EEUU EE EEEEESEESSEE ESSE 

c) Hyperbole 

286 

Si M(x, y) appartient a E, on peut écrire : 

il existe un angle orienté de vecteurs, unique, dont une mesure est f telle que : 

fa ese 
a b 

d’ot x =a cost et y=b sint. 
Réciproquement soit M un point du plan de coordonnées (a cos ft, b sin f), 1 

étant un réel quelconque. Ona cos? f + sin? tf = 1 c’est-a-dire, en appelant x et 

y les coordonnées de M : 

donc MEE. 

Une représentation paramétrique de E est : 

x =a cost 

y=b sint (t ER). 

Remarquons que sit décrit [0, 27[, par exemple, l’ellipse est décrite une fois 

et une seule. 

Le plan étant orienté et rapporté 4 un repére orthonormé direct (O, /, ray soit 
2 Bs 

y : x 
H Vhyperbole d’équation — WP —1=0. 

a 
Si M(x, y) appartient a H, faisons apparaitre, comme précédemment, une 
somme de carrés égale 4 1. Comme on a x #0 (il n’y a pas de point sur H 
d’abscisse nulle), on peut écrire : 

2 y? 

ak van 

Tob ee 

a T 4 

—— t#—- [7] puisque ~ #0 
x D x 

a 



10. CONIQUES 

d’ou es : avec tes [a ] 

Di, b 
y =— sin ft =— 

a a cost 
sin t = b tg t. 

Ré . . . va a 

€ciproquement soit M un point du plan de coordonnées {——, b tg t 
cos t 

7 
avec fetes [ a J. 

a 2 

On a< (—) 
cost Nb tet. 47 

5 = 
a b? cos? t 

—te?t—-1=0 

donc MEH. 

Une représentation paramétrique de H est : 

Pee tat 3 
Remarquons que si ¢ décrit (0, 27[ — \ =, hyperbole est décrite une fois 

et une seule. 

REMARQUE Il existe d’autres représentations paramétriques de H proposées 4a I’exercice 10.50 en 
fin de chapitre. 

0.5 TANGENTE A UNE CONIQUE 

) Tangente en un point d’une parabole 

Rappelons (cf. § 8.4 b) tome 1) que, si une fonction vectorielle F a une 

dérivée non nulle en to, ’ ensemble I des points M tels que OM = F(t) admet 

une tangente en Mo, image de fo, de vecteur directeur F'(to). 

Soit la parabole P de représentation paramétrique (I) trouvée précédemment. 

La fonction vectorielle 

ee 
F:theo itt 

2p 

est dérivable sur R et 

F(t)=ti +7 40 

t? ; 
donc P admet une tangente en tout point M oe , 7 de vecteur directeur F(t). 

naa 
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§ 10.5.a. § 10.5.b. 

, t6 
Cherchons une équation cartésienne de la tangente Dp au point Mo ee toll 

Un point Q(x, y) appartient 4 Do si et seulement si les vecteurs MoQ et F'(fo) 

sont colinéaires (fig. 16) c’est-a-dire si et seulement si : 

Do 

F'(to) 

ce qui est équivalent a: 

up tecaks 

2p 2 prop 

x Xo E+ 2xq=0 

YVo = p(x + Xo) 

On remarquera que cette équation se déduit de |l’équation de la parabole 
y*=2px en remplacant y” par yyo et 2x par x + Xp. 

eS 

b) Tangente en un point d’une ellipse 

Nous avons trouvé au § 8.4b) tome | (raisonner comme précédemment) 
comme équation de la tangente en Mo(Xo, yo) de E: 

2 2 3 . : Pee. x 
équation qui se déduit de Pe + = ~— 1=0 par la méme régle que précédemment 

(remplacer x? par xx et y” par yyo). 

—_eEeEeeEeESSSSSSSSFSSMMMSMmmmFesesee 

288 



10. CONIQUES I 

c) Tangente en un point d’une hyperbole 

REMARQUE 

Soit ’hyperbole H de représentation paramétrique (III) trouvée précédem- 
ment. La fonction vectorielle 

GR ge > 
F:t +> —it+bdbtgtj 

cos ¢t 

est dérivable pour t aes kr (kEZ) et Yona 

a Sin't ss EG) =e + 
(1) ‘cos? t cos? t 

io) 

a 
donc H admet une tangente en M (—. b tg 7 de vecteur directeur F’(t ). 

P : mi a 
Cherchons une équation cartésienne de la tangente Dy en Mo( me b tg to), 

COS to 

7 ‘ eclse : — 
lo# 5 [a]. Un point Q(x, y) appartient a Do si et seulement si MyQ et F'(to) 

sont colinéaires (fig. 16) c’est-a-dire si et seulement si : 

a a sin to 
XZ D COS MgmtCOS Uh i 

y—b tg to COS? fo 

ce qui est équivalent, aprés simplification, a : 

sin? ty _ 
— ay sin to+ ab 

COS to COS to 

bx cos to — ay sin ty COS to — ab cos’ typ =0 

Xx y 
—— --tgt,—-1=0 
arcos f."- D =e 

équation qui se déduit encore de l’équation de l’hyperbole en remplacant x* 

par xXo et y” par yyo. 

On sait (cf. § 4.1 d) tome 1) que, si f est une fonction numérique de la variable réelle 
dérivable en xy, une équation de la tangente a la représentation graphique de f est : 

y =f(Xo) + (x — Xo) f'(Xo)- 

On peut retrouver les équations des tangentes précédentes en mettant les équations des 

coniques sous la forme: y =f,(x) ou y =~—f,(x), équations qui contiennent des 

radicaux. 

EL 
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§ 10.5.d. 

d) Propriétés de la tangente a une conique 

290 

Rappelons les propriétés démontrées au § 8.5 b) tome 1 : 

Théorémes 

1. SiM est un point d’une ellipse de foyers F et F’ (M ¢ (FF’)), la tangente 

en M est la bissectrice extérieure de FMF’. 

2. Si M est un point d’une hyperbole de foyers F et F’(M¢(FF)), la 

tangente en M est la bissectrice intérieure de FMF’. 

3. Soit [ une conique de foyer F et de directrice associée D, M un point de 

I’ n’appartenant pas a l’axe contenant le (ou les) foyer(s), T le point 

d’intersection de la tangente en M avec la directrice. Les droites (FT) et 

(FM) sont orthogonales. 

Dans le cas ot I est une parabole, en appelant H le projeté orthogonal de M 

sur D, la tangente en M est, de plus, la bissectrice intérieure de FM. 



Exercices 

Equations cartésiennes et constructions 
des coniques 

10.1 1. Représenter graphiquement le  sous- 
ensemble I’; du plan P dont une équation est 

x2 2 

Sait Sane 
25) 16 

dans un repére orthonormé (O, /, /). 

2. Quel est, suivant les valeurs de m, l'ensemble T,, 

d’équation : 

2 eo x 
S45 a” m? 
Pry AK} 

Si m >0, montrer qu’il existe deux homothéties de 
centre O qui transforment T, en I. 

10.2 m désignant un nombre réel, discuter suivant 
les valeurs de m, la nature du sous-ensemble I du 

olan dont une équation est 

m*x? + y2—m?=0 

dans un repére orthonormé (O, /, / ). 

10.3 Soit P un plan orienté, (O, i, j) un repére 
orthonormé direct de P et F l’application de (P) 

dans (P) qui associe a tout point M diaffixe z le 

point M’=F(M) daffixe z’ tel que 

i 
z'=2--(2-2 5 ) 

(z désigne le nombre conjugué de 2). 
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs 
tels que b <a et (I) la courbe d’équation 

x —2)? y? (ee att aT te 
a 

a) Déterminer la nature de (I) et ses éléments de 

symétrie. 

b) Déterminer une équation cartésienne de (I”) 
image de (I) par F. Quelle est la nature de (I”)? 
Préciser ses éléments de symétrie. 

c) Tracer (I) et (I’) lorsque a =2 et b =1. 

10.4 Soit ([;) la courbe d’équation 

x? + 5y?—2xiy,=1. 

On se propose de déterminer la nature de (I’;). On 
Oriente le plan dont un repere orthonormé est 

(O,7,/) en choisissant (O, 7, /) comme repére 

direct. Soit (O, 7’, /'’) le repére se déduisant de 
(O, 7, /) par la rotation de centre O et d’angile a 

(a €[0, 27[). 

Soit_M, le point de coordonnées x, et yi dans 

(O, 7, 7 ) et de coordonnées x’ et y’ dans (O, ju fe). 

On admettra que 

X4= Xx COS ida _ SIN co, 

y,=x'sina+t+y’ cosa. 

10. CONIQUES 

1. Quelle est I'équation de (I) dans (O, i’, /'')? 

2. Montrer qu’il existe une valeur et une seule a; 

de a, strictement comprise entre 0 et - telle que 

l’équation de (I';) dans le repére (O, 7’, /') soit dela 
forme 

kx 226 Cy 2k 

On pourra montrer que a, vérifie |’équation 

tg 2 : eee 
gu 

3. Montrer alors que (I';) est une ellipse dont on 

déterminera les axes. 

4. Représenter graphiquement la courbe (I). 

a 

10.5 Soit f un plan orienté et & = (O, u, Vv) 
un repere orthonormé direct de J. 

A tout nombre complexe z, z = x + /y, on associe le 

point M de coordonnées (x, y) dans le repére #. Le 

nombre complexe conjugué de z est noté z. Soit 
(E) ensemble des points de S dont |’affixe z vérifie 

la relation 

2|z/P=sz2=@=1 
Soit r la rotation de centre O dont une mesure de 

l'angle est ; en radians. Soit (E’) l'image de (E), 

par r. 

1. Déterminer une équation cartésienne de (E’) 
dans le repére &. Reconnaitre la nature de (E’). 

2. En déduire le tracé de (E) dans le repeére #; on 
prendra 5 cm pour unité graphique. 

(Exercice Bac. C. Aix-en-Provence 1982.) 

10.6 Soit () l'ensemble des points M(x, y) dont 
les coordonnées vérifient |’équation 

y?—x?+4x =0 

dans un repére orthonormé (0, /, /). 

1. Montrer que (I) est la réunion des courbes 
représentatives (I',) et ([2) de deux fonctions f, et 

fo, que l’on précisera. 

2. Etudier les variations de la fonction 

f, 2X b> Vx*—-Ax. 

Etudier la dérivabilité de la fonction f, aux points 
d’abscisses 0 et 4, et préciser les tangentes en ces 
points; les asymptotes non paralléles aux axes de 

coordonnées : on donnera leurs équations et leur 

point d’intersection. 
Construire la représentation graphique (I;) de fy. 

En déduire celle de fo. 

En déduire la nature de I. 

Ee 
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10.7 Soit un plan P, (O, i,j) un repere ortho- 
normé de P, A étant un nombre réel non nul, on 

considére la courbe (C,) d’équation 

x?—y?—) =0. 

Préciser la nature de (C,). Construire (Cx), (C_4) 

dans le repére (O, /, / ). 

10.8 Dans un plan orienté muni d’un repere 
orthonormé direct (O, /, /) on donne les points A 
de coordonnées (—1, 0) et A’ de coordonnées (1, 0) 
et le cercle (C) de centre O et de rayon égal a 1. 
On considére deux points P et P’ du cercle (C) 
symétriques par rapport a la droite (AA’)._ 

On appelle @ une mesure de l’angle (/, OP); on 

suppose que 6 # km (k EZ). 

1. On appelle | le point d’intersection des droites 
(AP) et (A’P’) quand il existe. Calculer en fonction 

de @ les coordonnées du point |. 

2. On appelle (JC) l'ensemble des points | quand 6 

prend toutes les valeurs possibles. 

a) Donner une équation cartésienne de (JC). 

b) Représenter (JC); on précisera ses éléments 
caractéristiques. 

3. Montrer_que les bissectrices de l’angle de 

droites (IA, IA’) sont paralléles aux bissectrices des 
axes de coordonnées. 

(Exercice Bac. E. Paris 1982.) 

10.9, Dans le plan rapporté au repére orthonormé 
(O,/,/) on donne l'ensemble des points (H) 
d’équation : 

(1) 9y? — x? — 2ax —a?=36. 

Soit 0 le point de coordonnées (—a, 0). Ecrire une 
équation de H dans le repére (, /, / ). Déterminer 
la nature de H suivant les valeurs de a. Représenter 

graphiquement H quand a =2. 

10.10 Représenter graphiquement |’ensemble des 
points du plan d’équation 

[leet 

10.11 Dans le plan rapporté au repére orthonormé 
(O,/, / ) on donne l'ensemble I d’équation 

(1) x?+10x —4y +9=0. 

Soit © le point de coordonnées (—5, —4). Ecrire 
une €équation de I dans le repére (Q, /, / ). Préciser 
la nature de [ et la représenter graphiquement. 

10.12 Méme exercice que précédemment I ayant 
pour équation : 

y?+4y +6x —2=0 

et 2 ayant pour coordonnées (1, —2). 

10.13 Etudier la fonction numérique f de la 
variable réelle x définie par 

1 2 H(x)=5 Vx +2x —3]. 

Dans le plan (P), rapporté au repére orthonormé 

(O, /, / ) (unité : 2 cm), tracer la courbe représenta- 
tive (C,) de f, dont on déduira la courbe 

représentative (Cz) de (—f). On montrera que la 

réunion de (C;) et (C2) est composée d'une ellipse 

(E) et d’une hyperbole (H) dont on précisera les 
éléments remarquables : sommets, asymptotes. 

10.14 1. a) Etudier la variation de la fonction 
numérique f définie sur l’intervalle [—1, +1] de R 

Ax f(x) =—x + V2(1— x?) 
(on trouvera que la dérivée de f change de signe au 

=a 
point —). 

V3 

b) Le plan (II) orienté étant rapporté a un repeére 
orthonormé (O, d, V) direct d’axes Ox, Oy, on 
appelle (C) la courbe représentative de f dans ce 

repere. 
Préciser les tangentes a (C) aux points d’abscisses 

—1 et +1, au point A d’abscisse nulle, et au point B 

d’ordonnée nulle. 
Tracer la courbe (C), en prenant pour unité de 

longueur 5 cm. 

2. a) Soit f, la fonction numérique définie sur 
{[—1, +1] par 

h(x) = ev ea x?) 

et soit (C,) la courbe représentative de f, dans le 

repeére (O, U, V) du plan (II). Comparer, pour x 
quelconque, f,(x) et f(—x) et interpréter géométri- 
quement le résultat. Tracer la courbe (C;). 

b) On désigne par ({D), (D’), (A) les droites du 

plan (II) d’équations respectives x =1, x =~ 1, 
x + y =0, et l'on désigne respectivement par H, H’, 

K les projections orthogonales sur (D), (D’), (A) d’un 
point quelconque P de (II). 

On considére |’ensemble (E) des points P situés 
entre (D) et (D’), ou sur (D) ou (D’), tels que 

PK? = PH- PH’. 

Calculer PK? et PH: PH’ en fonction des coordon- 
nées x, y du point P, et montrer que 

(E) = (C) U (C)). 

Vérifier qu’une équation cartésienne de (E) est 

(e) 3x2 + y?+2xy —2=0. 

3. Soit U et V les images respectives de @ et de 7 
dans la rotation vectorielle dangle 6 donné. On 

définit ainsi dans le plan (II) un nouveau repére 

(O, U, V), et on désigne par X, Y les coordonnées 
dans ce repére du point ayant x, y pour 

coordonnées dans le repére (O, U, Vv). On pose 
alors 

Z=X+iY, z=x+iy 

i nombre complexe de module 1 et d’argu- 

TT \ 
ment +—.. 

2 

a) Montrer que z = Z(cos 6 +/ sin @). En déduire 
les expressions de x et y en fonction de X, Y et 8, 
puis celle de 

3x? + y? + 2xy 

en fonction de X, Y et 20. 

T 
b) On suppose alors @ = a Trouver Il’équation de 

(E) dans le repére (0, U, V) correspondant. En 
déduire que (E) est une ellipse dont on indiquera le 

eee 

292 



10. CONIQUES 
——— 

demi-grand axe a et le demi-petit axe B. Vérifier 

que B est égal a V2 —-1. 
a 

10.15 Soit la courbe (E) dont une équation par 
rapport au repére orthonormé (O, /, /) est 

5x? + 8xy + 5y?-9=0. 

Soit (O, 1, J) le repére image de (O, 7, /) dans la 
rotation de centre O et d’angle a. 

Déterminer a (o< <a< =| pour que |’équation de (E) 

dans le nouveau repére soit de la forme 

AX? + BY? +C=0. 

En déduire la nature de (E) et en donner les 
éléments caractéristiques. 

10.16 Construire dans un plan rapporté a un 
repére orthonormeé, |l’ensemble des points M dont 
les coordonnées (x, y) vérifient 

4y? = |9x? — 36x |. 

10.17 Construire relativement a un repére ortho- 
normé (O, /, /- ) d'un plan l’ensemble des points 
M(x, y) tels que : 

16x |x| + 36y|y| = 576. 

10.18 Dans un plan rapporté a un repére ortho- 
normé (O,/,/ ) on considére la courbe (I) 
d’équation 

= V|x?—6x +5]. 

Montrer que (I) est la réunion de parties de 

coniques dont on précisera les éléments caracté- 
ristiques. 

10.19 Soit A un paramétre réel. 

1. Discuter, suivant les valeurs de A, la nature de la 

courbe qui a pour équation, en axes orthonormés 

2 2 » y~+Ax Paras aie: 

2. Donner, le cas échéant, les coordonnées de son 
centre de symétrie et les @quations de ses 
asymptotes. 

Cercle et ellipse 

10:20 On connait les sommets A, A’, B, B’ d’une 
ellipse T, les axes de T étant la droite (AA’) et la 

droite (BB’). Soit C, le cercle de diamétre [A, A’]. A 
‘aide d’une affinité qui transforme C, en I 
(cf. § 10.1 d) du cours), construire l'image M d'un 

point Mz de Cy. 
Construire la tangente en M aT. 

10.21 Soit une ellipse lr. Une droite D varie dans le 
plan en gardant une direction fixe, elle coupe I en 
M’ et M”. On appelle Mj et Mj les antécédents de M’ 
et M” par l’affinité de l’exercice précédent. 
Que peut-on dire de la direction de (M,M‘)? 
Quel est l’ensemble des milieux |, de (M4, M4)? 
Quel est l'ensemble des milieux | de (M’, M”)? 

Equation d’une hyperbole rapportée a ses 
asymptotes 

10.22 1. Soit H une hyperbole d’équation xy =k 
dans un repére (O,/,/ ), A une sécante a 

hyperbole coupant celle- ci en M et M’ et les 

asymptotes en P et P’. Montrer que (M, M’) et (P, P’) 
ont méme milieu I. 

2. Soit D et D’ deux droites sécantes en O et A un 

point du plan n’appartenant ni a D ni a D’. Une 

droite A passant par A coupe D et D’ en Pet P’. 

a). Déterminer l'ensemble des points M tels que 

PM =AP’ lorsque A varie en passant par A. 

b) Déterminer l'ensemble des milieux |! des 

bipoints (P, P’) lorsque A varie en passant par A. 

10.23 La tangente en M a une hyperbole H coupe 
les asymptotes en T et T’. Montrer que M est le 
milieu de (T, T’). 
En déduire une construction de la tangente en un 
point M de H. 

10.24 Soit H une hyperbole d’équation xy =k 
dans un repére (O, J, /). La tangente a H en 

M,(x4, 3) coupe (O, / ) et (O, /) respectivement en 

T, et T;. De méme, la tangente a H en un autre point 

M2(X2, Y2) Coupe (O, / ) et (O, /) respectivement 
en To et To. 

1. Démontrer que les droites (T,Ts) et (T2T;) sont 
paralléles. 

2. Démontrer que la droite (M,Mz.) est paralléle a 
(T,T4) et ( (T2T4) (on utilisera l’ex. 10.23) et qu’elle 
rencontre (O, / ) et (O, /) respectivement au milieu 

de (14, Ta) et (14, Ta). 

Foyers et directrices 

10.25 Dans un_plan P rapporté a un repére 
orthonormé (O, ‘b j ), soit T ensemble des points 

d’équation : 

y?—9x —27=0. 

Quelle est la nature de I? 
Construire I en précisant le ou les sommets, le ou 
les foyers, la ou les directrices ainsi que l’excentri- 

cité. 

10.26 Mémes questions qu’a |l’exercice 10.25 
avec : 

—4x —4y =0. 

10.27 Mémes questions qu’a l’exercice 10.25 
avec : 

x? +4y?2=4. 

10.28 Mémes questions qu’a l’exercice 10.25 
avec : 

9 
—3x —4y he 

10.29 Mémes questions qu’a l’exercice 10.25 
avec : 

x? — 16y?—6x + 16y +1=0. 

See EE EEE 
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10.30 Mémes questions qu’a l’exercice 10.25 

avec : 

36x? + 8y? — 36x — 56y + 35=0. 

10.31 Mémes questions qu’a l’exercice 10.25 

avec : 

16x? — 48x — 225y?-64=0. 

10.32 Dans un_plan P rapporté a un ives 
orthonormé (O, /, / ), on donne le point F(4, 0), | 

1 

droite D d’équation x = - a l’excentricité e = 1. 

Donner |’équation de la conique I de foyer F, de 
directrice D et d’excentricité e. 
Construire T et préciser ses éléments caractéris- 
tiques. 

10.33 Mémes questions qu’a l’exercice 10.32 avec 
F(O, —6), D d’équation y =2, e =1. 

10.34 Mémes questions qu’a l’exercice 10.32 avec 
16 5 

F(5, 0), D: x =— e=-: 
( ) 5 4 

10.35 Mémes questions qu’a l’exercice 10.32 avec 

=ilO 3 
PHO), (Die ke Sn St 

3 5 

10.36 Mémes questions qu’a |’exercice 10.32 avec 

EUdey Dey ee oe ’ , apes 3 

10.37 Soit un plan P rapporté a un repere 

orthonormé (O,/,/ ) d'orientation positive. 

Soit 6 l'ensemble des courbes (I) d’équation 

(a? —4)x?-4y?-4(a?-4)= 

@ appartenant a R. 

1. Comparer ([,) et (T_.). 

2. Etudier suivant les valeurs de a la nature de (T.) 
et en préciser chaque fois les éléments fondamen- 
taux (centre, sommets, foyers et asymptotes s’ily a 
lieu). 

3. Dessiner les courbes ([9) et ([T2vz) (Sur une 
méme figure). 

10.38 P désigne, dans tout le probléme, un plan 

rapporté a un repére orthonormé & =(O, i, / ). 
Dans tout le probleme, A désigne un réel 

quelconque et k un réel strictement positif. A tout 

couple de réels (A, k), ainsi constitué, on associe la 

courbe (C, ,) dont une équation dans le repére R 
est 

(1+A)x?+(1-A)y?2=k 

1. Etudier les courbes 

(Co, x), (C1, «) et (C_4, x). 

2. a) Montrer que les deux coniques admettant 

respectivement pour équations 

3x?+y2=12, 3x?-y?=6 

sont des courbes (C, ,). 

b) Déterminer les éléments géométriques de ces 
coniques : foyers, sommets, asymptotes et les 

représenter sur deux figures distinctes. 

3. On suppose A différent de —1, 0 et 1. Le réel k 

étant fixé, discuter, suivant la valeur de A, la nature 

(ellipse ou hyperbole) de la conique (Cy, ,). 
Préciser son axe focal et calculer en fonction de A 

le carré e? de son excentricité. 

10.39 Déterminer l'ensemble des points M du plan 
dont la somme des distances a un point et a une 

droite donnés est constante. 

10.40 1. Montrer qu’une parabole est l'ensemble 
des centres des cercles tangents a une droite fixe 
et passant par un point fixe non situé sur cette 

droite. 

2. Construire la directrice d’une parabole connais- 
sant le foyer et deux points de la parabole. 

10.41 Construire la directrice D associée a un 
foyer F d’une conique IT connaissant : le point F, 

l’excentricité e, deux points M et M’ de I. 

10.42 Construire la directrice D associée a un 
foyer F d’une conique IT connaissant : le point F, 

l’'excentricité e, deux points M et M’ deT. 

10.43 On donne une droite D, un point M 
n’appartenant pas a D et un réel e strictement 

positif. Quel est l'ensemble des foyers F, associés a 
D, des coniques I de directrice D, d’excentricité e 
et passant par M? 

Définition bifocale des coniques a centre 

10.44 Dans le plan P rapporté au repére ortho- 
normé (O,/,/ ), on donne les points F et F’ de 

coordonnées respectives F(2, 2), F’(8, 2). Détermi- 

ner l'ensemble des points M de P tels que 
MF + MF’ = 10. (On formera |l’équation cartésienne 
et on construira la courbe.) 

10.45 Méme exercice que 10.44 avec : 

(=a lise 7)) panei coil. eS) aed |MF — MF’ | =8 

10.46 Méme exercice que 10.44 avec : 

F(8, 1), F(-—2,1) et |MF—MF’|=6 

10.47 Méme exercice que 10.44 avec : 

F(i, —6), F’'(1,6) et MPF+MF’=20. 

10.48 On donne les points F et M et un réel a 
strictement positif. Quels sont les ensembles des 

foyers F’ et des centres O des ellipses [ dont un 
foyer est F, passant par M et dont la distance des 
sommets de l’axe focal est 2a? 

10.49 Mémes questions qu’a l’exercice précédent, 
IT étant une hyperbole. 

Représentation paramétrique d’une conique 

10.50 1. Donner une représentation paramétrique 
tres simple d’une hyperbole H, en considérant 
l'équation de H rapportée a ses asymptotes. 

2 2 

2. Soit ete ol =0 l’équation de H dans un 

repére orthonormé (O, /, / ). 

eee 

294 



10. CONIQUES a 

En écrivant 

x cya le V\ xem V. SB (E-D(E+2) Ale ae: Eh wloU Nek We 

donner une représentation paramétrique de H. 

10.51 On considére l'application f du plan dans 
lui-méme rapporté a un repére orthonormé 

(O, 7, / ) qui associe au point M d’affixe le nombre 

complexe z = x + jy le point M’ d’affixe z?. 
Déterminer l'image par f de l’ellipse de représenta- 
tion paramétrique - 

{x =a cos t 

ly=bsint (tER). 

10.52 Quel est l'ensemble des points du plan de 
représentation paramétrique dans un repére ortho- 
normé (O,/,/ ): 

{[x=a cost+csint 

ly=b Cost Had ‘sin't (Heir); 

ou a, b, c, d sont des réels donnés tels que 
ac + bd =0? 

Tangente a une conique 

10.53 Soit P la parabole d’équation y? = 2px dans 
un repére orthonormé (O, /,/) et Mo(Xo, Yo) un 
point de P distinct du sommet O. On appelle Ko le 

projeté orthogonal de Mo sur la droite (O, 7). La 
tangente en Mg aP rencontre la droite (O, 7) en To. 
La normale a la parabole en Mo est la droite 

perpendiculaire a la tangente en Mo. Elle rencontre 

ja droite (O, 7) en No. 

1. Donner des équations cartésiennes de la 
tangente et de la normale en Mo. 

2. Montrer que O est le milieu de (Ko, To). 

3. Montrer que KoNo= p. 

eV 
10.54 Soit E l'ellipse d’équation eases” HO 

dans un repére orthonormé (O, /, /°) et Mo(Xo, Yo) 
un point distinct des sommets. La tangente en Moa 
E rencontre |’axe focal en Tg et la normale en Mo 

(perpendiculaire a la tangente en Mo) rencontre 

l'axe focal en No. 

1. Donner des équations cartésiennes de lia 

tangente et de la normale en Mo. 

2. Montrer que OTo- ONo = OF, F étant un foyer. 

10.55 Traiter le méme exercice que précédem- 
ment avec I’hyperbole H d’équation 

10.56 A. Soit E l’ellipse d’équation 
x? y? 

a b 
1=0 

dans un repére orthonormé (O, /, /) (on suppose 
a>b>0) et Mo(Xo, Yo) un point distinct des 

sommets A(a, 0) et A’(—a, 0). La tangente en Mo aE 
rencontre les tangentes aux sommets A et A’ 

respectivement en To et To. 

1. Donner une équation cartésienne de la tangente 
en Moy et montrer que 

ATo: ATS 

est constant que Mo décrit E —{A, A’}. 

2. Soit F et F’ les foyers de E. Montrer que les 

droites (FT) et (FT4) sont orthogonales ainsi que 
les droites (F’To) et (F’T9). 

B. Traiter les mémes questions avec une hyperbole 
H d’équation 

dans un repére orthonormé (O, /, /). 

10.57 Soit P une conique de foyer F, de directrice 
D et d’excentricité e. Donner une construction d’un 

point M de I et de la tangente en M. 

10.58 Soit P une parabole de foyer F et de 
directrice D. On suppose que M décrit la para- 
bole P. 

1. Quel est l'ensemble décrit par le symétrique du 
foyer par rapport a la tangente en M? 

2. Quel est l’ensemble décrit par le projeté 
orthogonal du foyer sur la tangente en M? 

10.59 Soit [ une ellipse ou une hyperbole de 
foyers F et F’, la distance des sommets de |’axe 

focal étant égale a 2a. On suppose que M décrit I. 

1. Quel est |’ensemble décrit par le symétrique de F 

par rapport a la tangente en M? 

2. Quel est l’ensemble décrit par le projeté 
orthogonal de F sur la tangente en M? 

Révision 

10.60 A. Soit P_un plan muni d’un repére 
orthonormé R(O, /, / ) (unité 2 cm). 
Soit f, et fo les fonctions de R dans R définies par 

f(x) =x + Vx? —1, 

TG) Xerxes 

On désigne par C, (respectivement Cz) la représen- 
tation graphique de f, (respectivement fz) dans le 

repere R. 

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f,. 
Préciser les demi-tangentes aux points d’abscisses 

2. Etudier les variations de f, et tracer C;. On 

montrera en particulier que la droite d’équation 

y = 2x est asymptote pour x —> +~. 

3. Montrer que la restriction de f, a[1, +™[ réalise 
une bijection de [{1, +~[ sur un intervalle | a 

préciser. 
Montrer que la bijection réciproque g est définie 

par 

x? 44 

2X 

pour x appartenant a | et tracer la courbe 

représentative [ de g. 

ce, eee ee ee EERIE 
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4. Soit A un réel strictement supérieur a 1. 
Déterminer l’aire (A) du domaine délimité par T et 

x 
les trois droites d’équations respectives Va 

x=1et x=A. 

B. Soit C la courbe d’équation 

y?—2xy +1=0. 

1. Soit s la symétrie par rapport au point O. 
Montrer que s(C,)=Coz et tracer Co. 

2. Prouver que C est égal a l’union de C; et Co. 

3. a) Soit G le vecteur / +27. Montrer que 
(O, i, 7) est un repére de P. 

b) Déterminer une équation de C dans le repére 

(OME): 

C. A tout couple (a,b) de réels on associe 
l'application affine 9,» définie par : 

x 4 hi 
La.b M( ) +> M :) 

V, \y 

ou x’=ax, y'’= bx — ay. 

1. a) Pour quelles valeurs du couple (a, 6b), gap 

est-elle une bijection? 

b) Déterminer suivant les valeurs de a et de b 

l'ensemble des points invariants de a p.- 

c) Pour quelles valeurs du couple (a, 5), a» 
est-elle une symeétrie affine? 

2. On suppose désormais a = 1 et b =2. 

a) Montrer que ¢; 2 est une symétrie affine dont on 

déterminera les éléments. 

b) Montrer que ¢; 2(C)=C. 

D. On considére dans le repére R, le mouvement 

du point M dont les coordonnées sont données en 
fonction du temps par 

e'+e! 
ht sivemgrarw vith ef | elt 0). 

1. Montrer que la trajectoire du mobile est une 

partie de C que l'on précisera. 

2. Déterminer la nature du mouvement de M. 

(Probleme. Bac. E. Besancon 1982.) 

10.61 Soit f la fonction définie par 

f:R—  R 
1 

xX > F(x)=x +345 Vx? + 24x. 

1. a) Etudier le comportement de la fonction f 
lorsque la variable devient infiniment grande, et 

montrer que la courbe représentative (C) de la 

fonction admet deux asymptotes, dont on détermi- 
nera les équations. 

b) Etudier les variations de la fonction f. Est-elle 

dérivable dans tout son ensemble de définition? 
Etudier 

AON) poy OX) StS) 
lim ————_; lim = —————_ 

x +0 x x>-4 x+4 

Interpréter les résultats obtenus sur la courbe 
representative (C). 

c) Construire la courbe représentative (C) de la 

fonction f, le plan étant rapporté a un repere 
orthonormé (O, /, /). Démontrer que la courbe (C) 
coupe l’axe des abscisses en un seul point, puis 

calculer l’abscisse de ce point. 

2. Soit O’ le point tel que OO = —2/ +/. 
Ecrire |'équation Y=F(X) de la courbe (C) 
rapportée au repeére (O’, /, / ). 
On désigne par (C’) la courbe représentant dans le 
repére (O’,/,/) la fonction G définie par 

P 
G(X) =X => VOX? — 24. 

Montrer que (C’) est symétrique de (C) par rapport 

au point O’. 
Déduire de cette étude, l’ensemble (I) des points 
du plan rapporté au repére (O’,/,/) dont les 
coordonnées X et Y sont liées par la relation 

X2 — 2Y? + 4XY —12=0. 

3. ¢ est l’'endomorphisme du _ plan _ vectoriel 

f, défini par sa matrice dans la base orthonormée 

(1) 

Jaber 
a) g est-il un automorphisme du plan vectoriel? 
g est-il involutif? 

b) Etant donné un nombre réel A, on pose 

E,={0:;7EfF et o(t)=aT}. 

Montrer qu’il existe deux valeurs réelles de A pour 
lesquelles E, 4 {0,}. (Ces valeurs seront notées A, 
et Azo; A, >0.) 

Démontrer que (E,,) et (E,,) sont deux droites 
vectorielles orthogonales. —— 

Calculer | de (E,,) et J de (E,,) tels que (I, J) soit 
une base orthonormée. 

4. (X, Y) étant les coordonnées d’un point M du 

plan rapporté au repére (O’,/,/) et (X’, Y’) les 
coordonnées du méme_ point M dans le plan 
rapporté au repére (O’,!, J), exprimer X et Y en 
fonction de X’ et Y’ 

Ecrire |’'€quation de la courbe (I) de la deuxiéme 

question lorsque cette courbe est rapportée au 
repére (O’, I, J). 
Reconnaitre la courbe (I). 

10.62 P est un plan orienté muni d’un repére 
orthonormé direct (O; d, v7); C est l'ensemble des 
nombres complexes; / est le nombre complexe de 

module 1 et d’argument - Les affixes des points 

de P sont toujours données par rapport au repére 

(O, U, V). f et g sont les deux applications de C 
vers C définies par, pour tout z de C, 

f(z)=z°+4(1 —i)z?-—2(2+7i)z —16+8i 
g(z)=z?+2-2i. 

A. 1. Déterminer le module et un argument de 
chacun des nombres complexes z_ vérifiant 
g(z)=0. Représenter les points dont les affixes 
sont les nombres trouvés et démontrer que ces 
points forment un triangle équilatéral. 

er SSNS 
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2. Démontrer qu’il existe un, et un seul, réel r, que 
l'on déterminera, qui vérifie f(r) = 0. Déterminer les 
deux nombres complexes a et b de facon a avoir : 

f(z)=(z —r)(z?+ az +b) 

pour tout z de C. 

3. Résoudre |’équation : 

Ze Cn (Zz) = 0} 

Démontrer que les points dont les affixes sont les 

solutions de cette équation forment un triangle 
rectangle dans le plan P. 

4. A, B, C sont trois points de P dont les affixes 
respectives sont —1+3/, 1+/, —4. Déterminer 
Vaffixe du barycentre G des points A, B, C affectés 

respectivement des coefficients 4, 3, 5. 

5. On désigne par h |l’application de P vers R quia 
tout point M de P associe le réel 

MA-MB + 2MB-MC + 3MC- MA. 

Calculer h(C). Exprimer h(M) en fonction de 
\||MG ||? et h(G). Déterminer et dessiner I’ensemble 
des points M de P qui vérifient h(M) = 18. 

B. A tout point M de P d’affixe z on associe le point 

M’ de P di’affixe 

f(z) — g(z). 

1. Déterminer les coordonnées (x’, y’) de M’ dans 

ie repére (O, U, V) en fonction des coordonnées 
(x, y) de M dans le méme repeére. 

2. A, B, C sont les points définis en A.4. Donner 

une équation de |’ensemble H, des points M de P 

tels que O, B et M’ soient alignés. Demontrer que H, 

est une hyperbole dont on précisera le centre et les 

asymptotes. 

3. Donner une équation de |l’ensemble H, des 

points M de P tels que O, | et M’ soient alignés, | 
étant le centre de gravité de A, B, C. 

Démontrer que Hs est une hyperbole dont on 
précisera le centre et les asymptotes; on pourra, 

par exemple, donner une équation de Hs sous 
forme y = ®(x). 

4. Démontrer qu’un point M est commun a H, et Ho 
si, et seulement si, M’ est confondu avec O. 
Résoudre |’équation 

zEC, f(z)=g(z). 

En déduire les points communs a H, et Hp. 
Construire H;, et Ho dans le repére (O, JU, V). 

C. Un mobile du plan P ason affixe z(t) donnée, en 
fonction du temps f¢ par 

z(t) =f(t-i) +10 —6i, 

quand t¢t décrit l’intervalle [0, 2] de R. On notera 
M(t) le point correspondant a |’instant t. 

1. Déterminer les coordonnées (x(t), y(t)) de M(t) 

dans le repére (O, U, V), ainsi que les coordonnées 

dans la base (U,V) des vecteurs vitesse et 
accélération du mobile a |’instant t. 

2. Faire un tableau indiquant les variations de x et 
de y en fonction de t. 

3. Construire les points de la trajectoire du mobile 

1 7 
correspondant aux valeurs : 0, aie "Np nee du réel t 

et un vecteur directeur des tangentes a la 

2 7) 
trajectoire pour les valeurs 0, Ag 2 de t. 

4. Déduire de ce qui précéde le tracé de la 
trajectoire du mobile, en indiquant le sens du 

parcours, quand t¢ décrit [0, 2]. 

(Probléme. Bac. C. Nantes 1982.) 
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Il) GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

Ce chapitre figure au programme de Terminale E et ne figure pas au 

programme de Terminale C. 

b 

Les ensembles de points que l’on étudiera seront des parties d’un espace E que 

l’on aura orienteé. 

11.1 ROTATION AUTOUR D’UN AXE VERTICAL OU DE BOUT 

a) Image d’un point par une rotation autour d’un axe vertical 

Soit M un point d’épure (m, m’), D une droite verticale d’épure (d, d'), 

déterminons M,(m,, m;) image de M par une rotation r d’axe D et d’angle a. 

Les points M et M, appartiennent a un méme plan orthogonal a la droite D 

donc ils ont la méme cote. La projection horizontale m; de M, est image de m 

par la rotation de centre d et d’angle a on a donc : 

dm,=dm_ et (dm, dm,)=a[27]. 

Une épure est donnée par la figure 1. 

| 
| 
| 
| 
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11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

b) Image d’un point par une rotation autour d’un axe de bout 

On échangera dans la construction précédente les réles joués par les 
projections frontale et horizontale (fig. 2). 

c) Image d’une droite 

L’image d’une droite A(6, 5’) sera la droite passant par deux points images de 

deux points distincts de la droite A. 

L’épure (fig. 3) est faite dans le cas ot l’axe de la rotation est de bout et ou une 

: 7 
mesure de l’angle est 7 

REMARQUE Dans des cas particuliers (droite A paralléle, orthogonale ou sécante a l’axe de la 

rotation D) des constructions plus simples pourront étre faites. 

ae ee a a 
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Si desalite: 

d) Application : « Rendre une droite frontale (resp. horizontale) » 

Soit D une droite verticale (resp. de bout), A une droite non frontale (resp. non 

horizontale) déterminons un angle a@ tel que l'image A, de A par une rotation 

autour de D d’angle a soit frontale (resp. horizontale). On dit que lon a rendu 

A frontale (resp. horizontale). 

Epure (fig. 4) dans le cas ot l’on veut rendre une droite A horizontale : 

A(6, &') une droite non horizontale, D(d, d’) une droite de bout rencontrant la 

droite D en un point A(a, a’). Le point A est invariant dans toute rotation 

autour de D. L’image A,(6,, 5;) de A par la rotation d’axe D devant étre 

horizontale, 5; est une droite paralléle a la ligne de terre passant par a’. Soit 

B(b, b') un point de A différent de A, le cercle de centre d' passant par b’ 

rencontre la droite 6; en deux points b; et b5. Il existe deux rotations qui 
2-5 

rendent A horizontale : la rotation r,; autour de D d’angle (d'b’, d'b') et la 
eae 

rotation r, autour de D d’angle (a'b", d'b3). La projection horizontale 6, de 

A, image de A par la rotation r, passe par a et par b, intersection de la ligne de 

rappel menée par b; et de la paralléle a la ligne de terre menée par b. 

De méme on peut déterminer A,(6,, 5;) image de A par rp. 

e) Distance de deux points: 

Soit A(a, a’) et B(b, b') deux points de l’espace. Sila droite (AB) est frontale 
(resp. horizontale), d(A, B)=d(a’, b') (resp. d(A, B)=d(a, b)). 
Dans le cas ou la droite (AB) n’est ni frontale ni horizontale, on construira une 
droite (A,B,) image de (AB) dans une rotation autour d’un axe vertical (resp. 
de bout) telle que la droite (A,B,) soit frontale (resp. horizontale); on aura 

_alors d(A,, B,)=d(A, B). 

teeter nfs ae 
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11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

11.2 RABATTEMENT D’UN PLAN SUR UN PLAN HORIZONTAL 
(RESP. FRONTAL) 

Un plan H étant horizontal (resp. frontal) la projection de H sur le plan 

horizontal (resp. frontal) de projection est une isométrie. Si on doit étudier des 

problemes de mesure de longueurs ou d’angles dans un plan P non horizontal 

(resp. non frontal), on associera a P un plan horizontal (resp. frontal) P; image 

de P par une rotation autour d’une horizontale (resp. une frontale) du plan P. 

Les mesures se feront alors sur l’épure en projection horizontale (resp. 

frontale). La rotation sera appelée dans ce cas rabattement, |’axe D(d, d') de 

la rotation : charniére du rabattement. Par abus de langage si M(m, m’') est un 

point de P et M,(m,, m{) son image dans P, on dira que m, (resp. m}) est le 

rabattement de m (resp. m'); ou que m (resp. m’) est le relevement de m, 

(resp. m}). 

On démontre que si le plan P n’est pas vertical (resp. de bout) l’application qui 

a m (resp. m'), projection horizontale (resp. frontale) d’un point M 

quelconque de P, associe m, (resp. m;), projection horizontale (resp. 

I ‘ 
ou @ est 

cos 6 
frontale) de M,, est une affinité d’axe d (resp. d') et de rapport 

langle de la rotation. 

REMARQUE §_Lacharniére D étant choisie il y a deux rotations autour de D telle que l’image d’un plan 
P soit un plan horizontal (resp. frontal). 

a) Epure dans le cas d’un rabattement sur un plan horizontal 

Les seuls points invariants dans un rabattement sont les points de la charniére. 

Soit P un plan non horizontal, D(d, d') une droite horizontale de P et 

M(m, m') un point de P n’appartenant pas a D (fig. 5). 

Mo 

fig. 5 d 
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§ 11.2.a § 11.2.b. 

Un rabattement m, de m sera construit 4 l’aide de la méthode du triangle de 

rabattement. m, est sur la perpendiculaire a d projection horizontale de la 

charniére D menée par m; cette droite 5 coupe d en wu. Soit k’ l’intersection de 

la ligne de rappel (mm’) avec d’. Sur la paralléle 4 d menée par m marquons 

un point p tel que : d(m, p)=d(m', k’). Il existe deux points m, et m2 de 6 

tel que d(u, m,)=d(w, m2)=d(p, p). Les points m, et m, sont les deux 

rabattements possibles de m (correspondant aux deux rotations possibles ). On 

en choisit un par exemple m,. Le rabattement d’un point étant construit, le 

rabattement de tout autre point du plan P est déterminé. Le triangle ump est 

appelé triangle de rabattement. 

Dans le cas d’un rabattement sur un plan frontal, on échangera dans la 

construction précédente les réles joués par les projections frontales et 

horizontales. 

b) Méthode des alignements 

L’étude sera faite dans le cas d’un rabattement sur un plan horizontal. Soit P 

un plan, A(a, a’) un point de ce plan et a, le rabattement de a autour de la 

charniére D(d, d'); le rabattement de tout autre point M(m, m’) sera 

déterminé par la méthode des alignements. 

e Sila droite (AM) est paralléle a la charniére D (fig. 6) m, rabattement de m 

est déterminé par : a;m, = am. 

fig. 6 

e Sila droite (AM) est sécante 4 la charniére D en O(0, 0') (fig. 7) les points 
a,, 0, m sont aligneés car les points a, 0, m le sont; m, est donc l’intersection 
de la perpendiculaire menée par m a d et de la droite (0a,). 

REMARQUE _ Sila droite (AM) coupe D en un point situé en dehors de la feuille on construira d’abord 
le rabattement d’un point N(n, n’) du plan P tel que la droite (mn) coupe d dans les 
limites de |’épure. 

SUE 
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11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

c) Application 1: angle de deux droites 

On rabat le plan contenant les deux droites A(6, 6’) et D(d, d') sur un plan 

horizontal. Soit 6, et d, les rabattements de 6 et d on aura: 

(4, D)=(5;, dir] 

fig. 8 

303 



§ 11.2.d. 

d) Application 2 : représentation d’un cercle 

1. Le plan du cercle est horizontal (resp. frontal) 

Soit un cercle C de centre O(o0, 0’) de rayon R situé dans un plan horizontal 

(resp. frontal), sa projection frontale (resp. horizontale) est un segment de 

droite de milieu o' (resp. o ) dont le support est paralléle a la ligne de terre et de 
longueur 2R, sa projection horizontale (resp. frontale) est le cercle de centre o 

(resp. 0’) et de rayon R. 

L’épure (fig. 9) est faite dans le cas ot le plan du cercle est frontal. 

PE AR oa ha Be 
l l ] 
l | 
| l | 

l l 
poo | 

fig. 9 0 

2. Le plan du cercle est de bout non horizontal 

Soit C un cercle O(0, 0’) de rayon R situé dans un plan de bout non horizontal. 
Soit aQ’ (resp. aP) la trace frontale (resp. horizontale) du plan du cercle 
(fig. 10). 
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REMARQUE 

11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

La projection frontale du cercle C est le segment [a’, b’] de longueur 2R de 

milieu o' et de support aQ’. 

Pour déterminer la projection horizontale de C nous utiliserons un rabattement 

autour de I’horizontale du plan du cercle qui passe par O (cette horizontale est 

une droite de bout). Le rabattement C, de la projection horizontale de C est le 

cercle de centre o et de rayon R (le point O est invariant dans le rabattement 

car il appartient a la charniére). La projection horizontale de C est donc 

image de C, dans une affinité de rapport cos 6 ot @ est l’angle du 

rabattement, c’est donc une ellipse de centre o de grand axe de longueur 2R et 

de support la projection horizontale de la charniere et de petit axe [a, b ]. 

Les constructions dans le cas ot le plan du cercle est vertical (non frontal) se font en 
échangeant projection frontale et horizontale dans la construction précédente. 

3. Le plan du cercle n’est ni vertical ni de bout 

Soit C un cercle de centre O(o0, 0’) de rayon R situé dans un plan P. On 

démontre de la méme maniére que dans le cas précédent en effectuant un 

rabattement autour de I’horizontale du plan P passant par O que la projection 

horizontale de C est une ellipse (on démontrerait de méme en effectuant un 

rabattement sur un plan frontal que la projection frontale de C est une ellipse). 

Le rabattement du centre du cercle étant construit, on obtient les relevements 

des autres points du cercle C, par la méthode des alignements. On construit la 

projection frontale en rappelant la projection horizontale (fig. 11). 
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Exercices 

L’espace_ est rapporté au repére orthonormé 

(O,/,/, k) d’axes Ox, Oy, Oz. On choisit le plan 
x Oy pour plan horizontal de projection et le plan 

yOz pour plan frontal de projection. L’axe Oy est 
orienté positivement de gauche a droite. Ox est 
dirigé vers le bas de la feuille et Oz vers le haut. En 
général I’unité de longueur est le centimétre et le 

point O est au centre de la feuille, quand il n’y a 

aucune précision dans |’énoncé. 

Rotation 

11.1 Dans cette épure le point O sera placé a 
mi-hauteur et a gauche de la feuille. 
Soit P le plan d’équation 

x—V +z—0. 

Montrer que A, B, C de coordonnées respectives 
(1, 1, 0), (0, 1, 1) et (1, 3, 2), sont trois points de (P) 

représentés par leurs projections (a, a’); (b, b’) et 

(omen): 

1. Placer (a, a’), (b, b’') et (c, c’), puis construire les 
traces de (P). 

2. On fait subir au plan (P) la rotation d’axe z’Oz 

qui transforme A(a, a’) en A;(a;, a4), a; étant situe 
sur la demi-droite Ox. 

B,(b,, b;) et Cy(cy, ¢4) étant les transformés 
respectifs de B et de C, placer b,, b4, C4, C}. 

Construire les traces de (P;) transformé de (P). Que 
peut-on dire de (P;)? 

11.2 Dans cette épure le point O sera placé a 
mi-hauteur et a gauche de la feuille. 
Soit (P) le plan d’équation 

x —2y + 2z=0; 

A le point de coordonnées (1, 8, 6). 

1. Représenter I’épure du point A et du plan (P). 

2. Par une rotation autour de l’axe de bout 

contenant A, faire apparaitre en vraie grandeur la 
distance de A a (P). (L’indiquer sur |’épure.) 

Mettre en évidence sur I’épure une section droite 

du diédre formé par le plan (P) et le plan frontal de 

projection (en un autre langage, faire apparaitre 

«en vraie grandeur » |’angle du plan (P) et du plan 
frontal). 

11.3 On donne le plan (P) d’équation 

XE 4a2z.— 6) 

le plan (Q) d’équation 

2x —y+z=6. 

1. Construire les traces du plan P et celles du 
plan Q. 

2. Déterminer |’épure de la droite D, intersection 
des plans (P) et (Q). 

3. Soit A et B les traces de !a droite D. A l’aide 

d’une rotation faire apparaitre la vraie grandeur du 

segment AB. 

11.4 On prendra pour unité dans cette épure 
2 centimetres. 

a) Soit (P) le plan d’équation 

5x +6y —4z +6=0. 

b) Soit | le point de coordonnées (2, 0, 0). 

c) Soit M le point de coordonnées (2, 3, 1). 

1. Construire les traces du plan (P). 

2. Parmi les images de (P) dans les rotations d’axe 

vertical passant par |, il existe deux plans de bout. 

Construire un de ces plans. 

3. Mettre en évidence, sur |’épure la distance du 

point M au plan (P). 

11.5 L’espace est muni d’un repére orthonormé 
(O, 7, j, k) d’axes Ox, Oy, Oz. L’unité de longueur 
est le centimétre. Le point O est placé au centre de 
la feuille. La ligne de terre y’Oy est paralléle au 
petit cdté de la feuille. Les plans x Oy et yOz sont 

respectivement le plan horizontal de projection et 
le plan frontal de projection. L’axe Ox est dirigé 
vers le bas, l’axe Oy vers la droite et l’axe Oz vers le 
haut de la feuille. 

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P 
contenant les points A(0, —5, 0), B(5,0,0) et 
Ct, 0; 2): 

2. Construire les traces du plan P. 

3. On considére la verticale A passant par le point 

D(2, 2, 0); soit r la rotation d’axe A orienté par k et 
3a 

d’angle ai soit P; = r(P). Construire les traces de 

P,; que constate-t-on? En déduire la distance du 
point D au plan P. 

(D’aprés Bac. E. Session de remplacement. 

Paris 1980.) 

11.6 On considére les points A(2, —4, 2), B(3, 6, 6) 
et C(7, —4, 2). 

1. Tracer |’é6pure du point C(6, 3, z) sachant que la 

distance des points A et D est égale a la distance 
des points B et C et que la cote z de C est inférieure 
a celle de B. 

On pourra effectuer une rotation autour de la 
verticale passant par B. 

2. a) Tracer l’épure du barycentre du systéme 
pondéré {(A, 1); (B, 4)}. 
b) Tracer |’épure du barycentre du systéme 
pondéré {(B, 2); (C, 3)}. 

c) En déduire !’épure du barycentre du systeme 
pondéré 

{(A, 1); (B, 2); (C, 3); (D, 4)}. 
so SSSSSSSSSSFSSSSSSSsSses 
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11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 

‘Rabattement 

11.7 On donne les points A(6, 4, 2); B(4, 3, 1), 
JC(2, 7, 5). Soit (P) le plan contenant ces trois 
points. 

1. Déterminer les projections frontales et horizon- 

tales des points A, B et C. Déterminer les traces du 
jplan P. Que peut-on en conclure? 
" 
|2. Représenter al’aide d’un rabattement le triangle 
‘ABC en «vraie grandeur ». 

11.8 Lespace est rapporté au repére orthonormé 
(0, 7, /, k). Le plan (0; 7, / ") est le plan horizontal 
de projection. Le point O est au centre de la feuille. 
‘L’unité de longueur est le centimétre. 
On considére les points A(3, 2,5); B(6, 0, 0); 
/€(2, —3, 1). 

1. Construire les épures des points A, B, C ainsi 

que l’épure (hy, hp) de Vhorizontale du plan 
(A, B, C) passant par B. 

2. Rabattre les points A, B, C sur le plan horizontal 
de projection en prenant I’horizontale (h,, h;) pour 

charniére et de facon que a, (rabattement de A) et a 
{projection horizontale de A) soient de part et 
d’autre de hp. 

3. Construire |’épure (k, k’) du point K, intersection 

des hauteurs du triangle ABC puis l’épure de la 
perpendiculaire en K au plan (A, B, C). 

(Exercice Bac. E. Bordeaux 1982.) 

11.9 Soit E un espace rapporté au _ repere 
orthonormé (O, /, /, k), ’unité de longueur est le 
centimétre. On considére le plan 7 de E dont une 

équation cartésienne est 

PRESENT Gye = (0) 

1. Construire les traces du plan 7 en prenant pour 

plan horizontal de projection le plan d’équation 

z =0 et pour plan frontal de projection le plan 

d’équation x =0. 

2. Soit M le point de z dont les coordonnées sont 

(3;.2; 2). 

a) Construire les projections (h, h’) de l’horizon- 

tale H de z passant par M et celles (6, 5’) de la 
perpendiculaire A a H contenue dans 7 et passant 

par M. 

b) Construire les projections des sommets ABCD 

du carré de centre M ayant ses diagonales 

«portées» par H et A sachant que A et B 

appartiennent a H et d(A, M)=3 cm. On pourra 
utiliser un rabattement en expliquant briévement 

les constructions effectuées. 

(Exercice Bac. E. Bordeaux 1980.) 

11.10 Dans cette épure !’unité de longueur est 

2 cm. 
On considére le plan (P) d’équation 

2x —2y +3z -—6=0. 

On note A et C les deux points de (P) dont les 

projections horizontales sont respectivement 

a(x =3, y =O)etc(x =3, y =3). 

1. Mettre en place, sur |’épure, la trace horizontale 
et la trace frontale de (P), les points a et c. 

Construire les projections frontales a’ et c’ de A 
et C. 

2. A l’aide d'un rabattement du plan (P) sur le plan 

(xOy) déterminer les projections b, b’, d, d’ des 
deux points B et D du plan (P) tels que les points A, 
B, C, D soient les sommets consécutifs d’un carré 
(AC sera donc une diagonale du carré). 

11.11 Soit les points B(3; 2; 2), C(1; —2; 2), 
E(5; 0; 3,5). 

1. Construire |’épure des traces du plan Q 
médiateur du segment BC. 

2. Déterminer |’épure de l’intersection du plan Q et 
du plan P défini par les points B, C, E. 

3. Construire |’épure du triangle ABC, équilatéral, 

contenu dans le plan P dont un cété est BC, tel que 
la cote de A soit supérieure a 2. 

(On pourra utiliser un rabattement autour de BC.) 

11.12 On donne les points M(7, —3, 4), N(1, 2, 4), 
I(Syaeailiee) 

1. Que peut-on dire de la droite déterminée par M 
et N? 

2. La projection horizontale a d’un point A du plan 

(M, N, 1) a pour coordonnées (3, —4, 0). Déterminer 
la projection frontale a’ du point A. 

3. Dans le plan (M,N, !) on considére le triangle 

équilatéral centré en | et dont un sommet est le 

point A ci-dessus. Soit B et C les deux autres 

sommets. 

En effectuant un rabattement du plan (M,N, |) 

autour de la droite (MN), déterminer le rabattement 
(a1, by, Cy) du triangle équilatéral (A, B, C) sur le 

plan horizontal. 

4. En déduire les projections horizontale et 

frontale du triangle (A, B, C). 

11.13 L’espace est rapporté au repere orthonormé 
(0. oko: L’unité de longueur est le centimetre. 
Le plan (O, i, 1 i) est le plan horizontal de projection 

et le plan (O, /, k) est le plan frontal de projection. 

Le point O est placé a 3 cm du bord gauche de la 
feuille et a 15 cm au moins du bord inférieur de la 
feuille. m 
L’axe (O, /’) est dirigé vers le bas, (O, / ) vers la 

droite et (O, k) vers le haut de la feuille. 

14. Placer les points A(3,3,5); B(10,1,2) et 

C(0, 9, 2) et construire les traces horizontale et 

frontale du plan P déterminé par les trois points A, 

B et C. 

2. On rabat le plan P sur le plan horizontal 

contenant (BC). Construire le rabattement de (AB). 

En déduire la distance du point C ala droite (AB). 

(Exercice Bac. E. Antilles -Guyane 1981.) 

/issssrrsrrreETrn ee 
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1s "EXERGICES aa ele tae oC eee 

Mesures en «vraies grandeurs » 

11.14 L'espace est rapporté a un repere ortho- 
normé (O, /, /, k). Le plan (O, hk i") est le plan 

horizontal de projection et (O, /, k) le plan frontal 
de projection. Le point O est a gauche de la feuille 

et a mi-hauteur la ligne de terre définie par (O, / ) 

est le petit axe de la feuille. On prendra 2 cm pour 

unité. 

1. a) Construire les traces du plan R dont une 

équation cartésienne est 

x —2y +2z =0. 

b) Tracer les projections de la droite A issue du 

2 

point a(:) et orthogonale au plan R. 

1 

c) Déterminer sur |’épure l’intersection H de R et 

de A. 

d) Par la méthode de votre choix, donner une 

valeur approchée de a, distance de 2 au plan R, 
cette valeur étant mesurée sur |’épure. 

2. On se propose dans cette question de vérifier 

par le calcul les résultats obtenus précédemment, 
pour cela on déterminera successivement : 

a) une représentation paramétrique de la droite A, 

b) les coordonnées du point H, 

c) la distance d(Q, R) de © au plan R que l’on 

comparera avec la valeur mesurée. 

(Exercice Bac. E. Besancon 1982.) 

11.15 On considére les points A, B, C, | définis par 
3 leurs coordonnées A(3,~2,5), (7, 0, 0), 

C(3, 4, 5), 1(4, 2, 8). 

1. Placer sur l’épure les couples (a, a’), (b, b’), 
(c, c’), (i, /) représentations des points A, B, C et | 

de l’espace. Construire les traces (aP, aP’) et 
(a@Q, aQ’) du plan (7) défini par les points ABC. 

2. Faire apparaitre sur |’épure en vraie grandeur, la 
distance du point | au plan (7). 

11.16 On considére la droite (L) définie par les 
équations paramétriques : 

DY ies 2216) 13) 

1. Construire |’épure (/, /’) de la droite (L). 

2. Construire les traces du plan (Q), passant par (L) 

et dont les horizontales sont perpendiculaires a (L). 

3. Construire la perpendiculaire A abaissée du 
point M(2, 4, 2) sur le plan (Q). 

4. Déterminer, par une méthode de géométrie 
descriptive, la distance de M au plan (Q). 

11.17 Dans cette épure le point O est placé 25 cm 

du bord gauche de la feuille et a 10 cm du bas dela 
feuille. 

Une pyramide SABCD a pour base un carré ABCD 

situé dans le plan horizontal de projection et dont 
la longueur du cété est 5 cm. 

1. Construire SABCD sachant que : 

— Aa pour coordonnées (4, 0, 0); 

— Best sur la ligne de terre et son ordonnée est 

positive; 

— l’abscisse de C est positive; 

— lacote de S est 5 et la projection orthogonale de 
S sur le plan horizontal est le centre du carré 

ABCD. 

2. Construire les traces du plan SCD. 

3. Déterminer la distance du point O au plan SCD. 
Expliquez briévement la méthode utilisée. 

11.18 On donne 

1. le point A, de coordonnées (6, 2, 9); 

2. le plan (P), dont les intersections avec les plans 

xOy et yOz du repére sont respectivement les 

droites d’équations 

3x —4y=0 et 2y —5z=0. 

Déterminer la droite passant par le point A et 

orthogonale au plan (P), la projection orthogonale 

B du point A sur le plan (P) ainsi que la distance du 

point A au plan (P). 

11.19 L’espace E est rapporté au repeére ortho- 

normé (O,/,/, k). Le centimetre est l’unité de 

longueur. 4 

Les plans (O, /, /) et (O, /, k) sont.respectivement 

le plan horizontal et le plan frontal de projection. 
L’origine est placée a 3 cm du bord gauche de la 
feuille et la ligne de terre (O, / ) est paralléle au petit 
céte. 
Soit le plan zw d’équation : 

3x —4y + 6z —12=0 

et soit les trois points : 

5 

1. Représenter les traces horizontale (aP, aP’) et 
frontale (aQ, aQ’) du plan z. 

AG: 0; -3), B74), Cla: >, 
10 

2. Construire |’épure du barycentre G du systéme 

constitué par les points A, B et C, affectés 
respectivement des coefficients 1, 1 et 2. 

3. A l'aide d’un procédé de géométrie descriptive 

que le candidat précisera faire apparaitre sur 
épure : 

a) langle g du plan zw avec le plan horizontal de 
projection; 

b) la distance du point G au plan a. 

(Bac E. Session de remplacement. Amiens 1981.) 

Représentation d’un cercle 

11.20 On consideére le triangle (ABC) défini par les 
points suivants : 

A(65,0;-6)) B(25 22 ets aCtins.2): 

Construire puis mesurer a 1° prés, chacun des 
angles (AB, AC), (BC, BA), (CA, CB). 
Construire le centre du cercle circonscrit au 
triangle (A, B, C). 

See 
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11. GEOMETRIE DESCRIPTIVE 
ee 

11.21 Construire les points A(2, —1, 0), B(3, 2, 4), 

¢, 13 ) 
cit D, 3 » 10°. 

Montrer que le plan P contenant A, B et C est de 
bout. 

Construire |’épure d’un cercle de centre B et de 
rayon 3 contenu dans P. 

A laide d’un rabattement on construira les 

projections des points du cercle de cote 2, ainsi 
que la tangente en ces points. 

11.22 Représenter, sur |’épure, les points A, B, C 
de coordonnées respectives 

(4; 2, 0); (44 2V2, 4,2); (4665-4): 

1. Déterminer les traces du plan # qui contient les 
trois points A, B et C. 

2. Représenter les projections du cercle (I) du plan 

f qui passe par les points A, B et C. 

11.23 Construire les points A(3, —6, 7), B(6, 0, 2), 
C(3, 4, 5). 
Démontrer que le triangle (A, B, C) est rectangle 
en B. 

Dans le plan perpendiculaire en B a (BC), on 
considére le cercle (I) de diamétre [AB]. 

Construire les projections horizontale et frontale 

de ce cercle, ainsi que les axes de ces projections. 

Construire enfin les tangentes a (If) en A et B. 

11.24 On donne, par leurs coordonnées, les 
points 

A(9, — 1, 4), B(3, —1, 4), C(9, 7, 4), D(9, 3, 4+ 4V3). 

1. Il existe un cercle (I) passant par les points A, B, 

C et un cercle (A) passant par les points A, B, D. 
Déterminer leurs centres respectifs | et J. 

Montrer qu’il existe une rotation, que |’on préci- 
sera, qui transforme le cercle (A) en le cercle (I). 

2. Représenter sur |’épure chacun des cercles (I) 
et (A), par ses projections horizontale et frontale. 

11.25 Pour cette épure, on placera la ligne de 

terre a 8 cm du bord supérieur et le pointO a1 cm 
du bord gauche. 

On donne les trois points A, B et C dont les 

coordonnées sont’ respectivement (4, 4, 6), 

(10, 6, 1) et (3, 13, 1). 

1. Construire !épure du centre © du cercle (I) 
circonscrit au triangle (ABC). 

2. Construire le grand axe (DE) et le petit axe (FG) 
de la projection horizontale de ce cercle. 
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Problemes posés au Concours général 

Premier probleme 

La rigueur des démonstrations et le soin apporté a 
leur rédaction seront des éléments importants 
d’appréciation. 

Les trois problémes proposés, notés |, II et Ill, sont 
indépendants, tant du point de vue des résultats 
que de celui des notations. 
Quels que soient les réels A et uw tels que A <u, on 
note JA, u[ l'ensemble {x/x ER et A <x <p}, et 
[A, w] Vensemble {x/x ER et A <x <ph. 
Dans le probleme |, tout groupe est désigné par la 
méme lettre que l'ensemble de ses éléments. Soit G 
un groupe et 4 une partie de G; le plus petit (au 
sens de l’inclusion) des sous-groupes de G qui 
contiennent #4 est, par définition, le sous-groupe 
de G, «engendré par & ». 

Soit espace 6 associé a |’espace vectoriel E. On 
note D le groupe des déplacements de 6, et # le 
groupe des rotations de E (endomorphismes 
associés aux déplacements). 
On considére, dans E, deux vecteurs unitaires 
indépendants U et V et, dans &, deux droites U et V, 
non concourantes, qui admettent @ et V pour 
vecteurs directeurs respectifs. On note A le point 
de U et B le point de V tels que le vecteur AB est 
orthogonal a chacun des vecteurs U et V. 

1. On considére, dans l’ensemble &, la partie S 
constituée des rotations qui envoient le vecteur 7 
sur le vecteur Vv. On note G& le sous-groupe de &, 
engendré par S. 

a) Montrer que toute rotation vectorielle p telle 
que 

p(7)=G ou p(u)=V 

appartient a &. 

b) & est-il égal a KR? 

2. On considére la partie U de l'ensemble D 
constituée des vissages qui envoient la droite U sur 
la droite V et dont les axes rencontrent chacune 
des droites U et V. On note J€ le sous-groupe de 2, 
engendré par VU. 

a) Montrer que toute rotation affine d’axe U ou 
d’axe V appartient a J. 

b) Montrer que toute translation appartient a J. 

c) # est-il égal a D? 

Dans ce probléme, on pourra utiliser le résultat 
suivant : statey: ; 
Quels que soient les réels x et y, il existe un réel z, 
compris entre x et y, tel que 

sin x —sin y =(x — y) cos z. 

a et b désignant des suites réelles, on considere 
les suites réelles u et v définies par leurs premiers 
termes respectifs Ug et Vo et par la propriete 

(Wn EN) 
(Un 41 = 4pUnt+ b, SIN Vv, et Vn41= 4nV,+ 6, Sin U,). 

1. On suppose que les suites a et b satisfont a la 
propriété 

(Jk €)O, 11), (Yr EWN) : ({a,|+]b,| <k). 

Les suites u et v sont-elles convergentes? (On 
pourra considérer la suite de terme général 

|Un| + |Vn |.) 
2. On suppose que 

(Wn en): (a whee maa 
poate), wee oe 

et que 0< Up S$ Vo ST. 

Les suites u et v sont-elles convergentes? 

3. On suppose que 

(Yo EN): 
( _n +2 n+1 

pass) (ab ar re 
eta, =1 ~ b,| 

et que 0<uo<vo<>- 

a) Etudier la suite s telle que : 

(Yn EN): (s, = > In(1 ~ 2bp)). 
p=0 

b) Montrer que les suites u et v_- sont 
convergentes. 

c) Montrer que les limites des suites u et v sont 
distinctes. 

wl 

1. Etablir la propriété 

igs sin B 
(WB E10, =D, (WEI, Bp :'sint =r 

2. Montrer qu’il existe un seul réel a tel que 

asas et a+t+tga =O. 

Etablir les deux propriétés 

5a Qa a sg 

3. Etudier les variations de |l’application f de [0, 7] 
dans R telle que 

{ ve ‘ 
(Wx €[0, 7]) ra 6 Gd bt sin! 

4. Etablir la propriété 
(Wx €]0, 7 — af): (f(x) >x). 

5. Etudier le signe de la différence (f(x)—x), 
lorsque le réel x décrit lintervalle [a —a, 7]. 
Suggestion : étudier les variations de l’application 
g de [7 —a, 7] dans R telle que : 

(Wx Elm — a, 7): (p(x) = F(x) — x). 
6. Tracer soigneusement, sur un méme graphique, 
la courbe représentative de la fonction f, et celle de 
Videntité sur [0, 7]. 

ne 
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7. Etudier la suite réelle w, dont le premier terme 
Wo appartient a l’intervalle JO, z[, telle que 

a : 
(Yo EN): ae =— sin Wn). 

\ sina 

(Concours général 1978.) 

Deuxiéme probleme 

Chacun des résultats indiqués dans |’énoncé.peut 
étre admis pour I’étude d’une question ultérieure. Il 
est conseillé d’illustrer les demonstrations par des 
figures claires et bien disposées, et de préciser les 
notations, non fournies par l’énoncé, dont on se 
servirait. 
Dans tout le probleme II est un plan euclidien 
orienté. Si X, Y désignent deux parties de II], X\ Y 
désigne |l’ensemble des éléments de X qui ne sont 
pas éléments de Y. 

1. Sur un cercle [ du plan II on considére quatre 
points B, C, B,, C, tels que les droites BB, et CC, 
soient paralléles. On convient dans ce qui suit, si U, 
V sont des points de I, d’appeler droite (UV) la 
droite qui coupe [ en U et V quand ces points sont 
distincts, la tangente a [ en U quand ils sont 
confondus. 
Soient S et T deux points de I. 
On suppose que les droites (SC) et (TB) se coupent 
en un point J, et que les droites (SB,;) et (TC;) se 
coupent en un point K. Montrer que les droites JK 
et BB, sont paralléles. 
[ Indication : On pourra faire intervenir une rotation 
p telle que C = p(B) et B,; = p2(C;), observer alors 
qu’il existe une homothétie ou une translation, 
envoyant p(S) sur S, p '(T) sur T, et s’intéresser au 
transformé de p(B) |. 
Examiner briévement la disposition des droites 
(SB,), (TC,) lorsque les droites (SC), (TB) sont 
paralléles. 

2. On se donne dans II le cercle I’, une droite A, un 
point P de I\A, un point P’ de ANT. 
On associe, sauf impossibilité, les points M de T et 
M’ de A par le procédé suivant : Q étant le point de 
T tel que (QM) passe par P’, M’ est intersection de A 
et (PQ). On note M’ = y(M). Quel est le point g(P)? 
Soit a la symétrie orthogonale par rapport au 
diamétre de I perpendiculaire a A. Montrer qu’il 
existe un point A de [ vérifiant la propriété : pour 
tout point M de T ayant un associé, cet associé 
g(M) appartient a la droite (Ag(M)). Examiner la 
situation d’impossibilité; établir que g est une 
bijection de T\ {A} sur A. 

3. Soit trois points M,(1<k <3) de T\ {A} et 
leurs images M,=g(M,) dans l’application ci- 
dessus. 
Démontrer |’équivalence des deux propositions 
suivantes : 
M,, Mz, M3 sont des points alignés; Mj, Mo, Mz sont 
des points alignés. 
Si l'une de ces propositions est réalisée, que 
peut-on dire des points M,, Ms, M3? 

4. Considérant six points distincts M,(1<k <6) de 
I’, montrer que si M,Mz et M4Mzs se coupent sur A 
ainsi que M2Mz et MsMe, alors M3M, et MgM, se 
coupent sur A ou sont paralléles a A. 

iT 
On suppose désormais que [ est un cercle de rayon 
unité, et A un diamétre de ce cercle. On choisit un 
repére orthonormé direct tel que, tout point de II 
étant déterminé dans ce repére par son affixe 
complexe, le centre O de I ait pour affixe zéro, et 
tout point de A une affixe réelle. 

On note C l’ensemble des nombres complexes, Z le 
conjugué de l’élément z de C, U |’ensemble des 

etn 
complexes z vérifiant z=—- 

yi 

1. Soit u un élément non réel de U et u’ un réel 
distinct de 1 et —1. La similitude directe qui 
transforme —1 en u, et u’ en 1, posséde un élément 
invariant (centre); le déterminer en fonction de u et 
u’, calculer son module. 

2. Soit a un élément non réel de U, et 7 la 
bijection de C\ {a} définie par : 

a2 
ZH > 7(Z)= 

a) Calculer 7(—1) et 7(1) et montrer que r(u) est 
réel lorsque u est élément de U \ {a}. Quand u? 
est distinct de 1, quel est |’élément invariant de la 
similitude directe qui transforme —1 en u et r(u) 

en 1? 

b) Montrer que si u est élément de U \ {a}, 
1 
a Ae 

—— est un nombre réel. 
t(u)—@ 
Donner une description géométrique de la restric- 
tion de r a U \ {a} en utilisant la partie |. 

c) Soient u, v, w des éléments de U. Montrer, 
lorsque ces rapports sont définis, que 

7(u)—Vv a(Vv)—wes z(w)—u 

T(u)— Ww t(v)—u T(w)-—v 

sont tous les trois réels ou tous les trois non réels. 

Les notations de la partie II sont conservées; 
néanmoins les quatre premieres questions ci- 
dessous se détachent de ce qui précéde. 
Soit l'application 6 de U\{a} dans C: 

u -—> O(u)=u+7(U). 

On note M(u) le point d’affixe u, N(u) le point 
d’affixe @(u), > l'ensemble des points N(u) quand u 
décrit l'ensemble U \ {a}. 

i! 
1. Déterminer le point N (-). que dans la suite on 

Qa 

désigne par lI. 
Etablir : 

Yue U\ {a}, i Fepeclett-ackents 

74 Soit E l'ensemble des complexes z tels que 

soit réel. 

zZ-— 

Qa 

a) es a que, pour tout élément u de 

UPS {a -}, le complexe @(u) est élément de E. 
Qa 

£2 . . oe 

Déterminer en fonction de u |’angle (IO, IN(u)). 
Pour quelle relation entre u et v les points N(u) et 
N(v) de = sont-ils alignés avec 1? 

b) Pour u donné dans U, rechercher les réels A 
AU 

GiE: 
se 

tels que 
a 

c) Considérant l'ensemble &* = = \ {O, I}, démon- 
trer que =* est l'ensemble des points H du plan II 
tels que la symétrie de la droite IH par rapport ala 
droite OH soit paralléle a A. 

Ssh EEeEeeeeSSSSSSSSSFSFSFSSSSSSSSSSSSSsssFesseSSSSSSSSSe 
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{ 

3. Montrer que les quatre points N(u), n(-), 
u 

1 
IN(—u),N ( = -| forment en général un trapéze dont 

U 
les cétés sont tangents a un méme cercle. 

4. Dessiner l'ensemble > dans le cas particulier ot 

| we ee ae tom : 
a eg sin = On précisera la méthode de 

construction qui aura permis ce tracé par points. 

6(u)— 0(w 
5. Montrer que yw) est réel si et seulement 

6(u) — @(v) 
ae 7 (U) — w : 
si ———— est réel. On commencera par établir, 

T(u)—v 
des lors que tous les quotients sont définis, 
Végalité : 

O(u)- O(w) w-Uu v-a@ 7z(Uu)- Ww 

Oy —e(v)) v—t w-a@ y(u)— Vv 

Etant donné deux points distincts N(u) et N(v) de 
x, étudier l’intersection de > et de la droite 
N(u)N(v). 

6. a) On considére sur & neuf points N,(1<k <9) 

tels que (Ny, No, Ng), (Na, Ns, Ne), (Nz, Ng, No), 
(N,, Na, Nz), (No, Ns, Ng) soient des triplets de 
points alignés. 
Montrer qu’il en est de méme pour le triplet 

(N3, Ng No). 

b) Aux points N, N’ de = on associe, lorsque cela 
est possible, le point noté NxN’ obtenu de la 
maniére suivante: N” étant le troisieme point 
d’intersection de = et de NN’, le point Nx N’ est le 
troisiéme point d’intersection de > et de la droite 
IN”. 
Comparer les composés N,x*(Nox*xNg3) ~~ et 
(N, * No) * Nz lorsqu’ils existent pour trois points N,, 
No, Ng de &. 

(Concours général 1980.) 
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INDEX 

A 

affinité 
affixe d’un nombre complexe 
angle d’une similitude directe 

angle orienté 
antiparalléles (couples de droites) 

application affine 
application linéaire 
arguments d’un nombre complexe 

asymptotes d’une hyperbole 

automorphisme d’espace vectoriel 

axe focal 
axe transverse 

barycentre 

base 
base canonique 

bissectrices 

Cc 

centre d’une ellipse 

centre d’une hyperbole 

Chasles (relation de) 
combinaison linéaire de vecteurs 

composantes d’un vecteur 
conique 

conjugués (nombres complexes) 
convexe (partie) 
coordonnées barycentriques 
coordonnées d’un vecteur 
corps commutatif 

D 

demi-tour 

déplacement 
dimension 

directrice d’une conique 

distance focale 

droite vectorielle 

E 

ellipse 

endomorphisme 
équibarycentre 
équilatere (hyperbole) 
espace vectoriel 

Euler (formules d’) 

excentricité d’une conique 

119 
Sil 

51-52 
172-175 

267 
271 

172-175 

240 
189 

72-87 
276-281 

281 
87 

266 
80 

121 
277-281 

40 
18 

277-281 

F 

famille génératrice 

famille libre 
famille liée 
forme algébrique ou cartésienne de z 
forme linéaire 
forme trigonométrique de z 

foyers d’une conique 

G 

Gauss (méthode du pivot de) 

groupe affine 
groupe linéaire 

H 

homothétie affine 

homothétie vectorielle 

hyperbole 

image d’une application linéaire 

image d’un nombre complexe 
imaginaire (partie) 
imaginaire pur 
involutive (application) 

isobarycentre 

isogonaux (couples de droites) 
isométrie affine 
isométrie vectorielle 
isomorphisme d’espaces vectoriels 

L 

Leibniz (fonction scalaire de) 

Leibniz (fonction vectorielle de) 

M 

matrice canonique 
matrice-colonne 

matrice d’une famille de vecteurs 
matrice-ligne 
matrice réduite de Gauss 
médiane (théoreme de la) 
module d’un nombre complexe 
Moivre (formule de) 

N 

noyau d’une application linéaire 

46 
48 
48 
11 
80 
19 

276-281 

82 
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ie) 
opérateur 40 

P 

parabole 263 
parametre d’une parabole 277 
pivot Sts) 

plan vectoriel 87 
projection affine 151 
projection vectorielle (ou projecteur) 102 

R 

rabattement 301 
-racines carrées d’un nombre complexe 27 

racines niemes 32 
rapport de similitude 218 

réelle (partie) 11 
retournement 240 
rotation 188-189-245-298 

INDEX 

Ss 

scalaire 40 
similitude directe vectorielle 216 
Simson (droite de) 181 
sommets d’une conique 264-267-271 
sous-espace vectoriel 43 

sous-espaces vectoriels supplémentaires 98 
symétrie affine 155 
symétrie vectorielle 106 

T 

translation affine 144 
translation vectorielle 134 

Vv 

vecteur 40 
vecteurs linéairement dépendants 48 

vecteurs linéairement indépendants 48 
vissage 256 
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