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AVANT-PROPOS 

ENDANT des années, des Maitres éminents par leur savoir donnent un ensei- 

P gnement que les fondateurs du Conservatoire des Arts et Métiers ont 

défini dés 1819 comme celui d’une haute école d’application de la science 

au commerce et a l’industrie. 

Ils introduisent dans leurs cours, dés qu’elles ouvrent la voie 4 quelque pro- 

grés technique, les acquisitions nouvelles. Ils méditent et améliorent continiiment 

la clarté de leurs lecgons pour les rendre plus fécondes. Et des foules croissantes de 

Jeunes techniciens suivent ces cours du soir en volontaires assidus : 22 000 éléves 

fréquentent en 1970 les quelque 110 cours donnés dans la vieille maison de la rue 

Saint-Martin. 

La compétence professionnelle de ces techniciens grandit grdce aux lumiéres 

de la science, elle devient disponible pour mettre en euvre les perfectionnements 

technologiques, fondement d’une meilleure productivité. 

Mais de ces efforts studieux quelle est la base matérielle, celle a laquelle 

il est sage de pouvoir faire référence ? Trop souvent des notes prises dans des 

amphithédtres surchargés ou des polygraphies assez encombrantes et fragiles. 

Nous avons pensé que le moment était venu de publier en une Collection 

d ouvrages durables des enseignements aussi soigneusement élaborés. Telle 

est la Collection éditée par la librairie Masson. 

Certes, nous avons hésité a donner la pérennité du livre a des enseignements 

que I’évolution scientifique doit tout naturellement affecter. Mais lextension 

a Tensemble du pays, a partir de 1952, de l’effort de Promotion supérieure 

o»stinément poursuivi par le Conservatoire National des Arts et Meétiers, la 

création progressive de plus de 35 centres régionaux associés, fréquentés par 

23 000 éléves, le mouvement général qui porte la jeunesse vers I’ étude des sciences 

appliquées, nous ont inspiré confiance. 

Nous savons combien sont fructueux les investissements consacrés a la for- 

mation du personnel scientifique et technique. Nous connaissons l’étendue des 

besoins en techniciens supérieurs et en ingénieurs et nous savons que le moyen 

le plus efficace pour réduire assez rapidement l’insuffisance des effectifs frangais 

est justement la mobilisation de la volonté d’étude des hommes de métier en vue 

de la promotion supérieure du travail. 
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Il nous est donc permis de penser que les livres de cette Collection pourraient 

facilement se transformer au rythme de [ évolution. 

Nous avons aussi l’espoir de mieux répondre aux légitimes curiosités de 

nos éléves. Pour étre clair et mieux former l’esprit, le cours est obligatoirement 

un choix appuyé sur un nombre restreint de faits ou d’expériences. De la l’inté- 

rét de pouvoir renvoyer a quelques développements complémentaires, a leur 

place dans un livre. Car l’étudiant fait ensuite carriére et les livres de sa jeu- 

nesse prendront place dans sa bibliothéque personnelle. Ils seront le secours 

immédiat aux défaillances de mémoire, le recueil offert pour retrouver une 

information nécessaire a la solution des problémes de la vie professionnelle. 

Louis RAGEY, 
Directeur honoraire du Conservatoire National 

des Arts et Métiers. 



PREFACE DE LA PREMIERE EDITION 

E cours de Mathématiques I que publient, en cette année 1962, MM. Hoc- 

L quenghem et Jaffard, est l'un de ces cours essentiels qui constituent la 

base, le point de départ obligatoire, d’études courageusement entreprises 

dans la France entiére par un nombre considérable d’auditeurs dont il est superflu 

de souligner le merite. 

Certains de ces auditeurs sont destinés 4 s’élever peu a peu a une promotion 

supérieure et finalement a grossir les rangs d’une élite dont le pays a besoin et 

qu'il attend. Tout effort pour leur faciliter la tache et augmenter leur nombre 

portera ses fruits. Ne serait-ce qu’a ce point de vue, nous devons étre reconnais- 

sants aux auteurs de ce livre d’avoir réalisé une euvre d’une haute utilité. 

D’autre part, nous ne sommes plus au temps ou, seul, le Conservatoire Natio- 

nal des Arts et Métiers organisait des cours du soir. Les Centres Associés se sont 

multipliés. Dans ces Centres, professeurs et auditeurs se référeront avec profit 

au livre de MM. Hocquenghem et Jaffard. Ainsi, ’ homogénéité de [ enseignement, 

toujours souhaitable, se renforcera. 

La matiére traitée est celle qui est imposée par le programme de Mathe- 

matiques de premiére année. Elle comporte trois parties : le Calcul différentiel, 

qui occupe la place la plus importante et qui commande les deux autres : la 

Géométrie analytique, dans ses éléments les plus indispensables ; le Calcul intégral 

enfin, dont les applications sont fondamentales dans le métier d’ingénieur. 

Des exercices proposés, judicieusement gradués, permettront aux utilisateurs 

de vérifier que les connaissances théoriques sont bien assimilées, et de mesurer 

leur force grace a la progression des difficultés. 

La longue expérience d’enseignement des auteurs les a incités a choisir une 

exposition et une présentation simples et attrayantes, parfaitement adaptées 

aux buts poursuivis. Souhaitons a leur livre un vif succes. 

H. MILLoux, 
Membre de 1’Institut, 

Professeur a la Faculté des Sciences de Bordeaux 
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INTRODUCTION 

E cours que nous publions aujourd’hui est celui que nous professons au 

Conservatoire des Arts et Métiers dans la chaire de « Mathématiques 

(en vue des applications aux arts et métiers) ». Et cela explique la présen- 

tation matérielle de ce livre et justifie son contenu. 
Chacun des deux tomes de cet ouvrage correspond 4 |’enseignement d’une 

année et chacun des chapitres est le développement d’une heure de cours. 

Notre intention dans ce premier tome est d’étre accessible aux éléves ayant 

acquis un bagage mathématique voisin de’celui du baccalauréat ou des brevets 
d’enseignement soit industriel, soit commercial ou, enfin, des mathématiques 

préparatoires aux enseignements du C. N. A. M. Une expérience déja vieille de 

plus de dix ans nous a montré que de tels éléves pouvaient en une année scolaire 

de cours du soir et tout en exercant leur métier étre initiés aux techniques essen- 
tielles du calcul différentiel et intégral ainsi qu’a leur illustration géométrique 

(destinée plus a faciliter la compréhension des théories abstraites que considérée 
comme un but). La connaissance de cette premiére année de cours permet aux 

éléves de commencer a suivre avec profit la plupart des cours scientifiques, a la 
rigueur méme cette connaissance peut suffire a la plus grande partie des besoins 

des enseignements les moins avancés dans la formulation mathématique (spé- 

cialement des enseignements ayant pour base la chimie ou les sciences natu- 

relles). 
Du point de vue méthodologique, nous avons essayé le plus possible de 

donner des définitions précises et de présenter des raisonnements rigoureux. Le 
danger dans le traitement mathématique d’un probléme technique, c’est moins 
la faute de calcul, dont on finira toujours par s’apercevoir, que la légére faille 

dans le raisonnement qui conduira a des conclusions erronées. I] faut savoir 

aue la subtilité apparente de certains faits mathématiques n’est pas uniquement 

un jeu de l’esprit, mais la traduction de difficultés qui se sont présentées au 

technicien. 
Cependant nous n’avons pas perdu de vue que nos étudiants ne considérent 

pas les Mathématiques comme un but, mais comme un moyen. Aussi nous est-il 
arrivé d’énoncer certaines propriétés sans démonstration lorsque ces démons- 

trations nous apparaissent a la fois trop longues et peu instructives. De méme 

avons-nous volontairement écarté les développements secondaires qui auraient 

pu masquer les concepts essentiels du cours. 

Evidemment, un raisonnement rigoureux exige un langage trés dépouille, 

et méme les logiciens cherchent 4 réduire le rdle du langage a la définition de 
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quelques symboles. Nous avons préféré un langage comportant des redites et aussi 

proche que possible du langage courant. II est bien connu qu’un des principaux 
obstacles a l’acquisition des connaissances est la langue ésotérique utilisée par 

les spécialistes; les mathématiciens ne sont pas les seuls 4 mériter ce reproche. 

Nous avons essayé d’éviter cet hermétisme inconscient et c’est une des raisons 

de l’épaisseur de cet ouvrage. 
Du point de vue typographique, nous avons fait imprimer en caractéres 

italiques les énoncés des théorémes importants ainsi que les idées essentielles, en 

petits caractéres ce que le lecteur pourra sauter 4 une premiére lecture (exemples 
compliqués ou compléments destinés 4 indiquer aux éléves l’extension de la 

question envisagée). Chaque chapitre est suivi d’exercices, les plus difficiles 
sont indiqués par une ou deux étoiles. Enfin, nous avons attaché une grande 
importance aux calculs numériques (auxquels sont consacrés exclusivement 

trois chapitres et de nombreux exercices) parce qu’ils sont l’aboutissement 

normal de toute utilisation des mathématiques. 

Nous tenons a remercier M. L. Ragey d’avoir accueilli ce livre dans la 

Collection qu’il dirige, ainsi que la librairie Masson qui a édité ce livre avec le 

souci habituel de perfection, caractéristique de cette Maison. Nous sommes 

particuli¢rement reconnaissants 4 M. le Professeur Milloux, si dévoué a la 
cause de la Promotion Supérieure du Travail, d’avoir accepté de préfacer cet 
ouvrage. 

Pour cette nouvelle édition nous avons tenu compte de |’évolution des pro- 
grammes de mathématiques dans l’enseignement du second degré. De nombreux 
chapitres ont été enti¢rement réécrits. L’appendice qui figurait dans la troisitme 

édition a été incorporé au texte. 

A. HOCQUENGHEM, P. JAFFARD et R. CHENON. 



TABLE DES MATIERES 

Pages 
AVANT-PROPOS. 

MY 
PREPACE “DE (EA SPREMERBAEDITION (© o.0 Gils. Poa oe oe SS eR V0 

INTRODUCTION. Ix 

LIVRE PREMIER 

Calcul différentiel 

v Rappets. — Ensembles, algébre, géométrie analytique . : 1 

J. Ensembles (1); 2. Parties d’un ensemble (2); 3. Opérations sur les 
ensembles (3); 4. Produits d’ensembles (4); 5. Applications et fonc- 
tions (5); 6. Relations (8); 7. Loi de composition (11); 8. Groupes (16); 
9. Anneaux (17); 10. Corps (19); 11. Loi de composition compatible avec 
une €quivalence (20); 12. Vecteurs (22); 1/3. La droite réelle (24); 14. Le 
plan réel (26); 75. Normes, distances et angles (30); Exercices (35). 

CHAPITRE PREMIER. — Dénombrements. . . ... . . . . .«. 42 

I. Ensembles finis (42); 2. Ensembles dénombrables (47); Exercices (49). 

CrariiRelig-—lVomtores. Feels. css 2 Be kee eee es 51 

I. Propriétés algébriques (51); 2. Propriétés d’ordre (52); 3. Distances. 
Propriétés topologiques (53); 4. Suite de nombres réels. Limites (55); 
Exercices (57). 

& Cuapitre Ill. — Généralités sur les s! Dophgoagea réelles d’une variable 
réelle (étude locale) . . cine REP eet. ee OAS Ae 59 

1. Limite et continuité (59); 2. Limites infinies, limites a l’infini (61); 3. Théo- 
rémes généraux (63); 4. Applications (66); Exercices (70). 

» Cuapitre IV. — Généralités sur les fonctions (étude globale). . . 72 

I. Continuité sur un intervalle (72); 2. Inversion d’une fonction (74); 
3. Composition de fonctions (78); Exercices (80). 

WOMAPITREDV ET TICTEDEES Ue ke ete ee ea eae Be TB 82 

1. Définitions (82); 2. Signification géométrique (83); 3. Etude de quelques 
cas spéciaux (85); 4. Fonction dérivée (86); 5. Calcul des dérivées (87); 
6. Dérivée d’une fonction réciproque (89); 7. Dérivée d’une fonction 
composée (90); 8. Différentielles (90); Exercices (92). 



XII TABLE DES MATIERES 

Cuapitre VI. — Le théoréme de Rolle et ses applications. 

1. Le théoréme de Rolle (94); 2. Formule des accroissements finis (96); 
3. Variation des fonctions (96); 4. Discussion d’une équation (100); 
5. Primitive d’une fonction (102); 6. Définition géométrique de la pri- 
mitive (103); Exercices (106). 

Cuaritre VII. — Logarithmes, exponentielles, puissances . 

Bye Logarithme (107); 2. Exponentielle (109); 3. Puissance (111); 4. Expo- 
nentielles et logarithmes de base a (112); 5. Fonctions puissances (113); 
Exercices (115). 

Cuapitre VIII. — Fonctions trigonométriques, circulaires et hyper- 
boliques . a ge Pe a ed eo ee ec a 

1. Définition des fonctions trigonométriques (117); 2. La fonction sinus (118); 
3. La fonction cosinus et la fonction tangente (121); 4. Remarques sur 
les dérivées des fonctions trigonométriques (122); 5. Fonction Arc 
sinus (123); 6. Fonction Arc cosinus (124); 7. Fonction Arc tangente (125); 

8. Fonctions hyperboliques (126); 9. Variations de sh x, ch x et th x (127); 
10. Fonctions hyperboliques inverses (128); Zxercices (130). 

Cuapirre IX. — La fermule de Taylor et ses ccnséquences . 

1. Formule de Taylor (134); 2. Application au calcul des valeurs d’une- 
fonction (135); 3. Comportement d’une fonction prés d’un point ov la 
dérivée s’annule (136); 4. Développements limités (137); 5. Obtention 
de développements limités par la formule de Mac-Laurin (138); 6. Opé- 
tations sur les développements limités (141); 7. Relation entre les déve- 
loppements limités de f et de f’ (141); 8. Développements limités d’une 
somme et d’un produit (143); 9. Développement limité d’un quotient (145); 
10. Fonction de fonction (147); Exercices (149). 

CHAPITRE X. — Formes indéterminées. 

0 
1. Définition (151); 2. Forme | (151); 3. Forme = (154); 4. Croissances 

comparées des fonctions puissances, exponentielle et logarithme (155); 
5. Forme 0 xX (157); 6. Forme o — o (157); 7. Formes indéter- 
minées 0°, 0°, 1% (159); Exercices (160). 

Cuapitre XI.’— Courbes y = f (x). < 

1. Principes généraux (162); 2. Problémes liés a la tangente (165); 3. Etude 
des branches infinies (168); Exercices (172). 

LIVRE II 

Eléments de calcul intégral 

Cuapitre XII. — Nombres complexes. 

1. Le corps C (175); 2. Représentations géométriques (170); 3. Translations 
et similitudes (182); 4. Formule de Moivre (182); Exercices (185). 

Pages 

94 

107 

117 

134 

151 

162 

175 



TABLE DES MATIERES 

Cuapitre XIII. — Polynémes. 

J. Fonctions polynémes (187); 2. Algorithme de division. Racines d’un 
polynéme (189); 3. Plus grand commun diviseur (192); 4. Polynéme 
dérivé. Racines multiples (193); 5. Division des polynémes suivant les 
puissances croissantes (195); 6. Procédé de sommation (198); Exer- 
cices (199). 

Cuapitre XIV. — Equations algébriques. at: te 

J. Racines d’un nombre complexe (201); 2. Equations algébriques (203); 
3. Polynémes a coefficients réels (205); 4. Relations entre les coefficients 
et les racines d’un polynéme (206); 5. Fonctions rationnelles symétriques 
des racines d’un polynéme (207); Exercices (209). 

Cuapitre XV. — Fractions rationnelles et fonctions rationnelles . 

J. Fractions rationnelles (211); 2. Décomposition en éléments simples (215); 
3. Fonctions rationnelles (221); Exercices (222). 

x 
CuapitRE XVI. — Fonctions a valeurs complexes. . . . 

J. Fonctions complexes d’une variable complexe (223); 2. Fonctions com- 
plexes d’une variable réelle (224); 3. Fonction e@x (225); 4. Exponentielle 
complexe (226); 5. Fonctions trigonométriques et fonctions hyper- 
boliques (227); 6. Fonction logarithmique (230); Exercices (231). 

Cuaritre XVII. — Intégrales définies. 

~ . Définition de Vintégrale définie (233); 2. Propriétés générales de l’inté- 
grale définie (238); 3. Valeur moyenne d’une fonction (240); 4. Dérivée 
d’une intégrale définie par rapport a sa borne supérieure (241); 5. Chan- 
gement de variable dans une intégrale définie (242); 6. Intégration par 
parties (244); 7. Inégalité de Schwarz (247); 8. Formule de la 

moyenne (248); 9. Cas d’une fonction a valeurs complexes (249); Exer- 
cices (250). 

Cuapitre XVII. — Primitives simples. . . . . . . . 6 6 « 2 

1. Primitives usuelles (252); 2. Changement de variable (254); 3. Intégra- 
tion par parties (256); 4. Intégration des polynédmes en sin x et cos x et 
des polynémes en ch x et sh x (257); 5. Intégration des polynémes en x 
et eax (259); Exercices (262). 

Cuapitre XIX. — Primitives des fractions rationnelles. 

J. Primitive d’une fraction rationnelle (263); 2. Etude d’un cas parti- 
culier (266); 3: Fractions rationnelles en sin x et cos x (267); 4. Fractions 
rationnelles en ex (270); Exercices (271). 

CHapITRE XX. — Généralisation de la notion d’intégrale définie. 

J. Intégrales ayant une borne d’intégration définie (273); 2. Critéres de 
convergence (274); 3. Cas d’une fonction de signe quelconque (277); 
4. Intégrales ayant deux bornes infinies (279); 5. Intégrale d’une fonction 

discontinue (280); Exercices (284). 

XUul 

Pages 

187 

201 

211 

223 

233 

252 

263 



XIV TABLE DES MATIERES 

CuapiTreE XXI. — Equations différentielles du premier ordre . 

1. Définitions (287); 2. Equations linéaires du premier ordre (288); 3. Equa- 

tions a variables séparées (292); 4. Equations de Bernoulli (293); 5. Equa- 

tions de Ricatti (294); 6. Conditions initiales (295); Exercices (296). 

Cuapitre XXII. — Notions sur les équations différentielles d’ordre 
supérieur au premier. Bt a, PEG ay | Ate eke ROMs See eeion sy ROE 

1. Généralités sur les €quations différentielles d’ordre supérieur 4 un (297); 
2. Cas d’abaissement de l’ordre (297); 3. Equations linéaires (300); 4. Equa- 
tions différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants (305); 

Exercices (309). 

LIVRE II 

Eléments de calculs géométriques 

CuapitrRE XXIII. — Géométrie analytique de l’espace 

1. Bases et repéres (313); 2. Longueurs et angles (315); 3. Produit vectoriel 
(316); 4. Produit mixte (318); 5. Applications (320); Exercices (324). 

CuapiTrE XXIV. — Dérivées partielles . 

J. Fonctions de plusieurs variables (327); 2. Continuité (329); 3. Dérivées 
partielles (330); 4. Fonctions composées (333); 5. Formule des accroisse- 
ments finis généralisés (335); 6. Extremum d’une fonction de deux 
variables (336); 7. Extremum d’une fonction de plusieurs variables (339); 
Exercices (340). 

Cuapitre XXV. — Différentielles. 

1. Différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables (342); 2. Chan- 
gement de variables (345); Exercices (348). 

CuapitrE XXVI. — Calculs numériques. 

1. Programme de calcul (349); 2. Incertitude absolue et relative sur la 
mesure d’une grandeur (349); 3. Incertitude due au processus de calcul 
(351); 4. Usage des tables (353); 5. Inversion de la table (355); 6. Calculs 
analogiques (357); Exercices (358). 

CHAPITRE XXVII. — Résolution numérique des équations. 

1. Méthodes graphiques (360); 2. Méthodes d’approximation (361); 
3. Méthode d’interpolation de Lagrange (362); 4. Méthode de Newton 
(363); 5. Méthode générale d’itération (364); 6. Systéme de deux équa- 
tions (368); Exercices (369). 

CHAPITRE XXVIII. — Vecteurs variables . 

1. Fonctions vectorielles d’une variable (370); 2. Dérivée d’un vecteur (370); 
3. Calcul des dérivées (373); 4. Formule de Taylor (375); 5. Allure d’une 
courbe plane au voisinage d’un point (376); 6. Fonctions vectorielles de 
deux variables (380); 7. Plan tangent a une surface (381); 8. Plan osculateur 
a une courbe gauche (384); Exercices (387). 

Pages 

287 

297 

313 

327 

342 

349 

360 

370 



TABLE DES MATIERES 

Cuapitre XXIX. — Construction des courbes paramétriques et 
polaires . ee see ll vac Sue ce ae Rt D cee igi id oy 

J. Principes généraux (389); 2. Points doubles (393); 3. Branches infinies 
(395); 4. Tracé d’une courbe en coordonnées polaires (397); 5. Points 
doubles. Branches infinies (399); Exercices (402). 

CHAPITRE XXX. — Courbes peaeerion f(x, PE=A0. earues ection 
ques. Intégrales abéliennes . . SPR 7 

J. Fonctions implicites (405); 2. Principes généraux de construction (410); 
3. Courbes algébriques (414); 4. Courbes du second degré (coniques) (416); 
5. Intégrales abéliennes (421); 6. Remarques sur le paragraphe précé- 
dent (423); Exercices (426). 

CHAPITRE XXXI. — Courbes définies géométriquement. Enveloppes. 

1. Equations de courbes définies gSométriquement (430); 2. Enveloppe d’une 
“famille de courbes définies paramétriquement (435); 3. Enveloppe d’une 
famille de courbes définies implicitement (438); 4. Développées (442); 
Exercices (443). 

CuHaPITRE XXXII. — Intégrales multiples. 

I. Intégrales doubles (446); 2. Calcul d’une intégrale double (449); 3. Inté- 
grales triples (451); 4. Calcul d’une intégrale triple (453); 5. Application au 
calcul des volumes (456); 6. Intégrales n-uples (457); Exercices (458). 

CHAPITRE XXXIII. — Applications géométriques des intégrales. 

1. Calcui des aires (460); 2. Longueur d’un arc de courbe (461); 3. Abscisse 
curviligne (465); 4. Zone d’une surface de révolution (468); 5. Etude diffé- 
rentielle des courbes (470); Exercices (474). 

CHaPITRE XXXIV. — Compléments sur les équations différentielles . 

1. Equations différentielles (476); 2. Exemples de méthodes paramétriques 
(476); 3. Cas d’abaissement de l’ordre (483); 4. Familles de courbes 4 un 
paramétre (485); 5. Interprétation géométrique d’une équation différen- 
tielle du premier ordre (487); 6. Courbes définies par une propriété diffé- 
rentielle (489); 7. Trajectoires orthogonales d’une famille de courbes (490); 
Exercices (492). 

CHAPITRE XXXV. — Résolution sa arg ae CPT e nee des équations 
différentielles . ie ame Dogan tai 

1. Calcul numérique approché d’une intégrale définie (494); 2. Méthodes 
des rectangles (495); 3. Méthode des trapézes (497); 4. Méthode de Simp- 
son (498); 5. Exemple (499); 6. Calcul approché des dérivées (500); 7. Réso- 
lution approchée d’une équation différentielle du premier ordre par la 
méthode de Cauchy (501); 8. Méthodes de Runge-Kutta (503); Exer- 

cices (505). 

Cuapirre XXXVI. — Espaces vectoriels. 

1. Les ensembles R” (506), 2. Les espaces vectoriels R” (506), 3. Espaces 
vectoriels réels (507); 4. Sous-espaces vectoriels (509); 5. Dépendance et 
indépendance linéaire (509); 6. Dimension. Bases (510); 7. Espaces 
vectoriels complexes (513); Exercices (514). 

Pages 

389 

405 

430 

446 

460 

476 

494 

506 



XVI TABLE DES MATIERES - 

Pages 

CHAPITRE XXXVII. — Applications linéaires. Calcul matriciel. . . 517 

1. Applications linéaires (517); 2. L’espace vectoriel £ (E, F) (519); 3. Compo- 
sition d’applications linéaires (519); 4. L’anneau £ (E) (520); 5. Représen- 
tations matricielles (520); 6. L’espace vectoriel My(p, 1) (525); 7. L’anneau 

Mg(n) (525); 8. Inversion d’une matrice (526); Exercices (528). 

CHaAPITRE XXXVIII. — Espaces euclidiens. . . . ...... . 532 

1. Espaces euclidiens (532); 2. Norme euclidienne. Orthogonalité (533); 
3. Construction de bases orthogonales (535); 4. Bases orthonormées (536); 
5. Projections orthogonales (537); Exercices (539). 

CHAPITRE XXXIX. — Changement de base. . ........ . 542 

1. Changement de base (542); 2. Les matrices d’une application linéaire (544); 
3. Changement de bases orthonormées (546); Exercices (548). 

Index alphabétique des matiéres. . . . . ...... 2... 551 



LIVRE PREMIER 

CALCUL DIFFERENTIEL 

RAPPELS 

ENSEMBLES, ALGEBRE, 

GEOMETRIE ANALYTIQUE 

1. — Ensembles. 

Nous entendrons par ensemble une collection bien définie d’objets. Ces 

objets seront nommés les é/éments de l’ensemble. 

Etant donné un ensemble £ et un objet x on a l’alternative : 

ou bien x appartient a F (c’est-a-dire x est un élément de E£), ce que |’on 

écrit : 

xek (e est le signe d’appartenance); 

ou bien x n’appartient pas a E, ce que 1’on écrit : 

x€E (¢ est le signe de non-appartenance). 

EXEMPLES. — L’ensemble N des entiers naturels, éléments : 0, 1, 2, 3, ... 

L’ensemble Z des entiers rationnels, éléments : 

pee oad andy OF 12, 3, a's 

L’ensemble Q des nombres rationnels. 

L’ensemble R des nombres réels. 

Ona: 

VreR; V24Q: 2cQ; eZ 

Les éléments d’un ensemble sont de nature quelconque et non pas _néces- 

sairement des « nombres » comme dans les précédents exemples. On peut envi- 

sager l’ensemble des points d’un plan, l’ensemble des droites d’un plan, etc- 
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Ensembles finis. — Si un ensemble ne comporte qu’un nombre fini d’élé- 

ments, on peut indiquer cet ensemble en écrivant ses éléments dans une acco- 

lade. Ainsi : 
yi Ha Ss to 

L’ordre dans lequel on place les éléments est indifférent {0, 1} aa 1,0}. 

L’ensemble n’ayant qu’un seul élément x se note { x }. On désigne par 2 

l'ensemble vide, c’est-a-dire l’ensemble n’ayant aucun élément. 

Figalité. — Si x et y désignent des éléments d’un ensemble £ on a !’alter- 

native : 

ou bien x et y sont égaux, c’est-a-dire désignent le méme élément de E, ce 

que l’on écrit 7x = y; 
ou bien x et y sont différents (on dit aussi inégaux ou distincts), ce que l’on 

CCrit 72x sey; 

Cette relation d’égalité posséde les propriétés (6) suivantes (le signe d’impli- 
cation (=>) est une abréviation de « implique » ou « entraine »). 

&, x=xXx 

& (x=y et y =2) ae x=2Z 
6, x=y => yex. 

2. — Parties d’un ensemble. 

On dit que l’ensemble F est une partie de E, ou que F est un sous-ensemble 
de E, ou encore que F est inclus dans E si tout élément de F est élément de E. 

On note alors : 

FCE 

en utilisant le signe ad’ inclusion (C ). Si F n’est pas inclus dans E on écrit : 

ican Ee 

EXEMPLES. 

N c Z; Z1G.Q0: QcR 
Z¢N 

La relation d’inclusion a les propriétés suivantes (O) : 

Of OR IGk 
Os. (ICR ete a) PID che aC 
On.) (ECR Pet Fae) =>. Far 

La définition de inclusion entraine que l’ensemble vide est partie de tout 
ensemble : 

SCE 

Ensemble des parties. — Soit E = { a, b, c} un ensemble a 3 éléments. 
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Un tel ensemble a exactement 8 parties : 

Pe ei tO}, (e}, {4,b}, {a,c}, {bye}, fa, b,c} 
On peut considérer le nouvel ensemble S(£) qui a comme éléments toutes ces 
parties de E. 

D°’une fagon générale, on désigne par S(E) l’ensemble qui a comme élé- 
ments toutes les parties d’un ensemble E. 

On a donc : 

Fe S(E) > FCE 

3. — Opérations sur les ensembles. 

Intersection. — Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble E. 
On appelle intersection de A et de B et on désigne par A O B(A « inter » B) 

l'ensemble des éléments de E appartenant a la fois a A eta B: 

xe ANB <> (xeA et xeB) 

D’aprés cette définition : 

ANB=BQOA 
ACB > ANB=A 

En particulier : 

AON.D= @; ANA=A 

On dira que A et B sont disjoints si 

Aine =a 

c’est-a-dire si 
xed => x€éB 

EXEMPLE. — n étant un entier naturel (7 ¢ N) on désigne par nZ le sous- 

ensemble de Z formé par les multiples de n, c’est-a-dire les nombres de la forme 

nx (xé Z). Ona : 
4ZN6Z = 122 

En effet, les entiers multiples 4 la fois de 4 et de 6 sont tous les multiples 

de 12. 

Réunion. — Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble E. 

On appelle réunion (ou union) de A et de B et on désigne par A U B l’ensemble 

des éléments de E qui appartiennent 4 l’un au moins des deux sous-ensembles 

A et B. Par suite, 

xEAVUB <_ (xeA ou xeB) 

Ona: 
AUB=BUA 

ACB => AUB=B8 

En particulier : 
AU@=A; AUVUA=A 
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EXEMPLE. 

fa b,c Vota d } 4 0, bec.as 

Pour trois sous-ensembles A, B, C on vérifiera : 

(AVBUC = AUBUC) 

(AN B)AC AN(BOC) 
AU(BNC)=(AUVB)N(AVUC) 

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 

Complémentaire. — Soit A CE. 
Par définition, le complémentaire de A dans E (ou complémentaire de A 

s’il n’y a pas d’ambiguité possible sur Z) est le sous-ensemble noté (eA, ou (4, 

ou E — A (parfois méme A ou A°) formé par les éléments de E qui n’appar- 
tiennent pas a A. Il est donc défini par : 

xe(\4 > (xeEE et x €¢ A) 

ou encore par les deux égalités simultanées : 

AU (AS'EO Setr ANCA 2 

((C4) = 4 
EXEMPLES. — Z’ = Z — {0} est le complémentaire de { 0 } dans Z c’est- 

a-dire l’ensemble des entiers rationnels non nuls. 

R — Q est l’ensemble des nombres irrationnels. 

Q — Z est l’ensemble des nombres rationnels non entiers. 

Pour deux parties A, B de E on montre facilement les formules de « dua- 
lité » : 

((4u 8) = (C4) (C2) 

(408) = (C4)u (C2) 

4. — Produits d’ensembles. 

Le produit P = E x F de deux ensembles (non vides) est l’ensemble dont 

les éléments sont tous les couples (x, y) formés d’un premier objet x €E et 
d’un second ye F. 

Ona: 

EXEMPLE. 

E= {a, bye} 

P= {ru, 0} 

Ex F={G, 4), @ 2), (©, u); ©, v); (c, 2), €, v) } 

Pour F = E on écrira E x E = E?. 
Ainsi R? est l’ensemble des couples de nombres réels (x, y). En « inter- 
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prétant » x et y comme les coordonnées d’un AY 

point M d’un plan, on peut interpréter R? 
comme |’ensemble des points d’un plan (fig. 1). Le eonsesa= M(x,y) 

Plus généralement si £,, E,, ..., E, sont n ruil 
Gasembres dontes le produit Eh, % Ho «..* By ule tg ey 
est l'ensemble des n-uples (x,, x2, ..., X,) avec ses B 
x, €£,-(1 <i <n). 

On fera attention 4 ne pas confondre les 

ROO (Coys cate as 5 UNG) CL Ai Ny, sand Xy t 

Pordre des x; est essentiel dans la parenthése et indifférent dans l’accolade. 

Fic. 1. 

5. — Applications et fonctions. 
Soient E et F deux ensembles. 
Par définition une application f définie sur E et 4 valeurs dans F fait corres- 

pondre a tout élément x de E un élément et un seul y de F. On note y = f(x), 

y est dit image de x par f. On écrit : 

x t+ f(x) 
F201? ELF 

On appelle fonction f de E dans F une application d’une partie A de E dans F. 

La partie A est dite le domaine de f ou ensemble de définition de f : 

A =dom f 

L’ensemble des valeurs de la fonction f est une partie de F que |’on note 

f(A). 
Il faut distinguer avec soin : 

of : fonction désignée par ce symbole, 

f(x) : élément de F. 

Cependant, et principalement dans le cas des fonctions numériques (c’est- 

a-dire, par exemple, des fonctions R — R), la fonction f est souvent définie 

par la régle opératoire qui fait correspondre a |’élément « variable » x (qui 

« parcourt » l’ensemble de définition) son image f (x) par f, et bien souvent, 

par abus de langage, on parle de la fonction f(x) au lieu de dire la fonction f- 

C’est ainsi que la fonction « élévation au carré » : 

f:R—+R 

définie par l’égalité 

FQ). = x? 

est appelée par abus de langage « la fonction f(x) = x? » ou méme « la fonc- 

tion x? ». 

EXEMPLE |. — L’application 

f:E-E 
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définie par 

f(x) =x 

est dite l’application identique de E. Elle est notée idg ou Ig. 

EXEMPLE 2. — Une fonction 

f:E-F 

définie par 

f(x) =5 

est dite constante. Elle prend l’unique valeur b. 

EXEMPLE 3. — Si E et F sont des ensembles finis on peut définir une fonction 

de E dans F en indiquant la « table » des valeurs de cette fonction. Ainsi : 

Eos (0.020, a % F = {u,v,w} 

ESF 
définie par : 

x a b & d 

fyi u u v 

soit : 

f@=», fh=u fO=4 ff@= 

EXEMPLE 4. — La fonction de « Dirichlet » est la fonction de R dans R 
définie par : 

IJ@=1 pour xeEQ 

f(x)=0 pour x¢Q0 

EXEMPLE 5. — Soit un produit E x F. L’application 

Pry :(E x F) ~ E 
définie par 

Pr, (x y) =x 
est dite premiére projection. 

D’une maniére générale, pour tout entier i compris entre 1 et n, l’applica- 
tion : 

Pr; <2). X Bs X eed XE ae, 
définie par 

Pry (Xy506 os 5 Xq) = 
est dite la i-éme projection. 

EXEMPLE 6 (fonctions de plusieurs variables). — Une fonction de la forme 

Jv Ey, X BSR NCES SF 
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peut étre considérée comme fonction de Ja variable (x,, ..., x,) (élément de 
E, x ... X E,) ou comme fonctions des variables x,, ..., x, (éléments des 
ensembles E,, ..., E,). 

A la fonction (de deux variables) 

f:ExF>G 

et a |’élément a de E on peut associer la fonction (d’une variable) : 

g:FoG 

définie par 

gy) =f@ y) 
On la note encore 

Ses F(a, ) 

De fagon analogue, a la fonction (de 4 variables) 

PTE: xaES x EF; x Ey >G 

et aux deux éléments a, € FE, et a, € E; sera associée la fonction (de 2 variables) 

g=f(Q, .,43,.):£, x Ey -G 

définie par 

8(X2, X4) = f(A, X2, Az, X4) 

La fonction g est obtenue en « fixant » la premiere et la troisi¢me variable. 

Surjection. — Soit f : E — F et f(E) l’ensemble des images par f de tous 

les éléments de EZ. On a donc : 

LE) CF 

On dit que f est surjective (est une surjection) si 

f(E/) =F 

Dans ce cas, pour tout y€¢ F, il existe au moins un x (x € £) tel que y = f(x). 

Ce que 1’on écrit : 
VyeF, ave Foy = f(s) 

En utilisant les abréviations 43x pour signifier : « il existe au moins un » x et Wy 

pour signifier : « pour tout » y. 
Si f est surjective on dit que fest fonction de E sur F. 
Dans tous les cas fest une surjection de E sur F’ = f(£). 

ExemMPLes. — La fonction de l’exemple 3 n’est pas surjective car 

S(E) =4 a; 0} 4 fu, w}. 

Les applications Pr; de l’exemple 5 sont surjectives. 

Injection. — Une fonction f : E > F est dite injective (ou une injection) si 

xX, # X2 ae F (x1) FF (%2) 
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EXEMPLES. — id, est injective. 
La fonction de l’exemple 3 n’est pas injective puisque : 

f(a =f@ 

Bijection. — Une application f : E > F est dite bijective (ou une bijection) 

si f est a la fois surjective et injective. Pour tout y € F il existe donc x € E tel que 
y = f(x) (car f est surjective) et cet élément x est unique (car f est injective). 

En faisant correspondre x a y on définit une application f~* de F sur E. 
f~} se nomme la fonction ou application réciproque de f, la fonction id, est 

bijective et identique 4 sa fonction réciproque. 

Permutation. — On nomme permutation une bijection d’un ensemble sur 

lui-méme. id; est donc une permutation de E. 

Composition de fonctions. — Soient trois ensembles E, F, G et deux fonc- 

tions f, g : 

ELF4G 

La fonction qui fait correspondre a 1’élément x de E l’élément g(/(x)) de G, 

lorsque celui-ci est défini, est dite la composée de g et de f. Elle se note g of. 

EXEMPLE 1. — E=F=G=R. 

f@) =i "ge = x4 1 
(gof) (x) =x? +1 
(fog) (x) = (x + 1)? 

On notera donc que les deux expressions go f et fog peuvent avoir toutes 

deux un sens et étre différentes. 

On remarque sur cet exemple que la composition de deux applications est 
une application. 

EXxEMPLE 2. — Si f : E — Fest une bijection 

fl iFSseE 

f'ef=idg fof ~* = id, 

La composition de fonctions est associative c’est-a-dire que l’on a : 

(ho g)of = ho(g of) 

En effet, ces deux expressions désignent la méme fonction : 

(Ao g)ef) (x) = (hog) (F(x) = A(g(f@)) 

(he(gef)) (x) = hg of) ) = A(g(f@) 
et 

6. — Relations. 

Une relation & sur un ensemble £ est une propriété que peuvent posséder 
ou non les couples (x, y) d’éléments de E. On écrit : 

xRy si le couple (x, y) posséde la propriété. 
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L’ensemble des couples (x, y) pour lesquels on a xRy est une partie G de 
E x E que l’on nomme le graphe de la relation. 

La connaissance du graphe G détermine la relation R 

(x, y)EG <> xRy 

EXEMPLE 1. — Ensemble : R. 
Relation : x7 + y?-—1=0. 
Graphe G : le cercle C de centre (0, 0) et de rayon 1 

si on interpréte (x, y) comme les coordonnées d’un i 

point d’un plan dans un systéme d’axes orthonormés 

(fig. 2). 

Relation : x? + y? —1 <0. 
Graphe G : les points « intérieurs » a C. 

EXEMPLE 2. — Ensemble (D) : les droites d’un plan. 

Relation d’orthogonalité : D,4D, (D, perpendiculaire 4 D,). 

Relation de parallélisme : D, || D, (D, paralléle 4 D, ou confondue avec 
D,). 

EXEMPLE 3. — Une fonction de £ dans £ définit une relation dont le graphe G 

dit graphe de la fonction est l’ensemble des couples (x, y) tels que y = f (x). 
Une telle relation, dite fonctionnelle, est caractérisée par la propriété 

(x, y)EG et (x, z)EG) => y= 2 

Relation d’équivalence. — Une relation & sur un ensemble E est dite une 

relation d’ équivalence si elle posséde les 3 propriétés (voir § 1) : 

&, (réflexivité) : xRx (Wx € E) 

&, (transitivité) : (xRy et yRz) —> KR 

& (symétrie) : xRy <> yRx 

Une relation d’équivalence est souvent notée = ou ~. 

EXEMPLES. — 1° L’égalité est une relation d’équivalence. 

2° La relation d’équivalence triviale : 

x=yp (Wx, yEE£) 

3° Soit f une application de E dans F. 

On peut définir sur £ la relation d’équivalence : 

x Sy —_> f(x) =f). 

4° La relation de parallélisme est une relation d’équivalence. La relation 

d’orthogonalité n’est pas une relation d’équivalence. 
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Classes d’équivalence. — Soit = une relation d’équivalence dans E. 
Soit x € E. Notons C(x) le sous-ensemble formé par les éléments de E équi- 

valents a x. On a donc : 

ye C(x) <_ (veE et y=x) 

C(x) est dite la classe d’équivalence de x. 
Deux classes d’équivalence C(x) et C(y) sont disjointes si x # y et identiques 

six=y. 

En effet : 

six # y, on aura 
FRE => z#ey 

donc 
C(x) 0 C(y) = 2 

si x = y, on aura 
Z.=x —_ Zz Il SS 

donc 

C(x) = Cy). 

Une classe d’équivalence est complétement définie si on se donne un de ses 

éléments (qui sera dit un représentant de cette classe). L’ensemble des classes 
d’équivalences est une famille # de parties non vides de E (donc ¥ C S(E£)), 
qui possédent donc les propriétés suivantes : 

a) deux parties distinctes sont disjointes, 

B) tout élément de E appartient a une partie de la famille (donc a une seule 
en vertu de («)). 

On nomme partition de E toute famille de parties non vides de E qui pos- 
séde les propriétés «) et 8). Les parties sont les classes de la partition. 

Une partition de E est donc un partage de E. 

Définir une partition de E revient a définir sur E une relation d’équi- 
valence : 

x=y —_> x et y appartiennent a la méme classe. 

EXEMPLE. — Ensemble Z 

Co ensemble des nombres de la forme 3k (k € Z) 

Classes : « C, ensemble des nombres de la forme 3k + 1 

! C, ensemble des nombres de la forme 3k + 2 

la famille : Co, Cy, C, constitue une partition de Z. 

Deux éléments x, y de Z appartiennent a la méme classe, si et seulement si 
x — yest un multiple de 3, ce que l’on écrit : 

x = y (modulo 3) 

La relation de congruence (=) est la relation d’équivalence définie par la 
partition. 



RAPPELS 11 

Ensembles quotients. — & étant une relation d’équivalence surl’ensemble E, 
Vensemble des classes d’équivalence est noté E/R et appelé l’ensemble quotient 
de E par R. On a I’application évidente (on dit encore canonique). 

f :E>E/R 
définie par 

F(x) = C(x) 

J est surjective. On voit alors que la relation d’équivalence définie par : 

x=y i F(x) =f() 

est précisément la relation &. 

EXEMPLE. — Soit sur R la relation d’équivalence : 

x=y << x-yeZ 

On définit une bijection de l’ensemble quotient sur l’ensemble des points 

d’un cercle orienté en faisant correspondre a la classe C(x) le point d’angle au 
centre 27x. 

Relation d’ordre. — Une relation d’ordre sur E est une relation, en général 
notée <, qui a les 3 propriétés suivantes (voir § 2) : 

O, (réflexivité) : x<x (Wx EE) 
O, (transitivité) : (x<y et y<z) => Lez 

O, (antisymétrie): (x<y et y<x) => X=. 

On note : x < yl’ordre « strict» :x < yetx # y. 

L’ordre est dit total si pour deux éléments quelconques de E on a toujours 

soit cay 
soit y<x 

EXxEMPLES. — 1° R est totalement ordonné par la relation d’ordre habituelle. 

2° L’ensemble S(E) des parties d’un ensemble E est ordonné par |’inclusion, 
Cette relation n’est pas totale si E a plus d’un élément. Par exemple si 

E= {a,b,c} ona 

{a,b}¢{ac} et {ac} ¢ {a,b} 

3° L’ensemble des applications d’un ensemble E dans R est ordonné par 

la relation : 

SEE => fm <sx) (VWxe£) 

Cet ordre n’est total que si E n’a pas plus d’un élément. 

7. — Loi de composition. 
Deux lois de composition sur N sont familiéres : 



12 CALCUL DIFFERENTIEL 

L’addition et la multiplication qui 4 tout couple d’entiers (x, y) font corres- 

pondre respectivement 

{a somme : S=x+y 

et le produit : p= xy 

D’une facon générale une Joi de composition sur un ensemble E fait corres- 

pondre a tout couple (x, y) d’éléments de E un élément z = f(x, y) de E. 
Ainsi une loi de composition est une fonction de E x E dans E. On note : 

z=f(x,y)=xTy 
en utilisant un symbole d’opération tel que T. 

EXEMPLES. — 1° La soustraction définie par : 

if (x; y) a mane 

est une loi de composition sur Z et sur R mais non pas sur N (car 2 — 3¢ N). 

2° La division 
be 

TO; y) = y 

a ; 2 
définit une loi de composition sur R’ = R — {0} mais non pas sur R (car 

n’est pas défini) nisur Z’ = Z — {0 }(car : ¢ z') : 

3° f(A, B) = ANB et g(A, B) = AUB définissent deux lois de compo- 
sition sur l’ensemble des parties de E. 

4° On peut définir (arbitrairement) une loi de composition a l’aide d’une 

« table de Pythagore ». Ainsi pour FE = { a, b}, la table : 

PL] a | 2 | : 
| 

e | bj a qu’il faut lire 1 | 

b | b\a x—> |xTy | 

Fic. 3. Fic. 4. 

donne : 

aTa=b, aTb=a 

EN bTb =a 

5° Soit F'l’ensemble des applications de E dans R. De fagon naturelle on peut 

définir sur F les trois lois de composition qui sont l’addition, la soustraction, 

>t la multiplication des fonctions. Les fonctions f + g, f — g, fg sont définies par 

(f + g) (x) =f (x) + g@) 
(f— 8) (x) =f) — a(x) 
(fg) (x) = f (x)g(x) 
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La division ne serait définie que pour les fonctions g qui ne s’annulent 

pas sur E : la division n’est pas une loi de composition sur F. 

On utilise de nombreux signes d’opérations (ce, x, A, etc.) mais dans bien 

des cas (s’il n’y a pas de risques de confusion) on écrit simplement xy (notation 
multiplicative) ou x + y (notation additive). 

Associativité. — Une loi de composition notée T sur E est dite associative 
si: 

oo OT 2) Tye Vx, y,zEE 

On voit alors que dans une expression telle que 

(x, T x2) T (x3 T x4) 

il est inutile de préciser les places des diverses parenthéses, c’est-d-dire que le 

résultat obtenu est aussi bien égal a : 

x, T (x2 T (x; T x,)) 
oua 

((x, T x2) T x3) T x4 

C’est pourquoi, dans le cas ot l’opération est associative, on supprime les 
parenthéses et on note 

Xq 0 Xe ae Xe 

sans aucune ambiguité possible. 

Par convention : 

Une loi notée multiplicativement ou additivement sera toujours supposée 

associative. 

EXxeEMPLES. — 1° L’addition et la multiplication sur R sont associatives mais 

la soustraction n’est pas associative : 

ee eZ) ae nee) 2 

2° Les opérations M et U sont associatives. 
3° La loi donnée ci-dessus par une table de Pythagore n’est pas associative : 

(aTa)Tb=bTb =a 
Ala Tb) =at ab 

Puissances et multiples. — Soit une loi associative définie sur E et notée 

multiplicativement, on définit par récurrence sur l’entier naturel n les puis- 

sances d’un élément x : 
x =x 

xn = x"x 



14 CALCUL DIFFERENTIEL 

On montre facilement : 

() x"x™ = xntm 

(B) (x")" = y™ 

Pour une loi notée additivement on définit.de méme les multiples de x 

l.x=x 

(n+ 1)x =nx+x 

les égalités (x) et (B) s’écrivent alors : 

(a’) ov nx + mx = (n + m)x 

(B’) m(nx) = (mn)x 

Elément neutre. — Soit T une loi de composition sur E. On dit que ee EF 

est élément neutre si 

xTe=eTx=x VxeE 

L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. 

Soit en effet e et e, deux éléments neutres : 

evle=<e (car e est neutre) 
e, Te=e (car e, est neutre) 

donc 
é; =e 

EXxeEMPLes. — 1° L’addition sur N admet 0 comme élément neutre : 

x+0=0+x=0 

Pour la multiplication 1 est élément neutre 

xl=ix=~x 

2° 2 est élément neutre pour U sur S(E). 
Eest élément neutre pour M sur S(E£). 

3° F étant l’ensemble des applications de E dans lui-méme, la composition 

des fonctions définit une loi de composition (notée o) sur F. Pour cette loi id, 
est élément neutre : 

feidg = idgof =f. 

4° La soustraction sur Z n’a pas d’élément neutre. 

Eléments symétriques. — Soit T une loi de composition sur E ayant un 
élément neutre e. On nomme symétrique de x un élément x’ tel que : 

x Tx=xTx' =e 

Pour une loi associative, un élément symétrique, lorsqu’il existe, est unique. 
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Si en effet x” est un second symétrique de x : 

x TxTx" =x TxTx")=x' Te=~x' 
= (x Tx) Tx" =eTx" =>’ 

Il est alors immédiat que : 

e =e 

(x’)' = x 
Enfin 

eh =p TX’ 
car : 

xT y TO’ Tx) =xTOTy)Tx =xTeTx’ =xTx’ =e 

Puissances et multiples négatifs (n¢ Z) (Lois associatives 4 élément 
neutre). 

NOTATION MULTIPLICATIVE. — Le symétrique de x est dit l’inverse de x 

et noté x *. L’élément neutre est noté 1. On pose : 

x7" me “ead 7 

nl 

On vérifie facilement : 

xs x” AV pve Z) 

(x*)” = x” 

NOTATION ADDITIVE. — Le symétrique de x est dit l’opposé de x et noté — x. 
L’élément neutre est noté 0. On pose : 

(— n)x = n(— x) 
0x = 0 

On vérifie 

px + vx = (uw + v)x 

H(vx) = (uv)x = (Wu, ve Z) 

Commutativité. — Une loi T sur E est dite commutative si 

xy = Px Vx, yeE 

EXEMPLE. — L’addition et la multiplication sur R sont commutatives, la 

soustraction n’est pas commutative. 

Si une loi est associative et commutative on a (en notation multiplicative) : 

(xy)" = x"y" (Wne N) 

(en notation additive) : 

n(x + y) = nx + ny 

Par convention : 

Une loi notée additivement sera toujours supposée commutative. 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHFNON, — I (5® éd.). 
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Distributivité. — Soient deux lois de composition T et L sur £. On dit que T 

est distributive par rapport a L si : 

xTiyLz=(«*Ty)L@Tz) Vx, y,zEE 

OL) = (yT x) LG@T x) 

EXeMPLES. — 1° La multiplication sur R est distributive par rapport a 

l’addition : 
x(y +z) = xy + xz 

(y + z)x = yx + 2x 

mais |’addition n’est pas distributive par rapport a la multiplication. 

2° Chaque loi M et U est distributive par rapport a l’autre 

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 

8. — Groupes. 
Un groupe est un ensemble sur lequel est définie une loi de composition : 

1) associative, 

2) a élément neutre, 

3) telle que tout élément posséde un symétrique. 
Le groupe est dit commutatif si la loi de composition est commutative. 

ExempLes. — 1° Z muni de la loi d’addition est un groupe commutatif, 

mais Z n’est pas un groupe pour la multiplication (— 1 et + 1 sont les seuls 

éléments ayant des inverses dans Z). 

2° R n’est pas un groupe pour la multiplication (car 0 n’a pas d’inverse). 
R’ = R — {0} est un groupe pour la multiplication. 

3° E = {e, a} avec la loi de composition : ee = aa = e, ea = ae = a est 

un groupe commutatif (e élément neutre, a~' = a). 

4° L’ensemble S des permutations d’un ensemble E forme un groupe pour 
la loi de composition o (l’élément neutre est id,). 

THEOREMES. — Soit un groupe G (notation multiplicative). Ona : 

(1) ax=b <> x= a 
(2) ya =b <> PY Sha EVM VRE SE 
(3) au = av <— u=vU 
(4) ua = va — u=vU 

Montrons (1) 

b = ax => a~'b = a“\(ax) = (a"!a)x = ex =x 
et 

x= arth => ax =a(a'b) = (aa')b =eb=b 
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Méme démonstration pour (2). Il en résulte (3) et (4) : 

au = av —_ u=a'tav=ev=v 
ua = va —_— u = vaa~} = ve=v 

En général a~*b 4 ba~'. Cependant pour un groupe commutatif a~4b = ba7! 

que |’on note alors : : 

Pour un groupe commutatif noté additivement les résultats précédents 
s’écrivent : 

a@a+x=x+a=b —> x=b+(- a) 
On note 

b+(-—a)=b-a. 

Sous-groupe. — Soit H une partie non vide de G (groupe noté multiplicati- 

vement). Si x, ye H ona xye Het x‘ eH ilen résulte que 

xx 1=x !x=eeH. 

H est alors un groupe (car l’associativité sur G entraine l’associativité sur H). 
On dit que H est un sous-groupe de G. 

EXEMPLES. — 1° L’ensemble e réduit a |’élément neutre de G est un sous- 

groupe de G (e"' = e, ee = e). 
2° Z est un sous-groupe du groupe additif R. 

3° Soit xe G un élément de G, l’ensemble H des puissances x" (u € Z) est 
un sous-groupe de G. 

On dit que H est le sous-groupe engendré par x 

ae tag eed . Ohta xed. 

4° nZ est un sous-groupe additif de Z. 
Si H, et H, sont deux sous-groupes de G il résulte de la définition que 

H, © H, est un sous-groupe de G. 

On a déja noté que : 
4Z 0 6Z = 12Z. 

9. — Anneaux. 
Par définition, un anneau A est un ensemble sur lequel sont définies deux 

opérations notées additivement (x + y) et multiplicativement (xy) telles que 

1) A est un groupe commutatif pour l’addition, 

2) la multiplication est associative, 

3) la multiplication est distributive par rapport a l’addition : 

z(x + y) = zx + zy 
(x + y)z = xz + yz 

L’anneau est dit commutatif si /a multiplication est commutative. 
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L’anneau est dit unitaire si la multiplication posséde un élément neutre 

(noté 1) et dit P'unité de l’anneau. 

EXEMPLES. — 1° L’addition et la multiplication sur Z font de Z un anneau 

commutatif.4 élément unité. 
2° Soit F l’ensemble des fonctions de E dans R, les opérations f + g et fg 

définies sur F font de F un anneau commutatif ayant pour unité la fonction 

constante f(x) = 1. 
Soit P une partie de EZ, définissons la fonction : 

f(x) = 1 pour xeP 

f(x)=0 pour x€P 

Fp est dite la fonction caractéristique de P (ou souvent |’indicatrice de P, notée 

alors 1p). SiP # @ etP#E, ona: 

feefgi=wOn yh Ou Q=(.P 

Sp #90; fo #9 

Ce dernier exemple montre que dans un anneau 4 il peut y avoir des élé- 

ments différents de 0 dont le produit est égal 4 0. De tels éléments sont dits 

des diviseurs de 0. 
Un anneau A est dit intégre s’il est commutatif, unitaire et n’a pas de divi- 

seur de 0, c’est-a-dire si : 

bien que 

xy = 0 => (x = 0 ou y = 0) 

L’anneau Z est intégre mais l’anneau des fonctions de E dans R n’est pas 
intégre. 

THEOREMES. — Dans un anneau quelconque A ona : 

(1) Ox = x0 = 0 

(2) x(— y) = — (xy) 
(3) z(x — y) = 2x — zy 

Dans un anneau A intégre : 

(4) (ax = ay et a #0) => x=y 

Montrons (1) : 

xy = x(0 + y) = x0 + xy 

d’ou x0 = xy — xy =0 on montre de méme 0x = 0 

Montrons (2) : 

xy + x(— y) = x(y + (— y)) = x0 =0 

dob = x(— y) = — (xy) 
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Montrons (3) : 

2(x — y) = 2(x + (— y)) = 2x + 2(— y) 

d’ot z(x — y) = zx — zy 

Montrons (4) : 

ax = ay => a(x—y)=0 et a#0 —_> x-y=0 

Sous-anneau. — Une partie B de A qui est un anneau est dit un sous-anneau 
de A. 1| faut pour cela que B soit un sous-groupe additif de A et que : 

xeB et yeB => xyeB 

ainsi nZ est un sous-anneau de Z. 

10. — Corps. 
Par définition, un corps K est un anneau tel que K — { 0} est un groupe pour 

la multiplication. 

Dans toute la suite un corps sera supposé commutatif c’est-a-dire tel que la 

multiplication soit commutative. 

ExempLes. — /) L’anneau R est un corps. 

2) Un corps comprend au moins deux éléments : ]’élément neutre du groupe 
additif 0 et 1’élément neutre du groupe multiplicatif e (ou 1). L’ensemble { 0, e } 

muni des lois : 

addition multiplication 0 |e 

0/;01]0 

e |-0 | e 

Fic. 6. 

est un corps a deux éléments. 

On remarque que dans ce corps 

et+e=2e=0 

Un corps est toujours intégre : 

(xy = Oet x # 0) => y=0 

1 
En effet comme x # 0, x * existe d’ou 

y =ix7'20 =0 
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Dans un corps |’équation (du premier degré en x) : 

ax +b=0 a#0 

a toujours une solution et une seule : 

ax +b=0 — ax = (— d) <> x = —— 

Considérons le systéme d’équations 4 deux inconnues x, y 

ax+by=m 

cx +dy=p 

ou a, b, c, d, m, p sont des éléments donnés d’un corps K. 

On en déduit 

d(ax + by) — b(cx + dy) = (ad — bc)x = dm — bp 

et 

a(cx + dy) — c(ax + by) = (ad — bc)y = ap — cm 

d’ou si le nombre A = ad — bc, dit déterminant du systéme, est non nul : 

x = (dm — bp)/A et y = (ap — cm)/A 

On vérifie que l’on obtient bien ainsi une solution du systéme. 
On montre que le systéme est impossible ou indéterminé lorsque A = 0. 

11. — Loi de composition compatible avec une équivalence. 
Sur un ensemble E une loi de composition T sera dite compatible avec une 

relation d’équivalence (=) si : 

(Ky ey eb i ys) a x4Ty,= X2 Ty 

On voit alors que la classe d’équivalence C(x, T y,) ne dépend que des 

classes C(x,) et C(y,) et non pas des représentants x, et y,. On pourra donc 

définir une opération (encore notée T) sur l’ensemble quotient en posant : 

C(x) T CY) = C&T y) 

Corps des fractions. — Soit A un anneau intégre. Notons F l’ensemble des 
couples (x, y) avec xE€ A et yEeA, y #0. 

On a donc 
F=A x (A — {0}) 

On peut considérer sur F les opérations : 

(x, y) + @’, y’) = (xy’ + x'y, yy’) 
(x, y).(%’, y’) = (xx’, yy’) 
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La relation d’équivalence = définie par 

(x, y) = (", y’) a xy" = yx 

est alors compatible avec ces deux opérations. 

Si (x, y) € F, on note ; la classe de (x, y) et K l’ensemble quotient. 

K se trouve donc muni de deux opérations + et . telles que : 

oie + x'y 

uae yy’ 
XxX xx’ 

Vows se 

On voit immédiatement que K est un corps. 

L’application 
g:A>K 

définie par 
x 

P(x) = T 

est une injection telle que 

e(x + y) = v(x) + oly) 
p(xy) = o(x)e(y) 

. - . r 9712 x oF x 

On pourra donc identifier sans ambiguité |’élément x de A a 1’élément 1 

nee : 
de K (par suite 7 sera noté x). Le sous-ensemble A de K sera en fait un sous- 

anneau du corps K. Le corps K sera dit le corps des fractions de A. 

A partir de A = Z, on obtient ainsi le corps des nombres rationnels 

kK=Q 

Isomorphismes. — Soient £ et E’ deux ensembles munis respectivement 
de deux lois de composition T et T’. On appelle isomorphisme de E sur E’ une 

bijection g : E — E’ telle que 

p(x Ty) = 9(x)T’ eo) =(Wx, ye E) 

La loi de composition T’ sur E’ sera alors |’image exacte de la loi T. En par- 
ticulier pour que £’ soit un groupe il faut et il suffit que £ soit un groupe. 

Signalons que si E = E’ et si la loi T’ est la méme que la loi T, |’isomor- 

phisme est dit un automorphisme. 

Cette notion s’étend sans difficulté au cas ot E et E’ sont munis de plusieurs 
opérations internes. C’est ainsi qu’un isomorphisme d’un anneau A sur un 

anneau A’ est une bijection g : A — A’ telle que 

p(x + y) = o(x) + ey) |} 
Vx, A 

at eae a 
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12. — Vecteurs. 
Par définition, un vecteur lié de l’espace (ou d’un plan, ou d’une droite) 

est un couple de points (A, B) de l’espace (ou d’un plan, ou d’une droite) 

(c’est pourquoi un vecteur lié est parfois nommé un bi-point...). 

Le point A est dit l’origine du vecteur lié, le point B l’extrémité. 

La droite AB (déterminée pour B # A) est dite le support du vecteur lié, 

la longueur du segment AB est dite la Jongueur du vecteur lié. 

Les vecteurs (A, A) de longueur nulle sont dits nu/s (leur support est indé- 

terminé). 

Equipollence. — Deux vecteurs liés (A, B) et (C, D) sont dits éguipollents 

s’ils remplissent l’une des deux conditions suivantes : 

1° ils sont tous deux nuls; 

2° aucun des deux n’est nul, leurs 

supports sont paralléles (c’est-a-dire sans 

point commun ou confondus), ils ont 
méme sens (c’est-a-dire que le sens de A 

‘ 5 vers Best le méme que le sens de C vers D) 
et ils ont méme longueur. 

On peut résumer la condition 2° en 

disant que la figure A B D C est un 
Cc parallélogramme (fig. 7). 

On vérifie immédiatement que la rela- 

Pe tion d’équipollence est une relation d’équi- 

valence (Rappels, § 6). 

Vecteurs libres. — On nomme vecteur libre, ou plus simplement vecteur 

(de l’espace, d’un plan ou d’une droite), une classe de la relation d’équipol- 

lence. 

On note AB la classe du vecteur lié (A, B). 

L’égalité AB CD signifie donc que (A, B) et (C, D) sont équipollents. 
os . x a ms 

Tous les vecteurs liés nuls appartiennent 4 une méme classe que |’on note 0 

(ou simplement 0 si aucune confusion n’est a craindre). 

On désigne souvent un vecteur libre par une seule lettre, soit U. 

A étant un point donné, il existe alors un point B et un seul tel que : 

AB =U 

Addition. — Soient U et V deux vecteurs. Etant donné un point A, déter- 
minons les points B et C par les égalités : 

aS > —_ —> 

AB = U BC=V 

— —s i . => => ' 

Le vecteur W = AC qui ne dépend que de U et V et non du point A, est 
dit la somme de ces deux vecteurs. 
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On le note U +V. 
De la définition, résulte la relation de Chasles (fig. 8). 

AB + BC =AC 

Fia. 8. Fic. 9. 

On vérifie aisément que l’addition est associative et commutative (fig. 9), 

que le vecteur nul 0 est l’élément neutre de l’addition, que tout vec- 
> _——> ki 3 > aie 

teur U = AB posséde un vecteur opposé — U = BA c’est dire que 

L’addition fait de l'ensemble des vecteurs de Il’espace (d’un plan ou d’une 

droite) un groupe commutatif. 

La relation de Chasles permet d’écrire, quels que soient les points O, 

A et.B: 

AB = OB — OA 

Multiplication par un scalaire réel. — Définissons le produit d’un vecteur 
lié (A, B) par le nombre réel 2 comme le vecteur lié (A, B’) = A(A, B) qui a 

méme support que AB, la longueur 

AB? =| 2 VAR, -et tel. que B et) B’ 
sont du méme cété de A ou de cétés 
opposés, suivant que l’on a 1 > Oou 

A <0. 
Il en résulte que, si (C, D) est équi- 

pollent a (A, B) alors (C, D’) = A(C, D) 

est équipollent a (A, B’) = A(AB) 

(fig. 10). 
On peut définir le produit du vec- 

teur U = AB par le scalaire réel A 

comme la classe de /(A, B). 

On a par exemple 

Metin tA) el (a Bee A  OFAB = 0 
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Il résulte des lois d’addition et de multiplication des réels que l’on a : 

(A+ pU=AaU + pw 

AU) = (Au)U 

a > 

S G 

Fic. 11. 

Il résulte du théoréme de Thales (fig. 11) que 

AB’ =2AB et AC’=AAC_ impliquent BC’ = ABC 

d’ot : 
— => —_ ——> — —> 

A(AB + BC) = 2AC = AC’ = AB’ + BC 

= AAB+1BC 
et la relation 

= —> 
MO HPS 1 

13. — La droite réelle. 

Soit une droite D. Nous allons étudier les vecteurs libres de cette droite. 
xd ——s > os aie as 

Si i = AB est un vecteur non nul, tout vecteur U = MP s’écrit d’une facgon 

unique 

U =1b & Ge 8) 

Pour cette raison, un vecteur i # 0 est dit une base de l’ensemble &, des 
vecteurs de D. 

—_ => 

Le nombre A est la composante (ou coordonnée) de U dans la base i. On 
écrit : 

Soit 

Ona 

d’ou la relation : 
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La composante de la somme de deux vecteurs est la somme de leurs compo- 
santes. 

Ona: 

AU = XTi) = (AD)i 

qui montre que Ua pour composante AU. 

Changement de base. — Soit is 0 un second vecteur de base. On a: 

js ai a#0 

Soient X et x les mesures d’un vecteur U dans les bases [et i. 

Ona: 

U = XI = X(ai) = (Xa)i=xi 
d’ot : 

X= ies 
a 

Repére. — Un repére R de la droite D est la donnée d’un point O de D 

et d’un vecteur de base i # 0. Une droite munie d’un repére K.= (0, i) est 

dite un axe d’origine O. 

Soit M un point de D. Ona: 

OM=xi c’est-a-dire OM =x (abscisse de M) 

Etant donné deux points A et B de D d’abscisses a et b, on a l’égalité : 

AB=b-a 

En effet : 

AB = OB— OA=bi-ai=(b—-a)i 

Géométrie analytique. — L’application f de D dans R_ définie par 

f(M) = OM est une bijection. 
Tout probléme géométrique sur la droite se traduit donc fidélement par des 

calculs sur des nombres réels. 

EXEMPLE | : BARYCENTRES. — Soient k points donnés A,, Az, ..., A, d’une 

droite D et k nombres réels ,, 71, ..., m, de somme non nulle : 

m=m+m,+... +m #0 

Montrons qu’il existe un point G, et un seul, de D vérifiant la condition : 

—_—— a —> 

m, GA, +m,GA, +... +m,GA,=0 

Soient en effet a,, 42, .--, 4, x les abscisses de A;, Az, ..-, Ax, G. On doit 

avoir m,(a, — x) + m,(a, — x) + ... + m(a, — x) = 0, soit : 

i,@, + mzaz +... + ma, — (my, +m, +0. + m)x = 0 
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d’ou : 
_ mya, +m, a, +... +m a 

Ui elite ooo ae 

Le point G est dit le barycentre des points A; affectés des coefficients (ou 

« masses »)) m;. 
Pour k = 2 et m, = m, # 0 on obtient le milieu de A,A2, car 

aa — —_> . i —_—_— -—— 

la condition m, GA,+ m,GA, = 0 est équivalente 4 : GA, + GA, = 0. 

L’abscisse du milieu de A, A, est donc : 

m,a, +m,a a,+ a, aan 12) 

m, +m, 2 

Changement de repére. — Nous avons examiné |’effet d’un changement de 

base. Limitons-nous a |’étude d’un changement d’origine. 

Soient x et x’ les abscisses de M dans les repéres (O, i) et (O’" i). Il vient : 

OM = OO’ + O'M 

caer) . . 

en posant OO’ = xp (abscisse de la nouvelle origine), on a 

x=X +x’ et x =x — Xo 

14. — Le plan réel. 
> -> : 

Deux vecteurs U et V d’un plan sont dits linéairement indépendants si la 
=> 

combinaison linéaire AU + uV ne peut étre nulle que dans le cas A = p = 0. 
=> => : 

Dans le cas contraire U et V sont dits linéairement dépendants. Soit, par 

exemple : 
= 

AU + uke O et u#O0 

il vient 

C’est pourquoi deux vecteurs U = AB et V = AC linéairement dépendants 

sont encore dits colinéaires (les points A, B et C appartiennent 4 une méme 
droite). 

Il en résulte que : 

=e — =e > 

Deux vecteurs non nuls i = OA et j = OB tels que O, A et B ne soient 
pas alignés, sont linéairement indépendants. 

Soit u = OM un vecteur du plan. Désignons par Pet Q les intersections des 
droites OA et OB avec les paralléles 4 OB et OA menées par M (fig. 12). 
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Ona: 

OM = OP + PM = OP + 00 

Or: 

OP = x7 4 200 ayy 

D’ot: 

(1) u=OM=xi+tyj=OPi+ OO; 
Fic. 12. Tout vecteur du plan est donc une combi- 

naison linéaire des vecteurs indépendants (i, j). 

Pour cette raison on nomme base de |’ensemble &, des vecteurs du plan 

un couple de vecteurs linéairement indépendants. 
L’égalité : 

xitypj=exi+yj 
s’écrit : 

(x—x')it(y—y)j=0 

et, puisque 7 et j sont linéairement indépendants : 

x—x' =0 et y-y=0 

c’est-a-dire 
, bn et y= y 

Les nombres (x, y) définis d’une fagon unique par |’égalité (1) sont dits les 

composantes (ou coordonnées) de u dans la base & = (i, j). 

Opérations sur les vecteurs. — Soient (x,;, y;) et (x2, y2) les composantes 
—> > > 

des deux vecteurs U, et U, (dans la méme base (i, /)) 

a 2 4 4 + e 
U, = x,i+ yiJ et U, = X2i + oj 

dot: 
ee ee a =e 
U, + U, = (x, + X2)i + (1 + ¥2)J 

Les composantes de la somme s’obtiennent donc en ajoutant les composantes 

correspondantes de chaque vecteur. 

AU, = Axi + yj) = xi t+ Adi 

Pour multiplier un vecteur par un nombre 4 on multiplie donc ses compo- 

santes par A. 

Déterminant de deux pects, — Soient (x,, y,) et aGze y2) les compo- 

santes de deux vecteurs U; et U, dans une base & = (i, j). 
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L’égalité 
> => > 

hu, + pvU, => 0 

se traduit par les deux conditions : 

AX, + UX, = 0 

Ay, + wy. = 9 

On sait que ce systéme d’équations en 4 et pu posséde |’unique solution 

= p = 0 si et seulement si le déterminant du systeme A = x;y. — x2); est 

non nul (Rappels, § 10). 
> > 

Nous dirons que A est le déterminant des vecteurs U, et U, dans la base &, 

et nous noterons : 

X 4 .%2 

Ala 37) 
re eae , . 

La condition dety (U;, U;) # 0 est donc une condition nécessaire et suffi- 

A = det (U, Uz) = 

ae al : pad . r 

sante pour que les vecteurs U, et U, soient linéairement indépendants. 
=> > 

Une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs U, et U, soient 

colinéaires est par conséquent : 
k > ae 

detg (U,, Uz) = X12 — X21 = 9 

Changement de base. — Considérons deux vecteurs linéairement indépen- 

dants Jet J: 

avec A= detg U, J) = ad— bc #0 

fact + dj 

Si (x, y) et (X, Y) sont les composantes d’un méme vecteur U dans les 

bases (i, j) et (I, J) ona: 

U = XI + YJ = X(ai+ bj) + Yci+dj) 
= (aX + CY)i+ OX 4+ dY)jaxi+ yj 

d’ou : 
x=aX+cY 

y=bX+dY 

Ces égalités expriment les « anciennes » composantes (x, y) a l’aide des 

« nouvelles » composantes (X, Y). Inversement, la condition A 4 0 permet de 
résoudre ces équations en X, Y (Rappels, § 10) : 
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Repére. — Un repére & d’un plan P est la donnée d’un point O (dit origine) 

et d’une base (i, /). 

Etant donné un point M du plan, les composantes (x, y) du vecteur OM 
définies par l’égalité 

OM =xit+yj 

sont dites les coordonnées du point M dans le repére R (on dit parfois que x est 

labscisse de M et y l’ordonnée de M). 

Géométrie analytique. — L’application f de l’ensemble des points du plan P 
dans R x R = R? définie par 

gua f(M) = (x, y) 
est une bijection. 

Un repére R étant choisi, tout probléme de géométrie plane se traduit fide- 

lement par des calculs sur des couples de nombres réels. 

EXEMPLE : EQUATION D’UNE DROITE. — Une droite D du plan P peut étre 

définie par la donnée d’un point M, de D, de coordonnées (x9, yo), et d’un 
— a 

vecteur non nul U de D dit vecteur directeur de D. Les composantes (a, f) de u 

ne sont pas toutes deux nulles. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que M, de coordonnées (x, y) 
a = 

appartienne a2 D est que M)M et U soient colinéaires. 
—- —- — 

Les composantes de M,.M = OM — OM, sont (x — Xo, y — Jo) d’ot la 

condition : 
—____—_> —> 

det (MyM, U) = (x — Xo)B — (y — Yo) % = 0 

égalité de la forme : 

(QQ) Ax+By+C=0 (4=8 , B= —«@ ', C= ayo — Bxo) 

Réciproquement, l’ensemble des points M de coordonnées (x, y) qui 

vérifient une équation de la forme : 

Ax + By + C=0 

ou A et B ne sont pas simultanément nuls est l’ensemble des points d’une 

droite. 
En effet, supposons par exemple B # 0, et soit x9 un nombre donnée. 

L’équation en y : Ax) + By + C = 0 posséde une solution unique yo et la 

condition (2) s’écrit : 

O= Ax + By + C = Axo + Byy + C. 

Soit : 
A(x = %o) +_ Bly = yo) = 0 

ce qui signifie que M, étant le point de coordonnées (xo, Yo) le vecteur MyM 

est colinéaire au vecteur de composantes (— B, 4A). 
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Lorsque B # 0 l’équation Ax + By + C = 0 peut s’écrire 

Le nombre m = — Fest dit le coefficient de direction de la droite, le nombre 

p=- o est l’ordonnée du point oti la droite coupe |’axe oy. 

Ainsi le graphe de la fonction x +» mx + p dite fonction affine, ou fonction 

du premier degré est une droite. 

Changement de repére. — Nous avons étudié |’effet d’un changement de 

base. Limitons-nous a ]’étude d’un changement d’origine. 

Soient (x, y) et (x’, v’) les coordonnées d’un méme point M dans les repéres 

R = (0, i, jet R = (O', i,j). 
Ona: 

OM =00'+0'M 

Si (Xo, Yo) sont les coordonnées de O’ dans le repére R’ on a donc : 

X=Xo + xX’ 

Veo M 

15. — Normes, distances et angles. 
—> 

Norme. — Tous les vecteurs liés d’une méme classe U ont une méme lon- 
. = ‘3 = 

gueur dite norme de U et notée || U |. 
Ona: 

|U|>0 
|U| =0 as ae a 

av = lal o| 
Un vecteur de norme 1 est dit unitaire. 
_— => (eS 

Si U # 0, le vecteur —— U est unitaire. 

| Ul 
Soit 

> ——a > — —> > > 

U=AB ;' V=B8BC ead U+V=AC 

Les inégalités triangulaires : 

| AB — AC| < AC < AB + BC 

se traduisent par les inégalités : 

WOV-IV | <|O+7] <| O47 
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_ Angles. — Soient U et V deux vecteurs non nuls d’un plan orienté P. 
Etant donné un point O du plan définissons les vecteurs unitaires : 

= ji eS —> 

| U| IV | 

L’angle (U, V) des vecteurs U et V est langle de la rotation de centre O 
qui améne 4 en B. II est défini A un multiple entier de 27 prés lorsque l’unité 
d’angle est le radian (fig. 13). 

Ona: 

(V,U)=—(U,V)+2kn keZ 

(U,V) + V, W) =U, W) + 2ke 
Repére orthonormé. — Un repére (QO, i, j) est dit orthonormé de sens direct 

lorsque l’on a + 

bi =a) =1 

G@j)=+ 5 4 2kn 

Soit dans un tel repére, un vecteur Ua OM = x. + yj et P le point tel 

que OP = xi. Le triangle OPM (fig. 14) est rectangle en P et le théoréme de 

Pythagore s’écrit : 

| O|? =| OM |? =| OPI? + | P|? 
= | xi? +IyiP =? +9 

Ainsi la norme r = || Cirs OM | 

est donnée par |’égalité 

poe (7 pty 

Supposons le point Af distinct 

de O. Onar=| OM ' > O. Fic. 14. 
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Le vecteur u 1%: OM est alors unitaire et défini par l’angle 0 
r 

>> > —— 

6 = (i, u) = (i, OM) 

Par définition, les composantes de u sont cos 0 et sin 9. On a donc 

|| w ||? = 1 = cos? 6 + sin? 6 
et 

Ty 7 > PUG 
OM =ru=rcos 0i+rsin 0j 

d’ou, pour les coordonnées (x, y) de M, les relations 

x =r cos 0 

y=rsin 0 

et, inversement, 

x x : 

r Vea oo Mae eG 

| | * (a2 oa S 

Ainsi le coefficient de direction de la droite OM est, en repére ortho- 

normé, la tangente de l’angle 6 = (i, u) = (i, OM). Le nombre m = tg @ 

= =e dit alors la pente de la droite. 

Changement de coordonnées. — Soit (O, i J) un deuxiéme repére ortho- 

normé direct. Il se déduit de (O, i, j) par une rotation de centre O et d’angle a 

a = (i, 1) =(j, J) + 2kn 
Ona 

5 Wins ahh 
I =icosa+/sina 
> See Ze 
J =—isina+jcos « 

d’ou les formules de changement de coordonnées 

x= Xcosa— Ysinag 

y=Xsina+ Ycosa 

en désignant par (x, y) et (X, Y) les coordonnées d’un méme point M dans 
l’ « ancien » et le « nouveau repére ». 
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Posons 

(,OM)=0 , |OM|=r 
Ona 

0=(,OM)=(i, 1) +(, OM)=a+o 
d’ou, en portant dans les formules ci-dessus, 

rcos@=rcosacosg-—rsin asin 

rsin@=rsin «acosg+rcosasin@ 

Aprés division par r, on obtient les formules d’addition : 

| cos (« + y) = cos a cos @ — sin o sin Q 

' sin (« + g) =sin « cos 9 + cosa sin p 

Distance de deux points. — Soient (x,y,) et (x2.y2) les coordonnées de 
. % ; —_—_—_—_> 

deux points M, et M, dans un repére orthonormé. Les composantes de M,M, 

sont X. — X;, ¥2 — y,; d’ou la distance des deux points : 

M, M, =| M,M)_|| =((x2 - xa yoo LAS il 

Angle de deux vecteurs. — Soient (x,, y,) et (x2, y2) les composantes de 

deux vecteurs Ui et U; dans un repére orthonormé direct. L’angle 0 des vec- 

teurs U, et U, est : 

0 = (U,, U2) = (U,, i) + G U2) 

= (i, Uz) — @ U,) = 6, — 6, + 2kn 
en posant : 

=U) et 6,=6, 02) 
Il en résulte : 

cos 8 = cos (8, + (— 82)) = cos 0, cos (— 9,) — sin 8 sin (— 4,) 

eee 
= cos 0,cos 0, + sin@, sin 8, = Ka M2 U1 V2 

fii 
en posant : 

= 
—> 

repute t= r= LU, | 
De méme 

: ‘ : . ey eR tae sin 0 = sin (6, — 6,) = sin 8, cos 6, — sin 8; cos 8, = ae 
AE 

> > > > : 

Définitions. — 1° Le nombre r,r, cos 6 = || u, || || v2 || cos (uy, uz) est dit 
> > > > 

le produit scalaire des vecteurs u, et uz. On le note uy .u. 

On a, par conséquent, dans un repére orthonormeé : 

> => 

Uz Uz = X,X2 + Vy V2 
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‘ > > R > > i. nh d 

2° Le nombre r,r, sin 0 = || u, || . || w2 || sin (u,, uz) est le déterminant des 
> > J : 

vecteurs u, et uv, dans tout repére orthonormé direct. Nous le noterons donc 

sans indiquer de base : 

det (u,, Up) = Xp V2.— X2)1 

Propriétés du produit scalaire. 

a) (ie tere 

bU.U =U? =|0\? 
c) UV p= a) = 10 VY; + WV, & MOSHER) 

> > > > > > > Ge 

d)(U.V=0,. U#0:et V+ 0) implique (U,V) = + 3 + 2kn 

Les propriétés (a) et (5) sont MECC vérifions (c). Si (x, y), (%1, ¥) et 

(x2, ¥2) sont les composantes de U, ve et Ve. ona: 

UV, at >) = x(Ax, + wx2) + y(Ayy + HY2) 

= Mxx, + yyy) = U(Xx2 + Yy2) = AU.V, + wU.V, 

Vérifions (d) : Si: 

UV=|Ul|Vhcos(UVy=0 et JU) #0 IVI 40 
alors 

cos(U,V)=0 dour: (U,Vy=+ 

Propriétés du déterminant. 

a) det (V, U) = — det (U, V) 
b) det (U, U) = 0 

c) det (U, AV, + Vp) = A det (U, V,) + u det (U, V;) 
d) det (U, V) = 0 implique : U et V colinéaires. 

En effet, les propriétés (a), (6) sont immeédiates; la propriété (c) se démontre 

comme dans le cas du produit scalaire, enfin la propriété (d) a été démontrée 
au paragraphe 14. 

Aire orientée. — L’aire d’un parallélogramme ABCD est : 

Aire (ABCD) = AB.AD.| sin (AB, AD)| =| det (AB, 4D) | 

le nombre det (AB, AD) est dit l’aire algébrique (ou orientée) du parallélo- 
i ——S — 

gramme « construit » sur les vecteurs AB et AD. 
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EXERCICES 

1°On désigne par n(F) le nombre d’éléments d’un sous-ensemble Fd’un ensemble E. 
Montrer que, si les sous-ensembles A et B de E contiennent chacun un nombre fini 
d’éléments, on a la relation : 

n(A) + n(B) = n(A VU B) + n(A OZ B). 

Calculer les quatre termes de l’égalité précédente lorsque E est l’ensemble des 
nombres entiers, A l’ensemble des nombres pairs de 2 4 20, Bl’ensemble des multiples 
dewsders are: 

R. n(A) = 10, n(B)=7, n(AU B)=14, n(AN B) =3. 

2° Sur 250 familles, on en compte 105 qui ont une auto, 100 qui ont un réfrigéra- 
teur, 59 qui ont le téléphone, 31 qui ont auto et réfrigérateur, 22 qui ont auto et télé- 
phone, 7 qui ont réfrigérateur et téléphone, 4 qui ont réfrigérateur, auto et téléphone. 
Combien y a-t-il de familles ne possédant qu’un des éléments considérés ? N’en 
possédant aucun? 

R. 56, 66, 34, 42. 

3° Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. Etablir l’implication 
réciproque 

A€B <> (42(2. 

4° On pose a = W/2 et B=1+ V2 + 4/4, On considére les applications f et g 
qui a un élément (a, 5, c) € Q? font correspondre les éléments x = a + ba + ca? et 
=a-+ bf + cB? appartenant a R. Montrer que les ensembles f(Q?) et g(Q*) sont 

dentiques. 

5° On considére les applications : 

f :Z — Z? telle que f(p) = (p, 1) 

g : Z?—R telle que g(p, 7) = p 4 gWV/2 

h:R —Z telle quex < A(x) < x +i 

et les applications composées : 

gof, foh, hog, gofoh, fohog, hogof. 

Lesquelles de ces applications sont surjectives ? Injectives ? 

R. Surjectives h, hog, ho go f; Injectives f, g,gof,hogof 

6° Soit D; le sous-ensemble de R x R dont les éléments (x, y) vérifient l’inégalité 

| x |s + | » |’ <1. Montrer que si0 < ¢ <s,ona D; C Ds. 
Que se passe-t-il si t< O0<sout<s<0? 

R. t<O<s = DC (Ds, b= OS DGD, 

7° On considére l’application f de R? dans R : f(x, y) = x — y et l’application g 

de R dans R? : g(x) = (x, — x). On peut ici former les deux applications compos¢ées 

fog et gof; en donner l’expression directe. Etudier lesquelles de ces quatre applica- 

tions sont injectives, surjectives, bijectives. 

R. fog est bijective. 
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*8° On considére l’application f de R dans R définie par : 

f(x) =alxti{[4+o|x—1]|+@—a+1x—a—b 

ou |x + 1|et|x—1]| sont des valeurs absolues. Etudier, suivant les valeurs des 

parameétres a et b, quand cette application est bijective, et exprimer son application 

inverse éventuelle sous une forme analogue (on pourra s’aider de la représentation 

graphique). 

; 1 1 
R.Sia<zetb> — 5» on aura 

fx) =a|x+1/+8|x—1|+G6—a+1)x—a—B 

ou l’on a posé 
a —b 

Ome Le ee oie cal 

*9o Etant donné une application f : E—> E’ et un sous-ensemble A’ de E’ on note 
f-(A’) le sous-ensemble de E ainsi défini : 

xeEf-(A’) a f(xEeA 

A et B étant deux sous-ensembles de E, A’ et. B’ étant deux sous-ensembles de E’, 
indiquer parmi les quatre égalités suivantes celles qui sont toujours vérifiées. 

a) f(A UB)=f(A)US(B) 
B) fANB)=f(A OSB) 
YfMUA' VU B’) =f-(A4) VfB) 
d)fUA'O BY) =fU(AV OF (B) 

R. a), y) et 6) sont toujours vérifiées. 8) ne l’est pas. 

10° Soient E et F deux ensembles ordonnés. 

a) Montrer que !’on définit une relation d’ordre sur E x F en posant 

~y)=@.y) <> (ars. ct yy). 

A quelle condition cette relation d’ordre peut-elle étre totale? 

R. Il faut et il suffit que l’un des deux ensembles E ou F'n’est qu’un élément et 
que i’autre soit totalement ordonné. 

6) Montrer que l’on définit une relation d’ordre sur E x F (ordre lexicographique) 
en posant : 

3) ao») <—_ Pics Oa Weve Se See. Clie Gy RS 50 

A quelle condition cette relation peut-elle étre totale? 

R. WU faut et il suffit que E et F soient tous deux totalement ordonnés. 

**11° Une relation R sur E est dite relation de préordre si elle satisfait a 

PO} SxXRX 
PO, > (xy et’ ypRz) => xRKz 

a) Montrer que s’il en est ainsi la relation 

x=y <> (xRy et yRx) 

est une relation d’équivalence notée R’. 
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Montrer que sur l’ensemble quotient E/R’ la relation 

C(x) < C() > xRy 

ne dépend pas des représentants x et y des classes C(x) et C(y) et qu’elle définit une 
relation d’ordre dans E/R’. 

é 5) Montrer que dans un plan rapporté 4 deux axes de coordonnées, la relation 
d ordre naturel sur les abscisses induit une relation de préordye sur les points du plan. 
Définir alors la relation R’. 

12° Si G est un groupe multiplicatif, application g : G > G telle que g(x) = ax 
est bijective (a élément fixe de G). 

13° Soient G et G’ deux groupes notés multiplicativement. Sur G x G’ la loi de 
composition définie par : 

(a, a’) T (6, b’) = (ab, a’b’) 

définit sur G x G’ une structure de groupe. 

14° La loi de composition T définie sur R par 

xTy=x+y— xy 

est-elle associative? Evaluer : 

eee Be ty 

expression contenant 7 termes. 

R. Ovi; x Tx... Tx =1—(1 — x. 

15° Si dans un groupe G noté multiplicativement tout élément x est tel que x? = e 
(élément neutre), le groupe est commutatif. 

16° Sur le corps des réels, on considére la loi notée 

a = 63 

+.B Si av+bhbszo et 0oTO=0 aTb= 

Montrer que cette loi commutative admet un élément neutre, que tout élément admet 
un symétrique. Cette Joi est-elle une loi de groupe? 

R. Non. 

17° Muni de l’addition et de la multiplication habituelles, l’ensemble des nombres 

de la forme a + bV/5 est un anneau si a et b appartiennent a Z. 

*18° Dans les mémes conditions qu’a |’exercice précédent, l’ensemble des nombres 

a 
de la forme Yer Nac un anneau. 

*49° Un ensemble E esi muni de deux lois de composition T (d’élément neutre e) 
et | (d’élément neutre /). On suppose en outre que 

(xTy Ti Tv) =e@LYTO LD?) Wx, yu,vEeE 

Montrer, en faisant x «© eet y=u=/f, que e =f. En déduire ensuite que 

xbLv=xTv 

Enfin établir que la loi T (ou ) est associative (on fera y = e) et commutative 

(on fera x =v —e). 
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*20° Comment choisir les nombres a, 8, y pour que la loi de composition définie 

sur R par 

xTy=a(x +y) + Bry +7 
soit une loi de groupe? 

R. =r B= 10! 

*21° Soit un groupe G noté multiplicativement et tel que l’application g : G a6 G 
définie par g(x) = x~ soit un automorphisme, montrer que le groupe G est abélien. 

*22° Montrer que l’opération 

u+ov 
AU 8 races 

définit un groupe commutatif sur l’ensemble des nombres de l’intervalle )— 1, + 1(. 

*23° On appelle R’ l’ensemble R augmenté du nombre « infini ». On considére les 
applications f : R’ > R’ telles que 

ax +b 
PACA ars sammy ICAU CSS et ad — bc = 1 

Montrer que la composition d’ application: donne a l’ensemble des fonctions f 
une structure de groupe. 

*24° L’ensemble E, pourvu de |’opération T est un groupe abélien. L’élément 
neutre est désigné par e, le symétrique de |’élément a est désigné par a’ 

On définit sur E une nouvelle opération L par la relation : 

aLb=aTbTg 

ou g est un élément déterminé de E; a, b deux éléments quelconques de E. 
Montrer que E pourvu de l’opération L est un groupe. Préciser le neutre f et le 

symétrique a, de 1’élément a. ; 
Ce groupe est-il abélien ? 

R. free aQgeaaTe Te 

**250 Soit un groupe G noté multiplicativement contenant un nombre fini n 
- d’éléments. 

Montrer que si a est un élément du groupe, il existe un entier m tel que at! = |, 

Si mest inférieur a n, l’ensemble 1, a, a®, ..., a” forme un sous-groupe de G. Enoncer 
la réciproque. 

Application : les éléments de G sont les nombres 1, 9, 21, 29, 41, 49, 61, 69, 81, 89; 
le produit de deux nombres étant le produit (au sens ordinaire) dont on supprime le 
chiffre des centaines (ex. : 61 x 29 = 69). Quels sont les sous-groupes de G diffé- 
rents de {1} et de G? , 

R. (1, 49) et (i, 21, 41, 61, 81). 

**26° Soit Fl’ensemble des permutations fd’un ensemble E groupe abélien additif 
telles que 

fO) FLOP HFC EV pet 

Montrer que F muni des deux opérations : addition ordinaire et composition des 
fonctions, est un anneau intégre. 
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**27° A quelles conditions les opérations 

(x, y) + (x", Hl =(x+x,y+y’) 
(x, y).(%", y’) = (xx' + ayy’, xy’ + x'y + byy’) 

ou x, y, x’, y’ ER et aet b sont des éléments fixes de R, définissent-elles sur R? une 
structure de corps ? 

Robe aa < 0; 

28° Soient un groupe multiplicatif G et un ensemble £. Montrer que l’ensemble G” 
des applications de E dans G forme un groupe si on définit fg comme étant la fonction 

(A(x) =fe(x) (fFeeG"*). 

*29° Soit un sous-ensemble H d’un groupe G noté multiplicativement. On consi- 
dére sur G la relation = définie par : 

x=y <—S> (QheH avec x=yh) <> y xe HA. 

1° Montrer que pour que ce soit une équivalence, il faut et il suffit que H soit un 
sous-groupe de G. 

2° H étant un sous-groupe de G, montrer que pour que la relation d’équivalence = 
soit compatible avec la multiplication dans G, il faut et il suffit que H ait la propriété 
suivante : 

heH et xEG => xThx € H 

(on dit alors que H est un sous-groupe invariant ou distingué de G). 
Montrer que dans ce cas l’ensemble quotient noté G/H est un groupe. 
3° Caractériser le groupe G/H dans le cas ot G est le groupe additif Z et H le 

sous-groupe mZ formé par les nombres de la forme mx (x € Z). 
Montrer que Z/mZ a m éléments. 
4° Z étant sous-groupe additif de R, montrer que 1’on définit un isomorphisme du 

groupe R/Z sur le groupe (évident) des rotations planes autour d’un point en faisant 
correspondre a 1’élément C(x) de R/Z (avec x € R) la rotation d’angle 27x. 

**30° (Suite de 29°). Soient A un anneau commutatif et / un sous-groupe additif 
de A. On a vu que la relation d’équivalence sur A : 

=o. <> ee yierh 

est compatible avec |’addition. . 
1° Montrer que pour qu’elle soit compatible avec la multiplication 11 faut et il 

suffit que J ait la propriété suivante : 

xel et. yea => xyel 

(on dit alors que J est un idéal de A). 
Montrer que lorsqu’il en est ainsi A/7 est un anneau. 
2° m étant un élément de l’anneau Z, l’ensemble mZ est un idéal de Z. 
Montrer que pour que l’anneau Z,, = Z/mZ soit intégre, il faut et il suffit que m 

soit un nombre premier p (ou |’opposé d’un nombre premier). Dans ce cas Zp est un 
corps a p éléments. 

**31° Soient un corps commutatif L et un sous-anneau intégre A de L contenant 
Punité de L. ele or 

K étant le corps des fractions de A, montrer qu’il existe une application et une 

seule 
ff: KoL 
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telle que 
f(x) =x (Wx e A) 

f(x + y) =f(x) +fO) (Wx, yEK) 
f(xy) =f)FO) 

Montrer que cette application définit un isomorphisme de K sur un sous-corps K ‘ji 
de L et que tout sous-corps de L contenant A contient K’. 

En « identifiant » K 4 K’ par l’application f, on voit donc que « tout corps contenant 
un anneau intégre contient son corps des fractions ». 

32° On donne un triangle A, B, C et trois nombres 4, u, v tous différents de 1. On 
désigne par M, N, P les points tels que 

aa —- > — —_ -_> 
MB=AMC , NC=UNA , PA =vPB. 

Quelle condition doivent vérifier les nombres A, u, v pour que 

a) les points M, N et P soient alignés? 
b) les droites AM, BN et CP soient concourantes ou paralléles ? 

R. a) Auv =1 b) Auv = —1 

33° On considére un triangle ABC et les deux repéres R = (A, AB, AC) 

Sie es (15) BA, BC). a) Exprimer les coordonnées (x, y) d’un point M dans le repére R 
a l’aide des coordonnées (x’, y’) de ce méme point M dans le repére KR’. b) Quel est 
l’ensemble des points qui ont mémes coordonnées dans les deux repéres? 

Ra @) A oe Vy b) La droite CD (D milieu de AB). 

34° Former |’équation des hauteurs et des médianes du triangle A (0,2), B(— 2,1), 
C (3,1). Vérifier que les hauteurs concourent ainsi que les médianes. 

1 4 
R. Orthocentre (0,7), centre de gravité (; A ‘). 

35° Vérifier que la droite représentée par |’équation : 

(A + 1)8x +AA— Dy — 447 +2—-1=0 

passe par un point fixe quand 2 varie. 

R. x =1, yi= 3. 

36° La droite d’équation 3x -+ 4y — 12 = 0 coupe les axes Ox en A et Oyen B. 
Coordonnées des centres des cercles tangents aux trois cétés du triangle AOB. 

R. (1,1) (6,6) (— 2,2) G35) 

37° On appelle A le point d’intersection des deux droites d’équations : 

y=2x+1 et y=—2x4+3 

P et Q sont les symétriques de l’origine des coordonnées par rapport a ces droites. 
Calculer les coordonnées des points A, P, Q et l’aire du triangle APQ. 

R. Aire APO = 2,04. 

*38° Déterminer une droite coupant les quatre droites : 

D, 3x — 2y +6=0 D, x+t+2y— 2= 

Ds Sans oat Dey x By as = 
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respectivement en A,A,A,A, tels que les trois segments : 

A, A, Av As A, A, soient égaux. 

R. x—2y+2=0. 

*39° On considére le triangle A(a, 0), B(b, 0), C(O, c). Calculer les coordonnées de 
l’orthocentre H, du centre J du cercle circonscrit et du centre de gravité G du triangle 
ABC. Vérifier la relation : 

—- — 

AG =2GI. 

2 

R. Coordonnées de H|{ 0, — *) «dl | OG (=, 5) 5 
Cc 2, 2¢ 3 3 

40° Soit ABC un triangle donné. Quel est l’ensemble A des points M du plan du 
triangle qui vérifient la condition 

—— > ——- —d —s —_ 

M424? + MB? — 2MC? = CA? + CB? 

R. A est la perpendiculaire en C a la médiane du triangle issue de C. 

41° Soient A et B deux points distincts d’un plan P quel est l’ensemble I’ des 
points M de P pour lesquels on a |’égalité : 

—_—_—> ~—-— — ——> 
MA.MB = det (MA, MB) 

SS 114 

R. (MA, MB) = 4 + kx, et est un cercle passant par A et B. 



CHAPITRE PREMIER 

DENOMBREMENTS 

1, — Ensembles finis. 
Soit J, = { 1, 2, ...,m} l'ensemble des entiers compris entre | et n. 

I, est un ensemble fini de n éléments. 

Compter les éléments d’un ensemble fini non vide E c’est réaliser une 

bijection de E sur un ensemble /,, l’entier 1 est le nombre d’éléments de E 

appelé aussi cardinal de E. On écrit : 

Card E=n 

Pour |’ensemble vide on a 

Card @ =0 

On dit que l’ensemble F est équipotent a l’ensemble E s’il existe une bijection 

de F sur E. Comme il existe alors une bijection de £ sur F et que la composition 

de deux bijections est une bijection, |’équipotence a les propriétés d’une rela- 
tion d’équivalence. On a 

(Card E = n) > (E et J, équipotents). 

Pour deux ensembles finis £, F non vides : 

(Card E = Card F) > (E et F équipotents). 

L’inclusion F C E implique Card F < Card E, l’égalité n’ayant lieu que 
dans le cas F = E. 

Les deux propriétés élémentaires suivantes sont liées a la définition de 
l’addition et de la multiplication des entiers naturels. 

Jo Card (E U F) < Card E + Card F 

égalité n’ayant lieu que si E et F sont disjoint (EA F = 2) 

2° Card (E x F) = Card E- Card F 
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(c’est-a-dire le nombre de couples (x, y), x € E, y € F, est le produit du nombre 
d’éléments de E par le nombre d’éléments de F). En particulier : 

Card (E*) = (Card EZ)? ;_ Card (E*) = (Card E)* 

Une bijection @ de E sur J, définit un numérotage des éléments de E, x €E 
ayant le numéro ¢(x). On peut alors ordonner les éléments de E en une suite : 

on Ma mtn ty 

Chaque élément de £ étant désigné par son numéro placé en indice. 

THEOREME |. — Soit Card F = k et Card E = n. Le nombre d’applications 
de F dans E est n*. 

Numérotons les éléments de F : x1, x2, ..., X,- 

Une application f de F dans E est déterminée par la suite des images : 
FS (x1), f (*2), .--, £(%)- Cette suite étant un élément quelconque de E*, il y a 

autant d’applications que d’éléments de E* soit : 

Card (E*) = (Card E)* = n* 

THEOREME 2. — Soit Card F = k et Card E = n. Le nombre d’applications 

injectives de F dans E est : 

Ak = n(n —1)(n—2)... (n-—k +1) 

Pour que |’application / soit injective il faut que les images f(x,), f (x2), .--; 

Ff (x,) soient toutes distinctes. 

Le nombre d’applications injectives est donc le nombre d’éléments 

(91, ¥2, »-+» ¥x) de E* dont tous les éléments y; sont distincts. 

Un tel élément de E* se nomme aussi un arrangement de k éléments de E. 

On peut choisir : - 

Ff (x;) de C, = n facons différentes 

ulS 
: f (x2) de C, = n — 1 fagons différentes 

f (x3) de C3 = n — 2 fagons différentes 

enfin 
S (x) de C, = n — (k — 1) facgons différentes 

d’ou 

Y, Oe OA Ope OO we Cy 

(il faut] < k <n). 
Sil’on prend k =n ° 

Ais Nia A) ist 2-01 
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c’est-a-dire le produit de tous les entiers de 1 4 7 que lon note : 

n!  (factorielle 7) 

On peut écrire (pour k < n) 

on est conduit a définir 0! = 1. 

THEOREME 3. — Soit Card E = n. Le nombre de permutations de E est n ! 

En effet toute injection de E dans E est manifestement surjective donc est 
une bijection, c’est-a-dire une permutation de £, d’ot: le nombre de ces per- 

mutations A? =n! 

THEOREME 4. — Le nombre de parties de E (Card E = n) ayant k éléments 

est : 
n! Roos 

Or ne 
? ° n 

que l’on note aussi (;) 

Il yak ! fagons d’ordonner une partie de E ayant k éléments (1 < k < n) 
pour obtenir un élément de E* donc : 

Ak =k1 ct 
d’ou 

Ak n!} 
iy seo SS ee ey es © 

Cn k! k!iQn—k)! Cr 

Pour k = 0 cette expression donne 

Or il existe bien une seule partie de £ de cardinal nul : l’ensemble vide. 

C* se nomme encore le nombre de combinaisons de k objets choisis parmi n 
(on ne tient pas compte de I’ordre des choix). 

Application. — Formule du binédme de Newton. 

Soient x, a;, 4, ..., a, des éléments d’un anneau commutatif (un corps 

par exemple). Considérons le produit : 

P= (x + a,)(X +a)... (x+a4,) 
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Le développement de ce produit donne : 

OE ENTS aS eh alah ps aes Rt ER 

Si ->a 

(i <j) pour ne pas retrouver deux fois 
le méme terme. 

Sac 5 => a;,4j, eye Cie 

iy <i2--+<in-1 

SS = Ges nu @ 

Ne I mM” & 

n 

S, somme de tous les produits de k éléments distincts de { a,, a), ..., a, } 

contient C* termes. | 
Si on prend : a; = a, = ... = a, = aon obtient donc 

Pe(G-ray = x Cs” a + Ci x id? Fa Ss pote 

k 

On vérifie la relation de récurrence : 

Coa = 5 + Coa 

qui permet de construire par additions successives la table des C* (triangle de 
Pascal) : 

ne bp Zalida hak. 5 

; Sa ae: Ly +n 
1 +i H 

za, 4 2S + = : k 

is 1Cnei 2) Ine y 
+ eS + 

o I | pons 1 
s oe . 

fae ie rm eae 
&S Lt | tr {1 

vi seh Y Y 
Grek te Hee eae, arto Mel a OMe Sy (ea 

‘s 

Fie. 1. 

THEOREME 5. — Soit Card E = n. Le nombre de parties de E est 2". 

Soit A une partie de E. Définissons la fonction f, de E dans { 0, 1 } par : 

Sax) = 1 pour xeA 
fay=0 pour xéA 

f4 esi la fonction caractéristique de A (Rappels, § 9). 
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Toute fonction f de E dans { 0, 1 } caractérise en effet une partie de E : 

l’ensemble des x pour lesquels f(x) = 1. 

Le nombre de parties de E est celui des applications de E dans { 0, 1 } soit 2" 

(d’aprés le théoréme 1). 

Application 4 des calculs de probabilités. — On est amené (’) a représenter 

des événements aléatoires (c’est-a-dire dont la réalisation dépend du hasard) par 

des parties d’un ensemble Q. Nous supposerons ici que Q est un ensemble fini 

et que les événements élémentaires, représentés par les parties de Q réduites 4 un 

seul élément, sont également probables. Dans ces conditions la probabilité de 

A © Qest par définition : 

Card A 

DOU eas Card Q 

Ona: 

Prob (Q) = | Prob (2) = 0 0= p<!) 

Si A et B sont deux parties disjointes de Q : 

Card (A U B) = Card A + Card B 

ard A + Card B 
Prob (A U B) = ¥ Card 0 = Prob (A) + Prob (B) 

En particulier, si A’ est le complément de A dans Q : 

Prob A + Prob A’ = ProbQ = 1 

Soit : 

Prob (A’) = | — Prob (A) 

EXEMPLE. — On tire 13 cartes « au hasard » d’un jeu de 52 cartes, quelle est 

la probabilité qu’aucun as ne figure dans ces 13 cartes? 

Evénements élémentaires : tous les choix possibles de 13 cartes. Leur 
nombre est : 

Card OQ = C32 

Evénement A : 13 cartes sans as : 

Card: A =.Gi; 

(nombre de choix de 13 cartes dans un jeu de 52 — 4 = 48 cartes puisqu’on a 
oté les 4 as) donc : 

_ Card A _ Cag _ 36 x 37 x 38 x 39 _ 6327 _ 4, 

Card ©). Cl3y 45x SOx Slisese 20 Gas 

@) P. JAFFARD. — Initiation aux méthodes de la statistique et du calcul des proba- 
bilités, Masson éd. 
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La probabilité d’avoir au moins un as est donc : 

q=1-p= 0,697... 

2. — Ensembles dénombrables. 
L’ensemble N’ = { 1, 2,3, ..., ”, ... } de tous les entiers non nuls n’est 

pas un ensemble fini. 

Soit A une partie (non vide) de N’. L’ensemble A contient un plus petit 
élément et on peut ranger les éléments de A 4a partir de celui-ci en une suite 
croissante S, : 

a ay ie 

Si A est majoré, c’est-a-dire s’il existe un entier m tel que 

VxeA x<m 

alors A est une partie de J,, = { 1, 2, ..., m} donc A est un ensemble fini. 

Si A n’est pas majoré, A contient des nombres supérieurs a tout entier m, 
la suite S, est infinie. 

Faisons correspondre a tout élément de A le rang qu’il occupe dans la 
suite S, : 

g(a} = 1, ° o(b) = 2, oc) = 3, etc. 

on définit ainsi une bijection g de A sur N’. 

En conclusion : toute partie A de N’ est finie ou équipotente 4 N’. 

On dit qu’un ensemble E est dénombrable si E est équipotent a une partie 

de N’. D’aprés ce que |’on vient de voir, un ensemble dénombrable est ou 
bien fini ou bien équipotent a N’. 

Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable. 

On peut toujours numéroter (ou « dénombrer ») les éléments d’un ensemble 

dénombrable E a l’aide des entiers de N’ : 

} SE ee a ie 

REMARQUE. — L’ensemble N = { 0, 1, 2, ..., 7”, ... } qui contient un élé- 

ment de plus que N’ est cependant équipotent a N’ (car la fonction g(x) = x + 1 

définit une bijection de N sur N’). 

THEOREME 6. — 1° L’union de deux ensembles dénombrables est dénom- 

brable. 
2° Le produit de deux ensembles dénombrables est dénombrable. 

Soient 
1 ES NG re ed 

F={Y1, Vas V3, --- 3 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5® éd.). 3 
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1° Pour numéroter les éléments de EU F on peut ranger alternativement 

les éléments de E et de F : 

X15 Vis X2> Va. --- 

on supprime alors dans cette suite les éléments y égaux a des éléments x de E, 

s’il y en a, et on renumérote, dans l’ordre, la suite obtenue. 

2° Pour numéroter E x F on range les éléments de E x F dans |’ordre 

suivant : 

(x1, V1)s (x1, V2) eon V1)s (x, V3), (x2, Y2) =ismn 

obtenu en utilisant la relation d’ordre total défini par 

(x; ¥)) < (Xp yi) lorsquei + j <k + let, pori+j=k +], 

(xi, ¥;) < (X ¥y) lorsque i < k. 

Application.-—-1° Z =. { 0,61,22,.3,. 2. ne pf oN 

donc Z est dénombrable. 
2° Z x Z est dénombrable donc l’ensemble des nombres rationnels Q 

(que 1’on peut considérer comme une partie de Z x Z en choisissant un repré- 
sentant dans chaque classe, Rappels, § 11) est dénombrable. 

On ne doit pas croire que tout ensemble infini est dénombrable; en effet on a 

le 

THEOREME 7. — L’ ensemble des parties de N' = { 1,2, ...,n, ... } mest pas 

dénombrable. 

C’est-a-dire : quelle que soit la suite A,, Az, ..., A,, ... de parties de N’ 
cette suite ne peut contenir toutes les parties de N’. 

Définissons en effet la partie A* de N’ par : 

neéA* siet seulement si né¢ A, 

La partie A* de N’ est différente de tous les A,. Une égalité A* = A, est 
en effet impossible dans chacun des deux cas me A* et m¢ A*. 

Application. — L’ensemble R des nombres réels n’est pas dénombrable. 
Définissons une injection de l’ensemble des parties A de N’ dans R en fai- 

sant correspondre a chaque partie A le nombre x, 

x =O) aya,ay eva i 

Les chitfres décimaux a. étant définis var - 

\ 1 si ie A 

0 si i¢ A 
a; 

L’ensemble des parties A n’est pas dénombrable. II en est donc de méme de 
l’ensemble X des nombres x, et comme Y C R, R ne peut étre dénombrable. 
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EXERCICES 

1° L’ensemble E contient 3 éléments et l’ensemble F contient 4 éléments. Combien 
y a-t-il d’applications de E sur F ? Combien sont injectives ? 

Combien y a-t-il d’applications de F sur E ? Combien sont surjectives ? 

R. 64 — 24 — 81 — 36 

2° On développe (17 + 31)** par la formule du binéme. Quel est le plus grand des 
44 termes ainsi obtenus ? 

R. Ce17" 31" 

*3° Montrer par récurrence que, pour > 1, ona 

22n-1 

ae ey 

*4° On dispose d’un nombre indéfini de poids de 1 g, 2 get 4g. Combien y a-t-il 
de facons de peser un corps de Ng ? 

R. En définissant N’ et N” entiers par les inégalitéts N—3 <2N’—2<4N" 

<2N’< N, on trouve (N” + 1)(N’— N" + 1). 

5° On dispose de trois autos de 4 places pour transporter 12 personnes. De com- 
bien de fagons pourra-t-on répartir ces 12 personnes dans les trois autos? 

R. 34 650. 

6° On appelle S? la somme des produits p a p des inverses des nombres entiers de 1 

an (n> p= 1). Combien y a-t-il de termes dans S?. Quel est le plus grand de ces 

termes ? 

On pose S? = 1. Etablir Ja relation 

fico 
Sh = Shar + 7 Simi (p<n—1) 

Calculer : 

mast 

ae Agi oy 5 j-8 (tn + 2) 

“As eget yok ney 

7° Combien y a-t-i! de nombres distincts ayant un nombre de chiffres inférieur 

ou égal a 6 formé avec les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5 avec répétition possible. Quelle est la 

somme de ces nombres? 

R. 46 656, 12 959 987 040. 

8° E étant un ensemble Aa trois éléments a, b, c, on considére l’ensemble J des 

parties de E. On définit sur S deux opérations (A et BeS): 

addition A+B=AUB—AQB 

multiplication AB=AQB 
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Former la table d’addition et la table de multiplication. Vérifier qu’on donne 
ainsi 4 Sf une structure d’anneau (anneau booléen). 

p-1 p-1 

*9o Soit n= >a2 et s= 7 avec a,=Ooul. 

0 0 

Montrer que n ! = k2"-s, k étant un entier impair. 



CHAPITRE II 

NOMBRES REELS 

On peut définir les nombres réels a partir des nombres entiers. Nous ne le 

ferons pas ici et nous nous contenterons de décrire les propriétés essentielles des 
nombres réels. Rappelons que les nombres réels permettent de repérer les points 

et les vecteurs d’une droite (Rappels, § 13). 

1. — Propriétés algébriques. 
On peut résumer les propriétés algébriques de l’ensemble R des nombres 

réels en disant que R muni des deux opérations d’addition et de multiplication 

est un corps (Rappels, § 10), c’est-a-dire : 

a) L’addition, qui a tout couple de réels fait correspondre leur somme : 

(x,y) x +), 

fait de R un groupe commutatif; c’est dire que l’on a les propriétés : 

(1) (x+y)+z=x+(4+2) (associativité). 
(2) x+0=0+x=*x (0 élément neutre). 

(3) x+(—x)=(-x+x=0 ((— x) opposé de x). 

(4) x+y=ytx (commutativité). 

b) La multiplication, qui 4 tout couple de réels fait correspondre leur pro- 

duit : 

fait de R’ = R — {0} un groupe commutatif. On a les propriétés : 

(1) (xy)z = x()z) (associativité). 

(2) Kk Se eS x (1 élément neutre). 

(3) Rx ae ae (x7! inverse de x # 0). 
(4) xy = yx (commutativité). 

c) La multiplication est distributive par rapport a l’addition : 

x(y + Z) = xy + xz 
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Il en résulte (Rappels, § 10) l’égalité : 

Ox = x0 = 0 

Un produit ne peut étre nul que si l’un au moins des deux facteurs est nul, un 

corps est un anneau intégre. 
Rappelons que |’équation en x : 

+ a=D 

posséde l’unique solution : x = b + (— a) que l’on note x = b — a (soustrac- 

tion de a). 

Et que l’équation : 

ax =D (a # 0) 

posséde |’unique solution : x = ba~* que l’on note x = ° (division par a). 

L’équation 0x = b est impossible pour b # 0 (puisque Ox = 0) et indeé- 
terminée pour b = 0, c’est-a-dire que tout nombre x est solution d’une telle 

équation. On prendra garde a ce qu’un calcul ne contienne jamais une division 

par 0. 

2. — Propriétés d’ordre. 
L’ensemble R est totalement ordonné par la relation d’ordre (<). Cet 

ordre est li¢é aux opérations d’addition et de multiplication par les propriétés 
suivantes : 

a) L’ordre est invariant par translation : 

x<y — (XWTt+t<y +t) 

b) L’ordre est conservé par une homothétie positive : 

(x<y et Ov=< 4) — XE yl 

mais l’ordre est inversé par une homothétie négative : 

(nay et t < 0) — xt > yt 

c) L’ensemble R,, des nombres x strictement positifs (x > 0) est un groupe 

multiplicatif (sous-groupe du groupe multiplicatif R’). 

Valeurs absolues. — La valeur absolue | x | du nombre x est définie par : 

x. ,dorsque |x 2.0 
|x| = 

> 

<0 = sth OLSGQue 

On a donc : 

|x| 20 
|x|=0O implique x=0 
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Pour tout couple (x, y), ona : 

lxyl= [xl ly| 

baa = = bad 
ly| 

vet fIxl—l yl] <lx+yl <1 x1 +171 

3. — Distances. Propriétés topologiques. 
La distance d(x, y) de deux nombres réels x, y est définie par : 

d(x, y)=|y—x| 

Les propriétés d’une valeur absolue entrainent immédiatement les pro- 
priétés suivantes : 

A(x, y) 20 
d(x,y)=0 implique x=y 

\ d(y, x) = d(x, y) 

et les inégalités triangulaires : 

| d(x, z) — dy, z)| < d(x, y) < d(x, z) + diz, y) 

Intervalles et voisinages. — Soit a < b. L’intervalle fermé I = (a, b) est 

"ensemble des nombres x qui vérifient la double inégalité :a < x < b. 

L’intervalle ouvert : ja, b( est défini par l’équivalence 

(x € Ja, bC) > (a<x <b) 

Vintervalle (a, b( fermé en a, ouvert en b, est défini par : 

(x € (a, DC) << (a<x <b) 

Vintervalle (a, + «( est défini par : 

(x€ (a, + 0() > (x > a) 

Vintervalle )— =, a( est défini par : 

(xe) — wo, aC) > (x < a) 

Soient ¢ un nombre réel strictement positif (¢ > 0) et x» un nombre réel. 

L’ensemble des nombres x qui vérifient la condition : 

A(x, Xo) <€ 

est Vintervalle centré en Xo : 

Le Nt — £5 Xo tel 

On appelle voisinage de xo toute partie X de R qui contient un intervalle /, 

centré en Xo. 
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Ensembles bornés. — Un ensemble X de nombres réels est dit majoré s’il 

existe un nombre M dit majorant de X tel que : 

(xe X) — (x < M) 

De méme X est dit minoré s’il existe un nombre m dit minorant de X, tel que : 

(x € X) => (x > m) 

L’ensemble X est dit borné s’il est 4 la fois majoré et minoré, c’est-a-dire 

s’il existe un nombre M tel que 

WxeXx ; |x| <M 

Un ensemble fini X posséde évidemment un plus grand et un plus petit 

élément qui sont respectivement le plus petit majorant de X et le plus grand 
minorant de X, alors que l’ensemble ouvert J = )a, b) n’a ni plus grand ni plus 

petit élément. Cependant, b est le plus petit majorant de J, et a, en est le plus 

grand minorant. 
Pius généralement on démontre le : 

THEOREME 1. — L’ensemble des majorants d’un ensemble majoré non vide X 
de nombres réels posséde un plus petit élément B. 

Ainsi pour tout nombre e > 0 donné, 6 — é n’est pas un majorant de X. 

Il existe donc x € X tel que : 

p-—e<x<B 

Le plus petit élément f de l’ensemble des majorants de l’ensemble X est 
dit la borne supérieure de X. Il est noté : 

B = Sup X 

De méme : l’ensemble des minorants d’un ensemble minoré non vide 

posséde un plus grand élément « dit la borne inférieure de X. Il est noté : 

= Int XG 

Pour tout ¢ > 0, le nombre a + «€ n’est pas un minorant. II existe donc 

xe Xtel que: 
aax<at+e 

Il est évident que Sup X et Inf X sont uniques alors qu’il existe de nom- 
breux majorants et de nombreux minorants. 

Approximations décimales. — Soient deux nombres réels x > 0 et a > 0. 
Il existe alors un entier naturel unique n € N qui vérifie la double condition : 

nagx<(n+ la 
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Prenons en particulier a = = (k EN) et soit : 

nh n+] 
—< Pe 

io = * + For 
n : 

Le nombre q = ion Sst dit lapproximation par défaut du nombre x a 

Ae Seth scotty OE : Sy ae 
pres. L’approximation décimale par excésdexa To! prés est le nombre f, = oe 

10 
lorsque x # x, et lenombre f, = % lorsque x = a. Ona: 

l 1 
d(x, «,) << — et a(x, <— ( k 10* ( B,) 10* 

Ainsi il existe des nombres rationnels (ici des nombres décimaux) qui sont 
aussi voisins que |’on veut d’un nombre réel donné. 

4. — Suites de nombres réels. Limites. 

Une suite infinie S de nombres réels a, dits termes de la suite : 

S = (a;, a>, a3, «++ G, Be | 

peut étre définie comme la suite des valeurs de la fonction f : N’ > R telle que : 

a, = f(n) 
on désigne une telle suite par (a,),> 1, ou plus simplement par (a,). 

On dit que le nombre / est limite de la suite S (ou encore que S converge 

vers /) si, 4 tout nombre ¢ > 0, on peut associer un entier JN, tel que : 

(n > N,) a (d(a,, 1) < 8) 

Si une telle limite | existe, elle est unique. 

Soit, en effet m 4 1. Ona d(l,m) =6>0, et Vinégalité : 5 = d(/, m) 
< d(a,, 1) + d(a,, m) interdit d’avoir simultanément : 

5 6 
dla, <5 et dla, m) <5 

donc m ne peut étre une limite. 
On désigne la limite par la notation : 

b= lim«a, 
n2>+0 

Note. — Dans la définition donnée pour la limite / de la suite S on peut 
indifféremment écrire des inégalités « larges » ou « strictes » car 

n> IN, => n2wN,+1 

d(a,, 1) < € => d(a,, l) <€ 

et d(a,, 1) < € => da.,:1) <8 

avec s&’ > € > 0. 



56 CALCUL DIFFERENTIEL ° 

EXEMPLE 1. — Soit a,, @2, ... @% ... la suite des approximations décimales 

par défaut du nombre x 

Vinégalité : 
1 

d(%, x) < ‘ko 10* 
entraine : 

x=" lim a, 
k7+0 

on a de méme : 
x= lim By 

k> +a 

ot B,, B., ... B, ... est la suite des approximations par excés de x. 

Suites croissantes bornées. — La suite (a,) est dite croissante lorsque ses 

termes vérifient la condition : 

an+1 2 a, 

La suite est dite majorée si l’ensemble de ses termes est majoré. On a le : 

THEOREME 2. — Toute suite (a,) qui est a la fois croissante et majorée a une 

limite. 

Soit en effet 6 la borne supérieure de l’ensemble des termes de la suite 

(B existe en vertu du théoréme 1). 

Pour tout « > 0 il existe donc au moins un terme a, de la suite tel que : 

B-—&<ay<B 

La suite étant croissante, on a l’implication : 

n>N => p-—e< ay<a,< Bp 
d’ou 

n>wN > d(a,, B) < € 

et par conséquent : 
6 = lim a, 

n7>o 

On a un énoncé analogue pour les suites décroissantes (a, < a,) et mino- 

rées. Notons que si une suite croissante n’est pas majorée, on écrit : 

lim a,= + 
n>+0o 

EXEMPLE 2. — Considérons ia suice (u,) . 

ne Dong 1 1 
te lr a2 ei A pee Sie 

1 
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et la suite (v,) : 

v7, =u, + 1 =3, Oy tly + = OTS, 

v, II 
= fe 

La suite (u,) est croissante et la suite (v,) décroissante. En effet : 

™~(n+1)! 

1 1 _ 

(n+)! (n+i1)(n+1)!0 nen!) n.nt(n 41) 

0 Unti ae 

0 Un+1 — 

La suite d’inégalités : 

iyi ee Noe Sie MS Sy << Dy 

montre que la suite (u,) est majorée par tout terme de la suite (v,). Elle a donc 
une limite que nous noterons e. 

pegs ve hee 
nes qr yd ee REPT 

Ce nombre e est également la limite de la suite (v,). Les inégalités : 

dv, €) < duty, %) + dlp, €) <5 + dy, €) 
montrent en effet que la distance d(v,, e) peut étre rendue aussi voisine de 0 

que |’on veut. 

Pour n = 2 on obtient : 

ig 2,5 <0 e Ly = 2,75 

Pour chercher une approximation de e a prés; il suffit de choisir 7 tel que : 
10° 

n.n! > 10° 

On trouve n = 7 et les inégalités : 

2,71828 < e < 2,71829 

EXERCICES 

1° Soit x = 0,012345679 0123456790..., un nombre écrit sous forme décimale, 

la suite (infinie) des chiffres décimaux se reproduisant périodiquement. 
Montrer que x vérifie une équation de la forme 104 x = x + nouk et n sont deux 

entiers convenables. En déduire x € Q et exprimer x sous la forme Ja plus simple 

1 
Rx=% 
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2° Soit El’ensemble des nombres réels positifs dont la partie décimale ne comporte 

pas de chiffres 0 ou 9. 
Soit F l’ensemble des nombres de E qui sont supérieurs au nombre z = 3,141592... 

et soit f = Inf. F. Montrer que fe FA Q. 

1 
R. f = 3,1416 + 10-4: 9 

3° Soit J, = [0,1] un intervalle de l’axe des x. On partage /, en quatre intervalles 
égaux et l’on désigne par J, le second de ces quatre intervalles (on a donc J, = [1/4, 1/2]). 
On recommence sur l’intervalle J, le découpage qui vient d’étre fait sur J,, on obtient 
ainsi un intervalle J, et 1’on continue indéfiniment. On obtient alors une suite infinie 

dcimtenvallesel ela sigue lance 
Montrer qu’il existe un nombre réel x et un seul qui appartient a tous les inter- 

valles J, 

1 
Rx=3 

4° Soit te [0, 1]. On définit la suite (up,)n>1 1 par le premier terme u, = Oet la rela- 
tion de récurrence 

1 2 
Uni, = Uy, 5 5 (F ed un) 

Calculer ue, uz, uz et montrer que u, est un polynéme en ¢ de degré 2”-2 pour 
n> 2 (on n’explicitera pas ce polynéme). 

Montrer que l’on peut écrire 

Vi ~ tne = (Vt ~ un) (15 (V2 + un) 
en déduire lim up. 

n> 

R.Vt 

*5° a et b étant des nombres positifs, on pose : 

b ax, aXn 
xy = xX, = Pry fe a Xnti = z pee ste 

Va + xy Va +x? 

a 

2 2” 
a+b 

Evaluer x, en fonction de a, b et n. On se donne ¢ positif, montrer que : 

az 

n> 3 => Nn ieanes 

6° Le nombre u, étant compris entre — 1 et 0, on pose : 

mS 2 2 2 
Ug = Uy + Uy, Uz = Ug + Us, Uns, = Un + Up, .-- 

Montrer, par récurrence, que quel que soit 7 : 

1 
ark 



CHAPITRE III 

GENERALITES SUR LES FONCTIONS REELLES 

D’UNE VARIABLE REELLE 

(ETUDE LOCALE) 

I. — Limite et continuité. 

Soit f une fonction a valeurs réelles et définie dans un voisinage du nombre 

réel x) sauf — peut-étre — en Xp. 

On dit que le nombre / est limite de f en xy si f(x) est aussi voisin que |’on 
veut de / dés que x est suffisamment voisin de x9, mais distinct de xo, c’est- 

a-dire d’une facon explicite : 

Si pour tout ¢ > 0 il existe 7 > O tel que : 

(d(x, Xo) = |x — xo | <1 et x # Xo) 

af (x), 1) =|f@%)—-I| <e 

Lorsqu’une telle limite existe, elle est unique. 

En effet, pour m # /, on a d(l, m) = 6 > 0. 

Or 

implique 

6 = dl, m) < dL, f(x) + d(f(x), m) 

On ne peut donc avoir simultanément 

N'&m 
dl, f(x)) < : et d( f(x), m) < 

Ainsi m ne peut étre limite de fen Xp. 

On note alors 

| = lim f(x) ou, plus simplement, / = lim f(x) 
x~>Xo x~xo 

xX 

On dit aussi que f(x) tend vers I lorsque x tend vers Xo (ce que symbolise la 

notation x —> Xo). 

Note. — Comme on |’a vu au chapitre IJ, § 4, on peut remplacer dans la 

définition d’une limite les inégalités strictes par des inégalités « larges » soit 

[= Xo Ste If(x) -I]<e 

mais il n’est pas possible d’ « élargir » les inégalités strictes ¢ > Oet 9 > 0. 
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2 : 3 
EXxeMPLE 1. — Soit f(x) = Ty POU x #0, 

Ona 
lim f(x) = 0 

x40 

En effet, pour x # 0, on a d(f(x), 0) = | f(x) | = 3 |x|. Done 

(Iz1<5 et x #0) => d(f(x), 0) <« 

Limite & gauche, & droite. — Le nombre /est dit limite a droite de f en Xo 

si pour tout ¢ > 0 il existe 7 > 0 tel que : 

(d(x, X9) < 1 et x See) => d(f (x), A) < € 

De méme le nombre p est limite a gauche de f en Xo si, pour tout ¢ > 0, il existe 

n > 0 tel que : 

(d(x,X9)<n et Xx < Xo) —> d( f(x), w) <€ 

on note ces limites : i 

A =" Tim f(x) ou A= tim f(x) 
x->xo ‘ x | xo 
x>xo 

et 

b= lim f(x) ou p= lim f(x) 
x>xo xt xo 
x<x0 

On écrit aussi parfois A = f (x9 + 0), np = f(x — 0). 
Pour que | soit limite de f en Xo il faut et il suffit que les limites a droite et 

a gauche de f en Xo existent et soient égales : 

Pre eA tigi 

; |x| + x? 
EXEMPLE 2. — Soit f(x) = Cay pour x # 0. 

x +x? ’ 
Pourx >Qona Toy= 5: =1+x d’ou 

Af (x), 1) = x 
et 

lim f(x) = 1 

x20 
= 2 

Pourx <Oona f(x) = ~*~ = - 14x d’ou 

df (x), — 1) = |x| 
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et 

lim f(x) = —- 1 
x70 
x<Q 

on notera que f n’a pas de limite en 0 
(fig. 1). 

Continuité. — Soit f une fonction 

définie dans un voisinage de x, (f est 
donc définie en x9). 

La fonction f est dite continue en Xo si 

lim f(x) = f(Xo) Bee. 
xO 

c’est-a-dire si, pour tout ¢ > 0, il existe 7 > 0 tel que 

(d(x, Xo) <n) me (df (x), f (Xo) < €) 

EXEMPLE 3. — La fonction constante x++ f(x) = a est continue pour 

toute valeur x, puisque d( f(x), f(x)) = 0. 

La fonction identique x+> f(x) = x est continue pour toute valeur xo 

puisque d( f(x), f(Xo)) = A(x, Xo). 
La fonction f définie par 

( f(x) = 0 pour x#0 , et 

iO) aa 

a une limite / = 0 en x = 0, mais la fonction fn’est pas continue en 0 puisque 

fO=H141. 

Continuité a droite, 4 gauche. — On définit la continuité a droite de f en xo 

par la condition 

lim f(x) = f(%o) 
x7xo 

x>xo 

on définit de méme la continuité a gauche. 
Une fonction f continue en Xo a droite et a gauche est donc continue en Xo. 

2. — Limites infinies ; limites a Vinfini. 
Soit f une fonction définie dans un voisinage de xy sauf peut-€tre en Xo. 
On dit que f(x) tend vers « plus Tinfini » lorsque x tend vers Xo si pour 

tout nombre A il existe 7 > 0 tel que 

(xs; Xo) < Netix * Xs) => (f(x) > A) 

ce que l’on note 

lim f(x) = + © 
x7xo 

xFxo 
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On définit comme précédemment la relation 

lim f(x) = + © 
xXxOoO 

x> xo 

La relation lim (— f(x)) = + © s’écrit de maniére évidente 
x?xXo 

lim f(x) = — © 
x~>Xo0 

: 1 
EXEMPLE 4. — Soit f(x) = x, pour x # 0. 

Ona 
ale 
lim- = + © 
x70 
x>0O 

En effet, on a 
1 1 
->A>0 our X= 
x P A 

On a de méme 
pedal 
lim- = — 0 
x70 
x<0 

Limites 4 l’infini. — Soit f une fonction définie pour les grandes valeurs 

de x, c’est-a-dire sur un intervalle Ja, + (. 

_ On dit que le nombre / est limite de f lorsque x tend vers (+ ©) si, pour 
tout ¢ > 0, il existe un nombre A tel que 

x SoA > d(f (x), ) <¢ 

On exprime ceci par la relation 

l= lim f(x) 
x7>+0 

On définit de maniére analogue la relation 

lim f(x) 
xO 

EXEMPLE 5. — Soit f(x) = ~ pour x #0. 

Ona 

lim ay 
x7 +00 

En effet on a 

1 1 
0<-<e pour x>- 

x & 

On a de méme 

; 1 
lim ==0 

eT 7000 
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La notation lim f(x) = + © se comprend alors d’elle-méme et signifie que, 
x>+0 

pour tout nombre 4A, il existe un nombre B tel que 

(Q'S B) => (f(x) > A) 

EXEMPLE 6. — On a manifestement 

him x45) co 
X= seo 

et 

lim x = — 
XP AW 

Il en résulte, plus généralement 

fifa XS 4105 (pour n entier > 1) 
x7 +00 

En effet, pour x > 1 ona les inégalités 

ete kee see 

Pour n entier pair, on a (— x)" = x" d’ot 

lim x"= + 0 
eS = 20 

Pour n entier impair, on a (— x)" = — x" d’ou 

lim x*"=—© 
x7 = © 

3. — Théorémes généraux. 

La condition 

lim f@)=1 
(1) X= XO 

x EXO 

est équivalente a la condition : 

lim (f(x) —) =0 

rex 

qui peut encore s’écrire, en posant 

%— xe =A ec f(@) —l=f/@ +) -l=ah) 

sous la forme 

lim e(h) = 0 
(2) h—>0 

hx 

Désignons par 6 Vensemble des fonctions définies au voisinage de 0, mais 

non nécessairement en 0, ef qui ont une limite nulle en 0. La condition (1) peut 

donc s’écrire : 

F@=f + A= l+ eh) (avec é € &) 
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On a les propriétés (a) et (b) suivantes : 

a) La somme de deux fonctions de & appartient a &. 
En effet, si ¢,(h) et e,(h) appartiennent 4 &, alors pour tout nombre « > 0, 

il existe 7, et nz tels que 
a 

(|h| <n, et h #0) ie |e(h)| <5 

(\hl<m eth#0) —> — [ed(h)| <5 
d’ou 

(A | < Inf (nm m2) 
et 

h #0) > | e,(2) + e2(h)| < | (2) | + | e2(A) | < @ 

b) Le produit d’une fonction de & par une fonction bornée appartient a &. 

Une fonction @ définie dans un voisinage de 0, sauf peut-étre en 0, est 
dite bornée au voisinage de 0 s’il existe un nombre y > 0 et un nombre M > 0 

tels que : 

(l|h| <n et h #0) > | p(h) | < M 

Soit alors ¢,(h) € 6, pour tout nombre « > 0 il existe yn, > O tel que 

4 
(Ih| <n, et h#0) — leh) | <5 

d’ou 

a 
(|h| <Inf(n,n,) et h #0) => — |olhe(h)| <M = = 

Nous désignerons souvent par la notation ¢ une fonction quelconque de & 

c’est-a-dire une fonction infiniment petite en méme temps que la variable. 
Les propriétés a) et b) s’écrivent alors symboliquement : 

ete=eé 

Q.E=€E 

ou ~ est une fonction bornée au voisinage de 0. En particulier on a 

ke=e (k eR) 
et €.E=E 

car = ket = esont des fonctions bornées. L’ensemble & est donc un anneau. 

THEOREME |. — Les relations 1, = lim f,(x) et 1, = lim f,(x) entrainent 

rebxe exo 
les relations : : 

ie lim (f,(%) + f(x) =4, +h 

7x0 
2° lim (fi(x) + fo(x)) =], 

XXO 

xFxo 
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et, lorsque 1, # 0 

l 30 en tg (oe) 1 

— ‘eae i 

En effet, on a, en posant x — x) =h 

AG@)=h+eh) et A) =h + eh) 
D’ot 

Aix) + f(x) = 1, + + eh) + eh) = 1, + lh + c(h) 
et 

ACOA) = A + eA) (+ eh) = hh + heh) + Leh) + e(h)e(A) 
= 1,1, + e(h) 

enfin 

e(h) > — ah) 4 
Ai) li +eh)_ | few L 

l Bins <i O ee d S2(x) 2 + e( ) l, 1 mn e(h) iy 

l, 
l, 

=i + eh) eels 

. 1 : : 
car la fonction g(A) = ican est une fonction bornée. 

REMARQUES. — 1° Le théoréme 1 est encore vrai si on prend des limites 

a droite (ou a gauche). 

2° On aurait un théoréme analogue lorsque x tend vers + © ou vers — ©. 

3° On aurait un résultat analogue a la somme concernant la différence 

fi — fez (qui tend vers /, — /,) mais ceci est une conséquence immédiate du 

théoréme | puisque f, — fp =f, + (-— Df. 
Le théoréme 1 a pour conséquences immédiates les résultats suivants : 

COROLLAIRE |. — Si les fonctions f et g sont continues a droite pour x = Xo, 

il en est de méme des fonctions f + g et fg et encore de méme de la fonction f/g 

Si 2(Xo) # 0. 
On pourrait évidemment remplacer dans ce corollaire le mot « 4 droite » 

par le mot « a gauche » et par suite : 

COROLLAIRE 2. — Si les fonctions f et g sont continues pour x = Xo, il en 

est de méme des fonctions f + g et fg, et encore de méme de la fonction f/g 

Si Z(Xo) # 0. 

REMARQUE. — En raisonnant par récurrence sur le nombre n des fonctions © 

que |’on considére, on voit immédiatement que les résultats énoncés dans le 
théoréme 1 et ses corollaires s’étendent a la somme f, + f, + ... +f, et au 
produit f,f, ... f, de n fonctions. C’est ainsi que la somme et le produit d’un 

nombre fini de fonctions continues en x9 sont encore des fonctions continues 

en XG. 
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4. — Applications. 

a) Fonctions puissances. — La fonction puissance p,(x) = x" = x.xX ...% 

n facteurs 

produit de n fonctions égales 4 la fonction identique est donc une fonction 

continue pour toute valeur de x. 

n 
; ‘ 1 ae 

La fonction p_,(x) = x "=—, définie pour x # 0, est continue pour 
x 

toute valeur non nulle de x. Ona 

1 ' 
lim == lim |= 

xtrtao Xx xt =a 

et 

1 + oc sin pair 
lim = =:+ 0. , ee pee : 
x}ox xtox | — Si n impair 

b) Fonctions polynémes. — Une fonction polyndme 

VWxeR xP P(x)=a4,x" +a, x" 1 +... 4a 

somme de fonctions continues pour toute valeur de x est continue pour tout x 

Pour a, # 0 on peut écrire 

EL P| | 1 
Ps) = ayx"| Riles ta ee pan ce =| 

Cae. Ie BBs 
d’ou 

lim ad = Ih Ee) =] 
x7? +00 a,x x7 — 0 a,x 

ce que l’on peut énoncer briévement : 

Un polynéme se comporte a l’infini comme son terme de degré le plus élevé. 

On a encore, lorsque n est pair, 

A +o pour a,>0 
lim P(x) = 
Wee. @) } — oo pour a,<0 

mais lorsque n est impair 

eens {| — oc pour a,>0 
im P(x) = 

x+-— ) + 1COh POUL md <= 0 

On aura l’allure approximative du graphe de la fonction y = P(x) lorsque 

| x | sera suffisamment grand en distinguant le signe de a, et la parité de n, 
ce qui donne quatre cas de figure (fig. 2). 
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y J 

: rN 7 

ie} x 

a,>0O 1 pair 

@,<O n pair a, <0 n impair 

Fic. 2. 

c) Fonctions rationnelles. — Soient P et Q deux polyndémes. La fonction 

P(x) i —— 
O(x) 

dite fonction rationnelle est définie et continue pour toute valeur de x qui 

n’annule pas le dénominateur Q(x), c’est-a-dire qui n’est pas racine du poly- 
nome Q. 

Si a est racine de Q nous montrerons (chap. XV, § 4) qu’il existe un entier g 

non nul, dit ordre de multiplicité de la racine a, tel 

O(x) = (x — a)*T(x) avec 

Nous distinguerons plusieurs cas. 

que 

T(a) #0 

1° Le nombre a n’est pas racine de P. — Ona P(a) # 0 et le nombre a est 

dit péle d’ordre q : 

es ee) 
aera 1a) 

Posons ( 3 

_ POA) _ im POD 
Pe Ta) Te) 

on a donc A ¥ Oet 

(x — a)? 

A ; : 
La fonction f(x) se comporte comme ea lorsque x tend vers a (a droite 

x — a)! 

ou a gauche). 
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Nous voyons donc qu’il y a quatre cas possibles suivant le signe de A et la 

parité de g. Le graphe de f(x) a une asymptote parallele a Oy avec quatre cas 

de figure (fig. 3). 

Hey ale 

A>Oetq pair . 

‘i A>Oetqimpair 

A<O etqpair A<0O et q impair 

Fic. 3. 

2° Le nombre a est une racine de P. — En désignant par p l’ordre de multi- 

plicité de la racine a de P, on peut écrire P = (x — a)’ R(x) ot’ R(x) est un 

polynéme tel que R(a) # 0. 

Par suite f(x) = (x — a)? R(x) . Deux cas sont alors possibles : 
(x — a)? T(x) 

R(x) 
(x — a)? ? T(x) 

ramené au cas 1° : aest un pole d’ordre g — p def. 
b) q < p. Pour toute valeur de x distincte de a, la fonction f est égale a la 

R(x) fonction g(x) = (x — a)?! T(x)’ La fonction g est encore définie pour x = a, 

a) q > p. La fonction f est égale a la fonction . Alors on est 

alors que la fonction f ne l’est pas (pour x = aelle prend la forme 5) .Ona 

cependant : 

lim f(x) = g(a) 

Il résulte de cette étude qu’une fonction rationnelle a une limite finie pour 

toute valeur de x autre qu’un pdle et que, lorsque a est un pdle, ona : 

lim | f(x) | = + © 
xa 
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Etudions maintenant le comportement de la fonction f lorsque | x | tend 
vers + ©: 

FUME aa x ot. 
Soit f(x ee O et by # 0. f(x) = OW) ba eae a, #0et da x 

On peut écrire : f(x) = $07 f,@) avec : 

Beet aert 
= Ay X do X 

Si) = a1 ie ] . 

ee ae 
Bo X by xe 

Mais f,(x) tendant vers 1 Biren, Re 

= comportera comme la fraction © s x 
0 

Trois cas sont alors possibles : 

a)n>m. Cest-a-dire : le degré du numérateur est strictement supérieur au 

degré du dénominateur. 

A 40 n-m J (x) se comporte comme le monome 7 x (dont le comportement pour 
0 

| x | infini a été indiqué ci-dessus). 
b) n = m. C’est-a-dire : le degré du numérateur est égal au degré du dénomi- 

nateur. 

f(x) tend vers la quantité =. Son graphe est asymptote a la paralléle a 
0 

, 6 a 

lV’axe des x d’ordonnée Ps a 
0 

c)n < _m. C’est-a-dire : le degré du numérateur est strictement inférieur au 

degré du dénominateur. 

f(x) tend alors vers 0 lorsque | x | tend vers I’infini. 

Le graphe sak est alors asymptote a |’axe des x avec quatre cas de figure 

selon le signe de “et Ia parité de |’entier m — n (fig. 4). 
10) by 

y y 
A | SS SS 

pad | > Bie 

° x -——_ O x 
~“ 

22 50 et n-m pair ts 2°50 et n-mimpair 
Do bo 

ws J y 7 

x ag it x 

fo) ) ra a it 

Ne We vs 

» oo det n-m pair 2° £0 etn-mimpair 
bo bo 

Fic. 4. 
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EXERCICES 

1° Soit E la fonction « partie entiére » définie, pour tout x € R, par 

E(x) =n lorsque nxx<n+l1 (née Z) 

a) Calculer les limites : 

A = lim E(x), yw = lim E(x), l=lim E(x) pour x,¢Z 
xn x>n X>Xe 
x>n x<n 

b) Pour quelles valeurs de x la fonction E(x) est-elle continue ? 

R. a) A= sjl— 1 —— ll LE (xa) b)xEeR—Z 

*2° On suppose que les deux fonctions fet g sont telles que 

|x—2| <= implique | f(x) —3| <« 
et que 

Ix-21< 7 implique | g(x)— 8|<e 

: : . 1 
Déterminer un nombre 7 tel que | x — 2| < 4 implique | f(x)g(x) — 24| < i00° 

R. En posant f—3 =a, g—8 =f, on a fe — 24 = 38 + 8a + of il suffit 
: 1 1 1 1 

d’avoir 3|B| < 359» 8141 < 395-1081 < 39> on trouve alors 7 = 
12 000° 

; BO ate oe | ie 
3° Soit y = f(x) = ee Sad cD) . Calculer les limites 

A =lim xf(x), B= lim (x — 1) f(), C = lim (x — 2) f(x) 
x0 x>1 x2 

et verifier |’égalité 

AS MIA ike 
Fay oo pesds Sed 

R. A /2 B=—3 Ga Hi2 

4 Soit y = f(x) = (x € R) 

a) Quel est l’ensemble de définition de la fonction f ? Pour quelles valeurs de x 
cette fonction est-elle continue ? 

b) Déterminer a = lim f(x) et B = lim f(x). 
x—>+00 x — CO 

R. 2) eee 2 ba=5, p=0 

*5° Montrer que si une fonction fest continue en xy il en est de méme de la fonc- 
tion g = | f | définie par g(x) = | f(x) |. 
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Z, Paeee pn 
5S 6 La fonction y = Vx(x — 1) + Vx(x +1) est-elle continue en x = 0? 

R. Non, car la fonction n’est pas définie dans un voisinage de x = 0. 

7° Soit fla fonction définie sur [0, 1] par 

fC) =x Si xeO 

I(x) =1— x si-x¢Q 

a) Pour quelles valeurs de x, la fonction f est-elle continue? 
b) Montrer que f est une bijection de [0, 1] sur lui-méme. Que peut-on dire de 

movhint 

R. ayx=3, b) fo f(x) =x 



CHAPITRE IV 

GENERALITES SUR LES FONCTIONS 

(ETUDE GLOBALE) 

1. — Continuité sur un intervalle. 
Une fonction est dite continue sur (ou dans ) lintervalle ouvert )a, b( si elleest 

continue en tout point de )a, b(. Elle est dite continue sur (ou dans) Vintervalle 

fermé (a, b) si elle est continue dans l’intervalle ouvert }a, b( et (dans le cas 

ou a < 5) si elle est continue a droite pour la valeur a et a gauche pour la 

valeur 5b. 

On notera que cette derniére définition peut s’interpréter en disant que le 

graphe de f joint de fagon continue le point A de 

coordonnées a et f(a) au point B de coordonnées b 

bs et f(b) comme dans le cas de la figure 1. 

A Désignons par C(J) l’ensemble des fonctions 

continues sur un intervalle /. Il résulte du théoréme | 
is eee du chapitre précédent que si f et g appartiennent a 

CUZ) ona f+ ge C(/) et, pour tout AER, Afe C(/). 
Si f et g appartiennent a C(/) on a f.g € C(J). 

L’ensemble C(/) muni des deux opérations d’addition 

et de multiplication est donc un sous-anneau de |’anneau des applications de J 
dans R. 

Fic. 1. 

Continuité sur un intervalle fermé. — Nous admettrons sans démonstra- 

tion le théoréme fondamental suivant : 

THEOREME |. — Soit f une fonction continue sur lintervalle fermé (a, b). 

Il existe deux nombres M et m ayant les propriétés suivantes : 

1° Si un nombre 2 vérifie les inégalitésm < 24 < M, la fonction f prend au 

moins une fois la valeur A dans Vintervalle fermé (a, b). 

2° Si A> M ou si 4 < m, la fonction f ne prend jamais la valeur 4 dans 
Pintervalle fermé (a, b). 

Ce théoreme énonce une propriété géométrique intuitivement : évidente, 
c’est qu’un arc de courbe continu et fini est compris entre deux paralléles a Ox 
d’ordonnées M et m, toute paralléle 4 Ox comprise entre ces deux droites 
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coupant au moins une fois l’arc de courbe et 

toute paralléles extérieure 4 ces deux droites 
ne la coupant pas. 

On voit tout de suite la nécessité des 
hypothéses faites : 

: dioae 
1° La fonction f (x) = fo] mesa! 

Oe. rst SO 
n’est pas continue pour x = 0. Sur l’inter- 

valle )— 1, + 1( elle prend les valeurs — 1 

et + 1, mais ne prend jamais la valeur intermédiaire 4 

Lv. 

2° La fonction f (x) = : re ay n’est pas continue pour x = 0. 

Osis X= 0 

Sur lintervalle (— 1, + 1) elle prend des valeurs aussi grandes que |’on veut. 

3° La fonction f(x) = x? prise sur l’intervalle )0,2( qui n’est pas fermé, 

mais ouvert, n’y atteint pas ses bornes inférieure et supérieure qui sont égales 
a Oet 4. 

E étant un ensemble de nombres tel que la fonction f soit définie pour tout 

x €E£, on appelle maximum de f sur E tout nombre M tel que f(x) < M pour 

tout x € E et tel que f(x) prenne au moins une fois la valeur M lorsque x par- 

court E. Un tel nombre n’existe pas nécessairement, mais s’il existe il est uni- 

que. On définit de maniére analogue le minimum de f sur E. 

En désignant par f(£) l’ensemble des nombres de la forme f(x) lorsque 

x parcourt E, on voit que si M est le maximum de f sur E, le nombre M est la 

borne supérieure Sup ( f(£)) de l’ensemble f(£). Mais si l’ensemble f(£) admet 
une borne supérieure M’, ce nombre n’est pas nécessairement un maximum de f 

sur E comme le montre l’exemple précédent de la fonction f(x) = x’, E étant 
V’intervalle ouvert )0,2( : l’ensemble f(£) est l’intervalle ouvert )0,4( qui admet 

4 pour borne supérieure, mais f ne prend pas la valeur 4 sur E. On aurait des 

résultats analogues pour Je minimum. 
Le théoréme 1 admet le corollaire suivant : 

COROLLAIRE. — Toute fonction continue sur un intervalle fermé admet un 

maximum et un minimum sur cet intervalle. 
Remarquons enfin que si la fonction f est continue sur I’intervalle ouvert 

a, b(, on pourra appliquer le théoréme | a un intervalle fermé (a’, b’), a’ et b’ - 
étant choisis arbitrairement sur l’ouvert )a, b(. En général, on choisira a’ 

voisin de a et b’ voisin de b. 

Continuité uniforme. — Considérons une fonction f(x) définie et continue 

dans I’intervalle fermé (a, b). Si nous nous reportons a la définition de la conti- 
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nuité en choisissant une valeur x, de |’intervalle et ¢ > 0, on peut déterminer 

un certain nombre 4 >O tel que Jinégalité |x — x 9| <1 entraine 
| f(x) — f (Xo) | < ¢. Ce nombre 7 dépend non seulement du choix de ¢ mais 

aussi de celui de x9 et variera en général si nous choisissons d’autres valeurs 

de x, dans |’intervalle. Il est parfois intéressant de remplacer 7 par un nom- 
bre 7, > 0 plus petit que 7 mais qui convienne pour toute valeur x de |’inter- 

valle. Le théoréme suivant montre que ceci est possible. 

THEOREME 2. — Soit une fonction f(x) continue dans un intervalle fermé 

(a, b) et ¢ > 0. Il existe un nombre n > 0 tel que si deux valeurs Xq et Xo de 

Vintervalle vérifient Pinégalité | x) — Xo | <n, il en résulte toujours 

|f(%o) — f(x) | <e 
c’est-a-dire encore 

dress 5) an — Ad f(x), F(x) < € 

On exprime encore le théoréme 2 en disant que toute fonction continue sur 

un intervalle fermé (a, b) est uniformément continue sur cet intervalle. 

Nous admettrons ce résultat. 

2. — Inversion d’une fonction. 

Fonctions croissantes, décroissantes, monotones. — Une fonction f définie 

sur une partie E de R est dite croissante sur E (ou jamais décroissante) si l’appli- 

cation 

xr f(x) 

respecte |’ordre des nombres réels, c’est-a-dire si 

Vx1,%2EE (x1 < x2) iG (f(%1) < f(%2)) 

La fonction f est dite strictement croissante sur E lorsque 

Vx1,%,EE (x1 < 2) sa (fF (x1) < f(%2)) 

De méme une fonction fest dite décroissante sur E (ou jamais croissante) si 
Papplication x +» f(x) inverse l’ordre, c’est-a-dire si 

Vx1,x,EE (x; < X2) Se (f (x1) > f(x2)) 

Toute fonction strictement croissante est une fonction jamais décroissante. 

Mais une fonction jamais décroissante peut avoir des intervalles ow elle reste 

constante, ce qui n’est pas le cas d’une fonction strictement croissante (fig. 3). 

Une fonction jamais décroissante ou jamais croissante sur E est dite mono- 

tone sur E. Une fonction strictement croissante ou strictement décroissante sur E 
est dite strictement monotone sur E. On montre aisément qu’une fonction f 
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graphe d'une fonction graphe d'une fonctior, 
strictement croissante Jjomais décroissante 

Fic. 3. 

continue sur )a, b( et non strictement monotone n’est pas injective. Elle n’admet 
donc pas de fonction réciproque. 

Si par exemple f passe par un maximum en ce )a, b(, on voit qu’A une 

valeur y peu inférieure 4 f(c) correspondent pour x deux valeurs possibles x, 
et x, (fig. 4). 

Si f est monotone sans étre strictement monotone et si f reste constante sur 

un intervalle (c, d) tel que c < d, toutes les valeurs comprises entre c et d 
correspondent a y = /(c) (fig. 5). 

Fic. 5. 

On a, par contre, le 

THEOREME 3. — Soit f une fonction continue et strictement monotone sur 

un intervalle fermé (a, b). Elle a une fonction réciproque qui est définie, conti- 

nue et strictement monotone sur l’intervalle fermé (f(a), f(6)). 
Pour fixer les idées supposons f strictement croissante sur (a, b) (avec 

a-< 6). 
Soit ye (f(@, f(b)). D’aprés le théoréme 1 du chapitre précédent il existe 

x € (a, b) tel que 

y =f (x) 

Ce qui signifie que f est une application surjective de (a, b) sur ( f(a), f (6); 

mais f est aussi une application injective car l’inégalité x, # x,, par exemple 

X, < Xp, entraine f(x,) < /(x2) d’ot f(x;) # f(z). 
La fonction f est donc une bijection de (a, b) sur (f(a), f(d)) et il existe 

une fonction inverse ou réciproque g =f". 

Cette fonction est une application strictement croissante de ( f(a), f(d)) 
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sur (a, b). Si y; < y2, On ne peut avoir x, = ~(),) > X2 = & (J2) pulsque cette 
inégalité impliquerait y, = f(x,) > y.2 =f(%2). On a donc (),) < gy»). 

Reste a montrer la continuité de g. 

graphe de y-f(x) 
et de x=P(y) 

On peut la considérer comme intuitivement évidente a partir du fait que 

les graphes de f(x) et de g(x) sont symétriques par rapport a la premiére 

bissectrice (fig. 6). 

Démontrons-le rigoureusement : 

Soient x9 €)a, b(, Vo =f (Xo) et ¢ > 0 un nombre suffisamment petit 

pour que a < X) — eet X) + € < b. Ona des égalités de la forme : 

f(% -— 8) =Yo- Mm 

ff (Xo + 8) = Yo + m avec M1. "2 > 0. 

Désignons par n le plus petit des nombres ny, et 7, et posons x = @(y) de 

sorte que y= f,(x), 

L’inégalité | y — yo | < 7 entraine 

f (xo — &) < f(x) <f(%o + 8) 

et par suite : 

Xo eb RX SeXy hee 

c’est-a-dire encore | p(y) — 9(%) | <6, ce qui 
montre la continuité de @ pour yo. 

Pour achever la démonstration du théoréme il 

suffit de montrer que ¢ est continue a droite pour f (a) et continue 4 gauche 
pour f(b). Nous laissons au lecteur le soin de le faire. 

Application : Inversion des fonctions puissances. — Considérons la fonc- 
tion y = f(x) = x" ol nest un entier naturel quelconque. Nous savons qu’elle 

est définie et continue pour toutes les valeurs de x. Mais pour en faire l’inver- 
sion il faut savoir si cette fonction est monotone. Nous distinguerons deux 
cas : 
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1° n est un entier impair (que nous supposerons différent de 1). Remar- 
quons d’abord que : 

F(— x) = (- x)" = — x" = — f(x). 
L’égalité f(— x) = — f(x) s’exprime en disant que la fonction f est impaire. 

Le graphe d’une telle fonction admet 
lorigine comme centre de symétrie. II y 
nous suffira donc d’étudier son sens de 
variation lorsque x est positif, c’est- 
a-dire de comparer les signes de : 

ey sks et de X; = Xo 

en supposant x, et Xo positifs. Or, d’aprés 
une égalité classique 

xy — Xo = (X41 — Cle sme ae 

Slee a een 
Le deuxiéme facteur, étant une somme 

de quantités toutes positives, est positif. 
Fic. 8. x; — Xo et x; — Xp étant de méme signe, 

la fonction y= x” est croissante de 

0 a + © quand x croit de 0 & + o. Il en résulte que la fonction 

y = x" croitde — © a + o lorsque x croitde — 74+ o. 

Nous pouvons donc faire l’inversion de cette fonction. La fonction réci- 

proque (x) notée a/ x (n étant un entier impair) est définie, continue et crois- 

sante pour toutes les valeurs de x de —- ~ a + o. ‘a 

Les graphes des deux fonctions f(x) = x" et g(x) = x/ x se tracent immédia- 

tement (fig. 8). 

2° n est un entier pair non nul. — On a alors : 

PS Capa aS): 

L’égalité f(— x) = f(x) s’exprime en disant que la fonction f est paire. Son 

graphe admet alors Oy comme axe de symétrie. II nous suffira de le tracer pour 
x > 0. Le méme calcul que ci-dessus montre que pour x > 0 la fonction f 

est croissante. 
Le tableau de variation de y se présentera alors sous la forme suivante : 

so = ies 0 + 0 

Pel ee bp) Orgs ype 

La fonction y n’est pas monotone dans tout l’intervalle )— «©, + (. 

Pour en faire l’inversion on devra se limiter soit a l’intervalle )— ©, 0), soit 

a Vintervalle (0, + o(. Par convention on représente par y = a/x ouy =x" la 



78 CALCUL DIFFERENTIEL 

fonction inverse correspondant a y variant 

de 0 4 + ©, cette fonction inverse n’étant 

définie que pour les valeurs positives ou 
nulles de x. Nous donnons dans la figure 9 

les graphes des deux fonctions : © 

Vax x€) — 0, + of 

cle 

1 
y=xe xe(0O, + of. 

3. — Composition de fonctions. 
Fic. 9. Soit f une fonction définie sur une 

partie E de R. Rappelons que l’on désigne 

par f(E) l’ensemble (f(x)),cz des valeurs prises par la fonction f(x) lorsque 
x parcourt E. 

Si g est une fonction définie sur f(£) on peut définir la fonction composée 

gof: 
ELf(E)%R 

par l’égalité 

y = gof(x) = (f(x) 

on dit aussi que y est fonction de x par Il’intermédiaire de u = f (x). 

EXEMPLE |. — Soit 

UA oe Ra pour x #41 et x#-—1 

g(x) = / x pour x20 

ona 
F(x) > 0 pour xe) —1, + 1¢ 

on peut donc définir la fonction composée 

1 i 
sof) =/ = ——— pour Xie eo dost 

[ey Jmixs ) ( 

Notons que pour x > 0 et x #1 ona /x # 1 on peut donc définir la 
fonction composée : 

l ] 

| — (/x)’ 1-—x 

REMARQUE. — Si les fonctions f et g sont monotones (respectivement 

strictement monotones) il en est de méme de la fonction go/f. Si par exemple 
les fonctions f et g sont toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes la 

fo g(x) = Pour). K-00 rek hiserl 
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fonction go/f est croissante. Si l’une des fonctions est croissante et l’autre 
décroissante la fonction go f est décroissante. 

THEOREME 2. — Si la fonction u = f(x) est continue pour x = Xo et si la 
fonction p(u) >. .:ntinue pour uo = f (Xo), alors la fonction composée 
F(x) = o( f(x. zs continue pour x = Xo. 

Soit en effet ¢ > 0. On peut trouver € > 0 tel que : 

|u — uo| < ¢ entraine | g(u) — @(uo)| <e 

et on peut trouver 7 > 0 tel que : 

| x — Xo | < nentraine | u — up| < € 
Par suite : 

|x — Xo | < m entraine | F(x) — F(xo)| < 

ce qui démontre le théoréme. 

Application aux fonctions puissances. — Soient 

Io =e pour x > 0 
et 

g(x) = x4 pour ie) 

ou p et q sont deux entiers positifs non nuls. 

Les fonctions f et g étant des applications bijectives continues, croissantes, 

de l’ensemble R, des nombres positifs sur lui-méme il en est de méme pour la 
fonction composée 

go f(x) = (x74 

Lorsque x, ye R,, V’égalité y = (x”)'/4 est équivalente a l’égalité y4 = x?, 
d’ou, en élevant chaque membre 4a la puissance k (k entier > 1); y*? = x*? et 

par conséquent : 

y= (xii 
Ainsi le nombre (x”)!/7 ne dépend que du rapport p/q ce qui justifie l’écriture 

en puissance fractionnaire : 
(x?)1/4 = xP/4 

Puissances rationnelles. — Lorsque « est un nombre rationnel stricte- 

ment positif, soit « = aes 0, la fonction puissance : 
q 

y moos x* = x?P/4 

définie, pour x > 0, comme composition de deux fonctions continues stricte- 

ment croissantes est donc une fonction continue strictement croissante. 

P 
Lorsque «’ est un nombre rationnel négatif, soit a’ = ——< 0 on pose 

q 
| Play a x = Spa pour x0, 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5® éd.). 4 



80 CALCUL DIFFERENTIEL 

La fonction y = x* = Bork définie pour x > 0 est donc une fonction 
a 

continue et strictement décroissante. 
On convient de poser x° = 1 (pour x > 0). 

Fonctions exprimables algébriquement. — Les combinaisons de toutes 

les opérations algébriques que nous connaissons maintenant : addition, mul- 

tiplication, division, élévation 4 une puissance rationnelle, permettent, avec la 

notion de fonction composée, de définir des fonctions exprimables algébrique- 

ment. 

D’aprés ce qui précéde, les seules difficultés au point de vue de la défini- 

tion de ces fonctions et de leur continuité ne peuvent provenir que : 

1° de l’annulation possible de quantités placées au dénominateur; 

2° du signe négatif de quantités élevées 4 un exposant non entier ou 

plus précisément de racines d’ordre pair de nombres négatifs. 
2 
3 x eo 

= est définie et continue pour toute 
3 

Par exemple la fonction y = % 

valeur de x sauf : 

x = 2 qui annule le dénominateur; 

x <0 qui rend négative la quantité sous l’exposant 3/2. 

Notons que pour x = 0, la fonction n’est continue qu’a droite. 

EXERCICES 

1° On considére la fonction définie par : 

f(x) =( +p) «+ 9) 

petq désignant des constantes. A quelles conditions doivent satisfaire ces constantes 
pour que, x variant de 0 a 1, la fonction soit croissante? décroissante ? 

R. pt+q>0, p+q<—2. 

2° Variations et graphe de la fonction : 

y=x+ |x—1|4+|2x41)]. 

*3° Montrer que la fonction : 

aes 2x? — 4x 

|x+1]+|x—3|]—2 

est définie pour toutes les valeurs de x. Variations et graphe. Montrer que la droite 
d’équation x = 1 est un axe de symétrie pour ce graphe. 

**40 On considére la fonction y = x*, xe (— 4, + 3). Montrer que, si Hypet Xy 
sont deux valeurs de cet intervalle : 

| x(x) — YV(Xo) | < 48 | xX; — Xo |. 
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En déduire que la fonction considérée est uniformément continue dans |’intervalle 
considéré. 

g 
R. | xy — x% | < a8 —— | w(x1) — v(x) | < € 

5°’ Montrer que la fonction définie par f(x) = 

déduire les variations et le graphe de la fonction : 

F(x) = V f(x). 

ioe ei Le # — 1) est croissante. En 

‘ 1 : 3 Ant 
*6° Montrer que la fonction f(x) = x — : est croissante. En déduire les variations 

et le graphe de Ia fonction : 

F(x) = fT f(@)]. 

*7© Intervalles de définition des fonctions : 

ee eo | 

Comparer les fonctions F et ®. 

V2 
R. eee eG pa eee Ex) ety |x| >>. 

*8° Graphe de y = Vv | 1 — x? |. 

**9o Graphe de la relation : 

y= Vx8+ Vy — x2. 

R. Trois demi-droites. 



CHAPITRE V 

DERIVEES 

1. — Définitions. 
Considérons une fonction y = f(x) définie dans un intervaile ouvert 

ya, b( et soit x9 une valeur de cet intervalle pour laquelle la fonction f soit 

continue. Si nous nous intéressons a la variation de f lorsque x prend des 

valeurs proches de x), nous sommes conduits a comparer les signes des deux 

quantités f (xo + h) — f(Xo) et A, ce dernier nombre / étant suffisamment 

petit pour que x) + / appartienne a )a, b(. 
Nous poserons k = f(x + h) — f(Xo). Donec h sera Vaccroissement de 

la variable et k V’accroissement correspondant de la fonction. Comme la fonc- 

tion f(x) peut n’étre monotone que dans un petit intervalle contenant Xp, il fau- 

dra donc prendre A petit si on veut s’assurer du sens de variation de f(x) en Xp. 
Or, la continuité de f(x) pour xp nous assure que si / est petit, k l’est également 

ou, plus précisément, que k tend vers 0 avec h. 

Pour comparer les signes de k et de A il est commode d’étudier soit le signe 

du produit hk, soit le signe du rapport ¢. Mais lorsque / tend vers 0, le pro- 

duit Ak tend également vers 0, tandis que |’on constate que dans les cas usuels 

le rapport 7 tend vers une limite en général différente de 0. Le signe de cette 

limite nous renseignera sur le signe deve par suite sur la variation de la 
h 

fonction f autour de x9. Si cette limite existe et a pour valeur m, nous dirons 

que la fonction f admet une dérivée égale a m pour la valeur x, de la variable. 
En résumé, 

Dire que m est la dérivée de la fonction f (x) (ou encore de y par rapport a x) 

pour la valeur x de la variable, revient a dire que la fonction f(x) est définie 

I (Xo + h) — (Xo) 

h 
dans un voisinage de xo et que le rapport tend vers m lors- 

que h tend vers 0. 

C’est dire que m est la dérivée de fen x9 si et seulement si on peut écrire 

I (Xo +h) — f(%o) 
h =m + é(h) 
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soit encore 

(Xo + h) — f(Xo) = mh + heh) 

ou é est une fonction qui tend vers 0 en méme temps que h (soit ¢ € §, avec les 

notations du chapitre III). 

Ceci entraine évidemment que la fonction f est continue pour Xo. 

EXEMPLE 1. — Soit f(x) = x?. Ona 

k = (Xo —- hy? = xe = 2Xgh 2 Sy he = 2X) h + he(h) 

d’ot la dérivée m = 2Xp. 

Dérivée 4 droite, 4 gauche. — De méme qu’a cété de la notion de limite 

d’une fonction f(x) lorsque x tend vers x, il faut introduire la notion de limite 

de f(x) lorsque x tend vers x, a droite, il est parfois nécessaire d’introduire 

a cdté de la notion de dérivée celle de dérivée 4 droite : 

Nous dirons que m est la dérivée a droite de la fonction f (x) pour la valeur x, 

de la variable si cette fonction est définie dans un intervalle de la forme (x, b( 

f(Xo +h) — f(Xo) 
h 

vers 0 en restant positif. Lorsqu’il en est ainsi la fonction f est évidemment 

continue a droite pour xy. On définirait de méme la notion de dérivée a gauche. 

Dire que la fonction f(x) admet une dérivée pour la valeur x, revient 

donc a dire qu’elle admet une dérivée a gauche, une dérivée a droite pour xo 

et que ces deux dérivées ont toutes deux la méme valeur. 

avec b > Xo et sile rapport tend vers m lorsque / tend 

2. — Signification géomeétrique. 
La notion de dérivée est susceptible d’une interprétation géométrique qui 

est d’ailleurs a l’origine de sa découverte. Considérons d’abord le cas d’une 

fonction affine y = f(x) = ax + b dont le 

graphe est une droite D, de pente a dans 

un repére orthonormé. On a 4 

k= f(xo +h) —f(%o) = ah = ah + h.O 

D’ot la dérivée 

Ainsi la dérivée a est égale a Ja pente de 

la droite D. o 
Soit, plus généralement, C le graphe d’une 

fonction f et M et P les points de C de Fic. 1. 
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coordonnées (Xo, f (Xo)), (Xo + A, f (Xo) + &). La pente de la droite MP 

k 
est donc égale a j (fig. 1). 

Dire que le rapport = tend vers la limite m lorsque h tend vers 0 revient donc 

a dire que la droite MP tend vers la droite MT de pente m lorsque P se rapproche 

de M en restant sur le graphe. Par définition, cela signifie que le graphe admet 

au point M la tangente MT. 

L’équation de cette tangente est donc 

y = m(x — Xo) + f (Xo) 

Dire que la fonction f(x) admet une dérivée pour la valeur x, revient donc 

a dire que son graphe admet au point M d’abscisse x9 une tangente qui n’est 

pas paralléle a l’axe des y. 
De la méme facon, dire que f(x) admet une dérivée a droite pour x revient 

a dire que la droite MP tend vers une position limite MT non paralléle a l’axe 

des y lorsque P se rapproche du point M en restant sur la partie du graphe 

formée par les points dont l’abscisse est supérieure a celle de M. Cette position 

limite est dite la demi-tangente a droite au graphe au point M. On définirait 

de méme la notion de demi-tangente a gauche. 

Cette interprétation montre l’importance de la notion de dérivée dans 

l’étude des courbes. Cette notion joue un réle important dans bien d’autres 

domaines, en particulier en Mécanique et en Physique : 

EXEMPLE 2. — Vitesse d’un mobile. — Supposons qu’un mobile parcourt 

un axe que la variable ¢ désigne le temps et que la fonction f(t) soit l’abscisse 

du mobile a l’instant ¢. L’accroissement Af = f(t) + At) — f (to) représente 

le chemin parcouru par le mobile durant |’intervalle de temps (tg, fo + Af) et 

gengtith : ; ; 
le quotient a est la vitesse moyenne du mobile pendant cet intervalle de 

temps. La dérivée de f par rapport a ¢ pour la valeur fo, limite de cette vitesse 

moyenne lorsque Af tend vers 0, est la vitesse instantanée du mobile a l’instant fo 

(si le mobile est une auto, cette dérivée est le nombre indiqué au compteur des 
vitesses a l’instant fo). 

EXEMPLE 3. — Notion de débit. — Supposons qu’un fluide s’écoule dans 

un tuyau et soit S une section de ce tuyau. Désignons par f(t) la masse de 

fluide ayant traversé le tuyau a l’instant t. Alors Af = f(t) + At) — f(to) est 
la masse de fluide qui s’est écoulé a travers la section S durant l’intervalle de 

eae : : 
temps (fo, to + At) et le quotient = est le débit moyen du fluide pendant cet 

intervalle de temps. La dérivée de f par rapport a ¢ pour la valeur fg est le débit 

instantané du fluide a travers S a |’époque to. De maniére analogue, si on consi- 
dére un fil électrique au lieu d’un tuyau et si f(t) est la quantité d’électricité 
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ayant passé par une section S du fil 4 l’époque #, la dérivée de f par rapport a 1 
est l’intensité du courant électrique. 

3. — Etude de quelques cas spéciaux. 
Nous allons étudier quelques cas ot la fonction f n’admet pas de dérivée 

pour la valeur x, de la variable : 

; ea 
1° Si le quotient > tend vers + © lorsque / tend vers 0, cela signifie que la 

droite MP tend, lorsque P tend vers M, vers une position limite qui est la paral- 

x Xx , A . k . 

léle 4 Oy menée par M. Il en est de méme si i tend vers — o, mais la figure 

n’est pas la méme dans les deux cas : 

¥ y 

Fia. 2. 

Le premier cas est celui de la fonction y = a/x pour x, = 0. En effet, ona 
3 

air eve is 
ce = e = i qui tend vers + © lorsque / tend vers 0. On ale deuxieme 

cas pour y = — yx. 
2° Il est possible que la fonction f(x) admette une dérivée a droite et une 

dérivée 4 gauche pour x = X 9, mais que ces dérivées ne soient pas égales. Le 

graphe de f posséde alors deux demi-tangentes distinctes M7, et MT, : 

y y | 

nA | y , 
iM 

T2 Ty \M yf peatan | | | 
| 1 ee Ae ef 

Oo Xo x Oo Xo x 2) Xo 4 

Fie. 3 Fic. 4 Fic. 5 

On dit dans ce cas que M est un point anguleux du graphe. 

C’est le cas de la fonction f(x) = | x | pour x) = 0. 

3° Il est possible que ; tende vers + oc si fh tend vers 0 par valeurs supé- 
H 
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rieures et vers — © si fA tend vers 0 par valeurs inférieures, comme c’est le cas 

pour la fonction “/ x2 = \/ |x| si xo = 0. Dans ce cas le point M est un 

point de rebroussement du graphe (fig. 4). 

; bark su 
On a également un point de rebroussement si 7 tend vers — © lorsque h 

tend vers 0 par valeurs supérieures et vers + © lorsque / tend vers 0 par valeurs 

inférieures (cas de — \/x? pour xo = 0) (fig. 5). 
: : k Se ; 

4° Enfin, il est possible que | ne tende vers aucune limite, finie ou non, 

lorsque / tend vers 0 par valeurs positives ou par valeurs négatives. Le graphe 

ne posséde alors au point M ni tangente, ni demi-tangente. C’est le cas, pour 

Xo = 0, de la fonction f(x) ainsi définie : 

ae ; 
X sin - Si x #0 

f(x) = - 
0 Si X= O 

h sin : 1 

Pour xX») = 0 onaen effet 7 ae a sin 5 qui ne tend vers aucune limite 

si h tend vers 0, soit par valeurs positives, soit par valeurs négatives. Cependant, 

la fonction f(x) est continue pour x = O (et nous verrons méme plus loin 

qu’elle est continue pour toute valeur de x). 

4. — Fonction dérivée. 

Supposons que pour toute valeur x d’un intervalle J, la fonction f admette 
une dérivée. En associant 4 x la dérivée de f pour cette valeur de la variable 

on définit une nouvelle fonction dite dérivée de f par rapport a x que |’on note f’ 

ou f*, s'il y a une ambiguité possible sur la variable. La dérivée m de fen xo 

est donc la valeur de f’ en x9 soit m = f'(Xo). 

Si cette fonction f’ admet a son tour une dérivée par rapport a x, on note 

celle-ci f” et ainsi de suite... Les dérivées successives de y par rapport a x se 
représenteront par les notations : 

4 5 
ON VOD ee ee 

ce qui nous permet, sous réserve de |’existence de ces dérivées, d’attacher a 

une fonction une infinité de fonctions dérivées. La fonction y™ est dite la 
dérivée d’ordre n ou dérivée n-iéme de la fonction y. 

EXxeEmpPLE 4. — Le calcul fait ci-dessus (paragraphe 2) montre que la fonction 
dérivée de la fonction affine f(x) = ax + b est la fonction constante f’(x) = a. 
On a f(x) = 0 pour n > 2. En particulier, /a fonction dérivée de la fonction 
identique f(x) = x est la fonction constante f'(x) = 1 et la dérivée d’une fonction 
constante est la fonction nulle. 
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5. — Calcul des dérivées. 

Il serait trés long de faire dans chaque cas le calcul de la dérivée d’une 
fonction en partant de sa définition. Nous allons établir un certain nombre 
de résultats permettant de calculer simplement les dérivées de toutes les fonc- 
tions exprimables algébriquement (chap. IV). 

THEOREME |. — Si les fonctions f et g admettent toutes deux une dérivée 

pour la valeur a de la variable x, il en est de méme 

1° de leur somme f + g qui a pour dérivée f'(a) + g'(a); 

2° de leur produit fg qui a pour dérivée f'(a) g(a) + f(a) g(a); 

3° et de leur quotient f/g a condition que g(a) # 0. La dérivée de f/g est alors 

f'@ g(a —f@Oes'@ 
(g(a))? 

En effet on peut écrire des égalités de la forme : 

fat+h)-f@=HS@ + eh) 
g(a + h) — g(a) = h(g'(a) + &(h)). 

Ceci posé, ona : 

1° Pour lasommef+g=s: 

s(a + h) — s(a) = h( f(a) + g'(@) + heh) 

2° Pour le produit fg =p: 

p(a + h) — p(a) = f(a + h) ga + h) — f(a) g(a) 

= [f(a) + A(f'(a) + e(h))][e(a) + h(g’(a) + e(h))] — f(a) g(a) 

= h[ f(a) g(a) + f(a) g(a) + hf'(a) g'(a) + f(a) eh) + 8(a) e(h) 
+ hf’(a) eh) + hg’(a) eh + he(h) e(”)] 

= h[ f'(a) g(a) + f(a) g'(a)] + heh) 

3° Pour le quotient” : 

Il suffit de montrer le résultat lorsque f(x) = 1, car lorsqu’on aura demon- 

tré l’égalité (:) @ =— a , le résultat sur le produit montrera que : 

fy" INN he te 1\. _ f'(a) sa) — fla) g(a) ({)@= (4 )@-roz +ro())@ at 

] 2 
Supposons donc f(x) = 1 et soit g(x) = ay En supposant /: suffisam- 
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ment petit pour que g(a + A) ne soit pas nul, ce qui est toujours possible puis- 

que g est continu pour x = a et que g(a) # 0, ona: 

h) oO | 1" Ae tay en) 
~ a) = —— [FF Fo 

14 +) — W@) = Fay + hea) + heh) ga) ——«g*la) +h) 
d’ou . 

g'@) 
a+h)-—q(a)=-—h + he(h) q( )-4 ae 

REMARQUE. — On aurait un théoréme analogue au théoreme | en rem- 

placant partout le mot « dérivée » par le mot « dérivée a droite » (ou encore par 

le mot « dérivée a gauche »). 

Applications. — 1° On verrait facilement (par récurrence sur ) que si : 

f%) =A) +h) +... + fil) 
on a l’égalité : 

FG) =f) 4720) a is Oe 

2° De la méme maniére si : 

F(X) = AOC) AO) --- fr) 
ona: 

f'(®) =fiC)A) ©». f.@) + AiO) S20) .<. He) + AG) S2%) ©. - Fn). 

3° En particulier si m est un entier positif tel que f(x) = (g(x))", on a : 

f(x) = W(g(x))"~* g'(x). 

Done, sin est un entier > 0, la dérivée de x” est nx" +. Il en est encore 

ainsi si n = 0 puisqu’alors f = x° est par définition la constante 1. 

4° Si f(x) est le polynéme ayx” + a,x" ' + ... + a,, ona légalité : 

Pe 
Sf x eng oe tol ese le eo ee 

(puisque les a; sont des constantes). Donc 

La dérivée d’un polynéme de degré n est un polynéme de degrén — 1. 

Un polynéme posséde des dérivées de tous les ordres. S’il est de degré n 

toutes ses dérivées d’ordre strictement supérieur a 7 s’annulent. 

x I 
5° Soit la fraction rationnelle f(x) = Cree . Elle admet une dérivée pour 

toute valeur de x qui n’est pas un pdle, c’est-a-dire pour x # — o On a: 

gy 2 3X7 (2x + 1) — GP + 1) (Q)>-4x° + 3x? — 2 
LO) S Ox ii1y? MSO y eh ae 

f'(x) est encore une fraction rationnelle qui n’admet pas d’autres pdles que 
ceux de f(x). 
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En dehors des péles une fraction rationnelle admet des dérivées de tous les 
ordres. 

6° Si f(x) = x” ol n = — mest un entier négatif : 

1 ; his. m A 
f(x\= : et ‘o> + Sia sari = nx" }, 

Par suite, que n soit un entier positif, négatif ou nul, la dérivée de x" est 
toujours nx"~'. 

6. — Dérivée d’une fonction réciproque. 

THEOREME 2. — Soit y(x) une fonction continue strictement monotone dans 

Vintervalle ouvert ja, b(. Si elle admei une dérivée par rapport a x non nulle 

pour la valeur xX, de x, la fonction réciproque x(y) admet une dérivée pour la 

valeur yo = y(Xo) et cette dérivée est satel 
y'(Xo) 

y,, étant la limite du rapport de l’accroissement de y a celui de x et %y la 

limite du rapport de l’accroissement de x a celui de y, les deux rapports étant 

inverses l’un de l'autre, leurs limites sont également inverses. D’ow la relation : 

les valeurs des dérivées de deux fonctions réciproques pour le méme couple de 

valeurs des variables sont donc deux nombres inverses. 

Au point de vue géométrique ce résultat est évident, car nous avons vu que 

l'on pouvait considérer les deux graphes comme symétriques par rapport a la 

premiére bissectrice. Les tangentes a ces courbes en deux points correspondants 

sont aussi symétriques et on constate aisément que leurs pentes sont deux nom- 

bres inverses. 

REMARQUE. — Si y’(X9) = 0 le graphe de y(x) a au point d’abscisse x9 une 

tangente de pente nulle. Le graphe de x(y) a donc au point d’abscisse yo une 
tangente de pente infinie (cas | du n° 3), ce qui explique que x(y) n’ait pas de 

dérivée pour y = yo. 
1 

Application. — Calculons la dérivée de y(x) =x" lorsque n est un entier 

non nul (positif ou négatif) et x > 0. 

y(x) est la fonction réciproque de x(y) = y”. 

Ona donc x, = ny” ‘ et par suite : 

l Heid it 
[tesa ! Tn : 

x” x 

l ] 

ny n 

1 1 1 
ad = == dl ‘ 

La dérivée de y(x) =. x" est done = x lorsque n est un entier..) 
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7. — Dérivée d’une fonction composée. 

THEOREME 3. — Soit y une fonction de x par l’ intermédiaire de la variable u. 

Si pour x = Xo la fonction u admet une dérivée u(x9) par rapport a x et si 

pour Uo = u(Xo) la fonction y admet une deérivée y,(uo) par rapport a u, la fonc- 

tion y admet pour x = Xo une dérivée par rapport a x égale a y'(Uuo). u_(Xo). 

Posons u(Xo + h) = Up + k. 

On ak = A(u,.(xo) + e(h)) et par suite : 

(Xo + h) — y(Xo) = YU + k) — Yo) 

= K(yi(u) + e(k)) = A(ui(xo) + e(h))(yi(uo) + e(k)) 
= hy, (uo) (cee) + he(h) 

EXEMPLE 5. — y = (ax? + bx +c)" = (u(x))" avec u(x) = ax? + bx +c. 
Ona 

/ 

y, = yu, = n(u(x))"~*.(2ax + b) 

= n(ax? + bx + c)"—*.(2ax + 5) 

Les régles que nous venons d’établir permettent de calculer la dérivée de 

n’importe quelle fonction exprimable algébriquement. 
Soit par exemple : 

x 
J EeE—ome===—==... 

Vx ae 

rn x peg Oe NOs 
Posons v = Vx? +1. Onay=~,d@ouy’ = ; 

v vy? 

Or, v =*/u avec u = x7 +1. D’ou: 

et par suite : 

ee 

(x? + 1)2 

On voit que la dérivée d’une fonction exprimable algébriquement est 
encore une fonction exprimable algébriquement et ne comportant pas de nou- 
veaux radicaux. Rappelons que la dérivée d’un polyndme est encore un poly- 
nome et que celle d’une fraction rationnelle est une fraction rationnelle. 

8. — Différentielles. 

Soit y = f(x) une fonction dérivable : 

F(x + h) — f(x) = Af'(x) + heh) 
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La différentielle de y = f(x) est par définition l’expression 

dy = df (x) = f'(~)h 

Lorsque J est la fonction identique y = x ona f’(x) = 1 d’ot dx = h. 

Ainsi on peut considérer comme la différentielle de x et l’on est conduit a 
écrire la différentielle de »y = f(x) sous la forme dy = f’ (x)dx. D’oul’écriture 
d’une dérivée comme un quotient de différentielles 

Géométriquement, la différentielle peut s’interpréter de la facon suivante : 

soit MT la tangente au graphe de f(x) au point M d’abscisse x. La paralléle a 

Vaxe des y d’abscisse x + dx coupe MT en 

un point N. Si A est le point d’ordonnée f (x) 

sur cette paralléle, le fait que MT ait pour 

pente f’(x) entraine que dy = AN. L’accrois- 

sement Ay = f(x + dx) — f(x) de la fonc- 

tion f quand on donne a x l’accroissement dx 

est représenté par AN’, N’ étant le point ot 
la droite AN coupe le graphe de f. On voit 

que si MT était le graphe de f, cet accrois- 

sement Ay serait égal a dy, c’est-a-dire que Fes: 

dy est l'accroissement de la fonction linéaire 

dont le graphe est la tangente en M au 
graphe de f. En fait, lorsque dx est petit et f’(x) # 0 les quantités Ay et dy sont 

comparables, comme le montre |’égalité 

e(dx) 

f') 

Ceci explique que dans beaucoup d’ouvrages techniques, on désigne par dx 

une quantité trés petite, dy étant pratiquement confondu avec |’accroissement 

correspondant de la fonction. 
Le résultat suivant montre I’invariance de la notion de différentielle. 

= dy(1 + 8). Ay = f(x + dx) — f(x) = dx[f'(x) + &(dx)] = ay| + 

THEOREME 4. — Soit une fonction y = f(u) ow u est une fonction de x. La 

différentielle de y considérée comme une fonction de x est f'(u) du, si on désigne 

par du la différentielle de la fonction u(x). 

L’égalité y, = y,, uw, montre en effet que dy = y, u, dx = y,, du. 
Ce résultat montre |’avantage qu’il y a dans les calculs a se servir de diffé- 

rentielles plut6t que de dérivées. En effet, dans un calcul de dérivées il faut tou- 

jours préciser quelle est la variable choisie, ce qui est inutile dans un calcul de 

différentielles. Si on considére simultanément deux fonctions y, et y, de la 

variable x et si on a obtenu des expressions des différentielles dy, et dy2, le 
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quotient 2 de ces expressions est toujours égal a la dérivée de y. par rapport 
V1 

a y;. 
Si u et v sont des fonctions d’une variable, les régles de calcul sur les déri- 

vées permettent d’écrire les égalités : 

d(u + v) = du + dv 

d(u — v) = du —dv 

d(uv) = vdu + udv 

a(?) a esha u dv 

v 

: i Se no dy ay ‘ d"y 
Note. — Par analogie avec |’écriture y, = ae on écrit parfois y) = a 

pour noter la dérivée n-iéme de y, mais nous ne définissons pas ici une diffé- 

rentielle m-iéme. 

EXERCICES 

av ¢— 1)P 
1° Dérivée de y = a 2 

pe Cea Det 
R. YS Ga tae [(p — q)x + (p + q)). 

2° A, B, C désignant des constantes quelconques, la fonction : 

a & ze 
¥ SV Ax" Bx = Cx? 

et ses dérivées y’, y”, y” vérifient la relation : 

30x8y” — 37x®y” + 55xy’ — 48y = 0. 

*3° Les dérivées de la fonction : 

y=(x +V1 4+ x2)", meQ 
vérifient la relation : 

(1 + x?)y” + xy’ — my = 0. 

ee Graphe de la fonction y = x|x|. Montrer que cette fonction admet une 
dérivée continue et une fonction inverse x = g(y) dont on donnera |’expression : 

R. y' =2|x|, x=Vy pour y>O et x=—W—y pour y<0. 

**5° y désignant une fonction de x admettant des dérivées des trois premiers 
ordres, on pose : 

Vérifier la relation vu" = uv". 
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**60 On désigne par E(x) le plus grand entier inférieur ou égal A x, c’est- 
a-dire que ’ona wxeE R: E(x) <x <1+4+ E(x). On considére la fonction : 

eee) 
dee r(x) ek 

Montrer que y est toujours définie et continue a droite. Si x € Z, cette fonction 
admet une dérivée dont on donnera le signe. 

R. y’ est du signe de x. 



CHAPITRE VI 

LE THEOREME DE ROLLE 

ET SES APPLICATIONS 

1. — Le théoréme de Rolle. 
Soit f(x) une fonction définie pour une valeur x, de la variable. On dira que 

la fonction passe par un maximum pour Xp s’il existe un voisinage de xg tel que 

f (Xo) soit la borne supérieure des valeurs de f(x) 

sur ce voisinage, c’est-a-dire si l’on peut trouver 

deux nombres a et 5 tels que a < Xo < bet tels que 

x € )a, b( entraine f(x) < f(x). On dit encore que 

f (Xo) est un maximum relatif de la fonction f. On 

définirait de fagon analogue la notion de fonction 

passant par un minimum pour Xo. : 

La fonction f(x) sera dite passer par un extre- 

mum pour Xo Si f(x) est, soit un maximum, soit un 

minimum de la fonction f- 

Supposons maintenant que f passe par un extremum pour Xo et que la 
fonction f admette une dérivée pour x9. Montrons que ceci entraine f(x) = 0. 

Pour fixer les idées supposons que f (x9) soit un maximum de f. La quantité 

S (Xo + A) — f (Xo) est donc négative ou nulle si A est assez petit. Par suite : 

f(Xo + h) — f(Xo) <0 
h Ss 

si h est un nombre > 0 assez petit et en faisant tendre / vers 0 a droite, on voit 
que f’(Xo) < 0. De la méme maniére on voit en faisant tendre / vers 0 A gauche 
que |’on a également f’(x9) > 0. Ces deux inégalités ne sont compatibles que 
si f’(xo) = 0. On peut donc énoncer le : 

THEOREME |. — Si /a fonction f passe par un extremum pour la valeur Xo 
de la variable et si elle admet une dérivée pour Xo on a nécessairement f'(x9) = 0. 
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Soit maintenant une fonction f continue sur l’intervalle fermé (a, b) admet- 

tant une dérivée en tout point de l’intervalle ouvert )a, b( et telle que : 

f(a) =f (b) = 0. 

Deux cas sont alors possibles : ou f est constamment nulle sur (a, b). Auquel 

cas nous avons vu dans le précédent chapitre que l’on a f’ = 0 sur )a, b(. Ou 

f nest pas constamment nulle sur )a, b(. Il existe alors x, €)a, b( tel que 

J (x,) ¥ 0. Supposons par exemple f(x,) > 0. Le théoréme 1 du chapitre 1V 
montre l’existence de ce (a,b) tel que f(x) < f(c) pour tout xe(a, db). 

L’inégalité f(c) > f(x,) > 0 montre que c est distinct des nombres a et 5b. 

Par suite c appartient a |’intervalle ouvert )a, b( et par hypothése f’(c) existe. 

Comme /(c) est un extremum de la fonction, on a donc f’(c) = 0 et on peut 

énoncer le : 

THEOREME 2 (THEOREME DE ROLLE). — Si une fonction f est continue sur 

Tintervalle fermé (a, b), admet une dérivée en tout point de l’intervalle ouvert 

ja, b( et vérifie les égalités f(a) = f(b) = 0, il existe une valeur c de Tinter- 

valle ouvert )a, b( telle que f'(c) = 0. 
Ce théoréme a une interprétation géométrique trés simple : le graphe de 

fest un arc de courbe AB dont les extrémités A et B sont sur l’axe Ox et cet arc 

admet une tangente en tout point distinct de ses extrémités. Le théoréme de 

Rolle affirme qu’il y a un point C de l’arc tel que la tangente en C soit paralléle 

a Ox, ce qui est intuitivement assez évident. Si, par exemple, la courbe com- 

mence a monter aprés le point A, il faut bien qu’a partir d’un certain point elle 

redescende et en ce point sa tangente est paralléle a Ox. 

J 

> o (oy 

Cc 

| 
| 
| 
| 
c 

Fia. 2. Fic. 3. Fic. 4. 

On énonce souvent le théoréme de Rolle sous la forme sommaire : « Entre 

deux zéros d’une fonction il existe un zéro de la dérivée ». Mais il ne faut pas 

oublier les hypothéses nécessaires et appliquer 4 tort le théoréme 4 une fonc- 

tion discontinue (fig. 3) ou 4 une fonction qui n’aurait pas de dérivée en un 

point de l’intervalle ouvert (fig. 4). 
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2. — Formule des accroissements finis. 

THEOREME 3. — Soit f une fonction continue dans l’intervalle fermé (a, b) 

et admettant une dérivée en tout point de l’intervalle ouvert )a, b(. Il existe 

alors un nombre c appartenant a l’intervalle ouvert )a, b( tel que 

fi a f(a) 
—-a 

PC) = 

Soient A et B les points du graphe de f d’abscisses respectifs a et b, et soit 

y = mx + p léquation de la droite AB. 

La fonction g(x) = f(x) — mx — pest telle que g(a) = (6) = 0. Comme 
elle admet une dérivée —’(x) = f’(x) — m en tout point de l’intervalle ouvert 

ya, b(, le théoréme de Rolle montre l’existence de c 

y B appartenant a )a, b( tel que g’(c) = 0. 

Donc f’(c) = m et comme m a = LBs 

| “a bien l’égalité : 

Scie ad po fO=LO, 
clcies Gea uae 

Fic. 5. Cette égalité s’écrit encore : 

(1) f(b) -f@ =(b - a) fo). 

L’interprétation géométrique de ce théoréme est a peu prés la méme que 

celle du théoréme de Rolle. Cela signifie qu’en un point C, l’arc de courbe AB, 

graphe de f, a sa tangente paralléle a la droite AB. 

En posant a = x et b = x + A, on voit que c est de la forme x + 0A avec 

0 < 6 < 1. La formule (1) peut alors s’écrire : 

(x +h) — f(x) = Af'(x + 6h) (avecO < # < 1) 

Cette formule est connue sous le nom de formule des accroissements finis. 

3. — Variation des fonctions. 

Soit f une fonction continue dans un intervalle. Rappelons que la fonction f 

F(%1) — f(%2) 
xy 

est dite non décroissante dans cet intervalle si le rapport est tou- 

jours positif ou nul. 
Elle est dite non croissante dans cet intervalle si ce méme rapport est 

toujours négatif ou nul. Dire que f est non décroissante revient a dire que 
la fonction f varie dans le méme sens que la variable x. Dire qu’elle est non 
croissante revient a dire qu’elle varie en sens contraire de la variable. 

Supposons que f admette une dérivée en tout point de l’intervalle 

ouvert Ja, b(. Sixe )a, b( 1a formule f’(x) = lim +) ~ FO) montre que f'(x) 
i 
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est toujours positive ou nulle si f est non décroissante dans Ja, b( et que f’(x) 
est toujours négative ou nulle si f est non croissante dans )a, b(. 

La formule des accroissements finis permet de montrer la réciproque de ces 
résultats. 

Si Pon a f(x) > 0 sur un intervalle a, b( la fonction f est non décroissante 
sur cet intervalle. 

En effet si x, et x, appartiennent a )a, b( ona 

F(%1) — (2) 
= f"(x, + &(x2 — x;)) avec 0<d0<1 

X1 — X2 

Ce rapport est donc positif et la fonction f est non décroissante. 
On voit de méme que 

Si Pon a f(x) < 0 sur un intervalle a, b( la fonction f est non croissante 
sur Ja, b(. 

Enfin si Pon a f’(x) = 0 pour tout xe)a, b( on a f(x,) — f(x.) = 0 

c’est-a-dire que 
Si une fonction a une dérivée toujours nulle elle est constante. 

On voit encore que si f’(x) > O sur )a, b( la fonction fest strictement crois- 

sante sur )a, b( et que sif’(x) < Osur )a, b( la fonction fest strictement décrois- 

sante sur )a, b(. Mais la fonction peut étre strictement croissante sur )a, b( 

sans que sa dérivée soit toujours strictement positive sur )a, b(. 

Ces résultats permettent d’étudier la variation d’une fonction f(x). On 

détermine d’abord |’ensemble des valeurs ot elle est définie. Puis on cherche 
les valeurs qui rendent la fonction discontinue. On calcule la dérivée de f(x) et 

on détermine les valeurs de x qui rendent la dérivée discontinue ou nulle. On 

obtient ainsi un certain nombre d’intervalles ot l’on est assuré que f(x) est 
continue et que f’ garde un signe constant. Dans un tel intervalle f est donc 

monotone. 

Il restera 4 examiner les valeurs particuliéres de x, c’est-a-dire les extrémités 

des intervalles ainsi déterminés. Soit a une de ces valeurs particuliéres. 
Si f est discontinue pour a, on étudiera cette discontinuité, en particulier 

fréquemment f(x) deviendra infini lorsque x tendra vers a, ce qui entrainera 

pour le graphe de f l’existence d’une asymptote paralléle a l’axe des y (et 

d’abscisse a). 
Si f’ est discontinu pour a mais non f, on étudiera si le graphe posséde au 

point correspondant une tangente paralléle 4 Oy, un point anguleux ou s’il n’y 

a pas de demi-tangentes. 
Si f’(a) = 0, on examinera si f’ change de signe en s’annulant, auquel cas 

f passera par un extremum, ou si f’ s’annule sans changer de signe, auquel cas 

le graphe possédera un point d’inflexion a tangente paralléle 4 Ox, c’est-a-dire 

un point ou il traversera sa tangente. 
x? 

pea 

Elle n’est définie que si le dénominateur ne s’annule pas et si la quantité 

EXEMPLE 1. — Soit a étudier la variation de la fonction y = / 
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sous le radical est positive ou nulle. Elle n’est donc définie que pour x < 0 et 

pour x > |. Elle est continue en tous les points de son ensemble de définition 

(sauf pour x = 0 ot elle est seulement continue a gauche) : 

ee ! 3 AM ; 
La dérivée y’ a donc le signe de x — ze on peut écrire le tableau de varia- 

tion : 

Kea a= CO 0 l ; + 0 

y 0 WI ye v4 

Ce tableau se complete en étudiant f(x) lorsque x tend vers + ©, vers — 0 

ou vers | par valeurs supérieures. 
3 

L’égalité y? = i montre que si | x | tend vers |’infini, y? se comporte 
x — 

comme x? et par suite que y = \/. y” tend vers + ©. 
3 

Si x tend vers | par valeurs supérieures, — tend vers + © et y tend vers 

+ o. On compléte donc le tableau : 

x | —-o 0 1 : + 0 

of VT tes 
e: i “7 SIT // 1/1, = 0 + Wf oo ~ wt 
y to \ OY) +2 WO eee 

A partir des renseignements contenus dansce tableau il est aisé de trouver |’al- 
lure du graphe (fig. 6). On peut chercher a la préciser en cherchant si ce graphe 

admet une demi-tangente a gauche pour x = 0, ce qui revient a chercher si Z 
x 

2 ie x 
tend vers une limite lorsque x tend vers 0. Or (2) = j tend vers 0 si x 

Xx — 

tend vers 0 a gauche. Donc le graphe arrive en 0 tangentiellement a l’axe des x. 
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EXEMPLE 2. — Etudions maintenant 
Alans 

la fonction y = \/ 
x-—1 

définie pour toute valeur de x distincte 
de 1. Elleest égale a la fonction quel’on 

vient d’étudier en dehors de |’inter- 

valle )0,1(. Il nous reste a l’étudier lors- 

que x appartient a )0, 1(. Ona alors : 

Y 

Yi 
A é ff Vihhe 

qui est 

Nlw|---------- 

Hone si, OQ <x < 1. ona p(x) S07 

Par suite y croit (de 0 4 + ) lorsque x croit de 0 4 1. 

On voit que la fonction y est continue pour x = 0. Elle admet une discon- 

tinuité pour x = 1. Ona le tableau de variation : 

1 S mE eo) 3 — 0 0 5 

x + | = Ors ky 

Pig MrieOiagA tol to N ey + 0 

Voyons si son graphe (fig. 7) admet une demi-tangente pour x = 0. 

oa wa: 
RYN See Se 

x 

Fic. 7. 

¥ x 
Lorsque x est > 0, le rapport 5 = re 

que x. On voit donc que pour x = 0 la fonction y admet une dérivée a gauche 

tend vers 0 en méme temps 
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et une dérivée a droite toutes deux nulles. Il en résulte qu’elle admet une déri- 

vée (égale a 0) pour x = 0, ce qui ne pouvait pas se déduire des régles opéra- 

toires sur les dérivées. 

4. — Discussion d’une équation. 
Nous avons vu que pour étudier la variation d’une fonction f(x), on était 

amené a résoudre |’équation : 

f') = 0. 

De méme d’ailleurs pour trouver les valeurs de discontinuité d’une fonction 

on est amené a résoudre |’équation obtenue en annulant un dénominateur ou 

une quantité placée sous un radical. 

Or, il est exceptionnel que l’on sache résoudre une équation au sens élé- 

mentaire du mot « résoudre », c’est-a-dire exprimer les racines d’une équation 

a l'aide des symboles connus de |’algébre. 

Nous verrons cependant que l’on peut toujours calculer avec n’importe 

quelle précision fixée a l’avance les racines d’une équation. Mais ce n’est pas 

nécessaire si on a en vue de tracer un graphique donnant seulement |’allure des 

variations d’une fonction. I] nous suffit de savoir iso/er les racines d’une équa- 

tion, c’est-a-dire déterminer des intervalles tels que l’on puisse affirmer que 

l’équation dans un tel intervalle n’a pas de racine et que dans tel autre inter- 

valle elle a une racine et une seule. C’est ce que l’on appelle discuter une équa- 

tion. 

Remarquons d’ailleurs qu’entre la résolution approchée d’une équation et 

la discussion d’une équation, il n’y a qu’une différence théorique assez faible : 

il suffirait de multiplier le nombre des intervalles servant 4 la discussion d’une 

équation pour obtenir une résolution de plus en plus précise. Quoi qu’il en soit, 

la discussion d’une équation doit précéder nécessairement la résolution appro- 
chée. 

Soit donc une équation : 

g(x) = 0 

et cherchons a isoler les racines de cette équation. Le principe de la méthode est 

extrémement simple. Etudions la variation de la fonction y = g(x) : nous 

déterminons ainsi des intervalles (a,b) dans lesquels nous sommes assurés 

que la fonction g(x) est continue et monotone. Calculons g(a) et g(b). S’ils sont 

de mé€me signe, g(x) ne peut s’annuler dans |’intervalle (a, b). Si g(a) et g(b) 
sont de signe contraire, |’équation g(x) = 0 aura une racine et une seule dans 
Vintervalle (a, 6). En répétant le méme raisonnement dans tous les intervalles 
déterminés pour étudier la variation de la fonction y = g(x), on saura combien 
’équation g(x) = 0 a de racines et on aura isolé ces racines. 

Ou la difficulté apparait, c’est que pour étudier la variation de y = g(x) on 
est conduit a étudier |’équation g’(x) = 0, c’est-a-dire que l’on se retrouve 
devant le méme probléme, quelquefois plus simple, quelquefois plus compliqué. 
Sans entrer dans des détails, indiquons cependant qu’une équation g(x) = 0 est 
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presque toujours susceptible de s’écrire sous une forme équivalente G(x) = 0 
telle que la dérivée G’(x) soit plus facile 4 étudier que la dérivée g’(x). C’est 
ainsi que si l’on a a étudier |’équation : 

x(x — 1) (x — 2) + x(x — 1) (x — 3) + x(x — 2) (x — 3) 

+ (x — 1) ( — 2)(x — 3) =0 

il est préférable d’écrire cette équation sous la forme équivalente : 

l 1 l ] 

ee pe ee 

On vérifiera, en effet, que sous cette deuxiéme forme, le sens de variation de 

la fonction est évident. 

EXeMPLE 3. — Discuter l’équation : 

x* + 4x° — 19x - 15 =0. 

Etudions done les variations de la fonction toujours définie et continue : 

p= X* + 4x7 — 19x — 15. 

La dérivée est : 
yy! = 4x De? = 19. 

Mais comme nous ne savons pas résoudre |’équation du 3° degré, nous 

calculons la dérivée seconde : 

ee 12 4 24x == 12x 2): 

Nous en déduisons un premier tableau de variations : 

x | — © —2 @) + 2 

y"| OS oF + 

ib ccs es cee OU eee Chie a 

et par suite la dérivée y’ ne change qu’une fois de signe pour une certaine 

valeur X9 de x. Nous savons, en outre, que x, est positif. D’ot le deuxi¢me 

tableau de variations : 



102 CALCUL DIFFERENTIEL 

Pour savoir si la fonction y s’annule, il suffit de connaitre le signe de 

Yo = W(X). Or, d’aprés le tableau ci-dessus, nous avons : 

Yo < y(0) = — 15 

et par suite la fonction y s’annule deux fois, une fois dans ]’intervalle ) — ©, O(, 

une fois dans |’intervalle )0, + (. 
On peut méme préciser, en essayant des valeurs entiéres de x : 

W-1)=1,...72) = -S, . Cy H7 

on voit que les deux racines de |’équation proposée sont dans les intervalles : 

y— 1, 0¢ et NZ, oe 

Nous verrons comment calculer plus précisément ces racines au cha- 

pitre XXVI. 

5. — Primitive d’une fonction. 
Etant donné une fonction f(x) on appelle primitive ou intégrale de f(x) 

: ; dF 
sur un intervalle [ toute fonction F(x) telle que f(x) = 7 Pout tout x appar- 

tenant a J. Si F(x) est une telle primitive et si C est une constante, la relation : 

d dF 
rE (F+C)= ac 

montre que F(x) + C est encore une primitive de f(x). 

Réciproquement, si G(x) est une primitive de f(x), la relation : 

montre que !a fonction F — G est constante, donc que G(x) est de la forme 
F(x) + C’, C’ étant une certaine constante. Donc : 

Si F(x) est une primitive de f(x) sur un intervalle I, les primitives de f (x) sur 

cet intervalle sont les fonctions de la forme F(x) + C ot C désigne une constante 

arbitraire. 

Rechercher une primitive de f(x) s’appelle encore intégrer la fonction f. 

On note [r (x) dx et on lit « somme de f(x) dx » une primitive quelconque 

de f(x) c’est-a-dire une fonction dont la différentielle est f(x) dx. Ce symbole 

n’est donc défini qu’a une constante additive prés. On l’appelle une intégrale 

indéfinie. C’est ainsi que |’on peut écrire, m étant un nombre entier distinct 
de —1: . 

xmtt 

fs oe = aeieae, 

(C désignant une constante arbitraire). 
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Dans le cas ot m = — 1, la relation précédente n’a plus de sens. En fait 
nous he connaissons pour |’instant aucune fonction dont la dérivée par rapport 

: ny Lat 
a x soit égale a -. 

x 

Parmi toutes les primitives F + C d’une fonction f sur un intervalle I il en 

existe une et une seule qui s’annule pour une valeur donnée x =a de cet 
intervalle. 

En effet la condition F(a) + C = 0 détermine la constante C = — F(a). 

D’ot la primitive F(x) — F(a). On la note | (0) dt (comme de a a x de 

F(t) dt). 

Dans ce symbole ¢ peut étre remplacé par n’importe quelle lettre désignant 
une variable variant entre a et x, sauf les lettres x et a qu’il vaut mieux éviter 

d’employer puisqu’elles interviennent déja en haut et en bas du signe | ce qui 

x 

n’empéche pas que bien souvent, par abus d’écriture, on note Ff (x) dx. 
a 

On a donc 

Vxel I “f(t) dt = F(x) — F(a) 

et, pour x = be | 

[roa = Fe) - Fa 

d’ot |’on déduit, en particulier : 

| [70 dt = — [vo dt | 
a b 

b 

Lie symbole { f(t) dt est appelé une intégrale deéfinie. 

6. — Définition géométrique de la primitive. 
Soit f(x) une fonction continue dans l’intervalle fermé (a,b). Nous nous 

x 

proposons dans ce numéro d’établir l’existence de la fonction { f(t) dt, pourx . 

appartenant a (a, b), par des considérations géométriques GC). 

Supposons d’abord a < b et supposons f(x) > 0 pour tout xe (a, d). 

(?) Une démonstration rigoureuse est donnée au chapitre XVII. 
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Le graphe C de la fonction fentre a et b est un arc de courbe continu AB situé 

tout entier au-dessus de l’axe des x. 
Soit x € (a, b). Désignons par A, M et B les points de C d’abscisses res- 

pectifs a, x et b, par A’, M’ et B’ les points de 
l’axe Ox ayant ces mémes abscisses. Nous dési- 

gnerons par S(x) l’aire (hachurée dans la figure 8) 

du quadrilatére curviligne A’A MM’ compris entre 

l’axe des x, la courbe C et les deux droites A’A et 

M'M. Si le graphe de C est tracé avec une bonne 

précision sur du papier millimétré, on peut obtenir 

une approximation suffisante de S(x) en comptant 

le nombre de carrés millimétrés contenus dans 

cette aire. 

S(x) est une fonction de x qui s’annule pour x = a. Montrons que S(x) 

admet une dérivée par rapport a x égale a f(x) : 
Donnons a x un accroissement h et désignons par P et P’ les points d’abscis- 

ses x + h sur C et sur l’axe Ox. 

Suivant que hf est > 0 (fig. 9) ou que h < 0 (fig. 10), l’accroissement : 

k = S(x + h) — S(x) 

de Ja fonction S(x) est égal a l’aire (hachurée dans les figures 9 et 10) 4 du 

quadrilatére curviligne M@’M PP’ ou a l’opposé de cette aire. 

Mais on voit sur la figure 11 que si l’on désigne par m, et m, le maximum 

et le minimum de f(x) sur (x, x + A) (l’existence de ce maximum et de ce 

minimum est assurée par le théoréme 1 du chapitre IV) on a les inégalités : 

|A|m, <#<|h|m 

et, par suite, que h soit > 0 ou soit < 0, on a les inégalités : 
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Si A tend vers 0, la continuité de f pour la valeur x entraine que m, et mz 
k ; tendent tous deux vers f(x). Il en est donc de méme de jz? ce qui montre que 
1 

S(x) admet une dérivée égale 4 f(x) pour la valeur x de la variable. On a donc : 

i “f(t) dt = S(x). 

Supposons toujours a < 6, mais ne supposons plus que la fonction / reste 

nécessairement positive ou nulle sur (a, 5). Comme f admet un minimum m 

sur (a, 6), on voit que l’on peut trouver une constante c telle que f(x) + c¢ 

reste positif ou nul sur (a, 5) (il suffit pour cela de prendre c > — m). 

D’aprés ce qui précéde, la fonction g(x) = f(x) + c admet une primitive 

G(x) = I “(f(t) +c) dt 

sur (a, b). Par suite f(x) admet aussi sur (a, b) la primitive G(x) — cx et ona 
Végalitée : 

i “fli dt = Gx) — ex — a) = { “g(t) dt — c(x — a). 

x 

Donnons une interprétation géométrique de cette primitive | f(t) dt. En tra- 
a 

cant la droite A paralléle a l’axe des x et d’ordonnée — c et en notant A” et M” 

les points d’abscisses a et x sur cette droite, on voit que G(x) est l’aire A”A MM” 

comprise entre C, la droite A et les deux droites A”A et M"M. Comme c(x — a) 
est l’aire du rectangle A”A’ M’M", on voit que S(x) est égal a la différence : 

Si(x) — S2(x) 

ou S,(x) est l’aire comprise entre la courbe C et l’axe des x au-dessus de Ox 

(les portions d’aires correspondantes sont hachurées horizontalement). 

S,(x) est l’aire comprise entre la courbe C et l’axe des x au-dessous de Ox 

(les portions d’aires sont hachurées verticalement). 

On peut dire que S(x) est l’aire comprise entre la courbe C et l’axe des x 

a condition de compter négativement les portions de cette aire situées au-des- 

sous de Ox. 
Dans la figure 13, nous avons mis le signe + sur les aires a affecter du signe + 

Fic. 13. 
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et le signe — sur les aires a affecter du signe — pour le calcul de | f(t) dt. 

Enfin, sib < aet si x < a, la formule : 

[70 epee [70 dt 

montre immédiatement |’interprétation géométrique de |’intégrale I f(t) dt (il 

faut compter négativement les aires comprises entre C et Ox et situées au- -des- 

sus de Ox et positivement les aires comprises entre C et Ox et situées au-des- 

sous de Ox). 
Notons que si la fonction f est continue sur l’intervalle ouvert )a, b( et 

Si Xo € Ja, b( la fonction F(x) =|" Fo dt est définie sur l’intervalle )a, b( 
xo 

car f est continue sur l’intervalle fermé (xo, x). 

EXERCICES 

1° Variations et graphe de la fonction : 

y=Vx 
1 

; Vx eri 

2° Quelle est la valeur de @ dans la formule des accroissements finis : 

f(x +h) =f (x) + hf'(x + Oh) 

appliquée a la fonction f(x) = ax? + bx + ¢. 

R as 
. a tN 

3° Déterminer Ja valeur maximum et la valeur minimum de I|’expression : 

YN Ss ae 
Rea lec thal 

4° Discuter |’équation : 

10x§ — 7x5 + 45x* —6=0. 

R. 2 racines. 

*50 Variations et graphes des fonctions : 

(x + 1) (x + 2)? WV x4 — 1 

“(etapa ae Ue ee ae 
*6° On applique la formule des accroissements finis : 

fx) — FO) = xf"(Ox) 

ala fonction VC) Se me 3x*. Former l’équation du second degré donnant-la valeur 
de @ et vérifier qu’au moins une solution de cette équation est comprise entre 0 et 1. 



CHAPITRE VII 

LOGARITHMES, EXPONENTIELLES, PUISSANCES 

1. — Logarithme. 

: 1 : 
La fonction Hop sest continue sur l’intervalle )0, + oof. Elle y posséde 

donc des primitives (chap. VI). 

On nomme /ogarithme népérien (ou naturel) la primitive qui s’annule en 
x = 1 et on la désigne par Log (ou aussi par In). On a donc : 

F : — 

(Vx >0: £ (Log x) = 
/ aed 

Log t= 0 | 

La fonction logarithme étant dérivable 

: Pe al 
est continue (pour x > 0); sa dérivée = 

étant strictement positive, elle est strictement 

croissante : 

O:< @=< b — Log a < Log b 

En particulier : 

eX > Log 1 = 0 < Log x 

Osx <4 = Log x < 0 

Soit u(x) une fonction positive de x admettant une dérivée u’(x) par rapport 

a x. D’aprés la régle de dérivation des fonctions composées la dérivée de Log u 
, 

par rapport a x sera a (cette quantité est appelée la dérivée logarithmique de 

la fonction wu). 
En particulier, si a est une constante > 0 : 
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Donc Log ax et Log x ont des dérivées égales, ce qui montre que leur différence 

est une constante C. En faisant x = 1 dans |’égalité 

Log ax = C + Log x, 

on voit que C = Log a et par suite que Log ax = Log a + Log x. Siaet b 

sont positifs on a donc la formule fondamentale : 

pee ; Gh 
| Log (ab) = Log a + Log } 

1 : 
Pour a = pon obtient 

l 
Log ; -b = Log | = Log; + Log} 

Soit 

on en déduit 

Log; = Log + Log a = Log a — Log b. 

D’ot: 

v - ; | 
a 

Log; = Log a — Log b 

Si a,, a), ..., a, sont des nombres positifs on a 

Log (a,a, ... a,) = Log a, + Loga, + ... + Loga, 

ce qui donne pour a, = a, = ... =a,=a>0 

Boe | neN 

Variation de la fonction logarithme. — La fonction x:> Log x est définie 
sur l’intervalle )0, + oo(. Etudions cette fonction aux deux bornes (+ «) 
et 0 de son domaine d’existence. 

Faisons tendre x vers + 00. A partir d’une certaine valeur on aura x > 2", 

n étant un entier aussi grand que l’on voudra. Puisque la fonction logarithmi- 

que est croissante, on aura Log x > n Log 2. L’inégalité Log 2 > 0 entraine 

que 1 Log 2 est aussi grand qu’on le voudra et que par suite Log x tend vers 

one eet 
+ © avec x. Si maintenant x tend vers 0 en restant positif, — tend vers + © et S 

Logx = — Log - tend vers — ©, 
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On a donc le tableau de variation : 

log | = a 7 0 7 + 0 

La forme du graphe en résulte immédiatement. La courbe représentative 

: 1 : ; 
sera asymptote a Oy. Comme jy’ = zon voit que la tangente a la courbe 

tend a devenir paralléle 4 Ox lorsque x croit 
indéfiniment. 

Pour x = 1 onay = Oety’ = 1, la tangente est 

alors paralléle 4 la premiére bissectrice des axes. 

On voit donc que la fonction logarithme définit 

une bijection de l’ensemble des nombres stricte- 

ment positifs R* — {0} sur l’ensemble des 
nombres réels R. 

Pour tout a € R il existe donc un nombre b > 0 Fic. 2. 

et un seul tel que a = Log b. 

On dit que 5 est l’exponentielle de a et l’on écrit b = exp a. On a donc 

a= Logb > b=expa 

En particulier il existe un nombre e tel que 

1 = Loge soit @ = exp I 

Nous montrerons plus tard que ce nombre e est le nombre déja défini et 

calculé au chapitre II soit e = 2,71828 4 10~° prés par défaut. 

2, — Exponenitielle. 
Pour tout xe R, x = Log y implique y = exp x. La fonction expo- 

nentielle x ++ exp x est donc la fonction réciproque de la fonction logarithme. 
Elle est par conséquent continue et strictement croissante. Le tableau de varia- 
tion de la fonction exponentielle s’obtient en échangeant les deux lignes du 

tableau de variation de la fonction logarithme 

exp x 0 Oe Bey ea aes 
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On notera que l’on a 

lim expx = + et lim expx =0 
x7 +0 x7+— 0 

Le graphe de la fonction exponentielle se déduit du graphe de la fonction 

logarithme par symétrie relativement a la premiére bissectrice des axes. 

Dérivée. — Soit y=expx d’ot x = Log y. La fonction logarithme 

étant dérivable avec une dérivée jamais nulle il en résulte que la fonction expo- 
nentielle est dérivable pour toute valeur 

de la variable. On a 

car y = exp x # 0. Ainsi 

d 
Fic. 3. dete a ae a 

Il en résulte que plus |’exponentielle est grande plus elle croit rapidement : 

la croissance exponentielle est en quelque sorte « explosive ». 

Isomorphismes. — L’application xt» Log x de R* — {0} sur R est 
une bijection qui transforme la multiplication en addition 

Log ab = Loga + Log b 

On peut exprimer cela en disant que cette application est un isomorphisme 

du groupe multiplicatif R* — {0 } sur le groupe additif R (Rappels, § 11). 

L’application réciproque xt» exp x est donc une bijection de R_ sur 

R* — {0} qui transforme I’addition en multiplication; c’est un isomorphisme 

du groupe additif R sur le groupe multiplicatif R* — {0} 

exp (a + b) = exp a exp b 

Plus précisément, si « = exp a ou a = Log a et B = exp b ou b = Log B, 
alors 

a+b = Loga + Log B = Logaf 
c’est-a-dire 

exp. (a + 6b) = 4.6 = expaexp6 

A [élément neutre 0 de R correspond |’élément neutre 1 de R* — {0}: 

expo =f 
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A Vopposé (— a) d’un élément a de R correspond l’inverse de exp a 

sO exp a 

3. — Puissance. 

Soit a > 0. Lorsque est un nombre rationnel positif (p, qe N, q # 0) 

ona 
P = 

b=ar=“/a? > bt = q?P 

d’ou 

Log b*’ = q Log p = b Loga 

soit 

Pp Poe eae eg, EA 

et 

di 1 P 
Log a eS — Log a7 = —~ Loga 

aq 

Ainsi, pour tout nombre rationnel x ona 

Log a* = x Loga 

Soit encore 

(1) | a~ = exp (x Log a) | 

Lorsque x est un nombre réel quelconque — et non plus nécessairement 

un nombre rationnel — le deuxiéme membre de |’égalité (1) garde un sens et 

nous déciderons de le noter, encore dans ce cas, a”. 

L’égalité (1) est alors vraie pour tout xéR. On obtient en particulier, 

pour a =e, 

eo = ExXp.x | 

On emploiera donc indifféremment les notations e* et exp x. L’égalité (1) 

peut ainsi s’écrire 
a = e Loga 

REMARQUE. — Soit x un nombre irrationnel. Pour toute suite x, de nombres 

rationnels convergeant vers x, on a, en raisonde la continuité de la fonction 

exponentielle 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON, — I (5® éd.). 5 
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xn Loga x Loga 
lim a*" = lim e =€@ 
noo no 

soit 

a” = lim a™ 
n?>o 

Cette égalité pourrait donc servir 4 définir a*, lorsque x est irrationnel. 

4. — Exponentielles et logarithmes de base a. 

Soit a>0 et a€ 1. La fonction x» a* = e* "4 
exponentielle de base a. 

La fonction exponentielle x ++ exp (x) = e* est donc la fonction exponen- 

tielle de base e. 

est dite la fonction 

L’égalité a* = e**°®* raméne immédiatement l’étude de 1’exponentielle 

de base a a celle d’une exponentielle de base e. 

L’égalité x = a” = ev Los zest équivalente 4 y Log a = Log x d’ot 

_ Log x 

~ Log a 

Log x : : 
Le nombre ies aes dit le Jogarithme de base a de x. On le note log, x. 

On a donc log, a = 1. 

La fonction logarithme de base a, x +> log, x, est donc la fonction réciproque 

de la fonction exponentielle de base a. La fonction x +» Log x est de base e. 

La fonction log, est proportionnelle 4 Log. Réciproquement soit k un 

nombre réel non nul et a = e'/* ona donca > 0,a ¥ let 

1 
i TOS os gc pte eee 

Les logarithmes les plus utilisés pour les calculs numériques sont les loga- 

rithmes décimaux, c’est-a-dire de base 10, pour lesquels il existe des tables. 
Ona 

Log x 
log;) x = log x = 16210 = M.Log x 

avec 

1 = Tog 0 = Bio 2 = 014329. 

On utilise les logarithmes de base 2 en « théorie de l'information » 

y= logs x —— Ke 2 

Dérivées. — Soit y = a* = e* Loea = e“™ avec u(x) = x Logaona 

y, = (e'), .u, = y Log a 
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C’est donc seulement dans le cas a = e que l’ona y’ = y. 
Ona 

r Log x\’ 1 l 
] = = che 
(log, *)s (= *) Loga x 

On notera que les fonctions x ++ a* et x + log, x sont croissantes pour a > 1. 
décroissantes pour a < 1. 

Régles de calcul. — La fonction log, étant proportionnelle 4 Log définit, 

comme celle-ci, un isomorphisme du groupe multiplicatif R* — {0} sur le 
groupe additif R. On a donc 

log, X Y = log, X +log, Y 

log, | =.0 
MX > > 0 i 

| loga y = — log, X 

La fonction exponentielle de base a définit un isomorphisme inverse du 
précédent. On a donc 

Q 

(on obtient ces égalités a partir des précédentes en posant x = log, X et 

yp = log, Y). 

Notons aussi l’égalité 

VyeR:(X¥ > 0) log; X” = -y log, X 

qui se traduit inversement par 

Wx, veR: (ay = a” 

5. — Fonctions puissances. 
Soit m un nombre réel donné. La fonction xt+x" = e™Losx définie 

pour x > 0, est dite la fonction puissance d’exposant m. 

1&7 cas : m > 0. — Ona le tableau de variation suivant 
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On notera que |’on a 

m>0 => lim x” =0 et lim x™=+ 0 
x—0 x— + 0 

2° Cas:m < 0. 

xy 0) 1 Jb 166 

mLogx| +o N 0 N -—@ 

FIG. 4. x" =e ee) SE ] X\ 0 

3e Cas :m = 0. — Ona x° = 1 pour tout x > 0. 
Les allures des diverses courbes représentatives sont indiquées sur la figure 4. 

Régles de calcul. — Pour un exposant m non nul la fonction x +> x” est 

une bijection de R* — {0} sur lui-méme et l’on a 
(xy)” = e” Log xy = e™ Log x+m Log y = e™ Log ior Log y 

=X pour x>0 et y>O0 

On remarque donc que |’application x++x™” est un automorphisme 

(Rappels, § 11) du groupe multiplicatif R* — {0 }. Rassemblons les propriétés 

obtenues : 

Vx,y>0 Cy) =e 

xmtP — xMyP 

x° =] 

ee 
xX ———— 

x™ 

(amy = x9 
Remarquons que l’on a, pour m # 0, (x”)'/" = x! = x. Ainsi la fonction 

xt» x'/™ (x > 0) est la fonction réciproque de la fonction xt x”. 

Dérivées. — Soit y = x" = emLogx = oe") avec u(x) = m Log x ona 

c’est-a-dire la méme régle de dérivation que pour un exposant entier. 
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EXERCICES 

1° Calculer la dérivée nitme de y = x? Log x. 

2 — 3) ! 
xn-2 

Re ya) = (— 1)r-1 pour nZ>3. 

2° Variations et graphes des fonctions : 

y = Log (Log x) et y = Log —. 

LIS 

3° A et B désignant des constantes, la fonction y = A sin Log x + Bcos Log x 
vérifie la relation : 

x2y" + xy’ +y =0. 

4° Dérivées des fonctions : 

Log | tg > =. 4 y =Log tg5 et va og/tg|5 +4 3 

; 1 ‘ 1 
15 2 =e et Ve 

sin x cos x 

5° Pour quelles valeurs de x la fonction y = log [log (log x)] est-elle définie? 
nulle? égale a 1? 

R. Kes 10% x = 10208 x = 1000), 

6° Dans quelle base de logarithmes a-t-on? 

Ogee 

R. x= a 2 

*7° Discuter ]’équation (x + 1) Log (x + 2) —2 =0. 

R. 2 solutions. 

*8o Résoudre le systéme : 

ay nae Log x + Log y = 3. 

2 3 = 
R. 5 1—2e 2+ 1—4e 2 

*9o Pour tout x positif : 
x 

Log x<xx-— 1 et Log x <=. 
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*10° Déterminer une constante Py, un polynéme P, du premier degré et un poly- 
nome P, du second degré satisfaisant aux conditions : 

a nee Las [Pea = [[Ptax = [Piax = 1 
0 0 0 

1 1 1 

[poride = [Pride = ['P, Pedr 0. 

0 0 0 

RY. Py ety GP. = WV 3Ce = ey eV Oe 6c 

*11° Variations et graphes des fonctions : 

y =(x +1) Log| x| et y=(x— 1)? Logx. 

**12° Montrer que si0<a<b: 

bdx b—a 

En é€crivant : 
p=n-1 

Jalon, LH(p+1)=— t : rs 

if -> ae (n entier positif) 
Tepe —_— 

établir que si x est supérieur a 1, on a les inégalités : 

1 =n— 

ue >, io ee oe a S aa 
p=0 

Application : vérifier les inégalités : 

1 
Log 2 — : : : Log 2. og on Sie tn a a) soits < Log 

*13° La dérivée d’ordre (n + 1) de la fonction y = x"e1/* (n entier > 0) est 

(— 1)"#1 : 
EO) Ka rrr 7 



CHAPITRE VIII 

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 

CIRCULAIRES ET HYPERBOLIQUES 

1. — Définition des fonctions trigonomeétriques. 

Rappelons la définition des fonctions trigonométriques usuelles (Rappels, 
§ 15). 

Soit (0, i, i un repére orthonormé de sens direct et x un nombre réel donné. 

Considérons le vecteur unitaire OM qui 

fait avec le vecteur i = OA un angle de 

mesure x radians (fig. 1) soit 

xm (OA, OM) 

Le nombre x est également la mesure, 

en radians, d’un arc d’origine A et d’extré- 

mité M. On a, par définition, 

ae agh ie io ies 
OM = cos xi + sin xj 

soit 
a el paces : Fic: 1° 
OQ =cos x et OP = sinix 

en désignant par Q et P les projections de M sur les axes. 

Il résulte de ces définitions que l’ona Wk eZ: 

sin (x + 2kz) = sin x 

cos (x + 2kn) = cos x 

On a toujours : 

—l<sinx<l et — |< cosx < I. 

La tangente de x est définie par 

sin x 
tg x = 
8 cos x 

Si AY’ désigne |’axe paralléle 4 OY mené par A (et par suite tangent au 

cercle C en A) et si J est le point ot OM coupe AY’, on voit que tg x = AT. 
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T 

: l4 

sur OY, le point T n’est pas défini et tg x non plus (puisque cos x est alors égal 

a 0). 

Si x est de la forme = + kx (k étant un entier), c’est-a-dire si M est situé 

2. — La fonction sinus. 
La fonction y = sin x est définie pour toutes les valeurs de x. Remarquons 

ee i Beat See a/2 
que, sauf pour quelques valeurs remarquables telles que sin 65° Sg =F 

sin : = “7 > nous n’avons pas de moyen de calculer immédiatement cette fonc- 

tion. A l’aide d’une figure a échelle suffisamment grande nous pourrions 
mesurer approximativement la grandeur de sin x. Il est plus commode de se 

servir des tables de lignes trigonométriques. Nous verrons plus loin comment 

elles ont été établies (chap. 1X, § 2). 

La relation sin (x + 22) = sin x peut s’exprimer en disant que la fonction 

sin x est périodique de période 2n. On dit qu’une fonction f(x) est périodique s’il 

existe un nombre J non nul tel que f(x + T) = f(x) pour tout x. Le nombre T 

est appelé une période de la fonction f 

(voir aussi chap. XI, § 1). 

On remarque immédiatement que si 

T est une période de fil en est de méme 

de tout nombre v7 ou n est un entier 

non nul (positif ou négatif). Si f admet 
la période 7, il suffit d’étudier son 

comportement dans un intervalle d’une 

Fic. 2. période, c’est-a-dire dans un intervalle 

de la forme (a,a + T( pour la connaitre 

partout. 

Supposons tracé le graphe IT de f dans l’intervalle (a,a + T(. Soit 

xeé(a,a + T(et soit M le point deT d’abscisse x. On voit que le point M’ du 

graphe de f ayant pour abscisse x + JT est le point déduit de M par une trans- 

lation de vecteur paralléle 4 Ox de mesure T; par suite le graphe de f dans 

Pintervalle (a + T, a + 2T( s’obtient en translatant I par cette translation. 



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 119 

Le graphe complet de f est finalement composé des figures obtenues en trans- 

latant I’ parallélement 4 Ox par des vecteurs de mesure nT (ne Z). 

Il suffit donc d’étudier ia fonction sin x dans un intervalle de longueur 2z. 

La relation sin (— x) = — sin x montre que cette fonction est impaire et 

que, par suite, l’origine est centre de symétrie de son graphe. II suffira donc de 

tracer le graphe de sin x dans l’intervalle (0, 2) pour l’obtenir sans peine dans 

Vintervalle d’une période (— x, + 2) et l’obtenir partout. 

La relation sin (x — x) = sin x montre que la paralléle a l’axe des y d’ab- 

: T Hae : 
scisse ests axe de symétrie du graphe et onest ramené 

: ™ 
a tracer le graphe de sin x entre 0 et 5° 

Il est bien évident, sur la figure 1, que lorsque x 

T : : : A 
croit de 0a 3 la fonction sin x croit de 0a 1. 

La figure 4 montre que 

La fonction y = sin x est continue pour toutes les 

valeurs de x. 

En effet, si M’ est le point du cercle C défini 

par l’arc x + het si P’ est sa projection sur OY, Fic. 4. 
on a la relation : 

PP’ = sin: (xh) — sin x, 

ae Lanes — ; 
Mais d’autre part : | PP’| < MM’ < MM'=|h| ot MM’ désigne la 

longueur de l’arc MM’, d’ot | sin (x + h) — sinx| < |A| 

nee .. sinx 
THEOREME |. — La fonction tend vers I lorsque x tend vers 0. 

sin(— x) sinx 

—x 

vers 0 par valeurs supérieures. Considérons alors la figure 1 et remarquons 

Comme , il suffit de montrer ce résultat quand x tend 

T 
que l|’on a les inégalités évidentes (en supposant 0 < x < 5) 

Aire triangle OQM < Aire secteur circulaire OAM < Aire triangle OAT 

inégalités qui s’écrivent encore : 

I6°S stg xX 
Nh) 

hae 
5 CEI oe 

ou: 
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; . (% ‘ : 
La fonction cos x = sin(5 =f x] est continue pour toute valeur de x puis- 

qu’il en est ainsi de sin x. Si x tend vers 0, cos x tend donc vers cos 0 = 1. De 

1 pee, 4 : ah 
tend vers ——- = 1. Par suite ——, compris entre deux quantités 

OS xX cos 0 sin x 

qui tendent toutes deux vers 1, tend aussi vers 1. 

méme 
c 

: Bec Fae . 
Note. — L’aire du secteur OAM n/’est égal ax que dans le seul cas ot 

x est la mesure de l’angle en radians. C’est donc seulement dans ce cas que le 

théoréme | est valable et c’est ce qui explique le choix du radian comme unité 

de mesure. 

COROLLAIRE. — La fonction sin x admet une dérivée égale a cos x pour 
toute valeur de x. 

On a, en effet, 

h 
sin(x +h)—sinx "3 h 
ee 

2 
or 

sae i BG 
oe 

D 
et 

‘ h 
lim cos (x + 5) =1COSEY 
h->0 2 

Fic. 5. 

On peut tracer maintenant la sinusoide, graphe de la fonction y = sin x. 
eat 3 ; j ee é 

On voit en particulier qu’aux points d abscisses 5 + kx (k entier) la tan- 

gente a la sinusoide est paralléle a l’axe des x et qu’au point O la tangente est 
la premiére bissectrice des axes. 
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3. — La fonction cosinus et la fonction tangente. 
La relation : 

een ATC 
cos X = sin (5+) 

permet d’étudier sans peine la fonction cosinus. Cette derniére fonction est 

définie et continue pour toute valeur de x, elle est périodique de période 27. 
On a d’autre part : 

ec tes hy = = = i m3 = 7 sin (5 x) = 0s 5x) =~ sine, 

La dérivée de cos x est égale a — sin x. 

Cos x est une fonction paire. Son graphe a Oy comme axe de symétrie. La 

: } i a 
relation cos (x — x) = — cos x montre que le point d’abscisse = sur Ox est 

centre de symétrie du graphe. 

graphe de cos.x 

Fia. 6. 

; Sob ys 
La relation cos x = sin (5 + x) montre que le graphe de cos x se déduit du 

. e x - TT 

graphe de sin x par une translation paralléle a l’axe des x et de mesure — 5° 

WX sl oe : 
La fonction tg x = est définie et continue pour toute valeur de x qui 

Os X 
n’annule pas le dénominateur, c’est-a-dire pour toutes les valeurs de x qui ne 

sont pas de la forme (2k + 1) 5 (k entier). La relation tg (x + 2) = tg x montre 

qu’elle est périodique de période z. La relationtg(— x) = — tg x montre qu'elle 

est impaire et que son graphe est donc symétrique par rapport au point O. 1] 

‘ acyl i FUR . ac EY 
suffit done d’étudier sa variation pour 0 < x < 5° Si x croit de 0a 5» Sin x 

croit et cos x décroit, ces deux quantités restant positives, tg x croit donc 

Tt 
5 Par valeurs inférieures, tg x constamment. On a tg 0 = Oet si x tend vers 

tend vers + o. 
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Si x tend vers 0, 18: Frags SIX : 
x COSA 

de tg x est tangent a l’origine a la premiére bissectrice des axes (fig. 7). 
On voit que dans les intervalles ot elle est continue la fonction tg x reste 

constamment croissante. C’est ce que confirme l’expression de sa dérivée qui 

est toujours positive. En effet : 

tend vers 1, ce qui montre que le graphe 

d d (sin x\ cos? x + sin? x 1 
Sen = F(Z pease =—,— =1 + tg’x. 
ax dx \cos x cos’ x cos’ x 

y 

See Ee ee ae 

! 
| 
! 
! 
i 

! 
| 
| 
! 
! 
! 
i 
| 
{ 
| 
| 
\ 
! 
i 
| 
| 
| 
! 
! 
' 

-3T it on Th 3a 
2 2 2 

graphe de tg x 

Fic. 7. 

4. — Remarques sur les dérivées des fonctions trigonométriques. 
Encadrons les formules fondamentales : 

ds. d ; d 
— sin x = cos x —cos x = — sinx —tgx= == 10-F tomy 
dx dx ee cos’ x 6 

On peut encore écrire : 

Oe en se 
dx 1) 2 

et l’on voit facilement sous cette forme que, quel que soit l’entier positif n, 
sin x admet une dérivée n-iéme donnée par la formule : 

Cer = $i + t as x =sin{x ns 
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De la méme facon : 

n 

ae ee SOS (x+ n') 

1 

On remarque enfin qu’une fonction y de la forme : 

(1) y = Acos@x + Bsin wx 

ou A, B et w sont des constantes, est telle que : 

(2) y" + wy = 0 

123 

Nous montrerons plus tard que la relation (2) caractérise les fonctions de 

la forme (1). Ces fonctions jouent un réle extrémement important dans toutes 

les parties de la Physique et de la Mécanique qui 

concernent les mouvements périodiques (courants 

alternatifs, acoustique, ...). Nous verrons dans le 

tome II que l’on peut décrire a l’aide de telles fonctions 

toutes les fonctions périodiques (théorie des séries de 

Fourier). 

5. — Fonction Arc sinus. 

Une fonction périodique n’est pas injective et ne 

peut étre inversée. 

Cependant la fonction sinus est strictement crois- 

ae ay : 
sante sur l’intervalle | IA + 5 |: Elle définit une 

NS 

application bijective de cet intervalle sur |’intervalle 

(— 1, + 1). L’application réciproque est notée Arc sin 

(lire grand arc sinus). 

L’égalité y = Arc sin x signifie donc que y est 

l’arc de sinus égal a x, et qui est compris entre 

ee naan 

= as 
La fonction x + Arc sin x est définie pour x € (— 1, + 1). Son tableau de 

variations est le suivant : 
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La fonction Arc sin x est donc monotone, croissante, continue dans |’inter- 

valle (— 1, + 1) et impaire. 

Sa dérivée se calcule au moyen de la dérivée de la fonction inverse x = sin y. 

Nous avons : 

x, = cos dol. y= y y; x cos yt 

Exprimons cos y en fonction de x en remarquant que : 

cos? y = 1 — sin? y = 1 — x? 

IN sh <y 
nla 

et que cos y est nécessairement positif puisque — 

cosy = V1 —x? 

et enfin pour|x|<1: 

CREA : 
dx Ne ee 

On utilise parfois la notation y = arc sin x comme une relation entre 

x et y équivalente 4 x = sin y. On prendra garde a ne pas employer arc sin 

pour désigner Arc sin. La figure 8 montre le graphe de la relation y = arc 

sin x et en trait renforcé le graphe de la fonction y = Arc sin x. 

6. — Fonction Arc cosinus. 

Les considérations du numéro précédent s’appliquent lorsque l’on veut 
inverser la fonction cosinus. 

La fonction cosinus définit une application bijective de l’intervalle (0, 7) 

sur l’intervalle (— 1, + 1). On note Arc cosinus l’application réciproque. 
L’égalité y = Arc cos x signifie donc x = cos yetO < yy <7. 

Le tableau de variation est facile a établir : 

Po eae | 0 + | 

y es 5 aie 
Fic. 9. 

La fonction Arc cos x est strictement décroissante et continue dans l’inter- 
valle (— 1, + 1) et son graphe, représenté figure 9, est encore un arc de 
sinusoide. 

Le calcul de la dérivée se fait immédiatement. De x = cos y on déduit : 

x, = —siny= — 4/1 — x? 
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car sin y est positif, puisque 0 < y < z. D’ou pour |x| <1: 

d 
— Arc cos x = — : 

~dx V1 — x? 

REMARQUE. — Nous constatons que les deux fonctions Arc sin x et Arc cos x 
ont des dérivées opposées. Ceci revient a dire que la fonction Arc sin x 

+ Arc cos x a une dérivée toujours nulle, ou encore qu’elle est constante. Cette 
constante étant : 

Arc sin 0 + Arc cos 0 = > 

NIA 

on a donc Ja relation : 

: Tl 
Arc sin x + Are cos x = 5. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier directement cette relation. 

Cette relation entre Arc sin x et Arc cos x montre que l’une de ces fonctions 

est pratiquement sans intérét. En fait dans un calcul il est préférable de n’intro- 

duire qu’une seule de ces fonctions. 

7. — Fonction Arc tangente. 

L’inversion de la fonction tangente se fait de la méme fagon. La fonction 

7 Tt : ote oe 
a> + Z sur R. L’application réciproque 

ve 

tangente définit une bijection de i 
~ 

est notée Arc tg. 

L’égalité y = Arc tg x signifie donc 

T 

2 

La fonction y = Arc tg x est alors définie pour toute valeur de x, strictement 

croissante, continue et impaire. 

Son tableau de variation est le suivant : 

Tl 
Viste xy = te y et 

| T™ Tt 
Pome, er ee 5 Fic. 10. 

et son graphe a un centre de symétrie et deux asymptotes. II s’obtient en pre- 

nant le symétrique par rapport 4 la premiére bissectrice des axes de la partie 

s ™ 
de la courbe tracée figure 7 correspondant a |x| < 5° 
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Calculons la dérivée de y = Arc tg x. 

De x = tg y nous déduisons : 

x =i Pte y= 1+ x 

D’ou pour tout xe R: 

d 
—Arctg x= 
dx . ley 

8. — Fonctions hyperboliques. 
Pour la commodité des calculs on introduit souvent les fonctions suivantes : 

e~ e~ 

cosinus hyperbolique chx = oe 
Db 

; (es Ce 
sinus hyperbolique shea — Sere 

tangente hyperbolique thx = eS fang yp q Sh 

Ces fonctions jouissent de propriétés voisines de celles des fonctions trigo- 
nométriques. Nous expliquerons ultérieurement la raison profonde de ces 

analogies (chap. XVI). 
Contentons-nous actuellement d’énoncer les résultats suivants, faciles a 

vérifier : 

ch (— x) =chx sh(— x) = — shx th(— x) = — thx 

ch? x — sh? x= 1 

ch(a + b)=chachb+shashb 

sh(a + b)=shachb+shbcha 

tha+thb 

BG Oe eae 
formules analogues, 4 des signes prés, a celles de trigonométrie. 

On voit immédiatement que ces fonctions hyperboliques admettent des déri- 
vées données par les formules : 

(chix) = sh x (sh x)’ = ch x 
Ct: 

(th x)’ = 1 
= 1 — th? x. 

chix 

Enfin, remarquons que la fonction : 

y=Achox + Bshox 



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 127 

ou A, B et w sont des constantes, peut également s’écrire : 

Ae B ox i A— B -ox 

a5 2 
et vérifie la relation : 

y" iv wy = 0 

que l’on pourra rapprocher utilement de la relation analogue établie au § 4 
pour les fonctions trigonométriques. 

9. — Variations de sh x, ch x et th x. 

Soit d’abord : 

fonction impaire qui est la différence de deux fonctions, l’une e* toujours crois- 

sante et l’autre e-* toujours décroissante. Donc y est croissante (d’ailleurs 
y’ = ch x > 0) et nous aurons le tableau de variation: 

x — 0 0 + © 

| yl +o + fF + +20 

y Se OOr ae ar AL > en 

et le graphe (fig. 11) présente un centre de symétrie a Fic. 11. 

lorigine. 

gee : e+te* : ; ; 
Etudions maintenant z =chx = ear, oer fonction paire, toujours 

positive. Nous aurons z’ = sh x du signe de x. 

D’ou le tableau de variation : 

ZO Se Oe 0 

aa ee Oe, ee 

et le graphe (fig. 12) symétrique par rapport 4 Oz. Cette courbe est appelée 

chainette et elle se rencontre lorsqu’on étudie la figure d’équilibre d’un fil 

pesant suspendu entre deux points. La forme de la chainette ressemble a celle 

d’une parabole, mais nous verrons que la croissance de ch x est beaucoup plus 

rapide que celle de x’. 
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Enfin, soit la fonction impaire : 

2x — 2x 
—1 l-e Seay 

pth ye es ee de dérivée t’ = = > 0. 
Chxt,  e-e e ree ch? x 

Donc th x est croissant tendant vers 1 lorsque x tend vers + ©. D’ou le 

tableau de variation : 

Pro ita Gre MO eae 

Le graphe (fig. 13) posséde un centre de symétrie a l’origine et deux asymp- 

totes paralléles 4 Ox. 

Fic. 12. Fic. 13. 

10. — Fonctions hyperboliques inverses. 
Nous pouvons définir les fonctions inverses des fonctions hyperboliques 

comme nous I|’avons fait pour les fonctions trigonométriques. 

De la relation x = sh y, on déduit y = Arg sh x (Arg se lit argument). 

Cette fonction est définie pour toutes les valeurs de x et est une fonction 

monotone croissante. On peut expliciter plus précisément cette fonction car 

la relation : 

peut s’écrire : 

e” — 2x e’ —1=0 

qui est une équation du deuxiéme degré par rapport a |’inconnue e” mais dont 

une seule racine est acceptable car e” doit étre positif et que le produit des 

racines étant égal 4 — 1, une seule d’entre elles est positive. On aura-donc : 

P=xtvVx7 +1 



FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES 129 

d’ou: 

y = Argshx = Log (x+ +/x? + 1). 

On peut calculer la dérivée de y soit comme fonction inverse, soit 4 partir de 
l’expression ci-dessus; on trouve : 

y= : 
x? 41 

La fonction ch définit une application bijective de l’intervalle (0, + ©) sur 

Pintervalle (1, + ©), on désigne par Arg ch l’application réciproque. L’éga- 
lité z = Arg ch x, qui n’a de sens que pour x > 1, signifie donc 

SOS oles et ZO 

Ici encore on pourra écrire : 

ou: 
en" = 2x27 +1 = 0 

équation de second degré en e” qui n’a de racines que six” — 1 > 0. Comme il 

faut en outre que les racines en e* soient positives, nous devrons ajouter la 

condition x > 0 qui, jointe 4 x? — 1 > 0, conduit a : 

Xe ln 

Dans ces conditions l’équation précédente a deux racines : 

eaxtVx?-1 ef Fe ny as 

mais : 

done z et z, sont deux nombres opposés. On doit avoir z > 0 donc e* > | et 

z = Arg ch x = Log (x + 1x? — 1). 

La dérivée a pour valeur : 

1 

F a/x? —1 

Enfin, de x = th ¢, on tire t = Arg th x, qui, d’aprés la figure 13, n’est 

définie que pour x compris entre — 1 et + 1. De: 

, Zz pour me 1 

er=— lI 

tele atte) 
on tire : 

pth * 

l1-x 
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ou : 

t= 5 Log 

formule qui exige bien que x soit compris entre — 1 et + 1. On trouve comme 

valeur de la dérivée : 

i= 
ee x" 

Remarquons que, comme les fonctions trigonométriques réciproques, les 

fonctions hyperboliques réciproques ont des dérivées exprimables algébrique- 

ment. 

EXERCICES 

1° Dérivée de y = cos (22 cos x). Quelles sont les valeurs de x qui annulent y’? 

eet 
v4 

R. kr, 3 + kn, 5) 

2° Démontrer que 

il 1 
Arc tg 5 + Are 85 + Arc tg i — aS 

3° La fonction y = sin (m Arc sin x) vérifie, quel que soit 7 constant, la relation : 

(1 — x?)y” — xy’ + ny = 0. 

: : Pals) ; 
4° Résoudre |’équation Arc sin 1 = Arc sin + Arc sin x. 

13 

12 
R. x= 13° 

5° Variations et graphes des fonctions : 

(243 y Arc sin x is me « +5) sib > ae a 
= —S——_,, = —— —) = 00s = ] cos 2 cos sxe 
/1 = x2 sin? x 2) 3 

*6° On considére la fonction f définie par : 

f(x) = x? sin = POULD ox 0 eect (Oj! 

Montrer que cette fonction admet une dérivée discontinue pour x = 0. 

1 1 
R. f'(0)=0 et f'(x) =2x sin ee ns pour x#0. 
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*7° Variations et graphes des fonctions : 

ax ——— 

y=2Are te(te3), y = Arc cos V1 — x. 

Vérifier que chacun de ces graphes admet un centre de symétrie. 

*8° Donner la forme la plus simple possible a la dérivée de : 

y =— 3cos® x + 10 cos* x — 15 cos x. 

R. y’ = 15'sin® x, 

*9o Etablir par récurrence que,  désignant un entier positif, cos nx et 
sin nx 

: sont 
sin x 

des polynomes par rapport a la variable t = cos x. 
*10° Pour quelles valeurs de x a-t-on : 

Arc tg (xV/2 — 1) + Arc tg (xV/2 + 1) = Are eae ? 

Ro=—1<x< +1. 

*11° Résoudre l’équation : 

Arc sin x + Arc sin 2x = Arc cos x + Arc cos 2x. 

R. = Se EG 3 

**12° A chaque valeur de x € )— 1, + 1(, la relation : 

[2 
y =cos Ne arc COS x 

fait correspondre trois valeurs de y. Séparer les trois fonctions ainsi définies, étudier 
leurs variations et les représenter graphiquement. 

**43° Résoudre |’équation : 

Are sin x + ¢ = 2 Are sin Va 

et discuter selon les valeurs de a : 

g 1 ee 
R. 0<a<j x =a— 5 + V3a(I — a). 

**440 Variations et graphe de la fonction : 

y = Arc sin —2 Arc tg x. 
2x 

1 + x? 

**45° get b désignant des constantes, la fonction y(x) = a cos x + 6b sin x vérifie 

les conditions : 

y+y=Ayx), yvO=a y(O)=5. 

Montrer que si une autre fonction z(x) vérifie ces conditions, on aura les égalités : 

yz" — y'z =0, yz’ — y'z=0, y = 2(WXx). 
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16° Variations et graphes des fonctions : 

ele*), esin * Arg ch Vx? + 1. 

17° Quelest le reste de la division de (cha + x sh a)! par x? — 1, a étant un nombre 
réel quelconque? Généraliser. 

R. ch 4a + x sh 4a. 

18° La fonction y = sh x sin x et sa dérivée quatriéme y’” vérifient la relation : 

yv + 4y =0. 

19° Résoudre |’équation : 

che +shx=p—~ go. 

R. i ! Log 5. 4 

*20° Montrer que la dérivée d’ordre n de la fonction y = e* sin x peut s’écrire : 

n 

(n) is 
y- =2%e sin (x +13) 

Peut-on donner un sens a cette formule pour n entier négatif? 

R. Sin = — p, ou pest un entier positif, la dérivée p'°*™* de )~ est y. En parti- 
culier : 

i 

Cire t gj y = iE e' sin fdt. 

2 

*21° Résoudre et discuter le systéme : 

chx +chy = 2a sh x + sh y = 25. 

Dans cet exercice et le suivant, le résultat de la discussion sera porté sur une figure 
ou sera indiqué le nombre de solutions suivant la région a laquelle appartient le point 
de coordonnées (a, b). 

R. Les régions a considérer sont limitées par une branche d’hyperbole. 

*22° Résoudre et discuter |’équation : 

achx+b5shx=1. 

R. On sera amené a tracer une hyperbole et ses asymptotes. 

*23° Variations et graphes des fonctions : 

y = Log (sin e*) et y =Log(1 + \/8 + e8). 

Montrer que les deux graphes sont asymptotes a la droite d’équation y = x. 

*24° On pose th x = sin 0, — 5 <@0<+ Ae Exprimer x, ch x, sh x en fonction 

de 6. 
0 

R. x= Logte(; +4); Chie Shiny — i200 
cos 9’ 
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**25° Résoudre et discuter le systéme : 

sh x sin 
ch x + cos y = — = : 

R. En posant : 

sh x 
——— on trouve f=0 ou = ————————— | a V/(a* + 6)? — 2(a? — b%) +1 

133 



CHAPITRE IX 

LA FORMULE DE TAYLOR 

ET SES CONSEQUENCES 

1. — Formule de Taylor. 

THEOREME 1. — Soit f une fonction continue sur l’intervalle fermé (a, b) 

admettant des dérivées jusqu’a l’ ordre n continues sur I’intervalle fermé (a, b) 
et une dérivée d’ordre n + 1 sur Tintervalle ouvert )a, b(. Il existe alors une 

valeur c de l’intervalle ouvert )a, b( telle que : 

, | Mf = 6- oF (Ooo oo ae 
(1) aap ~ f°) 

Soit A le nombre défini par l’égalité : 

Q f)-fa=—af(a+ CC® pra) +..+ CoM pr @4o-arrtA 

et soit la fonction F(x) telle que : 

(b FX) =f) ~f@) 6 -» fon. C= oe 26 ae 

D’aprés les hypothéses du théoréme cette fonction F est continue sur l'inter- 
valle fermé (a, b) et a une dérivée sur l’intervalle ouvert )a, b( qui est : 

+s Oa a 1 

PO= £0) +5) = 6=xf'Q)+O=x)f'@)— pi 

oe 2, 

——_____ f(x) 

——~ fF (x) + (n+ I) (b— x)" A 

eS a) = (n+ 1)(b— x)" A — ——= ft (x), 
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Comme F(a) = F(b) = 0, le théoréme de Rolle montre qu’il existe un 
nombre c appartenant a )a, b( tel que F’(c) = 0, c’est-a-dire tel que : 

Ce eee one 

ou encore : 

f£&*%e) 

(n+ 1)!" 

En portant cette valeur de A dans | ’égalité (2) on trouve bien I’égalité (1) 
que l’on se proposait de démontrer. 

La formule (1) est dite formule de Taylor. En posant b = a + helle s’écrit 
encore sous la forme : 

(3) flat+h)=f(a) +hf'(a) t+ .. fa ) + 

A= 

oes 

n+ 1)! 

avec O0<6< 1. 

——_ f"*Dq + 6h) 

En particulier, pour a = 0, en posanth = x, ona: 

xo 

ee a 
avec 0<@< 1. 

(4) FO) = £0) + 2f'0) + 5 Ef HO oat “a (0) + 

Cette égalité est également connue sous le nom de formule de MacLaurin. 

REMARQUES. — 1° La formule des accroissements finis n’est qu’un cas par- 

ticulier de la formule de Taylor, celui de n = 0. 
2° Dans le cas ot f (x) est un polynéme de degré n, le terme complémentaire 

de la formule de Taylor faisant intervenir la dérivée d’ordre n + 1 de f, est 

nul et le polyndme f (x) se met sous la forme : 

— 
Pa Aer Oe af@) > + — f(a). 

2. — Application au calcul des valeurs d’une fonction. 
La formule de Taylor permet d’exprimer la fonction f(x) comme somme 

d’un polynéme de degré n et d’un terme complémentaire 

(x 5° ay 

(n+ 1)! 

(@ étant un nombre compris entre 0 et 1, d’ailleurs variable avec x). Lors- 

que n est assez grand et | x — a | faible, ce terme est bien souvent tres petit, ce 
qui permet d’obtenir une trés bonne approximation de f(x) en la remplagant 

par un polynome. Ceci est un résultat trés remarquable et trés utile puisque 

les polynémes sont les fonctions les plus simples que nous ayons a notre dispo- 

sition et d’ailleurs les seules dont nous sachions calculer les valeurs exactement. 

Supposons, par exemple, que nous voulions calculer sin 31°. La dérivée de 

f"*! (a+ Ox — a)) 
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sin x étant cos x et celle de cos x étant — sin x, 4a condition d’exprimer l’angle x 

en radians, on peut donc poser : 

T 7 
= = — -— Os a = 30° r et b= 180 

La formule de Taylor permet alors d’écrire : 

: ott ™ Rctlel sey ene tes ot 
sin 31° = sin= + —cos> — =|— sins —& 

6. 1805 (6S 2 ESO 

1 3 

Comme |cosc]| <1, le terme complémentaire — z (ig) cos c a une 

l ie 
valeur absolue inférieure a eer a , soit approximativement —;. A condition 

6 x 180 10 

de connaitre z et 1/3 avec une précision suffisante, on voit que l’on pourra cal- 
culer sin 31° avec une précision du millioniéme en ne tenant pas compte de ce 
terme complémentaire dit encore reste. 

En fait, en poussant suffisamment loin la formule de Taylor, et en utilisant 

une valeur suffisamment précise de z, on pourrait de cette maniére calculer 

avec la précision désirée n’importe quelle valeur de sin x. C’est la le principe 

de la méthode utilisée pour dresser la table des valeurs de la fonction sin x. 

Considérons la fonction y = e*. On a y” = e* et par suite y(0) = 1. 
La formule de MacLaurin donne 

2 n nt+1 

ea eae Se en oes meee er Bie Cus gure ai uN enar 
avec Ov 0i< 1) sD’ ou; pout AG 

1 1 e 
(Hed Fl Wie orl eatery orig SP taney oF ni)" +t! 

donc 

O<e-(1+1 +54 pilin Vr ees 
9 ee aaa (n+ 1)! 

d’ou 

: 1 1 
exlim (1414 5)+... +55) 

Cette limite a été examinée au chapitre II, § 4, et l’on y a montré : 

2,71828 < e < 2,71829. 

3. — Comportement d’une fonction prés d’un point oi la dérivée 
s’annule. 

Supposons que la fonction f(x) admette dans un voisinage de x, des déti- 

vées continues jusqu’a l’ordre p + 1, que l’on ait les égalités : 

f'(Xo) = f"(X0) =... =f (x9) = 0 
et Vinégalité f*”(x,) < 0. 
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La formule de Taylor permet alors d’écrire si | 4 | est suffisamment petit : 

yeti 

(p+ 1)! 

Puisque f’* (x) est continu dans un voisinage de xp et que f+ (x9) n’est pas 
nul, nous pouvons supposer | / | suffisamment petit pour que f*”(x. + 6h) 
soit non nul et du signe de f‘’*!(x9). Supposons qu’il en soit ainsi. La for- 
mule (5) montre alors que le signe de f (x9 + h) — f(x) dépend 4 la fois de la 
parité de p et du signe de f*(x,). On peut donc tracer l’allure du graphe 
de f(x) prés du point d’abscisse xo. Il faut distinguer quatre cas. 

a v Af 

oie (1 
| | 

! 1 

° Xo x ° Xo x 

impair Pp impair 

(5) f(xo +h) — f(x») = f2*%(x9 + Oh) avec 0<6<h. 

oir P pair p 

FPF (5)0 FPF x0) <0 fPNG)>0 FPG) <O 

Fic. 1. 

On voit que si p est impair la fonction f passe par un extremum pour Xo 

(un maximum si f°?*(xo) est < 0 et un minimum si f*!)(x9) > 0). Si p est 
pair la fonction f ne passe pas par un extremum pour Xo, mais si p > 0, c’est- 

a-dire si f’(x,.) = 0, le graphe f présente pour x = xX un point d inflexion (c’est- 

a-dire un point ot la courbe traverse sa tangente) a tangente horizontale. 

Si f’(xo) = 0 le cas le plus courant est bien entendu celui ot f’(xo) # 0, 

c’est-a-dire le cas oti la fonction passe par un extremum, mais il faut bien voir 

que ce n’est pas Ja une nécessité. 

4. — Développements limités. 
Considérons la fonction y = e*, la formule de MacLaurin permet d’écrire : 

2 n n+1 
x x x x Ox 

ae SoD BES DY ah Awe Oe eee Se 0<6@<1 
cage ores tak gence Pte rare yer A ) 

ou encore : 
2 n 

a x x x n 

(6) gd pata ce ah er: 

On dit que (6) représente un développement limité d’ordre n de e*. Plus 

généralement, si f(x) est une fonction telle que l’on puisse écrire une égalité 

de la forme : 

(7) 4 (x) =Vdol Gn 608 HG + X' eX), 
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e(x) étant, comme toujours, une fonction de x tendant vers 0 avec x, et cette 

égalité étant valable toutes les fois que | x | est suffisamment petit, on dit que 

la formule (7) donne un développement limité (par rapport a x) d’ordre n de la 

fonction f (x). 
Dans un tel développement on ne se préoccupe pas de la forme exacte de 

la fonction e(x), mais simplement du fait que e(x) tende vers 0 avec x (nous 

continuerons 4 adopter pour é(x) les conventions indiquées au n° 3 du cha- 

pitre III). L’intérét d’un tel développement est que 1’on peut dans les calculs 

remplacer f(x) par le polynéme adj) + a,x + ... + a,x” en commettant une 

erreur absolue trés petite par rapport 4 la quantité x” si | x | est suffisamment 

petit. 
Montrons d’abord que 

Une fonction f (x) ne peut admettre deux développements limités distincts de 

méme ordre n. 

Soient : 
f(x) =a) +a,x+... + a,x" + x" ex) 

=b) +b, x + ... + 5, x" + x" &(x). 

Il nous faut montrer les égalités : 

G05, Qa, ='b,, siahistg a= D,. 

Supposons qu’elles ne soient pas toutes réalisées et soit p le plus petit 

indice i tel que a; # b;. Les égalités précédentes permettent d’écrire : 

0.=(a,—6,) x" +)... + Ga—0,) x x re(x) 

ou encore : 

Oa (ay Os) Ey = Ona ee soe Gn Oa, oer ene ae 

On voit que le deuxieme membre de l’égalité précédente tend vers a, — b, 

si x tend vers 0. Comme ce deuxi¢me membre est toujours nul, ona donca, = b,, 

ce qui contredit les hypothéses faites sur p. On voit donc que l’on tombe sur une 
absurdité si on ne suppose pas réalisées toutes les égalités a; = 5; (0 < i < n), 

ce qui démontre le théoréme (on remarquera que ceci entraine l’égalité des deux 
fonctions e(x) introduites dans les deux développements de f(x), égalité qui ne 
présente d’ailleurs pas d’intérét). 

5. — Obtention de développements limités par la formule de Mac- 
Laurin. 

L’exemple donné plus haut de la fonction e* montre que la formule de 
MacLaurin permet dans certains cas d’obtenir le développement limité d’une 
fonction. 

Supposons que l’on puisse appliquer 4 une fonction f(x) la pores de 
MacLaurin jusqu’a l’ordre n : 

n+1 

f(x) =f) + =F) cena = £0) n ea (0 <6 <1). 
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Pour obtenir de cette fagon un développement limité d’ordre n de f(x) il 

xfer (Ox) 
(n+ 1)! 

Comme x tend vers 0 avec x, il suffit pour cela (mais il n’est pas nécessaire !) 
que f*(x) reste borné dans un voisinage de 0, c’est-a-dire qu’il existe un 
nombre A et un nombre « > 0 tels que | x | < wentraine | f“*(x) | < A. 
Ceci sera en particulier réalisé si f* (x) est une fonction continue pour x = 0. 
On voit donc que : 

faut et il suffit que la fonction tende vers 0 avec x. 

Si dans un voisinage de x = 0, la fonction f(x) a des dérivées continues 

jusqu’a Pordre n + 1, elle a un développement limité d’ordre n que I’on peut 
obtenir par la formule de MacLaurin. 

On a vu comment on obtient de cette fagon un développement limité de e* : 

n 

x 

2 a ei. x 4 
e sic i AE Wa lead &(x) 

Si on prend maintenant f(x) = sin x, on sait que : 

f(x) = sin (x + >) 

et par suite : 
£0) = 0 si nest pair 

(-—1)? si n=2p+1. 

On peut donc écrire : 

x3 x? x? vo ee 

ee ea el age gi ey ee | pe n+2 ex), Sin x = x 317 at + ( Koger pict (x) 

De méme : 
Z 4 6 2n 

x x x n xX 2n+1 ee ae ae hay e(x cos x = 1 rita Sit: + ( Day (x) 

2 4 2n 
p.3 x x 2n+1 

= — — rae a KX ch x Pesta tT oa (x) 

3 5 2nt+1 
xX x x 2n+2 

x ee ee ey ea» PE eee eit Oa 

On remarquera ici encore l’analogie des fonctions trigonométriques et des 

fonctions hyperboliques. Ces derniéres ont toutefois des développements plus 

réguliers que ceux des fonctions trigonométriques car leurs coefficients sont 

tous de méme signe au lieu d’étre alternativement positifs et négatifs. 

Il ne peut étre question de chercher un développement limité de Log x 

puisque cette fonction n’est pas définie pour x = 0. On peut toutefois chercher 
un développement limité de Log (a + x) lorsque a > 0. Comme : 

Log (a + x) = Log a + Log (1 +2), 
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KAN x ( 
on est ramené a chercher un développement limité de Log (1 se *) , ce qui 

revient a chercher un développement limité de Log (1 + ~). 

Si f(x) = Log (1 + x), ona: 

1 
TAX) = ea et Ff) = (— i we (n aa 1) ! 

(1 + x)’ 

d’ou: 

fO).= (- I" * @— DB! 
et le développement : 

2 a} 4 n 

Ee and Ale Wax SOs BS fe Ga Log (1 + x) = x aig me ain 1) 7 + © ex). 

De méme la fonction x” (m étant un nombre réel quelconque) n’est pas 

développable par la formule de MacLaurin puisqu’elle n’est en général pas 

définie pour x < 0. On peut toutefois chercher un développement limité de 

(a + x)" sia > 0 ou, ce qui revient au méme, en vertu de |’égalité : 

Petey xh (a+ x)" =a (1 +3) ¥ 

un développement limité de (1 + x)”. 

Si donc f(x) = (1 +--*)"; on a: 

fx) = mm —- 1)... (m-ptHN04+x"" 

et par suite : 

Ff?) = mm — 1)... (m— p + D). 

On peut donc écrire : 

(i+ x)" = b+ mx + ee se 2 Te ee oe 

Lae — 1 
A tie i ae = a ey ae @(x). 

On remarque que si ™ est un entier positif, tous les coefficients sont nuls a 

partir de p = (m + 1) et on retrouve la formule du bindme (chap. I, § 1). 

Dans le cas ou m = — 1, on a la formule importante : 

1 

1+x 
=l—x+x7=x° 4... 4+ (— 1x" + xe) 

et, en changeant x en — x: 

l 
ps bee wee $x" +x" €(x). 

Tous les développements limités que nous venons d’indiquer sont impor- 
tants et doivent pouvoir étre retrouvés instantanément. 
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6. — Operations sur les développements limités. 
Lorsque f(x) est une fonction plus compliquée que celle que nous venons 

d’envisager, le calcul des dérivées successives de f devient souvent pénible 
lorsque |’ordre s’éléve et la méthode de la formule de MacLaurin risque de 
conduire a des calculs inextricables si on veut avoir le développement limité de f 
jusqu’a un ordre suffisamment grand. Aussi, souvent n’emploie-t-on pas cette 
méthode et déduit-on le développement limité de f de ceux des fonctions plus 
simples qui permettent de définir f, Nous allons montrer que |’on peut faire 

sur les développements limités les opérations usuelles faites sur les poly- 
ndmes. 

Faisons auparavant la remarque préliminaire suivante 

Si on a le développement limité d’ordre n de la fonction f : 

F(X) = dy +4, X +... a, x" + x" e(x) 

et sim <n, on a immédiatement le développement limité d’ordre m def: 

I(x) = @o tayxt+... +a,,x" + x” &(x) 

car en effet ce dernier e(x) égal a : 

Gat cach Geese ax 7 ex) 

tend vers 0 avec x. 

7. — Relation entre les développements limités de f et de f’. 
Supposons que f (x) admette un développement de MacLaurin qui permette 

d’obtenir le développement limité de fjusqu’a l’ordre n : 

(0) a + x" &(x) 

et que f(x) admette aussi un développement limité de MacLaurin jusqu’a 

Yordren — 1: 

f(x) = f'O) + x 

et on voit alors que 

” (n) LO get £4 easy 
La partie polynomiale du développement de MacLaurin de f’ s’obtient en 

dérivant par rapport @ x la partie polynomiale du développement de MacLaurin 

de f. 

Par suite si f et f’ ont des développements de MacLaurin 

FO) = ay Hae. : 0x + x x) 

on peut écrire : 

f'(x) =a, + 2agxt+... + na,x"~* + x"~* (x). 
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De méme si : 

Fd) = bok By Sot wees le ae ee) 

on peut écrire : : : 

(x)= f(0) + box + a +...t+ ye + x" &(x). 

ne; 1 
C’est ainsi que le développement limité de ae ; 

deve lo-x+x?—... (= 1) x" + x" ex) 
ere 

permet d’écrire 4 nouveau le développement limité de Log (1 + x) (dont la 

dérivée est : : 
+x ' 

2 3 n+ 
Path te haat er n+1 Log (1 + x) =x 5 + 3 +...+(-—) Piao acs e(x). 

De méme, pour chercher le développement de f(x) = Arc tg x, on remarque 

que : 

, x)= ; 

1%) 1+? 

fonction dont le développement se déduit de celui des - xen remplagant x 

par x? : 
1 
=1— x7 4 x4 0 (=) x ae as (-1) (x) 

d’ou : 
3 5} 2n+1 x 2 x 

Arc tg x = 0 —- ++ 5-...4+(- 1)" par 6 re tg x +x Zz +5 + ( )) aie ie &(x) 

De la méme fagon soit f(x) = Arc sin x. 

Ona: 

1 Bs ee esi 
Nie 

dont le développement s’obtient a partir de celui de(1 + x)"en posantm = — 
Nl 

et en remplacgant x par — x”. On a alors : 

wl alu leaped 
POT PORT ce ea 



LA FORMULE DE TAYLOR ET SES CONSEQUENCES 143 

qui peut encore s’écrire : 

er ae Se os. (2p =1)2p p (2p)! (— 1" — eS a (-  S. 
Rpt 2:A-<.. 2p 2°? (p!) 

On a donc : 

1 x 3... (QQp— Se es ae Oe a oa I) 2 4 
V/1 x2 ) 2?-p! 

r3 2... Qn = 1 
+ — ) 2" + x?" e(x) 

D’oi : 

3 ; ar 
Are sin.x =x + 2s 4+ 1 te Webi Ge Ul) NCS dent 

6 2?-p! (2p + 1) 

be (27 — 1) ans 2n+1 
ae aa aP &(x). 2-n!(Qn+l)- ei 

8. — Développements limités d’une somme et d’un produit. 
Soient les développements limités : 

JS (x) = a9 +ayxt+... + a,x” + x" a(x) 

a(x) = bo +b,x4+... + b,x” + x™ &(x) 

et soit par exemple n < m. 

On peut écrire : 

L(x) + 8X) = (ao + bo) + (4, + Oy) x +... + (G, + b,) x" + x" e(x) 

d’ot le développement limité de f(x) + g(x). On remarquera que ce développe- 
ment est d’ordre n. I] ne sert donc a rien d’avoir un développement de g d’ordre 

supérieur an. Le terme en x? dans le développement de f(x) + g(x) est la somme 

des deux termes correspondants dans les développements de fet de g. 

Soit maintenant a chercher un développement du produit f(x) g(x). En 
posant : 

n 
P=ajyta,x+...+4a,x et Q=b),+b,x+...4+5,,x", 

les égalités : 

Ff) =P + xX ax) et g(x) = O + x” &(x) 

entrainent : 

S(x) g(x) = PO + x"[Px"~" ex) + O e(x) + x” (x) &(x)]. 

Le produit PQ est un polynéme de degré n + m que l’on peut écrire : 

n+m 
PO = Co Ce 2S RH Cae X 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5° éd.). 6 
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On a donc : 

(9) F(x) g(x) = eg HOyX H+... H0,x" + n(x) x" 

avec : 

n(x) = [Cra XH 2s $F Cpamx™ + PX™" ex) + Oe(x) + x™ e(x) €(x)]. 

Par suite n(x), tendant vers 0 avec x, est de la forme ex) et l’égalité (9) 

donne un développement limité de f(x) g(x). On a les relations : 

Co = Ay Bo, CG = 050; 41.05.1523 Cl 05,0, + 64 Oyeg + eo G6. 

Ici encore, pour avoir un développement de f(x) g(x) jusqu’a l’ordre n, il 

suffit de se servir des développements de f(x) et de g(x) d’ordre égal a n. 

Dans la pratique on fait le produit de deux développements limités comme le 

produit de deux polynémes, mais en négligeant les puissances de x d’ordre 
strictement supérieur a 7. 

EXEMPLE 1. — Soit a donner le développement limité jusqu’a |’ordre 3 : 

y= Ch x sinex. 

Il suffit donc de développer sin x et ch x jusqu’a l’ordre 3 : 

2 x 
hx=1+ > ch x + 5 

48 
sin xX =X aia + x? (x). 

+ x° (x) 

On a donc : 

x x? 

ch x sin x = (1 + a) (x he + x* (a) 

3 3 6) 

e Rone A sien = 3 x+5 rae i Paar ar ep &(x). 

REMARQUE. — Dans le cas ow les p premiers termes du développement 
de g(x) sont nuls, un développement limité d’ordre n de g(x) permet d’obtenir 
un développement limité d’ordre n + p de f(x) g(x). 

On peut, en effet, écrire g(x) = x? g,(x). Le calcul précédent permet de 
développer f(x) g,(x) jusqu’a l’ordre n, soit : 

I(x) 810%) = dg +d, x+... +d,x" + x"e(x) 

et on a alors le développement limité d’ordre n + p de f(x) g(x) 7 

F(%) 8%) = do'x? ed, xP axe xe" Pretax). 
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9. — Développement limité d’un quotient. 
Connaissant les développements limités de fet de g et sachant que g(0) ¥ 0, 

f il faut chercher un développement limité de ~. Ici encore il est en général 
& 

inutile de supposer que l’un des deux développements (de f ou de g) ait un ordre 

strictement supérieur a celui de l’autre. Soient donc : 

F(x) = ag tayxt... + a,x" + x"e(x) 

(x) = bo +b, x4+... +b,x" + x"e(x) avec by = g(0) £0. 

On cherche a écrire un développement limité de sous la forme : 

f(x) eee 
See CO tats Onl awa tent Ca X este EX) 2(x) 0 1 ( ) 

gj LO) et 
ae mew exprimable sous cette forme, légalité f = 5 g entraine d’aprés 

ce qui précéde : 

Ay = bo lg 

ay =a Cy +b, Co 

a, = boc, +b, ¢,-4 + .-. + Oo ¢,- 

Comme by # 0, les égalités précédentes déterminent de proche en proche 

les nombres : 

_ do Gea; — bi ch i Es ee Oe 

chat se ais gy eS Pa Ve ne pas Se : 

Ceci montre que, si as admet un développement limité, ce ne peut étre 

que : 

(10) Cot ey X +. +6, x" + xLe(x). 

Pour que cette expression soit un développement limité de rs , il faut et il 

suffit que la fonction n(x) définie par l’égalité : 

Ah A aes et EEX A xX yx) 
g(x) 

tende vers 0 avec x. 
Mais les égalités précédentes montrent que l’on a : 

F(x) = (Co +O, X +... +0,%") Q(x) + x" e(x) 

et par suite : 
&(X) 

n(x) ai 2(x) . 
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1 h ; : 
eee tend vers —lorsque x tend vers 0, il en résulte bien que n(x) 

g(x) Do 
est de la forme e(x) et que, par suite, l’égalité (10) définit bien un développement 

limité de £@) ; 
g(x) 

EXEMPLE 2. — Trouver le développement limité jusqu’a l’ordre 5 de tg x. 

Ona: 
x 5 

sin x 6 . 120 neds as 5 5 
tg x = = ot Xt ee HO5x° +X” A(X). 

wisi See xe) 
2 >> 24 

D’ou l’égalité : 

3 5 

x= Et Te + xP ex) = (Co + crx te2 x? + ey.x° + e4x* +5 x° +.x° alx)) 
2 4 

a5 x 5 
(1 a eae os) 

qui s’écrit : 

coe Wale a c c 
——— + Apt eoe)=a text (- 2 +e). +(-Gres)x' 

6 120 

+( 3 + cg) x* + (54 — 2 4 05) x8 4 x5 060) 

d’ou les égalités : 
Co = 0 

c, =1 

—~ Pte =0 ou ¢,= 

Gs raat ee Ae a ON 
ieee ee Wee ee OS 

a pte =0 ou c= 

Oi as OS ee Soha 
24 Pstgg. Ms Soa aes 

et finalement : 
3 x 2 

gx AB cueeey + x* (x). 

REMARQUES. — 1° On verra plus tard que |’on obtient encore le polynéme 
Co + cy xX +... + ¢, x" en divisant suivant les puissances croissantes le poly- 
nome ad + a,x +... + a,x" par le polyndme bp + b,x +... +b, x" et 
en négligeant les puissances de x d’ordre strictement supérieur a n. 
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20 Ici encore si les p premiers termes du développement de f(x) sont nuls, la 
connaissance du développement d’ordre n + p de f(x) et du développement 

d’ordre n de g(x) permet de trouver le développement d’ordre n + p de os : 
g(x 

3° Dans le cas 9(0) = 0, soit 

Bx) Sb ED Pt + tt a(x) 
= (Be cg Bog ext +x" A(x) avec b, #0 

on peut écrire 

f(x) _ 1 meats mir Aba ALTE ius an te Ge x “bX” 6(X)) 

c’est-a-dire, lorsque n > k, on a le développement limité généralisé 

I(x) Co c Cy Vie n- a) ot pat es + AS tee + Ces x + ee eg tee x? * a(x) 

on obtient, par exemple, 

| ae 3 3 3 
t =S eS 5 cotg x ame fig 45 + * &(x) 

10. — Fonction de fonction. 
Soient u(x) une fonction de x tendant vers 0 avec x dont on se donne le 

développement limité : 

(11) (x) = bE XE Sn. HD, x" AX" E(x) 

et f(u) une fonction de u dont on se donne le développement limité : 

(12) fw) =agta,ut... ta,u" + u" eu). 

Cherchons le développement limité de la fonction y(x) = f(u(x)). En rem- 

plagant u dans le développement (12) par son expression tirée de (11), on obtient: 

(13) y(x)=agta,(b, x+... +b, x +x" e(x))+4,(b,x+...+b,x"+x" (x)? 
+...4+4,(b, x+... +5, x" +x" &(x))"+(b, x+... +5, x")" e(u(x)) 

ou encore : 

BAX i= any bt (aby Fa, bt) x? + (a,b, 4205), bz +-a50 2) x 4 

Gta be tin sabe) eK E(x), 

D’ot le développement limité de y(x). On remarquera que 

la partie polynomiale du développement de y(x) s’obtient en substituant au 

dans la partie polynomiale du développement de f(u) la partie polynomiale du 

développement de u(x) et en négligeant les puissances de x d ordre strictement 

supérieur Qn. 
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Ici encore il est en général inutile que l’un des deux développements de f 

ou w ait un ordre strictement supérieur a4 celui du développement deésiré. 

EXEMPLE 3. — Soit 4 développer jusqu’a l’ordre 4 la fonction 

y(x) = Log (cos x). 

On peut prendre ici : 
2, 4 i 3 x 

u(x) = 1—cosx = = —— + x*e(x) 
2 24 

CER: 

wy wou 
flu) = Log (1 =u) = -u- Fg +). 

D’ou 

x? 1 x? D 2 

y(x) -(5- ae *a)) -3(5- Hts os) 

‘Gy etos wees. 3 Ay eet 4 ed 4 

-3(5- Bre * (3) -4(F ap ) 

x? 

+(5- es *e00)) &(X) 

OEM ACES hk 4 
oR Oh a aad, eat &(x) 

ou encore : 

MPa Weare tS 
DON ete 

REMARQUE. — Lorsque x est infiniment grand en posant 

x= ona f= f(z) = 9X) 

si la fonction @ posséde un développement limité généralisé (Remarque n° 3 
du paragraphe 9) 

C Che 
oe Be fb FE ig ees PE Te Ge ee 0X) = 3 + iG 3 

on obtiendra, en revenant a la variable x, le développement : 

ht) septs CX ae 1 
Cc c 

tee Hae ty + AE eG = (2) 
x Xe 

Il n’est pas toujours possible de donner un tel développement. Par exemple 
il résultera du prochain chapitre que la fonction e* ne peut jamais se mettre 
sous cette forme, aussi grand que soit choisi l’entier k. 
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EXERCICES 

1° Montrer que si x est positif : 

Bit x* 
ae 16° 

CY oe aan x 

Vie <14+5—— 

2° Développement de MacLaurin de la fonction y = Log (x? — 3x +2): 

3 x? 1 xn ] 

R. y = Log 2—35x— ee = (1 +3;)- Ck “(1 +5) 

xn 1 1 

— SS laces toe | oumsOl< Oa 1s 

3° Développement limité au 5¢ ordre de y = Log tg (3 =e 4) au voisinage de x = 0. 

ole Ke 
= _> — 6 

2 yox+5tugtrte. 

4° Valeurs de a, b, c, d telles que : 

y = e*— acos x — bcos 2x — c sin x — dsin 2x 

soit un infiniment petit ordre le plus élevé possible quand x tend vers 0. 

5 2 5 1 
R, a=3, b= 5 c=3, d= —.5%. 

5° Développement limité d’ordre 3 de y = 5 a au voisinage de x = 1. 

R thee Bi ening U = 1 : era pee (ft) ou =v i 

6° Développement limité d’ordre 3, au voisinage de x = 0, de : 

ere* -f sin x =) 

ths, Log (1 + x) ° 

x? 3 3 36 
= cS fel cs eee 

R. Ye Dt SX Tai Gy ee & 

7° Développement d’ordre 3, au voisinage de x = 0, de : 

5 
SOAy Te. 

ii 
bo + 5X see ae 

Nl w 
R. se 250 
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*80 Premier terme non nul du développement limité au voisinage de x = 0 de la 

fonction : 
2x 2x 

y ent ert 2. 
a 

-— y4 R. 3*° 

*9o Développement d’ordre 2, au voisinage de x = 0, de : 

1 1 
ides ‘eam ts 

(lisa 

Lif x. SX 
R. y=i(5—Fy tate). 

*10° Montrer par récurrence que, pourn > 1, ona: 

2n—-1 
2 # 2n-1 wi BO at 97 

*11° Si 1 entier vérifie n > z + 1, « étant positif, il en résulte n < (1 + ce). En 

déduire que W/ ‘n tend vers 1 quand z tend vers l’infini. 



CHAPITRE X 

FORMES INDETERMINEES 

1. — Definition. 

Nous étudierons dans ce chapitre un certain nombre de cas-types oi, 
lorsqu’une variable x tend vers une certaine valeur xp (éventuellement égale a 

+ © oua — ©), une certaine fonction F(x) n’a pas de limite apparente a pre- 
miére vue. Lever ’indétermination (ou chercher la vraie valeur de F(x9)), c’est 

trouver cette limite si elle existe. On remarquera que la fonction F peut étre 
déja définie pour x9, mais ce qui importe alors n’est pas la valeur donnée 

initialement a F(x) mais la limite de F(x). Si cette limite L existe, la fonc- 
tion égale a F(x) pour x ¥ Xo et égale 4 L pour x = xg est continue pour 

X = Xp. 
Nous avons déja rencontré de tels problémes lorsque nous avons étudié le 

comportement d’une fraction rationnelle prés d’un péle ou a |’infini, et lorsque 

Fes othe % % sin x 
nous avons étudié la limite de — quand x tend vers 0. 

De méme, lorsqu’on cherche a calculer une dérivée, on cherche la limite de : 

f(x +h) — f(x) 
h 

lorsque A tend vers 0, ce qui revient a étudier une forme indéterminée par rap- 
port a la variable 4. Calculer une dérivée est donc lever une indétermination. 
Par suite il n’est pas étonnant que la connaissance de la théorie des dérivées 

et de ses conséquences permette, comme nous allons le voir, de lever des indée- 

terminations. 
On remarquera que, par le changement de variables x' = x — Xo Si Xo 

ee ae : 
nest pas infini, ou x' =- Si Xo est infini, on peut toujours se ramener au cas 

x . 

ou Xo = 0. 

2, — Forme cz 
0 

C’est la forme indéterminée la plus courante a laquelle peuvent se ramener 

la plupart des autres. 
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F(x) se présente alors sous la forme d’un quotient F(x) i . les fonc- 

tions f et g tendant toutes deux vers 0 lorsque x tend vers Xo. Comme nous 

V’avons dit plus haut, il est alors commode de se ramener au cas OU Xp = 0, 

c’est-a-dire au cas ou les fonctions f et g sont infiniment petites en méme 

temps que x (cette derniére variable est parfois appelée infiniment petit prin- 

cipal). 
Pour faciliter l’exposition nous allons nous placer dans ce cas. 

f(x) 
Supposons d’abord que le rapport F(x) = ae ma nde vers 1 lorsque x 

tend vers 0. 
Ceci entraine que fet g sont liées par une relation de la forme 

F(x) = g(x) CL + &)) 

ou e(x) est une fonction qui tend vers 0 en méme temps que x (les notations sont 

celles du chap. III, § 3). 

Lorsque nous pourrons écrire une telle relation nous dirons que f et g sont 

des infiniment petits équivalents et nous écrirons 

eS 

Le lecteur vérifiera que cette relation est une relation d’équivalence. 

On dit que fest un infiniment petit d ordre n par rapport a x silona 

SAX) == axe 

avec 

n>0 et (hes \)e 

Lorsqu’il en est ainsi on dit encore que ax” est la partie principale de |’infiniment 

petit f. Il est facile d’obtenir cette partie principale lorsque f a un développe- 
ment limité par rapport a x. 

Si: 

Sg tes nae pian Ce 

est un tel développement, a, étant distinct de 0, la partie principale de fest a, x”. 

0 
AG ae 7 présente la forme indéterminée — 0° 

pour étudier le comportement de F, remplacer fet g par des infiniment petits 
équivalents f, et g,. 

En effet, on peut écrire alors : 

f=fil + ee) et g =g,(1 + ex). 

f eae fi Par suite F =— a (1 + e(x)) se comporte comme 
&1 

Ceci posé, lorsque F = on peut, 

et aura donc éven- 

tuellement la Soe limite. 

En particulier, si f et g sont des infiniment petits d’ordres n et m par rap- 
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port a x, dont les parties principales sont ax" et bx”, la fonction F se compor- 
n 

ax 

m? 
tera comme le quotient c’est-a-dire que : 

1° Pourn > m, F(x) tend vers 0 avec x. 
2° Pour n < m, F(x) tend vers l’infini lorsque x tend vers 0. 

a 
3° Pour n = m, F(x) tend vers , lorsque x tend vers 0. 

Il est donc indiqué, pour lever l’indétermination de f, de chercher, si cela 
est possible, des développements limités par rapport a x de fet de g. 

EXEMPLE |. — Soit a chercher la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction : 

sh x — sin x 
y SS 

tgx-—x 

: Sticks 0) 
On est en présence de la forme indéterminée 0° 

Ona: 
x3 

6 

De méme en utilisant le développement limité de tg x 

3 3 

shx —sinx = (x+ +x*a(9)) ~ (x-F +9) = > + 2° 4x). 

x x 
igx— xa (x45 + 2%) x= 5 + soln 

Par suite y a la méme limite que le quotient — = 1. Donc y tend vers 1 

w] |] 
lorsque x tend vers 0. 

REMARQUE. — Lorsqu’on a des développements limités de f(x) et de g(x), 

soient : 
F(B) = Gy 9 + Ogg yx + 20. Hay xt + x1 ex) 

x) = BX Dy XE ee KB, +X BX) 

avec : 
a, #0 et b.. 0; 

on peut écrire le développement limité : 

Ce + GX Pe Pex +X eX) 

du quotient : 

Ge Rem Ga ego Ee" B(X) 

Oe eR Sa ee Eiger 3) 

nae [zeal 
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et par suite on a le développement suivant de F(x) : 

F(x) = cox™™™ 4 0, 0 Ete ioe xP tia ee): 

Pourn > mc’est un développement limité de Fet pourn < mc’est un déve- 

loppement généralisé par rapport a l’infiniment grand X = * de la forme 

envisagée dans la remarque faite a la fin du chapitre IX. 

@ 

3. — Forme—. 
oO 

,’ ‘ A _f@) fi s t C’est le cas oul F se présente sous la forme F(x) = we)’ les fonctions f et g 

augmentant indéfiniment en valeurs absolues lorsque x tend vers Xo. En 

1 

écrivant F = Ae , on voit que cette forme se raméne immédiatement a la 

f(x) 
an: oe rae 

forme indetermin€e 5. Nous allons toutefois faire quelques remarques par- 

ticuliéres concernant ce cas. 

Il est commode, en prenant au besoin comme nouvelle variable x’ = rat 
iO 

de supposer que la limite soit a étudier lorsque x tend vers l’infini. On dit alors 

que x est l’infiniment grand principal. 

Lorsque f et g sont liés par une relation de la forme 

f(s) = g((1 + -(:)] 

| 1 ; : {Gee 
(;) tendant vers 0 avec x7 on dit que les fonctions f et g sont deux infiniment 

grands équivalents et l’on écrit : 

Cette relation est une relation d’équivalence et elle entraine que le rapport —— 

ree 

I(x) 
g(x) 

tende vers |. 

On dit que fest un infiniment grand d’ordre n lorsque l’on a : 

f(x) ~ ax" 
avec 

a-i0% n> 0. 

On dit alors que ax” est la partie principale de ’infiniment grand f. Ceci posé, si 

if Ma fr Oe ee F(x) = a la forme indéterminée = lorsque x tend vers l’infini, on voit comme 
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précédemment que, pour étudier le comportement de F, on peut remplacer 
f et g par des infiniment grands équivalents. En particulier si f et g sont des 
infiniment grands d’ordre n et m par rapport a x dont les parties principales 
sont respectivement ax” et bx”, on voit que F se comporte comme le quotient 

bx et par suite : 
x 

1° Pour n 

2° Pour n 

m, F tend vers l’infini avec x. 

m, F tend vers 0 lorsque x tend vers 1’infini. 

a 

b 

> 

< 

3° Pourn m, F tend vers = lorsque x tend vers |’infini. 
soe 

EXEMPLE 2. — Soit a chercher la limite de y = x+Vxi+1 lorsque x tend 
x+Vx? =1 

(144/144) 
x 

rtVP—1=e(144/1- 4 
¥ 

1 
1+4/ies ae 

Svea 
x? 

vers + c.QOna: 

a At ed 

Donc y a la méme limite que le quotient —————-———— qui tend vers I 

1 l 

He: 1 
lorsque x tend vers + ©, c’est-a-dire lorsque < tend vers 0. On remarque que : 

RoE Ae ri et x4 Vx? -1 

ont tous deux pour parties principales 2x. 

REMARQUE. — A partir de développement de fet de g ayant la forme envi- 

sagée a la fin du dernier chapitre, il est possible de trouver un développement 

analogue pour F. 

4. — Croissances comparées des fonctions puissances, exponen- 

tielle et logarithme. 
. s la s la 00 

Nous allons dans ce numéro traiter deux cas de formes indéterminées a 

importantes en analyse et qui ne sont pas susceptibles d’€tre traitées par les 

méthodes indiquées jusqu’a présent. 
x e 

Nous nous proposons d’abord d’étudier le comportement de y = m lorsque 

x tend vers + ©, m étant un nombre strictement positif (le résultat étant évi- 

dent si m est nul ou négatif). 
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On remarque d’abord que lorsque x est positif la fonction e* — x est tou- 

jours croissante puisque sa dérivée e* — 1 est toujours positive ou nulle pour 

e 

a/x 
a 

En posant z = 

x > 0. Comme e* — x est égal 4 1 pour x = 0, J’inégalité x > 0 entraine 
x 

e~ > x et par suite le rapport 

— , Pégalité : 
pi 

tend vers |’infini lorsque x tend vers + ©. 

eee ae Ga) 

e 4 ae , 
montre alors que — tend vers + «© en méme temps que zZ, c’est-a-dire en meme 

x 
temps que x et par suite 

x 

ais é is 
Lorsque m est strictement positif, le rapport — tend vers + © en méme 

temps que x. 

On remarquera que ceci ne signifie pas que e* est toujours supérieur a x”. 

Proposons-nous maintenant d’étudier le rapport 
Log x 

lorsque x tend 

vers + ©, m étant strictement positif. 

En posant Log x = t, ona: 

rapport qu’, d’aprés ce qui précéde, tend vers 0 lorsque mt tend vers + ©, 

c’est-a-dire encore lorsque x tend vers + «©. D’ou 

Le nombre m étant strictement positif, le rapport 

tend vers + ©. 

Log x 
m 

tend vers 0 lorsque x 

Ces deux importants résultats permettent de traiter beaucoup d’autres 

formes indéterminées. Soit par exemple a trouver la limite de y = 
x 

T lorsque x 

x 

tend vers — oo. La fonction y prend alors la forme indéterminée ~ . En posant: 

, 

Pégalité y = —~ 

x= =, 

;, Montre que y tend vers 0 lorsque x’ tend vers +o. La 

limite cherchée est donc 0. 
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5. — Forme 0 x o. 

C’est le cas d’une fonction F(x) = f(x) g(x) telle que, lorsque x tend vers xo, 
la fonction f tende vers 0 et la fonction g augmente indéfiniment. En écri- 

f ’ : 0 
vant F ="—, on voit que l’on peut alors se ramener a la forme ~. 

1 0 

1 
En posant t = x on a, pour m> 0, 

lim x” Log x = lim cals gen 
x70 t7+0 t 

le nombre m étant strictement positif le produit x" Log x tend vers 0 lorsque x 
tend vers O par valeurs positives. 

Ici encore on peut, pour étudier le comportement de F, remplacer f par un 

infiniment petit équivalent et g par un infiniment grand équivalent. En parti- 
culier, si X) = 0, si f est un infiniment petit dont la partie principale par rap- 

port a x est ax” et si g est un infiniment grand dont la partie principale par rap- 

ag b : : e 
port a - est —, on voit que F se comportera comme la fonction ab x"~™". 

ce te 
ees 1 a 

e* lorsque x EXEMPLE 3. — Soit a étudier le comportement de y = 

tend vers 0. 
2 1 x" — 1 = 

tend vers — 00 et ex vers Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives, 

+ o, donc y tend vers — et il n’y a pas de forme indéterminée. Lorsque x 
2 1 x —1 = 

tend vers + © et que e* tend vers 0 par valeurs négatives, on voit que 

tend vers 0; on est donc en présence d’une forme indéterminée. Pour lever 

: + 1 
Vindétermination on peut poser x = — ie On a alors : 

1 

pughete say 1 
ies ev == (1-5). ] e % 

x 

é 
Re eee 

Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives, x’ tend vers + ©, le quotient — 
e 

tend vers 0 et ( 1 — =) tend vers 1, donc y tend vers 0. 
x 

6. — Forme o — o. 

C’est le cas ou la fonction F(x) se présente sous la forme f(x) — g(x), 

les fonctions f et g tendant toutes deux vers + © (ou toutes deux vers — ©) 

lorsque x tend vers Xp. 
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Dans ce cas on ne peut pas remplacer f et g par des infiniment grands équiva- 

lents : 

Soient en effet f(x) = x? + xet g(x) = x”. Lorsque x tend vers |’infini, f(x) 

et 2(x) Sune Seu Melon a x? et cependant f (2) = g(x) = x ne se comporte pas 

comme x” — x? = 0. 
Pour traiter la forme indéterminée 0 — ©, on peut essayer de mettre F 

) 
sous la forme d’un produit en écrivant par exemple F = f (x) (1 _ ries) : 

On peut aussi se ramener au cas oli x, est infini, c’est-a-dire au cas ot x tend 

vers l’infini et chercher 4 développer f et g sous la forme : 

f= GN Oey eo Oe + o(;) = P(x) + o(;) 

PW ee eo ee palin 1 + bo +2(5 )= O(x) + o(= ). 

Alors f(x) — g(x) se comportera comme le polynéme P(x) — Q(x), compor- 

tement que nous avons appris a étudier au chapitre III. 

EXEMPLE. — Soit a étudier le comportement de : 

yore x? 41 -Wx* 41 

lorsque x tend vers + ©. 

On peut écrire : 

x x x X 

6x x? lx 

De méme 

4 ts 1 4¥4 1 Nees | 
41=x(1+ 5] =x(1 + 22+ ae(-)) - a “+(:) 

v i 4x* voy wane Fonte a x 

Donc 

1 fd 1 Lift Lit eas =|(x+—4+—4el-)) -(*++ —+ sel-)) = -— 3 + el- 
( Oye see (:)) ( 4x3 a4 x? ‘(~)) 12x : x (;) 

Donc y tend vers 0 lorsque x augmente indéfiniment. On voit méme que y 

est un infiniment petit dont la partie principale par rapport a nee - sy 
as 1252 

En poussant plus loin les développements limités précédents on aurait pu obtenir 

un développement limité de y par rapport a ~dordre arbitrairement élevé. 
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7. — Formes indéterminées «°, 0°, 1%. 
Soit y = (u(x))’™. 

La relation y = e“*) *°8“) montre que y prend une forme indéterminée s'il 
en est ainsi pour v(x) Log u(x), c’est-a-dire si v(x) Log u(x) se présente sous la 
forme 0 x oo. Ceci est possible de trois fagons différentes : 

v(x) tend vers 0 et Log u(x) vers + ©, c’est-a-dire u(x) tend vers + 0. C’est 
la forme 0°, 

v(x) tend vers 0 et Log u(x) tend vers — ©, c’est-a-dire u(x) tend vers 0. 

C’est la forme 0°. 
v(x) augmente indéfiniment et Log u(x) tend vers 0, c’est-a-dire u(x) tend 

vers 1. C’est la forme indéterminée 1°. 

La levée de l’indétermination de y se raméne 4 celle de v(x) Log u(x), c’est- 

a-dire encore a celle de Log y. 

Ge 1\% 
EXEMPLES 5. — 1° Limite de y = (: + ;] lorsque x tend vers + ©. 

C’est la forme 1°. 

On a Log y=x Log ( + ;): Comme Log ( + ‘) est un infiniment 

petit équivalent a ‘(voir chap. IX, § 5), Log ya pour limite x. 2 =l,etya 

pour limite e. 

On a donc le résultat suivant : 
x 

( + -) tend vers e lorsque x tend vers + ©. 

1 

2° Limite de y = x~* lorsque x tend vers + ©. 

C’est la forme indéterminée «0°. 
1 : 

Comme Log y = - Log x tend vers 0 lorsque x tend vers + ©, on voit 
x 

que y tend vers 1. 

3° Limite de y = x* lorsque x tend vers 0. 

C’est la forme indéterminée 0°. 
1 

Log ? 

1 

x 

On a Log y= x Log x= —- . Lorsque x tend vers 0 (par valeurs 

Oper ae Ak ioe 
supérieures pour que y soit défini), = tend vers + © et Log y tend vers 0, donc 

y tend vers 1. 
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EXERCICES 

1° Limites pour x tendant vers 0 de : 

1 

ets xX — cos x 1 1 ie + ah 

Ae SoS Xe tg? x’ : 

2: aes 

R. igah tv V/ ab. 

2° Limite lorsque x tend vers 0 a droite de : 

sven Mir ae! 
x a x as % 5% 

3° Limite lorsque x tend vers ; de (tg x)®*. 

rae 
+5: 

R. 
Ol 

4° Limites lorsque x tend vers |’infini de : 

TAs ae 

(x sin =) et de (, —b+ ee E (a positif). 

5° m étant non nul, montrer que la partie principale de 

(x +v 1 + x2) — 2m xm est m2m—2 xm—2 

quand x tend vers + ©. 

6° Variations et graphes des fonctions : 

x Log ch x (2x — x*)ex e'8* cos x 

(x — 1) Arc tg x x —2tg x + 4xvV/2x +1 
COS Xx 

e-x 

x— 1 

1 

x + Log (x? — 2x) Wx + 6.e%, 

7° Discuter selon les valeurs de m le nombre de racines de l’équation : 

XX 0: 

2 

R. Valeurs remarquablesdem:lete ° 
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*8° Limite lorsque x tend vers 0 a droite de : 

Log x 

qd+x)* —x 

x? Losex 
1 

R. — 3. 

*9° Variations et graphes des fonctions : 

ab 
AG 3) V/x8 +1 —Wx3 — 1 x Arc tg 

x 

x exa1 = Ie 3). = 5) 
x(x — 2) (x — 4) 

10° Pour quelles valeurs de m l’équation xm = m* admet-elle une solution autre 
que m? 

2 Log (x? + 1) — - 

R. ee 

**42° Variations et graphes des fonctions : 

Log (1 — x) = ‘QW (< aI i 
Sr tier ae V/x.Arc ee ES = 

1 1 ) 1 1 
WOE Wes —-3e" "12 Torta i) cox: 

**13° On pose f(x) = x — m Log (1 + aa i) et l’on suppose m supérieur a 1. 

Montrer que |’équation : 

F(x), =0 

admet une solution x, comprise entre — 2 et — 1. Etablir que lorsque m tend vers 
+ ©, x, tend vers — 2. 

**14©° Trouver la limite, lorsque x tend vers 0, du nombre 6@ défini par la for- 
mule de MacLaurin. 

R. Si f"*?(0) 40: 
ga liss 
wun +2’ 

si f(+1+k)\(0) = O pour 1 < k < pet f@+4+)0) 40: 

ect pi@@+i)! 
" V @sitp! 



CHAPITRE XI 

COURBES y =f (x) 

1. — Principes généraux. 
Dans ce chapitre nous allons apprendre a construire la courbe graphe d’une 

fonction y = f(x). 
Il est évident que ce probléme se rattache étroitement au probléme de la 

variation de la fonction f(x), mais le point de vue auquel nous nous plagons ici 

est un peu différent. En particulier, alors que dans |’étude de la variation d’une 

fonction le graphe ne sert que d’illustration au tableau de variation et peut €tre 

construit en prenant des échelles différentes sur les axes, ici le tracé de la courbe 

est le but essentiel et on devra s’attacher a préciser les propriétés remarquables 

de cette courbe. 

Le point de départ sera donc |’étude de la variation de la fonction f(x), 

d’ot il résultera un tracé grossier de la courbe C (l’unité de longueur étant la 

méme sur les deux axes de coordonnées). II reste 4 préciser ce tracé et nous 

allons indiquer les principes généraux qui permettent d’arriver a ce but. 

Il faut d’abord chercher si l’on peut réduire l’intervalle dans lequel il faut 

tracer C (ie tracé dans les autres intervalles se déduisant d’une fagon simple du 

tracé dans l’intervalle que l’on aura retenu). 

1° Périodicité. — Pour cela on commencera par regarder si la fonction f 

admet une période T (telle que |’on ait, par définition, f(x + T) = f(x) pour 
toute valeur de x). S’il en est ainsi, il suffit, comme on |’a déja vu, de tracer la 

courbe dans un intervalle de longueur 7. Pour obtenir toute la courbe on fera 

subir a l’arc ainsi tracé toutes les translations possibles paralléles a Ox et de 

longueurs kT (k parcourant |’ensemble Z des entiers). 

On a évidemment intérét 4 chercher la plus petite période possible. C’est 

ainsi que la fonction tg x admet la période 27, mais qu’elle admet aussi la 
période plus petite z. 

En fait, on démontre que s’il existe un intervalle de longueur non nulle ou la 

fonction fest continue et n’est pas constante, il existe une plus petite période T, 

(strictement positive) de la fonction f telle que toute autre période T de f soit 

de la forme T = nT) le nombre n étant entier (positif, négatif ou nul). Ceci 

montre en particulier que si 7, et T, sont deux périodes de f, le rapport - est 
2 
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nécessairement rationnel et par suite il existera un nombre réel T et deux entiers 
m, et mz tels que l’on ait simultanément : 

T, = mT et Ps = mT, 

My; Sure Ls 
ae étant une fraction irréductible. 

2 
Le nombre 7 sera une période de fcar il sera multiple de To. 

On remarque que si 7’ est un nombre tel que pour tout x : 

Rie 2) f(x) 

on a f(x + 27’) = — f(x + T’) = f(x) et que 27’ est une période de f. Par 

suite, lorsque T est une période de f, il est naturel de regarder si |’expres- 

sion f(x + 5) n’est pas identique a — f(x). S’ilen est ainsi il suffit de tracer la 

: T : T 
courbe dans un intervalle de longueur x c’est-a-dire de la forme (a, a + 7 iG: 

En faisant subir a |’arc ainsi tracé une translation paralléle a Ox de longueur 5 

suivie d’une symétrie par rapport a Ox, on obtient l’arc correspondant 4 |’inter- 

T aan 7 , 
valle (a + 5? a + T(, dou finalement l’arc correspondant a l’intervalle d’une 

période (a, a + TC. 

2° Symétries. — II faut ensuite examiner si la fonction / est paire, c’est- 

a-dire si on a pour tout x l’égalité : 

F(— x) = FO). 

En ce cas l’axe Oy est axe de symétrie de la courbe et il suffit de la tracer 

dans un des intervalles (0, + ~ ( ou )— %, 0) pour!’obtenir sans peine tout 

entiére. 
Plus généralement, s’il existe un nombre « tel que : 

f(a — x) =f (x) 

pour toute valeur de x ou, ce qui revient au méme, tel que : 

i=) =A 
pour tout x’, la courbe est symétrique par rapport a la paralléle a l’axe des y 

hax 
d’abscisse 5° 

De la méme facon, si la fonction f est impaire, c’est-a-dire si on a pour toute 

valeur de x : 

f(— ») = +H4x) 



164 CALCUL DIFFERENTIEL 

la courbe est symétrique par rapport a l’origine O des coordonnées. Plus géné- 

ralement, s’il existe un nombre « tel que pour tout x : 

f(a — x) = —f() 

ou, ce qui revient au méme, tel que pour toute valeur de x’ 

5-4) 
: : ’ eee E : 

la courbe est symétrique par rapport au point d abscisse 5 et d’ordonnée 0. 

EXEMPLE 1. — Soit a tracer la courbe d’é€quation : 

cos 2x 
y = (sin x + cos x) (tg x) 

On a les deux relations immédiates : 

(1) F(x 4 2) = F(x) 

(2) f(x + 2) = — f(x). 

D’autre part : 

: Tt Ir T ice (m- 2x) 

sin (5 — x) + 00s (5 _ +) {}e8 (6 — x) i-4- 
= (cos x + sin x) (_)~ = = f(x). 

D’ot : 

3) £(§ - x) = 709. 
La relation (1) montre que f est 

périodique de période 2z. La rela- 

tion (2) montre que |’on passe du 

point M d’abscisse x au point M’ 

d’abscisse x + z-en faisant une 
translation de longueur 7 suivie 

d’une symétrie par rapport a 

laxe Ox. Enfin, la relation (3) 

montre que le graphe de f est 
Fic. 1. symétrique par rapport a la droite 

T ’ 
x= re On voit que le point M” 

symétrique de M par rapport a cette droite est symétrique du point M’ par 
37 

rapport au point J d’abscisse m et d’ordonnée O, ce qui concorde d’ailleurs 

avec l’égalité : 



COURBES y = f(x) 165 

Il suffit de tracer la courbe dans l’intervalle (— ( pour en déduire 
Tl 

vA > 
fia 

facilement le tracé complet. 

2. — Problémes liés a la tangente. 

La tangente au point A d’abscisse a sur la courbe y = f(x) apourpente/ (a). 

Elle a donc pour équation : 

y=f@+(-af'(a. 

La normale au point A est par définition la perpendiculaire en A a la tan- 

gente, elle a pour équation : 

x-—a 
eA) ome 

Dans le cas particulier ot f’(a) = + © ou is oo (fig. 2) c’est-a-dire ot : 

mf +) = f(a) _ 
: “FO (ou — 2) 

h>O0 

la tangente est la droite paralléle 4 Oy passant par A d’équation x = a, la 

normale aura pour équation y = f(a). On peut, a partir de la, étudier les pro- 

blémes concernant les tangentes a la courbes C. 

y y 

ie) x (e) x 

Cas de f'(a)=+0 Cas de f’(a)=-0c0 

Fic. 2. 

M étant le point d’abscisse x sur C, désignons par H le point d’abscisse x 

sur la tangent D en A a la courbe C. Nous dirons que la courbe C a sa conca- 

vité tournée vers les y positifs au point A si le point M se trouve au-dessus de D 

(c’est-a-dire est tel que HM > 0, HM étant défini par rapport a l’axe Oy) des 

que M est suffisamment voisin de A, c’est-a-dire dés que |x — a | est suffi- 

samment petit (cas de la figure 3). Dans le cas contraire, nous dirons 

que la courbe C a, au point A, sa concavité tournée vers les y négatifs (cas dela 

figure 4). 
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Fic. 3. Fic. 4. 

La formule de Taylor si elle s’applique (comme c’est habituellement le cas) 

permet d’écrire : 
2 3 

f(a +h) =f(a) + hf'(a) + 7 f"(@) ap = F"(a + 6h) (0<¢@< 1). 

En posant x = a + A dans |’équation de la tangente, on voit que : 

HM = f(a + h) — (f(a) + hf'(@) 
ou: 

2 
h u h? Mt HM = ~ f"(a) + Go (a + Oh). 

Donc, si f"(a) # 0, on voit que HM a le signe de f’(a) lorsque / est suffi- 
samment petit, et par suite : 

La courbe a en A sa concavité tournée vers les y positifs si f’(a) > 0 et sa 

concavité tournée vers les y négatifs si f"(a) < 0. 

On voit d’ailleurs intuitivement que dans le cas de la figure 3 la tangente 

en M a la courbe a sa pente qui augmente lorsque l’abscisse de M augmente 

(donc f” > 0) et que, dans le cas de la figure 4, la tangente en M a sa pente 

qui diminue lorsque l’abscisse de M augmente (donc f” < 0). 

Si f’(a) = 0, il faut pousser le développement de Taylor plus loin, ce qui 
permet d’écrire : 

3 4 

(4) HM =" f%a) + 2a + Oh), 

Si f(a) # 0, on voit que HM change de signe lorsque A s’annule. En A la 

courbe C traverse alors sa tangente. On dit que A est un point d’inflexion de C. 
On a les apparences indiquées dans les figures 5 et 6. 

La formule (4) montre que dans le voisinage d’un point d’inflexion la quan- 

tité HM est particulitrement petite, c’est-A-dire que pour x voisin de a, la 
variation de f(x) est presque linéaire. La courbe est alors presque confondue 
avec sa tangente en A. Ceci a de nombreuses applications pratiques. C’est en 
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particulier pourquoi, dans |’utilisation d’amplificateurs, on réalise des condi- 
tions de fonctionnement voisines du point d’inflexion de la courbe caracté- 
ristique de l’appareil. 

f(a) >o F"(a)<o 

Fic. 5. FIG. 6. 

L’étude de la concavité d’une courbe et la recherche de ses points d’inflexion 

conduisent a des calculs en général assez pénibles, mais cette étude doit étre 

faite si on veut tracer la courbe avec suffisamment de précision comme le 

montre l’exemple suivant : 

EXEMPLE 2. — Proposons-nous de tracer |’arc de courbe défini par : 

y = x* — 5x* + 8x? 

lorsque x varie de 0 a 1. 

Nous avons : 

y’ = 4x* — 15x? + 16x = x(4x? — 15x + 16) 

et y’ est positif lorsque x est positif. Le tableau des variations sera donc : 

5 ei 0 D.s Merete | 

yor Ger Vo 

Pil 704 

Marquons sur la figure 7 les éléments ainsi déter- 

minés. La tangente au point A (1,4) a pour équation : 

Y-4= XX - 1) ou Y= 5x7 —1 

wed ul ' ie ; 
et coupe Ox au point T d’abscisse . On serait conduit en utilisant ces résultats 
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a tracer l’arc le plus simple tangent en O a Ox,en Aa 

AT et a concavité tournée vers les y positifs. 

Or, le calcul de y” donne : 

y” = 12x? — 30x + 16 

qui s’annule en changeant de signe lorsque 

15 — 4/33 
TEED 

ce qui permet de déterminer les coordonnées du point 

d’inflexion 1. 
En faisant le calcul a la régle a calcul, on trouve 

que ces coordonnées sont : 

x = 0,8 y = 2,8 y= 3,3. 

Fic. 8. Nous aurons donc le tracé de la courbe (fig. 8) 

avec une concavité en A tournée vers les y négatifs, 

ce qui est assez différent du tracé le plus simple envisagé plus haut. 

REMARQUE. — Dans tout ce paragraphe nous nous sommes placés en. un 

point ordinaire de la courbe. Rappelons l’existence possible de points singuliers 

étudiés au § 3 du chapitre V. 

3. — Etude des branches infinies. 

Une courbe C est dite avoir une branche infinie si un point M peut parcourir 

cette branche de courbe de telle sorte que la distance OM augmente indéfini- 
ment. Cette propriété ne dépend évidemment pas du point O choisi pour ori- 
gine. Pour qu’elle ait lieu il faut et il suffit que lune au moins des deux coor- 

données x et y du point M augmente indéfiniment. Par suite, si la courbe C 

est représentée sous la forme y = f(x), on ne peut se trouver en présence d’une 

branche infinie que dans deux cas : 

Cas 1. — Lorsque x tend par valeurs supérieures vers un nombre Xp fini et 
que : 

lim f(x) = + ou =—-— 0 
x xo 

x>xXo 

ou lorsque x tend par valeurs inférieures vers un nombre x, fini tel que : 

lim f(x) = + © ou =-—o 
x7xX0 

x<xo0 

En désignant alors par D la paralléle a l’axe des y d’abscisse xo, on voit que 
la distance du point M situé sur C a la droite D tend vers 0 lorsque M s’éloigne 
indéfiniment en restant sur la branche de C considérée. Lorsque cette derniére 
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circonstance se produit, on dit que la droite D est asymptote a la branche de 
courbe considérée. On remarque que si x tend vers x par valeurs inférieures, 
le point M reste dans le demi-plan x < x9 et que si x tend vers x, par valeurs 
supérieures, le point M reste dans le demi-plan x > x9. Cette remarque per- 
met de situer la position de la courbe par rapport a |’asymptote. 

Cas 2. — Lorsque x tend vers + © ou vers — ©. 

Supposons, pour fixer les idées, que nous étudions le cas ot! x tend vers 

+ 0, Proposons-nous de chercher si la branche infinie correspondante pos- 
séde une asymptote. Cette derniére, si elle existe, ne 

peut étre paralléle 4 Oy, car elle aurait alors une 

équation de la forme x = Xo et x devrait tendre vers 

la valeur finie xp, ce qui n’est pas le cas. Cette asymp- 

tote, si elle existe, a donc une équation de la forme 

y = mx + p. Cherchons donc a quelles conditions la 

droite D d’équation y = mx + p est asymptote a la 

branche de courbe C considérée. 

Désignons par H la projection orthogonale de M 

sur D et par K la projection de M sur D paralle- 

lement a l’axe Oy. Pour que D soit asymptote, il 

faut et il suffit que la distance MH tende vers 0, ou, ce qui revient au méme, 

Fic. 9. 

que la distance MK tende vers 0. Or, si MK désigne la mesure algébrique 

de MK rapportée a l’axe Oy, ona: 

MK = mx + p — f(x) 

lorsque M a pour abscisse x. 
Il faut et il suffit donc que la quantité mx + p — f(x) tende vers 0 lorsque x 

tend vers + ©. Pour cela il faut et il suffit que l’on ait les deux égalités : 

© tin Se 
Cts: 

(6) oe (f(x) — mx) = p. 

Dans le cas ou une telle asymptote existe on remarque d’autre part que si 

la quantité MK = f(x) — mx — p tend vers 0 en restant positive, la branche 

de courbe est située au-dessus de l’asymptote D (fig. 10) (c’est-a-dire dans le 

demi-plan y — mx — p > 0) et si MK tend vers 0 en restant négatif la branche 

de courbe est située au-dessous de l’asymptote D (fig. 11). Dans le cas ot MK 

tend vers 0 sans garder un signe constant, la courbe oscille indéfiniment autour 

sin x 
de son asymptote (fig. 12). C’est le cas de la courbe y = = Par exemple. 
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xy 

Fic. 10. Fic. 11. Fic. 12. 

Reprenons d’une maniére générale l’étude des conditions (5) et (6). Lorsque 

ve TAS ie ; 
Ja quantité Ax) tend vers une limite m ou tend vers + 2 ou — © on dit que la 

x 
direction de pente m (ou la direction Oy si cette limite est + «© ou — 0) est la 

direction asymptotique de la branche de courbe considérée. Ce cas est celui ou 

la droite OM tend vers une position limite A lorsque M s’éloigne indéfiniment 

sur la branche de courbe. La droite A a évidemment pour direction la direc- 

tion asymptotique. 

Cette direction ne dépend pas de l’origine O choisie, car si O’ est le point 

eS 
de coordonnées Xo et Vo, la pente oe 

a tal) 

de la droite O’M a méme limite que 

la pente de OM. 

L’exemple de la courbe d’équation y = x sin xX montre qu’une branche 

infinie n’admet pas nécessairement une direction asymptotique. 

Lorsque : 

xo tao * 

+ © 

(ce qui est le cas pour la parabole y = x?) ou lorsque : 

lim —=m et lim: + (f(x). — mx) = +2 
xota * X=) 00 

(ce qui est le cas pour la parabole y =/x), on dit que la courbe admet une 

branche parabolique (dans la direction u si u est sa direction asymptotique). 

Enfin, l’exemple de la sinusoide y = sin x montre qu’une branche infinie 

peut avoir une direction asymptotique (ici celle de l’axe Ox) sans avoir d’asymp- 

tote et sans que la branche correspondante soit parabolique. * 

EXEMPLE 3. — A titre d’exemple, proposons-nous d’étudier les branches 
infinies de la courbe : 

dont nous avons déja donné I’allure au § 3 du chapitre VI. 
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Il y a trois branches infinies. La premiére correspond a x tendant vers 1 par 
valeurs supérieures, la seconde a x tendant vers + © et la troisiéme a x ten- 
dant vers — o., 

Si x tend vers | par valeurs supérieures, y tend vers + «© d’ou l’asymptote 
d’équation x = 1, la branche de courbe correspondante étant naturellement 
située a droite de l’asymptote. 

Pour x tendant vers + © il est avantageux d’écrire y sous la forme : 

pai 
ee 

x 

et de remarquer que : 

On peut donc écrire : 

= (1 + : + +a4(4)| 
ed id Bee Bx x xl 

Si x tend vers + © onadonc: 

ce qui montre que la branche infinie correspondante a pour asymptote la 

Z 8x 

ment positif lorsque x tend vers + «). 

Si x tend vers — ©, ona de méme : 

ot: 
droite y= xt : et qu'elle est au-dessus de cette asymptote & étant stricte- 

Sigs 2 
et qu’elle est encore au-dessus de cette asymptote ( — 3, ctant strictement 

positif lorsque x tend vers — ©). 
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EXERCICES 

1° Construire les courbes définies par les équations : 

y = Log (1 + e*) +2 Log Gd +e) 

Van DESIST N/a ea 
y =x— Log (x + Vx? + D. 

*2°0 Construire les courbes définies par les équations : 

y = x*[2 Log x — 1] 

Sian 1 
x = Wx? — 3x +24 —-———— 

A/x? + 3x +2 

y =(1 + tg x)sin*. 

**30 Construire les courbes définies par les équations : 

y = Vx? — 1 — Log x? 
x? 

fate ee ee 

ates eee 
a re Maen 

*4o Lieu des points a tangente paralléle 4a Ox des courbes d’équation y = (x — l)e’* 
lorsque A varie. Construire ce lieu. 

x 

R. y =(x — 1)e-* 

*50 Tracer la courbe définie par : 

Log x.Log y + 3 =0 
et étudier sa concavité. 

*6° Construire la courbe C définie par y = e ~ sin x. On comparera d’abord 
V’arc Cy correspondant a 0 < x < met l’arc C, correspondant a nt < x < (n + I)z, 
né€Z. Montrer que la courbe est tout entiére comprise entre les courbes L et L’ 

définies par y = + e ~. Vérifier que les points d’inflexion de C sont aussi les points 
de contact avec L ou L’. 

*7° Tracer la courbe d’équation : 

jy =-x sine 

(voir l’exercice 6). Montrer que les points a tangente paralléle 4 Ox et que les points 
d’inflexion appartiennent 4 deux courbes algébriques que 1’on construira. 

See ples 
R. 55 = SS = SS 

VT ext ‘ ayaa 
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*8° Lieu du milieu de AB, A et B étant les points d’intersection avec Ox et Oy 
d’une tangente variable a la courbe définie par y = e*. Construire ce lieu : 

R. y = — xer*t1, 

**90 Construire la courbe d’équation y = a? ou a est strictement positif. 
Formes différentes de la courbe selon la valeur de a. Lieu du point d’inflexion lorsque 
p varie dans |’intervalle )0,1(. 

R. Le lieu est la demi-droite définie par 

does! ae eer 

*10° Montrer que la courbe d’équation : 

y =axé + bx? + cx+d 

posséde, si a # 0, un centre de symétrie J. Vérifier que l’on peut définir un systéme 

de coordonnées par des vecteurs JA et JB convenablement choisis de fagon que 
l’équation de la courbe soit : 

Via Xe. 
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LIVRE II 

ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

CHAPITRE XII 

NOMBRES COMPLEXES 

De nombreux problémes d’analyse, la recherche de certaines primitives 

par exemple, sont simplifiés par l’emploi de fonctions 4 valeurs complexes. 

C’est pourquoi on trouvera au début de ce deuxiéme livre des compléments 

d’algébre. 

1. — Le corps C. 
Nous désignerons par C |’ensemble R? des couples de nombres réels (*) 

(x, y), muni des deux opérations suivantes : 

1° Addition 
(a, b) + (c,d) =(a+c,b +d) 

2° Multiplication 

(a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc) 

On a, par exemple : 

(33) @y = 1). = (e+ 2,3 = 1) = @G, 2) et 
(1,3); —T) =a 2 = Bee (SN) bo( + Abed) 

(5, 5). 

THEOREME 1. — C est un corps et l’application a+ (a, 0) qui, a tout nombre 

réel a fait correspondre I’élément (a, 0) de C définit un isomorphisme de R sur 

un sous-corps de C. 

I 

(?) Rappelons que l’égalité (x, y) = (x’, y’) implique x = x ety=y'. 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5® éd.). 7 
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Vérifions que C est un corps. L’addition fait de C un groupe commutatif : 

l’associativité et la commutativité sont évidentes, |’élément (0, 0) est élément 

neutre : 
(a, b) + (0, 0) = (a+ 0,6 + 0) =G, db) 

L’élément (a, b) a pour opposé (— a, — b): 

(a, b) + (— a, — b) = (a— a,b — b) = (0,0) 

La multiplication est commutative puisque l’élément (ac — bd, ad + bc) 

ne change pas si l’on y échange a avec c et b avec d, vérifions l’associativité 

((a, b)(c, d))(e, f) = (ac — bd, ad + beje, f) 
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) 

On obtient le méme résultat en calculant 

(a, b)((c, Ale, f)) = (a, b)(ce — df, of + de) 

Le couple (1, 0) est élément neutre de la multiplication puisque 

(a, b)1,0) =(ax 1—bx0,ax0+5-x 1l)=(4,)) 

Enfin, si (a, b) 4 (0, 0), c’est-a-dire si l’on n’a pas a = b = O, l’élément 

(a, b) a pour inverse |’élément 

Gove ( a —b 

ONG te ee 

On a en effet : 

ax — by=1 et ay + bx =0 

Vérifions que la .aultiplication est distributive par rapport a l’addition: 

(a, b)[(c, 4) + (2, fl = @ dlc +e,d +f) 
= (a(c + e) — bd +f), ad +f) + b(c + e)) 
= (ac — bd + ae — bf, ad + bc + af + be) 

= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be) 

= (a, b)(c, d) + (a, bye, f) 

Montrons que le sous-ensemble K de C formé par les éléments de la 
forme (a, 0) est un corps (et par suite un sous-corps de C). Ona 

(1) (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) 
(0, 0)EK 

et l’opposé (— a, 0) de (a, 0) appartient a K. Puis 

(2) (a, 0)(b, 0) = (ab, 0) 

(1, 0)eK 
(a,0)"' =(a-',0)€K (pour a ¥ 0) 
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Les égalités (1) et (2) montrent que l’application bijective 

go:R->K 
définie par 

(a) = (a, 0) 

est un isomorphisme. Ces égalités s’écrivent en effet : 

(1) p(a) + 9(b) = g(a + b) 
(2) p(a)p(b) = (ab) 

Ceci achéve de démontrer le théoréme. 

On identifie K et R au moyen de l’application g. On écrit donc : 

(a,0) =a 

et en particulier 
(0, 0) = 0 
(1, 0) = 1 

Les éléments du corps C sont dits les nombres complexes. On désigne le 

nombre (0, 1) par la lettre i (parfois par la lettre j) : 

(0,1) =i 

ce nombre est de carré égal 4 — 1 puisque l’on a 

i? = (0, 1)(0, 1) = (0 — 1,0) = — 1. 

Tout nombre complexe z = (a, b) peut s’écrire dune fagon unique sous la 

forme . 
z=ar+tib (a, be R) 

En effet 

a + ib = (a,0) + (0, 1)(b, 0) = (a, 0) + (0, b) = (a, 5) 

Les nombres a et b sont appelés la partie réelle et la partie imaginaire de z. On 

écrit : 
a= KZ) , b= Sz) 

Un nombre réel est donc un nombre complexe dont la partie imaginaire 

est nulle. Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est dit parfois 
imaginaire pur. 

L’inverse du nombre z = a + ib 4 0 a été obtenu dans la démonstration 

du théoréme | : 
1 a b 

LESS 9 A eee ie ks ene 
GAD BokDecie DS 

Les résultats précédents permettent de calculer avec les nombres complexes 

mis sous la forme a + ib en appliquant les mémes régles d’opérations que dans 

R et en tenant compte de l’égalité i? = — 1. 
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EXEMPLES. 

(+3)+(2-)=34+2i 
(1 + 3i)(2 —i) =2 —i + 6i — 3)” 

=24+5i4+3=5+4 Si 
1+ 3i 1 
a Ha assystaa+s(2+ +13) 

te 4p ae Tee | 1 re Ti 

(Sas WO suie eae 5 

Conjugaison. — Les deux nombres i et — i dont le carré est (— 1) jouent 

des rdéles analogues dans C. Le nombre z = a — ib est dit le conjugué de 

z=artib. 

Ona 

Une condition nécessaire et suffisante pour que z soit réel est donc z = z. 

THEOREME 2. — L’application w : C + C définie par W(z) = z est un auto- 
morphisme du corps ©. 

En effet w est évidemment une application bijective. 

Soient 
Zz, =a+t ib et Z,=c+ id 

On a bien : 

et 

Z, 2, = (ac — bd) — i(ad + bc) = 2,7, ~ 

on en déduit aisément 

o zy Ze 
Z4 ais Z2 — Z4 = 22 et — = 

22 22 

REMARQUE. — Il est commode, pour calculer un quotient de multiplier 
les deux termes du quotient par le conjugué du diviseur. On a en effet 

at+bi_(a+bilc—di) _ac+bd+(be—ad)ji_ac+bd be-ad. 

Sh ea aaa C+ a ~ de) ee 

2. — Représentations géométriques. 

Soit (0, e,;, e2) un repére orthonormé du plan. A tout nombre complexe 

z= x + iy (x, yER) faisons correspondre le vecteur libre U de coordonnées 
(x, y). 
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Le vecteur U est dit l’image 

vectorielle de z. 

Le point M défini par OM = U (y) |---------,“-----, M(z) 
est dit Vimage ponctuelle de z 

(fig. 1). Ses coordonnées sont la 

partie réelle et la partie imaginaire 

ae Zz 

x |--------—- 
Inversement tout vecteur U (tout 

point M) est limage vectorielle 

(ponctuelle) d’un nombre complexe z 

dit affixe de ce vecteur (de ce point). 

L’application f définie par 

Fia. 1. 

z=x+ir f(z) =xe + ye, 

est donc une bijection de C sur |’ensemble des vecteurs du plan. 

A la somme de deux nombres complexes correspond la somme des vecteurs 

images. 

Soit en effet (fig. 2) 

Z7,=X,+ I, fl@:) = 0, = x & +42 

Z2=X,+ 2 f(Z2) = U, = = X2 e + Y2 ey 

Mo (Z>) 

M Mp (22-2,) 

M,(z1) 

Fic. 3. 

Ona 

f(2; + Z2) = O71 + x2) ey + (y; + 2) ey = f(z,) + f(Z2) 

Si M, et M, sont les points d’affixes z, et z2 le vecteur MM; = OM, —OM, 

a comme affixe z, — z, (fig. 3). 

Module et argument. — Soit M le point d’affixe z = x + iy (fig. 4). On 

appelle module de z, et l'on note | z |, la norme (ou longueur) du vecteur OM: 

|z| =| OM| =r>0 
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On appelle argument de z, et l’on note arg z, l’angle 6 de OM avec ey : 

argz=(e,,OM)=0+2kxn (keZ) 

L’argument n’est pas déterminé pour z = 0 (OM = 0). 

EXEMPLES 2. — Le nombre i est de module | et d’argument 5 + 2kn. 

Un nombre réel est d’argu- 

ment 0 + 2kz s’il est positif. Il 

est d’argument z + 2kz s'il est 

négatif. 
Deux nombres complexes 

conjugués z et z ont méme 
module et des arguments oppo- 

sés (a 2kn prés). On notera que 

les images ponctuelles M et M 

de ces nombres sont symétriques 

par rapport au premier axe de 
coordonnées (fig. 4). 

M (z=x+ty) 

M (Z=x-iy) 

Fic. 4. ; 
: Soient r et 80 le module et 

l’argument de z = x + iy. Ona: 

x =rcos @ 
(3) i r>0 

ye rsin-€ 

Inversement ces égalités (3) permettent de définir r et @ (lorsque z # 0) a 

laide de x et y. 

On a eneffet x? + y2? =r? d@our = Vx? + y? (car r > 0), l’angle 6 est 
alors défini (a 2k prés) par son cosinus et son sinus (z 0 => r #0): 

Il en résulte que le nombre z # 0 s’écrit d’une facon et d’une seule sous la 
forme dite trigonométrique : 

z=rcos@+ irsin @ =r (cos 6 + isin 0) (r > 0) 

Soient alors z,, z, deux nombres de modules r,,r, > Oet d’arguments 6,, 0. 
Ona 

Z1Z, =r; (cos 6, + isin 0,) rz (cos 8, + isin 6) 

= r,r, (cos 6, cos 8, — sin 0, sin 83) + i(cos 6, sin 6, + sin 8, cos 05) 

= r,r, (cos (6, + 0,) + isin(@, + 6,)) ° 

comme r,r, > 0 cette égalité montre que r,r, est le module de z,z, et 0, + 0, 
l’argument de z,z, : 



NOMBRES COMPLEXES 181 

Le module du produit est le produit des modules, l’argument du produit, la 
somme des arguments. 

Soit : 

[2122 |= | 21 | 1 2 | 

arg Z;Z) = arg Zz; + arg z, + 2kn 

Puissances. — Pour z,; = z, = z les égalités ci-dessus s’écrivent 

|2z7| =|2/? et arg (z”) = 2argz + 2kn 

Par récurrence sur l’entier naturel 7 on obtient 

pan sito" et arg (z") = narg z + 2knx 

Inverse. — Pour 

1 
Lhe elke) eed et arg > + argz=0 + 2dkn 

Ne 

| 
Zia Oia | 

c’est-a-dire : 

et 

1 Ze a 
arg — = argz, + arg — = arg z, — arg z, + 2kx 

Z2 Z2 Se —+t 

Notons encore que 1’égalité 

zz=|z|* 
permet d’écrire 

l Z 
-= 5 (z # 0) 
z |2| 

_— ; -_— 

Inégalité triangulaire. — Soit AB un vecteur d’affixe z,, BC un vecteur - 

d’affixe z., le vecteur AC = AB + BC est d’affixe i Ee 

L’inégalité triangulaire 

| AC | < | ABL + | BCI 
s’écrit donc 

[a 2al ste colic zal 
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3. — Translations et similitudes. 
Soit « un nombre complexe donné. Désignons par 6 la transformation qui, a tout 

point M d’affixe z, fait correspondre le point M’ d’affixe Gos 

z=zt+a 

Si A est le vecteur d’affixe a, on a 

—> —_ > 

OM'’=OM+A4A 

La transformation 6G est donc la translation de vecteur A. 

Soit 8 = cos 6 + isin 6un nombre complexe donné de module 1. Désignons par R 
la transformation qui, a tout point M d’affixe z, fait correspondre le point M’ d’affixe z’ 
avec 

a ihe 

ona 

[27 ,=(8l-lzl=121 
c’est-a-dire 

Ss —> 

| OM’ | = | OM | 
et 

arg z’ = arg B + argz + 2kn 
= 0+ argz + 2k 

c’est-a-dire 

(OM; OM’) = arg z’ — arg z= 0+ 2kx 

ane ; La transformation ® est donc la 
M (2’>wz=rz’) rotation de centre O et d’angle @ 

(fig. 5). 
La multiplication par B=i donne 

en particulier Ja rotation de 5 

autour de O. 
Désignons par ¥ la transforma- 

es \M (z) tion qui a tout point M d’affixe z 
@ fait correspondre le point M” d’af- 

fixe z” 

z" =r(cos 6 + isin 0)z 

Fic. 5. = 1Bz = rz. 

ou r est un nombre positif donné. 
Eat ae La transformation J€ définie par 

z" = rz’ se traduit par OM" = rOM"’. C’est V’homothétie de centre O et de rapport 
r > 0. Ona donc 

S=HoR 

et f est la similitude de centre O, d’angle @ et de rapport r. 

4. — Formule de Moivre. 

Soit z = cos 0 + isin 8 un nombre complexe de module | et d’argument 0, 
on peut écrire immédiatement z” (n € N) sous la forme z” = cos nO + isin n6, 
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mais on peut aussi eles. z" en développant (cos @ + isin 6)" par la formule 
du binéme. 

On obtient l’égalité dite Formule de Moivre : 

cos n@ + i sin nO = (cos @ + isin 6)" = Ck cos” * @ (i sin 6)* 

0<k<n 

d’ot en égalant les parties réelles et imaginaires 

cos nO = cos" 0 — C? cos"? @ sin? 6 + C*cos"~* 6 sint 0+... 

= > C2*(— 1)" cos" ** 9 sin?” @ 

OS<2k<n 

et 

sin nO = C} cos"~* @ sin 8 — C> cos” °.6 sin? 0 + Cocos" *° 6 sin? 6+... 

a ice (eS 1)* cos? (2**)) g sin2**! fs) 

O<2k+1<n 

En divisant membre 4 membre (et aprés simplification par cos” 0), on 

obtient : 

Coo (. 1)* teak ra) 

sin NO 9 <dk+1<n 

cos n@ 3 C2*— 1) te* 6 

O<2k<n 

Prenons par exemple n = 5. On obtient 

cos 50 = cos> 6 — 10 cos 6 sin? 6 + 5 cos @ sin* 0 

sin 50 = 5 cos* @ sin 8 — 10 cos” 6 sin® 6 + sin® @ 

et 

5tg@— 10 tg? 0+ tg? 0 tg 50 = : 1 — 10 tg? 0+ 5tg* 0 

Certains calculs de trigonométrie se trouvent donc considérablement sim- 

plifiés dans leur pratique par l’introduction des nombres complexes. Don- 

nons-en un exemple : 

Soit 4 calculer la somme : 

S = cosa + cos (a + h) + cos (a + 2h) + ... + cos (a + (n — 1)h). 

Introduisons pour cela la somme correspondante : 

S’ = sin a + sin (a2: +h) + sin (2 + 2h) +... + sin (a_+ (@@ — IA) 
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et calculons le nombre complexe S + iS’. Ona : 

S + iS’ = (cosa + isina) + [cos(a +h) +isin(a+ Aj] + ... 
. + [cos (a + (xn — 1A) + isin (a + (@ — I)h)) 

égalité qui conduit a poser : 

Zo = cosa+isina et z=cosh+isinh. 

Il vient 
S iS! zg izgz ozge Ee Zz 

aa Zh Chicks Feb 2 ica, OZ ae) 

mais la formule donnant la somme des termes d’une progression géométrique 

(formule qui reste évidemment valable lorsque les termes de cette somme sont 

des nombres complexes) s’écrit si z # 1 (le cas z = 1 donne immédiatement : 

S = ncosaet S’ = nsina): 
z”— 1 

ha 2427 ea ee 
z—1 

d’ot légalité : 

ti re 
S+ iS sailed AptP 

On peut écrire : 

: Fa Wr Gl May aera Ser 
se ob e0s Wrst 1b Le 2 2 2 

z—1-.° cosh+isnh—1 pga & sands cit h 
— 2 sin“ ~ + 2i sin =cos= 

2 2 2 

a PRL oe 
is ae 2 2 

a Bs ty ee 
2 @ 2 

Mais, en multipliant le numérateur et le dénominateur par — i : 

Team fea! viper egetie she eeu ge llh a srl 2 ae 2 2 2 2 
fooe Semaine Bap PBR Sg Bar Bae 

2, 2) 2 2 2 2 

qui est égal a : 

Shin Wael he 5 + isin (n — )5 

D’ou : 

: ibe h Sree ke 7 [eos (m — 5 + isin (n — 5 
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etst 

eee 
zo a2 2 ones h Zor rey (C08 a + isin a) |oos (n — 1) 5 + isin (n — 1) 

sin = 
2 

aoe 
*y 2 h ee h 
pai oe [cos (a + (m—1)5) + asin (a+ (n—1)3)] 

sin = 
2 

Comme : 

: ote | 
ea Gi 

(70) 
ona: 

_ nh 
Sine h 

S= eG cos (a + (n- 1)5). 

2 

On aurait de méme : 

Sai 
2 a h 

SS = sin (a + (2 — 1)5). 

cme 

EXERCICES 

1° Ecrire z = cos 6+ cosy +i (sin 9+ sin g) sous forme trigonométrique. 

0— g— 0 0 
R. Si cos Weer z= 2 COS 5 (cos +? + isin 7) 

2 

= gue 0 2 0 a 
et Si COS Pe he P= 2 cos (cos 185 Missy ig eid ar *). 

2 2 2 51 

Zz? 5 1 
2° Valeur de z’ = = — lorsque z = 2 + 3), 

R Eee a 

3° On appelle M l’image du nombre complexe z et P l’image du nombre complexe 
donné p. Montrer que si z vérifie la relation : 

(z — pz = p) = pp, 

le point M décrit le cercle de centre P passant par l’origine des coordonnéees. 
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270 ee eel TE : : 
*4° On pose a = cos 3 + isin z=: Montrer que si trois nombres complexes z, 

z’ et z” vérifient la relation : 

z+az+az’=0 

leurs images M, M’, M” forment un triangle équilatéral. 

*50° Un nombre complexe z varie, son module restant compris entre | et 6 : 

1. =)| zee 6, 

Déterminer les valeurs de z correspondant au maximum et au minimum du module 
de la quantité z? + 3z. 

R. Z=6 et Vp ins 

**6° On désigne par M et M’ les images des nombres complexes z et z’ liés par la 
relation : 

1 
i ea +i(2— -). 

7a 

Calculer les parties réelles et imaginaires de z’ en fonction des coordonnées x et y 
du point M. En déduire le lieu du point M de fagon que M’ décrive |’axe réel (z’ réel). 
Suivre le déplacement de M’ quand M décrit son lieu. 

R. Lorsque M décrit le cercle défini par x? + y? = 1, M’ décrit deux fois un seg- 
ment de droite. 

Lorsque M décrit la demi-droite définie par x = 0, y > 0, M’ décrit deux fois une 
demi-droite. 

Lorsque M décrit la demi-droite définie par x = 0, y < 0, M’ décrit deux fois une 
autre demi-droite. 

7° Calculer (1 + i)" + (1 — i), n entier : 

n+2 ~ 

2 — » cos 4° 

8° Calculer : 

S=1+rcosh+r*cos2h +... +r"cos nh 
et: 

Sie rsnh +r?sin2h + ... + r"sin nh. 

R. S + iS’ 

_ l=rcosh—r"**cos(n+1)h+r"** cos nh +i(rsinh—r"**sin(n+1h+r"** sin nh) 

a 1 — 2rcosh + r? ; 



CHAPITRE XIII 

POLY NOMES 

Dans tout ce chapitre on désignera par K l’un des trois corps usuels Q, R 
ou C, 

1. — Fonctions polynémes. 
L’ensemble FE des applications d’un corps K en lui-méme est un anneau 

pour les deux lois de composition f + g et fg définies par 

VxeK (f+ g(x) =f(x) + g(x) 
(fg)(x) = f(x)-8(*) 

on a déja remarqué (Rappels, § 9, exemple 2) que l’anneau £ n’est pas un anneau 

intégre. 

Parmi les éléments de £ figurent les fonctions puissances entiéres x +> x” 
et les fonctions polynémes, ou plus simplement polynémes, combinaisons 

linéaires d’un nombre fini de fonctions puissances. Un tel polynéme P est de 

la forme 

1 P(x) = aox" + a,x" "+... +a,-,x+ 4, 

ou les coefficients a; sont des éléments donnés de K et ot le polynéme a été 

ordonné suivant les puissances décroissantes de x. 

La somme et le produit de fonctions polynémes sont des fonctions poly- 

noOmes : 

L’ensemble des polynémes est un sous-anneau de E que |’on désigne par 

K[x]. 

Tutorime |. — La fonction polyndme P(x) = aox" + a,x"-* +... + ay. 
ne peut étre la fonction nulle que si tous ses coefficients sont nuls, soit dg = ay 

=... =a, = 0, 
Nous ferons la démonstration par récurrence sur |’entier n. Le théoréme 

est évident pour = 0. Supposons-le démontré jusqu’a unentiern = p — 1 20 

et soit 
VWxeK P(x) = agx? + a,x? 14+... +a,=0 
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on devra donc avoir également 

VxeK P(x+1)=0 

or en développant P(x + 1) par la formule.du bindme on a 

P(x + 1) a(x +1)? + a(x + 1)?'+...4+4, 
= Ax? + (a, + pay)x? 1+... +4, 

les termes non écrits ayant des exposants inférieurs 4 p — 1 on a donc 

VxeK O=P(x +1) — P(x) = pax? +... 

et les hypothéses de récurrence entrainent 

pay = 0 d’ou a =0 (car p 2 1) 

Mais alors 

Week -O= PG) Slax bo sco, 

et ces mémes hypothéses entrainent 

a,=a=...=a,=0 

le théoréme est donc vrai pour 7 = p. 

Il résulte du théoréme (1) que 

Deux fonctions polyndmes P et Q de K[x] ne peuvent étre égales que sielles 

ont mémes coefficients. 

En effet P — Q doit étre alors la fonction nulle. 

Il n’y a donc qu’une seule fagon d’écrire une fonction polyn6dme comme 

combinaison linéaire de fonctions puissances ou encore : 

Les coefficients d’un polynéme sont définis sans ambiguité par ce polynéme. 

Degré. — On nomme degré d’un polynéme non nul le plus grand entier k 

tel que le coefficient de x* soit non nul. 

Les polynémes de degré 0 sont donc des constantes non nulles. 

Il résulte immédiatement de cette définition que, en désignant par d°P le 
degré de P, ona 

d°(P + Q) < Sup (d°P, d°Q) 

REMARQUE. — On ne définit pas le degré du polynéme nul et par conséquent 

l’inégalité ci-dessus n’a de sens que pour P, O et P+ QO #0. 

On considére cependant que le polynéme nul appartient 4 l’ensemble des 
polynémes de degré au plus égal 4 n pour tout entier naturel n. 

Degré d’un produit. — Soient 

P= dox" + a,x" ++... +4, avec d°P=n  c’est-adire a, 40 
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ets: 

Q = box™ = Dyx™ 4+... +b, avec d’O=m c'est-ad-dire b, 40 

Le terme du plus haut degré du produit PQ est agbox"*™, or dg # 0 et 
bo # 0 impliquent dob) # 0 (un corps est toujours intégre). Il en résulte 

d°(PO) =n +m c’est-a-dire : 

a(PQ)=d°P+d°Q (P#0,0 #0) 

Par conséquent (P # 0, Q # 0) implique PO #0: 

L’anneau K[x] des polynémes 4 coefficients dans K est un anneau intégre. 

2. — Algorithme de division. Racines d’un polynéme. 
L’anneau K[x] n’est pas un corps. Si A et B sont deux polynémes (avec 

B # 0) iln’y a pas en général de polynéme C tel que A = BC. Si un tel poly- 

nome C existe on dit que A est divisible par B ou que B divise A. Si B divise A 

on a l’égalité d°4 = d°B + d°C ce quientraine d°B < d°A. 
Ces propriétés montrent |’existence d’une certaine analogie entre |’an- 

neau K[x] et l’anneau des entiers Z. Nous allons développer cette analogie en 

montrant que |’on peut faire pour les polyn6mes comme pour les nombres 

entiers une théorie de la division avec quotient et reste. 

THEOREME 2. — Soient deux polynémes A et B tels que B #0. On peut 

trouver deux polynédmes Q et R tels que R soit nul ou ait un degré strictement 

inférieur a celui de B et tels que A = BQ + R. 

Les polynémes Q et R sont complétement déterminés par les conditions 

précédentes. 
Les polynémes Q et R ainsi définis sont appelés respectivement le quotient 

et le reste de la division de A par B. Les déterminer s’appelle faire la division 

suivant les puissances décroissantes du polyndme A par le polynédme B. Les 

polynémes A et Bsont parfois appelés dividende et diviseur. Passons a la démons- 

tration du théoréme : 
Si A est nul ou si son degré est strictement inférieur a celui de B, la condition 

imposée a R entraine Q = 0 (sinon le polyndme BQ + R serait non nul et 

aurait un degré au moins égal a celui de B), et par suite R = A. Dans ce cas 

la division est donc possible et d’une seule maniére. Supposons maintenant 

que A ait un degré n supérieur ou égal au degré m de B. Soit : 

Axa x 40, x" (4... +a,2 tay et Babox™+byx +... Fb, at Oe | 

dy et by Etant non nuls. 
En comparant les termes de plus haut degré de A et de BQ + Ron voit que 

l’égalité A = BQ + Ret la condition d°R < d°B ne sont possibles que si Q 

a l4 

a pour degré n — met es, comme terme de plus haut degré. En posant 
0 
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alors A, = A — xem BetQ,=Q- ee, on voit que l’on est ramené 
0 0 

a chercher deux polynémes Q, et R tels que : 

A, =BO,+R avec. d°R<d°B. 

On est donc ramené au méme probléme mais cette fois le degré du nouveau 

dividende A, est strictement inférieur 4 celui de A. Si le degré de A, est stricte- 

ment inférieur 4 celui de B, on a OQ, = 0 et A, = R. Sinon on opére sur A, 

comme on a opéré sur A, d’ou un nouveau polynéme A, et ainsi de suite jus- 
qu’a ce que l’on tombe sur un polynéme A, dont le degré est strictement infé- 

rieur 4 celui de B. On aura alors R = A, et l’opération sera terminée. On voit 
donc qu’il est toujours possible de déterminer les polyndmes Q et R et ce qui 

précéde montre que ce n’est possible que d’une seule maniére. D’ot le théoréme. 

Illustrons ceci par un exemple. Soit : 

Aiea Acs Bot SE DD 
Bisex 2 

On a successivement : 

A, =A—4°B= —x* —x? +2x+2 
A, =A, + XB = x* + 2x $2 
A; = A, — B= 2x =_R. 

D’ot : 

A=4x° B+ A,=(4x° — x”) B+ A, =(4x9 — x? +1) B+ A, =(4x° — x? +1) B+2x. 

Par suite Q = 4x° — x? + let R = 2x. 
En pratique on pose la division comme une division de nombres entiers 

suivant le schéma suivant : 

Ag? SP Spe Sum tae ck OY ON ee 
— 4x° =" 

AX yt 
cae si Be es ey 
eX +e Die* 

poe See ae ae 
— x? —2 

Dix 

Divisibilité par x — a. — Cherchons a quelle condition un polynéme A(x) 
est divisible par x — a. En faisant la division suivant les puissances décrois- 
santes de A(x) par x — a, on peut écrire : 

(1) A(x) = (x — a) O(x) + R(x) 
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avec R = 0 ou d°R < d(x — a). Comme d°(x — a) = 1, on voit que R(x) 
est une constante k. Déterminons cette constante en donnant a x la valeur a 
dans l’égalité (1) : A(a) = k. 

L’égalité (1) s’écrivant alors A(x) = (x — a) Q(x) + A(a), on voit que 
pour que A(x) soit divisible par (x — a), il faut et il suffit que A(a) = 0. 

Si A(a) = 0 on dit que a est une racine (ou un zéro) du polynéme A(x). 

EXEMPLE 1. — n étant un entier positif quelconque, on vérifie immédiate- 
ment |’égalité classique : 

ee ae = (x) (ax te a) 

et, sin est impair : 

eee ee ay (x ax ear” Sgn er at), 

Supposons maintenant que le polynéme 4 ait n racines distinctes a,, ..., d,. 

On peut écrire : 

A(x) = (x — a) A,(x). 

Mais si i ¥ 1, les égalités A(a;) = 0 et (a; — a,) # 0 entrainent : 

A,(a,) = A,(a3) = ... = A,(a,) = 0. 

On peut donc écrire : 

A,(x) = (x — a))A2(x) 

et de la méme fagon : 

A,(a3) = A,(a,) = ... = A2(a,) = 0. 

En poursuivant ce raisonnement on tombe finalement sur une égalité de 

la forme : 

A(x) = (x — a) (x — az)... (x — a,) B(x) 

qui montre que le polynéme A est divisible par le produit (x — a,)... (x — a,). 

Nous pouvons donc énoncer le : 

THEOREME 3. — Si le polyndme A an racines distinctes ay, ..., A,, il est divi- 

sible par le produit (x — a,)(x — az)... (x — a,). 

COROLLAIRE 1. — Un polynéme non nul de degré n ne peut avoir plus de 

n racines distinctes. 
En effet, si le polyndme non nul A posséde n+ 1 racines dis- 

tinctes @,,...,@,+, il est divisible par le polynéme (x — a,)(x — a2)... — 

(x — G,+,) qui est le degré n + 1. Donc le degré de A est au moins égal a 

n+l. 

COROLLAIRE 2. — Deux polynémes dont les degrés sont au plus égaux an 

et prenant les mémes valeurs pour n + 1 valeurs distinctes de la variable sont 

égaux. 
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Soient A et B ces polynémes et a;, ..., 4,4, les valeurs distinctes de la 

variable telles que : 

A(a;) = Ba) (<i<n+t)). 

Le polynome A — B a son degré inférieur ou égal a n et admet les 
n+ 1 racines distinctes a,, ..., 4,41, ce qui entraine A - B= 0 ou A = B. 

D’ot le corollaire. 

COROLLAIRE 3. — Deux polynémes prenant les mémes valeurs pour une 

infinité de valeurs distinctes de la variable sont égaux. 
Soient A et B ces polyndmes et soit n le degré de A — B. Comme A — B 

a une infinité de racines distinctes, il a plus de  racines distinctes. Le corollaire 1 

entraine alors l’égalité A - B=0o0u A= B. 

3. — Plus grand commun diviseur. 

A et Bétant deux polynémes, cherchons quels sont les diviseurs communs a A et B, 
c’est-a-dire les polyndmes qui divisent a la fois A et B. Supposons par exemple que le 
degré de B soit inférieur ou égal a celui de A et faisons la division suivant les puissances 
décroissantes de A par B, soit : 

A= BQO + R,. 

L’égalité précédente montre immédiatement que pour qu’un polynéme divise a la 
fois A et B, il faut et il suffit qu’il divise a la fois Bet R, (car il est bien évident que si 
un polynéme divise deux polynémes S et T, il divise la somme S + Tet la différence 
S — T). Les diviseurs communs a A et B sont donc les diviseurs communs a Bet R,. 
Si R, = 0, tout polynéme divise R, et par suite les diviseurs communs a B et R, sont 
les diviseurs de B. Si R, # 0, on est ramené a chercher les diviseurs communs a B 

et R,, ce qui est plus simple que de chercher les diviseurs communs a A et B car le 
degré de R,, étant strictement inférieur a celui de B, est strictement inférieur a celui 
de A. En désignant par R, le reste de la division de B par R,, par R; celui de R, par R 
et ainsi de suite, nous sommes amenés a définir une suite de polynédmes R,, Ro, Rs, .... 
dont les degrés sont strictement décroissants et tels que les diviseurs communs a A 
et B soient encore les diviseurs communs a Rp-1 et Rp (pour tout p). On poursuit donc 
la suite des divisions jusqu’a ce que |’on atteigne un nombre n tel que R, = 0. En 
posant B = Ro, on voit que pour qu’un polynéme divise A et B, il faut et il suffit qu’il 
divise le polynéme Rn-1. Ce polynédme R,- 1 est appelé le plus grand commun diviseur 
de A et B. 

On a toujours R,~1 # 0. Dans le cas ot le polynéme R,-1 est une constante, on 
voit que seules les constantes divisent a la fois A et B. On dit alors que les polynémes 
A et B sont premiers entre eux. 

Les égalités : 

sont de la forme : 

Ro 4 AoA + BoB 

= A,A + B,B. ha | 

Supposons que l’on ait des égalités de la forme : 

Rp = A,A + ByB 
Rp +1 = Arp+id a= Bp+1B 
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ou Ap, Ap+i1, Bp et Bpi1 sont des polynémes. L’égalité : 

Rp = Qp+i1Rp+i + Rp+e 

montre que Rp+2 est encore de la forme A,;24 + B,;2B. De proche en proche on 
peut donc écrire : 

' Rn-1 = An-1A + Bn-1B 

et par suite : 

THEOREME 4. — D étant le plus grand commun diviseur de A et de B, il existe deux 
polyndmes S et T tels que D= SA + TB. 

Nous avons d’autre part montré comment la suite des divisions de R, par Rp+1 
permet de trouver ces polynémes S et T. 

Si, en particulier, les polynédmes A et B sont premiers entre eux, D est une constante 
non nulle et en divisant les polyndmes S et T par la constante D, on voit que l’on a 
une égalité de la forme 1 = S,A + 7,B. Réciproquement, si on peut écrire une égalité 
de cette forme, S, et 7, étant deux polynémes, on voit que tout diviseur commun a 
A et B divise 1, donc est une constante et par suite : 

COROLLAIRE (THEOREME DE BEzouT). — Pour que les polynémes A et B soient 
premiers entre eux, il faut et il suffit qu’il existe deux polyndmes S, et T, tels que 
1=S8,A + 7,B. 

L’égalité 1 = S,A + 7,B est connue sous le nom d’identité de Bezout. 

COROLLAIRE (THEOREME DE GAuss). — Si les polyndmes A et B sont premiers 
entre eux et si A divise le produit BC, alors A divise C. 

En effet, les hypothéses faites entrainent l’existence de polynomes |S. 7, Q tels que 

AS + BT =1 

CB = AQ 
d’ot 

C = CAS + CBT = CAS + AQT 
c’est-a-dire 

A(CS + QT)=C 

égalité qui exprime que A divise C. 

4. — Polynéme dérivé. Racines multiples. 
Lorsque K est le corps des nombres réels le polynéme 

P(x) = dox” + a,x") +... 4+ Ay-1X + 4, 

a pour dérivée le polyndme 

P'(x) = nay x""* + (n — 1) a, x"" 

(P’ étant nul pour n = 0). 
Lorsque K=Q ou K=C onnomme encore polynéme dérivé du polyndme P 

le polynéme P’ défini par l’égalité précédente. 

On montre alors que les égalités suivantes, qui ont lieu pour K = R, sont 

encore vraies lorsque K = QouK=C: 

(P.+.Q)'=P' +-Q' 

(PO). aPiO + PO 
et, par récurrence sur |’entier 7, 

(P")' = nP"~ 1p’ 

Cette notion de polynéme dérivé va nous permettre d’étudier les racines 

multiples d’un polynéme. 

Pele a ae 
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Racine multiple. — Le nombre «eK est dit racine d’ordre m>0 du 

polynéme P(x) si (x — «)" divise P(x) et si (x — «)"** ne divise pas P(x). 

Pour m = 1 la racine est dite simple. Pour m > 1 la racine est dite mul- 

tiple. 
On est conduit 4 considérer qu’un nombre non racine de P est « racine 

d ordre 0». 

THEOREME 5. — Une racine simple d’un polynéme P n'est pas racine du 

polynéme dérivé P’. Une racine multiple d’ordre m > 1 d’un polynome P est 

racine d’ordre m — \ du polynome P’. 
Soit « une racine d’ordre m > 0 du polynéme P. On peut écrire 

P(x) = (x — a)”. O(x) 

ou Q(x) est un polynéme tel que Q(«) # 0 puisque x — « ne divise pas Q(x). 

En dérivant on obtient 

P'(x) = m(x — w)™*. Q(x) + (x — a)". O'(x) 

pourm=1lona 
P’(a) = O(a) #0 

pourm>1lona 
PC) = rayne Ree) 

avec 

R(x) = mQ(x) + (x — a) Q"(x) 

R(@) 
d’ou 

mQ(a) # 0 

On a immédiatement les deux corollaires : 

COROLLAIRE |. — Pour que « soit racine d’ordre m > 0 du polynéme P, 

il faut et il suffit que « soit racine de P et soit racine d’ordre m — | de P’. 

Et, si l'on désigne par P™ le polynéme dérivé kit™e de P c’est-a-dire le 
polynéme défini par la relation de récurrence 

POS (Pas Ry 

onale 

COROLLAIRE 2. — Pour que « soit une racine d’ordre m > 0 de P, il faut et 

il suffit que « soit une racine des polynémes P, P', ..., P™~ et ne soit pas 
racine du polynéme P™, 

Ce qui précéde montre que la recherche des racines multiples du poly- 
nome P(x) peut se ramener a la recherche des racines du plus grand commun 

diviseur des polynémes P et P’. On peut donc avoir des renseignements sur la 

multiplicité des racines d’un polynéme sans avoir 4 déterminer ces racines. 

Application. — Cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que 
le polyndme P(x) = x* + px + q admette une racine double (éventuellement 
triple). 
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Il faut et il suffit pour cela que P et que P’ = 3x? + p aient une racine 
commune, c’est-a-dire que leur plus grand commun diviseur ne soit pas une 

constante. Le reste de la division de P par P’ étant R = ; px + q,ce plus grand 

commun diviseur est celui de P’ et de R. Pour qu’il ne soit pas une constante 

il faut et il suffit que R divise P’ c’est-a-dire encore que la racine x» = — zs de R 

3 : St ee ae 3q\?__ p ne pdt 
soit une racine de P’, c’est-a-dire encore que | — 2p + a 0, ce qui s’écrit : 

4p*> + 27q? = 0. 

Telle est la condition cherchée, la racine multiple a alors pour valeur 

3q X=-=. ft) 2p 

5. — Division des polynémes suivant les puissances croissantes. 
Soient deux polynémes : 

n—-1 A= aox” + a, +. Fa, et (B= bx" + 0+ SS + OO, 

Supposons que nous cherchions s’il existe un polynéme : 

Ce yt +o +a... + Cc, 

tel que A = BC. En cherchant a déterminer de proche en proche les coeffi- 

cients Co, puis c,, puis cz, ..., nous sommes conduits a faire la division sui- 
vant les puissances décroissantes de A par B (pour que le polynéme C existe, 

il faut et il suffit alors que le reste de cette division soit nul). Si au contraire nous 

cherchons a déterminer d’abord les termes de plus bas degré du polynéme C, 

c’est-a-dire le coefficient c,, puis c,-,, puis c,-2, ..., nous serions conduits 

a un processus opératoire analogue, mais qui nous aménerait 4 ordonner les 

polynémes A et B suivant les puissances croissantes de x. 
Prenons, par exemple, 4 = 2+ x* et B=1+x+ x”. Nous aurons 

Dopération : 

2 + x° Tate 
at ms 2 = 2e* i Deal Sita nay aoe 

=roy Oe Se 
Cee ay 4 Dy? 

3X7 
Ea ay = 3" — 3x" 

Sr toe om 

Spr axte isn hx" 

+ 3x°® 



196 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

On voit qu’ici rien ne nous oblige a arréter l’opération a un reste plutot 

qu’a un autre. 
Nous pouvons écrire successivement : 

Dae (= Ox lea xe) 
24+x° =(2 — 2x + 3x°)(1 + x +.x7) — 3x" + 3x”) 
2 + oh (2 = 204 3x3 exes 

Le degré du quotient croit au fur et 4 mesure que l’on poursuit | ’opération, 

le degré du reste également. On remarquera que le terme du plus bas degré du 

reste est de degré supérieur au quotient. Si bien que |’égalité qui sert a définir 

la division suivant les puissances croissantes sera : 

A = BSS + x7'T 

le quotient étant le polyndme S de degré inférieur ou égal a s arbitrairement 

choisi et le reste étant le polynOme x°*!T dans lequel on a mis en facteur la 
puissance (s + 1)*™* de x. On montre encore que les polynémes S et T sont 

complétement définis a partir de A, Bet du nombre s. Trouver S et 7 s’appelle 

faire la division suivant les puissances croissantes de A par B. 

L’opération ainsi définie ne suppose d’ailleurs nullement que le degré de A 

soit supérieur a celui de B. C’est ainsi que nous pouvons, par exemple, diviser 
1 par 1 + 2x — x? en nous arrétant au quotient de degré 3 : 

] fh ee 9g eee 

sa Same toes 1 — 2x + 5x? — 12x3 
ee ee 

Be Se ee Ay eee Pee 

Sb eee 
Sy (re 

oR SORE St ay 
fe LOK AN Doe 

297 12x? 

et écrire Végalité:: 

1 = (1+ 2x°—:x?) (1 = 2x + 5x? —'12x°) 4 x4(29 = 12%). 

Cette opération suppose cependant que le terme de plus bas degré non nul 
dans le développement de B ait un degré au plus égal au terme de plus bas 
degré non nul dans le développement de A. C’est ainsi qu’il n’est pas possible 
de faire la division suivant les puissances croissantes de 1 par x? + x°. 

Comparaison des deux divisions. — Remarquons d’abord que si la division 
suivant les puissances décroissantes se fait exactement (le reste étant nul), il 
en sera de méme de la division suivant les puissances croissantes et récipro- 
quement. 
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Dans le cas ou la division ne se fait pas exactement, quelle raison nous 
conduira 4 employer l’une plutét que l’autre de ces deux méthodes? 

Lorsque x prend des valeurs numériques trés petites |’égalité 

Biv. aoe 
grote RB 

montre que S est le développement limité a l’ordre s de la fraction B au voisi- 

nage de x = 0. 

On verrait plus généralement que si A et B sont les développements limités 
a lordre s des fonctions fet g le polynéme S est le développement limité jusqu’a 

: ME ofS 
Vordre S de la Siac (voir chap. IX, § 9). 

Si maintenant nous considérons les grandes valeurs de x, il y aura intérét 

a se servir de la division suivant les puissances décroissantes, mais en pour- 

suivant l’opération et en introduisant les puissances négatives de x (rappelons 

que x 1 = $5 x72 = a ae ; selon le schéma suivant. Divisons par exemple 

x + 2 par x? + x+ 1. 

x : +2 x +x4+1 
Se 3 3 

— KX ¥ +2 2 Ries oe 
+x7>+x+41 

i 3 1 

alae 
3 3 

x xP 
3 3 5 
tog ta ta 

es 
x3 

ce qui nous conduit a l’égalité : 

34 Qer(x? + #N(x-1+5-3)+3 x” eee 4+ ee) SOI 

dans laquelle le reste 2 prend des valeurs d’autant plus petites que x est plus 
x 

grand en valeur absolue. 

Nous définissons ainsi une division généralisée suivant les puissances décrois- 

santes qui permet d’obtenir les développements limités généralisés envisagés a 

la fin du chapitre IX. 
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6. — Procédé de sommation. 

Soit A calculer la somme des carrés des nombres entiers de 1 an: 

S=14+44+94+... 477. 

Cherchons a déterminer un polynéme P(x) tel que : 

P(x.+ 1) — P(x) = x?. 

On voit immédiatement que l’on ne peut pas prendre pour P(x) un poly- 

nome du premier ou du second degré, les termes de plus haut degré se détrui- 
sant dans la différence P(x + 1) — P(x). Posons donc a priori P(x) du troi- 

siéme degré, soit : 

P(x) = ax? + bx* +ex+d 
d’ot : 

P(x +) =a(x +1) + be 41% +ex4+1D4d 
ax? + x7(3a + b) + x3at+2b+c)+atb+cr+d 

ll 

et, en égalant P(x + 1) — P(x) a x?, on trouve : 

3a =1 3a+2b=0 a+b+c=0 
ou : 

1 1 1 
me) Diets mie. 

et par suite : 
Xo) en ak 

P Sy eS SS 
(lea eyes 

d étant arbitraire, nous le prendrons égal a 0. 
Ceci étant, additionnons les égalités : 

1? = P(2) — P(1) 
2? = P(3) — P(2) 

Gr 1)? 2 P(n) ms P(n =) 
n* = P(n + 1) — P(n) 

S = P(n.+ 1) — P(l) 

car dans la sommation les termes tels P(2), P(3), ..., P(n — 1), P(n) se trouvent 
alternativement avec le signe + et avec le signe —. D’ou : 

gat DP ty " - (5-5 -) 
Wry: 

_(@@+)Ra+ 1)? — 3(n + 1) +1] _ n(n + 1)(2n + 1) 

6 is 6 

Plus généralement si on a a calculer une quantité : 

S = A(1) + AQ) + ... + A(n) 
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ou A(x) désigne un polynéme de degré g, on cherchera A déterminer un poly- 
nome P(x) de degré q + | satisfaisant a l’égalité : 

P(x + 1) — P(X) = A(x) 

et, en considérant les valeurs successives : 

MSs oy Og RN 

on trouvera sans difficulté : 

S = P(n + 1) — P(I). 

On peut en particulier appliquer ce procédé pour trouver la somme d’une pro- 
gression arithmétique. 

EXERCICES 

1° Déterminer les nombres a et b de facon que : 

xt + 3x? + ax + b soit divisible par x? — 2ax + 2. 

bs 
R. a0; pe et eee. lars Ss 

2° Reste de la division de x” + x + 6 par x? — a® (m entier supérieur a 1, a et 
5 constantes quelconques). 

R: ~ eb +a" ou Ca?" )x ia: b 

selon la parité de m. 

*3° Vérifier la relation : 

g=n 

(x? — 2x cosa + 1). x"—4 sin ga = x"*1 sina — x sin (n + l)a + sin na. 

g=t 

*40 Déterminer a, b, c de facon que |’expression : 

xtaxttbx+e x+be+ex+a xX+ex*+ax+6 

0S Ey ee. oe ee oe x= 3 

soit un polynome : 

R. a = 4,2 b= — 0,9 c = — 4,3. 

*5° Un polynéme A divisé par le polynéme B(x) = x* — 3x + 2 donne comme 
reste R = 2x — 1 si la division est opérée suivant les puissances décroissantes et 
S = ax! + bx? si la division est opérée suivant les puissances croissantes. Déterminer 

les valeurs de a et b. 

R. a = 1,812 5 b = — 0,812 5. 
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*#60 Calculer la somme des cubes des 1 premiers entiers impairs : 

13+ 33+... + n— 1)%. 

R. 2n1 — n?. 

**7o Déterminer les nombres a, 6, p, g tels que : 

x8 + 15x? + 3x + 5 = p(x — a)? + q(x — Bb) 

et résoudre |’équation : 

x® + 15x? + 3x +5=0 xER 

V2 +73 
R. SS 

Is 

*80 Déterminer un polynéme P du 6¢ degré tel que (z — 1)° divise 1 + P(z) et 

z‘ divise 2 + P(z). 

R. P(z) = 10z® — 2425 + 15z* — 2. 

*9o Déterminer p et q de facon que z? + z + | divise z?” + pz™ + q (m entier 
positif). 

R. Si mest multiple de 3, 1 + p + q =0. Si m non multiple de 3, p = q = 1. 

*10° Condition pour que |’équation z+ — 2z* + 4z— 1 = 0 ait une racine mul- 
tiple. : 

a: iV/2 
R. A = 2 08 Fe wae 

**11° Soit P(x) = x, + ax? + bx? + cx +d. Quelle condition doivent veérifier 
a, b, c, d pour qu’il existe un polynéme Q et une constante r tels que : 

P=Q +r. 

Application : résoudre l’équation x? + 2x? — 2x?— 3x +2 =0. 

] a 

R. ai — dab 8¢ = 0, ... 1, = 2, gd Hey) 

**12° On appelle p, le nombre de régions déterminées par 7 points sur une droite, 
Gn le nombre de régions déterminées par  droites dans un plan, r, le nombre de régions 
déterminées par n plans dans |’espace. 

Montrer que : 

Phx > Pn = 1, Qn+1 — In = Pwo Vnti— "an = Qn: 

Valeurs de pn, Gn, rn? 

1 1 
R. P,=n+1, In = 5 +n + 2), rn = (nt + Sn + 6). 

**13° Si m et n désignent deux entiers positifs et P(x) un polyndme quelconque, 
montrer que le polyndme P” + (1 — P)" — 1 est divisible par le polynome P — P?. 



CHAPITRE XIV 

EQUATIONS ALGEBRIQUES 

1. — Racines d’un nombre complexe. 
n €tant un entier strictement positif et z un certain nombre complexe, on se 

propose de trouver tous les nombres complexes u tels que u” = z. 

Siz=0 Jléquation uv” = 0 implique u = 0. 

Siz #0 écrivons z = r (cos 6 + isin 6). 

Posons u = p (cos @ + isin @). 

L’égalité uv” = z s’écrit encore, d’apreés la formule de Moivre : 

p” (cos nm + isin nw) = r (cos 6 + isin @) 

qui revient a €crire : 
n = 

(avec k € Z) 
no = 0+ 2kn 

Comme r > 0 et comme p doit étre > 0, il y a un et un seul nombre p qui 

répond a la question, c’est p = a/ r. 

Il y a une infinité de valeurs de w répondant a la question, ce sont tous les 

nombres de la forme : 

ou k parcourt l’ensemble Z de tous les entiers positifs, négatifs ou nuls. Soient : 

6 62x 6 4n 6  2(n—1)n 
Or ==, O,==F—, O;=-+—...., 0,=-+—~—. 

n non tf n n 

On voit que les nombres complexes : 

uy = V/r (cos @, + isin @,), u, = x/r (cos @, +isin@,)... 

.. U, = X/r (cos w, + i sin @,) 

répondent a la question et sont tous distincts sir # 0. 
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Par contre, k étant un entier quelconque, on peut associer au nombre : 

0 Oe oe 
n n 

un entier i compris entre 1 et n tel que w — @; soit un multiple entier de 27 

et par suite tel que a/r (cos m + isin @) = uj. 
Les nombres w,, U2, ..., u, sont donc les seuls nombres complexes dont la 

puissance n-iéme soit égale a z. 

Ces nombres ont tous méme module ¥/r; leurs images sont donc sur un 
méme cercle de centre O. Leurs arguments ayant les valeurs : 

2n 2(n — 1)x 
Cid es = har one ee 

n n % 

on voit que ces images sont les sommets d’un polygone régulier de n cOtés. 

Donc : 

z étant un nombre complexe non nul et n un entier strictement positif, il y a 

exactement n nombres complexes dont la puissance n-iéme est égale a z. Leurs 

images sont les sommets dun polygone 

régulier de n cétés centré a lorigine des 

coordonnées. 
y 

ae rk Ces nombres u;, uz, ..., u, sont encore 
\ appelés les racines n-iémes du nombre com- 

plexe z. On désigne l’un quelconque de ces 
\ = 1 

nombres par ¥/z ou z*. Le symbole A/z a 
eee donc en général n déterminations différentes. 

Dans le cas ot z est un nombre réel positif, 
il ne faut pas confondre ce symbole multi- 

déterminé ~/z avec le symbole ¥/z qui 
désigne le seul nombre réel positif dont la 

puissance n-iéme est égale a z (c’est la seule racine dont l’argument est nul) : 

les occasions de méprises sont d’ailleurs rares. 

A titre d’exemple nous avons représenté sur la figure 1 les images des 

racines sixiémes de — 1. Ces racines sont les nombres de module | ayant pour 
Ron Tn In 30 Sale 

Ge a See oe aa 

Fic. 1. 

arguments respectifs les nombres 

Racines carrées. — Si, en particulier, z est un nombre réel positif (donc 

d’argument nul), il aura deux racines carrées, l’une d’argument nul, 

lautre d’argument z. Si z est un nombre réel négatif (donc d’argument 2), 

il aura également deux racines carrées opposées, mais imaginaires pures 
g OK 

(4 arguments 5 et 7) ; 
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Notons que le calcul d’une racine carrée peut se faire sans utiliser la forme 
trigonométrique des nombres complexes. En écrivant : 

uu=pt+iq (petqeR, mais gq ¥ 0) 

et en posant u = x + iy (x et ye R), l’égalité précédente équivaut au systéme 
d’équations : 

2xy =q 

y= et x*>—— =p, c’est-a-dire 4x* — 4px? — q? =0. 

Cette équation bicarrée n’admet qu’une solution positive en x? : 

2_Pt+VP+q 
f, 2 

D’ou deux valeurs opposées : 

2 Z 

xX, =a [es X,=-—@ (xn 1/ 24VP +) 

et par suite : 

1G argos et cf amen, 

Les deux valeurs de u sont : 

ee oe et = 0 — Fi, 

2. — Equations algébriques. 
Une équation algébrique de degré n a coefficients complexes est une €quation 

de la forme : 

(1) Gye HiGge" +... +, =0 

ou n est un entier positif et les a; sont des nombres complexes, dp n’étant pas 

nul. 
Résoudre cette équation, c’est trouver tous les nombres complexes z qui 

satisfont 4 l’égalité précédente. Ces nombres sont encore dits les racines de 

l’équation (1). Dans le numéro précédent nous avons, aux notations pres, 

résolu l’équation binéme : 

z”—a=0. 
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Equation de degré 2. — Une équation du deuxieme degré peut se résoudre 

comme dans le domaine réel, a la différence prés que l’on peut toujours extraire 

la racine carrée d’un nombre complexe. Soit |’équation : 

(2) az* + bz+c=0 (a # 0). 

On peut |’écrire successivement : 

4a 

b 2 -b* — 4ac 

(2+ 5. ae 

et, en désignant par a/ b? — 4ac V’une des deux racines carrées du nombre 

complexe b* — 4ac, on peut écrire : 

—b+t 4/ b? — 4ac 
z= >... 

2a 

On voit donc que l’équation (2) admet toujours au moins une racine et on 

admet en général deux (notées z, et z,). Pour qu’elle n’en admette qu’une il 

faut et il suffit que b? — 4ac = 0. On dit alors, comme dans le cas réel, qu’elle 

admet une racine doubie. On compte celle-ci deux fois et on pose dans ce cas : 

b 
es Way a Se 

Comme dans le domaine réel, on a toujours les égalités : 

b 
2g toe et 

a 
2122 = 

On a le résultat trés important suivant : 

THEOREME | (THEOREME DE D’ALEMBERT). — Toute équation algébrique de 
degré n a coefficients complexes, n étant un entier quelconque > 1 : 

Qoz”" +... +a, = 0 (avec dy # 0) 

admet toujours au moins une racine complexe. 

Nous admettrons ce théoréme sins démonstration. 
Soit P(z) = doz" + ... + a, un polynéme de degré n > 0, donc tel que 

ay # 0. D’aprés le théoreéme de d’Alembert ce polyndme admet une racine o,. 
Il est donc divisible par z — a, et on peut écrire : 

P(z) = (Z — a) Py(2) 
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ou P,(z) est un polyndme de degré n — 1. Sin — 1 > 0 le méme théoréme de 
d’Alembert montre que P,(z) admet une racine a. On peut donc écrire : 

P,(z) = (z — a) P2(z) 

ou P,(z) est un polynéme de degré n — 2 et ainsi de suite. On voit que l’on peut 
finalement écrire : 

P(z) = (z — a) (z — a) Pee O,) PAZ) 

ou P,(z) est un polynéme de degré 0, c’est-a-dire une constante. Comme cette 

constante est le coefficient a) de z” dans P(z) on peut donc écrire : 

P(Z) = ao(z — a) (Z — a2)... (Z — &) 

et on peut énoncer ie : 

THEOREME 2. — Tout polynéme de degré supérieur ou égal a \ peut se décom- 

poser en un produit de facteurs du premier degré ('). 

Dans la décomposition précédente les nombres a; ne sont pas nécessaire- 

ment tous distincts. En groupant ensemble les facteurs (z — «;) qui sont les 

mémes, on peut écrire une égalité de la forme : 

(5) P(z) = ao{z — B,)"(z — B.)" ... (@ — B,)"” 

ou les 8; sont des nombres deux 4 deux distincts tels que |’on ait les relations : 

1 <n; (l <i<p) 
et: 

Wy Net 60 Ky =n 

le nombre 7; est |’ordre de multiplicité de la racine 6;. En comptant chaque 

racine autant de fois que |’indique sa multiplicité on peut dire que 

tout polynéme de degré n admet exactement n racines. 

Notons encore que, 4 l’ordre prés des facteurs, le polyndme P(z) ne se 

décompose que d’une seule maniére sous la forme (5). 

3. — Polynémes 4G coefficients réels. 

THEOREME 3. — Soit P(z) un polynéme a coefficients réels. S’il admet une 

racine non réelle a, il admet la racine conjuguée a avec la méme multiplicité- 

Soit « une racine imaginaire d’ordre m du polynéme P(z) a coefficients 

réels. On peut écrire : 

P(z) = (z — #)” Q(2) 

() Il existe des méthodes numériques permettant lorsqu’on connait les valeurs 

numériques de a, @, .. -, Gn de calculer les valeurs numeériques de 0, 2, .... Gn avec 

la précision que 1’on veut. 
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ou Q(z) est un polynéme (a coefficients complexes) tel que Q(«) # 0. Dési- 

gnons par Q(z) le polyndme dont les coefficients sont les nombres complexes 

conjugués des coefficients de Q(z). On peut écrire : 

P(z) = @ — «)"Q(2) 

qui peut encore s’écrire, en changeant z en z : 

P(z) = (z — a)"Q(z) 
mais comme P(z) est a coefficients réels; on a P(z) = P(z) et par suite : 

P(z) = (z — #)"Q(z). 

Comme Q(x) = O(@ # 0, l’égalité précédente montre bien que « est une 
racine d’ordre m de P(z). 

COROLLAIRE 1. — Si le polynéme a coefficients réels P(z) admet la racine 

non réelle « avec la multiplicité m, il est divisible par le polynéme (a coefficients 

réels) (z? — (a + a) + aa)". 

Comme « est non réel, on a x ¥ « et P(z), admettant chacun des deux nom- 

bres « et « comme racines d’ordre m, est divisible par : 

(z ae a)"(z - Oa 

c’est-a-dire : 

(2? —(a+a)z+ aa)”. 

COROLLAIRE 2. — Un polynéme réel de degré impair admet au moins une 
racine réelle. 

Soit P(z) un polyndme réel de degré n impair. Désignons par f,, B2, ..., B, 

toutes les racines distinctes de P ayant des parties imaginaires strictement 

positives et désignons par n; la multiplicité de la racine B;. Le théoréme 4 

montre que |’ensemble des racines non réelles de P est : 

U By, Bo, Lah Be Bis Bs: Stee }. 

B; étant multiple d’ordre n;. 
En outre P admet : 

Dn ay a a) 

autres racines (distinctes ou confondues) qui sont nécessairement réelles. 
Comme n est impair, on a sirement m > 1, d’oti le corollaire. 

4. — Relations entre les coefficients et les racines d’un polynéme, 
Soient P(z) = a) z" + ... + a, un polynéme de degré n, c’est-a-dire tel 

que dy # O et soit a, ..., a, l’ensemble de ses racines, chacune étant comptée 
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autant de fois que le veut sa multiplicité. Désignons par S,(l <p <n) la 
somme des divers produits p a p de ces n racines, c’est-d-dire susie 

S; =a, +0, + eee ap ee 

Sp = Hp HHO O3t... +0, 0, +0203 +0,0,+... FO, A4, +30, + ... +0, 10, 

Sy = Oy hy 3 + Oy 2 Oy toe. + Oya Oya Op 

Sy = 1 H2.. Oye 

L’égalité : 
P(z) = a,(z — a) ... (z — a,) 

peut encore s’écrire : 

P(z) = ao(z" — S,z""* + S,a"-? — S,a"-2 +... +(— 1)°S,) 

et en égalant les deux expressions de P(z) ainsi obtenues, on obtient les rela- 
tions suivantes entre les coefficients et les racines du polynéme P : 

a a a g pate iee Be gn? Pe celeat nen el en 

Dans le cas ot n = 2, on retrouve les relations bien connues entre les coef- 

ficients et les racines d’un polynéme du second degré. 

5. — Fonctions rationnelles symétriques des racines d’un poly- 
nome. 

Une fonction rationnelle f(x,, ...,x,) des variables x,, ...,x,, c’est- 

a-dire un quotient de deux polynémes en x,,...,x, sera dite symétrique 

si elle ne change pas lorsque l’on échange deux variables quelconques x; et x,. 

Par exemple : 

Xy Xo +%y Xe + X3°X} 

et 

aE pla Sein, 
Agra NaNt -h Xe 

sont des fonctions rationnelles symétriques des trois variables x;, x et x3. 

On peut montrer que si f (x,, ..., x,) est une telle fonction symétrique, elle 

s’exprime rationnellement en fonction des nouvelles variables : 

Sgt ate sa oe, 

Dp, oe hg ea OX Xp 

Bo Ry Noe a ge 

Il résulte donc du numéro précédent que si a, ..., «, sont les racines du 

polynéme P(z) = doz” + ... + 4,, chacune étant comptée autant de fois que 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON, — I (S5® éd.). 8 
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le veut sa multiplicité, l’expression f(a,, ...,%,) peut s’exprimer rationnelle- 

ment a partir des coefficients ao, a,, ..., 4, et sans que |’on ait a calculer les 

TACINES :0.55¢. 55,0 a 

Sans établir le résultat général, montrons comment on procéde sur des 

exemples : 

EXEMPLE 1. — En désignant par a, b, c et d les racines du polynéme 

3z* + 4z> — 1, on demande de calculer |’expression : 

La2be = a*bc + acd + a2db + b*cd + b*da + b’ac 
+ c?da + c2ab + c*bd + dab + d*bc + d*ca. 

En remarquant que a7bc est un terme du produit S,S3; on est amené a déve- 

lopper ce dernier produit. Soit donc : 

S,S3 <3 La Labe. 

En effectuant ce produit, nous trouvons les termes tels que a*bc chacun 
une fois, mais nous trouvons aussi le terme abcd quatre fois, nous aurons 

donc : 

S,S3 = Xa?be + 4abcd 

ou: 

La*be = S,S; — 4S, 
or ici : 

4 1 
Si=— 3 S; = 0, Di eres 

donc : 

4 
La*be = =. a oC 3 

EXEMPLE 2. — Cherchons a quelle condition les deux polynémes : 

P(X) .=.ax? + bx +’¢ (a # 0) 
Q(x) = a’'x? + B’x +c’ (a’ # 0) 

admettent une racine commune. 

En désignant par « et B les racines de P, ceci revient a écrire : 

O(a) Q(B) = 0 
ou encore : 

(a'a? + b'a +c’) (a’'B? + BB +c’) =0 

qui peut s’écrire : 

a’*a?B? + a’b'(a?B + aB?) + a'c'(a? + B?) + b’aB + c'b'(a + fp) + c'? =0. 
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Mais : 

2p2 2 c? 
a” B° = (aB)* = » 

of + af* = apla + p) = — 75 
pra) a? + = (0 + BY? — 2op = 

et la condition précédente s’écrit, aprés avoir tout multiplié par a? : 

a’*c* — a'b'be + a'c'(b? — 2ac) + b’2ac — c'b'ab + c’*a? = 0 

ou encore : 
(ac' — a'c)? + (ab’ — a’b) (b'c — c'b) = 0. 

EXERCICES 

1° Calculer, sans utiliser la forrne trigonométrique, les racines quatriémes de 
241 — 7. 

R. + (2 + i) et + d — 2i). 

2° Résoudre l’équation z?— 2(2 + f)z+7+4+47=0. 

R: fo SY) et 2—i. 

3° Résoudre, avec la précision du 0,001, l’équation : 

z* — z(4,466 + 2,2117) + 46,313 + 10,4447 = 0. 

ye 1,812 + 7,6427 et 2,654 — 5,431i. 

*4° Résoudre |’équation z* — 2z3 cos 6+ 1 =0. 

6 + 2k 6 4+ 2k 
pe eS Stl R. co 3 +i 3 : (k = 9, 1, 2) 

*50 Déterminer le polyndme P du 7¢ degré sachant que : 

P(1) = (5) ~ (5) - P(;) =0 P(1)=1 P’(;) =P'(;) = (3) =0. 

R. P(Z) = 1627+ ... 
z—1]? 

**60 Lieu de l’image du nombre complexe z quand Fes est réel. 

R. Une droite et un cercle. 

**7o Montrer que le polyndme P(z) = z* + z + 1 n’a pas de racine réelle. Former 
Véquation g(x) = 0 vérifiée par x = R(z) quand z vérifie P(z) = 0. Nombre de racines 
réelles de l’équation g(x) = 0? Calculer ces racines et en déduire les racines du poly- 

nome P(z) a 0,01 prés. 

R. 0,73 + 0,947 (33 — 0,73 + 0,447. 
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*8° Utiliser la relation | z |? = zz pour vérifier la relation : 

z+2’ z+2’ 

2 LZ 
She +u Vah+ 2 ce 

ou zet z’ désignent deux nombres complexes et u une des racines carrées du produit zz’. 

*9o Résoudre l’équation z* + (1 — i)z* + 2iz? + (1 + i)z— 1 =0 en prenant 

comme inconnue auxiliaire u = z + - ‘ 

R. + fet et ies 
V2 p 

*10° Déterminer 4 de facon que l’équation z4 + z?— 2z2+Az— 3 = 0 ait 
deux racines opposées. Résoudre alors |’équation : 

(G+ V3). 

R. A=1 ou A= — 3. 

*11° Calculer tg 58 en fonction de tg 0 et en déduire l’égalité : 

ian Ge ee Sy keer ss eran 

*12° Résoudre le systéme : 

x = 3y — 4° 

y =3x— 4%. 

R. 9 couples de solutions toutes réelles. 

*43° Soit : 

P(z) = 3z4— z? + 7222 + 31) +20 +2)+14+27. 

Montrer que les polynémes P(z) et P(z) ont deux racines communes. Résoudre l’équa- 
tion P(z) = 0. 

R. »41—i. 
Bs A/D 

3 

**14° On suppose a réel et positif. Montrer que les trois racines de l’équation : 

2° +az7+4z+a=0 

ont leurs parties réelles négatives. 

**15° Déterminer a, b, c et m de facon que P(z) = P(mz + 1), P(z) étant le poly- 
nome az* + bz? + cz. 

Es Pega 3 
R. m= ane ee P(z) = az(z — 1(z — m— 1). 

**16° On appelle a, b, c les racines de l’équation z® + z? + q = 0. Calculer : 

@ + $2 b2 + ¢? C2 + @ 

oie c a ho 

2 
R. s=—-—3. q 



CHAPITRE XV 

FRACTIONS RATIONNELLES 

ET FONCTIONS RATIONNELLES 

1, — Fractions rationnelles. 

Les fractions rationnelles sont construites 4 partir des polynOmes comme les 

nombres rationnels a partir des nombres entiers. De fagon plus précise : 

A partir de l’anneau intégre K[x] des polynémes a coefficients dans le 

corps K [comme dans le chapitre XIII nous nous limiterons 4 K = Q, R 

ou C] on définit le corps des fractions de K[x] (voir Rappels, § 11). Les éléments 

de ce corps de fractions sont appelés les fractions rationnelles (en x) a coeffi- 

cients dans K. Se donner une telle fraction rationnelle revient donc a se donner 

un couple de polynémes écrit sous la Potts. (avec QO # 0). 
Q 

Se 
Rappelons que |’égalité de deux fractions rationnelles 0 et 5 est définie par 

IPS ees 

et que l’addition et la multiplication sont définies par les égalités : 

Pak ofS 5OR 
Q OS 

P 
——) 

Les fractions rationnelles forment un corps que |’on note souvent K(x). 

‘ I ‘ 
L’identification du polynéme P a la fraction rationnelle a permet de consi- 

dérer |’anneau de polyndmes K[x] comme un sous-anneau du corps des fractions 

rationnelles K(x). 

Racines et pdles. — Soit une fraction rationnelle f = —. Supposons qu'un 
tol 

nombre a soit racine d’ordre p > 0 de P et d’ordre g > 0 de Q. La différence 

p — qne dépend que def: 
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R ; ; ‘ , 
Soit en effet f = ° le nombre a étant racine d’ordre r > 0 de Ret d’ordre 

s 2.0:de'S. 

On a les égalités 

P(x) = (x — a P(x) Ox) = (x — a) O,(x) 
R(x) = (x — af R(x) S(X) = — a)'S\(x) 

out les polynémes P,, Q,, R,, S; sont tels que 

P,(a) #0 Q,(a) #0 R,(a) # 0 S,(a) # 0 

L’égalité 5 = = permet d’écrire PS = QR, c’est-a-dire : 

(x — a)?** P,(x) Sy(x) = (x — a)*"" O,(x) Ry) 

La relation P,(a) S;(a) # 0 montre que a est racine d’ordre p + s du membre 

de gauche, de méme a est racine d’ordre g + r du membre de droite, d’ot 

p+s=q+retlégalité annoncée 

| irae Dit Sie 

Nous distinguerons les trois cas suivants : 

1° Lorsque p — q > 0 on peut écrire 

(x — a)? P,(x) _ (x — a)? 7 P,(@) 
GAO. Cie 

Le nombre a est dit racine d’ordre p — q def. 

2° Lorsque p — q < 0 on peut écrire de méme 

fx) = avec Pj (a)4 Ovjet “Ofa)y 0 

P,(x) 

= a)? O,(x) 
Le nombre a est dit péle de f d’ordre q — p. 

3° Lorsque p — q = 0, ce qui est le cas en particulier lorsque p = q = 0, 

c’est-a-dire lorsque a n’est pas racine des polynémes P et Q, on peut écrire 

{x)= avec. Pi) 40) et = Oa). @ 

PB 
= 0. avec P,(a)#0 Q,(@) #0 

1 

Le nombre a n’est ni pdle ni racine de f(on dit parfois que a est une racine 
ou un pole d’ordre 0). 

P(x)  x*+x—-—2 
EXEMPLE 1. — Soient K = Ret f(x) = ep ac nen 

fe) Q(x) x +x7-2 
. Le dénomina- 

teur Q s’annule pour x = 1. 

O(x) = (x — 1). @* + 2x +2) “(etg = 1) 
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Le nombre | est racine de P 

P(x) = (x — 1) (x + 2) (et p- =a) 

ce nombre x = | n’est donc ni racine, ni pdle de f (car p — g = 0). Ona : 

x+2 

f£@) x* + 2x +2 

Le dénominateur x? + 2x + 2 n’a pas de racine réelle. Ainsi la fraction f 
n’a pas de pole dans le domaine réel. 

Dans le domaine complexe (K = C) la fraction f a deux pdles simples 

(c’est-a-dire d’ordre 1) : x = — 1 +i et x = — 1 — i qui annulent le déno- 
minateur sans annuler le numérateur. 

Partie principale. — Soit a un pole d’ordre n (n > 1) de la fraction ration- 
nelle f, on peut donc écrire 

JI@)= a avec P(a)#0 et Qa) #0 

Le nombre A, = a) est donc défini et non nul. 
Qa) 

Mais !e polyn6dme P — A,Q s’annule alors pour x = a. II est donc divisible 

par x — a. Nommons R le quotient 

P—A,Q=(x-a)R 

D’ot 

A, R Ke A, , 

IOC G@aato @aa te 
Le nombre a n’est pas nécessairement un pole de g car R peut étre divi- 

sible par (x — a)""?. 
Cependant, si a est un pole de g, ce pdle est d’ordre au plus égal a (n — 1) 

et l’on peut recommencer pour ce pdle de g le calcul initialement fait a partir 

de f. 
En répétant ce procédé on aboutit finalement a une égalité de la forme 

eee Ler Any Ss ht, SQ) _¢ S() 

ee Gane eae aah (ea. OG). Oe). 
; Ss : 

ot la fraction rationnelle 0 = f — F,n’a plus de pdle en a. 

La fraction rationnelle F, est dite la partie principale de f relative au pole a. 

Ay 28 P 
Les LES : yk sont dits les éléments simples de pdle a. 

x-a 
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Une égalité de la forme : 

io) ae rat pe MRI 87a (avec B, # 0) 
(x — a)? x—a 

ou la fraction rationnelle f, n’a plus de péle en a, implique p = n car a est pole 

d’ordre p du membre de droite; aprés multiplication par (x — a)" Q(x) : 

P(x) = By Q(x) + (x > a) B,-7 OG) +... +F,(~ — a)" OC) 
d’ou 

P(a) = B, O(a) et Bus A; 

on obtient successivement de la méme fagon : 

Boas —— Ayan e285 B, = A, 

Ainsi 

La partie principale F, est définie d’une facgon unique par la condition d’étre 

de la forme : 

cd Hii WeMiad esta eMail! 
(= aya SG Say Ss x-—a 

les B,, étant des constantes telles que f — F, ne posséde plus de pole en a. 

Calcul de la partie principale. — La méthode utilisée ci-dessus pour obtenir 

la partie principale F, fournit immédiatement le coefficient A, mais nécessite 

des calculs plus longs pour obtenir les autres coefficients A;. 

Indiquons un procédé systématique de détermination de ces coefficients. 

En posant t = x — a l’égalité (1) s’écrit 

P(t + a) s Any At S(t + a) 

MOC ay = i ENO OE Baa) 

Soit 

P(t + a) =(A, + A,-yt +... + A,t"”*) O(t + a) + t"S(t + a) 

On reconnait dans cette égalité la division de P(t + a) par Q(t + a) suivant les 

puissances croissantes de ¢ arrétée a l’ordre n — 1. Une telle division fournit 
donc les coefficients A,. 

EXEMPLE 2. — Soit a chercher la partie principale de la fraction rationnelle 

x8 

(x — 1)? (x? —2x + 2) 

relative au pole a = 1, d’ordre n = 3. 

Posons x — 1 = ¢t. Ona alors : 

f(x) = 

x? = (1+) ee), Re ese 
(xP = Qe 2) (1 er? ee eee 
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et, en faisant la division suivant les puissances croissantes : 

Pe Cire tee se lich 274. ; eS ee | ate ee) alk a Db. 
Rick 26s bok’ 

— &t + 

366 Se 

les termes non écrits étant inutiles pour la seuie détermination de la partie 

principale (c’est-a-dire tant que l’on ne se préoccupe pas de la forme du poly- 
nome S). 

La partie principale de f(x) relative au pdle 1 est donc : 

1 8 26 

ss Gene Gas SAY 
2. — Décomposition en éléments simples. 

Dans ce qui suit nous supposerons que le corps K est le corps C. Pour rete- 

nir l’attention sur ce point nous désignerons par f(z) une fraction rationnelle. 

Ceci posé, soient a,, ..., a, les pdles distincts de f(z) et soit F(z) la partie 
principale de f(z) relativement au pdle a; (1 < i < q). Il résulte de ce qui pré- 

céde que la fraction rationneile u = f— F, — ... — F, n’a plus de ple. 

Son dénominateur n’ayant pas de racine est une constante et par suite w est 

un polyndéme qui est dit la partie entiére de la fraction rationnelle f. 

Chaque F; est la somme des éléments simples de f(z) relatifs au pole a;. 

La relation : 
FQ) =F rte F(z) + wz) 

et le théoréme précédent montrent donc que 

la fraction rationnelle f(z) se décompose d'une maniére et dune seule en une 

somme d’éléments simples et d’un polynéme. 

Le polynéme u n’est d’ailleurs pas autre chose que le quotient suivant les 

puissances décroissantes du numérateur P par le dénominateur Q. En effet 

la relation : 

a = FG) sone Fz) + ul) 

S-6crit : 

(2) P(z) = [F,(z) + ... + F,(z)] Q(z) + uz) QO) 

: k 
mais Si Se ieesieg, un élément simple de f(z), on voit que-——— Q(z) est 

(z — a)? (z — a) 

un polynéme dont le degré, égal au degré de Q moins p, est strictement infe- 

rieur au degré de Q. Par suite [F,(z) + ... + F,(z)] Q(z) est un polynome 

dont le degré est strictement inférieur a celui de Q et la relation (2) montre 

alors que u(z) est bien le quotient annonce. 
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Lorsqu’on veut décomposer complétement la fraction : 

P(z) 
f(z) = OC) 

il est préférable de commencer par faire la division suivant les puissances décrois- 

santes de P par Q, soit : 

P(z) = u(z) Oz) + Viz) avec. — d°V(z) < d°O(z). 

On a alors : 

et on est ramené a décomposer la fraction rationnelle g(z) = ae ati est 

alors égale 4 la somme de ses éléments simples. 

De toute fagon on ne peut effectuer cette décomposition que si on sait 

décomposer Q(z) en produit de facteurs du premier degré. 
On peut alors écrire a priori la décomposition de g(z) en considérant comme 

des inconnues les numérateurs A,,; des éléments simples, soit : 

(3) a = poll i 
Q(z) (z — aj)’ 

i,j 

En multipliant les deux membres de l’égalité par Q(z) on peut écrire : 

(4) V(2) = Jae LO) 

on détermine alors les coefficients A;; en écrivant que le polynéme écrit dans 

le membre de droite de |’égalité irecedcate est effectivement égal au poly- 

ndme V(z). Cette méthode est dite méthode des coefficients indéterminés. 

EXEMPLE 3. — Soit a décomposer‘en éléments simples la fraction rationnelle : 

ze | 

ay 

Calculons d’abord sa partie entiére. Comme z(z — 1)? = z? — 22? + z, 
on peut écrire la division : 

ENS 

ZY fee (eo Dez) (ze 2) Ae 

La partie entiére de f(z) est donc z + 2 et on peut écrire : 

By es 27 che 
Zh f(z) rare 

avecs 

327 Ziad A B = +6 

Aes) bee @-1 Zz 



FRACTIONS ET FONCTIONS RATIONNELLES Pals 

Tout revient a déterminer A, B et C. 

L’égalité précédente s’écrit encore : 

327 —2z +1 = Az + Bz —1)z2 + C(z — 1)? 
ou : 

32° — 224 1 =(C +B) 2? + (A-— B-2C)2 +. 

Les deux polynémes que nous venons d’écrire sont égaux si et seulement si : 

( C+ B=3 

A—B—2C=-2 

(Cae 

que nous devons considérer comme trois équations en A, Bet C. 

En portant la valeur C = 1 dans la premiére équation on a B = 2 et en 

portant ces valeurs de B et de C dans la deuxiéme équation on en tire A = 2. 
D’ou la décomposition cherchée : 

Spr es ere Sa 

Certaines remarques peuvent aider dans la recherche des coefficients A ;; 

C’est ainsi que si f(z) est 4 coefficients réels, on a f(z) = f(z) et a tout élément 

: D oF : 
simple DI be dane aie un élément simple 

(z—a Cir a)? 

Si f(z) est une fonction paire (c’est-a-dire si f(— z) = f(z)), a élément 

: ; , —1)"E F : 
simple correspond un élément simple aor De méme, si f(z) 

a oF (z + a)? 
est une fonction impaire, c’est-a-dire si f(— z) = — f(z), a l’élément simple 

un per 
— correspond un élément simple —————_ . 
(z — a)? (z +a)? 

EXeEMPLE 4. — Soit 4 décomposer en éléments simples la fraction ration- 

nelle: 
2z 

Zz) = ———> - 
Ff) (et 15? 

Le degré du numérateur étant strictement inférieur a celui du dénomina- 

teur la partie entiére de f(z) est nulle et on peut écrire : 

2 ORS Ee ae 
(27 dehy zhi GET zi 
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On va d’abord utiliser le fait que f(z) est 4 coefficients réels ou f (z) = f (2), 

donc: Se 

2z A B (ee D 
+ — + — + 
(27 441 =i ees (eel) ee 

L’unicité de la décomposition de f(z) permet alors d’écrire les égalités 

annoncées : 

A=C et B= D. 

Utilisons maintenant le fait que f(z) est une fonction impaire. On a : 

SZ) = -—f(— 2) 
soit : 

2 ae sea B —C be D 

(aly Coit 2—3 0 (2b iets i, 

L’unicité de la décomposition de f(z) entraine les égalités annoncées 

C=-A et B= eps 

Soient : 

A=a+b)i et B=a' + bi. 

On a donc : 

C= —a-— bi et Di= a’ ba. 

Les égalités : 

A=C et B=D 

s’écrivent : 

a+bi=—-—a+b)i et a+biz=a’ — di. 

On a donc: 

a0 et ba=08 

Par suite A = bi est imaginaire pur et B = a’ est réel. 

On peut alors écrire : 

a = ol zie |+e| a: | 
(z? + 1)? (z+i) (z-i) zt+i z-i 

ou : 
az ,. 4bz y 2a'z 

(Cert ke (oats Sees 

On voit alors immédiatement que a’ = Oet b = 5: D’out la décomposition 

cherchée : 

Oh ie i i 

(7 +1) %Az+iyP 2%Az—-i)’ 
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REMARQUE. — Si l’égalité (4) est trop longue a écrire, on peut se servir de 

Végalité (3) pour déterminer les A;; en écrivant qu’elle est vérifiée quand on 

remplace z par des valeurs arbitrairement choisies mais suffisamment simples 

pour |’exécution des calculs. 

EXEMPLE 5. — Soit 4 décomposer en éléments simples la fraction rationnelle : 

78 

IO) Gail (@ 2% +2) 
Le dénominateur est un polynéme de degré 7, le numérateur un polyndme 
de degré 8, donc la partie entiére est un polynéme du premier degré Az + B. 

D’autre part le dénominateur admet | pour racine triple et les deux nombres 

lose yi} 

comme racines doubles. 

La décomposition en éléments simples est donc de la forme 

C D E F G 
f(2) = Az + B+ —, + —G + — + SS + —— 

) Ge iy. B11) 2S eG 1 iy 1 = 

a + 

(Z@—1+i)? 2z—-1+i 

Nous savons d’autre part que les coefficients inconnus A, B, C, D et E sont 

réels, F et F’ sont imaginaires conjugués ainsi que G et G’. 

En développant : 

es oY? = Sr 6) 4 4+.) 

les termes non écrits étant inutiles, il est aisé de trouver le quotient de la divi- 

sion de 2° par z’.—7z° + ... : 

z® phe ace: ee 

ee iz z+7 

(ri ee 

a | a a 

Se ae 

ce quotient est z + 7. Donc A = let B=7. 

Dans |’exemple 2, nous avons calculé C, D et E. Nous avons trouvé 

GCS), Des et E= 26 

Pour calculer F, appliquons la méthode indiquée dans la définition d’une 

partie principale, ce qui revient a rendre entier en « chassant » les dénomina- 

teurs et a faire 

z=1+i 
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Nous obtenons : 

8 = F(z — 1)? (z —1 +1)? + 

les termes non écrits ne nous intéressant pas, car ils vont s’annuler pour : 

z=1+i. 

On obtient alors : 
oleae ta 

PQiy 

Simplifions cette expression de F en remarquant que 

; a Re Te 
1 + i= 2 (00s § + fsin3) 

donc que 

a+i*%= (4/2)° (cos F + isin] = 16 

et 

eae — 4i 
4i 

donc 

F'=F=4i 

Pour calculer G et G’ donnons 4 z les valeurs particuliéres z = 0 et z = 2° 
ce qui donne, réductions faites : 

G G 
Pa 

et 

G G' 
(auhqeap ae 

d’ou 

G = — l6i et G = 16%, 

D’ot la décomposition cherchée : 

ze Be ie 1 8 26 
CAP G@ Sir e2y oo Ged ee eet 

4i 4i 16i 163 

” G1 > We Si ee 

REMARQUE. — La fraction rationnelle f(z) étant a coefficients réels, on 
peut souhaiter une décomposition ne faisant intervenir que des coefficients 
réels. Ceci s’obtient aisément en additionnant deux a deux les éléments simples 
dont les coefficients sont imaginaires conjugués. C’est ainsi que les égalités : 

oe Se 4i 6G 4) 
(2-1—iP  @albey. G72 22 4p 
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et 

ve 16i PA 167 & 82 

mbm ee fT eT 2 OF ED 

permettent d’écrire 

8 
Zz 1 8 20) ee ee ep 

(z — 1)? (2? — 2z + 2)? ‘ Goaye” G1) 

16(z — 1) 32 

(27-2742)? 2*=—27'42 

3. — Fonctions rationnelles. 

A tout couple (P, Q) de polynémes de K[x] (avec Q # 0) on peut associer 

la fonction f définie, pour tout élément de K qui n’annule pas Q, par 

Q(x) ° 

La fonction f est dite une fonction rationnelle de numérateur P et de déno- 

minateur Q. 

I] ne faut pas confondre les deux notions de fonction rationnelle et de frac- 
tion rationnelle. 

Soit en effet la fonction rationnelle f, associée au couple (P,, Q,) 

fixrh 

P,(x) fi ixh 
: Q,(x) 

La fonction f, est définie pour les valeurs de x qui para: pas Q;. 

Il s’ensuit que |’égalité des fractions Peunetioc Tes 3 n’entraine pas 
1 

l’égalité des fonctions rationnelles associées f et f, car ces deux fonctions n’ont 

pas nécessairement le méme ensemble de définition. 

Cependant pour toute valeur de x qui n’annule ni Q ni Q, ona f(x) = f,(x) 

P(x) _ Py(x) 
car l’égalité PQ, = QP, entraine alors —— : So alba OG) ~ O,@) 

x? 

EXxeMPLE 6. — La fonction rationnelle f : xt>— nest pas définie pour 

x = Oet ne s’identifie pas 4 la fonction x + x”. On a cependant |’égalité des ~ 

fractions rationnelles : 

3 2 
x Xx 2 
eae — = x 

ae 1 
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EXERCICES 

1° Décomposer en éléments simples : 

z*#—1 

(z — 1) (z — 2) (z — 3)" 

6 1 1a 41 

ie nigh See cit | ig IN ETN 
*20 Décomposer en éléments simples : 

rAd 

(23 i TP ited) t) 

1 1 i i—4 i i+4 

R US4G +1 241 8) 8E— 1) 18 Ee BED) 
*3° Soit P(x) un polynéme 4 coefficients réels ayant toutes ses racines réelles. 

P : i : 
Décomposer en éléments simples la fraction = . En déduire que 1’équation 

P 
PP” — P’? = 0 n’a pas de racines réelles. 

*4° Décomposer en éléments simples : 

zo 4 4 

z(z? — 1)8° 

1 1 3 25 1 3 

R— ata tae t 8 eri TGF ED 17 TF 
**50 On désigne par P un polynéme du 3¢ degré, par P’ sa dérivée, par a, b, c les 

racines de P, par u et v les racines de P’. Montrer que : 

1 1 1 

sag Wy aurea 
==|(); 

En déduire que les images U et V des nombres u et v sont a |’intérieur du triangle 
ABC formés par les images des nombres a, 5, c. 

**6° Soient a, b, c les racines de l’équation x*— 3x +1 =0. Utiliser la décompo- 

sition en éléments simples de la fraction f(z) = ? pour calculer la 
Zz 

(22+ 1)hz+4+1 

s=f(@+f6) +f. 

pee 
17" 

quantité : 

R. Ss = 



CHAPITRE XVI 

FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES 

1, — Fonctions complexes d’une variable complexe. 

On définit sans difficulté la notion de fonction complexe d’une variable 
complexe. Soit E une partie de C. Une fonction f, 4 valeurs complexes, définie 
sur E, fait correspondre a tout nombre z appartenant 4 E un nombre complexe 

Jf (z), ce que l’on note 

f:E>~C et ztrf(z) 

La distance de deux nombres complexes vu, v étant le nombre positif 

du, v) = d(v,u) = |u-v| 

la fonction f définie dans un voisinage de Zp) est dite continue en Zo si a tout 

nombre positif ¢, on peut associer un nombre positif 4 tel que 

d(z, Zo) <4 entraine d( f(z), f (Zo) <€ 

on dit aussi que f(z) tend vers f(z)) lorsque z tend vers Zp, ou 

lim f(z) = fo) 
Z—7Z0 

On a des résultats sur les limites et les fonctions continues qui sont ana- 

logues 4 ceux déja obtenus dans le cas d’une fonction réelle d’une variable réelle 

et qui se démontrent de la méme fagon. C’est ainsi que si f(z) et g(z) sont deux 

fonctions continues pour la valeur Z, de la variable, il en est de méme de leur 

somme f(z) + g(z), de leur produit f(z) g(z) et, dans le cas ot g(Z)) 4 0, du 

: Z 
quotient AG) ‘ 

8(z) ; 
On voit immédiatement que toute fonction constante est continue et que 

la fonction f(z) = z est continue. 
On en déduit que tout polynéme, c’est-a-dire toute fonction de la forme : 

Zee AgzZ” +... +4, 
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est continue, et par suite qu’une fonction rationnelle : 

528 pene as Gs 
rs Seer Nam pT LF 

Dod tee eee On, 

est continue pour toute valeur z, qui n’annule pas le dénominateur. 
Par contre l’introduction de la notion de dérivée nécessite des précautions 

toutes particuliéres et se trouve la source d’une théorie nouvelle que nous 

n’aborderons pas ici. 

2. — Fonctions complexes d’une variable réelle. 
Soit E une partie de R. Une fonction f, a valeurs complexes, définie sur E 

fait correspondre a tout nombre x appartenant 4 E un nombre complexe / (x), 

ce que !’on note 

ftE > Cl? ce Px 7G) 
En posant : 

Ai) = RF (x) et fa) = SF); 

on voit que la donnée de la fonction complexe f(x) équivaut a la donnée 

simultanée des deux fonctions réelles f(x) et f,(x) de la variable réelle x. 

La théorie des fonctions réelles se généralise immédiatement a ce cas. 

On définit sans peine les notions de limite, limite a droite et limite 4 gauche 

de f(x) lorsque x tend vers xo. On a le résultat suivant : 

Pour que la fonction f tende vers la limite a + bi lorsque x tend vers Xo il faut 

et il suffit que lorsque x tend vers Xo : 

1° f(x) tende vers a. 

2° f(x) tende vers b. 

En effet, en posant « = a + ib, on a l’égalité : 

| f@) — «|? = | fA) — a]? + | AQ) — b/? 

qui montre que pour que f(x) — « tende vers 0, il faut et il suffit que les deux 

quantités f,(x) — a et f(x) — b tendent toutes deux vers 0. 

On aurait un résultat analogue pour les limites 4 droite et les limites a 

gauche. 

Dire que la fonction f (x) est continue pour la valeur x de la variable revient 

a dire que les fonctions f, et f, sont continues pour cette valeur. 

La dérivée f'(x9) de f(x) pour x = Xp est, par définition, la limite, si elle 

F (Xo +h) — f(Xo) 
h 

existe, de la quantité lorsque / tend vers 0. 

Pour que cette dérivée existe, il faut et il suffit que chacune des deux fonc- 

tions f, et f; admette une dérivée pour x = x9. Ona alors : 

f' (Xo) =f (Xo) + if 2X0) 
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Plus généralement : 

f° (Xo) =f1 (Xo) + FX). 

Pour que la fonction f(x) soit constante dans un intervalle (a, b), il faut et 
il suffit qu’il en soit ainsi des deux fonctions f,(x) et f;(x), donc que l’on ait dans 

(a, b) les deux égalités f(x) = f(x) = 0, ou encore FAX). =, 0. 

Pour que la fonction complexe f (x) de la variable réelle x reste constante dans 
Vintervalle (a, b), il faut et il suffit que sa dérivée f'(x) soit nulle dans cet inter- 
valle. 

On a les mémes régles que dans le cas des fonctions réelles pour calculer la 

dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient ou d’une fonction de fonc- 

tion (ce dernier cas étant celui ot! f apparait comme une fonction de la variable 
réelle y elle-méme fonction de la variable réelle x). 

En particulier tout polyndme ay x" + ... + a, (les a; étant des nombres 

complexes) est une fonction continue dont la dérivée est nay x"~*1 +... + Gy-4. 

On calculerait sans difficulté la dérivée d’une fraction rationnelle. La notion de 

différentielle se définit sans peine. 

Une primitive de f(x) est une fonction F(x) telle que F’(x) = f(x). Pour 

que F(x) soit une primitive de f(x), il faut et il suffit qu’elle soit de la forme 

F,(x) + iF,(x) ot F, et F, sont des primitives respectives de f, et de f,. Une 

telle primitive est définie 4 une constante (complexe) additive pres. 

Si f(x) est continue sur (a,b), on définit sans peine l’intégrale définie : 

[7 (x) dx'= [n0 dx 
+i [ eer: 

x 

et on remarque que f(t) dt est une primitive de f (x). 

3. — Fonction e**. 
Considérons en particulier la fonction : 

f(x) = e* (cos bx + isin bx) 

ou a et b sont des constantes réelles et x une variable réelle. Un calcul simple 

donne : 

f'(x) = ae™ (cos bx + isin bx) + be** (— sin bx + icos bx) 

= (a + ib) e* (cos bx + isin bx). 

Nous constatons donc que la fonction f(x) vérifie les conditions : 

(1) f(x) = (a + ib) f(x) et — f(0)'='1. 

Si une deuxiéme fonction g(x) vérifiait les mémes conditions c’est-a-dire si : 

g(x) = (ai +110) a(x), «vet» | 80). =-1 



226 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

on en déduirait : 

fentfad' ormuleyeo 
donc § serait une constante; en donnant’a la variable la valeur 0, on constate 

ii 
que cette constante est égale a 1, donc g = f. La fonction e™ (cos bx + i sin bx) 

est la seule a satisfaire aux conditions (1) de méme que la fonction e™ est la seule 

a satisfaire aux conditions : 

Fk) = ae* el. Oat: 

Pour cette raison, que nous relierons ultérieurement a une théorie plus 

générale, nous conviendrons de désigner par e** (ou par exp «x) la fonction : 

x + e™* (cos bx + isin bx) 

en ayant posé « = a + ib. 

La fonction ainsi définie vérifie la relation : 

ral )=ae 

et par suite on en déduit, que « soit réel ou complexe, mais non nul : 

Je dx = I px + Cte, 
a 

4. — Exponentielle complexe. 

De ce qui précéde, il résultera en particulier, en donnant a x la valeur | : 

eft — e4 (cos b + isin db) 

Ceci étant, si z désigne un nombre complexe et si l’on pose : 

z=a+ib avec a= R(z), .b = Iz); 

nous pourrons définir l’exponentielle du nombre complexe z par : 

e* = e“ (cos b + isin Dd). 
ou 

ef = et) [cos J(z) + i sin 3(z)] 

c’est-a-dire que e” est le nombre complexe de module e*” et d’argument 3(z). 

On vérifie immédiatement que si 5 est nul, on retrouve |’exponentielle réelle. 
D’autre part, si z’ est le nombre complexe a’ + ib’, on aura : 

AS ° ll e* (cos b + isin b)-e* (cos b’ + isin b’) 

e***" [cos (b + b’) + isin (6 + b’)] 
eo 

=e . 
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La fonction exponentielle complexe posséde la propriété fondamentale de 
l’exponentielle réelle concernant |’exponentielle d’une somme. 

De légalité 

on conclut sans peine que si 7 est un entier positif, négatif ou nul, ona : 

(e*)" = ele 

Il résulte de ce qui précéde que le nombre complexe z de module p et d’argu- 
ment @ peut s’écrire : 

z=pe™® 

ce qui est une forrne souvent plus maniable que la forme p (cos @ + isin @) 

d’abord a cause de sa concision et ensuite parce qu’elle met en évidence la for- 

mule de multiplication des nombres complexes qui peut s’écrire : 

pee p’ et’ aa pre °? 

On a en particulier les relations : 

ee =] et eo = I, 

Plus généralement, z étant un nombre complexe quelconque : 

er? in a e e? in =e 7. 

Donc e’ est une fonction périodique de z dont la période est 2in. L’exponen- 

tielle apparait ainsi comme une fonction périodique, mais dont la période est 

imaginaire pure. 

5, — Fonctions trigonométriques et fonctions hyperboliques. 
[lest naturel et ce point de vue sera justifié plus tard, d’étendre a une variable 

complexe les notions de cosinus hyperbolique et de sinus hyperbolique en 

posant par définition : 

(3) ch 2 = et Nee ies 

On a encore les relations : 

ch €= Zz) = ch z et sh (— z) = — shz. 

Remarquons d’autre part que si x est un nombre réel on a les égalités : 

e* +e * =cosx +isin x + cos (— x) + isin (— x) =2 cos x 

e* — e * =cosx +isin x — cos (— x) — sini (— x) = 2isin x. 
| 
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Donc il est encore naturel, et ce point de vue sera également justifié dans le 

2e tome de ce cours, d’étendre a une variable complexe les notions de cosinus 

et de sinus en posant (par définition lorsque z est complexe) : 

e ; 
(4) cos Z = ee Leads et sin Z = 

Ces derniéres égalités sont connues sous le nom de formules d’Euler. On en 

déduit les relations : 

cos (— z) = cosz et sin (— z) = —sin z. 

En comparant les égalités (3) et (4) on peut écrire : 

' : i rac 
cos z = ch iz et sin Z = 7 sh iz 

L’introduction d’une variable complexe met donc en lumiere le lien étroit 

qui lie les fonctions trigonomeétriques et les fonctions hyperboliques et permet 

ainsi de comprendre la similitude de leurs comportements. 

En additionnant les deux formules d’Euler on a la relation fondamentale : 

(5) cos z +isinz =e” 

On aurait de méme : 

(5’) COs Z = 1sin zg =e 

et, en multipliant membre 4 membre les égalités (5) et (5’) : 

cos? z + sin? z = 1 

Les formules d’Euler permettent d’étendre aux quantités complexes les 

formules classiques d’additions et de soustraction des arcs. C’est ainsi que pour 

calculer cos (z + z’) on peut écrire : 

elertz) ble e itz) 

COs (z + Zu) = ae aye a = ste! el’ Ha e ene | 
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ce qui est égal, d’aprés (5), a : 

5 [(cos z + isin z)(cos z’ + i sin z’) + (cos z — isin z)(cos z' — isin z’)| 

= 5 loos z cos z' + icoszsinz’ + isin z cos z’ — sin z sin z’ 

+ cos z cos z’ — icoszsin z’ — isin z cos z’ — sinz sin z’] 
= COS Z COs z’ — sin z sin z’ 

On a donc toujours 

cos (z + z’) = cos z cos z’ — sin z sin z’ 

on vérifierait de méme 

cos (z — z’) = cos zcos z’ + sin z sin z’ 

sin (z + z’) = sin zcos z’ + cos z sin z’ 

sin (z — z’) = sin zcos z’ — cosz sin z’. 

: . Bt: ae 
Les relations ch z = cos iz et sh z = ~sin iz permettent alors d’en déduire 

i 
les formules habituelles d’addition des fonctions hyperboliques. C’est ainsi que : 

ch (z + 2’) = cos i(z + 2’) = cos iz cos iz’ — sin iz sin iz’ 

=chzchz’ —i*shzshz’ =chzchz’ + shzshz’. 

Les formules d’Euler rendent aussi les plus grands services dans les calculs 

trigonométriques usuels. Elles permettent par exemple d’exprimer les fonctions 

de la forme cos’ @ sin? 6 (oui p et g sont des entiers > 0) a partir des fonctions 

cos m@ et sin mé. 

Soit par exemple a calculer cos* @ sin? 6 : 

Ona: 
4 ere. 

cos* @= (=) 
; = ele +408 e+ 662 oP + dole? 40%] 

= let + 4c? +6 + 4077 + oH, 

De méme : 
i — 10 

sin? 9 = (—S*—) 
2i 

D’ou : 
1 ae 44 i 234 cos* @ sin” 0 Pigele. crates 9 40 Bie Ser = 2 ee | 

=4 1 ; 
as eke eve at 

Il 

a - 5 le" 4 Det i® _ 920 _ Mee ie ee Og 8B) 

Il ~ 53 [60s 60 + 2 cos 40 — cos 20 — 2]. 
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On pourrait se servir également des formules d’Euler pour calculer la 

somme : 

S=cosa+cos(a+h) +... + cos(a+(n — 1)h) 

déja calculée au chapitre XII, § 4. 
On voit que les formules d’Euler rendent a peu prés les mémes services en 

trigonométrie que la formule de Moivre. Cette derniére peut d’ailleurs se 

déduire a son tour des formules d’Euler, car si 9 est un nombre réel on a : 

cos @ + isin @ = e” 
et par suite : 

(cos 0 + isin 6)" = e™” = cos mO + isin Om. (me Z) 

On Fonction logarithmique. 
Etant donné le nombre complexe z de module p et d’argument 0, l’égalité 

z = pel 

conduit a définir /e logarithme de z par |’égalité 

(1) Log z = Log p + i0 

On remarquera que, |’argument @ n’étant défini qu’a 2k7z pres, il y a une 

infinité de déterminations possibles de Log z et que l’égalité précédente conduit 

a écrire plus généralement : 

Log z = Log p + i0 + 2ikn (avec k € Z) 

Lorsque z est un nombre réel strictement positif, la détermination habi- 

tuelle de Log z correspond a la détermination 6 = 0 de l’argument. Nous 

allons supposer dans ce qui suit que l’on puisse, dans chaque cas rencontré, 

définir une détermination de @ et que l’on puisse donc écrire sans ambiguité 
Pégalité (1). 

Cette égalité (1) s’écrit encore 

z= eboez 

d’ou l’on déduit sans peine les propriétés habituelles des logarithmes, en par- 
ticulier : 

Log (zz’) = Log z + Log 2’ 

Supposons maintenant que z soit une fonction (complexe) de la variable 
réelle x et montrons que |’on a encore 

2 aii =e (2) Bag eis 

L’égalité (1) permet d’écrire 

— Lo pute oy =i 
det ge OU Se 
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Orona: 

dz os ea pe a 9 20 ei? ihe 

dx = Eve Ls a ope pe dx 

d’ol, en tenant compte de z = we 

ldz _\dp 48 

vax pax dx 

ce qui montre bien | égalité (2). 

En particulier, pour z = x — a (avec a€C), on aura 

d J 
Ae NS Se 

égalité que l’on peut écrire encore 

dx 
| Sgn bee - 9) + 0 

Le lecteur comparera cette égalité avec la formule, valable seulement pour 

i ie 

| rod = Log |x-—a|+Ct 
x—a 

EXERCICES 

1° Calculer (1 + i)" + (i — i)", nentier : 

EL nt 
2 — R. 27 cos ra 

2° Calculer : 

S=1+rcosh+r?cos2h +... +r"cos nh 

et: 
Se rsinh+r?sin2h + ... +r"sin nh. 

R. S=1—rcosh—r*t1cos (n + 1)h + rr"? cos nh/1 — 2r cos h + r? 

S’ =rsinh— r+} sin (n + Dh +r? sin wh/1 — 2rcosh 4 r? 

3° Résoudre l’équation sin z = i. 

Raza ta tiles +2) et 2 =< Qk + 1)r—iLog (i + 7/2). 

4° Valeur numérique a 0,001 prés de e!-*. 

R. e1-2i — — 1,131 — 12,472. 
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5° Vérifier l’égalité 

(1 + iv/3)245 = 2244(1 — 19/3). 

#60 Soient m et m’ les images des nombres complexes z et z’ liés par la relation 

z’ = th z. Montrer que lorsque le point m décrit la droite définie par J(z) = 53 le 

module de z’ reste constant et m’ décrit un demi-cercle. 

*7© Résoudre |’équation cos z = ch z. 

R. z=(1+i)kz. 

2 2 ‘ ae 
*80 On pose a = cos 7 + isin a . Calculer a? et a’. Vérifier V’égalité : 

(x) eax)” FU ay 2 ae Cee Cig ta Ce) 

ou p et n désignent des nombres entiers positifs tels que 3p <n < 3p + 2. En déduire 
la valeur numérique, avec une incertitude relative inférieure a 0,01, du nombre : 

s=1+ eater ae Smneicy Se Gee 

R. so 42S LOAg, 

**9o Le nombre complexe z varie, son argument restant constant et différent de kz. 

Montrer que lorsque | z | croit indéfiniment, tg z tend vers une limite que l’on déter- 
minera. 

R. te 2 => 7 selon que J(z) 2 0. 

**10° Montrer que l’équation tg z = z n’admet que des solutions réelles (on mon- 
sin 2x sh 2y 

— = trera que si |’on pose z = x + iy, on doit avoir , ce qui entraine soit 

x/= 0; soit:y = 0), 



CHAPITRE XVII 

INTEGRALES DEFINIES 

1. — Définition de Vintégrale définie. 
La fonction f(x) étant continue sur l’intervalle fermé (a, b), nous avons 

introduit au chapitre VI l’intégrale définie : 

= [ fooax 

qui se lit « Somme de a a b de f(x) dx ». 

Rappelons que si a < b, lVintégrale J désigne l’aire algébrique comprise 

entre l’axe des x, le graphe de la fonction f(x) et les deux paralléles a l’axe 

des y d’abscisses a et b, les aires des portions 

de surface situées au-dessus de |’axe des x étant A 

comptées positivement et les aires des portions 2 
de surfaces situées au-dessous de l’axe des x 

étant comptées négativement (fig. 1). 

Si a > b, nous avons été conduits a poser : 

a z ee 

r= ~ [sooax ee tre a 
b 

Les explications que nous avons alors 

données avaient le défaut de s’appuyer sur 

intuition géométrique. Nous avons admis que 

l’on pouvait parler d’aire d’une portion de plan limitée par des arcs de courbe. 
Nous allons dans ce paragraphe donner une définition rigoureuse du 

Fic. 1. 

b 
symbole i f(x) dx, puis nous montrerons que la dérivée par rapport a x de 

la fonction F(x) = [ro dt est égale a f(x). 

Propriétés de l’aire. — Nous allons retenir de la notion intuitive d’aire les 

trois propriétés suivantes qui vont guider notre démonstration : 

A) Si deux surfaces S et S’ n’ont pas de morceau de surface commune 

(mais elles peuvent avoir une courbe commune comme sur la figure 2 6 ou ne 

pas avoir de points communs comme sur la figure 2 a), l’aire de la surface & 
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S 

a 

Fic. 2. 

obtenue par la réunion de tous les points 
appartenant a S ou a S’ est la somme des 

aires des surfaces S et S’. 
B) Si, par contre, tous les points d’une 

surface S appartiennent a une surface S’, 
b laire de S est inférieure ou égale a la sur- 

face S’. 
C) Enfin, l’aire d’un rectangle est égale 

au produit des longueurs de deux de ses 

cétés adjacents, ces longueurs étant naturellement mesurées avec la méme 

unité. 

Les sommes s(E) et S(E), — Considérons une fonction f(x) continue dans 

lintervalle fermé (a, b) et proposons-nous de définir l’aire algébrique J com- 

prise entre l’axe des x, le graphe de f(x) et les deux paralléles 4 Oy d’abscisses a 

et b. Pour fixer les idées nous supposerons a < b (Le cas a > bse traite de la 

méme maniére en changeant le sens des inégalités que nous allons écrire). 

Considérons pour cela un partage de l’intervalle (a, b) en n parties en intro- 

duisant une suite E de n + 1 nombres Xo, x,, ..., x, tels que : 

GQ NG SN Se as eens 

Pour tout 7 compris de | a n désignons par m; et M; le minimum et le 

maximum de la fonction f sur l’intervalle fermé (x;_,, x;) (ces nombres 

existent en vertu du corollaire du théoréme I du chap. V), et posons : 

HB) = ey ig) Ny He ig Sg es ee nse 

S(E) — (Oma a Xo) M, = (Oe ee x) M, => eee == (x, == eae) M,, 

Le nombre (x; — x;-,)m, est alors l’aire algébrique du rectangle (hachuré 

sur la figure 3 a ayant pour base le segment (x,_,, x;) et pour hauteur m; 

(aire algébrique qui est positive si m; > 0 et négative si m; < 0). 

Le nombre s(£) étant la somme des aires algébriques de ces rectangles, on 

voit sur la figure 3 a que le nombre J que l’on veut définir doit étre supérieur 
ou égal a s(E£). 

On voit de méme sur la figure 3 b qu'il doit étre inférieur ou égal a S(E). 
On a évidemment : s(E) < S(E). 

Il faut donc que J soit tel que : 

SG) == SRE}: 

Soient deux partages E et F de l’intervalle (a, b) : 

Bes a= XotSXypS wats X, =O 

es a=x Sit Sg See Sh 

Montrons que l’on a s(E) < S(F) et pour cela considérons le partage G : 

" ut 

a=X) Sx, IN Pte ea 
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Fic. 3. 

obtenu en classant par ordre de grandeur croissante les valeurs des abscisses 
des deux partages E et F. 

En désignant par m; et m, les minima de f sur les intervalles : 

Gigs et jets wis 

(E) => (0, xin) m, 

mais nous avons d’autre part des égalités de la forme : 

ona: 

53; ee ae et MeN, (avec h > 0) 

d’ot : 

" yu NW w 

(x; — X;-,)m; = (x; — as) Wie ee Gan, _ te) m; 
” " N " " " 

S (x; re Zea) m+... + Cos ie Xi -fa=1) My +h 
Car : 

m<ma, (<t<h). 
li en résulte : 

S(E) < s(G). 

On montrerait de méme : 
S(G) < S(F) 

et on voit bien que 

Toute somme s(E) est inférieure ou égale a toute somme S(F). 

L’ensemble des sommes de la forme s(£) (correspondant a tous les partages 
possibles) est donc majoré par n’importe quelle somme de la forme S(F) 

Donc cet ensemble est borné supérieurement par un nombre @ qui est inférieur 

ou égal 4 tout nombre de la forme S(F). A son tour, l’ensemble des nombres 

de la forme S(F), minoré par a, admet une borne inférieure f telle que « < f. 

Le nombre J que nous nous proposons de définir devant étre supérieur ou égal 
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a toute somme s(E£) et inférieur ou égal 4 toute somme S(F) doit étre compris 

entre « et 8. Montrons qu’en fait « = 8, ce qui nous imposera de prendre 

Y Gor det bf 

Il suffit évidemment de montrer pour cela qu’a tout nombre ¢ > 0 on peut 

associer un partage E tel que la différence S(E) — s(E) soit inférieure ou égale 

a e (on aen effet B — « < S(E) — s(E)). D’aprés le théoréme 2 du chapitre V, 

la fonction f, étant continue sur (a, b), est uniformément continue sur (a, b). 

On peut donc associer au nombre ¢ > 0 un nombre 7 > 0 tel que I’on ait 

lf) — f(%’) | < ci 
a | 

dés que x et x’ sont des nombres de (a, b) tels que | x — x’ | <n. 

a ae 
< n et considé- 

a ee 
c’est-a-dire Soit n un entier au moins égal a 

: .b-a tke 
rons la suite E = (xopx4,'. 4, x,)) telle que: x7—ai-+ i Cis Désignons 

par m; et M; le minimum et le maximum de / sur l’intervalle (x;_,, x;). On 

voit que M; — m; < et par suite que : 
é 

[bal 
S(E)— s(E) = (%1— Xo) (M1 — my) + (%2—%1)(M2— Mg) +... + Xp Xn - 1) (Ma m,) 

é < ia [(x,—Xo) +(%2 — 4) + e+ (X%,—Xn-1)] 

= ar (X,— Xo) =8 

ce qui achéve de démontrer l’égalité « = f. 

Lorsque 6 < a, le méme raisonnement s’applique a ceci prés cette fois que 

lon a S(E) < s(E) et que J peut étre défini a la fois comme borne supérieure 

des nombres S(E) et comme borne inférieure des nombres s(£). D’une fagon 

plus précise, nous avons démontré le : 

THEOREME |. — La fonction f(x) étant continue sur l’intervalle fermé (a, b) 

il existe un nombre I tel que les sommes s(E) et S(E) tendent vers I lorsque le 

plus grand des nombres | x; — x;-, | (1 < i <n) tend vers 0. 
Nous poserons donc par définition : 

[= [ ies 

REMARQUE |. — D’une maniére générale, pour tout i compris entre | et 7, 

choisissons un nombre ¢; de l’intervalle (x,_,, x;). 

Les inégalités évidentes (sia < 5): 

SE) < (%1 — Xo) f(Gi) + C2 = x) F(E2) + 6. + On = Xn) F En) < SE) 
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montrent encore que 

La somme : 

(xj % te) 

eres 

b 

tend vers i J (x) dx lorsque le plus grand des nombres | x; — x;—, | tend vers 0. 

On peut énoncer un résultat plus général : soit 4,, 42, ..., J, un ensemble 
de n nombres et soit le plus grand des nombres | A; | (1 < i <n). Si nous 
posons : 

Go = (xX; — Xo) Ay + (Xz — Xy) Ag +. + Kn — Xn-1) Ans 

nous pourrons écrire : 

Doi Sart] My i Aig Wg ya hy Ma LS Re a |: 

Si donc p tend vers 0, o tendra également vers 0. Donc 

> (p= (ED + 2d) 
b 

tend vers | FI (x)dx lorsque le plus grand des nombres | A; | et le plus grand des 

La somme : 

nombres | x; — X;-, | tendent tous deux vers 0. 

C’est sous cette forme que s’introduit le plus généralement le calcul inté- 
gral dans les applications. 

REMARQUE 2. — Les résultats obtenus résumés dans le théoréme | et dans 
la remarque précédente ne font plus appel a la notion d’aire. Cette notion 

d’aire a guidé la démonstration, mais le résultat pourra s’appliquer pour définir 

d’autres grandeurs géométriques (longueurs d’arcs, ...) ou mécaniques (tra- 

vail, ...) ou physiques (flux lumineux, ...). 

EXeMPLE 1. — Calcul direct d’une intégrale définie. — La définition précé- 

dente permet de calculer effectivement certaines intégrales définies. Soit par 

exemple a calculer : 
1 

l= i x* dx. 
10) 

Subdivisons ]’intervalle (0, 1) en parties égales : 

1 i n—1 
Xo = 0, so Sane ee Xj , Mi-1= sae x, =1 

et prenons : 
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Donc : 

l > Gin sdf) = Blt B+ +017 
1<i<n : 

on sait que 
— 1 — 1 

7427+ ...4+(n- peed ah a ee ) 

donc : 

_(n—1)(2n—1) _ 2n?-3n+1 > r= a-0fG) = HP 9 = 
1<i<n 

Sear rs ey Qe 1 
et lorsque n tend vers |’infini, la limite est & = 3) donc J = 3° 

2. — Propriétés générales de Vintégrale définie. 
De la définition que nous venons de donner de l’intégrale définie résul- 

tent un certain nombre de propriétés. 

1° Inversion des bornes. — On a 1’égalité : 

[ ie ee ere fi ee: 

car les sommes servant a définir les deux intégrales définies sont les mémes a 

un changement de signe prés. 

2° Formule de Chasles. — On a 1’égalité 

[foo ax + [709 4x = [fooas | 

En effet, si a < b <c, il suffit de prendre b comme un des points de sub- 

. . . 9° . b 

division de l’intervalle (a, c) dans les sommes servant a defini [ Fords 
a 

Comme la relation de Chasles peut encore s’écrire : 

b c a 

Dog ey ee aN b c 

et que, sous cette forme a, b et c jouent le méme role, le résultat démontré 
dans le cas a < b <c est donc vrai quelles que soient les positions relatives 
des nombres a, bet c. 
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3° Linéarité. — Ona 

b b b 

i fo) dx + I s() dx = I (f(x) + a(x) dx 

Cts: 

[mpc dx = mF) dx 

m €tant une constante, formules dont la démonstration est immédiate en uti- 

lisant les sommes servant a définir ces diverses intégrales. 

4° Intégration d’une inégalité. — Si la fonction f est continue et positive 

ou nulle sur lintervalle fermé (a, b), c’est-a-dire si f(x) > 0 pour tout x 
b 

appartenant a (a, b), la considération des sommes servant a aéfinir [ F (x) dx 
a 

montre immédiatement que sia < b,ona: 

b 
[ f(x) dx 20 

a 

Ceci entraine d’ailleurs que, si f, et f; sont deux fonctions continues sur 

(a,b), sia < betsi: 

fi) <fi@)  (WxeG, b)) 
Of as 

b b 

[fcoar< [Aca 

5° Valeur absolue. — Soit f(x) une fonction continue sur 1|’intervalle 

fermé (a,b), avec a < b. La double inégalité 

— |f@) 1 <f@) < If) | 
entraine 

b b b 

=| fey |dx < [soar < | | fx) | dx 

d’out Vinégalité : 

| [ * f(x) dx | < [ "fc | dx 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5° éd.). 
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3. — Valeur moyenne d’une fonction. 

Rappelons que si on considére p nombres ay, a2, ..., dp, On appelle moyenne 

(ou encore moyenne arithmétique) de ces nombres la quantite : 

a, +a,+ Ree +a, 

P 

En généralisant cette notion, on définit la valeur moyenne d’une fonction f (x) 

dans un intervalle (a, b) de la fagon suivante. Divisons l’intervalle (a, ) 

en n parties égales, d’ot les valeurs : 

se Ne Bea i 4 
ert sy ce lpm nara niece a Aus re, 

n n n 

Considérons la quantité : 

fa +s(a+*) + ar +f (a+ 

n 

ni — DO = 2) 

iS x 

Cette quantité S, dépend de l’entier n. On appelle valeur moyenne de la 

fonction f (x) dans l’intervalle (a, b) la limite de cette quantité lorsque n croit 

indéfiniment. 

Or, en écrivant : 

S, I >" a+ “= p(at =") +4 She (ae SOE) 

~ be-all n 

nous reconnaissons entre crochets une somme qui sert a définir l’intégrale 
b 

définie { J (x) dx. Donc la limite de S, sera : 

] b 

=5— | foe 
qui est donc la valeur moyenne de la fonction. On remarquera que cette valeur 

moyenne est nécessairement comprise entre le maximum et le minimum de la 
fonction dans I’intervalle (a, b), mais est en général 

différente de la moyenne arithmétique entre ce 

maximum et ce minimum. 

Par exemple, la valeur moyenne de x? entre 0 

etd ests 

or 1 
= rf % ax= = (voir Ex. 1). 

0 3 

Fic. 4, On peut interpréter géométriquement cette valeur 

moyenne en considérant I’aire limitée par le contour 

AA'BB’ (fig. 4) : ’ordonnée OP du quatriéme cété 
du rectangle UA’B’V d’aire égale a l’aire 4A’ BB’ représente la valeur moyenne 
de la fonction dans l’intervalle (a, b). 
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Cette notion de valeur moyenne intervient souvent en Statistiques et en 
Calcul des Probabilités. Indiquons aussi que |’ intensité efficace d’un courant 
d’intensité variable est la racine carrée de la valeur moyenne du carré de |’inten- 
sité. 

: 1 b 
La valeur moyenne p = b=, i J (x) dx vérifiant les inégalités m < p< M, 

a 

et la fonction f étant continue sur |’intervalle fermé [a, b], il existe au moins 

une valeur € de cet intervalle telle que l’on ait f(€) = yu [Théoréme 1, chap. IV]. 
On obtient la formule de la moyenne : 

1 b ae i fx) dx = f(®) Ee [a, b] 

4. — Dérivée d’une intégrale définie par rapport a sa borne supé- 
rieure. 

f étant une fonction continue dans l’intervalle fermé (a,b) pour toute 

valeur x de (a, b) se trouve défini le nombre : 

F(x) = * fit) dt. 

Ce qui définit ainsi une fonction F de x. Montrons que 1’on a : 

La relation de Chasles permet d’écrire : 

ae tb f(t) dt - [ roa) = ; {fod =£0 
avec ¢€e[x,x +h] 

d’ou : 

(het oF F(x) 

h-0 
= f(x) 

puisque & tend vers x, lorsque / tend vers 0, et que la fonction f est continue. 

Ce qui démontre |’égalité : 

5 | 104 =f) 
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Nous avons donc complétement justifié les résultats du chapitre VII. En 

particulier si F(x) est une primitive quelconque de f(x), on a toujours : 

i ” f(x) dx = F(b)'— F(a) 

En fait, c’est en partant de cette égalité et non pas en utilisant la définition 

donnée au paragraphe 1 que nous calculerons le plus souvent les intégrales 

définies (’). 

Nous noterons souvent [F(x)]° l’expression F(b) — F(a). 

5. — Changement de variable dans une intégrale définie. 

THEOREME 2. — Soit g(t) une fonction de t continue et admettant une dérivée 

continue dans l’intervalle (a, B), telle que l’on ait g(a) = a et o(f) = b. Soit 
d’autre part une fonction f(x) continue pour toute valeur x de la forme (p(t) 

avec te (a, B). Onaalors : 

(1) [rod=[someoa 

Les hypothéses faites entrainent que la fonction f(@(t)) est continue sur 

l’intervalle (a, B). Si, d’autre part, x est un nombre compris entre a et b, donc 

entre g(a) et (ff), la continuité de @ entraine l’existence de te (a, f) tel 

que x = ¢(t) et entraine donc la continuité de f pour la valeur x. Donc la fonc- 

tion f est continue sur (a, b) et les deux intégrales : 

f= [70 dx 

et: 

B J= ['fowo'wat 
ont un sens. 

Posons x = ¢(t) et considérons les deux fonctions : 

1a) = | Foye 
et : 

10) = |'fo(w)) o"W 

(*) Dans les methodes de calcul numérique, c’est au contraire en partant de la 
definition donnée plus haut de l’intégrale définie que l’on calcule ces intégrales et 
méme que l’on établit la table des valeurs de certaines primitives. 
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On a les égalités : 

d 
= = flo) @'(0 

et 

ake did d. — qh = f(x) - = f(p(t)) 9'(t). 

ree! Me | 3 
L’égalité eee entraine que J((t)) — J(t) est une constante. Comme 

b 

I(@(«)) =| f(x) dx = 0 et de méme J(«) = 0, cette constante est nulle et 

ona I/(g(t)) = J(t) pour toute valeur de t. Donc : 

I(p(B)) = J(B) ou encore f= J, 

ce qui démontre le théoréme. 

. 1 eae 

EXEMPLE 2. — Soit a calculer J = i a/1 — x* dx. 
9 

Posons x = sin ¢. On obtient 

ron Bente an 21 + cos 2t oA fe peutic a 

0 0 2 2 0 

REMARQUES. — 1° Lorsque la fonction @ est monotone dans |’intervalle 

(a, 6), il suffit pour pouvoir appliquer le théoréme de vérifier la continuité 

de g dans (a, B) et de fdans (a, b) puisqu’alors g(t) reste compris entre g(a) =a 

et p(B) = b. 
2° Ce théoréme montre a nouveau l’avantage de la notation différentielle, 

car les deux différentielles f(x) dx et f(p(t)) y(t) dt sont égales et seules chan- 

gent en fait dans |’égalité (1) les bornes de l’intervalie sur lequel on intégre. 

3° Avant d’écrire l’égalité (1), il importe de bien examiner si toutes les 

hypothéses du théoréme sont satisfaites. On remarquera en particulier que 

lorsque ¢ varie de a a f, la fonction x = g(t) peut prendre des valeurs non 

comprises dans |’intervalle (a, b), et que, par suite, f peut €tre discontinue 

pour une telle valeur, tout en étant continue sur (a, b) (auquel cas le théoréme 

ne s’applique pas). 

EXEMPLE 3. — Soit a calculer l’intégrale : 

Ona: 
5 

I=[- Log(4—x)]*} = Log; . 



244 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

Le changement de variable x = 4 — ¢? fait sans précaution conduirait a 

écrire : 
V3 — 2t V3 dt 

_—- dt =—-2 _= 
Vet -vst 

or cette derniére intégrale n’a pas de sens puisque la fonction sous le signe 

[= 

n’est pas continue dans |’intervalle d’intégration. Ici lorsque t variedea = — /5 

ap = /3, x = 4 — ?? prend la valeur 4 qui rend discontinue la fonction f (x). 

6. — Intégration par parties. 

Soient u et v deux fonctions de x continues et ayant chacune une dérivée 

continue sur l’intervalle fermé (a, b). L’égalité : 

(uv)’ = u'v + v’u, 

b b b 

i (uv)’ dx = | u’v dx + I v'u dx 

b b 
i uv’ dx = [uv]? — { u'v dx 

a b 

permet d’écrire : 

Ou encore : 

C’est la formule de l’intégration par parties. 

2 

EXEMPLE 4. — Soit a calculer J = i x Log x dx. 
1 

Posons u = Log xetv’ = x d’ou: 

et par suite 

2 x12 ax x*|2 S 
f= /L “| — ~dax =2L —|—| = = | og x |. [ has og 2 Bl 2 Log 2 q° 

EXEMPLE 5. — Formule de Taylor. — Dans la formule précédente posons : 

u=(b—x! w= —nlb— x"! 
et: 

v =f) v= FPO) 
J (x) désignant une fonction ayant une dérivée d’ordre (n + I) continue 
sur (a, b). Nous obtenons : 

[e917 09 de = 16 — FPO + nf" — 91 PCH as 
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et comme : 

[ — xy" FOE = - 6 - a" f™@ 

nous pourrons écrire : 

b b 

i (6 — x)’ f(x) dx = — (b — a)!" f(a) + nf (B= xo? £2") ae 

Mais de la méme facon : 

[e-o" F(x) dx= —(b—a)"* FO" Y(a)+(n- Df e-a2s0-@) dx 

[ (b=)? f(@) dx= —(b—a)? f"(a) +2 i (b—x) f"(x) dx 

| "(b—x) f"(x) dx= —(b—a) f'(a)+ " F(x) dx 

et: 

b 

[eds = 10) -F@. 

En groupant ces résultats on trouve donc : 

[e im ol oe hae (x) + See (b a a)" f(a) ban, n(b xa ay 4 f" %@) 

= Mar Dib — as a2? 2a). — 

— [n(n — 1)(n — 2)... 4.3.2)(6 — a) f(a) — n! [f(d) — f(a)] 

ce que l’on peut écrire, en divisant par! : 

fe eas fb) = fla) + (6 — a) f(a) + 2 f(a) +. RON Pay ee. 

tb ee 1 (b = x)" fOY(x) dr. 

Si nous nous reportons au § | du chapitre IX, nous constatons que nous 

avons déja obtenu une formule presque identique. C’est la formule de Taylor, 

mais avec une expression différente du terme complémentaire, |’expression : _ 

(b =a) 
een 

étant remplacée par : 

n! 

1 fe 
oe i (b — x)" f@7 (x) dx. 
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EXEMPLE 6. — Intégrales de Wallis. — Indiquons une méthode commode 

pour calculer les intégrales de la forme : 

ud 

Deas ; } ei 
1, = i sin” x dx (n étant un entier positif) 

0 

Ces intégrales se rencontrent fréquemment. 

Nous apprendrons dans le prochain chapitre a calculer l’intégrale indéfinie : 

[sine x dx 

mais, en particulier lorsque n est pair, le calcul en est assez long, et en partie 

inutile car, comme on s’en convaincra aisément par un exemple, beaucoup 
kate T 

de termes de la primitive obtenue se trouvent nuls pour x = 0 ou x = 5° 

Or, en écrivant : 

Py 8 : 
i= [ sin" * x sin x dx 

10) 

on peut intégrer par parties, en posant : 

“= sin’) x «Wire QP a)isinTa* icos: 
= — cos x S) | Ze i=) x e 

d’ou : 

ere 2 2 fies 
I= |- cos x sin” | +| sin" * x cos* x(n — 1) dx 

0 0 

et comme cos x sin”~* x s’annule pour les deux bornes de |’intégration, nous 
aurons : 

I, =(n- pf? sin"? x cos? x dx = (n — 1) [sint# x — sin? x) dx 
10) 10) 

i (n -y 1) (I,-2 i T,) 

ce qui conduit a la formule de récurrence : 

f ppetccoat 
I n-2 

qui permet de calculer les intégrales de deux en deux. 
En remarquant que : 

A m 

ly = [dx = 5 et = [? sin xdx = 1 
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nous aurons pour les intégrales d’indice pair : 

oo ll 
hl — Nia 

ey ll 
l | 

on ll 
Din 1 Ww Nie hpla 

et, d’une facon générale : 

pee 1.3.5... @p—3)(QQp—1) 2 

Ze RE RE OO) PT ae 

Pour les intégrales d’indice impair, nous aurons : 

2 2 4 DA ud 

PGi, ee 
et d’une facon générale : 

I oF Bee OP = 2) 2p 

aE Boe, Oe 8) p+ 1)° 

7. — Inégalité de Schwarz. 
Montrons d’abord que 

Si une fonction f(x) positive ou nulle sur Tintervalle (a,b) est continue sur (a, b) 
et telle que : 

b 
Q) [ ferdx =o 

cette fonction f(x) est alors constamment nulle sur (a, b). 

x 

En effet, la fonction F(x) = { f(t) dt admettant pour dérivée f(x) n’est jamais 
a 

décroissante sur (a, b). L’égalité (2) qui s’écrit F(b) = F(a) entraine donc qu’elle est 
dF 

constante sur (a,b) et que, par suite, f(x) = mest nulle sur |’intervalle ouvert 

ja, b(. Comme f est continue sur l’intervalle fermé (a, 5), fest bien nulle en tout 
point de (a, 5). 

REMARQUE. — On peut donner de cette propriété une démonstration ne faisant pas 
intervenir la notion de primitive et qui sera susceptible de s’étendre aux intégrales 

doubles et triples. 
Supposons que la fonction f ne soit pas constamment nulle sur (a, b) et suppo- 

sons a < b. ll existe alors un nombre c € )a, b( tel que f(c) > 0. La continuité de f 
pour c entraine |’existence d’un nombre é > 0 tel que : 

e < Inf (ce — a, b— cc) 

(fore 

I(x) > = pour tout xe lc — *£ e+e). 

En considérant Ja suite E = (Xo, x1, X2, X3) définie par : 

a a Nas Cae Cs Ke +e; =D) 
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on voit que : 

S(E) > pine = éf(c) > 0 

b b 
et Vinégalité s(£) < | f(x) dx entraine bien i f(x) dx > 0. 

a a 

Ceci posé, soient f et g deux fonctions continues sur (a, b). Montrons l’inégalité 
de Schwarz °- 

b b 

< i fx) dx I gXx) dx 

Il suffit évidemment de la démontrer dans le cas ou a< b (le cas b<a s’en 
déduisant aussit6t). Supposons donc a < bet fnon constamment nulle sur (a, 5). 

Si A désigne une constante, nous avons |’inégalité : 

| 

| | rec ax 

b 

iF (Af(x) + g(x))? dx > 0 

qui s’écrit encore : 

b b b 
(3) if f(x) dx + 2af f(x) g(x) dx + [ g(x) dx > 0. 

Le premier membre de l’inégalité est un trin6me du second degré par rapport 
a A qui est positif ou nul pour toute valeur de 4. Par suite son discriminant est négatif 
ou nul, ce qui permet d’écrire : 

[ [7 g(x) ax) < [re dx [eo dx. 

D’ou Vinégalité de Schwarz en comparant les racines carrées des deux membres. 
On peut se demander dans quel cas cette inégalité se transforme en égalité. Il y a 

d’abord le cas ou f = 0. Ecartons ce cas et supposons par exemple f # 0. Pour que 
l’inégalité de Schwarz se transforme en égalité, il faut et il suffit que le trinéme figu- 
rant au premier membre de |’inégalité (3) ait un discriminant nul, c’est-a-dire qu’il 
existe une valeur A, de 4 qui annule ce trinéme, c’est-a-dire encore telle que : 

b 
[ (Aof(x) + g(x))? dx = 0. 

D’aprés ce que nous avons vu au début de ce paragraphe, ceci n’est possible que 
si la fonction 2») f(x) + g(x) est constamment nulle sur (a, 6), c’est-a-dire si 

g(x) = — Af (x), c’est-a-dire encore si le rapport — est constant. 

Pour que V’inégalité de Schwarz se transforme en égalité, il faut et il suffit que les 
deux fonctions f(x) et g(x) soient dans un rapport constant sur (a, b). 

8. — Formule de la moyenne. 

THEOREME 2. — Soit f (x) une fonction continue sur l’intervalle fermé (a, b) et soient 
deux nombres m et M tels que pour toute valeur x de cet intervalle on ait les inégalités : 

m<f(x)<M. 
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Soit d’autre part une fonction (x) continue sur (a, b) et gardant un signe constant sur 
cet intervalle. 

Il existe alors un nombre yt compris entre m et M tel que : 

b b 

[ f(x) o(x) dx = a o(x) dx 

On a, en effet, pour toute valeur x de (a, 5) : 

m 9(x) < f(x) o(x) < M g(x) si y est positive sur (a, b) 
m 9(x) > f(x) e(x) > M o(x) si y est négative sur (a, 5). 

Intégrons de a a 5, l’inégalité ayant lieu. Ona : 

| g>O0 et a<b 

ou 
b b b 

m| sbdde< Da eide <M I ee aa 
2 4 ’ 9<0 et b<a 

ou : 

g<0 et Gc 9) 

ou 
b b b 

m i (x) dx > [ F(X) ox) dx > M I g(x) ax si 

3 = : g>0 et b<a 

et, dans tous les cas : 
b 
| F(x) g(x) dx 

m< SS <M 

| Q(x) dx 

d’out le résultat en prenant : 
b 
[ f(x) ox) dx 

fis eres 
I (x) dx 

Lorsque |’on prend g = | on retrouve la valeur moyenne déja définie au para- 
graphe 3. 

9. — Cas d’une fonction a valeurs complexes. 

Ce que nous avons dit dans ce chapitre (sauf les résultats fondés sur des 

inégalités, qui comprennent notamment la formule de la moyenne et |’inégalité 

de Schwarz) peut s’étendre au cas ot la fonction f (x) de la variable réelle x prend 

des valeurs complexes f(x) = Rf(x) + 15 f(x). 

Si f (x) est continue sur l’intervalle fermé (a, 6), on peut définir : 

T= | sc) ax 

comme limite, quand le plus grand des nombres | x; — x;_, | tend vers 0, 

d’expressions de la forme : 

DF Gy, —'* Gd): 

1<i<n 
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On aura : 

ie I "RI(x) dx + i { Sfx) dx 

ets 

5 | 10d = se) 

EXERCICES 

1 

1° Calculer J(n, p) ={ x"(1 — x)P dx, n et p étant des entiers positifs : 
0 

n !p ! 

i Te?) ep Ante 
2° De l’inégalité 2 ch ¢ > et, déduire l’inégalité : 

oe YG 
[pee Wx > 0. 

sin x dx 
3° Calcul a = |" __S 

parce 0 /1 — 2A cos x + 22 

R. Oe sy Sissel et) SO acid eels 

4° Etant donné un polygone régulier de n cOtés inscrit dans un cercle de rayon 1, 
calculer la moyenne arithmétique des (n — 3) diagonales issues d’un sommet. Limite 
de cette moyenne arithmétique quand n croit indéfiniment. 

4 
ie at 

7 

*5° La valeur moyenne d’une grandeur dépend de la variable choisie pour évaluer 
cette grandeur. Exemple : Quelle est la grandeur moyenne de l’aire du triangle MAB, 
A de coordonnées (1, 0), B de coordonnées (— 1, 0) et M étant sur l’axe Oy lorsque la 

a ea 
variable choisie est a) OM = y variant de 0 a 1, 6) l’angle ABM = @ variant de 04 4 

c) ’ordonnée OJ = t du centre du cercle inscrit au triangle ABM, t variant de 0 

1 2 Log 2 - 2 
Reigns b) Se ce) (W241) Leg sae 
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*6° Limite lorsque 7 croit indéfiniment de- V (2 + 1)(m 4+ 2)... Qn — 1).2n. 

R > 
e 

. qn 

*7° On pose P, = ik (1 — x*)". Montrer que P, est un polynéme de degré n et 

que si Q désigne un polynéme de degré strictement inférieur a 7, l’intégrale 

[Pat Oc) ax 
est nulle. 

m9 

2 
ae d@, n désignant un entier positif. Calculer J, — I,-2 

0 

et en déduire la valeur de J,,. 

sin n@ 
*8° On pose J, = | = 

R. Si n impair, _—— 

ee oi ee siye 
Sil n pair fe ae\ geh a hetsbhoamay is 

n—1 

**90 On considére les intégrales de Wallis. Montrer que : 

Inp—1 > Tap > Top 41. 

En déduire que lorsque p tend vers l’infini : 

1 ( 24 On ceD +5 

Det NiesSe (pp — 1) 25, 

10° En désignant par 7 un entier positif, établir la formule 

[cose 0 cos nd Jog 
0 2" 



CHAPITRE XVIII 

PRIMITIVES SIMPLES 

1. — Primitives usuelles. 

Dans ce chapitre et dans le suivant, nous nous proposons de montrer com- 

ment on peut dans un certain nombre de cas trouver une primitive (ou inté- 

grale indéfinie) lr (x) dx d’une fonction f- 

A chaque formule de dérivation correspond une formule d’intégration. 

Nous allons, dans ce paragraphe, indiquer quelques formules obtenues de 
cette fagon a partir des fonctions les plus usuelles. Nous obtiendrons ainsi une 
liste des primitives usuelles. Elles sont importantes car toutes les méthodes 

que nous obtiendrons par la suite tendent a ramener la recherche d’une primi- 

tive a celle de certaines de ces primitives usuelles. I] importe donc de les connai- 

tre parfaitement. 

Nous avons d’abord : 

Suet 

[re-2 ate. (m # — 1) 

Cette formule est valable pour m différent de — 1 et a condition que x” 
ait un sens. C désigne comme dans tout ce chapitre une constante arbitraire. 

Le plus souvent, nous n’écrirons d’ailleurs pas cette constante, étant bien 

entendu qu’une primitive n’est définie qu’a une constante arbitraire (additive) 
prés. 

Dans le cas particulier ot m = — 1, nous avons la formule : 

dx 
[= L0e x 

valable pour x positif. Dans le cas ot x est négatif, on remarque que Log (— x) 

, eategh : 
a également pour dérivée 2 et, par suite, on aura dans ce cas : 

dx 
[¢ == Log (— eae 
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On résume les deux formules précédentes dans la formule unique : 

dx 
[= Loe lI 

qui est valable pour toutes les valeurs de x différentes de 0. 
Nous avons ensuite sans difficulté et 4 une constante prés : 

[ c0s xa = sin x [ ch xax = sh x 

[ sin x ax = — cos x [ sh xde = ch» 

dx dx 
i = thx 

ln ae le 

- = — cotg x [= db teyeites 
sin? x é sh? x th x 

dx 
= Arc. te x e* dx = e* 

Wages ve ‘ 

ona 

dx f 
(Serre = Arc sin x ou — Arccosx+ C. 

1-—x 

On aura aussi : 

iF <= Arg th x 

cette formule n’étant valable que pour — 1 < x < 1 (chap. VIII). Mais nous 

avons vu que : 
1 Lex 

Arg th x = 5 Log > 

: x +1 
et il est aisé de vérifier que pour x > 1 ou x < — 1, la fonction 5 Lo para 

: ae l , 
admet aussi pour dérivée i 5- On pourra donc écrire : 

—x 

dx 1 fet 
= Ny , 

ee 5 ea 

De méme, au lieu d’écrire : 

EOE Te 
Vx? -1 
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formule qui n’est valable que pour x > 1, il est préférable d’écrire 

dx 

a/ x? —1 

formule valable aussi bien pour x > 1 que pour x < — 1. 

La formule : 

= Log|x + Vx? - 1] 

dx 

Vx? +1 

est valable pour toutes les valeurs de x. 
Signalons encore les formules suivantes que |’on vérifie immédiatement 

par dérivation : 

= Arg sh x = Log (x + Vx? + 1) 

dx ve dx x 

[agen oe) 85 sry = Los|th5 
dx bhi 4 is dx [o-boe| 2 (5 +9) | larg m2 Ate tee 

On notera que chaque fois que la primitive contient le logarithme d’une 
fonction u(x), on écrira Log | u(x) | de fagon a obtenir une formule valable 

aussi bien pour u(x) positif que pour u(x) négatif. 

On remarquera que si a et b sont des constantes, on a l’égalité : 

iG f(x) + bg(x)) dx =a i S(x) dx +b | g(x) dx. 

Cette formule est d’une pratique courante et permet par exemple de cal- 

culer immédiatement la primitive de n’importe quel polynéme. 

EXEMPLE 1. 

. ‘ ; Sie Ste 
[oe —2x tx-Dde= |x dx—2 [x4 ax+ |x ax— | de= Sey + aie a 

2. — Changement de variable. 
Pour calculer une primitive, on est conduit la plupart du temps a aiieeiier 

un changement de variable, ce qui se fait de la fagon suivante : 

Soit une fonction g(t) de la variable t continue et admettant une dérivée 

continue g’(t) et soit une primitive F(x) = [7 (x) dx de la fonction f(x). 

Posons x = Q(t). 

F(x) étant la fonction dont la différentielle dF est égale a f (x) dx, on peut 
écrire : 

dF = f (p(t) p(t) at 
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et par suite F est encore la primitive prise par rapport a la variable ¢ de la 

fonction f (¢(t)) y(t). D’ou la formule du changement de variable : 

[reo dx = [reo o'(t) dt 

Cette méthode conduit 4 exprimer l’intégrale | f(x) dx comme fonction 

de ¢. Si on veut pouvoir l’exprimer commodément comme fonction de x, il 

faut que g(t) posséde une fonction inverse, c’est-a-dire soit monotone (du 

moins dans |’intervalle que l’on aura a considérer). 

EXEMPLE 2. — Soit a calculer [oe + 1)°.x dx. 

La fonction a intégrer étant un polynéme, on pourrait développer ce poly- 

nome et l’intégrer comme il a été dit a la fin du paragraphe précédent. II est 
toutefois beaucoup plus rapide de remarquer que cette intégrale peut s’écrire : 

[o +179 xadx= 5 |e 41) dt 5) 
Z 

et qu’il est tout indiqué de poser t = x? + 1. 
te AY 

Cette intégrale, qui s’écrit alors 5 | t? dt est égale a DD D’out légalité : 

2 6 

[oe +1)°x dx = as 

EXEMPLE 3. — Si a est une constante, ona: 

[eur [RS = oe lx + a. 
eos x+a 

EXEMPLE 4. — Soit a calculer [vi x? ax: 

Posons x = cost avecO <t <7. Onaalors : 

dx = — sint dt 

et 

[Vix ds = — sin? rar = 5 [cos 2r — 0) 

22 : i AON siete siniat' a [cos 2r a — 5 fat = jf cos ( | 5 
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3. — Intégration par parties. 
u et v étant deux fonctions de x admettant des dérivées continues, |’égalité : 

(uv) = u’v + v’u 

permet d’écrire en intégrant terme a terme : 

uv = fue dx + fo dx 

formule que l’on écrit sous |’une des deux formes équivalentes : 

fu’ dx = uv — [ue ax 

ou 

[do = wo — fo du 

Cette formule conduit donc a remplacer le calcul de l’intégrale fu dx 

par celui de l’intégrale | u'v dx. Il y a des cas ot ceci peut étre avantageux, 

par exemple lorsque w est une fonction transcendante telle que Log x ou 

Arc tg x dont la dérivée est une fonction rationnelle. 

EXEMPLE 5. — Soit a calculer fs Log x dx. 

On est conduit a poser : 

d’ou : 
Pe 

et v= > 

Gee 
2 oa x x" oe 

i x= = > 4 RO Se Sia [> og x dx 5 Log x [54 5 Log x 4° 

EXxeEMPLE 6. — Soit a calculer [= sin x dx. 

Une intégration par parties ne fera pas disparaitre la fonction transcendante 
mais permettra d’abaisser le degré du polyndme. On peut donc écrire : 

f= sin x dx = [= d(— cos x) = — x? cos x + feos x d(x’) 

2 
= =x" cos x + 2x cos x dx. 
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De méme : 

[cos x dx = fxd (ein.x) = xsinx— fin x de = xsinx + cos x 

D’ou finalement : 

Ace : 
[> sin x dx = — x? cos x + 2x sin x + 2 cos x. 

4, — Intégration des polynémes en sin x et cos x et des polynémes 
en ch x et sh x. 
Un polynéme en sin x et cos x est une somme de termes de la 

forme A sin? x cos’ x, A étant une constante, p et g des entiers positifs ou nuls. 
L’intégration d’un tel polyndme se raméne donc 4a des calculs d’intégrales 

de la forme : 

[sin % COS? x Wx: 

Le calcul d’une telle intégrale est particuliérement simple si l’un des deux 

nombres p ou g est impair. Supposons par exemple gq impair, c’est-a-dire de 

la forme g = 2n + 1 ot vn est un entier positif ou nul. L’intégrale précédente 

s’écrit : 

. . . . 2 . 

| sin’ XiCOS Kae >= [sin x cos?” x cos x dx = [sin x (1 — sin* x)"d(sin x). 

Il est donc indiqué de faire le changement de variable sin x = ¢. L’intégrale 

s’écrit alors : 

{ra —p)° dt 

et on est ramené a chercher la primitive d’un polynéme. 

EXEMPLE 7. — Soit a calculer [sin x cos? x dx. Ona: 

lol 

Jsin® x cos’ x dx = | sin’ x (i — sin’ x) d Gin x») = [ro =p?) di 

(en posant ¢ = sin x). 

D’ou : 

1 : =eeT 

[sin* xeostxax = fit - Aydt = [tO -aae-7= peta 

Dans le cas général, qui comprend en particulier celui ou p et g sont pairs, 

on peut a l’aide des formules d’Euler (chap. XVI) exprimer sin? x cos’ x 
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comme une somme de cosinus et de sinus d’arc multiples de x, ce qui conduit 

a des intégrales telles que : 

Ley 
cos mx dx = — sin mx. 

m 

: 1 
sin mx dx = — a cos mx. 

EXEMPLE 8. — Soit a calculer : 

[oos* x sin? x dx. 

A laide des formules d’Euler, nous avons vu (XVI, § 5) que l’on peut 

Ccrie.: 

(1) cos* x sin? ieee se le" 4. 9er* es ere Ain e 2 te Does = e1F| 

d’ou : 

(2) cos* x sin? x — 5 [eos 6x. 2'cos 4x —"cos 2x = 2). 

La formule (2) permet d’on d’écrire : 

l = 6x2 Sinl4aee e sin 2x 
— 2x}. + ——_ 

6 4 2 
cos* x sin? x dx = — + 

oe 

REMARQUE. — L’emploi des formules d’Euler conduit a représenter 

sin? x cos? x comme une somme d’exponentielles (complexes). On peut inté- 

grer directement cette somme, ce qui conduit a des intégrales de la forme : 

ax 

fe dxi= — (x étant complexe) 

on regroupera ensuite les intégrales obtenues de maniére a obtenir une primitive 

réelle somme de cosinus et de sinus d’arc multiples de x. 

EXEMPLE 9. — L’égalité (1) permet d’écrire : 

Jeos* x sin? x dx 

1 ; : , : ; 
= — 56 ee ax+2 [er dx — ea DE ab dx-+2[e-* dx 

~ ioe ax| 

edly [e+ eid eur Joma eno 

2 Gi 4i 2i 2i Aj 6i | 

1 ee 6X9 “sin 4x09 sintt2X 
= sie — — 2x]. Ny pean 

6 2 2 



PRIMITIVES SIMPLES 259 

Les mémes considérations peuvent s’appliquer aux intégrales de la forme : 

[s» x chYxidx 

(p et g étant des entiers positifs ou nuls) que l’on pourracalculeren remplagant 
ch x et sh x par leurs valeurs en fonction de e*, mais que 1’on calculera plus 
avantageusement en prenant ch x comme nouvelle variable si p est impair 
ou sh x comme nouvelle variable si g est impair. 

5. — Intégration des polynémes en x et e™. 

a étant un nombre complexe quelconque, |’intégration d’un tel polyndme 
se raméne a des calculs d’intégrales de la forme : 

fy eP* dx 

ou nest un entier positif ou nul. 

Plus généralement, pour calculer une intégrale de la forme : 

[Peo eF* dx 

ou P(x) est un polynome en x, on fait une suite d’intégrations par parties de 

fagon a abaisser chaque fois d’une unité le degré du polynéme jusqu’a ce que 

l’on arrive a une intégrale de la forme : 

Bx 

fact dx =a 

(c’est en fait ce procédé quia été utilisé dans l’exemple 6). 

C’est ainsi que l’on peut successivement écrire, en notant 7 le degré de P(x) : 

s l Seer. fone) 
[erreode =; P(x) d(e*) = 3 ary a 

Bx P’ Bx P' Bx P" 
SO ax = a 

x p(n-1) px p(n-1) px pin) oP =f ue (x) fe nV, 

eile B B 

et puisque P(x) est une constante : 

ef* P(x) oe f= P(x) 

ant ains i 
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d’ou, en additionnant membre 4 membre les égalités précédentes préalable- 

ment multipliées par + 1 ou — 1 suivant la parité de leur rang : 

! " Be | n p(n) 

[er poyae =e [PO FO PO, CUO} 

On voit en particulier que [es P(x) dx est de la forme e* Q(x) ot Q(x) 

est un polyndme de méme degré que P(x). 

EXEMPLE 10. 

een Mato) ee) re RO ee: 
fee? + Dav=e™ [FF -F+5]-¢ (5 - + ). 

Pour calculer une intégrale de la forme : 

(ea (P(x) cos Bx + Q(x) sin Bx) dx 

P(x) et Q(x) étant deux polynémes en x, on peut encore procéder par intégra- 

tion par parties, mais il est plus commode d’utiliser les formules d’Euler, ce 

qui conduit a calculer l’intégrale : 

fie yx P(X) 7 iQ(x) ‘“ gab px PO) aa Re 

Or, nous venons de voir que : 

fioee P(x) wee dx = eltt bax R(x) 

R(x) étant un polynéme a coefficients complexes de degré égal a celui de P — iQ. 

Nous aurons par suite : 

aga P(x) + iQ(x) dk 5 ate Rie) 

R,(x) étant le polynéme imaginaire conjugué de R(x). En remplagant : 

e(tt8 i)x par e**(cos Bx ae i sin bx) 

nous trouverons finalement : 

lee (P(x) cos Bx + Q(x) sin Bx) dx = e** (S(x) cos Bx + T(x) sin Bx) 

S(x) et T(x) désignant des polynémes dont le plus haut degré est celui du terme 

de plus haut degré dans P(x) ou dans Q(x). . 

Le calcul précédent est évidemment assez long. Il y a souvent intérét a 
calculer la primitive de la fagon suivante : on écrit sa forme a priori, les coef- 
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ficients des polynémes étant indéterminés. On dérive cette primitive et, en 
identifiant cette dérivée 4 la fonction donnée, on détermine ces coefficients. 

EXEMPLE 11. — Soit a calculer : 

fe [x cos 3x + (x? — 1) sin 3x] dx. 

D’aprés ce qui précéde, la primitive sera de la forme : 

e?* [(ax* + bx + c) cos 3x + (a’x? + b'x +c’) sin 3x] 

a, b, c’, a’, b’, c étant des constantes inconnues. Or, la dérivée de la fonction 

précédente est : 

e**[ { (2a + 3a’) x? + (2b + 2a + 3b‘) x + 2c + b + 3c’ } cos 3x 
it igh =e talc? + C28" 42a! — 3b) 2rek Dchay BP 230i} eit 3x] 

En identifiant cette dérivée avec la quantité sous le signe somme, on trouve : 

24 += 3a = 2a’ — 3a = 1 

2b + 2a + 3b’ = 1 2b’ + 2a’ — 3b =0 

2c +b+ 3c’ =0 20D =e = — Ie 

Les deux équations de la premiére ligne donnent : 

a=-— a oa 
3 13° 

Les deux équations de la deuxiéme ligne donnent alors : 

pecs) feed 
169 169° 

Enfin on trouve 

554 Lh 586 

<9 198 7 2197 
d’ou : 

(\e [x cos 3x + (x? — 1) sin 3x] dx 

e** 

= 5797 [(— 507x* + 650x + 554) cos 3x + (338x* + 637x — 586) sin 3x]. 

A titre d’exercice nous conseillons au lecteur de calculer la méme intégrale 

a partir des formules d’Euler. 
Dans le cas particulier ot l’intégrale est de la forme : 

[rc sin Bx dx 
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P(x) étant un polynéme en x, il vaut cependant mieux appliquer directement 

le processus de l’intégration par parties et écrire : 

[rc sin Bx dx = — pms Bx + oP sin Bx + i SARS Bx . e. 

De méme : 

[Peo cos Bx dx = 7 sin ros 2 Os 

EXERCICES 

1° Calculer les primitives : 

te 2 

[x Log? x dx, [cos x Log tg x dx, [> Arg ch x? dx, | ost bore dx 
x2 

x , | 56 5\\ 
R, a (2 Log? x — 2 Log x + 1), sin x Log tg x -— Log | tg (5 oe ‘) | 

Log (1 + me ] SS 

5 (x? Arg ch x? — / x4 — 1), 2 Arce tg x — 4 

2°. Calculer les primitives : 

fe sin® x dx, few Sor oe whe. | x? €* COS x dx, [oe — x + 1)cos? x dx. 

e~ 

R. 70 (15 sin x — 15 cos x + 3 cos 3x — sin 3x) 

: (2e&* — 9e** + 18e?* — 12x) 
96 : 

CP yee 
7 ((x? — 1) cos x + (x — 1)? sin x) 

1 1 1 
2 (2x3 — 3x? + 6x) + 8 (2x = 1) cos 2x + 8 (2x? — 2x + 1) sin 2x. 

*3° A quelles conditions doivent satisfaire les coefficients du polynéme : 

P(X) = axe Fax? Pia a hae eas 

Be 2) s 
pour qu’une primitive de —~ e* soit e* Q(x) ot! Q désigne un polynéme : 

aAp-1 apn- a a 
R. Se eee hoe Soehees pelh te ap + op cee ae a 2 stato Lye ean 0. 



CHAPITRE XIX 

PRIMITIVES 

DES FRACTIONS RATIONNELLES 

1. — Primitive d’une fraction rationnelle. 
Soit a calculer |’intégrale : 

P(x) —— dx 
Q(x) 

P(x) et Q(x) étant des polynémes en x. Effectuons la décomposition en éléments 

: Ete . : : 
simples de la fraction on (ce qui suppose que I’on ait calculé les racines de 

l’équation Q(x) = 0). 

Le probléme revient a calculer les primitives des divers éléments simples 

c’est-a-dire : 

1° des termes polynomiaux tels que ax” dont une primitive est : 

ntl 

7 eA? 

2° des éléments de la forme : 

A 
eo avec p > | 

dont une primitive est : 
A 

— (p— Wea" 

Dans le cas ol! A et a sont des nombres complexes, ce calcul est encore 

valable. Mais, si P et Q sont a coefficients réels, on groupera dans le résultat 

les termes imaginaires conjugués de fagon a faire disparaitre les coefficients 

complexes, 

3° des éléments de la forme : 
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dont une primitive est : 

B Log (x — B) = B(Log| x — B| + iArg (x — B)). 

Toutefois lorsque f est un nombre complexe et lorsque les polynOmes P 

et O sont a coefficients réels, on préfére souvent ne pas employer le logarithme 

d’un nombre complexe a cause de ses multiples déterminations (chap. XVI). 

On préfére alors grouper les deux éléments imaginaires conjugués : 

C+ Di a C= Di 2C(x = p) = 2Dq 

ep ghee p ati wy ig 
et on est conduit a calculer les deux intégrales : 

_2C%— P)_ 4. et ie oe 2 IX 

(x — p)? +q° (x — p)’ +q’ 

La premiére, par le changement de variable t = (x — p)? s’écrit : 

Cat 
| a = C Log(t + q”) 

t+ 
ou: 

2C(x — p) 2 2 
——_.——, dx = C Lo a =f : aan? glx —p) +a) 

La deuxiéme intégrale 4 calculer s’écrira, en faisant le changement de 
variable : 

—2D 4d a [= — 2D Arc tg u = — 2D Arctg-—". 
UW +d q 

d’ou, finalement : 

2C(x — p) — 2Dq Sa Xx —p ——_—_5——— dx = C Log [(x — p)* + q*] — 2D Arc tg ——. a oe [p+ 4°] e 
En groupant ces résultats on voit que la primitive d’une fraction rationnelle 

contiendra une fraction rationnelle, une somme de logarithmes et une somme 
d’arcs tangentes. 

REMARQUE. — Vérifions que l’emploi des logarithmes des nombres com- 

plexes aurait conduit au méme résultat dans le calcul de la primitive de : 

C+ Di 2 C — Di 

x—p-qgi x—pt+qi 

Cette primitive s’écrit : 

(C + Di) Log (x — p — gi) + (C — Di) Log (x — p + qi). 
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Nous savons qu’en donnant aux logarithmes des déterminations convena- 
bles cette fonction est réelle. Calculons donc sa partie réelle. Cette derniére 
est égale a : 

2C Log | x — p — qi| — 2D Arg (x — p — qi) 

= C Log [(x — p)? + q7] + 2D Arc tg or 

, ro. 7 qui est bien le résultat trouvé précédemment car Arc tg-— = — Arc tgu+ =. 
u 

EXEMPLE |. — Soit a calculer I’intégrale 

x8 

1 al ean errr ta 
Au chapitre XIV, exemple 5, nous avons donné la décomposition en élé- 

ments simples de la fraction rationnelle a intégrer : 

8 x 1 g 26 
Ce ern a ie ere ey 

4i 4i 
‘kath yee deans 

163 161 
x-1l—-i x-14i 

d’ou en rassemblant les deux derniers termes 

16i S ae 32 

x—-1l—-i x—F+i (x-1/ +1 

on a, en intégrant terme a terme : 

- os dx 
Fa) = [xax+7[dx+ [—— Sea a 26) 

‘ x dx 

“hasty ee eee ee 

Se ee i ye | 
5 aa ee an g | 

4i 4i paler EER ey eh ote ty alt} 
ae eT x-—1l+i + tay ) 

d’ou, en additionnant les deux termes imaginaires conjugués : 



266 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

Nous avons finalement : 

Hoe pe ae : + 26 Log|x—-1| 
me 2G) GAM) 

8 
— ————~ + 32 Arc tg (x —1)+ C® 

NOE DED g ( ) 

On voit sur cet exemple que la partie la plus longue du calcul est la décom- 

position en éléments simples. Il y a donc intérét sinon a supprimer cette décom- 

position, tout au moins a en éviter une partie si cela est possible. Nous allons 

indiquer quelques cas oti des méthodes particuliéres diminuent une part impor- 

tante de la décomposition en éléments simples. 

2. — Etude d’un cas particulier. 
Considérons le cas ou le dénominateur de la fraction a intégrer est de la 

forme : 
(ax? + bx +c)" 

les racines du trindme ax* + bx + c n’étant pas réelles. 

Par une division suivant les puissances décroissantes on peut se ramener 

au cas ou le degré du numérateur est inférieur a celui du dénominateur. Soit 

donc a intégrer : 

PG) 

(ax? + bx +c)’ 

le degré du polynéme P(x) étant inférieur a 2n. 

Ecrivons le trindme sous forme canonique : 

ax? + bx +c = al(x — p) + q’] (avec g # 0) 

et posons, comme nous |’avons fait précédemment : 

Vintégrale prend la forme : 

P,(u) eC ELY 
w+i 

P,(u) étant un polynéme de degré inférieur a 2n. 

Nous sommes donc conduits 4 intégrer des termes de la forme : 

ea 
(u“ + 1) 

et nous distinguerons deux cas. 
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1° m impair :m = 2p + 1. 
En posant u? + | = v d’ot 2u du = dv V’intégrale s’écrit : 

ass ae 
—— dv 

2v 

et il suffit de développer le numérateur pour pouvoir intégrer terme a terme. 
2° m pair : m = 2p avec p <n. 

En posant u = tg 9, lintégrale s’écrit : 

tg’? @ 
fata tg? ~) dp = fsinte 9 cos"??? @ do 

et comme 2n — 2p — 2 est positif ou nul, nous sommes ramenés a une inté- 
grale d’un type déja étudié (chap. XVIII, § 4). 

EXEMPLE 2. — Soit a calculer : 

dx 

eecass. 

Comme x? + 2x + 2 = (x + 1)? + 1, posons x + 1 = tg@ d’ou 

dx = (1 + tg? v) dg 

Vintégrale s’écrit : 

1 2 in 2 
| cpg [os o do = [AP ty = $4 * .: 

(Se 2 2 2 4 

On: 

2tgy (x + 1) 
o = Arc tg (x + 1) et sin 29 Tem nope oer Tae 

dou: 

dx 1 x+] 
——________—_. = —Arc tg (x + 1) + —,~——_—_—_-.. 
lee Tipe aun erp are Pane 

3. — Fractions rationnelles en sin x et cos x. 

Une fraction rationnelle en sin x et cos x est une fonction de la forme : 

P (sin x, cos x) 

Q (sin x, Cos x) 

le numérateur et le dénominateur étant obtenus en remplagant uv par sin x 

et v par cos x dans les fonctions P(u, v) et Q(u, v) qui sont, par hypothése, 

deux polynémes, par rapport aux variables u et v. 

L’intégrale : 
P (sin x, cos x) 

Q (sin x, cos x) 
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se raméne a une intégrale rationnelle en prenant comme nouvelle variable 

x 
t= tg5- On a en effet : 

1 2 

Sel 36 == 

et, d’autre part : 

Diyiw2 

dou: 
2dt 

dx = ae 
1+t 

E 3 Soit a calculer |’intégrale we XEMPLE 3. — Soit a calcule g are 

x 
En posant t = tg5 on ass 

i axa Re 7. I =- |x 

si SP NT Bese 2 + cos x leva + a 

“7 Arc tg —= Fi a Arc tg (Z tg at 

On remarque que cette derniére fonction est discontinue pour toute valeur 

de x de la forme (2k + 1)z alors que la fonction a intégrer est continue pour 

toute valeur de x. Ceci provient de ce que nous avons pris la détermination Arc 

quel que soit l’intervalle auquel appartient x. On pourrait obtenir une primi- 

tive continue de la fagon suivante : si]’on prend la détermination Arc lorsque x 
est compris entre — z et + 2, il faut prendre la détermination kx + Arc 

lorsque x est compris entre (2k — 1)z et (2k + 1). Ceci est important pour 

le calcul des intégrales définies. On a visiblement : 

et cependant : 

Fe Arc (Fr le = 0. 

En prenant !a primitive continue définie < haut, on trouve en fait : 

Pater ltt ew e( Gut Arc t tg 0) )= ae 5 icosix’ Ay 3 4/3 lies 4/3 (Re Mines 

P (sin x, cos x) 

Q (sin x, cos x) 
un changement autre que celui défini plus haut et qui conduit A intégrer une 
fraction rationnelle plus simple. 

Pour calculer |’intégrale dx, on peut, dans certains cas faire 
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P (sin x, cos x) 

Q (sin x, cos x) 
une fraction rationnelle en tg x, c’est-a-dire comme une fonction de la 
forme R (tg x) ol R(u) est une fraction rationnelle en wu. 

-En prenant comme nouvelle variable tg x = f, on peut écrire : 

ler cas. — C’est celui ott la fonction se présente comme 

(1 + tg? x) dx = dt ou d=, 
Stans 

etona: 

P (sin x, cos x) dt 
———_—_—— dx = | R(t dx) RY) ——. 
QO (sin x, cos x) | Siar fro 

On est donc bien ramené a intégrer une fraction rationnelle en ¢. C’est en 
particulier ce qui se produit si P (sin x, cos x) et Q (sin x, cos x) ne contiennent 

que des termes de méme parité par rapport a l’ensemble des deux quantités 
sin x et cos x. Par exemple : 

sin? x cos x + sin x + cosx _ sin” x cos x + (sin x + cos x)(sin? x + cos? x) 

sin x + cos* x sin x (sin? x + cos* x) + cos> x 

me tg? x + (tg x + 1)(tg? x + 1) 

zi tg x (tg?x+1)+1 

P (sin x, cos x) 

Q (sin x, cos x) 

la forme cos x R (sin x), ot. R (sin x) est une fraction rationnelle en sin x, 

Dans ce cas, on aura en effet : 

2¢ cas. — C’est celui ot la fonction peut se mettre sous 

P (sin x, cos x) 

Q (sin x, cos x) 
i= fr (sin x) cos x dx = [Re dt 

en prenant comme nouvelle variable t = sin x. On est donc bien amené a 

intégrer une fraction rationnelle en ¢. 
_F Ginx, .cos x) 

On sera toujours dans ce cas si ~—————— se présente sous la forme 
Q (sin x, cos x) 

cos erat LPR MS, ou P, et Q, sont des polynémes en sin x et cos x tels 
Q, (sin x, cos x) 

que cos x n’intervienne que par ses puissances paires (on remplacera en effet 

cos? x par 1 — sin? x). 

P (sin x, cos x) 

QO (sin x, cos xX) 

forme sin x R (cos x) ot R (cos x) est une fraction rationnelle en cos x. On pose 

cette fois t = cos x. 

3e cas. — C’est celui oti la fonction peut se mettre sous la 

EXEMPLE 4. — Soit a calculer : 

(SSS 
dx. 

{+ sin x 
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En décomposant cette intégrale, on obtient successivement : 

Jo iF ca x— que l’on calcule en posant tg x = 1: 
ap SUE 2g 

| e =| a ore te ye = Ate eee 
1+ sin? x eer ay?) /2 

sin x dx P 
22 i ——— que !’on calcnle en posant cos x = u. 

1 + sin? x 

| 1 

Shier ay Peal SNL Rely | )Vv2— 4, 

J } °8| J2 + +u | pe 5 yy eee ama whem 1 + sin? x 

5% soo. 

ae al pees 

cos x dx : : 
3° SaTERE oe ae l'on calcule en posant sin x =v: 

+ sin” x 

COShY aX dv : 
eae ee = Arc tg v = Arc tg(sin x). 
fears lie B( ) 

On aura donc : 

PP isiii.x, -PaCOSnx. ] ] 4/2 — cos x 
—————_.——-_ dx = —- Arct 2 tg x} + ——= Log | ———_ 
| 1 + sin? x /2 gl lv? B+] 24/2 ce 

+ Arc tg (sin x). 

4. — Fractions rationnelles en e*. 

Pour calculer une intégrale de la forme [Re dx oti R(e*) est une fraction 

rationnelle en e*, on prend comme nouvelle variable e* = t. D’oti dt = e* dx 

[aera = fant 
et on est ramené a intégrer une fraction rationnelle en ¢. 

On peut de cette maniére intégrer toutes les fractions rationnelles en sh x 
et ch x a partir des formules : 

et dx =4. On a alors : 

e+e * e—e 
Ching = =) pie et Sit'x-= 
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REMARQUE. — Les considérations du numéro précédent se transposent sans 

peine au cas ou |’on veut intégrer une fraction rationnelle en sh x et ch x. En 

particulier, on pourra toujours se ramener a |’intégration d’une fraction ration- 

; x ” 
nelle en prenant comme nouvelle variable t = th zet en appliquant les rela- 

tions immeédiates : 

1+¢ 2t 
ch x = —; et shix = : 

r—? 1—? 

EXERCICES 

1° Calculer les primitives : 

dx xitl | dx | dx 

iE +ch x’ [oe 1)(x — 2)(x — 3)’ cos? x ++ k? sin? x” cos® x 

1 e+2—V3 x? = Dix 3)" 
Ro —Log——— =,  — + 6x + Log) ———__— 

V3. Fh NS 2 G@=2)" 

1 sin x 1 SAL ies 
Z Ate tg (k tg x), F costs 1 Eee s(3 +5) |: 

*2° Calculer les primitives : 

x 
[ 1 ©0853 Idx 

aes ED: See A ee 

| pret can Vi—x2 + V1 +x? 
sin = 

2 

[1 +2085 1 (x— 12? Q?—x+4+1) + Are tg 3 
———— mi — (@) i nS —_— 

rs A ee: 12 Jae ees pe x2 — | 

6 

Vi-e—-V1i+x 
Arg sh x + Arc sin x + = 

*30 Etablir les résultats, en calculant d’abord les intégrales indéfinies : 

b 
i He 1 ch (< i 3) 

> —_— = — Log ——_» 
open x a che -. she cn(a—5) 

2 

7 x(x? -+2)Log x 49 Log 7— 40 [eX 5S ax = 

| Sh a. Bae 0 (x2 + 1)? 
; ("Ses 2 

f 
10 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5¢ éd.). 
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1540 —-95x4 3248 ++ 27x* = 16 5 ' 
**4o Vérifier que | SES Cee dx est une fraction 

rationnelle. 

: mz (+9 x dx 
**50 Montrer que, si O< 90 < S| 

: 200 x dx 
—— = 0 et en déduire 

—9 COS x o cos (x — 8) 
xe abe 

cos (x — 0)" 

R. 26 Log (tg (5 + 3). 

sans calculer la primitive | 



CHAPITRE XX 

GENERALISATION 

DE LA NOTION D’INTEGRALE DEFINIE 

1. — Intégrales ayant une borne d’intégration infinie. 
Soit f(x) une fonction continue dans un intervalle de la forme (a, + ~(. 

La fonction F(x) = ip F(t) dt est alors définie pour toute valeur de x supérieure 

ou égale a a. 

Si la fonction F(x) tend vers une limite finie L lorsque x tend vers + ©, 

on note cette limite : 

iF eee 

(symbole qui se lit : somme de a a plus l’infini de f(x) dx) et on dit que |’inté- 

grale | ee I (x) dx est convergente. 

Si F(x) ne tend pas vers une limite finie lorsque x tend vers + 0, on dit 

que |’intégrale | it f (x) est divergente et le symbole |” I (x) dx ne repré- 

sente alors plus rien. 

Lorsqu’on connait une primitive G(x) de la fonction f(x), ona : 

F(x) = G(x) — G(a) 

+a 

et pour que |’intégrale I (x) dx converge, il faut et il suffit que G(x) tende 
a 

vers une limite finie lorsque x tend vers + ©. Ona alors : 

x27 +00 

i © fC) de = tit G(x) = Gd) 

EXEMPLE |. — « étant un nombre réel quelconque et a un nombre stricte- 

ment positif, cherchons quelle condition doit remplir le nombre « pour que 

Vintégrale i 
a 

at Ses 
—; soit convergente. 
x 
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Si « est différent de 1, on peut prendre : 

G(x) = | dx = oe : 
x* (1 — «)x* 

Mais pour que G(x) tende vers une limite finie lorsque x tend vers + ©, 

il faut et il suffit que l’on ait a — 1 > 0, c’est-a-dire « > 1. 

On a dans ce cas : 
lim G(x) =0 

x7 +00 

et, par suite : 
[Es Knee Pas os = 1 

bet (daa). -@—)a 

Si a est égal 4 1, on peut prendre : 

G(x)'= [¢- Log x 

et on voit que G(x) ne tend pas vers une limite finie lorsque x tend vers + ©. 

En résumé : 
+o ‘ : ope! dx 

Le nombre a étant strictement positif, pour que Il intégrale i — Soit 
% 

convergente, il faut et il suffit que l'on ait a > 1. 

2. — Critéres de convergence. 

Lorsque |’on veut seulement savoir si |’intégrale dhe J (x) dxest convergente 

ou non, sans se préoccuper de sa valeur exacte dans le cas ou elle est conver- 

gente, il est souvent inutile de calculer pour cela une primitive de f (x) (Rappe- 
lons d’ailleurs que dans bien des cas une telle primitive ne peut pas s’exprimer 
a l’aide des fonctions que nous connaissons). Nous allons indiquer dans ce 

paragraphe quelques méthodes qui permettent de conclure a la convergence 

ou a la divergence de |’intégrale examinée sans avoir 4 connaitre de primitive 
de f (x). 

Remarquons d’abord que si 6 appartient a l’intervalle (a, + o(, l’égalité : 

x, b x 

[foa= [rods [roa 
a a b 

montre que 
+ co + co 

Les deux intégrales [ I (x) dx et { J (x) dx sont convergentes ou diver- 
a b 

gentes en méme temps et l’ona : 

[reyae “ [ feoas - [vende 

(ce qui généralise la formule de Chasles). 
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Par suite (et sans qu’il soit besoin de le répéter chaque fois) pour que 
+o 

Vintégrale | f(x) dx soit convergente, il suffit que f(x) vérifie l'un des 
a 

critéres de convergence que nous allons indiquer lorsque x est suffisamment 
grand, c’est-a-dire qu’il existe un nombre 5 tel que f(x) vérifie les conditions 
du critére lorsque x > b (il est inutile que f(x) vérifie ces conditions lorsque x 
est compris entre a et 5). 

Remarquons également que si f(x) et g(x) sont des fonctions telles que les 
+ 2 +00 

intégrales [ T(x) ax et i, g(x) dx soient convergentes et si A et B sont. 
a 

+ 

des constantes, Vintégrale | (Af(x) + Bg(x)) dx est également convergente 
a 

et que l’ona : 

i ag Oe ee { eee i Se 

Supposons d’abord que l’on ait f(x) > 0 pour tout x > a. La quantité 

F(x) =|" f(t) dt est alors une fonction non décroissante de x et par suite 

deux cas as es? sont possibles : 

ou bien F(x) tend vers'+ © lorsque x tend vers + © (circonstance que l’on 

note parfois |" f(x) dx = +99); 
a 

ou bien F(x) est majoré par un nombre fini K sur l’intervalle (a, + of et 

par suite F(x) tend par valeurs inférieures vers un nombre fini L < K lorsque 
+o 

x tend vers + ©. Lintégrae | J (x) dx est alors convergente et égale a L. 
a 

Cette remarque a la conséquence importante suivante : 

THEOREME | (DE COMPARAISON). — Si f(x) et g(x) sont des fonctions conti- 

nues dans T’intervalle (a, + «© (telles que pour tout x > a on ait les inégalités : 

0 < f(x) < g(x) 

+ 00 

la convergeiice de rintégrale | g(x) dx entraine celle de I’ intégrale 
a 

[ "700 dx. 

En effet, l’inégalité f(x) < g(x) entraine que l’on a pour tout x >a: 

[ “ft)dt < | “e(t) dt. 
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L’inégalité 0 < g(x) entraine : 

[ “g(t) dt < [ “a dx. 

oe + © 

On a donc toujours [ S(t) at < | g(x) dx, ce qui entraine, puisque 
a 

+ co 

f(x) = 0, la convergence de l’intégrale i F(x) dx et l’inégalité : 

[soar < [ee dx. 

REMARQUES. — 1. D’aprés ce qui précéde, il suffit évidemment qu’il existe 

un nombre b > a tel que l’on ait : 

0 < f(x) < g(x) (Wx > b) 

+00 

pour que la convergence de |’intégrale il g(x) dx entraine celle de l’inté- 
a 

grale i ee f(x) dx. 

2. Supposons maintenant que les fonctions f(x) et g(x), continues dans 

(a, + (, soient telles qu’il existe des nombres A et B strictement positifs 

tels que les inégalités : 

0<f(x) 0 < g(x) et Ag(x) < f(x) < Bg(x) 

soient vérifiées dés que x est supérieur ou égal a un certain nombre b. Les 
+00 + 00 

intégrales i I(x) dx et | g(x) dx sont alors convergentes ou divergentes 
a a 

en méme temps. 
+0 +00 

g(x) dx entraine celle de [ Bg(x) dx, 
a 

En effet, la convergence de i 
a 

+o +2 

donc celle de | f(x) dx et la convergence de | f(x) dx entraine celle 
a 

+ 

- 7 g(x) ax [“e dx. 
a 

+o 

de | Ag(x) dx, donc celle de { 

3. Cette circonstance se trouve réalisée en particulier lorsque les fonc- 

tions f(x) et g(x), positives pour x suffisamment grand, sont telles que le rap- 

f(x ee 
port ~ tende vers une limite finie m non nulle lorsque x tend vers + o. 

En considérant le cas ot g(x) = —, on peut donc énoncer le : 
| 
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THEOREME 2, — Soit f(x) une fonction continue dans lintervalle (a, + of, 
positive lorsque x est suffisamment grand et telle que f(x) soit un infiniment 

er ye eee ra Si tte ee 
petit d’ordre « par rapport a Vinfiniment petit principal : lorsque x tend vers 

+0 

+ co. Pour que Pintégrate | J (x) dx soit convergente, il faut et il suffit 

que lonaita > 1. 

+00 

EXEMPLE 2. — L’intégrale I e * dx est convergente. On a en effet 
0 

x? <e* lorsque x est suffisamment grand (chap. X). La convergence de 
+o 

l’intégrale i 
dx x per Sate : 7m : 
— entraine donc celle de e ~ dx qui entraine a son tour 

1 x 1 
+ 00 Fee 

celle ae | er “tax. 
0 

EXEMPLE 3 L’intégrale ir = est divergente car, lorsque x tend 
; Chew eho ny 

vers + 00, la fonction est un infiniment petit d’ordre 1 par rapport 
1 

a/x? +1 
el 
a=. 

Dé 

3. — Cas d’une fonction de signe quelconque. 
Le cas ot la fonction f(x) est toujours négative ou nulle pour x assez grand 

se raméne au cas d’une fonction toujours positive ou nulle grace a la multipli- 

cation par — ]. 
Sila fonction f (x) ne garde pas un signe constant lorsque x est suffisamment 

+ co 

grand, on commence par étudier la convergence de |’intégrale i | f (x) | dx 
a 

caronale: 

THEOREME 3. — f(x) étant une fonction continue dans l’intervalle (a, + © 
+0 

la convergence de rintégrale | | f (x) | dx entraine celle de Tintégrale 

[ Se yaya 
Soient en effet les deux fonctions f*(x) et f(x) ainsi définies : 

' fix) si fx) 20 
ey). 2 eh re<0 

ct: 

Sean t60) apuiisi lfc © 
ca ee si f(x) > 0 
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Ces deux fonctions sont continues dans l’intervalle (a, + o( et ona : 

O<ft()<lf@| et O<f@<If@)| (x24). 
+00 

La convergence de Hintégrale [ | f(x) | dx entraine donc celles des 
a 

intégrales as f @&) dx fee F (dx, et encore. celle de ["7@ dx 

puisque f(x) =f "(x) — f(x). 
D’ou le théoréme. 

+o 

Si rintégrale |" | f(x) | dx est convergente, Iintégrale |“ J (x) dx est 

dite absolument convergente. Toute intégrale absolument convergente est donc 

convergente. Mais il existe des intégrales qui sont convergentes sans étre 

absolument convergentes. De telles intégrales sont dites semi-convergentes. 

EXEMPLE 4. — Le nombre « étant strictement positif, montrons la conver- 

gence de l’intégrale : 

Six, 
| —— OX. 

2n xX 

1 cas. — Sia > | Vintégrale est absolument convergente puisque 

sin x l 
ri x x 

2° cas. — Si0 < a < 1, une intégration par parties donne 

X sin x — cos x]* X cos x 
lcciee a Comer cee Mae area eo" 

2x xX x 2n 2x X 

La derniére intégrale est absolument convergente puisque a + 1 > 1 et 

comme 

l’intégrale du 1°" membre est convergente. 

Montrons qu’elle ne converge pas absolument. On a en effet : 

x | sin x | X sin? x er 
2n x 2x xX 

X sin* x X1 — cos 2x x dx X cos 2x 
a dx i ThE ax — te = dx. 

2n x an. 2X 2n 2X 2n 2X 

Au 2° membre, nous avons la différence de deux intégrales dont la premiére 

diverge et la seconde converge comme on vient de le voir sur un exemple 

analogue, par suite l’intégrale du premier membre diverge. 

Or 
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REMARQUE. — La convergence de |’ intégrale |” J (x) dx n’entraine pas 

nécessairement que la fonction f(x) tende vers 0 lorsque x tend vers + ©. 

La fonction f(x) peut méme ne pas étre majorée sur (a, + oo ( comme le mon- 

tre exemple de la fonction f(x) = 3x cos x° — ae qui admet pour primi- 

nx? 
tive 

4. — Intégrales ayant deux bornes infinies. 
On peut immédiatement transposer la théorie précédente pour définir des 

intégrales de la forme J (x) dx lorsque f(x) est une fonction continue sur 
co 

lintervalle )— 0, a). La théorie de la convergence de ces intégrales est prati- 

quement la méme que précédemment. 

La fonction f étant continue sur l’intervalle )— o, + o), s’il existe un 
a + oo 

nombre a tel que les deux intégrales i I(x) dx et { J (x) dx soient conver- 

+o 

gentes, on dit que Vintégrale | F(x) dx est convergente et on pose : 
san? 0} 

[seas ~ [° fo dx + [1 - 

A partir de la généralisation de la formule de Chasles établie au § 2, on voit 

que cette définition ne dépend pas du nombre a choisi. 

C’est ainsi que l’intégrale : 

+o ee 

i CET be 

xX 

REMARQUE. — Soit une fonction f(x) telle que expression | I (x) dx 

est convergente. 

tende vers une limite finie L lorsque X tend vers + ©. I] ne faudrait pas croire 
+o 

que l’intégrale f(x) dx est nécessairement convergente comme le montre 
Se 8, 

le contre-exemple de f(x) = x: 

+X one Pabwe a . 
Ona i x dx = 0 pour tout X, alors que les intégrales | x dx et x dx 

-xX a 

sont divergentes. 

On nomme parfois une telle limite L la valeur principale de \intégrale soit 

bat?! 

E.= up [_r09 dx = lim iE T(x) dy. 
— oo 5 =X Xo 
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+ 0 

Si rintégrale | f (x) dx est convergente sa valeur sera égale a sa valeur 
Saye) 

principale. 

5, — Intégrale d’une fonction discontinue. 
Xo et b étant deux nombres que nous supposerons tels que x9 < 5 (pour 

fixer les idées) et f(x) étant une fonction continue dans l’intervalle )xo, 5), 

mais pas nécessairement continue a droite pour x9, nous nous proposons dans 
b 

ce paragraphe de donner dans certains cas un sens a l’expression i F (x) dx. 
xO 

b 

La fonction F(é) = f(x) dx se trouve définie pour toute valeur de ¢ 
xote 

telle que 0 <é <b — xo. Si la fonction F(e) tend vers une limite finie L 
b 

lorsque ¢ tend vers 0 a droite, nous dirons que Vintégrale | F (x) dx est conver- 
xo 

gente et nous poserons : 

L= ik I(x) dx. 

Dans le cas ot F(e) ne tend vers aucune limite, nous dirons que |’inté- 
b 

trale | (x) dx est divergente. 
xO 

C’est ainsi que l’on voit immédiatement que si la fonction f(x) tend vers 

une limite finie lorsque x tend vers x9 par valeurs supérieures, c’est-a-dire si 
b 

f(%o + 0) existe, Vintégrae | f(x) dx est convergente et a pour valeur 
xo 

b 

| g(x) dx, la fonction g(x) étant égale a f(x) sur l’intervalle )x 9,5) et a 
xo 

. . . . b 

f (Xo + 0) pour x = Xo. On voit en particulier que l’intégrale S (x) dx ne 

dépend pas de la valeur f(x,) prise par la fonction fen x9 (Sif ls) est défini). 

On peut développer une théorie concernant la convergence des intégrales 

de fonction discontinue calquée sur la théorie exposée dans les paragraphes 

précédents. Cette ressemblance n’est d’ailleurs pas purement formelle car on 
peut se ramener a |’étude de la convergence d’une intégrale 4 borne infinie 

1 

X— XQ 
Nous ne traiterons donc pas cette théorie en détail, mais nous en indique- 

rons les points les plus importants. 

en faisant le changement de variable X¥ = 
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raps . ; b 
Etudions d’abord la convergence de Vintégrale { 2 ay Si a est 

a: xo (X — Xo)” 
distinct de 1, ona: 

| 1 1 
a Soest ut oa Ae 
(X% =i Xp) (1 — a) (x — xp)" : 

et par suite : 

[ dx = 1 us 1 

eee oy eS a = ee) ee 

Pour que |’intégrale soit convergente il faut et il suffit donc que a tende 
€ 

vers une limite finie lorsque ¢ tend vers 0, c’est-a-dire il faut et il suffit que 
Von aita —-1<Od’ota <1. 

Sia = Ona: 

dx b dx 
| = bes = 201 et [= bee lb x01 - Log el. 

Cette expression ne tend pas vers une limite finie lorsque ¢ tend vers 0. Donc : 

b 

Pour que l’intégrale j _ soit convergente, il faut et il suffit que l'on 
xo (X = Xo) 

Dic I. 

Il est bien évident que si b’ est un nombre tel que x9 < b’ < b, les deux inté- 
b b 

grales ‘ f(x) dx et { f(x) dx sont convergentes ou divergentes en méme 
xo xo 

b 

temps. Pour étudier la convergence de Vintégrate [ f(x) dx, il suffit donc 

d’examiner la fonction f (x) pour des valeurs de x aussi proches qu’on le voudra 

dex: 

Si la fonction f(x) est positive ou nulle pour tout x € )xo, 5) on essaie 
b 

d’étudier la convergence de l’intégrale| (x) dx en comparant la fonction 
XO 

f(x) a une autre fonction g(x) également positive ou nulle sur |’intervalle 

)Xo5 b). 

I(x) En particulier, si la fonction He tend vers une limite finie m non nulle 
x 

b 

lorsque x tend vers x) a droite, on voit que les deux intégrales | f(x) dx 
xo 

(Cb be 

= g(x) dx sont convergentes ou divergentes en méme temps. C’est ainsi 
xo 

que lon ale: 
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Tutorime 4. — Soit f(x) une fonction continue dans l’intervalle )xo, b), 

positive lorsque x est suffisamment proche de Xo et telle que f(x) soit un infi- 

niment grand d’ordre « par rapport al’ infiniment grand principal Pieer lorsque x 
mero 

b 

tend vers Xp, a droite. Pour que I’intégrale i I (x) dx soit convergente, il faut et 
xo 

il suffit que l'on ait a < 1. 
b 

Lorsque Vintégrale | | f(x) | dx est convergente on démontre que |’inté- 
xo 

b 

grale| f(x) dx est convergente et on dit encore qu’une telle intégrale est 
xo 

absolument convergente. En particulier, 

b 

Si la fonction | f(x) | est majorée sur )Xo, b), rintégrale | f (x) dx est 
xo 

convergente. 

Considérons maintenant une fonction f(x) continue sur l’intervalle fermé 

(a, b) sauf pour une certaine valeur x) comprise dans |’intervalle ouvert )a, b(. 
xo b 

Si les deux intégrales i f(x) dx et | f(x) dx sont convergentes, on dit 

b 

encore que |’intégrale i I (x) dx est convergente et on pose : 

b XO b 

{ I(x) dx= | f(x) dx + i F(x) dx 

REMARQUE. — II est possible que la somme 

| PS goge| peas 
xote 

ait une limite lorsque € tend vers 0 sans que chacune des deux intégrales con- 
b 

verge. On appelle alors cette limite la valeur principale de Vintégrale | I (x) dx. 

Par exemple : a n’ d I p Wee: 2) a pas de sens, mals 

: x mer? bo 2 ax, ; | Ree oe 
lim ee es feet an vais 
a ee x(x +2)” l x(x + 5) baie Nie anise a 
e>0 

d’ou : 

2 dx 
| re) ONE Log 2. 
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Plus généralement, soit une fonction f(x) continue d peu prés partout sur 
lintervalle fermé (a, b) c’est-a-dire continue sauf en un nombre fini de points 
X41, Mow. ona metels Que : 

ay es SS, = XD 

Si a = Co, Cy, «.-, Cy—1, C, = 5 sont des nombres tels que : 

Beek) Ns 65 Xe XS ot SC Se SS 

et si chacune des intégrales : 

[709 as (<i<n—}) 

b 

est convergente, on dit que Pintégrae | f(x) dx est convergente et on pose : 

['409 as wd [100 dx + [feos a ee [- sera 

En particulier 
b 

Si la fonction | f (x) | est majorée sur Tintervalle (a, b) rintégrate | Ft (x )dx 

est toujours convergente ('). 

Si la fonction f(x) n’a entre a et b qu’un nombre fini de points de disconti- 

nuité, tous de premiére espéce, c’est-a-dire si f(x + 0) et f(x — 0) existent 

pour tout x appartenant a l’intervalle ouvert )a, b( 

et si f(a + 0) et f(b — 0) existent (en supposant 
b 

a < b), lVintégrale I f(x) dx a une interprétation 

géométrique trés simple (c’est l’aire algébrique 

hachurée sur la figure 1) et la _ fonction 
b 

F(x) -| f(t) admet en tout point x de )a, b( les 
a 

nombres f(x — 0)etf(x + 0) pour dérivée a gauche 

et dérivée 4 droite. Si a < b, la fonction F admet Fig t. 

en a la dérivée a droite f(a + 0) et en b la dérivée 

a gauche f(b — 0). 
c étant un nombre quelconque compris entre a et 6, on vérifie que l’on a 

encore la relation de Chasles : 

i “ieee ie i ey eae fads. 

(2) Une fonction continue a peu prés partout sur l’intervalle (a,b) et bornée en 

valeur absolue sur cet intervalle sera dite de type CB (voir tome II, p. 231). 
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b b 
Si les intégrales { J (x) dx et i) g(x) dx sont convergentes et si A et B 

b 
sont des constantes, l’intégrale | (Af (x) + Bg(x)) dx est encore convergente 

a 

etona: 

[are + Bg(x)) dx = Af’ fo) dx + BY a(x) dx. 

b b ‘ 
Si les deux intégrales i FS (x) dx at | g(x) dx sont convergentes et si ona : 

a 

f(x) < g(x) 

pour toute valeur x de (a, b) sauf au plus pour un nombre fini de valeurs, on 

a l’inégalité : 

[ Tone [2 dx 

En effet les valeurs pour lesquelles on aurait f(x) > g(x) sont nécessairement 

des points de discontinuité de l’une des fonctions f ou g et la valeur de f (ou 

de g) prise en ce point n’influe pas sur la valeur de l’intégrale correspondante. 

Soient enfin un nombre a et une fonction f(x) telle que, pour tout x 2 a, 

la fonction f n’admette qu’un nombre fini de points de discontinuité sur (a, x) 

et telle que |’intégrale [ f(t) dt soit convergente. Si i f(t) dt tend vers une 

+a 

limite finie L lorsque x tend vers + o, on dit que |’intégrale { Fixyas 

+ 

est convergente et on pose { Slax = L, 
a 

La théorie faite dans les paragraphes 1, 2 et 3 s’étend sans peine a ces 
intégrales. En particulier lorsque la fonction f(x) n’admet qu’un nombre fini 

de points de discontinuité sur tout intervalle de longueur fini, on peut parfois 
+0 

définir Vintégrale { F(x) dx. 

EXERCICES 

1° Calculer : 

+00 +© Log (1 + x) pte dx. 
(1 — th x) dx, i ———— dx, i! naan cesaeiniceescaeeaee 0). 

i 1 x! aC + 1) A/x¥ 4 a? ee sage 

1 
R. Log 2, ; (Log 16 — 1), eee 
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2° Calculer : 

1 Log x. dx Y x dx to x2 — J 

fee bea yo Ll Geri 
R: Log 2— 5, 5. 5 

3° Tracer le graphe de y = (e2 + at + b)e~' dt, a et b étant choisis de facon 

que ce graphe soit tangent 4 Ox aA point d’abscisse 1. 

*4o Etablir l’égalité : 

[a0 sin t)dt=—n7 

ou n désigne un entier strictement positif et E(x) le plus grand entier ordinaire égal 
ou inférieur a x. 

*50 Etablir l’égalité : 

[ ies dx AS { Per abe 

Jo Voxet +2244 2s Vat +1 
; ial : : 1 

en faisant dans la premiére intégrale le changement de variables défini par x = t — 7: 

*6° Montrer que n étant un entier positif : 

1 

I (Log x/' dx =(— 1"! 
0 

*7° On pose 7; = cos n (Arc cos x) ot n désigne un entier positif. Vérifier les 

égalités : 

+1 T?(x) 7 +1 T,(x) T,,(x) 
—+——— dx = -, SS 

1 V1 — x2 2 = V1 — x? 

**§0 Etablir l’égalité : 
ace 74 bs Tl 

I, (ees. T 
n sin - 

n 

dx =0, sin ~m 

ou 7 désigne un entier positif (on établira d’abord la formule : 

n-1 

Uo be OK : 0 
Py eS >* [Log | x —a,| +7 Arg (x — a,)]} 

0<k 

formule dans laquelle : 
im 
—(1+2k) 

Ak —< e ) 

**Jo Montrer que si 0 < a < 5b, il en résulte 

ce 3 ca tes 
TE iad Uae SERIES 1B cag SN fs 
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et en déduire que : 
fi | b dx 1 
ee 
boa Ja Vx(b—x)(x—a) Va 

‘ Tw 

2 

*#10° Etablir la convergence de l’intégrale J = [ Log sin ¢ dt. Vérifier les égalités 
0 

sin 2t 

2 

Tw Tw ae ape 

T= |? Log cos rat = 5 {* Log dt 
0 0 

et en déduire 

je BE as eA = a8 og 

(on ne cherchera pas a calculer la primitive | Log sin t df). 

+00 
**11° Montrer que I sin x* dx est convergente si |a| > 1 et divergente si 

1 

lo|<1. 

**12° Montrer, sans chercher a expliciter les primitives, que si 0 <a< bet si 
Xess 

+00 is ae eee rbx ae 

oe aes | =a 
. [, t ax t 

et en déduire : 
+00 et e et y? dt 

lim ————- dt et lim ' 
x>0 JX t yoy. Log t 

b 
R. Log - et Log 2. 

**13° On considére la fonction définie par les conditions : sin <x<n-+1, 
1 

F(x) = See , Wn entier positif ou nul. Montrer que l’intégrale : 
e ot {5 

[reo a 
est convergente. 

— 7 

R. On bornera f(x) par la fonction g(x) = eh EN 
VX 



CHAPITRE XXI 

EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

DU PREMIER ORDRE 

1. — Définitions. 

On est conduit fréquemment a chercher une fonction inconnue y(x) qui 

doit satisfaire 4 des conditions imposées a l’avance : 

EXEMPLE |. — Rechercher une primitive d'une fonction donnée f (x) revient 

a chercher une fonction y satisfaisant a l’égalité : 

y’ = f(x). 

EXEMPLE 2. — L’étude des mouvements vibratoires conduit a chercher une 

fonction y satisfaisant a l’égalité : 

y" a wy = 0) 

ou @ est un nombre donné. 

Les exemples 1 et 2 sont des cas particuliers d’équations différentielles. 

Une équation différentielle est une équation de la forme : 

1) 1 GG ae a ed Cee 

ol! F(t, to, t;, .--, t,) est une fonction donnée des n + 2 variables indépendantes 

Tae Peete 
Une solution ou intégrale de \’équation (1) sur un intervalle J de R est alors 

une fonction y(x) définie sur J ainsi que ses dérivées jusqu’a l’ordre n telle 

que si l’on remplace ¢ par x, fo par y(x), t; par y(x), ..., ¢, par y™(x) dans 

l’expression F(t, fo, f,, ...,¢,), On obtienne une fonction de x nulle pour 

toute valeur de x € J. Le graphe de la fonction y(x) est alors appelé une courbe. 

intégrale de |’équation différentielle. 

L’ordre le plus élevé des dérivations de la fonction inconnue intervenant 

effectivement dans l’équation (1) est appelé l’ordre de l’équation différentielle (1). 

C'est ainsi que |’équation différentielle : 

xy’ =y? +x = 0 



288 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

est du premier ordre, et que |’équation différentielle : 

yy” - x? -y =0 

est du troisiéme ordre. 

Intégrer ou résoudre \’équation différentielle (1) c’est trouver toutes ses 

solutions sur les intervalles les plus grands possible. C’est ainsi que, si l’on 

désigne par F(x) une primitive de la fonction f(x), l’équation différentielle 

du premier ordre de l’exemple 1 

y = f(x) 

admet comme solution générale 

y= F(x) +4 

A désignant un parameétre arbitraire. 

Nous avons déja remarqué au chapitre VIII (§ 4) que les fonctions 

y = Acos wx + Bsin wx, ot A et B sont deux paramétres arbitraires, sont 

des solutions de |’équation du second ordre de l’exemple 2 : y” + w*y = 0. 

Nous verrons, au chapitre suivant, que |’on obtient ainsi toutes les solutions 

de cette équation. 

2. — Equations linéaires du premier ordre. 
Ce sont les équations de la forme : 

(2) yi = a(x) y + BX) 

oli a(x) et b(x) sont des fonctions données de la variable x. 

Dans le cas ou la fonction 6(x) est nulle, l’équation (2) est dite sans second 

membre (ou encore linéaire homogéne). De toute fagon |’équation : 

(2) y =a(x)y 

est dite l’équation sans second membre associée a \’équation (2). Pour intégrer 

Véquation (2) on commence par intégrer |’équation sans deuxiéme membre 
associée. 

En laissant de coté l’intégrale particuli¢re y = 0, on voit que |’équation (2’) 
Secrit. : 

dy 
— = a(x) dx. ‘ (x) dx 

Désignons par A(x) une primitive de la fonction a(x), l’équation précédente 

exprime que les fonctions Log | y | et A(x) ont une méme différentielle, c’est- 
a-dire qu’il existe une constante C telle que : 

Log|y| = A(x) + C 
ou encore : 

jy] =e ea 



EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE 289 

c’est-a-dire : 

y= t e& 4, 

La constante + e© désignant n’importe quel nombre non nul, on voit que 
les intégrales de |’équation (2’) sont les fonctions de la forme : 

(2") y= Ke4™ 

K désignant une constante quelconque (le cas K = 0 correspond 4 I’intégrale 
particuliére que nous avons laissée de cété tout a |’heure). 

Ceci montre en particulier que si h(x) est une solution non constamment 
nulle de l’équation sans deuxiéme membre (2’), les intégrales de l’équation (2’) 

sont les fonctions de la forme : 

y = LA(x) 

ot L désigne une constante arbitraire. 

Supposons maintenant que nous connaissions une intégrale particuliére 

yi(x) de l’équation avec second membre (2). 

En retranchant membre a membre |’égalité : 

yy = a(x) y, + d(x) 

de l’égalité (2), on voit que l’équation (2) équivaut a ]’équation : 

y —y, =a(x)(y — yi) 

c’est-a-dire que pour que y soit une intégrale de 1’équation (2) il faut et il suffit 

que y — y, soit une intégrale de |’équation sans second membre associée (2’), 

donc que y soit de la forme : 

Vis) 9 == Ket: 

Telle est l’intégrale générale de 1’équation (2). 

Ainsi donc 

On obtient Tintégrale générale de I’équation avec deuxiéme membre en 

ajoutant a Tintégrale générale de I’équation sans deuxiéme membre associée 

une solution particuliére de I’équation avec deuxiéme membre. 

Pour intégrer |’équation (2) nous sommes donc amenés a chercher une 

solution particuliére de cette équation. Ceci peut se faire au moyen de la méthode 

dite de la variation de la constante et qui consiste a faire un changement de> 

fonction inconnue. 

Dans |’expression (2”) de l’intégrale générale de |’équation sans deuxieme 

membre, remplacons la constante K par une fonction z(x) (encore inconnue) 

de x et cherchons quelle condition doit remplir cette fonction z(x) pour que 

la fonction y = z(x) e*™ soit une solution de l’équation (2). 
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L’égalité précédente entraine : 

y = 2(x) e4 A(x) + z (x) eA = 2(x) et a(x) + z(x) a) 

(puisque A’(x) = a(x)) et conduit a l’équation différentielle : 

z(x) 4 a(x) + z Gye” = atx) zx) eA) + B(x) 

qui s’écrit : 

z (x) e4 = d(x). 

A(x) Pour que la fonction z(x) e soit une solution particuliere de 1l’équa- 
tion (2) il faut et il suffit donc que z(x) soit une primitive de la fonc- 

tion b(x) e 4“, d’ou Vintégrale particuliére cherchée. 

EXEMPLE 3. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

(3) xy’ = y ws 

Elle est linéaire, car elle s’écrit : 

D y 
3 Te tells (3’) Vaz ge 

L’équation sans second membre associée s’écrit : 

a sey dy dx 
y == ou = 

x y X% 

soit, en intégrant membre a membre : 

Log|y| = Log|x|+C ou ly | =eo|x|. 

L’intégrale générale de |’équation sans deuxiéme membre est donc y = Kx. 

Cherchons une solution particuliére de l’équation avec deuxitéme membre 

par la méthode de la variation de la constante et posons pour cela : 

VrrxezO. 

En portant cette valeur de y dans l’équation (3) on obtient : 

z(x) + x 2’(x) = z(x) + | 
soit encore : 

we tk) = 
d’ou : 

l 
ro) 2 et z(x) = Log | x | (par exemple). 

La fonction y, = x Log | x | est donc une solution particuliére de l’équa- 
tion (3). On en déduit l’intégrale cherchée : 

y = x Log px] 4 Kx. 
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EXEMPLE 4. — Etant donné un circuit électrique de résistance R et de self- 
induction L, si on applique aux bornes la force électromotrice constante E, 
Vintensité du courant électrique dans le circuit est une fonction i(t) de l’époque t 
telle que : 

di(t) 

a 
+ Ri(t)=£ 

Cette derniére égalité est une équation différentielle linéaire qui permet de 
prévoir la forme de la fonction i(t). ; 

L’équation sans deuxiéme membre s’écrit : 

di di R 
L— = —— ai + Ri=0 ou ; i dt 

dont l’intégrale générale est : 

mas 
ia Ke 2. 

L’équation sans deuxitme membre admet manifestement la solution parti- 

culi¢re i = RR: L’intégrale générale de l’équation différentielle est donc : 

E at 
(t)==+Kel. 

R 

En particulier si le circuit est fermé a |’époque ¢ = 0, on aura i(0) = 0, 

E 
donc K = — Ret: 

ty =E (1 - °F") 
pour tout ¢ > 0. 

Cette expression n’est évidemment plus valable pour t < 0 (puisque alors 

i(t) = 0), mais on remarquera que pour ¢ < 0 |’équation différentielle prend 

une autre forme puisque alors la force électromotrice E est nulle. 

REMARQUE. — En appelant quadrature la recherche de la primitive d’une 

fonction donnée, ce qui précéde montre que toute équation différentielle 

linéaire (du premier ordre) peut étre intégrée au moyen de deux quadratures 

et que la connaissance d’une solution particuliére de cette €quation permet 

de |’intégrer au moyen d’une seule quadrature. 

Nous savons d’autre part que si z(x) est une solution non nulle de l’équa- | 

tion sans deuxitme membre associée, la solution générale de cette derniére 

est Kz(x). La connaissance d’une solution particuliére non nulle de l’équation 

sans deuxiéme membre, associée permet donc d’intégrer |’équation avec second 

membre au moyen d’une seule quadrature. 

Si on connait deux intégrales distinctes y,(x) et y2(x) de l’€quation avec 

second membre on voit donc que l’intégrale générale de |’équation sans 
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deuxiéme membre est K(y,(x) — y2(x)) et que l’intégrale générale de l’équation 

avec deuxiéme membre est 

yi(x) + KO) — y2(x)) = Cl + K) yi) — K y2(*). 

3. — Equations @ variables séparées. 
On appelle équations a variables séparées les équations différentielles du 

premier ordre qui peuvent s’écrire sous la forme : 

(4) y' Ff) = g(x) 

f(y) étant une fonction de y et g(x) une fonction de x. 

C’est ainsi que |’équation linéaire homogéne y’ = a(x)y est a variables 

séparées. 
En utilisant la notation différentielle une telle équation peut s’écrire encore : 

(4’) f(y) dy = g(x) dx. 

En désignant par F(y) une primitive prise par rapport a la variable y de la 

fonction f(y) et par G(x) une primitive prise par rapport a la variable x de la 

fonction g(x), l’égalité (4’) exprime que la différentielle de F(y) est égale a la 

différentielle de G(x), c’est-a-dire que les fonctions F(y) et G(x) différent d’une 

constante. L’égalité (4’) est donc équivalente a : 

(4") Fly) = G(x) + 

C étant une constante arbitraire. 

Passer de l’égalité (4’) a l’égalité (4”), qui s’écrit encore : 

| f(y) dy = | g(x) dx + C 

s’appelle intégrer membre a membre \égalité (4’). 

Il faut toutefois remarquer que, dans |’égalité (4"), la fonction y de x n’est 

pas définie explicitement mais « implicitement » comme racine d’une équa- 

tion qui dépend du nombre x. Dans bien des cas, cette équation se résout 

sans peine et permet de déterminer explicitement y comme fonction de vx. 

L’étude générale des fonctions implicites (chap. XXX) permet d’étudier la fonc- 
tion y dans les autres cas. 

EXEMPLE 5. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

(5) y =2xV1 - y?, 

Elle s’écrit : 

d 
(5‘) A EE te 

V1i-y? 

D’ot en intégrant membre 4 membre : 

Arc siny = x7 +C 
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ou: 
y = sin (x? + C): 

On a ainsi la solution générale de l’équation (5). Toutefois nous avons 
négligé deux solutions exceptionnelles. En effet, on ne peut passer de (5) a (5’) 
qu’en supposant y différent des constantes + 1 et — 1. Or, en fait, y = + 1 

et y = — I sont des solutions évidentes de l’équation (5). 

4. — Equations de Bernoulli. 

Ce sont les équations différentielles de la forme : 

(6) y' = a(x) y + B(x) y* 

a étant une constante quelconque. 
Si « = 0 ou a = | on se trouve en présence d’une équation linéaire. Nous 

pourrons donc supposer « distinct de 0 et de 1, En supposant y # 0(y = Oest 

en fait une solution si a > 0) et en divisant par y* I’équation (6) s’écrit : 

yy “=a(x)y'* + W(x) 

soit, en prenant z = y'~* comme nouvelle fonction inconnue : 
er) 

——— = a(x)z + 0(x). 
l-a 

On est donc ramené a intégrer une équation linéaire. 

EXEMPLE 6. — Soit a intégrer |’équation différentielle : 

(7) 2xy +y+ xy? =0. 

En écartant la solution y = 0, cette équation s’écrit : 

et se 
2x 2 

C’est une équation de Bernoulli pour laquelle « = 3. On est donc conduit 

1 Rae nif ones 
a poser z = -. L’équation précédente s’€crit alors : 

ay 

ae. ie Co ae ee ee 
Cette derniére équation est linéaire. L’équation sans deuxiéme membre 

associée s’écrit : 

Son intégrale générale est z = Kx. 

Cherchons une solution particuliére de |’équation (7’) par la méthode de 

la variation de la constante et remplagons donc z par x u(x) dans |’équa- 

tion (7’). On trouve : 

u(x) + xu'(x) = u(x) + x 
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ou u’(x) = 1. On peut donc prendre u(x) = x et on déduit la solution parti- 

culigre z = x? de l’équation (7’). L’intégrale générale de (7’) s’écrit donc : 

z= x? + Kx 

et l’intégrale générale de (7) s’écrit : 

=f. 
a/ x? + Kx 

On retrouve la solution y = 0 en faisant tendre K vers l’infini. 

5. — Equations de Ricatti. 
Ce sont les équations différentielles de la forme : 

(8) y’ = a(x) y? + d(x) y + c(x). 

La dérivée y’ est donc une fonction du second degré en y. Remarquons que 

lorsque la fonction a(x) est identiquement nulle l’équation est linéaire et 

lorsque c(x) est identiquement nulle, nous avons une équation de Bernoulli. 

Dans le cas général, pour pouvoir résoudre |’équation de Ricatti, il est 

nécessaire d’en connaitre une solution particuliére y,(x). Posons alors : 

Sa ts 0S 

z désignant une fonction inconnue de x et remplacgons y par cette valeur dans 

l’équation (8). Nous obtenons : 

yt e = ae +2y2 27) Hho e 2) +e. 

Mais, par hypothése : 

Yi=ayitby, +e 
et l’équation précédente se réduit a : 

z' = az? + (2ay, + b)z 

donc a une équation de Bernoulli que nous savons intégrer. 

EXeMPLE 7. — Soit a intégrer |’équation différentielle : 

| yi — x°) + 2xy? — ety =O: 

On vérifie immédiatement que y = x est une solution de I’équation. Posons 
donc : 

L’équation s’écrit : 

z'(1 — x*) + 2xz? + 3x?z = 0. 

Divisons par z? : 

, 2 

[(1- x) +2x+% 20. 
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et posons : 

l . Zz ; 
-= _—- — = UW. 

z ral 

Nous obtenons |’équation linéaire : 

u'(1 — x°) = 3x2u + 2x, 

L’équation sans deuxiéme membre s’écrit : 

a8 oe 3x? 

u tS 

ou: 

Log |u| = — Log| T= 2x°| + C 
et : 

ave K 

PAs. 

En faisant varier la constante, nous obtenons : 

K' = 2x et K=x°4+C. 

En « remontant » les calculs nous aurons donc successivement : 

EREAC eae ce gee tel 

peas pr as et tte C. 
u 

On remarquera que |’on retrouve la solution particuliére y = x en faisant 

tendre C vers |’infini dans la solution générale. 

6. — Conditions initiales. 
Toutes les équations différentielles du premier ordre étudiées dans ce cha- 

pitre ont des solutions qui dépendent d’un paramétre arbitraire. 

Pour déterminer une solution particuliére de |’équation différentielle il faut 

donc imposer une autre condition a la fonction inconnue cherchée y(x), comme 

parexemple celle de prendre une valeur donnée y, pour une valeur donnée xo 

de la variable, soit y(x9) = Yo. Une telle condition est dite une condition initiale. 

oe : a ee E ae ‘ 
C’est ainsi que la solution particulitre i(t)= R (1 —e i'\ide l’équation 

di et ry ke Oe 
a + Ri= E a été obtenue a l’exemple 4 par la condition ini- différentielle L 7 

tiale i(0) = 0. | 

Plus généralement on peut montrer qu’une équation différentielle d’ordre n 

pour une fonction inconnue y(x) posséde des solutions qui dépendent de n para- 

métres arbitraires 2,,A, ... 4, soit 

V(x) = f(%, Ay, Az «++ An) 

On dit alors que f est une intégrale générale de |’équation différentielle. 
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Pour déterminer une solution particuliére il faut imposer a la fonction cher- 

chée y(x) un nombre suffisant de conditions supplémentaires. 

On nomme conditions initiales la donnée des valeurs de la fonction et de ses 

n — | premiéres dérivées pour une valeur donnée de la variable, soit 

V(X), = Yor -¥ GS Roe yt ey yak 
Soit par exemple y = Acoswx + Bsinwx la solution de | équation 

y” + wy = 0. Imposons les conditions initiales y(0) = yo et y’ (0) = yo. On 
obtient y(0) = A et y’(0) = wB d’ot la solution particuliére : 

Y = Vo COS WX +22 sin wx 
@ 

EXERCICES 

1° Intégrer les équations différentielles : 

ce xty’ cos x — x*y sinx + 1 =0, y Logx +> =1, 

x(x — ly’ —-(® + )Dy4+1=0, (4 1y— x’ =x, 2xX%y 4+ xy Hx*tl. 

be 1+ Cx x+C 
R. =—L = = Be 

é ve (C—e Eien x COs x’ af Log x 

1+ C@— 1) ( 3) tote ne 
ES 2x 90) ee fake Ere ye 

*2° Intégrer les équations : 

, ‘\92 dx d 

VY. — ) = A277), Wan ae (.— .x*) y= xy =1 
= eee, 

2 4 

y =xy+ SED 2xy’ =y’—2x*y+x4+4.7—1, 2x(1— x) y’ +(1—2x) y =U —2x*)e*. 

R. di aids etad 2 2 Wiican ek y seri a x? + y2 + 2Cxy + C 1 = 0. 

_C+Arcsinx _ C—Log| x +Vx*—1| 
V1— x? oe Vx? 1 ; 

3x4\"" 
ae Ce C 

al eee ale y=xt > y=e +—————— 

C+x V\x—x?|- 
3° Intégrer |’équation différentielle : 

—( n me 
y a—")y= cay 



CHAPITRE XXII 

NOTIONS 

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

D’ORDRE SUPERIEUR AU PREMIER 

1, — Généralités sur les équations différentielles d’ordre supérieur 
a un. 

La théorie générale des équations différentielles conduit aux résultats 

suivants : si on désigne par x l’ordre de cette équation, la solution générale 

de cette équation contiendra n constantes arbitraires. En outre |’équation 

pourra admettre un certain nombre de solutions singuliéres dépendant de 
moins de n constantes. Ainsi on vérifie aisément que |’équation différentielle : 

P+ y= 

admet la solution générale : 

y =cos(x — A)+ B 

(A et B étant des constantes arbitraires) et les solutions singuliéres : 

yex+C Yur x+el 

(C étant une constante arbitraire). 

2. — Cas d’abaissement de lordre. 
Pour intégrer une équation différentielle d’ordre n : 

Ey hod Ve) 

on cherchera, en faisant des changements sur la variable indépendante et sur 

la fonction inconnue, a se ramener a I’intégration d’une équation d’ordren — |. 

Par répétition du procédé on peut ainsi dans quelques cas se ramener a une 

équation différentielle du premier ordre et appliquer les méthodes étudiées 

au chapitre précédent. Cet abaissement de |’ordre d’une équation différentielle 

peut, en particulier, se faire dans les deux cas suivants. 



298 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

1et cas : la fonction y n’intervient pas explicitement. — Soit une équa- 

tion différentielle : 

FOV oe 

dans laquelle la fonction inconnue y n’intervient que par ses dérivées. Si nous 

prenons comme fonction inconnue : 

Li 

nous sommes ramenés a une équation d’ordre inférieur an : 

POA Be. Bye ee 

et si nous savons déterminer z, y se calculera par une derniére quadrature : 

y= fe dx. 

EXEMPLE |. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

xy” +y’-—1=0. 

Posons y’ = z et résolvons : 

xz’ +z—-1=0 

ou: 
(xz)_= 1 

xZ=x+C 

aN 
x 

et par suite : 
y=x+CLog|x|+ D. 

EXEMPLE 2. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

We = y” 

En posant y” = z, cette équation s’écrit : 

dz 
ae 24 ou — = dx 

vs 
et par suite : 

Ze 

Par deux intégrations successives nous en tirons : 

y =Ce*+D 

y=Ce+Dx+E. 

2° cas : la variable x n’intervient pas explicitement. — Soit une équa- 
tion différentielle : 

He Oca way ye?) — 0) 
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ou la variable x n’intervient pas explicitement. I] est alors commode de pren- 
dre y comme variable et, en posant : 

de considérer z comme une fonction inconnue de y. 
Nous avons alors : 

te a ay 
puis : 

ee = a “ ( = . Shon. d2y 
ye = = (2 —] =2z—[z —] = 2(—-) + 2°, 

Ree RG ay dy \ dy dy dy* 
etc. 

En substituant ces valeurs dans |’équation initiale, on obtient une équa- 
tion différentielle : 

n-1 

F(y, be steer = 0 
dy dy” 

d’ordre n — | par rapport a la fonction z. 

Si on sait intégrer cette équation, nous obtiendrons z en fonction de y, 
soit : 

z= oy) 
et par suite : 

dy x = —_ 
p(y) 

qui, par intégration, nous donnera x en fonction de y. 

EXEMPLE 3. — Soit a intégrer 1’équation différentielle : 

y” Ss y ae 0 

(nous verrons au § 5 une méthode beaucoup plus rapide pour intégrer cette 

équation). 

En posant : 
te ae zz 
a4 dy 

l’équation s’écrit : 
zdz+ydy=0 

ou: 
z2 An i 

et par suite : 
dx 

dx =+ 
/A—y? 

OU > 

y= taro eB 
V/A 



300 ELEMENTS DE CALCUL INTEGRAL 

ce que l’on peut écrire : 

y = V/A cos (x — B). 

3. — Equations linéaires. 
Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme : 

(1) a,(x) y + a, y(x) yO" +... + ao(x) y = B(x) 

OU do(x), a;(X), . . ., Gy(x) et B(x) sont des fonctions données de x. Si a,(x) n’est 

pas la fonction constamment nulle, cette équation est d’ordre n. Dans le cas 

ou n = 1, on retrouve |’équation différentielle du premier ordre étudi¢e au 

chapitre précédent. 
La fonction b(x) est appelée le second membre de |’équation (1). Si b(x) 

est la fonction nulle |’équation (1) est dite sans second membre. L’équation : 

(1’) a(x) y” + a, (x) yr) +... tag(x)y =0 

est dite l’éguation sans second membre associée a |’équation (1). 
Soit y,(x) une solution particuliére de l’équation (1). On voit que, pour 

que la fonction y(x) = y,(x) + z(x) soit une solution de l’équation (1), il 

faut et il suffit que z(x) soit une solution de |’équation (1’). D’ou le résultat 

suivant qui généralise le résultat indiqué au § 2 du chapitre précédent : 

THEOREME 1. — La solution générale d’une équation différentielle linéaire 

s’obtient en ajoutant a une solution particuliére de cette équation la solution 

générale de [’équation sans second membre associée. 

On voit donc l’importance qu’il y a a intégrer |’équation (1’) pour pouvoir 

intégrer |’équation (1). 

Nous nous limiterons dans ce qui suit aux équations différentielles linéaires 

du second ordre, la théorie générale étant traitée dans le deuxiéme tome de 

cet ouvrage. 

Dans le cas ol n = 1, qui est celui de |’équation du premier ordre : 

ay(x) y' + a(x) y = 0 

la connaissance de la solution particuli¢re non nulle y, conduit, en _posant 

y = yz, a Péquation : 

Zz => 

dont la solution générale est z = K = Constante. 
Nous retrouvons le fait que l’intégrale générale de |’équation proposée est 

y = ky. 

Soient alors l’équation différentielle linéaire du second ordre : 

(2) a(x) y" + B(x) y’ + c(y) y = d(x) 
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et l’€quation sans second membre associée : 

(2’) a(x) y" + B(x) y' + e(x)y = 0. 

la connaissance d’une solution particuliére non nulle y;(x) de l’équation (2’) 
permet de ramener |’intégration de l’équation (2’) a celle d’une équation 
différentielle linéaire du premier ordre, et permet donc de I’intégrer complete- 
ment. Plus précisément, en posant : 

; POV is 
V’équation (2’) devient : 

alz"y, + 2z'y, + zyi] + BG’ y, + zy) + czy, =0 
ou, compte tenu du fait que y, est solution de (2’) : 

ay,z” + (ay, + by,)z’ =0 

qui est donc de la forme : 

(3) A(x) 2” + B(x) z’ = 0. 

On est alors ramené a intégrer |’équation différentielle 4 variables séparées 

(3’) A(x) u’ + B(x) u = 0 

Z= f. dx. 

Supposons maintenant que l’on connaisse une deuxiéme solution parti- 

culiére y,(x) de l’équation (2’). On connait alors la solution particuliére 

et a poser : 

y2(x) 

y(x) 
z,(x) = 

de l’équation (3) et par suite la solution particuliére Z,(x) de l’équation (3’). 

Il en résulte que si z,(x) n’est pas la fonction nulle, c’est-a-dire si nest pas 
1 

une constante, la solution générale de |’équation (3’) est de la forme u’ = K,z,(x) 

et la solution générale de |’équation (3) sera alors : 

y2(x) 

yi(x) 
z= K,2z,(x) + K, = K, + K, 

et celle de l’équation (2’) sera : 

y = Ky, y,(x) + Kp v2) 

K, et K, étant deux constantes arbitraires. En résumé on a le 
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THEOREME 2. — y,(x) ef y2(x) étant deux solutions particuliéres d'une équa- 

tion différentielle linéaire du second ordre sans second membre telles que le 

a(x) ( ye soit pas constant, l’intégrale générale de cette équation est 
V1\% 

y = Ky yy (x) + Kz y2(x) 

ou K, et K, sont deux constantes arbitraires. 

rapport 

REMARQUE. — Soit |’équation différentielle linéaire avec second membre (2) 

et supposons que Y,(x), Y2(x) et Y3(x) en soient trois intégrales particulitres 

Y, — Y, 

Y, — Y; 
précédent que l’intégrale générale de |’équation sans deuxiéme membre asso- 

ciée peut s’écrire : 

telles que le rapport ne soit pas constant. Il résulte du théoréme 

y=K,\(% — Y2) + K,(% — Ys) 

et que l’intégrale générale de |’équation avec deuxiéme membre (2) s’écrit : 

y= ¥,+ K(% — Y2) + K(% — Ys). 

Cette intégrale peut donc s’obtenir sans faire de quadrature. 

On voit de méme que la connaissance de deux intégrales particuliéres dis- 
tinctes de l’équation (2) permet de déterminer l’intégrale générale de cette 

équation au moyen d’une quadrature. 

Méthode de variation des constantes. — Nous allons indiquer maintenant 

une méthode (dite de ila variation des constantes) qui permet de trouver une 

intégrale particuliére de l’équation (2) lorsque |’on connait l’intégrale générale 

de |’équation (2’) et par conséquent d’achever dans ce cas l’intégration de 

P’équation (2). L’intégrale générale de l’équation (2’) peut en effet se mettre 
sous la forme : 

y = Cy yy (x) + Cy y2(x) 

yi(x) et y2(x) étant deux solutions particuliéres dont le rapport n’est pas 
constant, c’est-a-dire telles que : 

Vid2 — Vio FO. 

Cherchons une intégrale particuliére de |’équation avec deuxiéme membre 
de la forme : 

y = C(x) v(x) + C2(%) y2(x) 

ou C,(x) et C(x) seront deux fonctions de x. On devra avoir : 

y=Ciy, + Cy. + Cry, + Cr yp. 

Ayant introduit deux fonctions 4 déterminer C,(x) et C,(x), nous pouvons 
leur imposer la condition supplémentaire : 

Gavi + Crys => 0. 
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On aura alors : 

y=. Coy, + Cry, 
et: 

= Cy, + Cry, + Cry + Cry; 
dol, en portant dans |’équation (3) : 

a[Cy yy + Cry. + Cry + Cryo] + O[C, y, + Cr ¥2] + IC, yy, + Cry] =a. 
C’est-a-dire, en tenant compte que y, et y2 sont des solutions de l’équation (2’) : 

aC; y+ C29) =d 
Il faut et il suffit donc que !’on ait : 

\ Ci V1 + Cry. =0 

| CG, Ip-+ €3)2 = 
Q 
a 

Comme yiy2 — ¥;)2 ¥ 0, ce systéme d’équation en C} et C, est résoluble. On 
a en fait : 

= y ee fe) vy 

Cy = ¥ a , et GC = = ¢ 

VA VI S Sae Vie a) 12 

d’ot les fonctions C,(x) et C,(x) par des quadratures. 

Cette méthode permet donc de trouver une solution particuliére de l’équa- 

tion (3) et d’écrire ensuite l’intégrale générale de cette équation grace au théo- 

réme 1. 

EXEMPLE 4. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

(1 — x)y” + xy’ —y=2-—2x +x? 

en se servant du fait que y, = x est une solution de |’équation sans deuxiéme 

membre associée. 
L’équation sans second membre associée s’écrit : 

(= a)y? xy yp =.0. 

Remplacons dans cette équation y par y,z = xz. Elle devient : 

(1 — x) (2z' + xz”) + x(z + xz’) — xz = 0, 

c’est-a-dire : 
(1 — x)xz” + (x? — 2x + 2)z’ = 0, 

ou, en posant z’ =u: 

(1 — x)xu' + (x* — 2x + 2)u = 0, 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON, — I (5° éd.). 11 
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cette derniére équation, qui est 4 variables séparées, s’écrit : 

rx? — Ox t 2 1 2 

son intégrale générale est donc : 

x-—l 
u= Ke ee 

(K étant une constante arbitraire) d’ou : 

z= k[*Stedx=x[[Sae- [Sas] 
x x x 

une intégration par parties permet d’écrire : 

x x x 

[fa=5+ [Sa 
6 x x 

x 

Pel aK! 
x 

d’ou : 

K’ étant une constante arbitraire) et la solution générale de |’équation sans g q 

second membre : 

Y= XZ = Ke” + Kx. 

Cherchons maintenant une solution particuliére de l’équation avec second 

membre par la méthode de la variation des constantes. Celle-ci conduit a poser : 

y = A(x) x + B(x) e& 

A(x) et B(x) étant des fonctions que nous allons déterminer de telle sorte 
que y soit une solution de l’équation avec second membre. Comme nous 
l’avons dit, nous poserons de plus : 

A'(x)x + B’e®* =0 

et nous sommes conduits a l’égalité : 

2 Ds tere 
A(x) + B(x) e* = 

=x 

D’ou, en comparant ces deux derniéres égalités : 

p) ey) 2 re 2 ies ee sf pie Bes Ege es 

(x — 1) (x — 1) 

On a donc : 

A’'=1+ et On peut prendre A=x-— 
(« — 1)’ x—1) 
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De méme : 

B' II | © 
x 

— 
+ 

Vm 
~ i= pas 

— 

N 
+ 

x | 
— epee 

Mais on voit grace a une intégration par parties que : 

en en eno 
NN = 
eave | 4 ets 

e by bane, 

B= — [xe ee el ee) 
1 oh | x-1 

dot: 

en 

on en déduit la solution particuliére de |’équation avec second membre : 

x x 
PAO EB Se ag en x Xe 

D’ou la solution générale de |’équation avec second membre : 

y= Ke + K'x +7 4x 
ou encore : 

y=x? + Ax + pe 

A et yw étant deux constantes arbitraires. 

4. — Equations différentielles linéaires du second ordre 4 coeffi- 
cients constants. 

Ce sont les équations de la forme : 

(4) ay” + by’ + cy = d(x) 

a, b et c étant des constantes et d(x) étant une fonction de x. 

L’équation sans second membre associée s’écrit : 

(4’) ay” + by’ + cy = 0. 

Dans le cas de |’équation linéaire du premier ordre a coefficients constants : 

ay’'+ by=0 

la solution est y = Ke™ avec ar+ 6 =0 c’est-a-dire r = — b/a. 

On voit facilement que pour qu’une fonction de la forme y = e™ soit 

solution de (4’) il faut et il suffit que le nombre r soit racine (réelle ou complexe) 
de l’équation (4”) dite équation caractéristique de |’équation (4’) : 

(4") ar? +br+c=0. 

Si P’équation caractéristique admet deux racines distinctes r, et rz, |’ équa- 

et y, = e’* dont le x 
tion (4') admet les deux solutions particuliéres y, = e" 

rapport n’est pas constant. 
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La solution générale de l’équation (4’) est donc : 

y = Ky Con + K, Cia 

K, et K, étant deux constantes arbitraires. 
Supposons maintenant que |’équation (4”) admette une racine double que 

nous noterons 7. On aura alors : 

(5) ar? +br+c=0 

et : 

(5’) 2ar + b = 0. 
Comme nous |’avons vu, |’équation (4’) admet la solution y, = e*. Pour 

achever d’intégrer l’équation (4’) posons donc y = zy, = ze”. On aura : 

y =27'e* + rze* et y" = 2" e* + Orz' e&* + r*ze. 

L’équation (4’) s’écrira donc : 

a[z” e&* + 2rz' e&* +r? e*] + blz’ e&* + rze"] + cze* =0 

ce qui, compte tenu des égalités (5) et (5’), s’écrit : 

az’ e* = 0 OU 327 =O 

z sera de la forme Ax + yu (A et p étant des constantes) et la solution générale de 

l’équation (4’) s’écrira : 

y=daAxe*+pe™. 

On en déduit que 

Dans le cas ou l’équation caractéristique (4") admet une racine double r, 

les deux fonctions e’* et x e™ sont des solutions particuliéres de l’équation sans 
second membre. 

REMARQUE. — Dans le cas ou a, b et c sont trois nombres réels et ot: les 

deux racines r, et r, de l’équation (4”) sont distinctes, les nombres r, et r, 

sont réels ou imaginaires conjugués. S’ils sont imaginaires conjugués, ils sont 

de la forme y, = « + iB et y. = a — iB (a, BER) et on peut mettre |’inté- 

grale générale de |’équation (4’) sous une forme réelle de la fagon suivante : 
Ona: 

y= e'* ox e* eibx et y= e”* = ero tb. 

On en déduit les deux intégrales particuliéres de (4’) : 

R(y,) = ae = e™* cos Bx 

et: 

M1) = a = e* sin Bx. 
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L’intégrale générale de (4’) s’écrit alors : 

y = e*(Acos Bx + Bsin Bx) 

A et B étant deux constantes arbitraires. 

EXEMPLE 5. — Etant donné un nombre réel w non nul, |’équation sans 
second membre : 

y"—wy=0 

admet pour équation caractéristique : 

qui a pour racines @ et — o. 

L’intégrale générale de cette équation est donc : 

y = A e-* + ‘Bie °* 

(A et B étant des constantes arbitraires) qui peut encore se mettre sous la 

forme : 

= Achox + psha@x 

(A et pw étant des constantes arbitraires). 

EXEMPLE 6. — L’équation sans second membre : 

y" + @*y =0 

admet pour équation caractéristique : 

r>+@? =0 

qui a pour racines iw et — jw. 

L’intégrale générale de cette Equation est donc : 

y = Acos ox + Bsin wx 

(A et B étant deux constantes arbitraires) et peut se mettre également sous la 

forme : 
y = Kcos a(x — Xo) 

(K et x, étant deux constantes arbitraires). 

Comme nous venons d’indiquer des méthodes permettant d’intégrer dans 

tous les cas |’équation sans second membre 4 coefficients constants (4’), on 

pourra toujours intégrer |’équation (4) car on pourra toujours en trouver une 
solution particuliére, par exemple au moyen de la méthode de Ja variation 

des constantes. Dans certains cas, on peut cependant trouver une solution 

particuliére de 1’équation (4) plus simplement que par la méthode de la variation 

des constantes. 
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Remarquons d’abord sur si d(x) peut se mettre sous la forme 

A(x) = d,(x) + 4,(x) 

on obtient une solution particuliére de |’équation (4) en ajoutant une 

solution particuliére de l’équation : 

ay” + by’ + cy = d,(x) 

4 une solution particuliére de l’équation : 

ay" + by’ + cy = d,(x). 

Supposons maintenant que d(x) soit un polyndme du n-iéme degré : 

d(x) = a,x" + ... + x + a (a, # 9) 

et supposons c # 0. Il existe alors un polynéme de degré n solution parti- 

culiére de l’équation (4) que l’on peut déterminer par la méthode des coeffi- 

cients indéterminés. Posons : 

P= OX bt uu. + OX + Oy. 

Pour que y soit une solution de (4), il faut et il suffit que l’on ait les rela- 

tions : 
Cin =a, 

ND dy + CO,-1 = An-14 

a(p + 2)(p + 1) apa + Wp + MI) opay + Co =a, 

2a a, + bay + CH = ap. 

Si c est différent de 0, les égalités précédentes permettent de déterminer 

successivement les coefficients a, %,-1, -- +» Xo. 

Si c = 0, on pourra employer une méthode analogue en cherchant comme 

solution particuli¢re un polyndme de degré n + 1 ou n + 2 suivant que b 

n’est pas nul ou est nul. 

Dans le cas out le second membre d(x) est de la forme e** P(x), k étant une 

constante réelle ou imaginaire et P(x) un polyndme en x, on peut se ramener 

au cas précédent en prenant comme fonction inconnue la fonction z(x) telle 
que y = ez. Les méthodes précédentes permettent donc aussi de trouver 

une solution particuliére dans le cas ot d(x) est de la forme P(x) cos wx (ou 
P(x) sin wx), P(x) étant un polynéme. 

EXEMPLE 7. — Soit a intégrer |’équation différentielle : 

y" —2y'+y=e. 
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L’€quation sans second membre associée a pour équation caractéristique : 

r7>—2r+1=0 

qui admet la racine double r = — 1. 

La solution générale de l’équation sans second membre est donc : 

y = e*(A + Bx). 

Pour trouver une solution particuliére de l’équation avec second membre. 
la méthode indiquée conduit 4 poser y = e*z. D’ot: 

e*(z" + 22’ + z) — 2e(2’ +z) + ez = e& 

qui s’écrit encore : 

laquelle équation admet visiblement pour solution particuliére le polyndme 

x? 

z(x) = ale 

x2 

5) de |’équation On en déduit alors la solution particuliére y = e*z = 

sans second membre et la solution générale : 

x oy y=e(At+ Bx + 7 

de l’équation avec second membre. 

EXERCICES 

1° Intégrer les équations différentielles : 

ey ey ye ya Pe yt yt yt, 
2 

=: x 

Ry =A took = VF" 41 + 3 x, yo Ae*4+B+2x—— 

y=Los ts(5+4)| +2 Ctaha Hiatal oy eA 

2° Intégrer les équations différentielles : 

2yy’,=1+y? yy" +1=0 -yy"t+y"®—y' =0. 
R. (x—A)2—4B(y—B)=0 44°%x—B)’—2Ay—1=0 et y?=42x+4, 

x=y+ALog|y—A|4+B ou y=A. 
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3° Intégrer les équations : 

xy” —(x +2)y +y=0 (solution particuliére polynominale) 

y” + (tg x —2 cotg x)y’ + 2y cotg?x =0 (changement de variable ¢ = sin x) 

1 
f 2) y’ =0 lution particuliére y, = ————= (1 4+ x)? y" + 2x1 +x) ¥ +y (sotut parti VW Toa) 

-x 

ey t+xy—(X?+4+x4+)Dy=0 (sotution particuliére y, = ~ : 
x 

R. y=AX 424+ Ba—De, y=Asinx + Bsin?x, y=(A + Bx) y; 

Ale lhe Ber 
ST Sa er 

4° Intégrer les équations : 
—2x 

aa n” Ul é 

(1+ x)y" +(4x +5) +(4x+60y=e%, y" +4y ape Pe 

en posant : 
—2. 

y=ze™ 

R. y=e "(A+ BLog|1+x| +), y=e “(A + Bx — Log |x)). 

5° Intégrer les équations : 

y” + 3y’ + 2y = x — Scos 2x, y” + 4y = sin 2x 

y"” — 2y’ + 5y =e" cos’ x, y" —2y' +y = xe* 4+ 5. 

2x— 3 cos 2x — 3 sin 2x pe —x —2x 
R. y=Ae~+Be ao 4 + Z 

1 
y = A sin 2x + B cos 2x — 7 x cos 2x 

x 

y =e*(A cos 2x + B sin 2x) +5 + x sin 2x) 

x2 

yae'(4 +Bx+5)4+5. 

6° a et b étant des constantes liées par la relation (a — 1)? — 46 = 0, intégrer 
Péquation x*y" + axy’ + by = 0 par le changement de variable ¢ = Log | x |. 

aed 

R. y =|x|* (4 + BLog | x]) 

*7° Déterminer la fonction f telle que si l’on pose z = xf (2). z vérifie la relation : 

” ” if , Zz 

258 1 2ya|Zy + Zy— 25 =0 

et que l’on ait en outre pour x = let y = 4,z = 7. 

2 2 
R. Zz=(7—4A)x+ Ay et pat ety 
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*8° Intégrer l’équation y” + 2y’ — (3 + Ay = ex ot A désigne une constante 

strictement positive. Soit y,(x) la solution vérifiant les conditions y,(0) = 1, y,(0) = 0. 

Trouver lorsque A tend vers 0 la limite de la fonction y,(x) et vérifier que cette limite 
satisfait 4 l’équation y” + 2y’ — 3y = ex, 

1 
R. heat f: l(4x + 11) e* + 5e7™J. 

*9° On appelle (L) la courbe intégrale de 1’équation différentielle : 

(5x + Dy” + 3x + My’ + (x + Dy =0 

qui passe par le point A (3, 4) et a en ce point une tangente de pente — ; . Déterminer 

le cercle osculateur au point A a la courbe (L). 

R. x* + y* = 25. 

**10° Soient deux fonctions X(x) et Y(y) des variables indépendantes x et y véri- 
fiant la relation : 

4X + Y)+ X,Y; — Ax —y) (Xj — Y;) =0. 

1 1 
En déduire que mS + ree an = 0 et que X et Y sont des trindmes du second 

x y 

degré. On pose X(x) = ax? + bx + c, en déduire Y(y). 

1 6b 
R. ¥(y) = 4 (- at by + F—ae—e). 

sin (n + 1)0 

sin 0 
que le polynéme P(x) vérifie l’équation (1 — x*)y” — 3xy’ + n(n + 2)y = 0. Intégrer 
complétement cette équation différentielle : 

R. y =AP(x) + ov/; Se irs P(x). 

**42° Un point M décrit une courbe plane (C) et on appelle N le point ot la 
normale en M coupe Ox. Déterminer la courbe (C) de fagon que les grandeurs des 
vitesses de M et de N soient égales. 

R. ea Alt —3t) 3. y = 3A(t? — 1). 

**11° On considére le polynéme P défini par P (cos 0) = . Montrer 
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LIVRE II 

ELEMENTS DE CALCULS GEOMETRIQUES 

CHAPITRE XXIII 

GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L’ESPACE 

1. — Bases et repéres. 

Trois vecteurs u, v, w de l’espace sont dits linéairement indépendants si 
ae => a > ~ = 

Végalité Au + pov + vw = 0 (A, nw, veER) entraine A = p = v = 0. Sinon les 

vecteurs sont dits /inéairement dépendants. 

En particulier si l’on a 

Au + pv + vw =0 

et si nous supposons v # 0 il vient 

(1) w= (-s)u+ (-2)o 

Par suite, O étant un point de l’espace, et A, B, C les points définis par 

OA = u, OB = vet OC = w, l’égalité (1) s’écrit 

o¢ = (-<) 04+ (-) 08 
y y 

et montre que les points O, A, B et C sont dans un 

méme plan. C’est pourquoi trois vecteurs linéairement 

dépendants sont encore dits coplanaires. 
i — Saal ee —> > > > 

Soient alors i = OA, j = OB et k = OC trois 

vecteurs tels que O, A, B et C ne soient pas dans un 

méme plan et qui sont donc linéairement indépen- 
Fic. 1}. 

dants, et soit u = OM un vecteur quelconque de 
l’espace. La paralléle 4 OC menée par M rencontre en P le plan OAB (fig. 1). 
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Ona 
ina — > -— 

OM = OP + PM 

on peut écrire 
— —> = —_——_ = 

OP=xityj et PM =zk (x, y, zER) 

d’ot l’égalité : 
> —- > > > 

(2) u=OM=xityjt+zk 

et par suite 

Tout vecteur de l’espace est une combinaison linéaire de trois vecteurs linéaire- 

ment indépendants. 

La représentation du vecteur u donnée par (2) est unique. En effet, l’égalité 

xit yit zk=x'it yjt Zak 

peut s’écrire 

(x—x)it(y—y)i+(2-2)k =0 
as 

ce qui entraine, puisque i, j, k sont linéairement indépendants 

Koy APS eae 

On nomme base de |’ensemble & des vecteurs de l’espace un triplet (i, i, k) 

de vecteurs linéairement indépendants. Un repére (ou triédre de référence) R 

est la donnée d’un point O (dit origine) et d’une base. 

Les nombres (x, y, z) définis d’une fagon unique par l’égalité (2) sont dits 
> as 

les composantes (ou coordonnées) du vecteur u dans la base (i, j, k) et les 

coordonnées du point M dans le repére (Gate k), respectivement |’abscisse (x), 

l’ordonnée (y) et-la cote (z) du point M. 

Un repére étant choisi, l’application f de l’ensemble E des points de l’espace 

dans l’ensemble R* = R x R x R définie par 

f(M) = (x, y; 2) 

ou (x, y, z) sont les coordonnées de M est une bijection de E sur R®. Par suite 

Tout probleme de géométrie de l’espace peut se traduire en caleuls sur des 

triplets de nombres réels. 

On montre en particulier, comme on I’a fait pour les vecteurs d’une droite 
ou d’un plan, que les composantes de la somme de deux vecteurs s’obtiennent 

en ajoutant les composantes correspondantes de chacun d’eux, et que pour 

multiplier un vecteur par un nombre réel A on multiplie par 4 les composantes 
du vecteur. 

En particulier si M, et M, sont deux points de coordonnées (x,, y,, Z;) et 
: > 

(x2, ¥2, Z2) les composantes du vecteur M,M, = OM, — OM, seront donc 

CP hake hae Ny ieee Re Pe 7h) 
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Changement de repére. — Soient R(O, id i k) et R'(0’," i', j, k’) deux 
repéres. Le repére R’ étant défini a l’aide de R par la donnée des coordon- 

; ; sae ee as ee nées (Xo, Yo, Zo) de O’ et des composantes de 7’, j’ et k’, soit 

AN =a,it a,j + a,k 

ji =bitb,j+ bk 
> 

ki = c; yoy Crk 

Désignons par (x, y, z) et (x’, y’, z’) les coordonnées d’un méme point M 
dans les repéres R et R’. Ona 

—s > > = —- — 

OM=xityj+zk=00'+0™M 
= eeibivag Zok + xi’ + yj’ + z' k 

D’ou, en remplagant i’ i; 7” k’ par leurs expressions en i ey j,k, et en égalant les 

coefficients de i, ae | jetk: 

X =X + a,x’ + By’ + c42’ 

Y = Yo + 2x4 byy! + €22' 
Z= Zo at a3x’ + b3y’ 45 dh 

Ces égalités expriment les « anciennes » coordonnées en fonction des « nou- 

velles » mais on doit pouvoir inversement en déduire les expressions de x’, y’ z’ 

en fonction de x, y, z. Pour cela on a a résoudre un systéme de trois équations 

aux inconnues x’, y’, z’ et ce systeme admet une solution unique. 

2. — Longueurs et angles. 
a 

Un repére (O, i, j, k) est dit orthonormé si les vecteurs de base sont uni- 

taires et deux a deux orthogonaux, c’est-a-dire sil’ona : 

Un repére (O, i, 7 k) est dit de sens direct si pour un observateur placé 
5 ea Gace 

du méme cote du plan que le vecteur OC = k le 

repére (O, i, i) est de sens direct. On constate alors 
od 

que les repéres (O, ‘ k, i) et ce k, i, 7) obtenus par 

permutations circulaires de i, $5 k sont également 

de sens direct. 

Soit, dans un repére orthonormé (O, ee k), un 

vecteur 

i+ yj+zk Fic. 2. 
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Nommons m la projection de M sur le plan (O, i, j). Le triangle OmM étant 

rectangle en m, on a (fig. 2) 

|u|? = OM? = Om? + mM? = x? + y? + 2? 

Siv=xit+ yjt z'k est un second vecteur, on a 

(i+ vf — wv —v? = 2.0 
= (x ae ae ns (vty +(z rs zy (x he y? are Zz) — (x’* Be y’? ate zie 

= 2(xx’ + yy’ + 22’) 

D’ou |’expression du produit scalaire : 

SA , / , 
uU.v=XX + yy + Zz 

qui généralise a l’espace l’expression déja obtenue dans le cas du plan. 
Il est alors facile de montrer, comme on 1’a fait dans le plan, que le produit 

scalaire est distributif par rapport a l’addition. Nommons « l’angle, compris 
> > 

entre 0 et 2, des vecteurs u et v supposés non nuls. On sait que 

u.v=|ul.|v| cos « 
d’ou 

cos a= ti ARE eas ea 
(x? a y? i Z ye tes $y se Aig 

3. — Produit vectoriel. 

Cherchons a déterminer un vecteur 

w= Xi+ Yj + Zk 

perpendiculaire aux deux vecteurs, supposés non colinéaires, 

u=xityj+zk et p= x’ 

\ Y Y 
Le repére (O, i, j, k) étant orthonormé, les conditions s’écrivent 

.w=0 ou XX Vy + Zz = 0 

w=0 ou XX EO Vy 2200 

Ce systéme de deux équations aux trois inconnues X, Y, Z admet une infinité 
de solutions données par 

X = Ayz' — zy’) , Y=A(zx' — xz’) et Z= A(xy’ — yx’) 

‘ , . r . . ec ou A est un nombre réel quelconque. Considérons en particulier le vecteur w, 
obtenu pour A = 1, de composantes 

(3) yz’ — zy’, zx’ — xz’, xy’ — yx’ 
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que l’on appelle le produit vectoriel des vecteurs uet vet que |’on note 

w=u A v 

. = ; k > > 
On voit que ce vecteur w est défini quels que soient u et v. Calculons la norme 
de ce vecteur. On a 

|| w |? = (v2! — zy’? + (2x’ — xz’)? + (xy’ — yx’? 

on vérifie facilement (identité dite de Lagrange) |’égalité 

(y2' — zy’)? + (zx’ — xz’)? + (xy’ — yx’? 
= (x he y? fe 2*)(x!2 a yi? an 2/7) tel Ca: pe yy’ fs zz’) 

d’ou 

| wl? =|ul?.fol? — @.o? = ful’. ol?.sin? « 
=> > > 

en appelant « l’angle des deux vecteurs u et v. Par suite la norme de w est l’aire 

du parallélogramme construit sur les vecteurs 

=> 

P=u et 00=5 

Nous constatons donc que la norme du vecteur w et sa direction (si || w || # 0) 
ne dépendent pas de la base choisie. 

> 

Nous allons montrer que le sens du vecteur w dépend de |’orientation du 

repere. En effet si nous effectuons un déplacement continu du repére le vec- 

teur w dont les composantes sont des fonctions continues des composantes 

des vecteurs u et » ne peut changer brusquement de sens et par suite restera fixe. 

Amenons alors le repére a occuper la position (O, ie ie k,) de telle sorte 

que a et u soient colinéaires de méme sens et de méme pour ky et w. Soient 

(75. Hp 21 )-et (xi, Vs; z,) les composantes de u et v. Nous aurons Bee Os 

yy, =z, =O et — x,z,= 0, x,y, > 0 d’ot y; > 0 et z; = 0. Ainsi le vec- 

teur v est dans le plan (i, i) et fait un angle aigu avec le vecteur ie . Le triédre 

(O,"7 u, 2, ») est donc de méme sens que (O, ee hi k,) et par suite que (O, i,j, k). 

Le sens du produit vectoriel w est donc déterminé par la condition que les 

triédres (O, u, v, w) et (O,7 i, j, k) aient méme orientation. 
Le produit vectoriel change donc de sens quand on change l orientation 

du repére. 
Pour cette raison les physiciens disent que le produit vectoriel est un pseudo- 

vecteur Ou encore un vecteur axial. 

Propriétés du produit vectoriel. — 1° Ona 

> > > > 

ONE = —UWrv 
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en effet l’échange de (xyz) et de (x’y’z’) dans les expressions (3) change le 

signe des composantes de w. 
_> a > < 5 A * 

2° L’égalité u A v = 0 est vérifiée si 1’un des vecteurs est nul, ou si l’angle 
des deux vecteurs a un sinus nul, c’est-a-dire si les deux vecteurs sont colinéaires. 

> rox Z —> a 5 ie ae — 

Réciproquement, si u et v sont colinéaires on au A v = 0. 

3° Pour tout nombre réel A on a 

(du) Av = Alu A v) 

En effet si dans les expressions (3) on multiplie x, y et z par A les composantes 

de w sont multipliées par A. 
4° Le produit vectoriel est distributif par rapport a l’addition (théoréme 

de Varignon). ' 

C’est-a-dire 

uA (v+0,;)=UuA v+un vy, 

Si en effet (x,, y,, Z,) sont les composantes de D1, la premi¢re composante 

de u A (v + 0,) est 

y(z' + 24) — 2(y' + 1) = 2’ — zy’) + (V2 — 21) 

> > > > 

c’est donc bien la premiére composante de u A v + u A 2, (il en est de méme 

pour les deux autres composantes). 

> 

REMARQUE. — Soit (i, j, k) une base orthonormée, on a 

TAPSPAJHRAK HO 

PR FE FOP WET Oe eres 

et par conséquent 

LiAcG Nii iNeed | 

alors que 

a 1 ae tn VEE te Oe, Cea 
GNI) AF=OAF=O 

a . . . . r . oe Rie a 

ce qui montre que le produit vectoriel n’est pas associatif (l’écritureu A v A w 

n’a donc pas de sens), 

4. — Produit mixte. 

On appelle produit mixte de trois vecteurs u, v, w le nombre (wu, 2, w) défini 

par l’égalité 

(u, v, w) = u.(v Aw) 
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i 

Si u, v, w ont comme composantes (x, y, z), (x’, y’, 2’) et (x", y”, z”) (dans 
une base orthonormée) on a donc 

os ee y’ y" z' z" x’ x" 

A a (u, v, w) = z! z" 53 y x’ x" td y' y" 
| 

(4) ge xy’z" rk xz'y" a yz'x" Sa yx'2" - zx'y" es zy’x" 

ce que l’on écrit aussi (expression appelée « déterminant »). 

aes chaise 
ae , " 

A=ly oy! oy 
ae Zak ee 

Le produit mixte est la 

somme algébrique de produits 

3 a 3 de nombres pris dans ce 

tableau : on prend avec le 
signe + les termes correspon- 

dant a la diagonale xy’z” et aux 

deux triangles qui ont un cété Signe + SHINE 
paralléle a cette diagonale et avec 

le signe — les termes correspon- 

dant a la diagonale zy’x” et aux 

deux triangles qui ont un cété paralléle a cette derniére diagonale (régle de 

Sarrus ). 

Nous étudierons dans le tome II la théorie générale de ces déterminants. 

Fic. 3. 

Propriétés du produit mixte. — 1° II résulte de |’égalité (4) que le produit 

mixte ne change pas de valeur par permutation circulaire des vecteurs u, v, w 

mais qu’il change de signe par échange de deux vecteurs. On a donc 

> SS > > 

, v, W) = (v, w, 
> > So > 

— 
Il 

— ~ x = Ss ma 

> 

= — (u, w, v) = — (wy, v, u) = — (v, u, Ww) 

2° Ona 

(Au, v, w) = (Au).(v A w) = A(u, v, w) 

et 

(uy + Un, U; Ww) = (uy + Uz).(v A w) 

= (uy, v, W) + (Ud, v, Ww) 

ce que l’on peut résumer en disant que le produit mixte est linéaire par rapport 

au premier vecteur (donc par rapport 4 chaque vecteur en vertu de 1°). 

3° La condition uo A w) = 0 implique, si v A w # 0, que wu est ortho- 

gonalav A wdonc coplanaire avec v et w. La condition est vérifiée siv A w = 0, 
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= —_> é m 

c’est-a-dire si v et w sont colinéaires, et 
> 

par conséquent u, v et w seront encore 

coplanaires. En résumé : 
a 

La condition (u, v, w) = 0 est une 

condition nécessaire et suffisante pour 

que les trois vecteurs soient linéaire- 

ment dépendants. 

Fic. 4. 
40 INTERPRETATION GEOMETRIQUE. — 

F —_ > = > —s > 

Soient OP =u, OQ =v et OR=w 

trois vecteurs non coplanaires et R’ la projection orthogonale de R sur le 

plan OPQ (fig. 4). 

La norme h = || RR | est la distance de R au plan OPQ, la norme 

= uA D || est l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs OP 

et OO. 

Le produit V = A.h est donc le volume du parallélépipéde S construit 
> > > 

sur les trois vecteurs OP, OO et OR. 

Or, ona 

= (u, v, w) = w.(u Av) = (OR + R’R).(u Av) = BRU A Dd) 
ae SS > F . 

les vecteurs R’R et u A v étant colinéaires on a 

ere = > 

[|A; =| RR] .|.u Av] = 

Le produit mixte A = (u, v, w) est dit le volume orienté du parallélépipéde S 
——— > ese => > 

On aA>0ouA < 0 suivant que les vecteurs R’R et OC = u A v sont 
> 

de méme sens ou non, c’est-a-dire selon que le triédre (O, u, v, w) est de méme 

sens ou non que le triédre de référence. 

5. — Applications. 

1° Equation d’un plan. — Soit P le plan passant par le point Mj de coor- 

données (Xo, Yo, Zo) et orthogonal au vecteur N non nul de composantes 

(a, b, c). Le repére étant orthonormé, pour que le point M de coordonnées 

(x, y, Z) appartienne a P, il faut et il suffit que le vecteur MM soit orthogonal 

au vecteur N, c’est-a-dire que l’on ait l’égalité : 

> ——> 

N. M\M — 0 

qui s’écrit encore : 

a(x — Xo) + b(y — yo) + C(z — 2) = 0. 
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Cette équation est de la forme : 

ax + by +cz+d=0, 

les nombres a, b et c n’étant pas nuls simultanément. 

Réciproquement une équation de la forme : 

(5) ux +vy+wz+h=0, 

ou les nombres u, v et w ne sont pas simultanément nuls représente un plan. 

On peut trouver trois nombres Xo, yo et Zp tels que : 

h = — (uX9 + vVVo + WZ). 

L’équation (5) s’écrit alors : 

u(x — Xo) + v(y — Yo) + W(z — Zo) = O. 

On voit que c’est l’équation du plan orthogonal au vecteur de coordonnées u, 

v, w et passant par le point M, de coordonnées Xo, yo et Zp. Donc le plan défini 

par |’é€quation (5) est orthogonal au vecteur de composantes (uw, v, w). 

Cette derniére remarque montre que, pour que les plans d’équations 

ux + vy + wz =0 et ux+vuy+wz=0 

aient méme direction (c’est-a-dire soient paralléles ou confondus) il faut et 
. mS ae . . eo 

il suffit que les vecteurs N(u, v, w) et N’(u’, v’, w’) soient colinéaires, c’est- 

a-dire aient des composantes proportionnelles, ce que |’on peut écrire 

(en convenant que si un dénominateur est nul le numérateur correspondant 

est également nul). 

Etant donné deux vecteurs V et V’ non colinéaires de coordonnées respec- 

tives (p, g, r) et (p’, g’, r’) et le point My de coordonnées xo, Yo et Zo, cherchons 

l’équation du plan P passant par Mo et paralléle aux supports des deux vec- 

reurs Vet". 

Pour que le point M de coordonnées x, y et z appartienne au plan P, il 
Seer eres 7 . . . 

faut et il suffit que les trois vecteurs MyM, V et V’ soient iene a. Ceci 

peut s’exprimer en écrivant, soit que le produit mixte (MoM, V, V')e est nul, 

soit que le vecteur MM est perpendiculaire au produit vectoriel Neacoar. 

Dans les deux cas on aboutit évidemment au méme résultat. 

Le vecteur Na pour composantes gr’ — q’r, rp’ — r'p et pq’ — p’q. L’équa- 

tion du plan P s’écrit donc : 

(6) (x — Xo) (qr’ — a'r) + (¥ — Yo) (rp’ — r'p) + (Z — 20) (Pq' — P'Q) = 
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En particulier, le plan P passant par les trois points non alignés Mo, M, 

et M, de coordonnées respectives (Xo, Yo. Zo)s (X1» Vio Z1) et (%2, V2, 22) est 
> 

encore le plan passant par M, et paralléle aux deux vecteurs MyM, et MQ OM; on 

Son équation est donc de la forme (6) avec : 

PA X10 Y pean ss Bee eae “0; P= 24° 2g 

p’ = X2 — Xo gq’ =y2—- Yo r’ = Z) — Zo. 

2° Equations d’une droite. — Une droite de |’espace est |’intersection de 

deux plans. Pour que le point M de coordonnées x, y, z appartienne a une 

droite il faudra que ces coordonnées vérifient simultanément deux équations 

de la forme : 
ux +vy+wz+h=0 

ux +o'y+wz'+h'=0 

ou u, v, w ne sont pas proportionnels a u’, v’, w’. En particulier la droite D 
par 

passant par le point My (Xo, Yo, Zo) et paralléle au support d’un vecteur U 

de composantes (a, B, y) non toutes nulles a comme équations : 

— > 

qui traduisent la colinéarité des vecteurs MyM et U. Les nombres (a, B, y) sont 

dits des parameétres directeurs de la droite D. 

Si on désigne par ¢ la valeur commune des trois rapports ci-dessus (d’ou 
Se — a - if 

M,)M = tu) on obtient les équations paramétriques de D : 

X= Xo 4+ ta 

y=Yot tB 
Z=2Z+ ty 

Le point M de coordonnées (x, y, z) décrit la droite D lorsque le paramétre ¢ 

parcourt l’ensemble des nombres réels. 

3° Equation d’une sphére. — Considérons la sphére de centre J (a, b, c) 

et de rayon R. Pour que le point M (x, y, z) appartienne a cette lars il faut 
et il suffit que l’on ait 

IM? = R? 
soit 

(x — a)? + (y — 5b)? + (2 — 0)? = R? 

équation qui s’écrit : 

x? + y? + 2? — ax — 2by —2cz + a2 +b? 4c? R2=0. 

Si, inversement, nous considérons la surface S d’équation : 

A(x? + y? 4:27) 2 2Ce Cy IO Den 
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avec A # 0. Nous pouvons écrire cette équation : 

C)\2 C'\2 W\ 2 2 12 n2 

A A A A? A 

ce qui montre que S est une sphére dont le centre a pour coordonnées : 

be Cc - Cc CG 

a’ Ln 

et dont le rayon a pour carré : 

_C?+C74+C"-AD 2 R 7p 

sous la condition 
(ee at Oo tA) a (), 

Les caractéristiques de |’équation d’une sphére sont donc les suivantes : 
l’équation est du second degré par rapport aux variables x, y et z, ne contient 

pas de terme en xy, yz ou zx et les coefficients de x?, y” et z? sont égaux. 

40 Equation d’un céne de révolution. — Soit OA = U un vecteur non nul 

de composantes (a, 8, y). Un point M (x, y, z) appartient au c6ne de révolution 

de sommet O, d’axe OA et de demi-angle au sommet 6 (avec. 0 <@0< 4 Sl 

Yona 

OM.U =|, OM|.| U|\cos (0 + kn) 
= +] OM|.| U]| cos 6 

d’ot la condition 

(OM.U)’ — | OM|?.| U1? cos? 9 = 0 
qui s’écrit 

(ax + By + yz)? — (x? + y? + 2”) (a? + Bp? + y”) cos? 8 =0 

5° Equation d’un cylindre de révolution. — Soit OA. 0 # 0 de compo- 

santes (a, B, y). Un point M (x, y, z) appartient au cylindre de révolution 

d’axe OA et de rayon r si la distance MH de M a OA est r. Or, en désignant 

par @ l’angle des vecteurs U et OM (O<a<n7) ona MH= OM sin «.. 

Comme on a 

|\U A OM| =| U|.| OM |.sin a 

on obtient la condition 

|U A OM |? =| O/?.r? 
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ce qui s’écrit 

(Bz — yy)? + (yx — az)? + (ay — Bx)? — (a? + B? + y?) =0 

Note. — Ilest bien évident que si le sommet du céne est un point quelconque 

de coordonnées (a, b, c) ou si l’axe du cylindre passe par ce point, il suffit de 

faire un changement d’axe par translation en posant X = x —a, Y= y — b, 

Z = z — c pour se ramener aux cas étudiés ci-dessus. 

EXERCICES 

1° Soit le tétraédre ABCD : un premier systéme de coordonnées a pour origine A 
et pour base les vecteurs : 

-> > — a -—> — 

AB =; AG = J et AD =k: 

Un deuxiéme systéme de coordonnées a pour origine B et pour base les vecteurs : 

—> > ae =e =—. =>, 
BC BD=j et BA =k 

Etablir les formules du changement de coordonnées. 

R. x=1—x7'—y'— 2’, y= x’, Z = 

2° Soit un parallélépipéde de centre O, A un de ses sommets, AB, AC et AD les 
trois arétes issues de A. Un premier systéme de coordonnées a pour origine A et pour 
base : 

> > > —_ > > 

i = AB, LAG, k = AD. 

Un deuxiéme systéme de coordonnées a pour origine O et pour base : 

> sf —> > > ; > 

i’ = OB, j =10G ko OD, 

Formules du changement de coordonnées ? 

R. x =l—y—z, y =1—2z—x, z=l—x-—y. 

3° A et B étant deux points donnés et p une constante donnée, l’ensemble des 
E -—_ > 

points M tels que MA.MB = pest une sphere. 

4° A, B, C, D étant quatre points quelconques, vérifier les relations : 

AB.CD + AC. DB + AD.BC =0 
AB \ CD + AC \ DB+ AD \ BC =2BD / BC. 

5° Calculer l’angle d’une aréte du cube avec une diagonale. 

R. 54044’, 

6° A, Bet Cétant des points fixes, trouver l’ensemble des points M tel que le produit 
: —_—>- o> — > —7 

mixte (MA, MB, MC) ait une valeur constante donnée. 

R. Un plan. 
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bi Etant donne un cube ABCD A’ B' C' D’ d’aréte unité et tel que les trois aré- 
tes AB, AD, AA forment un triédre direct, établir les égalités : 

AB AD Sad > ACR ADS AA AC K BD Soa 

AChAD = DE. ACRACEDE -AC’ BD @= 2 DA 

*8o > On appelle G 7 le centre de gravité du triangle ABC (déterminé par la condi- 

tion GA = GB + Ge= 0) et M un point quelconque de l’espace. Montrer que : 

MA? + MB? + MC? = 3 MG? + 5 (AB? + BC? + CA?). 

— > < - —> => 

*9° Montrer que si cing vecteurs u, v, A, B, C vérifient les relations : 

> FS > SS 

AER SG OSs) ARS BoC se fh Gon 

ona: v 

|| A | RES ee ey SN 

**10° Etablir que les faces a, b, c et les angles A, B, C d’un triédre vérifient la 
relation : 

B 

sin A SInwa te Sinec. 

Sine dau sin) Ole Sinn. 

**41° Etablir la formule : 

UAV A W) =(U.W)V—(U.V) W. 

En déduire que si les vecteurs Uet Vsont distincts, les vecteurs 

UAVA W} et (U A V) AW 

ne sont égaux que si le vecteur V est colinéaire au produit vectoriel U A W. 

12° Soient les deux droites : 

D, d’équations me Sales Se 

D, d’équations X= 22-3, y =— 2+ 4. 

Un point M, décrit D,, un point M, décrit D,. Déterminer la position de ces 
points correspondant a la distance M,M, minimum. Vérifier qu’alors la droite 4M, 
est perpendiculaire aux droites D, et Ds. 

R. Equations de la perpendiculaire commune a D, et D, : 

Dicieenzaet=) De () 

y= 1.6— 0. 

13° Coordonnées 4 =, i ri prés des points d’intersection de la sphére de centre 

A(3, -— 1, 0) et de rayon 5 avec la droite joignant les points B(O, 1, 2) et C(2, 0, — 1). 

R. Un des points a pour coordonnées — 0,507 1; 1,253 6; 2,760 7. 
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14° On donne la droite D d’équations x = a, z = y tg 0 et le cercle C d’équations : 

x+y = a1 + tg? 0), Zz = 0) 

Soit M un point de D et S la sphére passant par M et C. Montrer que l’angle de D 
et de la sphére est égal 4 6 quel que soit le point M. 

*15° Equation de la surface engendrée par des droites rencontrant l’axe Oz, 
paralléles au plan x Oy et s’appuyant sur l’hyperbole d’équations x = a, y? — z? = B®. 

R. x?2z? + b?x? — a@y* = 0. 

*16° On considére la courbe gauche définie par : 

x = cos t(1 + cos fr) y =sin¢(1 + cos £) Za COS fe 

Construire ses projections sur les trois plans de coordonnées. Nature de la surface 
engendrée par la révolution de cette courbe autour de Oz. 

R. Zone du céne d’équation x? + y? — z7 =0 avec OX z <2. 

*17° On éclaire_la surface d’équation x? + y* — 2z = 0 (paraboloide de révolu- 

tion) par des rayons lumineux ayant la direction du vecteur V(p, 0, — 1). Ombre 
portée sur le plan xOy. 

R. Parabole. 

*18° La surface d’équation z3 + zx + y = 0 est engendrée par des droites paral- 
léles au plan xOy. Un plan quelconque passant par une de ces droites recoupe la 
surface suivant une courbe : nature de cette courbe. 

R. Parabole. 

*19° La surface définie paramétriquement par : 

x =ucosv + f'(v) sin v, y = usin v — f'(v) cos v, z=u+f(r) 

vérifie la relation : 

Gy +BY Ox} 7 oy) 

quelle que soit la fonction f supposée deux fois dérivable. 

*20° Equation du céne de sommet O (0, 0, 0) et s’appuyant sur le cercle d’équa- 
tions : 

ip i). x? + y®=— 2x — 4y—3=0. 

R. 4x* + 4y® — 3z? — 4xz — 8yz = 0. 

**21° Equation de la surface de révolution engendrée par la parabole définie 
par : 

x=t-+1, Vit, pp EE | 

tournant autour de Oz. Construire la méridienne de cette surface. 

R. (x? + y? — 2z + 1)? — 4(z— 1) = 0. 

**22° On considére le point A(a, 0, 0) et l’hélicoide d’équation y = x tg z. Déter- 
miner la courbe de contact du cone de sommet A circonscrit A l’hélicoide. Projection 
de cette courbe sur le plan xOy. 

R. Cette courbe est la cochléoide (exercice 18, chap. XXVIII). 



CHAPITRE XXIV 

DERIVEES PARTIELLES 

1. — Fonctions de plusieurs variables. 
Une fonction f de R? dans R est une application d’une partie E de R? 

dans R; elle fait donc correspondre 4 tout couple de nombres réels (x, y) 

appartenant a E un nombre réel z = f(x, y) (cf. Rappels, § 5). 

On dit aussi que fest une fonction, a valeurs réelles, des deux variables indé- 

pendantes x et yet que |’ensemble E est l’ensemble de définition de |a fonction. 

On a une représentation géométrique de 

l'ensemble E en considérant (x, y) comme 

les coordonnées d’un point m d’un plan. 

L’ensemble R des points m dont les coordon- 

nées vérifient (x, y) € E est encore dit l’ensemble 

de définition de la fonction. A tout point mde R 

correspond le nombre z = f(x, y) que l’on écrit 

aussi z = f(m). 

Le graphe de la fonction f est |’ensemble des 

triplets de nombres réels (x, y, z) qui vérifient les 

deux) conditions. (x, .y).¢..£. et z =f (x, y) 

(Rappels, § 6). 
On a une représentation géométrique de ce 

graphe en considérant |’ensemble S des points M de |’espace dont les coor- 

données (x, y, z) vérifient ces deux conditions (fig. 1). 
A tout point m de R correspond le nombre z = f(x, y) = f(m). Le point M 

de coordonnées (x, y, f(m)) décrit l'ensemble S lorsque m décrit l'ensemble R. 

Le plus souvent S est une surface. 
L’allure de la surface S permet de mieux saisir les particularités de la fonc- 

tion fet il y a parfois avantage 4 en faire un moulage analogue aux cartes géo- 

graphiques en relief. Dans la pratique on remplace souvent cette carte en relief» 

par une carte plane identifiée au plan xOy sur laquelle sont représentées les 

projections orthogonales sur xOy des sections de S par des plans paralléles a 

x Oy suffisamment rapprochés (ces sections sont dites courbes de niveau de S) : 

c’est ainsi qu’est représenté (en réduction) le relief de la terre sur les cartes d’état- 

major, S représentant une portion de la surface de la terre et xOy un plan 

horizontal. 
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Supposons que l’on dispose d’un procédé de calcul d’un nombre réel z 

a partir de deux nombres réels x et y. Désignons par E |’ensemble de tous les 

couples (x, y) pour lesquels on peut calculer z. On définit alors une fonction 

ayant E comme ensemble de définition en faisant correspondre 4 tout couple 

(x, y) de E le nombre z. 

2 
y 

2 ; x = 
EXEMPLE !. — Soitz = = ;. On peut calculer z pour tous les couples 

Xela 

(x, y) autres que (0, 0). Soit E l’ensemble de ces couples, on obtient la fonction 

(x, y)ez= ne = =e définie sur l’ensemble E. 
x y 

2 2 
. : Rie om: 

On dit souvent qu’il s’agit de la « fonction » z = ae . Ainsi la « fonc- 
x y 

tion » z =~ est la fonction définie pour tout x #0 par la correspondance 
x 

eee 
A) Bae doe 

La fonction z = W/1 — x? — y? est définie toutes les fois que l’on a 
x? + y? <1. Mais comme on a visiblement x? + y? = Om’, on voit que 
l’ensemble de définition de z est l’ensemble des points m du plan tels que 

Om < 1, c’est-a-dire le disque du plan xOy limité par le cercle de centre O et 

de rayon | (Rappelons que dans un plan P contenant un point O, on appelle 

disque de centre O et de rayon R > 0 l’ensemble des points M de P dont la 
distance a O est inférieure ou égale a R). 

Une fonction f(x) de la seule variable x peut étre considérée comme une 

fonction des deux variables x et y qui ne dépend pas de la variable y. Cette 

fonction (du point m de coordonnées x et y dans le plan xOy) reste constante 

toutes les fois que le point m se déplace sur une paralléle 4 Oy. Son graphe est 

donc la surface cylindrique formée par les droites paralléles 4 l’axe Oy et pas- 

sant par les points du graphe de la fonction z = f(x) de la seule variable x 

supposé tracé dans le plan xOz. 

Cette notion de fonction de deux variables se généralise sans peine en la 

notion de fonction de n variables f(x,, ..., X,). 

C’est ainsi que l’on peut définir les fonctions : 

Sf Oiiiecs Ree Ra tee 

X, + X2 
X14. X25 X35 X4) = ‘5 f(%1, Ry adhe) 4) a Pour x; +x, #40 

Mais pour 1 > 2 l’espace ordinaire n’a pas suffisamment de dimensions 
pour que l’on puisse donner une représentation géométrique de la. notion de 
graphe. 

Dans le cas d’une fonction de trois variables u = f(x, y, z), on peut, dans 

une certaine mesure, donner une représentation physique de la fonction u en 
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convenant par exemple que wu représente la température du point M de coordon- 
nées x, y et z. Dans le cas d’une fonction de quatre variables u = f(x, y, Zz, t)on 
pourrait encore convenir que u représente la température du point M de coor- 
données x, y et z a l’époque ¢. 

2. — Continuité. 

Soit mo un point du plan xOy de coordonnées xo et yo. On appelle voisinage 

de mo toute région R du plan xOy contenant un disque de centre mg et de rayon 

non nul ou, ce qui revient au méme, contenant un carré de centre mm, dont le 

cété n’est pas nul. Dire qu’une région R du plan xOy est un voisinage de mo 

revient donc a dire qu’il existe « > 0 tel que mmy < « 

entraine que m soit un point de R, ou encore y| 

qu’il existe un nombre 7 > 0 tel que les inégalités RIS 

|x — X9| < net |y—yo| <7 entrainent qhe le point del 
de coordonnées x et y soit un point de R. Me aaa ) 

Ceci posé, nous dirons que la fonction f (m) est | pair 

continue au point mo (ou encore qu’elle est continue pour) = > ~~~ + = 
X = Xo et y = Vo) si elle est définie dans un voisinage de 

My et si f (m) tend vers f (m7) lorsque la distance mmy 

tend vers 0. Ceci revient encore a dire qu’a tout nombre 
é > 0 on peut associer un nombre y > 0 tel que, si les inégalités | x — x9 | <n 
et |y— ¥o| < m sont simultanément vérifiées, f(x, y) est défini et 

Lite F) =F Ctox Po) |< 2- 

REMARQUE. — Supposons la fonction f(x, y) continue en (Xp, Yo). Lais- 

sons y constant égal a yo. La fonction f(x, yo) = g(x) est alors une fonction 

continue pour x = Xo. Il en est de méme de la fonction W(y) = f (Xo, y) de la 

seule variable y, ce que l’on exprime en disant qu’une fonction continue est 

continue séparément par rapport a chaque variable. Mais par contre une fonc- 

tion continue séparément par rapport a chaque variable peut ne pas étre continue 

comme le montre |’exemple suivant : 

wea 6 : 
Soit f(x, y) la fonction égale a a Rig. si x et y ne sont pas tous deux nuls. 

Fee 
Pour compléter la définition de la fonction, nous poserons f (0, 0) = 0. 

La fonction f est continue séparément par rapport a x et par rapport a v 

au point O (puisqu’elle est identiquement nulle sur les axes Ox et Oy), mais sj 
: A : 

m tend vers O en restant sur la droite y = Ax, ona f(m) = Pee qui est une 

constante non nulle en dehors des axes. Donc f n’est pas continue au 

point O. 
On dit que la fonction fest continue dans une certaine région R du plan xOy 

si elle est continue en tout point m de R. 

On démontre comme dans le cas d’une seule variable que : 

Si deux fonctions f et g sont continues en un point mg il en est de méme de la 
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somme f + g et du produit fg et que, @ condition que g(mo) ne soit pas nul, il 

en est encore de méme du quotient”. 

On en conclut que tout polynéme par rapport aux variables x et y est une 

; ; ; P(x, 
fonction continue et que, par suite, une fraction rationnelle ae - Pet Q 

> 

étant des polynémes, est une fonction continue en tout point mp tel que O(7™mo) 

ne soit pas nul. 
Soient u(x, y) et v(x, y) deux fonctions de x et y continues en (Xo, Yo) et 

soit f (u, v) une fonction continue de u et v pour Ug = U(X, Yo) et Vg = V(Xo, Yo). 

La fonction g(x, y) = f (u(x, y), v(x, y)) de x et y est encore continue en mo. 

Ceci comprend comme cas particuliers celui ot! f est fonction de la seule varia- 

ble u, c’est-a-dire ne dépend pas de v, cas ot g(x, y) a la forme f(u(x, y)) et 

celui ou les fonctions uw et v ne dépendent que de la seule variable x, c’est- 

a-dire ol g est de la forme g(x) = f (u(x), v(x)). On dit dans ce dernier cas que 

f est une fo:iction composée de x par l’intermédiaire des fonctions u et v. Dans 

le cas général, f (u(x, y), v(x, y)) apparait donc comme une fonction composée 

de chacune des deux variables x et y par |’intermédiaire des fonctions wu et v. 

Tout ceci se généralise sans peine au cas d’une fonction d’un nombre quel- 

conque n de variables. C’est ainsi que la fonction f(x,, ..., x,) des variables 

X1, ..+,X, est dite continue pour le systeme de valeurs : 

x, = 4;, X2 = a), 27) agp — a 

si pour tout nombre ¢ > 0 on peut trouver un nombre n > 0 tel que les inéga- 
lités simultanees : 

|x, -—a,|<n et |X, —a,| <1 et... et |x, —-@4|<7 

entrainent que f(x,, ..., X,) soit défini et que : 

[F1s «+ +5 Xn) —F(Qas ++, a) | <8. 

3. — Deérivées partielles. 

Soit z = f(x, y) une fonction de x et de y. Si, y étant laissé constant égal 
a Yo, la fonction f(x, yo) de x seul admet une dérivée par rapport 4 x pour 
xX = Xo, on dit que cette derniére est la dérivée partielle de z (ou de f) par rap- 
port a x (pour x = xo et y = yo) et on note 

oor 
la valeur de cette dérivée (on ne donne pas de sens aux symboles 0 f et 0x pris 
séparément), 
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On définit de fagon analogue le nombre f Fey. Yo) ou (xo, Yo), dérivée 

partielle de f par rapport a y (pour x = x9 et y = yo). 

Lorsque Xp et Yo varient on définit ainsi deux nouvelles fonctions des varia- 

get WEL Go of, Ff bles x et y notées f, et f, ou encore ra ay 

C’est ainsi que si f(x, y) = x?y e, ona: 

f. = 2xye et it = x? e(1 + y). 

Ces dérivées partielles ont une interprétation géométrique trés simple 
Soient S le graphe de la fonction f,; M, le point de S de coordonnées Xo, Yo et 

F (Xo Yo) et C la section de S par le plan P paralléle 
a xOz mené par Mo. En désignant par O’x’ et O'z’ 
les axes paralléles 4 Ox et Oz menés par le point O’ 

intersection de Oy et de P, on voit que C est le 

graphe de la fonction f(x, yo) rapportée aux axes O'x 

et O’z’. Par suite f.(x9, Yo) est le coefficient angulaire 
de la tangente MT a la courbe C en M,. Le nombre 

of, (a, Yo) S’interpréterait de fagon analogue a partir de 

la section de S par le plan mené par M, parallélement 

a yOz. 

Si la fonction f.(x, y) admet une dérivée partielle 
a , oO : Atte ; 

par rapport a x, on note celle-ci {5 ou os . Si elle admet une dérivée partielle 
i 

nae 

Ox oy 

les fonctions he et fy qui sont les dérivées partielles de if par rapport 

aX ebay. 
C’est ainsi que dans l’exemple précédent : z = x’ye’, ona : 

par rapport a y, on note cette derniére f, ou . On définirait de méme 

07z oO 
dx Dy a7 &) = 2x e(y + 1) 

et : 

oz Cs 
——q—| Ss — = e 1 . Ty OK 5, Oy + 1) = 2x Daatyh) 

On remarque que !’on a ici l’égalité : 

07z he Oz 

Oxdy dydx’ 
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Il s’agit 14 d’un fait général comme l’indique le : 

THEOREME |. — Si Ja fonction f(x, y) est telle que les dérivées partielles fy, 
et is existent et sont continues dans un voisinage du point mo(Xo, Yo), elles 

a * 5 Re " 
prennent méme valeur en ce point, c’est-d-dire que Rea Vo) = fyx(%o» Yo): 

Posons : 

A =f (Xo +h, yo + k) —f (Xo + hh, Yo) — f(Xo, Vo + k) + Fo; Yo) 

et soit : 

Q(x) = f(x, Yo on k) =F 5-Vo)- 

On a légalité : 

A = O(X%o + h) — P(X). 

La fonction g(x) admettant par rapport a x la dérivée 

p(x) =f;(% Yo +k) — Fe; Yo), 

la formule des accroissements finis permet d’écrire : 

A => ho'(Xo + Ooh) (0 <= Oo <= 1). 

Ou encore : 

A =h[f, (xo + Ooh, Yo + kK) — fe (Xo + Ooh, Yo)].- 

Appliquons de méme la formule des accroissements finis a la fonction de y : 

WY) =f. (Xo + Ooh, y) 

dont la dérivée est : 

W'(y) =fay(%o + O04, y). 

L’égalité A = A[W(y>o + kK) — W(o)] permet d’écrire : 

A = hkw'(y¥o + kO,) avec OSG ea 
ou : 

A a hkf (Xo ap ye h, Yo ats 0, k). 

En permutant les rdles de x et de y, on pourrait de méme écrire une égalité 
de la forme : 

A =hkf, (xo + 92h, yo + 03k) avec 0<0,<1 et 0<6;<1. 

D’out Végalité : 

hater + Ooh, Yo + 0,k)= Fis + O,h, Yo + 0;k). 
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Comme fey et fy sont supposées continues pour x = xo et y = yo, l’égalité 
précédente dans laquelle on fait tendre simultanément h et k vers 0 permet 
d’écrire : 

uv 

Fs(Xos Yo) = J, as Yo): 

D’ot le théoréme. 

Il n’y a donc usuellement que trois dérivées partielles secondes d’une fonc- 
tion de deux variables : 

OPES oan). 
De proche en proche on deéfinit des dérivées partielles nit™e, Le théoréme 

précédent permet, pour définir une telle dérivée partielle, de ne pas tenir compte 

de l’ordre des dérivations, mais seulement du nombre de fois ot !’on doit déri- 

ver la fonction par rapport 4 x et du nombre de fois ot on doit la dériver par 
rapport a y. 

En effet, soit par exemple la dérivée f. Les égalités : 

2 

Lees — 3 (2 

me Dy Ox 9 
et: 

2 
(“yee ® (2 
a Oe ON ee 

Pak eh Say See permettent d’écrire : fyy 5. = Seyxy: 

De méme, f{, = (2, et par suite £5. = £2, que lon note fi. La 
fonction f admet donc n + 1 dérivées partielles d’ordre n notées : 

fs, See aa PLOTS. 

OX? OX TN Oy? Ox Oy" t Oy” 

Ces résultats se généralisent immédiatement 4 un nombre quelconque de 

variables. 
C’est ainsi que la fonction de trois variables vu = f(x, y, z) a la dérivée par- 

of 
07x dy Oz 

fois par rapport a y et deux fois par rapport a z sans qu’il soit besoin de pré- 

ciser l’ordre dans lequel on fait ces diverses dérivations. 

tielle d’ordre 5 : obtenue en dérivant u deux fois par rapport a x, une 

4. — Fonctions composées. 
Soient x = g(t) et y = W(t) deux fonctions de la variable ¢t et z = f(x, y) 

une fonction des deux variables x et y, ce qui permet de définir la fonction 

composée z(t) = f (g(t), ¥(t)). Supposons que les fonctions g et w admettent 

des dérivées par rapport a ¢ et que z admette par rapport a x et y les dérivées 

partielles continues z, et a Montrons que z admet une dérivée par rapport a f. 
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Donnons a fl’accroissement h. Il en résulte pour x, y et z les accroissements : 

x(t + h) — x(t) =p yt+h)—-—yo=¢q et 2t+h)—-—2zth=k 

et l’on peut écrire : 

k=cx+py+q—2x%y)=Laet+py+a-2zx7+ 9) 
+ [ax, y +4) — 2x, y)] 

Mais on a les égalités : 

2(x + p, y +4) — 2(x, y + q) = plz, y + 4) + e(p)] 
2(x, y + q) — 2(x, y) = alz,(, y) + 2()] 

p = hx, + e(h)] 
(oe 

q = h[y, + e(h)] 
et par suite 

k / , ‘ , 

h = [z.(x, oats q)X; zn Zw, y) Vt tr e(h)]. 

3 = ! 

Comme Zu est supposé continu, z,(x, y + q) tend vers 21x, y) lorsque h tend 

k het ate 5 < . 9 7 aha ¥, 

vers 0. Donec = tend vers x,z, + y,Z,, ce qui montre l’existence d’une dérivée 
h 

pour z(t) égale a z,. x, + a y,. On obtient donc la formule de dérivation d’une 

fonction composée : 

t , , / 

Z,= Z,X%,+ Zy Ve 

Ceci se généralise immédiatement 4 un nombre quelconque de variables. 
Si z = f(x, ..., X,) et si-chaque x; est une fonction de t on a : 

de _ Of dey | Of dx; of dx, 
dt. Didi. uyeks be wae We wa 

EXEMPLE 2. — Soit a dériver la fonction composée : y = u(x). Ona : 

/ , / / / 

Vx = Vu u, ate Vy Vx. 

Mais : 

Vi vu et y, =u’ Log u. 
D’ou : 

v 
-| , / 

y, = vu" u, + u’v, Log u. 

Les considérations précédentes permettent encore de calculer la dérivée 

seconde z,2 de la fonction composée z = f (x(t), y(t). 
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Nous venons de voir que : 

zZ, = ZX, te Bs 

Calculons la dérivée seconde de z par rapport a t. Remarquons pour cela 
“x , 5 = 

que z, et z, sont des fonctions composées de ft, donc : 

\t " , u" , 

(2‘); = 2,2 Xp + ZyyVz 
et 

(2), = 2yn% + 52 Yi. 

Comme d’autre part z,, = z,, nous aurons finalement : 

22S 2%, +27 x ¥ + 2 y, + zat Zy Yio" 

Les dérivées suivantes se calculeraient de maniére analogue. 

5. — Formule des accroissements finis généralisés. 
Soit a évaluer l’accroissement : 

Af =f (Xo + % Yo + B, Zo + ¥) — fF (Xo» Yor Zo)- 

Introduisons pour cela : 

O(t) = f (Xo + at, Vo + Bt, Zo + yt) 

qui est une fonction composée de t¢ par |’intermédiaire des variables : 

= Xo + at, y=yot Pt et Z=Z + yt. 

L’égalité Af = O(1) — ®(0) permet d’obtenir Af en appliquant a ® la for- 

mule des accroissements finis : 

Af = ©'(0) avec 0<¢@<1. 

La relation ®(t) = f(x, y, z) permet d’écrire : 

VO=6x+ LY t he 

et comme x, =a, y,=fetz,=y: 

O'(t) = of, + Bf, + fe 

D’ou légalité : 

SF (Xo +4, YotB, Zo+7)—S (Xo Vos Zo) = BS, tf leo teo avec 0<0<1 
yot BO 
zot+y0 

le deuxiéme membre de |’égalité désignant la valeur prise par la fonction : 

of, + Bh, +yf, pour x=x9 +00, y=yot PO et z=2+4 70. 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (S5® ed.). 12 
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En utilisant au lieu de la formule des accroissements finis la formule de 

Taylor : 

i 

(n+ 1)! 

on obtiendrait pour Af une expression qui généraliserait la formule de Taylor 

a une variable et qui permettrait d’évaluer numériquement Af avec plus de 

précision. 

6. — Extremum d’une fonction de deux variables. 
Une fonction : 

z=f (x, y) 

sera dite passer par un maximum pour le couple de valeurs (Xo, yo) sil existe 

un voisinage R du point mo(Xo, Yo) tel qu’en tout point m de R on ait l’inégalité : 

f(m) < f (mo). 

Ceci revient a dire qu’il existe un nombre « > 0 tel que les inégalités simul- 

tanées : |x — x)| <a et|y — yo | < a@ entrainent f(x, y) < f(Xo, yo). On 

définit de maniére analogue la notion de minimum. 

La fonction f sera dite passer par un extremum au point mp si elle passe 

par un maximum ou par un minimum au point mp. Pour qu’il en soit ainsi, il 

faut et il suffit que la quantité A = f(xo + a, vo + B) — f (Xo, Yo) garde un 

signe constant lorsque x et f sont suffisamment petits en valeurs absolues. 

En reprenant les notations du dernier numéro, c’est-a-dire en posant : 

P(t) = f (Xo + at, Yo + Bt) 

On développera A = O(1) — ®(0) par la formule de Taylor jusqu’a 
Vordre 3 : 

7 1 y 1 Mm 

(1) A= 0(0) + 55 0") + —® (0) avec 0<@ < I. 

On a successivement les égalités : 

O(t) =[uf. + Bhleorar 
yotBt 

(1): =.[07 foo + 2e8 f+ Bo Select es 
yotBt 

OO) = [FS + 3B Sa, + 30B* foe + BSleotae | C) 
yotBt 

Posons fi(X0, Y=(fo —-Fy(X0, YI=CPyo 
falter Y)=Fedo Salo Yo=Suo et Fyr(*os =e 

(*) Cette formule est obtenue en dérivant z;, obtenu au n° 4 et en tenant compte 

de ce que x; = a et y, = B sont des constantes. 
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et posons d’autre part : 

“=pcos@ et Bb =psing 

avec p =mm>dOetg= (Ox, mom) variant de 0 a 27. 

Légalité (1) et les expressions de ©’, ®” et ®” permettent alors d’écrire : 

A = p [cos o(f.)o + sin e(f,),] 
+p? [cos? e(fi2)o + 2 cos y sin P(fi,)o + sin? (f12)o] + p? e(p). 

Faisons tendre p vers 0, l’angle g restant constant, c’est-a-dire faisons 

tendre m vers mg en restant sur une demi-droite fixe issue de mg. On voit que 

si la quantite F(g) = cos 0(f.)o + sin ef, o n’est pas nulle, A est équivalent 

a pF(~) qui est du signe de F(g). Comme F(@) prend une valeur opposée 

lorsque g augmente de z, il en résulte que mp ne pourra étre un extremum que 

si F(g) est nul pour toute valeur de 9, c’est-a-dire si (f.)) = ( bo = 0. Ona 
donc le : 

THEOREME 2. — Pour que la fonction f(x, y) passe par un extremum pour 

le couple de valeurs (Xo, Yo), il est nécessaire que les dérivées partielles pre- 

miéres f, et f, s’annulent pour (Xo, Yo): 

Supposons que |’on ait : (do = (ho = 0. On peut alors écrire : 

A = p*[G(@) + e)] 
avec : 

G(y) = (F72)o sin? @ + 2UF%,)o sin g cos p + (fFy2)o cos? g. 

Lorsque m tend vers my en restant sur une demi-droite issue de mp telle 

que G(¢) ne soit pas nul, on voit que A est un infiniment petit du deuxiéme 

ordre par rapport a p et est du signe de G(g). Il ne pourra donc y avoir extre- 

mum que si G(@~) garde un signe constant. Comme G(¢) est du méme signe 
qu’un polynéme du deuxiéme degré en tg gy, on voit donc que si ce polyndme 

n’a pas de racine, c’est-a-dire si (f7,)3 — (/2)o (42) < 0, G(g) a toujours le 

signe de ( rare La fonction f passera alors par un extremum; ce sera un maxi- 

mum si (f5)o <0 et un minimum si CHA)s 0, 

Dans le cas ot le polyndme du 2° degré en tg @ 

admet deux racines distinctes tg @o et tg @;, on voit 

que A a un signe distinct suivant que tg ~ est compris 

ou non entre tg @p et tg @, (fig. 4). Il n’y a plus 

extremum. On dit alors qu’il y a un col. 

Dans tous les autres cas il faut pousser |’étude 

plus loin et développer la formule de Taylor de 

@(t) jusqu’au 4° ordre pour chercher s’il y a Fi. 4. 

effectivement un extremum. 

On remarquera que si pour une fonction f(x) d’une variable l’annulation 

de la dérivée entraine avec une quasi-certitude l’existence d’un extremum 
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(l’exception ne pouvant se produire que si l’égalité f’(x) = 0 est réalisée), dans 

le cas d’une fonction de deux variables f(x, y) l’annulation des dérivées pre- 

miéres n’entraine pas avec quasi-certitude l’existence d’un extremum, |’appa- 
rition d’un col étant a priori aussi probable que celle d’un extremum (ces deux 

cas étant régis par le signe def, — ff). 
Au point de vue géométrique, considérons la surface S représentative de la 

fonction z = f(x, y) et le point My de coordonnées Xo, Yo et f (Xo, Vo). Nous 

montrerons plus loin que les diverses courbes situées sur S et passant par My 

ont leurs tangentes en M, toutes situées dans un méme plan dit plan tangent 

en M, ala surface S. En particulier ce plan tangent contient les deux tangentes 

aux sections de S par les. plans d’équation x = xo et y = yo. Les conditions 

PSs Yo) = paca Yo) = 0 expriment que ces deux tangentes M,)T et M,T”’ 

sont paralléles au plan xOy. Donc le plan tangent est paralléle au plan xOy. 

Mais deux cas sont possibles : ce plan tangent peut laisser la surface tout entiére 
d’un méme cété (tout au moins la portion de surface autour de M,), c’est le 

cas d’une surface convexe telle que la sphére, et alors la fonction f(x, y) passe 
par un extremum, ou bien ce plan M,)77", quoique tangent a la surface S, la 

coupe suivant une courbe passant par M, et la fonction f(x, y) ne passe alors pas 
par un extremum. 

On peut se rendre compte de l’existence de ce dernier cas en étudiant la 
fonction z = xy: 

Fic. 5. 

u U/ Pour x = y = 0, les dérivées premiéres sont nulles, mais (z;,)? = 25 Zy2 =1 
est positif. Il n’y a pas d’extremum. Si nous essayons de représenter la surface S 
correspondante (fig. 6), nous constatons que si x et y ont méme signe (m étant 
dans le 1° ou le 3° quadrant), M est au-dessus du plan xOy puisque z est posi- 
tif. Si x et y sont de signes contraires, z est négatif. La surface S est coupée par 
le plan tangent xOy suivant les deux droites x’x et y’y et est séparée par ces 
deux droites en quatre régions alternativement au-dessus et au-dessous du 
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plan xOy (forme rappelant celle d’un col de montagne), ce qui correspond bien 

au fait que la fonction xy ne passe pas par un extremum au point x = y = 0. 

7s Extremum d’une fonction de plusieurs variables. 
Ces considérations s’étendent sans peine aux fonctions de plus de deux 

variables. On montrerait encore qu’une condition nécessaire pour que |’on soit 

en présence d’un extremum est que toutes les dérivées partielles du premier 

ordre soient nulles pour le systtme de valeurs considéré. Pour s’assurer de 

existence effective d’un extremum il faut effectuer des calculs analogues a ceux 

indiqués ci-dessus. Toutefois, il est parfois commode, au lieu d’appliquer la 

formule de Taylor, d’utiliser des développements limités : si toutes les dérivées 

partielles du second ordre ne s’annulent pas, on sera conduit a étudier le signe 

d’une forme quadratique par rapport aux accroissements «a, B, y, ..., des 

variables (c’est-a-dire d’un polyndme homogéne du second degré par rapport 

a ces variables). 

EXEMPLE 3. — Soit par exemple a déterminer les extrema de la fonction de 

trois variables : 

a= (x? + yp? + 27 — 1)? + 6x? + y?). 

Nous commengons par annuler ses dérivées partielles du premier ordre, 

c’est-a-dire par résoudre le systéme : 

u, = 4x(x? + y? +27 -— 1) 4+ 12x =0 

u, = 4y(x? + y? + 2? — 1) + 12y =0 

u, = 42(x? + yy? +27 -1)=0. 

La derniére équation nous donne soit z = 0, d’ol 4x(x* + y? + 2) = Oet 
Ay(x? + y? + 2)=0, donc x=y=0, soit x7 +y?+z7-—1=0 d’ou 
x-= 0, y = 0 et par suite z = + 1. 

Nous avons donc a étudier sil y a effectivement extremum pour les trois 

systémes de valeurs : 

x = 0, y = 0, z=0 et u=] 

x= 0; = Q, z=1 et u= 0 

=, y= 0; Ze —, | et “= 0 

1° Etudions la fonction u en posant : 

Xe; y=f et Paty 

a, Pp et y étant infiniment petits. On trouve alors : 

u— 1 = 4(a? + B?) — 2y? + (a? + P? + y*) ea? + B? + 9”) 

quantité dont le signe ne reste pas constant lorsque a? + Bp? + y? est suffi- 

samment petit. Le systéme de valeurs x = y = z = 0 ne correspond pas a un 

extremum. 
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2° Etudions la fonction u en posant : 

x= 4a, en dio z=1+y 

a, B, y étant infiniment petits. On trouve alors : 

u = 4y? + 6(a7 + B) + (a? + B? + 7°) ea? + B? + 7’) 

quantité toujours positive lorsque a” + B? + y? est suffisamment petit, donc 
I(x, y, Z) aun minimum nul pour x = y = Oetz = 1. 

3° La fonction étant paire par rapport a x, y et z, on en conclut sans nou- 

veau calcul que u(x, y, z) a également un minimum nul pour x = y = 0 et 

A eal 

EXERCICES 

1° Les dérivées partielles de la fonction : 

x y Zz 
u = Arc ‘Sy + Arc tg> + Arc tg 

vérifient la relation wjs + ujs + Us = 0. 

2° Volume maximum d’un parallélépipéde rectangle tel que la somme des aires 
des six faces ait une valeur donnée S. 

*3° Les dérivées partielles de la fonction 

2x\ x+y 

y=(1 ~) 2(x, y) ( ay 

vérifient la relation : 

*4° On considére la fonction z(x, y) = xf(u) ot u = “et ou f est une fonction 

admettant des dérivées des deux premiers ordres. Vérifier les relations : 

, ae (sepa ” 
XZ, + YZy = Z et Zxy = 2,9Zys. 

*50 Maximum et minimum de |’expression : 

u(x, y, Z) = x Log x + y Log y + z Log z, 

les variables x, y, z étant liées par la relation x + y+ z= 1. 

R. 0 et — Log 3. 
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*6° Extrema de la fonction z(x, y) = 2 cos x — 2 cos y — cos (x — y). 

R. —3et 5. 

**7° Les quantités p,, Do, ..., Dn) X1, X2, ..-, Xn tant strictement positives, étudier 
orsque x» varie seul, les variations de : 

ees tog + PoXg + +.. tPnXn Py Log x + py Log xg + ... + Pn Log xn 

LE Ie aoa Py + Py t+... Dr 

En déduire par récurrence que u est positif ou nul. 

*8° Deux cercles de rayons R et R’ sont tangents extérieurement en A. Détermi- 
ner le maximum de I’aire d’un triangle dont A est un sommet et dont les deux autres 
sommets sont respectivement sur chacun des deux cercles. 

3RR'V3 
R. 4 



CHAPITRE XXV 

DIFFERENTIELLES 

1. — Différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables. 
Soit f(x, y, z) une fonction des trois variables indépendantes x, y et Zz 

admettant des dérivées partielles du premier ordre f,, f, et f;. On appelle diffé- 
rentielle totale (ou simplement différentielle) de la fonction fen x, y, z la fonc- 

tion des trois variables dx, dy, dz : 

(dx, dy, dz) df =f,,dx + f,dy +f, dz 

La différentielle de la fonction f (x, y, z) = x est donc : 

df=\1dx+0dy+0dz = dx. 

Ainsi on peut considérer dx, dy, dz comme les différentielles des fonctions 

XxX, VekZ: 

Regge se Saray 
On remarquera qu’ici f, n’est pas égal a ik 

of df 
dérivée partielle a été notée —et non pas —. 

IY Ox P dx 

Cette définition s’étend sans peine 4 un nombre quelconque de variables. 

Dans le cas d’une fonction d’une variable on retrouve la définition de la diffé- 

rentielle donnée au chapitre V : 

df (x) = f'(x) dx 

Dans le cas d’une fonction de deux variables z = f(x, y) on a une inter- 

prétation géométrique de la différentielle dz = f, dx + is dy qui rappelle celle 
de la différentielle d’une foncticn d’une variable. Si g(x, y) désigne la fonction 

dont le graphe est le plan tangent au point d’abscisse x et d’ordonnée y du 

graphe de f(x, y), la quantité dz est l’accroissement de g quand on donne a x 
l’accroissement dx et a y l’accroissement dy. 

(*). C’est pour cela qu’une 

df Sy dy + fidz dy 
a ———_ . t = i iffé j () z Kot 73 Noter que ae est alors un quotient de différentielles 

mais non pas une dérivée puisque x et y sont supposés étre des variables indépen- 
dantes. 
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La formule des accroissements finis permet d’écrire : 

Af = f(x si dx, bl dy, a5 dz) ATX; ys z) 

= dx f(x + Odx, y + Ody, z + O0dz) + dyf,(...) + dzfi...) 

avec:0: <0/< 1, 

Mais, si on suppose f,, ds et f, continues dans un voisinage de (x, y, Zz), ona: 

fAx + Odx, y + Ody, z + Odz) =f.(x, y, z)+e, 

f(x + Odx, y + Ody, z + Odz) =f, (x, y, z) + & 

fAx + Odx, y + Ody, z + Odz) = fi(x, y, z) + 8 

les quantités ¢;, € et €, tendant toutes trois vers 0 lorsque dx, dy et dz tendent 
simultanément vers 0. 

On a donc une égalité de la forme : 

Af =fi.dx +f, dy + f,dz + 8, dx + &,dy + 8, dz 

En posant : 

5 = V (dx)? + (dy)? + (dz 
ona : 

|e, dx + 8, dy + €,dz| < d(le&, | + | &2| + | 8 |) 
dot 

Af = df + 6.86) 

Ceci explique encore que dans la pratique on désigne souvent par dx, dy 

et dz des quantités trés petites, df étant alors confondu avec |’accroissement 
correspondant de f. C’est d’ailleurs ce qu’indique le nom « différentielle 

totale ». 
L’invariance de la notion de différentielle s’exprime dans le 

THEOREME |. — Soit Q = f(u, v, w) une fonction des deux variables indépen- 

dantes x et y par l’intermédiaire des fonctions u, v et w. La différentielle totale 

de Q considérée comme fonction de x et de y est égale af, du + f,dv + f, dw, 
si on désigne par du, dv et dw les différentielles totales des fonctions u, v et w 

de x et de y. 

On a en effet, par définition, dQ = Q). dx + Q, dy. Mais comme Q est une 
fonction composée de x par |’intermédiaire de u, v et w : 

ie Jats ohne tik Wo: 
De méme : 

. Q, =f uy fay Say Ae 

et par suite : 

dO. = (ful + Sov, + fu wad dx + Liu, + for, +Suw,) dy 
=f, (u, dx + u,dy) +f, (v,.dx + 0, dy) + fi (wi dx + w, dy) 
=fidut+f,dv+/f,, dw. 
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REMARQUES. — 1° Le théoréme 1, qui se généralise sans peine 4 un nombre 

quelconque de variables et 4 un nombre quelconque de fonctions intermédiaires, 
montre l’avantage qu’il y a dans les calculs a utiliser systématiquement les 

différentielles. On remarquera, en effet, que dans le calcul d’une dérivée par- 

tielle telle que /, il faut toujours préciser quelles sont les variables indépendantes 

choisies, x, y et z par exemple. 

L’expression de f, n’est, en effet, par la méme suivant que |’on prend pour 

variables indépendantes x, yet zoux, Y=x+yet Z=x + z par exemple. 

C’est ainsi que si f(x, y, z) =x + y+ z, on peut écrire f= Y+ Z—x et 

par suite : 

f, = 1 siles variables indépendantes sont x, y et z; 

f. = — 1 si les variables indépendantes sont x, Y et Z. 

C’est ainsi que si f = wv on pourra toujours écrire df = udv + v du ou 

u : vdu — udv : ; 
Si f= 5 on aura toujours df = ———_,—— sans se préoccuper de savoir quelles 

v 

sont les variables indépendantes choisies. 

2° Supposons qu’a la suite d’un calcul on tombe sur une égalité de la forme : 

(1) Adx + Bdy+ Cdz=Pdx+  Qdy+ Raz 

A, B, C, P, Q et R dépendant des différentes variables introduites. Que 

peut-on en conclure? Ii faut ici distinguer soigneusement deux cas : 

a) Si x, y et z sont des variables indépendantes, on peut donner a dx, dy et dz 

des valeurs indépendantes. On peut donc poser dx = 1, dy = Oet dz = 0, ce qui 

montre que A = P. De méme B = Qet C = R. En particulier si on tombe qur 

une égalité de la forme : df = A dx + Bdy + C dz, comme on a également : 

df =f,dx +f, dy + fi dz. 
on a surement : 

A=f, “Bef a Car 

b) Si x, y et z ne sont pas indépendantes, on exprime dx, dy et dz en fonctions 

de variables indépendantes. Aprés seulement, l’égalité (1) permettra d’écrire 

des égalités analogues aux précédentes. 

Si, par exemple, x et y sont indépendantes et, si z est une fonction z(x, y) de x 
et de y, les égalités (1) permettent d’écrire : 

Adx + Bdy + C(z. dx + z, dy) = Pdx + Ody + RG, dx + z, dy) 

et par suite : . 

A+ Cz, =P ER Zz, 

B+ Cz, =O aMRe, 
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2. — Changement de variables. 
Nous poserons le probléme sous sa forme la plus générale dans le cas du 

changement de deux variables indépendantes x et y. 
Soit z une fonction des deux variables x et y, cette fonction n’étant d’ailleurs 

en général pas connue, ou du moins pas explicitée, et soit : 

JD E(x, Veke Zz, a vi ee 2 x2s 

une quantité dépendant de x, de y, de la fonction z et de certaines de ses dérivées 

partielles par rapport 4 x et 4 y. Supposons qu’on exprime x et y en fonction 

de deux nouvelles variables indépendantes u et v : 

x= (u,v) y= (u,v) 

les fonctions g et & étant connues. 

z devient alors une fonction des variables u et v et on se pose le probléme 
d’exprimer £ en fonction de w, v, de z et des dérivées partielles de z par rapport 
a uet v. 

Les relations : 

N 
, , ‘ , 

aa 2% Py + ZW, 
hy el} 

= 2,9, + 2,¥, Ny es es 

permettent d’exprimer z, et z, comme fonction de u, v, z, et z,. Pour calculer 

une dérivée seconde telle que z’2, on serait amené a remplacer z par T = z, 

dans les égalités précédentes, d’ot des expressions de z,2 et ia en fonction de 

u, v, T,, T., d’ou finalement en fonction de u, v, Z,, Z» Z,2, Z,2 et Z,, puisqu’on 

a déja l’expression de T en fonction de u, v, z, et Z,. 
Nous allons voir sur un exemple |’avantage qu’il y a dans un tel calcul a 

employer systématiquement les différentielles au lieu des dérivées. 

Application. Calcul d’un laplacien en coordonnées polaires. — /f étant une 

fonction des variables indépendantes x et y, on appelle laplacien de f la quan- 

tité : 

Cette quantité joue un grand réle en physique, particuliérement en théorie 

de Vélectricité. 
On fait le changement de variables défini par les égalités : 

x =r cos 0 

y=rsin @ (le signe der n’étant pas imposé) 

et on se propose d’exprimer Af en fonction de r, de 0, de fet des dérivées par- 

tielles de f par rapport areta0@.Ona: 

Se =Srtx + S08. 
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D’ou, en dérivant par rapport a x l’égalité précédente : 

fa = LAT)? + frat Oe + Fol)? + Sr tse + So 0x2 
de méme : 

for =f Ar)? + fear, 0, +fel6,)? +h; rhe + fo 92 
etx: 

Af = fil(r)? + (7) + 2ffolrs 9% + 75 9) + FoAl(0)? + (6,)7] 
+ fi[rie ap ry] + f(Oro ate Oy.) 

Les égalités (2) permettent d’écrire : 

, dx = cos 0dr — r sin 0d0 

dy = sin 0dz + rcos 6dé. 

(3) 

qui s’écrivent encore : 

(4) dr = as 6 dx + sin 6 dy 

rd@ = — sin 0dx + cos Ody. 

On a donc les égalités : 

f= SCOs 0 lore = cele 
(5) p= SiO gr _ c08 6 

Si on avait voulu calculer ces dérivées directement, on aurait été amené 

AV ECrINeer! sor V/. x? + y”, ce qui conduisait 4 des ambiguités, vu l’incertitude 

sur le signe de r. On voit ici l’"avantage qu’il y a a utiliser les différentielles. 

Pour calculer les dérivées secondes on opére de méme en différentiant les 

égalités (5) : 

r2dx + ry dy = — sin 6d0 

ry ax + ry2 dy = cos 0d0 

tadx + 0, dy = — 8% a9 4 08» 
FE r 

lee EY ene pee 
r 

d’ou, en tirant dr et dO des égalités (4) : 

roadx + rey ay =— =e sin 6 dx + cos 0 dy) 

ry AX + ry dy = eae sin 0 dx + cos 0 dy) 
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cos 0 Ola dx + 6%, dy = — 5" (— sin Odx + cos Ody) + 1? (cos Odx + sin Ody) 
r 

aes Oh dyn — sin 0 dx + cos 0 dy) — 

D’ou, en égalant les coefficients de dx et de dy : 

e y 3 . 

» _ sin? 6 » __ sin 0 cos 0 » cos? 
ey ES ; Re = Pag ITE Ty2 = ep 

is 2 cos @ sin 0 pits sin? 0 — cos? 0 6" 2 cos 6 sin 6 
> hy es ite oT ee eat eis) Miss: ‘ria siditly Get § 

et, en tenant compte des égalités précédentes, |’égalité (3) permet d’écrire : 

Apap Gn bcos 0) 4 2s (- cos O sin O red 
Tr r 

ir 6 29 . (sin? @ 0 ers ( 28 ) +. Ae 4 88 

r r 

sin@cos@ 2sin@cos 6 
+ fa (Eee tent) =fpt -f; + a fe. 

le 

On a donc l’expression cherchée : 

" 1 , 1 W 

Af=f,2 + aby Hale 

Indiquons que ce calcul peut offrir de nombreuses variantes. Par exemple, 
’ 

en posant T = r, = cos 0, on aura : 

0 in? 0 
ra= [r+ 7,0,=(— sing) (-“2*)-S . 

r r 

Ou bien en posant : 

sin O 
U=f.=f. cos0—f, 

on aura : 

sin 0 
fia = U, cos 6 — ites 

soit : 

’ i: 0 , 0 fie Fe cos 0 — fi, a +705 | carb 
" 6 , 6 i 6 e iz ae Gere sin abe j= 

Nous laissons au lecteur le soin d’achever le calcul par ces méthodes. 
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EXERCICES 

1° On suppose 0 < x <y<z< x + y. Montrer que la fonction : 

x2 2 ee Zz 2 Zz aes x? z2 x? — y2 

2xy 2yz 22x 
u = Arc Cos 

est définie. Calculer sa différentielle totale. Quelle est la valeur de u? 

R. Lh — v7. 

2° Que deviennent les expressions (oti z désigne une fonction de x et y) : 

E=2z,—2Z), F = 23 — Za. 

par le changement de variables : 

X=x—y, Y=x+y. 

R. E =22zy,, F = 4zy. 

*3° Que devient l’expression (ot uw désigne une fonction de x, y et z) : 

E = Ua — uy, 

par le changement de variables : 

es Vi aL ihe \Ce= If, 

R. E = in uy — in uy + Ce = U'ys). 

*4° Que devient |’expression E = u +uU = u, (ou u désigne une fonction de 

x, y, z) en prenant les nouvelles variables r, 6 et g définies par les égalités 
x =rcos cos 9, y =rsin 0cosg,z=rsing. 

1 2 1 
R. B=ue4+-—172 ——- 

i pallets cost 



CHAPITRE XXVI 

CALCULS NUMERIQUES 

1. — Programme de calcul. 

Quelle que soit |’étude théorique faite, |’ingénieur aboutit toujours 4 un 

calcul numérique. Nous nous placerons d’abord dans le cas le plus simple 

ou la grandeur a calculer x s’exprime en fonction de grandeurs connues 
a, b,c, ..., par une formule : 

Ma ie, OC, tee) 

ne contenant que des symboles opératoires soit parfaitement connus (+ —, 

i, / ), soit représentant des fonctions tabulées (sin, cos, log, ...). 

Le calcul pourra se faire soit 4 la main, soit partie 4 la main et partie en uti- 

lisant des tables numériques, des machines a calculer de bureau ou des machines 

électroniques. Quel que soit |’°ensemble des moyens de calculs utilisés, le premier 

travail consistera essentiellement a établir un programme détaillé de calcul. 

Dans ce programme on devra indiquer toutes les opérations dans l’ordre ot 

elles doivent étre effectuées ainsi que tous les emplacements ov seront inscrits 

et ensuite puisés tous les nombres nécessaires au calcul (valeurs numériques des 

données ainsi que des résultats intermédiaires), la derniére ligne de ce pro- 

gramme doit donner la valeur de x. 
Insistons sur ce point. Ce programme (appelé aussi quelquefois feuille de 

calcul ou diagramme de calcul) doit étre établi avant tout début de calcul numé- 

rique effectif, car la rédaction de ce programme influe sur la rapidité du calcul 

et sur la précision du résultat obtenu. Il va de soi que ce programme dépendra 

dans une large mesure de la nature des moyens de calcul mis a la disposition du 

calculateur. 

2. — Incertitude absolue et relative sur la mesure d’une grandeur. 

Une grandeur dite connue n’est jamais parfaitement connue. Si a désigne la 

mesure de cette grandeur, que a soit le résultat d’une mesure ou d’un calcul, il 

est entaché d’une certaine erreur. On peut avoir quelquefois certains renseigne- 



350 ELEMENTS DE CALCULS GEOMETRIQUES 

ments sur cette erreur (son sens, sa répartition en probabilité, ...), mais nous 
nous placerons uniquement dans le cas ou |’on connait une borne supérieure é, 

de la valeur absolue de cette erreur, c’est-a-dire ot l’on sait que la mesure réelle 

de la grandeur est comprise entre a — €,eta + &,. 
Le nombre positif ¢, s’appelle l’incertitude absolue sur le nombre a. En géné- 

ral ¢, est un nombre petit, mais ceci n’a de sens que par comparaison avec le 

nombre a. Un changement d’unité en effet a pour résultat de multiplier ¢, et a 

par le méme facteur. Autrement dit, la précision avec laquelle la grandeur est 

mesurée n’est pas indiquée par ¢,, mais par le rapport : 

a 

|a| 

que l|’on appelle |’ incertitude relative. Dans les cas usuels cette incertitude rela- 

tive est de l’ordre de 10~*, mais dans certains cas de mesures trés fines, l’incer- 

titude relative peut étre beaucoup plus petite et atteindre des valeurs de |’ordre 
-de 107° ou 107?°. Il est bien évident que des calculs effectués a partir de mesures 

aussi précises devront étre menés avec un grand nombre de chiffres significatifs. 

Si nous revenons a la formule : 

x = f(a, b, c) 

nous pourrons calculer une borne supérieure de l’erreur commise sur x. En effet, 

nous savons que si a, b, c varient de quantités petites da, db, dc, la variation de x 

sera sensiblement égale a : 

dx =f, da+f,db + fide 
donc: 

|dx|<|f,da| + |f,db| + | fcde|. 

Or, nous savons que : 

|da| <é, |db| <6, | dc| < &,. 

L’erreur sur x sera donc certainement au plus égale a : 

[Fa Vea Ls Pele [en 

Pour ne pas allonger inutilement les calculs on se contente en général de 

valeurs A, B, C grossiérement approchées par excés de f., f,, f. et de calculer 
l’incertitude absolue sur x par la formule : 

(1) &, =Ae,+ Be, + Ce. 
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Signalons d’abord des applications courantes de ce résultat : 

six=a+boux=a-b: 

UR Sur ata 

six =aboux = 

ey €q € = = + — 

x| jal |8| 

formules qui traduisent deux énoncés élémentaires : 

L’incertitude absolue d’une somme ou dune différence est la somme des 
incertitudes absolues des divers termes. L’incertitude relative d’un produit ou 

dun quotient est la somme des incertitudes relatives des divers facteurs. 

D’autre part la formule (1) exprime que si diverses causes d’erreurs peuvent 

entacher la mesure d’une grandeur, |’incertitude totale est la somme des incer- 

titudes dues aux diverses causes d’erreur (l’erreur sur a provoque |’incerti- 

tude Aég,, etc.). Il est bien évident qu’il s’agit de l’évaluation la plus défavorable 

de l’incertitude puisqu’il faudrait pour réaliser un tel cas que toutes les causes 

d’erreur aient leurs intensités maximum et agissent dans le méme sens sur la 

mesure x. C’est cependant cette évaluation que nous adopterons afin d’obtenir 

une certitude sur la grandeur de |’incertitude absolue. 

3. — Incertitude due au processus de calcul. 
La formule (1) donne !’incertitude absolue sur x en supposant que les diverses 

opérations contenues dans fsoient faites exactement. Or, en dehors de l’addition 
et de la multiplication, tous les symboles opératoires conduisent en général 

a des nombres dont la valeur exacte exigerait une infinité de chiffres décimaux. 

Pour des raisons de nécessité pratique ces nombres sont arrondis, on supprime 

tous les chiffres 4 partir d’un certain rang et, si le premier chiffre supprimé 

est 5, 6, 7, 8 ou 9, on augmente le dernier chiffre gardé d’une unité. Si donc n 

est le nombre de chiffres décimaux gardés, l|’arrondi crée une erreur dont le 

: 1 e 
maximum en valeur absolue est = .10°". Par exemple : 

2 

; = 0,666 66 ... est arrondi a 0,667 

; = 0,333 33 ... est arrondi a 0,333. 

Si la formule donnant x comporte assez peu de calculs, on pourra garder 

assez de chiffres décimaux dans les résultats intermédiaires pour que les erreurs 

d’arrondis n’apportent qu’une part trés faible 4 l’erreur commise sur x. Dans 

ce cas la formule (1) donnera | ’incertitude sur x. 
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Si les calculs sont compliqués et longs, les erreurs d’arrondis s’accumuleront 

successivement (puisque nous devons toujours nous placer dans le cas le plus 

défavorable) et finiront par avoir une place relativement importante dans 

l’erreur commise sur x. La formule (1) sera alors insuffisante et ne pourra ser- 

vir qu’a prévoir l’ordre de grandeur de |’incertitude sur x. Dans le programme 

de calcul il faudra prévoir le calcul d’erreur : 4 chaque opération on déter- 

minera |’incertitude sur le résultat comme somme des incertitudes dues aux 

opérandes et de l’incertitude ajoutée par |’arrondissement du résultat. Nous 

allons préciser cela sur un exemple de calcul a la main. 

EXEMPLE |. — Soit : 

x=att+ bt?+ct+d 

ou: 

1 
(= 127 fa = 5 

& = — 295 Gres! = ee 

iy 
c= 318 pores 

d= — 208 ah = a=5 

i 1,83 = } 
a 0. 

Calculons d’abord l’incertitude sur x par la formule fondamentale : 

é,=te,+ ts, +te, + e+ | 3at? + 2bt+cle,#€9(*) 

(calcul fait a la régle). 

Disposons maintenant notre calcul en écrivant : 

x = [Cat +.b)t + clt 40d 

ce qui ne demandera que trois multiplications dont les résultats seront arrondis 

a trois chiffres comme les données. On posera successivement : 

P=a4, qgq=prt.d, f=, S=fte G=stae 8 

(*) Le signe # se lit « a peu prés égal ». 
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et les calculs d’erreur seront faits a la régle : 

G= 127 &, = 0,5 
t= 1,83 &, = 0,005 

381 
101 6 
127 

a 232,41 &p = ae, + te, = 1,55 
P= 232 &, = 1,55 + 0,41 ¥# 2 
b=— 295 

q = 1 05 &,,.= 8, +e, = 2,5 
t= 1,83 &, = 0,005 

1 89 
50 4 
63 

fe SATS 29 & = te, +|q|e, = 4,89 
r=—-— 115 & = 4,89 + 0,29 # 5 
c= 318 &, = 0,5 

s= 203 & =&+6 =5,5 

i= 1,83 é, = 0,005 

6 09 
162 4 
203 

“= 371,49 &=se,+te= 11 

os oy 3M e, = 11,5 
= 208 €q — 0,5 

x= 163 &, = 12. 

On voit qu’ici les arrondis ont apporté trois unités de plus a l’incertitude 

sur x. L’ordre de grandeur (12 au lieu de 9) de l’incertitude n’est pas modifié, 

mais on concoit que, sur des calculs trés longs, les erreurs d’arrondis finissent 

par devenir trés importantes. 

4. — Usage des tables. 
Les calculs sont grandement facilités par |’existence de tables numériques 

donnant les valeurs de certaines fonctions d’usage courant : carré, cube, loga- 

rithme, exponentielle, sinus, etc. Le maniement de ces tables est simple. La 

seule question que nous ayons a élucider est celle de la précision obtenue. 

Nous prendrons |’exemple de la table de logarithmes a 5 décimales comme étant 

une des tables les plus répandues, mais les raisonnements indiqués et la nature 

des résultats sont valables pour toutes les tables. 
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Soit x un nombre que nous pouvons toujours supposer compris entre 1 000 

et 10 000. Nous aurons a examiner trois cas : x est dans la table (donc entier), 

x est compris entre deux nombres de la table, x est entaché d’une incertitude ¢,. 

1° Si x est dans la table, celle-ci ne nous donnera pas la valeur exacte de log x, 

mais une valeur approchée (que nous désignerons par log x) avec une incertitude 

égale 4 5.107 °. 

Exemple : log 6 343 = 3,802 29. 
2° Si x n’est pas dans la table, il sera compris entre deux nombres entiers 

successifs n etn + 1. On écrira : 

See ip ee No) Ore Ge —<ale 

Pour calculer une valeur approchée de log x, considérons le graphe de cette 

fonction, la valeur exacte cherchée est log x = mM. Tragons la corde AB Jjol- 

gnant les points d’abscisses n 

y 5 et n + | du graphe considéré, 
y ae eee ae une valeur approchée de log x 

A 
{P sera : 

| 1 1 

i | eens 
| log x = mP 

! | 
| : r x 

a ee ee cee Ota Se ee Peer en faisant une erreur égale a 
° n n+ n+ x 

PM. Or, on peut établir (voir 

Fic. 1. exercice n° |) que dans toute 

l’étendue de la table PM est 

inférieur 4 6.1078, donc prati- 
quement négligeable puisque les logarithmes de la table sont donnés avec une 

incertitude presque 100 fois plus grande. 

Le procédé qui consiste a remplacer |’arc de courbe par sa corde s’appelle 

interpolation linéaire. Pratiquement les tables numériques de toute sorte sont 

établies de telle fagon que l’interpolation linéaire, comme dans la table de 

logarithmes, n’ajoute qu'une erreur négligeable devant l’incertitude des nombres 

de la table. 

L’ordonnée du point P est facile 4 calculer. On aura : 

mP = logn + @ [log (n + 1) — log n]. 

La quantité log (n + 1) — log nest la différence tabulaire A, et on calculera 
donc : 

mP = logn + O0A,,. 

Finalement, en utilisant les valeurs de la table, nous écrirons : 

log x =logn +0A,. 

En écrivant cette expression sous la forme : 

log x = (1 — 0) log n + @ log (n + 1) 
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on voit que l’incertitude sur log x est : 

(1 — @)5.107* + 65.107° = 5.107. 

On voit donc que, par interpolation, on calculera log x avec la méme incer- 
titude que si x était un entier. Mais ce résultat suppose que l’on n’arrondisse 
pas log x, sinon il faudra ajouter a l’incertitude une erreur d’arrondi de valeur 

maximum 5.10~ ©. Nous serons donc conduits a écrire log x avec plus de 5 déci- 
males (incertitude 5.10~°) ou avec 5 décimales (incertitude 10"); 

EXEMPLE 2. — log 6 343. = 3,802 29 A = 0,000 07 

log 6 343,8 = 3,802 29 + = -0,000 07 

log 6 343,8 = 3,802 346, incertitude 5.107 ° 
ou 

log 6 343,8 = 3,802 35 incertitude 107°. 

3° x est entaché d’une incertitude ¢. Cette incertitude contribue 4 augmenter 

lincertitude sur log x de la quantité : 

of (log x) 

dx 

d (log x) : ; ; 
es , qui est la pente de la tangente au graphe au point M d’abs- 

cisse x, peut pratiquement étre confondu avec la pente de la corde AB (voir 

log (n + 1) — logn 
] , c’est-a-dire avec A,. L’incertitude fig. 1) done avec 

sur log x sera donc : 

5.10~° + eA,. 

EXEMPLE 3. — Sachant que I|incertitude sur 6 343,8 est 0,3 quelle est l’incer- 

titude sur log 6 343,8 ? Nous aurons log 6 343,8 = 3,802 346, incertitude : 

Pe) 26 
6540 Fer Io 0000 07 = 26.10. 

Dans ce cas il est manifestement inutile de garder la sixiéme décimale du loga- 

rithme, on écrira : 

log 6 343,8 = 3,802 35 avec une incertitude (4 + 26).10~° = 3.107”. 

5. — Inversion de la table. 

Connaissant le nombre y = log z, il s’agit de déterminer le nombre z = 10” 

(appelé parfois l’antilogarithme de y). La table de logarithmes peut servir a 

cette détermination. Les raisonnements précédents vont subsister, la seule 
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différence provient de ce que les valeurs de y ne sont plus équidistantes. Pour 

simplifier 1’énoncé nous supposerons 3 < y < 4, donc : 

1 000 < 10” < 10000. 

1° y est dans la table. On lira donc un. nombre entier 7 qui sera une valeur 

approchée de 10” : 

n, = 107. 

Pour calculer |’incertitude sur 10”, nous utiliserons le fait que : 

= 510° Slog 7 yo 

donc : 

A042 C10 <n Oe, 
Ore 

10270" iis e> 107° Log 10 # ee 12> 1058: 

L’incertitude sur 10” sera donc n.12.10~°. On pourra donc soit utiliser 

l’incertitude relative sur 10” (égale 4 12.10~°), soit l’incertitude absolue (au 

plus égale, pour n = 10*, 40,12). 
On pourra dire encore que |’incertitude sur 10” est d’environ une unité du 

cinquiéme chiffre de 10” a partir de la gauche. 

EXEMPLE 4. —y = 3,802 29. 

10” = 6 343 incertitude 0,1. 

2° y est compris entre deux nombres a et b de la table. On calculera 10” 

par interpolation linéaire : 

Soit : 

nous écrirons : 

10° =n+0 

l’incertitude restant la méme que dans le premier cas si 0 est calculé avec assez 

de décimales. La quantité b — a = A, est la différence tabulaire. 

EXEMPLE 5. — y = 3,802 35. 

@ =93,802:29 b — a = 0,000 07 n = 6 343 

10” = 6 343,857 __incertitude 0,1 
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pratiquement on écrira : 

soit 10” = 6 343,86 __incertitude 0,1 

soit 10” = 6 343,9 incertitude 0,15. 

3° y est entaché dune incertitude ¢. On voit immédiatement que cela entraine 

sur @ et par suite sur 10” une incertitude supplémentaire b = 

EXEMPLE 6. — y = 3,802 35 et ¢ = 8.107°. 
On écrira : 

10” = 6 343,86, incertitude 0,1 + : = 0,1 + 1,14 = 1,24. 

A ce moment on é€crira donc : 

10° = 6 344, incertitude 1,24 + 0,14 # 1,4. 

6. — Calculs analogiques. 
On appelle ainsi des méthodes de calcul fondées essentiellement sur des 

mesures de grandeurs physiques (longueur, masse, intensité de courant, ...). 

La différence essentielle avec les méthodes précédentes est que ce sont des 

méthodes continues et non des méthodes discontinues (l’°emploi d’un nombre 

limité de chiffres est la cause de cette discontinuité). 

La plus courante des méthodes analogiques est |’emploi de la regle a calcul, 

qui est l’instrument indispensable pour des calculs usuels. 

Les méthodes graphiques sont aussi des méthodes analogiques; en général le 

calcul revient 4 mesurer une grandeur déterminée par une construction géomé- 

trique. On emploie en particulier fréquemment des abaques dits a points ali- 

gnés dans lesquelles la construction géométrique est le tracé d’une droite joi- 

gnant deux points de deux courbes graduées (voir exercice n° 2). 

Enfin, on construit des machines analogiques importantes utilisant surtout 

des phénoménes électriques : le calcul d’une fonction se fait en réalisant une 

expérience dans laquelle une grandeur se trouve obéir a la loi exprimée par cette 

fonction. Le résultat s’obtient en lisant sur un cadran la mesure de la grandeur. 

Nous citerons comme exemples de ces machines les simulateurs de vol d’avion. 
Les machines analogiques donnent rarement une grande précision, en géné- 

ral l’incertitude relative est de a Dans les domaines ot les mémes calculs se 

répétent fréquemment avec des données variables et oti la précision demandée 

n'est pas trop grande, les méthodes analogiques sont recommandées par leur 

simplicité d’emploi et leur rapidité. 
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EXERCICES 

**40 On considére une fonction f telle que f(0) = f(1) = 0 et que f"(x) existe 

pour x € (0, 1). Soit Oe )0, 1(, on pose : 

A 
f(9) = x HO — 1) 

et: 
A 

g(x) = f(x) — x(x — 1). 

Montrer que g’(x) s’annule deux fois dans l’intervalle )0, 1( et en déduire : 

A=f"(Aa) 0O<A<1. 

Appliquer ce résultat a : 

f(x) = log (n + x) — log n — x[log (n + 1) — log a] 

log e 

Gee 
et en déduire f(0) < Retrouver ainsi le résultat annoncé au n° 4 du 

chapitre XXVI. 

2° Par deux points O et O’ et par leur milieu J, on méne trois droites paralléles OY, 
O'Y et IZ sur lesquelles on porte des échelles logarithmiques d’origine O, O’, I. 

Soit M et M’ les points d’abscisses x et y sur OX et O'Y (donc OM = log x, 

O'M’ = log »). 

La droite MM" coupe IZ en P. Calculer TP et vérifier que l’on obtient ainsi un 

abaque a points alignés pour calculer a/ xy. 

3° x, yet z étant compris entre 1 et 10 et connus avec une incertitude absolue égale 

V3 1 ay Rt RS. 

Seeeth * aly it “2 2 2 pea See a 100° montrer gue !’incertitude absolue sur x? + y? + z est 100° 

*40 Calcul cision y = — m fia AAG alculer avec precision y = 7 — + Sh? x Pour x = 7 = 3, ; 

R = 22 Ine eee ; y= 6; a Tos Pres. 

*5° Résoudre le systéme : 

Eee Seartl 
Pe ie a 

R x = — 0,396 = 0,549 ane : = L e=10) a > F03 Pres 

1 
6° Tableau des valeurs de —, lorsque x varie de 1 a 2 par a y 

38 1 
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*7° Valeur numérique de 6 dans la formule : 

F(x) = £0) + xf"(Ox) 

lorsque f(x) = (4 + 3x)°, x14 

phe enh 
R. 6 = 0,458 a Tos Pres: 

8° Calculer successivement et a la main : 

C101)? ODS, uy. (1,01) 

en arrondissant chaque fois le résultat au 2¢ chiffre décimal. Comparer le résultat 
avec le calcul de (1,01)*° a l’aide d’une table de logarithmes. 

R. 1,50 et 1,64. 



CHAPITRE XXVII 

RESOLUTION NUMERIQUE 

DES EQUATIONS 

1. — Méthodes graphiques. 
Un des buts essentiels des mathématiques et un des calculs numériques 

rencontrés le plus fréquemment est la résolution d’une équation : 

f(x) = 9 

c’est-a-dire la recherche des valeurs de x qui annulent la fonction /. Or, en 

dehors de cas particuliers simples (comme les équations algébriques du premier 

et du second degré), on ne peut donner de formule de résolution de |’équation. 

On est donc conduit 4 indiquer des méthodes permettant de calculer approxi- 

mativement ces racines. Comme nous le verrons on peut, en théorie, déterminer 

la valeur numérique des racines avec une approximation aussi grande que |’on 

voudra. 

Commencons par indiquer quelques méthodes graphiques qui, bien 

employées, permettent de déterminer les racines avec une précision trés sou- 

vent suffisante en pratique. En tous les cas, les valeurs ainsi obtenues peuvent 

servir de point de départ a des calculs plus précis. 

On pourra commencer par tracer la courbe définie par y = f(x) a grande 

échelle au voisinage des valeurs de x intéressantes. Il sera souvent plus avan- 

tageux d’écrire l’équation sous la forme : 

g(x) = h(x) 

et de déterminer les points d’intersection des courbes définies par : 

y= g(x) -et. y= h(x). 

On pourra souvent obtenir ainsi des courbes bien connues (droites, cercles, 

coniques, courbes définies par y = x”, sinusoide, .. .) qu’on pourra tracer avec 

précision et 4 grande échelle sur du papier millimétré transparent. En super- 

posant deux feuilles de papier, il sera aisé de déterminer les abscisses des points 
d’intersection de ces courbes. 

Les équations de la forme : 

x” + px + q =)0 
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se résoudront ainsi en prenant les points d’intersection de la courbe définie par : 

p= x" 

et de la droite d’équation : 

y= =pxr= gq. 

Les équations de la forme : 

x" + px? + qx+r=0 

se résoudront par intersection de la courbe définie par y = x” et de la parabole 
d’équation : 

y = — px* — qx-r. 
L’équation : 

x—ksinx =.0 

se résoudra par intersection de la sinusoide représentée par : 

y=sinx 

agit tee ! x 
et de la droite d’équation y = ra 

On peut aussi indiquer des méthodes de construction des racines. C’est 
ainsi qu’en mathématiques élémentaires on apprend 4a construire les racines 

d’une équation du second degré au moyen de la régle et du compas. 

2. — Méthodes d’approximation. 
Si l’on veut obtenir plus de précision sur la valeur des racines de l’équation 

F(x) = 0, il est nécessaire d’employer des méthodes d’approximation suscep- 

tibles par leur nature méme de conduire a des valeurs de plus en plus appro- 
chées de ces racines. 

Nous supposerons que |’on a séparé les racines de |’équation, c’est-a-dire 
déterminé des intervalles (a,b) dans lesquels la fonction f(x) est continue et 

s’annule une fois tandis que f’(x) garde un signe constant. 

Si Vintervalle (a,b) est grand, on commencera par le réduire en détermi- 

nant le signe de f(x) pour des valeurs intermédiaires entre a et b. Si on excepte 
le cas singulier ot! f"(x) s’annulerait en méme temps que f(x), nous pourrons 

supposer avoir obtenu un intervalle assez petit dans lequel f’(x) gardera un 

signe constant, donc dans lequel f’(x) sera monotone et aussi tel que f(a) et f () 

aient des valeurs finies. 
Nous aurons donc quatre cas possibles (a < b) : 

Ba Pf (De “flx)' <9» J") > 0 
ear Oe Dy PR) a0) fy <0 
aya aby fe) 20 F(x) > 0 
Pa Orato) rf > Oro f(x) <0 
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Pour simplifier ce qui suit nous nous supposerons placés dans un cas précis 

en prenant comme exemple |’équation x — tg x = 0 quia une racine a comprise 

; 3 ones tip Pe , IT 
entre 3,3 (légérement supérieur a 7) et 4,6 (Iézerement inférieur a 3) ; 

On aici: 

f(x) =x — igx PU) hears oe f(x) = — 2 tg x (1 + tg* x) 
f (3,3) = 3,140 3 f(4,6) = — 4,260 2 

oO =r nN 

Fia. 1. 

3. — Méthode d’interpolation de Lagrange. 
Elle consiste 4 remplacer |’arc AB du graphe de f(x) par la droite AB. Cette 

droite a pour équation : 

(0) = - LOO 

et coupe l’axe Ox au point d’abscisse a, donnée par la formule 1 

rahe Oe. FH: 
Il est facile de vérifier, et cela est évident sur la figure, que f(a,) est positif 

et que a est compris entre a, et b. Nous allons donc pouvoir remplacer a par a. 
En joignant A,B on déterminera : 

ms 

OE F(a) 

et, en itérant le procédé, on construira une suite de valeurs : 

Gy, = b= JAP) 

Gy SO5y 08 0 GIR ae 
telles que : 

Ane = b— — fb) ae nent 
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Cette suite est croissante et il est presque évident sur la figure que nous obte- 

nons ainsi des valeurs de plus en plus approchées de la valeur « cherchée (nous 

le démontrerons rigoureusement un peu plus loin). 

Dans le cas de l’équation considérée, 4 chaque étape on aura faire les cal- 
culs suivants : 

a,, (radians) 

a, (grades) 

&s (a, — 200) 

— tg (a, — 200) a ce 

An4 1 = b— ~ f(b) ae at 

En faisant les calculs avec trois décimales on trouve : 

a =33 a, = 3,901 a, = 4,233 a; = 4,394 
a, = 4,469 as = 4,492 dag = 4,494 a, = 4,493 

Il se trouve que les arrondissements faits pour calculer a, nous ont fait 

dépasser le but, on constate que f(a,) est négatif. Pour calculer le nombre az, 

nous avons en fait extrapoler. En constatant que f(a;) est positif, on peut en 

conclure 

4,493 < a < 4,494. 

4. — Méthode de Newton. 

Cette méthode consiste a remplacer l’arc AB par la tangente en l’une de 

ses extrémités A ou B. Le simple examen de la figure montre que dans le cas 

considéré il y a avantage a mener la tangente en B qui est plus inclinée. Cette 

droite a pour équation : 

Pow Ol = 7b). 0) 

et coupe l’axe Ox en un point dont |’abscisse est : 

f(0) 
q f'(6) 

En itérant le procédé on détermine une suite : 

Ve De Opec De tga o 

telles que : 

ACD) 
#G,)- 

On constate aisément sur la figure que la suite est décroissante et que nous 

obtenons ainsi des valeurs de plus en plus approchées de la valeur « cherchée 

(nous le démontrerons également un peu plus loin). 

Dn +1 = b, a 
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Dans le cas de l’équation considérée, 4 chaque étape on aura 4 faire les 

calculs suivants : 
b, (radians) 

b, (grades) 

tg (b, — 200) 

b, — tg (b, — 200) = f(6,) 
— tg’ (b, — 200) = f’(6,) 

re) 
gree ae 

En faisant le calcul avec trois décimales, on trouve : 

On+1 = 

b = 4,6, b, = 4,546, b, = 4,506, b, =4,494, b,=4,493 et b, = by 

a l’approximation des calculs prés. 

On voit que dans ce cas la méthode d’interpolation et la méthode de Newton 

donnent l’une des valeurs par défaut, l’autre des valeurs par excés de la racine. 

En employant conjointement les deux méthodes, on pourra donc encadrer la 

racine cherchée. 

5. Méthode générale d’itération. 
La méthode d’itération généralise les méthodes précédentes. Elle consiste 

a écrire l’équation f(x) = 0 sous la forme : 

x = —(x) 

et, partant d’une valeur a,, de calculer successivement : 

a, = 9(4) 

a3 = (a2) 

a, he (4, ey, 

Nous allons montrer que, sous certaines hypothéses, les quantités a,, ..., 

a,, ..- donnent des valeurs de plus en plus approchées de la racine cherchée « 

lorsque n croit (nous dirons alors que le processus d’itération est convergent). 

Les hypothéses faites sont les suivantes : 

Dans I’intervalle (a, 6) l’équation : 

X = G(x) 
a une racine a Ou : 

a = (a) 

et le maximum & du module de | ¢’(x) | est inférieur a 1, ou : 

lel <k <1. 
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Nous prendrons comme valeur de départ a, celui des deux nombres aet b 
qui est le plus rapproché de « (on s’en apercoit grosso modo en calculant (a) — a 
et p(b) — b). 

Dans ces conditions on peut écrire : 

& — a, = O(a) — G(a;) = (« — a,)e'(c) 

en appliquant la formule des accroissements finis, c étant compris entre et a,, 
donc entre a et b. Il en résulte : 

|a—a,|<kla—a,| 

donc a, est plus rapprochée de la racine a que a, et se trouve certainement dans 
Vintervalle (a, 5). 

Mais le calcul est valable pour les valeurs a3, ..., a,, ... On pourra donc 

écrire : 

|a—a,;|<kl|a—a,| 

ce qui prouve que a, est plus rapproché de « que a, et se trouve certainement 
dans l’intervalle (a, b) et ainsi de suite : 

| egy Sk poe a, |. 

Il en résulte bien que a,,, est plus approché que a, de la racine a. Plus 

précisément, en multipliant toutes les inégalités obtenues, on obtient 

[a — @,4,|< k"|a — a, |. 

Loge — Log | a — q, | 

jak ats SeAog le Hen a 
rons donc affirmer que pour n > N, le nombre a,,, est une valeur approchée 

de « avec une erreur inférieure a s. 

L’interprétation graphique illustre bien ce calcul lorsqu’on suppose |’inter- 

valle considéré suffisamment petit pour que la fonction @ soit monotone dans 

cet intervalle. Nous distinguerons deux cas suivant le signe de g(x). Supposons 

d’abord g’(x) > 0 (fig. 2), tragons les graphes de y = x et y = (x). Nous 
voulons déterminer |’abscisse du point M, intersection de ces deux graphes. 

Sion se donne ¢ positif et sion pose N = , nous pour- 

y=? &) 

o|--————-— ———— 
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Partant de la valeur a = a,, pour avoir le point d’abscisse a, = ¢(@,), il nous 

suffit de mener par A la paralléle 4 Ox jusqu’a son intersection P avec la droite 

d’équation y = x, l’abscisse de P sera a, et permet de déterminer le point A, 

de la courbe d’équation y = g(x). En menant par A, Ia paralléle a Ox on déter- 

minera sur la droite d’équation y = x, le-point Q d’abscisse az = (a2), d’ou 

le point A3, ... On voit que l’on construit ainsi une sorte d’escalier qui monte 

du point A vers le point M (en partant du point B on aurait eu un escalier 

descendant du point B vers le point M). 
Si maintenant nous supposons ¢'(x) < 0 (fig. 3) les mémes constructions 

effectuées sur le graphe de (x) et sur la droite d’équation y = x, nous condui- 

sent successivement aux points A, P, A,, Q, Az, ... c’est-a-dire que cette fois 

on construit une spirale qui entoure le point M en s’en rapprochant indéfini- 

ment. 

On voit que si 0 < g(x) < k <1 dans V’intervalle (a, b), la suite a,, 

Ap, .. +5, ... eSt Monotone, soit non décroissante, soit non croissante. Si, 

par contre : 

~1<-k<@() <0, 
la suite donnera alternativement des valeurs approchées par exces et par défaut 

de la solution cherchée. Dans les deux cas on adopte comme régle pratique (') 

d’arréter les calculs quand la différence a,,, — a, est du méme ordre de gran- 

deur que |’incertitude sur le calcul de (x). Il est évident qu’il est impossible 

d’obtenir a, et par suite w avec une précision supérieure a celle du calcul de 

(a). 

On notera cependant l’avantage qu’il yaa avoir — 1 < g(x) < 0,caralors 

la racine cherchée « est toujours comprise entre a, et a,4,. 

Remarquons une propriété de |’itération. Une faute de calcul qui n’est pas 
assez importante pour faire sortir de |’intervalle (a, b) modifiera peut-étre les 

termes de la suite a,,@,, ..., a,, ... mais ne modifie pas la convergence de cette 

suite vers le nombre «. Une faute de calcul n’aura donc pas en général de consé- 

quences graves (il n’en est pas de méme lorsqu’on utilise une formule de résolu- 

tion, si elle existe, théoriquement parfaite). 

Reste 4 voir comment on peut écrire l’équation f(x) = 0 sous la forme : 

X = Q(x) 

avec | ~’(x) | suffisamment petit. Nous avons comme premier moyen la méthode 
d’interpolation qui consiste a écrire |’équation sous la forme : 

ns b—x 

eR es) 

() En effet, théoriquement l’approximation est d’autant meilleure que ‘, est grand; 
donc lincertitude due au calcul devient plus grande que | a —a,| a partir d’une 
certaine valeur de n. 
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Dans ce cas : 

f(6) 

[f(6) — foo)? 

Or, on peut écrire, en notant u et v des valeurs convenables entre b et x : 

p(x) = Lf(b) — f(x) + & — d)f’@))- 

Th 2 

SO) = fx) + 6 — HF) + PS prey 
F() = f(x) + © — x) Ff’) 

7 LOL) 
g(x) = 2f'?(v) > 

Si donc 6 est pris dans un voisinage de « suffisamment petit pour que f(b) 
soit lui-méme petit et pour que f’ ne s’y annule pas, y’(x) aura une valeur 

absolue inférieure a | : le processus d’itération sera convergent. 

Un deuxiéme moyen est la méthode de Newton qui consiste a écrire l’équa- 

tion f(x) = 0 sous la forme : 

donc : 

Nous aurons ici : 

La conclusion est donc la méme qu’a I|’alinéa précédent. Si on est dans un 

voisinage suffisamment petit de «, le processus est convergent. 

D’une facgon générale, en écrivant l’équation sous la forme : 

x =x + f(x) ex) 
et si g(x) ne s’annule pas, on aura une équation équivalente a : 

f(x) = 0. 

Il restera 4 choisir g(x) de fagon que la dérivée : 

Wt fot Sis 

soit petite en valeur absolue dans |’intervalle ol l’on cherche une racine. 
Notons encore que si |’équation mise sous forme x = ¢(x) est telle que : 

| g(x) | > 1, 

il suffira d’écrire cette équation sous la forme : 

x == DG) 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5® éd.). 
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(x) étant la fonction inverse de g(x), pour étre assuré de : 

1 
| &’(x)| = o) <i] 

et donc d’un processus convergent. 

Reprenons par exemple |’équation tg x — x = 0 avec 3,3 < x < 4,6 sous 

la forme x = tg x. 
Le procédé d’itération sera divergent (1 + tg? x > 1), mais sous la forme : 

x=n7+ Arctgx 

le procédé sera convergent (i dérivée est : eS =| , 
Viggo 10 

En partant de la valeur 3,3 on trouve successivement : 

a = 3,3 x, = 4,412 xX, = 4,490 x3 = 4,493 x4 = 4,493. 

Le procédé est rapidement convergent car | ~’(x) | est petit. 

6. — Systéme de deux équations. 
Lorsqu’on aura a résoudre un systéme de deux équations : 

f(x, y) =0 

g(x, y) = 0 

On pourra utiliser des méthodes graphiques en tragant les deux courbes 

déterminées par ces équations et en mesurant les coordonnées de leurs points 
d’intersection. 

On pourra aussi essayer d’éliminer une des inconnues, c’est-a-dire transfor- 

mer le systéme d’équations en un systéme équivalent de la forme : 

y = F(x) 

G(x) = 0 

Une telle élimination est en général un probléme difficile 4 résoudre mais, 

si elle est réalisée, on est ramené a la résolution d’une équation a une inconnue. 
Enfin, dans certains cas la méthode d’itération peut s’appliquer. En écri- 

vant le systéme sous la forme : 

} x = (x, y) 

y= W(x y) 

On calculera successivement, a partir d’un point initial x9, yo : 

X; = P(Xo; Vo) 

V1 = W(Xo, Yo) 

X2 = P(X, y1) } Xnt1 = P(Xns Yn) 

Vo = W(X, 21) Yn+1 = W(X, Yn) b = 

I] sera fréquent que l’on puisse choisir les fonctions o et w de facon que les 
deux suites convergent vers un systéme de solutions du systéme donné. 
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EXERCICES 

1° Calculer 4 0,001 prés la racine comprise entre 3 et 4 de l’équation : 

Txt — 272° + 8x + 9 =0. 

2° Résoudre l’équation x5 = 10 000sin x, 

3° Racine non nulle de l’équation x = 2(1 — e-%). 

4° Vérifier que l’équation x® + x? — 1,8317 = 0a une seule racine réelle et cal- 

ne eek 
culer cette racine a int prés. 

*50 Calculer \/2 en appliquant la méthode de Newton a |’équation : 

xot™ 2 Dx x0 

en partant de la valeur a, = 1. Montrer que si l’on choisit m = — a a chaque itéra- 

tion, on triple 4 peu prés le nombre de décimales exactes déja obtenues pour / 2, 

R. a fea sheyp telatraN 5 
2 6 Fre eed 

*6° Calculer la racine de l’équation x5 + ax? — b = 0 sachant que a = 3,61 et 
b = 11,42. Quelle est l’incertitude ¢, sur cette racine sachant que les incertitudes sur 

1 
les données sont &g = & ==, ? 

STAs 100 

R. ox 



CHAPITRE XXVIII 

VECTEURS VARIABLES 

1. — Fonctions vectorielles d’une variable. 
Si a chaque valeur d’une variable réelle ¢ (tout au moins lorsque t appartient 

% 
4 un certain ensemble de valeurs) nous faisons correspondre un vecteur libre E, 

nous définissons ainsi une fonction vectorielle de la variable t que |’on désigne 
> 

par une notation telle que E(t). Si nous rapportons l’espace a trois axes de 

coordonnées (que nous pourrons supposer rectangulaires) les trois compo- 

santes de E(t) sont des fonctions de t notées x(t), y(t) et z(t) par exemple. Se 

donner la fonction vectorielle E(t) revient 4 se donner simultanément les trois 

fonctions x(t), y(t) et z(t) (qui peuvent étre choisies arbitrairement). Pour 

étudier une telle fonction vectorielle, il est souvent commode de fixer l’origine A 

du vecteur E(t). Son extrémité M dépend alors du nombre f¢ et décrit dans 

l’espace une certaine courbe C lorsque ¢ varie. Si on choisit pour A |’origine O 
des coordonnées, les nombres x(t), y(t) et z(t) sont les coordonnées du point M 

et la courbe C se trouve définie paramétriquement par les équations : 

t x = x(t) 

ed) 
z = z(t). 

Cette situation se rencontre fréquemment en Mécanique, la variable ¢ 

désignant le temps et le point M se déplagant dans l’espace au cours du temps : 
x(t), y(t) et z(t) sont alors les coordonnées du point M a l’époque ¢ et C est 
la trajectoire du point M. 

Réciproquement, |’étude d’une courbe définie paramétriquement se raméne 
toujours a 1’étude d’une fonction vectorielle. Dans le cas ou la courbe C est 
plane, nous pourrons toujours supposer que son plan est le plan xOy, et que, 
par suite, la fonction z(t) est constamment nulle. 

2. — Dérivée d’un vecteur. 

On dit que Je vecteur E(t) tend vers le vecteur Es lorsque t tend vers to si (et 

seulement si) la norme || E(t) — Ep || tend vers 0 lorsque ¢ tend vers ty. En dési- 
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gnant par Xo, Yo et Z) les composantes du vecteur Ey ceci revient a dire que les 

fonctions x(t), y(t) et z(t) tendent simultanément vers les nombres Xo, yo et Zo 

lorsque t tend vers tg, comme le montre l’égalité : 

| E) — Eo ||? = (x(t) — x9)? + ((@) — 0)? + (z(t) — 20)”. 

Si E(t) = OM et si E> = OM,, cela signifie encore que le point M tend vers 
le point Mo, c’est-a-dire que la distance MM, tend vers 0, lorsque ft tend vers fo. 

Cette définition s’étend immédiatement au cas ow ¢ tend vers fy a droite 

ou a gauche et au cas ou ¢ tend vers + © ou vers — oo. 

Si les vecteurs U(t) et V(t) tendent vers des limites U, et Vo lorsque ¢ tend 

vers fo, les vecteurs U(t) + V(t) et U(t) A V(t) tendent respectivement vers 

Up + Vo et Up A Vo et le nombre U(t).V(t) tend vers le nombre Up.Vo. 

Si de plus le vecteur W(t) tend vers le vecteur W lorsque ¢ tend vers fo, le 

produit mixte (U(t), V(t), W(t)) tend vers le nombre (Up, Vo, Wo). Enfin, si 

la fonction f(t) tend vers fo lorsque t tend vers fo, le vecteur f(t) V(t) tend 

vers foVo. 

Ces résultats peuvent se démontrer en faisant intervenir les coordonnées 

des vecteurs variables. Ils sont alors des conséquences immédiates des résultats 
sur les limites des fonctions (théoréme | du chap. III). 

La notion de fonction vectorielle continue pour la valeur ty ou continue 

pour un ensemble de valeurs de la variable se définit sans peine. 

La dérivée de la fonction E(t) pour la valeur ¢ de la variable se définit comme 

étant la limite, si elle existe, du vecteur : 

E(t + h) — E(t) F(h) = ; 

lorsque A tend vers 0 (L’existence d’une dérivée entraine évidemment la conti- 

nuité de la fonction vectorielle E(t) pour la valeur f). 

Comme le vecteur F(h) a pour composantes : 

x(t + h) — x(t) y(t + h) — y(t) f z(t + h) — z(t) 

h : h h 

on voit que pour que cette dérivée existe, il faut et il suffit que chacune des 

trois fonctions x(t), y(t) et z(t) admette une dérivée pour la valeur ft. Cette 

er 3 ; =F dE 
dérivée vectorielle, notée encore E’(t) ou7 > @ pour composantes les nom- 

bres x’(t), y’(t) et z’(#). 

Dans la situation mécanique décrite au § 1, E’(t) n’est pas autre chose que 

le vecteur vitesse du point M a \’instant t. 
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Si le point M est défini par l’égalité : 

OM = E(t) 

ce que !’on note encore : 
—> > 

M = E(t) 

et si OP est défini par l’égalité OP = E(t + h), on voit que le vecteur F(h) 
— 

s’identifie au vecteur a Sa direction est donc celle de la droite MP. Il en 

résulte que lorsque / tend vers 0, c’est-a-dire lorsque le point P tend vers le 
point M en restant sur la courbe C, la droite MP 

> 

a sa direction qui tend vers celle de E(t). Par suite, 

Ne Si E’(t) nest pas nul, la tangente en M a la 

courbe C a la direction du vecteur E'(t). 

Les équations de la tangente en M sont donc 

x — x(t) _y— y(t) _ z— 2(t) 
x'(t) y(t) z'(t) 

Fic. 1. EXEMPLE 1. — Dans le cas d’une courbe 
plane C définie par l’équation y = f(x), on peut 

prendre x comme paramétre et C se trouve définie par la fonction 

vectorielle E(x) de composantes x et f(x) (la troisiéme étant nulle). 

E ‘(x) a pour composantes | et f’(x). On retrouve le fait que la tangente 4 C au 

point M d’abscisse x a pour paramétres directeurs 1 et f’(x). Sa pente est 
bien 

TO) = 7(x) 

° 

> 

EXEMPLE 2, — Le vecteur U(0) de composantes cos @ et sin 8 a son extré- 

mité M qui décrit le cercle (trigonométrique) C de centre O et de rayon 1. 

On a 0= (Ox, OM). Le vecteur dérivée 

Soir ers 15 
U= 7, est le vecteur de composantes 

— sin 0 et cos 0, c’est-a-dire le vecteur de 

Tt T 
composantes cos (0 + 5) et sin (0 + 5) ; 

U’ se déduit donc de U par une rotation de + 5 

autour de l’origine O. On retrouve le fait que 
la tangente au cercle C en M a la direction 

de U ’, c’est-a-dire est perpendiculaire 4 OM. Fic. 2. 
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On définit sans peine (dans la mesure ou elles existent) les dérivées vecto- 
rielles successives : 

@E ve E(t te ete EOE 
(t) at? (t) = dt" 

Le vecteur E(t) a pour composantes Xx), YL) et Z(t). 

Dans la situation mécanique décrite au § 1, le vecteur E(t) est Je vecteur 
accélération du point M. 

3. — Calcul des dérivées. 
En faisant intervenir les coordonnées des différents vecteurs, on vérifie 

> > > 

immédiatement que si U, V et W sont trois vecteurs fonctions de la méme 
variable t ona : 

(U + VY = U'+V' 

(U.V) =U" V+ UV’ 

Vy =U AVAUAS 
(U 

> => Senge rs Sain ae a ee 

(U,V, WY =(U',V, W) + U,V’, W) + (U,V Ww’), 
> 

Montrons par exemple la deuxiéme égalité. Si U a pour composantes w,(?), 

u,(t) et u3(t) et si V a pour composantes v,(f), v2(t) et v(t) ona: 

Uy = U, Vy + Uy V2 + U3 3 

dont la dérivée : 

uy vy, + Uy Vz = U3 03 + Uy v4 “te Uy V> a tia'0, 

> => > => 

est visiblement égale 4 la somme des deux produits scalaires U’.V et U.V’- 

On pourrait encore montrer ces égalités directement en remarquant que l’on 

a des égalités de la forme : 

U(t + h) = Ut) +hU'(t) + heh) 
=> . . 

ou e(h) est un vecteur qui tend vers 0 avec h (notation que nous emploierons 

systématiquement par la suite) et en reprenant les modes de raisonnements 

utilisés au § 5 du chapitre V. 

De méme, si f(t) est une fonction (scalaire) de la variable ¢t, on a : 

(fE)! =f’ E + fE’. 

Enfin, si ¢ est une fonction de la variable uv on a : 

di dkdt 
du dt du’ 
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Application : la tangente en coordonnées polaires dans le plan. — Soit 

M un point de coordonnées (x, y) dans un repére orthonormé direct (O, i, j). 

Désignons par OA = Uun vecteur unitaire de la 

droite OM. Posons 

GU)=6 OM=r.U 

les nombres 0, r sont dits les coordonnées 

polaires de M. 
> 

Le vecteur — U est l’autre choix possible 
pour un vecteur unitaire de OM. Ona 

G, —U)=0+n+2kn et OM =(-r)(- U) 

Un méme point M a donc une double infinité de coordonnées polaires : 

1° 6 + 2kx et r, 

2°604+2+ 2kn et —r. 

On peut définir une courbe C par la donnée de r en fonction de 0 : r = f(@) 

OM = f(6). U(6) 

Tangente. — Si la fonction f est continue et s’annule pour 0 = 0, on 
voit que lorsque @ tend vers 4, le point M de C d’angle polaire @ tend vers 

le point O cependant que la droite OM tend vers la droite OT d’angle 
polaire 0). Par suite cette droite OT est tangente 

en O a la courbe C. 
L’annulation de f pour 9 = 0) correspond donc 

a un « passage » de la courbe C par le point O, 

la tangente correspondant faisant l’angle 0) avec 

Vaxe Ox. 
Supposons maintenant f(0) # 0. 

La tangente en M aura donc méme direction 

Mia que le vecteur 7 

Mais ona: 

> > = 

M =r'U+ru'. 

Nous avons vu a l’exemple 2 que U’ est le vecteur qui se déduit de U par 
™ 

une rotation de + 5 . Ilen résulte que si OX est l’axe d’angle polaire 0 et OY 

axe directement perpendiculaire 4 OX (a'angle polaire 0 + 5), les compo- 

santes de M’ par rapport a OX et OY sont r’etr. 
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En particulier, la tangente MT fait avec 
laxe OX un angle V tel que : 

v= tel =, 

(la tangente MT fait avec l’axe polaire Ox 
Vangle 6 + V). 

EXEMPLE 3. — Spirale de Bernoulli. — 

Considérons la spirale de Bernoulli d’équation Fis. 5. 
polaire F 

r= ae 

ou a est une constante positive donnée. On a rg = r d’ou tg V = 1 : la tan- 

gente MT a la spirale fait un angle constant ( i) avec OM (fig. 5). 

4. — Formule de Taylor. 

Supposons que les trois composantes x(t), y(t) et z(t) de la fonction vecto- 

rielle E(t) admettent des dérivées continues jusqu’a l’ordre n + 1. On peut alors 
écrire : 

h" n+1 

x(t a= h) = x(t) +h x'(t) SP oD Fe “5 x™(2) Ts ‘Sarasa Sie 0h) 

h" n+1 a7 

y(t et h) = y(t) se hy'(t) SEs cee rl) ate Fein Xt aig 0,h) 

h” " nt+1 : 

2(t+h) = 2(t) +hz'@)+... + z(t) + eA, *Y(t + 05h) 

ou 6, 0, et 6, sont trois nombres strictement compris entre 0 et 1. En désignant 

par W le vecteur de composantes xt”) (t+ 6h), y"t (t+ 6,h) et 
> > 

z"*) (¢ + 6,h), on voit que W tend vers E“*(t) lorsque h tend vers 0. 
Donc le vecteur : 

es B<-.2 

24 ubieorertas 
tend vers 0 avec h. 

Les égalités précédentes permettent alors d’écrire la formule de Taylor 

pour une fonction vectorielle : 

E(t + h) = E() + hE) +... + = { E(t) + e(h) } 

REMARQUE. — Les trois nombres 0 0, 0, et 8, étant en général distincts, le 

vecteur W n’est pas de la forme Ens + 60’h) avec 0 < 0’ < 1. On ne peut 
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donc pas étendre complétement la formule de Taylor habituelle aux fonctions 

vectorielles. 

5, — Allure d’une courbe plane au voisinage d’un point. 

La formule de Taylor permet d’étudier avec beaucoup de détails l’allure de la 

courbe C dans le voisinage d’un point M tel que OM = E(t). Etudions d’abord 

la position de la tangente en M au cas ot E(t) = 0. 
iéme 

Supposons que la premiére dérivée qui ne s’annule pas en M soit la p 

c’est-a-dire supposons que l’on ait les égalités : 

E(t) =0,...,E® () =0, EP) £0. 
Sile point P correspond a la valeur t + h de la variable, la formule de Taylor 

permet d’écrire : 

MPEG ORG) EW + eh) 

et le méme raisonnement que celui fait au § 2 montre que la tangente en M 
_ 

a la courbe C existe et a la direction de E(t). 
Supposons maintenant la courbe C plane et étudions la position du point P 

voisin de M sur C par rapport a la tangente JT a la courbe C au point: M. 

Désignons par p le plus petit entier i supérieur ou 1 égal 2 a | tel el que E E% (1) #0 

et par q le plus petit entier j supérieur a p tel que E(t) A EG) # 0 (le cas 
habituel étant celui ot p = 1 et g = 2). Désignons par X et Y les composantes 

—> 

du vecteur MP relativement a la base formée par les deux vecteurs non coli- 
—> —- 

néaires E(t) et E(t) (X et Y sont donc définis par l’égalité : 

MP = XE) + Y E(t). 

Ceci revient encore a prendre comme axes de coordonnées MX et M} Y le 

support de E(t) (c’est-a-dire la tangente en M a C) et le support de E(1). 
La formule de Taylor permet d’écrire : 

MP = MEP) + os 
p! (p+ 1)! 

———— ht <> > 

Y heaiae |) Be eae orc: an [E(®) + e(h)]. 

D’ot légalité : 
hP 

aa (1 + e(h)) 

—__—__ —_—- —> 

et, comme les vecteurs E?* (1), ..., E¢~ (t) sont colinéaires 4 E(t) : 

ht ¥ = (1 + a(h)) 
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Aux diverses parités possibles de p et de q correspondent quatre cas de 
figure différents : ‘ 

let cas : p est impair et q est pair. — Lorsque h change de signe, ¥ change 
de signe et Y reste positif. D’ou la configuration indiquée sur la figure 6. 
Au point M la courbe ne traverse pas sa tangente. On remarque que les points 
de la courbe voisins de M sont, par rapport a la tangente MX, du méme cété 

que l’extrémité du vecteur E supposé d’origine M. 

La courbe C traverse au point M toute droite A passant par M et distincte 
de la tangente MX. 

Fic. 6. Fic. 7. 

2° cas : p et q sont impairs. — Lorsque / change de signe X et Y changent 

également de signe. On a la configuration indiquée sur la figure 7. M est un 

point d’inflexion de la courbe C. La courbe traverse en M toutes les droites 

passant par M, y compris sa tangente. 

3e cas : p est pair et q est impair. — Lorsque h change de signe, X reste 

positif et y change de signe. On a la configuration indiquée sur la figure 8. 

Le point M est alors un point de rebroussement de premiere espéce de la courbe C. 

La tangente est ici la seule droite passant par M que la courbe traverse. Si 

A est une droite passant par M et distincte de MX, la courbe reste donc d’un 
—_ 

méme cété de A, celui dans lequel se trouve |’extrémité du vecteur E® supposé 

d’origine M. 

M ECP) 

Fic. 8. Fic. 9. 
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4e cas : p et q sont pairs. — X et Y restent positifs lorsque h change de 

signe. On a la configuration indiquée sur la figure 9. Le point M est alors un 

point de rebroussement de deuxiéme espéce de la courbe C. 
La courbe ne traverse en M aucune droite passant par M. Elle se trouve 

=< 

du méme cété de OX que le vecteur E™ et du méme cédté de MY que le vec- 
—> 

teur E) (ces vecteurs étant supposés d’origine M). 
=> > > 

Comme nous |’avons dit, le cas le plus général est celui ol E'(t) A E(t) # 0, 

c’est-a-dire p = 1 et g = 2. On se trouve alors dans le premier cas. 

Si l’égalité E'(t) A E"(t) = 0: (c’est-a-dire x'y” — x”y’ = 0) a lieu, cela ne 

signifie en général pas que |’on ait E’(t) = 0 (c’est-a-dire x’ = 0 et y’ = 0), 

ni que |’on ait E(t) A E(t) = 0. Par suite, 

L’égalité E'(t) A E"(t) = 0 entraine en général l’existence dun point 

@’inflexion. 

Si légalité E(t) = 0 a lieu, on aura en général E(t) A E(t) 4 Oet par 

suite on sera en général dans le troisiéme cas. 
> > 

L’égalité E'(t) = 0 entraine donc en général l’existence d’un point de rebrous- 

sement de premiere espéce. 

Concavité en coordonnées cartésiennes. — Placgons-nous en un point 

ordinaire M(t) c’est-a-dire tel que E'(t) ZA0eCE AEVTA E “(t) € 0. Les points 
de la courbe voisins de M(t) sont alors situés du cété de la tangente MT 

‘3 défini par le sens du vecteur E "(t) fig. 10). 

Donc si U est un vecteur non colinéaire a 

E ‘(t), pour que la courbe soit du cdté de MT 

défini par le sens du vecteur U, il faut et il suffit 

que les deux vecteurs E'(t) AU et E(t) A E"(t) 

aient méme sens, soit 

Fic. 10. se ete ya ‘Ks 

(E(t) A U).(E"() A E"(t)) > 0 

of 

En particulier, si j est le vecteur unité de l’axe des y, c’est-a-dire le vecteur 

d’abscisse 0 et d’ordonnée 1, dire que la courbe C a au point M sa concavité 

tournée vers les y positifs revient a écrire : 

(E(t) A j).(E'®) AE") > 0 

Les relations : 

E(t) A je xk et E"(t) A E"(t) =(x'y"—-y’ x") k 
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montrent que pour qu’au point M(t) la courbe tourne sa concavité vers les 
y positifs, il faut et il suffit que : 

(1) ee ay? =) y’ x") = 0 | 

y'(t) 
x'(t) 

courbe au point M(t), la quantité x’y” — y’x” a le signe de la dérivée m’(t). 
Par suite, l’inégalité (1) peut s’écrire encore : 

x'(t)m'(t) > 0 

On remarquera que si m(t) = représente la pente de la tangente a la 

ce qui a l’interprétation géométrique intuitivement évidente suivante. Pour 

que la courbe C tourne au point M sa concavité vers les y positifs, il faut et il 

suffit que dans un voisinage de M la 

pente de la courbe varie dans le méme 

sens que l’abscisse du point M (fig. 11). 

Si le premier membre de I’inégalité (1) 

s’annule, on a nécessairement x’ = 0 ou 

Xo =e” = 0. 

Le cas x’ = 0 est celui ot la tangente 

a la courbe en M est paralléle a l’axe Oy, 

auquel cas il est bien évident que la direc- 

tion Oy ne peut pas permettre de déter- 

miner la position de la courbe par 

rapport a sa tangente. 

Le cas x’y” — y’x” = Oest celui ot E 05 DIS E"(t) = 0,c’est-a-dire en général 

le cas ot. M(t) est un point d’inflexion de la courbe C. 

m,<m2<m3 

Fic. 11. 

Concavité en coordonnées polaires. — Si A est un point non situé sur la 
tangente MT, on dit que la courbe fourne au point M(t) sa concavité vers A 

si elle est située du méme cété que A par rapport a la droite D. Ceci revient 

a dire que l’ona : 

(E(t) \ M(t) A). (E(t) A E(t) > 0. 

Si la courbe C est définie en coordonnées polaires on précise en général 

sa position par rapport a la tangente MT en regardant si elle en est du méme 
cété que le point O, c’est-a-dire si au point M elle tourne sa concavité vers 

le point O. 
> ——> 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les vecteurs M’ A MO et 
be ze 
M' A M” aient méme sens. Ona: 

M" = =r’U + 2° U'+rU". 
cae: 
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=> 4 a) % ™ 3 

Mais U” est le vecteur qui se déduit de U’ par la rotation de + 5 ¢ est- 

a-dire le vecteur — U. D’ou l’égalité : 

M'’ = (r" —r) U + 2r' U’'. 

D’autre part, 
> 

MO=-rU. 

ey ees > —— > 

Rapportés au repére (O, U, U’), les vecteurs M’, MO et M” ont donc pour 

composantes : 
Ul Pal 

r 
wo); 

On a donc 

M'\ MO=?°k et M’ \ M" = (r? + 2r? —or')k 

Comme, par hypothése, r # 0, on voit que : 

Une condition nécessaire et suffisante pour que la courbe C tourne au point M 

sa concavité vers le point O est que l’on ait l’inégalité : 

r? + 2r’* — rr” > 0 

L’égalité r? + 2r’? — rr” = 0, étant équivalente 4 M’' A M” = 0, exprime 

en général que M est un point d’inflexion de la courbe C. 

6. — Fonctions vectorielles de deux variables. 

u et v étant deux variables indépendantes si, 4 tout couple de valeurs de u 

et v on associe un vecteur noté E(u, v), on définit une fonction vectorielle de u 

et de v. La donnée d’une telle fonction vectorielle revient 4 la donnée de ses 

trois composantes X(u, v), Y(u, v) et Z(u, v) qui sont trois fonctions des deux 
variables u et v. 

Lorsque u et v varient indépendamment |’un de |’autre, |’extrémité M du 

vecteur OM = E(u, v) décrit une certaine surface S. Un point M de S étant 

déterminé par u et v, ces deux nombres peuvent étre considérés comme des 

coordonnées du point M sur la surface S. Les coordonnées du point M sont 
données par les égalités : 

| x = X(u, v) 

y = YU, v) 
z = Z(u, v) 

qui fournissent ainsi une représentation paramétrique de la surface S (les deux 
parameétres étant wu et v). 
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EXEMPLE 4. — La surface graphe de la fonction z = f(x, y) peut encore étre 
définie de la maniére précédente, les variables indépendantes étant x et y et BS as Beal 
les composantes du vecteur OM = E(x, y) étant : 

X(x,y)=x Y(x,y)=y et L(x, y) =f, y). 

EXEMPLE 5. — Soit la sphére de centre O et de rayon R. Etant donné un 

point M de S et sa projection orthogonale m sur le plan xOy, on désigne par 

gy Vangle (Ox, Om) que l’on appelle la longitude du point M. Si on connait 

la longitude du point M, on sait que ce dernier appartient au demi-cercle 

section de S par le demi-plan bordé par Oz et passant par M. II suffira alors 

pour déterminer M de se donner l’angle 0 = (Om, OM), l’orientation du demi- 

plan étant choisie de telle fagon que : 

(Om, Oz) = 
oe 

L’angle 0, toujours compris entre ~5 et + zest appelé la latitude du 

point M. 

Les nombres ¢ et 0 sont des coordonnées sur la sphere. On remarquera 

que si S est la surface de la terre et le plan xOy celui de l’équateur, |l’axe Ox 

étant choisi convenablement, les nombres ¢ et @ sont effectivement la longi- — 

tude et la latitude du point M au sens ordinaire. 

Om ayant pour longueur R cos 6, on voit que les 

coordonnées cartésiennes x, y et z de M sont déter- 

minées en fonction de sa longitude et de sa latitude 

par les égalités : 

= 

x = Rceos 0 cos 9 

y = Rocos sing 

a= Ssin @. 

Le point M peut donc étre considéré comme 

l’extrémité du vecteur variable E(9, 9) dont les trois composantes sont : 

X(9, 0) = Rceos@cosg Y(9,0)= ReosOsing et Z(y, 6) = Rsin O. 

On obtient ainsi une représentation paramétrique de la sphére S. 

7. — Plan tangent a une surface. 
= . . . . , 

E(u, v) étant une fonction vectorielle des deux variables indépendantes 

u et v, on définit sans peine les dérivées partielles premieres : 

Sony I | cok 
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et plus généralement les dérivées nim de la forme : 

HE 
o"u 0" ™D 

dont les composantes sont : 

Oo" x o"Y st o"Z 

ou Oy’ ou oO" ™v ou Oy 

Dans les mémes conditions que pour les fonctions scalaires de deux variables 

on a l’égalité : 

Oe en 
dudv dvdUu™ 

Supposons maintenant que u = u(t) et v = v(t) soient deux fonctions d’une 

méme variable ¢, le vecteur E(u(t), v(t)) devient une fonction de la seule variable t 

et l’extrémité M du vecteur OM = E(u(t), v(t)) décrit une courbe C située 
sur la surface S. La courbe C est définie paramétriquement sur la surface S 

par les équations : 

\ u= u(t) 

v= v(t). 

En particulier les courbes vu = Constante et v = Constante, définie para- 

métriquement par : 

u=u u=t 
. et 

Uses Us—" U5 

sont dites les courbes coordonnées sur la surface S. 

C’est ainsi que dans l’exemple 2, les courbes g = Constante sont des 

demi-cercles dits les méridiens de la sphére, et les courbes 6 = Constante sont 

des cercles axés sur Oz dits paralléles de la sphére. 

La tangente 7 4 la courbe C au point M a pour direction celle du vecteur : 

(2) E'(t) = E,u, + E, v,. 

Le vecteur E(t) étant une combinaison linéaire des vecteurs E, et E,, on 
= , > . . . 

voit que si les deux vecteurs E, et E, ne sont pas colinéaires, et si nous les 

supposons d’origine M, ils déterminent un plan P passant par M tel que la 
tangente 7 a la courbe C soit située dans ce plan. 

Comme les vecteurs E, et E, ne dépendent pas du choix des fonctions u(t) 
et v(t), on voit que 

La tangente en M aux diverses courbes situées sur la surface S et passant 
par M est dans le méme plan P qui est dit le plan tangent a S au point M. 
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REMARQUE. — On voit facilement que si D est une droite passant par M 
et située dans P il existe une courbe C située sur S, passant par M et ayant 

pour tangente en M la droite D. Soit, en effet, un vecteur D ayant D pour 
support. On a 

D = aE, + bE. 
La courbe C définie paramétriquement sur la surface par les égalités : 

répond a la question d’aprés |’égalité (1). 

On définit souvent le plan tangent P par le vecteur E’ A E, qui lui est 
perpendiculaire. La droite perpendiculaire 4 P en M est dite la normale a la 

surface S en M. Tout vecteur dont la direction est celle de cette normale est 

dit vecteur normal a Sen M. 

EXEMPLE 6. — Dans le cas de la surface graphe de la fonction z = f(x, y), 

ona: 

2 | x ¥ yt i 0 

E(x, y)| » E, y E, 3 

| £(%; y) Ss fi 

d’out le vecteur normal : 

ri wonaalasme 
E, NE,| —f, 

EXEMPLE 7. — Dans le cas de la sphere : 

R cos 8 cos @ — Rsin @ cos @ — Reos@sing 

E|Rcos@sing £&|—RsinOsing £,| Rcos@cos@ 

R sin 6 R cos @ 0 

d’ou le vecteur normal : 

— R? cos” 6 cos 

E, \ E,| — R’ cos’ @sin 

| — R? sin 6 cos 0. 

On a donc la relation : 

E, AE, = — RE cos 6 

et le vecteur E est normal a la sphére. On retrouve ici la propriété géométrique 

bien connue : le plan tangent en M a la sphére est perpendiculaire au rayon OM 

passant par ce point. 
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REMARQUE. — Ceci peut encore se voir plus rapidement de la fagon sui- 

vante : pour que l’extrémité du vecteur E soit sur la sphere, il faut et il suffit 

que | E | = R ou encore que : 

(E)? =-R?. 

Soit une courbe C située sur la sphére lieu du point M tel que OM = E(t). 

La relation (E(t)? = R? permet d’écrire en dérivant : 

2E(t).E'() = 0. 

Le vecteur E’ est donc orthogonal a E ce qui montre 4 nouveau que toute 
courbe située sur la sphére et passant par M a sa tangente en M qui est perpen- 

diculaire 4 OM. : 

8. — Plan osculateur &@ une courbe gauche. « 

Soit une courbe gauche C définie par une fonction vectorielle E(t). On sait 
is . . 

que la tangente 4 C en M est le support du vecteur £’(t) supposé d’origine M. 

Pour qu’un plan passant par M soit tangent a la courbe C au point M, il faut 

et il suffit donc qu’il contienne le support de ce vecteur E'(t). Supposons qu’au 

point M on ait E’ A E” # 0. Parmi les plans tangents 4 C en M celui qui 

contient également le support du vecteur E(t) (supposé d’origine M) joue un 
role particulier et est appelé le plan osculateur a la courbe C au point M. Ce 
plan osculateur est donc le plan passant par M et normal au vecteur 

E(t) A E’(t). Il peut aussi étre caractérisé par certaines propriétés géométriques 
que nous allons indiquer. 

II étant un plan passant par M, étudions le comportement de la distance 

a II d’un point P de la courbe C lorsque P tend vers M (en restant sur C). 

Définissons pour cela le plan II par un vecteur unitaire U normal a IJ. La 
—-——— 

distance de P au plan II est alors égale a la valeur absolue | MP.U |, le signe 

du produit scalaire MP.U dépendant de la position du point P par rapport 

au plan IT. 

Si t et ¢ + h désignent les paramétres des points M et P, la formule de 

Taylor permet d’écrire : 

—_ > > > 2 > 3 > > 

MP = E(t + h) — E(t) =hE“(t) + ie E"(t) + 7B) + heh) 

le vecteur e(h) tendant vers 0 en méme temps que h. 

On a par suite : 

> — > 2 > => 3 > > > 

U:MP =hU-E'(t) + is U-E"(t) + es U-E"(t) + h? U-e(h). 
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On voit donc que si U.E'(t) # 0, c’est-a-dire si le plan I n’est pas tangent 

en M a C, la quantité U. MP est un infiniment petit équivalent a A U.E“(!). 
On voit en particulier que la distance de P a II est 
un infiniment petit du premier ordre par rapport a 

la distance MP (qui est équivalente a | h | | E ‘(t) |) 
et que la courbe C traverse le plan II au point M. 

Supposons maintenant que IT soit tangent 4 C 

au point M, c’est-a-dire que U.E ‘@)=..0,.-Si 

U.E"(t) # 0, c’est-a-dire si le plan II n’est pas 

osculateur en M a C, la quantité U.MP est un Fic. 13 . eee 
as Eo sk his. = 
infiniment petit équivalent a = U.E"(t). On voit en 

particulier que la distance de P a IT est un infiniment petit du deuxiéme ordre 
par rapport a4 la distance MP et que la courbe C ne traverse pas le plan II 
au point M. 

Si IT est le plan osculateur 4 C au point M, la quantité U. MP est équiva- 
3 ee ‘ : oe te: 

lente a = U.E"(t). On voit que la distance de P a I est alors un infiniment 

petit du troisiéme ordre par rapport a la distance MP et que la courbe C tra- 

verse le plan Ii au point M. 

On voit donc que le plan osculateur 4 C en M peut étre caractérisé des 

deux facons suivantes : 

C'est le plan passant par M « le plus rapproché de la courbe C ». 

C’est le seul plan tangent en M a C que C traverse au point M. 

On pourrait montrer également que c’est la limite, lorsque P tend vers M 

en restant sur C, du plan tangent a C au point M et passant par le 

point P. 
Ceci montre en particulier que le plan osculateur ne dépend pas du para- 

métre ¢ choisi pour définir la courbe. Ce dernier résultat peut encore se démon- 

trer directement. 
Soit en effet uw un autre paramétre définissant la courbe C. La relation : 

PE (dt\? dE. d°tdE 
du? (7) dt? du’ dt 

@E eG: 
montre que a est dans Je plan osculateur, lequel est donc bien défini par les 

d t t PE eux vecteurs a € se 

Le plan passant par M et normal a la tangente en M a C est appelé le 

plan normal a la courbe C au point M. L’intersection du plan normal et du 

plan osculateur est une droite normale 4 C qui est dite la normale principale. 
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EXEMPLE 8. — Heélice circulaire. — Une des courbes que |’on rencontre 

le plus fréquemment dans les applications est I’hélice circulaire définie para- 

métriquement par les égalités : 

i x =acos@ 

(3) /y=asing 

z= bo 

a et b étant deux longueurs données. 
La projection de cette courbe sur le plan xOy est le cercle défini paramétri- 

quement par : 

x= acos@ y =asing. 

La courbe est donc tracée sur le cylindre d’équation : 

x+y? =a’. 

En remarquant que la cote mM (fig. 14) est proportionnelle a la longueur 

de arc Am : 
poeta 

on en déduit que par développement d’un cylindre sur un plan, |’hélice devient 

une droite. 

De 1a résulte en fait la propriété essentielle de |’hélice. Faisons-lui subir 

une rotation d’angle « autour de Oz et une translation paralléle 4 Oz de lon- 

gueur h. Les coordonnées du point M deviennent : 

x =acos (9 + a) 

y=asin(g + a) 

z= bp +h=0(0 +3). 

Si done h = ba, Vhélice coincidera avec elle- 

méme dans le déplacement hélicoidal envisagé. 

De méme qu’un cercle coincide avec lui-méme par 

une infinité de rotations, qu’une droite coincide 

avec elle-méme par une infinité de translations, 

Fic. 14. une hélice coincidera avec elle-méme par une 

infinité de déplacements hélicoidaux. 
De 1a résulte également un ensemble de propriétés que nous allons d’ailleurs 

vérifier par le calcul : la tangente fait un angle constant avec Oz, le plan oscu- 

lateur fait un angle constant avec Oz. 

E(@) étant le vecteur dont les coordonnées vérifient les égalités (3), on a : 

—asing — acos@ | ab sin @ 

Ex. a cos p E"| —asing E' NE", —abcos@ 

b ey OO | a’ 
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k étant le vecteur unitaire de l’axe Oz, la relation k.E' =b montre que la 
tangente a I’hélice fait avec Oz l’angle constant 6 tel que : 

b 

/ a? +b? 

2 > > 

Le plan osculateur qui est normal au vecteur E’ A E” a donc pour équa- 
tion : 

cos 0 = 

ab sin p (X — acos g) — abcos 9 (Y — asin g) + a(Z — bg) = 

ou : 

bX sing — bY cos g + aZ — abo = 0. 

Il fait avec Oz l’angle constant 6’ tel que : 

sin 0’ = D’owtin="6 
VERT ea 

Le plan osculateur coupe Oz au point P de cote bg, donc : 

OP=mM 

PM est donc la normale a la courbe située dans le plan osculateur, c’est 

donc la normale principale a I’hélice. 

EXERCICES 

*1° Un point M décrit une conique de foyers F et F’. En différentiant la relation : 

th) MF" + 2'A/ MF" = 2a ice eh ATS 
ES 

établir que la tangente est bissectrice de l’angle FMF’. Préciser ce résultat selon qu’il 
s’agit d’une ellipse ou d’une hyperbole. 

*2° Un cube est mobile, un de ses sommets O étant fixe. On appelle ¢ la variable 
et A, B, C les sommets du cube les plus voisins de O. Montrer que l’on peut définir 
des fonctions scalaires p(t), q(t), r(t) telles que : 

dOA PO er OC 
<~ =q0C—r OB, eared POG, ee =pOR= q OA. 

En déduire : 

dOA dOB ae 0 

(= Pe BE kee abe Pot ade 

=, doc td OA aod. OB 
R. = OB: a. THis OX Ge C= OA 
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3° Vérifier la relation : 

d > = 3s > a 

a (EX EJ=E AE 

> Rye > > : rs 

ou E désigne une fonction vectorielle de ¢ ayant pour dérivées E’, E”, ... En déduire 
a a », 4 

que si le vecteur E a une origine fixe et si le vecteur E” est colinéaire au vecteur E 

le vecteur E reste dans un plan fixe. 

*#40 Si deux points A et B sont mobiles, la distance AB restant constante, les 
projections des vitesses de A et de B sur la droite AB sont égales. 

*5°o Le point M varie en fonction d’un paramétre ¢ sur une sphére de centre O et 
> > 

@aOM _dOM Pi san 
de rayon R. Montrer que si —— a une longueur constante, le vecteur égal a an 

dt 
d’origine M est dans le plan tangent en M 4a la sphére. 

re . rae Lee) 3 

6° Si E(u) est une fonction vectorielle d’un paramétre ¢ par l’intermédiaire d’une 
fonction u(t), vérifier l’égalité : 

SPE Shears 
le AES LE RES | 

7° La courbe définie paramétriquement par : 

t : t 
X= C208 t y =e’ sint, awe 

est tracée sur un céne de révolution de sommet O. Montrer que la tangente et le plan 
osculateur en un point M de cette courbe font des angles constants avec la généra- 
trice OM. 

8° La projection de I’hélice : 

x =acos@ y=asing z=bo 

sur le plan xOy parallélement a la direction d’une tangente a |’hélice est une cycloide. 

9° Si par un point P on méne les plans osculateurs 4 une hélice, les points de 
contact de ces plans osculateurs avec |’hélice sont tous dans un méme plan passant 
par le point P. 

R. Si Xo, Yo, Zo Sont les coordonnées du point P, l’équation du plan est, dans les 
conditions de l’exemple 8 : 

b(yo X Xo. Y) + a(Z = 29) = 0; 



CHAPITRE XXIX 

CONSTRUCTION DES COURBES 

PARAMETRIQUES ET POLAIRES 

1. — Principes généraux. 
Pour construire une courbe plane C définie paramétriquement par des 

équations de la forme : 

x = f(t) 

y= sh) 

on étudie les variations simultanées des fonctions f et g de la variable ¢. On 

en déduit alors la maniére dont se déplace le point M(t) de coordonnées f(t) 
et g(t) et par suite l’allure de la courbe C, ensemble des positions successives 

du point M(t). 

(1) 

Période. — I] convient avant toute chose d’étudier les particularités des 

fonctions fet g. C’est ainsi que si ces deux fonctions ont une période commune T, 

c’est-a-dire si lon a pour toute valeur de ¢ : 

PET) FG) et = git T)= 2(t) 

le point M(t + T)s’identifie au point M(t) et par suite il suffit de faire varier ¢ 

dans un intervalle de longueur T pour obtenir toute la courbe. 

Il se peut qu’un changement de paramétre fasse apparaitre une telle pério- 

dicité. C’est ainsi que la courbe C définie par les égalités : 

| x = cos f° 

ty =sin f° 

est telle que le changement de variable u = t? fait apparaitre x et y comme des 

fonctions périodiques de u (alors qu’elles ne sont pas des fonctions périodiques 

de t). Il suffit donc de faire varier uw dans un intervalle de longueur 27 pour 

obtenir toute la courbe (qui est le cercle de centre O et de rayon 1). 

D’une facon générale, il faut toujours examiner si un changement de para- 

métre ne permet pas de définir la courbe plus simplement. 

Symétries. — Si les fonctions f(t) et g(t) sont toutes deux des fonctions 

paires, le point M(— 1) s’identifie au point M(t). Pour obtenir toute la courbe 

il suffit donc de considérer les valeurs positives de t. 
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Si f(t) est une fonction paire et g(t) une fonction impaire, les deux points M (t) 

et M(— t) sont symétriques par rapport a l’axe des x. Pour tracer la courbe C 

il suffira donc de tracer l’arc correspondant a ¢t > 0 et de le compléter en lui 

adjoignant son symétrique par rapport a l’axe Ox. 

On a de méme une symétrie par rapport a l’axe Oy dans le cas ot f(t) 

est une fonction impaire et g(t) une fonction paire. 
Enfin, si f(t) et g(t) sont toutes deux des fonctions impaires, la courbe C 

admet le point O comme centre de symétrie. 

EXEMPLE 1. — Courbe de Lissajous. — Les courbes de Lissajous sont les 

courbes définies par des égalités de la forme : 

x = acos (wt + a) 

y = bcos (o't + a’) 

ou a, b, w, w’, « et «’ sont des constantes (on peut supposer a, b, w et w’ posi- 

tifs). 
On voit que les projections de M(t) sur les axes Ox et Oy sont animées 

d’un mouvement vibratoire simple. Ces courbes jouent par suite un rdle impor- 

tant dans la physique des mouvements vibratoires, en particulier en acoustique. 

Lorsque w = w’, la courbe est une ellipse et devient méme un segment de 

droite sil’on a aussia = a’. 

Nous allons construire ici la courbe d’équations : 

x = asin 2t 

y = bsin 3t. 

La fonction x(t) a pour plus petite période 7, = 7, la fonction y(t) a pour 

plus petite période T, = 25. La plus petite période commune a x(t) et y(t) 

est donc T =-2n (on-a.T,.=.3 zet Tn 25. Le plus petit commun multiple 

de 3 et 2 étant 6, la plus petite période commune est T = 5 = 2) . ll suffit 

donc pour obtenir toute la courbe de faire varier ¢ dans un intervalle de lon- 

gueur 27. | 

Si on change ¢ en — ft, x se change en — x et y en — y. Donc la courbe 

admet le point O pour centre de symétrie. Il suffira donc de tracer l’arc de 

courbe I correspondant dans l’intervalle (0, 7). La courbe est obtenue en adjoi- 

gnant 4 I’ l’arc I” symétrique de IT par rapport 4 0. Comme d’autre part : 

xz—th=—x@) et ya—t)= y(t) 

on voit que les points M(t) et M(x — 1) sont symétriques par rapport a l’axe Oy. 

Il suffit donc pour tracer I de tracer l’arc T, correspondant a ¢ compris 
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T ty 4 ae ; dans (0,5 ). [ est obtenu en adjoignant 4 I, son symétrique par rapport a 

Vaxe Oy. 

La courbe admettant Oy comme axe de symétrie et O comme centre de 
symétrie admet encore Ox comme axe de symétrie. En fait, on voit immédia- 
tement que les points M(t) et M(t + 7) sont symétriques par rapport a l’axe Ox. 

™ mT 
Tragons l’arc T’,. Lorsque t varie de 0 a 5? 5 2t varie de 0a z et 3t de O a 3 

On a donc le tableau des variations : 

} “4 TT Tl 

2S 6 4 3 

5 a) as ee ve A Bs Ss oa0 

Nous avons mis sur la derniére ligne du tableau les valeurs correspondantes 

gc: 
‘(t) 3b cos 3t m(t) = vO) eee 

x(t)» 2a.cos: 2t 

qui détermine la pente de la tangente a la courbe. 

Sur la figure 1 nous avons tracé l’arc de courbe I’, en traits pleins et son 

symétrique par rapport a Oy en pointillés. 

Fic. 1. Fia. 2. 
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Sur la figure 2 nous avons tracé la courbe C en traits pleins et nous avons 

tracé en pointillés le rectangle, limité par les droites x = + a et les droites 

y = +b, dans lequel est inscrite la courbe C. Les fléches indiquent le sens 

des ¢ croissant sur la courbe. 

On voit sur la figure 2 que la courbe C admet 7 points doubles ou se croi- 

sent deux branches de courbe. 
Le point O, le point A et son symétrique par rapport au point O, le point B 

et ses trois symétriques : par rapport 4 Ox, par rapport a Oy et par rapport 

au point O. Déterminons avec précision les coordonnées de ces points, c’est- 

a-dire finalement celles du point A et du point B. 
Le point A, étant situé sur l’axe des x, correspond 4 la valeur de tf comprise 

entre ; et — ; telle que y s’annule. A correspond donc a t = 3 (« at=.— 5) 

et son abscisse est : 

Le point B correspond a deux valeurs de ¢, soient fp et t, telles que : 

| 0<t) <5 

2 

2 eae 
4 : 2 

et telles que l’on ait : 

(3) 
sin 2t) = sin 2t, 

sin 3t9 = sin 3f;. 

Les égalités (3) sont équivalentes a l’ensemble des quatre systémes suivants: 

3to — 3t, = 2k'n 3to =Tt— 3t, ++ 2k'n 

a } 2to = a — 2t, + 2kx ry | 2to = 2t, + 2kn 

3to = 3t, + 2k't | 3to =Tt— It; + 2k'n 

les nombres k et k’ étant des entiers quelconques. Mais les conditions (2) 
entrainent : 

Seas T 
aA 0 1S 

(2') 
Ln ha bon 

Oats asi oe 2 

Les systémes I et IV conduisant a une égalité de la forme ty — t, = kn 
ne peuvent donc fournir aucune solution. 
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Le systéme II s’écrit : 

Tt 
ttt, =~+kn 

2 

m 2k x 
RULE ie oe ale 

Il conduit donc a une égalité de la forme : 

ou 6k — 4k’ = 1, ce qui est absurde car le nombre 6k — 4k’ est nécessairement 

pair et ne peut étre égal a 1. Le systéme II n’admet donc en tout état de cause 
aucune solution. 

C’est donc a priori le systeme III qui doit donner la solution. Et, en effet, 
il s’écrit : 

TT 
pea ate 

T 
ees tet ar 

Les inégalités (2’) montrent qu’il faut prendre k = — 1 et k’ = 1, d’ou: 

C’est-a-dire encore : 

Le point B a donc pour abscisse : 

nt ee | 
= asin =asin>=-= aS as fy) 6 5} 

et pour ordonnée : 

/ Fi ome 5) 
y =6 sin 3f) = b sing = b-~. 

2. — Points doubles. . 

Lorsqu’une courbe est définie paramétriquement par les équations (1), il 

peut arriver qu’elle présente un point double comme on |’a vu a Il’exemple 1. 



394 ELEMENTS DE CALCULS GEOMETRIQUES 

Un tel point double se présente lorsqu’il existe deux valeurs distinctes fo et t, 

du paramétre f¢ telles que : 

Sto) = flts) 
B(to) = g(t) 

(c’est-a-dire telles que les points M(to) et M(t,) soient confondus), et telles 
qu’il existe deux voisinages )dy, bo( et )a,, b,( respectifs de fp et t, tels que 

si t € )do, bo( et t’ € )a,, b,( le point M(t) soit toujours distinct du point M(t’), 
sauf si f = fo et ¢’ = t,. Cette derniére précaution concernant les voisinages 
est prise pour éviter de prendre pour des points doubles les points d’un arc 

de la courbe qui seraient décrits deux fois par le point M(t) : c’est ainsi que 
si T est une période commune 4a f(t) et g(t) et si on a t,; = fo + T, le point 

M(t, + T) est confondu avec le point M(to) et n’est cependant pas un point 

double. 

EXEMPLE 2. — Recherchons les points doubles de la courbe définie para- 

métriquement par les égalités : 

x = 4° + 30? — 6t 

y = 3t7 +2 +1. 

Nous sommes amenés a résoudre le systeme des deux équations en fy et ¢; : 

Ate + 3t2 — 6ty = 4t? + 32? — 6t, 

3t5 + 2p el” = 37 a, 

C’est-a-dire : 

A(tS — t3) + 3(¢5 — t7) — 6(t) — 44) =0 
3(¢2— 1?)-+ 2(t) — 4.) = 0. 

En divisant par to — t, (qui n’est pas nul puisque, par hypothése, ty # t,) : 

Are Papi + 2) ie) ae ee 
3(to +t,)+2=0. 

On pourrait penser a tirer ft, en fonction de to dans la deuxiéme équation 
et a porter la valeur ainsi trouvée de ¢, dans la premiére équation qui devient 

ainsi une équation du second degré en fo. Il vaut mieux cependant ne pas 

rompre la symétrie des calculs. Nous poserons donc s = to + t, et p = fof,. 
Les deux équations s’écrivent alors : 

4(s* — p) + 3s—6=0 

3s 2 OL 
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Doi : 2 14 é 3 ou on tires = — 3¢ PPE Par suite fp et t; sont les deux racines 

de l’équation : 

D’ot on tire (par exemple) : 

eat aasis 
rere oa et t= 

—14+4/15 
3 3 : 

Il y a donc un point double qui est M(t)) (ou M(t,)) et qui a pour coordon- 
nées : 

14 17 
X(to) = x(t,) = 4 et Y(to) = Wty) = Be 

3. — Branches infinies. 
Une branche infinie correspondra a une valeur fo de ¢ (finie ou non) telle que 

l'un au moins des deux nombres | f(t) | ou | g(t) | tende vers + o lorsque t¢ 
tend vers fo. 

Lorsqu’on a mis en évidence une telle branche infinie, on cherche si elle 

s : A : t 
admet une direction asymptotique en regardant si le rapport 2 -* tend 

ou non vers une valeur limite (qui peut étre infinie) lorsque ¢ tend vers fo. 

Si une telle limite m existe la branche infinie admet la direction asymptotique 

de pente m. 

Lorsqu’une telle direction asymptotique existe, on cherche s’il existe une 

asymptote. 

1° Lorsque m est un nombre fini, on cherche pour cela si la fonction 

y — mx = g(t) — mf(t) tend vers une limite finie p lorsque ¢ tend vers fo. 
Si un tel nombre p existe, la courbe a pour asymptote la droite d’équation 

y = mx + pet est placée au-dessus (ou au-dessous) de cette asymptote (par 

rapport au sens de |’axe Oy) si la fonction g(t) — mf(t) — p reste positive 

(ou négative) lorsque ¢ tend vers fo, Lorsque | g(t) — mf(t) | tend vers + ©, 

la courbe présente alors une branche parabolique. 

2° Lorsque m est infini, c’est-a-dire lorsque la direction asymptotique est 

celle de l’axe Oy, pour que la branche infinie admette une asymptote il faut 
et il suffit que x = f(t) tende vers un nombre fini x9 lorsque ¢ tend vers fo. 

L’asymptote est alors la droite d’équation x — xp = 0 et la position de Ja 

courbe par rapport a cette asymptote se déduit du signe de f(t) — Xo lorsque ¢ 

tend vers fp. 
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EXEMPLE 3. — Soit a étudier les branches infinies de la courbe d’équations : 

Il y a trois branches infinies correspondant a fg = — 1,t9 = + lettp = ~, 

Etudions celle qui correspond a tg = — 1. 
Lorsque ¢ tend vers — 1, le rapport 

y_ tt? -1)4+1 

x e(?—1)+t-1) 

. IL y adonc une direction asymptotique de pente m = — 5° 
Nie 

tend versm = — 

- Le x ta x 

La quantité y — mx =y+t+ 7 est égale a : 

I Ee ties, Ube ee 1 
t+>— +--+ =t+i+ 

i? SO GET) D2 1) 

3 
et tend vers p = — q lorsque t tend vers — 1. 

La courbe a donc pour asymptote la droite d’équation y = — 5 _ 5 

Pour étudier la position de la courbe par rapport a cette asymptote, il faut 

étudier le signe, lorsque ¢ tend vers — 1, de la fonction : 

2 
] (0) =) — mx) — p= 45 + HG 

Pour cela étudions le signe de : 

1 
ONDE lst © igre aa 

1 ; ‘ see 
Ona g'(— 1) = — =. Donc la fonction ¢(f) est décroissante dans un voisi- 

oo 

nage de — 1. Comme ¢g(— 1) = 0, on a g(t) > 0 lorsque ¢ tend vers — 1 

par valeurs inférieures et g(t) < 0 lorsque ¢ tend vers — 1 par valeurs supé- 
rieures. 

Lorsque t tend vers — 1 par valeurs supérieures, x tend vers + © et lors- 

que ¢ tend vers — | par valeurs inférieures x tend vers — o, d’ouv la position 
de la courbe indiquée figure 3. 

3 
Lorsque ¢ tend vers + 1, x tend vers x et | y| vers + co. Ona donc une 



COURBES PARAMETRIQUES ET POLAIRES 397 

pepe 3 : Be 
branche infinie d’asymptote x = =. La disposition de la courbe est celle 

i) 

indiquée figure 3. 

Enfin, lorsque | ¢ | tend vers + ©, le rapport = tend vers 0. On a donc une 

direction asymptotique qui est celle de Ox, mais comme | y | tend vers + co on 
voit que l’on a une branche parabolique (située au-dessus de Ox pour t > a 00 
et au-dessous pour t > — oo), 

Fic. 3. 

4. — Tracé d’une courbe en coordonnées polaires. 
Les coordonnées cartésiennes x et y d’un point M sont liées a ses coordon- 

nées polaires r et @ par les relations : 

x =rcosé 
(4) 

y=rsin 0, 

Une courbe C du plan peut étre définie par la relation qui doit lier les 

coordonnées polaires r et 8 d’un point M pour qu’il appartienne a C, donc par 

une équation de la forme : 
f(r, 9) = 0. 

Nous nous occuperons essentiellement ici de construire les courbes qui 
peuvent étre définies par une équation de la forme : 

r=f(6). 

Les égalités (4) montrent qu’une telle courbe C est définie paramétrique- 

ment par les relations : 
x = f(9) cos 0 

y = f(0) sin 6 
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ce qui permettrait de ramener |’étude de ces courbes 4 celle faite dans les para- 

graphes précédents. | 
Comme toujours quand on construit une courbe, il faut chercher a réduire 

l’intervalle dans lequel on doit étudier la variation de f (0) (périodes, symétries). 
L’étude du signe de r = f(6) permet de placer le point M par rapport 

au point O sur l’axe OX d’angle polaire 0. L’annulation de f(6) indique que 
pour cette valeur de 6 la courbe passe par l’origine avec la tangente OX si 

f est continue (chap. XXVIII, § 3). 

EXEMPLE 4. — Construire la courbe (appelée strophoide droite) d’équation 

polaire 
sin 20 

cos 6 + sin 8 
r =f) = 

Période. — La fonction f a comme période T = 22. On obtient cependant 

: i : eed 
toute la courbe en faisant varier 0 sur un intervalle de longueur moitié 5 DT aoRe 

En effet le changement de 6 en 6 + x change le signe de r sans modifier | r | 

et par conséquent redonne le méme point. 

; ™ : : ; 
Symétrie. — Le changement de 6 en a 0, laissant r invariant, la courbe 

x 4 ° * . T AN . ° 

posséde un axe de symétrie d’angle polaire ; (premiére bissectrice des axes). 

m 3n 
Ainsi on tracera la moitié de la courbe en faisant varier 0 de 724 + ew 

et on complétera par symétrie autour de la premiére bissectrice. La dérivée rg 

peut se mettre sous la forme 

cpa 2(cos* 6 — sin® 6) 
° (cos 6 + sin 6)? 

Sur l’intervalle considéré on 
, +8 

a rg<0. D’ot le tableau de 

variations : 

AIA bo Bey 

Reis 

Au point A d’angle polaire ; 
Fic. 4. 
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on a r’ = 0, la courbe posséde en ce point une tangente perpendiculaire A 
axe polaire. D’ou l’allure de la courbe (fig. 4) en traits pleins pour 
Tt 3x : T T 
~<9< — —- = 7= m et en tirets pour ao a 

3x 
4 

finiment. La courbe a donc une branche infinie dont la direction asymptotique 

Branche infinie. — Lorsque @ tend vers — on voit que | r | augmente indé- 

est celle de la deuxiéme bissectrice des axes (ac pente m = ig =— 1). 

Pour étudier si la courbe posséde une asymptote considérons |’expression 

y—mx=y+x=r(cos 86 + sin 4) = sin 20 
ona 

lim (y+ x)=-1 
3n a> — 
4 

D’ot |’équation de |’asymptote : 

ytx=-l. 

5. — Points doubles. Branches infinies. 

Le tracé de la courbe peut faire apparaitre des points doubles en dehors de 

lorigine. En effet, si 09 est un nombre tel que l’on ait l’une des égalités : 

(99) = f (Ao + 2kn), 

k étant un entier différent de 0 ou : 

J (89) = — f(A + % + 2k’n), 

k’ étant un entier quelconque, les deux points M et M’ de C d’angles polaires 0 
et 0) + 2kx (ou 09 + x + 2k’z) sont confondus. Si les égalités précédentes 

n’ont pas d’autre solution en 0) dans un 

intervalle de la forme )09 — a, 0) + a( avec 

a > 0, le point M est un point double de C. 

D’autre part, le tracé de la courbe 

obligera a rechercher les valeurs de 8 annu- 

lant la fonction f et par suite mettra en 

évidence le nombre de branches de courbes 

passant par I’origine. 
Pour que l’on ait une branche infinite, 

il faut et il suffit que la distance OM, Fic. 5. 

c’est-a-dire | f(0) |, augmente indéfiniment. 
Si | f(0)| tend vers + o lorsque @ tend 

vers + © ou vers — ©, on voit que M s’éloigne indéfiniment en tour- 

nant autour de O. On a alors une sorte de spirale sans direction asymptotique 

(la droite OM ne tendant vers aucune position limite). 

HOCQHENGHEM-JAFFARD-CHENON, — I (5° éd.). 14 
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_ Supposons maintenant que | f (9) | tende vers + © lorsque 6 tend vers 

une valeur finie a. Le point M s’éloigne indéfiniment en méme temps que la 

droite OM tend vers la droite de direction «. On a donc une direction asympto- 

tique qui fait l’angle « avec Ox. 

Dans le cas « = 5 + kx il suffit d’examiner si l’abscisse du point M : 

x = f(0) cos @ a une limite lorsque @ tend vers a pour reconnaitre s’il existe 

une asymptote paralléle 4 Oy. 

Dans le cas « # ; + kn la direction asymptotique ayant comme pente 

m = tga on considére |’expression 

: sin a _ f(O) sin (0 — @) 
Vis mx = f(@) sin 0 — eh ve COSY Sr eae ae 

Lorsque l’on a 

lim f(8) sin (06 — a) =I 
0>a 

il existe une asymptote d’équation y — mx = 
COs a 

EXEMPLE 5. — Spirale d’ Archiméde. — C’est la courbe C d’équation : 

r=a0 

a étant une constante que nous supposerons positive. 

r étant une fonction impaire, la courbe est symétrique par rapport a Oy. 

Tragons l’arc correspondant a 6 > 0: C part du point O tangentiellement 

a Ox et s’écarte de plus en plus 

du point O pour donner finale- 

ment naissance a une branche 

infinie sans direction asymp- 
totique. 

Sur la figure 6 nous avons 

tracé en traits pleins la partie de 

la courbe correspondant a4 6 > 0 

et en traits pointillés la partie 
correspondant a @ < 0. 

Les points doubles de la 

courbe sont ses points d’intersec- 

tion avec Oy. Ceci est évident géo- 
métriquement, mais vérifions-le : 

Un point double de la courbe a un angle polaire 6, tel que : 

Fic. 6. 

09 = 09 + 2kx avec k #0 
ou : 

09 = — 0, + a+ 2kn. 
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Le premier cas est impossible. Le deuxiéme conduit a l’égalité : 

00 = 5 + kn (ke Z) 

qui montre bien que les points doubles sont les points de la courbe situés 
sur Oy. 

EXEMPLE 6. — Rosace. — Construisons la courbe C d’équation : 

r = cos 40: 

La fonction r(@) admet la période T = =. Comme 4T = 22, on voit que 
NLA 

lon peut tracer C de la fagon suivante : 

On trace l’arc [ de C correspondant a @ variant dans un intervalle de la 
forme : 

(a, a+ 5¢ 

et on compléte IT en lui adjoignant les trois arcs obtenus en faisant tourner 

autour du point O des angles 5 a ee 5 c 

Commer (0 + 4 = — r(6), on voit que le point M’ de C ayant pour angle 

polaire 6 + 7se déduit du point M de C ayant pour angle polaire 6 par une 

rotation de 5 j autour de O. Pour tracer l’arc IT il suffit donc de tracer l’arc I’ 

Z ; 1 ‘ 
obtenu en faisant varier 0 dans |’intervalle (a, « + 46 et en le complétant 

: P 4 
par I’arc obtenu en faisant tourner I’ autour de O de l’angle 5 4° 

Comme r(@) est une fonction paire, l’axe Ox est axe de symétrie de C. Par 

: us : , , ? g 
suite, sion prenda = — 3° on voit que l’arc I’ est obtenu en tragant l’arc I, 

: T - Ni as 
correspondant a @ variant dans |’intervalle (0, 3) et en lui adjoignant son 

symétrique par rapport a Ox. 

Nous sommes donc ramenés a tracer l’are I’). 
. x Tt . x T z A x 

Lorsque @ varie de 0 a 3° 40 varie de 0 a5 et r décroit de 1 4 0. Cet arc 

™ 
3° I] part du arrive donc en O tangentiellement a4 la droite d’angle polaire 
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point A d’abscisse 1 sur Ox. La quantité 

r _~ cos 40 

r’ sin 40 
la tangente en A 4a la courbe C est perpen- 

diculaire a Ox. 

Sur la figure 7 nous avons tracé la 

courbe C. L’arc I” est la boucle A. L’arc T 

se compose des boucles A et A,. L’arc 

est infinie pour 0 = 0. Donc 

: T 
obtenu en faisant tourner T de + 5 se 

As 
compose des boucles A, et A,. L’arc 

Fic. 7. obtenu en faisant tournerI de x se compose 
des boucles A, et A,. L’arc obtenu en 

T 

2 
Le point O est le seul point double de la courbe. II est en fait multiple 

d’ordre 8 car huit branches distinctes de la courbe passent par le point O. 

faisant tourner T de 3 = se compose des boucles Ag et A3. 

EXERCICES 

1° Tracer les courbes définies paramétriquement par : 

x=f—3t x =3 cos t— cos? t 

y=t*— 4t? y =sin 3t 

ee ae 30 
ee TR shia | 

ps ae eee 
iP eee ep set ny at 

*2° Achever le tracé des courbes données comme exemples au § 2 (vérifier qu’il 
n’y a pas de point d’inflexion) et au § 3 (montrer que la courbe posséde un point 
triple). 

*3° On appelle C, le cercle d’équation x? + y? — 2Ry = Osupposé matérialisé. 
On fait rouler sans glisser ce cercle sur l’axe Ox et on appelle C, la position du cercle 
quand il a tourné d’un angle g. Calculer en fonction de g les coordonnées du point M 
du cercle Cy qui était en coincidence avec l’origine des coordonnées sur le cercle Cy. 
Tracer la courbe (appelée cycloide) décrite par le point M quand 9g varie. 

R. x = R(sin g — Q), y = R(U — cos g). 

*4° On appelle C, le cercle d’équation (x — 2R)? + y? = R® qui touche en 
A (3R, 0) le cercle I‘ d’équation x? + y? = 9R®. On fait rouler sans glisser le cercle C 
supposé matérialisé sur ]’intérieur de la circonférence I et on appelle Cy la position 
de ce cercle lorsqu’il a tourné d’un angle g. Calculer en fonction de g les coordonnées 
du point M du cercle Cy qui était en coincidence avec le point A sur le cercle C,. 
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Tracer la courbe (appelée hypocycloide a trois rebroussements) décrite par le point M 
quand 9 varie. 

R. x= R(cos ¢ +2088), y = R(sing—2 sin). 

*5° Construire la courbe définie par : 

Si aie? 
jigs os 8 Rae or CRS 

Vérifier que les points d’inflexion ont méme ordonnée. 

*6° Construire les courbes définies paramétriquement par : 

e t—1 ! 
eis y =Log r x =sint 

= t+1 t 
y= [ » = V3 Log =| y = cos t + Log tg, 

i e! 

ang, VE” 

$5 te’ 

ebehee 9 a 

*7° Construire la courbe définie par : 

or Lyamucall 
t eg pe foe 

Axe de symétrie? 

**#8° Construire la courbe définie par : 

t 
y=3+cost—4cos-. 

: ue 
x =t+sint—4sin-= 5) 2 > 

Coordonnées du point double sur l’axe Oy a 0,001 prés? 

R. x = 0 Wiad ole 

**90 Construire la courbe définie par : 

x = sin t— tcost y =1— cost 

et étudier sa concavité. 

10° Tracer la spirale logarithmique définie par r = e”®, m étant une constante 
donnée. Montrer que toute similitude de centre d’origine O, menant le point A (0, 1): 
en un point donné M de la spirale, fait coincider la spirale avec elle-méme. Vérifier 
que l’angle de OM et de la tangente en M a la spirale a une valeur constante. 

R. tg V=m. 

11° Tracer la cardioide définie par r = a(1 + cos 8). Montrer quelle est la trajec- 

toire d’un point d’un cercle de diamétre a roulant sans glisser sur le cercle défini 

par r = acos @. 
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*120 Tracer les spirales d’équations : 

epee alae r=7— 26, r =e cos 6. 
l+e 

*43° Construire les courbes d’équations : 
——_—— 3 

r =sin 6 cos 26, r = Wcos 38, r=sin >. 

*14° Construire les courbes d’équations : 

6 1 
r=(t85> r=tg 0, r=tg 0—1, Oe Oe 

15° Construire les courbes d’équations : 

9a 9a 
| NN je 

30 30° 
5 + 4 cos = 4 + 5 cos > 

; 0 ; : 
**16° Tracer la courbe définie par r = acos 3° Vérifier que son inverse par rapport 

a son point double est une conique ayant ce point double pour foyer. 

**17° Montrer que les normales 4 la courbe définie en polaires paramétrique- 
ment par : 

r= — et 6=tgt—1 

sont tangentes au cercle d’équation r =a. Tracer cette courbe (développante de 
cercle). 

oe ie sin 6 ; 
**18° Tracer la cochléoide définie par r = oo Montrer que les pieds des 

normales menées de l’origine sur cette courbe sont sur un cercle C et que les points 
de contact des tangentes paralléles a l’axe polaire sont sur un cercle C’. 

R. C d’équation r = cos 6 et C’ d’équation r = 2 cos 80. 

**19° Tracer les conchoides de droites d’équations : 

a 

"~~ cos 6 ale 

**20° Tracer les conchoides de cercles, appelées limacgons de Pascal, d’équations 

r=acos0+h. 

h 
Pour quelles valeurs du rapport 3 la courbe présente-t-elle des points d’inflexion? 

h 
R. l< 3 | DN 

**21° Vérifier que les points d’inflexion de la courbe définie par : 

emia 
~ £O) 

satisfont a l’équation f (8) + f"(8) = 0. Cas particulier d’une droite ou d’une conique. 



CHAPITRE XXX 

COURBES D’EQUATION f(x, y) = 0. 

COURBES ALGEBRIQUES. 

INTEGRALES ABELIENNES 

1. — Fonctions implicites. 
Soit une fonction f(x, y) des deux variables. x et y. L’ensemble des points 

du plan dont les coordonnées (cartésiennes) x et y satisfont a l’égalité : 

()) f(x,y) = 0 

forme en général une courbe C que nous nous proposons d’étudier (fig. 1). 

Si on donne a x une valeur Xo, trouver les valeurs de y qui sont racines de 

l’équation (en y) : 

(2) f (Xo, ¥) = 9 

revient a chercher les points de la courbe C qui se trouvent sur la paralleéle 

a l’axe des y d’abscisse Xo. 
Au chapitre VI nous avons appris a discuter une telle équation et au cha- 

pitre XXVII nous avons appris & déterminer ces racines avec autant de pré- 

cision que l’on peut désirer. 
Supposons que l’équation (2) admette m racines réelles distinctes que nous 

noterons Yo(Xo), Vi(Xo), - - +» Vm—1(%o)- 

Fic. 1. Fic. 2. 

Considérons la racine yo, il est en général possible de « suivre par conti- 

nuité » cette racine yy lorsque x varie, c’est-a-dire que lorsque x est un nombre 

trés voisin de x, l’équation en y : 

f(x,y) = 0 
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admet en général m racines yo(x), . . -; ¥m—1(x) dont une et une seule, soit yo(x), 

a une valeur trés voisine de yo et tend en particulier vers yo lorsque x tend 
vers Xo. C’est ainsi que lorsque x varie dans un petit intervalle de la forme : 

Xo — & Xo + eC (e > 0), 

les nombres yo(x), ¥1(X), ---»¥m-1(%) apparaissent comme des fonctions 

continues de x qui sont dites parfois les branches de la courbe C. 
Si, par exemple, la courbe C a |’allure indiquée sur la figure 2, la courbe 

posséde : 

Une branche dans |’intervalle ) — ©, a(. 

Trois branches dans chacun des deux intervalles )a, b( et )b, c(. 
Une branche dans I’intervalle )c, d(. 

Elle n’admet pas de branche dans l’intervalle )d, + «(. 

D’une facgon plus précise le théoréme suivant (que nous admettrons sans 

démonstration) donne une condition suffisante pour qu’il existe une branche 
y(x) prenant pour Xo la valeur yo : 

THEOREME 1. — Si la fonction f(x, y) est continue et admet une dérivée 

partielle continue ye par rapport a lensemble des variables x et y dans un voi- 

sinage du couple de valeurs (Xo, Yo), Si f (Xo, Yo) = 0 et si Si Xes Yo) # 0, alors 
il existe une fonction continue y(x) et une seule définie dans un voisinage suffi- 

samment petit de Xo telle que l’on ait pour toute valeur x de ce voisinage : 

F(x, y(x)) = 0 
et de plus y(Xo) = Yo- 

Si f(x, y) admet aussi une dérivée partielle continue f,(x, y) par rapport 
a x dans un voisinage du couple de valeurs (Xo, Vo) la fonction y(x) admet une 
dérivée dans un voisinage de Xp. 

La valeur y’(x) de cette dérivée se calcule immédiatement : 

En effet, la fonction f(x, y(x)) de x admet pour dérivée f + fs y’(x) (dérivée 

d’une fonction composée). L’égalité f(x, y(x)) = 0 entraine alors : 

7. +i,7@)=0 
c’est-a-dire : 

f! 

UAC ior Mew 
fy 

Sous réserve que les calculs suivants aient un sens, la dérivée seconde y’(x) 
s’obtient en dérivant par rapport a x la relation : 

FX Y) = y fx, y) = 0 
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et en remarquant que y et y’ sont des fonctions de x, ce qui donne : 

Fil, ») + ¥' fol, ») + OGG, ») + ¥' Spalx, ») + y" fix, y) = 0. 

En décrivant cette nouvelle égalité on obtiendrait la valeur de y” et ainsi 
de suite. 

Si la fonction f (x, y) admet les dérivées partielles nécessaires dans un voisi- 

nage du point de coordonnées Xo et yo tel que f(Xo, Yo) = 0 et Sitka Yo) # 9, 

on pourra appliquer la formule de Taylor a la fonction y(x) pour la valeur xp. 

En général, on utilisera de préférence le développement limité de y(x) et pour 

le déterminer on évitera le calcul des dérivées successives en utilisant une 
méthode de coefficients indéterminés. En effet, en posant : 

Y = Yo + a(x — Xo) + ay(x — Xp)? + ... +.4,(X — Xo)" + ( — Xo)" e(X — Xp) 
la fonction : 

u(x) = f(X, Vo + ay(x — Xo) +... + (X — Xo)" (X — Xpo)) 

pourra, par les méthodes habituelles, donner naissance 4 un développement 
limité de la forme : 

u(x) = by(x — Xo) + ba(x — Xo)? +... + b,(x — xo)” + (% — Xo)" e(x — Xp) 

sans terme constant puisque u(Xo) = f (Xo, Yo) = 0. 

Les coefficients b,, 52, ..., 5, se calculent en fonction de a,, a3, ..., a. 

Mais puisque u(x) doit rester nul, nous aurons donc les conditions : 

b, =0 > Dy =.0;-. 5 > b= 0 

qui permettent de calculer a,, a2, ..., @,. On vérifiera aisément que dans 

Vhypothése fos Yo) # 0 ce systeme d’équation permettra de calculer succes- 

sivement a,, a2, ..., a, en résolvant des équations du premier degré. 

EXEMPLE 1. — Soient : 

f(x yy=x?+y’?—-1, XO 5 et JAN oe ae 
2 

On écrira : if 

3 
y= VB atta tae + Pdi 

avec : 

=x : ae 

D’ou le développement limité de : 

gs 3 : 
tye (b+4) +(-Mrartartar+ra) —1 

= (1 — a, V3) + P01 + at — a V3) + PQa, a, — a3 ¥/3) + 8° elt) 
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et par suite : 

a,= 

Se | pas a he tre ee 
a 1 1 iF 

— = —-(1+-]=—-., a, = — — — = =: 
4/3" 4/3 ( 3) 34/3 > 4/34/3313 94/3 

Tangente. — On voit que la tangente 4 C au point Mo de coordonnées Xo 

et Yo a pour pente : 

f (Xo, Yo) 

f Mey Yo) 

c’est-a-dire a pour paramétres directeurs les nombres : 

Heo Yo) et gy f(Xo; Yo): 

Par suite, elle a pour équation : 

Ne NOG tae) any O | 

PEER (PEE TIS | 
ou encore : 

(x — Xo) fx(%0, Yo) + (Y — Yo) f(Xo> Yo) = 0 

On remarquera que le vecteur de coordonnées f,(xo, Yo) et f,(Xo, Yo) est 
normal a la courbe C au point M, (c’est-a-dire perpendiculaire a la tangente 

a Cen M,). 

Point singulier. — En supposant toujours que 1’on ait f(x, yo) = 0 et 

que f(x, y) ainsi que les dérivées partielles f, et ie soient continues dans un 

voisinage du point M (Xo, Yo) que se passe-t-il si Te Yo) = 0? 

1*t cas. —— Supposons f,(Xo, Yo) # 0. — On peut alors permuter le réle des 

variables x et y. On voit que prés du point Mo la courbe C est le graphe 

d’une fonction x(y) de la variable y dont la dérivée 

s’annule pour y = yo. Par suite, la courbe C a au 

point My une tangente paralléle a Oy. 

On voit sur la figure 3 que si ce point n’est pas un 

point d’inflexion c’est-a-dire si C ne traverse pas sa 
tangente au point My (ce qui est le cas usuel), la 

conclusion du théoréme | n’est pas vérifiée. Si petit que 

soit le nombre ¢ > 0 il n’y a pas de fonction conti- 

nuey (x) définie dans l’intervalle )x9 — &, Xo + é( telle 

que le graphe de y(x) fasse partie de C et telle que 

y(Xo) = Vo. Pour x < Xo une telle fonction ne serait 
pas définie et pour x > xq elle aurait toujours deux valeurs possibles 
« indiscernables » correspondant aux points M’ et M”. 

Fic. 3. 
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2° cas. — Supposons que l’on ait f,(xo, Yo) = cose Yo) = 0. — Dans ce 
cas Mo sera appelé un point singulier de la courbe C. Le cas de la courbe 
d’équation x? + y? = 0 dont l’origine est point singulier montre que M, 
peut €tre un point isolé de C, c’est-d-dire qu’il existe un voisinage de My ne 

contenant aucun point de C autre que Mo. Le point M, peut étre encore un 

point de rebroussement ou un point multiple de la courbe C comme le montre 
Vexemple 2. 

EXEMPLE 2. — Etudions l’allure de la courbe C d’équation : 

Gey)? + 2a"(y? — x7) = 0 (a # 0) 

dans un voisinage du point O. 

On a ici: 

FO, 0) = f,(0, 0) = f,(0, 0) = 0, 

donc l’origine est un point singulier de la courbe. 

L’étude de l’équation, obtenue en coupant C par la droite x = 1: 

y + 2y2(@? + A?) + 1° — 2072? = 0 

montre que pour |4| < |a|+/ 2, nous obtenons deux valeurs réelles de y 
et il y a done deux branches de courbes passant par O. 

Posons alors y = [x, la relation g(x, t) = 0 s’écrit (aprés division par x’) : 

x7(1 + 17)? + 2a7(t? — 1) =0. 

Cette relation définit une courbe I rapportée a deux axes Ox, Ot (fig. 4) 

que nous étudions prés de |’axe des ¢. 
Pour x = 0, onat = 1 out = — 1. Ences points, ona: 

g.(0, 1) =0 g,(0, 1) = 4a? 

g.0,-1)=0  g,(0, — 1) = — 4a’. 

Fic. 4. Fia. 5. 
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Cette courbe I a donc deux tangentes paralléles 4 Ox aux points considérés. 

En calculant t,. par la formule indiquée, on trouve : 

" 2 

au point (0, 1) t2=- 2 

: 2 
au point (0, — 1) te=t mA 

ce qui précise le sens de la concavité de la courbe I aux points considérés. 

On en déduit que sur les deux arcs de I’ considérés, et par suite sur les 

deux arcs de C correspondants, | t | tend vers | par valeurs inférieures lorsque x 

tend vers 0. D’ot la conclusion : les tangentes aux arcs de la courbe (C) passant 

par O sont les droites de pente + 1 et ces tangentes sont tangentes d’inflexion 

(fig. 5). 

REMARQUE. — On peut relier ce qui se passe dans I’hypothése : 

Co Yo) =f (Xo, Yo) = 90 

a l’étude déja faite (chap. XXI) des extrema de la fonction z = f(x, y). En 

effet, la courbe C d’équation f(x, y) = 0 est l’intersection de la surface S 

graphe de la fonction z et du plan xOy. Sien un point Mo de C les quantités /. 3 

et f K sont nulles, nous pouvons mentionner les circonstances suivantes : 

a) z posséde un extremum relatif et le point My est un point isolé de la 

courbe (c’est le cas du point O pour z = x” + y”). Le plan xOy est tangent 

en M, a la surface S mais ne coupe pas cette surface dans le voisinage de M5. 

b) z n’a pas. d’extremum relatif en My. Le plan xOy tangent a la surface S 

coupe cette surface dans le voisinage de My. Dans le cas le plus usuel la courbe C 

posséde deux branches passant par M, (c’est le cas du point O pour la fonction : 

gx? = y*); 

2. — Principes généraux de construction. 

Il est souvent assez délicat de construire une courbe C dont |’équation est 
donnée sous la forme : 

(3) I(x, y) = 0. 

Il ne faut donc le faire que si l’on s’est assuré qu’il n’y a pas un moyen- 

plus simple de construire cette courbe. En particulier, il faut regarder si l’éga- 

lité (3) ne peut pas s’écrire d’une fagon explicite sous la forme : 

Y= g(x) 9 OW Xt Hy) 
Si ce moyen ne réussit pas il faut regarder si C ne peut pas étre représentée 

paramétriquement sous la forme : 

x= ot) et y=Y(t). 

On peut également regarder si la courbe C ne peut pas étre représentée 

en coordonnées polaires par une équation de la forme r = F(6). 
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Dans le cas ot ces recherches n’aboutissent pas et ou il faut étudier la 
courbe C 4 partir de son équation implicite, on pourra également chercher 

si l’équation (3) ne peut pas s’écrire sous une forme plus simple : 

g(X, Y)=0 

les variables X et Y étant liées trés simplement aux variables x et y, par exemple 

par des relations de la forme : 

X= x" et Y= y". 

La connaissance, méme sommaire, de la courbe d’équation g(X, Y) = 0 

permet alors d’obtenir l’allure générale de la courbe C. 

Il faut également regarder si la courbe C n’admet pas des éléments de 

symétrie évidents : 

Par exemple si f(x, y) = f(y, x) la courbe admet la premiére bissectrice 

comme axe de symétrie. 
Si f(x, y) = f(— x, — y), la courbe admet le point O pour centre de 

symétrie, etc. 

Pour entreprendre l’étude directe de la courbe, on pourra commencer 

par la couper par des droites variables paralléles a 1’un des axes de coordonnées, 

par exemple par les droites d’équation : 

55 a 

ce qui revient a étudier l’existence des fonctions yo(x), y,(x), ... dont nous 

avons parlé au § 1. 

La discussion de |’équation en y : 

f(A, y) = 0 
indiquera en combien de points la droite coupe la courbe. En faisant varier A 

on pourra donc partager le plan en bandes dans lesquelles on saura qu’il existe 

tel nombre d’arcs de courbes. 

ExeMPLE 3. — La courbe d’équation 

f (x, y) = (x? + yx + y) — 2xy = 0 
peut étre représentée paramétriquement. En coupant la courbe par des droites 

y = tx passant par l’origine. On obtient en effet : 

(ers x — 2x°t= 0 

ce qui conduit aux équations : 

2t on 
*= as A+ Zu corirar ie beay 

On peut également obtenir une représentation simple en coordonnées polaires. 

En portant x = rcos 0, y =r sin 0 dans l’équation f(x, y) = 0 il vient 

r> (cos @ + sin 0) — 2r? sin 0 cos 6 = 0 
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D’ou 
i! sin 20 

~ cos 6 + sin 0 

Nous avons construit cette courbe au chapitre XXVIII, exemple 4. 

EXEMPLE 4. — Soit la courbe C d’équation : 

4y> — S5xy* — x° + 2x? =0. 

Nous coupons la courbe C par la droite d’équation x = A et nous sommes 

conduits a discuter |’équation : 

P(y) = 4y° — Say* — A> + 22? = 0. 
Or: 

P’(y) = 20y* — 20Ay? 

s’annule pour y = Oet y= A. 
Les extrema de la fonction P(y) ont donc pour valeur : 

— PO) = 227 - Fh = VQ -A) 
et : 

PQ) = —-V-2 4272 = 070 —A (A? +14 2) 

ce qui met en évidence les valeurs remarquables de / : 

Ape OS A Se oa ee 

Nous aurons suivant les diverses valeurs de A les tableaux des variations 

et les résultats suivants : 

A<0O y = 65 fh 0 + © 

pe + 0 —- 0 4+ 

Po\ 0 AY OS St AG Rao 

P( y) s’annule pour une seule valeur de y inférieure a A. 

0<i<l y — 0 0 A + 0 

Pi + 0 —- 0 + 

P OOP at Bah OR aE eel Ae aa 

P( y) s’annule pour une seule valeur de y inférieure a 0. 
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dpe Ayecee y — 0 0 A + co 

Pp + 0 —- O + 

fy =O A + NS — Wo + oH 

P( y) s’annule pour trois valeurs de y, une inférieure 4 0, la deuxiéme com- 

prise entre 0 et A, la troisiéme supérieure a A. 

R's y — © 0 a + © 

P’ SeimtQem Le 

P mn cae ee X= We J ate) SO 

P( y) s’annuile pour une seule valeur de y supérieure a A. 

On remarquera de plus que dans les cas 

limites on a : 

0 (racine quintuple) 

1 (racine double) et une 

racine négative yo 

A=2 y=0O (racine quadruple) et 

3 

2 

pour: 2= 0. »y 

A= i> y 

ce qui donne un premier apercu sur l’allure de 

la courbe (fig. 6). 
Fic. 6. 

La méthode des régions. — La méthode 

des régions est fondée sur la remarque trés simple suivante. Supposons 

tracée la courbe I d’équation : 

f(x,y) =0 

la fonction f(x, y) étant continue par rapport a l’ensemble des variables x et y. 

Cette courbe partage le plan en régions. Soient A et B deux points situés 

dans la méme région, c’est-a-dire que l’on peut joindre par une courbe conti- 

nue L ne coupant pas la courbe I. 

Lorsqu’un point M décrit l’arc AB (fig. 7), il reste toujours dans la méme 

région. Si nous considérons la valeur de la fonction f (X44, Vaz), Xa et Vy tant les 
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coordonnées du point M, cette quantité ne s’annule pas, done f (x4, y4) et 

S (xg, Yg) sont de méme signe. 
La courbe d’équation f(x, y) = 0 partage donc le plan en régions telles 

que dans chacune d’entre elles f(x, y) garde un signe constant. En général, 

ce signe change lorsqu’on passe d’une région 4 une région adjacente. 

Lorsqu’on veut tracer un arc de courbe assez important avec quelque 
précision, on pourra utiliser avec profit la méthode des régions. Supposons 

que nous voulions quelques repéres pour tracer l’arc BAC de la courbe d’équa- 

tion : 
f (x, y) = 4y? — S5xy* — x? + 2x? = 0. 

On constate aisément (fig. 8) que dans la région comprise entre le seg- 

ment BC et l’arc BAC, la quantité f(x, y) est négative. Quadrillons cette bande 

par les droites d’équations : 

Fia. 7. Fic. 8. 

et considérons une valeur de y, par exemple y = 2: 

f(x, 2) = 128 — 80x — x® + 2x?. 

; : E 1 1 
Donnons maintenant a x les valeurs successives de jo *" jo” nous consta- 

tons que f'(1,6; 2) est positif et f(1,7; 2) est négatif. 

La courbe coupe donc la droite y = 2 entre les points d’abscisse 1,6 et 1,7. 

En disposant systématiquement les calculs on arrive assez vite 4 encadrer 

suffisamment la courbe pour pouvoir la tracer avec quelque précision. 

3. — Courbes algébriques. 

On appelle courbe algébrique toute courbe C qui admet une équation impli- 
cite de la forme : 

f(xy) = 0 

J (x, y) étant un polynome par rapport a l’ensemble des variables x et y. 
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Le degré du polynéme f est appelé le degré de la courbe algébrique C. C’est 
ainsi que la droite Ax + By + C = 0 est une courbe du premier degré, que 
le cercle d’équation x7 + y? — R? = 0 est une courbe du second degré et 
que la courbe x?y + y? — R* = 0 est une courbe du troisiéme degré. 

Ici apparait une difficulté. Si la courbe C a une équation implicite de la 
forme : 

(4) F(a y¥) = 0 

elle a également pour équation implicite : 

(5) (f(x, y))” = 0. 

Mais si f (x, y) est un polyndme de degré n, la fonction g(x, y) = (f(x, y))? 
est un polynéme de degré 2n. Faut-il considérer que C a le degré n oule 

degré 2n? On se tire de cette difficulté en convenant que si C est définie par 

l’équation (4), l’équation (5) représente la courbe C comptée deux fois. Ceci 

se généralise aisément : p étant un entier > 1, on considére que |’équation : 

(F(, y))? = 0 

est l’équation de la courbe C comptée p fois. 

Nous avons vu au chapitre V que si l’on introduit de nouveaux axes de 

coordonnées O’x’ et O’y’ (pas nécessairement rectangulaires), les nouvelles 
et les anciennes coordonnées du point M sont liées par des relations de la forme : 

x=d,+a,x +by f x =d,+a,x+b,y 
, , € , , ’ 

y=d,+a,x +b,y y = a. +a,x+ bz). 

Si une courbe C du plan a pour équation implicite : 

f(xy) = 0 

lorsqu’on la rapporte aux anciens axes, elle a pour équation implicite : 

g(x’, y’) = 0 
avec: 

g(x’, y’) =f (dy + ax’ + dyy’, dz + anx' + by’) 

lorsqu’on Ja rapporte aux nouveaux axes. 

Si f(x, y) = Oest un polynéme du n*™” degré en x et y, la fonction g(x’, y’) 

est un polyndme en x’ et y’ de degré m au plus égal a n. De la méme maniére 

onan < met par suite m = n. 
Le fait qu’une courbe est algébrique de degré n est indépendant des axes 

de coordonnées choisis. 

Une courbe qui n’est pas algébrique est dite transcendante. Tels sont les 

graphes des fonctions y = sin x et y = e. 

iéme 
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Courbes unicursales. — Une courbe est dite unicursale si elle a une repré- 

sentation paramétrique de la forme : 

x = f(t) 

y = g(t) 

ou f et g sont des fonctions rationnelles du paramétre t. Les formules de chan- 

gement de coordonnées montrent immédiatement que le fait pour une courbe 

d’étre unicursale ne dépend pas des axes de coordonnées choisis. On démontre 

que toutes les courbes unicursales sont algébriques, mais qu’il existe par contre 

des courbes algébriques qui ne sont pas unicursales. 

Les droites, c’est-a-dire les courbes du premier degré, sont unicursales 

(chap. XXIII, § 5). 

Intersection d’une droite et d’une courbe algébrique. — Soit C une 

courbe algébrique de degré n d’équation implicite : 

f(x, y) = 0 

I (x, y) étant un polynéme de degré n par rapport a |’ensemble des variables x 

et y, et soit D une droite que nous pourrons toujours supposer représentée 

paramétriquement sous la forme : 

X=X + at 

y=Yo + Bt. 

Cherchons a déterminer les points d’intersection de la droite D et de la 

courbe C. Pour qu’un point M appartenant a la droite D appartienne aussi 

a la courbe C, il faut et il suffit que le paramétre ¢ du point M satisfasse a 

Végalité : 

(6) f (Xo + at, Yo + Bt) = 0. 

Le premier membre de |’égalité précédente est un polynéme en ¢ qui est 
soit nul, soit d’un degré inférieur ou égal a n. 

S’il est nul, l’égalité (6) est vérifiée pour toute valeur de ¢ et la droite D fait 

partie de la courbe C. S’il n’est pas nul, l’égalité (5) peut étre considérée 

comme une équation algébrique en ¢ dont le degré est inférieur ou égal a n. 

Les points d’intersection de C et de la droite D correspondent aux racines 

réelles de cette équation. Par suite : 

Une droite ne faisant pas partie d’une courbe algébrique de degré n la coupe 

en n points tout au plus. 

4. — Courbes du second degré (coniques). 

Elémentairement, on a étudié plusieurs types de courbes du second degré : 

les ellipses (avec le cas particulier du cercle), les hyperboles, les paraboles et les 

systémes de deux droites (distinctes ou confondues). Nous allons montrer dans 

ce paragraphe que l’on obtient ainsi toutes les courbes du second degré. 
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Une courbe I du second degré a une équation de la forme : 

(7) Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F=0 

les nombres A, B et C n’étant pas simultanément nuls. 

Nous allons d’abord étudier le cas particulier ot B = 0. 

a) Si A et C ne sont pas nuls, l’équation (7) peut s’écrire sous la forme : 

D\? PR 8 ea er 
A = =) =—+s3- (x +3) +¢(y +3) > alee F. 

aves b Bits : D : E : 
Soit O’ le point d’abscisse — A et d’ordonnée — cet soient O’X et O'Y 

les axes paralléles 4a Ox et Oy et de méme sens menés par O’. Rapportons le plan 

a ces nouveaux axes de coordonnées. 

Les nouvelles coordonnées X et Y d’un point M du plan sont liées aux 

anciennes par les relations : 

D 
AS et ¥ ayes, 

Cc 

Rapportée a ces axes, la courbe I a donc une équation de la forme : 

(8) AX* 4.GY? =X. 

Si K = 0 on obtient Y? +$x? =0, 

Lorsque ae 0, la courbe TI se réduit donc au seul point X¥ = Y=0. 

Lorsque S < 0, soit S = — m*,ona Y? — m?X? = (Y — mX)(Y + mX) 

et la courbe I se « décompose » en deux droites Y= mX et Y= — mX. 

Si K # 0, l’équation (8) s’écrit : 

1 RN 
K a5 K —-l= 

A c 

Suivant les signes de“ et de elle représente une ellipse ou une hyperbole 

: : Ifo 4 a 
axée sur O’X et O’Y ou encore ne représente rien si z et gc sont négatifs. 

b) Supposons maintenant que l’un des deux nombres A ou C soit nul, 

A par exemple. C est alors non nul puisque A, B et C ne sont pas simultanément 

nuls (le cas de C = Oet A # Ose traiterait de maniére analogue en renversant 

le role des coordonnées x et y). 
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L’équation (7) s’écrit alors : 

( ey 2D tok 4. Ea 
y sy PA on ada ‘Coe 

Si D = 0, c’est une équation de la forme : 

E\2 
= K=O, (»+2) + 

Elle ne représente rien si K > 0. Si K < O elle s’écrit 

E  -=s E -s> ra = —~—~/-K])=0 (y+ e+V=-) (x4 @-V-4) 
et se décompose en deux droites paralléles a l’axe des x (confondues si K = 0). 

Si D ¥ 0 l’équation (6) s’écrit : 

E\e 2D epic seg 
y+e) re. \" 3p. 26 ponee 

Rapportée aux axes O’X et O’Y paralléles 4 Ox et Oy, de méme sens et 
2 

dont l’origine O’ a pour abscisse —— CD ~ ID 
E F 

—et pour ordonnée — con voit 

que I a pour équation : 
2D 

Y*+—X=0. 
Cc 

C’est donc une parabole axée sur O' FX. 

Donc dans tous les cas o B = 0, la courbe du deuxieme degré I a l’une 

des formes annoncées. 
Supposons maintenant B # 0. 

On va montrer que |’on peut se ramener au cas précédent en faisant une 

rotation des axes de coordonnées, c’est-a-dire en prenant de nouveaux axes 
(rectangulaires) OX et OY définis par |’angle : 

(Ox, OX) =a. 

Nous allons montrer que |’on peut choisir « de telle fagon que l’équation de I 

par rapport aux axes OX et OY ne contienne pas de terme en XY. On a les 
formules de passage : 

x= X cosa — Ysin« 

y=Xsina+ Ycosa 

La nouvelle équation de I’ est obtenue en remplacant dans l’équation (7) 

x et y par leurs valeurs en fonction de X et de Y. Ce sera donc : 

A(X cosa — Ysina)? + 2B(X cosa — Ysina)(Xsina + Ycos a) 
+ C(X¥sina« + Ycosa)? +... =0 

(les termes non écrits étant ceux de degré 1 ou 0). 
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Le coefficient de XY est : 

— 2A cos asin a + 2B (cos? « — sin? «) 
+ 2C sin acos a = (C — A) sin 2x + 2Bcos 2a. 

Ce coefficient s’annulera donc si on choisit « tel que : 

2B 
tg 20= Ee 

Par iar 
(avec évidemment a = 4 si A = c). 

Par rapport a ces nouveaux axes on est donc ramené au cas précédent, 
ce qui achéve de montrer ce que nous avions annoncé. 

Unicursalité des coniques. — Les courbes du second degré non décomposées 

en deux droites sont unicursales. 
En effet rapportée 4 des axes convenables O'X et O’Y, une telle courbe 

a l’une des formes canoniques : 

pee ie 
= + he 1=0 dans le cas d’une ellipse 

Seer ee L=6 dans le cas d’une hyperbole 
a 

Y*—2pX=0 dans le cas d’une parabole. 

L’ellipse admettant la représentation paramétrique : 

\| X =acos@ 

) y=bsin 6 

on peut poser tes = t. On en déduit la représentation unicursale : 

1-? 
X=a = 

1+t 

a 
\ Ne pa 

Dans le cas de l’hyperbole on a les représentations des deux branches : 

X=ach@ X=-—acho 

Y=bsho Y = —Dbsh @g. 

En posant f = e®, on voit que la premiére branche est représentée para-. 

métriquement par : 

= 
2 

2 

y=3(t-7)=3 é : avec yU 
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et, en posant t = — e® on voit que la deuxiéme branche est représentée para- 

métriquement par : 

a 1g. el 
x= -$(-1-7)=5 ca 

b DV aebe i a1 
ee ay NA eee t= 0: ¥ 3 ( +2) 5 : avec <a 

Par suite l’hyperbole est représentée paramétriquement par : 

r+) 
t 

? —41 
t Nie NIA 

le point M décrivant toute l’hyperbole lorsque t varie de — © 4 + © en évi- 

tant la valeur 0. 
Quant a la parabole, elle admet la représentation unicursale évidente : 

Dans la pratique, lorsque l’équation d’une conique non décomposée IT 

ne se met pas presque immédiatement sous la forme canonique, on peut obtenir 

une représentation unicursale trés simplement de la fagon suivante : on choisit 

un point fixe P de [ et on coupe [ par une droite variable passant par P et de 

coefficient angulaire (variable) t. Cette droite coupe IT en P et en un autre 

point M dont les coordonnées sont données par des équations du premier 
degré. Ces coordonnées s’expriment donc rationnellement en fonction du 

parameétre ¢, ce qui fournit la représentation unicursale cherchée. Supposons, 

par exemple, que l’origine O des coordonnées se trouve sur la conique (’), 

c’est-a-dire que celle-ci soit une équation de la forme : 

Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey = 0. 

Coupons la conique par la droite y = tx. L’équation aux abscisses des 
points d’intersection s’écrit : 

(A + 2Bt + Ct?)x? + 21D + Et)x = 0. 

(*) Une simple translation des axes de la forme x = X + x,y et y =Y + Yq, le 
point de coordonnées x, et yp appartenant 4 I’, permet toujours de se ramener a ce 
cas. 
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En écartant la racine x = 0 qui correspond au point O, on voit que Ma 
pour abscisse : 

2(D + Et) 

A + 2Bt + Ct? 
et pour ordonnée : 

2(Dt + Et’) 
i a ee eee 

y A + 2Bt + Cr? 

ce qui donne bien une représentation unicursale de I. 

On voit ici qu’il importe de considérer la valeur t = © du paramétre qui 
donne le point d’intersection, autre que O, de I avec l’axe Oy. 

5. — Intégrales abéliennes. 
On appelle intégrale abélienne toute intégrale de la forme : 

| R(x, y(x)) dx 

ou R(x, y) est une fraction rationnelle en x et y (c’est-a-dire le quotient de 

deux polynémes en x et y) et oti y(x) est une branche d’une fonction de x définie 

implicitement par une relation de la forme : 

S(x,y) = 0 

I (x, y) étant un polynéme en x et y. 

L’intégrale abélienne est alors dite attachée a léquation f(x,y) =0 ou 

encore a la courbe plane C définie implicitement par cette équation. Lorsque 
la courbe C est unicursale on peut calculer une telle intégrale abélienne de la 

facon suivante : 

Soit : 
me XCh) 

y = y(t) 

une représentation paramétrique de la courbe C telle que x(t) et y(t) soient des 
fonctions rationnelles de la variable ¢. En prenant cette nouvelle variable 

comme variable d’intégration, on a : 

[re y(x)) dx = [ro. (0) (2) “ 

dx i ; ; 
et comme f (x(t), y(t)) Lier sont des fractions rationnelles en ¢ on est ramené 

a intégrer une fraction rationnelle. 

EXEMPLE 5. — Toute courbe du second degré étant unicursale, on saura 

intégrer les intégrales abéliennes attachées aux équations f(x, y) = 0 lorsque 

f(x, y) est un polynéme en x et y du second degré. 
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C’est ainsi que l’on saura intégrer une intégrale de la forme : 

[ RG, V ax? + bx + c) dx 

car elle est attachée 4 la courbe unicursale : 

ax? —y?+bx+c=0. 

EXEMPLE 6. — II en sera également ainsi lorsque y sera une fonction de 

la forme : 
pe Ce 

dia (= + 3) 

l4 L Pp x 

r étant un nombre rationnel. En effet, nous pouvons poser r = reps p est un 

entier, et g un entier strictement positif. La relation entre x et y s’écrit alors : 

(cx + d)P y4 — (ax + 5b)? = 0 

et la courbe (algébrique) définie implicitement par cette équation est encore 

définie paramétriquement par les égalités : 

ape ee 

) ct?’ —a 

(y=? 

TANI iY oi ax +b 
(i premiére égalité s’écrit en effet pe r). 

cx +d 

EXEMPLE 7. — Soit a calculer l’intégrale { xy? dx ot y est défini en fonction 

de x par la relation : 

x* + y? — 3xy =0. 

La courbe C définie implicitement par cette derniére équation est une 
courbe du troisi¢éme degré (cubique) admettant l’origine O comme point dou- 
ble. Nous pouvons obtenir une représentation unicursale d’une telle courbe 
en la coupant par une droite D (de coefficient angulaire r) passant par O. Cette 
droite coupe la courbe C en trois points dont deux sont confondus en O. Les 
coordonnées du troisiéme point seront données par des équations linéaires et 
seront donc des fonctions rationnelles de f. 

En fait la droite D a pour équation y = tx. Elle coupe donc C en des points 
dont les abscisses sont les racines de l’équation en x : . 

8 biaix? = 3 ae 
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Cette derniére équation admet la racine double 0 (qui correspond au point O) 
; : 3t f : : , et la racine simple x = rare D’ot la représentation paramétrique de la 

courbe C : 

Pesta. 3 
\ dial A ie 
/ Righty 
alah 

Cee oe ona: 
a ey , 

. 2 5sS S355 fora= fe ea = (ue 2) at 
i-er ter G42) (1 + f°) 

muerte) -{" ery be ae 

(1 + ¢°) 

la derniére forme de |’intégrale suggére de prendre comme variable d’intégra- 
tion f° ou mieux 1 + £°. Posons donc : 

l+0f=u 3? dt =du, 

nous obtenons : 

= = Sl et 54 fotae= [FEE Dawe f(- 5 4 PS) a 

u u 

Sl) -.45, . 27: = 81. —-180n 4 108u? x, “9 ; 
— So a SS OS 1 . 

an” <n at 4u* 4u* ( ) 

On peut remplacer u en fonction de x et de y sans introduire de radicaux. 

Ona: 

et par suite : 
4 

xy? dx = —~— (3x* — 20x?y + 36y?). 
12y 

Remarquons que, pour certaines valeurs de x, |’équation : 

x> + y> — 3xy =0 

définit trois fonctions y de la variable x. Il est bien évident qu’il faudra prendre 
la méme fonction sous le signe somme et dans la primitive ainsi calculée. 

6. — Remarques sur le paragraphe précédent. 
Le procédé général que nous avons indiqué pour calculer les intégrales 

abéliennes attachées aux courbes unicursales conduit parfois a des calculs assez 
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longs et peut, dans certains cas, étre remplacé avantageusement par d’autres 

comme le montrent les exemples suivants. 

EXEMPLE 8. — Soit a calculer l’intégrale fe Aes 

grale abélienne attachée a une courbe unicursale comme Ie montre l’exemple 6. 

Comme le radical n’a un sens (dans le domaine réel) que si x est compris 

= dx qui est une inté- 

: ™ ™ 
entre — 1 et + 1, on peut poser x = sin g avec —-~ < gp <=. On a donc: 

Z 2 

dx = cos gdp = V/1 — x? do 

fa dx x= [x A/a dp= [xa-2 a0 

: : : 1—cos 29 g . sin2@ = | sing(l—sing)dg= alee ae dip = —cos p— 5 + —. 

sin 2p = 2 sin g cos g = 2xV/1 — x? et cos 9 = V1 — x?. 

D’ou : 

{<= 
fev “dx = — V1 x? + 5V1- — 5 Are sin x. 

EXEMPLE 9. — Soit a calculer l’intégrale abélienne J = | stars ji tae 
Vax? + bx + ¢ 

(x variant dans un intervalle tel que ax? + bx +c > 0). 

1® cas.a > 0. — On peut écrire : 

alae a 4ac — b? 
Re ea 

Si 4ac — b’ > 0, on est ramené a calculer une apr de la forme 
dx —~P Fa RR: qui, par le changement de variable u = , Se raméne 

(x-p) +4 q 
a une intégrale de la forme [os dont une primitive est égale a 

uo+1 

Log (u + Vu? + 1). 
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Si 4ac — b? < 0, onest ramené a une intégrale de la forme | pe Se 

V(x—py—¢? 
P , se raméne a une intégrale de qui, par le changement de variable u = ea 

du are: ic eee, la forme ( Va 7; , dont une primitive est égale 4 Log | u + Ve = 1 be 
u — 

Enfin, si 4ac — b? = 0, l’intégrale prend la forme : 

Wi Bayi 
ae sls Va 

b 
2S 

2a 

‘ ae : ; b 
é étant égal a + 1 suivant le signe de x + aa 

2° cas. a < 0. — On peut écrire : 

Sia | Jia Ga) («+ 5)" 
a 

On a nécessairement ici b? — 4ac > 0, sinon la quantité sous le radical 
serait toujours négative ou nulle et la fonction a intégrer ne serait jamais réelle. 

dx 

Vq? —(x—py 
se raméne a une intégrale de 

On est donc ramené 4a calculer une intégrale de la forme | 

a qui, par le changement de variable u = = 

du a ae : 
la forme | ae; dont une primitive est Arc sin u. 

l—u 

3¢ cas. a = 0. — Alors J = | Tina raméne par le changement de 
bx +c 

vu 
variable u = bx + calintégrale | —- = — 

Wi Z 

EXemMPLe 10. — Jntégration de différentielles bindmes. — Proposons-nous 

de calculer l’intégrale 

| x* (Ax? + B)° dx 

ou A et B sont deux constantes réelles et a, b, c des nombres rationnels. 

Faisons le changement de variable Ax” = Bt d’ou 
B 1/b B/B 1/b-1 

x= (31) et dx = 5 (4) dt. 
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A un coefficient prés l’intégrale prend la forme : 

| #(1 + 0) dt 

a et B désignant deux nombres rationnels. 
On peut calculer cette intégrale dans les trois cas suivants ot la courbe 

y = x*(1 + x) est unicursale. 

1° w entier. 
m : ; , : 

Posons B = —, m et n étant entiers faisons le changement de variable 
n 

1 + ¢ =u". Nous sommes ramenés 4a |’intégration d’une fraction rationnelle 

en u. 

2° B entier. 

Le changement de variable 1 + t = 0 raméne a l’intégrale 

f 6°(@ — 1)* dé 

qui se traite comme dans le cas précédent. 

3° a + PB entier. 

m , . . ia r . 

Posons fp = am et n étant entiers, |’intégrale peut s’écrire sous la forme 

s 
| rer (+) dt. 

1l+t x GaSe : Il suffit de poser = u" pour étre amené 4a intégrer une fraction ration- 

nelle de u. 

EXERCICES 

1° L’équation y + x* + y? + x* + y} = 0 définit une fonction y,(x) telle que : 

yo(0) = 0. 

Former le développement limité de y jusqu’au 7¢ ordre. 

R. Yo KP — XO NO 2 Be x! eX): 

2° Montrer que si y est négatif, l’équation : 

Z— yez?7—x=0 

définit une fonction z(x, y) vérifiant la relation : 

(ez;) = (ze) 
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*3° Montrer que la courbe d’équation : 

x84 — xAp — xy — x + 1=0 

est unicursale, en prenant xy = t comme parameétre. Construire la courbe. 

*4° Construire la courbe d’équation : 

x(x* — a*) = Wy? — a’). 
R. Droite et ellipse. 

*5° Construire, en utilisant les coordonnées polaires, la courbe d’équation : 

(x? + y)? — ax(x? + 3y?) = 0. 

*6° Tracer et placer l’une par rapport a l’autre, les deux courbes (H) d’équation 

x? — 3y? + 1 =0 et (K) d’équation xy + V3 +1 = 0. En déduire que si un 

point M(x, y) décrit la courbe (#), la quantité xy + y? 1/3 + 1 reste positive. 

**7o Equation de la courbe d’équation x*y* + 2(y — x) = 0 lorsqu’on choisit 
comme nouveaux axes de coordonnées les bissectrices de l’angle xOy. Construire 
la courbe. 

R. (X?— Y*? + 16 V/2Y = 0, résoluble par rapport a X. 

8° Vérifier que les deux cercles d’équations respectives : 

?+y—9x—l4y+63=0 et x%+y?—6x—109+9=0 

sont tangents. Coordonnées du point de contact? 

R. i 6; es ty 

9° Les quatre droites d’équations : 

x —0 y=0 
x—y—1=0 x+2y—4=0 

associées trois a trois déterminent quatre triangles. Vérifier que les cercles circonscrits 
a ces quatre triangles ont un point commun de coordonnées (1, — 1). 

10° Deux rayons rectangulaires OM et OM' de l’ellipse d’équation : 

x? y? 

ait pa} 
vérifient la relation : 

oat ag ene 
OM. 30M. a. .b? 

11° Une normale en un point M d’une hyperbole coupe les axes de l’hyperbole 
en P et Q. On appelle P’ et Q’ les projections de ces points sur une asymptote de 
l’hyperbole. Vérifier que MP’ et MQ’ sont paralléles aux axes de I’hyperbole. 

12° Equation de la conique qui admet Ox et Oy pour axes de symétrie, qui passe 
par le point M(a, £) et dont la tangente en ce point M a pour pente m. 

R. Bmx? — ay? = aB(am — f). 



428 ELEMENTS DE CALCULS GEOMETRIQUES 

13° Calculer, 4 0,001 prés, les points d’intersection de |’ellipse d’équation 

et du cercle d’équation : 
x + yt— x— 14=0, 

Rs (x= 33922; y = + 1,594 et x = — 1,700, y = + 3,068. 

*14° On considére la fonction de deux variables : 

x?+y?—2x+k 

e+y+ax+k 

ou k désigne une constante donnée. Montrer que la fonction ne posséde d’extremum 
que si k est positif. Interpréter géométriquement en tracant dans le plan les courbes 
définies par l’équation f(x, y) = constante. 

f(x, y) = 

*15° Equation réduite des coniques d’équation : 

3x2 — Sxy+x+y=0 x? + 4xy + 4y? + x—2y =0. 

R. 25(4/34 — 3)x’? — 25(0/34 +3)y2?—16=0  5y'*/5— 4x’ =0. 

*16° Equation implicite, puis équation réduite, de la conique définie par : 

Maude 2p 
ee SST ay Coma 

R. (7 + -V/65)x’2 — (4/65 — 7)y’? = 2. 

*17° Les deux ellipses d’équation : 

2x* — 4xy + 4y7—1=0 
et : 

x? = 2xy -F Sy = 0 
sont égales. 

*18° Soient A(1, 1) et B(— 1, 1) deux points fixes, P et Q deux points variables 

sur l’axe Ox et tels que OP.OQ = 1. Lieu du point d’intersection des droites PA 
et QB. 

R. 2x? — Qy — 1)? = 1. 

*19° Intersections de la parabole d’équation y? = 2x et du cercle d’équation : 

(eS) ce yan, 

Soit M un point quelconque de la parabole, T le point de contact d’une tangente 
menée de M au cercle et F le foyer de la parabole. Vérifier la relation : 

5 
MT = | MF — 5 Y 

*20° Etant donné l’ellipse d’équation x? + 3y? = 4 et le point M(0, 1), déter- 
miner l’angle aigu que fait avec Ox la corde de 1’ellipse passant par M et ayant la 
longueur maximum : 

R. 34°20’. 
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*21° Soit Ax? + 2Bxy + Cy? =1 l’équation d’une ellipse de centre O. On 
choisit deux points P et Q de cette conique de sorte que la tangente au point P soit 
paralléle au rayon OQ. Montrer que la tangente au point Q est paralléle au rayon OP. 

On n choisit t des axes de coordonnées obliques ayant comme base les vecteurs ise OP 

et Fi = 00. Vérifier que dans ce systéme d’axes, l’équation de |’ellipse est 

x2 4 y'? = J, 

*22° Soient A, B, C trois points de l’hyperbole équilatére d’équation xy = 1. 
Montrer que l’orthocentre du triangle ABC est également sur |’hyperbole. 

**23° Le point M décrivant le cercle d’équation x? + y? — R? = 0, on appelle P 
et Q ses projections orthogonales sur Ox et Oy. Vérifier que les centres des cercles 
tangents aux trois droites MP, MQ et PQ sont respectivement sur l’une des quatre 
droites d’équations : 

xtyt R=0. 

**24° Sur le cercle défini par x = R cos 0, y = R sin 6, on marque les quatre 
points A, B, C, J correspondant aux valeurs a, £, y, 0 du paramétre 6. Montrer que 
les projections orthogonales du point J sur les droites AB, BC, CA sont trois points 
sur une méme droite dont on donnera 1’équation. 

at B+? a ay ai: Sehgal mB 
R. (x — R) sin———,—— — y cos ——5—— = 2R sin sin 5 sin 5. 

*25° Etablir les résultats, en calculant d’abord les intégrales indéfinies : 

Coe 3 n/cos® x sin? x 9 
6 

9 1/2 +-3Lop 4/2) 08 xsint x ds _ 2n—3V3 
[v8 — 25 +2 2x + 2dx = ——— um — >> 

6 V4 4/4—sin? x 6 

*26° Calculer les intégrales : 

ihe at F (eee et [Vert ade 

x—1 1+VvV 2 

Es he) | ——. x+142Vx2— x41 
R. V xt—x+1-+ 5 Log| 2x—142Vx8—x+1 |— Log sa cae os Bea 

(/x +2—2WV/x +1 +4) + Log (Vx +24 Vx +1) —4 Log fl + Vx +2) 

et ie 
= 2 3/2 5 Ge? + 1% 



CHAPITRE XXXI 

COURBES DEFINIES GEOMETRIQUEMENT. 

ENVELOPPES 

1. — Equations de courbes définies géométriquement. 
L’ensemble C des points d’un plan qui possédent une certaine propriété 

géométrique P peut étre étudié en cherchant les conditions que doivent vérifier 

les coordonnées (x, y) d’un tel point. 
Si, par exemple, la propriété P se traduit par une relation f(x, y) = 0 

l’ensemble C sera l’ensemble des points de la courbe d’équation implicite 

S(x,y) = 0. 

Mais bien souvent pour traduire la propriété P on est conduit a introduire 

un paramétre ¢. Si la propriété P se traduit par les deux relations : 

(1) g(x,y,t)=0 et A(x, y,t) =0, 

il sera avantageux, si cela est possible, de considérer ces deux égalités comme 
deux équations en x et y, d’ou on tire une représentation parameétrique : 

x = x(t) 

y = y(t). 

D’autres fois, il sera plus commode de considérer les deux égalités (1) 
comme des équations en ¢ et d’éliminer t entre ces deux équations, c’est-a-dire 

d’exprimer la relation f(x, y) = 0 qui doit lier x et y pour que ces deux équa- 

tions admettent une méme racine ¢. L’égalité : 

f(x,y) =0 

sera alors |’équation implicite de C. 
Enfin, dans certains cas on peut étre conduit a utiliser plus d’un paramétre. 
La traduction en équations de la condition imposée au point M sera d’autant 

plus facile que l’on utilisera plus de paramétres, mais les calculs ultérieurs 
seront d’autant plus compliqués. En général, il n’y a pas d’intérét a prendre 
plus d’un ou deux paramétres. 

Indiquons encore que l’étude géométrique du probléme permet souvent de 
faciliter les calculs, ne serait-ce qu’en guidant le choix des axes de coordonnées 
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les plus appropriés 4 la question et en donnant des indications sur le choix des 
paramétres. 

EXEMPLE 1. — A et B étant deux points du plan, cherchons l’ensemble C 
des points M du plan tels que 

(2) MA.MB= —. 

Choisissons pour origine le centre O de AB, pour axe Ox la droite AB 

dirigée de B vers A, l’axe Oy étant alors la médiatrice du segment AB. En 

posant OA =a, on voit que la relation (2) se traduit immédiatement par 
Pégalité : 

V(x-arty¥Vxtart+y=a 

et comme les quantités sous les radicaux sont toujours positives, cette égalité 
équivaut a : 

[(x — a)? + y*][( + a)? + y?] =a* 

qui peut encore s’écrire : 

(3) (x? + y”)’ + 2a*(y? — x’) = 0, 

on obtient une courbe du quatriéme degré dite /emniscate de Bernoulli. 

On pourrait construire C a partir de son équation implicite. On aurait 
pour cela avantage A poser x* = X, y? = Yet ase servir de la portion de la 
parabole : 

(X + VY) + 2a7(Y — X)=0 

située dans le premier cadran (X > Oet Y > 0). 

Il vaut mieux cependant définir C en coordonnées polaires. En posant 

x =rcos 6et y =rsin 0 l’équation (3) s’écrit : 

r* + 2a’r? (sin? 6 — cos” 6) = 0 

soit, en divisant par r? 

r= +av/2 cos 20. 

Le morceau de courbe correspondant ar = — av 2 cos 20 est symétrique 

par rapport au point O du morceau r = ar/ 2 cos 20. Mais la courbe d’équa- 

tion r = av 2 cos 26 admet visiblement le point O pour centre de symétrie 

(changement de 0 en 6 + z). La lemniscate est donc complétement représentée 

par |’équation : 

r = ar/2 cos 20. 

On voit donc qu’il suffit pour obtenir toute la courbe de faire varier 0 

dans un intervalle de longueur z et de compléter par une symétrie de centre O. 

Comme r(— 9) = r(@), la courbe est symétrique par rapport a Ox. Il suffit 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5¢ éd.). 15 
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™ 
donc de construire l’arc de courbe correspondant a0 < 9 < 5 et de compléter 

par les symétries indiquées. 

eat ye: =, on a le tableau rn’étant pas défini pour i 5 

RR 
4 2 

r |av2 \ 0 Wy 

D’ou l’allure de la courbe indiquée sur la figure 1. 

EXEMPLE 2. — Etant donné deux points A et B, on considére les cercles 

tangents en A a la droite AB; on demande d’étudier l’ensemble C des points 
d’intersection de ces cercles avec leur diamétre passant par B. 

Fic. 1. Fic. 2. 

La droite AB est axe de symétrie de C. Nous la choisirons donc comme axe 
de coordonnées. Nous prendrons comme origine des coordonnées un des 
deux points A ou B, par exemple le point A (fig. 2). La seule donnée sera la 
distance AB = a. 

Prenons comme paramétre l’ordonnée t du centre d’un des cercles tangents 
en A a Ax, l’équation du cercle est : 

xe (a) te 
ou: 

x? + y? — 2ty = 0. 
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On voit que l’équation du diamétre passant par Best : 

y d= 0; 
t 

x 
- + 
a 

Les coordonnées d’un point de C satisfont donc aux deux équations : 

x? + y? — 2ty =0 

x 
See tye, fp: 
a t 

L’élimination de ¢ entre ces deux équations est trés facile. En effet, on tire 
de la deuxiéme équation : 

et l’équation de C est 

lel el Be a aaa 
ou: 

x(x? + y?) + a(y? — x?) =0. 

C’est une courbe du troisiéme degré (cubique) admettant Ox comme axe 

de symétrie que l’on construit sans difficulté en remarquant que son équation 
peut s’écrire : 

2 Sel x(a — x) 

ea ee: 

On constate que x doit étre compris entre — aet + a. Il y a une asymptote 
d’équation x = — a. 

Le point A est un point double de la courbe a tangentes rectangulaires 
2 x : 

(= tend vers | lorsque x tend vers 0). Le point B est un sommet de cette courbe 
y 

appelée strophoide droite (voir exemple 4, chap. XXIX). 

EXEMPLE 3. — On appelle cycloide la trajectoire d’un point d’un cercle qui 

roule sans glisser sur une droite fixe : c’est par exemple la trajectoire de la 

valve d’une roue de bicyclette qui roule en ligne droite. 

Si nous considérons la base D sur laquelle roule le cercle (fig. 3), le centre C 

du cercle décrit une droite paralléle 4 D située a une distance de D égale au 
rayon R du cercle. Un point M du cercle est 4 un instant donné sur la droite D 

y (Se 

B 

Fic. 3. 
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en A. Quand le cercle aura accompli une révolution compléte, le point M sera 
de nouveau sur la droite D en un point A’ tel que AA’ = 27R. Entre ces 

deux positions A et A’ le point M va décrire une arche de cycloide : la cycloide 

sera donc composée d’une infinité d’arches toutes égales entre elles et déduites 

l’une de |’autre par des translations paralléles 4 D de longueurs 2mm R (n€ Z). 
Pour déterminer cette courbe prenons comme axes de coordonnées Ax 

confondu avec la droite D et la perpendiculaire Ay 4 D menée par A. Nous 

prendrons comme paramétre l’angle du rayon CM avec une direction fixe, 

par exemple |’angle (CM, Cl) = ¢, I étant le point de contact du cercle avec 

la base Ax. 

Le roulement sans glissement se traduit par l’égalité : 

e) (EN 

Al = MI= Rg. 

En projetant |’égalité vectorielle : 

AM AP+IC CM 

nous aurons les coordonnées du point M. Pour cela remarquons |’égalité : 

(4x, CM) = (Ax, Cl) + Cl, CM) = - 5 - 9. 

Les composantes du vecteur CM sont donc : 

Reos (— 5-9) = — Rsing 

et: 

Rsin (-5-¢) = — Reos@. 

Nous en déduisons les coordonnées du point M : 

x = Rg — Rsing = R@ — sin g) 

y=R — Reosg = RI — cos 9). 

On constate bien sur ces formules que lorsque g augmente de 27, y ne change 

pas et x augmente de 27R. Mais nous constatons de plus qu’en changeant @ 
en 22 — g, nous obtenons : 

x(2n — ~) = 22R — x(Q) 

y(2n — 9) = ¥) 

ce qui traduit une symétrie de la cycloide par rapport a la droite d’équation 

x = 7R, symétrie qu’on aurait pu mettre en évidence géométriquement. 
Pour construire la demi-arche de la cycloide nous calculons : 

x' = R(1 — cos 9) 
y = Rsing. 
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D’ou le tableau : 

MA AY te R 

Ws Os hoe R 

Au point B obtenu pour g = z la tangente est paralléle 4 Ax. 

Au point A correspondant 4 g = 0 on a x'(0) = y’(0) = 0. Comme 

x"(0) = 0 et y"(0) = R, on voit que C est un point de rebroussement de pre- 

miére espéce de la cycloide ayant pour tangente l’axe Ay. 

La tangente en un point M quelconque a pour équation : 

eS cia ox © a sine x COS 5 y sin; R(o Cos 5 2sin$). 

On constate que cette tangente passe par le point T de coordonnées Re 

et 2R. Il en résulte que la normale a la cycloide est la droite MI joignant le 

point M au point de contact du cercle avec la base. 

2. — Enveloppe d’une famille de courbes définies paramétrique- 
ment. 

A étant un parameétre variable, attachons 4 chaque valeur de A une courbe C, 
On appelle enveloppe de |a famille des courbes C, une courbe E remplissant les 

conditions suivantes : 

1° Chaque courbe C, est tangente a la courbe E. 

2° Pour tout point M de E il existe une valeur A) du parameétre J telle 

que E soit tangente au point M a la courbe C,,. 

EXEMPLE 4. — Les cercles de rayon constant R centrés sur une droite D 

forment une famille du type précédent (A étant par exemple |’abscisse du centre 

d’un tel cercle sur la droite D prise 

pour axe). L’enveloppe £ est con- D' 

stituée par les deux droites D’ et D’” 

paralléles 4 D et a la distance R D 

de D. 
Nous nous proposons dans ce DY 

qui suit de déterminer £ connaissant 

la famille des courbes C;. 
Supposons d’abord les cour- 

bes C, définies paramétriquement par des équations de la forme : 

x= p(t, A) 

y= wt, A) 

Fic. 4. 
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E (lorsque 4 reste fixe les nombres x et y sont fonctions 

du seul paramétre ¢ et le point M de coordonnées x 

UL et y parcourt C, lorsque ¢ varie). 
Soit M un des points de contact de la courbe C, 

¢ avec son enveloppe (fig. 5). L’idée importante qui 
permet de résoudre le probléme consiste 4 remarquer 

FIG. 5. que le paramétre f¢ fixant le point M sur la courbe C, 
est une fonction de A, fonction inconnue t = ¢(A) dont 

la connaissance déterminera la courbe E au moyen du paramétre A par les 

égalités : 

x = e(t(d), A) 

y = u(t), a). 
Pour déterminer ¢(A), écrivons que les deux courbes E et C, sont tangentes 

au point M. Le vecteur tangent 4 la courbe C, a pour composantes : 

lt, A) Wilt, A) 

et le vecteur tangent a la courbe E a pour composantes : 

1, 9At, A+ 9,t, a4) 4, Wt, A) + WAC, A). 

En écrivant que ces deux vecteurs sont colinéaires nous obtenons la condi- 

tion : 

140i TP 3 BW t+, 

?: WV, 
ou : 

(a Br oe 
Oo WV 

Cette relation (4) permettra en principe de déterminer la fonction ¢(A), et 
nous aurons ainsi une représentation paramétrique de la courbe E. D’une 

fagon plus générale nous pourrons dire que les coordonnées d’un point E 
et les deux paramétres ¢, A satisfont au systéme de trois équations : 

x-9t,A)=0 y-WtA=0 ov,-—oW,=0. 

Une remarque s’impose : considérons les courbes I, définies par : 

x= 9,4) y=W(t, A) 

A étant le paramétre de description d’une courbe I, et ¢ étant le paramétre 
faisant varier ces courbes. Si nous cherchons l’enveloppe des courbes I,,, 
nous trouvons la méme relation (4), donc l’enveloppe des courbes I, est la 
méme que celle des courbes C,. 



COURBES DEFINIES GEOMETRIQUEMENT. ENVELOPPES 437 

EXEMPLE 5. — Soit a trouver l’enveloppe des ellipses ayant pour axes de 
symétrie Ox et Oy et dont la somme des longueurs des axes est constante et 
égale a 4k. 

Ces ellipses ont pour représentation paramétrique : 

x =acost 

y=bsint 
avec : 

a+b = 2k. 

Pour opérer symétriquement, nous poserons : 

a=k+A b=k—-—A 

A étant un paramétre faisant varier l’ellipse, d’ow : 

x=(k + A)cost y=(k — A)sint. 

La relation (4) s’écrit ici : 

cos t ie Aisin ¥ 

—(kK+A)sint (k—A)cost 
ou : 

A = k (cos? t — sin? 2). 

Il est plus facile ici d’éliminer A que d’éliminer ¢, ce qui nous conduit a la 
représentation paramétrique de 1l’enve- 

loppe : 

x = k(1 + cos? t — sin? f) cost 
y = k(1 — cos? ¢ + sin? £) sint 

ou : 

x=2kcos*t y= 2ksin’t. 

L’enveloppe est une courbe dite 

astroide qui a |l’allure indiquée sur la 

figure 6. 
Remarquons encore que si l’on 

considére les courbes I, définies par : 

x=(k + A)cost y=(k —A)sint 

ce sont les droites d’équation : 

En désignant par P et Q les points d’intersection d’une telle droite avec 

les axes Ox et Oy, on voit qu’elles sont caractérisées par le fait que le seg- 

ment PQ a une longueur constante 2k et nous obtenons la propriété suivante : 
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L’astroide est également l’enveloppe d’un segment de longueur constante 2k 

dont les extrémités décrivent les deux axes rectangulaires Ox et Oy. 

3. — Enveloppe d’une famille de courbes définies impliciterent. 

Supposons que les courbes C, dont on cherche l’enveloppe soient définies 

par leur équation implicite : 

f(x,y, 4) = 0. 

Pour rechercher l’enveloppe nous allons nous ramener au cas précédent 

en supposant qu’il est possible de choisir une représentation paramétrique de 

ces courbes, c’est-a-dire de déterminer x et y en fonction de A et d’un para- 

métre t par des égalités de la forme : 

x= x(t, A) 

ly = y(t, d). 

On aura donc pour toutes les valeurs de t et ded : 

f (x(t, 4), v(t, 4), 4) = 0 

et par suite, en dérivant par rapport a ¢ et par rapport a / l’égalité précédente : 

(5) SX: +SyV =0 
(6) Sei thy Vath, =0. 

L’égalité (4) qui s’écrit ici : 

Xa _ Va 
Xp aah, 

s’écrit encore : 

XX 
ae 

ou, compte tenu de l’égalité (5) : 

Bie ugly 
eee es 

c’est-a-dire : 

f2%, +f, Va =0 
égalité qui, d’aprés l’égalité (6), est équivalente a : 

(7) f, =0. 

L’enveloppe E sera donc déterminée par les deux équations : 

(8) 4, J, A) =0 

Fix, y, A) = 0. 
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EXEMPLE 6. — Enveloppe d’une famille de droites. — Soit 4 trouver l’enve- 
loppe de la famille de droites d’équation : 

oe 
I(x, y, 9) = 

Ona: 

/_ _xXsiN@g , ycos@ 
fe vay egy re 

Des deux égalités f(x, y, p) = 0 et f, (x, y, g) = 0, on tire : 

ad y 
a b 

cos p = = - et sin g = ae 
eet + pee 

Peed a’ 

d’ou, en exprimant l’égalité cos? g + sin?g =1: 

2 2\2 ee x 
a ar y — (= a x . 

b? a b 

; x? 2 

En divisant par = + pe? on voit que l’enveloppe est l’ellipse d’équation : 

L’égalité (7) permet de trouver une nouvelle interprétation géométrique 
de l’enveloppe. Les points d’intersection des deux 

courbes C, et C,,, ont leurs coordonnées x et y M 

qui sont racines du systéme d’équations : 

GQ 
f(x, y, 4) =0 é 

| f(x,y, 4+ h) =0. b 
Fic. 7 

Sous cette forme le systéme tend vers un 

systéme indéterminé lorsque h tend vers 0, mais il équivaut 4 : 

fx, y, a) = 
fx, y, 4+ h) ~ OY 4) _ 9 

h 

Si on fait tendre h vers 0 le systéme précédent « tend » vers le systéme (8) 

c’est-a-dire que 

Les points de contact d’une courbe C, avec l’enveloppe E sont les limites 

des points d’intersection de la courbe C, avec la courbe C,,,, lorsque h tend 

vers 0. 
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Cette remarque permet parfois de déterminer géométriquement |’enveloppe 

d’une famille de courbes sans faire de calcul. 

EXEMPLE 7. — Enveloppe d’une famille de cercles. — Cherchons |’enveloppe 

de la famille des cercles de rayon constant R dont les centres sont situés sur 

une courbe I. 
Soient C, et C,,, deux de ces cercles ayant pour centres les points J, 

et I,4,- Ces cercles se coupent aux points P et P’ intersection de C, avec la 

médiatrice du segment J, J, ,,,. Lorsque h tend vers 0, le point J,,, tend vers J,, 
la droite J, 1,4, tend vers la tangente en J, a la 

courbe I et les points P et P’ tendent vers les 

intersections M et M’ de C, avec la perpendi- 

culaire en J, a cette tangente, c’est-a-dire la nor- 

male en J, aT. 
Finalement, |’enveloppe est le lieu des points 

obtenus en portant sur chaque normale a I et de 

part et d’autre de I’ des longueurs égales 4 R. Cette 

enveloppe est appelée une courbe paralléle a la 

Fic. 8. courbe I. 

REMARQUES. — 1° Le systéme (8) peut encore 

recevoir une autre interprétation : soit M un point quelconque du plan de 

coordonnées x et y. Pour qu’une courbe C passe par M, il faut et il suffit que 
A soit racine de l’équation : 

I(x, y, 4) = 9. 

Cette équation en A permet donc de déterminer les courbes de la famille 
qui passent par M. Appelons ces courbes « courbes-solutions ». Dire que 
Vona: 

Six, y, A) = 0 

signifie que l’équation précédente admet une racine double (et par suite que 

deux courbes-solutions sont confondues). On voit 4 partir de 1a que si d’un 
cété de l’enveloppe il y a m courbes C, passant par un point, de l’autre cété 
de l’enveloppe il y en aura en général m — 2 oum + 2. 

Cette remarque permet d’obtenir avec rapidité certaines enveloppes. C’est 

ainsi que si la fonction f(x, y, 4) est du deuxiéme degré en A, c’est-a-dire de 
la forme : 

Ff (x, y, a) = A? A(x, y) + 2A Bx, y) + C(x, y) 

l’enveloppe des courbes C, est la courbe d’équation implicite : 

(B(x, y))? ip A(x, y) C(x, y) = 0. 

2° Les calculs précédents permettent d’associer a la famille de courbes C, 
une certaine courbe E’. D’aprés ce qui précéde, la courbe E’ contient l’enve- 
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loppe E, mais certains morceaux de la courbe E’ peuvent cependant ne pas 
appartenir 4 l’enveloppe E. 

Ainsi supposons que chaque courbe C, admette un point stationnaire tel 
que : 

=, =0 
si les courbes sont définies paramétriquement (ou un point singulier tel que : 

fr=f, =0 
si les courbes sont définies implicitement). 

En ces points l’égalité (4) (ou l’égalité (7) en vertu de (6)) va toujours étre 
réalisée et par suite l’ensemble des points stationnaires (ou des points singu- 
liers) des courbes C, appartient a E’. 

De méme, il est possible que pour une certaine valeur « de Ales fonctions 

x(t, A) et W(t, 2) de la variable ¢ soient identiquement nulles (ou encore que 

la dérivée f;(x, y, x) soit identiquement nulle). La courbe C, correspondante 

(dite courbe stationnaire de la famille considérée) fait alors partie de la courbe E’. 

Soit par exemple T le graphe de la fonction y = g(x) et soit C, la tangente 

a I au point d’abscisse 4. La droite C, a pour équation : 

(9) S(% YA) = 8A — A) — y + B(4) = 9. 

On a donc : 

(10) fil, Y, A) = 8") (& — 4) 

et par suite si le point d’abscisse « est un point d’inflexion de I, c’est-a-dire 

si g’(x) = 0, on a identiquement f;(x, y, «) = 0, ce qui montre que la courbe E’ 

dont |’équation est obtenue en éliminant / entre les deux égalités (9) et (10) 

contient non seulement l’enveloppe de la famille C,, c’est-a-dire la courbe I, 
mais encore les tangentes inflexionnelles 4 cette courbe. 

3° On remarquera, enfin, que le systéme (8) ne permet pas nécessairement 

de définir une courbe E’. C’est en particulier le cas si fest une fonction linéaire 

de A, c’est-a-dire est de la forme : 

Si(x, y) + Afr(x, y) = 0. 

Dans ce cas |’équation (7) s’écrit : 

fx(x, y) = 0 

et le systéme (8) est €quivalent a : 

fi, y) = 0. 

Salx, y) =0 

Dans ce cas 

Les courbes C, passent par les points fixes intersections des courbes d’équa- 

tions f,(x, y) = 0 et f,(x, y) = 9. 
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Ces points fixes sont alors les seuls points du plan dont les coordonnées 

vérifient le systéme (8) et les courbes C, n’admettent pas d’enveloppe. 

4. — Développées. 
On nomme développée d’une courbe C |’enveloppe des normales a cette 

courbe. Dans le cas particulier ot C est un cercle les normales passent par un 

point fixe qui est le centre du cercle. Dans le cas géné- 

ral désignons par J le point de contact de la normale 

a Cen M avec la développée I de C (fig. 9). Au voi- 

sinage de M les normales semblent tourner autour du 

point J. Le cercle de centre J est de rayon R = IM est 

dit le cercle de courbure (ou cercle osculateur) de la 

courbe C au point M. On montre que de tous les cercles 

passant par M le cercle de courbure est celui qui donne 

la meilleure approximation de la courbe au voisinage 

de M. Le centre J et le rayon R sont dits encore le 

Fic. 9. centre de courbure et le rayon de courbure de la courbe C 

au point M. 

EXEMPLE 8. — Cherchons la développée de |’ellipse définie paramétrique- 

ment par les égalités : 

x =acos@Q 

y =5bsin g. 
Ona: 

x’ = —asing 

y'=bcos@ 

D’ou |’équation de la normale 

(x — acos 9)(— asin 9) + (y — bsin g)b cos gy = 0 
soit 

S(x,y, @) = — ax sin g + by cos @ + (a* — b*) sin g cos g = O 

on a 

f(x, y, 9) = — ax cos g — by sin g + (a? — b?) (cos? g — sin? ~)=0 

En résolvant ces deux équations en x et y on obtient les coordonnées du 
centre de courbure, d’ou les équations paramétriques de la développée : 

x os : = — COs a Q 

c? er 
y=— sin’ 9 
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Elle peut se déduire par une affinité (x =X,y=—- ; Y de l’astroide : 

| ce 

X = —cos° 7 os 

2 
Cc 

Y = — sin® 7 in 

et a une forme qui la rappelle. 

Le centre de courbure J au sommet A 

du grand axe de l’ellipse (obtenu pour 

? ‘ Cc 
go = 0) est le point de Ox d’abscisse a 

et le centre de courbure K au sommet du 

petit axe (obsenu pour g = 5) est le point 

2 

de Oy d’ordonnée — - En considérant 

le rectangle PQRS circonscrit a l’ellipse, 

il est facile de voir que les points J et K 

sont les intersections avec les axes Ox et 

Oy de la perpendiculaire abaissée du sommet P sur la diagonale SQ du rec- 

tangle. 

Fic. 10. 

= 
En effet, P a pour coordonnées a et b, le vecteur OS a pour coordonnées — a 

et b et la perpendiculaire abaissée de P sur SQ a donc pour équation : 

~ a(¥ — a) + (Y — 5) =0. 
2 7) 

Elle coupe bien Ox au point d’abscisse a — al —et Oy au point d’abs- 

2 2 5 c 
cisse b — 5 ond 

Les cercles de courbure en A et B a I’ellipse sont trés proches de l’ellipse 

dans des régions assez étendues autour de ces sommets. On pourra constater 

graphiquement que |’on obtient un excellent tracé de I’ellipse 4 partir de ses 

quatre cercles de courbure aux quatre sommets (tracé d’une ellipse en quatre 

coups de compas). 

EXERCICES 

1° Soit M l’image du nombre complexe z. Déterminer l’ensemble des points M 

OEP 45 eel 
tels que la quantité ag soit réelle. 

R. Strophoide. 
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2° On considére les deux droites fixes d’équations y = mx et y = — mx et les 

trois points fixes A(a, 0), B(b, c), B’(b, — c). Une droite A variable passant par A 

coupe les droites fixes en M et M’. On joint MB et M’B’ qui se coupent en P. Etudier 

la courbe décrite par P. 

R. Conique. 

3° Courbe décrite par l’orthocentre du triangle AMB, A et Bétant fixes et M décri- 

vant une droite paralléle a la droite AB. 

R. Parabole. 

*4° On donne une direction D fixe et un cercle fixe C. Par tout point M de C on 
méne la droite Daz paralléle A D et la droite Aj symétrique de Dy par rapport a la 
tangente en M 4 la courbe C. Déterminer et construire l’enveloppe de Ay (caustique 
d’un miroir sphérique pour des rayons paralléles). 

R. Epicycloide 4 deux rebroussements. 

*50 On considére la parabole P d’équation y? — 2x + 1 = 0. Une droite variable 
passant par l’origine coupe P en M et M’. Déterminer et construire l’enveloppe de 
la médiatrice de MM’. 

R. Arcs de la courbe d’équation 27y? = 4(x — 1)8 avec x > 4. 

**60 Déterminer et construire la développée de y? = x°. 

**7o L’enveloppe de la droite d’équation x cos yg + y sin g =a sin 29 est une 
astroide. En déduire que la développée de l’astroide est également une astroide. 

R. La développée se déduit de l’astroide donnée par une similitude ayant pour 
7 

4 “ 

*8° Le triangle ABC étant équilatéral, l’ensemble des points M tels que : 

MA+ MB+ MC=0 

est le cercle circonscrit au triangle. 

centre l’origine des coordonnées, pour rapport 2 et pour angle 

*9° Montrer que les centres des cercles coupant l’axe Oy sous un angle de 45° 
et orthogonaux au cercle d’équation x? + y? — R*? = 0 sont les points de l’hyperbole 
équilatére d’équation x? — y? + R? = 0. 

*10° Le cercle d’équation (x — 1)? + (y— 1)? — 1 =0 touche l’axe Ox en A 
et l’axe Oy en B. La tangente en un point M variable de ce cercle coupe Ox en P et 
Oy en Q. Vérifier que les trois droites OM, AQ et BP sont concourantes en un point J. 
Courbe décrite par J? 

R. 2x? + 3xy + 2y?— 4x —4y +2=0. 

1° Soient deux points fixes A(O, p, g) et BO, — p, r). Enveloppe d’une droite 
variable D du plan xOy sachant que les deux plans DA et DB sont perpendiculaires. 

R. Ellipse si gr < 0 et hyperbole si 0 < gr < p?. 

12° On remplace la parabole d’équation y? = 2px par son cercle osculateur au 

sommet. Erreur relative commise sur |’abscisse du point d’ordonnée £ : 

1 é 
R, 16 environ. 
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13° Soit M un point de la chainette d’équation y = ach . (a > 0), Ile centre de 

courbure en M, P le point d’intersection de la normale en M avec Ox. Vérifier que M 
est le milieu de JP. 

14° Construire la courbe définie par x = te-", y = e-". Rayon de courbure a 
lorigine. 

R. Ce rayon est nul. 

*15° La développée de la spirale logarithmique (définie en coordonnées polaires 
par p = e”™®) est une spirale semblable. 

*16° On considére en un point M d’une ellipse la tangente MT et le cercle oscula- 
ZS 

teur qui recoupe l’ellipse en P. Vérifier que les bissectrices de l’angle TMP sont 
parailléles aux axes de I ’ellipse. 

*17° L’équation y® + y — x* + x =0 définit une courbe passant par le point 
A(1, 0). Calculer son rayon de courbure en A. 

5/5 
Seve 

*18° Rayon de courbure minimum de la courbe d’équation y = e*. 

3/3 
—— 

R. 

R. 

*19° Construire la courbe C d’équation y? = x*. Représentation paramétrique 
unicursale. Développée de C. Construire cette développée. En déduire que le rayon 
de courbure de la courbe C a l’origine est nul. 

**20° Enveloppe de la droite d’équation : 

xcos 0+ ysin 0— 0. 
cos @ 

Rayon de courbure en un point de l’enveloppe. 
2a 

| cos’ 6 | ° 

*21° Calculer le rayon de courbure 4a l’origine de la courbe définie (en axes ortho- 

normés) par l’équation : 

R. Parabole. Rayon de courbure = 

y= x? (p, q entiers positifs). 

1 
R. p<q<2p, R=0; q=2p,R=35; Gs 2p. R=, 



CHAPITRE XXXII 

INTEGRALES MULTIPLES 

1. — Intégrales doubles. 
Un plan étant rapporté 4 deux axes de coordonnées rectangulaires Ox et Oy, 

soit une région D de ce plan dont on puisse définir l’aire (7) et qui soit bordée 
par une courbe close C. Nous conviendrons que la région D est « fermée » 

en ce sens que Ce D. Soit en outre une fonction f(x, y) définie en tout point 

de D. Nous considérerons d’autre part la fonction ®(x, y) égale a f(x, y) en tout 

point de D et a 0 en tout point n’appartenant pas a D. 
Désignons par a et b les bornes 

inférieure et supérieure des abscisses 
des points de C et par c et d les 

bornes inférieure et supérieure des 

ordonnées des points de C. Parta- 

geons. l’intervalle (a,b) par les 
valeurs : 

Xo = 4.5%; SX2.< ss SX SO 

et l’intervalle (c, d) par les valeurs : 

YoHCRYM S22 «1. SMH 

et quadrillons le plan xOy grace aux 

droites d’abscisses Xo, X1, ..., Xm et aux droites d’ordonnées yo, y,, .--, Va 

Désignons par E;; le rectangle fermé (x;_,, x;) X (i-1, yj) bordé par les 

droites d’équations x = x;_,;, xX = x;, y = yj-, et y = y;. On remarque que 

tout point de la région D appartient a l’un au moins des rectangles £; ;. 

Ceci posé, associons a tout rectangle £;; un point M;, de coordonnées €; j 

et n,; contenu dans ce rectangle. Désignons par Sj; l’aire (x; — x;-,) (vj — yj-1) 
du rectangle E;; et considérons la somme : 

(1) >. » D(C; i) Si, = » ~ D(C 5. Mig) (Xi —Xj-) QO; — Yj-1)- 

1<i<mi<j<n 1<i<mM1<j<n 

(?) Une région dont on peut définir l’aire est dite guarrable ou mesurable. 
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S’il existe un nombre J tel que cette somme tende vers J lorsque les deux 
nombres Sup | x, — x;-, | et Sup | y; — y;-, | tendent vers 0 (indépen- 

1<i<n 1<j<n 

damment de la fagon dont on fait les partages et dont on choisit les points M, i) 
on dit que la fonction f(x, y) est intégrable sur la région D et on pose : 

r= [ffs aay 

r= {{ fs yas 

I= |f dxdy fos») 
On peut démontrer que si Ja fonction f (x, y) est continue sur D par rapport 

a Pensemble des variables x et y l’intégrale I existe toujours. 

ou : 

ou encore : 

EXEMPLES. — 1) Sif (x, y) est positive ou nulle en tout point de D, des consi- 

dérations semblables a celles que l’on a faites pour rattacher l’intégrale définie 

ala notion d’aire montrent que l’intégrale double considérée est égale au volume 
de la portion de cylindre de base D comprise dans le plan xOy et la surface 

graphe de la fonction f(x, y). 

Dans le cas ow la fonction f(x, y) n’est pas nécessairement positive ou nulle 

en tout point de D, |’intégrale double représente le volume algébrique de cette 

portion de cylindre, les portions de volume situées au-dessous du plan xOy 

étant comptées négativement. 

2) Si D est une plaque pesante de densité superficielle f(x, y), la quantité 
O(C;;, nij)S;; est €quivalente 4 la masse du rectangle E;; lorsque le périmétre 

de celui-ci est suffisamment petit (et lorsque E;; est contenu entiérement dans D). 
On voit donc a partir de 1a que l’intégrale double représente la masse de la 

plaque D. : 

En particulier, lorsque la fonction f est la constante 1, l’intégrale double 

est égale a l’aire de la surface D. 

3) Supposons que D soit le rectangle (a,b) x (c,d) et que la fonction f(x, y) 

soit égale au produit d’une fonction g(x) de x par une fonction h(y) de y. 
Choisissons alors les points M;; sur des mémes paralléles aux axes Ox et Oy 

de telle sorte que 1’on ait toujours : 

Cay = Cal = #)) 

et 

ni = n= nj) 

La somme (1) peut alors s’écrire sous la forme : 

[ > oer -s-0] x | > Madey y-0] 
1<i<m <j<n 
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qui tend vers le produit : 

( ic “o(x) dx) x ( [ “n(y) “y) 

L’intégrale double est donc égale dans ce cas au produit de deux intégrales 

ordinaires (ou intégrales simples). 

De leur définition on déduit quelques propriétés immédiates des intégrales 
doubles. 

On voit que cette intégration est linéaire par rapport a Ja fonction a intégrer 

F (x, y), c’est-a-dire que si l’ona : 

F(%,Y) = Ais Y) + Arfa(%, Y) 

(A, et A, étant deux constantes), ona : 

[[ fos y) dx dy = aff fics y) dx dy + aff Ac y) dx dy 

Sif (x, y) => 0 en tout point de Dona: 

ec y)dxdy2=0 

car les sommes (1) n’étant pas négatives ne peuvent avoir une limite négative. 
Il en résulte que f(x, y) > g(x, y) implique : 

| ic y) dx dy > i [e@ dx dy 

on en déduit (par une démonstration analogue 4 celle indiquée pour les inté- 
grales simples) : 

all T(x, y) dx dy < ff, | f(x, y) | dx dy 

On remarque ensuite que si D est la réunion 
de deux régions D, et D, sans surface commune 
(D, et D, étant par exemple les deux portions d’un 
anneau circulaire comme sur la figure 2), on a : 

[ [fe y) dx dy = [[, te y) dx dy : 

Fic. 2. ot [ff y) dx dy. 



INTEGRALES MULTIPLES 449 

2. — Calcul d’une intégrale double. 

Comme dans le dernier exemple traité au § 1, nous allons montrer que 
le calcul d’une intégrale double : 

[[_e. naxay 

se raméne a des calculs d’intégrales simples. 

Commengons par considérer le cas ot la région D (fig. 3) est telle qu’une 

paralléle 4 Oy dont l’abscisse appartient 4 (a, b) coupe toujours le contour 
suivant un segment dont les ordonnées des 

extrémités Y) et Y, sont alors des fonctions 

de x (on prendra Y, < Y,). Pour évaluer la 

limite de la somme (1) commencons par con- 

sidérer la file des rectangles E;; (1 <j <n) 

ayant le méme indice /, c’est-a-dire écrivons 

la somme (1) sous la forme : 

> Gi re x (9; — Yj-1) P(Es;, Ni) 

1<i<m 1<j<n 
Fia. 3. 

et choisissons une valeur ¢; de ¢;; qui 

soit la méme pour toutes les valeurs des indices j. La somme : 

Dy = 7) Em) 
J 

a pour limite lorsque le plus grand des nombres y; — y,;_, tend vers 0 : 

[7004 

Les bornes d’intégration sont uy = Yo(é;) et u, = Y,(6)). 

Nous sommes donc conduits a calculer une premiére intégrale. Si nous 

appelons F(x, y) une primitive de f(x, y) par rapport a y, c’est-a-dire une 

fonction telle que : 

5 aS») 

la valeur de cette intégrale sera : 

F(Ei, U1) — F(Ci, Uo). 

Il restera ensuite a chercher la limite de : 

> Gr 1-2) [FE th) — FE 10) 
1<i<n 
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et nous savons que cette limite est : 

b 

i) [F(x, Y,) — F(x, Yo)] dx 

mais en intégrant il ne faudra pas oublier que Yo et Y, sont des fonctions de x. 

Nous obtenons donc |’égalité : 

b Y;(x) 

| fx, py) dx dy = | lle a CME 
D a Yo(x) 

REMARQUE. — Dans le cas ou la région D est la surface du rectangle 

(a, b) x (c,d) le calcul précédent montre que l’on a, en supposant a < b 

etc<d: 

i | Hea e = i ‘dk [ yee 
D a Cc 

Mais, aussi, en changeant les rdles des variables x et y : 

i [fos y) dx dy = [ “dy [se yay 

: ces deux expressions on trouve |’égalité : En égalant deu oO t Végalit 

[ “dy fos, yds = [4 [ “fx, ») dy 

EXEMPLE 4. — Soit a calculer l’intégrale : 

ff y® dx dy 
D 

la région D étant définie par les inégalités (fig. 4) : 

Oi x 6 met a x? sey ale 
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d’ot ou : 

474 i: ee 974 
*aedy = ||P] ae = [A S* ak ae 

fh cae lig 6 os ft Boar et dl Fee es 

Dans ce cas particulier, on aurait pu changer le rdle des axes et écrire : 

1 # 9/2 

{f y> dx dy = i [x] ere = {9 dy = EE | = 2/9 
D 0) 10) 0 9 0) 

puisque x varie de 0a /. y. 

Dans le cas général ot la région D a une forme quelconque (fig. 5), on 

décompose D en plusieurs régions D,, ..., D, de la forme précédente en menant 

des paralléles 4 Oy d’abscisses convenablement choisies. On aura alors : 

i [ fo. needy = o i _ fe vax dy. 

3. — Intégrales triples. 

L’espace €étant rapporté a trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy 

et Oz, soit une région D de l’espace dont on peut définir le volume (*) et bordée 

par une surface close S et soit une fonction f(x, y, z) définie en tout point 
de D. Nous conviendrons que la région D est « fermée » c’est-a-dire que S € D. 

Nous considérerons d’autre part la fonction ®(x, y, z) égale 4 f(x, y, z) en 

tout point de D et égale a 0 partout ailleurs. Désignons par a et b, c et d, ou 

e et f les bornes supérieures et inférieures des abscisses, des ordonnées ou des 

cotes des points de S. Partageons les intervalles (a, b), (c, d) et (d, f) : 

Ny PN Soe ON ie ot eae 

Yo =cqay <2 < KG <y, =d 

=e S%ye ys... 2, = 

et quadrillons l’espace par les plans d’abscisses Xo, X;, -.-, Xm» par les plans 

d’ordonnées yo, y;, ---, Y, et par ceux de cotes Zo, Z;, ..., Zp. Désignons 

par E;,, le parallélépipéde rectangle fermé (x;_,, x;) X (¥j-1,9)) x (zee zp) 

bordé par les six plans d’équations respectives. 

K=Xjiy XS=X VHEVi-1 VSEVE THM tt 2% 

Ceci posé, associons a tout parallélépipéde E;,, un point M;;, de coordon- 

nées i ix, Nijx Ct Cig, appartenant a ce parallélépipéde. Désignons par : 

Vin = (Xp> Xji-)) (9; a Yj-1) (zy: Zp21) 

(4) Nous supposons que la région D peut se décomposer en un nombre fini de 

régions cylindriques dont nous avons défini le volume (§ 1, exemple 1). Par abrévia- 

tion nous appellerons parfois volume une telle région. 
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le volume du parallélépipéde £;,,, et considérons la somme : 

2 SD, PE ti Coa) Vi or Gio nie OVER 
1<i<m1<j<n1<k<p 

ae > >; D(C i jx, Nijks C ijn) (x; = Xi) p= Vy VA a2 
Peel 
1<i<m 1<j<n1<k<p 

(le symbole ZZZ indique que 1’on fera varier les trois indices i, j, k de fagon a 

étendre la sommation 4 tous les parallélépipédes E£;,,). S’il existe un nombre / 

tel que cette somme tende vers J lorsque les trois nombres : 

Sup |x; — x;-41; Sup ly, — yj-1 | et Sup |Z, — Z-1 | 
1<i<m 1<j<n 1<k<p 

tendent vers 0 (indépendamment de la maniére dont on fait les partages et 
dont on choisit les points M;,,), on dit que la fonction f(x, y, z) est intégrable 

sur la région D et on pose : 

l= {[ »f y, z) dx dy dz 

i= {{ Sey 2a 

l= {ff dx dy dz f(x, J; Z) 
D 

On peut démontrer qu’en fait si on peut définir le volume de D et si la fonc- 
tion f est continue par rapport a l'ensemble des variables x, y et z sur D T’in- 
tégrale I existe toujours. 

ou : 

ou parfois : 

EXEMPLES. — 5) Si D est un corps pesant de densité volumétrique f(x, y, z) 
la quantité D(C; i4, jes Sisx) Vise eSt Equivalente ala masse du parallélépipéde £; j, 

lorsque les dimensions de celui-ci sont suffisamment petites et lorsque E; ;, est 

entiérement contenu dans D. On voit a partir de la que l’intégrale triple repré- 
sente la masse du corps D. 

En particulier lorsque f(x, y, z) est la constante 1, cette masse est égale au 

volume de D et l’intégrale triple i If dx dy dz est le volume D. 
D 

6) Supposons que D soit la portion du cylindre droit ayant pour base une 
surface S’ du plan xOy (dont les génératrices sont paralléles 4 Oz) comprise 

entre les plans de cotes e et f, Supposons d’autre part que la fonction f(x, y, z) 

soit égale au produit d’une fonction g(x, y) de x et y par une fonction A(z) 
de z. En choisissant les points M;;, de telle sorte que les nombres €; ik Ot Nijn 
ne dependent pas de k et que les nombres C;;, ne dépendent que de k (soient 
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Cijk = Cig Nijk = niz et Ci, = C,), la somme (1) peut alors s’écrire sous la 
forme : 

> > ij) (Xi — Xj-1) (y; - Yy-1) > Me) Zp" 223) 

lim ijn 1lkp 

qui tend vers le produit : 

(ff ec, y) dx ay) x (m2 ) : 

A partir de la définition, on déduit quelques propriétés immédiates de 

l’intégrale triple | | i I (x, y, z) dx dy dz. 
D 

On voit d’abord que celle-ci est linéaire par rapport a la fonction f (x, y, z) 
c’est-a-dire que : 

il (afi + Aafa)de dy dz = 2, | fr ddydz + 2, f> dx dy dz. 
D D D 

On remarque ensuite que si S est la réunion de deux régions D, et D, 

sans volume commun (D, et D, étant par exemple les deux hémisphéres oppo- 

sées d’une méme sphére), on a : 

IT SC Ys 2) dx dy de = || _faxayae + ff ee 

4. — Calcul d’une intégrale triple. 
Comme dans l’exemple 5 du § 3, nous allons montrer que d’une fagon 

générale le calcul d’une intégrale triple peut se ramener 4a celui d’une intégrale 

double et d’une intégrale simple, c’est- 

a-dire finalement au calcul de trois inté- 

grales simples. 

Considérons d’abord le cas ow la 

région D limitée par la surface close S et 

ayant pour projection sur le plan xOy une 

surface S’ est telle que toute paralléle a Oz 

menée par un point de coordonnées x et y 

de S’ coupe D suivant un segment (Zp, Z,) 

(avec Z) < Z,). Lesnombres Z, et Z, sont 

alors des fonctions de x et de y, soient Fic. 6. 

Zo = Zo(x, y) et Z, = Z,(x, y). 

On remarquera que la surface S est alors formée par la réunion des graphes 

de Z,(x, y) et Z,(x, y). Le quadrillage de l’espace étant fait comme il a été 

indiqué au § 3, choisissons les points Mj, de telle sorte que les nombres ¢;j, 

et ji; ne dépendent pas de k (soient ¢;, = Ei; et Nijx = Nij)- 
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En considérant une file de parallélépipédes paralléle 4 Oz, on est conduit 

a écrire la somme (2) sous la forme : 

>> i= -005- ed > Ge BLDC: Cia) 
i 

Mais, i et j restant fixes, la somme : 

Ye — 2-1 )F (Sis Mije oii) 

k 

tend, lorsque Sup | z, — z,—, | tend vers 0, vers l’intégrale : 

I afites Nij> z) dz 
uo 

ou l’on a posé : 

Ug = Zo(Cij, Nis) et uy = Z4(Cij, Niy)- 

Si nous appelons F(x, y, z) une primitive de f(x, y, z) par rapport a z, 

c’est-a-dire une fonction telle que : 

OF 
x, = SO Y; 2) 

lintégrale simple précédente est égale a : 

F(Cij Nijs Us) — Fiz, Nij> Uo) 

et le probléme se raméne a chercher la limite de la somme : 

i 

>> ep) On yj-1) [F(Ci;, Nij> uy) — F(E;;, N ij Uo)] 

lorsque les nombres Sup |x; — x;-, | et Sup|y; — y;-,|tendent vers 0. 
Mais cette limite est, par définition, l’intégrale double : 

[[_ tro » ZG 9) — FG» Zola, Dla ay 
d’ou lVégalité : 

Zo 
(3) ff I(x, y, 2) dx dy dz = {{ dxdy| f(x, y, z)dz. 

D Ss’ 21 

EXEMPLE 7. — Calculons le volume V de la sphére D de centre O et de 

rayon R: 

Y= {ff dx dy dz 
D 
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et, en désignant par S la surface du cercle de centre 0 et de rayon R situé dans 
le plan xOy 

V R2—x2—y2 

y= [[ aval. de = 2| [VR — x? — y* dxdy 
V R2-x2—y2 

+1 / R2—x2 Ae 

=2{ dx / R? — x? — y? dy 
— J —V R2-x2 

Prenons comme nouvelle variable : 

yr t=Arc sin 
ROX 

ona: 

Af Rae pe ie - 
+ VB 8 yaya [? (R? — x?) cos? t dt 

=p ee ™ 

ple: 

= (R- x)? (1 + cos 21) F = (R? - rea hi Les 2) 

a3 92 

d’ou : 

=] te R®\  4nR° v=2 R? — x?) dx = ae lag AEM) eer oe [5 ) dx n| Rx 71 2n| R 3 eae 

On retrouve l’expression bien connue du volume de la sphére. 

Dans le cas général ot la région D a une forme quelconque, on la décompose 

en plusieurs régions D,, ..., D, de la forme précédente telles que les points 

communs a deux de ces régions soient situés sur des surfaces cylindriques en 

nombre fini. 

REMARQUES. — 1° La méthode précédente permet de calculer une intégrale 

triple en décomposant la région D en parallélépipédes dont l’une des sections 

est un rectangle de petites dimensions 

situé dans un plan paralléle 4 xOy. On 

peut également calculer cette intégrale en 

décomposant la région D d’une autre 

fagon : par des cylindres droits de géné- 

ratrices paralléles a Oz et de hauteur trés 

petite (décomposition en « tranches »), ce 

qui conduit aux considérations suivantes : 

Désignons par S(z) la surface inter- rede 

section de D et du plan de cote z. ts 

Choisissons les points M;;, de telle 

sorte que les nombres ¢;;, ne dépendent que de k, soit C,,, = ¢, (1 < k < p). 
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La somme (2) peut s’écrire alors sous la forme : 

(zy, — 2-1) (pao) (yj = Vj-DS Cites Ni jks Cy) peed He 
Mais, k restant fixe, la somme : 

> =i xy) (y; ay ape DS (Ciins N ijk Cx) 

tend vers l’intégrale double : 

| Gj (aed 
S(x) 

et la somme (2) a la méme limite que la somme : 

Y@ bE) | fof y, Gy) dx dy, 

if 
[a] T(x, y, z) dx dy. 

e S(z) 

c’est-a-dire : 

D’ot légalité : 

f 
(4) {{ I(&, ¥, 2) dxdyidz-= Kal F(x, y, z) dx dy. 

D ve S(z) 

Ce procédé n’implique aucune restriction sur la forme de la région D. 

2° Dans le cas ot la région R est cylindrique, c’est-a-dire la forme S’ x (e,f)}, 

la comparaison des égalités (3) et (4) permet d’écrire : 

{[,@ dy [70 y, z)az = alc y, z) dx dy. 

(interversion de l’ordre des intégrations). 

5. — Application au calcul des volumes. 

En prenant f = 1 dans |’égalité (4) on obtient l’expression du volume V 
de D 

yo fff dx dy dz = all dx dy. 
D Zy S(z) 

ou Zz, et z, (avec z,; < Z,) sont les valeurs extrémes de z dans le domaine D. 

Comme Il’intégrale double ff 
S(z) 

ys { ” f(z) dz. 
Z1 

dx dy est l’aire A(z) de la surface S(z) il vient 
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EXEMPLE 8. — Volume d’un segment sphé- 

rique. — Soit la sphére S de centre O et de 
rayon r dont l’équation est : 

x tv? 2? =F? 

Calculons le volume de la région de la 

sphére comprise entre les plans de cotes a et b 

(avec a < b), A(z) est ici l’aire du cercle d’équa- 

tion : 
x? 4 y? =p? — 2? 

dans le plan de cote z. Ce cercle a pour rayon “/ r? — z” et par suite : 

A(z) = n(r? — z?). 

On a donc : 

b 34 b Si aes 

v= [= —z*)dz= nr? zZ— | = x|13(b —a)- ad ; 

En particulier on obtient le volume de la sphére en prenant a = — r et 
b = r. On retrouve ainsi la formule déja obtenue a l’exemple 7. . 

YA sar’, 

EXEMPLE 9. — Soit a calculer le volume V du céne de sommet O ayant pour 

base dans le plan P, d’équation z = h (h > 0) une surface S, d’aire 4. 

Si0 < z < h, la section S, du céne par le plan P de cote z se déduit de S, 

: Co ; 
par l’homothétie de centre O et de rapport i L’aire A(z) de cette section est 

2 

donc égale a = A. D’ow : 

y= [ate 
an 

A fh A [z*]* Ah 
=5 "Pde = is [=] =F 

On a donc 

pa 
Fic. 9. 3 

6. — Intégrales n-uples. 

Les considérations des paragraphes précédents peuvent se généraliser : 

supposons que nous ayons défini lintégrale multiple d’ordre (n — 1) sur une 

région D,-, d’un espace R"~!. Cette intégrale permettra de définir I’hyper- 
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volume d’une région D,, d’un espace R". Nous pourrons alors écrire une somme 

analogue a (1) ou (2) et si cette somme a une limite, cette limite sera la valeur 

de l’intégrale n-uple : 

{[. ol "fOr pe Mayes XR) Ohya eau 
Dn 

Le calcul de cette intégrale se fera d’abord dans le cas ot D, est défini 
de la facon suivante : le point (x,, x2, ..., x,) appartient 4 D, si le point 

(X41, 2X2; es XH—1) Dez, et sl w= xX, < 0,1. eto etant. des fonctions de 

X1, Xz, .-+, X,-1- Nous aurons alors l’égalité : 

thee i WX kone Xa) Oe ae (ee | dx, 1 diya | Ss, 
Dn Dn-1 u 

qui rattache donc le calcul d’une intégrale n-uple a ceux d’une intégrale simple 

et d’une intégrale (nm — 1)-uple. 

Bien entendu, on pourra passer d’une région D, de la forme particuliére 

considérée ci-dessus 4 une région D, de forme quelconque. 

EXERCICES 

1° Calculer l’intégrale | [ce + y?) dx dy, D étant défini par les conditions 

USS SoS 1 IP SS 

1 
R. 3° 

2° Calculer | | po Ma cts , D étant le carré (0, a) x (0, a). 
D(x? + y* + a)! 

mu 
R. (Se 

3° Les points M et P ont pour coordonnées respectives : 

x = a@cos 6, y = asin 0,z = 0; x= y =10) 2 =a)! 

Calculer le volume limité par les plans xOy et yOz et par la surface engendrée par 

le segment MP lorsque 0 varie de 0a 5: 

art 
R. 384° 
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4° Volume limité par le tore engendré par le cercle d’équation (x — a)? + y= 
tournant autour de Oy. 

R. 2n?ab?. 

**5° Volume intérieur 4 la sphére d’équation x? + y? + z? — a? = O et intérieur 
au cylindre d’équation x? + y? — ay = 0. 

a 

R. g (6n +8). 

**6° Volume compris entre le plan d’équation y = z et le paraboloide de révo- 
lution d’équation x? + y?— z=0. 

™ 
R. 32° 

*7° Formule des trois niveaux. — Soit V le volume d’une région D comprise entre 
h h ; f 

les plans de cole Z = ha Z=— 5 et telle que l’aire A(z) d’une section plane paral- 

léle au plan xOy et de cole z soit donnée par 

A(z) = az? + bz? +cz+d (-3<:<+5} 

‘ we eee hi ‘ h " 
Exprimer V a l’aide de h, de B = A(5) Ba 4(— 5) et B” = A(0). 

R. V= 2B + B’ + 4B"). 

**§80 Calculer le volume de la « sphére » de rayon R dans un espace euclidien 
a 4 dimensions. 

2 
<_ R4 R. 7 RR. 



CHAPITRE XXXII 

APPLICATIONS GEOMETRIQUES 

DES INTEGRALES 

1. — Calcul des aires. 
J (x) et g(x) étant deux fonctions continues dans |’intervalle (a, b) (avec 

a<b) telles que l’on ait g(x) < f(x) pour tout xe(a,b), calculons 
V’aire & de la portion de plan (hachurée sur la 

fig. 1) comprise entre les deux paralléles AA’ 

et BB’ a Oy d’abscisses a et b et les graphes A’B’ 

et A”B” des deux fonctions f(x) et g(x). 

Désignons pour cela par — K un nombre 

inférieur ou égal au minimum de la fonction g(x) 

sur (a, b), prenons comme nouvel axe des abscisses 

l’axe O,x, d’ordonnée — K et désignons par A, 

et B, les points de Ox, d’abscisses a et b. 

Désignons par A, et #, les aires respectives 

des deux « trapézes curvilignes » A,A’ B’B, et 

A,A” B’B,. On a alors A = A, — Ay. 
Mais, rapportée aux axes O,x, et Oy,y, la 

ome courbe A’B’ est le graphe de la fonction 

Ai(%1) = f%) + K. 

Par suite : 

b 

A, = [Uo + K) dx, 
de méme : 

b 

pe { (e(x,) + Kyde, 
dou: 

b b 

sits | (fl) =2@)dx, = { (fle) — 200) de. 

Si on donne maintenant une région R du plan qui soit limitée par une ou 

plusieurs courbes continues et qui soit bornée (c’est-a-dire entigrement contenue 

dans un cercle de rayon suffisamment grand), on pourra toujours calculer 

l’aire de R en découpant R en plusieurs régions R,, R,, ..., R, du méme type 
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que celle dont nous venons de calculer l’aire. L’aire de R est alors la somme des 
aires des régions R,, Ro, ..., Ry 

Par exemple si R est la région hachurée sur la figure 2, A’B’ étant le graphe 
de la fonction f(x) et A”B” celui de la fonction g(x), la droite x = Xo coupe R 
en deux régions du type désiré et l’aire de R est égale a : 

[ “(Fey 800) dx + [ex — f(0) ax = I "| fle) — ex) | dx. 

y 

Fic. 2. Fic. 3. 

L’aire de la région hachurée sur la figure 3 pourrait de méme étre calculée 
en découpant cette région en quatre morceaux (notés I, IJ, III et IV sur la 

figure) grace a des paralléles a Oy. 

EXEMPLE |. — Calculons l’aire & de la région comprise entre les deux courbes 

a . 
Y = COS X, Vy = COS 5 et les deux droitesx =QOetx=a. Y 

Ona: 

: x a: ; m Tt 
= cos = — cos x} dx = |}2sin-= —sinx| = 2. ¥ 9 Oo}; m 

ty) 4 0 iy 
2 

Nous verrons dans le prochain volume une méthode 

un peu plus générale pour calculer les aires, méthode 

qui permettra en particulier de calculer trés simplement 

V’aire d’une région limitée par une courbe définie para- 

métriquement ou d’une aire annulaire telle que celle de Ja figure 3. 

Fic. 4. 

2. — Longueur d’un arc de courbe. 
Soit dans l’espace (rapporté a des axes de coordonnées rectangulaires) un 

arc de courbe AB. Nous allons définir la longueur de |’arc de courbe AB en 

généralisant la définition de la longueur d’un arc d’un cercle donnée en géomé- 

trie élémentaire. 
Cette longueur sera, par définition, la limite L, si elle existe, de la longueur 

M,-, M; d’une ligne brisée A = My, M,, M2, ..., M, = B inscrite 

1<i<n 

dans l’arc AB lorsque le nombre des sommets de cette ligne augmente indéfi- 
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Mn+_B-M, iment, la plus grande des distances M;-, M; 

tendant vers 0. Supposons d’abord que AB soit 

une courbe plane graphe de la fonction y = f(x), 

Me A et B étant les points d’abscisses a et b aveca < b. 

Mi Désignons par x; |’abscisse de M;. On a : 

A:Mo M,-1 My = V(x; — 1-1)" + (FO) —fi-))”- 
Fic. 5. Nous supposerons dans ce qui suit que la 

fonction f(x) soit continue et admette une dérivée 
continue dans l’intervalle (a, b). La formule des 

accroissements finis permet alors d’écrire : 

f(x) — fi-1) = (%) — %i-DF'(ED) (avec X;-1 < ¢; < xj) 

et, par suite : 

M;- 1M; = (x; — 1-1) 1 + (F'(G)))- 

On a donc a étudier la limite de la quantité : 

> Gi - 5 -)V1+ 7 @F 
1<i<n 

lorsque le plus grand des nombres (x; — x;~,) tend vers 0. 

Mais f’(x) étant continue, il en est de méme de la fonction 1/1 + (f’(x))? 
et on sait (chap. XVII, § 1) que cette limite existe et est égale a l’intégrale : 

{ ’a/1 + (f(x)? dk. 

La longueur L de la courbe est donc ici : 

| (1) pe i ‘V1 + (fy? dx 

Revenons au cas général d’une courbe définie dans |’espace par une repré- 
sentation paramétrique : 

( xX = x(f) 

| y = y(t) 
Z = 2(1) 

et supposons que les trois fonctions x(t), y(t) et z(t) soient continues et admet- 
tent une dérivée continue dans |’intervalle fermé («, B), « et B étant les valeurs 
du parameétre ¢ en A et en B. 

Supposons de plus « < B. 
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Soit t; la valeur du paramétre ¢ définissant le point M;. On a alors : 

M,-1 M; = V(x(t)) — x(t;-1))? + Ot) — y(t)? + (2(t) — 2(t)-p)”- 

La formule des accroissements finis montre que l’on a des égalités de la 
forme : 

x(ti) — x(ti-1) = (t; — y-1) x'(G)) 

y(ti) — yti-1) = (t; — ti-) y(n) 

z(t) — 2(ti-1) = (4; — ti-1) 26) 

les trois nombres €;, 7; et ¢; étant compris entre f; et f;_,. 

On a donc : 

> Ne SR < >: (t, — VE)? + Od)? + @ 

(l’hypothése a < f entraine en effet que l’on a t;_, < ft; pour tout i). 

Les fonctions y‘(t) et z’(t) étant continues, la différence : 

Ree Al (Ee yay Fe BO) A RAE) £97 422) 

tendra vers 0 en méme temps que | 7; — €; | et | €; — &; |, donc encore lorsque 
t; — t;-, tendra vers 0. On pourra donc é€crire : 

: Meier > (t, — th.) (Vx %(E) + CE) + 2G) + AD 
1<i<n 

et appliquer la remarque faite au n° | du chapitre XVII. Lorsque le plus grand 

des nombres ft; — t;_, tendra vers 0, la somme précédente tendra vers : 

[ *a/ (xi)? + (yD? + (2)? dt. 

On voit donc que l’arc de courbe AB a une longueur L donnée par la for- 

mule : 

(2) rs [ Vy? +O? +)? at 

Si O désigne |’origine des coordonnées et si on pose OM = E(t), cette 

formule s’écrit 

De [ | E'(1) | dt 

Dans le cas ot 8 < a, L est évidemment égal a l’opposé de l’intégrale 

précédente. 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5° éd.). 16 
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_ REMARQUES. — 1° Dans le cas ot AB est l’arc de courbe plane situé dans 

le plan z = 0 et graphe de la fonction y = f(x), on peut prendre comme 

paramétre t = x et la formule (1) se déduit alors de la formule (2). 

2° Lorsque (x,)? + (y,)* + (z,)? est de la forme (¢(¢))?, on aura : 
Pd 

L= |" lola 
et non pas toujours : 

Loz [eo dt. 

C’est ainsi que si la fonction g(t) est positive ou nulle pour « < ¢t < y et 

négative ou nulle pour y < ¢ < f, on aura : 

Lis [oo dt — [ow dt. 

EXEMPLE 2. — Soit a calculer la longueur LZ de l’astroide paramétrique- 

ment par les équations : 

x=acost 

y =asin? t¢. 

Cette courbe, représentée sur la figure 6, a quatre points de rebroussement. 

Elle se déduit d’ailleurs par une affinité dela développée d’une ellipse 

(chap. XXXI). On la parcourt complétement (et 

une fois seulement) en faisant parcourir 4 ¢ un 

intervalle de longueur 27. On a alors : 

2n ce pect Tae 

Hs i) JV? + GP at. 
0 

Mais ici : 

‘ . 

xX, = — 3acos’ tsint 

pe = 3a sin? t cos t 

et: 

(xi)? + (v1)? = 9a? cos? t sin? t = (> sin 21) 

On a donc : 

L =F |" |sin 2e at 
2 Jo 

On a visiblement : 

0 0 

we ae aus 

| [sin 2¢| de = 4[* | sin 21 | dt = 4 * sin 2edr 
(0) 
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dou: i M 

pe 6a {* sin 2tdt = 3a — cos 24]? =a: 
0 1) @) x 

On a donc L = 6a. 

Comme illustration de la seconde remarque Fic. 7. 

que nous avons faite, on voit que si on avait posé 

aa) F225): : : p 
L= = | sin 2t dt, on aurait trouvé le résultat absurde L = 0. 

0 

EXEMPLE 3. — Soit a calculer la longueur L de l’arc OM de parabole 

compris entre le sommet O et le point M d’ordonnée h > 0. 
L’équation de la parabole étant y? = 2px, ou, paramétriquement : 

nous aurons : 

eae 3 , 
xX,=- et y,=1 

P 

2 

b= ['Vis 5a 
0 P 

Cette intégrale se calcule aisément en posant : 

et par suite : 

t=psh@ 

dt = pchgdg 

D’ot : 

Arg see P Arg she p h h h? 

(c= "pen’pdo=8 | 0+ sh ch | =P largsh “+= 1+ 1 pch pd 5 ” pcno : 3 PP Pr 

ou encore : 

p h h? h Pe 

2 p \ p’ 2 p? 

3. — Abscisse curviligne. 

Une courbe C de l’espace telle que tout arc continu AB de C ait une lon- 

gueur est dite rectifiable. D’aprés ce que nous avons vu, il en est en particulier © 

ainsi lorsque C est définie paramétriquement par des équations de la forme : 

xr=cx(t) 

pis) 
gv =tia(t) 
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les fonctions x(t), y(t) et z(t) étant continues et ayant chacune une deérivée 

continue, soit, en posant OM = E(t), lorsque la fonction vectorielle E(t) 

a une dérivée E’ ‘(t) continue. 
Soit donc C une courbe rectifiable ainsi définie. 

M Comme on 1’a fait dans le cas d’une droite ou d’un 

cercle, on peut orienter la courbe C en choisissant un 

V sens de parcours (dit sens positif) sur C (par exemple 

celui des ¢ croissants). La courbe C étant ainsi orientée, 

choisissons un point J de C (correspondant a la valeur fy 

du paramétre). M étant alors un point de C correspon- 

dant a la valeur t du paramétre, on appelle abscisse curviligne de M sur C et 

on désigne par s(t) le nombre ainsi défini : 

Cc 

Fic. 8. 

la valeur absolue | s(t) | est égale 4 la longueur de |’arc JM, 

le nombre s(t) est pris positif si en allant de J 4 M on parcourt C dans le 

sens positif, il est pris négatif dans le sens contraire. 

(En fait, si C est une courbe close telle que le cercle, |’ellipse ou l’astroide 

définie précédemment, le nombre s(t) peut avoir une infinité de déterminations 

possibles comme dans le cas du cercle.) 
Le point J est appelé l’origine des abscisses sur la courbe C. 

Ce qui précéde montre que, dans le cas ot le sens positif de parcours sur C 
est le sens des ¢ croissants, on a : 

s(t) = i “V/ (x)? +)? + (2)? at 
(et : 

s(t) = — | VG + OD + Gat 

si le sens de parcours est celui des ¢ décroissants). 
On a donc : 

a, ds= + Vx? + yy? 4 2) dt 
ou 

ds Se, 
(3) 7) 7 IFO 

et 

(4) ds* = dx? + dy? + dz? 

La formule précédente est valable quel que soit le paramétre ¢ choisi pour 
définir la courbe C. 

Considérons le point A correspondant 4 la valeur « du paramétre tel 
que I’on ait : 

(x'(a))? + (y'(@))? + (2’@)? #0 
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et considérons le point M correspondant a la valeur « = At du paramétre. 

Désignons par AM la longueur de l’arc de courbe AM, par AM la distance 

des deux points A et M et montrons que 

AM 
Le rapport AM tend vers I lorsque M tend vers A en restant sur la 

courbe C. 

Les fonctions x(t), y(t) et z(t) étant continues pour la valeur «, dire que 

M tend vers A signifie que At tend vers 0. En posant : 

Ax = x(a + At) — x(a) 

Ay = y(a + At) — y(@) 
Az = z(a + At) — 2(a) 

ona: 

AM = V/(Ax)? + (Ay)? + (Az). 

Par suite AM est un infiniment petit équivalent a : 

| At | V (x(a)? + (y'(@)? + (2’@)?. 

me 

D’autre part AM = | s(a + At) — s(x) | est un infiniment petit équivalent 

a | At s‘(a) |, c’est-a-dire encore a : 

| At | V(x'(a))? + (y'(@)? + (2’@)’. 

Donc AM et AM sont des infiniment petits équivalents, ce qui démontre 

le résultat a établir. 
Supposons que la courbe C soit une courbe plane et soient r et 0 les coor- 

données polaires d’un point de la courbe C. Les relations : 

x =rcos@ 

y=rsin 0 II 

permettent d’écrire : 

dx = cos 0dr —rsin 0d0 

dy = sin 0dr +rcos@dé. 

On a également dz = 0 et la formule (4) permet d’écrire : 

| ds? = dr? + r* dé” 
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EXEMPLE 4. — Supposons que la courbe C soit une spirale logarithmique 

d’équation r = e”® (m > 0). Ona : 

dr = me™ d0 

et, par suite : 

ds? pa (m? ezmd at e7m) de? as (m? ae ber de2 

d’ou : 

ds = “/ m? + 1e"° do 

(en supposant que |’on choisisse pour sens de parcours sur la courbe le sens 

des 6 croissants). 

On a donc : 
2 

Ree ae a = I eM 4K, 
m 

K était une constante arbitraire qui dépend de |l’origine choisie sur la 

courbe. 

Cette formule montre que, si A est un point fixe de la spirale et si M est un 

point variable de la spirale tendant vers le point asymptote O (c’est-a-dire si 

langle polaire 0 de M tend vers — ), la longueur de l’arc de courbe AM 

tend vers une valeur finie lorsque M tend vers O. En considérant O comme un 

point de la spirale (point correspondant a 0 = — o), on peut donc prendre O 

comme origine et l’abscisse curviligne prend alors comme expression : 

a/ m? + L mo 

m 
s(0) = 

4. — Zone d’une surface de révolution. 
Proposons-nous de calculer |’aire S de la surface de révolution 2 engendrée 

par un arc de courbe AB situé dans le plan xOz en tournant autour de l’axe Oz. 
Orientons pour cela l’arc AB de A vers B et 

choisissons une origine sur AB. Désignons par 

S4 et Sg les abscisses curvilignes des points A 

et B et, s étant un nombre compris entre s, et 

Sg, désignons par S(s) l’aire de la portion de la 

surface & engendrée par l’arc de courbe AM, 

si M est le point d’abscisse curviligne s sur 

AB. Ona alors S = S(sz). 
Fic. 9. 

Calculons la dérivée Set pour cela consi- 

dérons le point M’ d’abscisse curviligne s + As. L’accroissemient corres- 
pondant AS = S(s + As) — S(s) est donc égal en valeur absolue 4a l’aire 

engendrée par l’arc de courbe MM’ en tournant autour de Oz. 
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On peut alors démontrer, ce qui est assez intuitif (1), que lorsque As tend 
vers 0, AS est un infiniment petit équivalent 4 la surface du tronc de cdne 
engendré par le segment de droite MM’ en tournant autour de Oz. Cette 

HM + H'M' 

2 
tions orthogonales de M et de M’ sur Oz. Or MM’ est un infiniment petit 
équivalent a la longueur | As | de l’arc MM’ (§ 3) et la quantité HM + H’M’ 

est de la forme 2HM + e(As). Comme HM = | x(s)| est la valeur absolue 
de l’abscisse du point M, on voit donc que la quantité | AS | est équivalente 

surface est égale 4 2x MM’ en désignant par H et H’ les projec- 

a 22|As || x(s)|. La quantité oe étant toujours positive ou nulle, celle-ci 

tend vers 27 | x(s) | lorsque As tend vers 0. On a donc : 

d, @ = 2n | x(s)| 
eu: 

| 

s= [2 | x(s) | ds 
A 

EXEMPLE 5. — Calcul de l’aire d'une zone sphérique. — \\ s’agit de calculer 

l’aire S engendrée en tournant autour de Oz par |’arc de cercle AB de centre O 

et de rayon R. Désignons par @ l’angle polaire 

d’un point M du cercle, par 0, et 0, les angles 
™ 

polaires des points A et B (avec ae =— 0,6 0, 

< ) . En prenant le point J de cote 0 comme 

origine sur le cercle, on voit que le point M 

d’angle polaire @ a pour abscisse curviligne 

s = RO. D’autre part x = Rcos @. Donc : 

Fic. 10. 

OB 
S= 2n | R? cos 6 d0 

O4 

= 27 R? (sin 0, — sin 0,) = 20 R. A’B’ 

T T ; : ; 
En particulier si@, = — 5 et 0, = zon obtient l’airedelasphére S = 4x R’. 

EXEMPLE 6. — Aire d’un tore. — Calculons |’aire engendrée en tournant 

autour de Oz par le cercle de rayon r dont le centre J est le point d’abscisse a 

(*) On notera que cet appel a l’intuition a pour cause l’absence de deéfinition 

rigoureuse de ]’aire d’une surface (cette définition sera donnée au tome II). 
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sur Ox. Supposons a > r. M étant un point de tore, 

désignons par 0 |’angle (¢ Ox, OM ). Les coordonnées 

de M sont alors : 

x=a+rcos6 

y=rsin 6. 

En orientant le cercle dans le sens des 0 

croissant et en prenant comme origine des 
abscisses curvilignes le point A correspondant a 

= 0, on voit que l’abscisse curviligne du point M est s = r@. L’aire cherchée 

est donc : 

Fic. 11. 

2n 

S= i -2n(a + r cos 0)rd0 = 2nr[ad + r sin 0]>* = 417 ar. 
(0) 

5, — Etude différentielle des courbes. 

Soit C une courbe de l’espace décrite par un point M et définie par la fonction 

vectorielle OM == E(t). Si s désigne |’abscisse curviligne de M le vecteur Ta ass est 
ds 

_||4e | 
|| dt 

d’aprés l’égalité (3) (§ 3). 

Par dérivation de |’égalité T? = 1 on obtient 

unitaire puisque l’on a 

dE dt 

dt ds an i71-| ji 

; dT 
ce qui montre que le vecteur a est un vecteur normal a la courbe C. 

Soni dT @E 
Le vecteur d’origine M et égal a a Page est, comme on I’a vu (chap. XXVIID), 

un vecteur contenu dans le plan osculateur. On appelle normale principale la normale 
> 

a la courbe contenue dans le plan osculateur. Ainsi : le vecteur are un vecteur 
. . . ds 

directeur de la normale principale. 
Posons 

dh lei el + dT |\|dT 
de ee aes ae =| ds 

d’ou 

arts 
5 pei es te 
(5) aS ay 

Le nombre positif R (qui a les dimensions d’une longueur) est dit le rayon de 

courbure de la courbe C au point M, son inverse R est la courbure de C. 
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Nous montrerons plus loin que, dans le cas d’une courbe plane, ce rayon de cour- 
bure est bien celui qui a déja été défini au chapitre XXX. 

En posant B = T A N on définit un repére orthonormé (M, aT. N, B) dit repére 
local, ou repére de Frenet. 

Par dérivation des égalités B= let T.B = 0 il vient 

~ dB 
‘Be aera 0. 

et 

Poh GR) 1S ee AB 
Oh a RB ET: Fy pea ere 

ahs dB 5 as: Trea Ze 
Ainsi le vecteur ay’ orthogonal aux vecteurs B et 7, est colinéaire au vecteur N, 

soit : 

a ee 
(6) zen 

Le nombre TG défini par cette égalité est dit le rayon de torsion de la courbe C au 
point M. Son inverse est la torsion de la courbe. 

Par dérivation de N = B A Tr on obtient 

PE ai Ts BK LH 
d’ou 

dN co ote 
™ ak. Ce 

Les égalités (5) (6) (7) qui définissent les dérivées des vecteurs ie N, Ve sont appe- 
lées les formules de Frenet. 

Calcul de la courbure et de la torsion. — Ona 

zp 46 _ds dE ds = 
(8) satitnl ntl AAS rset 

> > 

Si l’on regarde le paramétre ¢ comme la variable « temps » le vecteur V = 13 
: : : ds ' 

est dit le vecteur vitesse du point M, le nombre v = a est la vitesse de M sur sa tra- 

jectoire C. 
On a donc 

ds 
I V| = at 3| = | v | a (x’2 ae y”? ete z’2)1/2 

Par dérivation de (8) on obtient 

= @E ds> ds\? dT _@E _ ds )-% " — 

ware aes dt 
soit ae 

(9) E" os v’ T fe 
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Le vecteur I' = E” est dit le vecteur accélération du point M, l’égalité (9) met en 

évidence ses composantes tangentielles (yr) et normales (yn) : 

‘ v* 
Yr=v et YN = R° 

Par dérivation de (9) il vient : 

R'\R R G 

> ve\> /[v'v v\’\ > vw = 
nee 1 kee ds eee ite ees (10) E =(o pa) P+ (H+(R))® a 

Ona 

BE yb’ = TAN= SB Pee AEN 

d’ou l’expression du rayon de courbure 

eee eed ee (x? + y'? + 2’2)92 
| E’ NE" | [(’z" fxd z'y")p a (z’x" ms x'z")2 a: (x"y" — yx") pv? 

En formant le produit mixte 

a 1 a 
’ w UT « SY 5 Eg ‘ 

(E\, £", E*) RET N, B) 

vs 

~ RG 

On en déduit le rayon de torsion 

LEE Oe zy) + xt x29 + Oy — yx? 
P(E eC Ey Je 

ae a ee 
gS AR TALS 

Etude de la courbe au voisinage du point M. — Considérons sur la courbe C le 
point P de paramétre ¢ + h. La formule de Taylor permet d’écrire : 

—s => > =a, hh? + h + > 
MP = E(t +h) — E(t) =hAE(t) + 7 EN) + 6 Ew) + h' e(h) 

Les coordonnées du point P dans le repére de Frenet (M, 7 N, B) sont donc 
compte tenu des égalités (8) (9) et (10), : 

X = hv + eh).h 

vs 

Zi— ns — axe) a e(h) hi’, 

Au voisinage de h = 0, on a donc Y>0: la courbe est située du méme cété 
du plan (M, T, B) que le vecteur N. 
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Enfin X et Z sont de signes contraires ou de méme signe suivant que l’on a G > 0 
(courbe dite sinistrorsum fig. 12) ou G < 0 (courbe dextrorsum fig. 13). 

Fic. 12. Fic. 13. 

EXEMPLE 7. — Heélice circulaire droite. — Considérons l’hélice d’équations para- 
métriques 

x =acos@ y=asing z=bo 

aveca>Oetb#0. 

Les composantes de E,, E, et E, sont respectivement : 

x =—asing y = acos@ Zia" 
x" =—acosg y’ =— asing Z, =10 
Ya) Sing y” =— acos@ ae =D) 

On a donc 

|| EZ’ AE" ||? = aXa? + 5?) 
d’ou 

a 

ce | 

ee Ee Soe ae, 

|B’ AE" | 
et toe | 

_ EAP ate y 
(E’, E", E") ns b eed 

Si 6 est positif (fig. 14) Vhélice est dextrorsum 
(vis a droite) et si b est négatif (fig. 15), l’hélice Fic. 14. Fia. 15. 
est sinistrorsum (vis a gauche). 

REMARQUE. — La courbure et la torsion ont méme valeur en tout point de l’hélice, 
ce que |’on pouvait prévoir puisque l’hélice peut glisser sur elle-méme (déplacement 
hélicoidal) . 

Courbes planes. — Les courbes planes sont a torsion nulle, on a donc ae: 

=— af. Soit alors J le point de la normale défini par MI = R.N. 

Nous allons montrer que Jest le point de contact de Ja normale avec son enveloppe. 
—_ ——_ Saeed 

En effet si l’on dérive l’égalité OJ = OM + MI on obtient 

dOl dOM dR dN 
i a ae Ey 
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Ainsi la tangente a la courbe décrite par J est la normale a C. 
Le rayon de courbure est donné par 

(x'2 + y’2)3/2 

ete POS (iy? ee) 

Pour une courbe d’équation y = f(x), on obtient (en prenant x comme para- 

ét 

aa pa dt see 
ae ue) 

EXERCICES 

1° Aire de l’ellipsoide de révolution aplati d’équation : 

==1. (a>c> 0). 

R. 2na |. Ap oS Log See 

2° Longueur de l’arche de cycloide définie par x = a(t — sint), y = a(1 — cos tf). 
Aire comprise entre cette arche et Ox. 

R. 8a, 32a’. 

3° Longueur de l’arc de courbe gauche : 

2 sin Zz 2 cos z 
x= Z ’ Ui teas Zz ; | Wace ice PA. 

R. px 

*4° Soit la chainette d’équation y = ch x et les points A et B de cette chainette 
tels que OA et OB soient tangents a la chainette. Vérifier que, en tournant autour 
de Ox, l’arc AB et le contour AOB engendrent des aires de méme mesure. 

*5° Tracer la courbe (épicycloide 4 4 rebroussements) définie par 

x =cos 5t + 5cost, y =sin 5¢+ 5sint 

et calculer sa longueur. 

R. 40. 

*6° Tracer la courbe définie paramétriquement par x = cos ft, y = sin f cos f¢. 
Calculer l’aire S intérieure a cette courbe et les volumes V et V’ engendrés par I’aire 
tournant autour de Ox ou de Oy. 

R. Si 
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*7° Aire de la surface engendrée par la cardioide (d’équation polaire 

r=a(l + cos @)) 

en tournant autour de son axe de symétrie. 

327a® 

5 

*8° On considére l’arc de courbe décrit par le point M de coordonnées 

R. 

x = 4t — sin 4, y = 8sin‘¢ 
, L6G 

quand ¢ varie de 0 a 5° Tracer cet arc de courbe. La tangente en un point M 4 cet 

4 
reste constant et égal a = arc coupe Ox en P. Vérifier que le rapport —— 3 

PM 

**9o Sur la lemniscate d’équation polaire p = aV cos 20, on considére les 4 points 
7 

A(6 = 0), o(e — i) , M,(@ = 6,), M,(@ = 9.) tels que 

V2 
et cos 6, cos 0, = Zz: 

hia 

Vérifier que les arcs 4M, et OM, ont méme longueur. 

**10° Sans chercher a calculer les primitives, calculer les rayons de courbure R 
et de torsion G de la courbe définie paramétriquement par : 

1 h? ¢ 1 hs 1 2 
x= [00s 1 poh dt, yr | slate SA dt, a= | shie aeeue ENE Sealy 

ch? ¢ Chat hairs Gh ae 

R ee eee a a ¢aeiaentt 

V/2 sh t 

**141° On considére la courbe gauche définie par : 

r2 r8 

x=, y= 2 5 zZ= a 

et I’hélice H passant par l’origine et ayant en ce point méme tangente, méme plan 
osculateur, méme rayon de courbure et méme rayon de torsion que la courbe donnée. 
Calculer le rayon du cylindre sur lequel H est tracée, le pas de I’hélice H et déterminer 
les équations de |’axe de cette hélice. 

1 
R. Rayon du cylindre 5 , pas z. 

Equations de l’axe y = 592 =x. 

**12° Montrer que les courbes gauches qui ont un rayon de courbure R constant 

et un rayon de torsion G constant sont des hélices (on établira que le vecteur 

‘GB =. RT est un vecteur constant et on choisira un axe de coordonnées paralléle 

a ce vecteur). 



CHAPITRE. XXXIV 

COMPLEMENTS 

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1, — Equations différentielles. 
Nous avons déja appris a intégrer certaines équations différentielles, c’est- 

a-dire 4 chercher une fonction inconnue y(x) d’une variable x qui doit satis- 

faire 4 une équation de la forme : 

F(x, WyVsy's oe yr) 7 0 

ou F(t, to, t1, ..., t,) est une fonction donnée des n + 2 variables indépendantes 

Lg reese , 
Une solution ou intégrale de cette équation sur un intervalle J de R est alors 

une fonction y(x) définie sur J ainsi que ses dérivées jusqu’a l’ordre n telle 

que si l’on remplace ¢ par x, fg par y(x), t; par y’(x), ..., t, par y(x) dans 

V’expression F(t, to, t;, ..-, ¢,), On obtienne une fonction de x nulle pour 

toute valeur de xeJ. Le graphe de la fonction y(x) est appelé une courbe 

intégrale de |’équation différentielle. 

L’ordre le plus élevé des dérivations de la fonction inconnue intervenant 

effectivement dans l’équation différentielle est appelé l’ordre de cette équation 
différentielle. C’est ainsi que |’équation différentielle : 

x*y’- yr +x=0 

est du premier ordre, et que |’équation différentielle : 

y’y”" wx x? sae ye = 0 

est du troisiéme ordre. 

2. — Exemples de méthodes parameétriques. 

La possibilité de représenter une courbe intégrale sous forme paramé- 

trique ou sous forme implicite permet de résoudre certaines équations diffé- 
rentielles. Indiquons quelques cas ot de telles méthodes s’appliquent. 

EXEMPLE 1. — Equations homogénes. — Les équations différentielles homo- 
génes du premier ordre sont des équations de la forme 

(1) . y= F(?) 
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22 c’est-a-dire celles pour lesquelles y’ est une fonction déterminée du rapport —. 
x 

Cette propriété suggére de prendre comme nouvelle variable t = Y.Ona 
x 

donc : 

dy dt 
ype ix dy =tdx+xdt t —= _—. y e ae Uae bere 

L’équation (1) s’écrit alors : 

(1’) tox Z= KO. 

Nous obtenons donc |’équation a variables séparées : 

dx dt 

Se ae oie 

: ines : : 1 
En désignant par g(t) une primitive (par rapport a r) de la fonction FO = 17 

et en intégrant membre 4 membre 1’égalité précédente, on trouve : 

x = K e), 

Les courbes intégrales sont donc représentées par les équations implicites : 

y 

K onl:) —x=0 

ou par les représentations paramétriques : 

(x=Ker 

ly =Kre™, 

On voit sur ces équations que la transformée d’une courbe intégrale par 

une homothétie de centre O est encore une courbe intégrale, ce que la forme 

de |’équation (1) aurait d’ailleurs pu permettre de montrer directement. 

REMARQUE. — Le passage de |’équation (1’) a l’équation (1”) n’a pu se 

faire qu’en divisant par F(t) — t, ce qui entraine les remarques suivantes : 

1° Si F(t) = t pour toute valeur de ¢, c’est-a-dire si l’équation (1) est de 

la forme : 

ee 
ie tas? 

le calcul précédent n’est pas applicable. En fait nous avons vu que dans ce cas 

la solution générale s’écrit y = Kx et que les courbes intégrales sont les droites 

passant pas O. 
2° Si fo est une racine de |’équation F(to) = to, on voit que l’équation (1) 

admet la solution t = fo, c’est-a-dire y = fox qui apparait ainsi comme une 
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solution singuliére (cf. § 1, chap. XXII) de cette équation, la courbe inté- 

grale correspondante étant la droite passant par O de pente fp. 

Soit 4 intégrer l’équation différentielle homogéne 

ey) ue sel ees 
(2) Baraat on a ici LOS 

L’équation différentielle proposée s’écrit donc : 

dt l1+t 

bey Pan ar 
c’est-a-dire : 

eM as [e 
dx 1 —t 

ou encore : 

d 1 — (2') Coat ee 
x l-+t 

Ona: 

1-t 1 i Weer 1 
— dt = —~ — + 5 di = Arete t —~Log (lit 17 )i.G 
ee cor are ane ieee teat ss 

d’ou, en intégrant membre a membre |’équation (2’) : 

1 
Log | x | = Log e48* — 5 Log (1+27)+C. 

La solution générale de (2’) s’écrit donc : 

ete tg t 

= K ———— 

V/1 +2? 

et les courbes intégrales de (2) sont définies paramétriquement par les équa- 
tions : 

x 

Arc tgt 

A/a 

Arc tgt 

fy=K1 
V/s 

En prenant comme nouveau paramétre 0 = Arc tg f, on voit que les courbes 

intégrales sont encore définies paramétriquement par les égalités : 

x = Ke’ cos 0 

y = Ke’ sin 0. 

Ce sont donc des spirales logarithmiques définies en coordonnées polaires 
par l’équation : 

r=ke® 
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On remarque que l’équation f(t) = ¢ s’écrit ici 7 + 1 = 0 et n’a pas de 
solution (réelle) ce qui entraine que |’équation différentielle (2) n’a pas de 

solution singuliére (dans le domaine réel). 

EXEMPLE 2. — Equations résolues en y. — Supposons que 1’on ait a intégrer 
une équation résolue en y, c’est-a-dire de la forme : 

(3) y = F(x, y’). 

En prenant comme nouvelle variable y’ = t et en posant donc F(x, y’) = F(x, t), 

on voit en dérivant par rapport 4 x chacun des deux membres de 1’égalité 
précédente que les intégrales de (3) sont encore intégrales de : 

' , at 
t= Fe + F, ae 

c’est-a-dire encore de : 

es iP; 

dt t—F, 

x est donc une fonction de f¢, solution d’une équation différentielle résolue par 

7 AE Us Sees Soars F : 
rapport a ae Si nous savons intégrer cette derniére équation nous exprime- 

rons x en fonction de #, soit x = g(t), et nous porterons cette valeur dans 

Végalité (3), d’ot y = F(g(t), t). Les courbes intégrales de l’équation (2) 

seront donc représentées paramétriquement par les égalités : 

x = 9(t) 

y = F(9(0), ¢). 

EXEMPLE 3. — Equations de Lagrange. — Ceci s’applique en particulier 

aux équations de Lagrange, c’est-a-dire aux équations de la forme : 

y=xe(y') + f(r’). 
On aici: 

F(x, t) = x g(t) + f (2) 

et on est donc ramené 4a intégrer |’équation : 

; pa at 
t= a(t) + be + FONT. 

En exceptant certaines solutions possibles correspondant aux cas ou ¢ 

serait constant, on est ramené a intégrer |’équation linéaire : 

r— )S = xe 4/0. 
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On remarquera que si fo est une racine de l’équation t — g(t) = 0, c’est- 

a-dire si on a ty = g(to), on peut prendre f constant égal a fo, ce qui conduit 

a la solution singuliére : 

Y = box + f (to) 
de l’équation de Lagrange. 

Soit, par exemple, a intégrer l’équation de Lagrange : 

y = 2xy' + y”. 
On a ici : 

gt)= 2 a Sf @) =: 

On est donc ramené a intégrer |’équation différentielle linéaire : 

— = = 2x + 21. 

L’équation sans deuxiéme membre associée admet |’intégrale générale 

x= = . La méthode de la variation de la constante conduit a la solution parti- 

culiére de l’équation avec second membre x = — ; t. 

L’équation différentielle linéaire admet donc pour solution générale 

eee, 
? 3 

et la solution générale de |’équation de Lagrange est définie sous forme para- 

métrique par les équations : 

ieee 
ies 

OR tanh 

Cae es ce 

L’équation g(t) = t admet ici pour seule solution t = 0 qui conduit a la 
seule solution singuliére y = 0. 

EXEMPLE 4. — Equation résolue en x. — Dans le cas d’une équation diffé- 
rentielle résolue en x, c’est-a-dire de la forme : 

x= Fly; y') 

on peut considérer x comme fonction de y, on a alors : 

dx ’ 1 Se aes 

ay net tye 
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et x est solution de l’équation différentielle : 

c= F(y, z) 

qui est sous forme résolue par rapport 4 la fonction inconnue, c’est-a-dire 
de la forme que nous venons d’envisager. 

EXEMPLE 5. — Emploi de deux paramétres. — Plus généralement envisageons 
maintenant le cas ot l’équation différentielle : 

(4) I, yy’) = 0 

n’est pas nécessairement résoluble par rapport a y’. 

On considére alors la surface d’équation : 

f(x, y, z) = 0 

et on cherche a la représenter paramétriquement sous la forme : 

x= 9lu,v) y=Wu,v) z= xu, v). 

Supposons que l’on ait trouvé une telle représentation. Les égalités précé- 
dentes permettent d’écrire : 

dx=0,du+qo,dv_ et dy =, du+ wi dv. 

Pour que x et y soient liés par la relation (4) il faut et il suffit donc que u 

et v soient liés par la relation : 

, du + Wy, dv a 
Q, du+ oo, dv 

qui est de la forme : 
du 
an: F(u, v) 

c’est-a-dire qui est une équation différentielle 4 laquelle doit satisfaire la fonc- 
du 
dv . 

Lorsque nous aurons intégré cette équation, x et y seront définis paramétri- 

quement a partir des égalités. 

tion u(v), équation écrite sous forme résolue par rapport a la dérivée 

x = our), ») 
y = Wu), v). 

Soit par exemple a intégrer |’équation différentielle : 

oo) psi gi sand mga 
La surface d’équation : 

y +2 —yz=0 
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admet la représentation paramétrique : 

x= 

bee 

inet By 
vp 

ee bee 

Lae, 
On a donc dx = du, dy = ; dv et on est conduit a intégrer l’équa- 

(1 + v°) 

ue dv _ v? 

+0 de +0 

tion différentielle : 

Cette équation est a variables séparées et on peut écrire : 

Ln" 
u= | ————> 

(1 + 0°)? 

ce qui conduit a la solution générale de |’équation (5) définie sous forme para- 

métrique : 

ms 2v-1 
x= Tiel apdee Wate atest aie segs aoa oe 

v AVA oot / 3 

ee, 

a 40 

ou C est une constante arbitraire. 

Observations générales. — En conclusion de ce qui précéde, lorsqu’on 

aura a intégrer une équation différentielle du premier ordre on observera la 
marche suivante : 

On essaiera de résoudre l’équation par rapport a y’. Si cela est possible on 

examinera si l’équation ainsi obtenue est d’un type classique (linéaire, 4 varia- 
bles séparées, homogéne, de Bernoulli ou de Ricatti). Sinon on regardera 

si on peut trouver un changement de variables (portant sur x, sur y, ou sur x 

et y) qui raméne |’équation a un type classique. Ce n’est qu’aprés plusieurs 

tentatives infructueuses que l’on devra renoncer a intégrer |’équation et se 

contenter des méthodes approchées du chapitre suivant. 

Si ’équation proposée n’est pas résoluble en y’, on utilisera des méthodes 

paramétriques pour essayer d’obtenir une équation résoluble par rapport 
a la dérivée de la fonction inconnue. 

On voit que les méthodes utilisées peuvent étre trés variées. Insistons sur 

le fait que des changements de variables bien conduits permettent fréquemment 

Ja résolution d’équations différentielles. Une interprétation géométrique peut 
d’ailleurs parfois guider dans le choix des changements de variables a effectuer. 
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Remarquons encore que nous considérons |’équation différentielle comme 
intégrée lorsque nous avons obtenu y en fonction x, ou x en fonction de yy 
ou lorsque nous avons exprimé x et y en fonction d’un paramétre, ou enfin 
lorsque la relation entre x et y est écrite sous forme d’équation. En bref, nous 
cherchons une représentation des courbes intégrales. 

La résolution des équations différentielles conduit 4 des quadratures, 
c’est-a-dire a des calculs de primitives. Il peut arriver que celles-ci ne puissent 

s’exprimer a l’aide de fonctions connues. Strictement parlant, nous aurons 

intégré |’équation différentielle, mais la solution obtenue contenant des sym- 

boles d’intégration sera plus ou moins commode a manier. Nous reviendrons 
sur ce point 4 propos des méthodes de résolution approchée des équations 
différentielles. 

Il faut enfin prendre garde de ne pas oublier, s’il en existe, les solutions 

singuliéres des équations différentielles. Ces solutions singuliéres sont assez 

facilement omises. Or elles peuvent jouer un réle trés important. 

3. — Cas d’abaissement de l’ordre. 
Pour intégrer une équation différentielle d’ordre n : 

LOCI DP dieg UO =O 

on cherchera, en faisant des changements sur la variable indépendante et sur 
la fonction inconnue, a se ramener a l’intégration d’une équation d’ordren — 1. 

Par répétition du procédé on peut ainsi dans quelques cas se ramener a une 

équation différentielle du premier ordre et appliquer les méthodes déja étudiées. 

Cet abaissement de |’ordre d’une équation différentielle peut, en particulier, 

se faire dans les deux cas suivants. 

let cas : la fonction y n’intervient pas explicitement. — Soit une équa- 

tion différentielle : 
LG. Voy yey) = 0 

dans laquelle Ja fonction inconnue y n’intervient que par ses dérivées. Si nous 

prenons comme fonction inconnue : 

Vos 2z 

nous sommes ramenés a une équation d’ordre inférieur an : 

PCG zeta e =O. 

et si nous savons déterminer z, y se calculera par une derniére quadrature : 

y= fe dx. 

EXEMPLE 6. — Soit 4 intégrer |’équation différentielle : 

xy’+y’'-1=0. 
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Posons y’ = z et résolvons : 

xz’ +z—-1=0 

ou: 
(xz) = T. 
xz=x+C 

C 
z=1+4+— 

ie 

et par suite : 
y=x+CLog|x| + D. 

EXEMPLE 7. — Soit a intégrer l’équation différentielle : 

igre = pe 

En posant y” = z, cette équation s’écrit : 

Gy > ou — =X 

et par suite : 
Zs Ce, 

Par deux intégrations successives nous en tirons : 

y =Ce*+D 

y=H=Ce+Dx+E. 

2° cas : la variable x n’intervient pas explicitement. — Soit une équa- 

tion différentielle : 

FO, «0, PO = 0 

ou la variable x n’intervient pas explicitement. Il est alors commode de pren- 
dre y comme variable et, en posant : 

y =z 

de considérer z comme une fonction inconnue de y. 

Nous avons alors : 

Wd _dedy at 
y ~ dx dx dydx "dy 

Maio (2) 24 (4) (4) 42 

Fe de dy Ndyf cay to wee dy?’ 

puis : 

etc. 

En substituant ces valeurs dans |’équation initiale, on obtient une équation 
différentielle : 

n—1 

F(y, yates ed = 0 
dy dy” 

d’ordre n — 1 par rapport a la fonction z. 
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Si on sait intégrer cette équation, nous obtiendrons z en fonction de y> 
soit : 

z= 9y) 
et par suite : 

dy dx = — 
p(y) 

qui, par intégration, nous donnera x en fonction de y. 

EXEMPLE 8. — Soit a intégrer |’équation différentielle : 

y+ y=0- 
que nous avons déja intégré d’une autre maniére au chapitre XXI. 

En posant : 

Véquation s’écrit : 

zdz+ydy=0 
OU: / 

z=A—y? 
et par suite : 

ax-=.+ hia ES 

VA ye 
ou : 

Xa J UALC-COS 4B 
/A 

y = V/A cos (x — B). 

ce que 1’on peut écrire : 

4. — Familles de courbes a un parameétre. 
Dans tous les exemples que nous avons étudiés, nous avons vu que la solu- 

tion générale (ou intégrale générale) d’une équation différentielle d’ordre n 

dépend de n paramétres arbitraires A,, 22, ..., A,. 
Les diverses solutions obtenues en fixant les valeurs de ces paramétres sont 

dites solutions ou intégrales particuliéres. 
Il en résulte que l’on peut en général imposer a une solution, c’est-a-dire 

a une courbe intégrale de satisfaire 4 n conditions imposées a l’avance. 

C’est ainsi que si on se donne des nombres Xo, Lo, M1, «++» Un—-1, ON peut 

chercher a imposer 4 la solution y(x) de satisfaire aux conditions initiales 

YX) =o » V(X) = My -<- eo Ga) = Hn-1- 

Dans le cas d’une équation différentielle d’ordre 1, les solutions dépendent 

de 1 paramétre. 



486 ELEMENTS DE CALCULS GEOMETRIQUES 

Supposons que les courbes intégrales soient définies implicitement par 

l’équation 

g(x, y, 4) = 0, 

les courbes intégrales passant par le point My de coordonnées xo et Yo corres- 

pondront aux valeurs du paramétre A racines de |’équation (en 4) : 

8(Xo, Yo, A) = O. 

Inversement, étant donné une famille de courbes planes C dépendant d’un 

paramétre A, il est souvent utile de chercher s’il existe une équation diffé- 
rentielle du premier ordre dont toutes les courbes planes soient des courbes 
intégrales. Cette équation différentielle est alors dite |’équation différentielle 

de cette famille de courbes. 

Dans le cas ot ces courbes sont defintes implicitement par |’équation : 

f(x, y, A) = 0, 

on obtient |’équation différentielle de la famille de courbes en éliminant A 
entre cette équation et l’équation obtenue en dérivant par rapport a x l’égalité 

précédente, c’est-a-dire : 

Seti, y 20: 

On sait en effet que le nombre y’ défini par l’égalité 

précédente est la pente de la tangente a la courbe C 
au point de coordonnées x et y. 

EXEMPLE 9. — Soit a chercher 1’équation 

différentielle de la famille des cercles centrés sur 
Ox et tangents a la droite d’équation y = x. 

Fic. 1. Définissons un tel cercle C, par l’abscisse A de 

son centre J. En désignant par T le point de contact 
de C et de la droite D d’équation y = x, la relation 

2 
If = Ol sin 7 = ov? montre que le rayon R, = IT de Cest égal a| A | Ma 

Le cercle C a donc pour équation : 

a 

6) Ce 
c’est-a-dire encore : 

(6’) x? + y? — 2dx 7 =0 

A étant une constante, dérivons cette équation par rapport a x. Nous obtenons : 

(7) 2x + 2yy’ —2A=0. 
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L’€quation différentielle de la famille de courbes est donc obtenue en éli- 
minant A entre les équations (6) et (7) (ou (6’) et (7)). 

On tire de (7) : 

A=x+ypy’ 

et en portant cette valeur de 4 dans |’égalité (6) on obtient 1’équation différen- 
tielle cherchée : 

ry\2 2 yry? 4 y? = ( oe 

c’est-a-dire encore : 

(8) y?y’? — 2x py’ + 2y? — x? = 0. 

5. — Interprétation géométrique d’une équation différentielle du 
premier ordre. 

Etant donné une courbe plane C et un point M de cette courbe, rappelons 

que l’on appelle élément de contact en M de la courbe C 

Vensemble du point M et de la tangente MT de la 

courbe C au point M. Cet élément de contact est déter- 

miné par les trois nombres x, y et y’, x et y étant les 

coordonnées de © et y’ la pente de la tangente MT. 

On voit en particulier que pour que deux courbes C F 
: A rae : : IGae2- 

et C’ aient un méme élément de contact, il faut et il suffit 

qu’elles soient tangentes en un point M. Si on impose 

aux éléments de contact de la courbe C de vérifier une certaine propriété (P), 

celle-ci se traduit en général par une relation de la forme : 

(9) I(x yy’) = 0 

c’est-a-dire par une équation différentielle. 
On voit alors que les courbes intégrales de l’équation différentielle (9) sont 

les courbes dont les éléments de contact vérifient la propriété (P). 

Cette interprétation géométrique des équations différentielles montre que 

si la courbe E est enveloppe de courbes intégrales de I’équation différentielle, 
elle est elle-méme une courbe intégrale. La solution correspondant a cette 

enveloppe peut ne pas faire partie de |’intégrale générale. Pour cela elle est 

dite solution ou intégrale singuliére. 

C’est ainsi que |’équation a variables séparées 

y= 2xV 1—y? 

admet pour intégrale générale 

y = sin (x? + C) 

et que l’enveloppe de cette famille de courbes se compose des deux droites 

d’équations y = + 1 qui sont des intégrales singuliéres. 
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Cette interprétation géométrique permet aussi de traiter un certain nombre 

de problémes concernant les courbes intégrales de |’équation différentielle (9) : 

M, étant un point du plan de coordonnées xo et yo, une courbe intégrale 

passant par le point M, a sa pente m qui vérifie l’égalité : 

F (Xo, Yo, m) = 0. 

On peut montrer d’autre part que, si m est un nombre (réel) qui vérifie 

l’égalité précédente, il y a en général une courbe intégrale et une seule qui passe 

par le point M et qui a pour pente m. 
En particulier, m étant une constante, le lieu J,, des points M du plan tels 

qu’une courbe intégrale passant par M ait pour pente m a pour équation 

implicite : 
F(x, y, m) = 0. 

Les courbes J,, (m prenant une valeur quelconque) sont dites les courbes 

isoclines de \’équation différentielle. 

EXxemMPLe 10. — Reprenons |’équation différentielle : 

(8) yy’? — Ixyy’ + 2y? — x? =0. 

Les courbes intégrales passant par le point M de coordonnées x et y ont 

leurs pentes m en M racines de |’équation : 

(10) y?*m? — 2xym + 2y? — x? = 0. 

Cette équation du second degré en m n’aura de solution que si son discri- 

minant est positif ou nul, c’est-a-dire si : 

ea ois y?(2y? at x4) = 0 

cette inégalité (qui s’écrit encore | x | > | y |) exprime que le point M se trouve 
dans la région du plan comprise entre les deux bissectrices des axes (région 
non hachurée sur la figure 3). 

I] n’y a donc pas de courbe intégrale (du moins réelle) dans la région hachu- 

rée. En tout point de la région non hachurée non situé sur la frontiére de cette 

région (c’est-a-dire sur l’une des droites 
ee y =x ety = — x) l’équation (10) admet 

Yy, deux racines distinctes mg et m, qui sont 
Y He les pentes en M des tangentes aux deux 

G 
K We, 

cercles passant par M centrés sur Ox et 
A x tangents a la premiére bissectrice des axes. 
Z L’enveloppe de ces cercles est consti- 

Yi Yy tuée par les deux droites d’équations 
Uj y=xety = — x, et ces deux droites sont 

Y effectivement des courbes intégrales singu- 

liéres de l’équation (8) comme on le 
Fic. 3. vérifie immédiatement. 
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En un point M distinct de O et situé sur la droite d’équation y = x, V’équa- 
tion (10) n’admet qu’une seule racine (double). Il y a en fait deux courbes 
intégrales passant par un tel point : le cercle centré sur Ox et tangent en Ma 
la droite y = x et l’intégrale singuliére constituée par la droite y = x. Ces 
deux courbes intégrales ont méme élément de contact en M. On aurait un résul- 
tat analogue si le point M appartenait a la droite y = — x (et était distinct 
de O). 

Lorsque M est en O l’équation (10) s’écrit 0 = 0. Elle n’impose donc plus 
de condition a la pente m (on dit pour cette raison que O est un point singulier 
de l’équation différentielle (8)). En fait, il n’y a que deux courbes intégrales 

(réelles) passant par O et qui sont les droites y = x et y = — x. 

REMARQUE. — On peut interpréter géométriquement une équation différentielle 
du second ordre 

F(x, y, y', y") =0 

Comme une condition imposée a la courbe intégrale au point M et qui porte sur 
l’élément de contact et la courbure au point M. C’est ainsi que l’égalité de la page 474 
montre que, lorsque R est un nombre fixe, les courbes intégrales de 1’équation diffé- 
rentielle : 

Rhy" |= G+ y= 0 

sont les courbes dont le rayon de courbure est constant et égal a R. 
On peut voir que cette équation admet pour intégrale générale la famille a 2 para- 

métres formée par les cercles de rayon R. 

6. — Courbes définies par une propriété différentielle. 
Certains problémes de géométrie ou certaines traductions géométriques de 

problémes d’origine mécanique ou physique conduisent a rechercher des 

courbes vérifiant une propriété différentielle, c’est-a-dire dont les éléments de 

contact vérifient une propriété donnée (P). Comme nous |’avons dit dans le 

précédent paragraphe, ces courbes sont les courbes intégrales d’une certaine 

équation différentielle. Pour déterminer ces courbes, on est donc amené a 

former cette équation différentielle, puis a l’intégrer. 

EXEMPLE 11. — Soit 4 déterminer les courbes C telles que le point de contact 

de la tangente soit au milieu du segment découpé sur la tangente par 

les deux axes de coordonnées (fig. 4), soit MP = — MQ. 
Nous avons un probléme fonctionnel et nous prenons comme inconnue 

la fonction f(x) telle que : 

S| 
y=f(x) 

représente une courbe ayant la propriété énoncée. Q M G 

x et y étant les coordonnées de M, |’équation de la 
0) p tangente en M est : 

Y-y=y(X - x) Fic. 4. 
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X et Y étant les coordonnées du point courant de la tangente. L’ordonnée 

de Q est donc : 

OQ =y-—xy’ 

et doit étre double de celle de M, d’ou l’équation différentielle : 

y — xy’ = 2y. 

L’équation est 4 variables séparées et s’écrit : 

Oy, ya GX 

PAD RAS g 

Log|y| = — Log|x|+C 

ou enfin : 
yall 

Y Fate 

Les courbes cherchées sont les hyperboles asymptotes 4 Ox et a Oy. 

7. — Trajectoires orthogonales d’une famille de courbes. 
Etant donné une famille de courbes C, dépendant du paramétre A, on appelle 

trajectoire orthogonale des courbes C, toute 

courbe [I telle que par tout point M de T il 

passe une courbe C, orthogonale en M aT, 

c’est-a-dire que les tangentes en M aux deux 

courbes I et C, sont perpendiculaires. 

En fait, nous constaterons qu’il existe en 

général une infinité de telles trajectoires 

orthogonales constituées par une famille de 

courbes I’, dépendant du paramétre yp. On 

Fic. 5. voit immédiatement que les courbes I, 
étant trajectoires orthogonales des courbes C, 

réciproquement les courbes C, sont trajectoires orthogonales des courbes I,,. 

EXEMPLE 12. — Si les courbes C, sont les cercles de centre O, les trajectoires 
orthogonales I’, sont les droites passant par O. 

EXEMPLE 13. — A et B étant deux points distincts dans le plan, si les cour- 

bes C, sont les cercles passant par A et B, les courbes I, sont les cercles du 
faisceau conjugué, ayant A et B comme points de Poncelet. 

Pour chercher les trajectoires orthogonales des courbes C,, on peut opérer 

de la fagon suivante. On commence par former |’équation différentielle des 
courbes C,, soit : 

Ft (x, y, y’) = 0. 

Un élément de contact de la courbe C, étant défini par les trois nombres x, 
y et y’, définissons celui d’une trajectoire orthogonale par les trois nombres _X, 



COMPLEMENTS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 491 

pay’) Sarees k ; 
Y, + aX" Dire qu’au point correspondant les deux courbes sont ortho- 

gonales revient a écrire les égalités : 

d’ou l’équation différentielle des trajectoires orthogonales : 

1 
- X, af Fe y’ = 0 

qui, en revenant a |’écriture habituelle, s’écrit encore : 

1 Sah ee Oh i (x yy 7) 

On obtient I’ équation différentielle des trajectoires orthogonales a une famille 

En résumé, 

— 1 
de courbes C, en remplagant y’ Pare dans l’équation différentielle des 

courbes C,. 

EXEMPLE 14. — Cherchons les trajectoires orthogonales des paraboles de 
2 

sommet O et d’axe Ox. Ces paraboles ont pour équation y? = Ax ou A = a 

(A étant le paramétre caractérisant une telle para- 

bole). L’équation différentielle de ces paraboles y 
s’obtient en dérivant par rapport a x la derniére 

équation. Elle s’écrit donc : 

2xy’-—y=0 

et l’équation des trajectoires orthogonales s’écrit : 

2x + yy’ = 0. 

Elle est 4 variables séparées et s’intégre immé- 

diatement pour donner : Fic. 6. 

2x? + y? =p (wu étant une constante arbitraire). 

Les trajectoires orthogonales I, sont donc des ellipses. 
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EXERCICES 

1° Intégrer les équations différentielles : 

y’ at y’ as xy"*—2yy’ +x=0, =y—* ier 

R. xe+y—Cy= et y = 0, xy — yx =C, 

2° Résoudre |’équation différentielle : 

y=xQO? ty) +5. 

‘R: x = uX1 + Ce”) et y=14+2u+CH +e". 

3° Trajectoires orthogonales des hyperboles asymptotes 4 Ox et Oy. 

R. Xo yee 

4° Intégrer x?y’ + y(1 — y) = O et tracer la courbe intégrale passant par A(1, 5). 

Calculer a 100 prés l’abscisse de l’asymptote. 

R. 1,29. 

*50 Déterminer une courbe passant par l’origine O et telle que la longueur de 
l’arc OM soit proportionnelle a la distance OM quand M décrit la courbe. 

R. Spirale logarithmique. 

*6° Trajectoires orthogonales des cercles de rayon constant centrés sur Ox. 
Montrer que les courbes obtenues (appelées tractrices) ont pour développées des 
chainettes. 

**7o Déterminer une courbe telle que, M étant un point quelconque de la courbe 
et N étant le point ot la normale en M coupe Ox, la projection de MN sur OM ait 
une longueur constante. 

R. Coniques de foyer O. 

*8° Résoudre l’équation différentielle (y — xy’)? — Ay’? — B= 0 (A et B étant 
des constantes). Montrer que la solution singuliére est une conique. Déduire de l1’équa- 
tion différentielle que le lieu des points d’ou l’on peut mener a cette conique deux tan- 
gentes rectangulaires est le cercle d’équation x? + y? = 4 + B. 

*9° Courbe passant par l’origine et telle que l’angle a que fait la tangente en un 
point M de cette courbe avec l’axe Ox soit lié a l’ordonnée y du point M par la rela- 
tion : 

Baty: 
0S. 

Se OTE 
R. 2y® + 3y? — 9x? = 0. 
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**100 Intégrer l’équation : 

x¥¥? + 3? = y* — cy’ — xy = 0 
en faisant le changement de variables ¥ = x2, Y = y?. 

2 2 
R. pers ees 7 

Se crea 

**11° On considére ]’équation différentielle y + 2y’ + xy’? = 0. Intégrer cette 
équation. Dans quelle région du plan doit se trouver le point M(x, y) pour que, 
par ce point, passent deux courbes intégrales réelles? Vérifier que I’hyperbole qui 
limite cette région est le lieu des points de rebroussement des courbes intégrales. 
Tracer les isoclines et vérifier que deux de ces isoclines sont intégrales singuliéres de 
Véquation différentielle. Montrer que l’enveloppe de ces isoclines est l’hyperbole déja 
considérée : 

< So 20 Log, th (C4) (2 28 
k= a+? > bee Gd +r)? 

et: 
y=0 et y= — x. -+ 2. 

*12° Montrer que si pour toutes les valeurs de x, la fonction y(x) vérifie l’inéga- 
lité : 

ly +y|<1 
ona: 

y(x) —e * 0) < | 1 —e* I. 

13° Equations de Clairant. — Résoudre l’équation y = xy’ + f(y’), ou f est une 
fonction donnée. Quelles sont les courbes intégrales générales de l’€quation? Quelle 
est l’intégrale singuliére? Application : f(y’) = y’*. 

R. L’intégrale générale est une famille de droites (y = Ax + A); l’intégrale singu- 
liére est l’enveloppe de ces droites (x = — 317, y = 21°). 



CHAPITRE XXXV 

RESOLUTION NUMERIQUE APPROCHEE 

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 

1. — Calcul numérique approché d’une intégrale définie. 

Considérons l’intégrale définie : 

b 
l= I I(x) dx = F(b) — F(a) 

ou f désigne une fonction continue dans l’intervalle (a, b) et F désigne une 

primitive de f. Lorsque la fonction F s’exprime uniquement soit a l’aide de 
fonctions algébriques, soit a l’aide de fonctions transcendantes pour lesquelles 

nous possédons des tables numériques, le calcul numérique du nombre J se 

fera en suivant les indications que nous avons données au chapitre XXVI. 

Mais, fréquemment, nous ne pourrons employer cette méthode, soit parce 
qu’il sera impossible d’exprimer F au moyen de fonctions déja connues, soit 

parce que, F's’exprimant au moyen de fonctions déja connues, les tables numé- 
riques ne permettent pas d’atteindre la précision désirée sur le nombre J. 

Dans ces conditions, on sera conduit 4 remplacer la fonction f par une 

fonction approchée g dont on sait calculer une primitive G. On prendra comme 

valeur approchée de J la quantité : 

J = G(b) — G(a) 

sachant que la différence | J — J | sera inférieure 4 (b — a) M (en supposant 
a<b) si M désigne le maximum de | g(x) — f(x) | sur l’intervalle (a, 5). 

En général, on utilisera comme fonction g des polynémes parce qu’alors 

la primitive G est également un polynéme et le calcul numérique de J n’offrira 

pas de difficultés. Un des procédés les plus simples pour déterminer un poly- 
nome g est d’appliquer la formule de Taylor a la fonction f au voisinage d’un 
point bien choisi de l’intervalle (a, b) : nous reviendrons sur ce procédé dans 
le deuxiéme tome de cet ouvrage 4 propos des séries entiéres. Mais un tel 
procédé ne sera pas applicable si nous ne savons pas calculer commodément 
les dérivées successives de la fonction f, en particulier si, par exemple, la fonc- 
tion f est une fonction expérimentale, le calcul numérique de f résultant d’une 
suite de mesures et non d’un processus mathématiquement défini. 
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En fait, si on veut déterminer un polyndme g qui soit une bonne approxi- 

mation de la fonction f dans tout l’intervalle (a, b), on sera amené a choisir un 

polynéme g de degré élevé de fagon a disposer de nombreux coefficients pour 

ajuster le polynéme g a la fonction f. Le calcul de ces coefficients et l’étude du 

maximum de la différence | f — g | seront souvent trés pénibles et trés longs. 

Aussi est-il préférable de morceler l’intervalle (a, b) en intervalles suffisam- 
ment petits : 

(a = QM, ay), (a, >), sie ss (A ~15 Oty), Rakes CA a, = b) 

pour que dans chacun de ces intervalles on puisse bien approcher f par un 

polynome de faible degré. Nous examinerons successivement les cas oti ces 

polyndémes sont choisis de degré 0, 1 ou 2. Indiquons tout de suite qu’en général, 
quoique ce ne soit pas nécessaire, on simplifie les calculs en supposant tous les 

£ ‘ a aes, reer : 
intervalles €gaux : on posera = h qui's’appellera le pas d’intégration 

et le k-iéme intervalle sera (a,_,, %,) ou (a + (kK — l)hh,a t+ kh). 

2. — Méthodes des rectangles. 

Si dans le k-iéme intervalle on suppose le polynéme g de degré 0 et égal a 

une constante, par exemple 4 f(%,-,) que nous écrirons f,-;, on rem- 

placera donc l’intégrale : 

ke y 

i I(x) dx 
Sk-1 

par 

Zk 

S—1 AX = (% — %~s)fe-1- rn 
4 ae 

On aura donc comme valeur 

J approchée de / : é ‘ aeeweE . 

aA => » (a, = ae | here Fic. ike 

O<k<n-1 

J sera la somme des aires des rectangles tels que m,_, M,-1, Pym, (fig. 1) 

et la différence : 

peewee | 
sera d’autant plus faible que les intervalles choisis seront plus petits (ce résultat 

intuitif a été établi au chapitre XVII et a été alors le point de départ de la 

démonstration de |’existence de l’intégrale définie). 
Si les intervalles sont égaux, nous aurons comme valeur approchée de J 

V’expression : 

(1) ReMi Ge ety et frog t+ Sp) 

ou : 
cc ak (G4 'RA), 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON, — I (5° éd.). 17 
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Pour obtenir l’ordre de grandeur J — R, considérons la fonction de A. 

o(h) = [ Ax) dx — hf(a) 

p'(h) = f(a + h) — f(a) 
e'(h) =f" + h) 

en supposant f dérivable. 
En appliquant la formule de Taylor : 

, h? " 

p(h) = 90) + hg’) + > POA) 

nous pourrons écrire : 

ot) ="Sf"(a + Oh) 
dou: 

N, étant le maximum du module de | f’(x) | dans l’intervalle (a, 6). Nous en 
déduisons : 

nh? N, (b — a) N,; 
= 6 na Se pe ee |I—R| 5 h— 5} 

Pour éviter le calcul de N,, il est préférable de remarquer que J — R est 

un infiniment petit en général du premier ordre par rapport a l’infiniment petit 
principal h. On écrira donc : 

I-—- Rw~hr 

hr étant la partie principale de la différence J — R. Pour déterminer r, appli- 
quons la formule (1) avec le pas 2h, nous trouverons une valeur de R’ telle 
que : 

I— R' ~ 2hr. 

et, par différence, R — R’ ~ hr: 

(2) I—-R~R-R 

Nous avons ainsi l’ordre de grandeur de l’erreur commise en remplacant I 

par R. Bien entendu, il faut ajouter a cette erreur, l’erreur résultant du calcul 

des valeurs de f. Si on appelle n l’incertitude sur une valeur de /, l’incertitude 
sur R qui en résulte sera : 

hnyn = (b — a)n. 

Nous aurons donc calculé J avec une incertitude totale : 

(3) SARS Eton 
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3. — Méthode des trapézes. 

Si, dans le k-iéme intervalle, on suppose g du premier degré, on pourra 
définir g par les conditions : 

(Cn -1) =Se-1 et 8(%) = Sk 

ce qui donne : 
X — X — O41 

Oe ay 
a ae Seid 

Ca, 

et, en remplacant | 7 I(x) dx par [ : g(x) dx, nous trouvons l’expression : 
1 ok - Sk-1 

(q. = te a 

(c’est-a-dire l’aire du trapéze m,_, M,-, M, m, de la figure 1, puisque la 
droite M,_, M, est le graphe de la fonction g considérée). 

Si les intervalles considérés sont égaux, nous aurons alors la valeur 

approchée de 7 : 

(4) THW 2 +h tht tht thet). 

Pour obtenir l’ordre de grandeur de J — 7, nous considérerons la fonction : 

ox(t) = | fx) de 5 (F@) + fla + b) 
dont les dérivées successives sont (en supposant f trois fois dérivable) : 

_f@+h)-f@-WY'a+h) 
Js 

, 

OUD) 

” h HN oil) = —2f'@+h) 

oli) = —3f"@+ WS f"ath) 
et, par suite : : 

g,(A) = - = [f"(a + Oh) + OAf'’(a + Oh)). 

Si on désigne par N> et N; les maxima de | f"(x) | et | f(x) | dans Pinter-' 
valle (a, b), on pourra donc écrire : 

h 

|9,(A)| < 1p (M2 + hN3) 

ct: 

= 12 ° 
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On écrira donc : 
| es ES ne) 

ht étant la partie principale, quand h tend vers 0, de J — T. 
En appliquant la formule (4) avec le pas 2A, on pourra calculer une valeur T’ 

telle que : 
I-—T'~ 4ht 

et, par suite : 
T—T' ~ 3h'*t 

ou: 
T—T' 

L’incertitude sur la valeur de J en la remplagant par la valeur T sera donc : 

© sIT-T'|+-a)n, 

4. — Méthode de Simpson. 
Comme derniére méthode nous utiliserons des polyndmes d’approxima- 

tion de f du second degré, c’est ce qu’on appelle la méthode de Simpson. Sup- 
posons n pair et définissons un polynéme du second degré g par les conditions : 

8(H24) = Sox 8(%2n41) =Sons1 8(“2n42) = Sone2 

Be cees Can +1) (X — Con 42) (X — Ox42)(% — OH) 

- (2% — M241) (“oe — %2x+2) re (Gon+1 — Con+2) Ores — ayy) 2+! 

(X — O24) (% — O24%41) f 

(G2n+2 — %2x) (Conse — %oe+1) oN 

ou encore, si les intervalles ont tous pour longueur A, et en posant : 

X— O44, = X 

xX? —hX xX? — fh’ X? +hX 
g(x) = recy mee oe pe Jake + ppt Stee = G(X) 

Ctes 

+h h 4h h 
I G(X) dX = = fox + = fons, + 5 Sone2- a5 3 3 3 

Nous remplacerons donc : 

2k +2 

I(x) ax par nO + Mfonsi + Son+2)- 
42k 

A partir de 1a, nous calculons comme expression approchée del: 

(7) S= fo + 47, Moh Aye ea, ae ee ey +f.) 



INTEGRATION NUMERIQUE APPROCHEE 499 

Pour évaluer l’approximation, étudions la fonction : 

oath) = |" f(s) de — 51/0 — hy + afta) + fla +h) 
en supposant f dérivable 5 fois. 

On vérifiera facilement que : 

9200)=0 9,(0)=0 930)=0 930)=0 o)=0 

et, en général : 

95 (0) # 0. 

Donc ¢2(h) a le méme ordre que h° et par suite : 

I-S~h's 

s ayant une valeur finie quand h tend vers 0. 
En calculant S’ par la formule (7) avec le pas 2/, nous aurons : 

I — S' ~ 16h*s 
d’ou : 

S-—S' 
8 —-Sw~ : 

L’incertitude sur J en le remplagant par S sera donc : 

1 , ©) zg !S-S'1+ 6 -a)n. 

REMARQUE. — On peut profiter des relations (2), (5) ou (8) pour obtenir 

de nouvelles expressions approchées de J, soit : 

. 4T —T' 16S — S’ 

, 

3 
On notera que est précisément égal a S. 

5, — Exemple. 
Nous prendrons comme exemple |’intégrale : 

3 

i ED 6 $F G99 A 10-7 ores. 
ub ge Sabet VE! 2 

. A 1 -_ 8 x °° MS . 

Nous avons calculé les valeurs de la fonction a 5 10-° prés a l’aide d’une 

machine de bureau en prenant successivement des pas égaux a 0,1 et 0,2. Nous 

avons obtenu les valeurs données dans le tableau ci-aprés; l’avant-derniére 
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colonne donne la valeur de l’incertitude (formules (3), (6) ou (9)) pour un pas 

égal a 0,1; la derniére colonne donne |’erreur effective. 

Pas égal a 0,2 Pas égal a 0,1 Incertitude Erreur 

R’ = 0,319 245 R = 0,310 703 0,008 543 0,008 403 
T’ = 0,302 578 T = 0,302 369 0,000 072 0,000 069 
S’ = 0,302 298 S = 0,302 300 0,000 001 0,000 000 2 

Dans les deux premiéres lignes de ce tableau l’incertitude a pour partie 

importante l’erreur théorique entre les formules donnant R ou T et l’int3grale. 

Par contre, dans la derniére ligne l’incertitude est due essentiellement a |’incer- 

titude dans le calcul des valeurs de la fonction ace 
x 

6. — Calcul approché des dérivées. 
Considérons une fonction connue uniquement par une table de valeurs. En 

supposant que cette fonction admette des dérivées, il est facile d’écrire des 
formules donnant des valeurs approchées de ces dérivées. Ainsi : 

f(a +h) —fa—h) 
2h 

2 
est une valeur approchée de f’(a) avec une erreur équivalente a 2 f(a). De 

méme : 

f(a + h) — 2f(a) + f(a — h) 
h? 

2 

est une valeur approchée de f’(a) avec une erreur équivalente as {OO}. 

Mais a ces erreurs théoriques vont s’ajouter des erreurs dues 4 |’incertitude 

sur les valeurs de la fonction f. Si n désigne cette incertitude, il en résultera 

une incertitude égale az pour la dérivée premiére, c’est-a-dire que l’incertitude 

totale sur f’(a) sera : 

2 

+2 1¢'@| 
~—) 

ww 
en supposant f(a) # 0. Contrairement a ce qui se passe dans le cas de |’inté- 

gration, une valeur de h trop petite conduira 4 une mauvaise approximation 
de f’(a). 

Ce résultat correspond a un fait évident : si deux fonctions f et g different 
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b 
peu dans l’intervalle (a, 6), Vintégrale { (f (x) — g(x)) dx sera petite en valeur 

absolue, tandis que nous ne pourrons rien 

conclure sur la différence : 

If") — 8’) |. 

Ce résultat apparait clairement sur la 
figure 2 ou le trait régulier est le graphe 

de f tandis que le trait ondulé est le graphe 
de g. 

L’intégration approchée est donc beau- 

coup plus aisée que la dérivation approchée. Fic. 2. 
Nous verrons apparaitre l’aspect théorique 

de ces considérations au cours du deuxiéme tome de cet ouvrage. 

0 a b x 

7. — Résolution approchée d’une équation différentielle du premier 
ordre par la méthode de Cauchy. 
Soit l’équation différentielle : 

(10) y' =f (x,y). 

Supposons que nous soyons dans le cas (fréquent) ot nous ne sachions pas 

intégrer cette équation, c’est-a-dire ramener la détermination des solutions a 

des quadratures. Le probleme qui va se poser est double : existe-t-il une solu- 
tion satisfaisant a des conditions initiales données, c’est-a-dire telle que y(a) = p, 

ou aet p sont des valeurs données ? Comment déterminer les valeurs numériques 

de cette solution? 
Une premiére méthode pour traiter ce probléme apparait immédiatement 

si on suppose que la fonction f admet des dérivées partielles de tous les ordres. 

En effet, en dérivant la relation (10) nous obtenons : 

y =fity fi Hah tlh 
puis : 

y =fadtfe ty tify t+ ¥ So tty +f) 
soit : 

Y =fat Why tl’ fpthe ly tfhy 

et ainsi de suite. On pourra donc calculer les dérivées successives de la fonc- 

tion y et en appliquant la formule de Taylor on pourra résoudre le probleme 

proposé. Nous laisserons de cété cette méthode que nous reprendrons au cours 

du deuxiéme tome de cet ouvrage. 

En écrivant l’équation (10) sous la forme : 

(11) 7 vox) =p + [Fle oat 
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nous obtenons une équation intégrale qui tient compte a la fois de l’équation (10) 

et des conditions initiales. Nous allons alors pouvoir calculer l’intégrale par 

des méthodes d’approximations diverses. 

Exposons ici la méthode la plus simple appelée méthode de Cauchy. On 

subdivise l’intervalle (a, x) en 7 intervalles consécutifs : 

(a = 9, ty), (a, Oy), CO CAE Oy) Ue ) (Gio4 a, = x) 

puis on calcule des. valeurs approchées de y(«1), W(%2), ---» V(G,-1), YX), 

valeurs approchées que nous désignerons par q;, 92, ---> In—1» In = Q grace 

aux formules : 

apr 4 pias P) 

(12) K+1 = + Ae cx 6) fit a) 

io = In-1 e oe a, rte 12 In- iy 

L’analogie entre l’expression : 

O=p+(@,—a) f(a, p+... +(%j41—-%) ST erg) + -- HO — 4-1) FO 15 Ina) 

et l’expression J du § 2 suggére d’établir |’existence d’une solution de |’équa- 

tion (10) grace 4 une démonstration analogue 4a celle faite au § 1 du 

chapitre XVII pour montrer |’existence de l’intégrale définie. On peut ainsi 
établir le résultat suivant que nous admettrons sans démonstration : 

THEOREME 1. — Soit une fonction f(x, y) continue et ayant une dérivée 

2X oO ° 

premiére se en tout point du rectangle défini par les conditions : 

A. = ih SIX Ase by IDM Di ae 

et soit M le maximum de I (x, y) | sur ce rectangle. Il existe une fonction y(x) 
et une seule définie et dérivable pour les valeurs de x telles que : 

(13) |x—a| < Inf (2, 5) 

et satisfaisant aux conditions 

Ya=f%y) y@= 

En désignant par ¢ un nombre strictement positif aussi petit que l’on voudra 
il existe un nombre n strictement positif tel que les inégalités 

| O+1 —-% |< (Wk) 

|\Q—-—yax)|<e 

Q étant calculé par les formules (12) et x satisfaisant a la condition (13). 

entrainent 
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On notera que ce théoreme justifie a la fois l’existence d’une solution unique 
de |’€quation (11) égale 4 p pour x = a et son calcul approché par les formu- 
les (12). 

En pratique, on supposera tous les intervalles égaux a h = aes , appelé 

pas d’intégration. Nous écrirons donc successivement : 

r, =p + hf(a,p), .-.. tar = + Af (at kh,r,), ... 
R=r,-; + Af(a+ (a — 1)A,r,_}). 

En fait, nous obtenons ainsi une table des valeurs approchées de la fonc- 
tion y dans l’intervalle (a, x). 

L’€évaluation de l’erreur commise est assez difficile. En effet, 4 chaque pas 
on remplace 

at(ht+1)h 

[ fx,yde par fla + kh, ry), 
at+kh 

ce qui entraine quatre sources d’erreurs : 

1° L’erreur théorique provenant du remplacement d’une intégrale par une 
valeur approchée, erreur de l’ordre de h? (voir méthode des rectangles). 

2° L’erreur théorique qui fait remplacer hf(a + kh, y,) par hf (a + kh, r,). 

3° L’erreur due au fait que, r, étant le résultat d’un calcul, est remplacé 
par une valeur approchée. 

4° L’erreur de calcul sur la valeur de la fonction Af. 

Dans la méthode des rectangles seules interviennent les erreurs n° | et n° 4. 

Le calcul montre que l’erreur n° 2 est du méme ordre que la premiére et que 

Verreur n° 3 est négligeable si le nombre de pas est faible. Cela entraine que 

l’erreur théorique est de l’ordre de hA et que, si les erreurs dues au calcul sont 

négligeables, on pourra admettre que l’incertitude sur y(x) a pour valeur 

approximative : 

(14) [RR] 

R’ étant le résultat du méme calcul fait avec un pas double. 

8. — Méthodes de Runge-Kutta. 
On peut améliorer le procédé de calcul défini par les égalités (12) et obtenir des 

méthodes analogues 4 celles des trapézes et de Simpson (méthodes dites de Runge- 

Kutta du deuxiéme ordre et du quatriéme ordre). Nous donnerons ces méthodes sans 
leur justification qui exige d’assez longs calculs. 

La suite des calculs dans la méthode de Runge-Kutta du second ordre est la sui- 

vante : 

t, désignant la valeur approchée de yz, on calcule : 

O, = hf (a + kh, tx) 

Gg, =hAfatk +h + 6,) 
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puis : 

0, + O 
tho = tk + Ses é 

Cette méthode étant du second ordre, si'T et T’ désignant les valeurs approchées 
de y(x) avec le pas h et avec le pas double, la différence | (x) — T| a pour valeur 
approximative : 

|\7—T"| 
(15) bet 

La méthode de Runge-Kutta du quatriéme ordre consiste, partant de la valeur 
approchée sx, de yx, ce qui suppose n pair, de calculer : 

Oo, = hf(a + 2kh, Soy) 

oy, = Af (a + 2k + 1)A, Sqy + oy) 

on, = hf (a + Qk + 1A, 54% + 0%) 

on, = hf(a + 2k + 2)A, 5.4, + 26%) 
puis : 

] , a” as 

Sokte = Sex 1 3 (6. + 26% + 264% + Cox) 

Si S et S’ désignent les valeurs approchées de y(x) obtenues avec le pas h et le 
pas double, | y(x) — S| a pour valeur approximative : 

paar (16) is ; 

EXxEMPLE. — Soient l’équation différentielle y’ = xy et la solution définie par la 
condition initiale y(0) = 1. Calculons y(0,8). 

x? 

On vérifie facilement que y(x) = e* et que y(0,8) = e932 = 1,377 124 a5 10-6 prés. 

Dans le tableau ci-dessous on a donné le résultat des calculs faits avec un pas égal 
a 0,2 (17¢ colonne), a 0,1 (2® colonne), l’incertitude telle qu’elle résulte des formules (14), 
(15), (16) et l’erreur effective (3° et 4° colonnes). 

= 02. =O Incertitude Erreur 

R’ = 1,257 984 R = 1,314 230 (4) 0,056 246 0,062 894 
T’ = 1,387 303 T = 1,379 460 0,002 614 0,002 336 
S’ = 1,337 101 Silesia 0,000 003 0,000 001 

(*) On notera qu’ ici l’incertitude, tout en étant du méme ordre de grandeur que 
l’erreur, est inférieure a cette erreur. Cela s’explique aisément : la formule (14) 
suppose que la dérivée varie peu dans |’intervalle alors qu’ici y’ varie de 0 a 1,1. 
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Signalons enfin que des méthodes analogues sont applicables aux équations diffé- 
rentielles d’ordre supérieur. Par exemple, |’équation : 

y" =f (x,y, y’) 

peut se remplacer par un systéme de deux équations du premier ordre : 

y ced 

z’ = f(x, y, z) 

et on pourra appliquer a ce systéme la méthode de Cauchy ou celle de Runge-Kutta. 

EXERCICES 

1° Calculer : 

2 A ee 
i COS x dx, i e&” Log x dx. 

Sts 1 

ae : foie tebe: 
Te. 1,396 a 000 pres ; 2,0627a To: prés. 

‘ ‘ * ; PALS Pm at we 29 
*2° Soit y(x) la solution de l’équation différentielle y’ = bay telle que y(0) = 1. 

3 
Calculer v(3) ¢ 

;) 1 
R. i). Gi Dress: m ( 1 000 P 
**3° On considére la solution de l’équation différentielle y’ = x? + y? soumise 

1 ; ; a 
a la condition y(0) = — 1. Déterminer a To Pres la plus petite racine positive de 

l’équation y(x) = 0. 

R. 12: 

**4o En appliquant a1l’équation y” + y = 0la méthode de Runge-Kutta du second 
ordre, calculer cos 1 et sin 1. 

ie cos 1 = 0,54, sin 1 = 0,84. 

5° On consideére la fonction f(x) = Log x = M log x. Calculer la valeur approxi- 

f7 rh 
Th u on donne 

M 
a h les valeurs 0.001, 0.01, 0.05, 0.1 et 0.15. Calculer directement f’(7) = 7 et compa- 

rer les résultats. 

R.0.06, 0.062, 0.062 1, 0.062 05, 0.062 07, 0.062 04. 

mative de f’(7) par application de la formule 



CHAPITRE XXXVI 

ESPACES VECTORIELS 

1. — Les ensembles R’. 
On est souvent conduit 4 décrire un objet, ou une situation, par une suite 

de n nombres réels, c’est-a-dire par un élément de l’ensemble R”, produit de 

n ensembles égaux a R (Rappels, § 4). 
= 

C’est ainsi que, dans une base donnée $ = (e,, >, es), un vecteur x de 

ts espace s écrit, d’une fagon et d’une seule, sous la forme x= as ey +X e> 

+ X3 5. Ce vecteur x est caractérisé par la suite de ses trois composantes 
¢ 1: 3) 

(x1, X2, X3) qui est un élément de R°. 
En mécanique la position et la vitesse d’un point M de l’espace sont définies 

wate = vi Ae id a , 

par un couple de vecteurs (OM, v). Ce couple est caractérisé par un élément 
ere . . . 

de R®° indiquant les trois composantes de OM suivi des trois composantes 
> 

de v. 

Dans le circuit électrique de la figure 1 la description des intensités du cou- 
rant dans chaque branche du circuit 

est obtenue par un élément de 

Ro SUP iss ie, te lg eee 

Un commergant disposant de 

nmarchandises différentes peut carac- 

tériser l’achat d’un client a l’aide 
d’un élément de R” : 

Fic. 1. x= (x,; X25 +265 Xn) 

ou x, est la quantité de la i-iéme 
marchandise demandée par ce client (les marchandises ayant été préalablement 
numeérotées de | a n). 

Rappelons que l’égalité de deux suites de n nombres réels x = (X1,X2, .. -, Xp) 

et y = (1, V2, ---, Yq) Signifie que l’on a x; = y, pour toutes les valeurs de 
indice i. 

2. — Les espaces vectoriels R’. 
Dans certains cas on est conduit 4 munir l’ensemble R" de deux opérations 

qui généralisent |’addition et la multiplication par un nombre réel déja envi- 
sagées dans les cas n = 1, 2 (Rappels, § 13, 14) etn = 3 (chap. XXIII, § 1). 
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Addition. — Soient 

— (x1, X20 +055 Xn) et Ve Or, V29 2009 Vn) 

on définit la somme x + y = (x, + yy, X2 + Yay - +05 X_ + Ip) 

Multiplication. — Soient 

Rae ta Os ee 7 ee et AER 

on définit le produit AX GAK 5 AX, VL sy AX) 

Ces opérations possédent, entre autres, les propriétés suivantes : 

I) L’addition fait de R" un groupe commutatif. 

II) La multiplication est telle que pour tout x et y de R” et tout A, uw deR 
ona 

A(x + y) = Ax + dy A (A + pw)x = Ax + ux 

A(x) = (Ap)x : ix = x 

Pour démontrer I) il suffit de remarquer que |’addition est une loi de compo- 

sition interne, associative et commutative, que la suite nulle (0, 0, ..., 0) de R” 

est élément neutre, que (— x;, — x2, ..., — x,) est l’opposé de (x,, x2, ..., Xp): 

Les propriétés ITI) se vérifient immédiatement en revenant aux définitions. 

L’ensemble R” muni de ces deux opérations est alors un espace vectoriel réel. 

On donne de cette notion la définition générale suivante. 

3. — Espaces vectoriels réels. 

DEFINITION |. — Un espace vectoriel réel est un ensemble E muni d’une 

addition et d'une multiplication. 

L’ addition est une loi de composition interne notée additivement. Elle fait de E 

un groupe commutatif. 

La multiplication fait correspondre a tout nombre réel 4 et a tout élément x 

de E l’élément de E noté Ax, avec les propriétés suivantes : 

A(x + y) = Ax + dy ; (A + p)x = Ax + ux 

A(ux) = (Ap)x 5 ix. =x? 

ou A et 1 sont des nombres réels, x et y des éléments de E. 

Les éléments de E sont souvent dits des vecteurs et les nombres réels des 

scalaires. 
L’élément neutre de |’addition, noté 0 (sans confusion possible avec le 

scalaire nul), est dit le vecteur nul. L’opposé du vecteur x est noté (— x). 

Dans ce qui suit on abrégera en écrivant « espace vectoriel » au 

lieu d’ « espace vectoriel réel ». 

Propriétés. — Dans tout espace vectoriel on a les propriétés suivantes : 

1) Pour tout scalaire A ona 

AO = 0. 
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En effet 

AO = AO + 0) = AO + AD d’ou A0 =O) 

2) Pour tout vecteur x on a 

Ox = 0 (le premier 0 est le scalaire nul, le second 0 le vecteur nul). 

En effet 

Ox = (0 + 0)x = Ox + Ox d’ou Ox = 0 

3) Pour tout vecteur x on a 

(— 1)x = (- x) 
En effet 

0 = 0x = (1 + (— 1)x = Ix + (—- Ix =x 4+(- Ix 

donc (— 1)x est l’opposé de x. 

4) AX, =.0 et A #0 impliquent x = 90 

En effet 
AX =O © implique & =25*0 S10 

EXEMPLE 1. — Soit A un ensemble donné et soit E = R“ |’ensemble des 

applications de A dans R. On sait que la somme de deux applications f, g de E 
est l’application f + g définie par l’égalité 

WaeA : (ft+e\(@=f[@+e@ 

et que le produit de l’application f par le nombre réel 4 est l’application Af 

définie par ; 

VaeA : (Af\@ = fa) 

On vérifie aisément que 1’ensemble E muni de ces deux opérations est un 
espace vectoriel (réel). 

Les « vecteurs » sont ici des applications et le vecteur nul est l’application 
nulle f telle quae Wae A : f(a) = 0. 

Lorsque A est un ensemble fini de m éléments on retrouve l’espace vecto- 
riel R”. Soit en effet A = { a,, az, ..., a, }. Une application f de A dans R est 
caractérisée par la suite des valeurs de f, soit (f{, fo, ...,f,), ou l’on a posé 

fi = f (G4). 
La suite des valeurs de l’application Af est (Af, Af, ..., Af,) puisque 

(Af )(a;) = Af (a;) = Af;, et la suite des valeurs de l’application f + g est, avec 
des notations évidentes (f, + g;, f2 + 82, ---> Sn + &,) Puisque 

(f + g)(@;) =f(G@,) + g(a) =f; + g. 

EXEMPLE 2. — L’ensemble R[x], des polynémes en x a coefficierits réels, est 
un espace vectoriel pour |’addition des polynémes et leur multiplication par 
des nombres réels. 
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4. — Sous-espaces vectoriels. 
Soit F une partie d’un espace vectoriel réel E remplissant les deux conditions 

suivantes : 

Pour tout couple (x, y) de vecteurs de Fonax + yeF. 

Pour tout vecteur x de F et tout scalaire 2 on a Axe F. 

Muni de I’addition et du produit par les scalaires, F est alors un espace 
vectoriel. 

En effet si xe Fon a (— x) =(-— lxe Fd’ot0=x+(—xeF Ilen 
résulte que F est un sous-groupe du groupe additif E, et comme la multiplica- 
tion dans F est la multiplication dans E elle en posséde les propriétés. 

On dit que l’espace vectoriel F est un sous-espace vectoriel de E. 

Notons que l’ensemble {0}, réduit 4 un seul élément, est toujours un 
sous-espace vectoriel de EF, et que l’on doit considérer l’espace E lui-méme 
comme un sous-espace vectoriel de E. 

Soient x, x@, ..., x, k vecteurs donnés d’un espace vectoriel E. 
Tout sous-espace vectoriel de E contenant ces vecteurs contient aussi toutes les 

combinaisons linéaires de ceux-ci : 

bp) 2 ARO ce BAX? (A;eR) 1 2 

Il se trouve que ]’ensemble F de ces combinaisons linéaires est un sous- 

espace vectoriel de E puisque 

>A Saas © Su xO = >a +p) xo", cet 1> Gx”) = Sa x? 

i i i i i 

On dit que Je sous-espace vectoriel F est engendré par les vecteurs 

xO), x), x at Ton note: F = &x™, x, ..., x). 

EXEMPLE 3. — Soit E = R% l’ensemble des applications d’un ensemble A 

dans R (cf. exemple 1). 
Soit B une partie de A. L’ensemble des applications qui s’annulent sur B 

est un sous-espace vectoriel de E. 

EXEMPLE 4. — L’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal an 

(qui contient le polynéme nul) est un sous-espace vectoriel de R[x]. 

EXEMPLE 5. — Soit E l’ensemble des applications de |’intervalle [a, 5] 

dans R. 

1) L’ensemble F des applications continues est un sous-espace vectoriel de E. 

2) L’ensemble G des applications dérivables est un sous-espace vectoriel 

de F, et donc de E. 

5. — Dépendance et indépendance linéaire. 
r ° k ’ 

DEFINITION 2. — On dit que les vecteurs x“, x, ..., x d’un espace vec- 
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toriel E sont linéairement dépendants s’il existe des scalaires Ay, Az, ..., Ay non 

tous nuls et tels que 

We ORS Ae, oh Ag ene 

On dit que les vecteurs x™, x, ..., x sont linéairement indépendants s’ils 
ne sont pas linéairement dépendants c’est-d-dire si ’égalité 

A, xD 4A, xO eo FAO =O 
implique 

Ay = 22> ene = A, = 0 

EXEMPLE 6. — Soient x = (1, — 1, — 1), x™ = (1, 1, 1), et x® = (1, 0, 0) 
trois vecteurs de R®. Ils sont linéairement dépendants puisque l’on a 

x) 4 x — (2, 0, 0) = 2x 
soit 

x) a x2) + (—2) x 0 

EXEMPLE 7. — Considérons les vecteurs e,, e, ..., e, de l’espace vecto- 

riel R” tels que tous les termes de la suite définissant e, sont nuls sauf le k-iéme 

qui vaut 1, soit : 

@; = (1 0). 0, 202° 0) 2, = (OM Oe Ont c= eee ee) 

Ces vecteurs sont linéairement indépendants. 

En effet on a 

Aye; *F A2€2 th ae Aen 

a= (11, Of So., O) + FAG, 0,-6.5 Ol + oe OL es OF) =, ee) 

La condition Sie, = Q implique ‘done 4-=2, ="... =A, = "0, 
a 

t 

6. — Dimension. Bases. 

DEFINITIONS 3. — On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il 

peut étre engendré par un nombre fini de vecteurs. 

La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie est le plus petit nombre 
de vecteurs non nuls qui peuvent I’ engendrer. 

La dimension de l’ espace vectoriel nul E = { 0 } est zéro. 

EXEMPLE 8. — L’espace vectoriel R” est de dimension finie. En effet les 
vecteurs €,, €,, ..., @, définis 4 l’exemple 7 engendrent R" puisque l’on a 

(X1, Xo, 0.65 Xq_) = Xyey + XQeQ +... + XACp 

EXEMPLE 9. — L’espace vectoriel des polyndmes R[x] n’est pas de dimen- 

sion finie. Soit en effet F le sous-espace vectoriel engendré par les polyndmes 

P,, Pz, ...,P,. On a toujours F # R[x] car F ne contient pas de polyndme 

de degré supérieur 4 chacun des degrés des polynémes P,, ..., P,. 

Soit E un espace vectoriel de dimension n # 0, et soit B = (b,, bp, ..., b,) 
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une suite de n vecteurs qui engendrent E. Alors les vecteurs b,, bz, ..., b, sont 
linéairement indépendants. 

En effet s’il existait une relation 1,b, + 2,b, + ... + A,b, = 0 avec 
des scalaires A; non tous nuls, en changeant au besoin la numérotation des 

vecteurs 5;, on pourrait supposer 1, # 0. Il en résulterait l’égalité 

‘| 
5 (- i) Stee (- =) o,., 

Toute combinaison linéaire des vecteurs b,, 52, ..., 6, pourrait alors 
s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs b,,b,, ...,b,-1.Cesn — 1 vec- 

teurs engendreraient EF, ce qui est en contradiction avec la définition du nom- 
bre n comme dimension de E. 

Ces considérations nous aménent a la définition d’une base d’un espace 
vectoriel : 

DEFINITION 4. — On nomme base d’un espace vectoriel E une suite de vec- 

teurs linéairement indépendants qui engendrent E. 

Les résultats précédents peuvent alors s’énoncer : 

Un espace vectoriel de dimension n # 0 posséde des bases formées de n vec- 

teurs. 
On montre, réciproquement, et nous l’admettrons, que 

Toute suite de n vecteurs linéairement indépendants d’un espace vectoriel de 

dimension n est une base de cet espace. 

EXEMPLE 10. — La suite e;, e,, ..., e, des vecteurs de R" considérée aux 

exemples 7 et 8 est une base de R”. On dit que & = (e;, e2, ..., e,) est la base 

naturelle de R". 

THEOREME |. — La dimension d’un espace vectoriel est le nombre maximum 

de vecteurs linéairement indépendants. 
Le théoréme est banal pour la dimension nulle (le vecteur nul est linéaire- 

ment dépendant). 
Soit E un espace vectoriel de dimension n ¥ 0. 

Nous avons vu qu’il existait n vecteurs linéairement indépendants. Mon- 

trons que n+1 vecteurs x, x, ...,x@*” sont toujours linéairement 
dépendants. 

Il en est ainsi si les vecteurs x, x, ...,x™ sont déja linéairement 
dépendants. Mais s’ils sont linéairement indépendants ils forment une base 

de l’espace et |’on peut écrire . 

TD eZ XY bode x tes. Ay 
c’est-a-dire 

xe da ae AX + (= 1x = 0 

Cette égalité montre la dépendance linéaire des (n + 1) vecteurs. 
Il résulte de ce théoréme que /e nombre de vecteurs d’une base est toujours 

égal a la dimension de I’ espace. 
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Soit en effet p le nombre de vecteurs d’une base d’un espace de dimension 7. 

On a p <n, carn est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépen- 

dants et l’on a p > n, puisque n est le nombre minimum de vecteurs qui engen- 

drent l’espace; ainsi p = n. 

EXEMPLE 11. — L’espace vectoriel R” est de dimension n puisque la base 

naturelle est formée de 7 vecteurs. 
Notons que pour = 1 ona R’ = R, avec la base naturelle e,; = 1. Le 

corps des nombres réels peut donc étre considéré comme un espace vectoriel 

réel de dimension 1. 

Composantes d’un vecteur. — Soit B = (b;, bz, ...,5,) une base d’un 

espace vectoriel E de dimension n. 
Tout vecteur x de E s’écrit sous la forme 

X= XD, + Xb, + Acar + x,b, 

Cette « décomposition » du vecteur x dans la base & est unique. Soit, en 

effet, une deuxiéme décomposition 

HS Ny Dyck Kabah va bix, 0, 

il en résulte, par différence, 

O=x—x=(x, —x,)b,+(%, — x5) b+ seers +(xi— xe; 

d’ou, puisque les vecteurs de base sont linéairement indépendants : 

X1 = 4, Bee PRA ib. ome ie 

Les nombres x, X2, ..., X, sont dits les composantes (ou coordonnées) du 

vecteur x dans la base K. 

REMARQUE. — Une base & ayant été choisie, tout vecteur x de E est carac- 

térisé par la suite (x,, X2, ..., X,) de ses composantes. Nous retrouvons ainsi 
les espaces vectoriels R” du § 2. 

Le vecteur Ax = Axyb, + Ax2b, + ... + Ax,b, a pour composantes 
(Ax;, AX2, ..., Ax,) et, si l’on considére le vecteur y de composantes 

(Vis Ya. +++» Yn) ON A 

X + y = (%1 + ¥1)by + (X2 + Y2)bg +... + %, + YwdOns 

c’est-a-dire que la suite des composantes de x + y est (x; + jy, X2 + Ya, 
Xn + Vn): 

Ceci peut encore s’exprimer de la fagon suivante. 
Soit g l’application de E dans R” définie par 

seey 

x le ~(x) = (x, X2, a) Xn) 

Alors 

1) y est une bijection de E sur R". 
2) @ respecte les opérations des espaces vectoriels E et R" c’est-a-dire 

P(x + y) = O(x) + oY) et — @P(Ax) = A—(x) 
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On résume ces propriétés en disant que l’application g est un isomor- 
phisme de l’espace vectoriel E sur l’espace vectoriel R", donc : Tout espace 
vectoriel réel de dimension n est isomorphe a R". 

Construction d’une base. — Soit b,, b,, ..., 5, une suite de k vecteurs 
linéairement indépendants de l’espace vectoriel E de dimension n, avec 
0<k <n, L’espace vectoriel F, = &(b;, b, ..., b,) est de dimension k < n, 
dot Fy, # E. 

Il existe donc des vecteurs de E qui n’appartiennent pas A F,. Soit b,,, un 
tel vecteur, Jes vecteurs by, bz, ..., by, by, sont linéairement indépendants; en 
effet dans une relation de la forme 

A, b, ae Ay Og + Ans 1 Ong = 0 

on ne peut avoir A,,, 4 0, car ceci entrainerait 

A A 
boa (—pr)it..4(-2 Jb, 

+ +1 

c’est-a-dire 5, ,, € F,. On a donc 4,4, = 0 et la relation devient 

A,6,+...+4,5,=0 

elle entraine 4; = ... = A, = 0 (puisque b,, ..., b, sont bien indépendants). 
Le sous-espace Fy, = &(b,, bo, ..., bg) est de dimension k + 1. Si 

k + 1 <j” on recommence la construction précédente; on obtient ainsi, au 

bout d’un nombre fini d’étapes, une base b,, bz, ..., by, ...,b, de espace E. 

7. — Espaces vectoriels complexes. 
Si, dans la définition d’un espace vectoriel, on envisage que l’ensemble des 

scalaires est le corps C des nombres complexes (au lieu du corps des nombres 

réels), on obtient un espace vectoriel complexe. 

C’est ainsi que l’espace vectoriel complexe C" est l’ensemble des suites de 
n nombres complexes muni de deux opérations d’addition et de multiplication 

par les nombres complexes : 

Addition. 

(X45 X25») Xp) + Drs Vas ++ +s Yn) = r+ Vas %2 + Vas +++ Xn + Ind 

avec x,e Cet y,; EC. 

Multiplication. 

MiG ig Xtn. aacns Nghe Ak ys AN yse seg AX) 

avec Ae Cet x,;€C. 
Tout ce qui a été dit sur les espaces vectoriels réels reste valable pour les 

espaces vectoriels complexes. 

Ainsi la suite de vecteurs de C”, B = (e,, en, ..., @,) ole, = (1, 0, ..., 9); 
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65210; 1). Os 5, Opes eg = Om. 27/0) rest unesbaserde C” (dite encore 

base naturelle de C”). L’espace vectoriel complexe C” est donc de dimension n. 

Notons qu’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel complexe est un 

espace vectoriel complexe. 

Dans le but de simplifier exposé nous désignerons par K lun des deux 

corps R ou C et nous entendrons par espace vectoriel sur le corps K un espace 

vectoriel réel lorsque K = R et un espace vectoriel complexe lorsque K = C. 

Ainsi K” désigne soit l’espace vectoriel R" (si K = R) soit C” (si K = C). 

EXERCICES 

1° Soit E = C[a, b] l’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles définies -et 

continues sur l’intervalle [a, 5] de R. 
Parmi ces fonctions on considére : 

V’ensemble F, des fonctions dérivables sur Ja, D[, 
l’ensemble F, des fonctions qui s’annulent en a, 
l’ensemble F, des fonctions qui ne s’annulent pas sur [a, 5], 
l’ensemble F, des fonctions a valeurs positives sur [a, 5], 

b 
l’ensemble F; des fonctions telles que i f(x) dx = 0, 

a 

b 
V’ensemble F, des fonctions telles que I f(x) dx = 0. 

Quels sont les ensembles F; qui sont des sous-espaces vectoriels de E'? 

R. Fy, F,, F;. 

2° Soient F, et F, deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. 

1) F, U F, est-il un sous-espace vectoriel de E? 
2) F, CO F, est-il un sous-espace vectoriel de E? 
3) On désigne par F, + F, |’ensemble des vecteurs de E de la forme x, + x, avec 

Xe eter e ies 

F, + F, est-il un sous-espace vectoriel de E? 

4) Comparer F, + F, et &(F, U F,) c’est-a-dire le sous-espace vectoriel engendré 
par F, U F,. 

R. 1) Non, si F, et F, sont quelconques. 2) Oui. 3) Oui. 4) &F, U FH) = FR, + Fi. 

3° Soient x,, x2, ..., Xy des vecteurs d’un espace vectoriel E. 

1) Les vecteurs y, = x, — X, Vo = Xp — Xap ---> Yn = Xp — X, SOnt-ils linéaire- 
ment indépendants ? 

2) Montrer que si les vecteurs x,, X,, ..., X, sont linéairement indépendants, il en 

est de méme pour les vecteurs z, = x, +X, Z, =X_ +g, ..-»Zy=Xn +X, 
lorsque N est impair. Que peut-on dire dans le cas ot Nest pair? 

R. 1) Non. 2) Si Nest pair les vecteurs z,, ..., zy sont linéairement dépendants. 

4° Soient a = (1, — 1, 2, 9), 6 = (0, 2, 1, 1), c =, 1, 3,1), d = (2,0; 5, 1) quatre 
vecteurs de R‘. 
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1) Les vecteurs a, b, c, d sont-ils linéairement indépendants ? 
2) Quelle est la dimension de &(a, b, c, d). 

R. 1) Non. 2) n = 2. 

5° Soient Po, P;, ..., Pn des polynémes en x a coefficients réels et tels que 
deere P; = k. 

Montrer que ces polynémes sont linéairement indépendants. 

6° Soit ro = 0, 71, r2, ..., fn une suite de n + 1 nombres réels tous distincts. On 

considére les fonctions fi(x) = e* (i = 0, 1, 2, ..., 7). 

1) Montrer que f, et f, sont linéairement indépendantes. 
2) En déduire (par dérivation) que fy, 4, f sont linéairement indépendantes. 
3) En déduire (par récurrence sur p) que fo, fi, f2, ..., fp sont linéairement indépen- 

dantes (p < n). 

7° Soit E]’ensemble des fonctions a valeurs réelles, solutions, pour tout x, de l’équa- 
tion différentielle 

y” + 2ry’ + (0? + @)y = 0 (r, oE R) 

1) Montrer que £ est un espace vectoriel réel. Quelle est la dimension de E? 
2) L’ensemble F des solutions de l’équation différentielle 

y+ 2ry +? + oy = 1 
est-il un espace vectoriel? 

Ro), te 2s 2) NOR. 

8° Soit E = RN l’espace vectoriel des applications de l’ensemble N des entiers 
naturels dans R. 

1) Soit F Vensemble des applications précédentes et qui vérifient de plus la relation 
de récurrence : 

WneN fm+2=fM4+fa@4+) 

L’ensemble F est-il un sous-espace vectoriel de E? 
2) Montrer qu’il existe des applications fe F de la forme f(n) = r”, avecre R. 
3) En déduire l’existence d’une fonction fe F qui vérifie de plus les conditions 

f() =aet f(1) = B ot aet # sont deux nombres réels donnés. 
En déduire dim F. 

1 5 
Rody oui Pena es 3) dim F = 2. 

9° Soient E et F deux espaces vectoriels réels. On munit l’ensemble E x F des deux 

opérations suivantes : 

Addition (x;, ¥1) + (%2, ¥2) = (%1 + Xe, Vi + Ye) OU xy, EF et W., WEF. 
Multiplication par un nombre réel 4 

A(x, y) = (Ax, Ay) 

1) L’ensemble E x Fest-il alors un espace vectoriel ? 
Si dim E = n et dim F = p quelle est la dimension de E x F? 
2) Soit E* l’ensemble des couples (x, 0) x ¢ E et F* l’ensemble des couples (0, y) 

yeF. 
E* et F* sont-ils des sous-espaces vectoriels de E x F? 
Que peut-on dire de E* + F* (notation de l’exercice 2 (3)). 

Ro tdi. fF = 1 4 pH 2) BY Pe Box. 
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10° Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n et B = (b;, be, ..., bn) 
une base de E. 

1) A tout vecteur x = Lxjb; (x;€C) on fait correspondre le vecteur 

x = Lx;b; (x; désigne le conjugué de x;). Exprimer x + y et Ax (AEC) a Vaide de 

Xi Ved 
2) Montrer que si x), x2), ..., x“ sont k vecteurs linéairement indépendants, 

il en est de méme des vecteurs x), x(), ..., x(k), 

11° Soit E un espace vectoriel réel. On définit sur l’ensemble F = E x E les deux 
opérations suivantes : 

Addition : (x,y) +, y)=(e4+x,y+y’). 
Multiplication par un nombre complexe : 1 = a + if (a, BER) 

Mx, y) = (ax — By, ay + Bx). 

1) Montrer que F est un espace vectoriel complexe. 
2) On suppose que E est de dimension 7 sur R. 
Quelle est la dimension de F sur C? 

R. 2) dim F = n. 



CHAPITRE XXXVII 

APPLICATIONS LINEAIRES. 

CALCUL MATRICIEL 

1. — Applications linéaires. 
De nombreux dispositifs peuvent étre décrits schématiquement comme 

transformant un « objet » ou « signal » qui se présente a |’ « entrée » du dispo- 
sitif en un second « objet » ou « réponse » qui est recueilli a la sortie du dispo- 

sitif (fig. 1). 
Si le signal est repéré par un vecteur x d’un espace vectoriel EF et la réponse 

par un vecteur y d’un espace vecto- | 

riel F la correspondance xy Signal inte Réponse 

réalisée par le dispositif s’exprime cer > | pes ver 
mathématiquement par une appli- makes cee 

cation g de E dans F. 

On dit que le dispositif est Fic. 1. 
linéaire si E et F sont deux espaces 

vectoriels sur le méme corps K 
(c’est-a-dire tous deux réels lorsque K = R et tous deux complexes si K = C 

(chap. XXXVI, § 7), et si : 

1) Pour tout scalaire 1 € K, au signal Ax correspond la réponse Ay = Ag(x). 

2) A un signal x somme de deux signaux x’, x” correspond une réponse y 
Ds “ 2 

somme des deux réponses aux signaux x’, x” : 

y = 9(x' + x’) = fx") + G(x’) 

ceci nous conduit a la 

DEFINITION 1. — Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K.. 

Une application linéaire ~ de E dans F est une application qui respecte les opé- 
4 , . op 2 

rations dans E et dans F c’est-d-dire telle que pour tous vecteurs x, x', x” de E 

et tout scalaire A € K on ait 

g(Ax) = Ag(x) et 

p(x! + x?) = e(x") + e(x’) 
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Il en résulte que l’on a, plus généralement, 

(Ax! + Ax? + .2. + Ax) = AQ) + A(x?) +... + A(X’) 

avec 
xox NEES ett eed ag ne 

ce que l’on peut écrire, en utilisant le signe de sommation 2. 

o Sa) = Sats 
1<i<k SiS 

EXEMPLE 1. — Homothéties. — Soit E un espace vectoriel sur le corps K 

et ke K un scalaire donné. 
L’application x ++ kx de E en lui-méme est une application linéaire, dite 

homothétie de rapport k on a en effet 

k(Ax) = A(kx) et 

k(x1 + x?) = kx" + kx? 

Pour k = 1 on obtient l’application identique id, (qui est ¢videmment 

linéaire) et pour k = 0 l’application nulle. 

EXEMPLE 2. — Projections. — L’application (x,, x2, ...,X,) "> x; de K" 

dans K est une application linéaire dite la i*™* projection de K”. 

EXEMPLE 3. — Soit E = C’f[a, b] l’espace vectoriel réel des fonctions a 

valeurs réelles et A dérivées continues sur l’intervalle [a, b] et F = C°[a, b] 

l’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles et continues sur |’intervalle 

[a, 5}. 

a) L’application D de E dans F, qui a toute fonction fe E fait correspondre 
sa dérivée Df = f’, est une application linéaire puisque l’on a 

fy =4f' et - (ft+ay=f'+e AERSFeeE 
b 

b) L’application fre { f(x)dx est une application linéaire de F dans R 

(cf. chap. XVII, § 2, 3). 

EXEMPLE 4. — Soient p;, 2, ...,P, les prix de vente des quantités unité 

de n marchandises offertes par un commergant et x = (x1, X2, ..., X,) le vec- 

teur de R" qui caractérise |’achat d’un client (x, est la quantité de la i¢™e mar- 
chandise demandée par le client). La somme due par le client est 

P(X) = Pi X1 + Pa X2 + +. + Pa Xn 
et la correspondance x +> p(x) est linéaire. 

DEFINITION 2. — Endomorphismes, formes linéaires. — Une application 
linéaire d’un espace vectoriel en lui-méme est dite un endomorphisme ou encore 
un opérateur linéaire. 
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Une application linéaire d’un espace vecroriel dans le corps des scalaires 
est dite une forme linéaire. 

Ainsi les exemples 2, 3 6, 4 sont des exemples de formes linéaires. 

Les homothéties (exemple 1) sont des endomorphismes. 

2. — L’espace vectoriel {(E, F). 
Soit E un ensemble donné et F un espace vectoriel sur le corps K. Etant 

donné une application g de E dans F et un scalaire 2 € K on notera Aq I’appli- 

cation de E dans F définie par (Ap)(x) = A(x). Etant donné deux appli- 
cations @, et @, de E dans F on notera g, + @> Il’application de E dans F 

définie par (9; + P2)(x) = 9,(x) + 2(x). 
On vérifie sans peine que, muni de ces deux opérations, l’ensemble F* des 

applications de E dans F est un espace vectoriel sur K. 

Supposons maintenant que £E soit lui-méme un espace vectoriel, sur le 

corps K. La somme de deux applications linéaires ~,, p, de E dans F est alors 
une application linéaire, puisque l’on a, pour x, ye E et 1 EK, 

(PQ; + P2Ax) = GCA) + G2(Ax) = Agi(X) + AG2(x) = ACM, + P2)(x) 

et 

(9, + Prax + vy) = OX + Y) + Gx + Y) = Gi(%) + G1) + G2(X) + Gr) 

(Q + P2(X) + (Gi + G2)(Y) 

On vérifie de méme que pour tout scalaire Ae K, Ag, est une application 

linéaire. 
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est donc un sous-espace 

vectoriel de l’espace vectoriel F*. Ainsi : l’ensemble des applications linéaires 

de E dans F est un espace vectoriel sur le corps K, nous le noterons S(E, F). 

3. — Composition d’applications linéaires. 
1° Soient trois espaces vectoriels E, F, G sur le méme corps K. Si f est une 

application linéaire de EF dans F et g une application linéaire de F dans G alors 

l’application go f est une application linéaire de E dans G. 

En effet, six, ye EetA EK, ona 

go f(Ax) = g(f(Ux)) = g(Af(x)) = Age f(x) 
et 

go f(x + y) = e(f(x + y)) = a(f(®) + S(y)) = Bo f(x) + Bo f(y) 

DO Sty, fy, fe LE. FP) Cg, 2, 2,6 LU, G), on a 

(1) go(fi +h) = 8ehi + Behe et 

(g, + 82)°f = 81°f + S20f 

et, pour tout scalaire A € K, ona 

(2) go(Af) = (Ag)o f= Age f) 

Les démonstrations sont immédiates en revenant aux définitions. 
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4. — L’anneau £(E). 
Considérons l’espace vectoriel des endomorphismes (ou opérateurs 

linéaires) de E que l’on notera £(£), de préférence a £(£, £). 
Définissons comme produit de deux endomorphismes leur composition, 

soit 

ef =geof 

Ce produit est associatif, car la composition d’applications est toujours asso- 

ciative, les égalités (1) signifient que le produit est distributif par rapport a 

Vaddition. 
Tl en résulte que /’espace vectoriel LE) est un anneau. 

Cet anneau a pour élément unité l’application identique id, et vérifie les 

égalités (2) qui s’écrivent ici g(Af) = (g) f = Agf. 

Nous montrerons plus loin que cet anneau n’est ni commutatif, ni intégre, 
dés que la dimension de |’espace est supérieure ou égale 4 deux (cf. § 7). 

5. — Représentations matricielles. 
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies sur le méme 

corps K, 3 = (6,, b., ..., 5,) une base de E, © = (ce, cz, ...., c,) une base 

de F, et fe L(Z, F). 

Un vecteur x de E s’écrit 

x= x15, + xb, = Giehs. + 0, (x; € K) 

son image y = f(x) = f(x,b, + x2b. + ... + x,b,) s’écrit donc 

y = x, f(O1) + X2f (b2) + .. + HF G,). 
Ainsi 

L’application f est connue des que l’on connait les n images f (b;) des vecteurs 
de la base S. 

Réciproquement, donnons-nous arbitrairement une suite (g, g™, ..., g™) 
de n vecteurs de F et définissons l’application g : E > F par l’égalité : 

O(x) = o(%, 0, Fx, OF eb) SH ee a ee 

Il est aisé de vérifier que l’application g est linéaire et que l’on a g(b,) = g”. 
Ecrivons alors les vecteurs images f(b;) a l’aide de leurs composantes dans 

la base C : 

F(bj) = Hype, + Oyj ey + sresite + Opp Cy (a;;¢K) 

on obtient 

y =f(x) = X4(041 Cy + 440. +... + Ons Cp) 

+ X9(O12Cy + 9902 +... 4+ On Cy) 

+E XglOa a Cyirk Uses o AP Go Cp) 
soit 

Vi Va Cut Va Cate ete Van 
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i — avec My ya Xy Wo Xo ws FAX, 

Va = Ging Xy O22 X2 tic. bh Up, Xy 

(3) 

| Vp = Mpa Xy + Mp2 Xp +... +O X, 

L’application f est caractérisée par les coefficients «,; ; des égalités (3) 
que nous rassemblons dans un tableau rectangulaire A a p lignes et n colonnes 
et qui est dit une matrice de format (p, n) a éléments dans le corps K. 

On écrit 

14 %12--- Hyp... Hy []@14 42 Xin 

A=| Q@:; a; Os: Qa: i A=} i a ae tl nC ere ou aussi = | 

Bet essen Oppo. Oe Ot Spa an. ni hell 

La matrice A est la matrice de l’application linéaire f de E dans F dans les 

bases B et C de E et F, ce que l’on note A = M(f, B, C) ou plus simplement 

A =A(/f) s'il n’y a pas d’ambiguité sur les bases B et C. 

Les éléments de la j*™* colonne de A sont les composantes du vecteur f (b;) 
dans la base ©. On dira que f(b;) est le j*™* vecteur colonne de A. L’élément «;; 

situé a l’intersection de la j*™° colonne et la i*™° ligne de A est la i#™* compo- 
sante du vecteur f(5;) dans la base C. 

Calcul matriciel. — Nous définissons des opérations sur les matrices qui 
correspondent aux opérations sur les applications linéaires qu’elles repré- 
sentent. 

1° Addition. — Soient A = AGC, 8B, C) B= M(g, B, C) ot f, gE L(E, F). 

On définit 
A+ B= Mf + g, 8, ©) 

2° Multiplication par un scalaire. 

AA = MAA, B, C) (ek) 

3° Multiplication de deux matrices. — Soient fe L(E, F), g € LF, G), B, C, D 
des bases de FE, F et G 

A= Mf, B,C) B= Meg, C, D) 
on définit 

BA = M(gof, B, D) 
Explicitons ces opérations. 

1° Addition. 

O14 Xj Cin | Bi Bij Bin 

Aaa Oiy Qa; j Qin B= Bit Bij Bin 

On tiie Wie a0 hong Pie fp} te Pox 
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ona 

Gir enn <laeath = > en Due a Da Jorairs 

d’ot: la somme 

X14 eu . RN Hint Bin 

AB = tu + Bs ty + Bay in + Br 

Opt hice ogre BERET Ra 

Pour ajouter deux matrices de méme format on ajoute les éléments semblable- 
ment placés (on ne définit pas la somme de deux matrices qui n’ont pas le méme 

format). 

2° Multiplication par un scalaire. — Ona 

Af(b;) = a> aye = > Gx) C; 

d’ou FAG PaeAl sy at. Aen T 

ANA'= | Adj, ... AG; Aa ijoee in 

Pour multiplier une matrice par le scalaire 4 € K on multiplie par A tous les 
éléments de la matrice. 

3° Multiplication de deux matrices. — Soient B = (b;, by, ..., b,) 
C = (cy, C2, ..., Cp), D = (di, da, ...,d,) les bases des espaces vectoriels 

EF, G 

= M(f, 8,C) B= M(g,C,D) avec fel(E,F) et geL(F,G) 

Pee esc Bir - SOB yy eB a, 

A = Oi Ct) Oa eee Xin et B = Bit agers B;; ee 6 Bip 

Ont eee bj eee on Bai eee Bj eee Pepe 

L’élément »;; situé a l’intersection de la i*™* 

produit BA est la i™ 
Ona 

ligne et de j“™° colonne du 

© composante du vecteur go f(b js 

S (bj) = O15 Cy +... t Xj op = > a4s6 

k 

Heo = ude nee >be di, 
et 
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f(b) = #( > ayer) = > tus) = >> ub d, 
k k 

“Bal 
iy = > ba Oj 

| k 

L’élément y;; s’obtient en multipliant les éléments de la i*™® ligne de B par 

c’est-a-dire 

les éléments de j*™* colonne de A et en ajoutant ces produits. 

on dit souvent que l’on multiplie les « lignes de la premiére matrice » par les | 
« colonnes de la seconde ». 

EXEMPLE 5. 

Siig ed 1 ¢ a naa iad 
e = 

| 2 3 -4 f 2a+ 3b—4c 2d+3e—4f 

REMARQUE 1. — On ne peut effectuer le produit BA d’une matrice B de 

format (p, n) par une matrice A de format (m, q) que sin = m (le nombre de 

colonnes de B doit étre égal au nombre de lignes de A). Le produit BA est alors 

une matrice de format (p, q). 

Ainsi le produit d’une matrice de format (1, n), dite matrice-ligne, par une 

matrice de format (n, 1), dite matrice colonne est une matrice de format (1, 1), 

soit 

Vi 

ya 
ee heen, : = %1 Vy XQ V2 + «+s Xan 

Va 

ou l’on a écrit le nombre x,y, + X2y2 + ... + x,y, pour la matrice 

[x1¥1) + X22 + ... + X,),] de format (1, 1). 
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La justification en est que l’addition et la multiplication des matrices de 

format (1, 1) reproduisent les mémes opérations sur les scalaires : 

[o] + [8] = [a+ fA] et = [a6] = [of] 

REMARQUE 2. — La composition d’applications étant associative il en 

résulte que le produit de matrices (quand il est défini) est associatif : 

(AB)C = A(BC) 

Les égalités (1) et (2) du paragraphe 3 s’écrivent ici 

A(B, + B,) = AB, + AB 
(’) Cr : * et (2') A(AB) = (AA)B=AAB 

La matrice A d’une application linéaire nulle et qui a donc, dans toutes 

bases, tous ses éléments nuls est dite une matrice nulle et notée O. 

Ecriture matricielle d’une application linéaire. — Soit f une application 

linéaire de E dans F et A la matrice de f dans les bases B, C de E et F. 

Wear n Oi 

A= 

| Wt a on 

Le vecteur x de E de composantes (x,, Xz, ..., X,) dans la base 8 a comme 

image par f le vecteur y = f(x) dont les composantes (),, y2, ..., ¥p) dans la 

base C sont données par les égalités (3) 

ie =O), Xt 2. ey 

(3) {yp = Bip kyon. pet Ope 

Lis sechiceel Mach ae 

Si l’on associe au vecteur x la matrice colonne X des composantes de x 

dans la base & et, de méme, au vecteur y la matrice colonne Y des compo- 
santes de y dans la base ©, soit : 

xy yi 
x X = M(x, B) = |? at VEG ayes 

ees ee Vp 

On veérifie alors que les égalités (3) peuvent s’écrire 

(4) | Vex 

Expliquons un tel résultat : la matrice X est la matrice de l’application linéaire Ox 
de K dans E définie par WAE K At g,(A) = Ax. 
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De méme Y est la matrice de l’application W, de K dans F: A+++ w,(A) = Ay. On a 

fo ox(A) = fx) = Af (x) = dy = WA) 

Wy = fo Ox 

Y = AX 

c’est-a-dire 

ce qui s’écrit matriciellement 

6. — L’espace vectoriel M,(p, n). 

Nous désignons par Mx(p, n) l'ensemble des matrices de format (p, n) a 
éléments dans le corps K. 

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps K avec dim E = n, 

dim F = p. A toute application linéaire fe £(E, F) faisons correspondre sa 
matrice AL( f) dans des bases & et C de E et F. 

Soit Mo: fre Mf) 

L’application AG est une application de £(£, F) dans M,(p, n). L’appli- 

cation MG est bijective, car toute matrice de M;(p, n) est la matrice d’une appli- 

cation linéaire de E dans F, et d’une seule (dans les bases B et C). On a de plus : 

( Mf + g) = MCS) + Me) 
(MAS) = AM(/) 

ou f, gE L(E, F) et AE K. 

Il en résulte que M;(p, n) est un espace vectoriel isomorphe al’ espace vec- 

toriel L(E, F). 
On a donc les régles de calcul suivantes 

{| A+B=B4+A_ 3 (A+B)4+C=A4+(84+ 0), 

' Rees > —-A=(]_YA 3; (1)A=A 

(©) lene ir SAA ep) A SAA eA 
A(uA) = (Au) A 

ou A, B, C sont trois matrices de M;(p, n), O est la matrice nulle, A et pw des 

scalaires du corps K. 

7. — L’anneau M;,(n). 
Notons M,(n), de préférence 4 M,(n, n), ensemble des matrices de format 

(n, n), dites aussi matrices carrées d’ordre n, a éléments dans le corps K. 

Soit alors E un espace vectoriel de dimension n sur le corps K, & une base 

de E et AG l’application de £(F) dans M,(n) qui fait correspondre a tout endo- 

morphisme fe £(£) sa matrice dans la base B : 

M : fe MS). 

On obtient ainsi une bijection de £(£) sur Mx(n) telle que 

M(f + g) = AL(f) + Hg) et—s pour fg = fog, 

M( fg) = Mf) Ag) 
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avec f, gE L(£). Il en résulte que /’espace vectoriel Mx(n) est un anneau iso- 

morphe a l’anneau £(E). En plus des régles de calcul précédentes (5) on a donc 

aussi 
(AB) C = A(BC) 

(6) A(B + C) = AB+ AC 

((B+C)A=BA+CA 

avec A, B, Ce M,;(n). 
L’anneau M,(n) est unitaire : la matrice unité est la matrice de |’application 

identique id,;. Quelle que soit la base B de E ona 

LO. Oa nO 

LG ne eee 

Cette matrice a tous ses éléments nuls sauf ceux de la diagonale (dite prin- 

cipale) qui sont tous égaux a 1. 

Ona 
IL,A=Al,=A  AeEM;,(n) 

Montrons que l’anneau M;(n) n'est ni intégre ni commutatif dés que 

n > 2. Soient a et b deux éléments non nuls du corps K. 

mOrescae 104m, 0 br Os 210 
peal UL a cas a 0 ep Tsejpeate igs ae 48 

ariel seer 0 ones. 0 

Les matrices A et B ont un seul élément non nul. On a AB = 0: le produit 
des deux matrices non nulles A et B est cependant la matrice nulle. On a 

On aban 40" GeO 

d’ou AB # BA. ; 

Pour n= 1, lanneau M,(1) peut étre identifié au corps K 

(cf. Chap. XXXVI, Exemple 11 et § 5, Remarque 1, de ce chapitre). 

8. — Inversion d’une matrice. 
Une matrice carrée A € M,(n) est inversible, c’est-a-dire posséde une matrice 

inverse A~' sil’ona AA~* = A“1A = IJ, 

Soit A=M(f) et A = M(g) 
ona AAT! = Mfg) et = A“*A = Mf) 
on doit done avoir fg = gf = id, c’est-a-dire g = f~'. Ainsi : 
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Une matrice A de M,(n) est inversible si elle est la matrice d’un endomor- 
phisme inversible f c’est-a-dire si f est bijectif. On a alors 

At a Kf) 
Reprenons |’écriture matricielle (4) de l’°endomorphisme f/ : 

Y= AX 

La matrice A étant inversible on en déduit 

A'tY=A 'AV¥Y= YX 

Pour déterminer la matrice inverse A~* il suffit donc d’exprimer les com- 
posantes de X a l’aide des composantes de Y. 

EXEMPLE 6. — Soit 

Shy eee? OF 

beer jl 1 

0 1 -1 

L’égalité Y = AX s’écrit 

Y, =X, — 2x, 

Yo = X%1 — X2 + X3 

Wa ee ONG 

On en déduit aisément 

Teoma 

1 1 1 
X27 = = Sd + 5V2 + 5 Ys 

i 1 1 
BA yet + 52 58 

On a donc J 

0 1 1 

At=| —1/2 1/2 1/2 

Men 2-172. = 1/2 

Note. — Une matrice carrée A est inversible si et seulement si les vecteurs colonnes 

de cette matrice sont linéairement indépendants. 
Soit en effet B = (b,, be, ..-, bn) une base de l’espace vectoriel Eet A = M(/, 8) 

ou fest un endomorphisme de E£. 

Si les n vecteurs colonnes b; = f (b,), by = f (62), ...56, =f (6,); sont linéairement — 

indépendants ils forment une base ZB’ de E. 

Soit alors f’ l’°endomorphisme de £ défini par f(b) DP BA 2, scrap Ms ORD 

ff'(b)) =; done — ff! = id, 

SF (bi) = 6; donc S'f = ide 

Il en résulte que l’on a f’ = f-! et par conséquent A est inversible. 

et 

HOCQUENGHEM-JAFFARD-CHENON. — I (5® éd.). 18 
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Réciproquement, si A est inversible les vecteurs f(b,), f(b2), ..., f(bn) sont 
linéairement indépendants. En effet l’égalité 

0 = A, f(b;) + A,f(b2) cic eeens + anf (bn) = f(A, by =n Ag be amen: =f An bn) 

implique 

0 =f70) =ff(,b, +... +Anbn) = 4,6, +... + Andbn 

d’oui Ay = A, = ... = Ay = 0, puisque b,, bo, ..., b, sont linéairement indépendants. 
Lorsque n = 2 oun = 3 la matrice A n’est donc inversible que si le déterminant 

des vecteurs colonnes de A, dit déterminant de A, est non nul (cf. Rappels, § 14, et 
chap. XXIII, § 4). 

EXERCICES 

1° Soit E l’espace vectoriel des polynémes en x a coefficients réels. On définit les 
applications suivantes de E dans E : 

Ff, PX) P@ + 1) Sy Pe C9 og Ba Ne! 
fet PO) Pe > Sy : P(x) (P(X)? 

fe POH PC) +P) sf: PQ) [PO +y)dy 
Quelles sont de toutes ces applications f;, celles qui sont linéaires (c’est-a-dire des 

endomorphismes de £). 

R. a ta fs So. 

2° Soit x = (x1, X2, ..., Xn) un vecteur de R”. On définit les applications suivantes 
de R« dans R : 

A(x) =X +X +... + Xn F(x) = xy 

fx) =|%1| +] xe] +... + | xn| Sat) Sey Roky oe 

FON DR A Res 4x 

Quelles sont de toutes ces applications f; celles qui sont linéaires (c’est-a-dire des 
formes linéaires). 

R. f, et fr- 

3° Soit B = (e,, es, wees €n) une base d’un espace vectoriel E sur le corps K et 
hi» fa» ---» Fn des formes linéaires. 

1) Montrer que l’application x++ $(x) = fixer + ... +fi(xX)en est un endo- 
morphisme de E. 

2) Montrer que tout endomorphisme @ de E peut s’écrire d’une facon et d’une seule 
sous la forme précédente. 

4° Soit f une application linéaire de l’espace vectoriel E dans l’espace vectoriel F 
et a un vecteur donné de F. On considére l’application g de E dans F définie par 

VxEE G(x) =f(x) +a 

1) L’application ¢ est-elle linéaire ? 
2) Montrer que pour tout scalaire A et tous vecteurs x, y de E on a la relation 

p(Ax + (lL — a)y) = Ag(x) + (1 — A)o(y) 
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3) Réciproquement, montrer que toute application g qui vérifie la relation pré- 
cédente est telle que x +» g(x) — (0) est une application linéaire. 

R. 1) Non. 

5° Soit fune application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F. 
Oni désigne par .N’(f) l’ensemble des vecteurs de E dont l’image par fest le vecteur 

nul, soit N(f) ={x|xeE f(x) =0}. 

1) Montrer que V(f) est un sous-espace vectoriel de E. 
2) Montrer que fest injectif si et seulement si N(f) = {0}. 

6° Soient A, B, C des matrices de formats respectifs (, p); (m, g); (J, r) et a éléments 
dans le corps K. 

1) Quelles conditions doivent vérifier les entiers n, p, m, q, /, r pour que l’on puisse 
calculer la matrice 

AB + BC 

2) Méme question relativement a la matrice AB + BC — C?. 

Ra) tit — ph Clg: —ie— 1.) i= — pa) ga | ir, 

1 M4 fe 1 = 

7° Soit A=—-( ws y) et B=—-10 0 
2 Nl 0 1) 2 

1 1} 

Calculer (AB)" et (BA) (n entier > 1). 

1030 

R. (AByY = 1, ; (BA)? =|0 0 O 

xO OLY 

8° Déterminer toutes les matrices A carrées réelles d’ordre 2 telles que A? = 0. 

= ab a’ R. Age igh) 

9° Soit J . 
ee 1 

ery et) 
Calculer A” (n€ N) 

R. Az — 2] Anti = 2"A 

10° On pose : 

% 05 . 40 Fy CG fy 0) 
eee - | = j 

0. — 1 lo 0 \1 0 

Vérifier les égalités BC — CB = A, AB— BA = 2B, CA — AC = 2C. 

*11° Montrer que l’ensemble des matrices 

1 0) ees | 1 
A= do raced al re a,beC 

a une structure d’anneau unitaire. Calculer A” 

Sf ] 13s 

R. At =a"l + nab} 1 J Ln egie 
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*42° Déterminer les matrices, 4 termes complexes, carrées d’ordre 2 dont le cube 
est nul. Vérifier que le carré de la matrice est alors nul. 

avd : Oe. 
*13° On donne A = ( } vérifier l’égalité 

bya 

1/((a + 6)" — by" b)" — (a —b)"> (Pb! Hee BY el eI eee 
2\(@ 4 iby — @— bP (a2) 4a 8) 

14° Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée dont tous les élé- 
ments situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls. 

(G70 pour e—an)) 

Montrer que l’ensemble 7x(n) des matrices triangulaires inférieures d’ordre 7, 

a éléments dans le corps K, est un anneau. 

AP 

15° Soit M,, l’ensemble des matrices.carrées d’ordre n dont tous les éléments ont 

: : ees 
un module inférieur ou égal a ae 

1) Montrer que si A et B appartiennent a M,, et si A est un nombre réel de 1’inter- 
valle [0, 1] on aAA + (1 — A)BeE M,,. 

2) Montrer que ABE M,, 

*16° Soient Eet F deux espaces vectoriels sur le corps K avec dim E = n, dim F = p. 

1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel £(E, F)? 
2) Si B = (by, be, ..., bn) et © = (cy, Ce, ..., Cp) Sont des bases de E et de F, cons- 

truire une base de £(E, F) a l’aide de & et de C. 

R. 1) dim £(E, F) = np. 
2) Les applications fj; définies par fi(bx) = dixcj. 

17° Chercher toutes les matrices A a éléments dans Z gui commutent avec la 
matrice B. 

(Lies? Bh 
Bi ee c’est-a-dire telles que AB = BA 

aN 

Vérifier qu’elles forment un anneau commutatif. 

1 0 O22 
R. A= nf aoe 3 avec mneZ 

18° On considére en axes orthonormés la transformation qui au point de coor- 
données (x, y) fait correspondre le point de coordonnées 

x =(L-Ga)a 4 — ap 
y =A—tx +0 +dy 

Pour quelle valeur du parameétre ¢ cette transformation est-elle une similitude? 

R. f=+1. 

19° Déterminer les matrices réelles A telles que A? = J (matrice unité d’ordre 2) 
et telles que A # + J. Sionconsidére A comme la matrice d’un opérateur sur l’ensem- 

-—-oo —— 

ble des vecteurs OM d’un plan d’origine fixe O et si OM’ désigne l’image de OM, 
vérifier que la droite MM" garde une direction fixe et que le milieu de MM’ décrit 
une droite fixe. 

aD 
R. A=| 

\ 

avec a? = hth at + be =). 
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20° Montrer que l’ensemble des matrices 

fa. b 

ies ba 

forme un corps isomorphe au corps C lorsque a, b€ R et un anneau commutatif 
unitaire lorsque a, bE C. 

21° Soit c un nombre réel positif donné (c > 0). 
A tout nombre v € )— c, + c( on fait correspondre la matrice M(v) : 

1 —v 

| v 

1) Soient v, et v, deux nombres de l’intervalle )— c, + c(. Montrer que l’on peut 
déterminer un nombre v de cet intervalle et tel que l’on ait l’égalité M(v,). M(v,) = M(v). 

2) Montrer que les matrices M(v) forment un groupe multiplicatif. 

R. 1) pee Ai 

*22° Soit g(x) = e-*, g(x) = e*, s(x) = e?*. On désigne par D(x) et (x), pour 
tout x € R les matrices 

(9,(x) 0 0 Pix) PalX) 93(x)> 
Dix) =| 9 gfx) 0 et d(x) = ric g(x) ri 

\ 0 0 g(x); \Gi(x) 93x) @5(*) 

ou les accents désignent des dérivations. 
On désigne par D’(x) et p’(x) les matrices obtenues a partir de D(x) et h(x) en déri- 

vant tous les éléments de D(x) et G(x). 
Déterminer trois matrices A, L, M a éléments constants, c’est-a-dire indépendants 

de x, et telles que pour tout x réel on ait les égalités 

P(x) =A D(x); D(X) =LDOX) ; $x) = MG(x) 

Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse A7}. 

re a 1 1 me 0 j 
A=|—1 1 a3 L=| 0 1 0 

Ke i 1 4 Os kOe >. ond 

Ae Bll 1 15 
Ue 6 

At = 1 | aoe et M = ALA- 
2 2 

1 1 

aegis 1 55 



CHAPITRE XXXVIII 

ESPACES EUCLIDIENS 

1. — Espaces euclidiens. 
Nous avons défini, au chapitre XXIII, le produit scalaire de deux vecteurs 

de l’espace. Rappelons que, si (x1, Xz, X3) et (11, ¥2, ¥3) sont les composantes 

des vecteurs x et y, dans une base orthonormée, le produit scalaire x.y est le 
> 

nombre réel : X.y = x,y, + X2¥2 + X3y3- 

On généralise aisément cette notion de produit scalaire. 

DEFINITION 1. — Le produit scalaire des vecteurs x = (X,, X2, ---; Xn) 

et y = (Vy, V2, -- +s Yn) de T’espace vectoriel R" est le nombre (x | y) défini par 
légalité 

(x | y) = XY, + X2V2 +... + HYn 

Propriétés. —- Les propriétés suivantes résultent immédiatement de cette 

définition : 

a) Symétrie ° OT sy = Ory) 

b) Linéarité (Ax + A’x’ | y) = A(x | vy) + A’ | y) 

ou x, x’, y sont des vecteurs de R’, et A, 2’ des nombres réels. 

9) (x| x) > 0 

En effet (x | x) = x7 + x3 + ... + x? est une somme de termes positifs. 

d) (x |x) = 0 implique «x =0 

En effet xf + x3 + ... + x? = 0 implique que chaque terme de la somme 
est nul : x, = x, =... = xX, = 0, c’est-a-dire x = 0. 

Les propriétés a) et b) impliquent la bilinéarité du produit scalaire c’est- 
a-dire que l’on a 

(Ax + Ax" | my + wy’) = Aue ly) + Aw’ ly’) + Au’ | y) + Au’ ly) 
pour tous les vecteurs x, x’, y, y’ de R” et tous les nombres réels A, 1’, py, yu’. 

La propriété c) permet de définir la longueur, ou norme, d’un vecteur x, 
soit || x |, par l’égalité 

Ix] =@| x? 
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La propriété d) peut alors s’énoncer : Le vecteur nul est le seul vecteur de 
norme nulle. 

Crest a partir de ces propriétés que nous allons définir la notion de produit 
scalaire dans un espace vectoriel réel quelconque. 

DEFINITION 2. — Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une 

application de E x E dans R, qui fait correspondre a tout couple (x, y) de vec- 

teurs de E le nombre réel (x | y), dit produit scalaire de x et de y, et qui posséde 
les propriétés a), b), c), a). 

Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est dit un espace eucli- 
dien. 

EXEMPLE |. — L’espace vectoriel R" muni du produit scalaire donné par 

la définition 1 est un espace euclidien 4 m dimensions. Nous l’appellerons 
Vespace euclidien R". 

EXEMPLE 2. — Soit E = Cja, b] l'ensemble des fonctions a valeurs réelles 

définies et continues sur l’intervalle fermé (a, b) de R (avec a < b). On sait 

que E est un espace vectoriel réel. On vérifie aisément que l’application : 

ae (fle = [ ” #20) a(x) dx 
définit un produit scalaire sur E (cf. chap. XVII, § 5). 

Remarquons que fout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un 

espace euclidien. 

2. — Norme euclidienne. Orthogonalité. 
La longueur, ou norme euclidienne, d’un vecteur x de l’espace euclidien E 

est le nombre positif f 

| x] = Gl"? 
Le vecteur nul est le seul vecteur de norme nulle. 

Si 2 est un nombre réel on a 

|| Ax | = (ax | Ax)? = (A%(x | x"? = [A [+I x | 

Si x # 0 (d’ou | x | 4 0) on a donc 

| 1 l 
— x|l=7WHIxl=1 la |- pa 

On obtient ainsi un vecteur de norme 1, ou vecteur wnitaire, en multipliant un 

vecteur non nul par !’inverse de sa norme. 

DEFINITION 3. — Deux vecteurs d’un espace euclidien sont dits orthogonaux 

si leur produit scalaire est nul. 
Le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs d’un espace 

euclidien E. 
En effet la condition Wy € E : (x | y) = 0 implique, pour y = x, 

Cet x yis0> Pudton. jax: =O. 
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EXEMPLE 3. — Soit B = (e;, 2, ..., &,) la base naturelle de R”. On a 
(e, |e2) =104+014+00+ ...+00=0. On a de méme (e;|e;) = 0 
pour i # j c’est-a-dire que les vecteurs de la base B sont deux a deux ortho- 

gonaux. Une base ayant cette propriété est dite une base orthogonale. 

THEOREME 1. — Tout couple (x, y) de vecteurs d’un espace euclidien E vérifie 

les deux inégalités a) et b). 

a) xp tse Tex ey Inégalité de Schwarz 
b) Ix+tyl <| xl +]y] Inégalité du triangle 

En effet l’inégalité a) est évidemment vérifiée pour x = 0. Supposons alors 

x #0(d’ot| x] 4 0). Pour tout te Rona 

O<|axtyP=@+ylaxty=e |x]? + welyt+lyl? 

Cette inégalité implique que le polyndme du second degré en ¢ ainsi obtenu 

n’a pas de racines réelles distinctes, soit 

A’ =(x|y? -—| x? . | yl? <0 

d’ou résulte l’inégalité a). 

En donnant a ¢t la valeur ¢t = 1 on obtient 

(1) Jx+yP? =| x1? + 2ely +] P<] xP? +21@l wy] +] yr? 

d’ou en vertu de a) 

Jxt+yP <x? +2) x1-Iyb tir =i +1 

on obtient l’inégalité b). 

REMARQUE. — II résulte de l’égalité (1) que l’on a l’égalité 

Ix+yl? =I xP? +) y!? 

si et seulement si (x | y) = 0, c’est-d-dire si les vecteurs x et y sont orthogonaux 
(théoréme de Pythagore ). 

EXEMPLE 4. — Reprenons |’espace euclidien défini a l’exemple 2. L’inégalité 
de Schwarz s’écrit 

b 1/2 b 1/2 

< (| f?(x) ax} (| g?(x) dx) 

c’est l’inégalité déja obtenue au chapitre XVII, § 5. 

| [ ” F(x) glo) dx 

DEFINITION 4. — Distance. — La distance de deux vecteurs x, y d’un espace 
euclidien E est le nombre positif d(x, y) défini par 

d(x, y) = |x — y| 
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Les propriétés suivantes .sont immédiates 

1) d(x, y) = dy, x) 

2) d(x, y) = 0 implique y=x 

3) L'inégalité |x —- yl] =|x-—z+z-yl <|x-—z]+]z->»] 
s’écrit 

d(x, y) < d(x, z) + d(z, y) 

3. — Construction de bases orthogonales. 
Soit B = (b,, 5, ..., 6,) une base d’un espace euclidien E de dimension n. 

Nous allons construire 4 partir de B une base C = (cy, C2, ..., C,) qui soit 

orthogonale, c’est-a-dire telle que (c; | c;) = 0 pour i # j, et telle que chaque 

vecteur c, soit une combinaison linéaire des vecteurs b,, b2, ..., b, (construc- 

tion de Schmidt ). 

La construction se fait par récurrence a partir du choix c, = ),. 

Supposons obtenus les vecteurs non nuls c,, co, ..., C,-, et cherchons un 

vecteur c, de la forme 

Cr = b, — Cie; + ArC2 + aio + Apoix—4) (A, Ee R) 

On veut avoir les conditions d’orthogonalité 

(cy | C1) = (Cy | C2) = «-. = (Cy | Ce-1) = 0 

Or ona 

(cy | ey) = (by | 1) — Ad es |? 

car (Cz | Cy) = (e3 | e1) = «.. = (y-1 | 1) = 0 

On a de méme 

(cy | C2) = (5; (C2) — A2 ll ¢. | 

et finalement 

(Cy | Cy—-1) = (Ox | Ce-1) — Ani | Cys | 

Il faut donc choisir 

(, | ¢1) AIS as (b,, | €2) es (, | C.-1) 

a ti fa Feo nna ye orb tear 
On ne peut avoir c, = 0 car cette égalité entrainerait b, = A,c, + . 

+ Ay—1C,-1- Le vecteur b, combinaison linéaire de c,, cz, ..., C,—1 serait une 

combinaison linéaire de b,, b,, ..., b,—1 ce qui est impossible puisque les vec- 

teurs b,, b,, ..., b, sont linéairement indépendants. 

En continuant cette construction jusqu’a la valeur k = n on obtient les 

vecteurs non nuls c,, Cp, .--, C, qui sont linéairement indépendants. En effet _ 

une égalité de la forme u = pyc, + MoCo +... + Hn Cy = O implique 

(u| c,) = y; || ¢; |? = Od’ot p; = 0 puisque c; # 0. Lesn vecteurs ¢,, C2, .- +5 Cy 

forment donc une base de E. 
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4. — Bases orthonormeées. 
Soit © = (c;, C2, ..-,¢,) une base orthogonale d’un espace euclidien a 

n dimensions E (de telles bases existent toujours d’aprés le résultat précédent). 

Posons e; = c; On obtient une base orthogonale (@,, @2, .-., &,) 
1 

[er 
avec des vecteurs de base unitaires. Une telle base est dite orthonormée; elle 

est caractérisée par les égalités : 

0 Si LA~Aj 
é;1ées) = 0; _ E 
( i i) ij | 1 si i=j 

(Les nombres 6;; égaux a 0 lorsque les deux indices i et j sont différents et égaux 

a 1 lorsque les deux indices sont égaux sont appelés « symboles de Kronecker »). 

Soit x = x,e, + x,.e, +... + x,e, la représentation d’un vecteur x 

dans une base orthonormée. On a 

(x | e;) = x(e; | e;) = x; 

La i*™* composante d’un vecteur est donc le produit scalaire de ce vecteur 

et du i*™¢ vecteur de base. 
Soit y = yy e; + y2@2 +... + y, &, un second vecteur. On a 

(x|y)= (> x6 >» ei = > x9Ae: | e;) 

i j i,j 

= > Xi Vj Oy = Na Vat hoya) tet ons oh te 

i,j 

On voit que le produit scalaire de deux vecteurs de E s’exprime alors comme 

dans l’espace euclidien R”. 

D’une facon précise, considérons l’application @ de E dans R” définie par 

Ne ta P(x) ae (x, X25 ++ 5 Xn) 

OU es oe Xn) sont les composantes du vecteur x dans une base orthonormée de E. 
Il est aisé de vérifier que @ est une application linéaire bijective et qui respecte le 

produit scalaire c’est-a-dire telle que (d(x) | O()) = (x | y). 
On résume ces propriétés en disant que ¢ est un isomorphisme de Il’ espace euclidien E 

et de l’espace euclidien R". 

EXEMPLE 5. — Les polynémes de Legendre. — Soit E l’espace vectoriel des 
polynomes en x a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a un entier n 
donné. 

Muni du produit scalaire 

(PIO = | 
+ 

P(x) O(x) dx 

l’espace vectoriel E est un espace euclidien. 
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La construction de Schmidt appliquée a la base (1, x, x”, ..., x") de E, 
qui n’est pas une base orthogonale, conduit 4 la base orthogonale 

(Po, Pi, -.-,P,). Les polyndmes P, sont, 4 un facteur numérique prés, les 

polynémes de Legendre (cf. exercice n° 7, chap. XVII, et exercice n° 8 de ce 
chapitre). 

5. — Projections orthogonales. 

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension r d’un espace euclidien E de 
dimension n. On suppose F 4 {0} et F # &, c’est-a-dire 1 <r <n. 

Soit (b;, 52, ...,6,) une base de F. On peut la compléter en une base 
(b,, b2, ...,5,, 5,44, ..-, 5,) de E (chap. XXXVI, § 6). Le procédé de Schmidt 

permet d’obtenir une base orthonormée (e;, 2, ..., €5 p415 +++ @n) de E 

telle que (e,, e2, ..., e,) soit une base orthonormée de F. Soit G le sous-espace 

engendré par (€,,;, €,+2, ---, €,), la dimension de G est donc n — r. 

Montrons que G est l’ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux a 

tous les vecteurs de F, d’out il résulte que G ne dépend que de F (et non des 

bases envisagées ci-dessus). 

Soit en effet x un vecteur de E : 

Nae et Cte bette Nve tots Neel Couugurta ascites tac Cn 

Pour que x soit orthogonal a tous les vecteurs de F il faut et il suffit que x soit 

orthogonal aux vecteurs e,,@),...,¢, : 

(x | e;) =(@[e.) =... = (le) =0 

c’est-a-dire : Xe Fhe Sten. sex, =, 0 

d’ou : Kae Ke ea, He. .s  X, e, e G 

On montre de méme que F est l’ensemble de tous les vecteurs de F ortho- 

gonaux a tous les vecteurs de G. On dit que F et G sont deux sous-espaces 

orthogonaux. 
Remarquons que F et G n’ont en commun que le vecteur nul. 
Tout vecteur x de E, x = x, e, + ... + X,@,, S’écrit comme somme d’un 

vecteur de F et d’un vecteur de G : 

(2) X= Xp + Xe avec xpeF et xgEG 

Il suffit en effet de-choisir x; = x; €; + ... + X,¢, et XG = X41G41 + --- 

slp ens 

La décomposition (2) est unique. En effet l’égalité x = KE Xe = Xp t XG 

AVEC Xp, Xp € F et XG; XG € G entraine xp — Xp = XG — Xg. Le vecteur xp — ae 

est un vecteur de F et un vecteur de G, il est donc nul comme on |’a vu ci-des- 

SUS :Xp — Xp = XG — Xg =.0 c’est-A-dire x; = x-, XG = Xe- 
Le vecteur x; entiérement déterminé par le vecteur x et le sous-espace F 

est dit la projection orthogonale de x sur F. 
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Dans le cas ot' F = E il est naturel de définir x; = x. Le sous-espace 

orthogonal a E est l’espace nul G = {0} et l’on définit x, = 0. 

THEOREME 2. — La projection orthogonale x, d’un vecteur x sur un sous- 

espace F d’un espace euclidien E est déterminée par l'une ou l'autre des conditions 

suivantes : 

a) Le vecteur x; de F est tel que x — x, soit orthogonal a F, c’est-d-dire 

orthogonal a tous les vecteurs de F. 
b) Le vecteur x, est le vecteur de F le plus voisin du vecteur x c’est-a-dire 

tel que 

d(x, xp) = ||x — xp|| = min |x — y| 
yeéF 

En effet : 

a) Soit y un vecteur de F tel que x — y, soit orthogonal a F. Il en résulte 

z=x-—yeGcest-a-dire x = y+ z avec ye F,zeGd’ou y = xz. 

b) Soit y un vecteur de F. On a 

bx — yl? =| x — xp + xp — yl? = x — xe? + | xe — yl? 

puisque x — x,est orthogonal au vecteur x; — y € F. Le minimum de || x — y ||? 

.s’obtient donc pour x; — y = 0. 

APPLICATION. — Méthode des moindres carrés. — Soit f un vecteur d’un 

espace euclidien E. On cherche a déterminer la meilleure approximation p de f 

par une combinaison linéaire de N vecteurs donnés fj, f>, ..., fy de E. 

Soit@ =c,f; +... + enn. 

Ceci revient a déterminer les coefficients c; de telle sorte que 
df, 9) =||f — @| soit minimum. 

Le théoréme précédent montre qu’il suffit de choisir g projection ortho- 

gonale de f sur le sous-espace F engendré par f,, fo, ..., fn- 

EXEMPLE 6. — Soit f une fonction a valeurs réelles définie et continue sur 

l’intervalle (— 1,-4+ 1) de Ret fo(x).=.1, £4(x) = * «-0, f(x), = x. Seit 
l’espace vectoriel engendré par f, fo, ..., fy, muni du produit scalaire 

1h = |e) Mayas, 

Si f n’est pas un polynéme de degré inférieur ou égal 4 N, f n’appartient 
pas au sous-espace F de E engendré par (fo, f;, ..-, fy): 

La meilleure approximation de f par un polynéme de degré inférieur ou 
égal a N est donc la projection orthogonale f; de f sur F. 

Pour déterminer f; il est commode d’utiliser comme base de F la base 

orthogonale (Po, Pi, ..., Py) définie 4 l’exemple 5. : 
Soit fr = Co Py + 0, Py +... + Cy Py. 
Ona 

(F fe 1 Pi) =P) ele ey 
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d’ou 
P, 

+ 

C= a : avec (f| P) = ie I(x) P(x) dx. 

Qn a alors 

lf-felP =U-felf-f) =(f-Self) — (f-frlf = (S-SfrlS) 

puisque (f —frlfp) = 0 
donc 

If- fll? =U —- FIN =I? - dP if) 
k 

2 

=A De. F Py =F? > ee Ds = ITI > Ta 

ce qui permet d’évaluer la précision de l’approximation. 

EXERCICES 

1° A tout couple (x, y) de vecteurs de R? on associe le nombre 

(x | y) = 2x11 + 2x2y2— x12 — XV 

1) Montrer que (x, y) + (x | y) est un produit scalaire sur R?. 
2) Déterminer a > 0 de telle sorte que le vecteur e, = (a, 0) de R?, soit unitaire; 

puis A et uw (A > 0) de telle sorte que la base (e,, e,) avec e. = (A, ) soit orthonormée. 

1 2 1 
Ge ee gi Nee aes 

V2 V6 Segoe 

*20 Soit E l’espace vectoriel des polynémes en x a coefficients réels. A tout couple 
(P, Q) de polynémes on associe le nombre 

+1 P(x) Q(x) 
= —_———— d ° 

Se) Dae 

R. 

1) Montrer que (P, Q)+> (P| Q) est un produit scalaire sur E. 

2 
2) On considére les polynémes T;,(x) = = cos (nArc cos x). Montrer que Von a 

(Tp | Tq) = Opa: 

3° Soient a = (2, 1, 1, 1), 6 = G, 2, — 1, 1), ec = (— 1, — 1, m, 1) trois vecteurs 
de l’espace euclidien R‘ (m est un paramétre réel). 

/) Existe-t-il des nombres réels a, B tels que l’on ait aa + Bb = c? 
2) Déterminer « et 6 (en fonction de m) de telle sorte que le vecteur d = aa + Bb—c 

soit de longueur minimum. 
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3) Pour quelle valeur de m, le vecteur d obtenu ci-dessus a-t-il une longueur mini- 

mum? 
3m — 20 —  Sm— 4 _* 156 

R. 1) non. 2) Oo = — 7 eT ae 3) m =7749° 

*40 Soit E l’espace vectoriel des polynémes en x a coefficients réels et de degre 

au plus égal a n. Soit (xo, x1, ...» Xn) une suite donnée de (m + 1) nombres réels tous 
distincts. Soit P;(x) le produit de tous les polynémes x — x; avec i # k (on a donc 
P,(x) = (x — x1) (x — x2) ... (x — Xn), Po ne contient pas le facteur x — Xp). 

1) Montrer que la suite Po, P,, ..., Pn est une base de E. 
2) A tout couple (P, Q) de polynémes de E on associe le nombre 

(P|Q) = > Plx) OC) 

Montrer que (P, Q)++ (P| Q) est un produit scalaire sur E. 

Pix) 
3) On pose 2;(x) = Pion)’ Montrer que la suite (7 , 71, ..-, 7m) est une base 

orthonormeée de E. 

5° Soit E un espace euclidien de dimension finie et f une forme linéaire sur E. 
Montrer qu’il existe un vecteur a de E, et un seul, tel que 

WxeEE: f(x) =(a| x). 

6° Soit E un espace euclidien de dimension finie F un sous-espace vectoriel de E 
et G un sous-espace vectoriel de F. Soit xr la projection orthogonale d’un vecteur x 
sur F et xg sa projection sur G. Montrer que xc est la projection orthogonale de xr 

sur G (théoréme des 3 perpendiculaires). 

7° On considére le sous-espace vectoriel F de R‘* engendré par les vecteurs 
a=(1,1,—1,—1)etb=(1, — 1, 1, — 1). 

1) Montrer que l’orthogonal G de F est engendré par les vecteurs c = (1, — 1, 
— 1, 1) et d(1, 0, 0, 1). 

2) Soit x = (%, 2, x3, X4) un vecteur donné de R*. Déterminer les projections 
orthogonales x et xg de x sur F et sur G. Vérifier que l’on a 

| x]? = | xr |? +1 x6? 

R. 2) xp = 51 — Xe X_ — Xg, — X_ + Xs, — X, + X4) 

xg = 5, Ani Nay Na ote goeite lan Nat ge 

*8° On nomme polynémes de Legendre les polynémes 

n ued: 
Bx) onl dan (x? — 1)”. (Pound 0" Pees) 

+1 
J) Montrer que !’on a| P,(x) P(x) dx = 0 lorsque m £ n. 

-1 
Sri 

Déterminer I P*(x) dx. 
-1 
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1) Montrer que les polynémes P,, vérifient la relation de récurrence : 

(n + 1) Pnti(x) = (2n + 1) x Pr(x) — 1 Pr-1(x). 

2) Montrer que le polynéme P,, est solution de |’équation différentielle 

(2 — 1) y" + 2xy’— n(n + )Iy=0 

1 
R. 1) Pars 



CHAPITRE XXXIX 

CHANGEMENT DE BASE 

1, — Changement de base. 
Soit B = (5,, bz, ..., 5,) une base de l’espace vectoriel E de dimension n. 

x 
On est souvent amené a4 remplacer cette base & par une nouvelle base 

BR’ = (bj, bs, ..., b,) mieux adaptée a un probléme donné. 
La question se pose alors d’exprimer les composantes d’un vecteur x de E 

dans la base & a l’aide des composantes de ce méme vecteur dans la « nouvelle 

base » 8’ (ou inversement les composantes de x dans B’ a l’aide des compo- 

santes dans « l’ancienne base » 2). 

Pour cela remarquons qu’a ce changement de base on peut associer un 

endomorphisme, c’est-a-dire un opérateur linéaire @ de E. Cet opérateur défini 

par $(b,) = bj, ¢(b2) = b5, ... et o(b,) = b,, fait « passer » de la base B a la 
base 8’, nous le nommerons un opérateur de passage. 

Soit x un vecteur de FE, on a 

x= x, by + x, by Fo. + x, bf = OO) Pod FOO) 

= p(x, b, + xp. + ... + x,b,) soit 

(1) x=o(%’) 

en désignant par x’ le vecteur de composantes (xj, x3, ...,x,) dans la 
base SB. 

Si Pon pose X¥ = M(x, B), X' = M(x’, B), et P = M(¢, B) Végalité (1) 

s’écrit matriciellement 

(2) | X =P X' 

Ainsi la matrice de passage P étant connue, l’égalité (2) permet d’exprimer 
les « anciennes » composantes (x,, x2, ...,X,) du vecteur x en fonction des 

/ 

« nouvelles » composantes (x), x3, ..., x;). 
Pour qu’un opérateur linéaire @ soit un opérateur de passage (d’une 

base B a une base 8K’) il faut et il suffit qu’il soit inversible, Vopérateur 
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inverse @* étant l’opérateur de passage de la base %’ a la base B (voir aussi 

la note du paragraphe 8, chapitre XX VII). 

La matrice de passage P est donc inversible et l’égalité (2) peut aussi s’écrire 

(3) MaP TX 

ce qui permet d’exprimer les « nouvelles » composantes en fonction ‘des 
anciennes. 

Les égalités (2) et (3) généralisent les formules de changement de bases 

obtenues dans le plan (Rappels, § 14) et dans l’espace (chap. XXIII, § 1). 

EXEMPLE 1. — Soit B = (b,, 53,63) une base d’un espace vectoriel E de 
dimension 3. Définissons 

b, =b, +b, +5, 

B' = (b;, b5, bs) est une base de E car on a 

by = b, 

(5) b, = —b, +b, 

b, = —b, +b; 

et par conséquent les vecteurs (b;, b, b;) engendrent E. La matrice de passage P 

se lit a l’aide de (4) et son inverse P~' a l’aide de (5) 

oA Bl omeey 0 
0 P-'=10 it 
0 Logos OF wale 

On a donc 

Tes) ohh ed teres eee ol Se ae x i 2a Scores 
Xx, {=1 0 1 Toit x5 et x, |=| 0 Pitesti 

ee Ne a ee |e ee CeO ether | es 

c’est-a-dire 

(x, =x, +%, +x; x, = XR Xs 

x7 = Xo Fi X5 et Xy =X, — X3 

x3 = Xe x3 =x 

résultats qu’il est d’ailleurs facile de retrouver directement. 
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2. — Les matrices d’une application linéaire. 

Soient & et © des bases de deux espaces vectoriels E et F et f une application 

linéaire de E dans F. La relation y = f (x) se traduit matriciellement par |’égalité 

(6) Y=AX 

avec X = M(x, 8), A = Mf, B, C) et Y = MG, ©). 

Si l’on fait choix de nouvelles bases B’ et C’ pour E et F avec des matrices 

de passage P et Q on a, avec des notations évidentes : 

X= PX’ et Y= QYr' 

d’ot, en portant ces expressions dans (6) 

QY’ = APX' 

c’est-a-dire 
Y'= Q°''4P X' 

cette égalité signifie que, dans les bases KB’ et C’, la matrice A’ de |’application 

linéaire f est 

| A'=@Q°'AP | 
st 

Dans le cas F = E, c’est-a-dire dans le cas ou f est un endomorphisme 
(opérateur linéaire) de E, on choisira B = C et LB’ = C’. On aura donc Q = P 

et, par conséquent 

(7) | A'=P"'AP | 

Une matrice A’ définie 4 partir de A par une relation de la forme (7) est 

dite semblable a A. L’ensemble des matrices d’un méme endomorphisme f 

rapporté a toutes les bases de l’espace est donc l’ensemble des matrices sem- 

blables a l'une d’entre elles. Il en résulte, comme on peut le vérifier directe- 

ment, que la relation de similitude de deux matrices esi une relation d’équi- 
valence. Notons les égalités 

PAS DP = PAP Pep ; PO ABP = P7 ARPS BE 

d’ot en particulier P~*A" P = (P~‘ AP)". 

Tcahhines 

EXEMPLE 2. — Diagonalisation. — Soit A=|0O 2 2 |la matrice d’un 

) +20 i03 

endomorphisme f de R* rapporté a une base & = (by, by, b3). Proposons-nous 

ee ae he) 

d’examiner s’il existe une matrice diagonale D 0 B O |semblable a 4, 

Om O sya 
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c’est-a-dire qui soit la matrice de f rapporté 4 une base C = (c,, cp, c3) de R°. 
Il faudra pour cela que l’on ait f(c,) = ac,; f(c2) = Be; f(c3) = yc3. Cher- 

chons donc des nombres A et des vecteurs x non nuls tels que 1’on ait l’égalité 

F(X) =Ax 

soit, en désignant par (x,, x2, x3) les composantes de x dans la base &, 

(8) 

Hy Pe X%g + X43 = AX, 

2X2 + 2x, = AX, 

Si A ¥ 3 la troisitme équation donne x; = 0 et l’on doit avoir alors 

Oy tg = AX 

2X = AX> 

Si A # 2 ona x, = Oet x, = Ax,. Comme x, = x, = 0 on ne peut avoir 
x, = 0, il faut donc choisir 2 = 1 et x, est alors indéterminé. On peut choisir 

x, = 1 et l’on obtient le vecteur c, = 5, pour lequel f(c,) = c,. 
Sid =2o0na 

(xX; +X, = 2x, 

2X5 = 2X5 

d’ot' x, = x, on peut choisir le vecteur c, de composantes (1, 1, 0) pour lequel 

f (2) = 2c. 
Si enfin A = 3 ona 

X, + X2 + X3 = 3x, X2 + X3 = 2x, 

2X2 + 2x3 = 3X2 soit 2X3.= Xo 

3x3 = 3x; | x3 indéterminé. 

Choisissons x, = 1 on aura x2 = 2x3 = 2et 2x, =x, +%,=1+2=3 

soit x, = 3/2, ainsi le vecteur c, de composantes (3/2, 2, 1) est tel que 

f (€3) = 3e3. 
On vérifie aisément que C = (c,, cz, c3) est une base. Dans cette base la 

matrice de f est la matrice diagonale : 

in RO 0 2ea 

La matrice de passage Pde RaCestP =| 0 1 2 Jon pourra vérifier 

ihe x 
que l’on a bien |’égalité : 

DP AP. 
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REMARQUE 1. — La puissance n*™¢ de la matrice diagonale D se calcule 

aisément : % 
dee 0 

DP ee) 

OF 1073. 

il en résulte A” = PD" P~1 d’ou 

n 1 n+1 1 n+1 re | ae ge 5 DE Re 53 

TA chokes — 2°** 42,3" 
_0 0 3: 

REMARQUE 2. — Valeurs propres et vecteurs propres. — On nomme valeur 

propre d’un endomorphisme f un scalaire 4 pour lequel il existe un vecteur x 

non nul vérifiant l’égalité (8) : f(x) = Ax. Un tel vecteur x est dit un vecteur 

propre associé a la valeur propre 4. 
L’égalité (8) s’écrit matriciellement AX = 1X ot A et X sont les matrices 

de f et de x dans une base de l’espace. On dit que 4 est une valeur propre de A 
et X la matrice d’un vecteur propre associé (X # 0). 

3. — Changement de bases orthonormeées. 
. i} , , , 

Soient. “B. =" (€;, €2, «. -5,€,)- et B= (ej, OF yas nats e.) deux bases ortho- 

normées d’un espace euclidien E de dimension n. 

L’opérateur de passage @ vérifie donc les conditions 

($(e;) | $(e,))) = (e; |e) = 5,; = (e; | e)) 
Il en résulte que l’opérateur ¢ conserve le produit scalaire de deux vecteurs x 

et y. Si x= x10; +... + X,e, et y= pyre, +... + y, e, ON a en effet 

(P(x) | PO) = HY + +. + Xn In = (| Y) 

DEFINITION 1. — Dans un espace euclidien E on appelle opérateur orthogonal 

un opérateur linéaire @ qui « conserve » le produit scalaire de deux vecteurs, 
c’est-a-dire tel que 

Vx,yeE ($(x)| o)) = &|y) 

Il en résulte qu’un opérateur orthogonal conserve la norme euclidienne des 
vecteurs : : 

| (x) || = (60) | 6)? = (|)? = | x 

On a vu ci-dessus que les opérateurs de passage d’une base orthonormée a 
une base orthonormée sont des opérateurs orthogonaux. La réciproque est 
immédiate : tout opérateur orthogonal ¢ transforme une base orthonormée 
B = (1, ep, ..., @,) en une base orthonormée 

B' = (e, = $(e1), ey = (er), ..., & = O(e,)). 
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On a en effet les égalités 

(e; | e}) = (¥(e)) | o(e)) = (e: |e) = 6,, 

et il suffit de remarquer que ces égalités entrainent l’indépendance linéaire des 
/ , , 

VECLCUTISHE15°@5, 2105 Ey. 

Matrices orthogonales. — Soit P la matrice de passage d’une base ortho- 

normée B = (e;, €2, ..., €,) en une base orthonormée %’. 

La matrice P est donc la matrice d’un opérateur orthogonal dans une base 
orthogonale. 

Notons p;; élément de P qui est dans la i*™* ligne et la j*™e colonne. 
On a donc 

o(e;) = Pri &k z 
d’ou 

0) ($(€) | HE) = > PaaPay = dy 
k 

Soit ‘P la matrice, dite transposée de la matrice P, obtenue en échangeant 
les lignes et les colonnes de P. L’élément situé dans la i*m* ligne et la jéme . 
colonne de ‘P est donc 

Pj Pie 

Les relations (9) s’écrivent alors 

> Pi Pa = Oi; 

k 

ce qui signifie que l’on a l’égalité 

(10) 'P.P=l | 

soit encore 
Cp ar Ont PsP 

On nomme matrice orthogonale une matrice vérifiant l’égalité (10). 
Les matrices orthogonales sont donc les matrices des opérateurs orthogonaux 

dans des bases orthogonales. 

EXEMPLE 3. — Cherchons les matrices orthogonales d’ordre 2. Soit 

plone 
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on doit avoir les conditions 

v+Pact+d =1 

ac+ bd=0.. 

Posons a =.cos.6 b = sin 0 

c=sing d= cos@ 

il faut ac + bd = sin(0 + g) =0 

d’ot (1) g = — 0 (+ 2kz) ou (2) 9 = 2 — O (+ 2k). 
Dans le cas (1) on obtient 

cos? —sin@ 
Pi = ee 9 ree | (on a det P,; = + 1) 

Dans le cas (2) ; 
cos 8 sin 0 

P,= le A ita | (on a det P, = — 1) 

Interprétation géométrique. — L’opérateur orthogonal de matrice P, se 

traduit géométriquement par une rotation d’angle 6 autour de l’origine (voir 

Rappels, § 15). On vérifiera que l’opérateur de matrice P, se traduit par une 

ate ; as : 0 
symétrie autour d’une droite passant par l’origine et faisant Vangle 5 (+ kr) 

avec le premier axe. 

EXERCICES 

1° Soit B= (e,, es, es, €4, @5) la base naturelle de R®. On pose c, = e, + &, 
Ca = Cg + C5, Cy = Cg + Cg, Cy = Cg + Cys Cy = C5 + Cy. 

1) Montrer que C = (c,, C2, C3, C4, Cs) est une base de R®. Exprimer la matrice de 
passage P de la base £ a la base C et la matrice inverse P—. 

2) Expliciter les composantes (x, as Hes Keg, xi) d’un vecteur x = (4, Xa, Xs, Xq, Xp) 
de R® dans la base C. 

eg i Pea Vee'e {tty Sage 
qe NG Ae pe ee 

RUPE PO a Oa P-tano inad ak. 
OL Ue ro eM 2) _ ies 5) ne ee 
67 L0n 0 gt dat de cies aft aac ey 

d’ou Peat ees eee etc. 

2° Soit @ l’opérateur de passage d’une base # a une base KR’ et P = AG(d, B) la 
matrice de passage. Montrer que l’on a P = M(¢, 8’). 

3 Soit E l’espace vectoriel des polynémes en x a coefficients réels et de degré 
inférieur ou égal a 2, et a, 8, y trois nombres réels donnés. 



CHANGEMENT DE BASE 549 

1) Déterminer les polynémes p, q, r de E qui vérifient les conditions suivantes : 

Pp) =1 p(p)=0 py) =0 
=F. gi~=1 gy) =0 
r(a) =0 r'(B) =0 r"(y”) =1 

ou les accents désignent des dérivations. 

2) Montrer que & = (p, q, r) est une base de E. 
Quelles sont les composantes d’un polynéme Q de E dans la base B? 
3) Soit C = (1, x, x*) la base naturelle de E. 

- peor la matrice de passage P de la base C a la base &, ainsi que la matrice inverse 

RD pa)=1 5 ge)=x—a 5 r(x) = 5 (x 2fx + a(2f— a). 

2) Les composantes de Q(x) sont O(a), Q(B) et O"(y). 

3) Wz Fe 7 
Loe ia 1 —a 5 (28 — a) 

P= Ay 28 et pat 0) 1 — Bp 

1 
Om Os 2 0 0 5 

b 
4 Soit A = |‘ Al une matrice d’ordre 2 a éléments complexes. 

1) Vérifier que l’on a toujours l’égalité 

qd) A? — (a+ d)A + (ad — bc)I =0 

ou / est la matrice unité d’ordre 2. 

2) En déduire que, si 7 est une valeur propre de A (soit AX = 1X avec X # 0), oné 

(2) A* — (a+ d)d + (ad— be) =90 

3) Soient A, et A, les deux racines de l’équation (2). 
Montrer que l’on a (A — A4,I)(A — 1,1) = (A — A,I)(A — ADT) = 0. 

4) Soit X = [| la matrice d’un vecteur de C*. Montrer que l’on a I|’alternative 

suivante : 

a) X est la matrice d’un vecteur propre associé a la valeur propre A, ou bien, 
b) X, = AX — A,X est la matrice d’un vecteur propre associé a la valeur propre A). 

5) Application. — Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 

? SA 5 tei at 
Fier = 

iF Oe 4S 

R. 5) A ar 6; Ag = ibs 

Sil’on prend X = [o| alors X n’est pas la matrice d’un vecteur propre, (A — 61)X 

et (A — 12/)X sont donc des vecteurs propres associés a A, = 12 et ad, = 6. 

*50 Soit A une matrice a éléments dans C et telle que 

A = A’. 
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Valeurs propres 4 A. Montrer que si ¢ 4 1, la matrice J — tA est inversible et 

calculer son inverse en fonction de J, A et ¢. 

t 
R. tA a. Fy ag 

6° Soit une application linéaire f telle que /? = id. Montrer que si « est une valeur 

propre de fet x un vecteur non nul, le vecteur 

y=xt+oe7fm) +af(f@) 
est un vecteur propre. 

7° Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice 

| m+2 /2(1 — m) 
= meC 

WALL one hore 

Cas particulier m = 1. 
100 

8° Montrer que la matrice A = f 1 | n’est pas diagonalisable par un change- 

011 
ment de base. 

9° Montrer que les valeurs propres d’une matrice orthogonale ne peuvent étre 
que + 1 ou — 1. 

10° Soient P et O des matrices carrées d’ordre n, ‘P et ‘Q les matrices transposées. 

1) Exprimer ‘(P + Q) et *(PQ) a Vaide de ‘P et ‘Q. 
2) On suppose P inversible. Comparer ‘(P~) et (¢P)7?. 
3) On suppose P a éléments réels et telle que ‘PP = 0. Que peut-on en conclure 

pour la matrice P? 

RDO + QO) =P +40): (PO) =O P. 

2) (Pp) ="(P7}) 3) P=0. 

*11° On considére la suite définie par 
3 i 

Sp = 3 yp aw Sn = 5 Sn-1 — 5 Sn—2 

On pose 

lis wales pa 
tip Ne et Ame 22 

| Sn—a 1 0 

Montrer que up = Aupn—1 = A”-1 uy. En déduire que lorsque n tend vers |’infini, 
Sn tend vers 1. 

*12° On considére les suites : 

Uy =1 Un = 3Un—-1 + (1 — 2i)vn-1 

Uo = 0 Un = — (1 + 38) Un-1 — 20n-1 

Calculer uy et v, en fonction de n. 
Montrer que 
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(Les numéros renvoient aux pages correspondantes) 

A 

Abaque, 357. 
Abélienne (intégrale), 421. 
Abscisse, 25. 
Abscisse curviligne, 466. 
Absolument convergente (intégrale), 278. 
Accélération (vecteur), 373, 472. 
Accroissements finis (formule des), 96, 

$35: 
Addition (formule d’), 33, 126. 
Affixe, 179. 
Aire algébrique, 34, 103. 
Aire plane, 101, 460. 
Alembert (théoréme de d’), 204. 
Algébrique (courbe), 414. 
Analogiques (calculs), 357. 
Anneau, 17. 
Antilogarithme, 355. 

Antisymétrie, 11. 
Appartenance, 1. 
Application (ou fonction), 5. 
Application bijective, 8. 
Application constante, 6. 
Application identique, 6. 
Application injective, 7. 
Application linéaire, 517. 
Application réciproque, 8. 
Application surjective, 7. 
Approximation par défaut, 55. 
Approximation par excés, 55. 
Arrangement, 43. 

Argument (d’un nombre complexe), 180. 
Associativité, 13. 
Astroide, 437. 
Asymptote, Asymptotique, 169, 170. 
Automorphisme, 21. 
Axes 25. 

Barycentre, 25. 

Base, 24, 27, 314, 511. 
Bernoulli (équation de), 293. 
Bernoulli (spirale de), 375. 

Bezout (théoréme de), 193. 
Bijectif, bijection, 8. 
Bilinéarité, 532. 
Binédmes (différentielles), 425. 
Biné6me (formule du), 44. 
Borné (ensemble), 54. 
Borne inférieure (inf.), 54. 
Borne supérieure (sup.), 54. 
Branche (d’une courbe), 406. 
Branche infinie, 168, 395. 
Branche parabolique, 170. 

Cc 

Caractéristique (fonction), 18. 
Cardinal, 42. 
Cauchy (méthode de), 501. 
Centre de courbure, 442. 
Cercle de courbure, 442. 
Cercle osculateur, 442. 
Chainette, 127. 
Changement de base (de repére), de coor- 

données, 25, 28, 30, 315, 342. 
Chasles (formule de), 238. 
Classe (d’une équivalence), 10. 
Coefficients binomiaux, 44. 
Coefficients indéterminés (méthode des), 

216. 
Col, 339. 
Colinéaires (vecteurs), 26. 
Colonne (matrice), 521. 
Combinaisons, 44. 

Combinaisons linéaires, 26, 509. 
Compatibles (relations), 20. 
Complémentaire (ensemble), 4. 
Complémentaire (terme), 135. 
Complexe (nombre), 177. 
Composante, 24, 27, 314, 512. 
Composition (loi de), 12. 
Composition (d’applications), 8, 78. 
Concavité, 165, 379. 
Conditions initiales, 295. 
Cone, 323. 
Conique, 416. 
Conjugué (nombre), 178. 
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Congruence, 10. 
Continuité, 61, 329, 330. 
Continuité 4 droite, a gauche, 61. 
Continuité a peu prés partout, 283. 
Continuité sur un intervalle, 72. 
Continuité uniforme, 74. 
Convergence (d’une suite), 55. 
Convergence (d’une intégrale), 273, 280. 
Convergence absolue, 278. 
Coordonnées cartésiennes, 24, 27, 314. 
Coordonnées polaires, 374. 
Coplanaires (vecteurs), 313. 
Corps, 19. 
Corps des fractions, 21. 
Cosinus, 32, 117, 121. 
Cote, 314. 

Couple, 4. 
Courbe de niveau, 325. 
Courbure, 470.” 
Croissante- (fonction), 74. 
Croissante (suite), 56. 
Cycloide, 433. 
Cylindre, 323. 

Débit, 84. 
Décomposition (en éléments simples), 215. 
Décroissante (fonction), 74. 
Décroissante (suite), 56. 
Degré (d’une courbe algébrique), 415. 
Degré (d’un polynéme), 188. 
Demi-tangente, 84. 
Dénombrable, 47. 
Dépendance linéaire, 510. 
Dérivé (polynéme), 193. 
Dérivée, 82, 83, 86. 
Dérivée (d’une fonction vectorielle), 371. 
Dérivée logarithmique, 105. 
Dérivée d’ordre n, 86. 
Dérivée partielle, 330, 381. 
Déterminant, 20, 28, 34, 319. 
Développée, 442. 
Développement limité, 137, 138, 147. 
Diagonale principale, 526. 
Diagonale (matrice), 544. 
Diagonalisation, 544. 
Différence tabulaire, 254. 
Différentielle, 91, 342. 
Différentielle totale, 342. 
Dimension, 510. 
Direct (repére),) 31, 3s. 
Directeur (vecteur), 29. 
Direction asymptotique, 170. 
Discontinuité de 17@ espéce, 283. 
Disque, 328. 
Discuter (une équation), 100. 
Disjoints (ensembles), 3. 
Distance, 53, 534. 
Distingué (sous-groupe), 39. 

Distributivité, 16. 
Divergente (intégrale), 273, 280. 
Dividende, diviseur, 189. 
Diviseur de zéro, 18. 
Divisibilité, 190. 
Division suivant les puissances croissantes, 

195. 
Division suivant les puissances décrois- 

santes, 189. 
Division généralisée (de polynémes), 197. 
Domaine (de définition), 5. 

Egalité, 2. 
Elément, 1. 
Elément de contact, 487. 
Elément simple, 213. 
Ellipse, 419. 
Endomorphisme, 518. 
Ensemble, 1. 

Ensemble de définition, 5, 326. 
Ensemble quotient, 11. 
Ensemble vide, 2. 
Entiers naturels, 1. 
Entiers rationnels, 1. 

Entiére (partie), 215. 
Enveloppe, 435. 
Equation algébrique, 203. 
Equation caractéristique, 305. 
Equation différentielle, 287, 476. 
Equation différentielle 4 variables séparées, 

292. 
Equation différentielle homogéne, 476. 
Equation différentielle linéaire, 288, 300. 
Equation différentielle 4 coefficients cons- 

tants, 305. 

Equation différentielle sans second membre, 
288, 300. 

Equation différentielle sans second mem- 
bre associée, 288. 

Equation intégrale, 502. 
Equation implicite (d’une courbe), 405. 
Equation paramétrique (d’une courbe), 

322, 389. 
Equation paramétrique (d’une surface), 

380. 

Equation polaire, 397. 
Equipollents (vecteurs), 22. 
Equipotents (ensembles), 42. 
Equivalence (relation d’), 9. 

Espace vectoriel (réel, complexe), 507, 513. 
Espace vectoriel euclidien, 533. 
Euler (formule d’), 288. 
Evénement aléatoire, 46. 
Exponentielle, 109. 
Exponentielle complexe, 226. 
Extremum, 94, 336. 
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F 

Factorielle, 44. 
Fini (ensemble), 42. 
Fonction, 5. 
Fonction affine, 30. 
Fonction caractéristique, 18, 45. 

Fonction composée, 78, 90, 333. 
Fonction de plusieurs variables, 6, 326. 
Fonction hyperbolique, 126. 
Fonction identique, 6. 
Fonction impaire, 77. 
Fonction implicite, 405. 
Fonction monotone, 74. 
Fonction paire, 77. 
Fonction périodique, 118. 
Fonction polynéme, 66, 187. 
Fonction puissance, 66, 111. 
Fonction rationnelle, 67, 221. 

Fonction symétrique (des racines), 207. 
Fonction vectorielle, 370. 
Format (d’une matrice), 521. 

Forme indéterminée, 151. 
Forme linéaire, 519. 
Forme trigonométrique, 180. 
Fraction rationnelle, 211. 
Frenet (formules de), 471. 
Frenet (repére de), 471. 

G 

Gauss (théoréme de), 193. 
Graphe, 9. 
Groupe, 16. 

H 

Hélice, 386, 473. 
Hélicoidal (déplacement), 386, 473. 
Homothétie, 518. 
Hyperbole, 417, 419. 
Hyperboliques (fonctions), 126, 227. 

Idéal, 39. 
Image (d’un nombre complexe), 179. 
Image (par une fonction), 5. 
Implication, 2. 
Incertitude absolue, 350. 
Incertitude relative, 350. 
Inclusion, 2. 
Indépendance linéaire, 313, 510. 
Indicatrice, 18. 
Indice, 43. 
Inégalité triangulaire, 39, 534. 
Injectif, injection, 7. 
Infini, 61. 
Infiniment petit, 64, 152. 

Infiniment grand, 154. 
Inflexion, 97. 
Intégrale abélienne, 421. 
Intégrale (courbe), 287, 476. 
Intégrale définie, 103, 236. 

Intégrale d’une équation différentielle, 
476. 

Intégrale double, 446. 
Intégrale générale, 485. 
Intégrale indéfinie, 102. 
Intégrale multiple, 457. 
Intégrale particuliére, 485. 
Intégrale singuliére, 487. 
Intégrale triple, 451. 
Intégration par parties, 244. 
Intégre (anneau), 18. 
Intégrer, 102. 
Intensité efficace, 241. 
Intervalle ouvert, fermé, 53. 
Invariant (sous-groupe), 39. 
Inverse (d’un élément), 15. 
Inverse (d’une fonction), 74. 
Inverse (d’un opérateur, d’une matrice). 

526. 

Irrationnel (nombre), 4. 
Isoler (les racines), 100. 
Isoclines, 488. 
Isomorphisme, 21. 

Itération (méthode d’), 364. 

K 

Kronecker (symbole de), 536. 

L 

Lagrange (équation différentielle), 479. 
Lagrange (identité de), 317. 
Lagrange (méthode de), 362. 
Laplacien, 345. 
Latitude, 381. 
Legendre (Polynéme de), 536. 
Lemniscate, 431. 
Libres, liés (vecteurs), 22. 
Ligne (matrice), 523. 
Limite d’une fonction, 59, 223, 224. 
Limite d’une suite, 55. 
Linéaire (application), 516. 
Linéaire (forme), 519. 
Linéaire (opérateur), 519. 
Linéairement dépendant, indépendant, 26, 

313, 510. 
Lissajous (courbes de), 390. 
Logarithmes de base a, 112. 
Logarithmes décimaux, 112. 
Logarithmes népériens, 107. 
Logarithmes d’un nombre complexe, 230. 

Longitude, 381. 
Longueur (d’un arc), 461. 
Longueur (d’un vecteur), 30. 
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M 

Mac Laurin (formule de), 135. 
Majorant, 54. 
Majoré, 54. 
Matrice, 521. 
Matrice carrée, 525. 
Matrice colonne, 523. 
Matrice diagonale, 544. 
Matrice inverse, 526. 
Matrice nulle, 526. 
Matrice orthogonale, 546. 
Matrice de passage, 542. 
Matrice semblable, 544. 
Matrice unité, 526. 
Maximum, 73, 336. 
Méridien, 382. 
Minimum, 73, 336. 
Minorant, minoré, 54. 
Module (d’un nombre complexe), 179. 
Moindres carrés (méthode des), 538. 
Moivre (formule de), 183. 
Moyenne, 240. 
Moyenne (formule de la), 241, 248. 
Multiple, 15. 
Multiplicité (racine, pdle), 67, 194, 212. 

N 

Neutre (élément), 14. 
Newton (méthode de), 363. 
Nombre complexe, 177. 
Nombre entier naturel, 1. 
Nombre entier rationnel, 1. 
Nombre imaginaire pur, 177. 
Nombre irrationnel, 4. 
Nombre rationnel, 1. 

Nombre réel, 1, 51. 
Normale, 164, 383. 
Normale principale, 470. 
Norme, 30, 533. 
n-uple, 5. 
Numérotage, 43. 

fe) 

Opérateur (linéaire), 518. 
Opérateur orthogonal, 546. 
Opposé (d’un élément), 15. 
Ordonnée, 29. 

Ordre (d’une équation différentielle), 476. 
Ordre (d’un infiniment grand/petit), 152. 
Ordre (d’une matrice), 525. 

Ordre (d’un pdle, d’une racine), 67, 
194, 212. 

Ordre (relation d’), 11. 
Ordre strict, 11. 
Ordre total, 11. 

Origine d’un repére, 25, 39, 314. 
Orthogonale (matrice), 546. 
Orthogonaux (vecteurs), 533. 
Orthogonaux (sous-espaces), 536. 
Orthonormé (repére), 31, 315. 
Orthonormée (base), 536. 

Osculateur (plan), 384. 

Paramétres directeurs, 322. 
Paralléle (courbe), 440. 
Paralléle, 382. 
Partie, 2. 
Partie entiére, 215. 
Partie imaginaire, 177. 
Partie principale (pour un pole), 213. 
Partie principale (d’un infiniment grand/ 

petit), 152, 154. 
Partie réelle, 177. 
Partition, 10. 
Pas d’intégration, 495. 
Passage (matrice de), 542. 
Pente, 32. 
Période, 118. 
Périodique, 118, 227. 
Permutation, 8. 
Plan osculateur, 384. 
Plan tangent, 338. 
Plus grand commun diviseur, 192. 
Point anguleux, 85. 
Point d’inflexion, 137, 378. 
Point double, 393. 
Point isolé, 403. 
Point multiple, 402. 
Point ordinaire, 168. 
Point de rebroussement, 377. 
Point singulier, 168. 
Pole, 67, 212. 
Polynéme, 66, 187. 
Polynéme dérivé, 193. 
Premiers entre eux, 192. 
Préordre, 36. 
Primitive, 102. 
Probabilité, 46. 
Produit (de deux ensembles), 4, 5. 
Produit (d’un vecteur par un scalaire), 

23, 507. 
Produit mixte, 318. 
Produit scalaire, 33, 316, 533. 
Produit vectoriel, 316. 
Programme de calcul, 349. 
Projection, 6. 
Projection orthogonale, 537. 
Pseudo-vecteur, 317. 
Puissance entiére, 15, 66. 
Puissance (fonction), 113. 
Puissance fractionnaire, 79. 
Pythagore (théoréme de), 31, 534. 
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Q 

Quadrature, 291. 
Quarrable (domaine), 446. 
Quotient (ensemble), 11. 

Racine d’un nombre complexe, 201. 
Racine d’une équation algébrique, 203. 
Racine d’un polynéme, 67, 191. 
Racine (d’une fraction rationnelle), 67, 

PA OR 
Racine multiple, 194. 
Racine simple, 194. 

Rationnel (nombre), 1. 
Rationnelle (fraction), 211. 
Rationnelle (fonction), 67, 221. 
Rationnelle (puissance), 79. 
Rayon de courbure, 442, 470. 
Rayon de torsion, 471. 
Rebroussement (de 17*/2® espéce), 86, 

377, 328% 
Réciproque (fonction), 8. 
Rectifiable (arc), 465. 
Réflexivité, 9. 

Régions (méthode des), 413. 
Relation, 8. 
Repére, 471. 
Réponse (a un signal), 517. 
Représentant, 10. 
Représentation matricielle, 520. 
Représentation paramétrique, 380. 
Reste (division avec), 189. 
Ricatti (€quation de), 294. 
Rolle (théoréme de), 94. 
Rosace, 401. 
Runge Kutta (méthode), 503. 

S 

Sarrus (régle de), 319. 
Scalaire, 507. 
Schmidt (construction de), 535. 
Schwarz (inégalité de), 247, 534. 
Segment sphérique, 457. 
Séparation (des racines), 361. 
Semblables (matrices), 544. 
Semiconvergente (intégrale), 278. 
Sens direct, 315. 
Signal, 517. 
Simpson (méthode de), 499. 
Singulier (point), 409. 
Singuliére (solution), 296. 
Sinus, 117. 
Sinusoide, 120. 
Sommation (procédé de), 104. 
Sous-anneau, 22. 

Sous-espace vectoriel, 509. 
Sous-groupe, 20. 
Sphére, 322. 
Spirale (Archiméde), 400. 
Spirale (Bernoulli), 375. 
Spirale logarithmique, 468. 
Stationnaire (courbe), 441. 
Strophoide, 398. 
Suite, 55. 
Support (d’un vecteur), 22. 
Surjection, 7. 

Symétrique (d’un élément), 14. 

+. 

Tangente (a une courbe), 84, 372. 
Tangente (a une surface), 382. 
Tangente (d’un arc), 117. 
Taylor (formule de), 134. 
Thalés (théoréme de), 24. 
Tore, 469. 
Torsion, 471. 
Total (ordre), 11. 
Trajectoire, 370, 471. 
Trajectoires orthogonales, 490. 
Transcendante (courbe), 415. 
Transitivité, 9. 
Translation, 182. 
Transposée (matrice), 547. 
Trapéze (méthode des), 497. 
Triangle arithmétique (Pascal), 45. 
Triédre de référence, 314. 
Trois niveaux (formule des), 459. 

U 

Unicursale (courbe), 416. 
Uniforme (continuité), 74. 
Union, 3. 
Unitaire (anneau), 18. 
Unitaire (vecteur), 30, 533. 

Vv 

Valeur absolue, 52. 

Valeur principale, 279, 282. 
Valeur propre, 546. 
Variable, 5. 
Variation de la constante, 289, 302. 
Varignon, 318. 
Vecteur, 507. 
Vecteur accélération, 373, 472. 
Vecteur colonne, 521. 
Vecteur lié, 22. 
Vecteur libre, 22. 
Vecteur ligne, 521. 
Vecteur nul, 22. 
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Vecteurs orthogonaux, 533. WwW 
Vecteur propre, 546. 
Vecteur unitaire, 533. Wallis (intégrale de), 247. 
Vecteur vitesse, 371. 
Vecteurs linéairement indépendants/dépen- 

dants, 510. ag Z 
Vitesse, 84. 
Voisinage, 53, 329. Zone de révolution, 468. 
Volume orienté, 320, 446. Zone sphérique, 469. 
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