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Avant-propos 

Pourquoi un tel alde-mémoire? 

Au départ, j’ai rassembié quelques notes concernant des notions fonda- 

mentales, afin de répondre aux besoins de mes éléves de l’enseignement 

secondaire, a |’Athénée Charles Janssens a Bruxelles. 

ll faut savoir que les programmes actuels de mathématique ne nous per- 

mettent pas, faute de temps, de revoir, dans le cadre de nos cours, des 

notions élémentaires. 

L’absence de révision systématique des notions vues antérieurement, 

dont plusieurs furent d’ailleurs présentées trés superficiellement étant 

donné une certaine optique de la mathématique dite moderne, est, je 

crois, une des causes des si nombreux échecs en mathématique. 

Une grande partie de cette matiére est en effet continuellement utilisée 

les années suivantes, aussi bien au cours de mathématique qu’aux cours 

de sciences et de sciences commerciales”. 

ll est & noter aussi que de solides préjugés — et certains sont justifiables 

— existent face aux sciences mathématiques, ou plutét face a leur ensel- 

gnement. 

Les lacunes des premiéres années d’étude constituent, essentiellement 
chez les éléves faibles en mathématique, de sérieux obstacles a la com- 

préhension de la matiére des derniéres années et aménent ainsi beau-= 

q coup d’éléves a renoncer a tout effort dans I’étude intelligente du cours, a 

» a 

] 
nm 

passer a cété de ce que sont les sciences mathématiques, a savoir un 

mode de pensée, un merveilleux moyen pour développer un esprit logique, 

1S i 
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critique, analytique, ainsi qu’un outil pour d’autres sciences, comme les 

sciences chimiques, physiques et commerciales, ou pour les arts comme 

architecture et la peinture, ou encore dans le secteur des travaux publics 

(construction de ponts, de routes,...) et celui du batiment. C’est pourquoi 

j'ai pensé qu’il fallait tenter quelque chose, au risque de paraitre simpliste 

ou méme «hérétique » a certains moments aux yeux des «mathématiciens 

spécialistes ». 

J’ai pu constater d’ailleurs que s’il suffisait souvent de donner confiance 

en lui @ un éléve pour que de réels progrés apparaissent, Il fallait aussi lui 

redonner les notions de base du cours. 

J’ai voulu également, par ces quelques notes, présenter certaines défini- 

tions et propriétés en partant de l’intuition. 

En effet, une notion sera réellement comprise si elle a d’abord été «sen- 

tie». 

J’estime qu’il n’y a pas de mathématique de seconde zone, que toute 

chose doit étre comprise en profondeur, mais je crois aussi que ce n’est 

pas déshonorer les sciences mathématiques que de les présenter de 

fagon intuitive, de donner, dans certains cas, d’abord des exemples avant 

de passer a I’abstraction, et cela en utilisant essentiellement le oT 

habituel qui, en ce qui me concerne, est le frangais. 

Ce livre pourrait non seulement étre utile aux éléves mais aussi a toute 

personne devant présenter un examen de mathématiques éiémentaires 

(comme ceux organisés par certains organismes financiers) dans le but 

d’obtenir un emploi, a qui devrait utiliser certaines notions mathémati- 

ques comme la régle de trois par exemple, ou simplement a quiconque 

voudrait se rappeler ce qu’il a oublié! 

Je tiens a signaler que je n’ai pas la prétention de présenter ici un résumé 

de toutes les définitions et propriétés d’algébre, de géométrie euclidienne 

plane, de trigonométrie et de statistique descriptive, mais un aide- 

mémoire des principales notions de base de ces «parties» des mathéma- 

tiques. 

J’ai conscience qu’il serait intéressant de rassembler les notions essen- 

tielles de l’analyse, et j’espére pouvoir le faire prochainement. 

La partie «éléments d’algébre» est congue comme un texte suivi destiné & 

faire sentir, a partir de notions intuitives, les définitions et propriétés. 

Les autres parties se présentent plus sous |’aspect de formulaires. En 

géométrie essentiellement, des notions sont volontairement non formelle- 

ment définies et je pense par exemple a celles de distance ou de longueur. 

J’ai tablé sur la compréhension intuitive de ces notions, qu’un enfant de 7 

ans ressent déja naturellement, et cette sensation de l’objet mathémati- 

que m’a paru suffisante dans |’optique de ce livre. 



PREMIERE PARTIE 

Eléments d’algébre 





Des fractions 

Point de vue intuitif 

On partage une «unité» en un certain nombre de «parts» égales et |’on 

considére un certain nombre de ces parts. 

Exemple: 2/3 d’une tarte représentent la quantité obtenue en partageant 

la tarte en trois parts égales et en prenant deux des morceaux ainsi obte- 

nus. 

Définition 

Une fraction est le quotient de deux nombres entiers: 

p 
~ (q + 0) 
q b 

p s’appelle le numérateur et q le dénominateur de la fraction; p et q sont 

les termes de la fraction. 

Si l'un des termes ou les deux sont négatifs, on peut se ramener a une 

fraction a termes positifs par les «régles» des signes de la division de 

nombres relatifs (voir chapitre: Des quatre opérations fondamentales sur 

les nombres réels); cette fraction sera alors positive (égale 4 un nombre 

positif) ou négative. 

Exemples 

3 
=~ =3:4=0,75 
UE 

8 
8=— (un nombre entier peut toujours s’écrire sous forme d’une 

fraction) 

: =5:7=0,7142857142857... 
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-1 1 
— = —--—=-—1:6= —0,0625 (voir chapitre: Des quatre opéra- 

6 Stions fondamentales sur les nombres réeels. 

-1 1 ; 
gn ee 0,25 (voir chapitre concernant le nombres réels) 

Remarque 

Nous considérerons, dans la suite de ce chapitre, des nombres entiers et 

des fractions positifs. Les propriétés qui suivent restent cependant vala- 

bles si certaines des fractions ou certains des nombres entiers sont néga- 

tifs (que ceux-ci soient ou non des termes de fractions), mais il faut alors 

tenir compte des «régles» des signes (voir chapitre relatif aux nombres 

réels). Il est cependant préférable de déterminer d’abord le signe des opé- 

rations sur les nombres entiers et sur les fractions. 

Multiplication d’une fraction par un nombre 

Point de vue intuitif 

Si l’on désire, par exemple, une quantité trois fois plus grande que deux 

cinquiémes de tarte, on demande six cinquiémes de tarte. 

Si l'on désire, par exemple, une quantité deux fois plus grande qu’un dou- 

ziéme de tarte, on demande un morceau deux fois plus grand, c’est-a-dire 

un sixiéme de tarte. 

WL PFE 
12°: 42:2. 6 

Pour multiplier une fraction par un nombre, on multiplie le numérateur de 

la fraction par ce nombre, ou, si c’est possible, on divise le dénominateur 

par ce nombre. 

a a.c 
xe ew a, © € Z,VbeZ, 



VV Des fractions / 13 

Division d’une fraction par un nombre 

Point de vue intuitif 

Partager, par exemple, trois cinquiémes de tarte entre trois enfants 

revient a leur donner 4 chacun un morceau, c’est-a-dire un cinquiéme de 

tarte. 3 

Partager, par exemple, une demi-tarte entre trois enfants consiste a cou- 

per ce morceau de tarte en trois parts égales (on obtient ainsi des mor- 

ceaux trois fois plus petits qu’une demi-tarte, c’est-a-dire des sixiémes de 

tarte) et 4 donner une part a chacun des enfants. 

1 1 —:3=-— 

2 6 

Pour diviser une fraction par un nombre positif, on multiplie le dénomina- 

teur par ce nombre, ou, si c’est possible, on divise le numérateur par ce 

nombre. 

a a 
co en! *VaeZ,Vb,ceZ, 

Fractions équivalentes 

Point de vue intuitif 

Si l’on posséde une demi-tarte, on peut couper ce morceau en deux parts 

égales, qui sont alors des quarts de tarte. 

Ainsi, une demi-tarte représente la méme quantité que deux quarts de 

tarte. 



14 / Eléments d’algébre y 

Supposons qu’il reste six huitiémes de tarte. On voit que cela représente 

la méme quantité de tarte que si l’on avait pris trois morceaux d’une 

méme tarte coupée en quatre parts égales. 

Si on multiplie ou si on divise les deux termes d’une fraction par un méme 

nombre non nul, on obtient une fraction équivalente a la premiére. 

Exemples: 

5 _ 5:5 1 

20 20:5 4 

al I hc 
7 7:2 #14 

Simplification des fractions 

Simplifier une fraction consiste a diviser le numérateur et le dénominateur 

par un méme nombre. 

Rendre une fraction irréductible, c’est la simplifier «le plus possible», 

c’est-a-dire diviser ses deux termes par le plus grand nombre commun 

possible, a savoir le P.G.C.D. (le plus grand commun diviseur) 
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Exemples 

Solt & simplifier = eee 
12 ‘s 6 My (= =) 

16 8 16: 

12 
Soit a rendre 18 irréductible. 

12_12:6_2 

18 18:6 3 

Recherche du P.G.C.D. de deux nombres entiers. 

1° — on décompose ces nombres en facteurs premiers, on les écrit donc 

sous la forme de produits ot n’«apparaissent» que des nombres pre- 

miers, en commengant par le plus petit* 

Voici, dans J’ordre croissant, quelques facteurs premiers (c’est-a-dire 

divisibles** uniquement par eux-mémes et par |’unité): 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 

19, 23, 29, 31,... 

2° — on forme alors trés facilement le P.G.C.D. de ces nombres en pre- 

nant tous les facteurs qui «apparaissent» a la fois dans les deux nom- 

bres. 

Exemple 

Soit & determiner le P.G.C.D. de 18 et 24. 

18 2 (on peut diviser 18 par 2, le quotient est 9) 

9 3 (on ne peut plus diviser par 2; on considére alors le 

3 3 nombre premier suivant: 3; et on voit que 9 est divisi- 

1 ble par 3; on indique le quotient de la division de 9 

par 3 en dessous de 9) 

(on arréte les divisions lorsque le dernier quotient est 

1) 
On peut ainsi écrire: 18 = 2.3.3 

x v 

* Si un des nombres (ou les deux) est (sont) négatif(s) on décompose le(s) nom- 

bre(s) en facteurs premiers sans s’occuper du signe et on fait alors précéder le(s) 

produit(s) du signe —. 

** Un entier positif (ou naturel) a est dit divisible par un entier positif b si et seu- 

_ lement si il existe un nombre entier positif c tel que a:b=c. 

4 
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24 
12 
6 
3 
1 

On peut écrire: 24 = 2.2.2.3 
x v 

MM ho 

Prenons tous les facteurs communs a ces deux produits; on obtient bien 

le plus grand diviseur des deux nombres. P.G.C.D. = 2.3 = 6 

Exemples de simplifications (afin d’obtenir des fractions irréductibles) 

18 ABZ 5) 9 

20. 20:2 10 

225 _225:5_ 45 _ 45:5 _ 

175 175:5 35 35:5 
(simplifications successives) 

8 
7 

pear 
20 } 

P.G.C.D. de 12 et 20: 

12 2 20 2 

6 2 10 2 

3 3 5 5 

12=2.2.3 20=2.25 

PG.C:D.=2:2=4 

Addition des fractions 

Point de vue intuitif 

Deux tartes identiques ont été coupées en 8 morceaux égaux chacune. II 

reste 3 morceaux de la premiére tarte, c’est-a-dire 3/8, et 2 morceaux de la 
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deuxiéme tarte, c’est-a-dire 2/8 de cette tarte. Il reste donc au total 5 mor- 

ceaux de méme grandeur, a savoir 5/8 de tarte. 

3,25 

88 8 

Soit deux tartes identiques, dont l'une a été coupée en 3 parts égales et 

Vautre en 4 parts égales. 

De la premiére tarte il reste 1 morceau et de la deuxiéme il en reste 3. 

Combien reste-t-il au total? 

Les morceaux étant de grandeurs différentes (dans un des cas, il s’agit de 

tiers de tarte et dans lautre cas, il s’agit de quarts de tarte), il faudralt 

d’abord les transformer en les coupant en parts égales afin d’obtenir, pour 

les deux tartes, des morceaux de méme grandeur. 

Si l’on coupe le tiers qu’il reste de la premiére tarte en 4 parts égales, on 

obtiendra des douziémes, et on peut donc considérer 1 tiers de tarte 

comme 4 douziémes de tarte. 

D’autre part, en coupant chacun des quarts restant de l’autre tarte en 3 

morceaux égaux, on obtiendra aussi des douziémes de tarte, et on peut 

donc considérer les 3 quarts de tarte comme 9 douziémes de tarte 

13 
Cierra rari 2 ha 

Et ainsi, on peut dire qu’il reste au total 13 douziémes de tarte. 

Peet 8! 13 
—+-=—+—= 
3.4 12 12 12 

Définition de la somme de deux fractions 

La somme de deux fractions de méme dénominateur est la fraction dont 

le numérateur est la somme des numérateurs des deux fractions et le 

dénominateur celui des deux fractions a additionner. 

ou a, b, c sont des nombres entiers quelconques, (b +0 par définition des 

fractions). 
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Exemple: =+-==——=- 

Pour additionner des fractions de dénominateurs différents, il faut 

d’abord les réduire au méme dénominateur et, ensuite, les additionner. 

Le dénominateur commun sera le nombre positif le plus petit qui soit ala 

fois multiple de chaque dénominateur, c’est-a-dire le p. p. c. m. de ces 

dénominateurs. 

Pour déterminer le plus petit commun multiple de deux nombre (p.p.c.m.), 

il faut les décomposer en produits de facteurs premiers et former le plus 

petit nombre positif possible tel qu’on y «retrouve» a la fois les facteurs 

premiers «apparaissant» dans les deux produits. 

Exemple: soit a déterminer le p. p. c. m. de 12 et 15. 

a ei 
ae thes eg ing: 
Bit Sra 
1 

122223. 1$=35 

ak 
Pp. p. C. M.= 2.2.3.5 = 60 

15 

Exemples d’addition de fractions: 

7 eee eee 
11 44 #114 44 44 44 44 

2. 
8 14 

8=2.2.2 ; 14=2.7 

p. p. c. m. de 8 et 14: 2.2.2.7=56 

DBA Lo BO Gal 20. 21220. Al 
8 14 87 144 5 56 «56 (56 
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Comparaison des fractions 

Point de vue intuitif 

(Le dénominateur 6 indique que I’on a partagé l’unité en 6 parts égales. Le 

numérateur indique le nombre de parts que l’on considére. La fraction 5/6 

représente donc la quantité obtenue en considérant 5 parts, tandis que la’ 

fraction 2/6 représente la quantité obtenue en prenant 2 parts.) 

(Dans le premier cas, on a partagé |’unité en 6 parts égales et on a consi- 

déré un morceau. Dans le deuxiéme-cas, on a partagé l’unité en 2 parts 

égales, qui sont donc plus grandes que dans le premier cas, et on a égale- 

ment considéré un morceau.) 

Si deux fractions positives, a termes positifs*, ont méme dénominateur, la 

plus grande est celle qui a le plus grand numérateur. 

ou a, b, c sont des nombres entiers positifs quelconques (b +0, par défini- 

tion des fractions). 

(Les «parts» de I’«unité» sont, dans les deux cas, de méme grandeur. Le 

numérateur indiquant le nombre de parts considérées, la fraction a/b est 

bien supérieure a c/d, puisque a > c.) 

-2 
* Remarque: we est une fraction positive (voir chapitre relatif aux nombres 

réels: régle des signes pour la division), mais dont les termes sont négatifs. 
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Si deux fractions positives et a termes positifs ont méme numérateur, la 

plus grande est celle qui a le plus petit dénominateur. 

ou a, b, c sont des nombres entiers positifs quelconques (b et c +0, par 

définition). 

(Le nombre de «parts» considérées est le méme dans les deux cas, mais 

ces parts sont plus grandes dans le premier cas, pulsque, dans ce cas, 

l«unité» a 6té partagée en moins de parts que dans le deuxiéme, b étant 

inférieur a c.) 

Exemples 

Soit a placer les fractions suivantes par ordre croissant: 

1° — On réduit les fractions au méme dénominateur, qui sera le p. p..c. m. 

(plus petit commun multiple) de 5,4,8 et 12. 

Pour cela, on décompose ces nombres en facteurs premiers: 5=5; 
4=2.2; 8=2.2.2; 12=2.23=5 p. p. c. m.=5.2.2.2.3= 120. 
On a donc: 

1148 _ 15 
8 815 120 

2° — On compare alors les fractions ayant le méme dénominateur. 

110 15 . 48 | 90 
On 8 dono: +35 S tap ~400 S420 
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1 iy eee ae 
Ainsk - =<" =< =<. — 

; B54 <2 

Soit 4 compléter les expressions suivantes avec un des signes >, < 

= Ou +, sachant que a, b, c, d sont des nombres entiers positifs et que 

a>b,c<d,a $c, b +d. 

a Cc a,b gee rap de 

a c acc 
En effet, comme a > b, — > 1, et comme c< d,~ < tet donc” >=. 

a b : 2 oe 
En effet, les fractions ont le méme dénominateur et a est plus grand que 

2 a b,c 

ad a ee 

C’est la seule conclusion que |’on peut faire 

Bee 
puisque - et q sont toutes deux plus petites que |l’unité 

(en effet, b< aetc< d). 

a 2a ay, 2a iy ; au 

puisque les numérateurs sont égaux (méme nombre de «parts» de 

'«unité»), et que dans la deuxiéme fraction. le dénominateur est plus 

grand que dans la premiére fraction (les «parts» sont plus petites puisque 

‘Punité a 6té6 partagée en un plus grand nombre de parts). 
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Multiplication des fractions 

Le produit de deux fractions est la fraction obtenue en multipliant les 

numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. 

(Si une des fractions (ou les deux) est (sont) précédée(s) d’un signe -, on 

détermine d’abord le signe du produit (voir régle des signes du produit, 

chapitre relatif aux nombres réels)). 

ou a, b, c, d sont des nombres entiers quelconques (b et d +0 par défini- 

tion)*. 

Exemples: 

Division d’une fraction par une fraction 

Pour diviser une fraction par une fraction, on multiplie la premiére par 

inverse de |’autre. 

ot a, b, c, d sont des nombres entiers (b, d, c +0) quelconques. 

*vwaceZ,Vb,deZy 
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Exemples: 

35_37_3:7_21 

47 45 4-5 20 

pee to. 13 

Queliques exemples d’opérations sur des frac- 
tions négatives ou a termes négatifs 

11+6 17 
oth ar’ 

eee to its — 154 14 1 
OO OE eae a ae: 

-5 -8 (-5)(-8) +40_ 40 
-3 3 (-3:3 -9 9 

hie(9.(-B)es te 



24 | Eléments d’algabre’ 

Spins Ge =8-2 5 
irene Me NA RL ly os 

1 3 ey 1 3-5 

a yh aN ge alg eae 
5 

Des onion eau 8 
= CSE ae ee 

iii Jee ey cere ee ok 
4 4 2 4 2 

x ey: oe Se 
313 715/ 3-13 \ 7-15 

6:4 7:15. 847 6 _70 
3-13 5-2 B13-6-2 13 



Des quatre opérations fondamen- 
tales sur les nombres réels 

Les nombres réels 

L’ensemble des nombres réels est formé des nombres rationnels et des 

nombres irrationnels. 

Un nombre rationnel est soit: 

un nombre entier, positif ou négatif. (Pour représenter une dette par exem- 

ple, on emploiera un nombre négatif; un gain se traduira par un nombre 

positif.) 

zéro 

une fraction. 

Tout nombre rationnel peut se mettre sous /a forme d'un nombre décimal 

limité, ou périodique illimité. 

Exemples de nombres rationnels: 

3=-=30= +3 

5 ST Sem a 

0=-=00 
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Tout nombre qui n’est pas rationnel est appelé irrationnel. 

Tout nombre irrationnel peut se mettre sous la forme d’une nombre déci- 

mal illimité (on n’en connait jamais la valeur exacte, mais on peut s’appro- 

cher de plus en plus de cette valeur). 

Exemples de nombres irrationnels: 

TM =3,14159... 

V2 = 1,4142... (voir radicaux) 

On peut représenter géométriquement V2: c’est la «longueur» de la dia- 

gonale d’un triangle rectangle dont les cétés de l’angle droit sont de lon- 

gueur égale a l’unité. 
_En effet, d’aprés le théoréme de Pythagore (voir Eléments de géomeétrie 

euclidienne plane et Eléments de trigonométrie), 

A? + B?=C? 

=> f?+P=C 

=> C=2>C=+ V2 oir radicaux) B a 

De méme, on peut «construire» V3, V5, Ve, a 5 
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L’ensemble des réels IR: 

IN est l'ensemble des nombres naturels, c’est-a-dire des nombres entiers 

positifs et de zéro. 

IN = 10, 1, 2, 3, 4... 

Z est l’ensemble des nombres entiers, c’est-a-dire l'ensemble formé des 

nombres entiers positifs et négatifs et de zéro. 

Z= an —2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5... 

Q est l’ensemble des nombres rationnels, c’est-a-dire l'ensemble formé 

des fractions, (tout nombre entier peut étre considéré comme un fraction: 

la fraction dont le numérateur est ce nombre entier et dont le dénomina- 

teur est 1) 

Oe {Elpezetaez,} 

IN C Z: IN est inclu dans Z; autrement dit, IN est formé de certains élé- 
ments de |’ensemble Z (dans |’ensemble Z des nombres entiers positifs et 

négatifs et du nombre 0 se trouvent donc les nombres positifs et zéro!) 

ZCQ 
QCR 
IR comprend donc tous les éléments de Q ainsi que d’autres éléments (7, 

V2...) 
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La valeur absolue d’un nombre réel 

Définitions 

La valeur absolue d’un nombre réel est le nombre «sans son signe» (c’est- 

a-dire un nombre positif). 

On note| al la valeur absolue de a 

Exemples: 

-2|=2 

| +4|=4 

| -4|=4 

tpt 
[-al=3 

La droite réelle 

Chaque nombre réel peut étre représenté par un point d’une droite et, reci- 

proquement, chaque point d’une droite représente un et un seul nombre 

réel. 

On choisit une origine sur la droite: c’est le nombre 0, un sens positif et 

une unité. 
Le nombre +1 sera représenté par le point situé a une unité de l’origine 

dans le sens positif. 

Le nombre —1 sera représenté par le point situé a une unité de l’origine 

dans le sens négatif. d 

Le nombre 2,5 sera représenté par le point situé a deux unités et demie de 

Vorigine dans le sens positif. 



ie; 

Des quatre opérations fondamentales | 29 

L’addition dans R 

C’est une opération commutative. 

Va,belR:a+b=b+a 

(Quels que soient a et b, nombres réels) 

Exemple: 3+6,51=6,51+3=9,51 

C'est une opération associative. 

V a,b, ce R:a+(b+c)=(at+b)+c 

(Pour tout a, b,.c appartenant a IR) 

Exemple: (2+3)+11=2+(3+ 11)=16 

Exemple: 14,2+0= 14,2 

Le nombre 0 

«Régle» des signes: 

La somme de deux nombres positifs est positive (deux gains successifs 

donnent un gain). 

Exemple: (+3)+(+5)= +8 

La somme de deux nombres négatifs est négative (deux dettes successi- 

ves donnent une dette). 

Exemple: (— 2)+(—8)= — 10 

La somme de deux nombres de signes contraires est solt positive, soit 

négative (une dette et un gain donnent un gain si le gain était plus impor- 

__ tant que la dette, ou une dette si la dette était plus importante que le gain). 

Exemples: (+3)+(—1)= +2 

(+5)+(—10)=—5 
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La multiplication dans R 

Définition du produit d’un nombre réel par un entier positif. 

N-f= Ft+ert.. +8 

n termes 

ou r est un nombre réel quelconque et n un entier positif quelconque. 

Exemples: 3-5=5+5+5=15 

6:2=2424+2+24+24+2=12 

La multiplication est une opération commutative dans IR. 

Va,belR:a-b=b-a 

Exemple: 2:7=7-2=14 

C’est une opération associative. 

V a,b, c,e IR: a- (b-c)=(a-b)-c 

Exemple: 2- (3-5)=(2- 3)-5=30 

Le produit d’un nombre par 1 

Exemple: 17-1=17 

Le produit d’un nombre par zéro est toujours égal a zéro. 
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Exemple: 12-0=0 (=0- 12 par commutativité de la multiplication dans 

- Pensemble des réels) 

«Régle» des signes: le produit de deux nombres de méme signe est un 

nombre positif, le produit de deux nombres de signes contraires est un 

nombre négatif. La valeur absolue du produit est égale au produit des 

valeurs absolues. 

Exemples: {(—3)-(-—2)= +6* 

(—2)-(+5)= —10** 

Multiplication d’une somme par un nombre 

Pour multiplier une somme par un nombre, on multiplie chaque terme de 

la somme par ce nombre et on ajoute les produits obtenus**. 

(a+b)-c=a-c+b-c 

ot a, b, c, d sont des nombres réels-quelconques. 

Exemple: (2+ 3): 7,1=2:7,1+3-7,1=14,2+ 21,3=35,5 

Multiplication d’une somme par une somme 

Pour multiplier une somme par une somme, on multiplie chaque terme de 

la premiére par chaque terme de I’autre et on ajoute les produits obtenus. 

(a+b): (c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d 

ou a, b, c, d sont des nombres réels quelconques. 

* (-—3)-(-—2)s’écrit encore —3-(- 2) 

** (—2)-(+5) s’écrit encore —2-5 

** Conséquence de la distributivité de Ja multiplication par rapport a l’addition, 

dans IR. 
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La division dans IR 

D6finition du quotient de deux nombres: 

ou a et b sont deux réels quelconques (voir division par 0). 

a 
Autre notation: as <a=b-c 

10 
Exemple: bani car 2-5=10 

«Régle des signes: le quotient de deux nombres de méme signe est un 

nombre positif; le quotient de deux nombres de signes contraires est un 

nombre négatif. 

Division par 0: la division d’un nombre réel non nul par 0 est une opération 

non définie dans IR. En effet, supposons que b/0 = x. Alors, d’aprés la défi- 

nition du quotient, 0- x =b. 
Or, 0: x=0, WV x. On ne peut donc trouver aucune valeur de x telle que 0- x 

soit égal a b, c’est-a-dire différent de zéro. 

D’oul, b/O n’est pas défini dans IR. 
Remarque: 0/0 =x est indéterminé, parce que W x: 0-x=0. 

Remarques 

La division n’est pas une wae commutative: 

a:b +b:a (autre notation; ~ +) 

Contre-sxemple: = = a 3: i? 

a0 
La division n’est pas une opération associative: 
(a:b):¢ # a:(b:c) 

Contre-exemple: (4:5):10 + 4:(5:10) 

0,8 \ 0,5 

0,08 8 
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Jota ~ _ ro) a ene 
: 5 

(Autre notation: 
10 

Un entier positif* a est dit divisible par un entier positif b si et seulement si 

il existe un nombre entier positif c tel que a:b=c. 

Division d’une somme par un nombre 

Pour diviser une somme par un nombre, on divise chaque terme de la 

somme par ce nombre et |’on ajoute les quotients obtenus. 

V a,b, ce IR: (a+b):c=a:c+b:c 

a+b ab 
Autre notation: ae =-—+ . 

Exemple: (14 + 3):2= (14:2) + (3:2)=14:24+3:2=74+1,5=85 

Suppression des parenthéses 

On peut supprimer des parenthéses précédées du signe—,a condition de 

changer tous les signes devant les termes dans les parenthéses. 

Supprimer des parenthéses précédées du signe — revient a prendre 

lopposé du nombre ou de la somme dans les parentheses. 

Exemples: —(—5)= +5 

—(3-—2)= -3+2=-1 

* Entier naturel (6lément de IN) 

¥ 
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On peut supprimer des parenthéses précédées du signe +, a condition de 

ne pas changer les signes des termes dans les parenthéses. 

Exemple: 3+(4-5)=3+4-5=2 

Un nombre précédé d’aucun signe est un nombre positif (le signe + est 

donc sous-entendu). 



Des techniques de calcul mental 

Multiplication par 10 

On écrit un zéro a la droite du nombre si celui-ci est entier. 

Si le nombre est décimal, on déplace la virgule d’un rang vers la droite. 

Exemple: 41,762 - 10 = 417,62 

Division par 10 

On déplace la virgule d’un rang vers la gauche. Dans le cas d’un nombre 

entier, si c’est possible, on supprime un zéro a la droite du nombre. 

Exemples: 14,2:10=1,42 

160:10=16 

Multiplication par 100 

On écrit deux zéros a la droite du nombre si celui-ci est entier. 

Si le nombre est décimal, on déplace la virgule de deux rangs vers la 

droite. 

Exemple: 12,6- 100 = 1260 

Division par 100 

On déplace la virgule de deux rangs vers la gauche. 

Dans le cas d’un nombre entier, si c’est possible, on supprime deux zéros 

a la droite du nombre. 

Exemple: 25: 100 = 25,0: 100 =0,25 

% 
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Multiplication par 9 

On multipiie le nombre par 10 et on retranche le nombre du produit 

obtenu. 
En effet, a:-9=a-(10—1)=a-10—a-1=a-10—a, ol a est un nombre 

réel quelconque. 

Exemple: 12: 9=12- 10—12=120—12= 108 

Multiplication par 11 

On multiplie le nombre par 10 et on ajoute le nombre au produit obtenu. 

En effet, a: 11=a-(10+1)=a-10+a-1=a- 10+a (ae R). 

' Exemple: 14: 11=14- 10+ 14= 140+ 14= 154 

Multiplication par 5 
1 

On multiplie le nombre par 10 et on divise par 2 le produit obtenu. 

10 a-1 
En effet, a-S=a->= =2SaeR. 

12:10 120 / 
Exemple: 12- ae ee 

Division par 5 

On divise le nombre par 10 et on multiplie par 2 le quotient obtenu, (ou 

encore, ce qui revient au méme, on multiplie le nombre par 2 et on divise 

par 10 le produit obtenu). 

a 10 2a2a 
ffet, —=a:— =a-— =—— =— Ene ; a a: ers =79 2: @eR). 

18 18-2 
Exemple: =" =36 (Autre notation: 18:5=(18 - 2):10=36:10=3,6) 
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Multiplication par 25 

On multiplie le nombre par 100 et on divise par 4 le produit obtenu, (ou 

encore, ce qui revient au méme, on divise le nombre par 4 et on multiplie 

par 100 le quotient obtenu). 

100 a-100 a 
En oie a seat 100; (a € IR). 

180-100 180 
Exemple: 180- ge ee ee 

Division par 25 

On divise le nombre par 100 et on multiplie par 4 le quotient obtenu, (ou, ce 

qui revient au méme, on multiplie le nombre par 4 et on divise par 100 le 

produit obtenu). 

a . 

En effet, =a Fae (ae Ik). 

Exemple: 12:25=(12- 4): 100= 48: 100 =0,48 

Multiplication par 15 

On multiplie le nombre par 10 et on ajoute au produit obtenu la moitié de 

ce produit. 

10 10 
En effet, a 15=a-(10+5)=a-10+a-5=a: 10+a-—=a- 19h, 

2 

(ae IR). 

om 
a O = 11404+570=1710 Exemple: 114-15=114- 10+ 
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Divisibilité par 10 

Un nombre est divisible par 10 si et seulement si il se termine par au 

moins un zéro. 

Exemples: 2750, 400, 20 sont divisibles par 10; 455 n’est pas divisible par 

10. 

Divisibilité par 100 

Un nombre est divisible par 100 ssi* il se termine par au moins deux zéros. 

Exemples: 2700 et 4220000 sont divisibles par 100; 3250 n’est pas divisible 

par 100. 

Divisibilité par 5 

Un nombre est divisible par 5 ssi le chiffre des unités est 0 ou 5. 

Exemples: 275 et 420 sont divisibles par 5, 342 n’est pas divisible par 5. 

Un nombre est divisible par 2 ssi le chiffre des unités représente un nom- 

bre pair (0, 2, 4, ou 8). 

Exemple: 424 et 272338 sont divisibles par 2, 247 n’est pas divisible par 2. 

© Divisibilité par 3 

Un nombre est divisible par 3 ssi la somme des nombres représentés par 

ses chiffres est un multiple de 3 (0, 3, 6, 9, 12, 15,...). 

Exemples: 4281 est divisible par 3 (4+2+8+ 1=15); 252 est divisible par 

3 (2+5+2=9); 331 n’est pas divisible par 3 (8+3+1=7). 

* Si et seulement si. 



Des techniques de calcul mental | 39 

Divisibilité par9 gg 
Un nombre est divisible par 9 ssi la somme des nombres représentés par 

ses chiffres est un multiple de 9 (0, 9, 18, 27,...). 

Exemples: 6327 est divisible par 9 (6+3+2+ 7= 18), 439 n’est pas divisi- 

ble par 9 (4+3+9= 16). 

ea, 

Divisibilité par 11 ray cos 

Un nombre est divisible par 11 ssi soit la somme des nombres représentés 

par les chiffres de rangs pairs est égale a la somm nombres re r6- 

sentés par les chiffres de rangs impairs, soit la différence entre la plus 

grande de ces sommes ¢ et la plus petite est un multiple non nul de "1 (11, 

22; 32;..). 

ernie 132 est divisible par 11 (1 +2= 3); 627 est divisible par 11 

(somme des’ «rangs impairs»: 13, somme des «rangs pairs»: 2, 13 #2, 

mais 13—2= 11); 353 n’est pas divisible par 11(6+3 #5 et 6- -5= -1, non 

multiple de 11). 
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De la «régle de trois» 

ya we 
ys ae 

But 

Calculer ce qui «correspond» a b «unités», connaissant ce qui «corres- 

pond» ac «unités», a savoir N. 

Principe 

ll consiste a établir la «correspondance» pour une «unité». 

Méthode 
Enoncé: 

c «correspond» aN 

N 
d’ot 1 «correspond» a c fois moins, c’est-a-dire a + 

d’ol b «correspond» a b fois plus que ce qui «correspond» a 1, 

N 
c’est-a-dire a me -b 

Exemples: 

Sachant que 100 FB valent 14,45 FF (cours du 12.82), déterminer ce que 

valent, en FF, 1350 FB. 

100FB valent 14,45 FF 

14,45 
1 FB vaut 100 fois moins, c’est-a-dire 00. FF 

1350 FB valent 1350 fois plus que 1 FB, c’est-a-dire 

14,45 x 1350 
FF = 195,075 FF 

100 vied 
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La tige d’un thermométre 4 mercure est graduée de — 10° + 110° sur une 

‘longueur de 24 cm. A quelle variation de température correspond un 

déplacement de six cinquiémes de milimétre de l’index de mercure? 

240 mm (=24 cm) correspondent a une variation de température de 120° 

(de — 10° a 110°). : 

120° 
1 mm correspond donc a une variation de température de 340 

6 
5 mm correspondent donc a une variation de température de 

-Pourcentage ‘ 

Définition: l’expression r% (r pour cent) signifie qu’a 100 «unités» corres- 

pondent r «unités». 

Technique de calcul: déterminer r% de A revient donc a déterminer ce qui 

correspond a A «unités», connaissant ce qui correspond a 100 «unités», a 

savoir r. Il faut donc faire une «régle de trois» et se ramener ainsi d’abord 

a une «unité». 

Exemples: 

Que représentent 12% de 20300? 

A 100 F correspondent 12 F. 

A 1 F correspondent or 
e 100 

12 F - 20300 

100 
A 20300 F correspondent = 2436 F. 

Ainsi, 12% de 20300 F valent 2436 F. 

(Autrement dit: 100% de 20300 F sont représentés par 20300 F. 
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1% est donc représenté par fo nc représenté p 100 

Et 12% sont représentés par -12=203 F- 12= 2436 F.) 

Des cotes sont attribuées sur 45. Combien faut-il obtenir de points pour 

avoir au moins 85% 

Cela revient a déterminer 85% de 45. 

100% des points sont représentés par 45 (le maximum des points) 

1% des points est représenté par = 

85 
10 

Ainsi, pour avoir au moins 85% des points, il faut avoir au moins 38,25 sur 

45. 

85% des points sont représentés par 

Cas particulier: calcul de l’intérét annuel (= bénéfice) d’un capital. 
- 

On appelle taux annuel ’intérét rapporté en 1 an par un capital de 100 Fr 

Ainsi, un taux annuel de 7% signifie qu’en 1 an un capital de 100 F rap- 

porte 7F. 

Exemple: quel est l’intérét annuel rapporté par 2500 F placés au taux 

annuel de 6,5% ? On utilise le principe de la «régle de trois»: 

100 F rapportent 6,5 F. 

5.F 
1 F rapporte 100 fois moins, c’est-a-dire — 

2500 F rapportent 2500 fois plus que 1 F, c’est-a-dire 

6,5 F - 2500 =65F-25=1 709 TOO F 25= 1625 F 

/ 
| 
4 

, 
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Intérét simple: formule de calcul 

Etablissement de la formule 

Soit r% le taux annuel et C F le capital. 

100 F rapportent r F. 

rF 
1 F rapporte donc 100 fois moins, c’est-a-dire 100 

C F rapportent C fois plus que 1 F, c’est-a-dire 

‘F£-(c-) F=(C-t) F, ott est le taux en % 100 ae ieee res 

Formule: 
1=C-t 

ot | est l’intérét annuel, C le capital et t le taux (en %!). 

Exemples: Quel est |’intérét annuel d’un capital de 1200 F placé au taux 

annuel de 5,5% ? 

5,5 _1200F-55_ 
6 -tae1200.F- =- ——— =66 F 

mile iO" 0" 

Pendant combien ce temps a-t-on placé un capital de 11500 F (intérét sim- 

ple), le taux annuel de placement étant de 12% et la valeur acquise par ce 

capital étant 177100 F? 

Ainsi, aprés un certain temps (a déterminer), la somme du capital de 

départ et des intéréts vaut 177100 F. 

Les intéréts sont donc: 177100 F — 115000 F = 62100 F 

Le taux annuel étant 12%, l’intérét annuel est égal a 

115000 F - 12 

100 

Le capital a donc été placé autant d’années qu’il y a 13800 F dans 62100 F 

(chaque année, le capital rapporte 13800 F; or, on sait qu’il a rapporté 

62100 F). Le nombre d’années de placement est donc: 

= 13800 F 

62100 
n= 1 ans = 4,5 ans =4 ans et 6 mois. 
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Remarque: intéréts composés 

Principe des intéréts composés: chaque année, les intéréts de l'année 

précédente sont ajoutés au capital de l'année précédente et un nouveau 

capital est ainsi formé. C’est sur ce nouveau capital que sont alors calcu- 

lés les intéréts de l’année suivante. Ainsi, aprés la premiére année de pla- 

cement, le capital est devenu C +I. Et la deuxiéme année, l’intérét est cal- 

culé sur ce capital C +1; il vaut donc (C +1) -t. 

Sg es, 

Formule des intéréts composés: cette formule donne la valeur acquise, A 

(notée aussi C,), par un capital de départ, C (noté aussi C,), placé au taux 

de r% (noté aussi t) pendant n années. 

a ee ae ee ae 

(notée aussi C, = C,(1 + tY) (voir puissances) 

A (ou C,) représente donc la somme dont on phate aprés n années, 

intéréts compris. | 

; 
Exemples 

Soit C= 1500 F, t=5,5% et n= 6. 

5,5 
Alors A= 1500- (1 sey’ = 1500 - (1 + 0,055). 

=> A= 1500: (1,055)° = 1500 - 1,3788428 = 2068 

Aprés 6 ans, le capital est donc devenu 2068 F. 

Quelle est la somme qu’il faut placer pendant 30 ans a intéréts composés, 

au taux de 7%, pour obtenir 913470,50 F.? 

913470,5=C, - (1+0,07)" 
913470,5 = Cy - (1,07)" 
913470,5 =, : 7,612255 

_ 9134705 
7,612255 

ll faut donc placer 120000 F. 

=> = 119999,99 =~ 120000 



Des équations du premier degré 

Définitions 

Une équation est une égalité dans laquelle il y une (ou plusieurs) incon- 

nue(s) notée(s) par une (ou plusieurs) lettre(s) et qui n’est vérifiée que pour 

certaines valeurs de cette (ces) inconnue(s). 

Soit une équation a une inconnue. Une valeur de l’inconnue qui vérifie 

cette équation s’appelle une solution de cette équation. 

En général, une équation du premier degré a une inconnue admet une 

solution. 

Exemples 

2x —3=5-— 4x est une 6quation du premier degré a une inconnue. La solu- | 

tion de cette équation est 4/3. En effet, 2: 4/3-3=5-4- 4/3 

4x —y = 1 est une équation du premier degré a deux inconnues. Elle admet 
une infinité de solutions, c’est-a-dire une infinité de couples de valeurs la 

vérifiant. 

(0,1) est une solution. En effet, 4-0-—(-—1)=1. 

(2,7), (1/2,1), (— 1, — 5), (6,23) sont d’autres solutions de cette équation. 

Propriétés des égalités 

Lorsqu’on ajoute un méme nombre aux deux membres d’une égalité, ou 

lorsqu’on retranche un méme nombre des deux membres d’une égalité, on 

obtient une égalité équivalente a la précédente. 
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a=b+a+c=b+c 

Exemple: 2-5= 10 2°5+7=10+7 

Lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres d’une égalité par un 

méme nombre non nul, on obtient une égalité équivalent a la précédente. 

a=b+a-c=b:c,c +0 

Exemple: 30= 14+ 16 30-3=(14+ 16).-3 

Résolution d’une équation du premier degré a 
une inconnue 

Méthode: 

1 — On supprime toutes les parenthéses. Donc on effectue toutes les 

multiplications et additions possibles dans chaque membre. 

2 — On «groupe» les termes en inconnue dans un membre et les termes 

indépendants dans I’autre, (pour cela, on ajoute une ou plusieurs mémes 

quantités aux deux membres de |’équation, ou I’on retranche une ou plu- 

sieurs mémes quantités des deux membres). 

3 — On effectue les additions (et soustractions) dans les deux membres. 

4 — On isole l’inconnue et on calcule la valeur de |’inconnue, si c’est pos- 

sible. 

Exemple: soit a résoudre 4{x — 3) + 2x -5=3x+4. 

4(x-—3) + 2x-5=3x+4 

=> 4x-124+2x-5=3x+4 

=> 6x-17=3x+4 

=> 6x-—3x-17=4 (1) 

=> 3x=4+4+17 (2) 

= 3Xx=21 

a 
Ren 

=> x=7 
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(1) On a retranché 3x des deux membres de |’égalité, afin que les x n’appa- 

- raissent plus dans le deuxiéme membre, mais uniquement dans le pre- 

mier membre. 

(2) On a ajouté 17 aux deux membres de |’équation pour ne garder que des 

x dans le premier membre. 

Organigramme de la résolution d’une équation 
du premier degré a une inconnue 

Lequation slécrit oxs0 

Equation indeterming 

une infimike de solv tions, 

Equation impossible: 
pas de sculion. 
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Des puissances a exposants 
entiers de nombres réels 

Définitions 

La n’™ puissance (n étant un nombre entler positif) d’un nombre est le pro- 

duit de n facteurs égaux a ce nombre. 

On appelie n l’exposant de la puissance. 

a= a:a‘..ca 

n facteurs 

ou a est un réel quelconque et n_un entier positif quelconque. 

Une puissance a exposant entier positif d’un nombre réel représente donc 

un produit dont tous les facteurs sont les mémes; c’est l’exposant qui 

indique combien il y a de facteurs. 

Exemples: 2=2:2:2=8 

(= 1,2) =(—1,2)- (— 1,2): (— 1,2) (— 1,2) = + 2,0736 

La pulssance zéro d’un nombre est, par convention, égale a 1. 

quel que soit le réel a. 

- (S’il n’y a aucun facteur a dans un produit, cela signifie que ce nombre ne 

joue aucun réle dans ce produit; or, «mettre» 1 dans un produit ne change 

pas celui-cl. D’ot convention! 

Autre justification de cette convention: conséquence du quotient de deux 

puissances d’un méme nombre.) 
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Exemples: 

(17,3P =1 
(-4P=1 

La puissance a exposant entier négatif d’un nombre: 

ot n est un entier positif quelconque et a un réel quelconque. 

(Conséquence du quotient de deux puissances d’un méme nombre et de 

ja puissance zéro d’un nombre.) 

Une puissance a exposant entier négatif d’un nombre réel représente 

donc l’inverse de la puissance de ce nombre d’exposant égal a l’opposé 

de celui de la puissance donnée. 

Exemples: 

Propriétés des puissances 

Le produit de deux pulssances d’un méme nombre est la puissance de ce 

nombre ayant comme exposant la somme des exposants des deux puis- 

sances. 

a"™-ar=a™; WV ae lk, vm, ne IN 

Exemples: 

2°. 2°=28 (il y a trois facteurs 2 multipliés par cing facteurs 2, 

ce qui donne donc huit facteurs 2) 
24.97 = 2-47 —-93-8 
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Le quotient de deux pulssances d’un méme nombre non nul est’la puis- 

sance de ce nombre ayant comme exposant la différence des exposants 

des deux puissances. 

a 
—=a™: V a, e€ IR,, V m, n entiers 
a’ 

Exemples: 

2 
—=2?=4 (on a pu simplifier trois facteurs 2 et il en reste deux au 

numérateur). 

an aes 

La pulssance d’un produit de plusieurs facteurs est égale au produit des 

puissances de chacun des facteurs. 

(a-b-c)/'=a"-b"-c"; Va, b, ce IR, Vm, ne IN 

Exemple: (2-3: 5% =27- 3-5 

La pulssance d’une puissance d’un nombre est la puissance de ce nom- 

bre qui a comme exposant le produit des exposants. 

(a"!) =a™-"; V ae IR, V m, ne IN 

Exemple: (2° = 2°-? = 2° = 64 

La puissance d’un quotient de deux nombres est égale au quotient des 

puissances de chaque facteur. 

(2)'=Sivac IR, V be R,, W ne IN 

ee 
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4\2.. 47. 16 
_ Exemple: G) =—=—_ 

3 B29. 

Ces propriétés se démontrent a |’aide de la définition d’une puissance a 

exposant entier, de propriétés de la multiplication de nombres réels et de 

la simplification des fractions (dans le cas du quotient de deux puissan- 

ces d’un méme nombre). 
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Des radicaux 

Définition 

ou n est un entier positif quelconque et a un réel quelconque (voir consé- 

quences de la définition: racine d’indice pair d’un nombre n atif !). : 

On appelie n indice de la racine, a le radicand et le signe le radical. 

a 

Sia >0: not Pulssame, 

ca icerieenas een Os 

= 
—— — << 

acoe, nut 

Conséquences de la définition 

La racine d’Indice pair d’un nombre négatif n’est pas un nombre réel. 

En effet, supposons que Va , avec n pair et a négatif, soit définie dans R. 

Alors, par définition, */a est un nombre réel x tel que x" = a. Or, toute puis- 

sance paire d’un nombre réel non nul quelconque est un nombre positif 

(= produit d’un nombre pair de facteurs de méme signe). 

D’ou x" est positif. Mais comme x’ = a et que a est négatif (par hypothése), 

on arrive a une contradiction. Donc, la supposition est fausse et Van'est 

pas définie dans R. 

Exemple:~/ —16 ¢R. 
En effet, supposons que 7 —16 =b soit un réel. 
Alors, 7 —16 =b <> b?= — 16, ce qui est impossible parce que 

b*20,vbeR 

(Var =Way=a Exemples: (V3? =3:*/2* =2) 
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Exemples 

a= 4 =2 car 22=4 

4/8 =2 car 2°=8 

4/9 =V9 =3 car 37=9 

1125 =x <> x? = 125 <> =5. Done 4/125 =5 

4[ 27 =x @ x?= -27 & x= —3, Done V/ -27 = -3 

Remarque 

Lorsqu’on écrit Va, avec n pair et a positif, il s’agit du nombre positif dont 

la n°™ puissance est égale a a. 

Le nombre i dont la n°™ puissance (n pair!) est égale a a (a positif !) 

se note —Va. 
Ainsi, par exemple, V16=4 et —*/ 128 = —2. 

Convention 

On peut écrire une racine n°’ sous forme d’une puissance a exposant 

fractionnaire. 

En particulier, Va= a" 

a 5 
Exemples: 2° représente le nombre 2; 

» w= 

6? représente le nombrev/ 6° =6V6. 
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Régles de calcul des radicaux 

Ce sont les mémes que celles des puissances. 

VabeR,vVceR,vm,neN,: i 

Je3] | b Wb } 

Yam = Va" Wap=Vam ; 

Remarque a propos de la racine d’une somme 

Va+b Va+Vb 

Contre-exemple: 

V16+9 =V25 =5 

V16 +V9=44+3=7 
5 #7 



De l’ordre* des opérations dans R 

1 — On effectue tout d’abord les opérations entre parenthéses, les paren- 

théses les plus intérieures en premier lieu. 

2 — On effectue les puissances et les radicaux. 

3 — On effectue les multiplications et les divisions. 

4 — On effectue les additions et les soustractions. 

Exemples: 

2: (44+ 1)—3- 29+2=2-5-3-84+2=10—-2442= -12 

4(17 — 35 + 2) + 3°) —(= 1) 

=4(17-3:7+3%)—(—1)=4(17—214+27)-(—1) 
=4:234+1=924+1=93 

* Important pour Pemploi des calculatrices. 
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Des fonctions 

‘Notion intuitive 

Une fonction est un lien entre deux grandeurs variables au moins. 

Exemples 

La force d’attraction entre deux corps est fonction de la masse de ces 

corps et de la distance qui les sépare. 

Le lien qui existe entre ces variables est donné par la formule suivante: 

m:m’ ‘ 
d? 

ou K est une constante, m et m’ les masses des corps et d la distance 

entre les corps. 

F=K- (loi d’attraction universelle de Newton), 

La vitesse d’un corps qui tombe (dans |e vide) est une fonction du temps: 

v=g-t, ou g est l’accélération due a la pesanteur, v la vitesse et t le 

temps. 

Les impéts dépendent des revenus. 

Définition 

Une fonction réelle liant deux variables est une relation de IR vers IR telle 
que tout nombre réel ait 0 ou 1 image par cette relation. 

Autrement dit, A chaque nombre réel correspond au plus un nombre par 

cette relation. 

Exemples: y =vx (ou y = f(x) =Vx); y=x+2; 

y =x?+x-—1 sont des fonctions (y est fonction de x). 
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Valeur numérique d’une fonction réelle 

La valeur numérique d’une fonction f(x) pour x=a, notée f(a), est image 

de a par la fonction f, c’est-a-dire le nombre qui correspond a a par la fonc- 

tion. 

Exemple: Soit f:x > x?—2x+1*; 

(5) =5*-2-54+1=25-104+1=16. 

Présentation d’une fonction 

On peut donner une fonction par un tableau (spécification partielle), par 

un «dessin» (idée globale du comportement de la fonction), ou analytique- 

ment, c’est-a-dire par une ou plusieurs formules liant\es variables. 

Exemples: 

pression atmosphérique 

(en mm de mercure) 
300 400 500 600 700 

température d’ébullition 
75,8 83 88,7 93,5 97,7 

de l’eau (degré Celsius) 

434%) 

y =3x?—x?+1, Ou: fy=2x six< 0 

y=3x six 30 

* Ou; soit f(x)=x?-2x+1 
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Graphique d’une fonction 

Repére dans le plan: on choisit une origine dans le plan. On y fait passer 

deux droites sécantes orientées et sur lesquelles on choisit une unité. 

Ces droites sont appelées les axes de coordonnées. 

On prend souvent, pour la facilité, des droites perpendiculaires, ainsi que 

la méme unité. 

Autrement dit, on munit le plan d’une base, c’est-a dire de deux vecteurs 

non alignés de norme égale a l’unité et dont l’origine est l’origine du plan. 

On prend souvent une base orthonormée (les vecteurs sont perpendiculai- 

res). 

o" 4 4 

Point du plan coordonné: c’est un couple de valeurs réelles, la premiére 

étant appelée /’abscisse et la deuxiéme /’ordonnée du point. 

Définition: le graphique d’une fonction entre deux variables est, dans le 

plan coordonné, l'ensemble des points (x,y) tels que y= f(x); c’est-a-dire 

l'ensemble des points tels que l’ordonné, y, corresponde a |’abscisse, x, 

par la fonction. 
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Exemple: soit a déterminer le graphique de y = f(x) =x°, en dessinant plu- 
sieurs points de ce graphique. 
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Fonction du premier degré entre deux 

variables 

Forme générale 

y=ax+b*; ou, ax+by+c=0, avec b #0. 

On dit que y est une fonction du premier degré de x. Toute fonction du pre- 

mier degré entre deux variables peut se mettre sous une des deux formes 

précédentes. 

Exemples: y=3x—5, 2y+1=x+3, 4x—3y+2=0, 2y=—3x sont des 

fonctions du premier degré de x; l’espace parcouru est une fonction du 

premier degré du temps dans un mouvement rectiligne uniforme (vitesse 

v):e=v-t. 

Graphique 

Le graphique d’une telle fonction est une droite. On dit que y=ax+b est 

I’équation cartésienne d’une droite. 

aest le coefficient angulaire ou coefficient de direction de la droite. Celui- 

ci donne la pente, l’inclinaison de la droite par rapport a l’axe X (axe des 

abscisses). 

Construction du graphique 

Comme ce graphique est une droite, Il suffit de déterminer deux des 

points de la droite pour connaitre celle-ci. 

Point d’une drolte, aspect algébrique: un point d’une droite est, d’aprés la 

définition du graphique d’une fonction, un couple de valeurs (x,y) telles 

que y est liée a x par la fonction donnée. 

Cest donc une solution de I’6quation qui lie x a y, c’est-a-dire un couple de 

valeurs qui vérifient cette équation. 

*fix- axt+b 
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Exemples: 

Soit a déterminer le graphique de: 

= f(x)=2x-1 

x=0=>> y=2-0-—1= —1=> point (0,1) 

X=1=> y=2:1-1=1= point (1,-—1) 

L’équation de la droite D, y=2x—1, est donc la relation existant entre 

Pabscisse x, et l’ordonnée y, de n’importe quel point de cette droite. 

Y 
D= eee a4 

if povr equ aki on” 

(44) 

Soit a déterminer le graphique de y =3. 

C’est une droite dont les points ont pour ordonnée 3, quelle que soit l’abs- 

cisse x. y 
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Soit a déterminer les graphiques de y = 2x, y=2x—3, y=4x. 

A et B sont paralléles. Elles ont méme coefficient angulaire, soit 2. 

(0,0) € A; en effet, O=2-0 

(0, — 3)€ B; en effet, six =0, alors y= —3 d’aprés I’équation y = 2x— 3dela 

droite B. 

Caym te 

Aa yade 

B= \= pH ale 
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Cas particuller: soit & déterminer la droite d’équation x = —1 (x-—1 n’est 

pas une fonction de x!). 

C’est l'ensemble des points dont l’abscisse est égale 4 —1, quelle que 
soit l’ordonnée y. 

y 
B = xM=a-1 

Coefficient angulaire d’une droite 

Soit y=ax+b I’équation d’une droite A (A = y=ax+b). Le coefficient 

angulaire de A est a, c’est-a-dire le coefficient de x lorsque y est isolée 

dans un membre. 

Le coefficient angulaire d’une droite représente la pente, !’Inclinalson de 
cette droite par rapport a la direction de I’axe X. 

Soit la droite d’équation y=2x+1. Prenons le point d’abscisse 3. Son 

ordonnée y est alors égaleA2-3+1=7. | 
Augmentons cette abscisse de 1, c’est-a-dire prenons x = 4. Le point surla 

droite correspondant a cette abscisse a pour ordonnée y=2-4+1=9. 

On constate que y a augmenté de 2, c’est-a-dire du coefficient angulaire 

de la droite, lorsque x a augmenté de 1. 
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Soit la droite d’équation y=ax +b. Soit un point m quelconque de cette 

droite. Soit x, l’'abscisse de m. On a alors comme ordonnée de m: 

Yo =a: Xo + b. 

Augmentons cette abscisse x, de 1, donc prenons x, =X, +1. 

Alors y, =a(x, + 1)+b=> y, =ax,+at+b=(ax,+b)+a=yya. 

On voit donc que l’ordonnée augmente de a, c’est-a-dire du coefficient 

angulaire de la droite, lorsque l’abscisse d’un point quelconque augmente 

de 1. 

Exemples: 
Quel est le coefficient angulaire de D = 2x-—3y+1=0? 

(2x — 3y + 1=0 est une équation du premier degré en x et en y, c’est donc 

bien l’équation d’une droite). 

On écrit cette équation sous la forme y=ax +b: 

2m 
2x —3y +1=0 <> X4+1=3y > By=2K4+1S> VE tgs 

Le coefficient angulaire de D est alors le coefficient de x de cette derniére 

forme de |I’équation; il est donc égal a 2/3. 

ee 
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Quel est le coefficient angulaire de A= —y= —4x+1? 

(—y= —4x+1 est bien l’équation d’une droite puisque c’est une équation 

du premier degré en x et en y) 

Ecrivons l’équation sous la forme y =ax+b: 

—y= -—4%4+1— y= -(-—4x 41) > y=4x-1. 

Le coefficient angulaire de A est donc 4, le coefficient de x de cette der- 

niére équation. 

Représentons graphiquement les fonctions: 

pea 
y “= ue et y=4x—1, c’est-a-dire tragons les droites A et D: 

Y 
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: =i+ 1 
D=y gous 2x=-3y+1= oy et 

Az y=4x-1(0uA= -y=-4x+1) 

Nous aurons ainsi la signification graphique du coefficient angulaire. 

- St 
Graphique de y=—x+—: comme c’est une droite, on en détermine deux 

points. aS 

2 1 1 
si x=1, alors y=—-1+-=-+-=1=> point (1,1 x a ae 3 3°33 point (1,1) 

si x=4, alors we ite Je 3=> point (4,3) i 3 33 po 19)» 

Graphique de y = 4x — 1: 

si x=0, alors y=4-0—1= —1=> point (0,— 1). 

si x=1, alors y=4-1-—1=3=> point (1,3). 

La droite A; de coefficient angulaire égal a + 4, fait, avec l’axe X un angle 

compris entre 0° et 90° plus grand que l’angle de D avec |’axe X. 

a ii — 
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Représentons graphiquement les fonctions y= —x ‘et y= — 2x, c’est-a- 

dire tragons les droites A d’équation y = — x et B d’équation y = — 2x, droi- 

tes dont les coefficients angulaires sont négatifs. 

Déterminons deux points de A: 

si x=0, alors y—0=0 => (0,0). 

si x=2, alors y= —2=> (2,-2). 

Déterminons deux points de B: 

si x=0, alors y=0 => (0,0). 

si x=2, alors y= —4 => (2, —4). 
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Remarque; signification graphique de «b»* 

Soit D = y=ax+b. 

Le terme indépendant b est !’ordonnée du point d’intersection de en droite 

D avec l’axe Y. 

En effet, comme ce point appartient a l’axe Y, x = 0, et comme i! appartient 

aD, y=ax+b. 

 D'ou, y=a.0+b=b. 

Dz 4 = OX +4 

Détermination de I’équation d’une droite donnée 

Solt, par exemple, a déterminer |’équation de la droite A comprenant les 

points (1,3) et (2,7). 

- L’équation de toute droite peut se mettre sous la forme y =ax+b** 

- Comme (1,3) € A, le couple (1,3) vérifie I’6quation de la droite A (x étant 

égalaietya3)=>3=a 14+b=>a+b=3. 

- Comme (2,7) € A, (2,7) vérifie ’'équation de A=> 7=a-2+b=> 2a+b=7. 

- On a ainsi les deux relations a+b=3 et 2a+b=7, d’ou l’on peut tirer a 

et b:a+b=3=> b=3-— a. Comme, d’autre part, 2a+b=7, on peut, dans 

cette égalité, remplacer b par 3-a; on obtient 2a+(3-—a)=7 

=> 2a+3-—a=7=>> at+3=7=>> a=7-3=4. 

Et dés lors, pulsque b=3-a, b=3-—4= 

- L’équation de la droite A est donc y = 4x-1. 

* best le terme indépendant de I’équation y = ax +b d’un droite. 

** Excepté dans le cas particulier d’une droite paralléle a |’axe Y, dont l’équation 

est de la forme x =c, ot! c est un nombre réel non nul, et d’une droite confondue 

avec Y (équation: x = 0). De telles droites ne sont pas les graphiques as fonctions 

y de x. 

\ 

: 
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Soit, par exemple, a déterminer |’équation de la droite A passant par le 

point (2,5) et dont le coefficient angulaire est 1,5 (ou 3/2). 

- L’6quation de A peut s’écrire y=ax +b. 

: ‘ 3 3 
- Comme le coefficient angulaire de A est 2 ona:a oe 

- Comme (2,5) est un point de A, les coordonnées de ce point vérifient ~ 

l’6quation de A: 

3 3 ; 
5=a-2+b. Or, aie ae SSS Rta §=3+b=>> b=5-3=2. 

3 
- L'équation de A est donc y ak +2. 

Signe d’une fonction du premier degré d’une 
variable 

Exemples 

Etudier le signe de y= — 2x +5. 

Le graphique de cette fonction est une droite. 

On sait que, dans le plan coordonné, l’ensemble des points (x,y) tels que 

y > 0 est la partie du plan au-dessus de |’axe X, l'ensemble des points 

(x,y) tels que y < 0 est la partie du plan en dessous de |’axe X et l’ensem- 

ble des points tels que y =0 est l’axe X. 

Ainsi, pour connaitre le signe de y = f(x), il suffit de savoir ot la droite gra- 

phique de cette fonction traverse l’axe X, c’est-a-dire de connaitre la 

valeur de x pour laquelle y =0. 

y=0 > 2x+5=0 > X=5 x=5. 

bn 5 

Prenons une valeur de x quelconque inférieure a 3 ; 

par exemple, x =0. Calculons ja valeur de y correspondant a x =0: 

y=-2-0+5>0. Done, ¥x<2y >a. 
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Dés lors, Vx >s1y <0 

(si par exemple x =3, alors y= —2:3+5= —-1< 0). 
On présente ces informations dans un tableau: 

2 
2 
0 

On peut les retrouver graphiquement: 

Tragons A= y= —2x+5: 

X=1=> y= -2:14+5=3 = (1,3) 

X= —1=> y= -2:(-—1)+5=24+5=7 => (-1,7) 
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Etudions le signe de y=f(x)=x+3 

y=0 > x+3=0< x=-3 

(soit x << —3, par exemple x= —4, alors y= -44+3= -1=> y< 0 
soit x > —3, par exemple x =0, alors y=0+3=3=> y > 0) 

Méthode pour étudler le signe de y = f(x) = ax +b. 

1 - Déterminer x tel que y =0. 

-b 
y=0< ax+b=0S> Sag 

2 - Caiculer la valeur de y correspondant a une valeur quelconque de x 

Inférioure a—-. zt 
a 

b 
On a ainsi le signe de y = f(x) V x << “a 

(puisque y = f(x) ne peut changer de signe qu’en passant par 0). 

3 - Calculer la valeur de y correspondant a une valeur quelconque de x 

b 
supérieure a wet, 

-b 
On en déduit le signe de y = f(x) V x > va 

Remarquons qu’il suffit de connaitre le signe de y = f(x) 

b_ b 
pour x > rT ou pour x < ae ces deux signes étant contraires. 

(La droite traverse l’axe des x en x == !) 
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six=r, alors y =0 (f(r) = 0) 

six <r, alors y <0 
si Xe r, alors y > 0 

f(r) =0 (donc y=.0 quand x=r) 
six <r, alors y > 0 y 
six > r, alors y<0 



if 
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Fonction du second degré 

Forme générale 

y=f(x)=ax?+bx+c; ae IR,; b, ce R. 
On dit que y est une fonction du second degré de x. 

Exemple 

Lors de la chute d’un corps dans le vide, l’espace parcouru par le corps 

est une fonction du second degré du temps: 

1 
e=f)=5-9- 8, 

ou g est l’accélération due a la pesanteur. 

Graphique 

Le graphique d’une telle fonction est une parabole. Une parabole est une 

courbe ayant un point maximum («le plus haut» ou «le plus bas» dans le 

plan), appelé sommet, et admettant un axe de symétrie, la paralléle a l’axe 

Y qui passe par le sommet. 
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Les coordonnées du sommet sont données par les formules: 

(ou A =b*— 4ac) 

Remarque: si on connait x,, on obtient y, par y, = f(x,), f étant la fonction 

représentée par la parabole, (donc, on obtient y, en remplagant x par x, 

dans la formule y = f(x), 6équation de la parabole), 

Le sommet est un maximum si a (coefficient de x?) est négatif et un mini- 

mum si a est positif. 

Exemples: _ 

Faire le graphique de y = x? — 4x + 4. 

Cette fonction est une fonction du second degré en x; 

-b - —(=4) 4 
- Sommet: x, =—— => x, =———-=-= met: x X 2-4 3 

y. = f(x.) = +2?-4-24+4= +4-8+4=0= s (2,0) 

2 

Ce sommet est un minimum («a»= + 1). 

- Axe de symétrie: A = x=2 

- Intersection de la parabole avec les axes de coordonnées. 

- avec l’axe Y: 

Tout point de I’axe Y est tel que x =0. 

Tout point (x,y) de la parabole est tel que y = —x?— 4x +4. 

Les points d’intersection de la parabole avec |’axe Y est (sont) un (des) 

point(s) qui appartient (appartiennent) a la foils a l’axe Y et a la parabole, 

c’est-a-dire un (des) point(s) (x,y) vérifiant a la fois les deux conditions: 

x=Oet y= +x?-4x+4. 

De la, y=0?—-4-0+4=4. 
ll y a donc un point commun a I’axe y et a la parabole: (0,4). 

- avec l’axe X: 

Tout point (x,y) de l’axe X est tel que y=0. 
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Le(s) point(s) (x,y) d’intersection de la parabole avec l’axe X étant des 

points appartenant a la fois a la parabole et a l’axe X, leurs coordonnées 

doivent vérifier a la fois y=0 et y=x?—4x+4. D’ol, O=x?- 4x +4 

ou x?— 4x+4=0 = (x—2)?=0 = x-—2=0 = x=0. 

ll y adonc un point d’intersection de la parabole avec l’axe X: (2,0), c’est-a- 

dire le sommet. 

Remarquons que si le sommet est sur |’axe X, il est le seul point d’inter- 

section de la parabole avec |l’axe X (définition du sommet). 

- Autres points de la parabole: 

X=1=>> y=1?-4-144=1-44+4=1 => (1,1). 

On peut alors dessiner le symétrique de ce point. 

3\? 3 9 9 
x=-=>> y= ) io an gtett wae 
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Déterminer I’équation de la parabole de sommet (0,3) et comprenant* le 

point (1,4). 

- Comme il s’agit d’une parabole, son équation est du type 

y = ax?+bx+c, ou ae IR, b, ce R. 
- Comme (0,3) est le sommet de cette parabole, 

—b -b 
0=— (puisque x,=——) => 0: 2a= —b=> —b=0=> b=0et 

2a 2a 

—(b?—4ac)_ —b?+4ac 
Steeles uisque fant. 
ies aa 4a 4a 

—0+4ac 4ac 
Or b=0=> 3=————_ => 3 = —_ => 3=C 

4a 4a 

(on a pu simplifier par a parce que a +0, sinon I’équation y = ax? +be+c 

ne serait plus I’équation d’une parabole, il n’y aurait plus de terme en x?) 

- Comme (1,4) appartient a la parabole, ses coordonnées vérifient l’équa- 

tion de la parabole. 

Dot 4=a- 17+b-1+¢ 

Or,b=0etc=3 

=> 4=a+0-14+3=> 4=a+0+3=> 4-3=a=>> a=1 
- L’équation de la parabole est donc y=1-x?+0-x+3, c’est-adire 

y=x? +3. 

Signe d’une fonction du second degré 

Méthode pour étudier le signe de y = f(x) = ax? + bx+¢ 
On cherche les zéros de cette fonction, c’est-a-dire les valeurs de x pour 

lesquelles y =0, si c’est possible (voir équation du second degré). 

Soit x, et x, ces valeurs, quand elles existent. 

— oo x 1 Xe > co 

signe Osignecontraire Osigne dea 
dea dea 

Remarques: 
- comme y ne peut changer de signe qu’en x, et x,, il suffit, pour connaitre 

son signe, de calculer y = f(x) pour une valeur quelconque de x inférieure a 

* passant par 
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X,, pour une valeur quelconque de x comprise entre x, et x, et pour une 

valeur quelconque de x supérieure a x,, et de voir quel est le signe de la 

valeur de y correspondante. 

- lorsque la fonction ne s’annule pas, elle aura toujours le méme signe. 

- lorsque la fonction n’a qu’un seul zéro, elle peut changer de signe aprés 

cette valeur. 

Exemple: soit 4 étudier le signe de y =x? —x—3. 

x?—x—3=0 (voir 6quation du second degré) 

A=14+12=13 

14+V13 1-V 13 
XS Soran WAMa tio Gato. 

2 2 

Remarque 

<V13<4 

329 ri coe be oe 

(si x=0, par exemple, alors y= —3< 0) 

Propriété des fonctions 

Toute fonction a un graphique qui la représente et tout graphique tel qu’aé 

chaque valeur de l’abscisse correspond au plus une valeur de l’ordonné a 

une équation indiquant le lien entre les variables représentées sur chaque 

axe. y 

Remarque: 

le graphique suivant 

ne peut pas étre décrit par une équation: 
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Des polynémes a une variable a 
coefficients réels | 

Définitions 

Un polynéme en x est une somme dont les termes sont des produits de 

puissances entiéres positives de x. Autrement dit c’est une fonction qui 

fait correspondre a tout nombre réel une somme de produits de puissan- 

ces de ce nombre par des réels. 

Les réels «devant» les puissances de x sont appelés les coefficients du 

polynéme. 

Un monéme est un polynéme d’un seul terme; un trinéme, un polynéme 

de trois termes. 

Exemples: 

x5 + 3x? — 6x® est un polynéme; on le note aussi 

P(x) = x° + 3x? —6x°; ou, P: IR > IR:x > P(x) =X*+ 3x?-6x°®. 

3xé 
oe, est un polynéme. 

1 

. nest pas un polynéme. 

Degré d’un polynéme a une variable 

C’est le degré du terme de plus haut degré du polynéme. 

7 

Exemple: \e degré de x‘ — 3x® +s —3est 7. 
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Degré d’un polynéme a plusieurs variables 

C’est le degré du terme de plus haut degré en les variables. 

Exemple: 2xy + 3x? — 5x’y? est de degré 4. 

Addition de deux polynémes 

La somme de deux polynémes en une variable s’obtient en additionnant 

entre eux les termes de méme puissance de cette variable. 

A(X) = ay + A,X +X? +... +. a,x" 

B(x) = bp + b,x + bax? +.:..+ b,x" 

A + B= (aq + bo) + (A; + D,)x + (Az + Da)x? +... + (An + Da)X"> 

OU A, Aj, Ao, =, A,, Do, b,, Da, ..., D, € R. 

Exemple: soit & déterminer la-somme des deux polynémes suivants: 

P(x) = 4x? — 3x? + x°— 3x +5 et D(x) = — 4x4 +2x5+1—4x?, 

On ordonne les polynémes par ordre décroissant des puissances de x: 

P(x) = x5 + 4x® — 3x? — 3x +5, D(x) = 2x®— 4x‘ — 4x? + 1. f 

P(x) + D(x) = 3x5 — 4x4 + 4x9 — 7x? — 3x +6 

(=(2+ 1)x5 — 4x4 + 4x3 + (—3— 4)x? + (5+ 1)) 

Produit d’un polynome par un nombre 

Pour multiplier un polynéme par un nombre, on multiplie chaque terme du 

polynéme par ce nombre. 

Produit de deux polynémes 

Le produit de deux polynémes s’obtient en multipliant chaque terme de 

l'un par chaque terme de |’autre. 
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Disposition pratique 

Soit, par exemple, a calculer (x5 + 8x — 3x? + 1): (x?—x +2) 

x§ — 3x3 — 8x +1 

-x?-—-x+2 

+ 2x5 — 6x° +16x +2 
—xé® + 3x‘ —8x? _-x 

+x’ — 3x6 of SX) xt 

x? =—x® =x +3x4 42x93 —7x? +15x +2 

Valeur numérique d’un polynéme 

La valeur numérique d’un polynéme en un nombre réel est la valeur de ce 

polynéme obtenue lorsqu’on y remplace x par ce nombre; c’est donc 

l'image de ce nombre réel par la fonction polynéme considérée. 

Exemples: 

Soit le polynéme A(x) = 2x? — x — 3. 

A(-1)=2-(—1?-—(-1)—3=2- 1+1-—3=0: valeur du polynéme en —1. 

Soit le polynéme D(t) = 3t? — 5t + 1. 

D(0)=3- 0?—5-0+1: valeur numérique du polyndme en 0. 

Egalité de deux polynémes 

Deux polynémes sont égaux si et seulement si les termes correspondants 

(c’est-a-dire de méme puissance de la variable) ont mémes coefficients. 

Soit A(x) =a, + a,X + a,x? + ... +a,x" 

et B(x) =b, +b,x+b.x?+ ... +b,x" 

A(x) = B(x) <> (a, =b,) et (a, =b,) et ... et (a, =b,) 
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Division de deux polynémes 

La méthode est basée sur la définition de la division, a savoir, si P(x) est le 

dividende (polynéme a diviser), d(x) le diviseur, Q(x) le quotient et R(x) le 

reste, 

P(x) = d(x) - Q(x) + R(x) 

Disposition pratique, exemple 

Soit P(x) =x‘ — 2x? + 3x? — 1—x et d(x)=x?— 2x. 
Soit a déterminer le quotient et le reste de la division de P(x) par d(x). 

ll faut, tout d’abord, ordonner P(x) et d(x) suivant l’ordre décroissant des 

puissances de x. 

x4 3 =+3x —2x? -x —-1 Ls -— 2x 

—x* +2x$ x? + 5x+8 

/ +5x? -—2x? -x -—-1 

— 5x? + 10x? 

/ +8x? -x —-1 

— 8x? + 16x 

+15x -1 

1- On cherche ce qui, multiplié par x2, «donne» x‘, le premier terme du 

polynéme dividende. On retranche alors ce produit du polynéme divi- 

dende, ainsi que le produit de x? par les autres termes du diviseur. 

2 - Le deuxiéme terme est 5x parce que 5x - x? = 5x° 

Le quotient est x?+5x+8 et le reste est 15x — 1. 

Cas particulier:division d’un polynéme en x par 
x-—a 

a étant un nombre entier positif ou négatif (c’est-a-dire appartenant a Z)*. 

* La variable pourrait, bien évidemment, étre désignée par une autre lettre que x. 

Le polynéme pourrait étre un polynéme en t et il s’agirait alors de la division par 

t-a. 
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Lol du reste > 

On sait que P(x)=d(x)-Q(x)+R, c’est-adire, dans ce cas-ci que 

P(x) = (x — a): Q(x) + R. 

On constate que si on remplace, dans les polynémes, x par a, on obtient: 

P(a)=(a—a)- Q(a)+R 
- Valeur numérique du polynéme en a: P(a)=0- Q(a)+R 

Ainsi, le reste de la division d’un polynéme par x —a est égal a la valeur 

numérique de ce polynéme en x=a. 

On peut donc déterminer le reste d’une division par x — a sans déterminer 

le quotient. On peut donc aussi en déduire si la division est exacte (cas ot 

R=0) : 

ll est possible également, grace a cette loi, de trouver rapidement un poly- 

néme de la forme x —a qui soit un diviseur «exact» d’un polynéme P(x). 

Méthode de calcul du quotient; méthode de Horner 

Soit, par exemple, a déterminer le quotient de la division de x§ + 3x? —x — 1 

par x+2. 

ee ie du gegen dividende 
J 
1 — 1—>terme indépen- 

dant 

sees 2p + -8 +10/-18( =-2-9) 
(= — 2: 1)(-2:(=2)) 
1 s- + 5 +9)|-19 
\(=042) (=044 (438) 
Coefficients du quotient «—~ reste 

Comme on a divisé par un polynéme du premier degré en x, (x—a), le 

degré du quotient sera égal au degré du polynéme dividende moins 1. 

Q(x) = 1- x4 — 2x5 + 4x?-—5x+9 et R= -—19. 



Des_ identités (produits) 1 remar- 
quables 

Des calculs peuvent étre évités si l’on se trouve en présence de certaines 

expressions, telles que le carré d’une somme ou d’une différence de deux 

nombres, le produit d’une somme de deux nombres par leur différence, le 

cube d’une somme ou d’une différence de deux nombres. 

(a+b)? =a? + 2ab +b? 

(a—b)? =a? — 2ab + b? 

(a+b)-(a—b)=a?-— 

(a+ b)* = a3 + 3a7b + 3ab? + b? 

(a—b)*=a*— 3a*b + 3ab? — b? 

(a+b): (a?—ab+b?)=a* +b? 

(a—b)- (a? + ab + b?)=a*—b? 

Pour démontrer ces égalités, il suffit de développer les membres de gau- 

che en effectuant des produits de sommes ou de différences. 

Par exemple, (a+b)-(a—b)=a-a+a:(—b)+b-a+b-(—b) 

=a*—ab+ba—b?=a?—ab+ab—b?=a?—b? 

Ainsi, le produit d’une somme de deux nombres par leur différence est 

égal a la différence des carrés des deux nombres. 

Exemples 

b\? b. sab b ab 
(sx-2) = (3x)? —2- 3x: RS 2 = 0x? = Go 

c c c c c? 

(245): (2—5)=(2)?-5%=2-25= -23 

(1001)? = (1000 + 1)? 
= 1000? + 2- 1000 + 1?= 1000000 + 2000 + 1 = 1002001 
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De la factorisation 

Factoriser une expression signifie transformer une somme de termes en 

un produit de facteurs. 

Méthodes de factorisation 

1 - Mise en évidence 

C’est une conséquence de la propriété suivante: «pour mutliplier un nom- 

bre par une somme, on multiplie ce nombre par chaque terme de la 

somme et on ajoute les produits obtenus; a-(b+c)=a-b+a-c». 

On peut écrire cette égalité de la fagon suivante: a-b+a-c=a-(b+c): 

formule de mise en évidence de a. 

Ainsi, lorsqu’on a une somme de termes, on peut écrire le(s) facteur(s) qui 

est (sont) commun(s) a tous ces termes devant une parenthése aprés 

laquelle on indique la somme des «facteurs restants». 

Exemples: 

4x + 2x? — 6 = 2(2x + x* — 3) 

15ab — 3b* = 3b(5a — b?) 

8x — 3) + 2y(x — 3) = 2x — 3): (4+) 

15ac + 5a? + 5a =5a(3c + a+ 1) 

2 - Utilisation des identités remarquables 

Les formules des identités remarquables permettent de transformer des 

sommes en des produits. Ainsi, la différence des carrés de deux nombres 
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peut s’écrire comme produit de la somme de ces nombres par la diffé- 

rence de ces nombres, a? — b?=(a+b)-(a—b). 

Exemples: 

4x? — 1 =(2x + 1)(2x — 1) 

27a* + 8 = (3a) + 2° = (3a + 2)(9a? — 6a + 4) 

2x?y + x4y? + 1 = (xy + 1)? 

14+x° + 3x? + 3x4 =(1+x?)* 

3 - Groupement de termes 

De tels groupements ont pour but de pouvoir éventuellement employer 

une des deux méthodes de factorisation citées précédemment ou les 

deux. 

Exemples: 

x? — 2x — 1+ 2x3 = (x? — DREN 

fe ae 1) + 2x(x*=1) - 

= (x + 1)(x — 1) + 2x(x + 1)(x — 1) 

= (x + 1(x— 1): (1+ 2x) 

4x? + 4x + 1 —y4 = (4x? + 4x + 1)—y* = (2x + 1)? -— 

= (2x + 14+ y?)- (2x + 1-—y?) 

8x? — 12xyz + 6xy?z? — y$z — 

= (8x? — 12x?yz + 6xy?z? — y*z°) — 1 

= (2x — yz)? — 1=(2x— yz) — 
= ((2x — yz) — 1) - ((2x — yz)? + (2x — yz): 1+ 1”) 
= (2x — yz — 1) - (4x? — 4xyz + y?z? + 2x — yz + 1) 

4 - Artifices de calcul 

Ces artifices de calcul consistent en la décomposition d’un terme en une 

somme ou une différence de deux termes ou en I’addition et la soustrac- 

tion d’un terme. 

On fait de tels artifices dans le but de pouvoir ensuite utiliser une ou plu- 

sieurs des méthodes précédentes. 
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. Exemples: 

5x4 + 7x + 2= 5x! + 5x + 2x+2 

= (5x4 + 5x) + (2x + 2) = 5x(x? + 1) + 2(x + 1) 

= 5x(x + 1x? + x + 1) + 2x + 1) =(K + 1) * (Gx(K, —X + 1) + 2) 

= (x + 1)(5x° — 5x? + 5x + 2) 

x44+4=x44+4+4 4x? — 4x? 

= (x! + 4x? + 4) — 4x? = (x? + 2)? — 4x? 
= ((x? + 2) + 2x) - ((x? + 2) — 2x) = (x? + 2x + 2): (x? — 2x + 2) 

a?—3a?+7+8a=a°—3a?+8-—1+3a 

=(a°— 3a? + 3a—1)+8=(a—1)°+8 

=((a—1)+ 2): ((a—1)?-(a—1):2+4) 

=(a—1+2): (a?-2a+1-—2a+2+4) 

=(a+1\a?-4a+7) 

5 - Division d’un polynéme en x par x—a 

Pour transformer un polynéme (somme de termes) en un produit de fac- 

teurs, il suffit de trouver un diviseur «exact», de la forme x — a (ou a est un 

nombre entier), de ce polynéme. 

En effet, si x—a est un diviseur «exact» d’un polyndme P(x), on peut 

écrire, par définition de la division, 

P(x) = (x — a) - Q(x) 

le reste étant nul. 

Pour déterminer si x — a est un polynéme diviseur «exact» de P(x), il suffit 

de calculer P(a), puisque P(a) est égal au reste de la division. 

Lorsque P(a) = 0, on est en présence d’un diviseur «exact» et on détermine 

alors le quotient de la division. Pour que x — a puisse éventuellement étre 

un diviseur «exact» de P(x), il faut que a soit un diviseur du terme indépen- 

dant de P(x). 

Exemples: soit a factoriser le polynéme x* +x +2. 

- la division par x—1 est-elle exacte? 

R=19+1+2=4 +40=> x—1 n’est pas un diviseur «exact» 
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- la division par x +1 est-elle «exacte»? (c’est-a-dire par x —(—1)) 

R=(-—1P +(-—1)+2= —1-—1+2=0=> x+1 est un diviseur «exact», 

On détermine alors le quotient: x? —x +2. 

Et on peut écrire: x°+x+2=(x + 1): (x?—x+ 2). 

6 - Remarque (voir équation du second degré) 

Dans le cas d’un polynéme du second degré, P(x), on peut aussi chercher 

les solutions de I’équation P(x) =0. 

Soit x, et x, ces solutions, si elles existent. 

Alors, P(x) =(x —x,)* (xk — X,). 

En effet, P(x) s’annule bien pour x = x,, parce qu’alors x — x, =0; de méme 

P(x) s’annule pour x=x,, parce qu’alors x — x, =0. 

Exemples: 

Soit a factoriser x? — 2x -—3 
—2x-3=0 

A=4-4-1-(—3)=4+12=16 (voir équation du second degré) 

mifiec a 2)+V16_ 24+4--6- 

Ainsi, x? — 2x —3 = (x — 3) - (x + 1). 

Soit a factoriser —x?—x+3. 

—x?-x+3=0 

A=(-1)?-4:(-1)-3=14+12=13 

_1+V13 _ -1-V13 ‘ _1-V13_ -14V13 
—2 a gaat a LBS ee 

Dés lors, — x? — x + 3 ne peut pas étre décomposé en un produit de fac- 

teurs «formés» de nombres entiers, mais on pourrait seulement 
écrire: 

>» 
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Synthése des méthodes de factorisation 

1- Mise en évidence 

2 - Identités remarquables 

L’expression est un binédme: 

- une différence de deux carrés; 

- une différence de deux cubes; 

- une somme de deux cubes. 

L’expression est un trinédme: 

- une somme de deux carrés de deux nombres et du double produit de ces 

nombres; ; 
- une somme de deux carrés de deux nombres et de l’opposé du double 

produit de ces nombres. : 

L’expression est un quadrinéme: 

- il se présente sous la forme a* +.3a7b + 3ab? + b® 

- il se présente sous la forme a*— 3a’b + 3ab? — b* 

3 - Groupements 

li y a un nombre pair de termes: 

- on groupe les termes par méme nombre et, dans chaque parenthése, on 

met en évidence ou on remplace I’expression par un produit remarquable. 

Ensuite, on met en évidence pour toute |’expression; 

- On se raméne, aprés un groupement de trois termes si l’expression en 

comporte quatre, ou aprés deux groupements de trois termes chacun si 

l'expression en comporte six, a une différence de deux carrés; le ou les 

groupements représentant des produits remarquables, a savoir des carrés 

d’une somme ou d’une différence de deux nombres; 

- si expression comporte huit termes, on se raméne, aprés deux groupe- 

ments de quatre termes chacun, a une différence ou a une somme de 

deux cubes; les groupements représentant des produits remarquables, a 

savoir des cubes d’une somme ou d’une différence de deux nombres. 
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il y a un nombre impair de termes, soit cinq: on se raméne, aprés un grou- 

pement de quatre termes, 4 une somme ou une différence de deux cubes; 

le groupement représentant un produit remarquable, a savoir le cube 

d’une somme ou d’une différence de deux nombres. 

4 - Artifices de calcul 

L’expression est une somme d’un nombre impair de termes: 

- on décompose un des termes en une somme ou une différence de deux 

termes et ensuite on applique la méthode des groupements (3). 

- L’expression est une somme de trois termes telle qu’il «manque» le cube 

d’un nombre pour avoir un produit remarquable (cube d’une somme de 

deux nombres ou d’une différence de deux nombres). 

On ajoute.et on retranche ce cube et on applique la méthode des groupe- 

ments (3), (on se raméne ainsi a une différence ou une somme de deux 

cubes). 

L’expression est un somme d’un nombre pair de termes: 

- c'est une somme de deux termes. Ces termes sont les carrés de deux 

nombres. On ajoute et on retranche le double de deux nombres. On ajoute 

et on retranche le double produit de ces nombres et on utilise alors la 

méthode des groupements (3), (on se raméne ainsi a une différence de 

deux carrés); 

_-c’est une somme de quatre termes. On décompose un des termes en une 

somme ou une différence de deux nombres, afin de faire apparaitre un 

produit remarquable, et on se raméne ainsi, aprés groupement, A une 

somme ou une différence de deux cubes. 

5 - Division d’un polynéme en x par le binéme x — a 

Si expression est un polynéme en une variable, soit x, on cherche un divi- 

seur X—a (a € Z, c’est-a-dire un entier positif ou négatif) de ce polynéme 

P(x), ce qui permettra d’écrire P(x) =(x — a) - Q(x). 

- On sait que a sera un diviseur du terme indépendant du polynéme. 

- Comme le reste de la division d'un polynéme P(x) par x — a vaut P(a) pour 

les différentes valeurs possibles de a et si on obtient P(a) =0, cela signifie 

que x—a divise P(x). 

/. 
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Des fractions rationnelles 

Définition 

On appelle fraction rationnelle une fraction dont les termes sont des poly- 

némes. 

Simplification des fractions rationnelles 

Pour pouvoir diviser les deux termes de la fraction par un méme nombre, il 

faudra tout d’abord factoriser ces termes (c’est-a-dire les transformer en 

produits). La simplification consiste en la suppression des facteurs com- 

muns aux deux termes de la fraction. 

x? — 16 
Exemple: soit a simplifier la fraction rationnelle PREY 

X=16_fe+4)-(x—4)_x- 4 
2x +8 a4) 2 

Opérations sur les fractions rationnelles 

Ce sont les mémes que celles sur les fractions «arithmétiques». 

Remarque: il faut toujours essayer de simplifier les fractions. 
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Exemples: 

ee On) EP Be WE rho. 
x?—16 x?4+x-12 (x+4)x—4) x?4+4x-3x-12 

eee ate Kis 
(x+4)(x—4) (x? + 4x) — (8x + 12) 

tee MICS 
(K+ 4)x-4) x(x + 4)—3(x + 4) 

EL Se rae et 
(x+4)x-—4) (x +4)x—3) 

pe 2x(x — 3) A (1—x)(x — 4) 

(K+ 4)(x—4)(x-3) (x + 4)(x —3)x — 4) 

_ 2X(K=3) + (1 = WK — 4) _ 2x? - Ox + K-44 — x? + x 

(x + 4)(x — 4)(x — 3) (x + 4)(x — 4)(x — 3) 

¥ x?-x-—4 

(x + 4)(x — 4)(x — 3) 

MO Akt Pe Saxe 

3x+6 6x?+12x 3(x +2) 6x(x + 2) 
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Des équations a une inconnue de 
degré supérieur a 17 

Equations du second degré 

Définition: c’est une équation dont un des termes contient I’inconnue éle- 

vée a la deuxiéme puissance et dont le degré des autres termes en l’incon- 

nue n’est jamais plus grand que deux. 

Exemples: x? — 3x + 1=0, 4x? =x—5, 3x: (2—x)+x=3 sont des équations 

du second degré en x. 

_ Forme générale: ax? + bx +c =0, ol! a est un nombre réel non nul et ou b 
et c sont des nombres réels. Toute équation du second degré peut se met- 

. tre sous cette forme. 

Résolution d’une équation du second degré en x. 

Cas général: (et donc, toujours applicable): 

soit ax? + bx +c=0. On calcule A =b? — 4ac. 

Selon la signe de A, il y a trois possibilités: 

A>0 
'équation admet alors deux solutions (ou racines) réelles distinctes, don- 

nées par les formules suivantes: 

bie sh 
2a 

_-b-VA 
; 2a X 

A=0 

L’équation admet alors une seule solution réelle (ou deux solutions con- 

fondues): 



BAe 
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A<0 
L’équation n’admet aucune solution réelle. 

Remarque: lorsque le coefficient de x, a savoir b, est divisible par 2, 

b 
on peut employer la formule A =b’?—ac, ou b’ ae Les autres formules 

s’écrivent avec A’a la place de A, b’ ala place de b et a a Ia place de 2a. 

Cas particullers 

L’équation n’a pas de terme en x. 

Elle est donc de la forme ax?+c=0. 

ll suffit alors d’isoler x? dans un membre et de calculer x = +-V x?. , Sic’est 

possible. 

Rappelons que la racine carrée d’un nombre négatif n’existe pas dans IR. 

L’équation n’a pas de terme indépendant. 

Elle est donc de la forme ax? + bx = 0. li suffit alors de factoriser le premier 
membre en mettant x, au moins, en évidence, ce qui permet de se ramener 

a un produit de deux polynémes du premier degré en x, produit égal a 0. 

Or, un produit de deux facteurs est nul si et seulement si un des facteurs 

est nul: s 

A:B=0< A=0o0u B=0 

Ainsi, on obtient les solutions en annulant chacun des facteurs. 

Exemples de résolutions d’équations 

Résoudre 3x?-—x+1=0 
A=(—1?-4-3-1=1-12=-11 

A <0 l’équation est impossible dans R. 

Résoudre —x?—x+4=0 

A=(—1P—4:(—1)'4=14+16=17 

L’équation admet deux solutions réelles distinctes: 

14V17_ -1-V17 1-V17_ -14+~V17 
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Résoudre —4x?+1=0 
1 

—~4x241=0<> —4x?= -1 4° =1S = - 
4 

a/+ 1 
>x=+t — > x%,=- 

4 2 

X= i 

Résoudre 3x? + 2x =0 

2 
3x? + 2x =0 <> x(8x + 2)=0 <> 1°: x=0 et 2°: 3x+2=0 <> X= rr 

2 2 
ll y a donc deux solutions réelles: 0 et ie 

Autrement dit, l'ensemble solution Sol ={ a of 

Equations de degré supérieur a 2 

Méthode générale de résolution 
On groupe tous les termes dans un membre. 

On factorise ce membre, si c’est possible, afin d’obtenir un produit de fac- 

teurs égal a zéro. 

ll suffit alors d’annuler chacun de ces facteurs pour trouver les solutions.. 

Exemples: 

Soit a résoudre x® — x4 =0 <> x(x? — 1)=0 <> x(x + 1)(x-—1)=0 

<> 1°: x4=0 <> x=0; 2°: x+1=0<> x= —1 et 3°: x-1=0<— x=1 

Soit a résoudre 2x? + x? -—x=0 <> x(2x?+x—-1)=0 

<> 1°: x=Oet 2°: 2x?+x-1=0. 

A=1-4-2(-—1)=1+8=9 

1 
ll y a donc 3 solutions: 0, 3 et -1. 
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_ Organigramme de la résolution (méthode géné- 
rale) d'une équation du second degré dans R 

s de 
Selution 

réelle. 
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Equations bicarrées 

Définition: on appelle équation bicarrée une équation de la forme 

ax‘ + bx? +c =0, c’est-a-dire une équation ayant uniquement un terme du 

quatriéme degré en I’inconnue, un terme du deuxiéme degré en I’inconnue 

et un terme indépendant. 

Méthode de résolution 

On pose x?=y. Et I’équation devient: ay? + by +c=0. 

On résout cette équation du second degré en y. 

On revient ensuite a x, x= +’y, lorsqu’on a trouvé les valeurs de y véri- 

flant ay? + by+c=0. 

Exemple: soit & résoudre 2x‘ + x? -1=0. 

On pose y =x? => 2y?+y-—1=0 

A=14+8=9 

eh te irebta ier 
Y 4 Py Y2 3 

y= —1=> x?= —1: impossible.. 

Done, I’équation 2x‘ + x? — 1=0 admet deux solutions réelles: 

V2) V2. 
et en ae 

Organigramme de la résolution, dans IR, 
d’une équation bicarrée » 



ax + Ctee 36 

On poe xtsk . 

sgaalion denies 

+hb 4c 20 

A = Ge uac 
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Des équations irrationnelles 

Définition 

Dans des équations irrationnelles simples, l’inconnue apparait sous un ou 

plusieurs radicaux d’indice 2. 

Technique de résolution 

On se «débarrasse» des racines carrées en élevant les deux membres au 
carré (parfois, il faut le faire 4 deux reprises), mais on perd ainsi des infor- 

mations que !’on doit donc retrouver sous forme de conditions. 

Ces conditions traduisent le fait que: 

Toute expression dans une racine carrée doit toujours étre positive ou 

nulle (sinon la racine n’est pas définie dans [k). 

La racine carrée d’un nombre est, par convention, positive ou nulle (lors- 

que !’on veut considérer le nombre négatif égal, par exemple, a +/16, on 

- doit écrire —V/16. Il a été convenu que V'16 = +4). 

On se raméne ainsi & une équation de degré n. 

Exemple: soit a résoudre V x + 1 =2x—-3. 

Vx+1=2x-3<>(~Vx+41 = (2x — 3) conditions: 

<> X+1=4x?- 12x +9 K-30 x>5 

<> 4x?-13x+8=0 X41 B0@x>B-1 

A =169-128=41 condition: x>5 

_134+V41 
t 8 

13-V41 
aaa ee ss => a rejeter. 



Des inéquations du premier degré 

Définition 

Une inéquation est une inégalité dans laquelle il y a une (ou plusieurs) 

inconnue(s) notée(s) par une (ou plusieurs) lettre(s) et qui n’est vérifiée que 

pour certaines valeurs de cette (ces) inconnue(s): 

Exemples 

4x-2>0,x-3< 2x+5, —3x—2< 0 sont des inéquations du premier 
degré a une inconnue (x). 

L’ensemble solution 4x — 2 > 0 est l'ensemble des nombres réels supé- 
rieurs ou égaux a 1/2. 

= If onthe i 

Propriétés des inégalités 

Lorsqu’on ajoute un méme nombre aux deux membres d’une Inégalité ou 

que !’on retranche un méme nombre des deux membres d'une inégalité, 

on obtient une inégalité équivalente a la précédente. 

LS, 

= 
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a<b<at+c<bt+e 

Exemple: 3< 17 <> 3+2< 17+2<>5< 19 

Lorsqu’on multipiie ou divise les deux membres d’une Inégalité par un 

méme nombre positif, on obtient une inégalité de méme sens équivalente 

a la précédente. 

a<b<a‘c< b:c,oua, be Retce R; 

Exemples: 4,1 << 32 <> 4,1:2< 32-2 

Lorsqu’on multipiie ou divise les deux membres d’un inégalité par un 

méme nombre négatif, on obtient une inégalité équivalente a la précé- 

dente mais de sens contraire. 

a<b<a-:c>b-c, ota, be Ret c eRe 

Exemple: 5 <7 <> 5:(-3) >7-(-3) <> -15 > -21 

Remarque: changer un nombre de signe revient a le multiplier par — 1. 

De 1a, 

a<b<>-a>-b 

Exemple: 7 >4<> -7< -4 

=e = 
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Résolution d’un inéquation du premier degré a 
une inconnue 

Méthode 
1 - On supprime toutes les parenthéses. 
2 - On «groupe» les termes en inconnue dans un membre et les termes 

indépendants dans autre. 

3 - On effectue les additions et les soustrations dans les deux membres. 

4 - On calcule la valeur de l’inconnue (en multipliant ou en divisant les 

deux membres par un méme nombre), si c’est possible. 

Exemples: 

Soit & résoudre 2(—x —5) <I x +5 
<> -—2x-10< x+5<> -10-5< x+ 2x <> 3x > -15 
<x > -15<>x> -5 

Sol={xe R} x > -5} 

Soit a résoudre —5x+1 > 4+ 3x 

ole 
= -5x-3x 3 4-1 -8K S>3S> +8KK -3S XE - 

sotst 2 R|x< -3} 

4 
4 )e 
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Des systémes d’équations du 
premier degré a deux inconnues 

Définition 

On forme un systéme de deux équations lorsqu’on doit tenir compte de 

deux relations entre les variables (deux conditions sur les variables). 

Forme générale 

ax+by+c=0 

ax+b’y+c’=0 

Solution d’un systeéme 

Une solution d‘un systéme de deux équations a deux inconnues est une 

solution commune aux deux équations, c’est-a-dire un couple de valeurs 

vérifiant a la fois les deux équations. 

En général, un systéme de deux équations du premier degré a deux incon- 

nues admet une solution. 

Ainsi, par exemple, la solution de J y+x=2 .. est (— 4,6). 

2y —24-—3x=0 

Résolution algébrique 

Méthode de substitution 

Enoncé: on tire une des inconnues de I’une des équations et on la rem- 
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place par sa valeur (en fonction de |’autre inconnue) dans l'autre équation; 

celle-ci est alors une équation du premier degré a une inconnue, que l’on 

peut résoudre. 

Exemple: soit a résoudre J 4x-2y+1=0 

x-3y=5 

hie wn x=5+3y 

x-3y=5 4(5 + 3y)-2y+1=0 

20+12y-2y+1=0 <> Hates 

x=5+3y x=5+3y 

21 
= Soe eal y= =A 

—s 10 > { rah Cg 

bie sia ATR rane SW 

sol={{-13; -2n} 

Méthode de comparaison 

Enoncé: on tire la méme inconnue de chacune des équations et on égale 

les quantités obtenues. 

On obtient ainsi une équation du premier degré a une inconnue. 

Exemple: soit a résoudre } 3x—2y=4 

Sy+x=2 

bes ia obe 

Seog ue ie ni { 2 

Sy+x=2 3y=2-x 2-xX 
y= : 3 

2-x _2-% 
ag 3 > ” 3 

x4 2-x 3(3x — 4) = 2(2— x) 



104 / Eléments d’algébre 

Ox -12=4-2x 11x=16 

40 lame y= 

16 16 16 
x=— x=— x=— 

"1 1 
> > 

Lz * eer {yy 
i 11-3 4-3 11 

=f} 
Méthode d’addition (aussi appelée méthode 
de Gauss) 

Enoncé: elle permet d’éliminer une des inconnues en additionnant les 

deux équations membre & membre. On peut avoir d’abord multiplié les 

deux membres d’une des équations ou des deux équations par un nom- 

bre. 

-Exemple: soit & résoudre le systéme § 2x —5y=1 (-3) 

y-3x=2 (- 2) 

ee abd Ph Clmdewawaa 

~6x+2y=4 ~6x+2y=4 

et 
pi, - (t 

2(-7,) -4=6 

ae, 
{" 13 Ee 

> > 
on 2. 66:6 11 

18°13.~«13 «13 
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Méthode de Cramer 

Cette méthode utilise des déterminants, dont le déterminant des coeffi- 

cients des inconnues. 

Un déterminant d’ordre 2 est une fonction de 4 variables (2?) et se repré- 

sente par un tableau des 4 variables. 

Le déterminant ci-dessous représente le nombre ad-bc: 

jab 
cd 

Un déterminant d’ordre 3 est une fonction de 9 variables (37). 

On représente comme suit un tel déterminant: 

abc 

def 

ghi 

li se calcule suivant une ligne ou une colonne quelconque, chaque élé- 

ment de cette ligne ou de cette colonne étant multiplié par son mineur. Le 

mineur d’un élément est le déterminant obtenu en supprimant la ligne et 

la colonne comprenant |’élément. Un mineur comporte un signe, qui 

dépend de la place de |’élément dont il est le mineur dans le tableau des 

nombres: le mineur du premier élément en haut a gauche a le signe +, 

ensuite, on alterne les signes, les «déplacements» dans le déterminant de 

départ se faisant horizontalement ou verticalement. 

Si on calcule le déterminant ci-dessus suivant la premiére ligne, on 

obtient: 

Pe ef df de 
def =a:|?'|-»-| t+? h 
ghi g 9g 

=a: (ei--hf)—b- (di—gf)+c-(dh—ge). 
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On aurait pu calculer ce déterminant suivant la deuxiéme colonne par 

exemple: 

abc 
df ac ac 

jdef =--| | +e-| | -n- def 
ghi 9g g 

Enoncé de la méthode de Cramer 

- On écrit le systéme sous la forme | ax+by=c 

a’x+b’y=c’ 

- On calcule le déterminant D des coefficients des inconnues: 

ab 
D= 

a’b’ 

- Si D +0, alors le systeéme admet une solution: 

D, Dues (: 
=—, y=— ou D,= 

Ding 2 Do. hee 
(c’est-a-dire le déterminant D ot l’on a remplacé les coefficients de x par 

les termes indépendants) 

ac 
ot De =| ‘ | 

ac 

(c’est-d-dire le déterminant D ot l’on a remplacé les coefficients de y par 

les termes indépendants). 

- Si D=0, le systéme est soit impossible, soit indéterminé. Ii est impossi- 

ble si D, ou D, est non nul; il est indéterminé si D, et D, sont nuls. 

Exemples: soit a résoudre le systéme 

ae ae ge tare 
< 

y-x=2 —xX+y=2 

=| : | =3-1-(-1):(-5)=3-5=-2 

. 
| 
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7 : D. D. 
D #0=> 1 solution (xy), x=— y=— 

D D 

o,=[) “il = 1): 1-2+(-5)=-14+10=9 
aril enna | ae "f FB 

3-1 
b= =3-2-—(-—1):(—1)=6-—1=5 2 ae M (—1):(—1) 

iso eta og 
Selo tnae © 2 

: 9 § 
L’ensemble solution est donc: Sol = Ge “3 

Représentation graphique d’une solution d’un 
systeéme 

Chaque équation du premier degré a deux inconnues (forme générale: 

ax + by +c =0) étant I’équation d’une droite, une solution d’un systéme de 

deux équations du premier degré 4 deux inconnues est représentée gra- 

phiquement par un point appartenant a la fois aux deux droites, c’est-a- 

dire un point d’intersection des deux droites. L’ensemble solution du 

systéme est donc représenté graphiquement par l’ensemble des points 

communs aux deux droites (0,1 ou une infinité!). 

Exemples: soit 4 résoudre graphiquement le systéme suivant: 

x-2y=3 

2x+y-1=0 

- Dessinons la droite A d’équation x—2y=3, ou encore, d’équation 

x-2y-3=0. 

Déterminons deux points de cette droite: _ 

3 3 
x=0=> 0-2y-3=0= 2y=-3=>> y= Byars oa) 

y=0=> x-0-3=0=> x=3=> (3,0). 

- Dessinons la droite B d’équation 2x + y—1=0. 

Déterminons deux points de cette droite: 

x=0=> y=1=>> (0,1) 

X=2=> 2-2+y-1=0=> y=-3=> (2,-3) 
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; 1 1 
(autre point: y=0=> 2x-1=0=> a (0). 

Y 

- Les coordonnées du point d’intersection des droites A et B sont la solu- 

tion du systéme. 

Solution; x=1, y= —1=> (1,—1). 

Généralisation: systéme de n équations a n 
inconnues 

On applique la méthode d’addition, de substitution, ou de comparaison, 

afin d’obtenir une équation a une seule inconnue. On résout alors cette 

équation et on obtient ainsi la valeur d’une des inconnues. 



Des systémes d’équations du 1° degré a 2 inconnues | 109 

On travaille de la méme facon pour une autre équation. Et ainsi de suite 

jusqu’a l’obtention des valeurs de toutes les inconnues. 

On peut aussi utiliser la méthode des déterminants. 

Exemples: 

Soit Aa résoudre | 2x-y+z=1 

3x+w+z=0 

x-Z=2w 

w-2x=1+y 

X=2w+z (on isole x dans la troisiéme équation) 

3(2w +2)+w+z=0 (on remplace x par sa valeur dans la 

deuxiéme et la premiére équation) 
A2w+z2)-y+z=1 

w—2(2w+z)=1+y (on remplace x par sa valeur dans la 
quatriéme équation) 

X=2wW+zZ 

Fagy yo he 2 
—7w 7w 

4w +3°—— —(-3w+—-1)=1 as 
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Xx=2wW+Z 

7w 

16w 2iw 12w 14w 
— —-— + —_ —-— +1-1=0 
4 4 4 4 

X=2w+zZ 

7w 

Sol xf (0, bi jh 

Vérification: remplagons, dans le systéme d’équations de départ, x par 0, 

y par —1, z par 0 et w par 0, et voyons si on obtient bien des égalités. 

2-0-(-1)+0=1? 1 

3:0+0+0=07? 0 

0-0=2:0? 0 

0-2:0=1+(-1)? 0 

oi 

ooo = 

Soit A résoudre, par la méthode de Cramer, le systéme suivant: 

ax-y+z=5 2x-y+z=5 

x-3y=2z+1 <=> x—3y-2z=1 

y+3z=4 Ox+y+3z=4 

Death 4 
D=|1-3 2} =2-|-°~2| rR ‘| +0-|7! 4 

ak ec aeeaen Woe fence hgh Grey. 252 
Gatind 

(calcul suivant la premiére colonne) 
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D=2-(-9+2)—1-(-3-1)+0=2:(-7)-(-4)= —14+4= -10 

D, D, D; 

D +0=> une solution: x=—, y=—, 2=—. : be 

5 -11 : 
-3-2 1-3 

D,=]1-3 -2 =5-|~ a —(—1)- iB 2 | | 
1 4A 

413 

5-((—3)-3—1-(—2)) +1: (1-3-4-(—2))+1°(1- 1-4-3) 
5+ (—9+2)+(8+8)+(1+12)=5:(—7) 411413 
~354+11+13=—-11 

sao 1-2 51 
D,=]1 1-2 =2.| |-1-| | +0 

Ain 'S 43 
0 4 3 

=2-(3+8)—(15—4)=22-11=11 

pitty a4 15 
D,= _ =2: bo te 

vis hawt 2-|; : |; ‘+9 
014 

=2-(-12-1)-(—4—5)= —26+9= — 

Me Mo A 
Solution: x= ——; z=——=-17 oe ae 46) 40 

Probléme 

Deux bergers, Hans et Johann, promenant leurs moutons en montagne se 

rencontrent. Hans dit & Johann: «si tu me donnais un de tes moutons, 

j'aurais autant de moutons que toi». Johann lui répond: «si toi tu me don- 

nais un de tes moutons, alors j’aurais deux fois plus de moutons que toi». 

Combien chacun d’eux a-t-il de moutons? _ 
- Soit x le nombre de moutons de Hans et y le nombre de’ moutons de 

Johann. 
- Si Johann donnait un de ses moutons a Hans, i! en aurait alors y-1 et 

Hans en aurait x +1. 

Dans ce cas, on aurait x+1=y-—1. 
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- Si Hans donnait un mouton a Johann, il en aurait y+1 et Johann en 

aurait x—1. : 

Dans ce cas, on aurait: y+ 1=2-(x—1). 

- Il faut donc tenir compte de ces deux relations entre x et y résoudre le 

systéme 

er ela “ a 

y+1=2(x—1) y+1=2x-2 

y=xX+2 y=x+2 x=5 
> => > 

X+2+1=2x-2 34+2=2x-—x y=7 

- Ainsi, lors de la rencontre des deux bergers, Hans a5 moutons et Johann 

ena/7. 



Des Systemes d'inéqua tions du 
premier degré a deux inconnues 

Forme générale 

ax + by +c > 0* * 

a’x+b’y+c’ > 0* 

Signification graphique d’une inéquation 
du premier degré a deux inconnues 

Une solution d'une telle inéquation est un couple de valeurs vérifiant cette 

inéquation. 

C’est donc un point du plan coordonné. 

L’inéquation ax + by + c>0* est représentée par un demI-plan (ensemble 

de points), délimité par la droite d’équation ax + by +c=0. 

Méthode de résolution graphique 

On écrit les inéquations en isolant y dans un membre. 

On trace les droites délimitant les deux demi-plans, et on hachure les par- 

ties qui ne conviennent pas. 

Exemple; soit 4 résoudre 

> 3x+1 3x+1<S 
ee os { ua hd 

x+2y>0_ Y>=5 >-3 

-Le demi-plan d’inéquation y > 3x +1 est délimité par la droite A, d’équa- 

tion y=3x+1. 

*Ou> 0, ou< 0, ou< 0. 
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Y feys 330 4 

F toa 

mr eh 

BAR 

a> 

& oe 
Le demi-plan d’inéquation y > —x/2 est délimité par la droite B, d’équa- 

tion y= —x/2 

- Droite A: x=0 => y=3-04+1=1=> point (0,1); x=2=> y=7=> point 

(2,7) 
Le demi plan d’inéquation y > 3x + 1 est l’ensemble des points au-dessus 

de la droite A et sur la droite A, (en effet, pour un x choisi, soit x,, le point 

sur la droite A est tel que son ordonnée y, =3- x, + 1. Si, pour ce méme Xo, 

on prend un point au-dessus de la droite A, son ordonnée y, sera plus 

grande que y,, donc plus grande que 3x, + 1, étant donné l’orientation de 

Vaxe Y (voir dessin ). , 

- Droite B: x=2=> y= —1=> (2,-1)} x=0 => y=0=> (0,0) 

Le demi-plan d’inéquation y > — x/2 est l'ensemble des points au-dessus 

de la droite B, puisque sur B, y= —x/2. 

Ma 
= 

s={ oy du plan| y > 3x+1ety > zh 



De la mise en équation d’un 
probleme 

Méthode 

1 - Analyser I’6noncé du probléme, afin de bien mettre en évidence ce qui 

est connu et ce qui est a découvrir. 
Eventuellement, réexprimer ce probléme en d’autres phrases plus explici- 

tes. 

2- Choisir la ou les inconnues, c’est-a-dire représenter par une lettre (x, y, 

Z,...) une Ou des inconnues du probléme. 

Une inconnue suffit dés que toutes les informations du probléme peuvent 

s’exprimer a l'aide de cette inconnue, 

3 - Exprimer les différentes grandeurs du probléme, connues ou non, a 

l'aide de cette(ces) inconnue(s). Exprimer certaines données du probléme 

ou conséquences de ces données en faisant apparaitre la (ou les) incon- 

nue(s). 

4- Exprimer alors la(les) relation(s) indiquée(s) dans I’énoncé du probléme. 

Mettre ainsi le probléme en équation. 

5 - Résoudre |’équation, l’inéquation, ou le systéme d’équations ou d’iné- 

quations. 

6 - Revenir au probleme posé. 

Exemples 

Combien a coité une voiture d’occasion, sachant qu’aprés y avoir fait 

pour 2000 FB de frais de réparations, on l’a vendue 23000 FB et qu’ainsi on 

a gagné deux cinquiémes du prix d’achat? 
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 Solt x le prix d’achat de la voiture. 
x +2000 est la somme totale payée, frais de réparations compris. 

Le bénéfice est représenté par les deux cinquiémes du prix d’achat, 

2x 
c’est-a-dire par rs 

2x 
Onadonc: (x+2000) + 5 

Prix d’achat érlétice Prix de vente 

+ frais 

2x 7x 
2000 + 5 2000 eh 5 S100 te 

- Le prix d’achat de la voiture est donc 15000 FB. 

Deux trains de marchandises quittent en méme temps deux gares, A et B, 

séparées par 144 km, et vont a la rencontre I’un de |’autre. 

Le train partant de A roule a la vitesse constante de 54 km/h et celui par- 

tant de B a la vitesse constante de 36 km/h. 

A quelle distance des deux gares vont-ils se croiser? 

A G & 

Solt x la distance de A au point de croisement, C, des deux trains. 

La distance de B a ce point sera donc 144 km - xkm. 

- Le train partant de A parcourt 54 km en 1h. 

th th: 
Dés lors, I parcourt 1 km en = et done xkm en = 
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Le train partant de B parcourt 36 km en 1th. 

1h(144 — x) 

36 7 

- lLest 6vident que le temps mis pour arriver au point de croisement est 

le méme pour les deux trains. 

144—x 

th 
De 1a, il parcourt 1 km en nee donc (144—x)km en 

x 
Cee ee <> 36x = 54: (144—x) => 36x =54- 144 — 54x 

=> 36x + 54x = 54-144 => 90x = 54-144 => x= 
54-144 

= 86,4 
10 

- Ainsi, les deux trains se croisent a 86,4 km de la gare A. 

Un capital est placé pendant trois ans a intéréts composés au taux 

annuel de 5,5%. La valeur acquise par ce capital est alors placée pen- 

dant deux ans a intéréts simples au taux annuel de 7% et rapporte 

1637 F. 

Quel est le capital de départ? 

Soit x le capital de départ. 

- La valeur acquise par ce capital aprés 3 ans sera x: (1 + 0,055)° (for- 

mule: A=C: (1+ t)"). 

L’intérét simple annuel sur ce nouveau capital sera 

3. 

RS aeecia: 1=C-t) 
100 

Et, aprés deux ans, I’intérét sera ean, (6 
100 

- On sait que cet intérét vaut 1637 F. 

. 1, 3.7. 

On a donc |’équation: Soci RR 1637 
100 

X* 1,113025 - 14 = 1637 - 100 => 15,58235 - x = 163700 

163700 ; 
=———_ => x= 10505 

*=75,56285° 
- Le capital de départ est donc 10505 F. 
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Un terrain rectangulaire a pour dimensions 40 m sur 50 m. On désire le 

border d’un chemin de largeur constante qui en ferait le tour intérieure- 

ment. Déterminer la largeur du chemin de telle maniére qu’il reste, comme 

terrain, 1575 m? (= 157,5 ares). 

Soit x la largeur du chemin, en m. 

- On doit avoir la situation suivante: 

50m 

- Exprimons, en formule, que le terrain restant représente 1575 m?. 

Les «cétés» de ce terrain ont pour mesure: 50m — 2xm (= longueur du ter- 

rain de départ moins deux fois la largeur du chemin) et 40 m et 2x m. 

Nous savons que l’aire d’un rectangle est donnée par la formule; 

aire =longueur: largeur, et nous connaissons |’aire du terrain restant, a 

savoir 1575 m?, 

On aura donc: (50 — 2x) - (40 — 2x) = 1575 

- Il faut donc résoudre cette équation, c’est-a-dire trouver la (les) valeur(s) 

de x vérifiant cette égalité. Il faudra ensuite revenir au. probléme concret 

donné. 

(50 — 2x) - (40 — 2x) = 1575 
<> 50: 40—50- 2x— 2x: 40 + 2x- 2x= 1575 
<> 4x? — 100x — 80x + 2000 = 1575 <> 4x? — 180x + 2000 — 1575=0 
<> 4x? — 180x + 425=0 
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4 = 180? — 4- 4- 425 = 32400 — 6800 = 24600 = 160? 

(ou A’=b"—ac=> A’=90?—4- 425=8100— 1700 =6400 = 80?) 

_ 180+~V 1 180+ 160- 340 
pe es 

mar ag 8 8 

FE jana otc 
2 8 7 

—b4V a 90 +80 —80 
| (ou_x, Epa ua, Xy Serge tons X= = 2,5) 

- La valeur 42,5 m est a rejeter pour la largeur du chemin, cette valeur 

n’étant pas inférieure a la moitié de la largeur du terrain de départ (voir 

schéma). La largeur du chemin est donc 2,5 m. 

Trouver deux nombres positifs tels que la différence entre le plus grand et 

le plus petit soit égale a 4 et tels que la somme de leurs carrés soit égale a 
106. 

Soit x le plus grand des deux nombres et soit y le plus petit. 

- Ona: x*+y?= 106 

ett x-y=4 

Les deux nombres doivent vérifier les deux équations (il y a deux condi- - 

tions sur ces nombres!), ils doivent donc étre une solution du systéme 

formé par ces deux équations. 

x=4+y a (16 + 8y + y?) + y2= 106 

(4+ y)?+y? = 106 x=4+y 

2y? + 8y -90=0 

x=4+y 

Résolvons |’équation en y: 2y?+8y—90=0 

=> y?+4y-45=0 

A=16—4:-1-(—45)=16 + 180 = 196 

Ve Pn ak OL =4-V1%_ -18 

2 AOI HB 2 2 
- Le plus petit des deux nombres positifs est donc 5. L’autre est alors égal 

a44+5=9 (x=4+Yy). 
La valeur y, = —9 est a rejeter, puisqu’on demande des nombres positifs. 
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‘Des logarithmes décimaux 

Définition historique 

Tout nombre réel positif (strictement!) peut s’écrire comme puissance de 

40, cette puissance représentant exactement le nombre, ou étant une 

valeur approchée de celui-ci. 
L’exposant de cette puissance de 10 s’appelle le logarithme décimal, (en 

base 10), du nombre. Le logarithme décimal d’un nombre N s’écrit log N. 

Ainsi, 

log N=x <> 10°=N 

Exemples: 

log 100=2. En effet, 100 = 10? 

log 25 = 1,39794... En effet, 25 + 10%°74; 1015974 est une valeur 

approchée de 25. 

Propriétés 

Soit A, B, C des nombres réels strictement positifs. 

log (A: B: C)=logA + logB + logC 

Si on multiplie des puissances d’un méme nombre, A: B- C, le résultat est 

la puissance de ce nombre dont |’exposant, log(A- B- C), est égal 4 la 

somme des exposants des puissances, logA + logB + logC. 

A 
log oe logA —logB 
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log A°=n-logA 

m 1 
log Ae logA 

Remarque: définition du logarithme en base a 
(a = 1, a> 0) d’un nombre strictement positif 

C’est donc l’exposant de la puissance de a égale a ce nombre. 

log.N=x <> a*=N 

Applications des logarithmes 

Le passage aux logarithmes permet d’exprimer une inconnue se trouvant 
en exposant, ou de trouver une inconnue élevée a une puissance supé- 
rieure a 2, c’est-a-dire de déterminer une racine n°", 

Les logarithmes apparaissent également en astronomie (magnitude d’une 

é6toile), ainsi qu’en biologie. zs 

D’autre part, on emploie |’échelle logarithmique ou semi-logarithmique 

pour représenter certaines fonctions. Ainsi, par exemple, si y est fonction 

de x et que y «augmente ou diminue trés vite» quand x varie Iégérement, 

on indiquera le logarithme de y en ordonnée et non y; on obtiendra alors 

_ une droite (a la place d’une exponentielle). 
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Méthodes 

On donne la valeur d’un capital, placé @ un taux déterminé a intéréts com- 

posés, ainsi que la valeur acquise par ce capital. On peut alors déterminer 

le nombre d’années de placement. 

r Baie A 
Ona: A=C-(1+t?=> cit +t) => log oo (1 +t) 

oe 
°8'G A 

=> log — =n: log(1+t)=> n= 09 =n: logtt +1) log(t +t) 

Les valeurs des logarithmes sont calculées a l’aide d’une machine ou 

d'une table de logarithmes. 

Connaissant le capital aprés n années de placement, on peut déterminer 

le taux de placement annuel. 

A 
On a: A=C-(1+t! => rey +ty 

A A 
=> log pee th log oo ee 

A 
log — 

=> log(i + t)=——_ 

Comme le logarithme décimal d’un nombre est I’exposant de la puissance 

de 10 égale a ce nombre, on peut calculer la valeur de 1+t connaissant le 

logarithme de 1+t et, dés lors, trouver t. a 

* Avec une calcutatrice, on utilise si possible la fonction inverse du logarithme. 

Ainsi, si log (1 ++)) est ron forme le nombre r, on «pousse» sur la touche INV ou 

2nd (ou autre touche indiquant la fonction inverse) et on «pousse» alors sur la 

touche log; on obtiendra alors le nombre dont r est le logarithme. 

y > Tm 
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Exemples 

Pendant combien de temps faut-il placer un capital de 100000 F au taux 

de 10% I’an pour qu’il double de valeur (intéréts composés)? i 

On a: 200000 = 100000 - (1 + 
40. 200000 Fmt =(1+0,1) => 2=4,1" 
100 ~” 100000 (1 *%") 

log 2 
=> log 2=log 1,1" => log 2=n: log 11=> n= 

log 1,1 

aN log 2 _ log 2 

log 11 log 11—log 10 

10 

__log2 __0,30103 _0,30103 
“log 11-1 1,04139-1 0,04139 

273 
n=7et 4000 => Le temps de placement est 7 ans et 98 jours. 

273 360}: 273. 
ae A oe i ow i. (- d’année =- Apne. 98,28). + 98 j,) 

A quel taux annuel le capital de 10000 F a-t-il été placé (intéréts 

composés), sachant que la valeur acquise par ce capital aprés 5 ans est 

13541 F? 

On a: 13541 = 10000 - (1 + t)® 

13541 mp a1 4 ty > 1,9541 = (1 +199 
to000 +9 ia) 

=> log 1,3541 =log (1+ t)® => log 1,3541 =5- log(1 +t) 

log 1,3541 

5 
=> log(1+t)= = 0,0263301 

= 1+t=1,062503 => t = 1,062503 — 1=0,062503 ~ 0,0625 

Le taux annuel de placement est donc 6,25%. 
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Formulaire 

Fractions 

Opérations sur les nombres réels, propriétés 

a:-0=0 

a:(b+c)=a-b+a-c 

(a+b): (¢+d)=ac+ad+be+bd 

a+b b 
(a+b):c=a:c+b:c; =~ +— 

Cc c c 

a+(b+c)=at+bt+c 

a-(b+c)=a—b-c 
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Egalités 

a=b<=a+c=b+c 

a=b<+a-c=b-c 

Puissances 

av=a-‘a:..°a 

n facteurs 

a’=1 

a"™-n’'=a™ 

a™ 
—=aqn 

a” 

(a")’ =a" 

Pec 

(3) = 
Radicaux 

Va=b< b'=a* 

Way=Va" =a 
Jar =a" 

Ware =~ a” 

Vabe=Va-Vb-Vc 

[a _va : 
b Wb 

Way =Var 
*si n entier strictement positif 
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Produits remarquables 

(a+ b)? =a? + 2ab + b? 

(a+b)? = a* + 3a*b + Sab? +b? 

a?—b?=(a+b)-(a—b) 

a*— b?=(a—b): (a? + ab + b?) 

a® +b? =(a+b)- (a? — ab +b?) 

Produit nul 

A-B:C=0 <> A=0 ou B=0 ou C=0 

Equation du second degré: ax? + bx+c=0 

=—b +JVA 
= , ou A =b?—4ac 

2a 

Inégalités 

a>b<atc>bt+ec 

a>b< -a< -b 

a>b<a-c>b-c,ouc> 

Equations de quelques «courbes» du plan en 
coordonnées cartésiennes 

Equation d’une drolte: y=ax+b 

(a=coefficient angulaire) ou ax + by +c=0 

Equation de I’axe X: y=0 

Equation de l’axe Y: x=0 

Equation d’une // aX: y=a 

Equation d’une // a Y:x=a 
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; Equation d’une parabole: y= ax?+bx+c. 

coordonnées du sommet de la parabole: 

—b -A 
aor ae 

Logarithmes décimaux 

log N=x = 10°=N 

log(A- B- C)=logA + logB + logC 

log 5 logA —logB 

logA°=n- logA 

logA=logB <> A>0,B>0et A=B 

Logarithmes en base a (a> 0, a # 1) 

log.N=x <> a=N 
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DEUXIEME PARTIE 

Eléments de géometrie 
euclidienne plane 

Le mot géométrie vient du grec et signifie «qui mesure la terre». 

La géométrie plane traite des figures a deux-dimensions. 

Toutes les figures planes peuvent se décomposer en triangles. 

Les concepts de base de la géométrie plane sont le point et la droite. 

Les notions et les conventions d’écriture employées dans cette partie 

consacrée a la géométrie sont celles qui sont le plus souvent utilisées en 

physique élémentaire. 
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Des définitions et axiomes 

Le plan 

Notion intuitive 

L’idée de plan peut étre donnée par la surface d’une plaque de marbre, par 

la surface d’une eau tranquille, par la surface d’un tableau dans une 

classe. 

Définition 

Un plan-est un ensemble infini de points. 

Un plan est illimité dans tous les sens. 

Un plan a deux dimensions. 

Le point 

Notion intuitive 

V’idée de point peut étre donnée par la trace d’une pointe effilée d’un 

crayon sur une feuille de papier. 

Le point géométrique est considéré comme n’ayant aucune dimension. 

La ligne 

L’idée de ligne peut étre donnée par un fil trés fin. 

wwepet cow 
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La droite 

Notion intultive 
L’idée de droite peut étre donnée par le chemin le plus «court» que sui- 

vrait un point se déplagant dans un plan entre deux de ses «positions» 

sans changer de direction. 

Définition 

Une droite est une partie du plan. 

Une droite est formée d’une infinité de points. Elle est illimitée dans les 

deux sens. 
La droite géométrique est considérée comme ayant une dimension. 

fr 

Axiome : deux points déterminent une et une seule droite. 

b 

La demi-droite 

Une demi-droite d’origine o est l'ensemble des points d’une droite situés 

d’un cété du point o de cette droite, le point o appartenant a la demi- 

droite. 

0 a —————— ee 

Segment de droite 

Un segment de droite, ab, ou [a,b], est l'ensemble des points de la droite 

déterminée par a et b et situés entre a et b, a et b appartenant au segment. 

On appelle a et b les extrémités du segment. 

o L, 
D 
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Longueur d’un segment de droite 

La longueur ab d’un segment ab est la «distance» entre a et b. Cette dis- 

tance est mesurée a l’aide d’un segment unité. Ainsi, la longueur du seg- 

ment ab est 3, si le segment unité est ou: 

9 a 
——— 

(en ened 

Ow b 

Segments égaux 

Deux segments sont égaux lorsqu’on peut les faire coincider. 

Somme de plusieurs segments 

La somme des segments ab et df est le segment d’extrémités a et f 

obtenu en mettant bout a bout sur une méme droite support A les seg- 

ments ab et df, c’est-a-dire en faisant coincider le point d, origine de df, 

avec le point b, extrémité de ab. 

at—————' d { 

S’il y a plus de deux segments, on applique le méme principe, consistant a 

mettre bout a bout les différents segments a additionner. 

Ainsi, ad = ab + ce + fh+ gd. 

o oe e ° h 9 d 
r——S—-— SCO 

ae R 
i rele A 
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Produit d’un segment par un nombre entier 

n-ab=ab+ab+...+ab 

n termes 

Soit & déterminer, par exemple, 5.ab connaissant ab:ac= Sab 

Quotient d’un segment par un nombre entier 
, 

Le segment ab est égal au n°™ du segment cd ssi le segment cd est égal 

au produit de ab par n. 

On note ap =< 

cd 
Ainsi, par exemple, ab arts 

c d 

o 

Produit d’un segment par une fraction 
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2 
Soit a déterminer, par exemple, 5 ab 

On construit 2.ab et, ensuite, le cinquiéme de ce vecteur, ou, ce qui revient 

ab ab 
au méme, ee et, ensuite, le double de ce vecteur 7% 

d cd =2ab 

qe cd! = = 

. \ ez 2, ab 
rie “§ 

Mesure d’un segment 

on choisit un segment U comme segment unité. La mesure du segment ab 

est le nombre (entier ou non) par lequel il faut multiplier U pour obtenir ab. 

Ainsi, par exemple, la mesure de ab est 3,5. En effet, ab=3,5 U. 

— U a } 
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Milieu d’un segment 

Le milieu d’un segment de droite est le point qui partage ce segment en 

deux segments égaux. Ainsi, m est le milieu de ab ssi m appartient a ab et 

ma=mb. 

Oo om v 

fet 

Droites sécantes 

Deux droites qui ont un point d’intersection (un point commun) sont des 

droites sécantes. 

i est le point d’intersection de A et B* 

A 6 

Droites paralléles 

Deux droites paralléles (//) sont deux droites qui n’ont aucun point com- 
mun. 

A Alls 

=~ ae 
‘ 

Axlome de parallélisme : d'un point extérieur a une droite on peut tracer 

une et une seule paralléle a cette droite. 

P 
———— 

a acpi AL 

-anseli} 
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Droites confondues 

Deux droites sont confondues lorsqu’elles ont plus d’un point commun. 

A 
& 

Angle de deux demi-droites 

Soit deux demi-droites de méme origine o. La rotation autour de ce point ori- 

gine permettant de superposer les deux demi-droites détermine l'angle de 

ces deux demi-droites. 

& 

Angles de deux droites sécantes 

Deux droites sécantes déterminent quatre angles, chacun étant déter- 

miné par deux des quatre demi-droites dont l’origine est le point d’inter- 

section des deux droites sécantes. 

a, est l’angle des demi-droites ob et oa. 
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Angles opposés par le sommet 

Deux angles opposés par le sommet sont deux angles entre deux droites, 

qui ont le méme sommet, mais qui n’ont aucun cété commun. 

a et B sont opposés par le sommet; a est le sommet commun des deux 

angles; A et B sont les deux droites déterminant ces angles. 

Aet B déterminent aussi deux autres angles opposés par le sommet : y et 

6. 

Angles adjacents 

Deux angles adjacents sont deux angles qui ont méme sommet, qui ont un 

cété commun et qui sont situés de part et d’autre de ce cété commun. 

a et B sont adjacents. 

Angles égaux 

Deux angles sont égaux si on peut faire coincider a la fois les sommets et 

les cétés; donc on peut «superposer» exactement ces deux angles. 

Bissectrice d’un angle. 

La bissectrice d’un angle est la demi-droite qui partage l’angle en deux 

angles égaux. 
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bs Construction de la bissectrice d’un angle : elle consiste en la construction 

d’un point équidistant des cétés de l’angle (propriété). 

_A 

ss 

Types d’angles de deux demi-droites 

Un angle plat est un angle dont les cétés sont distincts et en ligne droite, 

c’est-a-dire sur une méme droite. 

of 

CSRS ata, Te I Ee be Oak 
& ° Oo 

Un angle droit est un angle de mesure égale a 90°, c’est un des quatre 

angles déterminés par deux droites sécantes lorsque deux angles adja- 

: cents sont égaux. 

C’est la moitié d’un angle plat. 

Un angle aigu est un angle plus petit qu’un angle droit. 
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Un angle obtus est un angle plus grand qu’un angle droit. 

Angles déterminés par deux droites paralléles 
coupées par une sécante 

273 

ay 

uA 
yb 2 

Les angles a, et 6,, de méme que les angles a, et 6,, sont appelés des 
angles alternes-internes. 

Les angles a, et b,, de méme que les angles a, et 6,, sont appelés des 
angles alternes-externes. 

Les angles a, et 6,, de méme que les angles a, et 6,, a, et b,et a,et b, sont 
appelés des angles correspondants. 

Les angles a, et 6,, de mame que les angles a, et 6,, sont appelés des 
angles intérieurs d’un méme cote. 

Les angles a, et 6,, de méme que les angles a, et 6,, sont appelés exté- 
rieurs d’un méme cété. 
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Droites perpendiculaires 

Deux droltes sont dites perpendiculaires si elles sont sécantes et qu’elles 

déterminent quatre angles droits. 

) 

8 ALS 

Axlome de perpendicularité de deux droites : d’un point extérieur & une 

droite on peut abaisser une et une seule perpendiculaire a cette droite. 

Le point d’intersection de cette perpendiculaire avec la droite donnée 

s’appelle le pled de la perpendiculaire. 

a 

Distance d’un point a une droite 

La distance d’un point a une droite est la longueur du segment déterminé 

par ce point et par le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur la 

droite. Ainsi, la distance de m a D est la longueur du segment mp. 

™ 
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Figure plane 

Une figure plane est une partie du plan délimitée par une ou plusieurs 

lignes, droites ou non. 

Egalité de deux figures 

Deux figures sont égales si on peut les faire coincider exactement. 

Polygone 

Un polygone est une figure plane «fermée» délimitée par des segments de 

droite. 

Exemples : 

Ces polygones sont convexes 

Ce polygone est concave parce 

que le prolongement d’un des 

cétés au moins est a I’intérieur du 

polygone. 

Les polygones convexes qui possédent n cétés et n angles égaux sont 

dits régullers. 
On peut inscrire un cercle dans ces polygones de facon que les cétés des 

polygones soient tangents au cercle. On peut également tracer un cercle 

circonscrit au polygone, c’est-a-dire un cercle tel que les cétés des poly- 

gones soient des cordes du cercle. 

Hexagone (cété = rayon du cercle circonscrit) 
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Triangle 

Un triangle est la figure formée par trois droites sécantes deux a deux. 

Les points d’intersection des trois droites sont les sommets du triangle. 

Un triangle a donc trois angles et trois cétés (c’est ce que |’on appelle les 

éléments du triangle). 

oa 

Types de triangles 

Triangle rectangle: un triangle rectangle est un triangle dont un des 

angles est un angle droit. Le cété opposé a l’angle droit s’appelle Phypoté- 

nuse. 

Triangle équilatéral : un triangle équilatéral est un triangle dont les trois 

cétés sont égaux (et donc les trois angles). 

a 

c b 

Triangle isocéle : un triangle isocéle est un triangle qui a deux cétés 

égaux (donc deux angles égaux). 
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Médiatrice d’un segment 

La médiatrice d’un segment est la perpendiculaire élevée en le milieu de 

ce segment. 

" 

jt. aoe ps Q 

Médianes d’un triangle 

La médiane d’un triangle relative & un cété du triangle est le segment de 

droite joignant le milieu de ce cété au sommet opposé. 

b 

a ¢ 

Médiatrice d’un triangle 

La médiatrice relative a un cété d’un triangle est la médiatrice de ce cété, 

c’est-a-dire la perpendiculaire élevée en le milieu de ce cété. 

2 
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Hauteur d’un triangle 

La hauteur relative & un cété d’un triangle est la perpendiculaire abaissée 

du sommet opposé a ce cété sur ce cété. 

ye 
Cercle 

Un cercle est un ensemble de points équidistants d’un point fixe. 

Un cercle de centre o est un ensemble de points a égale distance de o. 

Le cercle de centre o et de rayon R est l’ensemble des points a la distance 

R du point o. 

Une tangente @ un cercle est une droite qui coupe le cercle en un seul 

point. Ce point est appelé point de contact de la tangente. 

T 

¢c 
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Figures semblables 

Deux triangles sont semblabies ssi ils ont les angles égaux deux a deux et 
les cétés respectivement proportionnels.** 
Le rapport dans lequel sont les cétés s’appelle le rapport de similitude. 
Ainsi, le triangle a’b’c’ est semblable au triangle abc. 

a 

am LA me Cc 2 e' abe 

a’b’ _a’c’_b’c’_ 1 

Deux polygones sont semblables lorsqu’ils ont les angles égaux deux a 
deux et les cétés respectivement proportionnels.* 

Ainsi, le polygone abcde est semblable au polygone a’b’c’d’e’. 

nd Q 

a’b’ _ b’c’ _c’d’ de _oa’_ 

ab be cd de ea a° 

Le rapport de similitude est 2. 

** Deux triangles sont semblables si |’un est I’image de l’autre par une homothétle. 

* Deux polygones sont semblables s'Il existe une homothétie du plan qui applique I’un sur 
Vautre. 
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Symétrie par rapport a une droite 

‘Deux points sont symétriques par rapport a une
 droite ssi cette droite est 

la médiatrice du segment joignant les deux points. 

Ainsi, par exemple, m’ est le symétrique de m par rapport aA. 

Pour le construlre, on a tracé la perpendiculaire a A par m et on a pris 

om’ =om. 

x wy 

, a 
a 

Symétrie par rapport a un point 

Deux points sont symétriques par rapport a un point ssi ce dernier est le 

milieu du segment joignant les deux points. 

Ainsi, par exemple, rv est le symétrique de m par rapport ao. 

Pour le construire, on joint m a o et on prend sur la droite ainsi tracée 

om’ = mo. 

m 
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Vecteurs (au sens physique) 

Un vecteur* est un segment de droite ab sur lequel on ac choisi un sens de 

parcours indiqué par une fléche. On le représente par ab, a étant l’origine 

et b l’extrémité. 

Sa longueur** (valeur absolue, ou module) est représentée par | ab o ou 

ou par ab. 

Ainsi, un vecteur posséde une direction, un sens, une ongueur (module) et 

une origine déterminée. 

Exemples : les forces, la vitesse, l’accélération sont représentés par des 
vecteurs. 

La force exercée sur un point est le vecteur ayant comme origine ce point 
d’application de la force, comme direction, la direction de la force, comme 
sens le sens du déplacement possible de la force*** et comme longueur 
lintensité de la force. 

Mesure algébrique d’un vecteur 

Soit un vecteur ab Sur un axe X (droite orientée et graduée) ou // a un 
axe X. La mesure algébrique de ab est le nombre dont la valeur absolue 
est la longueur ab du vecteur ab et dont le signe est + si l’axe et le vec- 
teur sont de méme sens ou — s’ils sont de sens contraires. 

* En mathématique «moderne», ont définit un vecteur comme suit : le vecteur ab est l’ensem- 

ble des couples équipollents au couple (a, b) c’est-a-dire l'ensemble des couples tels 

qu’on peut passer de l'un a l'autre par une projection paralléle, 

** Ou norme. 

***Tout objet sur lequel est exercé une force ne se déplace pas obligatolrement. Par exemple, 

sl on pousse sur un mur (on exerce une force), le mur ne bouge pas, et pourtant la force a un 

sens : celul qu’auralt le déplacement du mur s'il avait lieu. 
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Egalité de deux vecteurs 

‘Deux vecteurs sont égaux* ssi ils ont mame longueur, méme direction et 

_méme sens. 

A=8 ou oa = cd 

oe 

- Vecteur opposé 

Le vecteur opposé d’un vecteur est le vecteur de méme direction, de 

méme longueur, mais de sens opposé. L’opposé d’un vecteur A se note 

-A 

oA 

Slt omer 

Somme de deux vecteurs 

La somme ou résultante de deux vecteurs Ret B est le vecteur Ri dont 

ag est l’origine de A et dont l’extrémité est lextrémité de B, l’origine 

de ayant été placée, «par glissent», sur Vextrémité de A. On écrit 

R=A+ 

a 

“> 

& 

* Des forces seront égales si elles ont la mame direction, le méme sens, 
la méme Intensité 

et... le mame effet. Ainsi, dans un champ électrique, les forces ne sont pas égales. 4 
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_ Différence de deux vecteurs 
| 

La différence de deux vecteurs A et B, A-B, est le vecteur C tel que 
+ =A. 

On peut aussi définir A=6 comme la somme de A et de —B. 

a 
A [ad 

r\ 
= hogar 

Produit d’un vecteur par un nombre 

Le produit d’un vecteur rs par un nombre r est le vecteur rA, de longueur 

IL al de méme direction que le vecteur A et de méme sens si 

t > 0 et de sens opposé si r < 0. 
' Sir= 0,r.A est le vecteur nul. 

Soit & déterminer, par exemple, le vecteur 5,5 ab. 

cd = 5,5ab 

o b 
ee | 

$$ $$ um, 
iS a 

Vecteur unitaire eS 

Un vecteur unitaire est un vecteur de longueur 1. 

Tout vecteur A peut s’exprimer a aide d’un vecteur unitaire de méme 

direction que A: A=+a.U ou A= —au, selon que le vecteur et le 

_ vecteur U sont ou non de méme sens, a étant la longueur (module) de A. 
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Produit scalaire de deux vecteurs 

Le produit scalaire du vecteur A-B, est le y nombre
 jal E projection 

orthogonale* _de A sur B | (ou encore, A: B =| A\-| B|- cos a, a étant 

langle entre A et B, 0<a MBDA). Wat Oe! 

Soit, par exemple, les deux vecteurs A et B suivant: 

A-B-|A| c | p, - (A)|=4-3=12 

(ou|P, a (A) est le vecteur projection orthogonale de A sur B) 

—> 

A 

>) 
=> 

—_—_— 

~——_—_———— 

(4) eI 

Remarque: produit vectoriel 

Le produit vectoriel de A par B 3 est le vecteur
 C =AxBtel que son module 

est le produit des modules de A et de B par
 le sinus de I’angle que forment 

ces deux vecteurs et tel qu’il est perpendiculaire au plan déte
rminé par A 

et B, son sens étant déterminé de fagon que A, B, C forment un repere 

orthogonal (vecteurs perpendiculaires) direct. 

* La projection orthogonale de K sur B est le vecteur dont l’orlgine est Vorigine de B et dont 

Vextrémité est le pled de la perpendiculaire abaissée de l’'extrémité de % sur la droite support 

B, étant entendu que l’origine de E est placée sur l’origine de B. 



Des propriétés 

Médiatrice d’un segment 

La médlatrice d’un segment est le lieu géométrique des points (l'ensemble 

des points) équidistants (a égale distance) des extrémités du segment. 

C’est-a-dire que tout point de la médiatrice d’un segment est a égale dis- 

tance des extrémités de ce segment et que tout point a égale distance des 

extrémités d’un segment est sur la médiatrice de ce segment. 

am’ =bm’ ; am” =bm”; an=bn. 

Bissectrice d’un angle 

La bissectrice d’un angle est l'ensemble des points (ou lieu géomeétrique 

des points) équidistants des cétés de |’angle. 

am=dm; a’m’=d’m’ 
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Angles opposés par le sommet 

Deux angles opposés par le sommet sont égaux. 

B 
6 

a= 

y= 

Angles déterminés par deux droites paralléles 

coupées par une sécante 

Les angles alternes-internes, alternes-externes et correspondants déter- 

minés par deux droites paralléles coupées par une sécante sont égaux. 

Les angles intérieurs d’un méme cété et extérieurs d’un méme cété sont 

supplémentaires (leur somme est égale a deux droits ou un plat). 

a= Dias =b, 

@, =D2;82=Ds hae a 

a, =b,ja, =b,;a, =b,;a, =b, 

4/2 

4/o. 3 

OZ 
2 

oo pour que deux droites soient parallé- 

es 

Si deux droites coupées par une sécante déterminent des angles alternes- 

internes, des angles alternes-externes, des angles corre
spondants égaux, 

des angles intérieurs, d’un méme cété et des angles extéri
eurs d'un méme 

36té supplémentaires, alors ces droites sont paralléles. 
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Segments de droite paralléles 

Les segments de droite paralléles compris entre deux paralléles sont 
égaux. 

aa’=bb’ 

ab=a’b’ 

Angles a cétés paralléles 

Deux angles a cétés paralléles chacun a chacun sont égaux si les angles 
sont tous les deux aigus ou tous les deux obtus, et sont supplémentaires 
si l'un est aigu et |’autre obtus. 

a=6 = ese 
AIA’ et BIB’ A 

0 
p 

6B 
t 

(> 

A 
a= 180° -—¢ 

AIA’ et BIB’ ef 

B 
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Angles a cétés perpendiculaires 

Deux angles a cétés perpendiculaires chacun & chacun sont égaux si les 

angles sont tous les deux aigus ou tous les deux obtus, et sont supplémen- 

taires si l'un des angles est aigu et l'autre obtus.. 

a= 
fA p’ p! 

ALA eB1B 

<o \\/ 

B 
A 

a= 180° -—6 
B! 

ALAeBLB 
}a 

lp 

; eb 

Théoréme de Thalés 

Les segments de droite déterminés par des paralléles coupées par deux 

sécantes sont proportionnels. 
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Cas d’égalité des triangles 

Deux triangles sont égaux s’ils ont un angle égal compris entre deux cété: 

é6gaux chacun a chacun. 

ab =a’b’; b=6’; bo=b’c’ => triangle a’b’c’ = triangle abc 

on eS 

Deux triangles sont égaux s’ils ont un cété égal adjacent a deux angles 
égaux chacun a chacun. 

ab =a’b’; a=a’; b=6’ => triangle abc = triangle a’b’c’ 

c él 

oS an : 

Deux triangles sont égaux s’ils ont les trois cétés égaux.chacun a chacun. 

ab=a’b’; ac=a’c’; bc=b’c’ => triangle abc = triangle a’b’c’ 

a 



Mh 
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Théoréme de Pythagore 

Dans un triangle rectangle, la somme des carrés des cétés de l’angle droit 

est égale au carré de ’hypoténuse. 
a 

ab? + be? = ac? 

L 

Cas d’égalité des triangles rectangles 

Si deux triangles rectangles ont l'hypoténuse égale et un cété de langle 

Cc 

droit égal alors ils sont égaux. 

be=b’c’; ab=a’b’; a=a’ =1 droit => triangle rectangle abc = triangle rec- 

tangle a’b’c’ . 

Cc c) 

t a Q! a 

Deux triangles rectangles sont égaux s'lls ont I'hypoténuse égale et un 

angle aigu égal. 

be =b’c’;}6=6';4=a' =| droit => triangle rectangle abc = t
riangle rectangle 

a’b’c’ 

l 

er a e’ a 



Des propriétés | 157 

Triangle - Thalés 

Le segment de droite joignant les milleux de deux cétés opposés d’un trian- 

gle quelconque est paralléle au troisiéme et en vaut la moitié. 

Hypothése: 

triangle abc 

am, =m,c (m, est milieu de ac) ee. 

am, =m,b (m, est milieu de ab) 

These: m4 mn 
m,m, // cb . 

b 
mm, =F ‘ i 

Droites remarquables d’un triangle 

Les trols médiatrices d’un triangle se coupent en un méme point qui est a 

égale distance des sommets du triangle. 

Ce point est le centre du cercle circonscrit au triangle, c’est-a-dire le cercle 

passant par les sommets du triangle. 

a 

Les trols hauteurs d’un triangle se coupent en un méme point, appelé 
Porthocentre du triangle. 



it 
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Les trols médianes d’un triangle se coupent en un méme point qui est 

situé aux deux tiers de chaque médiane a partir du sommet. 

Ce point s’appelle /e centre de gravité du triangle. 

a 

Cas de similitude des triangles 

Deux triangles sont semblables s’ils ont deux angles correspondants 

égaux chacun a chacun. 

ave! 

a : abe “5 

Lae Q’ 
[ 

Deux triangles sont semblables s’ils ont les trois cétés correspondants 

proportionnels chacun a chacun. 

a’b!_bi'_ca'_, 
ab be ca 

St Q? 
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Deux triangles qui ont un angle égal epee entre deux cétés proportion- 

nels sont semblables. 

ev=¢ 

a’b’ 2 a’c’ oe 

‘ab. ac 3 

Cercle 

Trois points non en ligne droite déterminent un et un seul cercle (une cir- 

conférence). 

Le centre de ce cercle est le point d’intersection des médiatrices des seg- 

ments obtenus en joignant les points deux a deux. 



it 
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Vecteurs (au sens physique) 

A+Be=+B +A 

A+(B+C)=(A +B)+C 
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(w.4).A” = (2.3). 8 = 6.9 

rd 6h 

ae a 
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— 

(r+s):A =r-A+s:A 

bs 
Soik ss ck 4=3 

nA + 4 A = 2.4 + 3.0 

aR 
A RCRE SRE aa 
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ou A, B, C sont des vecteurs quelconques et oti r et s sont des nombres 

réels quelconques. 

A 
3 ins a 

m(P.e) - -2(RsB),.... wt w= 2 

is A(R + S) if) 
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Critére de perpendicularité de deux vecteurs non nus’ 

Deux vecteurs non nuls sont perpendiculaires si leur produit scalaire est 

nul. 

(Remarque: en physique, les vecteurs peuvent étre de nature différente.) 

~ 

ALBA-B=0 

Construction du quotient d’un vecteur Vv (ou 

d’un segment ab) par un nombre entier positif n 

Méthode 

Le principe de la construction est basé sur le théoréme de Thalés. 

On utilise une droite auxiliaire, A, passant par l’origine du vecteur (ou par 

une des extrémités du segment). 

Sur cette droite, on place bout a bout, a partir de l’origine du vecteur, n 

vecteurs égaux (ou n segments égaux). 

On joint l’extrémité du dernier vecteur (ou segment) construit a I’extr
émité 

du vecteur donné (ou a l’autre extrémité du segment), et on trace, par cha- 

cune des extrémités des autres vecteurs constrults (ou des autres seg- 

ments), les droites paralléles au segment ainsi obtenu. 

On obtient ainsi, «sur» le vecteur donné (ou segment donné), n vecteurs 

(ou segments) égaux, puisque les projections paralléles conservent I’éga- 

lité des segments (Thalés)* 

v ab 
On a donc déterminé a (ou ae 

t 
— 
uv 

Exemple: soit a construire Z (ou 2 

* Les projections paralléles conservent I’équipollence. A 

niuia 



Quelques formules concernant 
les figures planes simples 

Définitions 

L’aire d’un polygone est le nombre indiquant le rapport de ce polygone a 

celui pris comme unité d’aire. 

L’unité d’aire est le carré construit sur l’unité de longueur (par exemple, 1 

m?, 1 cmi....). 

Aire d’un carré 

Soit un carré dont les cétés mesurent c unités de longueur. Soit A l’aire de 

ce carré. c 

On a: A=c.c=c? 

Aire d’un rectangle 

Soit un rectangle dont les cétés ont pour mesure L et |. On dit que L unités 

de longueur et | unités de longueur sont les dimensions du rectangle. On 

appelle souvent longueur la mesure du plus grand cété et largeur la 

mesure du plus petit cdété. 

On a: A=LI 
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Aire d’un parallélogramme 

Elle se calcule a partir d’un cété quelconque, appelé base, et de la hauteur 

relative a ce cdété. 

Soit B et H les mesures de la base et de la hauteur. 

On a: A=B.H 

Aire d’un triangle 

Elle se calcule a partir d’un cété quelconque, appelé base, et de la hauteur 

relative a ce cété. 

Soit B et H les mesures de la base et de la hauteur. 

B.H 
On a: A=—— 

2 

Aire d’un disque («cercle»)* 

A=7R?, ou R est la mesure du rayon du cercle et x le nombre irrationnel 

(x =3,14159...). 

(Remarque: la longueur du cercle est égale a 2xR) 

* Le cercle est le «contour» de la figure plane appelée disque. 
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Aire d’un polygone 

On décompose le polygone en triangles, rectangles et parallélogrammes. 

L’aire du polygone est la somme des aires des figures en lequel on I’a 

décomposé. 



Hes 4 - r. 

Hmm gtey ahaa 2 he Be a a Pes SS 

Ba a. 
ib diesha<\ ead ri 



TROISIEME PARTIE 

Elements de 
trigonometrie 

Le mot trigonométrie signifie étymologiquement «mesure des triangles». 

Son but premier consiste en le calcul de tous les éléments d’un triangle. 

La trigonométrie fut introduite pour résoudre des problémes d’arpentage 

et d’astronomie. Ses applications sont également nombreuses en naviga- 

tion. 
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SCO nO car enn 

Des définitions 

ult 

Angle de deux demi-droites 

Soit deux demi-droites de méme origine, o. La rotation autour de ce point 

origine permettant de superposer les deux demi-droites détermine l’angle 

de ces deux demi-droites. 

Les demi-droites sont les cétés de l’angle; o est le sommet de I’angle. 

On note dob angle des deux demi-droites [o, a et [o,b. 

Si on donne une orientation en fixant le sens de la rotation, on distingue 

alors deux angles: dob (/) et boa (%). 

A 
a 

Cercle. trigonométrique 

Dans le plan, on choisit un point origine; on trace par ce point deux axes 

perpendiculaires orlentés; on choisit la mame unité sur chacun des axes. 

On a ainsi un repére cartésien* dans le. plan. 

On trace un cercle de rayon égal a l’unité et dont le centre est le point ori- 

gine. ‘ 

Les sens positif de mesure des angles ou des arcs est le sens.contraire 

des aiguilles d’une montre. 

* Autrement dit, on munit le plan « d’une base orthonormée (voir p. 58, Algébre). 



| 
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[0, a est le c6té origine des angles; a est le point origine des arcs. 

Types d’angles se rapportant au cercle trigonométrique 

a est un angle au centre 

6 est un angle inscrit 

\ 

On dit que l’angle au centre a intercepte |’arc am. 

3 

Mesure d’un angle 

La mesure d’un angle au centre du cercle trigonométrique est égal a la 

mesure de l’arc sous-tendu (ou intercepté) par cet angle. 

_ 

mes a=mes aomn=mes am 
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Me _ Une des unités de mesure des angles est le degré. Un tour complet du 

cercle* mesure 360°, ce qui correspond a 2zradians. 

4 radian est la mesure de I’angle au centre sous-tendu par un arc de lon- 

gueur égale au rayon de cercle. 

La mesure d’un arc ou d’un angle peut étre positive ou négative, su
ivant le 

sens dans lequel est considéré cet arc ou cet angle. 

Propriétés: 
_ Lamesure de l’angle au centre interceptant l’arc ab vaut le double de celle 

de l’angle inscrit interceptant ce méme arc. 

14e 
Un angle inscrit dans un demi-cercle est droit (sa mesure vaut 90°). 

Fonctions trigonométriques ou circulaires 

Ce sont, entre autres, les fonctions sinus, cosinus, tangente et cotan- 

gente. 

La variable indépendante de ces fonctions est un angle au centre ou un 

arc. 

L’image d’un angle au centre par un fonction trigonométrique est appelé 

un nombre trigonométrique. 

* ou circonférence. 
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Le cosinus d’un angle ou d’un arc 

Soit l’angle aom ou a. 

Le cosinus de |l’angle aomn, ou le cosinus de I’arc am, est l’abscisse du 
point m, point sur le cercle trigonométrique et sur le cété extrémité de 

langle (c’est-a-dire point extrémité de l’arc). 
On le note cos a. 

Le cosinus se mesure donc sur l’axe X. 
Ainsi, 4 un angle aom ou a un arc am, de mesure a, i] correspond un nom- 
bre réel (appelé nombre trigonométrique), le cosinus de cet angle ou arc. 

Le sinus d’un angle ou d’un arc 
-_~ 

Le sinus de l’angle aom, ou le sinus de l’arc am, est l’ordonnée du point m; 
on le note sin a. 



‘ il 
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La tangente d’un angle ou d’un arc 

On trace, en a (origine des arcs), un axe Y’ IL Y, orienté e
t gradué comme Y. 

On déplace donc l’axe Y parallélement a lui-méme en faisant coincider 

lorigine 0 avec a. 

Pour déterminer la tangente de aom, on prolonge le cété om de l’angle 

jusqu’a ce qu’il rencontre l’axe ‘yis 

La graduation du point d’intersection du cété om avec Y’ donne la tan- 

gente de aom. 

La cotangente d’un angle ou d’un arc 

On trace, en b, un axe X’, paralléle a X, orienté et gradué comme X. Done, 

on déplace l’axe X parallélement a lui-méme en faisant coincider o et b. 

Pour déterminer la cotangente de aom, on prolonge le cété om jusqu’a ce 

qu’il rencontre l’axe X’. 

La graduation du point d’intersection du cété om avec X’ donne la cotan- 

gente de aom. 
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Valeurs des fonctions trigonométriques en quel- 
ques valeurs d’angles 

Angles du premier quadrant (de 0° a 90°) 

n 
contre pas |’axe x’ 

x 0° (doa) 30° | 45° | 60° | 90° (dob) 

1 | V21 V3 
ordonnée de a:0 iiss —— | —= | ordonnée de b:1 

2 2 2 

ee eee eae 
abscisse de a:1 et aor st abscisse de b:0 

: 2 2 2 

V3 

+ (le cété extrémité} = —- V3 
de l’angle de v3 | 1 |—1]0 
mesure 0° ne ren- 3 

(KIX) 
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Autres angles (>90° et <360°) 

ao 
ordonnée de a:0 , 

+0 

Remarque 

Lorsque des angles ont une mesure supérieure a 360°, cela signifie qu’ils 

sont obtenus en effectuant un ou plusieurs tours complets du cercle. 

Leurs cétés extrémités sont donc confondus a des cétés extrémités 

d’angles de mesure comprise entre 0° et 360°. Dés lors, leurs nombres tri- 

gonométriques sont égaux & ceux de ces derniers angles. 

Exemples: 

sin 450° = sin(360° + 90°) cos 720° =cos (360° + 360°) 

(un tour complet) =cos 360° 

=sin 90° =1 
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Signe ae fonctions trigonométriques 

C’est une conséquence immédiate des définitions. 

Sinus 

Tout arc d’origine a du premier ou du deuxiéme quadrant a comme extré- 
mité un point d'ordonnée positive et donc un sinus positit. 
Autrement dit, tout angle au centre de mesure comprise entre 0° et 180° et 
de cété origine oa a un sinus positif, 

C'est par exemple le cas de |’arc am, ou de l’angle aom. 
Ainsi, 

sina >0+0°<a< 180° 

Tout arc d’origine a et d’extrémité dans le troisiame ou le quatriéme qua- 
drant a un sinus négatif, puisque l’ordonnée de son extrémité est néga- 
tive. 

Autrement dit, tout angle au centre de mesure comprise entre 180° et 
360° (sens positif de mesure d’angle!) et de cété origine oa a un sinus 
négatif. 

C’est le cas, par exemple, pour I’arc ‘an (ou l’angle don). 
Ainsi, 

| sina< 0 180° < a< 360° 
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Cosinus 

Tout arc d’origine a et d’extrémité dans le premier ou le quatriéme qua- 

drant a un cosinus positif, puisque Vabscisse de son point extrémité est 

positive. 

Autrement dit, les angles au centre de mesure comprise 
entre 0° et 90° et 

ceux de mesure comprise entre 270° _et 360° ont un cosinus positif. 

C’est le cas, par exemple, pour l’arc am (ou l’'angle aor). 

Ainsi, 

cos a > 0 * (0° < a < 90° ou 270° < a < 360° 

; 

Tout arc d’origine a et d’extrémité dans le deuxiéme ou le troisiéme qua- 

drant a un cosinus négatif, puisque l’abscisse de son point extrémité est 

négative. 

Autrement dit, les angles au centre de mesure comprise 
entre 90° et 270° 

ont un cosinus négatif. ict 

C’est le cas, par exemple, pour I’arc an (ou l’angle don). 

Ainsi, 

cos a <0 90° <a< 270° 

Tangente 

Tout ar d’origine a et d’extrémité dans le premier ou le troisiéme quadrant 

a une tangente positive. 

Autrement dit, tout angle au centre de cété origine oa et de cd
té extrémité 

dans le premier ou le troisiéme quadrant a une tangent positive: le p
rolon- 
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gement de son cété extrémité coupe I’axe Y’ (oti se mesure la tangente) en 
une graduation positive. 

C’est le cas, par exemple, de l’arc am (ou de I’angle aom) et de l’arc am’ 
(ou de l’angle 20m’). 
Ainsi, 

tga >0< (0< a< 90° et 180° < a < 270°) 

Tout arc d'origine a et d’extrémité dans le deuxiéme ou le quatriéme qua- 
drant a une tangente négative. 
Autrement dit, tout angle au centre de cété origine oa et de cété extrémité 
dans le deuxiéme ou le quatriéme quadrant a une tangente négative: le 
prolongement de son cété extrémité coupe |’axe Y’ (ou se mesure la tan- 
gente) en une graduation négative. __ 
C’est le cas, , par exemple, pour |l’arc ‘an (ou l’angle don) et pour l’arc ‘an’ 
(ou_l’angle don’). 

Ainsl, 

tg a< 0+ 90° < a< 180° et 270° < a <360° 
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Cotangente Y 

Tout arc d’origine a et d’extrémité dans le premier ou le troisiéme qua- 

drant a une cotangente positive. 

Autrement dit, tout angle de cété origine oa et de coté extrémité dans le 

premier ou le troisiéme quadrant a une cotangente positive: le prolonge- 

ment de son cété extrémité coupe |’axe X’ en une graduation positive. 

Crest le cas, par_exemple, pour l’angle aom (ou l’arc am) et pour l’angle 

aom’ (ou l’arc am’). 

Ainsi, 

cotg a >0 = (0<a< 90° et 180° < «< 270°) 

Tout arc d’origine a et d’extrémité dans le deuxiéme ou le quatriéme qua- 

drant a une cotangente négative. 

Autrement dit, tout angle d’origine oa et de cété extrémité dans le 

deuxiéme ou le quatriéme quadrant a une cotangente négative, puisque le 

prolongement de son cété extrémité coupe Paxe X’ en une graduation 

négative. pea 

Cest le cas, par_exemple, de |l’angle don (ou de l’arc an) et de l’angle 

aon’ (ou de I’arc an’). 

Ainsi, 

cotg a < 0+ (90° < a < 180° et 270° < a < 360°) 
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Exemples de recherche d’angles connaissant un 
de leurs nombres trigonométriques 

Déterminer les angles a et 6, de mesure comprise entre 0° et 360°, dont le 

sinus vaut — 3/4. 

On prend la valeur — 3/4 sur l’axe Y (axe sur lequel se mesure le sinus d’un 

angle) et on cherche les points du cercle trigonométrique d’ordonnée 

égale a —3/4. 

On joint ces points au centre du cercle et on obtient ainsi les cétés extré- 

mités des angles dont le sinus vaut — 3/4, 

Soit a déterminer les angles ao et 8, de mesure comprise entre 0° et 360° 

dont la tangente vaut — 1/4. 



Soe 
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On prend le point a la graduation — 1/4 sur l'axe Y’, ol: se mesure la tan- 

gente d’un angle. 

On joint ce point au centre du cercle et on obtient ainsi les c6tés extrémi- 

tés des angles cherchés. 

Les points d’intersection avec le cercle de la droite joignant le centre du 

cercle au point A la graduation — 1/4 sur I’axe Y’ sont les points extrémités 

des arcs dont la tangente égale — 1/4. 

Soit a déterminer les angles, de mesure comprise entre 0° et 360°, dont le 

cosinus vaut 1/2 (=0,5). 

On prend la valeur 1/2 sur l’axe X (ou se mesure le cosinus d’un angle). On 

détermine les points du cercle trigonométrique d’abscisse égale a 1/2. 

On joint ces points au centre du cercle et on obtient ainsi les cétés extré- 

mités des angles (de cété origine oa) dont le cosinus vaut 1/2. 

Soit a déterminer les arcs dont la cotangente vaut — 1,5. 

On prend le point sur la graduation — 1,5 de l’axe ou se mesure la cota- 

gente (axe X’). 

On joint ce point a lorigine du cercle. Les deux points d’intersection de 

cette droite ainsi tracée avec le cercle trigonométrique sont les extrémités 

des arc (d’origine a), dont la cotangente vaut — 1,5. 
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Des propriétés des nombres 

trigonométriques 

Propriété fondamentale 

Wa, sin?a + COS*a = 1 

C’est une conséquence du théoréme du Pythogore: «Dans un triangle rec- 

tangle, la somme des carrés des mesures des cétés de l’angle droit est 

égal au carré de la mesure de ’hypothénuse (le troisiéme cété)». 

: c 
ac? + ab? = bc** | 

t+ © 

Démonstration de la propriété: 

Soit un angle a (aorn) quelconque. 

D’aprés Pythagore, 0c? + Cm? = omm’("*) (triangle rectangle ocm). 

Or, 0¢ = cosa, €M = 0d = sina, OM =rayon du cercle trigonométrique = 1. 

D’ou, en remplagant dans (*), on obtient: cos*a + sin’a = 1 

* on peut aussi noter| | ac| | (rorme de ac) 
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_ Utilisation de la propriété: connaissant le sinus d’un angle, on peut déter- 

_ miner le cosinus de cet angle ou inversément, connaissant le cosinus 

d’un angle, on peut déterminer le sinus de cet angle. 

_ Exemple: On donne sin. 75° = 0,9659258. On demande cos 75°. 
' On sait que as 

sin?75° + cos?75° = 1<>c0s?75° = 1 —sin?75° 

cos75° = +~/ 1—sin?75° (+ parce que le cosinus de 75° est positif) 

cos75° =v 1—0,9330127 =~/ 0,0669873 = 0,258819 

Autres relations entre les nombres 
trigonométriques d’un angle 



a RS a 

~ angles). 
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Relations entre les nombres trigonométriques 
d’angles associés 

Solt deux angles opposés quelconques, a et —a. 

K 

On a: 

Soit, par exemple, a= 30° et 6 = 330°. Ces angles sont opposés; en effet, 

330° = — 30° (selon qu’on prend le sens positif ou négatif de mesure des 

On aura: cos 30° =cos 330°, 

sin 30° = —sin( 330°), 

tg 30° = —tg 330°, 

cotg 30° = —cotg 330°. 
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| Solt deux angles supplémentalres quelconques, « et 180° — a. 

Deux angies supplémentaires sont deux angles dont la somme est égale 
& 180° (ou 7 radians). 

Par exemple, 12° et 168° sont supplémentaires, de méme que 95° et 75°. 
On a: 

cos (180° —a)= —cosa ~~ | - sin (180° — a) = sine 

(cos aor’ = —cos aor) (sin aom’ = sin aor) 

tg (180° —a)= —tga cotg (180° — a) = —cotga) 

Remarque: tous les angles doivent étre considérés en prenant leur coté 
Origine en oa. 

Si aon est rangle a, moa’ vaudra 180° —a. Il faut alors «placer» le cété 

Origine om de cet angle en oa. 

Le cété extrémité «ira» alors en om’, ot m’ est le symétrique de m par rap- 
port a Y. ¥ 
aoin’ est bien un angle de 180° —a: il «manque» bien a (angle oma’) pour 
avoir 180°. 6 

Soit, par exemple, les angles a= 45° et 8=135°. Ces deux angles sont 
supplémentaires (45° + 135° = 180°). 
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On a: sin 45° =sin 135° 

cos 45° = —cos 135° 

tg 45° = —tg 135° 

cotg 45° = —cotg 135° 

Soit deux angles (quelconques) diamétralement opposés, a et 180° +a. 

Des angles diamétralement opposés sont deux angles dont la différence 

est égale a 180°. Par exemple, 23° et 203° sont diamétralement opposés. 

Ona: 

cos a= —cos (180° +a) sina = —sin (180° +a) 

(cos aom= —cos aom’) (sin aom=sin aom’) 

br 
oe tg. a=tg (180° +a) cotg a =cotg (180° +a) 

i Remarque: les cétés extrémités de deux angles diamétralement opposés 

a sont des parties d’un méme diamétre. 



i 
q 

| 
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_ Soit, par exemple, les angles a = 22° et B=202°. Ces deux angles sont 
diamétralement opposés, leurs cétés extrémités sont sur un méme dia- 
métre du cercle, (202° — 22° = 180°). 

On a: cos 22° = —cos 202° 

sin 22° = —sin 202° 

tg 22° =tg 202° 

cotg 22° =cotg 202° 

Deux angles compiémentaires sont deux angles dont la somme est égale 
ag0°. 

Construction des angles a et 90° — a, de cétés origines oa: soit a =aom. 
B est la bissectrice de aob, c’est-a-dire la droite qui partage dob en deux 
angles égaux. 
m’ est le symétrique de m par rapport 4 B. mes aom’ =90° —a. 
On a: 
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Démonstration de sin(90° — a) = cosa. 

Considérons les deux triangles rectangles ocm’ et odm. 

lls ont: om =om’ = 1: rayon du cercle trigonométrique et dom = noc =a: 

par construction 

Ces deux triangles rectangles, I’un en c, l’autre en d, ont donc ’hypothé- 

nuse égale et un angle aigu égal. Ils sont donc égaux et tous leurs élé- 

ments sont dés lors égaux chacun a chacun; en particulier, oc = od. Mais 

oc =sin (90° —a) et od =cosa. 

D’ot sin (90° — a)=cosa. ; 

Toutes les démonstrations de ces propriétés peuvent se faire a l'aide des 

cas d’égalité* des triangles rectangles. 

Remarques 

Les relations entre les nombres trigonométriques d’angles associés se 

retrouvent facilement a l’aide du dessin du cercle trigonométrique et des 

angles en question et a I’aide des définitions des nombres trigonomeétri- 

ques considérés. 

Ces relations permettent de «réduire un angle au premier quadrant», 

c’est-a-dire de se ramener a un angle de mesure comprise entre 0° et 90°. 

Ainsi, par exemple, déterminer le cosinus de 225° revient a déterminer 

—cos 45° (45° est diamétralement opposé a 225° et les cosinus de deux 

angles diamétralement opposés sont opposés). 

“d'isométrie. 
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| Théorémes d’addition 

sin («+ 6)=sin a cos 8+cos.a sing 

sin (a—6)=sin a cos B—cos a sin 8 

cos (a+)=cos a cos B—sina sin B 

cos (a—8)=cos a cos 6+sin a sing 

toa + tg8 

Sea ctgw tos 

tga —tge Sarre ren 

tgacotgs — 1 cotg (a +8) = cotgacotgs — 1 
cotga + cotgs 

cotgs cotga +1 

cotg6 — cotga 
cotg («—6)= 

Remarque: Les formules donnant sin(a—§), cos («—8), tg(a—@) et 

cotg(a — 8) peuvent étre retrouvées respectivement a partir des formules 
| donnant sin(a +8), cos(a +8), tg(« +8) et cotg(a +B), en considérant a—6 ~ 
comme a+(—8) et en tenant compte alors des relations entre les fonc- 
_ tions trigonométriques d’angles opposés. 

Par exemple, sin («—8)=sin (a +(—6))=sin a cos(—8)+ cos a sin(—8) = 

sin a COS 8 +COS a: (—sing)=sin a Cos B—Ccos a sin B. 

a 
.. 
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Nombres trigonométriques du double d’un angle 

sin 2a=2 sina cosa 

COS 20 = cos*a — sin’a 

ou] cos 2a=1-2 sin’a 

ou} cos 2a=2 cos’a—1 

tiga 2 

1-tg’a cotga—tga 

cotg’x—1  cotga—tga 
cotg 2a = 

2 cotga 2 

Remarques: 

Ces formules peuvent étre obtenues a partir des formules d’addition, en 

considérant 2a comme a +a. 

Ces formules établissent un lien entre les nombres trigonométriques d'un 

angle quelconque et les nombres trigonométriques de la moitié de cet 

angle. On peut ainsi, par exemple, exprimer sina en fonction de sin a/2, ou 

sin 4a en fonction de sin 2a, etc... 
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-Formules de Simpson 

| ae transforment une somme de nombres trigonométrisues en un prodult 

_de nombres trigonométriques. 

; : _ at+p a-B 
sina + sing =2-sin Ke sci e 

-B a-B a 

sina — sing = 2: sin —— cos —— 
2 2 2 

| a+ 
cosa + cos6 = 2: cos a cos = = =p 

Exemples d’utilisation des propriétés des 
‘nombres trigonométriques 

Soit & déterminer tg35°, sachant que sin 35° = 0,5735764 

| ‘sin35° _ 0,5735764 
1° toe a= 1935" = oe 

cos35° _cos3s° 

2° cosa + sin’a = 1 

cos*35° + sin?35° = 1 => cos735° = 1 — sin?35° 

¢os*35° = 1 — (0,5735764) = 1 — 0,3289899 

cos735° = 0,6710101 => cos35° = + VORTOIT 

(+ parce que le cosinus de 35° est positif) 

cos 35° = +0,8191521 

0,5735764 
8° Dés lors, tg35° =———_—_ 0, B191521 =0,7002074 

he 
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Soit a déterminer sin(— 22°), sachant que sin 22° = 0,3746066. 

Comme — 22° et 22° sont des angles opposés, sin(— 22°)= —sin22° => 

sin(— 22°) = —0,3746066. 

: 
a Soit a déterminer cos 28°, sachant que sin 62° = 0,8829476. 
) 62° et 28° sont des angles complémentaires. 

sin 62° =cos 28° => cos 28° =0,8829476 

Soit a déterminer cos(— 48°), sachant que cos 132° = — 0,6691306. 

1° cos(—48°)=cos 48° 

2° 48° et 132° sont des angles supplémentaires 

cos 48° = —cos 132° =>cos 48° = —(—0,6691306)=>cos 48° = 0,6691306 

3° D’ot cos(— 48°) = 0,6691306 

 Soit a déterminer cos 75°. 
tl Cos 75° =cos (30° + 45°) = cos30°cos45° — sin30°sin45° 

i (formule: cos(a + 8) = cosacosé — Vai, 

: cos75° = 3 V2 He Po V2_V6- — 0,258819 
rn ier aie ee on.” hg 

Soit & déterminer sin 210°. 

1° sin 210° =sin (270° —60°)=sin 270° - cos 60° —cos270° - sin 60° 

(formule: sin (a + 8) =sinacosg — cosasing) 

1 

Sie pce oe 
2 2 2 

e ou 2° D’aprés le dessin, on voit que sin 210° = sin(180° + 30°) = — sin 30° 

_-_. (les angles 210° et 30° sont diamétralement opposés) 

1 

Or, sin30° =n = sin 210° = —— 
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‘Soit & déterminer sin 88°, sachant que sin44° = 0,6946584. 
1° sin 88° =sin(2-44°)=2- sin 44° cos 44° 

(formule: sin2a =2 sinacosa 

= 2: 0,6946584- cos 44° 

2° sin? 44° + cos? 44° =1 
cos 44° = +1 -—sin? 44° =~ 1 — 0,4825503 =v 0,5174497 = 0,7193398 
3° De la, sin88° = 2 - 0,6946584 - 0,7193398 = 0,9993908 

 Soit a déterminer tg40°, sachant que tg20° = 0,3639702 

| 2: tg20° 2tga 
_ tg 40° =tg (2- 20°) =———— (formule: tg2a = me fig igs 
_ 2-0,3639702 _ 0,7279404 
BB O.CBR0I02 O72TONN: 5 Sscqg0s 

| 

= = 
_ 1=0,13244743 0,8675257 
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Des propriétés des triangles 

Introduction 

Comme la trigonométrie plane étudie les relations métriques entre les élé- 

ments de figures planes déterminées par des segments de droite et 

comme ces figures sont toutes décomposables en triangles, la «résolu- 

tion» des triangles est trés importante. 

Résoudre un triangle consiste a déterminer tous ses éléments a partir 

d’un certain nombre d’entre eux, suffisant pour que le triangle puisse étre 

univoquement déterminé. 

Un triangle est déterminé lorsque trois de ses éléments, dont au moins un 

cété,sont connus, (la connaissance d’un cété peut étre remplacée par 

celle de l’aire du triangle). 

Formules relatives au triangle rectangle 

Notation - Vocabulaire 

On note A, B, C les mesures des cétés opposés respectivement aux 

angles de sommet a, b, c. 

On dit que l’angle b et le cété de l’angle droit C sont adjacents. De méme 

pour l’angle c et le cété B de |’angle droit. 

On appelle A, le cété opposé a I’angle droit, I’hypoténuse du triangle rec- 

tangle. 

b et c, angles de sommets b et c, sont les angles aigus du triangle rectan- 

gle. 
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_ Enoncés des propriétés 

- Théoréme de: Pythagore 

est égale au carré de I’hypoténuse. 

La somme des angles aigus d’un triangle rectangle est égale a 90°. 
| 

: 
| 

| Dans un triangle rectangle, le sinus d’un angle aigu est égal au quotient 

du cété opposé a |’angle par I’hypoténuse. 

du cété adjacent a |’angle par I’hypoténuse. 

| 

| 
Dans un triangle rectangle, le cosinus d’un angle aigu est égal au quotient 

Dans un triangle rectangle, la tangente d’un angle aigu est égale au quo- 

tient du cété opposé a |’angle par le cété adjacent. 

En effet, comme un angle inscrit a pour mesure la moitié de l’angle au 

a 
Pos 

Remarque: tout triangle inscrit dans un demi-cercle est rectangle. 

Dans un triangle rectangle, la somme des carrés des cétés de l’angle droit 
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centre interceptant le méme arc, la mesure de l’angle ama’, par exemple, 

vaut la moitié de doa’, 

1 1 
c’est-A-dire ama’ = doa’ pit = 90° 

Formules relatives au triangle quelconque 

_ Notation 

Enoncés des propriétés 

La somme des angles d’un triangle est égale a 180°. 

4+6+é=180° 

Dans tout triangle, le carré d’un cété est égal a la somme des carrés des 

deux autres cétés et de l’opposé du double produit de ces cétés par le cosi- 

nus de l’angle qu’ils forment. 

A?=B?+C*—2-B-C-cosa 

B?=C?+A?—2-C-A-cosb 

C?=A?+B*—2-A-B-cosé 
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rs 
t 

oF 

pt. 

ini des sinus: 3 
Dans tout triangle, les cétés sont proportionnels aux sinus des angles 

_ opposés a ces cétés. 

Remarques: 

Le facteur de proportionnalité est le diamétre, 2R, du cercle circonscrit au 

triangle. 

B Cc 
Ainsi, ee ee R 

*sina sinb sinc 

De la régle des sinus, on peut déduire: 

A_sina B_sinb C_ sinc 

B sinb’C sinc’A sina 

Deux cétés d’un triangle sont entre eux comme le sinus des angles oppo- 

Sé6s (c’est-a-dire que le rapport de deux cétés est égal au rapport des sinus 

des angles opposés a ces cétés). 

Exemples de résolutions de triangles 

Soit & résoudre le triangle abc, sachant qu’il est rectangle en b, que ab = 15 

m et que c=30°. 

ll faut donc déterminer ac, bc et a. 

Comme 4 + ¢= 90°, on a: 4= 90° — é=90° — 30° = 60° (dans un triangle rec- 
tangle, la somme des angles aigus-est égale a 90°) 

A_ be be 
Comme tg 4 =—=—, : tg 60° =— 

ips C ba i lad 15 

=> be=15- tg60° = 15: 3=45 

(la tangente d’un angle aigu d’un triangle rectangle est égale au quotient du 

_ été opposé a I’angle par le cété adjacent). 

Comme ab*+bc?=ac?, on a: 15°+45%= ac?=225+2025=2250 => 
4 
. 47,43 

"shat 
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Soit A résoudre le triangle abc, sachant que ab=20 m, be=10 m et 

ac=16 m. 

Am 
a 

g oO 

On a: A?= B?+C?—2BCcos 4 

bc? = ac? + ab?— 2ac ab cos 4 

100 = 256 + 400 —2- 16-20-cos 4 

2-16-20: cos a= 256 + 400 — 100 

640 cos a= 556 

t 
556 

cos ore cos a=0,86875 => 4~ 29°41’ 

D’autre part, B)=C?+A?—2-C-Acosb 
2-C:A-cos b=C?+A?+ — B? 
2-16-10 cos b= 16? + 10? — 20 
320 cos b = 256 + 100 — 400 

4 : 44 . 
320 cos b= —44 = cos De nop tee => b=97°54’ 

Comme 4+6+@= 180°, on a: 29°41’ +.97°54’ + 6= 180° 
127°35’ +é6é= 180° => @= 180° — 127°35’ => &@= 52°25’ 
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De quelques applications 
typiques des propriétés des 
triangles 

Mesure de la hauteur d’un arbre (d’un poteau, 
d’un immeuble.... etc.). 

On évalue l’angle sous lequel on voit le sommet de |’arbre, angle o, (grace 

a un théodolite), et la distance, C, du point o au tronc de I’arbre. 

Un triangle se dessine; il est rectangle en b, puisque |l’arbre est perpendi- 

culaire au sol. De ce triangle, on connait un angle aigu et un cété de 

langle droit. : 

: i wR TL Le 
Wl BEM ty Ae waa 

A 
Dans le triangle obc, on a: tg o a y. 

(la tangente d’un angle aigu d’un triangle rectangle est égale au quotient 

du cété opposé par le cété adjacent) 

A=C:tgo 
On trouve la valeur tg o par machine ou a I’aide de tables. 

On obtient donc la hauteur de l’arbre H=A+R, ou R est la hauteur a 

laquelle se trouve |’ceil de l’observateur placé en o. 
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Distance entre deux points visibles mais non 

accessibles 

Soit a déterminer, par exemple, la distance entre deux points a et b séparés 

par un marécage. 

‘On choisit un point o d’ou I’on peut apercevoir & la fois a et b et tel qu’on 

puisse mesurer la distance oa, soit D, (ou ob). 

Au moyen d’un théodolite, on mesure les angles 0 et b. 

(le rapport de deux cétés d’un triangle est égal au rapport des sinus des 

angles opposés a ces cétés) 

sin 6 
~ -D, D= 

sin b 

(on détermine sin 6 et sin b avec une machine ou a l'aide de tables trigo- 

nométriques). 

Distance entre la terre et un corps céleste pas 

trop éloigné 

- On observe le corps céleste a partir de deux points a et b de la surface de 

la terre, dont la distance qui les sépare est connue. 

Le corps céleste est pergu dans deux directions différentes faisant avec la 
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base ab des angles mesurables 4 et b. 
On peut alors calculer tous les éléments du triangle abc et donc détermi- 

ner les distances inconnues ac et bc. 

c= 180° — (4+ 6) 

siné ab sin a 
——- = = -ab 
sina bec siné 

siné ab sin b 
=— c= -ab a => a > 

sinb ac sin é 
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Des équations trigonométriques 
a une inconnue, quelques cas 

Définition 

Une équation trigonométrique a une inconnue est une équation ou 

’inconnue apparait dans des nombres trigonométriques. 

Solution d’une équation trigonométrique 

Une fonction trigonométrique est telle qu’un angle quelconque ne peut 

avoir qu’un seul sinus, un seul cosinus, une seule tangente et une seule 

cotangente. La réciproque n’est pas vraie: une valeur donné d’une fonc- 

tion trigonométrique (c’est-a-dire 4 un nombre trigonométrique donné) cor- 

respondent une infinité d’angles (ou d’arcs), c’est-a-dire qu’un sinus est le 

sinus d’une infinité d’angles, et de méme pour un cosinus, une tangente 

et une cotangente. 

Ainsi, les équations trigonométriques & une inconnue ont une infinité de 

solutions. 

Par exemple, l’angle a= 30° a 

une seule image par la fonction sinus, sin 30° =0,5, 

une seule image par la fonction cosinus, cos 30° v3 

3 
une seule image par la fonction tangente, tg 30° a 

et une seule image par la fonction cotangente, cotg 30° =V3. 
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Mais il y a une infinité d’angles dont le sinus vaut 0,5. 

En effet, sin 30° =0,5; sin 150=0,5; sin 390° =0,5; sin 510° =0,5; ...etc. 

Equations fondamentales 

On appelle équation trigonométrique fondamentale, une équation du type 

cos x=r, sin x=, tg x=r, cotg x=r, ot r elR (r est un nombre réel). 

Pour résoudre une telle équation, on détermine d’abord graphiquement les 

angles a tels que 0° < a < 360° qui vérifient cette équation (s’ils existent!) 

et, ensuite, on déduit de ces solutions particuliéres toutes les autres solu- 

tions. 

Exemples de résolutions d’équations 
fondamentales 

cos x=0 

Résoudre cette équation revient a chercher tous les angles dont le cosinus 

vaut zéro. ‘ 

On sait (voir cercle trigonométrique) que: cos 90° =0 et cos 270° =0 (ou, 

Cos(— 90°) = 0). 
En effet, l’abscisse de b est égale a zéro et |’ ee de b’ est égale a zéro. 

En fait, tous les angles dont le cété extrémité est soit ob, soit ob’ vérifient 
l'équation. 

On peut donc faire autant de tours du cercle que |’on veut (autant de fois 

360°), et ce dans le sens positif, ou dans le sens négatif, a condition que 

Pid — Vextrémité de Parc «arrive» en b ou en b’. 
a 
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| bf 

i 

} j m 

Les solutions de I’6quation cos x =0 sont données par les formules: 

x=k- 360° +90°, avec k=0, +1, +2, +3... 

et x=k- 360-—90°, avec k=0, +1, +2... 

(remarque: k- 360° indique le nombre de tours complets de la circonfé- 

rence que I’on a fait. Si k est positif, cela indique qu’on a tourné dans le 

if sens positif de mesure des angles, si k est négatif, cela indique qu’on a 

- tourné dans le sens négatif de mesure des angles). 

L’ensemble des solutions est donc: 

{angles x| x =k- 360° + 90° ou x =k: 360° — 90°,k eZ} 

‘ sin x=0 
On sait que sin 0° =0 et que sin 180° =0 

En effet, l’ordonnée de a vaut zéro et lordonnée de a’ vaut 0 

En fait, tous les angles dont le cété extrémité est soit oa, soit 0a’ vérifient 

’équation. 
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On peut donc considérer comme solution de I’équation tout angle dont le 

cété extrémité est oa ou oa’. Ces angles seront donc des multiples de 

180e, que l’on pourra mesurer dans le sens positif ou dans le sens négatif. 

Les solutions de l’équation sin x =0 sont donc données par la formule: 

x=k- 180°, k=0, +1, +2... 

(si k=0, il s’agit de l’'angle de mesure 0° et sin0° =0; si k=1, il s’agit de 

rangle de mesure 180° et sin 180° =0; si k= —1, il s’agit de l’angle de 

mesure — 180° et sin(— 180°)=0; si k= 10, il s’agit de l’angle de mesure 

1800°, dont le cété extrémité est oa; l’ordonnée de a est bien 0; si k= 11, il 

s’agit de l’angle de mesure 1980°, dont le cété extrémité est 0a’; l’ordon- 

née de a’ vaut bien 0). 

tgx=1 

On sait que tg45° = 1 et que tg225° = 1 (voir cercle trigonométrique). 

En fait, tous les angles dont le cété extrémité est soit om, soit om’ véri- 

flent l’équation. 

On voit que pour que I’extrémité d’un arc soit m ou m’, il suffit d’ajouter _ 

45° @ un arc dont l’extrémité est a ou a’. ‘ 

Les solutions de I’équation tg x= 1 sont donc données par la formule: 

x=k- 180° +45°, k=0, +1, +2,... 
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cotg x=V3 
On sait que cotg 30° =V3 et on voit sur le cercle trigonométrique que 

~ cotg(180° + 30°) = cotg210° = cotg 30° =v 3. 

En fait, tous les angles dont le cété extrémité est soit om, soit om’ véri- 

fient I’équation. 

Pour que le cété extrémité d’un angle soit om ou om’, il suffit de prendre 

un angle dont le cété extrémité est soit oa, soit 0a’ (c’est-a-dire un multiple 

de 180°) et d’ajouter 30° a cet angle. 

Les solutions de I’équation cotg x= ./3 sont donc données par Ia formule: 

x=k+ 180° +30°, k=0, +1, +2, +4... 
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Exemples de résolutions d’équations du type 
cos ax=b, sin ax=b, tg ax=b, cotg ax=b 

1 
cos 2x= —— 

2 

1 1 
Comme cos 60° =3 on aura cos 120° = fe 

(voir cercle trigonométrique: 120° est le supplémentaire de 60° et les cosi- 
nus de deux angles suppiémentaires sont Opposés). 
On voit également que cos (180° +60°)=cos 240° = -5 

Ainsi, tous les angles dont le cété extrémité est soit om’, soit om” vérifient 
ath 

’équation cos = 5 

Pour que le cété extrémité d’un angle soit om, il suffit de prendre un angle 
dont le cété extrémité est oa et d’ajouter 120 a cet angle. Pour que le cété 
extrémité d’un angle soit om’, il suffit de prendre un angle dont le cété extré-. 
mité est oa et de retrancher 120° de cet angle. 
Les solutions de I’équation seront dés lors déduites des formules suivantes: 

2x=k- 360° + 120°, k=0, +1, +2... 
et 2x=k- 360° — 120°, k=0, +1, +2... 

1 Les solutions de I’équation cos 2x = ag sont donc: 

x=k- 180° +60°, k=0, +1,+2, ... 
AE et x=k- 180° —60°, k=0, +1, +2,... 
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sin 3x= —1 

On sait que sin 270° = —1 (ou sin(— 90°)) 

Les angles dont le sinus vaut — 4 sont donc des angles dont le cété extré- 

mité est ob’. 

On aura donc: 3x =k: 360° - 90°, k=0, +1, Ye 

Les solutions de |’équation sin 3x= —1 sont dés lors: x=k-+ 120° — 30°, 

k=0, +1, +2,... 

Exemples de résolutions d’équations pouvant se 

mettre sous la forme d’une égalité de deux nom- 

bres trigonométriques 

cos 2x—cos x=0 

Cette équation peut s’écrire cos 2x=Ccos x. 

On sait que: 

cOSa = Coss <> 

soit «=6 +k: 360° (les angles sont égaux a k- 360° prés) 

soit a= —8 +k- 360° (les angles sont opposés a k- 360° prés) 

De ces relations, on peut déduire que a +8 =k- 360°, ou a—B=k- 360°. 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux angles aient le méme 

ihe > 7 
¥ —. of 
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cosinus est que leur somme ou leur différence soit un multiple de 360°. — 
On a donc: 2x=x+k- 360°, ou 2x= —x+k: 360° 

=> 2x-x=k- 360° => x=k- 360°, k=0, +1, +2... 
Ou 2x +x=k: 360°=> 3x =k: 360°=> x=k- 120°,k=0, +1, +2... 

cos 2x+cos 6x=0 

Cette équation peut s’écrire cos 2x = —cos 6x 
Comme cos (180° — a)= — C0Sa, ON a: cos(180° — 6x) = —cos6x (les cosi- 
nus de deux angles suppiémentaires sont opposés) 
Or, —cos 6x=cos 2x => cos 2x= cos(180° — 6x) 
On peut donc conclure, comme les cosinus de 2x et de 180° — 6x sont 
égaux, que: 

2x = (180° — 6x) +k - 360° => 2x + 6x =k- 360° + 180° 

360° Z 180° 

8 

Ou, 2x = — (180° — 6x) +k» 360° =>2x = — 180° + 6x +k- 360° 
=> 2x—6x=k- 360° -— 180° => - 4x=k- 360° — 180° 

iy 180° 

4 

=> 8x=k- 360° + 180° =>x=k- =k- 45° + 22°30’ 

=> x=-k- => x= —k-90°+ 45° 

sin x-—cos 2x=0 

On peut écrire I’é6quation sin x =cos 2x 

On sait que sina =cosé <>a et 8 sont complémentaires. 
On a donc: x=90°~2x=k-360° (+k: 360°, parce que sina=sin 
(a +k+ 360°) et que cosa =cos (a +k: 360°)) 
De la relation précédente, on peut déduire les solutions de l’6quation 
sinx =cos 2x. 

X= 90° — 2x +k- 360° => x+2x=k- 360° +90° => 3x=k- 360° + 
90° => x=k- 120° +30°, k=0, +1, +2... 

V6rifions, pour certaines valeurs de k, que x=k- 120° + 30° est solution 
de sin x—cos 2x=0. 
Si k=0, alors x=0- 120° +30° = 30° 

sin 30° —cos 2- 30° =0? 
1 
—cos 60° =0? 
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Si k=1, alors x =1- 120° + 30° = 150° 

sin 150° —cos 2: 150° =0? 

Comme sin 150° =sin 30° = 1/2 (angles supplémentaires) 

et cos 300 =cos 60° = 1/2 (angles opposés: 300° = — 60°), 

on a: 1/2—1/2=0 

Si k= —1, alors x= — 120° + 30° = —90° 

sin(—90°)—cos 2-(—90°)=0? 

—1 —cos(—180°)=0? 

—1-—(-—1)=0? 

0=0 



QUATRIEME PARTIE 

Eléments de statistique 
descriptive 
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Des définitions 

Introduction 

La statistique est l'ensemble des méthodes scientifiques qui permettent 

de rassembler, de présenter, d’analyser, de résumer et d’interpréter des 

données; ainsi que de faire des prévisions a partir de ces données et d’en 

tirer des conclusions. 

Population ou univers 

Une population est un ensemble d’individus ou d ‘objets que |’on désire 

étudier du point de vue de certaines de leurs caractéristiques. ll faut que 

ces caractéristiques aient un sens pour tous les éléments de la popula- 

tion et donc que ceux-ci soient «du méme type». 

Exemple: 
L’ensemble des piéces fabriquées par une machine. 

L’ensemble des éléves d’une école. 

Echantillon 

Un échantillon est une partie (ou un sous-ensemble) d’une population. 

Comme il est presque toujours impossible d’observer tous les éléments 

d’une population, soit parce que celle-ci en comprend un trop grand nom- 

bre, soit parce que l’examen d’un élément le détruit (par exemple, la 

mesure de la durée de vie d’une ampoule électrique), on examine un 

échantillon de la population. 

Effectif 

L’effectif d’une population ou d’un échantillon est le nombre d’éléments 

appartenant a cette population ou a cet échantillon. 
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Variable 

La variable est la propriété ou caractéristique que l’on choisit d’étudier 
dans un certain ensemble. 

Exemples: 

la durée de vie d’une ampoule électrique; 

le revenu mensuel des habitants d’une région; 

le résultat obtenu a un examen; 

l'état civil des habitants adultes d’une ville. 

On représente, en général, les variables par les lettres X, Y, Z.... 

Les valeurs possibles d’une variable forment l’ensembie appelé domaine 

de /a variable. 

Remarque: on peut étendre le concept de variable a des grandeurs non 

numériques. On peut donc, par exemple, considérer comme variable I’état 

d'une pléce fabriquée par une machine et qui prendra soit la valeur «bon» 

soit la valeur «défectueux»; on peut d’ailleurs décider de représenter I’état 

«bon» par 1 et I’état «défectueux» par 0., 

Variable discréte . 

Une variable est discréte si elle ne peut prendre que des valeurs bien 

déterminées comprises entre deux valeurs (c’est-a-dire dans un certain 
intervalle de variabilité). 

Remarque: les données discrétes sont, en général, des données obtenues _ 

par dénombrement. 

Exemples: |e nombre d’éléves par classe, la somme des points obtenus 
lorsqu’on lance trois dés, le nombre d’actions vendues chaque jour a la 
Bourse de Paris. 

Variable continue 

J ie variable est continue si elle peut, en principe, dans une situation 

am 2 
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idéale, prendre n’importe quelle valeur réelle comprise entre deux valeurs 

données. 

Remarque: les données continues sont, en général, des données obte- 

nues par des mesures. 

Exemples: les revenus nationaux bruts des pays de la C.E.E., le diamétre 

des boulons fabriqués par une usine, les températures mesurées chaque 

jour du mois de décembre, la taille d’individus, le poids d’une série 

d’objets. 

Répétition* 

La répétition d’une valeur d’une variable est le nombre de fois que cette 

valeur est obtenue, vérifiée. 

On note'x; la répétition de la valeur x; prise par la variable X. 

Exemple: voici les valeurs de la variable cote (/10) a la derniére interroga- 

tion d’anglais dans une classe de 5°: 

8-5-4-55-7-3-85-8-2-2-3-55-8-2-0-1-7,5-4-5-8-1,5. 

Les valeurs possibles de la variable sont: 0, 0,5, 1, 1,5, ..., 10. 

La répétition de la valeur 0 est 1 (il y a en effet une cote 0 dans la classe); 

la répétition de la valeur 0,5 est 0 (il n’y a en effet aucune cote égale a 0,5 

dans Ia classe): la répétition de la valeur 1 est 1; la répétition de 1,5 est 1; 

la répétition de 2 est 3 (3 éléves ont en effet obtenu 2/10); ...etc. 

Fréquence** 

La fréquence d’une valeur est le rapport de sa répétition a |’effectif de la 

population considérée. 

On raméne donc la population a une population de 1 élément. On tient 

aussi compte des «proportions». Le principe est le méme pour le pourcen- 

tage, obtenu en ramenant la population a une population comprenant 100 

éléments. 

Ainsi, connaissant la répétition d’une valeur, c’est-a-dire le nombre de fois 

* Aussi appelée fréquence absolue. 

** Aussi appelée fréquence relative. 
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que cette valeur est vérifiée pour la population donnée, on détermine com- 
bien de fois cette valeur serait obtenue si la population comprenait 1 objet 
(fréquence) ou 100 objets (pourcentage). 

Intérét de la fréquence: grace aux fréquences, on peut comparer la situa- 
tion pour une méme variable dans des populations d’effectifs différents. 

Exemple: étudions la variable «résultat a l’examen de math.» dans trois 
populations formées des éléves de trois écoles A, B et C, Soit «réussite de 
examen», «échec a l’examen» et «examen non présenté» les valeurs pos- 
sibles de la variable. Dans I’école A, comprenant 420 é6léves, 300 ont réussi 
"examen, 112 l’ont raté et 8 ne l’ont pas présenté. La fréquence de la 
valeur «réussite a l’examen» est, pour cette population. 

300 
égale 4a —,, c’est-a-dire a 0,71. ene’: 
Dans |’école B, comprenant ‘600 éléves, 320 ont réussi I’examen et 280 
Pont raté. 

La fréquence de la valeur «réussite a l’examen> est, pour cette population, 
320 : 

égale a —,, c’est-a-dire 4 0,53. ~~ gale © 500 
Dans |’école C, comprenant 552 éléves, 251 ont réussi l’examen, 300.l’ont 
raté et 1 ne I’a pas présenté. La fréquence de la valeur «réussite a lexa- 
men» est, pour cette population, 

251 
égale a BBD: C’est-a-dire environ 0,45. 

On peut conclure que les meilleurs résultats sont obtenus par I’école A, 
population pour laquelle la fréquence de la valeur «réussite a l’examen» 
est la plus grande (0,71). 

En se basant uniquement sur les répétitions, on aurait conclu, a tort, que 
récole B avait les meilleurs résultats (répétition = 320) 

Répétition cumulée 

On appelle répétition cumulée d’une valeur d’une variable le nombre de 
fois que cette valeur et celles qui lui sont inférieures apparaissent. 
On note Tog 'a répétition cumulée de la valeur a. 
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‘Exemple: reprenons l’exemple précédent. 
Indiquons dans un tableau les différentes valeurs de la variable cote, leurs 

répétitions et leurs répétitions cumulées. 

QQ Oe YN OF ooo-fs-=00n 

1 

0 
1 

1 

3 

0 

2 

0 

2 

0 

2 

* lly a une cote inférieure ou égale a 0,5: un 0 

** ily a six cotes inférieures ou égales a 2: un 0, un 1, un 1,5 et trois 2. 

*** Il y a vingt cotes inférieures ou égales a 8: les seize inférieures ou 

égales a 7,5 et les quatre cotes égales a 8. 

Fréquence cumulée 

La fréquence cumulée d’une valeur d’une variable est le rapport de la répé- 

tition cumulée de cette valeur a |’effectif. 

Si l'on reprend l’exemple précédent, la fréquence cumulée de la valeur 5 

de la variable cote est 12/21. (12 parce que la répétition cumulée est 12 et 

21 parce que l’effectif de la population est 21). 

Intérét de la répétition cumulée ou de la fréquence cumulée. 
On connait immédiatement la valeur la plus grande prise par la variable: 

c’est celle pour laquelle la répétition cumulée est égale a l’effectif, ou pour 

laquelle la fréquence cumulée est égale a 1. En effet, comme la répétition 

cumulée d’une valeur indique combien de fois se répétent cette valeur et 
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celles qui lui sont inférieures, si elle vaut l'effectif, cela signifie que tous 
les éléments de la population ont déja été pris en considération. 
On peut savoir «oil» se situe la majorité de la population pour la variable 
considérée: la premiére valeur de la variable pour laquelle la répétition 
cumulée est supérieure a la moitié de l’effectif de la population (ou pour 
laquelle la fréquence cumulée est supérieure a 0,5 ou encore pour laquelle 
le pourcentage cumulé est supérieur a 50) indique que la majorité de la 
population prend, pour la variable considérée, des valeurs inférieures A 
celle-a. \ 
On peut connaitre directement le nombre d’éléments (ou le pourcentage) 
de la population pour lesquels la valeur de la variable est inférieure ou 
égale a une valeur donnée: il suffit de regarder la répétition cumulée (ou le 
pourcentage cumulé, égal a cent fois la fréquence cumulée) de cette der- 
niére valeur. 

Diagramme en batonnets de la distribution des 
répétitions ou des fréquences 

On prend deux axes perpendiculaires. On indique en abscisse (axe hori- 
zontal) les valeurs possibles de la variable considérée et en ordonnée (axe 
verticale) les répétitions ou les fréquences de ces valeurs (on peut aussi y 
mettre les pourcentages). 
Le diagramme de la distribution des répétitions (ou des fréquences) est 
constitué des «batonnets» dont les bases sont les différentes valeurs de 
la variable et les hauteurs les répétitions (ou fréquences) de ces valeurs. 

Exemple: reprenons l’exemple précédent des cotes sur 10. On obtient les 
diagrammes suivants: 
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ou 

1 LAS SIS HY S Ho 1 ET YS 98 40 caus 

Les deux diagrammes ont évidemment la méme «forme», puisque pour 

passer des répétitions des valeurs aux fréquences de ces mémes valeurs, 

on divise les premiéres par l’effectif de la population. 

Ainsi, si on gardait la méme unité, on obtiendrait, dans le cas du dia- 

gramme des fréquences, des batonnets n fois plus petits, si n est l’effec- 

tif, que dans le cas du diagramme des répétitions. 

Remarque: on peut aussi établir le diagramme de la distribution des répé- 

titions cumulées ou des fréquences cumulées. 

Polygone des répétitions ou des fréquences 

On appelle polygone des répétitions (ou des fréquences) le polygone 

obtenu en joignant deux a deux les «sommets» des batonnets du dia- 

gramme des répétitions (ou des fréquences), c’est-a-dire les points 

(valeurs de la variable, répétition de cette valeur), [ou les points (valeur de 

la variable, fréquence de cette valeur)] 
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Exemple: reprenons |’exemple des cotes. Tragons le polygone des fré- 

quences: : ; 

Histogramme de la distribution des répétitions 
ou des fréquences 

Lorsque le nombre d’observations, ou le nombre de valeurs différentes pri- 

Ses par la variable, est élevé, on groupe ces valeurs par classes. 

Pour ce faire, on divise en classes de méme étendue l’intervalle de variabi- 

lité de la variable*. 

Un histogramme est un diagramme constitué de rectangles dont les 

bases sont les classes et les hauteurs les répétitions (ou les fréquences) 

de toutes jes valeurs dans chacune de ces classes, c’est-a-dire les effec- 

tifs de ces classes. ; 

Ainsi, on met en abscisse les extrémités des classes et en ordonnée les 

répétitions (ou les fréquences) de ces classes. 

+ 

_ * Iexiste des méthodes permettant de déterminer la «taille» de ces classes. 
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Exemple: voici un tableau donnant une distribution de tailles qui ont été 

groupées par classes, I’étude de cette variable taille ayant 6té faite dans 

une population formée de jeunes gens et jeunes filles de 16 4 20 ans. 

Tailles Répétition ou effectif de la classe, c’est-a-dire nom- 

(en m) bre de personnes ayant une taille de la classe 

considérée. 

1,50 - 1,55 

1,55 - 1,60 

1,60 - 1,65 

1,65 - 1,70 

1,70 - 1,75 

1,75 - 1,80 

1,80 - 1,85. 

1,85 - 1,90 

Remarque: on convient de considérer comme appartenant a une classe 

soit la «borne» inférieure, soit la «borne» supérieure de cette classe, Ainsi, 

la classe 1,50 - 1,55 peut représenter l’ensemble des tailles supérieures a 

1,50m et inférieures ou égales a 1,55m, ou bien l'ensemble des tailles 

supérieures ou égales a 1,50m et inférieures a 1,55m. 

Dans cet exemple, il s’agit des tailles t telles que 1,50m < t< 1,55m. De 
méme, la classe 1,55 - 1,60 représentera l’ensemble des tailles t telles que 

1,55 < t< 1,60. 

Histogramme de la distribution des répétitions: 

1,50 1,55 1,60 1,65 1,70 1,75 1,80 1,85 1,9 tazlles 
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Remarques: 

Le polygone des répétitions (ou des fréquences) est obtenu en considé-. 

_ rant que la valeur de la variable dans une classe est égale a celle corres- 

pondant au centre de la classe. 

Dans le cas ou les données sont groupées par classes, la fréquence (ou 

répétition) cumulée d’une classe est la fréquence (ou répétition) de toutes — 

les valeurs plus petites (ou plus petites ou égales selon la convention des 

«bornes») que la borne supérieure de la classe. ; 

Dire, par exemple, que 0,25 est la fréquence cumulée de la classe des 

groupes de 15 a 20 éléves, 15 compris et 20 non compris (ou 15 non com- 

pris et 20 compris) signifie que 1/4 des groupes d’éléves seulement com- 

prennent moins de 20 éléves (ou au plus 20 éléves). 

Fonction de densité - Fonction de densité relative 

La fonction de densité est la courbe dont «s’approche» le polygone des 

répétitions, lorsqu’il s’agit d’une grande population et de données conti- 

nues. On dit qu’une telle courbe théorique peut étre approchée en lissant 

le polygone des répétitions de |’échantillon considéré, cette approxima- 

tion devenant mellleure lorsque la taille de I’échantillon augmente. _ 

La fonction de densité relative est la courbe théorique prise comme 

approximation du polygone des fréquences. 

Les distributions des fréquences ou des répétitions rencontrées dans la 

pratique peuvent donc étre rattachées a différents types mathématiques 

de distributions (courbes théoriques dont s’approchent les polygones des 

fréquences ou des répétitions. 

Ces distributions «théoriques» sont, par exemple, /a distribution bino- 

miale (ou de Poisson) lorsque les données sont discrétes, comme le nom- 

bre de piéces défectueuses dans un échantillon de grandeur déterminée 

ou le nombre d’accidents se produisant au cours d’un mois dans une 

entreprise, et /a distribution de Laplace-Gauss lorsque les données sont 

continues. 

La courbe de Gauss est une courbe théorique dont s’approchent les poly- 

gones de répétitions ou de fréquences d’une série de distributions rencon- 

trées dans la pratique. C’est une courbe en forme de cloche, pare 

symétrique. 
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Exemples: 

‘Les distributions des tailles, des poids, des quotients intellectuels d’un 

ensemble de personnes sont des distributions que l’on peut approcher 

par la distribution de Laplace-Gauss, c’est-a-dire que I’histogramme de la 

distribution des fréquences ou des répétitions de ces valeurs a la forme 

- approximative d’une cloche et cette approximation est d’autant meilleure 

que |’effectif de I’échantillon est grand. 

Considérons les tailles des éléves de deux classes, jeunes gens de 16 4 20 

ans. Indiquons les résultats dans un tableau: 

Tailles (=valeurs| Nombre d’éléves | Tailles (=valeurs| Nombre d’éléves 

de la variable) (= répétition) de /a variable) (=rép6étition) 

—~=- MO WOM NNN ND 

1 

1 

1 

3 

2 

2 

2 
1 

4 

1 

2 

1 
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Groupons ces valeurs par classes: 

classes effectits classes effectifs 
<tkK des classes <tc des classes 

1,50 - 1,53 1,71 - 1,74 

1,53 - 1,56 1,74 - 1,77 

1,56 - 1,59 1,77 - 1,80 

1,59 - 1,62 1,80 - 1,83 

1,62 - 1,65 1,83 - 1,86 

1,65 - 1,68 1,86 - 1,89 

1,68 - 1,71 

Histogramme de la distribution des répétitions: 

Moyenne arithmétique 

Soit une série de données se rapportant a une variable (série statistique). 

Soit donc x,, Xz, ..., X, les n valeurs de la Variable X correspondant a cha- 

cun des éléments de |’échantillon, d’effectif n, considéré. 

La moyenne arithmétique de ces n nombres xX,, X,, ..., X, est: 

Medg this A Me, 
- n 

m=x 

zx 
, On la note en abrégé: m oe 
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Ce paramétre est souvent utilisé (mais hélas trop souvent seul. Voir réduc- 
- tion des données). 

C'est, par exemple, la moyenne arithmétique des revenus des habitants 

d’un pays qui représentera le revenu moyen du pays. 

Exemple: Voici les cotes (/20) obtenues en mathématiques par les éléves 

d’une classe: 6 - 11-14,5-7-11-13-10,5-7-9,5-13-9,5-85-12,5-14-8- 

85-7-65-85-55-7,5-7-145-45-5-55-10- 13. 

_6+2° 11+2:-14,54+4-7+3-134+1054+2-954+3-85 

i 28 

125+ 144+8+65+2:55+7,5+45+5+10 258 

Cae ger” ay Orga Ben yr" 

La moyenne arithmétique des cotes est donc 9,21. 

=9,21. 

Médiane 

Soit une série de données (mesures, cotes, durées de vie de lampes, ...). 

La médiane est la valeur centrale, ou la moyenne arithmétique des deux 

valeurs centrales, d’une série de données qui ont été rangées par ordre 
croissant. 

Exemple: reprenons l’exemple précédent. Plagons d’abord les cotes pe 
ordre croissant: 

45-5—5,5-55-6-65-7-7-—7-7-7,5-8-85-85-85-95- 

13 valeurs moyenne arith. =8.5 

9,5—10—10,5-11-11-12,5-13-13-13-—14-145-145 

13 valeurs 

La médiane est 8,5. 

Remarques: 

On peut aussi déterminer graphiquement la médiane. On fait le dia- 

gramme de la distribution des fréquences cumulées et on détermine la 

valeur de la variable (axe des abscisses) pour laquelle la fréquence est 
égale a 0,5 (axe des ordonnées). 
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Reprenons |’exemple précédent et représentons graphiquement la distri- 

bution des fréquences cumulées des données. 

La médiane n’est pas influencée, comme I’est la moyenne arthimétique, 

par des valeurs extrémes. 

Mode 

Soit une série statistique. Le mode est la valeur de la variable dont la fré- 

quence est maximale, c’est-a-dire la valeur qui apparait le plus souvent. Le 

mode peut ne pas exister (c’est le cas lorsque toutes les valeurs «appa- 

ralssent» un méme nombre de fois), 6tre multiple, ou étre unique. 

-Exemple: Pour |’exemple de la série de cotes, le mode est 7/20. 
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Etendue 

L’étendue d’une série de données est I’écart entre la plus petite et la plus 

grande de ces données. 

Exemple: dans le cas de l’exemple des cotes, l’étendue est 14,5 — 4,5 = 10. 

Ecart-moyen ou écart a la moyenne 

_L’écart-moyen d’une série de données est la moyenne arithmétique des 

écarts (nombres positifs!) entre chaque donnée et la moyenne arithméti- 

que des données. 

Si X,, X2, ..., X, sont les n valeurs d’une variable correspondant chacune a 

un élément de |’échantillon ou la variable X est étudiée, on a donc: 

Ix,-—m|l +1x,—ml +..41x,—ml 
E.M. =— 

n 

n 

2, !x,-m| 
- ce que l’on peut encore écrire: E.M. seb KEK 

Exemple: reprenons |’exemple des cotes: 

4,5-5-5,5-5,5-6-65-7-7-7-—7-7,5-8-8,5-—85-85-95 

— 9,5 —10— 10,5 —11-11-— 12,5 —13— 13-13-14 — 14,5 — 14,5. 

La moyenne arithmétique est égale a 9,21. 

Caiculons 'écart-moyen: 

14,5-9,211 + 15-9211 +2- 15,5-9,21! + 6-9,211 

28 

gf lt? 9211 +17,5—9,211 + 18-9,21] +3-18,5—9,21| + 2-19,5-9,211 

28 

10-9211 +110,5—9,211+2-111-9,211 +112,5-—9,211+3-113-9,211 

28 

E.M. = 



jigs 
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é [14-9211 +2: 114,5-9,211_ 4,714+4,2142-3,714+3,214+4- 2,21 
28 28 

r 1,71+1,21+3- 0,71 +2-0,29+0,79+ 1,29+2- 1,79+3,29+3-3,79 

28 

* 4,79+2:- 5,29 _ 4,71 + 4,21 +7,424+3,21 + 8,84 + 1.71 

28 28 

% 1,21 + 2,13 + 0,58 + 0,79 + 1,29 + 3,58 + 3,29 + 11,37 + 4,79 + 10,58 

28 * 

69,71 
SS 2A 

28 

Variance 

La variance d’une série de données est la moyenne arithmétique des car- 

rés des écarts entre chaque donnée et la moyenne arithmétique de ces 

données. ; 

Ainsi, si x,, X2, ..., X, sont les n valeurs d’une variable correspondant cha- 

cune A un élément de I’échantillon ot l’on étudie la variable X, la variance 

est donnée par: F 

(x, -—m? +(x, -—m +... +(x, —m/? 
?= 

n 

x, —m 
notée* encore, a ae 

Exemple: pour l’exemple précédent, on a: 

gpa G5 921F +5-9,21F +. 42° (14,5-9,217 
28 : 

p24 OU +420 +2: 3,714 3,214 4-221 
28 

4p LTH4121 +3 0,712 +2: 0,20" + 0,78 + 1,28 
28 

- -* Qua? 
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i 2.1,77 + 3,27 +3-3,79% 22,1841 + 17,7241 

28 28 

bi 2- 13,7641 + 10,3041 +4 4,8841 +2,9241 + 1,4641 

28 

Pi + 0,5041 + 2- 0,0841 + 0,6241 + 1,6641 + 2- 3,2041 

28 

10,8241 +3- 14,3641  165,9584 
Seat ee 

28 28 

Remarque: la variance est plus fine que I’écart-moyen. En effet, les écarts 

supérieurs a une unité prennent plus d’importance que dans le cas de 

l’6cart-moyen (par le carré), tandis que les écarts inférieurs a l’unité ont 

moins d’importance que dans le cas de |’écart-moyen (un nombre positif 

inférieur a 1 a comme carré un nombre encore plus petit que lui-méme). 

Ecart-type 

L’écart-type est la racine carrée de la variance. Ainsi, si x,, X2, .... X, sont n 

données statistiques (pour une population de n individus), on a: 

(x, —m +... +(x, — mf 

On peut montrer que s= =1 mm? 

Exemples: 

Pour l’exemple précédent, comme on connait la variance, il suffit d’en 

prendre la racine carrée pour obtenir |’écart-type: 

$=V5,93 42,44 

Voici les tailles, en cm, d’éléves de 6°*année: 170 - 164 - 171 - 156 - 163 - 

165 -165 - 159 - 159 - 168 - 160 - 177 - 174 - 150 - 156 - 156 - 170 - 167 - 161 - 174- 

183 - 170 - 166 - 152 - 177 - 161 - 180 - 171 - 165- 172 - 165 - 173 - 180 - 183 - 167 - 

184 - 180 - 160 - 175 - 186. 



Des définitions | 231 

Employons la formule s= —m? 
3 |]Me 

67 
1-Caiculons la moyenne arlithmétique: m —< = 168,375 

& 3-170? + 164242: 1717+3- 1567+ 163? 
cea ss ch eas gc = WE CN 

ie 1657 + 2: 159? + 1687+ 2- 1607+ 2- 1772+ 2- 174? + 1507+ 2: 167? 
Ce POeee NOR ETS ee oe Ser AN iki tog Sek CO RD eae 

os 161? + 2- 183? + 166? + 152? + 3- 180? + 172? + 1737 + 184? + 175? + 186? 

40 

_ 86700 + 26896 + 58482 + 73008 + 26569 + 108900 + 50562 + 28224 

Ny 40 
ee ee te C718 + IRE + NE + Prone 

40 

ee ek cate + teen EG + 825 + 54506 
ir? 

= 1223999 
—7p — = 30599,975 

3-s=\V/ z —m? =~30599,975 — 168,375? 

=V 30599,975 — 28350, 141 =~V 2249,834 = 47,432415 

Quartiles 

Les quartiles sont les trois valeurs qui séparent la série de données ran- 

gées par ordre croissant en 4 parties comprenant le méme nombre de 

valeurs. 

L’écart inter-quartile est la distance entre le premier et le troisiéme quar- 

tlle. é 
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On détermine les quartiles graphiquement, a partir de la distribution des 

fréquences (ou des répétitions) cumulées. 

Exemple: reprenons |’exemple des cotes. Donnons la distribution du pour- 

centage cumulé. 

ates is pourcentages pourcentages cumulés 

99,97 

100 
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Déciles 

Les déciles sont les nombres qui divisent le champ de variablité en 10 

intervalles comprenant chacun le méme nombre d’observations. 

Ainsi, les deux déciles extremes déterminent un intervalle comprenant 

80% des résultats. 

Centiles 

Ce sont les 99 nombres qui divisent le champ de variabilité en 100 interval- 

les comprenant chacun le méme nombre d’observations. 

Ainsi, les deux centiles extremes déterminent un intervalle comprenant 

98% des résultats. 

Remarques 

Lorsqu’on ne connait pas les répétitions de toutes les valeurs de la varia- 

bles (ou les fréquences) mais seulement de classes de ces valeurs, alors 

on considére que la valeur de la classe est la valeur centrale et c’est avec 

ces valeurs centrales que l’on calcule la moyenne, la médiane, |’écart- 

moyen, la variance et I’écart-type des distributions en question. 
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Ainsi, si x,, X., ... X, sont les centres des classes, ou k est le nombre de 

classes, et si e,, @., ..., @, sont les effectifs des classes (répétitions des 

classes), alors: . 
1X, + O2X2 +... + OX 

m shone Bint game 

(n étant l’effectif de la population, n=e, +e, +... +@,); 

e,; |x,—-ml +e,- |x,—ml +...+¢e,° |x,—m| 

n 

017K, — MP +es" K2— MP +... +Ox” OK — MP 

n 

E.M. = 

s? 

Quant au mode d’une distribution par classes, c’est la valeur centrale de 

ia classe dont l’effectif est le plus élevé, (cette classe est appelée la 

classe modale). 

| Variable centrée réduite 

La variable X centrée réduite est la variable qui mesure |’écart a la 

moyenne en unité d’écart-type. Ainsi, la variable centrée réduite est: 

Elle est trés utile pour comparer des distributions. 

Elle est souvent employée dans les tests psychologiques. 

Exemple: soit un élave qui obtient 70% pour pour I’examen de mathémati- 

que et 78% pour l’examen de comptabilité. 

La moyenne des cotes de la classe a l’examen de mathématiques est 

65% et I’écart-type est 8; quant a la moyenne des cotes de |’examen de 

comptabilité elle est égle a 72% et I’écart-type est égal a 15. 

On demande dans quelle discipline |’éléve est relativement plus doué. 

La variable centrée réduite pour les maths est as = 0,625 
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La variable centrée réduite pour la compta. est =0,4. 

L’éléve a donc 0,625 fois I’écart-type au-dessus de la moyenne en mathé- 

matiques et 0,4 fois I’6cart-type au-dessus de la moyenne en comptabilité. 

On dira qu’il est meilleur en maths. qu’en comptabilité, relativement a 

ensemble de la classe. 

Remarque: si la variable centrée réduite avait été négative, on aurait dit 

que |’éléve avait un certain nombre de fois l’écart-type en dessous de la 

moyenne. 

Dépendance entre deux variables 

Introduction: deux variables sont dites dépendantes s’il existe un lien 

entre ces deux variables. Pour voir si un tel lien existe, on représente, dans 

un plan coordonné cartésien, les couples de valeurs correspondantes de 

chaque variable. Si ces points sont proches d’une courbe (si le nuage de 

ces points dessine une courbe) on peut:alors conclure que les variables 
sont dépendantes, une courbe étant le graphique d’une fonction, c’est-a- 

dire la représentation graphique d’un lien entre deux variables. 

Exemple: considérons les poids et les tailles des éléves d’une classe de 

6° année. 
Voici la situation: 

poids (en kg) 
1,65 46,5 

pots en ka) 
68 1,71 
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Représentons cette situation graphiquement, en indiquant les tailles en 

abscisse et les poids correspondants en ordonnée. 

toids 

ge spl gti albicans hat ep eng a a 
1 

pe aa a re ne Pry ere oe ae 

04 ner ron res sss — 
Ce ae ae ag a ml ees oe eo aD Se a tt eet = Soe tee noe 

a oie Wu ee NG re ee ee 
: ry | + 

ee er =p fot GT TAK RR 
SoaT Se SS eee eine hae 

t ' 
cad ipa eshte Rete gigas Al Ser reed Pra 

es 
or piles 

On constate que ces points sont, en général, groupés et non pas disper- 

~ gés dans le plan coordonné. On peut les approcher par une droite. 

On dira qu’ll y a une dépendance linéaire entre la taille et le poids des indi- 

vidus. 

Soit X et Y deux variables étudiées dans une population. Soit x,, X2, ...; Xx 

et Y;, Y2) «+, Ys Les valeurs de ces variables pour chacun des n éléments de 

la population. 

On représente, dans un systéme d’axes perpendiculaires, les points (x,, 

Y), (Xa, y2), ary Xn Yn) 

Si l'on peut représenter une courbe continue approchant ces points, on dit 

que les deux variables sont dépendantes, (iI doit y avoir un nombre suffi- 

samment grand de points)). 

La courbe est appelée courbe d’ajustement et son équation donne une 

approximation du lien entre les deux variables. 
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Les méthodes d’ajustement linéaire 

Solt X,, Xa, «-) Xn Ot ¥;, V2, «+, Y, leS valeurs des variables liées X et Y corres- 

pondant a chacun des éléments de la population ot ces variables sont 
étudiées. 

Méthodes graphiques 

On représente les points (x,,y,), (X2,¥2), -»-) (X,Y) @t on trace, ala régle, une 
droite d’ajustement. 

Plusieurs droites différentes peuvent, bien sir, étre tracées et la méthode 

n’est donc pas trés intéressante, pulsqu’elle permet plusieurs solutions. 

Pour connaitre une formule donnant une approximation de la dépendance 

entre X et Y, on détermine |’6quation de la droite tracée (équation d’une 

droite dont on connait deux de ses points). 

On prend comme droite d’ajustement la droite passant par deux quelcon- 

ques des points (x,,y,), (X22), «+, (X,,Y,)- Il y a done plusieurs droites 

d’ajustement possibles. 

Méthode des moindres carrés 

Pour éviter d’avoir plusieurs droites d’ajustement, on va définir la «meil- 

leure droite d’ajustement»: parmi toutes les droites qui approchent un 

ensemble de points (qui sont des couples de valeurs correspondantes des 

deux variables considérées), celle qui donne le meilleur ajustement est 

celle qui vérifie la propriété «d,? + d.? +...+d,? minimum», ou d, est la dif- 

férence entre y, (qui correspond a x,) et l’ordonnée du point d’abscisse x, 

sur la droite d’ajustement, ou d, est la différence entre y, (qui correspond 

a x,) et Pordonnée du point d’abscisse x, sur la droite d’ajustement, ..., ou 

d, est la différence entre y, (qui correspond a x,) et ’ordonnée du point 

d’abscisse x, sur la droite d’ajustement. 
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C’est donc la droite qui rend minimale la somme des carrés des écarts 

entre l’ordonnée de tout point (x,,y,) et l’ordonnée du point d’abscisse x, 

_ sur cette droite. t 

Une droite qui vérifie cette propriété est dite «ajuster les données au sens 

des moindres carrés». On l’appelle /a droite des moindres carrés. 

Détermination de la droite des moindres carrés: |’équation de la droite qui 

ajuste les points (x,,Y1), X22), «+ XY.) sera de la forme Y=mX+b, ou m 

et b sont a déterminer (forme générale de I’équation d’une droite). m et b 

sont les solutions du systéme d’équations suivant: 

(Rieter 

Zx-y=m-LxX+b- LX 
i=1 l=1 j=1 

(ces équations sont appelées les équations normales de la droite des 

moindres carrés) 

intérét de lajustement linéaire 

On peut donner une formule représentant le lien, la dépendance entre 

deux variables (c’est-a-dire déterminer une fonction approximation de la 

fonction liant les deux variables). 

On peut, ayant déterminé la dépendance entre deux variables, estimer la 

valeur d’une des variables pour n’importe quelle valeur (non donnée au 

départ!) de |’autre variable. 

Exemple d’ajustement linéaire 

Prenons |l’exemple précédent des poids et tailles d’éléves. 

Détermination d’une droite d’ajustement par la méthode de construction a 

la régle (on dit aussi «& main levée»). 

La droite passe par les points (1,60; 46) et (1,70; 61) 

61-46 
Fy AO a ao. 1,60) <> A,=Y —46= 150- X— 150: 1,60 

<>A,=Y = 150X — 240 + 46 <> A, = Y= 150X— 194 

— 
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Ainsi, on peut par exemple estimer le ok pour la taille 1 90m: X= 1,90 
Y=¥ 

Y=150- 1,90— 194 = 285 — 194=91. 
Donc @ une taille d’1,90m correspondrait un Bolas th de 91 kg. 

48 F Poids ° 

On choisit comme droite d’ajustement celle passant par les points (1,72 ; 
66) et (1,62 ; 52) soit A,. 

52—66 

tamale soled 1 

A,=Y —-66= Serene 1,72) = 

A.=Y = 140-(x—1,72)+66 
A=Y=140 X-240,8 + 66 
A=Y = 140X- 1748 

On peut alors estimer le poids pour une taille quelconque, et, par exemple, 
pour 1,90m. 
X=1,90=> Y=140- 1,90- 174,8 = 266 - 174,8=91,2 
Ainsi, a la taille 1,90m correspondrait le poids de 91,2kg. 
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-pétermination de la droite des moindres carrés. On sait que 

D=Y = mX +b, et que m et b sont donnés par: 

LyY,=m:2X,+b-n 
! i) 

Ixy, =m: UxX+b- ZX, 
1 1 1 

Les X, sont les tailles des éléves et les Y, les poids correspondants; n= 24, 

puisque la population considérée comprend 24 éléves. 

On a donc: 

Ly, = 46,5 +65 +56 +46 +60 + 70 + 58 + 60 + 53+ 65 + 47,5 +58 +68 +52 

+66 462+ 70 +78 +69 + 50 + 75+ 68+50+62= 1455 

m-+X,=m- (1,56 +1, 70 + 1,67 + 1,61 + 1,74 + 1,83+ 1,70 + 1,66 + 1,52 + 

1,77 + 1,61 + 1,80 + 1,71+1,62+1, 72 + 1,65 + 1,73 + 1,80 + 1,83 + 1,67 

+ 1,84 + 1,80 + 1,63 + 1,77)=m_- 40,94 

2x, - ¥,=1,56- 46,5 + 1,70- 65 + 1,67 - 56 + 1,61: 46 + 1,74- 60+ 1,83: 70 

+ 1,70 - 58 + 1,66 - 60 + 1,52: 53+ 1,77 - 65 + 1,61 - 47,5 + 1,80° 58 + 1,71-68 

+ 1,62: 52+ 1,72: 66 + 1,65 - 62+ 1,73: 70+ 1,80- 78 + 1,83 69+ 

1,67 - 50+ 1,84- 75+ 1,80- 68+ 1,63- 50+ 1,77: 62= 72,54 + 110,5 + 93,52 

4+-74,06 + 104,4 + 128,1 + 98,6 + 99,6 + 80,56 + 115,05 + 76,475 + 104,4+ 

116,28 + 84,24 + 113,52 + 102,3 + 121, 1+ 140,4 + 126,27 + 83,5 + 138 + 122,4 

+ 81,5 + 109,74 = 2497,05 

m- =X? = m(1,56? + 1,70? + 1,67? + 1,61? + 1,74? + 1,83? + 1,70? + 1,667 + 

1,52? + 1,772 + 1,61? + 1,807 + 1,717 + 1,622 + 1,72? + 1,657 + 1,73? + 1,80? + 

1,83? + 1,67? + 1,84? + 1,80? + 1,63? + 1,777) 

m 2x2= m- (2,4336 + 2,89 + 2,7889 + 2,5921 + 3,0276 + 3,3489 + 2,89 + 

2,7556 + +2,3104 +3,1329 + 2,5921 + 3,24 + 2,9241 + 2,6244 + 2,0584 
+2,7225 + 2,9929 + 3,24 + 3,3489 + 2,7889 + 3,3856 + 3,24 + 2,6569 
+3,1329) = m- 70,0176 

— 
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ll faut done résoudre le systéme suivant: 

{ 1445 = 40,94m + 24b 
2497,55 = 70,176m + 40,94b 

_ 1445 - 40,94m 
{ os 24 

1455 — 40,94m 
2497,055 = 70,0176m + 40,94 -——_——_ 

24 

40,94 - 1455 ; 40,94 - 40,94m 
{ 2497,055 = 70,0176m + oa 

_ 1455 — 40,94m 

rf 24 
b 

2497,055 — 2481,9875 = 70,0176m — 69,836817m 

1455 — 40,94m 

DELS gg 

_ 1455 - 40,94m 
b 

24 24 

m=83,345779 

_ 1455 — 40,94 - 83,345779 

{ 0,180783 m= 15,0675. { 0.180783 

{ 24 
b 

{ m = 83,345779 

_ 1445 — 3412,1762 _ 
b = —81,549008 

24 

Ainsi, la droite des moindres carrés a pour 6quation 

Y =83,345779 X — 81,549008 
Si on estime le poids correspondant a la taille 1,90m, on obtient: 

Y =83,345779 - 1,90 — 81.549008 

Y = 158,35698 — 81,549008 

Y = 76,807972 
Le poids correspondant a 1,90m devrait étre a peu prés égal a 76,8 kg 
(valeur qui semble plus en «accord» avec les autres données que celles 
trouvées précédemment). 
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De la présentation des données 

Introduction 

Lorsqu’on veut interpréter des données dans une population (tailles, poids 

~ d’individus, investissements d’entreprises, impdts sur des personnes, lon- 

gueurs de piéces, diamétres de boulons, ..), on doit les présenter de 

maniére telle que cette interprétation soit aisée. 

On peut, dés lors, indiquer les informations recueillies dans un tableau; 

on peut aussi représenter la situation graphiquement, afin d’obtenir, par 

un graphique, les distributions des répétitions ou des fréquences. 

Lorsqu’une variable n'est pas numérique, on se contente souvent d’un 

tableau, mais on peut également représenter les distributions des fré- 

quences ou des répétitions, i! suffit pour cela.d’associer un nombre ou un 

_ sigle & chaque valeur de la variable. 

Tableau des répétitions et des fréquences 

Lorsqu’on rassemble des données statistiques, cest-a-dire les valeurs 

d’une variable correspondant a tous les éléments d’un échantillon, on 

peut les présenter dans un tableau, en indiquant en premiére colonne les 

différentes valeurs de la variable par ordre croissant, en deuxiéme 

colonne les répétitions de chaque valeur et en troisiéme colonne les fré- 

quences de ces valeurs. Cette présentation est plus claire que celle con- 

sistant a énumérer les valeurs dans un ordre quelconque (celui du dépouil- 

lement de l’enquéte, l’ordre alphabétique des noms des personnes interro- 

gées, l’ordre dans lequel les piéces sont fabriquées, ...), elle donne une 

meilleure idée de la situation générale. 

Exemple: voici les cotes (/20) obtenues pour un méme contrdle par les élé- 

ves de classes de 5° et 6°: 6 -11- 14,5-7-11-13-10,5-7-9,5- 13 -9,5 -8,5- 

12,5-14-8-8,5-7-6,5-8,5-5,5-7,5-7-14,5-5-5,5-5,5- 10-13-13-9-12,5 

i 78-1 -8-9-9-85-8- 10,5-12-13,5-13- 14,5 - 12,5- 12-9,5-9,5-12,5- 

11-13-14,5-10-14,5-6-8-11 -15,5-14,5-12,5-12-14-11,5- 17,5-14-13- 

12-15-10,5-11-14- 10,5 - 14,5. 

Présentation de la distribution dans un tableau: 



valeurs de | répétitions fréquences | répétitions fréquences 

la variable | (nombre - | cumulées | cumulées 
(cotes) d’éléves ayant 

ces cotes) 

Ro (oe ee 

1 

4 

2 
4 
4 

3 

4 

3 

4 

6 

1 

4 

5 

7 

2 
4 

7 

1 

1 

0 

0 

0 
{ 
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~ Diagramme en batonnets des répétitions ou des 

fréquences 

C’est la représentation graphique qui montre le plus clairement comment 

sont distribuées les répétitions ou les fréquences. 

La représentation graphique est plus révélatrice de la distribution qu’un 

tableau; elle indique mieux la situation générale, dans son ensemble. 

Elle permet de voir immédiatement si les valeurs de la variable considérée 

sont fort dispersées ou non. On peut également, a l'aide du graphique, 

déterminer oti se «situe» la majorité des éléments de la population. 

Remarque: selon le but du relevé des informations, on indiquera en ordon- 

née soit les répétitions des valeurs, soit les répétitions cumulées de ces 

valeurs, soit leurs fréquences, ou leurs pourcentages, soit leurs fréquen- 

ces ou pourcentages cumulés. 

Exemples: reprenons des cotes (/10) a la derniére interrogation d’anglais 

(voir répétition pages 218,221 et 222). Le diagramme en batonnets de la 

distribution des répétitions était le suivant: 

O] oS 4 SL BS SN HS 5 SSE ESF HS BES 3 95 40 coter 

- On constate que les valeurs sont fort dispersées, qu'il y a un nombre 

important de cotes trés faibles (de 0 a 3) et un nombre important de cotes 

assez bonnes (de 7 a 8,5). 

ee 
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- On peut en 5 eetare que la classe bonsidérse n'est pas eeineaene (du 
moins dans le cas du contréle en question). 
- Onconstate également que la majorité des éléves de la classe ont une 
cote inférieure ou égale a 5/10. 

Présentation d’une distribution a l'aide d’un 
cercle 

Elle est employée pour des distributions de fréquences ou de pourcenta- 
ges. 

Elles concerne des variables discrétes, qui, en général, ne peuvent pren- 
dre que peu de valeurs. 
Elle sera par exemple utilisée pour traduire la situation, en siéges ou en 
voix, aprés des élections (on attribue une couleur a chaque parti ou 
groupe politique). ; 

Le principe en est que la partie a l’intérieur du cercle représente 100%. 
Dés lors, 1% sera représenté par la partie obtenue en prenant un angle au 

360 6 
centre de oe (=3°36’, puisque 1° =60’, d’ou 70 de degré sont 

égaux a = 6 = 36’). 

Si 1% est représenté par la partie délimitée par un angle au centre de 
3°36’, on retrouve bien que 50% sont représentés par la moitié de la partie 
a l’intérieur du cercle, c’est-a-dire par la partie délimitée par un angle au 
centre de 180° (3°36' - 50 = 150° 1800’ = 180°). De méme, 25% sont repré- 

1 
sentés par de«cercle», c’est-a-dire par la partie a l’intérieur du «cercle» 

délimitée par un angle au centre de 90° (3°36’ - 25 = 75°900’ = 75° + 15° 
=90°) 
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_ Exemple: en 1981-82, une enquéte au sein des classes de 5° et 6° années 

d’études (16 a 18 ans théoriquement) d’une école de Bruxelles a donné les 

résultats suivants: 55% de non fumeurs et 46% de fumeurs. 

En ce qui concernait uniquement les filles: 48,5% de fumeuses. 

En ce qui concernait uniquement les garcons: 39% de fumeurs. 

Ces situations peuvent se représenter a l’aide de cercles: 

Filles et garcons: 

. (65% => angle au centre de 3°36’ - 55 = 198°) 

Filles: 

Garcons: 



De la réduction des données 

Groupement des valeurs par classes 

Lorsque la variable considérée est continue (taille, poids, ...) et que les 
observations sont en grand nombre, ou qu'elle est discréte mais prenant 
beaucoup de valeurs différentes (des cotes sur 100, par exemple), on 
groupe les valeurs dans des classes. Pour cela, on divise lintervalle de 
variabilité de la variable en classes de méme étendue. 
Le groupement par classe implique donc une réduction des observations 
a celles correspondant aux centres des classes (puisqu’on considére que 
la valeur de la variable dans une classe est égale au centre de la classe); il 
y a donc une perte d’information. 
Le diagramme d’une telle distribution est un histogramme. 

Remplacement des informations par quelques 
paramétres 

Pourquol cette réduction des Informations? 
Si on étudie une variable dans une population ou dans un échantillon, on 
associe & chaque élément de cette population ou de cet échantillon une 
valeur de la variable. 
Toute I’information se retrouve dans les tableaux et dans les diagrammes 
en batonnets. L’idée de la situation donnée par ces tableaux ou ces gra- 
phiques est donc complete. Gy 
Mais un grand nombre de nombres peut rendre Pinterprétation des don- 
nées difficile. za 
C’est pourquoi on essaiera de réduire les informations, de les remplacer 
par des valeurs représentatives, par un petit nombre de parameétres. 

Quels paramétres cholsir? 
lly a deux types de paramétres: les paramétres de tendance centrale, 
comme la moyenne arithmétique, la médiane, le mode, et les paramétres 
de dispersion, comme |’étendue, |’écart-moyen, la variance et l’écart-type. 

a 
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ll faut considérer au moins un paramétre de chaque type, afin de ne pas 

perdre trop d’information de départ. 

Exemple: voici les cotes (/20) obtenues par les éléves de deux classes A et 

B. 

classe A: 12-15-11-8-15-14-12-12-11-11-12-13-12- 10-14-10 

classe B: 10- 18-2-5-20-18-16-3-9-18-17-11-10-9-19-7-14-15-9- 

10. 

- Représentons graphiquement les distributions des fréquences des 

valeurs de la variable cote pour les deux populations: 
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- Lamoyenne arithmétique des cotes est 12 pour les deux séries de cotes. 
Or, la situation n’est pas la méme dans les deux classes: dans la pre- 
miére, les cotes sont fort proches de 12 (et certaines sont égales a 12); — 
dans la classe B, aucun éléve n’a obtenu 12/20 et les cotes sont fort diffé 
rentes les unes des autres, elles sont dispersées par rapport ala moyenne 
arithmétique. 
La classe A semble assez homogéne et des dispositions particuliéres ne 
doivent pas étre prises vis-a-vis de certains éléves. 
Quant a la classe B, elle comprend un important pourcentage d’éléves 
dont les cotes sont inférieures et méme nettement inférieures A 12, tandis 
que les autres éléves réussissent trés bien. II faudrait envisager, par 
exemple, des cours supplémentaires pour les premiers cités. 
- Ainsi, la cote moyenne, qui est la moyenne arithmétique des cotes, ne 
traduit pas cette différence dans la dispersion des cotes; il faudrait asso- 
cier a la moyenne arithmétique un paramétre traduisant la dispersion des 
observations. 

- Calculons, par exemple, |’écart-moyen. 

Pour la classe A. 

5: 112-12] +2: 145-12] +3-111-121 + 18-121 

16 

As 114-121 + 113-121 +2- | 10-12! 

16 
—5'042°3+3°14+442-2414+2-2 64344444144 

16 16 

E.M.= 

22 
=—=1,375 

16 

Cela signifie qu’en moyenne, |’écart entre la moyenne arithmétique 12 et 
chacune des cotes est 1,375 points. 

Pour la classe B, 

3- 110-12] +3- 118-12! +/2-121 + 15-12! + 120-121 a ee ee ae aN Tl BU Te 
20 

. 116-121 + 13-12] +3- 19-12] + 117-121 + 111-121 + 119-12! re er ee eel lel 
aa 20 

E.M.= 
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17-121 + 114-121 + 115-12! 
* 

20 

3-243-64+10+74+84+44+943°34+5+1 +74+54+2+3 

= SN 

20 

6418+ 104+74+84+449494+5+14+745+24+3 144 

=7,2 

20 20 

Ainsi, en moyenne, I’écart entre chaque cote et la moyenne arithmétique 

_des cotes, soit 12, est 7,2 points. 

- Connaissant ces deux paramétre (la moyenne arithmétique et |’écart- 

moyen) pour chacune des deux populations, on ne risque pas d’imaginer 

que les deux distributions des fréquences sont a peu prés les mémes, 

comme on aurait pu le faire, a tort, si l’on n’avait connu que les moyennes 

arithmétiques! 



Table de matiéres 

Avant-propos 

ELEMENTS D’ALGEBRE 

Des fractions 
Point de vue intuitif: 11 - définition: 11 - multiplication d’une 
fraction par un nombre: 12 - division d’une fraction par un nom- 
bre: 13 - fractions équivalentes: 13 - simplification des frac- 
tions: 14 (recherche de PGCD de deux nombres entiers) - addi- 
tion des fractions: 16 (déterminer le PPCM de deux nombres 
entiers) - comparaison des fractions: 19 (plus petit que, plus 
grand que, égal a) - multiplication des fractions: 22 - division 
d’une fraction par une fraction: 22 - quelques exemples d’opéra- 
tions sur des fractions négatives ou a termes négatifs: 23 

Des quatre opérations fondamentales sur les nombres réels 
Les nombres réels rationnels et irrationnels, les nombres natu- 
rels et les nombres entiers: 25 - la valeur absolue d’un nombre 
réel: 28 - la droite réelle: 28 - l’'addition dans R: 29 (propriétés, 
régle des signes) - la multiplication dans R: 30 (propriétés, ragle 
des signes) - multiplication d’une somme par un nombre: 31 
multiplication d’une somme par une somme: 31 - la division 
dans IR: 32 (propriétés) - division d’une somme par un nombre: 
33 - suppression des parenthése: 33 

Des techniques de calcul mental 

Multiplication par 10, par 100,. par 9, par 11, par 5, par 25, par 15; 

division par 10 par 100, par 5, par 125; divisibilité par 10, par 100, 
par 5, par 2, par 3, par 9, par 11 

De la «régie de trois : 
But, principe et méthode: 40 - pourcentage: 41 (calcul de I’inté- 
rét annuel d’un capital) - intérét simple: 43 - intérét composé: 44 

Des équations du premier degré 
Définition: 45-- propriétés des égalités: 45 - résolution d’une 
équation du premier degré a 1 inconnue: 46 (organigramme) 

Des puissances a exposants entiers de nombres réels 
Définitions: 48 (laniéme puissance, la puissance zéro, la puis- 
sance a exposants entiers négatifs) - propriétés des puissan- 
ces: 49 : 

11 

25 
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SS 

FRB 
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98 

102 

113 

115 

120 

124 

130 

147 
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W.S. APPELTON 
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Weel 
marabout service 

Ce guide, trés clair, est congu comme un aide- 
mémoire pour tous. Vous y retrouverez tout ce que 
vous avez oublié, ou ignoré, ou ... mal compris. Il 
vous donnera les bases de la vraie intelligence 

mathématique. 

Vous vous croyez nul en maths? Vous butez sur 
un probleme? Dans la trés grande majorité des 
cas, c’est a un mauvais apprentissage des notions 
de base qu’il faut attribuer cette difficulté a saisir la 
logique des mathématiques. 

— Cet ouvrage reprend toutes les régles de base 
et les illustre d’exemples. 

— Pour favoriser leur compréhension, il les réex- 
plique en faisant appel a l’intuition et a la mé- 
moire visuelle. 

— Régles et formules sont mises en  Gvidenes de 
maniére a favoriser leur recherche et leur mé- 
morisation. 

— Mathématiques traditionnelles et moderr , 
sont revues : l’arithmétique, l'algébre, la g @& == 
métrie, la trigonomeétrie, la statistique. = 
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