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Avant-propos 

Le présent livre peut étre considéré comme suite de l’ouvrage 
du méme auteur « Analyse mathématique (fonctions d’une variable) » 
paru précédemment dans les Editions Mir (Moscou, 1973). Les 
principes de base restent les mémes: conformément 4 l’esprit moder- 
ne, l’analyse mathématique se présente comme un systéme haute- 
ment organisé des structures, des abstractions de différents degrés, 
qui sont étroitement liées entre elles et avec des applications. Dans 
les ouvrages scientifiques, tels que « Eléments de mathématiques » 
de N. Bourbaki, la réalisation successive de ce principe conduit 
a un exposé strictement déductif de la théorie; dans les livres péda- 
gogiques, l’exposé inductif est souvent préféré, puisque permet 
au lecteur de suivre la formation des conceptions de plus en plus 
abstraites et de voir la nécessité des généralisations. C’est ainsi 
qu’est concu notre livre. Formellement, les chapitres « L’intégra- 
tion et la dérivation » et « Géométrie différentielle classique » ne 
sont pas indispensables pour notre cours — les résultats principaux 
de ces chapitres s’obtiennent comme conséquences spéciales des 
théories plus générales (c’est ce qu’on voit par la suite dans le livre) ; 
nous avons tout de méme décidé d’en faire précéder les théories 
plus abstraites, afin que le lecteur soit amené a la nécessité de certai- 
nes notions générales, telles que, par exemple, espace riemannien 
ou forme différentielle sur une variété, et qu’il soit prét a s’en servir 
dans les applications. La composition de ces chapitres vise le méme 
but: par exemple, la théorie des surfaces développables qui. est 
un des sujets favoris dans les cours de la géométrie différentielle 
devient pour nous un épisode de passage, tandis que les réles prin- 
cipaux sont joués par les coefficients de connexion de Riemann- 
Christoffel. ; 

De méme que les « Fonctions d’une variable », le présent livre 
se compose de trois parties. Les deux premiéres, « Calcul différen- 
tiel et intégral » et « Des espaces vectoriels aux variétés », sont de- 
vant le lecteur; la troisiéme, « Analyse sur les variétés », paraitra 
plus tard. 



6 A vant- propos 

Le chapitre 1 expose la théorie de la dérivation des fonctions 
d’un nombre fini ou infini de variables. L’importance du calcul 
différentiel des fonctions de plusieurs variables est évidente; mais 
il s’avére que le calcul différentiel des fonctions d’une infinité de 
variables (plus exactement, du point d’un espace normé) peut lui 
aussi trés bien servir aux besoins de l’analyse classique, par exemple 
a l’étude des solutions des équations différentielles ordinaires (et 
l’étude des extrémums des fonctions de ce genre débouche sur les 
problémes du calcul des variations). 

Le chapitre 2 est consacré aux dérivées d’ordre supérieur. De 
méme qu’en cas de fonctions d’une variable, les dérivées d’ordre 
supérieur permettent de décrire d’une facgon plus exacte (que la 
dérivée premiére) le comportement de la fonction au voisinage d’un 
point donné. Il en existe également maintes autres applications. 
Il se trouve, par exemple, que le probléme classique de compatibilité 
d’un systéme complet d’équations 4 dérivées partielles devient bien 
transparent aprés l’avoir interprété comme probléme de résolubilité 
d’une équation différentielle ordinaire (mais avec une variable 
indépendante multidimensionnelle !), qui ne demande que la symé- 
trie de la dérivée deuxiéme de la solution exprimée par le second 
membre de l’équation. 

C’est la théorie de l’intégration que l’on construit dans le cha- 
pitre 3. La partie abstraite de la théorie représente une généralisa- 
tion de l’intégrale de Riemann au cas de l|’« espace chargé », i.e. 
d’un espace métrique muni d’une mesure additive. Comme dans le 
livre « Fonctions d’une variable », nous ne faisons pas intervenir 
l’intégrale de Lebesgue, puisque nous n’avons a intégrer que les 
fonctions continues ou les fonctions 4 un « petit » ensemble de points 
de discontinuité ; nous nous passons done d’une mesure o-additive. 
En tant qu’applications, nous envisageons la théorie de la mesure 
des volumes dans l’espace multidimensionnel et celle de la mesure 
des surfaces (dans ses différentes conceptions) ; une certaine attention 
est prétée aux intégrales impropres de volume et de surface. 

L’analyse vectorielle, dans le chapitre 4, est utilisée comme 
langage dans lequel on exprime les liens qui existent entre les opéra- 
tions intégrales et différentielles sur les fonctions de plusieurs varia- 
bles. Les opérations différentielles principales (gradient, divergence, 
rotationnel) sont traitées d’un point de vue commun, comme densi- 
tés de certaines fonctions additives du domaine. La théorie est 
poussée jusqu’au probléme inverse (restitution d’un champ d’aprés 
sa divergence et son rotationnel). Une partie essentielle du chapitre 
se déroule dans l’espace tridimensionnel, vu le caractére spécifique 
de la définition du rotationnel. 

La deuxiéme partie du livre est ouverte par le chapitre 5 « Géo- 
métrie différentielle classique » dont l’objet principal est la con- 
nexion engendrée sur une surface par la métrique de l’espace eucli- 
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dien qui la contient, de méme qu’aux lignes géodésiques et a la 
translation, ces derniéres étant des attributs de la connexion. En 
développant ces constructions on voit peu A peu qu'il n’est pas 
nécessaire d’emprunter la métrique d’une surface a l’espace euclidien 
qui la contient; ainsi, la courbure constante se réalise sur le plan, 
la sphére et l’hyperboloide, la métrique de ce dernier étant induite 
non pas par l’espace euclidien qui le contient mais par une forme 
quadratique ayant un carré négatif. Ceci ouvre la voie directe vers 
les espaces riemanniens (chapitre 6). Il s’avére que, dans le cas 
général d’un espace riemannien quelconque, la courbure constante 
est toujours réalisée sur le plan (multidimensionnel), la sphére 
{multidimensionnelle) et l’hyperboloide (multidimensionnel), la 
métrique de ce dernier étant induite par une forme quadratique 
avec un carré négatif, qui est positive sur l’hyperboloide méme. 

Dans le chapitre 7, la place centrale appartient aux formes 
différentielles du degré arbitraire; elles servent a formuler les théoré- 
mes intégraux du type Stokes, aussi bien qu’a poser correctement 

-le probléme inverse généralisé de l’analyse vectorielle: précisément, 
ce probléme consiste 4 retrouver une forme d’aprés sa différentielle 
et sa codifférentielle. 

La numération reste la méme que dans les livres précédents; 
par exemple, le symbole 6.23b signifie « chapitre 6, paragraphe 2, 
point 3, sous-point b». Ces symboles sont mis dans les titres de 
colonnes de chaque page, ce qui permet de trouver rapidement le 
passage voulu. On rencontre souvent dans ce livre les références 
aux livres de l’auteur « Analyse mathématique (fonctions d’une 
variable) » (tomes I, II, Moscou, 1973) et « Maremarugeckuit ananu3 
{KOHeYHOMePHEIe TuHeiHEIe UpocrpancrBa) » (Moscou, 1969); ces 
références sont désignées par les symboles analogues précédés par 
la lettre U (pour le premier des livres mentionnés) et L (pour le 
deuxiéme). 

LD’ auteur 
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CHAPITRE 1 

Dérivées du premier ordre 

Dans le présent chapitre, nous avons pour objet le calcul différentiel des 
fonctions dont la variable indépendante est 4 plusieurs dimensions; seules les 
dérivées du premier ordre sont, pour le moment, considérées. L’idée principale 
est celle de linéarisation, qui consiste 4 extraire de l’accroissement d’une fonc- 
tion sa partie linéaire principale, ce qui rend élémentaire l|’étude locale de la 
fonction 4 des infiniment petits d’ordre supérieur prés. Ce qu’on appelle fonc- 
‘tions dérivables sont juste les fonctions admettant un tel procédé. L’étude de 
simples propriétés des fonctions dérivables par la méthode de linéarisation 
se fait d’une méme maniére pour la fonction d’une ou de plusieurs variables 
réelles et méme pour celle d’une infinité de variables (plus exactement, pour 
une fonction d’un point d’un espace normé). Certains écarts du cas d’une varia- 
ble n’apparaissent que dans l’énoncé du théoréme de la moyenne (§ 1.4). Plus 
tard, un théoréme manifestement nouveau, qui n’avait pas lieu dans la théorie 
des fonctions d’une variable, commence 4 jouer un réle primordial; il s’agit 
du théoréme sur la fonction implicite (§ 1.5). Sans surestimer sa valeur, on 
peut dire que c’est le théoréme chef du calcul différentiel des fonctions de plu- 
sieurs variables — tant ses applications sont importantes, que ce soit le cas de 
dimension finie ou le cas général (de dimension infinie) : dépendance de la solu- 
tion d’une équation différentielle ordinaire d’un paramétre (§ 1.8), structure 
locale d’une fonction dérivable (§ 1.6), théorie d’extrémum lié (§ 1.7) et bien 
d’autres que nous verrons dans les chapitres suivants. 

§ 1. 1. Fonctions continues 

Avant de développer le calcul différentiel des fonctions de plu- 
sieurs variables réelles, il est bon de rappeler certaines définitions 
de base se rapportant a la théorie des fonctions continues. 

1.41. Soit y =f (xz) une fonction définie sur un ensemble X 
et 4 valeurs dans un ensemble Y. Par la suite, on utilisera l’une des 
maniéres suivantes de noter ce fait: 

Meee LEA Fie GB”. Ser AP 
yoursf (x) xX—>/Y, 

y = f (2) x), 
zy =f (2), 

x —> f (2), 
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les deux derniéres lignes réservées au cas ou X et Y sont définis dans 
le texte. S’il faut indiquer que la fonction f (x) est définie sur un 
sous-ensemble E c X et prend ses valeurs dans un sous-ensemble 
F CY, nous noterons également: 

yy (Zee, XP tS YY): 

soit, en omettant les parenthéses: 

yi Aas eS end 

La fonction f (x) est dite numérique, lorsque Y < R, (droite réelle). 
Une telle fonction est également dite réelle (plus exactement, a valeurs 
réelles). Si Y G Ry, on prend pour régle d’appeler f (x) application. 
Lorsque Y est un espace vectoriel (U2.11), par exemple Y = R, 
(espace réel n-dimensionnel), la fonction f (xz): X ~ Y est dite 
vectorielle. Si X est une partie de R,, alors f (x) s’appelle fonction 
d’une variable réelle. Si X est un domaine dans R,, f (x) s’appelle 
fonction de n variables réelles; normalement, on choisit pour telles 
les coordonnées x,, ..., 2%, d’un point x par rapport a une certaine 
base dans R,. 

Pour se faire une idée géométrique sur telle ou telle fonction 
numérique d’une variable réelle, nous avons l’habitude de tracer 
son graphique en portant, dans le sens de |’axe des y, sa valeur 
f (x) pour tout point « de son domaine de définition. En cas de fonc- 
tion numérique f (x,, x.) de deux variables réelles, on peut, quel 
que soit un point (xz,, z,) de l’ensemble X sur le plan Ry, porter la 
valeur f (7,, 2) dans le sens du troisiéme axe, celui des y. Le gra- 
phique d’une fonction d’une variable est, normalement, une courbe; 
celui d’une fonction numérique de deux variables représente, au 
moins pour les fonctions assez simples, une surface que l’on peut 
dessiner en estimant les régles de la perspective. 

Exemples. a. Une fonction du premier degré y = kz, + 
+ k,x,-+ 6 a pour graphique un plan. Les nombres k, et k, s’appellent 
coefficients angulaires du plan, leur interprétation géométrique est 
claire de la fig. 1.4-4. 

b. Le graphique de la fonction du second degré y = x? 4+ 22 
est un paraboloide de révolution (pour y = a,22 + a,23, a, >0, 
a, >O ce sera un paraboloide elliptique) montré fig. 1.1-2. 

c. La fonction du second degré y = x3 — zx? a pour graphique 
une surface en forme de selle appelée paraboloide hyperbolique; si 
l’axe des y est dirigé vers le haut, alors les sections verticales de la 
ed 1.3) des paraboles et les sections horizontales des hyperboles 

ig. 4.4-3). 
Kn cas de fonction de trois variables ou plus on peut, bien enten- 

du, appeler « graphique » de la fonction l’ensemble des points 
(21, .. 0) Up, f (4%, ..-, 2n)), we X= de Vespace 4m, 1)-dimen- 
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sionnel, ce qui est conforme 4 la définition générale du graphique 
donnée dans U2.83; cependant, il est un peu difficile de s’en faire 
une idée géométrique; dans des cas pareils, l’évidence géométrique 

Fig. 1.1-4 Fig. 1.1-2 

doit céder sa place a la logique. Les graphiques ne sont d’ailleurs 
pas indispensables dans le cas de deux variables ni méme d’une seule, 
bien que personne n’en nie l|’utilité. 

d. On peut parfois se figurer géométriquement une fonction en 
considérant ses lignes (ou surfaces) de niveau. Une ligne (surface) 
de niveau d’une fonction y = f (x) est 
le liew géométrique des points ow la 
fonction prend une méme valeur y = Yo. 
Ainsi, les lignes de niveau de la fonc- 

tion f (x) = 9 (x, a) = |x—a | (Rg> 
— R,) sont (fig. 1.1-4) les circonféren- 
ces centrées au point a (de méme que 
le point @ lui-méme owt la fonction 
prend la valeur nulle). Les lignes de 
niveau de la fonction f(z) = p (z, a) + : 
+ (zx, b) (Rz > R,) _ représentent Fig. 1.1-3 
(fig. 1.1-5) les ellipses de foyers aux 
points a et b (et le segment joignant ces points); celles de la fonc- 
tion f (x) = ep (z, a) — 9 (z, b) (fig. 1.1-6) sont les hyperboles de 
foyers a et b ainsi que leur axe de symétrie et deux demi-droites; 
celles de la fonction f (x) =p(z, a)-o(z, b) (R, > R,) sont une famille 
(fig. 1.1-7) d’ovales de Cassini dont une lemniscate de Bernoulli 
(voir exercice 6); enfin, celles de la fonction f (xz) = 0 (z, a)/p (2, b) 
(R,— R,) forment une famille de circonférences de centres sur la 
droite ab complétée de l’axe de symétrie des points a et b 
(fig. 1.1-8). Les surfaces de niveau des mémes fonctions définies 
dans R; sont engendrées par la rotation des courbes correspondan- 
‘tes autour de l’axe ab. 
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e. Nous avons déja dit dans U2.83 que, dans le cas général, le 
graphique d’une fonction y =f (x): E CX —Y est l'ensemble 
des points {z, f (z)} dans le produit cartésien de X et Y. Mais il est 

Fig. 1.4-4 Fig. 1.4-5 

difficile de s’en faire une idée géométrique. Si Y = X, il s’avére 
parfois utile de lier 4 la fonction y = f (x) un champ vectoriel: chaque 
point x € E est l’origine d’un vecteur (d’une fléche) dont l’extrémité 

Fig. 1.1-6 Fig. 1.4-7 

est le point x + f (x). Par exemple, la figure 1.1-9 montre le champ 
vectoriel correspondant a la fonction 

f (2) =e: Ro > Ry 

1.12. Rappelons maintenant la notion de continuité (U5.11). 
a. Pour que l’on puisse discuter la continuité d’une fonction 

f (xz) (X > Y), il faut supposer que l’ensemble X ow la fonction est 
définie, de méme que l’ensemble Y ow elle prend ses valeurs, soient 
des espaces métriques (U3.11). Ceci fait, la fonction y = f (z) est 
dite continue pour x = a si, quel que soit ¢ >0, il existe 6 +0 
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tel que, une fois p,x (z, a) << 6, x € X, on a py (f (2), f (a)) < 2. 
Ici px désigne la métrique de l’espace X, py celle de Y. (En général, 
nous désignons la métrique, i.e. la distance entre les points d’un 
espace métrique M, par p, et s’il faut indiquer l’espace, par (y,.) 
Il y a une autre définition équivalente: la fonction f (x) est continue 
pour,x =a, lorsque la relation f (z,,) > f (a) a lieu pour toute 
suite 2%, ..., 2m, ... de points de l’ensemble X qui converge 

(e\I Ie,» 
eT NAY 

Fig. 1.1-8 Fig. 1.1-9 

vers le point a. La démonstration de l’équivalence des définitions 
formulées est donnée dans U5.1/, et nous n’y insistons plus. 

Une fonction f (z) (X — Y) continue a chaque point de l’ensem- 
ble X est dite continue sur l'ensemble X. 

b. Le plus simple exemple d’une fonction continue est fourni 
par la fonction constante f (xz) (X — Y) qui, pour tout z € X, prend 
une méme valeur y,€Y. 

c. Un autre exemple: la fonction numérique f (xz) = 09 (2, a) 
(X — R,) ot a est un point fixe de l’espace X. La continuité résulte 
de l’inégalité du triangle (cf. U5.12b). 

d. La fonction f (xz) =z (X > X), qui a tout élément z de 
l’espace métrique X fait correspondre le méme élément z, est le 
plus simple exemple d’une fonction continue non constante. 

e.Fonctions de plusieurs variables. Soient 
X,, ...-, X, des ensembles; alors l’ensemble X de toutes les n-tu- 
ples de la forme 

Be tele 24 Chan). axes) ink Ae 

est appelé produit cartésien des ensembles X,,..., X, et noté 
X, xX X, xX... X X,. N’importe quelle fonction y =f (x): X > 
+ Y peut étre traitée comme fonction de n variables z,, ..., Zp. 

Soient X,, ..., X, et Y des espaces métriques. Il est alors 
possible, pour une fonction y = f (x): X > Y, de définir sa « con- 
tinuité pour z = a = {a,, ..., a,} par rapport a l’ensemble des 
variables »; cela veut dire que, quel que soit e >0, il existe 6 >0 
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tel que les inégalités p (7,1, aj) <6, ..., 9 (&n, dn) < 6 impliquent 
V’inégalité o (f (x), f (a)) < e. La continuité de la fonction f (x) par 
rapport a l’ensemble z,, ..., z, sur tout l’espace X est définie 
de la facon naturelle. La continuité par rapport a l’ensemble pour 
x =a peut étre interprétée comme continuité ordinaire, a condition 
que l’espace X soit muni d’une métrique convenable; on peut, par 
exemple, se servir de la définition: 

p ({z,, Pe) Le {Y1, EG) Yn}) = 

= max {o (zy, Yi), sey 0 ae Yn)}- (1) 

Parfois on utilise d’autres métriques sur X, par exemple 

e) (tf, we cage Mage HEB cg Yn}) = a 0 (Zi, Yi) (2) 
= 

ou bien 

0 (245 aOR In}, {Y4, seey Yn}) = Vv Le (zi, Yi). (3) 

Dans tous ces cas, il est aisé de voir que la formule en question ((1), 
(2) ou (8)) définit effectivement une métrique sur X, et que la con- 
tinuité de f (x) par rapport 4 l’ensemble z,, ..., x, (cette conti- 
nuité étant définie indépendamment de la métrique de X) équivaut 
a la continuité de f (xz) par rapport a la métrique proposée. 

1.43..Propriétés des fonctions, contin.wes. 
a. Voici un théoréme important: 
Théoréemeé sur) aoe ntLaoul £6.00 ume. fon ¢= 

tion composée (U5.15): Soit y =f (x) (X > Y) une fonc- 
tion définie sur un espace métrique X & valeurs dans un espace métri- 
que Y et continue en un point x = a; soit g (y) (Y > Z) une fonction 
définie sur espace métrique Y, & valeurs dans un espace métrique Z 
et continue pour y = f (a). Alors la fonction composée © (x) = g If (z)] 
(X — Z) (qui est nécessairement définie dans un voisinage du point a) 
est continue pour x= a. 

La fonction g If ()] s’appelle composée des fonctions f (x) et g (y). 
Comme la fonction numérique p (z, a) (X > R,) est continue 

sur l’espace métrique X (on l’a vu dans /.12c), toute fonction de la 
forme glo (z, a)], ou g(y) est une fonction continue pour y >0 
de la variable réelle y, l’est aussi d’aprés le théoréme précédent. 

b. Si les fonctions f, (z), ..., fm (z),°.:.. sont définies sur 
un méme ensemble X, prennent leurs valeurs dans un espace métri- 
que Y et forment une suite convergente sur X, alors on peut définir 
sur le méme ensemble X la fonction limite f (x) = ie fm (2) i 

—+ Y.Si X est un espace métrique, la convergence a6 re (x) vers f (x) 
est uniforme et les fonctions fm (x) (m = 1, 2, .. .) sont continues, 
alors f (x) est continue elle aussi (U5. 96). 
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ce. Une fonction y = f (x) (X > Y) 4a valeurs dans un espace 
métrique ) est dite bornée (sur X) si les nombres py (f (z’), f (x”)) 
forment un ensemble borné lorsque z’ et x” parcourent X. L’ensemble 
Y (X) de toutes les fonctions bornées continues, qui sont définies 
dans un espace métrique X et prennent les valeurs dans un espace 
métrique Y, devient lui-méme espace métrique si l’on pose 

Py x)(f, g) =sup Py (f (x), g(z)). 
xEX 

Si Y est complet, Y (X) lest aussi (U12.28f). 
d. Soient X et Y des espaces métriques; une fonction y = 

=f (zx) (X + Y) est dite wniformément continue (sur X) si, pour 
tout « >0, il existe 6 >0 tel que la relation px (2, x”) < 6 impli- 
que Oy (f (z’), f(z")) < ¢ (U5.17b). Sur un compact (espace métrique 
compact) X (U3.91a), toute fonction continue est uniformément 
continue (U5.17b). L’ensemble de toutes les valeurs d’une fonction 
continue sur le compact X est luicméme compact dans Y (U5.16a), 
donc borné. 

Si X n’est pas compact, il existe des fonctions continues mais 
non bornées, ainsi que des fonctions continues et bornées mais non 
uniformément continues sur X (exercices 29-30). 

e. Voici une méthode de construction d’applications continues 
que nous utiliserons par la suite. Soient X, Y, Z des espaces métri- 
ques, z = M(x, y): X X Y + Z une fonction bornée et uniformé- 
ment continue sur X x Y, f (x) (X — Y) une fonction continue; 
alors la fonction ® (z, f (x)) (X — Z) est bornée et, en vertu de a, 
continue. Il est done défini l’application Ff, (Ff) (xz) = ® (2, f (z)), 
de l’espace Y (X) dans l’espace Z (X). Montrons qu’elle est continue. 

En effet, quel que soit f = f(x) € Y (X), nous avons 

Oz (x) (Ff, aad Pz(D(x, f(z)), D(x, f(a). (1) 

Pour ¢ >O donné, par l’hypothése de la continuité uniforme de 
la fonction @(z, y), on peut trouver 5 >O tel que, une fois 

Py (f, f) <5, ie. sup py (f (x), f (x)) <4, le second membre 
xEX 

de (1) est inférieur 4 ©, ce qu’il nous faut. 
1.144. Fonctions linéaires. 
a. Envisageons l’espace vectoriel n-dimensionnel AR, métrisé 

a l’aide d’une norme (U12.31) et y choisissons une base. En faisant 
correspondre a tout point x € R, sa coordonnée x, d’indice k fixe 
(k =1,..., n), nous aboutissons a une fonction numérique con- 
tinue et, qui plus est, linéaire (U/2.15) sur R,. La plus générale 

n 

forme d’une fonction numérique linéaire sur R,, est f (x) = oe CuEE. 
\ " ee 

ou c, (kK =1,..., nm) sont des nombres fixes. 

20545 
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b. Comme nous l’avons déja vu (U/2.71), les plus simples fonc- 
tions numériques continues sur un espace vectoriel normé, a part 
les constantes, sont les fonctionnelles linéaires. 

Nous en connaissons certains exemples. Ainsi, dans l’espace 
R® (a, b) des fonctions réelles continues sur l’intervalle fa, 6], il 
est défini la fonctionnelle linéaire x (t) > F (x) de la forme 

b 

Ge \ D (t) x(t) dt, 
a 

D (t) étant une fonction continue donnée (U72.7/i). Dans un espace 
hilbertien réel H (U12.4/), le produit scalaire 

F (x) = (f, 2), 

ou f est un vecteur fixe de l’espace H, sert d’exemple de fonctionnelle 
linéaire. 

ec. D’une facon générale, parmi toutes les fonctions continues 
agissant d’un espace normé X dans un autre espace normé Y, les 
plus simples, les constantes mises a part, sont les opérateurs linéaires 
continus (U/2.71), i.e. les fonctions continues A (x): X > Y véri- 
fiant la condition 

A (0121 + Gola) = AAry + A.AZ,, 

quels que soient 2,, 2x, de X et les constantes a, Qo. 
Quels que soient deux opérateurs linéaires continus A: X > Y, 

B: X —Y et deux nombres a, B, la combinaison linéaire aA + BB 
est définie en tant qu’opérateur linéaire continu de X dans Y qui 
agit d’aprés la formule 

(aA + BB) x = aA (x) + BB (2). 

L’espace vectoriel de tous les opérateurs linéaires continus 
A: X + Y muni de la norme || A || = sup |A (z) | est un espace 

x|S1 

de Banach (i.e. normé et complet). On le désigne par L (X, Y). 
Si xX ="R,, alors 2 (X, Y)= 2 (RY) s'identifie” naturelle 

ment avec Y: a tout a € Y, il correspond l’opérateur A € L (R,, Y) 
défini par la formule At = ta (t€ Ry), et tout opérateur A € 
€LAR,, Y) agit..d’apres la: formule At,—)Ated 237-4 (1) va, 
ou a =A (1). En abrégé, espace L (X, X) est noté L (X). 

d. Signalons quelques opérateurs linéaires en rapport avec la 
décomposition en somme directe. Rappelons que, par définition, 
un espace vectoriel X est la somme directe de ses sous-espaces 

Xy, -+-+, Xn Si, pour tout x€ X, on a la décomposition 

C= Dy cee beet Le Cehas PaaS tn (1) 
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et que cette décomposition est unique, c’est-a-dire que la relation 

== 2. ny nC was x ae On ee 

maplique, 7, Sayys a. 8 = 
Il suffit de prouver l’unicité de la décomposition (1) pour seul 

le vecteur nul: si la décomposition 

Sha. es a ns hy € Xy, -- -) WE Xy 

implique h, =... —=—h, = 0, alors la décomposition (1) est unique 
pour tout z€X. 

Soit X un espace vectoriel somme directe de sous-espaces X, 
et X,. Alors les composantes z,, x, de n’importe quel vecteur x € X 
sont les fonctions de x que l’on peut noter 

zy = P(x), ry = P, (2). 

On vérifie aisément que les fonctions P, (x) et P, (x) sont linéaires; 
elles s’appellent projectewrs (ou opérateurs de projection) sur les sous- 
espaces X, et X, respectivement. Lorsque X est un espace vectoriel 
“normé complet, et que les sous-espaces X, et X, sont fermés, les opéra- 
teurs P, et P, sont continus (U12.72d). Naturellement, ce résultat 
reste valable quel que soit le nombre (fini) de termes dans la somme. 

e. Inversement, d’aprés n’importe quels espaces_ vectoriels 
X,, ---, Xn on peut construire un espace vectoriel X qui sera 
leur somme directe. Pour le faire, on considére le produit cartésien 
(1.12e) des espaces X,, ..., X, (l’ensemble de toutes les n-tuples 
miee. . Spy, ty © Ay, . + 2, CX,) ef Lon y introduit les 
opérations linéaires d’aprés les régles: 

{ay St ede | te ai {Y1) pad ik) Yn} = {xy shi Y1) eg Sho In A Un be 

eee cpl ha AOL Gs on he}: 

L’espace X, s’identifie de fagon naturelle avec le sous-espace 
X; < X composé des éléments de la forme 

{0, ef rr 0, Lh; 0, rgd O}, Xp € Aus (2) 

Si X,, ..., Xn, sont des espaces normés, on peut doter X,, 
lui aussi, d’une norme en posant, par exemple: 

I| «|| = max (| 4 ||, -- +, Il en Il). (3) 
Ceci fait, lorsque X,, ..., X, sont des espaces complets, X l’est 

également, les sous-espaces X; (2) s’avérant des sous-espaces fermés 
dans X. 

f. Soit X une somme directe de ses sous-espaces (fermés), X = 
= X,+.<.+X,, de sorte que, pour tout €X, on ait x = 
=—=Pi2+...+P,x ot P,, ..., P, sont les projeeteurs corres- 
pondants; soit, d’une fagon analogue, Y une somme directe de ses 
Sous-espaces (fermés), Y = Y,-+...+Y~, de sorte que, pour 

Q* 



20 Ch. 1. Dérivées du premier ordre 

tout y€ Y, on aity = Qy +... + Qmy ot Qy, .--, Om sont les 
projecteurs correspondants. Posons 

Aiy = QAP, (b= 1h et ed eee (4) 

Les opérateurs A;; agissent de X dans Y;, mais il est naturel de 
considérer l’opérateur A;; sur Xj; seulement. Ces opérateurs com- 
posent la (n X m)-matrice opératorielle 

Ai tw, Ain 

Ac=yor ttt: (9) 

n n n 

Pour tout 7= py Pjx= py) 6= py Pjxj;, nous avons 
I= j= jue 

n n n 

yi = Qiy = QiAz = 2» Q:AP jx = p» QiAP 3x5 = 2 Aijz;, (6) 

ce qui rappelle la notation matricielle ordinaire d’un opérateur 
linéaire de R, dans R,,. La formule (6) montre que l’opérateur A 
est complétement déterminé par la matrice || 4;; ||. De plus, a tout 
ensemble donné d’opérateurs linéaires continus 4;;: X;—> Y; (i = 
=1,...,m;j=1,..., n) il correspond un opérateur’ linéaire 
continu A: X > Y deéfini par la formule 

ou, ce qui revient au méme, 

yi = (Az)i= > Aises3 
j= 

il est aisé de voir que la (n < m)-matrice opératorielle, construite 
d’aprés la régle ci-dessus, coincide avec la matrice || A;; ||. Ainsi, 
les opérateurs A: X — Y sont en correspondance biunivoque natu- 
relle avec les (n X m)-matrices opératorielles || A ;; ||. 

Notons ensuite que, étant donnés deux opérateurs linéaires 
A: X—>/Y et B: X + Y, avec les matrices || A;; || et || B;; || respec- 
tivement, a toute combinaison linéaire aA + BB il correspond 
évidemment la matrice ||«A;; + BB;; ||. Par conséquent, la cor- 
respondance biunivoque signalée est un isomorphisme de l’espace 
vectoriel L (X, Y) et de l’espace vectoriel de toutes les (n x m)- 
matrices opératorielles || A;; || (avec les opérations linéaires ordinai- 
res). 

g. En particulier, dans l’hypothése de f, V’espace LZ (X, Y) se 
trouve isomorphe a la somme directe de mn espaces L (Xj, Y;). 
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En posant nm = 1 nous voyons que L (X,Y) est isomorphe A la 
somme directe de m espaces L (X, Y;), et si m = 1, alors L (X, Y) 
est isomorphe a la somme directe de n espaces L (Xj, Y). 

h. Supposons qu’en plus des espaces X et Y considérés dans f 
il y ait un troisiéme espace Z somme directe des sous-espaces (fermés) 
Z,+...+Z,. Soit B:Z—> X un opérateur linéaire continu; 
d’aprés les décompositions X = X,+...+ X,etZ=2Z,+4+... 
-.--+2Z,, on peut lui faire correspondre la matrice || Bj, ||, i = 
plvinie=eReede= 1y Vows podsJopérateut/ AB agit. deiZ:dansc¥s 

on paisa Bz =A ps B 5,2}, = 2 AisB ints de sorte que (ABz); = 

=)» A;;Bj,z,. Par conséquent, (AB);, = a A;;Bj,; cela corres- 
a: 

pond a la régle usuelle de la multiplication tia matrices numériques. 
. La représentation des opérateurs linéaires par les matrices 

ppavitorielles s’applique parfois en démontrant l’inversibilité de 
tel ou tel opérateur. Soient, par exemple, 4: X, > Y, et B: X,—> 

_-—»Y, des opérateurs inversibles, C: X,— Y, un opérateur quel- 
conque; montrons que l’opérateur S: X, + X,—> Y,+ Y, défini 
par la matrice 

(7) 
AC 

0 B 

est un opérateur inversible. Par analogie avec l’inversion d’une 
matrice bidimensionnelle triangulaire, cherchons |’opérateur inverse 
S7:Y,+Y,—>X,+X, comme matrice opératorielle trian- 
gulaire 

Polk, 

OMe 

En appliquant a l’égalité exigée 

A’C bee E, 0 

0B 0 Q 0 EF, 

la régle de multiplication des matrices opératorielles, nous arrivons 
aux relations 

AP = £E,5< (BQ= Ey MAR CQ 0. 

Nous tirons de la premiére P = A~, de la seconde, Q = B"!. 
En multipliant la troisiéme par A trouvons R = —A'CB. 
Ainsi, l’opérateur donné par la matrice 

Ait —A'CB4 

0 ort 
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est l’inverse A droite de l’opérateur S donné par ia matrice (7). 
Il est facile de prouver que le méme opérateur est inverse a gauche 
de S. 

1.145. Opérations sur les fonctions conti- 
nues. 

a: Si f(z) et g(x) sont deux fonctions définies sur un méme 
ensemble X et & valeurs dans un espace vectoriel Y, on peut définir 
sur X encore une fonction y (x) = f (z) + g (x) (X > Y) appelée 
somme des fonctions f (x) et g (x). Lorsque X est un espace métrique 
et Y un espace vectoriel normé et que les fonctions f (x) et g (z) 
sont continues, il en est de méme de y (z) (U12.32b). 

b. Si une fonction y (x) est définie sur un ensemble X et prend 
ses valeurs dans un espace vectoriel Y et si C est un opérateur linéaire 
de Y dans un espace vectoriel Z, alors on peut définir sur X la fonce- 
tion z (x) = Cy (z). Supposons que X soit un espace métrique, 
Y et Z des espaces normés, et que y (x) et C soient continus. Alors 
la fonction z (x) est continue elle aussi (J.13a). Par exemple, les 
composantes..2, = Pjx,.. . % 0) = Pz. un vecteur,s dansy une 
décomposition directe X, + ...-+ X, d’un espace normé complet 
X sont des fonctions continues de zx (/./4d). 

c. Soit Y un espace vectoriel somme directe de ses sous-espaces 
Y,, ..., Y,. Alors, pour toute fonction y (xz): X > Y, on définit, 
en se servant des projections respectives P,, ..., Pn, encore n 
fonctions 

Oye) = PT) CP ie ce Un, Wa ald CE) ee en) 

Si, de plus, Y est un espace normé complet et les sous-espaces 
Y1, ..-, Y, sont fermés, la continuité de la fonction y (x) implique, 
en vertu de b et de 1.14d, celle des fonctions y;(z) (k = 1, ..., n). 
La réciproque est immédiate: étant données n fonctions continues 
yy (2): X > Vy, . ~., Yn (eX SYR Iaionction y (a) == 497 (2); ..- 

wor Un (x)} = yy (x) +... + yn (x) (X > Y) est aussi continue 
d’apres a. 

d. On peut considérer des produits de divers genres de deux 
fonctions A (x) et f (x) définies sur un méme ensemble X. Un tel 
produit est, par exemple, défini si f (x) applique X dans un espace 
vectoriel Y, A (x) étant une fonction numérique. On a pour résultat 
de la multiplication une fonction (Af) (7) = A (a) f (x) (X > Y). 
Un autre exemple correspond au cas ot A (x) et f (x) sont 4 valeurs 
dans une algébre Y; les valeurs du produit appartiennent alors 
a cette méme algébre. Un produit est également défini pour f (z): 
X—>Y et A(z): X > L(Y, Z); la fonction A (x) f (x) applique X 
dans Z (ici Y et Z sont des espaces vectoriels). La linéarité du produit 
par rapport & chaque facteur est une propriété commune 4A tous ces 
exemples. 
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Donnons la définition générale suivante. Supposons que, sur 
la somme directe de deux espaces normés A et F, soit défini un 
opérateur continu B (A, f) (A€ A, f € F) linéaire par rapport a 
chacune des variables A et f, & valeurs dans un espace normé B; 
nous l’appellerons produit généralisé des éléments A et f et noterons 

={hK,.f). Soient, de plus, deux fonctions 4 (z):X—> A _ et 
f (wy: X + F; alors il est défini la fonction (A (x), f (x)) (X — B) 
appelée produit généralisé des fonctions A (x) et f (x). Tous les trois 
exemples entrent bien dans ce schéma si l’on pose respectivement : 

(A (x), f (z)) = 4 (x) f (x) au sens ordinaire de la multiplica- 
tion de f(z) par le nombre A (z); 

(A (x), f (x)) = A (x) f (x) au sens de la multiplication des élé- 
ments de l’algébre; 

(A (x), f (x)) = (x) f (x) au sens de l’image du vecteur f (z) 
par l’opérateur A (z). 

Nous affirmons que le produit généralisé b (xr) =(A (x), f (x)) 
est une fonction continue de x dés que i (x) et f (x) le sont. En effet, 
6 (x) est la composée de deux fonctions: 

zr>{ A(z), f@MEALF ec AAA PER. 

La premiére est continue par hypothése de continuité de A (z) 
et f (x) et en vertu de c; la deuxiéme par hypothése de continuité 
de la fonction (A, f): A + F > B. Le produit b (x) = (A (za), f (z)) 
est continu d’aprés le théoréme sur la continuité d’une composée. 

En particulier, chacun des produits vus plus haut est continu 
a condition de continuité des facteurs. 

e. Les résultats a et d sont valables, en particulier, pour les 
fonctions numériques X — R, continues sur un espace métrique X. 

Par exemple, les coordonnées d’un point z = {z,, ..., x,} de 
Vespace X = R, étant des fonctions continues de z, et la fonction 
1/t (R, > R,) étant continue pour ¢ 40, on voit que, d’aprés a, d 
et 7.1/3a, les polynémes et les fonctions rationnelles des coordonnées 
sont continus (les derniéres en dehors des zéros du dénominateur). 
En vertu de 7./3b, la limite d’une suite de polynoémes qui converge 
uniformément sur un ensemble G CR, est une fonction (G—> R,) 
continue sur G. Pour certains ensembles G CR,, la réciproque 
est également valable: toute fonction continue f (x) (G > R,) peut 
étre représentée comme limite d’une suite uniformément conver- 
gente de polynOmes; ceci est vrai, par exemple, pour les compacts 
(U12.54). 

1.16. Le plus simple type de discontinuité d’une fonction numérique d’une 
variable réelle (R, — R,) est le point de discontinuwité de la premiére espéce ou 
les limites A droite f (z + 0) et a gauche f (x — 0) d’une fonction f (x) existent 
mais ne sont pas égales. Pour une fonction numérique de n variables réelles, 
on pourrait appeler point de discontinuité de la premiére espéce un point a 
ou la fonction f (z) admet une limite suivant chaque demi-droite aboutissant 
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au point a, sans que ces limites soient toutes égales. En exemple on peut si- 
: Fe zi 

gnaler la fonction de deux variables réelles f (21, x2) = Bia (R, > Rj) 
1 2 

qui, sur toute demi-droite z, = t cosa, rz, = tsina, 0 <<t < oo, prend une 
valeur constante cos? ~. Pourtant, nous heurtons ici la complication suivante. 

Toute fonction d’une variable dont les 
limites 4 gauche et a droite 4 un point 
xz =a se confondent et coincident avec 
sa valeur au point a est continue en a 
(U§.24). Or, une fonction de n variables 
dont les limites suivant tous les rayons 
menant 4 un point a existent et se confon- 
dent n’est pas forcément continue en a. 
La fonction f (z,;, 22) (Re > Ry) qui vaut 
4 sur Vaxe des xz, ainsi que dans deux 
cercles disposés dans les demi-plans 
supérieur et inférieur et tangents a cet 
axe au point (0, 0), et qui est nulle par- 
tout ailleurs dans le plan (fig. 1.4-10), 
en sert d’exemple. Sur toute demi-droite 
aboutissant au point (0, 0), cette fonc- 

Fig. 1.4-10 tion a 41 pour limite, mais elle n’est 
pas continue au point (0, 0). Pour cette 

raison, la notion de « point de discontinuité de la premiére espéce » ne 
s’utilise pas en cas de fonctions de plusieurs variables. 

Le méme exemple montre que, pour les fonctions de plusieurs variables, 
les points de discontinuité peuvent bien ne pas étre isolés; méme pour des fonc- 
tions trés simples, ils peuvent remplir des lignes entiéres ou, s’il s’agit de plus 
de deux variables, des surfaces entiéres; ainsi, la fonction f(z): R, > Ry 

n 

qui vaut 4 dans la boule {x € R,: DS x} <1} et qui est nulle partout ailleurs, 
j=1 

n 

est discontinue sur toute la sphére {x € R,: a xj = 1}. 
at 

§ 1. 2. Fonctions dérivables 

L’idée principale du calcul différentiel est de remplacer une 
fonction donnée au voisinage d’un point par une fonction du pre- 
mier degré, de sorte que l’erreur qui s’en produit soit un infiniment 
petit d’ordre supérieur par rapport a l’accroissement de la variable 
indépendante. Les fonctions numériques d’une variable zx, pour 
lesquelles une telle approximation est possible, forment la classe des 
fonctions dérivables de x. Or, la possibilité d’approximation locale 
par une fonction du premier degré n’exige point que l’argument 
soit unidimensionnel. Nous commencons par donner les définitions 
nécessaires pour une fonction numérique de plusieurs variables, 
puis formulerons la définition générale qui sera valable au cas ot 
le domaine de définition et celui des valeurs de la fonction sont des 
espaces vectoriels normés. 

1.21. Rappelons avant tout la définition d’une fonction numéri- 
que dérivable d’une variable réelle (U7.11). 
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Une fonction numérique f (x) d’une variable réelle z, a<x< b, 
est dite dérivable en un point x =—c s’il existe la limite 

-  f(cth)—f (ec) , lim SEED TO) — fd). (1) 
Dans ce cas, on peut dégager la partie principale de 1’ accroisse- 

ment‘de la fonction f (x) correspondant au passage de la valeur x = c 
de l’argument a sa valeur 7 =c +h, cette partie étant la fonction 
linéaire de h: 

fle+h)—f()=f' ()h+o(h), lim?) =0. 
Inversement, si l’accroissement d’une fonction f (xz) correspon- 

dant au passage de r = c ax =c-+h admet une partie principale 
linéaire en h, c’est-a-dire que, pour une constante D, on a la relation 

f(e+h)—f(c)=Dh+o(h), lim2@=9, (2) 
h+0 

Sk. existe et vaut D. alors la limite lim 
h>0 

Ainsi, dans le cas d’une fonction numérique d’une variable, les 
relations (1) et (2) représentent deux définitions équivalentes de la 
dérivabilité au point z= c. 

1.22. a. A présent, envisageons le cas d’une fonction numérique 
f (z) de n variables réelles x = (z,, ..., z,). C’est la deuxiéme de 
deux définitions ci-dessus qui s’étend d’une fagon naturelle 4 ce cas. 

A savoir, nous disons qu’une fonction f(z) =f (x, ..., a), 
7: R, — R, est dérivable @ un point x = c = (¢,, . .., np), Si l'ac- 
croissement de f (x) correspondant au passage du point z = c a un 
point r=c+h, h=(h, ..., hn) admet une partie principale 
linéaire en h. Le dernier veut dire que, pour certaines constantes 
2, ~. +, .D,,,0n,a ‘la relation 

f(cth)—f(c)= >, Ditito(h), lim 2 —0, (1) 
(i=l 

n 

C’est la valeur >) D;h; qui est la partie linéaire principale de l’ac- 
i=1 = 

croissement de la fonction f (x) lorsque z varie dec ac +h. La quan- 
tité o (h) est un infiniment petit d’ordre supérieur par rapport a h. 

o(h) __ Le sens rigoureux de la notation lim Eee 0 est: pour tout e >0, 
h+0 

il existe 5 >0O tel que See <e dés que |h|< 6. 

Formellement, la définition (1) dépend du choix de base dans 
Vespace R,. Or, si l’on se rappelle (L5.4) que la forme linéaire 
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n 

5} D;h; reste forme linéaire en passant a une nouvelle base (les 
i= 

coefficients changés), il devient clair que la dérivabilité de la fonc- 

tion f (x) pour  =c est sa propriété intrinséque qui ne dépend pas 

du choix de base dans R,. 
b. Lorsqu’une base, donc aussi un systéme de coordonnées, 

sont choisis, on peut dire que, pour une fonction f (x) dérivable, les 
coefficients Dy dans la formule (1) se déterminent de facgon unique. 
Afin de le voir, choisissons un nombre entier m entre 1 et n et posons 
dans (1) 

Peg (08 on neh ih ae a 

Nous’ aurons alors” |h |= |hy, | et 

f (ec alk h) —¥ (¢) =f (1, » = +) €m-1> ©m “- hm; Cm+i> ++ oe) Ty 

—f GE ee 49) Cm li) Cm; Cm+1>  * ened Cn) = Dialtm os 10) (hn) 

ceci veut dire que la fonction f (c,, .:<, Zm, ---, Cn) d'une seule 
variable z,, est dérivable par rapport az, au point 7, = cm et que 
le nombre D,, n’est rien d’autre que sa dérivée par rapport a cette 
variable: 

Dm = lim f (C4, 005 Cmthms «++, Ca) —T (Ch = 523 ems - 555 En). (2) 

hm=>0 hm 

La formule obtenue démontre l’unicité des coefficients D; dans (1). 
Si la limite dans le deuxiéme membre de (2) existe, elle s’appelle 

dérivée pariietle de la fonction f (x) par rapport @ la variable x», au 
point x = c. Ainsi, une fonction f (x) dérivable a un point Se 
(au sens de (1)) y posséde une dérivée partielle par rapport 4 chacune 
des variables! x, ..., 2 

La dérivée pantaelges d’une fonction f(x) par rapport a une 
E aa) variable z,, Aun point x = c est notée ou fxm (c). Remarquons 

que les dérivées partielles d’une rastion: f (x) a un point ¢ par rap- 
port a toutes les variables peuvent bien exister sans que la fonction 
f(z) soit dérivable au point c (cf. exercice 3). 

ce. Les nombres Puy ..., D, déterminent le vecteur D = 
= {D,, ..., Dn} qui s’appelle gradient de la fonction f (x) au 

n 

point z =c et se note grad f(c). L’expression >) D;h; s’appelle 
1 

différentielle de la fonction f (x) au point c pour le déplacement 
h = {h,, ..., hy}. Elle est désignée par df (c). La tradition veut 
que les quantités h et h; soient désignées par dz et dx; (i = 1, ..., n) 
respectivement. Si l’on munit l’espace R, d’un produit scalaire de 
deux: Vecteurs « = i{7,,).0.., a etaya= 1y,h ae aa epensel a 
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formule 
nm 

(2, y)= 2 LiYis 

alors on peut mettre la différentielle de la fonction f (x) au point c 
sous n’importe laquelle des formes suivantes: 

nr 

df (c)= >) Dihi =(D, h) = (grad f (0), hk) = 3) FO az; (3) 
i=1 i=1 

Les aspects respectifs de la formule (1) sont: 

i (e¢+h) —f (c) = df (c) +0 (h) = (grad f (c), h) +0 (h) = 
n 

of (c) = 35 oa dx;-+o(dz). (A) 
i=1 

d. En cas de fonction de deux variables y = f (z,, z,) (R, > Ry), on utilise 
souvent les désignations plus traditionnelles: z, y pour les variables indé- 

~ pendantes, z pour la fonction, soit 

z= f(z, y). 
Les formules (3) et (4) ont alors les formes respectives: 

Oz Oz 

Oz Oz 
f (c+ dz, y+ dy)—f (2, Ye x is ei (|dx|+|dy|). (6) 

e. Comme la dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables est sa 
dérivée ordinaire par rapport a l’une des variables indépendantes (les valeurs 
des autres étant fixées), le calcul de dérivées partielles se rameéne a celui de 
dérivées ordinaires. Ainsi, pour la fonction z = 2?/y? (R, > R,), on a: 

Oz ie : 
ier, => 7 (y est fixe), 

Oz 2x2 : 
ya, dea (x est fixe). 

La différentielle de cette fonction a la forme: 

0z 0z 22 De 

Son gradient au point (x, y) est: 
2x 2x2 

grad z (z, y)= { ye? " ys \ 

1.23. a. Formulons maintenant la définition générale d’une 
fonction dérivable. Soit y =f (zx) une fonction définie dans un 
domaine G C X d’un espace normé X, a valeurs dans un espace 
normé Y. Cette fonction est dite dérivable 4 un point  —c €G, 
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lorsque l’accroissement de f (x) correspondant au déplacement{du 
point c A un point c +h €G admet une partie principale linéaire 
en h, c’est-a-dire lorsqu’on a la relation 

If (¢ + h) — f (ec) = Dh + 0 (h), (1) 
D étant un opérateur linéaire continu de l’espace X dans Y, 0 (h) 
un vecteur dans l’espace Y qui satisfait a la condition 

o(h) _ 
adele lim 

h->0. 

L’expression Dh est donc, dans le présent cas, la partie linéaire 
principale de l’accroissement de la fonction f (x) lorsque x varie de 
caccth. 

L’égalité (14) admet l’interprétation géométrique suivante. La 
fonction f (zx) réalise une application du domaine G c X dans l’espace 
Y; si l’on met l’origine des coordonnées de l’espace X au point c, 
et l’origine des coordonnées de l’espace Y au point f (c), c’est-a-dire 
que l’on choisit le vecteur kh = x — ec pour variable indépendante 
et le vecteur k = y —f (c) pour sa fonction, alors l’application 
h—» k que l’on obtient de la sorte admet l’approximation par l’ap- 
plication linéaire k = Dh (a un infiniment petit o (h) d’ordre supé- 
rieur par rapport a h prés). On peut donc dire que l’application 
y — f (c) =f (« — c) elle-méme admet une partie linéaire principale 
au voisinage du point «—c = 0. 

b. Montrons que l’opérateur D qui figure dans la formule (1) 
est défini d’une fagon univoque. Supposons que, a cété de (4), il 
y ait une autre représentation analogue de la différence f,(¢,+- h) — 
—f(c), notamment: vi 

f(c-+-h)—F(e)=Dih+o4(h), lim 1 — 0. (2) 
h—0 

En retranchant (2) de (4) et désignant D, = D—D,, on trouve 

Dah =0(h), lim 22 —9, 
avo 12] 

Pour ¢ >0 donné, choisissons 6 >0 tel que | 0, (h) [;<?e |h | 
du moment que |k |< 6. Alors, vu U12.71b, on a 

a [Doh| __ | O2 (hr) | 
Pal ene TAL mechan 

Puisque ¢ >0 est arbitraire, || D, || = 0 d’o D, = D — D, = 0, 
donc D = D,, ce qu'il fallait. 

c. L’opérateur D dans la formule (1) qui est, on vient de le 
voir, unique s’appelle dérivée de la fonction f (x) pour x = c et se 
note f’ (c). La quantité Dh, i.e. le vecteur dans l’espace Y obtenu 
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en appliquant l’opérateur dérivée au vecteur déplacement h, s’appelle 
différentielle de la fonction f (x) aw point c pour le déplacement h. 
Par analogie avec les fonctions numériques d’une variable réelle, 
on note 

df (c) = Dh = f' (c)h = f' (c) dz, 

ou dx =—h désigne n’importe quel vecteur de l’espace X. 
La foncion f (x) est dite dérivable dans le domaine G si elle l’est 

en tout point de ce domaine. Sa dérivée f’ (z) est un opérateur linéaire 
de X dans Y, fonction du point « €G. Sa différentielle df (x) = 
= f’ (x) h est une fonction de deux variables: du vecteur h € X et du 
point z€G. 

Le passage de la fonction f (x) 4 sa dérivée f’ (x) est la dérivation 
de la fonction f (x), le passage de f (x) 4 sa différentielle f’ (x) dz, 
la différentiation de f (z). 

En cas de fonction d’une variable réelle, la définition généra- 
_le (1) coincide, évidemment, avec la définition ordinaire de la dérivée 

~ et de la différentielle (U7.11 et U12.61). Pour une fonction numéri- 
que de 7 variables réelles, elle coincide avec la définition donnée plus 
haut (1.22). 

1.24. Soit f(x), f: G—> R, une fonction numérique dérivable 
définie dans un domaine G d’un espace normé X. Dans ce cas, |’ opé- 
rateur D = f' (c) de 1.23 (1) est une fonctionnelle linéaire continue 
(X — R,) (qui dépend, en général, du point c); la fonction o (h) 
prend, elle aussi, des valeurs numériques. Si X est de dimension 

n 
5 Pap ieiak SG ; 7 

n, nous revenons 4 la définition 7.22 car |’expression pd Dh; re- 
T 

présente la forme générale de fonctionnelle dans R,. La fonctionnelle 
linéaire D = f' (c) est également appelée gradient de la fonction f (x) 
au point x =c. Ainsi donc, la définition générale de la dérivée 
d’une fonction numérique se confond avec la définition de son 
gradient. 

1.25. a. Etudions plus en détail les fonctions vectorielles déri- 
vables dans le cas de dimension finie. 

Supposons qu’une fonction f(z):G CR,—>R,, soit définie 
dans un domaine G d’un espace n-dimensionnel X = R, et prenne 
ses valeurs dans un espace m-dimensionnel Y = R,,. En choisissant 
une base dans chacun de deux espaces et notant z = {z,, ..., tp} € 
CR, y = (yy - 5 Um) Chm, OM est en; mesure d’exprimer’ la 
fonction vectorielle y = f (x) a l'aide de m fonctions numériques: 

BY AGhtie Sohn “Tih ond (1) 
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Supposons que f (x) soit dérivable pour z= c. L’égalité 

PCA) ee) Fe a tae (2) 

définit l’opérateur linéaire f’ (c): R, > Rm. Comme a tout opéra- 
teur linéaire de AR, dans R,,, on peut lui faire correspondre une 
n X m-matrice. Pour le faire, on doit exprimer l’égalité (2) en 
coordonnées par rapport aux bases fixées dans R, et R»,; on obtient: 

file+h)—fil= py fig (c)hyt-oi(h) (i=1,...,m). (3) 

Ce sont.cles. valeurs jie tc) Ap == t, siatty 10 tae Sn ee cc ry, TIe) ee 
forment ladite m < m-matrice de Vopérateur (c) par rapport aux 
bases mentionnées. Les formules (3) montrent que les composantes 
f; (x) dune fonction vectorielle f (x) dérivable (pour x = c) sont elles- 
mémes des fonctions numériques dérivables (pour x = c). La récipro- 
que est immédiate: si les fonctions numériques f; (x), i = 1, ..., m 
sont dérivables pour x = c, il en est de méme de la fonction vectorielle 
f (z). Nous voyons, de plus, comment sont les éléments de la matrice 
de l’opérateur linéaire f’ (c): les coefficients de la partie linéaire 
principale de l’accroissement de n’importe quelle fonction numérique 
étant ses dérivées partielles par rapport aux coordonnées respectives, 
nous avons: 

Ht (c) co Sth g (2 eet: Saag tam (4) 
OX; 

Définitivement, la matrice de l’opérateur linéaire f’ (c) (R, > Rm) 
est composée des dérivées partielles et a la forme 

Ofs(c) _ Of (¢) Of (¢) 
Ox, Cine oo 5 ae 

Ofe(c) _Afs(c) Of (¢) 
i (ce Ox, 0x9 Ory 

Ofm(c) _Afm(C) fm (c) 
Ox, Ox, One, 

Ici le symbole & signifie: 4 l’opérateur f’ (c), il correspond la matrice 
dans le second membre, du moment que les bases dans R, et R» 
sont choisies. Cette matrice s’appelle matrice de Jacobi. On la désigne 

Of; (¢) (¢) ou |p Ste fot meat 

0 (aa, o- 

n=m = elle se nee d’un seul Aen identique a la dérivée 
wrnkicownes d’une fonction réelle par rapport a l’unique variable réelle. 
Pour une fonction numérique de n variables réelles, on a m = 1 et 
la matrice de Jacobi n’a qu’une seule ligne. Pour m fonctions d’une 

également par |e Dans le cas owt 



§ 1.2. Fonctions dérivables 34 

variable réelle (courbe dans l’espace m-dimensionnel, U16.12), 
on a nm = 1 et la matrice de Jacobi se réduit 4 une seule colonne. 

Dans le cas m =n, la matrice de Jacobi est carrée 

|| _9f4 (c) Of, (¢) 
Otquew ma 100 

‘is (FS) C= S| I DE ae era 

Son déterminant, on le verra plus bas, représente une importante 
caractéristique de l’application y = f (x) pour x = c; on l’appelle 
jacobien de lapplication f(x) pour xz =c et on le note 

det | ae ae) fn) 

D4 sees Ha) 

b. La situation est particuliérement simple dans le cas ot y = 
= f (x) est une fonction linéaire, donc a la forme développée suivan- 

ste: 

a es et ie ete * a, “egal is' 8° te. 

Ym = Dit + cee Dimas 

D;; étant des nombres constants. Ici la matrice de Jacobi est com- 
posée des nombres D;;: 

Ml 9 09 Din 

et ne dépend pas du point ec. 
1.26. a. Rappelons que (U7.//), dans le cas d’une variable 

réelle, l’existence de la dérivée d’une fonction numérique y = f (z) 
aun point z = c signifie, du point de vue géométrique, l’existence 
de la tangente au graphique de f (x) au point (c, f (c)). La, on sous- 
entend par tangente ou bien la position limite d’une sécante, con- 
formément a la définition analytique 7.27 (1), ou bien la droite dont 
les points sont éloignés des points correspondants (pour les mémes 2) 
sur la courbe y =f (z) d’une distance infiniment petite d’ordre 
supérieur par rapport a h = x — c; ceci est conforme a la défini- 
tion analytique 7.21 (2). 

Le coefficient angulaire de la tangente coincide avec la dérivée 
f’ (c), et Véquation de la tangente est 

po pag (eye c) (p =f (c)), (1) 
ou bien, en désignant z—c=—dz, y—p = dy, 

Te OO Wek (2) 
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b. En cas de fonction numérique y =f (71, ..., 2p), |’ inter- 
prétation géométrique de la dérivabilité est liée a l’existence du 
plan tangent @ la surface y =f (x1, ..-, Z,). Pour arriver 4 une 
définition du plan tangent, nous allons généraliser la deuxiéme 
des définitions ci-mentionnées de la droite tangente. A savoir, nous 
appelons plan tangent a la surface y = f (x) @ un point x = c un plan 

y—p =>) A; (%; — c¢;), p =f (c) dans l’espace (n + 1)-dimen- 
sionnel 21, . «+, Zn, J, sl becart entre les points {z,, ..-, tw, 7 (2)y 

et {2,, ..-; Xn. P + Dd; Ai (21 — ¢;)} (le premier sur la surface, le 
deuxiéme sur le plan) a un ordre de petitesse supérieur par rapport 

a celui de |h | = V >} (x; — ¢;)?. I] est clair que la condition analy- 

tique 7.22 (1) de la dérivabilité de la fonction f (x) pour z = ¢ peut 
maintenant étre interprétée comme condition d’existence du plan 
tangent a la surface y = f (x) pour x = c; dans les désignations de 
1.22 (41), ce plan tangent a pour équation 

n n 

y—p= >) Di(u~e) => os (ti—Ci), (3) 
i=1 i=1 

soit, en différentielles (dy = y — p, dx; = x; —c;,i =1, ..., n): 

n 

dy= 3) “EO ai, (4) 
ix1 

Le vecteur {dz,, ..., dx,, —1} € Rj+, est orthogonal au plan 
(4) (au sens de produit scalaire ordinaire); nous le dirons normal 
a la surface y = f (x) au point {c, p}, la droite qu’il détermine et qui 
passe par ce point sera appelée normale a la surface y = f (2). 

Ainsi, pour la surface correspondant a la fonction z = 2x*/y® (Ry > Ry) 
et considéree dans 7.22d, l’équation du plan tangent est 

2 

- z dy (5) 

(ce qui coincide formellement avec l’expression de la différentielle). Si l’on 
désigne les coordonnées courantes du point du plan tangent par X, Y, Z tout 
en gardant les symboles x, y, z pour les coordonnées du point de tangence, 
on peut mettre l’équation (5) sous la forme 

22 x2 

fat eerigs it See! Ypowios mah 23) (6) 

Le vecteur normal au point 2x 2x* 
P {z, y, z}a —,—-— >, —1 pour composan- 

tes; c’est pourquoi l’équation de la normale au point {z, y, z} est 

Xe Yeu Zz 

2z/y2> = —2Qr/ys  — 4? 

ou, cette fois, X, Y, Z sont les coordonnées courantes du point de la normale. 
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ec. On peut aussi bien formuler la définition du plan tangent 
dans le cas général d’une fonction y = f (zr): G CX + Y dérivable 
a un point « = c. Soit f (c) = p. Alors nous appelons « plan tan- 
gent » a la surface y = f (x) au point c la variété linéaire (hyperplan) 
dans l’espace X + Y (somme droite) définie par l’équation 

y—p=f (c)-(t—¢) (rx €X, y EY). (7) 

La aussi, l’écart entre les points {x, f (x)} et {z, p + f’ (c) (x — c)} 
(le premier sur la surface y = f (x), le deuxiéme sur la variété (7)) 
aun ordre de petitesse supérieur a celui de | x — c |. En nous servant 
de différentielles, nous mettons 
l’équation sous la forme yo) 

dy=j' (dz 8) Lyx! 
d. En cas de fonction nu- 

mérique d’une variable réelle, 
nous disposons d’une autre défi- 
‘nition de la droite tangente. 
Précisément, nous considérons un 
petit angle de sommet au point 
{c, f (c)} découpé par les droites Cc x 
de coefficients angulaires D — «¢ 
et D+; la droite y=p+ Fig. 4.2-1 
+. D (x — c) est, par définition, 
la tangente a la courbe y =f (x) au point {c, f (c)} si, pour tout 
¢ >0 et pourh = z—c, |h|< &e) suffisamment petits, tous les 
points de la courbe y = f (z) sont a l’intérieur de l’angle en question 
(fig. 1.2-1). Une construction analogue est réalisable en cas de 
plusieurs variables indépendantes. Au lieu d’angle, on considére 
un domaine 9, dans l’espace (n + 1)-dimensionnel 2, ..., zt, y; 
qui est défini par les inéquations 

nr 

2 Di (71 —¢1) 2 |e@—¢|<y—P<D Di (ti —e1) +2 | 2c]. 

Par définition, un plan y = p + >) D;(a; —c;) est le plan 
T 

tangent a la surface y = f (x) pour x = c du moment que, quels que 
soient ¢« >0 et |h|=|2z—c |< 6(e) suffisamment petits, la 
surface y = f (x) appartient entiérement au domaine Q, (fig. 1.2-2). 
I] est clair que cette définition du plan tangent est équivalente aux 
précédentes, la condition de dérivabilité de la fonction y = f (x) 
pour z =c étant équivalente 4 la condition d’existence du plan 
tangent au sens de la derniére définition. 

3—0545 
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e. Signalons encore le cas de fonction vectorielle y = f (z): 
R,— Ry, soit 

A he Ot =U; (9) 

Yn= fn (2), 

Cette derniére peut elle aussi étre interprétée géométriquement 
comme courbe dans l’espace (nm + 1)-dimensionnel (z, y,, .--, Yn)- 

Fig. 1.2-2 

La dérivée f’ (c) représente le vecteur f; (c), ..., fn(c). Il figure 
dans l’équation de la tangente (7) au point {c, f (c)}, les y, p et 
f’ (c) étant des vecteurs; dans le présent cas, l’équation (7) prend 
la forme du systéme 

Yi — Pi =f, (c) (tC), 
te ee (10) 

On peut toujours utiliser les symboles de différentielies en posant 

dz =x2—c, yi — pi = dy;: 

dy; = fi (¢) dx. (14) 

f. Dans le cas général, une fonction y = f (x): Rx > Rm peut 
étre concue géométriquement comme une variété courbée dans 
l’espace (z + m)-dimensionnel des points {2,,..., fn» Yr» - - +» Ymhs 
alors l’équation y — p = f’ (c) (c — c) définit une variété linéaire 
dans Rnr+m qui contient le point (c, p). Il est naturel de l’appeler 
variété linéaire « tangente» a la variété y =f (x), en se basant 
toujours sur le fait que, pour z proches de c, l’écart entre f (x) et 
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p +f’ (c)(«—c) est un infiniment petit d’ordre supérieur par 
rapport a4 |x—c |. 

Peele. Vee 5.01.0 0t, Ua Avec tedr cet ew n'é 
direction. 

a. Soient y =f (x): V CX > Y une fonction définie dans une 
boule V = {x € X: |x —c|<r} d’un espace normé X et EC X 
un vecteur. Considérons le segment I < V issu du point c dans le 
sens du vecteur — qui a pour équation: 

p= ¢ - 16) Ot ey, 

Sur ce segment, la fonction f (x) devient fonction de la variable 
réelle ¢. Posons f Iz (é)] = 9 (4), @:[0,r] > Y. Pour ¢=0, on 
a f (c) = @ (0). Supposons que f (zx) soit dérivable pour x = c; nous 
avons alors: 

f (c + t&) —f(c) =f’ (c) 8 + 0 (Z). 
Il en résulte la dérivabilité pour ¢ = 0 de la fonction q (Zz) et la 
relation 

p’ (0) =f’ (c) &. (1) 

La quantité q’ (0) s’appelle dérivée de la fonction f (x) au point c 
suivant le vecteur — et se note fs (c). La méme quantité est parfois 
désignée par &«f(c); ici le vecteur € représente le symbole de 
lopérateur dérivée: 

E*f(c) =f’ (c) &. 

b. Lorsque € est un vecteur unitaire, posons § =e, |e | =1; 
fe (c) s’appelle dérivée suivant une direction (celle du segment I) 
et se désigne fp (c). Si, par exemple, e est le vecteur de base de l’axe 
des x, (dans R,), alors fp (c) représente, évidemment, la dérivée 

of (c) 
0x4 ~ 

1.28. Pour une fonction numérique f(z): R, > R,, a lieu la 
relation 1.22 (4): 

f (ec + te) — f (c) = (grad f (c), te) + 0 (#), (1) 
qui implique 

partielle 

fr (c) = (grad f (c), e). (2) 

Nous savons que le vecteur grad f (c) = f’ (c) est complétement 
déterminé par les propriétés de la fonction f (x), sans dépendre de 
la direction suivant laquelle la dérivation est effectuée. Le vecteur e 
qui détermine ladite direction, 4 son tour, ne dépend point de la 
fonction f (x). De la sorte, la formule (2) met en relief les roles que 
jouent les deux facteurs: fonction et direction de dérivation. 

3% 
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La formule (2) permet de formuler certaines conclusions sur le 
comportement de la fonction f (z) au voisinage du point c (a condi- 
tion que grad f’ (c) 40). Notamment, si est l’angle formé par les 

vecteurs G = grad f (c) et e, il résulte 
de la définition U4.74 que 

fr (c) = |@ | cos o. (3) 

On en tire les énoncés a-d (fig. 1.2-3, 
i == 2, 

a. Dans la direction du vecteur G = 
= gradf(c), la dérivée fp(c) prend sa 
valeur maximale qui est | grad f (c) | (puis- 
que, dans cette direction, cos = 1); 
dans la direction opposée, fy (c) prend sa 
valeur minimale qui est — | grad f (c) |. 
Ce sont respectivement les directions de 
la plus rapide ascendance et de la plus 
rapide descente de la fonction f(x) au 
point x= c. 

b. La quantité fp (c) est nulle suivant 
toute direction orthogonale au gradient; 
l’accroissement de la fonction f (x) sui- 
vant une telle direction est infiniment 

ee a petit d’ ordre supérieur par rapport @ |h | = 
= | ge |; 

c. Les valeurs de fp (c) suivant toutes les directions qui restent 
sont comprises entre — | grad f (c) | et + | grad f (c) |. 

d. Ainsi, le gradient de la fonction f (x) au point x =c est le 
vecteur allant de c dans le sens de la plus rapide ascendance de la fone- 
tion f (x) et dont la longueur est égale a la dérivée de f (x) suivant cette 
direction. 

e. Exemple. Etudions le comportement de la fonction y = 23 — 2? 
(R, — R,) de deux variables au voisinage du point (1, 1). La valeur de la fonc- 
tion 4 ce point méme est nulle. L’accroissement de la fonction au passage 4 un 
point proche (4 -++ h,, 1-+ hy) admet la partie linéaire principale: 

(1a) — (1 + fy)? = —2hy ++ hy ++ A} — h? = —2hy + hy + 0 (h), 
de sorte que la fonction 2} — 2x? s’avére dérivable au point (1,1) (comme, d’ail- 

leurs, en tout autre point). Ses dérivées partielles be dem —22x, et oe 22 
Ox, 0x2 2 

prennent au point (1,1) les valeurs respectives —2 et 2, de fagon que grad y (1,1)= 
= {—2, 2}; par conséquent, grad y (1,1) fait avec l’axe des z, l’angle de 135° 
(fig. 1.2-4). C’est dans le sens y, de ce vecteur que va la ligne de la plus rapide 
ascendance de la fonction y (x, 2), la rapidité de Vascendance valant 

grad y (1,1)|=2 //2. Dans la direction V2 orthogonale, c’est-a-dire suivant la 
bissectrice du premier quadrant, nous avons yye (1,1) = 0; en effet, la fonction 
y (t1, Z2) ne varie pas sur cette bissectrice (elle y reste nulle). Le vecteur 
—grad y (1,4) = {2, —2} indique la direction , de la ligne de la plus rapide 
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= 2 fournissent les descente. Les dérivées partielles cee —2, Oultst)) 
- *- : 1 . 0x9 

valeurs de coefficients angulaires de la fonction dans le sens des axes des coor- 
données correspondantes. Elles ont une simple interprétation géométrique: 
si l’on coupe la surface y = x} — z? par le plan vertical z, = 1, on obtient en 

Plan Perspective 

x, Z 
Direction deta 

plus rapide ascendance 

Direction de ta 
plus rapide descente 

section la courbe y = 1 — z}? dont le nombre —2 est le coefficient angulaire de 

la tangente (dans le plan z, = 1). De méme, 200) _ 2 est le coefficient 
2 

angulaire de la tangente 4 la courbe y = x3 — 1 que l’on obtient en coupant 
notre surface par le plan vertical z, = 1. La section de la surface par le plan 
vertical z, + xz, = 2 qui contient le vecteur gradient représente une courbe de 

coefficient angulaire +2 //2. 

§ 1. 3. Théorémes généraux sur les fonctions 
dérivables 

1.31. Dans ce qui suit, les fonctions f (zx), g (zx), . . . sont suppo- 
sées agissant d’un voisinage V d’un point c d’un espace vectoriel 
normé X dans un espace vectoriel normé Y. 

a. Si f (xz) = const (i.e. les valeurs f (x), pour tous les z € V, 
représentent un méme élément de l’espace Y), alors f’ (c) = 0. Ceci 
découle de l’égalité f (c + h) — f (c) = 0 et de l’unicité de dérivée 
(23). 

b. Si f (x) est une fonction linéaire Fx (plus exactement, s’il 
existe un opérateur linéaire /: X—» Y dont les valeurs sur V(c) coinci- 
dent avec les valeurs respectives de f (x)), alors f’ (c) = F, df (c) = 
=F dz. 

En effet, on a par hypothese 

f(c +h) —flc) =F (ec +h) — Fe = Fh, 

et le résultat cherché découle toujours de l’unicité de dérivée (1.23). 
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ce. En particulier, la dérivée f’ (z) de la fonction f (xz) = 
=a (X —- X) est l’opérateur identique f’ (xr) = E (X > X), et 
df (x) = dx = dh. 

d. Toute fonction f (x) dérivable pour x =c est continue pour 
ETC 
En effet, étant donnée l’égalité 

f(e +h) —fl(c) =f (c)h + 0 (h) 
et ¢ >0, choisissons 6 > 0 suffisamment petit pour avoir | 0 (h) |< 
< e/2 et || f’ (c) || |2 |< e/2 dés que |h |< 6; nous verrons que 

If(e +h) -—FfO| SIF OIA I+ lo |l<e, 
d’ot la continuité de f(x) pour x= ce. 

1.32. a. Si les fonctions f (x): V+>Y et g(x): V~+Y sont 
dérivables pour x = c € V, alors il en est de méme de la fonction s (x) = 

= f(z) + g(z) VY); de plus: 

s' (c) =f (ce) + 8" (), 

ds (c) = df (c) + dg'(c). 
En effet, il résulte des égalités 

f(e+th)—f(c)=f' (c)h+0(h), 

g(ct+h)—g(c)=g' (c)h+0(h) 

ou bien 

que 

Sc a h)'—"s (¢) = (ee = 7 tee (eh) 2 el 
= If (ce) + g' lh + 0 (A), 

d’ou le résultat annoncé. 
b. Soient une fonction y (x): V+ Y dérivable pour x =a et A 

un opérateur linéaire continu de l’espace Y dans un espace (normé) Z. 
La fonction z (x) = Ay (x) est alors dérivable pour x =a et 

z’ (a) = Ay’ (a), dz (a) = A dy (a). 
En effet, dans l’hypothése formulée on a 

2 (a +h) —2(a) = A ly (a+h) —y (a) = 
= Aly’ (a)h + 0 (h)] = [Ay’ (hk + 0 (h) 

ce qu’il fallait prouver. 
c. Soit Y la somme droite de sous-espaces Y,, ..., Yn, de 

sorte que, pour chaque fonction y (x): X > Y, tout comme dans 
1.15c, il y ait les composantes 

Yy (zx) = Pry (2) (X= Yq); soy a (x) = Pry (zZ)(X > Yn). 

Si Y est un espace complet et que les sous-espaces Y;, ..., Yn 
sont fermés, alors la dérivabilité de la fonction y (x) pour x = a impli- 
que la dérivabilité pour x = a de chaque fonction y, (x) (k =1,... 
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., m); cela résulte de la continuité de l’opérateur P, (1.14d) 
et de 5b. 

Inversement, si les fonctions y, (x) (X > Y,), ..., Yn (2) (X > 
— Y,) sont dérivables pour x = a, il en est de méme de la fonction 
y (x) = {y, (2), .--, Yn (x)}: X + Y, ce qui résulte de a puisque 

y (x) = yy (@) +... + Yn (2). (1) 
La dérivée y’ (a) est un opérateur linéaire X > Y, soit y’ (a) € 
€ L (X, Y); de méme y; (a) CL (X, Y;) (k = 1, ..., n). L’espace 
L (X, Y) est la somme droite des sous-espaces L (X, Y;) (1.14f), 
et il découle immédiatement de (1) que les composantes de |’élément 
y’ (a) €L(X, Y) sont les quantités y; (a): 

y' (4) = {Yi (a) - +++ Yn (@)}- (2) 

1.33. Dérivée et différentielle d'une fonc- 
tion composée. 

, a. Théoréme. Soient y = y (x) une fonction qui applique 
un domaine G d’un espace normé X dans un espace normé Y, a €G, 
y (a) = b, et z = z(y) une fonction définie au voisinage du point b 
de l’espace Y, & valeurs dans un espace normé Z. Si la fonction y (x) 
est dérivable pour x = a, et la fonction z (y) pour y = b, alors leur 
composée © (x) =z ly (z)], définie dans un voisinage du point a€G 
et & valeurs dans Z, est dérivable elle aussi pour x =a; on a 

C’ (a) = 2! (b) y’ (a). (1) 
Notons que y’ (a) et z’ (b) sont des opérateurs linéaires de X 

dans Y et de Y dans Z respectivement, de sorte que le second membre 
dans (1) soit défini en tant qu’opérateur linéaire de X dans Z. 

En abordant la démonstration nous avons: 

C(ath)—C(a)=2zly(a+h)] —zly (a)] = 

=2' ly (ally (a +h) —y(a)]+ oly (a+h) —y(a)] = 
=z’ (db) ly’ (a)jh+o(h)]) + oly’ (a)h+0(h)] = 

=2'(b)y' (a)h+o(h). (2) 

Par conséquent, l’expression 2’ (b) y’ (a) h constitue la partie linéai- 
re principale de l’accroissement de la fonction ¢ (x) en passant de 
zt=aax2xz=a-+h, ce qu'il fallait prouver. 

En remplacant a par z, b par y (z) et passant aux opérateurs, 
on peut mettre la formule obtenue sous la forme: 

{z ly (a)]}’ = 2” (y) y’ (2). (3) 

b. Supposons, par exemple, que les espaces X, Y, Z soient de 
dimensions finies n, m et p respectivement. Aprés avoir fixé d’une 
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quelconque facon leurs bases, les fonctions y (x) et z (y) sont données 
par les systémes d’égalités numériques: 

Ys = Ys (Li, thesay aly 24 = 2 AY iy oo m3 Us 

. olan dip eh ae ee ae “= fare 

(1.25a) : 

Oys Oys Oz4 024 
Ox, dxy, Oyy O’m 

y’ (z) a | We irs, MA reset reve” (y) Sill sxoe. «(f+ Sy ‘ (9) 

Ym OYm | Zp zp 
Ox, COL Oy4 ee Om 

La fonction € (x) = z [y (z)], d’aprés a, est dérivable; la matrice 
de Jacobi correspondante, en vertu de (1), est identique au produit 
des matrices (5): 

an Oe O24 024 Os Oy 
Ong Oa Oy PIO y arp  S Gx, 6) 

i (x) SS a ke ee 8 OE Sal ca ve Ler tel ee LL Peewee Mee ale fa . 

Cp OCp OZp OZp Oym am 

Ox4 OLy Oy, Oy, On >= Tok 

L’égalité (6) s’appelle régle de multiplication des matrices de 
Jacobi. En abrégé, elle se note comme suit: 

| O (C4, +++) Cp) | O(Y4, +++ Ym) 

Chea eoeg Zn) O (x4, «++ Zp) (7) 

Kin particulier, quels que soient j = 4, ...,;,p; i= 14, ...; 7, 
ona 

0 (24, eee Zp) 

0 (Y4) eee) Ym) 

m 

tj 2 02; OYR 

Otc” >) Oyn O02; (8) 
h=1 

Considérons le cas n = 1 ot l’on peut désigner z; =... =a, = 
= x. Ici, les fonctions y (x) et € (x) sont des fonctions d’une seule 
variable zx. La formule (8) prend la forme 

m 

qty Ozj dp, 
dx son Oy, dz (9) 

k=1 

Nous voyons qu’on peut avoir besoin de dérivées partielles en 
dérivant des fonetions d’une variable. 

c. En remplacant dans (2) h par dx et compte tenu du fait que 
la différentielle d’une fonction est la partie linéaire principale de 
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son accroissement, on trouve 

dos" (by y" (a) aa 

Or, pour dz donné, on a également 

dy = y' (a) dz, 

dt =2' (b) dy, 
c’est-a-dire que la différentielle d’une fonction de y a une méme 
forme que y soit variable indépendante ou fonction d’une autre 
variable x. Cette propriété est appelée invariance d’une différentielle 
par rapport au changement de la variable. Soulignons que, dans le 
premier cas, on sous-entend par dy l’accroissement arbitraire de la 
variable y, et dans le deuxiéme, la valeur de la différentielle de la 
fonction y(z) pour le vecteur dz. 

1.34. Différentielle d'un produit généra- 
lisé. 

a. Soient deux espaces normés X et Y et un produit généralisé 
(z, y) des éléments x € X, y € Y, i.e. une application bilinéaire 
continue de l’espace W = X + Y dans un espace Z (/.15d). 

La forme bilinéaire (z, y) étant continue, il existe un C >0 
tel que, pour n’importe quels z, y: 

Itz, y) |<C |x} lyl. 
Nous allons voir que la fonction z = (x, y): W + Z est.dérivable 

en tout point de l’espace W et que 

de ide Aa, ay hs (1) 

En effet, si l’on donne a la variable {z, y} € W un accroissement 
{dx, dy}, et que l’on se sert de la bilinéarité de (zx, y), on trouve: 

(x + dz, y + dy) — (2, y) = 

=z, y) “bE Adey y+ Ax; dy) Ada, dy) — Az, y) = 
= (dz, y) + (xz, dy) + (dz, dy). 

Les deux premiers termes a droite sont linéaires par rapport au 
déplacement {dz, dy}, l’expression (dz, dy) admettant la majora- 
tion: 

| dx, dy) |<C|da||dy| << (de? +|dy[*) =o (|dx|+|dy]). 
De la sorte, l’accroissement de la fonction (z, y) admet la partie 
linéaire principale (dz, y) + (zx, dy), ce qui achéve la démonstra- 
tion. 

Les formules de dérivation de divers produits que l’on va exa- 
miner servent d’exemples d’application de la régle générale que 
l’on vient d’établir, ainsi que de la régle de dérivation d’une fonc- 
tion composée. 

d’ou 
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b. Théoréme. Supposons que, dans un domaine G d'un 
espace T', soient données deux fonctions dérivables x = x (t),z: G>X 
et y = y (t), y: G> Y. Composons, comme dans a, le produit géné- 

ralisé 
(x (t), y (t)): G>Z 

qui s’appelle produit généralisé de la fonction x (t) par la fonction y (t). 
Nous affirmons que la fonction € (t) = (x (t), y (2)) est dérivable 

dans G et que 

dt = (2' (t) dt, y@)) + @@, y’ @ dt) (2) 

En effet, la fonction ¢ (¢) peut 6tre traitée comme fonction com- 
posée: 

{z, yy={2 (4), yD}: G>W; 
C(t) = (2, y) = 2 ({2, y}): WZ. 

En appliquant le théoréme sur la différentielle d’une fonction com- 
posée et le résultat a, on obtient 

dG = (2' (t) dt, y (t)) + (e), y’ (@) dt), 
ce qu’on cherche. 

Il suit de (2) que la dérivée de la fonction ¢ (¢) est déterminée 
par la formule: 

C(t) = @' (é), y @)) + @), y’ @), (3) 
ou les termes dans le second membre sont les opérateurs linéaires 
de 7 dans Z définis comme suit: 

(x" (t), y (t)) dt = (ax' (é) dt, y (d)), 
(xo (2), y(t) ae —" ult eal ee 

c.Conséquence. Si une fonction x(t): G CT—>X est 
dérivable pourt = c et siX(t):G@ CT—>L (X, Y) est une fonction 
opératorielle dérivable pour t= c, le produit g(t) = A(t) z(t): 
G cT+>Y est dérivable pour t=c et l’on a 

dg (c) = g’ (c) dt = MX’ (c) dt-x (c) + A (c)-2' (c) dé. (4) 

Il est aisé de voir que les deux termes dans le second membre 
appartiennent a l’espace Y. 

d. Gonséquentcec Sis A()s @ ere Ry 2) Gre 
< T+ R, sont deux fonctions numériques dérivables pour t = c € G, 
alors il en est de méme du produit g (t) = A (t) a (t) et l'on a: 

8" (c) = WN (c) x (c) + A (¢) 2’ (¢). (9) 
Ici les deux membres sont des fonctionnelles linéaires sur l’es- 

pace 7. 
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En tant que démonstration, remarquons que dans le cas en 
question il est possible de permuter les facteurs numériques 4’ (c) dt 
et z(c) dans (4), aprés quoi on obtient 

dg (c) = g' (c) dt = x (c) MX (c) dt +A (c) 2’ (c) dt = 

= [x (c) V’ (c) + A (c) x’ (c)] dé, 
d’ott (5). 

loo, bebom étiom et" icetss and éari-viée: 
a. Soient z une application d’un ensemble U dans un ensemble V 

et y une application de l’ensemble V dans l’ensemble U. Ainsi donc, 
sont définies deux fonctions composées: zy: V > V et yr: U > U. 
Si zy est l’application identique ey de l’ensemble V sur lui-méme, 
alors y s’appelle l’inverse a droite de x et x l’inverse a gauche de y. 
D’une facon analogue, si yz est l’application identique ey de l’en- 
semble U, alors x s’appelle |’ inverse @ droite de y et y l’ inverse & gauche 
de x. Une application xz peut ne posséder aucun inverse a droite ou 
bien en posséder une infinité (£4.76). Mais, lorsque l’application 
xz: U-»+V possede un inverse a droite y: V+ U et un inverse a 

Pgauche 2: V—>U, on=a 2 = Zeys= 2 (zy) 422) y= coy = 7; 
par conséquent, x posséde un wnique inverse @ droite et un wnique 
inverse & gauche qui sont identiques; tout naturellement, cette uni- 
que application s’appelle application inverse par rapport @ x et se 
nptekza ve Ainsi, 2 *2 = 25, cz = ex. 

b. Supposons a présent que U et V soient des espaces normés 
complets et que toutes les applications considérées soient opérateurs 
linéaires bornés. Certains des opérateurs linéaires x: U > V sont 
inversibles; ils forment un ensemble que nous désignons G. Sur cet 
ensemble est définie la fonction z-!: G+ L(V, U). Montrons que, 
dans l’espace métrique L (U, V) (doté de la métrique opératorielle 
ordinaire (U12.71b)), l'ensemble G est un domaine (ensemble ouvert) 
et que la fonction xz est continue sur G. A cet effet, nous nous servi- 
rons du fait que les éléments de l’algébre LZ (V) proches de l’unité 
sont inversibles (U12.82a). En cherchant l’inverse d’un élément 
z-+h, pour h petit, nous multiplierons d’abord x +h par zx, 
verrons que le produit sera proche de l’unité, donc inversible; puis 
nous montrerons que l’élément z«-+h sera inversible lui aussi. 
Réalisons cette idée en détail: pour touth EL (U, V) ona(z+h) «3= 
=z¢-! + hr =ey+hax-'; par conséquent, lorsque |h |< 
=< 41/|z— | onal’inégalité | (x + h) c—}.— ey | = |ha* |= |h| X 
x | 2? |<1, de sorte que 1’élément (x + h) x est éloigné de ey 
moins que d’une unité. Dans ces conditions l’opérateur (x + h) x: 
V — V est inversible dans l’espace V (U12.82a), donc il existe 
l’opérateur z,: V—»V pour lequel (x + h) x~1z, = ey. Ceci veut 
dire que x~1z, est un inverse a droite de x + h. De méme, en rem- 
placant (x + h) x par x1 (x + h) nous démontrons |’existence, pour 
|h |< 1/| x7! | d’un inverse a gauche de x + h. I] résulte mainte- 
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nant de a que l’élément x + h est inversible pour |h | < 4/| 27 |. 
Nous voyons que l’ensemble G avec tout son élément z contient 
tous les autres éléments de L (U, V) qui sont éloignés de x d’une 
distance inférieure A 1/| z~t |; l’ensemble G est donc ouvert. Ensuite, 
on sait que z,—éey pour h—0O (U12.82b), d’ou (x + h)* = 
=(¢ +h) ey = (2 +h) (c& +h) 2-2, = zz, > «* pour h > 
—> 0, et la fonction z~! est continue sur son domaine de définition. 

c. Montrons que, dans l’hypothése de b, la fonction x~* est déri- 
vable et trouvons sa différentielle. 

En partant de l’identité 

(2 +h) (a + h)1* — 21) 2 = 2 — (x +h) = —h, 

on a 

(2 + hb)? — at = —(e@ + hh) he = —z hr + 0 (h) 

en vertu de la continuité de la fonction z~! dans le domaine G(b). 
Il en résulte la dérivabilité de la fonction z+ sur son domaine de 
définition et l’égalité 

de) == er) hae 

Notons que, en général, on ne peut permuter les facteurs dans 
le résultat obtenu. Méme si U = V, donc, si la permutation for- 
melle de facteurs a un sens, on ne peut la réaliser 4 cause de non- 
commutativité éventuelle des opérateurs dans L (U). Dans le seul 
cas U = V = R,, on peut permuter les facteurs sans réserve; on 
retrouve alors la formule classique 

ou bien 

1.36. Dérivée dun rapport. Soient f(x) et g(z) 
des fonctions numériques dérivables définies dans une boule V = 
= {x€X: |xr—a|<r} dun espace normé X; soit ensuite 
g (x) 0. Montrons que le rapport f («)/g (x) est une fonction numé- 
rique dérivable dans V et trouvons sa dérivée. La fonction 1/g (x) 
(V+ R, — 0) peut é6tre traitée comme composée de la fonction 
dérivable donnée u = g (xz) (V+ R, — 0) et de la fonction déri- 
vable 1/u (R, —0—> R, — 0); d’aprés 1.38a et 1.35c, la fonction 
1/g (x) est dérivable et sa dérivée vaut 

iL f 4 ; 4 ' 

(sar) = — Ta Bld) = Sage): (4) 
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En appliquant 7.54d, on obtient que le rapport f (2)/g (x) est 
dérivable lui aussi avec pour dérivée 

f(z)\' _ f' @)g (@)—F (2) 8’ (x) 
( g (2) ai g? (2) (2) 

et pour différentielle 

f(z) \_ af (x) g (~)—fF (2) dg (z) 
( g (x) ) uf 8? (2) f (2) 

Dans le cas ou X=R,, on se rappelle 7.24 et l’on note 

grad f (x) = grad f (x)-g (x) —f (x)-grad g (z) (4) 

g (2) 8 (2) j 

1.37. Exemples. 

a. Si l’on veut trouver les dérivées partielles MH ot “ de la fonction u = 

= arctg (y/x) (R, — R,), on peut utiliser la propriété 7.33c et calculer sa diffé- 
rentielle comme celle de la fonction d’une variable y/z puis appliquer 1.36(3): 

i ee 4 Sh ee zdy—ydzr xdy—ydzr 

a (srote >) a7 grt (=) -are a reageen ay te 

On en tire les dérivées en question comme coefficients devant les différentielles 
respectives : 

du y Ou L 

Oe =. ety? (dy. e822” 

Le résultat obtenu peut étre écrit 4 l’aide du symbole de gradient: 

grad aretg 2 = { oS : ary} 5 

b. Soient y un point fixe et z un point variable de l’espace R,. Trouvons 

les dérivées partielles de la fonction r= |«#—y|= V> (x; — y;)?. En 

dérivant les deux membres de |’égalité 

= (a — H+. 2+ + en — In) 
on obtient 

Or dr = 2Az, — Y,) Oy. 0 oe A (hy — Yn) An; 
d’ou 

1 dr=— [(74—1) day+ ...+(%p—Yn) aq], 

donc 

or x ri— Vj 

OX; S Ife : 

1.38. Différentielles partielles. Plus haut (1.22), on 
désignait la dérivée partielle, par exemple par rapport a la variable x, d’une 

fonction wu (x) = u (z,, ..., t,): (Ry > Ry) par le symbole = . On peut 
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attribuer un sens aux quantités du et dz,: Oz, est l’accroissement de la coor- 
donnée x, et du la différentielle partielle correspondante, i.e. la partie linéaire 
principale de l’accroissement correspondant de la fonction, lorsque z5, .. ., tp 
ne varient pas. Néanmoins, on ne voit pas dans le symbole du quelles sont les 
coordonnées qui varient et quelles sont les coordonnées constantes; pour cette 
raison, ce symbole peut changer de sens suivant les cas, ce qui provoque des 
confusions. Signalons quelques exemples de paradoxes qui surgissent lorsqu’on 
traite formellement des différentielles partielles, sans tenir compte de leur 
sens exact. 

a. En simplifiant par dz; dans la formule de dérivation d’une fonction 
composée” uw =u (ayy. 55; Z,), ca; Et) (1.230) 

: P P Ou 
on arrive au résultat dépourvu de sens : —-=n—. 

b. Si z, y sont les coordonnées cartésiennes, et r, p, coordonnées polaires 
d’un point du plan, on a: 

r= V2+ %, r= 2 sec Q. 

x 

V x+y? 

a8 e arr tr or 
De la premiére expression on tire —— , de Ja seconde, ns 

4 

= sec Q. 
Or, pour z>0, y >0, ces résultats sont différents car, dans ce cas, 
x 

———- <1, scg>i. 
Vit y¥ : 

: Oz 02 A 3 ; 
ce. Soit z= 2z-+ y; alors aes a 4. De la méme équation on a z = 

=2—y,y=—2z—2, donc 

Ox Ox oy oy 

Dut ah di Sade Tee eau tak ates 
d’ou 

Cx. Oy) az 

“ay Oe titel ene eee 
La méme expression se raméne a -++-4 en simplifiant par dz, dy, dz. 

En réalité, toutes les n quantités du de l’exemple a sont en général diffé- 
rentes; dans l’exemple b, le premier dr correspond au déplacement avec y cons- 
tant, le second avec @ constant; dans l’exemple c, toutes les six quantités 
dans le dernier produit ont les sens différents. Donc, lorsqu’il faut considérer 
les différentielles partielles, on doit tenir compte de leur sens exact *. 

1.39. Dérivée suivant une ligne. 
a. Soit T= {r€X:2=x2(t), a<t<f} une courbe lisse 

; * Dans les manuels, on recommande habituellement de traiter le symbole 
u 

Ouj 
comme un tout inséparable, sans affecter un sens 4 part au numérateur ou au 

dénominateur. 
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dans un domaine G < X. Ceci veut dire que la fonction x () (R, > G) 
admet la dérivée x’ (¢) qui est continue pour a <i < B (aux extré- 
mités ¢ = a et t = f, il s’agit naturellement des dérivées unilatéra- 
les, U7.19). Le vecteur x’ (t) est tangent & la ligne I au point z (t) 
(U16.13); nous l’appellerons vecteur directeur de la tangente A la 
courbe [, ou vecteur directeur de la courbe I’, tout court. Soit ensuite 
x(a) =ae€G, x«(p) = DEG. 

Considérons une fonction y(z), y: G>Y qui est supposée 
dérivable au moins en tout point de la courbe T et posons 

@ (é) = y [x (4)] (Ri > Y). 

Cette fonction est dérivable en ¢ d’aprés le théoréme 7.33a. Sa dérivée 
s’appelle dérivée de la fonction y (x) suivant la courbeT. Vu la for- 
mule 1.33 (3), on a 

gp @) =y' (@)-2 (t) (& =z (4), (1) 

c’est-a-dire que la dérivée de la fonction y (x) suivant la courbe [ 
coincide avec sa dérivée suivant le vecteur directeur de [ (1.27). 
Dans le cas ot la courbe T est le segment x =c+te,0<t<1, 
|e | = 1, la dérivée suivant T, pour ¢ = 0, est la dérivée suivant 
la direction [ (1.27a). 

b. Supposons que, dans a, la courbe I appartienne a une surface 
de niveau Q (1.//d) d’une fonction dérivable f (x). Soit, par exemple, 
xz (y) =c. La dérivée de la fonction f (x) suivant cette courbe au 
point c vaut f’ (c)-z’ (y) conformément a la formule (1); or, elle 
est nulle puisque f (xz) est constante sur toute la surface Q, en parti- 
culier, sur la courbe [. Ainsi 

f’ (c)-2’ (y) = 9, 

donc l’opérateur f’ (c) s’annule sur tous les vecteurs tangents aux 
courbes de la surface Q en point c; autrement dit, f’ (c) s’annule 
sur tout vecteur du plan tangent @ la surface Q en point c. On exprime 
ce fait d’une facon suivante: en tout point d’une surface de niveau 
de la fonction f (x), le gradient de f (x) est orthogonal @ cette surface 
de niveau. Une telle terminologie est rendue plausible par le cas 
de fonction numérique f (x) dans un espace hilbertien, en particulier, 
dans un espace euclidien de dimension finie ot l’opérateur f’(a) 
agit d’aprés la formule 7.22 (5) qui contient le produit sca- 
laire: 

f’ (a) h = (grad f (a), h). 

Le fait signalé permet d’établir facilement le sens du gradient 
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lorsqu’on connait les surfaces de niveau de la fonction numérique 
en question. Ainsi, pour une fonction numérique de la forme 
f (|x — a), le gradient 4 tout point z ~ a est orthogonal a la sphére 
|2 —a|=r qui représente une surface de niveau de ladite fonc- 
tion, c’est dire que le gradient est dirigé suivant le rayon menant 
du point a au point z. 

ce. Appliquons la formule (1) a l’étu- 
de plus détaillée qu’avant (7.26c) du 
plan tangent JI a une surface P = 
={x€G,yE€Y: y =y (z)} de l’espace 
G X Y. Au point « =, le plan tangent 
a pour équation (7.26 (7)): 

y—p=y' (c)(«#—c) (p=y(c)). (2) 

Menons par le point c, dans le do- 
maine G, toutes les courbes dérivables 
possibles (fig. 41.3-1). Leurs équations 
sont de la forme x = z (#) ot x(y) =e. 

Fig. 1.3-4 A Vaide de l’équation y = y (z), ces 
courbes sont « transportées » sur la sur- 

face P et y ont les représentations paramétriques z = z (t), 
y = y |x (t)] = @ (2). La tangente 4 n’importe quelle de ces courbes 
au point z = c, y = p est décrite par les équations 

r—c=2x2' (y)(t—Y), y—p=P9 (y) (¢—y). 

Avec la formule (1), nous mettons ces équations sous la forme 

e—o = 2! (y) (i =), 9 ini 9 Toesoly) Wa). aie) 

On voit que toute droite (3) appartient au plan (2). 
Inversement, toute droite passant dans le plan (2) par le point 

{c, p} est la tangente, en ce point, & une courbe sur la surface P. En 
effet, si x =cy, y=p, =pty’ (c) (cy —c) est n’importe quel 
autre point du plan II, alors la droite passant par ces deux points 
a pour équation 

tae + ley — ec) Y= payee rc), 

or, cette droite est la tangente 4 la courbe 

z=e+(eq—c)t, y=yle+ (e,—oc) Zl 

se trouvant sur la surface P. 
Définitivement, le plan tangent HI est la réunion des droites tan- 

gentes & toutes les courbes dérivables qui passent sur la surface P par 
le point {c, p}. 
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d. Dans les conditions de a, la fonction @ (t)=y Iz (¢)] s’in- 
terpréte géométriquement par une courbe a, L act l’espa- 
ce Y. L’ égalité (1) montre que, pour tout ¢ € la, BJ, le vecteur tan- 
gent q’ (t) (au point correspondant de la courbe L) se déduit en 
appliquant l’opérateur linéaire y’ (x (t)) au vecteur 2’ (¢) tangent 
a la courbe [. Si l’on considére dans le domaine G la famille de 

toutes les courbes dérivables x=~<z (t) ayant les valeurs communes 

XL (to) =X%EX et x (to) = 2, EX, alors l’application y (zx) la 

transforme en une famille de courbes dérivables y= @ (t), toujours 

avec les valeurs communes @ (to) = y (zo) et @’ (to) = y’ (a) = 
= Z). On peut dire que y’ (xj) transforme (linéairement) les vecteurs 
tangents z’ (t)) en les vecteurs tangents gq’ (t)); cela caractérise 
Vopérateur y’ (v9) d’une maniére plus précise que le seul fait que 

y’ (to) € L (X, Y). 
e. Soit P une surface lisse dans un domaine G c X; en d’autres 

termes, on 2 line fonction a@r—cr (0): a= uy}. . ., u,)'€ O- Sth, 
continiiment dérivable dans le domaine Q, a valeurs dans le domai- 

f 0 Ox 
ne G. Si les vecteurs = Soy mera sont linéairement indépendants 

1 

erin) pomt« = (u,, .. -, al E 0, le point x (wu) est dit ordinaire 
pour la surface P ; une surface P formée par seuls les points ordinaires 
est appelée surface n-dimensionnelle. 

Toute courbe lisse Z sur la surface P peut étre déterminée par 
mest Gquations de la: forme: @ = ae(uy,.1. 2%, U,)) OU Uy = wv; (t), 
fan41,..., 7, @©=<t= fh, Un vecteurntangent.a la;eourbe Lau 
point a = x (uj, ...; un) € L qui correspond 4 une valeur ¢t = fp 
est donné par l’égalité 

n 

dz (a) OL (a) a 

rie Pa Bu, i (to) 
t=1 

: , a ee Pel a Ox (a) 
i.e. représente une combinaison linéaire des vecteurs Sane ee 

1 
Ox (a) 

dun , . . . 

teurs, A son tour, peut étre obtenue de cette fagon; si les coefficients 
ee la combinaison linéaire sont C,, ...,-C,, alors le vecteur 

N’importe quelle combinaison linéaire de ces vec- 
eet? 

Dy C; aN est tangent A une courbe déterminée, par exemple, 

aa les équations 

waar), altars as Git. 

Nous voyons que les vecteurs tangents a toutes les courbes lisses 

4—0545 
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sur la surface P qui passent par un point donné a remplissent une 
variété linéaire n-dimensionnelle II (a) dans X ; elle s’appelle variété 
linéaire tangente a la surface P au point a. 

f. Exemple. Dans Rg, les équations 

“,=sinOcosg, 2, =sin@Osing, xz; = cos 0, 

avec deux paramétres 0 et @, déterminent une surface bidimen- 
sionnelle P (la sphére de rayon 1 centrée en l’origine des coordon- 

=o 

nées). Construisons le plan tangent a cette surface en un point 
Of. .aOr 

a (9, Qo). Les vecteurs de base 30’? dq sont: 

Ox A : 
Te {cos 0cos P, cos 8 sin Q, sin 8}, 

Ox : : : 
%@ {—sin @sin Q, sinOcos Q, 0}. 

Le plan passant par le point a (89, @o) et contenant les vecteurs 
x(a) Ox (a) 

a pour équation 00’ dp 

L4— L1 (Oo, Po) L2— 2X2 (Oo, Po) L3—2X3 (Bo, Po) 

cosO)cos Py Cosy Sin Po —sin 8 =0. 

—sin@)sin@) —sin 8)C0s Po 0 

C’est le plan tangent cherché. 

§ 1. 4. Théoréme de la moyenne 

1.41. Considérons, dans un domaine G CX, une courbe lisse 

L={z€G: 2=2(t),a<t<p};2 (a) =a, 2B) =d. 
Soit, en outre, une fonction dérivable y = y (x): G+ Y. Suppo- 
sons d’abord que Y = R,, c’est-a-dire que y (x) soit une fonction 
numérique. 

a. Théoréme de la moyenne. Si la fonction numéri- 
que y (x), y: G—> R, est dérivable aux points de la courbe L, alors 
il existe 8 € (a, B) tel que 

y (b) — y (a)=y' (c) 2’ (0) (B—a) (€ = (0)). (1) 

Démonstration. Posons, comme dans /.39a, 9 (t) = 
= y Iz (t)], a<t <6. La fonction 9 (t): R, > R, étant dérivable, 
nous avons d’aprés le théoréme de Lagrange (U7.44) 

y (6) —y (2) = @ (8) — @ (@) = g (8) (B — &) 
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pour un 0 € (a, B). En appliquant la formule 7.39 (4) nous obtenons 

gp (8) =y' (c) 2’ (0), ¢ = = (8) 
d’ou (1). 

b. La relation (1) prend une forme particuliérement simple 
lorsque la courbe Z est le segment joignant les points a et b, de 
sorte que l’on peut écrire L={x€X: x(t) =(1—Aa + 2b, 
0<t<1}. Dans ce cas z’ (ft) = b —a et (1) se raméne A 

y (6) —y (a) = y’ (ce) (D— a), cEL. 

1.42. Si la fonction y(z), y: GY n'est plus numérique, 
alors le théoréme de Lagrange n’est plus applicable a la fonction 
@ (t)=y [x (t)]: R, > Y. Par conséquent, pour une telle fonc- 
tion, l’égalité 7.47 (1) n’est en général pas valable (voir l’exercice 7). 

a. Tout de méme wne estimation a lieu: 

|y ®) —y (a) |<sup | y’ (x) ||-s (Z), (1) 

' ot s (L) est la longueur de la courbe L (U16.19), | y (b) — y (a) | la 
norme du vecteur y (b) — y (a) EY, || y’ (x) || la norme de l’opérateur 

y’ (z) (X > Y). 
Pour le démontrer, désignons M = sup || y’ (z) ||. D’aprés la 

xe L 

définition de la dérivée, quels que soient ¢ >0O et t € [a, BJ], on 
peut trouver 6 = 6(e, t) >O tel que l’inégalité 

le@—o@(t)l|l<l@(t)lli—-t]+elt—t]< 

aM Fat) Vir eee] t ty 

est valable du moment que ¢ € A(t) = {t: |t —t| < 45}. 
En vertu du lemme sur le recouvrement fini U3.97, il existe 

un recouvrement de l’intervalle [x, B] par un nombre fini d’inter- 
valles de la forme ci-indiquée. Nous les désignons par A (t), 
At AN, «) Vem sapposanit “que: “a t°< 1,0... 
oie << tang, = B- Ghoisissons efisuite les points’ t, <1, <<... 
...<{T., de fagon que chaque point t,, appartienne 4a l’intersec- 
tion des intervalles A(t2-1). et A (To,+1) (kK = 1, ..-., n). Nous 
aurons 

2n 

ly (&)—y (a) |=|9 6) —9 @) ISD 1e Cin I< 

2n 

<M D |2'(t)) [tt +2(B—a) 2) 
ou j désigne celui des nombres i et i + 1 qui est impair. En passant 
dans (2) 4 la limite pour e —> 0 nous obtenons |’inégalité cherchée (1)- 

4*¥ 
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b. Dans le cas ott LZ est le segment joignant les points a et b, 
Vinégalité (1) a la forme bien simple: 

|v ©) —y (a) |<sup|l y’ (2) |||b—a- (3) 
c. Pour le méme cas, on peut démontrer une inégalité plus 

forte: 

[y@)—y (a) |<sup|y (x) (b—a)|, (4) 

dont l’avantage devant (3) se voit, par exemple, lorsque X = R,, 
Y = R, et le vecteur y’ (x) = grad y (zx) fait avec le vecteur b — a 
un angle proche de l’angle droit. 

d. Dans les suppositions b-c, considérons la fonction 

g (x) = y (x) — y' (2) (x — a). 

Elle est dérivable avec y (x), donc, d’aprés /.32a-b, on a 

g' (xz) = y' 42) — y' (@)- 

En appliquant a g(x) linégalité (4), on trouve 

| y (b) —y (a)—y' (a) (P—a)| =| 2 Pg (a) |<seup|é (x) (b—a) |, 

ou bien 

yO) ya) Fy (a) a) ss saplly' (2) 5 ¥ tahoe alls (5) 

ce qui est déja beaucoup plus fort que (2). 
e. L’inégalité (5) peut étre utilisée sous une forme moins forte: 

ly (6) —y (a)—y’ (a) (b—a) |Ssup || y’ (x)—y’' (a) |||b—a], (6) 

ce qui reste tout de méme beaucoup plus fort que (2). 
1.43. a. Théoréme. Si, dans une boule V = {x€X: 

|a—a|<r}, ona y’ (x) =0, alors y (x) est une constante. 
En effet, il suit de 7.42 (1) que, pour tout b € V et pour le seg- 

ment L joignant les points a et b, on a l’inégalité 7.42 (3): 

ly ®)—y(@)|s<sup lly (x) || |b—a|=0, 

d’ott y (b) = y (a). 
b.Conséquence: Si, dans une boule V={x€X: 

|2 —a|<r}, deux fonctions y, (x) et y. (x) ont les dérivées identi- 
ert alors la différence de y,(x) et de yy (x) est constante dans cette 
oule. 

En effet, y; (v) — ys (x) a la dérivée nulle, et on peut appliquer a. 
es Conséquence: * Si,' ‘dans:‘une’ boule V={z'e X: 

{|x —a|<r}, Vopérateur ‘y' (x) est constant (y' (x) = y' (a), 
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alors 

y (xz) = y’ (a) (x — a) + y (a). 

La démonstration se déroule de la méme facon que dans a, sauf 
que l’on utilise l’inégalité 7.42 (5) au lieu de 7.42 (1). On peut se 
passer de 1.42 (5): la fonction g (x) = y’ (a) (x — a) + y (a) a la 
dérivée g’ (x) = y’ (a); c’est pourquoi, conformément A b, la diffé- 
rence des fonctions g (zx) et y (x) est constante; en posant x =a 
nous voyons que cette constante est nulle. 

144, D651 VAG. 04 gOO.0 d 14.10n:. d:ea-Lti prsiGuiih tes, 
a. Par définition, une fonction y = y (x) (G CX > Y) satisfait 

a la condition de Lipschitz dans une boule V = {x € X: |x—al]l< 
<r} cG s'il existe une constante C >0O telle que l’inégalité 

ly @) —yG@plec |, =x | (1) 

a lieu pour tous les z,€V, x, € V. 
Supposons que la fonction y (x) soit dérivable dans la boule V 

et que 

sup || y’ (x) || =B. 
xeV 

Alors, en vertu de /.42 (3), nous avons 

lye) —y @.) |= 8 | t— 22], 

c’est-a-dire que la fonction y (z) satisfait dans la boule V a la condi- 
tion de Lipschitz (1) avec la constante B. 

Inversement, si la fonction y (xz) a la dérivée continue y’ (z) 
et satisfait dans la boule V a la condition de Lipschitz (1), on peut 
affirmer que || y’ (z) || <C. En effet, soit |z—a|l=p <r; pour 
¢ >0 trouvons 6 >0, 6<r—op de fagon 4 avoir l’inégalité 

ly (4) —y (2) —y' © (4, — 2) |<ela—2 | 
pour tout z, tel que |z,—xz|<6. Puisque |y (zx) —y(z)|< 
<C|z,—zx| par hypothése, nous avons 

ly’ (2) (@q — z) | <(C + &) |a,—2] 

pour |z, —z |<6, d’ot l’inégalité 

ly @il<xeC+e 
pour la norme de l’opérateur y’ (zx); ¢ >O étant arbitraire, il en 
résulte || y’ (x) || <C, ce qui achéve la preuve. 

Remarquons que, en général, la condition de Lipschitz (1) n’est 
pas suffisante pour la dérivabilité de la fonction y (x) (méme dans 
le cas X = R,; exemple: y = |z |(R, > R))). 

b. Un cas spécial trés intéressant se présente lorsque 
sup || y’ (x) || <1. Ceci veut dire, on l’a vu, que la fonction y (z) 
xEV 

satisfait 4 la condition de Lipschitz avec une constante C inférieure 



54 Ch. 1. Dérivées du premier ordre 

4 1. En d’autres termes, l’application y = y (x) diminue les distan- 
ces: la distance entre les points y (z) et y (a) est strictement inférieu- 
re A la distance entre les points z et a. Si, de plus, les valeurs de la 
fonction y (z) appartiennent au domaine V et que sup ||y’ (z) || < 
<0 <1, alors l’application y (x): V+ V se trouve contractan- 
te (U13.22): 

Ly (z’) —y@)|<0 [2 —2" |. 

Sur la boule fermée V (sur laquelle cette inégalité se prolonge par 
continuité), l’application y (xz) posséde forcément un point fixe en 
vertu de U13.22. 

c. On peut formuler une simple condition suffisante pour qu’une 
fonction y (x) (V CX > X) qui satisfait, dans une boule V = 
= {tE€X: |x«—a|<r}, 4 la condition de Lipschitz avec une 
constante 8 <1 applique cette boule dans elle-méme. Notamment, 
la fonction doit vérifier l’inégalité | y (az) —a|< (41 — ®)r. Dans 
cette condition, nous avons pour tout 2 €V: 

ly (e) —@ Ps ly lz) wo hae lywi@—al< 
<O/z—al/t+|i1—@|r<@r+(1—8)r=r, 

de sorte que toutes les valeurs de la fonction y (x) pour x € V appar- 
tiennent a la boule V. 

d. En combinant les résultats a, b et c nous aboutissons au 
théoréme : 

Théoréme. Si, dans une boule V={rE€X: |x—al< 
<r}, une fonction y (x) (V > X) est dérivable, et les inégalités 

sup lly ISA). « LHe) 21S Oa Bhs 

sont remplies avec un 8 <1, alors il existe dans la boule V un, et un 
seul, point x» tel que y (x9) = Xp. Nous nous servirons dans la suite 
de cette méthode de démonstration d’existence des points fixes. 

1.45. Théoréme. Supposons que, dans une boule V = {x € X: 
{z2—a|<cr}, il y ait une suite y,(z), yo (x), ... de fonctions 
dérivables, a valeurs dans un espace complet Y, dont les dérivées y; (x), 
y, (x), ... (X > L(X, Y)) soient continues et convergent uniformé- 
ment dans V vers une fonction g (x) (X > L (X, Y)). Si les vecteurs 
Y; (a), Yo (a), ... de l’espace Y tendent vers une limite, alors la suite 
y, (x), Yo (x), ... converge uniformément dans V vers une fonction 
y (x) (a valeurs dans Y) dérivable a l’intérieur de la boule V, et l’on 

a y’ (x) = g (2). 
Démonstration. Ecrivons la formule 1.42 (3) en y rem- 

placant y par yn —Ym et 0b par z: 

| [Yn (%) — Ym (®)] — [Yn (@) — Ym (2)] ssf Il yn (x) — ym (x) || |2&—a]. 
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Vue la convergence uniforme des. fonctions y; (x), le second 
membre tend vers 0 lorsque n—» oo, m-»> oo. Les vecteurs yp (a) 
étant convergents, nous voyons que la différence yp (x) — ym (x) 
tend vers 0 pour n + oo, m + oo, uniformément par rapport az € V. 
Ainsi, la suite y, (xz) est de Cauchy dans Y et, Y étant complet, il 
existe la fonction limite y (x) = lim y, (z). Elle est continue en 

n 

vertu de la convergence uniforme de la suite Yn (x) (1.13b). Ecrivons 
maintenant la formule 1.42 (6) pour la fonction y, (x) dans une 
boule de rayon p et de centre a un point b, |b—a|<r—o: 

| Yn (%) — Yn (b) — Yn (2) (7—0)|<_ sup |] ym (&) — yn (b) i[]7—&]. (A) 

Pour e>0, on peut choisir 6>0, 6<p de facon a avoir 

sup || yn (§) — yn (0) ||<e 
|§-b1<6 

pour tous lesn = VN, N+ 1, ... suffisamment grands. Afin de s’en 
convaincre il suffit de noter 

nr —wr O=l[e @)—g Ol—-leO—w Ol +e O—w Ol 
et d’utiliser l’uniformité de la convergence de y; (x) vers g (x) et 
la continuité de la fonction g (z). 

En remplagant dans (1) 0 par 6 et passant 4 la limite pour n > oo, 
on voit que, pour tous les z, |t—b|<8: 

| y (z) — y (0) —g (0) (@ — bd) |S el|x—d{; 

c’est ce qui démontre la dérivabilité de y (x) pour z = b et l’égalité 

y’ (6) = g (6). . 
Dans tous les résultats /.44-1.45, la boule V peut étre remplacée 

par un domaine connexe (i.e. un domaine dont deux points quel- 
conques Zp, et xz, peuvent étre joints par un polygone d’un nombre 
fini de cétés). 

1.45. DETiVees Par rapport, a, up! s.0.1L.9=e5> 
pace. . 

a. D’aprés la définition, si une fonction y = y (1) (G <X > Y) 
est dérivable pour z =c €G, alors l’opérateur linéaire y’ (c) est 
défini sur tout l’espace X, et la partie linéaire principale de |’ accrois- 
sement de la fonction y (x) correspondant a |’accroissement h de la 
variable indépendante vaut y’ (c) h. Or, on peut poser la question 
sur la dérivabilité de la fonction y (x) en se bornant aux accroisse- 
ments de la variable indépendante qui appartiennent a un sous- 
espace vectoriel X, CX. 

Nous dirons qu’une fonction y (x) (G <X > Y) est dérivable 
par rapport & un sous-espace X, <X si l’accroissement de y (x) 
en passant d’un point z =.c a un point tc =c +h, h € X, admet 
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une partie linéaire principale par rapport a h € X: 

y(e +h) — ye) =D, (c)h + of), 
ou D,(c) est un opérateur linéaire défini sur le sous-espace X. 
Cet opérateur s’appelle opérateur dérivée partielle par rapport au 
sous-espace X,. On désigne parfois la variable x appartenant au 
sous-espace X, par un symbole spécial, par exemple zx, (tout en 
gardant la désignation x pour les vecteurs de l’espace X), alors 

dy (¢) 
Ox, 

b. Voyons, par exemple, qu’est-ce que la dérivabilité d’une 
fonction y (xz) (G CR, + Y) par rapport au sous-espace unidimen- 
sionnel X, défini par l’axe des coordonnées x,. Dans ce cas, h = 
= (0, 28.7 hg Oo 0)? et nous’ “avons “l’egalite 

y (ce + h).— y (ec) = ykey, CAO) Chasing: Be Cr] Cie 

sty (cl, Wee, Sa ce) SP, (sc) hoes 

Dr; (c) : es ange 

Or, cela est équivalent a l’existence de la dérivée partielle ordinaire 

“ (1.22b) qui coincide avec la quantité D, (c). En général, la 

dérivée par rapport A un sous-espace unidimensionnel n’est rien 
d’autre que la dérivée suivant la direction correspondante (Z.27a). 

ce. La dérivabilité d’une fonction y (xz): R, > Rm a un point 
x = c par rapport au sous-espace R;, engendré par k premiers vecteurs 
d’une base dans R, implique l’existence de toutes les dérivées 
partielles figurant dans la matrice: 

on désigne l’opérateur D,(c) par 

dys (c) dy 4 (¢) 
Ox, oe OX, 

OMY seein) 1) a ah ee 
BED dyn (0) Ayn (c) 

Cieek eae 

L’opérateur linéaire (R,— Rm) correspondant a cette matrice 
représente la dérivée partielle de la fonction y (x) par rapport au 
sous-espace Rp. 

d. Il est clair que, si la fonction y (x) est dérivable 4 un point c 
au sens original 7.23, elle sera dérivable 4 ce point par rapport a 
n’importe quel sous-espace X, < X, et l’opérateur linéaire corres- 

pondant dérivée partielle AH sera tout simplement la restriction 

de l’opérateur a au sous-espace X). 

1.47. La dérivabilité d’une fonction y (xz) par rapport 4 un 
sous-espace (propre) X, < X n’implique en général pas sa dérivabili- 
té par rapport a tout le X. Méme plus, dans le cas de X = R,, la 
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dérivabilité d’une fonction y (z) A un point x = c par rapport A tout 
sous-espace de dimension k < n n’implique pas sa dérivabilité par 
rapport a l’espace R, (cf. l’exercice 3). Le théoréme suivant est 
valable: 

a. Théoréme. Si un espace X est la somme droite de deux 
sous-espaces fermés X, et X, et si une fonction y (x): G CX > Y 
est dérivable dans un voisinage d’un point c € G par rapport aux sous- 

Oude 9 Oy {a 
Ce) Lo 

espaces X, et X4, les dérivées étant continues au point c, 
1 

alors la fonction y (x) est dérivable au point c par rapport & tout l’es- 
pace X. 

Démonstration. Pour tout hE X on peut écrire h = 
=h, +h, h, € X1, ho € Xo, et la relation h > 0 est équivalente 
a h,>0O, h,>0 (UI2.72e). Ensuite, pour h assez petits, on a 

y(e+h) —y(c) = ly (ec +h, + he) —y (Ce + hy) + 
+ Ty (¢ + ha) — y (ol, 

et d’aprés le théoréme de la moyenne /.42e on trouve: 

y (c+h)—y(c)— ane he — hi] < 

0 h h 0 h < sup ! eh) — he + 
0<t<1 2 

; iy Ct 2 ee ae ity PD an, | aI. 

En vertu de la continuité des dérivées es et oe au point c, 

on a: 

dy(e+hy) _ Ay(e) 
ieee a Cie are 

dy (¢+hy+the) — Oy (e+h1) _ 0 (1) 
OxL2 OL9, 1 

dy (c+ thy) — Oy (c) __ 
0x4 or ne 0 (1), 

ot o(1) tend vers 0 lorsque hy—0, hg—0O. Par conséquent, 

y (eh) —y(e) = 22 by + 29 hy $0 (0). 
On peut mettre ce résultat sous la forme 

y (c +h) —y(c) =Dh + o(h), 

ot Végalité Dh = YO n, + 21 2, détinit D en tant qu’opéra- 
0x4 Ox 

teur continu sur l’espace X (U12.72f). Ceci démontre le théoréme. 



38 Ch. 1. Dérivées du premier ordre 

b. Le théoréme suivant plus général se déduit facilement de 
a par récurrence. 

Théoréme. Si un espace X est la somme droite de ses sous- 
espaces fermés X,, ..., Xn et si une fonction y(t) (G CX > Y) 
est dérivable dans un voisinage d’un point x =c par rapport aux 

ate 0 0 2 
sous-espaces X 4, ..., Xn, les dérivées y (2) nt de étant 

02; ar Ore 
continues au point c, alors la fonction y (x) est dérivable au point c 
par rapport @ Vlespace X. 

c. Appliquons le théoréme b au cas ot X = R, et Xy, ..., Xn 
sont les sous-espaces unidimensionnels répondant aux axes des 
coordonnées. La dérivée par rapport 4 chaque sous-espace unidi- 

mensionnel X, étant la dérivée partielle saz (1-460), le théoréme 0b 

nous améne au résultat suivant: 
Théoréme. Si une fonction y(z) (G CR,— Y) posséde, 

MR : Shy : Oy (x 
dans un voisinage d’un point x = c, les dérivées partielles — ee 

{ 
0 5 5 : 

ae a qui sont continues pour x =c, alors la fonction y (zx) 

est dérivable au point c. 
Ce théoréme fournit les conditions suffisantes de la dérivabilité 

d’une fonction y (xz): G CR, Y, puisqu’il ne demande que 1’exis- 
tence des dérivées partielles (par rapport a toutes les variables) 
continues a un point donné; de telles conditions sont souvent plus 
faciles a vérifier, 

D’autre part, ce théoréme peut étre mis sous forme d’une con- 
dition nécessaire et suffisante: pour que la dérivée y’ (x) d’une fonc- 
tion y (x): G CR, —- Y ewiste et soit continue dans le domaine G, 
il faut et il suffit ae eee et soient continues dans G ses dérivées 

tf dy (2) dy (x) partielles 7, isi tear) 

d. Signalons une condition qui permet de conclure sur la dériva- 
bilité d’une fonction y (x) a partir de l’existence de ses dérivées 
suivant les directions: 

Théoréme. Supposons que, dans un domaine G <X, on ait 
une fonction vectorielle y (x) (@— Y) et une fonction opératorielle 
continue D (x) (G+ L (X, Y)). Supposons, de plus, que la fonction 
y (x) ait, en tout point c €G, la dérivée suivant toute direction T = 
={r=c+ th, 0<t< oo}, cette dérivée agissant sur tout vecteur 
h€X comme opérateur D (c): 

yr(c)h =D (eyr: 

Alors la fonction y (x) est dérivable dans le domaine G et y’ (x) = D (z). 
Démonstration. Pour REX donné, nous avons au 

point se G* . 

y(c+h)—y() Sy tye + oth) =D a +o, 
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et il reste 4 démontrer que la quantité o (h) est infiniment petite, 
uniformément par rapport a tous les h, quelles que soient leurs 
directions. Sur toute demi-droite [ la fonction y (x) est dérivable 
et l’on peut appliquer l’estimation 1.42d: 

ly (c-+h)—y ()—D(e) h| < sup |[y! (e+9h) —y' (e)] h| = 
= sup |[D(c+8h)—D()]h|< 
< sup ||D (e+) —D(e)|I| |. (1) 

0<0< 

A présent, ¢ >0O étant donné, trouvons 6 >0 de facon a avoir 
|| D (ec + k) —D (ec) ||<c e dés que |k |< 56; c’est possible par 
hypothése de continuité de la fonction opératorielle D (xz) au point c. 
Alors, quel que soit h, |h |< 6, nous tirons de (4) 

ly(e +h) —yle) -—D(e)h|<efhl, 

ou ¢ ne dépend plus de la direction de h. Nous avons déja vu qu’il 
en résulte la dérivabilité de la fonction y (x) pour x = c, de méme 
que la relation y’ (c) = D(c), ce qu’il fallait démontrer. 

1.48. Le théoréme de la moyenne permet parfois d’établir la 
dérivabilité de fonctions compliquées a partir de la dérivabilité de 
fonctions plus simples. 

a. Soient M un espace métrique, V un domaine dans un espace 
normé Y et @ (z, y) une fonction bornée et uniformément continue 
dans M x V, a valeurs dans un espace normé Z. Considérons les 
espaces métriques Y (M) et Z(M) (1.13c) composés des fonctions 
bornées et continues en x € M, a valeurs dans Y et Z respectivement ; 
leurs métriques indiquées dans 7./3c peuvent étre données moyen- 
nant les normes respectives || y (z) || = ep WOMAN fers cll 2 ce toa 

xe 
= sup |2z(z) |z. Naturellement, c’est par V (M) que nous dési- 

xe M 

gnons l’ensemble des y (x) € Y (M) dont les valeurs appartiennent 
a V; il est clair que V (M) représente une partie de l’espace Y (M). 
D’aprés 1.13e, la fonction M(z, y) détermine une application con- 
tinue Fy: V(M)—Z(M) selon la formule Fy (x) = ® (a, y (z)). 

Supposons encore que la fonction @ (z, y) ait la dérivée Joe 

bornée et uniformément continue dans M x V. Montrons qu’alors 
la fonction F (y) est elle aussi dérivable dans V (M) et trouvons 
l’expression de sa dérivée. Pour tout z fixe et pour y (xz) € V (M) 
et y (xz) + h(x) €V(M) donnés, nous avons 

® (2, y (2) +h (x) —® (x, y(@) =P GLY p(y +R, (A) 
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ou, d’apres 1.24e, 

Pils sup OO Kanna (eNhk(s)) 
0<0(x)<1 oy oy rs 

x h(x) |< sup pe ae — . sup |h (2) |. (2) 
O01) xeM 

Le premier membre de (1) est une fonction bornée et continue de z. 
Le premier terme du second membre l’est. également (2.15c et U12.61). 
Par conséquent, le second terme du second membre est encore une 
fonction bornée et continue de z. On peut donc considérer |’égali- 

té (1) comme égalité dans espace Z (M). Le facteur seals ? 

pour tout x fixe, est un opérateur linéaire (borné uniformément 
par rapport a z) de Y dans Z; pour cette raison, la fonction 

2 LE @) peut étre traitée en tant qu’opérateur linéaire borné 

(dont la norme ne dépasse pas sup oer 4) agissant de 
xe M 

Y (M) dans Z (M). Le premier terme & droite dans (1) est donc 
linéaire enh € Y (M). Le second terme a dans Z (M) la norme d’ordre 
o (|| A ||), ce qui résulte de l’estimation (2) et de la continuité uni- 

ates. Y) . Il s’ensuit que l’application F (y) est dérivable 

dans le domaine V (M) et sa différentielle coincide avec le premier 
terme a droite dans (1). On peut aussi écrire 

forme de 

: a (x, y (2) F’ y= See) (3) 
en considérant le second membre comme opérateur linéaire ci- 
décrit de Y (M) dans Z (M). 

b. Choisissons en tant que M dans a l’intervalle ax<zr<b 
de la droite réelle. Alors on peut définir sur l’espace Z (M) l’opéra- 
teur d’intégration (U12.62): 

(12) (2) = | 2 de 

qui est linéaire et borné (on le sait de U12.62c), avec la norme ne 
dépassant pas b — a. En composant cet opérateur avec l’applica- 
tion F# (y) de a nous obtenons une nouvelle application 

UF (yl (z)= | Oy) ae VM) >Z(M)). (4) 
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De méme que F, l’application JF est continue (1.15b), dériva- 
ble (1.32b), et sa dérivée, conformément a 1.32b, vaut 

(IF)' y= IF’ (y) = | @ SUG) ge, (5) 
a 

“e. Dans les raisonnements ci-dessus, on peut remplacer l’inté- 
grale 4 la limite supérieure variable par une intégrale aux limites 
d’intégration constantes, par exemple a et b. L’opérateur J sera 
alors un opérateur linéaire de Z (M) dans Z, et l’opérateur JF agira 
de V (M) toujours dans Z. Il sera continu et dérivable (sur V (M)) 
avec pour dérivée 

a® (E, y (§)) dé. (6) IF)’ y= me 
os 

d. Il est possible de généraliser les constructions données en 
permettant la dépendance de la fonction ® (z, y) d’un paramétre A 

* qui parcourt un espace métrique A; nous noterons ® (z, y, A) a la 
place de M (z, y). Dans ce cas, la fonction Ff (xz) = ® (2, f (x), A) 
dépend elle aussi de A. Nous affirmons: si la fonction ® (z, y, A) 
est continue en A, uniformément par rapport a x€ M et yEV, 
alors la fonction @ (z, f (z), A) est continue en A sur la métrique 
de l’espace Z (M). En effet, pour ¢ >O donné, il existe par hypo- 
thése un 6 >0 tel que l’inégalité | M (z, y, 1’) — D(z, y, +) |<e 
a lieu pour tous les x € M, y EV, 0 (A’, A) <4. Il en découle pour 
o(W pAj<ds 

|| D (x, f(x), % ‘\— O (z, mae h) | ZV 

=sup|® (2, f(2),H) © (®, F(), MI<e, 
ce qui exprime la continuité de la fonction ® (z, f (x), 4) par rapport 
au paramétre A dans l’espace Z (M). 

Ensuite, supposons que l’espace métrique A soit un domaine 
dans un ornate normé A et que la fonction ® (x, y, A) ait la dérivée 

partielle 2° bornée et uniformément continue dans M x V xX A. 

Nous attiixorts' la fonction ® (z, f (x), A) en tant qu élément dé 
espace Z(M) posséde alors la dérivée en A qui a la forme 
OM (x, f (x), d) 

On 
de notre hypothése, il existe, pour ¢ >0O donné, un 6 +0 tel que, 
une fois r€ M, yEV, |A.—-A|<6,, AX =A’ —A, on a 

@ (x, y, W')—O(z, y, N— ae An < 
AD (x, y, A+ 0A A) dO (zx, y, A) 

xe su a ee ees 

ogee On On 

. En effet, conformément a 7.42 (5) et en vertu 

[AA|<e| AA]. 
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On en tire 

| O (2, f (2), M)—O (a, f (a), 2) OE TO) D ay, Lee zs 

cae O (x, f (x), A’) —D (a, f(z), A) — 

0O (xz, f (x), r aha OK Ar|<e| Ad, 

donc eas est la dérivée par rapport a A de O (z, f (zx), A) 

dans l’espace Z(M), ce qu'il nous fallait. 
Enfin, si M =[a, }] alors, d’aprés b et c, les mémes propriétés 

restent valables en appliquant a ® (z, f (x), A) l’opération d’inté- 
gration par rapport a 7. 

§ 1.5. Théoréme sur la fonction implicite 

1351, Fonction dnwsere ajicpe siti dni do ap pel 
bléme. Soit x= q(y): F—>£ une fonction qui applique un 
ensemble F d’une fagon biunivoque sur un ensemble £; alors, sur 
Vensemble # est définie d’une facgon naturelle sa fonction inverse 
y =f (x): E> F telle que f [g (y)] = y, 9 [f (z)] = x. La question 
suivante surgit souvent dans l’analyse: quelles sont les conditions 
a imposer a la fonction « = @(y) pour qu’il existe sa fonction 
inverse? On peut préciser le probléme comme suit: on suppose que 
E et F soient des domaines dans des espaces normés et que la fonc- 
tion z = @ (y) soit continue et dérivable dans un voisinage d’un 
point b € F; sig (b) = a, il s’agit d’indiquer au moins un voisinage 
du point a dans lequel la fonction inverse y = f (x) soit définie 
d’une facon univoque, continue et dérivable. Tout cela exige, 
naturellement, certaines conditions supplémentaires pour la fonc- 
tion @ (z). La nature de ces conditions sera mise & jour en considé- 
rant, en tant qu’exemple, la fonction linéaire x = g (y) d’un espace 
m-dimensionnel * = R,, dans un espace n-dimensionnel EF = R,. 
Les bases dans ces espaces étant fixées d’une fagon quelconque, 
nous mettons l’égalité = @ (y) sous la forme d’un systéme d’équa- 
tions linéaires a coefficients numériques: 

Ly = PuYi t+ .-- + PimYms 

BV Bay lt, (4) 
Ln = PrsYit ---+ QnmYm- 

On se demande, dans quelles conditions ce systéme a-t-il une unique 
solution ¥y,, -.., Ym pour n'imporse quelspciyme sets, (cnoisis 
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arbitrairement dans un voisinage au moins du point (0, ..., 0) € 
€ € Rn)? L’algébre nous donne la réponse: la n X m-matrice O = 
=f rie fe -» WM; j =1, ..., m) doit étre inversible (en 
particulier, la condition m = n est nécessaire), alors la solution 
cherchée s’obtient d’aprés les formules de Kramer. Notons ensuite 
que la matrice ® est celle d’un opérateur, A savoir de la dérivée 
de Ja fonction @ (y) (1.25b). Donc, en cas de fonction linéaire x = 
= @(y) (Rn —>R,) c'est Vinversibilité de lopérateur qg’ (y) qui 
sert de condition nécessaire et suffisante pour l’ existence de la fonction 
inverse (l’opérateur ’ (y) est dans ce cas constant, et il n’est pas 
nécessaire d’indiquer le point b). Dans le cas général d’une fonction 
dérivable @ (y): F — E£, il est naturel d’imposer la condition d’inver- 
sibilité de g’ (b); si la partie linéaire principale d’une application 
est inversible, l’inversibilité de toute l’application semble bien 
probable. 

1.52. Pounection implitite: position du pro- 
b 1é@ me. Nous verrons plus bas que l’hypothése exprimée dans 1.57 
est juste: si une fonction @ (y) est dérivable et l’opérateur linéaire 

‘ o’ (b) représentant la dérivée de @ en un point b est inversible, 
alors, dans un voisinage du point a = @ (b), il existe effectivement 
l’unique fonction continue et dérivable f (z) telle que f [g (y)] = y, 

f (x)] = x (1.55). Or, il s’avére qu’a lieu un théoréme plus général 
ou il s’agit de l’existence de solution non pas de l’équation spéciale 
x—q@q(y)=0, mais d’une équation beaucoup plus générale 
D(z, y) = 0. 

Dans le cas linéaire, cette équation générale prend la forme du 
systéme: 

A424 + 26. $Antn + dary, + -.- + Oimym = 9, 

id Ch. ah ee Jidon. wars .dndinee Mote Ds, (1) 
Ansty + oe + OApnta+O0pyit «-. + bpmYym = 9. 

C’est ainsi que se pose la question: dans quelles conditions impo- 
sées aux coefficients a;;, b;; le systéme (1) détermine-t-il de fagon 
unique les nombres y,, ..-., Ym, quels que soient les nombres 
donnés z,, ..., Z,? La réponse est toujours formulée dans l’algébre : 
il faut que la matrice || b;; || des coefficients de y;, ..., Ym soit 
inversible (en particulier, la condition m = p est nécessaire). Cette 
réponse peut étre formulée en termes de la fonction z = O (z, y) 
appliquant la somme droite des sous-espaces R, et R,, dans l’espace 
R,; la fonction mentionnée s’exprime en coordonnées comme suit : 

By = Ay Fy + 6. FAnIn t+ Oyysrt ~-. + OimYm; 

25 Gnd aaa ~bpnZat Opiyst+ e202 + uae 
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C’est bien la matrice || };; || qui est la matrice de l’opérateur 

dérivée partielle oo et linversibilité de cette matrice signifie 

linversibilité de l’opérateur. 
1.53. A présent, il est naturel d’énoncer le théoréme suivant: 
Théoréme sur la fonction implicite: Soient 

M un espace métrique et Y un espace normé complet ; soit z = © (z, y) 
une fonction définie sur le produit de M par une boule V, = {y €Y: 
ly —b|<r}, @ valeurs dans un espace normé Z. Supposons. que 
cette fonction soit bornée, uniformément continue et posséde la dérivée 

bornée et uniformément continue ot Supposons encore que, 

do ed 0 ’ 
pour un a€M, on ait D(a, b) =O et que l’opérateur oa 

(Y — Z) soit inversible. Alors il existe une boule Us = {x€M: 
0 (x, a) < 8} et une fonction y =f (x): Us > V définie et continue 
dans la boule Us et telle que f (a) = b et D (x, f (x)) = O pour tous les 
x € Us. Cette fonction est unique au sens suivant: quelle que soit une 
autre fonction f, (x), & valeurs dans Y, définie et continue au voisinage 
du point a€ M et telle que f, (a) = b et que O (2, fy (x)) = 0, il 
existe une boule {x € M: o (x, a) < 8’} dans laquelle f, (x) = f (2). 

La fonction y =f (x) s’appelle fonction implicite définie par 
l’équation D(x, y) =0 et par la condition f (a) = b. 

Démonstration. Si y =f (a) est la fonction cherchée, 
c’est-a-dire que @ (x, f (z))=0, alors on a 

PEO TEM Ye) —OieMen]=sen — 
done on peut chercher la fonction f (x) dans l’espace des fonctions 
y (x): Us <M-Y en tant que point fixe de la transformation 
F (y) définie par la formule 

Py (a) =[ P29 Ph PE 9 (2) -O(z, y(@))]- 2) 
Afin d’utiliser cette idée, choisissons un 6 >0O et considérons 

espace normé Y (U5) de toutes les fonctions bornées et continues 
y (x), a valeurs dans l’espace Y (cf. 7.48a), avec la norme || y (2) || = 
= aun | y (x) ly. L’espace Y (Us) est complet (2.13c). Désignons 

Boh) 
par V (Us) ensemble des fonctions y (x) € Y (Us) dont les valeurs, 
pour x € Us, appartiennent ala boule V CY; l’ensemble V (U4) 
est la boule fermée dans l’espace Y (Us), de rayon r et de centre au 
point b (zx) = 6, done représente lui-méme un espace métrique 
complet. L’application (2) est définie pour tous les y (x) € V (Us) 
et prend ses valeurs dans l’espace Y (Us). En vertu de 7.13e, 1.48a 
et des propriétés de la fonction ® (z, y), application F est continue 
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et dérivable dans la boule V (Us). D’aprés 1.48a et 1.31-1.32, sa 
dérivée a la forme: 

a x Py) = B+[ 22071 20 ev) _ 
dy 

d® (a, b) dO (zx, y (z)) O® (a, b) ~ —F [Sey [see ren ated), 
[ d® (a, b) it OM (a,b) __ 

dy Oy Guts 
=(_-"" aD - b) if a dO (z, y (z)) __ 904, b) 

oy oy ; 

Pour la norme de F’ (y), on a l’estimation suivante: 

; d® (a, b) ae aD S - (z)) __ 4M (a, db) |j IF i<| [Se] "| ‘sup eel. 3) 
En utilisant la continuité de la fonction OE pour Leas 

y = b on peut trouver 6, et p tels que, du moment que |z—a|< 

< 6,, |y—6|<o, le second membre dans (3) est inférieur A 5: 

Ainsi nous avons || F’ (y) ||< > dans V, (Ug, ). 

Remarquons ensuite que, pour b (z) = b, 

O@ (a, b) y-4 F {b(2)]—b(2) = —[P§S” |" w(x, by, 
donc, 

|| F [5 (z)] —b (2) I<|[ —2235 -sup | (z, b) |. 
x€Us 

Comme © (a, b) = 0 et la fonction © (z, y) est continue au point 
x=a, y=b, avec p déja choisi, on peut trouver 6, tel que 

|| F [b (2)] —b (2) |Ivw5,) <4. 

Posons 6 = min (6,, 6,); alors, pour l’application F (y) consi- 
dérée dans la boule V, (U5), est remplie l’hypothése du_ théo- 

reme 1.45d( avec 0 es ) . En appliquant ce théoréme nous prou- 

vons l’existence dans la boule V, (U5) d’un point fixe de l’applica- 
tion F (y). Désignons ce point par f (x); il vérifie l’égalité (1), donc 
aussi l’égalité D (x, f (x)) = 0, pour x € Us. Montrons que f (a) = b. 
Remarquons que y (a) = b implique Fy (a) = b. Rappelons mainte- 
nant que le point fixe d’une application contractante est construit 
comme limite des itérations yo, Fy, Fy, .. ., (U13.22) ot yy est 
un point quelconque de l’espace métrique complet dans lequel 

5—0545 
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agit l’application contractante. Choisissons pour point initial du 
procédé itératif une quelconque fonction y (x) € V, (Us) avec y (a) = 
= b, par exemple y (x) = b; alors toutes les itérations y (x) posse- 
dent: la propriété y (a) = b; il en est de méme de la fonction limite 
f (x) qui s’avére ainsi un point fixe cherché de l’application F (y), 
ce qu’il nous fallait. 

C’est l’unicité de la solution trouvée qu’il reste & démontrer. 
Notons que l’identité F (f (z)) =f (x) obtenue pour les points z de 
la boule U,; reste valable pour toute boule Us avec 6’ <6. Par 
conséquent, la restriction de la fonction f (x) sur cette plus petite 
boule represente un point fixe de l’application F (y) dans la boule 
V, (Us-) aussi. Soit f, (z) une autre solution du probleme sur la 
fonction implicite ; de toute facon, il existe un 6’ < 6 tel que la fonc- 
tion f, (z) soit définie, continue et vérifie la condition lf; (~) —b/< 
se: p dans la boule Cas done appartienne a la boule V, (Us:). Or, 
i n’existe qu’un seul point fixe de l’application F (y) dans la boule 
V,, (Us). Nous voyons done que f, (x) = f (z) pour x € Us. Le 
théordme est démontré. 

1.54.a. Le théoréme 7.53 sur la fonction implicite a un carac- 
tére local, c’est-a-dire que l’existence de la fonction y (x) repré- 
sentant une solution de l’équation M (xz, y) = 0 n’est garantie que 
dans un voisinage du point a, la valeur b = y (a) étant donnée. 
Nous voudrions préciser le domaine d’existence de la fonction y (z). 
Supposons, par exemple, que l’on sache que la fonction © (z, y) 
soit définie, continue et dérivable en y pour tous lesx€ M, y EY, 

d@ (z,- y) 
F 

et que soit elle aussi partout définie, continue et inver- 

sible; on se demande, est-ce que, du moment que ® (a, b) = 0, 
la fonction implicite correspondante y (zx) (dont l’existence n’est 
garantie par le théoréme sur la fonction implicite que dans une 
boule |«—a|< 58) sera définie, sinon pour tous les x € M, au 
moins pour une boule |2—a|<r ou r est un nombre positif 
fixe qui ne dépend pas de la fonction ® (z, y)? 

Il se trouve que, méme dans une telle situation qui semble trés 
avantageuse, on est forcé de répondre négativement. A savoir nous 
allons indiquer, pour tout ¢ >0, une telle fonction @,(z, y) 
(R,—> R,) qui sera définie, continue et dérivable en y pour tous 
les {z, y} € R, et dont la dérivée par rapport a y sera partout con- 
tinue et inversible; de plus, on aura ®,(0, 0) = 0. Tout de méme, 
Vintervalle —kh<x«x<h ne sera J’intervalle d’existence de la 
fonction implicite correspondante que lorsque h < s. Notamment, 
posons @,(z, y) = x + ¢ — ee4; toutes ‘les conditions que 1l’on 
vient d’imposer a la fonction ,(z, y) sont, évidemment, remplies, 

la fonction implicite correspondante. Yo dn ste est définie 

pour seuls x >—e. 
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b. En revanche 4a ce qui était dit dans a relativement au domaine 
d’existence de la fonction implicite, signalons la situation beaucoup 
plus satisfaisante en ce qui concerne |’ wnicité de la fonction implicite. 

Supposons que l’espace métrique M soit conneze, i.e. qu’il 
n’admette aucun sous-ensemble (propre) ouvert et fermé A la fois. 
Soient y=f(zx) et y=f,(z), f(a =f, (a, deux fonctions 
définies et continues sur M dont chacune satisfait 4 l’équation 
® (x, y) = 0. Alors, si l’hypothése du théoréme sur la fonction implicite 
est remplie en tout point {z, f (x)}€M XY, on a f (x) =f, (2) 
partout sur M. 

En effet, soit B = {x € M: f (rz) =f, (z)}. L’ensemble B est 
fermé en tant qu’ensemble des racines de la fonction continue 
f, (cz) — f (x) (U5.14b); or, il est ouvert, puisque, d’aprés le théoré- 
me sur la fonction implicite, contient un voisinage de tout son 
point. Il contient le point a, donc n’est pas vide; vu que l’espace M@ 
est connexe, nous concluons que B = M, ce qu’il fallait. 

1.55. Théoréme sur la dérivée d'une fonc- 
tion implicite. Dansce qui suit, nous supposons que l’espace 
métrique M dont il s’agissait dans 1.55-1.54 soit un domaine dans 
un espace normé X. 

a. Théoréme. L’hypothése du théoreme 1.53 étant remplie 
et, de plus, la fonction @ (x, y) étant dérivable au point (a, b) (par 
rapport a Vespace X * Y), la fonction implicite y = f (x) que l’on 
a construite dans 1.53 est dérivable pour xz =a, et 

@ (a, b) |-4 a@ (a, b 
f@=-(_RS”| wees (1) 

Démonstration. Comme la fonction ® (z, y) est dériva- 
ble pour z = a, y = b, nous avons pour Ax suffisamment petits: 

a® sedis b) 0=@ (a+ Az, f (a+Az)) = Ac + 

+2" Ay+o(|de]+]Ayl), 
ot Ay=f (a+Az) —f (a). Donc 

aD (a, b 4200.0) [PGT AE? be + au[ 
A (a, b))-1 <["] 

Supposons que Az de méme que Ay soient ‘Si petits que 

({Az|+]Ay|)|. (2) 

POY lo dele baa DI<e (AZ14 [Ag ccs 
5e 
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Nous avons alors: 

| Ay I- | Ee a, Joy JAS sete b) lazi< 

eee #306.) 4 aylchidel +4 [a 

d’ou 

F|Ayl< (++I | b) im | 2e2 eae 2 b) |) raat 

cest-a-dire que | Ay|<C | nti pour un C >0; ensuite, en 
portant cette estimation dans (2), nous obtenons 

se ae Lt ih b) Az) |< 

<|][ FS" Po uc+ t1az|)=0(\A2}), 
c’est-a-dire la fonction f (xz) est dérivable pour x = a et la formu- 
le (1) est valable; ce qu’il fallait démontrer. 

b. En vertu de 7.48, pour que la fonction ® (zx, y) soit dérivable 
au point (a, b), il suffit (les autres conditions 7.53 sont supposées 
satisfaites) que, au voisinage du point (a, b), il existe la dérivée 

0 (x, y) 
Ox 

continue . Alors la fonction @ (z, y) sera dérivable non 

seulement au point (a, b), mais aussi dans son voisinage; la fonc- 
tion implicite y = f (x) que l’on a construite dans 7.53 sera elle 
aussi dérivable au voisinage du point x = a; sa dérivée, que l’on 
calcule d’aprés la formule 

1 OD (x, 1 he OCD (ae 

analogue a (1), sera une fonction continue au voisinage de x = a. 
ce. En appliquant aux deux membres de la formule (3) |’ opéra- 

teur ee nous la mettons sous une forme équivalente: 

OD (Siau)iey OD (x, y) __ 
YC) (4) 

La formule (3) montre que, dans l’hypothése du théoréme, on 
peut trouver y'(x) en dérivant l’égalité MD (x, y (x)) = 0 en x comme 
fonction composée de x. 

1.56.a. Théoréme sur la fonction inverse 
Sot «= @(y): (F CY)>(E CX) une fonction dérivable dan. 
un voisinage d'un, point y=b€Y et telle que l’opérateur g' (y 
est continu au point y = b et inversible. Soit @ (b) =a €X. Alor. 
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il existe un voisinage Vy = {x € X: |x —a | < 8} et une fonction 
dérivable y = f (zr): V3 > Y tels que f |p (y)] = y pour tout y € Vz, 
Vopérateur f' (x) (X > Y) étant V’inverse de l’opérateur 9’ (y): 

f (x) = Iq" (y)]* ot y = f (2). 
La démonstration du théoréme découle directement du théoréme 

sur la fonction implicite si l’on y pose M(z, y) =x —@(y) et 
, dQ (x, y) 00 (z, y) 

que l’on remarque que are ——— 
; ae oy 

= -=: (9). 
b. Une application y = f(z): G CX—>/Y ayant la dérivée 

continue f’ (z) s’appelle difféomorphisme dans G si elle est biunivoque 
(de G sur f (G)) et si l’application inverse x = 9 (y): f (G4) >G, 
définie d’une fagon naturelle, posséde elle aussi la dérivée continue. 

En vertu de a, pour qu’une application y = f (x) ayant la dérivée 
continue f’ (x) soit un difféomorphisme dans un voisinage U (a) 
d’un point a€G, il suffit que l’opérateur f’ (a) soit inversible. 
Cette condition est en méme temps nécessaire, puisque, du moment 
-que l’application inverse dérivable xz = @ (y) existe, les égalités 
ff (a) Q' (0) = Ly, gg’ (d)f' (a) = Ex ont lieu d’aprés) 1.33a, 
donc, l’opérateur f’ (a) est inversible. 

S’il y a un difféomorphisme y = f (z): G CX ~ Y, alors toute 
fonction dérivable z = p (zx): GZ peut étre représentée comme 
fonction dérivable de f (x); cela découle de la formule 

z=" (x) =p (9 Ff (2) = g Ff (a) 08 8 (y) = p (@ (Y)). 
c. Supposons que les espaces X et Y dans b soient de dimension 

finie, X = R,, Y = R,,. Choisissons dans l’espace X les coordon- 
nées x, ...-, Zp, et dans l’espace Y les coordonnées y,, ..., Ym. 
L’application y = f (z). est alors représentée par les formules de 
la forme 

est l’opérateur unité et 

ee ty (eo ig tee ty) ay. (nee ing, aoe, 77); 

L’existence de la dérivée continue f’ (x) dans le domaine G équivaut 
a l’existence et a la continuité dans ce domaine de toutes les dérivées 

= (1.25a). Supposons que m = n et que la matrice de Jacobi 
J 

| os soit inversible; l’opérateur f’ (a) est donc lui aussi inver- 

sible. D’aprés b, l’application y = f (x) est un difféomorphisme d’un 
voisinage U (a) sur un voisinage V(b) du point b =f (a) EY. 
Pour tout, point. 4 == (Yi55--.-.0tn)c.V (0), iL existe un point «= 
(x; .- -» tn) € U fay tel quec f(z) = y: \Par conséquent, les 
nombres y,, ..-; Yn, de méme que les nombres 2, ..., %,, déter- 
minent la position du point x dans le domaine G d’une facon univo- 
que. Ainsi, les nombres y,, ..., Yn peuvent servir de nouvelles 
coordonnées du point z. 
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En particulier, toute fonction (x): U(a)—> R, peut étre 
représentée comme fonction @ (y, (z), ..., Yn (z)) des fonctions 

Ys (2), ~~ +s Yn (2). 
Ainsi, les formules 

oo ae OOS Vie ea ie (1) 

déterminent dans le plan z,, x, les nouvelles coordonnées r, 8 qui 
sont les coordonnées polaires (U5.81). Comme 

Ox, OLIN 
dr 60 cos8 —rsin®@ 

det =| °, =F; 
Oty OL sinO rcos8 
or 00 

on peut choisir les nombres r, 8 pour nouvelles coordonnées dans 
un voisinage de tout point distinct du point r = 0 (xz, = rz, = 0); 
en ce point méme la biunivocité de l’application est violée d’une 
facon évidente. 

S’il y a un difféomorphisme y = f (x): G CR, > Ry, ou bien 

Up == pes. cece: ey Mg ES. 22 

alors, d’aprés b, toute fonction dérivable z = wp (zx): GZ peut 
étre représentée comme fonction dérivable de f (2), i.e. de f, (x), ... 
woespaty (ae 

z= p(x) = g (f; (2), -- fr ()- 

d. Supposoas encore une fois qu’il y ait des fonctions contint- 
ment dérivables 

Yr =f (pies o Zn) ty age (1) 

qui déterminent dans un domaine G < R, les nouvelles coordonnées 

dt) eee 1 age wean en een |" ~0. Une ligne ZL; d’équations 
J 

Yi =f; (a, se ey Aj iyy Vj, Aj+4) Se Qn), = 2 aioe sig Re 

s’appelle j-éme ligne de coordonnées du systéme {y} passant par le 
point a. Les vecteurs directeurs correspondants 

ffi (a) Of ata) Maine 
= {ae oe eg aaa Bt j=1, see, I, 

sont linéairement indépendants; par définition, ils forment la bas 
locale du systéme de coordonnées {y} au point a. N’importe quel vectew 

n 

Ee >, Ee; peut 6tre développé suivant les vecteurs de la bas 

Fai 
locale: 

E= >) nigi- (2 
j=1 
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Les expressions des composantes ; par £; s’obtiennent comme 
; 7 Of ; (a : Pw 

suit, Désignons pis =O et supposons que q;; Soient les élé- 
d 

ments de la matrice inverse; il découle alors des égalités g;= 
n n n n 

= >) pijer que = » aig; et que Di-ngi =E= D) brer= 
i=1 a j=1 i=1 
n n 

= * + Eigi,g;, d’ou, en raison de Il’indépendance linéaire des 
j=1i=1 

vecteurs g;, on a: 

n 

n= Dy Giyki- (3) 
4=1 

Les lignes de coordonnées analogues passent par chaque point z 
du domaine G, et en tout point x €G on peut construire une base 
locale; soulignons que, contrairement a la base fixe e,, ..., én 

_ de R,, la base locale {g; (x)} varie, en général, avec x. 
1.57. Gas de fonction numérique. Lorsque z = 

= @ (z, y) dans l’énoncé du théoréme 7.53 est une fonction numéri- 
que d’une variable x€ E CX et de la variable numérique y € 

€ F CR, lopérateur fo représente la multiplication par un 

nombre, son inversibilité équivalant a4 l’inégalité Oe) x 0. 

Dans ce cas, on peut donner une autre démonstration du théoréme 
qui n’utilise pas le principe des applications contractantes mais 
part du fait que les nombres réels sont ordonnés. 

Voici cette démonstration. Supposons pour fixer les idées que 

a® (z, y) a® (x, y) 
0 0 

O® (a, b) 

Oy 

> 0. Comme >0 partout 

dans un voisinage suffisamment petit W du point (a, b), ce voisinage pouvant 
étre choisi comme produit d’une boule v= {x € X; |x—a|<r} par un 
intervalle fermé bs < y < by (fig. 1.5-1). Puisque ® (a, b) = 0, alors ® (a, y) > 
>0 pour y >b et ® (a, y) <0 pour y <b. En particulier, @ (a, b) > 0, 
® (a, b,) < 0. En vertu de la continuité de la fonction ® (z, y) dans la boule 
V, on peut y trouver deux voisinages du point a 

Ve ={2: |x—a| < dy} 

est continu, on peut dire que 

et 
V.={2: |z#—a|< 6,} 

tels que : 
® (z, by) ae pour «r€ Vi, 

@ (z, bs) <j 0 fpour z€é Va, 

Soit 6 = min { 6,, 6,}; posons 

U,={2: |x—a| <4}. 
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Montrons que l’on peut considérer Ug, comme voisinage cherché. Soit x € Ug. 
Etant donné que @ (z, by) <0, ® (z, b,) > 0 et que la fonction ® (z, y) d’une 

: seule variable y croft sur l'intervalle 
sande 4. OD (x, y) 

by <y <b, (d’aprés la condition “abo aiataa 

>0O dans W), il existe l’unique valeur 
= y(z) pour laquelle @M(a, y(x))= 

= 0(U5.22 et U5.32). L’existence et l’uni- 
cité de solution de l’équation ® (z, y) = 0 
pour tout z € Us sont ainsi démontrées. I1 
nous reste d’établir la continuité de la fonc- 
tion obtenue y = y (zx). Notons que, par 
construction, la fonction y (x) vérifie les 
inégalités b, < y (t) < dy. 

Si la fonction y (x) n’est pas continue 
en un point c € Ug, alors il existe une sui- 
LO Zi. s «) Mm, -- «» 00 polmts de Ux sug 
converge vers c et telle que la suite y (z,,) 
ne tend pas vers y (c). Il est possible d’ex- 
traire de la premiére suite une sous-suite 

: eres Vata wares admettant une limite 
Fig. 1.5-1 lim y (tm) =A autre que B = y (c); il ré- 

sulte de bs < y (tm) < 6, que b, <A < dy. 
Comme zy, > c et M (x, y (z,)) = 0, on a aussi M (c, A) = 0 en vertu de la 
continuite de la fonction ® (z, y). Or, ® (c, B) = DO (ce, y (c)) = 0. 

De la sorte, sur la verticale x = c, by < y < by, la fonction ® (c, y) s’an- 
nule en deux points A et B, ce qui est impossible par construction. Ainsi, y (zx) 
est continue et le théoréme est démontré. 

En cas de fonction numérique, la 
valeur de la dérivée y’ (a) (X > R,) 
peut étre mise sous la forme (7.55): 

rey. 0 (a, b)/dx 
AG) = = arg ee 

1.58. Exemples élémentai- 
Eels, 

a. La courbe 

ee ye Joy = 0 (1) 

dans le plan { z, y} passe par le point (1, 4) 
(fig. 41.5-2). Trouver la tangente A cette 
courbe au point (1, 4). 

Posons @ (z, y) = a? + y — 2zy (R, > Ry); évidemment, O (x, y) est 

Fig. 1.5-2 

une fonction dérivable avec ses dérivées ved et — et lon a @ (1, 1)=0, 

oD, 4 si i 
ae = 3y? — 22 l(4,1; = 140. On peut donc appliquer le théoréme 

sur la fonction implicite: il existe une fonction y = y (z), solution de l’équation 
® (z, y) = O dans un voisinage du point (1, 1), et telle que y (1) = 1. Cette 

fonction est dérivable et, comme me yeas nk — 29l44) = 1, ona 

(= — OO toe 
a@ (1,1)/dy 
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Par conséquent, l’équation de la tangente a la forme 

ge NS Eee (2) 

soit, en différentielles (dr = x — 1, dy = y — 1): 

dy = —dz. (3) 

¢ Formellement, on pourrait arriver au méme résultat en dérivant directe- 
ment |’équation (4), ce qui améne a l’égalité 

32? dx + 3y? dy — 2x dy — 2y dx = 0, 

dq’ ou, pour z = y = 1, on retrouve (3). Mais cette méthode ne devient légitime 
qu’en vertu du théoréme sur la fonction implicite. 

Signalons que le théoréme sur la fonction implicite ne répond pas a la méme 
, (0, 0) 

oy 
aux deux branches de la courbe (4) (fig. 41.5-2). 

b. La surface 

question pour le point (0, 0), ca = 0. En effet, c’est un point commun 

+t y3 + 23 — bryz = 0 (4) 

dans l’espace {z, y, z} passe par le point {1, 2, 3}; trouver le plan tangent 
en ce point. 

De méme que plus haut, considérons la fonction 

® (z, y, 2 = 8 + y? + 23 — 6zryz; 

il est évident que 

® (4, 2, 3)=0 O38 bry| 5 yt FO 

OO tndins) hot Tei is sige 
Ox {15 28} 

a (1, 2, 3) NEE) ae ae af 
ay areal tee ery 

En vertu du théoréme sur la fonction implicite, il existe une fonction 
z= 2z(z, y), solution de LRAT ee O age y, 2) = O dans un ntee du point 
z=, y = 2, et telle que z’(1, 

Cette fonction est dérivable . eae a 

grad z(1, a= {204 | ae ay \ a 

& _a® (1, 2, 3)/da_ ee ___ aD (1, 2, 3)/dy ee aa 
a “a (1, 2, 3)/dz ” ee oan 1’ HS- 

Par conséquent, le plan tangent au point (1, 2, 3) a pour équation 

4 
z—38=— [11 (e—1) +2 (y—2)], (5) 

soit, en différentielles (dx = 2—1, dy=y—2, dz =z -— 3), 

dz = (A1dx +-2dy). (6) 
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Ce résultat peut également étre obtenu en dérivant d’une fagon formelle l’équa- 
tion (4): { 

322 dx + 3y? dy + 32? dz — 6dx-yz — 62 dy+z — 6zy-dz = 0. (7) 

Pour «= 1, y = 2, z = 3, on retrouve (6) de (7). 

1.59. Gas. de-fonc t moms OD (zen): eee ,. Jeiste 
théoréme sur la fonction implicite 7.53 admet une interprétation 
en coordonnées qu’il est bon de comparer avec le théoréme pour le 
systéme linéaire (1.52). 

a. Théoréme. Soit 

opin ys 200 9 EAS ORG AO (4) 
ZT (Lee et ei eee Ua) 

un systéme de fonctions définies dans un domaine de l’espace Rn+m. 
Supposons que les conditions suivantes soient remplies: 

(1) Il existé un, point {a,.b\"—= 40,, 8 sk Gny Dan «= 5B eee re 

fs (Q, ssey An, by, see bm) = 0, 

ie ee Ns CP A I, HER ie (2) 

(2) Il existe un voisinage W du point {a, b} ow sont définies et 
continues les dérivées partielles 

Of 4 (24, 00) Thy Y4y e089 Ym) hesil 
aoe unl iti 

Oyj 

(3) Le jacobien de la matrice 

Of, Of, Bae ui ttge 
ara se gs eal Rai = ss 

y Ofm fm 
Oy4 O”um 

ne s’'annule en aucun point du voisinage mentionné du point {a, b}. 
Alors il existe un voisinage Us du point a = {a,, ..., Qn} € Rn 

ou est défini un systéme 

w= (x4, sty Lie)'s 

ih, eee (3) 

Ym= Ym (TM, ++, In) 
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de fonctions continues tel que 

YW (a, pi les An) = b,, - + +> Ym (a4, CPS) An) = Ors (4) 

fa (1, eeey Tn, Ys (X4, Se Ln)s OOK) Ym (2X1, ee eyg Zn)) = 0, 

Fan (ig = > Snr UE (Li, ey Ln)y oy Ym (1, -- => Ln)) =O. 

Le systéme possédant les propriétés ci-indiquées est unique. 
Dans Vhypothése supplémentaire d’existence de la dérivée 

of, of, 
02g on Oly 

hk Ley | Pe 
Ox fin atm 

Ox4 On, 

dans le voisinage W, les fonctions y,, ..., Ym sont dérivables pour 
xz € Us et l'on a: 

Oy4 Iym 

ey hat af (mv) J-1 [af ew) , rY = 7Y 
y (x)= Sr a ee —= —(43" | be || ° (6) 

Oy4 Om 
Orn Ory 

b. Exemp le. La courbe qui est définie dans l’espace {z, y, z} par le 
systéme d’équations 

2—yz=0, 328 —y—2z=0 (7) 

passe par le point {1, 1, 1}; trouver la tangente 4 cette courbe au point men- 
tionné. 

Solution. Considérons la fonction ® (z, y, z): Rs > R, définie par 
les formules @ (z, y, z) = {u, v}, ov 

u=2?—yz, v= 323 — y — 22. 

I] est évident que @ (4, 1, 1) = {0, 0}. On a 

du(1,1, 1) du(A, 4, 4) 
OD: (194, 17h + oy OZ ch ia aa 

Oy, 2)  |l.@v(4.4,1) dv (1,4,/4) _ —2||’ 

a oy Oz 

o® (1, 4, 1) al —2 | 

[ Oy, 2) | =| se ; 

0@ (1, 41, 1) 
La matrice VLE est inversible et l’on peut appliquer le théoréme 

sur la fonction implicite: il existe une solution y = y (x), z == z (x) du systéme 
u = 0, v= 0 pour laquelle y (1) = 1, z (1) = 1. Ensuite, 

a® (4, 1, 1) 
ree Pe errs i a 9x7} le, fh 13 = {2, 9}, 
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de sorte que 

OD(i. 44). eo at 2 = [SSO Ae 
eal lhe 4] @ 9=(—5. 9. 

Par conséquent, les équations de la tangente au point { 1, 1, 1} sont 

y—1=—5 («—1), : 
heeigese'D antes 8) 

La solution formelle s’obtient en différentiant les équations données (7) : 

2a dx — dy-z — y-dz = 0, 

9x? dz — dy — 2dz = 0, 

en portant les valeurs z = y = z = 14 dans les égalités obtenues et en résolvant 
le systéme qui en résulte par rapport a dy et dz. On trouve ainsi 

dy = —5dz, dz = 7dz, 

ce qui coincide avec (8) en substituant « — 1 = dz, y —1= dy,z —1= dz. 
e. Racines d'une équation algébrique com- 

me fonctions Continues et détivabWes de 
ses coefficients. Considérons un polynéme algébrique 
‘de n-eme degré 

Z” — a2" + az"? —... + (—1)"a, (9) 

avec les coefficients complexes a,, dj, ..., @, et les racines A,, . 
.. +, An. Puisqu’a tout ensemble de coefficients a = (a,, ..., an) € 
€ C,, il correspond un unique ensemble de racines A = (Ay, ..., An) € 
€ C,, nous avons affaire 4 la fonction 4 = A (a): C, > C,. Mon- 
trons que cette fonction est continue (et dérivable) en tout point a € C, 
pour lequel les racines \y, ..., An sont deux a deux distinctes. 

Les coefficients du polynéme (9) sont liés avec ses racines par 
les formules de Viéte 

ay =hy tag + . srraleia 5 

Ag = Aha - Aghg + + + Ansan, 

Ce er Yee) Oe, a Ye eT AC Pe We OR yh 
- (10) 

la fonction obtenue a = a (A) est, évidemment, partout continue 
et dérivable. Si lon désigne l’accroissement de la variable 4 par 
dh = (dA,, ..., dhy), alors la partie linéaire principale de la fonc- 
tion a (A) est déterminée tout naturellement: 

_ 9 (44, ..+,@n) 
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u See est la matrice jacobienne complexe du_ sys-. 
(Ma, we | An) a ( 

a4, téme (10). L’opérateur (11) est inversible si det BUN cL). a ou = 0. 
Se Re BG 

On peut alors appliquer le théoréme sur la fonction inverse 1.56 
qui garantit l’existence, la continuité et la dérivabilité de la fonc- 
tion inverse A (a) *. 

See 4 3 ie, oeaq C2 
Ainsi, nous n’avons qu’amontrer que la relation det Seas ae 

49 eeey TN 

+0 a lieu, a condition que les nombres A,, ..., A, soient deux 
a deux distincts. 

La démonstration se fait par récurrence surm = 1, ..., n,... 

Notre affirmation est, évidemment, juste pour m = 1, car a i 
1 

Supposons qu'elle le soit pour m = n — 1. Désignons 

by =Ay+ ee + Ants 

by = Nao + Aids — einer, + Nn -oin—4y 

(12) 

Dn cad Miho Ant 

Si l’on forme le polynéme 

24 bya bz” $3 — .., + (—1)™ 1b, 4, (13) 

les nombres A,, ..., An-, lui serviront de racines. S’ils sont deux 

aA deux distincts, on a det DNAS Ea EAS; d’aprés l’hypo- 
ON he as) 

thése de récurrence. Donc, en complétant les formules (12) par la 
formule A, = A,, nous aurons 

Hat OUD Aen nO n= tar) 

ss ey FRA SPS leone (14) 

Compte tenu de (12), les formules (10) prennent ia forme 

@,. = Dy + has 

ay = b+; Dik,| 

as = by + Dehn, 

Oe er Oe eR ae Cn Me, 

* Dérivabilité au sens général 7.23a; en fait. la fonction A (a) est méme 
analytique, i.e. dérivable par rapport aux variables complexes a,, .... an, 
ce qui ne découle pas encore des considérations de 1.23a. 
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On voit que 

t 1 

An 1 by 

0 (a4, «2+, An) — An 1 be 

O (Discs s5 Opctn Mad. ill ce cote tees ence ean 

y Epa Ws Se 

An On 

Calculons le déterminant de cette matrice. Pour le faire, retranchons 
de chaque ligne, a partir de la deuxiéme, la précédente multipliée 
par A,; nous aurons 

0 (a4, «.+) Gn) et ——————_—————_ 
d 0 (b4, ones bn-4) \n) 

4 1 

0 1 by 7 An 

— 0 1 by— bin -L a = 

0 bai Pnshat o2-+(— Ayana! 
= (—1)""! (An—4 —b,An-2 = eas EY =i ae? 0, 

puisque A,, par hypothése, est distinct de chacun des nombres 
Ay, ++) An+ et, par conséquent, n’est pas une racine du polynéme 
(143). Ensuite, vu (14), nous aboutissons a 

0 (a4, ooey an) 0 (a4, eeey an) 0 (b4, ceey bn—4) An) de Ob aye) oe tier yaa aay Le ee DT ee 
0 (Aq, weeny An) 0 (b4, ees bn-4) Mn) 0 (A4, Or) \n- —1) hn) Co 

ce qu’ il fallait. 

§ 1.6. Structure locale d’une fonction dérivable 

yy probléme de structure locale d’une fonction dérivable y = 
= f(z): G CX ->Y est étroitement lié au théoréme sur la fonc- 
tion implicite. Dans ce qui suit, les espaces X et Y sont supposés 
complets. 

Si l’opérateur f’ (a) est inversible 4 un point donné a € G, la fone- 
tion f (x) applique un voisinage du point a, d’une facon biunivoque 
et bidérivable, sur un voisinage du point b = f (a) € Y, ce qui décou- 
le du théoréme 1.56 sur la fonction implicite. Comment est la situa- 
tion, si l’opérateur f’ (a): X —+ Y n’est pas inversible? 

1 61. Nous allons considérer quelques cas. Etablissons d’abord 
un lemme de la théorie générale des opérateurs linéaires_ continus 
dans les espaces, normés. 

Jens 



§ 1.6. Structure locale d’une fonction dérivable 79 

Lemme. Supposons que la restriction d’un opérateur linéaire 
continu A: X + Y sur un sous-espace fermé X, < X représente une 
application inversible de X, sur tout l’espace Y. Il existe alors un 
sous-espace fermé X, CX qui en somme droite avec X, donne tout 
le X et tel que sur X, l’opérateur A représente l’opérateur nul. 

Démonstration. Posons 

2 = {cx EX: Ax = 0}. 

Evidemment, X, est un sous-espace fermé dans X. I] n’a pas d’élé- 
ments communs avec le sous-espace X, autres que 0; en effet, si 
Spl, fh Agus alors Oy Azo = 3, € AX, jo Molyzy = Atzy:=.0: 
Enfin, pour tout z € X, ona Az = Az, ot 2, € Xy. Soitz, = x — 2; 
nous avons Az, = Ar — Az, = 0, de sorte que x, € X_q; ainsi 
la décomposition x= 2, + rg, 21 € X4, ®_ € Xq, existe pour tout 
xz€X. Elle est unique, puisque X, (| X_, = {0}. Le lemme est 
démontré. 

1.62. Ici et dans les deux points suivants nous étudions quelques 
cas ou l’opérateur f’ (a) n’est pas inversible. 

a. Dans le premier cas, la non-inversibilité de 1l’opérateur 
f’ (a) est causée par le fait que l’espace Y est « beaucoup plus petit » 
que l’espace X et le domaine des valeurs de /’(a) «recouvre Y 
plusieurs fois ». 

Plus exactement, supposons qu’il existe un sous-espace fermé 

oe of (a) ( 

v4 
X, <X tel que l’opérateur dérivée partielle 1.47a) applique 

X, sur tout le Y et soit inversible. Un tel ear t a sera appelé point 
ordinaire de la surface de niveau correspondante f (x) = C (= f(a)). 

D’aprés le lemme 7.6/7, il existe un sous-espace fermé X, CX 
dont la somme droite avec X, représente tout l’espace X. Dans ce 
qui suit, il n’importe pas que X, a la forme concréte indiquée dans 
le lemme 1.67; soit X, n’importe quel sous-espace fermé qui en 
somme droite avec X, donne tout le X. Notons la variable x = 
= 4, + Xp (4, € X1, t, € X_) sous forme de couple {z,, x,}, de sorte 
que a = {a,, a}. Posons, comme plus haut, b = f (a). I] est affirmé 
que la «surface de niveau» P = {r€ x: f (xz) = b} représente, 
au voisinage du point ordinaire z = a, le lieu géométrique décrit 

par une équation de la forme ty= (xz), la fonction @ (x_) (Xz > X)) 
étant dérivable dans un voisinage du ee. Wate, (G+ boy = a. 

Voici la démonstration. 
Ayant donnée la décomposition X = Ka + X,, nous mettons 

la fonction « d’une variable » f (x) sous forme de fonction « de deux 

OF (a4, ag) 
Le 

variables » y = f (x)= F (a, z,),-1’opérateur étant in- 
1 

versible par hypothése. D’aprés le théoréme sur la fonction implicite, 
on peut résoudre l’équation y = F (2, x2) par rapport a zx, au voisi- 
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nage du point a,, ce qui conduit a une équation de la forme 

CO ae & (Sas y), 

la fonction g (z,, y) ayant les dérivées continues, a, = g (dp, b). 
En posant y = b, on a l|’équation de la « surface de niveau » P: 

>= Ss on, b), 

résolue par rapport a la coordonnée 2z,, ce qu’il fallait. 
b. Casde. £00 eto no ni niteriig res Soittyi Fs)? 

G <—X > R, une fonction dérivable et telle que f’ (a2) ~O pour 
un point a € G avec f (a) = b. Cela veut dire qu’il existe un vecteur 
he X tel que f’ (a)h #0. Dans le présent cas, l’opérateur f’ (a) 
est une fonctionnelle linéaire (7.24) avec R, pour domaine des 
valeurs; il résulte de l’inégalité f’ (a) h 4 0 que méme le sous-espace 
unidimensionnel engendré par le vecteur h s’applique par l’opéra- 
teur f’ (a) sur tout le R,. On peut donc choisir ce sous-espace unidi- 
mensionnel pour le sous-espace X, figurant dans les constructions 
générales a. En tant que X, on peut prendre, d’aprés le lemme /.6/, 
le sous-espace annulé par la fonctionnelle f’ (a). Dans les coordonnées 
correspondantes x, et x, on obtient l’équation suivante pour la 
surface de niveau f (x) = b: 

ry = g (xq) 

avec la fonction g (x) dérivable. En particulier, pour a = (aj, a,), 
on a a, = g(a). On peut également calculer la valeur g’ (a,) en 
dérivant la relation f (g (x,.), z,) = b: 

i of ; 
Gn, & (2) aly TAY ; 

vu que eee =(Q, ae #0, on en tire g’(a3)=0 en posant 

(x4, XL») == (a4, Ay) =a. 

La variété X, est dans ce cas un plan tangent & la surface f (x) = b 
(1.39c). 

c. Exemp le. Soit y = f (z): R, > Ry une fonction vectorielle définie 
par deux équations numériques 

Yy (x) = fy (4%, Za, Z3), (A) 

Yo (t) = fry (t1, Zo, 3). 
La dérivée 

Of, (a) Of, (a) Of, (a) 
Ox, Oxo 0x3 

Ofe(a) OAfg(a) Afg (a) 
| Ox, 0x9 0x3 

i @e 
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n’est sirement pas un opérateur inversible. Supposons que le mineur 

Of4(@) Of, (a) 
Ox, OX_ 

Ofo(@) fs (a) 
Ox4 0x9 

soit’non nul. Alors l’opérateur dérivée partielle par rapport au plan X, = 
= {z,, z,} est inversible. Si l’on choisit pour X, l’espace unidimensionnel 
{z,;}, les équations (1) prennent la forme comme on l’a vu: 

= Gi (zg; Yi Yo), 

La = Po (33 Yi» Yo)- 

En y fixant y; = b,, yz = bg, nous aurons la forme de la « surface de niveau » 
de la fonction y = f (z): 

Ly = Dy (rg; by, bg), 

La = Do (Xz; 4, bg); 

_ c’est une courbe dans l’espace R;. Désignons-la par P. 
Le « plan tangent » 4 la courbe P est sa droite tangente. L’orthogonalité 

du gradient au plan tangent (1.39c) exprime le fait que l’opérateur f’ (xz) annule 
le vecteur tangent a4 la courbe P, ce qu’on peut voir directement si l’on utilise 
les formules de dérivation d’une fonction implicite. 

1.63. a. Dans le second cas, la non-inversibilité de l’opérateur 
f’ (a) est due 4 ce que l’espace Y est « beaucoup plus grand » que 
espace X et que le domaine des valeurs de l’opérateur f’ (a) ne 
recouvre pas tout le Y. 

Soient Y, CY et Y, CY deux sous-espaces fermés dont la 
somme droite donne tout le Y. Alors, en utilisant la décomposition 
Y = Y, + Yes ¥1 EC Yu, Y2 € Yo, On peut exprimer la fonction y = 
= f(z) (X —Y) par deux fonctions 

¥y—fi(z) (X>Y)), (1) 

Yo =fe(z) (X>Y,). (2) 

Ces fonctions sont dérivables avec f(z) (1.32c). 
Supposons que la fonction f, (x) garantie l’inversibilité de l’opé- 

rateur f, (a) (X — Y,). Alors, d’aprés le théoréme sur la fonction 
inverse, on peut résoudre l|’équation (1) par rapport 4 x; en portant 
l’expression correspondante x = @ (y;) dans l’équation (2) nous trou- 
vons la relation entre y, et Y: 

Yo = fe lp (y,)I. (3) 

C’est une représentation de l’image de la fonction f (x) qui, dans 
le cas en question, est non pas tout l’espace Y, mais seulement une 
variété dans Y, le graphique de la fonction dérivable (3). 

6—0545 
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b. Exemple. Supposons qu’une fonction y=f (z): Rg Rg soit 
donnée par le systéme d’équations: 

y= hi (24, Zo), 

Yo=fe (74, 9), \ (4) 

y3= fs (44, Xo). 
Sa dérivée 

Ofx(a) Of, (a) 
Ox, 0X9 

Of of poy ee Hee 
Of3(a)  Of3(a) 
Ox, 02g, 

n’est sirement*pas un opérateur inversible. Supyosons tout de méme que le 
mineur 

Of, (a) _0f4 (@) 
Ox, 0X5 

Ofe(a) fz (a) 
Ox, 0X5 

soit non nul. Alors, pour la fonction y = F (x) (Ry > Rs) 

Y1 = fi (%1» e)y 

Yo = fa (ty, Xa), 

l’opérateur F’ (a) sera inversidble. Selon ce qu’on a démontré plus haut, le pre- 
mier couple d’équations du systéme (4) peut étre résolu par rapport A z, et zg 
dans un voisinage du point a: 

y= (Yay Yo)s \ 
5 

T= Pa (Y4r Y2)s (9) 

les fonctions @, et @, possédant leurs dérivées continues. Puis, en portant les 
expressions (5) a la derniére équation du systéme (4), on a 

Ys = fs lG1 (Y1» Yo) Po (Yar Yo)l. 

C’est Sales d’une surface dans l’espace Rg qui représente le domaine des 
valeurs de la fonction y = f (a). 

1.64. Il existe d’autres raisons de la non-inversibilité de l’opé- 
rateur f’ (a). 

a. Pour les mettre en évidence et poser correctement le pro- 
bléme, considérons d’abord une transformation linéaire y = 
= Ax: R,—>R, définie (dans certaines bases fixes de ces espaces) 
par les formules 

y= 2 aije;° (t= 15... , Mm). (4) 

Lorsque le point z parcourt R,, le vecteur y = Az ne parcourt en 
général pas tout l’espace R,,; l’image exacte de l’espace R, par 
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l’application (1) est un sous-espace Im A = R CR,,. Naturelle- 
ment, ce sont les questions suivantes qui se posent tout de suite: 
quelle est la dimension du sous-espace R? Comment le décrire en 
termes des coordonnées y;? Une autre question y est étroitement liée. 
Ce n’est en général pas un seul point qui se transforme en un point 
donné y = (y;, ---; Ym) € Rm, mais tout un ensemble de points 
qui s’appelle image réciproque compléte du point y et se désigne par 
A-ty *. Pour le point y = 0, l'ensemble A-ty est un sous-espace 
Ry, <X qui est appelé noyau de l’application A et noté ker A **, 
Pour n’importe quel autre point y € Im A, l’image réciproque com- 
pléte est la translation du sous-espace Ry d’un certain vecteur (en 
vertu du théoréme connu: la solution générale d’un systéme linéaire 
non homogéne est la somme d’une solution quelconque de ce systéme 
et de la solution générale du systéme homogéne correspondant). 
Ainsi, les images réciproques complétes de points différents sont des 
variétés linéaires d’une méme dimension. Quelle est cette dimen- 
sion? Comment décrire ces variétés linéaires en termes des coordon- 
nées z;? 

Dans l’algébre linéaire on répond aux deux questions ci-posées. 
A savoir: le sous-espace R = Im A est engendré par les colonnes 
de la matrice A || a;; ||; la dimension de R est égale au nombre 
maximal de colonnes linéairement indépendantes de la matrice A, 
c’est-a-dire 4 son rang. Le sous-espace Ry = ker A est l’espace des 
solutions du systéme linéaire homogéne que voici: 

ss fief, FST Pr (2) 

Sa dimension vaut nm —r, ou r est le rang de la matrice A (cf., par 
exemple, L3.51). 

Supposons, pour fixer les idées, qu’un mineur de base de la 
matrice A soit disposé dans r premiéres lignes et r premiéres colonnes. 
Alors chaque ligne de la matrice A, a partir de la (r + 1)-éme, 
s’exprime linéairement par r premieres lignes, ce qu’on peut noter 
comme suit: 

Oey = CoyQyy +.-- + CaQz7,, (= r+ 1, «.., m), (3) 

les constantes C,,, ..., Cs, étant définies d’une facon univoque. 
Il en résulte que les quantités y,, ..., Ym vérifient les relations 

7, = C fyp le SEP CL OS. sum): (4) 

D’autre part, s’il y a des quantités y,, ..., Ym liées par les 
formules (4), alors il existe les valeurs 1, ..., XL, vérifiant, avec les 

* Soulignons que, dans cette situation, l’opérateur A~! n’existe en géné- 
ral pas. 

** Du Kernel — noyau (angl.). 
6% 
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y; donnés, les relations (1); pour ledémontrer, on peut poserz,4, =... 
‘oe. == 2, = 0 et déterminer z,, ..., z, de r premiéres équations 
du systéme (1); les y; donnés et x; ainsi trouvés satisfont aux r pre- 
miéres équations (1), aprés quoi les m —r équations qui restent 
sont satisfaites en vertu des formules (3). Par conséquent, les rela- 
tions (2) fournissent une description compléte du sous-espace R CY. 
Les équations (2), a leur tour, décrivent complétement le sous- 
espace Ry CX 

b. Discutons A présent les questions analogues pour une fonc- 
tion dérivable arbitraire y = f (xz) qui agit d’un domaine G CX = 
= R,, dans l’espace Y = R,,. En coordonnées, la fonction y = f (z) 
est repr4sentée par le systéme d’équations de la forme 

Uae tat: Zu) Caps oe Pein: m), 

‘ou les fonctions f; (x) sont définies, continues et possédent les déri- 
vées partielles continues dans le domaine G. Posons les questions 
suivantes. Quelle est la dimension de l'image d’un voisinage d’un 
point a€G? Par quelles équations en coordonnées y; peut-on décrire 
cette image? Quelle est la dimension de l’image réciproque compléte 
du point b =f (a)? Par quelles équations en coordonnées x; peut-on 
décrire cette image réciproque? Nous considérons la dimension dont 
il s’agit au sens suivant: il sera montré que les ensembles cherchés 
sont décrits chacun a l’aide d’un systéme de fonctions d’un certain 
nombre des variables réelles indépendantes; c’est ce dernier nombre 
que nous appelons dimension de l'ensemble cherché. 

Nous donnerons les réponses a toutes ces questions en supposant 
que le rang de la matrice de Jacobi 

Of, (x) Of 4 (x) 
Ox, < OX yp, 

‘i (x) pa—4 ek OO ee 

Of m (x) Of m (2) 

Ox, i075 OX» 

soit une valeur constante r dans un voisinage U du point a. 
En général, le rang de la matrice de Jacobi varie selon les points ; 

si l’on considére un point a, ou ce rang prend sa valeur maximale ro, 
alors, en raison de continuité, un mineur d’ordre ry qui n’est pas 
nul en dp sera non nul dans un voisinage de ce point. Ainsi, la suppo- 
sition que le rang soit constant au voisinage de a est bien remplie 
pour certains points a €G. 

Sans restreindre la généralité, on peut supposer qu’un mineur de 
base de la matrice f’ (x), pour tous les x € U, se trouve dans les 
premicres lignes et colonnes. En effet, on peut l’y mettre en point a 
-méme, en permutant, s’il le faut, les coordonnées dans R, et R,,; 
vu la continuité de la matrice de Jacobi, ce mineur restera non nul 
dans un voisinage de a. 
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Théoréme du rang. Dans les suppositions formulées: 
(1) Pour un voisinage U 3 a, l’ensemble de toutes les valeurs de 

la fonction f (x) dans un voisinage du point b = f (a) est décrit par le 
systeme d’équations de la forme 

; Ys = Os (Yr +++) Yr) SH=r+4d,..., m, 
avec les fonctions @,+1, - - +» Vm dérivables, et se détermine donc parr 
paramétres libres y,, ..., Yr. 

(2) Il existe un voisinage V du point b tel que tout point de l’en- 
semble Im f {\ V est l'image d’un ensemble de points x décrit, dans les 
limites du voisinage U, par un systéme de la forme 

Li = bj (Trt, we Lr, i) Gj = 1, CONROE) r), 

ow les fonctions p; sont dérivables; il se détermine done par n — r para- 
wegen ae VE 2 Ree 

La démonstration du théorame du rang sera donnée dans 1.66. 
iw Re OreOmenabsatrait du rane (Lan g). 

-Soient X = X, + X,,Y = Y, + Y, deux espaces normés complets, 
sommes droites de sous-espaces fermés. Pour tous x€ X et yEY, 
il y ales décompositions x = x, + te, 2, € X1,7,E€ Xa,yY =r t+ Ye, 
¥i€Y,, yo€ Y, définies d’une fagon univoque. Toute fonction 
y =f (x):.X — Y peut étre mise sous forme d’un couple d’équations: 

yy = Fy (ty, 22): X > Vy, 

Yo = Fy (Ly %2:): X > Vo, 

A la dérivée f’ (x) il correspond la matrice opératorielle 

OF 4 (x) OF, (2) 
j Ox, OL5 

fi (a) = 
OF g(x) OF g (z) 

0x4 0x9 

Fixons les points a=a,+a, et b=b,+ 6, =f(aeEY. 
Théoréme. Supposons que la fonction f (x) soit dérivable dans 

un domaine G < X contenant le point a et qu'elle satisfasse aux con- 
ditions peu 

(2) x4 
Tl pene alors trois voisinages U (a) € X, V (b;) € Y;, W (a,) CX, 

tels que 
(a) pour x € U (a) et yy €V(b,), le domaine des valeurs de la 

peetior y = f (x) peut étre donné par une équation de la forme y, = 

= 9 (% 
(b) pour tout y €f (U), V'image réciproque complete f-' (y), pour 

Zo € W (az) peut étre donnée par une équation de la forme x, = rp (2%). 

) n=0 implique al) n=0. 

oF) est une application inversible de X, sur Y,. 



86 Ch. 1. Dérivées du premier ordre 

Ici ~ et p sont des fonctions possédant dans les voisinages correspon= 
dants les dérivées continues. 

Démonstration. Considérons la fonction O (y,, 2, 2.) = 
= F, (2,, %2) — ¥, (G a ee —+ Y,). lest évident que ® (b,, a,, a,)= 

@ (b4, 24, 42) __ OF 4 (a) 
Ox, Ter, 

*: théoréme 7.53 sur la fonction implicite, il existe trois voisinages 
V (b,) <Y,, W (a,.) <X., W (a,) <X, et une fonction g (z,, y,): 
: W (a) X V (by) > W (ay) continament dérivable et telle que 
Véquation F, (2, t2) — y, = 0 soit équivalente a l’équation z, = 
= g(x, y;). Autrement dit, on a 

Fy (8 (22, Y1)) 2) = Y- (1) 

Posons U (a) = W (a4) XW (a,) 1) {x: F, (x) € V (b,)}. Maintenant 
on peut mettre l’équation 

Yo = Fy (xy, Zo), 

pour x € U (a), sous forme de 

Yo = Fy (8 (Ze, Yr)» Fo)- (2) 

Montrons que le second membre ne dépend pas de z,. En dérivant 
(1) et (2) par rapport 4 z, nous obtenons: 

= 0 et que Vopérateur 2 est inversible. D’aprés 

Ox, OX, 0X4 0x9 : 

OF, (x) 

On 

au vecteur { <2 he, he } est nul, quel que soit kh, € X,. Mais en vertu 

de la supposition (1), il en est de méme pour le résultat de l’applica- 
: P OF g (x A a) 

tion de l’opérateur = au méme vecteur; on a donc ~2 = 
0X9 : 

et le second membre de (2) ne dépend pas de z,. Par conséquent, 
Véquation (2), pour y, € V (b,), prend la forme 

Yo = WD (Y)s 

la fonction @ (y,) ayant la dérivée continue de méme que F, et g. 
La propriété (a) est démontrée. 

FEnvisageons & présent l’image réciproque compléte d’un point 

Y = {yi Yo} = f (x) Ef (U). On a vu qu’un tel point {y,, yo} est 
complétement déterminé par la premiére composante y,. Or, étant 
donnés x, et y,, cela détermine d’une fagon univoque, dans le voisi- 
nage mentionné W (a,) xX V (b,), la composante xz, = g (Zo, y,) 
qui, pour y, fixe, représente une fonction de x, € W (a,) possédant 
la dérivée continue. 

Il suit de (3) que le résultat de l’application de l’opérateur ——— 
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Le théoréme est démontré. 

1.66.a. Démonstration dah tab 890 T G26 0-09d: ti 
rang 1.64. 

Dans l’énoncé du théoréme en question, on s’est donné une 
fonction dérivable y = f (x) (G CR, > Rm), soit, en coordonnées: 

Yi=fil(t,--., Ln) (i = 1, a) m). 

On a supposé que le rang de la matrice de Jacobi 

Of, of, 
att oe ae.. 

est un nombre constant r dans un voisinage U d’un point a € R, 
et qu’un mineur de base de cette matrice est disposé dans ses r pre- 
miéres lignes et r premiéres colonnes. 

j Nous établirons le théoréme du rang en tant que conséquence de 
1.65... Posons, dans 1.65, X = R,, ¥=-R,. Puis. définissons' ‘le 
sous-espace Y, C Y = R,, parr premiers vecteurs de base de l’espace 
Ry», et le sous-espace Y.,, par les m—r derniers vecteurs de base. 

L’égalité pie = QO est alors équivalente au systéme d’équations 

n of 

a ia; hy=0 (i=1, waey T)s (1) 

=) 

dFg (Z) 
et ag h=0, au systéme 

n 

of; : ; De hy=0 arti, ..., m). (2) 
j=1 

Les lignes de la matrice f’ (xz), a partir de la (r + 1)-éme, étant des 
combinaisons linéaires des lignes précédentes, les équations (2) 
s’averent conséquences de (1). L’hypothése (1) du théoreme /.65 
est donc remplie. Définissons 4 présent le sous-espace X,c X = R, 
par les r premiers vecteurs de base de l’espace R,, et le sous-espace 

orate) donné 
Ox, 

X, par lesn—r derniers vecteurs de base. Alors |’ opérateur 

par la matrice 

Of, Of, 
On, °° * Oxy 

Of, Ofe 
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est inversible car son déterminant est non nul; l’hypothése (2) 
du théoréme 7.65 est donc remplie elle aussi. I] reste 4 formuler la 
conclusion du théoréme pour le cas en question: il existe trois voisi- 
nages U0 (a) ‘e Ray? Vi par f= By Wilag*— Xe — dine els 
que, pour x € U (a) et (y,, ...,; y-) € V (b,), l'ensemble des valeurs 
de la fonction y = f (x) peut étre représenté par les équations de 
la forme 

Pity =O Yi ee le tee ie ea aoe tn oe a 

pour tout y €f(U), lV’image réciproque compléte f-! (y) peut étre 
donnée par les équations de la forme 

r= py (Lp+1) Glu Sr, In); wey Lp = Pp (Tr ta> Teng En) 

avec {Z,44, ---, tn} € W (a,), les fonctions @; et ; étant continid- 
ment dérivables dans les voisinages respectifs. 

Or, ce sont les conclusions cherchées du théoréme 7.64 qui se 
trouve donc démontré. 

Le théoréme du rang peut étre interprété comme suit en langage 
de dimensions (si |’on sous-entend par dimension le nombre minimal 
de paramétres qu’il faut pour représenter un ensemble donné avec 
les fonctions dérivables): la dimension de l’image d’un voisinage 
d’un point par l’application y = f (x) vaut r; celle de l’image réci- 
proque compléte f- (y) de tout point y dans U (a) vaut n — r. 

b. La notion de dépendance linéaire de vecteurs (lignes de nombres, 
formes linéaires, etc.) formulée en algébre linéaire peut étre étendue 
sur les fonctions de la maniére suivante. 

Soit y =f (xz) (G@> R,) une fonction définie et continiment 
dérivable dans un domaine G Cc R,, de sorte que toutes les compo- 
santes 

Yi (x) = fi (xy, es eT | Ga); i= 1, - sey M, (1) 

possédent leurs dérivées partielles continues par rapport a2, .. ., 2p. 
Supposons ensuite que le rang r de la matrice de Jacobi 

of, of, 
Ox, = On 

f’ (2) Secs ee een 

Ofm Ofm 
Ox, OXy 

soit constant dans le domaine G. Si, de plus, r = m, alors les fonc- 
tions f, (x), ..., fm (x) sont dites indépendantes dans G; si r<m 
elles sont dites dépendantes dans G. Le théoréme du rang 1.64b permet 
de décrire les propriétés géométriques des fonctions indépendantes 
et dépendantes. Ainsi, les fonctions f, (x), ..., fy (x) qui réalisent 
un difféomorphisme du domaine G sur f (G) sont indépendantes, car 
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leur matrice f’ (x) est non dégénérée, r = m = n. La réciproque a 
lieu sous une forme un peu plus faible: si r = m = n, les fonctions 
f, (x), . . -, fn (@) réalisent un difféomorphisme d’un voisinage U (a) 
de chaque point a € G sur le voisinage correspondant du point f (a) € 
€f(G). Si, de plus, l’application y = f (x) est biunivoque (de @ 
sur f (G)), alors les fonctions f, (z), ..., f, (x) réalisent un difféo- 
morphisme de G sur f (G). Lorsque r = m < n, les fonctions (indé- 
pendantes) f, (z), ..., fm (x) appliquent un voisinage de chaque 
point a € G sur le voisinage correspondant du point f (a), mais d’une 
fagon non biunivoque, les points f (x) ont leurs images réciproques 
(nm — m)-dimensionnelles dans G. Enfin, si r<m, les fonctions 
(dépendantes) f,; (z), ..., fm (x) appliquent un voisinage U (a) de 
chaque point a €G sur une surface r-dimensionnelle dans R,, avec 
pour équation y,+, = @ (y¥;, ---, Y;y), de sorte que, pour une numé- 
ration convenable des coordonnées, les fonctions jf, (xz), ..., fm (x) 
sont liées dans U (a) par les relations de la forme f,4, (x) = 

= @ (f: (2), - - +» fr (2)). 
ce. Pour tout difféomorphisme 1:G GR,—> V CZ (=R,), les 

fonctions indépendantes f, (x), . . ., fm (x) deviennent fonctions indé- 
pendantes, 0,42) = 4, (G2) 40d<--s, Voy (2) = fy, {ar '2)..oim effet, la 
matrice de Jacobi de l’application  (z) = {q, (2), ...-, @m (z)} 
est le produit de la (n X m)-matrice non dégénérée de Jacobi du 
difféomorphisme m-! et de la (n X m)-matrice de l’application 
f (xz) = {f, (x), . - -, fm («)}; or, le rang d’une matrice ne change pas 
en la multipliant par n’importe quelle matrice non dégénérée (L4.67). 

1.67. Probléme d’équivalence. 
a. La question de la structure locale d’une fonction dérivable 

a encore un aspect important ; de méme que dans /.64a, nous étudions 
d’abord le cas de fonction linéaire y = f(z): X = R, > Y = Ry 
donnée par les relations 

y= Di ajay, i=, coes Mt, (1): 
j= 

Supposons que dans les espaces X et Y on soit en droit de passer 
aux nouvelles coordonnées par n’importe quelle transformation 
linéaire non dégénérée; on se demande, sous quelle forme, la plus 
simple possible, peut-on mettre les équations (1)? 

Afin d’y répondre, supposons encore une fois que le rang du 
systéme (1) soit r et qu’un mineur de base de la matrice A = || a;; || 
occupe ses r premiéres lignes et r premiéres colonnes. Alors, comme 
nous l’avons vu, les quantités y,, ..-, Ym sont liées par les équa- 
tions 1.64 (4): 

ye CH Pe Cu; eri 47) 8s, my: (2) 
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Introduisons dans l’espace X les nouvelles coordonnées §, ..., & 
selon les formules: 

Epa... fart, +... + Antn, ) 

oo by 0h Cee et) Ne, Fee! « ¢ jo Kae 8, O. 8, Cl yee 6 le, alee. 

Ep = Ary + wef Apply + oe» f+ Arntn; «| 

= L414) | (9) 

En = Ln. J 

Les quantités &,,..., & peuvent effectivement servir de nouvelles 
coordonnées puisque le déterminant du systéme (3) est, évidemment, 
égal au mineur de base de la matrice A, donc n’est pas nul. Intro- 
duisons dans l’espace Y les nouvelles coordonnées y,, . . ., Nm Selon 
les formules: 

1 = 1) ) 

n= Ur; | 

Ure a Cret.Yt — «+» —Cras, Yr t+ Uris | (4) 

Yn = —Cmyi-—- ee —CmrYr + ae 

Le déterminant de ce systéme vaut 4, et les quantités y,, .. -, Nm 
peuvent effectivement servir de nouvelles coordonnées dans l’espa- 
ce Y. Vu (2), les égalités (1) prennent la forme 

is as ) 

Y= &, | 

Yr+a = 0, | (9) 

Yn = 0. J 

I] est évident que c’est la plus simple des formes sous lesquelles 
on peut mettre la transformation linéaire (1) en passant aux nouvel- 
les coordonnées dans les espaces X et Y. 

b. Etudions le probléme analogue pour une fonction dérivable 
y =f (z) qui agit deG CX = R, dans Y = R,,. En coordonnées, 
cette fonction s’écrit comme suit: 

Yi = fi (ty ++) tm) (b= 1, ..., m). (6) 
On se demande, sous quelle forme, la plus simple possible, peut-on 

mettre la fonction y = f (xz) du moment qu’on soit en droit de pas- 
ser, au voisinage d’un point donné a €Get au voisinage du point 
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b =f (a), aux nouvelles coordonnées par n’importe quelle trans- 
formation dérivable et inversible. 

Pour y répondre, supposons remplie l’hypothése du théoréme du 
rang /.64b. Introduisons dans l’espace X les nouvelles coordonnées 
selon les formules 

SL el ye TRESS Ge ope ert be ome 

rte seg a) \ (7) 

Sra = Ur+45 

cy ra In 

Les quantités —,,..., &, peuvent effectivement servir de nouvelles 
coordonnées dans un voisinage du point a, puisque le jacobien 

a est égal au mineur de base de la matrice A au point a, 
Vg ene 

done non nul par hypothése. En vertu du théoréme du rang 1.64), 
les quantités y,, . . ., Ym sont liées, dans un voisinage V» (b) du point 
b =f (a), par les équations 

Ye= 9s, ---) Yr), 8 = r+ 4, .. ym. (8) 

Introduisons les quantités 

m=" ) 

aa Yr, (9) 

Mra = — Pret Ys» -- +s Yr) F Urey 

Ua i (Yi, sxe ag Yr) + Ym- 

Toi 2M Im) 1, done on peut choisir les quantités y,, ..., \m 
O (Yt, +++) Ym) a { 

pour nouvelles coordonnées dans un voisinage V, (b). A présent, vu 
(7), les relations (6) se mettent sous la forme 

n= Sas 

Yr = Ep, 

Nee 0, y) 

in 0. 

C’est, évidemment, la plus simple des formes que la fonction = 
= f(z) peut prendre en effectuant les transformations dérivables 
et inversibles aux voisinages des points a et b. 
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c. Nous allons formuler un théoréme qui généralise les construc- 

tions a et b au cas de domaines dans un espace de Banach. On ne 
pourra stirement plus utiliser les coordonnées ; la généralisation sera 
basée sur la notion d’équivalence de deux applications. 

Soient X, Y, &, H des espaces de Banach et y = g (x): U CX > 
—-VcY ect €=v(y):M ClH—>N CH deux fonctions déri- 
vables. Soient ensuite 0: U,. CU>M, CM, o(a)=a et 
t:V>9 CV>N, CN, x(b) = B deux difféomorphismes. Les ap- 
plications @ et sont dites équivalentes si, pour tout x € Uo, on a 

mp (x) = tp (2). (11) 
On trace parfois le « diagramme des applications »: 

Uo On esx Vo 

| @ wt 

{ { 
aoa 

On peut traiter la relation (11) comme une sorte de « commutati- 
vité » de ce diagramme: en partant de n’importe quel point xz € U, 
dans le sens des fléches @ et m on arrive au méme point du domaine 
Ny, qu’en partant dans le sens des fléches @ et 1p. Dans le cas de 
dimension finie, l’équivalence des applications @ et wp signifie la 
possibilité de passer de @ a p avec une transformation dérivable et 
inversible des coordonnées, dans un voisinage Uy Cc U et dans un 
voisinage V)» CV. 

d. Etablissons le théoréme d’équivalence suivant: 
Théoréme. Dans V’hypothése du théoreme 1.65, il existe deux 

voisinages Uy < U (a) et Vo CV (b) tels que l’application y = f (zx) 
est équivalente (dans ces voisinages) a l’application »b: My CB = 
=Y,+%X%,>N, cH =¥;,+ YY... définie par ia formule 

(Ya, X2) = (y1, 9 
Démonstration. Considérons les applications 

0) (x1, Ly) = (Fy (24) '2a)y fa): OC to 

T (Yas Yo) = (Yar. —@ (Ys) + Yo)? V CY > A. 

La matrice opératorielle de l’application £® 4 la forme 
dx 

aF, oF, 
Ox4 OF, 

Q Ee 

dF, (a) dw (a) 
; Chan ‘ dz 

(1.14i). Par conséquent, d’aprés le théoréme sur la fonction inverse 

et, comme est inversible est inversible par hypothése, 
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1.56, application @ est un difféomorphisme d’un voisinage Uy (a) < 
c U sur un voisinage My Ce. 

D’une fagon analogue, la matrice opératorielle de l’application 
d: 
St a la forme 
dy 

| Ey 0 

—@' (yi) Es 

dit 

‘dy 
Vapplication a est, elle aussi, un difféomorphisme d’un voisinage 
V,(b) CV sur un voisinage No CA. 

Posons %p (y;, 22) = (yi, 0). Montrons que, pour tout x € U, (a), 
on a mf (x) = w (2). 

En effet, il résulte de (x) = (F, (x, 22), 22) que 

p (@ (z)) = (Fy (2, 22), 9); 

or, f (x) = (Fy (2, 22), Fy (x, £_)) implique y, = @ (y,); par con- 
séquent, 

af (x) = (Fy (ay, 2), 0) =p (@ (2). 
Les applications f et pse trouvent donc équivalentes, et le théo- 

reme est démontré. 
1.68. Plis. On a démontré le théoréme du rang en supposant 

que le rang de l|’opérateur f’ (xz) (R, > R,») reste constant dans un 
voisinage du point considéré. En général, en raison de continuité, 
si le rang de f’ (a) vaut r au point a, il existe un voisinage ot il n’est 
pas inférieur ar; tout de méme, sir < min (n, m), alors il existe des 
points z autant proches que l’on veut du point a et tels que le rang 
de f’ (xz) y dépasse r. Disons encore quelques mots. 

Envisageons d’abord l’application y = f (x): Rg > R, donnée 
par les formules 

d’out, par 7.74i, l’opérateur s’avere lui aussi inversible. Donec A 

Y= %, Ue = rs (1) 

et ayant pour dérivée 

Oy, Oy 

f' (2) = WM cs |. 9Y2 O42 0 225 
024 O25 

Le rang de cette matrice vaut 2 pour z, ~0 et 1 pour z, = 0 (sur 
l’axe des z,). L’application (1) transforme tout le plan « = {z,, r,} 
en le demi-plan supérieur y, >0 de fagon que chaque point y = 
= {y,, Y2} du demi-plan supérieur posséde avec y, >0 exactement 

deux images réciproques x, = y,, 22 =-E Vy, l'un dans le demi- 
plan supérieur du plan z, |’autre dans l’inférieur. Considérons plus 
en détail la droite verticale z, = const, —co < x, < +00; lorsque 
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le point {z,, x,} descend suivant cette droite de --co vers —oo, son 
image descend d’abord suivant la verticale y, = x, de y, = +00 
jusqu’au point y, = 0, puis remonte suivant la méme droite vers 
Y, = +oo. Il est naturel d’appeler une telle application pli. 

Passons au cas général de l’application y = f (x), G CR, > Ry. 
Supposons que le jacobien J (x) de l’application f (z) s’annule en 
un point a €G. En général, le comportement de l’application f (z) 
au voisinage d’un tel point peut étre trés compliqué; nous a!lons 
montrer que, dans certaines suppositions supplcmentaires, l’appli- 
cation f (x) est du type pli. Plus exactement, nous verrons que si 
grad J (a) ~0, ou méme si grad J (a) n’appartient pas au « sous- 
espace gradient» de l’espace X = R, (la définition est donnée ci- 
dessous), alors, lorsque le point x € X se déplace le long d’une courbe 
percant la surface S = {x € X, J (x) = 0} dans un voisinage du 
point a, le point correspondant y = f (zx) arrive, suivant une courbe, 
a la surface f (S) CY = R,, puis revient suivant la méme courbe. 

Soit f =f (z): X = R, > Y = R, une application qui, dans 
n 

une base e,, . . ., én (de sorte que z = >) X,e,), admette la représen- 

tation analytique suivante: 

Up ek (X1, ’ Sn) 

Yas ier wot Oats 

Supposons que J (a) = 0. Il en résulte que les vecteurs 

ie aif OF4 (4) df, (a) grad f(a) = { 2, nae a}, 
x Mt “ ae Mgr sre es ; 

grad fn (a) = {2 pte ee 

sont linéairement dépendants, donc engendrent un sous-espace propre 
Z de l’espace X. On l’appelle sows-espace gradient. Soit, ensuite, 
grad J (a) #40. On sait (U7.14a) que la dérivée d’un déterminant 
d’ordre n est égale 4 la somme de n déterminants le i-éme desquels 
différe du déterminant initial par la i-eme colonne formée des dérivées 
de la i-éme colonne du déterminant donné; donc, si tous les mineurs 
d’ordre n — 1 de la matrice || f’ (a) || sont nuls, alors, pour toute 

direction J, ona oo = 0, puisque chaque déterminant de la somme 

mentionnée peut étre développé suivant la colonne qui contient les 
dérivées, les coefficients étant égaux a certains mineurs du détermi- 
nant initial. Or, dans notre cas, grad J (a) ~ 0 par hypothése, donc 

oJ (a) 

él 
il existe une direction / suivant laquelle ~ 0; par conséquent, 
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il existe un mineur B (x) d’ordre n — 4 de la matrice || f’ (x) || qui vaut, 
pour x = a, un nombre B «0. Supposons, pour fixer les idées, que 
ce mineur soit disposé dans n — 4 premiéres lignes et n — 1 premié- 
res colonnes de la matrice f’ (a). 

Considérons, au voisinage du point a = (a,, ..., an), les fonc~ 
tions 

ae ft (X4, , Lids 

ee — ee aT; ety Cia) 

a In. 

L’égalité eet = B (rz) £0 est, évidemment, valable. Pour 

cette raison, les quantités &,, ..., &, peuvent servir de nouvelles 
coordonnées dans un voisinage du point a (1.56c). Dans ces coordon- 
nées, l’application f s’écrit: 

yg =F 

pe essere 

Yn=— (2 <relshs cas 

ou @ (8 ce ey a) = ie (zy ye se ey Mn-y (5): aa En outre, confor- 

mément a 7.33, nous avons egy 14 Ue t dz d& dx 
ke (z) , Op (@) _ Toy aet |e [=a [af a] Be) “ee, 

Ensuite, en désignant pp = x et utilisant /.34d, nous trouvons 

grad J (a) = grad B (a)-p (a) + B (a)-grad w (a) = B (a)-grad wp (a) = 

a) =B(a) (grad &(a)+... +3 grad &, (a)) = 
i! sabi Tha wae =B (a) (5 grad ys (a) +... +a? -grad yns (0) +e en) - 

Si lon avait oe = 0, alors grad J (a) s’exprimerait linéaire- 

ment par grad y,, . B® grad Yn-4, ce qui n’est pas par hypothese. 

Donc, “oe ~0. Il en résulte d’aprés le théoréme sur la fonction 

implicite que l’équation J (z) = 0 ou, ce qui est le méme, »p (&, . 
..., &) = Oest résoluble par rapport a &,, de sorte que, en coordon- 
Neeser ets) ae sumace » =\4a0 (2) = 0} peut. étre / mise 
sous forme de & = @ (&, ..., &-1), ou @ est une fonction ayant 
les dérivées continues en toutes les variables indépendantes au voisi- 
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nage du point a = (a, ..., @,-1). En dehors de la surface S nous 
avons J (xz) 40; supposons, par exemple, que J (x) >0O « au-des- 
sus » de lasurface S, i.e. pour £&, > (&, ..., &)-1); alors, puisque 
grad J (a) 40, J (x) <0 «au-dessous» de S, ie. pour &< 

<Lech EEW S on 
Soit c = (c,, ..., Cn) un point de la surface S, dans les limites 

des voisinages indiqués plus haut du point a. Le segment ] = 
= {Eee cy LW Bet ec) eee cp oe ee Pe renee 
surface S pour t = 0. L’image du segment / dans l’espace Y se trouve 
sur da diotteel) = {yt ey...) Ga ae Ba Dy es te on ae 

c, + #)}. De plus, “in Ee J (z), de. sorte _.que ote a) 

dyn, our tf >0 et ares 0 pour t < 0. Nous voyons que, lorsque ¢ varie 

de.2. a, —s, c est-a-dire queJe point © (ij—4e,, - .29)Ge4s. fq 
parcourt le segment / « du haut vers le bas », le point correspondant 
f (& (¢)) descend suivant la droite Z jusqu’a la surface f (S), pour 
t \, 0, et remonte suivant la méme droite lorsque ¢ continue de décrci- 
tre. Ceci veut dire que l’application y = f(x), dans un voisinage du 
point a, est du type pli. A Vheure actuelle, les singularités des applica- 
tions dérivables (i.e. les points de jacobien nul) attirent une grande 
attention. Voir, par exemple, B. UW. Apuoasng, OcoblenHoctTa 
riagkux oroOpaxenui, YMH, vr. XXIII, perm. 1(139) et «Ocobexn- 
HOcTH pupdpepentupyemprx oToOOpakennit», «Map», Mocxpa, 1968. 

§ 1.7. Valeurs stationnaires de fonctions numériques 

i7t. Extrémum. 
a. Soit y = f (x) une fonction numérique définie dans un domaine 

G d’un espace normé X. Un point intérieur a € G s’appelle point 
de minimum local de la fonction f (x) si Vinégalité f (x) > f (a) a lieu 
partout dans un voisinage du point a. D’une maniére analogue, un 
point intérieur b € G s’appelle point de maximum local de la fonction 
f (x) si Vinégalité f (x) < f(b) a lieu partout dans un voisinage du 
point b. Les points de minimum local et de maximum local sont. 
appelés points d’extrémum local. 

Etant donné un point d’extrémum local, il est en méme temps 
un point d’extrémum local le long de toute droite passant par ce 
point. Par conséquent, si la fonction f (x) est dérivable, alors sa 
dérivée suivant n’importe quelle direction s’annule au _ point 
d’extrémum local (7.27a). En se rappelant l’expression 7.27 (1) de 
la dérivée suivant une direction on conclut que, quels que soient 
un point a d’extrémum local de la fonction f (xz) et un vecteur h € X, 
Végalité f’ (a)h =0 a lieu; en d’autres termes, l’opérateur f’ (a) 
devient opérateur nul en tout point d’extrémum local: 

f’ (a) = 0. (1) 
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Les points @ ot la relation (1) est valable sont appelés points 
stationnaires de la fonction f (x). En chacun d’eux la partie linéaire 
principale de l’accroissement de la fonction s’annule. (Par consé- 
quent, l’accroissement de la fonction est un infiniment petit d’ordre 
supérieur par rapport a h.) 

Ceci ne signifie pas encore, en général, qu’un extrémum se réalise 
en le point a, mais, en tout cas, les points extrémaux cherchés se 
trouvent parmi les points stationnaires. Une fois les points station- 
naires trouvés, il faut examiner chacun d’eux pour voir s’il est 
extrémal. 

b. Envisageons le cas X = R,, f (x) =f (%,.. ., tp). L’équation 
(1) est alors équivalente au systéme de n équations A n inconnues 
ae 

Of (44, ..+) Gn) Fi 
Ox4 ) 

x 

et la recherche des points stationnaires se réduit 4 la résolution 
de ce systeme. 

ec. Exemp Le. Les points stationnaires de la fonction f (11, 2) = 3x4r_ — 
— x? — x73 (R, > R,) vérifient le systéme d’équations: 

of = 3r,—32? =0, Tee = 32,—323=0, 

Ce systéme posséde deux solutions: 

a =a —0, 

ase? at as?) — As 

Le premier point a{? = aS? = 0 n’est pas un point d’extrémum; qui 
plus est, il n’y a pas d’extrémum sur la droite x, = 0, car la fonction f (z,, 72) 
a sur cette droite la forme f (z,, 0) = —z3. 

Pour le deuxiéme point aj” = aS? = 1, onaf (z,, 4.) = 1. En remplagant 
a, par 1-+t,, zr. par 1+ fy, on obtient 

f (a1, 2) — 1 = 3tt, — 3t7? — 3t3 — tf — 23. 

. : 2 3 
Or, l’expression t,t, — t? —t3?= —(4 oa ta) Tih t2< 0 pour tous les t= 

= {t,, tg} ~ 0, et les termes du troisiéme ordre n’y peuvent rien changer pour 
| t | suffisamment petit. Par conséquent, le point (1, 1) est un point d’extré- 
mum, a Savoir de maximum local. Mie: é ; ; 

Il est A signaler que la méthode « élémentaire » de l’analyse des points 
stationnaires que nous venons d’appliquer est loin d’étre toujours possible. 

Dans le chapitre suivant (2.15) on verra des régles plus systématisées de 
l’analyse des points stationnaires d’une fonction d’un nombre fini de variables. 

7T—0545 
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127202 xt én oy 7] ike. 
a. Définitions. Pour des fonctions numériques d’une 

variable multidimensionnelle z€G@&X, un nouveau type de 
problémes extrémaux s’impose, a savoir les problémes d’extrémum 
lié. En voici la position. On se donne, comme plus haut, une fonction 
numérique dérivable y = f (xz) (G © X — R,). En outre, on considére 
un nouvel espace normé Z et une fonction vectorielle dérivable 
(xz): GZ; fixons l’une des valeurs C€ Z que cette fonction 
prend dans le domaine G. La condition 

e(z)=C . (1) 
détermine dans G une « surface » P. Un point a €G s’appelle point 
de minimum local lié de la fonction f (x) pour la condition (1), sip (a) = 
= C et si l’inégalité f(z) >f (a) est valable pour tout point zx 
satisfaisant 4 la condition (1) et appartenant a un voisinage de a. 
Autrement dit, un point a de la « surface » (1) est point de minimum 
local lié de la fonction f (z) si l’inégalité f (x) >f (a) a lieu pour 
tous les points de cette « surface » suffisamment proches du point a. 
Soulignons qu’il n’est nullement exigé que l’inégalité f (x) > f (a) 
soit satisfaite pour les points x n’appartenant pas a la « surface » 
(1) qu’ils soient proches ou non de a. 

Un point de maximum lié est défini de fagon analogue en rempla- 
canter pal =. 

Les points de minimum ou de maximum lié sont appelés points 
dextrémum lié. 

Dans ce qui suit on trouvera une condition nécessaire d’extrémum 
lié. Supposons que le point considéré a soit un point ordinaire de la 
surface (xr) = C (1.62), c’est-a-dire qu’il existe un sous-espace 

X, <X tel que l’opérateur oe (X,— Z) soit inversible. Alors, 

ae 
0x9 

sous-espace X, < X qui donne tout le X en somme droite avec X,. 
b. Lemme. Etant donné un point ordinaire a d’extrémum lié 

de la fonction f (x), on a f' (a) hg = 0 quel que soit hy € Xo. 
Démonstration. Supposons que f’ (a)h,~0 pour un 

h, € Xz. Montrons alors que, pour tout a € R, suffisamment petit, 
on peut trouver un h, € X, tel que le point a + ah, + h, appartien- 
ne toujours a la « surface » (1), c’est-a-dire que 

g(a + ah, +h) = C, (2) 
h, étant infiniment petit par rapport 4 a. Considérons la fonction 
suivante de a et h,: 

O(a, h)=Qp(atahk,+h)—C (RR, X X,>Z). 

Elle s’annule pour a =0, h, = 0. L’opérateur 
6 (0,0) 2°) oat © eeu 

pe oe eae 

comme on l’a vu plus haut (7.67), l’opérateur est nul sur un 
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est inversible par hypothése. En appliquant le théoréme sur la 
fonction implicite 7.53 nous avons la possibilité de résoudre 1’équa- 
tion (2) par rapport a h,, ce qui fournit l’expression 

hy=p(a) (Ry—> X,) 

avec la fonction (a) dérivable (7.55). De plus, on a 

y’ (0) = es EO -1a@(0,0) pots! ~* @! (a) hy =0, 
Ox, reer OOas Ox, 

puisque h, € X, et.’ (a) h, = 0. Par conséquent, h, = wp (a) est 
un infiniment petit par rapport 4 a. 

Considérons ensuite f (a + ah, + h,) ot h, représente la quantité 
déja trouvée wp (a). Nous avons 

f (a + ah, + hy) —f (2) =f" (2) (ah, + my) + 0 (ah, + hy) = 

=af’ (a)h, + f' (a2) hk, + 0 (ah, + A). 

Le premier terme a droite est une fonction numérique linéaire de a, 
avec f’ (a)h,~0 pour coefficient angulaire. Le deuxiéme et le 
troisieme termes sont infiniment petits par rapport a @ avec h,. 
Mais alors la fonction f (zx) n’a pas d’extrémum lié pour a = 0, 
h, = h, (a) = 0: le point z = a + ah, + h, appartient 4 la « surfa- 
ce » (1), est arbitrairement proche du point a, et la différence f (x) — 
— f (a) change de signe avec a. 

Définitivement, f’ (a)h, =O dés que h, € Xz. Le lemme est 
démontré. 

D’une facgon générale, nous appellerons un point ordinaire a 
de la surface (1) point stationnaire lié de la fonction f (x) pour la 
liaison (xz) =C si f’ (a)h, =0, quel que soit h,E X, ot X, 
est le sous-espace nul de l’opérateur g’ (a). Tout point d’extrémum 
lié de la fonction f (xz) en est un point stationnaire lié; mais un 
point stationnaire lié n’est pas forcément un point d’extrémum 1lié 
(de méme que pour l’extrémum non lié). 

c. Il est maintenant possible de formuler une condition nécessaire 
d’un point stationnaire lié (donc aussi d’un point d’extrémum lo- 
cal lié): 

ay eg oréme. Si a est un point stationnaire lié dune fonction 
f(z): G <X > R, pour la liaison (1), alors il existe une fonctionnelle 
linéaire continue i (z) définie sur l’espace Z et telle que, pour tout 
he xX, ona 

f' (a) h = 4 (9! (a) hl. (3) 
Démonstration. Définissons la fonctionnelle A(z) en 

utilisant la formule (3) et l’inversibilité de 1l’opérateur a: 

0 

mi Nee rl (4 
7* 
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La continuité de la fonctionnelle A (z) résulte de celle des opéra- 
-1 

teurs [ee | et f’ (a). D’aprés le lemme et vu queh = h, + h. 
{ 

ou hy € X,, hg € Xo, nous avons gq’ (a)h, = 0, f' (a)h, = 0; il 
suffit d’établir la relation (3) pour les vecteurs h, € X,; or, pout 
h =h, elle découle immédiatement de (4). 

d. Le théoréme c fournit en méme temps un moyen de rechercher 
les points stationnaires liés. En effet, considérons une fonctionnelle 
linéaire A (z) (Z > R,), indéterminée pour le moment, et composons 
la fonction 

F (x) = f (x) — IQ (2)I. 
Au point stationnaire lié a@ que l’on cherche, nous avons |’équa- 

tion (3): 

fF (a) — Ag’ (a)] = 0, 
ce qui exprime le fait que a est-un point stationnaire (dans tout le 
domaine G) de la fonctionnelle F (x). Par cela, le probléme d’extré- 
mum lié se réduit 4 la recherche de points stationnaires ordinaires 
d’une autre fonction avec la fonctionnelle inconnue A (z). 

Tous les points d’extrémum lié se trouvent parmi les points 
stationnaires liés; leur séparation exige, de méme qu’en cas d’extré- 
mum non lié, une étude spéciale de chaque point stationnaire lié. 

1.73.Gas dune liaison Dumérigq ue dans we 
espace ndimensionnel. 

a. Soit X = RAR, y =f (ze)? Ra Ry, 2 =o (ze) Ry > Ros 
fonctionnelle A (z): R, > R, est tout simplement la multiplication 
par un nombre (inconnu au début) A. La résolution du probléme 
d’extrémum 1lié de la fonction f (x) avec la condition 

p(z) =CER, (1) 

se raméne a la recherche des points stationnaires pour la fonction 
numérique 

F (x) = f (x) — dg (2). 
Afin de résoudre ce dernier probléme, nous écrivons l’équation 

F’ (z) = f' (x) — Aq’ (x) = 0, 
soit, en coordonnées, 

OF Dice en) DOUG eenien) 

Ox 4 yt Ox, sol? 
ES % bdo eee ke Ra (2) 
OF (#4) -++'n) 9 OP (14, «++, Tp) = (0) 

Orn Oz), hae 

Nous avons A déterminer de ce systéme de n+ 1 équations (1 
et (2) les n + 1 inconnues z,, .< :, a, A 
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b. Exemple. Trouvons les points stationnaires liés pour la fonction 

n 

f(e)= 31 biz? (Rn > Ry) (0<d,<... <dy) (3) 
i=1 

sur la sphére 
n 

p(z)= >) 2? —-1=0. (4) 
i=1 

Construisons la fonction 
n n 

F (2) =f (z)—Ag (2) = >) bit? —2 Dd) a +4 (5) 
a1 —1 

dont nous avons a trouver les points stationnaires ordinaires; pour le faire, 
annulons ses dérivées premieres: 

OF : 
fag ed iji—A. eoey n). (6) 

Si le nombre A est distinct de tous les nombres 
by, .-., b,, il résulte des équations (6) que z;=...= 
=z, = 0, ce qui contredit la condition (4). Supposons 
donc que A= 6,, pour un m= 1, 2,...., n. Nous 
trouvons alors z;= 0 (j ~m); comme z appartient 
a la sphére (4), on a z,, = +41. Ainsi, les points sta- 
tionnaires liés de la fonction f (z) sur la sphére (4) 
sont +e, = +(0,..., 4, ..., 0). Le minimum lié se 
réalise aux points-+e,, le maximum lié aux points +e, - 
Les autres points stationnaires liés ne sont pas extré- 
maux; en effet, lorsqu’on se déplace en partant d’un 
point e,, (1 <_m <n) le long de la circonférence dans le 
plan des variables z,,_,, z,,, la fonction f (x) diminue; 
si, par contre, on se déplace le long de la circonférence 
dans le plan z,,, t+, alors f(z) croit. Le cas n = 2 ; 
est représenté fig. 1.7-1. Fig. 1.7-4 

Pi. Gas We Ff Pratsons -mwm énigques. dams 
un espace ndimensionnel. 

a. Soit 

X=R,, y =f («):¢4. oR, — Rj, 2 = @ (x): G—> Ry. 

La liaison @ (z) = C s’écrit done sous forme de k relations numé- 
riques: 

Se OO ie (4) 

De bis hc aoe hn) == Cpe 

La fonctionnelle linéaire \ (z): R, > R, se définit en donnant k 
nombres A,, ..., A, et agit sur un vecteur z = {z,,..., Z,} € Ry 
d’aprés la formule 

rN (z) — A424 + ote @ + ApZh- 
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La résolution du probleme d’extrémum lié se réduit a la recherche 
des points stationnaires de la fonction 

k 

F (x) =f (2) —A[9 (2) =f (1, Ssasiy tm)— 24 hii (x4, sso mast) 

Les nombres A; sont appelés multiplicateurs de Lagrange. Nous avons 
a résoudre |’équation 

F’ (x) = f' (z) — aq’ (z) = 9, 
soit, en coordonnées, le systéme d’équations 

h } 
Of (£4) «+ +) En) >} i Oi (L4y +s Zn) _ 9) 

Ox, Ox, ? 

al 

Sec De. Behe tok (2) 
Of (Zig ec aan) OD} (Fis «. +3 Fn) Of (4s 22+) _ 1 4, O94 (#49 «++» 20) _ 9, 

Onn OLy 
i=1 

Le probléme est donc réduit A la résolution du systeme de k +n 
équations (1) et (2) aux inconnues z,,...., 2p, Aq, .- +, Ape 

b. Exemp le. Sur la courbe y = «?, z = 2? dans l’espace R, (z, y, 2) 
trouver le point a = (z, y, z) le plus proche du point c = (0, 0, 1). 

Nous avons a trouver le minimum de la fonction 

Jc —a |? = 2 + y? + (2 — 1)? 

Qi (z, y, 2) =y — 2? =0, 
Po (2, y, 2) =z — 2? = 0. 

I] faut donc construire la fonction 

sous les conditions 

F (z, y, 2) = |¢ —a |? — yQy — AQ, = 

= ath y+ (2 — 18 — Ay (y — 28) — Ag (2 — 23) 
et annuler ses dérivées partielles en z, y, 3: 

F a = 2e-+2h4r-+2hor=0, 
fs 

OF 

oF 
CG ae a 

On en tire Ay = 2y, Ag = 2 (z — 1); il reste a résoudre le systéme suivant : 

y—z=0, 

z—272= 0, 

2¢-+ 4ay + 4(2—1)z2=0. 
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L’une des solutions est immédiate: x = y=z=0. Et si z= 0, alors on 
peut remplacer la troisiéme équation par 

1-+ 2y+ 2(2—1)=0. 

Les deux premiéres fournissent y = z, de sorte que 

1 1 ‘iL 
C= —. 4y=1, a Sieuaee ) 

Le carré de la distance du point ¢ = (0, 0, 1) 4 chacun des points trouvés 
ier, z 

aet b vaut ee 16 TG <1,c’est donc en ces 

points que le minimum cherché se réalise; le 
point (0, 0, 0) correspond au maximum local 
de la distance (fig. 1.7-2). 

§ 1.8. Equations différentielles (théo- 
rémes locaux) 

Le théoréme fondamental de |’existen- 
-ce et de l’unicité de solution d’une équa- 
tion différentielle ordinaire y’ (t) = 
=M(t, y), avec la condition initiale 
y (to) = yo et dans certaines suppositions 
sur la fonction @ (t, y), a déja été dé- 
montré dans U13.35. Nous revenons ici 
a ce théoréme afin de préciser la dépen- 
dance de la solution des paramétres éven- 
tuels. Le théoréme 7.53 sur la fonction 
implicite et le théoréme 7.55 sur la dérivée d’une fonction impli- 
cite nous serviront de moyen principal de l’étude. 

1.81. Pour les besoins de la démonstration du théoréme sur la 
continuité de la solution par rapport au paramétre que l’on va 
considérer, il suffit de disposer le principe du point fixe UJ3.22. 

a.Principe du point fixe. Soient M un espace mé- 
trique complet et 4: M-—»M une application qui vérifie la con- 
dition 

0 (A (u), A (v)) < 8p (u, v) quels que soient u, v€ M 

avec une «constante de contraction» 0,0 <0< 1 fixe. 
Alors il existe (et est unique) un point fixe de l’application A, 

i.e. un point uy, € M tel que 

A (uw 4) = Ug. 

Pour deux applications A (uw) et B (u) avec une méme constante de 
contraction 0, la distance entre leurs points fixes est estimee par 
Vinégalité 

WY Fig. 1.7-2 

p (a, Up) <7 sup p[A (u), B (u)]. 
ucM 
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En conséquence nous avons: si une application A = A, (M— M) 
dépend d’un paramétre 4 parcourant un espace métrique A et si 
cette dépendance est continue pour A = Ag, a ce sens que 

lim sup p[A, (u), Agy (u)] =0, (4) 
A> Ao UEM 

la constante de contraction 8 étant la méme pour tous les opérateurs 
A,, alors le point fixe uw, de l’opérateur A, est continu en fonction 
de A pour A = Ao, c’est-a-dire 

lim uy = U,- (2) 
A> Ao 

b. Soient A un espace métrique complet, Y un espace vectoriel 
normé complet ; désignons par A, (Y,) la boule de rayon p (r) centrée 
aun point fixe Ay € A (Yo € Y), par 7, Vintervalle |t — t |< hde 
la droite réelle. 

Théoréme, Soit O (ty, 4): T, X Y, X A, — ¥ une fone- 
tion continue majorée par une constante C et satisfaisant a la condition 

de Lipschitz |W (t, yy, 4) —@O(t, yo, A) |< L | yy — Yo |; soit en- 
suite p (A): A, > Y une fonction continue avec la valeur fixe @ (Ag) = 
= Yo. Alors il existe deux nombres 6 <h, o <0 et une fonction 
y (t, A): Ty X Ag+ Y, continue en d et dérivable en t qui satisfait 
7 

a léquation différentielle 

SD _ @ (t, y(t, 4), 4), {t, ME To X No (3) 

et a la condition initiale 

y (to, A) = (A), AE Ag. (4) 

Démonstration. Désignons par M5, pour 6 < h, l’espace 
métrique des fonctions continues u (t): 7, > Y,, avec la métrique 
usuelle 

P (Uy (t), Ue (t)) = ap | wy (t) —Ue (Zt) J. 
5 

L’espace M, est complet (U/2.28f). Considérons sur M, lV opérateur 

t 

A;,(u(t)) = 90) + | © (x, u (a), &) dr, (5) 
to 

Il transforme les fonctions u (t) € Ms en des fonctions 7, > Y dont 
les valeurs n’appartiennent en général pas & la boule Y,. Néanmoins, 
pour toutes les valeurs A € Ag, on a 

| Ay (u (t)) —yo|<| 4. u@)— @ (A)| +] ()— yl = 

| \ ® (t, u(t), A) dv|+|¢ (A) —Yo|<C8+| (A)—yol, | 
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t 

| As (ws (2) = As. (us (D) I< J | (x, ws (4), 4) — © (4, ug (2), A) Jd < 
to 

<L sup | uy (t) — ug (t) | 4, 
Ts 

si'l’on choisit maintenant les nombres 6 < h et o < p suffisamment 
petits pour avoir 

C8 <= r/2, 

1p (4)—Yyol<r/2 pour AE Ao, 
1 = 0 1, 

alors on trouve 

| An (u (t)) — yo lr, 

0 [Ay (uy (Z)), An (U2 (t))] < Op [uy (2), Ue (21. 

Ainsi, 6 et o étant choisis, l’opérateur A, (u (¢)), pour tout A € Ag 
fixe, applique l’espace M, dans lui-méme et est contractant. D’aprés 
a, l’opérateur A, posséde dans l’espace M, un point fixe; dans notre 
cas, cela est €quivalent a l’existence d’une fonction y (¢, A) telle que 

t 

y(t, =o (A) + | B(x, y(t, a), A) de, (6) 
to 

I] suit de cette relation que la fonction y (¢, 4) est dérivable en‘t 
pour A fixe (U12.63a); en dérivant nous voyons que la fonction 
y (t, A) satisfait a la relation (3). La substitution t = tf) dans (6) 
conduit a la condition initiale (4). 

Afin de prouver la continuité de la solution obtenue en fonction 
de A, c’est-a-dire la validité de la relation 

lim sup y(t, \)— y (t, Xo) |= 0 
Aho t€Ts 

(pour A, fixe), il suffit de vérifier (1) pour l’opérateur Ay. Soit 
u (t) € Ms. Alors 

Ay, (u (t)) — Any (u (t)) = 
to 

=9 ()—9 (ho) + | [O (x, w(t), I)—O(e, w(t), adv. (7) 
t 

Etant donné ¢ >0, trouvons n >0 (yn <o) tel que 

| @ (¢, u, A) — DO, u, Ao) L<e, 
|p (A) — 9 (Ao) l<e 

pour o (A, Ay) << y et pour tous les ¢€ 73, wE Y,. Ceci fait, il 
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résulte de (7): 

| An (u (2) — An (u (4) |e + be = € (6 + 1). 

Comme cela est valable pour n’importe quelle fonction wu (¢) € Ms, 
on a 

sup | As (u (t)) — Aro (wu (#)) |<e (6+ 1), 
u(t)EM 5 

d’ou 

lim sup | A, (u (t))— Aa, (u(é) | =90, 
> Ao U(t)EM 5 

ce qu’il nous fallait; le théoréme est complétement démontré. 
1.82. La solution de l’équation 7.87 (1) avec la condition 7.87 (2) 

qu on a trouvée dans 7.8/7 est wnique au sens suivant. Soient y, (¢, A): 
215, X No, —> Yr et Yo (t, A): Ta. X Ago > Y, deux solutions véri- 
fiant la condition al teeeAy. oe Je (fp, A) = @ (A); alors, pour {t, A} € 
67's, x WN, ot 64= min. (6; 64), C-= min (Gyn, Ga) On @.¥y tA 

= y, (t, A). 
Pour le prouver, notons d’abord que l’identité 7.87 (8) valable 

pour tous les points {t, A} € 7, < A, est bien valable dans n’impor- 
te quel domaine plus petit 75. X Ag, 6’ <6, o’ <0; c’est pour- 
quoi la restriction de la fonction y (t, 4) a ce dernier domaine est le 

point fixe de har aoerd correspondant A, = A‘ dans I’ espace M>5:. 

Lorsque 6 = min (6,, 4,), Vopérateur A applique espace M, 
dans lui-méme, donc, a’ aprés ce qu’on a vu, y posséede un point fixe 
y) (#, A). Les restrictions a M, des fonctions Y, (¢, A) et ys (t, A) 

sont elles aussi des points fixes de l’opérateur A$; vu Vunicité 
du point fixe d’un ins contractant, on en tire l’égalité y(t, A) = 
= y,-(t, A) = yp (, A) ({t, A} ET 5 X Ae ce qu’il fallait. 

1.83. Théoréme. Supposons que, en plus des hypothéses 1.81b, 
la fonction M(t, y, A) satisfasse dans T;, X Y, X A, @ la condition 
de Lipschitz renforcée 

| D (t, Yrs Ay) — D (t, Yo, Ae) |< L | yr — Yo | + Bo (Ay, Ag), 

et que la fonction @ (A) satisfasse dans A, a la condition de Lipschitz 

|p (Ay) — @ (Ae) | < Ap (Aq, Ag). 

Dans ce cas, la solution y (t, i) satisfait, pour {ihre 5 xX Ag, 
& la condition de Lipschitz par rapport @ i: 

Ly (ts )—Y (ts a) |<CP (May Ma), CRE, 
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Démonstration. En posant dans 7.81 (6) 1=A, et 
A’ =i, et soustrayant les égalités obtenues l’une de l'autre on a: 

Ly Ga) —y As) | < | @ (Ay) — @ (Az) | + 

+[Jorre ha), Ay) — © (x, y (1, i), te) dt | < 

<Ap (iu, Je) +| [L | y(t, Aa) —y (t, Da) |-+ Bo (ay Ia)] dT < 

<(A 4 BS) pu, goa EOSER Ae M1) —yit, hg) |, 

d’ou 

sup|y (t, 1) —y (é, Ae) |< 
Ts 

<(A-+ BS) 0 (Ay, Ae) + LS aay Ly (t, A1)— y(t, As) |3 
6 

par conséquent, si L6 < 1, alors 

ALN Ma) —y (t, Ly ae 20 es 1s S pihi, ha) 

ce qu’il he démontrer. 
1.84. Dans ce qui suit on s’intéresse 4 la dérivabilité de la solution 

y (t, 4) par rapport au paramétre 4; bien entendu, il faut d’abord 
supposer que l’espace A ou le paramétre i varie soit non seulement 
métrique mais aussi normé, et que la fonction @ (t, y, A) soit déri- 
vable par rapport 4 A. Nous commengons par renforcer de fagon con- 
venable le théoréme sur le point fixe. 

a. Soient X et A des espaces normés complets, M cXetA cA 
des boules fermées. Soit A, (u): M * A— M une application qui, 
pour tout 4 € A admet un seul point fixe uw = y (A) € M, de sorte 
que A, (y) = y. Supposons que l’application A, (wu) soit dérivable 

en uw au pointu = y (A) et que l’opérateur H — aH soit inversible. 

Théoréme. Dans l’hypothése formulée, la dérivabilité de la 
fonction A, (u) par rapport a l’espace X X A implique la dérivabilité 
de la fonction y (A). 

Démonstration. Fixons 4 =A,€A. L’équation 

® (u, 4) =u — A, (u) = 0 

est satisfaite par hypothése pour 4 = ”A,, wu = y (A,). La fonction 
@ (uw, A) a la dérivée en wu: 

aD (u, dh) 0Ay, (u) 
du ees du 
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qui est un opérateur inversible. Nous nous trouvons dans l’hypothése 
du théoréme sur la fonction implicite 7.53; en l’appliquant nous 
voyons qu’il existe une solution u = wu (A) de l’équation (2) qui 
coincide avec y (A,) pour A = A,. Le point fixe étant unique, nous 
avons y (A) =u (A). La fonction y (A) est continue d’aprés 1.53; 
la dérivabilité de A, (w) implique celle de y (A) (2.55), ce qu’il nous 
fallait. 

Si les dérivées 2424) op, 24a) sont continues, y’ (A) l’est aussi 
du On 

d’aprés 1.55b. 

b. Signalons que l’inégalité ae <1 représente une 

condition suffisante de lVinversibilité de lopérateur E — —— 

(U12.82). 
1.85. Appliquons la proposition démontrée a l’équation diffé- 

rentielle ordinaire 7.82 (3) contenant un paramétre 1: 

HEM Oe y(t), H) (4) 

avec la condition initiale 

y (to, A) = @ (A). (2) 

Ein ce qui concerne la fonction @ (t, y, 4), on suppose qu’elle soit 
définie et continue dans un domaine 7, X Y, X A, (comme dans 

x 

1.81b), qu'elle satisfasse & la condition de Lipschitz en y 

| @ (¢, Y15 A) — O (i, Yas i) [sLlyy— ys | 

et que ses valeurs appartiennent a la boule Y, de l’espace normé Y; 
la fonction @ (A) est supposée continue dans A,. 

Nous avons vu dans 7.81b que, dans l’espace M = M, de toutes 
les fonctions continues u = wu (t): 75 > Y, (qui est une boule fermée 
de l’espace Y (7's) de toutes les fonctions continues wu (t): T3 > Y), 
V opérateur 

t 

Ay, (u) = 9 (4) + | O (x, u(a), A) de (3) 
to 

posséde un seul point fixe y = y (t, 4), du moment que 56 soit suffi- 
samment petit; ce point fixe représente la solution de l’équation (1) 
sous la condition (2). Si lopérateur est une fonction dérivable en u 
et A, alors, d’aprés 1.84a, la solution y (t, 4) sera une fonction déri- 
vable en i. Il reste donc d’établir les conditions sous lesquelles 
lopérateur (3) soit dérivable en uw et A. Montrons que l’on peut 
choisir ces conditions, par exemple, comme suit: 
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(1) La fonction ® (¢, y, A): T, X Y, X A, > Y a la dérivée 
continue en w; 

(2) La fonction ® (¢, y, A) a la dérivée continue en A; 
(3) La fonction @ (A): A, > Y a la dérivée continue en i. 
Théoréme. Dans les hypothéses 1.81b et (1)-(3), la solution 

y (t, 4) a la dérivée continue en h. 
“ Démonstration. En vertu de 7.48a-b et de notre hypo- 
these, l’opérateur A, (uw) a la dérivée continue en uw, notamment 

t . 

gr) OGD 7, 
Ou ou 

to 
yh : 0Ay, (u) 

Il est clair que, pour 6. suffisamment petit, a |< 

ne | aD (t 

T, U, W 

En vertu . 1.48d, V opérateur posséde la dérivée continue en j): 

aA fet 9! (A) 4 a (t, sa ») ay. 

Lonel oan 

D’aprés 1.47a-b, l’opérateur A, (u) est dérivable dans A, X My 
par rapport a tout l’espace A x Y (75). En appliquant 7.84a nous 
voyons que la solution y (t, A) a la dérivée, méme continue, en dA. 
Le théoréme est démontré. 

1.86. a. La dérivée en A deJa solution y (¢, A) de l’équation 7.85 (1) 
avec la condition 7.85 (2) peut étre trouvée en dérivant directe- 
ment l’équation opératorielle 7.87 (6): 

t 

y(t, 4) =9(a) + | O(t, y(t, 4), Aa 
to 

On obtient alors: 

t 

dy (t, A) ; O® (t, y(t, A), A) Oy out) De ODN GEA E 
ry =o) +4) [ Zarate ane ig aN Jac 

to 

(1) 
ue satisfait a@ l’équation Il en résulte que la fonction z (t, A) = 

linéaire différentielle avec le paramétre h 

dz(t, A) _ OD (t, y (ty A)y A) AD (t, y(t, A), A) a a (2) 
pour la condition ini‘iale 

Z (to, A) = @" (A). (3) 
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b. Considérons des cas particuliers les plus simples. 
Supposons que A = Y, g (A) =A et que D(t, y, A) =ODF, y) 

ne dépende pas de A. Il s agit dans ce cas de la dérivabilité de la 
solution y (t, A) par rapport a sa valeur initiale A. Nous voyons que, 
pour une fonction ® (¢, y) ayant les dérivées continues en 7 et y, 
la solution y (t, A) a la dérivée continue par rapport a i. La formule 
1.86 (4) donne: 

dy (t, A) AM (t, y(t, A)) Oy (Tt, A) gp | Mg DD BEE ay 
En particulier, pour 6 assez petits, | #— t |< 6, l’opérateur 

Oy (t, d) 

On 
t — ty petits, l’application y (t, A) est un difféomorphisme d’un voisi- 
nage U <Y du point X sur un voisinage V du point y (t, A); nous 
voyons, par exemple, que le point y (¢, 4) admet un voisinage, no- 
tamment V, par tout point duquel passe une courbe intégrale partant 
du voisinage U. A un déplacement AA du point initial 4 dans le 
voisinage U, il correspond le déplacement 

s’avére inversible. I] résulte de ce fait et de 7.56a-b que, pour 

t 

dy (t, A) ae: OD (t, y(t, A)) Ay (T, A) 

to 

Apap Me ”) ANAt-+ 0 (At) Ak 0 (Ad) 

de la solution y (t, X). Ce dernier a oe a des infiniment 
petits d’ordre supérieur prés, coincide avec AA augmenté de 

tak oe M Ad At. La dérivée out Su EM z(t, A) satisfait a l’équation 

fear homogeéne qui se déduit de (2): 

dz(t,) a (t, y (t, 0)) 
dt hd dations ean (4) 

avec la condition initiale 
Z (25. i) = ee (9) 

Si z(t, 4) est une fonction numérique, le probléme (4)-(5) admet la 
solution immédiate : 

t 
 _OD(t, ¥ (TA) 

a(t, A)=en (3) 
c. Supposons que @ (A) = Yo ne dépende pas de A, de sorte que le 

paramétre A ne figure que dans le second membre de l’équation 

1.85 (1). Ceci étant, la fonction z (é, A) = tt satisfait 4 l’équation 
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1.86 (2) avec la condition initiale 

@htgy he (4) 

1.87. Systéme dynamique local. Toute solution 

y = y (t) d’une équation - = @ (t, y) est naturellement interprétée 

comme courbe dans l’espace 7 x Y. Mais on peut également lui 
faire correspondre une courbe dans l’espace Y en considérant f 
comme paramétre. Cette derniére courbe y (z) se déduit de la courbe 
{t, y (t)}} € T X Y en la projetant dans l’espace Y. Si l’on interpréte 
la variable t comme temps, alors la solution y = y (t) représente la 
loi du mouvement d’un point mobile dans l’espace Y, Aa la vitesse 
@ (¢, y). Pour cette raison, l’ensemble des solutions y = y (t¢) s’ap- 
pelle systéme dynamique, ou bien, si l’on considére la situation locale, 
systeme dynamique local. Le probleme devient beaucoup plus simple 
si M (t, y) ne dépend pas de ¢, de sorte que l’équation initiale a la 
forme 

Y_Oy) GcY-+Y). (1) 
Dans ce qui suit on suppose que la fonction @ (y) ait la dérivée 
continue. Dans le cas considéré, on peut concevoir le systéme dyna- 
mique local comme mouvement d’un milieu continu dont la vitesse 
a tout point est donnée par le vecteur @ (y) et ne dépend pas du 
temps. Les courbes dans l’espace Y qui correspondent aux solutions 
y = y (t) s’appellent trajectoires du systeme. Il découle de /.8/-1.82 
que deux trajectoires ou bien n’ont pas de point commun ou bien 
coincident entiérement *. Si, pour un yy, nous avons ® (y,) = 0, 
alors y = Y (const) est une solution immédiate de |’équation (1); 
la trajectoire correspondante dégénére en un seul point. Soit D (yy) = 
= Zz) ~ 0; pour la raison de continuité on a M (y) ~ 0 dans un voisi- 
nage du point y,; il n’y a aucun point immobile dans ce voisinage, 
tous les points se déplacent réellement avec le temps suivant leurs 
trajectoires. Un cas particulier du systéme de ce genre s’interpréte 
comme mouvement des points d’un solide en translation uniforme. 
I] s’avére que le cas général se réduit a celui-ci par un difféomorphisme 
dans l’espace Y qui transforme le systéme dynamique au voisinage du 
point yo en une famille de segments paralléles parcourus a une vitesse 
constante. En effet, supposons que y) = O (ce qu’on peut toujours 
obtenir par une translation) et qu’il existe une fonctionnelle linéaire 
continue f (y): Y > R, telle que f (z)) ~4 0 (lorsque Y est un espace 
hilbertien, on peut poser f (y) = (y, 2); dans un espace de Banach 
l’existence d’une telle fonctionnelle est garantie par le théoréme 

*1ST yy (i;) =y2 1.) = pe Y, alors y, (t; + t) = yp (t. + t) puisque les 

deux membres en tant que fonctions de ¢ satisfont 4 une méme équation 2 = 

= @(y) avec la condition initiale commune y (0) = p. 
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de Hahn-Banach, voir, par exemple, f. E. Iluaos, Maremaruuec- 
KUM aHalu3, clemmambuniat Kype, 2 usg., M., 1961, Jlononnenne, 
§ 2, crp. 426). Considérons le sous-espace H = {h CY: f (h) = 0}; 
il est fermé et ne contient pas Z . Soit, ensuite, LZ le sous-espace 
unidimensionnel engendré par le vecteur z); nous affirmons que 
tout l’espace Y est la somme directe de LZ et H. En effet, pour tout 

yé€Y et pour h=y— fW)70 nous avons évidemment PAR) em ik 
f(Zo) ’ 

de sorte queh€ Het y=h+2, 012 = rar 

tion étant unique puisque Z et H ont un seul point commun 0. Dans 
le sous-espace H considérons la boule H, = {hE H: |h|<p}, 
et dans le sous-espace L le segment 75 = {tzo: |t | <6}. Faisons 

correspondre a tout couple (¢, h)€ 7s X Hy 
Sow, : : ; a 

Zo V4 ylth) le point y (t, hk) qui est la solution de l’équa- 

ps 

€ L, cette décomposi- 

| tion (1) pour la valeur initiale y (0, h) =h. 
| 2(th) Si 6 et p sont suffisamment petits, la quan- 

—fh/—, tité y(t, h) est définie d’aprés 7.82b. Prou- 
"e 0 gith) 4 vons que l’application (t, h) > y (é, h) est le 

difféomorphisme cherché. Nous avons y (¢, h) = 
Fig. 1.8-4 = Nolte) ct A Bh Se an O8 ind eee 

id (t, h) € Ry. Remarquons que la fonction y (¢, h) 
est continue par rapport a l’ensemble (¢, hk) (puisque, dans 7.81b, 
on a démontré la continuité de la fonction y (¢, h) par rapport ah 
dans l’espace des fonctions y (¢, h) avec la sup-métrique en f); il en 
résulte la continuité par rapport A (t, h) des composantes 7 (¢, h) et 
X(t, h). La fonction y (t, hk) admet la dérivée en ¢ qui vaut ® (y) 
en vertu de l’équation (4); il en résulte que les fonctions y (¢, h) 
et A (t, h) ont elles aussi les dérivées par rapport 4 ¢ qui sont égales 
aux composantes respectives de M (y); bien entendu, ces composantes 
sont continues avec M. Pour t = 0, h = 0, elles prennent, en tant 
que composantes du vecteur @ (0) = 2, les valeurs 0 et 1 respective- 
ment. La fonction y (t, h) a, A son tour, la dérivée en h (1.86b) qui 
est continue par rapport a (¢, h). Il découle de l’égalité y (0, kh) =h 

ONO, bh A Pte Bh 25 gp s identi Pees Wags Tee aks (opérateur identique dans H). En vertu 

de 1.48, la fonction y (t, h) est dérivable par rapport a (t, h); sa 
dérivée s’écrit naturellement comme matrice: 

ON (ty h) Od (t, h) 
Ot Oh 

On (t,h) Ay (t, h) 
Ot oh 

Pour ¢ = 0, h = 0, la matrice a la forme 

1 0 

an (0, 0) 
at By 

que 
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et s’avére inversible d’aprés 7./4i. Il suit maintenant de 7.56b que 
Vapplication (¢, h) > y (¢, h) représente un difféomorphisme d’un 
voisinage du zéro de l’espace 7 X A sur un voisinage du zéro de 
Vespace Y. Le difféomorphisme inverse x! transforme les trajectoires 
du systéme dynamique local construit d’aprés l’équation (1) en des 
segments « verticaux » auxquels ¢ sert de coordonnée principale, de 
sorte que, du point de vue dynamique, ils sont parcourus A une vitesse 
constante (qui vaut 1); c’est bien 
cela qu’on affirmait. : T ees 

1.88. Intégrales pre- 
miéres. a. Considérons l’ensem- 1 
ble des solutions de l’équation —— 

: ee (be 
H aoe $=) (1) 

dans un voisinage V d’un point Fig. 1.3-2 
Yo € Y tel que D(y,) 40. Une fonc- 

. tion numérique z (y) définie, continue et possédant la dérivée continue 
z’ (y) dans V, s’appelle intégrale premiére de l’ équation (4) (plus exac- 
tement, intégrale premiére locale) si elle est constante sur chaque 
trajectoire de cette équation. En utilisant le difféomorphisme x 
construit dans 7.87 il est possible d’obtenir une description avanta- 
geuse de toutes les intégrales premiéres de l’équation (1). Notamment, 
le difféomorphisme x~-! transforme chaque intégrale premiére z (y) 
en une fonction z(t, h): T3; X H,—> R,, qui est constante sur les 
segments verticaux de l’ensemble 7, x H, et qui posséde elle 
aussi la dérivée continue (par rapport a la variable (t, h)). Une telle 
fonction est déterminée d’une facgon univoque par ses valeurs pour 
t = 0,2(0, h) =» (h), ou (h): H, > R, est une fonction contini- 
ment dérivable par rapport 4h € H. Inversement, étant donnée une 
fonction continiment dérivable p (h): H, > R,, lafonction z (¢, h) = 
=(h): Ty) X H, > R, a la dérivée continue par rapport a la 
variable (t, h), et le difféomorphisme x la transforme en une fonction 
z (y) continiment dérivable en y qui est constante sur les trajectoires, 
i.e. est une intégrale premiére de ]’équation (1). En remarquant que 
le difféomorphisme «x transforme l'ensemble H, identiquement en 
lui-méme, nous voyons que toute intégrale premiére de l’équation (1) 
est bien déterminée par ses valeurs sur Hy, qui forment une fonction 
continiment dérivable ; ses valeurs sur les autres points y du voisinage V 
résultent du fait qu’une intégrale premiére est constante sur chaque 
trajectoire. 

b. Si Y = R,, de sorte que l’on peut poser H = R,, -;, la situation 
s’éclaircit d’autant plus. I] s’avére, notamment, que, dans un voisi- 
nage du point yy € Y avec D (yo) ~ 0, il existe n — 1 intégrales pre- 
mieres indépendantes (1.66b) de l’équation (1); d’autre part, toute 
intégrale premiére de cette équation représente, dans un voisinage du 

8—0545 
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point yo, une fonction (dérivable) de n’importe quelles n — 1 intégrales 
premieres indépendantes fixes. Pour démontrer la premiére partie de 
la proposition, choisissons dans H, les coordonnées quelconques 

-, hy: Dans I's X Hy, les fonctions 2, (t, h) = hy, 
> 2n-1 (t, h) = hp-1 sont constantes sur les segments verticaux 

et, évidemment, indépendantes; par conséquent, leurs images 
Z,(y), - ++) Zn (y) par le difféomorphisme x représentent n — 1 
intégrales premiéres indépendantes de l’équation (1). D’autre part, 
s’il y a les intégrales premiéres quelconques 2, (y), ..-, Zn-1 (y) 
(indépendantes), le difféomorphisme 2~’ les transforme en certaines 
fonctions 2, (¢, 2), ...; 2.4 (é,-2) qui sont constantes sur les 
segments verticaux et indépendantes elles aussi, de sorte que le 
rang de la matrice 

1? 

421 (0,0) 24 (0, 0) 824 (0, 0) 
ot Oh, ~ei Ohn-1 

Onmma (0, 0) Ont (0, 0) df, 4 (0, 0) 

Ot Oh, pn Ohn-4 

vaut n — 1. La premiére colonne de cette matrice étant composée 
des zéros, nous avons 

dz, (0, 0) dz, (0, 0) 

Oh, ine Oha% 

O°) 6iac ds eeeeeten: 0. 
02n-4 (0, 0) 02n_4 (0, 0) 

hy iS ae ea 

Ainsi, les fonctions z, (0, h), ..., Z,-, (0, h) réalisent un dif- 
féomorphisme d’un voisinage U (0) CH, dans un domaine Vc 
<— R,-,. Par conséquent, toute fonction 1p (hk) dérivable dans U (0) 
peut étre mise sous forme de F (2, (0, h), .. ., Z,-1 (0, h)) (1.56c), 
avec la fonction F (z,, ..., Z,-,) dérivable. Soit maintenant z (y) 
n’importe quelle intégrale premiére de l’équation (1); le difféomor- 
phisme 2~* la transforme en une fonction z(t, h) ne dépendant que 
de h, donc, la met sous la forme F (z, (0, h), ..., 2,-, (0, h)) = 
= F (2, (t, h), - + Zn (ty W)) =F (a (Y), -- 5 Faery), ce quill 
fallait démontrer. 

c. Méme une collection incompléte de k < n — 1 premiéres in- 
tégrales indépendantes nous fournit une information essentielle sur 
les trajectoires du systeme. Notamment, s’il ya k <n — 1 intégra- 
les premiéres indépendantes, par exemple z, (y), ..., 2, (y), alors; 
pour tout choix de constantes c,, . . ., c, (d’un voisinage des valeurs 

co = 21 (yo), .- ., Ch = 2x (Yo), les Squations 
21 (Y) = Cy, «oy Zn (Y) = Cy ah OP 

déterminent, d’aprés 1.666, une variété (n — k)-dimensionnelle 
M (ey, ..+, ¢,) CY. De plus, si une trajectoire de l’équation (4) 
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a des points communs avec une variété M (c,, ..., cx); elle y est 
incluse entiérement, puisque les fonctions z,(y), ..., 2, (y) conser- 
vent leurs valeurs sur cette trajectoire. Lorsque k devient plus grand, 
la dimension des variétés M (cy, ..., c,) diminue et l'information 
sur la disposition des trajectoires devient plus exacte. Enfin, si 
k =n — 1, les équations (2) déterminent les variétés unidimension- 
nelles, c’est-a-dire les trajectoires mémes. 

d. Dans certains cas, on peut trouver m — 1 intégrales premiéres 
indépendantes au voisinage d’un point donné y,, sans connaitre les 
trajectoires. Alors ces derniéres seront déterminées bane facon 
implicite par les équations (2). 

Exemple. Soit Y= Rs, y = (y1, Yo: ys). Considérons l’équation 

d 
+ ={(y2—ys Y3— Y4, Yi— Ya} (3) 

ou, sous la forme scalaire, le systéme d’équations 

d dy dy3 
a =Y2—Y3, U3 Ms = Gila Yi— Yo. (4) 

Nous cherchons les trajectoires de l’équation (3) ou, ce qui est le méme, du 
systéme (4), En additionnant les équations (4) nous avons 

d(y+ye+ys) 9 
dt : 

I] en résulte que l’égalité y, + y, + ys = const est valable sur chaque trajec- 
toire du systéme (4) et en représente donc une intégrale premiére. Puis, en mul- 
tipliant les équations (4) par y,, y2, y3 respectivement et additionnant les 
résultats, nous obtenons 

d d d 
LAP Te Aa FYB CU3 — yy (yy — ys) + yo (va—¥s)-+ 45 (vs—ve) = 0, 

dt 

d’oi une autre intégrale premiére 2. (y) = y? + y3 + y}. 
La matrice 

0z4 Oz4 O24 

Oy, Oye ys =| s ‘all 
02g O29 Ok 2y4 Mh 2y3 
Oy, PY2 2s 

a le rang 2 partout, sauf les points de la droite y= { y € Rs: yy = Yo = Yahe 
Notons que ces points sont, évidemment, des points immobiles Hs systéme (4); 
Au voisinage de chaque point y €¥, les trajectoires sont localement déterminées 
par les équations 

yj t+ yve+ ys = const, y?-+ y}-+ y3 = const, 

et nous voyons qu’elles représentent les circon{érences orthogonales 4 la droite 
y et de centres sur cette droite. 

8* 
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1.89.Equations linéaires aux dérivées par- 
tielles. Supposons qu’en tout point y d’un domaine G d’un 
espace de Banach Y soit donnée une fonction ® (y) continue et 
continiment dérivable, 4 valeurs dans le méme espace Y; autre- 
ment dit, @ (y) représente un champ vectoriel. Nous cherchons une 
fonction z (y): G—> Z, continue et continiment dérivable, a partir 
de l’équation 

2’ (y) D (y) = 0. (5) 

(Rappelons que z’ (y) est un opérateur linéaire de Y dans Z, 
donc le premier membre de (5) est l’image par l’opérateur 2’ (y) du 
vecteur @ (y).) Conformément 4 1.27a, l’équation (5) veut dire 
qu’a tout point y € G la dérivée de la fonction z (y) suivant la direc- 
tion du vecteur @ (y) est nulle.,Considérons, dans le domaine G, 
Véquation 

a= PW): (6) 

Sur chaque trajectoire de l’équation (6) la fonction cherchée z (y) 
devient fonction du paramétre ¢, et l’équation (5) signifie que la 
dérivée de cette derniére est nulle. Ainsi, la fonction cherchée z (y) 
doit étre constante sur chaque trajectoire de l’équation (6), c’est-a-di- 
re doit étre intégrale premiére de cette équation. La réciproque est 
évidente: toute intégrale premiére de |’équation (6) est une solution 
de l’équation (5). Par conséquent, le probléme de résolution de l’équa- 
tion (5) est réduit au probléme des intégrales premiéres de l’équa- 
tion (6). Par exemple, comme nous le savons déja de 7.88b, au 
voisinage de chaque point non fixe de l’équation (6), dans l’espace 
Y = R, il y a n — 1 intégrales premiéres indépendantes; posons 
Z,(Y), - ++) 2-1 (y), et toute intégrale premiére s’exprime en fonc- 
tion d’elles selon la formule 

z(y) =p (2 (y), - + +» 2n-a (Y)), 

ou wp (Zz, ..-, Z,-1) est une fonction (arbitrairement choisie) conti- 
niment dérivable. 

Ainsi, étant donnée l’équation 

Oz Oz Oz 
mcaling Bie Sar pie ey cae = (pees 0 ay, 2 ys) 4 Bug (3 ys)+ Dyg Ui ¥2) (7) 

dans Rs, le systéme dynamique correspondant est déterminé par |’équation 

d 
Fr = Was Y3— Ys Yi— Yo} 

vue dans 1.88d, et l’on connait, en dehors de la droite py ={ y € Rg: yx =Ya=Ye)s 
ses deux intégrales premiéres 

a(y)=Y+tyetys 22 (y) = vy? + oF + ¥3; 
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par conséquent, au voisinage de chaque point y ¢, toute solution de l’équation 
(7) est décrite par la formule 

z(y) =) (¥. + Yo + Ys, YE + y2 + 3) 

ou %p (z, 22) est une fonction continiiment dérivable. 

L’équation non homogéne 

2’ (y) Dy, z) =pty, 2) (Y X Ry> R,) 
se rameéne aisément a4 une équation homogéne dans l’espace Y X Ry 
(voir l’exercice 28). 

§ 1. 9. Equations différentielles (théorémes non locaux) 

1.91. Dans le paragraphe précédent, on étudiait les propriétés des 
solutions d’une équation différentielle au voisinage d’un point; 
ici nous considérons les propriétés des solutions dans de grands 
domaines. Soit Y un espace de Banach; dansundomaineG CR, X Y 

. (éventuellement non borné), il est donné une équation différentielle 

4! _O(t, y). (1) 
Un sous-domaine 0 CG est dit régulier si, pour un r >0, toute 

boule de rayon r et de centre 4 un point a € Q se trouve entiérement 
dans G. On suppose que la fonction @ (¢, y) dans (1) soit continue 
dans G, bornée dans tout sous-domaine régulier Q CG: 

| (t, y) |< Ag (2) 
et satisfasse 4 la condition de Lipschitz par rapport a y: 

[D @, w1) —O@, ye) |S Bo ly — ye |. (3) 

En vertu de /.82b et des hypothéses ci-formulées, par chaque 
point (t), Yo) € G passe une seule solution de ]’équation (4): 

y (t) =y ts tor Yo). Y (to) = Yo: (4) 

Cette solution définie dans un intervalle | t — ty |< 6 peut s’avérer 
non prolongeable sur un intervalle plus ou moins important de |’axe 
des t, pour la raison, par exemple, qu’elle atteint, 4 une valeur finie 
t = t,, la frontiére du domaine G. Montrons que c’est la seule raison 
possible. 

Théoréme. Toute solution (4) peut étre prolongée dans les 
deux sens de variation de t jusqu’a ce qu’ elle sorte de chaque sous domaine 
régulier Q CG. 

Démonstration. Pour une solution donnée (4), trouvons 
le plus grand demi-intervalle [t), 6) sur lequel elle soit définie; il 
peut étre défini comme réunion de tous les demi-intervalles [t), B’) 
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sur lesquels la solution (4) existe. (Remarquons ici que la quantité 
y (t; to, Yo), Si elle existe, est définie d’une fagon univoque, car le 
théoréme d’unicité 1.62 interdit la bifurcation de solutions dans le 
domaine G.) Supposons que B < oo; considérons n’importe quelle 
suite t, € lt, 6), tr 7B et la suite correspondante (¢,, y (t,)). 
Supposons que l’arc (t, y (¢)), pour ¢ € [t, B), reste dans un sous- 
domaine régulier Q CG, de sorte que les valeurs @ (¢, y (¢)) soient 
majorées en module par la constante Ag de (2). Alors, pour m <n, 
nous avons: 

ly tn) —Y (tm) |< sup (tn —tm) < Ag (tn —tm)- 
tm<t<tn 

Ainsi, la suite y (t,) est de yn dans l’espace Y ; désignons sa 

limite par y. La fonction ® (¢, y) étant continue, nous avons 

® (6, y) = ee ® (t,, Yn); par conséquent, en complétant l’arc 

semi-ouvert “(t, y (t)), t € lt, B) par le point (6, y) nous avons un 
arc fermé (t, y (z)), ¢ € [tp, B] avec la tangente continue, c’est-a-dire 
une solution de l’équation (1). En vertu du théoréme 7.81b, la 
solution peut étre prolongée sur des valeurs de ¢ supérieures 4 ¢ = B, 
ce qui contredit la supposition. Nous voyons donc que, ou bien 
B = oo, ou, si B < o, les points (é, y (¢)) sortent, pour ¢ € [to, B), 
de n’importe quel sous-domaine régulier Q CG, ce qu’on affirmait. 
Dans l’autre sens (tf —- —oo) le théoréme se démontre de facon ana- 
logue. 

1.92. Dans ce qui suit nous étendrons les théorémes sur la con- 
tinuité et la dérivabilité de solution par rapport a la condition ini- 
tiale au cas de grands intervalles de variation de ¢. Nous aurons besoin 
du lemme suivant: 

Lemme. Si une fonction @ (t), continue et dérivable dans un 
intervalle [0, T], satisfait & la condition 

a a 

[9 @|<M (1+k | |@()| dr), (1) 

QP Chae elle satisfait également, dans [0, T], & la condition 

lp (t) |< MerMt, (2) 

Démonstration. Posons 

j |p (x) [dt =v(t). 
0 

L’inégalité (1) prend alors la forme: 

v’ (t) <M (1 + kv (d), (3) 



§ 1.9. Equations différentielles (théoremes non locaux ) 149 

ou bien 

v’ (t) 
1-[ ko (t) 

En l|’intégrant et compte tenu de ce que v (0) = 0, nous avons 

In (4 + kv (t)) < kMt 

<M. 

ou : 

1 + kv (2) < ekMt, 
En appliquant (3) trouvons 

v' (t) < Me™, 
d’ot l’inégalité cherchée (2). 

1.93. Pour tj) = 0, nous écrirons y (¢, yo) au lieu de y (£3 fo, Yo). 
Lemme. Soit {t, y(t, y,)}, O<Xt<T la courbe qui repré- 

sente une solution de l’équation 1.91 (1) et se trouve entiérement dans 
un sous-domaine régulier Q du domaine G (CR, X Y). Nous affirmons 

. qu’il existe 6 >O tel que toute solution y (t, Ys), |¥2—Y¥1 |< 8 
est aussi bien définie pourr0O <t<T. 

Démonstration. Choisissons un ¢ >0O tel que le 2e- 
voisinage du domaine Q est inclus dans le domaine G. Alors le e- 
voisinage H du domaine Q représente, avec Q, un sous-domaine ré- 
gulier; en particulier, la condition de Lipschitz 

| @ (, y) — Ot, z)|<Baly —z |, 

avec une constante fixe By, est remplie pour n’importe quels (¢, y), 

(t, z) de H. Posons § = ee 74" et considérons une solution arbitraire 
y (t, Ye) avec | yg — y, |< 6. Soit [0, B) le plus grand demi-inter- 
valle pour lequel le point (¢, y (t, y,)) reste encore dans le domaine 
H; montrons que B >7. Soit B < T. Les solutions y (¢, y,) et 
y (¢, Y2) vérifient les relations 

y (t, Y1) = + 0) (t, Yy (t; Y1)) dt, 

y (i, Y2) Ps = ® (t, y (t, Y2)) dt. 

Cot Ota 

On en tire, pour 0<t<f, 
t 

y (é, ys) —Y (4, Ye) |< | Yr— Yo | + j | D (t, y(t, Ys) — 
0 

t 

— O(c, y(t, ys) |dtr<8+Bx | lye ys) —Y(t ye) | dr 
0 
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D’aprés le lemme 7.92, nous avons 

ly(t, w— y(t, Yo) |<8e"F? <e. (4) 

Ainsi, pour 0 <t < B, la courbe {t, y (t, Y2)} se trouve dans le 
sous- domaine régulier ee Alors, d’aprés 1.97, la solution y (¢, Yo) 
peut étre prolongée en dehors det = 6, ce qui contredit la supposi- 
tion. Le lemme est donc démontré. 

1.940Théoréme sur baceontinuitée globale. 
Considérons un arc {t, y (t, yi)}, O<t < T représentant une solution 
de l’équation 1.91 (1) qui est inclus dans un sous-domaine régulier Q 
du domaine G. D’aprés 1.93, il existe, pour un 6 >0 et pour tous les ys, 
| Yo — yy | <6, une solution y (t, yo), t << T. Nous affirmons que 
le point y (Tue) dépend continiment de Yo. 

Démonstration. II suffit de considérer une suite de 
points y@, ...,y$, ...—>y, et de montrer que y (7, yx" )—> y (7, ys). 
L'estimation 1.93 (4), pour way’, 6= 6, =|" — vif, f—2, 
fournit 

ly es y.)—y (fT, yo) [-<6,e87 — 0; 

ce qu’il fallait. 
1.95.The oreme sur la d@rivabtrlite #10 pe be 

Si, dans les hypothéses 1.91, la fonction  (t, y) a la dérivée continue 

aia alors, dans les hypothéses 1.94, le point y (T, Yo) dépend de yy 

d’une facon dérivable. 

Démonstration. En vertu de 7.45, la quantité one y) 

est estimée, dans tout sous-domaine régulier Q, avec la constante 
figurant dans la condition de Lipschitz : 

| Sar || <Pe 
Les constructions que nous allons réaliser se déroulent dans les 
limites du domaine V qui représente la réunion de toutes les boules 
de rayon 6 (du lemme 7.93) et de centres aux points de la courbe 

y (t, Yo), OXNt<T. Soit (t, y) un point sur cette courbe. Nous 

avons vu dans 7.85 que la solution y (¢; ¢, y) (qui, en réalité, 
coincide avec la solution y (t, yo) d’aprés le théoréme d’ unicité) 

est dérivable par rapport a y, a que soit ¢ éloigné de ¢ moins que 

de eae (sup | |) . Partageons l’intervalle [0, 7] 

avec les points 0 =f) <li, <...<t, = fT de facon A avoir 
tj41 — tj < 59. Nous aurons: 

Y1 = ¥ (4, Yo) une fonction dérivable de yo; 
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Yo = y (te; 4, yi) une fonction dérivable de y,; 

Ym = Y (tmi tma, Ym) une fonction dérivable de: y,.-,. 
En appliquant un nombre convenable de fois la régle de dériva- 

tion d’une fonction composée nous voyons que ym = y(T, Yo) est 
une fonction dérivable de yo, ce qu’il fallait démontrer. 
°1.96.Equation danstout l’' espace. Supposons que 

le domaineG < R, X Y de 1.91 coincide avec tout l’espace R, X Y. 
Il n’y a alors que deux possibilités, d’aprés 7.97: ou bien la solution 
y (t, Yo) soit définie pour tout t, O<t< oo, ou bien, pour une 
valeur finie t = tj, la solution y (t, yo) devienne non bornée. (La 
deuxiéme possibilité est réalisée, par exemple, pour l’équation 

pd = y’ dans R, X R,: la solution correspondant a la valeur initia- 

le 45 = a =, t = aia torme y= _ et ne peut étre prolongée 

que jusqu’a la valeur ¢ = a dans le sens positif.) 
La question se pose naturellement, quelles sont les conditions 

a imposer a la fonction ® (¢, y) pour que l’existence de la solution 
y (t, Yo) soit garantie pour tous les t, 0 < t< o. Montrons qu’une 
telle condition est donnée par l’inégalité 

ithe) b= Ar ibe ly |, (1) 

ou les constantes A; et B; sont uniformément bornées dans chaque 
domaine borné de variation de ¢. Considérons, comme plus haut, le 
plus grand demi-intervalle [0, 6) sur lequel la solution y (t, yo) 
soit définie; nous avons 4 montrer que B = o. Soit B < ov. Il 
résulte de l’équation 

t 

yi)=w+ | Oe, ydt, 0<t<p 
0 

et de (1) que 
t t 

[y1<|u|+ | (Ae Belyl) de<|ys|+Ap-B+ Be | |ylar, 
0 0 

ou Ag= sup A;, Bg= sup B;. En appliquant le lemme 1.92 nous 
0<t<p 0<t<p 

voyons que 

ly Q1<( ys | + ApB) 78”. 

Ainsi, la quantité y (¢) est bornée dans l’intervalle [0, B), donc 

le point {t, y (¢)} reste dans un sous-domaine régulier du domaine G ; 
mais d’aprés 7.97, la solution y (t, yo) peut étre prolongée sur les 
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valeurs de ¢ supérieures 4 t = f, ce qui contredit l’hypothése. Défi- 
nitivement, pour que la solution y (¢, yo) soit indéfiniment prolon- 
geable par rapport A ¢, il suffit que (1) soit remplie. 

En particulier, l’inégalité (4) a lieu pour |’équation linéaire 

a =AMytBO (2) 

avec les coefficients A (t): Ry > L(Y) et B(t): Ry > Y continus 
(pour tout #). Ainsi, chaque solution de l’équation linéaire (2) & coeffi- 
cients A (t) et B (t) continus peut étre prolongée sur tout l’axe des t, 
= 00. <<a f= 1007, 

1.97. Ici, comme dans 1.88, nous interprétons les solutions 

y=y (t, yo) de l’équation ov _@ (t, y), comme loi de mouvement, 

dans l’espace Y, chaque du mobile qui se trouve 4a l’instant t=0 
au point yo, M(t, y) étant la vitesse du mouvement. Toujours 
comme dans 7.88, supposons que @ (¢t, y) ne dépende pas de f¢, 
de sorte que l’équation donnée ait la forme 

ae = Ply)- (1) 

Montrons qu’a lieu la relation 

y (t, y (ty Yo)) =y (tf + ty Yo), (2) 

quels que soient ¢, et ¢ admissibles pour le premier membre. En effet, 
si y (t;, Yo) a un sens, alors les deux membres dans (2) coincident 
pour ¢ = 0 et sont définis pour les t 0 petits, au moins. Pour ces 
valeurs de ¢, les deux membres satisfont, évidemment, 4 l’équation 
différentielle (1). Dans ce cas, ils coincident forcément pour tous les ¢ 
ou ils sont définis (puisque le théoréme d’unicité 7.52 interdit leur 
séparation). Si les valeurs mentionnées de ¢ n’épuisent pas le domaine 
de définition du second (premier) membre, alors, aux points qui 
restent, on peut définir le premier (second) membre en le posant 
égal aux valeurs correspondantes du second (premier) membre, et le 
premier (second) membre reste solution de l’équation (1) égale a 
y (ts. Yo) pour t = 0. 

On a montré dans 1.88 que tout point yy € Y tel que D (y)) 4 0 
admet un voisinage V (yj) et un difféomorphisme x qui transforme 
les parties se trouvant dans V (yo) des trajectoires de l’équation (1) 
en des segments paralléles parcourus (lorsque ¢ varie) 4 une vitesse 
constante. Nous allons étendre cette proposition au cas de grandes 
parties (en ¢) des trajectoires. 

Considérons, au voisinage d'un point yg € Y avec WM (y,) £0, 
la décomposition Y = L + H construite dans 1.88, LZ étant un 
sous-espace unidimensionnel et H un sous-espace fermé de Y, et 
soit H, = {kh € H, |h | <e} une boule dans H qui, en produit avec 
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le segment 75, forme le domaine de valeurs du difféomorphisme x. 
Est-ce qu’on peut prolonger le difféomorphisme x (construit dans 1.88 
pour | ¢ | < 8) sur de grandes valeurs de ¢? Les trajectoires de 1’équa- 
tion (4) prises en entier peuvent entrer dans la boule H, encore une 
fois, c’est pourquoi la réponse a la question posée sera négative sans 
suppositions supplémentaires. Imposons aux solutions de l’équation 
(1) la condition suivante. 

La condition du non-retour des trajec- 
toires sur l’intervalle [—4, ¢,] (4, t,>>0): pour un 
0 >0, chaque trajectoire y(t, h), hE H,, t€l—t, t.] n’a plus 
(i.e. lorsque t #0) de point commun. avec la boule H,. 

Dans cette condition, le prolongement du difféomorphisme s’avére 
possible: 

Théoréme. Si les trajectoires y (t, h) sont définies pourh € Ho, 
t €[—+t,, t,] et si la condition du non-retour est remplie sur Ll’ intervalle 
[—t,, t.], alors il existe un difféomorphisme de l’ensemble [—t,, t,] X 
x H, qui transforme tout point (t, h) en le point y (t, h). 
Démonstration. Montrons que l’application a: (t, h) > 

— y (t, h) est biunivoque. Si l’on avait y (to, ho) = y (t,, h,) pour 
certains tj) <t,, ho € H,, hy € Hy, alors, en appliquant (2), on 

obtiendrait y (¢; — to, hy) = y (—to, y (4, My) =y (—to, Y (to, ho) = 
= y (0, he) = ho,, ce qui contredit, pour), ho, tp= to, la con- 
dition du non-retour. Par conséquent, l’application x est biunivoque. 
Notons ensuite qu’il n’y a pas de point fixe parmi les points y (t, h) 
(¢ €[—t,, t.], h € H,) (ce qui découle du théoréme d’unicité); donc, 
en vertu de 7.88, l’application x représente un difféomorphisme d’un 
voisinage de chaque point (f, h) sur le voisinage correspondant du 
point y(t, h). Par conséquent, l’application m: (t, h)> y(t, h) est 
biunivoque et bidérivable, donc difféomorphe, ce qu'il fallait 
démontrer. 

En particulier, si la condition du non-retour est remplie, avec 
un 9 >0, pour toute la droite numérique —oo <i? < oo, nous 
voyons que l’ensemble des points de toutes les trajectoires y (t, h), 
h€H,, —%2 <t<oo s’applique d’une fagon difféomorphe sur 
l’ensemble des points des droites paralléles —coo C<i<ow,h€H,, 
d’aprés la formule y (t, h) > (t, h). 

Dans cette situation on dit que l’ensemble des trajectoires y (t, h) 
(Sw wo, heH,)est rectifiab Tle. 

EXERCICES 

4. Montrer que la fonction f (rz) (Rg + R,) donnée en coordonnées polaires 
@, r par les conditions 

_ f [r—n)]® pour 0<p < 22,0 <r<, 

sary 0 pour les autres valeurs de 9 et r 
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est continue sur toute demi-droite issue de l’origine des coordonnées, sans étre 
continue en |’origine méme. 

2. Montrer que toute fonction f (z) (Rz ~ R,) continue sur toute courbe 
dérivable issue de l’origine des coordonnées est continue en l’origine aussi. 

3. Soit A (p) une fonction de g, dérivable et périodique de période 2x. 
Montrer que la fonction f (x) (R2z > R,) définie en coordonnées polaires —, r 
par la formule 

f(z) =A (9)r 
a) est dérivable suivant toute demi-droite issue de l’origine des coordon- 

nées, la dérivée valant A (q@); 
a est dérivable suivant la droite @ = @o dans un seul cas ot A (~) + a) = 

= —A/ (Po); 
C) Ms dérivable en l’origine des coordonnées si, et seulement si, A (py) = 

= asin (p + f), a et B étant des constantes. 
4. Montrer que, pour qu’une application dérivable w= f (z) (€ Cc Ry > 

— R,) définisse une fonction analytique f (z), il faut et il suffit que, a tout point 
z €G l’opérateur f’ (z) soit celui de multiplication par un nombre complexe 
(dépendant de 2). 

5. Ecrire une équation différentielle pour la ligne de la plus rapide ascen- 
sion d’une fonction y = f (x1, 29) (Rg > Rj). 

6. Parmi les lignes de niveau de la fonction p (x, —a) p (x, a) (Rg > Ry), 
indiquer celles qui sont convexes; qui admettent des points d’inflexion; qui 
se composent de deux ovales. 

7. Si une fonction numérique dérivable f (rz) (Gc X + Y) prend une 
méme valeur en deux points a et b, alors, pour tout contour Z joignant ces 
points, la dérivée de la fonction f (x) suivant Z s’annule en un point au moins 
de ce contour. Donner un exemple de fonction vectorielle (R, — R, au moins) 
pour laquelle le fait analogue n’a pas lieu. 

8. Soit Q le plus petit ensemble convexe fermé contenant toutes les valeurs 
de la fonction f’ (t),a<t< b,f: [a, b] + Y,f (a) = f (b). Montrer que0 € Q. 

9. Considérons la surface d’un ellipsoide de révolution en tant que surface 
de niveau de la fonction p (z, a) + » (a, b). Montrer que les rayons lumineux 
qui partent du foyer a et sont réfléchis par la surface te Vellipsoide se réunis- 
sent au second foyer b. 

10. Supposons qu’une fonction F (¢, §) (R, > R,) ait la dérivée continue 
par rapport a §. Trouver les points stationnaires pour la fonctionnelle 

b 

fey= J) Fema 

définie dans l’espace R (a, b) des fonctions réelles continues zt = z (t), a< 
<t<d. 

11. Faire |’analyse des points stationnaires pour la fonctionnelle de l’exer- 
cice 10 dans le cas ob a= 0, b= 14, F(t, &) = 8 — (t + 1)7 €. 

12. Trouver les points stationnaires liés pour la fonctionnelle 

1 

j=) 28 @dt, ©ECO,1) 
0 

sous la condition 
1 

g(z)= \ 22 (t)dt=4 

0 

et étudier leurs types. 
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13. La méthode itérative de la résolution de l’équation f (cz) = 0 (f: X + 
— Y) consiste en ce qui suit. Etant donnée une valeur initiale z; = a ou f' (a) 
est un opérateur inversible, on écrit l’équation 

f (a) + f' (a) (x, —a) = 0 (4) 

par rapport 4 z,. Cette équation fournirait une racine exacte de l’équation 
f (z) = 0 si f (x) était une fonction du premier degré. Dans le cas général, la 
solution z, de l’équation (1) est un nouveau point ov la valeur f (z,) est, éven- 
tuellement, plus proche de 0 que f (a). Nous tirons de (4): 

rp = a — [f' (a)|“* f (a). (2) 

La formule (2) nous suggére qu’il est bon de considérer la suite 

Inti = Zp — If (t,)1-" f (aa), 

ou méme la suite plus simple 

Int = Z, — If’ (a)]* f (zp). (3) 

Montrer que, si les conditions 

If (@)I-* sup lif @—f @ll<z, 
jx—al<r 

[tf (IF (@) |< 

sont satisfaites, la suite (3) converge vers une solution de l’équation f (x) = 0, 
cette solution appartenant 4 la boule de rayon r centrée en a. 

14. Montrer que la fonction y = | z | (X + R,) n’est pas dérivable pour 
t=O, 

15. Montrer que, dans un espace hilbertien, la fonction y = ! z | est déri- 
vable pour z ~ 0. 

16. Montrer que, dans l’espace 7, des suites numériques zr = { &,... 

sueiitvete poe 2AVOL oct bm oe ae la fonction y=|z| (1, > R,) 

4 
n’est dérivable en aucun point. _ 4 

17. Pour voir comment sont disposées dans R, les branches d’une courbe 

f(z, y= >)  amztym=0 (1) 
0<k, m<N 

lorsque zc \, 0 *, on utilise la régle suivante. Il faut poser dans 1’équation 
(1) y= AztE ot A et r sont des constantes inconnues, H+ 1 pour z \ 0; 
puis il faut déterminer r = ry dans |’équation obtenue 

ApmAmah+rmE —0 (2) 
0<k,m<N 

a partir de Ja condition que le plus petit des exposants k + rom, désignons-le 
p, 8’y rencontre deux fois au moins (a cette fin on peut se servir d’un diagramme 
des exposants dont un exemple est donné fig. 1.£-1 **; ensuite, on divise 

* Le symbole z \,0 veut dire: z tend vers zéro en décroissant. 
** Pour plus de détails, voir T. E. I] u 1 0 B, Ocobne TouKM anreOpam4ec- 

KuX KpuBEIX Ha onocKocTH, YMH 5, sem. 5 (1950), erp. 180-192. 



126 Ch. 1. Dérivées du premier ordre 

l’équation (2) par 2? et on y pose c = 0; il est affirmé qu’a toute racine réelle 
simple 4) ~0 de l’équation obtenue 

Be apmAy =0 (3) 

k+rom=p 

il correspond une branche réelle de la courbe (1) avec pour équation y = A o2”"°E. 
Prouver la derniére affirmation. ; 
18. (Suite.) Si Ay est une racine multiple de l’équation (3), alors la courbe 

4) n’a pas forcément une branche avec l’équation y = Ax’ EZ. Tout de méme, 
si l’on pose dans (1) y = A x” (1 + BxsE) et que l’on trouve de fagon analogue 

les valeurs By et so, alors, dés que By soit: 
une racine simple de l’équation correspon- 
dante, la courbe (4) admet une branche de 
la forme 

y= Appz’ (1+ Bor °E). 

19. Montrer que les fonctions y = 
= f(r) (4c X > R,) admettant la dérivée 
continue f’ (x) (G+ LZ(X)) forment une 
algébre M (G) qui est fermée par rapport a 
la norme X 

II F (@) sup {1 @)I-FILF @) I}. 
ii ae Saat ite Ae AS, 

Diagramme des exposants 
de t'eguation 

a cane ee Sony at 20. (Suite.) L’ensemble J (a) de toutes 
YY - les fonctions f(r) € U(G) pour lesquelles, 

en un point donné a€G, sont remplies 
Fig. 1.z-4 les conditions f (a) = 0, f’ (a) = 0 repré- 

sente un idéal fermé dans l’algébre % (G). 
Montrer que l’algébre quotient W/J (a) est 

isomorphe a l’espace X* de toutes les fonctionnelles linéaires continues sur X, 
avec la multiplication nulle et avec une unité formellement introduite. 

21. (Suite.) On appelle dérivation formelle pour zx = a4 €G une fonction- 
nelle linéaire D dans |’algébre % (G) qui est continue sur la norme de l’algébre 
et qui vérifie la condition 

D (fg) = f (a)-Dg + Df-g (a). 

Dans le cas ot. X est un espace hilbertien H, montrer que f (x) € J (a) 
implique Df = 0. 

22. (Suite.) Montrer que, dans un espace hilbertien complet X = H, n’im- 
porte quelle dérivation formelle pour z = a dans l’algébre Y (G) est la déri- 
vation au point a suivant un vecteur y: 

Dive lime ee 
t+0 t 

23. Donner un exemple de fonction f (x) (Gc X + L (X, Y)) telle que, 
pour tout h € X, la fonction f (x) kh (G > Y) soit dérivable et la fonction f (x) 
ne le soit pas. ; * 

24. Donner un exemple de fonction f (x, y) (R, > R,) qui ne soit pas déri- 
vable pour z = 0, mais qui‘ ait la dérivée nullesuivant chaque direction partant 
du point 0. Montrer que l’existence de la dérivée nulle d’une fonction f (x) 
(R, — R,) suivant chaque ligne (dérivable) qui part du point.0 implique déja 
la dérivabilité de f (z) en ce point, ; 
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25, Donner un exemple de fonction f (c) (H — R,) (H est un espace hil- 
bertien de dimension infinie) qui ne soit pas dérivable pour z = 0, mais qui 
ait la dérivée nulle suivant chaque ligne dérivable issue du point 0. 

26. Montrer que la dérivée de l’opérateur d’inversion J (x) = pean 

(dans un espace hilbertien H) a la forme 7 (z)/| z — zy |? 0d T (z) est un opé- 
rateur orthogonal (i.e. (T (x) p, T (z) qg)—(p, qg), quels que soient pet q de H). 

27. Les fonctions y; = 2, yz = 23 (R2— Re), sont-elles indépendantes 
(dépendantes) dans un voisinage du point (0, 0)? 

28. Soient Y un espace de Baieeh, z(y): Y>R,,O(y,2): Y X Ry > Y, 
WY (y, z): Y X Ry > R,. On a léquation 

z’ (y) D(y, z) = ¥ (y, z). (4) 

Montrer que toute solution z (y) de l’équation (1) se déduit d’une solution 
w (y, z) de l’équation homogéne 

On )+Z Vu, 2)=0 (2) 

dans Y X R, en imposant la condition w (z, z) = 0 (et réciproquement). 
29. Soient M un espace métrique non compact et z,, ..., 2,,... une 

suite de points de M qui n’admet aucune sous-suite de Cauchy. Montrer qu’il 
‘existe une telle suite de nombres positifs p,;, ..., pn, -.. que les boules 
S (tn, Pn) = {2 € M: € (z, zn) <p,} sont deux a deux disjointes. 

30. (Suite.) Construire, dans un espace métrique non compact M, une fonc- 
tion numérique continue f(z) telle que sup f(z) = o. 

31. (Suite.) Construire, dans un espace métrique non compact M, une fonc- 
tion continue mais non uniformément continue. 

Historique 

Déja les fondateurs de l’analyse infinitésimale comprennent que la déri- 
vation de fonctions améne a des expressions linéaires par rapport aux accroisse- 
ments des coordonnées; ils ne négligent pas cette possibilite de simplification 
de problémes compliqués. C’est bien dans la linéarisation, dans la résolution 
du probléme au niveau linéaire suivie par le retour 4 des quantités finies avec 
l’intégration, que réside |’essentiel de la découverte de Newton et Leibniz. La 
technique des différentielles totales est développée par Euler (années 1730). 
Pourtant, sans la théorie des limites systématisée, sinon créée, par Cauchy au 
début du XIX® siécle, la linéarisation de XVII¢ et XVIII€& siécles semble con- 
tradictoire; les mathématiciens de l’époque croient, probablement, que les 
fonctions considérées soient elles-mémes linéaires 4 petite échelle et que leurs 
différentielles ne soient rien que leurs accroissements correspondant a des accrois- 
sements « extrémement petits » des variables indépendantes. Il est, naturelle- 
ment, impossible de développer ce point de vue d’une facon plus ou moins plau- 
sible, ce qui rend trés difficile la construction des fondements de |’analyse et 
provoque au méme temps la critique meurtriére de la part des philosophes. 
Berkeley, par exemple, aprés avoir critiqué les « sophismesfrappants » des flu- 
xions (dérivées) newtonniennes, dit: « celui qui est capable de digérer la deu- 
xiéme ou la troisiéme fluxion... n’a pas a argoter, il me semble, sur quoi que 
ce soit dans la théologie ». Hegel, le philosophe d’une autre orientation, lie les 
méthodes des infiniment petits avec les lois dialectiques de la pensée, qu'il 
a découvertes, et traite la dérivation comme négation (d’une quantité finie) et 
lintégration, comme négation de la négation; de ce point de vue, toute l’ana- 
lyse apparait comme résultat de l’application de la dialectique aux mathéma- 
tiques; il devient alors clair pourquoi toutes les « démonstrations » qu’il y 
a dans l’analyse de l’époque sont inadmissibles du point de vue de la logique 
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formelle: il ne peut étre autrement si l’on part des propositions non formelles. 
La justesse des raisonnements de Hegel ne contribue pourtant rien au progres 
de l’analyse infinitésimale; 4 une certaine étape, la formalisation concréte des 
constructions de base devient nécessaire pour son développement fructueux. 
Les grands mathématiciens du XVIII® siécle, tels que Euler, d’Alembert, La- 
grange, réfléchissent sur la possibilité d’une telle formalisation; la construction 
d’un systéme logiquement irréprochable de l’analyse fait l’objet de concours 
académiques. Et pourtant, ce n’est qu’au XIX® siécle, aprés avoir accumulé 
une quantité suffisante de faits, que Cauchy et Weierstrass réalisent la forma- 
lisation voulue. L’analyse des infiniment petits, débarrassée de contradictions 
formelles, devient tout de suite accessible 4 un cercle beaucoup plus vaste de 
chercheurs, son développement avance avec une rapidité et une efficacité extra- 
ordinaires. Le mérite principal de Cauchy est de considérer la différentielle 
d’une fonction non pas comme son accroissement mais comme partie linéaire 
principale de cet accroissement; la définition exacte de cette notion est basée 
chez Cauchy sur la notion de limite qui sert de fondement a tout le calcul infi- 
nitésimal. Weierstrass y ajoute la technique des raisonnements avec « et 6, 
ce qui permet, en particulier, de corriger certaines conclusions un peu précipi- 
tées de Cauchy. Durant tout le XIX® siécle plusieurs auteurs, de Cauchy a Gour- 
sat, forment de différentes idées du calcul différentiel des fonctions de plusieurs 
variables, y compris la théorie de fonctions implicites, de fonctions indépendan- 
tes et dépendantes, de jacobiens (ces derniers sont introduits par Jacobi en 
1833, pour obtenir la régle générale de changement des variables dans une inté- 
grale multiple, cf. chap. 3). En 1911-1913 on propose plusieurs variantes de 
définition de la différentielle d’une fonctionnelle (Fréchet, Gateaux; cf. 
Lévi P., Problémes concrets d’analyse fonctionnelle, Gauthier-Villars, Pa- 
ris, 1951); lorsque l’idée d’espace normé pénétre en mathématiques (1920-1922), 
c’est la définition de Fréchet qui reste principale (7.23). Elle ouvre la voie 
d’extension du calcul différentiel sur les fonctions définies dans des espaces de 
dimension infinie. La généralisation correspondante du théoréme sur la fonc- 
tion implicite est donnée par Hildebrandt et Graves (1927). 

C’est encore du temps de Newton et Leibniz qu’on applique le calcul diffé- 
rentiel a la recherche d’extrémum (méme avant: Fermat, 1629). La méthode 
des multiplicateurs dans les problémes d’extrémum lié est décrite par Lagrange 
en 1797. Pour une fonctionnelle sur un espace normé et pour une liaison de 
dimension finie, elle est établie par Lusternik en 1934. 



CHAPITRE 2 

Dérivées d’ordre supérieur 

On peut construire la théorie des dérivées d’ordre supérieur d’une fonction 
y = f (cz) (@ — X + Y) soit en partant de la définition par récurrence f(™) (x) = 
= [f (-» (z)]’, soit en se basant sur les parties linéaires principales du second, 
du troisiéme, etc., degré de l’accroissement de la fonction. Nous verrons dans 
§ 2.4, que, dans les suppositions convenables de continuité, les deux méthodes 
sont équivalentes. 

- Au début nous étudions les fonctions numériques de n variables réelles 
(§ 2.1); les résultats classiques concrets que nous y obtenons nous servent de base 
pour la formation de certaines notions et propositions générales. Dans la théorie 
générale ot les variables indépendante et dépendante prennent leurs valeurs 
dans des espaces a plusieurs dimensions, une nouvelle circonstance intervient : 
les valeurs des dérivées d’ordre supérieur appartiennent a des espaces de plus en 
plus éloignés; en méme temps, les différentielles d’ordre supérieur se trouvent 
naturellement liées aux formes multilinéaires symétriques par rapport aux 
différentielles des variables indépendantes, pluté6t qu’aux formes polynomiales. 
Ces considérations conduisent au théoréme de Frobenius (§ 2.5) qui est un résul- 
tat bien important: la condition de résolubilité de l’équation du premier ordre 
y’ = F (az, y) est une condition imposée a la fonction F (z, y) étroitement liée 
a la propriété de symétrie de la différentielle seconde en tant que forme biliné- 
aire. Puisque, en langage classique, le théoréme de Frobenius fournit les con- 
ditions de compatibilité d’un systeéme d’équations du premier ordre a dérivées 
partielles, il représente, de méme que le théoréme sur la fonction implicite, 
un des plus puissants moyens de l’analyse. 

§ 2. 1. Dérivées d’ordre supérieur d’une fonction numérique 
de ” variables 

: Be, : Of Of a; . 
2.41. a. Si les dérivées partielles ui? wea d’une fonction 

n 

numérique f (%, ..-,; In): @ CR, > R, qui est dérivable en tout 
point d’un domaine G@ sont elles aussi des fonctions dérivables 
(G <R, — R,), il est possible de considérer les dérivées partielles 
secondes que l’on désigne comme suit: 

0 (29) =70 y (9) = 
Ox4 Ox, 05 2h Tad [OTD NIOaH, 

62f (x) a 342) ___ @f (2) a (2 @)) _ Ff (2) 
Sti arte eel Ss ( OE MCU COT a A DE N00, | OTR - 

9—0545 
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En continuant la dérivation (si possible), on obtient les déri- 
p: , Paes 0 o? 3 

vées partielles du troisieme ordre —— (<8) ) Spe du 
Oxy \ Ox; Ox; OL, Ox; Ox; 

triéme ordre ake (= =f oe ) ee et 
a Ne diane Ory \ Ox, Ox, 0x; ] ~~ Oy OXp, Ox; Ox; ” cs 

b. Conformément a la définition ci-dessus, une fonction de n 
variables peut posséder n dérivées du premier ordre, n® dérivées du 
second ordre, n® du troisiéme, etc. En fait, le nombre de dérivées 
différentes (i.e. dont les valeurs en un point donné ne coincident pas) 
de tout ordre fixe est inférieur; il s’avére, pour d’assez bonnes fonc- 
tions, que l’on peut permuter la succession des variables par rapport 

ah ‘ azf 
auxquelles on dérive, sans changer le résultat, par exemple, LTITE wai 
2 a2f wes 

~~ 6x 0%; 

Théoréme. Si les fonctions 

. Le théoréme suivant a lieu: 

f(z) . f(x) 
Ox; Oz ; 0xj02; 

voisinage d’un point a = {a,, ..., an} et sont continues en ce point, 
alors 

existent dans un 

df (a) ___*f (a) 
Ox; Ox; Me Oxj Ox; 4 

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut 
poser i = 1, j = 2. En n’explicitant que la dépendance de z, et z, 
nous écrivons dans ce qui suit f (x) = f (2, z,). Considérons 1’ex- 
pression 

w =f (ay + hy, ay + hg) — f (Q, + hy, a) — 

=f (a, @ +h) +f (a1, a). (1) 

C’est l’accroissement -de la fonction 

@ (x1) = f (%, @_ + he) — f (4; as), 

lorsque x, varie de a, 8a, + hy. D’aprés le théoréme de Lagrange, ona 

w= WD (a,+ hy) —® (a4) = O' (a, + O44) hy = 

= [ Of (a4-+-O4h4, Qg+hg) OF (a4+O4ha, 2) )h ral Lamenaaemer cision rie; fas omer re 
Ox, Ox, 

pour un 0,, 0 << 0, <1. En réappliquant le théoréme de Lagrange, 
par rapport a x, cette fois, on trouve 

_ Of (04+ O4h4, 42+ Oghg) hols (2) 
Ox Ox, 

avec un 0,, 0 < 0, < 1. Or, la méme quantité w peut étre considérée 
comme accroissement de la fonction 

p (x) = f (a, + hy, Ly) — f (qy, 2y), 
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lorsque z, varie de a, A a, + hy. Toujours avec le théoréme de 
Lagrange, on trouve 

_ _ Of (44+ Thy, 4g+ Tyhg) 
as °) 

avec certains t, ot T,, 0 < 1, <4, 0< 1, <1. 
En égalant (2) et (3) et divisant par h,h,, on obtient 

0? f (a4+-O4h4, Gg + Oho) — O°f (44+ T4h4, @g+ Teh) 
OX, Ox, ae Ox, Ox, 

Faisons tendre vers zéro h, et h,; par hypothése de continuité des 
6? f(z) . 6 f(x) 
024025 Ox2024 

fonctions pour x =a nous avons, a la limite, 

df (a) df (a) 
O24 0%g 0x9 0x4” 

“ce qu’il nous fallait. 
ec. Pour les dérivées d’ordre supérieur 4 deux, la possibilité de 

permutation des dérivations se démontre (sous l’hypothése d’existen- 
ce et de continuité des dérivées en question au point z = a) en ap- 
pliquant plusieurs fois le théoréme b. Ainsi, par exemple, 

af(z) a ef \ a FUN pd ee 
022 Ot «Ox, \ O24 Oy ) ~ 0x4 \ Org Oxy ) | 9024 02_ 024 © 

en a _ @ (vale, aa 
~ 0x4 Org \ 0x4 )= Ot, 0x, \ Oxy} ~~ Org Ox? * 

d. Lorsque la fonction f (z,, ..., z,) est un polynédme en z,,... 
..., 2, d’un degré inférieur a k, il est évident que toutes les dérivées 
d’ordre supérieur ou égal 4 k de la fonction f (xz) sont nulles. En parti- 

n 

culier, pour une fonction linéaire f (2) = >} ¢;,x;, les dérivées secon- 
i=1 

des sont déja nulles. 
Zize Dvitéeréentrelies d’ ordre supérieur. 
a. D’aprés 1.22 (3), la différentielle premiére d’une fonction 

y=} (2;, .. 2) a;,) 2G oR, > RK. vaut 

n 
igh TO ae, (1) 

et représente une fonction des variables zx = {z,, ..., 2,} et dx = 
= {dz,, ..., dz,}, linéaire par rapport a dz. En considérant (1) 
comme fonction de x seul nous pouvons, d’une maniére analogue, 

g* 
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calculer sa différentielle totale seconde d (dy): 

dy =d (dy) = Sy Fae = 3 (DS Sam )de,= 
j=1 j=1 td 

n 

Ae al = 
fs > Ox; Ox dic; dx}. 
a 71 

C’est une fonction des variables x; et dz; qui est déja du second degré 
en dz;. 

En continuant de méme nous obtenons la différentielle totale 

troisiéme 

d3 27;) — » oS y=d(d =a 3 ae dx; da;) = 

XN 0°f (x) 
ZA Sega; a5; Oe OR: 

UP d; k=1 

qui représente déja une forme cubique de la variable dz, et ainsi 
de suite; la différentielle totale s-éme de la fonction y = f (x) est défi- 
nie par récurrence: 

d’y = d (dy) 
et représente une forme de s-éme degré par rapport aux coordonnées 
du vecteur dz. A coté des différentielles totales ci-définies dy, d*y, 
d’y, ..., on considére les différentielles partielles d’ordre supé- 
rieur. Ainsi, l’expression 

O2y 
Oa, Ga, Or, dx, da, 

s’appelle différentielle partielle seconde de la fonction y = f (x) corres- 
pondant aux différentielles dx, et dx, des variables indépendantes. 
La définition générale des différentielles partielles est construite 
de fagon analogue. 

b. Si la fonction f (ty, ++ +, pn) est un polynéme en ay, ..., 
d’un degré inférieur ak, alors, conformément a 2.//d, toutes le 

différentielles d’ordre supérieur ou égal a k de in fonction f (2) sont 

nulles. En particulier, pour la fonction linéaire f (xz) = % CP oi be 
=1 

c’est déja la différentielle totale seconde qui s’annule. Les polation: 
dx; = 0 sont souvent utilisées. Ge qu’on a dit ici est valable lorsque 
x; sont des variables indépendantes ; si z; sont des fonctions d’autres 
variables, ces formules n’ont en général pas lieu. 
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2.13.Formule de Taylor. Onse sert des différentielles 
d’ordre supérieur pour préciser le comportement d’une fonction au 
voisinage d’un point donné. Notamment, si les différentielles corres- 
pondantes existent, on a la série suivante des formules de plus en 
plus précises: 

n 

Ay=f (a+ dx) —f (a) =) FO dai + 0 (dx) = dy (a) +0 (dz), 
i=1 

Ay = dy (a) + @y (a) +0 (\de), 
ee eee SRA Ale Teh at wees ae er he, fe wel, lei Viet ce ate. | let ele ey ist) Coveta, ee 

Se i NS Te age, |e eH. 6 ee ae Mom sae Me. ay sete | ele wallet me a> Slap cle: cae vel ie 

ou lim o (| dz|™)/| dr|" = 0. Toutes ces formules résultent de la 
dx-—0 . 

_ formule générale de Taylor 

y (a+ dz) = y (a) +dy (a) +4 dy (a) +... 

ee a, (2)+ ay OY (a+ Qdz). (A) m | 

La déduction de la formule de Taylor sera donnée dans 2.41. 
Dans 2.43 on démontrera la proposition suivante: si, dans un domai- 
neG CR, et pour un m, la fonction y (x) vérifie l’égalité 

y (e+-da) =y (2) + DP (2) dei + >| Pty (@) day da,+... 
ee, i, j=! 

= iy, Pit, ..-5 im (X) Axi, -. . dig +0 (| da |”) : (2) 

U1, ++ +s i=l 

avec les coéfficients continus @; (x), @;; (x), ..., o (| dz|™) étant 
un infiniment petit uniforme, alors la fonction y = f (zx) est dérivable 
dans le domaine G, et la décomposition (2) représente sa décomposi- 
tion de Taylor. 

Cette proposition établit l’équivalence de la définition directe 
des dérivées d’ordre supérieur a la définition qui se base sur la sé- 
paration des termes du premier, du second, etc., ordres de petitesse 
dans l’accroissement de la fonction. 

Zi420 Om potrltement dene fonction num é- 
Pique au Voisinagerd @nu point donné aux 
infiniment petits d’ordre supérieur Aa deux 
pres. 
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a. Pour m= 1, la formule de Taylor représente la définition 
d’une fonction dérivable et détermine la partie linéaire principale de 
Vaccroissement de la fonction. 

Pour m= 2, la formule de Taylor sous la forme 
n 

4 d2y (a) y (a-+de) —y (a)—dy (a) => >) GA deidaj+o(jdzP) (4) 
i, j=1 

détermine la partie quadratique principale de ce qui reste aprés 
avoir séparé dans l’accroissement de la fonction sa partie linéaire 
principale. Cette partie quadratique principale est donnée par la 
forme quadratique 

ey. 847 (2) 
Q (dz)== >; oy dx; dz;. (2) 

i, 9=1 

b. La forme (2) peut étre positive pour tous les dex +~ 0, comme, 
par exemple, dans le cas 

Q (dx) = 
We 

pea), : 

Si la forme quadratique Q (dz) = > qi; dx; dx; est positive, 

soit C +0 sa valeur minimale sur la ae unité | dx | = 1; alors, 
pour tout dz, nous avons 

ay O (tas 

i: 

Q(dz)= 2d qij dx; dxj>C|dz[?. 
1, I= 

dz 

| dx | ()= 5 qij viet Ze, 
4 fget 

- Par conséquent, du:moment que la différentielle seconde d?y (a) 
est une forme quadratique positive en dz, nous avons, pour ¢ >0 
donné et pour tout dz 0 suffisamment petit: 

n 
o2 

a. ite dx; da; + 0( dx?) >(C—e)|dxP>C,|deP>0, 
i, j=1 

done 

Ay —dy >0, Ay >dy. 
Cela veut dire que le graphique de la fonction y = f (x, .. ., x,), 

au voisinage du point z = a, est disposé au-dessus du plan tangent 

dy (a) 
ay = 3 BE; dx; 

i=t 

(1.260) (fig. 2.1-4). 
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c. D’une maniére analogue, si la forme ay (a) est négative pour 

tous les dx #0 (par exemple, dy = — > (dx;)"), alors, dx £0 

étant suffisamment petit, nous avons Ay 2 ae le graphique de Ja 

Fig. 2.1-4 Fig. 2.4-2 

fonction y = f (z,, ..., Z,) se trouvant donc au-dessous du plan 
tangent (au voisinage du point x =a) (fig. 2.1-2). 

d. La forme quadratique d*y (a) peut étre positive pour certaines 
valeurs de dx et negating pour d’autres (par exemple, la forme 

d*y (a) = =a ms dxi — S! dz3); cela veut 
j=m+1 

dire que Aci a Ay we pour cer- 
taines dr et Ay < dy, pour d'autres. 
Géométriquement, le graphique de la 
fonction y =f (z) au voisinage du 
point xz =a sera en forme de selle, 
en se disposant en partie au-dessus 
du plan tangent, en partie, au-des- 
sous (fig. 2.1-3). 

e. Il peut se présenter un cas dé- 
généré ou la forme d*y (a), tout en 
étant non négative (non positive), 
s’annule sur une droite (ou sur un 
ensemble de droites) ; alors on ne peut Fig.. 2.4-3 
plus étudier le comportement du gra- 
phique de la fonction y (xz) suivant cette droite (ou ces droites) 
d’ apres la différentielle seconde, il-faut attirer les différentielles 
supérieures, 

Supposons, par. exemple ANS Oped (2) = = y (2y;-15),.. dy >-0 et 
que, pour un point donné a = (a, 4,), il n’y ait dans le AOr (ty, 3) 
qu’une droite, mettons J, sur laquelle d?y = 0. 
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Alors la surface y = y (z) a, au voisinage du point a, la forme 
d’un chéneau allant suivant la droite J. Si l’on tient compte des 

infiniment petits d’ordre supérieur, le 
chéneau peut présenter une courbure 
dans la direction de la droite /; ainsi, 
lorsque d?y 0 sur la droite J, le gra- 
phique de la fonction y (x) passe, le long 
de la droite /, d’un coté du plan tangent 
a l'autre (puisque la forme impaire d*y 
change de*signe le long de /). C’est cela 
qui conditionne la forme courbée du 
chéneau (fig. 2.1-4). 

f. Il y a une régle algébrique (régle 
de Sylvester) qui permet de reconnaitre 

directement d’aprés les coefficients de la forme quadratique Q (&) = 

Fig. 2.1-4 

n 

= >) qij&&; lequel des cas ci-mentionnés se réalise. A savoir, 
= 

il faut calculer n déterminants 

141 Ue 

Joi 22 
Of Gi One | Aas On ye ee (3) 7 wy no 

La régle de Sylvester dit: si tous les déterminants 6,, 63, ..., 6, 
sont positifs, il en est de méme de la forme Q (&); si 6, << 0, 6, > 0, 
5, <.0,..., la forme Q (&) est négative; si tous les nombres 6; sont 
non nuls, et leurs signes sont répartis d’une autre facon, la forme 
prend les valeurs de deux signes. Si l’un des déterminants 6, est nul, 
le critére de Sylvester ne donne pas de réponse; il faut une étude 
plus détaillée. On peut trouver la démonstration de la régle de 
Sylvester dans L7.96. 

On peut également montrer que la forme Q (&) prend les valeurs 
de deux signes dés que l’un au moins des déterminants 6,, 6,, 5,, . . 
soit négatif (voir l’exercice 1). 

g. Exemple. Soit y = f(x, v9) = 32,2 — cr? — x3. Dans ce cas: 

Of Fa. Owe ae 
ae ie. Fide baie 

Gap: G)) 1a ee eae OPT as. 

gat OY Be iae Ong dal ee 
d2y= — 62, (dx4)?-+- 2:3 dz, dtyg—6x_ (dzx)?, (4) 

| —6xy i 
6,= — 6x, 63= 3 — 6x, = 9 (4a42_,—1). 

_ Sur la fig. 2.1-5 sont montrés les domaines dans le plan z,, z, ot les quan- 
tités 6, et 6, ne s’annulent pas; donc d’aprés la régle de Sylvester, on peut dédui- 
re certaines assertions sur le comportement de la fonction f (z,, Z.). 
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Considérons les points auxquels la régle ne s’applique pas. Avant tout, sur 
Vaxe des x. nous avons 6, = —6z, = 0. Si maintenant on fait changer de réle 
les coordonnées et l’on considére x, comme premiére coordonnée, alors puisque- 
dans ce cas 6, = —6z, ~ 0, a tout point (0, x2), z, ~ 0 il correspond un point- 
selle du graphique. Au point (0, 0) la permutation des axes ne donne plus de 

Fig. 2.1-5 

résultat ; mais ici d?y = 6dz, dz,; cette forme change de Signe, donc le graphi- 
que a la forme de selle a ce point aussi. Aux points de l’hyperbole 42,7, = f 
ou 6, = 0, la différentielle seconde devient proportionnelle au carré parfait- 
d’une forme linéaire: 

d*y = — 6x4 (dx)? +2-3 dx, dry — 6 xq (drg)? = 

—6 (Ve dx4— le 
2Vz4 

— 1 ieee eo 
“ 2 V —X4 

Sur les droites le long desquelles la forme linéaire correspondante s’annule,. 
l’analyse du comportement de la fonction exige la considération des termes du 
troisiéme ordre. Ces droites sont 

Wisi iia iets dzg=0, soit dzg=22,dzry pour 2,>0; 

ie (5) 
Va de, tay 

2 
dz» ) pour z,>0, 

2 
dro ) pour 2,<0. 

diag=0, “soit dvy3= 27,07) pour 2, <0. 

Ici dz, et dx, désignent les accroissements des coordonnées le long de la droite- 
(5). On peut noter dz; = X, — 14, dry = Xq — 2 OU (a, Z,) est un point de 
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Vhyperbole, (X,;, X,) le point courant de la droite, de sorte que les équations 
45) prennent la forme 

X_ — &q = 2x, (X, — 2%). 

Pour savoir comment la fonction y (z,, 72) se comporte le long de ces droi- 
tes, dérivons encore une fois l’égalité (4): 

dy = —412 (dz,)® — 12 (dx,)® = —12 ((dz,)8 + (dz,)3). 

Si dxZz = 22 dz, alors 

d?y = —12 (dz,)® (1 + 873). 

Pour z, ~ —4/2 la forme dy est non dégénérée, et le graphique de la fonc- 
tion y (x) au voisinage de ces points représente un « chéneau courbé » du type 
de la fig. 2.4-4. Et si z, = —4/2 (donc aussi z, = —1/2), alors on a le long de 
la ligne dr, = —dz,: dy = 0, d?y = 0, d’y = 0, donc le polynéme du troisieme 
degré y (x) est constant sur cette droite; le graphique de la fonction y (z) au 
voisinage du point (—1/2, —1/2) est encore un chéneau mais qui n’a plus de cour- 
bure dans la direction longitudinale. : 

2.15. Les résultats obtenus fournissent certains critéres permet- 
tant de classer les points stationnaires (/.S/a). 

a. Soit a€G un point stationnaire d’une fonction numérique 
y =f (x): R, > R,. Supposons que f(z) soit deux fois dérivable 

Te ee df=0, d*f<0 

df=0, ¢*F>0 RTS 

Fig. 2.1-6 Fig. 2.1-7 

‘dans le domaine G. Alors on a f(a) = 0, et le plan tangent a la 
‘surface y = f (x) au point (a, f (a)) est horizontal. Envisageons au 

point a la _ différentielle seconde d?f (a) = ao dx; dx; 
Re i ad 

‘de la fonction f (x). Si la forme quadratique d*f (a) est positive, alors, 
en vertu de 2./4b, le graphique de la fonction f (x) se trouve au-dessus 
du plan tangent, au voisinage du point a; en d'autres termes 
f (a + dx) > f (a) pour les valeurs suffisamment petites de | dz |, 
ou bien, ce qui est le méme, le point a est un point de minimum local 
(fig. 2.1-6) de la fonction f (x). Si la forme quadratique d?f (a) est 
négative, alors, par analogie, le point a est un point de maximum 
local de la fonction f (x) (fig. 2.1-7). Si la forme d?f (a) n’est pas 
définie, c’est-a-dire qu’elle prend les valeurs de deux signes dans 
tout voisinage du point a, alors le point stationnaire a n’est pas un 
point extrémal (fig. 2.1-8). 
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Kt si la forme d*f (a) dégénére (par exemple, s’annule identique- 
ment), on peut toujours essayer les différentielles d’ordre supérieur. 
Pourtant, pour ces derniéres, il n’y a plus de critéres assez simples 

- af =0, at de deux signes 

Fig. 2.4-8 

comme celui de Sylvester dans le cas de la différentielle seconde, on 
est forcé de considérer ces différentielles directement, comme nous 
l’avons fait dans l’exemple précédent. 

b. Exemple. Les points stationnaires de la fonction f (x) = 32,2, — 
— zx? — +3 se déterminent d’aprés les équations 

Of (z) 5 Ui Of (x) _ a an, = 3r,—3z?7=0, aiedae Obi basil 

de sorte qu’il y a deux points stationnaires: a = a$!' = 0 et a = aS = 1. 
Nous les avons classés dans 7.8/c, nous y avons vu que le second est un point dé 
maximum, le premier n’étant pas extremal. La, on a obtenu ces résultats par 
les caiculs plus ou moins simples. Ici, avec la différentielle seconde et la régle 
de Sylvester, ils sont immédiats: le point aj” = a$? = 4 appartient au domaine 
ou 6, <0, 6, > 0, c’est-a-dire ot la forme d?f (a) est négative, donc repré- 
sente un point de maximum; le point aj!” = a$!? = 0 se trouve dans le domaine 
ot 6, <0, donc n’est pas extrémal. 

Ainsi, l’utilisation de la différentielle seconde peut essentielle- 
ment simplifier l’analyse du comportement d’une fonction au voisi- 
nage d’un point stationnaire donné. 

2.16. Les mémes méthodes peuvent étre appliquées aux fonctions 
implicites. 

a. Soit y = y (z) une fonction donnée par |’équation 

O(n he <p -Bay-7)S=0, (41) 

V’hypothése du théoréme sur la fonction implicite 7.53 étant remplie 
aun point id,,b} ={en--..., 0,, Oy ettatonction O(x,, ..., Xn, y) 
étant m fois continiment dérivable par rapport a toutes les variables 
au voisinage du point {a, b}. On montrera dans 2.36 (pour un cas 
plus général) que la fonction implicite y = y (x) posséde elle aussi 
les dérivées continues, y compris les m-émes, au voisinage du point a. 
En appliquant ce théoréme on peut trouver toutes les différentielles 
de la fonction y (x) au point z = a, y compris la m-éme, sans résoudre 
l’équation (1) par rapport a y. Raisonnons de la fagon suivante. Si 
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l'on met dans l’équation (1) sa solution y (x) a la place de y, on 
obtient une fonction de n variables 2, ..., 2, qui est identique- 
ment nulle dans un voisinage du point.a. Toutes les différentielles de 
cette fonction sont donc nulles elles aussi. Nous les calculons tour a 
tour; en calculant la premiére nous nous rappelons qu’il est sans 
importance si y est une variable indépendante ou fonction d’une 
autre variable: 

¥) OD (x,y) 4, BOAT SY) 
carrie ea ba + ae ee 

en particulier, 

a (a, b) 4 90 (a, b) aw c a (a, b) 
7 eee dx ies Gx) dx es ae dy =0. (2) 

D’ou 

Ai, 4 a (a, b) 
ay (@) = — Te ae, e 

eee i= 

ce qu’on aurait pu écrire encore dans 7.55 lorsqu’on cherchait les 
dérivées partielles d’une fonction implicite. 

b. En particulier, pour trouver les points stationnaires de la 
fonction y (x), nous avons a considérer le sytséme suivant de n + 1 
équations “a ++ 1 ‘inconnues’ 2, = ¢,,°) >, tn, = Ga, Yor Ue 

@D (x1, ..- mn. y)=0, } 
ey (v4, seey ny y) =) 

Ox a rra 

Siro oe | (4) 
om (x4, eeey Uny y) a 

Fh ui 

En dérivant l’équation (2) encore une fois et tenant compte du 
fait que les variables z,, ..., x, sont indépendantes, de sorte que 
d*x,; = 0 (2.12b), et que y est une fonction, nous trouvons 

OO (2, 0 d (SEY) a+... +a(SEY) dey + 
sg (Se?) dy Se we y) d2y 

PO (x, =e ae Ri caienewe 

A (2, a (a, 
1 eater eel daa 

0 SRY des dan +... + ASE) dat + 
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020 (x, y) OM (x, y 
ary de, 8 y dx tq $Y day dyt .. 

02M (zx, y) 02D (x, y OD (x, y) 
‘er Oe a ndy +P ap +A 7 ee ay =). (5) 

En posant ici c=a, y=b et compte tenu de (3), on a 

a 4 “ &@ (a, b) 
dy (a) a a all yan) (a, b) i a Ox; Ox; dx; dx; + 

ay 1, j=1 

eae ws ae b) 

za a0 (a, b) 
jc 2 7) aaa | > 70s, da; dx; dxj;— 

qi, gaat 

2 = 8D (a, b) O® (a, b) 
MGR ee a 
Sar 

A2@ (a, b) 
By? a a (a, b) AD mc) b) 

T TaD (a, 8) 2 5 7 dx i dz;|. (6) 
‘ae Oy y° in j= 1 

Si (a,b) est un point stationnaire, alors dy (a) =0, et la rela- 
tion (5) prend la forme simple que voici: 

B 02D b orev) b Dee dary dary +O") ay (a) =0. 
i= 

On en tire 

n “a2 (a, b) 
d?y (a) => ~ B® (a, by y Oa; Oj dx; dx ;, (7) 

ay The if 

c’est bien la forme quadratique qu’il faut analyser pour reconnaitre 
le type du point stationnaire donné. 

En continuant la dérivation de l’égalité (5) on aboutira aux for- 
mules pour les différentielles d’ordre supérieur, mais nous n’insis- 
tons pas la-dessus. 

ec. Exemple. Trouvons les points stationnaires de la fonction y = 
= y (x) (R, > R)) définie par l’équation 

O(z, y) = 2+ y? — 3ry = 0. (8) 
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Pour le faire, nous avons a résoudre, conformément a 8, le systeme compose 
de l’équation (8) et de l’équation 

a® (x, y) ase BOy = =o = 322—3y=0. (9) 

En éliminant y nous arrivons a l’équation bicubique 

e+ 76 — 37% = 0, 

d’ou les points stationnaires 

zy=y=0, 2, =f 2, Ut V 4. 

Le point (0, 0) ne vérifie pas ’hypothése du théoréme sur la fonction implicite 
et on ne le considére plus. Ayant en vue le deuxiéme point { 2, 74}, cher- 
chons la différentielle seconde de la fonction y (x) en le faisant non pas d’aprés 
(6), mais directement. Nous avons 

3a? dx + 3y? dy — 3x dy — 3y dx = 0; 

en divisant par 3 et dérivant encore une fois, trouvons 

2x dx? + 2y dy? + y? d®y — dx dy — x d*y — dy dx = 0. 

Puisque dy = 0 en tout point stationnaire, nous avons 

2x dz® + y? dy — x d*y = 0, 
d’ou 

2a 

x— y? 
d2y = da®, dy (j/2)= —2da2 <0; 

par conséquent, la fonction y (x) a un maximum local au point z = p 2. 

2.17. L’utilisation des différentielles secondes permet également, 
en principe, de classer les points stationnaires dans les problémes 
sur l’extrémum lié. Nous n’envisageons ici que le probléme sur 
Vextrémum lié d’une fonction y =f (x)=f (x4, ..., a) avec 
une seule condition: @ (x) = @ (%, ..., nr) = ¢ (p: Ry > R,) dans 
un domaine G CR,. Soit x = a = (a, ..., @,) un point station- 
naire de ce probléme; supposons qu’il soit un point ordinaire de 
deux surfaces p (x) = c et f (xz) = b (=f (a)); ces hypothéses sont. 

remplies, par exemple, lorsque 20(0) 0, mo £0, ce que nous sup- 

posons donné. Les égalités 7.83 (2) que l’on peut mettre sous la forme 

grad f (a) = A grad @ (a) 

montrent que les surfaces de niveau @ = c et f = b ont un plan tan- 
gent commun au point z = a. En résolvant les équations f = b et 
( = c par rapport a xz, nous aboutissons aux équations respectives 
de ces surfaces: 

Xn == FL), eS) ee ig ee 

de plus, nous avons g (a') = .p*(a‘) = a, pour a’ = (a,, ..., a,-,)- 
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Of(a A 
K(a) >0, sinon on peut inverser le sens Orn 

0 de l’axe des z,. Nous avons donc Le >0O pour tous les x assez 
n 

Supposons encore que 

proches de a. 
Supposons ensuite que les fonctions f (x) et @ (zx), donc aussi 

g (x’) et »p (x’) (2.16) soient deux fois dérivables. Les relations suivan- 
tes sont alors valables: 

g (x) = g(a’ +h’) =¢ (a) +(e’ (a’), bh’) + 

+e SSH nastocny, 
4, j=1 

p(z') =H (a +h’) =p a’) +(y' (a’), h') + 
n—1 

4 92 { Te ea , +> ES hast 02"). 
1, j=1 

Théoréme. Dans les hypothéses formulées, considérons la 
ferme quadratique 

n—1 

Ohaiij=0>) fa ee Vitis 2) 
Oz; Ox; Ox; Ox; 

i, g=1 

Du moment que cette forme est définie positive, le point a est un point de 
maximum lié de la fonction f (x) sous la condition @ (x) = c; si la for- 
me (2) est définie négative, le point a est un point de minimum lié de 
la fonction f (x); si la forme (2) n’est pas définie, alors le point a n'est 
pas un point d’extrémum lié de la fonction f (z). 

Démonstration. Supposons que la forme (2) soit définie 
positive. Alors, compte tenu du fait que g(a’) = (a’), g’ (a’) = 
==4) (2°), pour h’ = {hy, ..., h,-4}540 assez petits, nous avons 

g (x’) > (z’) (cf. 2.14b). Ensuite, il résulte de la condition see >0 

(qui est valable pour tous les x suffisamment proches de a) que 

f(z’, p (z')) <f (z", g (z’)) (x Fa’). 
Or, le point (z’,  (z’)) appartient 4 la surface @ (x) = c et le 

point (z’, g (x’)) ala surface f (xz) = b, de sorte que le second membre 
de la derniére inégalité vaut b. Nous voyons que l’inégalité f (x) <b 
a lieu partout dans l’intersection de la surface @ (zx) = c avec un 
voisinage assez petit du point a (sauf au point @ méme). II] s’ensuit 
que le point a est un point de maximum lié de la fonction f (x) sous la 
condition @ (xz) = c. Les deux autres possibilités s’épuisent de fagon 
analogue. Le théoréme est démontré. 
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Dans le cas ot la liaison @ (x) = ¢ est linéaire (méme pour @: 
R, — R,) il existe un critére qui détermine le type de l’extrémum 1lié 
d’aprés les mineurs diagonaux d’un déterminant formé des quantités 
0? f(a) 

OL; OX; 
et des coefficients dans les équations de la liaison (L7.98). 

§ 2. 2. Définition générale des dérivées supérieures 

2.21. a. Comme nous avons déja vu, pour une fonction f (z): 
Ga£&oxX--—>Y, lopérateur linéaire 7’ (a2): X > Y est défini par 
Végalité 

fla+h)—f(a) =f (a)h+o(h), hEX. 
Supposons que f’ (xz) existe en tout point z €G. Alors f’ (x) est une 
fonction qui fait correspondre a tout point z € Gun opérateur X > Y. 
Nous désignons par Y, espace L (X, Y) de tous les opérateurs 
linéaires continus;de X dans Y (et par Y) l’espace méme Y). De la 
sorte, f(x) est une fonction de xa valeurs dans Y, et f’(x) une fonction 
de x a valeurs dans Yj. 

A présent, définissons l’opérateur f” (a) par l’égalité (si elle est 
possible) 

fi (a+h)—f (a)=fi(ayh+ oh), heEX. 
Alors, f” (a) est un opérateur linéaire continu de X dans Y,. Désignons 
par Y, l’espace L (X, Y,) de tous les opérateurs de ce type. Si 
f" (x) existe pour tout z € G, elle est une fonction de z 4 valeurs dans 
Y,. En continuant de méme nous arrivons a la définition générale 
suivante. 

D'é.f i-n-i toe Bolt ky Sh (A pe) LP Se Ty Os sie 
opérateur linéaire f®) (a): X + Yp-4 s’appelle dérivée p-éme de la 
fonction f (xz) (G <X > Yo) aun point x = a, si la relation suivante 
a lieu 

fP-) (a thy—fP- (a) =F @h+o(h) (REX). (4) 
Tous les termes dans cette égalité appartiennent a l’espace Y,_,. 
Ainsi (2 (a) ¢ Y>. 

Pour abréger on peut noter 

peayestt at te ee (2) 
en réduisant ainsi la définition de la dérivée p-éme, en fin des comp- 
tes, a celle de la dérivée premiere. 

b. Une fonction y = f (2) (G <—X—> Y) qui possede, pouriz = 
= ae€G, les dérivées successives y compris la p-éme est dite p 
fois dérivable ou, en abrégé, p-dérivable au point a; lorsque cette 
situation a lieu en tout point du domaine G € X, la fonction est dite 
p fois dérivable (p- Snir de dans le domaine G. Une fonction f (a) 
qui posséde au point z = a (a tout point x € G) les dérivées de tous 
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les ordres p = 1, 2, ... se dit indéfiniment dérivable au point a 
(dans le domaine G). 

c. Si une fonction f (x) est k fois dérivable en un point a et que sa 
dérivée k-éme est m fois dérivable au méme point, alors la fonction f (x) 
est k + m fois dérivable au point x =a, et l’on a 

ar ak SES ft C3) | nl ae (3) 
En effet, si m = 1, alors la proposition se réduit 4 la définition 

d’une fonction k + 1 fois dérivable; dans le cas général, le résultat 
énoncé s’établit aisément par récurrence. 

L’inversion de la proposition ci-dessus est immédiate: si une 
fonction f (x) est k + m fois dérivable pour x =a, alors f™ (2) est 
m fois dérivable et la formule (8) a lieu. 

2.22. Si X = R,, alors tout opérateur linéaire X — Y s’identifie 
naturellement 4 un élément de l’espace Y, de sorte que Y = Yy) = 
=Y,=Y,=... (1.14). Par conséquent, étant donnée une fonc- 
tion f (x) d’une variable réelle z 4 valeurs dans l’espace Y, toutes 

-les dérivées f’ (x), f’’ (x), . . . prennent elles aussi leurs valeurs dans 
espace Y. (Nous l’avons déja vu dans U/2.64.) 

2.23. Hnvisageons le cas X, = Ry, Y = R,. ci Y, = £ (Ry, R= 
—H,, Y,=— L(h,, Ri)=ARrz:, etc. L’opérateur f’ 42) peut: étre 
déterminé par mn composantes: 

of (2) of (z) , 
TR i a a 

cet opérateur agit sur le vecteur de déplacement h = dx = {dz,,... 
..., Gt,} d’aprés la formule 1.22 (5): 

nr 

f’ (x) dz= >} OF) gays, 
Oz; 

i=1 

L’ existence de f' (x) implique celle des dérivées mentionnées (mais pas 
inversement; voir l’exercice 3, chap. 1). 

L’ existence et la continuité de f’ (x) sont équivalentes a l’ existence et 
la continuité des dérivées mentionnées (1.47c). 

En appliquant. les mémes raisonnements 4 la dérivée f” (xz) on 
obtient : 

L’existence de f” (x) signifie la dérivabilité de toutes les fonctions 

ors), ABE = et implique, en particulier, l’existence de toutes les 

y af(a) 
Ox; Ox; 

la continuité de f" (x) dans un domaine G sont équivalentes a I’ existence 

i) dans 
Ox; 02; 

le domaine G. En continuant de méme nous voyons que l’existence 
de l’opérateur f® (x) signifie la dérivabilité de toutes les dérivées partiel- 

dérivées secondes (mais pas réciproquement!); l’existence et 

et la continuité de toutes les dérivées partielles secondes 

10—0545 
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les d’ordre p — 1 de la fonction f (x) et, en particulier, implique l’ exis- 
tence de toutes les dérivées partielles d’ordre p (mais pas réciproque- 
ment!), et l’existence et la continuité de l’opérateur f (x) dans un 
domaine G sont équivalentes &@ l’ existence et la continuité de toutes les 
dérivées partielles d’ordre p de la fonction f (x) dans le domaine G. 

2.24.F onmes, multi lin 6 aimes: 
a. Etant donnés un opérateur linéaire A,;: X ~ Y = Yo et un 

vecteur h, € X, on peut former le vecteur A,h, € Yo. Avec un opé- 
rateur linéaire- Ag: X > Y, = L (X, Yo) et un vecteur h,€ X, 
on forme l’opérateur A,h, € L (X, Yo), puis, avec le vecteur h, € X, 
l’expression (A,h,) hy € Y. C’est une forme bilinéaire des vecteurs 
h, et hg & valeurs dans Yo. En continuant de la méme maniére, a 
l’aide d’un opérateur linéaire Ap: X > Yp-. = L (X, Yp-2) et des 
vecteurs h,, ..., hp de l’espace X, on établit l’expression 

Aphphp+ ... hy = (. ~~ ((Aphp) Apa) - - - 1) E Yo 

qui représente une forme p-linéaire des vecteurs hy, ..., hp a va- 
leurs dans Yo. 

b. Si Ap: X > Yp-, est un opérateur linéaire borné, alors, con- 
formément a la définition générale de la norme d’un opérateur 
(U12.71b), on a Vestimation 

| Aphphp-a ..- hy | <|| Aphp . hell [Ri | < 

bes Agi | Ay teow Reh 
d’ou 

s Aphp »-+ hy [<I] Ap 
mneiaen Ph. aks t1<]] pI (1) 

D’autre part, soit 0, 0<8< 1, un nombre fixe; étant donné 
un opérateur Ap: X > Yp-4, il existe un vecteur hs |r, |= 1, 
tel que || Aph»y || > 9 || Ap ie ; ensuite, ily aun vecteurhy.4, | hp | = 
=1 tel que || A, phphp-t || > © || Aphp || > 6? || Ap |; en continuant 
cette construction nous aboutissons & une suite hp, ..., ty des 
vecteurs normés pour lesquels on a |’inégalité 

| Aphiphpay «» « hy | > OP || Ap ll. 
Il en découle 

su Aphy «.. hy[2>8" |] A 
|hal<1, ce we pvp 1| l| Ap || 

et, 8 €(0, 1) étant arbitraire,} 

su Anhiy wishes | = Aa 

|hal<1,. a |hp|<1 | pp 
1| | P I (2) 

En comparant (1) et (2) nous voyons que 

| Apll= sup [Aphp --. hy]. 
|haJS1, «- +4 [hp|<1 
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¢. Si l’on pose hi =... =h, =h on obtient une forme de 
degré p 

zt agen 9 

Une forme Aphp ... h, est appelée p-forme symétrique si aucune 
permutation des vecteurs h,, ..., hp ne fait changer sa valeur. 

Les valeurs d'une forme multilinéaire symétrique Aphp ... hy 
peuvent étre trouvées a partir des valeurs de la forme correspondante de 
degré p Ayh ... h. Voici une méthode, bien qu’elle ne soit peut- 
étre pas la meilleure. Ayant les vecteurs hy, . . ., hp, considérons la 
valeur de la forme de degré p Aph ... hsurle vecteurk =h, +... 
a at oe: @- 

(I) =Ap (a+ --- Php) --. (tat. hp) = 
= DM Cha sabre ere sutp xsi ixc-ieehiias 

—$ ———— (R) 
Ry fois k, fois 

ou ky +...-+kp =p, (k) désigne un ensemble ordonné des p 
nombres kj >0, ..., kp > O, les coefficients cz,...»,, qui se sont 

formés en ordonnant les variables indépendantes (ce qui est possible 
d’aprés la symétrie supposée de la forme) et en réduisant les termes 
semblables, sont des nombres entiers positifs. Remplacons dans la 
forme (1) la variable h, par 2h, ; cela fait apparaitre dans chaque terme 
de la forme (I) un facteur 2" qui prend sa valeur maximale 2? sur 
le terme Aph, ... hy. 

Désignons cette forme par (II). La différence (III) = 2? (I) — (II) 
n’a plus de terme qui contienne p fois la variable h,; les autres ter- 
mes sont toujours précédés par des coefficients entiers positifs. En 
remplacant dans la forme (III), encore une fois, h, par 2h, nous obte- 
nons la forme (IV) dont les coefficients different de ceux de (III) 
par les facteurs puissances de deux, le plus grand des facteurs étant 
2P-1_ La différence (V) = 2?-! (III) — (IV) n’a donc pas de termes 
contenant p — 1 fois la variable h,. Aprés avoir effectué la méme 
opération p — 1 fois, nous aboutissons a la forme (VI) dont chaque 
terme a un coefficient entier positif et ne contient pas la variable h, 
plus qu’une fois. En procédant de la fagon analogue on peut chasser 
de la forme (VI) les termes contenant plus d’une fois les variables 
hy, ..-, hp. Définitivement, on arrive 4 une forme (VII) a coefficients 
entiers positifs dont chaque terme contient chacune des variables 
hy, .. -, hy pas plus qu’une fois. Cela veut dire que la forme (VII) 
est composée d’un seul terme: 

(VII) = cpAphp - .. hy, 
ou cp est un entier positif. Or, par construction, la forme (VII) est 
une combinaison linéaire des valeurs de la forme A,h® ... h® 

10* 
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de degré p, pour certains vecteurs h® Sayin choisis (notam- 
ment, AY shyt. ee py he = 2hfe> 2. hg, he Sa ee 
eee py etch 

Cela démontre la proposition. 
d.Conséquence. Pour une p-forme symétrique Aphy . . . hy, 

la condition Aph ... hh =0 (quel que soit h € X) implique Ap = O: 
En effet, il résulte de Aph .. . h = Oet dec que Aphp 

= 0 pour n’importe quels h,,. . Shy de X ; d’aprés b on. a i we Hoes = Sih 
e. Conséquence. Quel que soit p, il existe wne constante 

Cp >0 telle que, pour toute p-forme, on a: 

eee sup |Aph, ..-. 4 |<C, sup [Ah ...h]. 
Jha], ---, Ihp|S1 |hA|S<4 

En effet, toute p-forme Aphp ... hy peut étre mise, d’aprés c, 
sous la forme d’une combinaison linéaire des formes Apk™ ... h® 
de degré p de facon que les vecteurs hk appartiennent 4 une boule 
fixe, d’ot l’estimation 

[Aphy ..+ My |<Cp uP [Ash ... &). 
h|<14 

Si l’on suit attentivement la Ree de la démonstration de c, on peut 
évaluer la constante Cp. Le nombre de termes de la combinaison linéaire cons- 
truite n’est pas supérieur 4 p®, les vecteurs h() ne dépassent pas, en norme, 

2Pp, et les coefficients sont au plus égaux a 2°°, d’ou 

Cy < 2P°.27 .p8 

f. La conséquence d peut étre renforcée de la maniére suivante: 
Etant donnée une p-forme symétrique Aphp ... hy, supposons que 

Aptis Dal | Ril?) 

pour h-»+0, autrement dit que, pour tout ¢ >0, il existe 5>0 tel 
que l’inégalité 

[Mohs ol Sele (3) 

a lieu du moment que |h | <6. Alors Ap = 0. 
En effet, si Ap 0, alors il existe d’aprés d un vecteur h, € X 

pour lequel Aphy ... hy = 10. On a donc sur la demi-droite 

I 
Aph ... h=tPAyhg tae hg=Pl=|h |? a Dp? 

ce qui contredit (3); c’est pourquoi A, = 0. 
2.20. Différentielles d’ordre. supériewr. 
a. Supposons qu’une fonction y = f(z) (@ CX +Y) soit 

fois dérivable pour x =a. A l'aide de l’opérateur f’ (a): X > y 
et d’un vecteur h € X, on peut composer la forme linéaire 

df (a) = f° (a) h. 
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C’est la différentielle premiére de la fonction f (x) pour x =a qui 
correspond au déplacement h (1.23). Ensuite, avec l’opérateur f’’ (a): 
X — Y, et deux vecteurs h, et h,, on peut composer la forme bilinéaire 
f’ (a) hahy. La forme quadratique qui lui correspond 

f" (a) hh = d?f (a) 

s'appelle différentielle seconde de la fonction f (x) pour x = a corres- 
pondant au déplacement h. Nous construisons ainsi toutes les diffé- 
rentielles, y compris la différentielle d’ordre p 

OT ae Na) ie. wh 

qu’on obtien tde la forme p-linéaire f)(a) hy, ... h,pourh,y =... 
we tee 

b. Trouyons les expressions de ces différentielles pour une fonc- 
tion’ y = 7 (z):-f,, > FR. En posant hy = (de®, . ~ ...dz2)-nous 
avons dans ce ‘cas: 

df (a)=f' (a)u= 3, SO ae. 

Soit maintenant h,=(dz{”, ..., dx”). Alors 

n n n 

” of’ (a) ?f (a) 4, f’ (a) heh = (>) are dz?) m= >) >) Tax; Ot!” da, 
$24 i=1 j=1 

c@ qui rameue, pour, = h, =,h = (dz, .. .,.dx,), 2 la méme ex- 
pression de la différentielle seconde de la fonction f (x) au point a 
que nous avons introduite dans 2.12: 

Pi (a)= > > Oo ax, de, 
Ox; Ox; 

i=1 j=1 

D’une maniére analogue, en considérant la différentielle p-éme de 
la fonction f (z) pour z = a nous retrouvons l’expression vue dans 
ee Lics 

2.2608) Diaciiy Ges partiehbes., dordpe: su pé- 
rieur et différentielles partielles. Supposons 
que l’espace X soit mis sous forme de somme droite de g sous-espaces 
fermés X,+...+Xq. Naturellement, tout vecteur zx € X se 
décompose en unesomme z = 71 +... + 2%q,%, €Xj,1 = 1,.. rec 
Supposons que la fonction f (x):G CX —>Y soit p fois dérivable 
dans le domaine G. 

Nous savons que l’opérateur f’ (a) agit de l’espace X dans l’es- 
pace Y; sa restriction sur le sous-espace X; coincide avec la déri- 
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vée partielle a de la fonction f(x) par rapport au sous-espace 

X; (1.47d). Cet opérateur, par sa définition méme, est appliqué aux 

vecteurs h;€ X;. La fonction = 2 est définie dans le domaine G et, 

de méme que la fonction f’ ae ‘ admet encore une dérivation ; sa 
dérivée partielle par rapport au sous-espace X; est désignée par 

2 

oe Ce dernier opérateur agit, d’une facon naturelle, sur les 
U 

vecteurs h;€X;. En continuant nous avons les définitions des 
OP 

dérivées partielles de la forme —— Pour ces opérateurs, 
dig a 

Fan j OP 
sont définies les expressions oe Phitg easel Mae wt, deg Aten a2 

4 5 UW 

» hi, CX; : qui s’appellent dif férentielles partielles de la fonc- 

aan, f(x) par rapport aux sous-espaces Xj,,..., Xi_ et pour 

déplacements hi,, ..., hi_. ; 

Ces définitions généralisent celles des dérivées partielles d’ordre 
supérieur (2.1/7) et des différentielles (2.72) de la fonction d’un nombre 
fini de variables réelles (X = R,). 

§ 2.3. Propriétés des dérivées d’ordre supérieur 

2.31. a. Soit A un opérateur linéaire qui applique l’espace X 
dans l’espace Yp_, (2.24), de sorte que l’on peut considérer la forme 
multilinéaire 

| Atte oti Oh, Se, eee Hl (1) 

et la forme correspondante Ar ... x, x€ X de degré p. 
Théoréme. Si la forme (1) est symétrique, alors la fonction 

f(z) = Ax... est indéfiniment dérivable et 

}* (x)= pAd pon Reka ) 
——— 
p—1 fois 

ao fh) ae Sy ctw bITa, ep Hed ML) os Foes See” A ee i eae 

f (2) =p (p ~4) 0 (p—R AA) Az... 2 OY oe, 
p—k fois 

e Me fe Mie RE we Pe ae oy OP oe a ee is ee ee 

f°? (a t)= plAEY >», 
a2 ae 2 

Démonstration. La forme Az... 2, étant multili- 
néaire, on a 

fle th —f(xi)=A@tA)... («x th) — Ars = 

=Ahxe...x+Azh...x2+Azx...ah+0(h), 

(2) 
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et, puisque la forme Az, ... x, est symétrique, on a 

f(x+h)—f (x)= pAz...ah+o(h); 

p-—1i fois 

par conséquent, 

f' (c)=pAz. 
— 

p—1i fois 

On peut continuer par récurrence en supposant que les formules (2) 
soient valables pour la forme Az ... x et en se rappelant que, dans 

——— 

p—ti fois 

le cas p = 1, le résultat cherché est démontré dans 7.31a-b. 
Les propositions b, c et d qui suivent sont démontrées pour p = 1 

dans 1.32a, b et c respectivement. Leurs démonstrations pour n’im- 
porte quel p = 1, 2, ... se réalisent aisément par récurrence. 

b. Si deux fonctions f(r): V CX > Y et g(t): VcX > Y 
* sont dérivables p fois pour x = a € V, il en est de méme de la fonction 

s(x) =f (z) + g (2), et lon a 

s (a) =f (a) +8 (a); 
en d'autres termes, quel que soith € X, ona 

sP(a)h...h=f™ (ah... h+g” (a)h...h. 
SH — od ——’"” 

P fois P fois p fois 

ce. Si une fonction y(z): V> Y est dérivable p fois pour x = 
= a€V, et si A est un opérateur linéaire continu de Y dans un espace Z, 
alors la fonction z (x) = Ay (x) est elle aussi p fois dérivable pour 
x =a, et Yona z® (a) = Ay® (a) ow bien, ce qui revient au méme, 

SAN s..h s AY (ah. .ch 
—e —— 

p fois P fois 

pour tout h€ X. 
d. Soit Y la somme droite des sous-espaces Y 4), .. +.» Yqy de sorte 

que toute fonction y (x): V+>Y admet les composantes 

Wey ihe Var Y ang oe « <5 Ven tt), VY ens. 

Si Y est un espace complet et que les sous-espaces Y 4), .-.-, Yu 
sont fermés, alors, dés que la fonction y (x) soit p fois dérivable pour 
x =a, il en est de méme de toute composante y,;, (x) (j =1,..., n)3 
de plus ona 

y (2) = {yi} (a), «+ yer} (2)}, 
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ou { } désigne l'ensemble ordonné des composantes de ia fonction 
y) (x): V+ Y, (2.21a) dans la décomposition naturelle de l’espace Y » 
en somme droite (1.14g). 

Yp=Yoput -+> + ¥ pum- 

Inversement, du moment que toutes les composantes Yq) (x), .. - 
.. +3 Yn) (2) soient p fois dérivables pour x = a, il en est de méme de 
la fonction y (2). 

2:32. Symétrie de la dérivéee seconde. 
a. Soit y = f (x) (G < X — Y) une fonction deux fois dérivable. 

Composons la forme bilinéaire f” (a) hk par rapport aux vecteurs h 
et k de l’espace X. Montrons que cette forme bilinéaire est symétrique, 
c’est-a-dire que, pour n’importe quels vecteurs h et k, a lieu la relation 

f" (a) hk = f (a) kh, (1) 
A cette fin considérons |l’expression 

w= f (a+ With) —f (@ +h) — f (ak) 7 (a): 

On peut la traiter comme accroissement de la fonction 

® (x) =f (« + k) —f (2), 
lorsque x varie de a a a-+h. D’aprés le théoréme de la moyenne 
1.42d, on a 

|D (a+h)—® (a) —O’ (a)h|< sup | M’ (a+ 0h)—-D’ (a)| |h|. (2) 

Pour ¢ >0 donné, trouvons 6 >0 tel que l’inégalité |h |< 6 
implique, °’ 

If (a+h)—f (a2)—f'(ah|<elh|. 
Dans les formules qui suivent, posons |hk |< 6/2, |k |< 6/2 et 
désignons par &, &,... des quantités (vecteurs, opérateurs) dont 
la norme soit inférieure 4 ¢ (|h | + |& |). 

Nous avons @’ (xz) =f’ (c + k) — f’ (x), donc 

O’ (a + Oh) = f' (a + k + Oh) — f' (a + Oh) = 
= [f' (a + k + 0h) — f’ (a)] — If’ (a + 9h) — f’ (a) = 

= [j" (a) (k + Oh) + e,] — [f" (a) Oh + ey] = f" (a) k + 284. 
D’une fagon analogue, on a 

O' (a) =f (at+kh)—f (=f @k+a, 

@’ (a + Oh) — D' (a) = 3e¢;, 

ce qui a pour conséquence 

sup |’ (a+ 6h)—@’ (a)| |h|<3]e,| | A], 
0<0<1 

donc, 
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c'est dire que le second membre dans (2) est un infiniment petit 
d’ordre supérieur par rapport a (|2|-+ |k |). 

D’autre part, 

O’ (a) h = f" (a) kh + 2#,h, 

d’ou la relation 

If@+th+k—fat+h—fatht+f@—f’@kh\(< 

< 4 | e | [h |- 

En permutant h et k on obtient 

ll 7” (a) Ak — f" (a) kh | < 8e ([h | + [k |) < 

Ainsi, pour tous les h avec |h | < 6/2 et tous les k avec |k | < 
< 6/2, ona 

sup | f’ (a) hk—f" (a) kh | <8e8. 
Lk 

Quels que soient hy € X, ky € X, on obtient donc 

"1 6 ho 8 ko pn TTeETeTET| 2 

P(@) 3 Tigh 2 Tho! 2 Thor 2 Thor |< Pe 
ou, ce qui est le méme, 

| f” (@) Roky — f" (a) koko | < 32¢e | ho | | ko |. 

Comme ¢ >0 est arbitraire, on a 

f” (a) hoko — f" (a) kohy = 9, 

ce qu'il fallait. 
b. Symétrie des dérivées mixtes. Pour une 

fonction deux fois dérivable y =f (xz) (G © X > Y), donnée dans 
un domaine G de la somme droite X = X, + X, de deux espaces. 
X, et X.4, sont définies (2.26) les dérivées partielles secondes 

df (z) 0° f (2) 
OL4 OL, OX, OX4 

qui coincident avec les restrictions respectives de l’opérateur f” (x) 
(2.26). 

Ces opérateurs étant donnés, on peut considérer les expressions 

Of (z) heh, et of (2) hihey hy € Xa, he € X» 0X4 OX, OX Ox, 

qui sont des vecteurs de l’espace Y. 
Comme nous avons d’aprés a 

f" (x) hgh, = f" (x) hyhe, 
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quels que soient h, et h, de X, alors, en particulier, nous avons 
Végalité 

0?f (x) Of (x) 
Oz, OX, hala = 0x9 “Ox Ot, 

pour h, € X, et h, € X, considérés. 
c. Pour une fonction f (z,, z,): Ry > Y des variables numériques 

OP F(z) og PI) 
Ox2024 Ox20x4 

A tout point x = {z,, z,}, leurs valeurs dans le méme espace Y, 
et lVégalité (3) montre que ces valeurs coincident: 

Of (x) __ _ Of (x) 
Or40%_ Oy OX, * (4) 

hghe (3) 

x, et x, (X, = X, = Rj), les opérateurs prennent, 

La relation (4) est nécessairement valable s’il existe f(z), i. e. 

(2.238) si les fonctions Ui, 1) sont dérivables. Cette condi- 

; : ; , a wie 0? 
tion sous-entend, en particulier, l’existence des dérivées Bike 

1 

et ee par conséqueat, le thdorame obtenu ici est d’un autre 

caractére que celui 2.1Za ow la relation (4) s’établit en n’utilisant 
OFF (2) © 9 2h) 
Ox, Oxy Oxy Oxy ” 

dérivées secondes. (En récompense, on y exige l’existence de 
ces dérivées dans un voisinage du point a et leur continuité 
au point a méme; dans le théoréme général a, nous évitons les 
suppositions de ce genre.) 

d. Symétrie des dérivées d'ordre supérieur. 
Soit y=f(xz)(@CX—+Y) une fonction p fois dérivable (p > 2) 
pour =a; montrons que la forme 

i”) (a) ip ac Ry et, se eae 

est symétrique. Supposons que la proposition analogue soit valable 
pour toute fonction p—1 fois dérivable. Nous pouvons alors écrire 

i (a) hy eee hy = ree (a) hy oc hy (5) 

ou g(x)=f' (x)hp, est une fonction (p —1)-dérivable pour z=a, 
Par conséquent, d’aprés hee de récurrence, on peut permu- 
ter les variables hp4, ..., hy dans l’expression (5). Or, on peut 
également écrire 

que les propriétés de sans toucher les autres 

f® (a) hy ote hy =" (a) hy 

ou w(r)=f?-) (z)hy...hy est une fonction une fois dérivable 
pour =a; on peut “permuter ici n’importe quelles variables 
Np, .--, hg. Comme p>2, on voit que chaque permutation des 
vecteurs hy, ..., hp est admissible, ce qu'il fallait. 
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2.33. Dérivées dordre supérieur; d>un pro- 
duit généralisé. Soient, comme dans 1.34b, x(t): G>X 
et y (t): G+ Y deux fonctions dérivables données dans un domaine 
G d’un espace T et € (¢) = (x(t), y (t)): G—> Z leur produit géné- 
ralisé. Nous supposons cette fois que ces fonctions soient p-dérivables 
et démontrons qu’il en est de méme de la fonction € (¢). 

‘Pour la dérivée premiére du produit (z (¢), y (#)), nous avons 
obtenu dans 7.34b la formule 

C’ (t) = (a’ (Zé), y (t)) + (x (d), y’ ()), 

les opérateurs dans le second membre étant définis comme suit: 

C’ (t) dt = (a’ (¢) dt, y (t)) + (x (4), y’ (é) de). 
On voit donc que ces opérateurs sont eux aussi des produits géné- 
ralisés, dérivables en ¢ dans le cas p > 2. En appliquant d’une facon 
formelle la notation 7.34b nous trouvons: 

(f= 2 (Nay)? +42-(8), 9’ 4{t)) + 

PED yy, =e y(t) de (1) 

Les indices 1 et 2 signifient que les termes auxquels ils sont attribués 
ont les sens différents, ce qu’il est facile de voir en utilisant les 
différentielles : 

(t) hh, = £8 (t) hahy, y (t)) a ee (2) he, y’ (2) hy) + 

+ {x (t) hy, y’ (t) he) + (x(t), y" (t) hgh). — (2) 

Tous les quatre termes dans le second membre de (1) sont encore 
des produits généralisés, ce qui permet de continuer la dérivation 

x 

pour p >2. Aprés p dérivations nous aboutissons a la formule: 

cP (t) = (2 (t), YD) + @P% (), oy Out--- 
2 F(Z) (8), y! (Bp FO (ty Oat .-. 

2 (2? (1), y" ())vp@-y +--+. F(t), ¥ (). (3) 
2 

Ici les termes de forme identique munis des indices différents ont les 
sens différents que l’on explicite avec la notation en différentielles : 

EPR) hi nine =e (Dilgpes tay -y (t)) A 

Pe a pws la, Y Ula +. 

oe +(e) hp +. a, Y (E) he) + 

+ (a (2) hy Igy y" (t) ales) +». 
Ne oO ete iiag YEN din pay 

papas), y(t) np). Wo. 2. (4) 
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Si l’on compose la forme correspondante de degré p en posant 
h, =... =h, =h, alors, vu la symétrie des dérivées mixtes, on 
obtient une formule plus simple: 

COP) (£) Tesh. «Pi (HS) (8) Pret Re, tilt) ete 

p fois 

+ pla?) (thh...h, y! (t)hy+ 
p-—1 fois 

POD a? (th 5 hy y’ (2) Rh) +... 
y —— 

p-—2 fois 

+a), YP (Dh... bh), (5) 
——> 

p fois 

soit, en notation symbolique, 

£) (t) = (2 (t), y(t) i p(a'?-» (t), y’ (t))+ 

4 PEED (oP (t), y ®) +... +e), YO) (6) 

(formule de Leibniz); il ne faut tout de méme pas oublier que cette 
formule n’a le sens que dans les réalisations (4) et (5). 

2.34.Dérivées d’ordre supérieur dune fonc 
tion composée. 

Théoréme. Soient y= y(z) (@G CX > Y) une fonction p 
fois dérivable pour x = a et z =z(y) (W CY —Z) une fonction p 
fois dérivable pour y= b =f (a) €W; alors la fonction composée 
z ly (xz)] = 6 (x) (U <X >Z) est p fois dérivable pour x = a. 

Démonstration. Le cas p = 1 a été épuisé dans 1.33; 
supposons que le théoréme ait lieu pour le numéro p — 1 >0 et 
démontrons-le pour le numéro p. Conformément a 7.33, la dérivée 
premiére de la fonction ¢ (x) a la forme 

C’ (x) = 2’ ly (x)] y’ (2). 

Le premier facteur est la composée de la fonction p fois dérivable 
y (x) et de la fonction p — 1 fois dérivable z’ (y); par hypothése de 
récurrence, ce facteur représente une fonction p — 1 fois dérivable 
en x. Le deuxiéme facteur est, par hypothése, p — 1 fois dérivable 
en x. En vertu de 2.33, tout le produit est p — 1 fois dérivable en z. 
Il en résulte que € (x) est une fonction p fois dérivable en z, ce qu’il 
fallait. 

2.39. Dérivées d’ordre supérieur dun opé- 
rateur inverse. Soient, comme dans 1.385b, + €L(U, V) 
un opérateur inversible linéaire d’un espace U dans un espace V, 
et z-': V+ U son opérateur inverse. Montrons que la fonction x7 
a la dérivée en x de n’importe quel ordre p. 
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Cela a été démontré pour p = 1 dans 1.35c, on y a obtenu la 
formule 

Ct.) ee. (1) 

La dérivée (x—')’ peut étre mise sous la forme de produit généralisé : 

(2-)’ = —(x-1, 2“) 

(au sens de (1), bien entendu). Si l’on suppose que la fonction x7} 
soit p fois dérivable, alors, d’aprés 2.33, la fonction (x-1)’ elle aussi 
sera p fois dérivable, c’est-a-dire que x! sera dérivable p + 1 fois. 
Puisque la proposition est juste pour p = 1, notre raisonnement 
montre qu’elle l’est pour tout p = 1, 2, ..., ce qu’il nous fallait. 

200, Jerliyees ad ordre supérieur d’tin ef one¢- 
£1.00 .1.m p:Li ¢,1 tie. 

a. Théoréme. Supposons que l’hypothése du théoréme sur la 
fonction implicite 1.53 soit remplie: on a une fonction z = O (z, y) 
(V={reE xX, yeEY: |x—al=<r, |y—bi{<p}—>2Z), la rela 

D(z, y) 
i) 

tion O (a, b) = 0 a lieu, l’ opérateur® est continu en x et y et 

inversible pour z = a, y = b. Alors, dés que la fonction D (x, y) soit p 
fois dérivable au voisinage V, il en sera de méme de la fonction implicite 
y (x) quireprésente la solution de l’équation © (x, y (x)) = 0, y (a) = b 
et existe en vertu du théoreme 1.53. 

Démonstration. Le cas p = 1 est épuisé dans 1.54; on 
y a établi la formule 

' AW (x, y)]-1 D(z, y) 
ee 

En supposant le théoréme juste pour le numéro p — 1 > 0, démon- 
trons-le pour le numéro p. 

Le premier facteur est la composée de la fonction « — {z, y (x)} 
p — 1 fois dérivable par hypothése de récurrence et par 2.3/d et de 
la fonction d’inversion (2.35) qui est indéfiniment dérivable; le 
deuxiéme facteur est la composée de la méme fonction z > {z, y (z)} 

et de la fonction p — 1 fois dérivable ee D’apreés 2.34, les deux 

facteurs sont p — 1 fois dérivables; d’aprés 2.53, il en est de méme 
de leur produit. 

Il en résulte que y’ (xz) est p — 1 fois dérivable, donc y (z) est 
dérivable p fois, ce qu’il fallait. 

b. En particulier, la fonction inverse y = f (x) définie par l’ équation 
x= (y), @ = @(b) avec lVopérateur ’ (b) (1.56) inversible, est p 
fois dérivable dés que la fonction @ (y) le soit. 

2.37. a. Dans 1.84, nous avons ramené le théoréme sur la déri- 
vabilité du point fixe d’une application contractante A (u, A) 
(U x A-—U) par rapport au paramétre 4 au théoréme 7.55 sur la 
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dérivabilité d’une fonction implicite. En utilisant 4 la place de 1.55 
le théoréme 2.36a nous arrivons a l’extension suivante du théoréme 
1.84 au cas de dérivées d’ordre supérieur : 

Théoréme. Soit A (u, A) une application contractante d’un 
domaine fermé U <—X dans lui-méme qui représente une fonction p 
fois dérivable de 4; alors le point fixe u = y (A) de l’application A est 
une fonction p fois dérivable de i. 

b. Ce fait, 4 son tour, permet de généraliser convenablement le 
théoréme 1.85, 4 savoir: si le second membre de l’équation différentielle 

Se) SDiteults M, A) (1) 

et la condition initiale 

y (to, 4) = @ (A) (2) 

sont des fonctions p-dérivables du paramétre i, la solution y = y (t, A) 
de l’équation (1) avec la condition (2) est une fonction p-dérivable de i. 

c. Les dérivées de la solution y (t, 4) possédent des propriétés 
analogues en ce qui concerne leur dérivabilité en A. Ainsi, lorsque 
la fonction @ (t, y, i) est, dans le domaine ‘ite Pp fois dérivable 

dy (t, A) 

dt 
par rapport @ la variable (y, 4), la fonction est elle aussi p 

fois dérivable en X (d’aprés b et en raison de |’équation (1) méme). 
On peut dire autant sur les autres dérivées de la solution y (é, A) 
dont les équations se déduisent en dérivant par rapport a ¢ l’équation 
(1) sous ’hypothése de la dérivabilité convenable de la fonction 
Dt, ~y, A). 

§ 2. 4. Dérivées par rapport aux champs vectoriels 

2.41. Supposons qu’une fonction € (x): G— X soit donnée dans 
un domaine G d’un espace normé X, autrement dit, qu’on ait un 
champ vectoriel § (x). Pour toute fonction dérivable M (z):G—> Y, 
en tout point z €G, on peut calculer la dérivée suivant le vecteur 
correspondant § (x) (1.27): 

& *D (x) = OD’ (z)-€ (2). (1) 
On aura pour résultat une fonction de xz, A valeurs dans Y; elle 

sera dérivable dés qu’on suppose la fonction @ (x) deux fois dérivable 
et le champ & (x) dérivable. 

Soit y (x) un autre champ vectoriel dérivable dans le domaine G. 
Dérivons la fonction (1) suivant le champ y (z): 

(E+ D(x) =m * (O'R) — (Oe) 

= O"En (x) + O'E’y (2). (2) 
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Le premier terme 4 droite est symétrique en & et y (2.32a), le 
deuxiéme en général non; si l’on fait changer de réles — et y et que 
l’on effectue la soustraction des égalités correspondantes, on aura 

n *(E + @ (z)) — (E+ (y + @ (z)) = @ (z)-[E’n — ’E] (2) = 
= [&’n — n’E]* D(z), (3) 

de sorte que les dérivations suivant les vecteurs & et 7 ne commutent 
en général pas. (Bien entendu, la commutativité a lieu si — et y ne 
dépendent pas de z, de sorte que &’ (zx) = = 
=y7’ (xz) = 0.) n/a) 

Le crochet dans (3) représente un vec- : 
teur (champ vectoriel, si l’on tient comp- 
te de la dépendance de z); nous le dési- 
gnons par [E, y] (x) ou, tout court, [E, y]. NY (ta) 
Ce vecteur est méme appelé crochet des E(a) 
vecteurs € ety. Lorsque ces derniers sont 

_ constants, on alt, yn] = 0. Evidemment, 

2.42. Dans ce qui suit, nous considérons 
V’interprétation géométrique du crochet de 
deux vecteurs ainsi que certains problémes 
géométriques. Soient € (z) et m (x) deux champs vectoriels déri- 
vables donnés dans une boule V = {x € X: |x—a|<r}. Envi- 
sageons l’équation différentielle 

wu) _e(y), (0, 2)=2. (1) 

7 (a) 

Fig. 2.4-4 

Si la dérivée &’ (z) du champ & (z) est continue, l’équation (1) 
admet une solution unique (J.8/b) pour tout x € V; cette solution 
y (t, x), pour t, |t |< 6, suffisamment petit, détermine le difféo- 
morphisme x; d’un voisinage du point a sur le voisinage correspon- 
dant du point y (zt, a) (1.87a). Soit L = {z(t), O< t<T)} une 
ligne dérivable issue, pour t = 0, du point a dans le sens du vecteur 
y (a). Le difféomorphisme x; la transforme en une ligne dérivable 
Li = {y (t, 2 (t)), O << t < T} issue (pour t = 0) du point y (¢, a). 

L’opérateur linéaire ate) transforme le vecteur z’ (0) = y (a) 

en un vecteur tangent 4 la courbe ZL; pour t = O (Z.39d) que nous 
désignons par 7; (a) ; nous dirons que 7; (a) est le résultat du transport 
du vecteur y (a) au point y (t, a) par le champ & (x). Il y a maintenant 
deux vecteurs au point y (t, a); le vecteur initial y (y (¢, a)) et le 
vecteur 1; (a), résultat du transport de y (a) par le champ & (2). 
La différence 1 (y (t, a))— n+ (a) montre l’écart entre le vecteur 
ny (y (t, a)) et le vecteur y; (a). La vitesse de cet écart, i.e. la 



160 Ch. 2. Dérivées d’ordre supérieur 

quantité 

lim [In(y @, @)) — (41, 

s’appelle dérivée de Lie du champ 1 (x) suivant le champ € (z) au 
point 7 =a. 

Calculons la dérivée de Lie. Nous avons: 

u(y (t, a)) =n (y (a) + ty’ (a) +0 (t)) = (2) + ty’ (2) § (2) +0 (2); 

n (a) = 2G 9) 9 (a) = [E +28! (a) +0) n(@) = 
= (a) + 4&' (a) n(a) +0 (t), 

d’ou 

Lim + [m1 (y (t, 4)) — ne (@)] =n (a) & (a) 8’ (a) n (2. 

Par conséquent, la dérivée de Lie du champ y (zx) suivant le 
champ & (x) au point z = a coincide avec le crochet [y, &] (a) défini 
dans 2.41. 

2.43. Ici nous donnons une construction directe de la courbe pour 
laquelle le vecteur [&, y] (a) sera directeur. Pour le faire, effectuons 
la construction géométrique suivante (fig. 2.4-2). En fixant un s 

(suffisamment petit) partons du point a 
s/c) v6) suivant la trajectoire du champ & (2) 

3 définie par l’équation 

=§ (2) 

et gagnons le point b = x (s, a). Ensui- 
te, partons-en et suivons la trajectoire 
du champ y» (y) définie par 1l’équation 

a a1 _ a (yd) 
Fig. 2.4-2 jusqu’a _ gagner le point ey (55. 6); 

puis suivons la trajectoire du champ 
§ (x) jusqu’au point d = x (—-s, c), enfin, 

suivons la trajectoire du champ y (y) jusqu’au point e = y (—s, d). 
Lorsque le paramétre s varie, le point e = e (s) décrit dans le domai- 
ne V une courbe Z partant du point a, pour s = 0. Calculons la 
position du point e (s) en tenant compte des infiniment petits de 
premier et deuxiéme ordres par rapport 4 s. Appliquons la formule 
G16.17 (2): 

x (1) — 2 (0) = ta’ (0) + $2" 0) + o(2). (1) 
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Pour le premier de quatre arcs parcourus, on a: 

a) Ee ae am (Ue (7) ae a (1 - Elz (i fao= 

=§' (x)-2'(t) |r-0 = 6’ (@)E(@), (2) 
aprés quoi la formule (1) prend la forme 

x (t) —a=t€ (a) + +E’ (a) € (a) +0(2). 
En utilisant cette. derniére formule et ses analogues, on trouve: 

b—a=st ys E' (a)E(a) +0(s),. 

c—b=sy(b) + 1 () 0 (d) +0 (s’), | 

ene O ty &’ (c)  (c) + 0 (s’), | 

e—d=—sy (4) + 0 (4) nd) +0(e%). | 
Exprimons tous les coefficients des ets par & (a), &’ (a), n (a) et 

y’ (a). A cette fin, remarquons que 

n (0) =n (a) +0 (1), 0’ (0) = (a) +0 (4), 
E(c)=§ (a)+0(4), &' (c) =&' (a) + 0(4), 
n(d)=n(4)+0(1), n (d)=1' (a) + 0 (A); 

donc, dans les termes du second degré dans (3), on peut remplacer 
b, c et d par a. En ce qui concerne les termes du premier degré, on 
doit y garder non seulement les termes constants de (4) mais aussi 
les termes proportionnels 4 s; composons done les expressions 

(4) 

1 (b) = (a) +7 (2)-8§ (a) + 0 (8) ; ) 
& (c) =€ (a) +8’ (a) (sé (a) +5 (0)) + 0 (s) = | 

= € (a) +’ (a) (s& (a) +50 (a)) + 0 (s) 5 { (5) 
n (d) =n (a) +17 (a) (SE (a) + 8 (0) —5E (c)) +0 (s)= | 

= 1 (a) + W (a) sy (a) +0 (8). J 
En portant (5) et (4) dans (3) et additionnant, on obtient 

e—a=s*[ 8! (a) 8 (a) +0 (@)E(@) +5 0 (a) 0(@)— 

~£/ (a) & (a) —E! (a) n(a) +5 &! (a) § (a)—W (a) 4 (a) + 

+4 nf (a) 9 (a) ]-+0 (s*) =s" In (@) § (@)—8' (a) n(a)]+ 
+0(s)=s?[m, E](@)+0("). 6) 

11—0545 
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Si l’on choisit, sur la courbe ZL, le paramétre s? au lieu de s, le 
vecteur directeur de cette courbe au point a sera juste le vecteur 
In, &]1 (a), en vertu de (6). 

. Exprimons le crochet de deux champs vectoriels & et 4 
dans Ba par leurs cae eee | Soit, dans une base fixe e,, .. ., @n; 

-> Ei(z)epet nia) — = ni (x) ez. La dérivée &’ (x) est l’opé- 

rateur linéaire R,-> Ry aonns dans la méme base ee la matrice 

(@) (1.25a) ; d’une fagon analogue, la dérivée 1’ (x) est l’opé- )3 ¢ p 
ie linéaire R, > R, donné dans la méme base par la matrice 

On; (x) 
Ox; 

a la forme 

. Par conséquent, la i-éme coordonnée du vecteur [E, n]} 
? i= f 

et ’ 2 7 ee a i : 4 i {mle = (2) n(2) —n" (2) 8@))s= Dy (Jey Uy 8) (4) 
i=1 = 

Il est & noter que la formule (4) a lieu dans tout systéme de coor- 
données curvilignes 

Up, =. Ve igs og, Se) Mecca (ea serae 

ot les fonctions y; (x) admettent les dérivées continues du premier 
et du deuxiéme ordres. Pour le démontrer, désignons, comme dans 

Oy; Ox; . 
1.56d, py, j=. Les matrices || p;;||et || gi; || sont 

U 
n 

mutuellement inverses, donc pa PijQjn = Sin. Si Ei, Ne sont ~ com- 

posantes des vecteurs € et y ames: la base initiale e, ..., en, et 
hi, Hi leurs composantes dans la base locale g(a), ..., gn(a) au 
point a, alors, d’aprés ce qu’on a vu dans 1.56d, pour tout vecteur 

0 = >) Oj: = >} )g;, On a 
n 

=> Qsitsy Ti = p> piji. 

Ensuite, quelle que soit une fonction M(x), sa dérivée par rap- 
n n 

Leis inate OD ay, _ aw ; 
port a 2, s’écrit 2 an Ayiten a Pri ie Soit, enfin, [&, nJ= 

nr n 

= 5) [&, nliei = >) Syg;. Avec toutes les formules obtenues, on a: 
i=1 j=1 

n 

C= >) Pu l&s n= D\Prs( “s Ta — jot En n)- 
i=1 i,k 
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Exprimons d’abord par les nouvelles coordonnées les premiers 
termes: 

2 Ph = = = = Pij 2 QrrUr Sh =(> qsihs) *Pri= 
ce l 

On 
= >) PijGrnMrDn ids Ry 

i a ol A 

Odes 

+S) PistrallrPrike Ge 
i, kh, ry, Ls § 

Comme ») Pisdsi = 5js, on n’aura que le terme avec s = j en effec- 
a 

tuant la sommation sur s; de méme, en vertu de Dy GrnPat = 6,2, il ne 

restera que le terme avec r snd EES on a: 

A Pijhk > a ao 7 = hide >, Dipihe oe : (2) 

i, 1,8 

Odsi Ox; Notons que Par conséquent, étant donnée la symé- 
dy, Pyi0ys" 

trie des dérivées deuxiémes (2./1/b), la derniéte somme est symé- 
trique en & et n. En remplacant €, » par n, &, i.e. wy, As par Aj, 
Us, et soustrayant l’égalité obtenue de (2) nous aboutissons a la 
relation 

=D pu (ze Hen) 3 (Ben Bm), 

ce qu’il nous fallait. 
2.45. Supposons GPO, dans un domaine G CX = R,, ily ait, m 

champs vectoriels &', ..., &” linéairement indépendants en tout 
point z €G. Nous tenons Fy choisir, au voisinage d’un point a €G, 
un nouveau systéme (local) de coordonnées tel que les composantes 
des champs &', ..., &” aient la plus simple forme possible. Posons 
a = 0; choisissons et fixons un sous-espace H dont la somme droite 
avec le sous-espace R,, engendré par les vecteurs &' (0), ..., &” (0) 

représente tout l’espace X. Soit 2? (t), p) la solution de l’équation 

z oe = §/ (x), x (0) = p, pour t = ty. Considérons une boule Hy, = 

= ry €H, |h|<o} Gans le sous-espace AH, et le parallélépipéde 

Ho, = (re Fo aS s a,&" (0), | a, |< 6} dans le sous-espace 
h=1 

R,,. Pour |¢ |-et | p | suffisamment: petits, z x’ (t, p) est une fonction 
dérivable. de ses variables. Faisons maintenant correspondre 4 

" 

touts ensemblen(fjranajetn, nae. 2, Wy) “Pt; (<8, |p 4p 

1a 
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un point x €G selon la régle suivante: 

glee 7! (tude) Casa (lag a) foe as OT rehe S eg ties ( PEN ae) 

pre ee (ie sent) < 

Autrement dit, pour déterminer le point z, nous partons du point h 

en suivant la trajectoire du champ & jusqu’au point «' qui répond a 
la valeur t, du paramétre; puis nous suivons la trajectoire du champ 
2 jusqu’au point z? qui répond a la valeur ¢, du parameétre, et ainsi 
de suite jusqwaulpoint arr (tniem-4)- 

L’application x (t,, ..., tm: m+. -- +» Mn) ainsi obtenue est 
dérivable d’aprés ce qu’on a vu plus haut; désignons-la par x (2). 
L’application x (x) transforme chaque vecteur de H en lui-méme, 

elle conserve également les vec- 
teurs €1(0), ..., &” (0), donc repré- 
sente une application identique; il 
en résulte (7.56c) que l’application 
a (x) est inversible au voisinage 
du point O et que les quantités 
tical <s baw ents aon an OnE 
servir de nouvelles coordonnées au 
voisinage de 0. Voyons comment 
sont les composantes des vecteurs 

Fig. 2.4-3 €1, ..., &" A ce nouveau systéme 
de coordonnées. 

Soit S, l'ensemble des points de la forme z (t,, h) dans le domaine 
de définition du difféomorphisme a. Cet ensemble est, évidemment, 
de dimension n — m + 1, et ses points sont décrits dans le nouveau 

systéme de coordonnées par l’expression {t,, 0,. . ., 0, hm+a,- . -; An}. 
Si l’on y fait varier seule la coordonnée ¢,, on obtient, par construc- 
tion, l’une des trajectoires du champ §'. Le vecteur &1, en tant que 
vecteur directeur de cette courbe, a donc, dans le nouveau systéme 
de coordonnées,*la forme (1.56d) : 

eae eee oY (sur S,). 

L’ensemble S, des points de la forme x (f,, 2), 7, € S; est de 
dimension n — m+ 2; dans le nouveau systéme ses points sont 
décrits:par l’expression {t,; t,, 0,..+., 0, bnyd, .* . hy}. ST Pon 
y fait varier seule la coordonnée ¢, on obtient lune des trajectoires 
du champ &?. Par conséquent, le vecteur &, en tant que vecteur 
directeur de cette trajectoire, est: 

Bee I ee US (SUPE Oa): 

En continuant de la méme maniére nous voyons que l’ensemble 
S,, des points de la forme x (t,, Xp 4), OU xp, _, € S, 1, est de dimen- 

sion n —m-+k; sur cet ensemble le vecteur &* a, en nouvelles 
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coordonnées, la forme 

= fO0, soni. 5 idea OF (sur S;). (4) 

Notons que les composantes d’un vecteur &* ne sont ici trouvées 
que sur S;. Dans le seul cas k = m, ot l'ensemble S; est de dimen- 
sion n et coincide en réalité avec le voisinage considéré du point 0, 
les composantes du vecteur &” sont connues partout dans ce voi- 
sinage: 

pea 10) gO 10 foe), 0}: 

Il résulte de la formule (1) que, sur S;: 

F-=0 (jJ=4,...0, FH=0 Gamtt, 4). 2) 
On en tire l’expression suivante pour [€, £*]: 

te, Hey (2 ei} el) + > (SE et pt) — 
i=1 r=m+1 

ee -#_ 3 #8. @ 

2.46. Existe-t-il des surfaces enveloppes 
de m champs vectoriels? 

. Soient & (x), ..., §&” (z) m champs vectoriels donnés dans un 
domaine G CX = R, et linéairement indépendants en tout point 
x€G. Désignons par 7 (z) la variété linéaire engendrée par ces 
champs ati point z. Une surface P de dimension m se trouvant dans 
le domaine G (1.39e) est dite enveloppe pour la famille des champs 
El (x), ..., €” (x) si la variété linéaire x (x) tangente a la surface P 
(1.39e) 4 tout son point x coincide avec la variété T (x). On pose les 
questions suivantes: est-il possible de faire passer une surface envelop- 
pe par un point donné z €G? si oui, est-elle unique? 

Soit m = 1, de sorte qu’il s’agisse d’un seul champ vectoriel 
£1 (x) = E (x). Dans ce cas la notion de surface enveloppe se réduit a 
celle de trajectoire du champ € (z); si le champ & (x) posséde la 
dérivée continue, les réponses aux deux questions ci-posées s’a- 
vérent positives en vertu de théoremes fondamentaux de la théorie des 
équations différentielles (7.87). Pour m > 1, la dérivabilité continue 
des champs &'(z), ..., &” (xz) n’est pas suffisante. Le théoréme 
suivant a lieu: 

Théoréme. Supposons que les champs §'(x), ..., & (x) 
possédent leurs dérivées secondes continues dans le domaine G. Alors, 
pour qu’il existe une surface enveloppe passant par un point donné 
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quelconque a € G, il faut et il suffit que [€* (x), &? (x)] € T (x) quel que 
soit x € G. Cette condition étant remplie, la surface enveloppe passant 
par le point a € G est unique. 

La démonstration du théoréme sera donnée dans c et d. 
wd. Lie mane... Soient PE = {2 € Baie ie) heen} 
une surface dans un domaine G < Ry, et & (x) un champ vectoriel tan- 
gent @ la surface P @ tout point x € P. Alors, dés que M (u) et & (z) 
soient, contintiment dérivables, chaque trajectoire du champ & (x) qui 
passe par un point a = O (uf, ..., Um) € P se trouve entiérement 
sur P. 

Démonstration. Pour tout point z de la surface P, la 
Ox 

variété tangente m (xz) admet tne base composée des vecteurs a eas 
1 

fe = (1.39e). Le vecteur € (x) se trouvant, par hypothése, dans 
™m 

nm (xz), on peut le développer suivant cette base: 

Ea => OW ae => ale) se = DW wae. 
j=t j=1 j=1 

Les fonctions @; (x) sont continiment dérivables de méme que les 
fonctions £; (z) composantes du champ € (z) dans la base initiale 
€;, -.., @, de l’espace X et que les fonctions g;; (x) composantes 

des vecteurs fn (j =1, ..., m) dans la méme base; cela résulte 

des égalités . 

n n m m 

B= >) bie, ina D>) Bist, B= D) ja Dd) 8isPieis 1 = D\ 859; 
i=! i=! j=1 i, j j=1 

aprés avoir choisi dans la derniére famille d’égalités m linéairement 
indépendantes et résolu le systéme obtenu selon la régle de Cramer. 
{l en est de méme des fonctions %p; (w). 

Envisageons le systéme d’équations: 

du; (t oe == App (ibiy ies ¢ Ura gen) aig. 

D’aprés ce qu’on a vu, il admet l’unique solution u = u (#). Il lui 
répond une courbe L CP qui est tangente a tout son point au 
vecteur correspondant & (xz). Or une telle courbe dans l’espace R,, 
représente une trajectoire du champ £&(z); d’aprés le théoréme 
d’unicité 7.87, la trajectoire passant par le point a est unique, donc 
coincide avec la courbe L CP, ce qui achéve la démonstration. 

ce; Démonstration du-théoréme: a (néces- 
sit é). Soit P une surface;enveloppe des champs €} (z), ..., 6” (z) 
passant par le point donné a €G. On a vu dans 2.43 que le vecteur 
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[E* (a), & (a)] est un vecteur directeur pour une courbe LZ que l’on 
obtient en construisant une chaine d’arcs de trajectoires des champs 
Et (x) et (x). Comme, par hypothése, ces champs sont tangents a la 
surface P et que l’origine du premier arc est le point a € P, toute 
la chaine se trouve sur la surface P, d’ aprés le lemme b; il en découle 
que le vecteur [§* (a), & (a)] est lui aussi tangent a ‘la surface P, 
donc appartient a 7 (a), ce qu’il fallait. 

a Démbenetration~?d'w théeoréme: a (suffi- 
sance). Etant donnés les champs &! (x), ..., &” (x), considérons 
au voisinage du point a € G le systéme spécial de coordonnées ¢,,... 
-» +> tms Pmt, + + -» An qu'on a introduit dans 2.45. Dans ce systéme, 
comme dans n’importe quel systéme de coordonnées, les composantes 
Ei (xz), ..., & (x) des champs & (x) (j =1, ..., m) vérifient les 
relations 

m 

[E, 1= De (a), (1) 
rr 

les coefficients Ci’ (x) étant continus et définis d’une facon univoque. 
sur l ensemble S, = {t,t.) 0,.. ., 0; hing;, «: op hey on peut Ecrire, 
en utilisant la formule 2.45 (8): 

iG Ar 08 < 
[4 Ph=ae— Dl a k= Dy Cre. (2) 

, i=3 T=1 

Nous utilisons ces équations pour les valeurs k = 3, ..., n. 
De 2.45 (2), il résulte encore que, pour les mémes valeurs k = 3,... 

., n, sur S,, on a les relations: 

de, ER OR 
ic ee aia (3) 

On peut considérer les équations (2)-(3) comme systéme de 
m (n — 2) équations différentielles (avec la variable indépendante f,) 
par rapport aux m s(n a2) -incopnues 24; 2 02, t6he (= 18,+ 4.4065 72), 

a 

toutes les peace inconnues s’annulent. Par conséquent, en vertu 
du théoréme d’unicité, elles s’annulent pour toutes les valeurs admis- 
sibles de f,, i.e. sur tout le S,. Ainsi, sur S,, les composantes du 
vecteur & ont, dans hey du théoréme, la forme 

Sa ee SEO, YA PO} (4) 

Par conséquent, vibes Le’, £2] a sur S, une forme plus 
simple que celle qui résulte de 2.45 (3), notamment: 

ae (5) 

les coefficients = et Ci? étant continus. Pour ¢, = 0, i.e. sur Sj, 
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Ensuite, sur ensemble S, = {#,, tg) £30, 6 6, 0; bt, ~ 2) Mays 
considérons d’une maniére analogue le systéme suivant de m (n — 3) 
-équations différentielles ordinaires avec la variable indépendante tf, 
etom (n\— 3) fonetions inconntes =e; Fo Ek S4P Sn): 

Bho Jat AUER Wp "Sas Gone (5 Sh= ae a = De, 
ih r=1 

2, = -3 Shu = by CER, | (6) 

FF OFF ogre 0 

“tigi? ag oe aa 
les coefficients du systéme étant toujours continus. Pour t, = 0, 
i.e. sur S,, toutes les fonctions inconnues s’annulent d’aprés 2.45 et 
les résultats précédents. En vertu du théoréme d’unicité, elles sont 
nulles sur tout le S,. Ainsi, sur S3, les composantes des vecteurs 
El et €2 ont la oie 

Fa pms RE, Set Ap 

alae outs Poh 

Par conséquent, les expressions [&!, &°] et [E?, 3] prennent sur S, 
une forme plus simple: 

Le, 1, Bae. (7) 
En continuant par analogie on voit que, sur l’ensemble™ Sr 

(k = 1, ..., m), toutes les composantes des vecteurs &}, 
a partir de (k — 1)-éme, s’annulent, et les expressions ‘fei, EM 
(i < k) prennent la forme 

: h agi . 

[S. Sl=G- G@=4,..., k-1). (8) 

Pour k = m, V’ensemble S,, coincide avec tout un voisinage du 
point a. Done, dans un voisinage du point a, les composantes des vecteurs 
gl,..., 6”, a partir de la (m + 1)-éme, s ‘annulent. Or, la représenta- 
tion” fee Pee | 0, 0} eyeul dire que le vecteur a est 
tangent a chaque surface P = ae es) lctis cae teen ce 
paramétres't;, . ; .) tj, vartent, les quantities hy.w5, ©. f, he, étant fixes: 
notamment, il est oe Au point @y°"=2 tha") ., tn, mii - sleny 
e Pre lavcourbe Lose {7 - Bee aye Tee Abs Tee CE) ont e. oe 

whay, (al SO Se troavany sur la surface P. Nous voyons que 
ces surfaces sont m- dimensionnelles et passent par chaque point au 
voisinage du point a. Par conséquent, l’existence des surfaces enve- 
loppes est démontrée. 
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I] reste a établir l’unicité de la surface enveloppe passant par le 

point donné a». Supposons qu’il y ait une autre surface enveloppe P 

donnée par une fonction x = z (uw) continiment dérivable qui ne 
coincide avec la surface P dans aucun voisinage du point ay. Choi- 

sissons sur la surface P une courbe L = {x = x (t)} qui passe par le 
point a et ne se trouve pas entiérement sur P. L’équation de cette 
courbe en nouvelles coordonnées est de la forme: 

z= x(t) = {t, (t), .-., tm (t), Amti (Tt), -- +, Mn (t)}, 

avec pour vecteur directeur 

w(t) = {8 (T), -- +s Ea (T), Mines (T)y - ++) Bn (T)}- 
Or, par hypothése, la courbe Z est tangente en tout point x & 

la variété linéaire T (x) engendrée par les vecteurs &! (z),.. ., &” (zx). 
Nous avons vu que les n — m derniéres composantes de ces vecteurs,. 
en nouvelles coordonnées, sont nulles; il en est donc de méme du 
vecteur x’ (t). Ainsi, hm;,(t) =... = hn(t) = 0, c’est-a-dire que 

‘les fonctions h,,+, (t), ..-, hn (t) sont constantes sur la courbe L; 
alors la courbe LZ se trouve sur la surface P (a) en contradiction avec 
Vhypothése. Le théoréme est démontré. 

2.47.Existe-t-il des systémes:-decoordon- 
nhéees a'vec m vecteurs directeurs donnés? 
Soient toujours &(z), ..., —&” (x) des champs vectoriels donnés: 
dans un domaine G CX = R, et linéairement indépendants a 
tout point z €G. On pose la question suivante: existe-t-il dans le 
domaine G, ou au moins dans un voisinage d’un point donné a € G, 
un tel systeme de coordonnées (curvilignes) que les vecteurs £1 (x), . . . 
..., &”(z) coincident avec les vecteurs directeurs de m lignes de: 
coordonnées ? 

Signalons d’abord une condition nécessaire de la réponse positive. 
Soit (f,, . . -» tm, Mm+i. - - -; 2n) un systéme de coordonnées cherché, 
le vecteur & (xz) étant vecteur directeur de la ligne ot seule la coor- 
donnée ¢; varie et les autres sont fixes. Dans ce systéme le vecteur 
€’ (rz) ala forme _ 

(2) ea ir oer AG 73, 0). 
J 

En calculant dans ce systéme [E*, £/] et appliquant la formule 2.44 
on voit que [&', £7] = 0. Ainsi, la condition [§*, &’] = 0 s’avére 
nécessaire pour qu’un systeme de coordonnées cherché existe. Montrons. 
que cette condition est également suffisante. Montrons que le systéme 
de coordonnées t,,. . -, tm, Am41,-- -» Mn construit a partir des champs: 
El (xz), ..., &” (x) selon la régle 2.45 posséde la propriété voulue. 
En effet, l’hypothése du théoréme 2.46a étant remplie, les compo- 
santes des vecteurs &’ (x) ont, dans les nouvelles coordonnées, la forme 

BA (ayaa (2), 9. (a), '0, Fs, OY. 
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Sur-)ensemblesS j+4 {lag & yf trae Oe eee & Poe elee 
Végalité 2.45 (2): 

paces i+4] __ ogi 
Ox [€", ard ep 

Il en découle que le vecteur &* a les composantes constantes sur les 
lignes vectorielles du champ &**!. Or, pour ¢;+, = 0, i.e. sur S;, 
le champ &' ales composantes {0,.. ., Aya , 0}; ona vu qu’il a les 
mémes composantes sur S;+4. En appliquant d’une facgon analogue 
Végalité [&', E%2] = 0 nous voyons que le champ €' a les mémes 
composantes sur S;+.3 en continuant on établit que ce champ a les 
mémes composantes sur S,,, donc dans un voisinage du point a. 
Ainsi le champ £* se trouve directeur pour la i-éme ligne de coordon- 
nées du nouveau systéme de coordonnées, ce qu’il fallait démontrer, 

Si m = 1, c’est-a-dire s’il n’y a qu'un seul champ vectoriel 
£1 = E (x), Vhypothése du théoréme est automatiquement remplie ; 
ainsi, pour un seul champ vectoriel € (z) il existe toujours un systéme 
dle coordonnées pour lequel ce champ &€ (x) s’avére directeur d’une 
ligne de coordonnées. 

Soulignons encore une fois que l’existence d’un systéme cherché 
de coordonnées n’est garantie que dans un voisinage du point donné 
a €G ow les raisonnements 2.45 sont valables. 

§ 2.5. Théoréme de Frobenius 

2.51. Position du probléme. Nous allons étudier 
une équation différentielle de la forme 

y’ (x) = @ (2, y (2)). (1) 
La fonction inconnue y (x) doit étre définie dans un voisinage au 
moins d’un point donné a d’un espace normé X et prendre ses valeurs 
dans un espace normé Y. Pour que ce probléme ait un sens, il faut 
supposer que la fonction @ (z, y) soit définie dans le produit de deux 
domaines quelconques U 5 a et V des espaces X et Y respectivement. 
et qu’elle prenne ses valeurs dans le méme espace que y’ (2), i.e. 
nus (at, ee 

L’équation (1) est complétée par la condition initiale 

y (a) = DEV. (2) 
Si X = R,, alors (1) représente une équation différentielle ordi- 

naire. Dans ce cas, comme nous l’avons vu dans 1.6/-1.62, il existe 
un voisinage du point a ot la solution cherchée y (x) existe et est 
unique, pourvu que soient remplies certaines conditions pour la 
fonction ® (x, y) (continuité, condition de Lipschitz par rapport a y, 
dérivabilité). Dans le cas général ot X ~ R,, les conditions de 
dérivabilité, aussi dures soient-elles, ne sont pas suffisantes pour la 
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résolubilité de l’équation (1): la fonction @ (x, y) doit satisfaire a 
certaines équations spéciales. 

Envisageons le cas o1 X = R,, Y = R,. L’équation (1) est alors 
équivalente au systéme de deux équations a dérivées partielles 

auiiesee D, (14, Ze, Y); x4 

(3) ay (x4, ae Diep 2a, 0). 

Supposons que les fonctions @, et @, soient dérivables dans le 
domaine U xX V; alors, une fois la solution existe, elle est déja 
une fonction deux fois dérivable, donc vérifie la condition de symé- 
trie de la dérivée seconde (2.32c): 

CVs ney 

Or 10Lo a OL NOTS 

Avec les équations (3) nous avons 

ts) 0 
Ga, Ps (4, Le, y (%, &2)) = a Pa (7, %2, Y (Ts; %2)), 

ce qui, complété toujours de (3), améne A la relation | 

ID, (<4, Zo, y) OD, (x4, 72; y) 
Sais Sap Ree Sen eg (24, L2, y)= 

om (x4, £9, y) ay (£4, x2, y) oe res 2 oe Rel ay 2 =D, (44, Le, Y) 

qui, par conséquent, est remplie dés qu’une solution du systéme (3) 
existe. Pour une solution donnée y (71, 22), elle est satisfaite identi- 
quement par rapport a toutes les valeurs de z,, x. et y (71, Zz») et si, 
quels que soient trois nombres ay, dz, b ou {a,, ay} € U, b E V, il existe 
une solution vérifiant la condition y (a,, a.) = 0, alors les relations 
(3) sont satisfaites identiquement par rapport a toutes les valeurs 

ty = 4, Le = Ae, y = 0. 

Cet exemple nous suggére les conditions nécessaires de la résolu- 
bilité de l’équation (41) dans le cas général. S’il existe une solution 
y (x) de l’équation (1) et que la fonction @ (z, y) est dérivable dans 
le domaine U x JV, alors la fonction y (x) est deux fois dérivable, 
donc la condition de symétrie de la dérivée seconde 2.32a est remplie: 
pour n’importe quels h et kde X, ona 

y" (x) hk ea Ws (z) kh. 

D’aprés l’équation (1), en développant la dérivée totale et utilisant 
encore une fois (1), nous avons la relation 

(242 olpe=(L4+20)m 
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qui a liew pour tous les h et k dés qu’il existe une solution de l’équation 
(1); qui plus est, la relation (4) a lieu pour tous les x = a, y = b, 
du moment que l’équation (1) posséde une solution y (x) satisfaisant 
a n’importe quelle condition donnée y (xz) = b. 

2.52. Supposons d’abord qu’une solution de l’équation (1) avec 
la condition (2) existe dans un voisinage W = {x: |x —a|<r} 
du point a et en établissons certaines propriétés. 

Soit h€ X un vecteur quelconque, |h |< 7r; considérons la 
solution y (x) sur le ségment x(t) =a-++th, O<t<1. La, on 
peut traiter y (zx) comme fonction du paramétre numérique ¢ € [0, 1]. 
Désignons g (4) = y[x(Zt)]. Alors q’ (t) = y’ It ()) 2’ (0) = y' [x OIA, 
et l’équation (1) prend la forme 

p(t) = O (a + th, p(t) h. (9) 
C’est une équation différentielle ordinaire par rapport a@ la fonction 

@ (t) de la variable t € [0, 1]. Pour t = 0 nous avons @ (0) = y (a) = 
= b, de sorte que l’équation (5) est complétée par la condition 
initiale 

@ (0) = b. (6) 

Si la fonction @ (x, y) est dérivable dans le domaine U xX V, alors 
la fonction M (a + th,  (t)) h qui figure dans 1’équation (5) est elle 
aussi dérivable (en #), done l’équation (5) satisfait aux conditions 
d’existence et d’unicité de solution d’une équation différentielle 
donnée avec une condition initiale donnée. Il en découle la conclusion 
que toute solution de l’équation (5) avec la condition (6) ne peut qu’étre 
unique. Par conséquent, les valeurs d’une solution de l’équation (4) 
avec la condition (2) sont définies de fagon unique sur tout segment 
x =a- th, done elles sont définies de fagon unique dans le voisinage 
du point a. Méme plus, le résultat que nous disposons permet de 
trouver cette solution, dés qu’on sache qu’elle existe: il ne faut 
pour cela que d’intégrer l’équation (5) avec la condition (6) sur tout 
segment « =a-+ th et de poser y [z (t)] = 9 (2). 

2.53. Supposons a présent que l’on ne sache rien sur la résolubilité 
de l’équation (1) et allons construire sa solution. Nous en connaissons 
la méthode: il faut intégrer l’équation (5) avec la condition (6) 
sur chaque segment x = a + th,O <t< 1. Cette équation contient 
le paramétre h. Le théoréme sur la résolution d’une équation ordinaire 
avec un paramétre (7.67) nous permet d’affirmer qu’il existe deux 
nombres 6 >0, 9 >0 et une fonction @ (¢, hk) dérivable en ¢ qui, 
pour tous les t, h, O<t< 6, |h | <0, représente une solution du 
probléme (5)-(6). 

En nous bornant pour le moment 4 un seul segment « = a + th, 
ty étant donné, posons 2) = a-+ toh et déterminons la quantité 
Y (Xo) = @ (to, h). Nous avons & montrer que la valeur y (x9) dépend 
non pas de fy et h considérés séparément, mais de xp tout entier. Soit 
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& un vecteur colinéaire avec h et toh = tok. Les fonctions @ (Zz, h) et 
@ (t, k) sont des solutions des équations (5) et 

p (t, k) = O(a + tk, p(t, k))k (7) 

respectivement, pour la méme condition initiale (6). Faisons dans (7) 

le changement de la variable t=t = et notons o(t =, k) == p(s). 
Oo. 0 

Alors wp’ (t) = @ (3 =e a) a de sorte que la fonction w (é) satis- 

fait a l’équation 

W =O (atiZk, p@)k2P=O(a+th, ph 

qui coincide avec (5). En vertu du théoréme d’unicité, » (¢) = @ (¢, h) 
d’ott @ (%>, k) = wh (f) =v (tp, bh) = y (4), ce_qu’il nous fallait: 

] Finalement, la fonction y (x) est définie de fagon univoque sur 
tout segment z =a-+ th pour0<ti<6 et |h| <p. Par consé- 
quent, elle l’est dans un voisinage du point a (notamment, dans la 
boule |z — a | < 6p). On a démontré qu’au point a méme la fonc- 
tion y (x) posséde la dérivée suivant toute demi-droite issue de a 
et que la valeur de cette dérivée sur tout vecteur h € X coincide 
avec O(a, b)h. 

2.54. Montrons a présent que, si ® (z, y) satisfait a la condition (4) 
et possede les dérivées secondes, alors la fonction y (x), dans un 
voisinage du point a, est aussi bien dérivable suivant les directions 
autres que celle du vecteur allant du point a au point z. 

Soit y = {x € X; x =a + th + sk} un plan a deux dimensions 
engendré par deux vecteurs non colinéaires h et k. Construisons 
d’abord sur ce plan une fonction @ (¢, s) vérifiant l’équation (1) et 
la condition initiale (2) et montrons ensuite qu’elle coincide (sur y) 
avec la fonction y (x) définie ci-dessus. 

A cette fin, remarquons que, dés que la solution cherchée y (z) 
de l’équation (1) avec la condition (2) existe, la fonction @ (t, s) = 
=y(a+th-+sk) satisfait au systeme de deux équations 4 dérivées 
partielles: 

SF _y' (2) 2’ () =O(w, yh=O(a+th+sk, gh 

Py! (2) 2 ‘(s)=O(z, yyk=D(a+th+sk, pk 

avec la condition initiale 

p (0, 0) =y (a) = 8. 
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La notation abrégée du systeme est: 

=Di(t, 5,9), Oe O(a th+sk, gh, | 
Pass (Ee S,), D,=D(a+th+sk, )k. | 

(Les vecteurs h et k y figurent en tant que paramétres.) 
Rejetons la supposition d’existence de la solution y (x) et consi- 

dérons le systéme (8) avec la condition 

p (0, 0) = 8. (9) 
Il est facile de prouver que les fonctions O, (¢, s, @) et M, (t, s, @) 
satisfont 4 une relation découlant de la condition de symétrie (4)-. 
En effet, il est évident que 

aD, a 
Osa 

(8) 

8D, 
ot kh, = hk. 

Ht 99 

Ensuite, calculons 0 C’est la partie linéaire principale de |’ac- 

croissement de la fonction @, (¢, s, @), lorsque @ subit un accrois- 
sement @,, i.e. la partie linéaire principale (par rapport 4 @,) de la 
différence 

D, (t, & OV -+ ,) cae D, (t, $, 9) = 

= [OD (a+ th+ sk, p+ O,) —DO(a+th+ sk, gh 

Comme la fonction ® (zx, y) est dérivable, cette partie linéaire prin- 

cipale coincide avec “ @M,h, done avec < @Mkh. D’une maniére 

0, = ay Ohk. 
Ainsi, Varalité (4) prend la forme 

A, | zg _ ae en , 
Ot ag a ap @, ae +=— Dy ; 

analogue, 

(10) 

c’est bien ce qu’on a dia attendre, vu mcacans de 2.51. 
Passons a la résolution du systéme (8). D’aprés la deuxiéme 

équation (8), la fonction w (s) = @ (0, s) satisfait a l’équation 
différentielle ordinaire 

=D; (0, $s, p) (11) 

et a la condition initiale p (0) = g (0, 0) = b. (C’est la méme équa- 
tion qu’on a considérée dans 2.52, bien que ce fait ne soit pas impor- 
tant pour le moment.) En vertu du théoréme /.6/, il existe 
5, >0, 6,<6 et 0, >0, 9, <p tels que, pour toutes les valeurs 
|h|<0,, |k |< 9, sur le segment 0 <s< 4,, la solution > (s) 
existe. Maintenant considérons, sur une droite s = s, € [0, §,] dans 
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le plan {t, s}, l’équation différentielle ordinaire 

ag (t, Es 0) — Delt, 80, OE, 80) (12) 

avec la condition initiale 

@ (0, so) = Hp (s9). (13) 

Toujours en vertu du théoréme 7.67, il existe 9, >0, p, < 9, et 

5, a> 0, 55 < 5,, tels que, pour | h | < Pos | k |< Ps, So € [0, 5.) 

le probléme (12)-(13) est résoluble sur le segment ¢ € [0, 6,]. D’aprés 
2.37b, la solution @ (¢, s) est deux fois dérivable par rapport au 

(dg (t, s) 
ap est aussi dérivable en s; 4 son paramétre s, d’aprés 2.37c, 

dQ (t, 
tour, ool!) 

tionnées sont continues. Montrons que q (¢, s) satisfait a l’équation 

est dérivable en ¢ (1.66), et toutes les dérivées men- 

ag (t, St 9) _@, (t, s, 9). (44) 
Pour le faire, composons la fonction 

W(t, s)=- LE) oO, s, elt, 5). 
On a par construction 

dg (0, ; 4 OW ¥ 0, s)= 2% 9) _@, (0, s, (0, ))=*—, 0, 5, p)=0. (45) 

Ensuite, 

En utilisant la symétrie de la dérivée mixte (2.32c) et développant 
la dérivée totale dans le deuxiéme terme nous obtenons 

a oY _ P9(t, 5) A, OD, 9 _ 8 D ys w(t, s))— Dy, a 
a 

GE Oe OF at ap Ot Os at ap 

Il en résulte d’aprés (10) 

OE Dy | AD, AH Dy Dy 
“Ot Os Op ds Ot Ge Mr) 

OD, 0D, ake) A 0M, Rina OM, go 

Tae Op ds ds op Oy= 

AD, ( Op _ OW, y 16) 
Fee ( ds ®,) = ip us* (16) 

x 

Nous voyons que la fonction W (t, s) satisfait a l’équation diffé- 

rentielle ordinaire (16) avec la condition initiale (15); donc, vu le 

théoréme d’unicité, W (¢, s) = 0, et l’égalité (14) est démontrée. 
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Ainsi, la fonction @ (¢, s) vérifie les deux équations du systéme (8) 
dans le carré ¢ € 10, 6,1], s €[0, 5,]. Par conséquent, la fonction 
2 (x) = g(t, s) (c =a-+ th + sk) représente une solution de l’équa- 
tion (1) avec la condition (2) dans le plan y, donc, y coincide avec 
la fonction y (x) construite dans 2.53. Il en découle que la fonction 
y (z), de méme que z (xz), est dérivable pour z = a + th suivant 
la direction du vecteur k et que 

y’ (2) k= 24 9 _@, (t, 0, ¢) =®(c, yk. (17) 
2.59. Nous sommes maintenant en mesure de donner |’énoncé du 

théoréme fondamental du présent paragraphe. 
Théoréme (Frobenius). Soit M(x, y) une fonction définie 

dans le produit de deux domaines U < X et V CY et @ valeurs dans 
espace L (U X Y); supposons ensuite que la fonction D (x, y) soit 
deux fois dérivable dans le domaine U X V et qu’elle y satisfasse a la 
relation 

(ot) itv) (fev) (ot) 

pour n’importe quels vecteurs k et h des espaces X et Y respectivement. 
Alors il existe un nombre 6 >0 et une fonction y = y (x): X > Y tels 
que cette derniére satisfait, dans la boule |x —a |< 6, a l’équation 
différentielle 

y’ (x) = O (2, y (2)) 
avec la condition initiale (a € U, b € V) 

y (a) = 6, 
Dans la boule indiquée, la solution y (x) est unique. 
Démonstration. Nous avons vu dans 2.53 que, dans un 

voisinage du point a, il existe une fonction y (zx), y (a) = b qui, 
d’aprés 2.54, posséde a tout point x une dérivée suivant chaque 
direction, cette dérivée vérifiant la condition (17). Par hypothése, 
la fonction M (z, y) représente, pour tout zet y = y (z), un opérateur 
linéaire de l’espace X dans l’espace Y et continu en x. Ceci étant, 
la fonction y (x) est dérivable d’aprés 7.48d et sa dérivée coincide 
avec l’opérateur @ (z, y). Le théoréme est démontré. 

2.56. Existence d’une primitive. Supposons que, 
dans l’hypothése du théoréme 2.55, la fonction @ (x, y) ne dépende 
pas de y, de sorte que nous avons affaire 4 ]’équation 

y’ (x) = D(z), y(a) = b. (1) 
C’est le probléme de la recherche d’une primitive de la fonction 
@ (x) (X > L (X, Y)), c’est-a-dire d’une fonction y (x) dont la 
dérivée coincide avec @ (zx). Un tel probléme n’est pas résoluble 
pour une fonction @ (x) quelconque. Une condition nécessaire de 
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l’existence d’une primitive est la symétrie de la dérivée seconde de 
y (x), ce qui améne 8 la relation 

@’ (x) hk = ©’ (2) kh, hex, Er! (2) 

I] résulte du théoreme 2.55 que l’égalité (2) est en méme temps une 
condition suffisante de l’existence d'une primitive dans un voisinage 
du point a. 

§ 2.6. Systemes d’équations a dérivées partielles 
et applications géométriques 

2.61.a. Considérons un systéme d’équations différentielles de 
la forme: 

Yea, tex. ets) 
Kae Remar MEZA ++, Dn, Y), 

Ge Bae age Se oe (1) 
OW (Lig, srayea che 

( ae - =O, (4, » In; y) 

avec une fonction inconnue y (z) =y (x, ..-, Z,) qu’on cherche 
au voisinage d’un point donné a = (a, .. ., a,) € Ry, cette fonction 
prenant ses valeurs dans un espace Y et satisfaisant a la condition 
initiale 

y (a) = bEY. (2) 

En ce qui concerne les fonctions @; (z,, . . ., n, y), nous supposons 
qu’elles soient définies dans le produit de domaines U, x... x U, X 
x V, U;34;,V 9b (i =1,..., n) et représentent, pour n’importe 
quels z; € U; et y€ V, des opérateurs linéaires X;— L (X;, Y). 
Dans ce cas on peut mettre le systéme (1) sous forme d’une seule 
équation 

yor) "Or, yy na LX, YY; (3) 

Py i a x U, € Ry, D (2, y) bh = Du: (a, y) hi, h = 

= {h,, ..., hn} € Rn, aprés quoi toute la situation s’avére un cas 
particulier de la situation décrite par le théoréme de Frobenius 2.55. 
La condition nécessaire.de la résolubilité 2.5/7 (4) peut étre mise, 
comme on l’a déja fait pour les systemes 2.54 (8) et 2.57 (3), sous 
la forme: 

AD; (z, y) OD; (x, y) ‘ ee 

Oz; 1" Oy O; (z, y)= 

_ 00; (2, y) , AD; (z, ») — vig 
i ia Ts Oy D; (z, y) (i, J] 1 ae | n). (4) 

12-0545 
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Ceci fait, le théoréme de Frobenius appliqué a notre cas affirme: si 
les fonctions D; (2, ...-, Zn, y) sont deux fois dérivables et satisfont 
dans le domaine U X V aux conditions (4), alors, pour tout point 
a € U et pour tout b € V, il existe 6 >0 tel qu’une solution y = y (z) 
du systéme (1) avec la condition initiale (2) existe et est unique dans la 
boule |x —a |< 6. 

b. Pour un systéme plus simple: 

Oy (fis sen) 
laa Heap eaiens ts); 

. .. eh ey ii lenilage te, (5) 

le résultat obtenu ci-dessus reste, bien entendu, valable; notons 
seulement que la condition (4) prend ici une forme trés simple: 

dD; (x, aM; (x, y) ces. 
ie y) = Ae (Z, j=, erate n). (6) 

c. Le schéma général enferme également les systémes a plusieurs 
fonctions inceninuessg, (2)% Gch, +> 7,, k= 41,5. mM: 

OZR : 
Ox; = fri (x4, sey Uns 24, ++ 5, Zm) (7) 

Gas d, fuss Re aed y <a TE 

et avec les conditions initiales arbitraires 

Mtl; slosg ey) = ae (eee 1s oe s. B). (8) 

I] résulte de a (ot l'on doit poser Pi egal alasomme droite Y, + . 
-++ Ym) que la condition nécessaire et suffisante de la Fecolubilite 

du ‘probléme (7)-(8) a la forme 

a = Of af af 
Bey Dap ; pay f= oe ade 

Paty ARNG Cts ety paw th, srs peep) 

quelles que soient les données initiales dans le domaine de définition 
des fonctions fp; (x, 2). 

2.62. _ Interprétation géométrique.: Pour une 
équation différentielle ordinaire 

y = P(x, y) @EU CR, yEV CR), (1) 
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on a une interprétation géométrique connue: a tout point {zo, yo} 
du domaine U X V CRag, on fait Tc eonbne une droite 

Y — Yo = D (Zp, Yo) (« — Zo), (2) 

et l'on cherche une courbe passant par le point donné {a, b} € U x V 
et ayant pour tangente 4 tout son point {Zo, Yo} la droite (2). Le 
théoréme d’existence et d’unicité de la solution garantit la résolu- 
bilité de ce probléme et l’unicité de sa_solution dés que la fonction 
® (zx, y) soit assez lisse. 

Une interprétation géométrique analogue a lieu pour |’équation 
générale 

0 a (Sted Selec Ky YW Ys 
Ici, & tout point {z 9, yo} € U < V on fait correspondre une variété 
linéaire dans l’espace X X Y: 

Yaa or @ (Zo, Yo) (x ry Xo), (3) 

- et l’on cherche une fonction y = y (z), y (a) = b dont le graphique 
dans l’espace X X Y (« variété intégrale ») ait, a tout son point 
{zo, Yo}, pour plan tangent (/.26c) la variété linéaire correspondan- 
te (3). Dans ce cas, on ne peut plus dire que toute fonction ® (z, y) 
(aussi lisse qu'elle soit) améne a un probléme résoluble ; nous savons 
que c’est la condition 2.5/7 (4) (nécessaire et suffisante) qui est a 
estimer. 

Le plus simple exemple non trivial peut déja étre construit pour 
Ke Mle er dig Dans aum domaine. Ut xX: VU aihoinY, — Re), 
on fait passer par tout point {z?, x}, yo} un plan 

a Yo=— VD, ‘te ae, Yo) (x, — 21) + @, (21 ? 5, Yo) (1325); (4) 

et l’on cherche une surface y = y (x1, Z_) qui passe par le point donné 
{a,, d2, b} €U X V et qui ait pour plan tangent a tout son point 
{x°, x3, yo} le plan correspondant (4). Ce probleme posséde une solu- 
tion non pas pour tout couple de fonctions D, (x1, Zo, y) et Dy (xy, Loy), 
mais seulement pour les couples qui vérifient la condition qui nous 
est déja familiére 

ha eo Os 
let or ~ WD, = a 

(a condition d’ artonce des dérivées er 
Dans 2.63-2.64 on indique encore quelques problémes géométri- 

ques liés au théoréme de Frobenius. 
2.63. a. Supposons que pour tout point x d’un domaine V CR, 

soit donné un plan (n—1)-dimensionnel y (x) 5 x qui dépend contint- 
ment de z; il faut construire une fonction w = = f(z ): V+ R, dont 
chaque surface de niveau -f (x) =C soit tangente, a tout son point 

12* 
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x€V, au plan y (zx). Puisque le probleme, comme d’habitude, se 
pose localement, nous supposons qu’aucun des plans y (z), dans le 
domaine V, ne contienne de droites paralléles a l’axe des z, (sinon 
on permute les axes des coordonnées). C’est la raison pour laquelle 
on modifie les notations: désignons par y la coordonnée z,, par z 
V’ensemble des autres coordonnées {z,, ..., Z,-,}. Chaque point du 
domaine V sera donc désigné par {z, y}. Au lieu de y (z) nous écrirons 
naturellement y (z, y). L’équation du plan y (2°, y°) aura la forme 

n-4 

y—vo= DO: (2, y") (i —a), (1) 
les fonctions @; (zx, y) étant connues par hypothése. Nous les sup- 
posons deux fois dérivables. La solution cherchée est notée w = 
= f(z, y). Supposons qu’une solution w = f (x, y) existe. Fixons 
un point a € R,_, appartenant a la projection sur R, _, du domaine 

V CR, et considérons f (a, y). Il est évident que es = (0), sinon 

la droite x = a appartiendrait 4 une surface de niveau de la fonction 
f(x, y), ce qui n’est pas par hypothése. Remarquons ensuite que, 
avec f (x, y), toute fonction F (f(z, y)) représente une solution de 
notre probléme; nous pouvons nous en servir afin d’obtenir une 
solution f (z, y) qui (sur une partie A au moins de la droite r = a 
a laquelle nous nous bornerons dans ce qui suit) satisfasse 4 la condi- 
tion f (a,y) = y. Par conséquent, |’équation de la surface de niveau 
de la fonetion f (x, y) qui passe par le point {a, b} < A a la forme 
f(z, y) = b. D’aprés le théoréme sur la fonction implicite, au 
voisinage du point {a, b}, cette équation est équivalente 4 une équation 
y = y (a, 6). Le plan tangent a cette surface au point {z°, y°} est 

1 dy (29, b 
y—Yyo= >) oe (2) 

t i=1 a 

Comme les plans (2) et (1) coincident, la fonction y (x, b) vérifie le 
systéme d’équations 

Oy (x, b F 
Ue”); (2, Y); eee n—1 (3) 

avec les conditions initiales 

y (a, b) = b. (A) 

D’aprés le théoréme de Frobenius, pour qu'une solution du probléme 
(3)-(4) existe, il‘faut et. il suffit que soient remplies les conditions 
dintégrabilité (i,j. = 1, ..., n — 4) 

‘BO; (2, aw; (x, ret DD a ee aM; (x, ja rmipg hep EDs (2, y= ED 4 OU YD, (e, y)- (5) 
Oh 
ay | 
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La condition (5) est done nécessaire pour la résolubilité du pro- 
bléme posé. Montrons qu’elle est aussi suffisante, au moins dans un 
voisinage du point {a, b}. La condition (5) étant remplie, le théoréme 
de Frobenius implique |’existence, pour tout b et pour un voisinage 
du point a, d’une solution y (x, 6) dusystéme (3) avec la condition (4). 

: Oy (a, b) i Pe Wwe 
Ilest clair que —z = 1; par conséquent, on peut résoudre |’équa- 

tion y = y (x, b) par rapport a b, d’aprés le théoréme sur la fonction 
implicite, de sorte qu’elle se trouve équivalentea une équation de la 
forme b = f (z, y). Nous affirmons que la fonction f(z, y) est la 
fonction cherchée. En effet, le plan tangent a la surface f (z, y) = b 
est le méme que pour la surface y = y (z, 5), c’est donc le plan (2); 
or, en raison des équations (3), le plan (2) coincide avec le plan (4), 
ce qu’il nous fallait. 

b. Sin —1 = 1, ie. n = 2, alors le systéme (3) ne comprend 
qu'une seule équation et est toujours compatible. Ainsi, si pour tout 
point {z, y} d’un domaine V du plan on donne une droite y (z, y), 
il est toujours possible de choisir une fonction f (z, y) dont toute 
ligne de niveau f (z, y) = C (au moins dans un voisinage du point 
donné) soit tangente a4 la droite correspondante y (z, y). (Naturelle- 
ment, on doit exiger que le coefficient angulaire de la droite y (z, y) 
soit assez lisse.) Sin > 2, alors, comme nous l’avons vu, le probléme 
analogue n’est pas toujours résoluble. 

2.64. Supposons que, pour tout point z d’un domaine V CR,, 
il y ait n vecteurs linéairement indépendants g, (x), ..., gy (x) 
(dont la dépendance de z soit suffisamment lisse). On se demande, 
s’il est possible d’introduire, dans le domaine V, un nouveau systéme 
des coordonnées w,, ..., W, tel que chaque ligne de coordonnées, 
i.e. une ligne sur laquelle toutes les coordonnées a |’exception d’une 
seule, mettons w;, restent constantes, soit tangente a tout son point 

au vecteur correspondant g; (z). 
Si un tel systéme des fonctions w, (7, ..., tp) (kK =1,..., n) 

existe, alors chaque surface de niveau uw, = C est tangente a tout 
son point aux vecteurs correspondants g,, ..-, 8n-1) Sati ++ +> Bn 

et posséde done un plan tangent donné, notamment celui qui est 
engendré par les vecteurs. g,, .-., Sk-a Sh+1. +--+» En- 

Inversement, si, pour k = 1, ..., m, on réussit 4 trouver une 
fonction suffisamment lisse w, (x) dont chaque surface de niveau soit 
tangente, a tout son point, au plan engendré par les vecteurs g,, . . 

. +) Bhi Ehtir +--+» Sn» alors le probléme sera résolu, car, dans ce 
cas, chaque ligne de coordonnées w, = Cy, . . ., Wp = Cha, Weta = 
= Cyi1,-- +) Wy = C, sera tangente 4 tout son point au vecteur gp. 
Nous voyons qu’en principe notre probléme est réduit au précédent. 
Pour n = 2, une solution existe toujours (4 condition que les vecteurs 
donnés soient convenablement lisses); pour n >2, une solution 
existe dés que soient remplies certaines conditions d’intégrabilité 
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que nous allons obtenir. L’équation du plan engendré par les vecteurs 

£1 (2%); 2 OR HI (x); Gatti (2) - ++, 8n (x°) a la forme: 

Lp) Bae News o Becaat (Oy Wepre len. end te) 

Dek, te, Bi ee Ee ae na ae meas, = 0, 7.2 ft 
Ln—Xn Lin (x°) = SRSA (x°) Sh+i, n (=?) -++8nn (x?) 

ou gi; (z°) sont les composantes du vecteur g; (2°). 
Soit A;, (z°) le complément algébrique d’un élément g;, (x°) de 

la n X n-matrice || g;; (z°) ||. Alors, en développant le déterminant 
dans (4) suivant la premiére colonne, nous mettons l’équation (1) 
sous la forme 

n 

>) (ti— 2?) Ain (2°) =0 
i=1 

soit, pour Ay, (x°) 4 0 (ce qu’on peut supposer sans restreindre la 
généralité, les vecteurs g; étant linéairement indépendants par hypo- 
thése), 

en ae te —3 FETT xi — 24). 

Ainsi les fonctions @; (x°, y°) its dans l’équation 2.63 (1) sont 
définies. Dans le présent cas, elles dépendent de indice k (=1,... 
..., n). Ceci étant, nous avons a vérifier les conditions 2.63 (5) et, 
dés qu’elles soient remplies pour tout k = 1, ..., nm (et dans ce 
cas seulement), notre probleme est résoluble, au moins localement. 

2.65. Systéme qui ne vérifie pas Vhypothése du 
théoréme de Frobenius. Considérons le systéme suivant: 

OZp, A 
a = Phi (ty 0+ er Ens Fhe os +s 2m) GS etic, Sei) (4) 
Ox; 

dans un domaine U X V, UC Rn, VC Rp, Sans supposer que lhypothése 
du théoréme de Frobenius 

Ofni Of ni a ss a ae 34 ru L = a aaa CTkp 5: (2) 

f=71 

> hich & lego ai 

soit remplie identiquement dans tout le domaine U xX V, de sorte que l’en- 
semble S des points (x, z) ot les conditions (2) aient lieu ne soit qu’une variété 
dans U xX V de dimension inférieure a celle du domaine. Le systéme (1) ne 
posséde plus de solution vérifiant les données initiales arbitraires 

52.6 Vigra (ahs ow og BO deat MGT» ol oer 1h ae. sean )% (3) 

ies pail be 

puisque toute solution doit appartenir totalement a la variété S. Or, en géné- 
ral, ce n’est pas par chaque point de la variété § qu'une solution passe; il se 
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trouve que, en plus des conditions (2), il y a encore toute une série de conditions 
a estimer. Pour étudier les possibilités qui se présentent et ayant en vue maintes 
dérivations successives a effectuer, nous supposons maintenant que les fonctions 
fn; dans (1) soient indéfiniment dérivables. Notons les égalités (2) d’une facon 
abrégée 

E‘)) (@, z) =0. (4) 

Soit z=: (z) une solution du systéme (1); nous avons vu qu’elle satisfait 
également au systéme (4). Dérivons chaque équation du systéme (4), en y posant 
préalablement z = z (x), par rapport a chaque variable xz; et remplacons les 

Oz 
dérivées =“ qui apparaissent par leurs expressions du systéme (1); nous dédui- 

z 

sons de (4) un nouveau systéme de relations finies auquel la solution z (x) doit 
satisfaire; désignons ce systeme comme suit: 

E(?) (xyz) == 05 (9) 

En appliquant le méme raisonnement au systéme (5) nous en déduisons 
encore un systéme d’équations: 

E?) (a, 2) == Oe (6) 

ce procédé peut étre continué indéfiniment et a pour résultat une suite des sys- 
témes d’équations: 

EO(a: )=0, ed 2p0ia3 F 7) 

la solution z (xz) satisfait nécessairement a chacun de ces systémes. 
Considérons a présent la variété W composée par tous les points { z, z} 

vérifiant tous les systémes (7). Elle peut s’avérer vide ou bien dégénérée a ce 
sens gu’il ne contienne aucune « surface » du type z = z (x) définie au moins 
sur un sous-domaine du domaine U. Dans de tels cas, il n’y a a fortiori aucune 
solution du systéme (1). Nous n’avons donc 4 considérer que le cas oti la variété 
W n’est pas dégénérée, i.e. contient certaines « surfaces ». C’est parmi ces der- 
nieres que se trouvent les solutions éventuelles du systéme (1). Pour discuter 
l’existence de telles 4 surfaces », on peut considérer la matrice jacobienne 

aE) (z, 2) 
OZR 

(Sia DR rots Cel ge a2 ed eo see) (8) 

a m colonnes et a un nombre infini de lignes. En tout point (z, z) € W cette 
matrice a un certain rang qui ne dépasse pas m; trouvons un point { a, b} € W 
ou le rang de la matrice J atteint sa valeur maximale, par exemple r, r < m. 
En raison de continuité, un mineur d’ordre r qui n’est pas nul au point { a, b} 
reste non nul dans un voisinage de ce point. D’aprés le théoréme du rang 1.74b, 
pour tout ensemble fini d’équations du systéme (7), on peut choisir un voisinage 

du point { a, b} dans lequel le lieu géométrique des points satisfaisant a ces 
équations est représenté par un systeme d’équations de la forme 

cA 0; (x, Zrt+iy + + +9 Zm)s (9) 

ou Oj (4, bpsy, «--) bm) = j,i = 1, ..., 7, les fonctions @; dans les seconds 
membres étant dérivables. Les fonctions @; sont définies dans un voisinage 
Q(ntm-r) du point (a, bp44, ---, On) E Rn+m-r et prennent leurs valeurs dans 
un voisinage Q‘”) du point (b,, ..., 5-) € R,, de sorte queQ = Q™ X Qintm-n), 
Lorsque le nombre d’équations choisies du systeme (7) croit, le. voisinage Q 
peut diminuer, et, en général, il n’y a pas de garantie qu’il existe un voisinage 
Q ow le systéme infini (7) soit équivalent au systéme (9). 
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Théoréme (Veblen et Thomas). Si le point {a, b} € W admet un 
voisinage Q de la forme Q‘") x Qmtm-r) dans lequel le syst@me infini (7) soit 
équivalent au systéme fini (9), le systéme (1) possede une solution z = z (x) avec 
z (a) = 6b. 

Démonstration. Par hypothése, si l’on dérive en z; les équations 
0 ; 

du systéme (9) et qu’on y remplace les dérivées st par leurs expressions du 

systéme (4), alors on arrive aux relations : 

™m 

OO; (z, Z) a ; (x; Z) 

ti @)=—z—— + Dyes ae fe (10) 
k=r+1 

(CF ri ah ee 

valables sur toute la variété W (dans les limites du voisinage Q). 
Considérons le systéme suivant d’équations par rapport aux fonctions incon- 

TMUIGEY Pata (Fy 6 Bop em (ENE 

OZR 

age = Fp; (4, e062 Up, 2r44y +++) 2m) ; (11) 
U 

(Ge aa te Se Ae en TN 

ou les fonctions F;,; sont obtenues des fonctions f,; figurant dans le systéme (4) 
en substituant aux variables z,, ..., z, leurs expressions (9) par les variables 
Ly 2p+1, +++) 2m. Montrons que le systéme (11) vérifie ’hypothése du théoréme 
de Frobenius dans le voisinage Q‘™+™-r), En effet, nous avons sur Q("+m—r); 

OP atest S OF ri Otis: y dig; Pp 
OL = 021 Berg » Ot Ozn O25 

l=r+1 p=1 

+- 5 5 far © P OTht | F * 
— — 02 p 02} 02} te 

l=r-+1 4 

m 
Ofni OfRi aD, Nl ow Ofpi 

| Pore: ude Oz ES yal Az) Fis |+ yi 02; Fis 

a l=r+1 l=r+1 

fr ™m ™m 

Of ni Ofhi x Ofni Ofpi Ofki a re +>) Oep Fost os 7p 7 Fuse 7 +>) a Fs, (12) 

ou l’avant-derniére égalité est obtenue avec (10). D’une facon analogue, tou- 
jours sur Q("tm-r), on a 

m m 

. OF rg 1 OF ps Ofn =a) Or sEO Re) py vas 2 Aeel poh lo Sikes ioe. 
Ox; : > 02] if Ox; kod dZp Pr (13) 

l=r+1 = 1 

Les égalités 

Oe a fin Hote hi hi 0 ks a} ée ks 

Ox +0); Oz Ips= Ox; +> Oz Tpi 

(k=1,..., m3 i, s=41,..., m) sont valables sur l’ensemble W par cons- 
truction; en y portant les expressions (9), nous voyons que les seconds mem- 
bres de (12) et (13) coincident sur Q("*+™-r), ce que nous cherchons. 
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En vertu de 2.6/c, le systéme (11) admet une solution { Zpay (ey, Gl Be (z)} 

définie éventuellement dans un voisinage plus petit QM = Qi et satisfaisant 
aux conditions 

a0 44 = br445 ee ey zo (a) Ds 

Nous affirmons que le systéme des fonctions z (z) = { 2, (x), .. -, 2m (x)} 
de la forme 

24(2) =O (x, 20, 5 (2), .. 29, (2) 

Z, (t) =O, (z, Lari (z), -.-, 29, (2)), 

zpos (2) = 29, 4 (2) 

Zm (Z) = 29, (2) 

est une solution du systéme (1) avec la condition z (2) = b. En effet, les fonc- 
tions ci-dessus satisfont par construction aux équations du systéme (1) avec 
k>r- 1. Pour k <r nous avons d’aprés (10): 

™ 

OZR (x) ro OD, a > OD, dz, 

Ox; Ox; Cin 92; 
p=r+1 

a0) a lan) 0 a 
+ ag 3 > i, Foi=Fri=tni(t, 22 (2), .--, 28, (2)), 

p=r+1 

et ces équations sont satisfaites elles aussi. Le théoréme est démontré. 

§ 2.7. Théoréme de Taylor et son inversion 

a.iea. Dire o rea edie ay Lor Sot =f (Z)y(V ex 
— Y) une fonction définie dans une boule V = {x: |x —a|<r}dun 
espace X , a valeurs dans un espace Y , ayant les dérivées successives y com- 
pris la p-éme. Alors, pour |h |< _r, a liew la formule de Taylor: 

fatrh=fa+f@h+s/2f (ayhh+... 

1 bP? (ah. h+Ry, (1) 
p fois 

[Ry |< BP sup 1 (2) —F (@) I (2) 
Démonstration. En fixant h, |h | <r, considérons la 

fonction suivante de la variable réelle t+, O<t<1: 

g(t) =f (a+ th). 
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D’aprés le théoréme sur la dérivée d’une fonction composée 2.34, 
da fonction @ (¢) posséde, avec f (x), les p premiéres dérivées; on a: 

g (t)=f' (a+th)h, g’ (0) =f" (a)h, 

@p’ (t) =f" (a+ th) hh, ” (0) =f" (a)hh, 

gp? (t)=f?(at+th)h...h, 9” (0)=f” (a)h...h 
p fois P fois 

Pour la fonction @ (é) a lieu la formule de Taylor U12.64c: 

9(1)=90) +9 O+F9 O+-..+ pppoe?” (4, (3) 
ou Q, est terme résiduel que l’on peut mettre sous sa forme intégrale 

(P 

4 
4—£)P 

Qn= \ Si @ (&) d&, 
. : 

soit, aprés avoir séparé sous le signe somme le terme @®? (0), 
1 

1 
(1— (p) (p) (p) 7s im 0, = Gagr lO” @—9” Oa +9” (0) J aren 

= | He ™ ®—o” Olds +g” (0) 
La quantité 

1 

Cae) tm (p) y= | ar bo” © — 9 ON a 
admet, a son tour, l’estimation 

[Rol< sup lle” @—o” 0 yn | ee a 
0<ES1 

= sup || (a+th)—f (a)] h..- hll-p< 
0<t<1 he 

p fois 

<sup || f(x) —f (a) 
xEV 

Comme gg? (0) =/™ (a)h...h, la relation (1) est démontrée. 
-Conséquence. Si la fonction f™ (x) est continue pour 

x =a, alors, quel que soit ¢ >0, il existe 6 >0 tel que la relation 

|Rp |e h P 
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a lieu dés quehE€X,h< 6, c’est-a-dire que la quantité | Rp | a un 
ordre de petitesse supérieur @ celui de | h |”. 

En effet, la fonction f (x) étant continue au point z =a et 
e >0 étant donné, il suffit de déterminer 6 +0 de facon que 
|h |< 6 implique || f (x) — f™ (a) || < ep!. 

2.72. Inversion du théoréme de Taylor. La 
formule de Taylor montre que l’accroissement d’une fonction f (x) 
p fois dérivable dans un domaine V peut étre localement approché 
par une forme de degré p par rapport au vecteur déplacement h. 
La réciproque, a-t-elle lieu, si l’on a une fonction f (rz): V>Y 
dont l’accroissement f (x + h) — f(z) est approximable par une 
forme de degré p par rapport au vecteur déplacement h au sens de 
représentation 

es <7 ah te taper ome hate | 
nantes (0) le cooibicknhes 

p fois 

Rp =0(|h |), 

alors peut-on dire que cette fonction soit p fois (au moins) dérivable? 
(Naturellement, les a, (x), ..., @p (x) sont ici des opérateurs li- 
néaires; a, (x): V>Yy, ..., Gp (zt): V>Yp,, comme dans 2.24.) 

En général, c’est faux (exercice 6). Mais si l’on suppose que les 
fonctions a, (x), ..., dp (x) soient continues et que le rapport 
R,/|h |? tende vers 0 uniformément par rapport a xz, alors la pro- 
position formulée s’avére valable. Nous donnerons la démonstration 
plus bas, dans 2.74. 

Bild« OO COT Aes ae) dyi tf {6,756.0 ce is 
a. Soit a,, ..., @ une suite de p (+2) éléments qui sont des 

nombres ou des vecteurs d’un espace vectoriel. Composons-en un 
« schéma aux différences d’ordre p», i.e. un tableau triangulaire 

M1 Aig +++ G4, p-1 Ups 

Ap-1,1 Ap-1, 29 

Apt 

d’apres la régle suivante: 

Q144 = A, Agy = Ag, --+, AIpni=aAyp, 

Ag = 24 — M14, Agg = 314 — ai, - ++) Ap-1,2 = Ap1— Vp-ty 1» 

Ap = 425 pA— 15 p-t> 
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c’est-a-dire que la premiere colonne est formée des éléments a,, ... 
. .y @ mémes, et, A partir de la seconde colonne, chaque élément 

du tableau est la différence de deux éléments de la colonne précédente 
(l’élément de la ligne donnée est soustrait de celui de la ligne sui- 
vante). L’élément a, s’appelle résultat du schéma aux différences. 
Désignons-le par Z = Z (a,, . . ., a). Nous allons mettre en évidence 
certaines propriétés de la fonction Z (ag eons pag) 

b. La fonction Z (a1, . . ., @p) est une fonction linéaire de la suite 
Oj, Woe {00 p5( Guirement: dit, “quels Quewsdlentya, yh th, Ogg 104, Wie Ie 
et les nombres a et B, on a 

ZAG@y + BOs, «05 Abpi Pdg) = 

= 4 (41, .:- 2510p) + PZ AO ERO 

En effet, toute opération de soustraction posséde la propriété 
en question, il en est donc de méme du résultat. 

ce. Supposons que k désigne 0 ow un nombre naturel; alors, pour 
k<p—1, ona 

Z (iO Ok,) weg phen 0, 

Effectuons la démonstration par récurrence en p. Pour p = 2, 
la seule valeur possible de & est 0, et le calcul directe montre que 

Z (a8. Sys ft), 
Supposons que la proposition soit valable pour p = 2, 3, 
, @—1; montrons qu’elle le reste pour pq. tl s "agit ‘de Ta 

quantité Z (A, 2*,..., @),~k<q—1. Enlevons la premiére 
colonne du schéma aux différences correspondant ; nous obtenons, 
évidemment, un autre schéma aux différences d’ ordre q—1 qui 
est déterminé par’ g—d éléments’ 2° 1°,-.) 3, g* —%q += 1)* 
et qui a le méme résultat. Remarquons maintenant que, pour tout 
ah Sig ae 

(m + 1)" —m* = km*-1. 4 eC) me 

Tous les exposants dans le second membre sont strictement inférieurs 
aq—2=(q—1)—1, puisque k< q — 1. Il en résulte d’aprés Db 
et par hypothése de récurrence que 

yar wh ae a) = Z(2*—1*, HOR 3 q'—(q—1)")= 

at a Peed (0 = ne) he 8 

la proposition est démontrée. 
d. A liew lVégalité 

Z(1?4, 24, ..., p?)=(p—)!. 
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En effet, composons les différences premiéres et appliquons, 
comme plus haut, la relation 

(m + Pee ate as (p— 1) me eee mP-3 +. ik 

Mieke. <,.5, p= 1. 

Le résultat du schéma aux différences d’ordre p — 1 formé par les 
termes du second membre a partir du deuxiéme est nul d’aprés c. 
On peut donc, sans nuire au résultat, remplacer la deuxiéme colonne 
du schéma initial par les termes (p — 1) m?-?. De méme, dans la 
troisiéme colonne, on peut se borner aux termes (p—1) (p — 2) m?-3; 
en arrivant 4 la p-eme colonne, on obtient (p — 1)!, ce qu’il fallait. 

2.74. Abordons l’inversion du théoréme de Taylor. 
Théoréme. Supposons que, pour tous les x € V et pour tous 

les h admissibles, on ait la relation 

f(r+h)—f(z)= 

=a (t)h+ a, (x) hh... +ap(2)h...h+Ry(x, h), (A) 
p fois 

ou les fonctions a, (x), ..., A, (x) sont bornées et continues dans V, 
le reste R, (x, h) possédant la propriété suivante: quel que soit e >0, 
il existe 5 >O tel que, pourx€ Vet |h|<Sona 

| Rp (x, h) |<e|h |?. (2) 

Alors la fonction f (x) est p fois dérivable dans le domaine V et a; (x) = 

=, f® (z) (k=1,.-., p). 
Démonstration. Comme 1’expression (1) admet une par- 

tie linéaire principale a, (xz) h, la fonction f (x) est dérivable une 
fois au moins et f’ (x) = a, (z). Supposons qu’elle soit m fois déri- 
vable (m <p) et que les relations a, (x) =f’ (z), ..., @m (2) = 

= = f™ (x) aient lieu; montrons qu’elle est (m + 1)-dérivable et 

hae SOMATY (z} que Omti = apa ° On peut mettre (1) sous la forme 

f(cth)—f (=P (Dh+Sf (hh... bop h™ (ah... h+ 
" m fois 

4+ dm (t)h...h+Rmas(t, bh) (3) 
———) 
m+1 fois 

tout en sachant que, pour tout « >0, il existe 6 >0 tel que . 

|Rm+i (t, hk) |<e |h | (4) 
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du moment que z € Vet |h | < 6; ceci a lieu d’aprés (2) et parce que 
les fonctions @m+5 (z),. +--+, @p (x) sont-bornées. A cété de (3) nous 
avons les relations: 

f(e+h+h)—f(ath=f (@+hk+sf (+h) kkt+.. 

Bee ae 
m fois 

LOma(ethk...k4+ Rmua(e+h, be), 
m+1 fois 

ou, pour ik =< 6, 

(River (ee 8, k) eel 2 ge os 

et 

f(e@+h+h—f(@)=f (@) (@+H 45K (2) (h+h Q+H4... 

bari (z) (heh). (hE) + 
m “m fois _ 

+ Ams (2) (ER) «+ RAK) + Ras (@, BER), 
er fois 

ou, pour |h +k|< 4, 

| Re written: (audbtsete le) | mega | Piste Je [8 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
En additionnant les relations (3) et (5), puis soustrayant (7) nous 
trouvons 

O=f' (e+hyk—f @)k+SF" (©+h) kk— 

— + If" (2) (b+ %) (h+k)—f" (a) hh) + ... 

Ae fet BT a 
m fois 

<r LL (a) (RK). ER) —F™ (@) + 
aac Eoiaanen of Woe, 

+ dys (+h) Be — Lames (2) (OER) «(+ K)— 
m+1 fois ee ee 

Ami (2)... kh) Rats (%, h, &), 

m+ 1 fois 

ou, pour) | hi |< 6p +6, le = kolland, 

| Bins (th, k)|<e( kph + [hie +] kh). 

(9) 

(10) 
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La fonction a,,4, (x) étant continue par hypothése, on peut choisir 
un nombre 6, < 6 tel que, pour |hk | <4,, on aura 

| Omt4 (x = h) — &mti (x) | < é, 

par conséquent, a la place de (9) on peut écrire: 
/ ’ 1 ” O=—f (t+h)k—f (r)k+>f (x+h) kk— 

1 ” a" 

—z [f" (x) (2+) (h+h)—f' (xyhh] +... 

, A ™m 

: SS” 
m fois 

m! 

ae 1 (fm (x) (h +-k) o> (h+k)—f™ (x) rsers hj+ Eo is eae —— 
m fois m fois 

+ Gms (L) Kk... kK—Gmiy (x) (A+) .. LAIR 

m+1 fois m-+1 fois 

+ Omiu(t)h...h+R" (2, h, k), (14) 

m+1 fois 

ou, dans les mémes conditions imposées a z, h, k, 

[RY (x, By B)|<| Rings (a, by b) [bel ep, (12) 
En remplacant ici k par 2k, 3k, ..., (m + 1) k on obtient, A cdté 
de (11), un systéme de m + 1 relations: 

f’ (wh) 2k— f' (x) 2k-+— f" (w+ h) 2k 2k— 

— 4 Lf" (2) (e+ 2k) (h-+ 2h) — Ff" (2) Ah] +... 

Ate Whee fee 

ra — [f™ (ae) (242k)... (h4 2k) — f™ (2) hs. hl a 

m fois 

Daye (s) 2k Mi — 2,8, (2) 2h) (he Ok) 
tami (t)h...h+R" (x, h, 2k) =0; 

m+1 fois 

f (z+ h)(m+1)k—f' (x) (m+1)k +f (+h) (m+ 1) k (m+ 1) k— 

—+ If" (2) a+ (m+ 1) k) (b+ (m-+-1) b)—f" (a) hh] +... 
bot f (CEM) (m1) bs. (+1) k— 

ee ae 

m fois 
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— er Ui (2) Em +A) WY «Cet (mm +1) 8) — 
m fois 

jf bee 
m fois 

++ Am (x) (m+ 1)k... (m+ 1) k&— 

m+1 fois 

— dns (2) (2+ (m +1) b) ..- H+ (m +1) B) + 
m+1 fois 

+dmu(r)h...h+R" (x, h, (m+1)k)=0. 

m+ 1 fois 

Transformons ce systéme. Soustrayons de chaque égalité, a 
partir de la deuxiéme, la précédente; nous aboutissons a un autre 
systéme comprenant déja m égalités. Le troisiéme systéme construit 
de facon analogue contient m — 1 égalités; enfin le dernier, le 
(m + 1)-eme systéme en contiendra une seule que nous tenons 
a expliciter. 

Il est évident que, pour chaque terme de ces égalités, on peut 
construire le résultat d’une maniére indépendante, comme résultat 
du schéma aux différences correspondant de (m + 1)-éme ordre. 
Les premiers termes forment la colonne (notée en ligne): 

{1-f' (« +h) k, 2f' (@ +h)k, ..., (m+ 1) f' @ +A) k}, 
le résultat du schéma aux différences correspondant étant nul d’aprés 
2.73b et c. 

La situation est analogue pour tous les termes sauf les derniers. 
Notamment, il nous faut envisager les colonnes (notées ici en lignes): 

fr aitth) be. OR OOS, Gn yy, (13) 
m fois 

ay i @ {EB --- +N), (u+2k) ...(b+2h), «. 
m fois m fois 

ees (MH N) by. (M41) 1}, 14) 
m fois 

reid (Eales = k—(h+ k) ... (A+), 
a 

m-+-1 fois m+ 1 fois 

2” Ke, ae ome (ROR). Ath ode oe, ieee ae eet — 
—S—’” — ——_— 
m-+41 fois m+1 fois m+41 fois 

— (n+ (m4) Rh)... (b+ (m44) k}.  (15). 
— 

m+1 fois 
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En vertu de 2.73d, ot l’on pose p = m + 1, le résultat du sché- 
ma aux différences pour la colonne (43) vaut 

f™ (a@+-h)k... ke. 
——2 

m fois 

En supprimant les parenthéses dans la colonne (14) et utilisant 
la multilinéarité de la forme f™ (z)h...h, nous sommes en 

droit de ne garder que les termes = a) ie de 2 

.» (m + 1)"} (les autres se réduisent en vertu de 2.73c);d’aprés 
.73d, nous aurons pour résultat 

fey ee be 

m fois 

Dans les différences qui forment la colonne (15), les termes domi- 
nants, de degré m + 1 par rapport a k, se réduisent. On peut ne pas 
tenir compte des termes de degrés <m — 1, de méme que dans la 
colonne (14). Ainsi, sans nuire au résultat du schéma aux différences 

* correspondant, on peut remplacer la colonne (15) par celle-ci: 

=i tt) (ut APP ie Am 1) Ae a hy 3s 
SSS : aa 
m fois m fois 

.+» (m+1)(m+1)"hk... ky, 
—— 

m fois 

dont le résultat vaut 

— Omi (z)(mM+1)l hk... k. 
—— 
m fois 

Définitivement, nous arrivons a la relation 

[f™ (cx +h)—f™ (a)] kh... k=(m+1)! anys (2) hk... k+R (16) 

m fois ; m fois 

dans laquelle 
[R[<Cy2e([e( t+ [her +lk+h|”) 

6 6 : 
pour It:|\<sm ap lkl<smr ED * Fixons-y h. Alors, pour tous 

les & dont la norme est égale a celle de h, on a 

|R\<Cme| hl; (17) 
or, ceci veut dire que la m-forme par rapport a k 

a hf Dd cogen (2) RN ee. ie {14 («+ h)—f™ (x)]—(m+1)! amis () A} Lf 

ne dépasse pas en norme le nombre C7, |h |** sur la sphére de 
rayon |h |. Par conséquent, la méme forme ne dépasse pas en norme 

13—0545 
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le nombre C;,¢ |h |, sur la sphére de rayon 1. En raison de 2.24e, 
nous obtenons l’inégalité 

[If (@ +h) —F™ (2) —(M+ A)! ms (2) BI] <Ome | P| 
pour l’opérateur correspondant. Comme la constante C;, ne dépend 
pas deh, il en résulte la dérivabilité de la fonction f™ (x) et larelation 

fO™ (ec) = (m+ 1) Vans (2), 

ce qu’il nous faut. En posant m = 1, ..., p — 1 nous achevons la 
démonstration du théoréme. 

EXERCICES 

1. Montrer que si l’un au moins des déterminants de Sylvester d’ordre pair 
(2.14f) est négatif, alors la forme quadratique correspondante n’est pas définie 
(change de signe), indépendamment des valeurs et des signes des autres déter- 
minants. 

2. Ecrire la dérivée seconde de la fonction x! (2.85). 
3. Ecrire la dérivée seconde de la fonction y = f (x) inverse par rapport 

a une fonction inversible et deux fois dérivable x =  (y) (2.36b). 
4. Supposons qu’un maximum lié d’une fonction f (x): G+ R, sous une 

condition » (z) = C € Z soit réalisé a un point a€ Gc X (1.72a). Supposons 
encore gu’une fonction 1p (x): G— Z satisfasse aux relations wp (a) = @ (a), 
ap’ (a) = g’ (a) et que l’opérateur f’ (a): X + X soit inversible. 

Montrer que le point a est un point stationnaire (au sens d’extrémum lié) 
de la fonction f (x) aussi bien sous la condition w (zx) = C. Mais son caractére 
peut changer (maximum, minimum, absence d’extrémum). 

5. Montrer que, pour qu’une famille biparamétrique de lignes hélicoidales 
dans R, ( est la variable, r et a les paramétres) 

z=rcos (9 — @),,. y=rsin (9 — a),-2 =A (7) @ 

admette les surfaces orthogonales, i] faut et il suffit que A (r) = Cr?. 

6. Etant donnée la fonction f (x) = z* sin {ona le développement 

fF (@ER) =F (a) $44 (2) hag (2) 4-0 (h) (1) 
pour «+0, |h| <|az|. Pour =O on a également 

ha sin =0+0-h-+0--4- +0 (n4), 

de sorte que l’égalité (1) est aussi bien valable pour z = 0 si l’on pose f (0) = 
= 0, a, (0) = a, (0) = 0. Or, f (x) ne posséde pas la dérivée seconde en z = Ov 
Expliquer la contradiction apparente avec le théoréme 2.74. 

7. Enoncer et démontrer la condition de résolubilité pour ]’équation 

dy 
0x4 = (z, y), 

ou X = X, -+ X, est une décomposition de l’espace X en somme droite. 
8. On donne une application y = y (x) d’un espace hilbertien H dans lui- 

méme qui admet les dérivées premiére et seconde. On sait que y’ (x) = cT (a) 
ou c-est une constante, 7 (x) un opérateur orthogonal. Montrer que 7:(x) ne 
dépend pas de x et que l’application y (x) est une combinaison de translation, 
dilatation et rotation. 
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9. On donne une application y (x): H + H admettant les dérivées pre- 
c 

miére et seconde. On sait que y’ (x) = 5 T (x) ot zo est un vecteur 
|z—z 

fixe, T (x) un opérateur orthogonal. Montrer que y (x) est une combinaison 
d’inversion 

L— IX 

= Ta ay 
translation, dilatation et rotation. 

10. Une application y (x): H + H est dite conforme si y’ (x) = ¢ (z) T (zx) 
ou c (zx) est une fonction numérique, 7 (x) un opérateur orthogonal. Montrer 
que, pour une application conforme et deux fois dérivable y (z) et pour n’im- 
porte quels trois vecteurs deux a deux orthogonaux h, k, 1, a lieu la relation 
(y"hk, y’l) = 0. 

11. (Suite.) Dans l’hypothése de l’exercice précédent montrer que y”"hk = 
= py’h + vy'k et trouver les coefficients p et v. 

12. (Suite.) Pour une application conforme trois fois dérivable y (x) et 
4 = : 

pour p (z) a montrer que p” (x) hk = 0, quels que soient deux vecteurs 

orthogonaux h et k. 
13. (Suite.) Montrer que p”hk = o (h, k), 0&8 Oo = const. 

. 14. (Suite.) Montrer que p (r) = a |z— az, [> + B, ot @ et B sont des 
constantes. 

15. (Suite.) Montrer que les points z et y (zx) (y (x) est une application con- 
forme) satisfont a la relation 

(a|z—2z?+8)(Yly—ywP+ 8) = 1, 

OU Zo, Yo sont des points fixes, y, 6, des constantes. 
16. (Suite.) Considérer l’équation 

| dy | = ¢ (x) | dz | 

sur une demi-droite issue du point z, et, en l’intégrant, montrer que dans l’ex- 
pression de la fonction p (x) (exercice 14) ou bien a = 0, ou bien B = 0. 

Remarque. Ce résultat complété par ceux des exercices 8 et 9 montre 
que toute application conforme d’un espace hilbertien dans lui-méme se réduit 
a une combinaison de translation, dilatation, rotation et inversion (Nevan- 
linna). 

17. Le systéme 

dz (%, y) _, 02 (x, y) yee 
Ou : Ov 

est compatible, il admet la solution immédiate z (x, v) = 0. La condition néces- 
saire de compatibilité 2.61 (4) n’est pourtant pas satisfaite. Comment expliquer 
la contradiction apparente avec le théoréme 2.61a? 

18. Montrer que, pour qu’un systéme d’équations 

7] 0 
Fe aftr 0 Fen = tn 

a une fonction inconnue z = z (z,, ..., Zn) ait une solution z (zx), quelles que 
soient les conditions initiales z9 = z (x9), il faut et il suffit que toutes les fonc- 
tions f;(z) (j= 1, ..., m) ne different lune de l’autre que par les facteurs 
numériques. 

43* 
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Historique 

Les créateurs de l’analyse infinitésimale Newton et Leibniz appliquent les 
différentielles d’ordre supérieur (second) 4 déduire et 4 résoudre des équations 
différentielles ordinaires. L’étude générale des différentielles d’ordre supérieur 
est entreprise par Euler (1730) et achevée par Cauchy un siécle plus tard 4 l'aide 
de la théorie des limites. L’extension de la théorie sur les fonctions dans les 
espaces normés devient possible dés que Fréchet donne sa définition de la diffé- 
rentielle (4911). L’inversion de la formule de Taylor peut étre trouvée, par 
exemple, dans le livre de JI. A. Jioctepoux u B. UY. Cobomnzes, Oue- 
MeHTH yHKIMOHAIbHOTO aHamusa (Mocksa, 1965). Le théoréme classique de 
Frobenius (pour les fonctions y (x): R, ~ Rm), qui a réalisé 4 son temps (1876) 
une étape importante du développement de la théorie générale des systémes 
d’équations linéaires 4 dérivées partielles du premier ordre, est étendu sur 
les fonctions dans les espaces normés par M. Kerner (1933), pour l’équation 
y’ = @ (zx, y) par J. Dieudonné (1960, cas général). Le théoréme de Veblen et 
Thomas est publié en 1926. 



CHAPITRE 3 

Intégration dans les espaces 

a plusieurs dimensions 

L’intégration des fonctions d’une variable multidimensionnelle est un 
des plus puissants moyens des mathématiques. Les théories abstraites modernes 
de l’intégration ont affaire 4 des fonctions sur un ensemble quelconque, pourvu 
qu’une mesure o-additive y soit donnée. En visant les applications purement 
analytiques nous nous bornons a des ensembles relativement simples (« espaces 
chargés »), ce qui permet de construire une théorie d’intégration par analogie 
avec l’intégrale de Riemann unidimensionnelle, sans toucher 4 la o-additivité 
de la mesure. L’application d’une telle théorie a l’espace euclidien n-dimension- 
nel conduit a la théorie classique des intégrales multiples (§ 3.5), des intégrales 
de surfaces (§ 3.6), aprés quoi nous considérons les intégrales impropres (§ 3.7). 

Pour ne pas surcharger l’exposé, nous étudions les fonctions a valeurs 
réelles. Néanmoins, toutes les conclusions restent valables pour les fonctions 
a valeurs dans un espace vectoriel normé, les rares exceptions étant du type 
(3.14 (7)) 

mX inf f (z)< ( i (ajdt mX sup je), 
x 1 x 

Or, cette formule admet elle aussi un homologue dans le cas de fonctions a va- 
leurs dans un espace yectoriel normé (3.1/4 (8)). 

§ 3. 1. Intégrale de Riemann sur un espace chargé 

3.14. Avant d’aborder la construction de l’intégrale pour les 
fonctions d’une variable multidimensionnelle, rappelons la défini- 
tion de l’intégrale d’une fonction f (x) d’une variable x parcourant 
un intervallea<zx<b (U9.13). 

Désignons par II une partition de l’intervallea<ua<b: 

Dy aA ged pee ee ee Li ge vg ee Ly = OY 

Rosons, Aca= rj+4— i; et, d (WU) = max Az;. Choisissons dans 
Vv 

lintervalle 7; << x7<27;4, un point quelconque &; et formons la 
somme intégrale: : 

n-1 

Sn (= 2% (Gi) Az. 
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Un nombre Jf s’appelle intégrale de Riemann de la fonction 
f (x) sur l’intervalle [a, b] si, pour tout ¢ >0, il existe 6 >0 tel 
que l’inégalité 

Ef Sar GP 

a lieu pour toute partition II avec d (II) < 6. 
Une définition équivalente peut étre exprimée en termes de suites. 

Considérons une suite de partitions II,, Il,, ... de l’intervalle 
la, b], telle que d ([1,) +0; nous l’appelons morcellement illimité 
d’une partition. Lorsque, pour toute suite {II1,,} de ce type, les nombres 
Str, (f) tendent a une limite fixe qui ne dépend pas du choix de la 

suite II, ni des points marqués &;, cette limite est appelée intégrale 
de la fonction f (x) sur l’intervalle la, b]: 

b 

\ f (x) de=lim Su, (f). 
R-0o 

a 

Signalons, enfin, encore une définition équivalente que l’on 
exprime en termes de limite suivant une direction (U4./2). Soit E 
Vensemble des partitions II & points marqués; pour un 6 >0 donné, 
désignons par E# le sous-ensemble formé des partitions I] € # avec 
d (Il) < 6. Les sous-ensembles Es, pour 6 différents, déterminent 
une direction sur / que nous désignons par d (Il) > 0. L’intégrale 
de la fonction f (xz) est la limite Jf de ses sommes intégrales suivant 
cette direction; elle existe en méme temps que les intégrales Jf et 
b 

\ f (x) dx et a la méme valeur. 

Il est, par exemple, démontré que l’intégrale d’une fonction 
continue f (x) existe. 

3.12. Passons a la définition générale de ]’intégrale de Riemann. 
A la place de l’intervalle a < x < b, nous considérons un ensemble 
quelconque X. A la place d’un ensemble de parties de l’intervalle 
la, b], nous introduisons un systéme Y = Y% (X) de sous-ensembles 
de X qui satisfont aux conditions suivantes: 

a. L’ensemble X lui-méme et |’ensemble vide appartiennent 
au systéme Y. 

b. Si A, €A, A, EA, alors l’intersection A,A, appartient elle 
aussi a Y. 

ce. Si A, €M, AEA, A, CA, alors il existe dans Y% des en- 
sembles Ay, i ¢, Ap tels*que \A'= AR PAsiie oo U Az et que 
A,, ...+, Ap sont deux a deux disjoints. 

Un systéme 2 de sous-ensembles de X qui vérifie les conditions a, 
b, c est appelé demi-anneau. Ainsi, le systéme de tous les intervalles 
faisant partie d’un intervalle la, b] représente un demi-anneau d’en- 
sembles. 
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Dans ce qui suit, nous supposons que X soit un espace métrique 
et que le demi-anneau Y (X) satisfasse a la condition: 

d. Pour tout 6 >0, il existe une partition de l’ensemble X en 
une réunion finie d’ensembles A,, ..., Ap de A (X), ces ensembles 
étant deux a deux disjoints et leurs diamétres ne dépassant pas 6. 

Une fois la condition d remplie, l’espace métrique X est précom- 
pact (U3.93), car il admet,. pour tout 6 >0, un 6-réseau fini. 

Formulons enfin la derniére condition imposée au demi-anneau Y : 
e. Pour tout ensemble A € Y, il est défini un nombre non négatif 

mA de facon que, étant donnée une partition 

A =A,UA2U-.-UAp, 

ou A,, ..., Ap sont deux a deux disjoints et appartiennent a Q, 
ona 

mA =mA,+...+ mA), 

(condition d’additivité). 
Le nombre mA s’appelle mesure de l’ensemble A. Les ensembles 

A €Y eux-mémes, si les conditions a-e sont remplies, s’appellent 
cellules, espace métrique X espace chargé et le demi-anneau Y avec 
la mesure des cellules mA, charge de l’espace X. 

3.1436. Définition de l’intégrale. Soit f (x) une 
fonction définie sur un espace chargé X. Désignons par II une parti- 
tion de l'ensemble X en p cellules Aj, . . ., A, deux a deux disjoin- 
tes. Pour chacune de ces cellules A;, désignons par d (A;) son dia- 
métre, i.e. la borne supérieure exacte des distances entre les points 
de la cellule; par d (II) la valeur maximale des diamétres des cellu- 
Jes A;. 

Choisissons dans toute cellule A; un point quelconque &; et com- 
posons la somme intégrale 

Su (f) = 2 Gi) mai. (1) 

Le nombre 

Inf =) f(a) de (2) 
x, 2 

s’appelle intégrale de la fonction f (x) sur l’espace X avec la charge A 
si, pour tout e >0, il existe 6 >0O tel que l’inégalité 

lfgf—Sn f|<e 

a lieu pour toute partition II avec d (II) < 6. 
Nous voyons que cette définition est parfaitement analogue a la 

premiére définition de l’intégrale d’une fonction f (x) sur un inter- 
valle fermé. 
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En continuant le raisonnement par analogie, formulons la deuxiéme 
définition en termes de suites. Notamment, considérons une suite 
arbitraire II,, ..., I], ... de partitions de espace X vérifiant 
la condition d(II,) 0; appelons-la morcellement illimité de la 
partition. Si, pour toute suite {II,} de ce type, les nombres Sy, (f) 

tendent vers une limite fixe qui ne dépend pas du choix de la suite 
{II;,} et des points &;, cette limite est appelée intégrale de la fonction f 
sur l’espace chargé X. 

Passons enfin a la définition en termes de limite suivant une 
direction. Soit E l'ensemble de toutes les partitions (A points marqués) 
de l’espace X; pour 6 >O donné, désignons par EF’, l’ensemble des 
partitions pour lesquelles d (Il) << 6. Deux 6 étant différents, les 
ensembles correspondants /’, sont inclus |’un dans l'autre; 1’intersec- 
tion de tous les E's est vide; par conséquent, les ensembles F, déter- 
minent une direction sur #; nous la désignons, naturellement, par 
d (Il) + 0. Par définition, l’intégrale de la fonction f (x) est la limite 
des sommes intégrales suivant la direction d (Il) > 0. 

L’équivalence de toutes les trois définitions formulées résulte 
des propriétés fondamentales de la limite suivant une direction 
(cf. U4.71). 

Toute fonction f (x) possédant l’intégrale sur un espace X avec 
une charge YX est dite intégrable sur X avec la charge XM ou intégrable 
tout court, si espace X et la charge Y% sont fixes; dans le dernier 
cas nous omettons le symbole Y dans la désignation de 1’intégrale. 

3.14. Signalons quelques propriétés fondamentales de |’intégrale 
dans la seule hypothése qu’elle existe, sans nous baser sur les pro- 
priétés des fonctions intégrées. Nous ne donnons pas les démonstra- 
tions car elles suivent la méme voie que dans U9.75 ot |’on considé- 
rait les intégrales sur un intervalle fermé: le passage a la limite des 
sommes intégrales. 

a. Une fonction f (x) =C (constante) est intégrable sur un espa- 
ce chargé X, et 

| #(@) dx =Cmx. (1) 
as 

b. Si wne fonction f (x) est intégrable sur un espace chargé X, 
alors, quelle que soit une constante C, la fonction Cf (x) est elle aussi 
intégrable sur X, et 

an x) de =C \ f (a) de. (2) 
m 

ce. Si deux fame f (x) et g (x) sont intégrables sur un espace 
chargé X, leur somme f (x) + g (x) est elle aussi intégrable sur X, et 

| U@)+e (@) do] 4 dort \ ele) de (3) 
as 
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d. Toute fonction intégrable sur un espace chargé X est bornée sur X. 
e. Si deux fonctions f (x) et g (x) intégrables sur l’espace X satis- 

font a l’inégalité f (x) < g (x), alors 

| f@ar< | g(a) de. (4) 
x x 

En particulier, si les fonctions f(x) et | : (x) | sont intégrables sur X, 
alors 

|| #@arl< {iF x) | de. (5) 

Si les valeurs d’une fonction f (x) intégrable sur l’espace X sont 
comprises dans les limites c < f (x) <C, alors 

cmX < \ f(z) dr<Cmx. (6) 
Zz 

* Par exemple, on a toujours 

inf f (2)-mX< \ f (x) dx<sup f (z)+mX. (7) 
x x 

Pour les fonctions a valeurs dans un espace normé, les formules 
(6) et (7) cédent leur place a la formule (U.12.62g): 

ax | f@aceV), (8) 

ou £ est l’ensemble des valeurs de la fonction f (x) sur X et V (EZ) 
Venveloppe convexe fermée de l’ensemble EF. 

f. Signalons enfin encore un théoreéme dont la démonstration 
répete mot a mot celle du théoreme U9.72 en remplacant |’intervalle 
[a, b] par un espace chargé X. 

Théoréme. Si une suite f, (x), f, (x), . .. de fonctions inté- 
grables converge uniformément sur l’espace chargé X vers une fonction 
f (x), alors f (x) est elle aussi intégrable et 

jre) dx =lim as (x) de 
N-> 00 

Un théoréme analogue a lieu pour la série @, (z) + @, (4) +... 
de fonctions intégrables. 

S450 mel quessoréialisatioms concrétes de 
Vintégrale. 

a. Si l’on choisit pour espace X un intervalle [a, b], pour cellu- 
les A n’importe quels intervalles (contenant ou non leurs extrémités) 
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et pour mesure d’une cellule A la longueur de 1’intervalle correspon- 
dant, on retrouvera la définition ordinaire de 1’intégrale d’une 
fonction d’une variable. 

b. Soit X un pavé dans un espace n-dimensionnel : 

XA APE Hay = © ee Oye | oe = a ae 

En tant que cellules, choisissons tous les sous-pavés A C X: 

Age KGS ar ee ges Oe 

et tous les ensembles qui se déduisent des ensembles définis ci-dessus 
en remplacant certains des symboles < par <. Appelons mesure 
d’une cellule A son volume euclidien 

mA= ut (Bi —@:). 

On peut prouver sans trop de peine que les conditions 3.12 a-e sont 
satisfaites. Remarquons tout de méme que la preuve formelle de la 
condition 3.12e est assez laborieuse, mais cela ne nous empéche pas 
de l’omettre pour le moment, puisque, dans 3.17, nous démontrerons 
une proposition plus générale. L’intégrale que l’on obtient avec 
cette construction s’appelle intégrale de Riemann n-uple et se désigne 
par 

‘ena aw (ee Sen CRP Obe soln. 

Xx ay an 

3.146. Lemmes sur les demi-anneaux. Le dernier 
exemple admet une généralisation essentielle: ayant donnés des espa- 
ces chargés X,, ..., X,, on peut construire l’espace chargé X = 

n 

= || X; dela méme facon que l’on construit un pavé n-dimensionnel 
by 

avec les intervalles unidimensionnels. Afin de réaliser cette idée, 
ce qu’on fait dans 3.77, il faut une préparation. 

a. Lemme. Si les ensembles Aj, ..., A, d’un demi-anneau & 
sont deux 4 deux disjoints et contenus dans un ensemble A € A, il 
existe dans XM des ensembles By+1, ..., B, tels que 

Ay Us <.°U ApoUebigy U ot aey St, (1) 

les ensembles dans le premier membre étant eux aussi disjoints deux 
a deux. 

Démonstration. Pour k = 1, la proposition est conte- 
nue dans la définition d’un demi-anneau (3./2c). Supposons qu’elle 
soit valable pour un nombre & et démontrons-la pour le nombre 
k + 1. Nous avons les ensembles disjoints Ay, ..., Ap, Ans appar- 
tenant au demi-anneau % et contenus dans l’ensemble A € A. 
Par supposition de récurrence, il existe dans 2[ des sous-ensembles 
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Brats + .., B, réalisant la partition (1). L’ensemble An,, est 
disjoint avec chacun des ensembles A,, ..., A;, done contenu 
dans la réunion Bpiy U ... U B,, ce qui implique 

Ansty =ArniBaar U «.. U AnwB,. (2) 

Par définition d’un demi-anneau, on a les partitions 

( ) 
Bass = AbuiBruy U BYU eV oy ; 
ere, Ve eer ee (3) 

Be Ane Pe Bee 

ou les ensembles dans les seconds membres appartiennent a 2 et sont 
disjoints deux a deux. En portant (3) dans (1) et utilisant (2), nous 
arrivons a la relation 

A=A,U..-UAxrU An BruU --- 

ith oe FE Leh th oad oe Se 

Seo oe Ae Phe ean nae 
ce qu’il nous fallait. 

b Lemme. Soit un ensemble fini A,, ..., A, d ensembles 
d’un demi-anneau iu. Il existe dans %| des ensembles disjoints By, . 

p 
, By, tels que U A; =U B; et que chacun des ensembles A; (i = 

71 j=1 

= 1, ..., k) représente une réunion de certains ensembles B;. 
Démonstration. Pour k = 1 la proposition est immé- 

diate: on peut poser B, = A,. En la supposant valable pour un k 
naturel démontrons qu’elle reste valable pour k-+ 1. Par supposition 
de récurrence, il existe dans Y& des ensembles disjoints BY), ..., BY 

R Pp 

tels que U 4: = U 2? et que chaque ensemble A;, i=1, ...,k 
i=1 j=1 

r . . hk ef Jet, LOTRO 
est une réunion de certains ensembles B‘ ). Par définition d’un 

demi-anneau, on peut écrire, pour tout BY sa partition en ensem- 

bles disjoints dont le premier est BY (Aner: 

BS = (BY 1) Ans) UBaU .-- U Bip, (4) 
(is 1 nah py 

Ensuite, d’aprés le lemme a, l’ensemble A;,,, peut étre mis sous la 
forme de réunion d’ensembles disjoints de 2{ dont p premiers sont 

les intersections de Aji, avec les ensembles BS, Peed 2) D5 

Anas = (Anis BY) U- -U (Ani B®) U BU. . UB (5) 
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On voit que tous les ensembles que l’on réunit dans les seconds 

membres de (4) et (5) appartiennent au demi-anneau Y% et sont deux 
a deux disjoints. I] est clair qu’en réunissant certains de ces ensem- 
bles on peut obtenir chacun des ensembles Ay, ..., Ani. Le lemme 

est démontré. 
3.47. Produit .d'65°).a ce.4).¢ haw ies) oolent Aw, ame 

..., X, des espaces chargés; considérons le produit Z des ensem- 
bles X,, ..., Xn, i.e. l'ensemble de tous les complexes x = (2), ... 

., 2). Introduisons-y une structure d’espace chargé. Pour ne 
pas compliquer l’exposé, bornons-nous au cas n = 2 et notons X, = 
en re he 

Appelons cellules de l’espace Z = X x Y les produits C = A X 
<x B des cellules des espaces X et Y respectivement. L’ensemble 
de ces nouvelles cellules désignons par Y (Z). Montrons que Y (Z) 
est encore un demi-anneau. Tout l’espace Z = X X Y appartient 
au systéme YW (Z) car XEUN(X), YEA(Y). Si Cy = Ay X B,, 
C, = A, X By sont deux cellules sur Z, alors C,C, = AiA2 X B,Bz 
en est encore une. Soient C,; = A, X B,EA(Z) et C=AXBE 
€ Y (Z), de sorte que C, c C. Cela veut dire que Ay Cc A, By C B. 
Dans ce cas, nous trouvons des cellules disjointes A»2, ..., A, 
de &(X) et Bo, ..., By de A(Y) telles que 

Ave At" \ Ad tees et) A ee era ky Po Peet) eee 

L’ex pression 

AX B=(A, x By) U Gi XB) U->. U Gr x Bou 
O88 Ne) 8h ie ee ye Fa 8 ee Niel eure! Were) (6 eam tee ete) ie oa! SLO et ba 

U (Ap X By) U (Ap X Bz) U ~~~ U (Ap X Ba) 

représente la cellule A xX B comme réunion de la cellule A, x B, 
avec certaines autres cellules disjointes. Il en découle que Wf (Z) 
est un demi-anneau, les axiomes 3.1/2 a-c étant remplis. 

L’espace Z est métrisé de la fagon ordinaire, comme produit 
d’espaces métriques, par exemple d’aprés la formule (U3.16): 

0 (%, X Yr» Lo X Yo) = V 0" (a,b b (yy, Yo)- 

siX=—A,U...UApet Y = B, U ...UBg sont les décom- 
positions des espaces X et Y respectivement en cellules disjointes 
de ~diamétres <6). alors .Z = (A, See yaa ee 

.. U (Ap X Ba) représente une décomposition de l’espace Z en 

cellules disjointes de diamétres <6 VY 2, de sorte que l’axiome 3.12d 
se trouve lui aussi rempli. 

Enfin, pour une cellule C= A xX B, posons mC = mA-mB. 
Montrons que la mesure des cellules dans Z ainsi définie satisfait 
a l’axiome de l’additivité 3.12e. Soit 

C=A XB", « Bil . eae ae (1) 
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une partition de la cellule C en cellules disjointes. Mettons A sous 
la forme de réunion A = A, I)... U Ap, d’ensembles qui ne sont 
pas obligatoirement disjoints. 

D’aprés 3.16), il oe dans Y (X) des cellules disjointes Ae: et 

Ea ss a telles que A = U A; et que chaque cellule A; est la réu- 
j=1 

nion de certaines cellules A ;. De méme, il existe dans 2 (Y) des cellu- 
= ee Ci ety 

les disjointes B,, ..., Bg telles que B = U B,; et que chaque cellu- 
1 

le B; est la réunion de certaines cellules B;. Nous notons les décom- 
positions correspondantes comme suit: 

Ai= U4”, es 6 lhe 
s& 

L’expression (1) se met alors sous la forme 

C= Ax B= (AY x BY) Y (A x BYU... U(T® x BM) 
et Von a 

q ~~ 

mC =mA-mB = s mA;- >) mB;. 
14 j=1 

D’autre part, 

k k 

>} m(A; x Bi) = >) mA; x mB; = Fr 
1 

kh = ee iQ fa 

= D(X m4) (2X) mBs”) = DD mAimB; 

car, les cellules A; X B; étant disjointes, chaque terme 4 droite 
est égal A un terme a gauche, et vice versa. D’ow 1|’égalité cherchée: 

k 

mC = >) m (A; x Bi). 
= 

Ainsi donc, un produit d’espaces chargés admet lui aussi une 
structure d’espace chargé. La structure décrite ici s’appelle produit 
des charges des espaces X et Y. La construction peut étre étendue par 
récurrence 4 n’importe quel nombre de facteurs. 

dioeBnsembles é¢€lémentaires. 
a. Nous appelons ensembles élémentaires les réunions finies de 

cellules d’un espace chargé. 
En vertu de 3.16b, tout ensemble élémentaire P peut etre repré- 

senté comme réunion finie de cellules disjointes. 
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b. Lemme. S’il y a des ensembles élémentaires P et Q, et que 

=A,U...UAp 0 = 8B, U...U Bg sont leurs représentations 

en forme de réunions de cellules deux 4 deux disjointes, alors V’inclusion 

P <Q implique 
p q 
sy mA;< >) mB;, (1) 

i=1 j=1 

Démonstration. Comme P CQ, on a A; CQ d’ou 

q 
Ai=AiQ=[J AB;, 

j=1 

les termes A droite étant disjoints. I] en résulte d’apres 3.12e: 

q 
mA;= >, m (A;B;). 

j=1 

Pour j fixe, les cellules A;B; sont disjointes; d’aprés 3./2c, il existe 

des cellules disjointes BS — BY? telles que 

By = (ABs eV (ApB) AMBP oc Bo Gt ee 
Vu 3.1/2e, on en tire 

Pp i :) 

mB, == >) m (A;B;) + mBS? + “aie +. mBe? = Re (A;B)). 
i=1 i= 

Par conséquent, 

4 ae Bar’, - 
>) mBy> >) >, m(AiB;)= >) (>) m(AB;))= D mAi, 
j=1 j=1 i=1 i=1 j= 1, 

ce qu’il fallait démontrer. 
ce. En particulier, si l’on pose P = Q, on a: 

P q 
>) mA;= >) mB, (2) 

Nous pouvons donc définir une mesure mP de tout ensemble élé- 
mentaire P en tant que somme des mesures des cellules disjointes 
qui le composent; la relation (2) assure que cette définition soit 
correcte. 

d. L’inégalité (1) a également lieu dans le cas ow les cellules B; 
ne sont pas disjointes (en conservant les autres conditions). En effet, Mal : elone 
d’apres 3./6b on peut trouver une collection de cellules disjointes 

B, (r=1,..., 8) de facon que U 2;= U 2, et que chaque B; 
Wy T 

est reunion de certains B,. La mesure de chaque B; vaut la somme des 

mesures de toutes les B, qui y sont inclues, et la somme des mesures 
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de toutes les B; est au moins égale 4 la somme des mesures de toutes 

les B,, puisque chaque cellule B, est inclue dans l’une des B;. Nous 
avons maintenant: 

Pp q 

U4:cU4)-UF, 
i j=1 r=1 

et, en vertu de a, 

ce qu’il fallait. 
e. Si un ensemble élémentaire P est la réunion de certaines cellules, 

disjointes ou non, By, ..., Bg, alors on a linégalité 

q 
-mP <>) mB. 

j=1 

En effet, il existe d’aprés d des ensembles disjoints A,, ..., Ap 

tels que U4: = U B;; la définition c et le résultat d impli- 
i j t 

quent alors 

ce qu’il fallait. 

§ 3. 2. Théorémes d’existence 

Dans le présent paragraphe, on démontrera l’intégrabilité des 
fonctions continues ainsi que des fonctions dont l’ensemble des 
points de discontinuité est réduit (au sens qui sera précisé). 

3.21. Nous montrerons ici qu’en démontrant |’existence de |’in- 
tégrale on peut se borner aux partitions qui suivent les partitions 
suffisamment morcelées. 

Comme d’ordinaire, une partition II’ d’un ensemble X est dite 
suivante par rapport a une partition IT si les cellules de la partition I 
sont des réunions (sans point commun) des cellules de la partition IT’. 
Pour toute partition II et tout 6 +0, il existe une partition suivan- 
te II’ avec d (II’) < 6; afin d’en construire une, considérons n’impor- 
te quelle partition II” avec d(II’)<6 qui existe d’aprés 3./2d 
et composons la partition Il’ de toutes les intersections des cellules 
de II avec celles de II”. 

a. Lemme. Supposons qu’on ait une partition II et que, pour 
un € >O et pour toute partition suivante II’, soit valable l’inégalité 

ISn(f)—-Sa ()|<e 
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Si Il, est une autre partition possédant la méme propriété, i.e. telle 
que, pour toute partition suivante IIj, on a 

(Sn, (/) — Sn t<e, 

| Sn) — Su, (f) | <2e. 
Démonstration. Considérons une nouvelle partition II, 

formée des intersections des cellules de II et [1,, les points marqués 
étant choisis arbitrairement. La partition I], est suivante par rap- 
port a II et II,. On a par hypothése: 

| Sr (f) —Str (f) |<e, 

| Stay =n (1) <8; 

d’ot: la relation cherchée. 
b. Conséquence. Si, pour tout ¢ >O0, il existe 6 >0 

tel que, quelles que soient une partition II d’un espace chargé X avec 
d (Il) <6 et une partition suivante II’, a lieu l’inégalité 

[Sn (f) — Sm () l<e, 
alors la fonction f (x) est intégrable sur l’espace X. 

En effet, dans l’hypothése formulée l’inégalité 

[Sn (f) — Sm (f) |< 2e 
a lieu d’aprés a, quelles que soient les partitions II et Il, avec 
d (Il) < & et d (II,)<6. Ainsi, on peut appliquer le critére de Cauchy 
aux sommes intégrales Sy (f) et a la direction d (II) > 0, ce qui 
prouve l’existence de l’intégrale. 

3.22. Théoréme dexistence de Vintégrale 
dune fonction continue. 

a. Soit P une“partie d’un espace métrique X. Désignons par 

o,/(P,8)= sup | f(x’) f(a") | 
Ole 0 )=6 
x ePoxc"EP 

alo s 

Voscillation d’une fonction f (x) sur l’ensemble P c X. 
b. Soient P < X un ensemble élémentaire de mesure mP (3.18c) 

P 
res eM a gs U 43} sa partition en cellules disjointes. Nous 

i=1 
désignons la somme intégrale sur l’ensemble P, i.e. la somme de la 

p 

forme af (E;)mA;, par Sy (f, P) en réservant le symbole Sy (f) 
= 

au_cas:P = X,, Soit, 6 = umardiamiA;. 
Lemme. Pour toute partition suivante II’ de l’ensemble men- 

tionné P, on a: 

| Sn (f, P) — Suv (f, P) | < wy (P, 6) mP. (1) 
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Démonstration. Soit 

Se 2A eee oan Ag UY. ot Apry) 

ow Ai=U A;;. La partie de la somme intégrale Syq-(f, P) qui 
j=1 

correspond a la cellule A;, a la forme: 

DF Gui) mAi;; 517 € Ai;. 
I= 

Le terme correspondant f (€;)mA,; de la somme intégrale 
Sno (f, P) (&; € A;) vérifie Vinégalité 

| f (&:) mA. — 3) f (Ej) mAi;|= 

=| ¥ FG) —F es) mAs | <0, (P, 8) mA), 
d’ot (4). 

Le théoréme suivant est fondamental. Les définitions et les 
résultats a, b y sont utilisés en supposant que P = X. Le cas P Cc 
<—X, P~X sera utile dans la suite (3.24). 

e. Théoréme. Toute fonction f (x) uniformément continue 
sur un espace chargé X est intégrable. 

Démonstration. Pour ¢ >O0 donné, on peut trouver 
56 >0 tel que ow; (X, 6) < ¢/(2mX). Par conséquent, quelles que 
soient une partition II avec d (Il) < 6 et une partition suivante II’, 
l’inégalité (1) a pour conséquence 

| Sa (f) — Sn (f) | < ws (X, 6) mX Se, 

et il ne reste qu’a appliquer 3.2/b. 
d. Conséquence. Toute fonction continue sur un compact 

chargé X est intégrable. 
En effet, toute fonction continue f(z) sur un compact X est 

uniformément continue (U5.17), et le résultat cherché découle de c. 
3.23. Nous aurons besoin des intégrales de certaines fonctions 

discontinues dont l’ensemble des points de discontinuité est relative- 
ment petit. Pour décrire de tels ensembles, formulons les définitions 
suivantes : 

a. Soient A un sous-ensemble d’un espace métrique X et x € X 
un point quelconque. Le nombre 

p (x, A) = inf p (z, y) 
YEA 

s’appelle distance du point x a@ l’ensemble A. 

14—0545 ° 
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b. L’ensemble 

USAY =e exe pr, A) = 0) 

s’appelle p-voisinage d'un ensemble A Cc X. 
ce. Un ensemble A c X est dit contenu strictement a l’intérieur 

d’un ensemble B < X, si l’on a l’inclusion Us, (A) C B avec un cer- 
Calne =) 

d. Soient A et B deux sous-ensembles d’un espace métrique X. 
Posons 

d (A, B) =inf p (a, y). 
xEA 

— yeB 

Il est clair que d (A, B) = Osi, et seulement si, les ensembles A et B 
possédent au moins un point adhérent commun; sinon d (A, B) >0. 

I] est évident que, si A est strictement 4 l’intérieur de B, alors 
d(A, X — B) >0; réciproquement, si d(A, X — B) >0, alors A 
est situé strictement a l’intérieur de B. 

e. Un ensemble Z dans un espace chargé X est dit négligeable 
si, pour tout ¢ >0, on peut l’inclure strictement dans |’intérieur 

Pp 
d’une réunion finie de cellules A,,..., Ap avec > mA;< 8. 

{. Toute réunion finie Z d’ensembles négligeables Z,, ..., Zp 
est encore un ensemble négligeable: en effet, si Z, est contenu stricte- 

ment a l’intérieur de la réunion des cellules A“, . . AS, k= 

=1,..., n, alors Z est a l’intérieur de la réunion ‘dba cellules 

FN Ma anes ter ee SR oe: cue ceo iss cellules A® 
8p 

sont choisies de fagon que > mA‘*) <— , alors 2 she mA) < ge, 
=e! 

ce qu’il fallait. 
3.24.a. Dans la théorie de l’intégration des fonctions d’une 

variable z, a<4<b, on a établi le théoréme sur l’intégrabilité 
des fonctions continues par morceaux (U9.16). 

Voici l’analogue de ce théoréme pour le cas de fonctions définies 
sur un espace chargé: 

Théoréme. Soient X un espace chargé et Z <— X un ensemble 
négligeable. Toute fonction bornée f (x) qui est uniformément continue 
en dehors de chaque voisinage de l’ensemble Z est intégrable sur X. 

Démonstration. Montrons que, pour tout ¢« >0, il 
existe 6 >0O tel que 

[Sn (ff) — Sw (f) |<e, 

quelles que soient une partition II avec d (II) < 6 et une partition II’ 
suivante; alors la conclusion du théoréme découlera de 3.2/b. 
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Soit M = sup |f (z) |. Par yparheses pour tout ¢ >0 il existe 

des cellules A,, ..., Ap avec o mA; < e/(4M) dont la réunion 

contient ee qeaniee Z eioielvent a son intérieur. Posons B = 

a U4. D’aprés 3.23d, d (Z, B) = 29 >0. La fonction f (2) 
j=1 

est uniformément continue en dehors du p-voisinage de l’ensemble Z: : 
il existe donc un t >0 tel que les relations 0 (z’, x") < 2t, x’ € B, 
x” €B impliquent | f (x’) — f (z") |< e/(2mX). Considérons n’im- 
porte quelle partition II de l’espace X avec d (Il) < 6 = min (t, ¢) 
et n’importe quelle partition suivante II’. 

Partageons en deux classes l’ensemble de toutes les cellules 
C,, ..., C, de la partition II]. La premiére sera formée des cellules 
qui se trouvent entiérement dans la réunion des cellules A,, .. 

. ., Ap, la seconde des cellules qui restent et qui ont donc les points 
communs avec l’ensemble B. 

Les cellules de la seconde classe sont entiérement en dehors du 
p-voisinage de l’ensemble Z puisque leurs diamétres sont inférieurs 
a 6 < po et elles contiennent des points dont la distance de Z dépasse 
20. Soient P la réunion des cellules de la premiére classe et Q, celle 
de la seconde. Partageons en deux classes respectives les cellules D; 
de la partition suivante II’; la premiére classe sera formée des cellu- 
les contenues dans l’ensemble P, la seconde des cellules contenues 
dans Q. Evaluons la différence des sommes intégrales Sy (f) et 
Sr (f). Nous avons: 

[Sn (f) — Sa (f) |< | Su (f, P)| + 1 Sm (f, P) | + 
+ | Sn (f, @) — Sm f, @) |. 

Estimons deux premiers termes en appliquant le lemme 3.18): 

Pp 

[Sn (f, P)|<M >) mCi <M) m4As<M-Z- =F, (N) 
C;CP yeah 

[Su (f, P)|<M >) mD; Cis <M-zr=5, (2) 
D,cP G1 

vu le lemme 2.22b, nous avons 

[ Su (f, Q) —Sv (Ff Q) | <4 (Q, 6) MX Kz mX=5. (3) 

Il résulte de (1), (2) et (3) que 

[Sn (f) —Sn ff) |< e 
ce qu’il fallait. 

14* 
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b. Conséquence. Une fonction bornée f (x), qui est nulle 
partout sur un espace chargé X a l'exception d’un ensemble négligeable 
Z est intégrable sur X, et son intégrale est nulle. 

En effet, la fonction f (x) est nulle, done uniformément continue 
en dehors de chaque voisinage de l’ensemble Z; son intégrabilité 
résulte du théoréme a. Ensuite, avec les désignations de ce théoréme, 
nous avons 

Sof) = $a U, 2) GO) a 2, 

car la fonction f (xz) est nulle sur l'ensemble Q CX — U, (Z). 
Vu (4), on en tire 

[Su(f)|=[Sn(f P)l <z, 
donc, 

| f(2) de= lim Sn (f) =0. 
xX d(II)+0 

e.Conséquence. Soient Il,, I,, ... une suite de parti- 
tions d’un espace chargé X avec d ({I,) > 0, et m, (Z) la somme des 
mesures des cellules de la partition Il, qui contiennent des points d’un 
ensemble négligeable fixe Z. Alors mp (Z) + 0. 

En effet, m, (Z) est la somme intégrale de la fonction f (x) qui 
vaut 1 sur l’ensemble Z et 0 ailleurs, si seulement on choisit pour 
point marqué &; un point de C; (| Z. Par conséquent, la proposition 
c résulte de b. 

3.25. Dans le cas ot l’espace chargé X est compact, l’hypothése 
du théoréme 3.24 peut étre simplifiée, puisque l’on peut ne plus 
s’intéresser A la continuité uniforme de la fonction en dehors des 
voisinages de l’ensemble négligeable donné. Etablissons d’abord 
un lemme: 

a. Lemme. Une fonction f (x) bornée sur un compact chargé X 
et dont les points de discontinuité forment un ensemble négligeable 
Z est uniformément continue en dehors de tout voisinage de l’ ensemble Z. 

Démonstration. Admettons le contraire: pour certains 
5 >0 et « >0, il existe une suite de points zp, an (n = 1, 2, — .) 

telle que p (tn, Z) > 6, p (tm, Z) > 6, 0 (am, ae) <—, | f (xn) — 
— f (xn) | > e. Comme X est compact, on peut dire, en passant 
éventuellement aux sous-suites, que les suites x, et z, ont une limite 

commune z. Le point z est done un point de discontinuité de la 
fonction f (xz) (cf. U5.17b) et, comme tel, appartient A Z. Or, il 
résulte des inégalités p (xn, Z) > 6 que pe (z, Z) > 5; ceci contredit 
le fait que Z est l'ensemble de tows les points de discontinuité de la 
fonction f (x). Le lemme est démontré. 

b. Théoréme. Si l’ensemble Z des points de discontinuité 
dune fonction f (x) bornée sur un compact chargé X est négligeable, 
alors la fonction f (x) est intégrable sur X. 
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Démonstration. D’aprés le lemme a, la fonction f (zx) 
est uniformément continue en dehors de chaque voisinage de l’en- 

x 

semble Z; il reste & appliquer 3.24a. 

§ 3.3. Ensembles jordaniens 

3.31.a. Un sous-ensemble G d’un espace chargé avec Y pour 
charge s’appelle ensemble jordanien (plus précisément, jordanien par 
rapport a la charge Y%), si sa frontiére, i.e. l'ensemble des points 
communs a la fermeture de G et a celle de X — G, est un ensemble 
négligeable. Un ensemble jordanien fermé A dont l’intérieur est 
partout dense dans A est également appelé corps jordanien. 

La fonction caractéristique yg (x) d’un ensemble G, i.e . la fonction 
qui vaut 1 pour z € Get O pour z ¢ G, a pour points de discontinuité 
ceux de la frontiére de l’ensemble G. Par conséquent, du moment 
que G est un ensemble jordanien sur un compact chargé X, la fonction 
X%c (x) est intégrable (3.25b). L’intégrale de la fonction yg (z) 
s’appelle volume de l’ensemble G et est désignée par | G | (ou, si besoin 
est, par |G |g). 

b. Les cellules dans un compact chargé X ne sont pas forcément 
ensembles jordaniens (voir l’exercice 7). Mais, dés qu’une cellule A est 
un ensemble jordanien, son volume | A | est égal a la mesure initiale mA 
de la cellule. En effet, considérons une somme intégrale pour la 
fonction yx, (xz) construite d’aprés une partition quelconque II. Si 
les points marqués €; des cellules de II qui ont des points communs 
avec A sont choisis dans A, la valeur de cette somme s’avére égale 
a la somme des mesures des cellules en question, donc au moins égale 
a la mesure de la cellule A. Et si les points €; des cellules de I qui 
ont des points communs avec X — A sont choisis dans X — A, 
la valeur de la somme intégrale s’avére égale a la somme des mesures 
des cellules de II qui appartiennent entiérement 4 A, donc au plus 
égale 4 la mesure de A. La cellule A étant jordanienne par hypothése, 
son volume, i.e. l’intégrale de sa fonction caractéristique, est égal 
a la mesure de A en tant que limite de nombres au moins égaux a la 
mesure de A et de nombres au plus égaux a cette mesure, ce qu’il 
fallait démontrer. 

c. Un espace chargé dans lequel toutes les cellules sont jordanien- 
nes sera appelé espace normalement chargé, et la charge correspondan- 
te charge normale. Nous avons montré dans b que le volume | A | 
de chaque cellule A dans un espace normalement chargé est égale 
a la mesure mA. A cété du symbole |G |, on utilise le symbole mG 
pour désigner le volume d’un ensemble jordanien G dans un espace 
normalement chargé. 

En appliquant le raisonnement b a n’importe quel ensemble 
jordanien G nous voyons que le volume de tout ensemble jordanien G 
dans un espace normalement chargé est au moins égal a la somme 
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un, (G) des volumes des cellules contenues dans G de n’importe quelle 

partition II, et au plus égal la somme "2 (G) des volumes des cellules 

ayant des points communs avec G de n’importe quelle partition Ig. 
Par conséquent, en passant aux bornes exactes nous avons 

sup Hn (@) <|@|<inf nn (@), (1) 

et, l'ensemble G étant jordanien, donc la fonction yg (x) étant inté- 
grable, on peut remplacer (1) par les égalités: 

sup Hin (@) =|G|= inf np" @). (2) 
Tl II 

En particulier, pour tout ensemble jordanien G et pour tout e >0 
(e< |G), on peut indiquer deux ensembles élémentaires P et Q 
(réunions de cellules disjointes) tels qu PC GC Q et que 

[OC | SG. ae eae fl Pelee) G | ae. 
d. Lemme. Dans un espace normalement chargé, pour toute 

cellule A et pour tout ¢ >O, on peut indiquer un ensemble élémentaire 
P qui contient la cellule A strictement dans son intérieur et tel que 
mP<mA + ¢é. 

Démonstration. Soit [ la frontiére de la cellule A; 
alors I est un ensemble négligeable. Par définition, il se trouve 
strictement a l’intérieur d’une réunion finie de cellules Ay, ..., Ap 
avec la somme des mesures inférieure a ¢. L’ensemble élémentaire 
P=AUA,iU...UAp contient déja la cellule A strictement 
a son intérieur. Sa mesure, d’aprés 3./8d, ne dépasse pas mA + 
+ mA, +. .0+ mMAyp = mA 2, ce qu'il fallait. 

e. On peut simplifier la définition 3.23e d’un ensemble négligea- 
ble dans un espace normalement chargé; dans un tel espace X, un 
ensemble Z — X est négligeable si, pour tout ¢ >0, il existe une réunion 
finie de cellules Ay, ..., Ap qui recouvre Z (sans exiger que Z soit 

Pp 

strictement & son intérieur) et tel que >} mA; < &, 
= 

Pour le prouver, il suffit de remarquer que, une fois le recouvre- 
ment mentionné existe, il en existe un autre que l’on obtient d’aprés 
d: on remplace toute cellule A;, 7 =1, ..., p, par un ensemble 
élémentaire P;, mP; << mA; + e/p qui contient A; strictement 
a son intérieur; la réunion des ensembles P; est un ensemble élé- 
mentaire P qui contient strictement 4 son intérieur toutes les cellu- 
les A; et, en particulier, l’ensemble Z et dont la mesure ne dépasse 
pas &, 

Qui plus est, un ensemble Z <X est négligeable si, pour tout 
é>0, il existe un ensemble jordanien G; > Z avec | Ge feet 
Kin effet, une fois un ensemble Ge > Z avec | Ge| << «& trouvé d’ap- 
rés ¢ >0 donné, on peut, en vertu de c, trouver un ensemble élé- 
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mentaire Qe >G avec |Q,|< 28; e >0 étant arbitraire, 1’en- 
semble Z est négligeable d’aprés ce qui précéde. 

3.32. Théoréme. a. L’intersection G,(\G, de deux en- 
sembles jordaniens G, et Gz en est encore un. 

b. La réunion G,(\G, de deux ensembles jordaniens G, et Gy en 
est encore un; si G, et G, sont disjoints, alors 

IG,NG. |= 1G, 1+ |G, |. (1) 
c. Le complémentaire E — G d’un ensemble jordanien G par rap- 

port a un ensemble jordanien E > G est encore un ensemble jordanien, 
et ona 

ee) | Gey (2) 
Démonstration. a. La frontiére de G, (| G, ne contient 

aucun point qui soit intérieur 4 la fois ou bien a G, et G, ou bien 
a leurs complémentaires. La frontiére de G, (| G, est donc incluse a la 
réunion des frontiéres des ensembles G, et G, et représente un ensem- 
ble négligeable en vertu de 3.23f. Par conséquent, 1l’ensemble 
G, (| G, est jordanien. 

‘ b. Pour la méme raison, la frontiére de G, UG, est un ensemble 
négligeable, étant incluse dans la réunion des frontiéres des ensembles 
G, et G,; par conséquent, l’ensemble G,\)G, est jordanien. Si les 
ensembles G, et G, sont disjoints, alors yg, (x) + Xe, () = xXa,Ua, (2) 
et, d’apres 3./4c, on a 

|G: UGs|= | Kowa, (a) de= J xg, (2) det (Xe, (2) de =| Gs|+| Gal. 
x @ x a 

ce. De méme que plus haut, la frontiére de # — G est incluse dans 
la réunion des frontiéres de EF et G, de sorte que l’ensemble E — G 
est jordanien. Vu b, ona| HE —G|+ |G|=|E£ |, d’ow (2). 

3.33. Intégrale sur un ensemble jordanien. 
a. Soient f (z) une fonction bornée sur un compact chargé X, 

| f (z)| <M, et G <X unensemble jordanien avec I’ pour frontiére. 
Définissons |’intégrale de la fonction f (z) sur l’ensemble G par la 
formule: 

{ £(2) da = | f(x) he (x) de. (1) 
G x 

Si la fonction f (x) est continue sur G, a l’exception d’un ensemble 
négligeable Z, alors la fonction f (x) yg (x) est continue partout sur 
Vespace X, & l’exception de l’ensemble négligeable ZUT. L’inté- 
grale (1) existe donc d’aprés le théoréme 3.250. 

En particulier (ce qu’on peut d’ailleurs voir directement), toutes 
les régles 3.14a-f sont valables pour l’intégrale sur un ensemble 
jordanien; il faut seulement remplacer le nombre mX qui figure 
dans les estimations par |G |. On peut y ajouter la proposition sui- 
vante. 
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b. Si une fonction f (x) est intégrable sur chacun de deux ensembles 
jordaniens disjoints G, et G, d'un compact chargé X, alors elle est inté- 
grable sur leur réunion, et l’on a 

f(x) dx= \ f(x) da + { f (2) da. 
GiUGe G4 G2 

La démonstration résulte immédiatement de la décomposition 

KG1UG2 (L) = Key (2) + Xe (2). 

Les ensembles G, et G, peuvent méme avoir une partie commune 
4A condition qu’elle soit un ensemble négligeable, en particulier, 
ils peuvent avoir des points communs sur leurs frontiéres (mais non 
a lintérieur ). Il en résulte que le volume de l'ensemble jordanien 
G,U G, est gal & la somme des volumes de G, et Gz, si Gy et Gy n’ont 
aucun point intérieur commun. 

Il va de soi que les propositions formulées restent valables pour 
n’importe quel nombre (fini) d’ensembles G,, ..., G,, pourvu que 
ces derniers soient deux a deux sans points intérieurs communs. 

c. Dans un espace normalement chargé (3.3/c), Vintégrale d’une 
fonction f (z) sur un ensemble G peut étre définie indépendamment 
de l’intégrale sur tout l’espace. Appelons partition jordanienne de 
l’ensemble G une collection E,, ..., EH; d’ensembles jordaniens deux 
a deux sans points intérieurs communs qui vérifie la condition 
& 

U E; =G. Pour toute partition jordanienne II, composons la somme 
j=—4 
intégrale 

Sn (f, G) =>) 7 &)| Ey, (2) 
ou &; est un point de #;. Soit d (II) = max diam £;j. 

Théoréme. Dans lUhypothése formulée relativement a la 
fonction, l’intégrale (1) est la limite des sommes intégrales (2) suivant 
nimporte quelle suite Il,, Il,, ... de partitions avec d (II,) > 0. 

Démonstration. Chaque somme intégrale (2) est l’inté- 
grale sur X de la fonction fm (x) qui vaut f (&;) pour x € £; et 0 
en dehors de l’ensemble G. Cette fonction est intégrable, car elle 

est continue en dehors de Z et des frontiéres de tous les ensembles 
jordaniens #;, la réunion de tous ces ensembles étant un ensemble 
négligeable Z, (3.25b). Soit Ay, ..., Ap un systéme de cellules deux 
a deux disjointes qui contient 4 son intérieur l’ensemble Z,, la somme 

P 
des mesures des cellules étant inférieure 4 ¢/(4M), et soit P = U A;. 

i=1 
Comme X est un espace normalement chargé, P est un ensemble 
jordanien (3.32b), et | P | = mP < e/(4M). La fonction f (x) est 
uniformément continue en dehors de tout voisinage de l’ensemble 
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Z, (3.25a); pour e >0, il existe 6 >0 tel que: 

max|f (2) — fr (a) |<aee 
pour d (Il) < 6. Par conséquent, en vertu de b, on a 

| | £@) az—Su(F, @)|=| | £(@) Xe (x) dx— J (2) 4 (2) de | < 
G x x 

<| | f@-Mme@lde|+ | [f@—fn(@) tela) de< 
P X-P 

<Jlf@lde+ | |fm@lart+ | |f@-fn@|azr< 
X-P 

SOM i Me Ne Saas  Gomx ee 
d’ot. notre affirmation. 

Pour une fonction f (x) continue sur un ensemble jordanien G,. 
nous avons immédiatement: 

| | §@az—Snf, ©) |=|[ F@) —fr@lde| <0, @, 6)[6|. @) 
G G 

d. La définition c peut étre interprétée comme suit. Un ensemble: 
jordanien G dans un espace normalement chargé X est lui-méme un 
espace chargé dont les cellules sont ses parties jordaniennes (ou 
méme, seules les intersections des cellules A < X avec l’ensemble G), 
la mesure de chaque cellule coincidant avec son volume. Tous les: 
axiomes 3./2a-e sont valables d’apres 3.32. L’intégrale d’une fonction 
f(z) sur G en tant qu’espace chargé est bien l’intégrale de la 
fonction f (x) yg (x) sur l'ensemble jordanien G au sens de la défini- 
tion a. Dans le cas ot la fonction f (x) n’est définie que sur G, on 
peut la considérer sur tout X en posant, par exemple, f (x) = 0 
pour z ¢G. 

e. Enfin, on peut trouver l’intégrale d’une fonction f (xz) sur un 
ensemble jordanien G de la maniére suivante. Soit II,, H., ... une 
quelconque suite de partitions d'un compact X, avec d (II,) > 0; 
désignons par CY’, ..., Cx? les cellules de la partition Il, qui se 
trouvent inclues “dana Lensemble G, et soit EJ” € Cf” un point arbi- 
trairement choisi. Alors les sommes 

3 F (ES) mes» (4) 
ont l’intégrale (1) pour ee Bh n> oo. 

En effet, ces sommes représentent les sommes intégrales de la 
fonction f (x) yq (xz) pour la partition II,, du moment que l’on 
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marque dans les cellules Cj” les points &”, et dans les autres cellu- 

les, des points n’appartenant pas 4 G. Comme la fonction f (2) %e (x) 

est intégrable sur X (a), les sommes (4) tendent vers son intégrale, 

c’est-a-dire, d’aprés a, vers l’intégrale de la fonction f (x) sur l’en- 

semble G. 
f. Charges équivalentes. Considérons, sur un méme 

espace métrique X, deux charges, i.e. deux demi-anneaux Y et B 
formés respectivement des cellules A € Y et B € B avec les mesures 
respectives mA et uB; les axiomes 3.12a-e sont donc remplis dans 
les deux cas. Les charges Y& et BS sont dites équivalentes si toute 
fonction f (x) intégrable) sur l’espace X avec la charge Y est inté- 
grable sur X avec la charge % et vice versa, et si, de plus, 

( f@de= | far. (5) 
Kyu x,% 

Signalons un critére d’équivalence de deux charges normales. 
Théoréme. Si chaque cellule A € U est un ensemble jordanien 

par rapport & la charge normale &, la relation mA = | A |g ayant 

lieu, et si chaque cellule B € & est un ensemble jordanien par rapport 
@ la charge normale X, la relation uwB = | B | y ayant lieu, alors les 

charges % et B sont équivalentes. 
Démonstration. Pour la raison de symétrie, il suffit 

d’envisager le cas ot: la fonction f (x) est intégrable sur l’espace X 
avec YW pour charge et d’en déduire, dans I’hypothése du théoréme, 
son intégrabilité sur X avec la charge 8 ainsi que l’égalité (5). 
Soient f(z) une fonction vérifiant la condition imposée et 

bla (€;) uB; (§; € Bj) sa somme intégrale par rapport a la charge %. 

On peut mettre cette somme sous la forme )) f (€;) |B; |g. En 

morcellant la partition la derniére somme tend, conformément A c, 
vers une limite qui est égale 4 l’intégrale de f (x) pour la charge Q ; 
il s’avére donc que la fonction f (x) est aussi bien intégrable par rap- 
port a la charge 8 et que les deux intégrales se confondent, ce qu’il 
fallait. 

g. Exemple. Dans 3.15b, on a muni un pavé n-dimensionnel 
X d’une charge a l’aide d’un systéme de sous-pavés 

=2.{2 EX tO By SB yyw 1) One ae een (6) 

{ot il est permis de remplacer n’importe quels des symboles < par 
<), la mesure de chaque sous-pavé A étant égale 4 son volume vA. 
Nous choisissons ici pour pavé X le cube n-dimensionnel 

XxX ={ CR, Vee, aay eee 
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et pour cellules, les sous-pavés de la forme spéciale suivante: 

B={2eX itt <m<ccty..., a tn ae 

ete bee S03 Sats, Dn ySp, SUy EL, 4-2; 

Pye sp py el Ge = 1, > %., n) 

{ou l’on peut remplacer < par <). Le systéme de tous les pavés B 
sera désigné par 8. Les pavés B représentent soit les cubes d’aréte 
1/27, soit les parties de la frontiére de tels cubes. Si l’on fait abstrac- 
tion des frontiéres, alors deux cubes du systéme % ou bien sont 
disjoints, ou bien l’un d’eux contient l’autre. Dans ce dernier cas, 
le grand cube peut étre obtenu en complétant le petit par des cubes 
de mémes dimensions (que le petit) du systéme %. I] en résulte que 
le systeme &% est un demi-anneau. Comme avant, nous posons la 
mesure d’une cellule B égale 4 son volume vB. Ainsi, le systéme 8 
détermine une charge; nous tenons a montrer que la charge &% soit 
équivalente a la charge initiale que nous désignons par Y. 

I] suffit de prouver que tout sous-pavé A (6) est un ensemble 
jordanien dans la charge % et que | A |g = vA. Le premier résulte 

du fait que la frontiére de chaque pavé A, pour tout ¢ >0O, peut 
évidemment étre recouverte par un nombre fini de cubes du systé- 
me % de volume total <e. Ensuite, étant donné un pavé A, on peut 
construire deux pavés P et Q avec les cubes du systéme %, de sorte 
que P CA CQ et que la différence des volumes des pavés P, A, Q 
soit inférieure 4 e. Donc, en vertu de 3.32c, ona 

[A | g =sup |P |g = sup vP = vA, 

ce qu'il fallait. 
Une construction analogue peut étre réalisée pour n’importe quel 

enbe w Xt tre, 3 tye lb SoG, oy Ape On |= a} cavec 
les cellules de la forme 

. £4 4 Pn TH Sn B= {eX ae ee... Pe} 

ou les valeurs admissibles de q, pi, 8;, - ++, Pn» Sy Sont les mémes. 
3.34. Intégrale itérée. 
a. Soient X et Y deux espaces chargés et X X Y = W leur 

produit avec la charge 3.17. 
Etant données deux cellules A <CX, B CY de frontiéres 

lr (A) —X, (8) CY respectivement, la frontiére de la cellule 
Pate AB e W est, évidemment, nan dans l’ensemble (I (A) x 
me BAP x T (B)). Si, de plus, IT (A) se trouve strictement 
a l’intérieur de la réunion des cellules A,, ..., Ap, et T (B), stricte- 
ment a l’intérieur de la réunion des cellules B,, ..., Bg, alors 
([ (A) x B)U(A X T(B)) se trouve strictement a l’intérieur de la 
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réunion des cellules 

(Ajox BY) Ueeret A pe By A eB eA ag) 

dont la somme des mesures est au plus égale a 

mA,mB +...+mA,mB + mAmB,+...+mAmB, = 

=: mA;) mB -+-mA(>! mB;). 
i=1 j= 

Il en découle aisément que la cellule A x B est jordanienne du 
moment que les cellules A et B le soient. Par conséquent, si X et Y 
sont des espaces normalement chargés, alors W = X X Y est un espace 
normalement chargé. 

b. Soit f (w) =f (x, y) une fonction définie et uniformément 
continue sur un ensemble U CX X Y 

Théoréme. Si l’ensemble U est jordanien et que, pour tout 
y€Y fize, Vensemble X, = {x €X: xu xX yE€U} («section hori- 
zontale de l’ensemble U ») est aussi jordanien dans X, alors la fonction 

F(y)={ f(z, y)de (1) 
Xy 

est intégrable en y, et l’ona 

| Fw dy= | f(w) aw. (2) 
Y G 

Démonstration. Soient, respectivement, Ily, Hy deux 
partitions des espaces X et Y en cellules A;, B; de diamétres ne dé- 
passant pas 6. Alors les produits A; x B; forment une partition 

de X x Y en cellules de diamétres <6 V2. Les intersections 
(A; < B;) (| U forment une partition jordanienne II de l’ensemble 

U avec d (Il) <6 Y 2. Les intersections A; [.) Xy rman une parti- 
tion pace Il, de l'ensemble X, avec d (II 5 =00 

D’aprés 3.33 (3), ona 

|) fe, y)de— > FE, y)m(AiNX,)|< 
Xy i 

<0} (8) | Xp | < ; (8) mX. 
Posons-y y =); € B;, multiplions par mB; et faisons la somme sur j: 

» deg (x, ny) de ‘mB — Di 3 (Gi nj) m (Aif}Xq,) mB, |< 

<<; (6) mXmY. 

Envisageons, dans la somme double, les termes ot A; X B; (cellules 
auxquelles appartiennent les points (€;, y;)) contiennent des points © 
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de la frontiére de l'ensemble U. Comme U est un ensemble jordanien, 
ja somme des mesures v (5) des cellules en question tend vers zéro 
avec 6, en vertu de 3.24c. Si l’on remplace chacun des termes men- 
tionnés par f (€;, n;) m [(A; X B,) f UI, la variation de la somme 
sera 2Mv (6), au plus. Par conséquent, 

(>) Jf, ny de-mB;— 5 Fs, ny) m (Aix B)NUI|< 
i Xn, i ‘ 

< ow; (6) mXmY + 2Mv (8). (3) 

Le second terme a gauche dans (3) représente une somme intégrale 
qui a pour limite la quantité 

\ f (w) dw. 
U 

Ainsi, la premiére somme a une limite pour 6 — 0, et comme elle est 
une somme intégrale de la fonction F (y) sur l’espace chargé Y, on 

_ peut dire que la fonction F (y) est intégrable et que l’égalité (2) est 
valable, ce qui achéve la démonstration. 

La relation (2) peut étre écrite comme suit: 

| f waxdy=\ { J Fe, yar} ay. (4) 
U ie) Xu 

L’intégrale dans le second membre s’appelle intégrale itérée. L’égalité 
(4) réduit le calcul de l’intégrale sur un ensemble U CW A celui 
d’une intégrale itérée qui contient les intégrations sur les ensembles 
X, et Y considérés séparément. 

ce. En remplacgant X par Y dans |’énoncé du théoréme nous obte- 
nons le résultat suivant: 

Théoréme. Si chaque ensemble Yy = {y€Y: x xX y€ U} 
(« section verticale de l’ensemble U ») est jordanien (dans Y), alors la 
fonction 

©(2)= J f(@, yay 
oa 

est intégrable en x, et l’ona 

\ @ (x) dx = \ f (w)dw. 
x U 

3.35. Intégrales dépendant d'un paramétre. 
On considére ici les intégrales de la forme 

@ (t) = \ f(z, t) da, (1) 
xX 
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ou X est un espace chargé, ¢ un paramétre qui varie dans un espace 
métrigque 7. 

On suppose que la fonction f (z, ¢) soit intégrable en zx pour tout 
t€ T. Nous avons a étudier les propriétés de la fonction @ (t); 
il s’agit avant tout des conditions de sa continuité, puis, dans les 
suppositions spéciales sur l’espace 7, de son intégrabilité et dériva- 
bilité. 

Le cas ot X = la, b] a été considéré dans U9.S1-84. 
a. On peut démontrer le théoréme sur la continuité de © (t) 

en suivant la méme voie que dans U9.&1-84. 
Théoréme. Si la fonction f (x, t) est uniformément continue 

sur l’espace métrique X X T, i.e. si la quantité 

o,(X XT, 6)= sup |f(z’,t’)—f(2’,?’)| 
0 (x’, x”)<6 
p(t", t”)<6 

tend vers zéro pour 6 0, alors la fonction ® (t) est uniformément 
continue sur l’espace T. 

Démonstration. Pour ¢ >0 donné, trouvons 6, >0 
tel que 6 < 6, impliqie la relation w; (X x T, 5) < e/mX. Soit 
O (ft) =< 0 <0, alors 

© ¢')—O@)|=| J fF @,)—T1@, 1) de|< 
».¢ 

< \f (x, t’)—f (a, t") |dx<o, (X x T, 8)mX, | 

d’ou - 

Op (T,6)= sup |[D(t’)—D(t')|<o;(X xT, 6)mMX <e, 
p(t’, t”)<b 

ce qui démontre la continuité uniforme de la fonction ® (Z) sur 
Vespace 7. 

b. Supposons maintenant que non seulement X mais aussi 7 
soit un espace chargé avec tt pour mesure. Alors la fonction ® (Z), 
en tant que fonction uniformément continue sur un espace chargé, 
est intégrable en ¢ (3.22c). 

Théoréme. Dans l’hypothése formulée, 

jo@a= \ {( rt, t) av \'dt— | {\ fe, t)dt\ de. (2) 
T 7 x 4 ae 

Démonstration. L’espace X X TF est lui aussi chargé, la 
mesure de chaque sa cellule C = A X B valant mA-wB (3.17). 
La fonction f (z, t) qui est uniformément continue sur X X T est 
intégrable sur cet espace (3.22c). L’égalité (2) n’exprime alors que 
la régle de réduction d’une intégrale 4 des intégrales itérées qu’on 
a établie dans 3.34. 
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C. A présent, supposons que le paramétre ¢ varie dans un espace 
vectoriel normé 7 et que la fonction f (z, t) posséde, pour tout x €X 
et pour ¢ = fy une dérivée see au sens de 1.23. 

Théoréme. Si la fonction 29 (x x 7.x x L (nD) 
est continue en t pour t = to, uniformément par rapport a x € X, alors 
la fonction ® (t) est dérivable et l’on a 

x \f@ t) dx 

x 

__ ¢ OF (a, to) lt | SEE tO) ga. (3) 

Démonstration. Appliquons le développement qui ré- 
sulte de 7.42d: 

of (a. tg) f(@,)=f (t,t) +E ¢_ 4) +0(2,9 ¢—b), 

of (x, 0) ear of (z, to) lez) |\<e= sup [75 = 
to<0<t 

En intégrant terme a terme, nous obtenons: 

fie, t) de = ( f(x, to) d+ (tte). ( PEt0) gy 
x x 

+ (t—t)- | 8 (e, 1) de. 
x 

Comme 

j |e (x, t)|de<emX, 
Zz 

et que ¢ > O pour | ¢ — t, |—> 0 en vertu de la continuité uniforme 

de = pour ¢ = fo, la fonction @ (¢) admet une partie linéaire 

principale par rapport 4 ¢ — ty qui est égale a l’intégrale dans le 
second membre de (3), cette intégrale agissant sur le vecteur ¢ — fp. 
Cela démontre la proposition. 

d.Gonséquence. Dans l’hypothése c, quelle que soit une 
direction t dans l’espace T, l’existence et la continuité de la dérivée 

abies!) impliquent la dérivabilité de la fonction ® (t) suivant la 

direction t et la relation 

7) Of (x, t 
Hie t) da = | FE) de, 

x 2 
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3.36. Suites en forme de delta. Un point y d’un 

espace chargé X sera appelé point jordanien s'il existe, pour tout 

& >0, un ensemble jordanien U de diamétre <6 qui contient le 

point y strictement A son intérieur. Une suite D, (x), Dy, (z), ..- 
de fonctions intégrables non négatives sera appelée suite en forme de 
delta pour le point y si, pour tout ensemble jordanien U qui contient 
le point y strictement A son intérieur, sont valables les relations 
limites 

Alors, étant donnée une fonction f (x) continue pour x = y et pour 
laquelle tous les produits f (x) Dy (x) soient intégrables sur l’espace X, 
a lieu la relation 

lim | Dy (x) f (@) dz =f (y). 
N=» co x 

La démonstration est analogue a celle du théoréme U/2.55b 
en y remplacant la fonction D, (x, y) par D, (x), Vintervalle Q, 
par l’espace chargé X, et le voisinage Us (y) par un ensemble jorda- 
nien U qui contient le point y strictement 4 l’intérieur et dont le 
diamétre est si petit que la différence de chaque valeur de la fonction 
f (x) sur U et de f (y) ne dépasse pas un ¢ >0 donné. 

§ 3. 4. Applications des espaces chargés 

3.44.a. Soit X un espace chargé avec un demi-anneau % dont 
les cellules A ont la mesure mA. Nous savons que la mesure est 
une fonction non négative et additive des cellules. En plus de la 
mesure, il existe d’autres fonctions additives des cellules prenant 
éventuellement les valeurs de deux signes. 

L’additivité d’une fonction des cellules D (A), de méme que celle 
de la mesure mA, est exprimée par la relation 

@ (A) = ©(4,) +...4 0(A,) (1) 

ayant lieu chaque fois qu’une cellule A représente la réunion de 
cellules disjointes A,, ..., Ap. Une fonction @ (A) est dite forte- 
ment additive si l’égalité (1) reste valable pour des cellules A,, . 
..., Ap dont les intersections sont négligeables. 

Nous supposons dans ce qui suit que M (A) = 0 pour toute cellu- 
le A avec mA = 0. 
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b. En tant qu’exemple considérons la fonction des cellules 

© (A) =| f(a) de, (2) 
A 

ou f (z) est une fonction continue (uniformément) sur un espace 
normalement chargé X. Son additivité forte résulte de 3.33b. Si la 
fonction f (x) prend les valeurs de deux signes, il en est de méme 
de la fonction M (A). Si mA = 0, on_a évidemment ® (A) = 0. 

ce. Pour deux fonctions (fortement) additives MD, (A) et @, (A), 
toute combinaison linéaire a,M, (A) + a@,@, (A) (a, et a, sont des 
coefficients réels) est encore une fonction des cellules, évidemment 
(fortement) additive elle aussi. Ainsi, les fonctions (fortement) additives 
des cellules forment un espace vectoriel. 

d. Si mA >0, le quotient @ (A)/mA s’appelle valeur moyenne 
de la fonction @ (A) sur la cellule A. 

3.42.a. Nous dirons qu’une suite A,, ..., As, ... de cellules 
se contracte vers un point y€ X pour s— oo (et nous noterons 

_As— y) si le point y se trouve a l’intérieur ou sur la frontiére de 
chaque cellule A; et si toute boule centrée en y contient toutes ces 
cellules, a partir d’un numéro quelconque. 

b. Soit A; > y; si la suite des nombres @ (A;)/mAs (mAs >0) 
a une limite qui ne dépend pas du choix de la suite As avec mA; >0 
se contractant vers le point y, cette limite s’appelle densité de la 
fonction ® (A) au point y. La densité d’une fonction des cellules est 
désignée par la méme lettre mais minuscule. Ainsi, 

@ (As) 

c. L’inégalité 3.14 (7) appliquée 4 une fonction (2) des cellules 

inf f (2)-mA<@ (A) = j f (x) de<sup f (x)-mA 
A ‘4 A 

et la continuité de f (xz) sur X impliquent que la fonction (2) des 
cellules posséde une densité dont la valeur a tout point y € X est f (y). 
De plus, d’aprés la définition méme de la fonction @ (A), elle repré- 
sente l’intégrale sur la cellule A de sa densité. Il se trouve que le 
dernier fait est d’un caractére général s’il s’agit d’un espace normale- 
ment chargé et complet X: nous montrerons dans 3.44 que chaque 
fonction des cellules © (A) qui soit (fortement) additive et. qui 
posséde une densité (x) (uniformément) continue, peut étre resti- 
tuée d’aprés sa densité en intégrant sur les cellules. 

3.43.a. Lemme. Si deux fonctions D, (A) et D, (A) des cellu- 
les possédent, @ un point y, les densités respectives @, (y) et zo (y), 
alors, quels que soient a, et a, réels, la fonction des cellules D (A) = 
= 0,0, (A) + a,@, (A) posséde en y la densité a9; (y) + Gozo (Y). 

15—0545 
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Demonstration résulte de la relation 

@(A) _ Nees (A) +o saat?) (A) 
mA mA A 

si l’on passe a la limite pour A — y. 
b. Lemme. Etant donnée une partition A,, ..., Ap dune 

cellule A avec mA >O encellules disjointes (d’intersections négli- 
geables), si la valeur moyenne d'une fonction (fortement) additive D 
sur toute cellule A; avec mA; >0 est en valeur absolue inférieure a une 
quantité y, alors la valeur moyenne de la fonction ® sur la cellule A est 
elle aussi inférieure a y en valeur absolue. 

Démonstration. II suit des relations 

| ® (Ay) | |® (45) | 
Lae Lec, = aT SHE 

que 

| D (Ay) |< ymA,, ... |B (Ap)| S ymAp; 
ainsi, 

|D (A) | =|O(A,))+...+0(Ap) |< 
= y (mA, +...-+ mA,) = ymA, 

d’ot 
IGA 
a <Q; 

ce qu'il fallait démontrer. 
ce. Lemme. Sila densité (x) d'une fonction des cellules M (A), 

qui est additive sur un espace complet chargé X , est identiquement nulle, 
alors la fonction ® (A) est nulle sur chaque cellule A. 

Le lemme est a fortiori valable pour une fonction fortement 
additive. 

Démonstration. Soit M (A,) #0 pour une cellule A = 
= A,, mA, >0. Alors yp =| (4,)/ 7 ma, 0. 

Considérons une partition de la cellule A, en des cellules plus 
petites de diamétres inférieurs 4 1. D’aprés le lemme J, il en existe 
une, désignons-la A., sur laquelle la valeur moyenne de la fonction @ 
soit au moins égale 4 y en module. D’une facon analogue, partageons 
la cellule A, en des cellules plus petites de diamétres inférieurs 4 1/2 
dont trouvons une, désignons-la A;, sur laquelle la valeur moyenne 
de la fonction ® soit toujours au moins égale & y en module. Conti- 
nuons ce procédé indéfiniment; nous aboutissons 4a une suite des 
cellules dont les diamétres tendent vers 0, sur chacune desquelles la 
valeur moyenne de la fonction ® est au moins égale a y en module. 
L’espace X étant complet par hypothése, il existe d’aprés U3.74a 
un point y € X tel que chaque boule centrée en ce point contient 
toutes les cellules A,, Ay, ..., As, ... & partir d’une certaine, le 
point y appartenant a la fermeture de toutes ces cellules. Ainsi, la 
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suite A,, ..., As, ... se contracte vers le point y. Par hypo- 
thése, nous avons lim |  (A;)|_/ mA, =0; or, par construction, 

| D(A;)| 7 mA,;>y >0. La contradiction obtenue montre qu’il 
n’existe pas de cellule A avec mA >0O et © (A) #0. Le lemme est 
démontré. 

3.44. Théoréme. Si une fonction additive (fortement addi- 
tive d’autant plus) des cellules © (A) a une densité q (x) continue 
sur X, ona 

(4) = | @(2)dz (1) 
A 

pour toute cellule A. 
Démonstration. Considérons une autre fonction des 

cellules 

Y (A) = j @ (x) de. 
A 

. Nous avons vu dans 3.4/b et 3.42c que cette fonction est additive 
et a pour densité la fonction @ (z). La différence ® (A) — W (A) 
est encore une fonction additive des cellules (3.4/c) avec 0 pour 
densité (3.43a). En vertu du lemme 3.43c, cette différence est elle- 
méme nulle sur toute cellule A; ainsi 

© (4)=¥ (4) = | 9 (2) dry (2) 
A 

ce qu’il fallait démontrer. 
3.45. Soit z = 0 (uw) une application d’un espace normalement 

chargé et complet U avec uB pour mesure des cellules dans un espace 
normalement chargé et complet X avec mA pour mesure des cellules. 
L’application 0 est supposée univoque, continue et jordanienne, 
c’est-a-dire transformant toute cellule B de mesure positive de l’espa- 
ce U en un ensemble jordanien 8 (B) de mesure positive de l’espace X 
et toutes deux cellules B, et B, sans point intérieur commun en 
deux ensembles jordaniens respectifs 0 (B,) et 0 (B,) toujours sans 
point intérieur commun. Supposons en outre que 0 (U) = X. Défi- 
nissons sur les cellules B de l’espace U la fonction 

® (B) = m (0 (B)). 
(L’ensemble 0 (B) étant jordanien sur X, le nombre m (0 (B)) = 
= |0(B)| est déterminé d’une maniére univoque.) La fonction 
@ (B) est additive en vertu de 3.33d. Supposons qu’elle posséde 
une densité 

. O(B) ,.__ 'm(0(B)) 
9 (u) ae HB ee B 

15* 
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qui soit fonction continue de uw. Cette fonction @ (uw) s’appelle coeffi- 
cient de distorsion de la mesure » pour |’application 0. A toute fonc- 
tion f (x) continue sur l’espace X on peut faire correspondre la fonction 
continue g (wu) = f (0 (w)) sur l’espace U. Etant donné le coefficient 
de distorsion de la mesure  (w) pour l’application 9, on peut lier 
l’intégrale de f (x) sur l’espace X 4 l’intégrale d’une fonction sur 
espace U; notamment, la formule suivante a lieu: 

| f@az= | gw owau. (1) 
x U 

En abordant la preuve, considérons la fonction additive des cellules 
Bee: 

W(B)= \ f(a) dz. 
0(B) 

Trouvons sa densité. Pour »B >0, nous avons 

{ fajdz Sf (ade 
0(B) __ 0(B) , (8 (B)) (2) 

pB m (0 (B)) peo 
Supposons que la cellule B se contracte vers le point u. L’appli- 

cation 90 étant continue, l’ensemble jordanien 0 (B) se contracte 
vers le point z = 9 (uw). Comme la fonction f (x) est continue, le 
premier rapport dans le second membre de (2) tend vers la limite 
f (x). Le deuxiéme rapport, par hypothése, a (u) pour limite. Ainsi, 
la fonction W(B) posséde une densité qui_ vaut f(z) @ (u) = 
= g (uv) @ (u) et qui est continue sur U. D’aprés le théoréme 3.44, 
pour toute cellule de l’espace U, en particulier sur l’espace U méme, 
on peut écrire la formule exprimant la fonction des cellules par sa 
densité : 

¥(U)= | f(a)dx= J} g@owadu, 
x U 

ce qu’il fallait. 

aks 5. Intégrale de Riemann dans un espace 
euclidien 

3.51.a. Sur un pavé 

X= {e € Ryay< < Diy bs oy On Pn Se a 

nous avons établi une structure . espace chargé (3.15b) en choisissant 
pour mesure de cha cellule 

EEX ee fe Bie doy is Oi tn — at (1) 
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n 
son volume euclidien | A | = | (B; — a,j). Cela concerne égale- 

{ 
ment les cellules qui s’obtiennent de celles-ci en remplacant certains 
des symboles < par <, c’est-a-dire en retranchant de A certaines 
parties de la frontiére. 

b. Un ensemble Z est négligeable dans X (3.24e) si, pour tout 
é >0, il est inclus dans une réunion finie de cellules (1) disjointes avec 
la somme des volumes <e. La frontiére de chaque cellule est un 
ensemble négligeable, puisque, par exemple, le plan x; = y, pour 
n’importe quels ¢ >0 et C >0, se trouve strictement a l’intérieur 
de la cellule 

fe icine Bose be, 

vom P— Ces r; = y + Ce, .. ..., Goxcane by) 

dont le volume vaut (b, — a,)...2Ce...(b, —a,), donc peut 
étre rendu <e par le choix convenable de C. Ainsi, l’espace X est 
-normalement chargé (3.31c). Il en résulte d’aprés 3.3/e qu’en défi- 
nissant un ensemble négligeable Z on peut. considérer n’importe quels 
recouvrements de Z par des cellules de mesure totale <e, et non 
seulement ceux qui contiennent Z strictement a l|’intérieur. 

c. Montrons que chaque partie de X définie par une équation de la 
forme 

vf , 

A ple on (x ys La (24, soeey Liq) Vita ++ +s ia) 

avec une fonction continue @ donnée sur un pavé 

Bay tare Ry wap rps by. ap dyp_p Say <= By 5; 

Dickies Tad y Me Otay pien-s SOS Pa iOnd 

ou sur sa partie compacte quelconque K' est un ensemble  égligeable 
dans X. 

Fixons un ¢ >O arbitrairement et, compte tenu de la con- 
tinuité uniforme de la fonction @ sur K’, trouvons 6 >0 tel que 
lp (z’)— gy’) |<e du moment que |z’ —y’|<6, 2’ EK’, 
y’ € K’. Partageons le pavé B’ en des cellules Aj avec d (Aj) <6. 

Dans chaque ensemble non vide A; () K’ choisissons de facon 
arbitraire un point €; et considérons dans R, le pavé 

Boake € Rye, kp 8S ty SS OE) Hee, © EC Aj}. 

I] résulte de la définition du nombre 6 que chaque point de notre 
surface qui se projette dans Aj appartient au pavé B;. Par conséquent, 
cette surface appartient a la réunion de tous les B;. Or, la somme des 

mesures de ces pavés ne dépasse pas 2¢ >) mA} < 2emB’. Comme 
est arbitraire, la proposition s’avére démontrée. 
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d. L’image géométrique dans X qui correspond a la représentation 
paramétrique 

y= fy (Uy xwrsy tla) 1 
ees Re eS dy Pm t (uy, ...,Un)=UueU CR; <a; (2) 

Ce la (Uy, , UR) J 

ou U est une partie compacte de R,, et les fonctions f, (u), .. ., fr (u) 
possedent dans le domaine U leurs dérivées premiéres continues, est un 
ensemble négligeable. En effet, d’aprés le théoreme du rang 1/.74b, 
chaque point uw € U posséde un voisinage dans lequel les équations (2) 
sont équivalentes 4 une ou plusieurs équations de la forme (1), done 
définissent un ensemble négligeable dans R,. En appliquant le 
théoréme sur le recouvrement fini nous voyons que l’image dans R, 
de tout le compact U est un ensemble négligeable. La proposition 
est démontrée. 

e. I] découle de c que chaque ensemble G © X CR, défini par 
des inégalités de la forme 

Qi (x, oe og Hey) Lit, «+ + oy at <= 

<2; < Hp; (x4; Nee Cy apy, EL TG a oh eat T= 13 stag tie 

(avec des remplacements éventuels de < par <) est un ensemble 
jordanien dans X, donc posséde un volume que nous désignons, comme 
plus haut, par | G |. Ce volume | G | ne dépend pas du choix du pavé 
X CR, contenant l’ensemble G; pour cette raison nous appellerons 
la quantité |G | volume de l’ensemble G dans l’espace n-dimension- 
nel R,. 

f. Signalons quelques propriétés élémentaires des volumes 
dans R,. Si un ensemble G < R, a un volume, alors toute sa transla- 
tion G+ a, a€R, a le méme volume. Ceci résulte du fait que les 
cellules dans R, qui nous servent 4 mesurer les volumes (les pavés) 
admettent n’importe quelles translations, et cela sans changer de 
volume. 

SiH cR,, est un ensemble et A un nombre positif, nous désignons 
par AEF l’image de F par l’homothétie de rapport A et de centre en 
Vorigine des coordonnées. Si G est un ensemble jordanien, alors AG 
en est encore un, et les volumes de ces ensembles sont liés par la relation 
|AG | = A” |G@|_ puisque celle-ci est valable pour chaque pavé. 

En faisant la combinaison d’une homothétie et d’une translation, 
nous obtenons la relation |A (G+ a) |= |AG+a|=A"|G|*. 

Il est un peu plus difficile de démontrer que les ensembles jorda- 
niens ne changent pas de volume en subissant une transformation 

* Si les cellules disponibles permettent d’effectuer non pas toutes les 
translations et homothéties, mais seulement celles qui sont déterminées, par 
exemple, par les valeurs rationnelles des paramétres a et i, alors la relation 
en question se déduit 4 l'aide d’un passage supplémentaire 4 la limite. 
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orthogonale (rotation) ; on le verra dans i. Le raisonnement précédent 
ne s’étend pas directement a ce cas, puisque l’image d’un pavé, 
e’est-a-dire d’un parallélépipéde rectangle dont les arétes sont 
paralléles aux axes de coordonnées, par une rotation n’est plus un 
pavé. 

g. Lemme. Le cube obtenu par une transformation orthogonale 
d'un pavé cubique Q d’aréte 1 (donc aussi de volume 1) a lui aussi 1 
pour volume. 

Démonstration. Soit S la boule de centre a 1’ origine 
des coordonnées et de volume 1; pour ¢ >0 donné et pour h suffi- 
samment petit, on peut indiquer un corps 7 formé de N = JN (h) 
paves cubiques d’aréte h chacun, sans points intérieurs communs, de 
sorte que ce corps soit contenu a l’intérieur de la boule (1 + ¢) 8S 
et contienne lui-méme la boule (1 — e) S. Le volume du corps 7 est 
compris entre les volumes des boules: 

(1 — 2)" <hN (ht) < (1 + 8)”. (3) 
Effectuons une transformation orthogonale t de l’espace. Le cube Q 
deviendra un cube tQ dont le volume nous désignons p ar v. Les 
pavés cubiques d’aréte h qui composent le corps 7 devien dront des 
cubes homothétiques au cube tQ avec le rapport h et, en vertu de f, 
auront h"v pour volumes. Les boules (1 — e) S et (1 + &) S se 
transformeront en elles-mémes. Le corps 7 se transformera en un 
corps tZ composé du méme nombre WN (h) de cubes d’aréte h sans 
points intérieurs communs. Ce nouveau corps sera contenu dans la 
boule (1 + €) S et contiendra lui-méme la boule (1 — e) S. Son 
volume JN (h)-h"v sera également compris entre ceux des boules: 

4Q—e"<N(hbhv<(i +e)". (4) 

De (8) et (4) nous avons 

(Sent) (1-+-)” 
Cer? S er 

Comme ¢ >0 est arbitraire, v = 1, ce qu’il fallait. 
h. Lemme. Le volume d'un parallélépipéde rectangle ne change 

pas de valeur lors d'une transformation orthogonale. 
Démonstration. Si les longueurs des arétes d’un parallé- 

lépipéde rectangle donné sont commensurables, il peut étre composé 
de cubes, et la conclusion du lemme découle du lemme g (et de 3.33b). 
Dans le cas contraire, le parallélépipéde peut étre remplacé a une 
précision voulue (au sens de longueurs des arétes, donc, aussi au sens 
de volume) par un parallélépipéde dont les longueurs des arétes 
soient commensurables, ce qui fournit la démonstration du lemme. 

i. Théoréme. Le volume |G| d'un ensemble jordanien 
G CR, ne change pas de valeur lors d’une transformation orthogonale. 

Démonstration. Pours >0 donné, trouvons deux corps 
Gz <G, Gi > G formés de pavés sans point intérieur commun, de 
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sorte que 

IG|/-ex<|l@|<IG/<|l@l<|G@lvre. (5) 
Les images des ensembles GZ CG CG; par une transformation 
orthogonale t sont respectivement t4, CG C1G;, et, vu le lem- 
me f (et.3.936), ona | 1G, | = 1 G2.|, | 1G...) = 1G..[, par ¢onse— 
quent, 

| G|—e<|Gz|=| 165 |<[t6|<|1G3|=|GE|<|G|-+e. (6) 
Il résulte de (6) que ||G|— |tG | |< e. Comme e¢ >0 est ar- 
bitraire, on a | tG | = |G], ce qu’il fallait démontrer. 

j- Le lemme qui suit relie les caractéristiques d’un ensemble 
négligeable dans R, en termes de mesure et en termes de métrique. 

Lemme. Soit Z un ensemble négligeable dans un pavé X CR. 
Pour n’importe quels ¢ >0O et 6 >0 on peut trouver un ensemble 
élémentaire B < X de mesure <e qui contient l’ensemble Z strictement 
dans son intérieur et qui est lui-méme contenu dans le 6-voisinage de Z. 

Démonstration. D’aprés la définition, il existe pour 
¢ >O donné un ensemble élémentaire P < X qui contient l’ensemble 
Z strictement dans son intérieur et qui a une mesure <e. Cet ensemble 
élémentaire P représente la réunion finie de quelques pavés qu’on 
peut choisir fermés; donc P est également fermé. Désignons par S$ 
la partie de P formée des points x dont la distance de Z est >6. 
L’ensemble S est fermé. Chaque point x € S appartient a une cellule 
(ouverte) de diamétre <6/2; toutes ces cellules forment un recouvre- 
ment de S et on peut en extraire un recouvrement fini de S. La 
réunion de toutes les cellules du recouvrement fini représente un 
ensemble élémentaire Q. La différence B = P — QP est encore un 
ensemble élémentaire; il contient Z strictement dans son intérieur 
et ne contient aucun point de l’ensemble S, c’est-a-dire est contenu 
dans 6-voisinage de l’ensemble Z, ce qu’il fallait. 

3.92. a. Nous avons défini les volumes des ensembles jordaniens 
n-dimensionnels dans R,. Considérons un sous-espace k-dimensionnel 
R, dans R,. On peut le munir du produit scalaire emprunté & l’espace 
R,, et construire une base orthogonale g,, ..., g,3 ensuite, en se 
servant des pavés dont les arétes sont paralléles aux vecteurs gy, . . 

..» pr, On peut établir une structure d’espace chargé et mesurer 
les volumes comme c’était indiqué dans 3.5/ (pour k = n). Conve- 
nons de noter |G |, le volume d’un ensemble jordanien G C Ry. 
En vertu de 3.5/i, le nombre | G |;,, ne dépend pas du choix de la base 
orthogonale g,, ..., gp, puisque toute autre base s’obtient de celle-ci 
par une transformation orthogonale, ce qui ne change pas, on l’a vu, 
les valeurs des volumes des ensembles jordaniens. Cela fournit une 
possibilité principale de réduire une intégrale de multiplicité n 4 des 
intégrales de multiplicité inférieures. Ce fait est utilisé, par exemple, 
dans les théorémes de la géométrie élémentaire sur le calcul des 
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volumes de certains corps en multipliant la hauteur par l’aire de la 
base. 

b. Considérons un domaine borné G CR, dont la frontiére se 
compose d’un nombre fini de surfaces ayant les équations de la 
FOTENG fy — Wor Wie, «4, Tidy, «al, T,); OU G, sont-des fonc- 
tions continues des variables indépendantes. Un tel domaine repré- 
sente un corps jordanien (3.5/e) sur lequel le schéma d’intégration 
donné dans 3,33 est valable. La projection E du domaine G sur le 
plan des coordonnées z,, ..., 2,-; est encore un corps jordanien 
(dans R,_,) (puisque chaque point de la frontiére de E est la pro- 
jection d’un point de la frontiére de G), et la frontiére de Z, de méme 
que toute la frontiére de G, admet une décomposition en nombre 
fini de parties dont chacune est décrite par une équation résolue 
par rapport a une coordonnée (il faut poser z, = 0). 

Considérons la projection EF du domaine G comme espace chargé 
X’ (dans l’espace R,_,) avec les cellules correspondantes. La pro- 
jection du domaine G sur l’axe des z, se trouve sur un segment que 
nous considérons comme espace chargé X” avec les cellules ordinaires 
(intervalles). Le corps G est inclus dans le produit cartésien X’ x X"; 
si l’on transforme ce produit en un espace chargé d’aprés 3.17, ses 
cellules auront la méme mesure que dans l’espace R,. 

c. Les sections verticales du corps G < X’ X X”" sont, em géné- 
ral, d’une forme assez compliquée. Supposons pour le moment que 
toute droite paralléle a l’axe des z, et passant par G perce le domai- 
ne G suivant wn seul segment déterminé, par exemple, par les inéga- 
lités de la forme 

ty kz") = ty (xy, a ae Fi) < Ln <= p (24, ates) Xn —1) ae ~ (ee); 

cal re eD) 

énérant éventuellement en un point) (fig. 3.5-1). 
éoréeme. Dans l’hypothése formulée, pour toute fonction 
f (1, ...-, pn) continue dans le domaine G, on a la relation 

Bled o5s2 ao) 
jr@ dim j { j Tlitwe «plats en) dz, \ Oe. (1) 

c E x, =0(%1; worn Kg 

Ce résultat permet la réduction de l’intégrale sur un domaine 
n-dimensionnel 4 une intégration sur un domaine (nm — 1)-dimension- 
nel suivie d’une intégration unidimensionnelle. 

Pour le démontrer, il suffit de poser dans le théoréme général 
eeptce = Ge Diet by = [d,, Dads OY = (2, CR: @ (2) 

< Tp Sp (e')}. 
En fait, nous avons déja vérifié toutes les conditions nécessaires. 
d. Si le domaine G est d’une forme plus compliquée (certaines 

droites paralléles 4 l’axe des z, et passant par G percent G suivant 
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plus qu’un seul segment) mais peut étre décomposé en un nombre 

fini de domaines G,, G2, ... de la forme considérée plus haut qui 

n’aient les points communs que sur la frontiére (fig. 3.5-2), alors 

X3 

= seat lt 
/ ap . 

x, £ 

Fig. 3.5-1 Fig. 3.5-2 

l’intégrale sur le domaine G peut étre représentée comme somme des 
intégrales sur les domaines simples, & chacune de ces intégrales on 
peut appliquer la méthode de calcul décrite plus haut. 

3.008. Exemples. 
a. Considérons le cas n = 2. Le théoréme 3.52c permet alors 

d’exprimer l’intégrale sur un domaine bidimensionnel G (fig. 3.5-3) 

Fig. 3.5-3 Fig. 3.5-4 

par deux intégrales simples: 

b p(x) 

Jf, wdedy= | { | te, yadybar. (1) 
G xa Y=Q(x) 

Si l’on intégre sur un rectangle dont les c6tés sont paralléles aux 
axes de coordonnées (fig. 3.5-4), alors les limites de l’intégrale inté- 
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rieure sont constantes: @ (xz) = a, p (z) = B; par conséquent, 

b 

| fe, ydeay= | { f(x, y)dy} de. 
G ca  p=@ 

Aiusi, Jorsque (G = {2,723 22 24,4 <7 <'2},’f (2, y) = G a 

on a 

4 2 ae 

a eee 
cs y=1 

20 nied lass t w= 2 mS, 

b. Si le domaine G n’est pas un rectangle de cotés paralléles aux 
axes de coordonnées, il faut tenir compte 
de la dépendance des limites de l’intégra- 
tion intérieure de z. 

En tant qu’exemple calculons l’intégrale 
de la fonction f (z, y) = z?/y? sur le domaine G 
découpé par les droitesz = 2, y= az et par 
I’hyperbole zy = 1 (fig. 3.5-5). La projection 
du domaine G sur l’axe des zx coincide avec 
l’intervalle [1, 2]. En fixant un z sur cette 
intervalle, la droite paralléle a l’axe des y cou- 
pe le domaine G suivant |’ intervalle 1/t¢ <y < 
z. En vertu de la formule (1) on a 

2 = ri 2 

G 

Remarquons que, en déduisant la formule 3.52 (1), on aurait pu 
effectuer l’intégration intérieure non pas par rapport a la coordonnée 
Zn, mais par rapport a l’une quelconque des autres coordonnées 
X14) +++) Zn-y Le choix de tel ou tel ordre d’intégrations, qui est 
en principe sans importance, peut tout de méme conduire a des 

calculs plus ou moins compliqués. 

Si, dans l’exemple précédent, nous avions d’abord fixé non pas 2, mais y, 

la droite horizontale correspondante aurait coupé le domaine G suivant 1’in- 
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tervalle 

4x2 pou $<y<t y<2<2 pour 1<y<2; 
les calculs auraient pris la forme suivante: 

ge She a oor 

2 2 1 ‘ eh 
x £ 

ES ie aa 
y=) ay 1 y 

es 

, 1 ie a b 4 4 x 

+e | ae | alba) et 
fi 

‘% 

<} 
4 Ba wh wits’ 2 aT ian gee 

sea (grasa | [er am ee 
ce. Donnons a present un exemple de calcul d’une intégrale triple en la rame- 

nant A une chaine d’intégrales unidimen- 
sionnelles. 

nee Calculer l’intégrale 

| dx dy dz 

, ey wd bol 

ou le domaine G est le tétraédre limité par 
7 les plans ts = 0, y=0,z=0,2+y+2= 
———we- = 4 (fig, 3.5-6), 

La projection P du tétraédre G sur le 
plan x, y représente un triangle qui est dé- 
coupé ‘dans ce plan par les droites z = Me 

1 =0,2+y= 1. La droite verticale 
passe par un point fixe (z, y) coupe le 
maine G suivant l’intervalle 0<z<1— 
-_x — y. Nous avons donc, d’aprés la for- Fig. 3.5-6 
ae Or: 

d \3 dx dy dz =} ae ay. 

J ‘pete pe (\ eeeeey 
Calculons l’intégrale tenia 

a dz oa 4 : we 
(i+-e+y+z)s 2 (ffaepyt2)® pat-x-y 

tpn eee) 
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Nous avons a intégrer la fonction obtenue des variables x et y sur le domaine P. 
La projection de P sur l’axe des z est l’intervalle 0 < x < 1. Fixons z sur cet 
intervalle; la droite correspondante qui est paralléle a l’axe des y coupe P 
suivant l’intervalle 0 << y <1—z. Par conséquent 

1 1-x 

\ a (epetar a) = fo) 3 (ett) e} eo bo 0 y=0 —— 

1 4 3—<z 4 5 

=| eo eee 
0 

d.Intégrale de Dirichlet. Etablissons la formule 
de Dirichlet 

j ae i { Hey) dey dzy .. dry = | ety" at 
x, =0 Ko) xe — 0 0 

qui réduit l’intégrale n-uple indéfinie d’une fonction d’une seule 
variable 4 une intégrale simple. Pour n = 1, la formule est immédia- 
te. Supposons qu’elle soit juste pour un n 
naturel et démontrons-la pour n +1. A cet- & 
te fin calculons l’intégrale x *p 

I= 

x { xn+4 

Be j uae j (tngi—€)" 47 (6) dt} dens. 

CS oe gow! 

L’intégration extérieure se fait par rap- 0 ia A 
port a la variable z,4, de 04 z (fig. 3.5-7). 6=0 XK Ane 
L’intégration intérieure, pour z,+, fixe, se 
fait par rapport 4 la variable €de0az,4+,. 
En fin des comptes, nous arrivons a une 
intégrale sur l’intérieur du triangle OAB. Réduisons-la 4 deux 
intégrations simples, mais 4 condition que l’intégration extérieure 
soit effectuée par rapport a la variable € qui varie de 0 a z, et l’inté- 
gration intérieure, par rapport a z,+4, qui, dans les limites du triangle 
OAB, varie de 7,4, = £424, = 7, § étant fixe. Ainsi, nous écrivons 

Fig. 3.5-7 

l= i { ) roy! ®) (tni—E)"! dans } dé = 

x 

=75 [re {J Bt denss} a. 
0 ¥ ness 
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Le calcul de l’intégrale intérieure fournit: 

2 4 eee 
n= up j (Zn44— ery din. = (n

es 5)" s” 
n 

’ 

nis 

done 
x 

1 Rn red aN : 
I= ary |1OC- OP R= ery | /O Oa, 

ce qu’il fallait. 
3.04. a. Principe de Cavalieri. Si 1’on utilise les 

« sections horizontales » d’un corps jordanien G, on peut arriver 
a une autre méthode de transformation d’une intégrale n-uple en une 

composition d’une intégrale (x — 1)-uple 
et d’une intégrale simple. Supposons que 
le domaine G dans 3.52b soit tel que la 
projection sur £ de son intersection E, 
avec tout plan z, = y soit une partie 
jordanienne du corps jordanien E 
(fig. 3.5-8). La formule 3.34 (4) donne 
alors: 

| f(@)ae= 
G 

pe \ { \ F(x sey Ents Y) Ay... dtm) dy, 
Y 

y 

Y étant la projection du domaine G sur 
axe des 2p. 

L’intégrale intérieure s’étend sur la section #,. En particulier, 
pour f (xz) = 1, nous obtenons une condition suffisante de légalité 
des volumes de deux corps (donnée par Cavalieri) : 

Si deux corps GY et G® ont, pour tout y, les sections horizontales 
respectives E\) et EY d'une méme aire, alors les volumes de ces corps 
sont égaux. 

La situation est particuliérement simple lorsque toutes les sec- 
tions ont une méme aire S. On a alors 

|G |= | 1-de=Smy. 
G 

b. Plan équilibrant et centre de gravité. Soit un 
plan @ dans l’espace R,; A deux demi-espaces en lesquels il partage R, attri- 
buons d’une facon quelconque les signes -- et —. Dans la mécanique, pour un 
point matériel M (z, y, z) € Rg qui porte une masse m, le produit de m par la 
distance p (M, ) du point M au plan w muni du signe ¢ (M) du demi-espace 
contenant le point M est appelé moment statique du point M par rapport au plan 
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®. Pour un corps Gc Ry, dont la densité de masse est 1 (M) *, on appelle 
moment statique par rapport au plan w la quantité 

PAG, o)= \ j \ € (M) p (M, @) w (M) dx dy dz. (1) 

G 

Le plan @ est dit éqguilibrant pour un corps G si P (G, w) = 0. 
-Etant donné un corps G, trouvons son plan équilibrant w de la forme z = 2p. 

Pour un point M (zx, y, z) et pour n’importe quel plan z = 2p, si l’on attribue au 
demi-espace z > zy le signe +, on a ¢ (M)p(M, w) = z — 29, de sorte que 

PG, @)= J) \ (2—29) p (VM) dz dy dz. 

En annulant cette expression nous trouvons pour z, l’équation 0 q 

\ \J wz dx dy dz=2Z9 ) | | wazayas, 

G G 

{ff uz dx dy dz 

V\f pw dz dy dz . 
G 

Q 
29> 

La quantité \ \ j u dz dy dz est la masse totale du corps G. On la suppose 

toujours positive. 
Nous voyons en particulier que, dans la famille des plans paralléles z = 

= const, il existe un et un seul plan équilibrant. De facgon analogue, on peut 
trouver un plan équilibrant dans toute autre famille de plans paralléles. I} 
y a, par exemple, les plans équilibrants x = x, et y = yp avec 

\\ | pa de dy dz ea uy dx dy dz 

pee fe ES Y=. (2) 
\\\ wdxdy x \\\ pda dy dz 
G G 

* Du point de vue mathématique, la masse m (Q) contenue dans un domai- 
ne Q est une fonction additive spéciale du domaine Q, et la densité 1 (M) de la 
masse m (Q) est la densité de cette fonction additive au sens de 3.42b: 

m (Q) 
My lim w (M1) Aer [Q| 

En vertu du théoréme 3.44 la masse m (Q) s’exprime par sa densité up (M), a 
condition que cette derniére soit continue, par la formule 

m(Q)= | w (at) ae. 
G 
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Pour un corps homogéne (u (x, y, 2) = const), les formules deviennent plus 

simples: 

(Joe Seay a: pissy se aide ) 

MO Tf dedyds SSS dedyae | | 
G G 3) 

\ { § 2 de dy dz | 

== G 7 

“OTT da dy dz | 
GC 

Le dénominateur dans ces formules coincide évidemment avec le volume du 
corps G. . 

Le point des coordonnées 29, yo, 29 S appelle centre de gravité du corps G. 
Il est A noter que tout plan équilibrant passe par ce point. Afin de le prouver sup- 
posons que 2p) = Yo = 2 = O (sinon on fera une translation du corps), autre- 
ment dit, que 

J) J peaeayae— J) J wyarayde= J) | peaeay aro, (4) 

c G - 

Maintenant il est 4 vérifier que tout plan @ passant par l’origine des coordon- 
nées soit équilibrant. 

Un tel plan w» peut étre donné par son vecteur unitaire normal m = (cos a, 
cos B, cos). Attribuons aux demi-espaces déterminés par le plan @ les signes 
-++ et — d’une telle fagon que le vecteur m soit dirigé vers le sous-espace muni 
de +. Si l’on en tient compte, la distance d’un point M (z, y, z) au plan 
s’exprime par la formule 

e (M)e (M, o) = (M, m) = xcosa-+ ycos B + z cosy. 

C’est pourquoi le moment du corps G par rapport au plan @ sera 

PGs 0) = \ \ \ (xcos a+ ycosB-+-z cos y) udxdydz=0 

G 

d’apres les relations (4). 
Les raisonnements ci-dessus restent évidemment valables pour les corps 

dans l’espace Rp, quel que soitn = 1, 2, ... 
Pour le calcul des expressions (2) et (3) qui déterminent les coordonnées 

du centre de gravité, il est naturel d’appliquer le principe de Cavalieri. Ainsi, 
en effectuant l’intégration intérieure sur une section horizontale du corps G 
dans |a derniére expression (3), nous aboutissons a l’aire S (z) de cette section 
aprés quoi l’expression de la coordonnée zp» se transforme en un rapport de deux 
intégrales simples 

22 

\ 2S (2) dz 

a= ’ 

S (z) dz 

Z4 
ou 2, et 2 sont les troisiémes coordonnées des points inférieur et supérieur res- 
pectivement du corps G. I] va de'soi qu’on peut procéder d’une maniére analogue 
avec les autres expressions (2) et (3). 
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3.55. Volume kAdimensionnel d’un parallé- 
lépipéde kKdimensionnel. 

a. On appelle parallélépipéde k-dimensionnel engendré par les 
vecteurs 2), ..-, g, (dans n’importe quel. espace vectoriel) l’en- 
semble P, de vecteurs x décrit par la formule 

BSR Bla . «ng ey ee, eS Heed, .9.0 nk 

(voir fig. 3.5-9 pour k = 3). : 
Si l'on munit l’espace k-dimensionnel R, engendré par les vec- 

teurs g,, ..., g, d’un produit scalaire, alors, d’aprés 3.5La, on peut 
introduire dans n’importe quel 
son pavé une structure d’espa- 
ce chargé; en vertu de 3.5/e, le 
parallélépipéde P, devient en- 
semble jordanien, donc on peut 
lui faire correspondre un nom- 
bre V; (P;), son volume k-dimen- 
sionnel. 

OR ra oe dt 
un systéme d’espaces de dimen- 
sion finie engendrés respective- 
ment par un, deux, ..., nm pre- 
miers vecteurs d’un ensemble 
donné de n vecteurs linéairement ; 
indépendants, g,,..., &n (ER), Fig. 3.5-9 
et supposons que, dans chacun , 
de ces espaces, le produit scalaire soit celui du plus grand espace R,. 
Il y a des liens entre les volumes V,,..., V, des parallélépi- 
pédes P,, ..., P, engendrés respectivement par les vecteurs g,; 
81, 237. 3 Bis Sas > > Bn que nous allons mettre en évidence. 
Comme les volumes ne changent pas lors d’une transformation 
orthogonale (3.5/i), on peut supposer que les axes dans l’espace R, 
soient disposés de fagon que les vecteurs’ g,,...., gn-,; se trouvent 
dans l’hyperplan x, = 0. 

La section horizontale du parallélépipéde 

ie {x ER: Cee es sts Osha. ne res 

allo a (at AS a ae OF 

par tz, =yala forme 

Ek, i {x € Ry: aan 0184 + i ed sia On-18 1-1 .s On, (y) Bn» 

Or ope 1 el Te ah a1} 

et représente le translaté de la base inférieure 

Ey = {x ER: c= Gaga wa} |. <P Oe, Bn -1} 

160545 
. 
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d’un vecteur constant «, (y) gy. C’est pourquoi toutes les sections E, 
ont une méme aire (égale a V,_,). Ainsi donc, 

Le oS] Vy-mY Ti Vaal 

ou mY = h,, est la longueur de la projection du vecteur g, sur l’axe 
y = 2p, ie. la hauteur du parallélépipéde P,. Définitivement, le 
volume d’un parallélépipéde est égal au produit de l’aire de n’importe 
quelle sa section horizontale, en particulier, de la base, par la longueur 
de sa hauteur. En itérant ce résultat et appliquant la relation évidente 
V, = h, = | g, |, nous avons 

Ai pe ate Berd 09 — Day 
rapes V ihe ene ee OR (4) 

b. Avec la formule (1) on peut démontrer d’une facon déja pure- 
ment algébrique que (L8.73) 

Vn=V det | (gi, 1) 1] =| det |] EI |, (2) 
ou EY est la i-eme coordonnée du vecteur g; dans une base ortho- 
normée quelconque (mais fixe) de l’espace Ry. 

ce. D’aprés 3.52a, le volume k-dimensionnel du parallélépipéde 
k-dimensionnel construit sur les vecteurs g,, ..., g, dans R, peut 
étre calculé sans sortir de l’espace k-dimensionnel R, engendré par 
les vecteurs g,, ..., gx, avec le produit scalaire emprunté 4 R,. 
Cela conduit a la formule 

Vi=V det ll (gis 23) |lé, 3a4, -,k (3) 

Rappelons ici qu’a lieu l’égalité 

det ||(gi. gi) [ki i—t,..2=V >. [Mf ied (tons how Ball” den lee 
V1... < ty 

ou Mik est le mineur d’ordre k de la matrice IE | (ii = 

=1,...,n; j=—1,...,k) correspondant aux lignes de numéros 
ae ayes LE (L8.73). 

Nous allons appliquer la formule (4) a la déduction de certaines 
propriétés du volume k-dimensionnel dont nous aurons besoin par 
la suite. 

d. Le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs 

Zi, - ++) Zp Sera également désigné par | [g,, ..., gp] |. (Le symbole 
[21, -- +, gp] a aussi un sens que nous n’explicitons pas pour le 
moment.) 

Si les vecteurs g,, ..., g; sont orthogonaux @ chacun des vecteurs 
Siig gh se 5p RALOES 

| [isco sal | = fete rh Bil] hee ee eal |. 
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En effet, on a 

| lg, sf ey £n] oe aN 

(81, 81) --- (815 gi) 0 bak 0 

_| (i £1) . (gi, gi) 0 @ae 0 

0 ek 0 (Zixss Sis) i (Sis, gr) 

0 enone 0 (2x» Si+1) a he (Zn» gh) 

(21, 81) -- + (845 gi) 
De eae (os ewe in 

(Zi, 81) -- + (is Bi) 

(Sist> Biss) «++ (Listy Br) 
aa 6) Boel wr atie . (ee we. to 8)” (wie) Se 

(gr, Si+i) - . (gr, gr) 

: =z | [g1, es ey gil | [gisa, ome? gn] bs 

ce qu’il fallait. 
e. Sic est un nombre fixe, alors 

| [gy a C89, Ba, ++ +5 gn] | == | (21, 89, ++ +9 &n] i 

ce qui résulte immédiatement de (4) et des propriétés des mineurs. 
Il en découle aisément que le volume d’un parallélépipéde k-dimen- 
sionnel ne change pas lorsqu’on ajoute a n’importe lequel des vecteurs 
qui l’engendrent g; (i =1, ..., k) une combinaison linéaire des 
autres. 

f. Pour | g;| <M, CP Sk, lg, |< M, [hy | <m, cts Tag) lA. LS 

<m (m<1, M>m), les volumes des parallélépipédes engendrés 
respectivement par les vecteurs g; + hy, ..., 8p + hy et 1, .. +, Er 
sont liés par la formule 

| (gi. + 4 » eo w9 Zn + hy] |? = 

Se ey Pe Se eal | ean eh Fry 8, Pa 8 ft (5) 

ou C,, est une constante (Cn < 3n? (n!)?). 

En effet, soient g; = ay ai jei, hy = >) dije; les développements 

des vecteurs g; et h; Secth att une base orthonormée {e;}. Désignons 
par (i) l’indice composé (oa peinds CRP OU tye, he — bt SOlt fj = 
= (j,, ---, jn) Wimporte quelle permutation des ‘nombres lis hs 
.., i, et € (j) son signe. Alors 

[gs +l, Be, -- +s Bal peer pa & (i) (415, + Ati) Gain - + + Oni, P= 

= ps pa € (7) 04525, -- : rien Dye }) M4j,23q ++ Ani, |? = 

J » 20) A{j,A2jo +++ aj, 1° hls 81, 8a, ++ +4 gr P+R 
(i) . 

16* 
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ou, en désignant toujours par v une permutation arbitraire des 
NOMDPNES vWajeut vs-dn WORTa 

[zt |< a} >| 2 ae Vv) 04}, eras Oyj, My ,42vz cee ay, + 

i - }) Mt j,@aio - « nj)” I< 

oan [2: >) M24- mnets(D) mM*1)2) < 
(1) (J)(v) 

eons A 1 (i 1)3 << ApmM?*-4, 

A, désignant une constante: 

= 3 max (k!)? <3 (n!)?. 
k 

Ainsi, nous avons 

[gy a hy, 8a, + + +) gp! |? a | [g4, 89) Sy: ty gl y =— 

= A,mM*~10,, | 0 | <1 
D’une manieére analogue: 

| [gy =: hy, 89 hs hg, §3) oe ey gh] |? a 

a= | Igy + hy, Peas Gay) 8a) Siero say ra is ed A,m (M a na) ot 8., 

| 0, | = 4 

J igy hy 2 ee Fea = "1 fe, Hal © ge 

a hy-1) gn! y i A,m (M a Ne On, | 0, = 1 

En additionnant les égalités obtenues nous retrouvons (5). 
3.06. Autres exemples. 
a. Volume dun simplexe. On appelle simplexe 

k-dimensionnel engendré par les vecteurs g,, . . ., g, (dans n’importe 
quel espace vectoriel) l'ensemble %;, de vecteurs x décrit par la 
formule 

Weiss O18 4 baits ages w-coeced, Dos (4) 

(enveloppe convexe des points g,, ..., gp, et 0). D’une facon analo- 
gue a 3.55a, les simplexes k-dimensionnels dans l’espace euclidien 
R, possedent leurs volumes k-dimensionnels. I] existe un lien entre 
les ‘volumes’ |"2; |, | 2 |, . «5 | Bh Pales simplexes 27: 2, . 3 

., Un engendrés respectivement par.les vecteurs g,3 £1, £23 --- 
~++3 £1, - + +> Op que nous alfons etablir: 

Appelons hauteur d’un simplexe %;, la longueur h; de la perpendi- 
culaire abaissée de l’extrémité du vecteur g, sur le sous-espace Ry_, 
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engendré par les vecteurs g,, ..., g,-, (fig. 3.5-10). Le simplexe 5, 
est donné par les conditions (1); sa section par le plan paralléle 

G3 

I 

———— Pigs Broet0 5. _ » Figy 3.5-44 

“a R,-, et éloigné de Z,., d’une distance s est déterminée par les 
conditions 

=F (0481 t +t On-1Bn-4+.8n)> 
h-4 

Wd (eet ham ee AO <1 
i=1 

Il est évident que cette section représente elle aussi un simplexe 
obtenu de S;_, par une translation et une homothétie de rapport 

= 
s/h,. D’aprés 3.51f, Vaire de la section vaut (-) [epee 

I] en résulte en vertu du principe de Cavalieri 3.54: 

Ay 
h—-1 hk 

[2.1= | (=) | Zn-1| ds = —| Bn. 

0 : 

Etant donnée la relation évidente | 2, | =h, = |g, |, ona 

hn haw do Bn 
| 2n|=|2na1]/—-=-..=-=s*. 

En rapprochant ceci et le volume du parallélépipéde 3.55 (1) nous 
obtenons: 

1 
| Bn] =sy [gi +--+ Sn) |- 

b. Volume duneibowle ndimensionnelle 
Soit 

Serpe tie fe (er PT} 
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Deux boules d’une méme dimension étant homothétiques, on a 
S, (r) | =r"S, (1) = C,r™ ot C, est une censtante a trouver. 

La section de la boule S, (r) par un hyperplan z, = h, |h | <r est 

une boule (n — 1)-dimensionnelle de rayon Yr? — h? es B01 
Conformément au principe de Cavalieri 3.54a, on a 

rT n—1 

[Sel J 15s (Vre—h | dh = Cas j (r?—h2) 2 
an 

Effectuons la substitution h =rsin@; nous aurons (U/1.54): 

n/2 

Cyr™ =| Sp (r)|=Cnar” j cos" 6 d0 = 
—n/2 

a n+14 

Ca ar'B (s> a) Hens” eS 7 . 
d’ou we 

Cae bal wane! 
ammeTeer) 

1 # 

Comme C,=S,(1) =2, on vcy-o tz) lz) _, C;=<n, et 

en général : 

Galli (2) F(a) r(ajtls).. 2la)n (ete) e n ) (+ r (+1) 

2 2 

ee (z)" (3) _ an 

nah, 
Définitivement 

bay errors (2) 
2 

3.07. Coefficient de distorsion d'un volume 
par une application dérivable. 

a. Soit x = x (u) une application dérivable d’un domaine borné 
U — R,, dans un domaine borné X < R,; sous une forme plus déve- 
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loppée, l’application z (wu) s’écrit: 

Fn ks ee ee ee (1) 

We ie Wie 2k hee 

En vertu de 3.5/b, l’image de la frontiére de chaque pavé B c U 
est un ensemble négligeable dans le domaine X; par conséquent, 
V’application z (uw) transforme chaque pavé B en un ensemble jorda- 
nien z (B). Nous tenons a calculer le coefficient de distorsion de la 
mesure (3.45): 

-, 12(B)| 
Ae anes E 

Si x (u) est une application linéaire, alors x (B) est le parallélépipéde 
dont les arétes sont les images par x (u) de celles du pavé B. Soient 

ie Oe oe eee or fe ee eae 

les arétes du pavé B et 

Dy = Ay t+... + Ann, 

Ln = Any + «++ +4nnUn 

application z = z (uw). Alors les images des arétes du pavé B seront 
respectivement 

(G44, Got, «++, Any) Aly, 

(@42, G22, --+; Ang) Aue, 

(ain, Gans +++% Ann) Bu, 

et le volume du parallélépipéde x (B) se trouvera égal a (3.55c) 

| x (B) | = | det || a;; || | Avy... Au, = | det || a:; || | | B I. 
Donec, 

[(B)| = 
|B] = | det || ai; |||, (2) 

et c’est bien la valeur du coefficient de distorsion de la mesure. 
b. Considérons 4 présent une application dérivable arbitraire 

zx (u). A un point donné a € U dégageons la partie linéaire principale 

x(a + Au) = x’ (a) Au + 0 (Au). (3) 
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L’opérateur z’ (a) (R, > R,) est donné par la matrice de Jacobi 
(1.25a) 

EO) Arn (a) 
Ou, se Ou 

gz! (a) ~ PO eg ee 

da (a) dLn (a) 
OUn, OUn 

Théoréme. Pour une application dérivable x (u),; le coeffi- 
cient de distorsion du volume peut étre calculé d’apreés la formule 

» (a) = lin ——— prey =| dex (a)|: (4) 
Bsa rae oe 

Démonstration sera aftechiee en plusieurs étapes. Nous 
démontrerons d’abord la relation limite (4) pour le cas ot les pavés 
B se contractant vers le point a sont des cubes. Nous verrons ensuite 
qu ‘elle reste valable pour n’importe quels pavés et méme pour 
n’importe quels ensembles jordaniens se contractant vers le point a 
(3.58b). 

c. Supposons d’abord que: l’application w’ (a) ne soit pas dégé- 
nérée, de sorte que det 2’ (a).=«-0. D’aprés le théoréme 7.56 sur la 
fonction inverse, il existe un domaine V contenant le point a et qui 
s’applique de facon difféomorphe sur un domaine W < X contenant 
le point b = x (a): 

Lorsque le vecteur h €.R,, -parcourt le cube Q = {-5 <= 2 = 

= ” peed os ae n\, le vecteur x’ (a) h parcourt un parallélépi- 

pede non dégénéré S de volume | S | = | det 2’ (a) |. Comme il 
est non dégénéré, le parallélépipéde S contient a son intérieur une 
boule d’un rayon c >0O. Fixons arbitrairement un e >0O et considé- 

rons le ce- voisinage Soe du parallélépipéde S. Tout le voisinage est 
recouvert par la réunion du parallélépipéde S avec les translatés 
du parallélépipede eS, chacun de ces derniers ayant des points com- 
muns avec S, puisque contenant une boule de rayon cs. Ainsi, tout 
le ce-voisinage est recouvert par le parallélépipéde (1 + ©) S. Nous 
obtenons pour le volume de l’ensemble S,, |’inégalité suivante: 

| Sco |< (1 + €)" |S | = (4 + 8)" | det 2’ (a) |. 

Quel que soit un pavé cubique A d’aréte 6, le volume du ce6- 
voisinage du parallélépipéde 2’ (a) A est estimé, pour la raison 
d’homothétie, comme suit: 

| (2° (a) A)cos |< (1 + 8)" | 2’ (@) A | = 
= (1 +:+8)",. & | detox’ (a)-|-==t(1 +e)? 4A | | det x’ (a) |. 
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D’aprés.e >0 donné, trouvons 5 >0 tel que la quantité o (Au) 

dans (3) admette pour tout | Aw | << 6 Yn la majoration | (o (Au)|'< 
<ce| Au |. Soient A CV un-pavé cubique d’aréte 5 contenant le 
point 0 a l’intérieur ou sur la frontiére et B = a+ A. Pourh€ A 

le point a + h est éloigné de a de 6 Yn au plus, donc la distance du 
vecteur x (a + h) au vecteur x (a) +2’ (a)h ne dépasse pas ced, 
c’est-a-dire le premier d’eux appartient au ce6d-voisinage du paral- 
lélépipede b + 2’ (a) A. Par conséquent, on peut trouver un majo- 
rant de | x (B) | exprimé par | B |: 

| 2 (B) |<] (b +2" (a) Ayes |= | (e" (a) A)eos | < i: 
< (1 + €)” | A || det x{a)| =| (1+ 2)" |B|-| det x’ (a) |. (9) 

Afin de minorer | z (B) | A l’aide de | B |, raisonnons comme suit. 
Désignons par b + D le parallélepipéede concentrique et homothé- 

tique au parallélépipéde b + 2’ (a) A, avec 1 — € pour rapport 
d’homothétie. Il est clair que D = 2’ (a)C ot a+C est le pavé 
cubique concentrique et homothétique au pavé cubique a~-++ A, 
avec le méme rapport d’homothétie 1 — e. 

Soit uw = u (z) l’inverse de la fonction x (uw), de sorte que a = 
= u (b). La fonction u (z) est dérivable dans le domaine W, et l’ona 

u(b+k) =a-+u’ (b)k +0 (hk). (6) 

Pour ¢ >O0 donné, trouvons 6 >O tel que la quantité o (k) 
dans (6) admette la majoration | 0 (k) | << « | k | pour tout | k | < 6. 
Certainement, on peut admettre que ce soit le méme 6 qui améne 
a l’inégalité (5). L’opérateur wu’ (b) applique le parallélépipéde S$ 
inversement sur le pavé cubique Q, et le parallélépipéde D sur le 
pavé cubique C. L’image du parallélépipéde 6 + D par l’application 
z—>u (zx) est contenue dans le e6-voisinage du cube a-+C et, 
a fortiori; dans le cube B; en d’autres termes, 

u(b+2' (a)C)}cB 

ou, ce qui revient au méme, 

z(B)p>b4+2 (aC: 

Il en découle l’inégalité suivante pour les volumes: 

[2 (B)|2|b+2' (a)C |= ]2 (aC |= 
= (1—e)® | 2’ (a) A |= (1 — 2)” |B | | det x’ (a) |. (7) 

En rapprochant les inégalités (5) et (7) nous pouvons donc affirmer 
que, pour tout ¢ >0 et pour tout pavé cubique B d’aréte 6 < 6 (8) 
contenant le point a, a lieu l’estimation double 

(1 —e)"| det 2’ (a) |< Cor <(1 + e)"| det 2’ (a)|. 

Cela démontre le théoréme dans le cas ott det x’ (a) #0. 
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d. A présent, soit det xz’ (a) = 0, mais x’ (a) 40. Dans ce cas 
l’opérateur x’ (a) transforme le cube Q en le parallélépipéde dégénéré 
S =2' (a) Q. Désignons par r,0O <r<n, le rang de la matrice 
x’ (a). Le parallélépipéde S se trouve dans un plan r-dimensionnel 
et contient une boule r-dimensionnelle de centre a l’origine des coor- 
données et d’un rayon c. D’aprés ¢ >O trouvons 6 >0 tel que la 
quantité o (Au) de l’égalité (3) admette l’estimation | 0 (hk) |< 
<ce|h| pour tout Au =h, |h |< 5; le vecteur x (a + h), pour 
tout h€ A, appartient au ced-voisinage du parallélépipéde b + 
+ x’ (a) A. Or, intersection du plan y et de ce voisinage, de méme 
que dans c, se trouve dans un parallélépipéde 7 de volume (r-dimen- 
sionnel) < (1 + e)’ |B || S |,. En outre, le ced-voisinage mentionné 
contient certains points en dehors du plan y; ils appartiennent tous 
au produit du parallélépipéde 7 par une boule de rayon ¢6 dans le 
sous-espace (n — r)-dimensionnel, orthogonal au plan y, de l’espa- 
ce R,,. Pour cette raison, le volume du domaine x (B) ne dépasse pas 
la quantité 

| T |p (26)"-" <(4 + 8)" &%-76"-"6" | S| = (4 +2)" "| BIS; |. 
Ainsi, dans le cas considéré nous avons 

| x (B) ee <i +e) e abs 

Pour B—a ou, ce qui est le méme, ¢ > 0, nous obtenons 

. B) | lim |= ( == 
B-a | B | 

e. Il nous reste un seul cas ot x’ (a) = 0, de sorte que 1’ opéra- 
teur x’ (a) transforme le cube Q en un point, origine des coordonnées 
de l’espace X. D’aprés ¢ >0O donné, trouvons 6 >0 tel que la quan- 
tité o (h) dans (3) admette l’estimation | 0 (hk) |<e|h| pour 
tout |h |< 6. Ainsi, la distance entre le vecteur x (a + h) et le 
point x (a) = b ne dépasse pas, pour |h | < 8, le nombre ¢6. Par 
conséquent, l’image x (B) du pavé B se trouve dans la boule de rayon 
26 centrée au point b. Donc, 

| x (B) | (e6)" vgn 

et, lorsque Ba (e—>Q0), la quantité ae a 0 pour limite. 

Définitivement, dans tous les cas possibles, on a 

. |(B) ' 
Salen er pera fag ae 

et le théoréme b est complétement démontré. 
3.08. Changement de variables dans une 

intégrale multiple. Nous sommes maintenant en mesure, 



2 3.3. Intégrale de Riemann dans un espace euclidien 291 

en appliquant le théoréme 3.45, de formuler la régle fondamentale 
de changement des variables dans une intégrale multiple. 

a. Théoréme. Soit x = x(u) une application jordanienne 
(3.45) dérivable d'un corps jordanien compact U <R, sur un corps 
jordanien compact X < Rj, telle que l’intérieur du corps U s’applique 
sur l’intérieur du corps X et la frontiére de U sur celle de X. Supposons 
qu'une fonction f (x) soit continue sur l'ensemble X. Alors la formule 
suivante a lieu: 

j i (t).dz= j g (u) det x’ (u) du, | (1) 
Xx U 

ou g (u) =f (x (w)). | 
Démonstration. Si U est un cube dans R,, le résultat 

cherché découle des théorémes 3.45 et 3.57b, compte tenu du fait 
que, dans le cas en question, on peut choisir pour cellules une famille 
de cubes inclus dans U (3.33g). Si U est un ensemble élémentaire, 
i.e. une réunion finie de cubes sans points intérieurs communs, le 
résultat cherché se déduit en additionnant les égalités du type (1) 
écrites pour chacun de ces cubes. 

Envisageons le cas général ot U est un corps jordanien quelconque. 
Pour ¢ >O donné, trouvons un ensemble ouvert élémentaire Q c 

<— R, qui contienne la frontiére Z du corps X strictement dans son 
intérieur et ait une mesure <e. L’image réciproque compléte F CU 
de l’ensemble X — QX est une partie fermée de U qui n’a aucun 
point commun avec la frontieére W du corps U, de sorte que 6 = 
= d(F, W) >0 (3.23d). Ensuite, en nous servant du lemme 3.5/j, 
trouvons un ensemble élémentaire P de mesure <e qui contienne W 
strictement dans son intérieur et soit lui-méme contenu dans le 
6-voisinage de W. La différence VU — P est un ensemble élémentaire 
qui se transforme en un ensemble jordanien Y CX contenant 
l'ensemble X — Q, de sorte que m(X — Y) <mQ<e. On peut 
maintenant écrire: 

| f@ae= | f@det+ | fede, 
x Y oes 

j g (u) det x’ (u) du= j g (u) det x’ (u) du + j g (u) det 2’ (wu) du. 
U U-P P(\U 

Comme U — P est un ensemble élémentaire, les faits démontrés 
impliquent : 

\ g(u) det x” (w) du = \ f (x) de. 
U-P 
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Puisque m (X — Y) <e, mP Ze on a 

| j f (x) de|< max | f (x) |e, 

XLY - 

oq. | J ee) dot 2” (w) du] <max | f (2) [-max | det’ (uw) |-e. pt bes U 

Il en découle 

| j f (x) dx — j g (u) det x’ (u) du| <max \f (x) (+ max | det x’ (wu) |) €, 
a U es coiial 

et, ¢ >0O étant arbitraire, ona l’égalité (1), ce qu’il fallait proiiver. 
-b. Revenons a la formule 3.57 (4): 

lim 2) —| det x’ (a) |, (2) 
B-a | B| 

qu’on a démontrée plus haut pour le cas des pavés cubiques B. 
Soit B,, B,, ..., By, ... une suite quelconque de corps jordaniens 
de mesures positives mB, = | B, | qui se contractent vers le point a. 
D’aprés ce qu’on a démontré dans a, nous avons 

| nib shes j dz = j | det x’ (u) | du ; 
x(B,,) By, 

donc, en raison de la continuité de x’ (u), 

Vv 4 ( , Fil = TBs] { | det 2 (u) | du—> |det 2” (a) |; 

Vv 

la formule (2) s’avére ainsi valable non seulement pour les cubes, 
mais pour n’importe quels corps jordaniens B qui se contractent vers 
le point a. Dans ce qui suit, nous écrirons | A | 4 la place de | det A |. 

3.59. Exe mples. 
aJAire d'une figure plane en coordonnées polai- 

res. Soit X C Ry ={z, y} une figure plane (domaine jordanien). Son aire 
s’exprime par Vintégrale 

s=|x|=| | avay, (1) 
x 

Si l’on passe aux coordonnées polaires 

L£=Precosp, y —rsin gO, 
on aura 

trp Lp |. |cosp —rsing| _ 

sin @ r COS ~ 
| 0 (x, y) = 

0 (r, ) Yr Yo 
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Par conséquent, pour le domaine correspondant U dans le plan r, 9, on obtien- 
dra: 

Si j dx dy = \) rdr dq. (2) 

Supposons que le domaine X soit limité par deux demi-droites p = a 
et p = f et une courbe r = r (q) (fig. 3.5-12). Alors, en mettant l’intégrale (2) 
sous la forme d’une intégrale itérée, avec |’inté- 
gration intérieure par rapport ar, on trouve: 

C’est la formule qu’on a déduite directement 
(U9.62). ’ 

b. Aire d'une figure G limitée Fig. 3.5-12 
par une courbezx**4 yA _1 (x >0, 
y>0O) et par les axes de coordonnées. Onsuppose que les 
exposants 2/A et 2/u soient des nombres réels_ positifs. 

Passons d’abord aux variables z'!/* — x, y'/# = Y ayant en vue d’utiliser 
par la suite les coordonnées polaires. Le domaine correspondant Q dans le plan 
X, Y est découpé lui aussi par les axes de coordonnées et par un quart de la 
circonférence X? + Y? = 1. De plus, on a 

a(z, y)|_|ax’-* » 0 We tw 
fac Y) -| 0 uyead, |i Te 

donc, 

s=| j dx ay =i.) \ nd Yaa AY. 
i Q ; 

En passant aux coordonnées polaires X = rcosq, Y = rsin @ et compte tenu 
de Uii.54, on a: AT: 

m2 1 t 

S=Au j \ rht+—1 cosh to sin' 1 dp dr= 

@=0 r=0 c 

mt/2 

__ Au tibet nade Dee, hina kh (+ +)= “744 | @ sin ed=77 98 yee 

ou B (p, q) est la fonction béta d’Euler, T' (s) la fonction gamina d’ Euler 
(U11.54). 
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Cas particuliers (fig. 3.5-13) ; 

‘ 1 
N=p=1 = are de circonférence) : acre aC a 

vee wii) eee we 
A=p=2 (segment de droite) : rebe a TQ 2? 

3 iva 
’ ty k 3 ( 2 jm 3m 

N=p=3 _ (are d’astroide) : Sua ra), aa 

e. Coordonnées sphériques dans Rs. Dans l’espace 
euclidien tridimensionnel Rg avec z, y, z pour coordonnées rectangulaires, le 
systéme des coordonnées sphériques est formé des quantités suivantes (fig. 3.5-14) : 

Fig. 3.5-13 Fig. 3.5-14 

la distance r du point O au point M (sz, y, 2); 
langle 6 que la demi-droite OM fait avec le demi-axe positif des z; 
langle @ que la projection OP de la demi-droite OM sur le plan z, y fait 

avec le demi-axe positif des x. 
Il est évident que 

s=reos Oj 

x=rsin8cos @, } (3) 

y=rsinO@sing. 
De plus: 

sinOcos@ rcosOcosp —rsinOsin@ 

ser =|sinOsing rcosOsing rsinOcos@ |=r2sin0. 

7a cos 8 —rsin 0 0 

Par conséquent, pour deux domaines G et U correspondant l’un A l’autre, en 
coordonnées cartésiennes et sphériques respectivement on a 

\ \ \ f (x, y, 2) da dy dz= j \ \ f (x, y, 2) r2 sin 0 dr dO dg, 

< U 
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ou cians x, y, z dans le second membre sont 4 remplacer par leurs expres- 
sions (3). 

d. Calculer le volume d’un corps Gc Rg en sachant ses sections Sj par 
les demi-plans g=const € [0,2x] (p est la troisiéme coordonnée sphérique, c) 
(ef. fig. 3.5-15). 

En coordonnées sphériques on a 

[¢G= j j j dx dydz= j j j sind dr 00 494 { | \ r? sin Oar ao } dp. 

G U g=0 8, 

Introduisons dans le demi-plan S, les coordonnées cartésiennes z = r cos 0, 

Fig. 3.5-15 Fig. 3.5-16 

p =rsin 0. Alors, pour le domaine correspondant Gj» dans le plan p, z, on a: 

j j r2 sin @drd0= j j rsin 0 drd0= j j p dzdo. 

2 9 G 

L’intégrale dans le membre droit est la coordonnée horizontale pg (@) du centre 
de gravité de la figure Cy (3.54b) multipliée par l’aire | Gy | de cette figure. 
Nous obtenons ainsi 

2m 

|@1= J 0c (9) 1Gy | dg. 
0 

Notre probléme sera résolu dés que nous sachions, pour tout @ € [0, 2s] 
l’aire de la figure G, et la distance p, (@) de son centre de gravité a l’axe des z. 

Pour le tore montré fig. 3.5-16 nous avons | Gp | = na*, pc (p) = R; par 
conséquent, , 

le? i= Ase sack 2502. 
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§ 3. 6. Intégrale de surface 

3°61. Definition dune rntegrale d essary ia cre 
a. Soit z = @ (uw) (R; > R,) une application définie et contini- 

ment dérivable dans un domaine U Cc R,. SoitG CU unensemble ~ 
jordanien fermé. L’ensemble S = @ (G) CR, sera appelé surface 
k-dimensionnelle dans A yes 

Nous tenons a définir i intégrale de surface 

| sas haz (1) 
Ss 

d’une fonction f (z) donnée et continue sur S. 
L’intégrale correspondante sur un domaine plan S peut étre 

interprétée comme masse totale de ce domaine, si f (x) représente la 
densité de la masse au point z. D’une facon analogue, l’intégrale (1) 

doit avoir le sens de la masse de toute 
la surface S, si f (x) est la densité. 
En particulier, pour f (z) = 1, notre 
définition sera celle de l’aire de la 
surface S. . 

Afin d’éviter la superposition des 
parties essentielles de la surface S, 
nous supposons que l’application z = 
= (wu) soit biunivoque, a l'exception 
éventuelle d’un ensemble négligeable 
DAG. 

b. Passons aux définitions rigou- 
reuses. Considérons une partition jor- 

danienne quelconque Il = {Z;} de lVensemble G; soit d (I), 
comme d’ordinaire, le diamétre maximal des ensembles #;. Dans 
tout ensemble Z; fixons un point quelconque &; et considérons, dans 
les limites de l’ensemble £;, l’application linéaire « tangente » 

E, + Au— 9 (&;) + 9’ (&;) Au. 

L’image E; de l’ensemble #; par cette application est un sous- 
ensemble jordanien de la variété linéaire k-dimensionnelle correspon- 
dante. Les ensembles E; forment un recouvrement « en tuiles » de la 
surface S (fig. 3.6-1). En attribuant a chaque « tuile » E; une « den- 
sité » uniforme f (@ (&;)), nous voyons que le « poids» de tout le 
recouvrement «en tuiles » vaut 

Fig. 3.6-4 

2 f (9 &:)) [Ei hee mrpaetay) 
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A présent trouvons la valeur | E; |,. L’application x = @ (u) 
écrite en coordonnées a la forme 

ies ae ee ea ie en en Ta ee 

Ln = PHU, \ +. Ux). 

La dérivée g’ (w) est un opérateur linéaire (R, — R,) avec la matrice 

|| 204 Ops 
Ou, OUR 

Q’ (u) ae iS is CB UR ey ee 

Pn Pn 

Ost 5) Ou, 

Soit d’abord E; un parallélépipéde rectangle B; d’arétes 

gi= (Aw, 0, BL S.* 9 0 F 

mi ttel at oe ie epee Re spe) 3 5 

pee enomos. An; ): 

ein (Se, ---, Fe) Au, 
8 2 we Se ee ee Sl te Se ES 6 we Of fe 

Son volume k-dimensionnel | E; |, vaut, conformément 3.55, la 
racine carrée de la somme des carrés de tous les mineurs d’ordre k 
de la matrice q’ (uw) multipliée par Au, ... Au,. D’aprés 3.554, 
désignons cette quantité par 

1 —|f 9@ a) og (i) 
| Ei lk =| ee BP Fa ¥ on, “dup, ]|4u . Aun. (3) 

N’importe quel ensemble jordanien £, selon 3.31c, est formé d’une 
certaine facon des cellules B;; la quantité p’ (€;) est constante pour i 
fixe; c’est pourquoi, en effectuant le procédé correspondant pour £;, 
nous voyons que la formule (5) reste valable pour n’importe quels 
ensembles jordaniens: 

| Ei |p =|{ | ‘ ae ea (4) 
any ae) 

La somme (2) se met donc sous la forme 

ag (Ei) ap (Ei) is DFG) |[ MG e+ Stage || Beh 
elle nosis. une somme intégrale pour l’intégrale 

\ fom |[S2. -.., $2] av. 
G 

(9) Ou, | 

17—0545 
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Comme f (@ (u)) ) et |[ “8 ES a sont continus sur G, les i 08 By) Sy 

sommes intégrales (4) aaa vers Secrets (5) lorsque d (Il)— 
-_>(). Nous sommes ainsi amenés 4 la définition: 

[eeras= [7 @)| [Tie om I (6) 

En particulier, nous appelons mesure k-dimensionnelle ou, tout 
simplement, aire de la surface S l’intégrale (6) avec f (x) = 1, c’est-a- 
dire la quantité 

0 0 ISh—=fas={|(Ee, ..., SE] |au. (7) 
8 G 

Ou, 

c. Il faut prouver que la définition ci-dessus soit correcte, i.e. 
ne dépend pas du choix. des paramétres déterminant la surface S. 
Supposons que, A coté de la représentation x = @ (u), wu EG, il 
y ait une autre représentation x = » (v) de la méme surface S, le 
paramétre v parcourant un domaine V c Rj, et les paramétres u, v 
étant liés par les relations mutuellement inverses 

u = uv), tae 1) (8) 

avec les fonctions wu (v) et v (uw) dérivables. De telles représentations 
x = (u) et x =p (v) seront dites équivalentes. 

D’aprés la définition, on a 

Uptake oe Bow he (9) 

Effectuons dans le second membre de (9) la substitution (8) d’aprés 
la régle 3.58a. Nous obtenons: 

Jie i cpio |[EM, ..., BO) | | Per ww) 
woes Oh) dv. 

Or, en vertu de 1.33), 

[7s (u) op (u) o) O(U4, «++, UR) 

du, ’ 4 | "O (aut tee WD de 

i det2 = 4 ce Ma as Sor Hearst ee 
a (U4, eee Up) O (V4, ses. Up) 

0 (2; very Ti) Ap (v) Ap (v) aV/ Sacre ty SO apr gig), OW, Sen), Talila. ae 
(i) 



§ 3.6. Intégrale de surface 259 

Il en résulte: 

J fom |[S2, ...,¢ 
G 

Ou, 

Hp (v) dp (v) 
=) 40 ON carer Via Fe} | av, 

4 

ce qui démontre l’invariance de la valeur de l’intégrale dans le pre- 
mier membre par rapport aux représentations équivalentes de la 
surface S. 

o.O2. tra Ss) Ward £0 tl 1 ens. 
a. Soit kK=1; on a affaire 4 une courbe L = {x = z (#) 

(ity a Rn), a S t< b} dans l’espace n-dimensionnel R,. La matri- 
ce x’ (t) n’a qu’une e seule colonne {z; (t), eee eel 

[fe ®=|2’ |= fEBon 
~ Les formules 3.67 (6) et (7) prennent les formes respectives 

b a: pete war 

Freac=frewmYV 3 mora (1) 
a tet 

i ee 

el far=f V3 ire (2) 
L a td. 

Les deux formules, l’une pour l’intégrale de la fonction f (z) le long 
de la courbe L et l’autre pour la longueur de la courbe L, nous sont 
familiéres depuis U9.91 (g = s) et U9.63. 

b. Si k = 2, on a affaire 4 une surface bidimensionnelle 

s= {x = (u, v) (Ry > Ry), (u, v) CG = R;}: 

La matrice 2’ (uw, v) a en l’occurrence deux colonnes 

Oz of - Oxy On, Oxf ‘Oxy st 

ote eh ee eee oe} 
dx On” ona 
Ez al est la racine carrée de,la somme de 

carrés des mineurs d’ordre 2 de la matrice 2’ (u, v). D’ail- 

La quantité 

n (n-+-1) 

2 
Ohe ake 

du’. Ov : | 3 
gramme construit sur les vecteurs (3) peut étre mise sous une 

17* 

leurs, l’expression HE ]| qui représente Vaire du parallélo- 
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‘ 0 0 
autre forme: si @ est l’angle des vecteurs — et =, ona 

Ox Ox Ox Ox | ae wel ES Ox 1 peli PEK td 

oe? = ||= 3a || [82 © =| aa ||ae |V 1— cos? o = 
Ox |2| Ox |2 Ox Ox \ 2 7c 

=/|# lsz| —(se> ae) =VEC—P, 
ou 

PS Vl sake een Sn Saee Oh 
ae du =) ( Ou ) Y 

i=1 

F=(= =) = Ox; Ox; 

du’ Ov : Ou Ove 
= 

Ox \2 iE 0 2 epee Li 
C= Ov > ( Ov ) 

i=1 

Ainsi, l’intégrale 3.67 (6) s’écrit, pour k=2, comme suit: 

j f(z) dS = j f(a (u, v)) VEG—F* du dv, (4) 
s G 

et l’aire de la surface S (3.61 (7)) comme suit: 

|S|= | as = | VEGF duav, (5) 
s G 

ce. Si k=n—1, on a affaire & une surface (m—1)-dimen- 
sionnelle S={r= (4, —-., Un-1) (Rn-1—> Rn), (Ut, ---) Uns EGS 
<— R,-4}. La matrice @’ (u) a n—1 colonnes et n lignes: 

Opa (u) Opa (u) || | 
: Pia ob eeltiitec tlle 

Do CEE epee Im lala “aac amen. 
APn (u) APn (u) 

Ou, OUn—4 

Le vecteur 

C4 en 

Ips (u) 9Pn (¥) : : 
Ou Ou ot ® ® 

t Ws 3;(, Aig Nog ieek oan “ =(32. pb Bi a | 

Ips (w) In (u) 
OUn—4 OUn—4 

s’appelle produit vectoriel des vecteurs sf, opis; — LU ests 
n-1 

dg (u) 
Ou; 

évidemment, normal 4 tout vecteur (i.e. normal dans R, 
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a la surface méme S), et sa longueur est juste la quantité 
(a) ta] Sit. Party . 

[=2. A a | |. Ainsi, l’intégrale de la fonction f(z) sur 
U4 OUn_4 

la surface est dans ce cas calculée selon la formule 

| f@as=( Fw) i eae ate || du= J Few) | dw. 
Ss G G 

(6) 
Comme d’habitude, l’aire de la surface S s’en déduit en posant 
j=1: 

[S|= [as | |w|au—( |[32 soy gt |fdu. (1) 
Ss G G 

du,” * OUn-1 

d. Signalons un cas bien commun ot la surface S$ est donnée 
par une équation de la forme 

Ln = @ (aa Bit a} tre gi mere By (33, wo told x28) € Q eo diet 

ou, ce qui revient au méme, par un systéme de la forme 

L144, 

Lz 2, 

In-14 = Tn-15 

In=Q(%4, 7 RD) 
On a alors 

ey Co eC! Cn-1 Cn 

0 
{0 ...pA0 a 

w4 

feds op Op Op 
ol ee ce Ors =(—1)" (ere +--+ enige — en), 

0 
0 0 1 = = 

tn-1 

d’ou 

Wie eye Hea) 
Pour l’intégrale 3.67 (6) de la fonction f(z) sur la surface S, on 
obtient ]’expression 

| f@as=J fe, mee be Cullen an taj eek 
s Q 

xV ()'+--- +( OV A dity... dips. (8) 
Oty 4 
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e. Soit, enfin, k =n, de sorte que le réle de la surface S soit 
joué par un domaine dans l’espace n-dimensionnel. La matrice 9’ (u) 
an lignes et n colonnes; le volume du parallélépipéde construit sur 

les vecteurs Dae se ae est égal au module de son déterminant. 

Les formules 3. 61 (6), (7) 

Jr@as= J reew| se jes 
50.05) Us) 

be — (| 2@r +--+ Pn) [S| iy \| 
Oe ete) 

du 

se transforment en. les formules usuelles de changement des variables 
dans l’intégrale n-uple 3.58 (1). 

3.63. Exemples. 

a. Trouvons dans R, l’aire de la partie de la sphére de rayon R qui est 
pee par deux méridiennes 9, < p < @q et deux paralléles 0; < 0 < 0, 
ig 2). 

En coordonnées sphériques x= Rsin Ocosg, y= Rsin Osing, z= 
= Ros 8 (8.59c) nous avons 

cient tl 
dp Op dp 
Ox oy Oz 

08 00D 

de sorte que 

__ ( o% \2 Oy \2 G2 \4 9 5 

=(ay) +(ap) + (ap) SPtzint es 
_ Ox Ox Oy fis Be Mid 02 

~ dp 00 ' dp 00 ' dp 00 

= (3) + (a5) +(ar) 

leet R sin 0 cos p 0 

ReosOcosp ReosOsing —RsinO 

=, 

Il en résulte: 

Po 02 Po 02 

\sj= | | Vier F2 dp d0=R? \ \ sin 0dg dd = 
M4 91 @, 1 

= R* (pg —1) (cos 04 —cos Oa). 
En particulier, pour toute la sphére 0 < p < 2n, 0 < 0 <q, nous obtenons 

|S | = R2-2n-2 = 4nR?. 
b. Calculons l’aire du tore produit par la rotation autour de l’axe des z 

de la circonférence de rayon a qui se trouve au début dans le plan z, z ou elle 
a pour centre le point z = b (b >a), y=0,z2=0. 

Une représentation paramétrique du tore est immédiate (voir fig. 3.6-3): 

z=(b+acost)cosg, y= (b+ acos>) sing, z= asin; 
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les angles @ et variant de 0 a 2x. Vu que 

ax dy as 
dQ og aT) 23 ROE Arar rl (b-+-a cos p) cos 0 

Ox Oy % —a sin p cos @ —asin sin @ meek 
op ap ap 

on trouve 

: ZE=(b+acosp)?, F=0, G= a’. 

Définitivement : 

250 23 2m 2m 

Pst=f j VEG—F2dpdp=a j j (b +a cos tp) dp dip = 4? ab. 

0 0 0:0 

ce. Aires de surfaces homothétiques. Deux surfaces 
&-dimensionnelles S, et S. que l’on puisse donner par les applications dérivables 
respectives 

x = @ (u), 

z = b@ (u) 

(x €R,, 6 >0), la variable wu parcourant, comme d’habitude, un domaine 

Fig. 3.6-2 Fig. 3.6-3 

jordanien G — R,, sont dites homothétiques, de rapport ad’ homothétie b. Trou- 
vons la relation entre leurs aires. Ces derniéres s’expriment d’aprés la for- 
mule 3.67 (7) 

ay op - isii=)| [2 eae ] 
G 

oT) Op 
sei |[2 Bug ge » SEI aw. (2) 

G 

du, (1) 
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En mettant le coefficient b en facteur pour chacune de & colonnes des mineurs 
figurant sous le signe somme dans (2), nous voyons que 

| Sg | = bF |S; |. 

Ainsi, le rapport des aires de deux surfaces k-dimensionnelles homothétiques est 
égal a ia puissance k-eme de leur rapport d’homothétie. 

3.644. Aire d’une surface comme limite des 
aires de surfaces polyédres inscrites. 

a. Nous avons, a son temps, défini la longueur d’une courbe 
comme limite des longueurs de lignes polygonales inscrites. I] s’avére 
que l’aire d’une surface peut étre définie d’une maniére analogue, 
comme limite des aires de surfaces polyédres inscrites lorsque les 
faces de ces derniéres son indéfiniment morcelées. Mais ce n’est pas 
toute suite de surfaces polyédres inscrites dans une surface donnée 
qui convient a obtenir l’aire de cette derniére par le passage a la 
limite lorsque les faces sont indéfiniment morcelées (cf. exercice 5). 
Nous allons indiquer certains types de suites de surfaces polyédres 
inscrites dont les aires ont pour limite celle de la surface donnée. 

Soit S = { = g (u), u€ U CR;} une surface k-dimensionnel- 
le dans l’espace n-dimensionnel. On suppose que l’application @ (uw) 
posséde dans le domaine fermé U la dérivée g’ (w) continue et non 
dégénérée, de sorte que la somme des carrés de tous les mineurs 
d’ordre k de la matrice @’ (w) soit supérieure ou égale 4 un nombre 
positif c?. Cette derniére hypothése s’exprime également comme suit: 
si £1, -- +, Zp sont les vecteurs de base dans l’espace R;, alors, dans 
tout le domaine U a lieu |’inégalité 

| [2% dp . 
[ae be ae ad se] |>c; 

ou encore: pour tout 6 >0, ona 

| ep’ (u) 81, - - -, @ (u) Bgy] | > cd*. (1) 

b. Soient “@=fa, =, = f,. 4.5 <u, <f,} un cube 
k-dimensionnel inclus dans le domaine U, at ie —%=. = Ba —- 
— a, = h. On peut partager le cube en k! simplexes k- dimensionnels 
d’une méme aire (3.56a) d’aprés la régle suivante. Soient g,, ..., Zp 
les arétes du cube Q issues d’un sommet fixe P, par exemple du som- 
MOt hy = .Oyy oeos) | Upos= lye SOUL dys ceacy ZnS. permutation quel- 

conque des nombres 1, ..., k&. Considérons les vecteurs 

Mag ist Ae (Big + Bin) + ++ tAn (Sut --.+8i,), 

Mys0, .. pag 0, Aye. 

Ils remplissent un simplexe Q;,... i, de sommets aux points P, 

be Sty yk Sie Ries Beare Po ae tae + g:,. Le volume 
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de ce simplexe vaut, d’aprés 3.56a, 

rl Isis Sit Bin Sit --- +8i)/= 

= [Sis +++) Si] [=r Iles 0s |= , 

de sorte que tous les simplexes Qi, -. +7, ont une méme aire. Montrons 

que chaque point du cube Q aminiciiel aun au moins de ces sim- 
plexes. Pour un point donné x €Q déterminons les indices i,,..., iz 

x 

de fagon a ce que, dans la représentation 

z—P=c(gi,-+ olen + Ch8i,» e7=0, 2 <i, (2) 

les nombres c; ne croissent pas: cy >>Cy >... > c,. Nous affirmons 
alors que le point x —P appartient au simplexe Qi, ++ ip © eSt-a- 

dire qu’a lieu la représentation 

r— P=)ygi,+ Ae (Big + Big) + ~~ An (Si + ++» + 8%)» (3) 

ough; = 0. (¢ = 4) 4: .n kh), Anas « = Ap 4. (Envefifet,. on. peut 
mettre (3) sous la forme 

= (M+... + An) Big + (Ae + eee An) Big tt ee. + Anti, 5 

en comparant a (2) nous voyons qu’on peut poser 

Gp eth, ae Ag, Co = Aol eee Aes 3 x, R= Mee 

Nous en tirons 

A, =e; — ¢, 2; Ra ="Co — €, = U, oe ey Ae ee ce. = 

avec 
Ay te. . + hp 4; 

de sorte que x — P appartient effectivement a Qi, ..+4,- En particu- 

lier, nous voyons que les simplexes Q;, .. . i, n’ont deux a deux aucun 

point intérieur commun, puisque la somme de leurs volumes est h’, 
c’est-a-dire vaut le volume de tout le cube Q. 

ec. Considérons maintenant le simplexe Qi, vee ips Les images de 

ses sommets P,P + g;,..., P+ 8i,+.-+- 4 8i, pat V’applica- 

tion @ (uw) représentent k +- 7 somnts sur la sities . que nous dési- 
gnons @ (P), 9 (Pi,), -- + & (Pi,.- + i,) Tespectivement. Ces k + 1 

points déterminent, a leur tour, un esimpleré @ (Qi, -- + ¢,) dans 

l’espace R, qui est inscrit dans la surface S a ce sens que (one ses 
sommets appartiennent 4 la surface. On peut donc inscrire dans la 
surface S k! simplexes @ (Qi, +++ ip): Si l’on considére maintenant une 
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partition II de l’espace R, en cubes Q d’aréte h, on en sépare ceux 
qui sont contenus entieérement dans le domaine U, on partage chacun 

de ces derniers cubes en k! simplexes Qf. Ta, d’une méme aire et on 

construit les simplexes correspondants (0. _ i,) , alors cette cons- 

truction, prisé en entier, fournit ‘une surface polyédre II, dont tous 
les sommets appartiennent 4 la surface S, i.e. une surface inscrite 
dans S. 

d. Calculons l’aire de la surface polyédre II,. Le volume du 

simplexe @ (Qi. ..i,) de sommets @ (P), (Pi), eee a (Ps, Sac 

est 

4 
=r ile(P +gu)—-P(P),. O(P + gut+8i.) —9(P),.-. 

-»@(P+gut.---+84,)—9(P)| © 

Pour ¢ >0 donné, trouvons 6 >0O tel que l’inégalité 

@ (u’) —g' Wu’) |<e 

ait lieu dés que | u’ — uw” | <6. Si les diamétres des cubes O® ne 
dépassent pas 6, alors, d’aprés le théoréme de la moyenne 7.42 (6), 
on a: 

p(P; +e) —@(P)) = 9" (P;) gh) +296, 

p(P i sk Rely P;)=@' (Pj) (g2 +g) + 296, 
a ia) Ye, es ie ie fe) a OR So) eG 8) le Mal, fe a ee ey 8) fe ee ee ee ee tk 

=" (Pj) (go +... +88?) +286, 

ou le? |<e, i=1,...,k. En portant ces expressions dans (4) et 
appliquant 3.55e f, nous obtenons 

{9 ( (02 Ay) Pap
per l lo" (P;) 

P+, 

ves APA) GRE > oi ch hadi 
4 

, 

= appr ll’ (Pi) a +2478, 4, 0" (P;) a + 208] P= 

: 

, 

Fa 
ah, Nae,

 -..,9 (Ph gO 
P+ 

+ eRe 05 (M+ 08)"18, [0 |< 

M=sup|9' (Pi) giv |<D8, _D=sup|[q' (4) |. 
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L’expression C,25 (M + ¢5)?*-!0 peut étre écrite comme suit : 

Cyed* (D+ 8)*-10 = Cre6%0,, | 0,|<]0/<4 
En permutant les vecteurs dans le premier terme et le mettant en 
facteur nous trowvons 

4 , , j [9 (Qi4,) P=—ppr lle’ (Pi).8?, --.. 9" (Pi) BP x 
Cne62h0 ea ge ee 

( 5 lp’ Ps) g)?, .... 0" (Pj) BI? 

ce qui implique, vu que l’opérateur @’ (uw) (1) n’est pas dégénéré, 

1 “ j |o(Q2.4,) P=apr lle’ (Ps) ef, +. 

21 @ (P;) I P (4+ 
(GB nis 

), 

soit 

Ch 0, 

| (Q2.,) |=7 Ile’ (Pa es..." (P S enya —- 

Etant données les inégalités V1+u < <1+—+ et. |[p(P;) o 

(Ps) gk 1|<D*8" =D*| Qi) i, |#!, nous avons : 

L; . IH lle! (Pa o-Ps) P+ 

+ yer Cne0,D% 1109 4, |. (5) 
En sommant ces relations pour tous les simplexes OW; (pour j 

fixe) on obtient 

le (Q2 4, [=] 16" (Pi) 8s ---1 0" (Ps) ee [4+ Cr'e82|Q%|. (6) 
rh faisant la somme sur j on aboutit a la relation 

BH Ea) l= BI le 9 (Pi) BPs «+ -10" (Ps) BHI! + Cn'e20, | U. 
J V j 

Le premier terme A droite n’est rien d’autre que la somme intégrale 
figurant dans la définition de l’aire d’une surface 3.6/b (cf. aussi 
3.33c). Lorsque ¢ 0, cette somme tend vers l’aire de la surface ; 
le second terme tend, évidemment, vers 0. Ainsi, donc, la limite des 
aires des surfaces polyédres que nous avons construites est égale a l’aire 
de la surface initiale, ce qu’on affirmait. 

e. Supposons que, sur la surface S et dans un de ses voisinages, 
soit donnée une fonction f (x) continue par morceaux et bornée en 
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module par un nombre M. Si, avant d’additionner les relations (6), 

on multiplie la j-eme d’ elles par le nombre f (P®), on aura A la 

place de (7): 

> f (P%) » pOy t= pa f (P%) | [9 (Pj) ef, . 

. 2,9 (Pj) gO) | + Cr'e0,M | U |, 
ou | 0, | <1. Le premier terme A droite a pour limite, lorsque e + 0, 

\ intégrale de surface 

\7@ ds 
s 

Le premier membre différe de l’intégrale de la fonetion f (z) 
sur la surface polyédre II, par un infiniment petit, puisque, pour la 
fonction uniformément continue f (x), nous avons: 

|} s@as— SFP) Slo.) |= 
TI, j ) 

|, J fos 3 romiorto- 
y) 3) Z j 

=|5 > v@-1e%as|<e 
OF QP 4) 

sih est suffisamment petit ; pour une fonction continue par morceaux, 
on peut réaliser le raisonnement ci-dessus sur chaque morceau de la 
continuité uniforme de f (x), puis additionner les résultats. 

Ainsi, l’intégrale sur la surface S de toute fonction f (x) continue 
par morceaux peut éire obtenue comme limite des intégrales de la méme 
fonction sur certaines surfaces polyédres approchant la surface S. 

3.65. Couche engendrée par une surface k- 
dimensionnelle. 

a. Soit S une surface bidimensionnelle dérivable dans Rs. 
Menons la normale (7.266) par tout son point et portons sur elle, 
de chaque coté de la surface, un segment de longueur h. Le corps 
tridimensionnel ainsi obtenu V;,(S) s’appelle couche d’épaisseur 2h 
engendrée par la surface S. 

Soit L une courbe dérivable dans R;. Menons par tout son point x 
le plan normal et considérons dans ce plan le cercle de rayon h 
centré au point x. Le corps tridimensionnel ainsi obtenu A: (L) 
s’appelle couche d’épaisseur 2h engendrée par la courbe L. 

b. Ces définitions élémentaires se généralisent au cas de surface 
k-dimensionnelle dans l’espace R, de la maniére suivante. 
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Soit S une surface k-dimensionnelle dans R,, S = {x € Ry, 
z=o({u), u€ J cR,}, ou, plus en détail 

Ly = Dy (Uy, a ss =) 

CRT ah okie ieee \ (1) 

Py Oy (iy, os sy tn). 2 

On suppose que la fonction z = @ (u) ou, ce qui revient au méme, 
les fonctions @, (W,, ..., We); -- -, Qn (Uy, -- +) Up) possédent les 
dérivées continues du premier et du second ordre dans le domaine U. 

En tout point z de la surface S il existe un plan tangent k-dimen- 
sionnel II et un plan normal (nm — k)-dimensionnel (complément 
orthogonal a II). Considérons dans le plan normal la boule de rayon h 
centrée au point z. La réunion de toutes ces boules représente un 
ensemble n-dimensionnel V, (S) que l’on appelle couche n- ~dimension- 
nelle d’épaisseur 2h engendrée par la surface S. 

ce. Dans certains cas, la couche n-dimensionnelle engendrée par 
la surface S admet une paramétrisation « canonique », a savoir une 
représentation de la forme: 

oes A (uy, - 2+) Up, Vet, -- Un) =h (u, v), 7) 

ee tee Ce Ee oe Ete hee Ieee CUNY t (2) 

Tie — ig (ey snd le Ubu ty > <x Vay ET yw hlly 0), 2 

ouf,, .--, f, sont des fonctions a dérivées premiéres continues dans 
le domaine U X Q;, CR,. Ici U CR, est le domaine initial de 
variation des paramétres. uw = (u,, ..., Up), et Q,, la boule 
{n — k)-dimensionnelle de rayon h et de centre au point v = 0, 
V = (V_t1, -- +) Un). En outre, le systéme des fonctions (2) doit 
satisfaire aux conditions suivantes: 1) pour v = 0, les fonctions 
f, (u, 9), ..., f, (u, 0) coincident respectivement avec les fonctions 
@, (vu), ..., Qn (uw) qui donnent la représentation paramétrique de la 
surface S ; 2) pour u € U fixe, les fonctions (2) fournissent une repré- 
sentation isométrique de la boule (n — k)-dimensionnelle centrée 
au point z = @ (wu) ES. 

Etant donnée l’application (2), il est aisé de calculer le module 
O(f4s ++ +5 fn) 
O(u ; Ce) Un) 

valeurs Uzi, =... = Vv, =0. Ce module, nous le connaissons (3.56), 
est égal au volume de l’image de la cellule a, <u, <a, + 4, 

-@-, Oy = iy ee Oy, 47180 yy eS, Cl ope hy 0 <v, <8 par l'ap- 

plication x = f’ (u, v) divisé par le volume de cette cellule méme 
a ayaiiten (0 se l-application. f° (u,v), pours(uev) = (ayys% | ax, 
reset. w0)s transiorme la cellule (¢; = uw, <a, 4-46, ..:, ar< 
< u, <a, + 6) CU en le Sarees dans le plan tangent a la 

du déterminant aux points de la surface S, i.e. pour les 

surface S dont les arétes sont se 8, Ae ae 6, et la cellule 

(OP, gee i0; 0):,, Olay vy <6) Soin de ate 6" en une 
cellule dans le plan “normal ayant le méme volume 6”*. 
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Pour le rapport des volumes, nous obtenons (3.50d): 

| Sin, 2 5 | gn- 
et De eae, ) Oup 2 E +2 || 
0 (u4; eaeyys) a 62 Ou, > 2889 dup, . 

Il en résulte en particulier que l’application (2), du moment qu’elle 
existe, est biunivoque (et bidérivable) dans un voisinage de chaque 

point ordinaire de la surface S, i.e. de chaque point ot | E cae aee 
i 

ae || 40. Nous avons donc, aux points de la surface S: ne re 

Mite gee wh | ro el Ce AO. poenee! | 
Fee creerea CRN dliy « ee dlins eee ealeerans cers du, ... dup, 

tere a : voy | OUfas + + +9 fn) c’est-a-dire que le produit du jacobien TTA CT Lad Oi a in, Rasa gh, 
dr ee 99 Sn 

est gal @ l’aire de l’élément de la surface S. 
d. Si layaleur \usss Waa), 6. 3 1) 56 0_ est fixe. et 2 

= (u,, ..., Up) _parcourt l’ensemble U, alors les fonctions (2) 
décrivent une surface k-dimensionnelle S, qu’il est naturel d’appeler 
« paralléle » 4 S. Comme les images de la cellule (a, Su, < a, + 
+ 6, “ote ary = UR =. QR + 8) € U et de la cellule (bn+4 i Vr+1 = 

< by, + 6, ..., On SMUn KD, + 9) E V par l’application f’n'ap- 
partiennent, en général, plus aux plans orthogonaux (k-dimensionnel 

O(f4, @ Wiley fn) 

O(u4, SeCury Vn) 

pas un élément de la surface S,. Mais, si application z = @ (u) (1) 

est telle que les images des cellules indiquées plus haut appartien- 
nent aux plans orthogonaux pour v= 0, alors le raisonnement 

O(f1, - + +> fn) 
O(Uy, 208, Un) 

et (n — k)-dimensionnel), le produit du,... du, n’est 

précédent reste en vigueur, et l’expression 11 eins 

... du; est l’aire d’un élément de la surface S,. 
e. L’intégration d’une fonction F (x) sur la couche W,, (S) se 

fait, en général, d’aprés la régle 3.58a: 

O}.( Taehcte Seti F (2) de= \ F (f (u, »)) |e | duty. dd. (3) 
w),(S) UXQ, Tag, 

Effectuons l’intégration par rapport aux variables uw, pour v fixes; 
nous obtenons la fonction 

~ 

 (v) = \ F (f (u, v)) |p duy Rides: (4) 
U ; ; 

0 (U4, aoa) 

Si lapplication f conserve l’orthogonalité des surfaces S, aux 
boules correspondantes uw = const, alors l’intégrale (4) est étendue 
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a la surface S,, comme on l’a vu plus haut. Pour l’intégrale (3) nous 
avons 

F («) dx= j @ (v) dv, (5) 
W,(S) Qn 

ce qu’on peut traiter comme suit: on trouve |’intégrale de la fonction 
F (x) sur la surface S,, puis on intégre le résultat sur la boule Q,. 
Dans le cas général ot la surface S, n’est pas orthogonale aux boules 
u=const, la relation (5) reste, naturellement, valable, mais on ne peut 
plus dire que la quantité ® (v) soit intégrale de la fonction F (z) 
sur la surface S,. On ne peut qu’affirmer, d’aprés le théoréme 3.35a 
sur la continuité d’une intégrale par rapport au paramétre, que la 
fonction ® (v) dans (5) est continue, donc, en particulier, pour v > 0, 
tend vers la quantité ® (0) qui est l’intégrale de la fonction F (zx) 
sur la surface S. 

f. Dans certains cas, l’existence d’une représentation canonique 
(2) de la couche W,, (S) est évidente. Soit, par exemple, S la sphére 
(n — 1)-dimensionnelle d’un rayon r dans R,, centrée au point 0, 
ou bien une partie de cette sphére d’aire positive. Alors la couche 
n-dimensionnelle W, (S) (k<r) engendrée par la ‘sphere est le 
domaine obtenu en enlevant a la boule de rayon r + h la boule con- 
centrique de rayon r —h. Une paramétrisation canonique (2) se 
déduit de n’importe quelle paramétrisation de la sphére 

Ey = Py (Uy, y @5 (Un 4); 

° ° . 

In = Pn (U4, sey Un -1) 

en additionnant au second membre de la i-éme ligne le terme v,9;/r 
(|v, |<h). Les boules u=const représentent des segments de lon- 
gueur 2h des demi-droites radiales ; les surfaces S$, (—h Mv <h<r) 
sont des parties des sphéres de rayon r -++ v orthogonales aux demi- 
droites radiales. Par conséquent, ]’égalité (5) signifie, dans le présent 
cas, que l’intégrale de la fonction F (x) sur la couche W,, (S) peut étre 
obtenue en intégrant la fonction F (x) sur la partie convenable de la 
sphére S,, puis en intégrant par rapport av der—har-+ h. 

g. Etablissons ici une condition suffisante d’existence locale 
d’une représentation canonique (2) pour la surface k-dimensionnelle 
arbitraire: 

Théoréme. S’il est possible, pour une surface k-dimensionnelle 
S <R,, dindiquer, & tout.plan normal y (x), une base orthonormée 
des vecteurs £n+1 (2); .- +, Zn (4) qui possédent les dérivées continues 
en x, alors chaque point x. € S admet un voisinage dans lequel la couche 
W, (S) posséde une représentation canonique. 
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Démonstration. Soient e, ..., é, la base initiale 
orthonormée de l’espace R,, et 

ty = Py (uw, <7 Sh ery Up), s+) In = Qn (uy, Sis) a9 Up) 

x 

une représentation paramétrique, par rapport a cette base, de la 
surface S au voisinage d’un point 2». Considérons le systeme de 
fonctions 

y= OM (U4, 2 5 ey AD (Sas és) wise + Un (gn, e1), 

6S eee Rea, 3 ote Chie et 3) ees we eS Peed, ey oe pee ee ee Ae (6) 

Xn = Pn (U4, oO Ur) = Vr+4 (Sr+4> en) . i 2 kee + Un (Sn: en). 

I] est évident que, pour vz+, =... = Vp = O, nous avons un point 
x de la surface S. En fixant w,, ..., wz on additionne le vecteur 
allant au point x sur la surface S et le vecteur 9 = Up4i8n4+, +..-- 
.. » + UnZn Qui se trouve dans le plan normal y (x); lorsque les para- 
métres Vp+,, -- +, Un parcourent une boule de rayon r dans R,_», 
le vecteur x + 0 parcourt une boule isométrique de rayon r et de 
centre x dans le plan y (x). D’aprés c, le déterminant de la matrice 
OGAG ersin ssl) 

O(u4, ee ey Un) 

sorte que l’application (6) est biunivoque dans un voisinage de chaque 
tel point, ce qu’il nous fallait. 

h. Montrons qu’au voisinage de chaque point ordinaire zx de la 
surface S il est possible de choisir une base demandée par le théo- 
réme g dans le plan normal y (2). 

Théoréme. Pour tout point ordinaire x) = @ (Uo) de la sur- 
face S, il existe un voisinage Uy < Ry dans lequel on peut définir les 
fonctions vectorielles orthonormées g; (p~ (u)), j =k +1, ..., n ayant 
les dérivées continues et les valeurs dans le plan normal y (2). 

Démonstration. Choisissons une base orthonormale quel- 
conque £p+1 (Lo), - + +) Zn (Lo) dans le plan y (xo). Ensuite, pour 
tout autre point z«€S, trouvons dans le plan y (x) les vecteurs 
Gn+1 (£2), » ++» Qn (x) dont les projections sur le plan y (x9) coincident 
avec les vecteurs £n+1 (Zo), ---; Bn (%o) YTespectivement. Il] est 
affirmé que, dans un voisinage du point 2», de tels vecteurs existent 
et sont définis d’une fagon unique. L’orthonormalisation des vecteurs 
Gn+1 (©), «++» Qn (x) nous fournira les vecteurs cherchés gz+, (x), .. . 
.. +, Gn (x). Pour déterminer le vecteur q,4+; (x), nous avons a écrire 
le systéme d’équations: 

est non nul aux points ordinaires de la surface S, de 

(qu+3 (2), pi (2))=0, pile) = 2%, i=1,...,h; 
Ou; 

(Gris (LZ) — Sn4j (Xp) Br (xo)) =0 (7) 

(r=k+1, 0.3; 0 idea ee) 
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Etant donnés u€ U CR,, y? € R,, considérons l’application du 
couple (u, y’) dans R, réalisée par les formules 

B= (y's hi (P(u)), ) 

=(y', tr (P(¥))), 
Enis = (y’ — nsj(L0)> Gaza (Zp); | (8) 

En = Ay’ — Sas (2o)s Gn (to) J 

Cette application est linéaire en y, sa dérivée par rapport ay est déter- 
minée par la matrice des coordonnées des vecteurs 1p, (@ (u)), . . 

-» Wa (@ (W)), Sr+r (Zo), - « «> En (Zo). Cette matrice est non dégé- 
nérée, pour uw = wy au moins : la valeur w = Uy correspond a un 
point ordinaire de la surface, ot les vecteurs 1, (@ (up)), 

-» Wn (@ (Up)) sont linéairement indépendants et les vecteurs 
fr+1 (Lo), - - +> Yn (Zo) forment une base orthonormale dans le plan 
-normal y (xo), par conséquent, 

| Ih, (@ (wo), - - ++ Pr (P (Uo), Bati (Lo)> - - +> Bn (Xo)) | = 

= | ty, (@ (uo), - - -s Pr (@ (wo))]| # 0. 

En outre, les premiers membres du systéme (8) s’annulent pour u = 
= Uy et y’ = gn+; (Zo). D’aprés le théoréme 7.53 sur la fonction 
implicite, dans un voisinage du point wy il existe l’unique fonction 
vectorielle y’ (uw) qui annule identiquement les premiers membres du 
systéme (8) et vaut g,+; (zo) pour uw = uo. En posant qz+; (u) = 
= y’ (uw) nous obtenons la solution du systéme (7), ce qu’il nous fal- 
lait. 

Les fonctions g,+; (wu) sont continues et dérivables en w en raison 
de la dérivabilité des fonctions ; (@ (w)) (la surface S est supposée 
deux fois dérivable) et du théoréme sur la fonction implicite. 

L’orthonormalisation du systeme g;,+; (wu) fournit les fonctions 
£n+; (u) qui sont toujours continues et dérivables, puisque les coeffi- 
cients d’orthonormalisation s’expriment linéairement par les rapports 
des produits scalaires des vecteurs g,+; (u) aux déterminants de la 
forme 

| [ap (u)] |? | [dn+4 (uw), dr+e2 (u)] lis ecemesy | ldn+1 (u), sey On (u)] i? 

(L7.51) ; ces déterminants sont continus en u et valent 1 pour u = wp, 
done sont non nuls dans un voisinage du point uw». Le théoréme est 
démontré. 

3.667 Aire dune surface comme limite de 
Vaire moyenne de lacouche ndimensionne]l- 
Nerqgweile ¢ngienud re 

18—0545 
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a. Soient S une surface bidimensionnelle dans R, et W, (S) 
la couche d’épaisseur 2h qu’elle engendre (3.65a). Le volume de la 
couche divisé par 2h s ‘appelle aire moyenne de la couche; une con- 
jecture assez naturelle, qui se réalise au moins dans le cas ol S C Rg 
est un plan, consiste en ce que, lorsque h + 0, l’aire moyenne de la 
couche ait pour limite l’aire de la surface S. 

D’une facon analogue, soient Z une courbe dérivable dans Rg 
et W,, (L) la couche d’épaisseur 2h qu’elle engendre (3.65a). Le 
volume de la couche divisé par sh? s’appelle longueur moyenne de la 
couche ; on peut conjecturer que, de méme que dans le cas ou L CR, 
est une droite, la longweur moyenne de la couche tende vers la longueur 
de la courbe L lorsque h + 0. 

b. Les deux conjectures s’avérent justes; nous allons formuler 
un théoréme général pour une surface k-dimensionnelle dans R,. 

Soient S CR, une surface k-dimensionnelle et W,, (S) la couche 
d’épaisseur 2h qu’elle engendre. Le volume de la couche divisé par 
le volume de la boule (hk — k)-dimensionnelle de rayon h s’appelle 
aire moyenne de la couche (pour k >1; sik = 1 on l’appelle longueur 
moyenne de la couche). 

Théoréme. Si la couche n-dimensionnelle W,, (S) d’épaisseur 
h < ho engendrée par la surface S admet une représentation canonique 
3.65 (2), alors l’aire moyenne de la couche tend, pour h — 0, vers l’aire 
de la surface S. : 

Démonstration. Le volume de la couche W, (S) est 
donné par l’intégrale 3.65 (3) (F (x) = 14): 

|Wi(S)|= { [pore 
0 (U4, +eey Un) UXV, > Yn 

du, eee dvp. 

Effectuons l’intégration par rapport aux variables uw, pour v fixes; 
nous aurons la fonction: 

du, eee dup. 
0 (uy, eouey Un) 

in AUT eas Jad O Deen Son) Aileen 

La fonction © (vp4,, ...-,; Up) est continue par rapport a ses varia- 
bles. Si l’on intégre M sur la boule V;, puis on divise le résultat par 
le volume de la boule, on obtient l’aire moyenne de la couche S, 
qui est donc égale a la valeur moyenne de la fonction @ (v,4,, ... 

.» Vn) dans la boule V;,. Cette valeur moyenne tend, pour h + 0, 
vers la valour de la fonction D (U,4,, . ...» Up) AU Pont v4, =... 

.. =v, = 0. Ainsi, l’aire moyenne de la couche a pour limite 

© (0,-2.2 0) = J | bf} du, ..» dup. 
O (U4, weey Un) |v=0 
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At.» + ofa) 
O(u4, ey Un) 

S obtenue plus haut (3.65c) nous voyons que 

Lan sreni er | sour aug || 

En utilisant la valeur du jacobien sur la surface 

ce qui représente l’aire de la surface S. 
ec. Exemple. Trouvons l’aire de la sphére (n — 1)-dimen- 

sionnelle S$ = S,_, (r) d’un-rayon r dans R,. Comme nous l’avons 
vu dans 3.65f, la couche n-dimensionnelle W, (S) engendrée par 
cette sphére est le domaine obtenu en enlevant a la boule Q,,, de 
rayon r + h la boule concentrique Q,_, de rayon r — h. Le volume 
| Q, | d’une boule de rayon r dans l’espace n-dimensionnelle vaut, 
d’aprés 3.56, 

n/2pn 
Ons (Eat) 

En appliquant le théoréme 6 nous voyons que l’aire de la sphére 
(n — 1)-dimensionnelle de rayon r dans R, est 

lim Le (S| ig LQrenI=l Orn} _ 21 Qr| _ nn Arn-t 
h+0 2 h+0 2h ZF r(B41) 

d. En combinant les résultats b et 3.65h nous concluons: 
Si la surface S = {x = 9 (u), u€E U CR,} est donnée par une 

fonction deux fois dérivable @ (u) (R;, > Ry), et si xo est un point 
ordinaire de cette surface, alors il existe un voisinage G du point x» 
dans lequel il est possible de construire une couche n-dimensionnelle 
W,, (S) d’épaisseur 2h engendrée par la surface S ; l’aire de la partie 
de la surface qui se trouve dans le voisinage G peut étre calculée comme 
limite de l’aire moyenne de la couche pour h— 0. 

La question se pose: est-ce qu’un théoréme analogue a lieu au sens nom 
local, i.e. pour la surface S toute entiére? Cette question est liée a des considé- 
rations topologiques, par exemple a l’absence de points d’auto-intersection 
de la couche Wy» (S), et s’avére trop compliquée pour étre considérée dans notre 
cours. 

§ 3.7. Intégrales impropres 

3.71. Définitions de base. Nous avons établi la 
définition de l’intégrale d’une fonction bornée sur un domaine borné: 
(ensemble jordanien) de l’espace R,. Ici nous étendons cette défini- 
tion aux cas suivants: a) d’une fonction localement bornée dans un 
domaine fermé non borné (intégrale de premiére espéce); b) d’une 
fonction non bornée dans un domaine fermé borné (intégrale de deu- 
xiéme espéce) et c) d’une fonction non bornée dans un domaine 

Lom 
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fermé non borné (intégrale de troisiéme espéce). Ici nous appelons 

domaine fermé un ensemble fermé qui est la fermeture d’un ensemble 

ouvert. 
a. Supposons qu’il y ait un domaine fermé non borné G CR, 

sur lequel soit définie une fonction f(z) admissible, i.e. bornée et 

continue par morceaux sur chaque ensemble borné; nous tenons 

4 attribuer un sens A l’intégrale impropre de premiére espéce 

If= J f(a) de. (1) 
G 

Choisissons arbitrairement une suite de domaines fermés bornés 
G, <G, ¢... CG, Cc... CG vérifiant la condition suivante: 
pour toute boule V, = {x € R,: | z|<o}, il existe un m tel que 
le domaine G,, (donc aussi chaque domaine suivant) contient l’en- 
semble V, (|) G. Une telle suite de domaines sera dite exhaustive. 
Les intégrales 

(ee | f (x) dx (2) 
Gm 

existent. Si, pour m — oo, la suite J,,f tend vers une limite (finie) 
qui ne dépend pas du choix de la suite exhaustive G,,, alors nous 
disons que l’intégrale (1) existe (ou converge) et nous posons par 
définition : 

if= \ f(x) dx =lim \ f (x) de. (3) 
m—> co 

G Gm 

Si les intégrales J,,f n’ont pas de limite pour m— oo, nous disons 
que l’intégrale (1) diverge. 

b. Supposons que dans un domaine fermé borné G CR,» soit 
donnée une fonction admissible f (x); cela signifie, cette fois, qu’il 
existe un ensemble négligeable Z < G en dehors de chaque voisinage 
(3.23b) duquel la fonction f (x) est bornée et continue par morceaux. 

Nous tenons a définir l’intégrale impropre de deuxieéme espéce 

If= | f(@) de. (4) 
G 

Choisissons arbitrairement une suite d’ensembles jordaniens 
G, (G, c... CG telle que chaque ensemble complémentaire 
G —G, contient Z strictement A son intérieur, étant contenu lui- 
méme dans un €,,-voisinage de l’ensemble Z, et cela avec &, > 0 
pour m-—> oo. Une telle suite G, CG, Cc... sera dite exhaustive. 
Si les intégrales 

Fate \ f (x) dx (5) 
Gm 
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tendent, pour m— oo, vers une limite qui ne dépend pas du choix 
de la suite G,,, nous disons que l’intégrale (4) existe ou converge (nous 
disons diverge dans le cas contraire), et nous posons par définition: 

\ f (a) de. (6) 
™m 

If= | F@) dex = lim 
G ™m—> co 

¢c. Supposons que, dans un domaine fermé non borné G C R,, 
soit donnée une fonctions (x), éventuellement non bornée- Plus exacte- 
ment, nous supposons que chaque boule V, = {x € R,: |x« |<} 
contienne un ensemble négligeable Z, tel que la fonction f (zx) soit 
bornée et continue par morceaux sur la différence de V, {| G et de 
tout voisinage de Z,. De telles fonctions sont dites ici admissibles. 
La définition de 1’« intégrale impropre de troisiéme espéce » 

If=\ f(xaz (7) 
G 

est construite.comme suit. Appelons exhaustive chaque suite G, C 
<G, c... CG d’ensembles jordaniens bornés si, pour toute 
boule Vp = {x € R,: |x | <p} et pour tout ¢ >0, il existe un m 
tel que le domaine G,, (donc aussi chaque domaine suivant) contient 
ensemble V, (|G a l’exception de e-voisinage de l’ensemble Zp, 
et que, du moment que ce domaine G,,, pour un 9, > 9, soit contenu 
dans la boule V,,, il ne contient pas non plus le €-voisinage de l’en- 

semble Z,,. Alors les intégrales 

rie j f (x) dz (8) 
Gm 

sont définies; si elles tendent, pour m-— oo, vers une limite If 
qui ne dépend pas du choix de la suite exhaustive G,,, nous disons 
que l’intégrale (7) existe ou converge (diverge dans le cas contraire), 
et nous posons par définition: 

If= { f(@)de=lim | f (2) de. (9) 
G ™m-> 00 Gon 

d. La construction des suites exhaustives dans tous les trois cas 
a, b, c posséde une méme propriété: siG; CG, C...etG, CG,c... 
sont deux suites exhaustives (pour un méme type d’intégrale impro- 
pre), alors chaque domaine G,, de la premiére suite est contenu dans 
un domaine Gj, de la deuxiéme et vice versa. Par conséquent, 
étant données deux suites exhaustives, il est toujours possible de 
construire la suite exhaustive mixte: 

Gi, (cm Gis Ss Gis = Gi, (SES (10) 
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Il en résulte que l’existence d’une limite des intégrales du type (2) 
suivant chaque suite exhaustive implique déja lidentité de ces 
limites: la limite suivant la suite mixte (10) doit coincider avec 
celle suivant la suite G, (CG, c... et avec celle suivant la suite 
G, <G,c..., d’ot l’égalité de ces derniéres limites. 

e. Nous voyons donc que, dans tous les cas, la définition de |’in- 
tégrale impropre Jf d’une fonction admissible f (x) est ramenée a 
la définition de la limite de la suite des intégrales propres de la 
fonction f (x) suivant une suite exhaustive arbitraire. I] en découle, 
en particulier, que l’intégrale impropre, de méme que l’intégrale 
propre, posséde la propriété linéaire: si elle converge pour deux 
fonctions f, (z) et f, (x), elle converge également pour toute combi- 
naison linéaire c,f, (x) + Cof, (x) (cy et c. étant des nombres), et l’on a: 

IT (eyfy + Cofe) = elf, + Colfe- 

3.72, Intégrales<Pmpropres des forct rons 
non négatives et convergence absolue. 

a. Si, en plus des hypothéses 3.77, la fonction f (x) est non négati- 
ve, f (xz) > 0, alors les définitions de toutes les intégrales impropres 
3.71la-c deviennent plus simples. I] suffit de considérer les intégrales 
propres du type (2) pour une seule quelconque suite exhaustive G, 
et de reconnaitre si la suite de ces intégrales soit bornée. En vertu 
de la relation signalée dans 3.7/d entre les suites exhaustives différen- 
tes, du moment que les intégrales (2) soient bornées sur une suite G,, 
et que la fonction f (x) soit non négative, les intégrales (2) sont bornées 
sur toute autre suite exhaustive. Or, dés que la suite des intégrales 
Imf soit bornée et que J,f <I,f <..., la limite des nombres J,,f, 
suivant chaque suite exhaustive, existe, d’ou, d’aprés 3.7/d, |’ existen- 
ce de l’intégrale impropre correspondante. 

b. Supposons que 0 <f (r) < g (x) et que les deux fonctions 
soient admissibles (3.7/c). Si l’intégrale sur le domaine G de g (2) 
existe, il en est de méme de l’intégrale de f (x), et lon a If <Ig. En 
effet, les intégrales de g (x) pour une suite exhaustive tendent vers 
une limite, donc sont majorées par le nombre J/g; par conséquent, les 
intégrales de f (x) pour la méme suite exhaustive sont majorées par le 
méme nombre /g; vu a, il en résulte que l’intégrale Jf existe et que 
la relation If <Jg a lieu. 

En conséquence, nous obtenons: si 0 <f (x) < g (x) sont des 
fonctions admissibles et l’intégrale de f (x) sur le domaine G diverge, 
alors l’intégrale sur le méme domaine de la fonction g (x) diverge elle 
aussi. 

Les deux résultats ci-formulés représentent le critére de comparai- 
son pour les intégrales impropres. 

c. Si f (x) est une fonction admissible non négative et si l’intégrale 
If =Igf sur un domaine G converge, alors lV’intégrale Igf sur tout 
domaine Q <G converge elle aussi, et l'on a Igf < I¢f. En effet, du 
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moment que YQ (x) soit la fonction caractéristique du domaine Q, 
la fonction yg (x) f (x) est admissible avec f (x) et satisfait 4 l’iné- 
galité 0 < YQ (x) f (xv) <f (x); en appliquant a nous avons 

Lexef = Lef < Ie, 
ce qu’il nous fallait. 

En conséquence nous obtenons: si l’intégrale sur un domaine Q 
d’une fonction admissible f (x) > 0 diverge, alors l’intégrale de f (x) 
sur tout domaine G > Q diverge elle aussi. 

d. Si, pour une fonction admissible f (x) >0, les intégrales sur 
deux ensembles jordaniens G' et G" convergent, Oilers son intégrale sur 
Vensemble G’ |JG’ =G converge elle aussi. 

En remplacant G’ par G’ —G'\G’ on peut réduire 1’affir- 
mation au cas ot les ensembles jordaniens G’ et G” sont disjoints. 
Soient G;,, une suite exhaustive d’ensembles jordaniens pour le do- 
maine G’ et G,, pour le domaine G’. Alors, évidemment, les ensem- 
bles G;, Gn forment une suite exhaustive pour l’ensemble G. 

Inversement, toute suite exhaustive G,, pour l’ensemble G en- 
-gendre deux suites G;,, = G’ (| Gm et Gn = G" 11 Gm qui sont, évi- 
demment, exhaustives pour les ensembles G’ et G” respectivement. 

D’aprés 3.33b, nous avons 

| f@de= ( f() det | f@) de (1) 
GmUGm Cm Cm 

et, comme les intégrales dans le second membre tendent vers leurs 
limites respectives, l’intégrale dans le premier membre a aussi une 
limite. Il en résulte, d’aprés 3.7/d, l’existence de ]’intégrale de la 
fonction f (z) sur le domaine G = G’ |) G’. En particulier, si les 
domaines G’ et G’ sont disjoints, le passage 4 la limite dans (1) 
fournit : 

| f (x) dz= \ f (x) dx-+ \ f@idx 
ce" G’ G? 

I] va de soi que le résultat obtenu s’étend aisément 4 un nombre 
arbitraire (fini) de domaines jordaniens G’, G’, Ge, 

e-. Prireipe de localisation. Soit f (x) > >0 une 
fonction admissible non bornée dans un domaine fermé borné a Cie, 
Si, pour tout point a €G, il existe un voisinage V (a) ow la fonction 
f (x) est intégrable (i.e. V’intégrale impropre de deuxiéme espéce sur 
V (a) de f (x) converge), alors la fonction f (x) est intégrable sur tout 
: domaine G; et si, pour un point b € Gau moins, il existe un voisinage 
V (b) ow la fonction f (x) nest pas intégrable, alors elle n’est pas inté- 
grable non plus sur tout le domaine G. 

Démonstration. En fixant pour tout point a € G un voi- 
sinage V (a) ow la fonction f (xz) est intégrable, choisissons-en un 
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recouvrement fini V (a,), ..., V (a,) du domaine G. En vertu de d, 
notre fonction sera intégrable sur la réunion G de ces derniers voisi- 
nages, ce qu’il fallait démontrer. 

Si la fonction f (x) n’est pas intégrable sur le voisinage V (0), elle 
ne l’est pas non plus sur tout le domaine G d’aprés c. 

f. [ntégrales absiolument,.c ommer fe ities: 
Soit f (x) une fonction admissible sur un domaine G C R,. Suppo- 
sons qu’il y ait une fonction admissible non négative g (x) dont ]’in- 
tégrale sur G converge. Alors, si | f (x) |< g (z), les fonctions f (zx) 
et | f (x) | sont elles aussi intégrables sur le domaine G, et l’on a: 

|| f@)de]<[[F@lar<! g(x) de. (2) 
@ G G 

Pour le prouver, considérons une suite exhaustive quelconque 
G, <G, c... CG d’ensembles jordaniens: nous avons pour 
<n: 

|| f@de—[F@de]=| | f@az|< 
Gm Gp Gm-Gp 

so {| |f@la< j g (e\dz= \ g (2) de— [ g (x) dz. 
Gm-Gp Gm Gh 

Ici le dernier membre est non négatif et tend vers zéro pour k — oo, 
m-—» oo en vertu de la convergence de l’intégrale de g (x). Vu le 
critére de Cauchy, il existe également la limite des intégrales de la 
fonction f (x) sur les domaines G,, ; cela veut dire, d’aprés 3.71c, qu’il 
existe l’intégrale de f (x) sur G. L’existence de l’intégrale de | f (z) | 
résulte de b. En passant a la limite pour m-— oo dans l’inégalité 

| | fear] <f [F@lde< J ¢ (ae, 7 bn }, 
nous arrivons a la relation cherchée (2). 

L’intégrale d’une fonction f (x) qui satisfait 4 toutes les conditions 
formulées est dite absolument convergente. Il est intéressant de re- 
marquer qu'il n’existe en général pas, dans R,, d’intégrale qui con- 
verge non absolument (voir l’exercice 6). 

3.73. Exemples. 
a. Soit f (r) > 0 une fonction, donnée sur la demi-droite0 <a< 

<r< oo, continue par morceaux sur tout intervalle finia <r< b. 
n 

=a : Sno, 
En posant r? = >) 2? = | z |? nous obtenons la fonction admissible 

i=1 

fe) = i( Sei) définie dans R,. Considérons-la dans le domaine 
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Gat eR, lt b= a, a € x} ot X est un ensemble donné d’aire 

positive sur la sphére unité de l’espace R,. Discutons la convergence 
de l’intégrale impropre de premiére espéce 

\ f(r) de. (1) 
G 

En tant que suite exhaustive, choisissons les domaines G,, = 

et ad =| 2. | = 7, a € x}. L’intégrale de la fonction 

f (r) sur le domaine G,, est calculée d’aprés la régle 3.65a, 4 savoir 

[finar= { {( aoa} ar, 
m TA “TD 

ou l’ensemble r= se trouve sur la sphére de rayon r. Puisque la 
fonction f (r) est constante sur cette sphére, l’intégrale intérieure 
vaut, selon 3.63c: 

etc Peer oe | | 2. |. 
Définitivement, nous avons 

™ 

| FO) de=| | j f(r) r™dr. 
™ T=a 

Pour juger sur la convergence de l’intégrale (1), nous avons a 
faire tendre m vers +-oo. La question de la convergence de cette 
intégrale se réduit donc 4 la convergence dans R, de l’intégrale 
impropre 

j i @)r>* dr. 

Par exemple, en utilisant le résultat Ui1.J/1la, on peut dire que 
l’intégrale 

\ dz 
r& 

G 

converge pour ~ >n et diverge pour « <n. Notons que le résultat 
ne dépend pas du choix de l’ensemble & sur la sphére unité dans R, 
qui détermine le domaine G (pourvu que l’ensemble & ait une aire 
positive). 

Selon le critére de comparaison 3.72b, c’est dans les mémes con- 
ditions que converge ou diverge l’intégrale 

) o@ =. (2) r 
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ou 9 (x) est une fonction admissible ayant une limite positive pour 
| z | > co. Si, pour | x | > ov, la fonction 6 (z) n’est que bornée, on 
ne peut affirmer d’aprés le critére de comparaison 3.72b que l’inté- 
grale (2) converge pour a >n. 

b. Soit f (r) > 0 une fonction donnée sur un intervalleO0O <r< Bb, 
continue par morceaux sur tout intervalle a<r<b (a >0), et 

n 

éventuellement non bornée pour r—0. En posant r? = >} 2? = 
i=1 

n 

= |x|? nous obtenons une fonction admissible f (r)=f a 2) 

définie pour 0 <_|z|< b dans R,. Considérons-la dans le domaine 

G={2eR,, VO ely) iz] € 2} ou = est un ensemble de 

mesure positive sur la sphére unité dans R,, et discutons la conver- 
gence de l’intégrale impropre de deuxiéme espéce 

\ f (r)'de. (3) 
G 

Choisissons pour suite exhaustive les domaines 

4 , Gm= {2€ Rut =-<lz|<b, ES}. 

D’une maniére analogue 4 a, nous avons 
b 

{ Foyde=|3] | foyr™tar, 
Gm r=1/m 

Ainsi, le probleme de convergence de l’intégrale (3) se réduit & 
celui de convergence dans R, de l’intégrale impropre de deuxiéme 
espece 

b 

\ pirjire* an, 
0 

Par exemple, en utilisant les résultats U/7.22a nous voyons que I’in- 
tégrale 

yes 
104 

G rE; 

converge pour « <n et diverge pour a > n. 
Selon le critére de comparaison 3.72b, c’est dans les mémes con- 

ditions que converge ou diverge l’intégrale 

jo@-s, (4) 
G 
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ou 8 (x) est une fonction admissible ayant une limite positive pour 
z—>0. Si la fonction @ (x) n’est que bornée pour z—> 0, alors le 
critére de comparaison 3.72b ne sert qu’a établir la convergence de 
Vintégrale (4) pour a <n. 
_ ¢. Comme conséquence de a et b nous obtenons: l’intégrale de 
troisiéme espéce de la fonction 1/r* sur un «angle solide» G = 

= {r€ Rai € Xx} (ot X, comme avant, est un ensemble de 

mesure positive sur la sphére unité 
dans R,) n’existe pour aucun a. Y 

d. Il s’agit de discuter la convergen- G; 
ce de l’intégrale 

z2— y2 7 
\ j “a dz dy (5) 

i G3 

sur chacun des domaines G; (i= 1, 2, 3) de 
la fig. 3.7-1. 0 7 x 

Considérons le domaine G,. Fig. 3.7-4 
Pour tout epositif et pour p suffisam- 

ment grand, le secteur {z, y€ Re: @e< 
< y/x <1 — #, z >} est inclus dans ce domaine. Dans le secteur mentionné, 
la fonction a intégrer est au moins égale A C/r*, avec un C > 0. Par consé- 
quent, l’intégrale (5) sur ce secteur et, a fortiori, sur le domaine G, diverge en 
vertu de a et du critére de comparaison 3.72b. Le domaine G, contient le secteur 
{z, yER,: 0O<y/e <1—e#, r<1}; dans ce secteur, la fonction a4 inté- 
grer est toujours au moins égale a C/r?, avec un C > 0, et l’intégrale (5) sur 
G, diverge. Quant au domaine G3, on peut choisir la-dedans une suite exhaustive 
de rectangles de plus en plus grands G, ={2, y€E€R2:1<4t1<m0< 
<y <1}. On a alors: 

2 72 x2 a2 
\J oe dedy<\ | Saray<| | Sacay= 

Gm Gm Gm 

dx d - C 4 we oo s.\ coil Wy Fh 
Gm 0 at 

Le dernier membre étant borné pour m — oo, l’intégrale (5) sur le domaine 
G3 s’avere convergente. 

e. Considérons, dans un domaine fermé borné G < R,, une surface 
={zr=g(u), «.€ UCR} déterminée par une fonction deux 

fois dérivable et sans singularités @ (wv) (le dernier veut dire que la 
matrice @’ (wu) n’est pas dégénérée). Désignons par p = ¢ (z, S) la 
distance d’un point xz a la surface S. On se demande, pour quels a 
la fonction 1/o% (z, S) est intégrable sur le domaine G. 

Appliquons le principe de localisation 3.72e, selon lequel il suffit 
de discuter l’existence de l’intégrale sur les voisinages arbitraire- 
ment petits de chaque point x €G. Tout point ag S admet un 
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voisinage sur lequel la fonction 1/p% (z, S) est bornée, donc intégra- 
ble. Considérons un point a€S. D’apres 3.65g, il existe une couche 
W,, (S) contenant un voisinage V (a) et décrite par les paramétree 

(ibs ©): = Un Bailly Utociel Rei dileeountds ep omeriiaealalG a tests. 

vEQn, =v: |v P = Bj < h*}, 

de fagon que les fonctions 

ty = 2 (u, v), 

In = Ip (u, v) 

fournissent, pour Up, =... =v, = 0, la représentation d’une 
partie S (a) de la surface S (dans le voisinage mentionné du point a) 
et, pour uw = (u,, ..., U,) fixe, une application isométrique de la 
boule (n — k)-dimensionnelle lv | << h? sur la boule de rayon h 
et de centre au point a disposée dans le sous-espace (n — k)-dimen- 
sionnel normal a la surface S. L’intégrale de n’importe quelle fonc- 
tion (bornée) f (z) sur cette couche s’écrit d’aprés la régle 3.58: 

0 5 die \ f(x) dr= \ f (x (u, v)) Sa eaeeeeee du dv. 
W,, (8) U (a)XQp 

La quantité po? (z, S) coincide dans notre cas avec >\v}. Choisissons 
h+1 

pour suite exhaustive les domaines G,, de la forme 

Gm = {xEW,(S):e=2(u,v), weU (a), — <|v]<h}. 

Nous avons: 

A bcarec Xn, S) ) Roce Ace 

[v a 

te a 

du } d= 

< = 

—<|v|<h 
ou 

0 (x4, ..+) En) Die \ PAC USNR NS 
(v) Oye testy) du 

U (a) 

La fonction ®(v) a pour limite, lorsque |v | = 5 Pali —> 0, l’aire 

de la surface § (a) (3.65e). Conformément a 3. 73b, Hintdyrel’ (6) 
a une limite pour m— oo si, et seulement si, a <n—k. Done, 
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la fonction 1/0 (x, S) s’ avére intégrable sur le domaine G sia <n — k, 
et dans ce cas seulement. 

3.74.Intégrales impropres dépendant d'un 
paramétre. 

a. La théorie des intégrales impropres dépendant d’un paramétre, 
que l’on a développée dans U/1.4 pour un domaine d’intégration 
unidimensionnel, se généralise, sans complication, au cas de domai- 
nes multidimensionnels. Considérons une intégrale impropre de 
premiére espéce 

TO) 3 j f(x, a) dx (1) 
G 

qui converge pour toutes les valeurs du parametre A d’un ensemble A. ~ 
L’intégrale (1) est dite uniformément convergente sur A si, pour tout 
é >0, il existe 0 >0 tel que, étant donné un domaine borné Q CG 
qui ne contient aucun point de la boule V, = {x € R,: | z | < p}, 
a lieu la relation 

[J Fe, del <e. 

Q 

b. L’intégrale impropre de deuxiéme espéce dépendant d’un 
paramétre AE A 

1 (= | f(e, d) de (2) 
G 

est traitée d’une maniére analogue. On suppose que la fonction 
f (x, 4) soit, pour tout A € A, bornée et continue par morceaux dans 
un domaine fermé borné G < R,, en dehors de chaque voisinage d’un 
ensemble négligeable fixe (ne dépendant pas de A) ZG. L’intégrale 
impropre (2) est dite wniformément convergente sur A si, pour tout 
e >0O, il existe 6 >O tel que, étant donné un ensemble Q conte- 
nant l’ensemble Z strictement dans son intérieur et contenu lui- 
méme dans le 6-voisinage de l’ensemble Z, a lieu l’inégalité 

|| fe, ) de | <e. 

Q 

ce. La définition d’une intégrale de troisieme espece uniformé- 
ment convergente sur A est construite d’une maniére analogue. Nous 
n’insistons pas la-dessus, faute d’applications ultérieures. 

Les théorémes suivants pour l’intégrale de premiére espéce se 
démontrent de facon parfaitement analogue au cas de domaine uni- 
dimensionnel (U/1/.43-45). 

d. Soient A un espace métrique et f (x, 0) une fonction uniformé- 
ment continue sur tout produit A x (G (| V,). Si Vintégrale (1) con- 
verge uniformément sur A, alors I (A) est une fonction continue de x. 
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e. Si A est un espace chargé, f (x, 4) une fonction continue par rap- 
port a l’ensemble (x, 4) sur tout produit A x (@ {] V,), et si V intégrale 
(1) converge uniformément sur A, alors lV intégrale impropre de la fonc- 
tion 

g()= | f(x, A) dn 
A 

sur le domaine G converge, et l’on a 

| {| f@ es Rated eae ae 

f{. Si A est un espace vectoriel normé, la fonction f (x, A) posséde une 

dérivee TE), continue par rapport @ (x, A) sur tout produit A X 

x (GN YV,), et Uintégrale 

( Of (x, d) 
Var sar 5 

converge uniformément sur A, alors l’intégrale (1), dés qu’elle existe 
pour au moins un hk = hy € A, existe pour tout d € A, représente une 
fonction dérivable, et l’on a 

ny ao eee
 ea, 2) ae. 

Pour démontrer ces propositions, on applique, au lieu des théoré- 
mes 9.84 et U9.77 utilisés dans U11.45, les théorémes 1.46 et 
3.35c ot il s’agit non pas de dérivées par rapport & R,, mais de déri- 
vées par rapport & un espace normé. 

g. De méme que dans U/1.47a, la plus simple condition suffi- 
sante de la convergence uniforme de l’intégrale (1) consiste en |’exis- 
tence d’une majorante intégrable, i.e. d’une fonction admissible 
F (x) >0 qui vérifie les conditions: 

F (x) > |f (@,.A>], quel que soit AEA; 

| F@)de< =. 

h. Pour les intégrales de deuxiéme et de troisiéme espéces, les 
théorémes analogues 4 c-g peuvent étre démontrés avec les mémes 
procédés. 

3.79. Réduction dune intégrale impropre 
multiple a des intégrales simples. Pour ne pas 
encombrer l’exposé, nous étudions ici le cas n = 2; le cas général 
s’épuise d’une maniére analogue. 
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a. Dans l’espace R,, considérons une fonction non négative et 
continue par morceaux f (x, y). Supposons qu’elle admette, sur tout 
intervalle fini —c < y < c, une majorante intégrable, i.e. une fonction 
continue par morceaux F, (x) > 0 telle que 

| Fe (x) de< oo, f(tyy)<Fe (a) (1) 

(—o <r<ow, —ely<o). 
Supposons encore que la fonction 

O(y)= | f(a, y) dx (2) 
(dont l’existence est garantie par le critére de comparaison 3.72b) 
soit continue par morceaux sur tout intervalle —c<y<e. 

Théoréme. Dans les conditions formulées, l’ existence de l’une 
quelconque des intégrales suivantes implique l’existence de l’autre et 
leur égalité: 

r= |Site y) dx dy, n= f {| 14 y) dy \ dy. (3) 

Démonstration. L’existence d’une majorante intégrable 
implique la convergence uniforme sur tout intervalle —c<y<c 
de l’intégrale (2) et l’égalité 

j { [ te, y) dz} dy= na f (cy) dy } de= 

= lim ( { (re, y) dy \ ae — lim | l HER ACEN TO 

Si la premiére des intégrales (3) converge, le second membre ¢e (4) 
reste majoré par le nombre J pour tous les c; cela implique l’existence 
de !a deuxiéme intégrale et l’inégalité /,<J. Si converge la deuxiéme 
intégrale (3), alors le premier membre de (4) est majoré par le nom- 
bre J,, quel que soit c; par conséquent, quels que soient a et c, le 
méme nombre J, sert de majorant a l’intégrale 

a Cc 

\ | fl, wardy, 
-a-c 

d’ot l’existence de la premiére intégrale (3) et la relation J < /,. 
Ainsi, l’existence de n’importe quelle des intégrales (3) implique 
celle de l’autre et deux relations J <J,, J, <J, donc l’égalité 
f = 14; ce-qu’il fallait: 
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b. Soient g (xz) > 0 (—co <4 < 00) et h(y) > 0 (—o<y< 
< oo) deux fonctions continues par morceaux et telles que les inté- 
grales ‘ ; 

\ 2 (x) dx, J hy 
a 

sont positives pour certains a et c. Pasene f @z 9) = ¢ (a) hk (uy: 
Théoréme. Dans les hypothéses formulées, l’existence de l’in- 

tégrale 

=| | fe, y)dedy (5) 
Re 

est équivalente a l’existence de deux intégrales 

= J g(@)dz, I= | hlyay 6) 
et a pour conséquence l’égalité 

\{ F@, y)dedy= J g(wyde { hy ay. (7) 
Ro —0o — 00 

Démonstration. Pour n’importe quels a et c, on a 
Cc 

J fle, yaedy= J ge@ae | hapay. mC) 
c a it 

Si l’intégrale (5) existe, le premier membre de (8) est majoré par 
le nombre J, quels que soient a et c. En passant a la limite pour 
a— o,¢=Co, nous établissons l’existence de la premiére intégrale 
(6); en passant a la limite pour c — oo, nous établissons l’existence 
de la deuxiéme intégrale et linégalité J > I,/,. Si les intégrales (6) 
existent, alors le second membre de (8) est majoré par le nombre 
I,J,, d’ot existence de l’intégrale (5) et l’inégalité J < J,J,. Dans 
tous les cas ont lieu les deux inégalités 1 < J,J,, I,J, <I, i.e. 
VPégalité J = J,J,, ce qu’il fallait. 

3.4. Chang emen tocheewmari abibe son ams, Lhes 
intégrales impropres. Nous nous bornons toujours au 
cas n=2 et A une fonction non négative et continue par morceaux 

i (@,. y): 
a. Soit 

1=[\ f(y aedy (1) 
G 

une intégrale convergente. Supposons que le domaine G (borné ou 
non) dans le plan zx, y soit l'image par une application dérivable 
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z= x (u, v), y = y (uv, v) d’un domaine Q (également borné ou non) 
dans le plan wu, v. Montrons que l’intégrale 

( [few »), yu,» |2eu 
G 

du dv (2) 

existe et que sa valeur coincide avec celle de l’intégrale J. 
Une suite exhaustive G,cCG, c... CG est, évidemment, 

transformée par l’application z = z (u, v), y = y (u, v) d’une suite 
exhaustive Q,CQ, Cc... c@. En appliquant la régle 3.57 de 
changement de variables au domaine G,, nous trouvons 

(le, y)dedy=\\ fem, v), y(u, »)) | Feo du dv: 

: Qm 
0 (u, Vv) 

Gm 

Faisons tendre m vers +-oo. Le premier membre de la derniére égalité 
tendra, en vertu de la convergence de |’intégrale (1), vers la limite J; 
par conséquent, le second membre aura la méme limite, d’ou, confor- 
mément a 3.72a, l’existence de l’intégrale (2) et sa coincidence avec 
Vintégrale (1). 

: b. Exemp le. En partant de la définition (U11.51) de la fonction gamma 

Tiga j earre lida 

0 
et de 3.756, nous voyons que 

I (a) T (6) = j e-*gI1 dx \ eYyb-1dy= \ \ e~X-YzI-1yb-1 dx dy, (3) 

0 0 Ro 

Passons aux nouvelles coordonnées 

z= ull —v), yf — we, (4) 

L’application (4) transforme le premier quadrant du plan z, y en la demi-bande 
0<u<o,0<v< 1 du plan uw, v et vice versa. On a 

an y) = 1—v v = 

0(u, v) —u wu ; 

En vertu de a: 

co 1 

mea) Th (6).== j \ e-Uytth-2 ({ —p)4-1 pb-lu du dv= 

u=0 v=0 
ee) il 

= j e~uyttd-1 dy j vo-1 ({ —v)¢-1 dv =T (a-+-b) B (a, b); 

0 0 

nous obtenons, encore une fois, la relation entre les fonctions gamma et béta. 
La premiére déduction U11.53 qui n’utilise que les fonctions d’une variable 
s’avere plus compliquée que celle-ci basée sur les fonctions de deux variables, 

19—0545 
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3.77. _Intégrales impropres avec une singu- 
bart i. te Wier tad le 

a. Dans la suite, nous aurons souvent affaire a des intégrales 
avec une singularité variable qui sont de la forme: 

F(yy=| eve (1) a? 

7 scam Al 

ou | z — y | est la distance du point x € R, au pointy €R,,GCR, 
étant un domaine borné. La fonction f (x, y) est supposée bornée et 
continue dans un domaine G X H, HCR,. 

Pour y €Get a >0, l’intégrale (1) est une intégrale impropre de 
deuxiéme espéce et, d’aprés 3.73b, converge (absolument) si a < n- 

Bien que l’intégrale (1) soit une intégrale impropre fonction 
d’un paramétre, la théorie générale des intégrales dépendant d’un 
paramétre qu’on a exposée dans 3.74 n’y est pas applicable, puisque 
la singularité dans l’intégrale (1) n’est pas fixe, mais dépend de la 
position du paramétre y. Pour cette raison, nous établirons des pro- 
priétés de l’intégrale (1) par une analyse directe, sans nous adresser 
a la théorie générale 3.74. 

b. Lemme. Sia<n, alors, pour tout ¢ >0, il existe 6, >O 
tel que quelle que soit une boule Vs de rayon § < 8&o, on a la relation 

f (x, y) dx 
ee Be 2 

Démonstration. La fonction f (x, y) est continue par rap- 
port a l'ensemble zx, y, done bornée, de sorte que, par exemple, 

lf (z, y)|<C. L’intégrale de = tant convergente, on peut 
t—y 

trouver, d’aprés ¢ >0O donné, un nombre t >0 tel que, pour la 
boule V, (y) de rayon t et de centre au point y, ona 

| f(z, ~ dx 

“(y) tier Fr 

eet 
Vink V_(y |e—y| mc + &) 

le nombre t ne dépendant pas du choix du point y. Il reste 4 considé- 
rer les boules centrées aux autres points. Si une boule V, (y,) se 
trouve a l’intérieur de la boule V, (y), alors l’inégalité (2) est, 
évidemment, valable pour Vs = V, (y,). Ensuite, 4 l’extérieur de 

la boule V,/3 (y), la fonction eae est majorée en module par un 
x— 

nombre A. Par conséquent, son intégrale sur n’importe quelle 
boule V, de centre a l’extérieur de la boule V4,/5 (y) et de rayon 
o< 1/3 (une telle boule est disjointe avec la boule V,,, (y)) ne 
dépasse pas la quantité K | V, | = KQ,o” (Q, étant le volume de 
la boule unité dans R,) qui est inférieure 4 ¢ pour 0 suffisamment 
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petit, par exemple pour 9 < 6 < 1/3. Or, du moment qu’une boule 
de rayon 9 < 1/3 ne soit pas entiérement incluse dans V, (p), elle a 
son centre a l’extérieur de la boule V3 (y). Par conséquent, quelle 
que soit une boule V, (y,) de rayon p < 6, l’inégalité (2) a lieu, ce 
qu’il fallait démontrer. 

c. Ici nous établissons un théoréme sur la continuité de la fonction 
F (y) (4). 

Théoréme. Si f (x, y) est continue par rapport & l'ensemble 
des variables x, y, et sia <n, alors la fonction 

f (x, y) F(y)= | 282 de 
|e—y | 

est continue. 

Démonstration. Enappliquant le lemme b trouvons, pour 
é >0 donné, un 6 >0 de facgon a avoir, pour toute boule V, de 
rayon 6, l’inégalité 

|| SEY acl<5. (3) 
v, (sey |e 

Désignons @ (z, y) Pm gaa iey 
ZL —y 

yo € H. Soit |y — yo | < 6/2. Alors on a 

Fixons arbitrairement un point 

|F Y—F )|=| | oy —9 @ yo)] dz| < 
G 

<| J @y—e@,wlde|+| J toe, w—9 ey lax|< 
Vg (uo) G-V«5 (vo) 

< J lo@wldz+ | le@yldz+| [ to@,y— 
Vo (Yo) V5 (Yo) G-V (yo) 

—(2, yo)}de|. (4) 
La fonction @ (x, y) est continue par rapport a l'ensemble des 

variables z, y dans le domaine {x €G— V4 (yo), y E Vo (Yo)}; 
d’apres le théoréme 3.35a, la derniére intégrale dans le membre droit 
de (4) représente une fonction continue de y. En particulier, pour ¢ 
donné, on peut indiquer un 9 < 6/2 tel que 

& 

| \ [@ (z, y) ieage (2; Yo)] dx ois (9) 

G—V (Yo) 

dés que |y—yo|<0¢. 

49* 
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Il résulte des inégalités (3)-(5): 

|F()—F w)|<3+3+3= 

pour |y — yo | <p. 
Ainsi, la fonction F (y) est continue au point yo. Comme yp est 

un point arbitraire du domaine H, F (y) est continue partout, ce 
qu’il fallait. 

d. Intégration duneiintéeeraille hmproprs 
avec=une singul arité variable par ra p per? 
au paramétre. 

Théoréme. Sia<n et le point y parcourt une surface k-di- 
mensionnelle S d’aire finie (1 < k<_n), alors 

ine feat, ested} dom { { { Heum, Day} dz. (6) 
8 

—y |* 

Démonstration. Remarquons que, en vertu du théoréme 
c, Vintégrale intérieure dans le premier membre de (6) est une fonction 
continue de y, ce qui garantit l’existence de toute l’intégrale du 
premier membre. L’intégrale intérieure dans le second membre, en 
tant que fonction de zx, n’est définie qu’aux points x n’appartenant 
pas a la surface S; lorsque le point x s’approche de la surface S, 
la valeur de l’intégrale intérieure croit indéfiniment, en général, 
de sorte que l’intégrale itérée du second membre s’avére impropre, 
son ensemble des points singuliers coincidant avec la surface S. 
Pour cette raison, l’existence de l’intégrale dans le second membre 
n’est pas évidente a priori; elle découlera, de méme que la relation 
(6), de nos raisonnements. 

f(a, te Notons, comme plus haut, @ (z, y) = . Pour démontrer 
x—y |* 

Vexistence de l’intégrale dans le second membre de (6), nous avons 
a considérer la suite d’intégrales propres 

In= { { | ee, way } ae (m= 41,2... 5%); 
=D, 

ou les domaines B,, se contractent vers l’ensemble S. Dans chaque 
intégrale 7,, on peut, d’aprés le théoréme 3.35b, permuter 1’ordre 
d’intégrations: 

Im= | { \ @ (x, y) da } dy. 
8 G-Bm 

Désignons l’intégrale intérieure par F,, (y). Montrons que la 
fonction F,, (y) converge uniformément dans H, pour m — oo, vers 
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la fonction 

F(y)=\ o(@, y az. 
G 

La différence de F (y) et F, (y) représente une intégrale sur le 
domaine B,,: 

Fy) —Fm(y) = } 9 (@, 9) de. (7) 
Bm 

Pour e >0 donné, trouvons en appliquant le lemme 6b un 6 >0 
de fagon a avoir, pour chaque boule V, de rayon p < 6, |’inégalité 

\ [ Q(z, y)|dr<z. 

Vp 

Décomposons l’intégrale (7) en somme de deux intégrales: la 
premiére sur la partie B,, du domaine B,, qui est dans la boule 

'V, (y), la deuxiéme sur la partie By, qui reste. Vu le choix de 6, 
nous avons 

& | Ie@wlae<t 
Bm 

indépendamment de la valeur de m. Dans le domaine B;, la fonction 
@ (z, y) est majorée (par une constante qui ne dépend pas de m); 
comme le volume du domaine B,, > By, tend vers 0 lorsque m — oo, 
il existe un NV tel que, pour m >VJN, on a: 

| Ie@ wlde<s. 
Br, 

Ainsi, pour tous les m >JN: 

FW) —FnWl< J lo@wlaz+ | lo@, wlde<Z+sqe, 
BY, Be 

cette estimation étant indépendante de la position du point y € H. 
Nous voyons donc que la suite /,, (y) converge uniformément vers 
F (y). Il en résulte d’aprés 3.14 f que I,, tend vers la limite 

Fw a=) {J o@, wach ay. 
Ss 8 G 

Nous avons démontré l’existence de l’intégraie dans le second 
membre de l’égalité (6) ainsi que cette égalité elle-méme. 
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e.' L’hypothése de la continuité de la fonction f (x, y) par rapport 
aux, variables x €G, y € H, dans les théorémes c, d peut étre rem- 
placée par les hypothases plus faibles: 

1) la fonction f(z, y) est bornée pour x€G, yeH; 
2) quel que soit 5 >0, la fonction f (z, y) est continue par 

rapport a l'ensemble zx, y dans le domaine (G X:H)= 

En effet, dans les derniéres hypothéses, on peut écrire 

p Pie Mey) ee 
|z—y|* |z—y|**" 

Lorsque y >0 est suffisamment petit, l1’exposant dans le dénomina- 
teur ne dépasse pas n; or, le numérateur se trouve continu par rap- 
port 4 l’ensemble des variables z, y partout dansG X H, et les théo- 
réemes c, d restent valables. 

f. Il est aisé de prouver que les théoremes c, d avec le complément 
e restent en vigueur pour les fonctions f (x, y) & valeurs dans un 
espace vectoriel normé. On peut les appliquer, par exemple, au 
produit d’une fonction numérique f (z, y) par le vecteur unitaire 
e (x, y) dont le sens est celui du point x vers le point y. Ce produit 
est une fonction vectorielle qui, méme pour une fonction f (z, y) 
continue, n’est en général plus continue pour z— y. 

Peo D SE ekV a f1.0 De od ove l imotieve rhe & wim: pire ne 
avec une singularité variable par rapport 
aux coordonnées du point paramétre. 

Théoréme. Si la fonction f (x, y) est continue par rapport a 
— Y) l’ensemble des variables x € G, y € H et posséde la dérivée ———~ conti- 

nue par rapport a l’ensemble x, y (ow au moins vérifiant les condi- 
tions f), alors pour a<n—ZT, ona: 

gy | EK aes | EE ee. (8) Oyj eeie Oy; eS: aC SE etl +i ee —¥ | 

Démonstration. Soit toujours @ (z, y) = Un 
z—y 

calcul élémentaire montre que 

Ce) 4 a yj—Zj (o2 
_—_— Oooo Se MF = — —— Cos @ 

Cut haa Slee reentry. aS 
ou w; désigne l’angle que font le vecteur y — z et le j-¢me axe de 
coordonnées. Il en résulte 

ag (x, y) _ __ _& 608 J doh ea) 
Oyj = | c—y |*t! f Gig, y) Si jroy |% Oy; ? 
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ce qui, compte tenu du fait que les fonctions f(z, y) et ae 
Fi 

sont 

bornées, améne 4a l|’estimation 

ae dp (z, y) |< Cy = 

Ou; (c—y)*tt? 
ou C, est une constante. Selon cette estimation, l’intégrale par rap- 

port a la variable z de la fonction ae converge absolument pour 
J 

o- h— 4. 
Pour démontrer notre assertion, supposons pour le moment qu’il 

y ait une fonction @5 (x, y) bornée, continue par rapport a l'ensemble 
“Bs (z, y) des variables x, y et possédant la dérivée qui soit continue 

par rapport a l’ensemble de z, y et qui vérilts les relations 

) 
> 

lim [ v2 (2, )aa— | P(x, y) dz, 
Cathie, | 

, (9) jim f HD ae (AOE gg 
6-0 G Yj a Yj 

uniformément par rapport a y. 
Soit 

(=) oe, ude, Fo(y)={ go(e, wae, 
c "e 

~ F) ; 

Fy) = | SEY as. 

Vu le théoréme 3.35d, nous avons: 

How 2 | = Op6 (2, y) Ags OT ) Po (x, y) dx } aera = dx. 

Les relations (9) prennent la forme 

patel ee PAY): 

| Ol = 

ac Rak 
Il en résulte, selon le théoréme sur la dérivation d’une suite de 
fonctions (1.46), que la fonction F (y) est dérivable en y; et que 

a OF (y) F(y) =——> 
Oy; 

? 

ce qu'il nous fallait. 
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Il reste donc 4 construire une fonction @s (z, y) possédant les 
propriétés signalées plus haut. Considérons la fonction 

; {jr pour rd 
=| B—rA pour 0<r<é6, 

ou A et B sont choisis d’une telle maniére que le passage de la valeur 
r par le nombre 6 ne viole pas la con- 
tinuité et la dérivabilité de la fonction 
hg (r) (fig. 3.7-2). Il est alors évident 

Z qu’ont lieu les inégalités 
g(r) 1 

, 0<he ir (0<r<o), 
(10) 

|he (r) ee (O<r<oo). 

Posons maintenant 

ao Pog (z, y) = hE (le —y I F(a, y)- 
Fig. 3.7-2 Nous avons 

Ops (x, y) =h§ (|z— y|) oe y) a 

OY; 

ore 1 (a—y|) hd ( (iecty ) ) ie, y). 

Il résulte des inégalités (10): 

| Po (x, y) Sapte | IPs (x, y) ac C3 

=i OY; bt zp 

C, et C, étant des constantes. Il est donc possible, pour ¢« >0O donné, 
de choisir 6 de fagon a ce que l’inégalité 

|Fy) —FoW)|=| | to y—9s(@, pi ae| = 
G 

ai \ [p (2, y) — 95 (@, yl dx |< 
Vy) 

dx < | |e@,wldz+ J joo@,y)|de<c, | —“_ <e 
ve) ve #2. [ty] 6 6M) V5 (u) 

soit valable indépendamment de la position du point y € H. De 
méme, en diminuant éventuellement 6 >0, on peut obtenir la 
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relation 

FF OF bi F (y— TSP |e \ E (ty) _ 96 a ée|=f | [Ae a 
Oyj Oy; Oy; 

AY) 
= an y) | dz|< j | a y) | da + \ | ae y) Jav< 

: Vey ole? Ve ‘ 
dx 

<Cs y/ pape. ° 

Vv) 

indépendamment de la position du point y € H. Ainsi les relations (9) 
sont établies et le théoréme est démontré. 

EXERCICES 

1. Réduire 4 une intégrale unidimensionnelle l’expression 

x3 x2 

i re 2B boc arae Bap CR EHO ec cee Oa 

xn=0 xo=0 x4=0 

2. Calculer l’intégrale 

I= j ere j eWAl*s *) dz, 

Rn 

ou A (z, xz) est une forme quadratique définie positive. 
3. Exprimer 1|’intégrale 

fu Jroa (-V Sa) 
par une intégrale unidimensionnelle. 

4. Réduire a une intégrale unidimensionnelle l’intégrale de surface 

a f{(a, x)] ds, 
Sn—1(1) 

ou S;,-; (1) est une sphére de rayon 1 dans R,. 
5. (Exemple de Schwartz.) Sur un cylindre circulaire droit C 

(4 pour rayon de base, 1 pour hauteur), on introduit les coordonnées cylindri- 
ques naturelles mg et z: O< p< 2n, O<2z< 1. Sur ses sections z = 2kh, 
k= 0, 1, 2, ...on marque les points p = 0, 2a, 4a, ..., et sur les sections 
=e thnk = 01, 2, OS., les points’ @ = ay 3a, 5a, ... (h et a 
sont donnés). Deux points voisins d’une section z = mh et le point de la section 
z= (m + 1) h qui se trouve entre eux déterminent un triangle inscrit dans le 
cylindre C. Montrer que le polyédre formé de tous les triangles de ce type s’ap- 
proche indéfiniment, lorsque h et ~ tendent vers zéro, de la surface du cylindre, 
mais que l’aire du polyédre peut avoir n’importe quelle limite supérieure ou 
égale a |C |. 
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6. Montrer que, si l’intégrale d’une fonction f (x) (continue par morceaux 
et localement bornée) étendue sur un domaine non borné Gc R, converge, 
alors elle converge absolument. Comment concilier ce fait et l’existence d’in- 
tégrales semi-convergentes sur [0, oo)? 

7. Considérer la charge suivante d’un intervalle [a, b]: on choisit pour 
cellules tous les intervalles (ordinaires) possibles, de méme que leurs inter- 
sections avec l’ensemble P des points rationnels ou bien avec l’ensemble Q 
des points irrationnels de l’intervalle [a, b]; pour mesure d’un intervalle ou 
de son intersection avec Q on choisit la longueur de l’intervalle, pour celle de 
l’intersection d’un intervalle avec P on prend 0. Vérifier toutes les propriétés 
d’une charge et indiquer ses cellules non jordaniennes. 

8. Montrer que le centre de gravité d’un céne circulaire droit (dans R;) 
de n’importe quel angle au sommet se trouve sur son axe et que sa distance de 
la base vaut un tiers de la hauteur. Lorsque l’angle au sommet du céne tend 
‘vers zéro, le céne devient, a la limite, un segment. Or, le centre de gravité 
d’un segment se trouve a son milieu. Comment expliquer cette discontinuité ? 

9. Désignons par S, (k, n, &) la partie de lasphére S,(n) ={xE€R,: |x |= 
=r} déterminée par les inégalités 

| (04, z) |= 6; a0) eg | (b;, z)|<e, € >0 

ou b,, ..., b, sont des vecteurs orthonormés. Montrer que 

As lS (Ors rele 

acme iN TS Se 
10. Notons V, (k, n, &, @) la partie de la boule V, (n) ={xER,: |ze|< 

<r} déterminée par les inégalités 

PCO 2) Ts ee oy ca eee, pP<|z|<r 

ou by, ..., b, sont des vecteurs orthonormés. Montrer que 

| V, (k, ny, 6, pil x 
lim =41. 
n+ | Vr (n)| 

{1. Les coordonnées sphériques r, $1, Pg, -- +, Pn-1 dans l’espace Ry 
sont définies par les formules: 

Ly = Tr SIN-, COS Po, 

Lg = Pr SiN GP, SiN Pz COS zg, 

= Tr sin Q, SiN Py ... SIN Mp3 COS Pp-1, 

Lp = 7 Sin G, Sin Po ... SIN Pp-» SIN Pp-4. 

Montrer que 

OND ee meee det ( 43 ’ n) 
=r] gin’=? m, sin”-3 Oo ... Sin M,_4. d(r, needle Pn—s) 4 0) Pn-4 

12. Démontrer que, dans l’espace hilbertien des fonctions f (x) continues _ 
sur un intervalle a < x < b, le carré du volume du parallélépipéde construit 
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sur les vecteurs f, (xz), ..., fy (x) est égal a 

; ‘ fy (z4) fy (29) ~.. fa (2) 

‘eat fe (74) fo (%2) ... fe (tn) 1 
ye CHOY Ga din. 

Ses eee elee 6 ie we fe ee 

Pree l %)c.5 Lehey) 
13. L’expression 

\ sf: \ f(r, 3°99 In) eW Mert... +2n9n) dey -.. din = (04, sey On) 

Rn 

s'appelle transformation n-uple de Fourier de la fonction f (x). Montrer que la 
transformation de Fourier d’une fonction symétrique sphérique est encore une 
fonction symétrique sphérique. 

_ 44. Pour n = 3, mettre la transformation de Fourier d’une fonction symé- 
trique sphérique f (x) sous la forme d’une intégrale unidimensionnelle. 

‘5. Pour n= 3, montrer que la transformation de Fourier @ (co) d’une 
fonction symétrique sphérique et absolument intégrable f (x) est une fonction 
dérivable. 

16. Montrer que la transformation de Fourier de la fonction 
nr 

ta mr 7, XjXp 

ads k=1 

nn 

ou la forme %) @j,r;r, est définie positive, vaut a Me MOMAD IAD, ou 
Fh 

OP Nore see 

Cy iy erscr odd 
D=det |laj,{, D(o)=|~1 “y 

On @n1 Inn 

Historique 

L’intégrale double (sur un domaine plan borné) apparait pour la premiére 
fois chez Euler (1770); Euler donne la régle de son calcul par réduction a une 
intégrale itérée. Euler, puis Lagrange, considérent également les intégrales 
triples. Chacun d’eux propose certaines régles de changement des variables; 
vues de plus prés, ces régles se trouvent incomplétes; la méthode correcte est 
proposée premiérement par Ostrogradski (1836) pour les intégrales doubles et 
triples et Jacobi (1841) pour les intégrales de multiplicité arbitraire; c’est en 
rapport au probléme de changement des variables que Jacobi introduit les déter- 
minants fonctionnels nommeés jacobiens par Sylvester. 

Une théorie générale de la mesure des volumes (dans |’espace n-dimension- 
nel) est développée par Jordan dans son « Cours d’Analyse » (1882-1887). 

Bien qu’on sache calculer |’ aire d’une surface a l'aide des intégrales doubles 
depuis le XVIII-éme siécle (Euler 1770), sa définition rigoureuse fait défaut 
encore longtemps; on croit qu'une telle aire puisse étre définie comme limite 
des aires de polyédres inscrits, enfin H. Schwartz (1870), par son exemple frap- 
pant, fait réfléchir sur la nécessité d’en avoir une définition stricte. Celle-ci 
est donnée (en termes de recouvrement « en tuiles » et de « couche engendrée 
par une surface ») par Jordan dans le méme Cours. 

En 1894, Stieltjes propose une nouvelle notion d’intégrale qui différe de 
la notion classique d’intégrale de Riemann par les faits que deux intervalles 
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égaux sur la droite possédent des mesures différentes et que méme des points 
isolés sont capables de porter une mesure positive; de méme que pour l|’inté- 
grale de Riemann, celle de Stieltjes se déduit de sommes intégrales par un 
passage a la limite. Cette définition est ensuite considérée par nombre d’auteurs. 
Mais l’apparition, en 1902, de l’intégrale de Lebesgue que Radon étend de la 
droite a l’espace multidimensionnel en 1913, dirige l’attention des mathéma- 
ticiens vers des questions liées 4 une mesure dénombrablement additive, et 
l’intégrale de Riemann-Stieltjes qui n’exige que l’additivité finie de la mesure 
(et, dans le cas ot la mesure prend des valeurs de deux signes, la condition supplé- 
mentaire que la mesure soit de variation bornée) reste a l’ombre. Elle conserve 
sa valeur dans des questions concernant les fonctions continues; ainsi, F. Riesz 
obtient en 1909 l’expression générale d’une fonctionnelle linéaire dans |’espace 
des fonctions continues sur un intervalle fermé borné, puis Radon en fait autant 
pour les fonctions continues sur un compact n-dimensionnel (1913), sous la 
forme d’intégrale sur une mesure additive tout court. 

Les fonctions additives de domaines se rencontrent bien souvent en phy- 
sique. Certains savants disent méme que seules ces fonctions ont un sens réel, 
les fonctions d’un point étant une abstraction non adéquate a la réalité (cf., 
par exemple, l’article de B. WU. CMupuos, GC. Jl. GCoOo0neB, Huxosat 
Marcumoguu TIioumep dans le livre: H. M. 'tutep, Teopua noTeHuuana 
u eé npumMenenua, TMTTJI, 1953). Ainsi, la température et la densité de masse 
sont des notions abstraites qui correspondent aux notions réelles respectives: 
quantité de chaleur et de masse dans un volume contenant un point donné. 

En 1938-1943, les mesures additives sont étudiées (d’un point de vue plus 
général) par A. A. Markoy et A. D. Alexandrov. Notre construction de l’inté- 
grale est aussi inspirée par les idées de l’intégrale de Riemann-Stieltjes. Quant 
aux liaisons entre les mesures additive et dénombrablement additive sur un 
compact n-dimensionnel, voir T. E. IIuaos u Bb. J.T ypesusy. Wnre- 
rpaz, Mepa WM mpomspopHaA, 2-e w3f., «HayKa», 1967, rm. 2. 

Le schéma ici considéré n’est plus valable dans un espace de dimension 
infinie, ce qui n’est d’ailleurs pas étonnant: une boule de dimension infinie 
contient une infinité de boules plus petites qui sont deux a deux géométrique- 
ment égales et disjointes; par conséquent, si l’on tient a ce que les boules géo- 
métriquement égales soient d’un méme volume, on se heurte forcément a cer- 
taines complications. D’autre part, un volume est l’intégrale de la fonction 
qu vaut 4 dans le domaine correspondant, donc les difficultés avec les volumes 
eviennent difficultés dans la théorie d’intégration. En fait, une théorie d’inté- 

gration dans les espaces de dimension infinie existe, mais elle différe si forte- 
ment de la théorie ordinaire, que leur réunion en un méme exposé n’est pas 
raisonnable (cf. Tr. E. (unos uw Man [Lux Taunus, Unterpan, mepa 
HW NpOMsRoOHaA Ha JMHeEMHEIX mpocrpancTBax, « HayKa», 1967, et la biblio- 
graphie qu’on y trouvera). 



CHAPITRE 4 

Liintégration et la dérivation 

Les opérations différentielles et intégrales sur les fonctions de plusieurs 
variables sont en certaines relations qui généralisent la formule de Newton- 
Leibniz valable pour les fonctions d’une variable. Nous avons déja vu, dans le 
chapitre précédent, l’une des relations de ce genre en définissant la densité 
d’une fonction additive d’un domaine et en construisant cette fonction d’aprés 
sa densité. Il en existe d’autres of un réle essentiel appartient a la frontiére 
du domaine considéré (aux extrémités d’un intervalle dans le cas de fonctions 
-d’une yariable). Pour les fonctions de plusieurs variables, ces relations sont 

_ exprimées par les formules d’Ostrogradski, de Green et de Stokes. Au début, 
on les écrivait en forme numérique ou « scalaire ». Plus tard, en rapport avec 
les problémes de la physique mathématique, se forme l’analyse dite vectorielle 
avec ses opérations différentielles spécifiques (gradient, divergence, rotationnel). 
I] devient clair que les problémes de l’analyse vectorielle sont juste les problé- 
mes sur la nature des relations entre la dérivation et l’intégration (dans l’es- 
pace). Or, le langage de |’analyse vectorielle se montre beaucoup plus commode 
et expressif que le langage classique « scalaire » des mathématiciens, ce qui pro- 
voque la reconstruction « vectorielle » de toute la branche discutée du calcul 
différentiel et intégral. Quant 4 l’analyse vectorielle elle-méme, elle se dépouille 
de « vétements » physiques, et l’assortiment de ses opérations différentielles 
du premier ordre s’avére nature! et, & un certain sens, complet. Remarquons 
que l’analyse vectorielle classique, dans sa partie essentielle (rotationnel), 
s’applique a]’espace tridimensionnel (ou bidimensionnel). Cela suffisait pour ses 
premiéres applications a la physique mathématique. Mais les applications sui- 
vantes en demandent une généralisation multidimensionnelle, surtout que la 
théorie mathématique elle-méme cherche également les énoncés généraux, vala- 
bles pour n’importe quelle dimension. J1 s’avére possible de généraliser \’analyse 
vectorielle au cas de dimensions supérieures ; comment, on le verra dans le cha- 
pitre 7. 

§ 4. 1. Formule d’Ostrogradski 

elie Ae ae Wl ed A aN CC WOT lel et Son i i= 
berprpetation hydromécanique. Soit R= R(x) un 
champ vectoriel continu, donné dans un domaine G de l’espace R;; 
cela signifie qu’a tout point x €G il correspond un vecteur R (2) 
qui dépend continiment du point xz. (La notion de champ vectoriel 
apparue en physique est identique a la notion mathématique de 
fonction vectorielle.) Considérons dans le domaine G une surface S 
lisse par morceaux, dont le vecteur unitaire normal m (zx) varie 
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continiment sur toute partie lisse de la surface S. L’expression 

W (R(x), 8) = {| (m(z), R (a) as (1) 
Ss 

s’appelle flux du champ R (x) @ travers la surface S. 
Cette quantité admet une simple interprétation mécanique. 

Supposons que le domaine G soit rempli d’un milieu continu en mou- 
vement (d’un « fluide ») et que le vecteur R (x) représente la vitesse 
du fluide au point x; évaluons la quantité de fluide qui traverse la 
surface S durant le temps dt. 

Soit dS un élément de la surface S ; en négligeant la variation du 
vecteur R (x) sur l’élément dS on peut dire que le fluide qui traverse 

Fig. 4.4-4 Fig. 4.4-2 

dS durant le temps dt remplit le cylindre de base dS et de génératrice 
R (x) dt (fig. 4.1-1). Le volume du cylindre vaut dS | R (x) | x 

we. 
x ‘tos (ni, RA) dP= (Re mys dik 

En sommant les quantités ainsi obtenues sur tous les éléments dS, 
nous voyons que la quantité de fluide traversant toute la surface S 
durant le temps dt est 

dt \ { (m, R) dS=di-W (R, S). 
8 

Définitivement, le flux W (R, S) peut étre interprété comme 
vitesse (volumique) du mouvement de fluide a@ travers toute la surface S, 
ou bien, puisque cette vitesse ne dépend pas du temps, comme quan- 
tité de fluide traversant la surface durant l’unité du temps. 

Ajoutons que, comme (m (xz), R (x)) >0 lorsque l’angle formé 
par m (x) et R (x) est aigu, et (m (x), R (x)) <0, s’il est obtus, l’inté- 
grale (1) représente non pas la quantité absolue du fluide traversant 
la surface S en l’unité du temps, mais la somme algébrique de la 
quantité du fluide qui coule dans le sens de la normale (avec le 
signe +), et de la quantité du fluide coulant dans le sens opposé 
(avec le signe —). 
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Considérons le cas ot la surface S sert de frontiére 4 un domaine 
V Get le vecteur de la normale m (2) est dirigé vers l’extérieur de V 
(fig. 4.1-2). De telles surfaces qui partagent l’espace en deux ensem- 
bles, intérieur (domaine V) et extérieur, seront appelées fermées 
(cf. contour fermé), ce qui n’est pas a confondre avec le sens métrique 
du terme « fermé » (contenant ses points d’accumulation). L’intégrale 
d’une fonction f (x) sur une surface fermée S dans R, sera désignée 
comme suit: 

{) f(x) dS. 
s 

En cas de surface fermée, le mouvement du fluide dans le sens de la 
normale signifie que le fluide, dans l’endroit considéré, s’écoule du 
domaine V, et le mouvement dans le sens opposé, que le fluide entre 
dans V. L’intégrale (1) représente alors la différence de la quantité 
de fluide s’écoulant du domaine en l’unité du temps et de la quantité 
de fluide qui entre dans le domaine durant le méme temps. Si |’inté- 
grale (1) est nulle, ces deux quantités sont égales, sinon elles sont 

. différentes. En particulier, lorsque l’intégrale (1) est positive, la 
quantité de fluide s’écoulant dépasse celle de fluide entrant. Cela 
veut dire que le domaine V contient des sources, i.e. des endroits ot: 
le fluide est créé d’une facon quelconque (comme, par exemple, 
l’eau apparait lorsque la neige fond). Dans ce cas, la valeur numéri- 
que de l’intégrale (1) peut étre interprétée comme débit total des 
sources dans le domaine V. Si l’intégrale (1) est négative, la quantité 
de fluide entrant dans V dépasse celle de fluide qui s’en écoule; 
il doit y avoir des puits dans le domaine, i.e. des endroits ot le 
fluide disparait (s’évapore, par exemple). Naturellement, on peut 
dire source au lieu de puits en admettant les quantités négatives de 
fluide. Pour cette raison, l’intégrale (1) peut étre interprétée comme 
débit total des sources se trouvant dans le domaine V, et le rapport de 
cette intégrale au volume | V | comme débit moyen des sources dans 
le domaine V. Fixons dans le domaine G un point y et considérons 
une suite V,, ..., Vz, ... de domaines limités respectivement par 
les surfaces S,, ..., Sz, -.- qui se contracte vers le point y. Le 
nombre W (R, V;)/| Vz |, on vient de le dire, représente le débit 
moyen des sources dans le domaine V;,. Supposons que ce débit moyen 
tende, pour k —> oo, vers une limite p = p (y) qui ne dépend pas du 
choix des domaines V;, (pourvu qu’ils se contractent vers le point y). 
I] est naturel d’appeler le nombre p (y) débit (ou densité) de source 
du champ R (x) au point y. Cette limite s’appelle également diver- 
gence du champ R (x) au point y. Ainsi, par définition, on a: 

div R(y)= lim a () (m, R) ds - (2) 
Sart) k Sp 

en supposant que la limite existe. 



304 Ch. 4. L’intégration et la dérivation 

Une fois la divergence, c’est-a-dire le débit de source du champ 
R (x) A tout point, donnée, on peut en déduire, en intégrant, le débit 
total des sources de ce champ dans tout le domaine V. Désignons-le 
par E (R (a), V). Ainsi, par définition, on a: 

E(R(z), V)= \ \ \ div R (x) de. 
Vv 

Le processus étant stationnaire (R (x) ne varie pas avec le temps), 
tout le fluide créé doit traverser la frontiére, ce qui améne a |’égalité 

| | | aiv 2 (@)av= NY (m, R) dS (3) 
Vv S 

dont l’interprétation physique est immédiate. 
4.12. Passons a la théorie rigoureuse. 
a. La définition du flux d’un champ vectoriel donnée dans 4.// 

peut étre étendue, sans modification essentielle, au cas d’espace R,. 
Soit R = R (x) un champ vectoriel continu par morceaux dans un 
domaine G CR,. Quelle que soit une surface (xn — 1)-dimensionnelle 
lisse par morceaux S CG avec le vecteur unitaire continu de la 
normale m (x) *, on peut définir le flux du champ R A travers la 
surface S par la formule 

W (R, s)= J (m (x), R(x)) dS. 
Ss 

De méme que pour Rs, une surface S CR, est dite fermée si elle 
partage l’espace R, en deux ensembles, intérieur et extérieur. 

L’intégrale sur une surface fermée sera désignée par b, bien que, 

conformément a la désignation { dans Rs, il faudrait écrire 

o_o 
sop pour R,. 
——_ 

n—1 

Le flux du champ R a travers une surface fermée découpant un 
domaine V, la normale étant extérieure, représente une fonction du 
domaine V: 

W (R, S)=Wy(R)= $ (m, R) dS. (1) 
Ss 

* En général, ce n’est pas pour toute surface lisse S, méme dans R3, qu’il 
existe un vecteur unitaire continu de la normale (exercice 15). L’ existence 
d’un tel vecteur est une certaine restriction imposée a S (son « orientabilité »; 
pour les détails, voir la troisiéme partie, chap. 8). ’ 
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b. A présent, portons notre attention au fait que la fonction 
W, (R) est une fonction fortement additive du domaine V. Rappelons 
qu’une fonction © (V) du domaine V est dite fortement additive 
(3.4/a) si, pour n’importe quels deux domaines V, et V, sans point 
intérieur commun (avec, éventuellement, une partie commune de la 
frontiére) dont la réunion est V, on a l’égalité 

® (V) = © (V;) + ® (V2). (2) 

L’additivité forte du flux (1) est basée sur le fait que le vecteur 
normal m doit toujours étre dirigé vers la partie extérieure de l’espace; 
par conséquent, en tout point commun aux frontiéres de V, et Vo, 
s’il en existe (fig. 4.1-3), les quantités (m, R) pour les frontiéres de 
V, et de V, sont de signes oppo- 
sés, les parties correspondantes 
des intégrales Wy, (R) et Wy, (R) 
se réduisent, et le résultat repré- 
sente une intégrale sur la fron- 
tiére de tout le domaine V. 

Pourtant, le raisonnement 
ci-dessus va bien pour seuls les 
domaines d’une forme suffisam- 
ment simple. Si les domaines V, 
et V, sont tant soit peu com- 
pliqués, la démonstration de i 
Végalité (2) devient délicate. Fig. 4.1-3 
C’est pourquoi, nous n’envisa- 
geons ici que certains domaines spéciaux ow l’additivité de la fonc- 
tion (1) est évidente. A savoir, nous considérons un pavé fixe 
X <R,, un domaine fixe V C X qui représente un corps jorda- 
nien, avec la frontiére S lisse par morceaux, et la famille Y& (V) de 
tous les ensembles jordaniens U dont chacun représente 1|’intersec- 
tion d’un sous-pavé du pavé X avec V. La famille % (X) est, 
évidemment, un demi-anneau (3.1/2); les ensembles U sont ses cel- 
lules; en choisissant pour mesure d’une cellule U son volume | U | 
nous obtenons un demi-anneau muni d’une mesure, de sorte que V 
devient espace chargé, méme normalement chargé (3.5/b). Chaque 
cellule U, ainsi que V lui-méme, a une frontiére S (U) lisse par 
morceaux. La fonction 

Wy (R)= § (m(z), R(z)) ds 
S(U) 

est, nous l’avons vu tout a l’heure, fortement additive sur les cellules 
U EMA (V), et nous pouvons y appliquer les résultats 3.41-3.44. 
En particulier, conformément 4 la définition 3.42b, la densité de la 

20—0545 
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fonction Wy (R) a un point y € V est la limite (si elle existe) 

b (m, R) ds. 
S(U) 

lim 
Uy | 

Dans le présent cas, nous désignons cette limite par div R (y). 
Supposons que div R (y) existe a tout point y € V et représente une 
fonction continue de y. Alors a lieu l’égalité 3.44 (1) 

 (m, R)dS =Wy(R)= § div R (y) dy, 
S(U) U 

donc l’égalité 4./7 (3) se trouve démontrée dans les conditions impo- 
sées plus haut au flux Wy (R). Notons que nous l’avons démontrée 
pour l’espace n-dimensionnel R,. 

4.13. Le résultat 4.72 est basé sur l’hypothése que la divergence 
du champ R (z), i.e. la quantité 

lim 77 & (m, R)ds (1) 

existe et représente une fonction continue du point. Pour quels 
champs vectoriels peut-on garantir l’existence de la limite (4)? 
Nous répondrons a cette question dans la suite (4.75); nous verrons 
que les champs vectoriels dont les composantes ont leurs dérivées 
continues possédent nécessairement une divergence continue. Pour 
cette démonstration nous utiliserons l’une des plus importantes 
formules liant les intégrales de volume et de surface, celle d’Ostro- 
eradski. 

La formule connue de Newton-Leibniz (voir U9.32) 
b 

j F’ (x) du =F (b) —F (a) 
a 

lie la dérivée et l’intégrale de fonction d’une variable. La formule 
d’Ostrogradski en est une des plus importantes généralisations 
multidimensionnelles. 

Choisissons dans l’espace n-dimensionnel euclidien R, une base 
orthonormée quelconque e,, . . ., €n, alors le produit scalaire de deux 
vecteurs x = (z,, -<.., 2) et y = (y, .. ., gps Cerira 

(t, Y) = Yash -be A ate 

Considérons dans R, un domaine G limité par une surface lisse par 
morceaux S. La surface S peut donc étre représentée comme réunion 

’ . . : BS 

d un nombre fini de ses parties S, (p = 1,..., q) deux a deux sans 
point commun intérieur (par rapport a S); pour tout point intérieur 
xz € Sy il y a un voisinage V (dans R,) dans les limites duquel la 
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surface S, est représentable par les équations paramétriques de 
la forme 

ety Ae ee es ry a al 9 maT 

avec les fonctions @; (uw), uw = (uy, .. ., Un-1) possédant les dérivées 

premiéres continues, le rang de la matrice de Jacobi wae Ley ve | 
; 

19 2 6 ey Un-1 

valant n — 1. Le vecteur 

ey oielrs en 

a01(¥) Gn (u) 
ie Ou, Ou, ; 

Ags (u) OPn (u) 
Dar pe nea TE 

comme nous l’avons vu dans 3.62c, est normal a la surface S en tout 
point u €S, sauf en les points de jonction (ot ce vecteur est défini 
d’une fagon non univoque, nous ne l’y considérons pas). Etant 
donnée l’hypothése sur le rang de la matrice de Jacobi, le vecteur NV 
est partout non nul. En le normalisant, nous obtenons le vecteur 

m (u) = N/| N | (2) 

qui peut avoir deux sens opposés possibles. Nous en choisissons le 
sens extérieur par rapport au domaine G. Maintenant le vecteur 
m (uw) est déterminé d’une fagon univoque; nous l’appelons vecteur 
unitaire normal a la surface S au point u. Désignons par w; l’angle 
formé par le vecteur m et l’axe des z;; alors 

m = €, COS @, +... + én COS Oz. (3) 

Soit. P (x) = P (2, ..+-, Zn) une fonction dans le domaine G, 
. ld th e VA s OP . 

continue et possédant sa dérivée continue =< Alors a lieu la formule 
h 

(dont la déduction sera donnée dans 4.14): 

/P a. (4) 
G 

La fonction cos w, est définie sur toute la surface S, sauf aux 
points de jonction des surfaces S;; elle est continue sur chaque partie 
S;, donc, continue par morceaux sur S, ce qui garantit l’existence de 
V’intégrale de surface dans le second membre. 

En remplacant dans (4) P (z) par P; (z) et sommant les formules 
qui en résultent sur l’indice & de 1 a n nous arrivons 4a la formule 

20* 
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a’ Ostrogradski 

j (Pat ee Pa) ) dp — 
Ox, Orn 

= b (cos @P4()-+ ..--+-CoS@nPp(z))dS. (5) 
8 

Pour n = 1, le domaine G devient intervalle, sa frontiére S est 
formée de deux points, et l’intégrale de surface dans le second membre 
de (4) se remplace, naturellement, par la différence des valeurs de la 
fonction P (x) a ces points; nous retrouvons la formule de Newton- 
Leibniz. Dans le cas général, la formule d’Ostrogradski réduit |’ inté- 
grale de volume d’une forme spéciale a une intégrale étendue sur la 
surface qui sert de frontiére au volume en question. 

Voyons comment est faite cette formule. Dans l’intégrale de sur- 
face du second membre, chaque fonction P, (x) est multipliée par 
la composante respective du vecteur normal m; dans l’intégrale de 
volume du premier membre, chaque fonction P, (x) est dérivée par 
rapport a la.coordonnée respective. On peut dire que le passage du 
second membre de |’égalité (5) & son premier membre consiste 4 

) 4 
remplacer les symboles cos w; par les symboles ro. et l’intégrale 

de surface par l’intégrale de volume. 
Pour P, (x) = 2p, la formule améne a un résultat intéressant : 

| ndz=n|G|=4 > COS n+ TR AS. (6) 
’ ‘ 

S k=1 

Ainsi, le volume du domaine G s’exprime par une intégrale de surface 
étendue sur la frontiére du domaine. 

Une autre conséquence utile de la formule (4) se déduit en multi- 
pliant ses deux membres par chaque vecteur de base e,, puis som- 
mant les résultats sur k; comme ’ 

n 

= oP a ‘I aks 21, ER I Zifoaaneeh: ssn) 

nous obtenons 

| grad P (x) de=§ m(x)P(x)d8, (7) 
G FS 

ce qui représente l’une des notations vectorielles de la formule 
d’ Ostrogradski. 
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En y posant P (x) = 1, nous sommes amené a la relation 

§ m(z)dS =0; 
Ss 

autrement dit: la valeur moyenne du vecteur unitaire de la normale sur 
la surface (lisse par morceaux) qui sert de frontiére @ un domaine V 
est nulle. 

4.14. Abordons la dédnetion de la formule 4.73 (4) qui a pour 
conséquence la formule 4.73 (5). Désignons par Q la Pal du 
domaine G sur le plan des coordonnées z,, ..., 2p 

a. Supposons pour le moment, comme dans 8. 52c, ae le domaine 
G satisfasse 4 la condition suivante: 

(*) Toute droite verticale ou bien n'a pas de point commun avec G, 
ou bien le perce suivant un intervalle (qui peut éventuellement dégénérer 
en. un point). 

L’intervalle mentionné est déterminé par les inégalités 

P Argyl) eS Sy SF gy ey THm4) 

ot les fonctions @ et sont continues. Introduisons la désignation 

x’ = (%, - - -» Xp-)- 
Appelons partie supérieure de la surface S sa partie S, déterminée 

par l’équation z, =p (zx’) et partie inférieure de S sa partie S; 
déterminée par l’équation z, = @ (z’). Aux points de la partie 
supérieure Ss ou le vecteur m est défini, nous avons l’inégalité 
(m, é,) > 0; sur la partie inférieure S;, a lieu l’inégalité (m, e,) <0. 
Ainsi, il résulte de 3.62d: 

En appliquant successivement la régle de transformation d’une 
intégrale multiple en une intégrale itérée (3.52c) et la définition d’une 
intégrale de surface nous obtenons: 

j 2 ae =([ sean tn) Se day | de’ ee 
Zn 

x, =G(x’) 

={ P(z’, p(2")) da’ — | P (a', p(a'))dx' = 
Q Q 
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Pla’, y(a'))(m, en) V (SY +... + (qe) thee’ t 

+ | Pe’, o(2'y) (m, en) V (22) +... + (ge) +1ae' = 

P (x)(m, en) dS5+ \ P (a) (m, en) dSi = Q P (2) 608 on dS. 
8 Ss iv) 

s i 

La formule 4.13 (4) est donc démontrée dans l’hypothése (*). 
b. Comme dans 3.52d, on peut considérer un cas plus général. 

Supposons que le domaine G soit réunion des domaines Gee Deometlnn 
sans point intérieur commun dont chacun satisfasse 4 la condition («) ; 
écrivons pour chaque tel domaine la formule (4) et additionnons les 
résultats; la somme des intégrales de volume sur les domaines G, 
fournira l’intégrale de volume sur le domaine G, celle des intégrales 
de surface sur les frontiéres S; des domaines G;, r intégrale de surface 
sur la frontiére S du domaine G, puisque les termes correspondant 
aux intégrales sur les parties des frontiéres de G; qui sont a l’intérieur 
de G se réduisent, ce qu’on a vu plus haut. 

Nous avons déja dit qu’avec la formule 4.13 (4) se trouve établie 
dans le cas général la formule d’Ostrogradski 4.13 (5). 

4.15. Montrons & présent que la divergence d’un champ R (zx) = 
{P, (x), ..., Pn (z)} existe et est continue dés que les composantes 
P, (x), ..., Py (x) du champ R (z) admettent les dérivées continues. 
A cette fin, écrivons pour le domaine G la formule d’Ostrogradski 
4.13 (5): 

° (m, R)dS= > (cos ®P;+ ...+c0s@,Pp) dS = 
8 S 

= | (48 $f Sa) de, (1) 
G 

Ox, 

La fonction additive du domaine G qui figure dans le second membre 
a pour densité (3.42c) la fonction sous le signe somme: 

1 L eA \ (ete ack GE) des See co oe 
Uy | U| Ox, 

Par conséquent, le flux du champ R qui figure dans le premier mem- 
bre de (1) a la méme densité, donc 

lim 7 § (m, R) dS = div R(y) = ae ED) eh eae a ee eel Ox 
S(U) ie 

ce qui démontre notre assertion. Ainsi, nous obtenons une forme 
explicite de la divergence du champ R. 
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PAG? Gis Foe Pow im beld’s Grieve nm: Envcas den: = 2, 
le domaine G est une figure plane limitée par un contour Z lisse par 
morceaux. Si l’on pose R = R (az, y) = e,M (a, y) + e,N (a, y), 
ou M (x, y) et N (zx, y) sont des fonc- 
tions avec les dérivées premiéres con- @ 
tinues, la formule d’Ostrogradski 
prend la forme sf y 

ie 
oM 

\\( ae ip eR R) dL, 
G 

ae = 
ou m est le vecteur unitaire normal au 
contour Z et dirigé vers l’extérieur du Fig. 4.1-4 
domaine G (fig. 4.1-4). Pour le mo- 
ment, l’intégrale curviligne dans le second membre n’est pas liée 
aun sens de parcours du contour ZL, car la paramétrisation du 
contour n’est pas encore fixée. Choisissons pour paramétre la lon- 
gueur d’arc s comptée dans le sens positif de parcours (i.e. dans le 
‘sens inverse des aiguilles d’une montre); alors le vecteur polaire r 
de la courbe L, de méme que les vecteurs R et m, devient fonction 
de s, et nous aurons la relation 

\ (m, R) dL =§ (m(s), R(s)) ds 
L L 

Nous affirmons ensuite que 

§ (m, R) ds= M dy—N dz. 
L bi 

En effet, le vecteur unitaire ten ot tangent au contour L a pour 

We Via d os 
composantes ——= cos (t311e4)5 Fr = 008 (ts @,), de sorte que dz= 

7S Ve 
= ds cos (tT, €;), dy=dscos (tT, €), donc 

4% ‘ pees 
f. M dy—N ic pi [M cos (t, €2) — Neos (t, €4)] ds = 

L 

fst x 
= f [M cos (m, e,) +N cos (m, é2)] ds= (m, R) ds. 

L L 

La formule d’Ostrogradski prend la forme: 

\\ (24>) Saad estat all 1, (2) 

sous cette forme elle s’appelle formule de Green. 
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Pour M = x, N = y, le premier membre représente le double de 
l’aire du domaine G. Ainsi l’on a: 

1 
|Gl=> 4 xdy—ydxz. 

i 

Ona déja vu cette formule obtenue dans U9.94 par une autre méthode. 
En remplacant dans (2) M par N et N par —M nous avons: 

\ J (= — <0) dedy= fi M dz +N dy. (3) 
G L 

Si l’on choisit, comme avant, pour paramétre sur la courbe L 
la longueur d’arc s, on aura 

fMdc+Ndy=f(M2+N 1) ds=G (x, R)ds 
L L L 

ou t désigne toujours le vecteur unitaire tangent au contour L. Nous 
arrivons donc a une autre notation de la formule d’Ostrogradski 
pour ne 2: 

\) (Ge-4p) arau= R) ds, (4) 
G L 

ot R = (M, N) est une fonction vectorielle avec les composantes 
M (x, y), N (x, y) continiment dérivables dans le domaine G. 

417, Fonction s, a waleurs weet orielles. Les 
composantes du champ R = {P,,..., P,} ne sont pas forcément des 
fonctions numériques: toutes les conclusions de 4.//-4.16 restent 
valables pour les fonctions P; (x) & valeurs, par exemple, dans un 
espace de Banach B. Bien entendu, il faut toujours exiger que les 
fonctions P; (x) soient continues et que, pour tout j fixe, la fonction 
P; (x) posséde la dérivée continue par rapport a z;. En particulier, 
a lieu la formule d’Ostrogradski 4.73 (5) sous la forme 

\ ~ sh de=§ »} CoS Opn+P, (t)dS (EB). (1) OLR 

G k=4 oeyR—4 

La régle signalée dans 4.13 reste toujours valable: en passant du 
second au premier membre les composantes cos o; du vecteur m 
sont remplacées par les symboles de dérivation par rapport aux 
coordonnées correspondantes, et l’intégrale de surface par l’intégrale 
de volume. 
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Enfin, pourn = 2,R = {M, N}, les deux variantes de la formule 
d’Ostrogradski, 4.76 (1) et 4.76 (4), restent valables: 

| \ (Gray) aedy= film, Bab, ) 
G i 

\\ (42-4) azay= fi (, Ryat. (3) 
G L 

4.18. Certaines conséquences intéressantes de 4.77 ont lieu déja 
dans le cas de fonctions P; (x) & valeurs dans un espace de dimension 
finie. Considérons le produit vectoriel dans R, de deux vecteurs 
93(GD Ged Ge) et). R= Ogi0ed Qs): 

€y Cg @3 
Padinks Cpe Se Cy ey 

Ig, RI=|% Ge 93 |=% O70, +a] 9 0, + Qs 0, 0, |" (1) 
Q1 Qs Qs 

Posons 

€3 es &, 3 C2 e4 

Arig ort (ORO. bia 6:10, 1 
Alors la formule 4.77 (1) améne au résultat: 

. we ol 4 &2 €3 

ip [m, R}ds=\\) >) cosan- Px (x) ds= \f COS O, COSH, Cosa, |dS = 

s Me S 1Q1(2) Qo (x) Qs (2) 

JAS] ae oe a ftom SE) ot 
* 1 Q1(2) Q2(z) Qs (2) : 

+ (Sot — 228) oy 4 (See 201) 0, da. 
OL Ox4 Ox, OL5 

L’ expression {) [m, R] dS s’appelle rotation du champ vectoriel 

s 
R (x) sur la frontiére S du domaine G. Dans 4.24, nous mettrons en 
évidence le sens géométrique et mécanique de cette notion. 

§ 4. 2. Rotationnel du champ vectoriel 

LA Gradient et«potentiel. 
a. Soit L = {x € &,: x2 —2z(t)} St <b} une courbe lisse 

par morceaux, donnée dans un domaine G CR,, et sans points 
singuliers (i.e. z’ (t) ne s’y annule pas). Alors on peut paramétriser 
la courbe Z avec un paramétre naturel, i.e. avec la longueur d’arc s; 
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le vecteur t = x’ (s) sera le vecteur unitaire tangent 4 la courbe L. 
Soit, de plus, R = {P, (z),..., Pn (z)} un champ vectoriel continu 
donné dans le domaine G. Le nombre 

j (« (s), R(s)) ds = | Pde | F Pyda, (1) 
‘i | L 

s’appelle intégrale du champ R sur la courbe L. 
Si l’on interpréte le champ R comme champ d’une force (par 

exemple, de gravitation), l’expression (1) sera interprétée comme 
travail de la force R sur le chemin Z. Dans certains problémes de 
mécanique, il est essentiel que ce travail dépende non pas du che- 
min L, mais seulement des points de départ et d’arrivée. Or, cette 
situation n’est pas habituelle, et nous posons la question suivante, 
purement mathématique: quelles sont les conditions a imposer au 
champ R (i.e. aux Py, ..., Py), pour que l’intégrale du champ R 
sur n’importe quel chemin L < G dépende des seules les extrémités de L, 
et ne dépende pas de la courbe L elle-méme? 

Supposons que le champ R soit le champ du gradient d’une fonc- 
tion scalaire g (x), c’est-a-dire que 

Py |... BG (2) 

Dans ce cas, l’intégrale du champ A sur n’importe quel chemin L 
n’est déterminée que par le point de départ A et le point d’arrivée B 
du chemin L, puisque 

B B B 

\ (x, R)ds = | Prdxte lope pees | sb dey+ uh. 4 
A A A 

B 

A 

Etant données les relations (2), le champ R est dit potentiel, et la 
fonction @ (x) est appelée son potentiel. En termes de mécanique, 
Végalité (3) se lit: le travail d’un champ de force potentiel R = 
= {P,, ..., P,} sur un chemin Z liant des points A et B vaut la 
différence des valeurs du potentiel aux points B et A. 

c. La réciproque est également valable: 
Théoréme., Si l’intégrale d’un champ R sur tout chemin L 

dans le domaine G ne dépend que des extrémités de L, alors R est un 
champ potentiel. 

Démonstration. Fixons dans le domaine G un point A 
et posons, pour tout autre point, B = B (z,, ..., Xp): 

B 

o(D=picip se Ss ey= \ (t, R) ds (A) 

A 
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ou l’intégration s’effectue sur n’importe quel chemin allant de A 4B 
dans le domaine G; comme, par l’hypothése, l’intégrale du champ ne 
dépend pas du chemin, la fonction @ (B) est 
définie d’une facon univoque. Montrons que Xr 

grad m (B) = R (B). 

Pour le faire, composons la dérivée de la fonc- 
tion @ suivant une direction quelconque A déter- 8 
minée par un vecteur unitaire e. Choisissons un 
point B, sur la demi-droite issue du point B et 
allant dans le sens de A (fig. 4.2-1) et faisons le 
rapport A 

p (B1)—9@ (8) 
| B,—B| ; Fig. 4.2-41 

By 

On peut dire que la quantité @ (B,) est l’intégrale du champ R 
sur le chemin ABB,, ot BB, est le segment de droite. Alors 

By 
@(By)—9@ (B) _ 1 \ 
|B,—B| | B,—B| ee 

B 

est la valeur moyenne de la fonction (t, R) = (e, R) sur le segment 
BB,. Lorsque B, s’approche de B, cette valeur moyenne tend vers la 
limite (e, R (B)). Par conséquent, la dérivée de la fonction @ suivant 
la direction 4 au point B existe, et l’on a: 

“v{") —-(e, R(B)). 
En particulier, 

TPN ze PB) gael ah ee SS Pe BY, Ox, OLy, 

Or, ceci veut dire que le vecteur R (B) coincide avec le gradient de 
la fonction @ (4) au point B. Le théoréme est démontré. 

Remarquons encore qu’un champ vectoriel donné R ne peut 
avoir, a un terme constant prés, qu’une seule fonction potentielle @. 
En effet, sip est n’importe quelle autre fonction potentielle du champ 
R, nous avons d’aprés la formule (3): 

d’ot 

p (B) = @ (B) +p (A) = @ (B) + const, 
ce qui achéve la démonstration. 

d. La question posée dans a est donc réduite a la suivante: quelles 
sont les conditions a imposer aux fonctions P, (x), ..., Py (x) pour 
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qu’il existe une fonction @ (x) telle que 

Og (x Py (a= ni nutP ee no ? (5) 

Nous connaissons déja la réponse, au moins pour des domaines 
suffisamment petits ou bien simplement connexes de l’espace R, 
(2.61b): une condition nécessaire et suffisante de l’existence d’une 

fonction @ (x) qui satisfasse aux conditions (5) 
B est donnée par les identités 

abs OP ; (z) ote ae tb fHde am © 
Remarquons que, pour les domaines non sim- 
plement connexes, cette condition n’est plus 
suffisante (exercice 6). 

£22"Cireulatton. d'un h-a0 p 
| vee toriel).Soient LACH et Lb = 
Fig. 4.2-2 = AC’B deux courbes (lisses par morceaux) 

qui vont, dans un domaine G CR,, d’un point 
donné A A un point donné B (fig. 4.2-2). En suivant la courbe L 
de A vers B et revenant a A le long de la courbe L’, on parcourt 
un contour fermé [T = ACBC’A. Dans ce cas, pour un champ vecto- 
riel continu R, choisi arbitrairement, nous avons: 

| (, R)ds—\ (x, R)ds= J (t, R)ds+ | (x, R)ds=§ Ce, R)ds. 
“e Fil ACB BO’A Tr 

(1) 
L’intégrale d’un champ R le long d’un contour fermé LZ s’appelle 

circulation du champ R sur ce contour. 
L’égalité (1) montre que les questions sur |’indépendance de l|’in- 

tégrale d’un champ du chemin d’intégration et sur les conditions 
sous lesquelles la circulation du champ sur tout contour fermé soit 
nulle sont équivalentes. Donc, la réponse & la derniére question est 
la méme qu’a la précédente: la circulation d'un champ R sur tout 
contour fermé dans un domaine G est nulle si, et seulement si, le champ R 
est potentiel dans le domaine G. Dans les domaines suffisamment 
petits ou simplement connexes, la réponse consiste a satisfaire aux 
relations 4.27 (6). 

4.23. Encore un probléme de mécanique. 
Soit R (x) un champ vectoriel donné dans un domaine G de l’espace 
R,. Nous l’interprétons ici, de méme que dans 4.1/7, comme champ de 
vitesse du fluide en mouvement. Voici une expérience de mécanique 
idéalisée. Portons dans le domaine G une petite rouette cylindrique Q 
munie d’un grand nombre de palettes qui peut tourner librement 
autour d’un axe fixé arbitrairemeut ; nous déterminons le sens positif 
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de l’'axe par un vecteur unitaire J (fig. 4.2-3). En agissant sur les 
palettes les particules du fluide font tourner la rouette Q A une 
vitesse angulaire  (Q, 1, A) qui dépend (en un point donné A 
du domaine G) du vecteur /. Convenons sur la régle des signes (en 
supposant que le systéme de coordonnées soit A droite): la vitesse 
angulaire de la rouette est positive, si elle tourne dans le sens opposé 
4 celui des aiguilles d’une montre en regardant de l’extrémité du 
vecteur / (dont l’origine est au centre A de la rouette Q), et négative 
dans le cas contraire. En faisant varier de toutes les facons possibles 

Fig. 4.2-3 Fig. 4.2-4 

la direction du vecteur / (la position de l’origine A étant la méme), 
nous obtenons des valeurs différentes, en module et en signe, de la 
vitesse angulaire; pour une position J, du vecteur J, la vitesse angu- 
laire prend sa valeur maximale w . On appelle rotationnel du champ R 
au point A le vecteur 20/>y. 

La définition du rotationnel d’un champ vectoriel donnée sous 
cette forme mécanique ne peut étre considérée comme correcte du 
point de vue mathématique. (Elle est basée sur certaines hypothéses 
sur l’interaction des particules de fluide avec les palettes; elle ne 
dit pas comment faire si la vitesse angulaire maximale correspond a 
deux positions différentes de l’axe de la rouette Q; enfin, le rdle que 
jouent les dimensions de la rouette Q reste un peu vague.) Essayons 
de formuler une définition purement mathématique. 

L’action rotatrice des particules de fluide sur une palette de la 
rouette Q est déterminée par la composante du vecteur R le long de la 
ligne d’action de la palette, autrement dit, par la quantité (t (M), 
R (M)), ou t (M) est le vecteur unitaire tangent 4 la circonférence de 
rotation de la palette et dirigé dans le sens positif (fig. 4.2-4). C’est 
l’action totale de toutes les particules sur les palettes qui fait tourner 
la rouette; la plus naturelle supposition consiste en ce que la vitesse 
linéaire v de chaque point sur la circonférence de la rouette vaut la 
moyenne arithmétique de toutes les quantités (t, R), en d’autres 
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termes, l’intégrale sur la surface latérale & de la rouette Q 

4 

sam | | ( R)aS, 
= 

ou r est le rayon de la circonférence, h l’épaisseur de la rouette Q- 
Pour obtenir la valeur de la vitesse angulaire, on doit diviser la 

vitesse linéaire par le rayon de la circonférence; comme le volume 
| Q | de la rouette Q vaut mr*h, nous avons l’expression suivante pour 
la vitesse angulaire cherchée: 

°@Q, Y=a797 ke re 

= 

x 

Si nous tenons a avoir une caractéristique de la rotation qui se 
rapporte non pas 4 la circonférence de la rouette, mais au point A 
méme, il faut faire tendre vers zéro, dans l’expression obtenue, le 
rayon de la rouette et son épaisseur, puis trouver la limite de la 
quantité  (Q, 1). 

Soit m (M) le vecteur unitaire normal au point M de la circonfé- 
rence. Comme les vecteurs m, t, / sont orientés de méme que les 
vecteurs de base e@,, @., és (le systeme de coordonnées est a droite!), 
nous avons t = [/, m]; ensuite, d’aprés la propriété cyclique du 
produit mixte, nous trouvons (t, R) = ([l, m], R) = (1, Im, R)), 
d’ot 

o(@, )=a57 \ (I, [m, R)) as == (1, Tar | | bm, Aids). 
viv 

a 

Sur la base du cylindre Q, les vecteurs m et / sont colinéaires, 
i.e. (1, [m, R]) = 0; par conséquent, l’expression dans le second 
membre ne change pas, si nous remplacons |’intégrale sur la surface 
latérale du cylindre par l’intégrale sur sa surface totale S: 

0, )=+4(1, 7a NN [m, R]dS) . 
S 

4,24. Il est temps de recourir au langage mathématique rigoureux. 
a. Soit R = {P, (x), P, (x), Ps (x)} un champ vectoriel continu 

donné dans un domaine G Cc Ry. Considérons un domaine Q < G 
limité par une surface lisse par morceaux S, avec la normale exté- 
rieure m. L’expression 

{ [m, R] ds (1) 
8 

nous est déja familiére depuis 4.18; rappelons qu’elle s’appelle 
rotation du champ R sur la frontiére S du domaine Q. Pour la méme 
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raison que dans 4./2b ot |’on considérait le flux, la rotation est une 
fonction fortement additive du domaine G. 

b. Appelons rotation moyenne du champ R dans le domaine Q le 
-Trapport de la rotation du champ AR sur la surface fermée S au volume 
|Q | du domaine Q qu’elle enferme. Supposons que le domaine Q 
se contracte vers un point y € G. Si la rotation moyenne du champ R 
dans le domaine Q posséde une limite qui ne dépend pas de la forme 
du domaine Q se contractant vers le point y, cette limite s’appelle 
rotationnel du champ R au point y et est désignée par rot R (y). 
Ainsi, 

rot R (y) = lim —— TA {Vem Rid 
Q>y 

Nous voyons que rot R (y) _ ee la densité de ia fonction 
fortement additive (1) qui est la rotation du champ A sur la frontiére 
du domaine Q. Contrairement au flux et a la divergence, la rotation 
et le rotationnel ne sont plus des fonctions scalaires, mais vectorielles 
(d’un domaine et d’un point respectivement). 

c. En remplagant dans le raisonnement 4./2 le produit scalaire 
(t, R) par le produit vectoriel [t, R] et compte tenu de 4./8 nous 
trouvons: si rot R (y) existe et représente une fonction continue du 
point y €G, alors ona 

J Jf rot w ay=(f im, Rias, 
Y 

Ss 

quel que soit le domaine Q < G avec la frontiére S lisse par morceauz. 
d. En appliquant le théoréme d’Ostrogradski on peut démontrer 

l’existence et la continuité du rotationnel en supposant que les 
composantes P,, P,, P,;duchamp R admettent les dérivées continues. 
En effet, sous cette hypothése nous avons, d’aprés la formule 4.18 (2): 

: €4 eg 3 

{) im, Bids = \ COS @, COS, COS W;| dS == 

Ss Pe atid P, P 

Py P, P3 

donc, 

4 €9 3 

0 0 0 

P,(y) Ps (y) Ps (y) 
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= e/( csi aera Pal) + ( oF z Pe \+ 

sary fae Peto raul ‘t 

4,25. Revenons a l’expérience idéalisée décrite dans 4.23. Si 
rot R (A) existe, alors nous avons pour la vitesse angulaire de la 
rouette Q d’axe / l’expression limite suivante: 

o(Q, 1) = +(l, rot R (A)). 

Soit 0 l’angle des vecteurs / et rot R (A). Alors, d’aprés la défini- 
tion du produit scalaire: 

o (Q, 1) = + | rot R (A) | cos 8 

d’ot les conclusions suivantes: 
a. La quantité w (Q, l) prend, a un point A, sa valeur mazximale 

se | rot R (A) | lorsque le vecteur | est dirigé suivant le vecteur rot R (A). 
2 

(A cette position de l’axe, la rouette Q a la vitesse angulaire maxima- 
le; ceci approuve la définition initiale « mécanique » du rotationnel 
comme vecteur qui est dirigé dans le sens de l’axe de la rotation a la 
vitesse angulaire maximale et dont la longueur vaut le double de la 
vitesse angulaire maximale.) 

b. Lorsque | est orthogonal au vecteur rot R (A), la valeur de 
@ (Q, Ll) est nulle (pour de telles directions de l’axe, la rouette ne 
tournera pas). 

ce. Pour les autres directions de l’axe, la quantité w (Q, 1) prend 

ses valeurs entre —+ | rot R (A) | et i | rot R (A) |. 

4.26.Formule de Stokes. Comme nous l’avons vu dans 
4.24, le rotationnel d’un champ vectoriel R de composantes dériva- 
bles P,, P,, Ps s’exprime en coordonnées comme suit: 

e4 €2 €3 

<2 7) Boalt. 6P3 _ OP» 

tot ft wW Ox, OX, 0x3 ee ( Ox, Ox ) ae 

Pi (fae Bi 
OP, OP 3 OP, __ OP, 

+e ( 0x3 Oxy ae es (Ge Oxy. OX, ) - (4) 

Si, dans le domaine de définition G du champ R, son rotationnel 
est nul, alors, dans ce domaine, on a: 

@P, _ OP a, ALGEP, aP, Q 
0x3 re OX : Ox, iG 0x3 : Ox, a O29 . ) 
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Si le domaine G est assez simple, par exemple simplement connexe, 
alors, comme on l’a vu dans 4.22, la circulation du champ R 

§ («, R)ds 
L 

est nulle sur tout contour L. Inversement, si la circulation du champ R 
sur chaque contour fermé dans le domaine G est nulle, les relations (2) 
ont lieu en vertu de 4.22, donc le 
rotationnel du champ R est nul. 

Si rot R=0, alors, en géné- 
ral, la circulation du champ R 
n’est pas nulle non plus. Les deux 
grandeurs caractérisant des proprié- 
tés rotationnelles du champ R, il 
est naturel de s’attendre 4 ce qu’el- 
les soient liées d’une fagon ou ; 
d’une autre. Une telle dépendance Fig. 4.2-5 

_est décrite par la formule de Stokes. 
Dans 4.24d, pour un champ vectoriel R = {P,, P,, Ps} avec le 

totationnel continu dans un domaine Q limité par une surface lisse 
par morceaux S, on a établi la formule 

JJ rot rao =) im, R\dS, (3) 
Q Fs} 

ou m est le vecteur unitaire de normale extérieure. 
Choisissons pour domaine Q le cylindre droit d’une hauteur H 

(fig. 4.2-5) dont la base représente un domaine U se trouvant dans un 
plan @ et limité par un contour L. Désignons par 1 le vecteur unitaire 
normal au plan @ et par t le vecteur unitaire orthogonal a /, tangent a 
la surface latérale du cylindre Q et de sens positif (par rapport a 1) 
Soient S et = les surfaces totale et latérale respectivement du cylin 
dre Q. On a 

(1, () [m, R] as} =(p (i, {m, Rj) dS = 

8 Ss 

=Jf Gm, Rp ds=J fl, m, R)as= |) Ras, 
z = = 

car les vecteurs J et m sont colinéaires sur les bases du cylindre Q. 
Désignons par U,, la section du cylindre Q par le plan paralléle aux 
bases et passant 4 une distance h de la base inférieure, et par L,, le 
contour de la section U,,. Alors, pour n’importe quelles fonctions 

21—0545 
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F (x) et g (x), ona 

J} reeyde= J {f] F (2) dS \ dh, 

\ | g (2) ds = | { § g(a) ds} dh; 

z oe ae 

en particulier, 

JI | (1, rot A) dz = | { \ J (I, rot R) dS} dh, 
A 

H 

j) (t, R) cae {g (t, R) dS \ dh. 

Divisons ces relations par H, puis passons a la limite pour H — 0. 
Comme, pour toute fonction continue ® (hk), le théoréme de la moyen- 
ne fournit 

H 

; a lim +7 |  (h) dh= © (0), 

nous avons 

| | @, rot R)as=§ (x, R) ds, (5) 
U L 

vu la relation (4) et l’égalité (3) multipliée scalairement par J. 
La formule obtenue s’appelle formule de Stokes pour un domaine 

plan U. Elle relie le rotationnel du champ R et la circulation de ce 
champ sur le contour Z limitant le domaine U. Si le champ R est 
dérivable, la formule (5) peut é6tre déduite d’une maniére beaucoup 
plus simple. Choisissons les coordonnées de fagon que le contour L 
se trouve dans le plan a, y. Alors 

1=(0,0, 1), (2, rot R)=Fe— 4, 
et la formule (5) prend la forme 

aP, OP, hs 
\j ( ax —-F1) de dy = 9 (x, R)ds, 

U pe 

i.e. coincide avec la formule connue 4.16 (4). 
On peut écrire une formule plus générale de Stokes, non pas pour 

une partie du plan, mais pour une surface orientable (i.e. possédant 
-e vecteur normal unitaire continu) U qui est limitée par un contour L 
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(lisse par morceaux) (fig. 4.2-6): 

\ \ (1, rot R) dS = § (t, R)'ds. (6) 
J | 

U 

Ici 1 = 1 (M) désigne le vecteur unitaire orthogonal a la surface U 
au point M ; cette fois il n’est pas constant, mais varie avec le point 
M. Le vecteur t est toujours le vecteur unitaire, tangent au contour LZ. 
et orienté positivement (par rapport a 1). Si le vecteur t est de sens 
opposé, le second membre de (6) change de signe, et l’égalité n’aura 
plus lieu. 

Lorsque la surface U est sensiblement courbée, la régle de con- 
cordance des sens de la normale et du parcours du contour limitant 
la surface n’est plus correcte, et on doit la remplacer par celle-ci 

l 

Fig. 4.2-6 

qui est plus exacte: une surface orientable U peut toujours étre parta- 
gée en morceaux suffisamment petits U,, ..., U, limités par les 
contours respectifs fermés L,, .. ., L, dont les sens de parcours sont 
concordés comme suit: sur chaque morceau du contour L; qui coinci- 
de avec un morceau de LZ le sens de parcours est déterminé par un méme 
vecteur tangent, et sur chaque morceau commun de deux contours 

L; et L; les sens de parcours sont opposés (fig. 4.2-7) ; alors le vecteur 
normal m est orienté sur la surface U; d’une telle fagon que le sens 
de parcours du contour L;, vu depuis son extrémité, soit le sens 
inverse des aiguilles d’une montre. La possibilité d’une telle con- 
cordance pour toutes les surfaces orientables est démontrée en topo- 
logie; dans notre cours nous n’aurons affaire qu’a des surfaces ke 
mentaires ou cette possibilité sera évidente. 

La démonstration de la formule (6) peut étre construite és la 
facon suivante. Etant valable pour les domaines plans, elle le reste 
pour chaque surface orientable polyédre (composée d’un nombre fini 
de parties planes, par exemple de triangles). Ensuite, étant donnée 
une surface courbée (qui posséde le plan tangent continu ou continu 
par morceaux), on la représente comme limite des surfaces polyédres 
inscrites U, composées de triangles (3.64d). En écrivant la formule 

24M 
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(6) pour chaque domaine U, et passant ensuite a la limite pour 
n—> oo, on aboutit a la formule (6) dans le cas général (3.64e). 

Si l’on divise l’égalité (5) par l’aire du domaine U, puis passe a 
la limite lorsque le contour Z se contracte dans le plan a vers un 
point A, on aura 

(I, rot R(4))=lim a7 9 (t, R) ds. (7) 
L 

C’est encore une formule importante qui exprime la projection du 
rotationnel d’un champ R sur une direction donnée / par la circula- 
tion du champ R. 

§ 4. 3. Opérateur hamiltonien 

4.31. Les définitions de la divergence d’un champ vectoriel 
R (x) (4.19) 

div R(y) =lim Tyr § (m, R) ds (€ Ry) 
Ss 

et du rotationnel du champ vectoriel R (x) (4.23) 
: 4 rot R (y)=lim wr? [m, R]dS (ERs) 
Voy 8 

suggérent l’idée de l’existence d’une définition générale qui contienne 
les définitions ci-dessus comme cas spéciaux. Une telle définition 
générale existe et a la forme suivante. 

Soit 7 (x) un champ opératoriel donné dans un domaine G de l’es- 
pace X = R,; plus exactement, soit 7 (x) une fonction dont la 
valeur pour tout « € G représente un opérateur linéaire de l’espace X 
dans un espace de Banach fixe Y. Pour le moment, il nous est plus 
commode de placer le symbole de la variable vectorielle indépendante 
a gauche du symbole de l’opérateur ; ainsi, pour tout g € X, la fonction 
qT (x) & valeurs dans Y est définie, quel que soit x € G. Supposons 
ensuite que la fonction 7’ (x) soit continue (sur la norme opératorielle) 
dans le domaine G; la fonction q7 (zx) sera alors elle aussi continue 
dans G pour tout q € X, et méme plus, continue par rapport a l’en- 
semble des variables q € X et x € G. Considérons dans le domaine G 
une surface fermée lisse par morceaux I’ qui découpe un sous-domaine 
V de volume | V |; désignons par m (&) le vecteur unitaire de la 
normale extérieure au point €€T et par dI (&) l’élément de la 
surface [. 

La quantité 

Wr(T)=m®T Ar) (EY) (1) 
wR! 

s’appelle flux du champ opératoriel 7 (x) A travers la surface [. 
Comme plus haut, le flux du champ T (z) a travers la surface T est 
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une fonction (fortement) additive (A valeurs dans Y) du domaine V. 
La densité de flux du ie T (x) a un point A CG 

VI (4)=lim 57 ical Ma @7T@are (EY), (2) 

si elle existe, s’appelle jee rd hes du champ T (x) aw point A. 
L’opérateur VY (nabla *) de passage du champ T (z) a la densité de 
son flux s’appelle opérateur hamiltonien. Le passage a la limite dans 
le second membre de (2) se fait, de fagon naturelle, sur la métrique de 
Vespace Y. Si VT (A) existe partout dans le domaine G et représente 
une fonction continue (par morceaux) du point A (a valeurs dans Y), 
alors, de méme que dans 4.72, la fonction d’un domaine Wp (T) 
est restituée d’aprés sa densité VT (xz) avec la formule 

Wr (1) = 9 m@)T al @)= | VI @) dv). (3) 
iB V 

A présent, montrons que si le champ opératoriel T (x) est non seule- 
- ment continu dans le domaine G, mais aussi posséde dans G la dérivée 
continue, la quantité VT (A) existe en tout point A €G; nous en obtien- 
drons une forme explicite. Soient e,,.. ., é, une base orthonormale de 
l’espace X et a, . . ., &, les angles que le vecteur m (&) fait avec les 
vecteurs de base respectifs. Nous avons m (&) = cosa@,-e; +... 

. + cos @,:e,, donc, 

m (EY T (E) = cos ayer T (8) +s &. cos a en (6): 

D’aprés la formule généralisée d’Ostrogradski 4.17 (1), nous 
avons 

$ m@) 7 &) al &)=$ Dd cosay-enl (&)AT () = 
a T k=1 

n 

ce) 
it Oz, (én1’ (x)) dv 

V k=1 

Il en résulte l’existence de la limite (2) et la formule 
n 

| Di: Fe (ex (2)) dv= >) = (eal (2)) 
k=1 

1 Ame yy ena OM) 

Ainsi, l’expression VT (A) se déduit en remplacant formellement, 
dans l’expression de qTZ (z), les coordonnées du vecteur q par les 
symboles de dérivation par rapport aux variables correspondantes. 

Conformément & la notation du vecteur g sous la forme g = >) ena, 

* Nabla est un ancien instrument de musique, en forme d’un triangle 
renversé. 
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, A r 0 5 ert ts 
Vopérateur V peut étre noté V = pas 3,’ 08 Tu coincide avec 

la notation introduite par Hamilton. 
On aurait pu considérer la formule (4) comme définition de 1’ opé- 

rateur hamiltonien. Mais alors on aurait 4 démontrer que l’expression 
y figurant ne dépend pas du choix de la base orthonormale é,, . . -, én. 
Notre définition directe (2) n’est pas liée & une base. 

4.32. Exemples. 
a. Soient P (x) un champ vectoriel dans un domaine G CX = 

=R,, T (x): X > R, Vopérateur qui agit selon la formule 
qi-Az), = (¢,-.P,(z)). Kn. possnt 2 (7) 2= FP) ia) a Pe mous 
trouvons pour la quantité correspondante VT (x) = (V, P (2)): 

(V; P (x)= > i= lene Plas, oPe _ div P: 

k=1 
Ox, 

h=1 

ainsi, l’opération div est un cas spécial de l’opération VY. 
b. Soient P (x) un champ vectoriel dans un domaineG CX = Rg 

et T (xz): X > Rz lopérateur qui agit selon la formule 

e4 €2 €3 

qf (x)= (9, P{x)| =|} ~% qe gs |. 

P(t) P(x) Ps (x) 
0 

Kn remplagant les symboles q,, qd, d3 pat nous aboutis- 
Oxy? x2’ Ox3’ 

sons a l’expression 

ey eo e3 

te) 0 0 
VI (x) =[V, P (x)] = On, Ory aa = Ot * 

Py (x) Po (x) Ps (z) 
ainsi, l’opération rot s’avére un autre cas spécial de l’opération V. 

c. Soient P (x) un champ scalaire dans un domaineG CX = R, 
et 7 (x): X + X lopérateur agissant selon la formule qZ (x) = 
= q:P (x). Ici, pour la quantité correspondante VI (xz) = VP (z), 
nous trouvons 

VP (z) a, s OP (zx) 

k=1 

n 

) 
Fa enP (x) = 2 Tee grad P. 

Par conséquent, le gradient est lui aussi un cas spécial de 1’ opération 
hamiltonienne. 

4.33.Applicationde lopérateur VY aux pro- 
duits. L’application de l’opérateur linéaire V 4 un produit 7,7, 
d’opérateurs, dans l’analyse vectorielle classique, se réalise d’aprés 
la régle suivante. On convient que, s’il y a une notation concréte de 
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Vexpression VZ (x) ot certaines variables (champs vectoriels ou 
scalaires, etc.) sont placées &@ gauche du symbole V, et d’autres @ 
sa droite, alors l’opérateur V agit sur seules les variables qui sont a sa 
droite. Par exemple, dans la notation (P, V) Q, l’opérateur V agit 
sur Q et n’agit pas sur P. Parfois on utilise une autre convention: 
indépendamment de l’ordre des variables, on munit les variables, 
sur lesquelles le symbole V n’agit pas de l’indice supplémentaire c 
qui montre que ces variables jouent le réle de constantes. Par exemple, 
la notation (V, P.) GQ veut dire que V agit sur Q et n’agit pas sur P. 
Dans de tels cas, on tache de transformer l’expression VT (z), si 
c’est possible, de facon a ce que les variables munies de l’indice c 
soient 4 gauche du symbole VY; alors, conformément a la premiére 
convention, on pourra omettre l’indice c, car la position méme de 
la variable correspondante dira qu’elle est considérée comme cons- 
tante. Pour l’exemple ci-dessus, il suffit de permuter V et P,; alors, 
en considérant P comme vecteur et 0 comme scalaire, nous obtenons 

(V, Pe) Q = (Per V) Q = (Pe, VQ) = (P, grad Q). 
Ceci dit, la régle dont il s’agit est: le résultat de l’ action de |’ opé- 

rateur hamiltonien sur un produit de deux facteurs est égal a la somme 
de deux termes dans chacun desquels l’opérateur hamiltonien agit sur un 
seul des facteurs; sur l’un dans le premier terme et sur l'autre dans le 
deuxieéme. 

Afin de préciser cet énoncé qui est un peu vague et d’en tirer 
une proposition rigoureuse, considérons les espaces de dimension 
tinie* A= As, 15.2, UV Ci (Xs 2), W ol (x, Uy avec les 
applications bilinéaires données: 

MeV Wet ans. J, (X,Y), 

Vi: ¥ -et.U, dans.¥, 

A: Wet Z dans Y, 

et supposons que, pour tout vecteur q € X et pour n’importe quels 

opérateurs R € V et S € W, a lieu la relation fondamentale 

q(RxS)=SAQR=RY QS. (1) 
Supposons ensuite que les opérateurs R = R (x) et S = S (2) 

dépendent d’un paramétre x parcourant un domaine G CX et pos- 
sedent dans G les dérivées continues du premier ordre. D’aprés 4.32, 
les opérateurs R (x) et S (x) admettent |’ application de l’opérateur V, 
et l’on a 

VEU a2 VLE. 

Théoréme. Dans les conditions ci-formulées, l’opérateur 
T (x) = R (x) X S (x) admet l’application de l’opérateur V, et l’on a 

V (R (2) X S (z)) = S (@) A VR) + R (2) V VS (x). (2) 
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Démonstration. L’opérateur 7 (xz) est dérivable par 

rapport az; (j = 1,..., m) en vertu de 7.346, et a lieu la relation 

a ee ule aS (2) | ZR) x 8 (@)=32 xs @+R@xSE 
J 

En utilisant (1), nous avons 

Zr (R (a) XS (2)) =S(@) NIG +R) V aA. 
Il en résulte 

V(R (2) x S (2) = 3) Fen (R@) XS (2) = 
h=1 

sel (x) =SS@ Na Gor BR so) 

n 

== S(t) A Sy so (aR (@) +R @V >) Ge (en (2) = 
k=1 k=1 

=SAVR+RV VS, 
ce qu’il fallait démontrer. 

4.34. Exemples. 
a. Soient R (x) et S (x) des champs scalaires dans un domaine 

G <X =R,; trouvons grad (R (x)-S (2)). 
Quel que soit un vecteur gq € X, nous avons évidemment: 

q (R (x) S (x)) = S (x)-qR (x) = R (2)- gS (2). 
On peut considérer cette relation comme cas spécial de la relation 
4.33 (1), pour la concrétisation convenable des espaces et des opéra- 
tions bilinéaires qui y figurent (il faut poser: X = Y=Z=U= 
= R,, V= W cL (R,) (ensemble des opérateurs de multiplication 
par un nombre, x est la multiplication des nombres, \/ et A repré- 
sentent chacun la multiplication d’un nombre par un vecteur). En 
appliquant la formule 4.83 (2), nous trouvons: 

grad (R: (x) Sulz)) = V (RS), == S.(2)- VR) RL): VS), = 

= § (x)-grad R (zx) + R (z)- grad S (zx). (4) 

Bref, en se servant de l’énoncé initial de la régle, on peut procéder 
comme suit: 

V (AS) = Vv (#.S) + V (RS.) = ReVS ESEVAR = 

= Rgrad S + S grad R. 

b. Soient R (xz) un champ scalaire, S (x) un champ vectoriel 
dans R, ; trouvons diy (R (x) S (z)). En procédant par analogie avec 
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ce qui précéde, nous avons: 

div (RS) = (V, (RS)) =R (Vv, S) + S,(V, 2) =R div S + (S, grad R). 

(2) 
ec. Pour n = 3, nous obtenons aussi: 

rot (RS) = [v, RS] = Riv, S] —I[S, VR] = 
= Rrot S — [S, grad R]. 

d. Soient R (x) et S (z) des champs vectoriels dans G. Pour tout 
vecteur g € X, nous avons 

(q, IR, S]) = (S, Ig, R]) = —(R, le, S)), (3) 
by Lit, S]) = Ag 5) — UR, 9) S85 (2, A) +S, git, (4) 
d’ou 

div [R, S] = (vy; [R, S]}) =(S, lv, R) — (2, Iv, S) = 
= (S, rot R) — (R, rot S), (5) 

rot [R, S] = ly, [R, S]] = & (Vv, S)— (R,.v) S — Sv, R) + 
+(S,V)R=Rdiv S —S div R—(R,v)S + (S,V)R_ (6) 

En coordonnées, l’expression (R, V) S s’écrit: 

3 é 3 3 3 ee 

V)S= METS = F(T )as 
k=1 = h=1 is 3 

j=1 j=1 

l’expression (S, V) R est notée d’une maniére analogue. 
4.35.0 pérateurs du deuxiéme ordre. Supposons 

que dans un domaine G de l’espace X = R,, soit donnée une fonction 
T (x) dont la valeur pour tout x € G représente un opérateur bili- 
néaire qui agit de X x X dans un espace de Banach Y, de sorte que 
soit définie la forme bilinéaire pq7 (x) (p € X, q € X). Supposons 
que 7 (x) soit une fonction continue en z, donc que pqT (x) soit 
continue par rapport a l’ensemble des variables p, q, z. 

Conformément 4 4.37, on peut définir l’expression VqT (z) li- 
néaire par rapport Aq. En supposant la fonction 7 (x) dérivable et 
choisissant arbitrairement une base orthonormale e,,..., é, dans X 
on peut écrire: 

n 

val (2) = >) ae (engl (2). 
k=1 

Si T (x) est deux fois dérivable dans le domaine G, on peut égale- 
ment remplacer la variable g par V, ce qui définit l’expression 
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VVT (x); dans la méme base a5 . . +) @n cette expression a la forme: 

WVI (2) = > 5 a way (nes (2))-. (1) 
h=1 j=1 

On peut procéder autrement: remplacer d’abord qg par V, puis p 
par V; on aura 

PVT (2) = >) ax (PesT (2), 

o2 

VF (2) = >) D>) Geraay (ents (@), mee 
j=1 h=1 

ce qui coincide avec (1), vu l’indépendance des dérivées mixtes de 
l’ordre de dérivations. On peut considérer la forme adjointe gpT (2); 
en y remplagant p par V et q par V (dans n’importe quel ordre) 
nous retrouvons 1’expression (1) ou (2), ce qui est le méme. En réalité, 
le résultat ne dépend que de la forme quadratique qqT (x), ce qui 
résulte du lemme suivant: 

Lemme. Si, pour deux opérateurs bilinéaires T, (x) et T, (x) 
satisfaisant aux conditions formulées plus haut, on a qqT, (x) = qT; (2), 
alors 

VVTI; (2) = VVT 4 (2). 

Démonstration. Considérons l’opérateur 7 (x) 1 — 
— T', (x). Pour les formes bilinéaires nous avons (p + q) (p + q) T 

= ppT + pq? + qpT + qqZ. Or, par hypothése, (p + 9) (p -+ q) T 
= 0, ppT =0, qq = 0, donc 

pal + gpT = 0. 
Kn remplacgant ici p et q par V, et compte tenu de ce qu’on a dit plus 
haut,*nous_trouvons 

VWVI + VVI = 2vVI = 0, 

d’ot VVTI, (z) = VVT, (x), ce qu'il fallait. 

4.36. Si P (x) est une fonction scalaire, on peut composer les 
expressions “suivantes : 

(a) (V, V) P =V'°P = (V, VP) = div grad P; 
(b) [V; V] P =IV, VP] = rot grad P (dans R,). 

Si P (x) est un champ vectoriel, on peut construire les expressions: 

() (V, V)P=V?P; 

(d) V(V, P) =grad div P; 

(ce) (V.1[V; P]) =div rot Ps 

(f) [V, [V, P]] = rot rot P ; (dans £5). 
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Si l’on remplace V par un vecteur ordinaire qg, les résultats des 
opérations (b) et (e) seront nuls d’aprés les régles de l’algébre vec- 
torielle. 

Nous concluons: quel que soit un champ scalaire P (x) dans Rg, 

rot grad P (x) = 0, (1) 

et quel que soit un champ vectoriel P (x) dans Rs, 

div rot P (xz) =0. (2) 

On peut verifier les égalités (1) et (2) obtenues des raisonnements 
généraux par un calcul direct: 

ey 2 3 
(6) 0 

rotgrad P(z)=| 62, “dr, dz | =0, 
oP oP oP 

Ox4 “Ox_ “0x3. 

a] 0 0 

“Ot, O85. 0&3 

diviaotP (extents 98) ae? pI, 
Ox4 0x9, 0x3 

Pe Pers 

ou P (x) = e&P, (xz) + eyP. (x) + esPs (2). 
Considérons |’opération (a). Vu que, pour un vecteur g, nous avons 

n n n 

q= pa ge, (1 D= pa g,- (2.9) P@)= pa Ps), 
J= 

en remplagant les composantes du vecteur par les dérivées par rapport 
aux coordonnées respectives, nous obtenons: 

myo ss = . (3) 
j=1 3 

Cet opérateur différentiel du deuxiéme ordre est nommé opérateur 
de Laplace; c’est un des plus importants opérateurs différentiels de 
la physique mathématique. 

L’opération (f) s’exprime par (c) et (d). La formule 4.35 (4) 
donne: 

Iv, [v, P]] = V (Vv, P) — (V, V) P = grad div P — V°P. (4) 
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§ 4. 4. Certains types de champs vectoriels 

444. Champs Sy métriqu es, sp heéri-q vu e's. 
a. Considérons un champ scalaire dans R, qui, pour y variant et x 

fixe, est donné par la formule: 

uy=f). r= ly—z|= V> (yi— i)", (1) 

ou la fonction f (r) est définie pour r >0, continue, et admet une 
dérivée continue. Comme la fonction wu (y) ne dépend que de la dis- 
tance de y au point fixe z, le champ wu s’appelle champ symétrique 
sphérique de centre de symétrie en x. 

b. Calculons le gradient du champ symétrique sphérique uw (y). 
D’aprés 1.37b on a 

Of (r h or P ;— 2; sire ocr 
d’ot 

grad,7 (r) = > gai > (Yi 
i=! 

Nous munissons le symbole de gradient de l’indice y pour montrer 
les coordonnées par rapport auxquelles on dérive. Si e (x, y) est le 

n 

vecteur unitaire allant de z vers y, de sorte que 2 (vz; —yi)ei = 

= re (x, y), on peut mettre le gradient cherché ee la forme: 

grad, f (r) = f' (r) e (a, y). (2) 
ce. D’une fagon générale, n’importe quel champ vectoriel P (z) 

de la forme @ (r)-e (x, y), obr = | y — x | et g (r) est une fonction 
numérique, s heels champ vectoriel symétrique sphérique avec x 
pour centre de symétrie. Quelle que soit la fonction donnée 9g (r) 
(continue), on peut restituer une fonction f (r) en résolvant l’équation 
différentielle f‘(r) = q@(r). Par conséquent, tout champ vectoriel 
symétrique sphérique et continu est potentiel, c’est-a-dire qu'il est 
(pour x = y) gradient d’un champ symétrique sphérique scalaire avec 
le méme centre de symétrie. 

d. Trouvons la divergence d’un champ symétrique sphérique 
vectoriel P (y) = 1 (r) e (z, y). Il vaut mieux noter P (y) = g (r) X 
xX re(x, y) ou @ ae  (r)/r. D’aprés 4.34b nous avons: 

@ (r div, P (y) = (V, (x, y)) = @ (7) (Vy, re (@, y)) + ) re 
+ (re (x, y), Vu (r)) = @ (7) divy re (x, y) + (re (x, y), grad @ (r)). 
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Or: 
n n A 

div, re (x, y) =div, >) (yi— zi) ei = 9} wae eae 

i= i=1 ‘ 

grad, @ (r) =" (r) e (2, y), 
donc, 

div P (y) = ng (r) + rg’ (7). 
Est-ce qu’il est possible que div, P (y)=0? En résolvant l’équa-_ 

tion différentielle 

np (r) + rp’ (r) = 0, 
nous trouvons 

G 
Cr —_-, 

ou C est une constante arbitraire. 
Ainsi, parmi les champs vectoriels symétriques sphériques, les 

_ champs de la forme 

G (GON Ger Py) =re (#, y= Sev (3) 
sont seuls @ posséder la divergence nulle (pour y ~ 0). 

Le flux du champ (8) a travers la sphére S, d’un rayon p et de 
centre au point x vaut 

dS Cc b (m, P) dS =O Se = Sez | Sol =C1 S11, 
Ss 

8, ry) 

ou | S, | est l’aire de la sphére unitaire. Nous voyons donc qu’a 
l’intérieur de la sphere S, il existe tout de méme une source du champ 
P (y); il est évident qu’elle ne peut se trouver qu’au point z. 

e. Disons entre autres que, pour n = 3 et C = —m, m > 0, le champ (3) 

Ce (x, y) _ me(y, 2) 
P(y)= ==" 5 ae 

est identique au champ de gravitation d’une masse ponctuelle m placée au 
point z (loi de Newton!). Nous voyons que la loi de Newton peut étre démontrée 
A partir des suppositions naturelles que le champ cherché doive étre symétrique 
sphérique et avoir pour seule source une masse ponctuelle. (Dans un univers 
bidimensionnel, la force de gravitation serait inversement proportionnelle 
4 la distance, dans un univers n-dimensionnel 4 la puissance (n — 1)-dme de la 
distance.) 

f. Lorsque n = 3, le rotationnel d’un champ symétrique sphérique 
vectoriel P (y), pour y ~ 2, est nul a cause de l’existence de poten- 
tiel. La rotation du champ P (y) sur toute sphére S$, de centre au 
point xz est nulle (puisque [m, P] = 0), donc le rotationnel s’annule 
méme au point y = z. 
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4.42.Champ newtonien. 
a. Selon la loi de Newton dans l’espace tridimensionnel, la force attractive 

avec laquelle une masse m placée a un point z agit sur la masse unitaire se trou- 
vant en un point y est de Ja forme 

F(y)= 
m eye (1) 

ou |z— y | est la distance de z a y, e (y, x) le vecteur unitaire allant de y 
vers x; on suppose, naturellement, que le point y soit autre que z. 

Le champ F (y) est symétrique sphérique (avec z pour centre de symétrie) 
et, comme nous l’avons vu dans 4.4/c, potentiel. Evidemment, dans notre cas 
le potentiel du champ F (y) vaut 

m 

|z—y|° (2) 
fy)= 

b. Si le champ de gravitation est généré non pas par un seul mais par plu- 
sieurs masses ponctuelles m,,..., ™m, placées aux points respectifs z,, ..., Zk; 
alors chacune d’elles agit sur la masse unitaire se trouvant en un point y d’aprés 
une formule analogue a (1). Par la loi d’addition des forces, l’action totale de 
toutes les masses est représentée par la somme vectorielle 

k 

F (y)= >) Taare i), (3) 
yl 

sous la condition que le point y soit différent de chaque point 2; (j= 1,..., k). 
Le champ (3) est toujours potentiel, et sa fonction potentielle vaut 

k 

i(y=> Tat . (4) 
i=! 

ce. Figurons-nous une distribution continue de masse: dans un domaine 
borné GC R3, chaque domaine (jordanien) V CG est pourvu d’une masse 
m(V) pui représente une fonction fortement additive du domaine V. Rappe- 
lons la notion de densité de masse. Pour un domaine donné AV contenant Am 
unités de masse, nous définissons la densité moyenne de masse comme rapport 
Am 

| AV |; 
..., AVg, ... de domaines se contractant vers le point z lorspue s—> oo. 
Pour chacun de ces domaines, il y a une densité moyenne de masse p (AV). 
Admettons que, quelle que soit une telle suite de domaines, les nombres p (AV,) 
tendent, pour s—> oo, a une limite fixe »=p(x)= lim w(AVs) qui ne dépend 
pas du choix de la suite AVs. La quantité p (x) est alors appelée densité de masse 
au point x, 

Supposons que, dans un domaine V, la masse admette une densité continue 
(par morceaux) p(x). Construisons l’expression du champ gravitationnel créé 
par cette masse. 

Partageons le domaine V en un nombre de petits domaines AV; (i=1,.-. 
..., k) et désignons par Am; la masse portée par le domaine AV;. Il est naturel 
d’accepter que la force AF; (y) avec laquelle la masse élémentaire Am; agit 
sur la masse unitaire au point y soit la méme que si cette masse élémentaire 
était concentrée A un seul point du domaine AV;, par exemple au point z;. Cela 

=, (AV). Ensuite, fixons un point « et considérons une suite AV4, 
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permet d’appliquer la formule (3) powr la force AF;(y). En additionnant sur 
Vindice i et passant 4 la limite nous aboutissons a l’expression cherchée de la 
force totale de gravitation: 

F=f eed BSD eee a de. (5) 
V, 

_L’intégrale (5) est définie aussi bien pour les points y se trouvant en dehors 
du domaine V qu’a son intérieur. Dans le dernier cas, l’intégrale devient impro- 
pre, mais converge absolument, puisque le dénominateur représente le carré 
de la quantité | z — y | (8.736). 

Le champ F (y) (5) s’appelle champ newtonien dans Rg. 

d. Dans l’espace n-dimensionnel, on appelle champ newtonien un 
champ vectoriel qui est défini pour y € A, par la formule 

zye(y, x F(yy= | SOR? de (6) 
v 

ou V CR, est un domaine borné, p (xz) une fonction continue par 
morceaux. 

Montrons que le champ (6) posséde un potentiel qui vaut 

f)=say J EE @>2). (7) 
Vv 

|z—y jn=2 

I] suffit de prouver que grad f (y) = F (y). 
En appliquant a l’intégrale (7) le théoréme 3.77g et compte tenu 

de Végalité 4.47 (2), ona 
n 

{ 1 ee ees | 4 ow Os 2) 
rady SF Tama — 2 Wy w—2 Teme Tay 

i=1 

et 

£645 #8 (x) dx = iti 4h alt Bi Meccan grad f (y) = 7a ») Oy; \ [2—y|"-2 Ci 
i=1 VA 

Pt ae 1 ne 
=| #3 sy aaa ea ei 

ue i=1 

= j p (a) pees de = Fy). 

Vv 

Pour n = 2, la fonction 1/((n — 2) |  — y|"-*) est 4 remplacer 

par In (t/|z —y )). 
e. Trouvons la divergence du champ newtonien. On peut s’attendre 

ace qu’elle soit liée 4 la fonction p (x), parce qu’on a déja vu que les 
sources d’un champ de gravitation sont les masses qui le créent. 
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Si le point y est A une distance positive du domaine V, ladérivation 
de l’intégrale (6) peut étre effectuée sous le signe somme (3.35d), 
car elle a, de méme que la fonction 1/| z — y |"-!, les dérivées de 
n ‘importe quel ordre. I] en résulte, compte tenu de 4.4/d, le fait: 

div F (y) = \u (x) div eer da =0. 
Vv 

Si le point y appartient au domaine V, l|’intégrale (6) représente 
une intégrale impropre de deuxiéme espéce, avec une « singularité 
variable » (3.77a). Pour la dérivation de telles intégrales on utilise 
le théoréme 3.77g. 

Tout de méme, ce théoréme n’est pas applicable 4 notre cas, 
car il demande que l’exposant dans le dénominateur soit inférieur 
a n—1. Pour nous en tirer, procédons autrement. Trouvons d’abord 
le flux du champ F(y) (6) a travers la surface fermée S limitant 
un domaine Q, puis divisons-le par le volume |Q| de ce domaine 
et faisons se contracter le domaine Q vers un point fixe. En cal- 
culant le flux on peut appliquer le théoréme 3.77d: 

§ mv), Fw) as = § (me ja) dS (y) = 
=f n@ {G 2H 2) as q) az. 

p2—y (ek 
Vv 

L’intégrale intérieure est le flux 4 travers la surface S du champ 
de la masse unitaire placée au point x. Si le point x est en dehors du 
domaine Q, ce flux est nul, car le champ d’une masse ponctuelle n’a 
pas de sources en dehors de la masse méme. Si le point z est a l’inté- 
rieur du domaine Q, le flux ne dépend pas de la forme du domaine Q 
et se trouve égal au flux a travers la sphére S, de rayon 1 centrée au 
point z, ce qui est facile 4 calculer: 

m (y), € (yy 2) ee. dS 
angie oe a ee 

Si Si 

ou |S, | est l’aire de la sphére unitaire dans R,. 
Ainsi, dans le cas en question, on a: 

§ (my), FY) ASW) = —| Ss] | we) ar. 
8 Q 

La fonction p (x) est supposée continue (par morceaux) ; en ses points 
de continuité ae avons: 

div F (yo) = lim 797 3 (my), Fw) aS (y) = 

—|S4| Jim TOT W(2)dx= —|Si|u(y). (8) 
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L’égalité (8) exprime la liaison cherchée entre la divergence du champ 
de gravitation et la densité de masse générant ce champ. 

f. Bien que le champ F (y) (6) posséde une divergence, cela ne 

signifie pas encore qu’il existe les dérivées oe Montrons que, si 

la fonction u (x), au voisinage d’un point z es Yo, est continue et 

admet les dérivées partielles continues, les fonctions a existent 

et sont continues pour y = Yo. 
Lemme. Pour toute fonction dérivable f (r) ou r= |x — y |, 

zER,, yER, a lieu l égalité 

Vif (lz — yl) = —Ves (= — y )). 
Démonstration. D’aprés 4.47 (2), on a 

Vuf (r) = grad yf (r) = f(r) e (z, y); 
en y remplacant y par x on trouve 

Vf (7) = grad; f (r) = f(r) e (y, t) = —Vyf ©), 
“ce qu’on cherchait. 

g. Afin de prouver la dérivabilité du champ F (y) (6), supposons 
d’abord que la fonction p (z) soit continue et posséde les dérivées 
continues non seulement au voisinage du point z = y, mais partout 
dans le domaine V et qu’elle s’annule sur la frontiére de V. Mettons 
le champ F (y) sous forme d’un gradient (d), puis, A l’aide du théoréme 
3.77g, portons le gradient sous le signe somme et appliquons le 
lemme précédent; ensuite transformons la fonction sous le signe 
somme avec 4.34 (1): 

4 w(z)de 
F (y) nak A pars \ [o—y [= = 

4 

4 1 —1 il 

sed 4 p (2) ee Vell (2) 

Appliquons le théoréme d’Ostrogradski 4.1/3 (7) 4 la premiére des 
intégrales obtenues: 

u (2) ae | v= qet aps roe Ee) Ta—y [= as, =0, 

parce que la fonction p (x) s 2 aa sur la frontiére S du domaine V. 
Ainsi, 

4 Vx Fy) ==> Pane: AA 
Vv 

22-0545 
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aprés quoi l’existence des dérivées premiéres continues du champ 
F (y) résulte du théoréme 3.77g et des conditions qu’on a imposées 
a la fonction pw (z). 

h. Supposons que l’existence des dérivées continues de la fonction 
u (x) ne soit garantie que dans un voisinage du point yo, par exemple 
pour | 2 — yo |< 26. Considérons une fonction dérivable f (r) 
définie pour r>0 qui vaut 1 pour 0O<r<6 et 0 pour r> 26. 
Alors la fonction p, (x) = p (x) f (|  — Yo |) satisfait aux hypothéses 
de g, et le champ newtonien correspondant 

F* (y) = j Wy (x) e (y, x) dx 

jesus 

a les dérivées continues partout dans R,. Nous avons 

r)— wy (z)] e (y, x) dz F (y)— Fry) = | BO Bere 
v 

Comme la fonction uw (x) — py, (x) s’annule pour | zx — yp | < 6, le 
champ F (y) — F* (y), d’aprés e, posséde au voisinage du point yp 
les dérivées de n’importe quel ordre. I] en résulte que le champ 
F (y) = F* (y) + (F (y) — F* (y)) est continiment dérivable au 
point yo, ce qu’on affirmait. 

i. Coct ctant, si F = "tF,, 7. <. 2). = erad 7, alors 

ey div F(y) = >) SY =v, N=, VN=VFY), 

ce qu’on a montré dans 4.1/5. 
En vertu de (8) nous arrivons 4 la formule de Poisson classique 

pour le champ newtonien F (y): 

z OF ; (y) z af ) St a ee, (9) 
i=1 i=1 

Nous avons montré qu’elle est valable en tout point y au voisinage 
duquel la fonction u (x) a les dérivées continues. 

j. Cette formule montre, en particulier, comment trouver une 
solution particuliére de l’équation de Poisson 

Ya Af (y= 3 FH — ey, - 0) 
ix1 

ou g(y) est une fonction donnée dans un domaine borné V CR,, f(y) 
une fonction inconnue définie dans le méme domaine. D’aprés ce 
qu’on a démontré, le potentiel newtonien avec la densité de masse 
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—g (y)/| S; | satisfait 4 l’équation (10) en tout point y au voisinage 
duquel la fonction g (y) posséde les dérivées continues. 

k. En ce qui concerne le rotationnel du champ newtonien F (y) (6), 
il est nul puisque le champ F (y) admet un potentiel, et on peut 
appliquer 4.36 (1). 

4.43. Champ de Biot et Savart. 
a. Soit v (x) un champ vectoriel dans un domaine V c R, limité 

par une surface lisse par morceaux S ; le champ de Biot et Savart qui 
lui correspond est le champ vectoriel 

G(y)= | PEC ae, (1) 
Vv 

Si le domaine V est rempli de charges électriques en mouvement, avec 

Vila) =u (2) 2) pour densité de courant électrique (dg (x) étant la quantité 

de charge dans ur volume dz, u (z) sa vitesse), alors, selon la loi de Biot et 
Savart, lechamp magnétique généré par ce courant est donné par la formule (1), 
ce qui explique notre terminologie, 

b. Le champ G (y) (4) est, en général, rotationnel, donc n’a pas 
de fonction potentielle. On peut tout de méme construire un poten- 
tiel vectoriel de ce champ, c’est-a-dire un champ vectoriel J (y) tel que 
G (y) = rot J (y). Posons 

(y= 
v 

Vie) ax 

Ja—y|° (2) 

D’aprés le théoréme 3.77g et la régle 4.34c, on a: 
de’ 

rot J (y)=1V, JW) =[Vw | Le |= 
|r—y | 

Vv 

=| [ Vi aa )de= “af [ ¥(@), Was [i= 

4 Vigne (e, | 
= — j [ ¥ (2), grad, lee |ar= \ eet, 9) ; ee di=G (y), 

Vv V 
ce qu’il fallait. 

ce. Trouvons la quantité div J (y). En procédant par analogie et 
appliquant le lemme 4.42f et le théoréme d’Ostrogradski, nous obte- 
nons, une fois la dérivabilité de v (x) supposée: 

div J (y) =(V, J=a\ (vy, fey) del ((v (2), Vs] ) = 
Vv 

v (2) 

‘; 

= Al (v(2), Ve a7) d= i ye joo dz + 

ap (Vier V (2)) Fost oly v (2) In eere A ole div v (a) he 

[z—y] aa iia se 
22* 
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d. Imposons maintenant au champ v (z) les conditions suivantes : 
(x) div v (xz) =0 (« les charges électriques n’apparaissent pas et 

ne disparaissent pas ») ; 
(«x) sur la frontiére S du domaine V on a la relation (m (2), 

v (x)) = 0 (« la frontiére est formée de lignes de courant; les charges 
ne le quittent pas et n’y entrent pas »). 

L’égalité (3) montre que les conditions («) et (**) ont pour consé- 
quence 

div J (y) = 0. (4) 

e. Etant données les conditions (+*) et (*«), calculons le rotation- 
nel et la divergence du champ de Biot et Savart G (y) (4). 

Compte tenu de (4) et de 4.36 (4), on a 

= V div J (y) — V*J (y) = — v*J(y). 

Or, les composantes du champ J (y) ont la forme de potentiels new- 
toniens : si J == dy Ja, oye vw =v v9; va} alors 

x= | Oe ie 12). 
Ae 

Nous avons vu dans 4.42f que, du moment que la fonction p(z) 
soit dérivable, on a 

5 x) d. r 
vi | onl = —|S;|u(y)= —4mu(y) (dans Rs). 

4 

lI en résulte V2J (y) = —4nv (y), donc 

rot G (y) = 4nv (y). (5) 

On peut dire que le rotationnel du champ magnétique d’un courant 
indique la direction du courant générant ce champ magnétique. 

Quant a la divergence du champ de Biot et Savart (1), elle est 
nulle puisque G (y) = rot J (y), et la divergence d’un rotationnel est 
nulle (4.36 (2)). 

’ Soulignons pour conclure les propriétés opposées des champs de 
Newton et de Biot et Savart: pour le premier, le rotationnel est nul 
et la divergence se détermine d’apreés les fonctions données (densité de 

masse), pour le second, la divergence est nulle et le rotationnel se 
détermine d’aprés les fonctions données (densité de courant); le 
premier posséde un potentiel scalaire sans avoir un potentiel vectoriel 
(la divergence est non nulle) ; le second posséde un potentiel vectoriel 
et n’a pas de potentiel scalaire. 
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§ 4.5. Champs et fonctions harmoniques 

4.51. Champs harmonigques. 
a. Un champ vectoriel H (x) donné dans un domaine Vc R; 

et y possédant les dérivées continues — (¢ = 1, 2, 3) est dit. har- 

monique si, partout dans le domaine V, ona 

div H (z) = 0, rot # (z) = 0. (1) 

Un champ newtonien (4.42) dans un domaine dépourvu de masse, 
ainsi que le champ de Biot et Savart (4.43) dans un domaine dépourvu 
de courant, sont des champs harmoniques. 

b. La notion de champ harmonique peut étre formulée pour les 
champs vectoriels dans l’espace n-dimensionnel. Un champ vectoriel 
dérivable H (x) = {H, (z), ..., Hy (x)} sera dit harmonique dans 
un domaine V < R, si, partout dans V, ona 

P __ 0H, OH 
div H (xz) = 7 oe tae =A), (2) 

0H; 0H; aes 
On; oe =0 G, j=1, Sralte's n). (3) 

Dans ce qui suit, on aura affaire 4 un champ harmonique dans un 
domaine simplement connexe V c R,. Avant tout, il résulte (4.2/d) 
de (3) que le champ H admet un potentiel, i.e. qu’il existe une fonc- 
tion (deux fois dérivable) h (x) telle que 

Oh oh H (z)=grad h(z)={—~, ... ie (4) 
0x4 Ore 

La relation (2) peut étre représentée comme condition imposée a 
la fonction h (z): 

OH, __ -5 Oh (5) 
OLR (ae 

k=1 

Toute fonction (deux fois kits h (x) qui satisfait a |’équation 
(5) dans un domaine V s’appelle fonction harmonique dans le domai- 
ne V. Ainsi, la fonction potentielle d'un champ vectoriel harmonique 
est une fonction harmonique. Comme, en vertu de 4.2/d, un vecteur 
H (x) = grad h (z) satisfait aux égalités (3), la réciproque est égale- 
ment valable: le gradient de toute fonction harmonique représente un 
champ vectoriel harmonique. 

4.52. Formules de Green. Soient, dans un domaine 
V c R, avec la frontiére S lisse par morceaux, p (x) un champ scalai- 
re dérivable et R (x) = grad g (x) un champ vectoriel dérivable possé- 
dant un potentiel. D’apres 4.54b, nous avons 

div pR = (V, pR) =» (v, RB) + (RB, Vb) = pAg + (Va, VY). 
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En intégrant les deux membres sur le domaine V, puis appliquant 
au premier la formule d’Ostrogradski 4.1/3 (5), nous obtenons 

| divpRde=§ (m, wR) as= § p(m, R)ds= 
Ss V 8 

a ={yas=| yAgaet | ve, vy) ae, 
s Vv V 

de sorte que 

| (Vo, vy) ae+ | pAqdz=§ ps2 as (1) 
V V Ss 

(premiére formule de Green). En permutant ici @ et p puis faisant la 
soustraction, nous arrivons a la deuxiéme formule de Green: 

| (Ag Ay de=§ (pS2——*) as. (2) 
Vv Ss 

4.53. Théoréme. 
a. Si une fonction harmonique h (x) s’annule sur la frontiére du 

domaine V, alors h (x) = 0 partout a l’intérieur du domaine V. 
b. Si deux fonctions harmoniques coincident sur la frontiére du 

domaine V, elles le font a son intérieur. 
c. Si un champ harmonique H (x) a la composante (m, H) nulle 

partout sur la frontiére du domaine V, alors le champ H (x) est identi- 
quement nul a l’intérieur de V. 

d. Si deux champs harmoniques H, (x) et H, (x) ont, partout sur 
la frontiére du domaine V, leurs composantes normales (m, H,) et 
(m, H,) égales, ces champs coincident & l’intérieur du domaine V. 

Démonstration. Soit h (x) une fonction harmonique dans 
le domaine V. Posons g = ip = h dans la formule de Green 4.52 (4); 
alors Ah = 0, et, dans l’hypothése de a, l’intégrale sur la frontiére 
disparait. Ainsi la formule 4.52 (1) fournit 

| | va Pax =o. 
ve 

Il en résulte que Vk = grad h (x) = 0 dans le domaine V, donc la 
fonction h (x) est constante; comme elle est nulle, par hypothése, 
sur la frontiére, elle l’est partout dans le domaine V. La proposition a 
est donc démontrée. 

Soit H (x) un champ harmonique dans le domaine V. Posons 
y = g =h (x) dans la formule de Green 4.52 (1), h (x) étant le 
potentiel du champ H (x). Alors Ag = 0 cette fois aussi, et, dans 

Vhypothése de c, la quantité as = (m, H) s’annule sur la frontiére 

de V, de sorte que toute l’intégrale sur S soit nulle. La formule 
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4.52 (1) fait conclure que 

| Iva Pde = \ | H (2) 2dx =0, 
*, 

d’ot H (x) = 0 dans le domaine V. La proposition c est donc dé- 
montrée. 

Les assertions } et d résultent de a et c, car la différence de deux 
fonctions (champs) harmoniques est encore une fonction (un champ) 
harmonique. 

4.54.Autres conséquences des formules de 
Green. 

a. Si h (z) est une fonction harmonique dans un domaine V, alors 

Oh (zx) : ‘) dS =0. (1) 

En effet, la formule (1) est immédiate en posant dans la formule 
de Green 4.52 (2) p =h, p = 1. 

. b. Théoréme. La valeur d'une fonction harmonique h (x) au 
centre y d'une boule W < V est.égale a la moyenne arithmétique de ses 
valeurs sur la frontiére X de la boule W: 

hW=757 § h (2) a8. (2) 

Démonstration. Soient Wc Vet Qc W des boules de 
centre au point y, de rayonsr et p, 9 <r, de frontiéres X, et X, res- 
pectivement. Soit V,, = W —Q. La frontiére S du domaine V,, 

i deel P eae) : 
est la réunion de X, et X,; l’opérateur dérivée 5, Suivant la normale 

=e oe : Hitt: 0 
extérieure sur la frontieére du domaine W coincide avec 5, Sur Dan 

et avec — eure p- 

Dans la formule de Green 4.52 (2), posons V=V,,., 9g =h, 

y= an ee —; nous savons (4.5/a) que cette derniére fonction est 

harmonique par rapport az pour xz ~ y. Pour cette raison, |’ intégrale 
de volume dans la formule 4.52 (2) disparait, et nous obtenons: 

oe wer) aS= 9 pn=2 = he =r)
 4s, 

=r 
Xp 

ou bien 

atest 3 OS ter QRS a ane a Ge da 
a = 
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D’aprés a, les premiers termes dans les deux membres s’annulent. 
Pour les deuxiémes termes, nous trouvons en introduisant le facteur 
1/| S; | (|S, | étant l’aire de la sphére unitaire dans R,): 

it 1 

Ps Phas = paps 9 has. 
Pn) 

Notons que r™-' | S,; | = | 3, |, 9” > |S; | = | 2, |. En faisant p 
tendre vers 0, et compte tenu de la continuité de la fonction h (z) 
pour xz =0, nous aboutissons a l’égalité cherchée (2). 

ce. Une fonction harmonique h (x) qui est définie dans tout l’ espace 
R,, et qui tend vers 0 uniformément pour | x | > co est identiquement 
nulle. 

En effet, quel que soit un point y € Ry, la valeur h (y) représente, 
d’aprés 6, la moyenne arithmétique des valeurs de la fonction h (z) 
sur la sphére de rayon r centrée en y. Lorsque r—> oo les valeurs de 
la fonction h (xz) sur la sphére tendent uniformément vers 0, par 
hypothése. I] en est donc de méme de la moyenne arithmétique. Com- 
me cette derniére ne dépend pas de r (elle vaut h (y)), elle est nulle, 
ce qu’on affirmait. 

4.59. Représentation d’une fonction har- 
monique a l’intérieur d’une boule par ses 
valeurs sur la frontiére. Soit W CR, une boule de 
rayon r et de centre z, qui se trouve 4 l’intérieur d’un domaine ou 
une fonction harmonique h (x) est définie. En vertu de 4.530, les 
valeurs de la fonction harmonique h (x) a Vintérieur de la boule W 
sont déterminées d’une fagon univoque par ses valeurs sur la frontié- 
re = de cette boule; nous tenons a établir une formule explicite 
exprimant la valeur de la fonction A (x) en un point arbitraire y a 
Vintérieur de la boule par ses valeurs sur la frontiére. Pour y = z, 
on l’a déja fait dans 4.54b; on y considérait une boule Q CW 
centrée en z, et l’on a appliqué la formule de Green 4.52 (2) au domai- 

ne W — Q enposant gy = fh, p = Faeroe L’intégrale de volume a 

disparu (les deux fonctions étant harmoniques dans W — Q), et 
les intégrales de surface sont devenues beaucoup plus simples, la 
fonction p (x) étant constante sur les frontiéres de W et Q. II est 
impossible d’utiliser cette idée telle quelle pour y 2, car la fonc- 
tion 1/| « — z |"-? n’est pas constante sur = ; mais il s’avére possible 
de soustraire de wp (z) une telle fonction harmonique wp, (z) que la dif- 
férence V (x) = wp (x) — po (x) soit constante sur X et la construction 
réussira. 

Sans nuire A la généralité, on peut supposer que le centre z de 
la boule W coincide avec l’origine des coordonnées de l|’espace R,, ; 
alors l’équation de la sphére 3, ala forme | x | = r. Désignons y* = 

== a y. Nous affirmons que, pour z € X, le rapport des distances 
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|x —y* | et |x—y| est constant. En effet, si x €X,, alors 
2 

=, 2) — eo. ot (F.,9") = As. y) a de sorte que 

z—y |? io. F 2 eae = See pe eT (4) 

tat?» reba? 

Pour cette raison, la fonction 

4 rn-2 4 
¥ (x)= Jz—y |= 9 lyf? Ta—y* fr? 

est constante (méme égale a 0) sur la sphére &,. 
Notons ensuite que la fonction 

iigis z 

Yol@) = Typ Tay 
est harmonique partout dans W. Posons V = W — Q dans la formule 
de Green 4.52 (2) 01 Q CV est une boule de centre y et de rayon 0, 
p = hi(z), p = ¥ (x). Alors, tout comme dans 4.54b, l’intégrale 
de volume 5 ae et nous obtenons 

—§ h(z) oF ds = $(¥ ye "a7 rao dS,, 

ou i désigne la dérivation i 2 le rayon menant du point y av 

point xz sur la sphére X, de Bp o et de centre y. Ensuite, 

pera Sl ad ty, sec 1 _C,p"-!->0 pour p—>0, 

gage es ae: ‘ee ee pour pO, 

$05 —az AS = (n—2) Ph a dS = 
25 

erates) pour p—.0. Xp | 
0 

En passant a la limite pour p > 0 on trouve 

) 2 (2) h(y) = I ga wo dS. 

Il reste a calculer ae ” sur la sphére 2,. Comme cette sphére est. 

une surface de niveau de la fonction V (x) et que V (z) croit lorsque 
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4 0 
x se déplace vers le centre de la sphére (Y (y) = oo), ona a = 

= —-| grad V |. Pour |x | =r, en utilisant (1), ona 

rr-2 

| grad V|=|erad, [ea PRP — Tye Stade aps |= 
Peo) |e eee ee ee ren ee 
= (n 2) |2—-y|” | y |r? p«—y* |” 

Te ee ent ae 
= (n—2) |z—y |” r2 |z—y | ace 

n—2 aie pe (n — 2) (r?—| y |?) 
=Te—7 AD iY r2 R= y) |= rs y | ‘ (2) 

Définitivement, la formule cherchée (pour z = 0) a la forme 

Pe aed h (z) ; = Tar 9 Tau o8: (3) 

elle s’appelle formule de Poisson. 
4.56. CGonséquences de la formule de Pois- 

son. 
a. Supposons qu’une fonction harmonique h (zx) satisfasse, sur la 

frontiére % de la boule W, aux inégalités 

A <h(z) <B. 

Nous affirmons que la fonction h (x) satisfait aux mémes inégalités a 
VPintérieur de la boule W. En effet, « le noyau de Poisson » 

gaan tA 1 P (ry eeena ie, pele { = Ts[r Tao 0 
est positif dans la boule W; par conséquent, en écrivant la formule de 
Poisson pour les fonctions harmoniques et non négatives sur la fron- 
tiére de la boule B —h (zx) et h (x) — A, nous trouvons 

B—h(y) = P (z, y) (B—h(a)) dS>0, 

h(y) A= P(z, y) (h(@)— A) dS 0, 

ce qu'il fallait. 
Ainsi, le maximum et le minimum de n’importe quelle fonction har- 

monique sur la boule W sont réalisés sur la frontiére de la boule. 
b. La formule de Poisson 4.55 (3) a la forme d’intégrale fonction 

de paramétre y. Comme la fonction P (x, y) (1) peut étre indéfiniment 
dérivable par rapport aux coordonnées du point y, on peut appliquer le 
théoréme 3.35d; la fonction h (y) qui figure dans le premier membre 
de la formule de Poisson se trouve donc elle aussi indéfiniment déri- 
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vable par rapport a y. Ainsi, toute fonction harmonique est indéfini- 
ment dérivable en tout point de son domaine de définition. 

ec. En vertu de l’égalité 

0 ) 

chaque dérivée d'une fonction harmonique est encore une fonction har- 
monique. 

En particulier, les composantes d'un champ harmonique H (x) = 
= {H, (x), ..., Hy (z)}, en tant que dérivées d’une fonction harmoni- 
que h(zx), i.e. du potentiel du champ H (zx) (4.51b), sont elles-mémes des 
fonctions harmoniques. 

d. Si un champ harmonique H (x) est défini dans tout l’espace Ry 
et si lim H (x) = 0, alors H (x) = 0. En effet, chaque composante 

x|—+0o 

du ‘ea: H (x) tend vers 0 pour | « | > o; en vertu dec, ces com- 
posantes sont des fonctions harmoniques, et il reste 4 appliquer 4.54c. 

e. Supposons qu’une fonction arbitraire (continue) A (x) soit 
donnée sur la sphére = qui sert de frontiére 4 la boule W; définissons 

‘une fonction h (y), a l’intérieur de la boule W, par la formule: 

N= GPE OMIA Ped = TE TR 
z 

eS 

Nous affirmons que h (y) est une fonction harmonique. Pour le 
prouver, il suffit de voir que le noyau de Poisson P (z, y) représente 
une fonction harmonique (par rapport a y) a l’intérieur de la boule W, 
puisque les dérivations de la fonction h (y) par rapport a y peuvent 
étre effectuées sous le signe somme. Nous savons que la fonction 

go> est harmonique (4.5/a) ; en vertu de c, ses dérivées sont elles 

aussi harmoniques; par conséquent, est harmonique la fonction 

1 2 a { ‘ 

Taso? ae Say Tea Tea t 

i (Yi—Ti) 
> 

ae a sia ak
e Lateran es rp )= 

suai 3 ee 

ce qu’il nous faut. 
f. Montrons que la fonction h (y) que nous venons de construire 

dans e, a l’intérieur de la boule W, a pour valeur limite, lorsque le 
point intérieur y s approche d’un point zp sur la frontiére, la quantité 

A (29). 
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Pour le faire, prouvons que le noyau de Poisson P (zx, y) posséde 
les propriétés d’une suite en forme de delta (3.36) lorsque y = Ym — 
—> Xp, Asavoir, les propriétés P (x, Ym) >> 0 (ce qui est immédiat) et 

Paice Ym) aS (x) = 1, 

2 GP Ym) dS (x) O pour m—-oo, 

ou d’ est lasurface > dépourvue d’un voisinage arbitrairement petit U 
du point Zp. 

La propriété 1) résulte de la formule de Poisson en substituant a 
h (x) la fonction harmonique qui est identiquement égale a 1. La 
propriété 2) découle de la relation 

line’ = mie 
m= oo it —Ym bs 

qui est uniforme par rapport a x € X — U, puisque |ym|—>r et 
| x — Ym | = const >O en dehors de U. 

En appliquant 3.36, on obtient 

lim § P (x, Ym) d(x) dS (x) =A (20), 
m—>co 

ce qui achéve la démonstration. 
g.Théoréme. Pour toute fonction d (x) donnée et continue sur 

une sphere X < R,, il existe une unique fonction h (y) définie sur la 
boule W limitée par la sphére X%, continue sur la boule (fermée) W, 
harmonique @ l’intérieur de W et coincidant sur la sphére X avec la 
fonction AK (2). 

Démonstration. Une fonction vérifiant les propriétés 
exigées est déja construite dans e et f. C’est l’unicité de cette fonc- 
tion h (y) qu’il reste a établir. Il est impossible d’appliquer a ce cas 
le théoréme 4.53b, car sa démonstration exige que les fonctions qui 
y figurent soient deux fois dérivables partout dans W (y compris la 
frontiére de la boule), tandis que les dérivées premiéres des fonctions 
que nous considérons puissent s’avérer non continues sur la boule 
fermée W. Voici la démonstration que nous proposons. Tout d’abord, 
il suffit de prouver que l’unique fonction h (y) qui remplie l’hypothése 
du théoréme pour A (x) = 0, est identiquement nulle. Désignons par 
r le rayon de la boule W. Pour ¢ >0O donné, il existe, en vertu de la 
continuité uniforme de h (y), une sphére concentrique 2, _, de rayon 
r — 6,6 >Oen tout point de laquelle a lieu l’inégalité | h (y) |< «. 
Alors, en appliquant la conséquence a a la boule W,_, de frontiére — 
X,-5, Vinégalité |h (y) |< e est également valable pour tous les 
y € W,_ 3. En faisant tendre e et 6 vers 0 nous voyons que h Y= = 0 
a l’intérieur de W, ce qu’il fallait. 
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h. Théoréme. Supposons que, dans une boule W < Rp, il y 
ait une suite h, (y), ..., hm (y), . . . de fonctions continues dans W et 
harmoniques a lV’intérieur de W, cette suite étant uniformément conver- 
gente dans W vers une fonction h (y). Nous affirmons que la fonction 
h (y) est elle aussi continue dans W et harmonique @ l’intérieur de W. 

Démonstration. D’aprés e, f et g, les fonctions h,, (y) 
peuvent étre mises sous la forme 

lim (y) = P (2, y) hm (x) dS. 

Dans cette formule, passons a la limite lorsque m— co; nous 
aurons 

h(y) = P(e, y) h(a) ds, 
= 

la fonction h(y) étant continue dans la boule fermée W. Alors, d’aprés 
-é, la fonction hk (y) sera harmonique 4 l’intérieur de la boule W, ce 

qu’il fallait. 
4.07. Représentation dun champ harmoni- 

nee oh lt intérieur dune boule par-les va- 
leurs dé sa composanté normale sur la fron- 
tiére de la boule. 

a. Soit Wc R, une boule de rayon r et de centre a un point z 
contenue dans l’intérieur d’un domaine V dans lequel un champ har- 
monique H# (y) soit défini. En vertu de 4.53d, le champ H (y) est 
déterminée d’une facon univoque a l’intérieur de la boule W d’aprés 
les valeurs de sa composante normale sur la frontiére de la boule W; 
nous tenons a donner une régle explicite pour la construction du 
champ H (y) d’aprés sa composante normale sur la frontiére. 

Soit A (y) un potentiel du champ H (y), i.e. une fonction harmoni- 
que telle que H (y) = grad h (y); évidemment, la composante nor- 
male du champ H (y) sur & coincide avec la dérivée normale de la 
fonction h (y) sur X. Si l’on sait trouver la fonction h (y) a l’intérieur 
de la boule W d’aprés les valeurs de sa dérivée normale sur 2, on 
trouvera le champ méme 7 (y) d’aprés la formule H (y) = grad h (y). 
Pour cette raison, le probléme de la restitution d’un champ harmonique 
dans W d’aprés sa composante normale sur X se réduit au probleme de la 
recherche d’une fonction harmonique dans W d’apreés les valeurs de sa 
dérivée normale sur X. 

b. Soit h (y) =h (yy, . - -, Yn) une fonction harmonique dans une 
n 

boule W <R,. Nous affirmons que la fonction » (y) = >) yi ap 
i=t 

est elle aussi harmonique dans la boule W. 
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En effet, on peut dériver indéfiniment la fonction @ (y), de meme 

que la fonction h (y) (4.56b), et les dérivées a 
de méme que h(y) (4.56c). Par conséquent, 

sont harmoniques 

nm 

3% (3 yiz— yD AD Yi ain toe 2 eid 0. 
I=! = i= 

ec. La fonction g (y) (b) peut étre mise sous la forme @ (y) = 
= (y, grad h). Dans ce qui suit, nous supposons (sans restreindre la 
généralité) que z = 0, r = 1. Posons y = oz,| z | = oe ae 

alors la fonction @ (y) prend la forme @ (y) = 9 = Il en découle 

que la fonction h (y) peut étre déterminée d’aprés @ (y) avec la for- 
mule 

12) 

h(y) =h(on)= | “ax +n (0, (4) 
0 

la valeur h (0) étant arbitraire. 
Or, en posant 0 = 1 nous avons 

(eli e@=—%., 

c’est-a-dire que la fonction harmonique @ (y) coincide, sur la frontiére 
de la boule W, avec la dérivée normale de la fonction h (y). Il en 
résulte une méthode de restitution de la fonction h (y) d’aprés sa 

lee BS va va Oh xv . 

dérivée normale sur X: étant donné ‘i ‘, on trouve la fonction 
6p’? 

@ (y) avec la formule de Poisson 4.55 (3); ensuite, sachant @ (y), on 
obtient la fonction h (y) d’aprés la formule (1). 

d. Montrons que la méthode signalée permet non seulement de 
retrouver une fonction harmonique h (y) d’aprés les valeurs de sa 
dérivée normale sur %, mais aussi de construire une fonction harmo- 
nique ayant les valeurs arbitrairement données A (x) de la dérivée 
normale sur X, pourvu que ces valeurs satisfassent 4 une seule con- 
dition 

§ (2) dS =0, (2) 

p> 

dont la nécessité découle de 4.54a. 
Soit A (x) une fonction donnée, continue sur > et satisfaisant a 

la condition (2). Posons 

=§ P(z, wr(@) ds, 
z 
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ou P (x, y) est le noyau de Poisson. En vertu de 4.56e, f, la fonction 
@ (y) est continue dans la boule (fermée) W, harmonique A l’intérieur 
de W, et coincide avec la fonction A (z) sur la frontiére. De plus, il 
résulte de (2) que 

© (0) = A (2) AS'20) 
= 

Posons encore 
0 

hy) =h(e2)= | 2“) ar +1 (0), (3) 
0 

avec une valeur arbitraire h (0) ; comme la fonction @ (y) est dérivable 
pour y = 0 et @ (0) = O, Vintégrale (3) existe. Montrons que la 
fonction h (y) (3) est harmonique a l|’intérieur de W, continue dans la 
boule fermée W. Le dernier découle, évidemment, de la continuité de 
la fonction @ (tz)/t; les valeurs limites de la fonction h (y) sont 
données par la formule 

1 

h(x) = | 2&2 ar, (4) 
0 

Pour démontrer que la fonction h (y) est harmonique, il suffit, vu 
4.56e, de prouver qu’elle peut étre restituée, avec la formule de 
Poisson, 4 partir de ses valeurs limites (4). En posant, pour simpli- 
fier, h (0) = 0, nous avons 

b P(s, y) h(s) dS = P(s, {| 22 a} as 
= = 0 

1 

Seip hroiliats y) 2 as} dr. 
0 z 

Or, la fonction @ (ty)/t est harmonique avec @ (y) (t étant fixe) ; 
donc, l’intégrale intérieure vaut @(ty)/t, et, aprés la substitution 
f= (pty ona 

1 Q 

§ P(s, y)h(s)ds = | PM a= | P22 ae—nyy, 
>>; 0 

ce qu’il fallait. 
Oh(pz) Oh(x) alk 

dp 
Enfin, nous avons oe julie dou, pour p = 1, 

= @ (x) =A (x), ce qui achéve la démonstration. 
e. Résumons les résultats b-d en le théoréme suivant: 
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Théoréme. Pour toute fonction h(x) donnée et continue sur une 
sphere 3 <R,, et vérifiant la condition 

i (2) dS = 0, § (x) dS =0 

él existe une fonction h {y) continue dans la boule W limitée par la 
sphére %, harmonique @ l’intérieur de W et possédant la dérivée continue 

a (x€=Z, O<p <1) qui devient égale a X (x) pour p = 14. 

Toute autre fonction ayant les mémes propriétés differe de h (y) d'un 
égerme constant. 

L’existence de la fonction cherchée h (y) est établie dans d. 
x 

Son unicité, 4 une constante additive pres, résulte de c. 

§ 4. 6. Construction d’un champ vectoriel dans R; 
d’aprés ses rotationnel et divergence 

4.61. Soient R (y) un champ vectoriel et b (y) un champ scalaire 
dans un domaine borné V c Rs. On se demande s'il est possible de 
construire, dans le domaine V,un champ vectoriel Q (y) possédant les 
propriétés 

div Q (y) = 5 (y), rot Q (y) = R (y)? (1) 
Si oui, comment décrire tous les champs vectoriels vérifiant les 
équations (1)? 

Le probléme formulé s’appelle probléme de construction d'un 
champ vectoriel d’aprés ses rotationnel et divergence, ou bien probléme 
inverse de l’analyse vectorielle. 

Nous supposons que les champs donnés R (y) et b (y) soient déri- 
vables dans le domaine V. De plus, nous exigeons que la divergence 
duchamp R (y) soit nulle partout dans V, et que, sur la frontiére de V, 
la composante normale de ce champ s’annule. La premiére de ces 
conditions est nécessaire pour la résolubilité de notre probléme, 
puisque div rot Q (y) = 0, quel que soit un champ Q (y). Quant a 
la deuxiéme condition, elle est due a seule la méthode de résolution 
{cf. plus bas, 4.66). 

4.62. Commengons par construire une solution particuliére du 
systéme (1). 

Considérons le cas ot le champ donné R (y) est nul, de sorte que le 
systéme (1) se réduit 4 un systéme plus simple: 

div Q (y) = } (y), rot Q (y) = 0. (2) 
Nous connaissons une solution de ce systéme. En effet, construi- 

sons le champ de gravitation avec 3 b (x) pour densité (4.42 (5)): 

1 b ( er FW = ae | eds 8) 
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On a vu dans 4.42e et k que 

div F (y) = b (y), rot F (y) = 0, 
de sorte que le champ F (y) (8) représente une solution particuliére 
du systéme (2). 

4.63. Considérons l'autre cas ot le champ scalaire donné b (y) 
est nul, de sorte que le systéme (1) prend la forme 

div Q (y) = 0, rot Q-(y) = R (y). (4) 
La aussi, on connait une solution particuliére. Construisons le 

champ de Biot et Savart pour la densité de courant v(z)= 

= R (2) (4.434); 
4 R(x), ey, U1 rey \ ee ae. (5) 

V 

Vu 4.43e et compte tenu des conditions imposées au champ R(y), 
ona 

4 divG(y)=0, rotG(y)=R(y), 

de sorte que le champ G/(y) fournit une solution particuliere du 
systéme (4). 

4.64. Etant donnés les champs construits F (y) et G (y), posons 

Qo (y) = F (y) + G (y). (6) 
Pour le champ Q, (y) on a: 

div Qo (y) = div F (y) + div G (y) = 6 (y), 
rot Qo (y) = rot F (y) + rot G (y) = R (y). 

Ainsi, le champ Q, (y) est une solution particuliére du systéme (4). 
Soit Q,(y) une autre solution du systéme (1). Pour le champ H (y) = 
= Q, (y) — Qo (y) nous trouvons: 

div H (y) = div Q, (y) — div Qy (y) = 0, 
rot H (y) = rot Q, (y) — rot Qo (y) = 9, 

donc, H (y) est un champ harmonique (4.5/7). Inversement, si H (y) 
est un champ harmonique et Q, (y) = Q) (y) + A (y), alors ) 

div Q,(y) = div Qo (y) + div H (y) = 6b (y), 
rot Q; (y) = rot Q, (y) + rot H (y) = R (y), 

de sorte que le champ Q, (y) représente, avec le champ Q, (y), une 
‘solution du systéme (1). Nous aboutissons au théoreme suivant: 

Théoréme. Dans les conditions formulées, le systeme (1) est 
compatible. L’une de ses solutions est donnée par la formule (6), les 
autres s obtiennent en y ajoutant un champ harmonique quelconque. 

23—0545 
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4.65. On peut imposer a la solution cherchée Q (y) certaines condi- 
tions supplémentaires qui la détermineront d’une facon univoque. 

Par exemple, supposons qu’a tout point z sur la frontiére S du 
domaine V soit donnée la composante normale (Q (z), m (x)) duchamp 
cherché Q (y). 

En écrivant la solution Q (y) comme Qy (y) + H (y) ot Qy (y) est 
la solution (6) et H (y) un champ harmonique inconnu, nous voyons 
que la composante normale sur S de ce dernier champ est: 

(HT (x), m (x)) = (Q (2), m (x)) — (Qo (2), m (2). (7) 

Si le domaine V est une boule W, alors, d’aprés 4.57a et e, le champ 
harmonique H (zx) satisfaisant a la condition (7) existe et est unique; 
par conséquent, existe et est unique la solution du systeme (1). 

D’une facon analogue, conformément a 4.56g, la solution de ce 
systéme existe et est unique lorsqu’on donne, sur la frontiére de la 
boule W, les valeurs du potentiel du champ H (z) (ou bien du champ 
Q (x), s'il devient harmonique a4 la proximité de la frontiére). 

Mais dans le cas général ot le domaine V n’est plus une boule, 
l’existence et l’unicité de solutions pour l’une des conditions formu- 
lées plus haut représente un probléme assez compliqué; c’est un des 
plus importants problémes de la théorie des équations.a dérivées 
partielles (premier ou deuxiéme problémes aux limites pour |’équation 
de Laplace), et nous n’y touchons pas dans le présent livre *. 

Une condition d’un autre type consiste en ce que le champ cherché 
Q (y) quel’on considere dans tout l’espace R,, tend uniformément vers 0 
pour |y |— oo. Il est évident que le champ Q, (y) que nous avons 
construit satisfait a cette condition car les expressions (3) et (5) 
contenant dans le dénominateur la quantité | « — y |? montrent 
directement que les intégrales correspondantes tendent vers 0 pour 
|y |— oo. Nous affirmons qu’il n’existe aucune autre solution du 
systeme (1) possédant ladite propriété. En effet, la différence d’une 
telle solution et de la solution Q, (y) serait un champ harmonique; or, 
d’aprés 4.56d, le seul champ harmonique qui tend vers 0 pour | y | > 
— oo est identiquement nul, d’ou l’unicité de solution du systéme 
(1) dans la classe considérée des champs. 

4.66. Le probléme de construction d’un champ d’aprés la diver- 
gence et lerotationnel peut étre formulé localement: il faut cons- 
truire un champ Q (y) qui satisfasse aux équations 4.67 (1) au 
voisinage d’un point donné yp € V; on sait que div R (y) = 0, mais 
il n’y a aucune hypothése sur la composante normale du champ R (y) 
sur la frontiére du domaine V. 

Ce probleme se réduit 4 la construction au voisinage du point y» 
d’un champ G (y) au moins, tel que rot G (y) = R (y). En effet, ayant 

* Cf., par exemple, VW. I. Ilerposcxnit, Jlexnun 06 ypapHenmaAx c 4act- 
HEIMH TpousBOMHEIMU, U3. 5, « HayKa », 1970. 
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un tel champ nous désignons @ (y) = div G (y), alors le champ cherché 
Q (y) aura la forme du la somme de champ G (y) et du champ newto- 

A oh a 
nien de densité — PA (y) — @ (y)). 

On peut déterminer les composantes G, (y), G, 
cherché G (y) d’aprés les composantes R, (y), Re 
au ,voisinage du point yo = (y!, y$, y’), av 
exemple, 

te G, (y) du champ 

'2 (y), Rs (y) de R (y), 
aide des formules, par 

Y¥3 

G1 (y) = J Re (ss ys %) dts, 
¥g 

¥3 Y¥1 

Gs (y) = — J Ri Us yoy) te + | Ro (te, Yor Ys) ats, 
yg yo 

G; (y) == 0, 4 

En effet, il en découle: 

Gz 0G, 0G; 3 _p. 
Oy yt OTs Ty oe 

en utilisant la condition div R = pat) + Uiloaa) Bis re. Q, nous trou- 
OY4 OY2 dys 

vons: 

CG, a C aR, ( ) Gea et) eee 1 (Y1, Yo, U3 oe 
Oy OY j Oy4 dt;-+ Rg (Y4, Y2; Y3) 

yo 
3 

Ue a ( 
y ’ Y2, Tv 

—| mie Se (Yi, Yay Ya) 
yo 
3 

ae 
» Ya, T 

+ \ SaaS pee (Yi, Yo. Ys), 

ys 
ce qu’il nous fallait. 

EXERCICES 

1. Trouver le rotationnel du champ P (A) = f (p) t (A), ou est la distance 
du point A a une droite fixe 4, t (A) le vecteur unitaire orthogonal 4 A ainsi 
qu’a la perpendiculaire abaissée du point A sur la droite A. Dans quel cas 
rot P (A) =0? 

2. Pour une famille uniparamétrique de courbes suffisamment lisses sur 
le plan, démontrer la relation 

div m = —k, 

ou m est le vecteur normal unitaire, k la courbure d’une courbe de la famille 
au point correspondant. 

23% 
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3. Montrer qu’un champ vectoriel R dans R, qui possede les surfaces ortho- 
gonales vérifie la relation : 

(Aamo thi) 1b 

4. Soit (R, rot R) = 0. Tracons par un point donné A une ligne Z ortho- 
gonale aux lignes du champ R, et par chaque point M de la ligne Z une courbe 
y (M) tangente en tout son point au vecteur rot R. Démontrer que la surface 
obtenue S est orthogonale au champ R. 

5. Soit (R, rot R) = 0. Construire une famille uniparamétrique de surfaces 
orthogonales au champ R. 

6. Le champ vectoriel R ={ X, Y} dans le plan R, — { 0}, avec 

eae! Ne ee 
a PF et ail 

Aah ita bape Oe OhE peas A mache, 
satisfait a la condition oy Oe mais n’a pas de potentiel défini dans tout le 

domaine de définition du champ. Comment expliquer la contradiction appa- 
rente avec le théoréme 4.2/d? 

7. Le champ R (M) = ey dans R. — { 0} a une divergence nulle. En 

considérant la sphére de rayon 1 centrée a l’origine des coordonnées et dépourvue 
d’un petit voisinage d’un point fixe, montrer que le champ R (M) n’a pas de 
potentiel vectoriel. 

8. Calculer le champ newtonien créé par une boule homogéne de masse 14 
et de rayon r, centrée a l’origine des coordonnées. 

9. Montrer qu’une fonction harmonique non négative kh (z) satisfait, dans 
une boule de rayon r et de centre a |’origine des coordonnées de l’espace Rp, 
a Vinégalité de Harnack 

Hye "OSPOS" GAT 

10. Montrer qu’une fonction harmonique et non négative dans tout l’espace 
est constante. 
11. Supposons qu’une fonction harmonique h (y), dans une boule Wc Ry 

de rayon r, satisfasse 4 l’inégalité | h (y) |< M. Montrer qu’au centre z de la 
boule W a lieu l’inégalité 

h (0). 

R n 

| grad h (2) |< = M,. 

12. Supposons qu’une fonction harmonique h (y) satisfasse 4 l’inégalité 
| h (y) | <M dans un domaine V c R,. Démontrer que, dans chaque domaine 
fermé Wc V, a lieu l’inégalité 

| grad h (y) | < CM, 

ou C ne dépend pas du choix de la fonction h (y). 
13. Si un ensemble infini { hk (y)} = B de fonctions harmoniques est uni- 

formément borné dans un domaine V — R,, on peut en extraire une suite h, (y), 
hg (y), ... de fonctions qui converge uniformément dans chaque domaine 
fermé Wc V. pra 

14. Montrer qu’une suite monotone h, (y) > hy (y) >... de fonctions 
harmoniques dans une boule | y | <r, qui converge au centre de la boule, con- 
verge dans toute la boule vers une fonction harmonique. 

15. Peut-on appliquer Ja, formule de Stokes au ruban de Mébius? 
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Historique 

Les formules qui lient une intégrale sur la frontiére d’un domaine a une 
intégrale sur ce domaine lui-méme sont établies: 

la formule 4.76 (3) («formule de Green ») par Euler en 1774-1772, par 
Green en 1828; 

la formule 4.73 (5) (« formule d’Ostrogradski ») par Gauss pour un cas 
trésspécial en 1813, par Ostrogradski en 1828 (mn = 3) et 1834 (n arbitraire) ; 

la formule 4.26 (6) (« formule de Stokes ») par Thomson en 1849; Stokes 
Vinclut dans l’examen annuel qu’il organise 4 Cambridge de 1849 a 1882; 

les formules 4.52 (1) et (2) (« formules de Green ») par Green en 1828. 
Il va de soi que, sous leur forme initiale, toutes ces formules s’écrivent 

dans les désignations habituelles, sans vecteurs. Le calcul vectoriel apparait 
chez Hamilton (son ouvrage principal « Lectures on quaternions » est publié 
en 1853) en tant que partie de sa théorie des quaternions. Dans le langage mo- 
derne, les quaternions forment une algébre quadridimensionnelle sur le corps 
R,, avec une hase 1, i, j, & et les régles suivantes de multiplication: i? = 
ee fe pg ee hi = POUT, Sn 
quaternion a + bi -+ cj + dk, le nombre a représente, selon Hamilton, un 
« scalaire », et bi + cj + dk un « vecteur » (c’est ici que Hamilton introduit 
ces termes pour la premiére fois). La multiplication des vecteurs, en tant que 
quaternions, conduit a légalité 

(byt + cj + dyk) (bgt + cof + dak) = (6,02 + cyeg + did) + 

+ i (cydy — dycg) + j (dyb, — dyb,) + k (bycg — be), 

oll nous voyons, en méme temps, les produits « scalaire » et « vectoriel » des 
vecteurs. 

L’opérateur quaternionique de Hamilton 

50 _ o 7) 

Be ge ay tae 
agit sur une fonction vectorielle f = iu-+ jv-+ kw d’aprés la régle formelle 
de multiplication des quaternions et améne au résultat: 

; 3 du av , @ ae el yt, eR ae tay to) 
Ow Ov Ou Ow Ov Ou oy ae re Ow\ |. Ov Ow 

i (= ea are a) +*( ae Sue 

Dans la partie scalaire, nous voyons la divergence (avec le signe moins) connue 
du temps d’ Euler; la partie vectorielle, i.e. le rotationnel, représente, a l’époque 
de Hamilton, une nouveauté, son interprétation physique n’est pas encore 
trouvée. Hamilton réve d’une théorie des fonctions d’une variable quaternioni- 
que qui généralise le calcul des fonctions d’une variable complexe. Mais le 
sort ne veut pas que les espérances qu’il place en quaternions se réalisent. La 
partie algébrique de la théorie de Hamilton se trouve entiérement incluse dans 
la théorie des matrices se développant trés vite. De la partie analytique on 
dégage l’analyse vectorielle « non quaternionique » (J. Gibbs, 1881) qui com- 
mence a jouer un réle important dans la physique mathématique. Et si, avant 
Gibbs, plusieurs savants de renom considérent avec prudence les vecteurs (ainsi, 
J. Maxwell, le créateur de la théorie d’électromagnétisme, n’utilise pas les 
vecteurs et écrit les équations fondamentales de l’électrodynamique, pour la 
premiére fois, en forme scalaire), alors H. Hertz, le successeur de Maxwell, met 
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déja ces équations sous la forme vectorielle transparente (1890) : 

OH OH 
3p Te rot H, Pe ee Ow EN 

(pour le vide). Ce systéme d’équations admet, entre autres, une solution de la 
forme H = F (x — ct)j, E = F (x —ct)k, avec la fonction F arbitraire; 
elle représente une onde transversale de profil F qui se propage le long de l’axe 
des x, 4 la vitesse c. La réalisation expérimentale de telles ondes par Hertz, 
puis la découverte de la radio par A. Popov (1895) fournissent une confirmation 
brillante de la théorie de Maxwell et une manifestation de l’importance pri- 
mordiale des mathématiques pour le progrés des sciences. 

La fonction potentielle du champ newtonien est indiquée par Lagrange en 
1773. L’équation Au = 0 peut étre rencontrée dans les travaux d’Euler, mais 
c’est Laplace qui l’étudie systématiquement (depuis 1782). L’équation Au = 
= —4np pour le champ newtonien est déduite par Poisson en 1813; c’est tou- 
jours lui qui construit une fonction harmonique (terme de Laplace) dans une 
boule d’aprés ses valeurs sur la frontiére de la boule. La construction d’une 
fonction harmonique d’aprés les valeurs sur la frontiére de sa dérivée normale 
est réalisée par Neumann en 1877. L’état actuel des problémes aux limites 
pour les fonctions harmoniques est décrit, par exemple, dans le livre MW. Tl. Ier- 
pospckuiaH, Jlexuuu 06 ypaBHeHMAX C 4aCcTHHIMM UpPOMsBORHHIMU, sy. 5, 
« Hayxa », 1970. 



DEUXIEME PARTIE 

Des espaces vectoriels 

aux variétés différentiables 
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CHAPITRE 5 

Géométrie différentielle classique 

La géométrie — plus exactement, la géométrie différentielle — déja sur 
la surface bidimensionnelle dans l’espace tridimensionnel, est riche en idées, 
faits, positions de problémes admettant une vaste généralisation; en méme 
temps, elle sert de champ d’application naturel aux méthodes de l’analyse 
mathématique. Certains faits d’un caractére général sont plus naturels quand 
on les expose pour la surface multidimensionnelle, ce que nous ferons chaque 
fois qu’une telle possibilité se présente. La premiére forme quadratique (§ 5.1) 
introduit une métrique sur la surface m-dimensionnelle dans |’espace euclidien 
n-dimensionnel en |’empruntant, a l’echelle infiniment petite, 4 cet espace. 
Au début, une telle métrisation de la surface ne laisse rien a désirer. La deuxiéme 
forme quadratique (§ 5.2) qu’on utilise pour calculer la courbure de lignes se 
trouvant sur la surface demande déja que la dimension de la surface et celle 
de tout lespace ne différent que d’une unité. C’est moyennant la deuxiéme 
forme quadratique qu’on définit la courbure de la surface méme qui est l’une 
des plus importantes caractéristiques de la surface; les surfaces dont les cour- 
bures sont de signes contraires possedent les propriétés géométriques essentiel- 
lement différentes. Ensuite, une métrique sur la surface permet de mettre en 
évidence sa connexion, i.e. la dépendance des propriétés locales de la position 
du point sur la surface. A l’aide de la connexion on définit les lignes géodésiques. 
(§ 5.4), la translation sur la surface (§ 5.6) et, en fin des comptes, la courbure 
en tant que résultat de la rotation d’un vecteur translaté le long d’un contour 
fermé. La courbure s’avére une propriété intrinséque de la surface, c’est-a-dire 
ne dépend que de la métrique (i.e. de la premiére forme quadratique) et ne dé- 
pend pas de la facon dont Ja surface est immergée dans l’espace qui l’entoure. 

§ 5. 1. Premiére forme quadratique 

5.11. Dans l’espace n-dimensionnel R,, une surface m-dimension- 
nelle P est déterminée par n fonctions exprimant les coordonnées. 
Zz, .-.-, £, du point de la surface par les paramétres u,, ..., Um, 
le point paramétrique u = (u,, ..., Wm) parcourant un domaine 

ae) 6 eae 

Ly = Ty (Uy, ---, Um); 

(4) 
In = Ln (4, ee) Um) 

On suppose que les fonctions z, (uw), ..., Z, (uw) sont dérivables 
un nombre suffisant de fois (combien, on le dira au début de chaque 
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paragraphe). Il est possible de remplacer les équations (1) par une 

équation vectorielle 

Fee a) eG) s. pay ee = 

Formellement, il est possible qu’A deux points paramétriques diffé- 

rents u = (U,,...,Um)etu’ = (uj,.. ., Up) il corresponde un méme 

point de la surface P. Mais, pour éviter des complications liées aux 
auto-intersections, nous ne considérons pas de telles situations. La 
plus simple supposition que nous acceptons et qui garantit la biuni- 
vocité locale de l’application wu — r (uw) consiste a ce que le rang de 
la matrice de Jacobi 

0x4 On, 

Ou, Ou, 

ad aS es ae a a A 2 (2) 0 (U4, eeey Um) Ox, One 

OUm OUm 

Ox, Oim, 

Ou, Ou, 

Ox, On, 

Ou en oie. 

un mineur non nul. Alors on voit de 7.74b que, dans un voisinage V 
du point u® = (uf, ..., uw), l’application (4) est biunivoque, i.e. 
a deux points différents (u,, . .., Wm) et (uj, . .., W,) du domaine V 
il correspond les points différents de la surface P. C’est dans ce voisi- 
nage V de variation des paramétres que nous étudions notre surface. 
Nous adoptons donc un point de vue local: la surface n’est considérée 
qu’au voisinage d’un point fixe. Mais cela suffit largement pour 
les premiers théorémes de la théorie des surfaces. 

5.12. Supposons que le rang de la matrice 5.77 (2), a un point 
donné u° € U, vaille m: Il en résulte que les vecteurs 

ee, ={ Ox ahi \ 

A Ou, Ou, Ou, : 

a or ={ Ox, Ory, \ 

is Um du, * * Dey 

sont linéairement indépendants, au point correspondant M de la 
surface P. Ces vecteurs, du moment que leurs origines soient au 
point M, sont disposés dans le plan tangent a la surface P ; le vecteur 
r; est tangent a la ligne sur laquelle la coordonnée w; varie, les autres. 
coordonnées u;, ij, étant constantes. 
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Construisons un vecteur tangent a n’importe quelle ligne L passant 
sur la surface P par le point M. 

La ligne L peut étre donnée par les équations paramétriques 

Up = Uy (Oj =4, os 2 «5 M, 

Mie Sey elem 4 VioyrlBhed sdete, se (2) ) 
Les fonctions wu; (¢) sont supposées dérivables. Alors, d’aprés le 
théoréme sur la dérivée d’une fonction composée /. 33b, on a 

or ci 

Ou; -3 r. juj (t (2) 

j=1 

L’égalité (2) peut étre interprétée comme développement du vecteur 

= suivant les vecteurs de base r,,..., ry» au point M. D’une maniére 

analogue, pour la différentielle dr du vecteur r (zt), on a 

™ ™ 

dr = >} rjuj (t) dt = >) r;du;. (3) 
j=1 jas 

5.13. Comme nous avons vu dans U16.19, la longueur de la courbe 
LZ entre les points correspondant 4 des valeurs t = a et ¢ = t du 
paramétre est donnée par l’intégrale 

s={ |r’ (at, 

par conséquent, 

ds (t) = |r’ (t) | dt = | dr (Z) |. 

En particulier, nous avons sur la surface P: 

™m 

Sahar = (3 rj; du;, 2, Th dun) = 2 ey gjn du; dup, (4) 
k=1 J= a 

ou gj, = (rj, T,). La forme quadratique dans le second membre de (1) 
s’appelle premiére forme quadratique de la surface P, on la désigne par 
G =G/(u; du). Si l’on connait la premiére forme quadratique, i.e. 
les coefficients gj, en tant que fonctions du point M de la surface P, 
ou bien, ce qui revient au méme, des paramétres w,, ..., Um, alors 
on peut trouver la longueur de la ligne Z entre deux points A et B 
correspondant aux valeurs a et b du paramétre ¢ d’aprés la formule 

b b rie =e 

s= | ds — | >; >) Sin (u (6) uj (t) up (2) dt. (2) 
t=a a ye 
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Si deux lignes L, et L, tracées sur la surface P et déterminées par 
les équations respectives wu; = uj? (ft), uj = uf? (t) G = 1, ..., m) 
se coupent au point M, alors on peut trouver l’angle qu’elles font 
(i.e. angle m formé par les tangentes correspondantes) d’aprés la 
premiere forme quadratique: 

(dr), dr) 
COS @ = Tarh|par®]~ = 

m m 

>) D>) in (M) du® du 
j=l Rt 

>) Bin (M) du dup V S) gin (M) du du? 
ae G; b==4 

La premiére forme quadratique est, évidemment, définie positive 
(par sa construction méme d’autant plus que ses mineurs principaux 
représentent les déterminants de Gram pour les vecteurs linéairement 
indépendants, donc sont positifs). Définissons, pour les vecteurs 

m 

piles Der; (i = 1, 2) dans le plan tangent a la surface P, un 
j= 

produit scalaire (r, r™), par la formule 

m 
‘ = 2 

(rr, rO)g= 2 2 EER Bik. 

Nous affirmons que ce produit scalaire coincide avec le produit 
scalaire ordinaire (r‘?, r‘) des mémes vecteurs dans l’espace R,. 
En effet, 

m m m m 

(r, pt) tees Mr, >) Ere) = >) Dd) EPE-(ry ra) = 
j=! : 

di 

Ni E02) _ 2 Pt Duby ee Gn ir 

Ainsi, la premiére forme quadratique restitue sur le plan tangent, 
en coordonnées §), . . ., &m, la métrique euclidienne initiale del’ espace R,. 

5.14. Soient P‘ et P® deux surfaces, et supposons qu’il y ait 
une correspondance biunivoque entre leurs points, telle que la 
longueur de chaque ligne sur la surface P soit égale 4 la longueur 
de son image sur la surface P™. Une telle correspondance biunivoque 
entre deux surfaces P™ et P™ est appelée isométrie. 

Théoréme. Pour que deux surfaces P™ et P™ soient isomé- 
triques, il faut et il suffit qu’il existe leurs représentations paramétri- 
ques respectives 

rh) =r) (uy, dary Una) arly, See) 
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dans un méme domaine de variation U des paramétres u,, ..., Um; 
telles que les fonctions g' =(r§?, ree) coincident respectivement 
avec les fonctions gS? =(r§, rk). 

Démonstration. Si les représentations paramétriques 
mentionnées des surfaces P™ et P existent, les longueurs de deux 
courbes correspondant l’une a l’autre sur les surfaces P‘ et P 
sont données par les mémes intégrales du type 5./3 (2), donc, coinci- 
dent, et les surfaces P™ et P\ sont isométriques. Inversement, si 
les surfaces P‘? et P™ sont isométriques, alors, dans leurs repré- 
sentations paramétriques correspondant l’une a l’autre, pour tout T, 
a lieu l’égalité 

t tT 

Jf dak youre a=] y/ > at YOu wae 
Dini a a ear 

En dérivant par rapport a T, nous trouvons: 

Dy ik (4) U5 (0) ua (1) = Di Bik (4) U5 (0) wa) 

quels que soient uj, car il est possible de tracer sur la surface P‘ 
ou P) une courbe passant par le point M dans n’importe quelle 
direction. L’identité des formes implique l’égalité des coefficients 
respectifs de ces formes, ce qu’il fallait. 

Les propriétés d’une surface qui sont conservées en passant a 
une surface isométrique se rapportent a la géométrie intrinséque de 
la surface; analytiquement, pour qu’une propriété soit intrinséque, 
il faut et il suffit qu’elle puisse étre exprimée par les fonctions 
£j, (u). Les propriétés d’une surface qui changent en passant a une 
surface isométrique (par exemple, les courbures des lignes sur la 
surface) sont dites extérieures. 

En cas de ligne, i.e. pour m = 1, la classification ci-dessus 
perd le sens: n’importe quelles deux lignes dérivables sont isomé- 
triques. Pour m = 2, elle a un sens réel; un plan et un cylindre sont 
isométriques (localement), tandis qu’un plan et une sphére ne le 
sont pas, ce qu’on verra dans la suite (5.33). Pour m > 2, l’isométrie 
de deux surfaces représente déja un phénoméne relativement rare 
{5.39). 

515. Surfaces bidimensionnelles dans fz. 
Désignons les coordonnées dans R;, comme d’habitude, par z, y, 2, 
et les paramétres w,, Wy, qui déterminent la position du point M sur 
la surface P, par u, v, de sorte que le systéme 5.// (1) soit de la forme 

zr=2z(u, v), y=y(u, vj, 2=2 (u, v) 

ou, avec les vecteurs, _ 

r= PU vp {a Go) yu; vy, z (u, v)}. 
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Les dérivées du rayon vecteur de la surface r (u, v) par rapport 
aux paramétres u et v sont désignées par r, et r, respectivement, 
et l’on a 

ry, = {a (u, Vv) 4 dy dy (u, v) v) Oz (u, v) 

Maou, # Ou a 

Ox Sass v) oy dy (u, v) v) Oz (Uu, v) 

(ae {ae A sau) OUAF IN Ov 

Les coefficients de la premiére forme quadratique, d’aprés Gauss, 
sont désignés comme suit 

k= (Tus Tu), r= (Tu, Wes G= Cen rN; 

aprés quoi la premiére forme quadratique s’exprime: 

ds* = FE du? + 2F du dv + G dv’. (4) 

Exemples. a. Soit P un plan qui coincide avec le plan des coordon- 
nées x, y. En choisissant pour paramétres du point M les coordonnées z et y 

Fig. 5.1-4 Fig. 5.4-2 

nous trouvons: 

re (2, y,0}; orgee(4,90,00}, ry = 40,049 0 Wy ode = dst dytp ail?) 

b. Dans Je méme plan, on peut choisir pour paramétres les coord onnées 
polaires @ et p. Alors 

r={pcos g, p sing, 0}, 

ro = {—p sin Q, p cos g, 0}, 

rp = { cos g, sin g, 0}, 

E=(ro, 7g) = 0?, F=0, G=4, 

ds? = p? dg? + dp?. (3) 

ec. Sur un cylindre C de rayon a (fig. 5.1-4), choisissons aes paramétres 
du point M la longueur d’are ude la circonférence de la base inférieure comptée 
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du point A dans le sens indiqué et la coordonnée z. Alors 

(u, z)= {a cos — sin — r(u, 2z)= Ss asin Z 
; a u a : 

= si e: co 0 u a by a ? ’ 

rz=={0, 0, ce 

E=i1, F=0, G=1, 

ds? = du? + dz?, (4) 

Les coefficients de la premiére forme quadratique sont les mémes que pour le 
plan en coordonnées rectangulaires; cela confirme analytiquement qu’un plan 
est isométrique a un cylindre. 

Fig. 5.1-3 Fig. 5.1-4 

d. Sur un cone K, choisissons pour paramétres du point M son angle polai- 
re @ et sa distance p du sommet le long de la génératrice (fig. 5.1-2). Si l’angle 
formé par l’axe du cone et la génératrice vaut a, on a 

r(9, 0) = {psinacos g, p sina sin p, p cos a}, 

ro ={—p sina sin g, p sina cos g, 0} 

ro = {sina cos g, sina sin g, cos a}, 

E = (rg; To) = p*? sin? a, F = (rq; To) = 0, 

G = (rp, Tp) = 1, 

ds? ="p* sin? a do* +- dp?. (5) 

En remplacant ici la coordonnée @ par la nouvelle coordonnée p = mer , 

la forme ds? s’écrira p? diy? + dp?, ce qui coincide avec la premiére forme quad- 
ratique du plan en coordonnées polaires. Ainsi, un cdne et un plan sont eux 
aussi isométriques; cela est bien connu dans la géométrie élémentaire. 

e. Sur une sphére S de rayon R (fig. 5.1-3), choisissons les coordonnées 
sphériques ordinaires @ et 0. Dans ce cas, nous avons: 
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r(g, 0) ={ Rsin 0 cos g, R sin 0 sin g, R cos 0}, 

ro = {—R sin 0 sin 9, R sin 0 cos g, 0}, 

ro ={Rcos 6 cos gq, R cos 0 sin g, —R sin 9}, 

E = (rg, To) = R* sin? 0, F = (rq, re) = 9; 

G = (79,7) = FF’, 
ds? = R* sin? 0 dg’ + R20 (6) 

f. Considérons une surface P de révolution autour de l’axe des z, définie 
par l’équation p = p (z) ote est la distance du point M a l’axe des z. Choisis- 

Fig. 5.4-5 Fig. 5.1-6 

sons pour paramétres du point M la quantité z et langle polaire @ (fig. 5.4-4). 
Nous avons 

r(z, ) = {p (2) cos @, p (z) sin g, 2}, 
r, = { 0, cos M, Pp, Sin g, 1}, 

ro = {—p sin g, P cos g, O}, 

E=(r,, 7%) =e? +1, F=(r,, ro) = 0, 

G = { lop To} = 9%, 

ds* = (2 + 4) dz? + p* dg®. (7) 
g. Un cas spécial intéressant de surface de révolution est présenté par une 

caténoide, i.e. la surface de révolution autour de l’axe des z d’une chainette: 

Z 
p (2)=kch Be 

(voir fig. 5.4-5). En cas de caténoide, la formule (7) prend la forme 

ds? = ch? — (da? + k? dg). (8) 

h. Un hélicoide ou surface hélicoidale est décrit par une demi-droite B pa- 
ralléle au plan a, y et issue de l’axe des z, qui tourne autour de cet axe et, en 
méme temps, monte a la vitesse proportionnelle en s’éloignant du plan (fig. 5.1-6). 
Ainsi, en choisissant pour les paramétres du point M de l’hélicoide sa distance 

de l’origine de f et langle polaire @ (i.e. langle de rotation de B compté de sa 
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position initiale), nous avons 

r(P, 9) = {pcos @, Psin g, kp}, 
To = {cos g, sing, 0}, ro={ —psing, pcos g, k}, 

E= (rp, tp) = 1, F= (rp; ro) = 0, 

G= (ro, To) = + FB, 

ds? = dp® + (0? + k?) dg. 
: v : ; 

Si l'on pose p = ksh a, alors, en coordonnées v, g, l’expression de ds? 

aura la forme 

ds? = ch? = dv? +k? ch? = dg? = ch? 7 (dv? +k? dq). (9) 

Le second membre de (9) coincide (aux désignations des paramétres prés) 
avec la premiére forme quadratique de la caténoide (8). Nous aboutissons 4 une 
conclusion un peu inattendue: une caténoide est isométrique & un hélicoide. La 
correspondance est telle que les lignes de » constant de l’hélicoide (i.e. les 
positions successives de la demi-droite en rotation) s’appliquent sur les lignes 
de @ constant de la caténoide (i.e. sur ses génératrices ou méridiennes); les 
lignes 9 = C de Vhélicoide (lignes hélicoidales) s’appliquent sur les lignes 
z= C de la caténoide (ses paralléles). A la ligne de striction de la caténoide 

-z = 0 il correspond l’axe des z sur l’hélicoide. Sgulignons qu’il s’agit de l’iso- 
métrie des parties de ces surfaces; l’isométrie en entier n’a pas lieu. 

5.16. Dans les considérations précédentes, la forme métrique 
de la surface provient, en fin des comptes, de la métrique de |’espace 
euclidien contenant la surface. Or, ce n’est pas nécessaire. On peut 

définir autrement une métrique (i.e. une forme ds? = e2 gjj-du; duj) 
4,9 

pour une surface m-dimensionnelle r = r (uy, ..., Um), sans la lier 
a la métrique de l’espace contenant la surface. I] faut seulement que 

la forme Se gi; du; du; soit symétrique et définie positive. Un exemple 
1,9 

important d’une telle métrique sur l’hyperboloide z? + y? — 22 = 
= —po? de l’espace R, sera donné dans 5.54. 

§ 5. 2. Deuxiéme forme quadratique 

Fie Courbure dineclisne sit une suriace. 
Ici nous nous bornons au cas n = m+ 1 (surface n-dimensionnelle 
dans l’espace euclidien (n + 1)-dimensionnel A,+,), la métrique 
étant empruntée a R,+,. Dans ces conditions on peut introduire le 
vecteur normal a la surface 4 un point donné; dans les mémes supposi- 
tions sur la dérivabilité du rayon vecteur r (u,,.. ., u,) et sur le rang 

O(%4, ooery ij-eeret) 

O(Uu4, eeey Un) y 

vogue, 4 un facteur numérique prés. Analytiquement, le vecteur NV 
normal ala surface P en un point donné M peut étre déterminé comme 

de la matrice jacobienne il est défini d’une facgon uni- 

produit vectoriel de n vecteurs de base r, = ip ce eon. 

24—0545 
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plan tangent (3.62c): 

e4 - n+ 

Ox4 Of n+4 
Ou, eee Ou, 

NE eng rrl= fe ae al . (1) 

Oxy Oln+4 
OUn OUn, 

On peut normaliser le vecteur NV en le divisant par sa longueur, apres 
quoi on aura un vecteur normal unitaire m = m (u) défini déja 
au facteur --1 prés. Dans les limites d’un petit voisinage du point M, 
nous fixons le vecteur m (u) en tout point de facon a avoir une fonction 
m (u) continue. 

59.22. A partir de ce moment nous supposons que le rayon vecteur 
r (u) de la surface soit deux fois continiment dérivable (par rapport 
aux paramétres w,, ..., Wn). Considérons sur la surface P une courbe 
L donnée par les équations 

Uy > apd) wee dee Ugh Ey, ees es 

Jo Ss AIG (0); wens LU AEs 

ou les fonctions u; (t) sont elles aussi deux fois continiment déri- 
vables. C’est la courbure de cette ligne au point A € P répondant a 
une valeur ¢ = a qui nous intéresse 4 présent. Pour la calculer, pas- 
sons sur la courbe J au paramétre naturel s qui est la longueur d’arc 
comptée a partir d’un point fixe Ay. Rappelons (UZ6.22) que, pour 
une courbe paramétrisée avec s, on a la formule 

dr(A) __ 
can tan T (A), 

et si ee Ai) alors 

dr (A) _ aA) _ (ayy (A), 
ds* ——s di 

Ici t est le vecteur unitaire tangent 4 la courbe ZL, v le vecteur uni- 
taire orthogonal a t et se trouvant dans le plan osculateur, k la 
courbure de la ligue L. La droite déterminée dans le plan osculateur 
par le vecteur p s’appelle normale principale 4 la courbe L. 

Vu que la courbe LZ se trouve sur la surface P, nous avons 

n n n 

@r od fdr\ ad fy, Sey du, Vj du; 
wow (ae) “a(S tae )= Pere ee ed 
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. En multipliant scalairement (1) 
Syed r 02r 

avec la désignation rj, = Pusu, 
UR 

par le vecteur m, ona 

d?r : duj q (Sa-m)= > Cam 2S", 
j,k=1 

puisque (r;, m) = 0. Soit bj, = (rjx, m). La forme 

nr 

B=B(u, du)= >) dj, du; dup (2) 
j,k=1 

s’appelle greene forme quadratique de la surface P. En se rappelant 

que ds? = ae Sin du; du, = G(u, du) est la premiére forme quadra- 
j, R= 

tique de la eairaee P, on obtient définitivement : 

bin (u) du; dup, 

nr 

we pert Loe ie 
( ds?’ G(u,du) an 

>) gin (U4) du; dup 
k= 

(formule de Meusnier). La formule de Meusnier conduit aux conclu- 
sions suivantes: 

a. Si, pour une direction {du;}, la deuxiéme forme quadratique 
B (u, du) est non nulle, alors, pour toute courbe sur la surface P 
qui est tangente au point A au vecteur du;, a lieu |’inégalité 

2 2 
— m) fe) Dans< Ce) cas, a = ky +0, donc, la courbe L 

a, au point A, une courbure non nulle, et la formule de Meusnier 
prend la forme 

as B (u, du) 
(kv, m) =kcos (v, m) = Gu, du) ° (3) 

Ainsi, pour les directions {du;} ow B (u, du) #0, la courbure de la 
ligne correspondante sur la surface est déterminée par les quantités: 
BG —1,..., n)(point de la surface), du; (j =.1,.. . ., m) (direction 
de la droite tangente) et v (direction de la normale principale). En 
particulier, toutes les lignes sur la surface P qui passent par un point 
donné A dans une direction donnée {du;}, qui ont un méme plan oscula- 
teur, et pour lesquelles B (u, du) ~ 0, ont une méme courbure. 

b. Parmi toutes les lignes sur la surface P qui passent par un point 
donné A, dans une direction donnée (u; et du; sont fixes), avec 
B (u, du) ~ 0, la ligne dont le plan osculateur contient le vecteur m, 

de sorte que | cos (v, m) | = 1, a la moindre courbure. En tant qu’une 
telle ligne, on peut choisir la section normale de la surface, i.e. 

24* 
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la ligne déterminée par l’intersection de la surface P et du plan 

(bidimensionnel) passant par les vecteurs m et dr = pa r; du;. 
j 

La courbure d’une telle ligne s’obtient d’aprés la formule 

. __ | B(u, du) | 
Ucar G(u, du) * 

La définition de la courbure d’une section normale est plus répan- 
due sous la forme 

_ Bu, du) 

ky = a, duy ’ (4) 
Cette expression s’appelle cowrbure normale de la surface P au point A 
suivant la direction {duw;}; elle est de signe + si les vecteurs m et v 

sont de méme sens, et de signe — 
dans le cas contraire; autrement 
dit, la courbure normale est posi- 
tive si la ligne est courbée dans le 
sens du vecteur normal, et négative 
dans le cas contraire. 

Il résulte de (8) et (4) que la 
courbure de n’importe quelle ligne 
est liée 4 la courbure de la section 
normale correspondante par la rela- 
tion 

eS 

k cos (v, m) =ky. (5) 
Fig. 5.2-4 

Les rayons de courbure R, et Ry de 
la ligne ZL et de la section normale correspondante sont reliés par 
Végalité 

i~ 

Ry cos (v, m)= Ry. (6) 

Il en résulte la propriété géométrique suivante (fig. 5.2-1): 
c. (Théoréme de Meusnier) Eiant donnée une courbe L, son centre 

de courbure Cy est la projection sur le plan osculateur du centre de 
courbure C y de la section normale correspondante N. 

Cette derniére propriété, qui découle directement de la formu- 
le (6), peut étre appliquée a la détermination du centre de la courbure 
normale, si l’on connait le centre de courbure d’une ligne passant 
par un point donné de la courbe donnée dans la méme direction. 

d. Toutes les propositions formulées sont valables pour les 
directions {du;} telles que B (u, du) ~ 0. Considérons une direction 
{du;} pour laquelle B (u, du) = 0. Appelons-la direction asympto- 
tique sur le plan tangent II (pour la raison qu’on verra dans 5.24f). 
Pour une courbe L = {r = r (u), wu = u (s)} qui passe sur la surface 
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P par le point A dans une direction asymptotique, a lieu l’égalité 

/ d?r (A) a, 
hoe m) =0. 

Cela signifie: ou bien la courbure de la courbe L au point A est 

_ ) +0, le vecteur as = ky (A) se trouve dans 

le plan Il. Comme le vecteur t (A) appartient lui aussi au plan II, 
le plan osculateur de la courbe Z au point A se trouve dans le plan II 
tangent a la surface P. En particulier, la courbure de toute ligne plane 
qui va dans une direction asymptotique et qui n’appartient pas au plan 
tangent II est nulle; ainsi, une section normale dans une direction 
asymptotique est, nécessairement, de courbure nulle. 

5.23. On peut attribuer 4 la deuxiéme forme quadratique un sens 
géométrique direct. En développant l’accroissement du rayon vecteur 
r (u), pour le passage d’un point wu a un point proche wu + du d’aprés 
la formule de Taylor, nous avons (aux infiniment petits du deuxiéme 
ordre prés) : 

nulle, ow bien, si 

nr n 

Ar =r(u+ Au) —r (u) = >) ry duj+— ss rj, dujdup+..., 

j=1 j, k= 

d’ot 
n 

(Ar, m) = S) (rin, m) du; duy+ ... =+ Bu, du)+. 
j,k=1 

Ainsi, la forme B (u, du) avec le coefficient 1/2 coincide avec la 
partie quadratique principale de la projection du vecteur Ar sur le 
vecteur m, i.e. avec l’écart de la surface P de son plan tangent. On 
choisit pour sens positif celui du vecteur m. Lorsqu’on remplace le 
vecteur m par son opposé, toute la forme B (u, du) change de signe, 
les courbures de toutes les lignes sur la surface au point A en font 
autant. On peut dire que la forme B (u, du) admet l’interprétation 
géométrique mentionnée au signe prés. 

Par exemple, si nm = 2 et la forme B (u, du) en un point donné 
A est de signe défini, alors la surface P est disposée (dans un voisina- 
ge du point A) d’un cété du plan tangent; et si la forme B (u, du), 
au point A, n’est pas de signe défini (étant non dégénérée), alors la 
surface P (dans la proximité arbitraire du point A) a des parties se 
trouvant de chaque cété du plan tangent. Dans le premier cas, le 
point A est dit point elliptique de la surface, dans le deuxieme, 
point hyperbolique, puisque, dans le premier cas, la surface a la 
forme, au voisinage du point A, d’un paraboloide elliptique, et dans 
le deuxiéme, d’un paraboloide hyperbolique (aux infiniment petits 
du deuxiéme ordre prés). 
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Et si, au point A, la forme B (u, du) se trouve dégénérée, cela 
signifie qu’au voisinage du point A la surface a la forme d’un cylindre 
parabolique. Un tel point de la surface est dit parabolique. Si la 
forme B (u, du) est identiquement nulle au point A, la surface coin- 
cide, a des infiniment petits du deuxiéme ordre prés, avec son plan 

Point elliptigque 

Point hyperbolique 

BOP 
Point paraboligue Point meptat 

tangent en s’en écartant d’un infiniment petit d’un ordre supérieur 
a 2. Un tel point est appelé point méplat. 

Tous les types de points sont illustrés fig. 5.2-2. 
5.24. Dépendance de la courbure des sec- 

tions normales dela direction sur ile plan 
team oe 0st. 

a. Nous essayons de simplifier la formule de la courbure d’une 
section normale 

B (u, du) 

pert (w, du) (1) 

en passant a un nouveau systéme de coordonnées sur le plan tangent 
(n-dimensionnel) 4 un point donné A de la surface P. Trouvons dans 
ce plan une base orthonormée g,, ..., g, dans laquelle la forme B 
prenne sa forme canonique 

ky 

B (u, du) = >) A;83, 
j=1 

ou §, ..., & sont les nouvelles coordonnées du vecteur dr = 
n 

= )) r; du;. Comme la forme G (u, du) représente tout simplement 
j= 

le carré de la longueur du vecteur dr, dans la nouvelle base elle sera: 

Glu, duy= > 8. 
j=1 
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La formule (1), dans la nouvelle base, aura la forme 

SAF on 
Pract ky ="=,—— = )} Ajcos? py, (2) 

ao 

ou @,; est l’angle que le vecteur dr fait avec le vecteur de base gy. 
Les directions des vecteurs g; sont appelées directions principales 
sur le plan tangent II. Les nombres A; sont les courbures des sections 
normales correspondantes; elles s’appellent courbures principales 
de la surface II au point A. La formule (2) porte le nom d’Euler. 

b. Si, au point A, tous les nombres A; sont d’un méme signe, la 
forme B (u, du) est de signe défini; nous appellerons un tel point 
(comme pour n = 2) elliptique. En un point elliptique, toutes les 
sections normales sont courbées dans un méme sens (par rapport 
au vecteur m). En un point A ot, parmi les nombres 4,, il y a des 
positifs et des négatifs (mais il n’y a pas de nuls), certaines sections 
normales sont courbées dans un sens, d’autres dans le sens opposé ; 
un tel point sera appelé (comme pour n = 2) hyperbolique. Si l’un 
des nombres 4;, au moins, est nul et l’un, au moins, ne l’est pas, 
le point A est dit parabolique. Enfin, si tous les A; sont nuls, le point 
A s’appelle point méplat. 

n 

Le nombre H = 2 be A; s’appelle courbure moyenne de la surfa- 

Jaa 

ce P au point A. Le nombre K = a A; est appelé courbure totale de la 

surface P au point A. Pourn = 2, os un point elliptique ona K >0O, 
en un point hyperbolique K < 0, en un point parabolique K = 0. 

ec. Pour un plan n-dimensionnel PKR, +1, toutes ses sections 
normales a tout son point A représentent des droites ; par conséquent, 
la deuxiéme forme quadratique d'un plan est identiquement nulle. 

Inversement, si la deuxiéme forme quadratique d’une surface n-di- 
mensionnelle P — R,+, est identiquement nulle, alors P est un plan 
n-dimensionnel. En effet, si (rzj, m) =O pour hk, j =1,..., n, 
alors en dérivant légalité (r;,m) =O nous obtenons (rj, m,) = 
= — (rj,, m) = 0, d’ou m, = 0 pour tous les k=1, ..., n; par 
conséquent, le vecteur m ne varie pas sur la surface P. ‘Soient ro le 
vecteur menant 4 un point fixe de la surface P, et r le vecteur me- 
nant a un point arbitraire de cette surface. Alors (r — ro, m); = 
= (r;,m) —0(j =1, ..., m), de sorte que la quantité (r — ry, m 
ne varie pas sur la surface P; comme elle est nulle pour r = ro, on 
a (r — ry, m) = O pour toutes les valeurs de r. La derniére équation 
est celle du plan passant par |’extrémité du vecteur rp et orthogonal 
au vecteur m. 
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En particulier, pour un plan n-dimensionnel Pc R,+4,, toutes 
les courbures principales sont nulles, de méme que la courbure moyen- 
ne et la courbure totale. 

d. Pour une partie de la sphére n-dimensionnelle dans R,+,, 
de rayon R, de centre ry et de normale dirigée du centre vers la 
sphére, nous avons r — r7 = Rm, r; = Rm;; il en résulte (rj, m) = 
= R (m;, m) = 0, done, 

Din = (Tin, M) = (Tj, mM), — (Tj, Me) = 
4 4 

Sonn (path) Sar ite meine 

Et si la normale a la sphére est dirigée vers le centre, on a bj, = 
4 oa < g : 

= RB Gin- Ainsi, dans tout systéme de coordonnées, sur une partie de la 

sphére de rayon R, les coefficients de la deuxiéme forme quadratique 
sont proportionnels (de coefficient +1/R) aux coefficients respectifs 
de la premiére forme quadratique. Il s’avére que c’est une propriété 
caractérisant la sphére. Précisément, si pour une surface P Cc Ry+4, 

on ala relation bj, = + a ein Gj k= 1, Vee) ny) Rest aie*conss 

tante, le signe étant fixe), alors: 

t 
Oi = inn) = — A jp a) = ee Bl 

1 1 
=r RTH rr) = (r;, R rn) : 

eI i evs : 
donc, 7, ="=- Rk (k = 1, ..., n). Ceci est équivalent au fait 

que le vecteur m -- "7 r ne varie pas sur la surface P. Désignons-le 

patter 
la surface P représente effectivement une partie de la sphére de 
rayon # et de centre au point ro. 

e. Pour une partie de la sphére d’un rayon R, toutes les sections 
normales représentent des circonférences de rayon R centrées au 
centre de la sphére. Donc, toutes les courbures normales de la sphére 
coincident l’une avec l’autre et sont égales a la courbure du grand 
cercle 1/R. La méme quantité 1/R est la courbure moyenne en tout 
point de la sphére. La courbure totale de la sphére, en tant que pro- 
duit de m courbures principales, vaut 1/R”. Notons que les deux 
derniéres quantités restent constantes sur toute la sphére. 

f. [ndicatrice de Dupin. Si, dans le plan tangent II, 
sur toute demi-droite {du;} issue du point A et formant les angles g; 
avec les vecteurs g; (a), nous portons un segment 9p = VY Ry (ou 
Ry = 1/|ky| est le rayon de courbure de la section normale cor- 

ro. Alors |r —ryo| = R|m|=R, et nous voyons que 
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respondante), alors nous avons une surface d’équation 

ou,’ce qui est le méme, 

le > hcos? | =| 2) Ae? | =| B(u, du)|=14, 

B(u, du)= +1. 

Cette surface du deuxiéme ordre, ou un couple de telles surfaces, 
(indicatrice de Dupin) permet d’interpréter géométriquement la 
dépendance de la courbure des sections normales de la direction du 
vecteur tangent {duw;} sur le plan IJ. Lorsque n = 2, l’indicatrice 
de Dupin représente une ellipse pour un point elliptique, un couple 
d’hyperboles pour un point hyperbolique, un couple de droites paral- 

‘léles pour un point parabolique qui n’est pas un point méplat. 
Les directions asymptotiques dans le plan II, i.e. les directions 

dans lesquelles la deuxiéme forme quadratique est nulle, correspon- 
dent aux points a l’infini de |’indicatrice de Dupin. Ce sont les 
directions des asymptotes de |’indicatrice, d’ot la dénomination 
meéme de ces directions. 

5.25.a. Montrons comment calculer les courbures principales et 
trouver les directions principales en coordonnées initiales u,, .. ., Un. 
Ce probleme peut étre interprété comme probléme de réduction simul- 
tanée de la forme G (u, du) a la somme des carrés des coordonnées, 
et de la forme B (u, du) 4 sa forme canonique. L’algébre linéaire 
nous dit (£70.32) qu’il faut pour cela considérer le systéme d’équa- 
tions 

(O41 — Meas) dy +... + (Cin — M8 in) dun = 0, (1) 

(bn1 — UZn1) duy + rat am (Onn — Ugnn) dun =): 

Les racines de ]’équation 

byi— 4 «Opn — Bin 

Ps ye SO Ce a =() (2) 

bai —USn1 Cae Onn — USnn 

fournissent les coefficients canoniques de la forme B (u, du), i.e. 
les nombres jy, ..., An dans 5.24 (2). Si l’on remplace p par A; 
dans (1), le systéme obtenu aura une solution non nulle {du), ... 

: dus} qui représente le vecteur de base g; correspondant 
(a un facteur prés). 
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On sait que l’équation (2) posséde n racines réelles (chaque racine 
o-uple étant comptée p fois), et que le systéme (1), pour chaque racine 
o-uple 4,;, admet'p solutions linéairement indépendantes. En cas de n 
racines différentes 4, ..-, An, on an directions principales définies 
d’une facon univoque; et si une racine quelconque, mettons A,, 
a une multiplicité 9, supérieure 4 1, alors on peut choisir pour sys- 
téme de directions principales une base quelconque de , vecteurs 
orthogonaux dans le sous-espace correspondant ,-dimensionnel. 

b. Soit 

AoW” + aya! + 2+ +n =A (U—A4) oe (Ub —An) 

la factorisation du polynédme dans le premier membre de (2). Nous 
avons 

(=1)" Gy = A... Andy = Kao, 

ou K est la courbure totale de la surface P au point A (5.24b). 
Le terme libre a, du polynéme (2) s’obtient en y posant np = 0; 

nous voyons que a, coincide avec le déterminant de la deuxiéme 
forme quadratique det B. Le coefficient a) s’obtient en divisant le 
polyn6me (2) par uw” et puis passant a la limite pour p > oo. Si l’on 
divise par pp chaque colonne et que l’on passe a la limite, nous trou- 
vons que a, coincide avec le déterminant det G de la premiére forme 
quadratique précédé du signe (—1)”". Par conséquent, on arrive a la 
formule suivante pour la courbure totale K: 

: n 4. det B k=(— ae 5 
_ 5.26.Cas n= 2; exemples, Pour n= 2, on adopte les désigna- 

tions suivantes: 

Or Or 02r 

MA= Gye Taw Ma Gy Gy Tuy Tae = Too 
by =(ry1, M)=L, byg= (Tyo, m)=M, boo =(Tog, m)\=N, 

de sorte que 

B (u, du) = L du? + 2M dudv-+ N dv*. (1) 

Le systéme 5.25 (1) prend la forme 

(L—pE) du+-(M—wF) dv=0, 

(M—wF) du-+(N —pG) dv=0, } (2) 

et l’équation 5.25 (2) la forme 

L—pE M—wpF 

M—pP N—pG|—° (3) 

Calculons la deuxiéme forme quadratique pour les surfaces des exemples 5.15. 
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a. Pour le planz = 0, dans tout systéme de coordonnées curvilignes wu, v, 
on a: (ry, m) = (Tuy, m) = (r,,, m) = 0, de sorte qua L= M=N=0O0, 
B (u, du) =0. La courbure de toute section normale est nulle (cf. 5.24c). 

b. Dans les exemples 5./6b-g on étudiait des surfaces de révolution. Envi- 
Sageons maintenant la surface de révolution générale (5.15f). En coordonnées 
Z, @, nous avons 

r = {0 (2) cos g, p (2) sin g, 2}, 

Tz = {P, cos 9, p, Sing, 1}, rg ={ —psin g, pcos g, 0}, 
t j k 

N=} pzcos@ pzsing 1/=—p{cosg, sing, —pz}, 

—psing pcos@ 0 

N {—cos pm, —Sin@, Pz} 
DS 

| | Vi+e3 
Tzz = { Pz COS M, P,, sin g, 0}, 29 = { —P; Sin g, Pz cos , O}, 

Top ={—p cosg, —psin q, 0}, 

Pzz 
L=(rzz, m)= SVE’ 

T Pz 

M =(rzg, m)=0, 

p 

1+’ 
N= (Tog, m)= V 

Pzz dz? 1Y 
Bu, du) == —_— = _dz?+——— _ dp 

Vi-+e Vite? 
Comme, en coordonnées z, ~, la premiére forme quadratique représente elle 
aussi une somme de carrés (5.15f): 

G (u, du) = (p2 + 1) dz® + p? dq, 

les directions des lignes des coordonnées z, @ sont 
des directions principales. La section normale 
menée dans la direction de la ligne m = const est, 
évidemment, une méridienne. La section normale 
menée dans la direction de la paralléle z = const 
est, en général, non pas cette paralléle méme, 
mais une autre courbe qui ne coincide avec la 
paralléle que si le vecteur m, au point donné, 
soit orthogonal 4 l’axe des z. Le centre de cour- 
bure de la paralléle se trouve sur |’axe des z, celui 
de la section normale, d’aprés le théoréme de Meus- 
nier (5.22c), a pour projection sur le plan de la 
paralléle le centre de celle-ci, et se trouve donc 
lui-méme sur l’axe de révolution (théoréme de 
Monge) (voir fig. 5.2-3). L’equation (3) devient 

Ozz 

Z 
| 

A(z,9) 

Fig. 5.2-3 

(— pelt +09) (eH?) 0. 

yee Pzz 1 

(py * § prey” (4) 
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Ainsi, 

Ke nijig=——s at (5) 
e (1-++ 93)? 

—Pzz+ (1 +03) 2H = py +p. =—_* + T . (6) 
pe (1-+3)*/? 

La courbure totale K est positive aux points ou p,, < 0, i.e. aux points ou 
la courbe p = 0p (z) est concave vers l’axe de révolution, et négative au points 
ol 9,, > 0, i.e. aux points ot la courbe p = p (z) est convexe vers cet axe. 

c. Quelles sont les surfaces de révolution dont la courbure totale est nulle? 
De la formule (5) nous tirons p,, = 0, d’ot p = az + b; c’est un cone pour 
a = 0, et un cylindre, pour a = 0, b > O. Dans les deux cas, la génératrice de 
la surface présente une section normale de courbure nulle. 

d. Quelles sont les surfaces de révolution dont la courbure moyenne est 
nulle? Ici nous avons 4 résoudre l’équation pp,, = 1 -+ 2. Avec la substitu- 
tion 9, = u(p), nous trouvons 

Pzz = Uz = UP, = Upb, Puu=i1-+ uv, 

donc, 

u du do 

es arp 

En intégrant l’équation différentielle obtenue, on a In //1 + u?=Inp + 

+Inc, doi Vi-u= Cop et ensuite u=p, = /C%? — 1. En posant 
Co = cht; C dp = shi dt, on a dt = C dz; en intégrant encore une fois, on 
trouve t = C (z — zo), d’ot, définitivement, 

1 
= ch C (2— Zo). 

La surface cherchée s’avére une caténoide (5./5g). 
e. Voyons encore l’exemple 5./5h, i.e. Vhélicoide. En coordonnées p, @ 

qu’on y a introduites, nous avons 

Tro = {cosqg, sing, 0}, rep={—psing, pcosq, k}, 

ds* = dp* + (p? + I) dq?. 
i j k 

Il en résulte 

N =|.-cos p sng 0O|/={ksing, —kcosq, 9}, 

—psing pcosp k 

N {ksing, —kcos@, oe} 
TO as re eee 

|v | Vk? p? 
Ensuite, 

Too = 9, Top = { —Sin g, cos Mp, 0}, Teg = { —P cos g, —p sin gq, 0}, 
k 

L=(ropp, m)=0, M =(roq, m) = uk Ween Pipe 5 N=(roq, m)=0. 
Q 
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L’équation (3) en cas d’hélicoide, prend la forme: 

k 

ott Vir 
k 

Viztoe  —1(e2+4%) 
en la résolvant on a 

k 
p= Fie 

On voit que la courbure moyenne d’un hélicoide est également nulle. L’in- 
dicatrice de Dupin représente un couple d’hyperboles équilatéres €} — ? = 

ere 
ke =-+ . La courbure de la section normale dans la direction de la demi- 

droite génératrice est nulle, de sorte que cette demi-droite représente une asymp- 
tote de Jl’indicatrice; par conséquent, les directions principales, 4 chaque 
point de l’hélicoide (qui n’est pas sur l’axe des z), font les angles de 45° avec 
la direction de la demi-droite génératrice. 

4 Remarquons que l’hélicoide est la seule surface réglée (i.e. surface obtenue 
- par le déplacement d’une droite) de courbure moyenne nulle (voir les exercices 

8-10). 
La courbure totale de l’hélicoide est négative: 

ke 

er See ore 
Dot shh Lt eo pre tation, ¢ 6.071 6 triqime.,de, la 

courbure moyenne. D’aprés la formule d’Euler 5.24 (2), 
la courbure ky de chaque section normale NV de la surface P a un 
point A est donnée par la formule 

n 

ae +2, 
ky = 2 Aj COS” @;. 

Trouvons la moyenne intégrale de toutes les valeurs ky suivant 
toutes les directions des sections normales dans le plan tangent II 
au point A. Pour la raison de symétrie, la valeur moyenne des quanti- 
tés cos? @; est la méme pour toutes les valeursj = 1, ..., n. Gomme 
n 

» cos? 9; = 1, la valeur moyenne de chaque fonction cos? @; vaut, 
a Vand 4 6 ° ta 

évidemment, 1/n. Définitivement, la moyenne intégrale des courbures 
n 

est égale a 2 a k;, i.e. a la courbure moyenne de la surface P 
j=1 

au point A. 
En particulier, la plus grande de toutes les courbures principales 

est en méme temps la plus grande de toutes les courbures normales 
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en un point donné. Pour n = 2, lorsqu’il n’y a que deux courbures 
principales, l’une d’elles peut étre caractérisée comme la plus grande, 
l’autre comme la plus petite de toutes les courbures normales. Pour 
n >2, les courbures qui restent peuvent elles aussi étre caractérisées 
en termes extrémaux; cf. £10.24. 

5.28. _[nterprétation «geometriqnue de ta 
courbure totale. Pour une courbe plane, la courbure en 
un point donné A peut étre définie comme vitesse de rotation du 
vecteur tangent, ou bien, ce qui est le méme, comme vitesse de 
rotation du vecteur normal au point A. C’est la limite du rapport 
de la rotation du vecteur normal sur un petit arc As contenant le 
point A A cet arc méme, lorsque ce dernier se contracte vers le point 

A. L’angle de rotation de la 
Ay normale, a son tour, peut étre 

défini comme longueur Ag de 
Varc correspondant de la circon- 

As férence unitaire (fig. 5.2-4) cen- 
trée en un point arbitraire O. 

Cette construction se généra- 
9 lise au cas de surface n-dimen- 

sionnelle dans l’espace (n + 1)-di- 
mensionnel de la fagon_ suivan- 
te. Soit AS un petit domaine 

de la surface P contenant le point A et déterminé par un petit 
domaine AG CR, de variation des paramétres. En tout point 
M € AS, considérons le vecteur unitaire de la normale m (JZ); trans- 
portons les origines de tous ces vecteurs en un point fixe O 
et désignons par AQ le domaine sur la sphére unitaire déterminé 
par leurs extrémités. Ce domaine s’appelle application sphérique du 
domaine AS. Plus les directions des vecteurs m(M) aux points 
M € AS sont variées, i.e. plus la surface P est courbée au voisinage 
du point A, plus ce domaine est grand. Gauss définit en son temps 
(1828) la courbure x (A) de la surface P (bidimensionnelle) au point A 
comme limite du rapport des aires | AQ |/ | AS | pour AS + A. 

Essayons de relier, pour tout n, la courbure de Causs x = lim ae 
AS+A 

aux caractéristiques de la courbure de la surface P au point A que 
nous avons introduites. On sait (3.62c) que l’aire | AS | de la partie 
AS s’exprime d’aprés la formule 

[AS|= J [r’(w)[du= J irs, ..., ral du. 
AG AG 

Fig. 5.2-4 

Comme le rayon vecteur du domaine AQ est le vecteur m (u), 
avec le méme domaine AG de variation des paramétres u = (u,,... 

..; Un), Vaire | AQ | du domaine AQ s’exprime d’aprés la formule 
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analogue: 

|AQ|= J [m’ (u)|du= J |tm, ..., mall du, 
AG AG 

5 om 
ou ees? bay: 

Conformément 4a la définition de Gauss, nous avons 

Rites scons mn] | du 

1 | AQ | . AG _- lms (A), -- +s mn (A) 

= ) tisk | AS | Se {ites oF... rp] | du | [r4 (A), emey Tn (A)] | 

AG 

Calculons [m, (A), ..., mp (A)]. Comme le vecteur m;, en tant 
que dérivée d’un vecteur unitaire, est orthogonal a m, on peut noter 

En utilisant la propriété linéaire du déterminant qui exprime le 
produit vectoriel (3.62c), on trouve 

lita es «ty lity, | = [> OT tall we 2 bkrr;,,, | = 
mr 4 

ey EMO igs - 22) Taal = 

25. - yPas sine (egy aprats len) [ray (o69iT nl = 
Rie teh 

= det || b} || (istecer talc 

Or, en dérivant l’identité (r;, m) = 0, on a 

O=(ri, m);= (Ti, m;) + (ij; Mm) = (ri, y bir,) +bi; = i begin + di). 

Par conséquent, 

bij = ogo begin, eg ct eA RY OP (1) 

D’aprés le théoréme sur le déterminant d’un produit de matrices, on a 

det || bi; || = (—4)" det || BF || det || gis Il 
d’ot 

[m4 (A), ores mr, (A)] ==) t BP ats = n 

[74 (A), «++» Tn (A)] Salieri 
det || 6:; || 
detrei] (1) 8 (A): 
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en vertu de 3.25b. Définitivement, 

% (A) = | K (A) |, 

et la courbure de Gauss d'une surface P en un point A s’avere égale au 
module de la courbure totale de la surface P au méme point A. 

5.29. Lignes de courbure. 
a. Si, en un point donné A d’une surface P, les racines A,, ... 

..., A, sont deux a deux distinctes, elles le restent dans un voisina- 
ge du point A (les racines de l’équation dépendant continiment de 
ses coefficients, 7.59c); par conséquent, les directions principales 
restent définies d’une facon univoque au voisinage du point A. 
Ainsi, au voisinage du point A, sont définis n champs de directions 
orthogonales l’une 4 l’autre. Une racine » = A, étant fixe, le systéme 
5.25 (1) représente un systéme d’équations différentielles pour le 
j-éme champ. Les courbes intégrales de ce j-eme champ sont appelées 
lignes de courbure répondant a la racine 4;. Les lignes de courbure 
forment n familles orthogonales l’une a |’autre. I] résulte de 2.64, 
pour n = 2, qu'il est possible de passer, au voisinage du point A 
sur la surface P, 4 un nouveau systéme de coordonnées u, v dans 
lequel les lignes de courbure deviennent lignes de coordonnées. 
Dans ce systéme, la premiére et la deuxiéme formes quadratiques 
prennent leurs formes canoniques, et c’est A un voisinage tout entier 
du point A: 

G= bu (u, v) du® + Bos (u, v) dv’, 

B = dy (u, v) du? + doy (u, v) dv. 

Pour n >2, une réduction simultanée des formes G et B a la forme 
canonique dans tout un voisinage du point A n’est en général pas 
possible. 

b. Exemple. Pour une surface de révolution, comme nous l’avons vu 
dans 5.26b, les directions principales sont celles d’une méridienne et d’une 
paralléle; par conséquent, le réseau des méridiennes et paralléles est le réseau 
des lignes de courbure. Aux sommets de la surface, i.e. a ses points d’intersec- 
tion avec l’axe de révolution, ce réseau a des singularités, c’est-a-dire cesse 
d’étre réseau des lignes de coordonnées; si la surface reste dérivable 4 de tels 
points (comme, par exemple, l’ellipsoide de révolution) les deux courbures 
principales s’y confondent. 

§ 5. 3. Relations entre la premiére et la deuxiéme 
formes quadratiques 

5.31. Formules de dérivation de Gauss et 
Weingarten. Les formules ainsi dénommées décrivent la 
variation des vecteurs r; et m lorsque le point se déplace sur la sur- 
face, tout comme les formules de Frénet (U16.27) décrivent la varia- 
tion des vecteurs de la base naturelle causée par le déplacement du 
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point d’une courbe. Nous avons 

ry (A) = = =r (A) rp (A) + Biy (A) m'(A) (1) 

cans » 2), 

m;(4) = 2a 5 BA (2) 

CEs Eanes ey 

ou Ii; (A), B: ; (A), bi (A) sont certains coefficients. I] se trouve que 
tous ces coefficients s’expriment par les coefficients de la premiére et 
de la deuxiéme formes quadratiques de la surface au point A, ainsi que 

par leurs dérivées. Nous avons déja vu les coefficients b} dans 5.28; 
ils satisfont au systéme d’équations 5.28 (1): 

nr 

bij= ey bi gin. (3) 

Pour résoudre ce systéme, nous utilisons la matrice || g‘*|| qui est 
l’inverse de la matrice || g;; ||. 

Multiplions (8) par g** et sommons sur i; comme 

_ 1 pour k=s 
tet. y 

py ane 0 pour ks, (4) 

la sommation du résultat obtenu sur k ne fournira que le terme cor- 
respondant a la valeur k = s, et nous aurons: 

ae big = — bs. (5) 
=1 ll 

Ainsi, les coefficients bj s'expriment par les coefficients des premiére 
et deuxiéme formes quadratiques. 

I] est aisé de trouver les coefficients B;; dans |’égalité (1) en la 
multipliant scalairement par m: 

(rij, m) = bi; = Bi; (m, m) = B;;. (6) 

Ainsi, les quantités B;; coincident avec les coefficients respectifs b;; 
de la deuxiéme forme quadratique. 

Quant aux coefficients Ty;, la situation est plus compliquée. 
En multipliant scalairement (1) par r, nous trouvons: 

Vij, s= (rij, I's) -> Tr; ( a ie) = o Vigne. (7) 

25—0545 
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La dérivation de l’égalité (r;, rs) = gis par rapport a u; fournit: 

(rags 72) + (Pes Tas) = Ge (8) 
En effectuant le changement cyclique des indices, nous obtenons 
successivement : 

(rjos i) HTH is) = FE, (9) 

(rei 79) + (Poy MH) = EE (10) 
En additionnant (8) et (10) et puis soustrayant (9), trouvons: 

Tj,e— (ru, => (geet ae ae) (11) 
Pour résoudre les équations (7) par rapport aux quantités igs 

remplacons dans (7) l’indice de sommation k par p, multiplions (7) 
par g”* et sommons sur s. Compte tenu de (4), on obtient: 

Ou; Ou; Ou 

n 

ri= 5 ij, oo = zd 
(Fe + O8is — Fe) gis, (12) 

s=1 

Ainsi, les coefficients 1%; s’expriment par les seuls coefficients de la 
premiere forme quadratique et leurs dérivées. C’est un fait bien impor- 

tant qui montre que les coefficients T'j;, contrairement & £;; et b®, 
appartiennent a la géométrie intrinséque de la surface. 

Les coefficients [';;, , sont appelés symboles de Christoffel de 1-ére 

espéce, les coefficients ri, symboles de Christoffel de 2-éme espéce. 
Les uns et les autres sont également appelés coefficients de connexion, 
puisqu’ils servent a relier des caractéristiques géométriques de la sur- 
face en des points voisins a l'aide de certaines équations différentielles, 
ce qu’on verra dans la suite. Les coefficients [';;,,, de méme que 

Ti, sont symétriques par rapport aux indices i et j; pour les quanti- 

tés Ty;, 5 = (rij, 7.) ceci résulte de l’égalité rj; = 7rj;, pour Ti, 
de la symétrie de I';;, , et de l’équation (12). 

Les formules (1), avec les valeurs signalées de I’; et 8;;, s’appel- 
lent formules de Gauss; les formules (2), avec les valeurs signalées des 

coefficients b;, sont appelées formules de Weingarten. 
5.82. Relations entre les coefficients de 

la premiére et de la deuxiéme formes 
quadratiques. Les coefficients de la premiére et de la deuxiéme 
formes quadratiques ne sont pas indépendants. Les relations entre 
eux découlent de l’égalité des dérivées mixtes supérieures des vecteurs 
r (uw) et m (u) (en supposant leur existence et continuité) et des formu- 
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les de dérivation de Gauss et Weingarten. En effet, 

n 

Or; ik 0 s 
ring = 5uj Fa; Oe Tints +Biam ) , (4) 

s=1 

a n 

__ OT jr 8 
OO eee ae ae aS Tiars-+ Byam). (2) 

s=1 

Les premiers membres étant identiques, on a 
n n 

2) F) k 
_ rb; Ta Wip ta = 7 EBs 

: 1 s=1 p= 

n n 
or$ ik Bin =D a Tet Dy Uariptaem+ Bam. (3) 

s=1 p=1 

En y portant les quantités rjp, rip et mj, m; des formules de Gauss 
et Weingarten on obtient: 

al pas 4 

3 snes ra (> Dipre-+Bipm ) + 
ot p=1 st 

a n 

+ Fi m+By 5) brs. (4) 
si 

Les vecteurs rs et m étant linéairement indépendants, (4) implique 
l’égalité pour chaque composante: 

= é : ors i P 

ia 5 Ty wip + Bindi = a Gar > Vs nip + Bindi (9) 

a 

(formule de Gauss) 

s hte tH STR, + (6) 
p=1 

(formule de a ae paa 

25* 
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La formule (5) peut étre mise sous ae forme: 

ors Bi 

Bindi — Bia =a; — a e+} (Tin —T%r ip): 

Multiplions encore par gs; et saaioedoné sur l’indice s. Alors, en 
désignant 

Dy biger = Cin, 
$s 

nous avons 

Th, Wp 
Byaces— Brsce= >) [a> ——aae t+ baa (TED ip— VTi) | gor (1) 

s—" 

Portons dans cette formule les valeurs ey 8 jn (Bix) et Cir (c;1) trouvées 
dans 5.31 (8) et (6): 

n 

Byr=bp, c= pa bigs; = — dit. 

Désignons encore Bj;, ,1 = bixdjz — 0j,bi11, nous aboutissons a la 
formule 

n 4 

ars, 3 : 

Bij n= 2) ee a wel Aine Dx (Viel jp —P Tip) | £s1 (8) 
s=1 

qui porte elle aussi le nom de Caen 
L’expression Bj;, pi = Dindjx — 0j,b;, est le mineur du deuxiéme 

ordre de la matrice symétrique B = || b;, || construit sur les lignes 
de numéros i et j et les colonnes de numéros k et l. 

Dans le second membre de (8) on voit une expression qui ne dépend 
que des coefficients de la premiére forme et de leurs dérivées (5.31). 
Ainsi, tous les mineurs du deuxiéme ordre de la matrice de la deuxiéme 
forme quadratique sont déterminés d'une fagon univoque par la premiére 
forme quadratique. Inversement, les égalités (8) et (6) impliquent 
les égalités (4) et (3) et, en fin des comptes, l’égalité des seconds 
membres de (1) et (2). 

A t Végalité m;; = Ie dag alle. 
aha SE i @u;Qu; Ouj0u; 

aussi a deux pelattaps entre ‘Pe quantités g;; et b;;. Nous avons: 
n 

= mj;; ameéne elle 

Om (u) Om; od§ 
eo ae os a meee bP = 
Ou;0u; Ou; Ou; 3 birs > Ou; rs path ak 

—ul s=1 

£55 x rst >) (> mee 
Cash p=1 

= > Ge Pera et 

=A p=1 
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En permutant i et j et égalant les composantes des expressions 
obtenues, nous avons les pi nS 

abs 

mat Tim e+ 3 UT (9) 
t= | 

a bip ps = py DB pi. (10) 

En fait, les deux relations ne sont pas nouvelles, mais peuvent étre 
déduites algébriquement de celles déja établies. Pour obtenir la 
relation (9), nous partons de l’égalité 5.37 (8) 

Fit 

qui implique 

3) ope = 3 Bo 3 Mow 

ou bien, en permutant les indices i et j, 

yee 4 -3 BET ps, hays Aa pe ae 
p= 

La formule o) de Petorton-Codan peut étre écrite comme suit 

b; ab; Wray aS ty A BE, 
p=1 

d’ot 

(4) a OZR, 

3 UGE — BH re Rie: = 

at) 
D’autre part, l’égalité 5.31 (3) 

n 

bg=— » bi gag 
h=1 

conduit a la formule 

See pple me ba 
due, aly Ol, 84 > bi dUm 

h=1 h=14 

qui permet de mettre isa (11) sous la forme 

= 100% av 
—)>) Gu; Ba y lp «= 3 ae, 8khq— 3 BT pi, q: 

h=1 p=1 =1 
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En la multipliant par —g*? et sommant sur gq nous aboutissons 
4a Végalité (9). 

Pour établir la relation (10), il suffit d’y porter les expressions 
5.31 (5) et (6): 

n= Se bing”, Bpy=Opy, 

aprés quoi elle prend la forme 
n n n nm 

Di en Oe Opt a) es Oe Oats (12) h=1 p=1 h=1 p=1 

La relation (12) exprime, évidemment, le fait que la matrice 
BG-"B est symétrique; or, ceci résulte immédiatement de la symétrie 
des matrices B et G. 

' 5.33. Dans le cas général, la deuxiéme forme quadratique n’est 
pas déterminée d’une fagon univoque par la premiére forme quadrati- 
que: par exemple, pour un plan et un cylindre, les premiéres formes 
quadratiques coincident (dans certains systémes de coordonnées), 
les deuxiémes étant différentes (la deuxiéme forme du plan est nulle, 
la deuxiéme forme du cylindre non). 

Tout de méme, les théorémes démontrés permettent de tirer de la 
premiére forme quadratique une information de valeur sur la deuxié- 
me forme. 

a. Considérons d’abord le cas n = 2 ot les deux formes sont 
données par des matrices du deuxiéme ordre. Conformément A la 
formule de Gauss, nous trouvons le déterminant de la deuxiéme forme 
quadratique d’aprés la premiére forme: 

2 

det B= By 2 =>) [ 
=I 

ay, ary, 

OUg Ou, +>) (UP ip—T2Pis) | ge (1) 
p=1 

En sachant det B nous trouvons d’aprés 5.25 (3) la courbure totale 
de la surface: 

9 
a 2 

ars, aT 8, 
> [ i. amar, D (RT ip—TRTip) | Ss2 

jo GOt Bs pete eee ek ae (2) 
det Go 811822 — Sia F 

Ainsi, la courbure totale d'une surface bidimensionnelle peut étre 
déterminée d’une fagon univoque d’aprés la seule premiére forme quadra- 
tique. Il en résulte que la courbure totale en un point donné d’une 
surface bidimensionnelle ne change pas lors d’une transformation 
isométrique de la surface (théoréme de Gauss). 

b. Il résulte immédiatement du théoréme de Gauss qu’il est 
impossible de transformer isométriquement une partie du plan 
(K = 0) en une partie de la sphére (K >0) ou de la caténoide 
(K=O). 
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ce. Si l’on considére une surface bidimensionnelle P = P, 
munie d’une métrique non pas empruntée a l’espace euclidien R, 
qui contient la surface, mais donnée d’une maniére indépendante 
(par exemple, pour une surface P, disposée dans R, avec n >3 
on peut choisir la métrique induite par ce R,), alors toute la théorie 
de la courbure des lignes sur P, (§ 5.2) ne marche plus, il n’y a plus 
de deuxiéme forme quadratique. Nous sommes pourtant en mesure 
de calculer la quantité K d’aprés la formule (2). Nous l’appelons 
« courbure totale formelle», elle appartient 4 la géométrie intrinséque 
de la surface. La question de l’interprétation géométrique de la 
« courbure totale formelle » se pose tout naturellement. Comme les 
considérations liées aux normales a la surface sont dans ce cas impos- 
sibles, on ne peut plus interpréter la quantité K a l’aide d’une appli- 
cation sphérique (5.28), ni comme produit des courbures totales, 
faute de ces courbures totales. Néanmoins, on peut attribuer un 
sens géométrique a la quantité K; il sera découvert dans 5.638. 

d. Soit maintenant n >2. Supposons que l’un des mineurs du 
troisiéme ordre de la matrice B, par exemple le déterminant de la 
matrice 

Dir Din Djs 

By= box bos bos ’ 

b34 bse bss 

soit non nul. Nous affirmons que, dans ce cas, tous les éléments b,,, 
Die, - - +> 0g5 se déterminent par la forme G d'une facon univoque, au 
signe (commun a tous les éléments) prés. En effet, d’aprés le théoréme 
de Gauss a, nous connaissons tous les compléments algébriques B,,, 
B,., ..+, Bs, des éléments respectifs },,, by, ..., 035. Gomme 
ces compléments algébriques divisés par det B, fournissent les 
éléments de la matrice inverse B;', nous appliquons 4 l’égalité 

BB; £3 

le théoréme sur le produit de déterminants et trouvons 

det B, det || B;, || (det Bj) > = 1 (jf, k= 1, 2, 3), 
d’ot 

(det Bs)’ = det || Bjp ||, 
et nous connaissons det B, au signe prés. Or, det B, et les nombres 
Bj, déterminent la matrice B;', donc, aussi la matrice B3. 

Dans le cas considéré, sans nuire a la généralité, on peut admettre 
que la matrice 

byy Dye 
bos bee 

soit elle aussi non dégénérée et que b,, 0. Fixons le signe de 1’élé- 
ment b,,; alors les signes de tous les autres éléments de la matrice B; 

De 
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sont fixés automatiquement. Considérons la matrice 

Diy Dig bin 

bor Deo bop 

bjx Dj jr 

avec quelques j et k. Si elle n’est pas dégénérée, ces éléments sont 
eux aussi déterminés d’une facon univoque (cette fois, le choix du 
signe est fixé par le signe de b,,). Et si elle est dégénérée, i.e. son 
déterminant est nul, alors sa troisiéme ligne représente une combi- 
naison linéaire de deux premiéres (puisque det B, = 0), les coeffi- 
cients de la combinaison linéaire s’exprimant, selon les formules 
de Cramer, par les mineurs du deuxiéme ordre; par conséquent, ces 
coefficients, donc aussi les deux premiers éléments de la troisiéme 
ligne, sont connus. En appliquant un raisonnement analogue aux 
colonnes et utilisant les éléments connus de deux premiéres colonnes, 
nous trouvons tous les trois éléments de la troisiéme colonne. Nous 
voyons ainsi que s’il y a un mineur non nul du troisiéme ordre, la 
matrice B est déterminée d'une facon univoque, au signe prés, par la 
matrice G (u). 

e. Le résultat d peut étre formulé d’une autre fagon. Notamment, 
la matrice B peut étre restituée d’aprés la matrice G (u) d’une facon 
univoque, au signe pres, dés qu’il y ait, aw point donné de la surface P, 
trois courbures principales non nulles au moins. Alors, dans une base 
canonique formée par les vecteurs principaux g,, ..., gn (5.24a), 
le mineur principal correspondant du troisiéme ordre de la matrice B 
est non nul, donc le rang de la matrice vaut 3 au moins, et il ne reste 
que d’appliquer le résultat d. 

5.34. Construction d’une surface d’aprés ses 
premiéreetdeuxiéme formes quadratiques. 

Théoréme (de Bonnet). Soient G=|| g;; (u) ||, B=|| bi; (u) II 
deux n X n — fonctions matricielles données dans un domaine V < Ry 
et y possédant leurs dérivées continues de trois premiers ordres. La 
matrice G (u) est supposée définie positive, la matrice B (u) liée a G (u) 
par les formules de Gauss 5.32 (8) et de Peterson-Codazzi 5.32 (6). 
Alors, pour tout point u® € V, il existe un voisinage U = U (u®) CV 
dans lequel est définie une fonction vectorielle r = r (u) telle que, pour 
la surface correspondante P = {r€ Rniy: r=r(u), u€ VU}, les 
matrices G (u) et B (uw) représentent les matrices de la premiére et de la 
deuxiéme formes quadratiques respectivement (5.13 et 5.22). La surface 
P est définie a la position dans l’espace prés; plus exactement, deux 
surfaces r = r(u) et r =r (u) vérifiant les hypothéses du théoreme 
peuvent étre rendues identiques, dans un voisinage du point u® au 
moins, & l'aide d'une transformation orthogonale dans l’espace Rn+4. 

Démonstration. Ecrivons un systéme d’équations diffé- 
rentielles pour les fonctions vectorielles inconnues r, (u), ..., Tp (u), 
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m (u): 

EO =D) Ph wre Ww) + di () mw), | hat 
(1) 

J 

a n 

a OUAOS 
k=1 

ou les coefficients b;; (u) sont les éléments donnés de la matrice B, 

et Ti; (u) et b} (u) se déduisent des éléments des matrices G et B 
d’aprés les régles signalées dans 5.37. 

Appliquons a la résolution de ce systeme le théoréme de Frobe- 
nius (2.55). Les conditions d’intégrabilité exigées par ce théoréme 
sont ici remplies, elles coincident avec les conditions de Gauss et de 
Peterson-Codazzi qui, 4 propos, s’obtiennent en égalant les déri- 
vées mixtes. En vertu du théoréme de Frobenius, le systéme (4) 
admet l’unique solution pour n’importe quel systéme des données 
initiales r{ et m®. Choisissons arbitrairement un point u® € V et 
trouvons n vecteurs r? € R,+, satisfaisant aux conditions 

(ri, 73) =8i3(¥) (i, j7=1, ..-, n). (2) 
De tels vecteurs r? (i = 1, ..., m) peuvent étre trouvés méme 
sur le plan m-dimensionnel R, = {x € Rn41: 2n4, = 0}. En effet, 
la matrice || g;; (u°) || est définie positive et symétrique; on peut. 
donc en extraire une racine carrée, i.e. une n X n-matrice || §;; || 
telle que || &;; |? = || gi; (uv°) ||.* On voit maintenant qu’il est pos- 
sible de choisir pour vecteurs cherchés r? (i = 1, ..., n) les lignes 
de la matrice || &;; || complétées par zéro a la (nm + 1)-éme place, i.e. 

ri Te (Ei, Ca) Bins 0). 

Apres avoir déterminé les vecteurs initiaux r{, ..., rr, posons 
Be (0,0, segs) € Reay-. SOI Ty, (U) + Gem Lyee tans %),an (uy 
(u € U CV) lasolution du systéme (1), pour les conditions initiales 
signalées, définie dans un voisinage U, du point u°. Il résulte de la 

symétrie des coefficients T4,(w) et b;;(u) par rapport aux indices i et j 

que ots as Ss cela veut dire 4 son tour que, en vertu de 2.56, il 

existe dans un voisinage U < U, du point u® une fonction vectorielle 
Pasar (us) = 9 (Uys. 4-0 Uy) pour, laquelle 

Or (u) 
Ou; =TSTj (U4, cary Un)» (3) 

* La matrice || gij (v®) ||, dans la base orthonormée des vecteurs propres 
ej... «, €n, Se réduit a la forme diagonale avec les éléments positifs 44, .. ..An 
sur la diagonale. En tant que matrice || §;; || on peut choisir la matrice qui, dans 

la méme base, a la forme diagonale avec les éléments Van Oe Ae sur la 
diagonale. 
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et on peut poser r (u°) = 0. Nous affirmons que la surface P définie 

par l’équation r = r (w) est une surface cherchée. Pour le prouver, 

il faut montrer que les matrices de la premiére et de la deuxieme 

formes quadratiques de la surface P coincident avec les matrices 

données G (u) et B (u) respectivement. Nous tirons des équations (1): 

Ores Ta) 2. (OCG ) PrN ) 
mln rs ah Ti, uj a 

Ou; 

=) (V5 (ray rs) ETS (ris Te)] + diy (™, 1s) +55 (™, 72), 

20m) _ (FL, m) + (ri, an | = 
ei (4) 

= >) Ti (ra, m) + biz (m, m) +S) BF (ri. Te), 
k=1 k=1 

d(m, m) om ar es 
du; a au? m) =2 > b; (m, a) 

Considérons ces égalités comme systéme d’équations différentiel- 
les par rapport aux fonctions (7;, 7,), (7;, m), (m, m) (i, s=1,..., n). 
Le systéme (4) posséde la solution 

(r;, rs) = Sis (u), (r:, m) — 0, (m, m) — ic (5) 

En effet, d’aprés 5.31 (7) et 5.31 (8) ona: 
n 

>) CPhgee + Tige) =Tuy, e+T ey, 1= GE, 
h=1 

de sorte que la premiére des équations (4) est satisfaite par les 
fonctions (5). Il en est de méme de la deuxiéme équation en vertu 

de la définition de b? (5.37 (5)), pour la troisiime, d’une facon 
évidente. Les fonctions (5) vérifient les conditions initiales (r?, rj) = 
= gi, (u°), (r?, m°) = 0, (m®, m°) = 1. Vu le théoréme d’unicité 
2.52, nous avons (Fj, rs) = Sis (u), (ri, m) =0, (m, m) = 1 4 tous 
les points uw d’un voisinage du point. w®. 

Ainsi, (G (u) du, du) est la premiére forme quadratique de la 
surface P et m(u) son vecteur unitaire normal. Le coefficient 
(r;;,m) de la deuxiéme forme quadratique se déduit maintenant 
de la premiére équation (1): 

Or; 
(ris, m)=(Gae» m) sD VE; (u) (ray m) + iy (w) (m, m) = di; (u); 

et nous voyons que la forme (B du, du) coincide avec la deuxiéme 
forme quadratique de la surface P. L’existence d’une surface cherchée 
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est done établie; il nous reste 4 établir son unicité A la position 
dans l’espace prés. 

Ce fait découlera de l’unicité de solution du systéme (4) qui 
satisfait par les vecteurs r; et m pour chacune des deux surfaces P™ et 
P® aux mémes matrices données G et B si, en plus des coefficients 

i ea bi; et ape on fixe les valeurs initiales r} et m®. Or, si chacune 
des surfaces P') = {r =r (u)} et P® = {r = r® (u)} avec les 
formes quadratiques respectivement égales subit une translation 
et une transformation orthogonale dans l’espace R,+, de sorte que, 
pour un w®, les points r°” et r% coincident, de méme que les vec- 
teurs ri, m*» avec les vecteurs r?), m) respectivement, alors 
les données initiales des solutions ri”, m™ et r{?, m® du systéme 
(3) s’averent égales, ce qui permet d’appliquer le théoréme d’unicité. 
On voit donc que les vecteurs rj” (u) et ri? (uw), de méme que les 
vecteurs m‘? (uw) et m (u), coincident pour toutes les valeurs de wu 
d’un voisinage du point w®. Dans ce cas, les vecteurs r‘? (wu) et r (u) 
coincident dans le méme voisinage, la valeur initiale r°) =r étant 
fixe. Pour finir, remarquons que |’on peut faire coincider deux systé- 
mes de vecteurs r{” et rj”, ayant les mémes valeurs des produits 
scalaires (ri?, rj?) = (ri, r?), & Vaide d’une transformation 
erthogonale *. Le théoreme est démontré. 

v.00. Rigidité des surfaces multidimen- 
sionnelles. L’une des conséquences intéressantes du théoréme 
de Bonnet est la rigidité des surfaces multidimensionnelles d’une 
vaste classe, c’est-a-dire l’impossibilité de transformation isométri- 
que d’une telle surface, autre que transformation orthogonale 
complétée éventuellement par une translation. I] s’agit la de la classe 
des surfaces n-dimensionnelles dans l’espace (nm + 1)-dimensionnel, 
pour n >2, qui possédent en un point donné trois courbures princi- 
pales non nulles au moins. Pour de telles surfaces, selon 5.33, la 
deuxiéme forme quadratique se détermine d’aprés la premiére forme 
quadratique au signe prés, donc la surface elle-méme se détermine, 
d’aprés 5.34, d’une fagon univoque a une translation et une transfor- 
mation orthogonale prés. 

5.36. Le théoréme de Bonnet montre que la notion géométrique 
de surface n-dimensionnelle (suffisamment lisse) dans l’espace Rn+4 

* Si {ef?} et {ef} sont deux systémes obtenus par orthonormalisation 
des systémes donnés {r#’} et {ri}, alors la transformation orthogonale cherchée 
est celle qui transforme {e{”} en {e{”}. En effet, les éléments de la matrice 
d’orthonormalisation, donc, aussi de la matrice inverse sont) définis d’une 

: y 3 A 2 aoe para B) @ @ 
fagon univoque et ne dépendent que des produits scalaires(ri’, rj) = (ri, rj 

° Py ees . a) C2) pes 
(L7.52). Une application linéaire qui transforme chaque ei enei (i = 1,... 
..+, ), transforme également l’une en l’autre les combinaisons linéaires 

= : qd) : correspondantes, en particulier les vecteurs ri en les vecteurs respectifs Figs 
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a pour équivalent analytique un couple de x xX n-fonctions matri- 
cielles || g;; (wu) || et || b;; (wu) || liées par les formules de Gauss et de 
Peterson. 

Est-ce qu’on peut donner arbitrairement l’une de ces matrices, par exemple 
la matrice G = || g;; (u) || (naturellement, symétrique et définie positive), puis 
trouver l’autre, B = || b;; (u) ||, de fagon que l’hypothése du théoréme de Bonnet 
soit remplie? En d’autres termes, est-ce que chaque n X n-matrice G = 
= || g;; (u) || (Symétrique, définie positive et dérivable un nombre convenable de 
fois) peut servir de matrice de la premiére forme quadratique 4 une surface 
dans l’espace R,+1? 

A ce propos, il existe un théoréme de Janet (1926)-Cartan (1927) : en suppo- 
sant l’analyticité des coefficients g;;(u) on démontre qu’il existe une surface 
n-dimensionnelle voulue (définie localement, i.e. dans un domaine suffisam- 
ment petit des valeurs de u = (uw, ..., uU,)), mais, en général, dans l’espace 

(n + euclidien ~ 4) 4imensionnel et non pas dans l’espace (n -+ 1)-dimension- 

nel, et qu’il est en général impossible d’abaisser ce nombre Se En 

particulier, pour une forme de deux variables u,, uz, une surface bidimension- 

nelle cherchée est déja placée dans l’espace de dimension = aad 3, ce qui est 

conforme a la position du probléme, et il existe donc la deuxiéme forme quadra- 
tique cherchée; mais déja pour une forme de trois variables u,, uz, ws, une 

surface tridimensionnelle cherchée est placée dans l’espace de dimension += 

= 6, et il y a des formes pour lesquelles, comme montre Cartan, il est impos- 
sible de mettre la surface correspondante dans l’espace de dimension 4 ou 5, 
donc, la deuxiéme forme quadratique cherchée n’existe pas. Voir a ce propos 
le livre: E. Cartan. « Les systémes différentiels extérieurs et leurs applications 
géométriques », Paris, Hermann, 1945 et l'article: M. JI. Tpomos wa 
B. A. Poxauu, Buomenus u norpyxeHusA B puMaHOBO reoMerpuu, YMH 
25, Ne 5 (1970). 

§ 5. 4. Lignes géodésiques et systémes de coordonnées 
qui y sont liés 

544. Lignes géodésiques. 
a. Soit P, CRyz+, une surface donnée par son rayon vecteur 

=r (u), w= (Wy, .--, Un) EV C Ry. Considérons la courbes F— 
= {r€ Ray: r =7 (u (s)), a<s < bd} paramétrisée par la longueur 
d’arc s comptée a partir d’une point fixe. Développons le vecteur 

d2y : : 
de courbure 72 en un point M de lacourbe L suivant labaser,, ... 

., Tn, m. Nous avons: 

nr 

woe (+)--> GAT dash ok 
ds? ds \ds} ds CU ds) 

i=1 

n on i n 
Nl r du; du; Or 0s; 

iJ > Ou; Ouj ds ds cea du; ds? ° 
14 ga 
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: sige ore - 
En exprimant les quantités = rij d’aprés la formule de 

i0Uj 
Gauss 5.31 (4), nous obtenons 

5 (5 Tore thm) 2 me +3) cae ds 

220d 

= d d d? ints kh du; a Pup du; duj 
= >, ( 5 oS Sasa er a ds2 ) rz ae 3 bi; —— Tas ds m. (1) 

eg. bs 

Le premier terme a droite dans (1) se trouve dans le plan tangent II, 
et s’appelle vecteur de courbure géodésique de la courbe L au point M ; 
le deuxiéme terme qui est normal 4 II, s’appelle vecteur de courbure 
forcée. Les composantes du vecteur de “courbure géodésique contien- 

- du; 
et —, 

ds2 

espece Ti; qui s ee a leur tour, par les coefficients de la 
premiére forme quadratique, donc ne varient pas en transformant 
isométriquement la surface P,. Les composantes du vecteur de cour- 
bure normale s’expriment par les coefficients de la deuxiéme forme 
quadratique, donc peuvent varier en transformant isométriquement 
la surface P,,. 

b. La courbe L s’appelle ligne géodésique sur la surface P,, si, 
en tout son point, sa courbure géodésique est nulle. Ainsi, la propriété 
d’une courbe d’étre ligne géodésique n’est pas violée en transformant 
la surface isométriquement. Evidemment, la définition formulée 
est équivalente 4 la suivante: la courbe L est une ligne géodésique si, 
en tout son point ow la courbure n’est pas nulle, sa normale principale 
coincide avec la normale a la surface au méme point. 

c. La courbure forcée de chaque ligne sur un plan est nulle; 
par conséquent, la courbure géodésique de chaque telle ligne vaut 
sa courbure totale. Pour une ligne géodésique, cela signifie que sa 
courbure totale est identiquement nulle. Ce sont les droites, et seules 
les droites, qui possédent cette propriété sur un plan. 

d. Les lignes géodésiques sur un cylindre et sur un cOne sont 
faciles 4 trouver en développant chacune de ces surfaces sur un plan 
avec son réseau des droites, i.e. de ses lignes géodésiques, et en 
utilisant l’invariance des géodésiques par rapport a une transforma- 
tion isométrique. Pour le cylindre, ce sont ses génératrices, paralléles 
et lignes hélicoidales qui se développeront en les droites du plan 
(fig. 5.4-1). Pour le céne, ce sont ses génératrices (elles deviendront 
droites passant par l’image du sommet) et certaines courbes qui 
descendent jusqu’a une paralléle puis remontent (fig. 5.4-2). 

e. Sur une sphere, les arcs des grands cercles possédent une norma- 
le principale dirigée vers le centre de la sphére, donc colinéaire a la 

nent, en plus de —+ les symboles de Christoffel de deuxiéme 
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normale de la sphére. Par conséquent, les arcs des grands cercles 
sont des géodésiques sur la sphére, et un peu plus bas (5.426) nous 
verrons que toute géodésique sur la sphére est un arc de grand cercle. 

Developpement Cone 

Fig. 5.4-4 Fig. 5.4-2 

Encore un exemple sera vu dans 5.47 (géodésiques sur une sur- 
face de révolution). 

5.42. Equations différentielles des lignes 
géodésiques. 

a. La définition des lignes géodésiques donnée dans 5.4/7 est 
remarquable par le fait qu’on peut l’étendre aux surfaces n-dimen- 
sionnelles P, munies d’une métrique qui n’est pas forcément em- 
pruntée a l’espace euclidien R,+,, mais qui est donnée par une matri- 
ce symétrique et définie positive quelconque (dérivable) : 

G=|lgn MI], tk =1,..., 

Dans ce cas, nous définissons les lignes géodésiques comme lignes 
sur la surface P, qui annulent les expressions 

n 

Rk. du; du; d?up, 

> Dj tevin Tanke (1) 
i, j=1 

appartenant a la géométrie intrinséque de la surface. 
Ainsi, dans tous les cas, sur une ligne géodésique sont satisfaites 

les équations 
n 

2y , us 

Spr a=- DOSE SE Gat @) 
tea 

qui, inversement, peuvent servir de définition d’une ligne géodésique 
en cas de P, C Ry+,. Le systéme (2) représente un systéme de n 
équations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre par rapport 
a n fonctions u, (s), ..., Un (s), ce systéme étant résolu par rapport 
aux dérivées secondes et ses deuxiémes membres représentant des 
polyndmes du second degré par rapport aux dérivées premiéres. 
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Théoréme. Si, au voisinage d'un point donné M, = 
= (uj, ..., un), les fonctions g;; (u) admettent les dérivées continues, 
alors il existe une et une seule géodésique issue du point My dans chaque 
direction donnée {du,, ..., dun}. 

Démonstration. Pourle point donné My= OUGs Verte tn) 
et pour la direction fixe {du,, ..., du,}, envisageons de facon 
formelle le systéme (2) complété des conditions initiales 

un (0) =ug, “#O yp, kad, ...,n, (3) 

ou les nombres vz sont proportionnels aux nombres du, et normalisés 
par la condition 

3 giz (U viv} =f. 

he es 

Les fonctions Tij(u) = =e (Fas + eis _ Sid) étant con- 
L § 

tinues par hypothése, et 1s seconds membres du systéme (2), 
qui sont quadratiques par rapport aux dérivées, vérifiant la condi- 

tion de Lipschitz par rapport aux variables = , on peut appliquer 

le théoréme d’existence et d’unicité de solution (cf. U13.42 et 
U13.51) en vertu duquel le systéme (2) avec les conditions initiales 
(3) admet une et une seule solution u; = u; (s), OS ss, i= 
= 1, ..., n. Il lui correspond une courbe Z sur la surface P, qui 
passe par le point M dans la direction {du;}. Si nous montrons que 
le paramétre formel s sur la courbe Z représente la longueur d’arc, 
il en résultera, vu (2), que LZ est une ligne géodésique. Nous avons 
donc a vérifier |’ égalité 

du; du; 
=> gj (U()) Fp Get 

Ba | 

Le long de la ligne Z nous avons 
n 

’ ef. Og ij du; du; dup 

I" (s) = > Ou, ds ds ds 
7, R41 

“ d2u; du; du; d?u 

i > gy (ae arene P ae) 
geal 

En substituant aux dérivées secondes leurs expressions du systé- 
me (2) et appliquant les formules 5.31 (7) et (8) 

0 
ce 23 Tp! pT je, i et THe D} Dhegar, 

po 
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nous trouvons 

4,7, h=1 

i 2 d d d d d di .o kh, Guz duj duy 1 auy du; at) |= 
! gai A (Tes ie de wee a, deeds 

ie [Sal tj—4 

n 

Sy ee du; du; ee yrs du; duj dup _ 

ih, tds “ds jh,t as “ds ds 
big Dg On in eel 

n n 
du; du; du) du; du; dup, a 

>» Daj. 1 ds ds ds >) Vij, ds ds ds: meet 
4,5, 1=1 i,j, R=1 

puisque les sommes ne se différent que oa les désignations des indi- 

eis du; (0) du; (0 ces. Ainsi I’ (s) =0,1(s)) =I a5) PRCA) 
he ot 

= 1, ce qui achéve la démonstration. 
b. Il résulte du fait établi, en particulier, que les arcs des grands 

cercles épuisent toutes les lignes géodésiques sur une sphere. En 
effet, si nous fixons sur une ligne géodésique Z un point M et menons 
par M un arc [ de grand cercle dans la direction de la ligne LD, alors, 
d’apres le théoréme d’unicité démontré, l’arc I’ coincidera entiére- 
ment avec L. 

ce. On peut montrer qu’il existe un voisinage U du point M dans lequel, 
par tout son point A, il passe une et une seule géodésique issue de M; qui plus 
est, n’importe quels deux points A et B de U sont liés par une et une seule géo- 
désique dont tout l’arc de A 4 B se trouve entiérement dans U (cf. exercices 
42 et 138). 

5.43. Paralléles géodésiques. 
a. Soit LZ une ligne sur une surface bidimensionnelle P,. Menons 

par chaque point M de la ligne L, dans la direction orthogonale 
a Z sur la surface P,, une ligne géodésique y (7). En vertu du théo- 
reme 5.42a, une telle géodésique existe et est unique pour tout point /. 
Sur chacune de ces géodésiques, portons, dans une direction fixe, 
un méme arc w compté du point M. Le lieu géométrique des extré- 
mités des arcs géodésiques ainsi obtenus représente une ligne L,, 
qui s’appelle paralléle géodésique a la ligne L @ la distance w. Il s’avére 
que toutes les paralléles géodésiques L,,, 0 << w < « sont orthogonales 
aux lignes géodésiques y (JZ). Nous démontrons cette proposition pour 
le cas de n dimensions. 
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b. Supposons que, sur une surface n-dimensionnelle P, = 
={r€Raii: r=r(u), u€UER,}, on ait une surface (n—1)-di- 
mensionnelle suffisamment lisse Z,_,. En tout point M € L,_, 
est définie une direction orthogonale sur la surface P,. Soit y (M/) 
la ligne géodésique issue de M et orthogonale 4 L,_,. Portons sur 
y (M), dans une direction fixe, un arc fixe w *. Le lieu géométrique 
des. points ainsi obtenus s’appelle surface géodésiquement paralléle 

& Ln, la distance w et se désigne par Li_,. 
Théoréme. Pour tout point M,€ Ly-,, il existe un voisinage 

V (M,) dans lequel chaque surface Ly, coupe orthogonalement toutes 
les géodésiques y (M). 

Démonstration. Dans le cas général, la surface L,_, 
est donnée par un systéme d’équations a n — 1 parameétres 1,, 

Seth cha 

thy == thy (Tyce. > Tans) 
aN (1) 
Un =Un(%, ---, Tn-1), 

2 ERG oy ies) 
le rang de la matrice de Jacobi -———————". valant n— 1 au 

OT, - + «» Tr-4) 
point J7,, donc aussi a un voisinage de ce point. Supposons que le 
mineur 

dug Us 

Ov} ie OTA 

OUn dun 

Gey GES 

ne soit pas nul au point 7). Alors, d’aprés le théoréme de la fonction 
inverse, nous sommes en mesure de résoudre les n — 1 derniéres 
équations du systéme (1) par rapport aux paramétres T,, ..., Try 
en les présentant comme fonctions de wz, ..., Up, puis de les porter 
dans la premiére équation; |’équation obtenue de la surface L,_, 
sera de la forme 

Uy = @ (Ug, - - +» Un-1)- (2) 

D’aprés le théoréme 2.36a, les fonctions (2) sont autant lisses que les 
seconds membres du systéme (1). A présent, on peut choisir pour 

* Le théoréme 1.61 nous garantit l’existence d’un 6 > 0 et d’un voisinage 
U du point donné M, sur la surface P, tels que les lignes géodésiques y (M) 
issues de n’importe quel point M dans le voisinage U orthogonalement a L,_4 
seront définies, au moins, pour toutes les valeurs de w avec | w| <6. (Dans 
le théoréme 1.61, il s’agit d’une équation du premier ordre; or, une équation 
d’ordre supérieur se réduit bien 4 une équation du premier ordre comme c’est 
indiqué dans U13.51.) 

26—0545 
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paramétres déterminant la position de n’importe quel point WM € Ly-4 
au voisinage du point MW, les quantités 

Uy = Ue Oa. ahi Ms ae ee 

puisque le jacobien de la matrice ene est identiquement 
din, ste sig Tt 

ia xX s la 0 M 0 M 

égal A l’unité. Les vecteurs i. athe ee seat) sont tangents aux 
2 nN 

lignes de coordonnées v,, ..., UV, respectivement, qui passent sur 
la surface v, = 0, donc sur Z,-,, et se trouvent, par conséquent, 
dans le plan tangent 4 L,_,. 

Examinons maintenant, pour un ¢ >0O, tous les ensembles 
numériques W,, ..., W, soumis aux conditions: 

(w, [<= 2,0 | we — ets. 4 ee | ee mae 

ou vy = Uy, . . -» Un = Un. Faisons correspondre 4 chaque ensemble 
W,, ...+, W, un point M de la surface P, selon la régle suivante: 
en posant v, = 0, v, = We, ..-, Up = Wp, Choisissons un point MM’ 
sur la surface L,-,, puis trouvons sur la ligne géodésique y (M’) 
le point M 4 la distance w, de (suivant l’arc orienté). Les coordon- 
nées V,;, ..-, Un du point M sont des fonctions continues et dériva- 
bles de la variable w, et des paramétres w., ..., Wp, donc le jaco- 

O(V4, ane ay Un) 
bien de la matrice est une fonction continue de w,,... 

(uy, se ey Wn) 

» +, Wz. Montrons qu’il est non nul au point M,. A cette fin, il 
or(v) Or(v) 

Gn, oe Bp 

indépendants ace point. Or, au point Mp , les vecteurs 

sont linéairement faut prouver que les vecteurs 

Bw,’ cee 

% coincident avec les vecteurs respectifs te qui 
te OL Ola =o as. GawOpr 

sont linéairement indépendants et se trouvent dans le plan tangent 
a Or(v) . ah 5 
a la surface Z,-,; quant au vecteur se, , il est unitaire, orthogonal 

1 

a a oe + ae or or 
a Ln-, et, par cela, linéairement indépendant de dna” Glan 

. ad 2 . n 

Il en découle que les quantités w,, ..., Wp, elles aussi, peuvent 
étre choisies pour nouveaux paramétres au voisinage du point My. 

Or |2 

ao,| = 4 W4 
car w, est.la longueur d’arc. Ensuite, a l’équation générale des géodé- 
siques 5.42 (2) 

Dans ce systéme de coordonnées, nous avons gy, (w) = 

n 

d2w,, 1 pk, dw; duj 

aan oe > Di ds = nasi: (3) 
i, j= 

satisfait, dans notre cas, le systéme des fonctions w, = s, w, = 
= Cy, ..., Wa = Cy; en les portant dans les équations (3) nous 
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voyons que, dans le systeme des paramétres wW,, ..., Wp, les quantités 
Tk (k =1, ..., m) sont nulles. Mais alors on a aussi 

ire! Tus= 2) Tete 0 Aexatdnoty fonds 

_ 1 (081s , 981s 8A Ogu . Comme I[,,,.= 3 ae ad eo et pt 0, la fonction 

£1; (W) s’avére constante sur chaque ligne ot sont constants w., .. - 
. . ., Wy, c’est-a-dire sur chaque géodésique y (7’). La courbe y (7) 
étant, par construction, orthogonale a Z,_, au point M’, de sorte 
que g,, (0) = 0, on a g,, (w) = O pour tous les w,. C’est ce qui veut 
dire que la géodésique y (J/’) est orthogonale a la paralléle géodésique 

Ln-y. Le théoréme est démontré. 
Le systeme de coordonnées w,, ..., W, que nous venons de 

construire sur la surface P,, au voisinage du point Mo, est dit semi- 
géodésique ce base Ly-4. 

5.44. Utilisons le systeme semi-géodésique de coordonnées pour 
établir la propriété extrémale suivante des lignes géodésiques: 

a. Théoréme. Considérons sur la surface P,, une ligne géodé- 
sique y qui passe par deux points suffisamment proches A et B, de méme 
que toutes les autres courbes f (rectifiables) passant sur P, par les points 
A et B dans un petit voisinage de la ligne y. Nous affirmons que parmi 
toutes ces lignes la ligne géodésique y a la moindre longueur. 

Démonstration. Menons par le point A une surface Ly_; 
orthogonale a la ligne y et choisissons L,_, pour base d’un systéme 
semi-géodésique de coordonnées au voisinage du point A. La ligne y 
devient l’une des lignes de coordonnées du systeéme semi-géodésique. 
En admettant que le point B et la ligne B se trouvent dans le petit 
domaine sur la surface P, ot le systeme semi-géodésique construit 
est valable, écrivons |’expression de la longueur de B: 

B B n 

s(6)= J a(8)=) Vo >) a1 (w) dui dw,= 
A A 1, j=1 

La derniére égalité est due au fait que g,, = 1, g,, =O(s=2,... 
..,n). Notons que la (nm — 1) X (m — 1)-matrice || g;; (w) |k 

(i, j =2, ..., m) est définie positive. Par conséquent, 
B 

s ()> J dws =w,(B)— wi (4) =5 (9), 
A 

ce qu'il fallait. 
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b. Remarque. Sur le cylindre C (fig. 5.4-3), en plus de la géodésique 
hélicoidale liant les points A et B, il en existe d’autres, plus courtes (par exem- 
ple, le segment AB). Il n’y a pas de contradiction avec le théoréme a, puisque, 
dans ce théoréme, on ne compare la longueur de la géodésique qu’avec celles 
des lignes suffisamment proches. 

ec. Remargq ue. Sur la sphere S (fig. 5.4-4), considérons une géodésique 
méridienne qui va du péle sud A par le pole nord O et aboutit 4 un point B. 
Désignons par C le premier point d’intersection de la méridienne AOB avec 
la paralléle 6 contenant le point B. Dans tout voisinage de cette ligne géodésique, 

A 
Fig. 5.4-3 Fig. 5.4-4 

il y a une ligne joignant A et B, et plus courte que l’arc AOB. Telle est, par 
exemple, la ligne AC’B ot C’ se trouve sur la paralléle § dans la proximité 
fixée a l’avance du point C, AC’ est l’arc de la méridienne, C’B l’are du grand 
cercle. Les arcs AC’ et AC sont, évidemment, d’une méme longueur, mais l’are 
C'B est plus court que CB, la corde C’B étant plus courte que la corde CB qui 
est le diamétre de la paralléle £. 

Ici la contradiction apparente avec le théoréme a s’explique par le fait 
que la géodésique ACB est trop « longue » pour qu’on puisse |’inclure dans le 
systéme semi-géodésique de coordonnées qui ne se construit, comme nous le 
savons, que localement, au voisinage du point donné. 

5.49. Calcul, des caractéristig tes. prin ci- 
pales d’une surface bidimensionnelle dans 
un systéme semi-géodésique des paramétre s. 

a. Nous avons déja vu dans 5.43b que les quantités T*, et Ty), , 
sont nulles dans un systéme semi-géodésique de coordonnées. Calcu- 
lons, pour une surface bidimensionnelle P,, les quantités qui restent, 

Tj, et T',;,,. Nous avons établi dans 5.43b que la premiére forme 
quadratique peut étre écrite, dans un systéme semi-géodésique des 
paramétres w,, W., comme suit 

ds? = dw, + 89 (Wy, We) dw. 

Par conséquent, il ne reste dans les expressions des symboles de 
Christoffel de premiére espéce 

‘ips = ( Ofis , O8js _ “Eid ) 
Lh Ee OO aie Ow; Ow, 
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que les termes ot, parmi les indices i, j,s = 1, 2, il y a deux au 
moins égaux a 2. Ainsi, en désignant pour abréger go. (W,, W.) = G, 
Ww, =W, W, = U; ous avons: 

‘) 

Peoi=Taji=0, Me 2=Ta2=5 Gu, 

1. 
To2, 1 = —= Gu, To. 2= > Gy. 

2 
Ensuite, vu la formule Th = 5) T;;,s g" et le fait que l’inverse 

s=1 

de la matrice || g;; || = a est la matrice || g® || = bald 3 
0G 0 41/G 

nous trouvons: 

AG Th=Tu=0, Th-Tu=Ta2e=3 
4 il Gey 

V2 Gy 2a 

= 

b. Calculons a présent, dans le systéme semi-géodésique, la 
courbure totale de la surface P,. Pour le faire, trouvons d’abord 
le déterminant B,, ,. de la deuxiéme forme quadratique d’aprés 
la formule 5.33 (4): 

2 , ‘ 2 
bay Dag ~ par OV 5 1p ps PPS \ Bis, 2 =|531 52 |= > [Ge—ae+ Dd ChE, TRL) | eee. 

s—1 p=1 

Ici il ne reste que les termes avec s = 2 et p = 2. On obtient: 

Gee Vy ee ae 
Seale) PaO ae.) = aa Oat 

_ _ & mG Gb __ Gaw 4 1 Ob 
ae Dia Gis aa ee eae 

La courbure totale K de la surface P, se trouve donc égale a 

peFia, ities Sway 1 Go 
Be es 2 Oi 

Cette expression peut étre rendue encore plus compacte si l’on remar- 
que que 

(V8)u=4.6"%Gy, (VO)vo= —4.6-* 054 L6G 
(V@)ww Re ag eae 
S5c0 . oul EG ee 

de sorte que 

Ko (VG@) ww (2) 
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Ainsi, dans un systéme semi-géodésique sur une surface bidimension- 

nelle P,, la fonction VY G est reliée 4 la courbure par l’équation diffé- 
rentielle 

(VG)... +K VG=0. (3) 
5.46. Restitution. de fa premiére® forms 

quadratiquedaprés la courbure totale don- 
née. Considérons une surface P = P, en tout point WM de laquelle 
on connait sa courbure totale K = K (M). Fixons sur la surface 
un point M, et construisons dans son voisinage un systéme semi- 
géodésique spécial de coordonnées, ayant une ligne géodésique L 
pour base et la longueur d’arc w, = uw comptée d’un point fixe (par 
exemple de J/,) pour paramétre sur cette ligne. La premiére forme 
quadratique est 

ds? = dw? + G (uw, u) du?, 
x 

ou 

G(0,u)=1, VEO,w =1. (1) 
En portant dans l’équation générale des géodésiques 5.42 (2) 

2 
dw, 4K Rk dw; dwj 

Gske el an Dd Vs pemte Pr 
i, j=1 

les fonctions connues w, = 0, w, = s, nous obtenons [}, (0, u) = 

= 1, (0, u) = 0. D’od Poe, 1 (0, u) = Sil» (0, uw) + ral 2 (0, u) = 
= 0. Comme (d’aprés 5.45a) YT}, (0, u) = — + G, (0, uv), on a 

encore 

Gy (0, u) = 0, (VG (0, U))w = 0. (2) 

Dans |’équation 

(VG) uw +KVG=0 (3) 
a laquelle satisfait la courbure totale (5.45 (3)), considérons K 
comme fonction connue (de w et u), et VG comme fonction inconnue 
des mémes paramétres. Pour l’équation différentielle du deuxiéme 
ordre (3), nous avons les conditions initiales (1), (2) qui permettent 
de restituer la fonction G (w, u) d’une fagon univoque dans le voisi- 
nage indiqué du point M . Nous arrivons, en particulier, au théoréme 
d’unicité suivant : 

Théoréme. Si, pour deux surfaces P, et Py, dans des sys- 
temes semi-géodésiques spéciaux, la courbure totale K s’exprime par une 
méme fonction des coordonnées, alors ces surfaces sont isométriques ; 
une isométrie est donnée par l’application qui conserve les coordonnées 
semi-géodésiques spéciales. 
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La réciproque est également immédiate: si deux surfaces P, 

et P, sont isométriques, alors, dans les systémes semi-géodésiques 
x 

correspondant l’un a l’autre, la cour- 
bure totale des deux surfaces représente 
une méme fonction 5.45 (2) des coeffi- 
cients de la premiére forme quadratique, 
donc des coordonnées. 

5.47. Pour conclure le présent paragraphe, 
considérons un exemple important. 

Géodésiques sur une surfa- 
ce de révolution. Sur une surface de 
révolution de génératrice p = p (z) (5.15f), les 
méridiennes sont, évidemment, lignes géodési- 
ques, puisque la normale principale a la méri- 
dienne coincide avec la normale 4 la surface. 
La famille des paralléles et des méridiennes 
de la surface de révolution représente un sys- 
téme semi-géodésique naturel avec n’importe 
quelle paralléle pour base; le réle des coordon- 
nées est détenu par la longueur d’arc le long Fig. 5.4-5 
de la méridienne et l’angle polaire (fig. 5.4-5). rue 

Dans ces coordonnées, la premiere forme quadratique est (5.15f): 

ds* = dw* + G dq’, 

ou G=o?. Les équations des géodésiques 

2 
dw, pr dw, dw; 

ds? > ids dex? 
i, j=1 

vu les valeurs des coefficients Ti. (5.45a), prennent la forme: 

4 
Wes= 7 FwWs, (4) 

G 2 2 
Qss= Fr Us9s = =a = WsPs = ie . (2) 

dw *- ' ; : 4 
Désignons - par » l’angle que fait la ligne géo- 

_ désique avec la méridienne. En considérant le 
[? triangle infiniment petit avec ds pour hypoténuse 

A et dw et pd pour cotés (fig. 5.4-6), nous obtenons 
Ply directement : 

sin © = 0Qz. (3) 

Fig. 5.4-6 Théoréme (de Clairaut). Le long d’une ligne 
géodésique sur la surface de révolution, on a 
p sin ® = const. : 

Démonstration. Le long de n’importe quelle géodésique (en vertu 
‘des équations (2) et (3)), on a: 

(9 sin @). = (p7Ps)s = 2PPsPs + P?Psg = 0, 

ce qui démontre le théoréme. 
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Le comportement géométrique des géodésiques peut étre caractérisé, d’aprés 
le théoréme de Clairaut, comme suit: chaque géodésique y, différente de la 
méridienne, tourne en diminuant la valeur de p de facon a ce que son angle avec 
la méridienne croft; si, pour un P = Pmin, cet angle devient droit conformé- 
ment au théoréme de Clairaut p sin m = c, alors, en général, la géodésique y 
devient tangente A la paralléle correspondante, puis revient dans le domaine 
de grandes valeurs de p (fig. 5.4-5). Il y a tout de méme des exceptions (cf. 
exercices 6 et 7). 

§ 5. 5. Surfaces bidimensionnelles de courbure 
constante 

5.51. Les surfaces bidimensionnelles de courbure totale constante, 
K = const, possédent plusieurs propriétés singuliéres. Avec le 
théoréme 5.46, on peut affirmer que toutes les surfaces d’une méme 
courbure totale constante K sont localement isométriques l’une & l’ autre. 
De plus, comme on peut choisir arbitrairement le point initial MW, 
et la direction de la géodésique de base, |’isométrie peut étre réalisée 

en fixant arbitrairement sur les surfaces P et P un couple de points 

M, et M, correspondant l’un a l’autre et un couple de directions 
issues de ces points. Chaque partie suffisamment pet ite d’une surface 
de courbure totale constante peut étre appliquée isométriquement 
sur une autre partie de la méme surface, étant donnés un couple de 
points correspondants et un couple de directions correspondantes. 

L’équation 5.45 (3) qui relie la courbure K et la fonction G (w, w) 
dans le systeme semi-géodésique de coordonnées, 

(VG) +K VG=0, 
avec les données initiales sur la géodésique de base 5.45 (1), (2), 

VG(0, u)=1, (VGOQ, u))w=0, 

admet, pour K = const, les solutions: 

K = 0: G (w, u) = 1, ds? = dw? + du}; (4) 

K >0: VG (wu, u) = cos Y Ku, 

ds? = dw* + cos? V Kw du? ; (2) 

K<=0: VG, u)-= ch) =X w, 

ds? = dw* + ch? VY —K wdu?. (3) 

Le plus simple exemple de surface de courbure totale nulle est 
le plan; nous voyons maintenant que toute surface de courbure totale 
nulle est localement isométrique au plan. 

Le plus simple exemple de surface de courbure totale constante 
positive est la sphére bidimensionnelle d’un rayon R; on a K = 
= 1/R*® (5.24e). Nous voyons done que toute surface de courbure 
constante positive K est localement isométrique & une sphére (de rayon 
4/V K). 
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Un exemple de surface bidimensionnelle de courbure constante 
négative, i.e. d’une surface a4 laquelle toute surface de la méme 
courbure négative est localement isométrique est donné dans 5.52. 

5.52. Nous donnerons ici un exemple de surface de courbure constante 
négative qui représente une surface de révolution. Comme nous l’avons vu 
dans 5.26b, la courbure totale d’une surface de révolution de génératrice p = 
=  (z) s’écrit d’aprés la formule 

> Pzz a ee 
p (1+ 2)? 

En posant —K = Q > 0 constant nous avons pour p (z) l’équation diffé- 
rentielle suivante du deuxiéme ordre: 

Pzz = Qe (1 + 97). (1) 
Soit p, = u(P), 02, = Upp, = upu; alors l’équation (1) s’écrit: 

u du 
upu=Qp (1+-u?)? ou Gea. oP 

En lintégrant nous trouvons 

i! 4 1 C : 1 ee ee Se ey (eee ee ee TR) 52: 5 ae 8 Qo z Ou bien fea C— Qp?. 

Poursuivons l’intégration en cas de C = 1. Nous avons alors: 

2 O Five. 
pa 1p? ~ 3 gi Oe: ge VP, dz= + Vi-=@p do. 

‘1— Qp dz V1— Op? Ve 

Faisons la substitution Y/Qp = sin 0, 1/Q dp = cos 0d0. Nous obtenons 

2 4  cos?0 ants 
az2== SE = + = | sin 0 ao |, 

= Vo sin 0 Vo _ sin @ 

i ) 
Z—2Z9= + —= (In tg — |+-<058) : 

Ve 2 = 
Comme le choix de la constante zy) ne change pas la forme de la surface (il modi- 
fie seulement sa position par rapport a l’axe des z), on peut la choisir nulle. 
Deux équations 

4 0 1am iee 
z= +7 (In tgz [400s 0), tensa ee (2) 

nous fournissent alors une représentation paramétrique de la méridienne de la 
surface cherchée. Cette surface méme (fig, 5.5-1) est disposée dans les limites 

du cylindre p < 1///@ en ne s’approchant de la surface du cylindre que pour 

sin 0 = 4, de sorte que cos 6 = 0, In | tg > | = 0, z = 0. En outre, si 6 > 0, 

alors p > 0, z > -+oo. 
La courbe (2) s’appelle tractrice *. On sait que la partie de sa tangente 

limitée par l’axe des z conserve la longueur constante. 

* Figurons-nous que les axes des z et des x de la fig. 5.5-1 soient tracés. 
sur le sol et qu’un tracteur marche le long de l’axe des z en partant du point O. 
Alors une voiture qu’il remorque et qui se trouve au départ au point A décrira 
une tractrice (fig. 5.5-2). 
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La surface de révolution que nous obtenons ainsi s’appelle pseudo-sphére. 
Sur cette surface (dans ses petites parties au moins) est réalisée la géométrie 
de Lobatchevski (les droites de la géométrie de Lobatchevski sont les géodé- 
siques sur la pseudo-sphére). La pseudo-sphére a des singularités pour z = 0. 
I] s’avére (théoréme de Hilbert) que, dans l’espace tridimensionnel, il n’existe 
pas de surface de courbure constante K <0 sans singularité (ni sans bord). 
Il n’en existe pas méme si l’on suppose K < const < 0 au lieu de K = const < 
<0(N. V. Efimov, 1965, voir son article dans YMH, XXI, N 5 (1966), 3-58). 

5.53. Donc, la famille de surfaces composée du plan, des sphéres de tous 
les rayons R et des pseudo-sphéres avec tous les Q possibles nous fournit les 
surfaces « canoniques » de courbure totale constante; toute surface de courbure 

Fig. 5.5-4 Fig. 5.5-2 

totale constante est localement isométrique 4 la surface canonique correspon- 
dante (i.e. ayant la méme courbure totale). On peut aussi bien formuler le pro- 
bléme de description compléte des surfaces bidimensionnelles de courbure 
totale constante, i.e. non pas a une isométrie, mais 4 la position dans l’espace 
prés. Dans le cas K = 0, c’est un probléme assez compliqué et nous n’y touchons 
pas ici *. Mais en ce qui concerne le cas K = 0, la situation est beaucoup plus 
simple; les surfaces de courbure totale nulle dans R,; admettent une description 
compléte. De telles surfaces sont appelées développables (on sous-entend « dé- 
velo pable sur le plan »). Nous savons que le cylindre et le céne circulaires sont 
des développables (5.27c). De plus, tout cylindre de n’importe quelle courbe direc- 
trice r = r(t) et de n’importe quel vecteur générateur e est une développable; en 
effet, le vecteur peut étre choisi unitaire et la courbe orthogonale A ce vecteur, 
avec la longueur d’arc pour paramétre; alors la premiére forme quadratique 
du cylindre coincidera avec celle du plan en coordonnées cartésiennes. Tout 
cone de sommet O et de directrice arbitraire est lui aussi une développable; en effet, 
le vecteur générateur e du cone qui a le sommet pour origine peut étre choisi 

* Pour les surfaces de révolution de courbure constante dans R, voir 
B.®.Karaun, Ocnopn teopuu nosepxuoctei, tr. 2, TMTTIJI, 1948. 
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unitaire, on peut le considérer comme fonction de l’arec o que son extrémité 
décrit sur le cdne; alors l’expression analytique du céne sera r = r (6, t) = 
= te(o), avec ds* = di? + # do? pour premiére forme quadratique. Ainsi, 
toutes les surfaces coniques se trouvent isométriques l’une a l’autre, donc, en 
particulier, au plan (qui est, évidemment, une surface conique). 

Encore un type de développables est construit comme suit. Considérons 
une courbe gauche quelconque L et la surface P, formée par toutes les tangen- 
tes a L; nous affirmons que la surface P, a elle aussi la courbure totale nulle. 

En effet, soit r = r (o) une équation de la courbe L avec le paramétre natu- 
rel o; alors la surface P, sera donnée par la représentation paramétrique 
p (o, t) =r (o)+¢#rg. Construisons la premiére forme quadratique de la sur- 
face P,. Nous avons pg = rg + trgg = T+ tk (0) V, 02 = Pg = T; Moke LE = 
= (rg, ro) = 1 + #k* (0), F = (0c, Px) = 1, G=1. Nous voyons que la 
premiere forme quadratique de P, ne dépend que de la courbure & (o) de la 
ligne L. Or, il existe une courbe plane Z avec la méme courbure k (o) en tant 
que fonction de l’arc o (U16.42). Il lui correspond la surface formée des tan- 
gentes qui est plane et en méme temps isométrique 4a la surface P, puisque pos- 
séde la méme premiére forme quadratique; par conséquent, P, est isométrique 
au plan, donc, sa courbure totale est nulle. 

Notons que ce raisonnement reste valable si la courbe LZ se trouve dans 
n’importe quel espace euclidien (et méme hilbertien). 

Montrons que, dans R3, la description donnée épuise toutes les surfaces de 
courbure totale nulle. 

Théoréme. Toute surface P de courbure totale nulle se trouvant dans 
Rg, est un cylindre, ow un cone, ou la surface des tangentes a une courbe gauche. 

Démonstration. Comme notre surface P se trouve dans Rg, il est 
possible d’introduire sur n’importe quelle sa partie un réseau de coordonnées 
formé des lignes de courbure (5.29a). Par hypothése, le produit kk. de deux 
courbures principales est nulle partout sur P. Si, sur la partie en question, les 
deux courbures principales k, et k, sont nulles, alors chaque section normale 
est de courbure nulle, donc chaque réseau orthogonal est composé par des lignes 
de courbure. Et si, en un point, l’une des courbures n’est pas nulle, elle le reste 
dans un voisinage de ce point, auquel cas le réseau des lignes de courbure se 
détermine d’une facon univoque (5.292). 

Supposons que le paramétre wu varie le long des lignes de courbure répon- 
dant aux directions principales avec la courbure k, = 0, et le paramétre v varie 
le long des lignes orthogonales. La premiére forme quadratique en coordonnées 
u, v est E du® + G dv’, la deuxiéme L du? + N dv*. Comme les courbures prin- 
cipales k, = 0 et k, sont des racines de l’équation (L — p£) (N — vG) = 0, 
nous avons L = k,E = 0, d’ou (my, ry) = —(m, ryy) = —L = 0, (my, Ty) = 
= —(m, ry») = —M = 0, donc m, = 0. Ainsi, le vecteur m reste constant 
sur chague ligne v = const. Alors le plan tangent 4 la surface P a une méme 
orientation le long de la ligne v = const; par conséquent, il est fixe, car les 
relations (m, r),—(m,r,) = 0 impliquent (m, r) = const =(m, ro) (ro est un vec- 
teur initial fixe), ce qui signifie que r — ro se trouve dans le plan tangent II, 
passant par le point r,. Donc, chaque ligne v = const est plane. Montrons 
que c’est une droite. Comme le vecteur m ne varie pas sur la ligne v = const, i.e. 
my, = 0, on a (my), = (my), = 0, et le vecteur m, est lui aussi constant sur 
la ligne v = const. Ce vecteur m, se trouve dans le plan tangent, i.e. dans le 
plan IIo, étant orthogonal a la ligne v = const, puisque (my, r,) = (m, Ty)» — 
— (m, Tyy) = 0 — M = 0. Nous voyons que la normale 4a la ligne v = const 
conserve sa direction dans le plan II; or, ce n’est possible que si la ligne v = 
= const est une droite. 

Nous concluons que toute la surface P est composée par les lignes droites 
qui représentent les lignes de coordonnées v = const. De telles surfaces sont 
dites réglées. On ne peut pas affirmer que toute surface réglée a la courbure nulle 
(par exemple, un hélicoide est une surface réglée de courbure totale négative, 
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5.27e). Utilisons encore une fois le fait que les lignes de coordonnées u = const, 
v = const déterminent en chaque point les directions principales. Fixons un 
point B sur la surface P. Soient p = p (v) = r (u, v) l’équation de la ligne de 
coordonnées J (wu = const) qui passe par B orthogonalement 4a la droite de coor- 
données v = const, et e = e (v) le vecteur unitaire qui en tout point de la ligne 
1 a le méme sens que le vecteur r,, = r,, (v). Il est clair que e (v) = @ (v) ry (v). 
Par conséquent, e, = Oryy + Glu. (C5, m) = & (Tryp, m) +, (Ty, m) = 0, 
et le vecteur e, se trouve dans le plan tangent a la surface P 

Si e, = 0, alors e (v) = e est un vecteur constant, et toute la surface P est 
le cylindre de directrice p = pe (v) et de vecteur générateur e. Si e, #0, le 
vecteur e,, se trouve dans le plan tangent a la surface P et admet la décomposition 

ey = A (v) e (v) + B (Y) Py (v). 

Ici le coefficient  (v) n’est pas identiquement nul. Sinon le vecteur e, serait 
colinéaire au vecteur e, et, vu que la dérivée d’un vecteur unitaire lui est ortho- 
gonale, cela signifierait que e, = 0 en contradiction avec l’hypothése. Donc, 
nous avons pt (v) ~ 0. Fixons une fonction arbitraire g (v) (dérivable) et considé- 
rons la courbe f = { q (v) = p (v) + g (v) e (v)} se trouvant sur la surface P. 
Nous avons 

Gy = Py + Bye + Ben = (1 + gL) Pp + (ep + Ag) e. (1) 

Posons g (v) = — as . Alors le premier terme dans le second membre de (1) 

s’annule. S’il en est de méme du deuxiéme terme, alors le vecteur g (v) est cons- 
tant, i.e. g(v) = qo. Dans ce cas, chaque génératrice p (v) + te (v) (—ao < 

< t < oo) passe par le point fixe gg pour ¢ = g (v) = — ia c’est un cone, 

Il reste le cas ot g, + Ag #0. Alors la courbe f, pour notre choix de la fonc- 
tion g (v), est tangente en tout point a la géneratrice mentionnée. Ceci veut 
dire que chaque droite v = const sur la surface P est tangente a la ligne f, 
autrement dit que P représente la surface des tangentes 4 la courbe §. Le théo- 
réme est démontré. 

Notons que déja dans R,, il existe des surfaces bidimensionnelles isomé- 
triques au plan, mais n’appartenant pas aux types considérés (cf. exercice 14). 

5.04. Signalons encore un exemple de surface bidimensionnelle 
de courbure constante négative. Contrairement A tous les exemples 
précédents, la métrique sur cette surface n’est pas empruntée a l’es- 
pace euclidien contenant la surface. 

a. Examinons dans l’espace tridimensionnel euclidien Rg, la 
forme quadratique indéfinie 

2 2 ma 

(1, 1) SX, 422-2, (r= Lyey + Loeq + L3es) 

qui correspond a la forme bilinéaire symétrique 

. 1) (2) (1) (2) (1) ,,(2) GBP aT be epee hee oe ne 

Un vecteur r est dit pseudo-réel si (r, r) >0, pseudo-imaginaire 
si (r, r) <0, et isotrope si (r, r) = 0. Un vecteur pseudo-réel (pseu- 
do-imaginaire, isotrope) reste pseudo-réel (pseudo-imaginaire, iso- 
trope) en le multipliant par n’importe quel nombre réel (40). Un 
vecteur pseudo-réel r est dit normalisé si (r, r) = 1; un vecteur pseu- 
do-imaginaire r est dit normalisé si (r, r) = —1. Tout vecteur pseudo- 
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réel (pseudo-imaginaire) r admet une normalisation moyennant 
la multiplication par un nombre positif. 

Deux vecteurs r?, r® sont dits pseudo-orthogonauz si (r, r’?) = 
= 0; en particulier, un vecteur isotrope est pseudo- orthogonal a 
lui-méme. Si un vecteur non isotrope r est pseudo-orthogonal a 
certains vecteurs p, q, ..., il n’en dépend pas linéairement, car 
la. relation r= may G.g >) toplique. 47, ry =="C, (r, p) <= 
+C,(7,qg +. 

Si un vecteur r =r = dépend (d’une facgon dérivable) d’un para- 
métre ¢, alors le vecteur dr = r; dt se trouve sur la droite tangente 
a la courbe correspondante (au point de dérivation). Si un vecteur 
dépend de deux paramétres wu, v et détermine une surface P, alors le 
vecteur dr = r, du + r, dv se trouve dans le plan tangent a la surfa- 
ce P. Si deux vecteurs r‘? et r sont des fonctions dérivables de 
certains paramétres, alors 

d{r), ry = (7, dr) + (dr, ro, 

en particulier, 
ar) a ar 

La surface 

(, =z +r, — a= —@ (Q>0) (1) 

qu’il conviendrait d’appeler « sphére pseudo-imaginaire » et que nous 
appellerons « pseuwdo-sphére » tout court représente un hyperboloide 
a deux nappes dont |l’une est dans le demi-espace xz, > Q, l'autre, 
dans le demi-espace z, < —Q. Nous n’en considérons que la supé- 
rieure en la désignant par P. En dérivant l’équation (r, r) = —Q? 
nous trouvons (r, dr) = 0. Cela signifie que le vecteur r est pseudo- 
orthogonal au plan tangent a la surface P et passant par son extré- 
mité. On peut dire que le vecteur r est pseudo-normal a P. me vecteur 

m =r/Q est pseudo-normal normalisé car (m, m) = —, (r, r) = 

=== 4 
Nous affirmons que le vecteur dr est pseudo-réel, i.e. que (dr, dr) > 

=U. En. eet, Ol at, 02, ty Ot, — 2,-dx, —' {r, dr) = 0; en- 
suite: 

(x3 x3)? = (x, dx, + xq dx,)?< (a + 23) (dai -+ dz}) = 

= (x,— Q”) (dx; + dx;) <a; (da; + day), 

a 

d’ou 

dx2<dai+dz;, (dr, dr)=dz{ + dz; —dz,>0, 

ce qu’il fallait. 
Ainsi, la forme quadratique (dr, dr) sur la surface P (plus exacte- 

ment, dans le plan tangent a P en tout point fixe) est définie positive. 
Nous la choisissons pour forme métrique de la surface P. Ceci veut 
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dire qu’en introduisant arbitrairement sur la surface P les para- 
métres u, et UW, nous posons 

ds* = gy, duj + 2845 duy dug + Soe duy, 

8ij = (ri, r;) (i, J = ih, 2). 

b. Soit maintenant P n’importe quelle surface pour laquelle 
la forme (r, r) induise la forme positive ds?. En tout point de la sur- 
face P considérons les vecteurs de base 7,, r, dans le plan tangent 
et le vecteur unitaire pseudo-normal m. Comme dans 5.31, on peut 
écrire les formules de dérivation 

2 
1 fk aD 

a Pj rite = Bi jm, 

2 

nh; = DS Bra, 
R=? 

ou le symbole ~ montre que le coefficient correspondant est calculé 
pour la surface dont la métrique est induite par la forme (r, r). 
En pseudomultipliant ces égalités par r, et m nous trouvons 

(2) 

2 2 

(rig, rs) =" Mi ras rs) = 2) Wiens, 
k=1 h=1 

(ij m) = vir 

2 
(m7, 1s) = by 6} Scien i} Pe Bi ens = —(m, Tjs), 

puisque le vecteur r, se trouve dans le plan tangent et que la relation 
(m, rs) = 0 implique 

v= (m, l's)j = (m;, I's) (m, Tjs). 

Les quantités (r;;, rs) = Fis s 8 expriment par les coefficients de la 
premiére forme quadratique ul comme dans 5.31 (11): 

fas 0 0 Og;3 
Vij,s= (ij, te) => = ( a eee ae eae e 

Il en résulte que les coefficients ['3; s’expriment eux aussi par les 
coefficients de la premiére forme quadratique: 

2 

P= >) Tee, ell tl git 
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Dans la formule générale pour la courbure totale « formelle » d’une 
surface bidimensionnelle P (5.33 (2)) 

2 2 

4 Yelol ors, = 

» [ oe a ils TD (iP op — PAVED) [ese 
Kinz. I p=1 

; (3) 

les coefficients T3; sont calculés d’aprés g;; 4 l'aide des formules: 

£11829 — Sia 

2 

rt (eee) hs 
aj ey ae ‘ 

4 

Nous voyons que, dans notre cas, on peut poser Ij; = Ti; dans la 
formule (3) pour calculer K. Rappelons a présent que, pour une 
surface euclidienne, le numérateur dans (8) s’obtient en égalant les 
expressions r;;,; et rj,;, utilisant les formules de dérivation et séparant 
la composante suivant les vecteurs de base dans le plan tangent. 

_ Toutes ces opérations s’effectuent sans modification pour les formu- 
les de dérivation (2), aprés quoi on obtient, tout comme dans 5.32 (7), 

a hee ie Bat ih ik 
Byaci: —Bine yx = >> [ Tu, aia tien Ub ip — Thal ip) | Sis: 

p=1 e—1 

2 
mg e h 
Bis—= —(Tiz, ™), c= 2D) bi gin. 

Désignons encore Byy =(r;;, m). Alors on a: 

be, —Ddrsboe 

S41809— Bi 

(Rappelons que, dans le} cas euclidien, nous avions B;; = (rij, m) 

a la place de By = —(rj;j;, m), ce qui conduisait 4 l’expression 
b,,5,. — bj, dans le numérateur du résultat). 

c. Jusqu’a ce moment, le calcul est valable pour n’importe quelle 
surface bidimensionnelle sur laquelle la forme (r, r) induit la forme 

positive ds. a 
Calculons maintenant les coefficients b;; pour la pseudo-sphére. 

Dans ce cas on a r = Qm et 

r;=Qm;=Q >) bira, 
de sorte que 

Th bP 
1/Q pour j=k, 
a Pour, 15% k. 
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Il en résulte 
2 

~~ ~ 4 

bij = (ij, M)= — >» bi8in = — & Bis 

r=1 

(Rappelons que, pour une sphére de rayon R, dans tout systéme de 

coordonnées, nous avions b;; = + gi; (9.24d).) 

Définitivement, 

pale Sis— 811890 
Q? £41899 — Si2 Qe 

et la surface P avec la métrique (dr, dr) est effectivement une surfa- 
ce de courbure totale constante négative. 

§ 5.6. Translation des vecteurs et théoréme 
de Levi-Civita 

2.614.°T ran slation Cin weet 0 rhs pa nce Ss ulps 
face. En translatant un vecteur tangent a une surface dans l’espa- 
ce, ce vecteur cesse, en général, d’étre tangent. Dans la géométrie 
différentielle, on définit une autre notion de translation, non pas 
relativement a l’espace contenant une surface, mais relativement 
a cette surface méme. 

Supposons que sur une ate. Pn — R,z+, soient donnés une 
ae dérivable .2e== {fF — (0), *e (u,, ..>, Gal — 4 Cee 
<it< dD} et, en tout point de cette ligne, un vecteur a (¢) dans Te 
plan tangent II,, ce vecteur étant dérivable en ¢, de sorte que a (¢) = 

= -> a; (t) r; (u (t)), ou a; (t) sont des fonctions dérivables. Trouvons 

la différentielle du vecteur a (t) eorrespencent au passage au point 

't-+ dt. Nous avons da = S ry da, + S a;r;; du; et, d’aprés la 
h=1 

formule de Gauss 5.37 (1): ‘a 

ba. py r, dap, + x Vira + biym) a; du; = 
k= = ti 9=4 

i?) Cia du; + day) r, + ( 3} bija; duj)m. (A) 
Ns ae uy j=1 

Le premier terme de cette somme s’appelle différentielle géodésique 
du vecteur a (t) et se désigne par Da. Le second terme s’appelle 
différentielle forcée du vecteur a (t). Les composantes de la différen- 
tielle géodésique, comme on le voit de leur structure, tout en dépen- 

dant de a;, du;, da;, ne dépendent plus que des symboles I';, donc 
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ne varient pas lors d’une isométrie de la surface P,,. La composante 
suivant la normale, i.e. la différentielle forcée, dépend des coeffi- 
cients de la deuxiéme forme quadratique et, en général, varie avec 
une isométrie de la surface. ' 

5.62.a. Nous dirons que le vecteur a (t) subit une translation, 
ou bien, plus exactement, est géodésiquement translaté le long de la 
ligne L, si sa différentielle.géodésique est nulle en tout point de la 
ligne Z. En d’autres termes, le vecteur a (¢) est translaté si sa diffé- 
rentielle totale se réduit a une différentielle forcée. Ceci dit, il est 
clair que la notion de translation d’un vecteur le long d’une ligne 
appartient a la géométrie intrinséque de la surface et ne dépend pas 
de transformation isométrique. Les composantes d’un vecteur trans- 
laté, comme on le voit de l’égalité (1) et de la définition de transla- 
tion, satisfont au systéme suivant d’équations différentielles: 

nm 

da,=— 2 Visa: du;, ie==4, aC ee) 
Oee= 

- soit 

« d dap k Uj 
ana yz, >, Va: (2) Fie k= cece, AAD 

i, JA 

Ce systeme représente un systeéme d’équations différentielles ordi- 
naires par rapport aux fonctions a, (t) (k = 1, ..., n), avec les 
coefficients connus (le long d’un chemin donné). En vertu du théo- 
réme fondamental d’ existence et d’unicité de solution d’un tel systéme, 
les données initiales a; (to) (k = 1, ..., m) déterminent d’une facon 
univogue le résultat de la translation, au moins dans un voisinage 
du point initial. 

b. Nous avons donné la définition d’une translation pour le 
cas de surface n-dimensionnelle P, dans l’espace R,+,; a présent, 
vu que la définition est formulée en termes de géométrie intrinséque, 
elle peut étre répétée pour une surface P, dont la métrique est donnée 
par une forme quelconque ds’; par exemple, si la surface P, se trouve 
dans un espace euclidien R,, gq >n, sa métrique peut étre empruntée 
a cet espace (comme dans 95.76), et la translation se définie de la 
facon naturelle. 

e. Soient L cP, une ligne géodésique et a le vecteur unitaire 
tangent a la ligne L. Si le rayon vecteur r de la ligne LZ est donné en 
fonction du paramétre naturel s, i.e. de la longueur d’arc, r = r (s), 

d d 
on peut noter a = a (s) = = dn, de sorte que a; (s) = 

__ dup(s) 
ine oS 

27-0545 

. En portant cette expression dans |’équation de la géodé- 
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sique 5.42 (2) 
n 

A dap, (s) a7un (sy. hk a 1% ay 0. 3 Tyg ha YS rhe 
js at 

nous voyons que le vecteur a (s) satisfait 4 la rea de translation. 
Done, le vecteur unitaire tangent a une ligne géodésique L est translaté 
le long de cette ligne. 

d. En général, si deux vecteurs a (¢) et b (¢) sont translatés le 
long d’une ligne L CP,, leur produit scalaire reste constant. Ceci 
résulte du fait que d (a, b) = (da, b) + (a, db) = 0, puisque les 

A 

Developpement Cytindre 

Fig. 5.6-1 

différentielles des vecteurs subissant une translation se réduisent 
aux différentielles forcées et sont normales au plan tangent. 

I] en découle qu’une translation conserve la longueur d’un vecteur 

la (t)| = V(a(d, a(é)) et Vangle formé par deux vecteurs qui 

vaut arccos SOR AG) 
| a (t) || 6 (t) 

e. Sur le plan n-dimensionnel P,,, les différentielles forcées font 
défaut, et la différentielle totale d’un vecteur a (¢) se réduit a sa 
différentielle géodésique; si cette derniére est nulle, il en est donc de 
méme de la différentielle totale, ce qui veut dire que le vecteur a () 
ne varie pas lors d’une translation au sens classique du mot. 

f. Sur un cylindre et sur un cone dans Rg, la translation peut étre 
réalisée en développant ces surfaces sur le plan et en faisant la trans- 
lation sur ce plan. Ainsi, sur un cylindre, un vecteur translaté a (Z) 
conserve l’angle qu’il fait avec chaque génératrice ou paralléle 
(fig. 5.6-1). Sur un céne, nous heurtons une circonstance inattendue: 
un vecteur, dirigé au début suivant une génératrice et translaté le 
long de la circonférence directrice, revient au point initial en faisant 
un angle avec la génératrice ce qu’on peut voir directement en exami- 

- nant le développement du cone sur le plan (fig. 5.6-2). 
g. Un phénoméne analogue se produit en translatant un vecteur 

le long d’une paralléle sur la sphére. Bien qu’il soit impossible de 
développer la sphére sur le plan, nous sommes en mesure de construi- 
re le cone tangent 4 la sphére le long de la paralléle, puisque la sphére 



§ 5.6. Translation des vecteurs et théoreme de Levi-Civita 419 

et ce cOne possédent le méme ensemble des plans tangents aux points 
de la paralléle, et une translation est complétement déterminée 
par les plans tangents le long du chemin de translation. Le résultat 
de la translation sera donc le méme pour la sphére et pour le céne 
(fig. 5.6-3). 

5.63. Théoréme de eV eC4 PEER Les exemples pré- 
cédents nous montrent qu’en translatant un vecteur le long d’un 
contour fermé, il ne revient en général pas A sa position initiale, mais 

4 Devetoppement 

o  Céne 

Fig. 5.6-2 Fig. 5.6-3 

se trouve tourné par rapport a cette derniére d’un certain angle. 
Nous tenons a calculer la valeur de cet angle dans le cas de surface 
bidimensionnelle. 

Introduisons dans la partie considérée d’une surface Py oR, 
un systéme semi-géodésique de coordonnées w, u avec la premiére 
forme quadratique (5.45a) 

ds? = dw* + G(w; u) du’. 

Soit Z un contour fermé et lisse par morceaux le long duquel 
nous allons translater le vecteur unitaire o dans le sens positif (i.e. 
du vecteur r,; =r, au vecteur r, = 7,, ou bien, ce qui est le méme, 
de la direction positive de la ligne w = const vers la direction positi- 
ve de la ligne w = const). Désignons par S le domaine découpé sur 
la surface P, par le contour L, et par » l’angle des vecteurs p et r,, 
compté a partir du vecteur r,, dans le sens positif (fig. 5.6-4). On 
s’intéresse 4 la quantité 

Ao = § do. 

i 
Pals? 
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Comme (9, 7») = Cos ®, nous avons —sin @ dw = (dp, rw) + 
+ (0, dr,,) = (9, Dry), puisque seule la différentielle forcée du 
vecteur translaté p peut étre non nulle, et pour le vecteur r,, c'est 

seule la différentielle géodésique qui 
compte. On peut calculer cette derniére 
d’aprés la formule (cf. 5.67) 

2 2 
Da= >} (da, + >) Tha: du;) rn. 

k=1 i.j=1 

Dans le présent cas, a =T,, de sor- 
te que a, =1, a, =O, donc 

iy a ese 
a 

: E Drag = > »} Pi; du;+Tp. 

Fig. 5.6-4 k==1 j=1 

Ensuite, dans un systéme semi-géodésique (5.45a), It, =T}, =, =9, 
ARG; PgeeneiNe 

ls définitivement, on a 

19°G 
Drw = > Gry 

Ainsi, 

F 4° G G = 
—sinodo= (p, _ = dur.) = du sinw- VG, 

d’ou 

dw = ee, Cw du 
2 VG 

et 

Ao=h do= —+ Sw du. 

i YG 
Transformons l’expression obtenue d’aprés la formule de Green 

4.16 (3); en nous rappelant ensuite que l’élément dS de la surface 

P, est calculé d’aprés la formule dS = VY EG — F? dw du = 
= Y G dw du; nous avons définitivement: 

sted do = ae ca ge Ht \) (=7e), dw du = 

-—$ 4) (Ge-te)te- 
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en vertu de la formule de la courbure totale dans un systéme semi- 
géodésique de coordonnées 5.45 (1). Nous aboutissons au théoréme 
suivant: 

Théoréme (de Leyi-Civita). A la suite de la translation le long 
d'un contour fermé L (suffisamment petit), chaque vecteur subit la 
rotation d'un angle qui vaut l’intégrale de la.courbure totale de la surfa- 
ce sur le domaine S limité par le contour L. 

5.64. Le contour L peut avoir des points anguleux. Considérons 
un contour L formé des trois lignes géodésiques faisant les angles a, 
B et y aux points d’intersection respectifs A, B et C (fig. 5.6-5). En 
plus d’un vecteur unitaire o trans- 
laté le long du contour L, considé- 
rons un autre vecteur unitaire e 
qui se déplace d’aprés la régle sui- 
vante: au moment initial les vec- 
teurs 9 et e sont au sommet A, 
dirigés le long du cété AB; ensuite 
ils sont translatés le long de AB 
jusqu’au sommet B; ici le vecteur e 
subit une rotation dans le sens posi- 
tif d’un angle a —f et devient 
tangent au coté BC; puis les vec- 
teurs e et 0 sont translatés le long de 
la géodésique BC jusqu’au som- 
met C ot le vecteur e tourne de 
langle mu — y et devient tangent Fig. 5.6-5 
au coté CA; enfin, les vecteurs 0, 
e sont translatés le long de la géo- 
désique CA jusqu’au sommet A, ow le vecteur e tourne de l’angle 
™ — q@ en retrouvant sa position initiale. Comme une translation 
ne change pas l’angle de deux vecteurs (5.62d), l’écart définitif des 
vecteurs p et e sera di a seules les rotations du vecteur e aux som- 
mets A, B, C et fera la quantité 3n — (a + B + y). En somme avec 
la rotation Aw du vecteur 9, nous aurons |’écart du vecteur e de sa 
position initiale de Aw + 3x — (a1 + 6+ y). Or, on a vu que le 
vecteur e revient A sa position initiale, et sa rotation totale fait 27. 
Nous obtenons |’équation 

2n = Ao + 3n—(a +84), 

d’ot 

atpty=n+Ao=n+ || Kas. 
8S 

Nous avons ainsi démontré le théoréme de Gauss: 
la somme des angles d'un triangle géodésique ABC vaut deux angles 
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droits a une correction pres, cette derniere étant positive sur une surface 
de courbure positive et négative sur une surface de courbure négative ; 
sur une surface de courbure constante cette correction est proportionnelle 
a laire limitée par le triangle géodésique. 

Exercices 

1. Ecrire l’expression de la courbure totale pour la surface z = z (z, y). 
2. Méme question pour la surface donnée par une équation implicite 

F(z, y, 2) = 0. 
3. Méme question pour la surface avec la forme métrique ds* = @ (u, v) X 

X (du? + dv?). 
4. Il y a une famille de surfaces de révolution obtenue en translatant l’une 

d’elles le long de son axe. On construit une nouvelle surface de révolution du 
méme axe qui soit orthogonale aux surfaces de la famille en question. Démontrer 

que la courbure de Gauss K de la nouvelle surface vérifie la relation K = —K, 

ou K est la courbure de Gauss de la surface de la famille passant par le méme 
point. 

5. Trouver la courbure géodésique des méridiennes et des paralléles sur 
une surface de révolution. 

6. La ligne de striction sur une caténoide en est une géodésique. Comment 
est la géodésique y qui passe par un point A (9, @) n’appartenant pas a la ligne 
de striction et y fait avec la méridienne un tel angle @ que 9 sin ® = Oo, ou 
Qo est le rayon de la ligne de striction? Tenir compte des faits que la géodésique 
ne peut étre tangente a la ligne de striction d’aprés le théoréme d’unicité pour 
les géodésiques, ni orthogonale 4 cette ligne d’aprés le théoréme de Clairaut ; 
le dernier théoréme interdit méme a la géodésique d’étre tangente a une autre 
paralléle de la caténoide. 

7. Décrire les paralléles sur une surface de révolution arbitraire au voisi- 
nage desquelles le comportement des géodésiques est analogue a celui de |’exer- 
cice 6. 

8. Soit Z une surface réglée r (uw, v) = R (wu) + vi (u) (ou, ce qui est le 
méme, une famille uniparamétrique de droites A (wu). Pour deux droites proches 
AX (uw), A(u + Aw) de cette famille, trouvons sur A (uw) un point M (uw, Aw) en 
lequel le minimum des distances 4 la droite A (w-+ Au) est réalisé (nous suppo- 
sons que parmi les droites 4 (u) il n’y ait pas de paralléles). Montrer que, lorsque 
Au-> 0, le point M (u, Au) tend vers une position limite M (u) (« centre » 
de la droite A (u)). Le lieu géométrique des centres forme la ligne de striction 
de la surface L. 

9. La ligne de striction d’un hyperboloide a une nappe coupe ses génératri- 
ces sous un angle aigu. Montrer que, si la ligne de striction d’une surface réglée 
est orthogonale aux génératrices, alors toute autre ligne orthogonale aux geéné- 
ratrices découpe sur elles, avec la ligne de striction, les segments égaux. 

10. (Suite.) Montrer que la seule surface réglée de courbure moyenne nulle 
est un hélicoide. 

11. Démontrer que si l’une des courbures principales A,, A.,... d’une 
surface S dans R,, est constante, alors cette surface est l’enveloppe d’une famille 
de sphéres d’un méme rayon (ou de celle de plans); de plus, il n’existe aucune 
surface dont deux courbures principales soient constantes, non nulles et diffé- 
rentes (A. Kostutchenko). 

12. Démontrer que, pour un point ordinaire M-d’une surface S C R,, il 
existe un tel voisinage U, ot par chaque point A il passe une et une seule géo- 
désique issue du point M. 

- 13. Démontrer que, pour un point ordinaire M d’une surface S C R,, 
il existe un tel voisinage U que n’importe quels ses deux points A et B soient 
liés par une et une seule géodésique dont tout l’are de A a B soit entiérement 
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contenu dans U. 
14. Montrer que la surface S dans l’espace R, = RW)+RQ): 

R {u, v) LD (u) +e (v), i (u) € RW), re) (v) € RE), 

ou r (u) et p (v) décrivent, indépendamment l’un de l’autre, les courbes fixes 
dans ses plans, est isométrique au plan, mais peut ne contenir aucun segment 
de droite. — ; 

mm.) Hot a5 = fr — (g(a) 3.52 (@)} ow) (age os; Up) EGC 

<— Rp} C R, une surface p-dimensionnelle dans R,. On appelle section normale 
élémentaire de la surface np au point M € xp, pour un vecteur tangent dr = 
= {dz,, ..., dz, } et un vecteur normal m, Ta courbe d’intersection de la sur- 
face tp avec le plan bidimensionnel engendré par les vecteurs dr et m. Montrer 
que la surface m2 ={r={ uw, Us, uz, u3}} € R, n’admet aucune section 
normale élémentaire au point (0, 0, 0, 0) pour le vecteur tangent { 1, 0, 0, 0}. 

16. Etant donné la méme surface xy, le point M et le vecteur tangent dr, 
on appelle section normale complete le lieu géométrique des points d’intersection 
de la surface 1, avec le plan (n — p + 1)-dimensionnel engendré par le vecteur 
dr et tous les » — p normales linéairement indépendantes a la surface mp au 
point M. Démontrer que, en un point ordinaire de la surface xp (i.e. au point 

ou rang | = | = p), pour tout vecteur tangent dr, la section normale compléte 
u 

-est une courbe lisse sur la surface mp. 
17. Pour la méme surface xp, désignons par mp4, ..-, my le systéme 

orthonormé des normales au point M qui dépend des paramétres wu d’une facon 
dérivable. Montrer que les formules de dérivation de r; et m; peuvent étre mises 
sous la forme: 

p n 
or; ( 2 

ree Pits i i, vs, t=15%5 2, 

s==1 s=p+1 

p n 
am; 
Qu; => Bor, + by yf? ms, i=p+1, seey My 

s=1 s=p+1 

nm 

WY =(rjj, ms), WO = — D1 vegas, 
gh 

_ 48. Pour la méme surface a), montrer que la formule de Gauss 5.32 (8) 
reste valable si l’on sous-entend par B;;,;,; la somme des mineurs du 2-éme 
ordre construits sur les lignes de numéros i et j et sur les colonnes de numéros 

& et l, cette somme étant étendue sur toutes les matrices || vis) rue aoe 

apiet eg TU 

"49. Pour la méme surface Tp, vérifier, compte tenu des formules de l’exer- 
cice 17, les relations suivantes généralisant les formules de Peterson 5.32 (6), 
de méme que 5.32 (9) et (40): 

Z Booties z GO iunen maeinits, 0 aj ayers s),,(v, § 
DY Tipe +3, + Dd EPrtrP= >) Tp +a ty Pa 
s=1 s=p+1 s=1 J s=p+1 

aps p n aps) p 2 n oe 

i ; = i)ps v, 4)p8(v) 

amy + Dy Tat 26 ek wae uj dase lice aaa 
v=1 v=p+1 v=1 v=p+1 
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ay’ 1) e i 
j <1 28(4)p(v) (8, +),(v, $) 
dup oe eet e eh ey, ee 

s=1 s=p+1 
. p nr 

i ay v psdpv) (s, i) (v, sy 

sega ppd? D>) evi e yy Fe 
s=1 s=p+1 

20. Montrer que la surface p-dimensionnelle x, < R, peut étre construite 

a un déplacement prés d’aprés les matrices données || g;; |l, || oy) ll, Il vi’ if 

qui satisfassent aux relations des exercices 18 et 19, et cela de facon que 

8ij = (Tin 75) ov) = (rjj, my) oly = Pt 1, ~ oy ™), 

Or (u 0?r (u 
ou r =r (u) est le rayon vecteur de la surface =, rj = a enn ; 

i Ee 
my (v= p+1,..., n) le systéme orthonormé des normales. A 

21. Pour un cone nous avons K = 0, et, d’aprés 5.63, un vecteur translaté 
le long d’un contour fermé doit revenir a sa position initiale. Or, cela n’a pas 
lieu (5.67). Pourquoi ? 

Historique 

En 1697, dans une lettre 4 Leibniz, J. Bernoulli pose un probléme que l’on 
peut considérer comme premier probléme de la géométrie différentielle: com- 
ment sont les courbes sur une surface donnée qui réalisent le munimum de 
la distance (sur la surface) entre deux points donnés? J. Bernoulli appelle ces 
courbes lignes géodésiques. Les équations des lignes géodésiques sur n’importe 
quelle surface sont écrites par Euler et Lagrange durant les années 1770. En 
méme temps, Euler donne une formule pour la distribution de la courbure des 
sections normales et détermine toutes les surfaces isométriques au plan. Les 
lignes de courbures et les lignes asymptotiques sont introduites par Monge 
(1795) ; Dupin et Meusnier dont les noms sont liés 4 la courbure des lignes sur 
la surface sont des disciples de Monge. Un réle primordial dans le développe- 
ment de la théorie moderne des surfaces appartient 4 l’ouvrage de Gauss «Allge- 
meine Flaichentheorie » (Leipzig, 1921, Acad. Verl.Ges.). L’auteur y définit 
les deux formes quadratiques fondamentales, la courbure totale (avec la trans- 
formation sphérique) et demontre le théoréme sur |’invariance de cette courbure 
par rapport a une isométrie. De plein droit, Gauss considére ce théoréme telle- 
ment important qu’il l’appelle theorema egregium (« théoréme extraordinaire »). 
Une valeur principale a la notion, introduite par Gauss, de géométrie intrinsé- 
que d’une surface en tant que d’ensemble de ses propriétés invariantes par rap- 
port a une isométrie. C’est toujours Gauss qui trouve une description intrinsé- 
que de la courbure moyennant la somme des angles du triangle géodésique. 
La formule de Gauss pour la dérivation de la base formée des vecteurs tangents, 
avec la formule du mathématicien russe Peterson (1853) pour la dérivée de la 
normale * (et tout cela sous la forme scalaire, car les vecteurs ne sont pas encore 
découverts), composent le systéme des équations fondamentales de la théorie 
des surfaces. Avec ces équations, Bonnet (1867) établit le théoréme d’unicité 
de la surface ayant les formes quadratiques fondamentales données. 

Il parait que l’isométrie d’une caténoide et d’un hélicoide soit remarquée 
pour la premiére fois par Dini (1865). La pseudo-sphére est construite par Bel- 
trami en 1872. La translation d’un vecteur sur une surface est définie en 1917 

* La méme formule est retrouvée plus tard par les mathématiciens italiens 
Codazzi et Mainardi. 
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par Levi-Civita qui, moyennant la translation d’un vecteur le long d’un con- 
tour fermé, exprime la courbure de la surface. Le théoréme de Levi-Civita repré- 
sente une généralisation du théoréme de Bonnet (1867), ot le triangle géodé- 
sique de Gauss est remplacé par n’importe quelle courbe fermée, et la somme 
des angles par l’intégrale de la courbure géodésique du contour. 

On peut trouver un exposé systématique de la géométrie différentielle 
multidimensionnelle dans les livres: Eisenhart L., Riemannian geo- 
metry, Princeton, Univ. Press, 1949;Schouten J.und Struik D.J., 
Einfiihrung in die neueren Methoden der Differentialgeometrie, 2-e vollst. 
umgearb. Aufl., Bd. 1, Groningen, Noordhoff, 41935. 



CHAPITRE 6 

Géométrie riemannienne 

A la fin du chapitre 5, en discutant la représentation canonique d’une sur- 
‘face de courbure constante négative, nous avons vu que la métrisation d’une 
surface avec la métrique de l’espace euclidien qui la contient devenait génante 
-et qu’il valait mieux considérer la surface, si possible, comme objet isolé, sans 
le lier 4 un espace le contenant, et définir une métrique d’une facon intrinséque. 
‘C’est cela l’idée d’espace riemannien. Sa définition est donnée dans § 6.3, aprés 
les connaissances nécessaires de l’algébre tensorielle (§ 6.1) et la notion de varié- 
té différentiable élémentaire (§ 6.2). Il faut dire que la variété différentiable 
est l’un des plus importants objets de l’analyse mathématique moderne. Pour- 
stant, nous ne formulons pas ici la définition générale d’une variété différentia- 
ble; en adoptant le point de vue local nous définissons une variété différen- 
tiable élémentaire (difféomorphe 4 une boule) et, conformément 4 cela, un 
espace riemannien élémentaire que nous étudions dans la suite. La définition 
générale d’une variété différentiable sera formulée dans la troisiéme partie. 
Ici notre but principal est d’introduire et d’étudier le tenseur de courbure (§ 6.5), 
ses relations avec la courbure d’une surface classique considérée comme espace 
riemannien élémentaire et, en tant que généralisation des considérations du 
-chapitre 5, la description locale des espaces riemanniens de courbure constante 
(8 6.6). 

§ 6. 1. Théorie algébrique des tenseurs 

6.141. Nous avons déja parlé, dans L5.6, des tenseurs dans l’espa- 
ce n-dimensionnel. Rappelons les définitions de base. 

On peut envisager de différents systémes de vecteurs de base dans 
un espace n-dimensionnel vectoriel R,; nous les désignerons par 
Cin, wre +9-On. a 1's. «0.93, Onl re Cah. « eg yey ClO” LOUbevetienr aupoust 

étre développé suivant les vecteurs de base, de sorte que 

n n 

x se Ete, = ay EVe. = pay at eee (4) 
v=! = 

Les coordonnées d’un vecteur seront toujours munies d’indices 
-supérieurs, et la présence ou l’absence des primes indiquera la base 
par rapport a laquelle sont définies les coordonnées. Gonvenons encore 
«de ne pas écrire (mais de sous-entendre) le symbole de sommation 
dans les cas ot l’indice de sommation figure sous le signe somme 
deux fois: comme supérieur et comme inférieur. Ainsi, les égalités 
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(1) prennent la forme suivante: 

t= Ete; == Eve, — EV ein wo 

Les éléments de la matrice de passage d’une base {e;} A une autre 
{e;} seront désignés par pi-, c’est-a-dire que 

Cj = Pie: 

(sommation sur l’indice i, l’indice i’ prend n’importe quelle valeur 
fixe de 1 4 n). 

Les éléments de la matrice de passage inverse seront désignés par 

pi , c’est-a-dire que 

Ci = P; Civ 

(sommation sur i’, l’indice i est fixe). La matrice || Di || est l’ inverse 

de la matrice || pi- ||, ce qu’on peut noter: 

beng 3 pour. i= j, 

PPh) 0 pour ij. ) 

Dans ce qui suit, nous désignerons par 8; les éléments de la matri- 

ce unité: 6; =-1(i=1, ..., n), 54 = 0 pour i=4j. Alors les égali- 
tés (2) s’écrivent 

Pip; = 85. 
Le produit des matrices pt, et pi, 

Pi Din Bi, 

est la matrice de passage de la base {e;} a la base {ej}. 
6.12. Formulons maintenant la définition d’un tenseur. 
a. Chaque tenseur est un ensemble de nombres qui dépend du 

systéme de coordonnées et qui se transforme, lorsque le systéme de 
coordonnées change, d’aprés une régle que nous allons décrire. Com- 
mencons par un exemple pour passer a la définition générale. 

Un tenseur T deux fois covariant et une fois contravariant représente 

un ensemble de n3 nombres T%; (i, j, k = 1, ..., n) qui dépendent 
du choix de base et qui se transforment, en passant d’une base e,,.. . 
-.., @, A une autre base e,, ..., én’, d apres la’ régle 

Vi =P Dy peTe, (1) 
avec la soe alton. dans le second membre sur i, j, k. Les expressions 

de la forme pj)’, i.e. les éléments de la matrice de passage de la base 
{er} ala base {e,}, figurent dans le second membre deux fois, les 
expressions p; , i.e. les éléments de la matrice de passage de la base 
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{e,} a la base {e,-}, une fois. Les indices dans la désignation du ten- 
seur sont placés d’une facon qui estime la régle de sommation; dans 
le présent cas, les indices inférieurs i, j, i’, j’ sont dits covariants, 
les indices supérieurs k, k’ contravariants. 

La définition (1) tient debout quelle que soit une transformation 
admissible des coordonnées. Soit ey, ..., @n” une troisiéme base; 
alors, on doit avoir 

kh” 7 7 La Rk 

T inj —— Pi Pt Py TG; (2) 

et, d’autre part, 
RB? +7 O77 wok’ 

Dinjn = Din Din Dol 3" (3) 

Or, il est aisé de voir que, vu (1), l’égalité (3) implique (2) et récipro- 
quement. En effet, il résulte de (3) et (1): 

Ben = Di pi’ pk’ pt. pi_ pk’ T®; — pi. pi. pk’ Th LD jj = Pin Phe Pe Pie Pye Dy Lig = Pj Pin Pp rr. 

en vertu de l’égalité pi» pi) = py et de deux égalités analogues. 
Pahoa h 

La définition du tenseur 7; est donc correcte. 
Pour donner un tenseur 7’, on peut procéder, par exemple, comme 

F ; h 
suit: en fixant ses composantes 7'j; dans une base e,, ..., e, d’une 
facon arbitraire, les définir dans toute autre base e, ..., en’ 
d’apreés les formules (1). Les raisonnements faits plus haut montrent 
que ce sera correct. 

b. D’une maniére analogue, pour n’importe quels entiers m > 0 
Roxas Saeed 

et s > 0, on définit un tenseur Ps ip ae (ou, en abrégé, T"'’) m fois 

covariant et s fois contravariant. Précisément, on appelle ainsi un 
systéme de n”** nombres qui est défini dans chaque base et qui se 
transforme en passant d’une base {e;} & une base {e;-} d’aprés la 
formule: 

. Pe he 5 a ir oe . . 

‘ ry =—= VU wm 24 7s dA : Js if... tt, Pi Piers Pir Pit tee play. .. ime 

Le nombre m + ss’appelle rang du tenseur 7. Sim = s = 0, le 
tenseur 7 est dw rang nul; il représente un nombre qui ne dépend 
pas de base. : 

Js 
eee 

Un tenseur Ted is se dit égal 4 un tenseur de la méme structu- 
T 

an oe ; ante : , 
re Cae si, pour tout ensemble fixe d’indices %,, ..., tm, 

jis - ++» Js, les composantes correspondantes de ces tenseurs coinci- 

dent dans tout systéme de coordonnées: it i = att j pore nfo ke 
Il suffit d’ailleurs de prouver cette coincidence dans un seul systéme 
de coordonnées, dans tout autre systéme elle découlera alors de la 
loi de transformation des tenseurs. Notons encore que l’ordre dans 
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lequel sont mis les indices est essentiel: en général, 

Ti5 AT AT 

Le sens des mots « covariant », « contravariant » est bien simple: 
« covariant » veut dire se transformant de méme que les vecteurs de 

base {e;}, avec les coefficients pj; « contravariant » veut dire se 

transformant inversement, avec les coefficients Di- 

ce. Un tenseur 7jj.. s’appelle symétrique par rapport aux indices 
inférieurs i, j si Tij...= Tji_..et antisymétrique par rapport a ces 
indices si Tjj... = —Tji.... ll suffit de vérifier la propriété de sy- 
métrie (antisymétrie) d’un tenseur dans un seul systeéme de coor- 
données; la méme propriété dans tout autre systéme sera valable 
d’aprés les formules de transformation des tenseurs; par exemple, 
pour le cas de symétrie, on a: 

Rea tad) Se a ee j 2k eas ae 
Tij'... = PLP, see Laas, = py PLT ji... seigl Goay.5 Sot 

Une définition analogue de la symétrie (antisymétrie) peut étre 
formulée pour un couple d’indices supérieurs (contravariants). Mais 
la symétrie pay rapport a un indice supérieur et un indice inférieur, 

Th = ony, n’a plus de sens absolu, elle n’est pas conservée en 
passant a un autre systeme de coordonnées. 

d. En tant qu’exemple de tenseur une fois contravariant, consi- 
dérons l’ensemble des coordonnées d’un vecteur xz. En effet, nous 
avons: 

. : on i’ 

Dee Sens p: Meee Ci’, 

d’ot 
yr wed 

ce qui représente la loi de transformation d’un tenseur une fois 
contravariant. 

D’une fagon analogue, les coefficients /; d’une forme linéaire 
E (z)is rie représentent un tenseur une fois contravariant; les 

éléments a} de la matrice d’un opérateur linéaire un tenseur du deu- 
xiéme rang, une fois covariant et une fois contravariant (15.63). 

e. Le symbole 6; représente lui aussi un tenseur, une fois contra 
et une fois covariant; en effet, l’égalité 

h! i anak 
jr = pip? 0; 

a lieu par définition de 5} et en vertu des propriétés des matrices pi’. 
Rio Uperatirons gur les tenséurs. On définit 

les opérations suivantes sur les tenseurs : 
Dewees pli cavi-om- ed in tens ewr-< pia'r’?u'n 

nombre @t'addition de deux tenseurs d'une 
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méme structure. Soient, par exemple, Ti et Qi deux 
tenseurs deux fois covariants et une fois contravariants, et a et B 
deux nombres. Formons, dans chaque systéme de coordonnées, les 

nombres Si en additionnant pour i, j, k fixes les quantités correspon- 

dantes a7; et 6Q;;. Les valeurs Si, définies ainsi dans tout systéme 
des coordonnées forment encore un tenseur, deux fois covariant et 
une fois contravariant, puisque 

Si, = =al't; age BQ: i api-p pet fi ia Bpepy ‘Dh Gi= == 

— Dy pir PR (aT; + BQ3;) = — pip Dr ‘Sh : 

b. Comme l’addition des tenseurs et leur multiplication par les 
nombres se réduisent a l’addition des composantes et a leur multi- 
plication par les nombres, ces opérations sont soumises aux lois 
commutative, associative et distributive. 

En particulier, les tensewrs d'une structure donnée forment un 
espace vectoriel. Un tenseur de m indices ayant n™ composantes, la 
dimension de l’espace des tenseurs de m indices vaut n™ 

6; Morel tii p-laivcia CP on Ade. deux tens @urs tos 
nimporte quelle structure. Par exemple, multi- 

plions un tenseur 7’;; deux fois covariant par un tenseur S} une fois 
covariant et une fois contravariant. Pour le faire, multiplions dans 
tout systeéme de coordonnées, pour i, j, k, 1 fixes, les composantes 

correspondantes 7;; et S;. Nous obtenons les quantités Q}j, = 

= Ti jSk dépendant de quatre indices. Ces quantités définies dans 
chaque systéme de coordonnées forment un tenseur, car 

Qin = Ti Sie = pv pyT ipwPt Sk = PvP} PwPi TijSh= 
= piPiPwP! Qin, 

ce tenseur étant trois fois covariant et une fois contravariant. On 
définit d’une maniére analogue la multiplication de n’importe quels 
deux tenseurs ; le tenseur produit accumule tous les indices covariants 
et contravariants de deux facteurs. 

I] faut dire que la multiplication des tenseurs n’est en général 
pas commutative. Par exemple, le produit des tenseurs S; et 7; 
a pour composante des indices i = 1 et 7 = 2 le nombre S,74, le 
produit des tenseurs 7; et S; ayant pour la méme composante le 
nombre S,7}. 

d.Gontraction d'un tenseur par rap port 
aun indice supérieur et unindice infénieur. 
Cette opération s’effectue sur un tenseur ayant au moins un sae 

contravariant et un indice covariant. Soit, par exemple, Ti 
tenseur. Le contracter par rapport aux indices i et k signifie : irate 
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dans chaque systéme de coordonnées, pour j fixe, les nombres 

i 
Qj = Ti. 

Ici on sous-entend la sommation sur l’indice i dans le second membre. 
Les quantités obtenues Q;, considérées dans chaque systeme de coor- 
données, constituent encore un tenseur; en effet, l’égalité 

Tey = pivpi- pe Th 
implique 

Qj =T y= Div py Pr "Th; = Sap T%; = py ij= pi Qj. 

Qu’est-ce qu’on obtient en contractant un tenseur Ts par rapport. 

a ses deux indices? La quantité 7; n’a aucun indice, donc, représente 
un nombre dans tout systéme de coordonnées qui ne change pas en: 
passant d’un systéme 4 |’autre, i.e. est un invariant. Ceci est confir- 
mé, indépendamment de ce qui précéde, par le calcul direct: 

Ti = pupa Ti = 6.7) =Ti. 
Ainsi, l’opération de contraction d’un tenseur (par rapport 

a un ou a plusieurs couples d’indices) peut fournir des invariants. 

e. Transposition des coefficients pj. Consi- 
dérons |’égalité 

i ot iv 
pw=l, (1) 

ou les quantités S‘ et 7 peuvent avoir encore quelques indices. 
On suppose que l’indice i’ soit libre, i.e. ne soit pas un indice de 
sommation. Nous affirmons que cette égalité est équivalente & 

Si hes the.
 

c’est-a-dire qu’il est possible de transposer les coefficients pi d’un 
membre dans l’autre en permutant au méme temps les indices. En 

effet, en multipliant l’égalité (1) par pi et sommant sur i’, nous 
avons 

pip) St = 51st = Sta phT”, 

avec un indice libre k que l’on peut, bien entendu, remplacer par i. 

Msimphification pariles) coehficiean.ts Di- 
Soit 

pes =p. 0’, (2) 

ou les quantités S‘ et Q' peuvent aussi bien avoir d’autres indices. 
L’indice i’ est supposé libre. 
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Montrons que |’égalité (2) est équivalente a 

z¢ 

c’est-a-dire que l’on peut simplifier par les coefficients Di. En effet 

multiplions (2) par pi, et sommons sur k; nous obtenons 

pirpi S' = 8iS' = S* = pip OV =si' =Q*, 
avec un indice libre & qu’on peut remplacer par i. 

6.144. Résolution des équations tensoriel- 
les. 

a. Examinons un systéme linéaire d’équations 

Rip ise Tat (1) 
ou R;; et Ti... sont des tenseurs de structure indiquée, et 
det || R;; || #0. Le systéme (1) permet, pour tout ensemble d’indi- 
ces, de déterminer les nombres S?:-- d’une maniére univoque. Donec, 
les nombres Si--- sont bien déterminés pour tout systeme de coordonnées. 
Montrons que ces nombres composent un tenseur. Dans nos calculs, 
nous nous bornons au cas de tenseur 7%. et d’inconnues S27. En vertu 
de (1), ona 

Di DY RigSy" = pi Dr py T Yr, 
ou, conformément a 6.18e, f, 

Rivirpy :p} Pa irae a Pe 

Vunicité de solution du systéme (1) dans la base {e;-} implique 

STP mp) pe Se, 
ce qui signifie que les quantités Si? forment un tenseur, 

b. Un raisonnement analogue montre que les équations 

Risk =T, Ris: =the 

ou R et. 7 sont des tenseurs de structure RY: det || R)l 70; 
det || R” || 4 0, et S’! des inconnues, ont pour solutions les tenseurs 
S > de structure indiquée. 

c. Un autre exemple est fourni par le systeme d’équations de la 
forme 

Ba cca Ni (2) 
v v 

ou E, , o sont n tenseurs une fois contravariants linéairement 

fe ee de sorte que det || || 4 0, les indices des tenseurs 

S**’ coincidant avec les indices Loreen dante des quantités 7} 
i 
qu’on a remplacés par des points. 
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Le systéme (2) permet, pour toutes les valeurs des indices non 
explicités, de déterminer d’une facon univoque les quantités vies 
Montrons que 7), est un tensewr de méme structure que on ", avec 

un indice covariant supplémentaire k. Pour fixer les idées, faisons le 
calcul pour les tenseurs S7j et pour les quantités 77%,. En passant 

i 
a la.base {e;'} on peut écrire: 

Ph De DmSy a = Sra Trane = ees 
uv tv a 

age 2 Tes Oyen ant mm 
Sr'q’ = Pr’Pa’ Pm Pr§ igs 
v v 

d’ou, vu l’unicité de solution du systéme (2) dans le nouveau systéme 
de coordonnées, on a 

Trrq'n’ = Dr Py Pm Duel rans 
ce qu'il fallait. 

d. Considérons un systeme plus compliqué 

Pe eae Waa, 
Tar, aj 

ou &* est une famille de vecteurs linéairement indépendants, »” 
t dj 

une autre famille de vecteurs linéairement indépendants, et les indi- 
ces, remplacés par les points des tenseurs S|)’ sont les mémes que 

ij 

les indices correspondants du tenseur 7 '';m. Dans ce cas, J.) am 
s’avere tenseur de la méme structure que S\'., avec dewx indices cova- 

ij 
riants supplémentaires k et m. 

Pour le démontrer, posons 

TU ne Ry a (3) 
v 

nous avons R’: cam = S$’, et, d’apres ce qu’on a démontré dans c, 
i a 

i 44 CSL, POUL tout i, un tenseur de la méme structure que S_)., 
i i 
avec un indice covariant supplémentaire m. En appliquant mainte- 
nant c a l’équation (3) nous arrivons a la proposition relative 
a T nm. Il est évident qu’un résultat analogue sera valable pour 
certains AE tae plus compliqués, par exemple de la forme 

Es “amr Ben)” c= S_., ete. 
l = 

6.15. Biv.ec t. eu 
a. Soient & et » deux vecteurs. Le tenseur 

f =f" (in) = Sy — 2’ SIE, I” (1) 
28 —0545 
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s’appelle bivecteur engendré par les vecteurs & et n. Les composantes 
du bivecteur f’ sont les mineurs du second ordre dans la matrice 

Cee, acenie| 
fre eae a Gy S 

composée des coordonnées des vecteurs € et y. Li est clair que le 
bivecteur f ne change pas en additionnant au vecteur y le produit 
du vecteur € par un nombre arbitraire. Ainsi, il est impossible de 
déterminer les vecteurs € et n d’une facgon univoque d’aprés le bi- 
vecteur f, i.e. d’aprés les mineurs de la matrice (2). 

Posons la question suivante: quelle information géométrique 
sur les vecteurs € et y peut-on tirer de la connaissance du bivecteur f? 

b. Avant tout, étant donné les composantes du bivecteur f, 
on peut déterminer de fagon univoque le plan des vecteurs — et 1. 
En effet, l’-hypothése d’appartenance d’un vecteur tT = t'e; au plan &, 
yn ala forme t = C,& + C,y ou, ce qui revient au méme, la dépen- 
dance linéaire des lignes de la matrice 

Oe ks 

ay ode SP (3) 

i 5 ies 

Autrement dit, le rang de la matrice (3) doit étre inférieur A 3, de 
sorte que tous les mineurs du 3-éme ordre de cette matrice doivent 
étre nuls. En développant les mineurs du 3-éme ordre 

bie) Es 
kad Fuze 

i 
T q! rh 

suivant les éléments de la derniére ligne, nous arrivons a une série 
de conditions d’appartenance du vecteur t au plan &, ) exprimées 
par les mineurs du 2-éme ordre de la matrice (3), i.e. par les compo- 
santes du bivecteur f. 

ce. Remplacons les vecteurs € et » par leurs combinaisons li- 
néaires 

P=OyF4+ a4, ! P 

J = Agy& + Aon (4) 

et trouvons le bivecteur engendré par les vecteurs p et q: 

[p =| - O18! + tga! otyi8? + otgan A 
P, 4 q’ q’ Ogre “+ eat” or€? + ear? = 

ss Ose || EP E? | - 
‘i 

i ) = det ij E. we 

O24 Gee || n° 1’ los |} TE, 
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Ainsi, a la suite de substitution (4), le bivecteur [E, n] se multiplie 
par le nombre det || @;; ||. Appelons les couples §, y et p, q (4) 
équivalents si det || @;; || = 1. Pour deux couples équivalents, les 
composantes de mémes indices du bivecteur f sont égales: [p, g]” = 
= [E, mn]. On peut classer tous les couples de vecteurs —, yn, dans 
leur plan y, en en formant les classes de couples équivalents deux 
a deux disjointes ; on peut alors dire que les composantes d’un bivec- 
teur [E, mn] déterminent d’une fagon univoque le plan y et la classe 
contenant le couple €, n. Chaque autre classe peut étre obtenue en 
multipliant le bivecteur [€, n] par un nombre convenable. 

6.16. Tenseur métrique. Un produit scalaire (z, y) 
dans l’espace R, peut étre défini comme valeur G (z, y) d’une forme 
bilinéaire symétrique (G(x, y) =G(y, z)) et définie positive 
(G (x, x) >0 pour z #0). En coordonnées, la forme G (z, y) s’écrit 

G(x, W= 2X abn’ = akin, (1) 

ou z = E'e;, y = n’e;, gi; étant des nombres. 
On peut dire que donner une forme G (z, y) équivaut 4 donner un 

-tenseur g;; deux fois covariant, symétrique (g;; = gj;;) et défini 
positif (g;;§'’ >O pour € ~ 0). En effet, s’il y a un tel tenseur 
gi;, expression (1) représente, pour tout couple de vecteurs (de 
tenseurs une fois contravariants), un nombre qui satisfait aux axio- 
mes de produit scalaire. Un tenseur g;; avec les propriétés indiquées 
s’appelle tenseur métrique. Un tenseur métrique g;; transforme 1’es- 
pace affine R, en un espace euclidien, ot il est possible de mesurer 
les longueurs des vecteurs et les angles qu’ils forment, les aires des 
figures et les volumes des corps. 

La matrice g;; est non dégénérée puisque, définie positive, elle 
admet donc la matrice inverse g”": 

Big! OR? tiled) jn) (2) 
En vertu de 6.14, les nombres g”* forment un tenseur deux fois 
contravariant. Si l’on considére, par exemple, un tenseur quelconque 

Ti; (de la structure indiquée), alors les tenseurs 

ee Tee er Tr pt 

sont dits adjoints de Ti par rapport au tenseur g;;. 
Notons que, pour un tenseur g;;, il existe une base dans l’espace 

R,, telle que 

O. pour 15417; 

sui) 4 Dour, 1 =], 

c’est-a-dire une base orthonormée par rapport au produit scalaire (1). 
Les composantes du tenseur métrique dans une telle base sont dési- 
gnées par 6;;. 

28* 
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6.17.a. Dans l’espace euclidien R,, l’aire du parallélogramme 
construit sur les vecteurs — et y peut étre exprimée par les compo- 
santes du bivecteur [&, n]. En effet, ladite aire S est calculée d’aprés 
la formule 3.55 (2): 

ev _|@) & S gible’ ene nl | 
(1,6) (mn) ] | gian’6* — gyrn’n! 

Rul Be = gingyid'n nik qth (1) 

En permutant les indices i et 7, de méme que £ et J, on a: 
J ¢i gi EJ 

S? = gnging'n" a = — ging yls'y* aici (2) 

Il résulte de (4) et (2): 

Bae dlc bs 4 
25? = wine y|. eG , 3 Sik8jl ni rl | nt af (3) 

En permutant ensuite dans (3) les indices k et J on obtient: 

Bind | dues & BUS flees. 
28? = gigipn| 4 3 eT re , (4 . SiS jh ni nl | mt ne SjrSil ni | | a nf (4) 

onc, 

gin gi| |S 8) |B a 
4S? — mee : 5 Sir Zit ni rv’ n* yn! ( ) 

La formule (5) fournit l’expression cherchée de S par les composantes 
du bivecteur [E, y]. 

b. La quantité Gi; np. = Singji — Singir Teprésente le mineur 
de la matrice || g;; || qui occupe les lignes de numéros i et j et les 
colonnes de numéros & et J. Cette quantité est un tenseur quatre fois 
covariant. 

Le tenseur G;j;, ,, S appelle tenseur métrique dérivé. On voit de la 
formule (5) que l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs & 
et 1 est bien déterminée par le bivecteur [€, yn]. Par conséquent, il 
est possible de définir « l’aire d’un bivecteur » en sous-entendant par 
la laire de n’importe quel parallélogramme de la classe des parallé- 
logrammes déterminés par le bivecteur donné. Si l’aire du bivecteur 
[E, m] vaut 1, il s’appelle bivectewr wnitaire; tous les parallélogram- 
mes qu’il détermine ont l’aire 1. Chaque autre bivecteur [f, t] du 
méme plan y, ayant S pour aire, se déduit d’un bivecteur unitaire 
en le multipliant par le nombre S. 

c. Le tenseur G;;, ,1, par sa définition méme, est antisymétrique 
par rapport aux indices i et 7, antisymétrique par rapport aux indices 
k et 1, et ne change pas en remplacant i et j par k et 1 respectivement. 



§ 6.1. Théorie algébrique des tenseurs 437 

I] satisfait & la relation suivante appelée identité de Ricci: 

Gij, ni + Gyr, it + Gri, ji = 0. (6) 

Les termes de cette somme s’obtiennent en permettant les trois 
premiers indices d’une facon cyclique, le quatriéme étant fixe. Com- 
me c’est une identité tensorielle, il suffit de la démontrer dans un 
seul systéme de coordonnées. Choisissons un systéme ot les compo- 
santes 6;; du tenseur g;; valent 0 pour i ~j et 1, pour i = j. 

L’égalité (6) prend alors la forme: 

Six 8:1 532 4j1 

8 jn §)1 Sri Op 

6nj Opn 

arate) lea 
Si 1+ i, l~j, 1-~k, alors les deuxiémes colonnes dans les 

déterminants ci-écrits sont nulles, et l’égalité est vérifiée. Supposons 
que / coincide avec l’un des indices i, j, k. En raison de symétrie 
par rapport ai, j, k, il suffit de poser] =i, 1~Aj, 1~k. Alors 

_ la deuxiéme colonne dans le second déterminant s’annule; la somme 
du premier et du troisiéme devient 

Deethh? 15,70 
ees ued © Ua = — 6;,+6,;=0. 

Supposons que / coincide avec deux quelconques des trois indices i, 
j, k, par exemplel = i = j,1~ k. Alors lasomme des trois détermi- 
nants prend la forme 

01 AH 0 0 A 

01 0 0 Ae a la 

Enfin, si 1 = i = j = k, tous les déterminants s’annulent, car tous 
leurs éléments seront égaux a 1. Ainsi, le tenseur G;; ,, satisfait 
effectivement a l’identité de Ricci. 

GAS, Teneo uw riso dh iiatgepeick.ic ei. 
a. Un tenseur 7;; ,1 quatre fois covariant s’appelle tenseur du 

type Ricci s’il posséde les propriétés suivantes : 

T ij, x1 = —T ji, x1 (antisymétrie par rapport a i et j); (1) 
T ij, nt = Tri, ij (Symétrie par rapport aux couplesi, j et k,l); (2) 
a ee ae es ee li, jt = 0 (identité de Ricci). 3 

De (1) et (2) on déduit l’antisymétrie par rapport aux indices k 
ebeds 

Tipteers! nt,iag Lay, ant- (4) 
Le tenseur métrique dérivé G;;,,; (6.17c) fournit un exemple 

de tenseur du type Ricci. Nous en verrons par la suite d’autres exem- 
ples importants. 
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Il est évident que l’on peut additionner et multiplier par les 
nombres les tenseurs du type Ricci en obtenant toujours les tenseurs 
du type Ricci. e ae ge 

b. Soit z = [z, y], 2” = &'y’ — &n’ un bivecteur. Considérons 
la contraction d’un tenseur de Ricci 7;; ,; et de deux bivecteurs 
égaux 2: ' 

T(z, a) dy pees (5) 

Dans tout systéme de coordonnées, cette contraction est un nombre 
dépendant du bivecteur z. 

Il s’avére que toutes les composantes d'un tenseur du type Ricci 
sont déterminées d’une maniére univoque par les contractions (5) avec 
tous les bivecteurs z possibles. 

En guise de démonstration, il suffit de prouver que l’égalité 
T (z, z) =0 implique 7;;,,; = 0 pour tous les i, j, k, l. 

Supposons que 

P(e, VSTi, 8 e Tig ey ee) . 

=T iz, n&'y/2"! —Ti,, n& yz" =0. 

En permutant dans le deuxiéme terme les indices i et j, puis rempla- 
gant 7;;,,, par —T;;, x1, nous trouvons 

inigk vind hi = 
iz nie 2 + Ti; 1&2" =0, 

de sorte que 
idk T iz, nib'y’2"' =0. 

En faisant de méme avec le facteur z*! = Ey! — E'y*, nous avons 

P's3, nisin’éry! = 0. 

Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs de —1, ..., &, 
mi, ..., 4” et pour les valeurs des i, j, k, 1de1an. Fixonsi = k, 
j= Wet posone es =O". 6, By aise Oia: acs gy tan eeadn 

i a 

quels que soient i, j, nous obtenons 

L ;;, ij — 0. (6) 

Fixons i =k, .j 4.1 »et -posons ms=(0jncurs, LyenteQ) yy = 

S(O Ae rae NOUS CO emOns 
j 1 

Lij, it + Tit, i3 = 9. 
Kn vertu de la propriété (2), cela améne a l’égalité 

T ij, i = 9, (7) 

pour tous les i et j 1. Avec (1) et (4) nous trouvons encore que 

Ty, uw = 0, (8) 
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pour tous les i et 14 j. Fixons ik, j #1 et posons 

Pel, Bertie et. oY, 
k 

nous obtenons 

Lox ne eT ey, wee Tin es eT aaa = 9. 

En vertu de (2), cette relation se réduit a 

Tij,nit+ Try, ir = 9. (9) 
En permutant i et j et utilisant (1), nous avons 

li; ni + Tin, 51 = 9. (10) 

Ecrivons encore une égalité découlant de (1): 

Ts, nt +Tjs, 21 = 0- (11) 
Additionnons les trois égalités (9)-(11); d’aprés l’identité de Ricci 
(3), les deuxiémes termes disparaissent et, aprés avoir divisé par 3, 
nous voyons que, pour i-~k, j-€l, 

Lay Re ==: (()} (12) 

Avec (6) et (7), cela signifie que toutes les composantes du tenseur 
T:;, ny sont nulles, et la proposition est démontrée. 

§ 6. 2. Variété différentiable élémentaire 

6.21.a. Soit M un ensemble équipotent 4 une boule dans l’espa- 
ce n-dimensionnel R,,. On peut donc définir sur MV certaines coordon- 
Nees reelies: 2, ii. sur, aewsorte que le-point 2 = (2; 3°:, 2°) 
parcourt dans l’espace AR, une boule ouverte. A céoté des coordonnées 
zi, ..., 2", nous considérons sur M n’importe quelles autres coor- 

PR OMUGOR. Bey esi BS ourvu qu’elles soient liées 4 z!, ..., 2” 9 ? ? 

par une correspondance biunivoque de la forme 
, , n 

Beg het se . ots ay; 

ee cee oe nae (1) 

BEE re WL Ee 5 Ral, 

les fonctions xz“ (z!, ..., x”) possédant les dérivées continues de N 
/ 

a(al’, Aon eee 
premiers ordres et la matrice jae = étant non dégénérée. De 

Ee ass a 

tels systemes de coordonnées sont dits admissibles. Un ensemble 
M=M,. ny muni d’un ensemble des systémes de coordonnées 

admissibles s’appelle variété différentiable élémentaire de dimension n 
(n-dimensionnelle) de la classe Dy (ou N tout court). 
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Si l’on n’admet que les systémes de coordonnées z!, ..., x” 
pour lesquels les fonctions (1) soient indéfiniment dérivables, alors 
la variété M, par définition, appartient a la classe Dx 

b. Deux variétés différentiables M, et M, de dimensions n, et Ne 
et de classes V, et NV. respectivement sont dits équivalentes si ny = 
=n, =net N, = N, = N. Alors il est possible d’établir une telle 
correspondance biunivoque entre leurs points que les coordonnées 
d’un point de la variété M, soient fonctions de la classe V des coor- 
données du point correspondant de la variété M,. De plus, on peut 
choisir la correspondance d’une telle fagcon que ces fonctions soient 
du premier degré. En effet, les coordonnées sur la variété M, établis- 
sent une correspondance entre /, et une boule dans &,, les coordon- 
nées sur la variété M, en font autant; or, n’importe quelles deux 
boules dans R, peuvent étre transformées l'une en l’autre moyennant 
une translation et une homothétie, c’est-a-dire avec les fonctions 
du premier degré. 

6.22. Exemples. 
a. Un cercle ouvert dans le plan, est-il une variété différentiable? 
Réponse. La question est dépourvue de sens du moment que 

les systémes de coordonnées admissibles ne soient pas donnés. 
b. Un cercle dans le plan est décrit par les coordonnées polaires 

0<1,0<@ < 2n, et l’on choisit pour coordonnées admissibles celles 
qui sont liées a 9 et @ par les relations 

\y du type (1) d’une classe fixe D x. Est-ce 
1 que ce cercle représente une variété 

différentiable? 
Réponse. Non. L’ensemble 

des valeurs des paramétres 0 <M p< 

eis 1,0< ~ < 2m n’est pas un cercle 
-f 0 1 ouvert dans le planp, g, ot p et @ 

; sont les coordonnées cartésiennes. 
Fig. 6.2-4 c. Un cercle dans le plan est dé- 

terminé par linégalité x2 + y2< 1 
en coordonnées cartésiennes; on choisit pour coordonnées admissibles 
les coordonnées qui sont liées d x, y par les relations du type (1) d'une 
classe fixe D y. Est-ce que ce cercle est une variété différentiable? 

Réponse. Qui, il en est une. 
d. Un ensemble du plan est défini par les conditions (fig. 6.2-1) 

Lice Un eee cr, OS oe = 1, 

ts oie 2; —1<27<0 

et muni de la coordonnée s (longueur d’arc) comptée @ partir du point 0, 
avec le signe + a droite de ce point et le signe — a sa gauche; on consi- 
dere comme coordonnées admissibles toutes les fonctions 0 = @ (s) ayant 
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les dérivées continues jusqu’a un ordre N, g' (s) 40. Est-ce que cet 
ensemble est une variété différentiable? 

Réponse. Qui. Il est équivalent a la variété M, = 

= {-V2<s< V2}, ou méme 8 la variété M, = {-1 <5 < 1} 
sur l’axe réel, avec les mémes coordonnées admissibles. 

6.23. Une propriété exprimée en coordonnées z', ..., x” est 
appelée propriété absolue ou géométrique de la variété M, si elle a la 
méme expression dans tout autre systéme admissible de coordonnées. 

a. Par exemple, une suite A,, ..., Am, ... de points d’une 
variété M converge vers un point A de cette variété (on note A,,— A), 
si dans un systéme de coordonnées z!, ..., x”, pour m— o, ona 

a tA) ye AA) (A). 

Alors, dans tout autre systéme de coordonnées admissible x"’, 
Si To Otte AUSSIE 

oA) > EA). (A) 2 (AY, 

en vertu de la continuité des fonctions dérivables x“ (z!, . Le 
Ainsi, la propriété Am—>A | une propriété absolue de la variété M. 

bh, Soleus, = « “(t) el. OC nD) ee fONCL1ONS i 
fois dérivables; le lieu tak ate 1% des. points correspondants 
(x! (t), ..., x” (t)) € M sera appelé courbe k fois dérivable sur la 
variété M. En passant a un autre systeme de coordonnées, nous avons 

xv = 2" (x4 (Z), a2," (t)) fie LaLa 

ce sont toujours des fonctions k fois dérivables en t, du moment que 
k < WN. Ainsi la notion « courbe k fois dérivable sur la variété M » 
est absolue pourk < N. 

ce. Un point A = eee Gel wee ig) <b sur la courbe L 

est dit ordinaire, si y E ‘wy > 0, et singulier, si 3 E oo) = 
i=1 

=0. Puisque dans tout autre systéme de copies on a 

ax” (t) * SI dx” dxi (t) 
dt —! ari di 

1 

nous voyons qu’un point A sur la courbe L, singulier dans un systéme 
de coordonnées sur /, reste singulier sur Z pour tout autre systéme 
de coordonnées. Ainsi, la notion « point singulier », donc aussi la 
notion « point ordinaire » sont absolues. 

d. Par analogie, pour k < JN, est absolue la notion « surface 
s-dimensionnelle k fois dérivable P sur la variété M »; on appelle ainsi 
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le lieu géométrique des points définis en coordonnées xz’, ..., x 
par un systéme de la forme suivante, avec s<n papa 

gh a CE ce Ty ea ly mode Mp tet Titarail ed (Payls dias oat gl) tata aa 

les fonctions 2’ (t,, .. “> t;) étant k fois continiment dérivables. 
e. Un point A EPs eae: point ordinaire de la surface P <— M 

si le rang de la matrice | ul =| vaut s (le nombre des paramétres), ati 
et singulier si le rang de cette matrice est inférieur 4 s. En vertu de 
Pégalité 7.33 (7) 

et de la relation entre les mineurs du s-éme ordre du premier membre 
et les mineurs du s-éme ordre du deuxiéme facteur 4 droite qui en 
découle, un point A, qui est singulier sur la surface P en coordonnées 
{x'}, sera singulier en coordonnées {x*’}. Ainsi, la notion « point 
singulier » sur la surface de méme que la notion « point ordinaire » 
sont elles aussi absolues. 

6.24. Espace tangent. Soit A € M, un point fixe. Exa- 
minons une courbe dérivable L = {x € M: x2’ =2x' (t), axt< bd} 
sur la variété M, qui passe par ce point. L’ensemble numérique 

(EY, .. +) &"), 

Oxi 

oti 

ax 

Oxt 

| ac 

oti 

; dxi(A : 
b= pPepasde oy. bg 

forme, par définition, wn vecteur tangent a la courbe L au point A. 
De tels vecteurs tangents remplissent, évidemment, tout l’espace 
n-dimensionnel R,, car n’importe quel vecteur (€', ..., E*)E R, 
est tangent 4 une courbe L C M,, par exemple a la courbe 

x (t) = at (A) + Et 
qui passe par le point A pour ¢ = 0. Etant donné cette correspon- 
dance, l’espace R, est désigné par 7’, (A) et s’appelle espace tangent 
a la variété M,, au point A. Une base de cet espace est composée par 
les vecteurs tangents aux courbes 

ai (t)=2'(A)+ 6} (i, j=1,...,n) 
F] 

(« lignes de coordonnées menées par le point A »). 
Chaque transformation admissible de coordonnées zi = 

paw eis x") améne a une transformation linéaire dans l’espace 
tangent au point A. Précisément dans le systéme de coordonnées x’, 
nous avons 

fi n cs 

eee ax’ (A) dai (A) a 
0 — a ee —_——— = 20 

§ as dt > Oxi dt a P; 3 ’ 
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~ _@ Oxi’ (A 
ou pi = a ) z 

tensorielles, il faut écrire les formules de transformation des vecteurs 
de base. Un nouveau vecteur de base e;, représente un vecteur tangent 
a la ligne de coordonnées nouvelle x’, i.e. le vecteur tangent a la 

Pour voir que ce résultat soit conforme aux régles 

ene pa eA, ee (A) at... ae = 2 (A). 
De plus, 

ax!’ dxi (A) aay ax" dxi(A) hd ax™ dai (A) ih 
Bei Bice Cote tari BES FS TGR 22s sh | Aetna: 

donc, pour cette ligne, on a 

dxt (A) i Se =i. (4), (1) 
ou || pj, (A) || est la matrice inverse 4 la matrice || p‘’ (A) ||; cette 

matrice inverse, comme cela résulte de 1.33b, est formée par les 

éléments pj = ~ “ . En multipliant (1) par e; et sommant sur i, 
Lr 

on trouve 

Ci = Pi,2i- 

Ainsi, les quantités &° forment des tenseurs une fois contravariants dans 

l’'espace tangent au point A. Pour M = M,, y, les fonctions pi (pi) 
sont dérivables N — 1 fois au moins. 

I] est ensuite possible de définir un tenseur de structure arbitraire 

dans l’espace tangent 7, (A). Par exemple, un tenseur 7'j; (A) est 
un systéme de n® nombres qui dépend du systéme de coordonnées 
sur M, et qui se transforme en passant des coordonnées z!, ..., 2” 
aux coordonnées z!’, ..., xz” d’apres les formules 

kt i _j kh’ mh 
Dini = DvD Pa Lj, 

ou, comme plus haut, 

; _. oxi (A) ; _ xi (A) ea ee (Ay 
i tisigake Bahan aatite! at te. bet 

De la sorte, dans l’espace tangent 7, (A), il est possible de réaliser 
toute l’algébre tensorielle décrite dans § 6.1. 

6.25=-C bhuimep? Pens Oriel; 

a. Si un tenseur de structure fixe, par exemple un tenseur Ti; (au; 
est donné en tout point x € M,, et que ses composantes ont les déri- 
vées en coordonnées jusqu’a un ordre m y compris, alors on dit qu’un 

champ tensoriel Ti; (x) m fois dérivable est donné sur la variété M,. 
Il résulte de la relation fondamentale 

15 (@) = pip Pa Tis (2) 
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et de la (N — 1)-dérivabilité des fonctions pj (x), pj (z), Di (z), 

que, pour m < N — 1, la propriété du champ Th (x) d’avoir les 
dérivées de m premiers ordres est une propriété absolue. 

b. Soit f (x) une fonction numérique donnée sur une variété M,, 
de classe N et m< WN fois dérivable par rapport aux coordonnées 
xi, ..., x”. On peut dire que la fonction f (x) définit sur la variété 
M, un champ tensoriel de rang nul. 

Considérons en tout point z€ MM, les quantités 

‘af (e) of (a) at (2) , 
Ort, 2) SOr2 Or ee 

nous affirmons qu’elles déterminent un champ tensoriel de rang un, 
@ savoir un champ une fois covariant d’ordre de dérivabilité m — 1. 
En effet, dans un autre systéme de coordonnées x1’, ..., 2” ona 

Of(z) Of (z) Oxt 4 dF (z) 

drt. (e) Gatikg gw Pee SS arry > 

ce qui représente bien la loi de transformation des composantes 
d’un tenseur une fois covariant. Quant 4 l’ordre de dérivabilité, il 
est clair que la m-dérivabilité de la fonction f (x) implique la (m — 1)- 

dérivabilité des fonctions 7 : 

c. On peut considérer les champs tensoriels définis non pas sur 
toute la variété M,,, mais sur une ligne ou une surface dans M,; 
la définition de l’ordre de dérivabilité du champ ne change pas. 

On peut additionner les champs tensoriels d’un ordre de déri- 
vabilité m donnés sur tout le 7, ou sur une méme ligne ou surface, 
les multiplier l’un par l’autre et les contracter (en tout point) ; 
cela conduira 4 d’autres champs tensoriels du méme ordre de déri- 
vabilité m. 

6.26. Pourtant la dérivation d’un tenseur par rapport a des coor- 
données (le long de la ligne ou de la surface ow il est donné) n’améne 
plus a des quantités tensorielles. 

Soit vig nee (z) un champ tensoriel dérivable. 
aris sim 

, vat Aca) 
Trouyons la formule de transformation des quantités —S—— . 

02x 

dx" ax’ 

fagon analogue) nous obtenons: 

En désignant pi, = (et les autres dérivées secondes de 

7 / 

art SOB 

ite 4 

Ox" Oe 
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A i, 7” ae ara i A j j 
v J J bas J ee 12 eA et DG 3 Pon -f ee Eig Re ee eee Be Pes 2 Dr PpP Dl es, 

pd ean he al sie 
hare) eer, PU Di da, iit Dre) , (2) 

Pe ei dt 

i il n’y avait dans cette somme que le premier terme, la transforma- 

args a 
ee se ferait d’aprés la loi tensorielle 

(avec un indice covariant r de plus). Mais la présence des termes 
contenant les dérivées secondes complique la loi de transformation. 
Le nombre de tels termes est égal au nombre des indices du tenseur 
initial. Chaque indice covariant fournit un terme avec un facteur 

de la forme pi, chaqus indice contravariant un terme avec un fac- 

teur de la forme pj,p’-. Par exemple, pour les dérivées d’un tenseur 
une fois contravariant &', on a 

tion des quantités 

See oe as 
are ee yt PinPe’s (2) 

ou, vu que dz*’ = py dz*, 

2h ci , ie} k 
dé oe: dak’ = p; dé? + pi,€* dz*. (3) 

Pour un tenseur deux fois covariant gi;(xz), on a 

OZ ers, } . 0g; 

a ml Pi Py Pe on —— + Din Pi Bis + Pi Pi, Sit: (4) 

§ 6. 3. Espace riemannien élémentaire 

6.31.a. Une variété différentiable’ élémentaire M, s’appelle 
espace riemannien élémentaire, s’il est donné sur M,, un champ tenso- 
riel deux fois covariant g;;(z) qui, 4 tout point, est symétrique 
(gi; (x) = gj; (z)) et défini positif. Le dernier veut dire que, pour 
tout tenseur une fois contravariant non nul & (z), a lieu l’inégalité 

eae) (x). 2) @) 0, 

b. Deux espaces riemanniens élémentaires 17, et M, sont dits 
équivalents ou isométriques si l’on peut y iatroduire les coordonnées 

admissibles d’une telle maniére que les quantités g;; (x) s’expriment 
par les mémes fonctions des coordonnées sur M, et sur M,. Nous 
avons déja vu cette notion dans la théorie des surfaces. 

c. Pour un espace riemannien élémentaire M,, on peut définir 
le produit scalaire (6.16) de deux vecteurs tangents (tenseurs une 
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fois contravariants) — = {&* (z)} et y = {n' (x)} comme suit: 

(§, 0) = gi; (x) © (z) W’ @); 
ce produit scalaire munit chaque espace tangent 7, (x) d’une méiri- 
que, i.e. définit les longueurs des vecteurs et les angles qu’ils font. 

En particulier, pour les vecteurs de base d’un espace tangent 
T, (x), nous avons 

(ez, €j) = 813, 

Végalité qui, plus haut, servait de définition aux nombres g;;. 
d. La métrique des espaces tangents permet de doter d’une 

métrique la varieté M,, méme. En effet 1’élément d’are d’une courbe 
L={x€M,}: 2 =2' (), a<t<b} A un point P € L est défini 
par la formule 

ds? = g,; (P) dz‘ dx’ = | drie; |*. 

Alors la longueur de toute la courbe Z entre deux points A et B 
répondant aux valeurs du paramétre t = a et t = b respectivement 
sera calculée ae la formule 

=| Vive ) da" =| Vine oP oP ewe, 

x : dz : : x 
Ob (2) se . Cette expression, en raison de son caractére 

tensoriel, ne dépend plus du systéme de coordonnées. Si la courbe L 
n’a pas de points singuliers (le tenseur €' (¢) ne s’annule pas), alors 
la longueur d’arc s comptée du point A au point courant P = P (t), 
en tant que fonction de ¢, a une dérivée non nulle; il existe donc une 
fonction inverse t = ¢ (s); par conséquent, la courbe peut étre déter- 
minée, comme dans la géométrie différentielle classique, par le 
parametre naturel s. 

e. La mesure des aires et des volumes dans un espace riemannien 
se fait de la méme fagon que sur une surface dans l’espace eucli- 
dien Ry. 

Soit, par exemple, Q={x€M,: zc =~2' (u,v), (uvvEQC 
<—R,} une surface bidimensionnelle. Alors les différentielles du 
et dv définissent, dans l’espace tangent 7’, (x), un parallélogramme 
élémentaire de cétés 

Ox dxt dx dxt 
>, du=—— du- e; et 3 WU = = dure; 

et d’aire (6.17a) 

dS? = = (EG— F*) du2dv?, (4) 
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Sy Pine ee 
* ah oat in a.) lena ae 

En intégrant dS sur le domaine 2, nous obtenons l’aire de ce domai- 
ne: 

oer V/ EG— F* du dv. 

6.32. Translation. Définissons a présent la notion de 
translation d’un tenseur une fois contravariant &' le long d’une courbe 
L={x€M,, xc =2x' (t), a<t <b}. Dans la théorie des surfa- 
ces, la translation était introdnites a l’aide d’une construction géo- 

x 

métrique ayant pour résultat l’équation différentielle 5.62 (1) a 

coefficients [?, qui s’expriment d’une certaine facon par les quan- 
tités g;;. Ici nous définissons la translation comme solution de 
l’équation différentielle 

de* — — 4; (x) & (x) da’, (1) 

ou T'?; (x) sont des fonctions de x. Ces fonctions sont choisies de fagon 
ace que le produit scalaire des tenseurs &* et n° (comme pour la 
translation des vecteurs sur une surface) ne change pas en les transla- 
tant le long de n’importe quelle ligne Z, autrement dit, que la quan- 
tité ate 

(E, 1) = gisS'0’ (2) 
reste constante le long de chaque ligne Z. Pour déterminer les coef- 

ficients I}; (x), différentions (2): 

0 = d (gijé'n’) = dei jin’ + gi; d&'y’ + gist! dr’. 

En substituant dg;; = ult dx", dé de® (1) et dy? d’une égalité ana- 

logue, faisons un Salih taen et des indices de sorte qu’il ne reste que 
les quantités dz’, &’, 1? 

= 
== = —— =? ~ dx” aa Sig TorE?n? dz" — gpjVq Baa dz’. 

I] en résulte, er champs €, y et le chemin L étant arbitraires: 

8 pq i j 
ar = Biql’pr + 8p jV ar. 

En désignant 

| a 0 fie Bil ors 

mettons la méme égalité sous la forme: 

Enq oy 

“Get wd Por, q+ Vqr, p- (3) 
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Imposons aux quantités Tj; (et par cela aux quantités T'ij, 2) 78 

condition Ti; = Ti i.e. la condition de symétrie par rapport aux 
indices i, j; alors, étant donné les relations 

Og; 

ep Tin tT ay, Oxi 

O8 jn 
ater | eee! ty Ja 

Og;; 

aot = Vins + Tin, i, 

on en additionne les deux premiéres, y retranche la troisiéme, et 
on trouve 

1 ( Ogin Og jr 08 jj i: =; (=# zeae —<tr). 4 
2 a emerge gare recreercr (4) 

Les coefficients [;;,, sont ainsi déterminés d’une fagon univoque. 
I] en est de méme des coefficients 

ae Leas (9) 

ou || g** || est, comme d’habitude, la matrice inverse de || g;; |]. 

Dans ce qui suit, nous choisissons les coefficients T’;;, , et Ij; juste 
d’aprés les formules (4) et (5). Notons que, d’aprés ces formules, les 

quantités [;;, , et ri, sont symétriques en i et j. Ceci garantit la 
possibilité de définir une translation le long de n’importe quelle 
ligne Z selon les formules (1), i.e. un déplacement qui ne change pas 
la valeur du produit scalaire (2). En particulier, elle ne change pas 
les longueurs des vecteurs (des tenseurs une fois contravariants) ni 
les angles qu’ils forment. 

En outre, l’équation différentielle (1) de la translation est une 
équation linéaire homogéne, et l’on peut additionner ses solutions 
et les multiplier par les nombres en obtenant d’autres solutions. 
Il en résulte que si un vecteur & (¢) est translaté le long d’une courbe 
L, alors il en est de méme du vecteur Cé (¢), pour toute constante C ; 
avec deux vecteurs § (¢) et y (¢) leur somme &€ (¢) + 4 (¢) est transla- 
tée le long d’une courbe L. 

6.33. Les coefficients [';;, s’expriment par les dérivées du ten- 
seur g;;, donc ne se transforment pas suivant la loi tensorielle. Avec 
la formule 6.26 (4), on peut écrire 

1 
Leyte = ( 

Og jp! OS jp! O8 i147 

da ax" ax 

ae 1 /( og; dg; Ogi; = pi,pi ke (Se Si Eid | 
es a dxi dxt ox” 2 
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4 ni pk ik 1 pi pk i pk 
> (Pjpj-PE Sih + Pi -PhrrjeBih) toy (Pop PpSih + P3,PhrgBih) mY 

i deyglling Raat 
=F (Pine PLSig + Pi Phy Bi) 

En changeant les indices de sommation de facon A avoir partout les 
quantités g;,, on trouve 

| Wee hk’ = Pj pL ph TV iy, R -- Ph; PE Bin. 

On obtient maintenant pour les coefficients T';: 
, Tol , eR : . . 

Ti, = g* Lgez s’ = Pr Ps & z (P;-PL PLT is, r = PiirjePyeBim) = 

= OspF pi-pig" Vij. p+ Oreo Simpiy = 

= piprpe Vit pe phy. (A) 

Nous voyons que la formule de transformation n’est pas tensorielle: 
- c’est le dernier terme contenant les dérivées secondes des coordonnées 
non primées par rapport aux coordonnées primées qui empéche. 
D’ailleurs, ce terme disparait en cas d’une transformation du premier 
degré; par conséquent, pour une transformation du premier degré, 

les quantités Ti, se transforment de méme que les composantes d’un ten- 
seur avec les indices correspondants (deux fois co et une fois contra- 
variant). A cété de la formule générale (1), il nous sera utile la formu- 
le pour la dérivée deuxiéme: 

Pheje = pel hey — pie pel 4. (2) 

6.34. Différentielle absolue d’un tenseur 
une fois contravariant. Soit §' (t) le champ d’un ten- 
seur une fois contravariant €; (t) donné le long d’une ligne L Cc M,. 
Définissons sa différentielle absolue D&' par la formule 

De* = d&t* 4- ThE! da’. 

En vertu de 6.32, l’égalité de la différentielle absolue au zéro signifie 
que le tenseur &' est translaté le long de la ligne L. 

Trouvons la formule de transformation de la différentielle absolue 
pour le passage 4 un autre systéme de coordonnées. D’aprés 6.33., 
nous avons: 

pe =de" +188" da’ = pe d&" + pimé* dx” + 

4. (pi-pi pe Ts + pi piey) pr &"p, da® = 

= pr’ de® + pt t* da™ + 6,8)ph Vie" dz* + 
29—0545 
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+ pk pk’ pi’ ph, 8? de® = ph’ (de? + Tig dae) + 
+ (Phim + Pi PnP Piri) &* da™, 

La parenthése dans le deuxiéme terme se transforme en remplacant 
les dérivées secondes d’aprés la formule 6.33 (2): 

Phin t+ Ph PPt Dirj = De Vem— Ph Pm 5 + 
+ prPnpt (peT iy — pirpyT yy) = Bs Tim — Ph PT 3 ot + 

+ oe ‘Di phi —— §,57,p%° ine = (, 

et définitivement, 

De" = pp DE. 

Cette égalité veut dire que la différentielle absolue d’un tenseur une 
fois contravariant (contrairement A la différentielle ordinaire) est 
aussi un tenseur une fois contravariant. 

En conséquence, nous obtenons la proposition suivante: si un 
tenseur une fois contravariant est translaté le long d’une courbe dans 
un systéme de coordonnées, il l’est dans tout autre systéme de coordon- 
nées. 

6.35. Lignes géodésiques. 
feo Définition. UneligneeL={x€M,: 2 =2' (),a< 

Saul sith sur, yne variété M,, est dite géodésique si le vecteur unitaire 

tangent & — = 1' (s) est translaté le long de cette ligne. 

ey . qu’on a dit plus haut, il est clair que la définition d’une 
ligne géodésique a un caractére intrinséque, ne dépendant pas du 
systéme de coordonnées. 

b. En divisant l’équation 6.32 (1) par ds et en y substituant 
dik : iia ; anak : : 

ge — ¢* — —— nous arrivons a l’équation différentielle des lignes 
es as 

géodésiques : 
deak h dxi dzxi 

ds? = —Ti(@) ds ds - 

Il en résulte, comme dans 5.42, le théoréme fondamental d’exis- 
tence et d’unicité des lignes géodésiques: 

Théoréme. Si les coefficients T¥; (x) sont continus en un 
point A € M,, alors c’est une géodésique et une seule qui passe par ce 
point dans chaque direction (déterminée, par exemple, par un vecteur 
unitaire T). 

c. Ensuite, comme dans 5.44, on peut reproduire la construction 
de la surface (n — 1)-dimensionnelle géodésiquement paralléle a 
une surface (nm — 1)-dimensionnelle I[],_, <M,_,, et démontrer 



y 
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qu'elle est orthogonale aux géodésiques coupant I],_, orthogonale- 
ment. Ce fait, 4 son tour, améne @ la propriété extrémale des lignes 
géodésiques: parmi toutes les courbes reliant deux points suffisamment 
proches de la variété M,,, c’est la géodésique qui a la moindre longueur. 

d. Pour une variété riemannienne bidimensionnelle M,, on peut 
répéter la définition de la courbure formelle de 5.33a: 

2 2 or® or® 14 12 h h 
Di [ iat et + (eye, Ty Th) [ene 

Ks h=1 s=1 

£41822—£79 

et, de méme que dans 95.68, établir sa relation avec la translatiom 
d’un vecteur le long d’un contour fermé. Ensuite, comme dans 5.95/, 
on peut établir l’isométrie locale d’une variété 17, de courbure cons- 
tante et de la surface canonique correspondante (plan, sphére, pseu- 
do-sphére). Dans ce qui suit (§§ 6.5, 6.6), nous tenons a généraliser 
les définitions et les constructions correspondantes au cas n-dimen- 

-sionnel. Mais il sera plus commode d’étudier préalablement la géo- 
métrie d’un espace plus abstrait, 4 savoir d’un espace a connexion 
affine. 

§ 6. 4. Espace & connexion affine 

6.41.a. Soit M, une variété différentiable élémentaire, de 
dimension n et de classe JV. 

Nous tenons a définir, encore une fois, la translation d’un tenseur 
une fois contravariant & le long d’une ligne dérivable L = {x € M,: 
xe=x' (t), a<t<b} comme solution de l|’équation 

dé" — — TH, (x) &* da’. (1) 

Mais cette fois-ci, l’espace /,, n’est pas muni de tenseur métrique g;;, 

done on peut soumettre les coefficients we (z) 4 une seule condition, 
celle de l’indépendance du résultat d’une translation du systéme 
de coordonnées. Ceci nous fait imposer 4 la loi de transformation 

des quantités Ty des conditions qui garantissent le caractére tensoriel 
du résultat d’une translation. Pour la métrique riemannienne, lors- 

que Ti sont définis de fagon univoque par la condition que le pro- 
duit scalaire des vecteurs en translation reste constant et par la 
symétrie en i et j, nous avons (6.33) la formule de transformation. 

R! ij Blk hhh 
Dig = Pir Dy Pr Vig-+ Pe Pir" (2) 

qui a pour conséquence, sans plus utiliser la métrique, le caractére 
tensoriel de la translation. On peut s’attendre 4 ce que la condition 
(2) soit non seulement suffisante, mais aussi bien nécessaire pour le 

29* 
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caractére tensoriel de la translation. Prouvons-le directement. 
Supposons que la solution de l’équation (1), pour n’importe quelles 
données initiales §' (A), soit d’un caractére tensoriel. Alors, dans 
un nouveau systéme de coordonnées z!’, ..., z™, nous avons 

det — —Tig! da! = —Thpieppk de”, 
or, 

d&* — d (pet) =dpyet® +. pe de” = prem dae — pee hye" da” = 
’ ‘Ld Ld 

= (pig — prliej) & da”. 
En comparant les résultats et vu qu’ils sont valables pour n’importe 
quels & et dz’, on trouve 

Pi PLT, = PRU Ey — Phage (3) 
ou, ce qui est le méme, 

Tey == Pi pipe, ++ PE Deze (A) 

ce qu’il fallait démontrer. 

Les nombres I? (x) donnés dans tout systéme de coordonnées et 
se transformant d’aprés la régle (2) s’appellent coefficients de con- 
nexion affine de la variété M,,. : 

b. Deux variétés M,, et M,, avec I’; et rT, respectivement pour 
coefficients de connexion affine, sont dites affinement équivalentes 
si l’on peut les munir de systémes de coordonnées (admissibles) 

d’une telle maniére que les coefficients I’; et Tj; soient les mémes 

fonctions des coordonnées sur M, et sur M,, respectivement. 

c. On peut définir les coefficients I; (x) arbitrairement dans 
un systéme de coordonnées, et d’aprés les formules (2) dans tout 
autre systéme. Le fait que cette définition est correcte (que les formu- 
les du type (2) restent valables en effectuant deux passages successifs 
a des coordonnées nouvelles) résulte du caractére tensoriel d’une 

translation et de l’unicité déja établie des coefficients ine pour 
une translation donnée. 

d. Une connexion [ = {Ti; (x)} sur une variété M,, est dite 
symétrique si 

h Vij (2) = Vi (x) 
dans chaque systéme de coordonnées. II suffit que ces égalités aient 
lieu dans un seul systéme de coordonnées, parce qu’elles le seront 
dans tout autre systéme d’aprés les formules (2). En général, une 
connexion [ n’est pas forcément symétrique, pour la raison, par 

exemple, qu’on peut définir les coefficients I’; (xc) arbitrairement 
dans un systéme de coordonnées, en particulier, on peut les choisir 
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non symétriques. Dans le cas’ général, la. différence 

Si (2) = Ti; (@) —Th (2) 
ts . hd Ly la k 

sera appelée torsion de la connexion I. Les quantités S?; forment 
déja un fenseur, car 

st vy = i 7— Te 4 = pyrpr pe (ine 2b) a 

+ pk (peg — phir) = piepi-ph Sh. 

Et si S?; = 0, c’est-a-dire que la connexion I’ est symétrique, on 
dira que la connexion [ n’a pas de torsion. L’interprétation géomé- 
trique de la torsion sera discutée plus bas, dans 6.45. Il est évident 
qu’une variété M7, 4 connexion affine sans torsion n’est pas équivalente 
a une variété MW, dont la connexion affine posséde une torsion non 
nulle. 

e. S’il y a sur une variété M,, une métrique riemannienne g;; (x) 
et que sa connexion affine est construite d’aprés les formules 6.32 

(4), (5): 
wd Deeks) Sfta O8js Ogij 

Sh oe ea  eroreeere 
alors cette connexion est dite riemannienne. 

Mais une connexion affine peut bien exister sans aucune métrique 
riemannienne. Par exemple, une connexion riemannienne est tou- 
: vale ; . . leo) R 
jours symétrique par rapport aux indices inférieurs (Ij; (x) = 

= TI}; (z)), ce qui n’est pas le cas pour une connexion quelconque, 
comme nous l’avons vu. 

6.42.a. Dans un espace a connexion affine, on ne peut plus 
dire que le produit scalaire des vecteurs en translation reste constant. 
Mais les propriétés linéaires de tels vecteurs ne sont pas atteintes: 
s'il y a légalité 

E (A) = am (A) + BE (A), 
elle reste valable aprés avoir translaté tous les trois vecteurs &, n, € 
le long de n’importe quelle courbe LZ passant par le point A: 

E (t) = om (t) + BEC). 
Ce fait résulte immédiatement de la linéarité de l’équation d’une 
translation 6.32 (1). 

En tant que conséquence, nous avons: les vecteurs linéairement 
indépendants €, yn, ... restent linéairement indépendants aprés une 
translation. 

b. Dans un espace a connexion affine, on ne peut dire non plus 
qu’une translation conserve la longueur du vecteur. Contrairement 
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Ace qu’on avait pour un espace riemannien, dans un espace A con- nexion affine un point A peut admettre un voisinage arbitrairement petit, dans lequel les composantes d’un vecteur E deviennent arbitrai- rement grandes a la suite d’une translation (cf. exercice 5). On ne peut qu’affirmer: si l'on choisit pour paramétre sur une courbe L une quantité s telle que |ds|>C max | dz’ | (par exemple, 1’« are 
J n 

formel » défini par la condition ds? = >) (dx’)), alors, dans les 
iA limites de l’intervalle O<s<h, 0% h est un nombre fixe, les compo- santes d’un vecteur & translaté seront majorées par une quantité qui ne dépend pas du choix de l’are L, mais seulement de h. En abordant 

nm 

la démonstration posons o = > (E*)2, de sorte que 
h=1 

n n 

do=2 Di edst——2 S) etrig! SP as. 
k=1 deere 

Alors, si les quantités | I’, (x) | sont majorées par une constante Csi on obtient 

|> Tj 7. 
j=t 

n 

KC DTG (2) [<nl,C+= Cy, 
c=) 

n ; : n 

di ISB I<s DS) 6)?+ 8%) <n0, 
i, k=1 4, k=1 

donc 

|do|<Cyods, Cs =nC,, 
ou bien 

|e wae 

Il en résulte 

OKT pel Ko ye%", Gy = >} [EF (A), (1) 
7—=1 

d’ou notre affirmation. 
6.43. Considérons la connexion riemannienne de l’espace vecto- riel euclidien M, = R,. Il existe dans cet espace un systéme de coordonnées dans lequel la forme métrique est (dz!)? +... + (daa; de sorte que tous les coefficients ij (x) sont constants (zéros et unités), 

donc tous les coefficients de connexion Ti, (xz) sont nuls. Dans les 
autres systémes de coordonnées, les coefficients we (x) sont, en 
général, non nuls (rappelons que la loi de transformation de ri, 
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n’est pas tensorielle). Tout de méme, dans les autres systémes de 
coordonnées de l’espace euclidien R,, il y a aussi quelque chose de 
spécifique qui n’a pas lieu dans les variétés qui ne lui sont pas équiva- 

lentes. Premiérement, les coefficients ri, (xz) sont symétriques par 
rapport aux indices inférieurs, comme pour chaque connexion 
riemannienne. Deuxiémement, a lieu une propriété appelée parallé- 
lismé absolu: le résultat de la translation d’un vecteur & ne dépend 
pas du chemin, mais seulement de son point de départ et de son 
point d’arrivée; autrement dit, aprés une translation le long d’un 
contour fermé, le vecteur € reprend sa position initiale. En effet, 

dans un systéme de coordonnées, ou Ii; (xz) = 0, cela résulte de la 
définition d’une translation en tant que solution du systéme d’équa- 
tions 

dé* — —T% (2) * de’, 

qui, dans ledit systeme de coordonnées, se réduit a la forme 

ayant pour solution 

&* — const; 

ce qui signifie que les composantes d’un vecteur restent constantes 
en subissant une translation. Dans tout autre systéme de coordon- 
nées, notre affirmation est valable en vertu du caractére absolu 
d’une translation: si un vecteur revient A sa position initiale aprés 
étre translaté le long d’un contour fermé dans un systéme de coor- 
données, il en sera de méme de tout autre systeme de coordonnées. 

Montrons que c’est seul l’espace euclidien qui posséde les pro- 
priétés mentionnées de la connexion: 

Théoréme. Si, pour une variété M, de dimension n et de 

classe N, la connexion affine Ti (x) est symétrique, N — 2 fois déri- 
vable et améne au parallélisme absolu, alors la variété M,, est affine- 
ment équivalente a l’espace euclidien R,. 

Démonstration. Nous allons trouver un nouveau systéme 

de coordonnées z!’, .. ., x™ de l’espace M,, dans lequel I'j;, (x)= 0. 
Choisissons une base ¢,, ..., e, de l’espace tangent en un point 

fixe A € M,, et translatons tous ces vecteurs 4 un autre point B € M,. 
Les résultats seront déterminés d’une facon univoque en vertu de 
V’hypothése du parallélisme absolu et formeront une base du plan 
tangent au point B, car une translation ne viole pas l’indépendance 
linéaire (6.42). Désignons les composantes des vecteurs obtenus 
(dans le systéme initial de coordonnées) par &, (z!, ..., 2"), m= 
nh on ies OLS S 

de® — —[% (z)wi (2) da’, 
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ou bien 

OER 
A 

=~ = —Tij (2) & (2). (1) 
Ox) ™m 

Pouc construire les nouvelles coordonnées z!’, ..., z”’, con- 
sidérons d’abord le systéme d’équations différentielles 

oxk k n 

aE 3 CR SE oe Ey Hy (2) 
Ox 8 

ou zl’, ..., 2” sont, pour le moment, les variables indépendantes 
formelles. Nous montrerons que ce systéme, avec les données ini- 
tiales 

eos ee Oy = 7 (Ay SE at, ree (3) 

admet une unique. solution, de sorte que, dans un voisinage de 
lorigine des coordonnées de l’espace (z!’, .. ., 2’), soient définies 
les fonctions 

oho (rl Ns os iam ap" (el 5 oy 2) (4) 

Se merece ET (2) et aux conditions (3). Nous verrons que 
ark “ 

Vinégalité det |# 0 a lieu; on pourra alors inverser les 

équations (4) au Ponce du point A: 

ba bak CR is 
BQ Elin Oi Ct ar key ge: 

et, de cette maniére, faire correspondre a tout point (z, ..., x”) 
du voisinage de A les nombres zx!’, ..., x”; ceci dit, il est clair 
que ces nombres pourrons servir de nouvelles coordonnées. 

Kn abordant la réalisation de notre plan, prouvons |’existence 
et l’unicité de solution du probléme (2)-(8). Il suffit de vérifier 
Vhypothése du théoréme de Frobenius 2.55, qui dans notre cas a la 
forme 

oer aek 

ae oe inp BP (i, mesa ses scat) (5) 

Or, en vertu de (1), 

os agk ww 

ae = THEE, P= —THe'e?, 
Sai Tr cp s 

et, comme ee ona 
r . 

ips 6? = Tpig's? = Pips S's 
oon 

la condition (5) étant ainsi satisfaite. 
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Il existe donc un systéme de fonctions 2* = 2° (a, , ..., at) 
qui vérifie les équations (2) et les conditions initiales (3). Ces fonc- 
tions ont une dérivée de plus que les fonctions &* (z!, ..., 2”), 

s 

donc deux dérivées de plus que les fonctions I; (x); autrement dit, 
les fonctions 2* (x!’, ..., xz”) sont dérivables N fois au moins. 

P Oxk . va 

De plus det | Pe =det || &* (x) || 540, ce qui démontre que les. 
x s 

quantités zx!’ ,..., z™ peuvent servir, localement au moins, de 
nouvelles coordonnées sur la variété M. Dans ces nouvelles. 
coordonnées, on a 

ed es ee ee ee sh 
— — igt'g 

ak ax* 
EN— phe 
s Pr s dak s 

c’est-a-dire que les vecteurs que nous avons translatés sont de base. 
La condition de translation est 

dee — —Ti,E" dx’, 
s s 

Comme £*’ = 6", on obtient 
8 

[,;, dx” =0, 

d’ot, dzxi’ étant arbitraires, 

hk’ 

Nee = 0, 

ce qu'il nous fallait. 
6.44. Lignes géodésiques d'une variété & 

connexion affine. 
a. La définition d’une ligne géodésique que nous avons adoptée- 

pour l’espace riemannien prend la forme suivante pour l’espace- 
a connexion affine: une ligne géodésique est une courbe dont un vecteur 

x 
tangent reste tangent aprés l’avoir translaté a n’importe quel point 
de la courbe. 

Cette définition est, évidemment, intrinséque. 
Soit L = {x € M,: z = x' (t),a<t < dD} une ligne géodésique 

issue d’un point A. Soient a’ = Ae) , et & (2d) le translaté de 

a’ le long de la courbe L au point répondant a ¢. Alors 

FQ=109 50, 
ou A (¢) est un facteur numérique. Introduisons un nouveau paramé- 
tre t sur la ligne L de fagon a avoir dt = A (t) dt, t(A) = 0; en 
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5 

passant a T, nous avons 

i (n\ _ d+ (t) 
¢ (t) = dt ’ 

c’est-a-dire que, pour la courbe L paramétrisée par t, c’est déja 

le vecteur tangent a qui est translaté. Appelons t paraméire 

: Pras eae ; dxi i: 2 
canonique sur la géodésique Z. En portant &' = — dans l’équation 

de la translation et divisant par dt, nous arrivons a l’équation cano- 
nique d'une ligne géodésique: 

d2ak 

dt? 

dzt dai 

b. Nous sommes maintenant en mesure de généraliser aux 
spaces a connexion affine le théoréme d’existence et d’unicité des 
lignes géodésiques: 

Théoréme. Dans un espace M, a connexion affine dont les 

coefficients T%; (xz) sont continus, par tout point A et dans chaque 
direction il passe une et une seule géodésique. 

Démonstration. Fixons un point A et une direction qui, 
dans un systéme de coordonnées donné, est déterminée par un 
vecteur b'. Résolvons le systéme (1) avec les conditions initiales 

* . rr . = 

x (0) = 2' (A), oo = b'. Il est affirmé qu’aux fonctions 2’ = 

= x' (t) qu’on obtient en résolvant il correspond une ligne géodésique 

sur M,. En effet, le vecteur tangent a cette ligne est translaté 

le long d’elle en raison des équations (1), ce qui signifie que la ligne 
est géodésique. 

Supposons qu'il y ait une autre géodésique ZL passant par le 
point A dans la méme direction, avec son paramétre canonique T. 
Elle satisfait 4 l’équation (1) avec les conditions initiales 

a = dzi 0) , 
z'(0) = x* (A), SO a, (2) 

Or, en partant de la solution z* (t) dont nous disposons déja, on peut 

obtenir d’une maniére évidente une solution 2‘ (t) qui satisfasse 

aux conditions (2); cela se fait d’aprés la formule x‘ (t) = 2’ (At). 

En vertu du théoréme d’unicité, on a x! (t) =z! (t) = 2 (At); 
ainsi, la courbe qui répond a l’équation 2‘ = 2’ (t) est la méme 
courbe L. 

6.45. Interprétation géométrique de la 
torsion d’une connexion affine. Soit M, un espace 
x : ° Rk . x viele : 
a connexion affine Ij; (x) qui posséde, en général, une torsion non 
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nulle Si =Ti;—Ti. Considérons deux géodésiques Lz et LN" 
qui partent d’un point fixe A dans les directions déterminées par 
les vecteurs linéairement indépendants & = {E"} et yn = {n*} 
(fig. 6.4-1). 

_Soit t un paramétre canonique sur la géodésique ZL: tel que 
dz* (A) 5 x ; Peat 

= — et 0 un paramétre canonique sur la géodésique L, 

dai (A) 
dO 

que LZ; du point A au point B déterminé par une valeur du paramétre 
t=o >0O; désignons le ré- 

sultat par n. Considérons la 

géodésique Ly qui part du 
point B dans la direction de 

ce vecteur yn. D’une maniére 
analogue, translatons le vec- 
teur Ele long de la géodésique 

_L,, du point A au point D dé- 
terminé par la méme valeur 
8 =p du paramétre et con- 
sidérons la géodésique Le Fig. 6.4-4 
passant par D dans la direc- 

tion du vecteur obtenu €. Sur la géodésique L~, introduisons un 

paramétre canonique 0 et, sur la géodésique Le, un paramétre cano- 

tel que = '. Translatons le vecteur 7 le long de la géodési- 

nique t de facon a avoir 
Pere = eh ae 

“i =F, “ai =" 
Enfin, trouvons sur la géodésique L~ un point C déterminé par la 

valeur § = o, et, sur la géodésique Le, un point # déterminé par la 

valeur t = 0. 
Si l’on faisait cette construction dans l’espace vectoriel R, 

(a connexion nulle), on arriverait 4 un Vg iy Ee), et les 

points C et £ coincideraient. Dans le cas général (Ij; #0), ils 
s’avérent distincts; évaluons leur écart. 

L’accroissement de la coordonnée z* le long de chaque ligne 
géodésique peut étre écrit comme suit: 

n_ Oak 1 dak, ov 
Az == uaoal Gas T+ o (1?) = | 

axk t a ort One» 2 { 
ae Tope es: 

t étant le paramétre canonique, les valeurs des dérivées et des coeffi- 

cients Ij; se rapportant au point initial. 
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En particulier, pour le passage du point A au point Bb, on a 

A an (2*) = Ep —+ Th; (A) EBIp? + 0 (0%), (2) 

et pour le passage de B a C, 

Age (2*) = af*p —-+ T's (B) nine? + 0 (6%). (3) 
Ici » est le translaté du vecteur 7: 

a = 1 — Th; (A) nf da’ +0 (de’). (4) 
Comme on fait le calcul aux infiniment petits du deuxiéme ordre 
prés, et qu’on a encore une multiplication par o 4 effectuer en portant 
(4) dans (3), il est possible de se borner aux infiniment petits du 
premier ordre jdans (4) et, en particulier, de remplacer dz’ par la 
quantité A,,z’ qui, en raison de (2), vaut Eo aux infiniment petits 
du deuxiéme ordre prés. En outre, on peut remplacer dans la formule 

(3) T%, (B) et 1 par Tj, (A) et »* respectivement. On aura: 

A goa" = n'p —Tim'/p?— > Vinin’p? + 0 (02). 6) 
Quant a l’accroissement total de la coordonnée x* le long du che- 
min ABC, il sera de la forme 

Aagot® = Ag px" + Ager" = ("+ y*) 0 —Tin't’p? 

— Tyee’? — + rimin’o® +0 (02). 6) 

Un résultat analogue, pour l’accroissement de la coordonnée x* 
le long du chemin ADE, s’obtient en remplagant les coordonnées 
de € par les coordonnées de 1: 

A gone" = A ape" + Appx* = a (y" ka e) P= 

—Tig'y’p? —> + Cimin’o —s Tis6'’p? +0 (07). (7) 

On voit done que la Arte des coordonnées x" aux points C et E 
vaut 

x’ (E) —a* (C) = Ti; (nt — Sin’) p? + 0 (0%) = 
= (Ti — Th) E’n'o? + 0 (6%) = Si8'n'p? + 0 (6?) 

et est BEreEns dans sa partie principale, par le tenseur de tor- 

sion S% (A). 
6.46. Translation d’un tenseur arbitr a 
a. La translation d’un tenseur une fois contravariant {ey 

point A le long d’une courbe L = {7 € M,:2' = 2' (t),a<t 

tor By 
d’un 

< 6} 
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est définie, nous l’avons vu, par 1’équation 

deh = —Tij (a) 8 da’, (1) 
avec les valeurs &' (A) connues. 

Soit {y; (A)} un tenseur une fois covariant. Définissons sa trans- 
lation le long de la méme courbe L A partir de la condition que 
Vinvariant & (z) yn, (x) reste constant, quel que soit {&*}. Cela 
veut dire que d(&*y,) = 0, ou bien 

E*dn, + dé'y, = 0. (2) 

En substituant A dé" sa valeur de l’équation (1) on trouve (on 
remplace dans le premier terme l’indice de sommation k par i) 

E+ dy: —Ti6' de’, =0, 
et, comme l’égalité a lieu pour tout vecteur &’, 

dy: =Vim, de’. (3) 
Cette équation, avec la condition initiale n; = y; (A), permet de 
trouver 9; (x) en tout point de la ligne LZ (au voisinage du point A). 

Inversement, si les fonctions yn; (xz) sont trouvées de |’équation (3), 
l’équation (2) est également satisfaite, d’ou la conservation de la 
quantité & (z) ny; (z), et la condition de translation que nous avons 
formulée est ainsi satisfaite. 

Montrons enfin que l’ensemble des quantités ; (x) déterminé 
dans chaque systéme de coordonnées est d’un caractére tensoriel. 
Par hypothése, les quantités y; (A) forment un tenseur, donc la 
valeur £* (A), (A) ne dépend pas du systéme de coordonnées. 
D’aprés ce qu’on a démontré, elle reste constante le long de la courbe 
L, donc la valeur &* (z) y; (z) ne dépend pas du systéme de coordon- 
nées aux points de la courbe L. Dans ce cas, en résolvant le systéme 
d’équations linéaires 

(2) Mr (2) = é (A) nx (A), 

oe 16) eae el Yer ie) ol) teh <o,e at! te ee ae 

avec n tenseurs linéairement indépendants &" (x), ..., & (z), 
1 n 

nous aboutissons 4 un tenseur une fois covariant {n, (z), ..- Nn (z)} 
(6.14c), ce qu’il fallait. 

b. On aurait pu commencer par la définition de la translation 
d’un tenseur une fois covariant y; d’aprés la formule (3) et puis 
définir la translation d’un tenseur une fois contravariant en partant 
de la condition de conservation de l’invariant §'n;. On aboutirait 
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alors, bien entendu, a la formule (1) pour la translation du ten- 
seur &'. 

c. Définissons d’une maniére analogue la translation le long 
de la courbe LZ de n’importe quel tenseur' 7. Supposons, Bowe fixer 

les idées, que le tenseur 7 soit défini par les composantes hee i.e. 
ait deux indices covariants et un contrayvariant. Alors, étant donné 
deux tenseurs une fois contravariants &', ui et un tenseur une fois 

covariant ¢€,, on compose l’invariant TREN its Définissons la 

translation du tenseur 73; par la condition de conservation de cet 

invariant, ce qui améne A l’égalité d (TiE'n’f;,) = 0, soit 

aT Be nit, + Tide Sa + ThE! dn) - Cx + Tien! dl, =0. 

En substituant aux différentielles dé’, dy’ , aC, leurs expressions 
des formules correspondantes de la translation des tenseurs une 
fois contra et covariants (1) et (8) on obtient 

Trenig, — THT ge? de mit, —THET an? dat, + TLE Th0 dx? =0. 
x 

Faisons changer les indices de sommation de fagon 4 avoir partout 
les quantités §'n’S,; comme elles sont arbitraires, on obtient les 
relations 

dT i; = (Vig? oj + Vig@ is — Veg? is) dat (4) 

D’ Une maniére analogue, pour un tenseur de structure arbitraire 

Tita iP, on a 

a hss-tee crt Te Pets h ees 

_ purse. Figo i fan + fP-t) dt, (5) 

La structure des termes de l’expression obtenue est la suivante. 
Le nombre des termes est égal au nombre total des indices du ten- 
seur 7. Dans chaque terme, le deuxiéme indice inférieur de IT est 
le méme, gq, il coincide avec l’indice du facteur dz’. Tous les indices 
du tenseur 7 dans le deuxiéme membre sont les mémes que ses 
indices respectifs dans le premier membre, a l’exception d’un seul 
qui est remplacé par l’indice de sommation s; le symbole I est muni 
par le méme indice de sommation, il est supérieur si s est l’indice 
inférieur de 7, il est premier inférieur si s est l’indice supérieur 
de 7. L’indice libre qui est remplacé par s occupe la seule place 
qui reste au symbole [. 

Inversement, si la translation d’un tenseur J; (A) est définie 

ps la formule (4), a lieu l’égalité d (T;E'n’C,,) = 0 et la Sere 

T:€'n’C, ne varie pas sur la courbe L en translatant €', y’, et, 
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Ceci améne au champ de la quantité 7%; (x) dont le caractére 

tensoriel est prouvé, par exemple, comme suit: la quantité Tien! Cr 
étant constante le long de la courbe L dans tout systéme de coor- 
données, on a 

Tie (2) Bn Ge = Tye (2) pi’ pi’ petin'ts, = 

= Teg (A) Bn Ge = TH (A) E'n'C, = TH (2) EyEa, 

et, &', 1’, ©, étant arbitraires, on obtient 

Tis (a) pi py DR, = Tis (2), 
ce qu’il fallait. 

d. La définition précédente ne marche pas pour un tenseur du 
rang nul, i.e. pour un nombre 7 donné a un point A et ne dépendant 
pas du systéme de coordonnées. Nous définissons son translaté a 
n’importe quel point B € M, comme le méme nombre T donné au 
point B dans tout systéme de coordonnées. 

e. Nous dirons qu’un champ tensoriel 7 (x) donné sur une ligne 
_L <M, est invariant par rapport A la translation le long de cette 

ligne si, pour tout point A€JZ, le translaté du tenseur 7 (A) & 
n’importe que! point x € L coincide avec 7 (zx). Si un champ T (z) 
est donné sur toute la variété M,, et invariant par rapport 4 la trans- 
lation le long de chaque ligne ZL, nous dirons que le champ T (zx) 
est invariant par rapport a la translation sur M,,. 

Le champ d’une constante 7, i.e. d’un tenseur du rang nul,. 
représente le plus simple exemple d’un champ invariant par rapport. 
a la translation sur M,. 

_ Un autre exemple est fourni par le champ du tenseur mixte 

& (xz) dont les composantes, dans tout systéme de coordonnées et. 
en tout point xz € M,, sont 0 pour ij et 1 pour i = j. En effet, 
on a d’aprés c: 

d6; (x) = (Ti,6s— 14,57) dx? = (Ti, —Ti,) dx? =0, 

d’ot le résultat cherché. 
f. Montrons a présent que, dans un espace riemannien M,, le 

tenseur métrique gi; est invariant par rapport a la translation sur 

tout le M,. Désignons par g;;(z) le translaté du tenseur g;; (A) 
le long d’une ligne Z. D’aprés la définition c, quel que soit un couple: 
de vecteurs translatés € (x) et y (x), on doit avoir 

gi; (x) & (a) n? (x) = const. 

Or, conformément a la définition de la translation dans un espace: 
riemannien, c’est le tenseur g;; (x) lui-méme qui posséde cette pro- 

priété (6.32), d’ou gi; (x) = gi; (x). On peut vérifier ce fait par un: 
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calcul direct. D’aprés la formule (4), on a 

dgis = (Vig8sj + Viggie) dat = 

= (Tig, 7 +V iq, i) dx? = eit da? = dgi;; 

il en résulte que les quantités gis (x) qui coincident avec gj; (x) 
pour z =A coincident aussi avec g;; (x) pour tout r€M, 

g. Le champ du tenseur métrique deux fois contravariant git (Zz); 
qui est défini par le systéme d’équations 6.16 (2) 

gi; (x) g’* (x) = 8), (6) 
est lui aussi invariant par rapport a la translation sur My, ce qui 

résulte directement de l’invariance des champs g;; (x) et 5% et de 
l’unicité de solution du systeme (6). 

6.47. Différentiation absolue. Soit 7 (zx) un 
champ tensoriel (dérivable) donné sur une variété M, a connexion 

affine Tf; (z). Supposons, par exemple, que le tenseur 7 (zx) soit 
une fois contra et une fois covariant; d’autres indices rendraient 
le calcul plus encombrant sans modifier |’essentiel. 

a. Définissons la différentielle absolue du tenseur T? (x) en sous- 
trayant de sa différentielle ordinaire sur le chemin dz? son translaté 
le long de ce chemin: 

DT? (x) = dT} — (Tigh? —T%,7}) dx’. 

Ainsi, l’égalité DT? (x) =0 le long d’une courbe L est équivalente 

4 la condition de la translation du tenseur 7; (x) le long de cette 
courbe. 

Pour un tenseur (epee: de structure arbitraire, la différen- 

tielle absolue se définit de ims analogue: 
R4.+-Rp __ hi.» «Rp Ri. Ry. 

Dik “an ar;;. ; Bers — ( fig lee: (ae + Ngee A fo 

hy sk k Rp mk «Rp- sepa ho = Thre aera 
Théeoréme. La différentielle absolue d’un tenseur ph iP est 

un tenseur de la méme structure. 

Pour la raison de simplicité, nous réalisons la démonstration 

pour un tenseur de la forme 7%. Transformons l’expression DT? 
a lVaide de la formule 6.14 (8) 

h h’ ok i_jpk 
Pitq’ —Virg Pre = — pie ppl ig 

et de la formule qu’on obtient de celle-ci en y remplacant les indices 
primés par non primés et vice versa: 

pi + pi py TijemaT? ph 
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Nous avons 

DT}: = dT he — (Vig Te —Teg Ty) dat = 

= (pip Tt) — (Tig Te — Thy Li) dat’ = piepht dT} + 
+ pig py datph T} + piephg dal? — (Vig pepe Tt — 

—Vsqrips 1%) pf da? = pip dT? + (pig — 

—T ipo) py Pe Tt da? + (peg + Taps pt) p'-Ti dat = 
= ppp (aT? —Ti,T® da? + 12,7 dz) = pipt DT? 

ce qu’il fallait. 

b. On peut mettre la différentielle absolue de 7" sous la forme 

DT? =V Ti dz?, (1) 
ou l’expression 

h 
oT; s s 

Vali tas0 (eile = ta) (2) 

s’appelle dérivée absolue ou covariante du champ tensoriel T’ (x) par 
_ rapport & la coordonnée x?. En tant que solution de 1’équation 

tensorielle (1), les quantités Volt forment encore un tenseur qui 

a un indice covariant (q) de plus que le tenseur 7". I] vaut la peine 
de rappeler 4 ce propos que les dérivées ordinaires du champ ten- 

h 
soriel, i.e. les quantités ae constituent pas un tenseur (6.26). 

c. Dans un espace riemannien, a cdté de la dérivée covariante, 
on considére la dérivée contravariante: 

VTi =(V-T) g". (3) 

Ici g’? est le tenseur métrique deux fois contravariant (6.16). La 
dérivée contravariante d’un tenseur 7’ est un tenseur qui a un indice 
contravariant de plus que le tenseur 7 lui-méme. 

§ 6. 5. Courbure 

6514. Commutateur de dewx différentia- 

tions. Supposons que, dans un espace M,, 4 connexion affine Ti, 
il y ait une surface bidimensionnelle P = {x € M,: z' = x’ (u, v), 
(u, vy) €G CR,} qui contient un point A = A (up, vo). Désignons 
par d la différentielle (ordinaire) d’un champ tensoriel quelconque 
T (x) dans la direction de la ligne de wu (ot la coordonnée v est cons- 

30—0545 
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tante): 
OT dzxt 

aT = 5 du ~ Oxi “du Gu Ws 

et par d la différentielle analogue le long de la ligne de v: 

= oT OT dzxi 

ine Melt a> 
Les différentielles d et d commutent, aimen 

d (dT) =a (Gem) = cs ni dit, 

Désignons par D et D les différentielles absolues respectives. 
I] se trouve qu’en général elles ne commutent pas; calculons leur 

commutateur DD —DD relativement au champ vectoriel — ={€! (z)}. 
Conformément 4 la définition 6.34, on a: 

D (Dé!) = D (dé! + Tab" dz’) = 

= d (dé! Role dx) + Th; (de? + TRE" drt) dz’ = 

= (at) + —* Th = ai da’ +. Thi dé" da? +- Tit" d (dx*) + 

Tijd dé? dx! aL rope" dztdx, 

L’expression D (DE') s’obtient en remplacant ici d par d et vice 

versa. Si l’on soustrait D (D E') de D (DE*) et utilise la commutativité 

des symboles d et d, on obtient 

(DD —DD) t! = 

ot ar 

=( rey ant rere i da’ dx’ +-(Phal'pg —PRiT pi) &* dart da’ = xd 

or. . Ore 
ee oo — meme eit ni — Tk iT'pi ) ay dai da’, 

Avec la désignation 

l es 

Oxi 

ar’. 
Rij, p= — + RD oj THT ot, 

Végalité (1) prend la forme 

(DD —DD) &' = Rij, 9" de’ de’. 

(1) 

(2) 

(3) 
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Dans le premier membre de (3), on a un tenseur une fois contra- 
variant (comme résultat de différentiations absolues d’un tenseur 
une fois contravariant). Dans le second membre, les expressions &", 

dx*,dx’ sont de caractére tensoriel (des tenseurs une fois contra- 
variants). Elles sont arbitraires, puisque le choix du vecteur & € 
€ T,, (x) et des coordonnées u, v est & notre gré. Par conséquent, 

F re l , ° ° 
en vertu de 6.14d, la quantité Rij, représente un tenseur trois fois 
covariant et un2 fois contravariant. On voit des formules (2) que ce 
tenseur est antisymétrique par rapport aux indices i et j: 

l l 
Rij, n= — Rji, n. 

Le tenseur R = Rij, s’appelle tenseur de courbure de Vespace M, 

& connexion affine Ty; 
6.52. Courbure et parallélisme absolu. Sup- 

posons que, dans l’espace /,,, la connexion I’ engendre le parallélis- 
me absolu (6.43). Alors, ayant un vecteur € en un point donné A, 
on peut construire au voisinage de A le champ vectoriel € (x) déter- 
miné d’une facgon univogue par la translation du vecteur &. Si, en 
construisant le tenseur R, on choisit pour champ & (z) juste ce 
champ obtenu en translatant le vecteur &, alors, la différentielle: 

absolue d’un vecteur translaté étant nulle, on aura DE = 0, DE == (), 
par conséquent, le premier membre de |’égalité 6.57 (3) sera aussi nul : 

Ry, &* dr’ dx? =0. (4) 

Comme £&*, dz‘, dz’ sont arbitraires, cela veut dire que 

i (ay: 

Définitivement, la courbure d’un espace M, avec le parallélisme 
absolu est nulle. 

Etablissons la réciproque. Supposons que la courbure d’un 

espace M, 4 une connexion affine T?, soit identiquement nulle. 
Soit une famille de courbes lisses joignant deux points donnés A 
et B; chaque courbe de la famille est déterminée par une valeur 
fixe d’un paramétre t variant de 0 4 1, ses points correspondent aux 
valeurs de ¢ qui varie aussi de 0 a 1: 

x’ =z (t, ), 

2(0,t)=A, 2(1, 1) =B. 
Considérons au point A un vecteur § et montrons que son translaté 
au point B le long d’une courbe z =z (t, t) (0 <t< 1) ne dépend 
pas de la valeur t € [0, 1]. Désignons par D la différentielle absolue 
le long des courbes de la famille (i.e. par rapport 4 ¢, pour t fixe), 

et par D la différentielle absolue par rapport 4 t, pour ¢ fixe. Comme 

30* 
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le vecteur & est translaté par hypothése, on a DE = 0. II résulte 
alors de R=O que - 

DDE=%; 

donc le vecteur DE est translaté lui aussi le long de chaque courb 
de la famille. En réalité, pour ¢ = 0, le vecteur € = € (0, t) e 
le point z = z (0, t) = A ne dépendent pas de t; donc, pour ¢ = 0 
on a: 

De* = de® rte? (0, oe dt=0. 

Par conséquent, le vecteur DE (4, t) est lui aussi nul en tant qui 
translaté. D’autre part, 

DE* (1, +) = d&* (4, t) + TH (A, 1) E' de’ (A, 2), 

et comme dans notre cas dz’=0, il résulte de DE (1,1)= 

= 0 que dé (1, t) = 0, i.e. le vecteur & (1, t) n’est pas fonction de 7. 
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant: 

Théoréme. Un espace M,, a connexion affine a le parallélisme 
absolu si, et seulement si, sa courbure est nulle. 

En utilisant 6.43 nous pouvons formuler encore un critére de 
l’équivalence de la connexion affine d’un espace M,, et de la con- 
nexion riemannienne de l’espace euclidien: 

Théoréme. Un espace M, a connexion affine est affinemen 
équivalent @ l’espace euclidien n-dimensionnel si et seulement si st 
courbure et sa torsion sont identiquement nulles. 

Il existe des espaces 4 connexion affine qui ont une torsio1 
nulle et une courbure non nulle et vice versa. 

N’importe quel espace (ou surface) riemannien qui n’est pa 
isométrique 4 l’espace euclidien sert d’exemple d’espace ayant li 
torsion nulle et la courbure non nulle. Il est plus difficile de cons 
truire un exemple d’espace ayant la courbure nulle et la torsion no1 
nulle (cf. exercice 4). 

6.53. Variation des coordonnées d'un vec 
feur @«n transhkeations le aslong 0 n 6.0 notesue 
fermé. 

a. Supposons que, dans un espace MM, 4 une connexion affin 
deux fois dérivable [ (z), il y ait une surface bidimensionnelle J 
sans point singulier: 

z=a2 (u,v) eM, (u,v) CG CR. 

Allons translater un vecteur € le long des courbes LZ passant sur |; 
surface P par un point fixe A, pour lesquelles la longueur formelle 

obtenue en intégrant l’expression ds = VY du? + dv® le long d 
L reste inférieure 4 une constante fixe h (la longueur formelle n’: 
pas de sens absolu, mais nous procédons pour le moment dans ut 
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systéme fixe de coordonnées). Toutes ces courbes se trouvent sur 
la surface P, dans le voisinage U du point A qui est déterminé par 
les inégalités Ju—u(A)|< h, |v —v(A)|<h. Sur chaque tel 
chemin L, les Le eee sh (s) satisfont aux relations 

| dx' UT< 2G, ds, (4) 

: ot Oxt| | Oxi 
eG. max ( a 431 5 ) . On en tire les inégalités suivantes 

pour les accroissements des coordonnées x’ (en comptant du 
point A ou s= 0): 

| Az’ (s) | = | 2* (s) — 2 0) | < 2Cys < 2Ch. (2) 
Les coefficients I'#, (x) satisfont sur le méme chemin L aux relations 

renacs (3) 
ou aux relations plus précises 

Vi; (s) — Vi (0) |<C3s <C3h, (4) 

ou aux relations encore plus précises 

0 
r@—Tyo)— raat ) Aw” <cs (5) 

ou la constante C, peut étre reais a l’aide des dérivées premiéres, 

et C, A l’aide des dérivées secondes des fonctions we (x) dans le 
voisinage U. Les composantes du vecteur € (s) qui est le translaté 
du vecteur € vérifient l’inégalité découlant de 6.42 (1): 

| (s) | <C5 |] = Cs ) Pa ae (6) 

d’ou, en utilisant (3), on trouve 

| de" | =| Tig' da’ | <Ce|&| ds, (7) 
donc aussi 

IvVel=l1% 9 —B#l<ColEls<Co/& |b. (8) 
Nous affirmons enfin qu’a lieu l’inégalité 

(9 =| TE@E@ ) SF ds I (0) BA |<Cys*|E|. (9) 
0 

Ss 

En effet, Az? = j dz’, par conséquent : 

0 

I()= | j ri, (x) gt (x) dz — j we (0) e da? | oe 
0 0 
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=|} i @§ @ Th (0) £4) ax’| = 
0 

4, \ {{T%; (x) —V (0)] &* (x) + TH (0) (&* (x) —E*]} da’ |. 
0 

Avec les estimations (4), (6), (3) et (8) on a la relation cherchée: 
s 

I(s)< | (CssCs|€| + CaCe|E]s) | da? | <C|E|s%. 
0 

b. Soit maintenant L € P un chemin fermé, de longueur for- 
melle <h, qui revient au point A. Translatons un vecteur § = 
= {&'}, choisi arbitrairement au point A, le long de Z. Dans ur 
espace , sans parallélisme absolu, le vecteur &€ aura, a la suite 
de la translation, un accroissement A§ que nous tenons a évaluer. 
L’accroissement total de la coordonnée € s’exprimera par la formule 

B= h det = — § Tj (2) 8 (@) da’, (40 
L L 

En vertu de (5), on a 

Pi, (2) <7); (0) -— AO ze Axi +0 (s%), 
et, d’aprés (9), 

EP (x) = EP — j TRE" (x) dai — EP — TP; (0) E*Az?-++0 (82). 
0 

On en tire 

Ste 8 [Kaul 20 —— Ax ‘+0 (8%) | x 

x [E° —TR:; (0) Az? + O (s?)] dzi = 

l 
= — he p He aj i ; 

= —T'pj (0)§ ) dx as Bh Az" dx’ + 
L L 

+ TBs (0) Tp5 (0) &* at da’ + 0 (h8) 
L 

Le premier terme est, Sree nul. On obtient 

At! = (TK (0) Tp; (0) — a) 89 Axi dai +0 (h*). (14 
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Passons aux paramétres wu et v dans l’intégrale intérieure. Avec 
la formule de Green 4.76 (3), nous avons: 

§ Azide’ = § Az’ (2 du Mooi e y\ = 
L L 

= SS [x (12S) —$ (set) Java 

__[axi(0) dxi(0) xi) Axi (0) =) Secs So Rd al an du dv +0 (R) | \ dudv. (42) 
G G 

Le facteur dans le crochet est le bivecteur (6.1/5) construit sur 

les vecteurs so et SA nous le désignons par x’. Posons 

=| f dudv; 
G 

comme chacune des coordonnées u, v ne varie pas, dans les limites 
du domaine G, plus que deh, cette quantité représente un infiniment 
petit du deuxiéme ordre (ou plus) par rapport a h. 

L’égalité (11) prend maintenant la forme 

ar’. e 
At! = (ThTp;-—*) ta¥o +0 (), (13) 

ou les valeurs des fonctions I et de leurs dérivées se rapportent au 
point A. Si l’on permute les indices i et j dans le second membre et 
effectue la multiplication par —1, alors, vu l’antisymétrie du ten- 
seur x7, le second membre ne change pas. En composant la demi- 
somme de l’égalité (13) et de celle qui en résulte 4 la suite de la 
transformation indiquée, on trouve 

ae Sor, e 
(4 ——% + Tl ps— Thos) S240 +0 (h'), 

0x) Oxt 

ou bien 

At! = Ri; Rao +0 (18). (14) 

Ainsi, aux infiniment petits du troisiéme ordre prés, la rotation du 
vecteur & s’exprime par la formule (14) ow le réle principal appartient 

au tenseur de courbure Rij. me 
6.54. Tenseur de courbure dans un espace 

: . . . x een k 
riemannien. Dans un espace riemannien ou les coefficients Tj; 
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sont définis par la formule 6.32 (5) 

Bb  ghsy\. pie ks ( Bis Bis = 08 ij Es 
Vij seek 4 Li;, eee g ( res SEG ae ) ig 

et, en particulier, symétriques par rapport aux indices i, j, le tenseur 
de courbure 

+ PhP os — TET ps 
montre des particularités Pea ee de la symétrie. 

Considérons le tenseur quatre fois covariant 

ars iy 
Ry Rie — | a oe a +T% nl ip — 1; Vip ) §sl- 

Notons que, pour une surface n-dimensionnelle dans l’espace (n + 1)- 
dimensionnel euclidien, les composantes du tenseur R;;, 2; sont 
des mineurs dela matrice de la deuxiéme forme quadratique (5.32 (8)). 
Nous affirmons que, dans le cas général, le tenseur Rj;, ,1 est un 
tenseur du type Ricci (6.18). En effet, le tenseur R;;, ,1, de méme 
que le tenseur Ri;,,, est antisymétrique par rapport aux indices i 
et j. Ajoutons qu’on peut permuter les couples d’indices i, j, et k, 
A Rij, Bie Rri, ij- On a 

0 s Og 5 
+TRr >3 Susi — (rigs) — ole : eau 

a ae 

OM Gy 0g; 0 0g; 8 
Th py, = a (eu Ora eu —Tri (Try, s + Ts, 1) + 

dxi \ axk Oxi Ox! 

1 07851 ERI OZ: s rane => (4 —— Shi __* ik | Tan Ae 
TT hit sf, 1 2 \ oxi dak + 6xi Axi xi dx! pelos 

En alternant l’expression obtenue par rapport 4 i et j on obtient 

R as Og i] 07851 O*gin agin 
a7: ki" aS Se ee a See ee ee et a ee 

0x) Oak Oxi axk Axi Oxt Oxi Oxt 

+8sp(Tnlij —Talhi). (A) 

Cette expression admet de fagon évidente la permutation des couples 
i, j et k, 1 en vertu de la symétrie du tenseur g,, et de la connexion 

riemannienne I‘,. 
Prouvons, enfin, l’identité de Ricci. Nous avons 

Rij, nt Rj k, i Riri, he 

STR NTR COT ari ary any 5 
oxi dzi. '. ack J taxi” ae > Mage 

+ A Pee aA ine a Tis Tiel =[ Th nl pi — ry ah =( 

hes 
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d’aprés la symétrie des symboles Tj; par rapport aux indices infé- 
rieurs. Kn contractant cette identité avec le tenseur g,; nous aboutis- 
sons 4 l’identité de Ricci pour le tenseur R;;, x1. 

Kot -GOUTbure et angle de rotation ,dun 
mecteur translate FPe*longe duntcon'towr fer - 
mé. Pour un espace riemannien, la formule 6.53 (14) peut étre 
précisée. 

a. Dans un espace riemannien, on peut définir ]’aire des parties 
des surfaces bidimensionnelles données, par exemple, par les équa- 
tions 

orca een) 

luppe 22 eis; 

en utilisant la formule 6.37 (1) 

dS =V EG— F* du dv, (4) 

Ox Ox Ox Ox Ox Ox 

E=(=, =). FH(H. =). G=(=H. =)- 

Si l’on passe des coordonnées wu, v aux nouvelles coordonnées uw, v, 
élément d’aire sera de la forme (cf. 3.61c) 

0 (u, v) 

0 (u, v) 
dS =YV EG—F* dudv=Y EG—F* du dv. (2) 

Si les nouvelles coordonnées sont choisies de fagon que 

O(u, v) | _ 4 a (u, v) _VEGLPF 3) 

a(u,v) | VEG—F? fac: v) VG —F, (9) 

alors, en coordonnées u,v, on aura 

dS = du dv. (4) 

Pour que la condition (3) soit satisfaite, posons “= @ (u, Vv), v=0; 
alors 

ae Op OD c 

ACTS Se pee 
0 (u, v) Gal Ou ’ 

et il suffit de choisir pour g la fonction 

@ (u, v) = j V EG =cF* du, 

C’est dans ce systéme des coordonnées u, v, (nous les redésignons 
par uw, v) que nous considérons la formule 6.53 (14). Dans ces coor- 
données, o est l’aire riemannienne du domaine limité par le con- 
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tour ZL. Dans les mémes coordonnées, nous avons EG — F? = 1, 
de sorte que le bivecteur 2x” (A) = 2” construit sur les vecteurs 

eS et ae et figurant dans 6.53 (14) devient bivecteur unitaire. 

b. Ensuite, en partant de l’évaluation de l’accroissement des 
coordonnées qu’on a réalisée dans 6.53, on peut passer au calcul 
de l’angle de rotation d’un vecteur que l’on translate le long d’un 
contour fermé L. 

tf . ys 0 . 

Sur le plan II déterminé par les vecteurs a et = (i.e. sur le 

plan du bivecteur z'’), nous choisissons pour sens positif de varia- 
tion des angles celui qui va de la direction d’accroissement du 
paramétre w vers la direction d’accroissement du parametre v. 
Fixons sur ce plan un vecteur unitaire € et le vecteur yj déduit de 
—& par une rotation de 90° dans le sens positif. 

Aprés avoir translaté le vecteur € le long du contour, on aboutit 
a un vecteur que nous désignons par — + A§. Décomposons le vec- 
teur AE en somme de trois composantes de la forme 

A& = Ay-E + Agen + Ag S 

ou les coefficients A,, A,, A, sont des nombres réels, le vecteur ¢ 
étant orthogonal au plan II. La formule 6.53 (14) fournira alors 

Ay = (E, AE) = (E, Ay-£) = gipbP AE! => eink? (Riy, 8240 +0 (h°)) = 

= 5 BP Riy,nsb'24o +0 (8) =0 (18), 
car le premier terme s’annule en raison de l’antisymétrie du tenseur 
Rij, xp Par rapport aux indices k et p. 

Désignons par @ l’angle compté du vecteur & jusqu’au vecteur 
E+ A,& + A,y (i.e. Ala projection du vecteur € + AE sur le plan II) 
dans le sens positif. Nous avons (fig. 6.5-1): 

Ag tg p= qo = Ae (1-40 (28) = 
=(n, Aon) (1 +0 (h®)) = (n, AB) (1+ 0 (23)) = 

4 <3 

= gipnP AB! (1 +O (h8)) = > sip? (Riy, 8*2¥0 +O (h?)) (1 +0 (h8)) = 

=F EP Ri, apt4o+0 (h8). (5) 

Le bivecteur &'y” — §y* détermine le méme plan II et l’aire égale 
a 1 (car € et 7 sont orthonormés), donc coincide avec le bivecteur x’. 
Pour passer 4 ce dernier, permutons dans (5) les indices & et p, et 
formons la demi-somme de deux égalités; vu l’antisymétrie du 
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tenseur R;; ,p par rapport aux indices k et p, nous trouvons 

tg q=paa"PRi;, nyo +0 (9). 

Pour l’angle @ = arctg (tg g) = tg mp + O (tg? ~), nous obtenons 
une expression analogue: 

paz ah2'Ry;, 1,00 (18). | (6) 

c. Si l’on divise la derniére égalité par o (en supposant que 
o soit un infiniment petit du deuxiéme ordre exactement par rap- 
port a h) et passe a la limite lorsque le contour ZL se contracte vers 
le point A, on aura 

2 43 lim faz cle Ri;, np. (7) 

La quantité scalaire ainsi obtenue s’appelle courbure de l’ espace 
riemannien M,, au point A, dans la direction bidimensionnelle déter- 
minée par le bivecteur unitaire x’; on la désigne par K. 

d. Enfin, on peut choisir pour bivecteur unitaire zx” n’importe 
quel bivecteur x dans le méme plan II divisé par son aire. Avec 
la formule 6.77 (5), nous trouvons pour un 
bivecteur quelconque x” 

fcr laa nat (8) 
G;;, nptiizhp 

ou Gi; = gin&jp — jnBip est le tenseur 
dérivé Peete (6.17b) au point A. 

6.56. Relation entre la cour- 
Pure dans une direction bidi- 
mensionnelle et les courbu- Fig. 6.5-1 
resdes surfaces bidimension- 
nelles correspondantes. Calculons d’aprés la for- 
mule 6.55 (8) la courbure de l’espace riemannien dans la direc- 
tion bidimensionnelle déterminée par la surface de coordonnées 
bidimensionnelle Pete i 2 2? a, = 
=z" =0}. Le bivecteur x” sera ‘déterminé par les mineurs “de is 
matrice 

ieee 

UP en Uren 

et n’aura les composantes non nulles que pour les valeurs i = 14, 
a 2, on eA) eh 1 = 2, 7 — 1, ou 2 = —1. La courbure K 
a donc la forme 

— Rae, 12+ Rot, 21— Rie, 21 — Ras, 12 
G42, 19 -+Go1, 21 —G42, 21 — Gat, 42 
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Or, les deux tenseurs R et G sont antisymétriques par rapport au 
premier et au deuxiéme couples d’indices, et ne varient pas en 
permutant les couples; nous avons donc 

R K = 12 2 12, 12 4 4 

“G49, 12. Oo 

En particulier, si toute la variété riemannienne M,, est bidimen- 
sionnelle, n = 2, cette formule fournit une expression de la cour- 
bure de Gauss de la variété M, (6.35d). Ceci est facile 4 concevoir 
géométriquement: d’aprés la formule 6.55 (8), sur la variété M,, 
la quantité K est la limite du rapport de l’angle de rotation d’un 
vecteur translaté le long d’un contour fermé 4 l’aire limitée par ce 
contour, ce qui coincide avec la courbure de Gauss de la surface M, 
(5.63). 

Dans le cas général (n > 2), la courbure de Gauss de la surface 
de coordonnées P,, ne correspond pas a la formule (1). Ceci est di 
au fait que la translation d’un vecteur le long d’un contour LZ a sur 
la variété M,, un autre sens que sur la surface P,, considérée comme 
variété bidimensionnelle: dans le premier cas, la translation est 

déterminée par les valeurs de tous les I';, ce qui implique que le 
vecteur en translation sort du plan tangent a la surface P,,; dans 
le deuxiéme cas, la translation est déterminée par seules les valeurs 

de ri, avec i, j, k = 1, 2, et le vecteur en translation reste dans le 
plan tangent a la surface P,,. Par exemple, lorsque la variété M,, 
est l’espace euclidien R,, et la surface P,, représente une partie 
d’une sphere bidimensionnelle dans R,, nous nous trouvons exacte- 
ment dans la situation ci-décrite: la translation le long de chaque 
contour fermé dans l’espace euclidien, en particulier, d’un contour 
sur la sphére, fait revenir le vecteur a sa position initiale, tandis 
que la translation le long d’un contour fermé sur la sphére en tant 
que surface riemannienne ne le fait en général pas (5.62g). 

Démontrons la méme proposition analytiquement. Conformé- 
ment a 6.54 (1), le numérateur dans la formule (1) pour la courbure K 
d’une variété M,, dans la direction bidimensionelle P,, vaut 

BE 0g 49 0899 Me 1 eee 
Fis, 19 = ( dxldr2 Oat dat Ax? Ox? + Get Ga? dx! dx? e 

+ £sp (TiilS2—TieI':), (2) 

avec la sommation sur tous les s et p de 1 an. Or, dans l’expression 

Gro, yy a= Gp, 129 (3) 
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pour la courbure de Gauss K de la surface P,,, le numérateur Ree 
est égal a 

1 07849 07g Og ay Je72ia_, 
0x1 Ax? 0x1 Axl “0x2 Ox? 

+ gop (THT $2—T%P'hi), (4) 

avec la sommation sur seules les valeurs 1 et 2 des indices « et f. 
On peut poser la question suivante: est-ce qu’il existe dans une 

variété M,,, pour tout bivecteur x? (A), une surface bidimensionnel- 
le P telle que son plan tangent au point A soit déterminé par le 
bivecteur x” (A) et sa courbure de Gauss soit la courbure de la 
variété M, dans la direction bidimensionnelle correspondante? 
(Ainsi, dans ]’exemple précédent pour l’espace euclidien R,, on peut 
choisir en tant que telle surface le plan déterminé par le bivecteur 
xz) (A)). Nous allons y formuler la réponse affirmative. 

Supposons que, en un point donné A, soit satisfaite la condition 

Ti; (4) = 0(i,j,k =1, ..., n). lest alors évident que les égalités 

(1)-(3), vu (4), nous donnent K = K, i.e. la courbure de la variété M,, 
dans la direction bidimensionnelle z!, x? coincide avec la courbure 
de Gauss de la surface de coordonnées P,,. Méme plus, dans notre 
cas on peut indiquer, pour tout bivecteur x‘’, une surface bidimen- 
sionnelle P satisfaisant a la condition imposée. Pour la raison de 
simplicité posons z' (A) = 0 (i =1, ..., n) et, pour un bivecteur 
donné zx‘ (A), effectuons une transformation linéaire des coordonnées 

x’ = aj;x" qui fait transformer le plan du bivecteur x (A) en le 
plan de coordonnées z!’, z?’. Vu que, pour une transformation linéaire 

des coordonnées, les quantités Tj; se transforment suivant une loi 

tensorielle (6. 33), ona Diy (A) = 0 dans le systéme des coordon- 
nées {x’}. D’aprés ce qu’on a démontré, la surface de coordonnées 
zl, x’ a la courbure égale a celle de la variété M7, dans la direction 
bidimensionnelle déterminée par le bivecteur zx’. 

Il reste A montrer que si les égalités I"; (4) = 0 ne sont pas 
remplies dans le systéme de coordonnées donné Doro seek Ol 
peut toujours trouver un autre systéme z’, ..., x” dans lequel 
elles seront valables. En supposant comme plus haut que z! (A) =. 

~=a"(A)=0, on peut poser, par exemple, 

1 ph ang ee ile Ga 

avec les coefficients indéterminés pour le moment a; et Diy. 
Alors 

a2zh (A) k 
ee line 

ax" Ax!" ae 

— gk Ra vat 
= Apr, Pr 
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et, en posant 

Ty (A) = pt, pi, pT (A) — pk. ph, = 0, 
on obtient, en simplifiant par p%,, l’équation 

Digs = Diy = GG4,T i (A). (5) 
ee . . . yd - ' GIR 4 k 

En choisissant arbitrairement une matrice non dégénérée ay: 

(par exemple, ak, = 5!) déterminant les coefficients b®.;, selon 
les formules (5), nous aboutissons au systéme de coordonnées cherché 

dans lequel Tj; (A) = 0. 

§ 6. 6. Espaces riemanniens de courbure constante 

6.61. Soit Z une surface n-dimensionnelle dans l’espace eucli- 
dien (xn + 1)-dimensionnel R,+, donnée par les équations 

toe ll Spee eh Rene fe eee ay We Ce ee 

En considérant la surface ZL comme variété riemannienne, avec 
la métrique empruntée A l’espace R,+,, trouvons sa courbure dans 
la direction bidimensionnelle déterminée par un bivecteur x’. 
D’aprés la formule 6.55 (8), on a 

ger 8 
K x SESS (4) 

Giz, pictahl 

Dans le présent cas, comme nous avons déja dit, les composantes 
du tenseur de courbure R;;, ,; coincident avec les mineurs Bj;, x1 
de la deuxiéme forme quadratique de la surface LZ, donc 

K = Bit nivtic™! (2) 

6.62. Calculons la courbure K dans le cas ot L est la sphére d’un 
x 

rayon r centrée a l’origine des coordonnées: 

b= {2 € Ratt |= peri. 

Le rayon vecteur est alors proportionnel 4 la normale: 

Gij, niztickt 

x =Tm. (1) 

D’aprés la formule de Weingarten 5.37 (2), on a 

om __ 70 Ox 

OU yes) OUg 
(Ga de tn) 

en substituant 4 xz sa valeur de (1) on trouve 

Me = barms (aex"d Shae 2) 
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d’ou bor =82. Il en découle que les coefficients b;; de la deuxiéme 

forme quadratique qui sont liés & bo par la relation 5.81 (3) 

prennent la forme 

i.e. se trouvent proportionnels aux coefficients de la premiére forme 
quadratique. Par conséquent, 

1 
Bij, ni = =z Gis, ni, 

et la formule 6.62 (2) donne 

1 
re 

K= 

Ainsi, la sphére d’un rayon r dans l’espace (n + 1)-dimensionnel 
a une méme courbure K = 1/r? en chaque son point et dans toute direc- 
tion bidimensionnelle. 

6.63. Un espace riemannien M, est appelé espace de courbure 
constante si sa courbure en tout point et dans toute direction bidi- 
mensionnelle zi, 

Kee (4) 
Gij, piziiakl 

a une méme valeur. Nous affirmons, avant tout, que dans cette 
situation a lieu la relation 

Rij, nt = KGij, av (2) 

En effet, posons 73; »1 = Rij, x1 — KGi;, a. Avec Rij, ni et 

Gi;, n1, le tenseur 7;;, ,, est un tenseur du type Ricci. Conformé- 
ment a (1), pour tout bivecteur z”, on a 

L ij, 2c a = 0. 

En appliquant le théoréme 6.78b nous voyons qu’en tout point 
xz € M,, le tenseur T;;, ni (2) a toutes ses composantes nulles, d’ot (2). 

6.64. Supposons ensuite que l’espace M,, ait une courbure 
constante positive K = 1/r?, r >0. Nous affirmons alors que 
Vespace M,, est localement isométrique a une sphére de rayon r dans 
espace euclidien (n + 1)-dimensionnel R,+,. Pour le démontrer, 
définissons un tenseur 0;; (x) par les formules 

bi; (2) — 8i; (2). (1) 
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Montrons que, pour les matrices || g;; (x) || et || 0:; (x) || sont satis- 
faites l’équation de Gauss 5.82 (8) et celle de Peterson — 5.32 (6), 
i.e. est remplie l’hypothése du théoréme de Bonnet 5.34. En effet, 
les mineurs B;;, ,, de la matrice || b;; ||, en vertu de la définition 
de b;; (1) et de légalité 6.63 (2), vérifient la relation 

4 
Biz n= 72 Giz, n1= Rij, n13 ? 

cela signifie que la relation de Gauss est satisfaite. La formule de 
Peterson 5.32 (6) qui est a prouver a la forme 

abi; bin s s 

ai ae = Dinbs; —Vijdsn. 
ke 

En y portant les valeurs de b;; de (1) nous sommes amenés a 
l’égalité 

Og ij Og in gh T; 
oxk oxi 7. ik, J ty, k- (2) 

Or: 

4 Ogi; Ogn; Og ik 
py p= (SL <i, — “tik 
“ 2 dxk si Oxi axi ]” 

1 / O8ir Og ik 08 ij T; == (4 Sin _ <0 ) 
ine 2 OxI Oxi ack }’ 

et (2) est démontrée en soustrayant l’une des derniéres egalités de 
l’autre. 

Selon le théoreme de Bonnet 5.34, il existe dans l’espace Rj+, 
une: surface L = {re Ray 2 =e (ur, .. +; Un)} pour laquelle 

expression 2 g,;du;du; représente la premiere, et l’expression 

> bi; du; th la deuxiéme forme SE ae Pour la surface L, 
i,j 

‘ F 0 
nous avons bf = —gikb,; = —git : Bie. ie =O doi 5 = ate . ? : r " Buy 

Set ht Eee ite; — zx) = 0 impli = = b; rae Same ensuite, ia (m 7 ae ) = Oimplique m = 

1 x Ce 
=—= (x — 2), d’ou |x — 2 | =r. Définitivement, la surface L 

qui est isométrique a la variété M,, représente une sphére de rayon r. 
6.65. Passons 4 la construction d’un espace riemannien M,, 

d’une courbure constante négative K = —q?, gq >0. Etendons 
au cas (n+ 1)-dimensionnel la construction exposée dans 5.54 
ot on a réalisé la courbure constante négative sur un hyperboloide 

- dans l’espace tridimensionnel, avec la métrique induite par la 
forme (x, 7) = 2)-lap— a,. 
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Désignons par H l’hyperboloide (1)? +... + (x)? — (x"*1)2 = 
= —p* dans l’espace euclidien (n + 1)-dimensionnel R,+,. Dotons- 
le de la métrique induite par le produit pseudo-scalaire (x, y) = 
=ay' +... + a"y”—2™1y™1_ Nous affirmons que cette métri- 
que est définie positive sur H, i.e. que la forme 

dz! dzt +... + dx” dam — dam} qyntt 

ne ptend que les valeurs positives sur les vecteurs tangents A la 
surface H. En effet, nous avons sur H: 

tdxtt... ta dem — g™ dyer = 0. 

Il en résulte selon l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski: 

ee)? (da RS (et dr? + eve bat de" Px 

<U(e')? +. + (@"P [(dat)? +... + (d2")?] = 
= [(2"**)? — 0?) [(daxt)? + ... + (da®)*)<< 

< (04)? [(dat)? +... 4 (de")%], 
(dx')? + . . . + (dat)? — (dx)? > 0 (4) 

ce qu’on affirmait. 
6.66. Soit L une surface n-dimensionnelle dans le céne (zx, x) << 

<0, pour laquelle l’inégalité 6.65 (1) ait lieu, et la forme (z, y) 
induise une métrique définie positive. Pour de telles surfaces, le 
vecteur de la pseudo-normale m vérifie l’inégalité (m, m)< 0, 
sinon, la forme (z, x) étant positive dans le plan n-dimensionnel 
tangent et non négative sur le vecteur m pseudo-orthogonal a ce 
plan, elle serait non négative sur tout le R,+4,, ce qui n’est pas. 

Trouvons la courbure de la surface £ en tant qu’espace rieman- 
nien dans les directions bidimensionnelles [dz, dy]‘/. A cette fin, 
écrivons d’abord les formules de Gauss et de Weingarten pour le 
rayon vecteur de la surface += 2 (uw, ..., Un) (paramétrisée 
d’une facon arbitraire) : 

donc 

ea GES hk 
lye gah, Pijtn + Baym, 

n;= ae — bir 
Son Ou; rid ake 

Désignons b;; = (x;;, m). De méme que dans le cas de surface dans 
l’espace euclidien, nous avons (m, x;) = 0, (mj, ,) + (m, zj,) = 0, 
d’ou 

bjn = —(mj, Zp) = — (bjr5, ty) = —digsn. (1) 

Ensuite, comme dans 3.32, nous obtenons: 

ir, OLS wea AMINO! 59 56), so 
Binbj: — Bjndir = 2 ES Page; a 2 (Tinljs— Pils) | Spl: (2) 

p= = 

841-0545 
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Le second membre dans (2) représente le tenseur decourbure R;;, 3. 
Les coefficients B,;; dans le premier membre, contrairement au cas 
euclidien ot B;; = (2:3, m) = b;;, se déterminent de la relation 

bij = (Lijr m) = Bi; (m, m) = mie 

A la place d’un mineur de la deuxiéme forme quadratique occu- 
pant les lignes i, k et les colonnes j, /, ce qu’on avait dans le cas 
euclidien, nous avons maintenant le méme mineur mais précédé 
du signe moins, i.e. 

Rij, nt = —Bij, av 

La quantité cherchée, c’est-d-dire la courbure de l’espace rieman- 
nien Z dans la direction bidimensionnelle x”, s’avére égale a 

Bij, nilde, dy]#i (dx, dy}P# ij, nul Ly y] [ z y| 3 (3) K=— ~~ 
Gij, nildx, dy]*) [dx, dy]? 

6.67. Dans le cas spécial d’une pseudo-sphere 

PPSNSeCR a We, 2 =" —o"}, 

nous avons « =om, d’ou 

k 
Xj = om; = 0b; zp, 

d Briccnnnghe q] découle b;; = +. k 
e sorte queb— = eee il en découle bj; = (2;;, m) = ~bign = 

4 
a, 

= Se p bin et, par consequent, 

Bs pe ee, tj, RU “oe 74, hI 

Ceci fait, (3) devient 

Ainsi, la pseudo-sphére Z nous fournit un exemple de variété 
riemannienne n-dimensionnelle de courbure négative ayant la valeur 
constante —1/o? dans toutes les directions bidimensionnelles. 

6.68.a. Inversement, soit JZ, un espace riemannien ayant, 
en tout point et dans toute direction bidimensionnelle, une méme 
valeur négative K = —q?, qg >0. Montrons qu’un tel espace M, 
est isométrique a une partie d'une pseudo-sphére L C— Ry44. 

b. Nous aurons besoin du théoréme de Bonnet pour une sur- 
face dans l’espace R,+, dont la métrique riemannienne est induite 
par la forme (z, x). 

Voici l’énoncé. de ce théoréme: 
- Théoréme. Supposons quwil y ait deux n X n-matrices G = 
= || gi; (u) || ee B= || b;; WIL u = (my, ..., Un) CG CR, satis- 
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faisant a la condition 

n—1 n—1 
or. ar, 

bjabi1— bindj = >) ae at > (THT R— TIE) | Sot ge (4) 
p=1 s=1 

x“ 

ou 

ee Pat Ogjinh_ Bij ) 
Dijg pk = 2 ( du; 2 dup Cuz) 

et & la condition 

5 rege so any gi ee | (2) 
Ou; 

Alors il existe a Vespace Ry+, une surface n-dimensionnelle L 
munie de la métrique (définie positive) qui est induite par le produit 
pseudo-scalaire (x, y) et pour laquelle la matrice G est celle de la pre- 
miére forme quadratique, et la matrice B est celle de la dewxiéme. 

La démonstration suit la méme voie que dans l’espace eucli- 
dien (5.34). On écrit le systéme d’équations 

Ox; k 
et Pijrn — bis, 

Om jk 
Guy 

ou dF g,) = —bjp, avec les fonctions vectorielles inconnues 2; (u) 
et m (u). Les conditions de compatibilité de ce systéme coincident 
avec (1), (2). Il existe donc une solution x; (uw), m (u), elle est unique 
si l’on a les conditions initiales x; (U9) et m (uy) qui vérifient les 
relations 

(xj (Uo), Zj (Uo)) = Bij (Uo), m (Uo) = (0, ~~ «, 0, 1). 

On détermine ensuite la fonction x (uw) a partir des conditions 

Big 21 2 Ohad. 
C’est la surface cherchée, ce qu’on prouve par le méme raisonnement 
que dans 3.34. 

c. Passons a la démonstration de la proposition a. Dans l’espace 
M,, de courbure constante dans toutes les directions bidimension- 
nelles 

Kea Rij, pists 

Gis, panitan 
= —g’, g>0, 

on a, Seibel a: 6:63: 

—_ Rij, Risa ad ene Rls. 

aye 
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Posons b;; = —qgiz et montrons que, pour les formes bj; et gij, 
Vhypothése du théor’me de Bonnet dans l’espace pseudo-eucli- 
dien (b) est remplie. En effet, on a par construction: 

b: bey — Dindjn = @* (ij8n1— Sin0j) = PGij, n= —Rij, an 

d’ot. la condition (1). 
On vérifie la condition (2) tout comme dans 6.64. 
L’hypothése du théoréme de Bonnet étant remplie, il existe une 

surface L C R,+, dont la métrique est induite par la forme (z, x) 
et pour laquelle || g,; || représente la matrice de la premiére forme 
quadratique et || b,; ||, de la deuxiéme. Pour cette surface L, nous 

avons big,» = —bjp = jp, d’ou b} = gd; par conséquent, 

ny = bfxp = Qzj, (m oe qx) ; = 0, 
donc 

Il en résulte 

4 
(L— Xo, 2— 9) = (= ’ == > 

q q he 

de sorte que la surface LZ se trouve sur la pseudo-sphére (x, 7) = 
= —1/q* translatée d’un vecteur 2p. 

Ainsi, l’hyperboloide (x, x)=—1/q?, avec la métrique induite par 
la forme (x, x), représente un modéle canonique de l’ espace riemannien 
de courbure constante négative —q?. 

EXERCICES 

1. Montrer que deux sphéres S, et S, de rayons différents dans R, ne sont 
pas isométriques mais affinement équivalentes (c’est-a-dire que, dans certains 
systémes de coordonnées sur S, et So, les coefficients de la connexion rieman- 
nienne s’expriment par les mémes fonctions de coordonnées). 

2. Prouver la formule de dérivation covariante d’un produit de tenseurs: 

Vq (TS) = VoT+S + T-VyS. 
3. Prouver la formule de dérivation covariante d’une contraction de ten- 

seurs : 
Vq (TiS ;) i Vqlt-S; ++ Tt.VQS;. 

4. Deux champs vectoriels orthogonaux l'un a l’autre sont fixés dans le 
plan. En tout point, deux vecteurs des champs déterminent une base locale. 
Définissons la translation de n’importe quel vecteur par la condition que ses 
coordonnées locales soient constantes. Montrer que la connexion correspondante 
a une courbure nulle mais, en général, une torsion non nulle, 

5. Dans un domaine G sur le plan, posons I}, (x) = f (x), tous les autres 

Ti, étant nuls, Définir f (x) d'une telle maniére que, lorsqu’un vecteur est trans- 

laté (au sens de la connexion rk) plusieurs fois le long d’un contour fermé 

et arbitrairement petit qui entoure un point donné A c G, les coordonnées de c¢ 
vecteur croissent indéfiniment. 



Historique 485 

_6. En un point donné A d’un espace M,, a connexion affine, choisissons 
arbitrairement n vecteurs linéairement indépendants e,, ..., e,. Soit U un 
voisinage du point A dont tout point B puisse étre joint au point A par une 
et une seule géodésique y (A, B) passant dans U (exercice 12, chap. 5). La 
géodésique y (A, B) est déterminée par son vecteur tangent au point A, par 

n 

exemple par le vecteur — = >» Eie,. Désignons par tz, la valeur au point B 

i+4 

du paramétre canonique sur y (A, B) qui est déterminé par l’égalité == = 

= §. Choisissons pour nouvelles coordonnées du point B les nombres xi’ = 

= T,-§i. Montrer que, dans ces coordonnées, cs (Ay = 0: 

Historique 

La géométrie riemannienne a pour point de départ la conférence de Rie- 
mann « Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grund liegen » (1854, 
publiée en 1867). Riemann y réunit l’idée d’espace n-dimensionnel avec l’idée 
de Gauss de métrisation d’une surface 4 l’aide d’une forme quadratique des 

_-différentielles de coordonnées. Dans la méme conférence, Riemann propose 
une définition de la courbure qui est ensuite développée, sous forme analytique, 
par Christoffel (1869). L’analyse tensorielle créée par Ricci dans les années 
1880 (« Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications », l’ouvrage 
commun de Ricci et de son disciple Levi-Civita, 1901) se trouve le mieux faite 
pour servir de formalisme analytique 4 la géométrie riemannienne. En parti- 
culier, Ricci et Levi-Civita indiquent les formes canoniques des espaces rie- 
manniens de courbure constante. Schur remarque (1903) que si, en tout point 
d’un espace riemannien M,, la courbure a une méme valeur pour toutes les 
directions bidimensionnelles, alors elle ne dépend pas non plus du point. Le 
langage tensoriel s’avére trés commode dans la théorie relativiste générale 
d’Einstein (1915), mais on y est forcé de passer de la forme métrique définie 
positive ds* 4 une forme indéfinie (avec le signe moins devant l’un des carrés 
dans la représentation canonique). En 1917, Levi-Civita et Schouten introduisent 
dans la géométrie riemannienne la notion de translation, ce qui leur permet 
de trouver une nouvelle expression du tenseur de courbure. Les espaces a con- 
nexion affine sont introduits par Schouten et H. Weyl en 1918. Les variétés 
différentiables apparaissent pour la premiere fois chez Whitney (1936). 



CHAPITRE 7 

Différentiation et intégration sur 

les variétés 

L’analyse mathématique sur les variétés différentiables représente actuel- 
lement un domaine trés vaste des mathématiques, un domaine ou les idées et 
les méthodes de différentes branches de la science s’intercroisent. Nous nous 
bornons ici 4 un seul, mais important, chapitre de la théorie: il s’agit de l’ex- 
tension au cas de variété différentiable élémentaire de la relation entre la déri- 
vation et l’intégration qui est donnée dans l’espace Rg par la formule de Sto- 
kes (chap. 4), ainsi que de la position et de la résolution des problémes directs 
et inverses correspondants. L’analogue multidimensionnel de l’analyse vecto- 
rielle classique est bien l’analyse tensorielle, avec des tenseurs de n’importe 
quel rang (nous aurons surtout besoin de tenseurs covariants pour décrire les 
formes multilinéaires), I] s’avére que les opérations vectorielles différentielles, 
i.e. gradient, divergence, rotationnel, trouvent leur généralisation en une seule 
opération différentielle sur les champs de formes multilinéaires, 4 savoir en la 
différentiation antisymétrique (§ 7.2). La formule de Stokes prend une forme 
générale et en méme temps parfaitement simple: l’intégrale sur un domaine de 
la différentielle d'une forme est égale a l’intégrale sur la frontiére du domaine 
de cette forme elle-méme (§ 7.3). Le chapitre est conclu par une généralisation 
du probléme inverse de l’analyse vectorielle, i.e. du probléme de restitutior 
d’un champ .vectoriel d’aprés sa divergence et son rotationnel: ce probléme 
devient celui de restitution (locale) d’une forme d’aprés sa différentielle et se 
codifférentielle ; la résolution de ce dernier est assez simple, en utilisant, en fix 
des comptes, des méthodes de l’analyse vectorielle (§ 7.4). 

§ 7. 1. Formes antisymétriques 

7.41.a. Multinumération. Appelons numéro n’im 
porte quel nombre naturel 1, 2, ... . Appelons multinuméro, plu: 
exactement, (k-n)-numéro chaque suite (i) = (i,, ..., i) de 
k numéros qui ne dépassent pas le nombre n. Les numéros i,, .. 

., i, S'appellent composantes du (k-n)-numéro (i) = (iz, ..., tp) 
Deux (k-n)-numéros 

(i) a (i, seas in) et (j) = Gi, Sync in) 

sont dits égaux si i, = j;, ..., ig = jp, et différents si l’inégalit 
ip ~ jp a lieu pour un numéro p Ck au moins. Un multinumér 
(i), (yy, osai0y tnd y PSt, dit. ondonne: Si train eee renee 
si tous les numéros i,, ..., i, sont différents, et strictement ordonn 
si i, <i,<...<1,. On calculera aisément que, k et nm otan 
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donnés, il y a n® (k-n)-numéros différents, Citi, -, ordonnés, 

n(n—1)...(n—k-+1) stricts et C*® strictement ordonnés. 
En particulier, pour k = 1, il existe n (1-n)-numéros qui représen- 
tent tout simplement les numéros 1, ..., n; bien que les défini- 
tions précédentes n’y sont pas appliquables directement, on les 
considére comme strictement ordonnés. Pour k = n, il existe n™ 
(n-n)-numéros différents, C%,_, ordonnés, n! stricts et un seul 
(C” = 1) strictement ordonné, c’est le (n-n)-numéro (1, 2, ..., 7). 
Signalons encore n ((n—1)-n)-numéros strictement ordonnés: 

CE ae eC fe ae eee) Pee a rr | 

ou le symbole ~ veut dire que la composante correspondante est 
a enlever a la suite dans la parenthése. Pour k >n, il ne reste plus 
de (k-n)-numéros stricts, ni, 4 fortiori, strictement ordonnés. 

b. Chaque (k-n)-numéro (i) = (i, ..., iz) peut étre mis sous 
forme d’un (k-n)-numéro ordonné («) = (a, ..., &,) en permutant 
convenablement ses composantes; une telle permutation s’appelle 

- ordination et se note O (i). Avec une ordination, chaque (k-n)-numéro 
(i) strict se transforme en un (k-n)-numéro (c) strictement ordonné, 
la permutation O (i) étant dans ce cas définie d’une fagon univoque. 

GA cae ib Meer! raped PET 5 
Le sudmbre € 47717 = eqn é, ‘est, par définition; le signe 

de cette permutation. S’il y a une k X k-matrice || iy || dont les 
numéros des lignes sont j=1, ..., k, et ceux des colonnes ap, 
p= 1, . 2.) kya, <<. .. <2 a@,, son déterminant est calculé d’aprés 
la formule 

det fiat. as tee ett wn a? 4 | 5 | Oya) Paris tp 14 ip ( ) 

(sommation sur tous les multinuméros (i) pour lesquels O (i) = (a)). 
ce. Un multinuméro (j) = (j,;, ..., jn_-n) dont les composantes 

complétent celles d’un (k-n)-numéro strict (i) = (i,, ..., ip) 
jusqu’au n-tuple complet 1, 2, ..., m s’appelle complémentaire 
du (k-n)-numéro (i). Ce multinuméro (j) est défini d’une fagon univo- 
que si l’on exige qu’il soit ordonné. 

d. En tant qu’exemple (dont nous aurons besoin par la suite), 
calculons le signe de la permutation qui ordonne un (n-n)-numéro 

de la forme (41, s+ +) Any By, ES, Bn-n)> ou (B) ee (Bi, cam Bn-n) 
est le numéro strictement ordonné, complémentaire d’un 
numéro strictement ordonné (a) = (a,, ..., @,). L’ordi- 
nation du (n-n)-numéro indiqué peut étre réalisée comme suit. 
Tout d’abord, mettons le numéro a, qui occupe la k-éme place a sa 
propre a,-éme place. Le nombre a, est au moins égal a k& parce que 
le multinuméro (a) est strictement ordonné. Cette opération nous 
prend a, — k& inversions (permutations de deux éléments voisins) 
qui ne modifient pas les positions relatives des numéros f;. Ensuite, 
transférons le numéro @,-, de la(k—1)-éme place a celle de numéro 
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py =k —1, ce qui prend a,_, — (k — 1) inversions; en con- 
tinuant de la méme maniére nous finissons par transférer le numéro 
a, de la premiére place a la place de numéro @, en y mettant a, — 1 
inversions. Lorsque tous les numéros @,, ..., @, prennent leurs 
places, il en est automatiquement de méme des numéros fj, .. . 

.., Ba-z, car ils conservent leurs positions relatives et occupent 
toutes les places qui restent. Définitivement, pour ordonner le 
multinuméro (Gas ¢ as) Cha Pista oo Dosa neDOlseayons pmis 

R 

a4 2 ott, ey a,j HE 

inversions, d’ot 

S x BORA) 
i 2 

1, UOT AR eater ac aome hee eae 
Casas Oy Be te ae ee oD . (2) 

7.42. hormes .mudtilin éairess. 
a. Une fonction, As(z,:.0.).;-2) de, k vecteurs.yz,. 2.,) cee ae 

1 R k 1 
espace vectoriel R est dite multilinéaire, plus exactement k-linéaire, 
si elle est linéaire par rapport 4 chaque variable, les autres étant 
fixes. 

b. Dans l’espace R,, toute fonction k-linéaire s’appelle k-forme, 
le nombre k s’appelle degré de la forme. Trouvons |’ expression géné- 
rale d’une k-forme A (z, ..., x) dans l’espace n-dimensionnel R,. 

4 k 
A cette fin, choisissons arbitrairement une base e, ..., en, et 
désignons les coordonnées d’un vecteur ‘ dans cette base par B 

&r. En vertu de la propriété de multilinéarité, nous avons 
i 

Ala, 2) =A (BEM os DEM) = 
1 k 14 

= =>) Ae ERA (ei, masiels €i,) a py a5 ce Erk, (1 
G € (i) 4 ‘§ 

ou ai, = A (€i,, ..., Cin) La réciproque est évidente: chaqu 
fonction de k vecteurs x, ..., z de l’espace R, qui s’exprime pal 

1 h 
les coordonnées de ces vecteurs comme dans le dernier membre di 
(1), avec n’importe quels coefficients a,;,, représente une k-forme 

c. Evidemment, on peut additionner les k-formes dans R, e 
les multiplier par les nombres en obtenant toujours des k-formes 
Ainsi, les k-formes dans R, composent un nouvel espace vectoriel 
Sa base est composée par les k-formes Ee “sate er dont le nombre es 

égal a celui de (k-n)-numéros (i), i.e. a ala (Ta 11, a). L’indépendane 
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linéaire de ces k-formes résulte de l’unicité de la représentation (4): 
en y posant x = @j,, ..., © = ej,, nous arrivons nécessairement 

4 k 
a l’expression a,j.) = A (ej, ey €},)- Ainsi, la dimension de l’ espace 

de toutes les k-formes dans R, vaut n*. 
d. Voyons comment se transforment les coefficients a,;) en 

passant & une nouvelle base e; = pie; (6.11). Nous avons 
: i 5 a 

Ain=A (Civ, be el e.) = pi! tect REA (6 spines yd Ci,) = Pil, sates P 2d. 

Ainsi, les coefficients a,;. forment un tenseur k fois covariant. 
e. Introduisons encore la notion de 0-forme: par définition, une 

O-forme est une fonction de x€ R, qui est constante. Toutes les 
O0-formes composent donc un espace de dimension 1. 

7.13. kiormes antisymétriques. 
a. Une k-forme A (z, ..., x) qui change de signe en permu- 

4 h 
tant ses deux variables indépendantes est dite antisymétrique. 

Il est évident qu’addition et multiplication par un nombre des 
k-formes antisymétriques aménent a des k-formes antisymétriques. 
Ainsi, les k-formes antisymétriques représentent un sous-espace 
vectoriel dans l’espace de toutes les k-formes. 

b. Soit 

ie eee OG, oe. © © 
1 rem) a4 h 

une k-forme antisymétrique. Comme aj=A (¢;,, ..., €i,). les 

coefficients a,;, sont antisymétriques par rapport aux composantes 
i;, -- +, t, du (k-n)-numéro (i), i.e. changent de signe en permutant 
deux quelconques composantes de ce (k-n)-numéro; en particulier, 
si ce dernier n'est pas strict, c’est-a-dire a deux composantes égales, 
alors le coefficient a,;) est nul. Puisque, pour k >7n, il n’y a point 
de (k-n)-numéros stricts, toute k-forme antisymétrique avec k >n est 

identiquement nulle. Si k<n, alors ag = 8iy'1V ig"aa, 0 (a) = 
=O (i) et l’on peut mettre A (z, sree 2) sous la forme: 

A(z, ..., 2) = >) qs Eh = 
(i) k 

f 4 
= Qa) ey Pa i cee 2 k= » aa)D x) (Zz. eee, L), (4) 

(a) Oj=(a) “°° Tk 1 k (a) 4 h 

ou 

(2) 
R 

Da.) a io ae ex aatoie - 
We Bae Ge 

§ k 
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Les formes Dia) (2, .. «, =) (2) qui sont évidemment antisymé- 
1 

triques, sont appelées k- fore antisymétriques canoniques; leur 
nombre est égal A celui de (k-n)-numéros strictement ordonnés (~) = 

= (04, . - +) Gy), c’est-a-dire & Cp (7. 11a). Comme les coefficients 
Qo, dans (1) sont définis d’une fagon univoque, Qa) = A (@x, --- 

-» Can), les formes Dia, sont linéairement indépendantes, donc, 
représentent une base dans le sous-espace de toutes les k-formes anti- 

symétriques. I] en découle que la dimension de ce sous-espace vaut CH 
c. La seule (a la dépendance linéaire prés) n-forme antisymétri- 

que (Ch = 1) est 

Si l’espace R,, est euclidien, et que les coordonnées §' se rappor- 
tent a une base orthonormale, alors la valeur absolue de la forme 
D «,...n)(@, ..., x) s'interpréte géométriquement comme volume 

4 n 

du parallélépipéde construit sur les vecteurs xz, ..., x. 
1 n 

d. La définition d’antisymétrie n’est pas directement appli- 
cable aux O-formes et 1-formes. Tout de méme, nous les considé- 
rons, par définition, comme antisymétriques. 

744. Alternation d'une &forme. 
a. Soit A (xz, ..., xz) une k-forme arbitraire; par. définition, 

{ h 
4 

Alt A(z, ..., 2)=— (2 ete 
4. Oh ei, Wi a Ge feat a (1) 

(i) : k 

avec la sommation sur tous les (k-n)-numéros (i) stricts. Le second 
membre représente la moyenne arithmétique des valeurs A (2, ... 

i 
., 2), pour toutes les permutations du (k-k)-numéro (1, ..., &), 

ik 
pourvues de signes des permutations correspondantes. C’est encore 
une k-forme appelée alternation de la k-forme initiale A i eye. eke 

Cette forme est déja antisymétrique, quelle que soit la fate initials 
Ailrnaies, x). Considérons, par exemple, la permutation de . et “ 

1) 

Examinons Byers la somme de deux termes suivants du sateae 
membre de (1): 

s= RL ete zr. rr 2) ‘ x) + 

hk it 4 2 i, 

Farin yore Rk 
Ti Pion ea, Maa ae » x, wat x), 
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les positions des autres numéros 3, ..., & étant fixes. En permu- 
tant x et zx cette somme deviendra 

1 
Bache. ce chiavs cht k Sale Nile ole tame A(z, oo. Bp FR i kd ae 

Rk iy 2, 1 i, 

ey. ae: 6: R ey Sg Boon hy ite igh a, et i aa ed 
4 Rk 

i = ee aes ria fA (x, » 2, 7 cv, ’ L) — 
Rk 14 2 tp 

zak te. Tee ( iret ALS, Raga ges 8 Sees oe oc —— Ss eee pepe yA, , 

I] en résulte que toute l’expression Alt A (z, ..., x) change de 

signe en permutant z et z. ¢ 

Si une forme A (z, ro Z est déja antisymétrique, son alterna- 

tion ne la change es car ae les termes de la somme (1) coincident : 

eR A(t uy tp Alay... .9H): 
M4 14 ip 1 k 

b. Trouvons, par exemple, Alt i... &*, ot (jf) = hee re 
1 h 

.--, jz) est un (k-n)-numéro fixe. Conformément a la définition, 
on a 

A « ° 4 . ° 

vt a | WPS ae | tIp 
ltt ee te E! bi ee = Bie oe 

(i) = ‘k 
gi git 

1 hk 
4 j 4 

= det fF? || =>7- as ee mt = 

7 : al ee E7h 
Ap h 

1 Gade dy, eV v Soe ee 
(v) 

Si le multinuméro (j) est strictement ordonné, par exemple (j) = 
= (a) = (a1, ..., @,), on a définitivement 

se aoe eet 

1 k 
dl Alt &™! Vea ea SMa) fe siete = 37 Da (zu, oe tg aya (3) 

1 h oe EMR ER : i 
i: k 

BE ery Ul g aco 85 id est une forme antisymétrique canonique (7.13). 
4 

c. Signalons encare la propriété linéaire évidente de l’alterna- 

tion: pour deux k-formes A, (z, ..., #) et A, (2, arya Ob POUL 
4 h 
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deux nombres a, et a,, on a 

Alt (a,A, + a,A a) = ay Alt A, + Qs Alt Ag: (4) 

7.145. Produits tensoriels des formes mul- 
tilinéaires. 

a. Soient. A; (z,c.u.2,, 2) eune Jeformencet. B dae. {ez} une 
1 h 1 

m-forme. Leur produit tensoriel est la (k + m)-forme C (z, ..., 2%) 
1 hk+m 

définie par |’égalité 

Cio, sc tee Ae, goog ee cs ee (1) 
1 ktm 4 k k+1 k+m 

La relation (1) se note en abrégé: C =A X B. 
b. Comme le produit tensoriel s’exprime par les produits ordi- 

naires numériques des valeurs des formes, il posséde la propriété 
linéaire: si A = a,A, + a,A3, alors 

A x B = (4,4, + a,4,) x B="a,A, xX B+ a,A, x BY 

c. Méme si A et B sont des formes antisymétriques, la forme 
A xX B n’est pas forcément antisymétrique. Si l’on veut en avoir 
une, on alterne le produit tensoriel; on aboutit & une nouvelle 
forme 

D (ty Sa eye Alt A. Se Sk ee) (2) 
1 ktm 1 ye htm 

ou, en abrégé, D =A /\ B, qui s’appelle prodwit tensoriel alterné 
des formes A et B (soulignons qu’il est défini pour n’importe quelles 
formes A et B, non seulement pour les antisymétriques !). 

d. Calculons, par exemple, A A B ot 

Aes Ee ee eae 
1 h 1 m 

D’aprés la définition, on a: 

AAB=Alt (Ax B)=Alt’" ... E'RE |, , Em, 
1 kR+t ktm 

En utilisant 7.24 (3) on obtient 
Eu Ae gig 4 ; gu 

1 Rk R+1 k+m 

Re A es hn ok ewe oe 
“Sh eile (km) ! : k i ae om 

gim ... E’mE’m |... E%m 
1 kh k+1 h+m 

1 dle ort Mics) V4 Vv \ ny 

= & k m eae Res k+m, 3 
(k-+m) ! > vib JES never Be oe (3) 
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e. La multiplication tensorielle alternée est une opération linéaire, 
avec la multiplication tensorielle et l’alternation: si A = a,A, + 
+ a,A,, alors 

(a,A; + a4.) \ B = Alt {(qA, + a,A,) X B} = 

= Alt (@,A, X B+ 4,A, X B) =4,A, ( B+4,A, J B, 

et de méme pour le cas B = 0,B, + D,B,. 

f. Etant données deux formes linéaires A = >) Cee » b;&, 
i j 

la loi anticommutative est remplie: 

AEB SP Bend: (4) 

Une fois la propriété linéaire démontrée, il suffit de prouver (4) 
pour les formes mondmes A = &, B = &, On a: 

et A = alteie’ = (eet) — alte BAe. 
142 12 12 12 

Pour les formes de degrés supérieurs, la relation (4) sera remplacée 
par une relation plus compliquée (cf. ex. 10). 

g. Montrons que la multiplication tensorielle alternée est asso- 
ciative, c’est-a-dire que, pour n’importe quelles trois formes A, B 
et C, a lieu la relation: 

A Dill =A NAB, 0): (9) 

Il suffit de le montrer pour les formes mondmes de base 

Be OR Og A tN Cr i 
4 h { l 1 m 

puisque le passage au cas général se réalise aisément a l’aide de la 
propriété linéaire déja démontrée. 

La forme A /\ B est trouvée plus haut (3). Formons le produit 
(A A B) A C. Nous avons 

(AA B) \C=Alt [(AAB) x C]= 
4 Vette tee yeV4 V S84 by ig ie 

= Alt (ep aT 2 k 1 eee Coetl & ayia \= 

Vv 
eae Vath, Atl R+I+4 RtI+m 

Poa 1 piter +4). % +3) Alt Ev —_ EVa4l Ee de ESm, 

(k+ 1)! Wie aesr Vaal 1 k+l k+l+1 k+l+m 
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En appliquant encore une fois 7.14 (3) on obtient 

(AAB) \C= 
Vi Vi 

4 k+lim 

i) Py tee tp te eed] =! EVa+l ae EYa+l 

=TDT 2m ep mT| i Rettm |, 
$4 he 

1 k+l+m 

‘mo. Bf 
1 k+l+m 

Permutons les lignes du déterminant obtenu de fagon qu’elles 

soient dans l’ordre initial i,, ..., in, jy, «++» Jr; cela fournit 

pu De 

1 k+l+m 

Se ae 
{ { 4 k+l+m 

(AA\B) AC = (kK) 1 (k-+l-+m)! D ak ee 
(v) | 4 k+l+m 

an Sm 

4 k+l+m 

Le déterminant obtenu ne dépend plus du multinuméro (v); tous 
les termes sous le signe de sommation sont devenus égaux. Leur 
nombre, égal & celui de tous les numéros stricts (v), vaut (k - l) |, 
définitivement : 

Se a ae. 

1 

(A/\B)\C= (k-+1-+m) ! : "etl Em (6) 

Sm eee Sm 

1 k+l+m 

Il est clair qu’en calculant A /\ (B (AC), on aboutira au méme 
résultat, et la loi associative de la multiplication tensorielle alternée 
est établie. Ainsi, l’expression A A B (A C et ses analogues, avec 
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un plus grand nombre de facteurs, sont définies d’une facon uni- 
voque. 

(16, Notation cahonique des formes anti- 
Ssymétriques. 

a. Pour trois monémes §%, #2, &s on a, conformément a 7.14 (3), 

: 

BMARPAR = ar] P gp Ge [= Alene E®, 
ull hs) 

Ped 
En continuant de maniére analogue nous trouvons pour n’importe 
Ee Saas As 

EBA ce cat ih gm Altes nee Fi (1) 
k 

Si le multinuméro (i) = (~) = (a, ..., &,) est strictement ordon- 
né, alors la forme Alt 4... &, 4 un facteur prés, coincide avec 

1 h 
la forme antisymétrique de base Dj (x, ..., x) (7.146). Par 

4 h 
conséquent, toute k-forme antisymétrique A (x, ..., x) s’écrit comme 

1 h 
suit: 

A (ay v0 0, 2) =>) Gaye A oe. AE, (2) 
1 k (a) 

avec les coefficients di, définis d’une facon univoque. L’égalité (2) 
s'appelle premiére notation canonique de la forme antisymétrique 
ere oF 

1 
b. Bien entendu, on peut écrire autrement la forme antisymé- 

trique 

Ailat. ty, Di Dy aioe Nn SoER (3) 
1 R (1) 

en sommant sur tous les (k-n)-numéros stricts (i) = (i, ..., in), 
mais les coefficients a; de cette notation ne sont en général pas 
définis d’une facon univoque. Si l’on exige que, dans la notation (3), 
les coefficients a,;) soient des fonctions antisymétriques du multi- 
numéro (i), i.e. changent de signe en permutant deux composantes 
de ce numéro, la notation (3) devient univoque, et les coefficients a,;) 

sont faciles A exprimer par les coefficients dia) de la notation (2). 

En effet, dans la supposition signalée, on a 

A(t, +4, a= Daw A --. AB= 2 SOR A AEBS 
(a) O(=(@ 



496 Ch. 7. Différentiation et intégration sur les variétés 

en utilisant l’anticommutativité de l’opération /\ pour les formes 
linéaires et l’antisymétrie des coefficients a,;, on trouve 

Ale, 1. 2)— DO) aah «AER Za 
k (a) O(t)=(a) 

=kV >! gone Ae NE 
(a) 

d’ou 

aa) = k | Qa). (4) 

Réciproquement, ayant (2) on peut passer a la représentation (3) 
en posant 

ut Oda te 

CO Sr Ee hice 4, OG) (9) 

L’égalité (8) avec les coefficients antisymétriques a,;) s’appelle 
deuxiéme notation canonique de la forme antisymétrique A (x, ..., 2). 

{ h 
ce. La notation (8) avec a,;) antisymétriques a un avantage 

devant la notation (2): ses coefficients a,;, (définis de fagon univoque 
par la condition d’antisymétrie dans tout systéme de coordonnées) 
sont des tenseurs k fois covariants. En effet, dans les nouvelles coordon- 

nées E = p} Ei, on a: 

pa aye A eee NN ER — 

1 

=>) >) Qi Pit oe pres Neeser Se Qangi fA... A gtk 
4! (2) (1) 

et l’on peut poser 

ain = >) aapit ... pb. 
oy 1 th 

Ici les coefficients a(;) sont antisymétriques par rapport aux compo- 
santes du multinuméro (i’), c’est-a-dire qu’ils sont justement les 
coefficients cherchés de la forme transformée. Ceci démontre le 
caractére tensoriel des quantités a,;). 

Donec, si dans tout systéme de coordonnées sont données les quantités 
antisymétriques (par rapport aux composantes du multinuméro (i)) 
ai) et si l’expression 

Dawe! \ +. AG 

ne dépend pas du systéme de coordonnées, alors a,;, composent un ten- 

seur k fois covariant. En ce qui concerne les coefficients ais dans 
la formule (2), la régle de leur transformation en passant aux nouvel- 
les coordonnées est d’un tout autre caractére (cf. ex. 12). 
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d. Etant donné que, pour (i) = (i,, ..., i,) fixe, les formes 

A(z, +++, x) = § \ nati, oe 

sont antisymétriques (7.15f), alors toute leur combinaison linéaire 

See caeit A... A Ee (6) 

représente une forme antisymétrique. Si, de plus, les coefficients c¢;;) 
sont antisymétriques par rapport aux composantes de (k-n)-numé- 
ro (i), la forme w est donnée immédiatement dans sa notation cano- 
nique (3). Et si les coefficients c,;, sont symétriques par rapport & un 
couple decomposantes au moins, par exemple, Si Cji,j.--. in = Cini, «++ ths 
alors la forme (6) est identiquement nulle. En effet, dans ce cas la 
somme de chaque couple de termes 

Bee fe ee ei ee a ee (ee 
aux indices is, ..., i, fixes, s’annule: 

sign te (EON SE AE ONE A.--- A 5t=0.- 

e. Dans le cas général, on peut passer de la notation (6) a la 
notation canonique (2) comme suit: 

>} cay Et A ... ARR= YD) vs eae! ary ee 
(i) (a) O(t)=(@) 

Spo Oh Demuliatie Obs wh ercd(k EPS Des Aa AE 
(a) O(ij=(a) “OR (a) 

ou 
ey O1...% Qa) = go, Fc. (7) >) wets i1...4, OO 

On peut ensuite trouver la notation canonique (3) de la forme (6) 
d’aprés la formule (5): 

Dew A+. ASR= Hawk! A -- AE 
(4) j 

ou O (i) =O (j) = (a) et 
ered pe a 1 ire, tsi 

Ba = kL eF0 . a Ge)= kL a aa ; ig Pa. , 0,6) my 

O(i)=() ; 
Ure 

ae ec ee) 
0(4)=0(/) 

§ 7. 2. Formes différentielles 

7Uwe Cinitiom cos iormes. différentiel - 

les. 
a. Soit M, une variété élémentaire différentiable n-dimen- 

sionnelle de classe p >1 (6.21). En tout point x € M, il y a un 

32—0545 
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espace tangent 7, (x) i.e. l’espace n-dimensionnel vectoriel formé 
par les vecteurs tangents aux courbes qui passent par le point z. 
Une transformation des coordonnées xz = 2’ (z', ..., 2”) dans 
Vespace M,, induit sur 7, (x) une transformation linéaire des vec- 

> _7 rie 7 x hd Oxi’ 

teurs d’aprés la formule £&’ = p; & ot pi = Set 

espace TJ, (x), on peut construire des formes multilinéaires des 
vecteurs § = dz‘, en particulier des k-formes antisymétriques 

A(z: dz, .,., dzy= >) ay (xz) dz .-: da'k, (1) 
1 kr 6) 1 k 

Dans tout 

Vu les résultats 7.16a, b, toute k-forme antisymétrique sur i’espace 
T, (x) s’écrit 

A(x; dx, ..., dx) =>) ag (x) dat A... A da’s, (2) 
1 ko @ 

avec les coefficients a,;, (z) antisymétriques par rapport aux compo- 
santes i,, ..., i, du (k-n)-numéro (i), ou bien 

A(x; dx, ..., dx) =>) dq (2) de A... A dx%, (3) 
1 k (a) 

ou @,<...<(a,. N’importe quelle k-forme antisymétrique 

Ql) OeT 9 aay dx) = >) bay (x) dxit A vee A dz‘k, (4) 
1 h (a) 

dont les coefficients sont des fonctions r fois continiment dérivables, 
qui est donnée dans chaque systéme de coordonnées et qui a un sens 
invariant (ne dépendant pas du systéme de coordonnées) s’appelle 
k-forme différentielle antisymétrique r-lisse sur la variété M,,. 

b. Pour parler de l’invariance de l’expression (4), il faut bien 
avoir une loi de transformation des coefficients b,;, (x) en passant 
a un nouveau systéme de coordonnées. Supposons d’abord que la 
quantité b,;) (v) soit un tenseur k fois covariant, de sorte que 

bin (@) =O, (2) = Pits Pibis, eee 

Alors, en vertu des propriétés fondamentales des k-formes anti- 
symétriques dans R, (7.15), on a 

>) bey (x) dat A... A datk = co) 

at 21 Pit + PRBay (2) 2 Pi wapawiA ... Adz) = 

Dla) + ae 832 Diy (x) dav’ \ jae \ da’k = 

= Di by (x) dat \... A da'r, 
(7) 
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et la forme (4) a un sens invariant. Notons que la forme (4) peut 
bien avoir un sens invariant avec une loi plus compliquée, non 
tensorielle, de transformation des coefficients 0,;) (x), nous en 
verrons des exemples par la suite. Le nombre r, ordre de dérivabilité 
des coefficients }:;, (x), est supposé suffisant pour tous les calculs 
qu’on effectuera plus bas. 

e. La déduction qu’on vient de réaliser montre comment sont 
construites des formes différentielles sur une variété. On peut con- 
sidérer |’ expression 

a2 tip fe) Bo Wm f\ dx'k 

avec les coefficients antisymétriques suffisamment dérivables 0;;, (x) 
qu’on choisit de maniére arbitraire dans un systéme de coordonnées 
z', puis, dans tout autre systéme de coordonnées xi’, poser 

oe >> ba) (x) drt \ Sen \\ dak 

(iy 

ou 0; (x) s’obtiennent de b,;) (xz) d’aprés la loi de transformation 
d’un tenseur k& fois covariant. 

d. Les k-formes différentielles antisymétriques sur une variété 
M,, (n > 1) constituent un espace vectoriel de dimension infinie. 

7.22. Différentiation des formes différen- 
tielles. 

a. Soit 

ae bey (x) dat A... (\ dex’ (4) 

une k-forme différentielle antisymétrique sur une variété M,,. Exami- 
nons l’expression 

Ob) (z) , 5 ; ; 
do = >) da’ A dat \ ... A das, (2) 

Cay 

Bien que les coefficients tl 

tensoriel (6.26), |’expression, comme nous allons voir, a un sens 
invariant de méme que la forme w, donc représente encore une 
forme différentielle antisymétrique, déja de k + 1 variables.. Cette 
(k + 1)-forme s’appelle différentielle de la forme o. 

b. Pour démontrer l’invariance de l’expression 00, supposons 
d’abord que 0,;, (z) soit un tenseur k fois covariant. Alors, d’aprés 
6.26 (1), on a 

db (41) (2) sae oh xOb a. (2) 
a eS “a... pk (i) : 

Aa)" Py Pi ee Axi 

+ Pi}; Pi Boos BRD (@)-+ ++ Pip ess Pit Pi bey (2); 

32* 

n’ont en général plus de caracteére 

+ 
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x 7 0? is ob pis, =>. I en résulte 
: ax’ s Ox!" 

cae A dat \... \ dat = 
gy 

. 

sls da} \.dxit A... \ da‘ +- 

+ Pity Bi» PiRbty (z) pipe... pide’ A dz \ ... 

i, ame 2-1 pth b, i” pit Nae ® te a Pi bore Ei eae Gee Pp’, Pa cone 

pit da! A dait \... A davk = 
h 

= 20" aah A det \... A date 

+ Pi i Pj PiAbi (x),dal dat det, A dcat |. 

ot DR, »P; ‘pitbi (x) dx? \ dxtt A... A datk-t... A dave. (3) 

Notons ensuite que les coefficients pis; +p);p 1b .,(z) sont symetniquss 

par rapport aj et iis en effet, en les ‘permutant, puis remplagant j’ 
parez, et 1. par 7. On @ 

Pit, PH P= Diy; ip! = = pi! uP; tpi 

Par conséquent, d’aprés 7.76d, le deuxiéme terme de la somme (3) 
s’annule. I] en est de méme de tous les termes suivants de cette 
somme, et ie a 

eh mace ’ dai’ A dati \ ... \ dae = 
(i!) 9" 

= > ei tel NiO oy ge 
@) Ww 

ce qui démontre le sens invariant de l’expression (2). 
c. Soient maintenant 6,;) (x) des coefficients arbitraires, donnés 

pour tout systéme de coordonnées, de facon que la forme (1) ait un 
sens invariant. Avec 7./6e, écrivons la forme (1) comme suit: 

4 = >) ayy (x) dxit \ ... A da’k, 
(7) 

ou les coefficients 

4 
ay (th=s. dD) ey Bbw (z), 

O(i)=O()) 
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qui sont les composantes d’un tenseur k fois covariant (7.1/6c) sont 
déja antisymétriques. phe ce qu’on a démontré, la forme 

(z) j do,= >) > 2 ow dx® \ dxit \... \\ da’h 
(7) (s) 

a un sens invariant. Or, 

0b (5) A, aa* Ss git---4, by) (x) 
Grte — teh J1d, Ox 2 

O(i)=0(/) 
et c’est la forme suivante a un sens invariant: 

d= >) >) = Se ye itals eos ”) da A dit \ ... A dxik= 
IR 

fy O(i)=0(3) 
4 db, ;» (2) , 

=‘[Se — dx A dat A... Ada’) = 

Gs 0(i)=0(3) 
4 ay (@ : 

Super Dy [<r > “a da‘ Ada \... \ da’). 
(a) O(/)=(@) ss 0(i)=O(3) 

Le crochet ne dépendant pas du choix de (j), avec O (j) = (a), la 
forme 0@, peut étre notée 

Sy Fa ae pact A... A done 
(a) s Ofi)=(a) 

x Bin) (x) 

ce qu’il fallait démontrer. 
d. Il est aisé de voir que l’opération de différentiation est linéaire: 

quels que soient les k-formes w, et w, et les nombres a, et do, 

O (a1, + G2Hq) = a, 00, + ay Oz. 

Ceci résulte immédiatement de la linéarité de la dérivation —_ 

dx* \ dx \... (\ dz'k=do, 

dans l’ensemble des fonctions. 
e. La différentiation du produit tensoriel antisymétrique est effec- 

tuée d’aprés la formule: 

9 (@, /\ 3) = G0, /\ @, + (—1)* @, /\ 00s, (4) 
ou k est le degré de la forme w,. En effet, soit 

4 =D) fro (2) dz™ A... A dae, 
(a) 

© A = % DB fra (©) Be (@) dat A -.. Ada \ dat A... \ dain, 
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w Gel. egse \ 
Alors, par définition, on a 

(1 A 2) = >) >) >, eft ari \ dat A... A daPm— 
(a) (B) 7% 

= 1 a ox axl A det dx®m ea Poa mets cet wif... f da'm+ 

(a) (B) 7 

+) DS fa Eh dat Ada A... \ dahm = 
(a) (B) 4 Fi 

= 00, A O, + 0, A (— 1) OWs, 

puisque, pour obtenir dw, il faut permuter successivement dx‘ avec 
ALtt, s .43 EO, 

f. Il nous sera utile une formule qui représente un cas spécial 
de la formule (4): 

d(@ (A dz™) = do f\ dz™. (5) 

Ici le deuxiéme terme de la formule (4) est absent en vertu de |’éga- 
lité 

my _. 2 my At i mt) 0 (dx™) = 0 (1-dz ie ani ot 7\ oa =U. 

7.23. Exemples., 
a. Pour une 0-forme o =f (x) nous avons 

re Of (x) 4% 

2 i Of (x 
L’expression obtenue est invariante car A est un tenseur 

une fois covariant (6.240). 

b. Pour une 1-forme = >| f; (x) dz' l’invariance signifie que 
i 

fi; (z) est un tenseur une fois covariant. Nous avons 

fi (t) 25 i do = —t— dz’ \ dz'. 

Construisons la premiére notation canonique 7.16 (2) de la forme do. 
Soit (a) = (a, @) ol a,< ay. Alors, d’aprés 7.J6e, on a 

oad ii 
Qa,a. = yl ei2¢-,; =e = : 

1%3 OL iS=(or) Oe is ake ee 

: Of; (x 
Dans le présent cas, cjj= fi ( , done 

Oxd 

- Fo, (2) a, (2) 
i a? WRB 

da 4 Oz * 
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et, par conséquent, 

Fa, 4 sme Ta 
do = > (a - dat f\ dx®2, 

a 

ox 1 dx 2 
4S My 

e. Pour une (nm — 1)-forme o en notation 7.16 (2) 

@ = a, (x) dz? \... A da” —a, (x) dz! \ dbf... 
bos PUM 2 ee aaa es (2) da fh oe eda; 

nous avons 

da, do = drt \ dx? \... A dx" —2% dx® \ dx! \ dx® \ . 7) Oat Ox? 

tee ae ar eee de 

l’absence des autres termes est expliquée par le fait que dz’ A dz’ = 
= 0. En mettant le premier facteur dz’ a la i-éme place, on trouve 

da da 
do = (Tt ... +3) dat A peers Oe,. 

d. Pour une n-forme o, la forme 0m est nulle en tant que 
(n + 1)-forme antisymétrique. 

7.24. Théoréme de Poincaré. 
a. Lemme. Pour toute forme différentielle antisymétrique w 

sur une variété M,, on a 

Po = 0 (do) = 0. 

Démonstration. Soit 

w= >) fia, (z) dz™! A... A dae. 
(a) 

Alors, d’aprés la définition 7.22a, on a 

fia) (2) 4 a 7 
a= Ps crag ak |. dz bay she a \\ dz Ry 

(a) 14 

oo " Of a) () 45 i a ou 0? = 0 (do) = >) >} sb gg ge dal i de ake ot dares 

CB jl 

Les coefficients de la forme obtenue sont symétriques par rapport 
aux indices i et j; par conséquent, en vertu de 7./6d, la forme 0?w 
est nulle, ce qu’il fallait. 

Le théoréme de Poincaré que nous démontrerons dans c repré- 
sente une inversion (locale) de ce lemme: il se trouve que si la for- 
me @ est telle que dm = 0, alors, au voisinage de n’importe quel 
point x € M,, il existe une forme 0 telle que 009 = w. Envisageons 
préalablement encore un lemme. 
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b. Lemme. Si une k-forme différentielle antisymétrique o = 

= nae Aya ax \... A dak sur une variété M,, est telle que 0o = 

= 0, et si-@ ne contient pas dx”, alors ses coefficients ign ne con- 
tiennent pas x”. 

Démonstration. Ona 

do = SY SOO gel A da A... A da%® = 
: Ox) 

(a) 9 

=> Heda \ da A... Adz +0, 
(%) 

ou , désigne une forme ne contenant pas dz”. Comme do = O par 
hypothése, chaque coefficient de la forme obtenue en réduisant les 
termes semblables est nul. Les termes explicités dans le second 

membre n’ont pas de semblables; donc, i = 0, c.q.f.d. 

ec. Théoréme (de Poincaré). Si une k-forme antisymétrique o 
(k > 1) satisfait, dans un domaine d'une variété M,, a l’équation 
do = 0, alors, au voisinage de chaque point de ce domaine, il existe 
une (k — 1)-forme 0 telle que 00 = a. 

Démonstration. Pour nm = 1 et k >1, le théoréme est 
trivial; et pour & = 1, il se réduit a l’affirmation: toute 1-forme 
f (x) dx est la différentielle d’une O0-forme 0 (x). Cette affirmation est 
évidente: la O0-forme cherchée peut étre donnée par l’expression 

x 

0 (2) — \r® d—. Supposons maintenant que le théoréme soit 
a 

juste pour toutes les k-formes’ dans n’importe quelle variété 
(n — 1)-dimensionnelle M,_,, et démontrons-le pour une k-forme 

o = >) fia (x) dz A... A dx dans la variété M,. 
(a) 

Explicitons dans la forme @ les termes contenant dz”: 

= dx” ( ®, + 033 (4) 

ici @, est une (k — 1)-forme et w, une k-forme, les deux ne contenant 
pas dz”. Le reste de la construction sera réalisé au voisinage d’un 
point donné x) = (x, ..., 2). Sans restreindre la généralité, 
on peut poser a, =.... = 2) = 0. Désignons par do la différentia- 
tion par rapport aux variables z!, ..., a"-1. La restriction de la 
forme sur la surface 2” = 0 représente la k-forme , ou l’on a posé 
xz” = 0; désignons cette nouvelle forme par @. “Montrons que 
Oo (®o) = 0; en effet, 
0) = Ow = Ow Le 9 = dz” /\\ OM, [ono + OMe [0 + 

oe eda oa (2) + Gen 
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Notons que, pour toute forme y, l’opérateur de la différentiation 09 
commute avec la substitution z” = 0, de sorte que (Ay)) = Oo (Yo). 
La surface x” = 0 représente elle-méme une variété (n — 1)-di- 
mensionnelle différentiable. Par l’hypothése de récurrence, on 
trouve que, dans un voisinage du point 0, sur la surface xz” = 0, 
il existe une (kK — 2)-forme 0, (des variables z!, ..., 2-1) pour 
laquelle 

0999 = Wo. (3) 

Cherchons la forme @ au voisinage du point 0 parmi les (k — 1)- 
formes qui ne dépendent pas de dz”. Pour chaque forme, on peut. 
écrire 

60 = da" \ & + 9,0, (4) 
ou 0,0 représente une forme qui ne contient pas non plus dz”, et le 

symbole oe ae signifie qu’on a dérivé chaque coefficient de la forme 0 

par rapport a z”. Comme il s’agit de résoudre l’équation 00 = o, 
-la comparaison de (1) et (4) montre qu’il serait bon de résoudre préa- 
lablement 1’équation 

00 
aan, — PA (5) 

L’équation (5) peut étre traitée comme systéme d’équations 
différentielles ordinaires, pour lesquelles les quantités ean 

.., 2”! sont des paramétres, et le nombre de fonctions inconnues. 
est égal.a celui des coefficients dans la forme 0 (et dans ,). Pour 
obtenir une solution unique, il faut compléter (5) par une condition 
initiale. En tant que telle choisissons 

0 |anso = Do, (6) 

ou 6, est une solution de l’équation (3). 
D’aprés le théoréme fondamental d’existence de la solution 

pour une équation avec des paramétres (/.65), l’unique solution du 
systéme (5) avec la condition (6) existe dans un voisinage du point 0: 
et est dérivable par rapport aux parametres LG EN es 

Montrons que la forme 0 qu’on obtient ainsi satisfait déja a 
Végalité 00 = w. En effet, considérons la forme ~ = 00 — ow. Son 

coefficient devant dz” vaut ke — 0, = 0. Avec la condition do = 0: 

trouvons que 09 = 670 — do = 0. Par conséquent, en vertu du 
lemme J, les coefficients de la forme @ ne contiennent pas z”. Posons: 
z” = 0, alors, en vertu de a condition initiale (6), on a: 

p= (90—0)|n_,—de" A | + 
x"=0 

a 0,0 [M9 a) omer = 0000 — Wy = 0. 
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Donc, » = 0 au voisinage du point 0, et la forme que nous avons 
construite satisfait 4 l’équation 00 = w, ce qu'il fallait. 

Nous avons trouvé la forme @ dans un systéme donné de coor- 
données. On peut la définir dans tout autre systéme de coordonnées 
d’aprés la régle décrite dans 7.2/c. Il faut prouver que l’égalité 
08 = w a lieu dans chaque systéme de coordonnées. Or, pour une 
forme différentielle invariante qu’est devenue la forme 0, sa diffé- 
rentielle a elle aussi un sens invariant d’aprés 7.22b. Par conséquent, 
l’égalité 60 = w obtenue dans le systéme de coordonnées initial, a 
lieu dans tout autre systéme de coordonnées, ce qui achéve la démons- 
tration. 

7.20. Application a lVanalyse veetornial: pe 
a. Rappelons-nous les opérations différentielles principales de 

l’analyse vectorielle classique dans 1l’espace tridimensionnel R3. 
Dans les coordonnées orthonormales z!, z?, z?, 4 un champ scalaire 
g (x) on fait correspondre le champ vectoriel du gradient 

59 9p OD 
grad @ (x) = = Oxi? aat? saw : 

A un champ vectoriel W = (W,, W., W;) on fait correspondre 
le champ vectoriel du rotationnel (4.24d) 

__( OW, OW; OWs OW, OW, OWe 
rot W = ( Oz3——“i«i * Ot CO? 2 ~~ —St*é« ) 

et le champ scalaire de la divergence (4.15) 

me dW, , OWs 
div W =—— + a ue ery yaa 

Toutes ces définitions peuvent étre considérées comme cas 
spéciaux de la définition de la différentielle d’une forme différen- 
tielle, et cela méme dans l’espace n-dimensionnel. Ainsi, si l’on 
interpréte le champ scalaire @ (x) comme O-forme q (z), alors sa 

différentielle O@ (x) est la 1-forme > <i dx’ (7.28a), qu’on peut 

faire correspondre au champ vectoriel grad @ (z) = (<4. — 

a ay . 
Pak Si l’on fait correspondre le champ vectoriel W = (W,, ve 

.., Wz) a la 1-forme = 9) W; (2) dz‘, alors, d’aprés 7.230, 
i 

on a 

do = ee aoe a (%) ) de \ dab; 
a “ee Ox 

cette forme, pour n = 3, a trois composantes essentielles qui coinci- 

dent avec celles du vecteur rot W. Et si l’on fait correspondre le 
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méme champ vectoriel W = (W,, ..., W,) A la (n — 1)-forme 

C= >) W; (2) (—1)i1 dz! A... A dzi A... A da® (ou le signe 
m] 

montre que le facteur correspondant fait défaut), on aura d’aprés 
7.23¢: 

OW; n at= YAO dat A ... Ada", 
J 

ce qui correspond au champ scalaire div W. 
L’égalité 6? =O pour le champ scalaire @ peut maintenant 

étre notée comme rot grad m = 0. L’égalité 6?0 = 0, pour le champ 
vectoriel W (x) dans l’espace R, peut étre notéecomme div rot W (z) = 

b. Un champ vectoriel f = {f, (z), ..., fn (z)} qui est le gra- 
dient d’un champ scalaire 0 (x) s’appelle champ potentiel (4.21b), 
et la fonction 9 (x) potentiel du champ f. Le théoréme de Poincaré 

- fournit: 
Conséquence, Si, dans un domaine G de l’espace R,, une 

1-forme f = > f; (x) dz’ satisfait a la condition 

Pe: Ft, gel Sie ANE 2 me dz’ f\ dx'=0 

ou, ce qui est le méme (7.23b), 

le” ira 
dai Axi 

Lig: f= rligy 5 she's, 72) 

alors chaque point x) € G admet un voisinage dans lequel le champ 
f (x) est potentiel, autrement dit, dans lequel il existe un champ scalaire 
6 (x) tel que f = grad 0, ow, ce qui revient au méme, 

00 (x fi@=Se. 
Nous avons déja vu ce résultat dans 4.2/d ot il était conséquence 

du théoréme de Frobenius. 
c. Envisageons une (n — 1)-forme 

=D (1) fy (oda! A oe Adal \ oe A da 

ayant la divergence 
n 

divw = 00 = 5) JH dat KEN dats 
j=1 
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S’il existe une (n — 2)-forme 0 telle que 00 = o, alors div o = 0, 
la réciproque étant elle aussi valable (au moins localement) d’aprés 
le théoréme de Poincaré. Pour n = 3, la (nm — 2)-forme 0 repré- 

3 
sente une 1-forme >) 0; (z) dz’ ou bien un champ vectoriel 

j=1 I= 

(0,, 95, 93), 00 étant associé au champ vectoriel rot 6. Un champ 
vectoriel W = (W,, W., Ws) qui est le rotationnel d’un champ 
vectoriel 6 = (0, 94, 03) s’appelle vectoriellement potentiel, et le champ 
8 potentiel vectoriel du champ W (4.43b). Nous tirons du théoreme 
de Poincaré: 

Conséquence. Si, dans un domaine G de l’espace Rz, ur 
champ vectoriel W = (W,, Wz, W;) satisfait a la condition 

OW, ,. Wy | OWa 
div W = ox1 =P Ox? a x3 =", 

alors chaque point M € G admet un voisinage dans lequel le champ W 
est vectoriellement potentiel, autrement dit, dans lequel il existe un 
champ vectoriel 0 tel que W = rot 0, ow bien, ce qui revient au méme, 

003» 00, 05 0, «at 
W c= 721 ndviahin, gs pasta bake tal Ree aoa 

Ce résultat nous est également familier (4.66). Proprement dit, 
c’est l’idée de la construction de 4.66, diment généralisée, qui 
améne a la démonstration du théoréme de Poincaré. 

§ 7. 3. Théorémes intégraux 

7.31. [Intégration des formes différentiel- 
les. 

a. Désignons par J" le cube unité dans l’espace euclidien k-di- 
mensionnel R, qui est déterminé en coordonnées orthonormales 
ui, ..., uw, par les inégalités 

O'S, Se a ey ee ee 

Pour une fonction f (uw) continue dans le cube J", il existe l’inté- 
grale k-uple de Riemann (3.15b) 

N 

| fw du= lim Sf &)|A%u| 
yh d(II)>0 jan 

ou, comme d’habitude, II = {A’u} est une partition du cube I[* 
en pavés A'u, j =1,..., NM; | A’w]| le volume du pavé A’u; 
d (II) le plus grand des diamétres des pavés A’u dans la partition II; 
E; un point du pavé A’u. On peut toujours admettre que le pavé 
A’u soit déterminé par les vecteurs h,, . . ., hy ayant €; pour origine 

commune. La quantité >) f (E;) | A’u | s’avére donc égale a la valeur 
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de la forme linéaire antisymétrique o (uw; du!, ..., du") = 
=f(u)dut A... A du® pour u = E;, sur les vecteurs du! = 
=h,, du* = h, (7.18c). Nous sommes amenés A une défini- 
tion naturelle de l’intégrale de la forme k-linéaire antisymétrique o: 

Jom) faut A... A dut= J fu) du. (1) 
re 7 rR 

Il est évident que l’intégrale obtenue de la forme o posséde 
les propriétés linéaires usuelles de l’intégrale d’une fonction ordi- 
naire: l’intégrale de la somme de deux formes est égale A la somme 
des intégrales des termes, et un facteur numérique peut étre mis en 
dehors du signe somme. 

b. Dans la suite (e) nous définirons l’intégrale d’une forme 
#é-linéaire antisymétrique 

o= >) fu, (x) dz A... A dats (2) 
(1) 

sur certaines « surfaces admissibles » dans une variété différentiable 
-€lémentaire n-dimensionnelle M,,; nous allons définir ces surfaces. 

Un ensemble S <M, sera appelé k-surface admissible s’il peut 
étre représenté par les équations de la forme 

ae ee iy fo tr ae), (3) 

ou les fonctions Q , «++; @” sont définies, continues et possédent 
les dérivées premiéres continues dans le cube J". On ne suppose 
pas que l’application (3) soit biunivoque ou qu’elle soit non dégéné- 

d(p1,...,@”) 

OE GA antl?) 

rang k). En particulier, la k-surface admissible peut représenter 
un point ou une surface sans angles; par exemple, les fonctions 

fia 1) COS ZA ae = Us sin 2, . xs =... = 2 = 0 

rée (i.e. que la matrice jacobienne ait partout le 

appliquent le carré J? sur un cercle dans l’espace R,, de sorte que 
le cercle soit une 2-surface admissible. Remarquons encore que la 
définition d’une surface admissible dans M, a, évidemment, un 
sens absolu, qui ne dépend pas du choix spécial des coordonnées 
dans M,. 

ce. Soulignons qu’une surface admissible est non seulement 
un étre géométrique dans la variété M,, mais aussi le systéme des 
équations (3) qui la déterminent. Pour le moment, nous sommes 
forcés de considérer comme différentes une surface S représentée 
par les équations du type (3) et la méme surface (au sens géomé- 
trique) S’ représentée par d’autres équations du type (3). Ainsi, 
l’intervalle z1 = u, x2 =u, O<u< 1, sur le plan R, n’est pas 
le méme que l’intervalle sur ce méme plan représenté pas les équa- 
tions 2 = vtv—1,2=v+v—1,0<v<1. D’autre part, 
il ne semble pas raisonnable de conserver de telles distinctions 
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sans besoin majeur: c’est, tout de méme, les propriétés géométriques 
des surfaces que nous étudions. JI] faut définir dans quel cas nous 
avons affaire 4 « une méme surface ». La premiére raison de considé- 
rer comme « une méme surface » deux surfaces représentées par les 
équations du type (3) et coincidant en tant que lieux géométriques 
de points dans My, ne convient pas, puisque le passage d’un systéme 
d’équations (3) a l’autre 4 l’aide d’une transformation assez bonne 
des coordonnées dans le cube J* n’est pas encore garanti par la 
coincidence des lieux géométriques. Nous adoptons donc une autre 
définition de « coincidence », ou, ce qui est mieux, d’« équivalence » 
de deux surfaces admissibles: 

Une surface S représentée par les équations (3), ou, en abrégé, 
S={x€M,: x= @ (u), wEl*} est dite équivalente & une surface 

S = {x€M,: x =v), vE€I*} (on note S ~ S) s'il existe un 
difféomorphisme (i.e. une application biunivoque, bicontinue et 
bidérivable) du cube J" sur lui-méme, v = v (u), tel que @ (u) = 
= (v(u)) et que le jacobien de l’application v (u) est positif. 

Avec cette définition, la relation d’équivalence devient réflexive 
(S est équivalente a elle-méme), symétrique (si S est équivalente 

a S, alors S est équivalente a S) et transitive (si S est équivalente 

a S, et S est équivalente a S, alors S est équivalente a S), et toutes 
ie k-surfaces admissibles peuvent étre partagées en les classes deux 
a deux disjointes de k-surfaces équivalentes. Les intervalles considé- 
rés plus haut sur le plan R,: z* =u, z2*?=u;, 0x uxtetr= 
=vV+tp—i1, 2=v+v0— 1, 0 < v US 1 sont equivalents; et, 
par exemple, les intervalles 21 =u, z?=u,0ONuxietz=vd*, 
give ie. 0 < v <1 ne le sont pas, car, dans le decsite cas, nous 
avons u = v*, ce qui n’est pas un difféomorphisme de |’ intervalle t by 
(l’application inverse n’est pas partout dérivable). 

Nous avons encore 4 montrer que la définition d’équivalence 
a.un sens absolu sur la variété M,,, i.e. qu’elle ne dépend pas du 
systéme de coordonnées admissible dans M,. 

Soient S = {x€M,: x= (u), wE I" et S ={xE€M,: c= 
=p), 0 € deux pitshans équivalentes dans les soorderinGed 
ge te (A OND Cah eteeont 2h sem is". re ) OR, MULnG systéme 
de coordonnées admissible. On peut mettre les équations 2° = 
=e (u) sous la forme x’ = 2" [p' (u), ..., @"” (w)], et les équa- 
tions x’ = p' (v) sous la forme c= ig [yt ), .., )” (v)]. Les 
systémes de fonctions @ (w) et p” (v) possédent eux aussi les dérivées 
premiéres continues. De plus, pour v=v (u) on “a! pv) ee 
Lt (ONT! MAPA TANE g” (u)] = gu), de 
sorte que les ait S et S restent Sratwaittes dans 1a nouvelles 
coordonnées. 

d. A coté de la définition d’équivalence de deux k-surfaces 

={r€M,:c¢=o(u,uePsetsS = {te M,:2=4H (v),v € I*}, 
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on emploie la définition de leur antiéquivalence qui différe de la 
précedente par ce que le difféomorphisme qui y figure v = v (u) 
a le jacobien négatif. La relation d’antiéquivalence est symétrique 

mais non transitive, puisque l’antiéquivalence de S et S et de S et S 

implique l’équivalence de S et S. L’antiéquivalence devient équiva- 
lence aprés un difféomorphisme supplémentaire, avec le jacobien 
négatif, du cube J*, par exemple, le difféomorphisme qui trans- 
forme u* en 41 — ut sans changer les autres coordonnées. 

e. Passons a la définition de l’intégrale d’une forme k-linéaire 
antisymétrique (2) sur une k-surface admissible S CM, (8). 

Nous posons 

Jo= j S\ fea (a) dat
 \ has. A dak = 

s S (i) 
kh 1 R F 

Ox 4 j ax Rk ? 

= | >) fe (@ W) » gst 1 ao ae’ /\ Di a (4) 

rR (i) jaa OH jai Ou 

L’invariance tensorielle de ]’expression sous le signe somme implique 

l’indépendance de |’intégrale du systéme de coordonnées dans M,,. 
En transformant le second membre de (4) on obtient: 

iy a, 

Jo= \ D> fo (eM) >} Re du... |\ du* = 
u Jp 

8 yk @ (i) 0 du 

se \ »* fii (g (u)) det |e lawn gp ane 

rTP (4) 

axit 1 k =) > fo) det | [[dut ...du* (5) 
I, (i) 

ei tis yy CAS oe, 3, °K): 

f. Montrons que la valeur de l’intégrale obtenue ne change 

pas en passant d’une surface S a une surface équivalente S. Soit 
wu =u (v) un difféomorphisme du cube J" qui transforme la repré- 
sentation z = g (u) de la surface S en la représentation x = »p (v) 

de la surface S. Avec la régle de dérivation d’une fonction composée 
(1.33b), 

| Ova 

dus 

et celle de changement des variables dans une intégrale multiple 
(3.58a), 

ax't 
s Ou 

COROT Eo ree a) 
dx? 

det | 

| Fw w= | Fu) det | 2 
Rk I qk 

du, 
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passons dans l’intégrale (5) des variables w aux variables v; nous 
aurons: 

ax 

\ erty \ > fi (Q (U)) d
et | = du = 

8 rk (i) 
| 

| 3 fo( 09) ae | 225 | aot | 24) au — 
qk (i 

= JS fo We) det | SF] ae, 
qr (4) 

ce qu'il fallait. 
g. Il est évident que l’intégrale d’une k-forme w sur une k-sur- 

face admissible S posséde les propriétés linéaires ordinaires d’une 
intégrale. 

h. Les intégrales d’une k-forme donnée @ sur une k-surface S 
et sur une surface antiéquivalente ne se différent que par le signe. 

7.32. Exemples. 
a. Le point « = p (0), qui est l’image du point 0 représentant 

le cube J°, est, évidemment, une 0-surface admissible dans l’espace 
M,,. L’intégrale d’une O-forme f (x) est, par définition, le nombre 

f (@ (0)). 
b. Une ligne correspondant 4 un systéme d’équations 

ghee oh (nu) Jie = Oj a0 = 24 (41) 

représente, en général, une 41-surface admissible dans l’espace M,. 

L’intégrale d’une 1-forme o=>) f; (x) dz’ sur la 4-surface (1) est 

V’intégrale curviligne ordinaire (U9.91). 

1 . 

\ ee j S\ fi (2) dat = \ fi (x (uw) SO au. (2) 
i 0 E Ret 

Si l’espace M,, est muni d’une métrique riemannienne g;; (x), 
n 

d (p* (u) = )" >0, alors et si la courbe (1) est non dégénérée, i.e. >} ( 
i=1 

on peut y considérer la longueur d’arec s, O<s< S comme para- 
métre naturel; alors l’intégrale (2) prend la forme 

Set 7 Ss 

jo=J SACO) Pa=\ Gnas, (3) 
L 0 i=1 0 
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oi f désigne le vecteur (f (2), ..., fy (a))set t=(“, ..., a) 
le vecteur unitaire tangent 4 la courbe L. Dans l’analyse vectorielle 
(dans l’espace R,), l’expression (3) s’appelle intégrale du champ 
vectoriel le long de la courbe L (4.21). 

c. Considérons encore l’intégrale d’une (n — 4)-forme 
nr 

o= DD h data... A de'A ... Adz" (4) 

sur une (n — 1)-surface admissible S décrite par les équations de 
la forme 

=r (ui, 2) 

SM Memes cits. os. ee eeee WhO re t u € [7% 

BS GO, Betas, ys J 

Cette intégrale est 
dx ox 

out dun-1 

jo= ) Shem) oe... 8 faut. dun, 
dul n—1 

S yu-1 i=1 du 

Ox” Ox” 

Out ~ 6y"-1 

La notion correspondante de l’analyse vectorielle est le flux 
du champ vectoriel f 4 travers la surface S (4./2a). Pour nous en 
convaincre, raisonnons comme suit. Supposons qu’il y ait, dans 
l’espace euclidien R,, n — 1 vecteurs ayant, dans une base ortho- 
normale e,, ..., €,, les coordonnées 

ae bo eee ee aang age er ae 
1 1 4 n-1 n—1 n—-1 

Rappelons-nous (3.62c) que 1|’expression 
co ees 

ey Et é! 1 n—-1 

4 ee n 5 sane et 

lz, 4 ] 2 eee eer) oe: = >Y (— 1)i-! G3 e" . ier 

Ui hentia ela bi—torvile' (OH1 Wan dave 
4 n-1 ee n 

1 n—-1 

s’appelle produit vectoriel des vecteurs zx, ..., x. Dans l’espace 
1 n 

euclidien, avec le produit scalaire 
n n n 

@,y= (Seen Sue) = De nd, 
33—0545 
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le vecteur lx, Te i) est orthogonal 4 chacun des vecteurs z, 

et sa eeior Lene ee le volume (n — 1)-dimensionnel du parallé- 
lépipéde construit sur ces vecteurs. 

Supposons que la (n — 1)-surface admissi.le S € M, ne s it. 
(dead eee aa . . 0 eee nN 

pas dégénérée, i.e. que le rang de la matrice de Jacobi See 

soit partout égal a nm — 1. Alors les vecteurs 
1 1 

de = (Fr 2, So) du, ..., de=(ay, a) au 
dul’ ESOS meee our? » dunt 

sont linéairement indépendants. Ils se trouvent dans le plan tangent 
a la surface S (A son point donné), et le vecteur normal NV a ce méme 
point peut étre déterminé comme leur produit vectoriel: 

ox ox es ee 
Niaz \d2 tent has = hassle toe nese dui dues 

4 n—1 Ox” ox” 

en oul unt 
oxt dx 

dul dun-1 

“ th eh! Die 7 : 

ae i-4,. | Oxt Oxi 4 n=4 = 5 e pa eee: 2a: 4 Shitty het |e ca nage deka! Nee 
a 

Ox” Ox” 

OU mae es ONE 

Conformément a ceci, le vecteur normal unitaire, au méme point, 
a la forme 

pe 
|N|° 

On appelle élément euclidien de la surface S$ le volume dS du 
parallélépipéde (mn — 1)-dimensionnel construit sur les vecteurs 
ce A Ape Sie (cf. 3.62c), i.e. la longueur du vecteur V. Le flux d’un 

= 
tit vectorial f (x)= (f, (x), «5 4 fa (z)) & ‘travers la surface S 
dans l’espace riemannien M, est, par définition, l’intégrale 

rl ) (tty) 48= 
fie 

dxt xt 

dul Oun- 
nm =— -—~ 

: xt Oxi 
>, fi (x (w)) (— 13 dul eee Dun. du! ... du", (5) 

pr-t i=1 aun . azn 
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Nous voyons que l’intégrale d’une (n — 1)- forme o (4) sur une 
(xn — 1)-surface S dans un espace riemannien M,, coincide avec le 
flux du champ f (2) a travers cette surface, ce qu’on affirmait. 

Nous avons raisonné dans la situationou 1? application x= (u) 
n’est pas dégénérée. Or, le premier membre de Pégalité (5) a un 
sens indépendamment de l’application x = x (u), si la surface S 
est lisse par morceaux, i.e. peut étre décomposée en un nombre 
fini de parties, dans chacune desquelles elle posséde une paramétrisa- 
tion x = xz (u) sans dégénérescence. Le second membre de (5) a son 
sens indépendant, méme pour une application z = z (u) dégénérée. 
Montrons que, pour une surface S lisse par morceaux, représentée 
par une application z,= z (u) (J"-! + S) qui ne peut étre dégénérée 
que sur les faces du cube "71, l’égalité (5) reste valable. En effet, 

dans les suppositions faites elle est valable pour le cube ee con- 
centrique avec le cube /”~' et ayant les arétes de longueur 1 — ge, 

et pour son image z (Its) = Sie) (les intégrales correspondantes | 
se déterminent sans difficulté); en passant 4 la limite pour e > 0, 

-nous arrivons au résultat cherché. 
: 7.33. Chaines et frontiéres. 

a. La formule de Stokes-Poincaré que nous établirons dans 7.38 
liera l’intégrale d’une (& + 1)-forme 0m sur une (k + 1)-surface 
admissible dans M,, a lintégrale de la forme o elle-méme sur la 
frontiére de cette surface, de méme que la formule classique de 
Newton-Leibniz 

So 

| af (x) = f(b) F(a) (1), 
relie l’intégrale de la différentielle d’une fonction f (x) sur un inter- 
valle avec les valeurs de cette fonction sur la frontiére de l’inter- 
valle. 

Nous avons a définir ce qu’est la frontiére d’une (k + 1)-surface S. 
Premiérement, cette frontiére représentera un ensemble de k-surfaces 
dont les paramétrisations se. déduiront .d’aprés certaines régles 
de la paramétrisation de la surface S. Cela déterminera, d’aprés 
7.31e, V’intégrale de la forme sur chacune de ces k-surfaces. Deuxié- 
mement, pour composer |’intégrale de la forme sur toute la fron- 
tiére, certaines des intégrales mentionnées seront munies du signe +, 

d’autres du signe — (comme dans la formule (1)). La définition 
rigoureuse de la frontiére consiste 4 formuler une régle de détermi- 
nation de ses parties k-dimensionnelles et une régle de signes. 

En rapport a ce qu’on a dit, donnons la définition d’une chaine. \ 
On, appelle chaine, plus exactement k-chaine, une somme formelle 

de la forme c= >) 2)5; ot Sy, .~., Sm sont des k-surfaces admissi- . 
— 

bles dans M,, et'e,; .. .;-&m des nombres égaux 4 0, +1 ou —1. 

33* 
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En fait, une chaine c détermine le schéma d’intégration de n’im- 
porte quelle k-forme o: 

fo-3 e: | o. (2) 

L’expression (2) s’appelle intégrale de la forme w sur la chaine c. 
p 

b. Deux k-chaines c = >) €;S; et c’ = >) #;S} sont dites équi- 
j=1 j=1 

valentes si pour, toute j-forme ® continue sur M,, a lieu l’égalité 

jo= Jo. (3) 

c a! 

I] est évident que deux chaines qui ne se différent que par l’ordre 
de termes sont équivalentes. Ensuite, si une chaine c’ se déduit 

d’une chaine c en remplacant une k-surface S; par une k-surface S; 
équivalente (7.3/c), alors la chaine c’ est équivalente a la chaine ¢ 
(7.31f); il en sera de méme si la chaine c’ se déduit de ¢ en rempla- 

cant une k-surface S; par une k-surface antiéquivalente $;, en méme 
temps, le coefficient correspondant ¢; par —s; (7.3/h). 

ce. La définition de la frontiére sera donnée non seulement pour 
les k-surfaces admissibles, mais aussi pour les k-chaines. La frontiére 
d’une chaine c est désignée par dc. 

Supposons d’abord que ¢ soit un cube J* CR,. Le cube I" est 
une k-surface admissible avec la paramétrisation 

g=u,...a@ =u, schtt=... = 2" =0, 

Ou eee ee to 

Posons;*pour nisi, Wak: 

TE o=m{aGd*seet=0, Oe <A ofmedpiisapiiynccay bh 

Ting olBe Te teeta (0.2 i ee teed Soon eid ee 

Les ensembles Thy et Thy sont les faces (& — 1)-dimensionnelles 
du cube J*, 

Ils sont des (& — 1)-surfaces admissibles si on les paramétrise 
comme suit 

k qe “Pees . . . 

Mee =H={z OR, SY ches uty Hy igs 1 yi \ er == 1) ea it 

REX Sy 

Ii Pe Ry ae Sue a ea oe eg aa 
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Posons, Ph définition, 

a= 3 (Fo +(e > oe sek) Nadie 
= =a Wez=—(0) 

Soit x = x (u) une représentation paramétrique de n’importe quelle 
k-surface admissible S. Ici nous posons 

ko 4 

AS = (x (I*)) = >) d) (=1)'t%2 Ta). 
i= a= 

Enfin, pour toute k-chaine c = py a;S;, nous posons 
I= 

7.34. Lemme. Si c~c, alors dc~ a. 
Démonstration. Soient, d’abord, c une k-surface S avec 

la paramétrisation 

gio @ (wlyotony: ut), j =, th og ny ow ET (1) 

et c= S la méme k-surface avec la paramétrisation 

pitty WM wp ..7 48, fon, -el* (2) 
ou p(v) = g (uw (v)), et lapplication uw =u (v) ou bien 

a = Ue, ns; ea 

ou" (ol, ., uv") 

est un difféomorphisme du cube rr, Comme l’application u = wu (v) 
est linéaire en sa partie principale et non dégénérée, Sfiel! trans- 
forme chaque point intérieur du cube J* en un point intérieur, 
donc chaque point sur la frontiére en un point sur la frontiére. 
En appliquant le méme raisonnement aux faces (& — 1)-dimension- 
nelles, nous voyons que l’application wu = u (v) transforme chaque 
point intérieur d’une face en un point intérieur de la face corres- 
pondante, et chaque face en une face. L’application wu (v) étant 
biunivoque, elle transforme des faces disjointes en des faces dis- 
jointes, autrement dit, des faces opposées en des faces opposées. 

Supposons, par exemple, qu’une face TiS di Vince oe GRE eA) 

soit transformée ae application wu (v) en une face I’. Gea 4. 

» k; B =0, 1): 

eee eae es we) et a eee Ss ue Os) | a) te ol ig V6 
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Montrons que cette anpienien u (Ha) 5 I? est un difféo- 
2 x i Ue Raise) gone sy te 

morphisme (ie. que det Selon Pal 

1 hk 
antidifféomorphisme (i.e det ph a) 0) , selon la 

parité ou imparité respectivement du nombre i+ j.+a.+ 6. 
Ein effet, il résulte de (2) que 

>0) ou bien un 

CEE (rn a Oo A EL 

ov’ 
= > pour Vs4t. 

Etant donnée l’inégalité 

dui(vt,...,a,...,v%) oe dul (v1, ..., a, 2 ba3 DR) Ou! (vb, van hp otag 

ov Ovi 

dui (vt, ..., 0, ...,0*) Oud. (uty metal « 9'V*) dud (vigess, oe 0") 

ay gy ogee. ve Ngee Gel PEP. [ee cute Oil Pad. wt ee ca 

OUP (VI, acy Gyre GV") lpn @ul (uly. ely iyas o VE) Dodu te c,e) LER 
dvi Ovi avk 

du! (vt) yet c. sa) dut (vt, ...,05 .5 0,0") ee La a ee 

dvi Ovi avuk 

- 0 Gud (vty cs oyG, os 0,0") 0 
= Se, avi di q 

Gu (ut, . oy Oy oro) D") duF (vi, ...,a, ++, v*) OWED a ns <Ss, wh ay 

dvi dvi avr 

nous développons le dernier déterminant suivant les éléments de la 
ey Aree tae Se 

j-eme ligne et voyons que la quantité tt se 0") 
Ovt 

et le mineur 

dul dut = aut dut 

“fv” Gyint ptt’ ices alk 

dui-1 duit Qui-4 dui-1 
“Ovi” Optic i apivt ~~ *a 

duit dui+1 duitt dus+4 (4 
G78 oi *avi-t Siri * ak 

auk” eh uk Bob dul 
“Ovl ° °° viet Qviti’ °° yk 
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sont non nuls, le mineur (4) ayant pour signe 

scj'e. -Oul (04 oie, 00. f0) J ? ? ? ? 
(—1)"* ae or 

-quelles que soient les *valeurs'v!, ..,.v'sh, -v"41, Eee 
Or, si l’on envisage les possibilités présentées “tig. 7.3-1, on 

Gud Gets ais i GF say UE) 
voit que la quantité aie tee 

est positive si a=B=0 oua=f =1 
et négative sia = 0, B =1 ou a =1, pF 1 

5 ==0,; La fonction seer eee): 
Ovi 

a done le signe (—1)%+. 
I] en résulte que l’application de la 

face I}, dans la face I, d’aprés les for- 
mules (1) est un difféomorphisme pour 9 beg ord 
a+ B+i-+j pair, et un antidifféo- Fig. 7.3-4 

_ morphisme pour a +6 +i-+j impair. 

Par conséquent, les k-surfacesp (Ij'g) = 1p (u (.)) et (—1)%+8+ i+ip(I4 ) 
sont équivalentes. 

Définitivement, on trouve 

0S = > Sa 1) "6 (; a}, 
i=1 a=0 

Rk 1 k i 
os =e z=! 1)’ ( rT 8) ~ pp » Poe Deter (It o) es 

kh 14 5 kh 4 

=) >) (— 1) ( Ti, a) 2) Dt hak @ (Li, «) = 98, 
j=1 B=0 i=1 a=0 

done 0S ~ OS. 

I] en découle, selon la définition d’équivalence des chaines c et c, 

l’équivalence de dc et dc, ce qui démontre le lemme. 
Pour une 0-chaine c, qui représente une somme algébrique finie 

de points isolés, a coefficients entiers, nous posons, par définition, 
Ge (; 

7.35. Le lemme suivant ressemble au lemme 7.24a. 
Lemme. Pour n’importe quelle k-chaine c, on a 0?c = 0 (0c) = 

== (), 
Il suffit d’examiner les cas k>>2 et c=S=J"*. Alors on a 

k 4 

Diya cal) 18, 2 
1=1 a=0 

eed 

eI" = 9 (al) = ie ee ao ns 
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Le symbole v4 désigne la (k — 1)-surface avec la paramétrisation 
k : > . 

a= {ZC Ra. Oy on a ee et ee 
i h = soot, Gos ye, aaa a eee 

D’aprés la régle gee on a 

k +B / 7k al} a= ep: ¥ PE ods, 
i l= 

ot (IF «);,p est la (k—2)-surface avec la paramétrisation 

(i, a), ep ={2€ Raiztau, 0, 2 = fy eteule at tau, 

DAG, gd Sf yn, Pe ee (4) 

si j< i, et avec la paramétrisation 

(To), p= (ee Rn: ot Sut, 4 tea, citoy', ..., 42, 

Pau, 00, k Se te? ae ee Oe (2) 
Sig j 1. Ainsi 

pete tetiet id nee 
itati+ 

GT = 2 ae Pr > leat lesa ee. (3) 

Fixons dans cette somme le terme (I Ladip avec a, B, i, hg 

et avec j < i. Il ala forme (1). Examinons ensuite le terme (J}, g)i-1,0- 
Comme on y a i— 1>j, son expression est donnée par la for- 
mule (2): 

(Tees adi p={z€ Rp: zi=ul..., 2 =p, ...2t= 

=, . 2 eau, PPS oes Hae 

Nous voyons que (J) aie ny s- Ainsi, chaque terme de 
la somme (3) dont le deuxiéme indice latin est inférieur au premier 
s’annule en somme avec l’autre terme dont le deuxiéme indice latin 
est supérieur ou égal au premier. Définitivement, toute la somme (8) 
est nulle, ce qu’il fallait. 

Une chaine c dont la frontiére est nulle s’appelle cycle. 
Le lemme démontré affirme que toute frontiére est un cycle. 
7.36. Théoréme. Soit o une (n — 1)-forme différentiable 

dans) le: cubes". oR” wcAdors 

| 00 = { o. (1) 

Tit al” 

Démonstration. Sans restreindre la généralité, il suffit 
de considérer la forme: 

o =f (x) dt A... A dt \... A de. (2) 
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On a 

0 ° 

do=(—1y# LO gat... A dat A... \ dx”. 

En passant a une intégrale itérée, on trouve 

\ dw == (—1)**! | 4 aa VRSEG OS: 
pi qj” 

=(—1)* eat {\ ae ie aNd ade Fei 5, dag 
i= 1 

=(—1)* ifth tea dot, 

p(t, ote, eee Vide! dae oe OO) 
Or, nous savons que 

P= 3-1) ot (— 147, = 
ou I; ~ est la (nm — 1)-surface avec la paramétrisation 

CINE ad Sey hs Oe, A Veh eh, tO A) (4) 

Par conséquent, 

J e=3 (—»! \ re 4y74 jo 
n — n = ze al j=1 I” 4 j=1 I? 4 

La réduction de ces intégrales 4 des intégrales (n — 1)-uples. 
ordinaires s’effectue a l’aide de la représentation (4). Puisque, dans 
le j-e terme, nous avons dz’ = 0, il ne reste de toute la somme que le 
terme avec j =i, car seulement dans ce cas l’expression sous le 
signe somme peut ne pas étre nulle. Ainsi, 

\ @=(—1)’ \ Pees Woe ee) 

et le théoréme est démontré. 
En fait, la formule (5) n’est rien d’autre que la formule d’Ostro- 

gradski 4.1/3 (5) formulée en termes des formes différentielles pour 
le cas ot le domaine d’intégration est un cube n-dimensionnel. 
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7.37. Lemme. Pour une k-forme différentielle w (x), l’opéra- 
tion 0 et le passage aux nouvelles coordonnées x = x (u) (u = (u', 

., u™”)) commutent: on peut dabord effectuer le changement des 
variables, puis réaliser l opération 0(par rapport aux nouvelles varia- 
bles 

6 émonstration. Supposons d’abord que la forme @ soit 
une fonction (0-forme) f(z). Nous avons alors 

y of (x (u)) (w) ¥ Oat 

6 

Or, en effectuant la différentiation aprés le changement des varia- 
bles, nous obtenons 

af (=u) =D TOO ay j_ -> e Of (x (u)) Axi ( = aud! 

fins i= 
Oxt 

ce qui coincide avec l’expression iy hee} Ainsi, pour les 0-formes, 
la proposition est valable. Procédons ensuite par récurrence: suppo- 
sons que le lemme soit valable pour toute k-forme et démontrons-le 
pour toute (k + 1)-forme. I] suffit de considérer une (k + 1)-forme 
@ /\ dz* ot wo est une k-forme. Alors, selon 7.22g, on a 

0 (@ Adz‘) = do /\dz*, 

d (w A\dz*) 

D’autre part, 

(@ A dz‘) [u] = o lu] A de [ul], 

et, comme 6? = 0, en différentiant par rapport aux variables wu et 
compte tenu de l’hypothése de récurrence, on trouve 

8 l(@ A dz’) [uj] = 0 (@ [u]) A dx® [u] = 

(Ae (2)) [ul A 34 Se at Labay 

En comparant (1) et (2) nous voyons que le os est juste. 
7.38. Théoréme (Stokes-Poincaré). Soient @ une (k — 1)- 

forme différentiable dans un domaine G <M, et c n’importe quelle 
k-chaine dans G. Alors on a: 

| = fo 
c oc 
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I] suffit de réaliser la démonstration pour le cas ot la chaine c 
est une k-surface admissible S. Soit z = x (u) une représentation 
paramétrique de S, les paramétres uw parcourant, comme d’ordinaire, 
tout le cube J". Conformément A la définition 7.37d de l’intégrale 
d’une forme et d’aprés le lemme 7.37, on a 

| 20(@) = | (0 @) fal = J ato@@mp. 
Ss qh zk 

Or, 

( o(z)= \ @ (x (u)), 

et le théoréme découle de légalité 

\ 0 [o (a (u))] = \ @ (x (u)) 
R I are 

qui résulte du théoréme 7.36 (pour n = k). 
Voaas Parvitwriers au thooreme de-sto- 

kes-Poincaré. 
a. k = 1. Dans ce cas la chaine c est une 1-chaine. Supposons, 

pour simplifier, que c représente une ligne L. i.e. l'image z = @ (u) 
de l’intervalle J} = {u: 0O<Su<1t}: 

diva Ate Bh hype Odi) a. eykh Lap LUL)Y, 

ot g’ (wu), comme d’habitude, sont des fonctions continiment dériva- 
bles. La frontiére de l’intervalle J est la chaine formée de deux 
points 0 et 1, le premier avec le signe —, le deuxiéme avec -+. Par 
conséquent, la frontiére de la ligne est la chaine de deux points 
gp (1) — @ (0). La forme » est une O0-forme o =f (zx), et do = 

n 

_ x, 8 dz'. Nous arrivons a la formule 

i=1 

[EE ae = fo (ft 
Ey tt 

qui représente la généralisation bien connue de la formule de Newton- 
Leibniz aux intégrales curvilignes. 

b. k = 2. Ici la chaine c est une 2-chaine. Soit, pour simplifier, 
c = S image z = 9 (u) du carré J? = {(u, uv?) € R?: OSU <1, 
Sy eae’ & 

Su (21GRe: ch Sp qQhi(uear),ch ge2"/= @” (u', u*)}. 
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La frontiére du. carré J? est la chaine [35 + I}, —J31 — Ijo- 
Intégrer sur cette Eyeine consiste 4 intégrer sur wu! iwie ut =A} 

avec le signe +, sur uw? pour he sanes aves le signe +, sur ut pours 
u? = 1, avec le signe —, sur u? pour u = 0, avec le signe —;le 
résultat représente l’intégrale sur le contour fermé du carré I? dans 

uy (1,0) 

yp (1,1) 

(0,0) 
0 7 ah? (0,1) 

Fig. 7.3-2 Fig. 7.3-3 

le sens positif (fig. 7.3-2). L’intégration sur la chaine 0S (fig. 7.3-3) 
n 

a un sens correspondant. La forme @ est ici une 1-forme >) f; (x) dz’ 
i= 

pour laquelle 

Oi a=), fers ex fa 2.) dam \ da’. 
ax” axP 

a<p 

Pour n = 3, on peut faire correspondre a la forme d@ le champ 
vectoriel 

0x3 one? Oxi O23 Oz2 oat 

yotse Ofs Of3 Ofs Of Of, Of be 

Conformément a 7.32c, l’intégrale de la forme 0 sur la surface S 
est le flux du champ vectoriel rot f A travers cette surface. Le sens 

de la normale a la surface S est déterminé 
™m . . 0 

par le produit vectoriel des vecteurs —> 

Ox 
et on tangents aux lignes des familles 

u* = C et ut = C respectivement et dirigés 
dans les sens de croissance des paramé- 
tres respectifs. Pour cette raison, dans un 

% systeme de coordonnées a droite, la con- 
T cordance de la direction de la normale et 

de celle de parcours de la frontiére s’ effec- 
tue d’aprés la régle: vu l’extrémité du 
vecteur m, le parcours de la frontiére se 

fait dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (fig. 7.3-4). 

Fig. 7.3-4 
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Nous retrouvons la formule classique de Stokes 4.26 (5): 

[ (rot f, m) ds = \ (f, t) ar. 
iS r 

Dans la formule classique de Stokes il s’agit d’une surface lisse 
par morceaux S, avec une frontiére lisse par morceaux I’. La for- 
mule, que nous avons obtenue est écrite pour une surface lisse dont 
la frontiére contient quatre points anguleux au plus; pour passer 
au cas général, il suffit de remarquer qu’une surface lisse par mor- 
ceaux avec une frontiére lisse par morceaux peut toujours étre coupée 
en un nombre fini des parties qui représentent des surfaces lisses 
avec quatre points anguleux sur la frontiére; en écrivant la formule 
de Stokes obtenue ici pour chacune de ces parties et en les addition- 
nant nous arrivons a la formule de Stokes classique. 

c. k = n. Dans ce cas, la chaine ¢ est une n-chaine; supposons, 
pour simplifier, que c =G soit l’image x = g (u) du cube J” = 
Me Digg Oe ee 1G re ee A 

Re ek ee a el dive IE Yay avr oe CE ee OD. LL ig oon he 

Supposons encore que le jacobien de l’application x = @ (u) soit 
non négatif et ne s’annule que sur un ensemble Z de dimension 

<n — 2, Alors la normale extérieure 4 la face J;,, du cube I” se 

transformera partout, sauf sur l’ensemble Z () Ij.~, en la normale 
extérieure au morceau correspondant S;,, de la frontiére de G. 

Comme la normale extérieure a la face Jj, est colinéaire au vecteur 
de base e;, a savoir elle représente le vecteur 

ee beret (ant)? tle ouatl.nie; tip ecw. 6! enle(—1)) bie 

aif Ween) A ena) eases hen 

alors le vecteur correspondant de la normale extérieure au morceau 
Si; peut étre donné par |’expression 

N ati, Ox Ox Ox OL e 
rag p es C4) te acu ra Rae le 

La forme @ est ici une (n — 1)-forme 
n 

oa >) (— 1)'-4f,(z) drt A... dr’! Ada’ A... Adz” 
j=1 

a laquelle nous faisons correspondre le champ vectoriel f = {f,, 
Be f,}. 

Conformément a 7.32c, |’ intégrale j w est égale au flux du 

OTF, g) 
champ f a travers la surface S;,. avec la normale unitaire m;¢ = 

= Nia/| Nin | ou 

Ox Ox Ox Ong itanzy. 
Ni,a=| sar rn ax |= (1) N; 

dul? > Voui-1 Vourti > aun 
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autrement dit, \ CPN Foyt \ o. Donec, 

Sia O14, a) 
n 1 

(air DheclnGandlanceete al 
0G i= a=) ot a) 

n 1 : n 1 

=> J GR nt*m,a)as= 3 | mas= 
i=ia=08, i=ia=058, 

= | (f, mds. 
8 

D’autre part, nous avons 

Of j (x) n 
{ ao= | Sy BM ant \ eee | dz . 

G G j=1 

Ainsi, la formule de Stokes se réduit dans ce cas a la forme 

_{~w a@ { Gmas—\ ¥ 4 ae (4) 
s G j=! 

et représente la formule d’Ostrogradski 4.73 (5): 

{ (f¥) DS ine \ div f (x) dG. 
8 G 

Ici le domaine G est supposé possédant une frontiére lisse par 
morceaux S. Dans la formule (4), la frontiére a une forme un peu 
particuliére (l’image de la frontiére du cube ne peut pas étre trés 
« anguleux », de sorte que, par exemple, elle ne peut étre un poly- 
édre a un grand nombre de faces). On peut donc passer dans (b) des 
domaines figurant dans (1) 4 n’importe quel domaine G avec la 
frontiére lisse par morceaux en coupant G en un nombre de parties 

-admettant la formule de Stokes, en écrivant (1) pour chaque telle 
partie et en additionnant les résultats; nous omettons les détails. 

§ 7. 4. Codifférentiation 

744.Forme adjointe. 
a. Soit l’espace R, muni d’un produit scalaire avec un tenseur 

métrique g;;. Alors, parmi toutes les bases, on dégage naturellement 
la classe des bases {e,} orthonormales pour lesquelles (e., es) = 6a,. 

Une forme antisymétrique A (xz, ..., 2). peut étre écrite 
1 R 

d’aprés 7.16 (2): z 
ari A(t, +. .,2)= 2,4 (a) cg a homie ae 

4 (a) 
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ou la sommation se fait sur les multinuméros strictement ordonnés 
(a) a (41, ads cehn ts 

Définissons la forme adjointe «A de n — k variables en posant, 
dans une base orthonormale, 

0A (x, ...,0)= Db (y)EMA «.. AS (1) 
: 1 n—k (y) 4 n—-k 

ou (y) = (v1, ---; Pn-x) est le multinuméro complémentaire 4 (a) 
(7.11c) qui est aussi strictement ordonné, et 

a De;~ 
iy) =(— 1) Qa) (2) 

b. On peut montrer directement que la définition (1)-(2) ne 
dépend pas de la base orthonormale (exercice 16). Nous ferons autre- 
ment: une autre définition de la forme adjointe sera formulée pour 
toutes les bases a la fois; son invariance découlera de sa notation 
tensorielle; dans le cas de bases orthonormales elle se réduira a la 
définition (1)-(2). Utilisons la notation 7.16 (3) de la forme A: 

A(z, a Pes x) = >) aay &"* A te AE", 
1 k (7) 

avec la sommation sur tous les (k-n)-numéros stricts (i), les coeffi- 
cients aj) étant des fonctions antisymétriques du (k-n)-numéro (i). 
Posons ; 

+A (x, bids: ) iy bak’ fee AER, (3) 

1 n—k (7) 

ou 107 

Din = Cin Daan te A BRP ai WE VG, (A) 
(%) (s) 

Dans cette formule, G = det || g;, ; || et Cz, est une constante dont 
la valeur sera précisée plus bas. Montrons que la définition (3)-(4) 
donne un tenseur n—k fois covariant. Nous avons 

det || girs || = det || gespi-pi- || =det || gis|| det? || pi Il; 
puis 

7¢ . / 

| A old Ae eee n—-k 
Fy a a : | . ae = 

te. ip: ’ ae? i Pi Pix Le 

ale le 1% “l A 
Pix Pi, u LS ag { h -, P1 n 

aan Hie orgiine Ute Seek Gublig ae) ye 7h = &i, tak As eh Dae Pa) oi ; 

n’ n! n! R n-k ja Dp ’ 

Pi, Pi, « PTR ots 4 n 

d’ou 

{'...h/.,.0! iy i Ah Pest). ck. v 
ga I a i) ante Sonnets fae =. Get lieps the SO ee ae Pi, Pine a tack Oe | pi || 
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Par coef a 

ie Fa ee ene, V det ll gear I= 
Jpchidas « i i" = pih... pir rete 7, , det || pir || det |] pi || V det |] gis ll = 

4d ‘(ee een oe “aa ifn ee 
= pit... BP eta ie Inn V det ll gill, 

of Fg oh — 
de sorte que la quantité Bip asaek V det || g;; || est un tenseur 

n fois covariant. Or, a,;) représente un tenseur & fois covariant 

(7.16c) et g‘’ un tenseur deux fois contravariant; la contraction (4) 
est donc un tenseur n—k fois covariant, ce. qu’ “il fallait montrer. 

Dans une base orthogonale, nous avons g” = g;; = 6,; et la 
formule (4) devient 

> +In_-k° 

Pour (j) donné, il n’est pas rae io de sens de considérer les multi- 
numéros (i) ees ee a (i). Si-O G) =a), OG) =O 

alors a.;, = ae a h @ (a) (7.16 (5)), et, comme il n’y a qu’un 

seul multinuméro biniatiicians ordonné («) complémentaire 4 (y): 
Gras Oye. 0G, 1...R...0 

Dw) a 1 a (a) ah fin.. stp E1,...4,04-+-Pp_p 

(i) 

L’expression sous le signe de la sommation intérieure ne dépend 
plus du multinuméro (i), car, d’aprés 7./7 (2), on a 
Hy... Op, 1...k...0 al Oc Pe Se 

oF sip 19. tp Vy *Vn-k ee Oy. Op at, 2 Oye Vk me 

k 

hbase 
—pi-+-k...n (—1)? 3 

Sy nen Verso Vaee 
Ainsi 

N k (k+1) a k(k+1) 
b Gan en ! opr 2 ~ Dyrit 

(ie bi Aiqyk | (— 1) = Cindia (— 1) ’ 

et, selon 7.16 (10), 
k(k+1 

- ~ ye 
bay = Can (n— k) 16, =Crn (n—- k) ! Qa) (—1) ° 

k(k+1) 

En posant maintenant C,,—(—1) * oT on trouve 

La,~ 
by =(—1) ‘Qa)s 

ce qui coincide avec la formule (2). 
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ce. Exemples. Une 0-forme C (constante) a pour son adjointe 
la n-forme 

CHA “KX En 

L’adjointe d’une 1-forme > a;&' est la (n — 1)-forme qui, dans 
— 

une base orthonormale, s ‘écrit : 

DAY aia eel SEES’ Now. Aah”. 
d. Dans le cas général, on a les égalités 

+ (aA + DB) =a (« A) + (+B) (5) 
(A et B sont des k-formes antisymétriques, a et b des nombres) et 

n(n+1) 

«(APL (a1) A: (6) 

L’égalité (5) est immédiate. L’égalité (6) résulte de 
n (n+ 1) 

(122 = (yin ‘es ) 2 

742.Forme adjointe dans un espace-rie- 
mannien. 

a. A présent, pour une k-forme différentielle donnée 

O= D aa (a) das f ... Adair ¥ aya, (2) da... A\da** (A) 
(i) (a) 

dans un espace riemannien élémentaire M,,, nous définissons la 
(n—k)-forme adjointe *w par l’égalité 

go= 2) b,;, (a) dat \.... \dain-k = 

= Di Pen (2) da... A date, (2) 

ou, conformément 4 7.41 (A), 

k (k+1) 
2 s i, 8 

b(t) = (—1) = oI 2) Dy Me (@ veer SS aga 
(i) (s) 

Reid i | Vesetl giy(z) 1. (3) 
Si, en un point donné, le systéme de coordonnées {x’} est orthonor- 
mal, c’est-a-dire que g;; = g” = 6;;, alors, comme dans 7.4/b, 
on peut écrire une formule plus simple: 

it py 
Bey) (2) = (1) ian (2); (4) 

4/5 34—0545 
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ou (y) est le multinuméro strictement ordonné complémentaire 
a- (a). 

b. Conformément a 7.4/d, ont lieu les relations: 

* (A401 + Ag) = ay (* Oy) + Gy (* @2) (5) 

pour n’importe quelles k-formes antisymétriques o, et @, et n’im- 
porte quelles constantes a, et dg, 

n(n+1) 

«(#0)=(—1) 7 © (6) 

pour n’importe quelle k-forme antisymétrique a. 
7.43. a. Définissons l’opération de la différentiation adjointe 

ou bien de la codifférentiation d’une forme antisymétrique sur un 
espace riemannien. Cette opération est définie par la relation 

do = *d0*Q. (1) 

b. La codifférentielle d’une k-forme est une n — (1 + (n — k))= 
= (k — 1)-forme. En particulier, la codifférentielle d’une 0-forme 

est 0. La codifférentielle d’une 41-forme w = >) f; (x) dz’ est une 
O0-forme; calculons-la en coordonnées orthonormales: 

#0 Se (— 1)? f; (x) dxt A... Ada’-*Adai** A... Adz", 

NO fae ° : 
@ (x0) => (19 2 aol dat... Ade Aaah ... 

j= 

rn “OF 5 (2) . 
ee ee near ee A 

Of; (2) 
Oxi 

bo = adew =(—1) 22 TD 

j=1 

ce. La codifférentiation, comme les opérations d et *, est une 
opération linéaire. Ensuite, il résulte de 7.42 (6) et de la propriété 
associative que 

n(n+ 1) 

52 = (*0%) (*0%) = (#0) (#*) (Oe) = (0) (—1) 7 (de) = 

m(n+1) n(n-+ 1) 

=(—1) * (#0) (dx) =(—1) ? «(00)*#=0. 

7.44.O0pérateur de Laplace. 
a. Un réle important est joué par l’opérateur 06 + 50. Nous 

allons montrer que, dans l’espace euclidien n-dimensionnel, cet opéra- 
x 

teur, dans toute base orthonormée, & un facteur constant prés, coincide 
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avee l’opérateur de Laplace appliqué a chaque coefficient de la forme: 

(05+ 80) >) aya (x) da... \ dx = 
(a) 

n(n+1) 

Sat eto ian Adea, (A) 
ee 

Evidemment, il suffit de considérer seules les formes monémes. 
Sans restreindre la généralité, une forme monéme o peut étre écrite 
comme suit: 

@ = a (z) dz A :.« Andaz’. (2) 

(On change, s’il le faut, la numération des coordonnées.) 
Pour la forme (2) on a 

#@=a(z)(—1)'t TF datti fA... Adz”, 
Rk 

A(#0) =(—1)'t A dai dct! \... Ada", 
j=1 

Rk 

* (0x) = (— 4)'+- --+k > (— 4th. .. +7) me y, 

j=1 

x dri... Ada... Adz", 

ou le signe dz} montre que le facteur dz’ est A omettre. Ensuite, 

0 860 = 0*040 = 

n(n+i) k 
oe . Oa : 

EY ee \ tases ge rah Ne)? 
j= 

mar’ k ; n aa (1) 

as _4)3 da (x) per) re” 

x dt... \dai A... Adx*\da?(—1)*4. (3) 
D’une maniére analogue, 

do = > SB (—1)'axtf\... Adz* Ada’, 
OxP 

p=h+1 
n 

yy a ee SE alt. 
p=kh+1 

... Ada? \... Ada”, 
34* 
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n 

eee 02 

dxd0—=(—1)' SY (1p ED aah... 
p=k+1 ; 

n fond 

Ada? As. Ndat i DOE ae SA x 
p=h+1 

Rk 

x» AO) da} Ndats/\... \dz ... Adz", 
j=1 

600 = «0x00 = 

\ yet 
‘eh 0? een =—(=1) aad DL Gah (ett det... Adz 

p=kh+1 

n n 

__4yhtU+... +h) OPa(z) 7 __y\i+(ht+1)+---4N wo Ca 9 > page pe! 1) x 
p=k+1 j=1 

x dati... Adzi A... Ada*= 
n(n+1) n 

aeisr-+{ ae eS! Tene det... Ada + 
p=h+1 

k i Na % F - @2 —_s 

Ae ay PET SS nay at A Ade An. ee 
: Oxi AxP 

p=h+1 j=1 

(4) 
En additionnant (3) et (4) les sommes doubles s’annulent, et 

Von a 
n(n+ 1) 

(36+6d)o=—(—1) * Ao, A= 
foi (ac)? ; (5) 

ce qu’il fallait. 

b. Dans le cas général (espace riemannien et n’importe quel systéme de 
coordonnées), l’opérateur 05 + 60 est appelé opérateur de Laplace-Beltrami. 
L’expression de l’opérateur de Laplace-Beltrami se compose de deux termes; 
dans le premier, on applique a la forme w l’opérateur ViV; (6.47b, c), dans 
le deuxieme figure le tenseur de courbure de l’espace riemannien (cf. G. de 
Rham, Variétés différentiables, Paris, Hermann, 1955). 

7.45.CGonstruction dune forme @ d'aprés 
do et do donnés. 

a. Soient w une (k—1)-forme et A une (k + 1)-forme données 
sur une variété riemannienne M,; on se demande s’il existe une 
k-forme @ telle que do =p, 00 =A. 
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Si une telle forme o existe, alors 5u = 00 = Oet 0A = wow = 0, 
donc les relations du = 0, 54 =O représentent des conditions 
nécessaires de |’existence de la forme cherchée. 

Il s’avére que ces conditions sont aussi bien suffisantes, aul 
moins dans la supposition que les formes pt et A soient a@ support 
compact, c’est-a-dire que leurs coefficients s’annulent en dehors 
d’un ensemble compact dans l’espace M,. 

Nous donnons dans d une simple démonstration de ce fait * 
pour le cas ot M, = R, est l’espace n-dimensionnel vectoriel. 
(Dans le cas général, la démonstration est beaucoup plus compli- 
quée; cf., par exemple G. de Rham, Variétés différentiables, 
Paris, Hermann, 1955). 

b. Considérons d’abord un cas particulier ot la forme est identi- 
quement nulle. 

Choisissons dans l’espace R, une base orthonormale et posons 

p(X) = Bw) dem... \ dates, 

(= | rea OL) Beara... Aare [a—y | 
n 

Calculons dp et 6g. D’aprés 3.77g, nous avons 

p=) > = a or | ad tga. de tet 
i R 

= (n—2) 5) 3S) ff HS then (y) dy] da! dam... Ada, 
i R 

Désignons par (B) = (By, ..., Bn—2+1) le multinuméro complémen- 

taire A (a) et par um) (y) la quantité ait ey i(yye Alors 
on a 

“=> Bee Mb) Oa dx® \ ... \dx?n-n-1, 

(B) Rn 

n 
0 We  ( j a= 3S [| ARMM] setnaeh nan 

(by 71 Rn 

=> > [ — | ety) er | dz’ \dx®t\... \daPn-n+1 = 

(yt Rn 

* Proposée par I. Dorfman. 
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= SIL —J SS (ot emp) at ay Ada. Adabr tty 

+2 i i 3 P Mog a dy | \da®i/\.. . A\daPn-n+ , (1) 

Rn 

ce hypothése, les fonctions pj) (y) s’annulent en dehors d’une 
boule S. En désignant par v = (v1, ..., V,) la normale unitaire 
extérieure A la frontiére de la boule et appliquant le théoréme 
d’Ostrogradski, on trouve: 

n 

ib > ag (Hb 0) =a) 
dz’ dy = 

a \ Hip) OE rae & Vi dz’ | dy=0. 

Or, 
ss 

i=1 

x ae da’ \ daft... \da®n-h+t = 0 (xp (x)) a= 

i=1 
n(n+1) n(n+ 1) 

= (— 1) 2 (*#) O (x) = (— 1) = +Ou = 0. 

Ainsi, les deux intégrales dans (1) sont nulles. Par conséquent, 
Op-= «0x Oo = 0. 

n(n+1) 

Appliquons ensuite la formule 60 + 06 =—(—1) 7 A 
(7.44 (5)). La quantité Ag dans le présent cas peut étre trouvée 
de 4.42 (9): 

é oP _h (Wy) dy — ei a ee 

aes Lay (x) dart A... A da*h-1= S,(2—n) p 

rs 

ou S, est l’aire de la sphére unité dans R,. Donc, dd9= 
n(n+1) n(n+1) 

Sat Te Ape ne et ek ee uw. En posant o= 
n(n+ 1) 

Oa ee 
= a0 on trouve do=pu, d@=0, ce qu’il fallait. 

c. Envisageons un autre cas particulier: il y a une (k + 1)-forme 
X avec 0A = 0 et une (k — 1)-forme p = 0; on se propose de trouver 
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une k-forme @ telle que do = A, 50 = 0. La forme «A est du degré 
n—k—41; pour elle, nous avons 

n(n-+ 1) 

6 («A) = *0xx), = (—1) ee) SG 

D’aprés ce qu’on a démontré dans }, il existe une (n — k)-forme g 
pour laquelle 

Og =e Ay, Of -s=.0). 

Montrons que la k-forme mo = * g posséde les propriétés voulues. 
En effet: 

n(n+1) 

OW = xb¥*g = (—1) : x0 = ji, 

n(n+1) 

60 = +0xxg = (—1) : s0g=(), 

ce qu'il fallait. 
d. Dans le cas général, s’il y a une (k — 1)-forme pw a support 

compact, avec bu = 0, et une (k-+ 1)-forme A a support compact, avec 
6 = 0, trouvons d’abord deux k-formes , et m, pour lesquelles 

$0; =p, do, = 0, 

oo, = VU, Oa — A. 

et additionnons-les. La forme obtenue 

© =, + o, (2) 

résout le probleme posé car 

do = 00,=/A, fo = 60, = u. 

e. Etudions le probléme d’unicité de solution. Supposons que, 
pour deux formes données p et A, il existe deux k-formes w et Q 
telles que 

do = 0Q2 =k, Co — 52 — wp. 

Alors la forme 0 = 2 —@ vérifie les relations 

OG =.0 7" O04 0), (3) 

Les formes 8 possédant les propriétés (3) sont appelées formes 
harmoniques. Si une forme 9 est harmonique, alors AO = 
=c (06+ 60) 8=0 et tous les coefficients d’une forme harmonique 
sont des fonctions harmoniques. (La réciproque est, en général, fausse: 
on ne peut choisir pour coefficients d’une forme harmonique n’im- 
porte quelles fonctions harmoniques, car les coefficients sont liés 
par les égalités découlant de (3).) 
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La solution (2) que nous avons trouvée a, évidemment, les coef- 
ficients tendant vers zéro lorsque | x | > oo. Si une autre solution Q 
posséde la méme propriété, alors il en est de méme de la forme harmo- 
nique 0 = Q — w. Or, toute fonction harmonique tendant vers 0 
lorsque | z |—> oo est identiquement nulle (4.54c). Donc, dans la 
classe de toutes les k-formes dont les coefficients tendent vers 0 lorsque 
|2|— oo, la solution trouvée est unique. 

f. Le résultat obtenu peut étre mis sous une autre forme: 
Théoréme. Toute k-forme Q, OQ =A et 6Q2 = p étant a sup- 

port compact, peut étre représentée comme somme f + g de deux k-formes 
f et g, de sorte que 0f = 0, dg = 0. Cette représentation est unique dans 
la classe de toutes les k-formes dont les coefficients tendent vers 0 lors- 
que |x |—o. 

Pour le démontrer, remarquons que, comme dA = 0 et du = 0, 
on peut construire une telle forme o = @, + ©, que 

bo, — B, 0, a 0, 

bo, a 0, OW, = Xr. 

En vertu de l’unicité déja démontrée, les formes o et Q coincident; 
ce qui fournit la représentation cherchée Q = @, + @,. Elle est 
unique dans la classe mentionnée d’aprés les mémes considérations 
que plus haut. 

g. Le probléme que nous sommes en train de traiter représente 
une généralisation directe du probléme de construction d’un champ 
vectoriel d’aprés ses rotationnel et divergence. En effet, dans l’espace 
tridimensionnel euclidien, les opérations classiques de l’analyse 
vectorielle grad @, div f et rot f s’expriment, ce qu’il est aisé de 
prouver, par 0, 6 et * (au signe prés) comme suit: 

grad = Og, divf =+«d4«f=S5f, rot f = Of. 

Soient maintenant u (v7) (UE R,;—>R,) et R(x) (UEC R3s> R;) 
des fonctions (a support compact), div R (xz) =0. On se propose de 
construire un champ vectoriel f tel que div f = u, rot f = R. On peut 
traiter le champ scalaire donné u comme 0-forme, donc, comme pour 
toute O-forme, on a du = 0. Le champ vectoriel donné R peut étre 
traité comme 1-forme avec 6R = 0 ou bien, ce qui revient au méme, 
avec 0 (* R) = 0. Le probléme posé est alors équivalent a la recher- 
che d’un champ vectoriel ou d’une 1-forme f pour laquelle 6f = , 
« (Of) = R ou Of =* R. Or, c’est juste le probléme considéré 
dans a, sous une forme particuliére, donc un probléme résoluble 
(en vertu de d pour u (x) et R (x) A support compact; en vertu de e, 
sa solution est unique dans la classe de tous les champs vectoriels 
f (x) qui tendent vers zéro lorsque | | > oo). 
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EXERCICES 

1. Les formes Eva) (Gr es) » gu, | Et sont symétriques ; 
2 Rk O @=(a) 1 k 

elles s’appellent k-formes symétriques élémentaires. Montrer que toute k-forme symé- 
trique peut étre représentée d’une fagon unique comme combinaison linéaire de 
formes E.,. 

2. Quelle est la dimension de l’espace des k-formes symétriques dans R,, ? 
3. Montrer qu’il est possible de représenter toute forme bilinéaire A (z, x) 

2 
comme somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire 
antisymétrique. 

4. Pour k > 2 montrer qu’il existe une k-forme qu’on peut représenter 
comme somme des k&-formes symétrique et antisymétrique. 

5. Posons, pour n’importe quelle k-forme A (z, ..., 2), 
f Rk 

fi 
erat: ards rT >| Spee hah 

Montrer que Sym A (z, ..., x) est une forme symétrique; si A (x, ..., 2) 
a k 4 

est symétrique, alors Sym A= A, et réciproquement. 
6. Un (k-n)-numéro ordonné (a) peut toujours étre mis sous la forme 

CCE (A ered perc ey deaths emit k Grant LD) 
——24J2/ — ———— 

p4 fois p2 fois pn 

ou les nombres p,;, ..., p, sont compris dans les limites 0 < p; < k et > y= 

=k. L’ensemble (p,, ..., pz) s’appelle caractéristique du multinuméro (a). 
Montrer que 

et ei a Dae sea 
S FO ee ee) en ae ak 2 vias WAG BERS eta a i, eG Seana 

ou (a) = O(i), (py, ++ +) Py) Etant la caractéristique du multinuméro (a), Ea) 

une forme symétrique élémentaire (exercice 1). 
7. On appelle produit tensoriel symétrique d’une k-forme A et d’une m-for- 

me B la (k + m)-forme 

A \\/ B= Sym (A X B). 

Montrer que l’opération \/ est distributive avec l’addition et associative. 
8. Montrer que 

i i, pal... Da! be in a, CE ss WS ramen et) = Os aes . 

9. Montrer que toute (n — 1)-forme antisymétrique dans R, peut étre 
représentée comme suit: 

fi... é al 
1 n—1 

AGN a. el) — CCE COM ee 

1 n—-1 to ae an 
1 n—-1 

ov a}, ..., a” sont des nombres fixes (pour la base donnée). 

35—0545 
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10. Vérifier la formule 

A\ B=(—1)FB AA, 

ou & est le degré de la forme A. 
41. Soient P = || a;; || ume nm X n-matrice inversible et P-1 sa matrice 

inverse. Choisissons dans la matrice P le mineur M occupant les lignes et les 
colonnes de numéros 1, ..., &, et dans la matrice P-! le mineur 7 occupant 
les lignes et les colonnes de numéros k+ 1, ..., n. Démontrer que T= 
= M/det P. 

42. Montrer que les coefficients a. de la deuxiéme notation canonique 
d’une forme antisymétrique (7.1 6a) se transforment, en effectuant un change- 

ment de coordonnées § = pj, &i’, selon la formule 

Fr ap all Sh 5% (3) Qa) = Fee 2) May Ft Il Pp Ils 
(&) 

ou (B;) et (B;) sont les multinuméros strictement ordonnés, complémentaires 

aux multinuméros («) et (a’) respectivement. 
En particulier, les coefficients bt d’une (n — 1)-forme 

A (e, oy 2 )=D) (—1)i-1 DiELA L.A EIA... AED 

se transforment comme les tenseurs une fois contravariants 

+, 1 Fase 

a det P > bY; 
i 

avec le « poids » 1/det P. 
13. Pour une forme différentielle quelconque 

; i 
om >) feiy ()gan Ai de Ry 

(i) 

on peut définir trois différentielles: 

Of pay (x ablon: i 
Do= Sp ay Mehl Zh a waa dx, 

ices Ox) his 2, hk+1 
() 3 

do = SymDo, do = Alt Do, 

Montrer que, pour une forme @ antisymétrique, la différentielle @ coincide 
avec la différentielle définie dans 7.22. 

14. Montrer que 

a( det\y...\de*) = SO) ari\Vdet\y... a >) fe @) dehy... Va ) DD ey avery... Vide 
(i) (i) 3 

15. Montrer que 

d (@, X We) = da, \V 2 + @, \V dag. 

~ P< Qa. 

16. Soit Asa Dat \\- oe IN BOR. Posons by) = (1) “aa 

a) 

dans toute base orthonormale, (y) étant le multinuméro strictement ordonné, 
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complémentaire a («). Montrer par le calcul direct que la forme i TEAL 
(y) 

Vn- . : - 
»--AE&” ® est invariante par rapport aux transformations orthogonales des 
coordonnées. 

17. Pour chaque k-forme wm ~ 0 sur une variété différentiable élémentaire 

M,, indiquer une k-chaine c telle que i) @ ~ 0. 
7) c 

18. Montrer que, pour toute k-chaine c avec dc = 0 et pour toute k-forme 
@ avec 0m = O sur une variété M,, a lieu l’égalité 

nae 
c 

Historique 

Une généralisation multidimensionnelle du théoréme de Stokes est obte- 
nue, pour la premiére fois, par Poincaré dans le III-e volume de ses « Méthodes 
nouvelles de la mécanique céleste » (1889). Ensuite, un autre énoncé de ce théo- 
réme, qui est déja bien proche des énoncés modernes, est donné par E. Cartan 

- (1899), le créateur du calcul des formes antisymétriques différentielles; la 
partie algébrique de ce calcul remonte a « Die Ansdehrungslehre » de Grass- 
mann (1844, 1861) ou, entre autres, apparait pour la premiére fois « l’espace 
n-dimensionnel ». La notion de codifférentielle d’une forme est introduite par 
Brauer pour l’espace euclidien (1906) et par Weitzenbock pour l’espace rieman- 
nien (1923): Le probléme de construction d’une forme différentielle d’aprés sa 
différentielle et sa codifférentielle est posé et résolu (pour l’espace riemannien) 
par G. de Rham dans son livre « Variétés différentiables » (1955). 

35* 



INDICATIONS ET REPONSES 

Chapittre 4 

1. SLndication. Considérer la suite de points 

q, = Un, 1, = tn. 

2. Indication. De toute suite { ~,, P,} > 0 (0 <M, < 2m), on peut extraire 
une sous-suite partielle { @nz, Pn,} telle que les nombres @,, ont une limite. 

3. Indication. a) y est linéaire sur toute demi-droite; b) cette fonction liné- 
aire ne doit pas changer de pente suivant la droite; c) si elle est dérivable, elle 
doit coincider avec sa partie linéaire principale. 

4, Indication. La matrice de multiplication par un nombre complexe a + rl 
a—b 

a la forme : “ , celle de l’opérateur f’ (z), pour w = u-+ iv, ala forme 

He TUM ge rappeler les conditions de Cauchy-Riemann (U10.16). 
Vv Vy 

é 5. Réponse. 

of 
dxXp 0x4 

ae Of 3 

Beg 
6. Réponse. L’équation 

[(x — a)* + y*] [(e + a)? + y?] = b4 

représente deux courbes séparées pour b <a, une lemniscate pour b= a 

une courbe a quatre points d’inflexion pour a <b<a Va; une courbe con 

vexe pour b >a V2. 
7. Réponse. Par exemple, 

y= cos7, wr2=—sing, I0<@K< 2a. 

8. Indication. Appliquer la formule de Newton-Leibniz. 
9. Indication. Utiliser trois faits suivants: a) le gradient de la fonction 

est un vecteur unitaire; b) les diagonales d’un losange sont perpendiculaire 
lune a l’autre; c) le gradient est orthogonal A une surface de niveau. 

10. Indication. Supposons que la fonction F (t, —) (Rp R,) ait un 
dérivée continue en €. Trouver des points stationnaires pour la fonctionnell 

b 

ia) = \ ET (treat) at 

a 
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définie dans l’espace & (a, b) des fonctions réelles continues z = z (t), a< 
Bid <b 

41. Réponse. x, (it) = — a (t + 41) est un maximum local; zg (t) = R(t 1) 

est un minimum local. 
12. Indication. Minimum local pour zo (t) = 1. Afin de le démontrer, poser 

z(t) = 1-+ e(¢) et, compte tenu de l’hypothése, montrer que 

1 1 

f(2)—F (a0) => | er (ary | 28 at, 

0 0 

13. Indication. Dans les conditions imposées, l’opérateur 

Az=a2 — [f (a)]" f (a) 

est contractant ; cf. la démonstration du théoréme 1.53. 
14. Indication. Considérer cette fonction sur une droite passant par l’origine. 

15. Indication. Dans l’espace hilbertien on a | «|= (a, 2). 
16. Indication. Choisir le déplacement de la forme (0, ..., 0, h, 0, ...), 

|h| <6. Utiliser la forme générale d’une fonctionnelle linéaire dans 1. 
17. Indication. Remplacer y par Ag z”® dans l’équation (1) et montrer que 

-Péquation obtenue 

7 (z, uv) =f (u, A ox”°u) =0 

est vérifiée par les valeurs x= 0, u=1, et que 

ap (0, 1) 
(er cad 

puis appliquer le théoreme sur la fonction implicite. 
18. Indication. Remplacer y par Ay 2’°(4 + Box u) dans l’équation (4); 

puis agir comme dans l’exercice 17. 
19. Indication. Utiliser 1.34d et 1.45. 
20. Indication. Toutes les fonctions f (x) avec une méme valeur f’ (a) appar- 

tiennent a une méme classe. 
21. Indication. Si une fonction f (z) € % est nulle dans un voisinage V 

du point z, et qu’une fonction / (x) € 2 est nulle en dehors de V, de fagon que 
h (a) = 1, on aboutit au résultat cherché en appliquant la fonctionnelle D 
a f (x)-h (x). Montrer que toute fonction f (z) € J (a) est la limite sur la norme 
de % de fonctions s’annulant au voisinage du point a. 

22. Indication. D’aprés l’exercice 20, on a 

DI=(F @) p=, 

23. Réponse. Par exemple, dans un espace hilbertien H avec une base ortho- 
: 2e 4 : 

Mormale~ €), .\<.+5 Cnied« 9° SUIbS,, =f. 4G | — a | << =: et consi- 

dérons une fonction 0, (¢): R, > R, dérivable, comprise entre 0 et 1, valant 

0 pour |¢t— 2 Er S net 4 pour += ae Pour « €S,, l’opérateur linéaire 
n n 

il 
f(z) est donné par la formule f(z) h = —en (h, en) 8, (lx — a |); pour 

rE UJ S,, on pose f (4) h = 0. 
vA 
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24, Réponse. Par exemple, sur toute demi-droite d’argument g, on peu 
définir la fonction f (z, y) par un graphique du type montré fig. 1. Alors dans 
le plan { z, y} la fonction f (z, y) a, en l’origine des coordonnées, la dérivé 

non nulle suivant la courbe dérivable qui esi 
formée par les points de maximum des graphi 
ques mentionnés. 

25. Indication. Utiliser 1 idée de construc. 
tion de l’exercice 24; définir la fonction cher. 
chée sur la demi-droite correspondant au vec: 
teur de base e, par un graphique du typ 
montré fig. 1. 

26. Indication. Utiliser 7.34c. 
ae 27. Réponse. Puisque le rang de la matrice 

de Jacobi des fonctions données n’est constant 
# en aucun voisinage du point (0, 0), elles ne sont 

pas dépendantes ni indépendantes. 
Fig. 4 28. Indication. Vérifier directement que 

si z = @ (y) est une solution de l’équation (41) 
alors w = z — @ (y) est une solution de l’équa- 

tion (2). Inversement, si w (y, z) est une solution de 1l’équation (2), alors 
pour w, ~0 (cas général), l’égalité w (y, z) = 0 s’écrit comme z= @ (y) 
Kerire la dérivée et multiplier par ©. 

29. Indication. Soit d, = inf p (z,, zm); prouver que d, > 0 et pose 
mn 

Oo 

p, = 4,/2. 
"30. Indication. Dans la boule S$ (2, P,) poser f (t) = @p (p (x, tp) oF 

Q, (p) est continue, nulle pour p >p, et égale a n pour p = 0. 
31. Indication. La méme idée que dans la solution de l’exercice 30. 

Chapitre 2 

1. Indication. Dans l’espace correspondant de dimension paire, le produi 
des racines caractéristiques de l’opérateur est négatif, done il existe des racine: 
positives ainsi que négatives ; or, ce sont les coefficients canoniques de la forme 

2. Réponse. 

Mert = 2thetket +> 2tkehe>. 
3. Réponse. 

p” (y) pq = —If (x)]* +f" (z) If’ (z)1* +p -[f (14 a, p, @ EY. 

4. Indication. La premiére partie résulte du théoréme sur l’extrémum lié 
Pour construire un exemple, considérer la fonction y = zz (R, — R,) sou 
les conditions z, = C2? avec C différents. 

5. Indication. Appliquer le critére 2.63a. 
6. Indication. Les fonctions a, (x) et a, (x) ne sont pas continues. 
7. Réponse. 

0D , OD oD ad 

(se, 3p) Mh= (FG, ®) Beh 
(24, ky € X4). 

8. Indication. Dériver la relation (y'h, y'k) = \? (h, k) par rapport — 
n’importe quel vecteur 1, puis effectuer le changement cyclique des variable 
h, k, l. Le vecteur / étant arbitraire, obtenir la relation y"hk = 0. 
" i Indication. Commencer par l’inversion; utiliser l’exercice 26 du cha 

pitre 1. 
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10. Indication. Dériver la relation (y’h, y’k) = 0 par rapport a 1, puis faire 
le changement cyclique de h, k, l. 

11. Indication. Utiliser le fait que le vecteur J de l’exercice 10 peut étre 
un vecteur arbitraire orthogonal a h et k. 

Réponse. 

_ A’ (zk hi! (%) h 
a ee SS eye 

12. Indication. Dériver V’égalité de l’exercice 11 par rapport a / arbitraire 
en tenant compte des valeurs trouvées de pv et v. Se convaincre que la fonction 
vectorielle p”/k-y’h est symétrique par rapport a / et h. Utiliser |’indépendance 
de y/h et yl. 

13. Indication. Prouver que p”hk = o (z) (hk, k), puis dériver par rapport 
a 1 arbitraire et utiliser la symétrie de la dérivée troisiéme. 

14, Indication. Intégrer le résultat de l’exercice 43. 
15. Indication. Appliquer le résultat de l’exercice 14 4 la fonction y (z) 

et 4 son inverse. 
16. Indication. Pour ~=~0, 6 ~ 0, la fonction 

|x| 

WOl= | aarp 
0 

serait une fonction transcendente, l’exercice 15 montre qu’elle est une fonc- 
tion algébrique. 

17. Réponse. Le théoréme 2.6Ja fournit une condition nécessaire de com- 
atibilité d’un systéme, quelles que soient les conditions initiales (au voisinage 
u point donné). Le systéme en question n’a pas de solution avec la condition 

initiale z (0, 0) =e >0. 
18. Indication. Appliquer le théoréme 2.6/a. 

Chapitre 3 

ni x 

1. Réponse. I= Fin] J @2—uyn fw) du. 

0 

nn/2 
2. Réponse. l=———.. 

V det | 4 

3. Réponse. I=Sp-4 (1) j pAf (r) ar. 
0 

au 

4. Réponse. I=Sn-9(1) \ f(a) Vi—h2 dh. 
-i 

6 

5. Indication. | Une |/20=1-+C + ne 

6. Indication. I] est possible de choisir une telle suite exhaustive de domai- 
nes que les valeurs positives de la fonction f (x) soient dominantes, on peut 
faire de méme pour les valeurs négatives. : . 

Sur [0, oo), on a une autre définition de la convergence de l’intégrale (le 
choix de domaines admissibles est moins riche), 
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7. Réponse. Par exemple, l’ensemble P est une cellule non jordanienne. 
8. Indication. Le segment limite n’est pas homogéne. 
9. Indication. Il suffit d’envisager le cas k = 1; appliquer le principe de 

Cavalieri et la relation (U12.47b) 

m/2 

\ cos2” ¢ dt 

lim = 0. 

cos2” ¢ dt 

10. Indication. Idem. 
11. Indication. Utiliser le principe de Cavalieri et la récurrence sur n. 
12. Indication. Approcher les fonctions f, (rz), ..., f, («) par des fonc- 

tions constantes par morceaux. Appliquer 3.55c. ; 
13. Indication. Intégrer d’abord sur la sphére de rayon r, puis par rapport 

; T oe 0 a o. Pour la fonction f (x) = g (r) symétrique sphérique, obtenir la 
ormule 

co 

@ (0) = j { j enticizpos@ ao } g(r) r®-1dr. 
0 Sr 

14. Réponse. 

9(0)=—= | re(rsinprar,  p=lo}. 
0 

15. Indication. Appliquer la régle de dérivation d’une intégrale impropre 
par rapport au parametre (3.74f). 

16. Indication. Dans la nouvelle base, écrire la forme donnée comme somme 
de carrés. Utiliser la méthode U15.32. 

Chapitre 4 

1. Réponse. 

rot P (A) = [pq’ (o) + 29 (p)] g, 

, g est le vecteur unitaire colinéaire 4 la droite 4. L’égalité ob g (p) = LO) 
rot P (A) = 0 a lieu pour f (p) = C/p. 
; a Indication. Pour la courbe y = g (x), la courbure est donnée par la 
ormule 

eleomndd PG ete 2 
[1+ 9° (@))°/* 

Utiliser la formule 4.75 (2). 
3. Indication. Si l’équation de la famille de surfaces a la forme g (M) = C, 

Vhypothése peut étre écrite comme suit: 

grad p = AR. 

Pour éliminer 4 et g, appliquer l’opération rot. 
_ 4. Indication. Considérer sur la surface S le contour fermé composé de la 

ligne L, de deux courbes y (M) et d’un arc arbitraire et appliquer le théoréme 
de Stokes. 

5. Indication. Utiliser l’exercice 4. 
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6. Indication. Le domaine n’est pas simplement connexe; le potentiel 
local arctg (y/z) ne se prolonge pas dans tout le domaine en tant que fonction 
univoque. 

7. Indication. Appliquer au domaine en question la formule de Stokes. 
8. Réponse. 

_ (0, y) 
ly |? 

_ e(0, y)ly| 
r2 

pour lyla7, 

F(y)= 
pour | y|<r. 

9. Indication. Utiliser l’inégalité 

Peat = eye <r | yb". 

10. Indication. Passer, dans l’inégalité de l’exercice 9, 4 la limite pour 
r~> w. 

11. Indication. Dans la formule de Poisson, passer au gradient et évaluer 
grad P (z, y) pour y =z. 

12. Indication. Appliquer le résultat de l’exercice 11 aux boules intérieu- 
res d’un rayon fixe, puis utiliser le théoréme sur le recouvrement fini. 

13. Indication. Vu le résultat de l’exercice 12, appliquer le théoréme 
d’Arzela. 

14, Indication. Utiliser l’inégalité de l’exercice 9 et le résultat de l’exer- 
cice 414. 

15. Réponse. Non, puisqu’il n’y a pas sur cette surface de vecteur normal 
continu. 

Chapitre 5 

1. Réponse. 

=e 2x2 yy — 2eY 

— Apee tay)” 
2. Réponse. 

F sexe Fyy F yz F 

4 Fyx Fyy 

(Fx+-Fy+F:) |Fre F 
He Fy Fy 0 

3. Réponse. 

1 0? In @ (u, 62 In @ (u, v) > Roa (Smee) Ane), 
2 (u, Vv) du? Ov? 

4, Indication. Utiliser la formule 5.26 (5). 
5. Réponse. 

4 
kpap = ———— k par == ? mér 

eV 1+26 
6. Réponse. La géodésique s’enroule sur la caténoide en s’approchant 

indéfiniment de sa ligne de striction (fig. 2). : 
7. Réponse. Pour une fonction dérivable z (p): les paralléles sur lesquelles 

la fonction z(p) atteint son maximum non nul, et seulement ces paralléles. 

=0. 
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8. Indication. La coordonnée du centre est: 

(Ru, ly) 

[du |? * 

9. Indication. Dans le cas en question, l’équation de la ligne de striction 
a la forme: 

| ly fr (Ruws 7) an ly © (Ru, lun) — 2 (Ruy Ly) (lu, luy) = 0. 

10. Indication. Montrer que, dans les hypothéses formulées, la ligne de 
striction coupe les génératrices orthogonalement. Choisir cette ligne pour direc- 

trice et montrer qu’elle est droite. 
11. Indication. Intégrer l’équation 

Ciel ane 20) dm = i dr 

\ se le long de la ligne de courbure donnée. 
12. Indication. A tout point B de l’espa- 

— ce tangent II (A) faire correspondre un point 

v= — 

C sur la variété d’aprés la régle: mener, a 
partir du point de tangence A, dans le sens 
du vecteur AB, une géodésique et définir 
sur elle un paramétre canonique, de sorte 
que la dérivee par rapport 4 lui au point A 
coincide avec le vecteur AB; choisir le point 

Fig. 2 correspondant 4 la valeur r = 1. (Cette ap- 
if plication est appelée exponentielle.) Mon- 

trer que sa dérivée est non dégénérée. 
13, Indication. Utiliser le résultat de l’exercice 12, choisir un voisinage 

sphérique assez petit du point A. 
14. Indication. Composer la forme ds?. Si r (u) et p (v) décrivent, par exem- 

ple, des circonférences, il n’y a pas de segments de droite sur la surface S. 
15. Indication. Le lieu géométrique des points d’intersection de la surface 

ares ty avec n’importe quel plan bidimensionnel normal est formé des points 
isolés. 

16. Indication. Sans nuire a la généralité, on peut admettre que les vec- 
teurs de base du plan tangent coincident avec J premiers vecteurs de base de 
Vespace R,. Alors chaque vecteur unitaire normal a la forme 

ries (02%, . oD, Wpravenly wy Oh) s 

Oty +... + 02 = 1. 

En appliquant le théoréme de la fonction implicite exprimer les coordonnées 
des points de la section normale compléte comme fonctions d’un paramétre. 

17. Indication. Appliquer la méthode de 5.3/7. 
18. Indication. Faire le calcul analogue a celui de 5.32. 
19. Indication. Idem. 
20. Indication, Procéder par analogie avec la démonstration du théoréme 

de Bonnet 5.34. 
21. Indication. I1 y a un point singulier sur le cone. 

Chapitre 6 

1. Indication. Utiliser les coordonnées sphériques. 
2. Indication. Utiliser la définition des dérivées covariantes, 
3. Indication. Idem. 
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4. Indication. Pour cette définition de la connexion, a lieu le parallélisme 
absolu; mais la construction 6.45 peut conduire a un écart essentiel des points 
C et £. 

5. Indication. Utiliser l’équation différentielle de la translation. 
6. Indication. L’application correspondante de l’espace tangent sur la 

variété transforme la dérivation ordinaire au point A en la dérivation cova- 
riante. 

Chapitre 7 

1. Indication. Appliquer légalité » = Ds » : 

(i) (a) O (i)=a 
. Réponse. Orla 

. Indication. Considérer A (xz, z)-+ A (z, z) et A (xz, x) —A (2, 2). 
1 2 2. 2 Loe Do 

. Indication. Comparer les dimensions de trois espaces correspondants. 

. Indication. La premiére affirmation est vérifiée par un calcul, la troi- 
siéme résulte de la premiére. 

6. Indication. Développer la forme Sym &“! ... &%k suivant les formes 
1 R 

oes w ry 

symétriques élémentaires. Comparer les coefficients. 
7. Indication. Prouver pour les formes de base, par analogie avec 7.15. 

Utiliser le résultat de l’exercice 5. 
8. Indication. Itérer le résultat de l’exercice 5 écrit pour les formes du pre- 

mier degré, 
9. Indication. Utiliser 7.13b. , 

10. Indication. Utiliser les formes E4/\... /\ &7R. 
11. Indication. 

44 +--+» GMWpR %,h+1 +++ Fn 

me ei a _| [ht +++ [hh [het +++ Fhn -1 Ajj - 0 yo 4 0 j =| det P |° 
CET ig? AO ie bal aes, | Sen Reena 

0 ao 0 4 

12. Indication. Utiliser l’exercice 11. 
13. Indication. Utiliser 7.16 (3). 
14. Indication. Utiliser l’exercice 8. 
15. Indication. Idem. 
16. Indication. Utiliser les exercices 14 et 12 en considérant P comme 

matrice orthogonale. 
17. Indication. Considérer d’abord une forme mondme. 
18. Indication. Appliquer le théoréme de Stokes-Poincaré. 
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