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Avant-propos de la troisiéme édition

Cette troisiéeme édition du tome Algebre accompagne celle du tome Analyse des maths
en téte. L’évolution principale est un nouveau chapitre portant sur les probabilités, do-
maine qui a enrichit le programme de mathématiques des classes préparatoires scienti-
fiques. Comme dans le reste de 'ouvrage, il contient les rappels de cours et des complé-
ments a connaitre ; ’accent a été mis sur les techniques et les thémes les plus classiques des
probabilités, dans I'esprit des épreuves proposées aux concours des grandes écoles scienti-
fiques. Cette nouvelle édition comporte également des extensions d’exercices, renfor¢ant
les thémes que I’étudiant doit connaitre, des améliorations de preuves, de nouveaux exer-
cices et problémes, toujours dans 'esprit du programme. Enfin, malgré le soin porté a la
rédaction de cet ouvrage, il reste toujours des coquilles et je remercie les internautes (par
le biais d’un forum) et Daniel Khoshnoudirad pour les compilations d’erreurs que j’ai pu
récupérer, et qui ont été prises en compte.

xavier.gourdon_livres@yahoo.fr



Avant-propos de la deuxiéme édition

Plus de dix ans apres la sortie de la premiére édition, cet ouvrage est encore largement
utilisé pour la préparation des concours (grandes écoles, agrégation). Les retours de mes
lecteurs (grace a internet notamment) sont nombreux et m’ont encouragé a réaliser cette
deuxieme édition. Cette derniére contient des corrections de coquilles, quelques retouches
et améliorations de preuves et solutions, ainsi que quelques exercices et problémes supplé-
mentaires dans Pesprit de I’édition précédente. Une nouvelle annexe (annexe C) propose
une introduction aux fractions continues.

J’espére que les améliorations de cette deuxiéme édition seront utiles a mes lecteurs
pour la préparation de leur concours. Je remercie chaleureusement les personnes qui m’ont
aidé a apporter ces améliorations, en particulier les internautes dont les commentaires
ont étés nombreux. Enfin, cette deuxiéme édition doit beaucoup a la patience de ma
femme Laurence et de mes enfants, Gaspard, Anne-Sybille et Léopoldine ; je suis infiniment
reconnaissant de leur support pendant les longues journées et soirées passées a cette mise
a jour.



Avant-propos de la premiére édition

Cet ouvrage propose aux étudiants des classes de mathématiques spéciales (programme
M?) des rappels et des compléments de cours assez complets, ainsi que des exercices et
des problémes corrigés. Il pourra également intéresser les éléves préparant ['agrégation.

L’ouvrage est orienté sur la relation étroite qui existe entre le cours et les exercices.
Dans le fond, une bonne lecture du cours améne a s’interroger sur chaque résultat présenté :
a quel niveau intervient-il dans I'articulation du cours, quelles en sont les conséquences,
que se passe-t-il si on modifie les hypothéses 7 Dans cet esprit, de multiples remarques
ponctuent les parties de cours, mettant en avant ses subtilités, et faisant le lien avec les
exercices qui suivent.

Les parties de cours ne sont pas un substitut au cours du professeur, mais plutot un
résumé exhaustif qui I’éclaire d’une facon différente. Les compléments sont des résultats
trés classiques qui ne figurent pas au programme mais dont la connaissance est utile
et parfois indispensable pour mener a bien un exercice ou un probléme. Les résultats
présentés sont démontrés lorsqu’ils sont a la limite du programme ou lorsqu’ils constituent
un point important dont la démonstration met en place des techniques instructives que
I’étudiant doit connaitre et savoir maitriser.

A la fin de chaque section, on trouve une liste d’exercices de difficultés progressives,
classiques ou parfois originaux, qui constituent une illustration du cours qui les précede.
Je me suis efforcé a chaque fois de passer en revue tous les problémes qui tournent autour
du théme de Pexercice. Les nombreuses références au cours sont 1a pour inviter le lecteur
a s’y reporter, le but étant de savoir et de comprendre précisément les résultats que 1’on
utilise.

Une liste de problémes ponctue la fin de chaque chapitre, ces problémes étant des
exercices plus longs, plus difficiles ou plus originaux que les précédents et faisant appel a
I’ensemble du cours du chapitre. a la fin de certains chapitres, on trouve des sujets d’étude
introduisant des théories élégantes dans le théme du chapitre. Deux annexes présentent
des curiosités mathématiques liées au programme d’algébre.

Les résultats du cours ou les exercices les plus importants sont indiqués par une fléche
dans la marge de gauche.

Je tiens enfin a remercier toutes les personnes qui m’ont aidé, Erwan Berni, Georges
Papadopoulo et Alexia Stefanou pour la relecture de certains chapitres, le PROJET AL-
GORITHMES grace a qui j’ai pu donner & mon ouvrage sa version typographique actuelle
et la collection ELLIPSES pour avoir accueilli mon travail.

Je serais reconnaissant a ceux de mes lecteurs qui me feront parvenir leurs remarques
sur cette premiére édition.

Xavier Gourdon
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Chapitre 1

Arithmétique, Groupes et Anneaux

]USQU’AU début du vingtiéme siecle, I'algébre désignait essentiellement 1’étude
* de la résolution d’équations algébriques (en témoigne la dénomination du théo-
reme fondamental de ’algébre). Avec la résolution des équations algébriques
apparut, de maniére plus ou moins confuse, la notion de nombre complexe : on
utilisa le symbole v/—1. Parallélement, la théorie des congruences se développa.
Ainsi, de nouveaux objets mathématiques entrérent en scéne. Bientot, les
mathématiciens y virent des analogies étroites qu’ils cherchérent a expliquer :
I’algebre devint progressivement 1’étude abstraite des structures algébriques,
jusqu’a ce que connait ’étudiant d’aujourd’hui.

1. Arithmétique sur les entiers

Nous supposons acquises les notions de base sur ’ensemble des entiers naturels N et
des entiers relatifs Z, ainsi que les calculs dans Panneau quotient Z/nZ. Une étude plus
approfondie de ce dernier fait ’objet de la section 3 de ce chapitre.

1.1. Divisibilité - pged, ppcm

DEFINITION 1. Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b (ou que b est un
multiple de a), et on note a | b, s’il existe un entier n tel que b = an. Si a ne divise pas b,
on note a1 b.

PROPOSITION 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient a € Z, b € N*. [l existe un unique
couple (q,7) € Z x N tel que

a=bg+7r, avece 0<7r<b-1.

q s’appelle le quotient, 7 le reste, de la division euclidienne de a par b.

Classes de congruence modulo n.

DEFINITION 2. Soit n un entier naturel non nul. On note nZ = {nk,k € Z}. Si z et y
sont deux entiers, on note x =y (mod n) si x —y € nZ. et on dit alors que z et y sont
congrus modulo n.

DEFINITION 3. Soit n un entier naturel non nul. L’anneau quotient de Z par nZ est
noté Z/nZ. On note généralement T (ou ) la classe d’un entier  dans Z/nZ. Ainsi,
Z/nZ = {0,1,...,n—1}.

PGCD.

DEFINITION 4. Soient aq,...,a, des entiers. Il existe un unique entier naturel d
tel que a1Z + - - - + a,Z = dZ. Ainsi défini, d s’appelle le pged de aq, ..., a, et on
note d = pged(ay, ..., a,). L’entier d est aussi le plus grand entier naturel divisant
tous les a; (1 < i < n).

Lorsque pged (aq,...,a,) =1, on dit que les entiers ay,...,a, sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Lorsque pged (a;, a;) = 1 dés que @ # j, les entiers a; sont
dits premiers entre eux deuz a deuz.
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Remarque 1. Des entiers premiers entre eux deux a deux sont premiers entre eux
dans leur ensemble.
I1 résulte de la définition du pged que les diviseurs communs a une famille d’entiers
sont les diviseurs du pged.
Lorsque ay,...,a, sont des entiers, on a

Ya € Z, pged (aay, . . . ,aa,) = |a| pged (ay, - . ., a,).
Le pged de deux entiers a et b se note aussi a A b.

— THEOREME 1 (BEzOUT). Des entiers ay,...,a, sont premiers entre euzr dans leur en-
semble si et seulement s’il existe des entiers uy, ..., u, tels que wyay + - - - + upa, = 1.

Remarque 2. Lorsque deux entiers a et b sont premiers entre eux, le théoréeme de Bezout
assure 'existence d’un couple (u,v) € Z? tel que au+ bv = 1. 1l existe un moyen pratique
de calculer un tel couple (u,v), appelé algorithme d’Euclide (voir Pexercice 2).

— THEOREME 2 (GAUSS). Soient a, b et c trois entiers. Si a divise le produit bc et si a et
b sont premiers entre euzx, alors a divise c.

PROPOSITION 2. Si un entier a est premier avec des entiers by, . .., by, alors a est premier
avec le produit by . .. b,.

PROPOSITION 3. Soient aq,...,a, n entiers premiers entre eur deux a deux et b un
entier. Le produil ay - - - a, divise b si et seulement si pour tout i, a; divise b.

PPCM.

DEFINITION 5. Soient ay,...,a, des entiers. Il existe un unique entier naturel d tel que

a1Z N ---Na,Z = dZ. Ainsi défini, d s’appelle le ppcm de aq,...,a, et on note d =
ppem (ayg, ..., ay,). Lentier d est aussi le plus petit entier naturel non nul multiple de tous
les a; (1 <i<mn).

Remarque 3. Il résulte de cette définition que les multiples communs a une famille
d’entiers sont les multiples de leur ppcm.
On a facilement

Va € Z, ppem (aay, . . ., aa,) = |a| ppem (ay, ..., ay).
Le ppem de deux entiers a et b se note aussi a V b.
PROPOSITION 4. Soient ay,...,a, des entiers premiers entre eur deur a deux. Alors
pPpCEi{Gy; - « i) = |Gy« 8-

PROPOSITION 5. Pour deuz entiers a et b, on a pged (a,b) x ppem (a,b) = |ab|.
1.2. Nombres premiers

DEFINITION 6. On dit qu’un entier naturel p > 2 est un nombre premier si ses seuls
diviseurs sont p, —p, 1 et —1.

— THEOREME 3 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE). Tout entier naturel
n > 2 s’écrit de maniére unique a ’ordre prés sous la forme
(3 Y.
n=pi Pt (*)
ou les p; sont des nombres premiers distincts et les «; des entiers naturels non nuls. La
relation (%) s’appelle la décomposition de n en facteurs premiers.

Remarque 4. Tout entier n, |n| > 2, est divisible par un nombre premier.
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Sin=p{'---pfetm= pf‘ ---pfk, ot les p; sont des nombres premiers distincts
et les oy, B; des entiers naturels, alors pged(n,m) = pi*---pl* et ppem(n,m) =
s 85 .o g
pi' - pytoou vy = inf(ay, B;) et 6; = sup(ay, B3;).
PROPOSITION 6. St un nombre premier p ne divise pas un entier a, alors p et a sont
premiers entre eu.

PROPOSITION 7. Si un nombre premier divise un produit d’entiers ay - - - ay,, il divise au
moins 'un des facteurs a; de ce produit.
PROPOSITION 8. L’ensemble des nombres premiers est infina.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres
premiers. Soit N le plus grand d’entre eux. Posons M = N!+ 1 et désignons par p un nombre
premier divisant M. Comme p < N, on a p| (N!), donc p | (M — N!) =1, ce qui est absurde. [J

PROPOSITION 9. Soit p un nombre premier et k un entier, 1 <k <p—1. Alors p | (i)

PROPOSITION 10. Soit n > 2 un entier. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si
n est premier.
THEOREME 4 (FERMAT). Soit p > 2 un nombre premier. Alors
Va € Z, a’ =a (mod p)

et

Va € Z,p1 a, a*'=1 (mod p).
THEOREME 5 (WILSON). Un entier p > 2 est un nombre premier si et seulement si

(p—1)!'=-1 (mod p).

Démonstration. Condition nécessaire. Si p =2 ou p = 3, c’est évident. Pour traiter le cas p > 3,
on commence par rechercher les éléments x du groupe multiplicatif (Z/pZ)* égaux a leur inverse.
Ils vérifient 22 = 1, c’est-a-dire (z — 1)(z + 1) = 0. Les seuls éléments de (Z/pZ)* égaux a leurs
inverses sont donc £ =1 et £ = —1. On range les autres 2,3,...,p— 2 en p—;“ paires d’éléments
{z;,y;} telles que z;y; = 1. Si k = p;23, on peut écrire

k
5-3---p—2=H(miyi)=T donc (p—1)!'=-1 (mod p).
i=1

Condition suffisante. Supposons p non premier, et notons a un diviseur de p vérifiant 1 < a < p.
On a a | [(p— 1)! + 1] par hypothese, et a | (p — 1)! puisque 1 < a < p, donc a | 1 ce qui est
absurde. 0

1.3. Exercices

EXERCICE 1. Déterminer les triplets (a,b,c) € (N*)? tels que
(7) ppem(a,b) = 42 (77) pged(a,c) =3 (7ii) a + b+ ¢ = 29.

Solution. D’aprés (i), 3 | a et 3 | ¢, donc 3 | (a + ¢). Comme b = 29 — (a + ¢), b n’est pas un
multiple de 3, et 3 étant premier, 3 A b = 1. En utilisant (i) on a b | 42 = 3 x 14 et d’aprés le
théoreme de Gauss, b | 14. Donc b € {1,2,7,14}. Mais 29 — b = a + ¢ est divisible par 3, ce qui
restreint les valeurs possibles de b a 2 et 14.
Sib=2, ae€ {21,42} d’aprés (i). Mais a < 29 d’aprés (iii), donc @ = 21 et ¢ = 6 avec
(i)
Si b= 14, a € {3,6,21,42} d’apres (i). La relation (iii) entraine a < 29 — b = 15, d’onl
a € {3,6}.Sia=3,c=12par (ili);sia=6,c=09.
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Nécessairement, on a donc (a,b, ¢) = (21,2,6), (3,14,12) ou (6, 14,9). Réciproquement, on vérifie
facilement que ces triplets sont solution.

EXERCICE 2. 1/ Soient a et b > 2 deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
Montrer que

A(ug,v0) € N2, upa —vpb=1, avec up<betvy<a (%)
et exprimer en fonction de ug, vo, @ et b tous les couples (u,v) € Z? solutions de ua—vb = 1.

2/ Déterminer deux entiers u et v vérifiant 47u + 111v = 1.

Solution. 1/ Le théoréeme de Bezout assure I'existence de deux entiers u; et vy vérifiant uja —
v1b = 1. On effectue ensuite la division euclidienne de u; par b : w1 = bg+uo, avec 0 < ug < b. On
obtient (bg+up)a—v1b =1 = upa—vob, avec vop = v1 —aq. Donc —1 < vpb = upa—1 < upa < ba,
et en divisant par b > 2, on tire 0 < vp < a. Ainsi, notre couple (uo,vo) vérifie ’assertion (k).

Ceci étant, considérons un couple (u,v) vérifiant ua — vb = 1. En retranchant a (x), on obtient

(u—wup)a = (v —v9)b. ()

Ceci montre que a | (v — vo)b et comme a et b sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
entraine a | (v — vp). Soit k € Z tel que v = vp + ka. En remplagant dans (*x), on obtient
(u,v) = (up + kb,vp + ka). Ceci prouve que le couple (ug,vp) est bien I'unique couple vérifiant
la propriété (x), et réciproquement, on vérifie facilement que les couples de cette forme sont
solutions de ua — vb = 1.

2/ Les nombres 47 et 111 sont premiers entre eux, u et v existent donc. Nous allons les déterminer
grace a l’algorithme d’Euclide. On effectue d’abord la division euclidienne de 111 par 47

111 =47 x 2+ 17,
puis on itére en divisant toujours le dividende par le reste, jusqu’a ce que le reste égale 1 :
47=17x2+13, 17=13x1+4, 13=4x3+1.

On part maintenant de 1 = 13 — 4 x 3 et on remonte :

1=13—4x3=13—-(17T—13x1)x3=4x13-3x17=4x(47—-17%x2) -3 x 17 =
4x47—-11x17=4x47—11 x (111 — 47 x 2) = 26 x 47 — 11 x 111, d’on le résultat avec u = 26
et v =—11.

Remarque. 11 existe des résultats analogues sur les polynomes (voir Pexercice 3 page 60).

EXERCICE 3. a) Montrer que pour tout entier naturel n, 5 | (23"+> 4+ 37+1),
b) Montrer que pour tout entier n, 30 | (n® — n).
c) Quel est le reste de la division euclidienne de 16@"*) par 77

Solution. a) On a 2° =2 (mod 5) et 2°" = 8" = 3" (mod 5) donc 2°"*° = 2.3" (mod 5) et
gk gkl = 9.8 1.3 8% =0 (med 5).

b) D’apres le théoréme de Fermat, nr n (mod 5), c’est-a-dire 5 | (n® —n).
De méme, n® =n (mod 3) donc n® =n®-n2=n-n?=n*>=n (mod 3), i.e. 3| (n® —n).
Les entiers n et n® ayant méme parité, on a aussi 2 | (n® — n).

De plus 2, 3 et 5 sont premiers entre eux deux a deux, et finalement 30 = 2-3-5 divise (n® —n).

¢) Posons N = 162 11 s’agit de déterminer la classe de congruence de N modulo 7. Comme
16 = 2 (mod 7), on a déja N = 92! (mod 7). En vue d’utiliser la relation 2¢ = 1 (mod 7)
(théoréeme de Fermat), recherchons le reste de la division de 2% par 6. La relation 4% = 4
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(mod 6) permet d’obtenir, par récurrence sur n, la relation 4" = 4 (mod 6), vraie pour tout n.
En particulier, 21900 = 450 = 4 (mod 6), donc il existe un entier naturel ¢ tel que 210 = 6q+4.
Il ne reste qu’a écrire

N=9 = 0. =10 =—9=3 [mnd7),

et le reste recherché est 2.

EXERCICE 4 (NOMBRES DE MERSENNE, NOMBRES DE FERMAT). a) Nombres de Mer-
senne. Soient a > 2 et n > 2 deux entiers. Si @™ — 1 est un nombre premier, montrer que
a = 2 et que n est un nombre premier (un nombre de la forme 2P — 1 ou p est un nombre
premier, est appelé nombre de Mersenne).

b) Nombres de Fermat. Soit n € N*. Si 2" + 1 est un nombre premier, montrer que n est
une puissance de 2.

Solution. a) L'identité 2" —1 = (z — 1)(z" ' 4+ --- + z + 1) montre que
VzeN,z > 2, (z — 1) divise (2" — 1). (*)

L’entier @™ — 1 étant premier, on en déduit a — 1 = 1, c’est-a-dire a = 2.

Ecrivons n = pq ou p et ¢ sont deux entiers naturels. On a a” —1=2" -1 = (29)? — 1 de
sorte que (29 — 1) divise a™ — 1 d’apreés (x), ce qui entraine ¢ = 1 ou ¢ = n puisque a™ — 1 est
premier. L’entier n est donc premier.

b) Lorsque n est impair, Pidentité 2" +1 = (z + 1)(z" ! — --- + 22 — 2 + 1) entraine

Yz € N,Vn € N, n impair | (x + 1) divise (z" + 1). €3))
Si n n’est pas une puissance de 2, n a au moins un facteur impair p > 1. Ecrivons n = pq avec
q € N*. L’entier 2" + 1 = (29)P 4+ 1 est divisible par (29 + 1) d’aprés (*x), donc non premier.
Ainsi, n doit étre une puissance de 2.

Remarque. La réciproque du résultat de la question a) est fausse. Par exemple, 21 — 1 =
23 x 49 n’est pas premier. Cependant, on peut tester facilement la primalité des nombres
de Mersenne grace au test suivant (test de Lucas).

Soit (Yy,) la suite définie par Yo =2 et Yo =2Y2—1. Sin>3,2" -1
est premier si et seulement si (2" — 1) | Ya—o.
Ce test a permis de trouver le plus grand nombre premier connu en 2020 : 282589933 _ 1/
nombre d’un peu moins de 25 millions de chiffres, établi en 2018 avec le test de Lucas.
On ignore s’il y a une infinité de nombres de Mersenne premiers ou pas. Notons que les

nombres de Mersenne apparaissent dans les nombres parfaits (voir 'exercice 10 page 16).

Nombres de Fermat. Fermat avait vérifié que 22" + 1 était premier pour 0 < n < 4
et pensait que 22" 4+ 1 était premier pour tout n. Mais Euler montra que 22 +1 =
641 x 6700417, et on a jusqu’ici trouvé aucun autre nombre de Fermat premier. On ne
sait méme pas s’il y en a ! Le sujet d’étude 2 page 49 donne un test de primalité simple
des nombres de Fermat.

EXERCICE 5. Soit A la somme des chiffres de 44444 (¢crit dans le systéme décimal) et
B la somme des chiffres de A. Que vaut C, la somme des chiffres de B ?

Solution. L’exercice repose essentiellement sur la remarque suivante.

Tout entier naturel N est congru a la somme de ses chiffres (en base 10)
modulo 9. (%)
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En effet. On peut écrire N =ag+ay-10+---+a, - 107, ou les a; sont des entiers compris entre
0 et 9. La congruence 10 =1 (mod 9) entraine 10° = 1 (mod 9) pour tout  donc

p p
N = ZailOi = Zai (mod 9).
i=0 i=0

On applique maintenant ce résultat. On a C = B = A = 4444 (mod 9). D’aprés (%),
4444 = 16 = —2 (mod 9) donc 4444% = (—=2)® =1 (mod 9), et comme 4444 = 3-1481 + 1, on a
444414 — (44443)1481 . 4444 =1 - (=2) =7 (mod 9). Finalement,

C=7 (mod?9). (s)

Majorons maintenant C' de maniére a montrer C' = 7. Le nombre 4444*% ¢tant inférieur a
10000°%90 = 1029000 3] 5 au plus 20000 chiffres. Donc A vaut au plus 9 x 20000 = 180000, donc a
au plus 6 chiffres, donc B vaut au plus 6 x 9 = 54, donc C < 549 = 14. De (xx), on tire C = 7.

Remarque. C’est la propriété (x) qui explique le principe de la preuve par 9 que 'on
effectue dans les classes de ’école primaire.

EXERCICE 6. Soit P = X"+ X" '+ --+¢,_1X + ¢, un polynéome a coefficients entiers.
Montrer qu’une racine rationnelle de P est nécessairement entiére.

Solution. Soit * = a/b une racine rationnelle de P (a € Z, b€ N*, aAb=1). On a
0=0"P (%) =g’ L clan_lb sl i cn_lab”_l + Cnbn
donc
a" = —b(c1an_1 + -+ eno1ab" % + cnb"_l)’

ce qui montre que b divise a”. Les entiers a et b étant premiers entre eux, ceci n’est possible que
si b=1, d’ou le résultat.

Remarque. On en déduit en particulier que la racine n-iéme de tout entier N est soit
entiére, soit irrationnelle (considérer le polynome X™ — N).

EXERCICE 7. Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 6k — 1,
k € N*,

Solution. Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il n’y en ait qu’un nombre fini. Désignons
par N le plus grand d’entre eux. L’entier M = —1 + 6(N!) est impair donc 2 { M. De méme,
M = -1 (mod 3) donc 31 M.

Soit p un facteur premier de M. Si p est de la forme 6k — 1, alors p < N donc p | (6 - N!),
d’ott p | (6N! — M) = 1, ce qui est impossible. Le nombre p n’est donc pas de la forme 6k — 1.
De plus p & {2,3} comme on I’a vu plus haut, donc p est de la forme 6k + 1,k € N*. Dans la
décomposition M = p{* ---p&» de M en facteurs premiers, on a donc p; =1 (mod 6) pour tout
i, d’out M =1 (mod 6), ce qui est absurde car M = —1 (mod 6) par construction.

Remarque. On peut démontrer de la méme maniére qu’il y a une infinité de nombres
premiers de la forme 4k — 1. Il existe un théoréme plus général (théoréeme de Dirichlet,
1837) qui dit :

V(a,b) € (N*)2, a Ab =1, il existe une infinité de nombres premiers de
la forme ak + b,k € N.
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Malheureusement, ce résultat n’a encore jamais pu étre obtenu par des moyens élémen-
taires et simples. On peut cependant le démontrer dans certains cas particuliers (voir le
probléme 5 page 40, la partie 6/ du sujet d’étude 2 page 49 ou le probléme 11 page 99).
En notant 7, 4(z) le nombre de nombres premiers < z de la forme ak + b, le théoréme
de Dirichlet assure également que lorsque a Ab =1, on a Tu4(T) ~2st00 T(T)/(a) (o0
7(z) désigne le nombre de nombres premiers < z et ¢(a) indicateur d’Euler de a).

EXERCICE 8. a) Montrer qu’il n’existe pas de polynome P non constant a coefficients
entiers, tel que P(n) soit premier pour tout entier n supérieur a un certain rang N.

b) On considére un polynéme P a k variables et a coefficients entiers. On pose f(n) =
P(n,2™ 3", ...,k™), et on suppose lim, ,, f(n) = +00 (ceci pour éviter des fonctions
comme f(n) = 2"5" — 10" + 7). Montrer que f(n) ne peut pas étre un nombre premier
pour tout entier n supérieur a un certain rang N.

Solution. a) Supposons qu'un tel polynome existe. Ecrivons P = Y}_,ar X*. L'entier p =
P(N) =Y"}_oar N* est premier. Or tout entier naturel r vérifie

n n
P(N +rp) = Zak(N +rp)k = Zaka =0 (mod p),
autrement dit P(N + rp) est divisible par p pour tout entier naturel . Comme P(N + rp) est
premier, on a P(N + rp) = p pour tout entier naturel r. Ainsi, le polynéme P(X) — p a une
infinité de racines, il est donc nul, ce qui est contraire aux hypothéses.

b) Supposons l'existence d’une telle fonction. Un peu d’attention montre que f peut se mettre
sous la forme

m qr
fn) =Y (Z crn) ay’,
r=1 \s=0
ou les a, et ¢ ¢ sont entiers, avec 1 < a1 < ag < -++ < Q. Comme limy, o f(n) = +00, on

peut supposer f(N) > a,, > --- > a1 > 1 (quitte & augmenter N). Notons p le nombre premier
p=f(N). On a
V¢ e N,Vs € N, [N +¢p(p—1))*=N*® (mod p),

et d’apres le théoréeme de Fermat, lorsque 1 <7 < m on a
a?'=1 (mod p) donc Ve N, aNt®PP-D =4 (mod p).
Finalement,
VeeN, [N+p(p—1)aNt?P-1) = Na (mod p),

et ceci pour tous les entiers 7, s donc f[N +£p(p—1)] = f(N) =0 (mod p). Ceci étant vrai pour
tout entier naturel ¢, on aboutit a4 une absurdité.

EXERCICE 9. Pour tout entier naturel n, on pose F, = 22" + 1 (nombres de Fermat).
a) Montrer que les nombres (F,),en sont premiers entre eux deux a deux.
b) En déduire une autre démonstration du fait qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Solution. a) Sin € N, k € N*, il s’agit de montrer que F,, et F, ) sont premiers entre eux. La
relation

7 7 k [«
Fppp—1=22" = 22 = (B, - 1)*
entraine . i
Fog—i=(E—-10" =1 =1 {acd E,)
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donc F, | (Fpsk — 2). Ainsi, le pged d de F, et F 4 divise Fj1 — 2. Comme de plus d | Fj 4k,
d divise 2, et F,, étant impair, on a nécessairement d = 1.

b) Pour tout n € N, notons p,, un facteur premier de F),. Les F), étant premiers entre eux deux a
deux, les (pn)nen sont distincts deux a deux. On a donc trouvé une infinité de nombres premiers.

Remarque. Profitons en ici pour rappeler quelques résultats dans I'histoire des nombres
premiers. Les greces savaient déja qu’il y en avait une infinité. Le gros résultat suivant fut
le théoréme des nombres premiers.

Si Vx> 0, m(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a x,

on a m(x) ~ z/log(x) lorsque x tend vers Uinfini.
Il fut démontré pour la premiére fois et presque simultanément par J. Hadamard et C. De
la Vallée Poussin en 1896. Les démonstrations les plus classiques de ce résultat font appel
a la fonction ¢ de Riemann. Une preuve en est proposée en annexe du tome d’Analyse (&
partir de la deuxiéme édition).

EXERCICE 10 (NOMBRES PARFAITS). 1/a) Pour tout entier naturel non nul n, on note
o(n) la somme des diviseurs de n. Exprimer o(n) en fonction des termes intervenant dans
la décomposition de n en facteurs premiers. Montrer que

nAm=1 == o(nm)=oc(n)o(m). (*)

b) On dit qu’un entier naturel non nul n est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs
autres que lui méme (i.e. si 0(n) = 2n). Si 2 — 1 est un nombre premier, montrer que
n = 2P=1(27 — 1) est un nombre parfait.

¢) Réciproquement, démontrer qu’un nombre parfait pair n est de la forme 2P=1(2P — 1),
ou 2P — 1 est nécessairement un nombre premier.

2/ (Nombres parfaits impairs). a) (Théoréme d’Euler). Montrer que s’il existe un nombre
parfait impair n, alors il est nécessairement de la forme

n=p™*Q* avec ppremier,p=1 (mod4), a €N, et Q € N avec pAQ = 1.

(Indication : a partir de la décomposition en facteurs premiers n = [ p{, étudier la valeur
de o(pf) modulo 4.)
b) Montrer qu’un nombre parfait impair a au moins 3 facteurs premiers distincts.

(e

Solution. 1/a) Sin = pi" -

k k a;+1
: y p;t —1
o(n)= p?‘pgz---zvf“=||(1+pi+--'+P?)=H(zp—.1>.
i=1 !

0<py<aq =1

est la décomposition de n en facteurs premiers, on a

0<Bg<ay
La propriété (x) en découle immédiatement.
b) On applique les résultats de la question précédente pour écrire

o(n) =27 1(2P — 1) =0(2P")o(2P — 1) = (2P — 1)2P = 2n.

¢) La réciproque est plus délicate. Comme n est pair, il existe un entier p > 2 tel que n =
2=l avec m impair. Le fait que 2°~' Am = 1 nous autorise a utiliser (), de sorte que
o(n) = o(2P"Yo(m) = (27 — 1)a(m). Or o(n) = 2n = 2Pm donc (2P — 1) | 2Pm, et comme
(2» —1) A2P =1, d’apreés le théoréme de Gauss on a (2P — 1) | m. Autrement dit, il existe £ € N*
tel que m = (2P —1)£. La relation 2Pm = 2n = o(n) = (2P —1)o(m) entraine o(m) = 2P¢ = m+~.

Si £ > 1, m a au moins trois diviseurs distincts qui sont 1, £ et m, d’ou o(m) > m+ £+ 1,
ce qui est absurde. Donc £ =1, m = 2P — 1 et o(m) = m+¥¢ = m+ 1; on en déduit que
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les seuls diviseurs de m sont 1 et m, donc m est un nombre premier. En résumé, on doit avoir
n=2P"1(2” — 1) ou 2” — 1 est un nombre premier.

2/a) Considérons la décomposition de n en facteurs premiers n = p{* - - - p'*. D’aprés 1/a), on a
o(n) =o(p}')---o(py*). Comme n est un nombre impair, on a 2n = 2 (mod 4). Si n est parfait,
alors o(n) = 2n donc o(pf")---o(py*) =2 (mod 4). Ceci implique forcément qu’il existe un et
un seul indice ¢ pour lequel o(p;*) =2 (mod 4) et que les autres vérifient o(p;*) = +1 (mod 4).
Quitte a renuméroter les p;, on peut donc supposer que

o(pi')=2 (mod4) et Vi>2, o(pi")==+1 (mod 4). (*%)
Les p; sont des nombres premiers impairs car n est impair. Nous traitons deux cas selon que
pi=—1oul (mod 4).
(i) Sipi=—1 (mod 4), alors ’égalité o(p;*) =1+ p; +--- +p;"* entraine
. _ 0 (mod 4) si a; est impair,
bt e a B {1 Emod 4; si a: est paiIr.
D’apres (xx) on en déduit 7 > 2 et ; est forcément un nombre pair.
(ii) Lorsque p; =1 (mod 4), on a
o) =1+4+pi+---+p"=a;+1 (mod 4).
Avec (kx), on en déduit que a1 =1 (mod 4) et que «; est pair pour i > 2.
En résumé, on a forcément p; = 1 (mod 4), a; = 1 (mod 4) et dans tous les cas, q; est pair
lorsque ¢ > 2. Le résultat en découle avec p=p1, a = (a1 —1)/4d et Q = pg2/2 > -pZ"'/Q.

b) Soit n = p{* --- pi* la décomposition en facteurs premiers de n, avec py < ps < ... < pg. Si
n est parfait, I’égalité o(n) = 2n entraine
k - k k
a(n) o(pi) ( 1 1 ) |
2=—T=]]—L= 1+—+--+x )< l—— (k)
n 131 P 1;[1 pi P 1;[1 1-1/pi

Sik=1,o0nap; >3 et (¥+x) entraine 2 < (1 —1/p;)~! < 3/2 ce qui est absurde. Si k = 2, alors
p1 > 3 et po > 5, donc d’aprés (x+x) on a 2 < (1 —1/py)~ 11 — 1/p2)~1 < (3/2) - (5/4) = 15/8
ce qui est absurde. Donc k > 3.

Remarque. On ne connait aucun nombre parfait impair, on ne sait méme pas s’il y en a.
Outre le résultat 2/a), on sait que s’il en existe un alors il a au moins 1500 chiffres
décimaux et il a au moins 10 facteurs premiers distincts dont le plus grand est supérieur
S 108
a 10°.

EXERCICE 11 (THEOREME DE LIOUVILLE). Soit p > 5 un entier. Montrer que 1’équation
en m € N*

p-1+1=p"
n’a pas de solution.

Solution. Comme p > 5, (p—1)!+ 1 est impair donc p™ est impair, donc p est impair. Or p > 5
donc 2 < p%l <p-—1,dou

(p—1)>%2=2. (p%l) -(p—1) divise (p—1).

Ceci étant, supposons (p — 1)! + 1 = p™. Comme (p — 1)! = p™ — 1, (p — 1)? divise p™ — 1 =
p—1)(14+p+---4+p™1),donc (p—1) divise L +p+---4+p™ L. Orp=1 (mod p— 1) donc
L4+p+--+p™ 1 =m (mod p — 1), ce qui prouve (p — 1) | m. Ceci montre m > p — 1 donc
pm>pP > (p—1)P71 > (p—1)!, et finalement (p — 1)! + 1 < p™ et ’équation proposée n’a
pas de solution.
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EXERCICE 12 (CRITERE DE FACTORISABILITE DES NOMBRES DE MERSENNE). a) Soit
p un nombre premier de la forme 4k 4+ 3 avec k € N*. Montrer que 2°P~1/2 = (—1)k+!
(mod p).

b) On rappelle que les nombres de Mersenne sont les nombres de la forme M, = 2P — 1
ot p est un nombre premier (voir Pexercice 4). Si p est un nombre premier de la forme
4k + 3 (k € N*) et si 2p + 1 est premier, montrer que M, n’est pas premier.

Solution. a) Posons
N =2@-1/2 (p;l)! =2?=D2(2k 4 1)1,
2
L’astuce est de donner une autre expression de N modulo p. On écrit

i
N52<P—1)/2(1-2---”T)52-4---(p—1) (mod p),

ou encore
N=(2-4---(2k))- ((2k +2)--- (4k) - (4k +2)) (mod p).
LCS congruences

2k+2 = —(2k+1) (mod p)
2k+4 = —(2k-1) (mod p)
k+2 = -1 (mod p)

entrainent
(2k+2)-(2k+4)---(4k) - (4 +2) = (-1)*(2k +1)- (2k—1)---3-1 (mod p)

donc

=
11

(2-4---(2k)) - (-1)**'((2k +1)---3-1) (mod p),
d’ont
2P~D/2(2k + 1)1 = N = (—=1)**1(2k +1)! (mod p),
d’ou le résultat car comme p est premier et 2k +1 < p, on a (2k + 1)! #0 (mod p).

b) Supposons p = 4k + 3 premier, ainsi que ¢ = 2p+ 1 = 8k + 7. Le résultat précédent appliqué
aq=4(2k+1)+ 3 donne

o1 =90 = (1" =1 (modg)
donc 2P —1 =0 (mod 2p+1). Autrement dit, 2p+ 1 divise M), > 2p+1 et M, n’est pas premier.

Remarque. En appliquant b) aux petits nombres premiers, on montre que M, n’est pas
un nombre premier pour p = 11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251.

EXERCICE 13. Résoudre z2 + y% = 22, avec (x,v, z) € (N*)3. (Indication : se ramener au
cas ol z,y et z sont premiers entre eux, puis étudier leur parité.)

Solution. Quitte a tout diviser par pged(x,y, 2)2, on peut supposer x,y et z premiers entre eux
dans leur ensemble. On vérifie alors facilement que z,y et 2z sont premiers entre eux deux a deux.

Etudions la parité de z,y et 2. Tout nombre impair N = 2n + 1 vérifie N2 =4n’+4n+1=1
(mod 4). Donc si z et y sont impairs, 22 4+ y%> =2 (mod 4), donc z est pair et on aboutit & une
absurdité car 22 =0 (mod 4). L’un des entiers x ou y est donc pair, par exemple z. Comme z,
y et z sont premiers entre eux deux a deux, y et 2z sont impairs.

- (Y

Yy zty

(z et y étant impairs, *5¥ et Z5¥ sont entiers). Ceci montre que 5% et “f¥ sont des carrés
xTr

d’entiers. Si tel n’était pas le cas, la décomposition de (5)2 en facteurs premiers entrainerait

On écrit
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Pexistence d’un nombre premier p divisant (35¥) et (55%). L'entier p diviserait (3¢ + Z5¥) = 2

et (3¢ — %5¥) =y ce qui est impossible car y Az = 1.

Finalement, il existe (n,m) € N2, tel que == n? et % = m?2. On en déduit z = 2mn,

y = m? —n? et 2 = m? + n2. Réciproquement, ce triplet est solution. La solution du probléeme
général est donc

(z,y) ou (y,z) = (2kmn, k(m? —n?)); 2= k(m?+n?) k € N*,(m,n) e N. , m > n.

Remarque. Cet exercice est un cas particulier de ’équation 2™ + y™ = 2". Fermat énonca
en 1637 que pour tout entier n > 3, cette équation n’a pas de solution (z,y,2) € (Z*)3,
et affirmait qu’il en possédait une démonstration. La prétendue preuve n’a jamais été
retrouvée et les mathématiciens, aprés de trés nombreuses recherches aux cours des siecles
suivants, ont sérieusement douté de I’existence de la preuve de Fermat. Une démonstration
compléte du théoréeme de Fermat a finalement été trouvée en 1993 par le mathématicien
anglais Andrew Wiles, résolvant ainsi le probléme le plus célébre des mathématiques.
Inutile de dire que le niveau de la preuve dépasse largement celui des classes préparatoires.

Pour ceux que la théorie des nombres intéresse, on ne peut que conseiller excellent
ouvrage de Hardy et Wright : An Introduction to the Theory of Numbers.

2. Groupes
2.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi interne * telle que
(i) La loi * est associative (i. e. pour tous z,y,2 dans G, (z*y) x 2z =z * (y * 2)).
(ii) Il existe un élément neutre e (i. e. pour tout * € G, r*xe =e* T = T).
(iii) Tout élément a un symétrique (i. e. pour tout = € G, il existe y € G tel que z *y =
y%x =)
Si la loi * est commutative, on parle de groupe commutatif (ou abélien).

Remarque 1. L’élément neutre e de (G, *) est unique.
Pour tout x € G, T a un unique symétrique, souvent noté z 1.

DEFINITION 2. Soit (G, *) un groupe; on dit que H C G est un sous-groupe de G si la
restriction de la loi * & H lui confére une structure de groupe.

Ezemple 1. L’ensemble Z des entiers, muni de la loi d’addition, est un groupe. Pour tout
n € N, nZ est un sous-groupe de (Z, +). Réciproquement, on peut démontrer que tous les
sous-groupes de (Z,+) sont de la forme nZ avec n € N.

Dorénavant, la loi * d’un groupe sera notée multiplicativement (la notation additive
est réservée aux groupes abéliens).

PROPOSITION 1. Soit G un groupe et H C G. L’ensemble H est un sous-groupe de G si
et seulement si H # @ et pour tout couple (x,y) € H on a zy~le H.

PROPOSITION 2. Une intersection de sous-groupes d’un groupe G est un sous-groupe de
G.
Remarque 2. Le résultat est faux dans le cas d’une réunion (voir exercice 2).

DEFINITION 3. Soit (G, ) un groupe. On appelle centre de G, noté Z(G), ’ensemble des
éléments de G commutant avec tous les éléments de G. L’ensemble Z(G) est un sous-
groupe de G.
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DEFINITION 4. Si G est un groupe fini, Card(G) s’appelle l’ordre de G.

THEOREME 1 (LAGRANGE). Soit G un groupe fini. L’ordre de tout sous-groupe H de G
divise lordre de G.

Démonstration. La relation xRy <= xy~' € H est une relation d’équivalence. Si on note # la
classede 1 € G,onad =Hx = {22,2€ H}. (Eneffet : y€ @ <= yRzx <= yz ' € H <=
y € Hz).

Pour tout z € G, 'application H — Hx y + yz est une bijection comme on le vérifie
facilement, donc Card(Hz) = Card(H). Ainsi, les classes ont toutes Card(H) éléments. Les
classes d’équivalences formant une partition de G, on a donc¢ Card(G) = nCard(H) on n =
Card(G/ R ) désigne le nombre de classes d’équivalence. O

Remarque 3. Les classes utilisées dans la preuve du théoréme (de la forme Hz) sont
appelées classes a droite suivant le sous-groupe H. On aurait aussi pu considérer
la relation d’équivalence définie par x Ry <= z~ 'y € H, dont les classes sont de
la forme xH et sont appelées classes a gauche suivant H.

L'’entier Card(G/R) est appelé indice de H dans G, et noté [G : H]. On a
Card(G) = [G : H] x Card(H).

Sous-groupes distingués.

DEFINITION 5. Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal,
ou invariant) dans G si pour tout * € G, tH = Hzx.

Ezemple 2. Tout sous-groupe d’un groupe abélien G est distingué dans G.
Le centre Z(G) d’un groupe G est distingué dans G. Plus généralement, tout sous-
groupe de Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

Remarque 4. Lorsque H est un sous-groupe distingué de G, on note parfois H <1 G. 1l
faut prendre garde a cette notation qui n’est pas transitive. Autrement dit, si L < H et si
H <1 @G, il est faux d’écrire L < G.

Le résultat qui suit est parfois un moyen pratique de montrer qu’un sous-groupe est
distingué.

PROPOSITION 3. Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est distingué dans G si et
seulement si pour tout x € G, tHx™' C H.

Groupes quotient. Soit G un groupe. On recherche les relations d’équivalence R sur
G telles que G /R soit un groupe. Un moyen naturel de faire de G/R un groupe est de le
munir de laloi 7 -7 = @ (la notation T désigne la classe de I'élément z). Encore faut-il
que (T_y) ne dépende pas des représentants = et y des classes T et 7, c¢’est-a-dire que si
xRz et yRY, on veut (zy) R (z'y). Si tel est le cas, on dit que R est compatible avec
la structure de groupe.

On montre que les relations d’équivalence compatibles avec la structure de groupe sont
les relations xRy <= zy~' € H, ou H est un sous-groupe distingué de G (dans ce cas,
les classes & gauche suivant H coincident avec les classes a droite suivant H). Muni de la
loi quotient définie plus haut, I’ensemble quotient G /R est alors un groupe appelé groupe
quotient et noté G/H. Si G est fini, on a Card(G) = Card(G/H) - Card(H).

Ezemple 3. Si n est un entier naturel non nul, nZ est un sous-groupe du groupe additif
(Z,+). Ce dernier étant commutatif, on est méme assuré du fait que nZ est un sous-groupe
distingué de Z. Ainsi, on peut définir le groupe quotient Z/nZ (défini tel quel, Z/nZ ne
possede qu’une structure additive; la structure d’anneau de Z/nZ n’est introduite que
lorsque 'on parle d’anneau quotient  voir ’exemple 3 de la partie 3.2).
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Morphismes de groupes. Dans ce paragraphe, G et G’ désignent deux groupes, dont
les éléments neutres sont notés respectivement e et €.

DEFINITION 6. Soit ¢ : G — G’ une application. On dit que ¢ est un morphisme de
groupes si pour tous x,y € G, p(zy) = p(z)p(y).
Si ¢ est bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme de groupes; si de plus G' = G,
on dit que ¢ est un automorphisme du groupe G.
L’ensemble ¢~ 1({€'}) est appelé noyau de ¢ et noté Kerp. Le morphisme ¢ est
injectif si et seulement si Ker ¢ = {e}.

PROPOSITION 4. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes, H et H' deux sous-groupes
de G, G'. Alors

w(H) est un sous-groupe de G', distingué si H est distingué dans G et si @ est

surjectif.

o Y (H') est un sous-groupe de G, distingué dans G si H' est distingué dans G'.
En particulier, {e'} étant distingué dans G', Ker p = ¢p=1({€'}) est distingué dans G. De
plus, le groupe quotient G/ Ker ¢ est isomorphe a ¢(G).

Remarque 5. Ce dernier résultat est important. En particulier, si ¢ : G — G’ est un
morphisme surjectif, le groupe G’ est isomorphe a G/ Ker ¢. Cet isomorphisme est souvent
utilisé lors de la résolution d’un exercice ou d’un probléme sur les groupes.

Groupe des automorphismes intérieurs.

DEFINITION 7. Soit G un groupe. Pour tout a € G, Papplication ¢, : G = Gz + aza™!

est un automorphisme de G. L’ensemble A = {¢,,a € G}, muni de la loi de composition,
est un groupe (on a d’ailleurs ¢, 0@, = @ab), appelé groupe des automorphismes intérieurs
de G.

2.2. Génération d’un groupe
Dans toute cette partie, G désigne un groupe, dont ’élément neutre est noté e.

DEFINITION 8. Soit A C G. Il existe un plus petit sous-groupe H de G contenant A,
qui est ’ensemble des éléments de G qui s’écrivent comme le produit d’éléments de A et
d’inverses d’éléments de A. On 'appelle sous-groupe engendré par A et on note H = (A).
Lorsque 'ensemble A = {xy,...,z,} est fini, on note aussi H = (zy,...,2,).

Ezemple 4. Pour tout a € G, (a) = {a™ | m € Z}. Si deux ¢léments a et b de G
commutent, alors (a,b) = {a™b" | (m,n) € Z*}.

DEFINITION 9. Un groupe G est dit monogéne §’il existe a € G tel que G = (a).
Si de plus G est fini, on dit que G est cyclique.
Un groupe G est dit de type fini s’il existe un nombre fini d’éléments ay, ..., a,
de G tels que G = (ay,...,a,). Un tel n-uplet (a,...,a,) est appelé systéme de
générateurs de G.

Remarque 6. Tout groupe monogeéne est abélien.

Pour tout entier naturel non nul n, (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. De plus, tout
groupe cyclique a n éléments est isomorphe a (Z/nZ, +).

DEFINITION 10. Un élément a de G est dit d’ordre p € N* si (a) est fini d’ordre p.
L'’ordre de a est aussi le plus petit entier naturel non nul p tel que a? = e, et on a

(a) ={e,a,... a1}

THEOREME 2. Si G est fini d’ordre n, alors l’ordre de tout élément de G divise n. En
particulier, tout élément a de G vérifie a™ = e.



22 1. ARITHMETIQUE, GROUPES ET ANNEAUX

THEOREME 3. Soit a un élément de G d’ordre p. On a équivalence (a? = e) <=

(rlgq).

THEOREME 4. Si l’ordre de G est un nombre premuer, le groupe G est cyclique, engendré
par tout élément différent de ’élément neutre.

PROPOSITION 5. Si G est cyclique d’ordre n, G = (a), alors
((d*)=G) <= (kAn=1).

Démonstration. Comme G = (a), 'assertion (a¥) = G est équivalente a l’existence d’un entier
v tel que af¥ = a. Ceci s’écrit aussi a**~! = e, ou encore n | (kv — 1), c’est-a-dire Ju,v €
Z | kv — 1 = un, ce qui équivaut d’aprés le théoréme de Bezout a k An = 1. a

2.3. Groupe symétrique

DEFINITION 11. Pour tout entier naturel n non nul, on note S,, le groupe des permutations
de {1,...,n} (muni de la loi de (omposltlon) Le groupe S, est appelé groupe symétrique
d’ 1ndlce n. Si s € S,,, on note s = (s(l) 5(2) o s(n) )

Remarque 7. On a Card(S,) = n!.

DEFINITION 12. Lorsque i # j, on appelle transposition sur i, j la permutation notée 7 ;
permutant les éléments @ et j :

ol il i+l e j-1 5§41 - m
W=\l eee i=1 3§ 41 - j—11i j+1 --- n )

THEOREME 5. Tout élément de S, se décompose en produit de transpositions.

DEFINITION 13. Si s € S, et a € {1,...,n}, on appelle orbite de a suivant s ’ensemble
Oq(a) = {s*(a), k € Z}.

DEFINITION 14. Soit ¥ € S,,. On dit que vy est un cycle si parmi les O,(a), 1 < a < n, il
n’existe qu’une seule orbite non réduite a un élément. Autrement dit s’il existe p > 2 et
ac{l,...,n} tels que

0,(a) = {a,7(a),..., 7" (a)} et Yz &O,(a), 7(z) ==

L’orbite O, (a) est appelé support du cycle, son cardinal la longueur du cycle, et on note
’Y . (a’ 7((1)7 SRS SN ’Yp_l(a))'

Ezemple 5. Une transposition est un cycle de longueur 2.
Dans S5, s = (1,3,5) = (§3247) est un cycle de support {1, 3,5} et de longueur 3.
L’éléement s = (33%4) de Sy n’est pas un cycle (deux orbites, {1,2} et {3,4}).

Remarque 8. Des cycles a supports disjoints commutent.
L’ordre d’un cycle dans le groupe S,, est sa longueur.

THEOREME 6. Toute permutation s # 1d se décompose de maniére unique a l’ordre prés
en un produit de cycles dont les supports sont deux a deux disjoints.

(5% (3,4)=(3,4)-(1,2).

= (3,5)-(7) = (3,5)-(1,2,6,4)-(7) = (3,5) - (7)-(1,2,6,4).

Ezemple

6.
(3331
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v
[
Lo =

C‘bw

i7)

(

WC‘
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Signature d’une permutation.
DEFINITION 15. Soit s € §,,. On appelle signature de s le produit
s(J) — 5(9)
e(s) = 19-1191 i
On a g(s) € {—1,1}. Si e(s) =1 (resp. £(s) = —1), s est dite paire (resp. impaire).
PROPOSITION 6. Si s et t sont deuz éléments de S, alors £(st) = (s)e(t).

Remarque 9. Une transposition est de signature —1.
La proposition précédente exprime le fait que ¢ : S, — {—1,1} est un morphisme
de groupe. L’ensemble A, = ¢71({1}) = Ker ¢ est un sous-groupe distingué de S,,
d’indice 2 : on a Card(A,) = n!/2 et A, s’appelle le groupe alterné d’indice n.

PROPOSITION 7. La signature d’un cycle de longueur p est (—1)P~1.

Démonstration. Soit s = (a1,a2,--- ,ap) un cycle de longueur p. Le cycle s peut se décomposer
sous la forme s = (a1, a,) - (a1,ap—1) - - - (a1,a3) - (a1, a2), c’est le produit de p — 1 transpositions.
Une transposition étant de signature —1, on en déduit le résultat. O

2.4. Groupe opérant sur un ensemble

Dans cette partie, G désigne un groupe dont I’élément neutre est noté e, X un ensemble
quelconque.

DEFINITION 16. On dit que G opére sur X s’il existe une application
GxX—->X (s,z)—~s-x
telle que
(i) V(s,t) e G2Vx € X, s-(t-x) = (st)-x
(i) vze X, e-z=1=.
(Remarquer Panalogie avec un espace vectoriel sur un corps K.)
Exzemple 7. Le groupe G opére sur lui méme par I'application
GxG—CG (s,z) — sz.
Le groupe des permutations S d’un ensemble X opére sur X par I"application
SxX—->X (s,2) — s(x).
Equivalence d’intransitivité. Dans ce paragraphe, G est un groupe opérant sur un
ensemble X.
DEFINITION 17. La relation sur X définie par
xTy <= 3dse€qG,y=s-x

est une relation d’équivalence, appelée relation d%ntransitivité. La classe d’équivalence
d’un élément z de X est G, = {s-z | s € G}, on Pappelle classe d’intransitivité (ou
orbite, ou trajectoire) de x.

DEFINITION 18. Le stabilisateur d’un élément x de X est le sous-ensemble de G défini
par S; ={s€ G| s-z ==z}

PROPOSITION 8. Pour tout élément x de X, S, est un sous-groupe de G.

Démonstration. L’ensemble S, n’est pas vide car e € S;. Par ailleurs, pour tout s,t € G on a

t-zx=zdoncz=t"1.(t-z)=t"' -z Ainsi, (st 1)-z=5.-(t 1-2)=s-2=2x,dou st €5,

a
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THEOREME 7. Si G est fini, pour tout * € X on a Card(G) = Card(G;) - Card(S;).

Démonstration. On fixe . Soit R, la relation d’équivalence sur G définie par : s R, t <
s-z2=t-2.0na sRyt (t_ls)-a: =z < tlse S, «— s e€tS;. Les classes
d’équivalences sont donc de la forme tS,, t € G, ce qui montre qu’elles sont toutes de cardinal
Card(S,). Il y a autant de classes d’équivalences que de valeurs prises par s-x, s € G, ¢’est-a-dire
qu’il y a Card(G,) classes d’équivalence. Donc Card(G) = Card(G) - Card(Sz). 0

COROLLAIRE 1 (EQUATION AUX CLASSES). Si X et G sont finis, en désignant par © une
partie de X contenant exactement un représentant de chacune des classes d’intransitivité,
on a

Card(G)

Card(X) = Card(G,) = Card(SL)"

€O

Application aux automorphismes intérieurs.

THEOREME 8. Soit G un groupe fini. Il existe une famille finie de sous-groupes stricts de
G (i.e. # {e} et # G) (H;)ier telle que

Card(G) = Card(2(G)) + Y M

ou Z(G) désigne le centre du groupe G.

Démonstration. Faisons opérer G sur lui méme par les automorphismes intérieurs : G x G —
G, ($,2)> ¢s(x) =825 . SizecG,onaGy={szs!|scG}etS;={s€G|sx=uzs)}
(dans ce cas, Sy est aussi appelé centralisateur ou normalisateur de x). D’aprés le corollaire
précédent il existe © C G tel que

cu - 3 S840

OrS;: =G < Vs€@G, sx=28 < x € Z(G). En notant © = © \ Z(G), on a donc

Card(G) Card(G) Card(G)

Caip== Card(5,)  2< Card(s,) =Sl S Z Card(S,)’

z€Z(G)

d’ou le théoreme car les (Sz)rcor constituent une famille finie de sous-groupes stricts de G (ce
sont des sous-groupes d’aprés la proposition 8, différents de G car € Z(G), différents de {e}
car {e,z} C G;). O

Remarque 10. Ce dernier résultat est trés puissant car il permet d’avoir des renseignements
sur Card(Z(G)) connaissant a priori la forme des ordres des sous-groupes de G (voir
I’exercice 11 page 29, le probléme 9 page 44 et le probléme 11 page 45). Cependant, cette
formule n’est pas au programme de mathématiques spéciales et il faut au besoin savoir la
redémontrer.

2.5. Exercices

EXERCICE 1. Soit G un groupe quelconque, soient z,y € G. On suppose que Ty est
d’ordre fini p dans G. Montrer que yz est également fini d’ordre p.

Solution. Si x et y commutent, c’est bien sir évident. Placons nous maintenant dans le cas
général. On commence par remarquer que pour tout n € N*,

(zy)" = (xy) -~ (xy) = z (y2) -~ (y2) y = x(y2)""'y.

ke, o 2 4
n termes n—1 termes
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Ainsi, en désignant par e I’élément neutre de G, on a

n—1

(zy)" =e <= z(yz)" 'y=e <= ya(yr)" 'y=y <= (yr)" =

ce qui prouve que les ordres de xy et de yz sont identiques.

EXERCICE 2. Soient G un groupe et Hy, Hy deux sous-groupes de G.
a) On suppose que Hy U Hj est un sous-groupe de G. Montrer que Hy C Hs ou Hy C H;.
b) Si les ordres de Hy et Hy sont finis et premiers entre eux, que dire de Hy N Hy?

Solution. a) Raisonnons par ’absurde. Si H; ¢ Hs et Ho ¢ Hj, il existe 1 € Hy, x1 € Hs et
il existe xo € Ho, xo € Hi. Comme H; U Hs est un sous-groupe, le produit xjzs appartient a
H, U Hy,. Si z129 € Hy, alors z9 = :rl_l(arlxg) € Hy, ce qui est absurde. De méme, on parvient a
une absurdité en supposant z1x9 € Hy. D’ou le résultat.

b) On sait que Hy N Hy est un sous-groupe de Hy et Ho. Ainsi, Pordre de Hy N Hy divise Pordre
de Hj et lordre de Hy, et vaut donc 1. Finalement, en désignant par e 1’élément neutre de G,
on a Hy N Hy = {e}.

EXERCICE 3. Soient GG un groupe et Hy, Hy deux sous-groupes de G. On pose HiHy =
{:L‘y l S Hl,y = HQ}

a) A quelle condition nécessaire et suffisante HyHs est-il un sous-groupe de G 7

b) Si Hy et Hy sont finis et si HiNHy = {e} (ou e désigne I’élément neutre de G), montrer
Card(H,H,) = Card(H,) - Card(H,).

c) On suppose G abélien, H; et Hy d’ordres finis p et g, ou p et ¢ sont deux nombres
premiers distincts. Montrer que HyH» est un sous-groupe cyclique de G.

Solution. a) Nous allons montrer que H1H>s est un sous-groupe de G si et seulement si HyHy =
HyH,.
Condition nécessaire. Soit a € HyHy. Alors a=! € HyHy autrement dit 3(z,y) € Hy x Hy,a™ ! =
xy. Ainsi a =y~ 'z~!, ot @ € HyH,. Donc HiHy C HoH,.

Il reste & montrer I’inclusion réciproque. Soit @ = yx € HoHy avec x € Hy et y € Ha. Comme
a = :r_ly_l € HiH>, on a a € HiHs car HiH> est un sous-groupe. Ainsi, HoHy C Hi Hs.
Condition suffisante. Bien sar, H; Ho # @. Soient a,b € HyHo. Il s’agit de montrer ab~! € HyHo.
Ecrivons a = ajag et b = byby, avec ay,by € Hy et as,by € Hy. On a ab™! = a1a2b2_1b1_1 = a1yx
avec Yy = a2b2_1 € Hy et x = bl_1 € Hy. Comme H{Hy = HyHy, il existe (2',y') € Hy x Hy tel
que yz = 2'y’. Donc ab~! = a1z'y’ = (a12’)(y') € H1Ha, d’ot le résultat.

b) Considérons 'application
QY Hl X HQ =¥ H1H2 (.’IJ],IEQ) — T1T9.

Elle est surjective (par construction de ’ensemble d’arrivée HyHs), et injective car si (1, x9) =
©(Y1,Y2), alors 129 = y1y2 donc yl_lxl = y2.172_1, d’on yl_lxl € Hy N Hy = {e}, donc &1 = y; et
donc x9 = yo. Finalement, ¢ est une bijection, donc Card(H;) - Card(Hy) = Card(H; Hs).

¢) Le groupe G étant ici abélien, on a Hy Ho = HoHy donc HyHj est un sous-groupe de G d’aprés
a). Par ailleurs, on a Card(H;H2) = pq d’aprés b) car Hy N Hy = {e} (voir l'exercice précédent,
question b)).

Les sous-groupes H; et Hs sont cycliques car leur ordre est un nombre premier. Soient € Hy
et y € Hy tels que Hy = (x) et Hy = (y). Montrons que HyHy = (zy). Il s’agit de prouver que
I'élément xy est d’ordre pq = Card(H;Hy). Le fait que (zy)" = e entraine z" = (y~!)". Or
HyN Hy = {e}, donc 2" = (y )" = e, donc p | n et q | n, et p et g étant premiers entre eux
(car premiers et distincts), pg | n. Donc 'ordre de xy est supérieur a pq et comme il est toujours
inférieur a Card(H;H2) = pq, son ordre est bien pq.
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EXERCICE 4. Soient Gy, ..., G, des groupes cycliques d’ordres respectifs ayq, . .., a,. Don-
ner une condition nécessaire et suffisante portant sur les a; pour que le groupe G =
Gy X -+ X Gy, soit cyclique.

Solution. Commencons par montrer le résultat suivant :

LEMME. Pour tout i, soit x; un élément de G; d’ordre ;. Alors x = (z1,...,%,) est d’ordre
ppem (B, ..., Bn) dans G1 X - -+ X Gp.

Preuve. Pour 1 < i < n, notons e; I’élément neutre de G;, de sorte que e = (eq,...,en) est
I'élément neutre de G. On a : (2P =€) < (Vi,2¥ =e;) < (Vi,[: | p). Le plus petit entier
naturel non nul p tel que 2P = e est donc le plus petit multiple communs aux [3;, d’ou le lemme.

Montrons maintenant la condition nécessaire et suffisante :

Le groupe G est cyclique si et seulement si les o sont premiers entre eur deux

a deu.
Condition nécessaire. Soit * = (x1,...,xy,) engendrant G. Il est clair que pour tout 7, z; engendre
G, donc est d’ordre ;. D’apres le lemme, ordre de z est ppem (v, ..., ap). Comme z engendre
G, son ordre est aussi Card(G) = a1 - - - an. Donc ppem(ai, ..., an) = @1 -+ -y, ce qui entraine
que les a; sont premiers entre eux deux a deux.
Condition suffisante. Pour tout %, considérons z; € G; d’ordre «; (z; existe puisque G; est cy-
clique par hypothése). D’aprés le lemme, = (z1,...,2%,) est d’ordre ppem (aq,...,q,) dans
G, et ce dernier terme égale aq - - - o, = Card(G) puisque les «; sont premiers entre eux deux a
deux. Finalement, G = (z) est cyclique.

EXERCICE 5. Soit G un groupe, e son élément neutre. On suppose que tout élément x de
G vérifie 22 = e.

a) Montrer que G est un groupe abélien.

b) Si G est fini et si G # {e}, montrer qu’il existe un entier n tel que G soit isomorphe
au groupe [(Z/2Z)",+].

Solution. a) Si x € G l’égalité 22 = e s’écrit aussi = 1. Si = et y sont dans G, on a donc

zy = (zy) ' =yl = yz.

b) Soit (21, ...,2,) un systéme de générateurs minimal de G (il en existe car G est fini). Si & = f3

dans Z/27Z, alors 2 | a — 3 donc pour z € G, z® = 2°. Ceci permet d’affirmer que ’application
e:[(Z)22)",+] = G (aq,...,0y) — af - - xp"

est bien définie. Le groupe G étant abélien, ¢ est un morphisme de groupe, et il est surjectif
par définition d’un systéme de générateurs. Montrons que ¢ est injectif. Soit (di,...,d,) €

3 - - e . 1 . = o O 32 °L s 1 Q1 - A
Ker . S’il existe @ tzl que a; = 1, par exemple ap = 1, I'égalité x7'---z," | Tn = e entraine
T, =t =2t 20" ' Donc (21, ...,2,—1) est un systéme de générateurs, ce qui est absurde

puisque (z1,...,2y) est un systéme de générateurs minimal. Finalement Ker ¢ = {(0,...,0)} et
¢ est injectif. C’est un isomorphisme.

EXERCICE 6. Soit n € N*, n > 2. Montrer que tout élément du groupe des permutations
S, s’écrit comme le produit de transpositions de la forme (i,i+ 1) avec 1 <i<n— 1.

Solution. Soit P le sous-ensemble des permutations de S, qui s’écrivent comme le produit de
transpositions de la forme (i,7 + 1). Soient 7 et j deux entiers vérifiant 1 < i < j < n. Le cycle
(i,i+1,...,7) s’écrit sous la forme

(G,i+1,....5) =@, i+ 1)+ 1,i+2)---(j —1,7)
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donc (4,2 +1,...,7) € P. De méme,
G, g—1,...,0)=0G-17)---(i+1,i+2)(¢,i+ 1) € P.
Or lorsque 1 <7< j<mn,ona
(#.3)=(13—=1ss., 04 1)3,84 1,...,0)

donc toute transposition appartient & P. Comme toute permutation peut s’écrire sous forme d’un
produit de transpositions, on en déduit P = §,,.

EXERCICE 7. On rappelle que le groupe alterné A, d’indice n est le sous-groupe de
S,, constitué des permutations paires. Si n > 3, montrer que les cycles de longueur 3
engendrent A,,.

Solution. Puisque tout élément de S, peut s’écrire comme un produit de transpositions et qu’une
transposition est de signature —1, A, est aussi I’ensemble des produits pairs de transpositions.
Appelons A’,, le sous-groupe de S,, engendré par les cycles de longueur 3. On a A’,, C A, car

un cycle de longueur 3 est de signature 1 (voir la proposition 7). Montrons maintenant A, C A’5.
D’aprés la remarque précédente, il suffit de prouver que le produit de deux transpositions est
dans A’,,. Ceci est vrai car :

Si 4, 7, k, 1 sont distincts deux a deux, (2,7)(k,1) = (3,7, k)(7,k,1)

Si 4, 7, k sont distincts deux a deux, (i,7)(, k) = (4, k, 7).

Si i # j, (i,3)(j,1) = Id.

EXERCICE 8. On rappelle que si G est un groupe fini et H un sous-groupe de G, l'indice
de H dans G est lentier [G: H| = g;‘:;gg))

Soit p > 5 un nombre premier. Si H est un sous-groupe du groupe symétrique S, tel
que [S, : H] < p—1, montrer que [S, : H| € {1,2}. (Indications : Montrer que H contient
tous les cycles de longueur p puis utiliser le résultat de Pexercice précédent.)

Solution. Montrons d’abord que H contient tous les cycles de longueur p. Soit ¥ € Sp, un cycle de
longueur p. Pour tout entier i, I’ensemble v*H est de cardinal Card(H). Comme H est d’indice
< p—1dans S, les ensembles H,vH, . ..,v*~!H ne peuvent pas étre deux a deux disjoints (sinon
Card(S,) > Zf:_(} Card(y*H) = p-Card(H)). Donc il existe deux entiers i et j, 0 <i < j < p—1,
tels que v HNvy'H # @. On en déduit facilement 47 ~* € H. Or 1 < j—i < p donc 77~ engendre
le sous-groupe () d’ordre p (voir le théoréme 4 page 22), ce qui entraine v € (y7~*) C H.

Montrons maintenant que H contient tous les cycles d’ordre 3. Comme p > 3, il suffit de
remarquer que H contenant tous les cycles d’ordre p, on a

(’L,_],k) = (k7j7 i, ay,a,... 70'17—3)(7:7 k:jvap—f}’ R ,Clg,(ll) € H.

D’apres le résultat de lexercice précédent, H contient donc A, le groupe alterné d’indice
d’indice p. Donc Card(H) > Card(4,) = 3Card(S,), d’ott [S, : H] € {1,2}.

Remarque. Ce résultat appliqué avec p = 5 montre qu’il n’existe pas de sous-groupe de
S; d’ordre 30 ou 40, bien que Card(Ss) = 120. Ainsi, un entier peut diviser 'ordre d’un
groupe fini sans qu’il n’existe de sous-groupe d’ordre cet entier.

EXERCICE 9. Soit G' un groupe fini d’ordre pair 2n (n € N*).
a) Soit H un sous-groupe de G d’ordre n. Montrer que H est distingué dans G.
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b) On suppose qu'il existe deux sous-groupes Hy et Hy de G d’ordre n et tels que HiNHy =
{e}, on e désigne I’élément neutre de G. Montrer que n =1 ou n = 2.

c¢) On suppose qu’il existe deux sous-groupes H; et Hy de G, distincts et tout deux d’ordre
n. Montrer que H = H; N Hy est un sous-groupe distingué dans G. En déduire que Pordre
de G est un multiple de 4.

Solution. a) Il s’agit de montrer : tH = Hx pour tout z € G.
Size HionaxH =Hx=H.
Sizag H aHNH = @ (en effet, si y € *H N H, il existe a € H tel que y = za donc
x =ya"! € H, absurde), c’est-a-dire zH C G~ H. Or zH et G ~ H sont de cardinal n,
donc xH = G ~ H. On montrerait de méme que Hxr = G~ H, donc *H = Hz.

b) Comme Card(H; U Ha) = Card(H;) + Card(H2) — Card(H1 N Ha) = 2n — 1, il existe a € G,
a ¢ Hy, a € Ha, tel que G = H; U Ha U {a}.
Si n =1, c’est terminé. Sinon n > 2. On remarque alors que

V(z,y) € (Hy \ {e}) x (Ha \ {e}), TY = o

(En effet. Si zy € Hy, alors y € 2 'Hy; = Hy donc y € H; N Hy = {e}, donc y = e, ce qui est
absurde ; de méme, zy € Hs.) Ceci n’est possible que si Card(H; \ {e}) = Card(H2 \ {e}) =1,
c’est-a-dire n = 2. D’ou le résultat.

¢) D’aprés a), Hy et Hs sont distingués dans G donc pour tout x € G, tH = xHy NxHy =
Hyx N Hox = Hzx, ce qui prouve que H est distingué dans G.

Notons 7 la surjection canonique de G dans le groupe quotient G/H. Comme H est un sous-
groupe de Hi, m(H1) = Hy1/H est de cardinal %'::(11((}11;)) = Gardgmy- De méme, w(Ha) = Ha/H
est de cardinal #i(ﬂ) Or (Hi/H)n (Ha/H) = (H1 N Ha)/H est réduit a ’élément neutre de
G/H. Le groupe quotient G/H étant d’ordre #;‘(H), on peut appliquer b) & G/H, Hi/H et
Hy/H ce qui donne Card(m) € {1,2}. Comme H; # Hy, on a Card(H) = Card(H; N Hy) < n
donc gy = 2- Finalement, Card(G) = 2n = 4 Card(H), d’ot le résultat.

EXERCICE 10 (EXPOSANT D’UN GROUPE ABELIEN FINI). Soit G un groupe abélien fini.
a) Si z,y sont deux éléments de G d’ordres respectifs m et n, avec m An = 1, quel est
Pordre de xy 7

b) On appelle ezposant de G le plus grand des ordres des éléments de G et on le note 7.
Montrer que 7 divise Card(G) et que si z € G, Pordre de x divise 7.

c) Montrer que 7 a les mémes facteurs premiers que Card(G). En déduire que pour tout
facteur premier p de Card(G), il existe un élément de G d’ordre p.

Solution. a) Si (zy)? = e alors 2P = (y~!)? donc 2P € (y), d’ou (zP)" = 2P" = ¢, donc m | pn.
Or m An = 1 donc d’apres le théoréeme de Gauss, m | p. De méme n | p et les entiers m et n
étant premiers entre eux, mn | p. Or (zy)™" = (2™)"(y")™ = e, lordre de zy est donc mn.

b) Par définition de 7, il existe un élément = de G d’ordre r et on a r | Card(G) d’aprés le
théoréme 2 page 21.

Soit ¥ € G, q son ordre. Il s’agit de montrer que ¢ | 7. Supposons g 1 r. En écrivant la
décomposition en facteurs premiers de ¢ et , on voit qu’il existe un nombre premier p vérifiant

— noH
{gziﬁg/ avec a>fB>0 et pAgd=pAr =1

Or a = 27" est d’ordre 1’/ et b = y? est d’ordre p®. D’aprés a), ab est donc d’ordre #/p® > 7, ce
qui contredit la définition de r. Donc ¢ | r.
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¢) Soit (z1,...,2,) un systéme de générateurs de G. Notons 71q,...,7r, les ordres de xq,...,x,.
Considérons 'application

@ (@) XX (@) 2 G (Y153 Yn) D YL Yne

Le groupe G étant abélien, ¢ est un morphisme de groupes. De plus, ¢ est surjectif (puisque
(z1,...,2n) est un systéme de générateurs de G), donc G est isomorphe au groupe quotient
({z1) x - -+ x (zn))/ Ker ¢, donc

Card(G) x Card(Ker¢) = Card({x1) X -+ X (®p)) =71 Tn,

donc Card(G) | 71 -+ -7y Or tous les r; divisent r d’aprés b), donc Card(G) | ™. On en déduit
que tout facteur premier p de Card(G) divise .

Soit p un facteur premier de Card(G). On vient de prouver que p | r donc on peut écrire
r = pr’ avec 7/ entier. Si on choisit un élément z de G d’ordre 7, I’élément 2" est d’ordre p, d’oi
le résultat.

Remarque. Les résultats de cet exercice permettent de montrer que si K est un corps
commutatif et G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif (K*, x), alors G est cyclique.
En effet. Soit 7 'exposant de G. K étant un corps commutatif, ’équation " = 1 a au plus
r solutions dans K, donc au plus 7 solutions dans G. Or Vz € G,2" = 1 d’aprés b). On
en déduit Card(G) < r, et comme 7 | Card(G), on a r = Card(G) et le résultat annoncé.

Ce dernier résultat est également une conséquence du probléme 7 page 42.

En 'appliquant au corps Z/pZ (ou p est un nombre premier), on démontre que le groupe
multiplicatif (Z/pZ)* est cyclique, résultat non évident a priori.

EXERCICE 11 (LES p-GROUPES). Soit p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre
p® avec a € N* (on dit que G est un p-groupe).

a) Montrer que Z(G), le centre de G, est différent de {e}, ou e désigne I’élément neutre
de G. (On pourra utiliser I’équation aux classes  voir le théoréme 8 page 24).

b) Quediresia=1?7sia=27

c) Montrer que pour tout entier m, 0 < m < a, il existe un sous-groupe de G d’ordre p™.

Solution. a) D’apreés le théoréme 8, il existe une famille finie (H;);e; de sous-groupes stricts de
G telle que
Card(G)

Card(G) = Card(2(@)) + Z Gard(H)" (%)
Pour tout 7 € I, H; est un sous-groupe strict de G donc d’apreés le théoreme de Lagrange, son
ordre divise Card(G) = p?, de sorte qu'’il existe un entier 3;, 1 < B; < a, tel que Card(H;) = p®.
Donc pour tout ¢ € I, p divise gl%i((gl)) = p®Fi. Or p | Card(G) donc d’apres (), p | Card(Z(G)).
Comme de plus Card(Z(G)) > 1 car e € Z(G), ceci entraine Card(Z(G)) > p.

b) Si @ =1, G est cyclique d’aprés le théoréme 4.

Si a = 2, comme Z(G) est un sous-groupe de G, différent de {e} d’apres a), on a forcément
Card(Z(G)) € {p,p*}. Nous allons montrer que Z(G) = G en raisonnant par I’absurde. Sup-
posons Card(Z(G)) = p. Soit z € G, x € Z(G). L’ensemble S, = {u € G | ux = zu} (appelé
normalisateur de ) est un sous-groupe de G. Or z € S, et Z2(G) C S,, donc Card(S;) > p+ 1.
Comme Card(S;) | p? = Card(G), ceci entraine Card(S,) = p? donc S, = G, et par définition
de Sg, on a z € Z(G), ce qui est contradictoire. Finalement Card(Z(G)) = p?, c’est-a-dire G est
abélien.

¢) Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur a € N*. (Le principe est de considérer le
quotient par un sous-groupe distingué d’ordre p pour se ramener a I’hypothése de récurrence).

Si o = 1, le résultat est évident.
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Supposons le résultat vrai pour «, montrons le pour a + 1. Soit m, 0 <m < a+ 1. Sim =0,
{e} est un sous-groupe d’ordre p™ et le résultat est montré. Sinon, supposons m > 1. D’aprés a),
Z(G) est différent de {e}. Soit € Z(G),z # e. L'ordre de z divisant p®*!, il est de la forme p°
avec B > 1. Donc y = 27" est d’ordre p, et le groupe H = (y) est d’ordre p. Par ailleurs, c’est
un sous-groupe de Z(G) et il est donc distingué dans G. Le groupe quotient G/H est d’ordre p®
et d’aprés I’hypotheése de récurrence, il existe un sous-groupe K de G/H d’ordre p™~!. Soit 7 la
surjection canonique de G' dans G/H et considérons F = 7~ !(K). Comme 7 est un morphisme de
groupes, F' est un sous-groupe de G, et par ailleurs K = 7(F') est isomorphe a F//Kerm = F/H
ce qui entraine Card(F') = Card(K) x Card(H) = p™. D’ou le résultat.

Remarque. Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Sylow (voir le probléme 9
page 44).

EXERCICE 12 (UN THEOREME DE CAUCHY SUR LES GROUPES FINIS). On suppose que
la théorie des groupes opérant sur un ensemble est connue (voir la partie 2.4).

Soit G un groupe fini (non forcément abélien) d’ordre h, et soit p un nombre premier
divisant h. On note

S={(a1,...,ap) €G? | a1---0a, =€},

ou e désigne 1’élément neutre de G, et on note v le cycle (1,2,...,p) € S,,.
a) On fait opérer () sur S en posant

Vk € Z, '7"'((11, e ,ap) — (aﬂ,ka)7 e 7‘17’*(1»))-

Déterminer le cardinal des orbites.
b) (Théoréme de Cauchy). Démontrer que le nombre de solutions dans G de I’équation
P = e est un multiple de p.

En déduire qu’il existe au moins un élément d’ordre p dans G.

Solution. a) Pour tout & € S, on note G l'orbite de x et S, son stabilisateur. On sait que 'on
a p = Card((y)) = Card(G,) x Card(S;), et p étant premier, Card(G;) = 1 ou Card(G;) = p.

b) L’application f: S — GP~! (a1,...,ap) — (a1,...,a,—1) est bijective puisque chaque élé-
ment (ai,...,ap—1) de GP~! a un unique antécédent par f qui est (a1, ...,ap—1,(a1---ap—1)"").
Donc Card(S) = Card(GP~!) = hP~1,

Soit © une partie de S contenant exactement un représentant de chaque orbite G,. Soit
A={x €S| Card(Gz) = 1}. Soit © = © \\ A. D’aprés a), Vz € O/, Card(Gz) = p. Or

hP~! = Card(S) = ) _ Card(G,) = Card(4) + Y Card(Gy).

€O re©’

Comme de plus p | h, on en déduit que p | Card(A) = AP~ — pCard(©’). Par définition de A,
A est Pensemble des p-uplets (z,...,z) tels que P = e. Le nombre Card(A) représente donc le
nombre de solutions de zP = e, et comme p | Card(A), on en déduit le théoréeme de Cauchy.

On a e? = e, ce qui entraine Card(A) > 1, et comme p | Card(A), Card(A) > p. Donc il
existe x € G, z # e tel que 2P = e. Le nombre p étant premier, x est d’ordre p.

Remarque. Ce résultat entraine que lorsqu’un nombre premier p divise ’ordre d’un groupe,
il existe un sous-groupe de cardinal p. On savait que c¢’était déja vrai dans le cas d’un
groupe abélien (voir I'exercice 10). Le probléme 9 page 44 généralise ce dernier résultat.
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3. Anneaux
3.1. Deéfinitions

DEFINITION 1. Soit A un ensemble muni de deux lois internes notées “+" et “-”. On dit
que (A,+,-) est un anneau si :

(i) (A,+) est un groupe abélien,
(ii) la loi - est associative,
(iii) le loi - est distributive par rapport a la loi +.

Si la loi - admet un élément neutre, on parle d’anneau unitaire; silaloi - est commutative,
on parle d’anneau commutatif; un élément de A est dit inversible s’il ’est pour la loi -.

Notation. Le neutre de la loi + est souvent noté 0, celui de la loi - est noté 1 (ou e).

Dans toute la suite, (A, +, ) désigne un anneau.

DEFINITION 2. Un élément a de A est dit diviseur de 0 & droite (resp. a gauche) si a # 0
et §’il existe b # 0 tel que ab = 0 (resp. ba = 0).

DEFINITION 3. Un anneau A est dit intégre s’il est sans diviseur de zéro, autrement dit
si (a5 0,b# 0= ab+#0).

DEFINITION 4. Un élément a € A est dit nilpotent s'il existe un entier naturel non nul n
tel que a™ = 0. L’indice (ou ’ordre) de nilpotence de a est le plus petit entier naturel non
nul n tel que a™ = 0.

DEFINITION 5. Un sous-ensemble B de A est dit un sous-anneau de A si (B,+,-) est un
anneau.

Ezemple 1. Z est un anneau unitaire integre.
Z/8Z est un anneau non intégre (2-4 = 0), dans lequel 2 est nilpotent d’indice 3.
L’ensemble des matrices carrées M,,(R), muni des opérations classiques d’addition
et de multiplication de matrices, est un anneau unitaire non intégre.

3.2. Idéaux

DEFINITION 6. Soit I C A. On dit que [ est un idéal de 'anneau A si
(i) (I,+) est un sous-groupe de (A,+),
(i) V(z,a) e I x A, ax € I et za € I.

Remarque 1. Un idéal est un sous-anneau.
La notion d’idéal est en quelque sorte I’analogue pour les anneaux de la notion de
sous-groupe distingué. En revanche, la notion de sous-anneau est beaucoup moins
utilisée que la notion de sous-groupe.
Si A est commutatif et si z € A, Pensemble zA = {za,a € A} est un idéal de A.
Si A est unitaire et si 1 € I ou I est un idéal de A, la propriété (i) d’un idéal
entraine que I = A. Si un idéal I de A posséde un élément inversible z de A, alors
1=z € I d’aprés (ii) et donc I = A.
Lorsque I C A vérifie (i) et vérifie seulement ax € I (resp. za € I) pour tout
(z,a) € I x A, on dit que [ est un idéal a gauche (resp. a droite) de A. Si I est a
la fois idéal a gauche et idéal a droite de A, I est donc un idéal de A (on précise
parfois en disant que I est un idéal bilatére).

PROPOSITION 1. Une intersection d’idéauxr de A est un idéal de A. Une somme finie
didéaur de A est un idéal de A.
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DEFINITION 7. Soit (A, +,-) un anneau commutatif. Un idéal I de A est dit principal s'il
existe * € A tel que I = zA. On note alors I = (z) et on dit que I est engendré par z.

L’anneau A est dit principal s’il est commutatif, unitaire, intégre et si tous les idéaux
de A sont principaux.

Ezemple 2. Les anneaux Z et R[X] sont principaux.

Anneauz quotients. Comme pour les groupes, on peut définir la notion de quotient sur
les anneaux. Etant donnée une relation d’équivalence R sur A, on cherche a faire de A/R
un anneau en le munissant des lois T +y =T +7J et T-y =T -7 (o T désigne la classe
de ). Si ces lois sont bien définies (c’est-a-dire que = + y et Ty ne dépendent pas des
représentants choisis de T et ), on dit que R est compatible avec la structure d’anneau.
On montre que les relations d’équivalence compatibles avec la structure d’anneau sont de
la forme tRy <= x —y € I, on I est un idéal de A. Si tel est le cas, A/R est un
anneau (muni des lois définies plus haut) appelé anneau quotient et noté A/I.

Ezemple 3. Pour tout entier n > 0, nZ est un idéal de Z et on peut définir I’anneau
quotient Z/nZ.

Morphismes d’anneaux.

DEFINITION 8. Soient A et A’ deux anneaux. On appelle morphisme d’anneauz de A dans
A’ toute application f: A — A’ telle que f(z+y) = f(x)+f(y) et f(zy) = f(x)f(y) pour
tous z,y € A. Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneaux. L’ensemble
noté Ker f = f~1({0}) est appelé noyau de f. C’est un idéal de A qui vérifie : (f est
injective <= Ker f = {0}).

PROPOSITION 2. Soient A et A" deuz anneauz et f: A — A’ un morphisme d’anneauz.
Si I est un idéal de A et si f est surjectif, alors f(I) est un idéal de A’
Si I' est un idéal de A', f=Y(I") est un idéal de A.
L’image et ’image réciproque par f d’un sous-anneau est un sous-anneai.
Le sous-anneau f(A) est isomorphe a l’anneau quotient A/ Ker f.

Remarque 2. La derniére assertion de la proposition est importante. C’est souvent le
moyen le plus pratique pour montrer qu’un anneau est isomorphe a un anneau quotient.

Caractéristique d’un anneau.

DEFINITION 9. Soit A un anneau unitaire dont ’élément neutre pour la loi - est noté e.
Soit le morphisme d’anneaux f: Z— A n+— ne.
Si Ker f = {0}, (i.e. ne =0 => n =0), on dit que A est caractéristique 0.
Si Ker f # {0}, alors Ker f étant un idéal de I’anneau principal Z, il existe un
unique entier naturel non nul ¢ tel que Ker f = ¢Z. L'image f(Z) est isomorphe a
Z/cZ. L'entier ¢ est aussi le plus petit entier > 0 tel que ce = 0. On dit alors que
A est de caractéristique c¢. On a d’ailleurs ne =0 <= ¢ | n.

PROPOSITION 3. La caractéristique d’un anneau unitaire intégre est 0 ou un nombre
premier.
Démonstration. Si la caractéristique ¢ d’un anneau A unitaire intégre est non nulle et si ¢ n’est

pas premier, on peut écrire ¢ = ab avec 1 <a < cet 1 <b < ¢. Donc 0 = ce = (ae)(be), et A

étant inteégre on en déduit ae = 0 ou be = 0, absurde car ¢ est le plus petit entier > 0 tel que
e =1 O

3.3. Groupe des inversibles d’un anneau unitaire

On rappelle que les élément d’un anneau unitaire (A, +,-) inversibles pour la loi - sont
appelés les inversibles de 'anneau A.
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DEFINITION 10. L’ensemble des inversibles d’un anneau unitaire A, muni de la loi multi-
plicative, est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

PROPOSITION 4. Soit un entier n > 2 et k un entier. L’élément k (classe de k dans
Z|nZ) est inversible dans Z/nZ si et seulement si k An = 1.

THEOREME 1 (DES CHINOIS). Soient m et n deux entiers naturels non nuls premiers
entre eur. Les anneaux (Z/mZ) x (Z/nZ) et Z/mnZ sont isomorphes.

Démonstration. On considére "application
f 1 Z—>Z/MLXZ/nZ x> (&,T).

C’est un morphisme d’anneaux, de noyau Ker f = {z € Z| m |z et n|z}. Comme mAn =1,
on a aussi Kerf = {z € Z| mn | 2} = mnZ. Donc f(Z) et Z/mnZ sont isomorphes. En
particulier, Card(f(Z)) = Card(Z/mnZ) = mn et donc f(Z) = Z/mZ x Z/nZ. Finalement, on

vient de montrer que Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes. O

Remarque 3. En procédant par récurrence sur p, on montre que si ng,...,n, sont
premiers entre eux deux a deux, alors Z/n; ---n,Z et Z/mZ X - -- x Z/n,Z sont
isomorphes.

La surjectivité de I'application f prouve que si m An = 1, alors
(Va,be Z,3x €Z), z=a (modm) et z=>b (modn).

Dans la pratique, la méthode de recherche d’un tel élément x peut se faire comme
suit.
On cherche u et v tels que um + vn = 1 grace a 'algorithme d’Euclide (voir
I’exercice 2 page 12)
11 suffit alors de prendre = a + um(b — a) (par exemple).

Indicateur d’Euler.

DEFINITION 11. Soit un entier n > 1. Notons G, le groupe des inversibles de Z/nZ. On
appelle indicateur d’Euler de n Pentier ¢(n) = Card(G). D’aprés la proposition 4, ¢(n)
est aussi le nombre d’entiers k € {1,2,--- ,n} tels que k An = 1.

Remarque 4. En vertu de la proposition 5 page 22, le nombre de générateurs d’un groupe
cyclique d’ordre n (typiquement Z/nZ) est ¢(n).

THEOREME 2 (EULER). Soit un entier n > 1. Si k est un entier premier avec m, on a
k#™ =1 (mod n).

Démonstration. Si k An =1, alors k est élement du groupe Gy, des inversibles de Z/nZ d’apreés
la proposition 4. Comme ’ordre de G, vaut ¢(n), on en déduit k*(™ = 1 dans Z/nZ, d’on le
résultat. O

Ce dernier résultat généralise le théoréeme de Fermat. Le calcul de ¢(n) fait 'objet de
la proposition suivante.

PROPOSITION 5. Soit n > 2 un entier, n = p{'---pp*¥ sa décomposition en facteurs
premiers. Alors

1 1

-1 =1

=)= = (1- 1) (12 1),
D1 Pk

Démonstration. Soit p un nombre premier et @ € N*. Alors k n’est pas premier avec p® si

et seulement si p | k. L’ensemble des nombres de {1,2,...,p%} non premiers avec p est donc

{p.2p,3p,...,(p* Yp}. Ce dernier étant de cardinal p®*~!, on en tire p(p®) = p® —p®~1 (¥).
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Si m et n sont premiers entre eux, d’apres le théoréme des Chinois, Z/mZ x Z/nZ est isomorphe
a Z/mnZ. En restreignant I'isomorphisme a G,, x G, on voit que G,, X G, est isomorphe &

G- Donc o(mn) = p(m)p(n)  (*x).
Si maintenant n > 2 est un entier dont la décomposition en facteurs premiers est n = p{* - - - pp*,

on a d’aprés (xx) @(n) = @(pi") - - p(py*), d’oit le résultat d’apres (x). O

Remarque 5. En particulier si p est un nombre premier, ¢(p) = p — 1 et on retrouve le
théoréme de Fermat avec le théoréme 2.

PROPOSITION 6. Pour tout entier n > 2, on an = th(d).

dn
Démonstration. Considérons les fractions
1 2 n—1mn
e S TR g e
n'n n 'n

Nous cherchons a les mettre sous forme irréductible § ou d doit nécessairement diviser n. Pour
chaque d divisant n, il y a ¢(d) numérateurs a possibles (puisque le nombre d’entiers a tels que
aANd=1est ¢(d)). Comme il y a en tout n fractions, on en déduit le résultat. O

3.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit A un anneau unitaire dont 1’élément neutre pour la loi - est noté 1.
a) Soit = € A nilpotent. Montrer que 1 —  est inversible.
b) Si n € N* (et  toujours nilpotent), simplifier ’expression
n
Up=(1+2)1+2%)--(1+2*) =[]0 +2%).

k=0

Solution. a) Soit p I'indice de nilpotence de z, de sorte que 2P = 0. On a
Ql-z2)Q+z+---+22HN=0Q+z+---+2P V(1 -2)=1-27 =1,
d’ou le résultat car on a prouvé que zy =yr =lavecy=1+z+--- + 2P L.

b) On va montrer par récurrence sur n € N que U, = (1 —z)~1(1 — 22""").
- Pour n =0 cest vrai car (1—z)Up=(1—-z)(1+2z) =1-22, d’ou Up = (1 —z)"1(1 — =2).
- Supposons Up,_1 = (1 —2)"1(1 —2?"). Alors U, = Up,1(1 +27") = (1 — 2)"1(1 - :172n+1).
Remarque. Le résultat a) appliqué aux matrices carrées entraine que si N est une matrice
nilpotente, alors I — N est inversible (ceci reste vrai dés que |[N|| <1  ou || - || est une
norme d’algébre sur les matrices, voir le tome analyse sur les espaces vectoriels normés).

EXERCICE 2 (ANNEAU DE BOOLE). Soit A un anneau tel que tout élément de A soit
idempotent (i. e. Vz € A, 2% = z).

a) Si z € A, montrer que 2z = 0. Montrer que A est commutatif.

b) Montrer que si z,y € A alors zy(x + y) = 0. Que dire si A est intégre ?

Solution. a) Si x € A, alors (2x)%2 = 2z donc 422 = 2z, ce qui entraine 4x = 2z puis 2z = 0.
Ceci s’écrit encore * = —z.

Siz,yec A (z+y)2=z+ydonc 22 +zy+yz+y2 =z+y = z2 + 2, dot on tire
zy + yx = 0, donc xy = —yzr = yx.

b) Si z,y € A, alors zy(z + y) = zyz + zy? = 2%y + zy® = 2xy = 0.

Si A est intégre, alors A a au plus deux éléments. En effet, sinon il existe x,y € A distincts et
différents de 0. Donc (x +y) # 0 (sinon z = —y = y) et A étant intégre zy(x + y) # 0, absurde.
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EXERCICE 3 (RADICAL D’UN IDEAL). Soit A un anneau commutatif unitaire et I un
idéal de A. On appelle radical de I I’ensemble noté T = {x € A | 3In € N*,z" € I}.

a) Montrer que /T est un idéal de A.

b) Déterminer le radical d’un idéal de Z.

Solution. a) - Montrons tout d’abord que (v/I,4) est un sous-groupe de (A, +). Il est clair que
0 € VI puisque I C V/I. Par ailleurs, si € VT alors —z € V/I puisque le fait que z" € I
entraine (—1)"z" = (—z)" € I. Prenons maintenant z,y € v/I. Il existe m et n € N* tels que
™ € I et y" € I. L’anneau A étant commutatif, la formule du binéme entraine

B o m+n—1 r e m+n—1 _ i
(l‘ + y)m+n L — yn X Z xkym 1-k 4+ ™. Z .’L‘k mym+n 1-k
k

k=0 k k=m

et puisque I est un idéal, ce terme appartient a I. Donc z +y € V1.

Enfin, si a € A et si & € VI, il existe n € N* tel que 2" € I et donc A étant commutatif,
(az)" = a"z™ € I. Donc azx € V1. Finalement, VT est un idéal de A.

b) Soit I un idéal de Z. L’anneau des entiers étant principal, il existe n € N* tel que I = nZ. Si
n =0, on a bien sir VI =0et si n =1, VI = Z. Sinon n > 2, et on écrit la décomposition de
n en produit de facteurs premiers n = p{* - -- p‘,:". Montrons que VI = py - - - ppZ.
On a VI C p;---prZ. En effet. Si z € /T alors il existe m € N* tel que 2™ € nZ, donc
n | 2™, donc Vi,1 < i < k,p; | 2™, donc Vi,1 <i < k,p; |  d’on p;1--- px | = puisque les
p;i sont premiers entre eux deux a deux (ils sont premiers et distincts).
Onapy---prZ C V1. En effet. Soit z € p1---prl. 11 existe r € Z tel que & = py - - - pir-
Si m = maxXj<i<k @, on a n = pt---ppk | 2™ = p*- - pr™ donc 2™ € I, ou encore

1:6\/7.

EXERCICE 4 (IDEAL PREMIER, IDEAL MAXIMAL). Soit A un anneau commutatif unitaire.
a) Un idéal P # A de A est dit premier si pour z,y € A le fait que zy € P entraine
x € P ouy € P. Montrer que P est un idéal premier si et seulement si 'anneau quotient
A/P est intégre.

b) Un idéal M # A de A est dit maximal si les seuls idéaux contenant M sont M et A.
Montrer que M est un idéal maximal si et seulement si A/ M est un corps.

c) Montrer que tout idéal maximal est premier.

d) Si I’anneau A est principal, montrer qu’un idéal premier P # {0} est maximal.

Solution. a) Si x € A, notons & sa classe dans A/P. Alors

(P est premier) <= (zy € P = zouy € P)
— (-y=0=3=00uy=0) < (A/P est integre).

b) Condition nécessaire. Soit M un idéal maximal. Soit x € A tel que & (classe de x dans A/ M)
vérifie & # 0. Alors * € M de sorte que M + (z) = A (en effet, I = M + (z) est un idéal
contenant M, différent de M puisque z € M, donc I = A). Donc il existe a € A et m € M tels
que 1 = m + az, ce qui s’écrit 1 = a&. L’anneau A/ M est donc un corps.

Condition suffisante. Soit I un idéal de A tel que M C I et M # I. Soit a € I, a ¢ M. On
a @ # 0 de sorte que A/M étant un corps, il existe b € A, ab = 1. Donc il existe m € M,
ab=14+m,dou1=ab—m € I. Donc I = A et M est maximal.

¢) Soit M un idéal de A maximal. L’anneau quotient A/ M est un corps donc un anneau integre,
donc M est premier.
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d) Soit I un idéal de A tel que P C I et P # I. Comme A est principal, il existe m € P tel que
P = (m) et il existe a € I, I = (a). Comme m € I, il existe ¢ € A tel que m = aq. L’idéal P
étant premier, on a @ € P ou q € P. Or a € P sinon P = I. Donc q € P, de sorte qu’il existe
p € A tel que ¢ = mp. Donc m = aq = amp d’ou m(1 —ap) =0 d’ot ap =1 (car A est principal
donc intégre et m # 0 sinon P =0). Or ap € I, donc 1 € I, donc I = A, d’ou le résultat.

EXERCICE 5. Soit n > 2 un entier. Si a est un entier premier avec n montrer

a" =1 (mod n).

Solution. D’aprés le théoréme d’Euler, on sait que a®™ =1 (mod n) on ¢ désigne I’indicateur
d’Euler. Le résultat sera donc démontré si on prouve ¢(n) | n!, ce qui est immédiat car ¢(n) < n.

EXERCICE 6 (ANNEAUX NOETHERIENS). On dit qu’un anneau commutatif unitaire A
est noethérien si tout idéal I de A est engendré par un nombre fini d’éléments (i. e. il
existe xy,...,xx € I tels que (z1) + --- + (zx) = I). Montrer que A est noethérien si
et seulement s’il n’existe pas de suite d’idéaux de A strictement croissante au sens de
I’inclusion.

Solution. Condition nécessaire. Soit (In)nen une suite croissante d’idéaux de A. On vérifie fa-
cilement que I = Upenl, est un idéal de A. 11 est donc engendré par un nombre fini d’éléments
Z1,...,Zp € I. Or chaque z; appartient & I = Upen/y, et donc il existe n; tel que x; € I,. Si
N = sup;<;<,ni, la suite (I,,) étant croissante, tous les #; (1 < ¢ < p) appartiennent a I, et
donc I = (21) +---+ (zp) C In. Par ailleurs Iy C I puisque I = UjenIy,. Donc Iy = I, ce qui
entraine que la suite (I,) est stationnaire pour n > N.

Condition suffisante. Soit I un idéal de A. Supposons que I ne puisse pas étre engendré par un
nombre fini d’éléments. Sous cette hypothése, nous allons construire une suite (z,) d’éléments
de I tels que Zpiq & (1) + -+ + (2,).

- On choisit un élément x, € I.

- T1,...,Ty € I étant supposés construits, on sait que (z1)+---+ (2,) # I car I ne peut pas
étre engendré par un nombre fini d’éléments. On choisit alors z,+1 € I, Tyt € (1) +- - -+ (25).
Ainsi, si on pose I, = (z1) + -+ + (zn), la suite (I,) est une suite d’idéaux de A strictement
croissante au sens de 'inclusion, ce qui est contraire aux hypothéses. Donc I peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments, d’ou le résultat.

Remarque. Tout anneau principal est noethérien.

4. Problémes

PROBLEME 1 (CRYPTOGRAPHIE : LE SYSTEME DE CHIFFREMENT RSA). On se donne
deux nombres premiers p et g distincts et on pose n = pq. Soient ¢, d deux entiers tels que
cd =1 (mod p(n)) ou ¢ désigne I'indicateur d’Euler. Montrer que pour tout ¢ € Z, on a
t“ =t (mod n).

Solution. Les nombres p et ¢ étant premiers et distincts, on a ¢(n) = (p—1)(g —1). Soit k € Z
tel que ed = 1 + kp(n). Soit t € Z. Pour prouver que t°) = t (mod n), il suffit de prouver
t* =t (mod p) et t* =t (mod q) (conséquence de 'isomorphisme de Z/pZ x Z/qZ et Z/pqZ).
Prouvons par exemple t** =t (mod p) (le calcul modulo q est analogue).
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Sit Ap=1alors tP"! =1 (mod p) (théoréme de Fermat) donc t¢¢ = (tP~1)ka-1¢ = ¢
(mod p).
SitAp#1,alors p divise t, et alors on a t** =t =0 (mod p).

Remarque. L’application g : Z/nZ — Z/nZ t — t° s’appelle une fonction de chif-
frement, f : t +— t? fonction de déchiffrement. L’exercice affirme que f o g(t) = t. On
peut donc chiffrer un message (représenté par un élément t de Z/nZ) avec g, puis on
le déchiffre avec f. Le couple (n,c) est appelé la clef publique, Pentier d la clef secréte.
La sécurité de ce systéme repose sur le fait que connaissant la clef publique, il est trés
difficile de déterminer d : un moyen consiste par exemple a factoriser n pour trouver p et
q, ce qui est encore impossible a réaliser lorsque p et g sont grands, typiquement (pour
’année 2020) de Pordre de 150 a 200 chiffres (le record est la factorisation d’un nombre
entier sans forme particuliére de 250 chiffres, obtenue en 2020 aprés 2700 années de calcul
distribué). Ainsi, tout le monde peut chiffrer mais seuls ceux connaissant la clef secréte
peuvent déchiffrer. Ce systéme de chiffrement est apparu en 1976. I1 est appelé RSA (du
nom des inventeurs Rivest, Shamir et Adleman) et est couramment utilisé aujourd’hui car
il est extrémement robuste. Son apparition explique l'intérét que ’on porte aujourd’hui
aux algorithmes de factorisation et de primalité.

PROBLEME 2 (NOMBRES PSEUDO-PREMIERS ET NOMBRES DE CARMICHAEL). Le
théoréme de Fermat affirme que si n est premier et si a An = 1, alors a”' =1 (mod n).
Le but du probléme est d’étudier la réciproque.

1/ (Nombres pseudo-premiers). Soit un entier a > 2. Un entier n est dit pseudo-premier en
base a (ce que I’on note briévement pp-a) si n n’est pas premier et si a®~ ! =1 (mod n). Si
p > 2 est un nombre premier ne divisant pas a(a® — 1), montrer que n = (a* —1)/(a>—1)
est un nombre pp-a. En déduire qu’il existe une infinité de nombres pp-a.

2/ (Nombres de Carmichael). Un entier n > 2 est appelé nombre de Carmichael si n n’est
pas un nombre premier et si pour tout entier a, a" = a (mod n) (en particulier, pour tout
entier a premier avec n, n est pp-a).

a) Sin=p;---pr (on les p; sont des nombres premiers distincts) et si p; —1 | n— 1 pour
tout 7, montrer que n est un nombre de Carmichael.

b) Réciproquement, montrer que tout nombre de Carmichael peut se mettre sous la forme
n =p;---pr ou les p; sont des nombres premiers distincts et ot p; — 1 | n — 1 pour tout 4.
(Indication : On pourra utiliser le fait que si p est premier, le groupe multiplicatif (Z/pZ)*
est cyclique  voir la remarque de I'exercice 10 page 28).

¢) Montrer qu’un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.

d) Soit n = pgr un nombre de Carmichael a trois facteurs premiers p < ¢ < r. Si p est
fixé, montrer que g et r sont bornés.

Solution. 1/ Remarquons tout d’abord que n = (‘f_‘f)(“::ll) =(@14+---+a+1)- (a1 -
aP~2 4+ ... —a+ 1) est un entier composé. Ceci étant, on a a®® = 1 4+ n(a® — 1), de sorte que

a® =1 (mod n) (x). Le résultat sera donc acquis si on montre que 2p | n — 1. On a
(> —1)(n—1)=a*® —a® = a(a® ! = 1)(a? + a).

D’aprés le théoréme de Fermat, p | (aP~! —1) puisque par hypothése p ne divise pas a. On a donc
p| (a2 —1)(n —1). Or p ne divise pas a®> — 1, donc p est premier avec a® — 1 (car p est premier)
et d’apres le théoréme de Gauss, p | n—1. Or n —1 =a?"2 4 ... + a* + a? est une somme paire
de termes de méme parité, donc 2 | n — 1. Comme 2 et p sont premiers entre eux, on en déduit
2p | n — 1, donc n est pp-a d’apreés (x).
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Il n’y a quun nombre fini de nombres premiers p divisant a(a? —1). Comme il y a une infinité
de nombres premiers, on en déduit qu’il y a une infinité de nombres premiers p > 2 ne divisant
pas a(a® — 1), donc une infinité de nombres pp-a.

2/ a) Soit @ un entier et soit 4, 1 <1 < k. Si p; { a, le théoréme de Fermat entraine aPi~! =
(mod p;), et comme p; — 1 divise n — 1, on en déduit a®~! =1 (mod p;), donc a™ = a (mod p;).
Cette derniére égalité reste évidemment vraie si p; | a. Ainsi, pour tout entier @ on a montré
a™ = a (mod p;). Ceci s’écrit aussi p; | (@™ — a). Ceci étant vrai pour tout i, on en déduit
n = py---pi | (@™ — a) puisque les p; sont premiers entre eux deux a deux. On a donc bien
a™ = a (mod n).

b) Soit n un nombre de Carmichael et p un nombre premier divisant n. Comme n est un nombre
de Carmichael, n divise p™ — p, et comme p? { p* — p (car n > 2), on en déduit p? { n.

On peut donc écrire n. = py - - - p, ou les p; sont des nombres premiers distincts. Soit ¢, 1 <17 < k.
Il est bien connu que (Z/p:Z)* est un groupe cyclique, donc il existe un entier a tel que a soit
d’ordre p; — 1 dans (Z/p;Z)*. Comme n est un nombre de Carmichael, on a n | a" — a donc
pi | a® — a, ou encore @™ = a (mod p;). Comme a € (Z/p;Z)*, on en déduit a® ! =1 (mod p;).
Or Vordre a dans (Z/piZ)* est p; — 1, donc p; — 1 | n — 1. Ceci est vrai pour tout 7, d’on le
résultat.

¢) Supposons que n = (a+ 1)(b+ 1) soit un nombre de Carmichael avec a + 1 et b+ 1 premiers
eta#b.Onan=ab+a+b+1.0ra|n—-1donca|b=(n—-1-ab—a); de méme b | a.
Donc a = b, ce qui impossible d’aprés la question précédente.

d) Comme n est un nombre de Carmichael,onag—1|n—1,etdoncg—1|(n—1)—(¢—1) =
g(pr —1). Or ¢ A (g —1) = 1 donc d’aprés le théoréme de Gauss, ¢ — 1 | pr — 1. De méme
r — 1| pg—1, donc finalement (¢ — 1)(r — 1) | (pr — 1)(pg — 1). Ceci entraine

(@=D(r =1 (pr-1)pg-1) -p*(a-)r-1)=p*(r+¢) —p(r+q) +1-p%

d’ott on tire (g—1)(r—1) < p*(r+¢q). Comme ¢ < 7, on a donc (g—1)? < 2p?>r  (*). Nous avons
vu plus haut que r — 1 | pg— 1, ce qui entraine r < pq donc 72 < p2¢?, et d’apres (x) r2 < p?4p’r,
donc r < 4p*. En remplacant cette derniére inégalité dans () on tombe sur g < v/8p* + 1.

En résumé, on a prouvé que ¢ < v/8p® + 1 et r < 4p*. Donc si p est fixé, q et 7 sont bornés.

Remarque. Le plus petit nombre de Carmichael est 561 = 3 - 11 - 17. Les suivants sont
1105, 1729, 2465, 2821.

On sait depuis 1992 qu’il existe une infinité de nombres de Carmichael, et que si z est
assez grand, il y a au moins %7 nombres de Carmichael inférieurs a .

PROBLEME 3 (QUELQUES TESTS DE PRIMALITE). a) Soit un entier n > 2 vérifiant
JaeZ, (@™ '=1 (modn) et Vg|(n—1), qpremier, a™ V921 (mod n)).

Montrer que n est un nombre premier.
b) Soit n > 2 un entier, n—1 = p{" - - - pi* la décomposition en facteurs premiers de n— 1.
On suppose que pour tout 7, 1 < i <k, il existe un entier a; tel que

a"'=1 (modn) et a" V" £1 (mod n).

Montrer que n est un nombre premier.
c) Soit p > 2 premier, et soit h € N tel que 1 < h <p—1. On pose n = 1+ hp?. Si

2" 1=1 (modn) et 2"#1 (modn),

montrer que n est premier. (Indication : utiliser 'ordre de 2 pour montrer qu’il existe un
nombre premier g divisant n avec p | ¢ — 1.)




4. PROBLEMES 39

Solution. a) Soit m l'ordre de @ dans le groupe des inversibles de Z/nZ. Nous allons montrer
que m = n — 1. Supposons m < n — 1. Comme a®~! =1 (mod n), m | n —1 et donc il existe un
nombre premier ¢ divisant n — 1 tel que m | (n — 1)/q. Ceci entraine que a®1/9 =1 (mod n),
ce qui est contraire aux hypothéses.

Donc m = n — 1, ce qui prouve que le groupe des inversibles de Z/nZ admet au moins n — 1
éléments, ce qui n’est possible que si n est premier. D’ou le résultat.

b) Pour tout i, notons m; ordre de d; dans le groupe des inversibles de Z/nZ. Comme a;’_l =

1 (modn), on am; | n—1 =[], p?j. Comme de plus agn_l)/pi # 1 (mod n), on a aussi
m; t p?"_l H#i p?’. Ces relations concernant m; permettent d’affirmer que pj* | m;, et donc
Pt | ¢(n) (ou ¢ désigne V'indicateur d’Euler) puisque P’ordre de a; divise l’ordre du groupe des
inversibles de Z/nZ qui est ¢(n). Ceci étant vrai pour tout i, on en déduit, les p; étant premiers
distincts, que n — 1 =[], pi"* | ¢(n), donc que ¢(n) > n — 1. Donc le groupe des inversibles de
Z/nZ comporte au moins n — 1 éléments, ce qui n’est possible que si n est premier.

¢) Soit m Pordre de 2 dans le groupe des inversibles de Z/nZ. On a 2*~! = 1 (mod n) donc
m | n—1=hp® Or 2" # 1 (mod n) donc m { h. Finalement, p | m (si p { m, alors p étant
premier m A p? = 1 et donc m | h d’aprés le théoréme de Gauss). Comme m divise I’ordre du
groupe des inversibles de Z/nZ qui est ¢(n), on en déduit p | ¢(n) (*).

Si n = p" ---p‘,:"‘ désigne la décomposition de n en facteurs premiers, on sait que ¢(n) =
p‘l"_l > -pz"_l(pl —1)---(pr —1). Comme p{n =1+ hp?, on a p # p; pour tout i donc il existe
d’aprés (*) un indice 7 tel que p | pi — 1. Autrement dit, il existe un facteur premier ¢ de n tel
que ¢ = 1 (mod p). Soit 7 Pentier vérifiant gr =n. On a gr =n =1+ hp? =1 (mod p), donc
r =1 (mod p). En résumé, on a montré qu’il existe ¢ premier, ¢ | n et r entier tels que gr =n
avec ¢ = 1 +up, r = 1+ vp, u,v € N. Le nombre ¢ étant premier on a d’ailleurs u > 2 (si u = 0,
q=1etsiu=1, qest pair).

Supposons 7 > 1. Alors v > 1. Oron a 1 + hp?> = n = qr = (1 + up)(1 + vp) donc hp =
(uv)p + (u + v), ce qui entraine

(i) ww<h<p-1 et (7)) (u+v)>p car p|(u+v)#0.

Comme u > 2, (i) entraine v < (p — 1)/2, et d’apres (ii) u > 1 + p/2, donc toujours d’apres (i),
v < (p—1)/(1+5) < 2. Finalement v = 1, ce qui est absurde car (i) entrainerait u < p —1 et
(ii) entrainerait u > p — 1.

On a donc forcément r = 1, ce qui entraine que n = ¢ est premier.

Remarque. Le test ¢) fut utilisé avec le nombre premier p = 227 — 1 pour montrer que
n = 14 190p? est premier (Miller et Wheeler, 1951). Les tests de primalité de ce type
permettent de prouver de maniére efficace la primalité de nombres entiers ayant une forme
particuliére. Par exemple, le record du plus grand nombre premier connu en 2020 est un
nombre de Mersenne (de la forme 2P —1 avec p premier), d’un peu moins de 25 millions de
chiffres, établi en 2018 en utilisant le test de Lucas (décrit dans la remarque de 'exercice 4
page 13). Tester la primalité d’un nombre entier donné, sans forme particuliére, est un
probléme algorithmique beaucoup plus difficile (jusqu’en 2020, les records de tests de
primalité de nombres sans forme particuliere, établissent la primalité d’entiers de quelques
dizaines de milliers de décimales).

PROBLEME 4. Soit m € N*, m > 2. Donner une condition nécéssaire et suffisante sur
a € N* pour qu'il existe une application f : N — N vérifiant f™(n) = n + a pour tout
n € N (ici f™ désigne la composition m fois de f avec elle méme f™ = fo fm-1).

Solution. On va prouver que la condition nécéssaire et suffisante recherchée est que m divise a.
La condition est bien suffisante, si m | a, il suffit de choisir pour f la fonction f(n) = n+ (a/m).
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Supposons maintenant qu’il existe f : N — N vérifiant f™(n) = n + a pour tout n € N. On a

vneN,  f(n+a)=f(f"(n) = " (n) = fM(f(n) = f(n) +a.

Un récurrence immédiate sur k entraine ensuite f(n + ka) = f(n) + ka pour tout (n,k) € N2,
Ainsi la valeur de f(n+ ka) modulo @ ne dépend pas de k, on peut donc définir la fonction f de
Z/aZ sur lui-méme par f (n) f(n). Cette fonction vérifie fm = Id. On en déduit que f est une
permutation de Z/aZ, et que dans sa décomposition ¢ --- ¢, en produit de cycles de supports
disjoints, chaque cycle ¢; vérifie ¢f* = Id. En particulier la longueur ¢; de ¢; divise m. Nous
allons montrer que ¢; = m. Pour cela raisonnons par I’absurde et supposons que o; = m/¥¢; > 1.
Soit Z; un des éléments du support de ¢;, choisi de sorte que z; < a. On a cf" = Id, donc
il existe k; € N tel que fe"(a:i) = z; + ak;. En posant ¢ = f%, on a donc 9(zi) = x; + ak;.
L’identité f(n + ak) = f(n) + ka, pour tout n, entraine, avec une récurrence facile sur j, que
fP(n+ak) = fi(n) + ak pour tout j € N, en particulier g(n + ak) = g(n) + ak pour tout k € N.
Comme g(x;) = z; + ak; une récurrence sur j donne ensuite ¢/ (x;) = z; + ajk;. On en déduit

Ty +a= "l5:) = ¢ (3) = 5 + ok

Ceci entraine ozk; = 1, ce qui est absurde. Donc ¢; = m pour tout ¢, donc a =Y F_ ; = pm et
le résultat est prouvé.

PROBLEME 5 (QUELQUES CAS PARTICULIERS DU THEOREME DE DIRICHLET).

1/ a) Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que —1 est un carré dans Z/pZ si et
seulement si p =1 (mod 4).

b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1+ 4n, n € N.

2/ (Un résultat plus général). Soient un nombre premier p > 2 et un entier m > 1.
Montrer que ’ensemble P, des nombres premiers de la forme 1+2™pn (n € N), est infini.
(Indication. Si P,, est fini, considérer un nombre premier ¢ divisant (M?+1)/(M + 1) ot
M=K""K-= pP(I1,.ep,, 1), et montrer que g € Pr).

Solution. 1/ a) Condition nécessaire. Supposons qu’il existe x € Z/pZ, x> = —1. Le groupe
multiplicatif (Z/pZ)* étant d’ordre p — 1 (car p est premier), on a zP~! = 1. Donc (22)P~1/2 =
(=1)P=1/2 =T, ce qui n’est possible que si (p — 1)/2 est pair. D’oi la condition nécessaire.
Condition suffisante. C’est plus difficile. Donnons deux méthodes.
Premiére méthode. Comme p est premier, Z/pZ est un corps. L’équation P2 =74
donc au plus (p — 1)/2 solutions dans Z/pZ. Comme (Z/pZ)* contient p — 1 > (p —-1)/2
¢éléments, il existe € (Z/pZ)* tel que y = z® /2 £ T, On a y2 = 277! =T donc
(y—1)(y+1) =0, donc y = —1 (car y # 1). Or p=1 (mod 4), donc il existe un entier
k tel que (p—1)/2 = 2k. Si z = 2*, on a donc 22 = 22k = 2(P-1D/2 = y = _T, d’ou le
résultat.
Seconde méthode (cette méthode est moins générale que la précédente). Soit 'entier k tel
que p =1+ 4k. Comme p est premier, on a d’aprés le théoréme de Wilson

2---(2k)-(2k+1)---(4k—1)-(4k) = -1 (mod 4k + 1),
ce qui s’écrit aussi
2---(2k)-(=2k)---(-1)=—-1 (mod p)
ou encore
(-1)%*(1.2..-(2k)) 2 =-1 (mod p).
Si on pose x = 1-2---(2k), ceci s’écrit T2 = —1 dans Z/pZ, d’on le résultat.
b) Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 4k + 1,k € N. Soit

p le plus grand d’entre eux et soit N = 1+ (p!). Soit un nombre premier q divisant N. Alors
(p')? = —1 (mod q), donc —1 est un carré dans Z/qZ et donc q est de la forme 4k + 1,k € N
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d’aprés a). Donc ¢ < p, donc ¢ | p!, donc ¢ | 1 = N — (p!)?, ce qui est absurde. Il y a donc une
infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1, k € N.

2/ Supposons Py, fini. Suivons I'indication en considérant 'entier N = (MP +1)/(M + 1) =
MPY_MP2 ... _M+1avec M = K2 'ou K = p(HnG'Pm n). Comme N > 1, il existe un
nombre premier ¢ divisant N. On a M? +1 =0 (mod ¢) donc

K2 'P=MP =1 (mod q) et K*'P=1 (mod q).

L’égalité de droite montre que I'ordre r de K dans le groupe multiplicatif (Z/qZ)* divise 2™p.
L’égalité de gauche montre que r { 2™ 1p. Comme p est premier, on a donc r = 2™ ou r = 2™p.
Sir=2™ comme N divise

M*—1 MP—1 MP+1

2p_1 sie® 2 —_ e .
(MYt MO+ L= 3 = 377 731

et que M2 = K?" =1 (mod g), on a
0=(M?>P14...0 M2 +1=p (modgq)
donc q | p, donc q | M, ce qui est absurde vu que g | MP 4+ 1. Ainsi, 7 = 2™p et comme 'ordre de

tout élément de (Z/qZ)* divise ¢ — 1, on a 2™p | ¢ — 1 ’est-a-dire ¢ € P,,. Ceci entraine q | M
ce qui est impossible. L’ensemble Py, est donc infini.

Remarque. Ces résultats sont des cas particuliers du théoréme de Dirichlet (voir la re-
marque qui suit I'exercice 7 page 14). D’autres formes particuliéres du théoréme de Diri-
chlet font 'objet du sujet d’étude 2 page 49 ou du probléme 11 page 99.

PROBLEME 6 (ANNEAUX EUCLIDIENS). 1/ Soit A un anneau commutatif unitaire in-
tégre. On dit que A est euclidien s’il existe une application f: A* = AN {0} — N telle
que

(i) Vo,y € A, f(zy) = f(y),
(ii) Va € A, Vb€ A*, 3(q,7) € A%, tel que a =bg+r, avecr =0ou f(r) < f(b).

a) Si A est euclidien, montrer que A est principal.
b) Si Papplication f vérifie I’hypothése supplémentaire

(i) Vz,y € A%z #y, f(z—y) <sup{f(z), f(v)},

montrer que le couple (g,7) dans (ii) est unique.

c) Caractériser les éléments inversibles d’un anneau unitaire euclidien.
2/ Soit anneau des entiers de Gauss Z[i] = {z + iy | (z,y) € Z*}.
a) Montrer que si z € C, il existe 2o € Z[i] tel que |2 — 2| < 1.

b) En déduire que Z[i] est un anneau principal.

c) Quels sont les inversibles de Z[i] 7

Solution. 1/ a) Soit I un idéal de A. Si I = {0}, I est évidemment principal. Si I # {0},
on considére ensemble I' = {f(z) | # € I*} C N. Soit @ € I* tel que f(a) = infI'. Prenons
maintenant un élément € I. D’apres (ii),

I(q,r) € A% (zx=aq+7r avec f(r)< f(a) ou r=0).

Remarquons que 7 =z —aq € I. Si r # 0, alors f(r) < f(a) ce qui est absurde puisque r € I*
et f(a) = infT'. Donc r = 0, donc = agq. On vient de montrer que I C (a). Réciproquement,
comme a € I, on a (a) C I. Donc I = (a) et A est principal.

b) Soit (a,b) € A x A*. Soient deux couples (q,7) et (¢’,7") vérifiant (ii) pour (a,b). L’égalité

bg+r =0b¢ +7' s¢ecrit aussib(¢q—¢')=r"—r.Sig#¢,onar —r#0et f(b) < flb(¢g—¢)] =
f(r' —r) (%). Sir =0 (le cas ¥ = 0 se traite en échangeant les roles de (¢,r) et (¢’,r')),
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(*) entraine f(b) < f(r') < f(b), ce qui est absurde. Si 7 # 0 et 7' # 0, alors (%) entraine
fb) < sup{f(r),f(r’ } < f(b), ce qui est également absurde. On a donc f()r<,ement q=q et
donc r =1/,

¢) Soit a = inf{f(z) | z € A*}. Nous allons montrer que & € A* est inversible si et seulement si
flz) =a

Condition nécessaire. Si z est inversible, alors il existe y € A*, zy = 1. Donc Vz € A*, f(z) =
flz(y2)] = f(z) d’apres (i), donc f(z) = a.

Condition suffisante. Appliquant (ii) a (a,b) = (1,z), on voit qu'il existe (q,7) € A? tel que
1 =gqx+ravecr =0ou f(r) < f(x). Cette derniére assertion est impossible car f(z) = «, donc
r =0 et donc br = 1. L’¢élément x est donc inversible (on a aussi b =1 car A est commutatif).

2/ a) Soit 2 =z + iy € C, (z,y) € R2. En désignant par zo,yo € Z les entiers les plus proches
de z et y, on a |z — x| < 1/2 et |y — yo| < 1/2. Ainsi l’entier de Gauss 290 = zo + iyo € Z[i]
vérifie |2 — 20| = (z —:1:0)2 + (y —y0)? < 1/2, donc |z — 29| < 1.

b) D’aprés le résultat de la question 1/a), il suffit de montrer que Z[i] est euclidien. Soit (a,b) €
Z[i] x Z[i]*. D’apres la question précédente, il existe g € Z[i] tel que |¢ — a/b| < 1. En posant
r = a— bg, on d d()n( a = bg+r avec |r| = |b||a/b q| < |b], ce qui montre qu’en prenant
f(z) |2]2 = 22 + y? pour 2z = z + iy € Z[i]*, (ii) est vérifie. Or pour tout = € Z[i]*, f(z) > 1,
donc Yy € Z[i]*, f(zy) = f(z)f(y) = f(y). Ld condition (i) est donc vérifie. Flnalement, Zli]
est euclidien.

c) D’aprés 1/c), les inversibles de Z[i] sont les éléments z vérifiant f(z) = |2|? = 1. Ce sont donc
1, -1, i et —i.

Remarque. Les anneaux euclidiens généralisent les propriétés de la division euclidienne
des anneaux Z et K[X] (on a f(z) = |z| pour Z et f(P) = deg(P) pour K[X]).

PROBLEME 7. Soit G un groupe fini tel que pour tout entier d > 1, I’équation z¢ = e
(o e désigne le neutre de G) a au plus d solutions dans G. Montrer que G est un groupe
cyclique.

Solution. Notons n ’ordre du groupe G. Pour tout entier d divisant n, notons ¥, I’ensemble des
¢léments de G d’ordre d. L’ordre de tout élément de G divise n, donc la famille (V4)q),, forme
une partition de G. Si ¥g = Card(¥y), on a donc Zd|n Ya=n ().

Nous allons maintenant montrer que si d | n, ¥g < ¢(d) () ou ¢ désigne I'indicateur
d’Euler. Si ¥qg = 0, c’est terminé. Sinon 14 > 1 et donc il existe g € V4. Tous les éléments x de
(zo) vérifient alors z% = 1. Or (x0) a d éléments et ’équation 2% = e a au plus d solutions. Les
éléements qui vérifient ¢ = e sont donc les éléments de (zo). Donc ¥4 C (zg) et ¥4 correspond
donc a ’ensemble des générateurs de (xo) qui, d’apres la proposition 5 page 22, est de cardinal
©(d). Donc g = ¢(d), d’onr (*x).

Or Zd]n ¢(d) = n (voir proposition 6 page 34). De (k) et (*x) on en déduit que pour tout
diviseur d de n, on a ¥g = ¢(d). En particulier ¥, = ¢(n) > 0, donc il existe au moins un
élément d’ordre n, d’ou le résultat.

Remarque. 11 découle de ce probléme le résultat annoncé dans la remarque de I'exercice 10
page 28.

PROBLEME 8. 1/ Pour tout n € N*, n > 3, on note D, le n-iéme groupe diédral, constitué
des isométries du plan qui conservent I’ensemble des sommets du polygone régulier de n
cotés défini par P, = {S; | 0 < k <n— 1} ot Sk = (cos2km/n,sin 2k7/n).

a) Montrer que D,, est un groupe d’ordre 2n, non abélien.
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b) Déterminer le centre de D,,.

2/a) Soit G un groupe fini non-abélien. Montrer que G/2Z(G) est non-cyclique. Montrer
que G/Z(G) peut étre abélien.

b) Montrer que la probabilité p que deux éléments de G commutent est inférieur a 5/8,
et exhiber un cas ot on a p =5/8.

Solution. 1/a) Le sous-groupe D;i de D, formé de ses isométries directes, est constitué des
rotations qui conservent P, c¢’est donc 'ensemble des rotations 7 d’angle 2km/n pour 0 < k <
n — 1. Par ailleurs, P, est conservé par la symétrie o par rapport a 'axe y = 0. On en déduit
{oir¥ | j € {0,1},0 < k < n} C D,. Réciproquement si € D, alors soit p est une N)metrw
directe donc p = rp = ¥ pour 0 < k < n, soit op est une isométrie directe, donc op = 7§ pour
0 <k < n, donc u = orf. On a donc D,, = {o77f | j € {0,1},0 < k < n} et comme les o7r¥
pour j € {0 1},0 < k < n sont tous distincts, on a bien |D,| = 2n.

D,, est non-abélien, car or;(Sy) = 0(S1) = Snp—1 et r10(Sp) = r1(Sp) = S1, donc ory # ry0.

b) Soit p € Z(D,). On a op = po, en partu:uher ou(Sp) = po(So) = u(Sop), donc p(Sp) est
invariant par o, donc p(Sp) est sur 'axe y = 0.
Si m est impair, ceci entraine p(Sp) = Sp (car p(Sp) € Py, et le seul point de P, sur y =0
est Sp). Les seules isométries de D, qui conservent Sy sont Id et o ; comme p € Z(Dy)
et ory # r1o (vu plus haut), on a donc forcément p = Id, donc Z(D,) = {Id}.
Si n est pair, les points S de 'axe y = 0 sont Sy et S, /o donc u(So) € {So,Sy/2}-

Si u(So) = So on a vu plus haut que p = Id. Si p(So) = S, /9, alors p = ajr?/Q avec

j € {0,1}. Comme 71t = pry ceci entraine

7167 (Spja—1) = r1p(Sn—1) = pr1(Sn—-1) = p(So0) = Sy /2.

Lorsque j =1,0ona rlaj(Sn/Q_l) = Spj24+2 F Sny2, on a donc forcément j = Oet p = r?/2.

n/2

Réciproquement, si p =7;"", on a po = op (pour tout k, on a puo(Sk) = wSn—r = Spjo—i

i k+n/2
— J —
= o0ry —

et op(Sk) = 0Sp/o4k = Snj2—k), donc pour tout j,k, w(oiry) = odprk
(077r¥)pu. Finalement, on a montré Z(D,,) = {Id, n/Q}.

2/a) Raisonnons par I’absurde et supposons G/Z(G) cyclique. Soit h € G tel que h engendre
G/Z(G) (on g désigne la classe d’équivalence de g € G). Soient a,b € G. On peut écrire @ = h' et
b =T’ autrement dit il existe g, ¢’ € Z(G) tels que a = hig et b= hig’. Donc ab = (hig)(hig') =
gh'hlg = ghttig' = ¢'hitig = ¢’h’h'g = ba. Ainsi a et b commutent pour tous les couples
(a,b) € G2, donc G est abélien ce qui est absurde.

Le groupe quotient G/Z(G) peut etre abélien, comme c’est le cas pour G = Dy ; dans ce
cas, Dy/Z(Dy) = Dy/{1d,7?} = {Id, 7,771,071} est isomorphe a (Z/27Z)? qui est abélien (notons
par ailleurs que le plus petit groupe non abélien est d’ordre 6, et est isomorphe a Ds).

b) Notons n = |G|. La probabilité p que deux éléments de G commutent est donnée par

(a,b) € G? | ab = ba )
-k |G|i 2 n2Z|G| ot Gg={beG|ab=ba}.

acG

Pour tout @ € G, G, est un sous-groupe de G. Si a € Z(G) on a G, = G, et si a € Z(G), |G|
divise |G| et |Gq| < |G| donc |Ga| < n/2. On en déduit
2 n n n?
wp= 3 G+ Y Gl <nlZ@)+ - 2@)F =52+ 5. ()
a€Z(G) agZ(G)

Comme G est non-abélien, d’aprés 2/a) le groupe quotient G/Z(G) n’est pas cyclique, donc
son ordre n’est pas un nombre premier, donc |G/Z(G)| > 4. On en déduit |Z(G)| < n/4. En
remplagant dans (*) on en déduit p < 5/8.

L’égalité se produit lorsque |Z(G)| = n/4 et |Ga| = n/2 pour tout a ¢ Z(G), ce qui est le
cas pour le groupe diédral G = Dj.
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PROBLEME 9 (THEOREME DE SYLOW). a) Soit G un groupe abélien fini. Soit p un
nombre premier divisant I'ordre de G. Montrer qu’il existe un sous-groupe de G d’ordre
p (sans utiliser le résultat de 'exercice 10 page 28 ou de Pexercice 12 page 30).

b) Soit G' un groupe fini d’ordre h, non supposé abélien. Démontrer le théoreme de Sylow :
Si p® | h ou p est un nombre premier et o € N, alors il existe un sous-groupe de G d’ordre
p®. (Indication : on pourra procéder par récurrence sur Card(G) en utilisant ’équation
aux classes  voir le théoréme 8 page 24.)

Solution. a) On procéde de maniére analogue a la question ¢) de exercice 10 page 28. G
étant fini, il existe un systéme de générateurs (z1,...,2,) de G. Notons 71, ...,r, les ordres de
ZT1,...,ZTn. Considérons ’application

@ (@) XX {(Tp) o G Y1y Yn) = YL+ Yn.

Le groupe G étant abélien, ¢ est un morphisme de groupes. De plus, ¢ étant surjectif (puisque
(x1,...,2p) est un systéme de générateurs de G), G est isomorphe a ((z1) x --- X (z,,))/Ker o,
donc Card(G) x Card(Ker¢) = Card({(zy) X --- X (z)) = r1-- -7y, donc Card(G) | ry---7p.
Donc p | 71 -y, done il existe r; tel que p | 7. Sir; = pg, ¢ € N*, alors x = 27 est d’ordre p et
H = (x) est un sous-groupe de G' d’ordre p.

b) Procédons par récurrence sur h = Card(G).

Si Card(G) = 1, c’est évident.

Sinon, supposons le résultat vrai pour les groupes d’ordres < h = Card(G). Si a = 0, c’est
évident, sinon o > 1. D’aprés le théoreme 8 page 24 il existe une famille finie (H;);er de sous-
groupes stricts de G telle que

h = Card(G) = Card(Z(G)) + Y #(H_). (%)
.GI 7

Deux cas se présentent :
Il existe i € I tel que p® | Card(H;). Comme Card(H;) < Card(G), d’aprés ’hypotheése
de récurrence il existe un sous-groupe H de H; d’ordre p®. Ainsi H est un sous-groupe
de G d’ordre p“.
Pour tout ¢ € I, p® t Card(H;). Comme p® | h, p divise h/Card(H;) pour tout ¢ € I.
D’apreés I’équation aux classes (%), on a donc p | Card(2(G)), et Z(G) étant un groupe
commutatif, il existe un sous-groupe C de Z(G) d’ordre p d’aprés a). Comme C C Z(G),
C est distingué dans G. Soit 7 la surjection canonique de G dans G/C'. L'ordre du groupe
quotient G//C est Card(G)/Card(C) = h/p < h = Card(G) et comme p*~! | Card(G/C),
on sait d’aprés ’hypothése de récurrence qu’il existe un sous-groupe H' de G/C d’ordre
p*~ L. Le sous-groupe H = 7w~ 1(H') est donc d’ordre Card(C)Card(H') = p®. D’ou le
résultat.

PROBLEME 10. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. On suppose que
Card(G) = pCard(H) ou p est le plus petit facteur premier de Card(G). Montrer que
H est distingué dans G.

Solution. Considérons la relation d’équivalence sur G définie par
TRy < 2z 'yecH.

La classe d’équivalence d’un élément x € G est de la forme T = xH (classe a gauche suivant
H). Notons X I’ensemble quotient G/ R . Pour les mémes raisons que dans la démonstration du
théoreme de Lagrange, Card(X) = Card(G)/Card(H) = p. Fixons g € G. Pour tout z € G la
classe g« ne dépend pas du représentant x de T car

tRy=2"yec H= (gz) gy) =27y c H = gzRyy.
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Ainsi, ’application
og: X=>X THgT
est bien définie, et il est facile de vérifier que ¢’est une permutation de X. Comme 04y = 0 00;,
I"application
p: G=S g—oy
(ou S désigne le groupe des permutations de X) est un morphisme de groupes. On en déduit que
Im ¢ est isomorphe a G/ Ker ¢, donc que Card(Im ¢) = Card(G)/Card(Ker ¢). De plus Im ¢ est
un sous-groupe de S, donc Card(Im ¢) | Card(S) = p!. Finalement,
Card(G)

———— | pl.

Card(Ker ¢)
Comme p est premier et que c’est le plus petit facteur premier de Card(G), on en déduit facile-
ment que Card(G)/Card(Ker ¢) divise p. Ainsi, Card(Ker ¢) > Card(G)/p = Card(H). Un peu
d’attention montre que

Kerp={g€G|VzeG, z7 gz € H}, (*)

en particulier Ker¢o € H. Comme Card(Ker ¢) > Card(H), ceci entraine Kerp = H. D’apres
(x), ceci s’écrit Vg € H,Vx € G, z'gx € H, c’est-a-dire que H est distingué dans G.

PROBLEME 11. 1/ Soit G un groupe. Si A C G, on note A’ = {z € G | Va € A, ax = za}.
a) Si A C G, montrer que A’ est un sous-groupe de G.
b) Soit D un sous-groupe de G distingué dans G. On note A(D) le groupe des automor-
phismes de D.

a) Montrer que D’ est distingué dans G et que G/D’ est isomorphe a un sous-groupe
de A(D).

f3) Si D est d’ordre m premier, montrer que A(D) est isomorphe au groupe multiplicatif

(Z/mZ)*.

2/ Soit G' un groupe fini non abélien d’ordre pg, o p et ¢ sont des nombres premiers,
avec p < q. On note e le neutre de G.

a) Montrer que le centre Z(G) de G est réduit a {e}.

b) Montrer qu’il existe dans G' au moins un sous-groupe d’ordre ¢ (on pourra utiliser
Péquation aux classes, voir le théoréme 8 page 24).

¢) Montrer qu’il n’existe qu’un seul sous-groupe K de G d’ordre g, et que K est distingué
dans G.

d) Montrer que K = K’ puis que p | (¢ — 1).

3/ Soit G un groupe d’ordre pg avec p et ¢ premiers, p < q et p{ (¢ — 1). Montrer que G
est cyclique (on pourra utiliser le résultat a) du probléme 9 page 44).

Solution. 1/a) On a e € A'. Par ailleurs, si x € A’, alors pour tout a € A, ax = za donc en
multipliant & gauche et a droite par 7!, z7la = az~!. Ainsi, 27! € A’. 1l ne reste plus qu’a
montrer que si z,y € A’, alors zy € A’, ce qui est le cas car si a € A, a(zy) = (az)y = (za)y =
z(ay) = 2(ya) = (zy)a.

b) a) Soient = € G et y € D'. Le sous-groupe D étant distingué dans G, on a z 'az € D pour
tout a € D, donc (z7'ax)y = y(z~'ax), ce qui entraine a(zyz~') = (zyz~!)a et ceci pour tout
a € D, donc zyz~! € D', ce qui prouve que D’ est distingué dans G.

Pour tout a € G, onnote ¢, : D - Gz +— pq(x) = aza~!. C’est un morphisme injectif, et D
étant distingué dans G, ¢, est une bijection de D sur D. Autrement dit, ¢, est un automorphisme
de D. Notons A" = {¢, | a € G}. C’est un sous-groupe de A(D) pour la loi de composition.

Soit f: G = A aw— ¢, Lapplication f est un morphisme de groupe surjectif. Par
ailleurs, Ker f = {a € G | Vz € D, gq(z) = 2} = D', donc G/Ker f = G/D’ est isomorphe a
A’, qui est un sous-groupe de A(D).
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3) L’ordre de D étant un nombre premier, D est cyclique donc il existe zg € D tel que D = (xp).

Pour tout entier p, m { p, on note ¢, : D — D z + 2P. Comme D est abélien (car
cyclique), ¢, est un morphisme de groupe. Or si 2P = e alors * = e (sinon z est d’ordre m donc
m | p, contradictoire). En d’autres termes, Ker ¢, = {e}. Le morphisme ¢, est donc injectif,
donc bijectif (¢p va de D dans D et D est fini). En résumé, on a montré que ¢, € A(D).

Soit f: (Z/mZ)* — A(D) p+— ¢p.

f est bien définie (si p = ¢, alors m | (p — q) donc ¢, = @,).

f est un morphisme de groupe : Qpy = Pp 0 Pq.

f est injective. En effet, si p € Ker f, alors ¢, =Idp donc zf, = 2o donc p = 1 (mod m).
Ainsi, Ker f = {1}.

f est surjective. En effet. Soit ¢ € A(D). Il existe p,1 < p < m — 1, tel que p(z9) = =} (car
si p(xg) = e alors Vk, p(xf) = e et p n’est pas bijective). Soit y € D. 1l existe ¢ € Z tel que
y = zg, donc @(y) = @(x() = @(x0)? = 2§’ = yP. Donc ¢ = @, = f(p).

f est donc un isomorphisme, d’ou le résultat.

2 /a) Soit py Pordre de Z(G). Supposons p; > 1. L’ensemble Z(G) est un sous-groupe de G donc
p1 | pg = Card(G) donc p1 € {p,q} car G n’est pas abélien. Le centre de G est distingué dans
G, et le groupe quotient G/Z(G) est d’ordre pq/p1, donc premier, donc cyclique. Soit a € G tel
que a (la classe de a dans G/Z(G)) engendre G/Z(G). Si x € G, il existe un entier n tel que
& = a", autrement dit il existe y € Z(G) tel que x = ya™. On voit donc que & commute avec
a, et ceci pour tout € G. Donc a € Z(G), donc @ = é, ce qui est absurde puisque @ engendre

G/2(G) # {é}. Donc p; = 1.

b) D’apres le théoréme 8 page 24, il existe une famille finie de sous-groupes stricts (H;)ier de G
telle que

pg = Card(G) = Card(2(G)) + Y #%H-)'
i€l ¥

S’il n’existe aucun sous-groupe de G d’ordre ¢, alors pour tout ¢ on a forcément Card(H;) = p
(car Card(H;) | pg, # 1, # pq et # q). L’équation aux classes s’écrit donc pg = 1 + ¢Card(I),
donc 1 = ¢g(p — Card(I)), absurde. Il existe donc au moins un sous-groupe de G d’ordre q.

¢) Supposons qu’il existe deux sous-groupes distincts K; et Ko d’ordre q. Alors K1 N Ky = {e}
(car K1 N K> est un sous-groupe de K, son cardinal divise donc ¢, donc vaut 1 ou ¢ car q est
premier . Si son ordre est g, c’est que K1 = K»). L’application f : K1 xKs — G (x1,22) — 2122
est donc injective (si z1z9 = y1¥o, alors :z:l_lyl = .’L‘2y2_1 € K1 n Ky donc a:l_lyl = Ing_I =gl
Donc Card(G) > Card(K; x K») = ¢?, absurde car p < q. Il n’y a donc qu’un seul sous-groupe
K d’ordre q.

1

Montrons que K est distingué dans G. Si € K et si a € G, alors (aza™')? = az%a™! =
aea! = e, donc axa~! est d’ordre q ou 1 (q est premier), donc aza™' € K d’aprés 'unicité d’un

sous-groupe d’ordre q. Le sous-groupe K est donc distingué dans G.

d) Le sous-groupe K étant cyclique (car d’ordre g premier), il est commutatif. Donc K C K'.
Or K’ est un sous-groupe de G, donc Card(K’) | pg. Or Card(K’) > Card(K) = ¢ > p > 1 donc
Card(K') € {q,pq}. Si Card(K’) = pq, c’est que K’ = G et en retournant a la définition de K’,
ceci entraine K C Z(G) = {e}, ce qui est absurde. Donc Card(K’) = ¢, donc K = K.

D’apreés 1/b), K’ = K étant distingué dans G, G/K’ est isomorphe a un sous-groupe de A(K).
Donc p = Card(G)/K divise Card(A(K)). Or d’apres 1/b)3), A(K) est isomorphe a (Z/qZ)*.
Donc Card(A(K)) =q—1, donc p| (¢ —1).

3/ Comme p{(q—1), G est abélien d’aprés 2/. D’aprés la question a) du probléme 9, on peut
donc trouver deux sous-groupes Hy et Hy de G d’ordre p et q. Les nombres p et g étant premiers,
H, et Hs sont cycliques et donc il existe z € Hy d’ordre p et y € Hy d’ordre q. L’élément z = xy
est alors d’ordre pq (si 2™ = e alors 2™ = y~™ donc 2™¢ = e donc p | mq donc p | m d’aprés le
théoreme de Gauss; de méme ¢ | m donc pg | m), donc G = (2) est cyclique.
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Remarque. Le résultat de cet exercice est un cas particulier du résultat suivant : si G est
un groupe fini d’ordre n et si n et ¢(n) sont premiers entre eux (ou ¢ désigne I'indicateur
d’Euler), alors G est cyclique.

Nous avons redémontré dans 2/a) le résultat de la question 2/a) du probléme 8 page 42,
qui affirme que pour G non abélien, G/Z(G) ne peut pas étre cyclique.

5. Sujets d’étude

SUJET D’ETUDE 1 (THEOREME DE TCHEBYCHEFF). Pour tout z € R, on note [z] sa
partie entiére. Si n > 2, on note P(n) ’ensemble des nombres premiers < n, et m(n) =
Card(P(n)). Enfin, si n € N* et si p est un nombre premier, on note v,(n) le plus grand
entier naturel « tel que p® | n (valuation p-adique de n).

1/ Montrer que si n est un entier, n > 2, le coefficient binomial C3, vérifie
4’".
— < C < 4"
2\/5 2n
2/a) Si k € N*, montrer C},_, < 4%,
b) En déduire que pour n > 2, P, = Hpep(n)p < 4P,
3/ Montrer que si n > 14, w(n) < n/2 — 1.
4/ Sin € N et p est premier, montrer

vy(nl) = i;: lg] .

5/ Soient p un nombre premier. Montrer que p" < 2n, on r = v,(C%,). En déduire
B < (20)7C7.
6/ Soit n > 2. Soit p premier, 2n/3 < p < n. Montrer que p{ C%,.
7/ Soit n > 2. On note P = P(2n) \ P(n) et R, = [ ,cpp. Si n > 98, montrer
4n/3

2/n(2n)V"/?

< By < [Pt

8/ Six € R, x > 7, montrer que 2* > 18z. Si z > 5, montrer que 2* > 6z. En déduire
que si n € N, n > 450, R,, > 2n.

9/a) Montrer que si n € N, n > 5, il existe au moins deux nombres premiers p tels que
n <p<2n.

b) En déduire le théoréme de Tchébycheff : Si n est un entier, n > 4, alors il existe au
moins un nombre premier p vérifiant n < p < 2n — 2.

Solution. 1/ La majoration de C3, est une conséquence de I'identité du bindme, qui entraine

2n
Cp. <) Ch=(1+1)*=4"
k=0
Montrons 'autre inégalité par récurrence sur n > 2. Pour n = 2, c’est vrai car Cf = 6 >
42/(2\/5). Supposons le résultat vrai pour n, montrons le pour n + 1. On écrit
2n + lC" 22n+1) 4 2n+1
n+1 2" n+l  2yn  2\/an(n+1)vVn+1

et il suffit alors de voir que 4n(n+1) < (2n+1)2 =1+4n(n+1).

n+1

n+1l __
02n+2 =2
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2/a) On écrit tout simplement

2k+1
k —k — 92k+1 _ k
n=0

b) Procédons par récurrence sur n.

- Pour n = 2 c’est vrai car Py = 2 < 42,

- Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. Si n est pair, alors P, = Pp_1 < 4" <
4", Sinon n est impair. Soit £ € N tel que n = 2k + 1. Pour tout nombre premier p tel que
kE+2 <p<2k+1, pdivise k:!Cé‘k+1 = (k+2)---(2k + 1). Or p est premier avec k!, donc
d’apres le théoreme de Gauss, p | CQk 41+ Si N désigne le produit des nombres premiers p tels
que k+2 < p <2k+1,onadonc N |Ck donc N < C§k+1 < 4%, Or P4y < 4%*1. Donc
P2k+1 NP}H_l < 4k4k+1 =gt

3/ On vérifie facilement que m(14) =6 = 14/2 — 1.

Supposons n > 15. Parmi 1,2,...,n, les [n/2] — 1 nombres pairs 4,6,...,2[n/2] sont composés.
Par ailleurs 1,9 et 15 ne sont pas premiers. On trouve donc au moins ([n/2] — 1)+ 3 = [n/2] + 2
nombres composés parmi 1,2...,n. Donc 7(n) <n—([n/2]+2) <n—-(n/2+1)=n/2-1.

k+1>

4/ Si k € N*, v,(k) s’interpréte comme Pexposant de p dans la décomposition de k en facteurs
premiers. Donc v,(n!) = 371 vp(k). Par commodité, nous utilisons le symbole de Kronecker
défini par 6}, = 1si p* | k, 8, = 0si p* t k. On a bien sar vp(k) = > 2, J}., de sorte que

vp(n!) = gvp(k:) Z (Z 51> = Z (Z 52>

k=1 i=1

Pour tout i, Y p_; 6}, représente le nombre d’entiers k, 1 < k < n tels que p’ | k. Ces entiers sont
de la forme £p* on £ € N* et £ < n/p’, donc au nombre de [n/p']. Donc vy(n!) = Y50, [n/p'].

5/ Notre point de départ est la formule suivante (conséquence immédiate du résultat de la
question précédente) :

r = 5y (CL,) = vp[(2n)!] — 2up(n!) = g ([2_2] 9 L%D . (%)

Lorsque z € R, les inégalités 2z—1 < [22] < 2z et x—1 < [2] < x entrainent —1 < [2z]—2[z] < 2,
et comme [2z] — 2[z] est entier, on a

0<[2z] —2[z] £ 1. ()

Lorsque pF > 2n, [2n/p*] = [n/p*] = 0 donc on peut se restreindre dans la somme (%) aux indices
k tels que p* < 2n, ou encore k < log(2n)/logp, ce qui entraine

SRR I (1 ER

1<k<log(2n)/log p 1<k<log(2n)/logp

On en déduit p” < 2n. Finalement, ceci conduit a l'inégalité

an == H pvP(C2n) < H 2n 2n 77(271')
pEP(2n) pEP(2n)

6/ Les hypotheses sur p s’écrivent aussi 2n/p < 3 et n > p, donc [2n/p] < 2 et [n/p] > 1.
Les inégalités (#x) entrainent alors nécessairement [2n/p] — 2[n/p] = 0. Lorsque k£ > 2, on a
p* > p? > 4n?/9, ce qui pour n > 5 donne p* > 2n et donc [2n/pF] = [n/p*] = 0. Ainsi

e -5 (3] 23 -

d’ott le résultat si n > 5. Lorsque n = 3 ou n = 4, on a nécessairement p = 3. Or C§ = 20 et
Cg = 70 ne sont pas divisibles par 3, le résultat est donc démontré pour tout n > 3.
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7/ 11 est clair que
R, =[] »< [[(2n) = (2n)m@m)=7(m),
peP peP

- Comme pour 2/b), on voit que R, | C%,. Soit Q,, € N* tel que C3, = R,Q,. D’apreés 5/, si
p est premier, n < p < 2n, on a p{ @Q,. Donc tout nombre premier p divisant @, vérifie p < n.
D’aprés 6/, on a méme p < 2n/3. Le produit des nombres premiers de @, sera donc au plus égal
a Plap/3), donc inférieur a 42n/3,

D’apres 5/, ’exposant de p dans la décomposition de @, en facteurs premiers ne sera > 1 que
si p < V2n. D’aprés 3/, comme v/2n > /2 - 98 = 14, ce nombre de facteurs premiers de Q,, est
inférieur a [v/2n]/2 — 1, donc strictement inférieur a v/2n/2 = \/n/2. Le produit des puissances

de ces nombres premiers divisant @), sera donc au plus égal a (2n)V /2 et finalement
Qn . 4271/3(2”)\/71/2
et comme R,Q, = C¥%

o, ON tire de 1/

n 4n/3

4
RaQn> -~ donc Rp> ————.
2yn 2/n(2n)V"/?

8/ La premiére partie de cette question se résout facilement (en utilisant par exemple une étude
de fonctions ou une récurrence sur x). Traitons maintenant la seconde partie. Lorsque n > 450,

on a v2n/6 > 5 donc 2V2r/6 . \/on, d’on

on/3 = (2V2/6) V2 5 (Van)VE" = (2n) V2, (%)

On a aussi 2n/9 > 7, donc 22"/ > 4n donc 2%/3 > (4n)*/? > 4ny/n. En combinant cette derniére
inégalité avec (#*x), on obtient

471./3

— > 23> 4n/n,
(2n)V™/2 9

d’ou le résultat d’apres 7/.

9/a) D’aprés 8/ et 7/, si n > 450, on a (2n)"M 7™ > R > 2n, donc 7(2n) — 7(n) > 2.

Il reste a vérifier le résultat pour 6 < n < 450. Les nombres premiers 7, 11, 13, 19, 23, 37,
43, 73, 83, 139, 163, 277, 317, 547, 631 suffisent a I’affirmer.
b) Pour n = 4 c’est vrai (4 < 5 < 6) ainsi que pour n = 5 (5 < 7 < 8). Pour n > 6, il existe
d’aprés 9/a) deux nombres premiers p tels que n < p < 2n, donc il en existe au moins un vérifiant
n<p<2n-—2.

Remarque. Ce résultat fut conjecturé par J. Bertrand en 1845 et démontré pour la pre-
miére fois par Tchébycheff en 1850.

SUJET D’ETUDE 2 (SYMBOLE DE LEGENDRE ET APPLICATIONS). Soit p > 2 un nombre
premier. Pour alléger les notations, on note F), le corps Z/pZ et p’ = (p— 1) /2. Pour tout
z € R, on note [z] sa partie entiére.

1/ Calculer le cardinal de I'ensemble (F})? = {2? | z € F}}.

2/Siz€Z,ptz,onnote (§)=1siz€ (F3)?, (£) = —1 sinon (symbole de Legendre).
a) Si p{z, montrer que (3) =2 (mod p), puis montrer

va,y, ptz, pty. (%) B (%) (%)

b) Calculer (_71)
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3/ Soit S ={1,2,...,p}etsoita € Z, pta Sis €N, 1<s<yp, on peut écrire de
maniére unique as$ = es(a)s, avec es(a) € {—1,1} et §, € S.

a) Montrer que 'application f: S — S $+— 3§, est bijective.

b) Soit pa = Card{s € S | es(a) = —1}. Montrer (§) = (—1)*=.

4/ (Loi de réciprocité quadratique.) Soit ¢ > 2 premier, g # p. On note ¢’ = (¢ — 1)/2.
a) On considére les sommes

’ !

p q
Sap =Y [%] et Spa=) [%’] .

s=1

Montrer que Sy, + Sgp = P'¢.
b) Montrer que S,, = jt, (mod 2).
c) En déduire la loi de réciprocité quadratique

()-cr

Application 1. 5/a) (Un test de primalité.) Soient h et m deux entiers tels que m > 2 et
1 <h<2™—1.On pose n=h2™+ 1. Soit p > 2 premier tel que (%) = —1. Montrer que
n est premier si et seulement si p™~1/2 = —1 (mod n).

b) (Test de Pépin). On rappelle que les nombres de Fermat sont les nombres de la forme
Fp= 2%+ 1o0 ke N* (voir I’exercice 4 page 13). Montrer que F}, est un nombre premier
si et seulement si 3+~1/2 = 1 (mod F},).

Application 2. 6/a) Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que —3 est un carré dans F,
si et seulement si p =1 (mod 6). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers
de la forme 6n + 1.

b) Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que 5 est un carré dans F, si et seulement si
p = £1 (mod 10). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme
10n—1,n € N.

Solution. 1/ L’application ¢ : Fj — (]F;‘,)2 x +— 2 est un morphisme de groupe surjectif. Or
reKerp < 22=1 <& (z-1)(z+1)=0 < =z € {-1,1}. Donc Card(Ker ¢) = 2,
donc Card((]F;)2) = Card(F})/Card(Kerp) = (p—1)/2 =p'.

2/a)Siz € (]F;‘,)Q, alors il existe y € IF}, tel que z = y? et donc 27" = yP~! = 1. L’équation 2 —1
ayant au plus p/ racines dans le corps F, comme Card((]F;‘,)2) = p/ on en déduit ’équivalence

(2 =1) <= (z € (F;)?). Or si z € Fp, 2?71 = 2% =1 donc (2 — 1)(z? + 1) = 0 donc
a? € {—1,1}. Donc si = ¢ (IFI*,)Q, x = —1, d’on le résultat.

On a donc
() =@ =@ =(5) (%) modn

et comme p > 2, on en déduit le résultat.
b) D’apres 2/a), (_71) = (—1)”" (mod p), et comme p > 2 et que (_71) € {-1,1}, (_71) = (—1).

3/a) Remarquons que si § € S, alors f(8) = eg(a)as. Ceci étant, f est injective. En effet, si
f(3) = f(§'), alors eg(a)as = ey (a)as’ donc eg(a)s = eg(a)d’, donc p divise es(a)s —eg(a)s’ = n.
Or |n| < |s|+]|¢'| < 2p’ < p, donc n =0, ce qui prouve es(a)s = es(a)s’ et en passant aux valeurs
absolues s = §. L’application f est injective et comme le cardinal de I’ensemble de départ est
égal a celui de ’ensemble d’arrivée, f est bijective.
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b) On écrit

(%) (H s) =’ (1-2---p) = a(2a)-- (Pa) = (H es(a)) (s];lssa)

$es ses
Comme f est bijective, [T;cq 8 = [[icg %a, €t ce terme étant non nul, on obtient

<%) = [J es(a) = (=1)#*  (mod p),

$eS
d’ou le résultat.

4 /a) Nous allons établir la preuve a I’aide d’un dessin (voir la figure ci contre). Remarquons déja
que p et g étant premiers et distincts, ils sont premiers entre eux. Autrement dit, dans la figure,
aucun point a coordonnées (,7) enticres (1 < i < p/, 1 < j < ¢') ne rencontre la diagonale
OC. Soit s € N, 1 < s < p'. [sq/p] représente le nombre de points a coordonnées entiéres,

d’abscisse s, d’ordonnée > 0, se trouvant sous la diagonale OC'. Le nombre Sg, = Z’S’,:l[sq/p]
représente donc le nombre de points & coordonnées entiéres d’ordonnées > 0 dans le rectangle
OPRQ se trouvant sous la diagonale OC. Pour des raisons analogues, S, , représente le nombre
de points a coordonnées entiéres d’abscisse > 0 dans le rectangle OPR(Q se trouvant au dessus
de la diagonale OC'. La somme Sp 4 + Sgp est donc le nombre de points & coordonnées entiéres
dans le rectangle OPR(Q d’abscisse et d’ordonnées > 0, c’est-a-dire Sp 4 + Sqp = p'¢.

B C
q
//
L~
|Q o
7 R
Pe
P A
10) P p

FIGURE 1. La diagonale OC sépare les points de OPR(Q) en deux régions.

b) Lorsque s € N, 1 < s < p/, on écrit sq = p[sq/p] + us, o 1 < us < p— 1. On a la propriété
suivante :

Siu, <p/, u;=3s; et es(q) =1; siug >p', us=p—s, et es(q) =-1

Par sommation de P’égalité sq = p[sq/p] + us on obtient

P’ P P P
ZS‘I:PZ [ﬂ] +Zus=p5q,p+2us. (*)
s=1 g=1 P a:=1 =1

Par ailleurs, en travaillant modulo 2 on a

Zus Z 8¢+ Z (p—sq) = Z 8q + pgp + Z 8¢ (mod 2),
s=1

es(q)=1 es(q)=—1 es(q)=1 es(q)=-1
P P
— qu+,qu — Zs—l-,uq (mod 2).
s=1 s=1

En injectant ceci dans 'identité (*) on obtient

pl pl pl
qu Equ,p+Zs+uq — Sq,p+25+,uq (mod 2).
s=1 s=1 s=1
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Comme ¢ =1 (mod 2) ce résultat entraine que Sy, et g ont la méme parité.

c) D’apres 4/b), Sy, et p1g ont la méme parité ; pour les mémes raisons, Sp 4 et i1, ont également
méme parité. Donc d’aprés 3/b)

(g) (%) = (=1)(=1)H1 = (=1)5patSar = (_1)P'T

cette derniére égalité provenant de 4/a).

5/a) Condition nécessaire. Comme m > 2, n’ = (n — 1)/2 est pair, donc d’aprés la loi de
réciprocité quadratique

ce qui d’aprés 2/a) entraine p*~1/2 = —1 (mod n).
Condition suffisante. Soit ¢ un facteur premier de n (¢ #pcar pAn=1). On a
p V2 =_1 (mod q), P 1=1 (mod q), p7 =1 (mod q).

En désignant par d ’ordre de p dans (Z/qZ)*, on a donc
n—1

2 b
Les deux premiéres assertions s’écrivent aussi d { 2™ h et d | 2™h, donc 2™ | d et 2™ | (¢ — 1).
Soit x € N* tel que ¢ = 2™x + 1. Si 7 est tel que n =¢qr, de n =1 = q (mod 2™) on tire r = 1
(mod 2™) donc il existe y € N, r = 2™y + 1. Donc

n=qr= 2"z +1)2"y+1)=2"2"zy+x+y)+1

d’ou on tire 2Mzy < 2Maxy+x +y = h < 2™, donc y = 0, et donc n = ¢ est premier.

df

d|(n—1) et d|gqg—1

b) On veut appliquer le test précédent avec h = 1 et m = 2F > 2. Comme 2™ = (-1)™ =1
(mod 3), on a n =2 (mod 3) donc (3) = —1 comme on le vérifie facilement. Le test précédent
s’applique donc (avec p=3), d’ou le résultat.

6/a) D’apres la loi de réciprocité quadratique

B ()t s () (3)

On a donc, en utilisant 2/a) et 2/b)

B-G)O-crer®-() e

Sip=1 (mod 3), alors (§) = 1; si p =2 (mod 3), alors (§) = —1. D’aprés (x*), —3 est donc
un carré dans F, si et seulement si p =1 (mod 3), autrement dit si et seulement si p =1+ 3k
avec k € N*, ou encore p =1+ 6n avec n € N* car k doit étre pair.

Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 1+ 6n. Nous les notons
P1,- - »Pr- On pose N = 14+ 223(py---pi)?. Soit p un nombre premier divisant N. Comme
6| N —1,onap> 3. Par ailleurs

—1=223(p;---pr)? (mod p) donc —3=(2-3-p1---pr)? (mod p),

donc —3 est un carré dans F,, donc p =1 (mod 6), donc il existe 7 tel que p = p;. Mais alors
p| N — 1, ce qui est absurde puisque p = p; divise N. D’ou le résultat.

b) D’aprés la loi de réciprocité quadratique

(g) (%’) — (-1)* =1 donc (;) - (Ig)) (soxx)

On vérifie facilement que les carrés dans Ff sont —1 et 1. D’aprés (¥+x), 5 est donc un carré dans
[, si et seulement si p = +1 (mod 5), c’est-a-dire p = £1 4 5k, k € N*, o encore p = +1 + 10n,
n € N* car k doit étre pair pour que p soit premier.
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Supposons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 10n — 1, n € N*. Nous
les notons py, - - -, pi. Posons N = —1 4+ 22325(p; - - - p)2. Soit p un nombre premier divisant N.
Comme (2-3-5) | N+ 1, p > 5. Par ailleurs,

1=22325(p1---pr)? (mod p) donc 5=(2-3-5p1---pr)? (mod p),

donc 5 est un carré dans F,. Donc p = #1 (mod 10). Si p = —1 (mod 10), alors il existe i tel
que p = p; et donc p | N + 1, ce qui est absurde puisque p | N. Nous venons donc de montrer
que tout diviseur premier p de N vérifie p = 1 (mod 10), ce qui en écrivant la décomposition
en facteurs premiers de N entraine N = 1 (mod 10). Ceci est absurde puisque la forme de N
entraine N = —1 (mod 10). Il y a donc une infinité de nombres premiers de la forme 10n — 1,
n € N*.

Remarque. On retrouve avec la question 2/b) le résultat 1/a) du probléme 5 (page 40).
Le résultat de 6/a) est un cas particulier de la question 2/ de ce méme probléme.

Les nombres de Fermat F), sont premiers pour k£ < 4. On n’a jusqu’ici jamais trouveé
d’autres nombres de Fermat premiers, et on ne sait pas s’il y en a. On sait que Fj n’est
pas premier pour 5 < k < 32. Le test de Pépin a été utilisé en 1999 pour montrer que Foy
n’est pas premier.

SUJET D’ETUDE 3 (SUR LES ENTIERS SOMME DE DEUX CARRES). Le but de ce sujet
d’étude est de donner une condition nécessaire et suffisante sur n pour qu’un entier n soit
somme de deux carrés.

On note Ay = {22 +y? | (z,y) € Z*}. On suppose connu le résultat 1/a) du probléme 3 :
Si p > 2 est premier, alors

—1 estun carré dans Z/pZ <= p=1 (mod 4) (¥).

1/ Si X et Y appartiennent a Ay, montrer que XY € As.

2/ Soit p un nombre premier tel que p =1 (mod 4).

a) Montrer qu’il existe un entier m, 1 < m < p, tel que mp € As.

b) Soit my = inf{m € N* | mp € As}. Supposons my > 1. Montrer qu’il existe deux
entiers z; et y; tels que xf - yf = mymy, avec my un entier vérifiant 1 < my < my.

c¢) Montrer qu’il existe deux entiers X et Y tels que X2 + Y? = myp. Conclure.

3/ Démontrer le résultat suivant : Un entier n > 0 est somme de deux carrés d’entiers si

et seulement si tous les facteurs premiers de n de la forme 4m+3, m € N, ont un exposant
pair dans la décomposition en facteurs premiers de n.

Solution. 1/ Soit X = 22 + 23 et Y = y? 4+ 93 deux éléments de As. On peut écrire X et Y
comme le carré des modules des nombres complexes * = x1 +ix9 et y = y; +1yo. 1l suffit ensuite
de remarquer que XY = |zy|? = (2120 + y192)? + (21y2 — 22y1)>.

2/a) D’aprés (%), —1 est un carré dans Z/pZ. Autrement dit, il existe x € Z,tel que —1 = 22

(mod p). On peut méme choisir z tel que 0 <z < p — 1. Comme 22 + 1 = 0 (mod p), il existe
m € Z tel que 22+ 1=mp, et comme 0 <z <p—1,0na0<m<p,dou le résultat.

b) Par hypothése, il existe z, y € Z tels que 22 + y%> = mop (#x). Si mg divise z et y, alors
md | (x2 + y?) donc my | p, ce qui est absurde puisque 1 < mg < m < p. Donc mg ne divise pas
x ou ne divise pas y. En désignant par ¢ et d les entiers les plus proches de z/mg et y/mo, les
entiers 1 = & — emy et y; = y — dmy vérifient

1 1
|| < 3™, ly1| < §m0 et 33% +y% > 0.
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Or z; = x (mod my) et y; = y (mod my) donc 23 + y§ = 22 + y> = 0 (mod my), et donc il
existe my € N tel que 27 + y? = mymg. Comme 2?2 + y§ > 0, my > 0. Par ailleurs, 27 + y? <
(mo/2)? + (mo/2)? = mg/2 donc my < my.

c¢) Multipliant (sx) par Pégalité 23 + y3 = mymy, on obtient

mgmip = (22 + y?) (a3 + y1) = (zz1 +yy1)® + (21 — 219)>
Mais

zxy+yy; = z(x—cmp)+yly—dmg) = mpX avec X=p—cx—dyeZ
zy1 —x1y = z(y—dmo) —y(x —emg) = moY avec Y =cy—dxeZ/

Donc myp = X2+ Y2 € Ay. Or 1 < my < myg ce qui est contraire a ’hypothése de minimalité
faite sur my. Donc mo = 1, ¢’est-a-dire p € As.

3/ Condition nécessaire. Soit n = 22+ y? (avec z,y € Z) et p un facteur premier de n tel que son
exposant dans la décomposition de n en facteurs premiers soit impair. Notons d = pged (z,y). Les
nombres X = z/d et Y = y/d sont des entiers qui vérifient X AY = 1. Comme n = d*(X2+Y?)
et que ’exposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers est impair, on a forcément
p| X24Y2 Orpt X (sinon p| X donc p | Y, absurde car X AY = 1), X est donc non nul dans
Z/pZ. Comme X2+ Y2 =0 dans Z/pZ, on a —1 = (X~1Y)? donc —1 est un carré dans Z/pZ,
donc p=2ou p=1 (mod 4) d’aprés (x). D’on1 la condition nécessaire.

Condition suffisante. Soient p1, ..., pk les facteurs premiers de n dont ’exposant dans la décom-
position en facteurs premiers de n est impair. On peut écrire n = m?py - - - p, o m € N*. Par
hypotheése, pour tout 7 on a p; Z 3 (mod 4), ce qui, les p; étant des nombres premiers, entraine
pi =1 (mod 4) ou p; = 2. Donc p; € Ay (d’aprés 2/ et parce que 2 = 12412 € Ay). Donc d’aprés
1/, p1---pr € Ag. Or m? = m? + 0% € Ay, et toujours d’apres 1/, n = (m?)(p1---pr) € Ao.
D’ou le résultat.

Remarque. Ce résultat fut complété par Jacobi qui montra que si di(n) (resp. ds(n))
désigne le nombre de diviseurs de n de la forme 4n + 1 (resp. 4n + 3), alors

Card{(z,y) € Z* | n=2> + ¢’} = 4(d1(n) - ds(n))

SUJET D’ETUDE 4 (TOUT ENTIER EST SOMME DE QUATRE CARRES). Le but de ce
sujet d’étude est de montrer que tout entier naturel est somme de quatre carrés. On note
Ay = {22+ > + 22+ 2 | (z,9,2,t) € Z*} et Z[i] = {z + iy | (z,y) € Z*} (anneau des
entiers de Gauss).

1/ Soient z,v, 2 et t des nombres complexes. Vérifier que
(I=[? + [*) (|2 + [t1?) = |22 + yE* + |t — yz]*.
En déduire que si X et Y € Ay, alors XY € A,.

2) Soit p > 2 un nombre premier.
a) Montrer qu’il existe xz,y € Z tels que —1 = 22 + y? (mod p). (On pourra utiliser le
résultat de la question 1/ du sujet d’étude 2 page 49).
b) En déduire qu’il existe m € N, 1 < m < p tel que mp € Aj.
Soit mg le plus petit entier > 0 tel que mop € A4. Supposons mg > 1.
c) Montrer que my est impair.
d) Montrer qu’il existe x,y € Z[i] tel que mop = |z|* + |y|*.
e) Montrer qu’il existe ¢ et d € Z[i] tels que 2 = z — cmg et t = y — dmyg vérifient
|2]2 + [t]? = moemy avec 1 < my < my.
f) En utilisant 1/, montrer que m;p € A4. Conclure.
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3/ En déduire le théoréme de Lagrange : tout entier naturel est somme de quatre carrés
d’entiers.

Solution. 1/ Pour la premiére partie de la question, il suffit d’écrire
|2z + yt|* + |2t — y2|® = (zZ + yb) (T2 + §t) + (xt — y2)(at — y2)
= (|22 + yt? + 22gt + T27) + (Jet| + |y2I* — xtgz — Tiy2)
= Jaz? + Iyt + lot + ly2I? = (lal® + ) (1= + 1),

Maintenant, considérons X = 23 + 23 + 23 + 23 et Y = y? 4+ 33 + y2 + y7 deux éléments de Ay.
Appliquons la relation précédente avec © = x1 + 1o, Yy = T3 + 124, 2 = Y1 + 1Yo et t = y3 + 1y,.
Ona X = [z]2+|y|? et Y = |2|? + |t|2. Le carré du module d’un élément de Z[i] étant la somme
de deux carrés d’entiers, on en déduit que XY = |2Z + yt|? + |2t — yz|? est somme de quatre
carrés d’entiers, d’ou le résultat.

2/a) D’aprés la question 1/ du sujet d’é¢tude 2, on a Card{z? | z € (Z/pZ)*} = (p —1)/2. En
comptant 0, on voit donc que I' = {22 | = € Z/pZ} a(p+ 1)/2 ¢léments. De lancct1v1tc de
application Z/pZ — Z/pZ y+— —1—y, on voit que I' = {—1—y? | y € Z/pZ} a aussi (p+1)/2
élements. Donc 'NIY # & (car si 'NIY = @, alors p = Card(Z/pZ) > Card(F)+Card(F’) = p+1,
absurde), ce qui entraine existence de z,y € Z/pZ tels que —1 —y? =22, d’on le résultat.

b) D’aprés la question précédente, il existe x,y € Z tels que —1 = 22 + 3? (mod p). On peut
méme supposer 0 <z < pet 0 <y < p, et quitte a changer z en p — z, y en p — y, supposer
0<z<(p—1)/2et 0<y < (p—1)/2. Comme p | 1+ 22 + 32, il existe m € Z tel que
1+224+y2=mp. DoncO<mp <1+ 2(2%1-)2 <p?, donl<m<np.

¢) Supposons mg pair. Soient 1,9, 23,24 € Z tels que mop = 23 + 23 + 23 + 23. Comme my
est pair, les éléments x1, zo,x3, x4 sont (i) soit tous pairs, (ii) soit tous impairs, (iii) soit deux
d’entre eux sont pairs et deux sont impairs, et quitte a renuméroter, on peut supposer zi,xs
pairs et x3, x4 impairs. Dans tous les cas, les éléments
Ty —Ty Ty +Ty T3—Ty T3+ Ty
g g ° g 2

sont des entiers. Comme

2 2 2 2
mo [ T1— X2 n T+ T2 " T3 — T4 n &3 + T4
2 P=\ 72 p p p ’

I’hypothése de minimalité de myg est contredite. Donc mg est impair.

d) Si 1,29, 3,24 € Z sont tels que mop = z%+1:%+1:§+x?1, six = x1+ixg et y = x3+izy € Z[i],
alors mop = |z|2 + |y|2.

e) Montrons auparavant le résultat suivant :

VZ=a+ibeC, 37 cZfi] telque |Z—Z|°< % (%)

Il suffit en effet de prendre Z' = @/ + i’ o0 a’ et b’ sont des entiers tels que |a —a'| < 1/2 et
b—b|<1/2.Onaalors |Z—Z'2=|a—dP+ -V < (1/2)2+ (1/2)%2 =1/2.

D’aprés (x), il existe ¢ € Z[i] tel que |z/mg — c|?> < 1/2. Autrement dit, si 2 = z —mgc, on a
|2|2 < m2/2. Comme |2|? est un entier et que mq est impair, on a méme |2|? < mg/2. De méme,
il existe d € Z[i] tel que t = y — dmy vérifie [t|> < m3/2. Or

212 + [t]* = ||* + [y|* — mo[(aT + Zc) + (yd + Fd)] = mo(p — [(aT + Zc) + (yd + Fd))],

donc my divise |2|2 + [t|>. Soit m1 € N tel que |2|? + |¢|> = m1mo. On tire des majorations de |2|?
et |t|2 que my < myg. Par ailleurs m; > 0 car si m; = 0, alors 2 =t = 0 donc x = emgp et y = dmy
donc pmg = |z|? + |y[? = |mo|?(|c|> + |d|?), donc mg | p ce qui est absurde car 1 < mg < p
(d’apres 2/a)). Donc 1 < my < mgy d’ou le résultat.

f) En multipliant les égalités mop = |z|2 + |y|? et memy = |2|2 + |t|?, on obtient d’apres 1/

mgmlp = |z + yﬂ2 + |zt — yz|2. ()
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Or

x4yt = 2(T —emg) + y(F — dmo) = |z|> + |y|> — mo(22+ yd) = mpa, a =p—axc—yd € Z][i].
Par ailleurs, 2t — yz = —dmoz + cmoy = mof3 on B = —dx + ey € Z[i]. D’aprés (xx), on peut
écrire myp = |a|?+|B|?, et comme le carré du module d’un élément de Z[i] est la somme de deux
carrés d’entiers, mip € Ay. Ceci contredit I’hypothése de minimalité faite sur mg. On a donc
mo = 1, c’est-a-dire p € Ay.

3/ D’apres 2/, tout nombre premier p > 2 est somme de quatre carrés. Il en est de méme
de p = 2 = 12 + 12 4+ 0% 4+ 0%. Tout nombre premier est donc élément de A4. Si n est un

entier, n peut s’écrire comme le produit de nombres premiers d’aprés le théoréme fondamental
de I'arithmétique, et donc n € Ay d’aprés 1/. D’ot le résultat.

Remarque. 11 faut au minimum additionner quatre carrés d’entiers pour représenter tout
entier naturel n, comme le montre le cas de n = 7.

On peut se poser le probléme plus général suivant. Etant donné un entier & > 2, que
vaut g(k), le plus petit entier m > 0 tel que tout entier est somme de m puissances k-iémes
d’entiers, et que vaut G(k), le plus petit entier m > 0 tel que tout entier suffisamment
grand est somme de m puissances k-iémes d’entiers ? La recherche (et 'existence) de g(k)
et G(k) s’appelle le probléme de Waring. Nous venons de montrer que g(2) = 4. On peut
montrer que G(2) = 4. On sait par exemple que ¢g(3) =9 et 4 < G(3) <7, g(4) = 19 et
G(4) =16, g(5) =37 et 6 < G(5) < 17.



Chapitre 2

Corps, Polynémes et Fractions Rationnelles

HIST()R.IQUEA\JIENT, la recherche des solutions des équations polynomiales pré-
céde ’étude des polynomes. Elle marque 'entrée des mathématiques dans une

nouvelle ére. En effet, la premiére en date des grandes découvertes en ma-

thématiques allant nettement au dela des connaissances de 'antiquité est la

formule de résolution de I’équation du troisieme degré * — px = ¢ obtenue
sans doute au début du seiziéme siécle par Scipione del Ferro, professeur a
I'université de Bologne. Cardan est le premier a rendre publique cette formule
vers 1545. Vers 1540, Ferrari, éléve de Cardan, obtient la formule de résolu-
tion de I'équation du quatriéme degré. L’équation du cinquiéme degré tient
cependant les mathématiciens en échec pendant 200 ans; ce n’est qu’en 1826
qu’Abel démontre qu’il est impossible de donner des formules explicites de
type de celles données pour les degrés inférieurs pour les solutions des équa-
tions de degré supérieur ou égal & 5. Quelques années plus tard, Galois donne
un critére de résolubilité par radicaux de toutes les équations polynomiales.
La théorie des polynémes est née.

Parallélement, on essaye de démontrer le théoréeme fondamental de 1'Al-
gebre (tout polynome complexe de degré n a n racines complexe). On s’y at-
taque vers 1746, d’abord en essayant de donner une démonstration purement
algébrique, avant de s’apercevoir qu’il fallait utiliser les propriétés topologiques
de R. Lagrange en publia une démonstration dans ses mémoires en 1771.

1. Corps, polynomes et arithmétique dans K[X]
1.1. Corps

DEFINITION 1. Soit K un ensemble muni de deux lois internes “+” et “-”. On dit que
(K, +,-) est un corps si
(i) (K,+) est un groupe abélien.
(ii) (K*,-) est un groupe.
(iii) La loi - est distributive par rapport a la loi +.
Remarque 1. Si la loi - est commutative, on parle de corps commutatif.
Il revient au méme de dire qu’un corps est un anneau unitaire dans lequel tout

¢lément non nul est inversible.
Les corps les plus couramment rencontrés sont Q, R, C et Z/pZ (p premier).

DEFINITION 2. Soit (L, +, ) un corps et K C L. On dit que K est un sous-corps de L si
la restriction & K des lois + et - lui confére une structure de corps (on dit aussi que L est
un surcorps ou une extension de K).

Remarque 2. Si K est un sous-corps commutatif de L, L est un K-espace vectoriel.
Avec la définition de la caractéristique d’un anneau donnée page 32, on a :
PROPOSITION 1. La caractéristique d’un corps est 0 ou un nombre premier.

Démonstration. Immeédiat car un corps est un anneau unitaire intégre (cf. proposition 3 p. 32) OJ
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Ezemple 1. Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0; si p est un nombre premier, le
corps Z/pZ est de caractéristique p.

Corps premier, sous-corps premier.
DEFINITION 3. Un corps est dit premier s’il n’admet pas d’autres sous-corps que lui méme.
Ezemple 2. Les corps Q, Z/pZ (on p est un nombre premier) sont premiers.

DEFINITION 4. Soit (K, +,-) un corps dont P’élément neutre de (K*,-) est noté e.

Si K est de caractéristique 0, alors Q; = {2, (n,m) € Z X Z*} est un corps premier
isomorphe a Q. C’est le sous-corps premier de K.
Si K est de caractéristique p premier, application f: Z — K n + ne est un
morphisme d’anneaux et Ker f = pZ. Donc Z/Ker f = Z/pZ est isomorphe a

K’ = f(Z), donc K’ est un corps premier. C’est le sous-corps premier de K.

Ezemple 3. Le corps Q est le sous-corps premier de R (ou de C). Le corps Z/pZ est le
sous-corps premier de Z/pZ (ou p est un nombre premier).

1.2. Polynoémes

DEFINITION 5. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle polynéme a une indé-
terminée a coefficients dans A toute suite (a,)nen d’éléments de A tous nuls a partir d’un
certain rang.

Les polynomes sont munis des opérations usuelles d’addition et de produit de poly-
nomes. On rappelle que tout polynome P = (a;)ien & une indéterminée a coefficients
dans A s’écrit P = Y, ya; X' ou X désigne la suite X = (0,1,0,---,0,---) et o0 1
désigne I’élément neutre de A pour la multiplication. On appelle degré de P, l'entier
deg(P) = max{i € N | a; # 0} (par convention deg(P) = —oo si P = 0). L’ensemble
des polynomes a une indéterminée a coefficients dans A est noté A[X]. C’est un anneau
commutatif unitaire, intégre si A est un anneau intégre. Si A = K est un corps, K[X] est
un K-espace vectoriel.

DEFINITION 6. Soit A un anneau commutatif unitaire.
On dit que P, Q € A[X] sont associés s’il existe A € A inversible tel que P = A\Q.
On dit que P € A[X] est unitaire si son coefficient dominant (i. e. le coefficient du
mondme de plus haut degré de P) est égal a I’élément neutre 1 de la multiplication.

1.3. Arithmétique dans K[X]

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

Le caractére euclidien (donc principal) de I’anneau des polynomes K[X] lui confere
une structure arithmétique tout-a-fait analogue a celle sur les entiers. Pour cette raison,
nous ne passerons en revue que les propriétés arithmétiques de K[X] les plus importantes.

— THEOREME 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient A, B € K[X], B # 0. Alors
3(Q,R) e K[X]* tel que A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).
Remarque 3. Dans le cas de A[X] ou A est un anneau commutatif unitaire, si le coefficient
dominant de B est inversible, alors
(3(Q,R) € A[X]*), A=BQ+R avec deg(R) < deg(B).

Si de plus A est intégre, il y a unicité du couple (@, R). Ceci est en particulier vrai sur
Z[X] si B est unitaire.

— THEOREME 2. L’anneau K[X] est principal.
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Remarque 4. Ceci est faux sur A[X] lorsque A n’est pas un corps (voir exercice 1).

DEFINITION 7. Soient Pi, ..., P, des polynomes de K[X]. L’unique polynéme unitaire P
engendrant I'idéal (Py) +---+ (P,) s’appelle le pged des polynomes Py, ..., P,. Il est noté
pged (Py, ..., P,). C’est aussi le diviseur unitaire de plus haut degré divisant tous les P;.

DEFINITION 8. Des polynomes P, ..., P, € K[X] sont dits premiers entre eur dans leur
ensemble si on a pged(Py, ..., P,) = 1. Ils sont dits premiers entre euxr deuxr a deuz si
Vi # j, pged(F;, F;) = 1.

On définit également, comme dans Z, la notion de ppcm de n polynomes.

THEOREME 3 (BEzOUT). Des polynomes Py, ..., P, € K[X] sont premiers entre euz dans
leur ensemble si et seulement s’il existe Uy, ..., U, € K[X] tels que UyPy+---+U, P, = 1.

Remarque 5. Lorsque P,Q € K[X] sont premiers entre eux, on peut méme avoir
UP+VQ =1 avec deg(U) < deg(Q) et deg(V) < deg(P) (voir la remarque de
Pexercice 3, page 60).

Comme dans Z, il découle du théoréme de Bezout le théoréme de Gauss : Si P | QR
et si pged (P, Q) = 1, alors P | R.
Ce qui dans Z joue le role des nombres premiers est ici appelé polynome irréductible.

Plus précisément :

DEFINITION 9. Un polynome P € K[X] est dit irréductible dans K[X] si P n’est pas
constant (i. e. deg(P) > 1) et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes non
nulles et les polynomes associés a P.

Remarque 6. Attention. Un polynome irréductible dans K[X] ne Pest pas forcément dans
L[X] ou L est un surcorps de K. Par exemple, P = X2 + 1 est irréductible dans R[X],
mais pas dans C[X] puisque P = (X — i)(X +i).

Comme dans Z, on a le résultat suivant.

THEOREME 4. Soit P € K[X] un polynéme non nul. Alors P se décompose de maniére
unique a l’ordre prés sous la forme

— Qi PR Xk
P = )\P 2
ou X € K*, a; € N* et les P; des polynémes distincts, unitaires et irréductibles dans K[X].
Rappelons enfin le théoréme de division selon les puissances croissantes (I’algorithme
associé peut étre utilisé sur une fraction rationnelle, pour calculer son développement

limité, ou pour calculer la partie principale relative a un pole multiple dans sa décompo-
sition en éléments simples, dont un exemple est donné page 76).

THEOREME 5 (DIVISION SELON LES PUISSANCES CROISSANTES). Soient A, B € K[X],
le coefficient du terme constant de B étant non nul. Soit k € N*. Alors

(3(Qx, Ri) € K[X]?), A= BQ.+ X*""'R, avec deg(Q;) <k.
1.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Montrer que A est un corps
si et seulement si A[X] est un anneau principal.

Solution. La condition nécessaire est une question de cours. Montrons la condition suffisante.
Soit @ € A, a # 0. 1l s’agit de montrer que a est inversible. Comme A[X] est principal, il existe
P € A[X] tel que (a) + (X) = (P). Comme a € (P), il existe Q € A[X] tel que a = PQ. On en
déduit, A[X] étant intégre, que P € A.
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Comme P € (a) + (X), il existe U et V € A[X] tels que aU + XV = P. Si b € A désigne le
coefficient du terme constant de U, on en déduit ab = P puisque P est constant.

Comme X € (P), il existe @ € A[X] tel que PQ = X. Si ¢ € A désigne le coefficient du
terme en X de @, on a donc Pc = 1. Finalement, on a abc = Pec = 1, et A étant commutatif,
a(be) = (bc)a = 1 donc a est inversible. D’ou le résultat.

EXERCICE 2. Soient A= X% —1et B= X"—1 € K[X], avec a,b € N*. Quel est le pged
de Aetde B?

Solution. Nous allons déterminer pged (A, B) grace a 'algorithme d’Euclide. Rappelons en le
principe. On effectue a partir de A et B des divisions euclidiennes successives. On écrit

A=BQo+ Ry avec Qo,Ro € K[X] et deg(Ro) < deg(B),
et on recommence, en divisant toujours le dividende par le reste :
B =RyQ1+ Ry avec Qp,R; €K[X] et deg(Ry) < deg(Ry).
Au rang k, on fait
Ri_1 = RiQry1 + Rry1 avec Qpy1, Rpyr € K[X] et deg(Rpy1) < deg(Ry).

La suite (deg(Ry))ren décroit strictement et donc il existe n € N* tel que R, =0 et R,_; # 0.
On remarque alors que pged (A4, B) = pged (B, Ry) = --- = pged (R,—1, Ry,), de sorte qu” a une
constante multiplicative pres, pged (A, B) = R,—1 (cet algorithme reste valable dans Z).

Avant d’appliquer 1’algorithme, remarquons d’abord que si m > n € N* et si m = ng + r est
la division euclidienne dans Z de m par n, on a

XM _1= (Xn _ 1)(xm—n +Xm—2n ot Xm—qn) 4 (Xm—qn _ 1)
Comme m — gn = r < m, cette égalité constitue la division euclidienne de X™ — 1 par X™ — 1.
Nous venons donc de montrer que

le reste de la division euclidienne de X™ — 1 par X™ — 1 est X" — 1 ou r est
le reste de la division euclidienne de m par n. ()

Appliquons ’algorithme d’Euclide (dans Z) a a et b :
a=bg +1r9, 0<ry<h,
b=rogi+7r1, 0<7r <o,

Tk—1 = TkqQk+1 + Th+1, 0 < Tppq < 7Tge
On s’arréte au rang n lorsque r, = 0 # r,—1. Comme pour les polynémes, on a
pged (a, b) = pged (b,m0) = -+ - = pged (rn—1,7Tn) = Tn—1.

D’aprés le principe (x), si les Ry désignent les polynémes introduits plus haut, on a Ry =
X°—-1,Ri=X"-1,--- ,R, 1=X™1—-1,R,=0.Donc pged(4,B)=R,,_1 = X™1-1=
ngcd(a,b) — i

EXERCICE 3. Déterminer ensemble des polynomes P € R[X] tels que
P=1 (mod (X—-1)*) et P=-1 (mod (X +1)*).

Solution. Notons I' ensemble des polynomes P vérifiant la condition requise. Un polynome P
appartient a I' si et seulement sil existe U,V € R[X] tels que

P =1+UX-1)} P =1+ U(X -1)3
o 3 ou encore B - q -
P =-1+V(X+1) 14U(X -1 =—14V(X+1)
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En d’autres termes, I' représente I’ensemble des polynomes de la forme 1 4+ U(X — 1) on U
appartient a ’ensemble

A={UeR[X]|3VeR[X], UX-13+V(X +1)*=2}. (%)
Au facteur 2 prés, on est ramené au probléme de trouver les couples (U, V) tels que U(X —1)% +
V(X + 1)2 = 1. C’est un probléme classique qui rentre dans le cadre du résultat suivant.
Lemme. Soient P, @ € K[X], premiers entre eux. Alors il existe (Up, Vo) € K[X]? tel que
UpP 4+ Vp@Q = 1, et les couples (U, V) solution de UP + V@ = 1 vérifient :

UP+VvVQ=1 (U,VeK[X]) <« 3FReK[X], U=Uy+ RQ,V=Vy—RP.
Preuve. L'existence de (Up,Vj) est assurée par le théoréeme de Bezout. Si UP +VQ = 1 on a
(U—-Up)P+(V-=Vy)Q = 0donc (U—-Uy)P = —(V-Vp)Q. Donc P | (V —Vp)Q et comme P et
(@ sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Gauss, P | V — Vp. Donc il existe R € K[X]

tel que V= Vp — RP, et en remplagant dans ’équation (U — Up)P = —(V — W)Q, on tire
U = Uy + RQ. Réciproquement, on vérifie facilement que ce couple est solution. D’oul le lemme.

Les polynémes X — 1 et X + 1 étant premiers entre eux, il en est de méme des polynémes
P=(X-12%et Q = (X + 1) et le lemme s’applique donc. On détermine Uy et Vo en
utilisant ’algorithme d’Euclide (déja rencontré dans I’exercice précédent, et de maniére similaire
a 'exercice 2 page 12 dans Z), ce qui donne : .

(X+1)P=(X-1P2+6x242,

> X 1 8
(X -1)"=(6X"+2) ( 5 2) + 3X,

BX° 19— (;x) (gx) +2

Maintenant, on remonte les calculs (la méthode s’appelle algorithme d’Euclide étendu) :
: X 1 9
2=(6X2+2)— [(X AP =B+ (g — 5)] (ZX)

s <_§X) (X -1 +6X%4-9) [(% - %) ZX S 1]

- (—ZX) (X - 1% + [(X +1)° - (X - 1)?] (gXQ ~2X+ 1)

3 9 3 9 .
= ——-— ¥ IWE -1 - X311} (X0
(8 < )( )+(8X 8+)(~i—)

Ainsi, les polynomes
3 X2 9 1 3.0, 9 1

Ol Fe.C o Bt s
16 6 3 ¢ =15 6" T3

vérifient Up(X —1)* 4+ Vp(X +1)? = 1. Le lemme entraine que I’ensemble défini dans (*) est égal
aA={Uy+ R(X +1)* ReR[X]}, on adonc

Up =

: i 3 9 |
F={14+@QUy+R(X+1)*)(X -1 | ReR[X]}, avec U= —EX2 ko,
Remarque. On peut tirer du lemme un résultat analogue a celui de la question a) de

Pexercice 2 page 12, qui ici s’exprime sous la forme suivante.

St P et Q € K[X] sont premiers entre euz, alors il existe un unique

couple (Up, Vo) € (K[X])? tel que UpP +Vo@Q = 1 avec deg(Uy) < deg(Q)

et deg(Vp) < deg(P).
(Pour montrer ce résultat, partir d’une solution UP + V@Q = 1 puis effectuer la division
euclidienne de U par Q.)
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EXERCICE 4 (LEMME DE GAUSS ET CRITERE D’EISENSTEIN). 1/ a) Soient P, Q € Z[X]
et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du produit PQ.
Montrer que p divise tous les coefficients de P ou tous les coefficients de Q.

b) (Lemme de Gauss). Si P € Z[X], on note ¢(P) le pged des coefficients de P (et ¢(P) =1
si P =0). Montrer que si P, Q € Z[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

2/ Montrer que si ® € Z[X] est irréductible dans Z[X], il est irréductible dans Q[X].
3/ a) (Critére d’Eisenstein). Soit n € N* et P = @, X" + --- + &1 X + a9 € Z[X]. On
suppose qu’il existe un nombre premier p tel que

(i) Vk,0<k<n-1,pla (i) pte, (i) p*fao

Montrer que P est irréductible dans Q[X].
b) Application. Soit p un nombre premier et ®(X) = X?~! ...+ X + 1. Montrer que ®
est irréductible dans Q[X].

Solution. 1/ a) Si a € Z, on note @ sa classe dans Z/pZ. Si P = a, X" +---+ a1 X +ap € Z[X],
on note P =@, X" +---+ @ X +ay € Z/pZ[X]. Si p divise tous les coefficients de PQ, on a,
avec ces notations : PQ P-Q =0. Comme Z/pZ est intégre, Z/pZ[X] est intégre. Donc P =0
ou Q =0, d’on le résultat.

Remarque : on peut également résoudre cette question “a la main”, sans passer par Z/pZ.

b) Soient P,Q € Z[X]. Il est clair que P; = RLP—5P et Q1 = 3%27(9 sont dans Z[X], et on a
c(P1) = ¢(@Q1) = 1. Si ¢(P1Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant ¢(P1Q1).
D’aprés 1/a), on a donc p | ¢(Py) ou p | ¢(Q1), ce qui est absurde. Donc ¢(P1Q1) = 1, ce qui
entraine ¢(PQ) = ¢(P)c(Q)e(P1Q1) = ¢(P)e(Q).

2/ Soient P, @ € Q[X] tels que ® = PQ. Soient v, 3 € N* tels que P, = aP et Q1 = BQ € Z[X].
On a afP = P;Q1 donc d’apres le lemme de Gauss

aff-c(®) = c(Py)e(Qq).
Posons P = HIITJPI et Q2 = 3%5@1 Ces polynomes sont a coefficients entiers. Par ailleurs,

af® = c(P1)c(Q1) Q2 = af - ¢( @) P2Q2.

Si Py = ¢(®)Ps, on a donc ® = P3Qy avec P3, Q2 € Z[X]. Comme @ est irréductible dans Z[X],
on a nécessairement deg(P3) = 0 ou deg(Q2) = 0, donc deg(P) = 0 ou deg(Q) = 0, ce qui prouve
que P est bien irréductible dans Q[X].

3/ a) Supposons P réductible dans Q[X]. D’aprés la question précédente, ® est réductible dans
Z[X] et donc il existe @, R € Z[X] tels que P = QR, avec a = deg(Q) > 1 et b = deg(R) > 1.
Dans Z/pZ, on a, d’aprés les hypotheéses, P = @, X™. Ecrivons Q@ = 3¢ (g X" et R = Z?:O HX™
Dans Z/pZ[X], on a P = QR donc @, X" = QR, donc Q = §,X? et R = 7,X". Ceci entraine
Go =To = 0, donc p | qo et p | ro, donc p? | qoro = ao, ce qui est contraire aux hypothéses.
Finalement, P est irréductible dans Q[X].

b) L’astuce est d’utiliser le critére d’Eisenstein en considérant ®(X +1). L’identité (X —1)®(X) =
X? — 1 entraine X ®(X +1) = (X +1)? — 1, d’ou on tire

(X +1) = Xp: (i) Xx*1,

k=1

Il est maintenant facile de vérifier que ®(X + 1) satisfait les hypothéses du critére d’Eisenstein
avec le nombre premier p (rappelons que si p est premier et si 1 < k < p—1, alors p | (z)), donc
®(X + 1) est irréductible dans Q[X]. Donc ®(X) est irréductible dans Q[X].

Remarque. Le résultat 3/ b) est un cas particulier d’un résultat général concernant les
polynomes cyclotomiques (voir le probléme 10, page 97).
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2. Fonction polynéme, racines d’un polynéme

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

2.1. Fonction polynéme

Soit A une K-algébre (c’est-a-dire un K-espace vectoriel muni d’un produit interne
noté ici multiplicativement  faisant de A un anneau et tel que si A € K, et z,y € A,
alors A(zy) = (Ax)y = z(\y)) non nécessairement commutative (par exemple A = K,
A =K[X] ou A = M,(K)). N

Pour tout F'=ag+ a1 X + -+ a,X" € K[X], on note F Papplication

F:Ao A x»—)Zaia:i.
i=0
Si F,GGK[X],onam=ﬁ+éetF\é=ﬁé.
Si A=KJ[X], on note FoG = F(G). Pour toute K-algébre A, on a alors F o G =
FogG.

Remarque 1. En général il n’y a pas d’ambiguité, la fonction polynome x Fv(:r) est
notée plus simplement x — F(x).

2.2. Racines d’un polynome

DEFINITION 1. Soit F' € K[X] et L une extension de K. On dit que a € L est une racine
(ou un zéro) de F si F(a) = 0.

PROPOSITION 1. Soita e K et F € K[X] L’élément a est une racine de F si et seulement
st X —a divise F.

DEFINITION 2. Soit F' € K[X], a € K et h € N*. On dit que a est une racine d’ordre h
de F'si(X—a)"|Fet(X—a)ltt{F.

PROPOSITION 2. Soit F € K[X] et ay,...,a, € K des racines de F d’ordre hy, ..., h, (les
a; étant deuz a deuz distincts). Alors il existe Q € K[X] tel que
FX)=X—-a)" - (X —a)"Q(X) et Vi, Q(a;)#0.

Conséquence. Si F' € K[X] est de degré n > 1, alors F a au plus n racines (comptées avec
leur ordre de multiplicité).

Remarque 2. Attention ! La proposition précédente est fausse lorsque I'on remplace le
corps K par un anneau. Par exemple, dans Z/8Z, le polynéme F = 4X € Z/8Z[X] a 3
racines 0,2 et 4, mais deg(F) = 1.

PROPOSITION 3. Soit F' € K[X] tel que pour tout x € K, F(z) = 0. Si K est infini, on a
F=0.

Remarque 3. Si K est fini, le résultat précédent est faux. Par exemple, si on note aq, ..., a,
les éléments de K, le polynome F' = (X —ay) -+ - (X —a,) est non nul et pourtant tous les
éléments x de K vérifient P(z) = 0. Il ne faut donc pas confondre polynome et fonction
polynoéme. Par contre, si K est infini, la proposition précédente nous dit qu’il y a bijection
entre K[X] et les fonctions polynomes de K dans K.

DEFINITION 3. Un polynome F € K[X] est dit scindé (ou dissocié) sur K si on peut écrire
F=XX—-a)" (X —a,)t
avec A € K et pour tout 7, a; € K et h; € N*.
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Remarque 4. Deux polynomes F et G de K[X] scindés sur K sont premiers entre eux si
et seulement s’ils n’ont aucune racine commune.

THEOREME 1 (RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES). Soit un polynome
P=aqX"+a; X" '+ - +a,.1 X +a, €K[X], ao#0,

scindé sur K, dont les racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) sont xq,. .., x,
(de sorte que P = ag(X —z1)--- (X — x,)). Alors

a
Vpe {1,...,n}, o,= Z i, - i, = (—1)P2.

a
1<i1 <--<ip<n 0

En particulier

n n
ay a3 nn
o1 = E Ti=——, 09 = E Tixj = —, an=Ha:i=(—1) —_.
i1 o ag e ag

1<i<j<n
2.3. Dérivation dans K[X]

DEFINITION 4. Soit F' = ap+ a1 X + -+ - + a,X™ € K[X]. On appelle polynéme dérivé de
F le polynome F' = a; + 2a, X + - --na, X" 1.

Remarque 5. Si F est constant, F' = 0. La réciproque est vraie si K est de ca-

ractéristique 0, fausse en caractéristique non nulle (par exemple si F = X2 + 1e
Z/2Z[X], on a F' = 2X = 0 et pourtant F n’est pas une constante).
Les régles de dérivations de somme, produit et composée pour les polynomes sont
identiques aux régles de dérivations usuelles sur les fonctions dérivables. D’ailleurs,
sur R[X], la fonction polynome dérivé coincide avec la dérivée de la fonction po-
lynome. Comme pour les fonctions dérivées, on note F” le polynome dérivé de F”,
et par récurrence sur n € Nk on définit F™ le polynome dérive de F™=1),

THEOREME 2 (FORMULE DE TAYLOR). Si le corps K est de caractéristique nulle, tout
polynéome F de K[X] de degré inférieur ou égal a n vérifie

(X —a)

X —4) " PO (q).

vaeK, F(X)=F@)+ 2 P+t
Une conséquence importante de la formule de Taylor est la caractérisation de I'ordre

d’une racine :

n!

THEOREME 3. Si le corps K est de caractéristique 0, et si F € K[X], F # 0, alors a € K
est racine d’ordre h de F si et seulement si

(i) Vi,0<i<h—1, F@)=0 (i) F®(a) #0.
Remarque 6. Le cas de F = X® € Z/3Z[X] et a = 0 montre que ceci est faux en
caractéristique non nulle (a est racine d’ordre 3 de F' et pourtant F®)(a) = 0).

Le résultat du théoréme reste vrai en caractéristique quelconque pour caractériser
les racines simples. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Si F e KIX|, F # 0, et si a € K, alors a est racine simple de F si et
seulement si F(a) =0 et F'(a) # 0.

En effet. Si F = (X — a)G, alors F' = G+ (X —a)G’ donc F'(a) = G(a) et on en
déduit facilement le résultat.
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2.4. Polynoémes d’interpolation de Lagrange

Soient aq,...,a, € K, deux a deux distincts, et by,...,b, € K. Nous allons prouver

qu’il existe un unique polynéome L € K[X], deg(L) < n — 1, tel que Vi, L(a;) = b;.
Existence. Pour 1 < i < n, on pose

(O st — e O (X i)
(as —ay)---(a; — a;_1)(a; — a441) - - - (a5 — an)
(les polynomes L; s’appellent des polynémes d’interpolation de Lagrange). On a
Li(a;) = 1 et pour tout j # 4, Li(a;) = 0. Si L = > b;L;, on a alors L(a;) =
b;L;(a;) = b; pour tout i et comme deg(L) <n — 1, L convient.
Unicité. Supposons que F et G conviennent. On pose H = F — G. Pour tout
i,1 <i < mn,ona H(a;) = F(a;) — G(a;) = b; — b; = 0. Le polynome H a
donc au moins n racines. Or deg(H) < n — 1, donc d’aprés la conséquence de la
proposition 2, H = 0, ¢’est-a-dire F' = G.

L=

Remarque 7. 11 existe une autre expression utile de L. Posons ® = (X —ay)--- (X —ay)
et pour tout i, 1 < i < n, ®; le polynome tel que & = (X — @;)®;. Par dérivation, on
obtient ' = ®; + (X — a;)®) et donc ¥'(a;) = ®;(a;), d’ou on tire

G = 2(X) donc - " bi
C0i(a) (X —a)P(a) o SIS, (Z (X — ai)(I)/(ai)> |

i=

Li(X)

Remarque 8. Plus généralement, on peut définir I'interpolation de Hermite en imposant
au polynome interpolant des conditions sur ’évaluation et les dérivées aux abscisses a;
(voir l'exercice 7 page 70).

2.5. L’anneau quotient K[X]/(P)
Notation. - Si P € K[X], on note (P) Iidéal (P) = {PQ | Q € K[X]}.
- Si A, B € K[X], on note A= B (mod P) lorsque A — B € (P).

Soit P € K[X], P # 0. Comme (P) est un idéal de K[X], le quotient K[X]/(P) définit
une structure d’anneau (voir la partie 3.2 du chapitre I). Si A € K[X], la classe de A dans
K[X]/(P) est A=A+ (P) ={A+ PQ | Q € K[X]}. On a par ailleurs

A=B < A=B (mod P) < P|(B-A).

THEOREME 4. Soit P € K[X], deg(P) > 1. Alors K[X]/(P) est une K-algebre de dimen-
sion finie n = deg(P). Si on note x = X, la famille (1,z,...,2" ') en est une base.

Démonstration. L’anneau quotient K[X]/(P) est évidemment une K-algébre. Montrons que la
famille (1,z,...,2" 1) en est une base.

- C’est une famille génératrice. En effet. Soit A € K[X]. 1 existe Q, R € K[X] tels que
A = PQ + R avec deg(R) < n = deg(P). Donc A = R € Vect(1,z,...,z"1).

- C’est une famille libre. Si ag + a1z + -+ + an_12™ 1 = 0 , alors le polynome A = ag +
a1 X + -+ ap_1 X" ! vérifie A = 0. Donc P | A, et comme deg(A) < deg(P), on a A = 0, donc
a0=a1=...=an_1=0. a

PROPOSITION 4. Soit P € K[X], deg(P) > 1. L’anneau K[X]/(P) est un corps si et
seulement si P est irréductible.

Démonstration. Condition nécessaire. Si P est réductible, alors il existe @ et R € K[X] tels que
P = QR, avec 1 < deg(Q) < deg(P) et 1 < deg(R) < deg(P). Donc 0 = QR avec Q # 0 et
R # 0, ce qui est absurde puisque K[X]/(P) est un corps par hypothése. Donc P est irréductible.
Condition suffisante. Supposons P irréductible. Soit A € K[X], A #0. Le polynome P ne divise
pas A et P étant irréductible, P et A sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il
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existe U,V € K[X] tels que UP+ VA =1, d’ou VA =1. Donc A est inversible, et ceci dés que
A # 0. Finalement, K[X]/(P) est un corps. O

Remarque 9. Ce résultat est analogue a la proposition 10 page 11 (ici aussi, on voit que
les propriétés arithmétiques de Z et de K[X] sont semblables.)

2.6. Corps des racines d’un polynéme

Toutes les extensions de corps considérées dans cette sous partie seront commutatives.
Notation. Si L est une extension de corps de K, pour tout A C L on note K(A) le
plus petit sous-corps de L contenant K et A (il existe, c¢’est 'intersection des sous-corps
de L contenant K et A). Lorsque A = {ay,---,a,} est fini, on note souvent K(A) =
K(ai,...,an) pour alléger les notations.

Remarque 10. Si A et B sont deux parties de L, on a facilement K(A)(B) = K(AU B).

PROPOSITION 5. Soit P € K[X] irréductible dans K[X]. Il eziste une extension L de K
telle que P admette une racine x dans L.

Démonstration. D’aprés la proposition 4, L = K[X]/(P) est un corps. L’injection canonique
¢ : K—= L aw a(c’est une injection car deg(P) > 1) permet d’identifier les éléments de K
et de ¢(K). Ainsi, L apparait comme une extension de K. En posant x = X € L, on voit que

Plg)=P =0 O

THEOREME 5. Soit F € K[X], deg(F) > 1. Alors il existe une extension L de K sur
laquelle le polynome F soil scindé.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur n = deg(F). Pour n = 1, ¢’est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’a n — 1 et montrons le pour n. Soit G' un facteur irréductible
de F, et H tel que F' = GH. D’aprés la proposition précédente, il existe une extension L; de
K dans laquelle G admette une racine a1. On peut écrire G = (X — a1)Gy avec G; € Li[X],
et donc F = (X — a1)F; avec F} = G1H € Li[X]. Comme deg(F;) = n — 1, il existe d’apres
I’hypothése de récurrence une extension L de L telle que Fy soit scindé sur L. Dans L[X], F est
donc scindé. a

Remarque 11. Une telle extension L de K dans laquelle F' soit scindé s’appelle un corps
de dissociation de F'. Dans ce corps, on peut écrire

F=\MX-a) --(X—a, avec A€eK' et ay,...,a, €L.

Le corps Ly = K(ay,...,a,) est le plus petit sous-corps de L sur lequel F soit scindé.
On peut montrer que L, ainsi défini est unique a un isomorphisme prés (I'unicité n’est
pas immédiate car il n’y a pas unicité du corps de dissociation L). On Pappelle corps des
racines du polynome F.

DEFINITION 5. Un corps K est dit algébriguement clos si tout polynome de K[X] de degré
> 1 a au moins une racine dans K.

Remarque 12. Une récurrence immeédiate sur le degré montre que si K est un corps algé-
briquement clos, tout polynéome de K[X] est scindé sur K.

On peut montrer que tout corps K admet une extension L algébriquement close (théo-
réme de Steinitz). La plus petite extension L vérifiant cette propriété est unique a un
isomorphisme prés, et on appelle cloture algébrique de K. Nous ne démontrerons pas ce
résultat. On a cependant le résultat suivant.
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THEOREME 6 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le corps C des nombres
complexes est algébriquement clos.

Remarque 13. Deux preuves différentes de ce résultat sont proposées dans le probléme 4
page 90.

Le théoréme fondamental de I’algébre entraine que les polynomes irréductibles de C[X]
sont de degré 1. On montre que les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes
de degré 1 et les polynomes de la forme aX? 4+ bX + c avec b*> — 4ac < 0.

2.7. Exercices

EXERCICE 1. Montrer qu’un corps fini n’est pas algébriquement clos.

Solution. Soit K = {ay,...,a,} un corps fini. Le polynome P = 1+ (X —a;)--- (X —a,) € K[X]
vérifie P(a;) = 1 pour tout i. Donc P n’a pas de racine dans K| et K n’est pas algébriquement
clos.

EXERCICE 2. a) Sin € N, n > 2, factoriser P, = (X + 1) — (X — 1)" dans C[X].
b) En déduire pour tout p € N* la valeur de

A, —Zcot2<2p ) et B, Hcot(2p+1>

k=1

Solution. a) Il s’agit de trouver les racines de P,. Comme 1 n’est pas racine de P,, on peut
écrire

z4+1
z—1

Po(2) =0 <+ ( ) =1 < 3k, 0<k<n-1, 2= 1 _ oikn/n,

z+1

Le cas k = 0 est a exclure car on ne peut pas avoir 1 =1.Si1 <k <n-—1,’équivalence

=
241 ) eQikﬂ'/n 1 zk7r/n e—ikn'/n k7r
ke P ZhT/n e = + + —icot ,
2—1 e2itkm/n _ 1 ezlc7r/'n _ e—zkﬂ'/n n
montre que z est une racine de P, si et seulement s’il existe k € {1,...,n — 1} tel que 2z =

—icot ( ) Ainsi on a trouvé n — 1 racines distinctes de P,. Le monome de plus haut degre de
P, étant 2nX""1 P, est de degré n — 1 et

n—1
P; = 2nH (X+z'cot (%)) .

k=1
b) Notons
" km
€ = €0 ;
* 2p+1
La relation de symétrie copy1—p = —cp montre que A, 2 2” 1 ck Les racines de P51 sont

les up = —icg, (avec 1 < k < 2p). Comme
2p+1
P2p+1(X)=2(2p+1)X2p+2( p;- )XQP—Q_[....

les relations entre coefficients et racines (voir le théoréme 1 page 64) montrent que

2p 2p+1
2(%7) _p2p-1)
01=Zuk=0 et 09 = Z ukul—2(2 +1) 3
k=1 1<k<e<2p
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Donc ,
1Zp 2 _ 1Zp 1.5 p(2p—1)

Par ailleurs, le terme constant de Ppy1 est 2 et son coefficient dominant est 2(2p+ 1), donc le
produit de ses racines est 2/(2(2p+ 1)) =1/(2p + 1), donc

™ ™
B = t = —1)? t — = —
[l (550) = (0l (55) - (%) -

EXERCICE 3. a) Montrer que pour tout n € N, n > 2, le polynome

1
P,=1+ 'X+

1 2 1 n
S X4 DX e X

2!
n’a que des racines simples dans C.

b) Montrer que pour tout n > 2, le polynome P, = X" — X + 1 n’a que des racines
simples dans C.

Solution. a) Supposons que P, ait une racine multiple zo € C. Alors P,(20) = P/(20) = 0 et
comme P}, = P,_1, on a P,_1(20) = 0, donc 2{/n! = (P, — Pa—1)(20) = 0 d’ou 29 = 0. Ceci
entraine P,(20) = Pn(0) =1 # 0, ce qui est absurde. Le polynéme P, n’a donc que des racines
simples dans C.

b) Supposons que Pn ait une racine multiple 29 € C. Alors P,(29) = P}(20) = 0, c’est-a-dire
2 —20+1=mnzy" —1=0.Donc 2§ —20+1=0et 2§ = 2/n, don 29(1/n—-1)+1 =0,
c’est-a-dire 29 = n/(n — 1). Ceci entraine

n—1
Pi(z)=nzg —1=n< ) —1>n-1>0,

n_

ce qui est absurde. Le polynome P, n’a donc que des racines simples dans C.

EXERCICE 4. 1/ Soit P € Q[X] irréductible dans Q[X]. Montrer que P n’a que des
racines simples dans C.

2/ (Deux applications) a) Soit P € Q[X] un polynome ayant une racine A € C d’ordre
de multiplicité p > deg(P)/2. Montrer que A € Q.

b) Soit P € Q[X], deg(P) = 2n+ 1 avec n € N*, tel que P admette une racine d’ordre n
Si n > 2, montrer que P admet une racine dans Q.

Solution. 1/ 1l suffit de montrer d’apreés le théoréme 3 que P et P’/ n’ont aucune racine commune,
ce qui équivaut (voir la remarque 4) a montrer que P et P’ sont premiers entre eux dans C[X],
ce qui n’est qu’un cas particulier du résultat plus général suivant (d’ailleurs utile !).

LEMME. Soit K un corps commutatif, L un surcorps commutatif de K. Soient

P et Q € K[X] deuz polynémes premiers entre eur dans K[X]. Alors P et Q

sont premiers entre euz dans L[X].
En effet, cela provient de I’égalité de Bezout. Il existe U et V € K[X] tel que UP +VQ = 1,
égalité qui reste évidemment vraie dans L[X], d’ou le lemme. Maintenant le polynome P étant
irréductible dans Q[X], P et P’ sont premiers entre eux dans Q[X] (car deg(P’) < deg(P)) donc
dans C[X] d’aprés le lemme précédent.

2/a) Soit P = aP;--- P la décomposition de P en facteurs irréductibles de Q[X]. Parmi
Py,..., P, il y a r polynémes dont A soit racine, par exemple Pp,...,P.. Si A € Q, comme
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Py, --- P, sont a coefficients rationnels, on a deg(P;) > 2 pour 1 <@ < 7. Or d’apres 1/, les P;
étant irréductibles, A est racine simple de P; pour 1 < ¢ < r. Donc g = r. Donc

k r
deg(P) = "deg(P,) = Y deg(P;) > 2r = 2p,
i=1 i=1
ce qui est contraire aux hypotheses car p > deg(P)/2. On a donc forcément A € Q.
b) Par hypotheése, il existe une racine A € C d’ordre n de P. Supposons que P n’ait aucune racine
dans Q. Alors dans la factorisation de P en facteurs irréductibles de Q[X], P = aP;--- P, on a
deg(F;) > 2 pour tout i.
Parmi Pp,..., Py, il y a r polynomes dont A soit racine, par exemple Pi,..., P.. D’apres

1/, les P; étant irréductibles, A est racine simple de P; pour 1 < i < r. Donc r = n (et donc
k=r=m).

On a k = n. En effet. Si k > n, alors

k
degP = deg(P) > 2k > 2n+2,
i=1
ce qui est incompatible avec ’hypothése deg P < 2n + 1.

Donc P = aP; --- P,. Le degré de P étant impair, il existe un polynéome P; de degré impair,
par exemple deg(P;) impair. Comme de plus deg(P;) > 2, on a deg(P;) > 3.

Il existe un polynéome P; de degré 2 (sinon pour tout 7, deg(F;) > 3 donc 2n + 1 = deg(P) =
Yo, deg(P;) > 3n, absurde car n > 2), par exemple deg(P») = 2. Effectuons la division eu-
clidienne de P par P> : Pi = QP> + R, avec R € Q[X] et deg(R) < deg(P%») = 2. On a
R # 0 car Py est irréductible et deg(P;) > deg(FPs). Or A est racine de R (car Py(\) = 0 =
Q(AN)Py(A) + R(A) = R())), donc comme R # 0 et deg(R) < 1, on en déduit A € Q, ce qui est
contradictoire. Le polynome P admet donc au moins une racine rationnelle.

Remarque. Sin = 1, le résultat 2/b) est faux (prendre par exemple P = X* — 2).

EXERCICE 5. Déterminer les polynomes P non constants de C[X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1). (%)

Solution. Soit P € C[X] vérifiant () avec deg(P) > 1. Soit « une racine de P.

Comme P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0, a? est une racine de P. En itérant le procédé, on voit
que o2, ot,....a®", ... sont des racines de P. Le polynéme P n’ayant qu’un nombre fini de
racines, on doit avoir

a=0 ou |aof=1. (k)

Daprés (%), P[(a —1)?] = P(a — 1)P(a) = 0, donc (a — 1)? est une racine de P. D’aprés

(¥x), on doit avoir |(a —1)%| = 0 ou |(a — 1)?| = 1, c’est-a-dire

a=1 ou |a-1]=1 (%)

D’aprés (k%) et (x*), on a soit (i) @ = 0, soit (ii) @ = 1, soit (iii) | — 1| = || = 1. On
vérifie facilement que la condition (iii) s’écrit aussi @ = 14 j ou @ = 14 j2 on j = exp(2in/3).
Or (o — 1)? est une racine de P donc d’aprés (), |[(a—1)2 — 1| € {0,1}, et comme |j2 —1| > 1
et |(52)2 = 1| = |j — 1] > 1, on voit que les solutions (iii) ne conviennent pas.

Nécessairement, on a donc a € {0, 1}. Ainsi, le polynéme P est de la forme P = AXP(X —1)9,
A € C*. Comme P vérifie (%), on a

AXPIXE — 1)0 = FPXF(X — (X 1 1P XE,
d’ou on déduit p=gqet A= 1.

Réciproquement, si P est de la forme XP(X —1)?, on vérifie facilement que P vérifie (x). Les
solutions sont donc les polynémes de la forme XP(X — 1)P, p € N*.
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EXERCICE 6. a) Soit P € C[X], deg(P) > 2. Montrer que les racines de P’ appartiennent
a I’enveloppe convexe des racines de P.
b) Que dire sur les racines de P’ si P € R[X] a toutes ses racines réelles ?

Solution. a) Soient aq,...,ay, les racines de P, comptées avec leur ordre de multiplicité, de sorte
que si 3 désigne le coefficient dominant de P, P = (X —a1) --- (X — an). On a facilement

P'(X) _ z": 1
P(X) = X —ai
Soit @ une racine de P’. Si a est une racine de P, le résultat est évident. Sinon

__ P'(a) = a—a
P(a)_z:a—az Z|a—az|2’

i=1

et en passant au conjugué

n
a.
=0 donc E =E = _
Z |a—a |2 onc ( |a_a |2) a — Ia—az’IQ’

d’on le résultat.

b) D’apreés a), les racines de P’ sont réelles. On a méme plus de renseignements sur leur locali-
sation. Soient ay,...,a, les racines de P avec a1 < --- < a, , d’ordre de multiplicité aq,--- , ap,
de sorte que si 3 est le coefficient dominant de P, P = (X — a1)* --- (X — ap)*?. D’apres le
théoreme de Rolle, pour tout 7 € {1,...p — 1}, il existe b; € |ai, ai+1[ tel que P'(b;) = 0. On a
ainsi trouvé p — 1 racines de P’.

Pour tout 7 tel que i > 2, a; est racine de P’ d’ordre de multiplicité a; —1 (voir le théoréme 3).

Comptées avec leur ordre de multiplicité, on a ainsi localisé (p—1)+> % (a;—1) = (3, ) —1 =
deg(P)—1 = deg(P’) racines. On a donc localisé toutes les racines de P’ : ce sont les b; € |a;, aj41]
et les a; tels que a; > 2.

EXERCICE 7 (INTERPOLATION DE HERMITE). Soit p € N*, p entiers naturels non nuls
N,...,Mp et n=>Y"¢ N

a) Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle, et z1,...,z, € K, deux a deux
distincts. Soient des points v, de K, définis pour 1 <i < pet 0 <k < n;. Montrer qu’il
existe un unique polynome P € K[X] tel que deg(P) < n et tel que

Vi,k) EN*xN,1<i<p0<k<mn, P®(z;)=y.

b) Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C". On considére p
points 1 < ... <z, de I. Si P est le polynome d’interpolation de Hermite de degré < n
vérifiant P®)(x;) = f®)(z;) pour 1 <i < pet 0 <k < n;, montrer que

F™) 1+

H(x —x;)™. (%)

i=1

vzel,3¢el, f(z)—Pz)=

Solution. a) Notons P, le s.e.v des polynomes de K[X] de degré < n, et considérons ’application
linéaire

©: PnoK* P (P(z1),..., P D(xy);...; P(xp),. .., PM D (x,)).

11 s’agit de montrer que @ est bijective. Calculons son noyau Ker ¢. Supposons ¢(P) = 0 avec
PeP, Pouri=1,...,p, on a P(k)(a:i) = 0 pour 0 < k < n;, donc z; est une racine d’ordre
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h; > n; d’aprés le théoréme 3 page 64. Ceci étant vrai pour tout 2, on peut donc écrire P sous la
forme

P
P=Q H(X —z)M avec Q e K[X].
i=1

SiQ #0,onadegP > > hi >3 n; =mn, ce qui est impossible puisque P € Pp.
Donc @ = 0, ce qui entraine Kerp = {0}. Donc ¢ est injective. Comine ’e.v d’arrivée K" de
Papplication linéaire ¢ a méme dimension que son e.v de départ P,, on en déduit d’apres le
théoreme du rang que @ est bijective.

b) Soit € I. S’il existe i tel que x = x; le résultat (%) est immédiat puisque f(z;) = P(z;).
Dans le cas contraire, on considére A € R tel que

ps: I >R tl—)f(t)—P(t)_Aﬁ(t_xi)ni
=1

vérifie ¢, (z) = 0. La fonction ¢, est de classe C". En comptant avec les ordres de multiplicité,
(Pordre de multiplicité £ d’un zéro a d’une fonction g de classe C™ est le plus grand entier £ <n
tel que g(a) = ... = ¢*V(a) = 0) p, a au moins n + 1 zéros car @, (x) = 0 par construction,
et cp,(tk)(xi) =0pour 1<i<petO<k<mn; On remarque maintenant que pour toute fonction
g: I — R de classe C™, qui a au moins m+ 1 zéros sur I, la fonction ¢’ a au moins m zéros sur I
(la preuve est immédiate en remarquant qu’un zéro de g d’ordre k > 2, est un zéro de ¢’ d’ordre
k — 1, et qu’entre deux zéros de g il y a au moins un zéro de ¢ d’aprés le théoréme de Rolle).

A . / . L 1 . " (n) . L,
Ainsi ¢, a au moins n zéros sur I, ¢, au moins n — 1 zéros, ..., ¢y ~a au moins 1 zéro sur I.

Donc il existe & € I tel que @;(En)(ﬁ) =0, ce qui s’écrit aussi f™(€) —nlA =0, d’on le résultat.

EXERCICE 8. Donner la forme des polynomes P € R[X] scindés sur R, de degré n > 2, a
racines toutes distinctes a; < ag < - -+ < ay,, tels que

Viil<i<n-—l1, P’(%)=O. (+)

Solution. Nous allons montrer que les polynémes vérifiant la condition sont ceux de degré 2. Si
P =a(X —a1)(X —ag) est de degré 2 (avec a1 < ag et a € R), on a P’ = a(2X — ay — ag) donc
P vérifie la condition (*).

Si maintenant P = a[[i,(X — a;) est de degré n > 3 (a3 < -+ < ap, @ # 0), on écrit
P = (X —a1)(X —a2)Q avec Q = a[]i_3(X — a;). Par dérivation, on obtient

P'(X) = (2X — a1 — 22)Q(X) + (X — a1)(X — a2)Q'(X).

Si P vérifie (), on a donc Q'(‘“Tm) =0, ce qui est impossible car
Si deg(Q) =1, @' est une constante non nulle.
Si deg(Q) > 2, Q' s’annule au moins une fois sur chaque intervalle Ja;, aiy1[ (2 < i < n—1)
d’apreés le théoréme de Rolle, donc @’ a au moins n — 3 racines distinctes dans Pintervalle
Jaz, an|. Comme deg(Q') = n — 3, on en déduit que toutes les racines de @' sont dans
Jag, an[ et comme UF%2 & ag, ay[, on aboutit & une contradiction.

EXERCICE 9 (PRINCIPE DU MAXIMUM). Soit P € C[X] un polynome non constant. Soit
r > 0. Montrer
V2 €C, || <7, |P(20)| < sup |P(2)|.

Jzl=r

Solution. Tout découle du résultat suivant.
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LEMME. Ya € C,Vp >0, 3 e C, |b—a| < p tel que |P(b)| > |P(a)].

En effet. Quitte a multiplier P par ¥ avec 1 € R bien choisi, on peut supposer P(a) € RT.
Soit n = deg P, et posons Q(X) = P(X +a) =>."" (X" On a ¢ = Q(0) = P(a) € R*. Par
ailleurs, ¢, # 0 de sorte que k =inf{i | 1 <i < n,¢; # 0} existe. On peut écrire

Q(2) = qo + @ (1 +p(2)) avec lim p(2) = 0.

Il existe p/, 0 < p' < ptel que Vz € C, |2| < 0/, |p(2)] < 1/2. Ecrivons g, = |qk|e?, 6 € R. Soit
20 =ple”* Ona Q(20) =q + |qk|p’k[1 + ¢(20)], donc comme go € RT :

k k PO | k 1 k
1QCz0)1 = a0 + laelo™| - |lale™e(:0)| = a0+ lael™ — Slaxle™ = 0+ 5larle™ > a0 = Q).
Si b= a+ 20, on adonc |b—a|l=p" < pet|POb)=|Q(20)| > |Q(0)| = |P(a)|, d’ot le lemme.

Montrons maintenant le résultat demandé. L’ensemble C = {z € C, |z| < r} est compact, et
lapplication z — |P(z)| étant continue

21 €C, |z <7, |P(21)] = sup |P(2)]. (%)

|z|<r

Si |z1| < 7, le lemme entraine P’existence de 20 € C, |22| < 7 tel que |P(22)| > |P(21)|, ce qui
est absurde d’aprés (x). Donc 21| = r et donc supy,|<, |P(2)| = sup|,—, |P(z)|, d’ot : Si 2 € C,
|20 <7, |P(20)| < sup,<, |P(2)| = supy, =, |P(2)|-
Remarque. On trouve dans le tome d’analyse (voir le chapitre sur les fonctions de plusieurs
variables) un résultat équivalent sur les fonctions harmoniques.

Plus généralement, le lemme permet également de montrer que pour tout compact
C CC,ona:VzeC, |P(2)| <Ssup,ep(c) |P(2)| ot Fr(C) désigne la frontiére de C.

EXERCICE 10. Soit n € N* et 2z,..., 2, des nombres complexes de module 1. Montrer
qu’il existe z € C, de module 1, tel que [[,_, |2 — 2| = 1.

Solution. Soit le polynome P(X) = [[;_{(X — 2). On a |P(0)| =[], |2 — 2zx| = 1, et d’apres
le principe du maximum (voir I'exercice précédent) on en déduit supy,—; |P(2)| > |[P(0)| = 1.
Donc il existe zg € C, |20| = 1, tel que |P(z0)| > 1. Soit a, 3 € R tel que 29 = €'* et 21 = e, La
fonction f: R =R 60+ |P(e?)] est continue. Comme f(a) =0 et f(8) > 1, le théoréeme des

valeurs intermédiaires nous assure l’existence de 6 € R tel que f(6) = 1. En notant 2z = € ceci
s'écrit ey |2 — 26| = 1.
Remarque. La clé de Pexercice est 'inégalité

|P(0)[ < sup |P(2)]. (%)

Jzl=1

On peut la retrouver sans utiliser le principe du maximum, a partir de l'identité P(0) =
2% 02” P(€)df, qui est un cas particulier (k= 0) de Pidentité suivante

1 2w

=2—7T0

VP=Y a;X’ €C[X], Vke{0,....,n}, a

=0

P(e")e *? qdg.

(a rapprocher de l'identité (*) de la remarque 18 page 348, sur les fonctions caractéris-
tiques). La preuve est immédiate, il suffit d’écrire

2w n 2w n 2
/ P(eiﬁ)e—ike do = Z a; / eijﬁe—ike do = Z a; / ei(j—k)ﬁ de
0 =0 0 =0 0
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puis de remarquer que fOQW e dh =2msil =0,=0sil e Z* On peut également prouver
Pinégalité (*) a partir de Pidentité P(0) = L " P(wk) avec w = /™ (qu’on retrouve
dans le probléme 1 page 87 sur la transformée de Fourier discréte d’un polynome) vraie

dés que m > n, qui montre existence de k tel que |P(0)| < |P(w¥)]. .

EXERCICE 11. On considére n entiers distincts ay, ao, - - - , ay,.

a) Prouver que P = (X —a1)(X —a2)--- (X — an) — 1 est irréductible dans Z[X] (c’est-
a-dire que si P = FG avec F,G € Z[X], alors F ou G est constant).

b) Prouver que P = (X — a1)*(X — a9)? -+ (X — an)? + 1 est irréductible dans Z[X].

Solution. a) Supposons P réductible dans Z[X]. Il existe deux polynémes F, G € Z[X], deg(F) <
n et deg(G) < n, tels que

P(X) = (X —a1)(X —ag)--- (X — an) — 1 = F(X)G(X).

Pour tout 4, 1 <i <mn, on a F(a;)G(a;) = —1 (x). Comme F et G sont a coefficients entiers,
F(a;) et G(a;) sont entiers. Avec (), on en déduit que pour 1 <i < n, F(a;) = —G(a;) = £1. Le
polynéome F+G s’annule donc aux points a;, 1 < i < n. Or deg(F+G) < sup{deg(F),deg(G)} <
n, ce qui entraine la nullité de F + G. Donc F = —G, d’oit P = —F?2. Cette derniére égalité est
impossible puisque P est unitaire et que —F?2 ne ’est pas. D’ou le résultat.

b) Supposons P réductible dans Z[X]. Il existe F, G € Z[X], deg(F) > 1 et deg(G) > 1, tels que
P=(X-a1)’2(X —a2)® - (X —an)? + 1 = F(X)G(X).

On peut supposer F' et G unitaires (’égalité précédente entraine que les coefficients dominants
de F et G sont égaux tout deux soit a 1, soit a -1). Soit k = deg(F), £ = deg(G), de sorte que
k+¢=2n.

La forme de P montre que pour tout réel z, P(z) > 1. Ainsi, P ne s’annule pas sur R, il en
est donc de méme de F et G qui alors gardent un signe constant sur R. De plus F et G sont
unitaires et prennent donc des valeurs > 0 sur R.

Pour tout i, 1 <i <mn, F(a;)G(a;) =1 (*x). Comme de plus F(a;) et G(a;) sont entiers et
positifs, on en déduit que pour tout i, F(a;) = G(a;) = 1.

Si k = deg(F) < £ = deg(Q), alors k < n. Or pour tout i, F(a;) = 1; autrement dit, le
polynome F' — 1 s’annule en n points donc est nul (son degré est < n). Finalement F' = 1, ce
qui est absurde car deg(F') > 1. De méme I'inégalité ¢ < k est impossible. On a donc deg(F) =
deg(G) = n.

D’aprés (xx), pour tout 4, 1 <i <n, F(a;) = G(a;). Le polynéme F — G s’annule donc en n
points. Or deg(F—G) < n—1 (F et G sont de degré n et sont tout deux unitaires), donc F—G = 0.
Donc F = G. Finalement, on a P(X) = F(X)?, c’est-a-dire F(X)?2—(X —a;)?--- (X —a,)? =
ou encore

[F-—(X-a) - (X—a)][F+(X—a1) (X —an)] =1,

égalité impossible a réaliser. Le polynome P est donc irréductible dans Z[X].

Remarque. On peut également montrer que (X —ay)*--- (X — a,)? + 1 est irréductible
dans Z[X], mais c’est plus difficile.
En fait, les polynomes exhibés sont irréductibles dans Q[X]. En effet, d’aprés le lemme

de Gauss (voir Pexercice 4 page 62) tout polynome de Z[X] irréductible dans Z[X] est
irréductible dans Q[X].

EXERCICE 12 (QUELQUES POLYNOMES IRREDUCTIBLES). Si F = ap+ a1 X +---a, X" €
Z[X], on note (pour p € N*), F =a5+ a1 X + --- + @, X" € Z/pZ[X] ou pour tout i, a;
désigne la classe de a; dans Z/pZ.
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1/ Si P € Z[X], unitaire, est tel que P € Z/pZ[X] est irréductible dans Z/pZ[X], montrer
que P est irréductible dans Z[X]. La réciproque est elle vraie ?

2/ Montrer que F' = X*+ X + 1 est irréductible dans Z[X].

3/ Soit p € N* un nombre premier et F = X? — X — 1 € Z[X].

a) Soit a une racine de F dans le corps des racines de F. Montrer que les racines de F
sont exactement o, +1,--- ,a+p— 1.

b) En déduire que F est irréductible dans Z/pZ[X], et que F est irréductible dans Z[X].

Solution. 1/ C’est immédiat. Si P = FG avec F,G € Z[X], unitaires, alors P = FG dans
Z/pZ[X]. Comme P est irréductible dans Z/pZ[X], ceci entraine deg(F) = 0 ou deg(G) = 0.
Les polynomes F et G étant unitaires, on a deg(F) = deg(F) et deg(G) = deg(G) et donc F
ou G est constant, ce qui prouve l'irréductibilité de P dans Z[X] (P est alors irréductible dans
Q[X], voir lexercice 4 page 62). La réciproque est fausse. Par exemple, P = X*—_ 9K - est
irréductible dans Z[X] et pourtant P = (X — 1)2 n’est pas irréductible dans Z/2Z[X].

2/ On va montrer que F est irréductible dans Z/27Z[X], ce qui prouvera le résultat en vertu de
1/. Supposons F = PQ avec P,Q € Z/2Z[X], deg(P) > 1, deg(Q) > 1.

Le polynome F n’a aucune racine dans Z/27Z, donc deg(P) = deg(Q) = 2.

Le coefficient dominant et le coefficient constant de F étant égaux a 1, P et () sont néces-
sairement de la forme

P=X24+aX+1 ¢ Q=X24+0X4+1, a,bcZ/2Z.

Donc F=X"4+ X 4+1=PQ = X"+ (a+b)(X>+ X) + (24 ab) X2 +1, et donc le coefficient
de X? est égal a celui de X dans F, ce qui est absurde étant donnée la forme de F.

3/a) Notons K le corps des racines de F, a une racine de F dans K. Le corps K étant de
caractéristique p (car surcorps de Z/pZ), on a

Vz € K, F(z)=F(z) - F(a)=2"—a? —(z—a)=(z—a)’ — (z — )
(pour se convaincre de la derniére égalité, développer (z —a)P par la formule du binome et utiliser
le fait que p | (Z) sil<k<p-—1). Donc z € K est une racine de F si et seulement si z — «

est une racine de X? — X, c’est-a-dire si et seulement si  — a € {0,1,...,p — 1} (les racines du
polynéme X? — X sont 0,1,...,p — 1 en vertu du théoréme de Fermat).

b) Soit G' un facteur irréductible unitaire de F dans Z/pZ[X]. Notons k = deg(G). D’aprés
la question précédente, les racines de G dans K sont de la forme a + aq,--- ,a + a ou les a;
sont dans Z/pZ. De plus G étant unitaire, le coefficient du monéme de degré k — 1 de G est
au signe prés la somme de ses racines. Comme G a ses coefficients dans Z/pZ, on en déduit
que Zle(a + a;) € Z/pZ, et comme les a; € Z/pZ, ka € Z/pZ. Or a & Z/pZ (sinon F(a) =
(P —a) +1 =1 #0). Le fait que ka € Z/pZ entraine donc que k = 0 et donc k = p puisque
1 <k < p. Donc G est de degré p ce qui entraine que F = G est irréductible dans Z/pZ. Donc
F est irréductible dans Z[X] d’apres la question 1/.

EXERCICE 13 (POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF). a) Montrer que pour tout n € N* il
existe un unique polynome 7,, € R[X] tel que VO € R, T,(cosf) = cosné et calculer le
coefficient dominant de T}, (les T}, s’appellent les polynémes de Tchébycheff).

b) Montrer que tout P € R[X] unitaire de degré n € N*, on a ||P|, > 2" ol on note
1Plloe = Upyc1. [P

Solution. a) En posant = cosf, on voit que T, (cos#) = cosnf si et seulement si
[n/2] [n/2]
Tn(z) = R[(cos @ + isinh)"] = Z C2%k cos™ 2% 9 (—sin? 9)F = Z C2kpn—2k(22 _1)*. (%)
k=0 k=0
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Ceci montre D'existence et "unicité de 75, dont la forme polynomiale est donnée par le dernier
N p i . 2 s
membre de (*). D’aprés (), T}, est de degré n et son coefficient dominant est > Ln:/()] ey

b) Remarquons déja que identité T, (cos@) = cosnb entraine |75, ||cc = 1. Donc le polynome
unitaire Uy, = 21777}, vérifie |Un|lcc = 2!7™. Soit P € R[X] unitaire et de degré n. Raisonnons
par 'absurde et supposons ||Ple < 2!™" = ||Un|lco- Le polynéme Q = U, — P est de degré
< n—1 (car P et U, sont unitaires et de degré n). En posant x; = coskm/n, on remarque
maintenant que Ty, (x}) = coskm = (—1)F pour 0 < k < n. Donc Q(x;) = (—1)k21"" — P(ay.), et
comme |P(z;)| < ||Plloo < 217" ceci montre que Q(zx) est non nul et a le signe de (—1)*. Ainsi,
les n + 1 points (Zk)o<k<n vérifient —1 =z, < xp—1 < ... <1 < 2o = 1 et ) change de signe
entre xp41 et x (pour 0 < k < n —1). Donc ) a au moins n racines, et comme deg(Q)) < n on
a forcément Q = 0, donc P = U, ce qui est absurde puisque | P||o < 2!™™ par hypotheése.

Remarque. La propriété de mini-max || P|leo > [|Un||oe pour tout P € R[X] unitaire et de

degré n est remarquable, et fait de la famille (7},) des polynomes de Tchébycheff une base
commode pour l'interpolation polynomiale.

3. Fractions rationnelles
Dans toute cette partie, K désigne un corps commutatif.

3.1. Généralités

L’anneau K[X] étant intégre, son corps des fractions existe bien. On le note K(X).

PROPOSITION 1. Soit F € K(X), F # 0. On peut écrire F = P/Q avec P et Q € K[X], Q
unitaire, P et QQ premiers entre euz, et ceci de maniére unique. L’écriture P/Q s’appelle
la forme réduite de F.

DEFINITION 1. Soit F' € K(X), F # 0, F = N/D sa forme réduite. Un élément a € K est
dit péle de F d’ordre h si a est racine de D d’ordre h.

De la méme que pour les fonctions polynomes, on peut associer a toute fraction ra-
tionnelle F' = N/D une fonction rationnelle définie en tout point z de K qui n’est pas un
pole de F, par x — F(z) = N(z)/D(x). Si F,G € K(X) et x € K n’est pas pole de F ou
G,on a (F+G)(z) = F(z) + G(z), (FG)(z) = F(2)G(z)<.

THEOREME 1 (DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES). Soit F € K(X),F # 0, N/D
sa forme réduite. Soit D = D7'--- D% la décomposition de D en facteurs irréductibles
de K[X]. On peut écrire, de maniére unique

n y A )

F=F+ =

> (5%
= =

avec E € K[X], Aij € K[X] et deg(A;;) < deg(D;). Le polynéme E s’appelle la partie

entiére de F' et s’obtient comme le quotient de la division euclidienne de N par D.

Les deux parties suivantes s’attachent a donner des méthodes de calcul des éléments
simples A; j/D] pour K=C et K=R.

3.2. Pratique de la décomposition dans C(X)

I1 est indispensable de bien savoir décomposer en éléments simples (on s’en sert en
particulier pour le calcul de primitives de fractions rationnelles).
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Soit F € C(X), F # 0, de forme réduite N/D. Le corps C étant algébriquement clos, on
peut écrire D = (X —ay)* --- (X —a,)* avec a; € C pour tout 7 et ; € N*. Appliquant
le théoréme précédent, on voit que ’on peut écrire de maniére unique

F= E-I—Z(Z _az).> avec a;; € Cet E € C[X].

Nous avons déja vu plus haut que F 8 ’obtient comme le quotient de la division euclidienne

de N par D. Pour tout %, le terme Z s’appelle partie principale de F' relative

~)
au pole a;. Nous allons donner des methodes pratiques de calcul des a; ;.
Partie principale relative a un péle simple. Soit F € C(X), F # 0, N/D sa forme
réduite. Soit a un pole simple de F'. La partie principale de F relative a a est de la forme

X avec A € C, et on peut écrire F' = D= %X_a + G avec G € C(X), a n’étant pas
-— a —

un pole de G. On peut également écrire D = (X — a)D; avec Dy € C[X] et D(a) # 0,
de sorte que

N N(a)

31 =A+ (X —-a)G donc A= Di(a)’ (*)

Par ailleurs, 1'égalité D' = Dy + (X — a)D) donne D'(a) = D;(a), ce qui donne un autre
moyen de calculer A :

_ N(a) »
D'(a) +)

Remarque 1. (%) et (xx) s’utilisent dans des circonstances différentes : (x) quand on connait
une forme explicite de Dy, (*x) sinon (voir les exemples qui suivent).

X+3

Ezemple 1. Soit F' = X = I)TX T3y et F' = Xa—l + X192 sa décomposition

en éléments simples. Grace a (%), on trouve a =4/3 et b= —1/3.

Soit F' = Sn 7 AVec P € C[X], deg(P) < n. Notons w = €*™/™ Ona X" —1=

n—1 n—1

» a A A
H(X — w"), donc F = Z X _kwk, ar € C. Grace a (xx), on trouve
k=0 k=0
P(w") wk s Wk P(w*)
ay = W - FP(w ), donc F = = 2 X

Partie principale relative a un péle multiple. Soit F € C[X], N/D sa forme réduite,
et a € C un pole d’ordre h > 2 de F. On peut écrire D = (X — a)"D, avec D, € C[X] et
D()((l) 7é 0. Posons Dl(T) = D()(T"{" (l), NI(T) = N(T+ a) et Fl(T) = F(T + (l). On a

N

#ery— WI(T) Ainsi, si Ny = (ap+- - '+(11Th_1)D1 + TS, (S e (C[X]) est la division
selon les puissances croissantes de Ny par Dy a ordre h — 1, on a :

- aq ap S(T)

F(T) = T T2 +o by Dy (T)

et donc

ay ap S(X —a)

P —2 b sy
K==t " T &Eoar T D@

On a ainsi obtenu la partie principale relative au pole a.
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X4+3
(X -DYX+1)
d’ordre 4. On a, avec les notations précédentes, N1(T') =T +4 et Dy(T) =T + 2. On
effectue la division euclidienne de T'+4 par T'+2 selon les puissances croissantes a ’ordre 3,
ce qui donne

Ezxzemple 2. Recherchons la partie principale de F' =

relative au pole 1

4 +T 24T
P 2—1ir4+1i7? —1T*®
T2

1
2

=173

1
On en déduit que la partie principale de F' relative au pole 1 est
-1 1 1 2

8X—1) 4X-1P 2X—1p X-Dt

En pratique, on n’utilise cette méthode que si I’ordre du pole est grand (typiquement
supérieur a 3 ou 4). La plupart du temps, on procéde par identification en donnant a X
certaines valeurs particuliéres et en utilisant certaines propriétés de F' comme la parité,
le fait que F est a coefficients réels, et en utilisant la remarque suivante : Si a est un pole

N
d’ordre h de F, on peut écrire F = ————, Dy(a) # 0, et
! X —ayDy D@7
aq ap
e e 1 @
X" +(X—a)h+ ’
a n’étant pas un pole de G. En multipliant cette derniére égalité par (X —a)”, on obtient
N
H = ap + (X —a) [a'h—l +...+a1(X_a)h—2+ (X—a)h_lG] )
o
En donnant & X la valeur a, on trouve un moyen commode de calculer ay, :
N(a)
ap = *%k
Ezemple 3. F A2 I cléments simpl la f
szemple 3. F = se décompose en éléments simples sous la forme
g (X +1)2(X — 22 : :
b d
I3 a e

X2 T X-—2 T X 1 X1
En utilisant la relation (k*x), on trouve b =4/9 et d = 1/9.

Par ailleurs, en multipliant F* par X, en regardant X comme un nombre réel et en le
faisant tendre vers +o00, on trouve (i) 0=a+c. Or F(0) = § = 3¢ + 2 + ¢+ d, donc

(ii) 2 = —a+2c. De (i) et (ii), on trouve a = 52 et ¢ =

5
3 27 &

D’autres décompositions en éléments simples dans C(X) sont traitées a Pexercice 1.
3.3. Pratique de la décomposition dans R(X)

On trouve dans R(X) les deux types d’éléments simples suivants :
o aX + ﬁ
nr . . \md (a’ ac R), 2 ’
(X —a)" (X2+pX +q)"
Ceux du premier type sont appelés éléments simples de premiére espece, ceux du second
type des éléments simples de seconde espéce.
Pour décomposer F € R(X) en éléments simples dans R(X), on peut
Soit décomposer F' en éléments simples dans C(X) et regrouper les termes conju-
gués (en général a éviter).

(a’ﬁapaq € R,P2 —4(] < 0)
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Soit procéder par identification, en utilisant les propriétés de F' (parité, ...). Des
exemples sont traités dans 'exercice 2.

3.4. Exercices

EXERCICE 1. Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles sui-
vantes :

X X4

D) F=rmempeer) b Pzt

Solution. a) On commence par scinder le dénominateur de F' dans C[X], ce qui donne
(X% —1DAX? 4 =X - 1P(X + 1DA(X (X -9

On peut donc écrire

a b a c

XA - T Xil T EEIIE "X X1F
Comme F' est impaire, 'unicité de la décomposition de F' en éléments simples permet d’identifier
la décomposition de F(X) et de —F(—X), ce qui donne a =da’ et b= -V'. B

De plus F' est a coefficients réels, donc F(X ) F(X) et pfn‘ identification c =,

F=

oy
a,b,c,a’,b’,c €C.

La relation (x*x) de la partie 3.2 donne b = 8 et c= g . Donc ¥ = 8 et ¢ = é
Multipliant F' par X, regardant X comme un nombre reel et en le faisant tendre vers +o00,
ontire0=a+a’+c+c’.Donc2a=a+a’=—(c’+c) —l dota=a =-1.

b) Recherchons les racines de X® 4+ 1. On a
PP 4+1=0 < 2°=-1=¢" < 2=/ =, (ke{0,1,2,3,4)).

Ainsi les (wg)o<k<a sont 5 racines distinctes du dénominateur de F, et comme ce dernier est
de degré 5, tous les poles de F' sont simples. On obtient le coefficient de la partie principale
ar/(X — wg) de F en utilisant Iidentité () page 76, qui donne a;, = wi/(5w}) = 1/5. Donc

4
1 1
ng—wk'
k=0

EXERCICE 2. Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles sui-
vantes.

X 1
F = : b) F=——r.
a) (XT+ X2 +1)2 ) X(X2+1)2
X742 1
= = d) F=—— N*.
e X2+ X +1)° ) xz 1 S
Solution. a) Ona (X*+X2+1)2=(X24+ X +1)%(X?—- X +1)2 donc

aX +b cX +d eX+f gX +h

2 + 2 2 ki 2 2 2F°
X°+X+1 (X?°+X+1) X?-X+1 (X°-X+1)
Comme F est paire, I'unicité de la décomposition en éléments simples permet d’obtenir
e=—-a, f=b, g=-c¢, h=d.

Multipliant F par (X2 + X + 1)? puis en remplagant X par j =e
=2 -2
J 3 1

P—j+12 171 donc ¢ e 1

Ona F(0)=0=b+d+f+h=2b+3, doub=—1.

Ea,b,c,d,e,f,g,heR, F=

2im/3 on obtient

cj+d=
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Ona F(i) = —1 = 9 _ (ci+d)— < — (gi+h), donc —1 = 2a+ &0 _ij(c4g)— (d+h) =

2a — 2d = 2a — %, d’ott @ = —%.
Finalement on a trouvé
1 1 1 i 1 1
— b= —= =0 d= - ) = — = —— =0 h=-.
a 4’ 47 C ) 47 e 4’ f 4’ g ? 4

a bX+ec dX +e
x et @
donc ¢ = e = 0. D’apreés la relation (%) de la partie 3.2, on a @ = 1. Multiplions F par (X2 +1)?
puis remplacons X par i. On obtient % =di+ e =di donc d = —1.

Multipliant F' par X, regardant X comme un nombre réel et en le faisant tendre vers 400,
on obtient 0 = a + b, donc b = —a = —1.

b) Il existe a,b,c,d,e € R tels que F = La fraction F' est impaire,

¢) Il s’agit d’un cas classique, qui se traite par divisions euclidiennes successives. On trouve
3= XL - XL XXX 32, don
po_ XT+2 _ X+2 +X5—X4+X2—X (%)
X2+ X413 (X24+X+1)3 (X24+X+1)2
On recommence, en divisant cette fois ¢i X° — X% + X2 — X par X2 4+ X + 1. On obtient
Xt X XX =P+ K X —2X° 4+ X 4-9) —4X — 2, done
X5-X1+X2-X 4X 42 +X3—2X2+X+2 (+3)
(X24+X+1)2 (X24+X+1)2 X2+ X+1
De méme la division X3 —2X2 4+ X +2 = (X2 4+ X +1)(X — 3) + (3X +5) entraine
X3-2X?+X+2  3X+45
X2+X+1  X2+X+1
De (), (**) et (xxx), on tire
X+2 4X +2 . 3X+5
(X2+X+1) (X2+X+1)2 X24+4X+1
Ce procédé est facile et a retenir.

d) On décompose d’abord dans C(X). On pose w = €™/™, de sorte que X>"—1 = iZBI(X—wk).

+ X -3. (k)

F =

BN — 3

2n—1
a . 1 wk
Donc F = kz_;) rkwk’ ou d’apres l'identité (xx) page 76, ar = QMT)%—l =

Il ne reste plus qu’a regrouper les termes conjugués. Lorsque 1 <k <n—1, on a

wk 5 wi2n—k) Wk " ok 2cos(kn/n)X —2
X—wk’ X—w-hk " X-—wk ' X_oF  X2-2cos(kr/n)X +1’

donc

F:LQRZ_I wkkzi i1 +7§ 2cos(km/n)X — 2 .
2n X —-w m\X-1 X+1 k:1X2—2cos(k7r/n)X-|—1

EXERCICE 3. a) Soit n € N*. Montrer qu’il existe P, € R[X] de degré n tel que

1 1
"y _—=P, —
S (X+X)

b) Pour tout n € N*, décomposer la fraction rationnelle F,, = 1/P, en éléments simples

dans R(X).
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Solution. a) On procede par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident en prenant
Py (X) = X. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et démontrons le au rang n. On a

g o n—i Y xnk (2 k—X"+ : +§: " (xr2ky L) 4
X)) k X4 b k Xn—2k "
k=0 k=1
ou m = [(n —1)/2] est la partie entiére de (n —1)/2 et ou r,, = (n7;2> si n est pair, 7, = 0sin
est impair. On peut donc écrire
1 1\* = (n 1
X"+ ﬁ — (X+ Y) —Z (k)Pn—Qk (X+ Y) — T,
k=1

" /n
Ainsi, Pp(X) = X™ —Z (k) P, _ok(X) —ry vérifie la propriété requise, et on a bien deg P, = n.

k=1
b) Commencons par chercher les poles de F),, qui sont les racines de P,. On a

1 1 ;
P, (.’L‘+;) =0 < x"+x—n=0 = =1 = z=w =EFNTVE) (7).

Ainsi, pour tout k € Z, la valeur

£ ik 1 i@knm/en) 4 e i@HDT/0) 9 0o (2k+ 1)m

Wk 2n
est une racine de P,. On remarque que les xx sont deux a deux distincts lorsque 0 < k <n —1,
et comme deg(P,) = n, ceci montre que xo,Z1,...,Z,—1 sont les racines de P, et qu’elles sont
simples. Maintenant, on peut écrire (grace a la relation (*x) page 76)

1 B 3 1

11 ne reste plus qu’a remarquer, aprés dérivation de la relation P, (X +1/X) = X" +1/X"™, que

1 / 1 — n n _

k k Wi,
donc
o (2k+ D)7
i _ n - —py | SIDS— k n
Po(xe) = =1 (W ~ ") =r—Fpir = OV —@eme

Wg — Wy, sin *= sin *=

d’ou la décomposition en éléments simples de F), en reportant cette égalité dans (x).

EXERCICE 4. Pour tout F € C(X), on note Dp = C\{ay,...,a,}, ot ay,...,a, sont les
poles de F, et on identifie F' avec la fonction rationnelle Dp — C 2z +— F(2).
a) Si F' € C(X) est non constante, montrer que

(i) F(Dp)=C ou (i) JaeC | F(Dr)=Cx\{a}
et caractériser les fractions rationnelles F' vérifiant 'assertion (ii).
b) Si F,G € C(X), et si G n’est pas une constante qui est un pole de F| il est possible

de définir la composée F o G € C(X). Donner la forme des fractions rationnelles F et
G € C(X) telles que la fraction rationnelle F' o G soit un polynome.

Solution. a) Soit F' = N/D la forme réduite de F. Par hypothése, F est non constante donc I'un
au moins des polynomes N, D est non constant. Pour tout A € C, équation F(z) = A (2 € Dp)
est équivalente & (N — AD)(z) = 0 (2 € C). (En effet, si (N — AD)(z) = 0 alors on doit avoir
D(z) # 0 sinon N et D ont une racine commune, donc 2 € D). Deux cas se présentent :
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(i) Pour tout A € C, le polynéme N — AD est non constant. Le corps des nombres complexes
étant algébriquement clos, N — AD admet une racine 2, pour tout A € C. Ainsi, pour tout
A € C, F(z)) = Aet on en déduit F(Dp) =C.

(ii) Il existe a € C tel que N — aD est constant. Pour tout A # «, le polynéme N — AD est
non constant (si N — AD est constant pour A # «, il est facile de voir que 'on doit avoir
N et D constants, ce qui est contraire aux hypotheéses) donc admet au moins une racine
2y qui veérifie F(zy) = A. Ainsi, C\ {a} C F(Dp). De plus, le polynéme N — aD est une
constante non nulle (si elle est nulle, F' est constant égal a «), donc I’équation N —aD =0
n’a pas de solution. Finalement, F(Dr) = C \ {a}.
Les fractions rationnelles F' = N/D vérifiant (ii) sont celles vérifiant 3¢ € C* | N —aD = c.
Ainsi, F = N/D = (aD +¢)/D = a+¢/D est de la forme F = a+ 1/P o P est un polynome
non constant et réciproquement, une fraction rationnelle de cette forme vérifie (ii).
b) Si F' est constant, F'o G = F est toujours un polynéome. De méme, si G est constant et si G

n’est pas un pole de F, F' o G est une constante donc un polynome.
Supposons maintenant F' et G non constants. Si v est un pole de F, on a limz;m |F(2)| = +o0,
ZF

donc si a = G(B) € G(Dg), le théoréme de composition des limites entraine

lim |[F o G(2)| = 400
s

ce qui est impossible si F' o G est un polynoéme. Ainsi nous venons de montrer
Si F o G est un polynéme, tout péle de F appartient a C~ G(Dg). ()

D’aprés la question précédente, ’ensemble C \ G(D¢) a au plus un élément, ce qui montre que
nécessairement F' a au plus un pole.
Si F' n’a pas de pole, c’est-a-dire si F' est un polynome, alors si F' o G est un polynome,
G est un polynome. En effet, si G admet un pole 3, alors limz;g |G(2)| = 400 et le
z

polynome F' étant non constant on en déduit

lim |FoG(2)| =400 car lim |F(2)| =400,
z—p |z| =400
=#B
et F o G ne peut donc pas étre un polynome.
Si F' admet un seul poéle «, on peut écrire F sous la forme
P(X —a)
F=——— PeC[X] et heN-
(X —a)k [X]
Pour que F oG soit un polynome, la propriété (x) entraine C\ G(Dg) = {a}. Comme G
n’est pas constant (le cas G constant a été traité plus haut), d’apres la question a), ceci
entraine G = a + 1/Q ou Q est un polynéme non constant. On a alors
P(1/Q) h
FoG=-——=Q"P(1/Q).
(1/Q)"
En écrivant P = Y p_,ar X* (o2t n = deg P), ceci s’écrit aussi F o G = Y jp_gar Q" 7F,
et ceci est un polynome si et seulement si n = deg(P) < h.
Réciproquement, il est facile de vérifier que les solutions trouvées conviennent. Finalement,
F o G est un polynome si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) F est constant.
(ii) G est constant et n’est pas un pole de F.
(iii) F et G sont des polynomes.

P(X)

(iv) F = m

on P € C[X] et deg(P) < h,et G=a+1/Q ou Q € C[X].
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EXERCICE 5. 1/ Déterminer les polynomes de C[X] qui laissent stable le cercle unité
U={2€C||z| =1} de C.

2/ Déterminer les fractions rationnelles de C(X) qui laissent stable U.

Solution. 1/ Pour tout polynéme P = ag + - -+ a, X™ € C[X] de degré n € N, on note P* le
polynome défini par

PH(X) =@X™ + @i X" 1 4 - 4 @ = X"P(1/X).

Lorsque 2 € U, on a 1/2 = Z donc P*(z) = 2"P(z) = 2"P(2), et lorsque P stabilise U on a
donc P(2)P*(z) = 2™|P(2)|?> = 2™ Ainsi, le polynéme P(X)P*(X) — X" s’annule sur U, donc
une infinité de fois, donc c’est le polynome nul. On en déduit P(X)P*(X) = X", et comme
deg(P) = n il existe A € C* tel que P(X) = AX" et P*(X) = 1/A. Comme |P(1)| =1 on a
forcément |A| = 1, donc finalement P(X) = AX™ avec |A| = 1.

Réciproquement, il est immeédiat que tout polyndme de cette forme stabilise le cercle unité.

2/ Soit F' € C(X) laissant stable U. On peut écrire F sous la forme F = X"P/Q ou n € Z et
P,Q € C[X] sont premiers entre eux, avec P(0) # 0 et Q(0) # 0. Soit a = deg P, b = deg Q.
Pour tout 2 € U qui n’est pas un zéro de @ ou de Q*, on peut écrire

PR _2PE . PP _ auPRP _ .| PR)
Q'(2) ~ Q) Q) " 1RGP Q)

Si a > b, on en déduit que le polynéme P(X)P*(X) — X% °Q(X)Q*(X) s’annule sur U (sauf
eventuellement sur les zéros de Q et Q*), donc il s’annule une infinité de fois, donc il est nul.
Donc P(X)P*(X) = X% Q(X)Q*(X). Comme P(0)Q(0) # 0 on a degP* = degP = a et
deg Q* = deg@ = b, donc I’égalité implique 2a = a — b+ 2b = a + b donc a = b. Donc
PP* = QQ*. Si a < b, un raisonnement similaire a partir de Q(X)Q*(X) — X*~2P(X)P*(X)
aboutit a la méme conclusion.

On a donc Q | PP* et comme P et Q sont premiers entre eux, on en déduit @ | P*. On a
vu que ces polyndomes ont méme degré, on en déduit Pexistence de @ € C* tel que Q = aP?*,
donc F = (X"/a)P(X)/P*(X). Donc F = BX™P(X)/P(1/X) avec f = 1/a et m = n — a.
Comme F(1) € U on a forcément 3 € U. Réciproquement, on vérifie facilement que tout fraction
rationnelle de la forme F(X) = SX™P(X)/P(1/X) avec m € Z, B € Uet P € C[X] (P # 0)

stabilise bien le cercle unité.

2
= a—b

4. Polyndémes a plusieurs indéterminées
4.1. Généralités

Soit A un anneau commutatif unitaire. L’anneau A[X] est aussi commutatif unitaire.
On peut donc définir ’anneau des polynomes a une indéterminée a coefficients dans A[X].
C’est A[X][Y], noté aussi A[X,Y], appelé anneau des polynomes a coefficients dans A a
deuz indéterminées. Les éléments de A[X,Y] sont ceux de la forme

e E (A
= G,i,jX Y y Qi €A
,j
ou la somme sur (Z,j) est finie. Par récurrence, on définit méme

AlX1, ..., Xa] = A[X1, ..., Xoot][Xal,

anneau des polynomes a coefficients dans A & n indéterminées.
Si A =K est un corps commutatif, K[Xy, -+, X,] est une K-algébre, dont
{X7 - X! | (i4,...,1,) € N"} est une base.
Si A est intégre, A[X7,...,X,] est un anneau intégre.




4. POLYNOMES A PLUSIEURS INDETERMINEES 83

Sin > 2, et K est un corps, K[Xy,---,X,] n’est pas un anneau principal (en revanche
c’est un anneau factoriel, ce qui lui confére des propriétés arithmétiques ; cette notion
n’est pas au programme de mathématiques spéciales).

DEFINITION 1 (DEGRE PARTIEL). Soit P € A[Xy,...,X,) et i, 1 < i < n. On peut

écrire P = ). P; X} avec pour tout j, P; € A[Xy,...,Xi_1, Xit1,. .., Xn]. On appelle

degré partiel de P selon X; le degré de P considéré comme polynome en X; et on le note

degy, (P) (avec les notations précédentes, degy (P) = sup{j | P; # 0}).

DEFINITION 2 (DEGRE TOTAL). Le degré total d’un monome aX('--- Xin a # 0, est

i1+ +in. Si P € A[X,..., Xy, le degré total de P, noté deg(P), est le plus grand

degré total des monomes qui forment P.

De méme que dans K[X], on peut définir dans K[X7,. .., X,] des fonctions polynome
de n variables. On a en particulier le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Soit K un corps commutatif infini et un polynéme P € K[Xj,..., X,).

Si P(xq,...,2,) = 0 pour tout n-uplet (z4,...,2,) de K*, on a P=0.

Remarque 1. Comme pour les polynomes & une indéterminée, ce résultat est faux
si K est un corps fini. Par exemple dans Z/pZ[X;, ..., X,] (p premier), le polynéme
P=(X)(X;—-1)---(X; — (p—1))Xy--- X, est non nul et pourtant, pour tout
By oyl € 2Pl Ploy, .2 =0
Attention, méme si K est un corps infini, on peut avoir P(zy,...,z,) = 0 pour une
infinité de n-uplets (z1,...,x,) sans que P = 0 (prendre par exemple P(X,Y) =
X —Y sur R[X,Y]).

4.2. Polynémes symétriques

DEFINITION 3. Un polynéme P € A[Xq,..., X,] est dit symétrique si pour tout o € S,
(ot S, désigne le groupe symétrique d’indice n), P(Xy(1y,. .., Xom) = P(X1,..., X5).

Ezemple 1. Dans R[X,Y, Z], P= XY +YZ + ZX est symétrique.

DEFINITION 4 (SYMETRISE D’UN MONOME). Soit M = X" --- X2 € A[X}, - X,]. Si
o € S, on pose M, = X:(‘l) . -'X:(’;I). Le polynome Z M, est symétrique dans
M, distincts

A[Xy,...,X,]. On Pappelle symétrisé de M dans A[X7,...,X,] et on le note Y M.

Ezemple 2. Dans K[X1, Xo], > X7Xo = X7 X> + X1 X3.

Dans K[Xl,XQ,Xg], ZXIQXQ — X12X2 + X1X22 + X22X,5 + X§X2 + X12X,5 + Xng
(On voit sur cet exemple que les symétrisés d’'un monome dans A[X7,..., X,,] et dans
A[Xq, ..., Xy] sont différents si n # m).

Polynémes symétriques élémentaires. On appelle polynomes symétriques élémen-
taires de A[X7,...,X,] les polynomes notés X, (1 < p < n) et définis par

zpzle...xp= Z Xy X
1< <ip
On a en particulier
Y= ZXl =X1+-+ X, Xo2= ZXIXQ = ZXin, Yin=X1--+ Xn.
i<j
Les polynomes symétriques élémentaires vérifient I’égalité fondamentale
(T'— X1)- (T = X)) =T =T L £ BT 2 fons 4 (=118, T+ (-1)"E...
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En particulier, si P = X" + ;X" ! +--- + a, est un polynome de K[X] scindé sur K et
si Uy,...,U, sont ses racines, alors Vi, 1 <i <n, (—1)'a; = E;(uy,...,uy,).

Remarque 2. Si ® € A[X;,...,X,), alors ®[X;(Xq,...,X,),..., B0(X1,...,X,)] est un
polynome symétrique de A[Xq, ..., X,]. La réciproque est vraie : tout polynome symé-
trique peut se mettre sous cette forme. Plus précisément, on a le théoréme suivant :

THEOREME 1. Soit A un anneau commutatif unitaire et P € A[Xy, ..., X,] un polynéme

symétrique dans A[Xy, ..., Xy|. Il existe un unique polynéme ® € A[Xy,..., Xy] tel que
P= (I)(El, APRE Zn)

Remarque 3. Une preuve classique de ce résultat consiste a utiliser la méthode de Waring
dont le principe est de faire diminuer la hauteur de P en lui retranchant le produit d’une
constante et de polynomes symétriques élémentaires. Un cas typique d’utilisation de cette
méthode fait Pobjet de I'exercice 1.

Ezemple 3. Dans A[Xq,...,X,), . X2 =32 -2 et ) XXy = 5,35 — 3%s.

Remarque 4. Ce théoréme entraine le résultat suivant. Soit P € Z[X] un polynome
unitaire. Les fonctions symétriques oq,...,0, de ses racines uq,...,u, sont donc en-
ticres. Si F' € Z[Xy, ..., X,| est symétrique, alors F(uy,...,u,) € Z (Pexistence de G €
Z[X1,...,Xqa) tel que F = G(Zy,...,5,), entraine F(uy,...,un) = G(01,...,0n) € Z).

4.3. Exercices

EXERCICE 1. Exprimer les polynomes P suivants comme un polynome ® en les polynomes
symétriques élémentaires o;.

a) P=X*+Y*+ 723 e RIX,Y, Z].

b) P=) X}X3X3 € R[Xy,...,X,] pour n > 5.

Solution. a)Ona (X4+Y +2)2=X34Y34+ 22 +3X%Y +3X2Z +3Y%2X +3Y%2Z +322X +
3Z°Y 4+ BXYZ, et done X° 4+ Y2 4+ 75 = 3 — 68y —3Y XV Or Y X°¥ = ;¥ — 3%,
Finalement, on a P = E:f —3¥125 + 3%3.

b) Rappelons que la méthode générale (méthode de Waring) pour trouver le polynéme @ consiste
a faire diminuer la hauteur de P (la hauteur de P est la plus grande des hauteurs de ses monomes,

la hauteur d’un monéme a X" --- X3 étant (a1,...,ay), ordonnée par 'ordre lexicographique).

Ici, le mondme le plus haut de P est X2X3X3. On va donc commencer par retrancher P a
(3 X1 X2)(3 X1XoX3) = ¥oXa. Calculons ce dernier terme. Chaque mondéme de LoX3 est de
degré total 5 (produit de deux monomes de degré total 2 et 3) et est moins haut que X7X3X3.
On peut donc écrire

Ja,b,c, Lo¥z=a) X{X3X3+b) X{XoXsXs+c) X1 XoX3X4X;.

Le nombre a est le coefficient de X%X%Xg dans Y9Y3. C’est donc le nombre de maniéres de
former X?X2X3 par un monéme de X multiplié par un monéme de 3. Il n’y a qu’une seule
facon de faire ceci. C’est X12X22X3 = (X1 X2)(X1X2X3), donc a = 1.

De méme, on a b = 3 car les facons d’écrire X7 X9 X3X4 comme le produit d’un monome de
Yo par un monome de X3 sont

X2 XoX3Xy = (X1 Xo)(X1X3Xy4) = (X1X3)(X1X2X4) = (X1X4)(X1 X2 X3).
On trouve de méme ¢ = (‘;’) = 10

Finalement, on a P — Yo¥3 = —3ZX12X2X3X4 — 10" X1 X2 X3X4X5. Par des méthodes

analogues aux précédentes, on trouve

21Dy = ZXIQXQX.;X4 + 5ZX1X2X3X4X5,
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et donc Y. X7 XoX3Xy = £134 — 5%5. Finalement, on a
P =3935 —3(X134 — 5X5) — 10¥5 = YoXg — 3¥ 134 + 5.

Remarque. 11 est conseillé dans ce type de calcul de vérifier les résultats, en donnant par
exemple a n, Xi,..., X, des valeurs particuliéres.

EXERCICE 2. Soit P = X®+ pX + q € R[X] et a, 3,7 ses racines complexes.

a) Calculer A = (a — 8)%(8 — 7)?(y — @)? en fonction de p et q.

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur p et ¢ pour que P ait
trois racines réelles.

Solution. a) Posons 01 = a+ 3 +7, 02 = a3 + By +ya, 03 = af}y. La relation entre coefficients
et racines d’un polyndme (voir le théoréme 1 page 64) donne o1 =0, 09 = p et 03 = —q.
Comme A est symétrique en «, 3, v, on peut 'exprimer comme un polynéme en oy, 09, 03.
Plutot que de calculer directement ce polynome (les manipulations sont lourdes), nous allons
utiliser une technique dont les calculs sont plus simples.
Supposons dans un premier temps q # 0, c’est-a-dire a3y = o3 # 0, de sorte que «, 3 et vy
sont non nuls. On a (a — 3)? = a? + %2 — 2aB. Or o? + B2 + 42 = 0% — 209 = —2p, donc

2
(a—5)2=—2p—72—2aﬂ=—2p—72+7q-

On montrerait de méme

2 2
B-1?=-2-a?+] et (y-a)?= —2p—/32+ﬁp.
Finalement, on a
2q
2 = —op—g24 2.
H ( 2p —x° + . )
z racine de P
Recherchons un polynome Q dont les racines sont les y = —2p — 22 4+ 2q/ (z = , 3,7).
{ i A Tl {$2 = -p-g/z {0 = 1+p/2*+q/°
-+ Ufr = y y = —p+3g/e z = 3q/(y+p)

2 3
= 1+p(%qp) +4q (%qp) =0 < y*+6py* + P’y + (4p° + 27¢%) = 0.
Donc Q = X* + 6pX? + 9p°X + (4p® + 27¢?). Le nombre A apparaissant comme le produit des
racines de Q, on en déduit A = —(4p® + 27¢°).

Ceci est vrai pour ¢ # 0. Si ¢ = 0, alors une des racines de P est nulle, par exemple «, et
alors A = 8292(B—9)2. Or 6y =0 = B+, donc v = —f et donc A = B4 (26)%2 = 46°. Il ne
reste plus qu’a remarquer que p = 09 = 3y = —f32, et donc A = —4p°.

Finalement, dans tous les cas, A = —(4p® + 27¢?).

b) Le polynéme P € R[X] est de degré impair et admet donc au moins une racine dans R (c’est
classique ! Comme limg ;o P(x)P(—2) = —00, il existe a > 0 tel que P(a) et P(—a) aient des
signes opposés, et P étant continue, il existe € | — a, a[ tel que P(x) = 0 d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires). Notons par exemple « une telle racine réelle. Deux cas se présentent.
Premier cas. 3 et 7y sont réelles. Alors A = (a — 8)%(8 — @)?(y —a)? > 0.
Second cas. 3 et 7y sont non réelles. Alors elles sont complexes conjuguées. Autrement dit,
on peut écrire B =x +iy et y=x — iy avec z,y € R, y # 0. On a alors

A= ((@-B)a=-7) =77 = (la-B8P) @iy)’ = ~t?la - BI* <o0.

Finalement, on voit que P a trois racines réelles si et seulement si A = —(4p* + 27¢%) > 0.
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Remarque. Ce dernier résultat peut également s’obtenir & partir des formules de Cardan
donnant les racines de P en fonction de ses coefficients (voir 'annexe A).

Le nombre A s’appelle le discriminant de P. De maniére générale, pour tout polynome
Q@ de degré n > 2 dont on note x4, ..., x, les racines, le discriminant de @ est défini par

e 2 3 Q \ A 1 A ) N . 1 ‘, A 1 ] hd A ' A - 3
A= HKj(xi —x;)*. Comme A est symétrique en les z;, il s’exprime comme un polynome
en les coefficients de @. On voit par ailleurs que @ n’admet que des racines simples si et
seulement si A # 0.

EXERCICE 3 (IDENTITES DE NEWTON). Soit un entier n > 2. On appelle sommes de
Newton les polynomes

n
P
Sp=>» X! eR[Xy,..., Xn].

i=1
Comme S, est symétrique, il s’exprime comme polynome en les polynomes symétriques
¢lémentaires : S, = ©,(X4,...,%,). On se propose de donner des formules simples per-
mettant de calculer le polynome ®,,.
a) Soit (z1,...,%,) € R™. Pour tout p € N*, on pose s, = > r , x? et pour tout i, on
pose 0; = X;(zy,...,Zy), 0f = (—1)*0;. Soit P = [[i—,(X — ;). En partant de I'identité

(2
[ e )
P'=3" | x—;» montrer

Vk, 1<k<n-1, Si—%1S 1+ -+ (D15 18+ (-1)*k8; =0. (%)

b) Pour tout p € N, donner une relation entre Sy, 15, Spip—1,-- -, p.

Solution. Ona P = X"+ 0/ X" ' +... 40/ X + o’ Pour tout i, la division euclidienne de
P par X — z; donne
| o
X — ZTr;

= X" (@i + o)) X"+ (2 + 01w+ 0) XM -
o4 (a:?_l s o’lx?_Q + 0l 9T+ Oh ). (xx)

En sommant 1’égalité (xx) pour 1 <7 < n, on trouve

n
P i = i
P/:ZX_xiann 1+(51+n0"1)X"2+(32+0-/181+n0./2)Xn .3+

i=1
oot (Sp_1 + O 8po+ -+ 05 _o81 + 100 _4).
Or on sait que P/ = nX" ! 4+ (n — 1)o{ X" 2 + ... 4+ 0/,_,. En identifiant les coefficients, on
trouve
Vk,1<k<n-—1, 8;+8p_10]+-+810%_1+ko}=0.

Autrement dit, si P, =85, —Sp_12X1+-- -+(—1)k_1812k_1 +(—1)’“k2k, on a Pk(.’lfl, <o ,ZEn) =0,
et ceci pour tout (z1,...,2,) € R"?, donc P, =0 (1 <k <n—1) d’on le résultat.

b) II suffit de remarquer que

V’i, x§+n+alll_§r+n—1+“.+a;_1xz}+l+0_

1P _ P _
i n®; = o3 P(xi) =0,
et en sommant cette égalité pour 1 <7< n:
Spin + O Spin—1+ -+ 0y _18ps1 + 0y5p = 0.
Ceci étant vrai pour tout (z1,...,zn) € R?, on en déduit que

Sp+n = 2:lszﬂ—'rz—l +---4+ (-1)n_12n—18p+1 + (—1)nEnSp =0

Remarque. En procédant par récurrence sur p, ces formules permettent de trouver fa-
cilement les polynomes en ¥y,...,%, égaux a S,. Elles peuvent en particulier s’inverser
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(pour 1 < p < n), ce qui prouve que les 3; (1 < i < n) s’expriment comme des polynomes
en les S; (1 <i < n). Donc tout polynome symétrique de R[X7, ..., X,] peut s’exprimer
comme un polynéme en les sommes de Newton S7,...,5,.

5. Problémes

PROBLEME 1 (TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE D’UN POLYNOME). On se fixe un
entier n > 1 et on note w = >/,
a) Pour tout polynome P € C[X], on définit les polynomes

Fa(P) = nip(wk)xk et Fa(P)= ni:P(w_k)X’“ € C[X].

Si P € C[X] et deg(P) < n — 1, montrer que F,[Fa(P)] = nP.
b) Conséquence. Soit P € Z[X] vérifiant

(i) VjeZ,|PW) <1 (1) Jk€{0,1,...,n— 1} tel que P(w*) =0.
Montrer que (X™ — 1) divise P.

Solution. a) Ecrivons P =ap+ a1 X 4+ -+ + a1 X" 1. Si 0 < k < n — 1, le coefficient de X*
dans F 4[F4(P)] est

n—1 n—1 [n—1
[Fa(P)(w™™) = Z P)w k=" lz aiwif} w Ik

n—1 n—1
= E aiw R = E a; E (WFy | . (*)
0<i,j<n—1 i=0 3=0

Lorsque 0 < i < n— 1, £ = wF est une racine n-iéme de 'unité égale a 1 si et seulement si
i =k, donc

n—1 i %
Z(wi_k)j _ 0 S1 2 # k
- n sii=k

Ainsi, (%) s’écrit [F4(P)](w™") = na. Donc

n—1 n—1
FalFa(P)] = Y [Fa(P)(@w ™) X* =Y napX* =nP.
k=0 k=0

b) Commengons par effectuer la division euclidienne de P par X" —1: P = (X" - 1)Q + R,
deg(R) <n—1et (Q,R) € Z[X] (le quotient et le reste sont a coefficients entiers car X™ — 1 est
unitaire, voir la remarque 3 de la partie 1.3 — page 58). Pour tout entier j, on a P(w’) = R(w’)
dont R vérifie également (i) et (ii). Or deg(R) < n — 1, donc d’apres a),

n—1 ;
| Fa(R)](w™)
=17, rm) =Y PN (4
=0
Or Fa(R)(w™) = ") R(wh)w™, donc | Fa(R)(w™)| < 21 |R(WY)], et R vérifiant (i) et (ii),
cette derniére inégalité entraine
Fa(R)(w™)

n—1
< 1
- = < (kokok)

n




88 2. CORPS, POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

D’aprés (xx), comme R est a coefficients entiers, on a 1 Fy(R)(w™) € Z, donc d’aprés (sxx),

%]—‘d(R)(w_j) =0, et ceci pour tout j, 0 < j < n—1. De (xx) on en déduit R =0 et donc X" —1
divise P.

PROBLEME 2. 1/ Soit P € C[X] tel que Vn € N, P(n) € Z.
a) Montrer que P € Q[X].
b) Plus précisément, si d = deg(P), montrer que d!P € Z[X].

2/ Soit F € C(X) une fraction rationnelle telle que pour tout entier n € N qui n’est pas
un pole de F, F(n) € Q. Montrer que F € Q(X).

3/ Soit F' € C(X) une fraction rationnelle vérifiant : pour tout entier n € N qui n’est pas
un pole de F, F(n) € Z. Montrer que F est un polynome de Q[X].

Solution. 1/ a) Si P est constant, le résultat est évident. Sinon d = deg(P) > 1. Considérons

X —
les polynoémes d’interpolation de Lagrange Ly = H ( A Z) pour 0 < k < d, de sorte que si
();;Ed
jeN0<j<d Lp(j) =0si j # ket Lg(k) = 1. Le polynoéme Q = ZZ:O P(k)Ly prend les
mémes valeurs que P aux d+ 1 points 0,1,...,d. Autrement dit, P — () s’annule en d + 1 points.
Or deg(P — Q) < d, donc P —Q =0, et donc P = Q = 3¢_, P(k)L;, € Q[X] car P(k) € Z et
L e Q[X]

|
b) 1l suffit s’écrire d! L, = (—l)d_kL H (X =) =[=1"* (d) H (X —1) € Z[X]
k!(d_k)!ogigd k s
i£k itk

donc d' P = Y¢_, P(k) - d' L, € Z[X].
Remarque : On ne peut pas faire mieux. Par exemple, P = X(X —1)--- (X —d+1)/d! est de
degré d et vérifie Vn € N, P(n) € Z.

2/ Nous allons montrer le résultat plus fort suivant : si F' € C(X) est tel que F(n) € Q pour
une infinité d’entiers naturels n, alors F' € Q(X).

En notant F = P/Q la forme réduite de F, ou P et @ € C[X] sont premiers entre eux,
nous allons prouver le résultat par récurrence sur r = deg(P) + deg(Q) (si F =0, il n’y a rien a
montrer).

Lorsque r = 0, P et @ sont constants et le résultat est évident.

Supposons le résultat vrai jusqu’au rang r — 1 et montrons le au rang r. Quitte a considérer
1/F, on peut supposer deg(P) > deg(Q). Soit a € N tel que P(a)/Q(a) € Q. Notons

Qw]—q@ Q)X —a)

On a P* € C[X] et deg(P*) < deg(P). De plus G(n) € Q pour une infinité de n € N. On
peut donc appliquer I’hypothése de récurrence qui entraine G € Q(X). Donc F = (X —a)G +
P(a)/Q(a) € Q(X).

3/ Daprés 2/, F € Q(X). Ecrivons F = E + P/Q, on E, P et Q sont des polynomes de
Q[X] avec deg(P) < deg(Q). Soit a € N* tel que aF € Z[X]. Comme deg(P) < deg(Q) on a
lim,, 4o, P(n)/Q(n) = 0 et donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N, |aP(n)/Q(n)| < 1.
Or aF € Z[X], donc pour tout n € N;n > N, aP(n)/Q(n) = aF(n) —aE(n) € Z. On en déduit
P(n) =0 pour tout n € N tel que n > N. Ceci implique P =0 et donc F = E € Q[X].
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PROBLEME 3. Soit P=X"+a; X" 1+ ---+ap,_1 X +a, € C[X]. On note p > 0 le plus
grand des modules des racines de P, et on suppose que les a; ne sont pas tous nuls, de
sorte que p # 0.

1/ a) Montrer que p < sup{1,> ", |a|}.

b) Montrer que p < 14 supyc;<p, |ail.

2/ a) On pose f(z) = 2" — (|la| 2" " + -+ + |an—_1| 2 + |an|) . Montrer que f admet une
unique racine strictement positive «, que si 0 < z < «a alors f(z) < 0, et que si z > «
alors f(x) > 0. Prouver ensuite (21" —1)a < p < a.

b) Si R = sup,;, |ax|'/¥, montrer R/n < p < 2R.

Solution. 1/a) Si p < 1, c¢’est terminé. Sinon, considérons @ € C une racine de P telle que

|a| = p. L’égalité P(a) = 0 s’écrit aussi @ = —a;a™ ! —--- — a,_1a — ay, donc
. a2 (n—1 Qn
=S = o a2 gn-1’

ce qui entraine
a
p=lal < farl + 120+ oo Jonh
Comme p > 1, on en déduit p < |aq| + |ag| + - - + |ay].
b) Si p <1, c’est terminé. Sinon, en posant @ = sup;<;<,, |a;|, 'inégalité (*) entraine
+oo 4

a a
1’5‘1+;+"'+pn—1 <a Z

L. D
PP 1=1/p

p=0
etdoncp—1<adounp<l+a.

2/a) La fonction g(z) = f(x)/z™ est croissante (somme de fonctions croissantes) strictement sur
10, +00[. De plus, lim, g+ g(z) = —00 et lim, 1 g(z) = 1. Ceci montre qu’il existe a > 0
et b > a tels que g(a) < 0 et g(b) > 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
donc @ > 0 (compris entre a et b) tel que g(a) = 0. Comme g est strictement croissante, on a
g(z) <0 pour 0 <z < aet g(x) >0 pour z > . Comme f(x) = 2"g(z), on en déduit
fla)=0, f(z)<Opour0<z<ca, f(x)>0pourz>a. (k%)
Ceci étant, I'inégalité (x) entraine f(p) < 0, d’oil on tire p < a d’aprés (k).
Il reste & prouver I'inégalité (21/™ — 1) a < p. L’expression des coefficients d*un polynome en

. . n
fonction de ses racines montre que |ag| < k pk pour 1 < k < n, donc

n n
n—k Z N\ k. n—k _ n n
ce qui entraine

Vz > 0, f@)=z"—-((p+z)"—2z") =22" — (p+2)".

P
21/n _ 1

Le terme 22" — (p+ )" s’annule lorsque 21/ng = p 4z, ’est-a-dire lorsque = = . Ainsi,

F i <L> > 0 et on en déduit grace a (x*) que > a, ou encore p > (21/" — 1) .

—
21/n _ 1 21/n _ 1

b) Pour montrer p < 2R il suffit de montrer a < 2R d’aprés la question précédente. En vertu de
'assertion (#x), on se raméne donc a prouver que f(2R) > 0. Par définition de R, on a |az| < R*
pour tout k, 1 <k < n. Si 7 =2R, on a donc |ag|r" % < r"/2F, d’on

1 |
o1 P! 4+ + |an-1| r + an] < 7™ (§+"'+2_"> =

d’ou f(r) = f(2R) > 0.
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Montrons R/n < p. On a vu plus haut que |ai| < (Z)Pk pour 1 < k < n. Or (Z) -

|ak|1/k

n---(n—k+1)/k! < nk, donc |ax| < nFpF, doncsi 1 <k < n, < p, d’ou le résultat.

PROBLEME 4 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le but du probléme est de
prouver que tout polynome de C[X] de degré > 1 admet au moins une racine dans C,
c’est-a-dire que le corps C est algébriquement clos.

1/ Premiére méthode. Soit P € C[X], unitaire, deg(P) > 1.
a) Montrer qu'il existe 2y € C tel que |P(20)| = inf.ec |P(2)].
b) Montrer que P(2) = 0.

2/ Seconde méthode. Soit P € R[X] unitaire, d = deg(P) = 2"q avec ¢ impair et d > 1.
On veut montrer par récurrence sur n € N que P admet au moins une racine dans C.
a) a) Montrer le résultat pour n = 0.

3) Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n— 1. On sait (voir le théoréme 5 page 66)
qu’il existe une extension de corps K de C et zy,...,24 € K tels que P = ngl(X — ;).
Pour tout ¢ € R et pour 1 <i < j < d, on pose y; ;(c) = x; + z; + cx;x;. Montrer que
pour tout ¢ € R, il existe (i, j.) tels que y;, ;. (c) € C.

7) Montrer qu’il existe ¢ € R tel que z;. + v, et z;. ;. € C. Conclure.

b) En déduire le théoréme fondamental de 1’algébre.

Solution. 1/ a) Ecrivons P = X" + a; X" 1 4+ ... 4+ any X + ap. Pour tout 2 € C*, on a
P(2) =2"(1+ %2 +---4+ %), donc lim, 4 o [P(2)| = 400, et donc il existe M > 0 tel que pour
tout nombre complexe 2 tel que |2| > M, on ait |P(z)| > |P(0)|. Ceci entraine

SElPEM = &F 1P
;gcl (2)] IZIIISIMI (2)]

Or K = {2z € C| |z| £ M}, fermé borné de C, est compact, et I’application z — |P(z)| étant
continue, il existe 2o € K tel que |P(20)| = inf,ex |P(2)|. On a donc |P(20)| = inf,ec |P(2)|.

b) Raisonnons par I’absurde. Si P(2y) # 0, posons

Ici, bp = Q(0) = 1 et by # 0, donc k = inf{i € N, 1 < i < n | b; # 0} existe bien. On peut
d’ailleurs écrire
Q(2) =14 be2*(1 + ¢(2)) avec lim (p(z) =
Soit 7 > 0 tel que |¢(2)| < 1/2 pour |z| < r. Ecrivons by = |bi|e?, 8 € R. Soit 2z = re~#0+m)/k
On a
Q(2) =1 — |b|r* (1 + (2)).
Quitte a diminuer r > 0 on peut supposer |bx|r* < 1, et donc

1 1
Q)] < 1 = [be|r"| + [brr¥eo(2)] < (1= [brlr®) + 5 [bxlr® =1 — Slow|r* < 1.
Ceci prouve que |P(z + 20)|/|P(20)| < 1, donc que |P(z + 20)| < |P(20)|, ce qui est absurde car
|P(20)| = inf,ec |P(2)]. On a donc bien P(zp) = 0.

2/a)a) Sin =0, alors deg(P) = ¢ est impair. Le polynome P étant a coefficient réels et unitaire,
P(z) est équivalent a z? lorsque & — 400 ol lorsque £ — —o0, donc ¢ étant impair,

lim P(:L‘) et zglzloop(x) = —00.

r—+
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On en déduit qu’il existe a € Rt tel que P(a) > 0 et P(—a) < 0. La fonction polynéme P
étant continue sur R, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € | — a, a| tel que
P(c) =0. Do a).

) Fixons ¢ € R. Soit Q = H1§i<j§d(X — 4ii(c)). Les coefficients de @ sont des polynomes
symétriques a coefficients réels en les x;, et donc (voir le théoréme 1 page 84) ce sont des poly-
nomes a coefficients réels en les fonctions symétriques élémentaires des x;, qui sont eux mémes
les coefficients de P donc réels ; ainsi, les coefficients de @ sont réels, ¢’est-a-dire @ € R[X].

On a deg(Q) = Card{(i,j), 1 <i<j<d}=37_,(j—1)=d(d—1)/2=2""1¢(d - 1), on
q(d — 1) est impair (car ¢ est impair et d est pair). On peut donc appliquer & @ ’hypothése de
récurrence, ce qui entraine l’existence de (i, je) tel que y;. j.(c) € C.

7) Notons T' = {(i,j) € N2,1 < i < j < d}. D'aprés la question (), on peut construire une
application R - I' ¢+ (i, jc) telle que pour tout ¢ € R, ¥, j.(¢) € C. Comme R est infini
et I fini, cette application n’est pas injective donc il existe (e,d) € R? avec ¢ # ¢, tels ques
(ic,Je) = (i¢, Jer ). Posons (r,s) = (ic, je). Du fait que

(z +z,) + c(zpxs) €EC et (2 + 25) + d(zrz) €C

avec ¢ # , on tire S = 2, + x5, € C et P = x,2, € C. Les éléments , et s sont donc les
racines de X2 —SX + P ¢ C[X]+, ce qui permet facilement de conclure que z, € C et z; € C.
Le polynome P a donc au moins une racine complexe (on en a méme trouvé deux, z, et xs).

b) Le raisonnement par récurrence de a) prouve que tout polynéome a coefficients réels a au moins
une racine dans C. On veut maintenant prouver le résultat dans C[X]. Soit F = Z?:O aiX' €
C[X]. On pose F = Zfzo @ X", et on voit que P = FF € R[X]. Le polynéome P admet donc au
moins une racine complexe «, donc F(a)F(a) =0, et donc F(a) =0 ou F(a) =0. Si F(a) =0,
¢’est terminé, sinon F(a) = 0 donc F(@) = 0, d’ou le résultat.

Remarque. La deuxiéme méthode, plus longue, présente 'avantage de n’utiliser qu’une
simple conséquence de la topologie : tout polynome de R[X] de degré impair admet une
racine réelle, résultat connu au dix-huitieme siécle.

PROBLEME 5. Soit P € R[X] un polynéme non constant tel que
Vne N, Im e N, P(n) = m>.

1/a) Pour toute suite réelle u = (uy,)nen, on note Au = (Auy,)nen la suite définie par
A, = Uy —Uy,. Ainsi défini; A est un endomorphisme sur Ie.v. des suites réelles. D’apreés
les hypothéses, il existe une suite (f,)nen d’entiers naturels tels que P(n) = f2 pour tout
n € N. En notant p = deg P > 0, montrer que pour tout k € N, AFf, = O(n?/27%).

b) Montrer que APf,, est nulle a partir d’un certain rang, et en déduire la forme de la
suite (f) a partir d’un certain rang.

2/ En déduire qu'il existe Q € R[X] tel que P = Q.

Solution. 1/a) On écrit d’abord P sous la forme P = agXP 4+ a; XP~1 4 --- + a, avec ag # 0.
Comme P est positif sur N on a forcément ag > 0. On écrit ensuite

a ap\1/2

Yn € N*, fn = \/P(n) = nP/? (a0+—1+---+—’;) = nP2g(1/n),

n n
oit g(u) = (ag+aju+---+a,uP)/? est définie et de classe C* sur un voisinage de 0, donc admet
un développement limité en 0 de la forme g(u) = by +byu+- - - +bp_1u* "1+ O(uF). Ainsi, lorsque
n est suffisamment grand, on peut écrire

k—1 _
fum Dby 4 Ol ),

Jj=0
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donc
k—1

AFf =" b A*@PP7) + O(mP27F).
3=0
Nous allons prouver que pour tout a € R, A*n® = O(n®~F) ce qui prouvera le résultat souhaité
compte tenu de D'estimation précédente. On procede par récurrence sur k. Pour k = 0 c’est
immédiat. Supposons le résultat vérifié pour k et montrons le pour k + 1. On écrit d’abord
(n+1)* —n* =n%hy(1/n) ot he(u) = (1+u)* —1 est de classe C*° sur un voisinage de 0, nulle
en 0, donc on peut écrire ho(u) = cju + - - - + cpu* + O(uF*1), donc

k
Aktlpa — Ak((n + l)a _ na) — ch Ak(na—j) + O(na—k—l).
=1
L’hypothése de récurrence entraine A¥(n®=7) = O(n®7=*), on en déduit que chaque terme de
la somme précédente est un O(n®~*-1), donc AFH1n® = O(n®*-1), ce qui achéve la récurrence.

b) Comme (f,) est une suite d’entiers, la suite (AP f,) également. Or AP f, = O(n"P/2) d’aprés la
question précédente, donc (AP fy,) converge vers 0, et comme cette suite est entiére, elle est nulle
a partir d’un certain rang N. Or une suite (up)p>n verifiant APu, = 0 est forcément une suite
polynomiale de degré < p. En effet, les suites (u,)n>n vérifiant APu = 0 suivent une récurrence
linéaire d’ordre p, donc elles forment un R-espace vectoriel de dimension p. Par ailleurs toute
suite polynomiale (u,) de degré < p vérifie APu,, = 0 (immédiat par récurrence sur p, car si
vp, = F(n) est polynomiale de degré d alors Av, = vpy1 —vp = F(n+1) — F(n) est polynomiale
de degré d —1), et comme les suites polynomiales de degré < p forment un e.v de dimension p on
a bien déterminé I’ensemble des suites possibles. Donc (f,)n>n est polynomiale de degré < p.

2/ La question précédente assure Pexistence de Q € R[X] tel que f, = Q(n) pour n > N. On a
ainsi P(n) = Q?(n) pour tout entier n > N, donc le polynome P — Q? s’annule une infinité de
fois, donc est nul, donc P = Q? est bien le carré d*un polynome.

Remarque. Le polynome @ vérifie également Q(n) € Z pour tout n € N donc d’aprés la
partie 1/ du probléme 2 page 88, on a d!Q € Z[X], ou d = deg Q.

Nous aurions pu résoudre 1/a) en prouvant que f(z) = /P(x) vérifie, pour z as-
sez grand, l'existence de 6 € [0,1] tel que A¥f(z) = f®(x + nb) (en procédant par
récurrence sur k a partir de égalité des accroissements finis), puis en montrant que
f®(z) = O(aP/>~*) (par exemple par récurrence sur k en dérivant k fois Pégalité f2 = P).

PROBLEME 6 (EXISTENCE DE NOMBRES TRANSCENDANTS, NOMBRES DE LIOUVILLE).
On rappelle qu’un nombre complexe « est algébriqgue sur Q si il existe un polynome
P € Z[X] non nul, tel que P(a) = 0. Dans le cas contraire, « est dit transcendant. On se
propose de prouver par deux méthodes différentes ’existence de nombres transcendants.

1/ Méthode non constructiviste. Montrer que ’ensemble des nombres réels algébriques sur
Q@ est dénombrable. Conclure.

2/ Méthode constructiviste. a) Soit a € R algébrique sur @, racine de P € Z[X], deg(P) =
n > 0. Si a € Q, montrer que

p
a_._

(a4
q n

Ja >0, Y(p,q) € Z x N, Zq

(Indication. On pourra remarquer que ¢"P(p/q) € Z.)
b) (Nombres de Liouville). Soit a € R, a € Q, tel que

1
a-£|<_
q

Vk € N*, 3(p,q) € Zx N*,q > 2 tel que 7
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(a est appelé nombre de Liouville). Montrer que a est transcendant.
c) Montrer que a = :23 10~ est un nombre de Liouville.

Solution. 1/ Pour tout n € N* notons Z,[X] = {P € Z[X] | deg(P) < n}. L’application
Zr & Z,[X] (ao,...,an) = ag + --- + @, X™ est bijective. Ainsi, Z"*! étant dénombrable,
Zn|X] est dénombrable, et donc Z[X] = UpenZp[X] est dénombrable (réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables).

Pour tout P € Z[X], deg(P) > 1, ’ensemble noté R(P) des racines de P est fini. Si A désigne
I’ensemble des nombres réels algébriques sur @, on a donc

A= |J R(@P)
PEZ[X)
deg(P)>1

et donc A est dénombrable (réunion dénombrable d’ensembles finis).
L’ensemble des nombres réels n’étant pas dénombrable, on en déduit qu’il existe dans R des
nombres transcendants.

2/ a) On a P(a) =0 et P n’a qu’un nombre fini de racines, donc
(3n>0),Vzea—na+n,xz#a, Pzx)#0.

Si p/q € [a—n,a+ 1], alors p/q # a (car a ¢ Q par hypothése), donc P(p/q) # 0.
Or ¢q"P(p/q) € Z, et ce terme étant non nul, |¢"P(p/q)| > 1. D’aprés l'inégalité des

accroissements finis, si M = sup,¢(q—p.atq) | P'(Z)], on a
p 1 p 1
= >—|Pl=]|> .
! M ‘ <q>‘ - Mgr

P(E)]= 1P (5) -] <

Si p/q & la —n,a+ 1), alors [p/q —a| > >n/q".
On conclut de tout ceci que o = inf{1/M,n} convient.

<M

donc ‘B —a
q

b) Supposons a algébrique. D’aprés la question précédente,

p

o
a—=—| > —.
= n

dn € N* 3a > 0,V(p,q) € Z x N*, 2| 2 7
Fixons k € N*, k > n, tel que 2" % < a. Par hypothése, il existe (p,q) € Z x N*, ¢ > 2, tel que
la —p/q| < 1/¢*. On a donc a/q" < |a —p/q| < 1/¢*, donc a < ¢"F < 2% < @, ce qui est
absurde. Le nombre réel a est donc transcendant.

c¢) Le développement décimal de a n’est pas périodique, donc a ¢ Q.
Soit n € N*. Le nombre p = 10™(3_1_, 107%') est un entier > 2, et avec ¢ = 10™, on a

P ! . 1 Ao Ll e il
n — 1077,77. lo—k — lonn.—k. < 10n—k =
ap > > ks 3 k=)

a — —
k=n+1 k=n+1 k=n+1

(lorsque k > n + 1 nous avons utilisé la majoration nn! — k! =nlln — (n+1)---k] < n —k).
Ainsi, on a

1
a— B a-— B < =
q q q
et ceci est possible pour tout n € N*. Finalement, le réel a un nombre de Liouville, donc trans-

cendant.

q" <1, c’est-a-dire

Remarque. Le résultat 2/ date de 1844 et est historiquement la premiére preuve d’exis-
tence de nombres transcendants. Il n’admet pas de réciproque. Par exemple, 7 est trans-
cendant, et on sait que |1 —p/q| < 1/¢™1°* n’a qu’un nombre fini de solutions (Zeilberger,
Zudilin, 2020). Ainsi 7 n’est pas un nombre de Liouville.

La preuve 1/ est plus récente. Les notions d’équipotence introduites par Cantor datent
en effet de la fin du XIX-ieme siécle.
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S'il est relativement simple, avec 2/, de construire des nombres transcendants, il est
beaucoup plus difficile de dire si un nombre donné est transcendant ou non. Le sujet
d’étude 2 page 107 démontre que e et 7 sont transcendants.

PROBLEME 7 (NOMBRES ALGEBRIQUES). Soient K et L deux corps commutatifs, K étant
un sous-corps de L. On dit que a € L est algébrique sur K s’il existe P € K[X], P # 0,
tel que P(a) = 0.

1/ Pour tout a € L, on pose K[a] = {P(a) | P € K[X]} et I, = {P € K[X] | P(a) = 0}.
a) Soit a € L algébrique sur K. Montrer que Kla| est un corps, et que ¢’est un K-espace
vectoriel de dimension finie.

b) Montrer que si le K-espace vectoriel K[a] est de dimension finie, alors @ est algébrique

sur K.

2/ SiK; C Ky sont deux corps commutatifs, on note [Ks : K;] € N*U{+00} la dimension
de Ky considéré comme un Kj-espace vectoriel.
a) Soient K; C Ky C Kj trois corps commutatifs. Montrer I’équivalence

([KQ : Kl] < 400 et [K3 : KQ] < +OO) = ([Kg : Kl] < +OO)
b) Soit ay,...,a, € L. On rappelle que la notation K(ay,...,a,) désigne le plus petit
sous-corps de L contenant K et aq,...,a,. Montrer que ay,...,a, sont algébriques sur K
si et seulement si [K(ay, ..., a,) : K] < 400.
c) Montrer que A, I’ensemble des nombres algébriques sur K, est un corps.

3/ Si L est algébriquement clos, montrer que A est algébriquement clos.

Solution. 1/a) Comme I, est un idéal non nul de Panneau principal K[X], donc il existe un
unique polynéome P € K[X] unitaire tel que I, = (P).

Le polynéme P est irréductible dans K[X]. En effet, si P = QR avec Q, R € K[X], alors
0 = P(a) = Q(a)R(a) et donc Q(a) = 0 ou R(a) = 0, donc Q ou R appartient a I, = (P)
donc deg(Q) > deg(P) ou deg(R) > deg(P), ce qui prouve l'irréductibilité de P. (P s’appelle le
polynome minimal de a, deg(P) le degré de a).

L’application ¢ : K[X] - L F ~ F(a) est un morphisme d’anneaux. Or Ker ¢ = I, = (P),
donc Im ¢ = Kla] est isomorphe a K[X]/(P). Le polynome P étant irréductible, ¢’est donc un
corps (voir proposition 4 page 65) de dimension deg(P) en tant que K-espace vectoriel.

b) Soit n la dimension du K-espace vectoriel K[a]. La famille (1,a,...,a™) constitue un systéme
de n + 1 vecteurs de K[a], ces vecteurs sont donc liés. Autrement dit, il existe zg,...,z, € K
tels que zo + z1a + --- + xpa™ = 0, avec les (2;)o<i<n non tous nuls. Donc si P = Z?:O z; X?,
P(a) =0 et P # 0. Donc a est algébrique sur K.

2/a) Condition nécessaire. [Ka : Ki] < +00 donc K est isomorphe comme Kj-espace vectoriel a

Ko:K & . c 1 s K3:K.
K[1 K1l e meme K3 est isomorphe comme Ka-espace vectoriel a K[2 sKa]

, a fortior: isomorphe
< 1 Ka:K . .
comme Kj-espace vectoriel a K5 * 2] (comme Ky C Ko, tout isomorphisme de Ka-espace vecto-
riel est un isomorphisme de Kj-espace vectoriel), donc isomorphe comme Kj-espace vectoriel a
Ks:K . 3 Ko:K;]-[K3:K:
(IK[1 2Kil)Ka:Kal qonc a K[1 2Kl sl hone K3 : Ki] = [K3 : Ko - [K2 : Kq] < +00.
Condition suffisante. Ko C K3 donc [Ka : Kq] < [K3 : K] < +00.
Montrons maintenant [K3 : Ko] < 400. Comme [K3 : K;] < 400, il existe une base finie
€1,...,e, du Kj-espace vectoriel K3. On remarque alors que eq, ..., €, est une famille génératrice
finie de K3 vu comme un Ky espace vectoriel. Donc [K3 : Ko] < +00.

b) Condition nécessaire. Procédons par récurrence sur n € N*, Pour n = 1, ¢’est une conséquence
de 1/. Supposons le résultat vrai au rang n, montrons le au rang n + 1. D’aprés ’hypothése de
récurrence,

K(ai,...,an) : K] < +o0. (%)
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L’élément a,41 est algébrique sur K, a fortiori sur K(ay,...,a,). Le résultat 1/ reste évidemment
vrai si on remplace K par K(aq,...,a,) CL, donc

K(ay,---,an)(ant+1) : K(ay,...,a,)] < +00.
Or K(ai,...,an)(ant+1) = K(ai,...,ant1), donc cette derniére assertion s’écrit
[K(a1,...,an+1) : K(a,...,an)] < 4o00. ()

De (*) et (**), on tire d’aprés 2/ a) [K(ag,...,a,+1) : K] < 400, d’on la condition nécessaire.
Condition suffisante. Pour tout i, K[a;] C K(a;) C K(ay,...,a), donc K[a;] est un K-espace
vectoriel de dimension finie, et donc a; est algébrique sur K d’apres 1/b).

c) Soient (z,y) € A%2. On a K(z —y) C K(z,y) donc comme [K(z,y) : K] < 400, on a [K(z—y) :
K] < 400, et donc z —y € A d’aprés 2/b). De méme si y # 0, comme K(zy~!) c K(z,y), on
tire zy~! € A. Finalement, A est un corps.

3/ Soit P = ap+ a1 X +---a,X" € A[X], P # 0. Le corps L étant algébriquement clos,
il existe @ € L tel que P(a) = 0, et donc d’aprés 1/a) appliqué au corps K(ay,...,ay),
K(ag, . . .,a,)[a] est un corps (donc égal a K(ao, ..., a,)(a) = K(ag, ..., a,,a)) de dimension finie
comme K(ap, ..., an)-espace vectoriel. Autrement dit, [K(ao, ..., an,a) : K(ao,...,an)] < +o.
Or [K(ap,...,an) : K] < +00 d’apres 2/b), donc d’apres 2/a), [K(ao,...,an,a) : K] < +o0, et
donc a € A d’aprés 2/b), d’ou le résultat.

Remarque. En particulier, ’ensemble A des nombres complexes algébriques sur Q est
un corps algébriquement clos. On Pappelle la cléoture algébrique de Q (c’est la plus petite
extension de Q algébriquement close).

PROBLEME 8 (THEOREME DE KRONECKER). Soit P € Z[X] un polynéme unitaire de
degré n > 1 et irréductible dans Q[X]. On suppose que toutes les racines de P sont de
module < 1. Montrer qu’alors P = X ou bien il existe k € N* tel que P | (X* —1).
(Indication. On pourra utiliser le résultat suivant, conséquence d’un exercice du tome
d’Analyse : Si @ € R\ Q, alors (Ve > 0,3n € N¥), |e?™a — 1| < ¢.)

Solution. Soient a, ...,y les racines de P. Notons a € Z le terme constant de P. Le polynome
P étant unitaire, on a aq---a, = (—1)"a. S’ existe i tel que |a;| < 1, par exemple |aq| < 1,
alors |a| = || - |a2---an| < |ai1| < 1, et comme a € Z, a = 0. Donc X divise P, et P étant
irréductible et unitaire, P = X.

Dans le cas contraire, on a |a;| = 1 pour tout i. Considérons pour tout entier k > 1

T, = (of —1)(e§ —1)--- (o — 1).

Pour tout k, m s’écrit comme un polynome a coefficients entiers symétrique en les o, et donc
7k € Z d’aprés la remarque 4 page 84. Nous allons montrer qu’il existe k tel que m = 0. Comme
|a1| = 1, il existe § € R tel que oy = €2, Si 6 € Q, alors il existe k € N* tel que kf € Z, donc
af = ™% — 1 donc m = 0. Sinon, § € R\Q. Compte tenu de la majoration |af — 1| < 2,
'expression de m, entraine |mg| < |af — 1] - 2771 Or 8 € R\Q donc (on utilise I'indication) il
existe k € N* tel que |of — 1| < 217", ce qui entraine |7;| < 1 et comme 7 est un entier, on a
forcément m, = 0.

11 existe donc k € N* tel que 7 = 0, ce qui entraine ’existence de 7 tel que af = 1, par
exemple af = 1. Soit X* —1 = P; - -- P, la décomposition de X* —1 en polynomes irréductibles
unitaires de Q[X]. Comme oy est racine de X* — 1, il existe i tel que P;(ay) = 0, par exemple
Py(aq) = 0. Ainsi, Py et P ont @ comme racine commune et ne sont donc pas premiers entre
eux dans Q[X] (Pégalité de Bezout UP; + VP = 1 appliquée & a; méne a une contradiction).
Ces polyilﬁmcs, étant de plus irréductibles et unitaires, sont donc égaux. En définitive P = Py
divise X* — 1.
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Remarque. Dans le second cas, P est un polynome irréductible dans Q[X] divisant X*—
C’est donc un polynome cyclotomique (voir le probléeme 10).

PROBLEME 9 (THEOREME DE L’ELEMENT PRIMITIF). 1/ Soit K un corps commutatif
de caractéristique nulle (done K est infini) et L un surcorps commutatif de K. Le corps
L est un K-espace vectoriel. S’il est de dimension finie, on va montrer qu’il existe x € LL
tel que L = K[z] = {P(z), P € K[X]}.

a) Pour tout z € L, montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré minimal
M, € K[X] tel que M,(z) = 0 (M, s’appelle le polynéme minimal de x). Montrer que M,
est irréductible dans K[X].

b) On rappelle que pour ay,...,a, € L, K(ay,...,a,) désigne le plus petit sous-corps
de L contenant K et ay,...,a,. Soient z,y € L. On veut montrer qu’il existe z € L tel
que K(z,y) = K(z). On sait (voir le théoréeme 5 page 66) qu’il existe un surcorps M de
L, commutatif, sur lequel M, M, soit scindé. Autrement dit, dans M[X], on peut écrire

M, = H —z;), My = HX y;) (avec z =11,y =1).
7=1

«) Montrer qu’il existe ¢ € K* tel que les nombres z; +ty; (1 <i <p, 1 < j < q) soient
deux a deux distincts.

) On pose z = x+ty. Montrer le pged de M, (X) et M,(z—tX) dans K(2)[X] est X —y.
7) Montrer que K(2) = K(z,y).

c) Montrer qu’il existe € L tel que L = K[z].

2/ Montrer que ce résultat reste vrai si K est fini.

Solution. 1/a) Si n désigne la dimension du K-espace vectoriel L, les n+ 1 vecteurs 1,z,...,2"

de L sont linéairement dépendants sur K. Donc il existe P € K[X], P # 0, tel que P(z) =

Donc I = {P € K[X] | P(z) = 0} est différent de {0}. L’ensemble I, étant un idéal de
l'anneau principal K[X], il existe M, € K[X], unitaire, tel que I, = (M,). Tout polynéme P
unitaire s’annulant en x est donc un multiple de M. Ceci suffit pour affirmer que M, est 'unique
polynome unitaire de plus bas degré s’annulant en .

Supposons M, = PQ avec P,Q € K[X]. On a P(z)Q(z) = Mz(xz) = 0 donc P(z) = 0 ou
Q(xz) = 0, donc deg(P) > deg(Mz) ou deg(Q) > deg(M:), et donc M, est irréductible dans
K[X].

b) «) Les z; sont distincts. En effet, M, étant irréductible, M, et M, sont premiers entre eux
dans K[X] (car deg(ML) < deg(M,) et M. # 0, K étant de caractéristique non nulle). Donc il
existe U,V € K[X] tels que UM, + VM, =1, égalité qui vaut aussi dans M[X]. Les polynomes
M, et M}, sont donc premiers entre eux dans M[X] et n’ont donc aucune racine commune dans
M. On en déduit que M, n’a que des racines simples et les x; sont donc distincts. De méme, les
y; sont distincts.

Soit

Bi — Lii
'= { 2 1<j#34 < q}
Y — y]
L’ensemble I' est fini et K est infini, donc il existe ¢t € K*, t € I'. Ainsi choisi, ¢ convient (I’égalité
x; +ty; = Ty + tyj entraine en effet t € T'si j # j et i =4 si j = j').

f3) Plagons nous pour commencer dans M[X]. Soit @ € M une racine commune de M,(X) et
M, (z —tX). Il existe j tel que a = y; et il existe ¢ tel que 2z — ta = x;, et donc z = x; + ty;. Or
par définition, 2 = x1 +ty; donc d’aprés a) x; = 1 et y; = y1, donc a = y; = y. Par conséquent,
dans M, y est la seule racine commune a My (X) et M;(2—tX). Ces polynomes étant scindés sur
M a racines toutes simples, on en déduit que le pged de ces polynémes dans M[X] est X —y ().
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Ceci étant, soit D(X) le pged de My (X) et M, (2 —tX) dans K(2)[X]. On peut écrire
My(X)=Pi(X)D(X) et My(z—tX)=P(X)D(X), avec P, P>eK(2)[X],

ot P; et P sont premiers entre eux dans K(z)[X]. Donc il existe U,V € K(2)[X] tels que
UP, + VP, =1, égalité qui vaut aussi dans M[X], donc P; et P5 sont premiers entre eux dans
M[X]. Le pged de My(X) et M,(z — tX) dans M[X] est donc D(X), d’on le résultat demandé
d’apres (x).

v) D’apres 3), y € K(2). La relation z = 2 — ty montre que = € K(z). Donc K(z,y) C K(2). Or
z =z +ty donc K(z) C K(z,y). Finalement, on a prouvé que K(2) = K(z,y).

c¢) L’utilisation du résultat 1/b)y) permet de montrer par récurrence sur m que si ay,...,an, € L,
alors il existe z € L tel que K(a,...,am) = K(2).

Ceci étant, soit aq, ..., a, une base du K-espace vectoriel L. On a L = K(ay,...,an), et donc
il existe z € L tel que L =K(ay,...,a,) = K(z).

I reste & montrer que K(z) = K[z]. Considérons le morphisme d’anneau ¢ : K[X] —
K[z] P~ P(z). Avec les notations de 1/a), on voit que Kerp = {P | P(z) = 0} = I, = (M,).
Comme ¢ est surjective, K[z] est isomorphe a K[X]/Ker ¢ = K[X]/(Mz) qui est un corps car
M, est irréductible (voir la proposition 4 page 65). L’anneau K[z] est donc un corps, et donc
K(z) c K[z]. L’inclusion réciproque étant évidente, on a montré K[z] = K(z) = L.

2/ Si K est fini, L est fini (c’est un K-espace vectoriel de dimension finie). On sait (voir la
remarque de l'exercice 10 page 10) que (IL*,-) est un groupe cyclique. Soit  ’engendrant. On
voit facilement que L = K][z].

emarque. Cet exercice utilise le résultat suiva u’il est utile de garder en mémoire.
R q Cet tilise le résultat nt, qu’il est utile de gard r

Si P,Q € K[X] et si L est un surcorps de K alors les pged de P et Q
dans K[X] et dans L[X] coincident.

PROBLEME 10 (POLYNOMES CYCLOTOMIQUES). Pour tout n € N* on note U, =
{e?km/n | k € Z} C C. On dit qu’un élément x € U, est une racine primitive n-iéme
de ’unité si z engendre le groupe multiplicatif U,. On note II,, ’ensemble des racines
primitives n-iémes de 'unité, et on définit le polynéme cyclotomique d’indice n par

o, = J] (X -9).

§€lln

1/ a) Calculer @, lorsque p est un nombre premier.
b) Montrer que X" — 1 =[], ®4. En déduire que pour tout n € N*, ¢, € Z[X].

2/ On veut prouver que les ®,, sont irréductibles dans Q[X].

a) Montrer que 'on peut écrire @, = F1Fy - -- F, avec les F; € Z[X], unitaires et irréduc-
tibles dans Q[X] (on pourra utiliser le lemme de Gauss, voir 1’exercice 4 page 62).

b) Soit £ une racine de Fy dans C. Soit p un nombre premier tel que p { n. Montrer qu’il
existe i € N, 1 < i <7 tel que F;(&P) = 0.

¢) Pour tout F = 7" a X* € Z[X], on pose F =" ;ax X* € Z/pZ[X] (T désignant
la classe dans Z/pZ de z € Z). Montrer que pour tout F € Z[X], F(X?) = [F(X)].

d) Montrer que dans Z/pZ[X], @, n’est divisible par le carré d’aucun polynome non
constant.

e) Montrer que i = 1, c’est-a-dire que F;(&P) = 0.

f) Montrer que pour tout entier k& premier avec n, Fy(¢*) = 0. Conclure.

Solution. 1/ Posons w = e2™/™_ de sorte que U, = (w). D’apres la proposition 5 page 22, on a

I, = {wF |1 <k<n—1kAn=1}, et donc deg(®,) = ¢(n) ot ¢ désigne I'indicateur d’Euler.
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a) Le nombre p étant premier, on a ici I, = {wk | 1<k<p—1} (o0 w=e2/P), et donc

&= [[(X-8)=

gel,

_1-|-X+ «p XL

b) Soit w = e2im/n St k, 0i € ik n — 1. Soit d lordre de w* dans U,. On a d | n. Par
ailleurs ( k)d = 1, donc w* € Uy, et w* étant d’ordre d, on a méme w* € II4. Ainsi, (X — wk)
divise <I>d donc d1v1se Hdln ®,. Les valeurs w* (0 < k < n — 1) étant distinctes, on en déduit
que X" —1=][].5, (X wk) divise Hd ®,4. Ces polynomes étant de plus unitaires et de méme
degré (car Zd|n deg(®y) = Zd|n (d) = n), ils sont égaux.

Montrons maintenant par récurrence sur n € N* que ®, € Z[X ] Pour n = 1, c’est vrai car
®; = X — 1. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. D’apreés
I'hypothése de récurrence, le polynéme P =[] an ®4 € Z[X]. Par ailleurs, on a X" — 1 = &, P.

d#n

Comime P est unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de X™ —1 par P dans Z[X] (voir
la remarque 3 page 58) :

(3Q, R € Z[X)), X"—-1=PQ+ R avec deg(R) < deg(P).
Il y a unicité du couple (Q, R) dans C[X] donc dans Z[X], et comme X" —1 = P®,, on en déduit
R=0et &, = Q. Donc ®, € Z[X], ce qui achéve le raisonnement par récurrence.
2/a) Soit ®, = G1---G, la décomposition de ®,, en facteurs irréductibles unitaires de Q[X].
Pour tout i, il existe a; € N* tel que o;G; € Z[X]. On a a1+, P, = (1Gy) -+ (.Gy).
Utilisons le lemme de Gauss (voir l’exercice 4 page 62, dont on reprend les notations). Comme
¢(®,) =1 (car ®, est unitaire), on a

Q- Qp = c(a1 oo a,&I)n) — H c(asz) (*)
i=1

Pour tout %, le polynome F; = o;G;/e(a;G;) est dans Z[X] et d’apreés (%), on a ®,, = Fy--- F}.
Pour tout i, F; € Z[X] est irréductible dans Q[X] et est forcément unitaire puisque ®, est
unitaire.

b) L’¢lément £ est racine de Fi donc de ®,, donc £ € II,,. Or p est premier et p t n, donc
pAn =1, et donc & € II,,, d’on &P est racine de ®,,. Il existe donc @ tel que F;(&P) = 0.

¢) On montre cette relation par récurrence sur m € N, ou m = deg(F). Pour m = 0, c’est
évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang m — 1 et montrons au rang m. Ecrivons F=
Yt oarX® = G 4 @, X™. D’apreés 'hypothése de récurrence, on a G(X)? = G(XP). Or

p—1
— (é + me)p — G-p + (EPX"IP + Z (Z) é’k(mn—kX(p—k)m’
k=1
et comme @y” = @Gy, et que pour 1 <k<p-—1,p| (z), on en déduit

F(X)® = G(X)P + @nX™ = G(X?) + am(X?)™ = F(X?).

d) Supposons &, = Q P dans Z/pZ[X]. On pcut écrire X" — 1 = ®,R d’aprés 1/b), avec
R=T] am ®4 € Z[X], et donc X* -1=0,R = Q S (avec S = PR), d’oti par dérivation
d#n
X" 1 =200'5 +Q°5 = Q(2Q'5 + §3).
Donc @ | mX™. Or @ | (MX™ — ) donc Q divise la différence, c’est-a-dire @ | 7. Or p { n donc
n # 0, et donc Q est constant.

e) Comme F;(&P) = 0, F1(X) et F;(X?) admettent £ comme racine commune donc ne sont
pas premiers entre eux dans Q[X] (I’égalité de Bezout U(X)Fy(X) + V(X)F;(X?) = 1 avec
U,V € Q[X] appliquée & X = £ méne a une contradiction). De plus Fy est irréductible dans
Q[X] donc Fi(X) | Fi(X?) dans Q[X]. Comme F} est unitaire, F1(X) divise Fi(X?) dans Z[X]
(voir la remarque 3 de la partie 1.3, page 58). On en déduit que Fy(X) | Fi(X?) = Fi(X)?. Ceci
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étant, soit P € Z/pZ[X] un facteur irréductible de Fy dans Z/pZ[X]. On a P | F;(X)P donc
P | IT}(X ). Par conséquent, si i # 1, on a forcément FQ | &, = F|---F,, ce qui est impossible
d’apres la question précédente. On a donc i = 1.
f) Soit k premier avec n. Ecrivons k = pipa---ps, les p; étant des nombres premiers. Nous
allons prouver par récurrence sur s que Fy(&F) = 0. Pour s = 1, c’est le résultat de la question
précédente. Supposons la résultat vrai au rang s — 1 et montrons le au rang s. Comme kAR =1,
onapi---ps—1 An =1, donc d’aprés 'hypothése de récurrence Fy(£P1"Ps-1) =0. Or ps An=1
donc Fy[(£PrPs—1)Ps] = Fy (€%) = 0, ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

Pour tout nombre premier k premier avec n, on a donc Fy(€¥) = 0. Or ¢ € II,, donc II,, =
{€¥ | kAn = 1}. Tous les éléments de IT,, sont donc des racines de Fy, ce qui prouve que ®,, = Fy,
donc ®,, est irréductible dans Q[X].

Remarque. Avec 1/a) et 2/, on retrouve le résultat 3/b) de 'exercice 4 page 62.

PROBLEME 11 (THEOREME DE DIRICHLET, VERSION FAIBLE). Ce probléme réutilise les
résultats sur les polynomes cyclotomiques de la question 1/ du probléme précédent.

Soit entier naturel n > 2. L’objectif du probléme est de montrer qu’il y a une infinité
de nombres premiers p vérifiant p =1 (mod n).
a) Soit p un nombre premier. Montrer que s'il existe a € Z et h € Z[X] tels que X" —1 =
(X — a)*h(X) (mod p) (i.e. si X" — 1 € Z/pZ[X] admet une racine d’ordre > 2 dans
Z|pZ), alors p divise n.
b) Soit @ € N. Montrer que si un nombre premier p divise ®,(a) (o ®,(X) désigne le
polynéme cyclotomique d’indice n), alors p =1 (mod n) ou p | n.
¢) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme kn + 1, avec k € N.

Solution. a) Si X" —1 = (X — a)?h(X) (mod p), alors en substituant X par X + a on obtient
(X +a)" =1 = X?h(X + a) (mod p). Ainsi, les coefficients des termes de degré 0 et 1 du
polynéme (X + a)® — 1 sont divisibles par p. Ceci s’écrit p | (a" — 1) et p | (})a™ ! = na™1.
Comme p | (@™ — 1), pta donc a est premier avec p. Comme p | na®~! et que p est premier avec
a™ " (car premier avec a), on a donc p | n.

b) La propriéte X" —1 = Hd|n ®,; des polynomes cyclotomiques (voir la question 1/b) du
probléme précédent) entraine l’existence d’un polynome F € Z[X] tel que X* —1=®,F. On a
donc a™ —1 = ®,(a)F(a), et comme F(a) € Z, on a p | (@™ — 1), autrement dit a® =1 (mod p).
Notons m Pordre de @ dans le sous groupe multiplicatif (Z/pZ)*. Comme @" = 1 dans Z/pZ, on
a m | n. On traite maintenant deux cas selon la valeur de m.

Si m = n, alors a est d’ordre n, donc n divise le cardinal du sous groupe (Z/pZ)*. Autrement
dit n | (p — 1), c’est-a-dire p=1 (mod n).

Sinon on a m < n. Comme m | n, on a

X" —1=]]®a =@ | ][] 2 [T @) =2.-x"-0| [[ @ ®

d|n dlm d|n,dim, d#n d|n, dfm,d#n

Par hypothése, on a p | ®,(a) donc ®,(a) = 0 (mod p), et par ailleurs a™ = 1 (mod p).
Autrement dit, @ est racine de ®, et de X™ — 1 dans Z/pZ[X]. D’aprés (x), ceci entraine le fait
que @ est racine au moins double de X™ — 1, donc p | n d’apreés la question précédente.

¢) Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il n’y ait qu’un nombre fini de nombres premiers de
la forme 14kn. Nous les notons py, ..., pm. On considére Pentier N = @, () avec @ = npy - - - .
On a N = ap (mod a), on ag est le coefficient constant de ®,,. L’identite X™ — 1 = Hd|n i

entraine —1 = Hd|n ®4(0) et comme les $4(0) sont entiers, on a forcément ap = $,(0) = £1.
Ainsi, N = +1 (mod «). Or |N| > 2 (II,, désignant ’ensemble des racines primitives n-iémes de
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'unité, on a |[N| = |®,(a)| = [¢en, | =&, et comme a > n, on a |[a — | > 1 pour tout £ € II,
donc |N| > 1). Il existe donc un nombre premier p divisant N. D’apres la question précédente, on
doit avoir p | n ou p=1 (mod n). Mais ceci est impossible étant donnée la congruence N = +1
(mod np1 - - pm).

Remarque. La version forte du théoréeme de Dirichlet est discutée dans la remarque qui
suit I’exercice 7 page 14.

PROBLEME 12 (THEOREME DE WEDDERBURN : TOUT CORPS FINI EST COMMUTATIF).
Pour faire ce probléme, il est nécessaire de connaitre la partie 1/ du probléme 10 page 97
ainsi que I’équation aux classes (voir le corollaire 1 page 24).

Soit K un corps fini. On veut montrer que K est commutatif. Pour cela, on procéde par
récurrence sur Card(K). Si Card(K) = 2, le résultat est évident. On suppose maintenant
que pour tout corps L tel que Card(L) < Card(K), L est commutatif (). Nous allons
montrer que K est lui aussi commutatif. Nous raisonnerons par ’absurde en supposant K
non commutatif,

a) Montrer que le centre de K défini par 2 = {x € K | Vy € K, 2y = yx} est un sous-corps
de K. Prouver ensuite qu'il existe n € N, n > 2, tel que Card(K) = ¢" ou ¢ = CardZ.
b) Pour tout z € K, on pose K, = {y € K | yz = zy}. Prouver qu’il existe un entier d
divisant n tel que Card(K,) = ¢
c) Montrer que I’on peut écrire
. ik S
Card(K*) =q—1+ %;)\dqd — avec YA\ €L
d#n

d) En observant que le polynéme cyclotomique ®,, divise (X" —1)/(X% —1) si d | n,
d # n, montrer que K est commutatif.

Solution. a) Nous aurons besoin du lemme suivant.
LEMME. Sotent L1 C Lo deuz corps finis, avec Ly commutatif. Alors il existe
k € N* tel que Card(Ls) = (Card(L;))*.
En effet, L; étant un sous-corps commutatif de Lo, Lo est un Lj-espace vectoriel, de dimension
finie k car ILs est fini. Le corps Lo est donc isomorphe comme LLj-espace vectoriel a IL’f, et on en
déduit que Card(Lg) = Card(LL¥) = (Card(L;))*.
Ceci étant, on vérifie facilement que Z est un sous corps commutatif de K. D’aprés le lemme,

il existe donc n € N* tel que Card(K) = (Card(Z))"™. Or K # Z (car K n’est pas commutatif
alors que Z l’est), donc n > 1, d’ou le résultat.

b) On remarque ici aussi que pour tout z, K; est un sous corps de K. Si K, = K, alors on a
Card(K,) = Card(K) = ¢". Sinon, K, est strictement inclus dans K et donc d’aprés (x), K,
est commutatif. On peut donc appliquer le lemme qui entraine 'existence de k € N* tel que
Card(K) = (Card(K;))* (*x). Par ailleurs, Z est aussi un sous-corps commutatif de K, donc
d’apreés le lemme il existe d € N* tel que Card(K,) = (Card2)¢ = ¢%. Avec (), on trouve donc
q" = Card(K) = (Card(Kz))* = (¢%)* = ¢%. Donc n = dk, ce qui entraine que d | n, d’oi le
résultat.

c¢) C’est I’équation aux classes appliquée au groupe multiplicatif (K*,-). En effet, le centre de ce
groupe est Z*. Avec les notations de la partie 2.4 du chapitre I, on a

Card(K*)

Card(K*) = CardZ* + 2; Card(S,)

ou S, désigne le stabilisateur de z, c’est-a-dire S, = {y € K* | zy = yx} = K}. D’aprés la
question précédente, il existe donc d € N* divisant n tel que Card(Sz) = ¢? — 1, et d # n (car
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x €6 et N 2Z* = ). Si maintenant pour tout d | n, Ay désigne le nombre de x € 0’ tel que
Card(S;) = q% — 1, on peut réécrire ’équation aux classes sous la forme

¢" —1 = Card(K*) = (¢ — 1) +Z)\d(q '1). (ko)
d|n
d#n

d)Sid|n,d#n,ona

X"—1=%, [[ ® =% |]]2 I ®|=% x'-1) I 2],

e|ln,e#n eld e|n, e#n, efd e|n, e#n, etd
donc ®,, divise (X™ —1)/(X? — 1) dans Z[X]. Ceci étant vrai pour tout diviseur d de n distinct
X" -1
de n, ®,, divise Z /\dﬁ dans Z[X]. Comme de plus ®,, divise X™ — 1 dans Z[X], il divise

dln
d#n

. X -1 N ¢ —1
(X" -1) - Z/\dﬁ_—l dans Z[X]. Donc ®,(q) divise |(¢" —1) Z/\d , et ce

dln d|n
d#n d#n

dernier égale ¢ —1 d’aprés (**x). Donc |®n(q)| < ¢—1. Or n > 2 donc |®,(q)| = [lcen, lg—§| >
<P(n) |g — 1| = |g — 1], ce qui est absurde. Le corps fini K est donc commutatif. Le raisonnement
pdr re( urrence est ainsi achevé et montre que tout corps fini est commutatif.

Remarque. Si on veut trouver un corps non commutatif, il faut donc que celui ci soit
infini. Hamilton fut le premier en 1843 & exhiber un corps non commutatif : le corps H
des quaternions (H est un surcorps de C. Ses éléments sont des quadruplets a+bi+cj+dk,
munis de la loi d’addition usuelle et d’une loi de multiplication associative et distributive
par rapport a l'addition, vérifiant ¢ = —ji = k, jk = —kj = 1, ki = —itk = j et
i2 = j2 = k2 = —1. Le lecte a bien siir vérifie » 'on a bien affaire 3 [0rps
= j* = k* = —1. Le lecteur pourra bien siir vérifier que I’on a bien affaire & un corps).

PROBLEME 13 (POLYNOMES DE TCHEBYCHEFF ET APPLICATIONS). Soit [ = [—1,1].
On muni C(I, C) (espace vectoriel des fonctions continues de I dans C) de la norme || . ||«
définie pour tout f € C(I,C) par ||f|lc = sup,e; [f(z)]. De méme, si f: R — C est
2m-périodique, on note || f|o = sup,eg |f(2)].

Pour tout n € N*, on note T, : I - R =z~ cos[narccos(z)] et U, =T, ,/(n+1).

1/ Montrer que T}, et U, sont des fonctions polynomes de degré n. Aprés avoir explicité
Uy, calculer ||T7||oo €t ||Un|loo-

2/ Soit n € N*. Pour 1 < i < n, on pose x; = cos (212 DT Montrer
; 1 o~y gyt > Tn(X)
VP € C[X],deg(P) <n—1, P(X)=- ;(-1) L—af P(z:) 3= "

3/ a) Soit P € C(I,C) une fonction polynome de degré n — 1 telle que pour tout z € I,
|v1—22P(z)| < 1. Montrer que ||P|w < n.

b) Soit S: R—C 6~ >, _, psin(k) avec les p, € C. Si ||S]|o = 1, montrer que
S5(6)

sin 6

VO € R\ 1Z, <n

4/ Inégalité de Bernstein. Soit g: R — C 6~ Y p__ \e™, o les A\, € C. Montrer
que [|g'lloc < 7|g]loc-
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5/ Inégalité de Markov. Soit P € C[X], deg(P) = n € N*. On regarde P comme un
éléement de C(I, C). Montrer que ||P'||co < 12| P|| .

Solution. 1/ Soit x € I. Posons 6 = arccos(z), de sorte que & = cosf. On a

[n/2] [n/2]
Tn(z) = R[(cosh +isinf)"] = Z (2”];_) cos" 2k g(—sin? 9)F = Z (27;) ey - | o
k=0 k=0

Ainsi, T, est une fonction polynéme de degré n (son terme dominant est ) ocor<p (2’2) # 0).
Donc U, =T, ,/(n+ 1) également, et par ailleurs, lorsque z € ] —1,1[ on a

_Th(@) ~ n+1 [ sinf(n+1)arccos(z)]\ _ sin[(n + 1) arccos(z)] v
Un(z) = n+l  Vi-z2 ( n+1 > ~ sinfarccos(z)] (+)

Calculons maintenant |1, ||« et ||Un|loo- Lorsque z € I, la forme T,(x) = cos[narccos(z)],
entraine |T,(z)| < 1, et comme T,,(1) = 1, on a ||T,]lcc = 1. Lorsque z € | — 1, 1], A partir de
Pinégalité |sin(nf)| < n|sin(f)| (que 'on obtient immédiatement par récurrence sur n), la forme
(*) montre que pour z € |—1,1[, |[Up(z)| < n+1. Or lim:;;rll Un(z) = n+1. Donc |Upl||eo = n+1.

2/ Si1<1i<mn,onaTy(x;) = cos[narccos(z;)] = cos[(2i — 1)7/2] = 0. Les n valeurs distinctes
(%i)1<i<n sont donc des racines de Tj,. Or deg(T},) = n, donc il existe A # 0 tel que T,,(X) =
AMX —z1) - (X — zp).

L’interpolation de Lagrange assure I'existence d’un unique polynome de degré < n — 1 égal
a P(x;) en x; (voir la page 65). Ce polynome est donc P et on a

P(X) = Th(X) Z (X _I;:(,-x);z’ (i)

i=1

La forme (x) donne T))(z;) = nUn—1(z;) = (=1)""'n/y/1 — 22, d’ott le résultat.
3/ a) L’hypothese |[v/1 — z2P(z)| < 1 entraine, compte tenu du résultat de la question précédente
et du fait que Tr(z) > 0 et x — z; > 0 pour z1 < x < 1, l'inégalité

Tu(2)

r—X;

n

vz eley, 1], |P(@)] < %Z

= 1 ZM = lT,’l(az) = Up—1{2) £ 5.
= néx—ux;

n
i=1

On montrerait de méme l'inégalité |P(z)| < n lorsque z € [—1,z,][.
Si maintenant = € [x,, 1], alors

2w 1
sify B oy oS (£)>_._=_
1—2% 21 —a1=sn 2n/ — 1w 2n n

(I'inégalité sin@ > 26 sur [0,7/2] est une conséquence de la concavité du sinus sur [0,7/2]), donc
|P(z)| <1/v1—2% <n, dou le résultat.

b) L’expression () donnant U, s’écrit aussi V0 € R \ 7Z, Up—1(cos 6) = sin(nf)/ sin(6).

Si P désigne le polynome Y p_; pUk—1, son degré est <n—1 et on a P(cosf) = S(6)/sin6
pour 0 & 7Z. Or ||S||s = 1, donc pour tout 6, |P(cos@)| - |sinf| < 1, ce qui entraine que pour
tout € I, |P(z)|v/1 —z2 < 1. Donc d’aprés la question précédente, on a |Pl|lo < n, ce qui
entraine que pour tout 6 & 7Z, |S(0)/siné| < n.

4/ Fixons 6y € R. Quitte a diviser g par ||g| o, on peut supposer lg]loc =1 (si g =0, le résultat
est évident). Soit S 'application définie sur R par S(0) = 3[g(60 + 6) — g(60 — 6)] Comme
%[e“‘("o“’) e*(00=9)] = j(sin kB)e %, on voit que S a la forme de 3/b), et donc si 6 ¢ 77Z,
|S(6)/sinf| < n. On en déduit

(0) . S(0)
— m m—-= <
l9'(Bo)l = h }71—»0 sinf| —
0;60 040

Ceci est vrai pour tout 6y € R, d’ou le résultat.
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5/ La encore, quitte a diviser P par || P||, on peut supposer || P||o = 1 (le cas P = 0 est évident).
Posons g(f) = P(cos@) = P[(e" + e79)/2]. Cette application a la forme de I’application g de
4/, et donc on a

Vo cR, |g'(0)| =|sind|-|P'(cosh)| < n.
Cette inégalité entraine que sur [—1,1], on a V1 — 22| P'(z)| < n, donc d’aprés 3/a), |P'(z)| < n?
sur I. D’ot le résultat.

Remarque. Les polynomes T, (resp. U,) s’appellent les polynomes de Tchébycheff de
premiére espéce (resp. de deuziéme espeéce). Ce sont des polyndmes orthogonauz, dont
I’étude générale fait I'objet du sujet d’étude 3 page 110.

On retrouve les polynomes de Tchébycheff de premiére espéce dans I’exercice 13 page 74,
ou il est démontré qu’ils vérifient la propriété de mini-max suivante : le minimum de || P||
lorsque P parcourt les polynomes unitaires de degré n est égal a 2177 T, || = 2177

PROBLEME 14. Pour tout n € N* on note m(n) le nombre de nombres premiers p vé-
rifiant p < n. Le but du probléme est d’obtenir des minorations intéressantes de 7(n),
en utilisant des intégrales de polynomes a coefficients entiers. Pour tout n € N, on note
Zn[X] I'ensemble des polynomes de degré < n a coefficients entiers.

1/a) Pour tout k£ € N, on considére 'ensemble

By ={P € Zi[X] | P(1 - X) = (-1)*P(X)}
et on note Z;[X(1 — X)] = {P(X(1 — X)) | P € Z[X]}. Montrer que pour tout k € N,
on a Egk = Zk[X(]. — X)] et E2k+1 = (1 — 2X) Zk[X(]. — X)]
b) Pour tout P € R[X], on note ||P|l = sup;¢poy) |P(t)|. Montrer que pour tout k € N,
il existe P, € Ej, tel que

| Pellc = e, o0 my = i (3P|
PEZ[X],P#£0
2/a) Pour tout n € N*, on note d, = ppcm (1,2,...,n). Montrer que d, < n™™.
b) Soit P € Z[X] de degré n tel que I(P) = fol P(t)dt # 0. Montrer que |I(P)| > 1/dpy1.
c) Soit P € Z[X] non nul tel que ||P||o < 1. Montrer que

(n) > C(P)— +o( - ) avec C(P) = 10g || Pl oo.

logn logn B deg(P)

Cette borne inférieure motive la recherche de polynomes P € Z[X] maximisant C(P).
3/a) Pour tout £ € N*, on note Cj, = —(logmy,)/k. Calculer Cs et en déduire une premiére
borne inférieure sur m(n).

b) Calculer C5 puis une nouvelle borne inférieure sur m(n) (on pourra utiliser inégalité de
Markov ||P'||. < 2(deg P)?||P||s, conséquence de la question 5/ du probléme précédent).

Solution. 1/a) Montrons d’abord le résultat pour Egi. L’inclusion Zg[X (1 — X)] C Eo est
immeédiate. Pour montrer ’inclusion réciproque, on procéde par récurrence sur k. Pour k = 0
c’est immédiat. Supposons le résultat vrai au rang k — 1 et montrons le au rang k € N*. Soit
P € FEy. Le polynome P(X) — P(0) s’annule en X = 0 ainsi qu’en X = 1 par symétrie.
On peut donc écrire P(X) — P(0) = X(1 — X)Q(X) ou Q € Q[X]. La division euclidienne d'un
polynéome a coefficients entiers par un polynome dont le terme dominant vaut £1 est a coefficients
entiers, donc @ € Z[X] (voir la remarque 3 page 58). De plus Q € Egi_o, et il suffit d’appliquer
I’hypothése de récurrence a @ pour montrer que P = P(0) + X (1 — X)Q € Zi[X (1 — X)].

Il s’agit maintenant de montrer Eoriq C (1 — 2X)Zg[X(1 — X)]. Soit P € Egpy1. On a
P(1/2) = (-1)%*1P(1/2) = —P(1/2) donc P(1/2) = 0. Ainsi, P est divisible par (1—2X) donc
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il existe Q@ € Q[X] tel que P = (1 — 2X)Q. Lorsque |z| < 1/2, I'égalité

P(z)
montre que les coefficients de Q(z) (vu comme une série entiére) sont entiers, donc Q € Z[X].
On conclut en remarquant que Q € Eoy.

=P(z)(1+2z+42% +--.)

b) On montre d’abord 'existence de Q. € Zi[X] tel que ||Qkllcc = M. On remarque que
I'ensemble I' = { P € Z[X]~\{0} | ||P|| €< 1+ my} est fini (les normes dans le s.e.v de dimension
finie Ry[X] sont équivalentes, donc si P = Z?:o ae Xt € T il existe A > 0 tel que Z?:o lae| <
A|Pllo € B = A(1+my)). Donc il existe Qr € T tel que ||Qk|lo = infper ||P|loo, et comme
inf per || P||oc = my, par définition de T, on a bien le résultat voulu.
On considére maintenant les deux polynomes

Ri(X) = XQi(X) + (-1)* (1 - X)Qr(1 - X), Ra(X) = (1 - X)Qx(X) + (-1)*XQx(1 - X).
Ces polynomes sont de degré < k (le terme éventuel de degré k + 1 s’annule) et on a Rj(X) =
(=1)*R;(1—X) donc R; € Ej. Lorsque t € [0, lk] ona |R;(t)] < t|Qklloc+(1—1)||Qkllcc = |Qklc0s
(le) (_(121()}.-})() ’ = (—1)¥(2X —1) est non nul, donc Qx(X)
et Qr(1 — X)) s’expriment linéairement en fonction de Ry et Ro donc I'un des deux polyndomes
R1, Rs est non nul. Il suffit alors de choisir P, comme ’un non nul de ces deux polynomes.

donc || Ri|lec < my. Le déterminant

2/a) Notons k = m(n) et p1,...,pr les nombres premiers < n. On a d,, = Hlep?" oll pour
tout 7, a; est la plus grande puissance de p; dans la décomposition en facteurs premiers des n
premiers entiers. Ainsi, p;"* < n, donc d,, < nk = nm(),
b) En écrivant P = Y p_garX*, on a I(P) = Y_gax/(k + 1) donc en réduisant au méme
dénominateur, on voit que I(P) = m/d,+1 avec m € Z. Comme m € Z*, on en déduit le
résultat.
c¢) Notons k = deg(P). Pour tout a € N*, le polynome P?* € Z[X] est positif non nul et de
degré 2ka, donc I(P?®) > 1/dopqy1. Par ailleurs I(P?®) < || P||?* ce qui entraine
1 1 2ka

> lonc w(2ka+1) > ————C
) = g 4 ") 2 iRt
On en déduit facilement le résultat demandé.
3/a) D’aprés 1/b), il existe P € Z1[X(1 — X)] tel que ||P|loc = meo. Le polynéme P a la
forme P = a+ bX(1 — X) avec a,b € Z. Comme mg < || X(1 — X)| o = 1/4, on doit avoir
la| = |P(0)] < mg < 1/4 donc @ = 0. On en conclut que P = bX(1 — X) et forcément,
b = £1. Ainsi, ma = 1/4 donc C2 = log2. On en conclut grace a la question précédente que
m(n) > (log2)n/logn + O(1/logn).
b) La question 1/b) assure qu’il existe P de la forme P = (1—2X)[a+bX (1 - X)+cX?(1-X)?]
avec a,b,c € 7Z tel que ||P||oc = ms. Comme ms < mg < 1, on a forcément a = P(0) = 0. Un
calcul facile montre que Q = (1 — 2X)X2(1 — X)? vérifie ||Q|lec = 57°/2. D’aprés 'inégalité de
Markov on a donc

1 2
— Y < 4 < 9, 2 L9y, 2 —
bl = [P'(0)] < || P'lloo < 2- 57| Plloc <2- 575 7

donc b = 0. Ainsi, P est de la forme P = ¢(1 — 2X)X?(1 — X)2, et on a forcément ¢ = +1
donc P = £Q. Donc ms = ||Q|lec = 5 °/2, d’ou C5 = log(5)/2. Ceci donne la minoration
w(n) > @n/ logn + O(1/logn) pour n suffisamment grand.

(2ka + 1)ﬂ(2ka+1) > d2ka+1 > (P)

o |

Remarque. Nous avons montré m(n) > Cyn/logn + O(1/logn) dans 3/a) et 3/b), avec
Cy >~ 0,6931 et C5 ~ 0,8047. Le théoréme des nombres premiers (dont une démonstration
est proposée en annexe du tome d’analyse  a partir de la deuxiéme édition) assure que
m(n) ~ n/logn. Cependant on ne peut pas, en utilisant la technique du probléme, obtenir
des minorations du type m(n) > C'n/log(n) + O(1/logn) avec C' arbitrairement proche
de 1 (en effet, on peut montrer que C} < 0,866 pour tout k).
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Ce type de minoration de m(n) est a rapprocher du théoréme de Tchébycheff (voir le
sujet d’étude 1 page 47). En effet, les questions 1/ et 5/ de ce sujet d’étude entrainent

facilement la minoration m(2n) > (log2 + o(l))loz’;n.

6. Sujets d’étude

SUJET D’ETUDE 1. Soit p un nombre premier. On note F, = Z/pZ.

1/ Soit K un corps commutatif contenant F,. Montrer que pour tout R € F,[X] et pour
tout € K, on a pour tout n € N la relation R(z?") = (R(z))" .

2/a) Soit Q € F,[X], irréductible dans F,[X], de degré d. Soit n € N*. Montrer que
Q | (XP" — X) si et seulement si d | n.

b) Pour tout n € N*, on note K’ Pensemble des polynomes unitaires irréductibles de
F,[X], de degré n. Montrer que

xr-x=II1 11 @

dn \ QeK

3/a) Pour tout n € N*, on note [}} = Card(K}). Montrer que p" = 3_, dI}.
b) Montrer que pour tout n € N* Iy #0.

4/ Une application aux corps finis (on rappelle que tout corps fini est commutatif, voir le
probléme 11 page 100).

a) Soit K un corps fini. Montrer qu’il existe un nombre premier p et un entier n € N* tels
que Card(K) = p". Réciproquement, si p est un nombre premier et si n € N*, montrer
qu’il existe un corps fini K de cardinal p™.

b) Soit K un surcorps de F, tel que Card(K) = p" avec n € N*. Soit P € K;. Montrer
qu’il existe z € K tel que P(x) = 0.

¢) En déduire que deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Solution. 1/ Le corps K contenant Fp, il est de caractéristique p. On peut donc écrire

p—1
Ve,yeK, (z+ylP=a"+y"+) (i)xky”"“ =af +yP
k=1
— P
carsil<k<p-1,p| r )
En procédant par récurrence sur n, on en déduit que pour tout n € N, (z +y)pn =z + yP n,
puis par récurrence sur k, on montre que pour tout (z1,...,z) € K"’, pour tout n € N,
(14 +xp)? =2t +...+xz".

Par ailleurs, pour tout a € F,, a? = a donc (par récurrence), pour tout n € N, a?" = a.
Ceci étant, soit R=ag+ a1 X +--- +agX% € F,[X]. Pour tout z € K, on a

d g d
R(z)"" = (Z aia:i) = Z o (z})" = Z ai(z?")' = R(a?").
i=0

2/a) Le polynome @ étant irréductible dans Fp[X], K = F,[X]/(Q) est un corps ; K est d’ailleurs
un Fp-espace vectoriel de dimension d, donc isomorphe (comme Fp-espace vectoriel) a ]Fg, d’ont
Card(K) = Card(]Fg) = p?. Le groupe multiplicatif K* est donc d’ordre p? — 1, et donc pour tout
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y € K*, y”d_1 =1, ce qui entraine que pour tout y € K, y”d =y, et par récurrence sur k :
VyeK, VkeN, "=y (+)

Ceci étant, montrons I’équivalence demandée.

Condition suffisante. Supposons d | n. En notant X la classe de X dans le corps F,[X]/(Q) =K,
on a d’aprés (%), _)—(:pkd = X pour tout k € N. Comme d | n, on en déduit X = X, c’est-a-dire
Q| (X" - X). ]

Condition nécessaire. Supposons Q | (X?" — X), c’est-a-dire X' = X. Soit y € K. Il existe
R € F,[X] tel que y = R(X), donc y*" = RX)?" = RX”) = R(X) =y (#). Effectuons
maintenant la division euclidienne de n par d : n = gd + 7, 0 < r < d — 1. La relation (%)
gécrit (yP" )P = y, et d’apres (x), on a y?" = y. On a donc y* ~1 = 1 pour tout y € K*.
Or K*, sous groupe multiplicatif fini d’un corps commutatif, est cyclique (voir la remarque de
exercice 10 page 28). On peut donc choisir y € K* d’ordre p¢ — 1. Or on a vu que y? ~! = 1.
comme 0 < r < d, ceci entraine r = 0, ¢’est-a-dire d | n.

b) Commencons par montrer que X?" — X est sans facteur carré non constant dans F,[X].
Supposons X?" —X = Q?P, avec P,Q € F,[X]. Par dérivation, on a p"X?"~1 -1 = 2QQ'P+-Q*P’
donc Q | (p"XP"~1 —1) = —1 (p" = 0 dans F,,), et donc @ est constant.

Le résultat précédent entraine que dans la décomposition de X?" — X en facteurs irréductibles
de Fp[X] : XP" — X = Hle Q;", on a o; = 1 pour tout ¢. Or d’aprés la question précédente,
pour tout i on a Q; € K& avec d | n. On en tire (X?" — X) | L4 (HQng Q).

Pour tout entier d, d | n, et pour tout Q € Kl‘f, on a Q | (XP" — X). Ces facteurs Q étant

irréductibles, ils sont premiers entre eux deux a deux, et donc Hd|n (HQeKd Q) | (X" — X).
P
On conclut a ’égalité en remarquant que ces polyndmes sont unitaires.

3/a) L’identité souhaitée se déduit de 2/b) en passant aux degrés.

b) Le résultat précédent entraine que pour tout n € N*, nI} < Zd|n dI,‘,i = p". Si on fixe
maintenant n € N*; on en déduit

n—1 n
nlp=pt =3 A2 =3 pt 2 =Yt =g - >0
d|n dln d=1

d#n d#n

4 /a) Soit p la caractéristique de K. On a p # 0 car K est fini, et p est un nombre premier (voir la
proposition 1 page 57). Notons e ’élément unité de K. L’application ¢ : Z — K n + ne est un
morphisme d’anneaux et Ker p = pZ. Si K/ = Im¢ C K, K’ est isomorphe a Z/Ker ¢ = Z/pZ =
F, et c’est donc un sous-corps de K isomorphe a F, (K’ s’appelle le sous corps premier de K,
voir la définition 4 page 58). Le corps K apparait alors comme étant un K’-espace vectoriel, de
dimension finie n car K est fini. Le corps K est donc isomorphe (comme K’-espace vectoriel) a
K™, donc Card(K) = Card(K'™") = (Card(K'))" = (Card(Fp))" = p".

Réciproquement, soit p un nombre premier et n € N*. D’apres 3/b), K, # @. Soit P € K.
K = Fp[X]/(P) est un corps (car P est irréductible), de cardinal p" car K est un Fp-espace
vectoriel de dimension n.

b) Le groupe multiplicatif K* étant de cardinal p™ — 1, pour tout z € K*, "~ = 1, donc pour
tout = € K, zP" = z. Autrement dit, les éléments de K sont tous racine du polynéme X?" — X.
Le degré de ce polynome étant p" = Card(K), on en déduit que les racines de X7 — X sont
exactement les éléments de K. Or d’aprés 2/b), P | (XP" — X), donc il existe € K tel que
PLay=0.

¢) Soit Py € K}, soit K un corps de cardinal p"™. La caractéristique de K est p (en effet, ¢’est un
nombre premier qui de plus divise p" car (K, +) est un groupe d’ordre p"), et on a vu au 4/a)

que F, est isomorphe & un sous-corps de K. Autrement dit, a un isomorphisme prés, K est un
surcorps de Fp, et donc d’apres 4/b), il existe zg € K tel que Py(zo) = 0.
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Soit @ le morphisme Fp[X] = K Q — Q(zp). On a Ker® = {Q € F,[X] | Q(z¢) = 0}.
C’est un idéal de F,[X] donc principal. Soit P unitaire tel que Ker ® = (P). On a P €
Ker ® = (P) et Py est irréductible, donc P = Py, et donc Ker ® = (). Donc Im ® est
isomorphe a Fp[X]/ Ker ® = F,[X]/(Fo). Ce dernier est un Fp-espace vectoriel de dimension 7,
donc de cardinal p", et donc Im ® est de cardinal p". Or Card(K) = p", donc Im® = K.

En résumeé, K est isomorphe au corps F,[X]/(FPp), et ceci pour tout corps K a p™ éléments.
Deux corps de méme cardinal sont donc isomorphes.

SUJET D’ETUDE 2 (TRANSCENDANCE DE e ET DE 7). 1/ Si F € C[X], (deg(F) = n),
on définit (avec F®) = F par convention) :

+oo n
D(F)=ZF(k) =ZF(k)=F+F,+---+F(").
k=0 k=0

a) Si F € C[X] et a € C, montrer que

1
e*D(F)(0) =a / e®1-Y F(at) dt + D(F)(a).
0
b) Soit Q € Z[X] et pe N, p > 2. Si F(X) = Q(X)X?~!/(p — 1)!, montrer que D(F)(0)
est un entier vérifiant D(F)(0) = Q(0) (mod p).

2/ (Transcendance de e). On rappelle qu'un nombre transcendant est un nombre non
algébrique sur Q. Supposons e algébrique. Alors il existe @ € Z[X], @ # 0, tel que
Q(e) = 0. Soit n = deg(Q). Pour tout nombre premier p, on note
Fy(X) = 22 (X~ 1) (X = )
o — —_ ... —_— n 2
’ (p—1)!

a) Si k € N, 1 < k <n, montrer que D(F,)(k) est un entier divisible par p.
1
b) Si k € N, 1 < k < n, montrer que lim ek(l_t)Fp(kt) dt = 0.

p—too [
c) Conclure.

3/ (Transcendance de 7). Supposons 7 algébrique sur Q.
a) Montrer qu’alors im est algébrique.

I existe donc Q = dX"+d; X" ' +---+d,, 1 X +d, € Z[X], d # 0, tel que Q(im) = 0.
Soient wy, .. .,w, les racines de @, de sorte que Q@ =d(X —wy) -+ (X — wy).
b) Si ® € Z[Xj,..., Xy] est symétrique, montrer que ®(dwy, ...,dw,) est un entier.

Comme il existe k tel que wy, = im, on a [[}_;(1 + e**) = 0, ce qui en développant
s’écrit aussi

on—1

1+ ) €% =0,
j=1

Qq,...,0on_1 ¢tant les nombres de la forme Zie ;wi, I étant une partie non vide de
{1,...,n}. Supposons que C' de ces 2" — 1 nombres soient nuls. Si m = 2" —1— C, on
peut, quitte a renuméroter, supposer que les a; non nuls sont aq, ..., .
c¢) Montrer que si un polynome ® € Z[Xj,..., X,;] est symétrique dans Z[Xq, ..., X,
alors ®(day, ..., doy,) est entier.

Pour tout nombre premier p, on pose

dmptr-1 xp-1

Fy(X) = =y (X — ) (X —an)]”
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d) Montrer que ;" , D(F,)(ax) est un entier divisible par p.
e) En procédant comme au 2/, conclure.

Solution. 1/a) On pose f(t) = e “D(F)(at). Comme D(F) = D(F) — F, on a pour tout
t €[0,1] : f'(t) = —ae"™D(F)(at) + ae""D(F)'(at) = —ae~*F(at), et donc par intégration
f(1) = f(0) = —a f()l e % F(at)dt, d’ou le résultat compte tenu de la valeur de f.

Xk+p 1
b) Ecrivons Q = ZakX , de sorte que F = Zak ok Alors
(p—
k=0
n L n
D(F)(0) = Z o ) —ap+ Y ak(k+p—1)--p,
k= k=1

donc D(F)(0) est un entier qui vérifie D(F)(0) = ap = Q(0) (mod p).

2/a) Fixons k € N, 1 < k < n. Si G(X) = F,(X + k), on voit facilement que G a la forme
G(X) = (;(i_ll)!X - H(X) avec H € Z[X], donc d’aprés 1/b), N = D(G)(0) = D(F},)(k) est un
entier vérifiant N =0 (mod p).

b) Si t € [0,1], KO- |Fy(kt)| < e¥kP~1(n™)P/(p — 1)!, donc

1 n\p—1
/ F1-D F (kt) dt‘ < n”eku.
0 (p—1)!

Or limp— 400 (kn™)P~1/(p — 1)! = 0, d’out 2/b).

c) Ecrivons Q = ap + a1 X + - -- + an X", avec Q(e) = 0 et Q # 0. Quitte a diviser Q par X, on
peut supposer ag # 0.
Pour tout nombre premier p, on a d’apres 1/a)

n 1 n
(Z ake ) (Fp)(0) = Sp+T, avec Sp=)Y aik / FIDF (kt) dt, T, =  axD(Fp) (k).
k=0 0

k=0

Or ZZ:O ape® = Q(e) =0, donc 0 =S, + T, (x). D’apres 2/a), pour k € N, 1<k <n,ona
D(F,)(k) =0 (mod p) donc d’apres 1/b) :

T, = Zam )(k) = agD(F,)(0) = ap(—1)"(n!)” (mod p).

Or ag # 0, et donc pour tout nombre premier p supérieur & max{|ag|,n}, on a T, 0 (mod p).
T, est donc un entier non nul, et vérifie donc |T,| > 1. Or d’apres 2/b), lim,, Sp = 0, ce qui
est absurde d’aprés (x). Le nombre réel e est donc transcendant.

3/a) Avec le résultat du probléme 5, c’est immédiat. En effet, I’ensemble des nombres algébriques
étant un corps, si 7 est algébrique, comme i est algébrique (racine de X2+ 1), im est algébrique.

Nous allons néanmoins montrer ce résultat directement. Si 7 est algébrique, il existe n € N*
et ag,...,a, € Z, a, # 0, tels que a9 + a7 + - - - + @, = 0. En notant § = iw, on a

((1,()—(1202+---) —i(a19—a393+---) =10,
et en posant Q = (ag—ap X2 +---)?+ (a1 X —a3X3+---)2 € Z[X], on a donc Q(#) = Q(i7) =0
et Q@ # 0. D’ou le résultat.

b) Les nombres complexes dwy,...,dw, sont les racines du polynéome d"~1Q(X/d) = X" +
di X" 1 4dde X2 4. .. +d*2d,,_1 X +d"1d,, = R(X). Ce polynome est unitaire a coefficients
entiers, donc toute expression polynomiale a coefficients entiers et symétrique en les racines de
R(X), est un entier (voir la remarque 4 page 84), d’ou le résultat.

c¢) Le polynome ® étant symétrique dans Z[X7, ..., Xn], il existe P € Z[X1,...,Xm] tel que
® = P(X},..., %), les XF désignant les fonctions symeétriques élémentaires de Z[X7, ..., Xm].
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Si on note ¥; les fonctions symétriques élémentaires de Z[Xq, ..., Xon_1], on a facilement
Vi, l<é<m, o=X{doy,....dog)=Yildeg,... d0g,0,...,0)=day,...,dog_1).
Nous allons montrer que les 0; sont entiers, ce qui prouvera le résultat compte tenu du fait que
®(day,...,doy) = P(01,...,0m) et que P € Z[X1,...,Xy]. Notons P l’ensemble des parties
non vides de {1,...,n}, et désignons par I la bijection de J = {1,...,2" — 1} vers P telle que
- = Ziel(j) w;. Pour tout j € J on note M; = Ziel(j) Xi. Le polynéme
(,21'()(17 T ,Xn) = Ei(Ml, STy M2n_1) € Z[X], st ,Xn]

est symétrique dans Z[Xq, ..., X,] (puisqu’une permutation des indéterminées (X;)1<i<, donne
lieu & une permutation des (M;)1<j<on et que X; est symétrique dans Z[ X7, ..., Xon_1]). Comme
daj = Mj(dw,...,dwy), on a

g; = Ei(dal, 5 ik ,dagn_l) — Qz‘(dwl, Saie g dwn)
d’ou on déduit o; € Z d’apres 3/b) puisque Q; est symétrique dans Z[X7, ..., Xn].

d) On peut aussi écrire Fj(X) sous la forme

1
Fp(X) = W(dX)p_l [(dX —day) - - (dX — dom)]” . (%)
Un peu d’attention montre alors que le polynéme G(X) = (p — 1)!> 1t Fp(X + ag) a pour
coefficients des polynomes symétriques a coefficients entiers en les (day)i<k<m, et donc d’apres
3/c), G(X) € Z[X]. Or pour tout k, 1 < k < m, X? | F,(X + o), donc X? | G(X), et
donc il existe H € Z[X] tel que G(X) = XPH(X). Finalement, on a montré que F(X) =
> ey Fp(X + ag) s’écrit sous la forme F(X) = %H(X), et donc d’apres 1/b),

D(F)(0) = Y D(F,)(ax) =0 (mod p).
k=1
e) L’égalité de 3/b) s’écrit (C' +1) + Z;"Zl €% =0 avec C € N et d’aprés 1/a), en posant

m 1 m
Sp=) o /0 eI Fy(axt)dt, T, =(C+1)D(F)0), Up=Y D(Fp)(eu),

ona0=3S,+T,+U, (xxx). Or pour tout k, pour tout p, pour tout t € [0, 1],
|d|mp+p—1 MP-1 KP-1

Ey(ait)| < 2M)™"P = |dI™(2M)™
ot M = supycp<,, |ax| et K = |d|™ 1M (2M)™ sont des constantes. On en déduit que
1 Kp—l
/ e (=D F (o) dt’ < eM|d™(2M)™ ——,
0 (p—1)!
et donc limy,_, 4 fol eak(l_‘)Fp(akt) dt =0, et ceci pour tout k, donc
pl}lﬁpw Sp =0. (kokokx)

D’aprés (#x), on peut écrire

T =
Fp(X) = m : (gan ) )

on les ay sont des polynomes a coefficients entiers symétriques en day,. .., da,, donc d’aprés
3/c) les ag sont entiers. Par ailleurs, on vérifie facilement que ag = (—1)™PdP~(day - - - day, )P =
dP1LP on [ = (=1)™(da - - - dauy) est une constante, entiére d’aprés 3/c). D’aprés 1/b), on
voit donc que D(F,)(0) est un entier vérifiant D(F,)(0) = ap (mod p). Finalement, on obtient
T, = (C+1)ap = (C+1)d’'LP (mod p). Comme de plus U, = 0 (mod p) d’aprés 3/d), on voit
que T, + U, = (C + 1)dP~'L? (mod p). Donc si p > sup{C + 1,d, L} est un nombre premier,
T, + Up est un entier non nul, donc |7, + Up| > 1. De (*%x), on tire alors |Sp| > 1, ce qui est
absurde d’aprés (skxx). Le nombre 7 est donc transcendant.
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Remarque. La transcendance de m a été démontrée pour la premiére fois par Lindemann
en 1882, qui a établit de maniére plus générale que si «; et §; sont algébriques (avec les
a; non nuls et les §; distincts), alors > aze® # 0.

Un autre résultat célébre de transcendance est le théoréme de Gelfond-Schneider (1934),
qui affime que Si a et 3 sont algébriques, a & {0,1}, 8 € Q, alors a” est transcendant.

On connait peu de classes de nombres transcendants. On sait que e, 7, log 2, log 3/log 2,
e™, I'(1/4) sont transcendants, mais on ne sait méme pas si 2¢, 27, 7€, e+ m, ((5) ou v
(constante d’Euler) sont irrationnels (on sait que ((3) est irrationnel).

On peut démontrer assez facilement que 72 (donc m) est irrationnel (voir le chapitre
intégration du tome analyse). Ceci est aussi une conséquence de la transcendance de 7.

En démontrant la transcendance de 7, Lindemann résolvait le célébre probléme de la
quadrature du cercle. Ce probléme consiste a tracer a ’aide d’une régle et d’un compas un
carré ayant méme aire qu’un disque donné. Le transcendance de m montre que ce probléme
est insoluble (on montre en effet que tout point construit avec une régle et un compas a
partir du cercle unité a des coordonnées algébriques).

SUJET D’ETUDE 3 (POLYNOMES ORTHOGONAUX). Soit I un intervalle réel non réduit a
un singleton, et w : I — R une fonction continue strictement positive sur I. On suppose
que pour tout n € N, la fonction z — z™w(x) est intégrable sur I. On note C ’ensemble
des fonctions continues f : I — R telles que x +— f2(z)w(x) est intégrable sur I. Les
fonctions polyndmes appartiennent a C d’aprés Phypothése sur w.

1/a) Montrer que C est un espace vectoriel, et que

(f, ) = / f(@)g(@)w(z) du

définit un produit scalaire sur C. On munit C de ce produit scalaire et on note || - || la
norme associée.

b) Montrer qu’il existe une unique base (P,) de I’e.v des polynomes R[X], orthonormale
pour ce produit scalaire, et vérifiant deg P,, = n pour tout n € N et telle que le coefficient
dominant 7, de P, est positif. Les P, sont appelés polynomes orthogonauz associés a w.

c) Montrer que les polynomes P, vérifient une relation de récurrence de la forme
Vn > 2, Po(X) = (anX 4 bp) Po-1(X) + cnPr—2(X) (%)

pour des suites réelles (ay), (b,) et (¢,) que 'on explicitera.
d) (Formule de Darboux). En déduire que le noyau K, (z,y) = > i, Pi(z)P;(y) vérifie

- n Rl Pn S Rl Pn
vneNY(z,y) eR’x #y, > PB(2)P(y) = 77 i o (y:z): -y .
i=0 Bk

et calculer également K, (z,v) lorsque z = y.

2/ (Zéros des polynéomes orthogonaux).

a) Montrer que pour tout n € N*| P, a n zéros réels distincts dans Iintervalle I.

b) Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de P, .1, il y a un et un seul zéro de P,.

c) Soit f € C et n € N. Soit f, le meilleur approximant de f, au sens de la norme || - ||,
dans Vect(Fy, ..., P,). Montrer que f — f,, s’annule au moins en n+ 1 points a 'intérieur
de I.
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3/ (Quadrature de Gauss). Soit n € N*. On note z; < ... < x, les zéros de P,.
a) Montrer qu’il existe des nombres réels uniques Ay, ..., A, tels que

VQ € R[X],deg(Q) < 2n, /IQ(:v)w(:r) dz = Z XiQ(z;). (%)

Montrer A\; > 0 pour tout @
b) Montrer que

WMil<i<m, A= — '
Tn Pn+1($i)P7’1($i)

c) Montrer I'unicité des nombres réels (z;)1<i<n €t (Ai)1<i<n vérifiant Pidentité (sx).
d) Si I est un segment de R, et f: I — R est de classe C*", montrer que

1 sup,; |[F@(z)]|
| fyuta) dfl«‘—z/\f:vz < o Meatl 20

(Indication : utiliser le résultat de 'exercice 7 page 70).

Solution. 1/a) Si f € C il est immeédiat que Af € C pour tout A € R, et si f,g € C alors (f+g)%w
est intégrable puisque positive et majorée par [(f +¢)% + (f — 9)?]Jw = 2(f? + ¢*>)w. Ainsi, C est
bien un espace vectoriel.

L’application (f,g) — (f,g) est un produit scalaire : en effet, c’est une forme bilinéaire
symétrique, elle est positive car w > 0, et elle est bien définie car si f I f?w = 0, alors la fonction
f?w étant continue et positive, ceci entraine f2w = 0 donc f = 0 car w ne s’annule pas.

b) Il est immeédiat que le procédé d’orthogonalisation de Schmidt s’étend & une famille dénom-
brable de vecteurs. Ainsi, a partir de la base canonique (X™)pen de R[X], on peut former une
famille libre (P,)nen orthogonale pour le produit scalaire ¢ telle que Py = 1 et pour tout n,
P, = X™ + ry avec r, € Vect(Fo, ..., Py—1). Une récurrence immédiate sur n montre alors que
deg(P,) = n pour tout n. Par construction du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on a

Nectfl, X .o, X)) = Vasl{ .. .., )

pour tout n, ce qui prouve que la famille libre orthogonale (P,)nen est une base de R[X]. En
normant les polynomes P,, on obtient alors une base orthonormale de R[X], et le coefficient
dominant de P, est bien positif.

Une telle base est bien unique. En effet, supposons qu’une autre base (@) vérifiant les mémes
propriétés differe de (P,). Soit k le plus petit indice tel que Qi # Pj. Comme deg Q. = k on peut
écrire Qp = Zf:o AiP; avec les A\; € R. Lorsque 0 < i < k, on a A\; = (Qg, P;) = (Qk, Qi) =0,
donc Q = MPr. On a 1 = ||Qkl> = A2||Pe||? = A2, donc A\ = 1 ou Ay = —1. Comme
les coefficients dominants de Py et Qp sont strictement positifs, on a forcément A\ = 1, donc
P, = Qp. ce qui est absurde.

¢) Supposons la relation () vérifiée. En la projetant sur les vecteurs P,, P,,_1 et P,_s on obtient

Montrons que (X P,—1, P,) est non nul en explicitant sa valeur. Comme X P,_1 est de degré n,
il existe des réels A tels que

XPp1= Z APy,
k=0

ce qui entraine (XP,_1,P,) = Ay, et Pégalité des coefficients dominants donne y,—1 = ApYn
donc finalement (X P,,_1, P,) = Yn—1/7n- De méme, on a

2
Tn— 1

(X Pa_t, Pa_g) = l B el ol Woleids = P, P = AR B 5, B = B
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Finalement, les trois égalités (##%) sont équivalentes a

a, = Tn ) b, = _7n<XPn—1>Pn—1>’ = _'Yn'Yn—Q

Tn—1 Tn—1 '7721_1 .
Réciproquement, le choix de ces valeurs entraine que la projection de (x) le long des vecteurs
Py, Py—1 et P,_9 est vérifice. Les deux termes de (x) sont également égaux le long des vecteurs
Py pour k < n—2 car (XPy—1,P;) = (Pn-1,XP;) = 0 vu que deg(XP;) < n — 1 donc
XPy € Vect(P,...,P,_5). Ainsi, nous avons démontré que le choix des valeurs a,, b, et ¢,
entraine que () est vrai le long de chaque vecteur Py pour k < n, et comme les polynomes de
(*) sont de degré < n, cela montre que (%) est bien vérifié.

d) On procéde par récurrence sur n. Pour n = 0 la relation est vraie car

Y% Pu)Po(y) — Pi(y)Po(xz) _ v (Pi(z) —Piy) _
=4 ) ie) _ 3 . ( ) _ =07 =15 = Po(x) Po(y).
m rT—Y m rT—Y M
Supposons maintenant la formule de Darboux vraie au rang n — 1 et montrons la au rang n.
En remplagant les expressions de Ppi1(z) et Pp41(y) par la formule obtenue dans la question

précédente, on obtient

1@ ) = Pa@Puiiy) _ b Pay) + npy L2t EPRE) = Pa@) Pama(y)
r—Y r—y
ce qui compte tenu des valeurs de a,4+1 et ¢,41 obtenues précédemment entraine
M Part@Pa(®) = Pa@)Poi®) _ p oy p () 4 2t Pa@)Pa1(y) = Par(@)Puly)
Tn+1 r—y Tn r—y

Compte tenu de I’hypothése de récurrence, ceci démontre bien la formule de Darboux lorsque
EF Y

Pour calculer K, (z,2) on calcule la limite de K, (z,z + h) lorsque h # 0 tend vers 0. En
substituant P,(z + h) et P,41(x + h) par leur développement limité a l’ordre 1 dans la formule
précédente appliquée a y = x + h, on obtient

Y Pn1(@)(Pu(x) + hPy(2) + 0(h)) — (Pryi1(x) + hP; 41 () + o(h)) Pa()

In+1 (=h)
ce qui en faisant tendre h vers 0 donne

Kn(z,z) = j”l (P 41()Pa(z) — Pi(2) Paya(2))-

n+

K,(x,z+h) =

2/a) Fixons n € N* et notons k € N le nombre de zéros de P, dans I d’ordre de multiplicité
impaire. Si on note aq,- -+, ces zéros et Q@ = (X —ay)--- (X —ag) (avec Q =151 k=0), le
polynéme P,(Q) garde un signe constant sur /.

Supposons k < n — 1. Alors Q € Vect(1,X,..., X" 1) = Vect(P,,...,P,_1). De plus pour
tout K < n—1, (Py, Pr) = 0. On en conclut (P, Q) =0 = [, P,(t)Q(t)w(t) dt. Or la fonction
t — P,(t)Q(t)w(t) est continue et garde un signe constant sur I, donc P,Qw = 0, et comme
w > 0, ceci entraine P,QQ = 0 sur I, ce qui est impossible vu que P, est un polynéme non nul.

Donc k > n, et comme deg(FP,) = n, P, a n racines distinctes dans I.

b) La formule obtenue précédemment pour K,(z,x) montre que pour tout zéro a de P,41, on a

n
Ph(@)Pa(@) = Pl (2)Pa(0) = Ph(0)Pasa (@) = 2L 37 P(a)? > 224 By(a)? > 0.
n i—=0 n

Maintenant considérons deux zéros consécutifs a et 3 de P, ;. La fonction P, 4, garde un signe
constant sur [a, (], par exemple positif. Comme P,;1(a) = 0 on en déduit P, ;(a) > 0, de méme
on obtient P}, () < 0. Compte tenu de 'inégalité P}, (a)Pn(a) > 0, on en déduit Pp(a) > 0.
De méme, inégalité P}, () Py(8) > 0 entraine P,(3) < 0. Ainsi P, change de signe dans ]a, 3]
donc contient au moins un zéro dans cet intervalle. Comme P41 a n+ 1 zéros dans I, P,, a un
zéro dans chacun des n intervalles délimités par deux zéros consécutifs de P,. Or P, a n zéros
donc il n’y en a qu’un seul entre deux zéros consécutifs de Pp41.
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¢) La propriété de projection sur un s.e.v de dimension finie (voir la proposition 2 page 254) assure
que f, est la projection orthogonale de f sur Vect(FP,...,P,) = Vect(1,...,X™). Donc f — f,
est orthogonal a ce sous espace, ¢’est-a-dire (f — f, @) = 0 pour tout polynome @ de degré < n.
On procéde ensuite de maniére analogue a la solution de la question 2/a), (sauf qu’ici, on ne peut
pas utiliser la notion de zéro de multiplicité impaire). Raisonnons par ’absurde et supposons que
f — fa ne s’annule qu’en k points 1 < ... < zj de Uintérieur de I, avec k < n. Par commodité,
notons xy et T4 les extrémités de lintervalle I. Sur chaque intervalle ]z;,x;41[ la fonction
continue f — f, ne s’annule pas donc garde un signe constant. Notons 1 < j; < ... < jg < k les
indices j pour lesquels f— f,, change de signe entre |1, ;[ et |z;, z;+1[. La fonction f— f,, garde
un signe constant sur chacun des intervalles ]xo,a:h[ 125y, s, - - -5 1Zj,, Tr+1[ €t change de signe
a chaque zj,,. Ainsi, le polynéme défini par Q) = H (X = a:]m) (ou Q@ =1si¢=0) est tel que
(f — fn)Q garde un signe constant sur I tout entier. Don( la fonction continue (f — fn)Qw garde
également un signe constant sur I, et comme deg(Q) <nona (f — fn,Q) = [;(f — fu)Qw =0
done (f — fn)Qw = 0, donc (f — f)@Q = 0. Ceci entraine que f — f,, s’annule sauf éventuellement
aux zéros de @, et par continuité f — f,, = 0 sur I tout entier. Ceci est absurde car on a supposé
que f — fn ne s’annulait qu’en un nombre fini de points. Donc f — f, s’annule bien en au moins
n + 1 points de lintérieur de I.

3/a) Montrons Pexistence des (A;). Notons L; le polynéme de Lagrange de degré < n qui vérifie
Li(xz;) = 1 et Li(z;) = 0 pour j # i. Soit Q € R[X], deg(Q) < 2n, et considérons le polynome
d’interpolation de Lagrange L(X) = Y i | Q(z;)Li(X) qui vérifie Q(x;) = L(z;) pour tout 7. Le
polynéme ) — L s’annule aux points z;, donc il existe un polynéme R tel que Q — L = P,R. On
a deg(R) = deg Q — deg P, < n, donc (P, R) =0, donc [,(Q — L)(z)w(z) dz = 0. On en déduit

/IQ(a:)w(:v) dx = /IL(a:)w(x) o — /I (; Q(xz)Lz(a:)) w(z)de = ; AiQ(z:)

avec \j = f ; Li(z)w(x) dz. Les A; sont bien uniques, car ’expression (*x) appliquée au polynome
de Lagrange L montre qu’on a forcément A; = [; Li(z)w(x) dz. Enfin, 'expression () appliquée
a Q = L? (dont le degré est < 2n — 2) entraine 0 < J; Li(z) V2w(x) dz = \;.

b) L’idée est de calc uler de deux maniéres différentes 'expression [, Kp(x, ;) Li(z)w(z) dz.
Comme deg(K, (X, z;)L;(X)) < 2n, on peut appliquer I’expression (*x) ce qul donne
n
/Kn(a:,xi)Li(x)w(a:) dg = Z XiKoles: 203 ) = Xlnl®s, 20)- (kk5%)
1 .
7j=1

En utilisant maintenant ’expression du noyau K, on obtient

/K z,z;) Li(z)w(z) de = ZP xz)/P (z)Li(zx)w(z)dz = Z Pyl iP5, Lg)-

7=0

Par ailleurs, deg(L;) < n donc L; € Vect(Fo,...,P,—1) donc on peut écrire L; = f;(} i Py
avec les p € R, dont I’expression précédente entraine

/IKn(x,xi)Li(a:)w(a:) de= ZP](atz) Z P B} = ZP ) = Lilz) =1
3=0

k=0

Avec (kkkx), on en déduit A\; = 1/ Ky (x;, zi), d’on le résultat souhaité grace a I’expression obtenue
dans 1/d) pour Ky,(z,z).

¢) Supposons l'identité (x*) vraie pour des nombres (z;) et (\;), avec 1 < ... < zp. Alors le
polynéme Q = []i,(X — ;) vérifie

VP € R[X],deg(P) < n, /Q(a:)P(w)w(x) = Z Xl 2:) Pz} =0
i=1
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autrement dit on a (@, P) = 0 pour tout polynoéme P de degré < n. Donc Q =Y i (@, P,)P; =
(Q, P,) Py, autrement dit Q et P, sont proportionnels, ce qui entraine que les (x;) sont les racines
de P,, et sont donc uniques. Nous avons déja vu qu’alors les (A;) étaient uniques, d’ou le résultat.

d) Soit P le polynome d’interpolation de Hermite, deg(P) < 2n, tel que P(z;) = f(z;) et
P'(z;) = f'(z;) pour tout i. D’apres Pexercice 7 page 70, on a

J\/I - suptel If(2n) (t)l L

Veel, |f(x)— P(z) < Mﬁ(:l: — ;)% avec

rar, (2n)!
Comme Py, (z) = v, [[i=;(z — 2;) on en déduit, par intégration
2
[1#@) - P@luta)de < [ M2 wia)do = Z(Po P =2

Par ailleurs, comme f(2;) = P(x;), on a [; P(z)w(z)dz = Y1 | Aif(z;) donc
[ @@ =3 xs@) = [(0) - Plapote)

d’on le résultat souhaité a partir de la majoration [, |f — P|lw obtenue juste au dessus.

Remarque. Les polyndmes orthogonaux classiques sont les suivants :

(i) Lorsque I =]—1,1[ et w(z) = (1—22)71/2, les P, sont les polynémes de Tchébycheff
de premiére espéce, et vérifient P,(z) = T,,(z) = cos(narccos(z)) (déja rencontrés
dans l'exercice 13 page 74 et le probléme 13 page 101).

(ii) Lorsque I =]—1,1[ et w(z) = (1 —2%)/2, les P, sont les polynémes de Tchébycheff
de seconde espéce, et vérifient P, (x) = Uy(x) = nL+1 A

(iii) Lorsque I = [—1,1] et w(z) = 1, les P, sont les polynomes de Legendre. Ils vérifient
Pola) (1 — )",

= 2nn! dzm

(iv) Lorsque I =] — oo, 400] et w(z) = e, les P, sont les polyndmes d’Hermite.

(v) Lorsque I = [0,400] et w(z) = e, les P, sont les polynémes de Laguerre.



Chapitre 3
Algébre linéaire : généralités

ISTORIQUEMENT, l’algébre linéaire nait de I’étude des systémes linéaires. Abor-

H dés des 1678 par Leibnitz, Maclaurin en 1748 donne les formules de résolution
a deux ou trois inconnues, complétées dans le cas général par Cramer en 1754.
A partir de 1a, Vandermonde puis Laplace ont I'idée de définir un déterminant
d’ordre n par récurrence sur n, en le développant par rapport une ligne ou une
colonne.

D’autre part, dans les Recherches Arithmétiques, Gauss avait adopté, pour
désigner une transformation linéaire, une notation sous forme de tableau : la
notation matricielle. Il y définit méme le produit de deux matrices. Ce passage
devait suggérer a Cauchy la régle du produit de deux déterminants, publiée
en 1815 dans un mémoire.

Jusqu’alors, les concepts de déterminant et de matrice sont encore tres liés.
En 1826, Cauchy, cherchant a déterminer les axes principaux d’une surface
du second degré, introduit le polynéme caractéristique d’une matrice. Avec
Cayley et Sylvester, au milieu du dix-neuviéme siécle, la théorie des matrices
se développe.

On en est encore au plan et a ’espace. La familiarisation des mathémati-
ciens aux déterminants et aux matrices s’accroissant, elle suggéere a ceux ci la
conception d’'un espace a n dimensions. Mais il fallait oser ! Vers 1843-1845,
Cayley et Grassmann franchissent le pas et parlent d’espaces a n dimensions.
Cayley se fonde sur la généralisation de la géométrie analytique des coordon-
nées et introduit les n-uplets (z1,...,2,). Grassmann a quant a lui ’idée de
développer une “analyse géométrique”, capable de calculer sur des grandeurs
orientées de fagon intrinséque (c’est-a-dire indépendante du choix des coor-
données). 11 donne la définition de I'indépendance linéaire d’un systéme de
vecteurs et celle de la dimension d’un sous-espace vectoriel. Enfin ¢’est Peano
qui, en 1888, axiomatise 1’algeébre linéaire. Jusqu’en 1930, c’est le point de vue
des matrices et des coordonnées qui prédominera, par rapport a un point de
vue plus intrinséque des espaces vectoriels.

Remarques préliminaires. On abrégera souvent “espace vectoriel” par “e.v”, “sous-espace
vectoriel” par “s.e.v”.
Dans toute la suite, K désigne un corps commutatif.

1. Espaces vectoriels
1.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle K-espace vectoriel (ou e.v sur K) un ensemble E muni d’une loi
interne (notée +) et d’une loi externe (notée -) admettant K comme ensemble d’opérateurs
et vérifiant :

(i) (E,+) est un groupe abélien.

(ii) Pour tout (z,y) € E? et (A, u) € K2,

a) A-(z+y)=A-x+A-vy, b) A+p)-z=A-z+p-z,
c) A-(p-z)=(Ap)-z, d) l-z==z.
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Remarque 1. Cette définition entraine : (A\-z2=0) < (A=0 ou z=0).
On dit que E est une K-algebre s’il existe de plus une loi interne, notée o, vérifiant
(i) (E,+,0) est un anneau,
(i) V(z,y) € E2, VA€ K, A (zoy)=(A-z)oy=x0(A-¥).

Ezemple 1. Les ensembles suivant sont des K-espaces vectoriels : K, K® (muni des lois

(B v %a )+ Tl oo 58] = (B3 F B vusa T 5l et A= (g e0eip) = BBy 05 X510,
toute extension de corps L de K, ensemble des fonctions d’un ensemble Q2 dans K, K[X],

KXy, -0 Xyl

DEFINITION 2. Les éléments d’un K-e.v s’appellent des vecteurs, ceux de K des scalaires.
DEFINITION 3. Soit (E,+,-) un K-e.vet F' C E. On dit que F est un sous-espace vectoriel
de E si (F,+,-) est un K-e.v.

Ezemple 2. Les ensembles {0} et E sont des s.e.v de E; K,[X] = {P € K[X],deg(P) < n}
est un s.e.v de K[X]; C(R,R) (ensemble des fonctions continues de R dans R) est un s.e.v
du R-e.v des fonctions de R dans R; si P € K[X], 'idéal (P) est un s.e.v de K[X].

PROPOSITION 1. Soit (E,+,-) un K-e.v et F C E. Alors (F,+,-) est un s.e.v de E si et
seulement st

(i) F#£o (i) Y(z,y) € F2,V(\pu) €K? Mz +puy € F.

Remarque 2. On montre rarement directement qu’un ensemble est un e.v, mais souvent
que c’est un s.e.v d’un e.v connu (& Paide de la proposition précédente).

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v et (E;)ie; une famille de s.e.v de E. Alors Nicr E; est
un s.e.v de E.

Remarque 3. Attention, ce théoréme est faux pour la réunion (voir l'exercice 1).
Somme de sous-espaces vectoriels.

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v, (E;)ic; une famille de s.e.v de E. On note )., E; =
{>icr®i | les x; € E; étant tous nuls sauf un nombre fini}. L'ensemble )., E; est un
s.e.v de E appelé somme des s.e.v (E;)ier.

DEFINITION 5. Soient Ey,..., E, n sous-espaces vectoriels d’'un K-e.v E. On dit que E
est somme directe de Ey, ..., E, si tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique sous la
forme x =21+ --- 4+ x, ot Vi,x; € F;. On note alors E=FE1 & --- & B, = & E;.

Remarque 4. Si E = E; & ---® E,, on a bien sir E = Z?:l E,=FE+---+ FE,.

PROPOSITION 3. Soient Ey et Ey deuz s.e.v d’un K-e.v E. Alors E = Fy ® Ey si et
seulement si E = Ey + Es et E1 N Ey = {0}.

Remarque 5. Cette proposition est fausse s’il y a plus de deux s.e.v.
. . . n
On dit que n s.e.v Ey, ..., E, sont en somme directe si )" | E; = @7, E;. On a le
résultat pratique suivant : Les (E;)1<i<, sont en somme directe si et seulement si
Iégalité 1 + - - - + x, = 0 avec Vi, z; € E;, entraine Vi, z; = 0.

Familles génératrices, familles libres.

DEFINITION 6. Soit (z;);c; une famille de vecteurs d’un K-e.v E. On appelle combinaison
linéaire des (z;)ic; toute somme Zie ; Aix; ot pour tout 7, A; € K et otl les A; sont tous
nuls sauf un nombre fini.

L’ensemble F' des combinaisons linéaires des (;);er est un s.e.v de E noté Vect(x;);e;.
C’est le plus petit s.e.v de E contenant tous les x;.
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DEFINITION 7. Soit E un K-e.v et A C E. On note Vect A = Vect(a)gea. On dit que A
est une partie génératrice de E (ou (a)aea une famille génératrice de E) si Vect A = E.
DEFINITION 8. Soit (2;)ies une famille d’un K-e.v E. Alors (i) et (ii) sont équivalents :
(i) Toute combinaison linéaire vérifiant Zie 1 Aix; = 0 vérifie Vi, A; = 0.
(ii) Aucun vecteur de la famille n’est combinaison linéaire des autres.
Une famille de vecteurs vérifiant (i) ou (ii) est dite libre (on dit aussi que les vecteurs

(2;)ier sont linéairement indépendants). Dans le cas contraire, la famille est dite liée.

Citons enfin le théoréme qui est a la base de la théorie sur la dimension des espaces
vectoriels.

THEOREME 1. Dans un e.v E engendré par un nombre fini n de vecteurs (c’est-a-dire
A(xy,...,2,) € E™, E = Vect(zy,...,x,)), toute famille libre a au plus n éléments.

1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel
Base d’un espace vectoriel.
DEFINITION 9. Une famille libre et génératrice d’un e.v E est appelée une base de E.

PROPOSITION 4. Soit E un K-e.v admettant une base (e;)icr. Alors tout vecteur x de E
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des (€;)ic; : T = Ziel Aix; (avec
les N\; tous nuls sauf un nombre fini) . Les (N;)ier s’appellent les coordonnées de x dans
la base (€i)icr-

Ezemple 3. La famille (€;)1<i<n (001 €, = (0,...,0,1,0,...,0), le 1 se trouvant a la i-iéme
coordonnée), est une base de K" appelée base canonique de K".

La famille (X™),en est une base de K[X] appelée base canonique de K[X].

DEFINITION 10. On dit qu’un K-e.v E est de dimension finie s'il existe une famille géné-
ratrice finie de E. Dans la cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.

L’existence de base en dimension finie est assurée par le théoréme suivant.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, G un systéme fini de générateurs de
E, L C G un systéme libre. Alors il existe une base B de E telle que L C B C G.

Conséquences en dimension finie.
Tout K-e.v de dimension finie admet une base.
De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de FE.
Toute partie libre peut étre complétée en une base (résultat connu sous le nom de
théoréme de la base incompléte).

Remarque 6. Le théoréme 2 reste vrai en dimension infinie, mais sa démonstration fait
appel a 'axiome du choix.
Théorie de la dimension.

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Toutes les bases de E ont méme
cardinal n. L’entier n s’appelle dimension de E, et est noté dimg E (avec par convention

dimg E = 0 si E = {0}).

PROPOSITION 5. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. Alors
Tout systéeme libre de n vecteurs de E est une base de E.
Tout systéme générateur de n vecteurs de E est une base de E.

PROPOSITION 6. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. Soient Fy, ..., E, k s.e.v
de E. Alors E = FE{®---® E}, st et seulement si E=FE{+---+ FE, et n= Zle dim E,.
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PROPOSITION 7. Soit E un K-e.v et Ey, Ey deux s.e.v de E de dimension finie. Alors
E\+Es est un s.e.v de dimension finie et dim(E); + Ey) = dim Ey+dim Ey —dim(E; N E)).

COROLLAIRE 1. Soit E un K-e.v de dimension finie, Ey et Ey deuz s.e.v de E. Alors (i),
(ii) et (i) sont équivalents :
(i) E = E1 & E».
(it) dim E = dim E; + dim E; et Ey N Ey = {0}.
(iii) dim F = dim Fy + dim Es et E = E; + Es.
Si (i), (i1) ou (iii) est vérifié, on dit que Es est un supplémentaire de Ey dans E.

Remarque 7. Si F est un s.e.v de E, il y a en général une infinité de supplémentaires de
F dans E.

1.3. Exercices

EXERCICE 1. Soit K un corps commutatif et £ un K-e.v.

a) Soient F' et G deux s.e.v de E. Si FUG est un s.e.v de E, montrer que F' C G ou
GCF.

b) Soit £ > 2 et (V;)i<i<kx une famille finie de k s.e.v stricts de E (i. e. pour tout i,
Vi# {0} et V; # E). Si E=VjU---UV, montrer que K est fini et que k£ > Card(K) + 1.
Cette inégalité peut-elle étre une égalité ?

Solution. a) Raisonnons par I'absurde et supposons que F' ¢ G et G ¢ F, de sorte qu’il existe
reF,z &G, etilexiste y € G,y &€ F. Le vecteur x +y est dans le s.e.v FUG, donc z+y € F
ou z +y € G. Supposons par exemple x +y € F. Comme F est un s.e.v et que z € F, on a
(z+y) —x € F, c’est-a-dire y € F, ce qui est absurde. D’ou le résultat.

b) C’est plus délicat. Quitte a retirer V7, on peut supposer Vi ¢ (Vo U --- U V). 1l existe donc
x e Vitlquex € VoU---UVi. Or (VoU---UV,) ¢ Vi (sinon Vi = FE), donc il existe
yeWU---UVj tel que y & V.

SiAeK, alorsy+ Az € E. Or y+ Az € V; (sinon y € Vj car x € V), donc pour tout A € K|
il existe iy € {2,...,k} tel que y+ Az € V;,. L’application K — {2,...,k} A iy est injective
(en effet, si iy = iy, alors y + Az et y + px € V;, donc (A — p)z € V;,, et comme z € V;, on
doit avoir A = p). De cette injectivité, on déduit que Card(K) < Card{2,...,k} =k — 1, d’ou
I'inégalité souhaitée.

Cette inégalité peut étre une égalitée. Par exemple, si K = Z/2Z et E = K2, si V} =
{(0,0),(0,1)}, Vo = {(0,0), (1,0)} et V53 = {(0,0),(1,1)}, alors V1, V5 et V3 sont des s.e.v stricts
de Eet ViuVouVy =FE.

EXERCICE 2. Montrer que dans le R-e.v des fonctions continues de R dans R, les familles
de fonctions suivantes sont des familles libres :

a) (i aer 0l fr: R Rz e,

b) (fi)rer+ 0ot fx: R—=R 2z cos(Az).

c) (f)rerolt fr: R>R z+ |z— Al

Solution. a) Supposons cette famille liée, de sorte qu’il existe (Ai)i1<i<n € R™ et (u;) € R™ tels
que Y i, pifa, = 0 avec les p; non tous nuls. Quitte a retirer des termes, on peut supposer
Wi # 0 pour tout i. Quitte a réordonner des termes, on peut méme supposer A\; > Ay > -+ > A,,.

On a
n n
: -z PME | — T; A=A
IglﬁI—looe (lehe ) _:tgr—fl:loozﬂze =,
=

=1
car pour i > 2, \j — A\; < 0. Or >, i fa, = 0, et cette limite est donc nulle, donc gy = 0, ce qui
est contradictoire.
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b) Montrons par récurrence sur n € N* que si Y., i fa, = 0 (avec les \; distincts dans RT),
alors pour tout %, p; = 0. Pour n = 1 c’est évident. Supposons maintenant le résultat vrai
jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Si Y ;- pify, = 0 (), les (A;) distincts dans
R*, par double dérivation, on obtient 37 ; ui(=A2fy,) = 0 (**). En multipliant 'égalité (*)
par A2 et en I'ajoutant a (%x), on obtient 2?2_11 wi(A2 — X2) f\, = 0, donc d’apres I'hypothése de
récurrence, pour tout 1 <7 < n —1, ui(/\z2 — /\,21) = 0. Les \; étant positifs et distincts. on en
déduit p; = 0 pour 1 < ¢ < n — 1. Donc d’aprés (x), punfy, = 0, d’ott p, = 0. Finalement on a
montré p; =0 pour 1 <12 < n.

¢) Supposons la famille (fy)aer lie. Alors il existe \g € R tel que f), s’écrive comme une
combinaison linéaire des (fy) A#£Xo» autrement dit :

dn € N*aa/\la"'s/\n eRN {/\0}’ a/-"ls"'a#’n € Ra f/\() = Zﬂ'zfz\l
i=1

Or pour tout 7 > 1, A; # Ag donc fy, est dérivable au point Ag (Papplication x — |z — A| est
dérivable partout sauf en ), d’ou on tire que Y i ; i fy, est dérivable en A, ce qui est absurde
car ceci égale fy,. D’ou le résultat.

Remarque. On aurait pu résoudre le a) comme on I’a fait pour b). L’avantage de cette
derniére méthode est qu’elle aurait permit de conclure méme si 'intervalle de définition
des (fy) n’était pas R tout entier.

EXERCICE 3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et A et B deux s.e.v de E
de méme dimension r. Montrer que A et B admettent un supplémentaire commun (7. e.
il existe un s.e.v Sde Etel que A S=B&dS=E).

Solution. Nous allons effectuer une récurrence descendante sur r < dim E. Si r = dim E, c’est
évident car {0} est un supplémentaire commun a A et & B. Supposons le résultat vérifié au rang
r+1 < dim E et démontrons le au rang 7.

On a AUB # E. En effet, supposons AU B = E. Comme A ¢ B (sinon £ = AU B = B),
il existe x € A tel que z € B. De méme, il existe y € B,y € A. Orz+y € E = AU B, donc
r+y€Aouz+y€ B, par exemple x +y € A. Alors y = (r +y) —x € A, ce qui est absurde.
On a donc bien AUB # E.

Donc il existe z € E, x ¢ AU B. Soit A’ = A + Vect(z), B’ = B + Vect(z). On a dim A’ =
dim B’ = r + 1, donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un s.e.v S’ de E tel que
AeS =B ®S"=E.SiS=5+Vect(z),onadonc E=A"®S' = Ad Vect(z) S = Ad S
et E=B' ®S" =B® Vect(z) ®S"=B® S, d’on le résultat.

2. Applications linéaires
2.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient E et F deux K-e.v et f: E — F une application. On dit que f
est linéaire si

V(z,y) € E*, Y\ p) €K®,  f(Oz + py) = Af(x) + pf (y)-

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est un K-e.v noté L(E, F).

Exemple 1. L'application ¢ : C([0,1],R) > R f~ fol f(t) dt est linéaire.
Si A € K, 'application ¢ : E — E x> Ax est linéaire.

Remarque 1. Une application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire.
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Une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme.

Si f est linéaire, alors f(0) = 0.

La composée de deux applications linéaires est linéaire.

Si f: E — F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme de K-e.v.
L’application f~': F — E est aussi linéaire.

Si f € L(E,F), la linéarité de f entraine que pour connaitre (resp. pour définir)
f, il suffit de la connaitre (resp. définir) sur une base de E.

PROPOSITION 1. L’image (ou l'image réciproque) d’un s.e.v par une application linéaire
est un s.e.v.

DEFINITION 2. Soient E et F des K-e.vet f € L(E, F). On appelle noyau de f I’ensemble
noté Ker f = f~1({0}) = {z € E | f(z) = 0}. On appelle image de f Pensemble noté
Im f = f(E). Les ensembles Ker f et Im f sont des s.e.v. Par ailleurs, f est injective si et
seulement si Ker f = {0}.

DEFINITION 3. Soient E et F des K-e.v et f € L(E,F). Si Im f est de dimension finie,
on dit que f est de rang fini, et Pentier dim(Im f) est appelé rang de f, noté rg f.

2.2. Espaces vectoriels quotients

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v et F' un s.e.v de E. La relation R définie par (r Ry <
x —y € F) est une relation d’équivalence sur E. L’espace quotient est noté E/F, et c’est
un K-e.v muni des lois T+ 7§ =z + y, AT = Az.

DEFINITION 5. Soit F un K-e.v, F un s.e.v de E. Si F/F est de dimension finie, on dit
que F est de codimension finie dans E. On appelle alors codimension de F dans E 'entier
codimg F' = dim(E/F). Si codimg F' = 1, on dit que F est un hyperplan de E.

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v. Un s.e.v F de E est de codimension finie dans E si
et seulement si F admet un supplémentaire S dans E de dimension finie. On a alors
dim S = codimpg F'.
Démonstration. Condition nécessaire. Supposons E/F de dimension finie. Pour tout z € E, on
note & sa classe dans E/F. Soit (€1,...,€y,) une base de E/F. Soit S = Vect(e;)1<i<n. Alors
FNS={0}carsiz=3 1 , he; € FNS, alors & = 0= >y Ai€; et donc pour tout ¢,
/\1; =0.
F + S = E. En effet, soit z € E. 1l existe A,..., A\, € K tels que & = Y1 | Mié;. Si
y=>r Mej,onadoncz=z—yEF (cars=2—g§=0)etxz=2+y,y€S.
Donc F & S = E, et dimS =n = dim(E/F) = codimg F.
Condition suffisante. Supposons F &S = E, ot S est de dimension finie n. Soit (eq,...,e,) une
base de S. Nous montrons que (€1, ...,€,) est une base de E/F.
(€1,...,€,) est une famille génératrice de E/F. En effet, siz € E, ilexistey € Fet 2€ S
tel que x =y + 2 et donc £ =y + 2 = 2 € Vect(ei,...,€n).
(€1,...,€n) est une famille libre. En effet, si Z;’;l Ai€; = 0, alors Z?:l Aie; € F donc est
nul car F NS = {0}. Donc pour tout i, A; = 0.
Finalement, on a donc codimp F = dim(E/F) =n = dim S. 0

COROLLAIRE 1. Si E est un K-e.v de dimension finie, si F est un s.e.v de E, alors F
est de codimension finie dans E et codimg F' = dim F — dim F.
Factorisation d’une application linéaire.

THEOREME 1. Soient E et F deur K-e.v et f € L(E,F). Alors Im f est isomorphe a
E/Ker f.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, F un K-e.v et f € L(E,F). Alors f
est de rang fini et dim E' = dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(Ker f) + rg f.
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COROLLAIRE 2. Soit f € L(E,F) ou E et F sont deur K-e.v de méme dimension finie.
Alors :

(f est bijective) <= (f est injective) <= (f est surjective).
Remarque 2. Ce dernier résultat est trés important. Il est faux en dimension infinie ; par
exemple, f: R[X] — R[X] P+ P’ est linéaire surjective mais pas bijective.
2.3. Algébre des endomorphismes

Les endomorphismes sont des applications linéaires trés importantes. Ils vérifient de
nombreuses propriétés et c’est pour cela qu’on les étudie plus particuliérement. Dans toute
la suite de cette section, F désigne un K-e.v.

On note L(E) = L(E, E). Muni de la loi o de composition, £(E) est une K-algébre
unitaire. On note G¢(E) I’ensemble des endomorphismes bijectifs (encore appelés auto-
morphismes) de E. Muni de la loi o de composition, G/(FE) est un groupe appelé groupe
linéaire de E.

DEFINITION 6. On dit que f € L(F) est une homothétie de rapport A € Ksi f = A1dg
(on Idg désigne I'application identité de E).

Remarque 3. L’ensemble des homothéties de rapport non nul forme un sous-groupe de
G((E). On montre a I'exercice 6 page 124 que c’est le centre du groupe G¢(E).

PROPOSITION 3. Soit f € L(E). Alors f est une homothétie si et seulement si pour tout
x € E, la famille (z, f(x)) est liée.

Démonstration. Condition nécessaire. C’est immédiat.
Condition suffisante. Par hypothése, pour tout = € F, il existe A, € K tel que f(z) = Az - 2.
Fixons zg € E, z9 # 0. Nous allons montrer que pour tout x € E (z # 0), Az = Ag,.
Si z € Kzg et x # 0, alors il existe g € K tel que z = pxog. Donc Azz = f(z) = puf(x0) =
BAzoTo = Az (o) = Azox. On en conclut Ay = Ag,.
Sinon x et xp forment une famille libre, et on a alors

Aztao (T + T0) = f(x 4+ 20) = f(x) + f(T0) = AT + Ay Zo,

donc comme (z,2g) est libre, Apg+2 = Azq = Az, d’oll le résultat.

Projecteurs et symétries.
DEFINITION 7. Soient F; et Ey deux s.e.v de F tels que E; & Ey = FE, de sorte que
Ve € B, (z1,22) € E1 X Ey tel que =z + .
L’application p: E — E x> x est linéaire et s’appelle projection sur E; paralléelement
a Fy. OnaKerp=FEy, Imp=FE, et pop=p.
DEFINITION 8. Un endomorphisme p € L(E) est appelé projecteur si pop = p.

PROPOSITION 4. Soit p € L(E). Alors p est un projecteur si et seulement si p est la
projection sur Imp parallélement a Kerp. On a alors E = Kerp ¢ Im p.

Remarque 4. Si p est un projecteur, alors y € Imp si et seulement si y = p(y).
DEFINITION 9. Soient F; et E5 deux s.e.v de E tels que E = Ey & E», de sorte que
Ve € E, (xy,29) € Ey X Ey tel que z =z, + xs.

L’application s : E — E x> x1—xy s’appelle symétrie par rapport a Fy parallelement
a Fy. On a s € L(E) et si p est la projection sur E; parallelement a Ey, s = 2p — Idp.



122 3. ALGEBRE LINEAIRE : GENERALITES

PROPOSITION 5. Supposons que la caractéristique du corps K soit différente de 2. Alors
s € L(E) est une symétrie si et seulement si sos = Idg. Sip = (s + Idg), p est un
projecteur et s est la symétrie par rapport a Imp paralléelement a Ker p.

Remarque 5. Si K est de caractéristique 2, on peut avoir s> = Idg sans que s soit une

12 ) € My(Z/27)).

symétrie (prendre par exemple s telle que [s] = ( 0 1

2.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit F un K-e.v de dimension finie et F' un K-e.v.
a) Soient f, g € L(E, F). Montrer les inégalités
|rg f —rgg| <rg(f+g) <rgf+rgyg.

b) Soient deux endomorphismes f, g € L(E) tels que fg = 0 et f + g est inversible.
Montrer que rg f +rg g = dim E.

Solution. a) Im(f +g) = (f + 9)(E) C f(E) + g(F), donc
rg(f + ¢) = dim(Im(f + ¢)) < dim[f(E) + g(E)] < dim f(E) + dimg(E) =rg f +rgg.

Comme f = (f +¢g) + (—g) et que rgg = rg(—g), on a aussi rg f < rg(f + g) +rgg. De
méme, rg g < rg(f + g) + rg f. On en déduit finalement que |rg f —rgg| < rg(f + 9).

b) Comme f + g est inversible, rg(f + ¢g) = dim E, donc d’apres a),
rgf+rgg 2rg(f+g) =dimE. (%)

Comme fg = 0, on a Img C Ker f, donc rgg < dim(Ker f) = dimE — rg f, c’est-a-dire
rg f +rgg < dim E. Avec (%), on en déduit le résultat.

EXERCICE 2. Soit F un K-e.v (o1t K est de caractéristique différente de 2), et p, ¢ € L(E)
deux projecteurs.

a) Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog=gop=0.

b) Montrer que si p + ¢ est un projecteur,

Im(p+¢q)=Imp@dImqg et Ker(p+q)=KerpnKerg.

Solution. a) Condition nécessaire. Comme p+ q est un projecteur, on a (p+q)? = p+q, c’est-a-
dire p2+poq+qop+¢®> =p+q. Orp?> =pet ¢> =g, donc pog+qop=0 (*). En composant
(%) par p a droite, on obtient pogop+gqop? =0=poqop+ qop. En composant (%) par p a
gauche, on obtient p2og+pogqgop=0=pog+poqgop. On en déduit po g = qop, et d’apres
(¥), K étant de caractéristique différente de 2, pog=gqop=0.

Condition suffisante. C’est immédiat car (p+¢)2 =p> +poqg+qop+@=p*+¢@=p+q

b) Montrons que Im(p + ¢) = Imp @ Imgq.

- On a déja ImpNImg = {0}. En effet. Soit y € Imp NImgq. Il existe z et 2’ € E tels
que y = p(z) = q(2'). Donc p(y) = p*(z) = po q(a’) = 0 d’aprés la question précédente. Or
p?(z) = p(z) =y, donc y = 0.

- Il nous reste a montrer que Im(p+¢) = Imp+Im¢q. L’inclusion Im(p+¢) C Imp+Im q est
immeédiate. Montrons I'inclusion réciproque. Soit ¥y € Im p+1Im g, de sorte qu’il existe x et 2’ € E
tels que y = p(z)+q(2’). On a alors (p+q)(y) = p*(x)+gp(x) +¢*(2) +pg(z’) = p(z)+q(z’) = y,
donc y = (p+ ¢)(y) € Im(p + q), d’ou le résultat.

Montrons maintenant que Ker(p + q) = Ker pnKer ¢q. L’inclusion Ker pnKer g C Ker(p+ q)
est immeédiate. Montrons I’inclusion réciproque. Soit € Ker(p+ ¢). Comme p(x) 4+ ¢(z) =0, on
a, en composant par p a droite p?(z) + g o p(z) = 0 d’ott p(z) = 0. De méme, en composant par
q a droite, on obtient po g(x) + ¢*(xz) = 0 = ¢(x). Donc x € KerpnKerg.
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EXERCICE 3. Soit E un K-e.v de dimension finie, soit f € £L(F). Montrer ’équivalence
(E=Imf@®Kerf) < (Imf=Imf?).

Cette équivalence reste-t-elle vraie en dimension infinie 7

Solution. Condition nécessaire. On a f(E) C E donc f2(E) = f[f(E)] C f(E), c’est-a-dire
Im f2 C Im f. Montrons maintenant Im f C Im f2. Soit y = f(x) € Im f. Il existe (z1,22) €
Im f x Ker f tel que * = 21 + x9, donc y = f(x) = f(x1) € Im f2.
Condition suffisante. Soit * € E. On a f(z) € Im f = Im f? donc il existe 2’ € E tel que
f(z) = f2(a’). Donc flx — f(2)] =0, d’ott y = z — f(2') € Ker f. Si z = f(2') € Im £, on a donc
xr=y+zavec y € Ker f et 2 € Im f. Autrement dit, on vient de montrer F = Im f + Ker f.
Comme de plus dim(Im f) + dim(Ker f) = dim E, on en déduit £ = Im f & Ker f (voir le
corollaire 1 page 118).

En dimension infinie, ce résultat est faux. Par exemple, si f € L(R[X]) est définie par
f(P)= P, onalmf?=R[X]=1Imf et pourtant Im f et Ker f ne sont pas en somme directe
(Im f = R[X] et Ker f # {0}).

EXERCICE 4. Soit E un K-e.v (de dimension quelconque), F et G deux s.e.v de E tels que
(i) G C F et (ii) F et G sont de méme codimension finie dans E. Montrer que F = G.

Solution. Pour tout € E, on note 7 sa classe dans E//G, & sa classe dans E/F. Si T =7, alors
=19 (carx —y=0donc z —y € G donc z —y € F, c’est-a-dire & = g).

Considérons lapplication f: E/G — E/F T &. Elle est linéaire et surjective donc bijec-
tive car E/G et E/F sont des K-e.v de méme dimension finie (voir le corollaire 2). L’application
f est donc injective, de sorte que si x € F, & = 0 alors T =0, i.e. x € G. En d’autres termes,
F C G. Comme G C F par hypothése, on a F =G.

EXERCICE 5 (SUITES EXACTES). a) Soient Ey, F1,..., E, des K-e.v de dimension finie;
on note g = dim Ej. On suppose qu’il existe n applications linéaires fo, f1, ..., fa_1 telles
que pour tout k, fr € L(Eg, Ex+1), et vérifiant

(i) fo est injective,
(ii)) Vk, 1 <k <n-—1, Im f;_, = Ker fi,
(iii) fr—1 est surjective.

(On dit que (fo, ..., fa_1) constitue une suite ezacte.) Montrer que Y _,(—1)*a; = 0.
b) (Application). Soit E un K-e.v, F et G deux s.e.v de F de codimension finie dans E.
Montrer que F'+ G et F'N G sont de codimension finie dans E et que

codimp(F + G) = codimg F + codimg G — codimg(F N G).

Solution. a) L’assertion (ii) entraine dim(Ker fi) =rg fr—1 pour 1 <k <n —1, donc
Vk, 1<k<n-1, o«a=dim(Ker f)+rg fr =18 fr—1 +1g fi-

Or ap = rg fo car fo est injective, et oy, = rg fn—1 car fn—1 est surjective. On en déduit

> (=D = (rg fo) — (rg fo+ 18 f1) + -+ + (=) (g fa2 + 18 fa1) + (—1)" 18 fn1 =0.
k=0

b) Pour tout € E, on note & sa classe dans E/(F NG), T dans E/F, @ dans E/G et & dans
E/(F + G). Définissons

f: E/(FNG)— E/FxE/G i+ (3,7)
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et
g: E/JF xE/G - E/(F+G) (%,7) (z—y).
Nous allons montrer que (f,g) constitue une suite exacte.

f est bien une application, carsi &z =g, alorsz —y € FNG donc Z =9 (car x —y € F)
et =7y (car x —y € G).
g est aussi une application, car si (Z,y) = (17,3;’), onaz—a' € Fety—y €@, donc
(@-2)— (=) = [@—19) - (¢! =t/) € F+ G, Cestrindire =y =2/ ~ .
Il est clair que f et g sont linéaires.
f est injective, car si (Z,Z) = (0,0), z € F et £ € G donc z € F NG, cest-a-dire & = 0.
Comme E/F x E/G est de dimension finie (car E/F et E/G le sont), l'injectivité de
f permet d’affirmer que F NG est de codimension finie (en effet, si E/(F NG) était de
dimension infinie, on pourrait trouver dans E/(F N G) une famille libre contenant plus
d’éléments que la dimension de E/F x E/G, absurde car I'image de cette famille libre
par f injective est aussi une famille libre).
g est surjective car si 2 € E/(F + @), 2 = g(%,0). Donc E/F x E/G étant de dimension
finie, E/(F + G) = g(E/F x E/G) est de dimension finie.
Im f = Kerg. En effet, on a dé¢ja Im f C Kerg car g(f(2)) = ¢9(Z,Z) = z—z=0.0n
a également Kerg C Im f car si (Z,y) € Kerg, z —y € F + G donc il existe 1 € F et
yr€Gtelsquer —y=x1—y1. Doncx —z; =y—y; =u, dot T = u et ¥y = 4, donc
(7,9) = f(#) € Im f.

On est donc dans les conditions d’application de a), ce qui nous donne
dim(E/(FNG)) —dim(E/F x E/G) +dim(E/(F + G)) =0,
d’on le résultat car dim(E/F x E/G) = dim(E/F) + dim(E/G).

EXERCICE 6 (CENTRE DU GROUPE LINEAIRE). Soit £ un K-e.v de dimension finie. Quel
est le centre du groupe linéaire GO(E) (i. e. 'ensemble des f € GU(E) tels que Vg € G((E),

fo=gf)?

Solution. Nous allons montrer le résultat suivant. Si f € L(F) commute avec tous les éléments
de GL(FE), alors f est une homothétie. En particulier, le centre de G/(E) est {AIdg | A € K*}.

Soit f € L(F) tel que Yg € GU(E), gf = fg. Supposons que f ne soit pas une homothétie.
D’aprés la proposition 3 page 121, il existe u € E, u # 0, tel que la famille (u, f(u)) forme une
famille libre. Complétons 14 en une base (u, f(u),es,...,e,) de E. Définissons g € L(F) sur cette
base comme Suit\

g(w) =u, g(f(uv)) =u+ f(u), Viz3, g(e;)=e;
On a g € G{(E) car g transforme une base de E en une base de E. Or go f(u) = u+ f(u) et
fog(u) = f(u), donc fog# go f car u # 0. Finalement, f est une homothétie.

EXERCICE 7. Soit F un K-e.v de dimension finie n. Soit f € L(E). On suppose qu’il
existe zg € E tel que B = (f(x0), f*(x0),. .., f"(x0)) forme une base de E.

a) Montrer que f est bijective.

b) Montrer qu’il existe (ag,...,a,_1) € K* tel que f"+a, 1f* 1+ - +aif+agldg =0
(sans utiliser, bien str, le théoréme de Cayley-Hamilton).

Solution. a) Soit y € E. Comme (f(xg),..., f"(x0)) est une base de E, il existe (\;)1<i<n € K"
tels que y = A f(zo)+- - -+ f™(z0), donc y = fMzo+Aaf(20)+ - -+An " H(z0)] € Im £, et ceci
pour tout y € E. L’application f est donc surjective, donc bijective car c’est un endomorphisme
en dimension finie.



3. MATRICES 125

b) Comme B forme une base de E, il existe A1, ..., A\, € K tels que f"t(x9) = A\ f™(zo) +-- -+
A f(zg). Posons g = f*t1 — A\, f" —... — A\if. On a g(xp) = 0. Or

Vi, L <i<n,  g[fi(zo)] = f" (20) — A f"F(w0) — - — M fH (w0) = filg(z0)] = O,

autrement dit g s’annule sur la base B, donc g = 0. En composant g a gauche par f~!, on obtient
=X ™t — e Fy Idp =0,

3. Matrices
3.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient p et ¢ € N*. On appelle matrice de type (p, g) ou matrice a p lignes

et ¢ colonnes a coefficients dans K, toute famille (a;;)1<i<p avec pour tout (7,7), ai; € K.
1<j<q

On note cette matrice de la maniére suivante

q colonnes
. .

7 Y

a1 a2 -+ Qigq

Q21 G22 --- Q24
p lignes . X . .

ap1 Ap2 -+ Qpgq

DEFINITION 2. L’ensemble des matrices de type (p,q) a coefficients dans K est noté
Myq(K).
(Cas ¢ =1). Un élément de M,,;(K) s’appelle une matrice colonne.
(Cas p=1). Un élément de M, 4(K) s’appelle une matrice ligne.
(Cas p = q). Les éléments de M, ,(K) s’appellent des matrices carrées. On note
M, (K) = M,,,(K), appelé ensemble des matrices carrées d’ordre (ou de taille) p.

DEFINITION 3. Soit A = (a;;)1<i<p € M, 4(K). On appelle matrice transposée de A et on
1<5;<

SIS
note ‘A la matrice B = (b; ;) 1<i<s € M,,(K) avec b, ; = a;;.
T 1<5<p

Remarque 1. La représentation sous forme de tableau de la matrice ‘A est le sy-
métrique de celle de A par rapport a la diagonale constituée des coefficients a; ;.
Pour toute matrice A4, (*A) = A.

DEFINITION 4 (DEFINITIONS RELATIVES AUX MATRICES CARREES). Soit n € N* et une
matrice A = (a; ;) 1<i<n € My(K).
1

z
<j<n

Les (@i;)1<i<n s’appellent les éléments diagonauz de A.
La diagonale principale de A est ’ensemble de ses éléments diagonaux.

Si a;j = 0 pour i > j, A est dite triangulaire (ou trigonale) supérieure ( )
T

Si a;; = 0 pour i < j, A est dite triangulaire (ou trigonale) inférieure ( 9 )

Si a;; = 0 pour @ # j, A est dite diagonale.
S’il existe A € K tel que pour tout %, a;; = A et pour tout 7 # j, a;; = 0, on dit
que A est une matrice scalaire.

Si pour tout (i,7), a;; = aj; (de maniére équivalente si ‘A = A), A est dite
symétrique.
Si pour tout (i,j), a;; = —a;; (de maniére équivalente si ‘A = —A), A est dite

antisymétrique. Dans ce cas, si K est de caractéristique différente de 2, les éléments
diagonaux de A sont nuls.
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3.2. Matrices et applications linéaires

Soient F et F deux K-e.v de dimension finie, dimFE = ¢ € N*, dimF = p € N*.
Soit B = (ey,...,€,) une base de E, B’ = (e},...,e,) une base de F. Soit f € L(E, F).
Pour tout j, 1 < j < ¢, on peut écrire f(e;) = Y.7_ a; €} ou les a;; € K. La matrice
A= (ai’j)}gz‘éz est appelée matrice de f dans les bases B et B’ et notée [f]5. Il revient

au méme de dire que les vecteurs colonnes de la matrice [ f]g' sont les coordonnées dans
la base B’ des images par f des vecteurs composant la base B.
On munit M, ,(K) des opérations suivantes :
SiA= (a”) 1<i<p €t B = (b”) 1<1<p, on définit A+ B = ((lzJ + b”) 1<i<p .

1<j<q 1<j<q
Si A= (a;j)i<i<r et A €K, on d(‘ﬁmt AA = (Aa; ) 1<i<p.
1<j<q 1<j<q

Muni de ces opérations, M, ,(K) est un K-e.v. Si pour tout (z,j), 1 <i<p, 1 <j<g,
E,; ; désigne la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui d’indice (7, j) qui vaut 1,
les E;; (1 <i<p1<j<gq) forment une base de M, ,(K) appelée base canonique de
M, ,(K). Ceci entraine en particulier le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Le K-e.v My 4(K) est de dimension finie pq.
Fixons deux bases B de E et B’ de F. L’application
®: L(E,F) > Mpg(K) [ [f]g,

est un isomorphisme de K-e.v. En particulier, dim(£L(E, F)) = dim(M,4(K)) = pq =
(dim E) - (dim F)).

Multiplication de matrices.

DEFINITION 5. Soient p,q,7 € N* et A = (a”)1<,<p € M,,K), B = (b”)1<,<q €
<q

] r

M, -(K). On définit la matrice C = (c”)1<,<p € Mpr( ) par ¢j = ) 1y G kb,” La
matrice C' est appelée produit des matrices A et B et on note C' = AB.

Remarque 2. Attention, le produit de A par B ne peut étre réalisé que si le nombre
de lignes de B est égal au nombre de colonnes de A.
Le produit de matrices est associatif (mais pas commutatif) et distributif par rap-
port a 'addition.
Soit f € L(E,F), B une base de E, B’ une base de F. Soit x € E et y = f(z).
On note X la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de x dans la
base B, Y la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de y = f(z)
dans la base B’. On a alors Y = [f] B'X, au sens du produit de matrices défini plus
haut.

PROPOSITION 2. Soient E, F et G des K-e.v de dimensions finies. Soit B une base
de E, B" une base de F et B” une base de G. Si f € L(F,G) et g € L(E,F), on a

[faE" = 115 (95 -
Remarque 3. (Produit par blocs). Si M € M, 4(K) et M' € My, (K),

T £ B
- ’ r lignes
= ( C D )’ = ( c' D >}q—rlignes
alors
MM — AA' + BC' AB' + BD’
~ \ CA+DC" CB'+DD' )

Tout se passe comme si on multipliait deux matrices 2 X 2, en prenant garde a I’ordre
dans les produits (il n’y a pas commutativité).
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3.3. Matrices carrées

Soit n € N*. Le K-e.v M,,(K) = M,, »(K), muni de la loi produit sur les matrices, est
un anneau (c’est méme une K-algébre) unitaire (I’élément unité est la matrice identité,
notée I, qui est une matrice scalaire dont les coefficients diagonaux sont égaux a 1). Cet
anneau est non commutatif et non intégre dés que n > 2.

L’ensemble des éléments inversibles de Panneau M,,(K) est un groupe appelé groupe
linéaire d’indice n et noté G0, (K).

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B une base de E. Si f € L(F), on note
[flz = [f]5 et on l'appelle matrice de f dans la base B. L’application ® : L(E) —
My(K) f — [f]p est un isomorphisme d’algébre. Ceci entraine que A € M, (K) est
inversible si et seulement s’il existe f € L(FE), inversible, tel que [f]p = A. D’ou le
corollaire suivant :

(A € M, (K) est inversible) <= (IB € M,(K), AB=1,)
< (3BeM,(K), BA=1,) et B=A"

3.4. Changement de base

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B = (ey,...,e,) et B’ = (e],...,€]) deux
bases de E. Pour tout j, 1 < j < n, on peut écrire €} = > o pijei avec les p;; € K. La

matrice P = (p; j)1<i<n (dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans la
1<j<n

base B) s’appelle matrice de passage de B & B’. La matrice P est inversible. Si z € E, si
X (resp. X') désigne le vecteur colonne dont les éléments sont les coordonnées de x dans
la base B (resp. dans la base B’), alors on a X = PX".

Remarque 4. Attention a Perreur courante qui consisterait a écrire X’ = PX.

PROPOSITION 3. Soient E et F deuz K-e.v de dimensions finies respectivement égales a
p et q. Soient By et B{ deuzr bases de E, P la matrice de passage de By a B, By et B}
deuz basels de F, Q la matrice de passage de By a BYy. Soit f € L(E,F). Si A = [f]g(l),
A = [f]g(}), onaA =Q'AP.

DEFINITION 6. Soient A, B € M, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes s'il existe
P e G(,(K) et Q € GC,(K) telles que B = QAP. La relation “est équivalente a” est une
relation d’équivalence.

Remarque 5. On a vu un peu plus haut que les matrices d’une méme application f €
L(E, F) dans des bases différentes sont équivalentes.

PROPOSITION 4. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B et B' deux bases de E,
P la matrice de passage de B a B'. Soit f € L(E). Si A = [f]p et A" = [f]p, alors
A' = P1AP.

DEFINITION 7. Deux matrices A et B € M,(K) sont dites semblables s’il existe P €
Gl,(K) tel que B = P~1'AP. La relation de similitude est une relation d’équivalence.

3.5. Propriétés des transposées

PROPOSITION 5. Si A, Be M, ,K), (A+B)="'A+"'B.
Si A€ M,q(K) et A €K, (AA) = XA
Si A€ Myy(K) et B € My,.(K), (AB) = ‘BA.
Soit A € My(K). On a A € G,(K) si et seulement si ‘A € Gl,(K) et dans ce cas,
(‘A =YAa™).

Remarque 6. La transposition inverse I'ordre dans les produits de matrices. Cette re-
marque peut parfois étre utile dans les exercices.
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3.6. Rang d’une matrice
DEFINITION 8. Soit A € M, 4(K). On appelle rang de A le rang de ses vecteurs colonnes
dans KP?, et on le note rg A. Si A est la matrice d’une application linéaire f, on a rg A =
rg f.
Remarque 7. Si A € M, 4(K), alors rg A < inf{p, ¢}.

Si A € M, (K), alors A est inversible si et seulement si rg A = n.

THEOREME 1. Soit A € Mp4(K). Sir =r1gA > 1, A est équivalente a la matrice

L. O
(5 0).

COROLLAIRE 1. Deuz matrices A et B € My 4(K) sont équivalentes si et seulement si
rgA=rgB.
DEFINITION 9. Soit A = (a;;)1<i<» € M, 4(K), et soient deux sous-ensembles non vides

1<j<gq
Ic{1,...,p}et JC{L,...,q}. La matrice B = (a;;)ier s’appelle matrice eztraite de
' M7 jed
A, A s’appelle une matrice bordante de B.

THEOREME 2. Soit A € M, 4(K). Le rang de A est le plus grand des ordres des matrices
carrées inversibles extraites de A.

COROLLAIRE 2. Le rang de toute matrice est égal au rang de sa transposée.

Remarque 8. En d’autres termes, le corollaire précédent dit que le rang des vecteurs
colonnes d’une matrice est égal au rang de ses vecteurs ligne.

Dans la pratique, pour trouver le rang d’une matrice, on utilise le résultat suivant : on
ne change pas le rang d’une matrice en multipliant une colonne par un scalaire non nul,
ou en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes (méme chose
sur les lignes). Par exemple, en opérant sur les lignes,

2 1 3 -3 213 -3
rel -1 21 4 j}=rg] 03 3 3
1 1 2 -1 L & 2 <=}
213 -3 213 -3
=tg] © ¥ 1 1 j=El8 1 1 1 =2
2 2 4 =2 011 1

3.7. Trace d’un endomorphisme

DEFINITION 10. Soit A = (a;;)1<ij<n € Myn(K). On appelle trace de A le scalaire tr A =
> a;;. L’application A — tr A est une forme linéaire.

PROPOSITION 6. Si A et B € M,(K), tr(AB) = tr(BA).
Si A € M,(K), tr A = tr(‘A).
Si A et B € M,(K) sont semblables, alors tr A = tr B.
Remarque 9. La trace d’un produit de deux matrices ne dépend pas de 'ordre dans lequel

on les multiplie, mais ceci n’est pas vrai lorsque le produit a trois termes ou plus. On peut
écrire tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA), mais en général on a tr(ABC) # tr(ACB).

La derniére assertion de la proposition précédente permet la définition suivante.

DEFINITION 11. Soit E un K-e.v de dimension finie, B une base de E et f € L(FE). Alors
la trace de la matrice [f]p ne dépend pas de la base B choisie. Cette valeur s’appelle la
trace de f et est notée tr f.
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PROPOSITION 7. Soit E un K-e.v de dimension finie, p € L(E) un projecteur. Alors
trp = (rgp)lk (ou lg désigne l’élément unité de K). En particulier, si K=R ou K=C
alors trp =rgp.

Démonstration. Comme p est un projecteur, Imp @& Kerp = E. Soit r = rgp, (e1,...,e;) une
base de Imp et (er41,...,e,) une base de Kerp. Alors B = (ey,...,ey) est une base de F et la
matrice de p dans cette base est [p]p = (10’ 8), donc trp = (rgp)lk. O

3.8. Exercices
EXERCICE 1 (MATRICES DIAGONALEMENT DOMINANTES). On considére une matrice

A = (a;j)1<ij<n € Mp(C) vérifiant

Vi, 1 S 7 S n, E |a'i,j| < |ai,i|-
1<j<n
J#1

Montrer que A est inversible.

Solution. 11 s’agit de montrer que rg A = n, c’est-a-dire que les n vecteurs colonnes de A forment

une famille libre. Pour cela, raisonnons par I’absurde en supposant ces n vecteurs liés, ce qui
o

s’‘écrit

I, .-, A €C  tels que ViE{l,...,n},Z/\jai,j=0:
j=1

les A; étant non tous nuls. Soit k tel que [Ax| = sup;<j<, [Aj|. Alors Ax # 0 et

n
y y
Zz\jak’ij donc  apy = — Z /\—Jak,j, d’on |ag x| < Z _ll)\]|||ak’jls Z [T
k

j=1 1Sj§11 1<j<n

ce qui est contraire aux hypothéses.

EXERCICE 2. Soit n € N* et soit la matrice

) 1 1 ew 1
B % G s

M=|: " & - & |eMunR).
0 <o «« 0 CP

Montrer que M est inversible et calculer M1

Solution. On note R,[X] = {P € R[X] | deg(P) < n}. Soit 'endomorphisme f : R,[X] —
R,[X] P(X)+— P(X +1). La famille B = (1, X,...,X") est une base de R,[X], et on voit
facilement que M est la matrice de f dans la base B. Or f est inversible, son inverse étant
g: P(X)— P(X —1). Donc M est inversible, et

1 —1 1 e (D)
0 ¢ -C3 -+ (-1)"iCy

M7 =[fg=[gls=| : - C - (-)*2C}

\0 oy C,'; )
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EXERCICE 3. Soient A et B € M, (K) telles que AB = A+ B. Montrer que A et B
commutent (7. e. montrer que AB = BA).

Solution. Comme AB=A+B,onal,—A— B+ AB = I, donc (I, — A)(I,, — B) = I,. Donc
I, — A est inversible, son inverse est (I, — B), donc (I, — B)(I, — A) = I, ce qui en développant
donne BA=B+ A=A+ B.

EXERCICE 4. a) On considére la matrice

0 myp -+ My,
: B e :
M=1 € M,(R).
: . mn—l,n
0 o ... 0
Montrer (sans utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton) que M est nilpotente.
310
b) Soit M= 0 3 2 | € M3(R). Pour tout entier p > 1, calculer MP.
00 3

Solution. a) Soit (eyp,...,e,) la base canonique de R™ (e; est le vecteur colonne dont tous les
éléments sont nuls sauf le 7-iéme qui vaut 1). La forme de la matrice M montre que
i—1
Me; =0 et Vi>2, Me;= ka,iek € Vect(ey,...,ei—1).
k=1
Montrons par récurrence sur p € {1,...,n} que pour tout i, 1 <7 < p, on a MPe; = 0. Pour
p = 1 c’est vrai car Me; = 0. Supposons le résultat vrai au rang p — 1, montrons le au rang p.
Sil<i<p-—1,Légalite MP le; = 0 entraine MPe; =0, et sii=p:

p—1 p—1
MPe, = MP~\(Me,) = MP~! (Z mk,pek) = mpp(MP"eg) = 0.
- En particulier, le résultat est vrai pour p = n ce qui entraine que M™ s’annule sur tous les
vecteurs de la base canonique de R™, donc est nul.

1 0

0
b) On écrit M = 3I3+ N ou N = 0 0 2 |. D’aprés la question précédente, N* = 0.
0 00
Comme I3 et N commutent, on peut écrire

p

VpeN', MP =) ({) N*(BLP~* = 3L + p3r— N 4 P21 - Dgr2n2
k=0

3p p(p—1)

9 6p

0

010 00 2 9
CommeN=| 0 0 2 |etN2=]| 0 0 0 |,cecidonne MP =372 0
00 0 000 0 9

Remarque. Au a), une étude plus poussée aurait permis de montrer que la matrice M? a
tout ses coefficients nuls en dehors de la partie triangulaire supérieure des n — p premieres
lignes et n — p derniéres colonnes. Autrement dit,

Vp,1<p<n-—1, on a M’= . n—p lignes
(0) x

} p lignes
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EXERCICE 5. Quelles sont les matrices A € M,,(K) telles que A2 =07

Solution. Soit f I’endomorphisme de K™ dont A est la matrice dans la base canonique de K™. On
a f2=0, donc Im f C Ker f. Soit r =rg f. Si =0, on a f = 0. Sinon > 1. Soit (e1,...,ey)
une base de Im f. Comme Im f C Ker f, on peut compléter cette base en une base (e1,...,en—y)
de Ker f (au passage, on remarque que 7 < n—r donc r < n/2). Pour 1 <i <7, e; € Im f donc
il existe u; € K™ tel que f(u;) = e;.

Montrons que B = (ey,...,€p_p, U1, ..., U, ) est une base de K™. Il suffit de montrer que c’est
une famille libre (il y a n éléments). Supposons (Aje1 +- -+ Ap—p€n_p) + (121 + - -+ pru) =0
ou les A, pt; € K. En composant par f, on trouve piey + - -- + pre, = 0, donc Vi, y; = 0. Donc
Ae1+ -+ Ap—rén—r = 0, et donc Vi, \; = 0. B est donc bien une base de K". Dans cette base,
f a pour matrice M, = ( 8 (; >, avec r < n/2, et A est donc semblable a M.

Réciproquement, si Au0 ou si A est semblable & M, avec r < n/2, alors A%2 = 0. Les matrices
recherchées sont donc celles semblables a M, avec r < n/2 et la matrice nulle.

EXERCICE 6. Soit M € M, (R) une matrice de trace nulle.

a) Montrer que M est semblable & une matrice n’ayant que des 0 sur la diagonale princi-
pale.

b) Montrer qu’il existe X et Y € M, (R) tels que M = XY —Y X.

Solution. a) On va montrer ce résultat par récurrence sur n € N*. Pour n =1 c’est évident car
M = (tr M) = (0). Supposons le résultat vérific au rang n — 1 et montrons le au rang n. Soit
f 'endomorphisme de R™ dont M est la matrice dans la base canonique de R™. Si Vx € R",
la famille (z, f(z)) est liée, alors f est une homothétie (voir la proposition 3 de la partie 2.3),
c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que f = Aldg. Or nA =tr f = tr M = 0 donc A = 0 et donc
f =0, ce qui entraine que la matrice M est nulle.

Sinon, il existe € R™ tel que la famille (z, f(z)) soit libre. Complétons cette famille en une
base B = (z, f(z),es,...,en) de R™. Dans cette base, on a

La matrice M, semblable a N, est donc semblable a cette derniére matrice, d’ou le résultat.
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b) D’aprés a), il existe P € Gl,(R) telle que M = P"INP ou N est une matrice n’ayant que
des zéros sur la diagonale principale. Notons b; j les coefficients de la matrice N. Fixons

X = 0 o € M,(R), avec a;#a; si i#j.
: . «© 0
0 Shas 0 (57

SiY = (aij)i<ij<n € Mn(R), un calcul rapide montre que XY — Y X = (asaij — @ja; j)1<ij<n-
En choisissant a;; = 0 pour tout %, et a;; = b; j /(i — ;) si i # j, on voit que XY —YX =N,
donc M = (P~1XP)(P~'YP) — (P lYP)(P1XP).

EXERCICE 7. Soit E un R-e.v de dimension finie n € N*. Soient py,...,pr € L(E) des
projecteurs. Montrer que p = p; + - - - 4+ pj est un projecteur si et seulement si p;op; =0
pour tout (i, 7) tel que i # j.

Solution. Condition suffisante. 11 suffit de remarquer que

P=pi+ - +pi+) piopj=pi+ - +pp=p1+ - +p=p.
i3

Condition nécessaire. D’apreés la proposition 7, le rang d’un projecteur égale sa trace, donc

k k
rgp =trp = Ztrpi = ngpi.
i=1

i=1

On a aussi
Imp = (p1+ - +p)(E) Cp1(E) +--- + pp(E) =Imp; +--- + Imp;.
Ces deux derniéres assertions permettent de conclure que
Imp=Imp; @ ---® Impy. (%)
Ceci étant, fixons 7, 1 <i < k. D’apreés (x), si z € E, pi(x) € Imp donc
pi(z) = p(pi(z)) = propi(z) +--- + piopi(x) + - -+ + pr 0 pi().

Comme p; o pi(z) = pi(x), on en déduit Zj#pj o pi(z) = 0. Or pour tout j, p;j o pi(z) € Imp;
donc d’aprés (), écriture Z#i pj opi(xz) = 0 entraine Vj # 4, p; o pi(x) = 0. Ceci est vrai pour
tout € E, donc si j # 4, pj op; =0, d’ou le résultat.

4. Dualité

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel.

4.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.
L’ensemble £(E,K) des formes linéaires sur E est aussi noté E*. C’est un K-e.v appelé
espace dual de E.

Notation. Six € E et ¢ € E*, on note parfois p(z) = (p, x).

DEFINITION 2. On appelle bidual de E Pespace dual de E*, noté E**.
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4.2. Etude du dual en dimension finie
Dans cette sous-partie, sauf mention contraire, F est de dimension finie n € N*.

DEFINITION 3. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout 7, 1 < i < n, la forme
linéaire e} définie sur B par ef(e;) = 0 si j # i, ef(e;) = 1, s"appelle forme linéaire
coordonnée d’indice 1.

Remarque 1. Si E est de dimension infinie et (e;);c; une base de E, on définit de méme
les formes linéaires coordonnées e} pour i € .

THEOREME 1. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Alors B* = (e],...,e}) est une

rn

base de E* appelée base duale de B, et donc dim E* = dim E. Pour tout ¢ € E*, on a
v 22121 p(e:) €}

Démonstration. La famille B* est libre, car ’égalité A\je] +- - -+ A€y = 0 appliquée aux vecteurs
€1,...,e6p de E donne \; =--- =), =0.

La famille B* est génératrice. En effet, si ¢ € E*, alors pour tout z € E, . = A\je1+- - -+ Apén,
on a

n n
pla) =D Niple) =D _ei(@) p(er),
i=1 i=1
et ceci étant vrai pour tout z € E, on a ¢ =Y 1 ; p(e;) €}. O

Remarque 2. Si E est de dimension infinie et (e;);c; une base de E, (e} );cs est une famille
libre de E* mais non génératrice.

Bidual en dimension finie.

THEOREME 2. Sixz € E, onnotex: E* K ¢+~ ¢(x). On a € E** et Papplication
f: E— E*™ xw— T est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie facilement que Z est linéaire (7. e. que & € E**), ainsi que f.
Prouvons que f est injective. Soit x € Ker f. Si # # 0, on peut compléter  en une base
(z,e9,...,e,) de E. On a alors z*(z) = 1, autrement dit Z(z*) # 0, donc Z # 0. Donc Ker f =
{0}.
D’apres le théoréeme 1, dim E** = dim E* = dim E. Ainsi f est bijective, et c’est donc un
isomorphisme. O

Remarque 3. Cet isomorphisme est canonique (i. e. il ne dépend pas du choix d’une
base). On convient alors d’identifier E' et E** en identifiant x &  pour = € E.
En dimension infinie, f: x + Z est injective mais pas surjective.

Base antéduale.

PROPOSITION 1. Soit (f1,..., fa) une base de E*. Il existe une unique base (ey, ..., ey,)
de E telle que pour tout i, ef = f;. Cette base s’appelle base antéduale de (fy, ..., fn).

Démonstration. Ezistence. D’apreés le théoreme 2, pour tout ¢, il existe e; € E tel que f = é;.
Donc pour tout j # 4, f*(f;) = 0= é(f;) = fi(ei) et f(fi) =1 = fi(e;). En résumé, fi(e;) =0
sij#iet fi(e;) =1. On voit donc que pour tout 7, f; = e;.

Unicité. Soit (eq,...,e,) une base de E telle que pour tout 4, ef = f;. Si j # i, ef(e;) = fi(ej) =
0 = €;(fi) et pour tout i, e;(e;) = fi(e;) = 1 = é(fi). En résumé, on a montré que €;(f;) = 0 si
Jj #1,=1sij =1i. Autrement dit, &; = f;*. D’aprés le théoréme 2, il existe un unique vecteur e;
de E vérifiant €; = f; les €; sont donc uniques, d’on le théoréme. O

Remarque 4. Nous verrons dans la partie 4.5 (page 136) des moyens de calcul de la base
antéduale.



134 3. ALGEBRE LINEAIRE : GENERALITES

4.3. Orthogonalité

DEFINITION 4. Des éléments € E et ¢ € E* sont dit orthogonauz si ¢(z) = (p,x) = 0.
Si AC E, on note At ={p € E* |Vz € A, p(x) =0}. L’ensemble A est un s.e.v
de E* appelé orthogonal de A.
Si B C E*, on note B° = {z € E | Vo € B,p(x) = 0}. L’ensemble B° est un s.e.v
de E appelé orthogonal de B.

Remarque 5. Si ¢ € E*, alors {¢}° est le noyau de ¢.
La proposition qui suit se prouve facilement.

PROPOSITION 2. Si Ay C Ay C E, alors Ay C Af.
Si By C By C E*, alors By C By.
Si A C E, alors A+ = (Vect A)*.
Si B C E*, alors B° = (Vect B)°.

Orthogonalité en dimension finie.

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors :
(i) Si F est un s.e.v de E, dim F +dim F+ = dimE et F*° = F.
(ii) Si G est un s.e.v de E*, dimG +dimG° = dim E et G+ = G.

Démonstration. (i) Soit r = dim F et (eq,...,e,) une base de F, que nous complétons en une
base (e1,...,e,) de E. On a F = Vect(ey, ..., e,) donc d’aprés la proposition précédente, F+ =
{e1,...,er}t. Soit p € E*, o =31 | Aie}. Alors

(pefer,-.her}t) = (Vie{l,...,r}, 0=gp(e)=N).
Ainsi, ¢ € F* si et seulement si ¢ € Vect(ey,q,...,ey,) d’ou la premiére égalité de (i).
Maintenant, toujours d’aprés la proposition précédente, on a F+° = {e} +15---1€n}°. Donc

(m:ZaieieFlo) — (Mie{r+1,...,n}, 0=¢;(z) =),
i=1

ce qui prouve F+° = Vect(ey,...,e,) = F.
(ii) Soit r = dim@G, (fi,..., fr) une base de G, complétée en une base (fi,..., fn) de E*.

Soit (e1,...,en) une base antéduale de cette derniere, de sorte que Vi, fi = e;. On a G =
Vect(et, ..., e}) et en procédant comme plus haut, on trouve G° = Vect(epy1, ..., e,) et G+ =
Nieghle] e -y ) = G, O

Consequence. En dimension finie, un sous-espace est égal a 'espace tout entier si et seule-
ment si son orthogonal est nul.

Remarque 6. L’égalité F° = F reste vraie en dimension infinie. Par contre 1’égalité
B = B°* est fausse en dimension infinie. Prenons par exemple E = R[X] et B le s.e.v de
E* engendré par les formes linéaires ¢, : P+ P™(0) (n € N). Si P € B®, alors pour tout
n € N, P™(0) = 0 donc d’aprés la formule de Taylor, P = 0. Autrement dit, B° = {0},
donc B°t = {0}+ = E*. On a donc B # B°t = E* (par exemple, ¢ : P — P(1) est
dans E* et on vérifie facilement que ¢ ¢ B). Cependant I'inclusion B C B°* est vraie en
dimension infinie.

En traduisant le théoréme précédent en termes d’équations, on obtient le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 1 (EQUATIONS D’UN S.E.V EN DIMENSION FINIE). Soit E un K.e.v de
dimension finie n.
Soient p formes linéaires @y, ..., ¢, de E* telles que rg(p1,...,¢0p) = 1. Le s.e.v
F={z € E | Vi,pi(x) =0} est de dimension n —r.
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Réciproquement, si F est un s.e.v de E de dimension q, il existe n — q formes
linéaires linéairement indépendantes 1, ..., ¢Pn—q telles que F = {x € E | Vi,1 <

i<n-—gq,pi(x) =0}
PROPOSITION 3. Soit E un K-e.v de dimension finie et Ay et Ay deux s.e.v de E. Alors
(i) (A1+A))t =A{NAy (i) (AN At = Ay + Ay,
Soient By et By deux s.e.v de E*. Alors
(7i7) (By+ By)° = B] N B; (iv) (B1NDBy)° = B+ B;.

La preuve est simple. Pour montrer chaque assertion, on montre une inclusion triviale
puis I'égalité des dimensions grace au théoréme 3.

Orthogonalité et hyperplans.

PROPOSITION 4. Soit p € E* une forme linéaire non nulle. Alors Ker ¢ est un hyperplan
de E. Réciproquement, tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Démonstration. Soit ¢ € E*, ¢ # 0. On sait que E/Ker ¢ est isomorphe a Im¢ = K, donc de
dimension 1, ce qui n’est autre que de dire que Ker ¢ est un hyperplan de E.

Réciproquement, soit H un hyperplan de E. D’apreés la proposition 2 page 120, il existe un
s.e.v S = Kzg de F de dimension 1 tel que H @& S = E. Si maintenant on définit ¢ € E* par
o(z) =0siz € H et p(Azg) = A sur S, on voit que Keryp = H. O

PROPOSITION 5. Soit H un hyperplan de E. L’ensemble H+ des formes linéaires sur E
qui s’annulent sur H est une droite de E*.

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, il existe g € E* tel que Ker g = H. Mainte-
nant, soit ¢ € E* une forme linéaire qui s’annule sur H. Soit ¢ € E tel que H ®Kzg = E. On a
wo(xo) # 0 (sinon g s’annule sur H et sur Kzo donc sur E, ce qui est absurde car Ker pg = H).
Posons A = ¢(x0)/po(z0) et ¥ = ¢ — App. Comme ¢ et @o s’annulent sur H, v s’annule sur
H. Or par construction de A, ¥(xg) = 0. L’application ¥ s’annule donc aussi sur Kzg, donc
sur E tout entier, et donc ¢ = Apg € Vect(ypp). Réciproquement, on vérifie facilement que si
¢ € Vect(gp), alors ¢ s’annule sur H. O

Remarque 7. On peut montrer de maniére plus générale que si F est un s.e.v de F de
codimension finie, alors F* est un s.e.v de E* de dimension codimy F.

4.4. Applications transposées
DEFINITION 5. Soient E et F' deux K-e.v de dimension quelconque. Soit v € L(E, F).
Pour tout f € F*, on a fou € E*. L’application linéaire F* — E* [+ fou est appelée
application transposée de u et notée ‘u.
PROPOSITION 6. Soient E et F deur K-e.v. Si E et F sont de dimension finie, on a

(i) rgu=rg(‘u) (ii) Im(u) = (Keru)*,
et en dimension quelconque

(iii)  Ker(‘u) = (Imu)*t.

Démonstration. (i) est démontré dans I’étude des problémes matriciels (voir partie 4.5 page 136).
(ii) Soit g € Im("u). Il existe f € F* tel que g = fowu, donc pour tout = € Keru, g(z) =0, et
donc g € (Keru)*. On vient donc de montrer que Im(‘u) C (Keru)*. Or dim(Im ) = rg 'u =
rgu = dim E — dim(Ker u) = dim(Keru)*, d’ot (ii).
(iii) 11 suffit de remarquer que

peKer'u <= pou=0 < ImucKerp < ¢ (Imu)'.
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PROPOSITION 7. Soient E, F,G trois K-e.v, u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors (vou) =
6t
uo .

Démonstration. 11 suffit d’écrire que si g € G*, go (vou) = (gov)ou = u(gov) = uo['(g)]. O

PROPOSITION 8. Supposons E de dimension finie. Soit u € L(E). Un s.e.v F de E est
stable par u si et seulement si F* est stable par ‘u.

Démonstration. Condition nécessaire. On a w(F) C F donc pour tout ¢ € F+, comme ¢(F) =
{0} on a pou(F) = {0}. Autrement dit, si ¢ € F*+ on a ‘u(p) € F+. Finalement, F- est stable
par ‘u.

Condition suffisante. D’aprés le corollaire 1, il existe r formes linéaires @1, ..., @, telles que F =
Ni_; Ker ;. En particulier, pour tout i, F' C Ker ¢; c’est-a-dire que ¢; € F L. Maintenant, comme
FL est stable par *u, on a tu(p;) = @; ou € F* pour tout i, donc ¢; o u(F) = p;[u(F)] = {0}.
Autrement dit, pour tout %, u(F) C Ker; et donc u(F) C Ni_; Kerp; = F, d’ou la condition
suffisante. O

Remarque 8.

Ce résultat reste vrai en dimension infinie mais sa démonstration fait appel a
I’axiome du choix.

Cette proposition peut étre tres utile dans certains raisonnements par récurrence
en dimension finie n relatifs aux réductions d’endomorphismes. En effet, si z € E*
est un vecteur propre de 'u, alors Kz est stable par ‘u et donc (Kz)°, hyperplan
de E, est stable par u (appliquer la proposition & F' = (Kz)°). Le tour est joué,
on est ramené en dimension n — 1 (on trouve des raisonnements de ce type dans la
démonstration du théoréeme de trigonalisation par exemple).

4.5. Problémes matriciels

Applications transposées. Soient E et F deux K-e.v de dimension finie, soit p = dim £
et ¢ = dimF. Soit u € L(E,F), B une base de E et B’ une base de F. Soit f € F*,
(qu,...,aq) = [f]% sa matrice dans la base B’. Si g = fouet (B1,...,3,) = [g]%, on a

(/31, o ol 7/317) = (a17 sliaite ’QQ)[U]B

donc en transposant ces matrices,

!

B ay
t ’
= [ulp
Bp Qg
De la définition d’une application transposée, on vérifie facilement que ceci équivaut a

.t 1Bt B!
dire [u]h. = Tu]B, oi B* et B"* sont les bases duales de B et B'. En d’autres termes, la

matrice dans les bases duales de B et B’ de ‘u est la transposée de la matrice de u dans
les bases B et B'.
, . P t , . .iie
On déduit de ce résultat que rg u = rgu, résultat annoncé dans la proposition 6.

Changement de base dans le dual. Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soit B =
(é1,...,€,) une base de E, B* = (ej,...,e;) sa base duale. On se pose le probléme
suivant : quelle est dans la base B* les coordonnées de la base duale B’ d’une nouvelle
base B' = (e1,...,6,) de E ?

Soit C' la matrice de passage de la base B a la base B'. Soit f € E*, (ay,...,ay)
sa matrice dans la base B*, (31,...,[,) sa matrice dans la base B'*. Soit z € E, X sa
matrice (colonne) dans la base B, Y sa matrice dans la base B’. On a X = CY, et

fl@)=(a,...,0,)X = (B1,...,6,)Y donc (ay,...,0,)CY = (B4,...,5n)Y,
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et ceci pour tout Y donc (By,...,5,) = (ai,...,0,)C. En d’autres termes,
B aq Qj o3
: ='C : ou encore : = (‘o) :
IBTI, an an /BTL
La matrice de passage de B* a B est donc ‘C~! ot C est la matrice de passage de B a
B
4.6. Exercices
EXERCICE 1. Soit F un K-e.v, ¢1,...,90, € E* et ¢ : E — KP définie par ¢ =

(@1, ..,%p). Montrer que ¢ est surjective si et seulement si ¢y, ..., ¢, sont linéairement
indépendantes.

Solution. Condition nécessaire. Supposons A\j@1 +---+ Appp, =0 (%) avec les A; € K. Comme
@ est surjective, si on fixe i, 1 < i < p, il existe x € F tel que ;(z) = 1 et pour tout j # 1,
@;(x) = 0. Appliqué a (x), ceci entraine A; = 0, et ceci pour tout ¢, d’on la condition nécessaire.

Condition suffisante. Soit (e1,...,ep)la base canonique de K, (e],.. ., e;) sa base duale. Soit ¢ €
(Im ¢)*. Ecrivons ¢ = Arej+- - -+Apes. Pour tout 2 € E, ¥(¢(z)) = 0 = Aip1(z)+- - -+ Appp(a),
donc A1+ - -+ App = 0, ce qui entraine Ay = --- = Ay = 0, donc ¥ = 0. Autrement dit, on a

montré (Im )t = {0}, donc Im ¢ = KP, c’est-a-dire que ¢ est surjective.

EXERCICE 2. Soit E un R-e.v de dimension 3, (eq, €9, e3) une base de E. Soit f7, f3, f3 €
E* définis par

* * * * * * * * * *
fi=2e1+eyt+es, fy=—ej+2e;, f3=e1+3e.

Montrer que (f7, f5, f4) est une base de E* et calculer la base (fi, fo, f3) (en Pexprimant
dans la base (eq,e9,e3)) de E dont elle est la duale.

Solution. Les colonnes de la matrice

M =

—_ = N
O W =

1
0
2
).

sont les coordonnées des f* dans la base (e], e3,e3). Pour montrer que (ff, f3, f3) est une base
de E*, il faut montrer que le rang de la matrice M est égal a 3. Des opérations élémentaires sur
les colonnes donnent

2 -5 1 2 -5 -1
reM=rg| 1 -2 3 |=rg| 1 -2 0] =3
1 00 1 0 0

(on vérifie en effet facilement que cette derniére matrice est inversible), (f7, f5, f3) est donc bien
une base de E*.

On a vu (voir la partie 4.5) que la matrice M de passage de (ej,e3,e3) a (ff, f5, fa) est
tC~1, C étant la matrice de passage de (e1, e, e3) a (fi1, f2, fa). Donc M = 'C~!, ce qui entraine
C = 'M~! = (*M)~1. On calcule facilement (‘M ~!) (inverser le systtme ¥ = 'MX en un
systeme donnant X en fonction de Y). On trouve

" 6 -3 —2
C:tM—lzE 5 & B
g 5 -1

Les coordonnées de f1, fo, f3 dans la base (e1, e, e3) sont les vecteurs colonnes de C' = "M~1,
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EXERCICE 3 (FORMES LINEAIRES DE M,,(K)). a) Soit f € M,,(K)" une forme linéaire
sur M,,(K). Montrer qu’il existe A € M, (K) telle que pour tout X € M,(K), f(X) =
tr(AX).
b) Déterminer les éléments f € M,(K)® tels que pour tout X, Y € M, (K), f(XY) =
fYX).

Solution. a) Si A € My (K), on note f4 la forme linéaire sur M,,(K) définie par fa(X) = tr(AX).
Soit ¢ : Myp(K) = M,(K)* A+ fa. C’est une application linéaire. Nous allons montrer que
¢ est bijective, ce qui prouvera le résultat. Soit A = (aij)1<ij<n € Kerp. Alors pour tout (i, j),
tr(AE; ;) = aj; = 0 (E;; désignant la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui d’indice (2, 7) qui vaut 1), et donc A = 0. Donc Ker ¢ = {0}, et ¢ est donc injective.
Comme de plus dim(M,,(K)*) = dim(M,,(K)), ¢ est bijective, d’on le résultat.

b) Soit f une telle forme linéaire. D’aprés la question précédente, il existe A = (a;;)1<ij<n €
My (K) telle que f = fa, et on a pour tout X, Y € M,(K), f(XY) = tr(AXY) = f(YX) =
tr(AY X).

En particulier, pour tout (%,j,k) avec i # k on a tr(AE;;E;;) = tr(AE;xEij) (). Or
EijEjr = Ejj et Ej3E;; = 0 car k # i, donc (%) s’écrit aussi tr(AE; ;) = 0, c’est-a-dire
ap; = 0. Ceci étant vrai dés que ¢ # k, on en déduit que A est une matrice diagonale.

Maintenant pour tout (i,j) on a tr(AE;;E;;) = tr(AE;;E;;), cest-a-dire tr(AE;;) =
tr(AE; ), donc a;; = aj; et ceci pour tout (¢,7). Ainsi, A est une matrice scalaire, donc il
existe A € K tel que f = Atr. Réciproquement toute forme linéaire de cette forme répond au
probléme posé.

EXERCICE 4. On note R,[X] Pespace vectoriel {P € R[X] | deg(P) < n}. Soit

L' P(t)dt
, 1+27

¢: Ry[X] =R P»—)/_

a) Soient Zo,...,Z, n + 1 nombres réels distincts deux a deux. Démontrer qu’il existe
Aos - - -, An € R tels que pour tout P € R,[X], ¢(P) = > iy \iP(2;). Donner une méthode
pratique de calcul des A;.

b) On suppose n impair. Démontrer qu’il existe n réels zy,...,Z, et A, ..., A, € R tels
que

VP e Ru[X], ¢(P)= an AP (2:).

Solution. a) L’application ¢ est une forme linéaire sur R, [X]. Par ailleurs, on a dim(R,[X]*) =
dim(R,[X]) =n+ 1 (une base de R,[X] est (1, X,...,X™)).

Ceci étant, pour tout 7, 0 < i < n, on définit la forme linéaire ¢; sur R, [X] par ¢;(P) = P(z;).
Nous allons montrer que les (¢;)o<i<n forment une famille libre. Supposons > 1% o pi; =0 (x).
Pour tout k définissons P = Hog;fn (X —z;) € Ry[X]. On a ¢;(Px) = 0si k # i, et donc

en appliquant la relation (x) a Pg, on trouve gy H#k(a:k — z;) = 0. Les x; étant distincts, ceci
entraine pi = 0, et ceci pour tout k.

Les (¢i)o<i<n forment donc une famille libre de n + 1 éléments de R, [X]*. Comme R,[X]*
est de dimension n + 1, on en déduit que c’est une base de R,[X]*. En particulier, il existe
A0 - - -3 An € Rtels que ¢ = 30 o Ais, et donc

VPeRa[X], @(P)=) Xipi(P)=> XP(zi).
=0 i=0
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Donnons maintenant une méthode pratique de calcul de Ag. Comme pour tout ¢ # k, Pi(zy) =
0, on trouve en appliquant la relation précédente a P que

o(Pr)

/\kPk(.’L'k) = (P(Pk). donc /\k = m
i£k S

()
b) Il s’agit en fait de choisir les (z;)o<i<n de sorte que le coefficient A\g de P(xg) soit nul. D’aprés

(%), ceci sera vérifié si
1 P
0(t)
SO(P()) == / ) dt = Oa

11+t
ce qui sera le cas si l'intégrande est une fonction impaire. Pour cela, notons k I’entier tel que
n = 2k + 1 et fixons des nombres réels 0 < a1 < ... < ap. Si 1l <1i <k, on pose x2;—1 = a; et
To; = —a;, et w941 = 0, de sorte que

2k+1 k
P(X)= [ (X —=) =X [[(X* - a}).
=1 i=1

On s’apercoit que t — Py(t) est une application impaire ; il en est donc de méme de ’application
Py(t Py(t
[ %, et donc A\g = /_ 1 % dt = 0, d’ou le résultat. (Remarquons que ’on peut choisir
xp comme 'on veut pourvu qu’il soit différent des z; déja choisis pour 1 < < n).

Remarque. Dans cadre de ’étude des polynomes orthogonaux (voir le sujet d’étude 3
page 110), on montre qu’il existe une identité du type @(P) = Y"1, MiP(z;) (avec les z;
et \; bien choisis) valable pour tout polynome de degré < 2n.

EXERCICE 5. Soit E un R-e.v de dimension finie n € N*,

1/ Soit (ey,...,e,) une famille de vecteurs de E, (¢1,...,¢,) une famille de formes
linéaires sur E. Soit f : E — E z +— Y . ,¢i(z)e;. On a f € L(E). Montrer que
rg f+n >rg{ey,...,e,} +rg{e1, ..., ¢} Peut-on remplacer n par une constante plus
petite ?

2/ a) Soit @1, ..., ¢, 7 formes linéaires sur E indépendantes et ey, ..., e,  vecteurs de E
indépendants. Soit f € L(E) défini par f(z) =>._, ¢i(x)e;. Quel est le rang de f 7

b) Soit u € L(E), rgu = q > 1 et (ey,...,e,;) une base de Imu. Montrer qu’il existe ¢
formes linéaires @1, ..., @, telles que pour tout = € E, u(z) = Y 1, vi(z)e;. Que dire de
la famille (¢1,...,¢q) ?

¢) Montrer que tout endomorphisme est la somme de deux automorphismes.

Solution. 1/ Soit p = rg{e1,...,en} et ¢ = rg{p1,...,pn}. Soit v € L(E,R™) définie par
u(x) = (p1(x),...,pn(x)) et soit v € L(R™, E) définie par v(z1,...,2n) = Y 1, Ti€i, de sorte
que f =vou.

D’aprés le théoréme 3 page 134, Keru = {x € E | Vi,p;(x) = 0} est de dimension n — g,
donc rgu = n — dim(Keru) = ¢. On a Imv = Vect{ey,...,e,} donc rgv = p.

Ceci étant, on a Im(v o u) = v(Imwu). Soit F = Imu N Kerv et S un supplémentaire de F
dans Imu de sorte que Imu = F&S. Comme SNKerv = {0}, la restriction de v a .S est injective
donc v(Imu) = v(F) +v(S) = v(S5) est de dimension dim.S. On en déduit rg(vowu) = dimS. Or
F C Kerv done dim F' < dim(Kerv) = n —rgv, done

rgf=rg(vou)=dimS =rgu—dimF >rgu+rgv—n=p+q—n,

d’ont le résultat. On ne peut pas remplacer n par une constante plus petite (prendre tous les ¢;
nuls et (eg,...,e,) une base de E).

Remarque : On a montré le résultat général suivant : pour tout (u,v), rg(vou) > rgu+rgv—n.
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2/a)OnazeKerf < > | pi(x)e; =0, et comme les e; sont indépendants, ceci entraine
Ker f = {z € E | Vi, p;(z) = 0} = (Vect{ep1,...,9,})°. Les ¢; étant linéairement indépendants,
on a donc dim(Ker f) = n — dim(Vect{¢1,...,¢,}) =n —r, d’on rg f = n — dim(Ker f) = r.

b) Pour tout 4, 1 < i < g, il existe €; € E tel que u(e;) = e;. La famille (€;)1<i<q est libre car
si ), Aigi = 0, alors 0 = u(d_, Aigi) = Y, Aiei donc pour tout 4, A; = 0. Soit (€¢+1,...,£n) une
base de Keru. Si 1 < i < ¢, ¢; € Kerw, on en déduit que (£1,...,c,) est une base de E. On
remarque maintenant que

n n
Vo = Z Tiis u(x) = Zmiu(si) = Zsj(x)el
On obtient donc le résultat en prenant ¢; = € pour 1 < i < q. Il est clair que (¢1,...,p,) forme
une famille libre.

c¢) Soit u € L(FE). D’aprés la question précédente, si (e1,...,eq) est une base de Imwu, il existe g
formes linéaires indépendantes @1, ..., @q telles que u = 3.7 | ¢; - e;. Complétons (e1, ..., eq) en
une base (e1,...,en) de E, et (¢1,...,94) en une base (¢1,...,¢n) de E*. On pose

i - il -
UI:EZS@i'ei’{'.Z Yi-€ et u2:§Z§01"ei_.Z Pi - €4-
i=1 i=q+1 i=1 i=q+1

D’aprés 2/a), rgu; = rgus = n. Or u = u; + us. On peut donc écrire u comme somme de deux
automorphismes.

5. Formes multilinéaires, déterminants

Dans toute cette partie, E désigne un K-e.v.

5.1. Formes multilinéaires

DEFINITION 1. Soient des K-e.v Ey, ..., E, et F. Une application

f: By x---xXEy, > F (x1,...,2) = f(z1,...,Zp)
est dite p-linéaire si en tout point les p applications partielles sont linéaires. Si p = 2,
f est dite bilinéaire. L’ensemble de ces applications est noté L(Ey,..., E,, F). Cest un
K-ewv. Si By =--- = E, = FE et F =K, on parle de forme p-linéaire sur E, et ’ensemble
des formes p-linéaires sur E est noté L£,(F, K).

Ezemple 1. L’application E* x E — K (¢,z) — ¢(x) = (p,z) est une forme
bilinéaire.
Si@,...,0p € E* Papplication EP - K (z1,...,2Zp) = ©1(21) - - - ©p(Tp) est une
forme p-linéaire sur E.

PROPOSITION 1. dim £,(E,K) = (dim E)?.

DEFINITION 2. Soit f € L,(E,K).
f est dite alternée si f(xq,...,z,) = 0 dés que deux vecteurs parmi les z; sont
égaux.
f est dite antisymétrique si 'échange de deux vecteurs dans la suite (z1,...,xp)
donne a f des valeurs opposées.

Remarque 1. On montre facilement que f est antisymétrique si et seulement si pour tout
o € S, (groupe des permutations de {1,...,p}) et pour tout (zi,...,z,) € EP, on a

Fseays o s e} — o) (Tis- s Bl
(o) étant la signature de o.
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THEOREME 1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un
K-e.v et f € Ly(E,K). Alors f est antisymétrique si et seulement si f est alternée.

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v, f € L,(E,K) alternée. Si (xy,...,x,) est un systéme
lié, alors fl®isx.esp) =D

COROLLAIRE 1. Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. On ne change pas la valeur
de f(z1,...,2p) en ajoutant a un des vecteurs x; une combinaison linéaire des autres
vecteurs.

DEFINITION 3 (ANTISYMETRISATION D'UNE FORME p-LINEAIRE).  Pour toute forme
p-linéaire f € L,(F,K), on note

fl: BP 5K (21,...,7,) = Zs(a)f(:rd(l),...,xg(p)).

0ES)

Ainsi construite, f? est une forme p-linéaire alternée.

5.2. Déterminants
Dorénavant, E est de dimension finie n € N*,

THEOREME 2. L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur un K-e.v E de dimension
n est un K-e.v de dimension 1. De plus, il existe une et une seule forme n-linéaire alternée
prenant la valeur 1 sur une base donnée de E.

Démonstration. Soit B = (ey,...,ey,) une base de E. On définit d € L,(E,K) par d(z1,...,z,) =

ej(x1)---en(zn), de sorte que si pour tout i, x; = Z;-l:lxi,jej, d(z1,...,Zn) = Z11+ - Tnn, €t

di(z1,...,2,) = Y oes, €(0)To(1),1 -+ To(n),n- On a en particulier d*(e1,...,en) =1, donc d* # 0.
Soit f € L,(F,K) une forme n-linéaire alternée. La n-linéarité de f entraine que

f(.’L'l,...,.’En) = Z wl,i] ---xn’inf(eil,...,ei").

3y [, o

Or si i =4 pour k # 1, f(ei,...,€;,) =0, et on a donc

f@1,-520) = Y T1o(1) - Tnom) f(€o(t)s - - o) = flet, .. en)d(@1,...,Tn). (%)

0ESnH
Donc f € Vect(d"), et comme d* # 0, ceci prouve que ’ensemble des formes n-linéaires alternées
sur E est de dimension 1.
Si f(e1,...,en) =1, (¥) prouve que f = d*, d’ou I'existence et I'unicité de la forme n-linéaire
alternée valant 1 sur la base B. O

DEFINITION 4. Soit B = (ey,...,€,) une base de E. Le théoréme précédent affirme
qu’il existe une et une seule forme n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur la
base B. On Pappelle déterminant dans la base B et on la note detp. Si xy,...,2, € F
(2 = 2?21 x; j€;), le déterminant de (z4,...,2z,) dans la base B est

dctB(xl, . ,:z:n) = Z 6(0')1131,0(1) * Typ,o(n)-
UESn

Remarque 2. En utilisant le théoréme 2, on montre facilement que pour toute forme
n-linéaire alternée f, on a f(z1,...,2,) = f(e1,...,e,) detg(zy, ..., T,).
(Changement de base). En particulier, si B et B’ sont deux bases de E, alors
detp/(zy,...,2,) = detp B -detg(xy,...,z,). On en déduit detp B - detp B’ = 1.

THEOREME 3. Soient xy,...,x, € E. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Les vecteurs xy, ..., T, forment une famille liée.
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(ii) Pour toute base B de E, detg(zy,...,z,) =0.
(iii) Il existe une base B de E telle que detp(xy,...,z,) =0.

Détermainant d’un endomorphisme.

DEFINITION 5. Soit un endomorphisme f € L(E) et B = (ey,...,€,) une base de E. Le
scalaire detg(f(e1),..., f(en)) ne dépend pas de la base B choisie. On I'appelle détermi-
nant de f et on le note det f.

PROPOSITION 3. (i) Si f,g € L(E), det(f og)=det f x detg.
(ii) detIdp = 1.
(iii) Soit f € L(E). Alors (f € GI{(E) <= det f #0) et on a det(f') = (det f)".

Déterminant d’une matrice carrée.

DEFINITION 6. Soit A = (a;;)1<ij<n € Myn(K). On appelle déterminant de A, et on noté
det A, le déterminant de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de K”. On a

det A = Z &‘(0’) Qg(1),1° " Qo(n);n = Z E(O’) Q1,0(1) * * * An,o(n)-

oESH gES,

Remarque 3. Si A = (a; <i.i<n € M K), on note aussi le déterminant de A en I’écrivant
1,5 /1<4,5<n n )
Sous l'd f()rme
aiy - al,n

PROPRIETES. Soit A € M,,(K). Alors :
det A = det(‘A).
det A dépend linéairement des colonnes (resp. des lignes) de A.
Pour tout A € K, det(AA) = A" det A.
On a (det A #0 < A € G¢(,(K)).
Si on effectue une permutation o € S, sur les colonnes (ou les lignes) de A, le
déterminant de A est multiplié par (o) (signature de o).
Si A est triangulaire, det A est le produit des éléments diagonaux de A.
On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant a une colonne une com-
binaison linéaire des autres colonnes. Méme chose sur les lignes.
Si A est la matrice de f € £(E) dans une base de E, alors det f = det A.
Si A, B € Mup(K), det(AB) = det A - det B.
Deux matrices semblables ont méme déterminant.
(Déterminant par blocs). Si

M = (%’%) € Mx(K)

avec A € M,(K) et B € M,,_,(K), alors det M = det A - det B.

Mineurs et cofacteurs.

DEFINITION 7. Soit A = (@i j)1<ij<n € Mn(K).

Pour tout (4, j), on appelle mineur de Pélément a; ; le déterminant A; ; de la matrice
obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice A. Le scalaire
A;j = (=1)"A;; s’appelle le cofacteur de a; ;.

On appelle mineurs principaur de A les déterminants Ay = det(a; ;)1<ij<r pour
1<k<mn.
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PROPOSITION 4 (DEVELOPPEMENT SELON UNE LIGNE OU UNE COLONNE).  Soit une

matrice A = (@i j)1<ij<n € Mn(K), A;j les cofacteurs des éléments de A. Alors :
(Développement par rapport a la j-ieme colonne) Y i, a; ;A; ; = det A.
(Développement par rapport a la i-iéme ligne) Z;.lzl a;;A;; = det A.

DEFINITION 8. Soit A € M, (K). La matrice (A;;)1<ij<n des cofacteurs des éléments de
A, est appelée comatrice de A et on la note com(A) ou encore A.

PROPOSITION 5. Soit A € M, (K). Alors AA="AA= (det A) - I,,.

Exzemple 2. La proposition précédente entraine que si une matrice A est inversible, alors
A™!' = (1/det A)- A. Ce résultat appliqué aux matrices 2 X 2 entraine que si A = (23) €

M, (K) est inversible, alors son inverse s’obtient par la formule A~! = = dlbc (_dc _a").

Déterminant de Vandermonde. Beaucoup de déterminants sont classiques (voir les
exercices). Nous allons étudier ici 'un des plus classiques appelé déterminant de Vander-
monde. Pour n > 2 et pour tous aq,...,a, € K, on note

1 a4 & = A

1 ag a3 - ay!
Vi, ...ig) = )

1 a, a a

(déterminant de Vandermonde de aq,...,a,). Nous allons montrer que
g ap— H (a; — a;).
1<i<j<n

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 2, ¢’est évident. Supposons le résultat
vrai pour 7 — 1 et montrons le pour n. Dans V(ay,...,a,), on retranche a chaque colonne a; fois
la précédente (en commencant par la derniére colonne). On obtient

1 0 0 0
2 n—1 n—2
_ ¥ as —aj a3 —aiaz --- as = —aia
1 aa—a1 a3 —ajag --- a} ! —ajal? i T “ 192
: : : : 2 n—1_ , n-2
_ i ap —ay a; —aya, --- ar ' —aa
1 ap—a; a2 —aja, --- a®!—aa®? ol R i " 1%

(aprés développement par rapport a la premiére ligne). On factorise ensuite chaque ligne par
(a; — ay), ce qui donne

i as --- ag_ o
V(a’l""aa‘n)=(a2—a1)"'(a’n_a’l)' = H(ai_al) V(CLQ,...,G,n)
i a, --- ag_Q =2
d’ot le résultat car d’aprés Phypothese de récurrence, V(ag, ..., an) = [[ocicjen(@; —ai). O

5.3. Systémes linéaires

On consideére le systéme de p équations a ¢ inconnues suivant :

@111 + G12%2 + - + G14T; =b
1Ty + GooTy + -0 + ATy = by ()

p1T1 + Gp2Zo + -+ + GpgTy =b



144 3. ALGEBRE LINEAIRE : GENERALITES

Systémes de Cramer. Supposons que dans le systéme (S), p = ¢ = n. Posons A =
(@ij)1<ij<n € Myp(K), B la matrice colonne dont les composantes sont les (b;)1<i<n et X
la matrice colonne dont les composantes sont les (z;)1<i<n. Le systéme (S) s’écrit aussi
AX = B, et on voit donc que (S) admet une unique solution X pour tout B si et seulement
si det A # 0. Dans ce cas, comme B = 214, + --- + 7, A, (les A; désignant les vecteurs
colonnes de la matrice A), on a, By désignant la base canonique de K",

dCtBO(Al, oos iy Az’—l, B, Ai+1, T ,An) = X3 dCtBO(Al, 5 o ,An) =T; det A.
On en déduit que les composantes z; de X sont données par

o dOtBO(Al, e 7Az'—1a B, Ai+1, 5 ,An)
! det A

(formules connues sous le nom de formules de Cramer).

Cas général. Onnote A = (a;;)1<i<p € M, 4(K). Soit 7 = rg A. Il existe un déterminant
1<5<q

A d’ordre r non nul extrait de A (d’aprés le théoréme 2 page 128). Ainsi choisi, A s’appelle
le déterminant principal du systéme (S) (il n’est en général pas unique).
Les équations dont les indices sont ceux des lignes de A s’appellent les équations

principales.
Les inconnues dont les indices sont ceux des colonnes de A s’appellent les inconnues
principales.

Notons I (resp. J) les indices des lignes (resp. des colonnes) de A, de sorte A = det(a; ;) ier .

JjeJ
On appelle déterminants caractéristiques les déterminants d’ordre r + 1 de la forme

(ai,j)iel ’ (bi)ier
jeJ

(akj)jes | br

avec k¢ J.

Les déterminants caractéristiques n’existent que si 7 < p, et il y en a alors p — 7.
Avec les notations que nous venons d’introduire, on a le

THEOREME 4 (ROUCHE - FONTENE). Le systéme (S) admet des solutions si et seulement
sip =1 oules p—r déterminants caractéristiques sont nuls. Le systéme est alors équivalent
au systeme des équations principales, les inconnues principales étant déterminées par un
systeme de Cramer a l'aide des inconnues non principales.

Ezemple 3. Soit le systéme (S) :

1 + 20 — z3 + x4 =1
Ty — T3 — Ty = 1 , meg R.
—xry + Ty + T3 + 24 =m
Ici on a
1 2 -1 1
A= 10 -1 -1
-1 1 T 2

Un calcul rapide montre que rg A = 2. Nous choisissons le déterminant principal |1 2|, issu
de la matrice A en considérant ses deux premiéres lignes et ses deux premiéres colonnes.
Il n’y a ici qu'un seul déterminant caractéristique, qui est

12 1

1 0 1 |(=-2(m+1).
-1 1 m
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D’aprés le théoréme de Rouché-Fontené, (S) admet des solutions si et seulement si m =
—1, et dans ce cas, le systéme (S) est équivalent au systéme

.’I?1+2.'172 = ].+.'173—1:4 Xy = 1+Zl,'3+l'4
T, 14+ zs4 2, T —Ty
5.4. Exercices

I1 existe plusieurs déterminants classiques qu’il faut savoir calculer. Les méthodes de
calcul sont parfois astucieuses ; faites donc les exercices pour les connaitre.

EXERCICE 1. Soit n > 2 un entier. Pour tout k£, 1 < k < n—1, on considére un polynome
Po=XF+ a1 X+ -+ apy € R[X]. Si 2y,...,2, € R, calculer le déterminant

1 Pl(.’l,'l) Pn—l(:l:l)
B o 1 Pl(.:L'Q) Pn—1:($2)
i Pl(-l‘n) Pn—l-(xn)

Solution. Aprés avoir retranché a;; fois la premiére colonne a la deuxiéme, on obtient

1 I PQ(.’E]) e Pn_l(il,‘l)

1 Io PQ(.’EQ) e Pn_l(il,‘Q)
A= ) .

1 2n Po(zn) -+ Po-i1(zn)

On retranche ensuite a la troisieme colonne ag fois la premiere et ag; fois la deuxiéme, et on
remarque que la troisiéme colonne n’est plus composée que de x? On recommence ainsi jusqu’a
parvenir a la derniére colonne, et on obtient finalement une expression en fonction du déterminant
de Vandermonde

1 ry - x’ll_l
1 Ty - ajg’_l
K=l . . = ViZyo<sBp) = H (x5 — zi).
- : 1<i<j<n
1 z, a:g—l

EXERCICE 2. Soient a,b € K et x1,...,z, € K. On définit le déterminant d’ordre n

T a “e a

An= b T9
‘s, g
b b B

a) Si a # b, calculer A,. (Indication : on pourra considérer le déterminant A, (z) obtenu
a partir de A, en ajoutant x a chaque terme, et montrer que A,(z) peut se mettre sous
la forme Az + B.)

b) On suppose ici que K = R. Calculer A, si a =b.

c) Si a =b et K est quelconque, calculer A,,.
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Solution. a) Suivons l'indication et considérons, pour tout z € K, le déterminant

1+ a+=x a+x
b+z 20+2
Ay(z) = . ?
: a+x
b+z b+z z,+x

En retranchant aux n — 1 premiéres colonnes la derniére, puis en développant par rapport a la
derniére colonne, on voit qu’il existe A, B € K tels que pour tout z € K, A,(z) = Az + B. On
remarque maintenant que A, (—b) est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux sont les z; — b, donc A, (=b) = (21 = b)---(z, — b) = —Ab+ B. On

obtient de méme A,(—a) = (1 —a)--- (z, —a) = —Aa + B. De ces deux valeurs, on en déduit

b) On fixe a € R, et on regarde A, comme une fonction de b que nous notons f(b). L’expression
d’un déterminant d’une matrice en fonction de ses coefficients montre que la fonction b — f(b)
est continue sur R. Maintenant, on a vu au a) que si b # a, alors

f(b) = W ot P(z) = H(m — ).

2

Autrement dit, si Q(z) = zP(a) — aP(x), on a f(b) = Q(bl)) : aQ(a)

la continuité de f permet donc d’affirmer que

. En faisant tendre b vers a,

A, = f(a) =Q'(a) = P(a) —aP'(a) = [[@i—a) +a | Y _[](@i—a) |- (%)

1 i jFi

¢) Ici on ne peut pas utiliser la méthode précédente. Donnons deux méthodes de résolution. La
premiere méthode s’appuie sur les résultats précédents. Elle consiste, dans A,,, a substituer a
b 'indéterminée X, donnant ainsi un déterminant que nous notons D. Le déterminant D a ses
coefficients dans le corps K(X), et d’aprés a) (puisque X et a sont différents dans K(X)) :

_ XP(a) —aP(X)
- X —a

D o P=]](z: - X) e K[X].

Posons Q(X) = XP(a) —aP(X) € K[X]. Comme Q(a) =0, il existe R € K[X] tel que Q(X) =
(X —a)R(X), de sorte que D = R(X). Par dérivation, on obtient Q'(X) = R(X)+ (X —a)R'(X),
donc Q'(a) = R(a). Il ne reste plus qu’a substituer & X la constante a, ce qui entraine A, =
R(a) = Q'(a) = P(a) — aP'(a), ce qui permet de retrouver I’expression (k).

Nous proposons une deuxieme méthode, plus directe. Notons A le vecteur colonne constitué
uniquement de a, (E1,..., Ey) la base canonique de K", et a, = 2 —a. On a

Ap = dCt(A-—{-—OzlE'l, .. .,A+anEn)

— dCt(OzlEl, S anE'n) —+ Z dCt(a1E1, S ,Ozi_lEi_l, A, ai+1Ez~+1, SEaE anEn)

i=1

n
=a1...an+ 5 al...ai_laai+1...an.
i=1

Le passage a la deuxiéme ligne est obtenu par multilinearité du déterminant, en utilisant le fait
que lorsque le vecteur colonne A apparait deux fois, le déterminant correspondant est nul. On
en déduit le résultat (*) compte tenu de la valeur des ;.
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EXERCICE 3. Soit M € M,(Z) (i.e. une matrice a coefficients dans Z). Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et que M~ € M, (Z).

Solution. Nous allons montrer que (M est inversible et M~! € My(Z)) si et seulement si
(det M = +£1).
Condition nécessaire. On a M € My(Z) donc det(M) € Z. De méme, M~ ! € Mn(Z) donc
det(M~1) = 1/det(M) € Z. Ainsi, det(M) est un entier d’inverse entier, d’ou det(M) =
Condition suﬂzs{mfe On a M = Mn(Z ) donc les cofacteurs de M sont des entiers, don( la
comatrice M de M vérifie M € Myu(Z). Or det(M) = +1 donc 1/det(M) € Z. Donc M est
inversible et :

o 1

qu.M&M@)

EXERCICE 4. a) Soient ay,...,q, et B,..., 3, € R. On note M la matrice

(a1 +B)" 1 (g +B)™ ! - (o + Bn)"!
M- (g + ;Bl)n—l (s -|-:b’2)n—1 ess o :ﬁn)n—l .
(0n+ B)™ ! (an+Ba)™ ! -+ (an+Bp)™ !

Calculer le déterminant de M.
b) Soit p € N et un entier n tel que n > p+ 1. Calculer A = det A ot A est la matrice

1 op nP
P 3p i (n +1)P

A= : : : € M,(R).
n? (n+1P --- (2n—1)?

Solution. a) L’astuce est d’écrire M comme le produit de deux matrices. Si m; j désigne 1’élément
d’indice (%, j) dans la matrice M, on a

n—1 n
k kagn—1—k
mij = Z Crn_105 55 = Zpi,qu,j (%)
ou pir = Ck 1 f Lot Gy = 5;-’_’“. En d’autres termes, si P = (pij)i<ij<n € Mn(R) et

Q= (Qz,J)lsz,JSn € M, (R), la relation (*) s’écrit M = PQ. On a donc det M = det P - det Q.
Or le déterminant de P vaut

Cg_l Cl 1(11 isL® Cn % 1 —a 1 (e 3] b a?_l
a2 C1 1y - CF 11 gy~ . 1 ay --- ag_l
" . - n ICn 1° C;’zl:ll . : . )
Cg_l C}l_lan CZ:lla;l‘_l 1 a, --- a1
donc det P =C2_,...Cc"} [I:<;(a; — ai). Par ailleurs,
11—1 e S || 1
detQ=]| ° F | = (<1)r-D2 W~ P
1 . L : 1 ’
il 1 gt ... 17:—1

(cette derniére égalité s’obtient en effectuant (n — 1) +---+ 2+ 1 = n(n — 1)/2 transpositions
sur les lignes), donc det Q = (—1)™n—1D/2 [L:<;(8; — Bs)-
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On a donc

n—1
det M = det P - det Q = (H C;'H) 1)P=D2TT (05 — a)(B; — Bi)] -
=0

1<j

b) Si p+ 1 = n, alors d’apreés la question précédente appliquée a la matrice M avec o; = 7 et
Bi=j—1,0ona

n—1
dot A = (H 071'1_1> (_l)n(n—l)/2 H [(] _ 2)2]
i=0

i<j

et

il n—1)! n— 1"
(H )H[iui_lliﬂk“ 2

(e )
donc finalement A = (=1)=D/2[(n — 1)1]".
Si maintenant n > p + 1, nous allons montrer que A = 0. Notons P = X? € R[X] et pour
tout i € {1,...,n}, P, = P(X +1i) = (X +9)P, de sorte que la matrice A s’écrit

P(0) P(1) --- Pi(n-1)
_ Py(0) Py(1) -+ Py(n-—1)
Pn:(O) Pn:(l) e Pn(n: -1)

Pour tout i, P; € Rp[X] = {Q € R[X] | deg@ < p}. Comme R,[X] est un R-e.v de dimension
p+1((1,X,...,XP) en est une base) et que n > p+ 1, on en déduit que Py, ..., P, forme une
famille liée. Donc il existe A1,...,An € R, non tous nuls, tels que Y ;" | \iP; = 0, et donc pour
tout j,0<j<n—1,3 " N\Pi(j) =0. Autrement dit, les vecteurs lignes de la matrice A sont
linéairement dépendants, ce qui entraine A = det A = 0.

EXERCICE 5. Soit n € N*. Lorsque p < n, calculer le déterminant d’ordre p + 1

1 C’l C2 56 C’P

1 Crlz-f-l C72z+1 C’II;+1
p —

L Cly o Chy

Solution. En retranchant a chacune des p derniéres lignes la précédente (en commengant par la
derniére), on obtient :

1 Cl G . i

—1
0 0 ol ... cr! CS i i
n n
Ap —_ . : ; ) == . . =/ Ap_l
* i C() g s B q
0 02+,, 3 C7ll+p_ R C,’:ﬂ, g n+p—1 n+p—1 n+p—1
(on a utilisé la relation Cﬁill - C’e+1 = Ce) Done Ay = Ay 3 =+»=8y3 =1.
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EXERCICE 6. a) Calculer le déterminant d’ordre n a coefficients dans K

a1+ ay ay
(45} ay + 2Ty --- (5)
ik, =
an an an+xn

b) Calculer le déterminant d’ordre n + 1 a coefficients dans K

r a ay -+ Qan
ay <% a ssis  Qn
An = a9
an
a as --- (€7 T

. Py n

Solution. a) Nous allons prouver par récurrence sur n que A, = 21 ---Tp + ijl(aj Hk;éj Tk).
Le résultat est évidemment vrai pour n = 1. Supposons le vrai au rang n — 1 et montrons le au
rang n. En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on voit que

ai+r1 a1 ay a1+ a 0
as as a»
An — 4 — D1 - DQ.
: Qp—1+ Tp—1 : : “tt Gp—1+ZTpy O
an P an an an e an wn

Si on retranche, dans le déterminant Dj, la derniére colonne aux n — 1 premiéres, on s’apercoit
que Dy = a,xy---xy—1. Par ailleurs, en développant Do par rapport a la derniére colonne, on
obtient Dy = x,A,,_1. Finalement, A,, est égal a

n—1 n
Di1+Dy =apz1 - Tp1+Ty |1 Tp_1 + E a; H Ty, =x1---:z:n-|-E a; Hwk
j=1 1<k<n—1 4=1 k#j
k#3 7

b) En ajoutant les n premiéres colonnes a la derniére, on obtient

r ap -+ Gap-1 1
- a T --- : 1
An = $+Za¢ I @y v Gpy o
i=1 . . .
T
a, ay --- a, 1

puis en retranchant, pour 1 < j < n, a la j-iéme colonne a; fois la derniére,

T — ay X X 1
" 0 T — an : : - -
Nyy= 17+Za1, 0 X =+ a; H(:L'—a,-).
= . . . i=1 i=1
: ; rT—a, 1
0 0 0 1
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EXERCICE 7 (DETERMINANT DE CAUCHY). Soient ay,...,a, € Ket by,...,b, € K tels

que pour tout (4, 7), a; + b; # 0. Calculer le déterminant d’ordre n

a; + bj> 1<i,j<n

Solution. Clest classique. Il y a plusieurs moyens de procéder. Nous donnons ici une solution assez
générale. Supposons dans un premier temps les a; distincts deux a deux et n > 2. L’existence de
la décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples permet d’affirmer

(b1 —X)---(bp-1—X) N A An

(X +a1) - (X +an) X+a X+an
Le calcul des coefficients A correspondant aux poles simples (—ay) est classique et donne
T3, (b + ax) 0

Hi;ﬁk(ai — a)

Si maintenant on note Ly, ..., L, les lignes de A,, on a

y,..., €K, RX)=

Vk, g =

S SR 1 1
Ll Ll a1+by a1+b, 1 a1 +bn
ATL = : —_— i E — i N . =
Lo-1| An|  Lpa An L i q
L 27_1 ST an—1+b1 an-14+bn-1 @n-1+bn
- R(b1) R(bn—1)  R(bn)

Compte tenu des égalités R(b;) = 0 pour 1 < i < n — 1, le développement de ce dernier
déterminant par rapport a la derniére ligne donne

n—1p _ n—1c.. _
A, = ROy TS (=) T (0 — an)

n n— *&an—1
An [Tiz: (bn + ai) Hizll (bi + an)
Sachant que Ay = 1/(a; + by), une récurrence sur n donne
A — Hi<j(aj - a;) Hi<j(bj == bz‘). (%)

I1;(ai +b5)
Rappelons que nous avions supposé que les a; étaient distincts deux a deux. Si maintenant

deux des a; sont égaux alors les deux lignes correspondantes dans A, sont égales et donc A, = 0.
L’égalité (*) est donc vraie dans tous les cas.
Remarque. Cette méthode, ainsi que le résultat, sont & retenir. On peut par exemple
calculer par cette technique un déterminant de Vandermonde.
bine . . . .
Grace a ce résultat et a la formule A~! = A/(det A), il est facile d’inverser une matrice

dont P’élément d’indice (4, 7) est 1/(a; + b;) puisque les mineurs d’une telle matrice sont
aussi des déterminants de Cauchy.

EXERCICE 8. Soient aq,...,a, € K. Calculer le déterminant

1 o P o

1 ay as™l ot ol
A= : . : :

1 a, a1l ot an

Solution. On introduit I'indéterminée X et on consideére le déterminant
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1 oy - a’lc_l alf a’lc+1 Ce 0712
A(X) = Do - e K[X].
Qe aﬁ_l aft a§+1 PR ag [ ]

I X s XK1 Xk Xkl ... X©

Le déterminant A apparait comme le mineur de Pélément X* dans A(X). En développant
A(X) par rapport a sa derniére ligne, on s’apercoit que A est le coefficient de X* multiplié par
(=1)"** dans le polynome A(X). Or A(X) est un déterminant de Vandermonde :

AX)=V(,...,on, X)= ] (&5 —a) [J(X - ).
=1

1<i<j<n
D’aprés ce que 'on a dit plus haut, on a donc I’égalité
n+k n—k
A= (_1) T (_1) On—k ° H (aj — ai) =Opn—k H (O-’j — ai)a
1<i<j<n 1<i<j<n
ol o, désigne la valeur prise au point (aq,...,a,) par le polynéme symétrique élémentaire

ZXI"'Xn—k GK[X1,...,XH].

Remarque. On peut ainsi connaitre les cofacteurs d’une matrice de Vandermonde, donc
inverser une matrice de Vandermonde.

EXERCICE 9. Soit E un K-espace-vectoriel, o K est un corps commutatif de caractéris-
tique différente de 2, et soit p € N*. Soit f : E? — K une forme p-linéaire. On suppose
que f(zy,...,2,) = 0 deés qu'il existe k£ € N*, k < p, tel que z = xp41. Montrer que la
forme p-linéaire f est alternée.

Solution. Soit x = (z1,...,xp) € EP. Soit k € N*, k < p. L’application
¢ B2 5K (u,0)— Ty oo 5200, 0, 0535, 2= s Bg)

est une forme bilinéaire, et elle est alternée d’apres les hypothéses, donc antisymétrique (en effet,
o(u+v,u+v) =0 = p(u,u) + ¢(u,v) + p(v,u) + ¢(v,v) entraine p(u,v) = —p(v,u) ; c’est
un cas particulier du théoréme 1 page 141). Pour tout 0 € S, (groupe des permutations de
{1,...,p}), on note Ty = (T(1),-- -, To(p))- L'égalité @(Tk, Try1) = —(Try1,Tx) s’écrit aussi
f(zg) = —f(z) = (o) f(z), ont o est la transposition (k,k+1). Or les transpositions de la forme
(k,k + 1) engendrent S, (voir I’exercice 6 page 26), c’est-a-dire que pour tout o € S,, on peut
écrire 0 = Ty -+ - T, 00l T; est une transposition de la forme (k,k + 1), donc

f(@s) = f(Try.m,) = (M) [(Tryenr,) = - - = (1) - - - () f ()

autrement dit f(z,) = €(0)f(x). Ceci est vrai pour tout 0 € S, donc la forme p-linéaire f est
antisymétrique, donc alternée d’apreés le théoréme 1 page 141.

EXERCICE 10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, ou K est un corps
commutatif de caractéristique différente de 2. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E.
Pour tout u € L(F), on définit :

n
fu: E" > K L (R Zf(xl, B IR, 1 (Y W TE ——
i=1

Montrer que f, = tr(u)f.
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Solution. Fixons u € L(E). L’application f, est une forme n-linéaire alternée comme on le vérifie
facilement ; ’ensemble F' des formes n-linéaires alternées de E étant un K-espace vectoriel de
dimension 1, on a donc :

(VfeF, f#0,3\f € K), fu=2As-F.

Soit g # 0 une autre forme n-linéaire alternée. Il existe p € K* tel que f = pg. Donc A\ f = fu =
gy = (1Ag)g, et comme f = pg, on tire Ay = A,. Le scalaire Ay ne dépend donc pas de f € F,
mais seulement de w. On peut donc écrire :

I€EK,VfEF, fu=Mf (%)

Montrons maintenant que A\, = tr(u). Soit B = (e1,...,e,) une base de E, A = (aij)i<i<j<n
la matrice de u dans cette base. En appliquant () a 'application det (déterminant dans la
base B), qui est bien une forme n-linéaire alternée, on obtient det, = A,det, donc A, =
Ay det(eq, ..., e,) = dety(eq,...,e,), donc

n
A= cht(el, <% wyCi-ayl ey nys s 5Bl
i=1

n n
= E det(es,. - . ;e4—1, E @ji€j,Citl,---,€n)
i=1

i=1

n n n
= E E a;; detg(ei,...,e€i—1,€j,€it1,.-.,en) | = E aii = tr(u).
i=1

i=1 \j=1

EXERCICE 11. a) Soit A € M,(R). On note A sa comatrice. Donner le rang de A en
fonction du rang de A. ~
b) Si n > 3, résoudre dans M, (R) I’équation A = A.

Solution. a) Sirg A = n, l'égalité AA = (det A)I,, entraine A = (det A) *A~!, donc comme
det A # 0, rgﬁ: n.

Si rgA = n — 1, alors il existe un mineur d’un élément de A non nul (d’aprés le théo-
réeme 2 page 128), donc A # 0. De plus, on a ‘AA = (det A)I,, = 0 donc Im A C Ker tﬁ, donc
dim(Ker tﬁ) >n—1 et donc rg A= rgA=n-— dim(Ker tK) < 1. Comme on a vu que A # 0,
cecl entraine rgﬁ = 1.

Sirg A <n—2, alors tous les cofacteurs de A sont nuls, donc rgﬁ =0
b) L’égalite A = A entraine ’égalité rg A = rg A.

Sirg A <n—2, alors d’aprés a), rgﬁ =0, donc rg A =0, donc A =0.

Sirg A =n—1, alors rgﬁ =1l,etdoncn—1=rgA= rgﬁ = 1 donc n = 2, contraire aux
hypotheses.

Si rg A = n, alors (det A)I,, = "AA = “AA. Or det(*AA) = det(*A)det(A) = (det A)? et
det[(det A)I,,] = (det A)". Comme det A # 0, on en déduit (det A)"~2 = 1, et donc det A €
{—1,1} car det A € R. Si A = (a;), le terme d’indice (1,1) de ‘AA est >;ai; =0, et comme
‘AA = (det A)I,, ce terme vaut det A. Donc det A > 0, et donc det A = 1.

Finalement, on a montré que det A = 1 et "AA = I,. Réciproquement, si "AA = I, et
det A =1, comme AA = (det A)L,, =1I,,, on a A = A car A est inversible.

Les matrices A vérifiant A = A sont donc la matrice nulle et les matrices A telles que
det A = 1 et "AA = I, (ces derniéres forment I’ensemble O, des matrices orthogonales de
déterminant 1, . e. le groupe spécial orthogonal).
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EXERCICE 12 (DETERMINANT CIRCULANT). Soit n € N* et w = ¢*™/™. On considére la
matrice 2 = (w(i_l)("_l))ls,-,jsn € Mn(C)
a) Soient ay,...,a, € Cet

aq s Q3 (47
anp ay a2 -+ QGp—

A= | @1 G @1 -+ G2 | € M,(C).
Gz a3 Q4 ap

Calculer det(AS2) et en déduire la valeur de det A.
b) (Application). Si € € R, calculer le déterminant n x n

cosf cos20 --- cosnb
cosnff cosf --- cos(n—1)0
A(0) =
cos20 cos360 --- cosf

Solution. a) Un peu d’attention montre que le coefficient d’indice (Z,j) du produit AQ est
wEDU-D) p(7=1) ou P désigne le polynome P = aj + apX + - - - 4+ an X" L. Autrement dit,

ML) Plu] e Pw™1)
P(1) wP(w) --- w* 1P(w™ 1)
AQ = : . :(
P(l) wn—lp(w) . w(n—l)(n—l)P(wn—l)
On en déduit
1 1 1
1 w e T
det(AQ) = P(1)P(w) - -- P(w™!) : ; : =P(1)P(w)--- P(w™ 1) det Q.
1 W=l ... @E-DE-D)

Comme det Q2 # 0 (c’est un Vandermonde dont les paramétres sont deux a deux distincts), on
en déduit det A = P(1)P(w) - -- P(w™1).

b) On pose U, = {X#7/" | k € 7}. Le résultat de la question précédente entraine
A(f) = H (cosf +wcos20 + - - - + w™ ! cosnh). (*)
weUn
Supposons dans un premier temps 6 € %Z. Si w € U,, on pose
S(w) =cosh+wcos20 +---+w" L cosnd et T(w)=sinh+wsin20+---+w" ! sinnb.
On a

—1,n0

S(w) +iT(w Z(w “’1:—8. ok S(w)—zT(w)_e_wﬁ

En effectuant la demi-somme des deux expressions précédentes, on en déduit, aprés calculs, que

nf\ sin(220) — wsin(
S(w) = 2sin ( 5 ) " . f,eio))(l _we(_?a; (xx)

Avec la formule (x), on en déduit

A®) S(w no HweUn (sin(—”;QO) — wsin(%o))
© =TT s " sin” o (1 — weid) (1 —we)
HwEUn we HweU,, we

weUn



154 3. ALGEBRE LINEAIRE : GENERALITES

Lorsque a € C*, le polynéme X™ — a™ a n racines simples qui sont les wa avec w € U, donc
X" —a" = [[,cv, (X —wa). En utilisant cette identité pour a = sin % puis a = € et a = e7%,

on en déduit

e (10 2 (E52) s 2
) =2"sin ) (1 — enif)(1 — e—ni0)

et comme (1 — e™?)(1 — e~ ™%) = 45in? (”70) on a finalement

__on—2 _:. . n—2 77,_0 B ) n+ 2  aGn? n_0
A(f) = 2" “sin <2) [blll < 5 0) sin (2 ’

Nous avons démontré cette relation pour 6 ¢ %Z. Le déterminant étant une fonction continue
de ses coefficients (c’est un polynome en ses coefficients), la fonction 6 — A(#) est continue, et
par continuité on en déduit que la relation trouvée est valable pour tout 6 € R.

Remarque. Une autre démonstration de a) fait 'objet de 'exercice 4 page 190.

EXERCICE 13. Soient a,b € K avec a # b. On pose

a+b ab 0 0
1 a+b ab :
An=1 0 1 a+b . 0 | €MK).
: .. - .. ab
0 0 1 a+b

Calculer det A,,.

Solution. Supposons n > 3. En développant par rapport a la premiere ligne on obtient

1 ab 0 0
0 a+b ab
det A, = (a+b)det Ap,—1 —ab| O 1 aLb . 0 ,
0 . . ab
0o .- 1 a+b

puis en développant le dernier déterminant de cette égalité par rapport a la premiere colonne,
det A,, = (a +b) det A,,_1 — ab det A,,_5. Sachant que

2 2 3_p3

—b
e et dctA2=a2+ab+b2=a

detA1 =a+b= ;
a— a—>

an—f—l _ bn+1
a—>b

Remarque. Si a = b, une récurrence donne det A, = (n + 1)a™.

on démontre facilement par récurrence sur n que det A,, =

~

A partir du résultat de cet exercice, on peut facilement calculer les déterminants de la
forme

B v (0
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6. Problémes

PROBLEME 1. Résoudre dans M,,(R) I'équation A? = —1,.

Solution. Comme A2 = —I,,, on a det(A?) = (det A)?> = (—1)" donc n est pair. Soit p € N* tel
que n = 2p. Soit f 'endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans la base canonique de R™.
On va démontrer, en procédant par récurrence sur k, le résultat suivant : pour tout k, 1 < k < p,
il existe zq,...,z; € E = R" tels que (21, f(21),..., 2k, f(2x)) forme une famille libre.

Montrons ce résultat pour k = 1. Soit 21 € E, 21 # 0. Si Ax; + pf(x1) = 0, alors par
composition par f, on tire Af(z1) — px1 = 0. Finalement, on en déduit :

(A% + p?)xy = AAzy + pf (21)] — p A f(21) — paey] = 0.

Donc A% 4+ p? = 0, c’est-a-dire A = p = 0. La famille (21, f(x1)) est donc libre.

Supposons maintenant le résultat vrai au rang k — 1 et montrons le au rang k < p. D’apres
Ihypothése de récurrence, il existe z1,...,2xr_1 € E tels que (z1, f(x1),...,Zr_1, f(xr_1)) forme
une famille libre. Soit Fr—1 = Vect{z1, f(z1),...,Tk—1, f(Tr—1)}. On a dim Fp_; =2k — 2 < 2p,
donc on peut choisir z; € FE, ), € Fj._1. Supposons maintenant une égalité du type :

Mz +p f(zy) + -+ A + e f(zr) = 0.

Alors /\k.’l,‘k-l-ukf(l‘k) € Fj._1 et Fj_; étant stable par f, f [/\kil,‘k + /J,kf(.'ltk)] = /\kf(xk) — UpTr €
Fk—l- Donc : (/\’2b + ,u%)xk = /\k [/\kmk + ;ka(l‘k)] — HE [/\kf(.’ltk) — ;Lk.’Ek] € Fk—l- Or T} ¢ Fk—11
donc /\%‘I'N% =0, d’on A = i = 0. On a donc /\1.’L‘1+;1,1f(.’1,‘1)+- . --I-/\k_l.’l,‘k_l-l-ﬂk_lf(.’l,‘k_l) =0,
donc d’aprés I’hypothése de récurrence, Vi, A\; = u; = 0.

Le cas particulier k¥ = p, entraine l’existence de z1,...,x, € FE tels que la famille B =
(1, f(21),...,xp, f(xp)) soit libre. Comme n = 2p, B est une base de E. La matrice A est donc

semblable a
J (0)
" ((o) J)’ » -09)

et réciproquement, si A est semblable a une matrice de cette forme, A% = —1I,.

PROBLEME 2 (ENDOMORPHISMES NILPOTENTS, DECOMPOSITION DE FITTING). Soit £
un K-e.v de dimension finie n € N*. Soit f € L(F), nilpotent (i. e. il existe p € N* tel que
f? =0). On note g € N* I"indice de nilpotence de f, défini par ¢ = inf{p € N* | f? = 0}.

1/ On veut montrer que ¢ < n.

a) (Premiére méthode). Montrer que la suite (Im f?),cn décroit strictement jusqu'a p = ¢
puis devient stationnaire. Conclure.

b) (Deuxiéme méthode). Montrer qu’il existe zg € E tel que (2o, f(o),. .., f97 (z0))
forme une famille libre. Conclure.

2/ Si r = dim(Ker f), montrer que 7 #0 et que n/r <g<n+1-—r.

3/ (Décomposition de Fitting.) On ne suppose plus f nilpotent. Montrer qu’il existe un
unique couple (F,G) de sous-espaces vectoriels de E stables par f, tels que F & G = E|
fir est nilpotent et f est inversible.

Solution. 1/a) Dans un premier temps, on ne suppose pas f nilpotente. Pour tout p, comme
f(E) C E, on a fPYY(E) = fP[f(E)] C fP(E). La suite (Im fP),en est donc décroissante. Donc
la suite d’entiers naturels (rg f?)pen décroit, donc il existe un plus petit entier s € N tel que
rg f$t1 = rg f5. Comme Im f5t!1 C Im f* on en déduit Im f$t! = Im f$. Pour tout p > s, on a

Im 71 = froe[f*H(E)]) = f*=°[f*(E)] = Im f7.
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La suite (Im fP),en est donc stationnaire a partir du rang s. Comme la suite (rg f?)pen décroit
et par définition de s, on a rg fP1 < rg f? — 1 lorsque p < s. Une récurrence immédiate fournit
rg fP <1rg f" —p=n—ppour 0 < p < s, en particulier rg ¢ < rg f' —s =n — 5. On en déduit
s <.

Pour conclure, on utilise I’hypothése de nilpotence de f, pour noter que Im f? est stationnaire
a partir de p = ¢q. On en déduit ¢ = s, donc ¢ < n.

b) Comme f971 £ 0, il existe zo € E tel que f97!(x0) # 0. Nous allons montrer que la famille
(w0, f(x0),- .., f7 Y (x0)) est libre. Si g;(} Aif* (o) = 0 avec les \; non tous nuls, on considére
le plus petit entier k tel que A\ # 0. On a Zg:_,} i fi(xo) = 0, donc en composant par f9~17% 3
gauche,

Aef T (@0) + M1 f1(z0) + -+ + Ag-1 f27D " (z) = 0.

Comme fP = 0 pour p > gq, cette derniére égalité entraine A, f9~!(20) = 0, et comme f971(zg) #
0, A = 0, ce qui est absurde. La famille considérée est donc libre. Elle a g éléments, donc
¢ <dmFE =n.

2/ Onavuaul/a)quesip < q,rg fPT! < rg fP—1, ce qui entraine que 0 = rg f7 < rg f—(q—1) =
n—r—(q—1),doncg<n—r+1.
Il reste a montrer I’inégalité n/r < g. Pour cela, commencons par montrer que

Vp € N, rg fPH! =rg fP — dim(Im f? N Ker f). (%)

- Soit S un s.e.v de E tel que ImfPNKerf)®S =ImfP. On a SNKerf C (ImfPnN
Ker f)NS = {0}, donc SNKer f = {0}. Ceci entraine que f|g (restriction de f a S) est injective,
et donc dim f(S) = dimS. Or Im fP*! = f(Im f?) = f[(Im f? N Ker f) @ S] = f(S), donc
rg fP*! = dim f(S) = dim S = rg f? — dim(Im f? N Ker f).

L’égalité () entraine que pour tout p, rg fP*! > rg fP — r. Ceci entraine 0 = rg f9 >
rg f° — qr = n — gr, donc ¢ > n/r.

3/ Rappelons que nous avons montré en 1/a) que (Im f?),en décroit strictement puis devient
stationnaire a partir d’un certain rang s (f n’était pas supposé nilpotent dans cette preuve).
Supposons que F et G existent. Soit g 'indice de nilpotence de fg, de sorte que f9(F) = 0.
Pour tout p > g on a fP(F) = fP79(fI(F)) = 0, et fP(G) = G car f est inversible. Comme
F & G = FE, on en déduit que pour tout p > ¢, Im f? = fP(F) + fP(G) = G. Ainsi G est
forcément la valeur stationnaire de la suite (Im f?),en, donc G = Im f* et ¢ > s. Par ailleurs
fUF) =0donc F C Ker f?. Or n = dimKer f? + dimIm f? = dim Ker f? + dim G, et comme
n = dim F'+ dim G on en déduit dim F' = dim Ker f?, donc F' = Ker f9. Par définition de s on a
rg f¢ =rg f9, donc dimKer f9 =n —rg f9 =n —rg f* = dim Ker f* et comme Ker f¢ C Ker f?
(car si f*(z) =0, 0n a fI(z) = f9°(f°(x)) = 0) on en déduit F = Ker f¢ = Ker f°. Ainsi si F
et G existent, ils vérifient forcément F' = Ker f¢ et G = Im f*, ce qui assure leur unicité.
Réciproquement, définissons F' et G par F = Ker f€ et G = Im f*. Il est immeédiat que F et

G sont stables par f.

Ona FNG ={0}carsiz € FNG,on a fé(x) =0et = f5(y) avec y € E, donc

f?(y) = 0. Or Ker f* C Ker f?* et dimKer f* = n —1g f* = n — rg f>* = dimKer %,

donc Ker f2¢ = Ker f°. Donc y € Ker f¢, donc z = f*(y) = 0. Comme dim F+dim G = n,

on en déduit F & G = E.

Par définition de F' = Ker f¢, on a f*(F) = 0 donc f|p est nilpotent.

Par ailleurs on a Im f$*t! = Im f%, ce qui s’écrit f(G) = G donc fic est surjective et

comme c’est un endomorphisme en dimension finie, on en déduit que f|g est inversible.

Remarque. En particulier, 2/ montre que si f est nilpotent et si dimKer f = 1, alors
I'indice de nilpotence de f est ¢ = n.

Nous avons montré que dans tous les cas, (Im f?),en décroit strictement puis devient
stationnaire a partir d’'un certain rang s. L’entier s s’appelle ["indice de f. On montre
facilement que la suite (Ker f?),en croit strictement puis devient stationnaire a partir de
ce méme rang s. On retrouve ce résultat dans la définition 2 page 202



6. PROBLEMES 157

PROBLEME 3. 1/a) Soit N € M,,(R) une matrice nilpotente (i. e. il existe p € N* tel que
NP = 0) d’indice q (7. e. q est le plus petit entier naturel vérifiant N9 = 0). Montrer que
I,, — N est inversible et donner son inverse.

b) (Application). Montrer I'inversibilité et calculer Pinverse de la matrice

1 —a O
M=|0 1 01 e Ma(R)
-
0 0 1

2/a) Soit N € M,(R) une matrice nilpotente d’indice 2. Pour tout p € N* calculer
(In + N)P.
b) (Application). Soit M = ( -

—1 8 > € My(R). Calculer M,

Solution. 1/a) Il suffit de remarquer que (I, — N)(In+ N +---+ Nq—l) — I, — N9 = I,,, donc
I,—NecGl(R)et (In—N)'=I,+N+---4+ N1

0 In—l

b) On peut écrire M = I,, — aN avec N = ( 0 0

). Une récurrence facile donne

* _ P —
VpeN*, 1<p<n-1, N (0 0

) et N" =0.

En appliquant 1/a), on voit donc que M = I,, — aN est inversible et que

1 a a2 ... a1
0 1 a st
Ml itall @4 i@ W™ =] 0 s S ", o2
“a
0 0 1

2/a) Les matrices I, et N commutant, on peut écrire

(In+ N)P = Z,,: (i) Nk — z,,: (z) Nk = (g) In+ (’1’)1\[ = I, + pN.

k=0 k=0

b) Si N = < :} } ), ona M =2I,+ N et N2 =0, donc d’aprés la question précédente,
1 - —49 50
100 _ 100 1 _ 5100 _ 5100
M =2 (IQ+2N) 2"(I, + 50N) =2 ( _50 51 )

Remarque. Au 1/a), on a forcément ¢ < n. On peut montrer ce résultat sans faire appel
au théoréme de Cayley-Hamilton, en procédant comme suit. Soit f I’endomorphisme de
R™ dont N est la matrice dans la base canonique B de R™. Pour tout entier r, I’égalité
[f"]s = N" entraine que les ordres de nilpotence de f et de N sont égaux. Or d’apreés le
probléme précédent, 'ordre 7 de nilpotence de f est < n, et donc ¢ < n.

On identifie souvent une matrice M € M,,(K) et ’endomorphisme f de K" dont M est
la matrice dans la base canonique de K". Si les vecteurs de K™ sont notés en matrices
colonnes, on a f(X)= MX.
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PROBLEME 4. Soit F un ensemble et f1, fo, ..., fn n fonctions de E dans K, formant un
systeme libre dans le K-espace vectoriel des fonctions de E dans K. Démontrer qu’il existe
n points zy,...,z, de E tels que la matrice (f;(z;)) soit inversible :

a) En procédant par récurrence sur n € N*,

b) En considérant F' = Vect(fi,...,fn) et siz € Eennotant z: F - K f+~ f(x), en
montrant que 3xy,...,x, € F tels que Zy,...,Z, forment une base de F*, dual de F.

I<ij<n

Solution. a) Pour n =1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le
au rang n. On définit la fonction

fitz1) -+ fi(@n-1) fi(z)

Rl s mem f2(:l'1) fQ(x.n—l) fzgfb‘)

fn(.xl) fn(m.n—l) fn(x)

Z1,y...,Tp—1 Ctant pris tels que det(fi(x;))1<ij<n—1 # 0. En notant, pour tout ¢, A; le mineur
de I’élément fi(x) de A, on a, en développant A(z) par rapport a la derniére colonne :

n

VeeE, A(z)=) (-1)""A;- fi(x).

i=1

Or A, # 0, et comme les (f;) forment une famille libre, on ne peut avoir Y, (—=1)"t*A; fi(z) = 0
pour tout z, donc Iz, € E, A(z,) # 0, de sorte que (fi(z;))1<ij<n est inversible.

b) Pour tout z € E, Papplication Z : F — K f — f(z) est un élément de F*. Soit I' =
{Z | x € E}. L'orthogonal de I' dans F est :

I°={fecF|VaeEif)=0}={fcF|VzeE,f(x) =0} ={0}.

Soit G = Vect(I'). On a G° =T° = {0} donc dimG = dim F' — dim G° = dim F = n, et comme

G C F* on en déduit G = F* = Vect(T'). Donc il existe z1,...,z, € E tels que (z7,...,ZTy) soit
z;(f1)

une base de F™*. Les vecteurs ( ) pour 1 < j < n sont donc linéairement indépendants, ce
z;(fn)

qui revient a dire que la matrice A = [Z5(fi)] = [fi(2;)];<; j<n st inversible.

I<ij<n

PROBLEME 5. Soit n € N* et a; < ... < «, des entiers naturels. On considére des
nombres réels zq,...,x, deux a deux distincts et strictements positifs. Montrer que la
matrice M = (2}7)1<ijcn € My(R) est inversible (indication : commencer par le cas
oy = k — 1 sans utiliser le déterminant de Vandermonde).

Solution. On traite déja le cas particulier a; = j —1. On prouve l'inversibilité de M (sans utiliser
P’expression du déterminant de Vandermonde qui permet d’affirmer que det M # 0 dés que les
x; sont distincts), en remarquant que pour tout vecteur colonne A = (a;i)1<i<n de R", on a

1 23 --- x’f_l a1 P(zy)
MA= = ) P(X)=a1+a2X++aan_1
1 z, --- zp1 an P(=,)

Si MA =0 on adonc P(x;) =0 pour 1 <7 < n. Or les x; sont distincts et deg P < n on a donc
P =0, donc A =0. Ainsi M est bien inversible (ici I’hypothése z; > 0 est inutile).

Traitons maintenant le cas général. On va utiliser la méme approche, mais c’est moins im-
médiat car le degré de P n’est pas forcément < n. De maniére similaire au cas Vandermonde,
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pour tout vecteur colonne A = (a;)1<i<n de R™, on a

MA = (ml xl) (1) = (szD P(X) = a1 X + ;X% 4 -+ 2, X%, ()
22 ... gen | \a, P(zn

Le résultat va alors découler du lemme suivant :

LEMME. Soitn € N* et P € R[X] ayant au plus n coefficients non nuls, qui
s’annule en m nombres réels distincts strictement positifs. Alors P = 0.

Nous prouvons ce lemme en procédant par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est immeédiat.
Supposons le résultat vrai pour n — 1 et montrons le au rang n. Notons 0 < 7 < ... < @,
des nombres réels tels que P(x;) = 0 pour 1 < i < n, ou P est un polynome ayant au plus n
coefficients non nuls. Ecrivons P = E?:l LA ouDE B € e € By O &P = X" 00
Q=a1+> 50 X% et Q =37 5(ai —)a; X%, donc Q" a au plus n — 1 coefficients
non nuls. Par ailleurs, Q(z;) = 0 pour 1 <4 < n donc d’aprés le théoréme de Rolle, Q' s’annule
sur chaque intervalle ouvert ]z;, z;41[ pour 1 <i < n — 1, donc s’annule en n — 1 nombres réels
> 0 distincts. Les hypotheéses de récurrence appliquées a Q' sont vérifiées, et on en déduit @' = 0.
Donc P = a1 X1", et comme P(z1) = 0 on a forcément a1 = 0. Le lemme est donc prouvé.

Supposons maintenant M A = 0. La formule (*) montre que P =" | a; X s’annule sur les
n points distincts 21, ...,2, qui sont > 0, on peut donc appliquer le lemme qui entraine P = 0,
donc A = 0. Donc M est inversible.

Remarque. Sans I’hypothése z; > 0 pour 1 < i < n, le résultat est faux, comme le montre
le contre-exemple n = 2, (aq,a0) = (0,2) et (21,29) = (—1,1).

PROBLEME 6 (IDENTITE DE JACOBI, IDENTITE DE SYLVESTER). 1/ (Identité de Jacobi)
a) Soit A € G¢,(K). On note T'= A~! et on considére I’écriture par blocs

B C W X
A=(D E) et T=<Y Z) avec B, W € M,(K),

ou 7 vérifie 1 < r < n. Montrer que (det A)(det W) = det E.

b) Soient I et J deux sous-ensembles de {1,...,n} de méme cardinal r et A = (a;;) €
M, (K). On note Ay ; = (@ij)ierjes la matrice de M, (K) obtenue a partir de A en ne
conservant que les lignes d’indice i € I et les colonnes d’indice j € J. Si A € G, (C) et
T = A~!, montrer que

(det A)(det Tys) = (—1)°"")(det A+ jo), avec S(I,J)=Y i+ _j,
icl jeJ
ou I* et J* sont les complémentaires de I et J dans {1,...,n}.

2/ (Identité de Sylvester.) Soit A = (a;;) € Mn(K) et A = (A;;) sa comatrice. Soient [
et J deux sous-ensembles de {1,...,n} de r ¢léments, avec 1 <7 < n. Montrer

P] J= (—1)S(I’J) . A]’J . (dOt A)T_l

’

~

ot I'7; = det(A)r,y = det(Aij)ierjes et ot Ary = det Are j» = det(aij)igr,jgs-

Solution. a) En écrivant par blocs I'égalité AT = I,, puis en considérant les blocs a gauche on
obtient BW +CY =1, e¢ DW + EY = 0. On en déduit

BCc\(w o \_(BW+cYy c\_(1I C
p EJ\Y I,,) \pbw+Ey E)"\ 0 E

et en prenant le déterminant on a donc (det A)(det W) = det E.
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b) L’idée est de se ramener au cas précédent (qui correspond au cas ou I =J = {1,...,r}) par
permutation des indices. Considérons ’endomorphisme f de K™ dont A est la matrice dans la
base canonique B = (eq,...,e,) de K™ Notons iy < ... < i, les élémentsde T et ky < ... < kp—p
ceux de I*, j1 < ... < jr les éléments de J et £; < ... < €, ceux de J*. Considérons les bases
Br = (€iyy---1€ipy€hyy---€k, ) et By = (€j,,...,€j.,€p,... €, ). La matrice de f dans les

bases By et By s’écrit sous la forme par blocs [ f]g" = (g g), ou E = Aj-_j-. De méme on peut

écrire [f_l]gg = (¥ ¥), avec W = Tj;. La matrice [f]gl’ est inversible, d’inverse [f_l]g'l. On
peut donc appliquer le résultat de la question précédente, qui donne (det] f]g"’ )(det W) = det E.
Si Pr (resp. Pj) désigne la matrice de passage de la base B a la base By (resp. Bj), on a
[f15! = Py ' APy, et donc

(det P;1)(det A)(det Pp)(det Ty r) = det Ags j-. (%)
Il reste a calculer det Py et det Py. La matrice Pr est obtenue a partir de I,, en effectuant sur
les colonnes la permutation o définie par o(ig) = s pour 1 < s < r et o(ks) = r + s pour
1 <s<n-—r.0nadoncdet P; =¢(0)det], = e(0), ou £(0) est la signature de 0. En notant

C(i,7) le cycle (i,i+1,...,7), un peu d’attention montre que 0 = C(r,i,)---C(2,i2)C(1,11).
On a donc

det P = (o) = [[ e(C(s,is)) = [ (1)
s=1 s=1

De méme on trouve det Py = []i_;(—1)’*"%. Avec () on en déduit finalement
(det A)(det Ty ;) = (det P;)(det Pr)~'(det A+ s+)

= H(—l)is+js_28 det A[t’Jt = (—l)S(I’J) det A[*,Jt.

g=1

2/ Remarquons que le cas 7 = 1 est une conséquence immeédiate de la définition des cofacteurs
de A. Supposons donc 2 <r <n-—1.

Lorsque det A = 0, la comatrice de A est de rang 0 ou 1 (voir I'exercice 11 page 152), donc
comme 7 > 2, on a 'y ; = 0, donc I'identité souhaitée est bien vérifiée.

Supposons maintenant det A # 0. L’égalité A = (det A)'T avec T = A~! montre que
(A’)I’J = (det A)T's 1, donc I'y ; = (det A)"detT);;. On conclue aisément car d’apreés le résul-
tat de la question 1/b), on a (det A)det Ty = (—1)SUD A, ;.

PROBLEME 7. a) Soit M € M,(C). Montrer I’équivalence
(M g Gl,(C)) <= ((3P€gGl,(C)), VAeC,P—- M € G(,(C)).
b) Soit ¢ € L(M,(C)) telle que
VM € Gt,(C), e(M) € G, (C).

Montrer que si (M) € G€,(C), alors M € G¢,(C).

Solution. a) Condition nécessaire. Supposons M non inversible. Si 7 = rg M, on sait que M est
équivalente a la matrice K, = ({)T 8), autrement dit il existe A, B € Gl,,(C) tels que M = AK, B.
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Posons J = (Ino_l (1)) € G€,(C). Pour tout A € Con a

/_)\ 0 s oxs B 1\
R 0 r lignes
g —| ® v 4 U ©)
1 0
\ 0 - . 0 1 0)

Le rang d’une matrice reste inchangé lorsque I’on ajoute a une ligne une combinaison linéaire
des autres. En ajoutant a la r-iéme ligne dans (x) A fois la suivante, on fait disparaitre le —X se
trouvant a la position (r,r). En itérant ainsi le procédé aux lignes d’indice r — 1,...,1, on fait
disparaitre tous les —A, de sorte que rg(J — AK,) = rgJ = n. Ainsi, J — AK, € Gl,(C), donc
A(J — AK,)B = P — AM (avec P = AJB € Gl,(C)) est inversible pour tout A € C, d’ou la
condition nécessaire.

Condition suffisante. Raisonnons par I’absurde et supposons M inversible. Si Q = M~'P, on a

VAE€C,  det(P—AM) = (det M)(det(Q — Al,)) #0

donc det(Q—AI,) # 0 pour tout A € C. Ceci est impossible puisque det(Q—AIL,) est un polynome
de degré n en A (c’est le polynome caractéristique de @) donc s’annule au moins une fois sur C.
D’ou la condition suffisante.

b) Raisonnons par I’absurde en supposant M & G, (C). D’aprés la question précédente, il existe
P € Gl,(C) telle que pour tout A € C, P — AM € G{,(C). En vertu de I’hypothése faite sur ¢
et de la linéarité de ¢, ceci entraine

VAEC,  @(P)— Ap(M) € Glu(C),

donc d’apreés la question précédente, (M) € G€,(C), ce qui est contradictoire. Finalement, on
a M € Gt,(C).

PROBLEME 8. Soit A = (ai,j)15i,j5n € Mn(R)
1/ Soit ¥ : N* — R une fonction. Si pour tout (3, j),
a;= Y (k)
kli et k|j
montrer que det A = ¥(1)y(2) - - - ¢¥(n).

2/ (Applications). Calculer det A si

a) a;; est le nombre de diviseurs communs a i et a j.
b) a;; est la somme des diviseurs communs a @ et a j.
c) aij =1iAj=pged(i,j).

Solution. 1/ On définit la matrice B = (b;j)1<ij<n par bjj =1sii| j, bij =0siitj. Elle est
triangulaire supérieure et n’a que des 1 sur la diagonale principale, donc det B = 1. On définit
aussi la matrice C' = (¢; j)1<i j<n comme étant une matrice diagonale avec ¢;; = ¥(#). On pose
maintenant D = tBCB = (di,j)ISi,an- Pour tout (’L,]), on a

dij = brickebe; = bratp(kK)bri= Y v(k) = aij.
k.0 k k|i et k|j

Donc D = A = '‘BCB, et donc det A = det('B) - det C - det B = det C. Le déterminant de la
matrice diagonale C est le produit de ses coefficients diagonaux, donc det A = 9(1) - - - (n).

2/ a) 1l suffit d’appliquer 1/ avec (k) = 1. On en tire det A = 1.
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b) On applique cette fois ¢i 1/ avec (k) =k, et on en tire det A = nl.
¢) Remarquons d’abord que 'on a I’équivalence
(klietk|j) < (k|pged(i,j)).
Rappelons que ¢, 'indicateur d’Euler, posséde la propriété suivante : pour tout m, Zk|m p(k) =
m (voir la proposition 6 page 34). On a donc
a;; = pged (2, j) = Z o(k) = Z o(k)
k|pged(z,7) kli et k|j

et d’aprés 1/ appliqué a v = ¢, on a det A = (1) - - - p(n).

PROBLEME 9. Soient n > 2 un entier et K un corps commutatif. Montrer que tout
hyperplan de M,,(K) contient au moins une matrice inversible.

Solution. Soit H un hyperplan de My (K). Il existe une forme linéaire non nulle ¢ de (M,(K))*
telle que H = Kerg. D’aprés Pexercice 3 de la partie 4.6 (page 138), il existe une matrice
A € M,(K) telle que (M) = tr(AM) pour tout M € M,(R). Comme ¢ # 0, on a A # 0.
Finalement, H = Kerp = {M € M,(R) | tr(AM) = 0}. Il s’agit donc de montrer que

(VA € M,(R), A #0,3IM € G¢,(K)), tr(AM) = 0. (%)

On se place dans un cas ou A est plus simple. En posant 7 =rg(A) > 1 (car A # 0), on sait

que A est équivalente a la matrice par bloc (10’ 8) (voir le théoréme 1 page 128), c’est-a-dire

IP,Q € Gly(K) tels que PAQ=J, avec J,= ( e ) .

Fixons une matrice inversible M n’ayant que des 0 sur sa diagonale principale (on peut prendre

0 In—1 B s e lint o TS . — (Ar B ATTAR
io )). En écrivant la matrice M sous forme de blocs M = (C: D:)’ avec

A, B,
Jpld = ( o o0 )
ce qui montre que, comme M, la matrice J,M n’a que des 0 sur sa diagonale principale. Ainsi,

tr(J,M) = 0. En posant N = QMP € Gl,(K),ona M = Q_INP_1 et
0 = tr(J, M) = tr ((PAQ)(Q—lNP—l)) = tr (P(AN)P‘1> — tr(AN)

par exemple M = (
A, € M, (K), on a

(deux matrices semblables ont méme trace), d’ou le résultat d’aprés (x).

Remarque. Le probléme suivant montre un résultat plus fort qui entraine que la dimension
maximale d’un sous-espace de M,,(K) ne contenant aucune matrice inversible est n(n—1).

PROBLEME 10. Soit n € N*, n > 2, et K un corps commutatif infini. Soit V' un sous-
espace vectoriel non nul de M,,(K), tel que p = max{rgM | M € V} vérifie p < n. On
veut montrer que dimV < np.

0 .
6’ o ) appartient aV.On
suppose ceci vérifié dans la suite. Montrer que toute matrice M de V s’écrit sous la forme

1/ Montrer qu’on peut se ramener au cas ou la matrice J =

B 0

On note alors A =a(M), B=0b(M) et C = c¢(M).
2/a) Soit M € V telle que ¢(M) = 0. Montrer que E C Kerb(M), ou E est le s.e.v de

M — (A C) avec A € MP(K)’ B € Mn—p,p(K), C — Mp,n—p(K) et BC e 0
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K? défini par E = Uyey Ime(N).
b) On note r = dim E et on considére une base (ey,...,e,) de E, complétée en une base
(e1,...,e,) de KP. Montrer que I'application définie sur V' par

B 0
(ot A=a(M), B=0b(M) et C = c(M)) est injective et en déduire que dim V' < np.

¢ M= (A C> — (A, Beyyy, ..., Bep, C)

Solution. 1/ Par définition de p, il existe une matrice M € V telle que rg M = p. La matrice M
est donc équivalente a J, de sorte qu’il existe deux matrices P, Q € Gl,,(K) telles que PMQ = J.
L’application My (K) — My, (K) M — PMQ est un isomorphisme, il est donc équivalent de
montrer que W = PVQ, s.e.v. de My(K) qui contient .J, vérifie dimW < np. On peut donc
supposer J € V.

A

o _ C
S()ltMEV,M—<B D)

sous-espace vectoriel, pour tout A € Kon a M + AJ € V, donc rg(M + AJ) < p. Soient i, j tels
que 1 < 4,5 < n — p. En restreignant la matrice M + AJ aux indices de lignes 1,...,p,p+i et
de colonnes 1,...,p,p + 7, on obtient une matrice extraite Ry de M de taille p + 1 qui s’écrit
A+, Cj
et d; ; le coefficient d’indice (i,7) de D. Pour tout A € K, rg Ry < p donc det Ry = 0. Or det R,
est un polynéme en A; il s’annule en une infinité de valeurs, donc ses coefficients sont nuls. En
particulier son coefficient dominant, égal a d; ;, est nul, donc D = 0. Calculons le coefficient de
AP~1 de det Ry. Notons ¢ les coeflicients de Ry et utilisons I’expression

son écriture par blocs avec A € Mp(K). Comme V est un

sous la forme Ry = > ou B; est la i-iéme ligne de B, Cj la j-iéme colonne de C,

p+1
detRy= > M, I,=]]rkow- (%)
k=1

(TGSP-{—l

Les seuls coefficients de Ry qui contiennent A sont les 7y 3 avec k < p, donc le degré (en A) de 11,
est inférieur & fo = [{k < p | (k) = k}|. Ainsi, les termes de la somme (*) qui contribuent au
coefficient de A»~! dans det Ry sont ceux pour lequels f5 > p—1. Lorsque f, = p, on a forcément
o(p+1) = p+1donc II, = 0 puisqu’il contient le terme 7p41p+1 qui est nul (vu plus haut).
Les permutations o vérifiant f, = p — 1, sont les transpositions de la forme 0 = 7 541 o k < p,
et dans ce cas le coefficient de AP~! dans II, est égal a Tk p+1Tp+1,k- Le coefficient de AP~1 dans
det Ry est donc égal a

P
det R,\ = Zrk,p+1’f‘p+1’k = BzCJ
k=1
Donc B;Cj =0, et vu que B;C) est le coefficient d’indice (¢, 7) de BC, on en déduit BC' = 0.

2/a) Pour toute matrice N € V, on a M + N € V, donc d’aprés le résultat précédent 0 =
b(M + N)e(M + N), ce qui entraine 0 = (b(M) + b(N))e(N) = b(M)c(N). Ainsi pour tout
N eV onalme(N) CKerb(M). On en déduit le résultat.

A C
B 0
pour r < k < p, et d’apreés la question précédente on a Bep = 0 pour k < r. Donc B s’annule
sur la base (ei,...,ep), donc B = 0. L’application linéaire ® vérifie donc Ker @ = {0}.

L’image de ® est incluse dans M,(K) x (K" P)P™" x U, ou U = {¢(M) | M € V}. Or pour
tout M € V, on a Ime(N) C E, donc le s.e.v. U est inclus (2 un isomorphisme prés) dans
LK™ P E). On en déduit dimU < (n — p)r et

dimIm & < dim M,(K) + (n — p)(p —r) + dimU < p*> + (n — p)(p —7) + (n — p)r = np.

b) Supposons ®(M) = 0 avec M = eV.Alors A=0et C =0. On a aussi Bep, =0

On conclut en écrivant dim V = dim Ker ® + dim Im & = dim Im &.

Remarque. L’égalité peut avoir lieu, par exemple le s.e.v V' des matrices dont les n — p
derniéres lignes sont nulles, vérifie dim V' = np, et on a max{rg M, M € V} = p.
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PROBLEME 11. Soit n € N* et une application p: M,(C) — R* vérifiant
(i) VA e M,(C), VA e C, p(AA) < |A|p(A).

(ii) VA, B € M,(C), p(A+ B) <p(A)+ p(B).

(iii) VA, B € M,(C), p(AB) < p(A)p(B).

Montrer que p = 0 ou que p est une norme sur M, (C).

Solution. Commengons par remarquer que d’apres (i),
* 1 1
VAECVAE MO, pO) <o) = p (04)) < - [5[pn) =)

ce qui entraine p(AA) = |A| p(A) pour tout A € C.

Supposons p # 0. Pour montrer que p est une norme, il nous reste a prouver que p(4) =0
implique A = 0. Pour cela, raisonnons par ’absurde en supposant p(A) = 0 et A # 0. Si
r=rg A > 0, on sait A est équivalente a la matrice J, = (IOT 8) de sorte qu’il existe P, € G¢,(C)
telles que J, = PAQ. D’aprés la propriété (iii), on a p(J,.) = p(PAQ) < p(P)p(A)p(Q) = 0, donc
p(Jr) = 0. La propriété (iii) appliquée a 'égalité Jy = J1J,. donne p(Jy) < p(J1)p(J,) = 0, donc
p(J1) = 0. Désignons par D; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (4, 7)
qui vaut 1. La matrice D; est de rang 1, donc équivalente a la matrice Jy, et comme p(Jy) =0,
un raisonnement similaire au précédent donne p(D;) = 0. Maintenant, I’assertion (ii) entraine

p(In) =p(D1+ -+ Dy) < p(D1) + -+ -+ p(Dp) = 0.

Donc pour toute matrice A, p(A) = p(Al,) < p(A)p(I,) = 0 donc p(A) = 0. Ainsi p = 0, ce qui
est contraire aux hypothéses que nous avons faites. Finalement, on a montré que p = 0 ou que p
est une norme sur M, (C).

PROBLEME 12. Soit n € N* et p un nombre premier.
1/ Montrer que pour A, B € M,(Z), on a tr(A+ B)? = tr A? + tr B? (mod p).
2/ Montrer que pour tout A € M,(Z), tr A? =tr A (mod p).

Solution. 1/ Lorsque A et B commutent, la preuve est facile a partir de la linéarité de la trace,
en écrivant

p—1
(A-{-B)p:Ap—l-Bp-l-Z (Z)AkBp_k’
k=1
et en remarquant que pour 1 <k <p—1lonap| (Z), et que tr(A* BP~F) est un nombre entier.
Dans le cas général, on écrit

tr(A+ B)P = 1D tr(MiMa---Mp) = > T(x) (%)
(My,...,Mp)E{A,B}? ze{A,B}P

ou pour x = (Mj,..., M), nous avons noté T'(x) = tr(M; --- M,) On regroupe les termes iden-
tiques de cette expression. L'identité tr(PQ) = tr(QP) appliquée & P = My et Q = My--- M,
donne tI'(MlMQ SRl Mp) = tI‘(MQ s 5 A/[le) En notant 0'(]\/11, coey ]\/Ip) = (]\/[0.(1), cee aMd(p))
pour 0 € S, et en notant G le sous-groupe de S, engendré par le cycle vy = (1,2,...,p), on a
ainsi T'(o(z)) = T'(x) pour tout 0 € G (on fait ainsi opérer G sur {A, B}?, voir la section 2.4
page 23). Les orbites O = {o(x),0 € G} de x € {A, B}? ont pour cardinal un nombre qui divise
|G| = p, donc contiennent p éléments sauf lorsque z = (A,...,A) ou z = (B,..., B). Soit © une
partie de {A, B}? contenant exactement un représentant des classes d’intransitivité (définie par
TRy <=y €0,;),et ©* =0 {(A,...,A),(B,...,B)}. L’égalité (*) s’écrit

tr(A+ B)? = Z Z T(y) =tr AP +tr B + Z |Oz| T'(z) = tr A? + tr B (mod p)

€O yeO, TEO*

car pour tout z € ©* on a |Oz| = p.
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2/ On va montrer que I'ensemble I' = {A € M,,(Z) | tr(AP) = tr(A) (mod p)} est égal & M,(Z).
Notons E;; la matrice de la base canonique de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf
celui d’indice (4,7) qui vaut 1. Pour tout @ on a E}, = E;; donc E;; € T. Sii# jon a Effj =0
et trF;; =0donc E;; €. Si A€T,onakA € T pour tout k € Z, car la propriété kP = k
(mod p) entraine tr(kA)? = kP tr AP = ktr A? = ktr A (mod p). La question 1/ montre qu'une
somme de deux éléments de I' est encore dans I', et par récurrence sur le nombre de termes
de la somme on en déduit que toute somme finie d’éléments de I' est dans I'. Toute matrice
A € M, (Z) s’écrit sous la forme A = Z” a;;E; j avec a;j € Z on en déduit donc que A € T’
pour tout A € My(Z).

Remarque. On peut aussi prouver 2/ en trigonalisant A (en se placant dans le corps des
racines de son polynome caractéristique), puis en utilisant la propriété (A +---+ A,)P =

Al + -+ 4+ AP vraie dans un corps de caractéristique p. 1/ en découle ensuite facilement.

PROBLEME 13 (MATRICES DE TRANSVECTION). On se fixe un entier naturel non nul n
et on note Sl,(K) = {M € M,(K) | det M = 1}. Pour i,j € {1,...,n}, on note E;; la
matrice de M,,(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (,j) qui vaut 1.
On appelle matrices de transvection les matrices de la forme I, + AE;; avec @ # j et
X € K, matrices de dilatation les matrices

1 0 - 0
Sle) = b € M,(K), avec «a € K.
S 100
0 --- 0 a

1/a) Montrer qu’une matrice de transvection est inversible et que son inverse est aussi
une matrice de transvection.

b) Si A € G¢,,(K), montrer qu’il existe des matrices de transvection By,..., B,, By, ..., B,
telles que A= By --- B, - Sy(det A) - B} - - - B

2/ On appelle commutateur toute matrice pouvant se mettre sous la forme ABA™'B~!
avec A, B € §(,(K). Soit D le sous-groupe de G, (K) engendré par les commutateurs.
a) Montrer que D = S§¢,(K) si n > 3.

b) Montrer que D = S§¢,(K) si n = 2 et Card(K) > 4.

3/ On suppose Card(K) > 4 et n > 2. Soit ¢ un morphisme de groupe de G/,(K) dans
un groupe commutatif G.

a) Montrer qu’il existe un morphisme de groupes g : K* — G tel que ¢ = g o det.

b) Si G = K* et K est fini, montrer qu’il existe p € N tel que pour tout A € G¢,(K),
©(A) = (det A)? (on pourra utiliser le fait que (K*,-) est cyclique, voir la remarque de
Pexercice 10 page 28).

Solution. 1/a) Il suffit de remarquer que lorsque i # j, EEJ = 0. Ainsi, E;; est une matrice
nilpotente d’indice 2, donc (In+AE; ;)(In—AE; ;) = I, -/\2E2j = I,,. La matrice de transvection
I, + AE; j est donc inversible, et son inverse est la matrice de transvection I, — AE; ;.
b) Soit M € G¢,(K). Si i # j, on remarque que

(i) (In + AE; ;)M se déduit de M en ajoutant a la i-iéme ligne de M A fois la j-iéme,

(ii) M(I, + AE; ;) se déduit de M en ajoutant a la j-iéme colonne de M A fois la i-iéme.

Ceci étant, on va maintenant prouver le résultat par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est
évident car A = (det A). Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n. Soit
A € Glp(K). Comme A est inversible, la premiére colonne de A est non nulle. II existe donc une
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matrice de transvection Ty = I, + AEs; telle que le coefficient d’indice (2,1) de T7A soit non
nul. On voit alors qu’il existe p tel que si Ty = I, + puFE o, alors 1571 A ait son coefficient d’indice
(1,1) égal a 1. D’apres (i), on voit maintenant que ’on peut trouver des matrices de transvection
By, ..., By (de la forme I, + AE; 1) telles que

1| x --- X
Bl X = X

Vol o x)

puis d’apres (ii), on voit que I'on peut trouver des matrices de transvection Bj,..., B, (de la
forme I, + AEq ;) telles que

(B1--- Bp)(ThT2A) =

?

1|0 a5 (0

(By---B,TyTLA)(B; - - B;) =A avec A= B
0
Or det A = det B donc d’apres ’hypothése de récurrence, il existe des matrices de transvection
Ci,...,Cret Cf,...,CL de M, _1(K) telles que
B=Cy---C,-Sy_1(det A)-C---CL.

Les matrices

1[0 -~ 0 L)@ e @
0

: C; : C;-

0 0

sont des matrices de transvection de M, (K), et on a
A'=D;---D,-Sp(det A)-D}---D.,
et donc
A= (T;'T7 (B, - By)(Di -+ Dy) - Sp(det A) - (D -~ Dg)(By) ™t -+ (B) ™,

d’on le résultat puisque ’on a vu plus haut que I’inverse d’une matrice de transvection est une
matrice de transvection.

2/a) Tout d’abord, tout commutateur ABA~!B~! est dans S¢,(K) puisque det(ABA™'B~1) =
(det A)(det B)(det A=) (det B~') = 1. On en déduit donc D C 84, (K).

Montrons maintenant que S¢,(K) C D. Soit M € 8¢, (K). D’apres la question précédente, M
est le produit de matrices de transvection, et D étant un groupe, il suffit donc de montrer que les
matrices de transvection sont des commutateurs pour montrer que M € D. Soit T' = I,, + AE; ;
avec i # j une matrice de transvection. Comme n > 3, il existe k € {1,...,n} tel que k & {i,7j}.
On remarque alors que

T = (I + AE;;)(In + Ep j) (I, — AE; 1) (In — Ei 5)

et comme I, — AE;; = (I, + /\E'i,k)_l et In — E ;= (In+ E'k,j)_l, on en déduit que 7' est un
commutateur, d’oi le résultat.

b) Remarquons tout d’abord que si (e, 3) € K x K*,

BR)GDE HED-GA) o

On choisit maintenant 3 tel que 32 —1 # 0 et 8 # 0 (c’est possible car Card(K*) > 3 et
’équation polynomiale 32 — 1 = 0 a au plus deux racines dans K). La relation (*) prouve alors
que toute matrice du type ((1] ¢) est un commutateur. De méme, on montrerait que toute matrice
du type (19) est un commutateur. Autrement dit, toutes les matrices de transvection sont des
commutateurs, et comme a la question précédente, ceci suffit pour conclure que D = §¢,(K).
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3/a) Notons e 1’élément neutre de G. Si M = ABA~'B~! € G¢,,(K) est un commutateur, alors
p(M) = p(A)p(B)p(A™)e(B™)

et le groupe G étant commutatif,

P(M) = p(A)p(A)p(B)p(B™) = p(AA™)p(BB™') = p(I,)* = e.
Comme D = S§¢,(K) est engendré par les commutateurs, on en déduit que tout élément M €
S0, (K) vérifie (M) = e.

Ceci étant, soit A € G€,(K). Soit A’ € G€,(K) telle que A = A’ S, (det A). On a det A =
det A’ - det(S,(det A)) donc det A’ = 1 car det(S,(det A)) = det A # 0. Autrement dit, A’ €
S0, (K) et donc p(A’) = e, d’on on tire p(A) = p(A")p(Sp(det A)) = p(Sp(det A)). Sig: K* —
G a— ¢[Sh(a)], g est un morphisme de groupe de K* dans G, et on vient donc de montrer
que ¢ = g odet, d’ou le résultat.

b) On recherche la forme de g. Le groupe K* est cyclique donc il existe a € K* tel que K* = (a).
En particulier, il existe p € N tel que g(a) = a”. Donc pour tout z € K*, = a%, on a

g9(z) = g(a?) = g(a)? = (a”)? = (a%)” = 2",
et donc pour tout A € G, (K), p(A) = g(det A) = (det A)P.

PROBLEME 14. a) Soient A et B € M,,(R) deux matrices semblables sur C (:. e. il existe
P € G(,(C) telle que A = P~!BP). Montrer que A et B sont semblables sur R (i. e. il
existe Q € Gl,(R), A= Q 'BQ).

b) Plus généralement, soit K un corps infini et L une extension de K. Soient A et B €
M,,(K) deux matrices semblables sur L. Montrer que A et B sont semblables sur K.

Solution. a) Soit P € G€,(C) telle que A = P_lBP, ou encore PA = BP. Ecrivons P = P +iP»
avec Py, P, € M,(R). En égalant parties réelles et imaginaires, il vient PfA = BP; et P,bA =
BP,. (%) On définit le polynome ¢(X) = det(P; + XP,) € R[X]. Comme ¢(i) = det P # 0,
¢ est non nul et donc n’a qu’un nombre fini de racines, de sorte qu’il existe z € R tel que
o(z) # 0, c’est-a-dire que Q = Py + xP> € My (R) est inversible. De (x) on tire QA = BQ donc
A= Q'BQ, d’ou le résultat.

b) On procéde un peu comme précédemment. Soit P € Gl (L) tel que A = P~!BP, ou encore
PA = BP. On écrit P = (pij)1<i,j<n. Le corps L est un K-e.v. Soit E = Vect(p; j)1<i,j<n, S-€.v
de L de dimension finie sur K. Soit (ey,...,e,) une base de E. Pour tout (4,j) on peut écrire
Dij = Y h_y Pijker avec les p; ;r € K. Pour tout k, on note Pr = (pijk)i<ij<n € Mn(K), de
sorte que P = e1P; + --- + e,P,. Comme PA = BP, on a pour tout k, 1 < k < p, LA =
BPy  (#x). Posons F(Xi,...,Xp) =det(X1P1 + -+ XpPp) € K[X1,...,X}]. On a F # 0 car
F(ei,...,ep) = det(P) # 0. Or K est un corps infini, donc F' ne s’annule pas sur KP”, et donc il
existe (z1,...,2p) € KP tel que F(x1,...,2p) #0.S1 Q =z1P1 + - - -2, P, € My(K), on a donc
Q € G, (K) et d’aprés (xx), QA = BQ donc A = Q7 1BQ, d’on le résultat.

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque K est un corps fini (voir 'annexe B, page 400).
1 1 I , Pag

PROBLEME 15 (SPLINES CUBIQUES). Soit I = [a,b] un segment de R avec a < b, n € N,
n>2eta=1x <x <...<2x,=>une subdivision de [a,b]. Une fonction s : I — R
est appelée spline cubique si elle est de classe C2 sur I et si pour tout i (1 < i < n), la
restriction de s a [z;_1, ;] est une fonction polynome de degré < 3.

a) Soit @y < a; deux réels, et 29,21,90,¢1 € R. Montrer l'existence et 'unicité d’un
polynome H de degré < 3 tel que H(ag) = 20, H'(a0) = qo, H(ay) = 2, H'(a1) = qy, et
expliciter la valeur de H"(ag) et H"”(ay) en fonction de 2, 21, qo, ¢1 €t a; — ay.
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b) On fixe dorénavant des nombres réels (v;)o<i<n €t Po, Pn. On cherche une spline cubique
vérifiant les trois conditions

(i) Vie {0,1,...,n}, s(z;)=vy; (i) '(a)=po  (iii) $'(b) = pn- (%)
Soit s une fonction C' sur I vérifiant (%), et telle que pour i = 1,...,n, la restriction s;
de s & [z;_1, x;] soit polynomiale de degré < 3. Exprimer sous forme d’un systéme linéaire
une condition nécessaire et suffisante sur les inconnues p; = §'(z;) (1 < i < n —1) pour
que s soit une spline cubique.
¢) Montrer que ce systéme linéaire est inversible et en déduire 'existence et 'unicité d’une
spline cubique s vérifiant (%) (une telle spline est appelée spline scellée).
d) (Théoréme de Holladay). On note Hs 'espace vectoriel des fonctions de classe C! sur
I et dont la restriction a chaque intervalle [z;_1,2;] (1 <@ < n) est de classe C2 On note
Hj Tensemble des fonctions de Hj vérifiant les conditions (*). Montrer qu’il existe une
unique fonction s € Hj vérifiant

et que cette fonction s est la spline scellée vérifiant les conditions (x). (Indication : si s
est la spline scellée vérifiant (%), montrer que fab s"(f" — s") =0 pour tout f € Hj.)

Solution. a) L’existence et I"unicité du polynéme H de degré < 3 vérifiant ces conditions d’in-
terpolation est une conséquence du résultat de ’exercice 7 page 70. Nous allons retrouver ce
résultat directement, et calculer explicitement H”(ag) et H”(ay) en fonction de 29, 21, o, ¢1-

Notons mg = H"(ag) et my = H"(a;). Comme H est polynomiale de degré < 3, H” est une
fonction affine, donc par interpolation linéaire on obtient

m m
H"(a:):TO(al—x)-{—Tl(x—ao), h = a1 — aop.

Une double intégration de la formule précédente entraine, aprés une manipulation simple, I’exis-
tence de «a, B € R tels que

m g . T ’
H(z) = 6—;: a; —z)* + G—’i(x—ao)3+a(a1 —z) + B(x — ap).

Les égalités H(aop) = 20 et H(a1) = 21 donnent les égalités zp = %hQ +ahet 21 = %hQ + Bh.
On en déduit les valeurs de av et 3 et aprés substitution on obtient

= %(al —z)%+ %(l‘ —ag)® + (%0 - mTOh> (a1 —2)+ <ﬂ - m—lh) (T —ap). (**)

En dérivant cette expression, et en substituant = par ag et a;, on obtient

H(x)

mo mi 21 — 20 mi mo 21 — 20
=H =——h—-——h = H' =—h+—h
q (ao) 3 et qQ (a1) 3 b+ —ht—
Ceci permet d’obtenir directement les valeurs mg et mq sous la forme
H"(ap) my 200 +q1 |, ,21— 2 H'(a1) m1 _ q@+2¢1 _21—20
_— = — 3 , = — = == 3 .
2 2 5 T g 2 2 h h2 [ere)

Ainsi, partant de 29, 21,90, q1 il v a une et une seule valeur possible pour mg et my, donc on a
bien 'existence et 'unicité de H d’apres la formule ().

b) Soit p; = §'(x;). La restriction s; de s & [z;_1,;] est un polynéme de degré < 3 vérifiant
si(Ti—1) = Yi-1, Si(xi—1) = pi—1, si(zi) = yi, si(xi) = pi. D’apres le résultat de la question
précédente, s; existe et est unique, ce qui définit s de maniére unique dés que s vérifie (%) et
§'(x;) = pi pour i = 1,...,n — 1. La seule condition manquante pour que s soit une spline
cubique est qu'elle soit de classe C2. Ceci est équivalent & la condition s}(z;) = s/ (x;) pour
1<i<n-—1,cequidapres la formule (k%) s’écrit aussi

Pi-1+2pi N —2yi—1 __ 2pi+pin 4 gYitl — Ui

hi—l h’i—l hz I12 '

2

hi-i =zi —xi—1, hi=2it1 — Ts.
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En résumé, s est une spline cubique si et seulement si le systéme linéaire suivant est satisfait :

. Pi—1 1 1 Pit1 Yi —Yi-1 |, Yi+1 — Yi
Vie{l,....n—1}, Pzl ion( - 4= =, =3 3 .
FE Pleit= M 2= S0 (hi_l +h,-) Th C® 4 R, TR

2

¢) En posant

1 Po Pn
bi=— e di=c—7—, de= e = =0 —
=g € di=a-—z., d=o y  dn2=cCp-2, dn_1=cCp1 -
le systéme linéaire précédent s’écrit aussi en fonction des inconnues pi, ..., pn—1 sous la forme
2(o + £1) 141 B 0 P1 d;
l 201+ 42) Lo . p2 do
"% .. .. En—2 p .
0 * e 0 gn—? 2(&1—2 + en—l) Pn—1 dn—1

Notons M la matrice carrée d’ordre n — 1 du membre de gauche de cette égalité. Si MX =0

Tp—1
I +2(£k—1 +€k)rk +Ekxk+1 =0 (o on pose xg = x, = 0). Ceci entraine 2((};_1 +£k)-’17k =
—lp—1ZTp—1 — €Ty done 2(p—1 + Ci)|xx| < Cp—1|Tr—1] + Lr|Trt1] < (€r—1 + €r)|Tk| ce qui n’est
possible que si 2 = 0 (nous venons d’utiliser la propriété que M est diagonalement dominante,
voir 'exercice 1 page 129). On en déduit que X = 0, donc que M est inversible, ce qui prouve bien
Pexistence et 'unicité des inconnues (p;)i1<i<n—1. D’aprés le résultat de la question précédente,
ceci montre ’existence et l'unicité d’une spline cubique vérifiant les conditions (x).

r1
avec X = ( : |, alors si k est tel que |zx| = sup; |z;], la ligne k du systéeme MX = 0 s’écrit

d) Soit s la spline scellée vérifiant les conditions (). Soit f € Hs. On note u = f —s. On a

/a b(f”(a:))2 dr = /a b(s”(:z:))2 dr + 2 / ’ " (2)u (z) dz + /a b(un(x))z . "

a
Sur [zi—1,2;], la fonction s est égale a la fonction polynomiale s;, sa dérivée troisiéme y est donc
bien définie, et on peut écrire ’intégration par partie

[ sen@ = ewels - [ e

Comme s = s; est polynomiale de degré 3 sur [z;—1,2;], la fonction s" est constante sur cet
intervalle. On peut donc écrire

Z;

/Ii i (n)de = [s"(w)u’(a:)]z_1 - sg”(a:,-)/ W (z)de = [s”(w)u'(z)]z_l,

i—1 Ti—1
car comme f et s vérifient les conditions (), la fonction u = f — s s’annule aux points z; donc

Tt w'(z)dr = u(z;) — u(z;_1) = 0. En sommant cette relation sur i, on en déduit
Ti-1 '

b
/ s"(z)u" (z) dx = [s"(x)u'(x)]z = s§"(b)u/(b) — 5" (a)u'(a) =0

car comme f et s vérifie la condition (ii) et (iii) de (), on a ¥/(a) = ¥/(b) = 0. Finalement la
formule (k) s’écrit

/ab(f”(:z:))2 dr = Lb(sn(;p))Q dx + Lb(f”(a:) _ §'(z)) da.

On en déduit bien que f:(s”(a:))2 dx = infemy f:(f”(a:))2 dz. La fonction s est bien la seule a
atteindre ce minimum. En effet, considérons une autre fonction f € Hj qui I'atteint. La formule

précédente entraine f:(f”(.z') — §"(x))?dz = 0, donc ff‘_l(f”(x) — §"(z))%2dx = 0 pour tout i.
Donc sur chaque intervalle [z;—1,2;], f” — §” s’annule donc (f — s) y est affine. Comme de plus
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f et s vérifient (%), f — s s’annule aux extrémités de [z;_1,2;] donc f — s =0 sur [z;_1,2;]. On
en déduit f = s, d’on le résultat.

Remarque. On définit également les splines cubiques dans le plan ou 'espace. Ces der-
niéres sont utilisées en conception assistée par ordinateur, pour faire passer une courbe
par des points donnés. Le théoréme de Holladay exprime que ces courbes ont la propriété
de “minimiser” la courbure tout en passant par les points.

Les splines sont des courbes interpolantes qui oscillent moins que les polynomes d’in-
terpolation de Lagrange, et elles évitent le phénoméne de Runge (voir le tome Analyse).

En remplacant les conditions (ii) et (iii) de (%) par §”(a) = s”(b) = 0, on définit de
meéme les splines cubiques naturelles. Les propriétés d’existence et d’unicité, ainsi que le
théoréme de Holladay, restent vraies pour les splines naturelles. On peut également définir
les splines d’ordre quelconque 7, lorsque s est polynomiale de degré < r sur [z;_1, 2;].



Chapitre 4

Réductions d’endomorphismes

"ALGEBRE linéaire au sens moderne se développe progressivement a partir des
années 1840. Vers 1880, la théorie des systémes d’équations linéaires généraux
(sur R et C) est enfin achevée, ainsi que celle des valeurs propres des matrices
carrées et de la réduction de ces derniéres a une forme canonique.

La notion générale de valeur propre d’un endomorphisme apparait en<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>