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PREFACE

En route vers de brillantes études scientifiques !

Vous avez choisi 'option Mathématiques expertes, c¢’est certainement pour réussir des études scien-
tifiques de haut niveau. Certes, votre but est d’abord de réussir brillamment le baccalauréat, mais
vous souhaitez aller beaucoup plus loin dans votre formation scientifique aussi, cet ouvrage est fait
pour vous. Il sera en effet particulierement utile a ceux qui souhaitent acquérir un tres bon niveau
en maths dans l'optique d’'une poursuite d’études supérieures en classe préparatoire scientifique ou
économique ou bien dans une formation dans laquelle les mathématiques sont une des composantes
importantes comme dans une licence scientifique.

Afin d’établir un lien fort avec le supérieur, ¢’est une équipe composée d’enseignants de Terminale et
de Prépa qui a écrit et coordonné cet ouvrage. Tout en suivant strictement le programme de 1'option
mathématiques expertes de Terminale, ce livre 'appréhende différemment car il insiste sur les points
délicats, il présente des approches plus théoriques mais surtout, il facilite la compréhension des
méthodes de raisonnement et de résolution qui sont la clé de la réussite dans les études supérieures
scientifiques. Il permet ainsi 'acquisition de connaissances solides en mathématiques.

La structure de chaque chapitre est identique.

e Le résumé de cours vous remet en mémoire tous les résultats a savoir. Il vous permet
d’accéder a une connaissance synthétique du cours. Sa relecture est indispensable avant un
devoir en classe.

e Les démonstrations, choisies pour leur intérét pédagogique, vous familiarisent avec les
techniques du raisonnement et vous permettent de mieux retenir les théoremes importants.

e La partie « méthodes » vous initie aux techniques utiles pour résoudre les exercices clas-
siques. Complément indispensable du cours, elle I’éclaire et 'illustre.

e La partie « vrai/faux » vous permet de tester votre recul par rapport au programme, vous
révele les mauvais reflexes a corriger et vous met en garde contre les erreurs classiques.

e Les exercices sont incontournables pour assimiler le programme et pour acquérir un niveau
tres satisfaisant. Des indications, que les meilleurs pourront ignorer, permettent d’avancer
selon son niveau. Les corrigés sont rédigés avec soin et de maniere exhaustive.

Ainsi ce livre complete celui utilisé en cours. Il permet d’aborder avec aisance les interrogations,
les devoirs surveillés et, pourquoi pas, de briller au grand oral du baccalauréat. Surtout, il procure
une compréhension approfondie des mathématiques étudiées dans 'option Maths expertes et offre
ainsi les meilleures conditions pour réussir son entrée dans les études supérieures.

Bertrand Hauchecorne
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® Nombres complexes



Chapitre 1

Nombres complexes:
point de vue
algébrique

La découverte d'un nouvel ensemble de nombres contenant des carrés négatifs est en général
surprenant. Lorsque, de plus, on se rend compte que ces nouveaux venus simplifient certains
calculs, que la trigonométrie en découle et quils permettent des résolutions en géométrie, on
comprend aisément la place importante qu’ils ont prise en mathématiques.

B Un mathématicien

En 1545, Jérome Cardan publie un ouvrage dans lequel on trouve pour la
premiere fois une formule donnant les solutions des équations du troisieme
degré. Pour certaines d’entre elles, I'application de la formule faisait apparaitre
I'expression V-1 qui se simplifiait par miracle, fournissant le bon résultat. Le
mathématicien italien Rafaele Bombelli (1526-1573) propose alors de créer de
nouveaux nombres, que I'on ne nomme pas encore nombres complexes, puis
il définit dessus des regles pour les opérations d’addition et multiplication. Un
nouvel ensemble de nombres était né !

Tout polynome P de degré n, a coefficients complexes, se factorise
en produit de » monomes de degré 1 ; en d’autres termes, P
possede exactement 7 racines distinctes ou confondues. Pour

un polynome P de degré supérieur ou égal a 2 ayant toutes ses
racines de module inférieur ou égal a 1, le mathématicien bulgare
Blagovast Sendov (1932-2020) a conjecturé que pour toute racine

a de P, il existe une racine de P’ distante d’au plus 1 de a. Pour

un polynome de degré 2, c’est facile a montrer mais personne na
jamais su le prouver pour un polynome de degré quelconque.
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M les incontournables

m Effectuer des calculs avec les nombres complexes
m Mettre un nombre complexe sous forme algébrique
m Montrer qu'un nombre complexe est réel ou imaginaire pur

m Résoudre une équation linéaire de la forme az = b

B et plus si affinités

m Résoudre une équation faisant intervenir 2 et =

m Calculer des sommes a 'aide de la formule du binome
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mm Résumé de cours

B Ensemble C des nombres complexes

Théoreme-Définition 1.1.— 1l existe un ensemble, noté C, que ’on appelle ensemble des nombres
complexes et vérifiant les propriétés suivantes :
e C contient I’ensemble R des réels;
e C contient un élément i tel que 72 = —1;
e tout nombre complexe z s’écrit de maniere unique sous la forme 2z = a + ib, o a et b sont
réels;

e |'addition et la multiplication de R s’étendent a C avec les mémes regles de calcul.

Définition : Soit 2 = a +ib (avec a,b € R) un nombre compleze. Cette écriture est appelée forme
algébrique de z. On dit que a est la partie réelle de 2 et que b est sa partie imaginaire. On note
a=NRe(2) et b=Tm(2).

Remarque : un nombre complexe est un réel si, et seulement si, sa partie imaginaire est nulle.
Définition : Un imaginaire pur est un nombre compleze de la forme z = ib (avec b € R).

Remarque : un nombre complexe est imaginaire pur si, et seulement si, sa partie réelle est nulle.

Théoreme 1.2.— Unicité de la forme algébrique —. Deux nombres complexes sont égaux si,
et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire. Autrement dit :

z=2 & Re(2) = Re(2') et Im(2) = TIm (2)

Théoreme 1.3.— Opérations sur les nombres complexes —. Soit 2 = a +ib et 2/ = a’ +ib’
deux nombres complexes (avec a,a’,b,b’ € R). Alors :

e 2+ 2 =(a+da)+i(b+ 1)
o 22/ = (aa’ —bb') +i(al + a’b)

Remarque : les identités remarquables restent valables dans C, en particulier

(a +ib)(a — ib) = a® + b?

Théoreme 1.4.— Inverse d’'un nombre complexe non nul —. Soit 2z = a + ib un nombre)
complexe non nul. Alors z admet un inverse que I'on note é et on a:

at+ib (at+ib)(a—ib) a2+b2 a2+b2 a2+ b2

1 1 a—1b a—1b a ib

Remarque : dire que 2z = a + ib est un nombre complexe non nul équivaut a dire que a # 0 ou
b # 0, soit a® + b> # 0.
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B Conjugué d’'un nombre complexe

Définition : Soit 2 = a + ib (avec a,b € R) un nombre compleze. On appelle conjugué de z et on
note Z le nombre complexe défini par Z = a — ib.

Exemple : siz=3et 2’ =—1+2i,alorsz=3et 2/ = —1— 2.

Remarque : si 2 = a +ib (avec a,b € R) alors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b°.

Proposition 1.5.— Propriétés la conjugaison —. Soit 2 et 2’ deux nombres complexes. Alors :
¢Z=z *Siz#£0,(3) =3
— L 7 2 ZN\— Z
 TFT=747 «5i2£0,F) =3
o 22l —Z X7 e Pour tout entier naturel n, 2™ = (z)"

Remarque : si z est un nombre complexe non nul, alors 1 = £, ce qui permet de déterminer
I’écriture algébrique de } puisque 2% est un réel.

En effet, si 2 = a + ib (avec a,b € R) alors 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b.

Théoreme 1.6.— Soit 2 un nombre complexe. Alors :
Z2+4+Z
o NRe(z) =
Im (2) = 22
o Tm(2)=—
21
Théoreme 1.7.— Caractérisation d’un réel, d’un imaginaire pur —. Soit 2 un nombre complexe.
Alors :
e zeR&ezZ=2
e 2 est imaginaire pur & 7z = —=2

B Formule du bindme de Newton

Théoreme 1.8.— Formule du binobme —. Soit a et b deux nombres complexes et n un entier
naturel. Alors :
n n
n o__ n kpn—k __ n n—kpk
(a+0) —kg_() (k)a b —g—“ <k>a b

mm 4 CHAPITRE 1



Exemple : pour n € {0,1,2,3,4} on obtient (voir méthode 1.8)

& 3 (i)) a’b + (3) ab® + (2) b = a® + 3a®b + 3ab® + b*

3) i B (411) a’b + (;1) a’b® + (i) ab® + (j) b* = a* + 4ab + 6a%b? + 4ab® + b*

Remarque : en changeant b en —b dans la formule du binéme, on obtient le développement de

(a— by )
(a i b)n — Z (Z) ak(_b)n—k

k=0

()

(a+b)* = ((2))@2+ (f)ab+ <§)b2 =a® +2ab+ b?
()
(

Par exemple :

(a —b)* = a* + 4a® x (=b) + 6a*(—b)? + 4a(—b)* + (—=b)* = a* — 4ab + 6a°b* — 4ab® + b*

n
En appliquant la formule du binéme a a = 1 et b = 1, on retrouve la valeur de la somme ) (Z)
k=0
déja calculée en dénombrement :

Théoreme 1.9.— Pour tout n € N, on a :

NOMBRES COMPLEXES: POINT DE VUE ALGEBRIQUE S EE



mm Démonstrations

B Conjugué d’un produit, d'un inverse, d’'une puissance entiere

Il s’agit de démontrer les troisieme, quatrieme et sixieme points de la proposition 1.5.

Proposition 1.5.— Soit 2 et 2’ deux nombres complexes. Alors :
¢F=1z o Siz#£0, (1) =1
e 2+ 2 =%+2 e Siz' #0, (—f,):;z;
o 22/ =Zx 2 e Pour tout entier naturel n, 2™ = (z)"

Démonstration V

Rappelons que, pour un nombre complexe z = a + ib (avec a,b € R), on a Z = a — ib.
Conjugué d’un produit

Soit z =a+ib et 2’ = ¢+ id (avec a,b,c,d € R) deux nombres complexes.

On a 22’ = ac — bd + i(ad + be), d’out 22’ = ac — bd — i(ad + be). Par ailleurs,

Z X 2’ = (a — ib)(¢ — id) = ac — iad — ibe + i°bd = ac — iad — ibe — bd = ac — bd — i(ad + be),

ce qui montre que 2z’ =% x 2.

Conjugué d’un inverse

Soit z = a + ib (avec a,b € R tels que a® 4+ b* # 0), un nombre complexe non nul. On a :
1 1 a—1ib a ib

z a+ib a2+02 a2+ a2+b’

done

(1) _ a B ib a y b
z)  a2+b2 a2+b2 a2+0b2 a2+ b2’
Par ailleurs,

1 a+ib a-+ib a b

1 p
Z a—ib (a—ib)(a+ib) a2+b2 a2+b2+za2+b2'

Ainsi, on a bien (l) =
z

Conjugué d’une puissance entiere
Soit z € C. Montrons par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, 27 = (2)".
Pour tout n € N, on note :

Pin): € =" > .

Initialisation : Ona 20 =1T=1=1"= TO, ce qui montre que P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, soit 2" = (2)".
En appliquant la formule donnant le conjugué d’un produit, on a alors :

P =" xz2=2"xZ = (B)"xz=@)"",
P(n)

ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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B Formule du bindme

Théoreme 1.8.— Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel. Alors :

e =3 (D)o =3 (1)

k=0 k=0

Démonstration V
Notons tout d’abord que la deuxieme égalité résulte de la premiere en échangeant a et b. En effet, comme
a+ b= b+ a, on déduit de la premiere égalité que :

n n
N\, n—k k N\ kn—k
a+bd)"=0b+a)" = " "a" = g Sl
(@+d)" =+ => (7 Yol &
k=0 k=0
On va maintenant démontrer la premiere égalité par récurrence sur n € N. Pour n € N, on note

Pn): < (a+b)" = i (Z) B

k=0

0
Initialisation : On a (a +b)" =1 et Z (k‘) v’ * = <8) a’” =1 x 1 =1, donc P(0) est vraie.
k=0

Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, alors :
n+1 - n k,n—k - n ksn—
(a+b)""' = (a+b)x (a+b)" (a+b)Z( ) aZ(k)ab +b2(k)ab
k=0 k=0 k=0
soit
n+1 _ “ (n k+1;n—k “ (n kyn+1—k
(a+b) —l;()(k)a b +;(k)a b : (1.1)

Or, la premiere somme ci-dessus peut également se mettre sous la forme :

n n+1
N\ k41n—k _ [(TT) 1;n ny 2,n-1, N\ ntln _ n kyn+l1—k
Dl gl ) Sl 1 i Wl ey

Par conséquent, la relation (1.1) s’écrit :

n+1
(a+b)n+1zz(kﬁl)a n+1k+z<) n+1k

k=1 k=0

. n g Hpnt1-(n+1) kyn+1—k n\ 0,n+1-0 “~ (n kyn+1—k
= b b a'b b
(n+1—1) *Z( 1) +(0) *E(k)“

. a"t1p° prti-k n prt1-0 & prt1—k
k=1
n+1 n+1 n n kin+l1—k
= b b :
T *E[(k—l%(z«)}“
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Mais (k ﬁ 1) + (Z) = (n: 1) d’apres la formule de Pascal, d’ou :

= iX &
(a I b)n+1 _ an-}—l +bn+1 - Z (n: )akbn+1—k'
k=1

Enfin, comme (";)H) =1et ("+1) = 1, I’égalité ci-dessus s’écrit aussi :

n+1
n+1 n+1 “(n+1 = e +1
a b n+1 - a()bn+l an+1bn+1—(n+1) akbn+l—k - akbn+1—k
bas 0 o+ 2% 2.1 "% ’
k=1 k=0
ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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mm Méthodes

B Forme algébrique d’'un nombre complexe

J Méthode 1.1.— Comment mettre une somme, un produit sous forme algébrique
Donner la forme algébrique d’'un nombre complexe, c¢’est le mettre sous la forme a + b,
ot a et b sont des réels (a = Ne (2) et b = Im(z)). Pour déterminer la forme algébrique
d’une somme ou d’un produit de nombres complexes, on effectue les calculs en appliquant
les regles du théoreme 1.3. On obtient la partie réelle et la partie imaginaire de cette
expression, ce qui nous donne sa forme algébrique.

Exemple : on pose 21 = -2 + 3i et 2o = 5 + 4i.
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes 2, + 25 et 2y 25.
D’apres les regles de calcul sur les nombres complexes (théoréeme 1.3), on a :

2+ 2o=—2+3i+5+4i=(-2+45)+i(3+4) =3 +7i,

et
zlzzz(—2+3i)(5+4z’):—2><5—3x4+1§(—2><4+3><5):—22+7i.

Mise en ceuvre : exercice 1.1

 Méthode 1.2.— Comment mettre un inverse, un quotient sous forme algébrique
Notons tout d’abord que la forme algébrique d’un nombre complexe non nul est donnée
par le théoreme 1.4 ainsi que par la remarque qui suit la proposition 1.5.

e Pour déterminer la forme algébrique d’un inverse é (avec 2z # 0), on multiplie le
numérateur et le dénominateur par Z afin de rendre réel le dénominateur, ce qui permet
de trouver les parties réelle et imaginaire de % En notant 2 = a + ib, on écrit :

C a2+ b2 +la.‘2+b2

“a+ib (at+ib)(a—ib) a2+ b2

. 1 a—1b a—1b a —b

ce qui donne la forme algébrique de % Rappelons que, z étant non nul, on a a? + b% # 0.

Z

e Pour déterminer la forme algébrique d’un quotient 5 (avec 2’ # 0), on se ramene a un
produit en écrivant :
1

=Z X —.
’

|

~

~
~

~
L~

On sait comment déterminer la forme algébrique d’un inverse (point ci-dessus) ainsi que
celle d’'un produit (méthode 1.1), on peut donc en déduire celle de 7.

Exemple : on pose 21 =1 —2i et 20 =3 + 4.

IS
-

B i 1
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes — et
21

D2
V)
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On a: ] ) )
1 1 1422 142¢ 142

1
z 1-2i (1-2)(1+2) 12+22° 5 5
Par ailleurs,

2 1-2 (1-2)(83-43) (1-2)3-4) 1-7i 1 7
z  3+i  (3+i9)B-4)  32+12 10 10 10

Mise en ceuvre : exercice 1.2, exercice 1.4

B Egalité de deux nombres complexes

(d Méthode 1.3.— Comment montrer que deux nombres complexes sont égaux
Pour montrer que deux nombres complexes sont égaux, on démontre qu’ils ont la méme
partie réelle et la méme partie imaginaire. En effet, d’apres I'unicité de la forme algébrique
(théoreme 1.2), on a :

z=2 & Re(z) = Re (2') et Jm(2) = Jm (2)

En particulier, un nombre complexe est nul si, et seulement si, sa partie réelle et sa partie
imaginaire sont nulles.

Exemple : soit a et b deux réels. On pose z; = a+ 3¢ — i(b — 2i) et 20 = 3 + 1.
A quelle(s) condition(s) sur a et b les nombres complexes 2; et 2z, sont-ils égaux?
Déterminons la forme algébrique de 2, :

7 = a+3i—ibL 2" =a—245(3—b).

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la méme
partie imaginaire. Par conséquent, z; = 25 si et seulement si a—2 = 3 et 3—b = 1. Par conséquent :

zZ1r=22&a=5etb=2

Mise en ceuvre : exercice 1.11, exercice 1.12 et exercice 1.13.

B Montrer qu'un nombre complexe est réel ou imaginaire pur

(d Méthode 1.4.— Comment montrer qu’un nombre complexe est réel
Pour montrer qu'un nombre complexe est réel, on peut :

» montrer que sa partie imaginaire est nulle

» montrer qu’il est égal & son conjugué (théoreme 1.7)

Exemple : soit z un nombre complexe, on pose Z = 22 + 72
Montrer que Z est un nombre réel.

mm 10 CHAPITRE 1



Nous allons le démontrer par chacune des deux méthodes.
» Montrons que la partie imaginaire de Z est nulle. On écrit 2 sous forme algébrique : 2 = a + ib,
ol a et b sont deux réels. On a alors :

Z = (a+ib)*+(a—ib)? = a*+2iab+(ib)*+a*—2iab+(ib)* = a*+2iab—b*+a*—2iab—b* = 2(a*—b?),

ce qui montre que la partie imaginaire de Z est nulle, et donc que Z est réel.
» Montrons que Z est égal a son conjugué. On a :

N
|
N
)
+
w2l
¥
Il
0 |
]
_+_
PN |
Il
8
V)
_+_
|
V]
Il
w2
V)
+
02
N
Il
82
N
_+_
Y]
V)
Il
N

ce qui montre que Z est réel.

Mise en ceuvre : exercice 1.7, exercice 1.8 et exercice 1.9.

. Méthode 1.5.— Comment montrer qu’'un nombre complexe est imaginaire pur
Pour montrer qu'un nombre complexe est imaginaire pur, on peut :

» montrer que sa partie réelle est nulle

» montrer qu’il est égal & 'opposé de son conjugué (théoreme 1.7)

Exemple : soit 2 un nombre complexe, on pose Z = 2° — z°.

Montrer que Z est un imaginaire pur.

De nouveau, nous allons le démontrer par chacune des deux méthodes.

» Montrons que la partie réelle de Z est nulle. En écrivant 2 = a + ib (avec a,b € R) sous forme
algébrique, on a :

Z = (a+ib)? —(a—ib)? = a®+2iab+(ib)? — (a® —2iab+(ib)?) = a*+2iab—b* —a®+2iab+b* = 4iab,

ce qui montre que la partie réelle de Z est nulle. Ainsi, Z est imaginaire pur.
» Montrons que Z est égal a 'opposé de son conjugué. On a :

Z=22—R=22_F=532_F =752 _,2= —(72—?2) =—7
ce qui montre que Z est imaginaire pur.
Mise en ceuvre : exercice 1.8, exercice 1.9.
B Résolution d’équations
(A Méthode 1.6.— Comment résoudre une équation d’inconnue complexe

Pour résoudre une équation dont I'inconnue est un nombre complexe 2, on peut écrire 2
sous forme algébrique 2 = = + iy (avec z,y € R) puis trouver = et y en identifiant les
parties réelles et imaginaires a partir de I’équation (théoreme 1.2 et méthode 1.3), ce
qui permet d’en déduire la valeur de z.
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Exemple : résoudre dans C I'équation 22 — (1 +¢)Z = 3 + 5i.
En cherchant 2 sous forme algébrique 2 = x + iy, avecxr € Ret y € R, on a :
22— (14+9)z=3+5ie2(x+iy) — (1+1i)(r—1y) =3+5¢
S2r+2iy—r+iy—ir—y=3+5t
Sr—y+i(3y—x) =3+ 5i.
D’apres I'unicité de la forme algébrique d’un nombre complexe (théoreme 1.2 et méthode 1.3),
on en déduit que

22— (14+9)z=3+5ier—y=3et3y—xz=>5
S2y=8etz =34y
Sr=Tety=4.

L’unique solution est 7 + 44, d’ou 'ensemble des solutions : & = {7 + 4i}.

Mise en ceuvre : exercice 1.11, exercice 1.12 et exercice 1.13.

(A Méthode 1.7.— Comment résoudre une équation linéaire de la forme az = b
Pour résoudre une équation linéaire de la forme az = b (avec a € C* et b € C), on peut
chercher z sous forme algébrique (méthode 1.6) ou, plus simplement, écrire

b

a’

az=b&

[

puis déterminer la forme algébrique de g pour en déduire z. Notons que, grace aux

propriétés de la conjugaison, cette méthode permet également de résoudre les équations
de la forme aZ = b. En effet, comme Z = 2, I'équation aZ = b s’écrit aussi az = b. Nous
sommes donc ramenés a résoudre une équation linéaire présentée ci-dessus.

Exemple : résoudre dans C I'équation (1 +2i)2 = —1+3i. On a:

. . —1+3i
]. 2 :—1 3 2= —
Al 4 TR
(—14+3i)(1—2i) 545 .
T T 20)(1 - 20) 5 =

Ainsi, 1 + i est 'unique solution. L’ensemble des solutions est S = {1 + i}.

Exemple : résoudre dans C I'équation 32 =4 — 7. On a :

R Ty
3Z=4-16Z= 3

_ Tich

@‘_< 3 )
4+

== g W

ce qui montre que 4 est 'unique solution. Par conséquent, S = {%}

3

Mise en ceuvre : exercice 1.10.
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B Formule du bindme

A Méthode 1.8.— Comment appliquer la formule du binéme
La formule du binéme (théoreme 1.8) nous permet d’écrire, pour deux nombres com-
plexes, le développement de (a + b)" :

(a ry b)n — Z (Z’) akbn—k — Z (Z’) an—kbk

k=0 k=0

_ n n n n—1 n n—232 . n n—1 n n

[1] On calcule de proche en proche les coefficients binomiaux grace au triangle de Pascal.
Rappelons que, dans le triangle de Pascal, le coefficient (’Z) situé a l'intersection de la
ligne n et de la colonne k se calcule en faisant la somme des coefficients (";l) et (3_ :)
(formule de Pascal).

On remplace ces coefficients dans la formule pour obtenir le développement de (a+b)™ :

(@+b)"=1xa"+nxa" b+---+nxab® 1 +1xd".

Exemple : pour a,b € C, écrire le développement de (a + b)>.
On construit le triangle de Pascal jusqu’a la ligne n =5 :

Y = =
O s W N =

— O W =
—_ s =

On en déduit que :
(a +b)° = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b* + 5ab* + b°

Exemple : a l'aide de la formule du binéme, montrer que (1 4+ v/3)* 4+ (1 — /3)* est un entier
naturel.
On applique la formule du binéme 4 n =4 et en prenant a =1, b = /3 :

(143! = Z (2) 1 (y/3Yk = Z (i) (V3)F1AF = Z (i) (V3)k

k=0 k=0 k=0
=1x (V3)° +4(V3)' +6(v/3)% + 4(V3)* + 1 x (V3)*
=144V34+6x34+4x3V/34+9=281+16V3.
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En changeant V3 en _\/§, il vient :

A-v3r =Y (2)(-\/5)'“

k=0
=1x (V=3)" +4(—V3)' +6(—V3)2 + 4(—V3)* + 1 x (—V3)*
=1-4V346x3-4x3V3+9=28—16V3.

En sommant les deux égalités obtenues, on en déduit que :
(14+V3)*+ (1 — V3)* =28 + 16V/3 + 28 — 16/3 = 56,
ce qui montre bien que (1 + v/3)* + (1 — v/3)* est un entier naturel.

Mise en ceuvre : exercice 1.14
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== Vrai/Faux

Vrai Faux
1. La partie imaginaire d’'un nombre complexe est un réel. L]
2. Le nombre complexe i est égal a sa partie imaginaire.
3. Pour 2,2’ € C, on a Re (2 + 2') = Re (2) + Re (2').
4. Pour 2,2’ € C, on a Re (22') = Re (2) x Re (2).
5. Pour tout nombre complexe 2, 2 +Z est un nombre réel.
6. Pour tout nombre complexe 2z, 2 —Z est un nombre réel.
7. Pour tout nombre complexe 2, 2 X Z est un nombre réel.
8. Si z est un nombre complexe tel que z +Zz = 0, alors z =

9. Si z est un nombre complexe tel que 2z = 0, alors z = 0.

10. Deux nombres complexes dont la somme et le produit sont
réels, sont également réels.

11. Pour n € N*, Z (Z)Qk =",

k=1

O Do obgoobbd
O 00O o0obbdgbdoOoad

[
[

12. Pour n € N*, la somme Z " (—1)F est égale & 0.
= &P
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mm Enoncé des exercices

B Calculs sur les nombres complexes

Exercice 1.1 : Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.

5.

L. 412 +3)

2. (4+1)(—5+2i)

3. 2(6 —5i) — 3(4 + 2i)
4. (54 3i)?

Exercice 1.2 : Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants.

1
1. -
7
1
2. -
1—2
1
3.
3—4i
7
—24+1

6
F
8. 2+iV3+ (3 +3i)?

o

6.

(5 + 3i)(5 — 31)
(1—ip?
(i+1)G—1)+2

32
i
3 + 5i
5— 3
1
(B —i)(—1+2i)
1 3i

(—1+2i)(1—1i)

Exercice 1.3 : Donner, sous forme algébrique, le conjugué de chacun des nombres complexes

suivants.
1. 2 =3 — 112
2. Zo = 81

3. 23:21—7

Exercice 1.4 : On considere les nombres complexes 2, = ==L et 20 =

1. Vérifier que 2; = Z3.

2. En déduire que z; + 25 est réel, que z; — 25 est imaginaire pur et les calculer.

1 /3

Exercice 1.5 : On pose j = & +i7.

1. Calculer ;2.

4. 2y = (3+1)(—11 - 23)

5. 25 = (1—2i)2
2 _ 3
6. 26 =
6~ 8+ 6i
3—i 3+i
5+71 5—7i°

2. En déduire les relations 1 +j +j2 =0, j° =1,

Exercice 1.6* : On considere la somme S définie par

S

Il
<

Il
S

S=14i4+i24+i34...442020

o . .5 -6
1. Calculer 3, i*, 5 et 6.

2. Déterminer, selon les valeurs de n € N, la valeur de ¢".

3. Calculer la valeur de la somme S.

EE 16
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B Caractérisation d’un réel ou d’un imaginaire pur

Exercice 1.7 : Pour a,b € R, on pose 2z = [2a — b —i(a+b)][-a —i(a+b)].
A quelle(s) condition(s) sur a et b le nombre complexe z est-il réel 7

Exercice 1.8 : On pose Z =1+ iz, ou z € C. Démontrer que :

Z est réel & z est imaginaire pur.

- : srps : z 3 ass
Exercice 1.9% : Soit 2 un nombre complexe différent de 7, on pose Z = ——. A quelle condition
z2—1

sur 2z le nombre complexe Z est-il un réel?

B Résolution d’équations

Exercice 1.10 : Résoudre dans C les équations suivantes.
(7T—1i)z =

iz4+2i—3=0

B+5i)z2=1-2

z+41
+:2i

A S

14dz4+1-i=0

Exercice 1.11 : Résoudre dans C ’équation 3z — 2iz = 5 — 3i.
Exercice 1.12* : Résoudre dans C 'équation 22 — 37 +2 = 0.

Exercice 1.13** : Résoudre dans C I’équation 22 = 4i.

B Formule du bindme

Exercice 1.14 : Développer les expressions suivantes.
1. (142)° (ol zeC)

2. (1-2)%(ouzeC)

3. (1+43)°

Exercice 1.15 : Soit z € R,. Sans effectuer de récurrence, montrer que :
YneN, (1+2)" > 1+ naz.

Exercice 1.16* : Pour n € N*, on pose S,, = Z (Z) et Tn = Z (7]:)

0<k<n 0<k<n

k pair k impair

Calculer S,, + T, et S;, — T),. En déduire la valeur des sommes S,, et T5,.

Exercice 1.17** : Démontrer que, pour tout n € N, 327+1 4 247%2 agt un multiple de 7.
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n
2 1
Exercice 1.18** : Pour n € N, on pose S, = Z ( njh )
k=0

2n+1
2n +1
1. Mont S = .
ontrer que Z ( k )
k=n+1

2. En déduire la valeur de 25, puis celle de S,,.

mm Indications

— Ex. 111
Chercher z sous la forme z = x + iy, avec x,y € R.
— Ei.1.15
Appliquer la formule du binome en prenanta =1 et b = x.
—Ex1.16 - _
n cfm)
Que valent les sommes z(k) et Z(—l) (k) ?
k=0 k=0
Ex. 1.17

On appliquera la formule du binéme en commencant par écrire 3 =T — 4...

— Ex1.18

Pour la premiére question, on pourra appliquer la formule de symétrie.
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mm Corrigé des vrai/faux

112345678910 11] 12
VIF|V|F|VI|IF|V|F|V|F|F |V

1. Dans I'écriture 2 = a + ib d’'un nombre complexe sous forme algébrique, la partie imaginaire de
z est b, ¢’est un nombre réel !

2. On vient de revoir que la partie imaginaire d’un complexe est un réel!
Onai=0+17 x 1 et la partie imaginaire est 1.

3. C’est le théoreme 1.3. En effet, si 2 = a + ib et 2/ = a’ + ib’ (avec a,a’,b,b’ € R), on a
2+ 2 = (a+ad)+i(b+ 1), donc Re(z + 2') = a+d = Re(2) + Re(2'). De méme, on a
Jm (2 +2') =JIm(2) + Im (2).

4. Voir le théoréme 1.3 : si z = a+ibet 2’ = a' +ib’ (avec a,a’,b,b’ € R), on a Re (22') = aa’ —bb’
alors que PRe(z) x Re(2') = aa’. Par exemple, si 2 = 1+ i et 2/ =244, ona 22 =1+ 3i,
Ne(zz')=1et Re(2) X Re(2') =1x2=2.

~
~

5. C’est le théoreme 1.6. Pour 2 € C, on a 2 +Z = 293¢ (2) qui est un réel.

6. C’est encore le théoreme 1.6. Pour 2 € C, on a 2 — Z = 2iJm (2) qui est un imaginaire pur, et
donc pas un réel.

7. On a vu (remarque qui suit la définition du conjugué) que, si z = a + ib (avec a,b € R), alors
27 = a? + b? qui est un réel (positif).

8. En prenant par exemple 2 = ¢, ona 2+Z =i+ 1% =i — 17 = 0. De maniere générale, lorsque
2z +7Z = 0, on peut affirmer que 2 est imaginaire pur (théoreme 1.7).

9. On a vu que 2Z = a? + b? (pour z = a + ib avec a,b € R). Si 2Z = 0, on a a? + b = 0, soit
a=b=0donecz=10.

10. En prenant par exemple 2 =1+4+iet 2’ =Z=1—4i,onaz+2' =2et 22’ =2. Ainsi, 2+ 2/ et
22’ sont réels alors que z et 2’ ne le sont pas.

n
11. Dans la formule du binéme, la sommation commence &4 0 et pasa1: 3" = (241)" = Z (n) g

k
k=0
12. On applique la formule du binome aa=1et b= —1:
— (n k_nn_kn—k__n_
> (k)(—1) =¥ (k)( DIk =(1-1)"=0.
k=0 k=0
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& Méthode 1.1

& Méthode 1.2 :

mm Corrigé des exercices

Exercice 1.1

On applique les regles de somme et produit de nombres complexes.
i—(243i)=1—-2—-3i=-2-2i

2(6 —5i) —3(4+2{) =12 —-10i — 12 — 6i = —16¢
(4449)(-5+2i))=-20—2+1i(—5+8)=—-22+ 3
(5+3i)%2 =25+ 2 x 15i + (34)> = 25+ 30i — 9 = 16 + 30i
(5+3i)(5—-3i) =52+32=25+9=34
(1-i)?=12-2xi+i®=1-2i—1=-2i
(i+1)GE-1)+2=i2-124+2=-1-1+4+2=0
24+ivV3+ (3 +31)2 =24+4ivV34+ ()2 +2x F 4+ (31)2 = -2 +i(3+V3) A

N o e N

_ Exercice 1.2

On met en ceuvre la méthode 1.2.

on multiplie le 1 1 7 —1 —1 —1 .
’ = — = — = — = — = —1
Zt/tmerqtcur et le 3 = 3 5 (—’L) i 1
énominateur par
fiefconjyguédu 9 L . 1-—1 B 141 1414 _1+z'
énominateur. . 11— = (1 —i) xm — (1 —i)(1+i) = 12+12 = 5 §
3 r 3—4 B 3+ 4i 3443 +4z’
" 3-4 (3—-4i)x3—-41 (3—4)(3+4) 32442 25 25
4 i ix(-241) _ i(—2—1) B —2i — §2 _1 2
24140 (=24i)x =247 (=2+1i)(-2—-1) (-2)2+12 5 5
5 3—2z _ (3—.2i)_.x (1) _ (3—21) x.(—i) _ —2-3 _ _o_ 3
l ixs i % (—1) 1
6 3+5i  (3+5i)x(5—3i) (3+5i)(54+31) 15—-154+347
" 5-3t (5-3i)x5-3i (5+3)(5-3i)  52+32
7. 1 _ 1 _ —1-T :—1—7i_ T
B—d)(—-1+2i) 147t (—14+7i)(—1-77) 50 L
8 1-—-3¢ -3 (1 — 3i)? _1-6:-9_ 4 3 "
T (-14+20)(Q—-4) 143 (1+3)(1-33) 12432 5 5
___ Exercice 1.3
1. z71=3-11i=3+ 113
2. 75 =8i=—8i
3. Z3=21—7T=-T-2i
4. 77 =3+i)(-11-2i) =-31—-171 = =31+ 17¢
5. Zz=(1-2i)2=1—-4i—4=-3+4i
EE 20 CHAPITRE 1



6. On peut déterminer la forme algébrique de 2 puis en déduire son conjugué,

ou appliquer la proposition 1.5 : & (:,) = z,
z
e (2—3i> _2-3i 243 (2+43i)(8+6:) 16— 18+1i(12 4 24)
©~\8+6i/ R8+6: 8—6i (8—6i)(8+6i) 82 + 62
_—24361 2 = 9
100 50 25
A
_ Exercice 1.4
1. Ona:

. (‘3+z> 377 3—i
2 = - — .: -:Zl'
5—T1 5—-T71 54T

2. D’apres le théoreme 1.6, peut alors écrire :
z1+22=21+Z1=2Re(21) et 21— 22=21—7Z1 =2iTJm(21),

ce qui montre que 2y + 29 est réel et 2; — 22 imaginaire pur. Pour trouver leur

valeur, il suffit donc d’avoir la forme algébrique de z;. On a : & Méthode 1.2
3=t (3-95B-Ti) 15-21i-5-7 8-—-26i 4—13i
U5+ (5+7)(5-Ti) 52 4 72 T 14 37

; 8 . 261

Par conséquent, z; + 2o = 2%Re(21) = 37 et 2y — 2o = 2iJm(zy) = 37

_ Exercice 1.5

1. OUna:

2\ 2 2 r 2
P13 :(_1) _gix 1 V3, (V3
2 2 2 2 2 2
1-2i3-3 -2-2iy/3 -1-iy3 1 /3
- 1 -~ 4 2 2 "2
2. On peut alors en déduire que :
: 1 vV3 1 .3
1 - .2:1—_ .————.—:O,
on Y ) 2 +1 5 2 7 5

On a donc j2 = —1 — j, d’ou :

P=ixP=j-1-5=—j-F=1.

Comme j2 =1, on a j2 x j = 1, soit j2 = % Enfin, d’apres la question 1 :
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L est le reste de la
division de n par /.

=1
@Pourq¢1 :
L L
>a*=
k=0 1—q

& 92021 = 4 x 505 + 1

@zeRﬁﬂm(z):O

& Méthode 1.4

_ Exercice 1.6

1. Commei?=—1,0ona:
e =P xi=—-1xi=—i
o =P xi=—-=1

.5 - . . .
e i"=i'xi=1xi=1i

6

.6 .5 . . -
e i’ = xi=1ixi=-1

2. Nous allons utiliser la question précédente et distinguer les cas selon les
valeurs de n. Tout entier naturel n peut s’écrire sous la forme n = 4p + k, ou
k € {0,1,2,3}. Par conséquent,

esin=4p (oupeN), " =i = (')’ =17 = 1;

esin=4p+1 (oupeN),i" =i = (NP xi=1° x i =1i;

esin=4p+2(oupeN),i" =i?T2 = ()P xi2 =17 x (-1) = —1;

esin=4p+3 (ol p € N), i" =i""+% = ()P x i® = 17 x (—i) = —i.

3. S est la somme des termes de la suite géométrique de premier terme 1 et
de raison 7. On a donc :

S=1+i+i2+i3+---+i2020:—Hﬂ
1—1

Or, le reste de la division de 2021 par 4 est 1, donc i29%! =i, d’ot :

1—1
s [
1—12

Sh=

Exercice 1.7
Ona:

z=—a(2a —b) — (a + b)? +i[a(a +b) — (2a — b)(a + b)]
= —2a% + ab— (a® + 2ab+b*) +i[(a + b)(a — (2a — b))
= —3a® —ab—b*> +i(a+b)(—a+b)
Par conséquent, 2 est réel si, et seulement si, (b + a)(b — a) = 0, c’est-a-dire
a=boua=—b. A

Exercice 1.8
Ona:

ZeReZ=72
elfiz=1+i1z
ol+iz=1+41z
S1—-iz=1+1z

ES2=—-2
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Cela montre que Z est réel si, et seulement si, 2 est un imaginaire pur.

Exercice 1.9

A & Méthode 1.5

On a:
ZeERsZ=7
2 Z
«(;5)-
zZ—1 zZ—1
2 Z
<> —
zZ—1 zZ2—1
Z 4

Ainsi, Z est réel si, et seulement si, z est imaginaire pur (différent de 7).

Exercice 1.10

& on applique la

méthode 1.4.

A & Méthode 1.5

Ce sont toutes des équations de la forme az = b, ou s’y ramenant.
2 2(7T41) 1442d

L iT-—4e=383=

T—i  (T—d)(T+4) T7T+12

oo . 1 . i
L’unique solution est % + T L’ensemble des solutions est S = {% +a=)

2. L’équation équivaut a :

3-2i (3—2i)x (—i)

12=8—2S2z= - —

1 —32

= -2 — 3,

et I'unique solution de I'équation est {—2 — 3i}. On a S = {—2 — 3i}.

3. L’équation s’écrit encore (4 + 5i)z = 1, soit :

1 4 -5 4— 51

4

et ’ensemble des solutions de I’équation est S = { =+ — 2

41

4. Cette équation est définie pour tout z différent de 1. Pour 2 # 1, on a :

z+1
z—1

=2 2+1=2i(2—1)

&(1-2)2=-1-2i

*Tir5 (@+5)(@—-5) £2+52 4 4

_—1-2  (—1-2)(14+2) -3—4i

~
L —

ce qui montre que Punique solution de I’équation est —2 — %z I = {—g —

3—1

z

5

Par conséquent, 'unique est 2% et S = {21},
1) 2

- 3+ 341
> Z=

5 5Z2=383—n& 2=

1-2i (1-20)(1+2) 12422

bl

& Méthode 1.7
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6. On a:

Q+iz+1—iz0ez=i=l_ G-1)A—-%) -1+1+i1+1) 2

T 14d (AdL—4) 12 +12 A
ce qui montre que i est 'unique solution de 'équation. Ainsi, S = {i}. A
Exercice 1.11
& Méthode 1.6 Cherchons 2 sous la forme z = z + iy, ou x et y sont des réels. On a :

3Z2-2iz=5-3i & 3(r+1iy) — 2i(x+iy) =5—3i
& 3(r—1y)—2i(z+1iy) =5—3i
& 3x+2y+i(—2x—-3y)=5-—3i
D’apres l'unicité de la forme algébrique, la derniere équation équivaut au
& Théoreme 1.2 systeme :
{ 3z+2y=>5
—2r—-3y=-3
& Ly « 3L +2L1 ou encore :

1
5
. . . . ’ . C y C )
Ainsi, 'unique solution de 'équation est 2 =2 — £ Ona S = {2 — £}, A
’ 5 5 5 5

Exercice 1.12
En cherchant 2z sous la forme z = x + iy, avec x,y € R, on a :

22-3Z+2=0& (z+iy)>-3(z—iy)+2=0
S22+ 2zy—y?—3x+3iy+2=0
e’ -3r—-y*+2+i(2zy+3y) =0
" im e
& CVest l'unicité de  la derniere équivalence résultant du fait qu'un nombre complexe est nul si et

la forme algébrique.  geulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles. La deuxieéme
équation du systeme s’écrit aussi :
Y2z +3)=0&y=00u2zx+3=0.
e Premier cas : y = 0. Si y = 0 (c’est-a-dire z € R), la premiere équation
du systeme ci-dessus s’écrit alors 22 — 3z + 2 = 0, équation du second degré

dont les solutions sont 1 et 2. Dans ce cas, ’équation 22 — 37 + 2 = 0 admet
comme solutions les nombres (réels) 1 et 2.

e Deuxiéme cas : 22 +3=0.S5i22+3 =0,0on a z = —3 (c’est-a-dire
Re (2) = —%) et la premiere équation du systeme s’écrit alors :
B 5 ( 3) 9 , 9
" — ) (e——— 2 =0 - — = 2=10
< 2) . 7 el

9 9 35
®y2:2+z+——’z

-y /35_\/5Ou . [35 /35
Y=VZT T2 YT YT T T2
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Dans ce cas, on a trouvé deux solutions (complexes conjuguées) a I’équation :

%= §+z’—35 et Z = § i—35
T2 2 g 8"

Finalement, I’équation 22 — 3z + 2 = 0 admet quatre solutions :

3 V35 3 V35
S= 1725—_4—._7—_—._
2 2 2 2
A
Exercice 1.13
On cherche 2 sous forme algébrique z = x + iy, avec x,y € R, ce qui permet &€ Ne pas écrire

d’écrire : z =4 ou z = —V4i,
cela n’a pas de sens'!
P =4is (z + iy)2 =41 Vx neriste que pour
2 2 z 4 reRy.
& T8 — y© 4 iy = 4i.
En identifiant les parties réelles et imaginaires, cela équivaut a : & Unicité de la forme
9 9 algébrique.
{ 22—-92=0
2zy =4

La deuxieme équation du systeme s’écrit aussi y = %, relation que ’on injecte
dans la premiere :

2\? 4
xz—(—) =0&2°—-— =0
KA X

=0

72
srt—-4=0
& (z2-2)(z2+2)=0
& (r - VI)(@+ VI)(a® +2) =0
& (2 —V2)(x+v2) =0,
la derniere équivalence résultant du fait que 2 + 2 ne s’annule pas sur R. EVreR, 22 +23>2
On obtient donc z = V2 (et alors y = l) ouz=—V2 (et alors y = —-2).
V2 V2
Ainsi, I'équation admet deux solutions opposées V2 +iv2et —vV2 —iV2:
§={V2+iv2,—v2-iv2}
A

— Exercice 1.14
1. On applique la formule du binome a a = 1, b = z et n = 6; les coefficients

binomiaux étant calculés a I'aide du triangle de Pascal. & Méthode 1.8
1
1 1
1 2 1
I 8 8 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 |
1 6 15 20 15 6 1
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& Pas de changement
pour les puissances
paires, changement en
l’opposé pour les
puissances impaires.

& Exercice 1.6

& Formule du binéme
appliquée a a =1 et
b==.

On a alors :
leif=1"xz"18x 1P+ B 2051 7Bz’ 1oxite 21" s,

soit
(14+2)°=2%4+62"4152*4+202° + 1522 + 62+ 1.

2. Pour obtenir le développement de (1 — 2), il suffit de remplacer z par —z
dans I'égalité ci-dessus :
(1 +2)® = (=2)® + 6(—2)° + 15(—2)* + 20(—2)* + 15(—2)® + 6(—=2) + 1
= 2% —62° + 182* — 202° 1+ 152° — 62 + 1.

3. On applique la formule du binbme aa=1,b=ietn=>5:
(14+49)°=1°xi®+5ix 11 +10i2 x 12 +10i* x 12 4+ 5i* x 11 +i° x 1°
=14 5¢ + 10i® + 10:® + 5i* 4 ¢°

oK . . . . e, . . .5 . . . .
O, =9 xi=d, i'=Pxi=—=lei" =" xi=% doli:

(14+49)°=14+5—-10—10i +5+i=—4—4i.

A

Exercice 1.15
L’inégalité est trivialement vraie pour n = 0 (elle s’écrit 1 > 1). Pour n € N*,
la formule du binéme donne :

(1+2)" = kz:;)(k)a;" = (O)x()+(1)xl+k§2(k)xk = 1+n:r+l;(k)xk.

n
Or z est positif, donc la somme kZ (Z)xk Iest aussi. On en déduit que :

=2
1+2)"=214+nx.

A
Exercice 1.16
& En sommant ou La formule du binome permet de calculer S,, + 15, et S, — T, :
retranchant, on
parcourt tous les L
entiers compris entre Sp+Tn = Z ={l 41" =2
0 et n. k=0 k
= n
Sy —Tp = Z(-1)k(k) =(1-1)"=0
k=0
On en déduit que S, = T, et S, + T, = 2T}, = 2™. Par conséquent,
20 _

A
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Exercice 1.17
TOllt d’abord, 32n+1 4 24n+2 - 32n+l £ (22)2n+1 — 32n+1 + 42n+l.

Par ailleurs, d’apres la formule du binéme, on a : & Formule du binéme
appliquée a a =T et
2n+1 b= —4.
2n+4+1\_; -
92n+1 __ 2n+1 __ k 2n+1—k
gietiir. o _Z( g )7(—4)
k=0
2n+1
2n+1 .
— 2n+1 k(i p\2n+1—k
CUAED Bl G LI
k=1
2n+1
2n 4+ : :
. _42n+1 7 7k—l —4 2n+1—k )
1y (M)
= )
m
Ainsi, 32nt1 4 42n+1 — 7 avec m € N, ce qui montre que 327+1 | 42n+1 gt
un multiple de 7. A
— Exercice 1.18
1. D’apres la formule de symétrie, on a : & Formule de
symétrie sur les
2n+1 2n+1 coefficients binomiauzx.
Vk [ FEET. 1}, = X
€{n+1l,,2n+ }( k ) (2n+1—k)
Par conséquent, on peut écrire :
n
2n+1
=3 ( ) |
P 2n+1—k
Autrement dit,
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
S, = s
" (2n+1) +( 2n )+ k (n+2) E (n+1>
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
N (n+1) ® (n+2) +'“+( 2n ) = (2n+1)
_ 2;5 (211 - 1)
k=n+1 k
2. La question précédente permet d’écrire :
n 2n+1 2n+1
2n+1 2n+1 2n+1
k=0 k=n+1 k=0
D’apres la formule du binome, on en déduit que : & D’aprés le
théoreme 1.9, on a :
= (2n+1 k k 2n+1 2n+1 Ld
—_— = o n+ — 2n+ p
I ;( X )xl x 1 (1+1) P ,;)(k):y

2n+1
— S A

Finalement, on obtient S, =
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Chapitre 2

Nombres complexes:
point de vue
geometrique

La représentation plane des nombres complexes, introduite au début du XIX® siecle, permet des
résolutions géométriques, en particulier grace a la notion d’affixe. Il faut bien savoir manier le
passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique que seule une bonne vision géome-
trique permet de faire aisément.

B Un mathématicien

D’origine suisse mais installé rapidement en France, Jean-Robert Argand (1768-
1822) était un libraire passionné des idées révolutionnaires. S'intéressant aux
nombres complexes, il publie un opuscule, Essai sur la maniere de représenter les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques, dans lequel il présente
la vision géométrique de ces nombres. Cependant son ouvrage, publié a
compte d’auteur, ne mentionne méme pas son nom ! Il en envoie une copie
a Adrien-Marie Legendre qui le donne au mathématicien Frangois Francais.
Malheureusement celui-ci meurt peu apres. Son frere Jacques retrouve ce
texte et comprend tout de suite son intérét. Il écrit en 1813 un article sur ce
theme dans le Journal de Gergonne en précisant que I'idée provient d'un mathé-
maticien inconnu. Argand dévoile alors qu'il en est 'auteur.

Le Norvégien devenu danois, Caspar Wessel (1745-1818) rédige en
1797 un essai dans lequel il introduit, le premier, I'interprétation
géométrique des nombres complexes. Celui-ci ne sera publié

que deux ans plus tard par ’Académie royale des sciences du
Danemark. Cet article reste inconnu des mathématiciens de son
époque. Il n‘est retrouvé qu'en 1897 ; son compatriote Sophus Lie
le fait alors publier en traduction frangaise sous le titre Essai sur la
représentation analytique de la direction.

o
(2}
=2
(=]
>
N
w
=
wn
w
-l




M les incontournables

Représenter un nombre complexe par un point

m Déterminer 'affixe d'un point
m Déterminer le module et les arguments d’un nombre complexe
m Mettre un nombre complexe sous forme trigonométrique

m Passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique et inversement

B et plus si affinités

m Utiliser les nombres complexes pour interpréter un probleme géométrique simple

m Etudier une récurrente de nombres complexes

v
L
O
<
L
-
L
ol
>
O
O
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mm Résumé de cours

B Image d’un nombre complexe, affixe

— =

On munit le plan d’un repere orthonormé direct R = (O, i, ?)

Définition : A tout nombre complexe z = a +ib (avec a,b € R), on associe le point M du plan de
coordonnées (a,b) dans le repére R. On dit que M est I'image de z et que z est I'affixe du point

M. De méme, on dit que z est laffize du vecteur O]\/‘j' :

sl M(z)
|
oM |
7 |
!
O| u a

Vocabulaire : l'aze des abscisses est aussi appelé axe des réels. De méme, l'axe des ordonnées est
appelé axe des imaginaires purs.

Théoréme 2.1.— Soit M un point d’affixe 2 et M’ un point d’affixe 2’. Alors l'affixe du vecteur]
MM est 2’ — 2.

Proposition 2.2.— Soit M un point du plan d’affixe 2 = a+ib, avec x,y € R. Le point M’ d’affixe)
7z = a — ib est le symétrique du point M par rapport a I’axe des abscisses.

M(z)

M'(%)
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B Module d’'un nombre complexe

Définition : Soit 2 = a + ib (avec a,b € R) un nombre complexe. On appelle module de z et on
note |z| le réel positif défini par :

2zl = vV a? + b2
2| = v

Remarque : le module d’un réel est égal a sa valeur absolue.

Si M a pour coordonnées (a, b) dans le repere R, alors OM = ||OM|| = va? + b2. Cela nous donne
I'interprétation géométrique du module.

Théoreme 2.3.— Interprétation géométrique du module —. Soit M et M’ deux points du plan
d’affixes respectives z et 2’. Alors MM’ = |2’ — z|. En particulier, OM = |z|.

Théoreme 2.4.— Pour tout nombre complexe 2, on a :
|2I2 = 2%
Proposition 2.5.— Propriétés du module —. Soit z et 2’ deux nombres complexes. Alors :
= : 1 1
° z| =2 e Siz#0,|-|=—
z| |4
z z
o |2|=0&2=0 oSiz’,o-éO,——u
/ 2]
o |22/| =|z| x || e Pour tout entier naturel n, |2"| = |z|"
B Ensemble des nombres complexes de module 1
Notation : l’ensemble des nombres complexes de module 1 se note U.
Théoréeme 2.6.— Soit 2 et 2’ deux nombres complexes de module 1. Alors :
1
o |22/|=1 o |—| =1
2

Remarque : le théoreme précédent traduit la stabilité de U par produit et passage a l'inverse. Si
2 et 2’ sont deux éléments de U, alors 22’ et é aussi.

Théoreme 2.7.— Caractérisation des éléments de U —.

e Tout nombre complexe de la forme cosf + isinf (avec 6 € R) est de module 1.

e Réciproquement, tout nombre complexe de module 1 peut s’écrire sous la forme cos#+isin#é,
ou # est un réel.

Remarque : ainsi, 2 € U si, et seulement si, il existe réel 8 tel que 2 = cosf + isin6.
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B Arguments d’'un nombre complexe non nul

Définition : Soit z un nombre complexe non nul. On appelle argument de 2z toute mesure (en
radians) 6 de Uangle orienté (i, OM 3

A
M(z
s L (2)
|
o
\ |
A I
[
7 0 |
> : >
O U a

Remarque : un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments. Si 6y est un argument
de z, les arguments de 2 sont tous les réels de la forme 6y + 2k7, ou k € Z.

B Forme trigonométrique

Théoreme-Définition 2.8.— Soit 2 un nombre complexe non nul. Il existe un couple (7, 0), aved
r>0et 6 €R tel que:

2z =r(cos @ + isinf)

Cette écriture est appelée forme trigonométrique de 2.

A

M(2)
b=msin@ [=——— =i i =i —
|
N |
A ‘(4\ |
sinf b — — — — ;
|
| |
’«9 | |
|
0] CGE0 a:rcoﬁ

Remarque : dans I’écriture 2 = r(cos §+isin ), r est le module de 2 et # un argument de 2. Comme
z admet une infinité d’arguments, la forme trigonométrique n’est pas unique (contrairement a la
forme algébrique).

NOMBRES COMPLEXES: POINT DE VUE GEOMETRIQUE 33 mm



mm Démonstrations

B Formule |z|?> = 2z

Théoreme 2.4.— Pour tout nombre complexe 2, on a :

|2

0

— o~
—_ 4

Démonstration V
Rappelons que, pour un nombre complexe z = a + ib (avec a,b € R), on a Z = a — ib.
Par ailleurs, par définition du module, on a :

2| = Va2 + b2.
Par conséquent,

12)® = (m)Q = a® + b

2Z = (a+ib)(a — ib) = a® + b*.

Or,
6 & . 2 —
Ainsi, on a bien |z|” = 2Z. A

B Propriétés du module

Il s’agit de démontrer la proposition 2.5.

Proposition 2.5.— Propriétés du module —. Soit 2 et 2’ deux nombres complexes. Alors :
- 1 1
o z|=2 oSiz#O,‘;:m
o |2|=0&52=0 -SiZ’#0,§ |i,||
o |22/| = |z| x |Z/| e Pour tout entier naturel n, [2"| = |2|"

Démonstration V
D’apres le théoreme 2.4 démontré ci-dessus, on a :

VzeC, |z| =V2z
Module d’un conjugué
Soit z un nombre complexe. Comme Z = z, on a :
Zl=VzZ=Vzz=VzZ =2
ce qui montre qu'un nombre complexe et son conjugué ont méme module.

Nullité du module
Si z est un nombre complexe, on a :

2| =0<|2]>=0
& 2z2=0
S z=00uz=0
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Mais, dire que z est nul équivaut & dire que Z est nul. En effet, en notant z = a + ib (avec a,b € R), on a
Z =a — ib donc Z = 0 si, et seulement si, a = 0 et —b =0, soit a = 0 et b = 0 ou encore z = 0. Ainsi,

2| =0 2=0

Module d’un produit
Soit z et 2z’ deux nombres complexes, alors :

|22| = \/(zz')g.
Or, zz’ =% x 2’ donc :
|z2'] = V2257 = V2327 = 2z x V27 = 2] % 2],

et on a bien démontré que le module d’un produit est égal au produit des modules.

@ Module d’un inverse
Soit z un nombre complexe non nul. D’apres 1’égalité donnant le module d’'un produit que nous venons de
démontrer, on a :

=<2
zx —|=|z| x |-
z 2
1 z N
Or, |z X — =|—|=|1|=1,d’ou:
z z
|| x —‘:1
c’est-a-dire
1 1
2| I

Module d’un quotient
Pour démontrer cette égalité, nous allons utiliser les deux propriétés précédentes. En effet, faire un quotient
c’est multiplier par I'inverse. Soit z et 2z’ deux nombres complexes avec 2’ # 0. On a :

z
;_

1
= |2l x o7 =]

i Bl

1
ZX?

z
2 ?'
ce qui montre que le module d’un quotient est égal au quotient des modules.

@ Module d’une puissance
Soit z € C. Montrons par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, [2"| = |z|".
Pour tout n € N, on note :
Pin): < |2%=z" = .
Initialisation : On a [2”| = |1| = 1 = |2|°, ce qui montre que P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, soit |2"| = |2|".
En appliquant la formule donnant le module d’un produit, on a alors :

2" = |27 x 2] = 2] x |2].
Mais, d’apres P(n), on a |2"| = |z|", d’ou :
2" = J2]™ x |2] = |2,
ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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mm Méthodes

B Représentation des nombres complexes

On munit le plan d'un repere orthonormé direct R = (O, @, U)

A Méthode 2.1.— Comment représenter un nombre complexe dans le plan
Au nombre complexe 2 = a + ib (avec a,b € R) correspond le point M du plan de
coordonnées (a, b) dans le repere R. Le point M est I'image de 2z et le nombre complexe
z est 'affixe du point M.

» Pour représenter le complexe 2z = a + b, on place le point M de coordonnées (a,b).

» L’affixe du point M de coordonnées (a,b) est le nombre complexe 2z = a + ib.

Exemple : dans la figure ci-dessous,
e les points d’affixes respectives 24 =3+ et zp = —2 — 7 sont les points A (3,1) et B(—2,—1);
e les affixes respectives des points C' (1, —1) et D (—3,2) sont 2¢ =1 —1i et zp = —3 + 2i.

Mise en ceuvre : exercice 2.1, exercice 2.2.

B Module

A Méthode 2.2.— Comment calculer le module d’un nombre complexe
Pour calculer le module d’un nombre complexe dont on connait la forme algébrique
z = a+ib, avec a,b € R, on applique simplement la formule :

|2| = VaZ + b2.

Exemple : le module du nombre complexe z =1 + 3i est |z| = /12 4+ 32 = /10.

Mise en ceuvre : exercice 2.3, exercice 2.4.
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. Méthode 2.3.— Comment calculer le module de I'inverse d’un nombre complexe
Lorsque 'on doit calculer le module de I'inverse d’'un nombre complexe 2z # 0, il n’est
pas utile de déterminer la forme algébrique de 1. On applique directement la formule :

1 1

~
Vs

Exemple : si 2 =4 — 4, le module de — est

1'_'1._1_ 1 4 8
Cl4—i| [4-d Jer (-2 VIB+1 V1T

(\zlr—b

Mise en ceuvre : exercice 2.3.

Jd Méthode 2.4.— Comment calculer le module d’un produit, d’'un quotient ou
d’une puissance
Lorsque 'on doit calculer le module d'un produit, d’'un quotient ou d’'une puissance, il
n’est pas utile de mettre ces expressions sous forme algébrique. On applique directement
les formules données par la proposition 2.5 :

e e ol
|22'] = |2| x |
2 |2
. |~/|

~ s
12" = [2]"

A — |4

Exemple : calculer le module des nombres complexes suivants

. . 8+i .
21 = (4 + 3i)(—2 + 5i) oy = \1/: 57 23 = (V3 —1i)°

On applique les formules ci-dessus :

21| = |4 + 3i| x | — 2+ 5i| = /42 + 32 x \/75

VB+i| VB4 Ve 412 _ VB+1
1-2i| [1-2| 12+(-22 +i+t4d

|z;;|:‘(\/.§— :'ﬁ—f:( 3 1) (\/71): 5 — 39

Mise en ceuvre : exercice 2.3.

|22| =

(J Méthode 2.5.— Comment calculer une distance i I'aide du module

Pour calculer la distance entre le point M d’affixe 2 et le point M’ d’affixe 2/, on applique
simplement la formule MM’ = |2' — z|.
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Exemple : on considere le point A d’affixe 1 — 2i et le point B d’affixe —3 + . Alors :
OA=|1-2i|=/12+(-2)2=5
AB=|-3+4i—(1-2i)|=|—-4+3i|=4/(—-4)2+32=5

Mise en ceuvre : exercice 2.4.

A Méthode 2.6.— Comment simplifier une expression ou intervient un module
Lorsqu’un nombre complexe n’est pas donné sous forme explicite, on peut, pour simplifier
une expression dans laquelle apparait |2| ou |z — a|, élever ce module au carré et le
remplacer par le produit du complexe par son conjugué. On utilise la relation |Z|?> = ZZ.

Exemple : résoudre dans C I’équation |z — 1| = |2 — i|.
Les deux nombres étant positifs, cette équation équivaut a |z — 1|2 = |z — i|%. Sachant que, pour
un nombre complexe Z, on a |Z|?> = ZZ, il vient :
=1 =—-ife(z-1)xz—-1=(z—-9) x2—1
S2-1)xZ-1)=(z—-19) x(Z+1)
S F—2—F4l=2Z iz —i2 —1°

alzf-z-z+1=|zff+iz—=+1

Or, 24+Z=2Re(2) et z—Z =2iTJm(2), d'our :
|z =1 =2 —i]| & —2Re(2) =i x (—=2iTIm(2)) & Re (2) = Im (2).

Ainsi, les nombres complexes solutions sont ceux dont la partie réelle est égale a la partie imaginaire,
c’est-a-dire les nombres de la forme a + ia, o @ € R. L’ensemble des solutions de I’équation est :

S={a+ia, a R}

Mise en ceuvre : exercice 2.5, exercice 2.7.

B Arguments et forme trigonométrique
Rappelons que tout nombre complexe non nul s’écrit sous forme trigonométrique :
2z =r(cosf +isinh),

ou r = |z| et # est un argument de 2.

d Méthode 2.7.— Comment mettre sous forme algébrique un nombre complexe
donné sous forme trigonométrique
Si un nombre complexe s’écrit sous forme trigonométrique z = r(cos @ + isiné), ou r est
le module de z et # un argument de 2, on a alors :

z=7rcosf +irsiné.

Ainsi, Re(z) = rcosf et Im(2) = rsinf, ce qui nous donne la forme algébrique de z.
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Exemple : déterminer la forme algébrique des nombres complexes

T . s 2 . 2
zI:\/i<cosZ+zcosZ) et 20 =4 cos?+zcos?

On a:

21 :\/icosgﬁti\/écosz = V2 x ?+i\/§>< \/75 = (v2)* +'i(\/§)2 =1+

1 2 2
2 2 1 3
2:4cos?ﬂ+4isin§ =4 (—5) +4x g = _249/3

o2

Mise en ceuvre : exercice 2.9.

d Méthode 2.8.— Comment déterminer un argument d’'un complexe non nul
Si 2 est un nombre complexe non nul, ses arguments sont tous les réels 6 tels que

z = |z|(cos@ + isinb).

D’apres les relations données dans la méthode 2.7, ce sont tous les réels 6 vérifiant :

cosf = 9%~(|2)
sinf = ),
|2|

On détermine un argument de 2 en trouvant un réel € solution du systeme ci-dessus.
Rappelons qu’un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments, il y a une
infinité de réels # vérifiant ce systeme! Si 'on a trouvé un argument 6, de z, tout réel de
la forme 0y + 2km, avec k € Z est également un argument de 2.

Exemple : déterminer un argument du nombre complexe 2 = /3 + i.

Le module de z étant égal a :
r—= ,/(\/5)24_12:\/2:2’

un argument de 2z est tout réel # vérifiant :

cosf=—=—
T 2
: 1
sinf = — = %
¥
Par conséquent, § = & est un argument de 2. Les arguments de z sont tous les réels de la forme
& + 2km, avec k € Z. Par exemple, & — 4w = —2‘—(35’7 est également un argument de 2.

Mise en ceuvre : exercice 2.10.
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 Méthode 2.9.— Comment mettre un nombre complexe non nul sous forme

trigonométrique
Soit z = a+ib un nombre complexe non nul. Pour mettre 2 sous forme trigonométrique :

[1] On commence par calculer son module r = |z| = Va2 + b2.

On détermine ensuite un argument € de 2z en appliquant la méthode 2.8.

On a alors mis z sous forme trigonométrique :
2z =r(cosf +isinb).

En pratique, apres avoir calculé le module r de 2, on écrit :

P ; a b
et on détermine un réel 6 tel que cosf = — et sinf = —.
3 r

Exemple : dans I'exemple précédent, on a vu que /3 + i a pour module 2 et que 5 est un de ses

arguments. On peut done écrire v/3 + i sous forme trigonométrique :

\/§+z’:2(cos%+isin%>

Exemple : écrire sous forme trigonométrique le nombre complexe z = %

On applique la méthode 2.9 en commencant par calculer le module de 2 :

S ORISIRIERES

On écrit ensuite :

Or 3@ = cos(—7) et —3§ = sin(—%), donc —% est un argument de 2 et on peut écrire z sous

forme trigonométrique :

Mise en ceuvre : exercice 2.11.
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B Résolution de problemes géométriques

(J Méthode 2.10.— Comment utiliser I'affixe d’un vecteur

Si A est un point d’affixe 24 et B un point d’affixe zp, AB a pour affixe 2p — 24.
Pour un vecteur @ d’affixe z et un vecteur ¥ d’affixe 2’ :
e U =T si, et seulement si, 2 = 2’;

o s'il existe A € R tel que 2’ = A\z,on a ¥ = AU et les vecteurs u et ¥ sont colinéaires.

Cela permet de montrer, a ’aide des affixes, que des vecteurs sont égaux ou colinéaires.
On peut, en particulier, montrer que des droites sont paralleles ou que des points sont
alignés.

Exemple : on considere les points A, B et C d’affixes respectives 1+ %, 2 +2i et —1 — L Montrer

202 2

que les points A, B et C sont alignés.

Le vecteur E a pour affixe zp — 24 = 3‘ +2i—(1+ %) = % + % et le vecteur ﬁ a pour affixe
Z(}—ZA:—1—%—(1—}—%):—2—61.. OI‘,

1 3
—2—6":—4(— —).
’ 573/

ce qui montre que AC = —4:@. Ainsi, les vecteurs AB et AC sont colinéaires. Par conséquent,
les points A, B et C' sont alignés.

Exemple : on considere les points A, B, C et D d’affixes respectives z4 = 2 — 2i, 2p = 3 + 1,
zc = 2i et zp = 1+ 5i. Montrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.

Le vecteur 1@ a pour affixe zp — 24 =3 +17— (2 —2i) = 1 + 3i et le vecteur C’_D> a pour affixe
z2p—2c =14+51—2i =1+ 3i = 2 — z4. Par conséquent, ,ﬁ = C_D» et le quadrilatere ABC'D
est un parallélogramme.

Mise en ceuvre : exercice 2.12, exercice 2.13.

(A Méthode 2.11.— Comment utiliser le module d’un nombre complexe
Si A est un point d’affixe 24 et B un point d’affixe zp, la distance AB (la norme du

vecteur 1@) est égale a |zp — 24|. Cela permet de traduire certains problemes faisant
intervenir des modules en termes de distances, et de proposer une résolution géométrique.
Pour cela, on introduit les affixes des points correspondant a I’énoncé puis on interprete
le probleme en termes de distances avant de le résoudre géométriquement.

Exemple : déterminer ’ensemble des points d’affixe z vérifiant |2 — 1| = |2 — i|.
Nous allons donc de nouveau résoudre 1'équation étudiée comme exemple d’application de la
méthode 2.6 en proposant cette fois une résolution géométrique.
Introduisons les points A, B et M du plan d’affixe respectives 1, i et 2. On a |2 — 1| = AM et
|2 —i| = BM de sorte que :

|z —1| = |2 —i| & AM = BM.
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L’ensemble des points M recherchés est donc 'ensemble des points équidistants de A et B, c’est-
a-dire la médiatrice du segment AB. Comme A a pour coordonnées (1,0) et B pour coordonnées
(0,1), cette droite est la droite d’équation y = z (premiere bissectrice du repere). On peut également
dire que I'ensemble des points recherchés est I’ensemble des points dont les affixes ont les mémes
parties réelle et imaginaire, c’est-a-dire les points d’affixe a + ia, avec a € R. On retrouve ainsi le
résultat obtenu dans ’exemple illustrant la méthode 2.6.

Mise en ceuvre : exercice 2.14.
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== Vrai/Faux

1. Le module de a — ib (avec a,b € R) est a® — b?.

2. Pour 2,2’ € C,on a |z x 2/| = |z| x |2/].

3. Le module de 0 est 0.

4. Un argument de 0 est 0.

5. 8i |2| =0, alots 2=10.

6. Si un argument de 2z vaut 0, alors 2 = 0.

7. Le module du nombre complexe cos({z) +isin({5) est égal a 1.
8.5i|z|=1,alorsz= 1.

9. Un nombre complexe non nul admet une unique forme trigo-
nométrique.

10. i peut s’écrire sous forme trigonométrique cos 5 + 7 sin

g PO
T3

s
5 -

- sont des arguments de % + L@

12. Tout réel non nul a pour argument 0.

Vrai

OO0 OO0o0Od0ogbdodogodo
o440 ODoOoodgbdod

Faux

L]
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mm Enoncé des exercices

B Représentation des nombres complexes
Exercice 2.1 : Placer dans le plan les points A, B, C, D et E d’affixes respectives

Z2p=—-1+1 zp=2+1 zo=—3 Z2p=3—1 E =21

[

Exercice 2.2 : Déterminer les affixes respectives des points F'(1,1), G(2,0), H (-3,1), I (0,—-1).

B Module

Exercice 2.3 : Calculer le module des nombres complexes suivants.

1. 21 =5 6. 26 =—-1—-2i

2. 2p=-4 7. 27 = (44 34)(12 — 57)
3, 2= %L 8. 2=

4. z, = —Ti 9. z9=(1-Ti)*

5. 25 =—-1+2i M Sg— e —

3+1 1427

Exercice 2.4 : On considere les points A, B et C d’affixes respectives

za=-1+2 z2gp =2+ 51 2c=2-—1

1. Calculer AB, AC et BC.
2. Que peut-on dire du triangle ABC'?

Exercice 2.5%* : Inégalité triangulaire
1. Montrer que, pour tout 2z € C, Re(2) < |z|. Préciser le cas d’égalité.
2. Démontrer I'inégalité triangulaire :

Vz,2/ €C, |z+ 2| < |2| + |2].
3. Etudier le cas d’égalité dans l'inégalité ci-dessus.

B Nombres complexes de module 1

Exercice 2.6 : Pour t € R, on pose z = e +1 2
o PSS e 1L
Montrer que le module de 2 est égal a 1.

Exercice 2.7* : Soit 2z un nombre complexe différent de i. Montrer que :

Z+z. =1zelR

Z2 —'%

Exercice 2.8* : Soit z et 2’ deux nombres complexes de module 1 tels que 22" # —1. Montrer que

/ ’
12:;21 est réel.
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B Arguments et forme trigonométrique

Exercice 2.9 : Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants, donnés sous forme
trigonométrique.

1. 2, =3(cos % +isin<)

2. 2 :4(005% +isin%)

3t 2g= \/5(00537” +isin3T”)

-
5

4, 2z, = G(COS%r + isin L&

)
511')

5 . .
5. zs=5 (cos% 4+ ¢sin 2&

Exercice 2.10 : Déterminer un argument des nombres complexes suivants.

1. z1=5 5. 2zs=1+1iV3
2. 2p=-4 6. 26 = —V6+1iV2
3. zgzgi 7. 2p=—4—4i
4. 24 =-Ti 8. zgz-‘%ﬂ

Exercice 2.11 : Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants.

1. 2,=3 6. 26=—1+F1

2. zp=-T 7. z7=—6v3—6i

3. z3=2i 8. zs=V2+iV/6

4. z4=1+iV3 9. z9 =cosi; —isins
5. z3=1—4V/3 10. zpo=1+itan%

B Un peu de géométrie

Exercice 2.12 : On considere les points A, B et C' d’affixes respectives 24 = -2+, 2p = 3 + 3t

et zo =1+ % Montrer que les points A, B et C sont alignés.

Exercice 2.13 : On considere les points A, B et C d’affixes respectives 24 =1+, 2g =4+ 5i et
z2¢ = 8+ 2i. Déterminer 'affixe du point D tel que le quadrilatere ABC'D soit un parallélogramme.

Exercice 2.14* : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que
l. |[2-6i|=3

2. [z4+2]=|2—-3i+1|

3. liz—2|=|z+5]|

4. |7+ | =4

5. (z—4+2i)(Z—4-2i)=4

Exercice 2.15** : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que 22 + Z soit réel.
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B Etude de suites récurrentes
Exercice 2.16* : On consideére la suite (2,,) définie par z; = V3 —iet
VneN, zpp1=2—-19)2n

On pose, pour tout n € N, uy, = |z,].

1. Montrer que la suite (u,) est géométrique.

2. En déduire, pour n € N, 'expression de u,, en fonction de n.
3. Déterminer la limite de la suite (u,,).

4. Ecrire, en langage Python, une fonction de parametre p qui renvoie la plus petite valeur de n
telle que u, > p, ol p est un réel quelconque.

Exercice 2.17** : On considere la suite (z,) définie par 2, = 16 et :

141
V’IZEN, Zn+1 = 5) Zn
On note, pour tout n € N, A,, le point d’affixe 2,, et r, le module de z,. Par ailleurs, on introduit
la longueur L,, de la ligne brisée qui relie le point Ay au point A,, en passant par Ay, Az, .-+, Ap—1.
Autrement dit : 1
.
Ly =AoAi + Az + -+ An 1A = ) ApAipr.
k=0
1. Démontrer que la suite (r,,) est géométrique.
2. En déduire, pour tout n € N, I’expression de 7, en fonction de n.
3. Calculer la limite de la suite (7).
4. Donner une interprétation géométrique.
5. Montrer que, pour tout n € N, A, Apn+1 = rnt1-
6. Déterminer, pour n € N, I'expression de L,, en fonction de n.
7. Calculer la limite de la suite (L,,).
mm Indicati
Ex. 2.4
Placer les points pour n’oublier aucune propriété !
Ex. 2.5

Pour démontrer l'inégalité triangulaire, on pourra élever les deur membres au carré et utiliser la
relation |Z|* = Z Z.

— B AT
Un nombre compleze est réel si, et seulement si, il est égal a son conjugué.

Ex. 2.8
Silzl]=1,maz=1.
z

_ Ex. 214
Appliquer la méthode 2.11.
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mm Corrigé des vrai/faux

112]13|4]|5]|6
F|V|IV|F|(V|F|(V|V|F| V| V]F
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oo
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-y
o
g
f—
[y
N}

1. Le module de a — ib est a2 + b2 ! En effet :

|a —ib| = \/a? + (=b)? = Va? + V2.

On peut aussi dire que, a + ib et a — b étant conjugués, ils ont méme module.
2. C’est la proposition 2.5.

3.0na|0|=024+0°=0+0=0...

4. 0 est le seul nombre complexe qui n’a pas d’argument.

5. Si le module de 2 = a + ib (avec a,b € R) est nul, on a a®> + > =0, donca=b=0et 2 = 0.
C’est également écrit dans la proposition 2.5.

6. Le nombre complexe 2 = cos0+isin0 = 1 a pour argument 0 mais il n’est pas nul. Par ailleurs,
rappelons que 0 n’a pas d’argument...

7. Tout nombre complexe de la forme cosf + isinf, avec § € R est a un module égal a4 1 (voir le
théoreme 2.7). En effet :

|cos@ +isinf| = Vcos?0 +sin?0 =1 =1

|—

8. Si|2| =1, 0na |z|> =1, soit 2Z = 1 ou encore Z = 1.

9. Un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments, donc une infinité d’écritures
possibles sous forme trigonométrique. Si #p est un argument de 2z, on peut écrire 2 sous forme
trigonométrique :

z = |z|(cos@ +isinf),

pour tout réel 6 de la forme 0 = 6y + 2km, ou k € Z.

10. Onacos§+isin%20+ix1:i.

11. On a % — z? = cos 3 +isin 5. Par conséquent, 7 est un argument de 2z et les arguments de 2
sont tous les réels de la forme % + 2k, ou k € Z. En particulier, e 3 —2met = L

3 3
sont des arguments de 2.

12. Pour z > 0, on peut écrire z = z(cos0 + isin0) et 0 est donc un argument de 0. En revanche,
siz <0,onax=—zx(—1)=—z(cosm+isinn). Dans ce cas, le module de z est —z et 7 est un
argument de x.
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mm Corrigé des exercices

Exercice 2.1

On applique la méthode 2.1 en placant dans chaque cas 'image du complexe.

2l ‘image de
z = a+1b est le point

de coordonnées (a,b).
: : : FE :
......... ........ allv/oisi5ini6ine dinvinie e a ....................
: : A: @ ' B
Susviseass R S . B I S 8- o0nvendiorossineals
CC : :
L 2 I i 1 1 1
! * ! ! 1 !
: : : O U : :
....................................... --.
D
A
Exercice 2.2
H: 7 CF :
.......... T I S ~ e R e s, o
: : T
L L I 1 | r. !
i + i 1] Il Lo T l
: o % :
....................................... N Y
I

On applique de nouveau la méthode 2.1 en donnant cette fois 'affixe de

2l ‘affize du point
de coordonnées (a,b)
est le complexe a + ib.

chacun des points. On a :

zr=14+1X
za=2+0x
zg=-—-3+1
2r=0—-1x

t=1+41
7=i2
X1=-341

1= —1
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Exercice 2.3
On applique la formule |a +ib| = Va? + b? ainsi que les propriétés du module
(proposition 2.5).

1. |z21|=15|=v52+02=+/25=5 & Le module d'un
réel est aussi égal a sa
2. |2 =|-4]= V (-4)?+02=v16=4 valeur absolue.
2 2 2 2
3. |z|=|zi|= || x|i| =2 x V02 +12 ==
3 3 3 3 )
& est de module 1.
8. |za| = |=Ti| = |=7| x || = Tx1=7
5. |zs|=|—-142i| =+/(-1)2+22=/1F+4=+/5
6. On a z; = 75, donc |2| = |55 = V5 2z = |z
7- Una:

' 1| — ;
|27 = (4 + 36)(12 — 58)| = |4+ 3i| x |12 — 51| = VA2 + 32 x /122 + (-5)z 1= 1=l x|
=25 x V169 =5 x 13 =65

i—/8

5— 31

2
Cjieve VR 2 5 g
-3 (/524 (=32 V34 V34
9. On utilise cette fois la propriété [2"| = |2|™ :
; : 3 :
20l = 11 = T)* = [1 = 7if* = (/12 + (7)) = (V50)’
= (5v/2)3 = 53(v2)? = 125 x 2v/2 = 250v2

~

8. |Z8| =

o
R

10. On commence par écrire 2,y sous forme d’un quotient :

1 1 1+2i—(3+14) -2+
T 844 1421 @B+0+2) @B49(1+29)

210

On en déduit alors le module de 2 :

Bol = —241 =244 V(=2)2+12
B+ +20) | 344 x[1+2i V3Z+12 x V12422
V5 1 V10

T Vioxvs Vo 10

_ Exercice 2.4

& Méthode 2.5
1. On calcule ces longueurs en utilisant le module :

AB = |2p — za| = |24 5i — (—1 4 2i)| = |3 — 3i| = /32 4+ (—=3)2 = V18
AB = |2p — 24| = |2 —i— (—1+42i)| = |3 —3i| = /32 + (-3)2 = V18

BC =|2c—zp|=12—i—(2+45i)|=|—6i|=|—6| x |[i| =6 x1=6
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&Va e R, Va2 = |af

& Méthode 2.6

&\712=77

7 +7 =2%e(2)

S ne (%) < |Z|

d’aprés la question 1.

2. On adéja AB = AC, donc ABC est isocele en A. De plus, on a :
BC? =62 = 36 = 18 + 18 = (v/18)? + (V18)? = AB? + AC2.

D’apres la réciproque du théoreme de Pythagore, ABC' est rectangle en A.
Finalement, le triangle ABC est isocele rectangle en A. A

Exercice 2.5

1. Soit 2 = a+ib (avec a,b € R) un nombre complexe. Sachant que Re (2) = a
et |z| = Va? + b2, on doit donc démontrer I'inégalité a < va? + b2. Or,

Va2 € va?+ b2,

c’est-a-dire |a| < va? +b% Mais a < |a| puisque qu'un réel est toujours
inférieur ou égal a sa valeur absolue. Ainsi, on a bien a < va? + b? soit :

Re (2) < |2|
D’apres ce qui précede, 'égalité a lieu si, et seulement si, a = va? + b2, ce
qui équivaut a :
a>0 et a®=a®>+0b

ou encore a > 0 et b = 0, c’est-a-dire NRe (2) > 0 et IJm (2) = 0. Finalement,
I’égalité Re (z) |2] a heu si, et seulement si, z est un réel positif.

2. Les deux membres de I'inégalité étant positifs, elle est équivalente a :
|2+ 21 < (J2 + ') (2.1)

e Nous avons d’une part :

2+ 2P =z+2)ez+2)=(+2)Z+ ) =22+ 227 + 22+ 27

=2+ 27+ 22+ |7 = 2> + |Z |2+zz’+zz’
Mais 22 + 22 = 29Re (22), Aot :
|2 + 2'|2 = |2| + |2'] + 20Re (22)
e D’autre part, on a :
(121 + |21)2 = |22 + 2021 x 2] + |22 = |22 + 2]22'] + |/

e Par ailleurs, |22/| = |z| x |2/| = |2| x |2/| = |22/|. Par conséquent, démontrer
I'inégalité (2.1), et donc I'inégalité triangulaire, équivaut & montrer que :

2%Re (22') < 2|27|,
inégalité qui est vraie d’apres la question 1. Ainsi, on a bien établi I'inégalité

triangulaire :
V2,2 €C, |2+ 7] < |2| + 7]
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3. D’apres les calculs effectués a la question précédente, 1’égalité a lieu si,
et seulement si, Re (22’) = |22'|. Cela équivaut, d’apres la question 1, a dire
qu’il existe un réel positif A tel que :

goli= A
Siz'#0,0na:
227 = A& 22 2=\
& 2|2 = N7
& 2= 2
Lo = T o .
|2'[2
. 3 iy . e / . 2 A o e @
relation qui s’écrit encore z = p2’, avec p = Eith Ainsi : =0 car

A=0et|2|2>0.
|24+ 2'| = |2| + |2'| & (2 = 0 ou il existe p € Ry tel que z = pz’)
et on a déterminé le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire. A

Exercice 2.6
On a:

1—t2+i 2t
1+t2 142

B (1—t2)2+< 2t )2_ -7 ()
N 1412 1422/ V(@422 " (1412)2
o122 tt 44 (1422411

- (141¢2)2 SV (14¢2)2

_ (1 +12)? el ssh

(1+¢2)?
A
— Exercice 2.7 .
Les deux membres de I’égalité étant positifs, elle est équivalente a z—f% =%
Ona: & Méthode 2.6
PR L Pk
—— =i —s=1
z—1 |z —i|?
S+ = |z —if
Slztixzti=(z—-9xz—1
S2+)Z—-1)=(2—-1)(Z+1)
S2Z—iz+iZ—? =22 +iz—iZ —i°
& |22 —iz+iz= |22 +iz— iz
= 3 — 2
SzZ=2z
&zelR
Ainsi, |Z£| est de module 1 si, et seulement si, 2 est un nombre réel. A
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Exercice 2.8

7
Nous allons démontrer que lz++ — est égal a son conjugué, ce qui prouvera qu’il
7cReZ=17 est réel. D’apres les propriétés du conjugué, on a :

<z+z')_z+z’_2+? %
1422/) 1422 1422 1+

& Voir le Vrai/Faux. Mais, comme 2 et 2’ sont de module 1, on a Z = é et 2/ = L d'ou:

————— l l ’
<z+z’>_ s+ EF A4z 2+
14 22 1+é><$ 4l 2241 1422
’
Ainsi, ﬁ% est égal a son conjugué, il est donc réel. A

Exercice 2.9
On applique la Méthode 2.7.

&% _ T Lug zl:3(cos—+zsm—)—3(005—+151n ) =3(0+ix1)=3i
2. m=4(L+ixi)=2v3+2
@3 _g_=x 3. Sachant que cos(m — ) = —cosf et sin(m — ) =sinf, on a :

_(v2)? +.(\/5)2

=—=141
5 T B o
4. Comme cos(f + 1) = —cosf et sin(f + ) = —sinf, on peut en déduire
Qg4 1 que :
3 1 6v/3
21 =6 (—cos 5 —z'sing) :6<-§ = 52’) = —T‘[-:a = —3V3 - 3i
& cos(—0) =cosf et 5. Ona3E —2r=—Z dou:

3
sin(—0) = —sin6.

2w =B (cos(—g) — isin(—%)) =5 (5 - ZT

— Exercice 2.10
Rappelons qu’un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments.
Si Oy est un argument de z € C*, les arguments de 2 sont tous les réels de la
forme 0y + 2km, ou k € Z.

1. 2, =5=15(cos0+isin0) et un argument de 2z; est 0.

2. 2zp = —4 =4x(—1) = 4(cosm+isinm), ce qui montre que 7 est un
argument de 2».
& Voir le Vrai/Faux. Notons que, si z € R* %, un argument de z est 0 et, si z € R” , un argument

de z est 7.
2 7 est un argument 3. 23 ,— = % (cos L +isinZ ) donc 7 est un argument de z3.
dei et — % est un
argumentgde i 4. 2z, =7x(—i) =7 (cos(—F) +isin—(5)) et — est un argument de 2.
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5. Tout d’abord, |25| = /12 + \/§2 =14 =2. Par conséquent, un argument

de z5 est tout réel 6 tel que : & Méthode 2.8
cosf = Bie(zs) = 1
|25] 2
J 5
sinf = m (25) = ﬁ
| 5] 2

Par exemple, § = % est un argument de z5. Plus généralement, tout réel de

la forme % + 2km est un argument de z5.

6. On applique de nouveau la méthode 2.8. On a :

26l = V/(V6)? + (V2)2 = VB = VEX 2 = 2V2.
Par conséquent, un argument de zg est un réel 6 vérifiant :

Re(z)  —vV6_—vV3xv2_ V3

cosf = = = =
|z6] 2v/2 2v2 2
s Jm (2(;) \/5 1
sinf = = ==
|26] 2v/2 2
Par conséquent, 0 =7 — & = ‘%’r est un argument de 2.

7. Comme |27| = \/(—4)2 + (—4)2 = V/32 = /16 x 2 = 41/2, un argument
de 27 est un réel 6 tel que :

Re(z7) —4 1 V2
cosf = = - =_2X"
|27] 42 2 2
. Jm (26) —4 i V2
sinf = = S & A 5
| 26] 4+/2 9 2
Ainsi, 7 +7 = E{T’r est un argument de 2z7. & cos(0+7) = —cos b
. i sin(f +m) = —sinf
~‘_\/§+i_\/§+i_—i\/§ 1 1 3_COS( 7r>+ism( 7r)
T % T w w22 2 2 2 g
ce qui montre que —% est un argument de 2zg. A 2z est de module 1.

Exercice 2.11
Nous allons mettre chacun de ces nombres sous la forme r (cosf + isin#) en &€ Méthode 2.9
commencant par calculer le module » du nombre complexe. Rappelons en

particulier (voir I’exercice 2.10) que :

e 0 est un argument de tout réel strictement positif

e 7 est un argument de tout réel strictement négatif

T s o ;
* o est un argument de tout imaginaire pur de la forme ib avec b > 0

T .
- est un argument de tout imaginaire pur de la forme ib avec b < 0
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& Méthode 2.9

& Au lieu de refaire
les calculs, on utilise
le résultat de la
question précédente et
le fait que z5 = Z3.

& Méthode 2.9

e Tougjours la
méthode 2.9/

21 =3 =3(cos0+isin0)
29 =—-T=T7x(=1)=T7(cosm +isinm)

23:2i:2(cosg+isin%)

On a tout d’abord |z4| = \/1 + (v/3)2 = v/4 = 2. On peut alors écrire :

1 3
z4:2(§ +z§) :2<cosg+ising>,

. B

ce qui donne 24 sous forme trigonométrique.

5. On a 25 =73, donc :

Z —,7:_—2<cos7r+isin7r>-§><(cosTr4~z'sin7r)—2((:os7r z'sin7r>
R 3 3) 3 3) 3 3

[cos(=5) +isin (=5)]
cos 3 +2sIn —3)]
la derniere égalité résultant du fait que cos(—6) = cosf et sin(—6#) = —sin 6.

6. On applique de nouveau la méthode 2.9. On a |2| = /(—1)2 + 12 = V2,

puis :

=2

7. Ona:

|z7|:\/(-6\/5)2+(-6)2:\/36x3+36:\/36x4=\/%x\/2212

=12 [cos (7r+ W) + 72sin <7r+ W)] =12 (cos e + 72sin 77r)
N 6 6/1 6 6

8. On commence par calculer le module de 25 :

5l =/ (VB)° + (V6)’ = V38 = VB = VXTI = Vix V3 =2VE.
On écrit ensuite :

.\/‘3><\/§>
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9. On utilise les relations cos(—6) = cosf et sin(—f) = —sin# pour mettre
29 sous forme trigonométrique :

2 = cos — isinﬂ—cosﬂ+isin( Tr)—cos( 7r)+isin( Tr)
S T 17 17 17’ 17 17

Notons que 24 est un nombre complexe de module 1.
10. On a:

\in o T Pean U

—14 .SIn{=  Cos l7+zs,111 7

zl()_ 2 ‘l— 5 -
COS 7= COS 1=

oy i)
cos — + isin —
cos% 17 17

s ™ 3 T PN 1 2 1. .
Or = € [0, 5[ donc cos 1= > 0, d’ou — = > 0. Par conséquent, —— = est
le module de 2o et la derniere égalité donne 'écriture de 219 sous forme & T est un

trigonométrique. A argument de z1g.

Exercice 2.12
Les points A, B et C' sont alignés si, et seulement si, les vecteurs fTé et 1@

sont colinéaires. Or, le vecteur 4B a pour affixe 3+ 3i — (—2414) =5+ 2i et € Le vecteur AB a

le vecteur AC' a pour affixe 1 + 12 — (=2 + i) = 3 + &. Mais ponir aglte 2y — 2
y 8 ( 6i>
54+2i==-|34—
- 3 e 5

et, par conséquent, jﬁ = %E . Ainsi, les vecteurs AB et AC sont colinéaires, € Méthode 2.10
les points A, B et C sont donc alignés. A

Exercice 2.13
Notons z = a + ib (avec a,b € R) I'affixe (que 'on recherche) du point D. Le

quadrilatere ABC'D est un parallélogramme si, et seulement si, AB = l?
Or, I'affixe du vecteur AB est 4 + 5i — (1 +7) = 3 + 4i et Paffixe du vecteur
DC est 8 +2i — (a+ib) = 8 — a + (2 — b). Par conséquent, ABCD est un
parallélogramme si, et seulement si, & CVest Vunicité de

la forme algébrique.
8—a=3
2—-b=4

soit a = 5 et b = —2. L’affixe du point D est donc zp = 5 — 2i.
A

— Exercice 2.14
1. En notant Q le point d’affixe 6i, la relation |z — 6i| = 3 s’écrit QM = 3. € QM = |z — 2y
Par conséquent, 'ensemble des points recherchés est le cercle de centre €2 et

de rayon 3.

2. Notons C' le point d’affixe —2 et D le point d’affixe 3¢ — 1. On a alors :

z+2|=]2-3i+1| < |2—(-2)|=|2— (3t = 1)|
& CM =DM

L’ensemble recherché est donc I'ensemble des points équidistants de C' et D,
c’est-a-dire la médiatrice du segment [C'D].
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OZcrReZ=32

3. Nous allons nous ramener a la question précédente. Pour cela, on écrit
iz — 2 =i(2 — 2) = i(z + 2i). En introduisant les points E d’affixe —2i et F
d’affixe —5, on a alors :

liz — 2| = |24+ 5| & [i(2 + 2i)| = |2 + 5|
& |i| x |24+ 2i] = |2+ 5|
& 1x|z2+2i =2+ 5|
S EM=FM

et 'ensemble recherché est la médiatrice du segment [EF].

4. Etant donné qu’un complexe et son conjugué ont méme module, on a :

Si on introduit le point €2’ d’affixe —%, la relation |2 - —’2-| = 4 peut donc
s’écrire V' M = 4. L’ensemble recherché est ainsi le cercle de centre ) et de
rayon 4.

5. Comme 4+2i=4—2i,onaz—4—2i=2z—4+ 2 de sorte que :

z2—44+21)(Z—4—-21) =4 (z2—4+21) X (2—4+21) =
44 23 4 — 2 4 44 2¢ 442 4
|z —442i]> =4
|z —442i| =2

En notant Q" le point d’affixe 4 —2i, on a Q"M = |z — (4 —2i)| = |2 — 4+ 2i].
Finalement, I’ensemble recherché est le cercle de centre 2” et de rayon 2. A

_ Exercice 2.15
Rappelons qu'un nombre complexe est réel si, et seulement si, il est égal a son
conjugué. On a :

2+zeRe22+z2=224%
&24+Z7=224+2
&2 42=224+2
&22-7243-2=0
& (2z-2)(2+2)+z2—-2=0
& (z-7)(z4+42-1)=0

Or, 24+Z =2%Re(2) et 2 —Z = 2iTJm(2), d’our :

1

22+E€R¢>3m(z)=00u9%e(z)=§.

Ainsi, 'ensemble des points M recherchés est formé par I’ensemble des points
dont I’affixe a une partie imaginaire nulle ou une partie réelle égale a % D’un
point de vue géométrique, c’est ’ensemble composé de la droite d’équation
y =0 (axe des abscisses) et de la droite (horizontale) d’équation y = 3. A
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__ Exercice 2.16
1. Pour tout n € N, on a :

Ung1 = |2ng1| = |(2 — 1) 2| = |2 — 4] X |2n| = \V 22 4 (-1)2 X |zg| = \/gun

ce qui montre que la suite (u,) est géométrique de raison v/5.

n
2. D’apres la question précédente, on a, pour tout n € N, u,, = ug (\/3) .
Or,

u():|20|:\/(\/§)2+(—1)2: V3+1=V4=2

On obtient donc :

Vn € N, un:2(\/g)n

3. Comme /5 > 1,on a lim (\/5)n = 400 et on en déduit que la limite

n—+oo
de la suite (uy) est +00.
4. On vient de voir que la limite de la suite (uy) est +00. Par conséquent,
pour tout réel p, il existe une infinité d’entiers n tels que wu,, > p. Nous
allons déterminer a I’aide d’une fonction Python (que 'on appelle par exemple
seuil) le plus petit de ces entiers. Pour cela, on utilise une boucle « tant
que > afin de calculer les termes successifs de la suite (u,,) et de s’arréter des
que u, > p.

def seuil(p):
u=2
n=0
while u<= p:
u=sqrt (5)x*u
n=n+1

return n

_ Exercice 2.17

1. Pour tout n € N, on a :

& Le terme général
d’une suite géométrique
(un) de premier terme
uo et de raison q est
Un = upq™.

@Siq>1,

lim q"™ = +o0.
n—-+oo

& On caleule de
proche en proche les
termes de la suite
grace a la relation
Unt1 = VBun et lon
s’arréte dés que

Un > P.

1+ 1 . V2
Tnt1 = |2nt1| = } 2 Zn| = 9 X |141| X |2n| = TTn
ce qui montre que la suite (r,,) est géométrique de raison 3§
2. Comme ry = |2y| = 16, on déduit de la question précédente que : & Suite géométrique
" N de premier terme 16
2 2 et de raison ¥2.
VneEN, r,=7¢ (£> — 16 (\/_—> 2
2 2
n
2 2
3. Comme, —1 < \/—— < 1l,ona lim £ =0,d'enr2 & Siqe)-1,1],
2 n—+oo \ 2 lim ¢" =0
n—>+<x>q ’
n
2
lim r, = lim 16 (i) =0
n——+o00 n—+00 2
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@ ryy = |2n| = OAn 4. D’un point de vue géométrique, cela signifie que la distance du point O
au point A,, tend vers 0 quand n tend vers +oc.
5. Pour tout n € N, on a:

141 1+i 1—4
Antos = onss =l = [ ] = | (5 - 1) o = [ F e
1 : V2
:§x|1—z|x|zn|:7rn

Mais % Tn = Tp4+1 d’apres la question 1. Ainsi, A, Ap41 = Thyr-

6. On déduit de la question précédente que :
Lp=A0A1 +A1A2+ - -+ Ap_ 1An=714+72+:-+7n.

& Pour tout peN, d’ou
ro =16 (2)".

=6 s (2) ssra () o ()

[ () s (2)]]

& Pour q #1 et On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique :
peEN ona
vz\" vz)"
et 1- (%) 1-(%)
Zq— e Ln =8V2 x 1—-‘5 =8v2 x 2 x -\/_
V3 x (24 V) x —— (2)°
=16vV2 x (24 Vv2) X
(2-Vv2)(2+V2)
- (9) - ()"
=16v2x (2+V2) x —5 =16v2x V2(V2+1) x —5——
2 2
2 - (v2)
\/5 n
=16 (vV2+1) [1_ (7
: v2\" Bt ,
7. Comme lim — =0, on en déduit que lim L, = 16(\/§ +1). A
n—+oo 2 n—+o00
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Chapitre 3

Nombres complexes
et trigonometrie

Merveilleux nombres complexes : toute la trigonométrie en découle. IIs permettent d’en retrouver
facilement les formules les plus importantes mais, mieux vaut les connaitre vraiment. L'étude
des nombres complexes de module 1 est trés riche de conséquences, en particulier la formule de
Moivre devient unjeu d’enfant, elle qui fournit tant d’expressions trigonométriques intéressantes.

B Un mathématicien

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fait preuve, des le plus jeune age, daptitudes
intellectuelles exceptionnelles. Il se passionne pour l'astronomie et, la méme
année, il découvre l'astéroide Céres et publie un ouvrage fondamental sur la
théorie des nombres : il na que 24 ans ! Par la suite, il explore de nombreuses
branches des mathématiques, ouvrant chaque fois des perspectives nouvelles.
Il utilise des 1801 les nombres complexes pour déterminer les polygones régu-
liers constructibles a la regle et au compas. C’est a lui qu'on doit le qualificatif
de « complexe » pour nommer ces nombres, non pas parce qu’ils sont compli-
qués mais parce qu’ils s'expriment a l'aide de deux nombres réels.

Lexponentielle complexe se définit de maniere naturelle
en posant pour z = a +ib, ¢ = e x ¢ = e?(cos b + i sin b).

En généralisant la formule d’Euler, on peut alors poser
cos(z) = 1/, (ez+ e~ et sin(z) = 1/,,(e”? — e ). Ceci permet
de définir la trigonométrie complexe mais, attention
aux pieges, une équation du type cos z = 2 admet des
solutions.

-
(72}
=
(=)
2
N
-
>
<L
n
w
-




M les incontournables

Mettre un nombre complexe sous forme exponentielle

m Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et inversement
m Calculer des puissances de nombres complexes
m Effectuer des calculs avec les nombres complexes en choisissant la forme adaptée

m Utiliser les formules d’Euler et de Moivre

B et plus si affinités

m Transformer des expressions trigonométriques

m Calculer des sommes trigonométriques

v
L
O
<
L
-
L
ol
>
O
O

mm 60 CHAPITRE 3



mm Résumé de cours

B Formules d’addition de duplication

Théoreme 3.1.— Formules d’addition —. Soit a et b deux nombres réels. Alors :
e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb e sin(a +b) =sinacosb + sinbcosa
e cos(a —b) =cosacosb+ sinasinb e sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
Théoreme 3.2.— Formules de duplication —. Pour tout réel 6, on a :
e c0s(20) = cos?f — sin® e sin(260) = 2sinf cos
= 2cos?6 —1
=1—2sin*6

B Exponentielle imaginaire
Définition : Pour tout réel 0, on définit l'exponentielle imaginaire d’angle 6 par :

e? = cosf +isind

Remarque : les fonctions cosinus et sinus étant 2w-périodiques, on a :

Vo € R, Vk € Z, 0+2km) — (10

Exemples :
A
e ¢ =cos0+isin0=1=¢*"
e ™ —cosTHisinTt=—-1=¢ "
®ci2 —coszqtisinE —5 )
'z = cos o 5 =8 |
__im
e'? =co 37r+i in il i=e '3 —
® e 2 — COS— SN— =—3=
2 2
P o 1 V3
€3 =cos— +isin— = —= +i—
* g e 2 T
- 2 2
e c'dt =cos— +isin— = £ +i£
2 2
Théoreme 3.3.— Soit € un réel. Alors :

e ¢ est un nombre complexe de module 1
— : 1
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Théoreme 3.4.— Relation fonctionnelle —. Soit @ et 8’ deux réels. Alors :

i ' ; i0’
61(0—}—0) — 010 x 010

Remarque : on déduit des deux derniers théoremes que

ei()

V6,0 c R, ¢0-0) = —_
’ ez()

B Forme exponentielle d’'un nombre complexe

Rappelons que tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous la forme z = r (cosf + isin 6), ou
r est le module de 2 et # un argument de z (forme trigonométrique de 2). Comme, par définition,
cosf +isinf = e, on peut donc écrire 2 = re?? (forme exponentielle de z)

Théoreme-Définition 3.5.— Soit 2 un nombre complexe non nul. Il existe un couple (7, 8), aved
r>0et 6 €R tel que:

z =re'

Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.

A

M(2)
D=pSin . [=——i— =i e e
|
N\
A (/\ :
. |
siné0p-——— — |
| |
’«9 | |
|
[0) cos% a:rcoﬁ

Remarque : dans Iécriture z = r7e®, r est le module de z et # un argument de z. Comme 2z admet

une infinité d’arguments, la forme exponentielle (tout comme la forme trigonométrique) n’est donc
pas unique, contrairement a la forme algébrique.

Théoreme 3.6.— Deux nombres complexes écrits sous forme exponentielle sont égaux si, et seule-
ment si, ils ont le méme module et des arguments égaux & un multiple de 27 pres.

Remarque : autrement dit

N ;
ret =r'et? o ne
0 =0+ 2km, aveck € Z
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La proposition ci-dessous donne les opérations sur les nombres complexes écrits sous forme expo-
nentielle. Ces relations permettent notamment de mettre un produit, un inverse, un quotient, une
puissance ou un conjugué sous forme exponentielle (voir la méthode 3.5 et la méthode 3.6).

Proposition 3.7.— Soit 8 et 8’ deux réels, r r’ deux réels strictement positifs et n un entier relatif.
P ; p
Alors
. L . ; ) )
° 7‘6“9 X rez() — 7.7./61,(0—\‘—0 ) ° (7.610)11 — Tnezn()
1 i — .
_ = e ¥ o reil = pe— i
re® p
i0
re _ Lei(o_ol)
T’Cio’ r!

Remarque : la forme exponentielle est particulierement adaptée aux calculs de produits, quotients
et puissances de nombres complexes alors que, pour calculer une somme de nombres complexes,
on utilise plutot la forme algébrique.

B Formules d’'Euler et formule de Moivre

Théoreme 3.8.— Formules d’Euler —. Soit € un réel. Alors :
i 1 o—i0
e coOSl = ———
e _ o—i0
e sin = ——
21
Théoreme 3.9.— Formule de Moivre —. Soit 6 un réel et n un entier relatif. Alors :
(aiO)n _ 01'110

Remarque : autrement dit,

V0 € R, Vn € Z, (cosf +isinf)" = cos(nf) + isin(nf)
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mm Démonstrations

B Formules d’addition

Il s’agit de démontrer le théoreme 3.1.

Théoreme 3.1.— Formules d’addition —. Soit a et b deux nombres réels. Alors :
e cos(a +b) = cosacosb —sinasinb e sin(a +b) =sinacosb+ sinbcosa

e cos(a —b) = cosacosb+ sinasinb e sin(a — b) = sinacosb —sinbcosa

Démonstration V
Nous allons démontrer, en utilisant le produit scalaire, la deuxieme formule, puis en déduire les trois autres.

En utilisant le produit scalaire, montrons que :
Ya,b € R, cos(a —b) = cosacosb+sinasinb

On considére un repére orthonormé direct R = (0; El), 6—5) du plan. Rappelons que le produit scalaire de
deux vecteurs U et ¥ est défini par la formule :

T-T =77 =2 x||P|| x cos(Z, ?) (3.1)

ou (7, 7) est une mesure de I'angle orienté formé par les vecteurs U et ¥. On sait que 'on peut également
exprimer ce produit scalaire & I'aide des coordonnées (z,y) de o et (z',y") de 7 dans le repere R :

w -V =zxx' +yy (3.2)

Introduisons deux points A et B du cercle trigonométrique tel que (e, (ﬁ) =aet (ef, O_B>) =ib.

1|es
A
——————— sina
a

: sinb |- — — N — = B

! \

\ !

\ b 11

| ] >
cosa 0 cosb | eq

Comme A et B sont sur le cercle trigonométrique, on a ||(ﬂ]] = ||(ﬁ§|| = 1. D’apres (3.2), on a alors :

OA-OB = OB -0A = ||OB|| x ||OA|| x cos(OB,0A) = 1 x 1 x cos(a — b) = cos(a — b) (3.3)
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Par ailleurs, dans le repere R, le point A a pour coordonnées (cos a,sina) et le point B a pour coordonnées
(cos b,sinb). Par conséquent, d’aprées (3.2), on a :

OA-OB = cosacosb+ sinasinb (3.4)
Les relations (3.3) et (3.4) permettent de conclure :
cos(a — b) = cosacosb+sinasinb
En changeant b en —b dans la relation que nous venons d’obtenir, il vient :
cos(a+ b) = cos(a — (—=b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosacosb — sinasinb
car cos(—60) = cos 0 et sin(—6f) = —sin 6. Nous avons ainsi établi la premiere formule du théoréeme 3.1.

Comme cos (§ — 0) =sin6, on a sin(a + b) = cos (5 — (a+ b)), ce qui permet d’écrire :

sin(a + b) = cos (E - (a+b)) :cos(z —a—b) = cos [(E —a) —b]
2 2 2
En appliquant la deuxieme formule du théoreme 3.1, on a alors :

sin(a + b) = cos (g - a) cos b+ sin (g - a) sinb

1Q s — 2 o _ . R
Mais cos (5 —a) =sina et sin (§ —a) = cosa, d’o :
sin(a + b) = sinacos b + sinbcos a
ce qui démontre la troisieme formule du théoreme 3.1.
Enfin, en changeant b en —b dans la formule ci-dessus, on a :

sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sin a cos(—b) + sin(—b) cosa = sinacosb — sinb cos a

puisque cos(—0) = cos 6 et sin(—0) = —sin 6, ce qui démontre la quatrieme formule du théoreme 3.1. A

B Formule de Moivre

Il s’agit de démontrer le théoreme 3.9.

Théoreme 3.9.— Formule de Moivre —. Soit # un réel et n un entier relatif. Alors :

(eie)" = ein9

Démonstration V
Soit 6 un réel fixé. Nous devons établir que :

Vn € Z, (ew)n = ™ (3.5)

Nous allons d’abord montrer, par récurrence sur n € N, que la relation (3.5) est vraie pour tout n € N.
Pour n € N, on note P(n) la propriété :

P(n) : (ew)n =",

Initialisation : On a (€'?)" =1 et €'’ = ¢ = 1, donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé, soit :

(ew)" _ eme
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ig\n+1 0\ i Zosioa o
Comme (e'’) = ()" x €', le théoréme 3.4 permet alors d’écrire :
o\ n+1 A\ T . . 5
(629) — (81.9) X ew — ezn@ x 629
P(n)

0 0 _ ,in0+i0 _ ,i(n+1)0

Mais, toujours d’apres le théoréeme 3.4, "’ x e ,d’ou :

0\ n+1 .
(620) — ez(n+l)0
ce qui montre que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : Par récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout n € N.

Il reste & démontrer I’égalité (3.5) pour un entier strictement négatif. Soit n un tel entier. Alors —n > 0
et on peut appliquer ce que 'on a obtenu lors de la premiere étape a I'entier positif —n :

(eie) S _ e—z‘nO

, . — i 1 "
Mais, d’apres le théoreme 3.3, on a e™? = — d’on :
e
ino _ 1 1 (. i6\"
B S (ei®)—n (e )
ce qui démontre ’égalité (3.5) pour un entier strictement négatif et termine la démonstration. A
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mm Méthodes

B Utilisation des formules d’addition et de duplication

(A Méthode 3.1.— Comment calculer un cosinus ou un sinus
Lorsque 'on doit calculer le cosinus ou le sinus d'un angle qui n’est pas une valeur
particuliere du cercle trigonométrique, on peut :

Commencer par exprimer cet angle comme somme ou différence d’angles remarquables.

Appliquer ensuite une formule d’addition ou de duplication pour calculer son cosinus
ou son sinus.

’ . =4 =4 - 4
Exemple : en écrivant 35 = & + 7, calculer les valeurs de cos 33 et sin 5.

5w T T m 2 3w 5w
1| On a bien — = — + — puisque — + — = — + — = —.
TR R L R TR T R

On en déduit alors que :

w
(N

T V3

5T Yy T T LT, T \/_
CcOS — = COS (— - —) = €0S — €08 — — sin — sin — = —
12 6 4 6 4

>< —
6 4 2 2
De méme, on a :

. O o T . AT Yy . T s 1 2 2
sin — :s1n(—+—) =sin—cos— +sin—cos— = - X — + —
12 6 4 4 4 6 2 2 2

, calculer les valeurs de cos T et sin Z.

. e T _
Exemple : en écrivant ¢ = - 8

pl
2

L O R
Ona 3 =3 x 7, s0it 7 =

X aln

X
5 2
Comme cos(26) = 2 cos? 0 —

21_1+cos(2x§)_1+cos(%)_1+%—2_2+\/§
8 2 N 2 3 4

x
8"

—

1+cos(20)
2

= 47 (- : ) : A e E
,on acos“f = , relation que 'on applique a 6 = % :

COS

Or, 0 < {5 < 5 donc cos § > 0, d’our :

T 2+\/§_\/2+\/§
19 4 2

COS

Nous en déduisons sin § grace a la relation cos?f +sin?0 =1 :

o T .27r_1 2+\/§_2—\/§

sin gzl—cos 3 g 2

Comme 0 < § < §,onasing >0, dou:

™ 2—-v2  V2-V2
2

sin — =
8 4

Mise en ceuvre : exercice 3.2.
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(A Méthode 3.2.— Comment résoudre une équation trigonométrique
Pour résoudre certaines équations trigonométriques, on peut utiliser les formules d’addi-
tion ou de duplication pour simplifier 'expression et se ramener a une équation trigo-
nométrique plus simple a résoudre, c¢’est-a-dire de la forme cosz = a ou sinz = b.

Exemple : en utilisant les formules d’addition, résoudre dans R I’équation 3@ CcosST — % sinz = ﬁg
V3

Comme *5* = cos et é = sin %, on peut écrire :

6
V3 . - A
—COST — —SIT¥ = — COSZT COS— —SIn —SIny =
2 2 2 6 6

[

On reconnait la formule d’addition donnant cos(a + b), de sorte que :

2

|

3 1. V2 m
—_—C L. — —_—Q _— <:> 3 — -
COST B SinoT B) COS (l‘ - 6)

On s’est ramené a une équation trigonométrique simple cos X = 3?(: cos &) dont les solutions
sont tous les réels X de la forme 7 + 2kw ou —7 + 2km avec k € Z. Ainsi,

V2 T 0w ™

3 ) T
TCOb.’E—Eblnaf—T@.’L‘—{—E—Z—{—?kW, aveckEZou:z:+6 =——+2km, avecke€Z

4
Sge e 2k7r,aveck‘€Zou:z::—E—E+2k‘7r,aveckEZ
4 6 ’ 4 6
s 5T
<:>:1::E+2k7r, aveckEZou:v:—E+2k7r, avec k € Z

et on en déduit I'ensemble des solutions S de I’équation :

™ Y
s:{ﬁmm, kez}u{—ﬁm/m, kez}

Exemple : en utilisant les formules de duplication résoudre dans R I’équation sin(2z) = sin z.
Sachant que sin(2z) = 2sinz coszx, on a :

sin(2z) = sinz & 2sinxcosz = sinx
& 2sinzcosr —sinz = 0
& sinz(2cosx —1) =0

&sine =0ou2cosz—1=0
L’équation équivaut donc a sinz = 0 ou cosz = % et on en déduit 'ensemble S des solutions :
™ ™
S = {kn, keZ}U{§+2k7r, keZ}U{—§+2k7r, keZ}

Mise en ceuvre : exercice 3.5.
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B Forme exponentielle d’'un nombre complexe
Rappelons que tout nombre complexe non nul s’écrit sous forme exponentielle :
2 =re?

ol r = |z| € R} et § € R est un argument de 2.

d Méthode 3.3.— Comment mettre sous forme algébrique un nombre complexe
donné sous forme exponentielle
Si un nombre complexe s’écrit sous forme exponentielle 2z = re’
z et 6 un argument de 2z, on a alors :

? o r est le module de

2 =re =r(cosf + isinh) = rcosf + irsinf.

Ainsi, Re(z) = rcosf et Im(2) = rsinf, ce qui nous donne la forme algébrique de z.

Exemple : déterminer la forme algébrique des nombres complexes z; = 2¢'5 et 25 = v/2¢ %1 .0n
B

1 3
Z1:2<cosg+ising) :2(§+i§) —14iV3

P = \/§ [cos (—Z) + 2sin (—Z)] = \/§ (g - 1?) =1 =1

Mise en ceuvre : exercice 3.7.

(A Méthode 3.4.— Comment mettre un complexe sous forme exponentielle
Nous avons déja vu dans le chapitre Nombres complexes : point de vue géométrique
comment mettre un nombre complexe sous forme trigonométrique.

La méthode est ici la méme. Soit 2 = a + 7b un nombre complexe non nul. Pour mettre

z sous forme exponentielle :
On commence par calculer son module r = |z| = Va? + b2.
On écrit ensuite :

y ; g B b
et on détermine un réel 6 tel que cos = — et sinf = —. On a alors :
- -

2 = r(cosf + isinf) = re'’

et on a ainsi mis 2 sous forme exponentielle.

Exemple : écrire sous forme exponentielle le nombre complexe z = /3 + i.
On applique la méthode 3.4 en commencant par calculer le module de 2 :

== (\/73)2+12=\/F:\/Z=2.
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On obtient ensuite la forme exponentielle de 2 en mettant en facteur ce module :

3 1 .
z:2<§+§ xi) :2(cos%+'ising> = 2¢'6

Mise en ceuvre : exercice 3.8, exercice 3.9 et exercice 3.10.

(A Méthode 3.5.— Comment mettre un conjugué sous forme exponentielle

Si z s’écrit sous forme exponentielle re??, alors 7 = re~* d’apres la proposition 3.7.
Cela permet d’écrire Z sous forme exponentielle. Le module de Z est r = |2| et —6 est un
argument de z.

Exemple : nous avons vu dans exemple ci-dessus que /3 + i = 2¢%6 . Par conséquent,
V3 —i=V34i=2el% =2 %

et nous avons mis /3 — i sous forme exponentielle.

Mise en ceuvre : exercice 3.8.

(A Méthode 3.6.— Comment mettre un produit, un quotient ou une puissance
sous forme exponentielle
Lorsqu’on doit mettre sous forme exponentielle un produit, un quotient ou une puissance
de nombres complexes dont on connait la forme exponentielle, on applique les formules
données par la proposition 3.7 :
o 1ei® x rei® — pplei(6+6")

i0
re L ’
_ T i0—0)

° -
r! (_3-10’ r!

° (,rci())n i TncinO

Exemple : mettre sous forme exponentielle les nombres complexes

21 = (V3+3)(1— i), :ff = (V3+i)

Dans les exemples précédents, nous avons écrit 1 — i et v/3 + i sous forme exponentielle :
V3 4i=2¢e' 1—i=v2e
En utilisant les formules rappelées dans la méthode 3.6, on en déduit que :

2= (V3+i)(1—i) =2e"% x V2T = 2v/2ei(5 %) = 9\/2e—iT
o Y3HE_ 2% 2 iz -1)_ 5%

11 V2e ii 2
z=(V3+ Z')s = (20%%)" = 25e'% =326

Mise en ceuvre : exercice 3.8, exercice 3.9 et exercice 3.10.
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B Utilisation des formules d'Euler et de Moivre

 Méthode 3.7.— Comment linéariser une expression de la forme cos? 6 sin? 0
Linéariser, c’est transformer un produit en somme. Par exemple, on déduit de la formule
de duplication cos(26) = 2 cos®# — 1 que cos® § = H%S(Z()) On vient de linéariser cos? 6.
Plus généralement, pour linéariser une expression de la forme cos? #sin? 6, avec p,q € N
On commence par appliquer les formules d’Euler en écrivant

ef 4 10 eid _ o0

cos = —— et sinf = -
2 21

ei0 4 o—i0 p el0 _ o—i0 q
On développe — et — a 'aide de la formule du binome
i

Une fois 'expression entierement développée, on obtient une somme composée de

termes de la forme e™*? 4 ¢=%*% ou % — ¢~ que I'on simplifie & I'aide des formules
d’Euler :

ek 4 e7*0 — 2cos(kf) et e — o0 = 2isin(Ih)

Exemple : linéariser, pour tout § € R, cos® 4.

ei0 4 o0
2
Comme (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b* (formule du bindme), on peut alors écrire :

- (Ci0+c—i0)3 (ei0+c—i0)3
g P= = .

On a, d’apres les formules d’Euler, cosf =

2 28

_ % [(ci())i‘ 13 (ez'())2 x e~ 1 3610 x (e—z'())2 n (C—io)'&]

Or, d’apres la formule de Moivre, on a (¢?)F = e’ pour tout k € Z, d’ot :
3 1 3i0 210 —10 9,10 —2i0 —3i0 1 .310 i0 —10 —.510
cos 9:8( +3e“” xe "4+ 3e” xe +e ) 8( + 3e"” + 3e )

On simplifie cette expression en utilisant, de nouveau, les formules d’Euler :

i : : :
8[ 310 £ 0—410 +3 (610 + 0—10)]

cos 30 + 3 cosf
4

ol — [ 3i0 3( i c_w) +c—3i0] _

(2c0539+ 3 X 20050)

oolv—*oolb—*

cos 360 + 3 cosf
4

et nous avons linéarisé cos?> 6.

On a ainsi obtenu cos® § =

Mise en ceuvre : exercice 3.11.
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(d Méthode 3.8.— Comment développer cos(px) ou sin(px)
C’est I'opération inverse de la linéarisation. D’apres la formule de Moivre, on a :

Ve € R, Vp € N, (cosx + isinz)? = cos(pz) + i sin(pzx)
En particulier, cos(pz) = Re ((cos T + ¢sin .I')p) et sin(pzr) = Jm ((cos:v + isin :v)p).

Soit p un entier naturel et x un réel. Pour calculer cos(px) ou sin(px).

On développe (cosz + isinz)P a I'aide de la formule du binome.

La partie réelle de I'expression obtenue est cos(px), et sa partie imaginaire sin(pz).

Exemple : développer, pour z € R, cos(4z) et sin(4x).

D’apres la formule du binéme, (a + b)* = a* + 4a®b + 6a%b* + 4ab® + b*, d’ot :

(cosx + isinz)* = (cosx)* + 4(cosx)*isinz + 6(cosz)*(isinx)? + 4 cosz(isinz)® + (isinx)*
3 2 1

y . < . : . . - -
= cos? z + 4icos® z sinz — 6 cos® zsin® z — 4icoszsin® x + sin” z

= cos*z +sin*z — 6cos® zsin®z + i(4 cos® x sinz — 4 cos x sin® :r)

Par conséquent,

cos(4zx) = NRe ((cos:z: + i2sin ar)4) = cos® z + sin* x — 6 cos® zsin? z
sin(4z) = Jm ((cos x +isin :1:)1) =4cos’x sinz — 4cosxsin® z = 4coszsinz (cos2 x — sin’ )
Mise en ceuvre : exercice 3.12.
(J Méthode 3.9.— Comment simplifier les sommes e 4 e et '™ — i

Pour simplifier la somme e® + ¢*?

. ;a8 - % o
On factorise ¢ 4 e’ par ¢ 2~ en utilisant le théoreme 3.4 :
o 5 sa+8 .a—f _;a—B
010—}—616261’—’ (ng _}_ng)

On simplifie ’expression obtenue en appliquant la relation d’Euler e?? +¢~% = 2 cos# :

. . sa4B8 .x—pB _;a-8 a8 a—‘B
e 4 B — el 2 ((zl 5 et 2 ):e’ 2 ><2cos( 5 )

La méme factorisation permet de simplifier ¢’ — ¢*# en appliquant la relation d’Euler
e — e % = 2isinf :

n . - 4B co—f _sa—pB8 - 4B .. (1—,3
el _ B — 1% (cl 5 —e 2 ):c’ 2 ><21,sm( 2‘ )

En particulier, en prenant 3 = 0, on obtient une factorisation par I'angle « moitié » :

It ;o : Y. S
e 4+ 1 = 2e'2 cos % et e’ — 1 = 2ie'2 sin %
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Exemple : soit # un réel différent de 2k, ou k € Z. Simplifier le nombre complexe z =

ef—1°

Notons que, pour 6 différent de 2km (avec k € Z), on a €? # 1 et, par conséquent, e — 1 # 0.

On applique la méthode 3.9 en écrivant :

N

010+1:czz(012+01 0

NI

-0
) = 2cos§e’2

; 0/ -8 o = @ Y
e? —1=e¢iz (e’:’ —e l-) = 215111%0’2

On en déduit que :

X ) )
e®+1 2coseiz  cosd cos § i
2 == - — = = =1 = —
0 _ e S T s 0 0
e 1 2isinfeiz  ising sin § tan

On a, au passage, déterminé la forme algébrique de 2z et montré que c¢’est un imaginaire pur.

Mise en ceuvre : exercice 3.13, exercice 3.14 et exercice 3.15.

B Calcul de sommes trigonométriques

 Méthode 3.10.— Comment calculer une somme a I'aide des nombres complexes
Une somme de nombres réels peut parfois s’écrire comme la partie réelle (ou imaginaire)
d’une somme S de nombres complexes, plus facile a simplifier. Dans ce cas, on commence
par calculer la somme S et on déduit, selon la question posée, la somme Re (S) ou Jm (5).
Cette méthode fait souvent intervenir la méthode 3.9.

Exemple : soit # un réel qui n’est pas un multiple de 27 et n un entier naturel. Calculer la somme :

A = z cos(k0)

k=0

Comme cos(kf) = Re (ek?), introduisons la somme S,, de nombres complexes définie par :

S = Z cos(k) + iz sin(k@)
k: k:
0 0

An

de sorte que A, = Re (Sp). Or,

n n

Sn = Z[cos(k@) + isin(k@)] — Zciko

k=0 k=0
D’apres la formule de Moivre, on a donc :

n

Sn = Z(cw)k

k=0
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Par conséquent, S,, est la somme des termes d'une suite géométrique de premier terme 1 et de
raison e? # 1 (puisque @ n’est pas un multiple de 27). On en déduit que :
T — ei@ n+1
g — I
1 — etf

Nous allons alors factoriser numérateur et dénominateur par ’angle « moitié » (méthode 3.9) :

.(n+41)0 _s(n+1)6 . (n41)8 . 10 . n+1)0
g ez (et 2z —ez ) i[("+1)9—9]-2Z31n(£%L) ;no SID (K_ZL
= =el 2 2 g — 8 = O
e 8, ;0 ;i T —
e'z(e7'z —e'2) —2isin(3) sin (%)

La forme algébrique de S, est ainsi donnée par :

sin (-(%1)0) nb . nb
5= W [cos(?) - zsm(?)]

Il n’y a plus qu’a extraire la partie réelle de S,, pour obtenir la valeur de A,, :

n (S—L"H 9) cos(%g)

2

sin (—g-)

Ap = Re (S,) =

Notons que, lorsque 6 est un multiple de 27, on a cos(kf) = 1 pour tout k € Z et dans ce cas :

n

Zn:cos(kG) = Zl =n+1

k=0 k=0

Mise en ceuvre : exercice 3.15, exercice 3.16.
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8.

e
. Pour tout # € R, sinf =

== Vrai/Faux

. Pour tout 6 € R, sin(26) = 2sin#.

. Pour tout z € R, cosz = 2cos® (§) — 1.

2

. Pour tout # € R, €? est un nombre complexe de module 1.
. L’exponentielle imaginaire €% est toujours un nombre non réel.

. Pour 6,0’ € R, €% x o0 — pi(0+0")

i0 _ ,—i0

2

—5 s’écrit sous forme exponentielle —5¢%.

L’écriture sous forme exponentielle d’'un nombre complexe non

nul est unique.

9.

. 3 . ; .
s I qan X — 3T in ST
(4c058 +47,51n8) =4 cos 8 + 47 sin =

10. (1 +1v/3)% est un nombre réel.

11. Pour tout € R, € +1 = %€ cos g.

Vrai

Oo4d oo OboOoobodod
oo oo O0Ododogooaof

Faux

L]

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

75 il



mm Enoncé des exercices

B Formules d’addition et de duplication
Exercice 3.1 : Exprimer en fonction de cosx et sinx les expressions suivantes

1. co (:v+7r) et in(a:+7r)
) S — S -);
4 4"

2 oot o i )
.cos:c—3ebma:—3.

. ; ; ™
Exercice 3.2 : Calculer de deux facons le cosinus et le sinus de 1

1. En écrivant L. E.
12 3 .4
1
2. En écrivant B =2 pd E.
12 2 6

3. Y a-t-il une incohérence dans les résultats des deux questions précédentes?

Exercice 3.3 : On considere l'intégrale I = / cos® z dx
0
1. Soit  un réel. Exprimer cos? z en fonction de cos(2z).

2. En déduire la valeur de I'intégrale I.

Exercice 3.4 : Soit § € R.
1. Exprimer cos(36) en fonction de cos# uniquement.

2. Exprimer sin(30) en fonction de sin # uniquement.

Exercice 3.5*% : Résoudre dans R les équations trigonométriques suivantes.
1. cos(2z) 4+ 3cosx =4
& ﬁgcosm+3§sinx:$

Exercice 3.6% : Soit a et b deux réels. En calculant de deux manieres différentes e

les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b).

B Forme exponentielle d’'un nombre complexe

ia ,ib

, retrouver

Exercice 3.7 : Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants, donnés sous forme

exponentielle.

1. 2 = 8¢

2. op— 0

3. 23 = 2V/2¢! . 3
4, Zq4 = 40%1

5. 25 = Te'z

6. 2z = 5et's
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Exercice 3.8 : Ecrire sous forme exponentielle les nombres complexes suivants.

1. z,=1+1¢ -
1 6. Z6 = V3+i

2. Z2 == 1 —'L 7_ 27 = %

5 s
3. 23:—Z 8. 28:(1—1,))

2 p gk Y0
4. 2= 31 9. 29—(\/5£i)
2020

5. z5 = (—v3+3i)(V3+1) 10. 20 = \/§+Z)

Exercice 3.9 : On pose 2z =1+ V3.
1. Ecrire 2 sous forme exponentielle.
2. En déduire les entiers n € N tels que 2™ soit un nombre réel.

Exercice 3.10 : On pose z = (1 +i)(V/3 — ).
1. Déterminer la forme algébrique de z.
2. Mettre 2 sous forme exponentielle.

3. Déduire des questions précédentes la valeur de cos {5 et sin 5.

B Utilisation des formules d’Euler et de Moivre

Exercice 3.11* : Linéariser les expressions suivantes
1. sin®*@
2. sinfcos?6

Exercice 3.12% : Soit z € R. Exprimer cos 5z en fonction de cos x uniquement, et sin 5z en fonction
de sin x uniquement.

Exercice 3.13* : Pour p,q € R, montrer que :

cosp + cosq = 2 cos (p;q) cos (?) i

Exercice 3.14** : Soit § € R. Mettre, lorsque cela est possible, 1 + ¥ sous forme exponentielle.

B Calcul de sommes

Exercice 3.15*%* : Soit § un réel et n un entier naturel. Calculer la valeur des sommes

Ay = Z(Z) cos(kf) et B, = Z(Z) sin(k6)

k=0 k=0

n n—1
ol 2 e 2
Exercice 3.16** : Pour n € N* on pose S, = kE_O(—l)" (;;) et T, = g_o(—l)}L (2k _7:_ 1) .
1. Ecrire le nombre complexe z = (1 4 7)™ sous forme exponentielle.

2. En déduire la valeur des sommes S,, et T),.
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mm Indications

Ex. 3.1

On applique tout simplement les formules d’addition !

— Ex. 34

On pourra écrire 30 = 20 + 6 puis appliquer les formules d’addition et de duplication.

— B Ald2

Appliquer la méthode 3.8 puis utiliser la relation cos® x + sin?z = 1.

— Ex. 3:18

On pourra commencer par écrire cosp + cosq = Re(e® + €'9) puis on utilisera la méthode 3.9.
Ex. 3.14

On commencera par transformer 1 + e en utilisant l’angle < moitié > (méthode 3.9).
Bk 315

On appliquer la méthode 3.10 en commencant par calculer la somme C,, = A,, +iB,
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mm Corrigé des vrai/faux

11213456 78]9]10]|11
F(V|V|F|V|IF|F|F|F| V|V

1. En prenant par exemple § = 3, on a sin(20) = sin(7) = 0 et 2sinf = 2sin 5 = 2, ce qui montre

que la relation donnée est fausse. La formule correcte est (formules de duplication, théoreme 3.2) :

sin(20) = 2sinf cos @

2. On a, pour tout 6 € R, cos(20) = 2cos? — 1 (théoréme 3.2). En appliquant cette formule &
¢ = %, on obtient :

7= cos (2% 2 ) =2cos? (5) ~ 1
COST = COS B = ZCOS B —

3. C’est une des deux propriétés du théoreme 3.3. Pour tout # € R, on a :

€| = | cos +isinf| = Vieos2§ +sin® 0 = V1 =1

4. Pour tout § € R, ¢ (nombre complexe de module 1, voir la question précédente) est affixe
d’un point du cercle trigonométrique. Deux points de ce cercle sont situés sur 'axe des réels : 1 et
—1. Ainsi, pour tout  multiple de 7, € est un réel. Plus précisément, pour tout entier relatif k :

eZikﬂ' — ot e1r+2ik7r ]
5. C’est le théoreme 3.4.
il 4 0
6. Ne pas oublier 7 dans cette formule d’Euler! Pour tout réel 6, sinf = —
i

7. Dans Décriture sous forme exponentielle re?, onar > 0et § € R. Or —5 < 0. Comme —1 = ¢'™,
on peut écrire —5 sous forme exponentielle de la maniere suivante : —5 = 5¢'".

8. Dans I’écriture sous forme exponentielle z = re??, 6 est un argument de z. On sait qu’il en existe
une infinité. Il n’y a donc pas unicité de I’écriture sous forme exponentielle.
9. Attention a ne pas oublier de distribuer la puissance :

3

3 O . . Q 9T 3 3
<4cosg +4sing) = (40’3)3 = (4)% (e's)” =4%%s =64 (cos;7T + isin ?ﬂ)

10. Le nombre complexe 1 + iv/3 (dont le module est 2) peut s’écrire sous forme exponentielle
2¢'Z. Par conséquent, (1 +1iv/3)% = (2¢'Z)® = 2%'™ = 26 x (—1) = —2° , nombre qui est réel.

11. C’est la factorisation de e + 1 par 'angle < moitié > (méthode 3.9) :

5 .0 .0 -0 - 0
e? +1=e¢i2 (e’z +e‘12) = 2e'2 cosg
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mm Corrigé des exercices

Exercice 3.1
& Théoreme 3.1 C’est une application directe des formules d’addition
L. Uas

cos(x+ﬁ>—cosa:cosﬁ sinxsinz—cosxxﬁ ‘ina:xﬁ
1)~ 4 4- 9 ~° 2

B V2 (cosz — sinx)

2
. m . T . . 2 2
sin (:c+ —) =sinz cos — +sin —cosz =sinz X — + — X cosT
4 4 2 2
B \/i(cos:v+sin:v)
N 2

2. De méme :

™ m : i 1 . :
cos (:1: - 3) = COST CO8 3 +sinzx sin 2 =cosz x 5 + sinz x -
_ CoST + \/3 sinx
N 2
. ( 7r) . T . T : 1 :
sin (x — — ) =sinz cos — —sin — cosz =sinz X — — — X cosx
; 3 3 2 2
B sinx — \/3 cosST
N 2
A
— Exercice 3.2 i
Fonnaenenge L NG e — o dmr_3m — " eton applique les formules d’addition :
la méthode 3.1. 304 12 12 12
™ T T ™ T . W, T
cos 75 = Co8 (E — Z> = €08 5 €08 +sm§smz
1 VI VB VI VB4
2 2 2 2 4
De méme, on a :
. . (7r 7r) . S s
sin — =sin (- — — ) = sin — cos — — sin — cos —
12 3 4 3 4 4 3
VB VBB 1\
2 2 2 4
& C’est encore la 2. On utilise cette fois une formule de duplication. On déduit de la relation
méthode 3.1. cos(26) = 2 cos® —1 que cos? = H%S(zo), égalité que 'on applique a 6 = 5 :

00821:1+c05(2x%) :1+c05(%) :1+—2— :2+\/§
12 2 2 2 4
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Or, 0 < 5 < & donc cos 55 > 0, d’ot :

cosl— /2+\/§_ 943
12 4 N 2

Nous en déduisons sin 75 grace a la relation cos?f +sin0 =1:

sln27r 1 coe,27r 1 2+\/§—2—\/§
12— 12 4 o 4

Comme 0 < 11r_2 <Z ona sin 15 > 0, d’ou :

29

3. Cela ne saute pas vraiment aux yeux mais les deux expressions de cos {5

obtenues lors deux questions précédentes sont évidemment égales! Et il en est & On veut montrer

bien siir de méme pour les deux expressions de sin 7. Vérifions-le pour cos 5. [égalité :
On pfeut effectu’er .les produits en croix pour montrer que les deux fractions /5 73 VB2
sont égales, ou écrire : 2 N 4

2+\/§_\/2+\f \/8+4\/— \/8+2\/_ [6+2y12 +2
g B 16

(V6+v3)  |e+v3 _ vVE+va
16 N 4 N 4

la derniere égalité provenant du fait que v/6++/2 > 0. D’on I'égalité attendue. vz e R, Va? = |z|

On montre, de la méme facon, I'égalité des deux expressions de sin 5. A

_ Exercice 3.3

1. D’apres les formules de duplication, on a cos(2z) = 2cos?z — 1, d’ot : & On linéarise cos? ©
(transformation d’un
2 14 003(2:1;) produit en somme).
cos“g=——=
2
2. On utilise cette expression de cos? x pour en trouver une primitive : & La linéarisation
permet de trouver
5 3 : I > simplement une
= / COS2 rdr = / M dr = |:£ + WJ primitive de la
0 0 2 2 1 0 fonction x +— cos? x.
_ 2 N sin(2 x ) B (9 . sinO)
2 4 2 4
™ sinm 0 sin0 m
= =4 —(—+—):—+0— 0+0
4 4 2 4 4 ( )
o
4
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@c0529+sin29:1

& Cette fois on écrit
cos(20) = 1 — 2sin? 0,
qui ne fait intervenir
que sin .

@cosza—ksinQO:l

@—lgcos:csl

_ Exercice 3.4

1. On écrit 3¢ = 20 + 6 puis on applique les formules d’addition et de
duplication :

cos(36) = cos(20 + 0) = cos(20) cos § — sin(26) sin
= (2cos®f — 1) cos@ — 2sinf cos x sin b
=2co0s”f — cosf — 2sin® f cos
Or sin?6 =1 — cos? 0, d’ou :
cos(360) = 2 cos® @ — cos — 2(1 — cos? ) cos
=2co0s*f — cosf — 2cosf + 2 cos®

= 4cos® 0 — 3cosh

2. On procede de la méme facon en appliquant cette fois la formule d’addition
donnant sin(a + b) :

sin(36) = sin(260 + 6) = sin(26) cos O + sin O cos(26)

= 25inf cosf x cos + sin (1 — 2sin* h)

= 2sinf cos® @ + sinf — 2sin® 9
Comme cos2f =1 — sin® 6, on en déduit que :

sin(30) = 2sin (1 — sin” §) + sinf — 2sin® 4
= 3sinf — 4sin® @

Cet exercice permet de manipuler les formules d’addition et de duplication
mais on peut aussi obtenir ces relations en appliquant la méthode 3.8. A

_ Exercice 3.5

1. Comme cos(2z) =2cos?z —1,0n a:

cos(2x) + 3cosx =4 & 2cos’z — 14+ 3cosx =4
& 2cos’z+3cosz—5=0

En posant X = cosz, cette derniere équation s’écrit 2X? + 3X — 5 = 0,
équation du second degré dont les solutions sont X; = 1 et Xy, = % En
revenant a z, on a donc :

cos(2z) + 3cosx =4 & cosx =1 ou cosx = 3

5

L’équation cosx = 2 n’a pas de solution puisque g > 1. Par ailleurs, les
solutions de I’équation cosx = 1 sont tous les réels de la forme 2k7, ou k € Z.
Finalement, ’ensemble des solutions de I'équation est :

V)

S = {2k, k€ Z}
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2. Nous allons appliquer la méthode 3.2 en faisant apparaitre une formule

d’addition. Comme ﬁg =cosf =sinf,ona: & Pour résoudre une
équation de la forme
\/5 ) 1 T T 1 acosz + bsinx = ¢, on
— COST + —SIinTr = — < cosT cos — + sinx sin — = — la transforme en une
2 2 2 4 4 2 équation de la forme
m 1 acos(z + ) =7.
< COSs (a: — —) = =
4 2
o ( 7r) ™
COS|2T — — ) = COS —
4 3
Ainsi, & On s’est ramené a

une équation de la

a:—z:.z+2k7r. aveck €Z ou x—zz—i—k?kw, avec k € Z f‘?meCOSX:“’?g’
4 3 ’ 4 3 bien plus simple a
résoudre.
soit :
T T
x:z+§+2k7r,aveckeZ ou x:z—§+2k7r,aveckeZ

On en déduit I'ensemble des solutions S de I’équation :

ar /4
= {E+2k7r, keZ}U{—E+2k7r, LEZ}

Exercice 3.6
Suivons I’énoncé en calculant de deux facons différentes e
» On a, d'une part, par définition de I’exponentielle imaginaire et du produit

de deux nombres complexes : & Par définition,
e = cosf +isinf.

ia eib.

e x e = (cosa + isina) (cosb + isinb)

= cosacosb —sinasinb + i (cosasinb + sina cos b)
» D’autre part, d’apres le théoreme 3.3, on a e’ = ¢ (9th) ot :
ia o _ib _ _i(a+b) _ . o -
o RE =g = cos(a + b) + isin(a + b)

En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux expressions que ’'on
vient d’obtenir, il vient : & Unicité de la forme
algébrique.
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
ce qui permet de retrouver les formules donnant cos(a+b) et sin(a+b). Notons

qu’en remplacant b par —b dans les relations ci-dessus, on retrouve également
les formules donnant cos(a — b) et sin(a — b). A

Exercice 3.7
On applique la méthode 3.3.

1. 2 =8¢t =8(cosZ+isinZ) =8 (L +ixi)=4v3+4i

2. z=23e"* =3(cosm+isinm) =3(—1+ix0)=-3

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE 83 mm



3 3
)23 T =m—3
4w ™
@_3 =m+73

& Méthode 3.4

& Méthode 3.5

& Voir le Vrai/Faux.

& Mise sous forme
exponentielle d’un
produit.

3. z3= 2\/581.34” =2V2 (cos— +zsm——) — 2\/5( @ +z§) — = 219
4, z4:464§x:4(005—4—15111—)—4( % z#)z—Q—Qi\/—g

5. 25="Te'2 =7 (cosZ +ising) =7(0+ix 1) =T7i

6. Comme % — 2w = —%, on en déduit que :

im 11 11
26 =bells =5 (cosTﬂ + 2 sin %) =5 [cos (—%) + 2sin (—%)]

:S(Li_z_ 1) 5V3  5i

X
2 2

2 2

__ Exercice 3.8

1. Appliquons la méthode 3.4 en commencant par calculer le module de 2z :

|21 =1+ = V12412 =12

On factorise ensuite z; par |z] :

2 :\/§<%+%) :\/é<\/75+2\/7§) :\@(cos%—{—ising) =12t

et nous avons écrit 2; sous forme exponentielle.

2. Comme 2, = Z7, la question précédente donne directement 2, sous forme
exponentielle :
2 :Z_l — \/5614 — \/56_"?

- ’ - ’ - - 5
3. Attention, 23 n’est pas donné sous forme trigonométrique puisque —3 < 0!
— 5 — 5w
Onaz3 =3 x (=1) = 3€'".

[(NE]

4. Comme 7 s’écrit sous forme exponentielle e’z , on a 24, = ez,

win
.

wino

5. Nous allons mettre les nombres complexes —V/3 4+ 3i et /3 +1i sous forme
exponentielle, puis leur produit 23 en appliquant la méthode 3.6. On a :

| —V3+3i|l=V(-V3)2+32=V/3+9=V12=2V3

d’ou
—\/—+31—2\/—(——+z£)—2\/—( cos§+zmn§>
=2V3 [cos (7r— 3) + i sin (7r— 3)] = 2/3e’5
De méme,
V3+i=V(BR+1P=vBFI=vi=2
puis

3 1 im
\/—+1—2<§+zx 5) :2<cos%+isin%> =2e6
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Par conséquent,

z3 = (—\/§+ 32)(\/§+z) =2V3e’% x 2% = 4\/§ei(%’r+%) = 4/3e1°F

6. Nous allons de nouveau appliquer la méthode 3.6 pour mettre cette fois
un quotient sous forme exponentielle. Comme nous avons déja écrit 1 — @
(question 2) et /3 + i (question 5) sous forme exponentielle, on a alors :

L, 51— _ 5\2e7%% 5
ST VB+i 2% 2

X e’(_z_z) — ie 12

7. Comme 1—i s’écrit sous forme trigonométrique v/2e =%, on a directement :

2 2 >N
V2eti

1—i  2e—3

8. De nouveau, nous utilisons I’écriture sous forme exponentielle de 1 —
obtenue a la question 2 puis la méthode 3.6 :

= (1-0)° = (VB 1) = (VB) (9)° = (V) 'xvEe

27 =

9. A partir de I’écriture sous forme exponentielle de 1 + i et /3 + i obtenue
aux questions précédentes, nous allons appliquer la méthode 3.6 pour mettre
un quotient puis une puissance sous forme exponentielle :
" = (e

V2

B ( )10 A V3 10, iz 10
o V3+i 2¢'s 2 ete
1)° | 4= 1 10x 1 s
<§> (611_2)1() _ ﬁ6106 _ ﬁeT
10. Comme /3 + i = 2¢%6, on en déduit que :

T (\/§+z’)2020

— 92020, 103"

oI5

ol

-7\ 2020 .7\ 2020 -2 0207
_ (261 3 ) — 22()2() (261 & ) — 22()2081—G

Or 1010 =1008 + 2 = 3 x 336 + 2 et 3367 est un multiple de 27.
Par conséquent,

Zig = 22 ()2()61 3 — 22()2()6177(.5.}()+3) - 22()2()6.3.561,71' Xe3s3 — 2202()6 3

=1

_ Exercice 3.9

1. On applique la méthode 3.4. On a :

|z =1 +iV3| = 12+ (V32 = V14 3=V4=2

& Méthode 3.6

& Méthode 3.6 pour
la mise d’un quotient
sous forme
exponentielle.

& Voir la question 2.

1 i0
e—i0 =

& Méthode 3.6 pour
metlre une puissance
sous forme
exponentielle.

)1()

& Voir la question 3.

1010 nest pas un
multiple de 3,
contrairement a 1008.
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& Voir le Vrai/Faux.

& Méthode 3.6

puis

1 3 s T
z2=2 —+i£ = 2e's
2 2

2. D’apres la formule de Moivre, on a alors :

717\’

YmeN, 2= (26’13) = 2"¢?

Or, 2" est évidemment un réel et, par ailleurs, e? est un réel si, et seulement
si, € est un multiple de 7. Par conséquent,

"eR& Jk e Z, =k

|§w,3

< dk € Z,
& dk e Z, 71:.3k:

Finalement, 2™ est réel si, et seulement si, n est un multiple de 3. A

— Exercice 3.10

1. On détermine la forme algébrique de 2z :

z:(1+i)(f—z)—\/~—z+zf+1—\/_+1+z(\/§—1) (3.6)

2. Nous allons mettre 2z sous forme exponentielle grace a la méthode 3.6 a
partir de I’écriture sous forme exponentielle de 141 et v/3 —i. Dans ’exercice
3.8, nous avons mis 1 +i et /3 — i sous forme exponentielle, on a :

14+i=2e1
V3—i=V34+i=2el6 =2 s

Cela permet d’obtenir 2 sous forme exponentielle :

z—\[c4 X 2e” ZZQ\/iCi: xe_iE:Q\/i '(g_%):2\/_c 12

3. En utilisant 'unicité de la forme algébrique nous allons déduire des deux
questions precedentes la valeur de cos {5 et sin {5. D’apres la question 2, on

a 2z = 2¢/2e'1z, soit :

z_2\/—(CObE +zslnﬁ) —2\/§coe,ﬁ + 1 X 2\/§blnﬁ

Par ailleurs, la relation (3.6) nous donne également la forme algébrique de 2.

& Unicité de la forme On en déduit que :

algébrique.

9%(2):2\/5003% =v3+1 et 3m(z):2\/§sin% =v3-1
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Ainsi, & On retrouve les

résultats obtenus a

Sl _ \/§+ 1 _ \/5(\/3'{' 1) _ \/é‘l” \/é l’exercice 3.2.
12 2v/2 2v2 x /2 4

T _V3-1_vV2(vV3-1) _ V6-+v2
12 5/2 2/2x2 4

A

Exercice 3.11
Nous allons appliquer la méthode 3.7 qui permet de linéariser les expressions
de la forme cos? fsin? #, ou p et g sont deux entiers naturels.

1. On commence par écrire : & Formule d’Euler.
' i 1 o—i0
sinf = — 2
Comme (a — b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b*, on a alors : & Formule du binéme

(théoreme 1.8).
. N\ 3 ; 0\ 3
i etd _ o—i0 B (619 _ 6—19)
sin” 0 = (—21' ) = —_—(21')3
2% [(ei9)3 _3 (ei0)2 x e~ 4 3610 (6—19)2 _ (e—i0)3]
1
—81

( 30 _ 30210 o —i0 | 3,0 o —2i0 _ e—3i6’)

1 . 1 Fan . : .
= ai ( .519 3820 s 3e—z9 e—.no) e [ere o 6—310 o 3(810 e e—w)]
81 81
On regroupe alors les termes grace a la formule d’Euler : & Pour tout a € R,
el — e~ = 2isin
. | (f - . 3sin# — sin 36
sin®0 = —— [21s1n39 —3x 2131n9] =—
81 4
eif e—iG’ el _ o—i0
2. Sachant que cosf = ——— et sinf = T, ona: & Formules d’Euler.
i

sin @ cos®

I

2i avec p et q non nuls,
on développe

~.
S~

I

Rl ililail
(3]

i0\2 i0 ,—i0 —1i60\2
( ) +2e%e £ (e ) ] complétement
l’expression avant de

: : . s 0
et + g e B (610 -+ e_w) & Dans le cas d’un
= : 92 produit cosP 0sin? 0

_ i0 —19 20 —2i0 la simplifier a Uaide
= 2 P
(e ) [ ek ) des formules d’FEuler.
_ (eszo 1960 4 o0 _ gi0 _go—i0 _ e—3i0)
- - 1
= (e““o L _19> 80 (22 sin 30 + 2i sin 9)
__sin 360 4+ sin 6
4
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Exercice 3.12
On applique la méthode 3.8. D’apres la formule de Moivre, on a :

(cosx + isinz)® = cos(5x) + isin(5z)
Par conséquent,

cos(5zx) = NRe ((cosa: + isin 1:)5) et sin(5z) = Jm ((cosa: + isin 1:)5)

& Formule du binéme Or, comme (a + b)® = a® + 5a*b + 10a®b? + 10a%b® + 5ab* + b°, on a :

(théoréme 1.8).

@coszl'+sin2m:1

(cosx +isinx)® = (cosx)® + 5(cosz)*isinx 4+ 10(cosx)* (i sin z)?
+10(cosz)?(isinz)® + 5cosz(isinz)* + (isinz)®

A 2

[ < 4 ” = .
= cos® z + 5icos* z sinz — 10 cos® zsin® z

- . o - - - 5
—10icos® zsin® z + 5coszsin? z + isin® x
|4 < . .
= cos® £ — 10 cos® zsin? z + 5 cosz sin z
- - - . - 5
+1 (5 cos z sinz — 10 cos® z sin® x + sin® a:)
Ainsi,

cos(5zx) = NRe ((cos:v + ¢sin a:):’) = cos’ x — 10 cos® zsin® x + 5cosxsin z

. - . 5 . . ; . 5
sin(5z) = Jm ((cos T + isin a:)") = 5cos’ z sinz — 10 cos® zsin® z + sin® z

Nous allons maintenant éliminer les termes en sinxz dans la premiere égalité

en utilisant la relation sin®z = 1 — cos? x :

cos(5x) = cos® z — 10 cos® z(1 — cos? z) + 5cos z(1 — cos?® )2
= cos” z — 10cos®  + 10 cos® x + 5 cos x(1 — 2 cos® = + cos* z)
=cos’z — 10cos®  + 10 cos® x + 5cosx — 10 cos® z + 5 cos® x
= 16cos’ x — 20 cos® z + 5 cosx

De la méme facon, on élimine les termes en cosx dans la relation donnant
sin(5z) a 'aide de I’égalité sin®z = 1 — cos®z :
. . - - . . . 5
sin(5z) = 5(1 — sin® z)? sinz — 10(1 — sin® z) sin® z + sin® x
. - . w S . B o B
= 5(1 — 2sin® z + sin® 2) sinz — 10sin® z + 10sin® 2 + sin® x
: & 3 . 5 .3 - 5 5
= 5sinz — 10sin” x 4+ 5sin” z — 10sin” z + 10sin” z +sin” =

- 5 - k. -
= 16sin’ z — 20sin® z + 5sinzx

_ Exercice 3.13

& €? = cosO+isind Comme

e 4 €' = cosp +isinp + cos q + isinq = cosp + cos q + i(sin p + sin q)

ona: _ _
cosp + cosq = Re (e’ + ')
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. 5 . - : ;Pta
Or, en appliquant la méthode 3.9, on factorise la somme e + ¢'? par e* 2
ptq iP—q

; ; ip—4q .
eP el =¢e"z (e’ z Je bz )

D’apres la formule d’Euler, on a donc :

e + ¢4 = ¢t % 2cos (p— q)

ou encore
e’ + ¥ = [cos (p+q> + isin (M)] s¢ Bpar (P—Q)
2 9 92
= 2 cos (p—;q> cos (%) + 27 sin (pé—q) cos (p;q)

On obtient ainsi la formule attendue :

cosp + cosq = NRe (e + €') = 2 cos (p-;q> COoS (%)

Notons que nous avons également démontré au passage que :

sinp +sing = Jm (eip +ei‘1) = 2sin (p;q> coS (p;q)

A

— Exercice 3.14
On pourrait commencer par calculer le module de 1 + ¢ puis utiliser la
méthode 3.4 pour mettre ce nombre sous forme trigonométrique. Mais nous
allons plutot factoriser 1 + ¢ en utilisant ’angle « moitié » :

1+ e = ¢tz (e 3 +ez2) —ets X QCosg — 2008-3—612

, . . , 510,
Dans I'écriture ci-dessus, 2cosg est un réel et e'2 un nombre complexe de

module 1. Nous allons alors distinguer trois cas.

Premier cas : cosg > 0. Dans ce cas, 2cosg est le module de 1 + ¥ qui
s’écrit donc sous forme trigonométrique :

i 8
2

1+ ¢ = 2cos—gez

Deuxieme cas : cos g < 0. Dans ce cas, le module de 1+ ¢ n’est pas 2 cosg

puisque 2 cos% < 0. Sachant que —1 = '™, on écrit :

; ;0 ;0 i 8 (8
14+e¥ = 2cosge’2 — —2005% X (—1)e'z = —2cosg gt — —2003%61(2“’)

Le module de 1 + ¢ est —2 cosg (réel strictement positif) et 1 + ¢ s’écrit

donc sous forme trigonométrique :

1+e® = —2cos gei(g“‘)
Troisieme cas : cos € = 0. On a alors 1 + ¢ = 0 et, dans ce cas, 1 + ¢ ne
2 ) ’
peut donc pas se mettre sous forme trigonométrique. A

&1 4 ¢ — 2cos0

& ¢i0 — cos + isinf

& Méthode 3.9

& Dans ce cas, un
argument de 1 + e%?
est g.

& Dans ce cas, un
argument de 1 + e?
est g 4+ =.

& Seul un nombre
complexe non nul
admet un argument.
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& On utilise la
formule du binéme,
théoreme 1.8.

& Utilisation de
Uangle < moitié > .

& Méthode 3.6

Exercice 3.15
Nous allons appliquer la méthode 3.10 et, pour cela, introduire la somme C,,
définie par

Cn e An + iBn
On a A, =Re (C,) et B, = Im(C,). Or,

Cp=Ap+iB, = zn: (Z) cos(kd) + zzn: (Z’) sin(k@)

k=0 k=0
= Z(Z) [ cos(kf) + isin(k0)] = Z (:) eik0 — Z (Z) (i),
k=0 k=0 k=0

On va maintenant utiliser la formule du binéme puisqu’on peut alors écrire :

n
ny\, ok ke ;
Cn = Z(k) ()" x 1" = (e +1)"
k=0
Mais, en appliquant la méthode 3.9, on a :
e +1=e¢is (eig - e‘ig) =% x 2cosg = 2cos geig

Par conséquent,

.0\ "N n .o\ .
Cn:(QCosf—ge’z) :2"(cosg) (6’2) :2"003"(%) etz

On a ainsi :
Cr = 2 cos™ (3) [cos (22) +isin (n)]
c’est-a-dire
Cn = 2" cos™ (§) cos (22) + 2™ cos™ () sin (22)

Il n’y a plus qu’a donner les parties réelle et imaginaire de C), pour obtenir
Az et By :

S~

= Re (Cy,) = 2" cos™ (§) cos (22)

) sin (%)

[V}

S~

An
B

N

I

Jm (Cn) = 2™ cos™ (

A

_ Exercice 3.16

1. Nous avons déja mis, dans I’exercice 3.8, 1+ sous forme trigonométrique :

1+4i=1+2et

On peut alors écrire :

2= (i = (VAT) " = (VB) " (1) = (VE) e = 2nend
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2. On peut trouver une autre expression de z en appliquant la formule du
binome :

\2n 2" (on b=t " (on Kex 2n—k 2 (9n "
z=(1+1) :Z i Y :Z I 7l :Z )
k=0 k=0 k=0

Nous allons séparer cette somme en deux, en regroupant les indices de som-
mation pairs (de la forme 2k) ou impairs (de la forme 2k + 1) :

_ —(2n ok = 2n k41
Z_Z(%)z +Z(2k+1)’

k=0 k=0

Mais, une puissance paire de 7 est un réel, alors qu'une puissance impaire de
¢ est un imaginaire pur. On a, en particulier,

Vk e N, % = (-1)*

Par conséquent, on obtient :

n n—1
. 2n\ o 2n \ op
Z—Z(Qk)z +Z(2k+1)z X2

k=0 k=0
i 271) i ™ 5

- ‘ [—1)° % Z( ; )(—1)k X 1
k:o(Qk k=0 2k+1

- " (2n ko .

= ( ) “Z(2L+1) D=8, +iT,.
k=0 k=0

Ainsi, S, = Re(2) et T}, = IJm (2). Or, d’apres la question 1 :
z =2""7 =" [cos (nz> + isin (nz)]
2 2
Ainsi,

Sp = 2" cos (%) et T,=2"sin (%) .
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Chapitre 4

Applications des
nombres complexes
a la géomeétrie

Les nombres complexes sont apparus au XVI® siecle pour résoudre les équations du troisieme
degré. Leur représentation géométrique n‘apparait quau début du XIX® siecle. On les utilise en
géométrie, en analyse mais ils sont utiles aussi en physique, par exemple en électriciteé.

® Un mathématicien

Le mathématicien et astronome irlandais William Hamilton rédige en 1830
la premiere théorie rigoureuse des nombres complexes. Enfant génial, il
savait déja le latin, le grec et 'hébreu a I'age de cinq ans. Ses travaux sont tres
variés ; ils concernent l'algebre, I'analyse mais aussi la physique. Hamilton
reste célebre pour avoir introduit des nombres analogues aux nombres
complexes mais avec quatre coordonnées au lieu de deux. Appelés quaternions
d’Hamilton, ils permettent d’exprimer une rotation dans l'espace par une
banale multiplication.

Dans son ouvrage Invention nouvelle en l'algebre publié
en 1629, le mathématicien flamand Albert Girard
nomme « solutions enveloppées » celles qui ne sont
pas réelles. D'autres les qualifient d'inexplicables ou
d'impossibles. Descartes préfere parler de nombres
imaginaires quant a Leibniz, il se méfie de « ces
monstres du monde des idées » qui n‘ont pour lui
aucune réalité.

[
(7))
=)
(=)
2
N
=
2
0
1T}
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M les incontournables

m Calculer, a ’'aide des nombres complexes, une distance ou un angle
m Utiliser les nombres complexes pour démontrer un alignement ou une orthogonalité
m Déterminer la nature d’un triangle grace aux nombres complexes

m Déterminer les racines n-iemes de 'unité d’un entier donné

B et plus si affinités

m Utiliser les racines n-iemes de 'unité pour résoudre une équation

v
L
O
<
L
-
L
ol
>
O
O
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mm Résumé de cours

B Module et arguments : rappels

On munit le plan d’un repere orthonormé direct R = (O, i, 7).

Définition : Soit 2 = a + ib (avec a,b € R) un nombre complexe. On appelle module de z et on
note |z| le réel positif défini par :
|2| = Va2 + b2

En notant M le point d’affize z, on a OM = ||(W|| =2l

Définition : Soit 2 un nombre complexe non nul. On appelle argument de z toute mesure (en

radians) 6 de Uangle orienté (1, OM |9

A M
s | 1(z)
& '
p s"’;\‘ '
I\ |
A \,P\/A |
7 0 |
- . >
O u a

Remarque : rappelons qu'un nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments. Si 6, est
un argument de z, les arguments de 2z sont tous les réels de la forme 6, + 2k7, ou k € Z.

B Distances et angles

Théoreme 4.1.— Si A et B sont deux points du plan d’affixes respectives 24 et zp, alors
AB = |ZB = ZAI.

Théoreme 4.2.— Soit A, B et C trois points distincts du plan, d’affixes respectives 24, 2p et 2¢.
Alors :

AC 2c — 2A
o — = |——|;
AB |z2p—za|’
e une mesure de I'angle orienté (A §, AC') est donnée par un argument quelconque de
2Cc — ZA
2B — 2A

Remarque : il découle en particulier de ces propriétés que

e ABC est un triangle isocele (en A) si, et seulement si, ﬁ =
e Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si, ﬁ est réel.

e Les droites (AB) et (AC') sont perpendiculaires si, et seulement si, ﬁ est imaginaire pur.
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B Racines n-iemes de |'unité

Définition : Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de l'unité tout nombre compleze z vérifiant

e =i,

Remarque : pour tout n € N*, 1 est une racine n-ieme de 'unité (puisque 1" = 1). De plus, par
définition, les racines n-iemes de 'unité sont les racines du polynéme 2™ — 1.

Notation : pour n € N*, l’ensemble des racines n-iémes de l'unité se note U,,. Autrement dit,
U,={2€€, 2"=1}

Remarque : si 2™ =1 alors |2|® =1 d’ou |z| = 1 puisque |z| est un réel positif. Par conséquent, le
module de toute racine n-ieme de I'unité est égal a 1. Ainsi, U,, C U.

Théoreme 4.3.— Description de I’ensemble U,, —. Pour n € N*| il existe exactement n racines|
. S 2ikw™

n-iemes de 'unité. Ce sont les nombres complexes 2y, 2y,---,2,_1, avec 2 = e n . Autrement|

dit :

2ik=™ 2im 4iw 2i(n—1)w }

Un:{c n ,ke[[O,n—l]]}:{l,cn ,e€mn ,o-- e m

Théoreme 4.4.— Interprétation géométrique de I'ensemble U,, —. Soit n > 2. Les images|
des n racines n-iemes de I'unité sont les n sommets d’'un polygone régulier inscrit dans le cercle
trigonométrique.

B Cas particuliers n € {1,2,3,4}

Nous allons maintenant décrire plus précisément 'ensemble U,, pour n € {1,2,3,4}.

Comme l'indique le théoreme 4.4, les images des racines n-iemes de 'unité sont les n sommets
d’un polygone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique. En particulier, les images des racines
troisiemes de 'unité forment un triangle équilatéral et les images des racines quatriemes de 1'unité
forment un carré.

o U; = {1}.

eUp={z€C, 22 =1} = {1,e} = {1, -1}
A
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2im 27 s ox OW 1 -3 in 26w 1 _\Q
Onaes—cos3+ze,1n3——2+zzete 3 es =—3—15.
On note souvent j = e s , on a ainsi :
_ . 27 o o
U3—{13]a.7 }_{1’.7.7}
1
>
>
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mm Démonstrations

B Description de I'ensemble U,,.

Il s’agit de démontrer le théoreme 4.3.

Théoreme 4.3.— Pour n € N*| il existe exactement n racines n-iemes de 'unité. Ce sont les
2ik™ =
nombres complexes zg, 2y, , 2,1, avec 2 = e » . Autrement dit :

2ikw 2im 4im 2i(n—1)w
Un:{c n ’ke[[()’n_]_]]}:{]_,cn ,C","',C n }

Démonstration V
Tout d’abord, nous avons vu qu’une racine n-ieme de I'unité est nécessairement de module 1. Nous allons
done rechercher une racine n-ieme de P'unité z sous forme exponentielle z = €', o1 # € R. On a :

zelUpe2"=1
@(ew)nzl
sem =1
S nld=2km, ouk €

2km
n

S 0=

,oukeZ

o < o R 2ikm A
Ainsi, une racine n-ieme de I'unité est un nombre complexe de la forme 2, = e n» | avec k € Z. Mais, si k
et k' sont deux entiers relatifs, on a :

2ikm 2ik’=
Zr=zp&Sen =e n
2kr 2k'w .
& — = + 2pm,ou p € Z

n
& 2%km =2k'm + 2npr,ou pEZ
ok=k+np, oupeZ
& k — k' est un multiple de n
Par conséquent, 2o, 21, ..., 2n—1 sont n racines n-iemes de I'unité distinctes. Or, une racine n-ieme de I'unité
est une racine du polynéme z™ — 1, polynéme de degré n qui, d’apres le théoréme 5.7, a au plus n racines.

Nous avons donc trouvé toutes les racines n-iemes de 'unité, ce sont les n nombres complexes distincts
20,21, 5 Zn—1. Ainsi, on a bien :

2ikm™ 2iw 4iw 2i(n—1)m
Un:{z(),zl,..._/zn_l}:{e n ’keﬂo’n—lﬂ}:{l’e noen ... n }

A
B Interprétation géométrique de I'’ensemble U,
Il s’agit maintenant de démontrer le théoreme 4.4
Théoreme 4.4.— Soit n > 2. Les images des n racines n-iemes de l'unité sont les n sommets

d’un polygone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.
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Démonstration V

Les n racines n-iemes de 1'unité sont les nombres complexes zo, z1,...,2,—1 avec, pour k € [0,n — 1],
Zi = 6211‘:”. Notons, pour k € [0,n — 1], M, 'image de z,. Nous devons montrer que le polygone dont
les sommets sont Mo, Mi,..., M,—1 est régulier et inscrit dans le cercle trigonométrique. Tout d’abord,
comme 2o, 21, . .., 2n—1 sont de module 1, les points Mo, M1,..., M,_1 sont sur le cercle trigonométrique.
Il reste & montrer que les n cotés de ce polygone ont la méme longueur. Pour cela, nous allons calculer la

longueur d’un coté formé par deux sommets consécutifs quelconques. Pour tout k£ € {0,...,n —2}, on a:

i(2k+41)7™ imw i
e n (87 _6_7)

im iw

2i(k4+1)m 2ikm
n e n —_— e n

i(2k41)w
e —e n [= =le n

M Mpt1 = |2k41 — 2| =

W : . o T . T

=1 }stm—| = |2i| x }sm—| = 2|s1n—| = 2sin —

n n n n

s 5 TEE EATAS A 4 X 6y e

= €]o, 5[. Par conséquent, tous les cotés de ce polygone ont la méme longueur, égale a 2sin .

Ainsi, nous avons bien montré que My, My,..., M,_1 sont les n sommets d’un polygone régulier inscrit

puisque =

dans le cercle trigonométrique. A
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mm Méthodes

B Distances et angles

 Méthode 4.1.— Comment calculer une distance a I'aide des nombres complexes

Pour calculer la distance entre le point A d’affixe 24 et le point B d’affixe zp, on applique
la formule AB = |2p — 24|.

Exemple : on considere le point A d’affixe —4 + 37 et le point B d’affixe 1 + 2i. Alors :

OA:|_4+:31',|:,/(_42+32:\/16+ =25 =
= |1+ 2 — (—4 + 3i)| = /52 =V25+1= V26

Mise en ceuvre : exercice 4.1.

(A Méthode 4.2.— Comment calculer un angle a I'aide des nombres complexes

Pour calculer une mesure de 'angle orienté E ﬁ ou A, B et C sont trois points

distincts d’affixes respectives 24

, 2B et z¢g, on dctermme un argument quelconque de
zZC

T—2ZA , \
-¢—2 (théoreme 4.2).

Exemple : soit A le point d’affixe v/3 +i et B le point d’affixe 1 4 i. Déterminer une mesure de

I’angle orienté (_/i O_B)

D’apres le théoreme 4.2, un argument quelconque du nombre complexe

2p—z0 _ V3+i

ZA — 20 141

donne une mesure de 'angle ((ﬁ (ﬁ) On commence par mettre 1 + iy/3 et 1 + i sous forme
exponentielle :

3 =i
i i f—2< +z§>:2c’?

1+i:f(£+ i):ﬁ—

On a alors : _
1+iV3 _ 2e's 2 i
1+i 2T V2

Par conséquent, un argument de _sz& est 75, qui est donc une mesure de I’angle orienté OZ O§

Mise en ceuvre : exercice 4.2, exercice 4.5.
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B Alignement et orthogonalité

(d Méthode 4.3.— Comment montrer que trois points sont alignés
Pour montrer que trois points distincts A, B et C sont alignés, on peut montrer que

ﬁ est réel. C’est en effet une conséquence du théoreme 4.2 : les points A, B et C
ZC—

sont alignés si, et seulement si, =4 est réel.

) z

Exemple : on considere les points A, B et C' d’affixes respectives 24 = 1 4+ 14, 2p = 4 + 2i et
zc=-5—4.0na:

Zc—2a _ —H5—1—(1+44) -—-6—-2i —2(3+4+14)
2B —2a A4+2i— (1+4)  3+i  3+i

zZC—
ZB—

Comme i: est réel, les points A, B et C sont alignés.

Mise en ceuvre : exercice 4.3.

(A Méthode 4.4.— Comment montrer que deux droites sont perpendiculaires
Pour établir que les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires, on peut montrer que

ﬁ est imaginaire pur. C’est de nouveau une conséquence du théoreme 4.2 : les
droites (AB) et (AC') sont perpendiculaires si, et seulement si, 24=24 est imaginaire pur.
’ 'z

—ZA

Exemple : on considere les points A, B et C' d’affixes respectives 24 = 2 — 3i, zp = 5 — 1 et
2c=—-2+3i.Ona:

20 —24  —2+43i—(2-3i) —446i (—4+6i)(3 - 2i)

zp—2z4  5—-1—(2-3i) = 342 = (3+2i)(3-—2)
—12 481+ 18: 4+ 12 261 .
= - - = — = 2”[,
32 4 22 13

ce qui montre que ﬁ est imaginaire pur. Par conséquent, les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

Mise en ceuvre : exercice 4.2.

B Nature de triangles

Le théoreme 4.2 donne, pour trois nombres complexes distincts a, b et ¢, une interprétation
géométrique du module et d’un argument de ;== . Cela permet de déterminer rapidement la nature
de certains triangles.
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(d Méthode 4.5.— Comment déterminer la nature d’'un triangle
Soit A, B et C trois points distincts d’affixes respectives 24, 2p et zc.

20— 2
e Si % =1 alors AB = AC, ce qui signifie que le triangle ABC est isocele en A.
B — 2A
o Si ZET2A ot imaginaire pur, les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires et le

. ZB—24
triangle ABC' est donc rectangle en A.

. 2C — 2A : 20— ZA : 5 S
e Si —— =i ou ——— = —i, le triangle ABC est rectangle isocele en A, en

ZB — ZA 2B — ZA
combinant les deux propriétés ci-dessus.
. 2C — ZA ;
e Si — — =¢'
ZB — 24 ZB — 2A
A avec de plus une mesure de 'angle orienté (A §, A() égale a ¥ ou —3).

(NE]

ou ——= = ¢35, le triangle ABC est équilatéral (car isocele en

Exemple : on reprend les points A, B et C' d’affixes respectives 24 = 2 — 3¢, zp = 5 — i et
2o = —2 + 3i de 'exemple précédent. Nous avons vu dans cet exemple que :

2C —2A 2
ZB — ZA

Comme Z£—ZA egt imaginaire pur, le triangle ABC' est rectangle en A.
ZB—ZA !

Exemple : déterminer la nature du triangle ABC ou A, B et C sont les points d’affixes respectives
Z2a=—-1—iy3,2p=—-14+i/3et 26 =2.0na:

so—za 2-(-1-43) 34iv/3 (34432  946iV3—3 64 6iV3
p—2a 2 (-1+iv3) 3-iV3 (B-iV3)(B+iv3) 32+ (V3)? 12
1 \/§ s T i

:§+lT:COb§+LMn§ =ie

WA

Par conséquent, le triangle ABC' est équilatéral car :

2C — ZA

e il est isocele en A puisque =1 (donc AC = AB);

2B — ZA
e une mesure de 'angle orienté (A §, AC ,;) égale a 7.

Mise en ceuvre : exercice 4.4, exercice 4.6.
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B Recherche d'un ensemble de points

(A Méthode 4.6.— Comment déterminer un ensemble de points
Pour déterminer un ensemble de points dont les affixes vérifient une propriété donnée, on
interprete les modules apparaissant dans cette relation en termes de distances (méthode
4.1) et les arguments en termes d’angles (méthode 4.2) afin de reconnaitre un ensemble

connu.

Exemple : déterminer ’ensemble des points d’affixe z vérifiant |2 — 3| = |2 + 2i|.
On introduit les points A, B et M du plan d’affixes respectives 3, —2i et 2. On a |2 — 3| = AM et
|2 + 2i| = |2 — (—2i)| = BM. Par conséquent,

2 —3|=|2+2i| & AM = BM.

L’ensemble des points M recherchés est donc ’ensemble des points équidistants de A et B, c’est-
a-dire la médiatrice du segment [AB].

" i ; ; z+1
Exemple : déterminer I’ensemble des points d’affixe 2 tel que - 5 eR.
2 —2i
Notons tout d’abord que, lorsque z = 2i, le quotient ci-dessus n’est pas défini. On considere donc
un nombre complexe 2 différent de 2i. En notant A, B et M les points du plan d’affixes respectives

—1, 2i et 2z, on a alors :

z+1 ZM —2A _ 2A—2M

z2—28 2M—2B 2ZB—2M
et on sait, d’apres le théoreme 4.2, qu'une mesure de ’angle orienté (M §, M Z) est donnée par
un argument quelconque de %ﬁ:—‘;ﬂ— En appliquant la méthode 4.3, on a donc :

z+1 ZpA— 2
T cRe ATM g
z—2i ZB — ZM
& A, B et M sont alignés (et M # B)

& M est un point de la droite (AB), différent de B

Finalement, I’ensemble des points recherchés est la droite (AB) privée du point B.

Mise en ceuvre : exercice 4.7, exercice 4.8.

B Racines n-iemes de |'unité

(A Méthode 4.7.— Comment déterminer les racines de I'unité d’un entier n donné
Pour déterminer les racines n-iemes de I'unité d’un entier n donné, on applique le
théoreme 4.3 :

2ikw 2iw 4iw 2i(n—1)w
Un:{e n ’keﬂzo”n—]_]]}:{ljen7011’...’(3 n }

a l’entier n en question.
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Exemple : déterminer les racines sixiemes de I'unité.
On applique le théoreme 4.3 a n = 6 pour d’obtenir les 6 racines sixiemes de 'unité :

2ikm

2iw 4iw 6im 8im 10im im 2im 4im S5im
U(;:{e 6 ,ke[[O,G]]}:{l,eG ,e 6 ,e6 e6 e 6 }:{1,63,63 ,—1,e’s ,63}

2im 2iw 5im im i

4iw i , - .
Commee 3 =€ 3 —=e3 etes =e 3 :CT, on peut egalement ecrire :
ix  2ix = 3w
U(;: 1,63,63 ,-—1763’63

Mise en ceuvre : exercice 4.9, exercice 4.10.
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== Vrai/Faux

Vrai Faux

L]

1. En notant A et B les points d’affixes respectives 24 =1 — i et
zp=—3+2i,ona AB =4.

2. Les points A, B et C d’affixes respectives 24 = 3 + 61,
zp =7+ 18i et zc = —1 — 67 sont alignés.

3. L’ensemble des points d’affixe z tels que |z —i| = |2z + i| est
I’axe des ordonnées.

4. L’ensemble des points d’affixe 2 tels que |z — 1+ 3i| = 4 est un
cercle.

5. Le module d’une racine n-ieme de I'unité est égal a 1.

6. Pour tout n € N*| il existe n racines n-iemes de 'unité dis-
tinctes.

7. Les racines troisiemes de I'unité sont 1, e?3 et e~ 3.

o4 oo o o o o0
oo ogo 0o o d

8. Les points d’affixe 1, e’ et e's forment un triangle
équilatéral.
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mm Enoncé des exercices

B Distances, angles, alignement et orthogonalité

Exercice 4.1 : On considere les points A, B et C' d’affixes respectives

1 3
za =31 zp=1+1 Zc:\/§+§+i(§+2)

1. Calculer les longueurs AB, AC et BC.
2. En déduire la nature du triangle ABC'.

Exercice 4.2 : On considere les points A, B et C d’affixes respectives

24=2—1iV3 2p = —1 c=3

D2

1. Déterminer une mesure de ’angle orienté (/TB) . ﬁ)
2. Que peut-on dire du triangle ABC'?
3. En déduire I'affixe du centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 4.3 : On considere les points A, B et C' d’affixes respectives

1
ZA:2+§i zp=—-1—1 2c=34+1

Montrer que les points A, B et C sont alignés.

Exercice 4.4 : Soit A et B les points d’affixes respectives 24 = 3 — i et 2p = 4 + 2i. Déterminer
la nature du triangle OAB.

Exercice 4.5% : On considere deux points A et B d’affixes respectives a et b telles que % = V/2¢'1.
Déterminer la nature du triangle OAB.

Exercice 4.6%* : On considere trois points distincts A, B et C' d’affixes respectives a, b et c.
Montrer que le triangle ABC' est équilatéral si, et seulement si, a? + b% + ¢? = ab + ac + be.

B Recherche d’ensembles de points

Exercice 4.7* : Déterminer I’ensemble des points M d’affixe 2 tels que
1. |2—1+2i|=4

2. |2-3|=|z+ 24

z—3—1
3. =" estréel
z2—2i+1
VR (T . L
4, i est imaginaire pur
z—2

Exercice 4.8** : Déterminer ’ensemble des points M d’affixe z tels que les points d’affixe z, 22

et 2° forment un triangle rectangle.
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B Racines n-iemes de l'unité et applications

Exercice 4.9 : Déterminer les racines huitiemes de 'unité.

Exercice 4.10* : Soit n un entier naturel non nul.
1. Résoudre dans C I’équation 2" ' + 2" 24 ... 4 24+1=0.

2. Donner, sans effectuer de calcul supplémentaire, les solutions dans C de I’équation 224241 = 0.

3. A laide de I’équation 2'2 = 1, résoudre dans C I'équation 2® + 2* +1 = 0.
Exercice 4.11% : Soit n un entier naturel non nul. Résoudre dans C ’équation (1+ 2)" = (1 —2)™.

Exercice 4.12*% : Somme et produit des racines n-iemes de I'unité.
Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

1. Montrer que la somme des racines n-iemes de 'unité est nulle.

2. Calculer le produit des racines n-iemes de 'unité.

Exercice 4.13*%* : Construction d’un pentagone régulier a la régle et au compas.
Onposew:c% etu:w+$.

Montrer que 1 4+ w + w? + w3 4+ w? =0.

En déduire que u est solution de 1’équation 22 4+ 2 — 1 = 0.

Résoudre dans C I’équation 22 + 2 — 1 = 0 et en déduire la valeur de w.

Déterminer alors la valeur de cos %’r et sin %’r

il

Déduire des questions précédentes une méthode de construction a la regle et au compas d'un
pentagone régulier.

Exercice 4.14*%* : Racines n-iemes d’un nombre complexe.

Soit n un entier naturel non nul. On sait que tout réel positif z admet une unique racine n-ieme
positive, que I'on note {/x (c’est le réel positif y tel y™ = x). Plus généralement, on appelle racine
n-ieme d’'un nombre complexe a tout nombre complexe 2 tel que 2™ = a. L’unique racine n-ieme
de 0 est 0 (puisque 0 est 'unique solution de 2™ = 0). Par ailleurs, les racines n-iemes de 1 sont
les racines n-iemes de 'unité étudiées dans ce chapitre. L’objet de cet exercice est de déterminer
les racines n-iemes d’un nombre complexe non nul a et de présenter quelques applications.

1. Soit @ un nombre complexe non nul. A 'aide de I’écriture exponentielle de a, déterminer les
racines n-iemes de a.

2. Déterminer les racines troisiemes (ou « cubiques ») de —8.

Résoudre dans C I'équation 2° + i = 0.

142 °

3
4. Résoudre dans C I'équation 2* = 3v2
5. Résoudre dans C I’équation suivante :

<z+1)3+(2—1>3_0
Z—1 A o | o
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mm Indications

Ex. 4.5
Exploiter au mazximum le théoreme 4.2.

— Ex. 4.6

Appliquer la méthode 4.5 afin de caractériser un triangle équilatéral a laide des affizes des trois
sommets.

— Ex. 4.7
Appliquer la méthode 4.6.

Ex. 4.10

Pour la premiére question, utiliser la factorisation de 2™ — 1 vue dans le chapitre équations poly-
nomiales.

— Ex. 411
Apreés s’étre ramené a une équation de la forme Z™ = 1, utiliser les racines n-iémes de l'unité.
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mm Corrigé des vrai/faux

1. Ona:
AB=|23—24|=|-342i—(1—-19)|=|—4+3i|=+/(-4)2+32=v/16+9=V25=5

2C — ZA

2. Le quotient est réel puisque

ZB — ZA

2c—2a  —1—6i—(3+6i) —4-12i —(4+125)
zp—2a4 T+18i—(34+6i) 44128 4412

Par conséquent, d’apres le théoreme 4.2 (voir aussi la méthode 4.3), les points A, B et C sont
alignés.

3. En notant A, B et M les points d’affixes respectives i et —i, I’égalité |z — i| = |z + 7| s’écrit
AM = BM. Les points M correspondants sont les points équidistants de A et B, c’est-a-dire la
médiatrice du segment [AB], qui est 'axe (Oz) des abscisses.

4. En notant A et M les points d’affixes respectives 1 — 3i et z, I'égalité |z — 1 + 3i| = 4 s’écrit
AM = 4. L’ensemble des points M vérifiant AM = 4 est le cercle de centre A et de rayon 4.

5. Nous ’avons remarqué apres avoir défini une racine n-ieme de 'unité.

6. C’est le théoreme 4.3.

2iw 4im _2iw 2iw
3 3 3

7. Les trois racines troisiemes (ou « cubiques ») de 'unité sont 1, e’s etes =e
8. D’apres le théoreme 4.4, les images des n racines n-iemes de 'unité sont les n sommets d'un
polygone régulier. Comme 1, e s et e 3 sont les racines cubiques de I'unité, leurs images forment
un triangle équilatéral.
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mm Corrigé des exercices

_ Exercice 4.1
& Méthode 4.1. 1. Ona:

AB=|2p—za|=[1+i—3i|=[1-2i| =12+ (-2)2=V1+4=5
1 3 1 3
\/§+§+i(£+2)—3i \/§+§+i(£—1)

AC:Z— —
|7¢ — 24l 2 2

= <\/§+%>2+(£—1)2:\/3+\/§+i+%—\/§+1:\/5

2

BC = |2¢c — 2B| =

= 1 (V3 :
\f3+§+z(7+2)—(1+z)
\/5—%+i(\/7§+1> = (\f—%>2+(§+1)

1.3
:\/3_\/3—*—1—*—2'}—\/3‘*‘1:\/5

2. On vient de montrer que AB = AC = BC, le triangle ABC' est donc
équilatéral. A

_ Exercice 4.2

& Méthode 4.2. 1. Un argument quelconque de 2=24 donne une mesure de I’angle orienté

(x@ﬁ) Ona: o

zc—2a _ 3—(2-1iV3) _ 14+1iv3 _ (1 +iv/3)(-3 — iVv3)
zp—24 -1-(2-iV3) -3+ivV3 (-3+iV3)(-3—iV3)
-3—-4iv3-3ivV3+3  —4iv3 _ @:_ﬁei;

T T (ep+(Br 1 33

Par conséquent, une mesure de 1’angle orienté (A §, A(z) est —3.

2. Nous venons de voir que — 3 est une mesure de I’angle orienté (1@ . AC ), les
& Méthode 4.4. droites (AB) et (AC') sont donc perpendiculaires. Cela montre que le triangle
ABC est rectangle en A.

3. Comme le triangle ABC' est rectangle en A, le centre du cercle circonscrit
au triangle ABC est le milieu I de ’hypoténuse [BC] de ce triangle. Celui-ci
& Le milieu d'un a pour affixe :
segment [MM'] a pour 5 _ :
a[ﬁz‘e ZM+Zppr e B +2c - 1 +3 —
2 2 2

|
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Exercice 4.3
Nous allons mettre en ceuvre la méthode 4.3 et, pour cela, montrer que ﬁ
est réel. On a :

2c—2a _ 3+i—(2+38) _ 143 1430 1
zp—za  —1—i—(24+3i) -3-3i -=3(1+3i) 3
ce qui montre que ﬁ est réel. Par conséquent, les points A, B et C sont

alignés. A

Exercice 4.4
Lorsqu’on place les points, on peut conjecturer le résultat. On applique la

méthode 4.5 en calculant ﬁ -

zp—24  4+2i—(3—14) 1+3i  (1+3i)(—3—1)

zo—24  0-(3-4)  =-3+4+i (-3+1%)(-3-1)
 —-3—i—-9i+3 —10i
(—3)2+1z2 10

On en déduit que le triangle est triangle ABC est rectangle isocele en A
puisque :

ZEZ %A1 — 1 donc AB = AO
20 — 24
e une mesure de I’angle orienté (ﬁ, /Té) est —5 donc (AO) et (AB) sont
perpendiculaires.

A

Exercice 4.5

7 4 b—0
Etant donné que ;=5

e OB =20A;
e une mesure de I’angle orienté ((ﬁ OB ) est T .

Par conséquent, le triangle OAB est rectangle en A. On reconnait en effet un
<« demi-carré . A

= /2¢'7, il découle du théoreme 4.2 que :

Exercice 4.6
Le triangle ABC' est équilatéral si, seulement si, AB = AC' = BC' ou encore
si, et seulement si AB = AC' et une mesure de ’angle orienté (E, xﬁ) est
égale & T ou —Z. En utilisant le théoréme 4.2 (voir aussi la méthode 4.5),

3
on a donc :
, . , C—aQ ; T —Qa i
ABC équilatéral 2 =€'3s ou =g
—a —a

i

@c—a—(b—a)eg =0ouc—a—(b—a)e 5 =0

Comme le produit de deux nombres est nul si, et seulement si 'un (au moins)
de ces nombres est nul, on en déduit que :

ABC équilatéral & [¢c —a — (b — a)ei%] [c—a—(b— a)e‘i%] —0
& (c—a)? = (c—a)(b—a)(e'3 +e7%3)
+ (b—a)%e'Se™i5 =0

& Ce calcul montre
que AB = —3AC.

& Méthode 4.3.

& on peut aussi
écrire
1+3i

_ —i(—341) .
—3+i SRiaE

—3+i J

& Méthode 4.5.

& La longueur d’une
diagonale d’un carré
de coté a est \/2a.

& ABC équilatéral

lorsqu’il est isocéle en
A avec une mesure de
Uangle (AB, AC') égale

2l ™
a’.j O'U.—?j.

&8

2y=0&2=0 ou
y=20
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& AM = |zp — 24|

& Méthode 4.3

@N[;éFcar
z#2i—1.

& L’ensemble des
points M tels que le
triangle EF'M est
rectangle en M est
le cercle de
diameétre [EF].

Mais e's +e7*'s =2cos3 =2x 3=1ete’s xe*s =1,dou:

wlx
N

ABC équilatéral & (c —a)*> — (c—a)(b—a)+ (b—a)* =0
s —2ac+a®>—cb+ac+ab—a®+b>—-2ab+a*>=0
sSa?2+b2+c=ab+ac+be

A

Exercice 4.7
Nous allons appliquer la méthode 4.6 en interprétant, dans chaque relation,
les modules en termes de distances et les arguments en termes d’angles.

1. En notant A le point d’affixe 1 — 2i et M le point d’affixe z, la rela-
tion |2 — 1+ 2i| =4 s’écrit AM = 4. Par conséquent, ’ensemble des points
recherchés est le cercle de centre A et de rayon 4.

2. Notons B le point d’affixe 3, C' le point d’affixe —2i et M le point d’affixe 2.
On a alors :

|2 — 3] = |z 4 2i & |2 — 3] = |2 — (~24)|
& BM =CM

L’ensemble recherché est donc I'ensemble des points équidistants de B et C,
c’est-a-dire la médiatrice du segment [BC].

3. Tout d’abord, l'expression n’est pas définie lorsque z = 2¢ — 1. Pour
2z # 2i — 1, nous allons interpréter ce quotient en termes d’angles en utilisant
le théoreme 4.2. En notant E, F' et M les points d’affixes respectives 3 + ,
2i — 1 et z (différent de 2i — 1), on a :

z2—3—1 3+i1—2

— cR — cR

z—2’£-{—1E ®2i-1—z€
ZE—ZMeR
ZFp —2ZM

& les points E, F' et M sont alignés
& M est un point de la droite (E'F)

Par conséquent, 'ensemble des points recherchés est la droite (E'F') privée du
point F.

4. On considere un nombre complexe 2 différent de 2¢ — 1 et on reprend les
points E, F' et M introduits dans la question précédente. En appliquant cette
fois la méthode 4.4, on a :

z—3—1 ) .. 3+i—2 ) ..
———— est Imaginaire pur <& ————  est Imaginaire pur
z—2t1+1 20 —1—2
ZA— 2ZM : :
—— est Imaginaire pur
ZB — ZM

& (ME) et (MF) sont perpendiculaires
& M est un point du cercle de diametre [EF]

Ainsi, 'ensemble des points recherchés est le cercle de diametre [EF|, privé
du point F puisque z # 2i — 1. A
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Exercice 4.8
Soit z un nombre complexe. On considere les points M, N et P d’affixes
respectives z, 22 et 23. Tout d’abord, nous allons écarter le cas ou deux (au
moins) des trois points sont confondus. On a

=g =lsi=0mzi=1

=222 z—1)=082=00uz=1

P=262022-1)=082(2-1)(2+1)=0&2z=00uz=1ouz=-1
On considere désormais un nombre complexe 2 différent de 0, 1 et —1. Dans
ce cas, MNP est un < vrai » triangle et on recherche les valeurs de 2 pour
lesquelles il est rectangle, mais on ignore en quel point. Il y a donc trois
possibilités : M N P rectangle en M ou en N ou en P. On décrit ces trois cas
de figure en appliquant la méthode 4.4.

3

» MNP rectangle en M & il

est imaginaire pur

z f—

z2(22 -1) o
—3—,  °st imaginaire pur
2(z—=1)(z+1)

est imaginaire pur
2(z—1) 5 &

Comme 2z # 0 et 2 # 1, on en déduit que :

MNP rectangle en M < z + 1 est imaginaire pur
S Re(z+1)=0
S NRe(z)=-1

23— 22

» MNP rectangle en N & 5 est imaginaire pur

22(z—-1)
2(1—2)

& —2z est Imaginaire pur

est imaginaire pur

puisque 2z # 0 et 2 # 1. Ainsi :

MNP rectangle en N < 2 est imaginaire pur

3

z2—2z

» MNP rectangle en P <& ——— est imaginaire pur
22 — 2

2(1+2)(1—2)
22(1-2)
142

~

~

est imaginaire pur

=

est imaginaire pur

la derniere équivalence découlant de nouveau du fait que 2z # 0 et 2z # 1.

& Avec la méthode
4.4, on traduit la
perpendicularité de
deux des trois droites
formant le triangle

MNP.

& Voir aussi la

méthode 4.5.
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& C’est encore la
méthode 4.4.

& Voir la question 4
de l’exercice 4.7.

& Méthode 4.7 : il
s’agit d’appliquer le
théoréme 4.3 a n = 8.

& Les racines
huitiémes de lunité
sont les huit racines
de 28 — 1.

& Factorisation de
z" —1 par z — 1.

2y En notant

j = e2™/3 les racines
de 22 + 241 sont j et
P =7.

Mais, en notant A le point d’affixe —1 :

142

est imaginaire pur < les droites (AM) et (OM) sont perpendiculaires
Par conséquent,

MNP rectangle en P < M est un point du cercle de diametre [OA]

Finalement, I’ensemble des points recherchés est la réunion de I'axe des or-
données, de la droite d’équation z = —1 et du cercle de centre Q(-%, 0) et de
1

rayon 3, privée des points O et A. A

Exercice 4.9
On applique le théoréeme 4.3 pour obtenir les huit racines huitiemes de I'unité :

2ikmw 2im  4im  6im  8im 10im 12im 14iw
US:{eS k € [o, ,7]]}:{1,68.68,68.68,68,68 68}
s = 3im i 5im 3im Tim
:{1,6’4,622,64 ETLE B T P }
; ; T - 3im 3= 3 S5im _3iw 3im
Commee™ =—1,2 =4, e7 =g @ =T =—4,864 =& 1 =€¢ e
Tim - S . 7 1w
e+ =e "4 =e'4, on peut plus simplement écrire :

- i - T Ed 3im 3iw
US:{I,—I,z,—z,e’4,e’4,e 1, e4 }

_ Exercice 4.10 .
1. On a vu dans le chapitre Equations polynomiales que :

A —1=-DE" 1+ 2%24... 4+ 24+1)
Par conséquent,

P =0E88—-1=0omF" 24 3"FLucntg i T =1
Ei=1o02 142 L0tz 41=0

Mais, on sait également que les solutions de I'équation 2™ — 1 = 0 sont les
racines n-iemes de I'unité. D’apres la derniere équivalence, les solutions de
léquation 2"~ ! 4+ 2""2 4 ... + 24+ 1 = 0 sont donc les racines de 'unité
différentes de 1. L’ensemble des solutions de cette équation est :

2im 4im 2i(n—1)w
sz{e; e ios }

2. D’apres la question précédente appliquée a n = 3, les solutions de I’équation
22 4 241 = 0 sont les racines troisiemes (ou cubiques) de 1'unité différentes
de 1, c’est-a-dire e ot ¥ =%,

3. En posant Z = 2%, ’équation 2% + 2* +1 = 0 s’écrit Z2+Z +1 = 0,
équation dont les solutions Z sont les racines cubiques de 'unité différentes
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de 1, d’apres la question 1. Autrement dit,
B+ 4+1=0023=1etZ#1
&Y =1et2*#£1
e2%2=1et2*#£1

Par conséquent, les solutions de 2® 4+ 2% + 1 = 0 sont les racines douziemes
de l'unité qui ne sont pas des racines quatriemes de I'unité. Or, pour tout
n € N* ona

U, = {e2k

, ke [[O,n-l]]} = {l,engﬂ,e%,--- ,eﬂ%ﬁ}
L’ensemble des solutions de 2% + 2% + 1 = 0 est donc :

S=Up\Us = {7,

= {7, k€ {1,2,4,5,7,8,10,11}}

ke [[0,3]]}

_ iT ix 2im Sim 7i‘1r 4:ifr S'i‘rr 11im
_{eb,es,es,eb,eb,ed,es,e 6 }
__ 5im ;v 4im —2ix 2im S5im _im i
Commeeczeczef’lc,ea =g § =@gT,B% =g & =¢g6 ¢t
11im _Ax ;R 5 % .
e 6 = e 's = e's, on peut également écrire cet ensemble sous forme de

solutions deux a deux conjuguées :

i X s ;i X S 2im i
g {e'ﬁ,ezo,el's,e’s,e 3 ,e’s

A
Exercice 4.11
Il est clair que 1 n’est pas solution de cette équation. Pour 2 # 1, on a :
1+42)"
14+2)" = ( =
(142" = (-2 g
1
o (222"
1—2
Par conséquent, z est solution de (1 + 2)™ = (1 — 2)" si, et seulement si, ifz

est une racine n-ieme de 'unité. Autrement dit,

A+2)"=1-2)" =e"n" aveck € [0,n—1]

=2

S14z=(1-2)""" aveck € [0,n— 1]

2ikw 2ikm™

<i>1+z=eT—zeT avec k € [0,n — 1]

2ikm

&z +1)=e™" —1lavecke [0,n—1]

2ik™
en —1
& 2= —55 1avecke[[O,n—l]]

Or, en factorisant par 'angle < moitié » :

2ikm ikw ikw — ik~ ikw .. -
e n -1 en (8 n —e n en ><2zsmk—7r ,sm'”n—’r .
_ — . _ = — =7 =t tan —
2ik™ ikw ikw _ ikw ikm . k
en +1 e n (e_n +e n ) en X 2cos=L ’”” CcOs -;” n
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& Les n solutions de
l’équation sont des
nombres imaginaires
purs.

@Pourq¢1

n

n—1

5, =
=

k=0

’

& Somme des
premiers entiers.

& Somme des
premiers termes d’une
suite géométrique de
raison w # 1.

Finalement, 'ensemble des solutions de 1’équation (1 + 2)™" = (1 — 2)™ est :

k
S= {itan%, ke ﬂO,n—l]]}

_ Exercice 4.12

Rappelons que 'ensemble U,, des racines n-iemes de 'unité est donné par :

By = {62%” ke [0,n— 1]]} {1 82::, ‘T,--- ,e2i s N}

1. Il s’agit donc de calculer la somme S suivante :

S=1+e™ 4e™ 4.he 7 = Z( )

On reconnait la somme des premiers termes d’une suite géométrique de pre-
mier terme 1 et raison e # 1. On a donc :

217r n ix A
S_l—( ) T L o _,
T l—g® 1T 1—62:1" 1—62:1" 1—62:1’r N

On a montré que, pour n > 2, la somme des racines n-iemes de 'unité est
nulle.

2. Il s’agit cette fois de calculer le produit P suivant :
2w 4im 2i(n—1)w 2imw 4im 2i(n—1)w
P=1xen xen X.---Xe n» =en Xen X:---Xe€e n

. -0t . ’ &
Or, nous savons que pour #,0 € R, on a ¢ x e = ¢/9+0) d’on :

p— ez:ll_f_an_*_ _*_M — 62:%(1_*_2_*_3_}_..._}_”_1)

Mais1+2+34+---4+n—-1=

P ==Xl ix(n-1) _ (em)"—l = (1)

(n—1)n Lz
5. Par conséquent,

A

— Exercice 4.13
- , . . N g 5 N
1. Etant donné que w est une racine cinquieme de 'unité, on a w”> =1, d’otur :

: 1—@* -1
1+w+w2+w3+w4=2_:wk= 1-‘:) - —{I]!

Notons que l'on pouvait répondre a la question en utilisant un résultat plus
général obtenu précédemment. En effet, 1 +w + w? 4+ w® +w? étant la somme
des racines cinquiemes de 1'unité, elle est nulle d’apres I'exercice 4.12.

2. Comme 1+ w + w? + w® + w? =0, on en déduit que :
1% 1 11 1
u2+u—1:<w+—) twt+——1=w+2xwx —+—S+w+——1
w w w w w

i | 1 W %2 1 £ 0 0 — 0
=42+ S +w+—-1=
w w

w2
_ 1 Jerf ot 4w a® _
— 2 =ik
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3. Le trinome 22 + 2 — 1 a un discriminant égal & 12 — 4 x (—=1) = 5. Par
conséquent, ce trinome admet deux solutions réelles distinctes :

-1++v5 g 1+v5

21 =—— et 2zp=-—
: 2 = 2

Onaz; >0et 25 <0.Or uest une racine de 22 +2 —1leton a :

2im _ 2ix 2
u=es +e s :2005?

donc u est positif puisque cos 2 > 0. Par conséquent, u est la racine positive & 2% €]o, 3

de 22 + z — 1. Ainsi, u—zlzL.

4. Comme cos =& 2" = 5, on déduit de la question précédente que :
cos <. 7\/5 -
5 4
Par ailleurs,
o 2T & 2 3—v5 545
bln—:’l—COS——:l— =
5 5 8 8

2% > 0 (car 2F € [0,Z]), on en déduit que :

5. Pour k € {0,--- ,4}, on note M, le point d’affixe e *%7 . On sait que ces cingq
points forment un pentagone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.
Nous allons le construire a la regle et au compas en utilisant ce qui précede.
Tout d’abord, construisons un cercle de rayon quelconque. Ce rayon est pris
pour unité. On sait alors construire (en utilisant la médiatrice) a la regle et au
compas un segment de longueur % et %. On peut alors construire la longueur

Comme sin =&

V/5/4 comme hypoténuse d'un triangle rectangle dont les cotés adjacents a
I’angle droit mesurent respectivement 5 et 7. En retranchant la longueur i,
on peut donc construire a la regle et au compas la longueur cos 2%, abscisse
du point M; d’affixe w. On peut alors construire un pentagone reguher de la

maniere suivante :

e On commence par placer le point M, d’affixe 1, premier sommet du penta-
gone.

e On place le point A d’affixe ‘/‘F;_l (voir la méthode ci-dessus), puis son

projeté M, sur le cercle unité parallelement a 1’axe des ordonnées. Le point
M, est le deuxieme sommet du pentagone.

e En partant du point M;, on reporte sur le cercle, au compas, trois fois la
longueur My M, pour obtenir les autres sommets My, M3 et M, du pentagone.

& 5>1

@00520+sin20:1

& Ces points sont les
images des 5 racines
cinquiémes de l'unité.

@Afh est le point

d’affize w.
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M;

A

— Exercice 4.14
1. Nous allons nous ramener a une équation Z™ = 1 puis utiliser finalement
les racines n-iemes de 'unité. Pour cela, commencons par écrire a sous forme

& W/r est la racine  exponentielle : @ = 7e??, avec r > 0 et § € R. Comme r = ({/7)" et e =
n-iéme du réel positif
T

(ei%)", on a:

" =a& 2" =re?
& Au passage ny/ s60\M
e = (9" ()
Yre'n est une racine
n-iéme de a puisque L
o —F =
g\ n . i o
('\‘/re"n') =re? =a Yretn

n

Ainsi, 2 est une racine n-ieme de a si, et seulement si, \/—zlg' est une racine
n re'n

n-ieme de 'unité. Par conséquent,

z":a@ﬁ:eﬁfw avec k € [0,n — 1]
vren
& z= Yretn x e*n avec k € [0,n — 1]

X
+25) avec k € [0,n—1]

L’ensemble des racines n-iemes de a = re?? est donc :

2kw

{%ei(g+2'§ﬁ), ke [[O,n—l]]} = {{'/FeiejT, ke[o,n— 1]]}

On a donc démontré que tout nombre complexe non nul a = re?? admet n
racines n'“™*. On les obtient en multipliant une racine n-ieme {/re'n» de a
par les racines n-iemes de ['unité.
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2. On applique la question précédente a n = 3 et a = —8 que 'on écrit sous
forme trigonométrique 8¢'". Les trois racines cubiques de —8 sont :

o 1 3
‘8e23=2(—+z‘£)=1+z‘\/§
2 2

\'“‘/geig\¢32§irr = 2" = _9

“ s 4im
V8eises

5im

=2e 3

’ . ’ . . 5 . . . .
3. Cette équation s’écrit aussi 2° = —i. Ses solutions sont les racines cin-
quiemes de —i = e~ *2. D’apres la question 1, ce sont les cinq nombres com-
_s® 2ikw
plexes e *ze”s , avec k € [0,4] :

e 2 xe =—ix1l=—i
R 2im T
e '2¢5 =e 1o
== 4iw 3im
e '2eg 5 — 10
—g® 6im Tim
e '2eg 5 —e10
—ix 8im 11im
e ‘2e 5 —e 10

L’ensemble des solutions de I’équation z° +i = 0 est donc :

S = {—i,e_%,e%,e%,e%}
4. On va de nouveau appliquer la question 1 en commencant par mettre ‘i‘g
sous forme exponentielle :
3\/5: 3v2 __ 3 _ 8 a7
Les solutions de I’équation sont les quatre racines quatriemes de 3e™*% que

I'on obtient grace a la question 1 :

V3e i

\4/§ei(_§+277r) = \“/ie""
\4/§ez'(—1;+44") — 3e3i%
\‘l/gei(_%'f_s%) — </§€5i: </§6_3i:

L’ensemble des solutions est :

&= {ygeig’yge—i:’{z/gesﬁ, \4/56—31':}

& gei™ — (2ei§ m

& En notant

j = e2™/3 les racines
cubiques de —8 sont
-2, —2j et —2j2 =.

& Question 1
appliquée a n =5,

r:let@:—%.

& Les racines
quatriémes de 3e~
sont les nombres

c/gei(_§+2k%)

avec k € {0,1,2,3}.

: T
L

2 Les solutions sont
deur a deux
conjuguées.
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& On connait la
valeur de 7 en
fonction de z et on
déduit celle de z en
fonction de Z.

5. Cette équation est définie lorsque 2 # 1 et 2 # —1. Pour 2 € C\ {-1,1},

3 — zt s %
on pose Z = Z5. On a alors :
z+1)3 (2—1)3 g, 1
=0 — =0
(z—l 4 z+1 ®Z+Z=‘
Z% +1
—-.I-=0
73
&Z2°+1=0
&2%=-1

Nous sommes donc ramenés a déterminer les racines sixiemes de —1. Comme
—1=¢€"", ce sont les six nombres complexes données par la question 1 :

5im 7im Oiw 11iw }
6

;m 2ikw ;X 3im  Sim  Tiw ilim
{e’ﬁe 6, ke[[O,S]]}: {e’ﬁ,e 6 ,e6 ,e6 ,e6 ,e6

Les valeurs de Z étant trouvées, il reste a en déduire 2 :

z+1
z—1

=Zz2+1=(2-1)Z

Sz+1=2Z-27
S20Z-1)=2Z+1
Z+1

2z = —

Z -1

Les six valeurs de 2z sont donc :

B _ef+1 (e +1)(eF —1) 1—(eff —e i) -1 —2ising
l—ei;;_l_(ei;;_l)(e—i’g_l)_1_(ei’é+e—i2)+1_2—2ms%
—1 12+ V3 .
= = (. v3) = —i(2+V3)
2-v3  (2-V3)(2+V3)
. e 41l 41 (G41)(-1-4%)  —it1-1-4 -2 .
2T E 1T i1 (1+9(1-9) (nz+1z 2
Y e’ +1 _ (e°¢ +1)(e= % —1) B 1— (% —e_?si")— 1 —2isin 2X
’ e — 1 (e%—l)(e_?s”_l) 1—(e% +e_%)+1 2—2003%?—r
-1 i(2—vV3
_ 4 e ’L( f) :_2.(2_\/5)
2+v3  2+V3)2—B)
Ti% —5i% 51 5i%
e*s +1 e™s4+1 er*e4+1 e?e 1 __
24 = i = —F—= === — = — J=2(2—\/§)
el*s — 1] e °'s — 1 edie — 1 e — 1
R b P L2 W L S
T e% -1 —i—-1 i-1
el +1 e % 4+1 e54+1 es4+1 _
ZG_e“i%—l_e_’%—l_ei%_l_ei%_l_Zl_z(Q—i-\/?:)

Finalement, I’ensemble des solutions de ’équation est :

S = {i,~i,i(2+ V3), —i(2 + V3),i(2 - V3),~i(2 - V3)}
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Chapitre 5

Equations
polynomiales

Nous avons une formule simple pour la résolution des équations polynomiales de degré deux.
Pour les degrés trois et quatre, les formules existent mais sont tellement complexes qu'elles sont,
de fait, inutilisables. Aussi, les recherches de factorisation ou de méthodes permettant de se
ramener a des équations de moindre degré, sont importantes a connaitre.

B Un mathématicien

Le génial mathématicien Evariste Galois (1811-1832) a démontré, alors qu'il
était encore étudiant, qu'une équation polynomiale de degré cinq ne peut se
résoudre par radicaux c’est-a-dire qu’il n'existe pas de formule donnant les
solutions en fonction de racines des coefficients. Sa méthode de démonstra-
tion allait beaucoup plus loin que ce simple probleme puisqu’elle a débouché
sur la théorie des groupes qui est devenue la base de nombreuses branches
des mathématiques. Mort en duel a vingt ans, I'importance de ses écrits n'a
été comprise que quinze ans plus tard par Joseph Liouville.

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) a démontré le
premier que toute équation polynomiale possede au
moins une racine complexe. Sa preuve, énoncée en 1746,
n’était cependant pas tout a fait rigoureuse et I'on dut
attendre 1799 pour que Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
en donne une démonstration tout a fait satisfaisante.
Ceci explique pourquoi ce résultat est connu sous le
nom de théoreme de D’Alembert-Gauss mais aussi de
théoreme fondamental de I'algebre.

o
(2]
2
(=)
=
N
w
>
<
w
w
-l




M les incontournables

m Résoudre une équation polynomiale de degré deux a coefficients réels
m Factoriser un trinéme du second degré
m Trouver une racine évidente d’un polynome

m Résoudre une équation polynomiale de degré 3 dont une racine est connue

B et plus si affinités

m Résoudre, avec indications, certaines équations polynomiales de degré 3 ou 4

v
L
O
<
L
-
L
ol
>
O
O
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mm Résumé de cours

B Notion de polynéome

Définition : On appelle fonction polynéme a coefficients réels, ou plus simplement polynéme,
toute fonction P de R dans R définie par :

Ve e R, P(x) = anz™ + T Lo INER B PV

ou n est un entier naturel et ap,ay,--- ,an des réels.

Vocabulaire : dans l’écriture ci-dessus les réels ag,ay,--- ,a, sont appelés les coefficients du
polynome P.

Définition : On considére un polynéme P de la forme P(x) = apaz™ + ap_ 2™ ' + - - + a1z + ay,
avec n € N et ap,ay,--- ,an € R. St an, # 0, Uentier n est appelé le degré du polynome P.

Remarques :

e Un polynome de degré 0 est une fonction constante non nulle de la forme P(z) = a, avec

as=0.
e Un polynome de degré 1 est une fonction affine de la forme P(z) = ax + b, avec a # 0.

e Un polynome de degré 2 est un trinome du second degré de la forme P(z) = az? + bz + ¢,
avec a # 0.

Théoreme 5.1.— Un polynoéme est nul si, et seulement si, ses coefficients sont nuls.

Corollaire 5.2.— Deux polynémes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients.

Définition : On dit qu'un nombre (réel ou complexe) a est racine d’un polynome P lorsque
P(a) = 0.

Exemple : on pose P(z) = 32® — 2% — 2, Q(z) =2 —8 et R(z) =% + 1.
Alors 1 est racine de P, 2 est racine de @ et i est racine de R. En effet,

Pily=a%1*—1*—-2=3—1-—-2—0
Q2)=2"—8=8—-8=—10
Ri)=i+1=-141=0

Définition : Soit P un polynome et a un nombre réel ou complexe. Le polynome P est factorisable
par x — a lorsque l'on peut écrire P(x) = (z — a)Q(x), ot Q est un polynome.
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B Solutions d'une équation polynomiale du second degré a coefficients réels

Théoreme 5.3.— Solutions complexes d’une équation du second degré a coefficients réels—.
On considere 1’équation du second degré (E) : az? +bz+c =0 ou a,b,c € R avec a # 0. On note
A = b? — 4ac le discriminant du trinéme az? + bz + c.

» Si A >0, (F) admet deux solutions réelles distinctes :

_cbtva -b— VA

21 29
2a 2a

On a alors la factorisation suivante :
az’ +bz+c=a(z— z1)(z — 22)
» Si A =0, (F) admet une unique solution réelle dite double :
20 = ——-
a
On a alors la factorisation suivante :
az’> + bz +c=a(z — 2)*

» Si A <0, (F) admet deux solutions complexes conjuguées :

—b+iv/—A _ =b—-iv/-A
= et 2 =7 = —m ————
2a 2a

On a alors la factorisation suivante :

a2’ +bz+c= a(z—21)(z —22) = a(z — z1)(2 — Z1)

Remarque : le théoreme précédent permet notamment de déterminer les racines d’'un polynome
de degré deux. En notant A le discriminant d’un trinéme P(z) = ax? + bz +c:

» si A > 0, P admet deux racines réelles distinctes ;
» si A =0, P admet une unique racine réelle (double) ;

» si A <0, P admet deux racines complexes conjuguées.

Pour synthétiser, on parle alors des deux racines distinctes ou confondues d'un polynome de degré 2.

Théoreme 5.4.— Soit 2; et 25 les racines (distinctes ou confondues) de I’équation du second degré
az’ +bz+c=0o0ua,b,ccR et a##0. Alors:

2
o
w2
V)
Il

et 21+ 20 =—

Qo
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B Factorisation d'un polyndme

Le théoreme 5.3 donne la factorisation d’un polynome de degré 2, obtenue a partir des racines
de ce polynome. Comme nous ’avons vu dans ce cas-la, la factorisation peut faire intervenir des
nombres complexes bien que le polynome soit a coefficients réels. Nous allons généraliser ce résultat
en établissant le lien entre racine d’un polynéme et factorisation. Nous commencons par un cas
particulier, la factorisation de 2™ — a™ par z — a. Le cas n = 1 est évident puisque 2! —a' =2 —a

et le cas n = 2 est une identité remarquable connue puisque :
2> —a® = (z—a)(z +a)

La factorisation de 2™ —a™ par z —a pour un entier n quelconque est donnée par le résultat suivant.

Théoreme 5.5.— Soit 2 et a deux nombres complexes, n un entier naturel non nul. Alors :

Z" . an — (2 _ a) (zn—l +Z'n—2a+ zn—3a2 ¥ il zan—2 +an—l)

Remarque : pour a = 1, on obtient
2 —1=(z-1)E" 1 +2"2+...+241)

En particulier, 23 — 1 = (2 — 1)(22 + z + 1).

Le lien fondamental entre racine et factorisation est donné par le théoreme suivant.

Théoreme 5.6.— Si P est un polynome et a une racine de P, alors P est factorisable par z — a.

Remarque : autrement dit, on peut alors écrire P(2) = (2 — a)Q(2), ou @ est un polynome.

Théoreme 5.7.— Nombre maximal de racines d’un polynéme —. Un polynome de degré n € N
admet au plus n racines.

Remarque : nous avions déja vu ce résultat pour un trinome du second degré qui admet une ou
deux racines (théoreme 5.3).
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mm Démonstrations

B Factorisation de z" — a™ par z — a

Il s’agit de démontrer le théoreme 5.5.

Théoreme 5.5.— Soit 2 et a deux nombres complexes, n un entier naturel non nul. Alors :

P - (Z _ a) (zn—l +271—2a_+_ Zn—iia'z I Zan—? +an—1)

n—1

- (2 . a) Z zn—l—kak

k=0

Démonstration V
Nous allons développer le membre de droite afin de montrer qu’il est bien égal a4 2" —a™. On a :
n—1
(z—a)i :Zn—l—kak _ (Z—CL) (zn—l +Zn—2a+zn—3a +..'+zan—2+an—1)
k=0
=3 -2 —3 2 —2 -1
=zx2" +2zx2" “a+zxz2" e +---+zxza" " " +2zxa"

n—-3 2

n—1 n—2 n—2 n—1
—axz —axz a—axz a —---—axza —axa

n—1 n—2 2

=2"+2""a+2"""a"+---+za

— 2" —ig®

n—1 n—1 n—2 2 n—1 n
—az -2z a —---—2a —a

Notons que, dans la somme précédente, il se produit une succession de simplifications, que 'on appelle
< télescopage . A

B Factorisation de P(z) par z — a lorsque P(a) = 0

Il s’agit de démontrer le théoreme 5.6.

Théoreme 5.6.— Si P est un polynome et a une racine de P, alors P est factorisable par z — a.

Démonstration V
Nous devons montrer que, lorsque a est racine de P, on peut écrire :

P(z) = (z — a)Q(2)
ou @ est un polynome. Introduisons les coeflicients de P en notant :

P(z) = anz"+an-12"""+ -+ a1z+ a0

oun €N et ap,a1,--- ,an € R. Comme a est racine de P, on a P(a) =0 donc :
n n—1 n n—1
P(z) = P(z) — P(a) = anz" +a@n-12  +---+aiz+ @ —ana — an—1a — - —@1a — o
n n—1 n n—1
=QnzZ +Qn-12 +---+ Q12— ana — an-1a —---—Q1a

n—1 . an—l)

=an(2" —a") + an-1(z +---4+ai(z—a)

n
= Zak(zk -
k=1
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Mais, d’apres le théoréeme 5.5, 2¥ — a* est factorisable par z — a. Par conséquent, pour k € [1,n], il existe
un polynoéme Py tel que :
2* —a* = (2 — a) Pe(2)

Par conséquent,

Pz) = Zak(z —a)Pe(z) =a1(z—a)Pi(z) + as(z — a)Pa(2) + - - - + an(z — a) Pn(2)

= (z—a)[a1 P1(2) + a2 P2(2) + - - - + an Pa(2)]

En notant @ le polynome défini par Q(z) = a1 Pi1(2) + a2 P2(2) + - - - + an Pn(2), on obtient finalement
P(2) = (2 —a)Q(z)

ce qui montre que P est factorisable par z — a. A

B Nombre maximal de racines

Il s’agit cette fois de démontrer le théoreme 5.7.

Théoreme 5.7.— Un polynéme de degré n € N admet au plus n racines.

Démonstration V
Nous allons procéder par récurrence sur n € N en introduisant, pour n € N la proposition

P(n) : < Un polynome de degré n a au plus n racines > .

Initialisation : Un polynoéme de degré 0 est une fonction constante de la forme P(x) = a, avec a # 0.
Comme a # 0, la fonction P ne s’annule jamais, donc P n’a aucune racine, ce qui montre que P(0) est
vraie (P a zéro racine!).

Hérédité : On suppose maintenant que P(n) est vraie au rang n € N fixé. Autrement dit,

< un polynéme de degré n a au plus n racines > .

Montrons maintenant que P(n + 1) est vraie. Soit P un polynéme de degré n + 1. On distingue deux cas.
» Si P n’a aucune racine, alors P(n + 1) est vraie (puisque P a zéro racine).
» Si P une racine a, alors P est factorisable par z — a d’apres le théoreme 5.6. On peut donc écrire :

P(z) = (2 — a)Q(2)

ot @ est un polynéme de degré n (puisque P est de degré n+ 1). Maintenant, si b est une racine de P, on
a P(b) =0, soit :
(b—a)Q(b) =0

done b —a = 0 ou Q(b) = 0, c’est-a-dire b = a ou b est racine de Q. Or, @ étant un polynoéme de degré
n, il admet au plus n racines d’apres P(n). Par conséquent, il y a, au plus, n + 1 possibilités pour b (une
possibilité si b = a et et au plus n possibilités si b est racine de Q). Ainsi, P a au plus n+ 1 racines, ce qui
montre que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. A
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B Racines d’'un polynéme

(A Méthode 5.1.— Comment montrer qu’un nombre est racine d’un polynéme

Pour montrer qu'un nombre (réel ou complexe) a est racine d’un polynome P, il suffit
de vérifier que P(a) = 0.

Exemple : on pose P(z) =423 + 722 + 4 et Q(z) = 22* + 323 + 22 4+ 3z — 1.
Vérifier que —2 est racine de P et que 7 est racine de . On a :

P(—2)=4x (-2 +7x(-2)24+4=4x(-8)+7x4+4=-32+284+4=0
donc —2 est racine de P. Par ailleurs,

QE)=2"+33+2+3i—-1=2(2)2+32 xi+i2+3i—1
=21 43x () xé-1+3i-1=2-3—-143—-1=0

ce qui montre que 7 est racine de Q).

Mise en ceuvre : presque tous les exercices de ce chapitre!

(A Méthode 5.2.— Comment trouver une racine évidente d’un polynéme
Trouver une racine < évidente » d’un polynome P, c’est trouver sans indication un
nombre a tel que P(a) = 0. Quand on parle de racine évidente, c’est généralement 1
ou —1, éventuellement 2 ou —2.

Remarque : trouver une racine évidente permet notamment de

» résoudre une équation polynomiale de degré 2 sans utiliser le discriminant (méthode 5.4);

» résoudre une équation polynomiale de degré 3 (méthode 5.8).

Exemple : trouver une racine évidente des polynoémes définis par P(z) = 22° — 22 — 2 + 2 et
Q=20 -1
On a:

P=3x1-0" 11— N13=-2-11013=0
Ql)=2x1*"-1-1=2-1-1=0

ce qui montre que —1 est racine de P et que 1 est racine de Q).

Mise en ceuvre : exercice 5.2, exercice 5.5.
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L équations polynomiales du second degré

 Méthode 5.3.— Comment résoudre une équation polynomiale du second degré
Pour résoudre une équation polynomiale du second degré az?+bz+c =0, avec a,b,c € R
eta#0:

On commence par calculer le discriminant A = b — 4ac du trinéme az? 4 bz + c.

On applique le théoreme 5.3 suivant le signe de A.

Exemple : résoudre dans C Iéquation 22 — 22 +2 = 0.
[1]OnaA=(—22-4x1x2=4—-8=—4.

On applique le théoreme 5.3. Comme A < 0, I'équation admet deux solutions complexes
conjuguées données par :

_ (=2 +iV-(-9) _2+ivVE_2+2

2x1 2 2

I
S
-

I
—

|
~

=141 et 29

IS

1
L’ensemble des solutions de 1’équation est donc & = {1 +1i, 1 —i}.

Exemple : résoudre dans C I’équation 22 4 2z — 12 = 0.

OnaA=12-4x1x(-12)=1+48 =49.

Comme A > 0, I’équation admet, d’apres le théoreme 5.3, deux solutions réelles distinctes :
-14+v49 -147 6 _ —l—y48 —1-7 8

! 2 % 1 2 2 B 2 % 1 2 2

L’ensemble des solutions de 1’équation est donc § = {3, —4}.

Exemple : résoudre dans C I’équation 22 4+ 62 +9 = 0.
[1]Ona A=62-4x1x9=236—-36=0.

D’apres le théoreme 5.3, I'équation admet une unique solution réelle (double) :

6 6
—— s ——
2% 1 2

20 = —

Notons que l'on pouvait procéder différemment et se passer du calcul du discriminant en recon-
naissant une identité remarquable :

2 4+62+9=0&(z+32=0
S24+3=0

z=-3
ce qui montre que —3 est 'unique solution de I'équation 22 + 62 +9 = 0. Ainsi, S = {-3}.

Mise en ceuvre : exercice 5.1, exercice 5.3.
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. Méthode 5.4.— Comment utiliser une racine évidente pour résoudre une
équation du second degré sans calcul de discriminant
Dans le cas ou ’'on a trouvé une racine évidente de I’équation az?+bx+c = 0, autre solu-
tion peut s’obtenir directement grace au théoreme 5.4. Connaissant une racine évidente
21 et sachant, d’apres le théoreme 5.4, que 2,2, = =, on en déduit la valeur de 2.

Exemple : résoudre, sans calculer de discriminant, I’équation 222 + 32 — 5 = 0.
Le réel z; = 1 est racine évidente de 222 4+ 32 — 5 = 0. En effet,

2%x1243x1-5=24+3-5=0

Or, d’apres le théoreme 5.4, le produit 2,22 des deux solutions (distinctes ou confondues) de
222 4+ 32 — 5 =0 est égal & _75 Ainsi,

5
2] Zp= —=
S 2
1
& 5 & - 3, . - « 5
soit 22 = —3, ce qui montre que 'autre solution de I’équation 222 13z —5=10 st —.

Finalement, I’équation 222 + 32 — 5 = 0 admet deux solutions réelles distinctes, 1 et —g i

s={1 -3

Mise en ceuvre : exercice 5.2.

(A Méthode 5.5.— Comment factoriser un polynéme du second degré
Pour factoriser un trinéme du second degré az? + bz + ¢, avec a,b,c € Ret a # 0 :

On commence par déterminer les racines de ce trinome (méthode 5.3).
On en déduit la factorisation du trinome donnée par le théoreme 5.3.

Pour synthétiser les trois cas de figure donnés par le théoreme 5.3, en notant 2, et 25
les racines (distinctes ou confondues) du trinéme az? + bz + ¢, la factorisation s’écrit :

Exemple : donner la factorisation des trinomes 22 — 22+ 2, 22 + 2 — 12 et 22 + 62+ 9. Nous avons
déja calculé les racines de ces trois polynomes comme illustration de la méthode 5.3. Il reste a
appliquer la factorisation donnée par le théoreme 5.3.

e Le trinome 22 — 22 + 2 admet deux racines complexes conjuguées 1 +1i et 1 — 7 donc :
22—2242=[2—(1+i)][z-QA-9=(z—-1-1)(z—1+1)
e Le trinéme 22 + 22 — 3 admet deux racines réelles distinctes 3 et —4 donc :
Z24+2-12=(2-3)z—(-4) = (z—=3)(z+4)
e Le trinéme 22 + 62 + 9 admet un unique racine (double) -3 donc :
221 62+9=(2—(-3))2 = (2+3)*

Mise en ceuvre : exercice 5.4.
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L équations polynomiales de degré trois ou plus

(A Méthode 5.6.— Comment factoriser un polynome de degré 3 dont on connait
une racine
Supposons que I’'on connaisse une racine a d’un polynome P de degré 3.

On peut alors, d’apres le théoreme 5.6, factoriser P par 2 —a :

P(2) = (: - 0)Q(2)

ol @ est un polynéme de degré 2, c’est-a-dire de la forme Q(2) = az? + 52 + 7.
En développant 1'égalité P(2) = (2 — a)Q(2) puis en identifiant les coefficients de ces
deux polynomes, on détermine les coefficients o, 5 et v de Q.

Connaissant les coefficients du polynome (), on peut alors le factoriser en appliquant
la méthode 5.5 et on en déduit la factorisation de P.

Remarque : cette méthode permet notamment de déterminer les racines d’un polynome de degré 3
si I'on en connait une.

Exemple : vérifier que 3 est racine du polynéme P(z) = 22% + 2% — 252 + 12 puis le factoriser.
3 est bien racine de P puisque :
P(3)=2x3*4+3%-25x3+12=2%x274+9—-75+12=544+9—-75+12=75—-75=0

On peut alors écrire :
P(z) = (2 - 3)Q(2)
ou () est un polynéme de degré 2. Autrement dit,
P(2) = (2 = 3)(a2® + Bz +7)

avec a € R*, B,yv € R.
En développant, ’égalité précédente s’écrit :

223 4+ 22 - 2524+ 12=a2® + B2%2 +y2 — 3a2®2 — 382 — 3v

=a2® + (B -3a)22 + (y—3B8)z— 3y

On identifie alors les coefficients des deux polynomes en vertu du corollaire 5.2 :

a=2
B—3a=1
v—38=-25
-3y =12

On obtient « =2, B =7 et 7y = —4 soit :
Q(z) =222+ T72—4

Le polynome () est un trinome du second degré dont le discriminant est égal a 49 + 32 = 81. 11
admet donc deux racines réelles distinctes :

-7+ V81 —749 1 ot . —7—+v81 -7-9
— —_— —_— 2: —

1 1 2 4 3 = =

21
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et on a donc Q(2) = 2(2 — 1)(z + 4). Finalement, la factorisation de P est donnée par :

P(2)=2(z-3)(z — %)(z +4)

Mise en ceuvre : exercice 5.7, exercice 5.8.

(A Méthode 5.7.— Comment factoriser un polynome de degré 3 apres avoir trouvé
une racine évidente
Si 'on a trouvé une racine évidente d'un polynome de degré 3, on peut alors le factoriser
en appliquant la méthode 5.6. Cette méthode permet notamment de déterminer les
racines d’un polynome de degré 3 lorsque I'on en a trouvé une racine évidente.

Exemple : factoriser le polynéme P(z) = 2 — 322 4+ 122 — 10.
On vérifie que 1 est racine évidente de P puisque :

P1)=1>-3x12412x1-10=1-3+12-10=13-13=0

On peut donc factoriser P par 2 — 1 :

ou () est un polynome de degré 2, soit
P(2) = (2 — 1)(az® + bz + ¢
Apres développement, cette égalité s’écrit :
22 —-3224+122—10=az>+ (b—a)22 + (c—b)z—c

L’identification des coefficients donne alors :

a =

b—a=-3
c—b=12
—c=-10

On obtient a =1, b= -2 et ¢ =10, d’ou :
P(2) = (z— 1)(z* — 22 + 10)

Le trindme 2% — 22410 a un discriminant égal & (—2)? —4 x 10 = 4 — 40 = —36. Par conséquent,
il admet deux racines complexes conjuguées :

_24i0V36 246
R

21 =143 et 290=21=1-31

Ainsi, 22 — 22+ 10 = [z — (1 + 37)] [z — (1 — 37)] et on en déduit la factorisation de P :

P(z)=(2—1)(z =1 —3i)(z — 1 + 3i)
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Mise en ceuvre : exercice 5.5.

(d Méthode 5.8.— Comment résoudre une équation polynomiale de degré 3
Lorsque 'on dispose d’une racine d’un polynéome P de degré 3 (évidente ou donnée par
I’énoncé), on peut alors le factoriser en appliquant la méthode 5.6 et en déduire les
racines de P, c’est-a-dire les solutions de I’équation P(z) = 0.

Exemple : résoudre dans C les équations 22° + 22 — 252+ 12 =0 et 2° — 322 + 1224+ 10 = 0.
Nous avons obtenu, dans les deux exemples précédents, la factorisation de ces deux polynomes :

%)(z+4)

72— 82" 4+ 1224 10=(2—1)(z -1~ 3E)(z — 1 43%)

223 4+ 22 — 252+ 12=2(2 - 3)(z -

Par conséquent, les racines de 223 + 22 — 252 412 sont 3, % et —4; les racines de 23 — 3224122410
sont 1, 1 + 3i et 1 — 3i. Ainsi :

: . 1
L’ensemble des solutions de 'équation 22° 4+ 22 — 252 + 12 = 0 est {—4, 3 3} .

L’ensemble des solutions de I'équation 2z* — 322 4122410 = 0 est {1,1 — 3i,1 + 3i}.

Mise en ceuvre : exercice 5.8.

Remarque : la méthode précédente permet de résoudre une équation polynomiale de degré 3
lorsque 'on connait déja une racine (évidente ou obtenue grace a une indication de I’énoncé). Il
existe une méthode générale mais elle n’est pas au programme du cours. Elle est présentée a travers
un exemple dans I’exercice 5.14.

(d Méthode 5.9.— Comment factoriser un polynome dont on connait une racine
Les méthodes présentées pour un polynome de degré 3 s’étendent a un polynome de
degré supérieur, toujours en utilisant le théoreme 5.6 : si a est racine de P alors P est
factorisable par z — a.

Exemple : résoudre dans C I’équation 2% + 823 + 1522 — 82 — 16 = 0. On commencera par trouver
deux solutions évidentes.
Tout d’abord, 1 et —1 sont solutions évidentes de cette équation puisque :
1*4+8x1°+15x12-8x1-16=1+8+15-8—-16=0
(-1)*+8x (—1)*+15x(-1)2-8x(-1)—16=1—-8+15+8—16=0
Par conséquent, le polynéome 2% + 823 4+ 1522 — 82 — 16 est factorisable par 2 — 1 et z+ 1. On peut

done écrire :
2 1822 11522 82— 16 = (z—1)(z+1)Q(2)

ou () est un polynome de degré 2, soit

22 +82° 41522 - 82— 16 = (2> —1)(az® + bz + ¢)
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avec a € R*, b,c € R. Ainsi, on a :
22 482341522 82— 16 =az* +b2* + (c—a)2®’ —bz—c

L’identification des coefficients de ces deux polynomes s’écrit :

a=1
b=28
c—a=15
—b=-8
—c=-16

Ainsi,a=1,b=8et c=16,d’ou :
22 4+823 41522 -82—-16=(2—1)(2+1)(22 + 82+ 16) = (z — 1)(z + 1)(2 + 4)?

ce qui montre que les racines du polynéome 2% 4+ 822 4 1522 — 82 — 16 sont donc —1, 1 et —4.

L’ensemble des solutions de 2% + 823 + 1522 — 82 — 16 = 0 est :
S={-1,1,-4}

Mise en ceuvre : exercice 5.9.

(J Méthode 5.10.— Comment résoudre une équation az* +bz2 +¢c=0
Pour résoudre une équation de degré 4 de la forme az* + bz%2 + ¢ =0, avec a,b,c € R et
a==10:
On se ramene a une équation du second degré en posant Z = 22, Iéquation
az* 4 b2? + ¢ = 0 s’écrit alors aZ2 +bZ +c=0.
On résout 'équation du second degré aZ? + bZ + ¢ = 0 a 'aide du théoreme 5.3.

Suivant les valeurs de Z trouvées, on en déduit celles de z sachant que 22 = Z.

Exemple : Résoudre dans C I’équation z* + 422 — 21 = 0.
En posant Z = 22, I’équation s’écrit Z2 + 47 — 21 = 0.
On résout maintenant ’équation du second degré Z2? + 47 — 21 = 0. Son discriminant A est
égal & A =42 — 4 x (—21) = 16 + 84 = 100. Par conséquent, I'équation Z2? +4Z — 21 = 0 admet
deux solutions réelles distinctes :

_ —4-y100 -4-10

—4 4 +/100 —4+10
= L3 = Ly =3 et = -7

7
! 2 2 2 2

On en déduit maintenant z sachant que 22 = Z. D’apres ’étape précédente, on a :
22=3 ou 22 =_7

On a 22 = 3 si, et seulement si, 2 = V3 ou z = —/3. Par ailleurs, I’équation 22 = —7 est une
équation du second degré (22 +7 = 0) qu’on peut résoudre en appliquant encore le théoréme 5.3.
On peut aussi, plus simplement, écrire :

22:—7<:>z2:(iﬁ

2. = 7ouz:—i\/7

2
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Par conséquent, I’équation z* + 422 — 21 = 0 admet quatre solutions : /3, —v/3, iV/7 et —i\/7.
L’ensemble des solutions de cette équation est :

S = {V3,—V3,iV7,-iV7}

Mise en ceuvre : exercice 5.6.

Remarque : dans le cadre du programme, la méthode 5.10 ne peut s’appliquer que dans le cas
d’un discriminant positif du trinome aZ2+bZ + ¢ (valeurs réelles de Z). Pour un exemple d’équation
de ce type a discriminant strictement négatif, on pourra consulter 1’exercice 5.11.
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== Vrai/Faux

Vrai Faux

L]

2

1. Les racines du trinome 2° — 2 + 2 sont imaginaires pures.

2. Si 1 est racine du trinéme az? + bx + ¢ (avec a # 0), Pautre
racine est <.

. _— A/ S (s |
3. Les racines du trinéme 22 + z + 3 sont +5/ et 5/ :

4. Comme —1 et 2 sont racines de 222 — 2z — 4, la factorisation
de ce trinome est (z + 1)(z — 2).

5. Si 29 est I'unique racine de az? + bz + ¢, ce trindéme se factorise
sous la forme a(z — zp).

6. Le polynome 32° —42% + 2% 4+ 522 — 32 — 2 est factorisable par
z—1.

7. Si on note 2; et 2, les solutions de 222 — 152 — 8 = 0, alors
21+ 29 = —% et 2129 = —4.

8. Si P est un polynome de degré n € N, I'équation P(z) = 0 a
au plus n solutions.

9. Les racines du polynéome z2 + 1 sont i et —i.

oo o O O O Ood g
oo o 0O 0O 0 OO0 0O

10. Le polynéme z* + 22 + 1 n’a pas de racine réelle.
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mm Enoncé des exercices

| équations polynomiales du second degré

Exercice 5.1 : Résoudre dans C les équations suivantes.
1. ¥4+2:5=0

2. 22-42-1=0

3. 22411=0

4, 322 _824+9=22—-22+4+4
i B

5. 4-}-;—1

Exercice 5.2 : Résoudre, sans utiliser de discriminant, les équations suivantes.
1. 321621 2=-0
2. —22+(1+\/§)z—\/§:0

Exercice 5.3*% : Soit # un réel qui n’est pas un multiple de 7. On considere I’équation :

22 —2zcos0+1=0 (F)

1. Calculer le discriminant A de I’équation (E).
2. Résoudre dans C I’équation (F).

B Factorisation

Exercice 5.4 : Factoriser les trinomes du second degré suivants.
1. 4221929

y . P |

3. —224102-25

Exercice 5.5% : Factoriser les polynomes de degré 3 suivants.
L -8
2. et —1T2415

B Equations polynomiales de degré 3 ou plus

Exercice 5.6 : Résoudre dans C les équations suivantes.
Y. #* -0 1 12=0
2. 22 4+322—-4=0

Exercice 5.7* : Résoudre dans C les équations suivantes
L - 87=0
2 T =

EQUATIONS POLYNOMIALES

137 mm



Exercice 5.8 : On considere 'équation 2* 4+ 422 + 22 — 28 = 0. (E)
1. Vérifier que 2 est solution de (F).
2. Résoudre dans C I'équation (F).

Exercice 5.9% : Apres avoir montré que 7 et —i sont solutions, résoudre dans C 1'équation

~

Py AN, T N P

Exercice 5.10*% : Une équation a coefficients complexes
On considere I’équation suivante :

22— (44322 +2(2+121)—6i=0. (E)

1. Vérifier que 3i est solution de (FE).
2. Résoudre dans C ’équation (F).

Exercice 5.11** : On considere I'équation 2* + 22 +1 = 0. (E)
1. Résoudre dans C I'équation 22 + 2+ 1 = 0.

2. Ecrire les solutions sous forme exponentielle.

3. En utilisant ce qui précede, résoudre dans C I’équation (E).

B Pour aller plus loin

Exercice 5.12*%* : Racines carrées d’'un nombre complexe
On appelle racine carrée d’'un nombre complexe w tout nombre complexe z tel que 2
exemple, 1 + 7 est une racine carrée de 2¢ puisque :

2 = w. Par

Q+i)2=1242xi4+i2=142i—1=2i

Attention, la notation /z est exclusivement réservée aux réels positifs z. Notons que, si 2 est une

racine carrée d’'un nombre complexe w alors —z aussi puisque (—2)? = 22. Enfin, ’équation 2? =

étant équivalente a 2 = 0, I'unique racine carrée de 0 est 0. Ce cas trivial étant traité, on s’intéresse
dans cet exercice aux racines carrées d’'un nombre complexe non nul.

1. Déterminer les racines carrées d’un réel strictement négatif w.

2. Soit w un nombre complexe non nul. En mettant w sous forme exponentielle, montrer que w
admet exactement deux racines carrées.

A . . ;s , . . , . 2im . .
3. A l'aide de la question précédente, déterminer les racines carrées de i, e s et v/3 +i.
Dans la suite de cet exercice, on souhaite déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées
de 3 — 4i. La méthode présentée sur cet exemple s’étend a la recherche des racines carrées d’un

nombre complexe non nul quelconque a + ib.
Dans les questions qui suivent, on recherche donc z € C tel que 22 = 3 — 4i.

4. En écrivant 2 = z + iy (avec z,y € R), montrer que x> — y?> = 3 et zy = —2.
5. En calculant |2|?, montrer que z° 4+ y? = 5.

6. En déduire la valeur des racines carrées de 3 — 4i.
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Exercice 5.13*%* : Equations du second degré a coefficients complexes
On considere I’équation du second degré a coefficients complexes

az?4+bz+¢=0 (E)

avec a € C*, b,c € C. Nous allons montrer que les formules données par le théoreme 5.3 se
généralisent a une équation du second degré a coefficients complexes. Pour cela, nous allons faire
appel aux racines carrées d’'un nombre complexe (exercice 5.12). On note A = b? — 4ac le dis-
criminant de (F) et § une racine carrée de A (dont Pexistence a été établie a 1’exercice 5.12,
question3).

1. En mettant le trinome az? + bz + ¢ sous forme canonique, montrer que :

» si A =0, (E) admet une unique solution zy = — = ;

» si A # 0, (F) admet deux solutions distinctes
—b+4 —b—46
et 2=
2a 2a

Z1 =

2. En remarquant que (1 4 i)? = 2i, résoudre dans C I’équation iz 4+ (3 —i)2 — 2 — 2i = 0.
3. Déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées complexes de 5 + 12i.
4. Résoudre dans C I'équation 22 + 2 —1—3i = 0.

Exercice 5.14*%* : Résolution d’une équation de degré 3 par la méthode de Cardan

La résolution d’une équation de degré trois az® +bz? 4 cx +d avec a € R*, b, ¢, d € R peut toujours
se ramener A une équation plus simple de la forme 22 + pz + ¢, ot p, g € R. On peut alors résoudre
cette derniere équation grace a la méthode de Cardan. Nous allons présenter cette méthode pour
résoudre I'équation du troisieme degré suivante :

22-302-36=0 (F)

Pour cela, on pose 2z = u + v.

1. Résoudre dans C I’équation z* = 1. Donner les solutions sous forme exponentielle.

2. Montrer que 23 — 3uvz — (u3 +v3) = 0.

On choisit en conséquence u et v tels que uv = 10 et u® +v* = 36 de sorte que 2> — 30z — 36 = 0.
3. Calculer u*v* puis déterminer la valeur de u* et v*. On choisira u* tel que Jm (u*) > 0.
Calculer (3 +7)>.

A laide des questions précédentes, déduire toutes les valeurs possibles du nombre complexe wu.

Déterminer alors toutes les valeurs possibles pour du couple (u,v).

el L L

En déduire les solutions dans C de I’équation (F).

mm Indications

Ex. 5.5
Penser au théoreme 5.5 pour la question 1. Chercher une racine évidente pour la question 2.

— Ex. 5.6
Appliquer la méthode 5.10.
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Ex. 5.7
Utiliser le théoreme 5.5 pour la question 1.

Ex. 511
Pour la question 3, penser a factoriser 2> — ',

Ek. 5.13

Pour la question 3, utiliser la méthode de recherche des racines carrées sous forme algébrique
présentée a l’exercice 5.12.
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mm Corrigé des vrai/faux

1 (2134|516 7|8|9]10
FIV|IF|IF|F|VIF| V[V ]V

1. Ce trindéme a un discriminant égal & (—1)2 —4 x 2 = 1 —8 = —7. Par conséquent, il admet deux
racines complexes conjuguées :

14iV7 1T
= 72 et Zo =21 = 72
qui ne sont pas des nombres réels, mais pas non plus imaginaires purs. Rappelons qu'un imaginaire
pur est un nombre complexe de la forme ib, avec b € R.

21

2. D’apres le théoreme 5.4, le produit des deux racines de ce trinéme est égal a <. Si I'une est

égale a 1, I'autre est nécessairement égale a leur produit £.

3. Cette écriture n’a aucun sens, la notation /z est exclusivement réservée aux réels x positifs.
Cette équation, dont le discriminant vaut —11 a deux solutions complexes conjuguées :

_ Ay __ —1-i/11

21 B 22 =21 = B

4. Ne pas oublier le coefficient a de z? dans la factorisation. La factorisation correcte est :

222 —2r —4=2(z+1)(x—2)

5. Lorsque 2o est 'unique racine de az? + bz + ¢, la factorisation est az? + bz + ¢ = a(z — z())z.
Autrement dit, az? + bz + ¢ est factorisable par (z — 20)?, c’est pour cela que I'on dit que zy est
racine double de ce trinome.
6. 1 est racine de 32z° — 42* + 23 4+ 522 — 3z — 2 puisque :

ST —A¥ T L1 LE N1 -1 —-2=8 -4 1]5-8-0=0

Par conséquent, d’apres le théoréme 5.6, 32° — 42% 4+ 23 4 522 — 32 — 2 est factorisable par 2 — 1.

7. D’apres le théoréme 5.4, les racines z; et 2, de a2? + bz + ¢ (avec a # 0) vérifient 2 + 2, = —g
~ - - . — 15 (-4 —
et 212 = £, clest-a-dire ici : 2; + 25 = — 21" = %et 2129 = 78 = —4.

8. Les solutions de I’équation P(x) = 0 sont les racines du polynome P. Comme P est de degré n,
il admet au plus n racines d’apres le théoreme 5.7.

9. On peut calculer les racines de 2 + 1 grace au théoréme 5.3 ou écrire :

P?+1=0822-?=0(x—i)(z—i)=02zr—i=0ouz—i=0&r=iouz=—i

10. Pour z € R, on a 22 > 0 et * > 0, donc z* + 2? + 1 > 1. Par conséquent, 2* + 22 + 1 ne
s’annule jamais sur R, ce qui montre que le polynéome z* + 22 + 1 n’a pas de racine réelle.
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@Théoréme 5.3 dans
le cas A < 0.

@Théoréme 5.3 dans
le cas A > 0.

& Plus généralement,
les solutions de

22 4+a=0 aveca >0
sont iv/a et —i/a.

mm Corrigé des exercices

Exercice 5.1
Nous allons appliquer la méthode 5.3 permettant de résoudre une équation
polynomiale de degré 2.
1. Le discriminant de ce trindéme est égal & 22 —4 x 5 =4 — 20 = —16.
Par conséquent, I’équation admet deux solutions complexes conjuguées :
—248y/—(-16) —244/16 —2-44i
o — = =
2x1 2 2
29 =72 =—1—2i

=-14+2:

L’ensemble des solutions de I’équation est donc & = {—1 + 2i, —1 — 2i}.

2. Ce trindme a un discriminant égal a (—4)2 —4 x (=1) = 16 +4 = 20.
D’apres le théoreme 5.3, ce trindbme admet deux racines réelles distinctes
données par :

(—4)+\/%:4+\/4x5:4+2\/5:2+\/g

4= N 2 2
—(-4)—v20 4—+AXB 4-25
S (2)x1 - 2>< - 2f:2_\/5

L’ensemble des solutions de 1'équation est donc & = {2 + \/E_), 2— \/5}

3. On pourrait calculer le discriminant de ce trinome puis appliquer le
théoreme 5.3 mais on peut plus simplement écrire :

22411=0&22=-11
& 22 = (z\/ﬁ)2
& z=1iV1lou z = —iV11
L’ensemble des solutions de cette équation est S = {i\/11, —iy/11}.
4, Ona:
322 -82+49=22-224+4222—-624+5=0

Le discriminant de 222 — 62 4+ 5 est égal & (—6)2 —4 x 2 x 5 = 36 — 40 = —4.
D’apres le théoreme 5.3, 222 —62+5 admet deux racines complexes conjuguées :
—(—6)+iv/—(—4) 6+iv4d 6+2 3 i _ 3

et 2o 1= =—

= 2% 2 1 1 272 2

DN | .

et 'ensemble des solutions de I’équation est done § = {% + %, % — %}

5. Cette équation est définie si, et seulement si, 2 # 0. Pour 2 # 0, on a :
1 1
z4-=124+4--1=0
z -

2
1l—

~

22 241=0
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Le discriminant du trinéme 2% — 2 4+ 1 est égal & (—=1)2 —4 x 1 = —3 et les
deux racines de ce trinome sont donc complexes conjuguées :

—(=D+iy=(=3) _ 1+iV3 5o 1=iv3

1 —
2 x 1 2 I 2

zZ1 =

1+iV3 1—i\/§} R
2 T 2 :

L’ensemble des solutions de ’équation est donc & = {

— Exercice 5.2
Nous allons mettre en ceuvre la méthode 5.4 qui permet, en utilisant sur
une racine évidente, de résoudre une équation du second degré sans avoir a
calculer de discriminant.

1. On remarque que —1 est une solution évidente de 322 + 52 +2 = 0. En
effet,

3x (=12 +5x%x(-1)+2=3-5+2=0
Par ailleurs, d’apres le théoreme 5.4, le produit des deux solutions est égal & &€ 2125 = <
%. En notant 25 la deuxieme solution, on a donc :

L. a— ei=2 et
Elci,a=3,c=2
—1><z2:§ z1 =—1.

2 . :
c’est-a-dire 2, = & = —%. L’ensemble des solutions est donc § = {1, - f}

2. On applique de nouveau la méthode 5.4 en remarquant cette fois que 1
est solution :

2+ (1+V3)x1-V3=-1+1+V3-V3=0
Par conséquent, & Théoreme 5.4.
—V3
21 Z2 = _—\g— = \/§
1

et la deuxieme solution est donc v/3. L’équation admet deux solutions réelles
distinctes et ’ensemble des solutions est S = {1, v/3}. A

_ Exercice 5.3
1. On a:

A =(—2cos#)> —4=4cos’H — 4 = 4(cos’H — 1) = —4sin’ 0

la derniere égalité découlant de la relation cos® @ + sin? 6 = 1.

2. Ona A = —(2sinf)? donc A < 0. Mais, comme 6 n’est pas un multiple
de m, sinf # 0, d'ou A < 0. L’équation (F) admet deux solutions complexes
conjuguées 21 et 20 =71 avec :

—(—2cosb) +iy/—(—4sin>0) _ 2cosf +iV4sin® 0
2 N 2
2 cos ) + 2i| sin
g = +2 B Izcosl9+i|sin0|

zZ1 =
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& Théoreme 5.3.

& Ou encore
422 49z -9 =
(42 —-3)(2+3)

& Théoreme 5.3.

5 est | ‘unique
racine (double) du
trinome.

@Théoréme 5.5 avee
a=2etn=23:

Suivant le signe de sin #, une des deux racines est donc cosf + isinf = ¢ et
la deuxieme son conjugué e, Les deux solutions (complexes conjuguées) de
(E) sont donc e et e~ :

S = {ew’ e—iO}
L’ensemble des solutions de (E) est donc S = {e¥, e~%}. A

_ Exercice 5.4
Appliquons la méthode 5.5 pour factoriser ces trinomes du second degré.

1. Le discriminant de 422 + 92 — 9 est 92 — 4 x 4 x (—=9) = 81 4+ 144 = 225.
Ce trinome admet donc deux racines réelles distinctes :

—-94++v225 -9415 6 3 -9—-15 -—-24
21 = — =—=—- et 2= = =3
2x4 8 8 4 8 8
On obtient donc la factorisation :
3
422 1 92 -9 =4(z— D(E+3)
2. Ce trindme a un discriminant égal & (—=3)? —4 x4 =9 — 16 = —7. Par

conséquent, il admet deux solutions complexes conjuguées :

—(=3) +iv/—(=7) _ 34+ iV7

2 2

22 _3z4+4= (z—M) :(z—w)

3—iV7

z1 = et 2’222_1:

Ainsi,
2 2

3. On pourrait de nouveau calculer le discriminant du trinome et appliquer
le théoreme 5.3 mais on peut s’en passer en reconnaissant une identité re-
marquable :

—2%2+102—25= — (22 =102+ 25) = — (2> =2 x 5 x 2 + 5%) = —(2 — 5)?

A

_ Exercice 5.5
1. On pourrait remarquer que 2 est racine de z* — 8 puis appliquer ensuite
la méthode 5.6. Mais, comme 2° — 8 = 2* — 23, il est plus rapide d’utiliser le
théoreme 5.5 :

22 -8=28-2=(2-2)(22+22+2?) = (2 —-2)(2? +22+4)

Le discriminant du trinome 22 + 22 +4 est égal 422 —4x4=4—16 = —12.
Par conséquent, ce trinome admet deux racines complexes conjuguées :
—241iy/—(-12 —2+iv4x3  —2+42iv3
21 = * 2 =) +’2 == +21\/_:—1+i\/§
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Par conséquent, la factorisation est :

P2 -8=(2-2)(z—21)(z—2)=(2-2)(z+1—-iV3)(z+1+iV3)

2. Nous allons appliquer la méthode 5.7 apres avoir remarqué que 1 est
racine évidente de ce polynome :

P+17—17x1+415=14+1-17+15=17—-17=0
On peut alors factoriser 2* + 22 — 172 + 15 par 2z — 1 et écrire : & Théoreme 5.6.
2422 1724+15=(2—-1)(az® + bz +¢)

ou a, b, ¢ sont des réels avec a # 0. En développant, 1'égalité précédente
s’écrit :
24+22-1T2415=a2>+ (b—a)2® + (c—-b)z—c
L’identification des coefficients de ces deux polynomes donne alors : & Corollaire 5.2.

a=i
b—a=1
c—b=-17
—c=15

On obtient a =1, b=2 et ¢ = —15, d’ou :
22422 — 172+ 15 = (z — 1)(2% + 22 — 15)

Le discriminant du trinéme 22422 —15 est égal & 22 —4 x (—15) = 4+60 = 64.
Par conséquent, ce trinome a deux racines réelles distinctes :
_ —24v64 248 _—2—y64 -2-8

—3 B _ = _5
= 2 2 = = 2 2

et on peut donc écrire 22 4 22 — 15 = (2 — 3)(2 + 5). Ainsi,
2421724 15=(2—1)(2—3)(2 +5)

A

Exercice 5.6
Nous allons appliquer la méthode 5.10 qui permet de résoudre ces équations &€ Equations de la
de degré 4 sans puissances impaires de 2 en posant Z = 22. forme az* +b2® +c.

1. En posant Z = 22, I’équation 2* — 722 + 12 = 0 s’écrit Z2 — 772 +12 = 0.
C’est une équation du second degré en Z, de discriminant égal a :

(-=7)?—4x12=49-48=1

Par conséquent, I’équation Z? — 7Z + 12 = 0 admet deux solutions réelles
distinctes :

le_(—7)+ﬁ:7+1:4 o Z2:—(—7)—\/T_7—1_

2 2 2 2
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& En revenant & Z;
onaz2=27 ou
22 = Zo.

& Les solutions de
22 =a, aveca >0

sont \/a et —/a.

& Les solutions de

22 =a, avec a < 0

sont i\/—a et —i/—a.

@Théoréme 5.5 avee

a=3 etn=3.

Etant donné que 22 = Z, on a alors :

22=4 ou 22=3

=4 2=20uz=-2
z2:3®z:\/§ouz=—\/§

Par conséquent, ’équation 2% — 722412 = 0 admet quatre solutions : 2, —2, /3
et —v/3. L’ensemble des solutions de cette équation est donc :

S ={2,-2,V3,-V3}

2. On pose de nouveau Z = 22, ce qui permet de se ramener a ’équation du

second degré Z2? +3Z — 4 = 0. Comme 1 est racine évidente de Z2 4+ 37 — 4,
I’autre racine est —4. Sachant que 22 = Z, on a donc :
22=1 ou 22=-4

Or, 22 = 1 si, et seulement si, 2 = 1 ou z = —1. Par ailleurs, on peut résoudre
I’équation du second degré 22 4+ 4 = 0 sans calculer son discriminant puisque :

22 = —4 & 22 = (2i)?

Sz=2iouz=-2
Finalement, les quatre solutions de 2* + 322 —4 =0 sont 1, —1, 2i et —2i :
S = {1,—1,2¢,— 2%}

A

— Exercice 5.7
1. On peut remarquer que 3 est solution de 2* — 27 = 0 puis appliquer la
méthode 5.6. Mais, comme 22 — 27 = 22 — 33, il est plus efficace d’utiliser la
factorisation donnée par le théoreme 5.5 :

2B2-M=23-3B=(2-3)(22+32+3*)=(2-3)(22 +32+9)

On détermine ensuite les racines du trinome 22 + 32 + 9. Son discriminant est
égal A 32 —4 x 9 = 9 — 36 = —27. Par conséquent, ce trinome admet deux
racines complexes conjuguées :
e —3+1iy/—(=27) _ -3+i/9Ix3 _ —3 4 3iy/3
2 2 2
. —3-3iV3
B=A =
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-3+ 3iV3 e S 3iV3
2 2 ’
ce qui donne 'ensemble des solutions de I’équation 2% — 27 =0 :
5 {3 —3+3z\/§’ gl 31'\/3}

’ 2 2

Par conséquent, les racines du polynéme z*—27 sont 3,

2. C’est aussi une équation de la forme 2™ —a™ = 0. On peut obtenir factoriser
rapidement z*—1 A I’aide de I'identité remarquable A> —B% = (A—B)(A+B) :

A 1= -DNZ+D)=0z-1DE+1)(#+1)
Par ailleurs, les solutions de 2% +1 = 0 sont i et —i, on a donc : 2241 = (2—i)(24+i)
22 —1=(z-1(z+1)(z2—9)(2+1)
Cela permet d’en déduire ’ensemble des solutions de 1’équation 2* — 1 =0: &€ Les solutions sont

les 4 racines de z% — 1.

S={1,-1,i,—i}

__ Exercice 5.8
1. Ona:

22 414x224+2x2-28=844x4+4—-28=8+164+4—-28=0

ce qui montre que 2 est bien solution de I’équation (F).

2. D’apres le théoreme 5.6, on peut alors factoriser 2° 4+ 422 +22 — 28 =0

par z — 2 : & Méthode 5.6.
224422 4+22-28=(2—-2)(az® + bz +¢)

avec a € R*, b,c € R. Autrement dit,

22 +42° + 22 — 28 =az® + (b — 2a)2° + (¢ — 2b)z — 2¢

L’identification des coefficients des deux polynomes s’écrit : & Corollaire 5.2.
a=1
b—2a=4
c—2b=2
—2¢c = —-28

On obtient a =1, b =6 et ¢ = 14 soit :
22 +42°2 422 - 28=(2—2)(22 + 62+ 14)

Le discriminant de 22 4+ 62 + 14 est égal 4 62 — 4 x 14 = 36 — 56 = —20. Par
conséquent, le trindme 22 + 62 — 14 a deux racines complexes conjuguées :
—6+iy/—(—20) —6+iV/ix5 —6+2iV5

= — = = -3+4+1V5
21 5 5 5 +l\/_

EQUATIONS POLYNOMIALES 147 um



& (CVest un résultat
général : si z est
racine d’un polyndéme
(a coefficients réels)
alors Z aussi.

& (z—i)(z+i) = 2241

& Les racines d’un
polynéme P sont les

solutions de l’équation
P(z)=0

& (3i)2 =322 = -9
(3d)% = 332i3 = —27i

Ainsi, les racines de 24422422 —28 sont 2, z; et Z1. L’ensemble des solutions
de (E) est donc :

S= {2,-5 +z'\/5,-§ -i\/S}
2 2
A

Exercice 5.9

Comme i2 = -1, =i

Zxi=-Ixi=-iad =" =(-1)"=1,0n a:

- +3xi2—i+2=14+i—-3—-i+2=3-3+i—i=0
(i =LA =3 2=1—-1—33842=0—-8—-iLi=0

ce qui montre que 7 et —i sont racines du polynéme 2* — 2% + 322 — 2 4+ 2. Par
conséquent, 2% — 23 + 322 — 2 + 2 est factorisable par z —i et 2z — (—i) = 2z +1.
On peut donc écrire :

22— P43 —242=(z—-i)(z+i)(az® + bz +¢)
avec a € R*, b, c € R. L’égalité précédente s’écrit encore :
22 —23 4322 —242=(22+1)(a2® +bz+c) =az? + b2+ (a+ )22 + bz + ¢
En identifiant les coefficients, on obtient a =1, b= —1 et ¢ =2, d’ol1 :
2432 —-242=(2-8)(z+)(z*—2+2)

Le discriminant de 2% — 2 +2 est égal & (—1)2—4x2=1—-8 = —7. Ce trinéme
admet donc deux racines complexes conjuguées :

_ (=D +i/=(=7) _ 147
2 2

1-iVT

21 B)

et 20 =721

Les racines de 2% — 23 + 322 — 2 + 2 sont donc i, —i, 1+;‘ﬁ et 1_;‘/7 ; on en

déduit ’ensemble des solutions de I’équation 2* — 23 +322 — 2 4+2=0:
{. C1+iV7 l-iﬁ}
S= t,—1, )

2 2

_ Exercice 5.10

1. Onat
(3i) — (4 4 39)(3d)% 4 3i(2 4+ 12i) — 6i = —27i 4+ 9(4 + 3i) 4+ 6i — 36 — 6i
=36—-364+271 - 2714+ 61— 6:=0
ce qui montre que 3¢ est solution de (E).

2. On peut alors factoriser z* — (4 + 3i)22 + 2(2 4+ 12i) — 6i par 2 — 3i d’apreés
théoreme 5.6. Il existe donc des nombres a, b et ¢ (avec a # 0) a priori
complexes tels que :

23 — (44 3i)2% + 2(2 4 12i) — 6i = (z — 3i)(az® + bz + ¢)
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c¢’est-a-dire :
2% — (4 + 30)2% + 2(2 + 12i) — 6i = az> + (b — 3ia)2% + (c — 3ib)z — 3ic
L’identification des coefficients donne :

a=1
b—3ia=—-4-3i
c—3itb=2+121i
—3ic = —6i

On obtient a =1, b= —4 et ¢ =2; on a donc :
22 — (44 30)2% + 2(2 + 12i) — 6i = (2 — 3i) (22 — 42+ 2)

Le trinéme 22 — 42 4+ 2 a un discriminant égal & (—4)2 —4x2=16—-8 = 8.
Par conséquent, 22 — 42 + 2 a deux racines réelles distinctes :

4)+\/’ 4+\/W 4+2\f_2+\[

-(—4;-f \/W 4-22\/522_\/5

21 =

Zo =

On vient donc de montrer que les solutions de (E) sont 3i, 2 + V2et2—+2:
S ={3i,2+v2,2 - v2}

A

_ Exercice 5.11
1. Le discriminant de 22 4+ 241 est 12 —4 x 1 = —3, ce trinome admet deux
racines complexes conjuguées :

—1+iV3 ___—1-4/3

2] = —— et i T e —
1 B} <2 1 2

L’ensemble des solutions de 22 4+ 2 41 =0 est donc S = {_H;ﬁ, —1—21\/5} )
2. Ona:

A ——1+i\/§— 1+z'\/._ c0527r—}-zsln27r—6237r
=T B @ 2 3 3
Hp=F=e %

3. Nous allons nous ramener a une équation de degré 2 en posant Z = 22; € Nous ne pouvons
(E) s’écrit alors Z% + Z +1 = 0, équation dont les solutions sont e 5" et e~ pas, dans le cadre du

s programme, appliquer
d’apres les questions precedenteb. Autrement dit, iy i

2im 2im discriminant du
Z=es3 ou Z=es3 trinéme en Z est
strictement négatif.

2.
i

Par conséquent,

z 2 2ix 2 2ixm & On revient a z
z est solution de (E) & 2°=e3 ou 2°=e¢e'3 sachant que 2% = Z.
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& 210 _ (€9)2 Or,
d’apre‘s la formule de 2 2im 9 2im
Moivre. = s St —es =0

(:)22—(6%')2:0

@(z—e%)(z-l-e%)zo
@z—e%=00uz+e%{=0

im im
&Sz=e3 oOu z=-—e3
De méme,

22 =% & 22— e_’i"'})z:O
@(z—e_i;)(z+e_i':)=0

iw im

&Sz=e 3 ou z=-—e 3

3 im iz _im _ix
Finalement, les quatre valeurs de z obtenues sont e3, —e3 , e~ 3 et —e™ 5.

L’ensemble des solutions de (E) est donc :

im T iz _iT
S={eS,—e3,e 3,—e 3}

— Exercice 5.12
1. Soit w un réel strictement positif et 2 € C. Comme w > 0, on a :

P=wez=yvw ou z=—w
Les racines carrées de w € R} sont y/w et —y/w, ce qui est assez logique...

& CVest une équation 2. Soit w un réel strictement négatif et z € C. On a —w > 0, d’out :
déja traitée dans le

chapitre : pour a > 0, 2Z=—we 22 = _(,/_w)2 = (i,/_w)2

les racines de z2 + a

sont iv/—a et —i\/—a. o 22— (iv —w)2 =0,
& (z —1 —w) (z +i\/—w) =)
S 2=—1yV/—w ou 2z=-—1y—Ww

Les racines carrées de w sont les nombres imaginaires purs i\/—w et —iy/—w.

& Cela montre que 3. Ecrivons w sous forme exponentielle w = re avecr > 0et § € R. On a :

0
Vre'2 est une racine 4 5
carrée de w. (\/;ezQ) — (\/;)2 (622) — ret3%2 — pei® —

De méme,
.0\ 2 .9\ 2 .0 ;
(—\/Fe"z) = (—vr)? (e’?) = (—1)?re!2*2 =re¥ = w
’ ;0 ;0 : . -
Sr+£0 Par conséquent, \/re*z et —/re*z sont deux racines carrées (distinctes) de w.

Or, les racines carrées de w sont les racines du polynéme 22 — w, polynéme de
degré 2 qui a au plus deux racines d’apres le théoreme 5.7. Nous avons donc
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montré que w admet deux racines carrées (distinctes et opposées) et qu’il n’en
existe pas d’autre.
" - ; ;i@
4. Nous venons de montrer que les deux racines carrées de re? sont \/re'2
;0 . . : , .
et —/re’2. Nous allons appliquer ce résultat aux trois nombres donnés, apres
les avoir mis sous forme exponentielle.

» Comme i = e'2, les racines carrées complexes de i sont e’ et —e’

Lk

i

ol

» c's est déja sous forme exponentielle, ses racines carrées sont e's et —e
» /3 + i s’crit sous forme exponentielle 2¢'6 . Par conséquent, les racines
carrées de /3 + i sont \/2¢ei1z et —y/2¢i13.

5. Sachant que 22 = 3 — 44, on a |2%| = |3 — 4i| ou encore |z|? = |3 — 44|, soit :

;L'2+y2:‘/32+(—4)2:\/9+1 =v25=5

6. D’apres les questions précédentes, on a :

22 —9y2=3 22 —9y* =3
Ty = —2 = Ty=-2
2+9y%2=5 S =8
3 =g —8=4—-8=1
= Ty = —2
z2=4

Les solutions de z? = 4 sont 2 et —2; les solutions de y? = 1 sont 1 et —1.
Par ailleurs, comme zy = —2, x et y sont de signe opposé. On obtient donc :

(z=2ety=—-1)ou(z=-2ety=1)

soit 2 = 2 — 7 ou 2 = —2 + 4. Ainsi, les racines carrées de 3 — 47 sont les deux
nombres complexes (opposés) 2 —i et —2 + 4. A
— Exercice 5.13
1. On écrit :
b e b b\? (b)) ¢
az2+bz+c:a(z2+—z+£):a 22+2x—z+<—> —(—) +E
a a 2a 2a 2a a

cal(ee 2) o B (e ) - Pt
— L 2a)  4a2 a_a o 2¢/)  4a?
o[ )-8
e | e 2a 4a?

Comme a # 0, on a donc :

A

4a?

b \2
az2+bz+c:0<:><z+—> — =
2a

On distingue alors deux cas.

& Faire le calcul!

& |27 = |2

& En sommant les
premiére et troisiéme
lignes, on obtient la
valeur de x2.

& Les deuz racines
carrées d’un nombre
complexe non nul sont
opposés d’aprés la
question 3.
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& Exercice 5.12.

& Cette question a
déja traitée dans
l’exercice 5.12.

» SiA=0,ona:

b\ 2
az2+bz+c:0©<z+—> =0
2a

b
Sz4+—=0
2a
Dans ce cas, 'unique solution de az? + b+ ¢ = 0 est donc zy = —2—';.
» Si A # 0, A admet une racine carrée 6. Par définition, on a 62 = A, d’ou :

2 2
)
az2+bz+c=0<:><z+i> —( ) =0

2a 2a
o (k- ) (a2 r ) o
2a  2a 2¢  2a)
4 )
= — — — =0 — 4+ —=0
+2a 2a = 2+2a+2a
b ) —b+0 b ) —-b-¢
FPrZ=——4+—= ol 2=——m— — =
2a  2a 2a 2a  2a 2a
Dans ce cas, az% + bz + ¢ = 0 admet deux solutions 2, = % et 29 = _3;5.

2. C’est une application de la question précédente. On commence par calculer
le discriminant A de cette équation :

A=(3-1)2-4i(—2-2))=3>-2x3i+®+8i+8i°=9—-6i+8—9=2i
D’apres la question 1, 'équation i2? + (i +3)2 + 1 — 2i = 0 admet donc deux

. , —(3—i)+6 —(3—i)—8 s .
solutions données par z; = o o . PR 29 = _(-522')_’ ou d est une racine

carrée de A. Or, en suivant I'indication de I’énoncé, 1 + 7 est bien une racine
carrée de A puisque :

1+9)2=1242xi4+i2=14+2i—-1=2i=A

Par conséquent, les deux solutions de ’équation sont

MY G TEE LA TLE DA 0L ,
21 = - = - = - = - =1+
21 21 21 %
i) B f-d A .
— e = — =2
- 2i 2 2

L’ensemble des solutions de i22 4+ (i +3)2 + 1 —2i = 0 est S = {2i,1 + i}.

3. On cherche z sous la forme 2 = z + iy (avec z,y € R) tel que 22 = 5+ 12i.
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a :

$2 _ y2 —5

2 n
z _5+12z©{ 2y = 12

22| = |22 Par ailleurs, comme |2|*> = |5 + 12i| = v/52 + 122 = \/169 = 13, on obtient :
22 —y2 =5 22 —y2=5 Y¥=22-5=9-5=4
Ty =6 & =8 &% og—=8
g Lo =18 222 =18 z2=9
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Finalement, r =3 ouz = -3,y =2 ouy = —2 et x et y sont de méme signe
puisque zy = 6. Ainsi,

(z=3ety=2)ou(z=-3ety=-2)

Les racines carrées de 5 + 127 sont donc 3 + 27 et —3 — 21

4. Nous allons appliquer la question 1 en commencant par calculer le discri-
minant A de cette équation :

A=1%2_4x(-1-3i))=1+4+4+12i=5+12i

D’apres la question 1, I’équation admet deux solutions données par z; = _12+5
et 2o = _‘2_5, ou ¢ est une racine carrée de 5+ 12i. Or, nous avons montré a
la question 3 que 3 + 2i est une racine carrée de 5 + 12i. Les deux solutions

de I’équation sont donc :

—1+34+2t 2+2i —4—2i
+2+ L _ _;Z:1+i sl g 7

Z1 = =—-2—1

L’ensemble des solutions de 22 + 2 —1—-3i=0est S={14+i,-2—i}. A

— Exercice 5.14
1. D’apres le théoreme 5.5, on a :

2 —1=(z-1)(2%2+2+1)

Or, nous avons montré dans ’exercice 5.11 que les racines de 22 + 2 + 1 sont

2in _2ix 3 - 2ix _ 2iw
es ete 3 .L’ensemble des solutions de z*—1 est donc S = {1, es e s }
2. Ona:

23 — 3uvz — (u? +v3) = (u +v)® — Suv(u +v) —ud -3

=u® +3uv + 3ur? +v° — 3 —3ur? —u -2 =0

3. Comme uv = 10, on a u*v® = (uv)® = 103 = 1 000. Or u*4v> = 36, d’ott :
u3(36 — u®) = 1000

soit (u?)? — 36u® 4+ 1000 = 0, ce qui montre que u* est solution de ’équation
22 — 36z + 1000 = 0. Le discriminant de ce trinéme est :

362 — 4 x 1000 = 1296 — 4000 = —2704 = —522

Par conséquent, les deux racines de 22 —36z+1 000 = 0 sont % = 184261
et 18 +26i = 18 — 26i. Avec le choix Jm (u*) > 0 de I’énoncé, on obtient :

u? =18 +26i et v*=36—u’=36— (18 + 26i) = 18 — 26i.
4., 'Ona? @(a+b)3:

' ' ' a® + 3a2b + 3ab® + b3
(B4+9)°=334+3x32i+3x32+i*=274+27i —9—i=18+ 26i
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& = 18 + 26i 5. On vient de montrer que (3 +i)* = 18 4 26i = u*, d’ou :
d’apreés la question 3.

- = e :1
3+ (3+1)3

Or, nous avons établi & la question 1 que les solutions de ’équation 23 = 1
2im 2im s
sont 1, es et e~ "5 . Par conséquent,

u

2iw u
=1

- ou - —¢'3 ou -
3+ 341 341

_ 2w

=e 3

On en déduit les valeurs possibles de u :

. .\ 2T .\ 2im
u=3+4+7 ou u=(3+ie* ou u=(3+i)e 3

6. La relation uv = 10 permet de déterminer v a partir des valeurs possibles
de u obtenues a la question précédente :

10 10 10(3 —i 10(3 — i
v 3+i  (3+1)(3—1) 10
- 10 10 10(3 —d)e 5" -
u=@+ie Gv=10= =B g
u o (3+i)es  (3+1)(3-1)
- 10 10 10(3 — i)e’s" -
u=(3+i)e_23 sy D 103 —id)es 2

u (3+i)e= 5" T (3+9)(3-1) =(3—1)es

Par conséquent, les trois valeurs possibles pour le couple (u,v) sont :

(B+4,3-3); (B+de™,B3-d)e F); (B+ie 7,3—i)e™)
& D’apres les 7. Comme z = u + v, les trois solutions de 1’équation (E) sont :
formules d’Euler :
€% +e % =2cos0 21=03+9)+(3-1)=6
e — e = 2isin0

z2=(3+i)e3 +(3—i)e 3 =3(e3 2ix -

+e_¥)+i(e —e 3)

2 2
=.3.% 2cos?7r +1 X 21’sin—7r

-1 3
=6x?+2i2x§=—3—\/§
o (3+i)e_2¥' +(3 —i)egg — 3(6'2?' +e_‘2'§l) +z'(e_’2‘§l — s

2 2
=3 x 2cos?7r 4 x (=2i)sin—

i, 3
=6x7—2i2x§=—3+\/§.

Ainsi, ’ensemble des solutions de (E) est S = {6 ~—8— 48— \/5} A
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Chapitre 6
Arithmétique

Larithmétique, c’est-a-dire la partie des mathématiques s'intéressant aux propriétés des nombres
entiers positifs, a souvent laissé place a l'algebre a partir du XVI® siecle. Cependant, sous le nom
de théorie des nombres, elle a repris un bel essor lorsque des méthodes analytiques ont permis
de démontrer de nouvelles propriétés. De nos jours, on utilise des propriétés arithmétiques sur
les nombres premiers pour envoyer des messages crypteés.

B Un mathématicien

Les équations diophantiennes doivent leur nom au mathématicien grec
Diophante qui vivait a Alexandrie au II®siecle de notre ére. Il cherchait les
solutions en nombres entiers d’équations a deux ou plusieurs inconnues. Son
ouvrage Arithmetica a été sorti de l'oubli quinze siecles plus tard et traduit en
latin par le sieur Claude-Gaspard Bachet de Méziriac.

Dans une lettre envoyée a Euler en 1742,
Christian Goldbach affirme que tout entier
pair supérieur ou égal a 4 est la somme

de deux nombres premiers. Par exemple
12=5+7 16 =5+ 11, etc. Depuis, personne n'a
su le démontrer mais aucun contre-exemple
n'a été trouvé.
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B Les incontournables

m Justifier la divisibilité d’un entier relatif par un autre
» avec la division euclidienne
» avec les congruences
m Calculer des PGCD
» avec l'algorithme d’Euclide
» avec les décompositions en produits de facteurs premiers
m Résoudre des équations diophantiennes
m Utiliser les nombres premiers
» décomposer un nombre en produit de facteurs premiers
» trouver les diviseurs d’un entier relatif
» trouver le PGCD de deux entiers naturels non nuls
m Démonstrations
» des théoremes de Bézout et Gauss
» du théoreme d’Euclide sur les nombres premiers

» du petit théoreme de Fermat

2
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B Et plus si affinités

m Crible d’Eratosthene

m Critere d’Eisenstein

m Résoudre I'équation 22 + y? = 22

m Découvrir les nombres de Mersenne

m Découvrir la base du systeme de cryptographie RSA
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mm Résumé de cours

B Multiples et diviseurs d’un entier relatif

Définition : Soit a et b des entiers relatifs. On dit que b est un multiple de a, ou encore que
a divise b, et on note a | b, s’il existe un entier relatif k tel que b = ak. On dit aussi que b est
divisible par a.

Proposition 6.1.— Soit a, b, ¢, d, x et y des entiers relatifs.
ealbetal|c)= (a|bx+cy) e (a|b) = (ac| bc)
e (a|betc|d) = (ac|bd) o (a|betb#0) = (|a| < |b])

e (a|betb|c)= (a]|c), on dit que la relation de divisibilité est transitive.

M Division euclidienne dans Z

Théoreme 6.2.— Division euclidienne dans Z —. Soit a € Z et b € N*.

Il existe un unique couple d’entiers relatifs (¢, r) tel que a = bg + r avec 0 < r < b.

Remarque : si a et b sont des entiers naturels, il en est de méme de ¢ (r étant de toute facon un
entier naturel).

Vocabulaire : Dans le théoréme précédent l’égalité avec la condition sur r constitue la division
euclidienne de a par b, a est le dividende, b le diviseur, q le quotient et r le reste.

B Congruences

Définition : Soit a et b deux entiers relatifs et soit m un entier naturel non nul. On dit que a est
congru a b modulo m, et on écrit a = b [m] s’il existe un entier relatif k tel que a = b+ mk. Le
nombre m est appelé module de la congruence.

Proposition 6.3.— Soit a, b, ¢, d quatre entiers relatifs et m un entier naturel non nul. Supposons
que a =b [m] et ¢ =d [m]. Alors :

eatc=b+d[m] e ac = bd [m]

e YAEZ, Aa=\b[m] e Vn e N* a" =" [m]

e (a=0b[m] et b=c[m]) = (a =c[m]), on dit que la relation de congruence est transitive.

B PGCD de deux entiers relatifs

Définition : Soit a et b deuz entiers relatifs tels que (a,b) # (0 ; 0), on appelle plus grand divi-
seur commun de a et b, le plus grand des diviseurs communs de a et b et on le note PGCD(a,b).

Remarque : soit a et b deux entiers relatifs, PGCD(a,b) > 1, donc le PGCD est un entier naturel
non nul. D’autre part PGCD(a,b) = PGCD(|al,|b]).
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Lemme 6.4.— Lemme d’Euclide —. Soit a, b et r trois entiers relatifs avec b > 0. Si r est le
reste de la division euclidienne de a par b, alors

PGCD(a,b) = PGCD(b,r)

L’algorithme d’Euclide (voir la méthode 6.8) permet de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme 6.5.— Soit a, b et A trois entiers relatifs avec (a,b) # (0,0).

e (VdeZ), (d|aetd|b) & (d| PGCD(a ; b)));
e Vk € Z*, PGCD(ka,kb) = |k|PGCD(a,b);
e (A=PGCD(a,b)) & (3d, ¥ €Z:a=Ad et b= AV et PGCD(a',b) = 1).

Remarque : la premiere proposition de ce théoreme affirme que les diviseurs communs a a et b
sont diviseurs sont les diviseurs de leur PGCD et réciproquement.

B Nombres premiers entre eux

Définition : Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si leurs seuls diviseurs communs
sont 1 et (—1). Autrement dit a et b sont premiers entre eux si PGCD(a,b) = 1.

Théoreme 6.6.— Identité de Bézout —. Soit a et b deux entiers relatifs avec (a,b) # (0,0),
alors il existe un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que :

au + bv = PGCD(a,b)

Théoreme 6.7.— Théoreme de Bézout —. Soit a et b deux entiers relatifs avec (a,b) # (0,0). a
et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que :

au+bv=1

Théoreme 6.8.— Théoreme de Gauss —. Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs avec (a,b) # (0,0).
Sia | be et si a et b sont premiers entre eux, alors a | c.

Corollaire 6.9.— Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs avec (a,b) # (0,0). Sia | e, b| cetsiaetbh
sont premiers entre eux, alors ab | c.
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B Nombres premiers

Définition : Un nombre premier est un entier naturel supérieur ou égal a 2 qui n’admet pas
d’autres diviseurs positifs que 1 et lui-méme. Dans le cas contraire, il est dit composé.

Théoreme 6.10.— Soit a et b deux entiers relatifs non nuls, p un nombre premier et n un entier
naturel non nul.

e Si p divise a, alors PGCD(a,p) = p.
e Si p ne divise pas a, alors PGCD(a,p) = 1.
e Si p divise ab, alors p divise a ou p divise b.

e Si p divise a™, alors p divise a.

Théoreme 6.11.— L’ensemble des nombres premiers est infini.
Théoreme 6.12.— Théoreme fondamental de I'arithmétique —. Soit n un entier naturel,
n > 2. Il existe alors des nombres premiers py, po, ..., pr et des entiers naturels non nuls a;, as,
..., ap tels que :
n=pit X pyt X X P

Vocabulaire : Cette écriture, unique a l'ordre des facteurs pres, s’appelle la décomposition pri-
maire de n.

Théoreme 6.13.— Soit n un entier naturel, n > 2. n est premier si, et seulement si, il n’est|
divisible par aucun nombre premier inférieur a \/n.

Théoreme 6.14.— Petit théoreme de Fermat —. Soit p un nombre premier et n un entier
naturel. Alors :

o 7’ =n [p|;

e si p ne divise pas n, n?~' =1 [p].
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mm Démonstrations

Théoreme 6.6.— Identité de Bézout —. Soit a et b deux entiers relatifs avec (a,b) # (0,0), alors
il existe un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que :

au + bv = PGCD(a,b)

Démonstration V

Notons A = PGCD(a,b) et & 'ensemble des entiers naturels non nuls de la forme az + by ou z et y sont
des entiers relatifs. & est une partie non vide de N. En effet, comme (a, b) # (0,0), a ou b est non nul, sans
perte de généralité posons a # 0. Soit @ > 0, alors a x 1 +bx 0 € &, soit a < 0, alors a x (—1)+bx 0 € &.
Par conséquent & contient un unique plus petit élément n. Autrement dit, il existe deux entiers relatifs u
et v tels que n = au + bv, n > 0 et tout élément z de & vérifie n < z. Nous allons montrer dans la suite
que n = A.

e Alaet A|b, donc A | au + bv autrement dit A | n. A et n étant des entiers naturels non nuls, la
proposition 6.1 entraine A < n.

e La division euclidienne de a par n implique l'existence d’'un couple d’entiers relatifs (g, r) tel que
a=nqg+rou0<r <n.Par conséquent r = a —ng = a — q(au+ bv) = a(l — qu) + b(—qv), ainsi r est de
la forme ax + by avec x et y entiers relatifs. Puisque r > 0, soit » = 0, soit r € &. Si la deuxieéme possibilité
est vraie, alors par définition de n, n < r, ce qui est contraire & la condition r < n, donc le cas r € & est
absurde, et seule I’égalité r = 0 est vraie. En découle I'identité a = ng donc n | a. De la méme maniére, on
montrerait que n | b.

Il s’aveére que n est un diviseur commun & a et b donc d’apres le théoréeme 6.5, n | A, de plus n et A étant
positifs, avec A # 0, la proposition 6.1 entraine n < A.

Finalement A < n < A, donc n = A. En conséquence il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+ bv = PGCD(a,b). A

Théoreme 6.7.— Théoreme de Bézout —. Soit a et b deux entiers relatifs avec (a,b) # (0,0). a
et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que :

au+bv =1

Démonstration V

Notons comme précédemment A = PGCD(a,b).

e a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, PGCD(a,b) = 1 donc d’apres le théoréme précédent,
il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

e Réciproquement, supposons 'existence de deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1, comme A
divise a et b, il divise aussi au+bv, donc A | 1. Par conséquent A = 1, ainsi a et b sont premiers entre eux.
On a montré que a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs u et v tels
que au + bv = 1. A

Théoreme 6.8.— Théoreme de Gauss —. Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs avec (a, b) # (0,0).
Sia | be et si a et b sont premiers entre eux, alors a | c.
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Démonstration V

Supposons que a | be avec a et b premiers entre eux. Puisque a | be, il existe un entier relatif k tel que
be = ka, d’autre part, a et b étant premiers entre eux, il existe , d’apres le théoreme de Bézout, deux
entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1. 1l résulte de cette identité de Bézout 1'égalité acu + bev = ¢,
donc acu + kav = ¢ et par factorisation de a : a(cu + kv) = ¢. Comme cu + kv € Z, la derniere égalité
entraine a | . A

Théoreme 6.11.— L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration V

Raisonnons par I'absurde et supposons que ’ensemble &2 des nombres premiers possede un nombre fini
d’éléments, ainsi & = {p1, p2,..., pn}. Posons N = pipa...pn + 1, il s’avére que pour tous nombres
premiers p on a p < N donc N ¢ 22 autrement dit N est composé. De ce fait, d’apres le théoréme
fondamental de I'arithmétique, il existe un nombre premier p; divisant N, de sorte que N = 0 [pz].
D’autre part, N = p1---pr---pn +1 = 1 [pr]. D’ou la contradiction. On a montré par ’absurde que
I’ensemble des nombres premiers possede une infinité d’éléments. A

Théoreme 6.14.— Petit théoreme de Fermat —. Soit p un nombre premier et n un entier
turel. Alors :
naturel. Alors o n?=n [p:

e si p ne divise pas n, n?~! =1 [p].

Démonstration V

Nous allons démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n et tout nombre premier p, n? = n [p].
Soit p un nombre premier, on définit pour tout entier naturel n la proposition P(n) : « n? =n [p] ».

e Initialisation : Si n =0, on a bien 0? = 0 [p], donc la proposition £2(0) est vraie.

e Hérédité : Soit un entier naturel n tel que Z?(n) est vraie. Montrons que Z?(n + 1) est vraie.

D’apres la formule du binome :

(n+1)p:1+<11))n+...+(Z)nk+...+(pfl)np—l+np

Soit k un entier naturel tel que 1 <k <p—1:

P\ _ p! _ (p—1)! _ (p-1
k(k) Tk-Dp—k! PE-DIp-1)— (k-1 _p(k—l)

k, p, () et (’Zj) sont des entiers naturels et p | p(_}), donc p | k(). p est un nombre premier et k < p,

donc p et k sont premiers entre eux, par conséquent d’apres le théoréeme de Gauss, p | (f) Autrement dit,
pour tout entier k € [1,p — 1]
DY
(2)=om

k

Comme par hypothese de récurrence n? = n [p], il s’ensuit que

(n+1)p51+<11)>n+---+( g )n”_1+n”- [p]

p—1
=14+0+n[p
(n+1)P=n+1[p]
e Conclusion : On a montré par récurrence que pour tout entier naturel a, a? = a [p).

Soit n un entier naturel non divisible par p.
nw=nplen’—n=0penm’'-1)=0[p<p|n®’ ' -1)

p est premier avec n (sinon il serait dans la décomposition de n en produit de facteurs premiers et il le

diviserait), donc d’aprés le théoreme de Gauss p | n?~! — 1, autrement dit n?~! =1 [p]. A
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mm Approfondissements, algorithmes

B Crible d’Eratosthéne

Etant donné n € N, n > 2, on peut déterminer I’ensemble des nombres premiers inférieurs ou

égaux a n en procédant par élimination de la maniere suivante :

[0] On fait la liste des entiers de 2 & n.

Le premier terme de la liste est 2. Il est premier, on le conserve et on barre tous les termes de

la suite qui sont multiples de 2.

Le premier terme de la liste restante est 3. Il est premier, on le conserve et on barre tous les

termes de la suite qui sont multiples de 3.

Ainsi de suite, on continue ce procédé, jusqu'a ce qu’il n’y ait plus de premier terme non barré

dans la liste. A la fin, les entiers non barrés sont les nombres premiers cherchés.

s I

Exemple : appliquons la méthode du

|

15

crible d’Erathostene pour déterminer la

liste des nombres premiers inférieurs a

E

100.

On obtient que les entiers premiers

inférieurs a 100 sont : 2, 3, 5, 7, 11, 13,

E EE

17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,

61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 et 97.

R o R) | 5| 8| R

RN RV KRR RN
R EER R
K& ARG EE RS

ER B

g

HEEEEEEEER

Voici une traduction de ce crible en langage Python :

def Eratosthéne(n):
n=n+1
L=list (range(2,n)) # L est la liste des entiers de 2 a n—1
x=2
while max(L)!=x:
k=2
while ksx<=max(L):
if ksx in L:
L.remove(kxx) # Efface de L |'élément kxx
k=k+1
i=L.index(x) # Donne le rang de x dans L
x=L[i+1]
return L

A I’exécution, on obtient par exemple :
>>> Eratosthéne(100)
[2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61, 67,71, 73,79, 83, 89, 97
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B Décomposition primaire

Il s’agit d’une illustration algorithmique du théoreme 6.12 donnant la décomposition primaire
d’un entier naturel n non nul.

def Décomposition(n):
L=Eratosthéne(n)
D=(]
for p in L:#0n passe en revue les nombres premiers p inférieurs a n
k=0
while n%p==0:#Si p divise n, on cherche | exposant de p dans
#la décomposition primaire de n
k=k+1
n=n//p
if k>=1:
D.append([p,.k])#D est la liste des p~k
return D
Sin = pl'py?..pd est la décomposition primaire de n, avec p; < pa < --- < pp, Ce programme
affiche la liste [[py, 4], [p2, 2], ..., [pr, @r]]. Par exemple :

>>> Décomposition(15 453)
(13, 2], [5,1], [7, 3]

B Racines rationnelles d’'un polyndome a coefficients entiers

Définition : Soit f une fonction non constante définie sur C (ouR ), on dit que f est un polynéme
de degré n, n € N*, s’l existe n+ 1 nombres complezes ar, an—1, ..., a1, ap avec a, # 0, tels que
pour tout nombre compleze x, f(x) = apx™ + ap_ 12" 1 4+ -+ + a1 + ap.

Soit a un nombre compleze, on dit que a est une racine de f si f(a) = 0.

Théoréme 6.15.— Critére d’Eisenstein —. Soit f : =+ a,z2"+a,_ ;2" ' +---4+ay un polynome
de degré n a coefficients entiers relatifs, et soit % une fraction irréductible.

Si 2 est une racine de f,alors p|ag et q|ay
q

Démonstration V

Reprenons les hypothéses du théoreme. P est une racine de f, donc :
q

F(8)=0 & an(®)"+an-1(2)" 4+ a2 +an=0

S app" +an_1p" g+ -+ arpg" ! +apg" =0

Ainsi, —apg”® = aipg™ 4o~ Fanp® ot —aap” =asg® + - Lan—1p™ g
En particulier, p | apq™ et q | a,p™. Comme p et g sont premiers entre eux, une utilisation répétée du
théoreme de Gauss permet d’en déduire que p | ao et ¢ | an. A

Exemple : résoudre dans Q I’équation 3z3 — 222 — 6z +4 = 0.
Supposons que cette équation admette une solution rationnelle 2, alors d’aprés le critere d’Eisen-

stemp|4etq|3donc—€{4 -2 —%:—1;—%; é;%;%;l; . 20 4} ce sont les

seules solutions ratlonnelles possibles, rebte a savoir celles qui parmi elles bOIlt les bOlllthIlb de cette
équation, s’il y en a. On constate que seule 2 % est solution de I'équation, donc Sg = {3 }
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B Utiliser les congruences

Vous utilisez les congruences pour établir une divisibilité ou plus généralement pour calculer le
reste de la division euclidienne. Les regles de calcul sont tres souples :

J Méthode 6.1.— Comment calculer modulo m
Soit m, n € N* et k € Z. Rappelons tout d’abord que la relation de congruence modulo
m est compatible avec I’addition et la multiplication : si a = b [m] et ¢ = d [m] alors
ea+c=b+d[m|; o a" =b" [m)].

eaxc=bxd[m]; e kxa=kxb[m];

Exemple : vérifions que 1234°7%9 4 9876321 est congru & 0 modulo 5. Par compatibilité avec le
produit, on a d’abord

e 1234 =4 = —1 [5]. Par conséquent 12346789 = (—1)679 = _1 [5].
e 9876 = 1 [5]. Par conséquent 6789%%2! = 11321 =1 [5].

Finalement, par compatibilité avec la somme, il s’ensuit que 123457 £ 9876*32! = 141 =0 [5].

Mise en ceuvre : exercice 6.2, exercice 6.3 et exercice 6.4.

(A Méthode 6.2.— Comment calculer une puissance modulo m
On cherche a calculer a™ modulo m avec a entier relatif différent de —1, 0 et 1, m et n
étant des entiers naturels strictement supérieurs a 1.

» Cas général

Tout d’abord, on réduit @ modulo m. Dans la suite on donnera le méme nom a
a la forme réduite.

L’idéal est de trouver un entier naturel b non nul tel que a® = 1 [m], mais il
n’existe pas toujours (voir la remarque ci-dessous).

Si l'entier b existe, on effectue la division euclidienne (théoreme 6.2) de n
par b, on obtient n = bg + r ou q et r sont des entiers naturels avec 0 < r < b.
a® = a®*" = a"a" = (a®)?a”, nous obtenons alors la succession de congruences
suivante a® = 1 [m] donc (a®)? = 1 [m] et enfin (a®)’a” = a” [m], conclusion
a™ = a" [m].

S’il n’existe pas d’entier b tel que a® = 1 [m], on cherche une valeur de b tel
que a’ soit le plus petit entier naturel k£ possible modulo m, on effectue la division

euclidienne de n par b et on obtient o™ = k%" [m)].

» Sim est un nombre premier p, alors le théoreme 6.14 (petit théoreme de Fermat)

est incontournable :
e a’ =a [p].

e Si p et n sont premiers entre eux, n?~! =1 [p].

Remarque : Vn € N* 2" £ 1 [6].
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Exemple : Déterminons le reste de la division euclidienne de 24734 par 7. Tout d’abord on constate
que 247 = 2 [7], donc 247319 = 2319 [7]. D’autre part en calculant les premieres puissances de 2,
on remarque que 2 = 1 [7]. La division euclidienne de 349 par 3 donne 349 = 3 x 116 + 1, alors
d’apres notre fiche méthode 2349 = 2! [7] c’est-a-dire 247%*° = 2 [7] et comme 0 < 2 < 7, 2 est le
reste de la division euclidienne de 24734 par 7.

Exemple : quel est le reste de la division euclidienne de 8! %! par 57

1 001 = 4 x 250 4+ 1 donc 8' 991 = g4x250+1 — (84)250 » 8 5 est un nombre premier qui ne divise
pas 8, donc d’apres le petit théoréeme de Fermat, 8 = 1 [5]. Il s’ensuit (8%)%°° = 1 [5], puis
(84)259 x 8 = 8 [5], donc 8' ! =3 [5], or 0 < 3 < 5, donc 3 est le reste de la division euclidienne
de 81 001 par 5,

Mise en ceuvre : exercice 6.3, exercice 6.17, exercice 6.19, exercice 6.21 et exercice 6.22.

(d Méthode 6.3.— Comment diviser modulo m
Résoudre I'équation axz = b [m] dans Z n’est pas toujours possible. C’est néanmoins
toujours le cas lorsque a et m sont premiers entre eux.
Déterminer un couple (u,v) d’entiers relatifs tel que au + mv = 1.
On a donc au = 1 [m]. On peut dire que u est I'inverse de a modulo m (il est unique
modulo m). On a donc

ar = bjm] & wax = ub [m] & z = bu [m]

En conclusion § = {bu+ km ; k € Z}.

Exemple : résoudre dans Z ’équation 4z = 5 [21].

4 et 21 sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de Bézout (cf. théoreme 6.7)
I'équation 4u + 21v = 1 admet un couple (u,v) d’entiers relatifs solution, comme par exemple
(—5,1). Si on ne trouve pas empiriquement une solution a cette équation, on peut toujours utiliser
I’algorithme d’Euclide étendu de la méthode 6.9. —5 est 'inverse de 4 modulo 21.
[2]4z=5[21] @ 2 =5 x (-5) [21] & = =17 [21]

[8] S = {17+ 21k ; k € Z}

Mise en ceuvre : exercice 6.14.
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M Divisibilité dans Z

La divisibilité est le theme central de ce chapitre d’arithmétique en Terminale, de nombreuses
méthodes sont envisageables pour établir une relation de divisibilité. Voici les procédés les plus
fréquemment utilisés.

(A Méthode 6.4.— Comment montrer que a divise b
Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls.

» On peut effectuer la division euclidienne de b par a (théoreme 6.2) :

a | b si et seulement si le reste est nul.

» On peut utiliser les congruences :

a | b si et seulement si b =0 [a].

» On peut utiliser le théoreme de Gauss (théoreme 6.8)

Si a | be avec a et ¢ premiers entre eux, alors a | b.

» On peut utiliser le corollaire du théoreme de Gauss (corollaire 6.9) :

Sia=pqetp|b, q|bavecp et g premiers entre eux alors a | b.

» On peut utiliser le théoreme fondamental de I'arithmétique (théoreme 6.12) :

Si a et b se décomposent comme produits de nombres premiers sous la forme a =
] Q2

s _ B, B2 - -
piipS...por, b= pi pht...pPr alors
a | b si, et seulement si, Vi € [[1,7], 0 < oy < f3;

/

» On peut utiliser une factorisation polynomiale :
Sia= P(n)etb=Q(n)ou P et () sont des polynémes a coefficients entiers relatifs
avec n un entier relatif, et que ) se factorise sous la forme ) = PR avec R un
polynome a coefficients entiers de degré non nul, alors Q(n) = P(n)R(n), soit a | b.

Exemple : Utilisation des congruences

Soit u, = 3 x 5" +2 x 3" + 3. Montrons que pour tout entier naturel n € N, u,, est divisible par 8.
Pour établir une divisibilité par 8, on va calculer des congruences modulo 8. Mettons en ceuvre
la méthode 6.2. Nos premiers calculs permettent de constater que 52 =1 [8] et 32 =1 [8].

La division euclidienne de n par 2 assure 'existence d’un unique couple d’entiers naturels (g, r)
vérifiant n = 2q 47 avec 0 < 7 < 2, donc (52)? x 5" = 5" [8] ainsi 3 x 5" = 3 x 5" [8] avec r € {0,1}
et 2 x 3" =2 x 3" [8]. Finalement par somme, u, =3 x 5" +2 x 3"+ 3 [8] avec r =0 ou r = 1.
On constate quesir =0our =1,ona3 x5 +2x3"+3 =0 [8], donc pour tout entier naturel
n non nul, u, = 0 [8], autrement dit 8 | uy,.

Exemple : Utilisation de polynémes
Montrons que pour tout entier naturel n, n > 2, u,, = % [713 + (n+ 2)”‘} est un entier naturel
composé.

Apres développement, on obtient 'égalité u, = ; [n3 +(n+ 2)3} = 3(n® 4+ 3n® + 6n +4).
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Posons donc pour tout réel z, P(z) = 2* 4 322 4+ 6x + 4 de sorte que u, = P(n) et factorisons le
polynome P.

Remarquons que P(—1) = 0 et le coefficient dominant de P est 1, il existe deux réels a et b tels
que pour tous réels z on ait P(z) = (z+1)(z? +azx+b), donc P(z) = 2® + (a+1)z% + (a+b)x +b.
Par identification des coefficients, il vient que a et b sont solutions du systeme suivant

a+1=3
a+b=6
b=4

Ce qui donne a = 2 et b = 4. Ainsi P se factorise-t-il sous la forme
Pz)=(z+1)(z®> +2x +4)

Ainsi u,, 8’écrit aussi u, = 3(n+ 1)(n? + 2n + 4).
» Sin est impair, "T“ et (n? 4+ 2n + 4) sont entiers naturels.

(n2—+—2n—+—4)
2

» Sin est pair et n + 1 sont entiers naturels.

Dans tous les cas u, = 3(n + 1)(n”® + 2n + 4) est un entier naturel, donc ; [n3 + (n+ 2)3] aussi.
2 - ,

Par ailleurs, n > 2 entraine "JZL—l >1et 3"—22L > 1, et par conséquent u,, = i [n“‘ + (n+ 2)3] est

toujours un produit de deux entiers supérieurs ou égaux a 2, ¢’est donc un nombre entier composé

des que n > 2.

Mise en ceuvre : exercice 6.2, exercice 6.3, exercice 6.4, exercice 6.11, exercice 6.12, exercice
6.15 et tous les exercices de 6.17 4 6.22.

B Nombres premiers
Montrer qu’un nombre est premier

Soit n un entier naturel tel que n > 2, si n est composé alors il admet des diviseurs premiers. Le
plus petit diviseur premier de n est nécessairement inférieur a \/n. Ainsi

(A Méthode 6.5.— Comment montrer qu’un entier naturel est premier

Soit n € N, n > 2. Si n n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a \/n,
alors n est premier.

Exemple : le nombre 2 x 3 x5 x 7 x 11 x 13 x 17+ 1 = 510 511 est-il premier ? La partie entiere
de /510 511 est 714, par conséquent on divise successivement 510 522 par chacun des nombres
premiers inférieurs ou égaux a 714 et si aucun d’entre eux ne divise 510 522 il est premier sinon il
est composé. Notre nombre est divisible par 19, en fait 510 522 = 19 x 26 869, donc 510 522 n’est
pas premier.

Mise en ceuvre : exercice 6.14.
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Obtenir la décomposition d’un entier comme produit de nombres premiers

. Méthode 6.6.— Comment factoriser un entier en produit de nombres premiers
Soit n = 2 un entier. D’apres le théoreme 6.12, n s’écrit de maniere unique sous la
forme d’un produit de nombres premiers. Pour déterminer cette factorisation, on suit
I’algorithme suivant :

On cherche le plus petit nombre premier p,; qui divise n : n = p; x q;. Deux cas se
présentent :

» Si g1 =1, alors n = p; est la factorisation cherchée.

» Siq1 = 2, alors on recommence avec le méme procédé avec le quotient ¢ .

On cherche le plus petit nombre premier p, qui divise g; : ¢, = pa X g2. Deux cas se
présentent :

» Si gz =1, alors n = pp2 est la factorisation cherchée.

» Si g2 = 2, alors on recommence avec le méme procédé avec le quotient ¢».

Ainsi de suite, jusqu’a 'obtention d’un quotient égal a 1.

Exemple : déterminons la factorisation en produit de nombres premiers de n = 37026. On a :
quotients | facteurs Ainsi n = 37026 = 2 x 32 x 112 x 17.
successifs | premiers
n=37026 | py =2
q1 = 18513 | po =3
g =6171 | p3=3
q3 = 2057 P4 = 11
qs = 187 ps =11
qs = 17 Pe = g brd
g6 =1

Mise en ceuvre : exercice 6.19.

B Nombres premiers entre eux et PGCD
Calcul du PGCD de deux entiers

(d Méthode 6.7.— Comment calculer le PGCD de a et b
Il existe essentiellement deux méthodes pour déterminer le PGCD de deux entiers :
» connaissant les factorisations de a et b en produits de nombres premiers, on obtient
celle de PGCD(a,b) en élevant chaque facteur premier, commun a a et b, a la
puissance minimale dans les deux factorisations;

» par une suite de divisions euclidiennes, ’algorithme d’Euclide présenté en détail
ci-apres, permet de déterminer PGCD(a, b).

Exemple : calculons le PGCD de a = 924 et b = 840 a I’aide des factorisations suivantes :
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p=0x B Telladb=00xIxbxT
Par conséquent, PGCD(a,b) =22 x 3 x 5 x 7 x 11V = 84.

L’algorithme d’Euclide

Rappelons que 'algorithme d’Euclide s’appuie sur le lemme 6.4 : étant donné un couple
(a,b) € Z x N*| on note r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors
PGCD(a,b) = PGCD(b,r)

Examinons plus en détail le principe de I'algorithme d’Euclide :

[0] On souhaite calculer d = PGCD(a,b). Notons ag = max{|al, |b|} et @y = min{|al,|b|}, de sorte
que d = PGCD(agp, a1).

étape 1. Deux cas se présentent :
» Sia; =0, alors d = PGCD(ag,a,) = ay.

» Sia; # 0, effectuons la division euclidienne de aq par a, : a9 = q1a; + az, ou 0 < ay < a,.
D’apres le lemme précédent, d = PGCD(ay, as).

Etape 2. Deux cas se présentent :
» Siaz =0, alors d = PGCD(ap,a1) = PGCD(ay,a2) = a;.

» Sias # 0, effectuons la division euclidienne de a, par as : a1 = gza2 + a3, ou 0 < az < as.
D’apres le lemme, d = PGCD(ap,a,) = PGCD(a,,as) = PGCD(as,as).

étape 3. Ainsi de suite. Comme ag, ay,az,as,... sont des entiers naturels et ap > a1 > az >
as > ---, il existe un entier m € N tel que a,,+ soit nul. Si tel est le cas,

d = PGCD(ag,a,) = PGCD(ay,a;) =---= PGCD(am,an+1) = PGCD(ap,,0) = an,
Résumons :

W Méthode 6.8.— Algorithme d’Euclide
Soit (a,b) € Z?2, on calcule d = PGCD(a,b). Pour cela :

[0] On pose ap = max{|al, |b|} et a; = min{|al, |b|}.
On effectue des divisions euclidiennes successives jusqu’a I'obtention d’un reste nul.
d = PGCD(a,b) est le dernier reste non nul obtenu dans ’algorithme d’Euclide.

Exemple : calculons PGC'D(2 100, 4 356) a Iaide de cet algorithme.
[0] On pose a = 4 356, b = 2 100.

On effectue des divisions euclidiennes successives jusqu’a 'obtention d’un reste nul :

435 = 2100 x 2 + 156
2100 = 156 x 13 + 72
156 = 72 x 2 +
72 = 12 x 6 + 0

Finalement PGCD(2 100,4 356) = 12.

Mise en ceuvre : exercice 6.7, exercice 6.14.
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Obtenir une identité de Bézout au + bv = PGCD(a,b)

Soit a, b des entiers relatifs non tous les deux nuls, on cherche un couple (u, v) d’entiers relatifs tels
que au + bv = PGCD(a,b). Une solution est de mettre en ceuvre ’algorithme d’Euclide étendu.

(d Méthode 6.9.— Algorithme d’Euclide étendu
On commence par effectuer 'algorithme d’Euclide.
Pour chaque division euclidienne, on exprime le reste obtenu en fonction de a et b.

Comme le dernier reste non nul est précisément PGCD(a, b), a la fin, on a bien
PGCD(a,b) comme combinaison linéaire de a et b.

Exemple : reprenons I'exemple précédent et déterminons u et v de sorte que au + bv = 12.

Divisions euclidiennes | Combinaisons linéaires de a et b
a=bx2+4156 a—2b=156

b=156 x 13 + 72 b= (a—16b) x 3+ 18

b=13a — 26b+ 72

—13a + 276 =72

156 =72 x 2+ 12 a—2b=(—-13a+27b) x 2+ 12
a—2b= —26a+ 54b+ 12
|27a — 56b = 12|

72=12x64+0

Le couple (27, —56) répond a la question.

Mise en ceuvre : exercice 6.7, exercice 6.14.

Entiers premiers entre eux

(A Méthode 6.10.— Comment montrer que deux entiers sont premiers entre eux
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

» Si PGCD(a,b) =1, alors a et b sont premiers entre eux.

» S’il existe un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que au + bv = 1 le théoreme de
Bézout permet de conclure.

» Siles décompositions en produits de facteurs premiers de a et b n’ont pas de facteurs
communs, alors a et b sont premiers entre eux.

Exemple : pour tout n € Z, —n + 4 et 3n — 11 sont premiers entre eux car
1=(—n+4) x 3+ (3n — 11) x 4. L’affirmation est montrée via le théoreme de Bézout.

Mise en ceuvre : exercice 6.2, exercice 6.9 et exercice 6.10.
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B Résolution d’équations

Equations diophantiennes az + by = ¢

(d Méthode 6.11.— Comment résoudre I’équation diophantienne ax 4+ by = ¢
Pour résoudre dans Z? 1'équation (E) ax + by = ¢, ou (a,b,c) € Z3.
On détermine d = PGCD(a,b) :
» si d ne divise pas ¢, 'équation (E) n’a pas de solutions dans Z?;
» sinon, on se ramene apres simplification par d au cas ou les coefficients (a’, ") sont
premiers entre eux :
(E) & d'z+by=c, olad et b sont premiers entre eux.

On détermine une solution particuliere (zg,yo) & 'aide d'une égalité de Bézout. En
remplacant le second membre, on obtient une équation du type :

(E) & ad'(x —x0) =V (yo —y), oua et b’ sont premiers entre eux.

On observe alors que a’ doit diviser b’ (y, — y) tout en étant premier avec b’. D’apres le

théoreme de Gauss, il divise nécessairement yo —y. Ainsi, yo — y s’écrit-il nécessairement

sous la forme yo —y = ka’ avec k € Z.

On acheve la résolution & ’aide du changement d’inconnue yo —y = k a’, avec k € Z.

Il vient

O L e T N T
a'(x —x0) = b'(yo—vy) r—x0 = kb =y —ka

Exemple : résolvons dans Z? 1’équation (E) 280z + 132y = 24.
Tout d’abord on constate que 280, 132 et 24 sont des multiples de 4, donc
PGCD(280,132) = 4PGCD(70,33) = 4 et 4 | 24, donc I'équation admet des solutions et

(F) © 280z + 132y =24 & 70z + 33y = 6
2 et 33 etant premiers entre eux, d’apres le theoreme de Bezout 1l existe un couple d’entiers
2] 70 et 33 é i d’apres le théoreme de Bé il exi le d’enti

relatifs (zo, yo) solution de 70z 4 33y = 1. Développons I'algorithme d’Euclide étendu pour trouver
un couple solution. Posons a = 70 et b = 33.

Divisions euclidiennes | Combinaisons linéaires de a et b
a=>bx24+4 a—2b=4
b=4x8+1 b=(a—2b)x8+1
b=8a—16b+1
| 8a+17b=1|
4=1x4+4+0

Le couple (—8,17) est solution de 70x + 33y = 1 donc (—48,102) est solution de 70z + 33y = 6.
(E) & 70z + 33y = 70 x (—48) + 22 x 102 & 70 x (z + 48) = 33 x (102 — y)

On constate que 70 divise 33 x (102 — y) et est premier avec 33. D’apres le théoreme de Gauss
il doit diviser 102 — y.
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