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Avant-propos

La seconde édition de ce manuel s’inspire dans ses grandes lignes d’un cours
de Seconde proposé ces derniéres années a des éléves du lycée Louis-le-Grand
a Paris, tout en étant conforme au nouveau programme de mathématiques de

la classe de Seconde qui est appliqué depuis la rentrée de septembre 2018.

Dans un souci de partage et d’équité, ce manuel permet a tout(e) éléve
de Seconde, de disposer, et d'un cours, et d’exercices permettant d’améliorer
et d’approfondir la compréhension des concepts mathématiques proposés a ce
niveau. Ainsi elle ou il pourra acquérir les bases solides qui sont nécessaires &

la poursuite d’études scientifiques.

Ce livre abrite un choix pédagogique : en effet il ne s’agit plus de s’en tenir
a illustrer par des exemples de nombreuses propriétés, notamment algébriques,
communément admises au collége et parfois méme au lycée, mais d’en faire la
démonstration.

Ainsi, certains développements, tout en restant conformes au programme,
se situent nécessairement a sa marge.

Citons pour exemples :

- I’étude compléte de la fonction valeur absolue. Cette derniére est évoquée
dans le programme de Seconde et curieusement absente des programmes des
classes suivantes. C’est pourquoi répartir 'assimilation de cette notion cruciale
entre la Seconde et la Premiére semble pertinent ;

- Parithmétique des entiers en présentant la notion de divisibilité dans I’en-
semble des entiers naturels. Ce chapitre permet de préciser les quelques notions
vues au collége a ce sujet et d’apporter un éclairage nouveau a ’aide d’algo-
rithmes classiques comme par exemple le calcul du pged de deux entiers ou le

test de primalité d’un entier.



Mentionnons aussi la géométrie :

- un chapitre rassemble quelques problémes classiques dans le triangle. Les
pré-requis pour les étudier reposent sur les connaissances de base en géométrie
des classes de Quatriéme et Troisiéme. Ce sont de "beaux" problémes qu’un(e)
éléve intéressé(e) par les mathématiques va sans doute apprécier ;

- une introduction du calcul vectoriel dans le plan, suivie d’un cours de
géométrie plane repérée, est proposée dans la perspective des mathématiques

enseignées par la suite en filiére scientifique.

En annexe, nous exposons une introduction au langage ensembliste et aux
calculs des propositions pour éclairer et comprendre les quelques méthodes de
raisonnement que nous rencontrons dans ce cours : par ’absurde, par contre-

exemple, par contraposition, par disjonction ...

Au dernier paragraphe de chaque chapitre, intitulé "Exercices corrigés",
on trouve de nombreux exercices et problémes d’approfondissement, exigeants
certes, originaux pour certains, mais toujours accessibles & ce niveau. Il y en a
en tout 176, accompagnés de corrigés trés détaillés.

De plus chaque résultat démontré dans ce cours est complété par un ou
plusieurs exemples.

L’accent est également mis sur la programmation en Python qui illustre de
facon significative de nombreux résultats proposés dans ce livre.

Nous souhaitons que nos futur(e)s jeunes lectrices et lecteurs trouvent une
satisfaction intellectuelle & approfondir les mathématiques qui leur sont ensei-
gnées depuis le collége. De plus ce manuel peut également assurer une transition
solide avec le choix de la spécialité mathématiques de la classe de Premiére.

Pour terminer, je remercie chaleureusement Elisabeth, mon épouse, pour

son aide précieuse lors de la relecture de ce livre.
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CHAPITRE 1
Calcul dans R

Dans ce chapitre nous proposons tout d’abord une classification des
nombres dont certains sont connus depuis le Primaire.

Nous donnons ensuite une axiomatique simple autorisant des calculs ba-
siques dans ’ensemble des nombres réels.

Enfin nous démontrons quelques théorémes utilisés au collége mais rare-
ment prouvés a ce niveau. Ces derniers vont vous permettre d’acquérir une
meilleure compréhension de I’algébre qui structure les calculs dans R effectués

en Seconde et dans les classes suivantes.

1.1 Classification des ensembles de nombres

1.1.1 Les entiers naturels

L’ensemble des entiers naturels est noté N. Enfant, vous avez commencé
a compter avec des entiers naturels. Ce sont donc des nombres qui vous sont
familiers depuis longtemps. Cependant la non finitude de I’ensemble des entiers
naturels est plus complexe a appréhender.

Dans le langage mathématique, on note
N={0;1;2;---;n---}

Remarques. Nous en faisons cing.

e Les --- entre n et } traduisent que N est infini.

e Pour traduire qu'un nombre n appartient a N, nous utilisons le symbole
d’appartenance €. On note : n € N.

e N privé de 0 est noté N* = {1;2;---;n--- }.

Calcul dans R
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e Tout entier naturel n admet un successeur n + 1 € N.
e Tout entier naturel non nul n admet un précédent n — 1 € N.
1.1.2 Les entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs, noté Z, est tel que
Z=A{-,-n,-,—-2,-1,0,1,2,--- ,n,--- }.

Remarques. Nous en donnons trois.

e 7 privé de 0 est noté Z*.

e Tout entier naturel est un entier relatif. On dit que N est inclus dans Z.
On note N C Z.

e La réciproque est fausse. Un contre-exemple est —2 € Z et —2 ¢ N.

1.1.3 Les nombres décimaux

Exemples. Nous proposons trois exemples introductifs.

> 2,1 = — est un nombre décimal,
564 .
> —5,64 = ——— est un nombre décimal,
100
n—1zeros
—
600---01

>6,00---01 , avec n entier naturel non nul, est un nombre

n—1zeros
décimal.

107

Définition. L’ensemble des nombres décimauzx, noté D, est ’ensemble des
a
nombres de la forme Ton’ avec a € Z et n € N.

En notation ensembliste, nous pouvons écrire

D:{%/aez,neN}.

Remarques. Nous en avons deux.
e Tout entier naturel ou relatif est un nombre décimal.
a
En effet, pour tout @ € N ou a € Z, nous avons a = 100"
e Nous retiendrons que N C Z C D.

1.1.4 Les nombres rationnels

Définition. L’ensemble des nombres rationnels, noté Q, est l’ensemble des

nombres (des fractions) de la forme %, aveca € Z et b e Z*.
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En notation ensembliste, nous pouvons écrire
a *
Q:{g/aez,bez }

Remarques. Nous en proposons cing.

a
e Nous pouvons définir un rationnel 7 en restreignant a € Z et b € N*.

a a
e Tout nombre décimal de la forme Tom est un nombre rationnel 7 avec
a € Z et b=10".
e Nous retiendrons que NC Z C D C Q.

1
e La réciproque est fausse. Nous prenons comme contre-exemple 3 €Qet

1
~¢D.
5 ¢

e Un nombre rationnel a une partie décimale illimitée périodique.

Par exemple, nous avons

1

3 ~ 0,3333333333333333333333333 - - -
partie décimale illimitée de période 1

7

11 ~ 0,636363636363636363636363 - - -

partie décimale illimitée de période 2

1
1—; ~ 1,307692307692307692307692 - - -

partie décimale illimitée de période 6

1.1.5 Les nombres irrationnels

Définition. L’ensemble de nombres irrationnels est l'ensemble des nombres

qui ne sont pas rationnels.

3
Par exemple v/2, 7, v/5 4+ /13, —£ sont des nombres irrationnels.

V7
Remarque. Un nombre irrationnel a une partie décimale illimitée non pério-
dique.

Par exemple, nous avons

V2 = 1,4142135623730950488016887 - - -

partie décimale illimitée non périodique

T~ 3,1415926535897932384626433 - - -

partie décimale illimitée non périodique

1.1.6 Les nombres réels

Définition. L’ensemble des nombres réels, noté R est la réunion de [’ensemble

des nombres rationnels avec l’ensemble des nombres irrationnels.

Calcul dans R



Remarques. Nous en proposons deux.
e On peut noter R — Q ’ensemble des nombres irrationnels.
e Nous retiendrons que NCZ CD C Q C R.

Exemple (le nombre d’or). Le nombre d’or, noté ¢, est tel que ¢ =
Nous montrons que ¢ est irrationnel.
Nous raisonnons par I’absurde ! en supposant que ¢ est rationnel.

Posons ¢ = B, avec p et ¢ entiers naturels non nuls puisque ¢ > 0.
q

1 5
Nous avons +2\[ = 2. Nous en déduisons
q
2 2p —
V=L 12719
q q

Nous savons que 2p — q € Z et ¢ € N*.
2p —

Il en résulte que 4 € Q, ce qui est contradictoire avec le fait que v/5
est un nombre irrationnel.

Nous en concluons que le nombre d’or ¢ est irrationnel.

1.1.7 Représentation géométrique d’'un nombre réel

Soit d une droite graduée par un repére (O; I). A chaque point M de
cette droite, nous associons un réel x unique qui est ’abscisse du point M

relativement au repére (O I).

L

[
— @
8 0§

1. Annexe § 5.1
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1.1.8 Reéels positifs - Réels négatifs

A chaque point M de la demi-droite [O; I) est associé un réel positif ou
nul.

On note RT ’ensemble des réels positifs ou nuls.

En notation ensembliste, nous pouvons écrire R = {x € R/z > 0}.

Soit I’ le point de d d’abscisse —1.

A chaque point M de la demi-droite (I’; O] est associé un réel négatif ou
nul.

On note R~ I'ensemble des réels négatifs ou nuls.

En notation ensembliste, nous pouvons écrire R~ = {z € R/x < 0}.

A chaque point M de la demi-droite ouverte 105 I) est associé un réel
positif strictement.

On note R™ I’ensemble des réels strictement positifs.

En notation ensembliste, nous pouvons écrire R™ = {x € R/z > 0}.

A chaque point M de la demi-droite ouverte (I'; O est associé un réel
négatif strictement.

On note R™* 'ensemble des réels strictement négatifs.

En notation ensembliste, nous pouvons écrire R™* = {x € R/x < 0}.

1.2 Addition dans R

1.2.1 Axiomatique de I’addition dans ’ensemble des nombres
réels

Axiome. Pour tous les réels a, b et ¢, nous disposons pour structurer [’addition

dans R des axiomes suivants :
1. a+beR.
2. a+b=>b-+a. On dit que + est commutative.
3. (a+b)+c=a+ (b+c). On dit que + est associative.
4. a+0=0+4a=a. On dit que O est neutre pour + dans R.
5. Chaque réel a admet un unique opposé —a tel que

a+(—a)=(—a)+a=0.

Remarques. Nous en faisons trois.
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e R muni de son addition +, noté (R, +) et satisfaisant aux propriétés (1)
a (5) est un groupe commutatif.

e (N, +) n’est pas un groupe commutatif car la propriété (5) est en défaut.

e Disposant de cette axiomatique de I'addition des réels, nous pouvons
commencer & démontrer les régles de calcul usuelles que vous avez utilisées au
college.

La proposition qui suit en est une premiére illustration.
Proposition. Pour tout réel a, on a : —(—a) = a.

Démonstration. Dans I'axiome 5, nous remplagons a par —a.
Nous obtenons (—a) + (—(—a)) = (=(—a)) + (—a) = 0.

Or, le réel a étant donné, par unicité de 'opposé —a, nous obtenons
—(—a) = a.

1.2.2 Soustraction dans R
Définition. Soient a et b deux réels. Par définition, nous avons
a—b=a+ (=b).

Remarque. La soustraction est ni commutative, ni associative.

1.2.3 Egalité dans R

Définition. Soient a et b deux réels. Nous disposons de la définition

a=2>b st et seulement st a — b = 0.

=

1+
2

. Nous

Exemple (a4 nouveau le nombre d’or). Nous savons que ¢ =

vérifions que

¢ =+ 1.

Nous avons

2
1—1—\/5 1—!-\/5
Z_p—1= — —1
o°— ¢ 5 5 ,
_6+2v6 14V
4 2 T

Nous avons ainsi justifié que : ¢ = ¢ + 1.
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Remarque. Pour prouver une égalité dans R, nous pouvons choisir une des
méthodes suivantes :

> Partir du membre de gauche pour obtenir aprés calculs le membre de
droite.

> Partir du membre de droite pour obtenir aprés calculs le membre de
gauche.

> Calculer la différence des deux membres pour obtenir aprés calculs la

valeur 0.

Proposition. Soient a, b et ¢ trois réels. Nous disposons des propriétés sui-
vantes :

e a=0, alors b =a. On dit que la relation = est symétrique.

e sia=0betb=c, alorsa=c. On dit que la relation = est transitive.

e at+c=b+c< a=0>b On dit que la relation = est compatible avec
laddition.

Démonstration. e Si a =b, alors a — b =0 donc b — a = 0, ce qui justifie
b=a.

e Sia=betb=c,alorsonaa—b=0etb—c=0,donca—b+b—c=0,

ce qui donne
a—c=0,so0it a=c.

e Sia+c=b+c, alorsa+c— (b+c¢) =0, soit a —b = 0, donc
a=b.

Réciproquement, supposons que a = b.

Nous avons a + ¢ — (b+¢) = a — b= 0, ce qui prouve que
a+c=b+c

Proposition. Soient a et b deuz réels donnés. L’équation © + a = b admet

pour unique solution r = b — a.

Démonstration. L’égalité © + a = b équivaut a = + a + (—a) = b+ (—a), ce
qui est équivalent a

r=>b-—a.

Calcul dans R
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1.3 Multiplication dans R

1.3.1 Axiomatique de la multiplication dans 1’ensemble des
nombres réels

Axiome. Pour tous les réels a, b et ¢, nous disposons pour structurer la mul-
tiplication dans R des axiomes suivants :

1. abeR.

2. ab=ba. On dit que X est commutative.

3. (ab)e = a(be). On dit que X est associative.

4. ax1=1xa=a. On dit que 1 est neutre pour x dans R.

5. Chaque réel a # 0 admet un unique inverse % tel que : ax% = xa = 1.

Définition (du quotient de deux réels). Pour tous les réels a et b # 0, le

quotient de a par b est défini par

1.3.2 Axiome de la distributivité de la multiplication sur 1’ad-
dition
Axiome. Pour tous les réels a, b et ¢, nous disposons de l’égalité

a(b+ c) = ab+ ac.

Remarques. Nous en faisons deux.

e Sinous utilisons I’égalité ci-dessus de la gauche vers la droite, alors nous
développons.

e Sinous utilisons 'égalité ci-dessus de la droite vers la gauche, alors nous

factorisons.

Proposition (identités carrés). Pour tous les réels a et b, nous avons
o (a+0b)?=a?%+2ab+0?
e (a—0b)?=a%—2ab+ b
o (a—1b)(a+b)=a®—0b>

Démonstration. Ces trois identités remarquables sont connues depuis le col-
lége. Cependant, nous en donnons une preuve puisque cette derniére résulte

essentiellement de ’axiome de distributivité.

Chapitre 1



Soient a et b deux réels.

e Nous avons

(a+b)? = (a+b)(a+b)=a(a+b)+bla+b) =a®+ab+ ba + b2

ce qui donne
(a+0)? = a®+ 2ab+ b°.
e [l en résulte
(a—0b)? = (a+(=b)? = a® + 2a(-b) + (—=b)? = a® — 2ab + b°.

e Nous avons

(a —b)(a+b) = (a—bla+ (a—0b)b=a?—ab+ab—b*=a® - b

Proposition (identités cubes). Pour tous les réels a et b, nous disposons des
quatre identités suivantes :

e (a+0b)*=a®+3a*+ 3ab* + b,

o (a—0b)3=a®—3a%h+ 3ab® — b3,

o a®— 3= (a—0b)(a®+ ab+ b?),

o a3+ = (a+b)(a®—ab+b?).

Démonstration. Soient a et b deux réels.

e Nous avons
(a+b)? = (a+b)?(a+b) = (a®+2ab+b?)(a+b) = a®+2a?b+ab®+a?b+2ab?+b3,
ce qui donne
(a+b)3 = a® + 3ab + 3ab® + b>.
o Il en résulte
(a —b)? = a® + 3a%(—b) + 3a(—b) + (—b)? = a® — 3a%b + 3ab® — b3.

e Pour factoriser a® — b3, nous partons du développement de (a — b)3.

11 vient
a® — b = (a —b)> + 3a®b — 3ab* = (a — b)> + 3ab(a — b),
= (a —b)((a — b)? + 3ab),
= (a — b)(a® — 2ab + b* + 3ab),
= (a —b)(a* + ab + b?).
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e Pour la derniére factorisation, nous obtenons

3

a® 4+ b =a® — (=b)>,
= (a— (=b))(a® + a(=b) + (b)),

= (a+b)(a® — ab+b?).

)
)

1.3.3 Produit nul

Proposition (multiplication par 0). Pour tout réel a, on a : a x 0 = 0.

Démonstration. Considérons deux réels a et b quelconques.

Nous avons
ab = a(b+ 0) = ab+ a0.
Nous en déduisons
0=ab—ab=al.

Proposition (nullité d’un produit). Soient a et b deux réels. Nous disposons

de la propriété suivante
ab = 0 st et seulementsia = 0 oub = 0.

Démonstration. Si a = 0 ou b = 0, de la proposition précédente, il résulte
que ab = 0.
Réciproquement, supposons par I’absurde 2 que ab = 0 avec a # 0 et b # 0.

D’une part, nous avons

1 1
(ab) axO 0

a
D’autre part, il vient

1 1
—(ab) = (- b=1b=0b.
~(ah) = (; xa)

Nous en déduisons que b = 0, ce qui est contradictoire avec b # 0.

Par conséquent, si ab =0, alors a =0 ou b= 0.
Proposition (trois propriétés de la multiplication). Soient a, b et ¢ trois réels.
Nous disposons des trois propriétés suivantes :

1. (—a)(—b) = ab.

2. a(—=b) = (—a)b = —ab.

3. a(b—c) = ab— ac.

2. Annexe § 5.1
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Démonstration. Soient a, b et ¢ trois réels.

1. Nous avons
ab — (—a)(—=b) = ab+a(-b) =a(b+ (=b)) =a x 0=0.

I1 en résulte que (—a)(—b) = ab.

2. De la méme facon, nous avons
a(—=b) — (—ab) = a(—b) + ab = a((—=b) +b) =a x 0 =0.

I1 en résulte que a(—b) = —ab.
Nous prouvons de méme que (—a)b = —ab.

3. Pour cette derniére proposition, il vient
a(b—c)=a(b+ (—c)) = ab+ a(—c) = ab — ac.

Proposition (compatibilité de la multiplication avec I’égalité). Soient a, b et

¢ # 0 trois réels. Nous avons
ac = besi et seulement sia = 0.

Démonstration. Si ac = be, alors ac — be = 0, soit (a — b)e = 0.
Puisque ¢ # 0, nous en déduisons que a —b = 0 donc a = b.
Réciproquement, nous supposons a = b.

Il vient, ac — bc = (a — b)e = 0 x ¢ = 0, ce qui prouve que ac = be.
Remarque. La réciproque est vraie lorsque ¢ = 0.

Proposition (équation ax = b). Soient a et b deux réels et S ’ensemble des

solutions de l’équation
ax =b.
o Sia#0, alors ’équation ax = b admet une unique solution
b . b
z =, c’est-a-dire S = {a}
e Sia=0etb#0, alors l’équation ax = b n’a pas de solution, c’est-a-dire
S =0.

e Sia=0etb=0, alors ’équation ax = b a une infinité de solutions,
c’est-a-dire S = R.

Calcul dans R
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Démonstration. Soient a et b deux réels.

1°r cas : a # 0.
L’équation
o 1 1
ax = b équivaut & —(ax) = — x b,
a a
ce qui est équivalent a
1 b _ b .
(= x a)x = —, clest-a-dire 1l = —, soit x = —.
a a a a

2¢cas:a=0et b#0.
L’équation
ax = b équivaut a 0z = b,
ce qui est impossible car b # 0.

3¢cas:a=0et b=0.

L’équation
ax = b équivaut a Oz = 0,
ce qui justifie que tout réel x est solution de cette équation.

Exemple (une équation avec un parameétre). Soit a un réel donné.
Selon les valeurs de a, nous résolvons dans R 1’équation ax — 1 = 2z.
Nous désignons par (E) cette équation.

Nous avons
()< (a—2)z=1.
Nous procédons par disjonction 3, en distinguant deux cas.
1 cas:a—2 #0, soit a # 2.
1
Nous obtenons dans ce cas, x = Pt
a4 —
En désignant par S I’ensemble des solutions de (F), nous en concluons
1
S={—}
{—5}
2¢ cas :a—2 =0, soit a = 2.
Nous avons (E) < 0z = 1.

Dans ce cas, nous en concluons

S=10.

3. Annexe § 5.4
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1.4 Puissances d’un nombre réel

Définition. Soient n € N* et a € R*. Nous avons

a"=axax---Xaeta"=—
N—— an
n facteurs
Remarques. Nous en faisons quatre.
. 1 1
e Pour tout réel a non nul, nous avons a* =a et a=" = —.
a

e Pour tout réel a non nul, nous posons par convention a’ = 1.
e Sia=0etnecN* ona0”=0 mais 0° n’est pas défini.

e Pourtousa e Retn e N, on a

at+a+---+a=nxa.
N————

ntermes

1.5 Propriétés de calcul sur les exposants
Proposition. Pour tous les réels a et b non nuls et pour tous les entiers relatifs
m et n, nous disposons des propriétés suivantes :

1. a™ x a" = ™™,

a =a

SIS

6. ()" =T

Démonstration. Si m et n sont deux entiers naturels, les propriétés 1, 2, 3
et 4 se démontrent par récurrence.

Puisque le principe de récurrence est enseigné en Terminale (et parfois en
Premiére), il dépasse le cadre de ce livre. Nous admettons donc ces quatre
propriétés.

Par contre, ces derniéres étant admises, nous pouvons justifier les propriétés
5 et 6.

Nous donnons ci-dessous quelques-unes des preuves annoncées selon la na-

ture des entiers m et n. Les autres cas sont & faire en exercice.

Calcul dans R

13



14

e Preuve de 5, lorsque m € N et n € N.

Nous avons :
a™ 1

B e CLm—i—(—n) — g™
n an
e Preuve de 5, avec m < 0 et n > 0.
Posons p = —m. Ainsi, on a p > 0.
Il en résulte " B
N
am am al  am  aPtn ’
e Preuve de 6, lorsque n € N.
Nous avons ) . ) N
a n n n n n a
N=(ax )"=ad"x (=)"=a"x — = —.
()= (ax3) ) =
e Preuve de 6, avec n < 0.
Posons p = —n. Ainsi, on a p > 0. Nous en déduisons
(a)n_(a)fp_ L O L
N N
b b

Proposition (puissance de 'opposé). Soient a un réel non nul et n un entier

naturel. Nous avons
(—a)? =a®.
et plus généralement

o .
a" s1nest pair
(~a)" = e
—a" sinestimpair

Démonstration. Soit a un réel non nul.

> Nous avons
(—a)? = (—a)(—a) = a x a = a®.

> Soit n entier naturel. Nous distinguons deux cas selon la parité de n.

1°* cas : n est pair, c’est-a-dire n = 2k avec k € N. Il vient

2¢ cas : n est impair, c’est-a-dire n = 2k + 1 avec k € N. Il vient
(—a)" —_ (_a)2k+1 _ a2k X (_a) _ —a2k+1 = —q™.

Remarque. En particulier, pour a = 1, il vient

1 sinest pair
(=" = . o
—1 st nestimpair
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1.6 Racine carrée d’un réel positif

Définition. Soit a un réel positif. La racine carrée de a, notée v/a est l'unique
réel positif tel que (v/a)? = a.

Remarques. Nous en donnons quatre.
e V0=0etV1=1.
e En général, nous avons \/m 7& \/a + \/E
Un contre-exemple est a = 2 et b = 14.
e Le réel y/a est défini si et seulement si a > 0.
e Pour tout @ € R, on a (—/a)? = a.

1.6.1 Egalité de deux réels strictement positifs

Proposition. Soient u et v deux réels strictement positifs. Nous disposons de

l’équivalence suivante

Démonstration. Soient deux réels © > 0 et v > 0.
Si w = v, alors nous avons
u? —v? = (u—v)(u+v)=0x (u+v) =0,

ce qui implique u? = v2.

2 = 2, alors nous avons

Réciproquement, si u
u? —v? =0, soit (u—v)(u+v) =0,
ce qui entraine, puisque u + v > 0,

u — v = 0, c’est-a-dire u = v.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Cette proposition fournit une méthode pour justifier I'égalité de deux
réels positifs.

e Cette proposition reste vraie lorsque u > 0 et v > 0.

Exemples. Nous en proposons deux.

1°r exemple. Nous montrons que
3+v2 =11+ 6V2.
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Nous avons
2
(B+v2)?2=9+6/2+2=11+6v/2= (V11 +6v2)".
Puisque 3 + V2>0et /11462 > 0, nous en concluons

3+v2 =111+ 6V2.

2¢ exemple. Nous justifions I’égalité

V5 = 2v2 4+ /5 + 22 = /10 + 2V/17.

Nous obtenons

<\/5—2\f2+\/5+2\/§>2:5—2\f2+2<\/5—2f2) <\/5+2x/§>
+ 5422,

=104 21/25 — (2v/2)2,
=10+ 2V17,

ce qui prouve, puisque \/5 —2V2 + \/5 +2v2 > 0et 10+ 2V/17 > 0,
V53— 2v2 4+ V/5 + 2v2 = /10 + 2V17.

1.6.2 Propriétés de calcul sur les racines carrées

Proposition. Soient a et b deux réels positifs et n un entier naturel. Nous

disposons des propriétés suivantes :
1. Vaxb=+/axb.

, avec b > 0.

Démonstration. Soient a > 0 et b > 0.

1.Posonsa:\/@,ﬁz\/aet'y:\/l;.

Nous avons
o =ab, B2 =aet 2 =b.
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Nous en déduisons

a? = 3292 = (B7)%.
Or nous savons que « > 0 et Sy > 0.
De la proposition précédente, il résulte que
a = [r.

L’égalité va x b = \/a x /b est ainsi justifiée.
2. Soit b > 0. Nous avons

VN S o S

Nous en déduisons

3. Pour tous les réels a > 0 et b > 0, nous avons

fim i v -

4. Cette preuve appelle un raisonnement par récurrence. Nous admettons
que cette propriété est vraie, pour tout entier naturel n. Le cas particulier

n = 2 est justifié dans la proposition qui suit.

Proposition (valeur absolue d’un nombre réel). Soit a un réel quelconque.

Nous avons

N {asiaZO
ac =

—asia <0

Démonstration. 1° cas : a > 0. Il vient
Va2 =/axa=/ax a=(/a)?=a.

2¢ cas : a < 0. Dans ce cas, nous avons —a > 0 et nous savons que

Il en résulte que
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Définition (de la valeur absolue). Soit a un réel. La valeur absolue de a, notée

la|, est le réel positif défini par
asia>0
la| = . :
—asia <0

Ainsi nous retiendrons que, pour tout réel a,
Va? = |al.
Exemple. Nous simplifions \/m , en remarquant que
2—m<O.

Il en résulte
V2-7m2=2-7=-2-7m)=71—-2.

1.6.3 Equation du second degré 2> = a

2 = a admet

Proposition. Soit a un réel donné. Dans R, [’équation x
e sia >0, deuzr solutions distinctes v = —\/a ou x = \/a,
o sia =0, une solution xr = 0,

o sia <0, aucune solution.

Démonstration. 1°* cas : ¢ > 0. Nous avons
?=as 12— (/a)?=0< (v+ya)(r—+/a) =0 & v++/a=0ouz—+/a = 0.
Nous en concluons que cette équation admet deux solutions distinctes
x=—y/aouzx=/a.

2¢ cas:a=0.

L’équation 2 = 0 équivaut & = = 0.

3¢ cas:a<0.

Nous savons que, pour tout réel z, 22 > 0. Il en résulte que dans ce cas

2

I’équation x* = a n’a pas de solution.

Remarques. Nous en faisons cing.
e En désignant par S I'ensemble des solutions de I’équation z? = a, nous

disposons du tableau suivant :
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x? = a | ensemble des solutions

a>0 S:{_\/Zlv\/&}

a=0 S ={0}
a<0 S=10
2

e Sia > 0, 'équation z° = a admet dans R* une unique solution z = y/a.
e Soient a # 0 et b deux réels donnés. La résolution de 1’équation du

second degré ax? + b = 0 se rameéne a la précédente puisque cette derniére est

équivalente a 22 = ——.

e Soient a # 0 etab deux réels donnés. L’équation du second degré
ax®+bx = 0 est connue depuis le collége puisque cette derniére est équivalente
a x(ax 4+ b) = 0 et a donc pour solutions x = 0 ou z = —=

e Le cas général de la résolution de I’équation du second degré
ax’ +br+c=0, 0l a # 0, b et c sont trois réels donnés, sera traité dans la
suite du livre & partir d’exemples. Nous abordons une méthode de résolution

de cette équation dans les exemples qui suivent (équation 5).

Exemples. Nous résolvons dans R les cinq équations du second degré qui
suivent.
(1) 222 = 3,
)z +1=0,
Yo -3z =0,
) (22 —1)% = 16,
Y22 -2z —4=0.
Pour résoudre chacune de ces équations, nous utilisons le symbole < d’équi-
valence 4.

> Equation (1).

(2
(3
(4
(5

(1) ex \/goux:\/g

Conclusion. Sy = {— ? \\;} {-

4. Annexe § 3.7
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> Equation (2).

Conclusion. S(9) = 0.
> Equation (3).

(3) & x(2? —3) =0,
B)ez=00uz’>-3=0,
(B)ez=00uz=—V3ouz=+3.

Conclusion. Sy = {—/3,0,/3}.

> Equation (4).

Pour résoudre cette équation, nous pourrions factoriser une différence de
deux carrés comme en classe de Troisiéme. Nous optons pour une autre mé-
thode (plus rapide) qui utilise la résolution proposée dans la proposition pré-
cédente.

Nous avons

4)e2x—-1=40u2x—1=—4,

(4)<:>:U:goux:f;.
Conclusion. Sy = {—g, g}

> Equation (5).

Pour résoudre ’équation (5), nous transformons son membre de gauche
22 — 22 — 4 sous la forme d’une addition ou d’une soustraction de deux carrés.

On dit dans ce cas que le trinéme 22 —2x—4 est mis sous sa forme canonique.

Pour cela, nous observons que x2 — 2z est constitué des deux premiers
termes du développement (x — 1)2.

Nous obtenons
22 —2r—4=(2>-22+1)—1—4=(x—1)2-5.
Nous en déduisons

(5) & (z —1)2 =5,
5)ez—1=—/50uz—1=+/5,
B)er=1-+vVbouz=1++5.

Conclusion. Sz = {1 — /5,1 + 5}
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1.7 Propriétés de calcul sur les quotients

Proposition (quotient nul). Soient a et b deuz réels avec b # 0. Nous dispo-

sons de I’équivalence

=0 a=0.

SallES

1
Démonstration. Si 4 _ 0, alors a x — = 0.

b b
1
Puisque 5 = 0, nous en déduisons que a = 0.
1

a
Réciproquement, si a = 0, alors 7= 0 x 7= 0.

Exemple. Nous résolvons 'équation 1
T —
3

Nous observons que le quotient est défini si et seulement si x—1 # 0,

soit pour = # 1.
Ainsi pour x # 1, nous avons

.%'3—56'

1 —0erP-z=0cz(@’-1)=0cr=00uz=—louxr =1
m_

Or nous savons que x # 1.
Il en résulte que seuls les réels © = 0 ou z = —1 sont solutions de cette

équation.

Proposition (produit en croix). Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que b # 0

et d # 0. Nous disposons de l’équivalence

% = 2 < ad = be.
Démonstration. Si % = 2, alors % — g =0, ce qui donne
ad — be
=0.
bd

Nous en déduisons que ad — bc = 0, c’est-a-dire ad = be.
Réciproquement, si ad = bc, alors nous obtenons

g_ad_bc c

b bd  bd d
Exemple. Nous résolvons 'équation

20 -1 /2

x+1 27
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Nous observons que cette équation est définie pour z # —1.

Elle est équivalente a
22z — 1) =2z +1) o bz —2vV2=vV2+2< (4 —V2)x = V2 + 2.
20 —1 V2

Finalement 1’équation = —— a pour unique solution
r+1 2

V242
€r = .
4 -2

Nous pouvons rendre rationnel le numérateur de cette solution.

Nous obtenons

(V2+2)(4+v2) _5+3v2

(4—V2)(4+2) 7

5+3v2
T

Proposition (addition et multiplication de deux quotients). Soient a, b, c,

d et k cing réels tels que b, d et k non nuls. Nous disposons des propriétés

Conclusion. S = {

sutvantes :

ka «a
J'E_g'
a ¢ a-tc a ¢ ad-+bc
R - = t* —_ = .
S e A
“a b ab

a ka a c ac
4]{)(5—? et BX&—@

Démonstration. 1. Soient a, b et k trois réels tels que b # 0 et k # 0.
Considérons 'équation (kb)x = ka.
D’une part, puisque kb # 0, nous obtenons z = %.
D’autre part, puisque k # 0, ’équation (kb)x = ka est équivalente a bz = a.
Ceci donne x = e
Par unicité de la solution de cette équation, nous en concluons :

ka «a

kb b
2. Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que b # 0 et d # 0.
> Nous avons

a+c
b

1 1 1
:aXf—f—Cszf(a—kC):

+ b b b

SRS
SO
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> De plus, en appliquant les deux propriétés précédentes, nous obtenons

g_ﬁ_g_afd_ﬁ_ﬁ_ad—i—bc
b d bd bd  bd
3. Soient deux réels a # 0 et b # 0.

Nous avons

Nous en déduisons

X — = —.
b ab
4. Soient k, a, b, ¢ et d cinq réels tels que b # 0 et d # 0.
> Nous avons

1.1 1
a

k 1 1

Ta:(ka)xg:kx(axg):kx%.
> En appliquant la propriété 3, il vient

e ><1>< ><1 Xl ac

—X—=aX=-XcX—=-=acX — = —.

b d b d bd bd

Proposition (inverse d'un quotient et quotient de deux quotients). Soient a,

b, ¢ et d quatre réels non nuls. Nous avons

1 b
1. @ZG.
b
a
p a d
d

. . , a b
Démonstration. 1. Pour tous les réels a et b non nuls, nous avons — x — = 1.

b
Il en résulte que

1
_ = (= -1 e
a (b) @
b
2. Pour tous réels a, b, ¢, d non nuls, nous avons
a
b_a 1 _a d
[
d d
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Proposition (opposé d'un quotient et quotient de deux opposés). Soient a et

b deux réels tels que b # 0. Nous disposons des deux propriétés suivantes :

—a a a
1. —=—"=_2.
b —b b
—a a
2 — =,
b b

Démonstration. 1. Pour tous les réels a et b # 0, nous savons que
(—a)(—b) = ab.

En appliquant la propriété du produit en croix, il vient

—e_a
b —b
De plus, nous avons
—a a 1 1
T+g—g((—a)+a)—g x0=0
Cela justifie
—e__a
b b

2. Pour tous les réels a et b # 0, nous savons que (—a)b = a(—b).
En appliquant & nouveau la propriété du produit en croix, il vient

—a

—e_a
b b
1.8 Exercices corrigés

Exercice 1. Pavage d’un rectangle

Lorsqu’un rectangle de longueur L et de largeur | peut étre recouvert exac-
tement par des carrés de méme coté c, on dit que ce rectangle est pavé par des
Carrés.

1. On suppose que L et | sont des entiers multiples de c. Justifier que dans
ce cas, il est possible de paver ce rectangle.

2. On suppose que L = /2 et l = 1. Peut-on paver ce rectangle ?

3. Montrer que ce rectangle peut étre pavé par des carrés de coté c si et

L
seulement si 7 €Q.
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Solution

1. Puisque L et [ sont des multiples de ¢, il existe deux entiers naturels k
et K nonnuls tels que L=k xcetl =k xc.

Nous en déduisons qu’en plagant k carrés sur la longueur et &’ carrés sur
la largeur, le rectangle est pavé.

2. Supposons par l'absurde que ce rectangle est pavé.

Dans ce cas, il existe deux entiers p et ¢ non nuls tels que v2 = p x ¢ et
l=¢gxec
Nous en déduisons que v2 = E, ce qui donne /2 = b

L qc q
Or nous savons que v/2 est irrationnel, ce qui est contradictoire.

Nous en concluons qu'un rectangle de longueur v/2 et de largeur 1, ne peut
pas étre pavé par des carrés de méme coté.
3. Nous supposons que le rectangle puisse étre pavé par des carrés de coté
c. Dans ce cas, il existe deux entiers non nuls p et ¢ tels que L = p X ¢ et
l=qxec.
pXc

L
Nous en déduisons que TS T ]3, ce qui justifie que 7 e Q.
qgxc

Réciproquement, supposons que 7 e Q.

L
Nous en déduisons qu’il existe deux entiers non nuls p et ¢ tels que 7= 2,

q
ce qui implique

Posons ¢ =

q

L l
p
Nous obtenons

L=pxcetL=gqxec.

Par suite, il est possible de paver ce rectangle avec des carrés de coté c.
Exercice 2. Sans calculatrice

Sans laide de votre calculatrice calculer les réels suivants :

1. A = 959755793807 — 95975579379 x 95975579381.

2. B = 1234567892 — 1234567882.

3. C = /66666662 — 44444442 — 22222222

4. D = /111111111 x 1000000005 + 1.
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Solution
1. Posons x = 95975579380.

Nous observons que
A=2>—(z—-1)(z+1) =22 - (22 -1)=1.
2. Posons z = 123456789.

Nous avons
B=2>-(z-12=@—(z-1))(z+(z—1)=2r—1.
Il en résulte
B =2 x 123456789 — 1 = 246913577.
3. Posons z = 1111111.

Sachant que x > 0, nous obtenons
C = /(62)? — (42)% — (27)2 = V1622 = 4x.
Nous en concluons C' = 4444444.

4. Nous observons que

D= \/111111111 X (9 x 111111111 4+ 6) + 1.
Nous posons x = 111111111.

II vient

D= \/z(92+6)+1=+v922+ 6z +1= /(32 + 1),

ce qui donne, puisque 3x + 1 > 0,
D=3r+1=3x 1111111114+ 1 = 333333334.
Exercice 3. Concours Kangourou
Soient a, b et c trois réels tels que a® +b% + % = 1.
Que vaut a* + (ab+ ¢)? + (ac — b)? ?
Solution

Nous avons

2= o'+ a®? + 2abe + A + a®? — 2abe + b2,

a* + (ab + ¢)* + (ac — b)
=a' +a’’ + A +a’c® + b,

=ad*(a® + 0>+ P) +b° + &2,

ce qui donne, puisque a® 4+ b% 4+ ¢? =1,

at+ (ab+c)? + (ac—b)?=a®> + b+ 2 =1.
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Exercice 4. Concours Kangourou
Soient x et y deux réels tels que x> + y> = 6zy.

Nous supposons de plus que x >y > 0.
Yy
r—y

Combien vaut

Solution

Nous avons

<w+y>2_ (z+y)? ®+y*+ 2y
z—y/  (r—y)? 2?+y’ -2y
Or nous savons que z2 + y? = 6zy.

Il en résulte

(zoy _tm _,

r—y/)  day
. S +y
Puisque x > y > 0, nous en déduisons que >0
r—Yy
Nous concluons
r—y
Exercice 5. D’aprés le Tournoi mathématique du Limousin
. 45 T+5
1. Vérifier que : TR = i

2. Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls tels que b # c.
3413
a’+b a+b
Montrer que, si roo_at , alorsa=b+c.
) ad+c a+c
3. Btudier la réciproque.

Solution
1. Vérification immeédiate.
2. Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls tels que b # c.

Nous supposons que

ad+b  a+b

a4+ a+c’

ce qui donne

(a®+0%)(a+c)=(a®+c)(a+Db).
En utilisant I'identité factorisant a® + b3 et a3 + ¢* , nous obtenons
(a+0b)(a®2—ab+b*)(a+c) = (a+c)(a® —ac+c?)(a+D).
Apres simplification par (a + b)(a + ¢) # 0, il vient

b? —ab = ¢® — ac, soit b?> — ¢ = ab — ac.
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Nous en déduisons
(b—c)(b+c)=a(b—rc).

Ainsi, aprés simplification par b — ¢ # 0, nous obtenons a = b+ c.

3. Réciproquement, nous supposons que a = b + c.

oL ad+b a+b .
Pour savoir si — 3 = , nous calculons la différence
a’ +c a+c

D= (a®+b)(a+c)— (a®+c)(a+D).

En utilisant les calculs développés dans la question 2, nous obtenons

D= (a+b)(a+c)(a® —ab+b*) — (a+b)(a+c)(a® —ac+?),
= (a+b)(a+ c)(—ab+ b* + ac — ),
= (a+b)(a+c)(b* - —a(b— 1)),
=(a+0b)(a+c)(b—c)(b+c—a).

Puisque a = b + ¢, nous en déduisons que D = 0, ce qui implique

a4+ a+b

B+ a+c

Exercice 6. Carré de la somme de trois nombres

1. Soient x, y et z trois réels. Justifier l'identité
(z+y+2)? =22+ 9%+ 2% + 22y + 2yz + 22z

En déduire les développements de (x+vy — 2)?, (x —y — 2)%, (2o +y —1)2.
2. Soient a, b et c trois réels non nuls.

Montrer que si % + % + % =0, alors (a +b+c)? = a® + b> + 2.
3. Etudier la réciproque.

Solution

1. Pour tous les réels x, y et z, nous avons

(@+y+2)?=(@+y) +2)°,
= (z+y)?+ 2 +y)z+ 22
=22 + 22y + % 4 222 + 2y + 2%,
=22 +y? + 22 + 22y + 29z + 2z
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> En remplagantz par —z, nous obtenons

(x+y— 2)2 =22+ 2+ (—Z)2 + 2zy + 2y(—=2) + 2(—2)z,
=22 +y? + 22 + 20y — 2yz — 2zu.

> En remplacant y par —y et z par —z, il vient

(2 -y =2 =2+ (=9)* + (=2)" + 22(~y) + 2(~y)(~2) + 2(-2)z,
=22 +y? + 22 — 2wy + 2yz — 22z

> Le remplacement de x par 2z et z par —1 donne

(22 +y—1)? = (20)° + % + (=1)* + 2(22)y + 2y(~1) + 2(~1)(2x),
=4z? + 9% + 1+ day — 2y — 4.

2. Soient a, b et ¢ trois réels non nuls. Nous supposons

1 1 1
-+ -4+-=0.
b
Nous en déduisons
b b
% =0, ce qui implique ab + bec 4 ca = 0.
abe

Nous avons ainsi justifié que si % + % + o= 0, alors
(@a+b+c)?=a?+b*+c?+2(ab+ be + ca) = a® + b* + 2.
3. Réciproquement, étant donné trois réels non nuls a, b et ¢, nous supposons
(a+b+c)=a?+ b+
De l'égalité (a + b+ c)? = a® + b? + ¢ + 2(ab + bc + ca), nous déduisons

ab + be + ca =0,

ce qui donne, en divisant par abc # 0,

Ainsi la réciproque est vraie.
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Exercice 7. Second degré

1. Pour tout réel x, factoriser l'expression x> + 2z + 1.

2. a. En déduire une factorisation du réel p(z) = x> + 2x — 3.

2. b. En déduire ’ensemble des solutions, dans R, de I’équation p(x) = 0.
3. Traiter les mémes questions que dans 2. dans les cas suivants :

q(r) = 2% + 22 — 5.

f(x) =22 +2x+c, ot c <1 est un réel donné.

g(z) = 2% + 32— 1.

h(z) = 2t + 222 — 8.

4. Résoudre dans R ’équation 25 = 1.

Solution
1. Pour tout réel z, nous avons x2 + 2z + 1 = (z + 1)2.
2. a. Le principe est de mettre le trindme p(x) sous sa forme canonique.

Pour cela, nous observons que
pr)=(22+20+1)-1-3=(z+1)?2 -4

Cette derniére expression est la forme canonique du trindéme du second
degré p(x).
Nous en déduisons que, pour tout réel x,

plz)=(r+1-2)(z+1+2)=(z—1)(x+3).
2. b. Nous avons
px) =0 zx—-1=00ux+3=0&z=1ouxr=—3.

Nous en concluons que S = {—3;1}.
Remarque

Nous pouvions aussi résoudre cette équation en observant qu’elle est équi-

valente a
(r+1)% =4,
ce qui donne
r+1=2ouzxz+1=-2,
c’est-a-dire
z=1oux=-3.
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Dans la suite, nous privilégierons cette méthode.
3. Soit z un réel quelconque.
e Déterminons la forme canonique de g(x).

11 vient
gz)=(?+2r+1)-1-5=(z+1)2—6.
Il en résulte

r) =0 (z+1)2=6<z+1=+6ouz+1=—6,
qx) =0 x=—-1—+6oux=—1++6.

Nous en concluons S = {—1 —/6;—1+/6}.
e Déterminons la forme canonique de f(z).

Il vient
f@)y=@*+22+1)—14+c=(x+1)2-1+c
Il en résulte que
f(x) =0 équivaut a (z +1)2 =1 —c.
Puisque ¢ < 1, nous avons 1 — ¢ > 0. Nous obtenons

r+1=+1—couax+1=—/1—c

Les solutions de cette équation sont
r=—-1—+v1—-—couzx=-1++v1-—g¢
cest-a-dire S = {—1 — /1 —¢; -1+ 1 —c}.

Nous pouvons remarquer que

sic=1, alors S = {—1},

sic> 1, alors S = 0.

e Déterminons la forme canonique de g(z).

Pour déterminer ici la forme canonique de ce trinébme, nous observons que
3z n’est pas un double produit. Pour faire apparaitre un double produit, nous
utilisons une méthode des "parenthéses vides & compléter".

Pour cela, posons
gla)=a? +2x (Yo +()* = ()* — L.
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Il est clair que pour retrouver 'expression 22 + 3z — 1, il suffit de compléter
les "parenthéses vides" par 3

Nous obtenons ainsi

o) =22 +2x Qo+ (O -
Remarque
Cette méthode est, avec un peu d’habitude, trés pratique pour déterminer
la forme canonique d’un trindme quelconque du second degré.

Nous en déduisons

3. 13 3 V13 3 V13
g(a:)—0<:>(x+§) —Z<:>:E+§—Touaz+§_—7

Les solutions de cette équation sont

e Déterminons la forme canonique de h(x).

Nous avons
h(z) = (z* +2224+1) —1-8= (22 +1)2 - 9.
Nous en déduisons

h(z) =0 (22 +1)? =922 +1=-3ouz?+1=3,
h(z) =0« 22 = —4oux? = 2.

L’équation 22 = —4 n’a pas de solution puisqu’un carré est toujours positif

ou nul.
L’équation 22 = 2 a pour solutions z = —v/2 ou z = /2.
Nous en concluons que S = {—\/5 : \/§}

4. L’équation 2% = 1 équivaut a 28 — 1 = 0, ce qui donne
(3 —1)(z®* + 1) = 0.
En utilisant les factorisations "cube", nous obtenons

(x—1)(2*+2+1)(z+1)(@®—2+1) =0,

ce qui est équivalent & :
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r—1=0ouz?’+x+1=0ouzxz+1=0ouz?—2+1=0.

Les réels = 1 ou z = —1 sont solutions.
Nous pouvions nous en rendre compte immédiatement car 16 = (—1)6 = 1.

Mais il reste a résoudre les deux équations
224+ x+1=0, notée (1) et 22 — 2 + 1 = 0, notée (2).

Nous avons, en déterminant dans les deux cas la forme canonique du

membre de gauche,

1 1 1 1 3
NDe?42x-xz+-—-+1=0& )P =-=.
(1) & 2% + X 3 x+4 4+ (az+2) 1
Un carré est toujours positif ou nul donc I'équation (1) n’a pas de solution.
De la méme fagon nous avons
1 1 1 1
2 2_92x = ———41= — )2 ==
(2) & x Xxgxeto—o+ 0< (z 2) 1

Un carré est toujours positif ou nul donc I’équation (2) n’a pas de solution.

Nous en concluons que S = {—1;1}.

Exercice 8. Compétitions américaines de mathématiques (AMC)

Soient a, b et ¢ trois réels tels que

a?+2b="7
b2 +4c=-T
2 +6a=—-14

Déterminer a® + b + c2.
Solution
Nous additionnons membres a membres ces trois égalités.

Nous obtenons
a’ +6a+b>+2b+ %+ 4c = —14.

Mettons sous leur forme canonique chaque trinéme en a ou b ou ¢ qui

compose la somme obtenue ci-dessus. Il vient

a’+6a=a*+2(3)a+ 3% —32 = (a+3)? -9,
+20=0+2(1)b+1—-1=(b+1)? -1,
At+de=c2+22)c+42—42=(c+2)? -4

Nous en déduisons :
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(@a+3)2 =9+ (b+1)2 -1+ (c+2)?-4=-14,
ce qui donne
(a+32+B+1)2+(c+2)?2=0.
Par suite, il vient
a+3=b+1=c+2=0,s0ita=-3,b=—1et c=-2.
Finalement, nous obtenons
a2+ 0%+ = (=3)2+ (-1)2 + (-2)2 = 14.

Exercice 9. Equations avec deux paramétres

Selon les valeurs des réels a et b résoudre, dans R les équations suivantes :

T a x+b
o — + — = —+4 —.
a b b  «a
T a z b
.——’——:——’——
a x b =z
Solution

e Désignons par (1) I’équation
x n a x n b
a b b a

Nous pouvons résoudre cette équation sous réserve que a # 0 et b # 0.

Cette restriction étant acquise, nous avons les équivalences suivantes :
r b a

1 hd _Z
1 1 —a
(1) < fﬂ(% 5) . ab ) )
a —a
1) & a(—=)=—0

Puisque ab # 0, nous obtenons
(1) < z(b— a) = b* — a®.
1°* cas : a = b. L’équation (1) est équivalente a Ox = 0.
Nous avons dans ce cas S(1) = R.
2° cas:a#b.
Puisque b — a # 0, nous obtenons

b2 2 o
. a :(b a)(b+a):b+a
b—a b—a
Dans ce cas, nous concluons par S(;) = {b +a}.
e Désignons par (2) I’équation

X a

a b
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Cette fois, en plus de la condition a # 0 et b # 0, nous imposons que
2 = 0 ne peut pas étre solution de (2).
On dit que 'ensemble de définition de cette équation est R*.

Ainsi, pour x € R*, nous avons les équivalences suivantes :
2 +a®> 22+
(2) < = )
ax bz
(2) & bx(2? + a?) = ax(2? + b?),
(2) < ba® + a’bx — ax® — ab’z = 0,
(2) & 23(b— a) — abx(b —a) = 0,
(2) < z(b— a)(z? — ab) = 0.
Puisque x # 0, nous obtenons
(2) < (b—a)(x? —ab) = 0.

1°* cas : b=a.

Dans ce cas, tout réel non nul peut étre solution, ce qui donne Si3) = R*.
2¢ cas : b#a.

L’équation (2) est équivalente & 2% = ab.

1°r sous-cas : ab > 0, (2) admet pour solutions z = —v/ab ou z = V/ab,
ce qui donne Sy = {—Vab,ab}.

2¢ sous-cas : ab < 0, nous obtenons Sy = 0.

Exercice 10. D’aprés AMC

Soient a et b deux réels strictement positifs distincts satisfaisant a

a a+10b_

b+b+10a_

a
Trouver 7

Solution

Nous remarquons d’abord que b # 0 et b+ 10a # 0 car a > 0 et b > 0.

Liegalite & 4 2200
ite —

S T b+ 10a

a(b+ 10a) + b(a + 10b)

b(b+ 10a)
2ab + 10a? + 10b%> = 2b% + 20ab,

5a2 4 4b% — 9ab = 0.

= 2 est successivement équivalente a

=2,

Nous remarquons que
5a% = 4a® 4 a® et —9ab = —8ab — ab.

Nous en déduisons :
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a® + 4a® + 4b*> — 8ab — ab = 0.
Ceci est successivement équivalent a
a(a —b) + 4(a® — 2ab + b?) = 0,
a(a —b) +4(a—b)? =0,
(a —b)(a+4(a—10)) =0,
(a —b)(ba — 4b) = 0.

Nous savons que a # b. Nous en concluons

a 4
5a — 4b = 0, soit — = —.
a , soi b= :

Exercice 11. Calculs de sommes avec - - -
Soit n € N*.

1. a. Développer (k + 1) en remplagant successivement k par
1;2 ---;n—1;:n.

1. b. En déduire
S1=1—|—2+3+"~-|—n=n(n2+1).
1. c. Simplifier le nombre suivant
A = 20217 — 2020% + 2019% — 20182 + - - - + 22 — 1%,

2. a. Développer (k + 1)3.
2. b. En déduire que :

(20 +1
Sy =124 22482 oo g g2 = MOF )6( ntl)

3. Calculer en fonction de l’entier n la somme
S=1x242x3+---+(n—1)xn.

Solution
1. a. (k+1)2 = k? + 2k + 1. Nous avons

pour k=1, 22=124+2x1+1,
pour k=2, 32=224+2x2+1,
pour k=3, 42 =32+2x3+1,

pourk=n—-1,n =mn-1)>%2+2x(n—-1)+1,
pour k=n, (n+1)2=n?2+2xn+1.
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1. b. En additionnant membres & membres ces n égalités et aprés simplifi-

cations, il vient

(M+1?=1"+2(1+243+---4+n)+1+1+14---+1

n termes égaux a 1

Nous obtenons
(n+1)2=1+28; +n.
Nous en déduisons
281 =(n+1)2-(n+1)=mn+1)n+1-1)=n(n+1),
ce qui permet de conclure par

1
81:1+2+3+---+n:”(n;).

1. ¢. Nous observons que
A = (2021—-2020)(2021+42020)4(2019—2018)(2019+2018)+- - -+(2—1)(2+1),

ce qui donne

2020 x 2021
A = 2021 +2020 + 2019 + 2018 + - +2+1 = + — 2041210.
2.a. (k+1)3 =k +3k>+3k+ 1.
2. b. En remplacant successivement k par 1,2, --- ,n — 1,n dans cette

égalité, nous obtenons

pour k=1, 22 =13 +3x12+3x1+1,
pour k=2, 33 =234+3x224+3x2+1,
pour k=3, 43=33+3x32+3x3+1,

pourk=n—-1,n"=n-13+3x(n—-12+3x (n—1)+1,
pour k=n, (n+1)>=n3+3xn?+3 xn+1.

Par addition membres & membres de ces n égalités et aprées simplifications,

il vient
(n+1)2 =13+ 3585 + 35 +n,

ce qui donne :
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352 =(n+1)%-35% —(n+1)>— gn(n—i—l) —(n+1).
Il en résulte

652 =2(n+1°®=3n(n+1)—2(n+1)=(n+1)[2(n+1)* = 3n - 2],

652 =(n+1)2n2 +4n+2-3n—-2) = (n+1)(2n® +n) =n(n+1)(2n + 1).

Nous en concluons

1)(2 1
52212+22+32+--~+n2:n(n+ )6(n+ )

3. Nous avons

S=1x(1+1)+2x 2+ 1)+ +n—-1)x((n—1)+1),

S=(12+22+3%+ - +(n-1D)H+(1+2+3+ -+ (n—1)),
(n—1)n(2(n—-1)+1) n (n—1)n

S = 5
S:n(n—l)(Qn—l_’_l)7
S:n(nfl) y 2n72:2n(n71)(n+1)'
2 3 6

Finalement, nous obtenons

ALGO
Exercice 12. Deux sommes avec --- - D’aprés AMC

Deux réels a et b sont définis par

12 N 22 N 32 - 10102
a = — —_— —_— .
1 3 5 2019 ’
b—12+22+32+ +10102
3 5 7 2021 °

1. Nous donnons un algorithme qui restitue le calcul du réel a.

a<+ 0
Pour k allant de 1 62L 1010
k
a4+ a-+ TR k1
Fin Pour

Compléter cet algorithme afin de restituer les calculs de b et a — b.
En implémentant en Python, quel est ’entier le plus proche de a — b ¢

2. Prouver ce résultat.
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Solution

1. En observant que 2021 = 1010 x 2 + 1 nous complétons l'algorithme

proposé.

a<+ 0
b+ 0
Pour k allant de 1]32 1010

& P —
¢ a+2>x<ké—1

b v
%b+2*k+1
d<—a—"»

Fin Pour

L’implémentation en Python donne

from math importsx

a—0

b=0

for k in range(1,1011):
a—atk*xx2/(2xk—1)
b=btk*x2/(2xk+1)
d=a—b

print ("a=" ,a)

print ("b=".b)

print ("d=",d)

En exécutant ce programme, nous obtenons

>>>

a = 255531.11015195982,
b = 255025.860275661,
d = 505.24987629882526.

Ainsi lentier le plus proche de a — b est 505.

2. En exploitant ’algorithme précédent, plus généralement, pour tout entier

naturel n non nul, nous posons

12 22 32 TZ2
L T S T b

12 922 32 n?
b= —+4+ "+ = .

3+5+7+ +2n—|—1
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Nous calculons a — b en soustrayant du premier terme de a, le dernier terme

de b et en additionnant les différences de carrés qui ont le méme dénominateur,

c’est-a-dire

12 n2 22 12 32 92 42 12
“ T 1) \3  3) " 5 5) " \7 7
N N < n2 B (n— 1)2)
n —1 on—1,"

Nous remarquons

2212 2-1)(2+1)

- - = 77—
33 3 ’
g_g_(3—2)(3+2)_1

) ) 5

n? (n—1)2 (Tf—n—i—l)(n—l—n—l)
2n —1 2n —1 2n —1

=1.

Nous en déduisons

a—b=1-—

+l4l4+-+1
—_—

2n+1
n—1termes =1
2
=1- —1
my1 " h
n2
= n- —-—-
2n+1’
~ n(n+1)
41

Ainsi, pour n = 1010, en arrondissant & l’entier le plus proche, nous véri-
fions que

1010 x 1011 _
T 2x1010+1

ALGO
Exercice 13. Légende du jeu d’échec

On raconte que Uinventeur du jeu d’échec demanda pour récompense qu’on

505.

lui donne quelques grains de blé. Un grain pour la premiére case de I’échiquier,
deux grains pour la deuxiéme case, quatre grains pour la troisieme, et ainsi de

suite en doublant a chaque case le nombre de grains jusqu’a la 64°¢ case.
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1. Quel est le nombre de grains offerts pour la 64¢ case ¢

2. Proposer un algorithme qui restitue le nombre total de grains de blé que

représente la récompense.

En implémentant en Python, donner un ordre de grandeur de cette récom-
pense.

3. Pour tout entier naturel n, on pose
S(n)=1+2+224234 ... 42",
En observant que S(n) = 2S(n) — S(n), justifier que
S(n) =2n*t —1.

Vérifier lordre de grandeur de la récompense, obtenu a la question précédente.
Solution

1. Nous avons

1 grain de blé sur la 1°* case,
2 grains de blé sur la 2¢ case,
2 x 2 = 22 grains de blé sur la 3¢ case,

2 x 22 = 23 grains de blé sur la 4¢ case,

2 x 262 = 263 grains de blé sur la 64° case.
2. Le nombre total de grains de blé est donné par la somme
s=1+2+22 423 +... 4203

Pour restituer cette somme, nous proposons 'algorithme qui suit.

s+ 0
Pour k allant de 0 & 63
S < S+ 2% xk

Fin Pour

L’implémentation en Python donne

from math importsx*

s=0

for k in range(0,64):
s=s+2xxk

print ("s=".s)
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En exécutant ce programme, nous obtenons

>>>

s = 18446744073709551615.

Un ordre de grandeur de la récompense est 10 grains de blé.

3. Soit n € N, nous avons

S(n) =25(n) — S(n),

=24+22 4284+ 42" 42" (142422428 4. 4 2")
=ontl _1q.

Avec une calculatrice, nous vérifions
S(63) =264 —1~1,8 x 10",

ce qui représente environ 18 milliards de milliards de grains de blé.

Un ordre de grandeur est a nouveau de 10 grains de blé.
Exercice 14. Pyramide de Khéops et nombre d’or
On considére la pyramide ci-dessous dont la base est carrée et dont les faces

latérales sont des triangles isocéles en S.

Les points E et F' sont les milieux respectifs des segments [AB] et [DC],
H est le pied de la hauteur issue de S dans le triangle ESF.

On pose AB =2a et SE =b, avec 0 < a < b.

1. Calculer SH en fonction de b et a.

2. D’apres Uhistorien grec Hérodote (484-420 avant J-C), la pyramide de
Khéops, modélisée ci-dessus, posséde la propriété suivante : "chaque face laté-
rale a une aire égale o celle du carré construit sur la hauteur de la pyramide”.

En déduire, selon Hérodote, que a et b sont liés par la relation :
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b? —ab—a® =0.
ES
3.0 = —.
n pose ¢ TH
Montrer que ¢*> — ¢ —1 = 0.

1
En déduire que o =1+ 5

4. En résolvant dans R [’équation x
(¢ est le nombre d’or).

5. A Uorigine, selon les spécialistes, les dimensions de la pyramide de

S

1
2 _x—1=0, justifier que ¢ = +2

Khéops étaient :
e coté du carré : 440 coudées royales,
e hauteur de la pyramide : 280 coudées royales.
Une coudée royale est voisine de 0,52 m. L’affirmation d’Hérodote est—elle
justifiée?
Solution
1. Appliquons le théoréme de Pythagore dans le triangle FHS rectangle
en H. Il vient

SE? = FH? + SH?.

Nous savons que SE = b.
De plus le triangle ESF est isocele en S donc H est aussi le milieu du

segment|[EF|. Comme ABCD est un carré, nous obtenons
FH 1EF 1AB
= — = — = Q.
2 2
Nous en déduisons
SH? = SE? - FH? = b* — a?.

Puisque 0 < a < b, nous avons b*> — a® > 0.

Nous en concluons

SH = Vb% —a?.

2. L’aire du carré de coté SH est égale & SH?.

En traduisant I'affirmation d’Hérodote, nous obtenons
1 2
3 x AB x SE = SH?,

ce qui donne :
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ab = b> — a?.
Nous en déduisons 'égalité attendue
b2 —ab—a? = 0.

3. Divisons les deux membres de I’égalité ci-dessus par a® > 0.

Nous obtenons

f;—Z—l_O@(a)Q—b—l—O-

b a
ES b
Puisque ¢ = = o il vient
P —¢p—1=0.
Nous en déduisons
P*=¢+ 1.
En divisant par ¢ > 0 les deux membres de cette égalité, il vient
1
p=1+—.
¢

4. Nous résolvons cette équation du second degré, notée (E), en mettant

2

sous sa forme canonique le trindme = — x — 1, ce qui donne

mroa(f)er (3 - (3)-1-00 ()=
5 1 V5

1
E _—_ = — _— = ——,
(E) e 5 5 our— g 5

Ainsi les solutions de (E) sont

V5 1 V5
+ —oux =

1
Ty T Ty T

Nous savons que ¢ > 0 est une solution de I'équation (E).

V5 1 V5

1
Puisque 5 +—>0et - — - < 0, nous en concluons

9 2
1++5
¢=2-
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5 N éval 1 t £

. Nous évaluons le rapport ——.
ppor FH

11 vient :

EH

ES _VEH®+SH? <SH>2
EH EH a ’

Il en résulte

ES (280><0,52>2 <14>2

H
+
B

~ 1,618, arrondi & 10~3 prés, nous en concluons que

Puisque 5
I'affirmation d’Hérodote est justifiée.
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CHAPITRE 2

Inégalités dans R

Dans ce chapitre nous donnons tout d’abord les définitions des quatre rela-
tions de comparaison. Nous étudions ensuite le comportement de ces relations
vis-a-vis de I'addition et de la multiplication dans ’ensemble des nombres réels,
ce qui nous permet en particulier de justifier mathématiquement la régle des
signes. Nous en déduisons les régles de comparaison des carrés, inverses et ra-
cines carrées. Ces derniéres seront a4 mettre en perspective dans le chapitre 5
avec I’étude du sens de variations des fonctions de références.

Comme dans le chapitre 1, nous prouvons I’ensemble des résultats énoncés.

2.1 Les définitions

Définition. Soient a et b deux réels.
e On dit que a est inférieur ou égal a b, et on note a < b si et seulement
sia—beR™.

En d’autres termes, nous retenons que
a<b&a—b<0.

o On dit que a est supérieur ou égal a b, et on note a > b si et seulement
sia—beRT.

En d’autres termes, nous retenons que
a>bsa—-0b>0.

e On dit que a est inférieur strictement 6 b, et on note a < b si et seulement
sita—beR™*.

En d’autres termes, nous retenons que :
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a<b&sea—-b<O.

o On dit que a est supérieur strictement a b, et on note a > b si et
seulement si a —b € RT*.

En d’autres termes, nous retenons que
a>bsa—0b>0.

Remarques. Nous en faisons deux.

e Dans la suite de ce cours, nous utilisons la relation <.

Sauf mention contraire, les propriétés établies pour cette derniére sont aussi
vraies pour les trois autres relations de comparaison.

e Pour comparer deux réels A et B, nous utiliserons fréquemment la
méthode de la différence qui consiste & calculer A — B ou B — A, puis en
déduire le signe de cette différence.

Ci-dessous, un premier exemple illustre cette méthode.

Exemple. > Soient a et b deux réels strictement positifs.

a b
Nous comparons le réel 7 + — avec 2.
a

I1 vient
a b a?+b*—2ab  (a—0b)?
b * a ab ab
: 2 (a —b)?
Puisque (a —b)* > 0 et ab > 0, nous obtenons ———— > 0.

a
a b
Nous en déduisons que 3 4+ — —2 > 0, ce qui prouve que, pour tous les
a
réels a > 0 et b > 0,
b

a
— 4+ - > 2.
b+a_

> L’inégalité obtenue est-elle encore exacte lorsque a < 0et b <07
Sia<0etb<0, alors nous avons ab > 0.

Il en résulte, en reprenant les calculs ci-dessus, que
a b
-+ - > 2
b a ™

Ainsi cette inégalité demeure vraie lorsque a < 0 et b < 0.
> Par contre, si a et b sont non nuls et de signes contraires, alors nous

avons ab < 0, ce qui justifie dans ce cas que

a b
-+ - <2

b a™—

> Nous remarquons que, dans tous les cas, I’égalité est atteinte si et seule-

ment si a = b.
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2.2 Compatibilité de < avec I’addition dans R

Proposition. Soient a, b et ¢ trois réels.

Nous disposons de la propriété suivante
a<beat+c<b+ec.
Démonstration. Supposons que a < b. Nous avons
at+c—(b+c)=a—-0b<0.
Nous en déduisons

a+c<b+ec

Réciproquement, supposons que a + ¢ < b+ c. Il en résulte que
a+c—(b+c) <0,
c’est-a-dire a < b.

Corollaire. La relation < est compatible avec la soustraction dans R.

Pour tous les réels a, b, et ¢, nous avons
a<b&ea—c<b-—ec.

Démonstration. Nous appliquons I’équivalence ci-dessus en remplacant ¢ par

—c.
Corollaire. Soit a un réel. a et —a sont de signes contraires.

Démonstration. Sia > 0, alors par compatibilité avec 1'addition, nous obte-

nons
a+(—a) 2 0+ (—a),

ce qui justifie que —a < 0.

Si a <0, alors par compatibilité avec ’addition, on obtient
a+(—a) <0+ (—a),

ce qui justifie que —a > 0.
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Corollaire. Soient a et b deux réels donnés.

Liméquation x + a < b équivaut ¢ © < b — a.
Démonstration. Nous avons
r+a<besr+a+(—a)<b+(—a)ez<b-—a.

Remarque. Cette proposition et ses corollaires restent vrais avec les inégalités

>, < et >.

Corollaire (régles des signes : addition de deux réels de méme signe). Soient
a et b deux réels. Nous disposons des regles suivantes :

e Sia<0etb<0, alorsa+b<0.

e Sia>0etb>0, alorsa+b> 0.

e Sia<0etb<0, alorsa+b<0.

e Sta>0etb>0, alorsa+b> 0.

Démonstration. Nous démontrons la premiére implication. Les trois autres
se justifient de la méme fagon.

Si a <0, alors par compatibilité avec I'addition, il vient
a+b<b<0.

Corollaire (régles des signes : addition de deux réels de signes contraires).
Soient deux réels tels que a > 0 et b < 0.

e Sia>—b, alorsa+b>0.

e Sia< —b, alorsa+b<0.

Démonstration. Soient a > 0 et b < 0. Nous observons que —b > 0.
e Si a > —b, alors par compatibilité avec I’addition, nous obtenons
a+b>(=b)+0b.
Nous en déduisons que a + b > 0.
e Si a < —b, alors par compatibilité avec ’addition, nous obtenons
a+b< (=b)+0b.

Nous en déduisons que a + b < 0.

Remarque. Lorsque a et b sont de signes contraires, ce corollaire fonctionne
avec des inégalités larges ou strictes. Vous pouvez, en exercice, refaire la preuve

ci-dessus dans les cas suivants : a > 0et b<Ooua >0et b <O.
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2.3 La relation d’ordre <

Proposition. La relation < est une relation d’ordre dans R, ce qui signifie :
e Pour tout réel a, a < a. On dit que la relation < est réflexive.
o Pour tous les réels a et b, sia <b et b<a, alors a=2b.
On dit que la relation < est antisymétrique.
e Pour tous les réels a, b et c, sia <betb<c, alors a < c.

On dit que la relation < est transitive.

Démonstration. e Soit @ un réel. Nous avons a — a < 0, donc a < a.
e Soient a et b deux réels tels que a < bet b < a.
Nous avonsa —b<0et b—a <0.
Puisque a—b = —(b—a), en appliquant le corollaire sur le signe de I'opposé

nous obtenons
a—b=0, donc a = b.

e Soient a, b et ¢ trois réels tels que a < bet b < c.
Nous avons a — b < 0 et b — ¢ < 0. D’apreés le corollaire sur la régle des

signes de ’addition, il vient
(@—0b)+ (b—¢) <0, ce qui donne a — ¢ < 0.
Ceci prouve que a < c.

Remarques. Nous en donnons trois.

e La relation > est aussi une relation d’ordre.

e En ce qui concerne les inégalités strictes, seule la transitivité demeure
acquise.

C’est, d’ailleurs la propriété que nous utiliserons le plus souvent.

e L’ordre dans R est total. Cela signifie que deux réels a et b sont toujours

comparables, c’est-a-dire a < b ou a > b.

2.4 Inégalités et multiplication dans R

Dans ce paragraphe nous commengons par énoncer ’axiome suivant :

Axiome. La multiplication de deux réels positifs restitue un réel positif.

En d’autres termes, pour tous les réels x > 0 ety > 0, nous avons xxy > 0.
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Proposition (régles des signes et multiplication de deux réels). Soient z et y
deuz réels. Nous disposons des propriétés suivantes :

o Sixz>0 ety <0, alors xy < 0.

e Siz<0ety<O0, alors xy > 0.

Démonstration. e Soient z > 0 et y < 0.

Dans ce cas , nous savons que —y > 0. Or nous avons xy = —(z(—y)).

En appliquant I'axiome ci-dessus, il vient z(—y) > 0. Nous en déduisons
que zy < 0.

e Soient x < 0ety <O0.

Dans ce cas , nous savons que —x > 0 et —y > 0.

Or nous avons zy = (—x)(—y).

Puisque (—z)(—y) > 0, nous en déduisons que zy > 0.

Remarque. L’axiome de stabilité de R™ pour la multiplication et la preuve de
cette proposition justifient la régle multiplicative des signes que vous connais-
sez.

La régle des signes peut aussi étre énoncée lorsque une des deux inégalités
est stricte. En effet nous verrons dans la suite du cours qu’une inégalité au sens

strict entraine une inégalité au sens large.

Proposition (multiplication par un réel non nul des deux membres d’une
inégalité). Soient a, b et ¢ trois réels avec ¢ # 0.
e 1°" cas : ¢ > 0. Nous disposons de l'implication
a<b= ac<bc.
e 2¢ cas : ¢ < 0. Nous disposons de l'implication

a<b= ac> bc.

Démonstration. e 1°F cas : nous supposons que ¢ > 0 et a < b.

Nous avons ac — bc = (a — b)c.

Puisque a — b < 0 et ¢ > 0, nous en déduisons que (a — b)e < 0, ce qui
prouve que ac — be < 0, c¢’est-a-dire ac < be.

e 2¢ cas : nous supposons que ¢ < 0 et a < b.

Nous avons toujours ac — bc = (a — b)ec.

Puisque a — b < 0 et ¢ < 0, nous en déduisons que (a — b)e > 0, ce qui

prouve que ac — bc > 0, c¢’est-a-dire ac > be.

Corollaire (signe de l'inverse). Soit a un réel non nul.

Les réels a et — sont de méme signe.
a
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Démonstration. Soit ¢ € R*, nous considérons deux cas.
e 1°" cas:a > 0.

Par I'absurde, supposons que — < 0.
a

Puisque a > 0, il vient a x — <a x 0.
Ainsi 1 <0, ce qui est absu?de.

Nous en concluons que si a > 0, alors 1 > 0.
e 2°cas:a<0. ¢

1
De la méme facon, nous prouvons par ’absurde que a < 0 implique — < 0.
a

Proposition (multiplication par un réel non nul des deux membres d’une
inégalité : version forte). Soient a, b et ¢ trois réels avec ¢ # 0.

e 1¢" cas : ¢ > 0. Nous disposons de [’équivalence
a<b<& ac<bec.

e 2¢ cas : c< 0. Nous disposons de [’équivalence
a<b<& ac > be.

Démonstration. e 1°" cas : ¢ > 0. L’implication a < b = ac < be est
prouvée lors de la proposition précédente.
Réciproquement, supposons que ¢ > 0 et ac < be.

1
En multipliant les deux membres de cette derniére inégalité par — > 0,
c

nous obtenons (ac)% < (bc)%, ce qui donne a < b.

e 2¢ cas : c < 0. L’implication a < b = ac > bc est prouvée lors de la
proposition précédente.

Réciproquement, supposons que ¢ < 0 et ac > bc.

1
En multipliant les deux membres de cette derniére inégalité par — < 0,
c

1 1
nous obtenons(ac)— < (bc)—, soit a < b.
c

9}

Remarques. Nous en donnons deux.

e Multiplication par —1. Pour tous les réels a et b, nous avons
a<b&s —a> —b.

En particulier pour b = 0, nous en déduisons une seconde justification de

la proposition
a<0«& —a>0.
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e Les résultats précédents restent vrais avec les quatre inégalités.

Corollaire (équation az < b). Soient a € R* et b € R.

e Sia >0, linéquation ar < b équivaut o x <

Qoo

o Sia <0, l'inéquation ax < b équivaut a x >

1
Démonstration. e Si a > 0, en multipliant par — > 0 les deux membres de
a

I’équation ax < b, nous obtenons x < —.

a
Avec la notion d’intervalle, en désignant par S I’ensemble des solutions de
b

cette inéquation, nous avons S = | —oco0; —|.
a
1
e Sia < 0, en multipliant par — < 0 les deux membres de 1’équation
b . b
ax < b, nous obtenons x > —, ce qui donne S = {7, —I-OO[.
a a

Exemple. Inéquation avec un paramétre.
Selon les valeurs du réel m, nous résolvons l'inéquation mx — 2 > x + m.
Cette équation équivaut a (m — 1)z > m + 2.
Par disjonction, nous distinguons trois cas.

1°* cas : m — 1 < 0, soit m < 1. Nous obtenons

m+ 2
r< —,
m—1
c’est-a-dire
2
S = } —00; m+z {
m—1
2¢ cas: m — 1 =0, soit m = 1. Il vient
Ox > 3,
ce qui donne
S = 0.

3¢ cas: m—1> 0, soit m > 1. Nous obtenons

m+ 2
x> —0,
m—1
soit

——; +00

S:}m—i—Q, {
m—1
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2.5 Addition, multiplication membres & membres

Théoréme. Soient a, b, ¢ et d quatre réels.
e Sia<betc<d, alorsa+c<b+d.
e Si0<a<betO<c<d, alors ac < bd.

Démonstration. e Nous supposons que a < b et ¢ < d.

Ajoutons ¢ aux deux membres de a < b et b aux deux membres de ¢ < d.

Nous obtenons a+c<b+cetb+c<b+d.

La transitivité de la relation < implique que a + ¢ < b+ d.

e Nous supposons que 0 < a <bet 0 <c<d.

Multiplions par ¢ > 0 les deux membres de la double inégalité 0 < a < b
et par b > 0 les deux membres de 0 < ¢ < d.

Il vient 0 < ac < bc et 0 < be < bd.

La transitivité de la relation < implique que ac < bd.

Remarques. Nous en donnons deux.
e Les réciproques sont fausses. Contre-exemples ! :
6 <10,s0it 54+1<4+6,avecH >4 et 1 <6.
15 < 20, soit 3 x5 <2 x 10, avec 3 > 2 et 5 < 10.
o Il n’}g a pas de régles générales pour comparer a — ¢ avec b — d,

L a
ni — avec —.

c d
Exemples. Soient deux réels a et b tels que 1 <a <2et 3<b<5.

Nous encadrons les réels ci-dessous.
a+b,a—0b,ab, 2a — 3b et 1 — \/2ab.

Successivement, nous avons
>4<a+b<T.
> —5 < —b < —3, puisque a — b = a + (—b), nous obtenons

—4<a—-b< -1

> 3 <ab<10.
>2<2a<4et —15< —-3b< -9, donc

—13 < 2a—3b < —5.
> —10 < —ab < -3, donc —10V2 < —v2ab < —3\/5, ce qui donne
1-10v2<1—+2ab<1—3V2.

1. annexe § 5.3
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2.6 Comparaison de deux carrés

Proposition. Soient a et b deux réels . Nous disposons des deux propriétés

sutvantes :

0<a<be a®<be.
a<b<0<ea?> b

Démonstration. 1° cas : nous supposons que 0 < a < b.

e Sia=0etb>0,nous avons 0> < b?. Dans ce cas particulier, I'inégalité
attendue est ainsi justifiée.

e On suppose que 0 < a < b.

En multipliant par @ > 0 les deux membres de I'inégalité a < b, il vient
a? < ab.

En multipliant par b > 0 les deux membres de 'inégalité a < b, il vient
ab < b2,

Par transitivité de la relation <, nous en déduisons que a? < b?.

Réciproquement, nous supposons que a et b sont deux réels positifs tels que
a? < v

Nous en déduisons que a? — b? < 0, soit (a — b)(a + b) < 0.

Or nous savons que a + b > 0.

Il en résulte que a — b < 0, c’est-a- dire a < b.

2¢ cas : nous supposons que a < b < 0.

e Sib=0eta <0, nous avons a®> > 02. L’inégalité attendue est ainsi
justifiée.

e On suppose que a < b < 0.

En multipliant par ¢ < 0 les deux membres de l'inégalité a < b, il vient
a? > ab.

En multipliant par b < 0 les deux membres de l'inégalité a < b, il vient
ab > b2

Par transitivité de la relation >, nous en déduisons que a® > b?.

Réciproquement, supposons que a et b sont deux réels négatifs tels que
a? > v

Nous en déduisons que a? — b? > 0, soit (a — b)(a + b) > 0.

Or nous savons que a+b < 0. Il en résulte que a — b < 0, c’est-a-dire a < b.
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Remarques. Nous en proposons trois.
o Cette régle de comparaison de deux carrés est également vraie en rem-
placant les inégalités larges par des inégalités strictes.

e Les implications

0<a<b=a®<b?
et
a<b<0=a®>b?

sont & mettre en perspective avec le chapitre 5 sur les fonctions. Elles signi-

2 est croissante sur Rt et

fient respectivement que la fonction carré = +— x
décroissante sur R™.

e [’équivalence de cette proposition justifie que comparer deux nombres
positifs équivaut & comparer leurs carrés.

Nous disposons ainsi d’une nouvelle méthode de comparaison illustrée par

I’exemple qui suit.

Exemple. Soient a et b deux réels positifs.

Nous comparons les réels

/a—i—bet Vva++vb
2 2 '

Ces deux réels sont positifs ou nuls. Nous pouvons comparer leurs carrés.

11 vient
a+b_<\/5+\/5)2_a+b a+b+2y/avh a+b—2yaVvh
2 2 T2 4 - 4 '

Nous en déduisons

a+b_(\/a+\/l;)2:(f—\/52

> 0.
2 2 2 )20

Il en résulte que

(V=) = ()
e

Nous en concluons
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2.7 Comparaison de deux racines carrées

Proposition. Soient a et b deux réels positifs. Nous avons
a<bea<Vb.

Démonstration. Nous supposons que 0 < a < b.
1¢* cas : a = 0 et b > 0. Nous avons \/l; > 0, soit \m < \/5
2¢ cas : 0 < a < b. Dans ce cas , nous calculons vb — \/a. Il vient
b— b —-b
ﬁ—\/a:(\[ Va)(Vb+ya) _ a |
Vb+a Vb+a

Puisque a — b < 0 et Vb + Va > 0, nous en déduisons que Vb — Va <0.
L’inégalité /a < v/b est ainsi justifiée.
Réciproquement, nous supposons que y/a < Vb.

Puisque 0 < /a < Vb, nous appliquons sur RT la régle de comparaison
des carrés.
Nous obtenons (y/a)? < (Vb)?, soit a < b.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Cette proposition reste vraie en remplacant les inégalités larges par des
inégalités strictes.

e L’implication
0<a<b=a<Vb

est & mettre en perspective avec le chapitre 5 sur les fonctions.

Elle signifie que la fonction racine carrée x — /7 est croissante sur RT,

Exemple. Sans calculatrice, nous comparons V47 et 7.
En effet nous avons 47 < 49, ce qui implique que /47 < 7.
2.8 Comparaison de deux inverses

Proposition. Soient a et b deux réels non nuls et de méme signe. Nous dis-

posons de l’équivalence

SHN
v
S| =
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Démonstration. Nous supposons que a et b sont deux réels non nuls et de
méme signe tels que a < b.

1
Multiplions les deux membres de cette inégalité par o > 0. Il vient
a

<

ISl

X 1 <a X 1 it
ax — <ax —,soi
ab — ab’

S

. 1
Réciproquement, nous supposons que 3 < —, ol a et b sont deux réels non
a

nuls et de méme signe.
En multipliant les deux membres de cette inégalité par ab > 0, nous obte-

nons

ab ab
— < —, c’est-a-dire a < b.
b a

Remarques. Nous en faisons trois.

e Cette proposition peut également étre prouvée, en étudiant le signe de
1 — —, sachant que a et b sont deux réels non nuls et de méme signe.

e Cette proposition reste vraie en remplacant les inégalités larges par des
inégalités strictes.

e Les deux implications

1
0<a<b=->
a
et

1
a<b<0=—-2>
a

S

sont & mettre en perspective avec le chapitre 5 sur les fonctions. Elles signifient

que la fonction inverse x — — est décroissante sur R™* et sur R™*.
T

Exemple. Soient deux réels z et y tels que 0 < z < y.
1

1
Nous comparons et .
P 2 4+2yx Yy 2y
La méthode de la différence induit des calculs compliqués.

Ainsi nous privilégions les régles de comparaison.
Si x et y sont deux réels tels que 0 < x < g, alors par comparaison des

carrés et des racines carrées, il vient

2?2 <y?et 2y/x < 2./y.

Par addition membres & membres de ces deux inégalités, nous obtenons
22+ 2z < y? +2./3.
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De plus, nous observons que 2 + 2y/z > 0.
Par comparaison des inverses strictement positifs, nous en concluons que
1 < 1
22 +2/x y2—|—2\/§'

2.9 Comparaison d’un nombre positif avec son carré

et son cube

Proposition. Soit a € RT, nous avons
e0<a<l=da*<d’<a.
ea>1=a<a’®<da’

Démonstration. e Supposons que 0 < a < 1.

Si a = 0, alors la double inégalité attendue est vérifiée.

Si 0 < a <1, alors en multipliant par a > 0 cette double inégalité, nous en
déduisons que a? < a.

En multipliant & nouveau par a > 0 cette derniére inégalité, il vient a® < a2,

Finalement
0 < a <1 implique, a3 < a? < a.

e Supposons que a > 1.

En multipliant par @ > 0 les deux membres de l'inégalité a > 1, nous
obtenons a? > a.

A nouveau, en multipliant par a > 0, il vient a® > a.

Par conséquent, nous en déduisons que
sia>1,alors a < a? < a?.

Remarques. Nous en faisons cing.
e Cette proposition reste vraie avec des inégalités strictes.
e Les réciproques sont vraies.
e Les égalités sont atteintes si et seulement si a =0 ou a = 1.

e Sia < 0, alors on montre facilement que

—1<a<0=a<a®<d
a<—-1=a®<a<d’

e Cette proposition signifie que "un cube ne surpasse pas toujours un

carré" et "un nombre peut étre plus grand que son carré et son cube".
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2.10 Intervalles de R

2.10.1 Intervalle fermé

Définition. Soient a et b deux réels tels que a < b.
L’intervalle fermé [a, b] est l'ensemble des réels = tels que a < x <b.

En d’autres termes, nous avons
[a, b] = {x € R/a <z < b}.

Remarque. Sia = b, alors nous avons [a, a] = {a}.

2.10.2 Les différents types d’intervalles

Les intervalles dont nous disposons dans R sont définis par le tableau ci-

dessous
L’intervalle | est ’ensemble des réels z tels que
[a, b], fermé a<x<b
Ja, b[, ouvert a<x<b
[a, b] a<z<b
la, b] a<xr<b
la, +00] r>a
la, +oo[ x>a
] — o0, b] x<b
] — o0, B x<b

Remarques. Nous en donnons trois.

e Nous pouvons dire d’une fagon imagée qu’un nombre appartient a un
intervalle si ce nombre "peut aller d’une position & une autre dans cet intervalle
sans en sortir".

e En particulier, nous avons

] =00, +o0[=R
[0, 4+o00[=R™.
] — o0, 0] =R™.
10, +o00[=RT*.
| — o0, 0[=R7*.
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e Tout intervalle ouvert est inclus dans le fermé ou le semi-fermé du méme
type.

Par exemple, nous avons |a, b[C [a, b], ou ]a, +00[C [a, +00], ou
| — o0, b[C] — o0, b].

Ceci signifie que :

Sia<x<b, alorsa <x <b.
Siz > a, alors z > a.
Six <b,alorsxz<b.

Ainsi nous retiendrons qu’une inégalité stricte implique une inégalité
large.

Nous remarquons que la réciproque est fausse.

Définition (intervalle centré). Soit un intervalle I d’extrémités a et b avec

a <b.

a+b

o Le réelm= est le centre de I.

e Leréelb—a >0 estla longueur de I.
o Le réelr = b—ia > 0 est le rayon de I.
e L’intervalle [a, b] = [m—r, m+7r], (respectivement |a, b[=|m—r, m+r])

est un intervalle centré fermé (respectivement centré ouvert).

l=b—a
; i b—a ]
1 1 r = 1
i i 2 i
1 ————p
................... i I e
a m_a+b b
.

2.10.3 Intersection, réunion de deux intervalles

Définition. Soient I et J deuz intervalles de R.

o L’intersection de ces deux intervalles, notée I N J, est I’ensemble des
réels x tels que x € I et x € J.

e La réunion de ces deux intervalles, notée I U J, est I’ensemble des réels

x tels quex € L oux € J.

Chapitre 2



Remarques. Nous en faisons quatre.

e Si les intervalles I et J n’ont pas de réels en commun, on dit que ces
deux intervalles sont disjoints et on note I N .J = ().

e Nous admettons a ce niveau que I N J est toujours un intervalle.

e Par contre I U J n’est pas en général un intervalle. Un contre-exemple
est | — oo, —4]UJ0, +00| qui n’est pas un intervalle en tenant compte de la
remarque "imagée" proposée au paragraphe précédent.

e Nous retiendrons que

siICJ,alorsINJ=1etlIUJ=1J.

2.11 Signe d’une fonction affine

Proposition. Soient a un réel non nul et b un réel quelconque. Le signe du
réel ax + b est, selon le signe de a, donné par les deux tableaux de signes.

1¢" cas : a > 0.

signe de ax + b — 0 +

signe contraire de a signe de a

2¢ cas :a < 0.

Q

signe de ax + b + 0 —

signe contraire de a signe de a

Démonstration. Soient a et b réels avec a # 0. Etudier le signe du réel az +b

revient & déterminer les deux sous-ensembles I et J de R tels que
I={xeR/ax+b>0} et J={z € R/ax+b <0}
Nous avons :
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zel<sar>-b et zrzeJear<-—b

1°* cas : a > 0.

b b
relsr>—— e zeJesr<—.
a a

I= [—g,—}—oo[ et J=]-— oo,—g].

2¢ cas:a<0.

b b
relsr<— e rzeJsz>——.
a a

I=]— o0, —E} et J= [—a,—i-oo[.

Remarque. Considérons la droite (d) d’équation y = ax + b qui est la repré-
sentation graphique de la fonction affine x — ax + b.

Nous illustrons graphiquement 1’étude du signe du réel ax + b.

ar+b<0

ar+b>0

w
IS
o
o

8

v o®
|
|

oo 4

ar+b<0-6%-----
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2.12 Signe d’un produit-d’un quotient

La régle multiplicative des signes permet d’obtenir le signe du produit ab

. . a . .
et le signe du quotient 7 avec b # 0, connaissant les signes des réels a et b.

Exemples. Nous illustrons cette remarque préliminaire par deux exemples.
1°" exemple : signe d’un produit.

Pour tout réel x, nous posons P(x) = (1 — Z)(:}: +1).
> Nous déterminons le signe du réel P(z) en formant le tableau de signes

qui suit.
T —00 —1 4 400
signe de 1 — % + + 0 -
signe de = + 1 - 0 4+ +
signe de P(x) - 0 4+ 0 -

> Nous en déduisons les solutions des inéquations

P(z) <0, P(x) >0, P(x) <0et P(x) >0,

c’est-a-dire
P(z) <0<z €] — oo, —1[U]4, +o0],
P(z) >0e €] —1; 4],
P(z) <0& z €] —o0, —1]U[4, +o0],
P(z) >0< 2z e [-1; 4]

> Comme application, nous en déduisons I’ensemble des réels x pour les-

quels le réel \/P(x) est défini.
En effet ce réel est défini si et seulement si P(x) > 0, c’est-a-dire pour

x € [—1; 4].

2¢ exemple : signe d’un quotient.
>Tr—n.

Soit n € N. Nous résolvons, dans R — {n}, 'inéquation
xr—n

Pour = # n, désignons par (E) cette inéquation. Il vient

(B) & —— —(@w—n>0,

(B) & L sy,

() E= =1 o
PPRCELES TSR
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Pour = # n, nous déterminons le tableau de signes du réel

(@ —(n+1))(z—(n-1))

Q) = s
x —00 n—1 n n+1 400
signe de x — (n — 1) — 0 + + +
signe de x — (n + 1) — - — 0 +
signe de £ — n — - 0 + +
signe de Q(x) — 0 + | - 0 +

Puisque
(E) & Q(x) <0,
nous en concluons que

Sg) =] — o0, n —1]Uln, n +1].

2.13 Inéquations du second degré

2.13.1 Inéquations 22 < a, 2? < a, 2> > a, 2? > a

Proposition. Soient a un réel donné et S ’ensemble des solutions dans R de

l'une de ces quatre inéquations. Nous disposons des deux tableaux sutvants :

2 <a 2 <a
a>0]5=[-Va,a] | 5S=]—+a,a]
a= S = {0} S=10
a<0 S=10 S=10
2 >a 2 >a
a>0|8=]—-o00,—va]U[ya,+oo[ | S=]—00,—/alU]\a,+o0]
a=20 S=R S =R*
a<0 S=R S=R

Démonstration. 1°* cas : a > 0.
Pour tout réel z, nous étudions le signe de 22 —a = (z — /a)(x + \/a).

Le tableau de signes de ce réel est :
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x —00 —Va Va +00
signe de = — \/a - 0+ +
signe de = + \/a - - 0 +
signe de 2 —a + 0 - 0 +

La premiére ligne de chacun des deux tableaux proposés en résulte.
2¢ et 3¢ cas:a<0.
Les deux derniéres lignes de chacun des deux tableaux sont obtenues en

analysant chaque cas.

Exemples. Nous résolvons les six inéquations suivantes :
(1) 2% < —2.

(2)

(3) (23: - 1) <2
(4) 22 — 22 — 2> 0.
(5) 22 —4x +5 < 0.

(6) 22 + 81 — a > 0, (discuter selon les valeurs du paramétre a).
> Résolution de (1).

Un carré est positif ou nul donc S(;) = 0.

> Résolution de (2).

Pour la méme raison S(y) = R.

> Résolution de (3).

En appliquant la premiére ligne du 1°* tableau, nous obtenons

3) e —vV2<2r 1< V2,

1—-+v2 1 2
(3) & Q\fgxg +2\[.

1-v2 1+V2
2 ' 2

].

Remarque. Cette méthode est plus rapide que celle qui consiste a ramener

Nous en concluons que S(3) = [

la comparaison & 0, & factoriser et pour finir & faire un tableau de signes. Pour
étudier le signe d’un trinéme du second degré, nous privilégierons la méthode

exposée ci-dessus.

> Résolution de (4). Pour cette question et les deux suivantes nous com-
mencons par mettre chaque trindéme du second degré sous sa forme canonique.

11 vient :
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4)e22-20+1-1-2>0,
(4) & (z—1)2 > 3.

En appliquant la deuxiéme ligne du 2¢ tableau, nous obtenons

4 ez—-1>V3ouxr—1< —/3,
4)ez>1+V3ouz<1—+/3.

Nous en concluons
Sy =] — 00, 1 = V3[UJ1 +V/3, +o0l.

>> Résolution de (5).

Nous avons

(5) & a? —dz+4—-4+5<0,
(5) & (r—2)2 < —1.

Nous pouvons en conclure que S5 = 0.

> Résolution de (6). Nous avons

(6) & 22 +2(4)x+42 — 4% —a >0,
(6) & (z+4)? > 16 +a.

En observant le signe de 16+ a, nous faisons une disjonction selon trois cas.
e 1 cas: 16+ a > 0, soit a > —16.

6) e z+4< —vVa+16ouzx+4 > +a+ 16,
(6) < —-4—+a+16oux > —4++/a+ 16.

Dans ce cas, nous obtenons
Sy =] — 00, =4 —Va+16[U] — 4 + v/a + 16, +ool.

e 2¢cas: 16 +a =0, soit a = —16.

Dans ce cas, nous avons
(6) < (z+4)? > 0.
c’est-a-dire
Se) =R —{—4}.

e 3°cas: 164+ a <0, soit a < —16.

Nous obtenons immédiatement Sy = R.
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2.14 Exercices corrigés

Exercice 1. Sans calculatrice
123456789

La calculatri t-elle d d b = 193456700
a catculalrice permet-€eLe ae comparer ces aeur nomores T 123456790

123456790
Y= 123456791 °

Si non, comment peut-on procéder ¢

et

Solution

L’affichage de la calculatrice restitue une méme approximation de ces deux
fractions.

Ainsi nous ne pouvons pas conclure.

Nous procédons de la fagon suivante :

en posant p = 123456790 et ¢ = 123456791, nous observons que
—1 q—1

et y=——.
q

O<p<q,a;:p

Nous avons

yop=d-l Pl _ple-l—glp=1_qg-p

q p pq pq

Puisque pg > 0 et ¢ — p > 0, nous en déduisons que y — x > 0, ce qui
permet d’affirmer que x < .

Exercice 2. Une condition nécessaire et suffisante

Soient a et b deux réels strictement positifs.
Va-vb_ V2

V2 T Va+ Vb
Sans calcul, comparer les nombres

V2024 — /2021 V2
vz a0z ¢ vaoar

Montrer que

s1 et seulement st a > b+ 2.

Solution
Si\[_\/l;> V2 alorsf_\/g— V2 >
V2 T a+ Vb V2 Va+vb ~

Ceci donne

0.

(Va-vh(vat+vh) -2 _
V2(va+ Vo) T

soit,

a—b—2
NN
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Puisque v/2(y/a + v/b) > 0, nous en déduisons
a—b—22>0, c’est-a-dire a > b+ 2.

Réciproquement, nous supposons que a > b + 2.

En reprenant les calculs développés a la page précédente, nous obtenons

\f—\/l;_ V2 _ a—(b+2) -0
V2 Va+vh V2(Va+vh) T

Il en résulte que

Va-vb V2
V2 T a+ Vb
En prenant a = 2024 et b = 2021, nous avons a > b+ 2, ce qui justifie

/2024 — /2021 - V2
V2 T V2024 + /2021

Exercice 3. Deux inégalités

1. Soient a et b deux réels strictement positifs. Montrer que

ab - a+b
a+b— 4

Dans quel cas ’égalité est-elle réalisée ?
2. En déduire que, pour tous les réels a >0, b >0 et ¢ > 0,

ab be ca a+b+c
+ + < .
a+b b+4+c cHa 2

Solution

1. Pour tous a > 0 et b > 0, nous avons

a+b ab (a+b)*—4ab  (a—b)?
4 a+b  4la+b)  4la+b)

Puisque (a — b)2 > 0 et 4(a + b) > 0, nous obtenons

(a—b)? . a+b ab
- >0 t — > 0.
Aavd) = N T Tate T

Nous avons ainsi justifié que, pour tous les réels a > 0 et b > 0,

ab <a+b
a+b~ 4

[’égalité est atteinte si et seulement si a = b.
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2. Soient @ > 0, b > 0 et ¢ > 0. Nous appliquons 'inégalité obtenue en 1,

successivement en a et b, en b et ¢, puis en ¢ et a. Il vient

ab <@ + b7
a+b~ 4
be - b+ c’
b+c— 4
ca < ct+a
ct+a— 4
Par addition membres & membres de ces trois inégalités, nous obtenons
ab be ca a+b b+c c+a
+ + < .
a+b b+c cHa 4 4 4
Nous en concluons que, pour tous les réels a > 0, b > 0, ¢ > 0,
ab be ca a+b+c
+ + < .
a+b b+c c+a 2

Exercice 4. Une double inégalité
Soient a et b deux réels appartenant a lintervalle [0; 1]. Montrer que

a+b
1+ab

€[0;1].
Solution

Puisque a € [0; 1] et b € [0; 1], nous avons a+b > 0 et 1 + ab > 0.

Il en résulte que

a-+b >0
1+ab —

De plus, nous avons

~a+b l4ab—a—-b 1-b—a(l-b) ([1-b)(1-a)
L+ab 1+ab B 1+ab B 1+ab

Comme a € [0; 1] et b€ [0; 1], nous avons 1 —a >0et 1 —b > 0.

Nous en déduisons que

1

- a+b >0,
1+ab —

ce qui donne

a+b <1
1+ab —

Nous en concluons que, pour tous a € [0; 1] et b € [0; 1],

a+b
1+ ab

€ [0; 1].
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Exercice 5. Comparaison de deux nombres
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
nP~t+1 ; n? +1
—— etb=———.
nP +1 nPtl 41
10220 +1 107 4+ 1,

10202 4 1 1% 1

Comparer les nombres a =

Quel est le plus grand des deux nombres
Solution

Nous avons

4 b nP~t 41 onP4+1 (P~ + 1) (P 4+ 1) — (nP +1)2
nP+1  nPtl41l (nP +1)(nPtt 4+ 1) '
wb— nPtt—2pP 4 nPmt  pPl(n — 1)?
(nP +1)(nPHL +1) (P 4+ 1)(nPtt +1)°

Puisque nP~1(n—1)2 > 0 et (n? +1)(nP*1 +1) > 0, nous en déduisons que

a —b >0, ce qui prouve que
a>b.

11 suffit de se placer dans le cas particulier n = 10 et p = 2021 pour obtenir

immeédiatement

102020 +1 1022 +1
102021 +1 = 102022 + 1'

Exercice 6. Minoration d’une somme de deux carrés

Soient = et y deux réels tels que x +y = /2. Montrer que 2?4+ y*> > 1.
Pour quelles valeurs des réels x et y [’égalité est-elle réalisée?
Solution

Sachant que y = x — v/2, nous obtenons

2242 —1 = 22+ (r—/2)%—1 = 222 —22V/2+1 = 2(:132—:5\/54—%) = 2(x—~-)2
Il en résulte
2 +y2—1>0.
Nous en concluons que, pour tous les réels = et y,

z + vy = v/2 implique 2> + ¢ > 1.

o[

L’égalité est atteinte si et seulement si x =y =
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Remarque. Avec quelques connaissances en géométrie analytique (chapitre
8), I'équation 22 + 32 = 1 est celle du cercle de centre O et de rayon 1 dans
un repére orthonormal d’origine O. Nous pouvons observer que la droite (d)

d’équation y = x — /2 est tangente a ce cercle au point H de coordonnées

V2 V2

(7, —7) L’inégalité obtenue signifie que tout point de la droite (d) est

plus "éloigné" de l'origine O que tout point du cercle unité.

OM >1 (d):y=2—-2
M

2
ﬁ
2 K‘: 2 3 4 5 6

Exercice 7. Comparaison de deux cubes

Montrer que, quels que soient les réels a et b, a < b équivaut a a® < b>.
Solution

Soient deux réels a et b tels que a < b. Nous étudions le signe de a® — b3,
Nous savons que a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?).

Déterminons le signe de a? + ab + b2. Nous observons que

b b b b 302
2 2 _ 2 2 2, 12 _ 2
a*+ab+b a +2a(2)—|—(2) (2) +b —(a+2) + 1

Ainsi a® + ab 4+ b?> > 0, et puisque @ — b < 0, nous en déduisons que

a® —b% <0, ce qui prouve
a < b implique a® < b3,

Réciproquement, supposons que a® < b3, D’apreés la premiére partie, nous

savons que
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).
Comme a® — b < 0 et a? + ab + b2 > 0, nous en déduisons
a <b.

Remarque. L’implication, a < b = a3 < b3, signifie, comme nous le verrons

au chapitre 5, que la fonction z — 22 est croissante sur R.
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Exercice 8. Caractérisation d’un triangle équilatéral

1. Soient a, b et c trois réels.

En développant (a — b)% + (b — ¢)? + (¢ — a)?, montrer que l’on dispose de
linégalité

a?+ b2+ 2> ab+ be + ca.

2. On suppose que a > 0, b > 0 et ¢ > 0 sont les longueurs des cotés d’un
triangle tels que a? + b* + ¢ = ab+ bc + ca .

Prouver que ce triangle est équilatéral.

Etudier la réciproque.

Solution

1. Nous avons

(@—b)2+ (b—c)?+ (c —a)? = 2a® + 2b* + 2¢2 — 2(ab + bc + ca),
(a—b)*+(b—0c)*+ (c—a)* =2 ((a* +b* + ¢*) — (ab+ bc + ca)).

Puisque (a — b)% + (b — ¢)? 4+ (¢ — a)? > 0, il en résulte que
(a? + b% + c2) — (ab+ bec + ca)) > 0.

L’inégalité a? + b + ¢® > ab + bc + ca est ainsi prouvée.

2. > Nous utilisons 'identité développée a la question 1.
Si a? + b + ¢ = ab + be + ca, alors (a — b)? + (b —¢)? + (¢ — a)? = 0,

ce qui implique que chaque carré de cette somme est nul.

Nous en déduisons
a=b=c.

Par conséquent, le triangle concerné est équilatéral.

> Réciproquement si a = b = ¢, alors nous avons
(a—b)?%+(b—-c)?+(c—a)?=0.
Il en résulte que
2 ((a* 4+ b* + ¢?) — (ab+ bc + ca)) =0,
ce qui prouve

a’ +b% + % = ab + be + ca.

Chapitre 2



ALGO

Exercice 9. Somme des n premiers entiers
Pour tout n € N*, on pose S(n) =1+24+3+---+n.
1. En remarquant que S(n) =n+ (n —1) 4+ -+ 4+ 3+ 2+ 1, montrer que

n(n+1)‘

S(n) =

2. Pour tout n € N*, nous considérons les deur nombres entiers
a=n(l+24+3+---+(n—-1)etb=n-1)14+2+3+---+n).

Proposer un algorithme et son implémentation en Python qui compare les
deux entiers a et b lorsque n est choisi en entrée.
Prouver cette comparaison.

Solution

1. Soit n un entier naturel non nul. Nous pouvons écrire simultanément

Sn)=1+24+3+---+(n—-1)+n,
Sn)y=n+n—-1)+---+3+2+1.

Par addition membres & membres, il vient

28Sn)=Mm+1)+n+1)+---+(n+1)=n(n+1).

n termes

Ainsi nous obtenons

n(nJrl).

S(n) = =5

2. > Pour restituer les entiers a et b, nous proposons l'algorithme qui suit.

s+ 0

7+ 0

Pour k allant de 1 an —1
s s+k
a4+ nxs

Fin Pour

Pour k allant de 1 a n
s« s+k
b« (n—1)x*s

Fin Pour
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L’implémentation en Python donne

n=int (input ("n=",))

s=0

r=0

for k in range(1l,n):
s=s+k
a=—T*s

for k in range (1,n+1):
r—r-+k
b=(n—1)*r

print ("a=",a)

print ("b="b)

En exécutant ce programme pour n = 2 puis n = 99 par exemple, nous

obtenons
>>>
n =2
a=2
b=3
>>>
n =99
a = 480249
b = 485100

Nous conjecturons que b > a.
> Nous prouvons cette inégalité en calculant b — a.

Nous avons

b—a=(n—-1)8Sn)-nS(n—1)= (nl)n(n; 1) _n(n—21)n _ (n—21)n.

Or pour n > 1, nous avons

ce qui démontre que b > a.

Finalement, pour tout n € N*, nous obtenons
n((1+2+3+-+n-1)<n-1)1+2+3+---+n).
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Exercice 10. Minoration d’une somme avec - - - ALCO

Pour tout entier naturel n non nul, on pose

1 1 1 1

=t ettt
1. Calculer uw(1) u(2),u(3),u(4).
1
2. Montrer que quel que soit n € N*, on a u(n) > 3"

3. Pour n € N*, calculer de u(n + 1) — u(n).

En déduire un algorithme qui restitue la valeur du réel u(n), l’entier n étant
choisi par lutilisateur.

Solution

1. Nous avons

2. Soit n € N*. Nous avons

0<n+1<2n,
0<n+2<2n,

0 < 2n < 2n.

En appliquant la propriété de comparaison des inverses strictement positifs,

il vient

Y

Y

2n = 2n’
En additionnant membres & membres ces n inégalités, nous obtenons
1
u(n) >nx —.
2n

Nous en concluons :
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Vn € N* u(n) >

DN | —

3. > Pour tout n € N*, nous avons

1 1 1 1 1 1
u(n +1) —u(n) = + + -+

n+2 n+3 2n—1+2n+2n+1+2n+2

1 1>
_<n+1+n+2+"'+2n—1+2n '

Apreés simplifications ("télescopage" des termes opposeés), il reste

1 1 1 1

]_— e — — .
wn ) —uln) = 5 T Y e T hrl 2@t Dt D)

> L’algorithme demandé repose sur I’égalité

1
22n+1)(n+1)

u(n+1) =u(n) + , avec n € N*.

Ainsi nous obtenons

u <+ 0,5
Pour k allant de 1 a n
us—u+1/2x(k+1)*(2xk+1))

Fin Pour

L’implémentation en Python donne

n=int (input("n="))

u=0.5

for k in range(l,n):
u=u-+1/(2%(k+1)%(2xk+1))

print ("n=" n,"u=" u)

Nous vérifions les calculs de la premiére question.

>>>

n =2 u = 0.5833333333333334,

>>>

n=3u=0.6166666666666667,

>>>

n =4 u = 0.6345238095238096,

>>>

n = 100 u = 0.6906534304818241.
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Exercice 11. Plan de vol

Un avion assure un aller-retour entre deux villes A et B, la ville B est siluée
a lest de A.

En l'absence de vent, la vitesse de ['avion est constante et égale a V.
En présence de vent ouest-est de vitesse v <V, la vitesse de 'avion est :
e ¢ laller V +w,

e au retour V —v.

1. Soit d la distance AB. Exprimer en l’'absence de vent, la durée t du vol
aller-retour en fonction de d et V.

2. En présence de vent, déterminer la durée’l’ du vol aller-retour en fonction
ded, V etw.

3. L’effet du vent est-il favorable ¢
Solution

1. Nous avons immédiatement
4 d_

vV v Vv

2. En présence de vent ouest-est de vitesse v < V', nous avons tout aussi
immeédiatement

t

d d
=y mtv—e
3. Pour répondre a cette question, nous calculons T' — t. 11 vient
d d 2d
rot= V+v+ V—uv V’
Tt d(V(V — ) +‘}/(Vv 1 Z;(;Q_(VU; v)(V — v))’
Tt 2dv?

V(V+0)(V—v)

Puisque V' > v, nous en déduisons que T — t > 0, c’est-a-dire T > t.

Nous pouvons en conclure que, quelle que soit la vitesse du vent, son effet
est toujours défavorable & la durée d’un vol aller-retour.

Exercice 12. Résolutions d’inéquations

Résoudre les inéquations suivantes :

(1) 23 + 22% — 52 — 10 < 0.

(2) 22 < (22 + 1)? < 422,

(3) (x—=1)(z—2)(x—=3)+ (z—2)(x—3)(z—4)+ (x—3)(x —4)(22—5) > 0.

(1) -2 <

X
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Solution
> Résolution de (1).

(1) & 2%(x+2) - 5(x+2) <0,
(1) & (22 =5)(z+2) <0,

Tableau de signes du réel p(z) = (22 — 5)(z + 2).

T —00 —\/5 -2 V5 +o0o
signe de x + 2 - - 0 + +
signe de x + V5 — 0 + + +
signe de x — NG — — - 0 +
signe de p(z) = 0 + 0 - +

Nous en déduisons
S1 =] — o0, —\/5[U} -2, \/5[
> Résolution de (2).

(2) & (22 +1)% — 22 > 0et (22 + 1)? — 422 <0,
2)e (2z+1)—2)((2z+1)+2) > 0et ((2z + 1) — 22)((2z + 1) 4+ 2z) <0,
(2)e (z+1)Bx+1) >0etdr+1 <0,
(2) e (@+1)Bz+1)> Oeta < —i.

Tableau de signes du réel p(z) = (x + 1)(3z + 1).

1
x —00 -1 —3 ~+00
signe de = + 1 - 0 + +
signe de 3z + 1 — - 0 +
signe de p(x) + 0 - 0 +
Nous en déduisons
1 1 1 1
=(]— —1U] — = ——]=]- 1 -, —=].
82 = (] - 00, =1[U] = 3, oo — o0, ] =] o0, ~1[U] - 3, —]

> Résolution de (3).

B)e@-—2)(z—3)(zr—1+xz—4)+ (x —3)(z —4)(2z —5) > 0,
B)e (xr—2)(z—3)(2x —5) + (z —3)(x —4)(2z — 5) > 0,
B)e (r—3)2xr—5)(zr—2+x—4)+ >0,
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(3) < (x—3)(2z — 5)(2x — 6) > 0,
(3) & 2(z — 3)%(2x — 5) > 0,
(3) & x #3eta > g

Nous en concluons que
5
Ss :]5, 3[U]3, +o0.

> Résolution de (4).

Pour = # 2, nous avons

< 2.
5=

2
* Résolution de + 5 > —2, notée (a).

2
(a) mf2+2za
3r —2
> 0.
@222
3x —2
Tableau de signe du réel ¢(z) = JU_ 5
2
- - 2
T o0 3 +00
signe de 3x — 2 - 0 + +
signe de x — 2 — - 0 +
signe de q(x) + 0 - || +
Nous en déduisons
2
So =] — 00, g]U]Q, +oo|
. . z+2 .
* Résolution de 5 < 2, notée (b).
T+ 2
—2<0
®siT5-250
-z
<0
()< r—2 "
. ) 6—x
Tableau de signe du réel ¢(z) = 5
x —_—
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T — 00

2
signe de x — 2 - 0 +
signe de 6 — x + +
+

signe de q(x) - |

Nous en déduisons
Sy =] — 00, 2[U[6, +00.

Finalement, nous en concluons que

2
Sy =5,N8 :] — 00, g] U [6, +OO[.

ALGO
Exercice 13. Un produit avec - --

1. Soit k un entier naturel non nul.

Prouver l’inégalité

V2 — 1 x 2k + 1 < 2k,

en déduire

2k—1<\0k—1
2k V2k+1

2. Pour tout entier naturel n € N*, nous posons

()*1x§x§x ><2n_1
V=971 76 o

1
Von+1’

Montrer que, pour tout entier naturel n € N*, v(n) <

Résoudre dans N* ”inéquation < 0,1.

1
V2n+1
En déduire un entier naturel N a partir duquel v(n) <0, 1.

3. Que fait le script qui suit ?

from math import®

p=int(input("p="))

n=1

while 1/({2*n+1}**(6.5)>=168%*(-p}:
n=n+1

print("n=",n)
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Solution
1. Soit £ € N*.
> Puisque

(4k* —1) —4k?* = -1 < 0,
nous en déduisons
(4k% — 1) < 4k

Les réels 4k? —1 et 4k2 sont strictement positifs ; la racine carrée conservant

Iordre, il en résulte

VAK? — 1 < VAk2, Cest-a-dire /(2k — 1)(2k + 1) < 2k.

Pour k € N*, nous avons 2k —1 > 0 et 2k + 1 > 0, ce qui implique

V2k —1 x 2k +1 < 2k.

> A nouveau pour k € N*, nous avons v2k — 1 > 0, vV2k+ 1 > et 2k > 0,
donc nous pouvons appliquer la propriété de comparaison des inverses de méme

signe, ce qui donne

1 1
— < ,
2k 2k —1xV2k+1

c’est-a-dire

1 V2k —1
2k~ (2k—1)xV2k+1

En multipliant les deux membres de cette inégalité par 2k — 1 > 0, nous

obtenons en conclusion

% —1 2k —
whens, o1 V2

2%k Vok+1

—_

2. > Soit n € N*.

En remplacant dans cette inégalité 'entier k, successivement par

1, 27"'ana

il vient :
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0<1<ﬁ
2= /3
3
0<7<£,
4 /5
0<2n—1.< Von—1
om Von+1

En multipliant membres & membres ces 2n — 1 inégalités strictement posi-

tives, nous obtenons

1 3 5 m—1 V1 V3 V6 V2on —1

X — X =0 X <—= X —= X —= X s X ————,
246 2n V3 Vb T V2n+1
ce qui donne, aprés simplification du second membre,

1
Von+1

Vn € N* v(n) <

> Résolution, dans N*, de I'inéquation
1
Van+1

En appliquant les propriétés de comparaison des inverses de méme signe puis

<0,1

de comparaison des carrés, nous obtenons les équivalences
1
2n+1

Puisque n € N*, nous en déduisons que I'ensemble des solutions de cette

99
<10’1@\/2n+1>10<:>2n+1>100<:>n>?.

inéquation est

99
|5 ool N* = {50, 51, -+ }.

> Nous en déduisons
1

Va2n +1

ce qui signifie qu'une condition suffisante? pour que v(n) < 0,1 est n > 50.

n > 50 implique v(n) < <0,1,

Ainsi N = 50 convient.
3. Ce programme restitue un rang N a partir duquel v(n) < 107P.
Nous l'exécutons successivement pour p =2 et p = 3.
>>>
n = 5000,
>>>
n = 500000.
2. Annexe : § 3.5
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Exercice 14. Comparaison des moyennes arithmétique et quadra-
tique

1. Soit a un réel. Justifier l'inégalité
a <lal.

2. Soient x et y deur nombres réels. Montrer

<x+y)2 STy
2 - 2
En déduire

x+y<\/ml
2 = 2

Plus généralement, soient un entier natureln > 2 et ai,as,- -+ , Gy,

n réels.
e La moyenne arithmétique de ces n réels est le réel noté a défini
par

ayp+ag+ -+ an
" .

a =

e La moyenne quadratique de ces n réels est le réel positif q défini

par

q_\/a%+a§+---+ai
- :

3. En posant

s=(a1—a)+ (a2 —a)+ -+ (an — a),

justifier que s = 0.

Ezxprimer en fonction de n, q et a le réel positif
S =(a;—a)+ (ag—a)*+...+ (an — a)”.

En déduire l'inégalité

o
IN
Q

Solution
1. Soit un réel a.

En utilisant la définition de la valeur absolue du réel a, il vient :
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a—a sia>0 0 sia>0
o —a = _ |
—a—a sia<0 —2a>0 sia<0

Nous en déduisons
la] —a >0,
ce qui justifie, pour tout réel a, I'inégalité
a < |al.

2. Soient x et y deux réels.

> Nous avons

:ﬁ+y2_<w+yf__%ﬂ+w%—%w+w2

2 2 4 ’
_m2+y2—2xy
= 1 ,
(z —y)*
= —"=2>0.
1 =

Il en résulte

>0

— Y

a? +y? <:c+y)2
2 2

ce qui prouve, pour tous les réels = et y,

oy 2
2 - 2
> Puisque

ac2—|-y2

<3:—|—y

2
) >0 et >0

)

en utilisant la propriété de comparaison des racines carrées, nous en déduisons
2 2 2
\/ (a: - y) - \/ vty
2 - 2
2 2

T +vy ¢ +y

1<y :
2 2

En appliquant I'inégalité obtenue a la question 1, nous avons

ce qui donne

Ty
5 <

Tty
2
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Par transitivité de la relation <, quels que soient les réels = et y, nous en

concluons
2 2
Tty < [z 4y .
2 = 2
3. Soient n réels aq, a9, -+, ay, avec n > 2.

> En observant que
a+ag+---+a, =nXa,
nous obtenons

s=a1+a+---+a,—(@+a+---+a)=nxa—nxa=0.
. ———
n termes

> Nous exprimons S en fonction n, g et a.

En développant chaque carré et en remarquant que
nxq2:a%+a%+---+a%,

il vient

S = (a3 — 2a1a + a*) + (a3 — 2a9a + @) + - - - + (a2 — 2ana + @?),
=al+a3+---+al—2a(ar +ag+--+ay)+ (@ +a+---+ad),

n termes

=nxq¢> —2axna+nxa,
:an—ndz,

=n(q® —a°).

> Puisque S > 0 et n > 2, nous en déduisons
¢ —a% >0, soit a® < ¢°.
Il en résulte, par comparaison des racines carrées,
Va2 <\/¢?,
ce qui implique, car ¢ > 0,
lal <q.
Or nous savons que
a < lal.
Par transitivité de la relation <, nous en concluons

a <gq.
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CHAPITRE 3

Arithmétique dans N

Au primaire et au collége, vous avez abordé la divisibilité par la pratique de
nombreux exercices concrets. Dans ce chapitre nous proposons d’approfondir
ces connaissances par une introduction rigoureuse de la théorie de la divisibilité
dans ’ensemble des entiers naturels.

C’est le fondement d’une branche des mathématiques qui est appelée arith-
métique. Cette derniére est trés féconde et ouverte puisque de nombreuses ques-
tions de formulation simple, notamment sur les nombres premiers, ne sont pas
actuellement résolues. Un exemple en est la conjecture de Goldbach(1690-1764)
"tout nombre pair plus grand que 2 est la somme de deux nombres premiers".
Personne, jusqu’a aujourd’hui, n’est parvenu a établir si cette proposition est
vraie ou fausse. Les questions traitant de 'arithmétique sont anciennes mais
cette science connait actuellement un essor important di notamment & 1’étude
de la cryptographie (les codes secrets) et aux développements algorithmiques
a ce sujet en informatique.

Nous proposons d’ailleurs dans ce chapitre plusieurs programmes Python
qui vous seront certainement utiles par la suite comme ceux qui renvoient :

- pour un entier donné, a la liste de ces diviseurs, un test de primalité ou
sa décomposition en un produit de facteurs premiers,

- pour deux entiers donnés, a leur division euclidienne ainsi que leur pged.
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3.1 La relation divise dans N

Définition. Soient a et b deux entiers naturels tels que b # 0.

On dit que b divise a (ou que b est un diviseur de a) si et seulement si il
eriste ¢ € N tel que a = b X q.

On note bla lorsque b divise a.

Nous retiendrons que
bla < ilexisteq € N tel que a =b x q.

Remarques. Nous en faisons cing.

e Lorsque b divise a, on dit aussi que a est divisible par b ou bien que a
est un multiple de b.

e Pour tout b € N*, |0 car 0 = b x 0.

e 0|0 car 0 =0 x0.

e Mais 0 ne divise aucun entier naturel non nul.

En effet, par 'absurde !, sil existe a € N* tel que 0la, alors il existe ¢ € N
tel que a = 0 x ¢ = 0, ce qui est contradictoire avec a # 0 .

e On désigne par Div(a) 'ensemble des diviseurs de a.

Exemple. Etant donné un entier naturel N, nous proposons de déterminer
ses diviseurs avec un algorithme qui teste sa divisibilité par tous les entiers
compris entre 1 et V. C’est un peu brutal car nous ne tenons pas compte de

critéres de divisibilité mais c’est adapté & un traitement informatique.

from math importsx
Pour k allant de 1 & N n=int (input ("n="))
Si k|N alors L=l
Afficher for k in range(1l,n+1):
Fin Pour if n7k==0:
L.append (k)
print (L)

L’implémentation en Python nécessite deux précisions.
>> L=[] est une liste vide dans laquelle les diviseurs vont étre stockés par

I'instruction L.append(k).

1. Annexe § 5.1
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> n%k == 0 traduit que k divise n puisque cette instruction signifie que
le reste de la division de n par k est nulle.

Apreés exécution de ce programme, nous obtenons par exemple les diviseurs
de :

>>>n = 2021

[1, 43, 47, 2021].

>>>n = 12064

[1, 2, 4, 8, 13, 16, 26, 29, 32, 52, 58, 104, 116, 208, 232, 377, 416, 464, 754,
928, 1508, 3016, 6032, 12064|.

>>>n = 11131

[1, 11131], ce qui justifie que 11131 est un nombre premier.

Proposition. La relation | est une relation d’ordre dans N, ce qui signifie
e Pour tout a € N, ala.
La relation divise est réflexive.
e Pour tous les entiers a € N* et b € N*, si al|b et bla, alors a = b.
La relation divise est antisymétrique.
e Pour tous les entiers a € N* et b € N* et c € N, si alb et blc, alors alc.

La relation divise est transitive.

Démonstration. e Réflexivité.

Soit a € N. Nous avons a = a x 1, donc ala.

e Antisymétrie.

Soient a € N* et b € N* tels que alb et b|a. Il existe ¢ et ¢’ entiers naturels
tels que b = aq et a = bq'.

Nous en déduisons que a = (aq)q’ = a(qq’). Puisque a # 0, il vient q¢’ = 1.

Or nous savons que ¢q et ¢ sont des entiers naturels. Il en résulte que
q=¢ =1, ce qui justifie que a = b.

e Transitivité.

Soient a € N* et b € N* et ¢ € N tels que alb et b|c.

Il existe q et ¢ entiers naturels tels que b = aq et ¢ = bq'.

Nous en déduisons que ¢ = (aq)q = a(qq’), avec qq’ € N.

Nous avons ainsi prouvé que alc.
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Remarques. Nous en donnons deux.

e La relation | est une relation d’ordre partiel car deux entiers naturels ne
sont pas toujours comparables pour |, par opposition a la relation < qui est
d’ordretotal dans R.

Un contre-exemple est obtenu en prenant a = 7 et b = 10.

e Pour tout a € N, 1]a et ala.

En effet nous avons a =1 X a.

Nous en déduisons que {1, a} C Div(a).
Proposition (Lien entre | et <). Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Si bla, alors b < a.

Démonstration. Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
Si bla, alors il existe ¢ € N tel que a = bg.
Puisque a € N*, nous avons ¢ > 1.

Comme b > 0, nous en déduisons que bg > b, ce qui justifie que a > b.

Remarque. La réciproque est évidemment fausse. Un contre-exemple ? est
a=12et b=T.

En effet nous avons 7 < 12 mais 7 ne divise pas 12.

3.2 La division euclidienne dans N

Soient a et b deux entiers naturels tels que b # 0. Lorsque a|b, nous avons
effectué la division de a par b. Cette derniére fournit un quotient ¢ € N et un
reste égal a 0.

Nous savons que la pratique de la division des nombres entiers fournit en
général un quotient ¢ € N et un reste qui est un entier » > 0. C’est ce que nous

précisons et démontrons dans la proposition suivante.

Proposition. Soient a € N et b € N*.

1l existe un unique ¢ € N et un unique r € N tels que
a=bxq+r, avec) <r <b.

Démonstration. e Existence du couple (¢, 7).
Nous représentons sur la droite numérique les multiples de b > 0, rangés

par ordre croissant, de 0 jusqu’a (a + 1)b.

2. Annexe § 5.3
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Nous avons b > 1. Puisque a + 1 > 0, nous en déduisons
(a+1)b>a+1>a.

Par conséquent, a € [0, (a + 1)b].
Il en résulte que a peut étre rangé entre deux multiples consécutifs de b.

Plus précisément, nous obtenons qu’il existe ¢ € N tel que
a € [bg, b(q +1)[.
Posons r = a — bq. Nous avons
a=bg+r.
De plus, puisque bg < a < b(q + 1), nous en déduisons
0<a—bg<b,soit 0<r<b.
Ainsi nous avons prouvé qu’il existe ¢ € N et r € N tels que

a=bxq+r,avec 0 <r <b.

e Unicité du couple (g, 7).
Supposons qu'il existe deux couples (¢,7) et (¢/,r") d’entiers naturels tels

que

a=0bg+r,avec 0 <r <b
et
a="b¢ +1',avec 0 <1’ <b.

Nous en déduisons que bq +r = bqg’ + 1/, soit b(q — ¢') =r' —r.
Puisque 0 < r < b, nous avons —b < —r < 0.

En additionnant membres & membres les deux doubles inégalités

0<7r <b,
—b< —r<0. ’

nous obtenons :
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—b <71 —r <b, cest-a-dire, —b < b(q — ¢') < b.
Puisque que b # 0, nous en déduisons
-1<q—q¢ <1.

Or g — ¢ est un entier, donc g — ¢’ = 0, ce qui prouve que ¢ = ¢’ et par

suite r = 7.

Exemple. La division euclidienne d’un entier naturel n par 2 donne 0 ou 1

pour reste, ce qui permet d’obtenir par disjonction

un entier naturel n pair de la forme n = 2k, avec k € N,
ou

un entier naturel n impair de la forme n = 2k + 1, avec k € N.

Algorithme (de la division euclidienne). Dans cet algorithme L%J désigne

a
la partie entiére de la fraction 7 qui est par définition I'unique entier relatif

satisfaisant a

Fl<g<lpl+t

a
b

SalRS

from math importx
a—int (input ("a="))
b=int (input ("b="))
g=floor (a/b)
r=a—qx*b
print("q=",q)
print ("r=" 1)

Par exemple, la division euclidienne de 5673 par 14 donne
>>>

q = 405,

r=3.

Lemme (d’Euclide). Soit r le reste de la division euclidienne de a € N par
b e N*.
Sid > 1 est un diviseur de a et b, alors d est un diviseur de b et r.

En particulier nous retiendrons que pged(a,b) = pged(b,r).
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Démonstration. Nous avons a = bg +r avec ¢ € Net 0 <r < b.
Puisque d|a et d|b, il existe k et k' entiers naturels tels que a = kd et
b=FKd.

Il en résulte que
r=a—>bq=kd— (kd)q=(k—Kgq)d.

Comme r € N et d € N*, nous avons k — k’q € N.
Nous en déduisons que d|r, donc d est un diviseur de b et r.

Ainsi, en particulier, si d = pged(a,b), alors d = pged(b, r).

Algorithme (algorithme d’Euclide). Avec les notations ci-dessus, le principe
de cet algorithme est basé sur le lemme précédent et sur la propriété, admise
a notre niveau, que le pged(a,b) est le dernier reste non nul dans l'itération du
lemme d’Euclide.

Nous obtenons

Tant Que b # 0 from math importsx

g 7] a-int (input("a-"))
b —1 i N _n
r<+a—bq b=int (input ("b="))
while b!=0:

b+ a
r<b r=a%b

Fin Tant Que a=b

Afficher a b=r

print ("pged(a,b)="a)

Par exemple, nous obtenons, pour
a=4116 et b =720

>>>

pged(a,b)= 12.

a = 22231 et b= 574

>>>

pged(a,b)= 1.

Remarque. Dans ce dernier exemple, on dit que les entiers a = 22231 et
b = 574 sont premiers entre eux.

Ce point sera précisé au paragraphe 3.5.
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Une version plus synthétique est acquise en définissant la fonction Python

appelée pged(a,b) qui suit.

from math importsx
def pged(a,b):
while b!=0:
r=a%b
a=b
b=r

return a

Ainsi, cette fonction python restitue par exemple
>>> pged(15330,350)
70.

3.3 Nombres premiers

Définition. Un entier naturel p > 1 est premier si et seulement si il posséde
exactement deux diviseurs qui sont 1 et lui-méme.

En d’autres termes, p > 1 est premier si et seulement si Div(p) = {1, p}.

Remarques. Nous en faisons trois.
e 0 et 1 ne sont pas premiers car Div(0) = N et Div(1) = {1}.
e 2 est le seul nombre premier pair.

e Un entier naturel non premier est dit composé.
Proposition. Tout entier naturel n > 1 admet au moins un diviseur premier.

Démonstration. Si n est premier, alors n admet un diviseur premier : lui-
méme.

Si n n’est pas premier, alors n admet d’autres diviseurs que 1 et n.

Considérons le plus petit diviseur p de n distinct de 1 et de n.

Supposons par 1’absurde® que p est non premier.

Dans ce cas, p admet un diviseur d tel que 1 < d < p et d|p.

Mais nous savons que p|n.

Par transitivité de la relation divise, d|p et p|n implique d|n, avec 1 < d < p.

Ceci est contradictoire avec p qui est le plus petit diviseur de n.

3. Annexe § 5.1
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Par I’'absurde, nous avons prouvé que p est premier. La proposition est ainsi

démontrée.

Remarque. Nous retiendrons de cette démonstration que si p est le plus petit

diviseur de n, distinct de 1 et n, alors p est premier.

Proposition. [l existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Nous raisonnons & nouveau par ’absurde.

Supposons que ’ensemble P des nombres premiers est fini.

Posons P ={2,3,5, -, p},avec 2<3 <5< 7 < - <p.

Considérons l'entier naturel N = (2 x 3 x5 x --- x p) + 1.

Puisque N > 1, en appliquant la proposition précédente, N admet un
diviseur premier p’.

Or l'égalité N = (2x3x5x---xp)+1 signifie que la division euclidienne de
N par un nombre premier situé entre 2 et p donne 1 pour reste. Par conséquent
aucun élément de P est un diviseur de V.

Il en résulte que p’ ¢ P, ¢’est-a~dire p’ > p.

C’est contradictoire avec P fini et majoré par p.

Par I'absurde, nous avons démontré que ’ensemble de nombres premiers

est infini.

Proposition (test de primalité). Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Si n n'est pas premier alors il admet un diviseur premier p tel que p*> < n.

Démonstration. Puisque n > 1 n’est pas premier, cet entier admet un divi-
seur premier distinct de 1 et n.

Désignons par p le plus petit des diviseurs de n.

Par conséquent il existe un entier naturel d tel que n =p x d

Nous savons d’aprés la proposition du diviseur premier que p est premier
donc p>2.

Par ailleurs, justifions que d > 2. En effet, par I’absurde, supposons que
d<2.

Sid=0, alors n =0, ce qui contredit n > 2.

Sid=1,alors n =p, ce qui est impossible car p distinct de 1 et n.

Ces deux contradictions justifient que d > 2.

Ainsi nous avons 2 < p < d.

En multipliant par p > 0 les deux membres de cette inégalité, nous en

déduisons :
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p? < p xd, soit p?> < n.

Nous avons démontré que si n n’est pas premier, alors il admet un diviseur

premier p tel que p? < n.

Algorithme (test de primalité). La forme contraposée? de cette proposition
est
Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Sin nadmet aucun diviseur premier p tel que p*> < n, alors n est premier.
Cette version du test de primalité permet de proposer un algorithme pour

reconnaitre si un nombre est premier.

d prend la valeur 3

Tant Que d?> < N et d ne divise pas N
d+—d+2

Fin Tant Que

Sid?> N et et N>1
Afficher "N est premier", N

Sinon

Afficher "N non premier", N

Afficher "d est le plus petit diviseur", d
Fin de Si

L’implémentation en Python donne

from math importx

n=int (input ("n="))

d=3
while d#x2<=n and n%d!=0:
d=d+2
if d«d>n and n>1:
print ("n=" n ,"est_premier")
else:
print ("n=",n ,"non_premier")

print ("d=",d ,"est_le_plus_petit_diviseur")

4. Annexe § 5.2
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Par exemple, nous obtenons
>>>
n = 853661 non premier,
d = 41 est le plus petit diviseur.
>>>
n = 131071 est premier.

Remarque. La ligne "d prend la valeur d + 2" précise que ce programme
ne teste que des nombres impairs a partir de d = 3. En effet un nombre
premier supérieur strictement a 2 est impair. Cette incrémentation de deux

unités permet de rendre plus rapide I’exécution de cet algorithme.

3.4 Produit de facteurs premiers

Théoréme (de factorisation - admis). Tout entier naturel n > 2 admet une

décomposition unique en un produit de facteurs premiers.

Meéthode pour factoriser un entier

Une méthode pratique consiste & diviser 'entier a factoriser par son plus
petit diviseur premier, puis a réitérer le processus avec le quotient obtenu
jusqu’a I'obtention d’un quotient égal & 1.

Par exemple, pour factoriser 4116, nous utilisons la disposition suivante

4116
2058
1029
343
49
7

~N N W NN

ce qui restitue la factorisation
4116 = 22 x 3 x 3.

Algorithme (de décomposition en facteurs premiers). Cet algorithme est basé

sur la méthode pratique exposée précédemment.
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d prend la valeur 2
Tant Que N # 1
Tant Que d divise N
Afficher d
N prend la valeur %
Fin Tant Que
d prend la valeur d + 1
Fin Tant Que

Son implémentation en Python restitue les facteurs premiers en utilisant la

notion de Liste.

from math importsx
n=int (input ("n="))
d=2
L=[]
while n!=1:
while n%d==0:
n-n/d
L.append(d)
d=d+1
print (L)

En exécutant, nous obtenons par exemple :

pour n = 5632,

>>>

2, 2,2,2,2,2, 2,2, 2, 11], ce qui donne 5632 = 29 x 11,
pour n = 978587,

>>>

[47, 47, 443], ce qui donne 978587 = 472 x 443.

Exemple. Nous proposons différentes applications numériques du théoréme
de factorisation.
Soient deux entiers a = 4116 et b = 5632.

> Nous savons que

a=4116 = 22 x 3 x 73,
b=15632 =2 x 11.

100 = Chapitre 3



> Nous simplifions v/a et V/b.

Va =122 x 3 x 73 =14V21,
Vb =129 x 11 = 24/2 x 11 = 16+/22.

> Le pged(a, b) est obtenu en effectuant le produit des facteurs communs
a a et b, chaque facteur étant affecté du plus petit exposant.

Nous obtenons
pgcd(a, b) = 22 = 4.
> Nous en déduisons la simplification de la fraction % sous sa forme irré-
ductible.
a 1029 x4 1029

b 1408 x 4 1408°

> Nous observons que a n’est pas un carré parfait, c’est-a-dire le carré d’un
entier naturel.

En effet, dans la factorisation de a, les exposants des facteurs 3 et 7 sont
impairs donc a n’est pas un carré parfait

> Quel est le plus petit carré qui est un multiple b7?

Nous obtenons

22b =2 x 11 x 29 x 11 = 210 x 112 = (2° x 11)? = 3522

3.5 Nombres premiers entre eux

Définition. Deuz entiers naturels non nuls n et p sont premiers entre euz si
et seulement si leur seul diviseur commun est 1.
En d’autres termes :
e n et p sont premiers entre euz si et seulement si Div(n)NDiv(p) = {1}.

e n et p sont premiers entre eux si et seulement si pged(n, p) = 1.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Ne pas confondre "premier" avec "premiers entre eux".
. a . . . .
e La fraction 7 avec a et b entiers naturels non nuls, est irréductible si et

seulement si a et b sont premiers entre eux.

Proposition. Si p un est nombre premier et n un entier naturel non nul et

non multiple de p, alors n et p sont premiers entre euz.
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Démonstration. Puisque p est premier, nous avons Div(p) = {1, p}.
De plus, p ne divise pas n donc p ¢ Div(n).
Ceci justifie que Div(n) N Div(p) = {1}.

Exemple (fraction irréductible). Pour tout entier naturel n, nous considérons
la fraction

2n+3
n+1

Le programme Python qui suit permet d’expliciter le pged(2n + 3,2n + 1)

pour les N + 1 premiéres valeurs de l'entier n.

from math importx

def pged(a,b):
while b!=0:
r=a%b
a=b
b=r
return a
def fracirrec(n):
L]
for k in range(0,n):
d=pgecd (2xk+3,2xk+1)
L.append(d)

return L

En l'exécutant, par exemple pour N = 20, nous obtenons

>>> fracirrec(20)

1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1],
ce qui nous autorise & imaginer que cette fraction est irréductible, quel que soit
I’entier naturel n.

Nous en donnerons la preuve dans ’exercice corrigé 2 de ce chapitre.
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3.6 Exercices corrigés

Exercice 1. Vrai ou Faux ?

1. Le carré d’un entier naturel impair est impair.

2. Si le carré d’un nombre entier est pair alors ce nombre est pair.

3. 1l existe un entier naturel n tel que n® + 1 est divisible par 3.

4. La somme de tout entier naturel n > 2 et de son produit avec les deux
entiers qui l’encadrent est le carré d’un entier naturel (c’est-a-dire un carré
parfait).

Solution

1. VRAI

Si n est un entier naturel impair, alors n = 2p 4+ 1, avec p € N.

Nous en déduisons
n?=2p+1)2=4p> +4p+1=2(2p* +2p) + 1.

En posant k = 2p® 4+ 2p, nous obtenons que n? = 2k + 1, avec k € N.

Ainsi la proposition "le carré d’un nombre impair est impair" est vraie.

2. VRAI

La contraposée ® de cette proposition est "si n est un entier naturel impair,
alors son carré est impair".

Cette proposition est vraie d’aprés la question 1.

Il en résulte que la proposition énoncée est vraie.

3. FAUX

Soit n un entier naturel quelconque. En effectuant sa division euclidienne

par 3, nous obtenons 3 cas par disjonction :

3q,
n=y9 3¢+1,
3q + 2.

Il en résulte que

(39)? +1=3x3¢*>+1,
n?4+1= (3¢ +1)24+1 =3 x (3¢®> +2q) + 2,
(B¢ +2)2+1=3x(3¢>+4g+1)+2.

5. Annexe § 5.2

Arithmétique dansN = 103



104

Par conséquent, dans la division de n? + 1 par 3, les restes sont égaux a
1 ou 2. Nous en concluons que, pour tout entier naturel n, n?> + 1 n’est pas
divisible par 3.

4. FAUX

Soit n > 2 un entier naturel.

Nous avons
n+ (n—1)n(n+1) =n.

Ceci justifie que la somme de tout entier naturel non nul et de son produit
avec les deux entiers qui l’encadrent est le cube d’un entier naturel (c’est-a-dire
un cube parfait).

Nous pouvons aussi exhiber le contre-exemple : n = 2. Nous obtenons
24+1x2x3=8+#22

Exercice 2. La relation divise - addition et soustraction
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On désigne par x un multiple
non nul de a et par y un multiple non nul de b.
1. Montrer que si d € N* est un diviseur de a et b, alors d divise :
e a+b,
e a— b, en supposant que a > b.

En déduire que d divise x et y, ainsi que x +y et x —y, en supposant que

x> y.
2. Pour tout entier naturel n > 1, montrer que les fractions suivantes sont
wrréductibles :
n n n—1 2n+1 3n 2n+3
n+1" 2n+1" n "3n+1" 6n+1" 2n+1"
Solution

1. Puisque d|a et d|b, il existe deux entiers naturels ¢ et ¢’ tels que a = d x ¢
et b=d x ¢'. Il en résulte que :

e a+b=dx(q+4), avec ¢+ ¢ € N, ce qui prouve que d|a + b.

e a—b=dx(qg—¢),avec ¢ —¢ € N puisque d > 1 et a —b > 0, ce qui
justifie que d|a — .

> De plus, il existe &k € N* tel que x = ka et il existe k¥’ € N* tel que
y = k'b.

Nous en déduisons :
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x = k(dq) = d(kq) et y = k'(dq’) = d(K'q').
Puisque kg € N et k'¢’ € N, nous en concluons
d|x et dy.

> En appliquant les deux résultats obtenus ci-dessus, nous en déduisons

également
dlx +y et dlz —vy,
c’est-a-dire
zlka + K'b et x|ka — k'b.

2. Pour tout entier n > 1, désignons par d > 1 le pged du numérateur et
du dénominateur de chacune des fractions proposées.
T si dn et d|n+ 1, alors d|n + 1 —n, soit d|1, donc

e Pour la fraction i
n —+
d=1.

La fraction est irréductible.

e Pour la fraction Qnﬁ’ si d|n et d|2n + 1, alors d|2n + 1 — 2n, soit d|1,
n
donc d = 1.

La fraction est irréductible.

n—+
-1
e Pour la fraction , sidln — 1 et d|n, alors dln — (n — 1), soit d|1,
donc d = 1.
La fraction ——— est irréductible.
1
e Pour la fraction 3n i T si d|2n+1 et d|3n+1, alors d|3(2n+1)—2(3n+1),
n

soit d|1, donc d = 1.

La fraction est irréductible.

n+
3
e Pour la fraction ﬁ, si d|3n et d|6n + 1, alors d|6n + 1 — 2 x 3n, soit
n

3
d|1, donc d = 1. La fraction 5 " est ainsi irréductible.

n
e Pour la fraction ;Zi?, sid|2n+3 et d]2n+1, alors d|2n+3 — (2n+1),
soit d|2.
Il en résulte que d =1 ou d = 2.
Puisque les entiers 2n + 3 et 2n + 1 sont impairs, 2 ne peut pas les diviser.

Nous en déduisons que d = 1,

2n
uel que soit I'entier naturel n, la fraction * est irréductible.
K 2

n+1

Arithmétique dans N

105



106

Exercice 3. Multiples

Montrer que, pour tout entier naturel n,

(n+1)%2 —n% — 1 est un multiple de 2,
(n+1)3 —n3 — 1 est un multiple de 3.

Pour tout entier naturel n, (n + 1)* —n* — 1 est-il un multiple de 4 7
Solution
Soit n un entier naturel.

> Nous avons
(n+1)2 —n?—1=2n,

ce qui justifie que (n 4+ 1)? —n? — 1 est un multiple de 2.

> De méme, nous avons
m+1)3—n3—1=n>+3n?+3n+1-n3—1=3(n%+n), avec n® +n € N.

Nous en concluons que (n + 1)3 —n3 — 1 est un multiple de 3.

> Nous obtenons

n+Di=n'—1=m+13n+1)-nt -1,
=0 +3n*+3n+1)(n+1)—n* -1,
=nt 433 +3n2+n+n+3n°+3n+1—-n* -1,
= 4n® + 6n% + 4n.

En particulier pour n = 1, nous avons
24 — 14— 1 = 14 et 14 n’est pas un multiple de 4,

ce qui est un contre-exemple 8 qui justifie que (n+ 1)4 —n*—1 n’est pas toujours
un multiple de 4.

Remarque. Nous pouvons vérifier que (n + 1)4 —n* —1 est un multiple
de 4 lorsque n est pair car en posant n = 2q, avec ¢ € N, 4 peut étre mis en

facteur.

6. Annexe § 5.3
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Exercice 4. Division euclidienne

Déterminer les entiers naturels n qui, divisés par 3 restituent un quotient
égal au double du reste.

Solution

En effectuant la division euclidienne de n par 3, nous obtenons
n=3(2r)+r="Tr avec 0 < r < 3, cest-a-dire r € {0, 1, 2}.

I1 vient

sir=0,alorsn=20,
sir=1,alorsn =17,

sir =2, alors n = 14.

Réciproquement, nous vérifions que les entiers n = Q0 oun = 7 oun = 14

conviennent puisque

0=3x0+0etqg=0=2x0=2xr,
T=3x2+1letgq=2=2x1=2xr,
14=3x4+2etqg=4=2x2=2xr.

Exercice 5. Une équation diophantienne

Déterminer les entiers naturels non nuls x et y tels que vy + x + 2y = 20.
Solution

Désignons par (E) I'équation zy + = + 2y = 20.

Nous avons
(B)ery+r+2y+2-2=20y(z+2)+2+2=22 & (z+2)(y+1) = 22.

Nous en déduisons que x + 2 et y + 1 divise 22.
Puisque Div(22) = {1, 2, 11, 22}, nous obtenons par disjonction

r+2=1 r+2=2 r+2=11 xr+2 =22
ou ou ou

y+12 =22 y+1=11 y+1=2 y+1=1

Comme z > 0 et y > 0, le seul couple (z, y) qui convient est (9, 1).
Réciproquement, nous vérifions que (9+2)(1 + 1) = 22.

Nous pouvons en conclure que I’ensemble de solutions est
Sy =1{(9, D}
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Exercice 6. Fractions entiéres

6
1. Déterminer ’ensemble des entiers naturels n tels que nt 1 € N.
n

2
2 5
2. Déterminer l’ensemble des entiers naturels n tels que % € N.
n

Solution

1. Pour tout n € N, nous avons

n+1  n4+1 n+1

n+6 n+1+5_1 5

Il en résulte que si n
oun+1=1.

6
1 € N, alors n 4 1|5, ce qui implique que n+1 =15

Nous en déduisons que n =0 ou n = 4.

Réciproquement, si n = 0 ou n = 4, nous vérifions que

4
w:6€N0u +6

_5eN
0+1 111 °°€

Remarque

En utilisant 'exercice 2 et la réflexivité de la relation divise, nous proposons
une seconde méthode exposée ci-dessous.

Si nto e N, alors n + 1|n + 6.

n+1
De plus nous savons que n + 1|n + 1 donc, par soustraction, nous obtenons

n+1n+6— (n+ 1), c’est-a-dire n + 1|5.

2. Nous remarquons que, pour tout entier naturel n, on a

242n+5 2)+5 5
n“+2n+5  n(n+2)+ .

n+2 n+2 n+2
2
2 5
Par conséquent pour que % € N, il faut que n + 2|5, ce qui
n

implique que n+2=5oun-+2=1.
Puisque n € N, la solution n = —1 est rejetée. Nous obtenons ainsi n = 3.

Réciproquement, nous vérifions que

3+2x3+5

4 e N.
3+2

Remarque

En utilisant & nouveau ’exercice 2, une autre méthode consiste a écrire

n+2[n?+2n+5 et n+2[n+ 2 donc n+ 2|n?+2n +5 —n(n+2), soit n + 2|5.
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Exercice 7. D’aprés le rallye de la féte des maths-Lyon

1. Pour tout entier naturel k, on pose S(k) =14 10 + 102 4 - -- 4 10*.

10k+1 -1
En calculant 10 x S(k) — S(k), justifier que S(k) = —g
2. Soit a un entier naturel tel que a = 111---1, avec n > 1.
—_—
n chiffres 1
10" -1
Montrer que a = 9

3. On donne l’entier b=1 000---0 5.
—
(n—1) zéros
Montrer que, quel que soit l’entier n > 1, a x b+ 1 est le carré d’un entier

a préciser.
Solution

1. Soit k£ un entier naturel. Nous avons

10 x S(k) = 10 + 10 + 10% + - - - + 10% + 10%+1,
S(k) =1+10+10% 4 10% + - -- + 10*.

Nous en déduisons par soustraction et aprés simplifications que
9 x S(k) =101 — 1.
10k‘+1 -1

9
2. Pour tout entier n > 1, nous avons

Nous en concluons que S(k) =

a=111---1=10""14... +1=8(n-1).

n chiffres 1

Il en résulte que

3. Nous remarquons d’abord que

b=1000---05=10"+5.
——

(n—1) zéros

Nous en déduisons

10" — 1 10" — 1)(10" +5) + 9
axb+1= ><(10”+5)+1:( )(9 +5)+ ,
102" +4 x 10" + 4 10" + 2\ 2
axb+1= 9 = 3 .
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Il reste a justifier que, pour tout n > 1, 3 divise 10™ + 2. En utilisant le
critére de divisibilité par 3, la somme des chiffres de 10" +2 =1 000---0 2
—

(n—1) zéros
est égale a 3, ce qui justifie que 3|10™ + 2.
10" 42 . .
Nous pouvons en conclure que 3 est un entier, et ainsi a x b+ 1 est

un carré parfait.

Remarque

Une justification plus rigoureuse demanderait un preuve de ce critére ou
une démonstration par récurrence, ce qui dépasse un peu le cadre de ce livre.

Exercice 8. Vrai ou Faux sur les nombres premiers

1. Le produit de deux mombres premiers est premier.

2. La somme de deux nombres premiers est impaire.

3. La somme de cing entiers naturels consécutifs est un nombre premier.

4. Quel que soit n € N, 6n + 5 est un nombre premier.

5. Sip est un nombre premier, alors p° admet exactement 6 diviseurs.

6. Sip et q sont deux nombres premiers distincts, alors p et q sont premiers
entre eux.

7. Pour tout entier naturel n non nul, ’entier n®> + 4n + 3 est composé.

8. 57 divise 182921 4 182022,

Solution

1. Faux

Contre exemple : 3 x 5 = 15.

2. Faux

Contre-exemple : 34+ 5 = 8.

3. Faux

Contre-exemple : 1 +2+4+3+4+5=15
4. Faux

Contre exemple : pour n = 5, nous obtenons 6 x 5+ 5 = 35.

5. Vrai

Si p est premier, alors les diviseurs de p® sont 1, p, p?, p°, p*, p°.
Nous dénombrons 6 diviseurs.

6. Vrai

Div(p) N Div(q) = {1; p} N {1; ¢} = {1}, car p # ¢.
7. Vrai

Pour tout n > 1, nous avons :
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n+4dn+3=n?+4dn+4—-4+3=n+2%2-1=(n+1)(n+3).

Nous en déduisons que n + 1 divise n? 4+ 4n + 3 tel que n +1 # 1 et
n+1+#n?+4n+ 3.

Nous pouvons affirmer que n? 4 4n + 3 est composé.

8. Vrai

Nous factorisons cet entier.
182021 4 182022 _ 182021(1 4 18) _ (2 X 32)2021 x 19 = 22021 x 34042 X 197

ce qui justifie que 3 x 19 = 57 est un diviseur de 182921 4 182022,

ALGO
Exercice 9. Produit de facteurs premiers

1. On pose N =2 x 6 x 10 x 14 x 18 x 22.
a. Déterminer la décomposition de [’entier N en un produit de facteurs
premiers.

N2021

b. En déduire la factorisation en un produit de facteurs premiers.

2. Plus généralement, pour tout n € N, on pose
p(n) =2x6x10x -+ x (4dn —2) x (4n + 2).

Ainsi nous avons p(5) = N.
a. Décomposer p(6) en un produit de facteurs premiers.

n+1
b. Montrer que, pour tout n € N, M
p(n

3. L’entier n étant choisi, en utilisant [’algorithme de factorisation obtenu

est un entier naturel.

au paragraphe 3.4, proposer un script Python qui restitue ’entier p(n) puis sa
factorisation.
Solution

1. a. Nous avons
N=2x(2x3)x(2x5)x(2xT7)x(2x3%)x(2x11) =20x33x5x7x11.
1. b. Nous déduisons de la question précédente

N2021 — (26 % 33 x5 %7 X 11)2021 — 26><2021 % 33><2021 % 52021 % 72021 % ]_120217

ce qui donne

N2021 _ 212126 % 36063 % 52021 % 72021 % 1120218

2. a. Nous obtenons :
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p(6) =p(5) x 26 = (20 x 33 x5 x Tx 11) x2x 13 =27 x 33 x5 x 7 x 11 x 13.
2. b. Pour tout n € N, nous avons
pn+1)=2x6x10x---x (4n+1)—2)x (4(n+1)+2) =p(n)(4n + 6).

En observant que, pour tout n € N, p(n) # 0, nous obtenons

p(n+1)

=4n +6 € N.
p(n)

3. De I’égalité
p(n+1) = (4n + 6)p(n),

validée pour chaque entier naturel n, nous déduisons la procédure Python qui

restitue p(n) ainsi que sa factorisation.

from math importsx
n=int (input ("n="))
p=2
for k in range(0,n):
p=px*(4xk+6)
print (p)
d=2
L]
while p!=1:
while p%d==0:
p=p/d
L.append(d)
d=d+1
print (L)

Par exemple, nous obtenons pour :
>>>n =5,
665280,
[2,2,2,2,2,2,3,3,3,5,7, 11], ce qui donne 665280 = 26 x 33 x 5 x 7 x 11,
>>>n = 10,
28158588057600),
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,5,5 7,7, 11, 13, 17, 19],
c’est-a-dire, p(10) = 28158588057600 = 2! x 3% x 52 x 72 x 11 x 13 x 17 x 19
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Exercice 10. Un probléme de Sophie Germain’

1. Soit n un entier naturel.

En développant (n? + 2)%, en déduire une factorisation de n* + 4.

2. Justifier que le nombre 2021* + 4 n'est pas premier.

3. Déduire de la question 1, la décomposition en facteurs premiers de 83525.
4. Montrer que pour tout entier n > 2, le nombre n* + 4 est composé.
Solution

1. Pour tout entier naturel, nous avons
(n?+2)2 =n* +4n% + 4.
Il en résulte
n*4+4 = (n?242)2—4n? = (n242-2n)(n2+2+2n) = (2 —2n+2)(n®+2n+2).
2. De cette factorisation, nous déduisons
2021444 = (20212 — 2 x 2021 +2)(2021% + 2 x 2021 +2) = 4080401 x 4088485.

Nous en concluons que 2021* + 4 est composé.

3. Nous observons que
83525 = 83521 +4 = 174 +4 = (17?2 +2x 17+2) (172 -2 x 17+2) = 325 x 257.
A la "main" ou en utilisant les algorithmes du cours, nous obtenons que
257 est premier et 325 = 52 x 13.

Ainsi la factorisation attendue est
83525 = 52 x 13 x 257.

4. Pour prouver que si n > 2, alors n* 4+ 4 n’est pas premier, il suffit de
justifier que, quel que soit Uentier n > 2, n?> —2n+2# letn? +2n+2#1 .
Nous raisonnons par 1’absurde. Supposons qu’il existe un entier n > 2 tel

que

n?—2n+2=1oun?+2n+2=1,

7. Mathématicienne francaise : 1776-1831
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ce qui implique que (n —1)2 =0 ou (n +1)? = 0.
Puisque n > 2, ces deux conditions sont contradictoires.
Ainsi nous en concluons que n? —2n +2 # 1 et n? +2n +2 # 1, ce qui
prouve que n* + 4 est composé.
Exercice 11. Le chiffre des unités de 112021 — 1
Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul.
1. Donner la liste des diviseurs de p™.
2. On désigne par S la somme des diviseurs de p™.
a. Justifier que p x S — S = p"*t1 — 1.
b. En déduire que p — 1 est un diviseur de p™ T+ — 1.
3. Quel est le chiffre des unités de 112021 —1 2

72021

4. Le nombre — 1 est-il divisible par 6 ¢

Solution

1. Puisque p est premier et n € N*, les diviseurs de p™ sont

n—1 n

1ap7p2ap3>"'>p y P
2. a. Nous avons

pxS=p+p*+p’ 44 pt+ptt
S=1+p+p*+p°+---+p"

Nous en déduisons par soustraction et aprés simplifications que
pxS—S=prtl—1.
2. b. Du calcul précédent, il résulte que
(p—1)S =prtl —1.

Puisque p — 1 € N*, car p > 2 et S € N, nous en concluons que 'entier
p — 1 est un diviseur de p"+! — 1.

3. En particulier, pour p = 11 et n = 2020, nous pouvons affirmer que
p—1 =10 est un diviseur de 112920+1 — 1 = 112021 _ 1

En utilisant le critére de divisibilité par 10, nous en concluons que le chiffre

des unités de 112921 — 1 est 0.

4. En particulier, pour p = 7, U'entier p — 1 = 6 est un diviseur de

7202041 _  — 72021 _ |
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ALGO
Exercice 12. Nombres parfaits

Un entier naturel est dit parfait sl est égal a la somme de ses diviseurs
autres que lui-méme.

1. Vérifier que 6, 28,496 et 8128 sont des nombres parfaits.

Soit un entier naturel n > 2 tel que 2™ — 1 soil un nombre premier.

On considére Uentier naturel N = 2"~1(2" — 1).

Nous proposons de montrer que N est un nombre parfait.

2. Pour quel entier n, obtient-on respectivement
N =6, N=28, N =496, N =8128 ¢

3. a. Quelle est la décomposition de N en facteurs premiers ¢

3. b. En déduire la liste des diviseurs de N.

4. Pour tout entier n > 2, on pose S =1+2+2%+ ... 42071,

En calculant 2 x S — S, justifier que S = 2" — 1.

5. En déduire que la somme de tous les diviseurs de N est égale a 2N.
Conclure.

6. Implémenter en Python [’algorithme suivant qui restitue les nombres

parfaits qui sont compris entre 1 et N, N étant choisi en entrée.

Pour n allant de 1 a N
s+ 0
Pour k allant de 1 an —1
Si k divise n alors
s s+k
Si s =mn alors
Afficher "n est parfait”
Fin Pour
Fin Pour

Solution
1. Nous décomposons chaque nombre proposé en produit de facteurs pre-
miers.
e 6 =2 x 3. Les diviseurs de 6 sont : 1, 2, 3 et 6.
Nous vérifions que 1 +2 + 3 = 6.
Ainsi 6 est un nombre parfait.
e 28 = 22 x 7. Les diviseurs de 28 sont : 1, 2, 4, 7, 14, 28 .
Nous vérifions que 1 +2+4 4+ 7+ 14 = 28.
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Le nombre 28 est parfait.
e 496 = 2* x 21. Les diviseurs de 496 sont :
1,2, 22 23 24 31,31 x 2, 31 x 22, 31 x 23, 31 x 2%
Nous en déduisons que
142422423 +24 431 +31 x2+31x22431x23
=1+2+22+23 424431 x (1+2+22+23) =31+ 31 x 15 = 496.
Le nombre 496 est parfait.
o 8128 =26 x 127.
Les diviseurs de 8128 sont :
1,2, 22 23 24 25 926
127, 127 x 2, 127 x 22, 127 x 23, 127 x 2%, 127 x 25, 127 x 26.

La somme s des diviseurs de 8128, autres que lui-méme, est

s=1+2+22 423428 425426
+ 127 4127 x 2+ 127 x 22 + 127 x 23 + 127 x 2% + 127 x 25,
=14+2+22 423428 425 426 1127 x (1 +2 422 +23 + 2% 4 2%),
= 127 + 127 x 63,
— 8128.

Nous en concluons que le nombre 8128 est parfait.
2. Nous avons
> 6 =22"1(22 — 1), ce qui donne n = 2.
> 28 = 2371(23 — 1), ce qui donne n = 3.
> 496 = 2971(2° — 1), ce qui donne n = 5.
> 8128 = 2771(27 — 1), ce qui donne n = 7.
3. a. Pour tout entier n > 2, nous avons 2" — 1 # 2. Puisque 2 est premier,

ainsi que 2" — 1, la décomposition de N en facteurs premiers est
N =2r"1(2" —1).
3. b. De la question 3. a, il résulte que la liste des diviseurs de N est
1,2,22 ... 207l 9n 1 2(27 — 1), 22(2" — 1), ---, 2" 1(2" — 1).

4. Nous avons

2x S =2422423 ... 42",
S=1+4+2+22425 ... 4001~
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Nous en déduisons par soustraction et aprés simplifications que
2xS-858=2"—-1.

Nous en concluons que S = 2" — 1.

5. Soit S’ la somme de tous les diviseurs de N. Nous avons
S =14+2422 428 4 427 (20 — 1) 4 2(27 — 1) 4 -+ 27727 — 1),
Nous en déduisons
S=8+@2"-1)S=2"x S =2x2""12" -~ 1) =2N.

La somme des diviseurs de N autres que lui-méme est donc 2N — N = N.
Nous avons ainsi prouvé que N = 2"~1(2" —1) est un nombre entier parfait.

6. Nous obtenons

p=int (input ("nbre="))
for n in range(1l,p):
s=0
for i in range(1l,n):
if n%i==0:
s=s-+1
if s=mn:

print ("parfait" n)

Pour "nbre"=10000, nous retrouvons les quatre nombres parfaits proposés
a la question 1.

>>>

parfait 6,

parfait 28,

parfait 496,

parfait 8128.

En prenant ensuite "nbre"=100000, avec un peu de patience, nous obser-
vons qu’il n’y a pas de nombre parfait compris entre 10000 et 100000.

En fait le cinquiéme nombre parfait est 33 550 336, ce qui indique une

raréfaction conséquente des nombres parfaits.
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Exercice 13. Irrationalité de /2

1. Soit n un entier naturel. Justifier que si n est :
> pair, alors son carré est pair,

> impair, alors son carré est impair.

Réciproquement, en déduire
n? pair implique n pair.

2. Pour prouver que \/2 est un nombre irrationnel, nous supposons, par

labsurde, que ce nombre est rationnel, en posant

a . , ,
V2 = 3 oua et b sont des entiers naturels non nuls premiers entre euz.

Justifier que a® est pair. Quelle est la parité de a ?
En déduire la parité de b.

Conclure.

Solution

1. Soit n € N.

> Si n est pair, alors
n = 2k, avec k € N.
Il en résulte
n? = 4k? = 2(2k?) = 2q, en posant q = 2k* € N,

ce qui justifie que n? est pair.

> Si n est impair, alors
n=2k+1, avec k € N.
Il en résulte

n? =2k +1)2 =4k> + 4k + 1 =2(2k> + 2k) + 1 =2q + 1,
en posant ¢ = 2k% + 2k € N,

ce qui justifie que n? est impair.

Réciproquement, la contraposée® de I'implication
2

n impair implique n* impair,

8. Annexe § 5.2
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est
n? pair implique n pair,
ce qui prouve que cette implication réciproque est vraie.
2. Nous supposons

a . :
V2= 7 ol a et b sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.

> Nous en déduisons
a’® = 2% = 2q avec ¢ = b? € N,

ce qui justifie que a? est un entier pair.
La premiére question montre que a est également pair.

> Puisque a est pair, il existe un entier k € N tel que
a =2k,
ce qui induit
20% = (2k)?, soit b = 2k? = 2¢, en posant ¢ = k% € N.

Par suite, 'entier b? est pair donc il en est de méme pour b.

Nous avons établi que les entiers a et b sont pairs.

C’est en contradiction avec a et b entiers naturels non nuls premiers entre
eux.

Par I’absurde, nous en concluons que v/2 est irrationnel.
Exercice 14. Irrationalité de /3

1. Soit n un entier naturel. Etablir ’équivalence

3 divise n si et seulement si 3 divise n?.

2. En s’inspirant de Uexercice précédent, prouver que \/3 est irrationnel.
Solution
1. Soit m un entier naturel.

> Nous commengons par montrer que
si n est divisible par 3, alors il en est de méme de n?.
Si n divise 3, alors il existe k € N tel que

n = 3k.
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Il en résulte

n? = (3k)? = 9k? = 3(3k?) = 3¢, avec ¢ = 3k? € N,
ce qui montre que 3 divise n?.

> Réciproquement, nous prouvons que
si 3 divise n? alors 3 divise n.

Nous procédons par contraposition.
En effet, supposons que 3 ne divise pas n.
En effectuant la division euclidienne de n par 3, nous obtenons par disjonc-
tion
n=3k+1oun=3k+ 2, avec k € N.
* Sin =3k+ 1, alors il vient
n? =3k +1)?=9k%+6k+1=3(3k*>+2k)+1=3¢+1,
avec ¢ = 3k%> 4+ 2k € N,
2

ce qui prouve, dans ce cas, que 3 ne divise pas n°.
* Sin = 3k + 2, alors il vient
n? =3k +2)? =9k +12k+4=3Bk>+4k+1)+1=3¢+ 1,
avec ¢ = 3k? + 4k +1 € N,
ce qui prouve, dans ce second cas, que 3 ne divise par n’.

Nous avons ainsi établi 'implication

si 3 ne divise pas n alors 3 ne divise pas n?.
Par contraposition, la réciproque est démontrée.
si 3 divise n? alors 3 divise n.
Nous en concluons
3 divise n si et seulement si 3 divise n?.
2. Comme dans l'exercice précédent, nous supposons par I’absurde
a N . .
V3= 7 oll a et b sont deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.

> Nous en déduisons :
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a? = 3b% = 3q avec ¢ = b? € N,

ce qui justifie que a? est divisible par 3.
La premiére question montre que a est également divisible par 3.

> Puisque 3 divise a, il existe un entier k € N tel que
a = 3k,
ce qui induit
3b% = (3k)? = 9k2, soit b? = 3k% = 3¢, en posant ¢ = k? € N.

Par suite, l'entier b2 est divisible par 3 donc il en est de méme b.

Nous avons ainsi établi que les entiers a et b sont des multiples de 3.

C’est en contradiction avec a et b entiers naturels non nuls premiers entre
eux.

Par I’absurde, nous en concluons que v/3 est irrationnel.

Remarque. Nous pourrions généraliser cette méthode pour démontrer ’ir-
rationalité de v/5 , NG

Mais cela devient vite fastidieux car il y a 4 types d’entiers naturels qui
ne sont pas des multiples de 5, 6 types d’entiers naturels qui ne sont pas des
multiples de 7 etc. ..

En classe de Terminale - Expert, vous verrez comment démontrer que y/n
est irrationnel lorsque n n’est pas un carré avec des "outils adaptés" comme le

théoréme de Gauss®?.

ALGO
Exercice 15. Triplets pythagoriens

Soient x, y et z trois entiers naturels non nuls satisfaisant a I’équation,

22 4+ y? = 22,

Ces entiers sont les longueurs d’un triangle rectangle. C’est la raison pour
laquelle un triplet (x, y, z), solution de cette équation, est nommé triplet py-
thagorien.

1. Vérifier que le triplet (3,4,5) est pythagorien.

Soit p € N*. Montrer que si (x,y, z) est pythagorien, alors il en est de
méme du triplet (px, py, pz).

En déduire les triplets pythagoriens (60,y, z), (z,60, 2) et (z,y,60)

9. Mathématicien-astronome-physicien : 1777-1855
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2. Prouver que si (x, y, z) est pythagorien, alors un au moins de ces trois

entiers est un nombre pair.
3. Soient m et n deux entiers tels que m > n.
Montrer que le triplet (m? — n?,2mn, m? + n?) est pythagorien.
En déduire un programme Python qui restitue un triplet pythagorien, les

entiers m et n éltant choisis en entrée.
4. Nous supposons que m = n + 1. Justifier que dans ce cas le triplet

pythagorien est constitué, dans cet ordre, d’un entier impair et de deuz entiers

naturels consécutifs.
Proposer un programme Python qui restitue les p premiers triplets pytha-

goriens de cette forme, ’entier p > 1 étant choisi par ['utilisateur.

Solution

1.>> Nous avons
3+ 42 =57

ce qui justifie que le triplet (3,4,5) est pythagorien.

> Puisque 22 + y? = 22, nous obtenons

(p)? + (py)* = p*(a? + %) = p*2* = (p2)?,
ce qui montre que le triplet (px, py, pz) est pythagorien.

>> Pour tout p € N*,(3p, 4p, 5p) est pythagorien.
* 3p = 60 implique p = 20 et par suite le triplet

(60,80,100) est pythagorien.
* 4p = 60 implique p = 15 et par suite le triplet

(45,60, 75) est pythagorien.
* bp = 60 implique p = 12 et par suite le triplet

(36,48,60) est pythagorien.

2. Soit (x, y, z) un triplet pythagorien. Pour fixer les idées, nous supposons

que les entiers x et y sont impairs, c¢’est-a-dire

x=2p+1 avec p € N*,
y=2q+ 1 avec ¢ € N*.

Il en résulte :
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22 =(2p+ 1) =4p®> +4p+1=2(2p% +2p) + 1,
ce qui donne, en posant P = 2p® + 2p € N¥,
z?=2P+1
ce qui justifie que z? est impair.
De la méme facon, en posant Q = 2¢> + 2¢ € N*, nous obtenons
y*=2Q+1,
ainsi y? est impair.
Nous en déduisons

=224+ =2P+1+2Q+1=2(P+Q+1),avec P+ Q + 1 € N*,

ce qui montre que 22 est pair.
Lors de la seconde question de l’exercice corrigé 2 ou dans la premiére

question de 'exercice corrigé 14 de ce méme chapitre, nous avons montré que
22 pair implique z pair,

ce qui établit la conclusion attendue.
3.>> Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m > n. nous

avons
(m? —n?)? + (2mn)? = m* — 2m2n® + nt 4 4m*n?,
=m* +2m?n® + n4,
= (m?* +n?)?,

ce qui montre que le triplet (m2 —n?,2mn, m? + nQ) est pythagorien.

> Nous proposons la fonction Python suivante

def TPytha(m,n):
if n>=m:

return "recommencer_car_n_est_plus_grand_que_m"
else:

A=Kk 2 —n % 2

b=2sm+n

CIkk 2+ 1k k 2

return [a,b,c|
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Par exemple, nous obtenons
>>> TPytha(2,1)

3, 4, 5]

>>> TPytha(91,52)

[5577, 9464, 10985]

>>> TPytha(2021,2020)
[4041, 8164840, 8164841]

4. > Nous supposons que m = n + 1. Il vient

m? —n?=(mn+1)?2-n?=2n+1,

2mn = 2(n + 1)n = 2n? + 2n,
m?2+n?=mn+1)2+n?=2n2+2n+1.

Nous en concluons que le triplet pythagorien
(2n +1, 2n% + 2n, 2n% +2n + 1)

convient, puisqu’il est constitué dans cet ordre d’un entier impair et de deux
entiers naturels consécutifs.
> Pour ce script, nous considérons une fonction Python nommée

"ListeTP(p)" qui utilise celle proposée a la question 3, ce qui donne

def TPytha(m,n):
if n>=m:
return "recommencer_car_n_est_plus_grand_que_m"
else:
a=mkk2—n*x2
b=2xmx*n
c=mkck 2Nk k2
return |[a,b,c]
def ListeTP (p):
L={]
for i in range(1l,p+1):
L.append (TPytha(i+1,i))

return L

Nous obtenons par exemple :
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>>> ListeTP(5)

13, 4, 5], [5, 12, 13], [7, 24, 25|, |9, 40, 41], [11, 60, 61]].

>>> ListeTP(30)

13, 4, 5], [5, 12, 13|, [7, 24, 25], [9, 40, 41], [11, 60, 61], [13, 84, 85], [15,
112, 113], [17, 144, 145], [19, 180, 181], [21, 220, 221], |23, 264, 265], |25, 312,
313|, [27, 364, 365], [29, 420, 421], [31, 480, 481], [33, 544, 545], [35, 612, 613],
[37, 684, 685], [39, 760, 761], [41, 840, 841], |43, 924, 925|, [45, 1012, 1013], [47,
1104, 1105], [49, 1200, 1201], [51, 1300, 1301], [53, 1404, 1405], [55, 1512, 1513],
[57, 1624, 1625|, [59, 1740, 1741], [61, 1860, 1861]]
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CHAPITRE 4

La géométrie du college

Dans ce chapitre, nous consolidons par une étude plus approfondie les ac-
quis de la géométrie enseignée au collége, c’est-a-dire les théorémes de Thalés,
de Pythagore et la trigonométrie dans le triangle rectangle. Pour cela, nous

proposons différents exercices et problémes dont les thémes principaux sont :

- une preuve du théoréme de Pythagore et de celui Thalés par des considé-

rations d’aires,
- des propriétés remarquables dans le triangle,

- des compléments de trigonométrie dans un triangle acutangle, c’est-a-dire

possédant trois angles aigus,
- une propriété de la bissectrice intérieure dans un triangle,
- des relations métriques dans un triangle.

Les pré-requis sont ceux du collége avec notamment la formule donnant
I’aire d'un triangle, la trigonométrie dans un triangle rectangle, la notion
d’angle inscrit dans un cercle et en particulier le cas d’un angle droit inscrit

dans un cercle.

Ce chapitre est évoqué dans le programme de Seconde. Cependant les ques-
tions qui y sont abordées font partie du patrimoine de la géométrie qui a été
enseignée aux générations qui nous précédent. L’élégance et ’aspect formateur
des preuves que nous proposons devraient permettre & un(e) éléve motivé(e)
de satisfaire sa curiosité intellectuelle. Ce chapitre devrait aussi contribuer au
fait que cette géométrie, dans des configurations, ne tombe pas dans un oubli

qui me semble préjudiciable pour les générations a venir.
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4.1 Une preuve du théoréme de Pythagore

Exercice 1. Une preuve par les aires de triangles

Avec les données de la figure, montrer que 2> = z2 + y>.

& Y

Solution

L’aire du carré de coté x 4 y est égale a la somme de l'aire du carré de coté
z et de aire des quatre triangles rectangles dont les cétés de 'angle droit sont
x et y, ce qui donne

(x+y)?=22+4x H;—y

En développant, nous obtenons
22 + % + 20y = 2% + 22y.

Nous en concluons que 22 = 22 + y2.

4.2 Une preuve de la propriété de Thalés

Exercice 2. Une preuve par les aires de triangles
ABC' est un triangle quelconque, M un point du segment [AB] et N un
point de [AC].

On suppose que les droites (M N) et (BC) sont paralléles.
)

1. Montrer que aire(AMN) _ AM
' 1 aire(ABN)  AB’
2. De méme, prouver que aire(AMN) _ AN
' P 1 aire(ACM) — AC”
3. Justifier que les triangles M BC et NBC' ont la méme aire.
4. En déduire que aire(ABN) = aire(ACM).
AM AN

AB ~— AC’

5. En déduire que
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Solution

1. Avec les notations de la figure, nous avons

NH x AM NH x AB

aire(AMN) = 5 et aire(ABN) = 5

Aprés simplifications, nous en déduisons

aire(AMN)  AM

aire(ABN)  AB’
2. De la méme fagon, nous avons

MH' x AN MH' x AC

aire(AMN) = 5 et aire(ACM) = 5

Nous en déduisons
aire(AMN) AN

aire(ACM) — AC’

3. Désignons par h la longueur commune des hauteurs issues de M et N
respectivement dans les triangles M BC' et NBC.
Nous avons

hx BC et aire(NBC') = h X2BC,

aire(MBC) =
ce qui justifie :
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aire(MBC) = aire(NBC).
4. Puisque
aire(ABN) = aire(ABC) — aire(NBC)
et
aire(ACM) = aire(ABC) — aire(M BC),

nous en déduisons
aire(ABN) = aire(ACM).
5. Il en résulte

aire(AMN)  aire(AMN)

aire(ABN)  aire(ACM)’
Nous avons ainsi prouvé
AM AN
AB  AC’
4.3 Propriété du pied de la bissectrice
Exercice 3. Une preuve par les aires de triangles
Soit ABC' un triangle quelconque. La bissectrice de l’angle A coupe le seg-

ment [BC] en un point I. On désigne par R et Q) les projetés orthogonaur du
point I sur les droites (AB) et (AC) respectivement.

1. Justifier que 1Q = I R.

2. En exprimant de deuz fagons les aires des triangles ABI et ACI,
1B AB
montrer que — =

IC ~ AC’
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Solution
1. Dans le triangle ARI, rectangle en R, nous avons

IR A
— =9 —_
1A~
De méme dans le triangle AQI, rectangle en @), on a
Q_ A
74 = sing
Il en résulte que
IR _IQ
IA TA

Nous en déduisons que IQ = IR.
2. Soit H le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

Nous avons

IRx AB AH x BI
aire(ABI) = >; = ; :

Nous en déduisons

IR x AB = AH x BI, ce qui donne

IR x AB
AH = ————.
BI

De méme, nous avons
1 A AH x I
aire(ACI) = @ ; ¢ = ; C.
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Nous en déduisons

1Q) x AC = AH x IC, ce qui implique

_1Q x AC

AH
e

Puisque IQ = IR, les deux expressions de AH permettent d’obtenir I'éga-
lité
AB AC
BI ~ CI'
Il en résulte

AB x CI = AC x BI.

Nous en concluons
IB AB
IC ~ AC’
Remarque
Nous avons démontré la propriété suivante que vous pouvez retenir.
Soient ABC' un triangle et I le pied de la bissectrice, sur le segment [BC],
de l’angle A.
Nous disposons de la relation métrique
IB AB
IC~ AC’

4.4 Loi des sinus

Exercice 4. Formule des sinus dans un triangle acutangle
ABC est un triangle acutangle, c’est-a-dire ayant trois angles aigus.
On désigne par :
o H et K les pieds des hauteurs issues respectivement des sommets C' et
B du triangle.
° A\, B et C les trois angles aigus du triangle.
e a, b et c les longueurs respectives BC, AC' et AB des cotés du triangle.
1. a. En calculant CH de deuz fagons, montrer que bsin A = asin B.
b. De méme, prouver que csin A = asinC.

c. En déduire la formule de sinus

a b c

sinA sinB sinC
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2. Soit S laire du triangle ABC.

a. Montrer que 25 = acsin B.

b b

b. En déduire que ¢ —~ = — = C/\ = 2.
sinA  sinB sinC 25

3. Soit (C) le cercle circonscrit au triangle ABC..

On désigne par O son centre et par R son rayon.

a. Le point D étant diamétralement opposé a B,
— a

montrer que sin BDC' = —

bQR'
abe
b. En dédui =—.
n déduire que S 1R
Solution

1.

a. D’une part, dans le triangle AHC rectangle en H, nous avons

CH

TC = sin 1/4\

D’autre part, dans le triangle BHC rectangle en H, nous avons
CH -~
B70 = sin B.

Nous en déduisons
CH = AC'sin A = BC'sin B.
Nous en concluons
bsin A = asin B.

b. De méme, nous calculons BK de deux facons. Dans le triangle ABK

rectangle en K, nous obtenons :
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BK = ABsin A = ¢sin A.
Dans le triangle C BK rectangle en K, nous obtenons
BK = BCsinC = asinC.
Il vient
csinA = asinC.

c¢. Nous pouvons d’abord remarquer que sin A £ 0, sin B #0 et sinC' #0,
puisque les points A, B et C' ne sont pas alignés.
De I’égalité obtenue en 1. a, il résulte
a b

sinA sinB

De I’égalité obtenue en 1. b, nous déduisons
a  c
sinA  sinC

La "formule des sinus" est ainsi démontrée, c¢’est-a-dire

a b c

sinA sinB sinC

2. a. Nous avons

~ CH x AB

5 2

Nous savons que CH = B(C'sin B. 1l en résulte

25 = BC x sin B x AB, ce qui donne
25 = acsin B.

2. b. L’égalité précédente implique

25 ~
— =sin B.
ac
Nous en déduisons
28  sinB ., abe b
— = ——  soit — = —=.
abc b ’ QS Sin B

La loi des sinus permet de conclure :
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a b c _abc

sin A B sin/B\i sinai 25"

a. Le triangle BDC est inscrit dans le cercle (C) et son coté [BD] est un

diamétre de ce cercle.
Il en résulte que ce triangle est rectangle en C'. Par suite, nous obtenons

. =——  BC a
SlnBDC = ﬁ = ﬁ

b. Les angles BDC et BAC sont inscrits dans le cercle (C) et interceptent

un meéme arc.

Ceci donne

BDC = BAC = A.

La question précédente induit

sin A = i, c’est-a-dire ~ = 2R.
sin A

De plus, nous savons que

a  abc

sind 25

Nous en déduisons

abe

25 = 2R.
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Nous en concluons

abe

Remarque

Vous pouvez retenir la "formule des sinus". Cette derniére est vraie dans

un triangle quelconque. Cette généralisation peut étre prouvée aprés 1’étude
du chapitre 10 de trigonométrie.

4.5 Une application de la formule des sinus

Exercice 5. Caractérisation d’un triangle rectangle

Les données sont celles de l’exercice 4 ci-dessus.

Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) le triangle BAC' est rectangle en A.

(ii) sin® A = sin? B +sin2C.

Solution

Montrons d’abord que (¢) implique (i7).
Si le triangle BAC est rectangle en A, alors

sin A = sin90° = 1
De plus, dans ce triangle rectangle, nous avons :
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~ b —~ ¢
sinB=—-cetsinC = —.
a a
Nous en déduisons

P —~ b2 —1—02
3 2 3 2 2 2

B C=(= N2 )
sin® B+sin“C = (=) + (-)* = 5

En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle BAC' rectangle

en A, il vient
b2 + % = a?
Il en résulte
sin? §—|— sin? C = 1, soit sin? A = sin? E—i— sin? C.

Réciproquement, montrons que (i7) implique ().

Supposons que
sin? A = sin® B + sin? C.
La formule des sinus appliquée au triangle BAC, inscrit dans un cercle de

rayon R, donne

a b c

=2R.

simA sinB sinC

Nous en déduisons

L~ a L b .= C
sinA=—,sinB=—etsinC=—,

2R 2R 2R
ce qui implique
LAV iz € \2

Apres simplification, nous obtenons
b+ =a

La réciproque du théoréme de Pythagore permet de conclure que le triangle
BAC est rectangle en A.
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4.6 Une propriété de 'orthocentre d’un triangle

Exercice 6. Symétrique de orthocentre d’un triangle par rapport
a un de ses cOtés
Soient ABC' un triangle quelconque, O le centre du cercle I' circonscrit a

ce triangle, H son orthocentre et D le symétrique de A par rapport a O.

1. Montrer que les droites (BH) et (CD) sont paralléles. Prouver qu’il en
est de méme des droites (BD) et (CH).

2. En déduire que les segments [BC| et [HD] ont le méme milieu.

3. Soit H' le symétrique de H par rapport & la droite (BC). Justifier que
le triangle HH'D est rectangle en H'. En déduire que H' € T'.

4. Ce résultat persiste-t-il lorsque le triangle ABC' est rectangle en B ¢

5. Conclure.

Solution

1. Le triangle AC'D est inscrit dans le cercle I' dont [AD] est un diamétre.
Ce triangle est donc rectangle en C, ce qui prouve que la droite (DC) est
perpendiculaire en C' a la droite (AC).

La droite (BH) est une hauteur du triangle ABC, donc cette droite est
orthogonale a (AC).
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Puisque deux droites orthogonales & une méme droite sont paralléles entre
elles, nous pouvons en conclure que les droites (BH) et (C'D) sont paralléles.

De la méme facon le triangle ABD est inscrit dans le cercle I, il est donc
rectangle en B. De plus (CH) est une hauteur du triangle ABC.

Par conséquent les droites (BD) et (CH) sont orthogonales & (AB), donc
paralléles entre elles.

2. Le quadrilatéere HBDC est tel que (BH)//(DC) et (CH)//(BD).

Ce dernier est donc un parallélogramme dont les diagonales [HD] et [BC]
ont le méme milieu noté I.

3. Désignons par J le milieu du segment [HH'].

Dans le triangle HH'D, le théoréme des milieux justifie que les droites (I.J)
et (H'D) sont paralléles.

De plus la droite (HH') est perpendiculaire en J a la droite (BC) = (I.J).

Or nous savons que si deux droites sont paralléles, toute perpendiculaire &
I'une est perpendiculaire a ’autre.

Par conséquent, la droite (HH') est perpendiculaire & (H'D) en H'.

Nous avons ainsi prouvé que le triangle HH'D est rectangle en H'.

Les points A, H et H' sont alignés, donc le triangle AH'D est rectangle en
H'
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Puisque [AD] est un diamétre du cercle I', ce triangle est inscrit dans ce
cercle, ce qui justifie que H' € I.

4. Lorsque le triangle ABC' est rectangle en B, les points H, B et H' sont
confondus. Dans ce cas, nous avons également H' € T.

5. De la méme facon, nous prouvons que les symétriques de 'orthocentre
par rapport aux deux autres cotés du triangle ABC' appartiennent au cercle
I". Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Le symétrique de l’orthocentre d’un triangle quelconque par rapport a 'un

de ses cotés appartient au cercle circonscrit a ce triangle.

4.7 Une application de la loi des sinus

Exercice 7. Triangle d’or

Soit ABC' un triangle isocéle en A. La bissectrice issue du sommet B coupe
le segment [AC] en un point D tel que le triangle BCD soit lui-méme isocéle
en B.

1. Montrer qu’une mesure en degré de l’angle BAC est égale a 36°.
AB  BC

2. Prouver que ——

BC ~ CD’
3. On suppose que BC' = 1. Le réel ¢ =
Justifier que AB = ¢.
4. En déduire que cos 36° = g

est le nombre d’or.

1+5
2
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Solution
1. Les triangles ABC' et BC'D sont isocéles respectivement en A et B.

Il en résulte
ABC = BCD = CDB.
De plus la droite (BD) est la bissectrice de I'angle ABC donc
CBD = %14/1'9\0.
Dans le triangle BC' D, nous avons
CBD + BCD +CDB = 180°.
Nous en déduisons
1= A s B o
§ABC + 2ABC = 180°, soit QABC = 1807,
ce qui donne
ABC =T72°.
Puisque
BAC = 180° — 2ABC,
nous obtenons finalement
BAC = 36°.

Remarque

Nous avons ABD = %A/@ = 36°, ce qui permet d’observer que le triangle
ADB est également isocéle en D.

Nous en déduisons aussi que BDC = 72°.

2. La loi des sinus, appliquée au triangle ABC, donne

BC AB " BC AB
= = —, SOl " = — .
sin A sinC' sin 36° sin 72°
Nous en déduisons
AB _sin 72°
BC  sin36°

De méme dans le triangle BC'D, nous obtenons :
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BC CD

sin72°  sin 36°’

c’est-a-dire
BC  sin72°
CD  sin36°’
Nous en concluons
AB _BC
BC CD’

3. Les triangles CBD et AD B sont isocéles respectivement en B et D, donc
1=BC=BD=AD.
Il en résulte
CD=AC—-AD=AB—1.

L’égalité obtenue a la question précédente devient
AB 1
1 AB-1

Cette équation, dont 'inconnue est AB, est équivalente &

AB(AB—-1)=1« AB*>—- AB—-1=0.

Nous reconnaissons une équation du second degré. Pour la résoudre, nous

mettons sous sa forme canonique le trinome AB? — AB — 1.

I1 vient
1 1 1 1 5
AB? —2x “AB+ (=) — (=2 —-1= AR — 22 =2
Nous en déduisons
1 V5 1 NG 1 V5 1 V5
AB — - = — AB— - =—"— & AB = - 4+ — AB = - — —.
2 2 " 2 2 = 5 Ty ou 5 5

Puisque AB > 0, nous en concluons

1 V5
AB =+ =0

4. Soit H le pied de la hauteur issue de D dans le triangle AD B isocéle en
D.

Dans ce cas le point H est aussi le milieu du segment [AB].
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Dans le triangle AH D rectangle en H, nous avons

AH 3AB AB

cos A = cos 36° =

AD ~ 1 2
1 5
Nous savons que AB = 3 + \2[ = ¢.
Nous en concluons
o _1+V5
36° = - = :
cos 5 1

4.8 Comparaison de moyennes

Exercice 8. Preuves géométriques

1. Soient a et b deux réels positifs.

a-+b

e La moyenne arithmétique des réels a et b est le réel positif
e La moyenne géométrique des réels positifs a et b est le réel v/ ab.
a+b
Montrer linégalité i > Vab, notée [1].

2
2. Une preuve géométrique de l'inégalité [1].
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Le triangle APB est inscrit dans le demi-cercle de diamétre [AB], centré
en O. Le point H est le projeté orthogonal de P sur la droite (AB).

On pose HA=a et HB = b.

a. Justifier que HPB = HAP.

b. Montrer que PH = Vab.

c. Montrer que OP = a4 ; b.

d. En déduire l'inégalité [1].

e. Interpréter géométriquement le cas ou l’égalité est atteinte.

3. Une autre preuve géométrique de [1].

On considére le demi-cercle de la question précédente. Sotent P un point
de la droite (AB) tel que P ¢ [AB] et (PT) la tangente en T & ce demi-cercle.
On pose PA=a et PB =b.

a. BExzprimer PO et PT en fonction de a et b.

b. En déduire l'inégalité [1].

c. Justifier que, dans cette configuration, linégalité est stricte.
Solution

1. Soient a et b deux réels positifs. Nous avons

a—zi—b_\/%_a—kb—;\/a\/l;_ (f—2\/5)2.

Il en résulte que

a;b—x/@zo.

Cela prouve que, pour tous a > 0 et b > 0, nous disposons de I'inégalité

a;bzx/%. [1]
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a. Les angles HPB et HAP ont le méme angle complémentaire B dans les
triangles PH B et APB respectivement rectangles en H et en P.

Nous en déduisons
HPB = HAP.

b. Dans le triangle PH B rectangle en H, nous avons

—— HB
tan HPB = —.
an TP
De méme, dans le triangle PH A rectangle en H, nous avons
—— HP
tan HAP = —.
an A

Or HPB = Im, ce qui implique

tan HPB = tan fm

Nous en déduisons
HB HP
HP HA’

ce qui donne
HP2=HA x HB = ab.

Comme HP > 0, nous en concluons
HP = ab.

c. Le triangle AOP est isocéle en O. Par suite, nous avons
AB

Puisque H € [AB], nous obtenons
AB=HA+ HB =a+0b.

Nous en concluons
a+b
OP = )
2

d. Dans le triangle OH P, rectangle en H, en appliquant le théoréme de

Pythagore, nous obtenons :
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OP? = OH?* + HP? > HP?
De la régle de comparaison des racines carrées, nous en déduisons
VOP? > VHP?.
Puisque OP >0 et HP > 0, il vient
OP > HP.

Nous avons ainsi démontré, pour tous les réels a > 0 et b > 0, I'inégalité

[1], c’est-a-dire

a;bz\@

Remarque

On suppose que P # A et P # B car sinon le triangle APB est réduit au
segment [AB].

e. L’égalité est atteinte si et seulement si H = O, soit a = b.

3. a. On suppose, comme sur la figure, puisque P ¢ [AB], que b > a > 0.

> D’une part, nous avons

PO:PA—{—AO:PA—}—ATB:PA_FPB#_PAZG_{_[?;G:a—2|—b'

> D’autre part, nous appliquons le théoréme de Pythagore dans le triangle

OTP rectangle en T, ce qui donne

PT? = PO? — OT?.

h—
Puisque OT = OA = ¢ et PO = %, nous obtenons
a+b b—a
P2 = (L5 - (0,
+0b b—a a+b b—a
pr2 = ¢ H - = ab.
0+ Y G - Y| = w

Comme PT > 0, nous en concluons
PT = V/ab.

b. De la méme facon que dans la question 2. d, nous avons PT < PO, ce
qui justifie 'inégalité [1] au sens strict.

c. L’inégalité est stricte car si I’égalité est atteinte dans [1], on aurait a = b,
ce qui est impossible car P ¢ [AB].

Remarque

Nous raisonnons de la méme fagon si 0 < b < a.
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4.9 Relations métriques dans un triangle

Exercice 9. Formules d’Al Kashi! et de Héron?
ABC est un triangle acutangle, c’est-a-dire ayant trois angles aigus.
On désigne par

o H le pied de la hauteur issue du sommet A du triangle.

° A\, B et C les trois angles aigus du triangle.

e a, b et c les longueurs respectives BC', AC et AB des cotés du triangle.

1. Formules d’Al Kashi.
a. En appliquant le théoréeme de Pythagore aux triangles AHB et AHC,

montrer que
b? = a® + ¢ — 2accos B.

b. Sans justification, donner de méme
e c? en fonction de a®, b* et C.
e a? en fonction de b%, ¢* et A.
2. La formule de Héron.
On pose AH = h et 2p=a+b+c, (2p est le périmetre du triangle ABC).
1l s’agit dans cette question d’exprimer laire S du triangle ABC' en fonction
de a, b, c et p.

24 2 _p2
a. Justifier que BH = L.

2a

1. Mathématicien et astronome perse : XIII®-XIV® siécle
2. Mathématicien grec : I°-11° siécle
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(a+b+c)b+c—a)la+c—b)(a+b—rc)
4a? '
) 2
c. En déduire que h = a\/p(p —a)(p—"0)(p—-c).
d. En déduire la formule de Héron : S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢).
3. Calcul du rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC en fonction de

a, b, cetp.

b. Montrer que h? =

Soient O le centre et r le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC.

a. Justifier que S = pr.

b. En déduire que r = \/(p —a)p=b)p- C).
p

Solution

1. a. Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle AH B rectangle en H
assure que

AH? = AB?> — BH”.
De méme, dans le triangle AHC rectangle en H, nous avons
AH? = AC? — CH>.
Nous en déduisons
AB? - BH? = AC? - CH?,
soit,
AC? = AB?> + CH? — BH?,

ce qui donne :
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v> =c?+ (CH — BH)(CH + BH).
Puisque H € [BC], nous avons
CH+ BH = BC =a.

De plus, comme CH = a — BH, nous obtenons
CH - BH =a—2BH.
Il en résulte
b =c?>+ala —2BH) = c® 4+ a® — 2a x BH.

Dans le triangle AH B rectangle en H, nous avons

BH —~
—— = cos B.

Nous obtenons ainsi
BH = BAcos B = ccos B.
Nous en concluons que la premiére formule d’Al Kashi est
b2 = a® + ¢ — 2accos B.

b. De la méme facon, étant donné la symétrie de I'égalité ci-dessus, nous

disposons sans justification des deux autres formules d’Al Kashi
2= a2+ b%—2abcosC et a2 = b? + ¢ — 2bccos A.

Remarque
Nous justifierons lors du chapitre 10 de trigonométrie que les formules d’Al
Kashi sont encore vraies lorsqu’un des angles du triangle est obtus.

2. a. Nous savons d’aprés la question 1. a, que
b2 =c?+a®> —2a x BH.

Sachant que a > 0, nous en déduisons

a’+ 2 —b?
2a ’

BH =
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b. Nous savons également que AH? = AB? — BH?, ce qui donne successi-

vement

o 2 (a2+62—b2>2
= CcC — —_—mmm N
a

2

4622 — (a® + 2 — 1?)?
N 4a? '
_ (2ac+ (a* 4+ & — b?))(2ac — (a® + ¢ — b?))
B 4a? ’

((a® + ¢ + 2ac) — b?))(b? — (a? — 2ac + ¢?))
N 4a? ’
_ ((a+c)? = 0*)(b* = (a—0)*)

4a? '

_(at+c+b)(at+c—b)(b+a—c)(b—a+c)
N 4a? ’

(a+b+c)b+c—a)(a+c—b)(a+b—rc)
B 4a? '

c. Puisque 2p = a 4+ b + ¢, nous avons

2p—2a=b+c—a,
2p —2b=a+c—b,
2p—2c=a+b—c

Ainsi nous obtenons

2p(2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2c¢)
4a? ’

h? =

c’est-a-dire

2 — 16p(p —a)(p = b)(p—¢) _ 4p(p —a)(p —b)(p — )
4a? a? .

Puisque h > 0, il vient

poy 2= 9 2 G -0,

a?

Remarque
Nous observons que les égalités obtenues en b. et c. sont validées grace aux

inégalités triangulaires dans le triangle ABC, c’est-a-dire
b+c>a,a+c>beta+b>c.

d. Nous avons :
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g BCxAH a . a
2 2 2

La formule de Héron en résulte
S=/p(p—a)p—b)(p—c).

3. a. En additionnant les aires des triangles AOB, BOC et COA, nous

obtenons

1 1 1 1
S—§CT+§ar+§br—§(a+b+c)r—pr.

b. De la formule de Héron, il résulte que

VP —a)(p—0)(p —c) = pr.

Nous en déduisons

r—;\/p(p—a)(p—b)(p—c) = p(p—a)(pp; =<

Nous en concluons

(p—a)(p—"0b)(p—c)
. .

r =

4.10 Aire d’un secteur angulaire

Exercice 10. Aire d’une ogive
1. Sur la figure ci-dessous, on considére un disque de centre O, de rayon r
et un secteur angulaire de ce méme disque correspondant a un angle au centre

de mesure o (en degrés).
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On désigne par A laire de ce secteur angulaire. Sachant que l’aire du disque
et laire du secteur angulaire sont proportionnelles aur mesures de leur angle

au centre respectif, justifier que

2. Sur la figure ci-dessous, le triangle DCE est équilatéral de coté a.

E
'
|
1
'
'
'
1
1
1
1
|
'
'
1
i
1
|
1

h

L’arc CF est un arc du cercle de centre D.
L’are DE est un arc du cercle de centre C.
Calculer laire de 'ogive DCE.

Solution

1. D’aprés les considérations de proportionnalité de I’énoncé, nous obtenons

A

360 o
Nous en déduisons,

7T’I"20é

A= 350

Remarque préalable

Nous rappelons tout d’abord que dans un triangle équilatéral de coté a,

une hauteur de longueur h est telle que

Il est conseillé de connaitre par coeur ce résultat qui est trés utile, notam-

ment en trigonométrie.

2. L’aire A; correspondant a l’arc DE est :
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A1:7WQX60:L(12.
360 6

Par symétrie, 'aire du secteur angulaire qui correspond a 'arc CE est aussi
égale a Aj.
L’aire As du triangle équilatéral DEC est

ah_a a\/g_aQ\/g

A== T
Nous en déduisons que l'aire A de 'ogive est
2 2
3 3
A=Ay +2(A) — Ag) = 24, — Ay = 2 % ”g—“fzﬁ(g—[).

4.11 Formule des sinus et une inégalité

Exercice 11. Aires de triangles et inégalité

1. Montrer que, pour tout réel t € R,

H1—t) <

=

En déduire que, pour tous les réels x €]0, 1[, y €]0, 1| et z €]0, 1[, nous
disposons de l'inégalité
1
eyl — )1 y)(1-2) < o

2. Soit ABC' un triangle acutangle (trois angles aigus).

Nous désignons par

e a, b et c les longueurs respectives BC, AC' et AB de ses cotés.

e S son aire.

Justifier que
S = 1bcsing: 1acsinE\: }absiné\.
2 2 2
3. Nous considérons les points P, Q) et R appartenant respectivement aux
segments [BC], [AC] et [AB] tels que

BP = az, avec x €]0, 1],
CQ = by, avec y €0, 1],
AR = cz, avec z €0, 1].

Calculer, en fonction de S, les aires des triangles AQR, BPR et CQP.

L’affirmation qui suit est-elle vraie ¢

L’une au moins des aires calculées ci-dessus est inférieure ou égale a 1
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Solution
1.

> Soit ¢ un réel. Nous avons

1 s (1 )
——t+tP=(=—-t) >0,

1
Z 1=t =
4 =1 4 2

ce qui prouve, pour tout réel t,

H1-t) <

N

> Nous appliquons I'inégalité précédente aux trois réels x, y et z apparte-
nant a l'intervalle |0, 1[, nous en déduisons

Nous obtenons

=

1 1
0<x(1—x)§1,0<y(1—y)§1et0<z(1—z)§

En multipliant membres & membres ces trois inégalités qui sont validées
dans R**, il vient
1

zyz(1—2z)(1 —y)(1 —2) < B

Nous en concluons, pour tous les réels z €]0, 1[, y €]0, 1] et z €]0, 1], que
nous disposons de I'inégalité
1

ry2(l—2)(1-y)(1-2) < o

Avec les notations de la figure, en reprenant l’exercice 4, nous appliquons

la loi des sinus dans ce triangle, ce qui donne

a b c abe

sing - sin/g_ sina_ 25"
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Nous en déduisons
~ 1 ~
25 x a = abesin A, soit S = ibcsinA.
De la méme fagon, nous justifions que
S=YacsinB = tabsinC
= — S = — S .
5acsin 5absin

3. > Nous disposons de la figure qui suit.

Nous appliquons les égalités précédentes dans le triangle AQR.

I1 vient

aire(AQR) = % x AR x AQ X sin A\,
1 ~
= icz(b —by)sin A,
1 ~
=z(1-y) x §bcsinA,

=z(1—-y)S.
De la méme fagon, nous obtenons

1 —
aire(BPR) = z(1 — z) x §acsinB =z(l—2)8,

1 —~
aire(CQP) = y(1 — x) x iabsinC’ =y(l—2x)S.
> Nous supposons par 'absurde  que

IR

aire(AQR) > % et aire(BPR) > g et aire(CQP) >

3. Annexe § 5.1
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Ces trois inégalités sont strictement positives donc nous pouvons les multiplier

membres & membres, ce qui donne
S 3
aire(AQR) x aire(BPR) x aire(CQP) > (4) ,

c’est-a-dire
SS
zyz(1 —2)(1 —y)(1 - 2)83 > —.
64
Aprés simplification par S > 0, nous en déduisons

zyz(1—x)(1 —y)(1 —2) > 6i4

Cette inégalité est contradictoire avec celle obtenue a la premiére question.

Nous en concluons que I'affirmation proposée est vraie : I'une au moins des
S

aires des triangle AQP, BPR, CQP est inférieure ou égale a 1
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CHAPITRE 5

Fonctions numériques

La notion de fonction est relativement récente puisqu’elle a été introduite
par Leibniz a la fin du XVII® siécle. 11 s’agit d’un concept trés fécond qui au-
torise la mise en relation d’objets mathématiques de natures diverses. A notre
niveau, nous nous intéressons aux fonctions numériques d’une variable réelle,
c’est-a-dire la mise en relation selon un processus précis d’'un nombre réel (la
variable) avec un autre réel dépendant de cette variable. Dans ce chapitre, nous
donnons les connaissances de base conformes au programme de Seconde tout
en insistant sur le lien étroit qui existe entre fonction, équation et inéquation.
Comme approfondissements, nous proposons une introduction & la notion de
bijection, des exercices qui introduisent la pratique de la composition de deux

fonctions et d’autres a propos de la fonction partie entiére.

5.1 Les définitions

5.1.1 Deéfinition d’une fonction numérique

Définition. Soit D un intervalle ou une réunion d’intervalles de R. Une fonc-
tion numérique f définie sur D, associe a chaque réel x appartenant a D un

unique réel noté f(x). Ce réel f(x) est l’image de x par la fonction f.

Remarques. Nous en faisons cing.

e Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons, pour simplifier, le terme
fonction en omettant I’adjectif numérique.

e Une fonction est déterminée par la donnée de D (ensemble de départ de

la fonction) et du procédé f qui a chaque x € D associe le réel f(x).
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e Pour considérer une fonction, on utilisera indifféremment I’'une ou 'autre
des formulations suivantes :

> soit f la fonction définie sur D par f(z)= expression en fonction de x.

> soit f : x +— f(z), avec z € D.

e La variable x est muette, ce qui signifie que nous pouvons écrire indiffé-

remment

frx—= f(x)ouf:t— f(t)ouf:ar f(a) ..

e Une fonction f définie sur D C R est également appelée application f
de D dans R.

Exemples. Nous en proposons deux.
e Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22 — 2.
L’image par f de 0 est f(0) = —2.
L’image par f de v/2 est f(v/2) = 0.
L’image par f de —1 est f(—1) = (-1)2-2=1-2=—1.

Pour tout réel x, I'image de —z par f est

fl=2) = (-x)* =2 =2 -2 = f(z).

e Soit 7 la fonction racine carrée définie sur [0, +oo[ par 7(z) = /.
L’image par 7 de 3 est r(3) = v/3.
Le réel —1 n’a pas d’image par r car —1 ¢ [0, +oo].

Pour tout réel z, 'image de 22 par r est
r(2?) = Va2 = |z|.
La valeur absolue d’un réel est définie au chapitre 1.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Une fonction peut-étre interprétée comme une succession de « filtres »

ainsi que le suggére le schéma suivant

T —— @ -2 — flz)=a2>—2

e Le langage Python est trés bien adapté aux calculs d’images par une
fonction.

L’exemple précédent est restitué par le script qui suit.
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def f(x):
V=X*%2—2

return y

5.1.2 Ensemble de définition

Définition. L’ensemble de définition d’une fonction f, noté Dy , est l'en-

semble des réels x tels que le nombre f(x) existe.

Remarque. Lorsque I'on considére une fonction f définie sur une partie D de
R, nous avons, selon le contexte, D = Dy ou D C Dy.
Par exemple, la fonction carrée f : x + 22 est définie sur R, mais si f est

l'aire d'un carré de coté x > 0, alors f est définie sur |0, 4+o00].

Proposition. Le tableau qui suit restitue l’ensemble de définition de chacune

des fonctions de référence de la classe de Seconde .

fonction f Dy
affinex — ax + b R
carréx — x? R
racine carréex v \/x R* = [0, +oof
1
inversex — — R™* =] — oo, 0[U]0, 00|
x
valeur absolue x +— |x| R

Démonstration. Chaque ensemble de définition résulte de la définition de la

fonction de référence considérée.

Exemples (Recherche d’ensembles de définition). Nous en proposons quatre.

est définie si et seulement si

e La fonction f:x +—

x—1#0, soit x # 1.

Conclusion. Dy =R — {1} =] — o0, 1[U]1, +o0].
e La fonction g : z +— /& — 1 est définie si et seulement si

r—12>0,so0it x> 1.

Conclusion. Dy = [1, +o0].
e La fonction h : & — V2 — = est définie si et seulement si :
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?—z=x(xr—1)>0.

Ainsi nous formons le tableau de signes du produit xz(x — 1).

T —00 0 1 +00
signe de x - 0 + +
signe de x — 1 — - 0 +
signe de z(x — 1) + 0 — 0 +
Conclusion. Dy, =] — oo, 0] U [1, +o0].

e La fonction k : z — /xv/z — 1 est définie si et seulement si
z>0etx—12>0,s0itz>0etxz>1.

Conclusion. Dy, = [0, +oo[N[1, +o00[= [1, +0o0.

5.1.3 Antécédents d’un réel par une fonction

Définition. Soit f une fonction définie sur une partie D C R. Etant donné

un réel b, on dit que a € D est un antécédent de b par f si et seulement si

f(a)=b.

Proposition (caractérisation d’un antécédent). Soit f une fonction définie sur
une partie D C R et b € R. Les deux propositions suivantes sont équivalentes
(1) a € D est un antécédent de b par f.

(17) a est une solution dans D de l’équation f(x)=b.

Démonstration. (i) implique (7).

En effet si a € D est un antécédent de b par f, alors f(a) = b, ce qui prouve
que a est une solution dans D de I'équation f(z) = b.

(i7) implique (i).

Si a est une solution dans D de I'équation f(x) = b, alors f(a) = b, ce qui

justifie que a € D est un antécédent de b par f.

Exemples. Nous étudions deux exemples.
1er exemple. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2% — 2.
Nous déterminons les antécédents par f des réels 3, —2, —3.
> Pour déterminer les antécédents de 3, nous résolvons 1'équation f(z) = 3,

qui est équivalente a :
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22 =5<1x=—/5 ou x:\/{?).
Nous en concluons que le réel 3 admet par f deux antécédents

—/5 ou /5.

> Nous résolvons a présent I'équation f(x) = —2 qui est équivalente a
z? =0, soit z = 0.

Par conséquent —2 admet pour un unique antécédent par f le réel 0.

> Pour finir, nous résolvons I'équation f(x) = —3, qui équivaut a 2 = —1.

Cette équation n’a pas de solution, donc le réel —3 n’a pas d’antécédent
par la fonction f.

> Selon les valeurs du réel m, nous déterminons le nombre d’antécédents
de m par la fonction f.

Nous résolvons I'équation f(x) = m.

Nous obtenons 22 = m + 2.

Nous distinguons trois cas par disjonction.

1°* cas : m+ 2 > 0, soit m > —2.

Le réel m admet dans ce cas deux antécédents qui sont égaux a

—vm+ 2 ou vm + 2.
2¢ cas : m+ 2 =0, soit m = —2.

Le réel —2 admet dans ce cas un seul antécédent qui est égal a 0.
3¢ cas: m+2 <0, soit m < —2. Dans ce cas, m n’admet pas d’antécédent
puisqu’un carré est positif ou nul.

2¢ exemple. Nous considérons la fonction f définie sur R par
f(z) =22+ 22 — 2.
Avec cette fonction nous déterminons & nouveau les antécédents des réels
3, —2, —3.
> Résolution de I’équation f(x) = 3.

Nous avons les équivalences suivantes :
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Ces deux solutions sont les antécédents de 3 par la fonction f.
> Résolution de I'équation f(x) = —2.

Cette équation est successivement équivalente a :

2+ 22 =0,
z(r +2) =0,
r=0oux+2=0,

r=0ouz=-2.

Par suite —2 admet deux antécédents par f qui sont égaux a 0 ou —2.
> Résolution de I'équation f(x) = —3.

Cette équation est successivement équivalente a

2?4+ 2x+1=0,
(z+1)2=0,
z+1=0,

r = —1.

Il en résulte que —3 a pour unique antécédent —1 par la fonction f.

> Pour terminer, nous résolvons, selon les valeurs du réel m, I’équation

f(x) =m.

Cette équation est équivalente a
??4+2r+1-1-2=m& (z+1)2=m+3.

Nous distinguons trois cas par disjonction.
1" cas : m+ 3 > 0, soit m > —3.

Le réel m admet dans ce cas deux antécédents qui sont égaux a

—1—-—+vm+3ou—-1++vm+3.

2¢ cas : m+ 3 =0, soit m = —3.
Le réel —3 admet dans ce cas un seul antécédent qui est égal a —1.
3¢ cas: m+ 3 <0, soit m < —3.

Dans ce cas, m n’admet pas d’antécédent car un carré est positif ou nul.

162 = Chapitre 5



5.1.4 Notion sur les bijections

Définition (d’une bijection). Soit f une fonction définie sur une partie

D cCR.

Si tout réel b admet par f un unique antécédent, on dit que f est une
bijection de D sur R.

Remarque. Puisqu’un réel peut ne pas avoir d’antécédent par une fonction
f, nous désignons par F' ’ensemble des réels f(z) quand x € D.

Ce sous-ensemble de R est appelé ensemble image de D par f. Nous pou-
vons ainsi donner une définition plus générale d’une bijection qui est la sui-
vante :

Si tout b € F admet par f un unique antécédent, on dit que f est une
bijection de D sur F.

Exemples. Nous en donnons deux.

> Nous montrons que f : x —

1
1 est une bijection de R — {1} sur R*.
Soit y € R*. L’équation f(x) =y

1 1
=yesr—-1l=-zx=14+—.
rz—1 Y Y

Nous en déduisons que, pour tout y # 0, Péquation f(x) = y admet une
unique solution.

En d’autres termes, tout réel y # 0 admet un unique antécédent
1
x =1+ — € R— {1} par la fonction f,
Yy

ce qui prouve que f est une bijection de R — {1} sur R*.
> Soient a € R* et b € R.
La fonction affine f : x — ax + b est une bijection de R sur R.
En effet, pour tout réel y, puisque a # 0, 'équation f(z) = y a pour unique

solution

ce qui prouve que tout réel y admet un unique antécédent par f.
Nous observons que si a = 0, alors f est la fonction constante x +— b.
Ainsi le réel b admet une infinité d’antécédents par f. Par conséquent, cette

fonction n’est pas une bijection.
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5.2 Représentation graphique d’une fonction

Dans ce paragraphe, (O; I, J) est un repére orthogonal du plan.

5.2.1 Les définitions

Définition (de la représentation graphique d’une fonction). Soit f une fonc-
tion définie sur une partie D C R. La représentation graphique de f est l’en-

semble C'y des points M (x, f(x)) avec x € D.

Remarques. Nous en faisons trois.
e (; est également appelée courbe représentative de la fonction f.
e En termes ensemblistes, nous avons
Cy={M(z,y)/y = f(x),z € D}.
e Nous retiendrons

M(z,y) € Cp <y = f(r)etx € D.

Définition (équation d’une courbe représentative). Soit f une fonction définie

sur une partie D C R. L’équation & deux inconnues

y = f(w)
zeD

est appelée équation cartésienne de la courbe Cf.

Remarques. Nous en donnons deux.
e Une équation de la courbe Cy dépend du repére choisi.
e Lorsque M(z,y) € Cf, on dit que les coordonnées du point M vérifient

I'équation de C et réciproquement.
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Exemple. Nous considérons une fonction f définie sur [—4, 4] dont la repré-

sentation graphique est donnée ci-dessous.

Gy

> Par une lecture graphique, nous déterminons les images des réels —1, 0
et 1 par f.
Les images sont lues sur la droite des ordonnées comme indiquées sur la

figure qui suit.

Dl :

Lt gyt

1
>> Nous ne pouvons pas lire exactement la valeur de f (5) mais nous obser-

f3) el 2

7
> Nous plagons les réels et — sur la droite des ordonnées.

272 2
Les antécédents de chacun de ces nombres sont les abscisses des points
3 3
communs a la courbe Cy et aux droites d’équations (d) : y = 2 (d):y= ~5
9
t (d"):y=-.
et (d) 1y =7

Ils sont comptés sur la droite des abscisses dans la figure ci-aprés :
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(d):y=

3
ey
(d):y 3

Nous en concluons que par la fonction f

° —3 a deux antécédents.
° 3 a deux antécédents.

9 -
e — n’a pas antécédent.

> Par une lecture graphique, nous observons que
si x € [—4; 4], alors f(x) € [-2; 2].
> Par une lecture graphique, nous observons que
sia € [—4; 4], alors f(—a) = —f(a).

Dans ce cas, on dit que la fonction f est impaire.

f(=a) = ~f(a)

Remarque. La fonction proposée dans cet exemple est définie sur R par

4o

i@ =2

Dans 'exercice corrigé 9 de ce chapitre, nous justifierons algébriquement les

observations précédentes.
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5.2.2 Représentation graphique et Python

Le langage Python permet d’obtenir la représentation graphique d’une fonc-
tion f sur un intervalle [a, b]. Le script que nous proposons nécessite le module
matplotlib et 'utilisation de Listes qui restituent les abscisses et les ordonnées
d’un point de Cy. A partir du réel a, chaque abscisse est incrémentée d’un pas

choisi en entrée suffisamment petit pour obtenir un tracé continu de la courbe

attendue.

from math import x
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):
return x*x3—2
a=float (input("a="))
b=float (input ("b="))
h=float (input ("pas="))
X=|]
Y=|]
while a<b:
X.append(a)
Y.append(f(a))
a—a+th
plt.plot (X,Y,"k—")
plt.grid ()
plt .show ()

En prenant f : x — 2% — 2 sur l'intervalle [—4, 4] avec un pas= 107!, nous
obtenons
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5.2.3 Représentations graphiques des fonctions de référence

fonction f Cy

Cf est unejparabole

3
azéde symétitie (Oy)

2

) Criy=a*
5 2 Jéfing R e
carré x — x°, définie sur R "
j Criy=Va
racine carrée x «— \/x, définie sur R+ | s 5w

Cy est une hyberbolg.
2

1

Les axes durepére sont lgsasymptotes
1) I o T 2 3 i
est un gentre de symétrie

-1

3

. 1 .
inverse x — —, définie sur R*
x

b=0
1 Criy=az+b
o’
..... . A R —
affine x — ax + b, définie sur R
) Criy=2a°
o
est ur‘L centfe de s.zjrnétr;e
cube x — 23, définie sur R
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5.3 Reésolutions graphiques

Soit f une fonction définie sur une partie D C R

5.3.1 Reésolution graphique d’une équation du type f(z) =m

Soit m un réel donné. Les solutions de I’équation f(z) = m sont les abscisses

des points d’intersection de la courbe C avec la droite (d) d’équation y = m.

1 (d):y=m

i H
i |
i H
i H
i H
i H
i 1
1 2 3 4
as
-1

S = {a1, a, a3}

En particulier les solutions de I'équation f(z) = 0 sont les abscisses des
points d’intersection de la courbe Cy avec la droite des abscisses (OI) , d’équa-

tion y = 0.

S = {a, ay, a3}

Remarque. Cette méthode graphique ne fournit pas en général une résolution
exacte. Par contre elle permet de conjecturer I’existence (ou la non existence)
de solutions, de compter le nombre de solutions, éventuellement de donner le

signe des solutions et un encadrement de ces solutions.
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5.3.2 Résolution graphique d’une inéquation du type f(z) <m

Soit m un réel donné. Les solutions de 'inéquation f(z) < m sont les
abscisses des points de C'y dont les ordonnées sont inférieures strictement a m.

En d’autres termes, les solutions de I'inéquation f(x) < m sont les abs-
cisses des points communs a la courbe Cy et au demi-plan ensemble des points
M (z,y) tels que y < m.

On dit que ce demi-plan est ouvert, de frontiére la droite (d) d’équation

y=m.

/\ ) (d):y:mj

-

i
1 i
i i
i i
1 i
1 i
i i
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
ap ay \/ az
-1

S =] — 00, a1[U]as, a|

En particulier les solutions de I'équation f(z) < 0 sont les abscisses des
points d’intersection de la courbe Cf avec le demi-plan ouvert de frontiére la

droite des abscisses (OI) tel que y < 0.

S|=] = 00, a1[U]as, as|

Remarque. On interpréte de la méme fagon les inéquations de la forme

f(z) > m, f(z) <met f(z)>m.
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5.3.3 Résolution graphique d’une équation du type f(z) = g(x)

Soient f et g deux fonctions définies sur une partie D de R. Les solutions

dans D de l'équation f(z) = g(x) sont les abscisses des points d’intersection
des courbes Cy et Cy.

S = {a], a9, ag}

3]
=
)
e

N
[d
----998

En particulier lorsque ¢ est une fonction affine z — ax + b, les solutions
de 'équation f(x) = ax + b sont les abscisses des points d’intersection de la
courbe Cf et de la droite (d) d’équation y = ax + b.

6

(d):y=ax+b

S ={ay, as}
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5.4 Propriétés qualitatives d’une fonction

5.4.1 Egalité de deux fonctions

Définition. Soient f et g deux fonctions définies sur une partie D C R.

On dit que f = g si et seulement si, Vo € D, f(z) = g(x).

Remarques. Nous en faisons deux.
e La relation f = g définit une nouvelle égalité : I’égalité entre fonctions
ou égalité fonctionnelle.

e Souvent nous avons D = Dy N D,.

Exemples. Nous en donnons deux.

e Sur R, les fonctions z — |z] et z — Va2 sont égales.

e Sur R — {2}, les fonctions f : x — 5 et g:x+— x+ 2 sont égales.

l’ J—
5.4.2 Parité d’une fonction

Définition. Soit f une fonction définie sur une partie D C R.
On suppose que :Yr € D, —x € D.
On dit que f est

e paire si et seulement si

Ve eD, f(-z)= f(z),
e impaire si et seulement si

Ve e D, f(—x)=—f(x).

Remarque. La condition, Vo € D, —x € D, signifie que D est "centrée" en
0.

En d’autres termes, soit D = R, soit D = R*, soit, pour tout réel a > 0,
D est de la forme D =] — a, a[ ou D = [—a, a] ou | — oo, —alU]a, +o0] ou

| — 00, —a]U] — a, a[U]a, 400 ou | — 0o, —a] U [a, +o0l.

Exemples. Nous en donnons trois ainsi qu’un contre-exemple.
> La fonction f : x + 22 — 1 est définie sur R qui est symétrique par

rapport a 0. Pour tout réel x, nous avons
f=a) = (~2)? —=1=2?-1= f(2),
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ainsi f est paire.

2
> La fonction g : x — — Y est définie & condition que z2 # 1, soit
w —
r#—letx#1.
Il en résulte que D, =| — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0].

Nous avons, pour tout z € Dy, —x € D, et

) = g = e = —gla).

La fonction g est donc impaire.

> La fonction h : & — /1 — 22 est définie a condition que 1 — 22 > 0, soit
2?2 <1, c'est-a-dire x € [-1, 1].

Par conséquent, nous obtenons que Dy = [—1, 1].

De plus, nous avons, pour tout x € Dy, —x € Dy, et

h(—z) =+/1—(—2)? = V1 —2? = h(z).

La fonction h est donc paire.
> La fonction k : x +— 2% — 22 est définie sur R.

Nous observons que
k(1) =0et k(—1) = —2.
Par conséquent nous obtenons

E(—1) # k(1) et k(—1) # —k(1).
Ce contre-exemple justifie que k£ n’est ni paire, ni impaire.

Proposition (caractérisation géométrique de la parité). (O; I, J, ) est un
repere orthogonal du plan. Soit f une fonction définie sur une partie D C R
telle que D soit "centrée en 0.

o f est paire si et seulement si la droite des ordonnées (OJ) est un aze de
symétrie pour la courbe Cf.

o f est impaire si et seulement si 'origine O du repére est un centre de

symétrie pour la courbe Cf.

Démonstration. A lire aprés I'étude du chapitre 8 de géométrie analytique.
e Nous supposons que [ est paire.
Les points M(z, f(x)) et M'(—x, f(—z)) avec € D appartiennent a la
courbe CYy.
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Considérons le milien H du segment [M M'].
z+(—z) [f(z)+ f(=2)

Nous avons H ( 5 ).

Puisque f est paire, nous obtenons

H(0, f(x)).

Nous en déduisons que H € (OJ).

De plus, nous avons W((—w) -z, f(—x) — f(x)).

Puisque f est paire, nous obtenons que M M’'(—2z, 0), ce qui prouve que
la droite (M M’) est parallele & (OI) donc orthogonale a (O.J).

Nous avons ainsi justifié que si f est paire, alors la droite (O.J) est un axe
de symétrie pour la courbe Cf.

Réciproquement, supposons que la droite (O.J) soit un axe de symétrie pour
la courbe C'y. Nous observons que si M (z, y) et M (z', y') sont symétriques par

/

r = —X

/
y =Yy
Puisque (OJ) est une axe de symétrie pour la courbe C,

rapport a la droite (O.J), alors

si M(z, f(x)) € Cy, alors M'(z', f(2')) € Cf.

Nous en déduisons que

ce qui implique

Par conséquent la fonction f est paire.

e Nous supposons que f est impaire.

Les points M(x, f(x)) et M'(—xz, f(—x)) avec x € D appartiennent a la
courbe C'y.

Le milieu du segment [M M’] a pour coordonnées

r+(=z) [f(x)+ f(=2)

( 2 ' 2 )

Puisque f est impaire, ce milieu a pour coordonnées (0, 0), ce qui prouve

que le milieu du segment [M M’] est 'origine O du repére.

Ainsi les points M et M’ sont symétriques relativement a O.
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Par conséquent, nous avons montré que l'origine O du repére est un centre
de symétrie pour la courbe C.
Réciproquement, supposons que l'origine O du repére soit un centre de

symétrie pour la courbe Cy. Nous observons que si M (x, y) et M(z', y') sont

=—x

/
Yy =Yy
Puisque O est un centre de symétrie pour la courbe Cf,

symétriques par rapport 'origine O du repére, alors {

si M(z, f(x)) € Cy, alors M'(z!, f(2')) € Cy.

Nous en déduisons que

ce qui implique que f(—x) = —f(z).

Par suite, la fonction f est impaire.

Proposition (Fonctions de référence et parité). Nous disposons du tableau

sutvant :
La fonction est
carré x — 22, définie sur R paire
racine carrée x — \/x, définie sur Rt ne paire, ni 1Mpaire
. . . . .
inverse T — —, définie sur R mmpaire
x
affine x — ax + b, définie sur R sia =0, paire
st b =0, impaire
sia#0etb#0
ne paire, ni 1Mpaire
cube x +— 3, définie sur R mmpaire

Démonstration. Elle résulte des définitions de la parité.
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5.4.3 Variations d’une fonction

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I inclus dans Dy.
Soient a et b deux réels appartenant a I. La fonction f est
e croissante sur I si et seulement si a < b implique f(a) < f(b),
>

f(b).

e décroissante sur I si et seulement si a < b implique f(a)

Remarques. Nous en proposons six.

e Une fonction monotone sur I est soit croissante, soit décroissante sur 1.

e Etudier le sens de variations d’une fonction, c¢’est déterminer sur quels
intervalles f est croissante ou bien décroissante.

e Dans les deux définitions ci-dessus on peut remplacer a < b par a < b.

e Si dans les deux définitions ci-dessus les inégalités sont strictes, on dit
que f est strictement croissante (respectivement strictement décroissante) sur
I'intervalle I.

e Une fonction a la fois croissante et décroissante sur I est constante sur

cet intervalle, ce qui signifie,
quels que soient a et b appartenant a I, a < b implique f(a) = f(b).

e La monotonie stricte sur I entraine la monotonie large sur cet intervalle.

La réciproque est fausse.

Proposition (Variations des fonctions de référence). Nous disposons du ta-

bleau suivant :

La fonction est

carré x — x? croissante sur [0, +00]

décroissante sur | — oo, 0]

racine carrée x v \/x | croissante sur [0, +00]

. T .
inverse x — — décroissante sur | — oo, 0]
x

décroissante sur |0, +00]

affine x — ax + b sia >0, croissante sur R
st a < 0, décroissante sur R

st a =0, constante sur R

cube x — 3 croissante sur R
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Démonstration. Elle résulte des régles de comparaison établies au chapitre

2 "Inégalités".

Exemple (Variations d’une fonction et fonctions de référence). En utilisant
les variations des fonctions de référence, nous étudions le sens de variations sur

[0, 400, puis sur | — oo, 0] de la fonction
frxm— V2 — 222
> Sens de variations de f sur [0, +ool.

Soient a et b deux réels appartenant a [0, +o00o tels que a < b.

La fonction carré est croissante sur [0, +oo[, donc
a? < b2
En multipliant par —2, nous en déduisons
—2a? > 207,
ce qui donne
V2 —2a% > /2 — 202, c'est-a-dire f(a) > f(b).

Nous en concluons que la fonction f est décroissante sur [0, +o0].

> Sens de variations de f sur | — oo, 0].

De la méme fagon, soient a et b deux réels appartenant a | — oo, 0] tels que
a <b.

La fonction carré est décroissante sur | — oo, 0], donc
a? > b2
En multipliant par —2, nous en déduisons
—2a? < —2b2,
ce qui donne
V2 —2a? < /2 — 2b%, soit f(a) < f(b).

Nous en concluons que la fonction f est croissante sur | — oo, 0].

Pour résumer, nous formons le tableau de variations de la fonction f.

T —00 0 +00

variations de f S0 Ny
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Remarque. Pour de nombreuses fonctions, nous pouvons utiliser la proposi-
tion précédente pour déterminer leur sens de variations.

Cependant les régles de comparaison ne sont pas toujours facilement utili-
sables. Dans ce cas et & notre niveau, nous comparons les réels f(a) et f(b) en
calculant f(a) — f(b) (ou f(b) — f(a)) avec a et b appartenant & un intervalle
I tels que a < b.

L’exercice corrigé 9 de ce chapitre en fournit un exemple.

5.4.4 Extremum d’une fonction

Définition. Soient f une fonction définie sur un intervalle I, m et M deux
réels. La fonction f admet sur I
e le réel m pour minimum si et seulement si,
Ve el, f(x) >m, et, Ja € I, f(a) =m,
e e réel M pour maximum si et seulement si,
Veel, f(x) <M, et,Jacl, fa)= M.

Remarques. Nous en faisons sept.

e Un minimum ou un maximum est aussi appelé un extremum de la
fonction.

e La condition, Ja € I, f(a) = m, (respectivement, Ja € I, f(a) = M)
signifie que f atteint un extremum en a € I.

e La condition, Vx € I, f(x) > m, signifie que m est un minorant de la
fonction f.

La condition , Va € I, f(x) < M, signifie que M est un majorant de la
fonction f.

e Si f admet un minimum sur [ alors, f est minorée sur cet intervalle.

De méme si f admet un maximum sur [ alors, f est majorée sur cet inter-
valle.

e La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple qui suit.

Sur |0, +o00[,  — — est minorée par 0 mais
x

1

e Si f est minorée et majorée sur I, on dit que f est bornée sur cet
intervalle.
e Sur R, les fonctions de référence, carré, racine carrée, inverse, affine et

cube ne sont pas bornées.
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O dont 1
22+ 1) o

Exemple. Soit g la fonction définie sur R par g(z) =

représentation graphique est donnée ci-dessous.

>> Graphiquement, nous observons que ¢g(0) = 3 est un maximum pour la
fonction g.
> Montrons-le en calculant, pour tout réel z, le réel g(0) — g(x).

I1 vient

22 +6 52
9(0) = g(2) 22+ 1) 2(22+1) —

Nous en déduisons que pour tout réel x,
g(x) <3.

Nous avons ainsi prouvé que 3 est un maximum pour la fonction g qui est
atteint en x = 0.

> Graphiquement, nous pouvons conjecturer que % est un minorant pour
la fonction g.

Nous le prouvons en calculant, pour tout réel z, g(z) — 3

Nous obtenons

() 1 ?2+6 1 5 -
) —-—=— - — = —— .
g 2 2x2+1) 2 2Z+1)

Il en résulte que, pour tout réel x,
1
z) > =,
9(z) > 5

ce qui prouve que 5 est un minorant pour g.

Ce dernier calcul montre aussi que,

1
Vr e R, g(x) # 3

Fonctions numériques

179



1 .. .
Par conséquent le réel 3 n’est pas un minimum pour la fonction g.

Nous en concluons que, pour tout réel x,

1

ce qui permet d’affirmer que la fonction g est bornée sur R.

5.5 Algorithme de résolution approchée d’une équa-

tion

Nous développons ici le principe qui régit ’algorithme de dichotomie qui
permet d’encadrer une solution a d’une équation de la forme f(z) = 0, lors-
qu’une résolution algébrique n’est pas applicable.

Nous supposons que la fonction f est monotone sur un intervalle [a, b] telle
que «a € [a, b] et f(a) x f(b) <0, ce qui signifie que f(a) et f(b) sont de signes
contraires.

Pour fixer les idées nous supposons que f est croissante sur [a, b].

On consideére le centre m = axh de l'intervalle [a, b].

En calculant f(m), nous obtenons deux cas qui sont résumés ci-apres.

1°r cas : f(a) x f(m) < 0.

8

f0)

Dans ce cas, « € [a, m]. On réitére ce processus dans [a, m] en affectant a

b la valeur m.
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2¢ cas : f(a) x f(m) > 0.

Dans ce cas, a € [m, b]. On réitére ce processus dans [m, b] en affectant a
a la valeur m.
La fonction f, les réels a et b ainsi que l'entier p étant choisis en entrée,

I’algorithme qui suit restitue une valeur approchée de la solution o & 1077 prés.

Tant que b —a > 107?
a+b

m <— 5
Si f(a)* f(m) <0
Alors

b<m
Sinon

a+m
Fin Si
Fin Tant que

Afficher b

Exemple. Nous considérons la représentation graphique de la fonction définie

sur R par f:z— 23 4+ 2 — 1.
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Graphiquement, nous observons que ’équation f(z) = 0 admet une unique
solution ¢ € [0, 1].

Un script de 'implémentation en Python avec cette fonction est

def f(x)
return x*x3+x—1
a=float (input("a="))
b=float (input ("b="))
p=int (input ("p="))
while b—a>10%x(—p):
m=(a+tb) /2
if f(a)xf(m)<0:
b=m
else:
a-m
print (b)

Poura=0,b=1et p=1, 2, 3, 4 nous obtenons les affichages
>>>

0.6875,

>>>

0.6875,

>>>

0.6826171875,

>>>

0.682373046875, ce qui donne ¢ ~ 0,682 au milliéme prés.

Remarque. Nous supposons de plus que f est une fonction continue sur 'in-
tervalle [a, b]. Cette notion dépasse le cadre de cet ouvrage et sera étudiée
en classe de Terminale. Cependant la continuité de f peut se comprendre en
imaginant que C est tracée sans "lever le crayon".

Pour envisager des exemples de fonctions non continues sur un intervalle,

vous pouvez étudier ci-aprés les exercices corrigés 11 et 12.
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5.6 Exercices corrigés

Exercice 1. Ensembles de définition

Déterminer l’ensemble de définition des fonctions suivantes :
1 1
fix—x—22 g2 —— h:x— /f(x), k:2— ——.
f(x) f(x)

Solution
> La fonction f est définie sur R en tant que trinébme du second degré.
>> La fonction g est définie si et seulement si f(z) # 0.

Or nous avons
flz) =0 z(l—-2)=0< 2 =00ux =1

Nous en concluons que D, =R — {0, 1}.
>> La fonction h est définie si et seulement si f(z) > 0.

Pour déterminer Dy, nous formons le tableau de signes du réel f(z).

x —00 0 1 400
signe de x - 0 + +
signe de 1 — x + + 0 -
signe de f(z) - 0 + 0 -

Il en résulte que Dy, = [0, 1].

>> La fonction k est définie si et seulement si f(x) > 0.

Du tableau de signes ci-dessus, nous déduisons que Dy =]0, 1][.
Exercice 2. Produit nul de deux fonctions non nulles

1. Représenter graphiquement la fonction f définie sur R par

f(x):{xsixZO'

0siz<O

2. Eziste-t-il deux fonctions f et g définies sur R , distinctes de la fonction

x +— 0, (fonction nulle) telles que
Ve € R, f(x) x gz) =07

Solution

1. La courbe Cf représentative de la fonction f a pour équation

B rzsix >0
v= Osiz <0
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Nous en déduisons la courbe suivante :

2. Nous prenons la fonction f définie a la question 1 et nous considérons la

fonction g définie sur R par

g(x):{OsimZO

rzsix <O

Pour tout réel z, nous avons f(z) X g(z) = 0, bien que f et g soient
distinctes de la fonction nulle.

Remarque

Dans I’ensemble des fonctions définies sur R muni de 'opération de mul-
tiplication de deux fonctions, nous pouvons obtenir un produit nul de deux
éléments non nuls. Cela n’est pas envisageable avec la multiplication dans R.

Exercice 3. Parité

Soit f une fonction définie sur R.

1. Quelle est la parité de la fonction g : x + f(x?) ?

2. Si, de plus, [ est une fonction impaire, quelle est la parité de la fonction
h:xzw (f(x))? 2 et celle de la fonction k : x — f(f(x)) ?

3. Quelle est la parité des fonctions

f(x) + f(=x)

) — f(—zx
proe 1Oy T@ I,
2 2
4. En déduire que toute fonction définie sur R est la somme d’une fonction
paire et d’une fonction impaire.

Solution

1. Pour tout réel =, nous avons
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Ainsi, la fonction g est paire.
2. Nous supposons que f est impaire.
> Parité de h.

il vient

Nous en concluons que la fonction h est paire.
> Parité de k.

Nous avons

ce qui justifie que la fonction k est impaire.
3. Soit x un réel quelconque.

> Il vient

La fonction p est paire.

> De méme, nous avons

La fonction ¢ est impaire.
4. Soit f une fonction définie sur R.

Pour tout réel x, nous observons que

Nous concluons par ’égalité fonctionnelle

f =p+1i, avec p paire et i impaire.

Exercice 4. Résolution d’équations et composition de fonctions
On considere la fonction f: x v+ 2% — 1.

1. Déterminer les antécédents du réel —1 par la fonction x — f(f(z)).
Controler graphiquement.

2. Résoudre dans R ’équation f(f(x)) = x.

Controler graphiquement.
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Solution
1. Pour déterminer les antécédents de —1 par la fonction x — f(f(x)), nous

résolvons 1’équation

f(f(@) = -1,

ce qui donne les équivalences suivantes :

Ff) =1 @ —1)2—1=—1,
f(f(@)) = -1& (a®~1)* =0,
f(f(@)) = -1ea® =1,
f(f(x))=—-1& 2= —1loux =1.

Nous en concluons que les antécédents de —1 par la fonction x — f(f(z))
sont les réels —1 ou 1.

Avec GeoGebra, nous contrdlons graphiquement en observant les abscisses
des points d’intersection de la courbe représentative de la fonction x — f(f(x))

avec la droite (d) d’équation y = —1.

Gq:»—>f(f(:1:))

ff@) =z & @ -1)?-1=x

f(f@) =z & (@* - 1)~ (1+az) =0,

f(f@) =z & (z-1*z+1)" - (z+1) =0,
f(f@) =z & @@+ [z -1)*(@+1) -1 =0,
f(f@)) =z & @+ [z -1)@" -1) - 1] =0,
ff@)=z< (z+Da@z*—z—-1)=0.
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Nous en déduisons que x = —1 ou x = 0 sont deux solutions de cette

équation.
Il reste & résoudre I'équation #2 — z — 1 = 0, notée (e). Nous avons
1 1 1
(€)<:>$2—2X$X§+(§)2—(§)2—1:0,
@ JRE— [
@& @—12=",
1 5 1 5
(e)@xzz—\goux:2+\2[.

Finalement, S désignant 'ensemble des solutions de I'équation f(f(x)) = x,

nous obtenons

1 5 1 5

S={1 i Yool Ve
2 2 2 2

Avec GeoGebra, nous contrdlons graphiquement en observant les abscisses

des points d’intersection de la courbe représentative de la fonction x — f(f(z))

avec la droite (A) d’équation y = x.

Coms(f(a))

1
1-+v5

--9 1o

"

—y
N
w
a

Exercice 5. Sens de variations : parité et composition

Soit f une fonction définie sur R.

1. Montrer que si f est paire et croissante sur RY, alors f est décroissante
sur R™.

2. Etudier le cas ou f impaire et décroissante sur RT.

3. On considére la fonction g : x — f(f(x)).

a. On suppose que f est croissante sur R. Quel est le sens de variations de
la fonction g ?

b. Méme question si f est décroissante sur R?
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Solution
1. Soient a et b dans R~ tels que a < b.
Nous avons —a € R™ et —b € R tels que —a > —b.

Puisque la fonction f est croissante sur R™, nous en déduisons

f(=a) = f(=b).

Puisque la fonction f est paire, nous en déduisons

fla) = f(b),

ce qui justifie que f est décroissante sur R™.

2. Soient a et b dans R™ tels que a < b.
Nous avons —a € RT et —b € RT tels que —a > —b.

Puisque la fonction f est décroissante sur R, nous en déduisons

f(=a) < f(=b).

Puisque la fonction f est impaire, nous en déduisons

—f(a) < =f(b), soit f(a) = f(b).

Ainsi la fonction f est décroissante sur R™.
3. a. On suppose que f est croissante sur R.

Par conséquent, pour tous les réels a et b tels que a < b, on a

fla) < f(b).

En appliquant & nouveau la croissance de f sur R, nous obtenons

f(f(a)) < F(F (D)), soit g(a) < g(b).

Nous en concluons que la fonction g :  — f(f(x)) est croissante sur R.
b. On suppose que f est décroissante sur R.

Par conséquent, pour tous les réels a et b tels que a < b, on a

fla) = f(b).

En appliquant & nouveau la décroissance de f sur R, nous obtenons

f(f(a)) < F(f(b)), soit g(a) < g(b).

Nous en concluons que la fonction g : z — f(f(x)) est croissante sur R.
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Exercice 6. Egalité de deux fonctions
3

etg:x— (x+ )"+ — sont

Montrer que les fonctions [ : x — 5 1

égales sur R — {1}.
Solution

Pour tout réel x # 1, nous avons

(x—1) (2?2 +z+1)

flay = EAE TR,
fla) =2 +z+1,

fla)=a? +2x 5 xa+ (5P — (541,
f) = (@ )+ 5,

ce qui justifie

f=gsur R—{1}.

Exercice 7. Parité en 2021

Soient a et b deux réels non nuls.

On désigne par f la fonction définie sur R par f(z) = ax?*?! + bx™ + 10.
Sachant que f(—2021) = 20, calculer f(2021).

Solution

Pour tout réel x, posons

Nous avons
g9(=2) = a(=2)*?! +b(=2)" = —(az** + ba") = —g(a).
La fonction g est donc impaire. Il en résulte que
g9(—2021) = —g(2021), soit f(—2021) — 10 = —(f(2021) — 10).
Puisque f(—2021) = 20, nous en concluons

£(2021) = 20 — f(—2021) = 20 — 20 = 0.
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Exercice 8. Etude d’une fonction - Une bijection
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %

1. Représenter graphiquement la fonction f. Conjecturer la parité, le sens
de variations et ’existence d’un extremum pour f. Prouver vos observations.

2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de C'y avec la droite
(T') dont une équation est y = —2x + 4.

Quelle est la position de (T') relativement Cy pour x >0 ¢

Controler graphiquement.

3. Soit m un réel donné. Selon les valeurs du réel m, donner graphiquement
le nombre de solutions de [’équation f(x) =m.

4. Démontrer que f est une bijection de 'intervalle [0, 400 sur l'intervalle
10; 4].

Solution

1.

Nous conjecturons que f est paire, croissante sur R™, décroissante sur R™
et que le réel 4 = f(0) est un maximum.
Justifications des conjectures.

> La fonction f est paire car, pour tout réel x, on a

4 4

LAl e s i

().

> La fonction f est croissante sur R™.
En effet, pour tous réels les a et b tels que a < b < 0, nous avons puisque

la fonction carré est décroissante sur R~
a’® > b2,
Il en résulte :
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a2+1>b2+1>0.

Puisque la fonction inverse est décroissante sur R™*, il vient
1 - 1
a?+1 " bv2+1’

ce qui implique

4 .
P < EEE soit f(a) < f(b).

> La fonction f est décroissante sur R™ car f est paire.

>> Le réel 4 = f(0) est un maximum. En effet, pour tout réel x, nous avons

4 42

— = > 0.
2+1 x241"

f(0) = f(z) =4

Il en résulte que, pour tout réel z, f(x) < 4.
Ceci justifie que 4 est un maximum pour la fonction f qui est atteint en
xz=0.

2. > Nous résolvons le systéme
4
= ——— =-2x+4
y=f(z) =241 T )
y=-—2x+4 y=-—-2x+4

Nous résolvons ensuite ’équation aux "abscisses", notée (a). Nous obtenons

(a) 4= (22 +1)(—2z+4),
(a) & —2z(x —1)> =0,

(a) ©x=0o0ux =1.

Les coordonnées des points communs a la droite (7) et & la courbe C ont
pour coordonnées (0, 4) et (1, 2).
> Pour positionner la droite (T") par rapport a la courbe C, nous calculons,
pour z > 0, la différence 6(x) = f(x) — (—2x + 4). 1l vient
2
Il en résulte que pour tout réel x > 0, nous avons

ce qui prouve que la courbe C est au-dessus de la droite (7") pour x > 0.
De plus 6(x) = 0 si et seulement si x = 1. On dit que la droite (7') est

tangente a la courbe Cy au point de coordonnées (1, 2).
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> Controle graphique avec GeoGebra.

-5 -4 3 2 - 0 8 4 5
” (T)

3. Nous dénombrons le nombre de solutions de ’équation f(x) = m en

comptant le nombre de points d’intersection de la courbe Cy avec la droite d,,

d’équation y = m.

5
m >4
m =4
3
2 0<m<4
;
5 -4 -3 =5 40 1 2 3 4 5
m <0
=2

Nous en concluons que :

e si m >4 oum <0, alors I’équation f(x) = m n’a pas de solution,

e si m = 4, alors I’équation f(z) = m a une unique solution qui est z = 0,

e si 0 < m < 4, alors 'équation f(x) = m admet deux solutions distinctes
qui sont symétriques par rapport a la droite des ordonnées.

4. Soit m €]0; 4].

Nous résolvons, dans RT, I’équation f(x) = m. Nous avons
4

4
=mesrr+l=— =" 1.
x2+1 m m

Puisque 0 < m < 4, nous obtenons :
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1 1 .4
— > —,so0it ——12>0.
m 4 m

Nous pouvons en conclure que 1’équation z2

/4
unique dans RT qui est x =/ — — 1.
m

Ceci démontre que f est une bijection de I'intervalle [0, +oo[ sur U'intervalle
10; 4].

= — — 1 admet une solution
m

. ALGO
Exercice 9. Etude d’une fonction - Dichitomie
T
Soit 1 tion défint R = .
oit f la fonction définie sur R par f(x) P

1. Quelle est la parité de f ?
3 3 9
2. Quels sont les antécédents par [ du réel 3 ? du réel —3 ? du réel 1 ?

3. Prouver que, pour tout réel x,
—2< f(z) < 2.

4. Soient a et b deux réels distincts. Montrer que

4(b —a)(ab—1)
(a2 +1)(2+1)°

fla) = f(b) =

En déduire le sens de variations de cette fonction sur lintervalle [0, 1], sur
[1, +ool.

Donner le tableau de variations de f sur R.

5. Justifier graphiquement que ’équation f(x) = x — 2 admet une unique
solution ¢ € [3, 4].

En utilisant ’algorithme de dichotomie, déterminer une valeur approchée
du réel c.

Solution

1. Parité de la fonction f.

Pour tout « € R, nous observons que —z € R.

De plus, nous avons
A(—z)

m = —f(x),

f-a) =

ce qui justifie que f est une fonction impaire.

2. > Antécédents par f du réel 3 Nous résolvons 1’équation
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ce qui induit successivement

f(x):g N :c24—a;1:2’

f(fv)zg — 8z =3z +3,

f(a:)zg > 32° —8x+3=0,

fr) =2 = a2 Sar1=0

f(x):g A $2—2X§w+(§)2—(§)2+1:0,
f@)=3 = @-3P=1,

f(m):g — ng—\foum:§+\f_

3 :
Nous en en concluons que 3 admet, par la fonction f, deux antécédents

VT o4 VT

qui sont les réels 373 ou - + —.

3 3 g
> Antécédents par f du réel ——.

3
Pour résoudre 'équation f(z) = —5 Dous pouvons utiliser la méthode ci-
dessus. Mais nous pouvons aussi exploiter la parité de la fonction f. En effet

nous avons

3 3
fl@) =5 = —f@)=f(-2) =5,
ce qui équivaut a
3 3 3 37
soit
R A R S
3 3 3 37

3
Nous pouvons en conclure que —3 admet, par la fonction f, deux antécé-

VT4 VT

dent i t1 ’1—44—— - =
n i son r - - .
ents qui sont les réels 3 3 ou 3 3

9
> Antécédents par f du réel e
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9
Pour résoudre I’équation f(x) = T il vient

f(z):%s»gx?—wxjtg:o,
1
f(:c):§<:>3:2—§6x+1:0,

9 8 8 8
f(a:):Z<:>x2—2><§a;+(§)2—(§)2+120,
9 8, 64 17
=2 = (z--)=——-1=-—<0.

f@) =7 @=9) =5 81 °

Par conséquent, cette équation n’a pas de solution, ce qui justifie que % n’a
pas d’antécédent par f.

3. Montrons que, pour tout z € R, =2 < f(x) < 2.

Pour cela nous calculons, pour tout réel x, f(x) + 2 et 2 — f(z).

Nous obtenons d’une part

2 2
4z CAr 420t +2  2(x+1) >0,

2= = —
fla) + $2+1+ 2 +1 x24+1 —

Il en résulte que —2 < f(x).
D’autre part, de la méme fagon, nous avons

4x 2(x — 1)? >0

9_ —9_ -
f(@) 2 +1 x2+1 =

ce qui prouve que f(z) < 2.

Nous en concluons que
Vz eR, —2< f(z) < 2.

4. > Soient a et b deux réels, nous avons

_ 4a A a(®®+1) — b(a® + 1)
a4+l 41 (@2 +1)B2+1)

fla) = f(b)

ce qui donne

Fla) = f(b) = ab(b—a) = (b—a) _ 4(b—a)(ab—1)

(a2+ )2 +1)  (a2+1)B2+1)

> Variations sur l'intervalle [0, 1].

Soient a € [0, 1] et b € [0, 1], tels que a < b. Nous avons

b—a>0,(a?+1)(b*+1)>0etab—1<0.
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Il en résulte
f(a) = f(b) <0, soit f(a) < f(b),

ce qui prouve que la fonction f est croissante sur [0, 1].
> Variations sur I'intervalle [1, 4+o0].
Solent a € [1, +oo[ et b € [1, +00] tels que a < b.

De la méme fagon, nous obtenons
b—a>0,(a>+1)(b*+1)>0etab—1>0.

Il en résulte
f(a) = f(b) >0, soit f(a) > f(b),

ce qui établit que la fonction f est décroissante sur [1, +ool.

> Puisque f est impaire, nous en déduisons, en utilisant ’exercice 5, que
f est

* croissante sur [—1, 0],

* décroissante sur | — oo, —1].

Le tableau de variations sur R de f en résulte.

T —00 -1 0 1 400

variations de f N2 0 2N

5.>> Graphiquement, avec GeoGebra, nous représentons la courbe Cy et la

droite (d) d’équation y = x — 2.

2

Nous observons que la courbe C; et la droite (d) se coupent en un seul

point dont I'abscisse ¢ € [3, 4] est 'unique solution de I'équation f(x) =z — 2.
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> Pour utiliser l'algorithme de dichotomie, nous transformons ’équation

proposée comme suit.

&4 = (22 +1)(z — 2),
odr=1>—22+2-2,
sa® 27 -3r-2=0
Ainsi dans le script en Python, nous considérons la fonction
frax— 23 —202 -3z — 2.

Nous proposons une variante du script donné au paragraphe 5.5 en définis-

sant la fonction Python

def dicho(f,a,b,p).

def f(x)
return xx*3—2xxX**2—3*%x—2
def dicho(f,a,b,p):
while b—a>10%*(—p):
m=(a+b)/2
if f(a)*f(m)<0:
b=m
else:
a=m

return (b)

Nous obtenons, avec p = 3

>>> dicho(f,3,4,3)

3.1533203125.

Nous en concluons que ¢ ~ 3.153 4 1073 preés.

Nous pouvons controler que ce résultat est cohérent avec I'observation gra-

phique du réel c.

Fonctions numériques = 197



198

u(z) = Max(2z + 1, 0) = {

Exercice 10. Min-Max

Soient a et b deux réels. On pose

asia<b
bsia>b '

asia>b
bsia<b

Maz(a, b) = { et Min(a, b) = {

Représenter graphiquement avec GeoGebra :
e les fonctions u, v et s définies sur R par
u:x+— Max(2e+1,0), v:z— Min(2e + 1, 0) ets : v — u(z) + v(zx).
o les fonctions f et g définies sur R par
fix— Max(z, 2z) etg : x — Min(z, 22).
e la fonction h définie sur R* par
h:xw— Mazx(z, é)

Solution
> Représentation graphique de la fonction u.

Pour tout réel z, nous avons

: 1
2z+1si2x+1207 21‘+1Sll‘2—§
0si2z+1<0 Osiz<_t

-2
Il en résulte que la courbe C,, a pour équation

1
20+ 1six>—=
y= 2
0six<
six < ——
-2

La représentation graphique de la fonction u est donc

o
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> Représentation graphique de la fonction v.
Pour tout réel z, nous avons
1
9 1si?2 1<0 2e+1six < ——
v(x) = Min(2x+1, 0) = x+ SArt sl 1 2
0si2z+12>0 Osiz>—=
-2

Il en résulte que la courbe C), a pour équation
1
20 +1six < ——
y = 2
0six>
i _Z
siz2—3

La représentation graphique de la fonction v est

¢z

> Représentation graphique de la fonction s.

Pour tout réel z, nous avons
. 1
O+2xr+1si2c+1<0 20+ 1six < —=

s(z) =u(x) +v(x) = : _ .
20+1+0si20+12>0 e+ lsioz>——
- 2

Il en résulte que la courbe Cy a pour équation y = 2x + 1.

La représentation graphique de la fonction s est
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> Représentation graphique de la fonction f.

Pour tout réel z, nous avons

ix>2 ix<0
(@) = Maz(z, 25) = rsix>2r | awsiz< .
2e0six >0

2z st x < 2x

Il en résulte que la courbe Uy a pour équation

rzsix <0

= Max(x, 2x) = .
Y ( ) {2xsiw20

La représentation graphique de la fonction f est

Cy

-2

> Représentation graphique de la fonction g.

Pour tout réel z, nous avons

2sixt—x<0

xsiz<a? rsiz?—z>0
st <z

g(z) = Min(z, 2?) = { )

Nous étudions le signe de z? — .

x —00 0 1 400
signe de x - 0 + +
signe de x — 1 — - 0 +
signe de 22 — x + 0 — 0 +

Il en résulte que

rzsiz <Oouzxz>1
gz) =9 , . :
resi0<x <1

Une équation de la courbe Cy est :
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B rsiz<Oouzx>1
Y 2si0<z<l1 '

La représentation graphique de la fonction g est donc

> Représentation graphique de la fonction h.

Pour tout réel z # 0, nous avons

. 1 2 —1
rsix > — x si >0
1 x x
h(z) = Max(z, —) = =
. 1 z¢-1
—slz < — — s <0
T T r
2
B -1
Etude du signe de * .
x —00 -1 0 1 400
x—1 — — - 0 +
r+1 - 0 + + +
x - - 0 + +
p)
-1
signe de T - 0 + || = 0 +
x

Nous en déduisons que

T slx € [_17 O[U[1’+OO[
h(z) = %Si z €] — oo, ~1UJ0, 1]

Ainsi une équation de la courbe C}, est

xsix e [—1, 0[U[L, +o0]
Y . si x €] — o0, —1]UJ0, 1]
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La représentation graphique de la fonction h est donc

Exercice 11. Fonction partie entiére

Nous donnons la définition.

Soit x un réel. La partie entiére de ce réel, notée |x| est définie
par

° LxJ €.

o |z|<z<|z]+1

La fonction partie entiére est définie sur R par z — |z].

Nous retiendrons que pour tout réel x, nous disposons de I’équiva-

lence
lz]=neonecZetn<z<n+l.

Ainsi la partie entiére d’'un réel = est le plus grand entier relatif

inférieur ou égal a x.

1. Donmer |2,8], ||, V2], |-V2], |4].
2. Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) ] =3, (2) x| = -2, (3) |z] =0,
(4) 12e] =3, (3) ] = =1, (6) |30 —2] = 4.
3. Déterminer |x|, pour x € [—3; 4].
En déduire avec GeoGebra la représentation graphique de la fonction
x — |x] sur Uintervalle [—3; 4].

4. Montrer que, pour tout réel x el tout entier relatif p,

Lz +p] = 2] +p.
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Solution

1. En appliquant la définition de la partie entiére, nous obtenons
12,8] =2, [7] =3, V2] =1, |-V2] = -2, |4] = 4.
2. Pour résoudre les équations proposées, nous appliquons & nouveau la

définition de la partie entiére. Il vient

(1) oz e [3 4]

(2) &z e[-2; —1].

(3) = xe(0;1].
(4)@2936[37 4[@1’6[2 2.
(5) o L e [~1: 0 x € [=5: 0.

(6) < 30— 2 € [4; 5l 3 € [2: g[.

3. Soit x € [—3; 4]. Nous avons

six € [-3; —2[, alors |z] = —3,
si x € [-2; —1], alors |z] = —2,
stz € [—1; 0], alors |z] = —1,

[—

[—

[—
si x € [0; 1], alors |z
si x € [1; 2], alors |z
si x € [2; 3], alors |z
si x € [3; 4], alors |z
si x =4, alors |z| = 4.
Nous en déduisons ci-aprés la représentation graphique "en escalier" de

x +— |x] sur [—3; 4], et par extension sur tout R.

% *
3 —
—0
1 —o
s} °
o
3 1 0 1 3 4
—0
—
——
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4. Soient x un réel et p un entier relatif.

Par définition, nous avons |z| <z < |z + 1, ce qui implique
lz|+p<z+p<|z|]+p+1
Les entiers |z] + p et [z] + p + 1 sont consécutifs. Nous en concluons
Ve e R,VpeZ, |v+p|=|z|+p.

Exercice 12. Fonction partie décimale

Soit d la fonction définie sur R par d(z) =z — |z].

1. Calculer les images par d des réels 5,2; 1,5; 8 ; —6,3.

2. Montrer que, pour tout réel z, 0 < d(z) < 1.

3. Montrer que la fonction d est périodique, de période 1, ce qui signifie
que, pour tout réel x, d(x + 1) = d(x).

4. Représenter graphiquement la fonction d sur l'intervalle [0; 1].

En déduire la représentation graphique de d sur R.

5. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (—1)l=)d(z).

Montrer que f est périodique, de période 2

En déduire la représentation graphique de la fonction f.

Solution

1. Nous avons

d(5,2) =5,2—|5,2] =5,2—5=0,2.
d(1,5) =1,5—|1,5] =1,5—1=0,5.
d(8) =8 — [8] =8 —8=0.

d(—6,3) = —6,3 — |—6,3] = —6,3+7=0,7.

2. Pour tout réel x, nous avons |z| <z < |z] + 1.

Il en résulte
0<z—|z|] <|z|+1—|z]
Nous en concluons
VeeR,0<d(z) <1
3. Pour tout réel z, nous savons que :
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lx +1| = |z] + 1.
I en résulte
dz+1)=(z+1)—|lz+1l]=(z+1)— || +1=2—|z] =d(x).

Nous avons ainsi prouvé que la fonction d est 1-périodique.

4. Pour tout z € [0, 1[, nous avons d(x) = x.

Désignons par C; la partie de Cy correspondant a = € [0, 1].

C1 est un segment de droite. La courbe Cy se déduit de C] en faisant agir
sur ce dernier la translation de vecteur 07 pour x > 0 et la translation de
vecteur —OA} pour x < 0, puis en réitérant ce procédé sur chaque segment
ainsi obtenu.

La représentation graphique de d sur R est

=3 =2 =1 0 1 2 3 4

d.
> Pour tout réel z, nous savons que |z + 2| = |z] + 2.

Nous en déduisons

Ceci prouve que la fonction f est périodique, de période 2.
> Pour tout x € [0, 1], on a f(z) = =.

Pour tout x € [1, 2[, on a f(z) = —(z — 1), car dans ce cas, |z| = 1.
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Désignons par C la partie de Cy correspondant a x € [0; 1{U[1; 2].

(' est une union (disjointe) de 2 segments de droite.

La courbe Cf se déduit de C en faisant agir sur cette derniére la translation
de vecteur 2(7[) pour x > 0 et la translation de vecteur —207 pour x < 0, puis
en réitérant ce procédé sur chaque segment ainsi obtenu.

La représentation graphique de f sur R est donnée ci-dessous

A

NN RN

Exercice 13. Cube inscrit dans un cone
Nous souhaitons inscrire un cube ABCDEFGH d’aréte /2 dans un cone de

volume minimum comme illustré sur la figure qui suit.

S

Nous désignons par :

e 1 le rayon de la base du cone,
e h sa hauteur.

1. Justifier que r > 1.

2. En considérant que ce come et ce cube sont coupés par le plan passant
V2
r—1°

par les points A, C' et G, montrer que : h =
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Nous rappelons que le volume V' d’un cone est calculé par la for-

mule

1
V = 3 x airedelabase x hauteur

3. Exprimer en fonction de r, le volume V (r).

Représenter graphiquement la fonction v — V(r) définie sur l'intervalle
|11, +o0[. On utilisera au choiz, une calculatrice graphique, ou le logiciel Geo-
gebra, ou le script Python proposé au paragraphe 5. 2. 2.

4. Pour quelle valeur du réel r > 1 la fonction r — V(r) semble atteindre
un minimum ¢ Expliciter ce minimum.

Prouver cette observation. On pourra utiliser un logiciel de calcul formel
comme Xcas pour finaliser cette preuve.

Quelle est dans ce cas la hauteur du cone ?

Solution

1. Le segment [AC] est une diagonale du carré ABCD de coté v/2.

Nous en déduisons que
AC =2AB=2x2=2.
Il en résulte, dans la configuration cube inscrit dans un céne, que
2r > AC, soit r > 1.

2. Nous considérons la section de la confiuration de 1’énoncé par le plan

passant par les points A, C et G, ce qui restitue la figure ci-aprés.

S
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Le théoréme de Thalés appliqué dans le triangle STK relativement aux
paralleles (ST) et (GC) induit I'égalité

r-1_v2

ce qui implique

3. > Pour r > 1, nous avons

1 9 rv2 ™2 r3
V(r)_gxm' X =3 X7

> En choisissant un repére orthogonal adapté, avec Geogebra par exemple,

nous obtenons ci-dessous la représentation graphique de la fonction r — V(1)

définie sur l'intervalle |1, +oo].

4. > Nous observons graphiquement que la fonction r — V(r) semble
atteindre un minimum lorsque r = 5

Ce candidat minimum est obtenu en calculant
() (2) ey

2) = 3

2

3 4
- —1
2

> Pour prouver cette conjecture, nous calculons la différence

97m/2
4 )

Vi(r) -

afin d’en déterminer son signe lorsque r > 1.
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11 vient

_ 972 _ ™2 3 972

Vi -—4 3 “r—1 4
T‘3
-2 (=g 1)
T3— T —
:7”/5<4 12(i7£1) D)’

™2 y 473 — 27r + 27
12 r—1 '

Le logiciel Xcas nous fournit gracieusement une factorisation du polynoéme

r3 —27r 4 27.
W Xcas 1.5.0-87 (win64) — O X
Fich Edit Cfg Aide Outils Expression Cmds Prg Graphe Geo Tableu
Unnamed /xcasbd/xcas_auto_ 4553488 xws
? | Sauver |as auto 4553488 xws' - exact real RAD 12 xcas § Kbd |
[[Ez~3-27x+27
3 il
4% =27 *r+ 27 M|
Ig factoriser (4r~3-27r+27)
2 ad
(r+3)"(2%r-3) M |
£
Il en résulte, pour tout réel r > 1,
V) 92 Trﬂx(r+3)(2r—3)2>0
/"‘ _— pr— .
4 12 r—1 -
+oo[, un mini-

Nous en concluons que la fonction r — V(r) admet sur |1,

2
mum V(g) = 977{

3
> Pour r = > la hauteur de ce cone est

N W

qui est atteint pour un rayon du cone r =

2
2 =32

S
2

h =
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ALGO
Exercice 14. Algorithme de Héron d’Alexandrie 1

Soit un entier naturel a non nul. Nous considérons la fonction f définie
sur Uintervalle 10, +o00[ par

for=4(e+2)

1. Résoudre dans |0, 400 I’équation f(x) = z.

A Uaide de votre calculatrice, ou de GeoGebra, controler graphiquement, en
prenant par exemple a = 2 et en désignant par (§) la droite d’équation y = x.

2. Graphiquement, conjecturer [’existence d’un minimum pour cette fonc-
tion.

Prouver cette observation.

3. Graphiquement, quel semble étre le sens de variations de f sur |0, +oo[ ¢

Justifier vos affirmations.

4. L’entier a > 0 étant choisi, nous posons

ag = a, a1 = f(aog), az = f(a1), az = f(az)...

En utilisant la droite (8), représenter sur la droite des abscisses, les réels
ap, ai, a2, az.

Graphiquement, en réitérant ce procédé, nous observons que cette suite de
nombres se rapproche d’un réel fixé : Lequel ¢

5. Les entiers non nuls a et n étant choisis, que restitue l’algorithme qui

suit ?

U4 a
Pour k allant de 1 an
ue 05 (u+2)
Fin Pour B

Afficher u

Implémenter cet algorithme en Python.

6. L’entier non nul a étant choisi, proposer un algorithme et son script
Python qui restitue un rang n a partir duquel 'itération décrite & la question
4 fournit une valeur approchée de \/a a 107P pres, Uentier p étant choisi par

Uutilisateur.

1. Mathématicien grec : 1°"siécle avant J-C
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Solution
1. > Nous désignons par (1) 'équation f(z) = x, avec x > 0.

Il vient

1 2
(1)@7(x+2>:x<:>$ 0 e ta—2%te?—a
2 T 2z

Puisque a > 0 et x > 0, nous en déduisons

flz)=z<z=/a

Nous en concluons que cette équation a pour unique solution dans |0, +o0]
le réel x = /a.

> Graphiquement, I'unique solution /a de cette équation est 1’abscisse
du point d’intersection de la droite (0) avec la courbe Cy représentative de la
fonction f.

Nous controlons ci-aprés avec GeoGebra en prenant a = 2.

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
Va

2.>> Graphiquement, nous conjecturons que f(y/a) = y/a est un minimum
sur lintervalle |0, +oo[ pour la fonction f qui est atteint en x = y/a.

> Pour le prouver, nous calculons, pour tout réel x > 0, la différence
f(z) — f(/a). 1l vient

a fL'2 a — a2/ Q Tr — CL2
1)~ S = 5 (r 4 O - ya= TRV VAT,

Il en résulte que, pour tout réel x > 0,

f(@) = f(Va),

ce qui justifie que f(y/a) est un minimum pour la fonction f, sur Uintervalle

10, +00[, qui est atteint en = = /a.
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3. > Graphiquement, nous observons que f semble décroissante sur 'inter-
valle |0, v/a] et croissante sur [\/a, +o0].

> Nous justifions les variations cette fonction.

Soient deux réels u > 0 et v > 0. Nous commencons par calculer f(u)—f(v).

Nous avons

uv

).

fw)— ) =5 (w+2) =5 (04 2),
1
- o= 2-2)
:;[(u—v)—aw_w},
1
5

—~
IS
|
4
~—
/N
—_
|
S

g

_ (u—v)(uv — a)‘
2uv

*x Nous montrons que f est décroissante sur I'intervalle ]0, v/al, en suppo-

sant que
u et v appartiennent a |0, \/a] tels que u < v.
Nous en déduisons que
0<u<y/aet0<v</aimplique 0 < uv < a, soit uv —a <0,
ce qui donne, puisque u — v < 0 et uv > 0,
f(u) = f(v) >0, cest-a-dire f(u) > f(v).

ce qui permet de conclure par la décroissance de f sur |0, \/a].
*x Nous prouvons que f est croissante sur U'intervalle [\/a, +00[, en suppo-

sant que
u et v appartiennent a [v/a, +00[, avec u < v.

De la méme fagon, nous obtenons
w—a>0,u—v<0etuv >0,

ce qui donne
f(u) = f(v) <0, Cest-ardire f(u) < f(v).

Nous en concluons que f est croissante sur [y/a, +00l.
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Le tableau de variations qui suit résume les questions 2 et 3.

T

0

Va +o0

variations de f

NooVa S

4. > Nous disposons de la figure suivante en prenant par exemple a = 7.

6

a1

az

agp

-1 1 2 3

@eererrerbrereerestererseretranenes

10 11

Nous observons que a; = f(ap) lu sur la droite des ordonnées est placé

immédiatement sur la droite des abscisses grace a la droite (§) d’équation

Y=

Nous procédons de la méme maniére pour placer les réels as = f(aq) et

a3 = f(ag) sur la droite des abscisses.

> En réitérant ce procédé, nous observons graphiquement que cette suite

de nombres se rapproche du réel /a.

Nous remarquons que 'approche de cette suite de nombres vers /a est

rapide car sur la figure ci-dessus a3 est presque confondu avec /a.

5. L’entier a > 0 et 'entier naturel n > 1 étant choisis, cet algorithme

restitue, aprés n itérations, un réel a,, qui est une valeur approchée de +/a.

L’implémentation en Python de cet algorithme donne

u—a

a=int (input("a="))
n=int (input ("n="))

for k in range(l,n+1):
u=0.5%(uta/u)

print ("u=" ,u)
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Par exemple, pour a = 2 et n = 5, nous obtenons
>>>

u = 1.414213562373095.

Nous proposons aussi un script qui utilise la fonction Python qui suit.

def heron(a,n):
u=a
for k in range(1l,n+1):
u=0.5*(uta/u)

return u

ce qui donne par exemple
>>> heron(3,5)
1.7320508075688772.

Ces résultats sont remarquables puisque qu’ils fournissent une approxima-

tion

de V2 et /3 avec 15 décimales exactes.

Le logiciel Xcas nous permet de le vérifier.

B Xcas 1.5.0-87 (win64

Fich Edit Cfg Aide Outils Expression Cmds Prg Graphe Geo Tableur

Sans_nom
? | Sauver Config - exact real RAD 12 xcas 5.3125M

|| approx(sqrt(2),16)

1.414213562373095

B

approx (sqrt(3), lE)I

1.732050807568877

i

6. Les entiers non nuls a et p étant choisis, nous proposons un algorithme

qui évalue un rang n & partir duquel 'itération décrite a la question 4 fournit

une valeur approchée de y/a a 1077 prés,

U a

n <+ 0

Tant que u — v/a > 1077
u < 0.5 (u + g)
n+<n+1 "

Fin Pour
Afficher n
Afficher u

Chapitre 5



Nous en déduisons le programme Python suivant

from math import x

a=int (input ("a="))

p-int (input ("p-"))

u=a

n—0

while u—a%x0.5>10%%(—p):
u=0.5%(uta/u)
n=n-+1

print ("n=" n)

print ("u=",u)

Par exemple, pour a = 3 et p = 4, nous obtenons
>>>
n =23,
u = 1.7321428571428572.
Ceci signifie, qu’aprés trois itérations, une valeur approchée de v/3 est ob-

tenue & 10~* pres.
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CHAPITRE 6

Etude de quelques fonctions

Nous proposons dans ce chapitre une étude plus approfondie des fonc-
tions affines, des fonctions trinomes du second degré et des fonctions homogra-
phiques, ce qui est conforme au programme de Seconde.

Nous ajoutons une étude de la fonction valeur absolue qui est actuellement
évoquée dans le programme de Seconde. Pour éviter d’éventuelles lacunes a
ce sujet en classes de Premiére et de Terminale, nous exposons dés a présent,

dans le cadre d’un approfondissement, I’étude de cette fonction.

6.1 Fonction affine

Définition. Soient a et b deux réels.

La fonction f : x v+ ax + b, définie sur R, est une fonction affine .

Remarques. Nous indiquons deux cas particuliers de fonctions affines.
e Sia=0,alors f: x> b est une fonction constante.

e Sib=0,alors f:z+ ax est une fonction linéaire.

Proposition. Soit f une fonction définie sur R. Les deux propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) il existe un réel a tel que, pour tous réels les x et x' distincts,

flz) = f(=)

r—z
(13) f est affine.
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Démonstration. (i) = (i7)
Nous supposons ().
En particulier pour ' = 0 et x # 0, nous en déduisons qu’il existe un réel

a tel que, pour tout réel x # 0,

Par suite, pour x # 0, nous obtenons
f() = az + £(0).
Puisque cette derniére égalité reste vraie pour = 0, nous en concluons
Vr € R, f(z) = ax + f(0),

ce qui prouve la proposition (iz) en posant b = f(0).
(ii) = (i)
Nous supposons que la fonction f est affine.
Il existe deux réels a et b tels que, pour tout réel z, f(z) = ax + b.

Pour tous les réels x et 2’ distincts, nous en déduisons

f(z) = f(a')  ax+b— (az’+b)

T —a T —a

La proposition (i) est ainsi justifiée.

Remarques. Nous en faisons cing.
e Une fonction affine f est déterminée par la donnée de a et de f(0).

En effet nous savons d’aprés la preuve ci-dessus que
Vo € R, f(z) = ax + f(0).
e ('} est une droite

> de coefficient directeur a,
>> d’ordonnée a l'origine f(0),

> d’équation : y = ax + f(0).

e Cette proposition signifie qu'une fonction f est affine si et seulement si,
pour tous les réels z et 2’ distincts, Paccroissement f(x) — f(z’) des images est

proportionnel a I’accroissement x — 2’ des antécédents.

/
— A
e Le rapport M est parfois noté —y.
T —x Az

C’est le taux d’accroissement de f entre les valeurs x et a’.

A
Par conséquent f est affine si et seulement si A—y est une constante.
T
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e f est linéaire si et seulement si il existe un réel a tel que, pour tout réel
x
x #0, & =a.
x
En d’autres termes f est linéaire si et seulement si les images par f sont

proportionnelles & leurs antécédents.

Exemple. Nous montrons qu’il existe une unique fonction affine f dont la
représentation graphique est la droite de coefficient directeur a passant par le
point A(a, ).

Pour tout réel x, nous savons que

f(z) = ax + f(0).
De plus, nous avons

8 = f(a) = aa + f(0).

Par soustraction, pour tout réel z, nous en déduisons

f(x) — B =a(zx—a), soit f(z)=alx —a)+S.

Les réels a, a et 8 sont donnés, ce qui assure 1'unicité de la fonction affine

répondant & la question.

6.2 Fonction polynéme du second degré

Définition. Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0.
La fonction f : x — ax®+ bx + ¢, définie sur R, est une fonction polyndme

de second degré.

Remarques. Nous en donnons deux.

e Une fonction polyndéme de second degré est aussi appelée fonction tri-
néme de second degré et plus simplement trinéme du second degré (par abus
de langage en confondant la fonction f et son image f(z)).

e Sia=0,alors f:xz— bxr+ c est affine.

Exemple. Soit f la fonction z +— 22 — 2z — 3.
> Pour tout réel x, nous déterminons la forme canonique du trinéme f.

I1 vient

fla)=2?-22+1-1-3=(z—-1)% -4
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> Il en résulte que, pour tout réel z,
fx)+4=(z—-1)2>0.

De plus, f(z) = —4 équivaut a z = 1.

Cela justifie que f admet un minimum égal a—4 atteint en x = 1, ce qui
nous suggére d’étudier les variations de f sur [1, +o0[, puis sur | — oo, 1].

> Variation sur [1, +00].

Soient a et b deux réels appartenant a [1, +oo] tels que a < b.

Nous avons 1 <a<bdonc0<a-—-1<b-1.

Puisque la fonction carré est croissante sur R™, nous en déduisons
(a—1)% < (b—1)2,
ce qui donne
(a—1)2 -4 < (b—1)% — 4, cest-a-dire f(a) < f(b).

Nous en concluons que la fonction f est croissante (strictement) sur l'in-
tervalle [1, +o0].

> Variation sur | — oo, 1].

Soient a et b deux réels appartenant a | — oo, 1] tels que a < b.

Nous avonsa <b<ldonca—1<b—-1<0.

La fonction carré est décroissante sur R™. Nous en déduisons
(a—1)2> (b—1)2
Par suite, il vient
(a—1)2—4> (b—1)% — 4, c’est-a-dire f(a) > f(b).

Nous en concluons que la fonction f est décroissante (strictement) sur I'in-

tervalle | — oo, 1].
Pour résumer, nous donnons le tableau de variations de la fonction f.

x —00 1 +0o0

variations de f N -4

220 = Chapitre 6



Controle graphique avec GeoGebra.

o e

Proposition (forme canonique d’un trinéme). Soit f : x + ax® + bz + ¢ un
trindome de second degré, avec a # 0.

1l existe un réel a et un réel B tels que
Vz € R, f(x) = a(x — a)? + B.

Démonstration. Pour tout réel x et puisque a # 0, nous avons

R R R
f(z) =a(z +ax—|-a),

Fl@) = al@® +2 % (o)a + (o) = (o) + 2,
B b, b ¢
fl@)=allz+ )" = 75+ -,
b b’ — dac
f(x) = al(z+ %)2 a2 b
b b — 4dac
f(x):a(x+2 )? TP
b? — dac

En posant o = o et f=— , nous obtenons en conclusion
a

4a
Vz € R, f(z) = a(r — a)? + 8.

Proposition (extremum d’un trinéme). Soit f : x +— ax® +bx + ¢ un trindme

de second degré, avec a # 0.
b? — 4ac

b
La fonction f atteint en « = —— un extremum = —
2a 4a

Sia >0, alors cet extremum est un minimum.

Sia <0, alors cet extremum est un mazimum.
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Démonstration. Nous savons que, pour tout réel z, f(z) — 8 = a(z — a)?.

Si a > 0, nous en déduisons

fl@) =B =0, soit f(z) > 5.

De plus,
P . b
f(x) — B =0¢équivaut &4 x = a = ——
2a
. b? — dac
Nous en concluons que f admet dans ce cas un minimum 8 = B
a

b
qui est atteint en @« = ——.

Sia < 0, de la méme facgon, nous justifions que f admet un maximum

b2 —dac . b
B = ————— qui est atteint en @« = ——.
4da %

Définition. (O; I, J) est un repére orthonormal du plan.
La courbe Cy représentative d’un trindme du second degré

f:x = ax®+bx + ¢, avec a # 0 est une parabole. Le point S(a, ), soit

b b% — dac
S(_%7_ 40, )7

est le sommet de cette parabole.

Remarques. Nous en donnons deux.

e Pour déterminer les coordonnées du sommet S, on peut retenir par
coeur les formules qui restituent a et S en fonction de a, b et c. On peut aussi
retrouver les valeurs de «v et § en mettant le trindéme f sous sa forme canonique.

e Pour justifier que la représentation graphique C'y d'un trinéme du second
degré = + ax? + bx + ¢ est une parabole, nous pouvons démontrer que par un
changement de repére adéquat, une équation de C'y relativement a ce nouveau
repére est de la forme Y = X?2.

A ce sujet, nous aborderons quelques exemples de changements de repéres

dans le chapitre 8.

Proposition (axe de symétrie). Awvec les notations ci-dessus, la courbe Cy
représentative d’un trindme du second degré admet la droite (d) d’équation

T = « pour azxe de symétrie.
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Démonstration (qui peut étre abordée aprés I’étude du chapitre 8). Nous
considérons un point M (z, y) et son symétrique M'(z’; y') par rapport a la
droite (d).

Nous avons

¥ =20 -2z

Y=y

« S .
2 , ce qui équivaut a {

Les coordonnées (z, y) vérifient une équation de C, c’est-a-dire
y=alr—a)?+p.
Nous en déduisons que les coordonnées (2, y') du point M’ satisfont a
Y =ala—2"—a)+B=ala—2)+B=a(@ —a)+p.

Ceci prouve que M’ € Cy.
Par conséquent, nous avons justifié que la droite (d) d’équation x = « est

un axe de symétrie pour la courbe Cy.

Remarque. Dans le tableau qui suit nous illustrons les six cas qui positionnent
une parabole dans le plan suivant le signe de a et son intersection avec la droite
(OI) des abscisses.
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Exemple (trinome du second degré avec un paramétre). Soient b un réel donné
et f: x> 2%+ br — 2 un trindéme du second degré.
> Nous déterminons la forme canonique du trinéme f.

Pour tout réel z, nous obtenons

f) = +2x (e + (7~ (5~ 2
b b
f) = (4 52— () -2

>> Nous en déduisons que le sommet S(«, 3) de la parabole Cj, est tel que

ce qui implique :
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B=—(—a)?—-2=—a®-2
Nous ainsi prouvé que, lorsque b décrit R, le sommet S de ) décrit la
parabole d’équation

y=—x%—2.

Cette parabole est représentée graphiquement en pointillés sur la figure

ci-dessous.

Proposition (sens de variations d'un trinéme). Soit f : x — ax? + bx + ¢ un

trinome de second degré, avec a # 0.

o Sia >0, alors f est décroissante sur | — oo, —%] et croissante sur
b

[—%, +00.
o Sia <0, alors f est croissante sur | — oo, —%] et décroissante sur
b

[—%, +o0|.

Démonstration. e Supposons a > 0 et soient deux réels u et v appartenant

a l'intervalle | — oo, —2—] tels que u < v.
a

b
Nous avons donc uv < v < 5 Il en résulte
a

+b< +b<0
U+ — < v+ — .
2a 2a

La fonction carré est décroissante sur R™, donc :
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(u+ i)2 > (v+ i)2.

2a 2a
. . b2 — dac
Puisque a > 0 et en ajoutant § = g AU deux membres de cette
a

derniére inégalité, nous obtenons

by b o
G(U‘F%) +5>G(U+%) + 8,

ce qui justifie que f(u) > f(v).

b

Nous en concluons que la fonction f est décroissante sur | — oo, —2—]
a

Nous montrons de la méme fagon que si a > 0, alors f est croissante sur

b
[_%7 +OO['
e Supposons a < 0 et soient deux réels u et v appartenant a l'intervalle

— 00, ——| tels que u < v.
J =00, =5 Jtels g b
Nous avons donc u < v < o0 Il en résulte que
a
+ b <v+ b <0
U+ —<v+ — .
2a 2a —
Puisque la fonction carré est décroissante sur R, il vient
b o b o
u+—)" >+ —)".
(u+ 2a) (v+ 2a)
: . b? — 4ac
Puisque a < 0 et en ajoutant [ = — g, A deux membres de cette
a

derniére inégalité, nous obtenons

b o b o
a(u+%) +B<a(v+%) + B,

ce qui prouve que f(u) < f(v).

b
Nous en concluons que la fonction f est croissante sur | — oo, —2—]
a
Nous montrons de la méme fagon que si a < 0, alors f est décroissante sur
b
——, +00|.
(5o +ool
Remarque. Nous disposons des deux tableaux de variations suivants :
b
T —00 o=—— +00
2a
a>0
variations de f N fla)=p A
b
Ry —00 oa=—— +00
2a
a<0
variations de f S fla)=08 N\
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6.3 Fonction homographique

Définition. Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que ¢ # 0 et bc — ad # 0.

axr+b
La fonction f : x — j—-d’ définie pour x # ——, est une fonction homo-
x c
graphique.
Remarques. Nous en faisons trois.
1
e Lorsque a = d = 0 et b = ¢ = 1, la fonction inverse x — — est
x
homographique.

ar +b

e Sic =0, alors la fonction f : z — est affine, sous réserve que
d # 0.
e Sibc—ad=0 et c#0, la proposition qui suit justifie que la fonction f

. a
est la fonction constante x — —.
c

Exemple. Représentation graphique d’une fonction homographique.

Soit f la fonction homographique définie sur R — {2} par

3r+1

fla) =220

> Nous commencons par montrer qu’il existe deux réels a et b tels que,

pour tout x # 2,

f(x):a—i—m_Q.

Pour cela, plusieurs méthodes sont possibles. Nous en exposons ici deux.

Méthode 1.

Pour = # 2, nous observons que

3r—6+6+1 3(x—2)47 7
T —2 T —2 T —2

f(z)

Par conséquent a = 3 et b = 7 conviennent.

Meéthode 2. Par analyse-synthése.

Analyse

Considérons le probléme résolu, c’est-a-dire supposons qu’il existe deux

réels a et b tels que pour tout x # 2
b
r)=a+ ——/.
fl@)=a+-
En particulier pour x = 0 puis = 1, nous obtenons le systéme :
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2 2 , ce qui équivaut a
qul €q a—b—_4

a1 {Qa—b:—l
a—b=—-4

ce qui donnea =3 et b=71.

Synthése

Nous vérifions immédiatement que 3 + xfj2 = f(z).

Il existe d’autres méthodes comme l’identification ou la division polyné-
miale. Ces derniéres seront développées en Premiére.

> Nous justifions que, pour z > 2, f(z) > 3.

Soit un réel x > 2. En utilisant la "forme canonique" de f obtenue ci-dessus,
nous obtenons

7

f(x)_3:$_2>07

ce qui prouve que
Vo > 2, f(x) > 3.

> Nous montrons que si x > 2 + 7 x 10°, alors f(z) —3 < 1075.
Siz>24+7x10° alors x —2 > 7 x 10° > 0.

Puisque la fonction inverse est décroissante strictement sur |0, +oo[, il vient

1 1 C
< ce qui implique 7 x

1
107°.
r—2 7 x105 a:—2< 0

Nous en concluons que
six>2+7x10°, alors f(z) —3 < 1075.

Cela signifie que si z est assez grand, alors f(x) est proche de 3.

Graphiquement, nous observons que les points de C'; d’abscisses suffisam-
ment grandes se rapprochent de la droite d’équation y = 3.

On dit que cette droite est une asymptote horizontale pour x voisin de +o00.

> Nous prouvons que si 2 < z < 2+ 1072, alors f(z) > 10°.

Si2<x<24+10% alors0 <z —2<107°.

Par décroissance stricte de la fonction inverse sur 0, +oo[, nous obtenons

1 7
—— > 10°, soit —— > 7 x 10°.
T — 2 xr—2

Nous en déduisons
flx) >3+7x10° > 10°.
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Ainsi, si z est proche de 2 par la droite, alors f(z) est grand.

Graphiquement, cela signifie que les points de C'y d’abscisses proches de 2
en restant strictement supérieures a 2 se rapprochent de la droite d’équation
r =2.

On dit que cette droite est une asymptote verticale pour x voisin de 2 tel

que z > 2.

Cy

(d):z=2

&
&
S
W
>
B e e L 3
IS
o
m
3
N
=
3
®

Sur la représentation graphique de la fonction f, nous pouvons conjecturer
que le point A(2,3) est un centre de symétrie pour la courbe Cj.

Par symétrie, nous en déduisons que :

- la droite (d) d’équation y = 3 est une asymptote horizontale pour z voisin
de —o0,

- la droite (d') d’équation x = 2 est une asymptote verticale pour x voisin

de 2, en restant a gauche de 2.

Proposition (forme canonique d’une fonction homographique). Soient a, b,

¢ et d quatre réels tels que ¢ # 0 et bc — ad # 0. On considére la fonction

b d
homographique [ : x — ar , définie pour x # ——.
cx +d ¢

d 1bc— ad
Pour tout réel x = ——, on a : f(q;):g+7 c-a ]
c c ccr+d
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. . d
Démonstration. Pour tout © #% ——, nous avons
c

b d d b b d
a((lf-i‘g) a$+g—;+a a 5_2 a 1bc — ad
)= d. ¢ d =0+ d):E+Ecx+d'
c(x+g) T+ T+

Définition. (O; I, J) est un repére orthonormal du plan.

Soient a, b, ¢ et d quatre réels tels que ¢ # 0 et bc — ad # 0.
ar +b

cr+d
est une hyperbole dont les asymptotes horizontale et verticale ont respective-

La courbe Cy représentative d’une fonction homographique f : x —

a
ment pour équation y = — et xt = ——.
c c

d a
Proposition. Avec les notations ci-dessus, le point A(——, —) d’intersection
e

des deux asymptotes est un centre de symétrie pour I’hyperbole Cf.

Démonstration (qui peut étre abordée aprés 1'étude du chapitre 8). Soient
M (z, y) et M'(2, y') deux points symétriques par rapport au point A.

Puisque A est le milieu du segment [M M'], nous en déduisons

r+ d 2d
5= ' =—r——

€ | ce qui équivaut a C

+q/ a ’ 2a
Y 2y =~ y = —y+ =

Soit M (x, y) € Cy. 11 vient

a }bc—ad

y:E+ccm+d'

Nous en déduisons que les coordonnées (z/, y') du point M’ satisfont a

20 a 1 be — ad

2
c ¢ Cc(—:p’——d)—}—d

c
Apres simplification, il vient

a 1bc—ad

Yooty a

ce qui justifie que M'(2’, ') appartient & 'hyperbole C.

d a
Nous en concluons que le point A(——, —) est un centre de symétrie pour
c ¢

I'hyperbole Cf.
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Remarque. Pour justifier que la représentative graphique C'y d’une fonction
homographique est une hyperbole, nous pourrions démontrer que par un chan-

gement de repére adéquat, une équation de Cj relativement a ce nouveau

1
repére est de la forme Y = < Nous aborderons & ce sujet quelques exemples

de changements de repéres dans le chapitre 8.

6.4 Fonction valeur absolue

6.4.1 Définition - Premiéres propriétés

Nous rappelons la définition de la valeur absolue d’un réel, donnée au cha-

pitre 1.

Définition. Soit x un réel. La valeur absolue de x est le réel positif, notée |x|,

définie par

|$’_\/ﬁ_{ rzsix >0

—rsiz<0

Nous disposons ainsi d’une fonction définie sur R, x — |z|, notée abs.

Représentation graphique de la fonction abs : z — |z

(O; 1, J) est un repére orthonormal du plan.

zsiz >0
Une équation de la courbe Cyps est y = |z| = Va2 = T )
—zrsix <0

Cette courbe est donc la réunion de deux demi-droites représentées ci-aprés.

Nous observons que la fonction abs est affine par intervalles.
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Proposition (premiéres propriétés de la fonction valeur absolue). Nous dis-
posons des propriétés suivantes :

o Vz e R, |z| > 0.

eV eR, |z|=0<2z=0.

o Vzr € R,|—z| = |z| (la fonction abs est paire).

e Vz eRVyeR, [z —y| =y — x|

e VzeR, |z]* = |2?| = 2.

eV e R VyeR, |z|=yl e x=youzr=—y.

o Vzx e Rz <|z|.

Démonstration. Soient x et y deux réels. Nous avons successivement :
o |z|=Vz2>0.
lz| =0 Vat=0&22=0c2=0.

L]
o |—a| = (2P = Va? = [a].
e Puisque z —y = —(y — z), 'égalité |z — y| = |y — x| en résulte d’apres

la propriété précédente.
e D’une part,
2f? = (VB = a2,
D’autre part,
|22| = 22 car 2% > 0.
Nous en concluons
j2|* = |2
e Puisque |z| > 0 et |y| > 0,
lz| = |yl & 2? =y?* & x =youz = —y.
e Nous avons
Osiz >0
2esiz <0
Il en résulte que = — |z| < 0, c’est-a-dire, pour tout réel z,

r— x| =

x <zl

Remarque. Ces premiéres propriétés sont a connaitre car elles autorisent
souvent des calculs sans étre obligé d’effectuer une disjonction des cas.

Par exemple, on retiendra qu’une équation de la forme
|u(x)| = |v(z)] est équivalente a u(z) = v(z) ou u(z) = —v(x),

ce que nous mettons en ceuvre dans les deux exemples qui suivent.
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Exemples. Résolutions d’équations de la forme |u(x)| = |v(x)|.
1°r exemple. Résolution dans R de I’équation |2z — 1| = |z — 2], notée (1).

Nous avons

1)e2r—1=z—-20u2z—-1=—-x+2,

(1) @ x=—1loux = 1.

Nous en concluons que S(;) = {—1, 1}.

Controle graphique avec GeoGebra.

|
|
1
|
1
1
|
|
|
|
'
|
|
|
|

&

3 =2 -1 0

!

2¢ exemple. Résolution dans R de I'équation |22 — 2z| = |z, notée (2).

Nous avons

(2) & 2® — 2z = roua® — 2z = —z,
(2) & z(r—3)=00ouz(x—1)=0,

(2) &z =00uz =3ouz = 1.

Nous en concluons que S(9) = {0, 1,3}.

Controle graphique avec GeoGebra.

m»———-I-——————--
g,
|
)
=
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6.4.2 Représentation graphique de f:z — |z — qf

(O; I, J) est un repére orthonormal du plan.
Nous procédons par disjonction des cas.

Un équation de la courbe C'y est

r—asiz—a>0 r—asix>a
y=lr—af= . = . :
—(z—a)siz—a<0 —zr+asiz<a

Nous en déduisons que C est la réunion de deux demi-droites représentées

ci-dessous

-1

Remarque. Nous pouvons aussi obtenir la représentation graphique de f :
x +— |z — a| en considérant que Cy se déduit de Cgyps par la translation de
vecteur a - (’)? .

Ce point sera abordé dans les chapitres 7 et 8.

6.4.3 Equation |z| =7

Proposition (équation |z| = 7). Soit r un réel donné et S l’ensemble des

solutions dans R de l’équation |x| = r. Nous disposons du tableau.

|x| = r | ensemble des solutions

r>0 S={-rr}
r=0 S ={0}
r<0 S=10
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Démonstration. Par disjonction, nous distinguons trois cas.

Si r > 0, alors nous avons
lz| =r < |z|=|r| 2z =—rouz =r.
Sir =0, alors on a
|r] =0< 2 =0.

Sir < 0, alors cette équation n’a pas de solution car

Vr € R, |z| > 0.
Corollaire (équation |z — a| = r). Soient r et a deux réels donnés et S l'en-
semble des solutions dans R de [’équation |x — a| = r. Nous disposons du
tableau.

|x —a| =1 | ensemble des solutions

r>0 S={a—r,a+r}
r=0 S = {a}
r<0 S=0

Démonstration. Comme précédemment, nous distinguons par disjonction
trois cas.

Si r > 0, alors nous avons
|t—a|=r<|r—al=|rler—a=—rourz—a=r<sr=a—rour =a+r.
Si r = 0, alors nous obtenons
lt—al=02—-—a=0&2=a.
Si r < 0, alors cette équation n’a pas de solution car

Ve eR, |[x —al >0.

Remarques. Nous en faisons deux.

e Plus généralement, pour résoudre une équation de la forme |u(x)| = r,
nous procédons de la méme fagon :

sir >0, ju(x)] =r<ulx) =—rouu(z) =r,

sir=0, |u(x)] =0« u(r) =0,

si r < 0, cette équation n’a pas de solution car, pour tout réel z, |u(z)| > 0.
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e Pour résoudre une équation de la forme alu(x)| + Slv(x)| = m ou
alu(z)] + Bv(xz) = m, nous procédons par disjonction des cas, contrairement
aux équations de la forme |u(z)| = |v(z)| ou |u(z)| = r ou la résolution est

directe en utilisant la remarque précédente.

Exemples. Nous proposons de résoudre dans R les deux équations suivantes :

|z? — 22| = 2, notée (1),
2|z| — |x — 2| = 2. notée (2).

Puis nous controlons graphiquement avec GeoGebra les solutions obtenues.
> Résolution de (1).

Pour résoudre (1), nous observons que cette équation est du type |u(x)| = r.

(1) e 2?—22=—-20ouz?— 22 =2,
er?-22+1-1=-20ux’>-20+1-1=2,
()& (z—-1)%=—-1ou(x—1)?2=3.

L’équation (x — 1)? = —1 n’a pas de solution. Nous en déduisons

()er—1=—/3ouz—1=+/3,
(1)er=1-V3ouzr=1++3.

Nous en concluons que S(jy = {1 — V3, 1+ 3}

Controle graphique.

Nous affichons la représentation graphique de la fonction f : x + |22 — 2z|.
Les solutions de (1) sont, comme nous le savons, les abscisses des points

d’intersection de Cy avec la droite (d) d’équation y = 2.

Cr

(d):y=2
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> Résolution de (2).
Pour résoudre cette équation, en observant les valeurs absolues figurant

dans (2), nous devons faire une disjonction des cas suivants :
r<0oul<zxr<2ouzx>2.

Nous présentons cette disjonction sous la forme d’un tableau.

T —00 0 2 +00
|z —x 0 x x
|z — 2| —x+2 —x4+2|0|z—2
2| — |z — 2 —x—2| -2 |3x-2 |4|x+2

Nous obtenons

—x—2=2 3r—2=2 r+2=2
(2) & ou ou ,

siz <0 si0<z <2 six > 2
4
r=—4 T == z=0
(2) & . ou 3 ou . .
siz <0 si0<z<?2 siz > 2

4

Seules les deux premiéres solutions conviennent, donc So) = {—4, g} .
Controle graphique.
Nous observons grace au tableau ci-dessus que la fonction

g: x> 2|x| — |x — 2| est affine par intervalles et est définie par
—r —2 3 — 2 T+ 2
x) = ou g(z) = ou g(z) = .
9(x) {si:c<0 9(@) {siO§x<2 9(@) {siazZQ

Les solutions de (2) sont les abscisses des points d’intersection de Cy avec

la droite (d) d’équation y = 2.
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6.4.4 Inéquations |z| <7, |z| <7, |z|>7r, |x| >7T

Proposition. Soient r un réel donné et S ’ensemble des solutions de ['une des

méquations proposées ci-dessus. Nous disposons des deux tableaur suivants :

Inéquations x| <r lz| <7

r>0 S=[-rr] | S=]—rr|

r=20 S ={0} 0

r<0 0 0

Inéquations |z| > |x| > r

r>0 S =] — o0, —r]U[r, +o0[ | S =] — o0, —r[U]r, +00]
r=20 R R*
r <0 R R

Démonstration. Pour les deux derniéres lignes des deux tableaux, nous ré-
flechissons dans chaque cas sachant que, pour tout réel z, |z| > 0.

Pour la premiére ligne de chacun des deux tableaux, nous élevons au carré
les deux membres positifs de chacune des quatre inéquations. En utilisant I'éga-

2

lité |z|? = 22, nous obtenons :

o lz|<re2?<rle r<a<r
e jr|<rerl<rle r<r<r
o lz|>rea?>rPe < —rouxr >,

o lz|>rea?>rle < —rouxr >

Corollaire (inéquations |z—a| <7, |[zr—a| < r, |[x—a| > r, |[xt—a| > 1). Soient
r et a deux réels donnés et S 'ensemble des solutions de l'une des inéquations

proposées ci-dessus. Nous disposons des trois tableaux suivants :

Inéquations |z —a] <7 |z —al <7
r >0 S=la—r,a+r] | S=la—r, a+r|
r=20 S ={a} 0
r<0 0 0
Inéquations |z —a| >
r >0 S =]—o00,a—7]Ua+r, +o0]
r=20 R
r <0 R
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Inéquations |z —al >r
>0 S =] —o00, a—r[Ula+r, +o0f
r=0 R — {a}
r<o0 R

Démonstration. Pour les deux derniéres lignes de ces trois tableaux, nous
réfléchissons dans chaque cas sachant que, pour tout réel z, |z — a| > 0.

Pour la premiére ligne de chacun des deux tableaux, nous utilisons la propo-
sition précédente en remplacant x par x — a. Les quatre ensembles de solutions

en résultent immédiatement.

Exemples. Nous résolvons dans R les trois inéquations suivantes :
(1) |z +2| > 2.
(2) 22 — 1] < V2.
(3) |22 — 2| < 2.
> Résolution de (1).

Nous appliquons le corollaire ci-dessus avec a = —2 et 7 = 2. Nous obtenons
S(l) =] — 00, —4[U]0, +o0].

> Résolution de (2).
On reconnait une inéquation de la forme |z| < v/2 ol z est remplacé par

2xr — 1, ce qui donne

Nous obtenons

V241 V2+1

2 ' 2

Sy = [ J.

> Résolution de (3).

Nous utilisons la méme méthode que dans (2). Il vient

B) e 2<2?-2<2,
(3) & 0 < 2? < 4,
B3) & —2<z<2etx#0.

Nous en concluons que
S(g) =] — 2; 0[U]0; 2].
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6.4.5 Action de la valeur absolue sur la multiplication, sur

Pinverse et sur le quotient

Proposition (action de la valeur absolue sur la multiplication). Pour tous les

réels x et y, nous avons
|yl = |||yl
Démonstration. Soient z et y deux réels. Il vient
jzyl? = (2y)? = 2?y? = |2[yl* = (J2lly])>.
Puisque |zy| > 0 et |z||y| > 0, nous en déduisons |zy| = |z||y|.

Remarques. Nous en donnons trois.

e FEn particulier pour x = y, nous obtenons & nouveau que,
pour tout réel z, |22| = |z|2.

e Plus généralement, nous pouvons démontrer par récurrence que, pour
tout réel x non nul et tout entier naturel n, nous disposons de I'égalité
n| — n
|z"| = [a|™.
e Action sur une fonction affine.

Soient a et b deux réels tels que a # 0. Pour tout réel x, nous avons
b b
lax + b| = |a(xz + —)| = |a||lz + —|.
a a

Proposition (action de la valeur absolue sur 'inverse, sur le quotient). Soient

x ety deux réels tels que y # 0. Nous disposons des deux propriétés suivantes :

L=
y |yl
,l"_\ﬂfl
y |y

1
Démonstration. e Soit y un réel non nul. Nous savons que y x — = 1.
Yy

1
Il en résulte que |y x —| = |1| = 1.
Y

1 1
Nous en déduisons que |y| x |—| =1, ce qui donne |—| = ol
)
e Soient x et y deux réels tels que y # 0. Nous avons
x 1 1 1 ||
2= b = fol = ol x =12
lyl 1yl
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Exemple. Nous résolvons dans R — {1} ’équation

2 _ 1

|z —1] 2

Notons (e) cette équation. Nous proposons deux méthodes qui n’utilisent
pas une disjonction des cas.

Meéthode 1. Pour tout réel z # 1, nous avons

(e) & 2Jx| = |z —1],

(e) & [2z] = [z 1],

() &2z =—(r—1)ou2x=x—1,
1

(e)<:>x:§ou:v:—1.

1
Nous en concluons que Sy = {1, g}
Méthode 2.

Pour tout réel x # 1, nous avons

T 1

() & |- = 5.
()@ T 1 x 1
e = ——ou = -
x—1 2 x—1 2’

(e)e2r=—(r—1)ou2zr=o—1.

Nous en déduisons ensuite la méme conclusion qu’avec la méthode 1.

6.4.6 Action de la valeur absolue sur ’addition - Inégalité tri-

angulaire
Soient a = 2 et b = —5. Nous observons que
la+bl=|-3=3et|a|+]b]=2+4+|-5]=T.

C’est un contre-exemple qui prouve que, en général, |a + b| # |a| + |b].

Proposition (inégalité triangulaire). Soient x et y deux réels quelconques.

Nous disposons de l’inégalité
2+ y| < [z] + |yl

Démonstration. Soient x et y deux réels. Pour comparer les réels positifs

|z + y| et |x| + |y| nous étudions le signe du réel

D =z +y* — (|l + ly])*.
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En développant, nous obtenons
D = (z+y)*—(|z[*+ly[*+2lz(ly| = 2*+y>+2ay— (2 +y>+2[xy| = 2(zy—|zy]).

Puisque zy < |zy|, en vertu du dernier point de la proposition établie au
paragraphe 6.4.1, nous en déduisons que

D <0,
ce qui donne
|z +y* < (J2| + [y])*.

Puisque |z + y| € Rt et |z + |y| € RT, l'inégalité attendue en résulte,

c’est-a-dire
Vo € R, Vy €R, |z +y| < [z|+[y.

Remarques. Nous en faisons trois.

o [’égalité est atteinte si et seulement si D = 0. Ceci équivaut a xy = |zy|,

donc si et seulement si les réels = et y sont de méme signe.

e En remplacant y par —y, nous obtenons
Vo eR, Vy €R, |z —y| < |z|+ Jyl.

e Pour tous réels x et y, 'exercice corrigé 25 justifie que ||z]|—|y|| < |z—y].

Nous disposons ainsi de la double inégalité

Ve € R, Vy € R, ||z] — y|| < |z —y| < |z| + |yl

6.5 Exercices corrigés

6.5.1 Fonction affine

Exercice 1. Egalité de deux fonctions affines

1. Sotent a et b deux réels et f : x — ax + b une fonction affine. Montrer
que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Vx € R, f(z) = 0.

(i) a=b=0.

2. Soient f:x v+ ax+0betg:xr dx+ bV deur fonctions affines.

Justifier que

=g si et seulement sia=a' etb=1".
g
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Solution

1. Montrons que (z) = (ii).

Nous supposons que, pour tout réel z, f(z) = 0, soit axz + b = 0.
En particulier, pour = 0, nous obtenons a = 0.

En particulier, pour = 1, nous obtenons a + b = 0.

a=20
a+b=0"

admet pour solution a = b = 0, ce qui justifie la proposition (7).

Le systeme

Montrons que (i7) = ().
Sia=0b=0, alors : Vx € R, f(z) =0z +0=0.
La proposition (i) est ainsi justifiée.

2. Nous disposons des équivalences suivantes :

f=geVzeR, f(z) =g(z),
f=g&eVreR ar+b=dx+0,
f=geVzeR, (a—d)x+b-0b =0.

Finalement, en utilisant la question 1, nous obtenons
f = g siet seulement sia=a’ et b=10".

Exercice 2. Fonctions affines

Soit f une fonction affine. Les trois questions suivantes sont indépendantes.

1. Le coefficient directeur de la droite qui représente cette fonction dans un
repére est strictement compris entre 0 et 1. De plus f(3) = 4 et f(1) € N.
Déterminer cette fonction.

2. On suppose que f(1) < f(2), f(3) > f(4) et f(5) = 5. Déterminer cette
fonction.

3. On suppose que f(—1) = 3. Calculer f(—2) et f(1) sachant que ces deux
nombres appartiennent a ’ensemble {0; 1; 4; 5}.

Solution

Pour tout réel z, posons f(x) = ax + b.

1. Puisque a €]0; 1], la fonction f est croissante sur R, donc f(1) < 4.

Comme f(1) € N, nous en déduisons que f(1) € {0; 1; 2; 3}.

De plus :
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f(A)=a+betd= f(3) =3a+b=2a+a+b, ce qui implique que
f(l)=a+b=4-2a.

Ainsi, par disjonction, nous en déduisons les quatre cas ci-aprés.

e 4 —2a =0, soit a = 2. Cette solution est exclue car a €]0; 1].
ou

e 4—2a=1,soita= ; Cette solution est exclue car a €]0; 1].
ou

e 4 —2a =2, soit a = 1. Cette solution est exclue car a €]0; 1].
ou

e 4 —2a =3 so0it a = % Cette solution convient.

Par conséquent, pour tout réel x, nous obtenons

1 1 )
f(m)—§x+bf§a:+§.

Réciproquement, nous vérifions que f(3) =4 et f(1) =3 € N.

2. Les conditions f(1) < f(2), f(3) > f(4) signifient que f est simultané-
ment croissante et décroissante sur R.

Il en résulte que f est constante.

Puisque f(5) = 5, nous pouvons en conclure que f : x +— 5.

3. Puisque f(—1) = 3, nous avons 3 = —a + b, soit b = 3 + a, ce qui donne
f(=2)=—-2a+b=—a+3et f(1)=a+b=2a+3.

Comme f(—2) € {0; 1; 4; 5}, nous en déduisons :
e —a+ 3 =0, soit a =3,
ou
o —a+ 3 =1, soit a =2,
ou
o —a+ 3 =4, soit a =—1,
ou
e —a+ 3 =5, soit a=—2.
De plus f(1) € {0; 1; 4; 5}, ce qui donne :
e 20+ 3 =0, soit a = 3

27
ou

e 20+ 3 =1, soit a = —1,
ou :
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1
e 20+ 3 =4, soita:§,

ou
e 2a+ 3 =5, soit a = 1.
Seule la valeur @ = —1 est compatible avec les deux conditions

f(=2) €{0; 1; 4, 5} et f(1) € {0; 1; 4; 5}.
Puisque f(—1) = 3, nous en déduisons que, pour tout réel x,
fl&)=—z+b=—x+2.

Réciproquement, nous vérifions que f(—1) =3, f(—2) =4 et f(1) = 1.
Exercice 3. Composition d’une fonction affine avec elle-méme

Déterminer les fonctions affines f telles que
Ve e R, f(f(z)) =2z — 3.

Solution
Pour tout réel x, posons f(z) = ax + b.

Nous obtenons

f(f(z)) =af(z)+b=alax +b) +b=a’x +ab+b.
Pour tout réel x, nous en déduisons

f(f(x)) = 22 — 3 équivaut a a®z + (a + 1)b = 22 — 3.

En particulier pour x = 0, nous obtenons (a + 1)b = —3.
En particulier pour = = 1, il vient a® + b(a + 1) = —1, soit a® = 2.

Le systéme

a pour solutions

0= /2 0=z

3 ou -3 .
b:m::&(uﬂ) b:m:?)(l—\@)

Nécessairement, nous obtenons les deux fonctions affines suivantes :
x> —/2x 4+ 3(1 4+ v/2) ou z +— 2z + 3(1 — V2).
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Réciproquement, nous avons,

si, Vo € R, f(x) = —v2x + 3(1 + /2), alors

ff(@) = —V2(—V2z + 3(1+ V2)) + 3(1 + V2),
f(f(@) =22 —3vV2(1+v2) +3(1 + v2) = 2z — 3.

si, Vo € R, f(x) = V22 + 3(1 — v/2), alors

F(f(@) = V2(V22 4+ 3(1 = v2)) + 3(1 — V2),
f(f(z) =22 +3vV2(1 —V2)+3(1 —V2) =22 - 3.

Nous en concluons que les deux fonctions affines qui conviennent sont
= —2x +3(1+ \/i)oux — ﬂx+3(1 —2).

Exercice 4. Une équation fonctionnelle

Trouver toutes les fonction affines f telles que

vz e R, f(f(x)) = f(x).

Solution
Pour tout réel z, posons f(x) = ax + b.

Nous cherchons pour quelles valeurs des réels a et b, on a, pour tout réel x,
a(azx +b) +b = ax + b, soit a’x + ab+ b = ax +b.

En particulier, pour x = 0 et pour = 1, nous obtenons le systéme

ab+b=1>
a2+ab+b=a+b’

ce qui équivaut successivement a :

ab=0
a?+ab=a’
a=20 b=20
ou ,
0b=0 a’=a
ou ou )
bGR CL:O a =

Les fonctions affines qui en résultent sont :
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zr—=boux— 0oux+—zx,
c’est-a-dire
r— xouzxr— b, avec b € R.

Réciproquement, nous vérifions que les fonctions = +— x ou x + b, avec
b € R, satisfont a

vz eR, f(f(z)) = f(x).

Nous en concluons que les fonctions affines qui conviennent sont les fonc-

tions
x> b,avec b€ Ret z— .

Exercice 5. Composée de deux fonctions affines

Soient a et b deux réels.
On désigne par fqp la fonction affine définie sur R par f,p(x) = ax + b.
Soient a, b, a’ et V' quatre réels. Aux fonctions affines fop et fop, on

associe la fonction notée fqp 0 fu . définie par
Vx € R7 (fa,b o fa’,b’)(x) = fmb(fa’,b’(x))-

1. Calculer, pour tout réel x, (f_120 fa3)(x) puis (foz0 f-12)(z).

Que remarquez-vous ?

2. Montrer que fap o farty = faa’,ab'+b-

3. A-t-on fopo fay = farpr © fap ?

4. Déterminer fqap 0 f1,0 puis f1,00 fap-

5. Montrer que, pour tous réels les a et b tels que a # 0, il existe deux réels
a et B tels que fop o fa,3 = f10-

6. En déduire fo g0 fop-

Solution

1. Pour tout réel x, nous avons

(f-120 f23)(x) = fo12(f23(2) = —fos(z) +2=—(2x+3) + 2= -2z — L.

De la méme fagon, nous obtenons

(fozo fo12)(x) = fos(fo12(2)) =2f—12(x) +3=2(—2+2)+3=—-20+T.

Nous remarquons que, pour tout réel x,

(f-120 fo3)(x) # (f230 f-12)(2).
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2. Pour tout réel x, nous obtenons
(fa,b o fa’,b’)(-r) = fa,b(fa’,b’ (1:)) = afa’,b’ (:E) +b= a(a’m + b/) =+ ba
(fa,b © fa’,b’)(x) =adz+ab +b= faa’,ab’+b($)~

En appliquant la définition de I’égalité de deux fonctions, nous en concluons

fa,b © fa’,b’ = faa’,ab’—&-b‘
3. La réponse est non. La question 2 nous fournit un contre-exemple.

Remarque

Désignons par A, ’ensemble des fonctions affines. Nous énongons que o est
une opération interne dans A, ce qui signifie que, pour toutes fonctions f,; et
farp appartenant a A, nous avons prouvé que fqp 0 forp € A.

Mais d’aprés la question 1, cette opération n’est pas commutative.

Par contre, on peut montrer que o est associative, en vérifiant
(fa,b © fa’,b’) © fa”,b” = fa,b © (fa’,b’ © fa”,b”)-
4. Pour déterminer f,; o f10, nous utilisons la question 2, ce qui donne

fap© f1,0 = fax1,ax0+b = fap-

De la méme facon, nous justifions que fioo fop = fap-

Remarque

La fonction f1 : z — z est ’élément neutre de A muni de 'opération o .

5. Soient a et b deux réels tels que a # 0. En utilisant la question 2, nous

obtenons :

fapo fag = f1,0 © faa,ap+b = fi0-

En utilisant la définition de 1’égalité de deux fonctions affines acquise dans

I’exercice 1, nous obtenons le systéme

ac =1
aB+b=0

Puisque a # 0, nous en déduisons que
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Réciproquement, nous vérifions

Japo S b= fort a(—b)pp = Jr0-

Nous en concluons que la fonction affine f L b répond a la question.

6. Nous avons, en utilisant & nouveau le resultat de la question 2,
fapofap =/ 1 _bv0fap=Ff1,,1. b= [0

Remarques

e Pour a € R*, on dit que f 1 b est la fonction inverse ou réciproque de
Jap- S

e [n désignant par A* I’ensemble des fonctions affines f, 3 tel que a # 0,
nous avons montré que A* est, pour l'opération de composition o, un groupe

non commutatif.

6.5.2 Trinéme du second degré

Exercice 6. Etude d’un trinéme

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = —2% + 22 + 2.

1. Déterminer la forme canonique du trindme f(x).

2. En déduire les solutions dans R de ’équation f(x) = 0.

3. En déduire que f admet un extremum que l’on précisera.

4. En déduire le sens de variations de f.

5. On considére la fonction g définie sur R par g(x) = f(x — 1).

Quel est le sens de variation de g sur [2, +oo[ ?

6. Comment déduire la représentation graphique de la fonction g & partir
de celle de [ ¢

Solution

1. Pour tout réel x, nous avons
fz)=—(?-20—-2)=—(2>-22+1-1-2)=—(z—1)2+3.
2. Nous avons
fx)=0& (z—-1)2?=3er—-1=—3our—1=+3.
Nous en déduisons que les solutions dans R de I'équation f(x) = 0 sont

r=1—+v3ouzxz=1++3.

Etude de quelques fonctions = 249



250

3. Pour tout réel z, nous observons

flz)=3=—(z—-1)2%

Nous en déduisons

f(z) —3 <0, soit, pour tout réel z, f(z) < 3,

ce qui justifie que le réel 3 est un maximum pour f.

Ce maximum est atteint en z = 1.

4. Etudions le sens de variation de f sur [1, +ool.
Soient a et b deux réels tels que 1 < a < b.
Ilvient: 0<a—-1<b-—1.

Puisque la fonction carré est croissante sur R™, nous obtenons
(a—1)? < (b—1)2, ce qui donne,
—(a—1)24+3> —(b—1)? +3, soit f(a) > f(b).

Nous en concluons que f est décroissante strictement sur [1, 4+o00].

De la méme fagon, la fonction f est croissante sur | — oo, 1].

5. Soient a et b deux réels appartenant a 'intervalle [2, +o00] tels que a < b.
Nous avons, 2 < a < b.

Il en résulte que 1 <a—1<b-—1.

Puisque la fonction f est décroissante sur [1, +oo[, nous en déduisons
fla—1)> F(b—1), soit g(a) > g(b).
Ceci prouve que la fonction g est décroissante strictement sur [2, 4+o00].

On démontre de méme que g est croissante sur 'intervalle | — oo, 2].

6. La courbe C, se déduit de C, en faisant agir sur cette derniére la trans-

lation de vecteur (7} .
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Exercice 7. Fonction affine - Trindme - Paramétre
Soit m un réel non nul.

On consideére deuz fonctions [ et g définies, pour tout réel x € R, par
f(z) =mx+1 et g(z) = ma? + 1.

1. Quel est, selon les valeurs du réel m, le sens de variation sur R, de la
fonction f ¢

2. Quel est, selon les valeurs du réel m, le sens de variation de la fonction
g sur [0, +o0[ ¢

3. En déduire, selon les valeurs du réel m, le sens de variation de g sur
| — o0, 0].

4. Résoudre dans R ’équation f(x) = g(x).

5. Montrer qu’il existe une unique valeur de m telle que

Ve e R, f(f(z)) = x.

6. Montrer qu’il existe une unique valeur de m telle que f(g(1)) = g(f(1)).
Solution

1. Nous appliquons le cours sur les fonctions affines.

Sim > 0, alors f est croissante sur R.

Sim < 0, alors f est décroissante sur R.

2. Nous pouvons appliquer & nouveau le cours sur les fonctions trinomes.

Sim > 0, alors g est croissante sur [0, 4+o0[.

Sim < 0, alors g est décroissante sur [0, +o00].

3. La fonction g est paire car pour tout réel x, on a
g(—2) =m(—2)2 +1=ma?+ 1= g(x).

Il en résulte que :
si m > 0, alors g est décroissante sur | — oo, 0],
si m < 0, alors g est croissante sur | — oo, 0].

4. Désignons par [1] 'équation f(z) = g(x). Nous avons

[1] & mz +1=ma?+ 1,

[1] & m(2? —z) = 0.

Puisque m # 0, nous obtenons :
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1] © z(x—1) =0,
1] < x=00uz = 1.

Nous en concluons que Sy = {0; 1}.

Remarque

Les solutions de cette équation prouvent que les courbes C'y et Cy se coupent
en deux points de coordonnées (0; 1) et (1,m + 1).

5. Pour tout réel x, nous avons
f(f@)=mfx)+1=mmz+1)+1=m?z+m+1.
Nous en déduisons que si pour tout réel z,
f(f(z)) =z, alors m?zr +m +1 = .
En particulier, pour x = 0, nous obtenons
m+ 1 =0, soit m = —1.
Ainsi, si f est telle que, pour tout réel z,
f(f(x)) =z, alors f(z) = —x + 1.
Réciproquement, si pour tout réel x, nous avons f(z) = —x + 1, alors
f(f(x)==flz)+1=—(—z+1)+1=u.

Nous en concluons que m = —1 est 'unique valeur du réel m tel que, pour
tout réel z, f(f(x)) = x.

6. Nous avons d’une part,
f(g(1)) =mg(1) +1=m(m+1) + 1.
D’autre part, nous obtenons
g(f(1) =m(f(1))* +1=m(m+1)* + L
Désignons par [2] 'équation f(g(1)) = g(f(1)). Il vient
2] & m(m+1) =m(m+ 1)%
Puisque que m # 0, nous obtenons :
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2] @ m+1=(m+1)%
2] & (m+1)(m+1-1)=0,
2] & (m+1)m = 0.

A nouveau, puisque m # 0, nous obtenons m = —1.

Nous en concluons que m = —1 est aussi 'unique valeur de m telle que

Exercice 8. Intersection d’une parabole et d’une droite

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2? + 3z — 4

Etudier Uintersection de la courbe représentative Cy de la fonction f avec
la droite (d) d’équation y = x — a, ot a est un réel donné.

Controler graphiquement.

Solution

Les coordonnées (x,y) d'un point appartenant a C'y N (d) satisfont au sys-

téme

{ y=2%+3r—4

Y= —a

Nous en déduisons 1’équation aux abscisses, 22 + 3z — 4 = z — a, notée [a].

Nous obtenons

a) 2?4+ 2r+a—4=0,

a) e 2?+2r+1—-1+a—4=0,
o (@+1)2%+a—5=0,

| (z+1)*=5—a.

a

[
[
[
[a
Nous distinguons par disjonction 3 cas.

1°* cas : 5 —a < 0, soit a > 5.

Un carré est positif ou nul donc Spg = (.

Par suite, nous en concluons que C’ N (d) = 0.
2¢ cas: 5 —a=0,soit a=>5.

Dans ce cas, nous avons
[ © (z+1)?2=02=—1,
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ce qui donne Sp5 = {—1}.
Nous en concluons que Cr N (d) = {A}, avec A(—1, —6).
3¢ cas:5—a >0, soit a < 5.

[a] @z +1=+b—aouz+1=—5—a,
lal| 2 =—-14++b—aouzx=—-1—-+5-a.

L’équation [a] admet deux solutions distinctes. Nous obtenons
Sla) = {-1-+Vb—a, =1++/>5—a}.

Nous en concluons que C'y N (d) est réduit & deux points dont les abscisses
sont les deux solutions obtenues ci-dessus.

Nous controlons graphiquement avec GeoGebra.

Cr 1 a<5

a>5

Lorsque a = 5, nous observons que la droite (d) est tangente en A a la

parabole C.

Exercice 9. Optimisation

Soit a > 0 un réel donné. On considére le triangle BAC rectangle en A tel
que AB = 2a et AC = a.

On désigne par :

o J le milieu du segment [AC].

o M wun point quelconque du segment [AB] tel que BM = x.

e D le point d’intersection de la paralléle 4 (AC) passant par M avec la

droite (BC).
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/ B

B

1. A quel intervalle I le réel x appartient-il ?

2. Calculer M D en fonction de x. Que remarquez-vous ?

3. On désigne par s(x) laire du trapéze AMD.J.

Justifier que, quel que soit x € I, s(x) = i(x +a)(2a — x).

4. Pour quelle valeur du réel x, l’aire du trapéze AM D.J est-elle mazximale ¢

5. Ou placer le point M sur le segment [AB] afin que laire du trapéze
AMDJ soit égale a la moitié de aire du triangle BAC ¢

Solution
1. Clairement, puisque M € [AB], nous observons que z € I = [0, 2a].

2. Les droites (M D) et (AC) sont paralléles. Nous appliquons le théoréme
de Thalés dans le triangle BAC'. 1l vient

MD  BM
AC T BA’
Nous en déduisons
MD x
a  2a
Nous en concluons
T
MD = 5
Nous remarquons que la distance M D ne dépend pas du réel a.
3. Soit « € I. Nous appliquons la formule bien connue (B—;b)h qui restitue

I’aire d’un trapéze, ce qui donne

_ (MD+AJ)MA 1,z  a 1
s(z) = 5 —§(§+§)(2a—1‘)—1(.%'4-@)(20,—1').

4. Nous commengons par développer le trinéme s(x) puis nous déterminons

sa forme canonique .

Pour tout réel x € I, il vient :

Etude de quelques fonctions

255



256

ce qui donne

Finalement, nous obtenons
Vo €0, 2al, s(z) = —

Nous en déduisons que

9a? 1 a. o
B O 0
(z) 16 4( 2) -
, a? a
Puisque —— = s(=), nous obtenons
16 2
Vz € [0, 2a], s(z) < s(%))
Nous avons ainsi prouvé que la fonction x +— s(x) atteint un maximum en
a
z=3. )
Nous en concluons que 'aire du trapéze AM DJ est maximale pour x = 3
5. 11 s’agit de résoudre, dans 'intervalle [0, 2a], ’équation notée (e) telle
que
1 ax2a
=_-X .
s(x) 5 5

© 6 —ta-tpe oo
@0 a2 =t

2
(e) - (x _C:QI)Z _CLZ7 a a
(e)@x—gz—goux—izi,

() &z =00uzx=a.

Nous en concluons que 'aire du trapéze AMD.J est égale & la moitié de
Paire du triangle BAC si et seulement si M = B ou M est le milieu du segment
[AB].
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Exercice 10. Optimisation dans un pavé droit
Le pavé droit ci-dessous est tel que OA=0B =a>0et OC=b>0

B

Soit M € [OA]. On désigne par
o N le point de [OB] tel que (MN)//(AB),
e P le point de [AC] tel que (M P)//(OC),
e QQ le point de [BC] tel que (NQ)//(OC).
Nous admettons que le quadrilatéere PMNQ est un rectangle.
1. On pose OM = z, avec 0 < x < a. On désigne par S(z) laire du

2
rectangle PM N Q. Montrer que S(x) = Maz (a —x).
a

2. Déterminer la position du point M sur [OA] pour que ’aire du rectangle
PMNQ soit mazimale.

Calculer dans ce cas le volume du tétraédre MNOC'.

Solution

1. Soit x €]0, a[. Nous avons
S(z) = MP x MN.

> Calcul de M'N.
Nous appliquons le théoréme de Thalés dans le triangle O AB relativement
aux droites paralléles (M N) et (AB).

Nous obtenons

OM MN & MN

OA~ 4B T4 afe

Nous en déduisons

MN = zv/2.
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> Calcul de M P.
Nous appliquons le théoréme de Thalés dans le triangle OAC relativement
aux droites paralléles (M P) et (OC). Nous obtenons

AM_MP@@—:U_MP
OA  OC a b’

ce qui donne
mp="(a- )
=—(a—x).
a

Nous en concluons que, pour tout réel z €0, af

bv2
= —=x

a

S(x)

(a—x).

2. > Pour tout z €]0, a, nous avons

—b\:i (1)2 - CLI‘).

S(z) =

Ainsi nous sommes en présence d’un trindbme du second degré qu’il nous

reste & mettre sous sa forme canonique. Nous obtenons

5= =22 (22— 2+ (G - (92) = 2 (e - 9) - 2]

Nous en déduisons

b2 a\2  abyv?2
S =-"0" (v =5) + 5
Il en résulte que
ab\/2 /2 a\ 2
S === (7 -3)
ce qui implique
bv/2
S(a) - & V2 g

soit,
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Nous en concluons que

a
e La fonction z — S(z) atteint un maximum en x = 5

a) abyv/2

e Ce maximum est égal & S'( = | = .

e Le maximum de 'aire du rectangle PMNQ est atteint au milieu de
segment [OA].
> Lorsque OM = g, le volume V' du tétraédre M NOC' est obtenu par les
égalités
a a’b

V—leMxONxOC—lx(f)Qxb——
3 3 2 127

ALGO
Exercice 11. Second degré - Troisiéme degré

Soient f et g deux fonctions définies sur R par
fx) =22 -3z +2 et g(z) =23 -3z +2.

1. Calculer les images par g des réels O et 1.

2. Déterminer les antécédents par [ du réel 1.

3. Calculer g(f(1)) — f(g(1)).

4. Déterminer les coordonnées des points communs aux courbes Cy et Cy.

Controler graphiquement.

5. Justifier que, pour tout réel x, f(x) > —1.

6. En remarquant que, pour tout réel x, g(x) = g(x) — g(1), montrer qu’il
existe un trinome p du second degré tel que g(x) = (z — 1)p(x).

7. En déduire les solutions dans R des équations suivantes :

8. Un logiciel de calcul formel donne le résultat suivant :
Vr € R, g(f(z)) — f(g(x)) = —92° + 392* — 6423 + 54a? — 24x + 4.
Donner une solution de [’équation
—92° + 392" — 642> + 54x* — 24z + 4 = 0.

Controler graphiquement le nombre de solutions de cette équation.
Donner les valeurs approchées a 1073 prés des solutions non entiéres de

cette équation.
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Solution
1. Nous avons g(0) =2 et g(1) = 0.

2. Nous résolvons 'équation f(z) = 1. Nous avons

fe)=1e2>-3z+2=12>-3z+1=0.

Puisque,
3 3 3 3 5
2 1=22_9 B 9\2 92 (e _2y2_ 2
nous en déduisons
3.9 9
=les(z—2)=-
f@)=1e@-57=1, p
3 5 3 5
-1 - — =
f(x) G- \/Zoux 5 \/Z,
3 5 3 5
f(m)—1<:>ac—§—70ux—§+7.

4. Les coordonnées (x,y) d'un point appartenant a C'y N C, satisfont au

systéme
y=a%—3x+2
y=a3—3x+2

Nous en déduisons I’équation aux abscisses 2> — 3z +2 = 22 — 32 + 2, notée

[a].

Nous obtenons

[a] & 2® — 2% =0,
[a] & 2%(x — 1) =0,

la] &z =00ux=1.

Nous en concluons que Cy N Cy est réduit & deux points de coordonnées (0, 2)
et (1, 0).
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Controle graphique.

5. Pour tout réel x, nous avons

1, 1, 9 2
f(x)—l—Z:m —3m+2+1:x —3.%'4—1: r——| >0,

ce qui permet de conclure,
1
6. Pour tout réel x, on a

g@)=gx)—g(l) =2 -32+2—- (13 -3 x14+2)=2%—-13 - 3(xz— 1),
gx)=(x-1)(2*+2+1)-3@x—-1)=(x—1)(22 + 2 —2).

En posant p(x) = 22 + z — 2, nous obtenons
Ve € R, g(z) = (z — 1)p(x).

7.
>> Résolution de I'équation [1].

[1] < 2 =1oup(x)=0.

Déterminons une factorisation de p(x), en remarquant que p(1) = 0 et en
s’inspirant de la question 5.

C’est une autre méthode pour résoudre une équation du second degré
lorsque 1’on observe une solution évidente.

Pour tout réel z, nous avons :

Etude de quelques fonctions

261



262

p(e) =p(@) —p(l) =22 42 —2— (2 +1-2) =22 — 1+ (z — 1),
p@) = (=@ +1) + (@ —1) = (& — 1)z +2).
Nous en déduisons
[llerz=1lourx=1louzxr= -2
Nous en concluons que Sy = {—2; 1}.
Remarque
Pour tout réel z, nous observons que g(x) = (z — 1)?(x + 2).
> Résolution de I’équation [2].
En utilisant les solutions de I’équation [1], il vient
2] & g(f(x)) =0,
2] & f(z) =1ou f(x) = —2.
Les solutions de I'équation f(z) = 1 ont été obtenues a la question 2.

L’équation f(x) = —2 n’a pas de solution car nous savons que
1
V5 3 V6

3
Nous en déduisons que Spy = {5 — 53 + 7}
8. > D’aprés la question 3, x = 1 est une solution de 1’équation

9(f(z)) = f(g(z)) = 0.
> Contréle graphique.

Nous dénombrons 3 solutions distinctes.

6

Comg(7 ) F(g())
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> Nous utilisons la fonction Python dicho(f,a,b,p).

def f(x)
return —9xx*xx5+39%xkx4 —64*xxX %3+ 54k X2 —24%xx+4
def dicho(f,a,b,p):
while b—a>10%x(—p):
m=(a+b)/2
if f(a)*f(m)<0:
b=m
else:
a=m

return (b)

Les localisations graphiques des deux solutions non entiéres donnent aprés
exécution du programme,

>>> dicho(f,0,1,3)

0.3525390625, soit 0,353 arrondi 10™3 prés.

>>> dicho(f,1,2,3)

1.8916015625, soit 1,892 arrondi 10~2 prés.

Exercice 12. Une bijection

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2* — 3.

1. Justifier que, pour tout réel x, f(x) > —%

3 9
2. Montrer que f est une bijection de l’intervalle [5, +oo[ sur [_Z’ +ool.

9 3 9
3. Soit g la fonction définie sur [—1, +oo[ par g(z) = 5 +1\/z+ 1

Calculer, pour x > —%, le réel f(g(x)).
Calculer, pour x > g, le réel g(f(x)).

3
Représenter graphiquement la fonction f restreinte a ['intervalle [57—1—00[
et la fonction g sur une méme figure. Quelle observation peut-on faire ¢
Solution
1. Pour tout réel x, nous avons
9 2 9 2
—=z" -3 —=(x—=-)"2>20

ce qui justifie :
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Ve e R, f(x) > —%.

9 3
2. Soit b € [—~, 4o0[. Nous résolvons dans l'intervalle [5, +oo[ Iéquation

f(z) = b, notée (e). Nous avons

(e) & 2% — 3z =1,

3 3 3
2 _ 2 2v2 _ 9y2
3.9 9
— =) =b+-.
() & (w— 52 =b+
9 9
1° cas:b+1:0,soitb:—1.
Dans ce cas, nous avons
3.9 3
(e)@(w—i) _O@x_i.

9 3
Le réel b = ~1 admet donc par f un unique antécédent 3 € [5, +ool.

9 9
2¢ cas:b+1>0, soitb>—1.

. 3 9 3 ,
La solution x = 5~ b+ 1 < 5 ne convient pas.

) 9 .
Dans ce cas, nous en concluons que le réel b > 1 admet par f un unique

técédent 3+Vb+9>3
anteceaen = — — —.
T3 172

L’étude de ces deux cas permet d’affirmer que f est une bijection de I'in-

tervalle [2,4-00[ sur [—1,4-00[.

9
3. > Soit x € [71, +00[. Nous avons

flg(2)) = (9(x))* = 3g(x) = g(x)(g(x) — 3),
3 9\ (3 9
ﬂmw)=(2+Vx+4>(2+ x+43>
9 3 9 3
f@@DZ( s+ +5 ( T+ - )
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Nous en concluons

Vo € [—%,4—00[, flg(x)) = .

3
> Soit = € [5,4—00[. Il vient

3 9 3 9 3 3 3 3
s =2 eyfi@+ =t s S =S fa - B = Sy
3

Puisque z > 3 nous obtenons

Nous en concluons
3

> En utilisant par exemple le logiciel GeoGebra, nous observons sur la
figure qui suit que les courbes Cy et C, sont symétriques relativement a la

droite (§) d’équation y = .

6.5.3 Fonction homographique

Exercice 13. Etude d’une fonction homographique
20 — 1
Soit f la fonction définie sur R — {1} par f(z) = * )

1. Justifier qu’il existe deux réels a et b tels que, pour tout réel x # 1

b
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2. Déterminer le sens de variation de f sur l'intervalle |1, 4+o00].

3. Le réel 2 admet-il des antécédents par la fonction f ¢

4. Déterminer l'ensemble des réels © # 1 tels que 0 < f(z) < 2.

Controler graphiquement.

5. Déterminer Uintersection de la courbe Cy avec la droite (d) d’équation
y = b — x.Contréler graphiquement.

6. Pour tout réel h non nul, justifier que le réel f(1 — h) + f(1 4+ h) ne
dépend pas de h. Interpréter géométriquement ce résultat.

Solution

1. Pour tout réel z # 1, nous avons

20 —24+2-—-1 2(x—1) 1 1
r—1 r—1 +x—1 +:v—1

f(x)

Ainsi les réels a = 2 et b = 1 conviennent.

2. Soient a et b deux réels tels que 1 < a < b.

Nous avons 0 <a—1<b—1.

Puisque la fonction inverse est décroissante strictement sur |0, +o00[, nous

en déduisons

Il en résulte que

24— soq I it fla) > f(b),

a—1 b—1
ce qui prouve que, sur U'intervalle |1, +o00[, la fonction f est décroissante stric-
tement.
Remarque

Nous montrons de la méme facon que f est décroissante strictement sur
| — o0, 1.
3. Nous résolvons sur R — {1} I'équation f(x) = 2. Il vient

1
=2
r—1 r—1

1
xfl#o'

Nous en déduisons que 2 n’a pas d’antécédent par la fonction f.

fla)=2<2+

Or, pour tout x € R — {1}, on a

4. Nous avons
0< f(x) <2< f(x) >0et f(x) < 2.
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> Résolution de I'inéquation f(x) > 0 notée [1].

Nous formons le tableau de signe du quotient f(z) = 25__11.
T —00 1 1 ~+00
2
signe de 2z — 1 - 0 +
signe de x — 1 — 0 +
signe de f(x) + 0 |+

1
Il en résulte Spp) =] — oo, i]U]l, +ool.

> Résolution de I'inéquation f(x) < 2 notée [2].

En utilisant la question 1, nous obtenons

flz)<2e2+

1 <2&
r—1

€Xr —

Nous en déduisons que Sjy =] — oo, 1[.

1
1<O<:>x—1<0<:>a:<1.

> Désignons par S ’ensemble des réels x # 1 tels que 0 < f(x) < 2.

Nous avons

S = SN S = (] - oc, %]uu, to0])A] = 00, 1[=] — oo,

> Nous controlons graphiquement avec GeoGebra.

5. > Les coordonnées (x,y) d'un point appartenant & C'y N (d) satisfont au

systéme

Nous en déduisons I’équation aux abscisses :

1
3

20 — 1
r—1
5—x
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20— 1
r—1

=5 — x, notée [a]

ce qui donne

Nous en concluons que C¢N(d) est réduit a un unique point de coordonnées
(2, 3).
> Controle graphique.

. ! (d)

Remarque
La droite (d) est tangente & la courbe Cy au point de coordonnées (2, 3).
6. > Soit h un réel non nul.

Nous avons

1 1 1 1
f(l_h>+f(l+h):2+1—(1—h)+2+1—(1+h):4+E_E:

Nous justifions ainsi que, pour tout réel h # 0, le réel f(1 —h) + f(1+h)
ne dépend pas de h.

> Interprétation géométrique.

Pour h # 0, les points M (1—h, f(1—h)) et M'(1+h, f(14h)) appartiennent
a la courbe CY.

Considérons le point A(1,2) qui est le centre de I'hyperbole C.

Ce point est le milieu du segment [M M'] car :
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I+h+1-h
fA+n)+fA-h

Ceci prouve que, si f(za — h) + f(xa + h) = 2ya, alors A est le centre de
symétrie de la courbe C'y.

Réciproquement, nous prouvons que si A est le centre de symétrie de la

courbe Cy , alors

flxa—h)+ f(za+h) =2ya.

Exercice 14. Fonction homographique avec un paramétre

Soit m un réel strictement positif et g la fonction définie sur R —{2m} par

g(z) =

o —2m’

xr+m

On désigne par Cy la représentation graphique de la fonction g.

1. Montrer qu’il existe un point B tel que, quel que soit m >0, B € Cy.

En d’autres termes, montrer que la courbe passe par un point B dont les
coordonnées sont indépendantes du réel m.

2. Déterminer le sens de variation de la fonction g sur ] — oo, 2m|.

3. En déduire comment comparer les réels g(0) et g(g(0)) ¢

Solution

1. Nous remarquons que
9(0) = = -

1
ce qui prouve que, quel que soit m > 0, le point B(0, —5) appartient a Cy.
2. Déterminons d’abord la forme canonique de la fonction homographique
g. Pour tout réel z # 2m, nous avons
T —2m+2m+m 3m
g9(x) = =1+

x—2m T —2m’

Soient deux réels a et b appartenant a | — oo, 2m| tels que a < b.
Nous avons donc a < b < 2m, soit a — 2m < b — 2m < 0.
Puisque la fonction inverse est décroissante strictement sur | — oo, 0, il

vient

a—2m  b—2m’
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Puisque m > 0, nous en déduisons que

3 3
1+ . _n;m > 1+ 2 _n;m, c’est-a-dire g(a) > g(b).
Ainsi la fonction g est décroissante strictement sur | — oo, 2m].

1
3. Puisque m > 0, les réels 0 et 3 appartiennent a | — oo, 2m|[.
1
Comme —5 < 0, nous en déduisons, par décroissance de g sur | — 0o, 2m/|,

que g(—3) > 9(0)
1

De plus nous savons que g(0) = —g ce qui justifie I'inégalité

9(9(0) > g(0).
Exercice 15. Fonction homographique - Bijection - Paramétre
Soit f la fonction définie sur R — {2} par f(x) = 3;:22.
1. Déterminer limage par f du réel /3 + 1.
2. Quel est 'ensemble des antécédents du réel /3 par la fonction f ?

3. Montrer que f est une bijection de R — {2} sur une partie de R que ’on

précisera.
Plus généralement, a est un réel donné non nul et on considére la fonction
axr — 2
g définie sur R — {2} par g(x) = 5

4. Selon les valeurs de a € R*, étudier le signe de g(x).
5. Pour quelle valeur de a € R*, a-t-on : Vo € R — {2}, g(g9(z)) = g(x) ?
Solution
1. Nous avons
3(VB+1) -2 3vB4+1  (BVB+1)(V3+1
P TR _ BB+

V3+1-2  V3-1 (V3-1DW3+1)’
f(\/§+1):m24\/§:5+2x/§.

2. Nous résolvons dans R — {2} I'équation f(z) = v/3, notée [2]. I vient

[2] < 32z —2=+/3(z —2),
2] & 32 —2v3 =2 —2V3,
2] & 2(3 - v3) =2(1-V3),
9 o= 2(1 —+/3) _ 2(1 —+/3)(3 ++/3) :_2\/3.
3-V3 (3—-V3)(3+V3) 3

Nous en concluons que I'ensemble des antécédents de /3 est réduit a un

2V/3

seul élément qui est égal a — 3
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3. Soit b un réel donné. Nous résolvons dans R — {2} I'équation f(z) = b,

notée [3], ce qui donne

3] & 3z — 2 = bz — 2),
[3] © 3z — bxr =2 — 20,
3] & (3 —b) =2 — 2b.

Nous distinguons par disjonction deux cas.
1¢* cas : 3 — b =0, soit b = 3.

Nous obtenons dans ce cas
3] © 0 xz=—4,

ce qui prouve que b = 3 n’a pas d’antécédent par f.
2° cas: 3 —b#0, soit b # 3.

Nous avons

2—-2b
3—-0

Par I'absurde, supposons qu’il existe un réel b # 3 tel que Sy =

£9.

Justifions que

Onal—b=3->b,soit 0 =2, ce qui est contradictoire.
2—2b
#*2

Par conséquent, pour tout b # 3, on a 320

Ainsi b # 3 admet par f un unique antécédent x =

2-2b

Nous en concluons que f est une bijection de R — {2} sur R — {3}.

Remarque

L’application b +— 23_7_2; de R — {3} sur R— {2} est la bijection réciproque
de f.

Elle est notée f1.

On peut vérifier que
Vo € R— {2}, fL(f(2)) =@ et Vo € R— {3}, f(f1(2)) = =.

4. Pour déterminer le tableau de signes du réel g(x), nous tenons compte
2

du signe de a € R* et de la position de — par rapport & 2, ce qui induit quatre
a

cas par disjonction.
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1 cas : a < 0.

2
T —00 — 2 ~+00
a
signe de ax — 2 + 0 - —
signe de © — 2 — - 0 +
signe de g(z) - 0 + | -
2 .
22 cas:a>0et — <2 soit a> 1.
a
2
T —00 — 2 400
a
signe de ax — 2 - 0 + +
signe de x — 2 — - 0 +
signe de g(z) + 0 - | +
2 .
3°cas:a>0et — =2 soit a=1.
a
-2
Dans ce cas, nous avons pour tout réel z # 2, g(z) = * 5 = 1.
x [R—

Il en résulte que pour tout réel x # 2, g(x) > 0.
2
4°cas:a>0et — > 2, s0it 0 <a < 1.

a
2
x —00 2 - 400
a
signe de ax — 2 — - 0 +
signe de x — 2 - 0 + +
signe de g(z) + | - 0 +

5. Nous cherchons pour quelle valeur du réel a, on a
V€ R —{2},9(g9(2)) = g(z).
En particulier, pour x = 0, il vient
9(9(0)) = g(0).
Puisque g(0) =1 et g(g(0)) = g(1) = 2 — a, nous en déduisons
2—a=1,soit a=1.

Réciproquement, nous vérifions que si ¢ = 1 alors, pour tout réel x # 2,

nous obtenons

g(x) =1et g(g(z)) = g(1) =1 = g(z).
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Exercice 16. Fonction homographique - Equation fonctionnelle

Soient m un réel donné distinct de 1 et g la fonction définie sur R — {1}

par
r—m
. 1—m
1. Justifier que : Vx € R — {1}, g(z) =1+ ——T
x_

2. On suppose que m < 1. Etudier le sens de variation de g sur] — oo, 1.
3. Pour tout réel x # 1, calculer g(g(z)).

Représenter graphiquement la fonction x — g(g(x)) .

4. On suppose que m < 1. Résoudre dans R — {1}, l’équation g(z) = x.

5. On considére la fonction h définie sur R — {1} par

h(m):u, avecr # 1 et r # m.
z—1
Montrer que, quel que soit le réel x # 1,

h(g(z)) = g(h(z)) si et seulement si m +r = 2.

Solution

1. Pour tout réel x # 1, nous avons

o(z) = x—1+1—m:1 1—m
z—1 z—1
2. On suppose que m < 1. Soient deux réels a et b tels que a < b < 1.
Nous avons a —1 < b—1 < 0.
Puisque la fonction inverse est décroissante strictement sur | — oo, 0], nous
en déduisons

1 1

a—1>b—1'

Comme m — 1 < 0, il en résulte

-1 -1
o <1+ L, soit g(a) < g(b).

1
+a—l b—1

Nous en concluons que la fonction g est croissante strictement sur | —oo, 1.

3. Nous sommes autorisés a calculer g(g(z)) a condition que, pour tout réel
x # 1, g(x) € Dy, c'est-a-dire g(z) # 1.

Supposons par I'absurde qu’il existe un réel x # 1 tel que g(z) = 1.

Nous en déduisons :
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1—-m 1-—

1+ =1, soit
z—1

m
=0
z—1 ’

ce qui implique que m = 1. C’est en contradiction avec m # 1.
Par conséquent nous pouvons affirmer que

Vr e R — {1}, g(x) # 1.

En d’autres termes le réel 1 n’a pas d’antécédent par la fonction g.
Pour x # 1, nous avons

alg@) =1+ —"

1—m 1—m r—1
—_ =1 =1+ =14+(1—m
g(x) -1 | Lon ( T=m
glg(z)=1+x—-1=2

La représentation graphique de la fonction = — ¢(g(x)) a pour équation

y==zx
x#1

privée du point A(1,1).

Cette représentation graphique est donc la premiére bissectrice du repeére

Carglgle))

A(1,1)

1 -17"
—m

41| & =x—1
4o —F=r-1,
e (@-1)2=1-m

Puisque m < 1, on a 1 —m > 0. Il en résulte que

Mder—1=—/1—-mouz—1=+1-m,
Merz=1—-vV1I-m<louz=1+4++1—m>1.

Nous en concluons que
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5. On suppose que, pour tout réel x # 1, h(g(z)) = g(h(z)).

En particulier pour x = 0, nous obtenons
h(g(0)) = g(h(0)), c’est-a-dire h(m) = g(r),

ce qui implique

1—7r 1—m o 1—-r 1-m
=1+ , soit =
m—1 r—1

1+

m—1  r—1"
Nous en déduisons successivement
(I=r)(r—1)=0-m)(m-1),
(r =1 = (m— 12,
(r=14+m-1)(r—-1-m+1)=0,
(r+m—2)(r —m) =0.

Puisque r # m, nous obtenons que
si pour  # 1, on a h(g(z)) = g(h(x)), alors r + m — 2 = 0.

Réciproquement, supposons que 7 +m — 2 = 0, soit r =2 — m.

Nous avons d’une part,

1—7 1—r r—1
h =l+———=1+—-=1 -1 =l—-(z—1)=2—u.
(9(a) = by = T g = Lk (m= D= = 1= (= 1) =2«
r—1

D’autre part, nous obtenons

1—m 1—m r—1
g(h() = T4 e = Ty =14 (Lom)s = = 1= (1) =22
r—1

Nous en déduisons que si r +m = 2, alors
Vo # 1, h(g(x)) = g(h(z)).

La réciproque est ainsi prouvée.

Nous en concluons

Vo # 1, h(g(x)) = g(h(x)) si et seulement si m + 7 = 2.
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ALGO
Exercice 17. Le nombre d’or et fonction inverse

Soit f la fonction définie sur intervalle 0, +oo[ par
flz)y=1+ 1
x
1. Quel est le sens de variations de f sur |0, 400 ¢
2. Justifier que, pour tout réel x >0, f(x) > 1.
Montrer que f est une bijection de |0, +oo[ sur lintervalle |1, +00].

3. Dans lintervalle |0, +oo[, I"équation f(x) = x admet une unique solution

LYV R AT ou FAUX ?

qui est le nombre d’or p =
Controler graphiquement.

4. Nous posons

1 1
U0:27U1:f(u0):1+§,u2:f(ul):1+71:

14 =
+2
1

uz = flug) =14+ ——F—
1+ — 7
1+ B

En wutilisant la droite (§) d’équation y = x, représenter sur la droite des
abscisses, les réels ug, ui, ug, us.

Graphiquement, en réitérant ce procédé, nous observons que cette suite de
nombres se rapproche d’un réel fixé : lequel ?

5. L’entier naturel n > 1 étant choisi, proposer un algorithme qui restitue,
apres n itérations, un réel u, qui est une valeur approchée de .

Implémenter cet algorithme en Python.

6. Proposer un algorithme et son script Python qui restitue un rang n @
partir duquel l'itération décrite a la question 4 fournit une valeur approchée du
nombre d’or ¢ a 107P prés, 'entier p étant choisi par l'utilisateur.

Solution

1. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.

Puisque la fonction x — — est décroissante strictement sur |0 + oo[ nous

T
obtenons

ISR
V
S =

ce qui implique

1 +2 >1+ %, soit f(a) > f(b).
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Nous en concluons que la fonction f est décroissante strictement sur l'in-
tervalle |0 4 ool.

2. Soit un réel x > 0. Nous avons

1
f(l')—1:;>0,

ce qui justifie
Vo >0, f(z) > 1.

3. > Nous résolvons dans R™ l'équation f(z) = . Il vient

1
f(:n):$<:>1+gzx,

<:>x+1:x2,

@xQ—x—lzo,

1 1\2  /1)\?
®x2—2><><x+<> —() +1=0,

2 2 2
@(a:—1>2—5
2 4’
1 V5 1 V5
Sr——-—=—ouxr— - =———,
2 2 2 2
@le—i—@oux:}—@.
2 2 2 2
La solution =z = 3~ \25 < 0 est & exclure.

Nous en concluons que l'assertion "I’équation f(x) = x admet une unique

1 +2‘/‘F’ est VRAIE,

> Graphiquement, 'unique solution ¢ de cette équation est ’abscisse du
point d’intersection de la droite (§) d’équation y = z avec la courbe C; repré-

sentative de la fonction f.

solution qui est le nombre d’or" ¢ =
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4. > En "zoomant" sur le point de coordonnées (¢, ) et en utilisant la

droite (0) comme dans l'exercice 14 du chapitre 5, nous obtenons

P e gy gy i o iy i

®

e

0.2 04 0.6 0.8 1 12

RS

> Graphiquement, en réitérant ce procédé, nous observons que cette suite
de nombres se rapproche du nombre d’or .

5. L’entier non nul n étant choisi, nous proposons ’algorithme qui suit.

U 2
Pour k allant de 1 an
u<+— 1+ l
Fin Pour
Afficher u

> L’implémentation en Python de cet algorithme en employant la fonction

Python nbreor(n) donne

def nbreor(n):
u=2
for k in range(1,n+1):
u=1+1/u

return u

Apreés 10 itérations, nous obtenons
>>> nbreor(10)
1.6180555555555556,

ce qui est une valeur approchée de ¢ a 10™% prés.
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6. L’entier p > 1 étant choisi, nous proposons un algorithme qui évalue
un rang n a partir duquel U'itération décrite a la question 4 fournit une valeur

approchée de ¢ & 1077 prés.

U<+ 2
n<+ 0

1 )
Tant que |u — ( +2f> | >107P

u—1+—
n<—n-+ 71L
Fin Pour
Afficher n
Afficher u

Dans la boucle conditionnelle

1 )
"Tant que |u — ( +2\f> | > 107P",

la présence de la valeur absolue est justifiée car les termes successifs de la suite
de nombres sont alternativement inférieurs ou supérieurs a ¢.

Nous en déduisons le programme Python suivant

from math import x

p=int (input ("p="))

u—2

n=0

r=0.5%(1+5%%0.5)

while abs(u—r)>10%*x(—p):
u=1+1/u
n=n-+1

print ("n=" n)

print ("u=",u)

Par exemple, pour p = 5, nous obtenons
>>>n=11
u = 1.6180257510729614.
Ceci signifie qu’a partir de la 11¢ itération, w11 est une valeur approchée de

© 4 107° prés.
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6.5.4 Fonction valeurs absolue

Exercice 18. Etude d’une fonction et équations avec | |

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x|z| —x — 2.

1. Calculer les images par f des réels 0, 3 "3 et V2 —2.

2. La fonction f est-elle paire ¢ impaire ¢

3. Déterminer les antécédents de —2, puis les antécédents de 0 par la fonc-
tion f.

Controler graphiquement.

4. Résoudre dans R les équations suivantes :

(a) f(x) = —=, (b) f(z) =z, (c) f(z®)=0.
Controler graphiquement.

Solution

1. Nous avons

0) = -2
2 22 2 2, 2 20
A PP P

e ) [ I T (e LRy, W

g 3) 3| 3|+3 (3) +3 9

F(V/2-2) = (VB-2)V2 -2 - (V2-9) - 2= (V2- )2~ VD) - V2
F(VE=2) = (2 V2P - VE=3(V2-2)

2. Nous savons que
2 2
f (—g) #f (g)
et
2 2
F=3) # —FG),
ce qui fournit un contre-exemple qui justifie que f n’est ni paire, ni impaire.

3. > Nous résolvons l'équation f(x) = —2, notée (3). Il vient

Nous en concluons que —2 admet par f trois antécédents qui sont égaux a

—1 ou 0 ou 1.
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Controle graphique avec GeoGebra

> Nous résolvons maintenant I’équation f(z) = 0, notée (4). Il vient
(4) & zlz| —x—2=0.

Cette fois une disjonction des cas est inévitable. Ainsi, nous obtenons

2—x—2=0 22— —2=0
4) & (4 ou (4" .
() <>{$ZO <>{$<0

* Résolution de (4).

@) < '”’”2_2(;)”(;)2_(;)2_2_0 ,

* Résolution de 4”.

(4" & “2”(;)“(;)2_(;)2*2:0 ,

x <0
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(r3) =

z+=) =—

(4" & 2 4 .
<0

Cette équation (4”) n’a pas de solution.

Par conséquent 0 admet par f un unique antécédent qui est égal a 2.

Controle graphique.

4. > Résolution de ’équation (a).

(o) e xlz|—2—-2=—z,
(a) & z|z| =2,

22 =2 —2=2
(a) & ou .
x>0 z <0

Puisque I'équation 2> = —2 n’a pas de solution, il vient

2% =2
<m@{$20

r=vV2o0uzx=—-2
<w@{x>0 ,

(a) &z =2
Conclusion. S,y = {ﬁ}
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Controle graphique.

Cy

R 2O

@g=-%

>> Résolution de 'équation (b).

b)) exjz|—-r-2=ur,
b) & z|z| —22—-2=0,

2 —2x—-2=0 —2? =22 —-2=0
(b) & ou ,
x>0 x <0
a? —22+1-1-2=0 B +20+1-1+42=0
(b) & ou ,
x>0 z <0
-1)?=3 1)?=-1
(b) & (z-1) ou (@+1) .
x>0 z <0
Puisque 'équation (x + 1)? = —1 n’a pas de solution, il vient
r—1)2=3

(b)ﬁ{ ,

x>0
(b)@{ r=1+V3ouz=1-—+3

x>0
Puisque 1 — v/3 < 0, nous obtenons
(b) &z =1+3.

Conclusion. Sy = {1 + \/3}
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Controle graphique.

(d):y==

114+V3
3

>> Résolution de 'équation (c).
Nous savons que l'équation f(x) = 0 a pour solution x = 2. Nous en

déduisons

(c) & 2?2 =2,
(c) &z =—V2ouz =2

Conclusion. S(C) = {—\/5 \/5}

Controle graphique.

Exercice 19. Etude d’une fonction - Une inégalité

Soit f la fonction définie sur R par f (z) = %(|x +1] — |z —1]).

1. Déterminer ’ensemble des antécédents du réel O par la fonction f.

2. Etudier la parité de la fonction f.

3. Justifier que f est affine par intervalles. En déduire la représentation
graphique de cette fonction relativement & un repére orthonormal du plan.

4. Déterminer les antécédents du réel 1 par f. Contréler graphiquement.
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5. On considére la fonction g définie sur R par g (z) = |z| — f (x).

a. Définir g par intervalles.

En déduire la représentation graphique de la fonction g dans un repére
orthonormal du plan.

b. En déduire graphiquement l'inégalité suivante
Ve € R, 2|z| > |z + 1| — |z — 1].

c. Préciser, pour quelles valeurs du réel x, l’égalité est atteinte dans [’in-
égalité obtenue ci-dessus.
Solution

1. Soit S 'ensemble des antécédents de 0 par la fonction f. Nous avons
reSs f(x)=0,
1
xeS@i(]a:—i—l]—]a;—l]):O,
reSeljr+1=|z-1],

reSer+l=r—lourx+1l=—(x—-1),
re€S&0r=2ou2x=0.

Puisque I’équation Ox = 2 n’a pas de solution, nous obtenons
reSexr=0.

Nous en concluons que I'ensemble des antécédents de 0 par f est réduit a

{0}

2. Pour tout réel x, nous avons —x € R. De plus, il vient
1 1
f=a) =5 —e+1 ==z —1) = 5(1- 2| = | - @+ 1))
1 1
fl=2) =Sz =1 = |z + 1)) = =5 (e + 1] = |z = 1]) = — f(=),

ce qui prouve que la fonction f est impaire.

3. Nous procédons par disjonction. Nous avons

r+1siz>-—1 r—1siz>1
|z + 1| = i et |z —1| = i .
—(x+1) st < -1 —(x—=1)s <1

Le tableau donnant f(x) sans valeur absolue en résulte ci-apreés :
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T —00 -1 1 400
|z + 1 —z—1] 0 | z+1 r+1
|l — 1] —z+1 —z+1]0|z-1

(=) 1 | -1 2 [1] 1

Nous en déduisons que la fonction f est affine par intervalles.

Elle est définie par

—1,siz< -1
hz)=X x,si —1<z<1 .
1,siz>1

La représentation graphique de cette fonction est définie par les équations

y=-1 y==x y=1
ou ou ,
z< -1 -1<z<1 z>1

ce qui permet, avec GeoGebra, d’obtenir la courbe Cf.

Cy

4. 11 s’agit de résoudre I’équation f(x) = 1 qui est équivalente a

1=-1 1=z 1=1
ou ou .
< —1 —1<x<1 z>1

Il en résulte que 'ensemble des antécédents de 1 par f est lintervalle
[1, +ool.
Le controle graphique est immédiat sur la figure ci-dessus.

5. a. > Pour tout réel x, nous avons

|| +1siz<—1
g9(x) =lz| - f(z) = g —x si —1<x<1.
] —1siz>1

Nous en déduisons :
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—zr+1, six < -1
2z, si —1<2<0
0,si0<z<1

r—1,siz>1

g9(x) =

Représentation graphique de la fonction g.

> La courbe Cy a pour équation

y=—-x+1 y=—2z y=20 y=x—1
ou ou ou ,
< —1 —1<x<0 0<zr<l1 r>1

ce qui permet, avec GeoGebra, d’obtenir la courbe C.

-3 2 -1 0 1 2 3 4

b. Graphiquement, nous observons que, pour tout réel z, g(x) > 0, ce qui

justifie, pour tout réel x, 'inégalité
|z = f(x),
c’est-a-dire
ol 2 5 (ke + 1] — | — 1))
Nous en concluons
Vr € R, 2|z| > |z + 1| — |z — 1].

c. Graphiquement, nous observons que I'égalité est réalisée si et seulement
siz €0, 1].

Exercice 20. Une équation - Une inéquation

1. Résoudre dans R ’équation ||z — 2| — 2| = 1.

2. Résoudre dans R l'inéquation ||z — 2| —2| < 1. Controler graphiquement.

Etude de quelques fonctions

287



288

Solution
1. Désignons par (1) I’équation ||z — 2| — 2| = 1.

Nous obtenons

)e|lr—2/-2=—-1lou|zr—-2|-2=1,

)

)& |z —2/=1oul|z—2| =3,
Jor—2=—-loux—2=1louzx—2=—-3ouzx—2=23,
)

Srx=1louz=30ouzxz=—-1ouxz=>5.

Conclusion. Sy = {~1, 1, 3, 5}
2. Désignons par (2) l'inéquation ||z — 2| — 2| < 1. Il vient

Q)e —1<|jz—-2/-2<1,

Q) e l<|z—2| <3,

2)&e 3<zr—2<3et(x—2< —louzr—2>1),

(2) &
(2)
(2) e |z -2 <3et|z—2|>1,
(2)
(2) &

-1 <z <5et(xr <loux>3).

Ainsi nous obtenons S(9) =] — 1, 5[N(] — oo, 1[U]3, 4-o0l.
En représentant, sur la droite réelle, les intervalles solutions, nous obtenons

en conclusion
S(Q) =] —1, 1[U]3, 5].

> Controle graphique.

\\\\\\\\ 2 d////A\\\\‘ Camje-21-2

NA

2 3 8

|

I

1
Py

-2 -1 0

-

Exercice 21. Une inégalité - Une inclusion
Soient x et y deux réels tels que |z| + |y| = 1.

Montrer que x° + y? < 1. Interpréter géométriquement.
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Solution
Soient deux réels z et y tels que |z| + |y| = 1.

Puisque |y| = 1 — |x|, nous obtenons
2yt 1=+ |y -1 = |2+ (1—|2))* - 1 = 2J2]* - 2|2| = 2Jz[(Jz| - 1).
Nous en déduisons
24y — 1= —2slly| <0.
Nous en concluons
si|z| + |yl =1, alors 2% + y% < 1.

Interprétation géométrique.

On suppose le plan muni d’un repére orthonormal d’origine O.

Désignons par R I’ensemble des points M (x, y) tels que |z|+ |y| = 1 et par
D Tensemble des points M (z, y) tels que 2% + y? < 1.

L’implication ci-dessus prouve que R C D!

e R est un carré obtenu par la réunion de quatre segments définis par
r+y=1 —r+y=1 r—y=1
ou ou ou
z>0ety >0 r<0ety>0 z>0ety <0

—r—y=1
z<0ety <0

e D est le disque (fermé) de centre O et de rayon 1.

RcCD

1. Annexe § 1.3
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Exercice 22. Composée d’une fonction homographique avec abs
3z +1
- 7

1. Quel est ’ensemble de définition Dy, de la fonction h : x +— =1
x|l —

Quelle est la parité de cette fonction ?

2. Montrer que si |x| > 1, alors h(z) > 3.

3. Montrer que si |x| <1, alors h(x) < —1.

4. Soient a et b deux réels distincts appartenant Dy,.
Montrer que h(a) = h(b) si et seulement si a =bou a = —b.
Solution

1. > La fonction h est définie si et seulement si |x| # 1.

Or nous savons que
z] =1 z=1ouz=—1.
Il en résulte
Dp=R—-{-11}.

> [’ensemble de définition Dy, est "symétrique" par rapport a 0.

En effet nous avons, pour tout réel v € R — {—-11}, —v € R — {—11}.
De plus il vient

3| —z2[+1 3lz[+1

h(—x) = = = h(x).
Nous en concluons que h est une fonction paire.
2. Soit = un réel tel que |x| > 1. Nous avons
3lz|+1 3le| +1—3(|x] — 1) 4
h(z) =3 =-——"7+—-3= = :
RS ol 1 ERE

Puisque |z| — 1 > 0, nous en déduisons que h(z) — 3 > 0.

Par conséquent, nous en concluons
|z| > 1 implique h(x) > 3.

3. Soit x un réel tel que |z| < 1. Nous avons

_3]m|+1+1_3]:c|+1+(|3:|—1)_ 4|x|

h 1= = — )
@)+ 1= =3 FES o] -1

Puisque |z| — 1 < 0 et || > 0, nous en déduisons que h(xz) + 1 < 0.

Ceci permet de conclure que
si |z| < 1, alors h(z) < —1.

Nous remarquons que 'égalité est atteinte si et seulement si = 0.
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4. Soient a et b deux réels distincts de 1 et —1.
Sia="boua=—b,alors h(a) = h(b) ou h(a) = h(—b).
Puisque h est une fonction paire, il vient, h(a) = h(—b) = h(b).
Réciproquement, nous supposons que h(a) = h(b). Nous avons
Bla| +1  3[b[+1
ol =1 b =1~

ce qui donne successivement
(3lal +1)([ol — 1) = (36| + 1)(Ja] — 1),

3lal|b] — 3[a] + [b] =1 = 3[a][b] — 3] + [a] - 1,
—3laf + [b] = =3[b[ + |al,

4(Ja] - b)) = 0.
Nous en déduisons que |a| = |b|, ce qui implique
a=boua=—b.
Nous en concluons
h(a) = h(b) si et seulement si a = b ou a = —b.

Exercice 23. Fonction affine et inégalité triangulaire
Soient a et b deux réels, f : x — ax + b une fonction affine définie sur R,
satisfaisant a f(0) <1 et f(1) <1.

Montrer que
Ve e R, |f(z)] <2z + 1.

Solution
Nous avons f(0) =bet f(1) =a+b.

Nous en déduisons

Par suite, pour tout réel x, nous obtenons

f(@) = (f(1) = f(0)z + £(0).

En appliquant I'inégalité triangulaire, il en résulte
[f (@) < [(f(1) = f(0)z| + [f(0)].
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De plus, en appliquant & nouveau l'inégalité triangulaire, sachant que

f0) <Tet f(1) <1,

[(F() = FO)z| = [f(1) = FO)[Jz] < (IFW)] + [£0))]2] < 2|].

Nous en déduisons
[(f(1) = £(0)z] +[£(0)] < 2|z + 1.
Par transitivité de la relation <, nous en concluons
Ve e R, |f(z)| < 2|z| + 1.

Exercice 24. Distance et fonction monotone

Soit f une fonction définie et strictement monotone sur R.
Pour tous les réels a et b, nous posons d(a,b) = |f(a) — f(b)].
1. Montrer que § satisfait auz trois propri€tés suivantes :

a. 0(a,b) = 6(b,a)

b. 6(a,b) =0 a=0b

c. Pour tout réel ¢, 6(a,b) < é(a,c)+d(c,b).

On dit que & est une distance?sur R.

2. On suppose que f est définie sur R par f(x) = Er
a. Quelle est la parité de la fonction f 7

b. Déterminer le sens de variation de f sur RT.

En déduire le sens de variation de f sur R.

Controler graphiquement.

c. Pour tous les réels a et b, expliciter §(a,b).

d. Montrer que pour tout réel a, §(a,0) < |al.

e. En déduire que, pour tout réel h > 0, si a € [—h, h], alors §(a,0) < h.

2. Voir paragraphe 8.1.3 et exercice corrigé 2 du chapitre 8
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Solution
1. Soient a et b deux réels.

a. Nous avons

6(a,b) = |f(a) = f(B)] = | = (fa) = f(0))| = |f(b) — f(a)| = &(b, a).
b. Si a = b, alors f(a) = f(b), ce qui implique que §(a,b) = |0] = 0.
Réciproquement supposons que §(a, b) = 0, c’est-a-dire f(a) = f(b).
Par I'absurde, nous supposons que a # b, par exemple a > b, nous obtenons,
puisque f est monotone strictement sur R, f(a) > f(b) ou f(a) < f(b).
C’est contradictoire avec 'hypothése f(a) = f(b).
Par conséquent si §(a,b) = 0, alors a = b.

c. Pour tout réel ¢, en appliquant 'inégalité triangulaire, nous obtenons
6(a,b) = [(f(a) = f(c)) + (f(c) = fla))| < [f(a) = f(e)] + |f(c) = F(b)],
d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b).

2. a. Soit un réel z. Nous avons —x € R.

De plus nous obtenons

—T T

J(=a) = | —z|+1 - Cal+1 = /@)
Nous en concluons que la fonction f est impaire.
b. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b.
Nous avons
a b alb+1)—bla+1 a—1b
J@) = J0) =37~ 551 ((a+)1)(b<+1) ) (@a+r1)(b+1)

Puisque a —b < 0 et (a+1)(b+ 1) > 0, nous en déduisons
fa) = f(b) <0, soit f(a) < f(b).

Nous avons ainsi prouvé que f est croissante strictement sur R™ et comme
f est impaire, nous en concluons que la fonction f est croissante strictement
sur R.

Nous controlons graphiquement le sens de variation de la fonction f.
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Remarque

Pour tout réel x, nous observons
1< f(x)<1le|f(z)| < L

c. Solent a et b deux réels. Nous obtenons

é6(a,b) = [f(a) — f(b)| = ‘a‘il o ‘bil

B |(a|b| + a — bla| — b)
N ES(CESY

a([b| +1) — b(la| + 1)
(lal + D)ol +1) [

d. Pour tout réel a, il vient

6(a,0) = [f(a) = F(O)] = [f(a)] =

a '_ |a|
la| +1|  |a|]+1

Puisque |a| +1 > 1, il en résulte

ce qui implique, car |a| > 0,
d(a,0) < |al.

e. Soient h > 0 et a un réel tel que a € [—h, h.
Nous avons ainsi |a| < h.

Puisque
d(a,0) < |a|, nous en déduisons d(a,0) < h.

Ceci justifie 'implication attendue.
Exercice 25. Une inégalité remarquable
1. Soit x un réel, justifier que || = Max(z, —x).
2. Prouwver que, pour tous les réels x et y, on a ||z| — |y|| < |z —yl.
Solution
1. Soit = un réel quelconque. Nous avons

rsix > —x {:Usimz()

Maz(z, —x) = { =

—zrsizx < —=x
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2. Soient = et y deux réels quelconques. En utilisant 1'inégalité triangulaire,

d’une part, nous avons

2| = [(z —y) +y| < |z —y|+ [yl

d’autre part, sachant que |y — x| = |z — y|, nous obtenons
yl = Iy — @) + = < |z =yl + [x]

Nous en déduisons que |z| — |y| < |z — y| et |y| — |z| < |z —y|.
Puisque |y| — || = —(|]z| — |y|), il vient

Mazx(|z| = [yl, [y] = |z]) = [|z] — |y]].
Nous en concluons

Ve eR, vy € R, [[z] — [yl < |z —yl.
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CHAPITRE 7

Calcul vectoriel

L’introduction du calcul vectoriel est une étape importante car le concept
de vecteurs irrigue de nombreux domaines mathématiques. Dans ce chapitre,
nous commencons par mettre en place une définition adéquate de I'objet vec-
teur inspirée par la physique. Ensuite nous nous intéressons a la structure
algébrique de I'ensemble des vecteurs du plan vis-a-vis de 1’égalité et de I'ad-
dition vectorielles ainsi que de 'opération de multiplication d’un réel par un
vecteur. Nous sommes alors en mesure de mettre en évidence l'efficacité du
calcul vectoriel pour traiter des questions classiques de géométrie comme les
notions de milieu, de centre de gravité, d’alignement et de parallélisme.

Enfin 'outil vectoriel nous permet de mettre en place, au chapitre suivant
et de facon satisfaisante, le repérage d’un point et d’un vecteur sur une droite
ou dans le plan.

La notion de vecteur est relativement récente puisqu’elle fut développée
sous sa forme actuelle par le mathématicien allemand Hermann Grassmann
(1809-1877). C’est, entre autres, a partir de ses travaux que la théorie générale

de l'algébre linéaire fut élaborée a la fin du XIX¢ siécle.

Calcul vectoriel
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7.1 Vecteur du plan - Egalité vectorielle

7.1.1 Vecteur du plan

Définition. Soient A et B deux points distincts du plan. Le vecteur E est
défini par les trois données suivantes :

e sa direction : la droite (AB),

e son sens : de A vers B,

e sa longueur : AB.

Remarques. Nous en faisons quatre.

e Toute droite paralléle & (AB) est aussi la direction du vecteur ﬁ .
La longueur de ﬁ est également appelée la norme du vecteur ﬁ .
Cette norme est notée HEH On retiendra que Hzﬁ” = AB.
e Si A= B, le vecteur AA est le vecteur nul, noté 0.
Le vecteur B_le de sens contraire a zﬁ est le vecteur opposé de ﬁ .

7.1.2 Egalité vectorielle

Définition. Soient 1@ et @ deux vecteurs non nuls.
On dit que ﬁ = @ si et seulement si ces deux vecteurs ont :
e la méme direction,
e le méme sens,

e la méme longueur.

Chapitre 7



Remarques. Nous en donnons trois.

o AB ct CD ont la méme direction équivaut a (AB)//(CD).

e Nous pouvons avoir zﬁ = @ avec A, B, C et D alignés.

CD

AB

° zﬁ = @ équivaut & D est I'image de C' par la translation de vecteur

AB.

On note ¢43 cette translation et D = t@(C’) limage de C' par cette

translation.

Proposition (caractérisation vectorielle d’un parallélogramme). Soient A, B,

C et D quatre points distincts deux & deuzx. Les deux propositions suivantes

sont équivalentes :

(i) AB = CD.

(ii) Le quadrilatére ABDC' est un parallélogramme.

C

B

Démonstration. (i) = (i7)

Si AB = CD, alors (AB)//(CD) et AB = CD.

Par conséquent, le quadrilatére ABDC' a deux cotés paralléles de méme

longueur. C’est donc un parallélogramme.

(i2) = (2)

Si ABDC' est un parallélogramme, alors les droites (AB) et (CD) sont

paralléles et AB = CD.

De plus les vecteurs 1@ et @ ont le méme sens.

Ainsi, nous obtenons que zﬁ = @
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Remarques. Nous en donnons deux.
e Lorsque le quadrilatére ABDC' est un parallélogramme nous disposons

des égalités vectorielles suivantes :
AB = CD, AC = BD, CA = DB et BA=DC.

o Cette caractérisation vectorielle est trés pratique pour justifier qu’'un
quadrilatére est un parallélogramme. Il est fortement conseillé de retenir ce

résultat.

7.1.3 Vecteur "générique" u

Définition. Soit B un vecteur non nul.
On désigne par i ’ensemble des vecteurs ﬁ tels que )ﬁ' = E
Un élément quelconque de @ est un représentant du vecteur de 1.
Par convention, st /ﬁ est un représentant de i, on pose U = zﬁ et on

considére le vecteur i de représentant Ag.

Remarques. Nous en proposons deux.

e Si A= B, alors le vecteur AA (ou BB) est un représentant du vecteur
nul 0.

e Siu = A.B> , alors 4 admet une infinité de représentants qui sont des
vecteurs égaux au vecteur ﬁ .

Par exemple, sur la figure suivante, nous avons

G—AB—FEF = =XY = ..
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Définition (d’une translation de vecteur @). Soit @ un vecteur tel que @ = ﬁ
La translation de vecteur i, notée ty est la translation 53

En d’autres termes, nous avons
ta(A) = B o i = AB.

Plus généralement, a chaque point M du plan est associé par la translation

—

. . —
tz un unique point M’ tel que MM' = .

Remarques. Nous en faisons deux.
e Sitz(A)=A"et tz(B) = B', alors on a AA' = BB' = 4.
e Si @ =0, nous avons
tg(M) =M< M = M.
On dit que t; est I'identité du plan, notée idp.

Proposition (détermination d’un point par un vecteur). Soient O un point
donné du plan et 4 un vecteur donné.
—
1l existe un unique point M tel que OM = 1.

Démonstration. Le point M = tz(O) est unique et satisfait a

=
:

L
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7.2 Addition vectorielle - Propriétés

7.2.1 Addition vectorielle

Définition. Soient @ et @ deuzr vecteurs, A un point du plan, B et C deux
points tels que U = zﬁ et v = B?

Le vecteur @ + U est défini par 4+ v = /ﬁ

Remarques. Nous en proposons deux.
e La définition de % + ¥ est indépendante du choix du point A et donc des

représentants des vecteurs 1 et .
e [’addition de deux vecteurs est un vecteur.

Proposition (relation de Chasles). Le vecteur 1@ étant donné, quel que soit

le point M du plan, nous disposons de l’égalité
AB = AM + MB.

M

AM + MB = AB

M
........ -9
1
1
1
1
1
1

Démonstration. Quel que soit le point M, la définition de I'addition vecto-
—
rielle restitue ’égalité AM + Mﬁ = ﬁ
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Remarques. Nous en faisons deux.
e En général, nous avons AB # AM + M B.

Plus précisément nous disposons de I'inégalité triangulaire
AB < AM + MB.

L’égalité est atteinte si et seulement si M € [A, B.
e La relation de Chasles est utilisée fréquemment ; elle fournit un "degré

de liberté infini" pour décomposer un vecteur en une somme de deux vecteurs.

Proposition (régle du parallélogramme). Soient O, A, B et C' quatre points
du plan. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) le quadrilatére OACB est un parallélogramme.

(ii) OC = OA + OB.

Démonstration. (i) = (i7)

En utilisant la relation de Chasles, nous obtenons
—
OC = OA + AC.

Puisque le quadrilatére OACB est un parallélogramme, nous savons que

AC = OB. 1l en résulte
OC = OA + OB.
(#1) = (4)
Si OC = OA + OB, alors OA + AC' = OA + OB.

—
Apreés simplification par le vecteur OA, nous obtenons ﬁ = O? , ce qui

prouve que le quadrilatére OAC B est un parallélogramme.
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Remarques. Nous en donnons deux.

e La « simplification par (74 » est justifiée par la proposition de simplifi-
cation, exposée a la fin de ce paragraphe.

e Un point O étant donné, la relation de Chasles et la régle du parallélo-
gramme fournissent deux méthodes pour construire un représentant du vecteur

i + ¥. Le tableau qui suit, illustre ces deux méthodes.

relation de Chasles régle du parallélogramme

7.2.2 Propriétés de I’addition vectorielle

Proposition (commutativité de I'addition vectorielle). Pour tous les vecteurs
U et U, mous avons
U+ U =7+ .

Démonstration. Soient A, B et C trois points tels que 4 = ﬁ et U= 1@
Désignons par D le point tel que le quadrilatére ABDC' soit un parallélo-

gramime.

Nousavonsdoncﬁ:fﬁ:@etU:/ﬁ:ﬁ.

Nous en déduisons :
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Proposition (associativité de I'addition vectorielle). Pour tous les vecteurs i,

U et W, on a
(€ +7)+ W =4+ (U4 W).
—
— AD

Démonstration. Soient O, A, B et C' quatre points tels que © = OA, u

etu‘;’:B?.

Nous utilisons la relation de Chasles pour montrer que, d’une part, nous

avons

(OA+ 4B)+ BC = 0B+ BC = OC.

(@i + 7) + @

D’autre part, il vient

ﬁ+(6+w):@1+(ﬁ+ﬁ):(ﬂ+ﬁ:@.

Par suite, pour tous les vecteurs u, ¥ et w, nous disposons de 1’égalité

(@ + ¥) + 0 = i + (T + ).
AA.

Définition. Pour tout point A du plan, le vecteur nul O est défini par 0 =
Proposition (6 est neutre pour l'addition vectorielle). Pour tout vecteur i,

nous avons

S
+
=1
I
=1
+
<
I
S5
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Démonstration. Soient A et B deux points tels que u = E et 0= B? .

En utilisant la relation de Chasles, il vient

i+0=AD+ BB = AD — i,

—

De méme, en posant 0 = ﬂ, nous obtenons
G+i=AA+ AB = AB = @.

Nous en concluons que, pour tout vecteur ,
U+ 0=0+u=1u.

Corollaire. Pour tous les points A et M du plan, nous disposons de I’équiva-

lence suivante :

AM =G M= A,

Démonstration. Si M = A, alors m = Ifx = 0.

Réciproquement nous savons que si M 75 A, alors AM £ 0.

Par contraposition ', nous obtenons que AM = 0 implique que M = A.

Définition. Soient @ un vecteur, A et B deux points du plan tels que E =

—
L’opposé de i, noté —i, est le vecteur défini par —u = BA.

Proposition (propriété du vecteur opposé). Pour tout vecteur @, nous avons

i+ (—@) = (—@)+a=0.

1. Annexe § 5.2
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Démonstration. Avec les notations de la définition, nous avons, d’'une part
T+ (—) = AB + BA = AA = 0.
D’autre part, il vient
(=i))+ 1@ = BA+ AB = BE = 0.
Par conséquent, pour tout vecteur #, nous obtenons
i+ (—i) = (i) + @ = 0.

Proposition (opposé d'une addition de deux vecteurs). Pour tous les vecteurs

iU et U, on a
—(u+7) = (=) + (—9).
Démonstration. En posant o = ﬁ et U = }%, d’une part, il vient
—(ii+¥) = —(AB + BC) = —AC = CA.
D’autre part, nous avons
(—0) + (—7) = (—ﬁ)Jr(—B_@) :E>4+O_B>:C?+E>4:CA,

ce qui démontre 'égalité attendue.

7.2.3 Soustraction vectorielle

Définition. Soient U et ¥ deux vecteurs. La soustraction de ces deux vecteurs,

notée U — U, est le vecteur défini par

T—T=a+(-7).
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Remarques. Nous en faisons deux.
e En général, nous avons & — ¥ # ¥ — .
e 1 et ¥ étant donnés, nous pouvons retenir la configuration "parallélo-

gramme" ci-dessous.

Proposition (seconde relation de Chasles). Pour tous les points O, A et B,

nous avons
—
AL = OB - OA.

Démonstration. Soient O, A et B trois points du plan. Nous obtenons

AB = A0 + 0B = OB + (—~OA) = 0B - OA.

Proposition (opposé d'un addition de deux vecteurs : version définitive).

Pour tous les vecteurs i et U, on a
—(d+7)=—u—17.

Démonstration. Nous savons que — (@ + ¥) = (—) + (—7).

Par définition de la soustraction vectorielle, nous obtenons
—(U+ V) =—u— 7.

Proposition (égalité vectorielle). Soient @ et U deux vecteurs.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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Démonstration. Soient @ et ¥ deux vecteurs.

(1) = (i1)

Si il =, alors @ — ¥ = il — il = 0.
(12) = (i)
Si@— ¢ =0, alors (U—7)+7= 0 + @, ce qui implique successivement :
(i + (—7))+7) =17,
u+ (7)) +0) =1,
i+0=7,
U ="7.

Proposition (simplification). Soient i, U et W trois vecteurs. Nous disposons
de ’équivalence

+ 0 e U=

<

U+ =

Démonstration. Nous utilisons I’équivalence précédente. Il vient successive-

ment
U+ W =10+ & i+ — (T+7) =0,
I+0=04+00+T—T—0=0,
I+d=04+0d—7=0,
G+ T=0+70<i="7

Exemples. Nous en proposons deux qui illustrent cette propriété de simplifi-

cation.
1°" exemple : @ et b sont deux vecteurs donnés, nous résolvons 1’équation

F+ada=0b.

En appliquant le théoréme de simplification, nous obtenons

Ftd=bo T+
P+di=ber+0=0—a,
FPtd=boif=b—a

Nous en concluons que I'équation & + @ = b, a pour unique solution

8l

S

T =

Calcul vectoriel
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2¢ exemple : 'opposé d’un vecteur est unique.
Soit un vecteur . Supposons que ce vecteur admette deux opposés
—i et u.

Dans ce cas nous en déduisons
0=ud+(—u)=u+u.

Apreés simplification par u, nous obtenons

Sy

— = ,

ce qui assure 'unicité de 'opposé d’un vecteur.

Remarque. Nous terminons ce paragraphe en mettant en perspective I’ana-
logie entre ’addition des réels et I'addition des vecteurs. Nous désignons par
P Pensemble des vecteurs du plan.

Pour tous les réels x, y, z et pour tous les vecteurs i, U, W, nous disposons

du tableau suivant

Propriétés de + dans R Propriétés de + dans P
r+yeR i+veP
rT+y=y+uw U+0=T+1d
(x+y)+z=2+(y+2) (@ + V) + w0 = 14 + (T + )
r+0=0+z=2x i+0=0+ad=1
r4 (—z)=(—z)+2=0 i+ (@) = (—d)+d=0
(R, 4) est un groupe commutatif (]3, +) est un groupe commutatif
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7.3 Multiplication d’un réel par un vecteur

7.3.1 Définition de la multiplication d’un réel par un vecteur

Définition. Soient k un réel et 4 un vecteur.
1ercas U £ 0 et k #0.
La multiplication du réel k par le vecteur u est le vecteur, noté k - i, satis-
faisant a :
e la direction du vecteur k - @ est celle de i,

. lesensdet sik > 0
o le sens de k - U est ) o ,
le sens contraire det sik < 0

e la norme de k- i est ||k - d|| = |k| x ||d]].
2¢ cas ;=0 ouk=0.

Dans ce cas, nous avons, k-1 = 0.

Exemples. Nous en proposons deux.

Remarques. Nous en donnons quatre.

e Nous pouvons noter indifféremment ki ou k - @, la multiplication du réel
k par le vecteur .

e De la définition, nous déduisons que :

si@ =0, alors k-0 = 0.

sik=0,alors 0-@ = 0.

e Posons ﬁ:@, avec A £ Betv=Fk-u.

Le point A étant donné, ainsi que le vecteur v, il existe un unique point C'

tel que

AC —G—Fk-i=Fk- AB.
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Nous en déduisons que les vecteurs 1@ et 1@ ont la méme direction.

Par conséquent, les droites (AB) et (AC) sont paralléles et passent par le
point A; elles sont donc confondues.

Nous pouvons en conclure que les points A, B et C sont alignés. Nous étu-

dierons la réciproque dans le paragraphe 6 consacré & la notion de colinéarité.

e Avec les données précédentes, soit E ¢ (AB).

Il existe un unique point F' tel que
EF=t=k-@=k AB.

Par conséquent, les vecteurs zﬁ et ﬁ ont la méme direction.

Il en résulte que les droites (AB) et (EF) sont paralléles strictement
puisque E ¢ (AB) (voir la figure précédente).
7.3.2 Propriétés de la multiplication d’un réel par un vecteur

Proposition. Soient a et b deux réels, @ et U deux vecteurs. Nous disposons

des propriétés suivantes :

Démonstration (partielle). Nous illustrons graphiquement les deux premiers

points.
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(a+b)a7/5'ﬁ+ba

(a+b)-d=a-d+b-d

e Etudions le 3¢ point.

Sia=0oub=0, I’égalité est acquise.

Supposons & présent que a # 0 et b # 0.

Les vecteurs a - (b- @) et (a x b) - 4 ont la méme direction, celle de 1.

En ce qui concerne les normes de ces deux vecteurs, il vient
lla - (b~ @)[| = lal||(b - ul| = [a] x [b]||]| = [a x b[|d]| = [[(a x b) - ul|.

En ce qui concerne le sens des vecteurs a- (b- ) et (a x b)-, par disjonction,
nous prouvons facilement que selon les signes de a et b, les deux vecteurs ont

le méme sens.
Les deux vecteurs a - (b- @) et (a x b) - 4 ont la méme direction, le méme

sens et la méme longueur.
Nous pouvons en conclure que ces deux vecteur sont égaux.
e Justifions I'égalité 1 - @ = 4.
Ces deux vecteurs ont la méme direction, le méme sens et, de plus, nous

avons

1L af| = 1 faf| = [|l,

£

ce qui montre que 1 -4 =

Corollaire. Soient a et b deux réels, i et U deux vecteurs. Nous disposons des

propriétés suivantes :

—

o (—1)-u=—1.

e (~a)-ii—a- (@) = —(a- )
e (a—b)-i=a-Uu—b-U
ea-(i—7v)=a-U—a-U.
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Démonstration. e Soit % un vecteur. Nous avons
(-1)-d4+d=(-1)-d4+1-d=((-1)+1)-d=0-@=0.

Il en résulte que (—1) - 4 = —u.

e Soient @ un vecteur et a un réel. Nous obtenons comme ci-dessus
(—a)-d+a-u=((—a)+a)-4u=0-4=0,

ce qui justifie que (—a) -4 = —(a - U).

De plus, nous avons

ce qui prouve que a - (—u) = —(a - U).
e Soient @ un vecteur, a et b deux réels. Nous avons, en utilisant la propriété

précédente,
(a—0b)-i=(a+(=b) d=a U+ (-b)-Ui=a-U—0b-U,

ce qui démontre 'égalité attendue.

e Soient @ et ¥ deux vecteurs et a un réel. Il vient
a-(U—7v)=a-(U+ (7)) =a-tU+a - (—V)=a-U—a-7,
ce qui justifie la derniére égalité.

Proposition (nullité du produit d’un réel par un vecteur). Soient 4 un vecteur

et a un réel. Nous disposons de l’équivalence suivante :

a=0ouu=0.

i3

a- U=

Démonstration. Sia = 0 ou @ = 0, alors d’aprés la définition de a -, on sait
que a -4 = 0.
Réciproquement, nous supposons que a - = 0 avec a # 0.

Nous en déduisons

ce qui donne
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par suite, nous obtenons @ = 0.

Nous supposons & présent que i # 0.

Si, par 'absurde, a # 0, alors nous en déduisons que a - @ # 0, ce qui
contredit hypotheése a - @ = 0.

Ainsi, nous avons montré
a -4 =0 implique a = 0ou @ = 0.

Proposition (simplification). Soient @ un vecteur non nul, a et b deuz réels.

Nous avons
a-Ui=b-U<a=0.

Démonstration. Puisque @ # 0, en appliquant la proposition précédente,

nous obtenons les équivalences

a-i=b-i<(a—b)-i=0a-b=0sa=bh.

7.4 Milieu d’un segment - Symétrie centrale

7.4.1 Milieu d’un segment et calcul vectoriel

Définition (définition géométrique du milieu vue au college). Soient A et B
deuz points distincts du plan. Un point I est le milieu du segment [AB] si et

seulement si les deux conditions qui suivent sont réalisées.

I €[AB] et IA = IB.

Remarque. Utilisée seule, la condition A = I B ne caractérise pas le milieu
de [AB] .

Elle caractérise 'appartenance du point I a la médiatrice du segment [AB].
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Proposition (caractérisation vectorielle du milieu d’un segment). Soient A et
B deux points distincts du plan.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) I est le milieu du segment [AB].

(ii) TA+ IB = 0.
Démonstration. (i) = (i7)

Si I est le milieu de [AB], nous pouvons affirmer que les vecteurs Al et 1D
ont :

e la méme direction car I € [AB],

e le méme sens car [ € [AB],

e la méme longueur car 1A = IB.

Nous en déduisons
ﬁ = ﬁ, ce qui donne —I—1>4 = ﬁ

— S
Nous en concluons que I A + ﬁ =0.
(ii) = (i)

Soit I un point satisfaisant & ﬁ4 + ﬁ =0, ce qui implique
_TA=TB.
D’une part, nous en déduisons
1A= |[TA)| = || - IB|| = |ITB|| = IB.

%
D’autre part, les vecteurs I A et I?, ont la méme direction qui passe par
I, donc I € (AB).
De plus les vecteurs I A et I B sont opposés, donc I € [AB].

Nous en concluons que le point I est le milieu du segment [AB].
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Proposition (propriété vectorielle de la médiane d’'un triangle). Soient A et
B deux points distincts du plan et I le miliew du segment [AB].

Pour tout point M du plan, nous disposons de [’égalité vectorielle

MA+ MB =2 MI.

=

>

Démonstration. Soit M un point quelconque du plan. Nous avons
MA+ MB=MI+TA+MI+TB=2-MI+1A+IB.

— "
Sachant que I est le milieu du segment [AB], nous savons que [ A—l—ﬁ =0.

Nous en déduisons 'égalité attendue
VM € (P), MA + MB =2 MI.

Proposition (étude d’une réciproque). Soient A et B deuz points distincts du

plan. S’il existe un point I tel que, quel que soit le point M,
—
MA+ ME =2 M,

alors I est le milieu du segment [AB].

Démonstration. Supposons qu’il existe un point I tel que, quel que soit le
point M,

MA + MB =2 MI.

En particulier pour M = I, nous obtenons
%
TAvTB=2.T1

ce qui justifie que I est le milieu du segment [AB].

2.0=0,
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Exemple. Un ensemble de points.
Soient A et B deux points distincts du plan et I le milieu du segment [AB].

Nous considérons I’ensemble (C') des points M du plan tels que
IMA + MB|| = AB.

A+ T
En utilisant la propriété de la médiane pour réduire le vecteur M A+ M B,
il vient

AB
Me(C)@HQ-J\T}H:AB<:>2|\J\7}|\:AB<:>1M:7

)

AB

ce qui prouve que (C') est le cercle de centre I et de rayon ——.

Nous reconnaissons le cercle circonscrit au triangle ABC.

~_

M

>

(©)

Proposition (autre caractérisation du milieu). Soient A et B deux points
distincts du plan et I un point du plan. Les deux propositions suivantes sont
équivalentes.

(1) I est le milieu du segment [AB].

1
(i) Al = 5@.
Démonstration. (i) = (i7)
Nous supposons que I est le milieu du segment [AB].

| ?
Nous savons que, pour tout point M du plan, MA+ MB =2 - m

En particulier pour M = A, nous obtenons
AL =2 Al
1
ce qui implique, 1?[) = 51@
(1) = (i)
1
Nous supposons que ﬂ = iﬁ

Il vient :
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AB—2-Al =0, soit B —TA—2. Al

Nous en déduisons

TB+TA=0,

ce qui prouve que I est le milieu du segment [AB].

Proposition (version vectorielle de la propriété des milieux). Soient ABC
un triangle, I le milieu du segment [AB] et J le milieu du segment[AC]. Les

droites (I.J) et (BC') sont paralléles et nous disposons de ’égalité

r=lme

0.

Démonstration. Avec les données de I’énoncé, nous avons
BO=AC - AB=2-A4J-2-Al=2.(AJ— Al)=2-1J,

1
ce qui permet d’obtenir 1’égalité proposée ﬁ = 5% .

De plus nous en déduisons que les vecteurs I_j et B? ont la méme direction.

Par conséquent, les droites (I.J) et (BC) sont paralléles.

7.4.2 Symeétrie centrale et calcul vectoriel

Définition (d’une symeétrie centrale). Soit A un point du plan. La symétrie de

centre A, notée sy, associe a chaque point M distinct de A, un unique point

M’ tel que A soit le milieu du segment [MM'].
On dit que M’ est l'image de M par s4 et on note M' = so(M).

.-
M’ = s,(M)
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Remarque. A = s4(A). On dit que le centre A est invariant par s4.

Proposition (caractérisation vectorielle d’une symétrie centrale). Soient A
un point donné du plan, M et M' deuz points distincts tels que M # A . Les
deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) M = 5a(M).

(i1) AM" = —AM.

Démonstration. Soient M et M’ deux points distincts tels que M # A.
(1) = (1)
Si M’ = s4(M), alors A est le milieu du segment [MM'].

. 7 = . .
Il résulte, vectoriellement, que nous avons AM' + AM = 0. Cela implique

—
AM' = —AM.
(1) = (2)
. T -— 0 = = . .
Si AM' = —AM, alors AM' + AM = 0, ce qui justifie que A est le milieu
du segment [MM'].

Par conséquent, nous obtenons que M’ = s4(M).

7.5 Centre de gravité d’un triangle

Définition (définition géométrique de centre de gravité d’un triangle). Soient
ABC' un triangle et A" le milieu du segment [BC|. Le centre de gravité du
triangle ABC' est le point G appartenant a la médiane (AA") tel que

G e [AA] et AG = gAA’,

A

Proposition (égalités vectorielles déterminant le centre de gravité). Soit G

le centre de gravité du triangle ABC et A’ le milieu du segment [BC]. Nous

disposons des deux égalités

AC =

— —
CAA et GA = —2G A",

[SURIN )

Chapitre 7



. . 2
Démonstration. > Considérons les deux vecteurs zﬁ et 3 - AA" Ils ont
e la méme direction car G € (AA"),
e le méme sens car G € [AA'],

2
e la méme longueur car AG = §AA,'
2 —
Nous en déduisons que ﬁ =3 AA.
> De cette derniére égalité, il résulte que 3 - ﬁ =2-AA.
En appliquant la relation de Chasles, il vient

B-ﬁ:l(ﬁ—l—ﬁ),soitﬁzlﬁ.

Finalement nous obtenons 1’égalité

i ——
GA=-2-GA.
Proposition (caractérisation du centre de gravité). Soit ABC un triangle et
G un point du plan. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) G est le centre de gravité du triangle ABC.
(13) G satisfait a I’égalité vectorielle GA + GB + GC =10

Démonstration. (i) = (i7)

On suppose que G est le centre de gravité du triangle ABC.
Soit A’ le milieu du segment [BC]. Le théoréme de la médiane dans le
triangle BGC' donne

GBE+GC=2.GA"

En utilisant la seconde égalité de la proposition précédente, nous en dédui-

sons
e
GA+GB+GC=GA+2.GA =0

(i2) = (1)

Soit M un point du plan satisfaisant & :
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MA + MB + MC = 0.
Il vient
MA+MA+AB+MA+AC=0.

Nous en déduisons
3. AM = AB + AC.

En appliquant le théoréme de la médiane dans le triangle BAC, nous ob-

tenons
AB+AC —2. AAl,

Il en résulte que

—

AM = = . aA.

=2
3

Or nous savons que le centre de gravité G du triangle ABC' satisfait a

-2 i

Par conséquent, nous obtenons
Ty
AM = AC,
ce qui prouve que M = G.

Proposition (point de concours des trois médianes d'un triangle). Soient
ABC un triangle de centre de gravité G, A', B’ et C' les milieuz respectifs
des segments [BC], [AC] et [AB].

Les trois médianes de ce triangle sont concourantes en G.

Démonstration. Nous savons que le centre de gravité G du triangle ABC

satisfait a
GA+GB+GC =0
> En appliquant la propriété de la médiane dans le triangle AGC, il vient
GA+GC=2.GB.
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Nous en déduisons
— —
GE+2-GB =0, Cest-a-dire GB = —2 - GB.

> De la méme fagon, en appliquant la propriété de la médiane dans le
triangle AGB, il vient

GA+GB=2.GC'
ce qui donne
G@ +2- G—C; = 0, c’est-a-dire C@ =-2- G—Cz
> Les trois égalités vectorielles
GA=_2.GA' GB=-2.GB et GC = —2.GC',

prouvent que le centre de gravité G appartient aux trois médianes (AA’), (BB’)
et (CC).
Nous avons ainsi établi que les trois médianes du triangle ABC sont sé-

cantes en G.

Proposition (réduction du vecteur M A+ MB+ MC). Soit ABC un triangle
de centre de gravité G.

Pour tout point M du plan, nous disposons de [’égalité

MA+ ME + MC =3 MC.

Démonstration. M étant un point quelconque du plan, nous avons

MA+MB+MC=MC+GA+MCG+GB+M +(Tc>*,
MA+MB+MC=3-MC+GA+GB+GC.
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Or, le point G est le centre de gravité du triangle ABC donc
_> —
GA+GB+GC =0

L’égalité attendue en résulte, c’est-a-dire

MA+ MB + MC =3 MC.

Proposition (étude d’une réciproque). Soit ABC un triangle. S’il existe un

point G tel que, quel que soit le point M appartenant au plan,

MA+ MB+MC =3. MC,
alors G est le centre de gravité du triangle ABC.

Démonstration. En particulier pour M = G dans I’égalité donnée, il vient
— =
GA+GB+GC=3.GC =0,

ce qui prouve que G est le centre de gravité du triangle ABC.

7.6 Colinéarité de deux vecteurs

Proposition (caractérisation vectorielle de alignement). Soient A, B et C
trois points distincts du plan. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A, B et C sont alignés.
(13) Il existe k € R* tel que AC = k- AB.

Démonstration. Nous commencons par le plus simple, c¢’est-a-dire
(i) = (i). Cette implication a déja été justifiée dans la remarque du pa-
ragraphe 3.1 "multiplication d’un réel par un vecteur". Nous ’explicitons &
nouveau.

On suppose qu'il existe k € R* tel que z@ =k- zﬁ

Les directions (AB) et (AC) des vecteurs AB et AC sont paralléles et A
est commun a ces deux droites. Il en résulte que (AB) = (AC), ce qui prouve
Palignement des points A, B et C.

(i) = (ii)

On suppose que les points A, B et C sont alignés. Relativement aux points
A et B, nous distinguons par disjonction, deux cas : C' € [AB) ou C ¢ [AB).
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1°r cas : C € [AB).

A B
® Py o
L 4 @

AC

Posons k = 15

Comme A # B, le réel k est défini.
Comme A # C, nous avons, k > 0.
Considérons les vecteurs 1@ et k- E
Ces deux vecteurs ont

> la méme direction car C' € [AB),

> le méme sens car k > 0.

> De plus, nous avons
|k - AB|| = K||AB|| = 2% x AB = AC = ||AC]|.

Ces trois derniers points permettent d’affirmer qu’il existe un réel k£ > 0

tel que
AC =k - AB.

2¢ cas: C' ¢ [AB).

R & °
AC

Posons k = B

Comme A # B, le réel k est défini.

Comme A £ C, on a, k < 0.

> Les vecteurs /@ et k- AB ont la méme direction car C € (AB).

> Puisque k < 0, les vecteurs B et k- ﬁ sont de sens contraires.
Puisque C ¢ [AB), les vecteurs AC et AB sont aussi de sens contraires.
Il en résulte que zﬁ et k- E sont de méme sens.

>De plus, nous avons

k- AB|| = —k||AB|| = —( —7)XAB AC = ||AC)|

Par conséquent, il existe un réel k£ < 0 tel que 1@ =k- E

L’étude de ces deux cas, nous permet de conclure par :

Ik € R*, AC' = k - AB.
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Remarque. L’alignement des points A, B et C peut étre aussi caractérisé par
—— ——
I'existence d’un réel k£ non nul tel que % =k-BA oubien CA=k- C@ e

Définition (colinéarité de deux vecteurs). Soient 4 et U deux vecteurs non
nuls.
On dit que ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si ils ont la

méme direction.

IS

Proposition (caractérisation de la colinéarité). Soient U et U deuz vecteurs
non nuls.

Les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

(1) U et U sont colinéaires.

(7i) 1l existe un réel k non nul tel que ¥ =k - 4.

Démonstration. (ii) = (i)

S’il existe un réel & non nul tel que ¥ = k - @, alors les vecteurs @ et ¥ ont
la méme direction.

Il en résulte que « et ¥ sont colinéaires.

(i) = (i)

On suppose que les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires.

Soit A un point du plan.

11 existe deux points B et C distincts de A tels que 4 = @ et v = ﬁ

-------

Les vecteurs zﬁ et ﬁ ont la méme direction.
Par suite, les droites (AB) et (AC) sont paralléles et ont le point A en

cominun.
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Ces deux droites sont donc confondues.
Ainsi les points A, B et C sont alignés.
En appliquant la proposition qui caractérise vectoriellement 1’alignement,

nous pouvons affirmer qu’il existe un réel £ non nul tel que
AC = k- AB.

Nous en concluons
qu’il existe un réel k non nul tel que v =k - 4.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Si ¥ =k-, avec k € R*, alors nous en déduisons que 4 = % - .
e Pour tout vecteur @, nous savons que 0 = 0 - .
Par extension de la notion de colinéarité, le vecteur nul est colinéaire & tout

vecteur.

7.7 Alignement et parallélisme

Proposition (caractérisation de lalignement). Soient A, B et C trois points
distincts du plan.Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Les points A, B et C sont alignés.

(13) Les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Démonstration. Il s’agit de I’énoncé de la proposition de caractérisation de

I’alignement couplé avec la caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs.

Proposition (caractérisation du parallélisme de deux droites). Soient A, B,
M, N quatre points distincts. Les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) Les droites (AB) et (M N) sont paralléles.

(7i) Les vecteurs AB et MN sont colinéaires.

Calcul vectoriel

327



Démonstration. (i) = (i7)
Si les droites (AB) et (M N) sont paralléles, alors les vecteurs AB et MN
ont la méme direction, ce qui justifie que ces deux vecteurs sont colinéaires.
(i) = (i)
Si les vecteurs ﬁ et m sont colinéaires, alors ils ont la méme direction,

ce qui justifie que les droites (AB) et (M N) sont paralléles.

Remarque. Ne pas confondre droites paralléles et vecteurs colinéaires. En

d’autres termes la locution « vecteurs paralléles » est incorrecte.

Exemples. Alignement et parallélisme dans une configuration du plan.

Soit ABC' un triangle. Nous considérons les points D et E tels que
AD=AB+2 AC et BE = - BC.

1°r exemple : Nous montrons que les points A, E et D sont alignés.

> Nous commengons par placer ces points sur une figure.

v
\
\
®
B

> ¢

> Nous exprimons le vecteur Ag en fonction des vecteurs Ag et A(%
2
Nous partons de 1’égalité Bg =3 B(Q donnée dans I’énoncé. En utilisant

la relation de Chasles, il vient
2
AE - AB =3 . (AC - AB),
ce qui donne

AB=2 ¢ 2 aBeaB= L ansd ad= L B eead) - Lap

w
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Nous en déduisons que les vecteurs zﬁ et zﬁ sont colinéaires.

Par suite, ils ont la méme direction passant par A, ce qui prouve que les
points A, E et D sont alignés.

Il en résulte que £ € (AD).

De plus E € (BC) puisque ﬁ = % . B?

Par conséquent, les droites (AD) et (BC') sont sécantes en E.

2¢ exemple Nous considérons dans la méme configuration un point G

satisfaisant a 1’égalité vectorielle
3.GA—GB—-14-GC =0,

> Nous montrons que les droites (CG) et (AD) sont paralléles.
Dans cette égalité, nous introduisons le point C' par la relation de Chasles,

afin d’exprimer le vecteur C@ en fonction des vecteurs zﬁ et 1@ .

Nous obtenons successivement

3.GO+3.CA—GC—CB—4-GO =0,

—2GC+3-CA—CB=0.
Nous en déduisons

90C =3-AC+ AB - AC = AB +2- AC = AD.

Ainsi, les vecteurs C@ et zﬁ sont colinéaires, ce qui prouve que les droites
(CG) et (AD) sont paralléles.

> Nous placons le point G sur la figure.

Désignons par F' le point tel que ﬁ =2- 1@

Nous remarquons que C' est le milieu du segment [AF].

De plus, de I'égalité 26?;' = zﬁ, nous déduisons

2(FG — FC) = AB + 2AC,
9FG = AB + 2AC + 2FC.

e
Or nous avons F? = C'A, ce qui donne

2FG = AB = FD.

Ainsi le point G est le milieu du segment [F D).
Par conséquent le point G est a l'intersection de la droite (F'D) avec la

paralléle a la droite (AD) passant par C.
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7.8 Homothétie

Définition. Un point A du plan et un réel k # 0 sont donnés.
L’homothétie de centre A et de rapport k, notée h = hyy, associe a chaque

point M du plan un unique point M’ tel que
— —
AM' = k- AM.

On dit que M’ est Uimage de M par Uhomothétie h = hy .
On note M' = h(M) ou M' = hy ;(M).

w k<0 A M k>0 M
AM = k. AM AM = k- AM

Remarques. Nous en faisons cing.

e Une homothétie de centre A transforme M en M’ tel que les points A,
M et M’ soient alignés.

e Si k=0, alors h = hag associe & chaque point M du plan le point A.

Dans ce cas, on dit que h est une transformation constante.

e Si k=1, alors h = ha associe a chaque point M du plan le point M.

Dans ce cas, ha est I'identité du plan, notée idp).

e Sik = —1,alors h = hs 1 associe a chaque point M du plan un unique
point M’ tel que W — _AM.

Dans ce cas ha,_1 est la symétrie centrale de centre A.

o h(A) =hai(A) = A. Le centre A est invariant par ha .

Chapitre 7



Exemple (homothéties dans un triangle). Soit ABC un triangle de centre de
gravité G.

En désignant par A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments [BC],
[AC] et [AB], nous savons

— — —
GA=—-2.GA'. GB=—-2-GB et GC = —2.GC".

> Ces égalités vectorielles justifient que I’homothétie h de centre G et de

rapport —2 est telle que
h(A"y = A, h(B') = B et h(C") =C.

Ainsi cette homothétie h = hg,—2 associe les milieux des cotés du triangle
aux sommets de ce dernier.

> Des trois égalités vectorielles rappelées ci-dessus, nous déduisons

— — —
G ':—%.Gﬁi, GB’:—%@%GC’:—%-G?.

1
Considérons I'homothétie 1’ de centre G et de rapport —=. Nous obtenons
N(A)=A", W(B)=B et M(C)="C"

Nous en concluons que I'homothétie A’ = h, _1 transforme respectivement
T2
les points A, Bet C en A, B" et C'.

Proposition (action d’une homothétie sur deux points). Soient M et N deux
points distincts d’images respectives M’ et N' par une homothétie h de rapport

k # 0 et de centre A. Nous disposons de [’égalité
M'N' = - JMN.
Démonstration. Puisque h(M) = M’ et h(N) = N’, nous en déduisons
m:k-metW:k-m.

Par conséquent, nous obtenons

M'N' = AN’ — AM’' = k- (AN — AM) = k - MN.

Remarque. Avec les données de cette proposition, les droites (M N) et (M'N")
sont paralléles.
Nous observons que I’action d’une homothétie sur deux points est la version

vectorielle d'une configuration de Thalés comme l'indique le tableau ci-apres.
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k>0

z

Par ailleurs, nous donnerons dans 'exercice 14 du paragraphe "Exercices

corrigés", un preuve vectorielle du théoréeme de Thalés.

Corollaire. Une homothétie h de rapport k # 0 multiplie les distances par |k|.

Démonstration. Soient M etN deux points d’images M’ et N’ par I’homo-

thétie h. Nous savons que
e
M'N" =k - MZG

Il en résulte
—
M'N' = ||M'N'|| = ||k - R = [kl x || MN]|| = k| x MN.

Remarque. Agrandissement - Réduction

Si k| > 1, c’est-a-dire k < —1 ou k > 1, alors k est un coefficient d’agran-
dissement des figures sur lesquelles agit ’homothétie.

Si k| < 1, c’est-a~dire —1 < k < 1, alors k est un coefficient de réduction
des figures sur lesquelles agit I'homothétie.

Si |k| =1, c’est-a-dire k = 1 ou k = —1, alors 'homothétie est I'identité

du plan ou une symétrie centrale et toutes les deux conservent les distances.
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7.9 Exercices corrigés

Exercice 1. Trapéze - Relation de Chasles - Milieux
Le quadrilatére ABCD est un trapeze tel que (AB)//(DC). On désigne par
O le milieu du segment [DB] et par O le milieu du segment [AC].

— 1
1. Montrer que : OO" = §(B.f>l + ﬁ)

. — — -
2. Etablir que : 04 +0'B+ oC +0'C=0.
3. Soient I le milieu du segment [AD] et J le milieu du segment [BC].

Prouver que

= L 4 5
4. En déduire

w+ﬁ:58 eta—a—ﬁzﬁ.

Solution
1. Nous avons, grace a la relation de Chasles,
—  —
BA+DC = §8+00+0%)(53tg74g@
BA+DC=2.00 + (BO + DO) + (
O/

O'A+0'C).
Puisque O est le milieu du segment [DB] et O’ le milieu du segment [AC],

nous en déduisons
e ey
BO+DO=0ect O'A+0C =0,

ce qui donne

|

/

BA+DC=2.0

Q
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Nous en concluons :

Nous appliquons le théoréme de la médiane dans le triangle AOC. Nous

obtenons

—
OA+0C =2.00.

De la méme fagon, le théoréme de la médiane dans le triangle BO'D donne

O'B+0'D=2-00.

En additionnant ces deux égalités, il vient

OA+0C +0'B+0D =200 +-00) = 0.

3. En appliquant la relation de Chasles et puisque [ est le milieu du segment

[AD] et J le milieu du segment [BC|, nous avons

Nous en déduisons
= %(ﬂ% +(DO).

4. Des questions 1 et 3, il résulte que

00’+1_} BA+‘8 A-B> DC) = DC.
Ti= BA+7—71@ DC) = AB.
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Exercice 2. Régionnement du plan

Soient ABC' un triangle isocéle en B, I le milieu du segment [AB] et J le
milieu du segment [BC).

1. Déterminer l’ensemble (D) des points M tels que

IMA+ MB|| <||MB - MC]|.

2. Déterminer l’ensemble I' des points M tels que

IMA + MB|| < ||ME + MC||.

Solution
1. Puisque I est le milieu du segment [AB], pour tout point M du plan,

NOuS avons
MA + MB =2- M.
De plus nous observons que
ME — MC = CB.
Puisque le triangle ABC un triangle isocéle en B, nous en déduisons
M e (D) e ||2- M| < ||CB|| & 2IM < CB < 2IM < AB.

1
Nous en concluons que (D) est le disque de centre I et de rayon §AB .

Ce disque (fermé) est hachuré sur la figure ci-dessous.
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2. Puisque J est le milieu du segment [BC], pour tout point M du plan,

nous avons
MB + MC =2-MJ.
Il en résulte
MeT & ||2- M| <||2- MJ|| & MI < MJ.

Par conséquent, I" est un demi-plan de frontiére la médiatrice A du segment
[1J].

Ce demi-plan est hachuré sur la figure ci-dessous.

(3

’
4 1
4 U
’,
s 4
P 7
A |
lf
M d
o
\ ] T

Exercice 3. Quelques propriétés d’une symétrie centrale

A est un point fixé, B et C sont deux points distincts. On considére les
points B' et C' tels que B' = s4(B) et C' = s4(C).

1. Montrer que ZTC’ = —B?. Que peut-on en déduire pour les droites (BC')
et (B'C") ?

2. Justifier que s4 conserve les distances.

3. Montrer que s4 conserve les milieux, ¢’est-a-dire, prouver que si I est le
milieu du segment [BC|, alors I' = sa(I) est le milieu du segment [B'C"].

Solution

1. Puisque B’ = s4(B) et C" = s4(C'), nous avons
— —
AB' = ~AB et AC' = —AC.

Nous en déduisons

B'C"=AC' — AB' = —AC'+ AB = CB = —BC.
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—
L’égalité B'C" = C@ justifie que la quadrilatére BC'B'C” est un parallélo-
gramme.

Nous en déduisons que les droites (BC') et (B'C") sont paralléles.

2. Nous avons
—
B'C' = ||B'C|| = || - BC|| = || BC|| = BC,

ce qui justifie que s4 conserve les distances.
3. Puisque I est le milieu du segment [BC], nous avons B + ¢ =0.
Nous savons B’ = s4(B), C' = s4(C) et I' = s4(I).

En appliquant la question 1, il en résulte
" -
I'B' = —IB et I'C" = —IC.

Nous en déduisons
— =
I/B/+I/ I: _(]@
ce qui établit que le point I’ = s4(I) est le milieu du segment [B'C"].

Exercice 4. Composée de deux symétries centrales
Soient A et B deux points distincts.

On considére les symétries centrales s et sp telles que, pour tout point M
du plan,

My = sp(M) et M' = s4(My).

1. En désignant par sp o sg la transformation qui associe, a chaque point
M, le point M’, quelle est la nature de s 0 sg ?
2. A-t-onspyosg=5sgosy ?
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Solution
1. Soit M un point du plan.
Puisque M; = sp(M) et M' = s4(My), B est le milieu de [MM;] et A le
milieu de [M; M'], nous obtenons,
—_— sy — _— — —
MM’ = MMy + MlM/ =2- (BMl + MlA) = 2. BA.
Ainsi la composée s o sp est la translation de vecteur 2 - BA.

Remarque.

En observant la figure ci-dessous, nous pouvons aussi justifier ce résultat

par le théoréme des milieux dans le triangle M M M’.

M

2. En procédant de la méme facon, nous obtenons que sg o s4 est la trans-
lation de vecteur 2 - xﬁ )

Puisque A # B, nous en concluons que s4 0sg # Sg 0 S4.

Exercice 5. Parallélogramme et centre de gravité

CHAT est un parallélogramme de centre O et I est le milieu du segment
[AT].

1. Montrer que fﬁ—i—CTZl :4-6—},

2. La droite (CI) coupe la droite (OT) en L et la droite (HI) coupe (OA)
en K.
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Montrer que le point L est le centre de gravité du triangle CAT. Que peut-
on dire du point K ?

3. En déduire que HC = 3. KL. Que peut-on dire des droites (KL) et
(HC) ?
Solution

1. Puisque O est le milieu du segment [HT| et du segment [AC], nous en

déduisons
HT =207 ot CA =204,
Par addition, nous obtenons
HT + CA=2.(0T + OA).
En appliquant la propriété de la médiane dans la triangle AOT, il vient
OT +0A=2-01.
Nous en concluons

HT +CA=4.01

2. Dans le triangle C AT, le point L appartient aux deux médianes (OT)
et (CI).

Il en résulte que L est le centre de gravité du triangle C AT

De méme, dans le triangle H AT, le point K appartient aux deux médianes
(HI) et (AO), ce qui prouve que K est le centre de gravité du triangle HAT.

3. En appliquant les égalités vectorielles liées au centre de gravité, nous
obtenons

HC=1C -TH=3-1L-3- 1Kk =3-(IL - IK)=3-KL.
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Les vecteurs ﬁé et ﬁ sont colinéaires. Ils ont donc la méme direction,
ce qui prouve que les droites (K'L) et (HC') sont paralléles.

Exercice 6. Conservation du centre de gravité par une symeétrie
centrale

Soient ABC' un triangle de centre de gravité G.

On désigne par B', C' et G’ les images des points B, C' et G par la symétrie
centrale de centre A.

Montrer que G' est le centre de gravité du triangle AB'C'.

Solution

En appliquant le cours, puisque G’ = s4(G), B’ = sa(B) et C' = s4(C),

nous obtenons
— — —— —
G'A=-GA GB =GB et G'C' = ~GC .
Comme G est le centre de gravité du triangle ABC', nous savons que

GA+GB+GC =0.

Nous en déduisons

— - — .
GA+GB +GC = —(GA+GB+GC) = 0.
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Exercice 7. Ensembles de points
ABC est un triangle de centre de gravité G.
1. Déterminer l’ensemble (C') des points M tels que

IMA+ MB + MC|| = 3AB.

2. Déterminer l’ensemble A des points M tels que

o||MA + MB + MC|| = 3/|MB + MC|.

Solution

1. Soit M un point du plan. En utilisant la propriété de réduction du centre

de gravité, nous obtenons
Me (C)<]]3- M(éH =3AB & 3\|M(3\| =3AB & GM = AB.

Il en résulte que (C) est le cercle de centre G et de rayon AB.

2. En utilisant les propriétés de réduction du centre de gravité G du triangle
ABC et du milieu A" du segment [BC], nous obtenons

MeAs 2H3M(§H =3|[2- MA|| <:>6||M(3|| =6||MA|| & MG =MA'.
Nous en concluons que A est la médiatrice du segment [A’'G].
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Exercice 8. Quadrilatére - Points alignés - Ensemble de points
Soient ABCD un quadrilatére, I et J les milieux respectifs des segments
[AB] et [CD]. On considére un point O tel que

OA+0B+0C+0D=0.

1. Montrer que O est le milieu du segment [I.J].

2. Le point G étant le centre de gravité du triangle ABC, prouver que les
points D, G et O sont alignés.

3. On désigne par (C) Uensemble des points M du plan tels que

|MA + MB + MC + MD)|| = 120G.

Montrer que D € (C) et déterminer la nature de (C).
Solution

Nous commencons par une figure concernant les deux premiéres questions.
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1. La propriété de la médiane dans le triangle AOB donne
OA+0B =201
La propriété de la médiane dans le triangle COD donne
OC'+0D =2-0..
Nous en déduisons
2.01+2-0J=2-(0l +0J)=2-(OA+ OB +0C + 0D) = 0.
Ceci donne

Ol +0J =0.

Nous avons ainsi justifié que O est le milieu du segment [1.J].
2. Puisque G est le centre de gravité du triangle ABC', la propriété de

réduction permet d’écrire
—
OA+ 0B +0C =3-0G.
Nous en déduisons, a partir de ’égalité vectorielle définissant le point O,

3.0C + 0D = 0, soit 0D = —3 - OC.

Les vecteurs O? et O? ont la méme direction passant par O.
Nous en concluons que les points D, G et O sont alignés.
3. Montrons que D € (C).

Par réduction, nous avons

\DA + DB + DC + DD|| = ||DA + DB + DC|| = ||3- D).
Nous savons que OD = —3 - OCf done
DG = DO+ 0C = 4- OG.
Tl en résulte

|DA + DB + DC|| = 3/|4- OC|| = 120G.

Ceci montre que D € (C).
Soit M un point du plan.
Nous commencons par réduire le vecteur MA + MB + MC + MD, en

introduisant par la relation de Chasles le point O.

Il vient :
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MA + MB + MC + MD = (MO + OA) + (MO + OB) + (MO + 0C') +

(MO +0D) =4- MO + OA+ 0B +0C + 0D = 4- MO +0 = 4- MO.

Nous en déduisons
M e (C) & ||4- MO|| = 120G & 4|MO|| = 120G & OM = 30G = OD.

Nous en concluons que (C) est le cercle de centre O passant par D.

Exercice 9. Barycentre de deux points
Soient A et B deuz points distincts et I le milieu du segment [AB]. On

désigne par G le point satisfaisant a
_> —
GA+1b- @ =0, ot b est un réel strictement positif.

1. Pour quelle valeur de b > 0 , G est-il confondu avec I ?
2. Justifier que ﬁ = b—llil E

Que peut-on dire des points A, B et G ¢

3. Montrer que, pour tout point M du plan, m +b- m =({b+1)- m

Solution

1. Le milieu I du segment [AB] est caractérisé par I'égalité,
— .
TA+TB =0

Par suite, G = I si et seulement si b = 1.

2. Via la relation de Chasles, 1’égalité G—/>1 +b- Cﬁ = 0 induit
GA+b. (GA+AB) =0,
ce qui donne
(b+1)-AC=b-AB.
Puisque b > 0, nous savons que b + 1 # 0. Nous en concluons

AG= 4B

T b+1

Les vecteurs B et ﬁ sont colinéaires.

Il en résulte que les points A, B et G sont alignés.
Remarque

L’alignement de ces trois points peut étre obtenu immédiatement par ’éga-

lité :
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GA=_b.GB.

3. Soit M un point quelconque du plan. A nouveau grace a la relation de

Chasles, nous obtenons

MA+b.-MB=MG+GA+b-(MCG+GB)=(b+1)- MG+ GA+b-GB,
MA+b-MB=(0+1)-MCG+0=(b+1) MC.

Remarque

Le point G satisfaisant a I’égalité vectorielle GA+b-GB = 0 est le barycentre
des points A et B affectés respectivement des coefficients (ou masse) 1 et b

On dit aussi que G est le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B,b),
avec b > 0, donc b+ 1 # 0.

Exercice 10. Barycentre de trois points - Ensemble de points

Soient ABC' un triangle de centre de gravité G et I le milieu du segment
[AB].

On considere le point H tel que
HA+HB +2-HC =0.

1. Montrer que H est le milieu du segment [CI]. Placer H sur une figure.

2. Montrer que, quel que soit le point M du plan,

MA+MB+2 -MC=4-MH.

3. En déduire l’ensemble A des points M tels que

3||MA + MB +2- MC|| = 4| MA + MB + MC||.

Solution
1. Nous appliquons la propriété de la médiane dans le triangle AHB. Il

vient
HA+HB =2-HI.
En reportant dans I’égalité vectorielle définissant le point H, nous obtenons
2. HI+2-HC =0,
ce qui donne

HI+HC =0.
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Nous en concluons que H est le milieu du segment [C1].

2. Soit M un point quelconque du plan.
Nous réduisons le vecteur MA + MB + 2 - MC, en introduisant, par le
relation de Chasles, le point H. Il vient

MA+MB +2-MC = (MH + HA) + (MH + HB) +2- (MH + HO),
MA+MB+2 MC =4 MH+HA+HB+2-HC —=4.- MH+0—=4.MH.

3. Nous savons d’apreés la question précédente que

MA+MB+2-MC=4-MH .

De plus G est le centre de gravité du triangle ABC'. Par réduction, nous

obtenons

MA+ MB + MC =3 MG .
Nous en déduisons,
M e A& 3|4 MH|| = 43 - M3 & 12||MH|| = 12||MC|| & MH = MG.

Nous avons ainsi prouvé que A est la médiatrice du segment[HG].
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Exercice 11. Points variables sur un parallélogramme
Soient ABC' D un parallélogramme et k un réel donné distinct de 0 et de 1.
On désigne par E et G les points tels que

AE =k-AB et AC = (1— k) - AD.

La paralléle a la droite (AD) passant par E coupe la droite (CD) en H.
La paralléle a la droite (AB) passant par G coupe la droite (BC) en F.

1. Faire une figure pour k = —.

2. Montrer que, quel que soit k € R*—{1}, les droites (EF'), (GH) et (AC)
sont paralléles.

Solution

1.

2. Nous commengons par démontrer que les droites (EF) et (AC) sont
paralléles.

Nous avons
EF=AF - AE=AB+BF —k-AB=(1—k)-AD + BF.

Nous savons que les droites (AB) et (GF) sont paralléles, ainsi que les
droites (AG) et (BF). Il en résulte que le quadrilatére ABF'G est un parallé-
logramme.

Nous en déduisons
BEF = AG=(1—k)-AD,

ce qui donne :
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EF=(1-k)-AB+(1—k)-AD = (1—k)- (AB + AD) = (1 — k) - AC.

Les vecteurs E—E?‘ et ﬁ sont colinéaires. Nous en concluons que les droites
(EF) et (AC) sont paralléles.
Nous prouvons de la méme fagon que les droites (GH) et (AC) sont paral-

léles. On a
GH = AH — AG = AD+DH — (1 —k)- AD = k- AD + DH.
Le quadrilatére AEHD est un parallélogramme donc
DH = AE = k- AD.
1l en résulte

GH=k AD+k-AB =k (AD + AB) = k- AC,

ce qui prouve que les vecteurs GH et AC sont colinéaires.
Nous en concluons que les droites (GH) et (AC) sont paralléles.
De plus (EF)//(AC) et (GH)//(AC) implique que (GH)//(EF).
Conclusion. Les droites (EF'), (GH) et (AC) sont paralléles.
Exercice 12. Points variables sur les c6tés d’un triangle
Soit ABC' un triangle. On désigne par I, J et K les milieuz respectifs des
segments [BC], [AB] et [AC]. On considére les points E, F et G tels que :

ﬁ:k-ﬁ, lﬁ:k;B? etC@:k-CTZl, avec k € [0; 1].

On désigne par A’ le symétrique de A par rapport a F, B’ le symétrique de
B par rapport a G et C' le symétrique de C par rapport a E.

1. Faire une figure en choisissant une valeur du paramétre k.

2. Montrer que ﬁ = (2k — %) .CA + BC.

— —

Exprimer de méme les vecteurs JC' et TA’.
SR

3. En déduire le vecteur KB' + JC" + I A'.
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Solution

1. La figure est générée par GeoGebra.

2. Nous appliquons la propriété de la médiane dans le triangle AB'C.

Nous obtenons

> —
2. BK = B'A+ BC = (B'G+GA) + (BC +GO).
Puisque G est le milieu de [BB'] et d’apreés les données le I’énoncé, il vient

2. BKE—2.GB+(1—kCA—k-CA=2-GB+ (1—2kCA,

2. B'K =2-(GC+CB)+ (1 —2k)CA=2- (- k-CA+c-B> (1—2k)CA4,
2. BK (1— 4k)CA + 2. CB.

Nous en déduisons le résultat attendu
_> 1
KB = (2k—§)-(ﬁ1+ﬁ.

De la méme fagon, nous obtenons

ﬁ:(zk—%) AB + C4,
ﬁ:(%—%) BC + AD.
3. Nous avons
KB+ JC +1A = (2/{—% CA+BC+(2 k—f AB+CA+(2 k:—— BC+AB,

— — —

KB +JC + A = (2% % (0_34+A_B>+B‘(5 B‘d+CA+E§,
SO SN 1~ - -
KB +JC + 1A = (2%k—-)-0+0=0.
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Exercice 13. Droite d’Euler ?

ABC est un triangle non équilatéral et O le centre de son cercle circonscrit.

On désigne par A', B" et C' les milieux respectifs des segments [BC], [C' A]
et [AB].

On consideére le point H tel que

OH = 04+ 0B + OC.

1. Justifier que O? + O? =2 O—/?

2. En déduire que zﬁ =2 (72

3. Montrer que les droites (AH) et (BC') sont orthogonales.

4. De la méme fagon, prouver que les droites (BH) et (AC) sont orthogo-
nales.

Que représente le point H pour le triangle ABC ?

5. G étant le centre de gravité du triangle ABC, montrer que les points O,
G et H sont alignés.

6. Etudier le cas ou ABC est équilatéral.

Solution

1. En appliquant la propriété de la médiane dans la triangle BOC, nous

obtenons immédiatement

OL +0C =2.-0A"

2. Mathématicien et physicien suisse : 1707-1783
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2. En reportant dans I’égalité définissant la point H, il vient
OH = OA+ 0B +0C = 0A+2-0A'
Nous en déduisons,
O?[ — O—z>4 =2- ﬁ, c’est-a-dire ﬁ =2- O—;

3. Les vecteurs AH et 5/7 sont colinéaires donc les droites (AH) et (OA")
sont paralléles. Or la droite (OA’) est la médiatrice du segment [BC], elle est
donc orthogonale a (BC'). Puisque (AH) et (OA’) sont paralléles, il en résulte
que (AH) est aussi orthogonale a (BC).

Nous avons ainsi démontré que la droite (AH) est la hauteur issue du
sommet A dans le triangle ABC.

4. De la méme fagon, nous appliquons la propriété vectorielle de la médiane
au triangle AOC. Il vient

=
OA+0C=2.0B"
——
En reportant dans 1’égalité O—H} =0A+ @ + O? , nous obtenons

BH =208

ce qui prouve que les droites (BH) et (OB’) sont paralléles.

Comme (OB’) est la médiatrice du segment [AC], nous avons démontré
que (BH) est aussi orthogonale a (AC). La droite (BH) est la hauteur issue
du sommet B dans le triangle ABC.

Le point H est commun aux deux hauteurs (AH) et (BH) du triangle
ABC'. Ce point est donc 'orthocentre du triangle ABC.

5. Nous appliquons la propriété de réduction du centre de gravité G, il vient
—
3.0G =04+ 0B+ OC.

Nous en déduisons
3.0C = OH.

Les vecteurs O? et O? sont colinéaires non nuls (car ABC n’est pas
équilatéral).
Le point O est commun aux droites (OG) et (OH). Nous en concluons que

les points O, G et H sont alignés.
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6. Lorsque ABC' est équilatéral les points O, GG et H sont confondus.

Exercice 14. Preuve vectorielle du théoréme de Thalés

Soient ABC' un triangle non aplati (les points A, B et C' sont non alignés),
E € (AB) et F € (AC).

1. On suppose que les droites (EF') et (BC) sont paralléles.

Montrer qu’il existe un réel k tel que
AE = k-AB, A = k- AC et EF = k - BC.
2. Réciproquement, nous supposons qu’il existe un réel k tel que

AE = k- AB et AF = k- AC.

Montrer que les droites (E'F) et (BC) sont paralléles.
Solution
1. Puisque F € (AB) et F € (AC), il existe deux réels k et k' tels que

AE = k- AB ot AF =k - AC.

De plus, les droites (EF') et (BC') sont paralleles, donc il existe un réel k”
tel que :

EF =K' . BC.

En remarquant que
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nous obtenons

k-AB+ k' -BC+ k- CA=0.

Puisque B? = .B—1>4 + ﬁ , nous en déduisons

k-AB+K' - (BA+AC)+ K -CA=0,

ce qui implique
(k—K')-AB + (K" — k') - AC = 0.

Supposons par 'absurde que k # k”.

Dans ce cas, il vient

1
7y: J A V]

kK
Cette égalité est contradictoire car les points les points A, B et C ne sont
pas alignés.

Par conséquent, nous avons
k=k".
Nous en déduisons
(K" — k). AC = 0.

Puisque AC £ 0, il en résulte que k” — k' = 0, soit k” = k.

Finalement, nous avons démontré
k=Fk =k
Nous pouvons en conclure qu’il existe un réel k tel que
AE —k-AB, AP — k- AC ot EF = k- BC.
Remarque. Nous avons

AE = ||AE|| = ||k - AB|| = |k|AB.
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De la méme fagon, nous obtenons,
AF = |k|AC et EF = |k|BC.

Nous avons ainsi démontré le théoréme de Thalés dont I’énoncé est admis
au collége sous la forme suivante :

Si B e (AB), F e (AC) et (EF)//(BC), alors

AE _AF _EF

AB AC  BC’
2. Réciproquement, nous supposons qu’il existe un réel k tel que

AB =k AB et AF = k- AC.

Nous en déduisons

EF = AP — AE = k- (AC — AB) = k- BC.

Ceci prouve que les droites(EF') et (BC') sont paralléles.

Remarque

Il s’agit ici de la réciproque du théoréme de Thalés énoncée au collége sous
la forme suivante :

si £ € (AB), F € (AC) et j—g = ﬁg, alors (E'F)//(BC).

Nous résumons les différentes configurations de Thalés par le tableau sui-

vant.

0<k<1 k>1 k<0

Exercice 15. Conservation du milieu et du centre de gravité par
une homothétie

Soient ABC' un triangle, I le milieu du segment [BC| et G son centre de
gravité. On désigne par I', B', C' et G’ les images des points I, B, C et G par
I’homothétie h de centre A et de rapport k € R*.

1. Montrer que I' est le milieu du segment [B'C"].

2. Montrer que G’ est le centre de gravité du triangle AB'C'.
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Solution

1. Puisque I est le milieu du segment [BC, nous avons
IB+1C=0.

Nous savons B’ = h(B) , C' = h(C) et I' = h(I). En appliquant la propo-

sition du cours (action de h sur deux points), nous obtenons
— —
B =k-TB et TC' = k- IC.

Nous en déduisons
— - >
B +7C =k-(IB+1C)=k-0=0.
Ceci démontre que I’ = h(I) est le milieu du segment [B'C"].
2. Puisque G’ = h(G), B’ = h(B) et C" = h(C), en utilisant a nouveau la
proposition du cours (action de h sur deux points), nous avons
— — —
GA=k-GA GB =k GB et GC' = k- GC |

Nous en déduisons

GA+GB +G0 =k (GA+GB + GO).

Comme G est le centre de gravité du triangle ABC, nous savons que
— =
GA+GB+GC =0,

ce qui implique

G'A+G'B +G'C"=0.

Nous en concluons que G’ = h(G) est le centre de gravité du triangle
AB'C".

Exercice 16. Image d’une droite, d’un cercle par une homothétie

Soient h une homothétie de centre Q2 et de rapport k # 0, (d) une droite
passant par deux points distincts A et B, (C) le cercle de centre O et de rayon
r > 0.

1. Montrer que si M € (d), alors M’ = h(M) appartient a une droite
parallele a (d).

2. Montrer que si M € (C), alors M' = h(M) appartient a un cercle dont

on précisera le centre et le rayon.

Calcul vectoriel
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Solution
1. Soit M € (d). Puisque (d) = (AB), nous en déduisons qu'il existe un

réel x tel que
AM =z - 4B,

Posons A" = h(A) et B' = h(B). Puisque M’ = h(M), en appliquant le
cours, nous obtenons
W:k-metﬁ:k-ﬁ.
Il en résulte
W:k(xﬁ):x(kﬁ):xﬁ,
ce qui prouve que M’ € (A'B’).

e
Comme les vecteurs A§ et A’B’ sont colinéaires, nous en concluons que

(A'B")//(AB).

2. Soit M € (C). Nous avons OM =r.
Posons O' = h(0O). Puisque M’ = h(M) et en appliquant la proposition du
cours (action d’une homothétie sur les distances), nous obtenons

O'M' = |K|OM = |kr,

ce qui démontre que M’ = h(M) appartient au cercle (C") de centre O" = h(O)

et de rayon |k|r.
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Exercice 17. Reconnaitre une homothétie

1. Soit I le milieu d’un segment [AB].

Quelle est la nature de la transformation f qui, a chaque point M du plan,
associe un unique point M' tel que MM' =2- (MA+ MB) ¢

Qu’en est -il de la transformation g qui, & chaque point M du plan, associe
un unique point M’ tel que MM' =2-(MA— MB) ?

2. Soit G le centre de gravité d’un triangle ABC.

Quelle est la nature de la transformation h qui, a chaque point M du plan,
associe un unique point M’ tel que MM' = MA+ MB + MC?

Solution

1.

> Soit M un point du plan. Puisque I est le milieu du segment [AB], la

propriété de la médiane dans le triangle AM B donne
MA+ MB =2 MI.

Nous en déduisons
— — —
M = f(M) e MM =4 M & IM —IM =4-MI < IM' = -3 M.

Nous en concluons que f est ’homothétie de centre I et de rapport —3 ,
soit f = hr 3.
> Nous remarquons que, pour tout point M du plan, on a
e —
MA—M § = BA.
Nous en déduisons
_> _>
M' =g(M) < MM'=2- BA.
. . >
La transformation g est la translation de vecteur 2 - BA.
Nous en concluons que g = t, .
2. Soit M un point du plan. Puisque G est le centre de gravité du triangle

ABC, nous savons par la propriété de réduction que

MA+ MB + MC =3 MC.

Nous en déduisons
— —  — — ——
M’:h(M)@MM’:S-M&(:)GM’—GM:ZS-Mﬁ(:)GM’:—2‘GM.
Par conséquent, h est 'homothétie de centre G et de rapport —2, soit

h=heg,_o.
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Exercice 18. Composée d’une homothétie avec une symétrie cen-
trale

Soient k un réel non nul, A et B deuz points distincts.

Pour tout point M du plan, nous désignons par

e M limage du point M par la symétrie centrale sa de centre A,

e M’ lVimage du point My par ’homothétie h de centre B et de rapport k,

e [ = hosy la transformation qui associe a chaque point M, le point M'.

1. Justifier ’égalité vectorielle
]
AM' = —k-AM + (1 — k) - AB.

2. Que peut-on dire de f lorsque k =179

3. On suppose que k # 1 et k # —1.

Montrer que dans ce cas f admet un unique point invariant 2, c’est-a-dire
un unique point  satisfaisant a f(2) = Q.

En déduire que f est une homothétie dont on précisera le centre et le rap-
port.

4. Que peut-on dire de f lorsque k = —1 7

Solution

1. Soit M un point du plan. Avec les données de ’énoncé, nous avons

A, = —AM et BM' = k- BM,,
ce qui implique, en utilisant la seconde égalité,
AM' — AB — k- (AM, — AB).
Sachant que m 1= —m , nous en déduisons
AM' = k- AM — k- AB + AB.
Pour tout point M, transformé en M’ par f, nous en concluons
AM = —k-AM +(1—k)- AB.
2. Si k=1, alors
AM' = 7M.

Nous en déduisons que, dans ce cas, f est la symétrie centrale de centre A.
Remarque. Cette conclusion est également justifiée par le fait que, lorsque

k =1, h est identité du plan idp et par suite nous avons :
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f=sao0idp = s4.

3. Nous supposons que k € R* — {—1, 1}.

> Nous disposons des équivalences
FQ)=QeA0= k- A0+ (1-k)-AB < (1+k)-AS = (1— k) - AB.
Puisque k # —1, nous obtenons
LT
1+k

1—k
o E étant donnés, cette derniére égalité

Le point A et le vecteur
assure 'existence et 'unicité d’un point €2 invariant par f.

> Disposant du point €2, nous avons

—
AM' = —k-AM + (1 —k)- AB

AG = —k-AQ+ (1—k)-AB
ce qui induit, par soustraction,
—  —
OM' = AM' — AQ = —k - AM + k- AS = —k - (AM — AQ) = —k - QM.

Nous en concluons que f est une homothétie de centre 2 et de rapport —k.
4. Nous supposons que k = —1.

Dans ce cas, nous déduisons de la question 1 que
— — —
AM' = —AM +2-AB < MM =2 AB,

ce qui prouve que f est la translation b AB
Remarque. Lorsque k£ = —1, f est la composée de deux symétries cen-

trales ; cette question a été étudiée dans I'exercice corrigé 4 de ce chapitre.
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CHAPITRE 8

Géomeétrie analytique

La géométrie analytique permet de traiter algébriquement des situations
géométriques diverses comme l'alignement, le parallélisme et 'orthogonalité.
Ce concept est fondé sur la mise en relation d’un point du plan ou d’un vecteur
avec des données numeériques. Cette correspondance est possible en s’appuyant
sur le calcul vectoriel qui permet de définir la notion de repérage d’un point
ou d’un vecteur, ce qui constitue le socle de la géométrie analytique.

Nous nous intéressons d’abord au repérage sur une droite. Ensuite le repé-
rage dans le plan nous permet de caractériser analytiquement la colinéarité de
deux vecteurs puis d’aborder I'orthogonalité de deux vecteurs.

Puis nous développons, en nous appuyant sur ces deux notions, le concept
d’équations cartésiennes d’une droite ou d’un cercle. D’autres configurations
peuvent étre étudiées par I'obtention d’une équation cartésienne, par exemple
une équation de la représentation graphique d’une fonction.

Historiquement, René Descartes (1596-1650) est I'inventeur de la géométrie
analytique. L’invention de cette derniére fut révolutionnaire puisqu’elle permit
d’apporter un éclairage nouveau et novateur sur la géométrie dont les contenus

n’avaient guére évolué depuis I’Antiquité.

Géométrie analytique
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8.1 Géométrie analytique sur une droite

8.1.1 Repére d’une droite

Définition. Soit (d) une droite. Un repére de cette droite est la donnée de
deux points distincts O et I de cette droite, dans cet ordre.

Le couple (O I) désigne un repére de la droite (d).

En posant, i = 07}, le couple (O ; 7) désigne également un repére de la droite

(d).

Remarques. Nous en faisons quatre.

e Le point O est l'origine du repére (O ; 7).

e Lorsqu’une droite (d) est munie d’un repére (O; @) avec @ # 0 , on dit
que 4 est un vecteur directeur de la droite (d).

e Une droite munie d’un repére est orientée.

e Si||d]] =OI =1, le repére est unitaire. On dit dans ce cas que la droite

est graduée .

8.1.2 Abscisse d’un point sur une droite

Proposition (caractérisation du repérage d’un point sur une droite). Soit (d)
une droite munie d’un repére (O;7) .
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) M € (d),
SN . . . — S
(i) il existe un réel x, unique, tel que OM = x - 7.

Démonstration. (i) = (i7)

Nous supposons que M € (d).

(d)

o 7 |

> Existence du réel x
Nous posons 7= 07 .
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Les points O, I et M sont alignés, par suite les vecteurs 67 et OM sont
colinéaires.

Nous en déduisons qu’il existe un réel x tel que
—
OM=20l=z-7

> Unicité du réel z
Supposons qu'il existe deux réels distincts x et 2’ tels que
—
OM=z-7=2"-7
Dans ce cas, nous avons
(x—2')-7=0.
Puisque 7' # 6, nous en déduisons que x — z’ = 0, soit & = ', ce qui assure
—
I'unicité du réel z tel que OM =z - 7.
(id) = (i)
. . , . 7 -
Nous supposons qu’il existe un réel z, unique, tel que OM =z - 7.
—
Il en résulte que les vecteurs v = O—[> et OM sont colinéaires, ce qui prouve
que M € (d).

Définition (de 'abscisse d'un point). Soient (d) une droite munie d’un repére
(O; 1) et M € (d).

L’unique réel x tel que 5?\7 =x- 5, est labscisse du point M relativement
au repere (O; 7).
Remarques. Nous en donnons deux.

e [’abscisse d’un point d’une droite dépend du repére choisi sur cette
droite.

Par exemple, soit A un point d’abscisse 3 sur une droite munie d’un repére
(05 7).

Ce point a pour abscisse —3 relativement au repére (O ; —7).

e (d) étant une droite munie d'un repére (O i) unitaire, a chaque point
M € (d) est associé un réel unique z : son abscisse relativement a ce repére.
On réalise ainsi une bijection de (d) sur R; c’est la droite numérique intro-

duite lors du chapitre 1.

Géométrie analytique

363



8.1.3 Mesure algébrique sur une droite

Définition. Soient (d) une droite munie d’un repére (O ; 7), A et B deux points
de (d) d’abscisses respectives x4 et xp relativement a ce repeére.

La mesure algébrique du couple (A, B) est le réel, noté AB , défini par
AB =xp —w4.

Proposition (propriétés de la mesure algébrique). Soit (d) une droite munie
d’un repére (O ; 7). Nous disposons des propriétés suivantes :

e Si M a pour abscisse x dans ce repére, alors OM = x.

e Si A et B sont deux points de (d) d’abscisse respective x4 et xp relati-
vement au repére(O ; 7), alors zﬁ = AB 7.

o Si|li]| =1, alors AB = |AB| = |zp — zal.

Démonstration. e Soit M un point de (d) d’abscisse z. Nous avons
OM=x2—-0=ux.
e Avec les données de 1’énoncé, il vient
/ﬁ:O@—O_ﬁ:xB-z—xA-;: (a:B—xA)'Z:E';.
e En supposant que HZH = 1, nous obtenons

AB = ||AB|| = |[AB -il| = [AB| x |[i|| = [AB| = |zp — 4l

Remarque. Cette derniére propriété nous permet de définir la distance entre
deux réels considérés comme les abscisses de deux points sur la droite numé-

rique.

Définition (distance entre deux réels). Pour tous les réels x et y, la distance

entre ces deux réels est le réel positif, noté d(xz,y), définie par :

d(x,y) = |z —yl-

Remarques. Nous en proposons trois.
e Pour tout réel x, nous avons d(z,0) = |z|.
e Pour tous les réels = et y, on a |z + y| = d(z, —y).
e Nous verrons, dans la partie Exercices corrigés (exercice 3), les principales

propriétés de la distance entre deux réels.
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Exemples. Nous proposons quatre exemples de géométrie analytique sur une
droite (d) munie d'un repére (O} 7).

Nous considérons les points A et B d’abscisses respectives —1 et 4 rela-
tivement & ce repére. Nous déterminons le ou les points M de la droite (d),
d’abscisse x, tels que :

(1) 2BM = AM.

(2) (BM)* = (AM)*.

(1) == = V2.
MB : o : . o
Ces quatre questions de géométrie sur une droite se raménent immédiate-
ment & la résolution dans R, d’équations ou d’inéquations.

> Résolution de (1).
1He2zr—-4)=rz+1<x=09.

Sur la droite (d) le point d’abscisse 9 dans le repére (O ; 7) convient.
> Résolution de (2).

e @-42=@+1)2 e @-42%-(x+1)2=0,
(2)e -52rx-3)=0cx=

N W

Sur la droite (d) le point d’abscisse g dans le repére (O ; 7) convient.
> Résolution de (3).

B)er—4>2+1<0xz>5.

Sur la droite (d), aucun point ne convient.

(4)@iti:\/§.

> Résolution de (4).
Pour pour x # 4, nous obtenons

Dertl=y20r-4)cr(l-V2)r=-4/2-1,

(4)@33:%:9%\/5

Sur la droite (d) le point d’abscisse 9 + 5v/2 relativement au repére (O ; 7)

convient.
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8.2 Géomeétrie analytique dans le plan

Dans ce paragraphe, nous désignons par
e (P) I'ensemble des points du plan.

. (?) I’ensemble des vecteurs du plan.

8.2.1 Bases-repéres du plan

Définition. Soient 7 et J’ deux vecteurs non colinéaires et O € (P).
Le couple (7,7) est une base de (?)
Le triplet (O 7,]) est un repére du plan (P).

Remarques. Nous en faisons deux.
e Soient [ et J deux points du plan tels que 7' = O_} et 7= 04J> Les points
O, I et J ne sont pas alignés. Nous retrouvons la notion de repére (O; I, J)

vue au collége.

Avec les notations de la figure :

O est 'origine de ce repére,

la droite (OI) est la droite des abscisses,

la droite (OJ) est la droite des ordonnées.

e Plus généralement, tout triangle ABC non aplati définit un repére du
plan, par exemple le repére (A; ﬁ, ﬁ)

366 @ Chapitre 8



8.2.2 Repérage d’un point dans le plan

Proposition. Soit (O; 7,7) un repére du plan (P).
Nous disposons de la propriété suivante.

Pour tout point M du plan, il existe un unique couple (x,y) de réels tel que
——
OM =x-V+y-7J.

Démonstration. e Existence du couple (z,v).

Soit M un point du plan.

Soit H le point d’intersection de la droite (OI) avec la paralléle a (OJ)
passant par M.

Soit K le point d’intersection de la droite (OJ) avec la paralléle a (OI)
passant par M.

Le quadrilatére OHM K, ayant des cotés deux a deux paralléles, est un
parallélogramme.

Il en résulte
OM = OH + OK.

Puisque H € (OI), il existe un réel z tel que Oﬁ =x-7
s
Puisque K € (OJ), il existe un réel y tel que OK =y - 7.

Ainsi est justifiée I'existence d’un couple (z,y) de réels tels que
——
OM =z-7+y-J.

e Unicité du couple (z,y).
Supposons qu’il existe deux couples distincts (x,y) et (a,b) de réels tels
que
.
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Nous en déduisons
(x—a)-v=(b—y) 7.

Puisque (z,y) # (a,b), pour fixer les idées, supposons que = # a.
Il vient

b—y
..7_
Tr—a

7:

Ceci est contradictoire car les vecteurs 7’ et 7 ne sont pas colinéaires.
Par conséquent et par I’absurde, nous obtenons = = a.

Il en résulte que (b—y)-7=0.

Comme 7# 0, onay—b =0, soit y = b.

L’unicité du couple (z,y) est ainsi démontrée.

Remarques. Nous en proposons deux.
e On désigne par R?, 'ensemble des couples de nombres réels.
e Dans R?, I'égalité est définie par
(z,y) = (a,b) & x =aety =b.

Par conséquent, nous obtenons aussi !

(2,9) # (a,b) & o # aouy #b.
Définition (coordonnées d’un point). L unique couple (x,y) de réels tel que
——
OM =xz-7"+y-7J,

est le couple de coordonnées (ou les coordonnées ) du point M relativement au
repére (O 7, 7).
On note M (x,y) un point M repéré par ses coordonnées (x,y) dans le repére

(0;7,)).

Remarques. Nous en faisons cing.

e Nous retiendrons

M (x,y) dans le repére (O; 7,7) équivaut a I’égalité vectorielle
—
OM =z-7+vy-J.

e Avec les données de la définition, x est 'abscisse de M et y 'ordonnée

de M. De plus, on a :

1. Annexe § 3.8
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0(0,0), I(1,0) et J(0,1).
e Nous retiendrons

M(z,y) € (OI) <y =0,
M(z,y) € (OJ) <z =0.
e L’écriture M = (z,y) est incorrecte.
Par contre M(x,y) est parfois notée M "Voum| ¥

Yy Yy
e Si M(x,y) dans le repére (O ; 7, 7), alors M (y, z) dans le repére (O; 7,7).

Ainsi les coordonnées d’un point dépendent du repére choisi.
8.2.3 Repérage d’un vecteur

Proposition. Soit (,7) une base de (P).

Pour tout vecteur u, il existe un unique couple (x,y) de réels tel que
U=x-T+y-7

Démonstration. Soit 4 € (?) et (O;7,7) un repére du plan. Le point O

étant donné, il existe un unique point M du plan tel que OM = .

Ce point M admet un unique couple (z,y) de coordonnées relativement au

repére(O ; Z;) tel que
— - -
U=0M=x-i+y-j.
Nous en concluons 'existence d’un unique couple (z,y) de réels tel que

ﬁzx-f—{—y-j.
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Définition (coordonnées d’un vecteur). L’unique couple (z,y) de réels tel que
U=ux-7T+y-Jestle couple de coordonnées (ou les coordonnées ) du vecteur i

relativement a la base (7,7).

— . — € e -
On note i(x,y) ou bien u ce vecteur repéré par ses coordonnées dans
Yy

la base (7,7).

Remarques. Nous en faisons trois.

e Nous retiendrons
t(x,y) dans la base (7, ) équivaut a 1’égalité vectorielle @ =z -7+ y - 7.
e Dans la base (7, ), nous avons en particulier,

7(1,0), 7(0,1) et 0(0,0).

e Les coordonnées d'un vecteur dépendent de la base choisie.

Par exemple si @(1,2) dans la base (7, ), alors @(2,1) dans la base (J;,7).

8.3 Reégles de calculs sur les coordonnées

8.3.1 Opérations vectorielles et coordonnées

Proposition. (7,7) est une base de (P).
On donne les vecteurs @(z,y), W (2',y) et k € R.
Nous disposons des propri€tés suivantes :
ed+u(z+a y+y),
k-id(kz, ky),
—u(—=, —y),
e U —u(x—2ay—1v).

Démonstration. Avec les données de la proposition

® 110US avons
G+u = -T+y- D+ @ 7+y -D=(@+2) T+ y+v) 7

ce qui justifie que 4 + J’(:c + 2,y + ') dans la base (7, 7).

e De méme, nous obtenons
k-i=k-(z-7+y-)) = (kx) -7+ (ky) - J,
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ce qui prouve que k - i(kx, ky) dans la base (7, 7).
e En particulier, pour k¥ = —1, nous avons immédiatement —u(—z, —y).
e Pour terminer, nous savons que @ — v’ = @ + (—u/).

Il en résulte
i@ — '@+ (=), y + (=), soit @ —u/(z — o',y — ).

Remarque. Soient @(z,y) et u/(2’,y) relativement a la base (7, ), a et b deux
réels.
Le vecteur a - 4 + b - v est une combinaison linéaire de ces deux vecteurs.

Nous obtenons
a-@+b-u(ax + br',ay + by') dans la base (7,7).

Proposition (égalité vectorielle et coordonnées). (7,]) est une base de (P).
On donne les vecteurs u(x,y) et z?(x’, y'). Nous disposons des deur équiva-
lences suivantes :
o U:6<:>x:0ety:0,
eil=usr=xcy=1y.
Démonstration. e Justification de la premiére propriété.
Avec les données de 1’énoncé, nous avons

—

i=0ez-7+y-7=0=0-740-7

La décomposition du vecteur @ étant unique dans la base (7,7), nous en

concluons
i=0<2=0ety =0.

e Justification de la seconde propriété.

Nous avons
u=u <u—u =0.

Nous savons que @ — u/(z — 2’y — /).

En appliquant 1’équivalence ci-dessus, nous obtenons
L = x—a2 =0 x=2a
u=u & , & , -
y—y =0 y=y
Remarques. La négation des deux points de cette proposition est :

e i#£0< x#00uy#0.
e it U o x#ar ouy#y.
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8.3.2 Coordonnées d’un vecteur - Coordonnées du milieu d’un

segment

Proposition (coordonnées du vecteur 1@) (O;7%,7) est un repére du plan
(P).
On donne, dans ce repére, les deux points A(xa,ya)) et B(xp,yp).

Dans la base (7,7), nous avons
AB(ap —xa,y8 — ya).
Démonstration. Nous avons,
AB = OB —0A = (xB-T+yB-))—(xa-T+ya-]) = (xp—2xa) -7+ (yB—ya)-J-

Nous en concluons que 1@(:1:3 —XA,YB —YA), relativement a la base (7, }).

B(xB» yB)

Proposition (coordonnées du milieu d'un segment). (O; 7, 7) est un repére du
plan (P).

On donne, dans ce repére, les deux points A(xa,ya)) et B(xp,yp).

Le point I étant le milieu du segment [AB], nous avons

rA+xB yA+yB)

1
( 2 2

Démonstration. La propriété de la médiane dans le triangle AOB donne

201 = OA + OB.
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B(zp,yp)

A(za,ya)

En posant I(z7, yr), nous obtenons

TA+2TB
2x; =xA+ 2B =5
< :yA‘EyB

2
Exemple. Coordonnées du centre de gravité d’un triangle.

2yr =ya+uys yr

> Nous donnons, dans un repére (O ; 7, 7), les points A(x4,y4)), B(zB,yB)
et C(zc, yo).
En appliquant la propriété de réduction du centre de gravité G du triangle

ABC, nous avons
30C = OA + OB + OC,

ce qui donne

rA+ B+ 20
3rg =xa+2aB+2C o TG=
3yG = ya +yp +yc yG:—yA+y§+yC

> Nous déterminons & présent les coordonnées du point GG dans le repére
(A; AB, AC).

Nous appliquons & nouveau la propriété de réduction.

Le point G satisfait a

3AC = AB + AC.

Dans le repére (A; ﬁ, 1@), nous avons A(0, 0), B(1, 0) et C(0, 1).
Nous en déduisons

3rg =1

3yg =1

11
Nous en concluons que G (g, 3) relativement au repére (A; zﬁ , 1@)
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8.4 Géométrie analytique et colinéarité

Proposition (caractérisation de la colinéarité). Soient (7, j_j une base de (?),
(x, y) et U(2', y') deuz vecteurs non nuls.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) d(z, y) et U(a', y') sont colinéaires.

(i1) xy' — 2’y = 0.

Démonstration. (i) = (i7)
Si @ et ¥ sont colinéaires et non nuls, alors il existe un réel k non nul tel
que U=k - u.

Puisque i(z, y), nous avons
k- d(kz, ky).

Puisque ¢(2’, y'), nous obtenons
' =kx
y =ky

vy —a'y = x(ky) — (kx)y = k(zy — xy) = 0.

Nous en déduisons

(id) = (4)
Comme @ # 0, nous avons x # 0 ou y # 0.
1t cas : x # 0.

Puisque 2y’ — 2’y = 0, nous obtenons

Il en résulte

8|8,

o= -T+y - J=2 T+

Par suite, le vecteur ¥ est colinéaire a i .
2¢ cas :y #0.

De la méme fagon, la condition xy’ — 2’y = 0 implique

Nous en déduisons :
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y y !
V=o' Tty = a Ty = (v iy ) =
y y y

<

Par conséquent le vecteur ¥ est colinéaire & .

Définition. Soient (7, 7) une base de (?), u(x, y) et U(a, y') deux vecteurs
non nuls.

Le déterminant de ces deux vecteurs, noté det(u, U) est le réel, vy’ — x'y.

La notation suivante est couramment adoptée :
x

det(u, V) = .
vy

=zy —2'y.

Corollaire. Soient U et v deuzx vecteurs non nuls. Nous avons

<y

e U et U colinéaires si et seulement si det(u,v) = 0.

S

e U et U non colinéaires si et seulement si det(@,v) # 0.

Démonstration. Elle résulte immédiatement de la proposition de caractéri-

sation de la colinéarité.

Exemple. Equations cartésiennes d’une droite.

Nous donnons deux points distincts A(z 4, y4) et B(zp, yp) dans un repére
(O;7,7) du plan.

> Soit M(x, y) un point du plan. Nous avons

M € (AB) si et seulement si les vecteurs AM et AB sont colinéaires, ce

qui équivaut a

T—TA Tp—TA

Y—Ya YB — YA

det(AM, AB) = —0.

Par conséquent, une équation cartésienne de la droite (AB) est

(x —xa)lyp —ya) — (y —ya)lxp —x4) =0.

> Si la droite (AB) n’est pas paralléle a la droite des ordonnées, c¢’est-a-dire
& condition que xp # x4, nous pouvons exprimer y en fonction de x, et ainsi
obtenir une équation réduite de cette droite.

II vient

YB — YA
IR —TA
Y=mr+p,avec p =yY4 —MITA

En posant m = , nous en concluons
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8.5 Géomeétrie analytique et orthogonalité

8.5.1 Bases et repéres orthonormaux - Distance de deux points

Définition (vecteurs orthogonaux). Soient A, B et C' trois points non alignés,
U et ¥ deur vecteurs tels que U = E et v = B
On dit que i et U sont orthogonauz, ce qui est noté Ul v, si et seulement si

les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires en A.

Définition. Soient (7, 7) une base de (?) et O un point donné.

o Si7L7, alors la base (7, ]_5 est orthogonale et le repére (O ; 7, 7) est ortho-
gonal.
o Sivlyet||d] =71 =1, alors la base (7, j_j est orthonormale et le repére

(O3 7,)) est orthonormal.
Remarque. Les termes orthonormal et orthonormé sont synonymes.

Proposition (distance de deux points dans un repére orthonormal). Soient

A(za, ya) et B(xp, yp) deuz points du plan rapporté a un repére orthonormal
(0;7.)).

Nous disposons de l’égalité

AB = \/(zp —x4)? + (yB — ya)?.
Démonstration. Désignons par C(x4, yp).
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A(z 4, ya)

Les droites (BC) et (AC) sont perpendiculaires en C' car le repére (O ; 7, 7)
est en particulier orthogonal.
Il en résulte que le triangle BAC' est rectangle en C.

En appliquant le théoréme de Pythagore, nous avons,
AB? = CA* + CB~
. 7 .
Puisque CA(0,y4 — yp), nous en déduisons
— .
CA=(ya—yB)J
Puisque ||7]| = 1, nous obtenons

CA = ||CAI| = |/(ya — y8) - | = lya — y&ll71] = |1 — sl
Nous en déduisons
CA? = lya —ypBl* = (ya — yB)* = (yp — ya)*.
De la méme fagon, nous obtenons
CB? = (rp — xA)z.
Il en résulte
AB? = (zp — 24)* + (yB — ya)*.

Puisque AB > 0, nous en concluons

AB = \/(xB —x4)?+ (yp —ya)?.

Remarques. Nous en faisons cing.

o Lé¢galité AB=/(xp —x4)>+ (yp — ya)? est symétrique, ce qui signi-
fie,

AB = \/(zp—x4)>+ (yp —ya)? = \/(za —25)? + (ya — yB)*> = BA.
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e Pour calculer la distance AB, on commence souvent par calculer
AB? = (xp — xA)Q + (yp — yA)Q.

e Si M(x,y), alors OM = \/x? + y2.

C’est la distance d’un point quelconque M & lorigine O du repére.

e Laformule AB = \/(zp —x4)? + (yp — ya)? n'est vraie que si le repére
(O; 7,7) est orthonormal.
Par exemple, si (O; 7,7) est orthogonal avec |7]| = 2 et ||7]] = 1, nous

obtenons
AB? = 4(zp —z4)* + (yg — ya)*.

e Siles points A et B appartiennent a la droite des abscisses, alors A(z 4, 0)

et B(xzp, 0). Dans ce cas, nous avons

AB = \/(xga —xp)? =|za — x| = d(za,xB).

De méme, si A et B appartiennent & la droite des ordonnées, nous obtenons

AB = \/(ya —yB)? = [ya — yp| = d(ya, yp).

Exemple. Equation du cercle de centre O et de rayon 1.
Un point M(z,,y) appartient au cercle de centre O et de rayon 1 si et

seulement si
OM=10M?=1s2>+4>=1.

Proposition. Soit @(x, y) relativement a une base (7,7) orthonormale. Nous

avons

1] = Va2 + y2.

Démonstration. Soit O un point du plan.
e
Nous savons qu’il existe un point M unique tel que OM = 4.
Nous en déduisons que M (z, y) dans le repére orthonormal (O ; 7, 7).

Il en résulte

12| = |OM]| = OM = /22 + 2.
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8.5.2 Projeté orthogonal sur une droite

Définition. Soient M un point et (d) une droite.
La perpendiculaire a (d) passant par M coupe (d) en un point H qui est le
projeté orthogonal du point M sur la droite (d).

Proposition. Soient M un point et (d) une droite. On désigne par H le projeté
orthogonal de M sur cette droite.

Pour tout point T' € (d), nous disposons de l'inégalité
MT > MH.

Démonstration. Soit M un point appartenant a la droite (d).
Avec les notations de la figure précédente, nous appliquons le théoréme de

Pythagore dans le triangle T'H M rectangle en H. Il vient
MT? = MH? + HT?, ce qui implique MT? > MH?.

Puisque MT > 0, MH > 0 et sachant que la fonction x — /x est crois-

sante sur R™, nous en déduisons que, pour tout point 7' € (D),
MT > MH.

Remarque. Cette inégalité signifie que la distance minimum entre le point M

et la droite (D) est réalisée lorsque T'= H.

Exemple. Distance d’un point & une droite paralléle aux axes du repére.

Dans un repére (O; 7,7) orthonormal, nous considérons deux droites (D)
et (A), paralleles aux axes du repére, d’équations respectives © = a et y = b,
ol a et b sont deux réels donnés.

Pour tout point M (z,y), nous désignons par

> H(a, y) le projeté orthogonal de M (x, y) sur (D),

> K(z, b) le projeté orthogonal de M (z, y) sur (A).

Nous obtenons :
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E(D) rr=a
| H(a,y) ) M(x,y)
ik
Gt D I S
i K(z,b)

8.5.3 Complément : Condition d’orthogonalité de deux vec-
teurs

Proposition. Soient @i(z,y) et u(z',y) relativement a une base orthonormale
7.

Les deuzx propositions suivantes sont équivalentes :

(i) @(z,y) et u'(z,y') sont orthogonaus.

(it) za’ + yy' = 0.

Démonstration. Soit O un point du plan et (O ; 7, 7) un repére orthonormal.
Il existe un unique point M et un unique point N tels que OM = @ et
ON =7.
Nous en déduisons que M (z, y) et N(z, y) dans le repére (O ; 7, 7).
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(1) = (i)

Si les vecteurs u et U sont orthogonaux, alors le triangle M ON est rectangle
en O.

En appliquant le théoréme de Pythagore, il vient

MN? =OM? + ON?.
Analytiquement, nous obtenons
(=2 +@y—y) =2 +y" +2% +97
soit
22 = 2xx’ + 2’2+ y? — 2y + % = 2% +y? + 2% + o
Apreés simplification, il vient
zz' +yy = 0.
() = (i)
Nous supposons que zz’ + yy’ = 0.

En reprenant les calculs ci-dessus, il vient

MN? — (OM? 4+ ON?) = (z —2')? + (y —v')% — (2% + y* + 2% +¢?),
MN? — (OM? + ON?) = —2(zz’ + yy) = 0.

Nous en déduisons
MN? =OM? + ON?2.

La réciproque du théoréme de Pythagore prouve que le triangle MON est
rectangle en O.

Ceci justifie que les vecteurs @ et ¥ sont orthogonaux.

Remarques. e Dans une base (7,)) orthonormale, le réel za’ + yy' est le
produit scalaire des deux vecteurs u(z,y) et v(z',y).
Ce produit scalaire est noté u - ¥ ( lire @ scalaire v).

e Nous retiendrons

i et U orthogonaux si et seulement si - ¥ = 0.

U et U non orthogonaux si et seulement si 4 - ' # 0.

e Ne pas confondre la condition de colinéarité (zy’ — 2’y = 0) avec la

condition d’orthogonalité (zz’ + yy' = 0).
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8.6 Exercices corrigés

ALGO
Exercice 1. Changement de repére sur une droite

Soient (d) une droite munie d’un repére (O; 1) et M un point d’abscisse
x relativement & ce repére. On désigne par A le point de (d) d’abscisse a par
rapport a (O 7).

1. Changement d’origine.

Soit x' 'abscisse du point M relativement au repere (A; 7).

Montrer que 2’ = x — a .

2. Changement d’origine et de vecteur.

Pour b € R*, on pose i =b- i et soit 2’ Uabscisse du point M relativement
au repere (A; Q).

Déterminer ©' en fonction de x, a et b. En déduire x en fonction de 2/, a
et b.

Donner une fonction Python pour passer du repére (O ; 7) au repére (A; @).

3. Eziste-t-il un point de la droite (d) dont l’abscisse est invariante dans ce
changement de repére ?

Solution

1. Changement d’origine.

Avec les données de ’énoncé, d’une part, nous avons
AM = o - 7,
d’autre part, il vient
AM=OM - OA =2 7—a-7= (x —a)-7
Il en résulte
7= (xr—a)- 7.
Puisque 7°# 0, nous obtenons
¥ =x—a.

Il s’agit de la formule de passage du repeére (O ; 7) au repeére (A; 7).

L’égalité réciproque, * = =’ + a, traduit le passage du repére (A;7) au
repére (O 7).

2. Changement d’origine et de vecteur.

> Avec les données de 1’énoncé, d’une part nous avons :
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AM =o' @ =4 - (b°7) = (a'b) -7,
d’autre part, comme dans la question 1, il vient
AM =OM - OA=2-T—a-7= (x—a)-7
Il en résulte
(bz") - 7= (x —a)-7
Puisque 7’# 0, nous obtenons, bz’ = x — a.

Puisque b # 0, nous en concluons

x = 1(a: —a).

b
Il s’agit de la formule de passage du repére (O ; 7) au repére (A ; @).
L’égalité réciproque, x = bz’ + a, traduit le passage du repére (A; @) au
repére (O; 7).
> Fonction Python pour passer du repére (O; 7) au repére (A; ).

def rep(a,b,x):
y=(1/b)x (x-a)

return y

3. L’abscisse « d’un point de la droite (d) est invariante par ce changement
de repére si et seulement si

1
x:E(az—a)@bxzx—a@x(l—b):a.

Par disjonction, nous distinguons trois cas.

1 cas:b=1et a #0.

Dans ce cas I’équation n’a pas de solution. Aucun point de la droite a une
abscisse invariante.

2¢cas:b=1eta=0.

Tout réel = est solution de cette équation. Tout point de la droite a une
abscisse invariante.

3¢ cas:b#1.

Dans ce dernier cas, il existe un unique point dont ’abscisse invariante est
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Exercice 2. Division harmonique sur une droite
Sur une droite (d) munie d’un repére (O;7), on considére quatre points
distincts A , B , C et D d’abscisses respectives a, b, ¢, et d, avec bed # 0.
On dit que ces points forment une division harmonique de la droite (d) si et
seulement si,
CA DA
CB DB
1. Montrer que 2(ab+ cd) = (a +b)(c+ d).
2. 1 étant le milieu du segment [AB], on suppose que la droite (d) est
rapportée au repére (I; 7).
Montrer que IA? = IC x ID.
3. On suppose que la droite (1d) est rapporté au repere (A; 7).

1
Justifier = =+ —.
fier que S = 35 T Ip
Solution
. ..., CA DA . . R
1. L’égalité — = ———= est successivement équivalente a
CB DB
a—c a—d
b—c  b-—d’

(a—)b—d) = —(a—d)(b—0),
ab — ad — bc+ dc = —ab + ac + db — dc.

Apres simplification, nous obtenons

2ab + 2dc = ac + ad + db + be,
2(ab+dc) = a(d+c)+b(d+ c).

Nous en concluons
2(ab+cd) = (a+b)(c+d).

2. On suppose que la droite (d) est rapportée au repére (I ; 7).

Puisque I est le milieu du segment [AB], nous en déduisons
a = —b.

Il en résulte que, dans le repére (I; 7), nous obtenons

2(—a®?+dc) =0 a? =dce (IA)? =1C x ID.

Nous en concluons :
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TA?=1C x ID.

3. Puisque la droite (d) est munie du repére (A; 7), nous avons a = 0.

Il en résulte
2cd = b(c+ d) = be + bd.

En divisant les deux membres de cette égalité par bed # 0, nous obtenons

ce qui justifie
2 1 1
——— + p—
AB AC AD
Exercice 3. Distance entre deux réels
Pour tous les réels x et y, la distance entre x et y est le réel positif, noté
Pour tous les réels x, y et z, justifier les propriétés suivantes :
1. d(z,y) = d(y, ).
2.d(z,y) =0 x=y.
3. d(x,y) <d(z,z)+d(z7y).
Solution

1. Pour tous les réels x et y nous avons
d(z,y) =[x —yl = |y — x| = d(y, z).
2. Pour tous les réels = et y nous avons les équivalences suivantes :
dlz,y) =0 |jz—yl=0zrz—y=0c=y.
3. Pour tous les réels =, y et z, en utilisant I'inégalité triangulaire, il vient
dw,y) = (2 = 2)+ (2 — )| < 5 — 2 + ]2 — .
L’inégalité, d(x,y) < d(z, z) + d(z,y), est ainsi justifiée.

Exercice 4. Repére dans un parallélogramme

Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

Soient M € [AB] et N € [AD].

La paralléle a (BC') passant par M coupe (CD) en M'.
La parallele a (AB) passant par N coupe (BC) en N'.
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On se place dans le repére (A; A.B>, E)

Dans ce repere, on désigne par x l’abscisse de M et par y 'ordonnée de N.

1. Faire une figure et donner les coordonnées de tous les points de cette
dernuére.

2. A quelle condition sur x et y, les droites (MN') et (NM') sont-elles
paralléles ?

3. Montrer que dans ce cas, ces droites sont paralléles a (AC).

Solution

1.

Dans le repére (A; AB , E), nous obtenons
A0, 0), B(1, 0), C(1, 1), D(0, 1),M(, 0), N(0, y), M'(z, 1) et N'(1, y).
2. Nous avons
— —
MN'(1—=xz,y) et NM'(z,1 —vy).

Les droites (M N') et (NM') sont paralléles si et seulement si les vecteurs

7 7 NP ., . R
MN" et NM' sont colinéaires, ce qui équivaut a

1—2x T

_— ——
det(MN',NM') =
y 1l-—y

=1-2)(l-y)—azy=1—a2—y=0.

Nous en concluons que les droites (MN') et (NM') sont paralléles si et
seulement si z +y = 1.
3. Nous avons AC (1, 1). Lorsque  + y = 1, nous obtenons

MN'(y,y) e¢eNM'(z, x).
Il en résulte :
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MN =y AC et NM' =z - AC.

_— —

Les vecteurs MN' et NM' sont done colinéaires a AC.

Ceci justifie que si @ +y = 1, alors les droites (MN') et (NM') sont
paralleles a la droite (AC).

Exercice 5. Point variable sur la droite des abscisses

Le plan est muni d’un repére (O ; 7,7) orthonormal. On donne les points
L(-3,2) et J(O, 1).

Soit a un réel donné. On consideére un point H(a, 0) sur la droite des abs-
ciSses.

1. Déterminer a pour que les points H, J et L soient alignés. Controler sur
une figure.

2. On suppose que a # 3. Montrer que le triangle JHL est rectangle en H
si et seulement si a® +3a +2 = 0.

3. En déduire les valeurs de a pour lesquelles JH L est rectangle en H.

Vérifier sur une figure.

Solution

1. Les points H, J et L sont alignés si et seulement si les vecteurs 17 et
171 sont colinéaires.

Dans la base (7, 7), nous avons lﬁ(?), —1) et ﬁ(a +3, —2).

Nous en déduisons que les points H, J et L sont alignés si et seulement si

det(LJ, LH) =

3 a+3
—1 -2

=a—3=0.

Il en résulte que H, J et L sont alignés si et seulement si a = 3.

c)

L.

2
\ J
N
J 2

=3 -2 -1 ]

2. Le triangle JHL est rectangle en H si et seulement si les vecteurs
ﬁ(—iﬁ —a, 2) et ITj(—a, 1) sont orthogonaux, ce qui équivaut a

(-3 —a)(—a)+2=0<a’+3a+2=0.
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3. Pour résoudre I'équation a?+3a+2 = 0, nous disposons des équivalences

suivantes :

3 3 3 3 9 3 1
2492 V(22 12=0s Vot yo2=0s 2=
a+(2)a+(2) (2)—|1— 03(a;r2) 4+ 0 (a—l—2) 7

<:>a~|—2 2oua~|—2 2@& oua

Nous en concluons que le triangle JH L est rectangle en H si et seulement

si

a=—-2oua=—1.

Exercice 6. Points variables sur les axes d’un repére

Le plan est muni d’un repere (O ; 7,7) orthonormal.

On donne les points A(a, 0), B(0, b) et C(2, —1) ot a et b sont deux réels
non nuls.

1. Déterminer, en fonction de a et b, les coordonnées du point M tel que

2-MA+3-MB—4-MC =0.

2. Calculer AM? et BM? en fonction de a et b.

3. Soit A la médiatrice du segment [AB].

Montrer que M € A si et seulement si 3a®> — 5b> — 16a — 8b = 0.

4. On suppose que a = 2b.

Déterminer dans ce cas les coordonnées du point M tel que M € A.

Solution
— =
1. L’égalité 2- MA + 3 - Mg —4- M(é = 0 est équivalente a

2. (OA—OM)+3- (OB —OM)—4-(OC — OM) =0,
ce qui donne

OM=2.0A+3-0B—4.0C.
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Puisque A(a, 0), B(0, b) et C(2, —1), nous obtenons
OM =2a-743b-7—4-(2-7—7) = (2a—8) -7+ (3b+4) - T

En posant M(z, y), nous en concluons

r=2a—8
, avec a et b réels non nuls.
y=3b+4

2. Nous avons

AM? = (x —a)’ +y?> = (2a — 8 —a)? + (3b+ 4)? = (a — 8)? + (3b + 4)°.
BM? =22+ (y —b)? = (2a — 8)2 + (3b+ 4 — b)? = (2a — 8)% + (2b + 4)2.

3. Nous disposons des équivalences

M e A< AM = BM,
Me A< AM? = BM?,
MeA & (a—8)2+ (3b+4)% = (2a — 8)% + (2b + 4)?,
M € A < a? —16a 4 64 + 9b> + 24b + 16 = 4a® — 32a + 64 + 4b% + 16b + 16.

Aprés simplifications, nous en concluons
M € A & 3a® — 5b% — 16a — 8b = 0.
4. Nous supposons que a = 2b. Dans ce cas, nous obtenons
3(2b)% — 5b% — 16(2b) — 8b = 0 < Tb%> — 40b = 0 < b(7b — 40) = 0.

Puisque b # 0, nous en déduisons que

40
b= —.
7
Il en résulte que les coordonnées du point M sont
80 104
= 2 —_— = —
’ 7 7
40 148
=3X —4+4=—
y=oxgHi=7
Nous en concluons
104 148
(= =)
T
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Exercice 7. Point variable sur une droite paralléle & la droite des
ordonnées

Le plan est muni d’un repere (O ; 7,7) orthonormal.

On donne les points A(2, a) et B(1, —1), ot a est un réel donné.

1. Déterminer les coordonnées du milieu ) du segment [AB.

2. Déterminer les coordonnées du point D symétrique de O par rapport a

3. a. Quelle est la nature du quadrilatére OBDA ¢

b. Pour quelle valeur de a ce quadrilatére est-il un rectangle ¢

4. a. Déterminer une équation de la médiatrice A du segment [AB].

b. Pour quelle valeur de a , cette médiatrice est-elle paralléle a la droite des
ordonnées ?

5. Montrer que lorsque a décrit R, le centre de gravité G du triangle OAB
décrit une droite dont on précisera une équation.

Solution

A (2,a)

-1

e e A o s S s et b e e S

1. Comme 2 est le milieu du segment [AB] , nous avons

rA+2B YA+ YB . 3 a—1
L2 270,
5 g )it )

o
2. Puisque le point D est le symétrique de O par rapport a €2 , nous avons
0D =200 =37+ (a—1)-7,
ce qui donne
D(3, a — 1) dans le repére (O} 7, 7).
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3. a. Les diagonales [OD] et [AB] du quadrilatére OBDA ont le méme
milieu §2.
Il en résulte que ce quadrilatére est un parallélogramme.
b. Puisque A(2, a) et B(1, —1), nous avons
—
OA(2, a) et OB(1, —1).
Par suite, il vient
—
OA-OB=2x1+ax(-1)=2—a.
Ainsi, le parallélogramme OBD A est un rectangle si et seulement si

O—A>4-O?:0<:>a:2.

4. a. Nous donnons deux méthodes.

Méthode 1.

La médiatrice A de [AB] est une droite passant par €2, milieu du segment
[AB] et perpendiculaire en ce point & la droite (BA).

Nous en déduisons que, pour tout point M (x, y), nous disposons des équi-

valences suivantes :

MeA<sQM-BA=0,
3 1
MeAo (r—)x1+y—- ) a+1)=0,

2 2
3 1
MeA@(x—§)+y(a+1)—(“T)(a+1):0,

2 _
MeA@m—i—y(a—i—l)—g—i_(azl):O.

Nous en concluons qu’une équation de la droite A est

a2—|—2_

0.
2

z+yla+1) -

Méthode 2.

Nous traduisons analytiquement 1’équivalence
MeA& MA?= MB2

b. La droite A est parallele a la droite des ordonnées si et seulement si
a=—1.

Dans ce cas, une équation de A est z =

N W

5. Puisque G est le centre de gravité du triangle OBA, nous avons :
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O?:g-oﬁ:zﬁra;l-j

3

En posant G(z, y), nous obtenons

Nous en déduisons que lorsque a décrit R, le point G décrit la droite d’équa-
tion x = 1.

Cette droite est paralléle a la droite des ordonnées.

Exercice 8. Distance d’un point a& une droite

Le plan est muni d’un repére (O} 7,7) orthonormal.

On donne les points A(a, 0)et J(0, 1), ot a est un réel non nul donné.

1. Montrer que la droite (AJ) a pour équation y = —éw + 1.

2. Déterminer, en fonction du réel a, les coordonnées du point H tel que
e He (AJ)
e OHL1AJ

3. Calculer la distance OH en fonction de a.

4. Montrer que, Va € R*, OH < 1.

Solution

1. Soit M(x, y). Nous avons les équivalences

M € (AJ) & det(AM, AJ) =0,
r—a —a
-0,
Y 1
Me (AJ) < (x—a)— (—a)y =0,
Me(AJ) e ay=—z+a.

Me (A))

Puisque a # 0, nous en déduisons que la droite (AJ) a pour équation
1
y=——x+1.
a

2. Posons H(zp, yu). Sachant que (ﬁ[}(xH, ym) et B(—a, 1), les deux

conditions de I’énoncé sont équivalentes au systéme

1 1
yg = ——xg +1 yg = ——xg + 1
a = a .

zg X (—a)+yg =0 YH = arTyg
Puisque a® + 1 # 0, nous en déduisons :
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1 a
== 1< (a®+1 =a& = -
axp axH—i- (a*+1)zg=a<xy P
Nous en concluons que
2
a a
H———, ——).
(a2—|—1’a2+1)
3. Nous avons
2 2 2 2
a a a’(l+a a
OH2:(2 )2+(2 ) = (2 2): 2 :
a?+1 a’+1 (a®>+1) a’+1

Puisque a? + 1 > 0, nous obtenons

a? la|

OH = = .
a?+1 a?+1

4. Pour tout réel a # 0, nous avons
a’? < a®+1.
La fonction z +— \/x étant croissante sur R, nous en déduisons que
Va2 < Va2 + 1, soit la| < Va2 +1.

Puisque va? +1 > 0, il vient

|a]

— < 1.
a?+1

Nous en concluons
Va € R*, OH < 1.

Remarque

Nous avons ainsi démontré que, quel que soit le réel a # 0, le projeté

orthogonal H du point O sur la droite (AJ) appartient au disque ouvert de

centre O et de rayon 1.
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Exercice 9. Equation normalisée d’une droite

Dans un repére orthonormal (O; 7,7) du plan, on donne les points A(a, 0)
et B(0, b), avec a et b réels tels que ab # 0.

1. Montrer qu’une équation de la droite (AB) est : 2 +

2. On donne de plus les points C(b, 0) et D(0, a).

Montrer que la médiane issue de O dans le triangle OAB est la hauteur
issue de O dans le triangle OCD.

Solution

= 1.

SRS

4
3
\\B

1
J
(0]

-3 -2 -1

-1

1. Un point M (x,y) appartient a la droite (AB) si et seulement si
——
AM (xz — a, y) et AB (—a, b) sont colinéaires, ce qui équivaut a
r—a —a

Y b

=0.

Nous en déduisons
b(x —a)+ay =0 < bx + ay = ab.
En divisant par ab # 0, nous en concluons qu’une équation de (AB) est

r Yy
Y,
a * b
b
2. Soit E le milieu du segment [AB]. Nous avons E(g, 5)

Il en résulte que

0B Y.

22
De plus, nous avons, lﬁ(b, —a).

Ainsi nous obtenons :
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OF - DC = —><b+—><( a) = 0.

2

Par suite, les vecteurs O.E> et ]_ﬁ sont orthogonaux.

Nous en concluons que la médiane issue de O dans le triangle OAB est la
hauteur issue de O dans le triangle OC'D.

Exercice 10. Cercles

Dans un repére orthonormal (O ; 7,7) du plan, on donne les points A(2, 0),
B0, —1) et C(1, —%).

1. Montrer que, pour tout point M(x, y),

1

5
AM? + BM? =2 (x—1)2—|—(y+§)2 +5-

5
2. En déduire que AM? + BM? = 2CM? + 3

3. On considére l'ensemble I des points M du plan tels que
AM? + BM?* =5.

a. Montrer que O € T'.
b. Déterminer et représenter [’ensemble I'.
4. Soit k un réel donné.

Déterminer, selon les valeurs de k, I’ensemble 'y, des points M du plan tels

que
AM? + BM? = k.

Solution

1. Soit M(z,y). Nous avons

AM2+BM2:(x—2)2+y2+x2+(y+1)2=2(9€2—237+92+%)+57

1 1
AM2+BM2:2{(332—233+1)—1+(y2+2><%+1)—Z +5,
1
AM? + BM? =2 |(x = 1> + (y + 5)° +g.

1
2. Puisque CM? = (z — 1)? + (y + 5)2, nous obtenons immédiatement

AM? + BM? =20M? + g

3. a. Nous avons

OA? +0OB? =224+ 02+ 02 + (-1)? =5,
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ce qui justifie que O € T'.
b. Nous disposons les équivalences suivantes :

5
MeP<:>20M2+§=5,

Mel & CM? =

I

| Ot

Mel & CM=

SES

5
Nous en concluons que I' est le cercle de centre C' et de rayon —.

Puisque O € T, ce cercle est centré en C' et passe par I'origine O du repére.

4. De la méme facon, nous obtenons

5

MeFk@QCMZJri:k,

Mel, & CM? = 2k4_5
Par disjonction, nous distinguons 3 cas.
1t cas: 4_ > 0, soit k > g

Melys CM = 72];_5
I'y, est le cercle de centre C et de rayon $
2¢ cas : 2k =5 = 0, soit k:g.

MeTy o CM2=0& M=C
Dans ce cas, I's = {C}.
2

3¢ cas :

5
< 0, soit k < ok

Dans ce cas, nous avons CM? < 0. Nous en concluons que

'y =0.
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Exercice 11. Construire une base orthonormale
1. Soit ﬁ(a, b) un vecteur non nul donné relativement & une base ortho-

normale (7,7).
Déterminer un vecteur V tel que V soit orthogonal a U.

2. On suppose que U'(l, 2).

A partir de la donnée de ce vecteur, déterminer une base (1, ¥) orthonor-
male.

Solution

1. Soit V(z, y).
Ce vecteur est orthogonal a (_j(a, b) si et seulement si Uu-v = 0, ce qui

équivaut a
axr + by = 0.

Cette équation a deux inconnues admet le couple (—b, a) pour solution

particuliére.
Nous pouvons en conclure que le vecteur V (—b, a) est orthogonal & U (a, b).

2. Soit U (1, 2). D’apreés le question précédente, ‘7(—2, 1) est orthogonal a

U1, 2).
Posons
1 - 1 = 1 - 1 -
U] V5 14 V5
Nous en déduisons
1 2 2 1
U(—, —=) et V(——=, —=).
(5\/5) (\/5 5)

Nous vérifions

det(a@,7) £ 0, ||@]] = ||5]| =1 et @- 7 = 0.

Nous avons ainsi justifié que (i, ¥) est une base orthonormale.

.
.
an®

.
tqe
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Exercice 12. Etude d’une configuration
Sur la figure ci-dessous , ABCD est un carré de coté 1 et BEFG est un

carré de coté a > 0.

Montrer que la droite (EC') est la hauteur issue de E dans le triangle AEG.
Que peut-on dire du point C?

Solution

Nous rapportons le plan au repére orthonormal (A ; zﬁ, /ﬁ)

6(1,a) F(1+4a,a)

p®,1) o(11)

E(1 +a,0)

A(0,0) B(1,0)

Dans ce repére, nous obtenons
A(0,0), C(1, 1), E(1+a, 0) et G(1, a).
Il en résulte
zﬁ(l,a) et ﬁ(—a, 1).
Par suite, nous avons

ﬁ-ﬁzlx[—a)—i—axlzo,

ce qui prouve que les droites (EC) et (AG) sont orthogonales et par conséquent
la droite (EC) est la hauteur issue de E dans le triangle AEG.

De plus la droite (GB) est perpendiculaire en B & droite (AE). C’est donc
la hauteur issue de G dans le triangle AFEG.

Puisque C' € (BG), nous en concluons que C' est I'orthocentre du triangle
AEG.
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ALGO
Exercice 13. Tangente et normale a une parabole

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O 7,)). Relativement a ce re-
pere, on donne la parabole (p) d’équation y = 2% et A(a, a®) un point de (p)
tel que a € R*.

1. Le point B(0, —a?) étant donné, déterminer une équation de la droite
(AB).

2. Montrer qu’une équation de la droite A perpendiculaire a (AB) en A est

Lol
=——x+a" + .
Y= "9, 2

3. La droite A coupe la parabole en un point C autre que A. Déterminer
l'abscisse de ce point.

4. Pour tout réel a # 0, nous posons f(a) = BC2.

Ezxprimer f(a) fonction de a.

Quelle est la parité de la fonction f 7

Graphiquement, nous conjecturons que f atteint un minimum sur l’inter-
valle 10, +oo[. Proposer une fonction Python qui restitue une valeur approchée
de ce minimum observé.

Solution

B(0, —a?)

1. Soit M(x, y).
e
M € (AB) & AM(z —a, y — a®)et /ﬁ(—a, —2a?) colinéaires.
Nous en déduisons qu’une équation de la droite (AB) est

e =0< —2a*(x —a) +a(y —a?) =0 & ay = 2a°xr — a®.

y—a® —2a?
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Puisque a € R*, nous en concluons qu’une équation réduite de la droite

(AB) est

y = 2ax — a’.

2. Soit M (z, y).

MeAs m(m —a,y—a’)et E(—a, —2a?) orthogonaux.
Ainsi une équation de la droite A est

(x —a)(—a) + (y — a®)(—2a%) = 0 & 2d’y = —ax + a® + 2a™.

Puisque a? € R*, nous en concluons que la droite A a pour équation réduite
1 9 1
Y= —%aj +a” + >
3. L’abscisse d’un point commun & la parabole (p) et la droite A est solution

de l'équation, notée (E)

1
E)sal+ —z=a*+ -
(E) x+2ax a+2,
(B) & 22+ 2(-2)a + (-2)? — ()2 — a2+ &
4a . 4a 14a I 2’
E Aye_ 2 1t 1
( )<:>(l'+4a) a t2+216a2’
1 16a™ 4+ 8a* + 1
E — Y=
B)e o+ =2
1 (4a® +1)2 <4a2+1>
()< @+ 7)) 1602 da
4a% + 1\
Puisque < @t ) > (), nous obtenons
(E) & L 4a* +1 L 40 +1
TTaa T Ta T da
—4a® — 2
E)sx= = .
(E)& z=aouzx ”

Il en résulte que 'abscisse du point C' distinct de A ou la droite A coupe

la parabole (p) est

_ —4a’ -2 2a*+4+1 1
T T e 20 2a
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4. > Pour tout réel a # 0, nous avons
fla) = BC? = (zc —ap)* + (yc — y5)*,

— (—a - 21a)2 + (a® = (—a?))?,

1 2
= (a—i— ) + 4a?,
2a

1
_ 2 4
=a +1+—4a2+4a.

1
> La fonction f:a+ a®+1+ 1a2 +4a* est paire car, quel que soit le réel
a

a € R*, nous avons
—a € R* et f(—a) = f(a).

>> Graphiquement, nous observons que f atteint un minimum sur |0, +o00|
et plus précisément sur l'intervalle [0, 1]. Par symétrie par rapport a la droite

des ordonnées, ce minimum est atteint également sur | — oo, 0.

> L’intervalle [a, b] et I'entier n étant choisis en entrée, nous proposons le

h—
script Python qui suit, o A = est le pas qui permet d’atteindre une

valeur approchée du minimum observé.
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from math importsx
def f(x)
return 4xxsxd+xx2-+1+1/(4xxxx2)
def min(a,b,n):
h=(b—a)/n
X=a
m=f (a)
for k in range (0,n):
if f(xt+h)<f(x):
m=f (x+h)
x=x+h

return m, x

En exécutant ce programme, nous obtenons

>>> min(0.25,1,10)

(2.4949712809917357, 0.55)

ce qui donne un minimum m = 2,49 atteint en xy =~ 0, 55.

Exercice 14. Propriété d’une hyperbole

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O 7,7), on désigne par
(H) Uhyperbole d’équation y = =

Soient A, B et C trois points distincts de (H), d’abscisses respectives 2,
b>0etc<0.

1. Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si bc = —% D uras ou
fauzx ?

2. Lorsque le triangle ABC' est rectangle en A, montrer que la droite (BC)
est paralléle a la droite (OF) avec E(1, 4).

Solution
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1. Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si
AB-AC =o.

Nous avons

AB(b -2 etR* 27—7).

2

Il en résulte que le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si

(b_z)(‘f—2>+(i—;)(i—;)=0@(b—2)(c—2)+@_1)b(§_2):0
& b=De=D(1+ ) =0

Or nous savons que b # 2 et ¢ < 0. Nous en déduisons que le triangle ABC

est rectangle en A si et seulement si

1+ ! =0« bc= 1
Abe ‘CTTr

Nous en concluons que ’assertion proposée est vraie.

2. Nous avons

B?(C* b, Lo %), soit B?(cf b, C;b)
c

be

Puisque be = T nous en déduisons

BC(c — b, —4(b — ¢)), soit BC(c — b, 4(c — b)).
Comme OF (1, 4), nous obtenons

BC = (c—b) OF.

Nous avons ainsi démontré que les vecteurs B? et O? sont colinéaires, ce
qui justifie que les droites (BC) et (OF) sont paralléles.

Exercice 15. Equations d’un cercle

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; 7, 7).

1. Montrer qu’une équation du cercle (C) de centre Q(a, b) et de rayon

r >0 est

(o —af +(y— b =
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En déduire en particulier une équation du cercle unité, de centre O et de
rayon 1.

2. Montrer que l’ensemble I des points M (x, y) tels que x> +y?> —2z+y = 0
est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

En est-il de méme de l'ensemble T” des points M (z, y) tels que
2 2 _ 9
r+y =20 +y+2=0¢"

3. Déterminer les points d’intersection de I' avec les axes du repére.

4. Etudier lintersection du cercle I' avec la droite (d) dont une équation
esty = —2x + 4.

Que peut-on dire de cette droite ?

Solution

14

T
-1 Q
-1

1. Soit M(x, y). Puisque QM > 0, nous obtenons
M€ (C) & QM =r < QM? = r2.
Nous en déduisons qu’une équation du cercle (C) est
(2 — ) + (y—b)? = 2.
En particulier une équation du cercle unité est
2 4+9y? =1

Remarque

En développant, une équation de ce cercle est de la forme

22 +y% —2ax — 2ay + a®> + > — 12 =0.
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Il est donc légitime d’étudier une réciproque.
C’est ce que nous illustrons dans la question qui suit.
2. Soit M (z, y).

> En utilisant les formes canoniques de 22 — 2z et y? + y, nous obtenons
1
M6T@x2—23:—1—1—1—|—y2+2(§)y+(§)2—(§)2:07

1
MeF@(x—1)2+(y+§)2=
o . 1 .
Considérons le point Q(1, —5) 11 vient

MEP@QMZZi@QM:\f

Nous reconnaissons un cercle I' de centre €2 et de rayon -

Pour représenter ce cercle, nous observons que l'origine du repére O appar-
tient & T' (voir la figure & la fin du corrigé).

> En reprenant les calculs précédents, nous avons

1 3
MGF/<:>($f1)2+(y+§)2:71‘

Nous en déduisons
! 2 3
Mel’ < QM :_Z<O’
ce qui justifie
I’ =0.
Nous en concluons que 'équation 22 4+ y? — 22 +y + 2 = 0 n’est pas une
équation de cercle.

3.>> Intersection de I' avec la droite (OI) des abscisses.

Nous résolvons le systéme

22+’ —204+y=0
y=0 '

Nous en déduisons I'équation aux abscisses
12 —2r =0 x(x—2)=0.
Il en résulte

I'n(0I)={0, A}, avec A(2, 0).
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> Intersection de I' avec la droite (OJ) des ordonnées.

Nous résolvons le systéme

2?2+ y? -2 4+y=0
=0 '

Nous en déduisons I'équation aux ordonnées
¥ 4+y=0ey(y+1)=0.
Il en résulte
I'n(0J)={0, B}, avec B(0, —1).
4. Pour étudier l'intersection du cercle I' avec la droite (d), nous résolvons
le systéme

2+ —22+y=0
y=—2x+4 .
Nous en déduisons I'’équation aux abscisses
24+ (20442 -2 -2r+4=0% (x—2)2=0.
Nous en concluons que la droite (d) coupe le cercle I' en 'unique point
A(2,0).

Nous en déduisons que (d) est tangente au cercle I' au point A. Nous

contrélons graphiquement.

Exercice 16. Tangente au cercle unité

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O ; 7, 7).

Soit Mo(wo, yo) un point du cercle unité (Co) d’équation x2 + y? = 1.
Montrer qu’une équation de la tangente (T') a (Co) au point My est

roxr + yoy = 1.
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Solution

|

Soit M (x, y) un point de la droite (7).
Les vecteurs OMy(xo, yo) et MoM (xz — 0, y— yo) sont orthogonaux, ce qui

est équivalent &

zo(z — z0) + yo(y — yo) = 0 & oz + Yoy = o> + yo°.

Puisque Mo(xo, yo) € (Co), nous avons zo? + 30> = 1. Nous en déduisons
qu’une équation de la tangente (T") a (Cp) au point My est

rox +yoy = L.

Exercice 17. Changement de repéres et parabole

Le plan est rapporté a un repére orthonormal Ro = (O 7, 7).

On consideére le point A(a,b) par rapport a ce repére et soit M un point
du plan tel que M (x,y) relativement au repére Ro et M(X,Y) dans le repere
Ra=(A;7)).

1. Formules de passage du repére Ro au repére R 4. Justifier que

X=x—a
{ Y=y—-b
En déduire les formules de passage de R4 6 Ro.
2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = x? — 4z + 5.
On désigne par Cy sa représentation graphique dans le repére Ro.
Montrer qu’il existe un point S du plan tel que, dans le repére Rs = (557, 7),
la courbe C'y ait pour équation Y = X2

3. Plus généralement, reprendre la question 2 lorsque f est la fonction dé-

finie sur R par f(x) = x> + px +q, ot p et q sont deux réels donnés.
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Solution

1. Relativement & la base (%)), nous avons d’une part
—

AM(z —a, y—b)
et d’autre part
AM(X, Y).

La décomposition d'un vecteur dans une méme base est unique. Nous en

déduisons que les formules de passage du repére Rp au repére R4 sont

X=x—-a
{ Y=y—b
Nous obtenons immédiatement les formules de passage de R4 & Ro
r=X+a
{ y=Y +b

2. Une équation de Cy dans le repére R est y = 2% — 4x + 5.
Grace a sa mise sous forme canonique, nous obtenons
y=22—4dr+4—-4+5=(x—2)2 +1.
Nous en déduisons qu'une équation de C'y dans le repere R est
y—1=(z—2)>2

Posons S(2,1). Les formules de passage du repére Rp au repére Rg sont
X=x-2
Y=y—1

I en résulte qu'une équation de C'y dans le repere Rg est ¥ = X2,

Nous avons ainsi justifié que la courbe Cy est une parabole de sommet S

et d’axe de symétrie la droite d’équation X = 0 dans le repére Rg, c¢’est-a-dire

d’équation x = 2 dans le repére Ro.
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3. Une équation de Cf dans le repére Rp est y = 22 +pr+q.
Gréace a sa mise sous forme canonique, nous obtenons
P P —4g

Pag=(a+bp-T

y=a? +2(Da+(5) - (5

2
—4
Posons o = —g et B = b 4

Une équation de Cy dans le repére Ro est
y—B=(x—a)

Posons S(a, 3). Les formules de passage du repére Rp au repére Rg sont

X=zx—«
{Y:y—ﬁ'

Il en résulte quune équation de Cy dans le repere Rg est ¥ = X 2,

Nous avons ainsi justifié que la courbe Cf est une parabole de sommet S
et d’axe de symétrie la droite d’équation X = 0 dans le repére Rg, c’est-a-dire
d’équation x = « dans le repére Ro.

Exercice 18. Changement de repéres et hyperbole

Le plan est rapporté a un repére orthonormal Ro = (O 1, 7).

1. On considére la fonction f définie sur R — {2} par f(x) =

Déterminer un repére du plan dans lequel la représentation graphique de la

T —

fonction f a une équation de la forme Y = <

2. Plus généralement, soient a € R* et b € R tels que 2a +b = 1.

b
On consideére la fonction g définie sur R — {2} par g(x) = ax +2 .
7 —

Déterminer un repére du plan dans lequel la représentation graphique de la

fonction g a une équation de la forme Y = <

Solution
2¢ — 3
. . ;L'-_ 2 .
Ceci donne, en mettant cette expression homographique sous sa forme ca-

1. Une équation de Uy dans le repére Rp est y =

nonique,

=2 .
xr —2 xr— 2 +x—2

20 —44+44-3 2xz-2)+1 1
y: =

Nous en déduisons qu'une équation de C'y dans le repere Ro est
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Nous posons (2, 2).
Les formules de passage du repére Rp au repére Rq = (£2; 7, 7) sont

X=x-2
Y=y—-2 '

I en résulte qu'une équation de C'y dans le repére Rq est Y = <

Cy

b
2. Une équation de C, dans le repere Rp est y = @ +2 .
$ —

En mettant cette expression homographique sous sa forme canonique, il

vient
ar —2a+2a+b alr—2)+2a+b 2a+0b
y == == =a + .
r—2 r—2 r—2
Sachant que 2a + b = 1, une équation de Cy dans le repére Rop est
1
yoa= T —2

En posant (2, a), les formules de passage du repére R au repére Rq sont
X=x-2
Y=y—a

I en résulte qu'une équation de Cy dans le repére R est Y = <

Exercice 19. Homothétie et coordonnées

Le plan muni d’un repére (O ; 7).
1. Pour tout point M(x,y), nous considérons le point M'(x',y") image de

M par I’homothétie h de centre O et de rapport k € R*. Exprimer x’ et 3y en

fonction de x et y.
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2. Plus généralement, nous considérons le point M'(z',y') image de M (z,y)
par l’homothétie h de centre Q(xo,yo) et de rapport k € R*.

Exprimer x’ ety en fonction de x et y.

3. Réciproquement k, a et b étant trois réels donnés, avec k € R*, nous

considérons la transformation qui associe & chaque point M (x, y) un unique

=kr+a
v =ky+b

e Lorsque k = 1, quelle est la nature de cette transformation ¢

point M (2’ y') tels que

e Nous supposons que k # 1.

Justifier qu’il existe un unique point ) invariant par cette transformation.
En déduire dans ce cas la nature de cette derniére.

Examiner le cas particulier k = —1.

Solution

1. Soient M (z, y) et M'(x, y) deux points tels que

M’ = h(M),
ce qui donne vectoriellement
OM = k- OM.
Nous en déduisons
{ = kx
y =ky

2. Nous procédons de la méme fagon.

Soient M (x, y) et M'(x, y) deux points tels que
M' = h(M),

ce qui donne vectoriellement

Nous en déduisons
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ce qui permet de conclure par :

Y =ky+ (1 —Fk)yo

3. @ Nous supposons que k = 1. Dans ce cas, nous obtenons

¥=xz+a ¥ —z=a
/ = / !
y=y+b y—y=>b

En considérant le vecteur i(a, b), nous en déduisons vectoriellement

{ ¥ =kx+(1-k)xo

——
MM =,

ce qui prouve que, lorsque k = 1, le point M’ est I'image du point M par la
translation tz.
e Nous supposons que k # 1.

> Un point Q(zp,yo) est invariant si et seulement si

xo9 = kxo +a o xo(l—k)=a
yo = kyo + b yo(l—k)=0b

Puisque k& # 1 nous en concluons que cette transformation admet un unique

a b
Q(l—k’ 1—k>'

2 =kr+a . ro = kxo +a
e
y =ky+b Yo = kyo +b

point invariant

> Des égalités

il résulte, par soustraction,

' —xo =k +a— (kro + a)
{ Y —yo=ky+b—(kyo+0b)
soit

¥ —xg = k(z — x)
{ v —yo=ky—w)
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Vectoriellement, nous en déduisons
— —
QM' = k- QM,

ce qui établit que, dans le cas ou k # 1, la transformation est une homothétie

de centre (2 <1ik’ 1—/<:> et de rapport k.
> Lorsque k£ = —1, nous obtenons :
—
OM' = — . QM

ce qui prouve que nous sommes en présence d’'une symétrie centrale, de centre

§z<a,b>.
22
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CHAPITRE 9

Droite et géométrie analytique

Dans ce chapitre, nous continuons a développer nos connaissances en géo-
métrie analytique en approfondissant 1’étude des équations cartésiennes d’une
droite. Il s’agit tout d’abord d’obtenir une équation réduite d’une droite du
plan et dans un deuxiéme temps de faire le lien avec son équation générale.
Puis nous traitons la position relative de deux droites.

Nous résolvons ensuite des systémes linéaires de deux équations a deux
inconnues et observons leur interprétation graphique liée aux équations de
droites. Dans le paragraphe "Exercices corrigés", nous étudions d’autres sys-
témes d’équations : trois équations & deux inconnues, deux équations a trois
inconnues, systémes non linéaires.

En complément, nous abordons :

- I'orthogonalité de deux droites sécantes,

- la notion de représentations paramétriques d’une droite qui fournit une
approche pertinente de I'appartenance d’un point a une droite,

- la résolution des systémes d’inéquations & deux inconnues en donnant

quelques exemples de régionnement du plan.

9.1 Equations d’une droite

9.1.1 Vecteurs directeurs d’une droite

Définition. Soit (d) une droite. Tout vecteur non nul de direction (d) est un

vecteur directeur de cette droite.
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Remarques. Nous en faisons deux.

e Soient A et B deux points distincts de (d). Le vecteur AB # 0 est un
vecteur directeur de (d) = (AB).

e Soit @ # 0 un vecteur directeur d’une droite (d). Tout vecteur non nul
colinéaire & 4 est aussi un vecteur directeur de (d). Par conséquent, si 4 # 0 et
U # 0 sont deux vecteurs directeurs d’une méme droite, alors ces deux vecteurs

sont colinéaires.

Proposition (caractérisation vectorielle d’une droite). Soit une droite (d) de
vecteur directeur @ # 0 et A € (d).

Pour tout point M du plan, les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) M € (d).

(13) Il existe t € R tel que AM =t - .

Démonstration. Soit B € (d) tel que AB =,

(1) = (i)
Si M € (d) alors les points A, B et M sont alignés.
Par suite, les vecteurs AM et AB sont colinéaires.

Il en résulte qu’il existe t € R tel que
AM =t AB.
Nous en concluons qu’il existe £ € R tel que
AM =t .

(id) = (1)

Nous supposons qu’il existe ¢ € R tel que
e
AM =t-@=t-AB.

Ainsi les vecteurs AM et A§ sont colinéaires.

Nous en concluons que M € (AB), c’est-a-dire M € (d).
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Remarques. Nous en donnons cing.

e Le couple (A; @) avec A € (d) et @ # 0 vecteur directeur de (d),
détermine un repére de cette droite.

e Dans ce repére, le réel t tel que m =t - u, est 'abscisse du point
M e (d).

e Ce réel t est unique et chaque valeur prise par ¢ fixe un point sur la
droite (d).

On dit aussi que t est un paramétre et ’égalité m =1 - u est une repré-
sentation paramétrique (vectorielle) de la droite (d).

e Un segment [AB] est caractérisé vectoriellement par
—
Me[AB] < 3te0, 1), AM =t - AB.
e Une demi-droite [AB) est caractérisée vectoriellement par

M e[AB) = 3t e R, AM =t - AB.

9.1.2 Equations cartésiennes d’une droite
(O} 7, 7) est un repére du plan.

Proposition. Soit (d) une droite du plan. Relativement au repére (O; 7, 7),
nous disposons de la disjonction qui suit.

1°" cas : Si (d) est paralléle a la droite des ordonnées, alors (d) a une
équation de la forme x = k, avec k € R.

2¢ cas : Si (d) n'est pas paralléle a la droite des ordonnées, alors (d) a une

équation de la forme y = mx + p, avec m € R et p € R.

Démonstration. Soit (d) une droite passant par un point A(xg, yo) et de
vecteur directeur @(a, b) avec @ # 0.
Soit M (x, y) un point de (d).

Les vecteurs AM (x — o, y — yo) et @(a, b) sont colinéaires, donc

T—xy a

y—1yo b

=0.

Nous en déduisons qu’une équation de la droite (d), notée [1] est
b(z —x0) — aly — yo) = 0.

Puisque u # 0, nous avons a # 0 ou b # 0, ce qui nous conduit, par

disjonction, & étudier trois cas :
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a=0etb#0oua#0etb=0ouaz#0etb#D0.

1°* cas :a =0etb # 0.
Dans ce cas nous obtenons, & = b - J.
Il en résulte que @ # 0 et J'sont colinéaires.

Par conséquent la droite (d) est paralléle a la droite des ordonnées.

3
2 U
19 * A(z0,Y0)
f’ |
3 2 -1 Qo 7 1 2 3 4 5 6
a (d):xz=x
2

De plus une équation de (d) est b(x — zg) = 0.

Puisque b # 0, une équation de (d) est  — xg = 0.

Finalement, en posant zg = k, nous en concluons qu’'une équation de la
droite (d) parallele a (OJ) est de la forme

x =k, avec k € R.

2¢cas:a#0etb=0.
Nous obtenons @ = a - 7.
Il en résulte que @ # 0 et 7' sont colinéaires.

Par conséquent la droite (d) est paralléle a la droite des (OI) des abscisses.

A($07 yO) (d) Y =Y

2
L4

£l

1@J

-

7 |

-2 -1 OO 7—» 1 2 3 4 5 6 7 8

Nous en déduisons qu’une équation de (d) est a(y —yo) = 0.
Puisque a # 0, une équation de (d) est y — yo = 0.
En posant yp = p, nous en concluons qu'une équation de la droite (d)

paralléle a (OI) est de la forme :
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y =p, avec p € R.

En posant m = 0, nous remarquons qu’une équation de la droite (d) est de la

forme
y =0z + p.
3¢ cas:a#0etb+#0.
Puisque a # 0, de I’équation [1], nous déduisons successivement que

b
y—ym—gw—xw,

b b
y=—z+ (yo — —o).
a a

b
Posons m = — et p = yo — —xp.
a a

Nous en concluons qu’une équation de la droite (d) est de la forme

y=mzx+p avecmeRetpeR.

(d):y=mx+p

2 A(mo, yo) b
--------- ®
1?1
7 |
-1 OO T 2 3 4 5 6 7 8 9

Définition (coefficient directeur). Soit i(a, b), avec a # 0, un vecteur direc-

teur d’une droite (d) non paralléle a la droite des ordonnées.

Le réel m = — est le coefficient directeur de cette droite.
a

Remarques. Nous en faisons six.
e Le réel p est 'ordonnée a l'origine de (d) non parallele & (OJ). C’est

I'ordonnée du point de (O.J) de coordonnées (0, p).
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e Sile repére est orthonormal, le coefficient directeur de (d) est également
appelé pente de cette droite.

e On retiendra qu'une droite paralléle a (OI) a une équation de la forme
y =p, avec p € R.

e La droite des abscisses (OI) a pour équation y = 0.

e La droite des ordonnées (O.J) a pour équation z = 0.

e Une droite passant par l'origine O du repére, distincte de (OJ), a une

équation de la forme y = mx.

Proposition. Soient A(xa, ya) et B(xp, yg) deux points distincts tels que

TAF XB.
La droite (AB) non paralléle a (OJ) a pour coefficient directeur

o YBTYA _ YA —yp
Ip—TA TA—Tp

Démonstration. Le vecteur @(mB — 24,y —ya) est directeur de la droite
(AB).
Puisque x4 # xp, ce vecteur n’est pas colinéaire 7, donc (AB) n’est pas
paralléle & la droite (OJ) des ordonnées.
De la définition précédente, il résulte que le coefficient directeur de (AB)
est
m — YB — YA _ yA_yB‘
T —TA TA—XIpB

Remarques. Nous retiendrons que pour déterminer une équation d’une droite
(d) non paralléle a la droite des ordonnées, nous disposons de trois méthodes
décrites ci-apres :

e (d) est déterminée par la donnée d’un repére (A, #). Nous utilisons
I’équivalence :

—
M € (d) < det(AM, 1) = 0.
e (d) = (AB). Nous avons
—
M € (d) & det(AM, AB) = 0.

e (d) = (AB) a une équation de la forme y = mx + p, avec

YB — YA
m = ———-
Tp —TA

et p tel que ya = mxa + p.
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9.1.3 Réciproques : reconnaitre une équation de droite
(O} 7, 7) est un repére du plan.

Proposition. Soit k € R. L’ensemble (E) des points M (z, y) tel que x = k

est une droite paralléle a la droite des ordonnées.

Démonstration. Le point A(k, 0) appartient a (E).
Soit M (k, y) un point appartenant a (E). Nous avons

m(o, y),soitm:y'jf

De la caractérisation vectorielle d’une droite, il résulte que M appartient a
la droite passant par A et de vecteur directeur 7.

Ceci prouve que (d) est une droite paralléle a la droite (O.J) des ordonnées.

Proposition. Soient m et p deux réels donnés.
L’ensemble (F') des points M (x, y) tel que y = mx +p est la droite passant
par le point A(0, p) et de vecteur directeur u(1, m).

Démonstration. Soit M (z, y) un point appartenant a (F).
Nous avons M (x, mz + p), donc AM (z, mzx).

Nous en déduisons
s
AM =z -7+ ma-J=x-@+m-]) =z U

Il en résulte que M appartient a la droite passant par A(0, p) et de vecteur
directeur (1, m).
Par conséquent, (F') est la droite de repére (A; ).

(F):y=mx+p
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Remarques. Nous en faisons quatre.

e Sim = 0, 'ensemble des points M(x, y) tel que y = p est une droite
paralléle & la droite (OI) des abscisses.

e L’ensemble des points M (z, y) tel que x = 0 est la droite (OJ) des
ordonnées.

e L’ensemble des points M(zx, y) tel que y = 0 est la droite (OI) des
abscisses.

e L’ensemble des points M(x, y) tel que y = max est la droite passant par

lorigine O du repére et de vecteur directeur (1, m).

9.1.4 Equation générale d’une droite
(O} 7, 7) est un repére du plan.

Proposition. Toute droite du plan a une équation de la forme ax+by+c =0,
avec a # 0oub # 0.

Démonstration. Soit (d) une droite du plan. Par disjonction, nous distin-
guons deux cas.

1°F cas : (d) est paralléle & la droite (OJ) des ordonnées.

Nous savons que dans ce cas la droite (d) a une équation de la forme = = k,
c’est-a-dire de la forme 1z 4+ 0y — k = 0.

En posant a = 1, b = 0 et ¢ = —k, nous en concluons qu’une équation de
(d) est de la forme

axr + by +c=0, avec a # 0oubd # 0.

2¢ cas : (d) n’est pas paralléle a la droite (OJ) des ordonnées.
Dans ce cas nous savons que (d) a une équation de la forme y = mz + p,

soit
mx—y—+p=0.

En posant a = m, b = —1 et ¢ = p, nous en concluons qu’une équation de
(d) est de la forme

ax + by +c=0, avec a # 0oubd # 0.

Proposition (réciproque). L’ensemble (D) des points M(x, y) satisfaisant a
ar + by + ¢ = 0, avec a # Qoub # 0, est une droite de vecteur directeur
(b, —a).
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Démonstration. Soit M (z, y) un point de ’ensemble (D).
Par disjonction nous distinguons & nouveau deux cas.
1°r cas : b=0eta # 0.

Dans ce cas nous avons ax + ¢ = 0, soit

c
r=——.
a

c
En posant k = ——, nous obtenons x = k, ce qui justifie que (D) est une
a
droite paralléle & OJ).
2¢ cas:b#0eta# 0oua=0.

Dans ce cas nous pouvons exprimer y en fonction de x, ce qui donne

a c
=——x— -.
YZ T
a c
En posant m = -3 et p= — nous obtenons que y = mx + p.

Nous en déduisons que (D) est une droite non paralléle & (OJ) de vecteur
a
directeur (1, _E)
En posant @ = b - ¥, nous en concluons que (b, —a) est également un

vecteur directeur de la droite (D).

Remarques. Nous en donnons deux.

e Sia=0etb=0, (D) est 'ensemble des points M(z, y) tels que
Oz + 0y = c.

Nous en déduisons par disjonction deux cas.

1" cas : ¢ = 0.

Dans ce cas (D) est I’ensemble des points du plan.

2¢ cas : ¢ # 0.

Dans ce cas (D) = 0.

e Un vecteur directeur de (D) est aussi —u(—b, a) et plus généralement

tout vecteur colinéaire a i(b, —a).
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Exemple. Une famille de droites passant par un point fixe.
(O; 7, 7) est un repére du plan.
Soit m un réel donné.
A chaque valeur de m nous associons une droite (d,,) dont une équation

est
(2m — 1)z — 5bmy +4m + 3 = 0.

> Nous déterminons pour quelle valeur du paramétre m la droite (d,,) est
paralléle & la droite (OJ) des ordonnées.

Cette droite est paralléle a la droite (O.J) si et seulement si —5m = 0, soit
m = 0.

Par conséquent la droite (dy) d’équation = = 3 est paralléle a (O.J).

> Nous déterminons maintenant pour quelle valeur du paramétre m la
droite (d,,) est paralléle & la droite (OI) des abscisses.

Cette droite est paralléle a la droite (OI) si et seulement si 2m — 1 = 0,
soit m = >

Par conséquent la droite (d 1 ) d’équation y = 2 est paralléle a (OI).

> Nous montrons que toutes les droites (d,,) passent par le point A(3, 2)
d’intersection des droites (dp) et (d%)

En effet, pour tout réel m, nous avons
2m—1)x3—-5mx2+4m+3=6m—3—10m+4m+3 =0,

ce qui prouve que les droites (d,,) passent toutes par le point A(3, 2).

5 .
”
-
dl P
4 L
do =93 4
f”
-
”
3 ’,’ _____
a" ——————
PSR
________ ’¢‘7\ dl 2 'y == 2
______ | 3
—————— 1 J ’¢'
L
-’
i Cunns
-
P
e o
2 -1 oO — 1 2 4 5 6 7
o 1
-
4" =1
r" d_l

424 ' Chapitre 9



9.2 Parallélisme de deux droites

(O; 7, 7) est un repére du plan.

9.2.1 Parallélisme de deux droites non paralléles a la droite
des ordonnées

Proposition. Soient (d) et (d') deuz droites non paralléles a la droite (O.J)

des ordonnées d’équations respectives
(d) :y=mzx+p, (d):y=mz+yp.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) (d)//(d").
(15)m =m'.
Démonstration. Les vecteurs (1, m) et «/(1, m') sont respectivement direc-

teurs des droites (d) et (d').

Procédons par équivalences, nous obtenons successivement
(d)//(d") < (1, m)et 72’(1, m’) colinéaires,
1 1
(d)//(d) < ' ,| =0,
m m

(d)//(d) < m’—m =0,
(d)//(d) & m =m'.

Remarque. Avec les notations de la proposition ci-dessus, nous retiendrons

que les droites (d) et (d’) sont sécantes si et seulement si m # m/.

Exemple. Droites paralléles & une droite donnée.

> Nous déterminons une équation de la droite (d') passant par 'origine O
du repére et paralléle a la droite (d) dont une équation est y = —2x + 1.

La droite (d’), passant par O a une équation de la forme y = mux.

Puisque (d’) est paralléle & (d), nous avons m = —2.

Nous en concluons qu'une équation de (d') est y = —2u.

> Nous déterminons plus généralement une équation de la droite (d4)
passant par le point A(x 4, ya) et paralléle a (d).

Cette droite a une équation de la forme y = —2z + p.

Puisque A € (d4), nous avons p = ya + 2z 4, ce qui établit qu'une équation
de la droite (d4) est

y=—2x+2r4+ya, soit y=—2(x —x4)+ya.
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9.2.2 Parallélisme de deux droites quelconques

Proposition. Soient (d) et (d') deuz droites quelconques d’équations respec-
tives

(d) : ax+by+c=0, avec a # 0oub # 0.
(d) :dz+by+d =0, avec a’ #0oub’ # 0.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) (d)//(d).
(i1) abl — a’b = 0.

Démonstration. Les vecteurs @(b, —a) et u/ (b, —a’) sont respectivement non
nuls et directeurs des droites (d) et (d').

Procédons par équivalences, nous obtenons successivement :
(d)//(d") < (b, —a)et TI'(b/, —a') colinéaires,

b/

@i/’

(@)//(d') & —d'b—(—ab') =0,
d)//(d) < ab — a'b = 0.

=0

7

Remarques. Nous en proposons deux.

e En remarquant que ab’' — a’b = , nous obtenons

a v
@y« ol <o

e Par suite, les droites (d) et (d') sont sécantes si et seulement si

a b
a b’#o‘

Exemple. Nous considérons les droites (d) et (d') d’équations respectives

(d) : y=av3+1,
(d) : 2v6 —yv/2 —10 = 0.

Une équation non réduite de la droite (d) est zv/3 —y + 1 = 0.
Nous en déduisons

V3 -1

o 3 = —V3x V2 - (=V6) =0,

426 = Chapitre 9



ce qui prouve que ces deux droites sont paralléles.

De plus une équation réduite de (d') est
Y= V3 — 5v/2.

Ces deux droites sont donc strictement paralléles.

9.3 Droites orthogonales

(O} 7, 7) est un repére orthonormal du plan.

9.3.1 Orthogonalité de deux droites non paralléles & la droite
des ordonnées

Proposition. Soient (d) et (d') deux droites, non paralléles a la droite (OJ)

des ordonnées, d’équations réduites respectives

(d) : y=mz+p.
(d):y=mz+p.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

() (d) L(d).

(1) mm' = —1.

Démonstration. Les vecteurs @(1, m) et w/(1, m') sont respectivement direc-
teurs des droites (d) et (d').

Nous obtenons successivement :

(d)L(d') < @(1, m)etu/(1, m') orthogonaux,
(d)L(d) < @-u =0,
(d)L(d") 1+ m'm =0,
(d)L(d") & mm' = —1.

Exemple. Nous déterminons une équation de la droite (§) passant par

)
A(—1, 2) et orthogonale a la droite (d) dont une équation est : y = —2x + 7

La droite (§) a une équation de la forme y = mx + p.

Puisque (§)L(d), nous avons

1
(=2) x m = —1, soit, m = 3
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1
Il en résulte que y = §$ + p.

1
De plus A(—1, 2) appartient a (§) donc y4 = x4 + p, ce qui donne

2
1 1 )
P=ya = 5Ta 5 x (=) =5
Nous en concluons que (4) a pour équation
1.5
Y=oty

v

9.3.2 Orthogonalité de deux droites quelconques

Proposition. Soient (d) et (d') deuz droites quelconques d’équations respec-

tives

(d) : ax+by+c=0, avec a # 0oub # 0.
(d) :dz+by+d =0, avec a’ #0oub’ # 0.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) (d) L(d').
(ii) aa’ 4 bb' = 0.

Démonstration. Les vecteurs @(b, —a) et o/ (b, —a’) sont respectivement non
nuls et directeurs des droites (d) et (d').
Nous obtenons successivement

—

(d)L(d') < d(b, —a)et u’(b’,_’—a’)
(d)L(d) e d-u =0,
(d)L(d') < bb' + (—a)(—d') =0,
(d)L(d") < ad' + bb' = 0.

orthogonaux,
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9.4 Systémes linéaires

9.4.1 L’ensemble R x R

Définition. L’ensemble R xR, noté aussi R?, est ’ensemble des couples (x, y)

tels que x € R et y € R.

Définition (égalité dans R? ). Soient (a, b) et (a’, b') deuxs éléments de R x R.

Nous disposons de la définition suivante :
(a,b) = (d, V)= a=detb=1".

Remarques. De cette définition nous déduisons
o (a,b)#£ (d, V)= a#doub#0.
o (a,0)=(0,0) <= a=0etb=0.
e (a,b) #(0,0) < a#00oub#0.

9.4.2 Systéme linéaires de deux équations a deux inconnues

Il s’agit de résoudre dans R x R le systéme noté (F)

axr+ by =c
dr+by=c
Géométriquement nous considérons deux droites (d) et (d') dont les équa-

tions sont respectivement

(d) : ax + by = ¢, avec (a, b) # (0, 0).
(d) : dz+by=<, avec (d, V) # (0, 0).

Résoudre le systéme (E) équivaut a étudier (d) N (d').

Si (d) N (d') # 0, alors un couple (x, y) solution de (E) correspond & un
point M (z, y) appartenant a (d) N (d').

Si (d) N (d') =0, alors les droites (d) et (d') sont strictement paralléles, ce
qui induit pour le systéme (E) un ensemble vide de solutions.

Si (d) = (d'), alors le systéme (F) admet une infinité de solutions.
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9.4.3 Résolution du systéme (F)

Proposition (existence d’une solution unique). Le systéme

by =
(B) { T avec (a,b) # (0, 0) et (', V) £ (0, 0),
de+by=-¢
. . . : b
admet un unique couple solution si et seulement si | y £ 0.
a

Démonstration. Soient (a, b) # (0, 0) et (d/, b') # (0, 0).
Les droites (d) : ax + by = c et (d') : a’z + by = ¢ sont sécantes si et

seulement si

a b

a b

70,

ce qui justifie 'existence et 'unicité d’un unique couple (z, y) solution de (E).
C’est I'unique point M (z, y) commun a (d) et (d').

a
Définition. Le déterminant D = est le déterminant du systeme (E).

CL/

Exemple. Nous résolvons dans R x R, par différentes méthodes, le systéme

r+3y=9
(E)
20 —y =1

Nous avons

D

Il en résulte que le systéme (E) admet un unique couple solution.
> Méthode 1 : par substitution.

12
32z —-1)=9 Tr =12 T=—

(E) v+3(22 —1) = YN s
y=2x—1 y=2z—1 y=—

7

Nous en concluons que

Nous controlons graphiquement.
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> Méthode 2 : par combinaisons linéaires.

3y=9
(E)@{x—ky
20—y =1

X2
x(=1)

x 1
X3

Aprés multiplication des deux membres de chacune des deux équations
par les coefficients ci-dessus, puis en additionnant membres & membres, nous

obtenons

- 12
Tx =12 ==
(E)@{f & e
Yy = —

7

17
)}

12
Nous en concluons que Sig) = {(7,

> Méthode 3 : pivot de Gauss®

(E)(:){ z+3y=9 Ly

)

2$—y:1 L2<—L2—2L1

3y=29
By TV
—Ty=—17

x:9—3><1—7
V=7
L2

(E) & .
V=7

12 1
Nous en concluons que S(g) = {(7, 77)}

1. Mathématicien et physicien allemand : 1777-1855
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Proposition (déterminant nul). Si D = 0, alors le systéme

(E) { “f*by, — avee (a, b) # (0, 0) et (d, ¥) # (0, 0),
ar+by=c

n’a pas de solution ou admet une infinité de solutions.

Démonstration. Si D = 0, alors les droites (d) et (d') dont les équations
sont respectivement ax + by = c et d'x + V'y = ¢, avec (a, b) # (0, 0) et
(', b') # (0, 0), sont paralléles.

Deux cas sont a envisager.

1°r cas : (d)N(d') = 0.

Dans ce cas (E/) n’a pas de solution et ainsi S(py = 0.

2¢ cas : (d) = (d).

Le systéme (F) admet une infinité de solutions puisque, dans ce cas, les
deux équations de (FE) sont équivalentes puisqu’elles représentent la méme
droite.

Ainsi nous obtenons que S(g) = {(z,y) € R x R/ax + by = c}.

Exemple. Un systéme avec un paramétre.

Soit m un réel donné. Selon les valeurs de m, nous résolvons le systéme

rT—2y=m

By v2, - L

2

V2

Nous avons

=0.

|

1 -2

Ce systéme admet donc une infinité de solution ou aucune solution. Pour

2
le déterminer, nous multiplions la seconde équation par —. Nous obtenons

V2
r—2y=m
(E)@{ r—oy=1

1°r cas : m # 1.
Dans ce cas, nous en concluons que S(g) = 0.
2¢ cas: m = 1.

Dans ce cas, nous avons :
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(B)=ex—2y=1.
Nous obtenons
S(E) ={(z,y) e RxR/z -2y =1}.

En fixant par exemple le réel y, nous résolvons cette équation a deux in-

connues. Nous en concluons

Sy ={@2y+1,y) e RxR/yeR}.

9.4.4 Formules de résolution dans le cas D # 0

Proposition (formules de Cramer?). Si D # 0, alors le systéme
by =
(B) { T avec (a,b) # (0, 0) et (', V) £ (0, 0),
de+by=¢
admet un unique couple solution (x, y) tel que

_Ds _ Dy
T = Dety— D

c b

d v

a c

a

avec D, = et D, =

Démonstration. Nous procédons par combinaisons linéaires.

(B) < ar +by =c x b x (—a)
adr+by="< x (=b) X a

() @{ (al —a'b)x =cb — b '

(abl —d'b)y =ad —d'c

Puisque D = ab’ — a’b # 0, nous obtenons
cb — b
="
B)ey @ de -
Y= av —ab

Avec les données de 1’énoncé, nous en concluons

YD
(F) < .
D,
=D
Exemple. Nous résolvons dans R? le systéme
3y =3
By T V3y .
20 +2y =1

2. Mathématicien suisse : 1704-1752

Droite et géométrie analytique

433



1 V3
2 V2

=2 —2/3.

Puisque D # 0, ce systéme admet pour solution un unique couple (z, y)

1 3
21

V2 —2/3

tel que

3 V3
1 V2

r=-————=¢ety=

V2 -2V3

ce qui donne

g 3v2—v3 -5
W \v2-2v3 V2 -2v3) [

ce qui donne par conjugaison

(7 -9))

Algorithme. Pour résoudre par la méthode de Cramer le systéme

a1x + by = c1
asx + boy = co 7

nous proposons une fonction Python

def cramer(ay, b1, c1, az, b, c2)

def cramer(a,b,c,d,e,f):
if axe-bxd==0:
return ["vide_ou_infinite_de_solutions"|
else
x=(cxe—bxf)/(axe—bxd)
y=(axf—cxd)/(axe—bxd)

return [x,y|

Remarque. Selon les coefficients choisis, la solution peut étre exacte ou ap-

prochée.
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9.4.5 Systémes homogénes

Proposition. Si D # 0, alors le systéme
ar +by =0
(1) { e (o, B) £ (0.0) et &', ) # (0.0),
admet pour unique solution le couple (0, 0).

Démonstration. Le couple (0, 0) est une solution évidente du systéme (H).

Puisque D # 0, le couple (0, 0) est I'unique solution de ce systéme.

Remarque. Géométriquement, les droites (d) : ax + by = 0, avec
(a, b) #(0,0) et (d') : dx+Vy =0, avec (a/, b') # (0, 0) sont distinctes et
sécantes en O(0, 0).

Exemple. Un systéme homogéne avec un parameétre.
Selon les valeurs du paramétre m qui est un réel donné, nous résolvons le
systéme
mx+y=20
(£) { :
z+my=20
Nous avons

1

1 m

Nous procédons par disjonction selon trois cas.
1°f cas : D # 0, soit m # —letm # 1.
Dans ce cas, puisque ce systéme est homogéne et D # 0, nous obtenons

S ={(0,0)}.

2¢ cas:m= —1.

Dans ce second cas, nous avons
(B)er—y=0sc=y.
Nous en concluons
S ={(z,x)/x € R}.

Géométriquement, lorsque m = —1, nous observons que l’ensemble des
solutions est la droite d’équation y = x, c’est-a-dire la premiére bissectrice du

repére choisi.
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3¢ cas:m=1.

Dans ce troisiéme cas nous obtenons
(E)er+y=0&y=—x.
Nous en concluons
S ={(z,—x)/z € R}.

Géométriquement, lorsque m = 1, nous observons que 'ensemble des so-
lutions est la droite d’équation y = —zx, c’est-a-dire la seconde bissectrice du

repére choisi.

9.5 Représentations paramétriques d’une droite

(O} 7, 7) est un repére du plan.

Proposition. Soit (d) une droite de repére (A; @) avec A(xa, ya), t(a, b) et
a#0 oub#0.
Pour tout point M (z, y) les deuzx propositions suivantes sont équivalentes :
(1) M € (d).
r=2x4+ta

(17) 3t € R,
Yy =1ya+1tb

Démonstration. Nous procédons directement par équivalences. Il vient

(i) 3teR, AM =t
(i) =3t eR, OM = OA+t-,
(z’)@ateR,{

r=x4+ta

y=1ya+1tb ’

=x4 +ta

x

, avec t € R est une représentation
y=ya+tb
).

Définition. Le systéme {
paramétrique de la droite (d

Remarques. Nous en faisons trois.

e Une droite admet une infinité de représentations paramétriques car elle
a une infinité de repéres du type (A; ).

e Sit € [0, 1], nous obtenons une représentation paramétrique d’un seg-
ment.

e Sit € [0, +o0o[, on obtient une représentation paramétrique d’une demi

-droite.
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Exemple. > Nous déterminons une représentation paramétrique de la droite
(AB), avec A(1, —1) et B(0, 1).
La droite (AB) a pour repére le couple (4; 1@(—1, 2)).

Une représentation paramétrique de cette droite est

21
> Les points C'(2, —3) et D(g, g) appartiennent-ils a la droite (AB) ?

* Pour répondre a cette question pour le point C, nous résolvons le systéme

2=1-t
et=—1,
—3=—1+2t

ce qui prouve que le point C' € (AB). Il est placé sur cette droite par la valeur

—1 du parameétre.

* De méme, pour le point D, le systéme

g t==
13 PN S
— 142 t=2
3 + 3

Ce systéme n’a pas de solution donc D ¢ (AB).

9.6 Régionnement du plan

Le principe

Soit (d) une droite dont une équation est ax + by + ¢ = 0, avec a # 0 ou
b # 0.

Tout point M (z, y) qui n’appartient pas a la droite (d) est tel que

axr +by+c<0ouax+by+c>0.

Comment résoudre une inéquation de ce type?

Désignons par (P;) I'ensemble des points M (z, y) tels que ax + by +c < 0
et par (P2) 'ensemble des points M (x, y) tels que ax + by +c¢ >0 .

Ces deux sous-ensembles du plan sont des demi-plans (ouverts) de frontiére
la droite (d) . Ils définissent un régionnement du plan.

En pratique :
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e si ¢ # 0, pour chacun de ces deux demi-plans, il suffit de tester 'appar-
tenance de l'origine O du repére a 'un des deux.

e si ¢ = 0, nous testons 'appartenance d’un autre point & I'un des deux
demi-plans.

Exemple. > Nous représentons I'ensemble (E) des points M (x, y) tel que :
r+y <l

Considérons la droite (d) : z +y = 1.

Puisque O(0, 0) € (E), ensemble (E) est le demi-plan de frontiére (d)
contenant I'origine O du repére.

> Nous représentons 'ensemble (F') des points M (z, y) tel que : y < 2z.

Considérons la droite (§) : y = 2z.

Puisque I(1, 0) € (F), 'ensemble (F') est le demi-plan de frontiére (J)
contenant le point 1.
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> Nous résolvons a présent le systéme

r+y<l1
y < 2%
L’ensemble de ses solutions est (E) N (F') qui est la partie du plan hachurée

sur la figure ci-apres.
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9.7 Exercices corrigés

Sauf mention contraire, le plan est rapporté a un repére Rp = (0; 7, J)
orthonormal.
Exercice 1. Parallélogramme

Deux cotés d’un parallélogramme ont pour équations respectives
y=2zx—letx+y—3=0.

L’un des sommets est le point A(2,—3).
1. Déterminer les équations des deux autres cotés.
2. Déterminer les coordonnées du centre €} de ce parallélogramme.

Solution

1.
> Avec les notations de la figure, une équation de la droite (AB) paralléle

a (DC) d’équation y = 2x — 1 est de la forme
y =2x+p.
Sachant que A € (AB), nous avons
P=ya—2xp=—T.
Nous en concluons que la droite (AB) a pour équation
y=2x-"T.

> La droite (BC) a pour équation réduite y = —x + 3.
Une équation de la droite (AD) paralléle a (BC) est de la forme

y=—x+p.
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Puisque que A € (AD), nous avons
p=ya+tza=—L
Nous en concluons que la droite (AD) a pour équation
y=—x—1.

2. Pour déterminer les coordonnées (x, y) du sommet C, nous résolvons le

y=2zr-1 3r =4 T =
= -
r+y=3 y=2zx—1 y =

4
Nous obtenons ainsi C' (g, §) Posons Q(z, y), nous avons

systéme

[SSR NG, JUN N

1,4 5 1,5 2

2
3 73
Exercice 2. Famille de droites

Nous en concluons que €

Soit m un réel donné. A chaque valeur de m on associe une droite (d,)

dont une équation est
(2m — 1)z —b5my +4m+3 =0.

De plus on donne la droite (d) d’équation 3z + 2y = 6.

Pour quelle valeur du réel m, la droite (d,,) est-elle

> paralléle a (d) ?

> orthogonale a (d) ?

Solution

>> Un vecteur directeur de la droite (d,) est @y, (5m,2m — 1).
Un vecteur directeur de la droite (d) est @(2, —3).

Les droites (d,,) et (d) sont paralléles si et seulement si

5m
2m—1 -3

2
:O@—19m+2:()<:)mzﬁ.

>> Les droites (dy,) et (d) sont orthogonales si et seulement si

ﬁm-ﬁ:O@lOm—S@m—l):0<:>m:—%
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Exercice 3. Droites concourantes

Quelle valeur faut-il donner au réel m pour que les droites (d) et (dy,)
d’équations respectives y = 2x+5 et y = mx — 3 se rencontrent sur la premiére
bissectrice (0) du repére ?

Solution

Nous observons tout d’abord que les droites(d) et (§) sont sécantes. Dé-

terminons les coordonnées du point A d’intersection de ces deux droites, en

résolvant le systéme

y=2xr+5 r=2xr+5 r=->
= = .
y=ux y=ux y=-95

Nous en concluons que ces trois droites sont concourantes en A(—5, —5) si

et seulement si

2
—5:—5m—3<:>m:g.

Controéle graphique.

>0
- 4
—
=3
g

L Ox|SSU &
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Exercice 4. Droites orthogonales

Soit m un réel donné. On donne les droites (d) et (d') d’équations respectives
(d)
(d)

mx+y—1=0.
(m+2)z+y+3=0.

Solution

Pour quelle valeur du paramétre m, ces deux droites sont-elles orthogo-
nales ¢ Déterminer, dans ce cas, les coordonnées de leur point d’intersection.

> En appliquant la proposition 9.3.2, nous obtenons

(d)L(d) < mm+2)+1=0& (m+1)2=0.

Par suite ces deux droites sont orthogonales si et seulement si m = —1

> Pour déterminer les coordonnées (z, y) du point H commun aux droites
(d) et (d’), nous sommes amenés a résoudre le systéme

— =1 =y—1
Tty o r=y
r+y=-3

T = -2
- .
2y = -2 y=—1
Nous en concluons que H(—2, —1).

Controle graphique.

=P 4

i
angle

Exercice 5. Lieux du centre de gravité et de ’orthocentre d’un tri-

Dans le repére Ro orthonormal, on donne les points A(—2, 0) et B(2, 0).
Pourt € R, on considére un point C(t, 3) décrivant la droite (d) d’équation
y=3.

1. Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC' en
fonction du réel t.
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2. En déduire l’ensemble décrit par G lorsque C décrit la droite (d).

3. Déterminer les coordonnées de l’orthocentre H du triangle ABC' en fonc-
tion du réel t.

4. Quel est ’ensemble décrit par H lorsque C' décrit la droite (d) ?

Solution

1.

Soit M (x, y) un point de la médiane (OC).
P ? L C N
Les vecteurs OM (z,y) et OC(t, 3) sont colinéaires, ce qui équivaut a

A

y 3

=0.

Nous en déduisons qu’'une équation de la droite (OC') est

3z —ty = 0.

24+t 3
Soient E(%7 5) le milieu du segment [BC| et M (x, y) un point de la

médiane (AFE).
Ry 6+t 3
Les vecteurs AM (z + 2,y) et AE (%, 5) sont colinéaires.
Une équation de la droite (AE) est donc

6+t
ac—|—2i

3 [=0,
Y 2
ce qui donne 3(z +2) —y(6 +¢) = 0.
Nous en concluons que la droite (AE) a pour équation 3z — (6 +t)y = —6.
Pour déterminer les coordonnées du centre de gravité G(z,y) du triangle

ABC, nous résolvons le systéme
Jr—ty =20
3z —(t+6)y=—6
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Nous avons

30—t
3 —(t+6)

D = = —18.

Ce systéme admet donc un unique couple solution (z,y) que nous pouvons

déterminer en fonction de t par les formules de Cramer. Nous obtenons

0 —t
6 —(t+6)

1
18

3 0
3 —6

"
— Loty = —1.
3y

Nous en concluons que, G( 3’ 1).

t
2. Posons m = 3 Nous en déduisons que G(m, 1).
Par conséquent quand le réel ¢ décrit R, il en est de méme du réel m et

ainsi 'ensemble décrit par G(m, 1) est la droite d’équation y = 1.

3. Dans le triangle ABC, la hauteur issue du sommet C' est orthogonale a la
droite (AB) = (OI). Une équation de cette hauteur est donc x = t.

Soit M(z, y) un point de la hauteur issue du sommet B. Les vecteurs

=
BM(x—2,y) et xﬁ(t + 2, 3) sont orthogonaux, ce qui équivaut a

(t+2)(x—2)+ 3y =0.
Nous en déduisons qu’une équation de cette hauteur est
(t+2)x+3y —2(t+2)=0.
Pour déterminer les coordonnées de l'orthocentre H(x,y) du triangle ABC,
nous résolvons le systéme
=1
(t+2)x+3y—2(t+2)=0

Droite et géométrie analytique
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Nous en déduisons
tt+2)+3y —2(t+2) =0,

ce qui permet d’exprimer y en fonction de ¢ par

1 2
= Z(—t2 4+ 4).
y 3( +4)

Nous en concluons que

1
H(t, g(_t2 +4).

4. En fonction du réel ¢, les coordonnées (z,y) du point H satisfont a

=1
ey
Y73
Il en résulte que, indépendamment du réel ¢, nous obtenons I’équation
1
Yy = g(—$2 +4).

Nous avons prouvé que lorsque C' décrit la droite (d), 'ensemble décrit par

1
I'orthocentre H du triangle ABC est la parabole d’équation y = g(—xQ +4).

\4 c ()
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Exercice 6. Projection orthogonale et distance d’un point & une
droite

On rappelle que repére Ro est orthonormal.

On considere une droite (d) d’équation : x — 2y +2 = 0.

1. Soit M (z, y) un point quelconque du plan n’appartenant pas a la droite
(d).
On désigne par M'(2', y') l'image du point M par la projection orthogonale
sur la droite (d).

Calculer 2" et y' en fonction de x et y.

2. Soit A(«, B) un point qui n’appartient pas a la droite (d).

La distance du point A a cette droite est la distance AH ou H est le projeté
orthogonal de A sur (d).

Calculer AH en fonction de v et (3 .

3. En reprenant les questions 1. et 2. dans le cas général ot la droite (d) a

pour équation ax + by + ¢ =0, avec a # 0oub # 0, montrer que

laa 4+ b3 + |

AH =
‘/(12—|—b2

Solution
1. Le vecteur @(2,1) est directeur de la droite (d).
M'(2', ') est le projeté orthogonal de M (x, y) sur (d) si et seulement si

—
M' e (d)et MM' L4,
ce qui est équivalent au systéme d’inconnue le couple (2/, 3/)
-2y = -2 - -2y = -2
20 —2) + (v —y) = 2 +y =24y

Nous avons

Ce systéme admet donc un unique couple solution (', y') tel que

-2 =2
2 +y 1

1 =2
2 224y

, 1

et'—1
Y75

5

Nous en déduisons 2’ et ¢’ en fonction de x et y, c’est-a-dire la définition

analytique de la projection orthogonale sur la droite (d).
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Pour A(«, (3), nous obtenons

H(g(da+25-2), 20+ +4)).

I1 vient

AH? = (Z(4a + 28 - 2) —04)2—1—(%(204—1-54-4) —B)2,

[(—a+28—-2)"+ (2a — 48 +4)*],

[~ &= e

=55 (@ —28+2)% +4(a—28+2)%],
(

[ )

a— 28+ 2)%

Nous en déduisons

AH = \}5\/(@ — 28+ 2)2.

En se souvenant de la définition de la fonction valeur absolue, nous en
concluons que la distance du point A a la droite (d) est
Lia—28+2
—|a — .
5

V5

3. Le vecteur u(—b, a) est directeur de la droite (d) : ax + by + ¢ = 0, avec
a # 0oub # 0.
M' (2, y') est le projeté orthogonal de M (z, y) sur (d) si et seulement si :

AH =
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_ R
M’ e (d)et MM' L4,
ce qui équivaut au systéme d’inconnue le couple (2, ')

ar’ + by = —c - ar’ +by = —c
(=b)(z' —z)+aly —y)=0 —ba' +ay = —bxr+ay

Nous avons

b
U2
—b «a

D=

Ce systéme admet donc un unique couple solution (z/, y') tel que

ety = !
Y= 21,

a —C

—b —bx+ay

, 1 —c

v :a2+b2

—br+ay a

Nous en déduisons, dans le cas général, la définition analytique de la pro-

jection orthogonale sur la droite (d).
1

x = m(be — aby — ac)
1
y = m(—abx + a%y — bc)
Pour A(a, /), nous avons
1 1
" <a2—|—b2(b2a —abf — ac), m(—aba +a’8 — bc)).
Nous obtenons
AH? = o [b2a —abf — ac) —04]2 + _ [—aba+a25 ~be) — ,8]2
a? + b? (a2 + b2 ;
1 2
= @22 [b2a —abf — ac — afa® + bQ)] +
1 2
@+ 07 [—aba + a?B —be — B(a® + bz)] ,
1
— m [(—abﬁ —ac — aa2)2 + (—aba — be — ﬁbQ)Z} ,
a? 9 b2 )
= 5oy c+ aa ———(aa+c ,
(a2 + b2)2 (b8 +c+ aa)” + (a2+b2)2( + ¢+ pb)
_ (sa+ b+
a? + b2

Nous en concluons, que la distance du point A(«, ) a la droite (d) dont

une équation est ax + by +c = 0, avec (a, b) # (0, 0) est donnée par la formule

générale :
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laa 4+ b3 + |
Vaz +b2

Remarque. Cette égalité sera & nouveau démontrée en classe de Premieére,

AH =

avec moins de calculs, en utilisant une connaissance plus approfondie du pro-

duit scalaire.

Exercice 7. Famille de droites passant par un point donné
A tout réel m est associé une droite (d,,) dont une équation dans le repére
Ro est

2max + (m+ 1)y +3m —1=0.

1. Montrer que toutes les droites (d,,) passent par un point fixe A dont on
précisera les coordonnées.

2. Réciproquement, trouver les droites (dy,) passant par un point donné
B(a, b).

Solution

1. Nous pouvons utiliser la méthode développée dans I'exemple du para-
graphe 1.4 de ce cours. Cependant nous proposons ici une autre méthode pour
déterminer un point fixe d’une famille de droites et plus généralement d’une
famille de courbes comme par exemple une famille de paraboles ou de cercles.

On suppose qu'il existe un point A(z 4, ya) tel que
Vm e R, A € (dp).
Nous en déduisons que, quel que soit le réel m, nous avons
2mz A+ (m+ 1)ya +3m —1=0.

Nous organisons cette égalité affinement en fonction de m.

Nous obtenons
VmeR,(2z4+ya+3)m+ya—1=0.
En particulier, pour m = —1, puis pour m = 0, nous obtenons le systéme
—2x4—4=0 TpA=—2
= .
ya—1=0 ya=1

Par conséquent, nous avons nécessairement A(—2, 1).

Réciproquement, nous vérifions que :
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Ym e R, A(=2, 1) € (dp)-

2. Une droite (d,,) passe par un point B(a, b) si et seulement si, il existe
un réel m tel que : 2ma + (m+1)b+3m — 1 = 0.

Cela équivaut a
2a+b+3m+b—1=0< (2a+b+3)m=1-b.
1°* cas : 2a+b+ 3 # 0.

1-0

20 +b+3
Par conséquent une seule droite (d,,,) passe par B(a, b). C’est la droite

(d - )
2a+b+3
2¢cas:2a+b+3=0.

1¢* sous-cas : 1 —b=0.

Nous obtenons dans ce cas une unique solution m =

Dans ce sous-cas, tout réel m est solution de I’équation (2a+b+3)m = 1—b.
Par conséquent quel que soit le réel m, les droites (d,,) passent par un point

fixe dont les coordonnées (a, b) sont solution du systéme

2a+b=-3 a= -2
= .

On retrouve ainsi le point fixe A(—2, 1) de la question précédente.
2¢ sous-cas : 1 — b # 0.

Dans ce sous-cas I’équation (2a + b+ 3)m = 1 — b n’a pas de solution.

Par conséquent si 2a +b+4+ 3 = 0 et b # 1, alors aucune droite de la famille
(d) ne passe par B(a, b).

Exercice 8. Hyperbole et point fixe

Soient (H) l’hyperbole d’équation y = 1 et (d) la droite d’équation x = m,
ot m est un réel non nul et distinct de 1.

Nous considérons le point A(1, 1), le point M d’intersection de (H) et de
(d) et My le symétrique de A par rapport a la droite (d).

Montrer que la droite (M M) passe par un point fize lorsque M décrit (H)
privée du point A.

Solution

Dans le repére R orthonormal, nous avons M (m, %)

Le point M (x1, y1) symétrique de A(1, 1) par rapport a la droite (d) est
tel que

1+x
2

=mety =1.
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Nous en déduisons que M;(2m — 1, 1).

Déterminons une équation de la droite (M My).
Soit N(z, y) un point de (M M;).

1 — 1
Les vecteurs MN (x—m,y——) et MM;(m—1,1— —) sont colinéaires.
m m

H —
Nous observons que MMy # 0 car m # 1.
Une équation de (M M) est

r—m m-—1
1 =0e@—mi-2)—@y-Sym=-1)=0.
Vom T " "

En multipliant les deux membres de ’équation par m # 0, puis en divisant
les deux membres de I’équation obtenue par m — 1 # 0, nous en concluons

qu'une équation de la droite (M M) est
x—my—(m—1)=0.

Cette droite passe par un point fixe B(a, b) si et seulement si, quel que soit
m € R* — {1},

a—mb—(m—1)=0.
En particulier, pour m = —1, puis m = 2, nous obtenons le systéme
a+b=-2 a=-—1
= .
a—2b=1 b= -1
Nous en concluons que la droite (M M) passe par le point fixe B(—1, —1)
lorsque M décrit I'hyperbole (H) privée du point A.
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Exercice 9. Un systéme avec un paramétre
Soit m un réel donné. Selon les valeurs de m, discuter puis résoudre le

systeme (E) suivant :

mx 42y =m
20 +my =m '

En déduire les positions relatives des droites (dp,) et (d),) d’équations res-
pectives
mx + 2y —m = 0et 22 + my —m = 0.

Solution

Calculons le déterminant de ce systéme.

1t cas : D # 0, soit m # —2etm # 2.
Dans ce cas le systéme est de Cramer. Il admet un unique couple solution

(z, y) tel que

1 m 2 m? —2m m
xTr = = = .
m2 4 m m m2—4 m+2
et
1 m m| m*-2m _ m
VU2 —dl2 | mEo4 T m+2
Nous en concluons
m m
S :{7,7 eR—{-2,2 }
® =\ mya)/™ {-2,2}
2¢ cas : D =0, soit m = —2oum = 2.
e Sim = —2, nous avons
—2x+2y= -2 —y=1
4 =4 Ty .
20 — 2y = -2 r—y=—1
Nous en concluons que si m = —2, alors S(g) = 0.

e Sim = 2, nous avons

2+ 2y =2
{ T2y Sr+y=1

20 + 2y =2
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Par conséquent, si m = 2, nous obtenons
Sipy = {(z,y) ERxR/x+y=1}={(x, 1 —z)/z € R}.

Nous en déduisons les positions relatives des droites (dy,) et (d],) qui sont

résumées dans le tableau suivant :

- , ) omooom
m# —2etm # 2 | (dy) et (d],) sont sécantes en A(m T m T 2)
m— —9 (d-2)N(d_5) =0

Exercice 10. Un exercice d’arithmétique

Montrer qu’il existe un unique entier naturel N qui soit un multiple de 10
d’une puissance de 10 et le quintuple d’une puissance de 20.

Solution

Nous cherchons s’il existe deux entiers naturels x et y tels que
10 x 10 = 5 x 20Y.

Une solution évidente est z =y = 1.
Montrons que le couple (1,1) est la seule solution de I’équation proposée.

Si 10 x 10* = 5 x 20Y, alors nous avons
2x5x(2x5)%=5x (22 x 5)Y.
Nous en déduisons
27 x 57l = 22y x putl,

En divisant les deux membres de cette derniére équation par 22 x 5Y1 £ 0,

nous obtenons

2r—2y+l o BTy — 1

Puisque les exposants x — 2y + 1 et © — y sont de entiers, nous résolvons le

<~ .
z—y=0 y=1

systéme
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Par conséquent, pour que (z,y) soit une solution, il faut que z =y = 1.

Cette condition est suffisante car = y = 1 implique 10 x 10" =5 x 20%.

Ainsi nous obtenons que 10 x 10% =5 x 20¥ si et seulement si x =y = 1.

Nous en concluons que seul U'entier N = 100 convient.

Exercice 11. Systéme non linéaire : vitesse en montée et en des-
cente

Un cycliste effectue le trajet ASB aller et retour, en partant de A, en 5h

avec 40mn de plus pour le retour que pour l’aller.

Déterminer sa vitesse en montée et en descente en supposant que chacune des
deux est constante.

Solution

Soient vy la vitesse du cycliste en montée et vy sa vitesse en descente. La
durée du trajet aller et retour est de 5h.

Il en résulte

20 30 30 20
— =+ —+==

d.
U1 v2 U1 V2

Le cycliste met 40mn de plus au retour, ce qui donne

20 30 30 20 2
===

V1 (%) V1 V2 3

Nous en déduisons le systéme

50 50

—+—=95

V1 V2

0_10_2

(% V2 - 3
10 0 .

Posons x = — et y = —, nous obtenons le systéme :

V1 V2
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Ainsi nous avons

10 5
v 6
10 1
U2_6

Nous en concluons que v; = 12km.h~" et vy = 60 km.h~ 1.

Exercice 12. Systéme de trois équations a trois inconnues

Résoudre dans R3 le systéme

2r+y+z=1
r+2y+z2=2 .
r+y+2z2=4

Solution

Méthode 1. Par substitution

Il s’agit d’exprimer une des inconnues en fonction des deux autres en choi-
sissant une des trois équations. Par substitution dans les deux autres équations,
nous sommes ramenés a la résolution d’un systéme linéaire & deux inconnues.

Dans cet exercice, nous pouvons choisir la premiére équation et exprimer
z en fonction de x et y, ce qui donne z =1 — 2z — y.

Ainsi nous résolvons le systéme

3
+2 1-2x—y=2 —y=-1 T =7
x Y+ r—y - r—y - 14.
r+y+2(1—-2x—y)=4 3r+y=-2 y=-
4
Nous en déduisons
3 1 9
=1-2(——)—-=-.
‘ C¥-171
L ) 3 1 9 . .
Réciproquement, les réels © = V=1 et z = 1 vérifient les trois

équations du systéme.

Nous en concluons :
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Méthode 2. Par la méthode du pivot de Gauss

Nous numérotons les trois lignes du systéme proposé.

2r4+y+z=11L
r+2y+z2=2 Ly .
r+y+2z=41Lj

Nous choisissons par exemple L; comme ligne pivot. Ensuite par combinai-
sons linéaires des lignes restantes, nous réduisons & deux inconnues puis a une
inconnue.

Nous obtenons dans une premiére étape

24y+z=1 I
—3y—z:—3 L2<—L1—2L2.
—y—3Z:—7 L3%L1—2L3

Dans une seconde et derniére étape, il vient

2+y+z=1 L
—3y—z=-3 Lo
8z =18 L3%L2—3L3

Cela donne

o 1.3
i=py=getr=—_.

319
Comme ci-dessus, nous vérifions réciproquement que le triplet (_Z’ T Z>

est solution du systéme proposé.

Exercice 13. Systéme de trois équations a trois inconnues

Résoudre dans R? le systéme

r—y—2z=1
20 + 2y +z2=—-1 .
—Jr—y+z=1

Solution
Nous procédons par substitution avec z = 3x+y+ 1, déduit de la troisiéme

équation. Nous obtenons :
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r—y—2Bzx+y+1)=1 - S5+ 3y =-3
20 +2y+3r+y+1=-1 Sr 43y =—2

Ainsi ce systéme n’a pas de solution, soit S = ().

Exercice 14. Systéme de deux équations a trois inconnues

1. Résoudre dans R? le systéme

20 — 3y =2
y+3z=17
2. Déterminer les solutions entiéres de ce systéme, c’est-a-dire les triplets
de nombres entiers relatifs qui sont solutions de ce dernier.
Solution

1. Pour résoudre ce systéme de deux équations & trois inconnues, nous fixons

une des inconnues, par exemple z € R. Nous obtenons

20 — 3y =2 2 —3(17—32) =2 x:5359z
y=17-3z & y=17-3z <N y=17—-32
zeR z€R zeR

Nous en déduisons que lorsque z décrit R, ce systéme admet une infinité

de triplets solutions, ce qui permet de conclure par

S = {(53;92, 17 -3z, 2)/z € R}.

2. Pour déterminer les solutions entiéres de ce systéme, nous supposons que
z €.
Il en résulte immédiatement que dans ce cas y = 17 — 3z € Z.

En ce qui concerne la solution =, nous observons

- 24+1-1 1
x:5329z:5 + 20Z+Z:26—5z+2+.

Par conséquent, nous avons

z4+1
x € 7 si et seulement si =keZ,

ce qui donne
z=2k—1, avec k € Z.

Nous en déduisons :
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y=17—3(2k — 1) = 20 — 6k et © = 26 — 5(2k — 1) + k = 31 — 9k.

Réciproquement, nous vérifions que les valeurs entiéres de x, y et z, trouvées

ci-dessus, sont solutions du systéme proposé.

Nous en concluons

SNZ=1{(31-9k, 20— 6k, k)/k € Z}.
Exercice 15. D’aprés le concours Kangourou

Dans un triangle ABC' isocele en A, les bissectrices des angles de la base
se coupent en un point I.

Sachant que l’angle BIC vaut le triple de l’angle @, calculer les mesures
des angles du triangle ABC.

Solution

Avec les notations de la figure, sachant que la somme des trois angles d’un

triangle est égale & 180°, nous obtenons le systéme (E) de trois équations a
trois inconnues suivant

r+y+2=180

r vy
—+=+32=180
2+2+z ,

=y
ce qui équivaut a

z+y+z2=180 22 4+ z = 180
(B)e < 2+y+62=360 << x+32=180 ,
=1y r=y
x =180 — 3z x="T2
&4 2(180—-3z)+2=180 < z=236
r=y y="T2

Nous en concluons que I'angle en A mesure 36° et les deux angles de la
base mesurent 72°.
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ALGO

Exercice 16. Cercle inscrit dans un triangle

Nous considérons un triangle ABC' et I' son cercle inscrit de centre [
tangent respectivement en H, K et L aux cotés [AB], [BC] et [AC]|

Onpose : AB=c¢c>0,BC=a>0,AC=b>0¢t2p=a+b+c.

Avec les notations de la figure, déterminer les réels x = AH, y = BK et
z = CL en fonction respectivement de p et a, p et b, p et c.

Proposer une fonction python qui restitue x, y et z, les réels positifs a, b et
¢ étant choisis par lutilisateur.

Solution

> Nous commengcons par expliciter x +y = AH + BK.

En désignant par r le rayon du cercle I' et en appliquant le théoréme de
Pythagore aux triangles BHI et BKI respectivement rectangles en H et K,

nous obtenons
BK? =r? — BI?> = BH?,
ce qui implique
BK = BH.
Par suite, il vient
x+y=AH+ BK =AH + BH =c.
> De la méme facon, nous justifions que
AH = AL et CL=CK,
ce qui induit :
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r+z=AH+CL=AL+CL =1,
y+z=BK+(CL=BK+(CK =a.

> Ainsi il s’agit de résoudre le systéme de trois équations a trois inconnues

r+y=c
r+z="b .
yt+z=a

En additionnant membres & membres ces trois équations, il vient

20@4+y+z)=a+b+c=2p,soit x+y+z=p.

Nous en déduisons

(y+2)=p—a

xr
Yy
z (r+y)=p—c

> Réciproquement, nous avons

r+y=p—a+p—-b=c
r+z=p—a+p—c=>b
y+z=p—b+p—c=a

p_
p—(x+z)=p—>b .
p_

Nous en concluons que le triplet (p — a,p — b,p — ¢) est 'unique solution

qui convient & la question posée.

> Nous proposons la fonction Python def cinscrit(a, b, ¢) qui suit.

def cinscrit(a,b,c):
p=(atbtc)/2
X=p—a
y=p-—b
zZ=p—c¢

return|x,y,z]|

Par exemple, nous obtenons

>>> cinscrit(10,12,17)

9.5, 7.5, 2.5]
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Exercice 17. Deux changements de repére
Dans un repére Ro = (05 7,7), on donne le point A(2, —1). On considére
les vecteurs
[=7+2Tet J=—7T47

=

1. Justifier que le couple (f, ) est une base de l’ensemble des vecteurs du
plan.
2. Soit M (x, y) un point repéré dans le repere Ro.
On désigne par
(X,Y) les coordonnées de M dans le repére R'o = (O; I, J).
Déterminer X et Y en fonction des réels x et y, c’est-a-dire établir les
formules de passage du repére Ro au repére R'o.

3. On désigne par

(u,v) les coordonnées de M dans le repere R' 4 = (A; I,.J).
Etablir les formules de passage du repére Ro au repére R/ 4.
Solution
1. Il s’agit de vérifier que les deux vecteurs I et J ne sont pas colinéaires.
Nous avons
1 -1

=3 #0.
2 1 a

Il en résulte que (f, J ) est une base de ’ensemble des vecteurs du plan.
2. Avec les données de ’énoncé, nous avons d’une part

-

OM = a7+ y7.
D’autre part, nous obtenons

—_— = N
OM = XT+YJ=X@+2) +Y(~7+7) = (X —Y)T+ (2X +Y)7

—
La décomposition du vecteur OM dans la base (7, ) est unique.

X—-Y==x
2X+Y =y

Nous résolvons ce systéme, d’inconnue, le couple (X, Y).

Nous en déduisons

Nous avons :
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1 -1

D = =3#0.
2 1 7
Ce systéme admet donc une solution unique (X, Y) telle que
1z -1 1 111 = 1
= == tY == =—(-2 .

Nous en concluons que les formules de passage du repére R au repére R'o

sont 1
X=x(x+vy)

3. Nous pouvons refaire le méme raisonnement que dans la question précé-
dente. Cependant nous optons pour une autre méthode qui consiste d’abord a
passer du repére R/ au repére R 4.

Déterminons les coordonnées du point A dans le repére R'o. Il vient

1 1 1 5
A(=(2-1), =(—2(2) -1 it A(=,—=).
(32 -1), 5(=2(2) - 1)), soit A(5,—2)
Avec les données de ’énoncé, d’une part, nous avons,
OM = XI+YT.
D’autre part, on a
— N =
AM =ul +vl.
Il en résulte
— > —— - o — I R 1 - 5, =
OM = OA+AM =ul+vI+0A = uI+vI+§I—§J = (u+§)l+(v—§)J.
Par unicité de la décomposition d'un vecteur dans la base (f, J ), nous
obtenons
1 1
X=u+- u=X—--
Y 5 @ Y+§ ’
=v— - v = =
3 3

ce qui donne les formules de passage du repére R/ au repére R/ 4.
Connaissant, d’aprés la question 2, les formules de passage du repére Rop
au repére R’ o, nous obtenons finalement les formules de passage du repére Ro

au repére R’ 4 qui sont
1
u=—-(z+y—1)
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CHAPITRE 10

Trigonomeétrie

La trigonométrie dans un triangle rectangle est étudiée au collége.

Il s’agit de définir le cosinus et le sinus d’un angle aigu de ce triangle par
les rapports de longueurs de ses cotés.

Cette trigonométrie est trés pratique et permet de résoudre de nombreuses
questions notamment dans un triangle équilatéral ou rectangle isocéle.

Cependant lorsque intervient un angle obtus ou un angle au centre dans un
cercle, la trigonométrie dans un triangle rectangle ne fonctionne plus de fagon
satisfaisante.

C’est pour cette raison que, pour aller plus loin, nous développons dans
ce chapitre une trigonométrie plus générale qui s’appuie essentiellement sur le
repérage d’un point sur un cercle de référence, de centre 'origine d’un repére
donné et de rayon 1, sur lequel un sens de parcours est choisi : c¢’est le fameux
cercle trigonométrique.

Nous commengons par définir un nouvelle unité d’angle, le radian. Cette
nouvelle unité permet entre autres de mesurer trés simplement la longueur d’un
arc de cercle. Elle autorise également une définition simple et satisfaisante de
deux nouvelles fonctions de référence : les fonctions trigonométriques cosinus
et sinus.

Nous profitons de ce chapitre pour définir aussi la fonction tangente .

En complément, nous terminons par la résolution d’équations trigonomé-

triques de référence et par quelques notions sur les fonctions périodiques.
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10.1 Le radian

10.1.1 Longueur d’un arc de cercle

Proposition. Soient (C') un cercle de centre O et de rayon R > 0, A et M
deuz points de (C') tel que l’angle au centre AO/\M ait pour mesure a en degrés
avec a € [0, 360].

En désignant par L la longueur de ’arc Z]\\L nous avons

ar R

T 180
Démonstration. Nous commencons par former le tableau suivant qui déter-
mine la longueur L de 'arc AM en fonction de R pour des valeurs particuliéres

de a en degré.

a® | 180° | 90° | 60° | 45° | 30° | 135°

LEU I N L e

L
Sl 3T e | 4

Nous constatons que les mesures en degré des angles au centre sont pro-

portionnelles aux longueurs des arcs interceptés, ce qui donne

L 7R
a 180
Nous en déduisons pour conclure
arR
T 180
M L

Remarque. La longueur de 'arc correspondant a I’angle au centre de mesure

ar R
degré - t 2 — .
en degré 360 — a est 2R 120
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Exemple. Cas particulier R = 1.
Nous supposons que R = 1, dans 'unité de longueur choisie.

> Nous déterminons L lorsque a = 180°.

1
Sia=180°et R=1, alorsL:%:ﬂ.
> Nous calculons a si L = 1.
N = .
ous avons a o .
SiL=1et R=1, alorsa = — ~57,3°.
s

10.1.2 Le radian

Définition. Soit (C) un cercle de centre O et de rayon 1.
Soient A et M deuz points de (C) .
Le réel o mesurant la longueur de ['arc AM est la mesure en radian de
l’angle AOM.
Ainsi nous retiendrons
e 1 radians mesure un angle plat.

e [ radian mesure un angle de 57,3° environ.

a = 1 (radian)

Proposition (conversion). Avec les notations ci-dessus, soient av et a les me-
—_—
sures en radians et degrés respectivement de [’angle AOM.

Nous disposons de l’égalité

« a

T 180
Démonstration. En reprenant la proposition précédente avec en particulier
R =1 et L = «, nous obtenons

aT « a

o= — —
180

T 180°
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Proposition (longueur d’'un arc de cercle et radian). Soit (C) un cercle de

centre O et de rayon R. Soient A et M deux points de (C) tels que l'angle

AOM ait pour mesure o radians avec o € [0, 27|. L’arc AM a pour longueur

Démonstration. Désignons par a une mesure en degrés de 'angle AOM.

am
N L=—R.
ous savons que 120

Puisque a = %, nous obtenons L = Ra.

Remarque. Une premiére justification de I'utilisation de I'unité radian réside
dans la formule L = Ra qui est plus simple que celle donnant la longueur d’un

arc de cercle avec un angle au centre en degré.

Proposition. Avec les données ci-dessus on désigne par A aire du secteur
—_—
angulaire correspondant a l’arc AM . Nous disposons de [’égalité

Démonstration. En considérant que les aires des secteurs angulaires sont

proportionnelles aux longueurs des arcs interceptés, nous obtenons

A«
nR?2  w
2
R?> R?
Nous en concluons que A = L x 777 =5
T

Chapitre 10



Exemple. Calcul d’une aire.

Dans la figure ci-dessous, nous calculons l'aire de la partie S.

B

2

L’aire du secteur angulaire correspondant a 'arc AB est > X 5=

N
N

1
L’aire du triangle AOB est égale a 3

DO | =

Il en résulte que 'aire de la partie S est égale a

=1

10.2 Repérage sur le cercle trigonométrique
Dans ce paragraphe, (O ; 7, 7) est un repére orthonormal.

10.2.1 Le cercle trigonométrique

Définition. Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1.

Ce cercle est souvent noté Cop, 1.

~

Co,1

I

Avec les notations de la figure, ce cercle est orienté de la fagon suivante :
o [e sens est direct lorsque ce cercle est décrit de I vers J,

e le sens est indirect lorsque ce cercle est décrit de I vers J'.
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Remarques. Nous en faisons deux.
e Le sens direct est le sens contraire « des aiguilles d’'une montre ».
Le sens direct est également appelé sens trigonométrique.

e Une équation du cercle trigonométrique est 22 4y = 1.

10.2.2 Repérage sur ce cercle

Etude d’un exemple : le point J repéré par g

Soit (T') la droite numérique tangente a Cp, 1 au point I.

NI

TR

T
Au réel — sur la droite (7), on associe par « enroulement » le point J tel

que l'arc 1J a pour longueur g ou bien tel que 'angle 107 a pour mesure g

radians.

Nous observons que le point J est également associé par « enroulement »
aux réels g + 27 ou g — 27 sur la droite (T).

Plus généralement, ce méme point J est associé, par « enroulement », aux

réels g + k(2m), avec k € Z.

Nous en concluons que le point J est repéré sur Cp, 1 par le réel g et plus
généralement par tout réel de la forme g + k(2m), avec k € Z.

De la méme fagon, le point J' est repéré sur Cp 1 par le réel —g et plus

généralement par tout réel de la forme —g + k(27), avec k € Z.
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Définition. A tout point M € Co,1, est associé « par enroulement » un unique

réel a €] — 7, 7| tel que larc M a pour la longueur |a|, c’est-a-dire tel que

langle IOM a pour mesure |a| radians.

On dit que M est repéré sur le cercle trigonométrique par le réel a.

Tout réel de la forme a+ k(27), avec k € Z, repére aussi ce point M sur le

cercle trigonométrique.

J

10.2.3 Repérage dans le premier quadrant

Proposition. Sur le cercle trigonométrique, dans le premier quadrant, nous

disposons des repérages particuliers suivants :

™
2

I3

N

[

Démonstration. Avec les notations de la figure, nous avons

e [ est repéré par 0.

m
e J est repéré par 5
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e A est repéré par % car la droite (OA) est la bissectrice de 'angle 107,
e B est repéré par % car le triangle OB est équilatéral. De plus B a pour
1
abscisse —.
2 T
e ( est repéré par s car le triangle COC" est demi-équilatéral. De plus C

a pour ordonnée 3

Remarque. Connaissant ces repérages particuliers dans le premier quadrant,
nous pouvons, griace au cercle trigonométrique et a ses éléments de symétrie,
placer sur ce dernier, des points repérés par des réels appartenant a l'intervalle
| =, w] ou [0, 27| et plus généralement & R, en "tournant de 27" dans le sens
direct ou indirect.

L’exemple qui suit illustre cette importante remarque.

Exemple. Placer des points repérés sur Co j.

> Nous plagons sur le cercle trigonométrique les points repérés par les réels

suivants :

2r w 3m 3w 0w ¢ o7
5 T 5 Ty & €L ——.
3 34 4 6 6
Pour placer ces points, nous observons ci-dessous des symétries qui seront

justifiées ultérieurement.

-

N =

————r-

> Nous plagons a présent sur le cercle trigonométrique, le point repéré par
20217

4

. T
Heureusement, nous ne tournons pas sur le cercle "2021 fois de —"!
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Nous effectuons la division euclidienne de 2021 par 4.
Ainsi nous obtenons, 2021 = 4 x 505 + 1.

Cela permet de déduire

2021
47T:(4><505+1)E:

T 3
1 1*71'+5067T— —I+253(27T).

Nous en concluons que le point considéré est repéré sur le cercle trigono-

- . 3T
métrique par le réel 1

10.3 Cosinus et sinus d’un nombre réel

Dans ce paragraphe, (O ; 7, 7) est un repére orthonormal.

10.3.1 Les définitions du cosinus et du sinus

Définition. Soit M un point du cercle trigonométrique repéré sur ce cercle par

un réel x.

M (cosz, sinz)

e Le cosinus de x, noté cosx, est l'abscisse de M dans le repére (O ; 7, 7).

—

e Le sinus de xz, noté sinx, est l'ordonnée de M dans le repere (O 7, 7).

Ainsi, dans ce repére, nous retiendrons que
M (cosz, sinx).

Remarques. Nous en donnons trois.
e Avec les notations de la figure, nous avons
OH = cosz et OK = sin .
e La droite des abscisses est appelée aussi la droite (ou ’axe) des cosinus.

La droite des ordonnées est appelée aussi la droite (ou l'axe) des sinus.
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e La fonction cosinus, notée cos, est définie sur R par cos: z — cosx .
La fonction sinus, notée sin, est définie sur R par sin : z — sinx.

T T
Proposition (détermination de cosz et sinz pour z € {—5, 0, 5 7}). Nous

disposons du tableau suivant

T T
CoS T 0 0| -1
sine | =1 | 0] 1 0

Démonstration. Avec les notations de la figure précédente, nous observons
que :
; / P . 7r m
>> Le point J'(0, —1) est repéré par le réel ) donc COS(_E) =0 et
sin(—g) =—1.
> Le point I(1, 0) est repéré par le réel 0 donc cos(0

~

=1 et sin(0) = 0.
)=0cet sin(g) =

>> Le point J(0, 1) est repéré par le réel g donc cos( 1.
= —letsin(m) = 0.

o)

> Le point I'(—1, 0) est repéré par le réel m donc cos(m

10.3.2 Premiéres formules de trigonomeétrie
Proposition. Pour tout réel x, nous avons
—1<cosr<let —1<sinzx <1.

Démonstration. Soit x un réel.
Nous utilisons & nouveau la figure de la définition.

11 vient
H € [I'I] donc zyy = OH € [-1, 1],

ce qui justifie que —1 < cosx < 1.

De méme, nous avons K € [J'J] donc —1 < sinz < 1.

Remarques. Nous en faisons deux.

e Un énoncé équivalent de cette proposition est
Ve € R, [cosz| < 1et |sinz| < 1.

e Ces deux doubles inégalités traduisent que les fonctions cos et sin sont

bornées sur R.
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Proposition. Pour tout réel x, nous disposons de I’égalité
(cosx)? + (sinz)? = 1.

Démonstration. A nouveau avec les données de la définition, le point
M (cos z, sinz) appartient au cercle (Cop, 1).

Nous en déduisons
1=0M? = (cosz)? + (sinx)2
Remarque. La plupart du temps on note

2 2

(cosx)? = cos? x et (sinx)? = sin? x.

La proposition énoncée devient
Vo € R, cos?z +sinz = 1.

Exemple. Un classique.

> Nous plagons sur le cercle trigonométrique, a la régle et au compas, les

. - . L. T, T
points A et B repérés respectivement par les réels — et —.

™ \/2—\/5

> Nous donnons sin — =

S 5 et nous calculons la valeur exacte de

cos g Il vient

5 =

2
o T T 2 -2 2—vV2 2442
cos®* — =1 —sin gzl— _— =1- 1 = 1

Puisque % €]0, g[, cosg > 0, donc nous obtenons :
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s 242
COS — = ——m—..
8 2

. , . T
> Pour terminer nous évaluons 2 sin — cos 3
Nous avons

Lo T T V2oV V2R W2 VDER-VD)
SIH§COS§— 5 X 5 = 1

. . . T
Remarque. Nous verrons, dans la suite de ce chapitre que sin —
qui donne

9gin " 7r T
sin — cos — = cos —.
8 8 4

Nous avons ainsi vérifié un cas particulier d’une formule de trigonométrie
appelée formule de duplication énoncée par

Vr € R, 2sinx cos z = sin 2x.

Cette égalité sera justifiée en classe de Premiére.
Proposition. Pour tout réel x et tout k € Z, nous disposons des €égalités

cos(z + k(2m)) = cosz et sin(x + k(27)) = sinz.
Démonstration. Soient z un réel et k un entier relatif.

Les réels x et z+k(27) repérent le méme point sur le cercle trigonométrique.
Il en résulte que

Vx € R, Vk € Z, cos(x + k(2m)) = cosx et sin(x + k(27)) = sinx.
Remarque. En particulier, pour £ = 1, nous obtenons
Va € R, cos(x 4+ 27) = cosx et sin(z + 27) = sin z,

ce qui signifie que les fonctions = — cosx et  — sinx sont périodiques, de
période 2.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre les conséquences de cette période
pour les représentations graphiques des fonctions cos et sin.
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Proposition (valeurs remarquables de cosx et sinx). Nous disposons du ta-

bleau suivant

NN R
v 6 | 4 | 3 |2
MREE IR S
COsS T 2 2 2
. ol 1 V2 | V3 .
in - | = | =
SHLE 2 | 2 | 2

Démonstration. Nous reprenons le repérage dans le premier quadrant.

T
e I = —
3
T
Nous avons B(§7 sin g)
T 1
D’une part, nous en déduisons que cos 35

T
D’autre part, sin 3 mesure la longueur de la hauteur issue du sommet B

V3

du triangle équilatéral OBI de coté 1. Il en résulte que sin T_VvV2

3 2
T
e = —
0 1
Nous avons C/(cos %, 3 ).
1
Nous en déduisons donc que sin% =5

T
De plus, OH = cos — mesure la longueur de la hauteur issue du sommet O

du demi-triangle équilatéral OCH de coté 1.

V3

1 en résult T
€n resulte que cCos — = —.
d 6 2

e I = —

4
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Nous avons A(cos Z, sin %)

Le quadrilatére OF AG est un carré, donc cos% = OH = OG =sin %
Le segment [OA] est une diagonale de ce carré telle que OA = 1.
Nous en déduisons que (COS %) V2=1.

1 \/§ LT

Nous obt z
ous obtenons cos — = — = — =sin —.
4 2 2 4
Exemple. Utiliser le cercle trigonométrique.
A Daide du cercle trigonométrique, nous donnons les valeurs exactes des
) 2 .27 . 3 . 3T
réels cos 3 et sin 5 puis les valeurs de cos(—z) et sin(——).

4
Nous utilisons les éléments de symétrie du cercle trigonométrique.

Nous en déduisons

o 1 . 2r /3
COS— = —— €t S1n — —_—
3 2 3 2’
( 37T) \/§ ¢ ( 37r) \/§
cCos\—— )= ——etSsimmnm(l——) = ———.
4 2 4 2

10.3.3 Cosinus et sinus de réels associés a zx

Soit & un réel donné. Connaissant cos x et sin x, nous utilisons les symétries
par rapport aux axes du repére et la symétrie par rapport & O pour déterminer
cosy et siny, avec y € {—x, m — x, ™ + x}, comme U'indique la figure suivante,

nommeée parfois configuration rectangle.
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Proposition. Pour tout réel x, nous disposons des €égalités suivantes :

cos(—x) = cosx ; cos(m —x) = —cosx ; cos(m 4+ x) = —cosx
e e

sin(—z) = —sinx sin(m — z) = sinz sin(m 4+ z) = —sinx

Démonstration. Ces égalités sont justifiées par lecture et exploitation des

symeétries sur le cercle trigonométrique.

Exemple. Une application directe.

Nous calculons cos 5% et sin 5%

I1 vient
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T T
Proposition (égalités associées a 577 et 5 +x). Nous disposons des égalités

sutvantes :

T . T .
cos(§ —x)=sinz cos(§ +x)=—sinz
et
T T
5111(5 —x)=cosx Sln(§ +x) =cosx

Démonstration. > Nous observons que le point repéré par x et le point repéré
m
par le réel 5 T Fsur le cercle Cp, 1 sont symétriques par rapport & la premiére

bissectrice § du repére dont une équation est y = x.

Nous obtenons ainsi, grace a la figure qui suit, les deux premiéres égalités.

7T
> Pour le passage de x a 5 + x nous observons la figure qui suit pour obtenir

les deux égalités proposées.

Remarque. Les différentes formules associées pourront étre justifiées par des

calculs trigonométriques qui seront proposés en classe de Premiére.
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10.3.4 Lien avec la trigonométrie dans un triangle rectangle

Proposition. Sur la figure ci-apres, le triangle OAB est rectangle en A.

7 cosx A

I—’/

Le point M € [OB] est un point du cercle trigonométrique repéré sur ce
T
cercle par le réel x €]0, 5[

Nous disposons des égalités suivantes :

— — ——  sinx
cos AOB = cosz, sin AOB = sinz, tan AOB = )
cos T

Démonstration. > Puisque les droites (M H) et (AB) sont paralléles, nous
pouvons appliquer le théoréme de Thalés dans le triangle OAB.

Nous obtenons

OH OM MH
OA OB AB’

Nous en déduisons

OH _OM . OH _OA
o4 oB oM~ OB

Puisque OH = cosz et OM = 1, nous en concluons

——  QOA
cos AOB = 0B COS .
> De plus, nous en déduisons aussi

OM _MH . AB_MH
OB~ AB ' oB~ oM’

Puisque MH = OK =sinx et OM = 1, nous obtenons :
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. —— AB .
sin AOB = 0B = sinx.

> Nous avons également
o _
OA AB’
ce qui implique
AB MH  sinx

AOB = 22 = 22 .
tan AQ OA OH coS T

10.4 Fonction tangente

Lemme. Dans R, [’équation cosx = 0 a pour solutions les réels de la forme

g—i-lmr, avec k € 7.

Démonstration. Par une lecture attentive sur le cercle trigonométrique, nous

obtenons

cosz =0 & x:g+k(2w)oux:—g+k(2w) & .T:g—i—kﬂ', aveck € Z.

Définition. Soit x un réel distinct de g + km, avec k € 7.

La tangente de x, notée tanx, est définie par

sinx
tanx =

cos T’
Remarque. La fonction tangente, notée tan est définie, pour tout réel

x#g—{—kﬂr, avec k € Z, par tan : x — tanzx.

T
Proposition (valeurs de tanx pour z € {0, 5}) Nous disposons

du tableaw suivant

T
1] 3
INRVEAN

e

tanx | O

V3

Démonstration. Par définition de tanz pour x € {0, %, %, g, g}

Lecture de tanz sur le cercle trigonométrique

e On suppose que le point M est repéré sur le cercle trigonométrique par

f[.

le réel
e réel z € [0, 5
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tanx

En appliquant le théoréme de Thalés dans le triangle OIT', nous obtenons
OH MH cosx sinx

of ~ IT © 1 T
sinx

=tanwx.

Nous en déduisons que I'T =
cos T

e Plus généralement, soit un réel x # 5 + km, avec k € Z. En supposant
que la droite (IT) est orientée, nous posons

IT = tanz.

~i

tanx

Proposition (une formule & connaitre). Pour tout réel x # 5 + km, avec

k € Z, nous disposons de l’égalité

1+tan?z = 7 -
COS* &

T
Démonstration. Soit z un réel distinct 5 + k7, avec k € Z. Nous avons

cos? x cos?x’

sinx>2 cos? z + sin® x 1

1+ tanZz = 1—1—(
COoS T
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10.5 Equations trigonométriques

10.5.1 Equation de la forme cosz = a, oul a est un réel donné

Exemple. Etude d’une premiére équation.
Nous résolvons 1’équation cosx = —3 dans les intervalles suivants :
(1)[07 ﬂ-]a (2) ] -, 0]7 (3) } -, ﬂ-}? (4) R.

Une fois de plus, nous exploitons le cercle trigonométrique.

Nous obtenons immédiatement les solutions de cette équation, dans chaque
intervalle proposé.

2m

1)z = .
(1) = 3

2) z = _%

2 2
(3) z= goux = _?W'
2 2m
(4) 2 = — + k(2m)oux = 3 k(2m), avec k € Z.

Exemple. Une résolution approchée.

Nous résolvons, a l'aide d’une calculatrice, I’équation cosz = 0,8 dans les
intervalles suivants : (1)[0, 7], (2) | — m, 0].

J
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La calculatrice est en "mode radian".
> si x € [0, 7], alors @ = cos™1(0,8) ~ 0, 6435 radians.
> six €] — 7, 0], alors 2 = —cos1(0,8) ~ —0, 6435 radians.

Proposition (cas général). Soit a un réel donné.
1°" cas :a ¢ [-1, 1].
L’équation cosx = a n’a pas de solution.
2¢ cas :a € [—1, 1].
En désignant par o lunique réel appartenant a [0, 7] tel que cosa = a,

nous avons
cosT =a << cosT =cosa < x=a+k(2m)our = —a+ k(27), aveck € Z.

Démonstration. 1°F cas : a ¢ [—1, 1].
Nous savons que, pour tout réel x, —1 < cosx < 1, ce qui justifie, dans ce
cas, que I’équation cosx = a n’a pas de solution.

2¢ cas:a € [—1,1].

Les réels a ou —a sont solutions de I’équation cos x = cos a.

Nous en déduisons a l'aide du cercle trigonométrique que
cosx =cosa < x=a+k(2r)our = —a+ k(27), aveck € Z.

Proposition (cas particuliers lorsque a € {—1,0, 1}). Nous disposons du

tableau suwivant :

équations cosx = —1 cosx =0 cosx =1

solutions, avec k € Z | x =+ k(27) | v = - + kr | x = k(27)
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Démonstration. Pour chaque équation, nous repérons ’ensemble des solu-

tions sur le cercle trigonométrique.

Exemple. Nous déterminons I’ensemble de définition de chacune des fonctions
trigonométriques suivantes :
1 1

LT —— h:ix— ——.
fia 1+cosa " |cosz| —1

gz
2+cosw’g

> La fonction f est définie pour les réels x tels que 2 + cosx # 0.

Pour tout réel z , on a —1 < cosxz <1, ce qui implique 1 < 2+ cosz < 3.
Nous en concluons que Dy = R.

> La fonction g est définie pour les réels x tels que 1 + cosx # 0.

Nous avons
l+cosz =0« cosx =—1<x=mrm+k(2m).

Il en résulte que Dy, =R — {(2k + 1) /k € Z}.
> La fonction h est définie pour les réels z tels que |cosz| — 1 # 0.

Nous avons

|cosz| —1=0« cosz = —1loucosz = 1,
|cosz| —1=0<x=n+k(2r)ouzr = k(27) & x = k.

Nous en concluons que Dy, = R — {kn/k € Z}.

Exemple. Résolution d’'une équation trigonométrique.
Nous résolvons dans R 1’équation 2 cos 2z = /2.

Nous avons

9 2 & cos2 T
COS L — —— COS 24T — COS —.
2 1

En appliquant le proposition précédente, il vient

2x:%+k(27r) l’:g—i-kiﬂ'
ou ~ ou
2$:—%+k(27r) x:—%-f—kﬂ

Nous en concluons
S = {g Y Er/k € Z}U{—g + kr/k € Z).

Nous plagons sur le cercle trigonométrique les solutions de cette équation

qui appartiennent a l'intervalle | — 7, 7], en observant que :
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10.5.2 Equation de la forme sinz = a, ol a est un réel donné

. . 2 . .
Exemple. Nous résolvons I’équation sinx = - dans les intervalles suivants :

Une lecture sur le cercle trigonométrique donne

(1)93:2
(2) xz%ouxzw—%z%.
(3)x = % + k(2m)oux = ?ZTW + k(27), avec k € Z.

Exemple. Une résolution approchée.

. : . . 1 .
Nous résolvons, & l'aide d’une calculatrice, ’équation sinz = 3 dans l'in-

tervalle [E, 7.
2
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2,8rad 0,34 rad

. . . . 1 .
La calculatrice en mode "radian" restitue z = sin~! 3 ~ 0, 34 radians.

T
Puisque = € [=, 7], nous obtenons = ~ 7 — 0,34 ~ 2, 8 radians.

57
Proposition ( cas général). Soit a un réel donné.
1°" cas : a ¢ [-1, 1].
L’équation sinx = a n’a pas de solution.
2¢ cas :a € [—1, 1].
L. . P N T T .
En désignant par o 'unique réel appartenant a [75, 5] tel que sina = a,

nous avons
sint =a & sinr =sina < x=a+k(21)our =7 — a+ k(27), aveck € Z.

Démonstration. 1°F cas : a ¢ [—1, 1].

Nous savons que, pour tout réel z, —1 < sinz < 1, ce qui justifie, dans ce
cas, que I’équation sinxz = a n’a pas de solution.

2¢cas:a€[-1,1].

T

Les réels a ou m — « sont solutions de I’équation sin z = sin «.

Nous en déduisons a l'aide du cercle trigonométrique que

sinx =sina <z =a+k(2r)our =7 — o+ k(27), aveck € Z.
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Proposition (cas particuliers lorsque a € {—1,0, 1}). Nous disposons du

tableau suwivant :

équations sinx = —1 sinz =0 sinex =1

solutions, avec k € Z | © = —g +kQ@r) | z=kr |z= g + k(2m)

Démonstration. Pour chaque équation, nous repérons ses solutions sur le

cercle trigonométrique.

Exemples. Résolutions d’équations trigonométriques.

Nous résolvons dans R les équations suivantes :

3
(1) sinz = —\2[, (2) 4sin®z = 3, (3)251ng =3,

>> Résolution de I’équation (1).

Nous avons

(1) & sinx = sin(—g) S r= —g + k(2m)ouxr =7+ % + k(2m), aveck € Z.

Nous en concluons
4
Sy = {~5 +hn/k € LY U{= +kn/k € L}.

>> Résolution de ’équation (2).

Nous avons

(2)(:>sin2x—§®sinx———ousinx—£
4 2 20
De (1), il résulte
3 4
sin:n——\g(:)x——g+k(27r)ou:r—;+k(27r), aveck € Z.

De plus, nous avons

sinx = 73 & sine = sin(%) S r= g + Ek(2m)ouxr =7 — g + k(2m),

2
S r = g + k(2m)oux = % + k(2m), aveck € Z.
Nous en concluons :
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4
Sy = {—g + k(27)/k € Z} U {?” + k(2m)/k € Z}
2
ULZ +h(@m)/k € Z} U5 + h(2m)/k € Z}.
> Résolution de I’équation (3). Nous avons

(3) & Sin% = ? = sin(g).

De (2), nous déduisons

Nous en concluons

S = {%ﬂ + k(4m)/k € Z} U {4% + k(4m) [k € 7).

10.6 Fonctions trigonométriques

Proposition. Nous disposons des propriétés suivantes :

e Les fonctions x — cosx et x +> sinx sont définies sur R.
e La fonction x — cosx est paire.

e La fonction x +— sinx est impaire.

Démonstration. Ces trois propriétés sont justifiées au paragraphe 3, a ’aide

du cercle trigonométrique.

Proposition. Les fonctions z — cosx et x — sinx sont périodiques de période

27 (ou 2m-périodiques). En d’autres termes, nous avons

Vz € R, cos(z + 27) = coszet sin(x + 27) = sinz.

Démonstration. Cette propriété est justifiée au paragraphe 3, a aide du

cercle trigonométrique

Proposition. (O; 7, J) est un repére orthonormal du plan.
Les représentations graphiques Ceos et Csin sSont globalement invariantes par

la translation t de vecteur 2w - 7, ce qui signifie quel que soit le point M,

e 5i M € Ceos, alors t(M) € Ceos,
e 5i M € Cgin, alors t(M) € Cgin.
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Démonstration. Soient M(z, y) et M'(2/, y') deux points tels que
M’ = t(M). Nous avons

-
MM' =27 -7,
ce qui donne
 —x=2r r=z+ 27
o -0 = /I !
Yy —-—y= Y=y

Si M(x, y) € Ceos, alors y = cosx.
Nous en déduisons que les coordonnées (2, y') du point M’ satisfont a

I’équation
y = cos(x’ — 27) = cos 2.

Nous avons prouvé que M’ = t(M) € Ceos-

Nous montrons de la méme facon que
VM € C’sina t(M) € Csin-

Nous en concluons que les courbes Ceos €t Csin sont globalement invariantes

par la translation ¢ = to;.7
Proposition. La fonction x — cosx est décroissante sur [0, ].

Démonstration. Une lecture sur le cercle trigonométrique permet de conclure
que si les réels a et b appartiennent a 'intervalle [0, 7] tels que a < b, alors

cosa > cosb.

a < b= cosa > cosb

N

Trigonométrie = 491



492

Proposition. La fonction x — sinx est

e croissante sur [0, 7).

e décroissante sur [3,

Démonstration. De la méme fagon que

.

trigonométrique permet de conclure.

ci-dessus, une lecture sur le cercle

g
2

variations sur [0,

5]

. T
variations sur [5, 7]

Représentations graphiques des fonctions x — cosx etz — sinz.

Connaissant les courbes Ceos et Cqpn sur Uintervalle [0, 7] , nous en dédui-

SOons

e Ceos sur [—m, m] par symétrie par rapport a la droite des ordonnées car

cos est paire.

e Csin sur [—m, 7| par symétrie par rapport a l'origine du repére car sin est

impaire.

e (Ccos et Cgn sur R par la translation de vecteur 27 - 7, puisque ces deux

courbes sont globalement invariantes par cette translation.

Ainsi nous obtenons

=4

={

3m/2 2m &m /2
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10.7 Fonctions périodiques

Définition. Soit T un réel strictement positif. Une fonction f définie sur R

est périodique, de période T' (ou T-périodique) si et seulement si
Ve eR, f(x+T) = f(x).
Remarque. Si f est définie sur son ensemble de définition Dy, cette fonction
est T-périodique si et seulement si
VSL'GDf,x-I-TGDf
Vo € Dy, f(x+T) = f(z)

Proposition. Si f est une fonction T-périodique, alors Cy est globalement

mvariante par la translation de vecteur T - 7.

Démonstration. Nous procédons comme dans le paragraphe précédent en

remplacant le vecteur 27 - 7 par T - 7.

Exemples. Deux exemples de fonctions périodiques.
1°r exemple.
La fonction f : x + cos(2x) est m-périodique car, pour tout réel ¢, nous

avons

flx+m) =cos2(x + w) = cos(2x + 27) = cos(2zx) = f(x),

2¢ exemple.
La fonction g : ¢t — sin(27t) est 1-périodique.

En effet, pour tout réel ¢, il vient

g(t+1) =sin2n(t + 1) = sin(27t + 27) = sin(27t) = g(t),
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10.8 Exercices corrigés

Exercice 1. Duplication et lignes trigonométriques de %
Sur la figure ci-dessous, on considére le demi-cercle de centre O et de dia-
métre [AB] tel que AB = 2.

e L’angle COM a pour mesure en radians le réel b €]0,

e L’angle m a pour mesure en radians le réel a €]0,

1. Justifier que b = 2a.

1 2
2. Montrer que, pour tout a €0, %[, cos’a = w.
En déduire sin® a en fonction de cos2a.
2 3
3. Justifier que cos % = -21-\[ En déduire sin %

Solution
1. L’angle OAM = BAM est inscrit dans le demi-cercle et a pour angle au
centre COM = BOM.

Il en résulte
COM = 2OA/\M, soit b = 2a.

2. Dans le triangle ACM rectangle en C, nous avons d’une part

AC
cosSa = ——
AM’
ce qui implique
AC
AM = .
cosa

D’autre part, dans le triangle AM B rectangle en M, nous avons
AM  AM
AB 2

cosa =
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Il en résulte que
AM = 2cosa.

Nous en déduisons
AC

cosa

= 2cosa, soit 2cos?a = AC.

De plus nous avons
AC =A0+0C =1+0C.

Dans le triangle OC'M rectangle en C, puisque OM = 1, nous obtenons

ocC .
cosb = oM~ 0OC, soit OC' = cos 2a.

Nous en déduisons
AC =1+ cos2a.
Sachant que 2cos?a = AC et AC =1 + cos 2a, il vient
1 + cos2a = 2cos? a.
Pour tout a €]0, Z[, nous en concluons que

9 14 cos2a
cos™a = #

2 2

Puisque sin“a = 1 — cos” a, nous obtenons

1 + cos2a _ 1 — cos2a
2 N 2

2

sina=1—

. . 7T
3. En particulier pour a = 12’ nous avons

T
60821_ l—i—cosg _1(
12 2 2

V3, 2+43
L+ ~) ==

) m
Puisque cos 1 > 0, nous en concluons

K 2+\/§
C0812—72 .

De la méme fagon, il vient

s
, 1—0086 1 ﬁ 2_\/§
5 .

sin® — = —— = —(1 -
12 2 2
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. . T
Puisque sin P > (), nous obtenons

. 243
sin — = ————.
12 2

Exercice 2. Tangente en un point du cercle trigonométrique

(O3 7, 7) est un repére orthonormal du plan. On donne sur le cercle trigo-
nométrique le point A repéré par le réel a €] — m, 7).

1. Montrer qu’une équation de la droite A perpendiculaire a la droite (OA)

en A est
rcosa+ysina = 1.

. 3
2. Représenter A lorsque a =0, a = g, pULS a4 = Zﬂ

3. On suppose que a €]0, g[

Déterminer les coordonnées des points d’intersection E et F de la droite
A, avec respectivement, la droite (OI) des abscisses et la droite (OJ) des or-
données.

Calculer laire du triangle OEF en fonction de a.

4. Vérifier I’égalité

(cosa —sina)? 4+ 2cosasina = 1.

En déduire que, pour tout a €]0, g[, laire de ce triangle est supérieure ou
égale a 1.

Montrer que cette aire est égale a 1 si et seulement si a = %

Solution

1. Soit un point M (z, y) de la droite A. Les vecteurs M(x—cos a, y—sina)

—
et OA(cosa, sina) sont orthogonaux. Nous avons
—
M € A si et seulement si AM.OA = 0.

Nous en déduisons qu’une équation de la droite A est

(x — cosa)cosa+ (y —sina)sina = 0 < xcosa + ysina = cos? a + sin® a.

2

Puisque cos?a + sin?a = 1, nous en concluons que la droite A a pour

équation
rcosa+ ysina = 1.
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2.
Sia=0,alors A:x=1.
Sia:g,alorsA:yzl.

V2

3 2
Sia= Zﬂ’ alors A a pour équation, —\gm—i— S Y= 1,s0it Ay = z+/2.

> Soit E(zg, 0) le point d'intersection de A avec la droite (OI). Nous avons
rgrcosa = 1.

T
Puisque a €]0, 5[, on a, cosa > 0.

Il en résulte que

r'p —

Ainsi nous obtenons
1

cosa’

E( 0).
> Soit F'(0,yr) le point d’intersection de A avec la droite (O.J). Nous avons
yrsina = 1.

. s . .
Puisque a €]0, 5[, on a, sina > 0, ce qui donne

1
Yyr = — .
sina
Ainsi, nous obtenons
1
F(0, — .
( sma)
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/

> Désignons par A laire du triangle OE'F. Nous avons

A=%><OEXOF=1>< 1 X L 1

2 cosa sina 2cosasina’

4. Soit a €]0, g[ Nous obtenons
(cosa —sina)? + 2cosasina = cos? a + sin?a — 2cosasina + 2 cosasina = 1.
De cette égalité, il résulte que
2cosasina < 1.

. . e _ 1
Puisque cosasina > 0, en utilisant le sens de variation de = — — sur
x

10, +00[, nous en déduisons

1
— > 1.
2cosasina

Nous en concluons
A>1.
Si A =1, alors on a
2cosasina = 1.
L’identité obtenue ci-dessus implique, dans ce cas
. 2 _ . _ .
(cosa —sina)® = 0, soit cosa = sina.
. i L T
Puisque a €]0, 5[7 nous en déduisons que a = 1
: - : 77
Réciproquement, nous vérifions qu’il suffit que a = 1 pour que A = 1.

. . T
Nous en concluons que A = 1 si et seulement si a = T
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Exercice 3. Aire d’un triangle

Soit ABC' un triangle quelconque.

On pose AB=c et AC =b et BC = a.

On désigne, par A €)0, 7|, une mesure en radians de l’angle BAC.

1. Montrer que l’aire de ce triangle est égale a —bcsin A.

2. En déduire la formule des sinus dans un triangle quelconque (voir l’exer-
cice corrigé 4 du chapitre 4).

Solution

1. Nous distinguons deux cas selon que 'angle BAC est aigu ou obtus.
1°* cas : A €]0, Zl.

o)

Désignons par A laire de ce triangle. Nous savons que

1 1

AZQABXCH:§CXCH.

Dans le triangle AHC rectangle en H, nous avons
CH = bsin A.

Dans ce cas, nous obtenons I'égalité attendue, soit
1. . ~
A= §bc sin A.

2¢ cas : A E]g, [
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Nous avons, comme dans le 1° cas,
1 1
A:§AB><CH:§C><CH.
Dans le triangle AHC rectangle en H, nous avons
CH = bsin(m — A) = bsin A.
Nous obtenons & nouveau 1’égalité
1. . =
A = —besin A.
2
2. Avec les notations des deux figures ci-dessus, nous avons également
A= YpesinA= tabsinG = tacsinB
= —bcsin A = —absinC' = —acsin B.
2 2 2
Il en résulte que
besin A = absin C = acsin B.

En divisant par abc > 0 chaque membre des égalités ci-dessus, nous obte-
nons la formule des sinus dans un triangle quelconque, soit
sin A - sin B _ sin C'

a b c

Exercice 4. Résolution d’un systéme

Soit a €] — 7, w]. Résoudre dans R? le systéme

rsina —ycosa =0
rcosa+ysina =1

Interpréter géométriquement.
Solution

Soit D le déterminant de ce systéme. Nous avons

sina —cosa

D= =sin?a + cos?a = 1.

cosa sina

Par conséquent, ce systéme admet une solution unique qui est le couple

(z, y) tel que

0 —cosa sina O

T = =cosaety = = sina.

1 sina

cosa 1
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Considérons le point A(cosa, sina).

Ce point appartient au cercle trigonométrique.

Le point A est lintersection de la droite (OA) dont une est équation
rsina — ycosa = 0, avec la droite d’équation xcosa + ysina = 1, qui est
la tangente en A a ce cercle (voir 'exercice 2 de ce paragraphe).

Exercice 5. Un défi

Trouver les valeurs exactes de cosx et sinx, sachant que
3sinx +4cosx = 5.

Solution
Nous avons 3sinxz =5 — 4 cosz.

En élevant au carré les deux membres de cette égalité, nous obtenons
9sin?z = (5 —4cosz)2.
Nous en déduisons

9(1 — cos? ) = 25 — 40 cosx + 16 cos? z < 16 — 40 cosz + 25 cos? z = 0,
& (beosz —4)? = 0.

ce qui implique

5cosx —4 =0.
Nous en concluons
4 , 1 ( 4> 3
cosz = et sinz = ¢ 7 7
Exercice 6. Lignes trigonométriques de g
1. Soit x un réel distinct de T + km, avec k € Z.
Justifier que tan(z + 7) = tanz et tan(m — x) = — tan z.

s
2. Placer, sur le cercle trigonométrique, le point repéré par le réel 3

La figure est a compléter au fur et a mesure de l’exercice.

3. On donne tang = V2 — 1. Donner les valeurs ezactes de tan% et
tan T
8 s s
4. Calculer les valeurs exactes de cos 3 et sin 3

5. En déduire Uégalité (v2 —1)V/2+ V2 = /2 — V2.
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Solution

0
1. Soit = un réel distinct de 5 + k7, avec k € Z. Nous avons

sin(rx+m) —sinz sinz
tan(x 4+ ) = = = = tanzx.
cos(r +m) —cosxr cosx
sin(m — x) sinx sinz
tan(m — z) = = =— = —tanzx.
cos(m—x) —cosx cos T

!

3. En appliquant les égalités obtenues a la question 1, nous avons
97 s s
tan — =+t —)=tan - =+v2—1.
an an(m + 8) an ¢ V2

7
tangztan(w—g):—tangzl—\/i.

4. Nous savons que

=l tan’ T = 14 (V2 —1)2 =4 —2V2.
cos” g 8

Il en résulte

o T 1 2+2 2+ /2
COS™ — = = = .

8 22-v2) 22-v2)(2+V2) 4

) m
Puisque cos 3 > (), nous obtenons

Nous en déduisons

T_(V2-1)V2+ V2

.om s
sin — = tan — X cos — =
8 8 8 2
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m
5. Calculons sin — d’une autre facon. Nous obtenons

. 9T 9 T 2442 2—\/5
sin®“—=1—-—cos“=—=1— = .
8 8 4 4

. . T L1
Puisque sin 3 > 0, nous en déduisons

LT 2—\/5
sin — = ————.
8 2

Il en résulte

(VZ2-1DV2+V2 V22
2 2
ce qui justifie I'égalité proposée

(VZ-1)V2+vV2=2- V2.

Exercice 7. Lignes trigonométriques de g

Sur le quart de cercle trigonométrique représenté ci-dessous, le point A est
7T —_— —_—
repéré par — radians, soit IOA = 36°. La bissectrice de ’angle OAI coupe le

segment [OI] en E.

1. Montrer que les triangles OEA et EAI sont isocéles.

2. Dans le triangle EAI, H est le pied de la hauteur issue de A.
Montrer que HI =1 — cos g En déduire que OF = 2008% —1.
3. Dans le triangle OF A, L est le pied de la hauteur issue de E.

Montrer que OF =

2cos —
- 5
4. Prouver que cos — est une solution de l’équation 4X? —2X —1 = 0.
5. En déduire les lignes trigonométriques de g, c’est-a-dire les valeurs

T . w T
exactes de cos = sin — et tan —.

5 5
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Solution

1. > Le triangle AOI est isocéle en O. Il en résulte
OAI = OIA.

De plus nous savons que AOT = 36°.

Nous en déduisons
180° = 20 A1 + 36° & OAI = 72°.
Puisque (AFE) est la bissectrice de 'angle OAI , nous obtenons
OAE = 36° = AOE,

ce qui justifie que le triangle OF A est isocéle en E.

> Nous en déduisons
AEI = 180° — OEA = 180° — (180° — 2A0E) = 2A0F = 72°.

De plus nous savons que EIA=OIA=TAO = 72°.

Ainsi nous obtenons
AEI = EIA,

ce qui prouve que le triangle EAI est isocéle en A.

2. > Nous avons

HI=0I—-0OH=1-0H.
Dans le triangle OH A rectangle en H, nous avons
m OH OH

COSg—m—T:OH.

Par suite, il vient

7r
HI=1- —.
cos5

> De plus le triangle TAFE est isocéle en A, donc le point H est le milieu
du segment [[E].

Il en résulte
T T
OE:OI—IEzl—QHI:1—2(1—0085):20083—1.

3. Le triangle OLFE est rectangle en L, donc :
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cos — = —.
5 OF
Puisque le triangle OF A est isocéle en F, le point L est le milieu de [OA].

Nous en déduisons

1
™ 2 . 1

cos — = —=—, soit OF = .

5 OFE 1 2 cos T

5

4. 11 résulte, des deux expressions de OF, les équivalences suivantes :
1
2cos~ —1 = = <:>2COSE(2COSE—1) =1 dcos® = —2cos— —1=0.

2cos 5 5 5 5 5

T
Par conséquent cos 3 est une solution de 1’équation
4X? -2X —1=0.

5. Désignons par (E) cette équation.

En utilisant la mise sous forme canonique d’un trinéme du second degré,

nous obtenons

1 1
E)e X?2—--X=-

o 12 4’1 1
E)e X2 -2x X4+ (2)2-(5)2==
B)e (X --)=_—.

(B) & (X -2)"=1¢

Il en résulte

1¢SX1J5

= — — ——0u e —_—

o
4 4 4 4
m
En remarquant que 1 < v/5 et cos 5 > 0, nous en concluons

™ VE+1

oS =— —-
De plus nous avons
5+1 10 — 24/5
sin? = =1 — cos? & = —(\[jL )2 = f
5 5 4 16

. L1
Comme sin = > 0, nous en déduisons

Enfin nous obtenons

LT
m SME  V10-2V5

tan — = =
5 cos% V541
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Exercice 8. Une double inégalité
Sur le quart de cercle trigonométrique ci-dessous, on donne le point M tel
— 7T
que 'angle IOM ait pour mesure en radians x €0, 5[ .

Le point P est lintersection de la demi-droite [OM) avec la tangente en I.

o

1. Par des considérations d’aires, justifier que
sinz < x < tanzx.

2. En déduire que, pour tout réel x €]0, g[, nous disposons de la double
imégalité

x 1
1< <

sinx  cosx’

3. Expliquez pourquoi cette double inégalité reste vraie lorsque x €] 0[?

™
— 5
Solution
1. L’aire du triangle OIM est inférieure strictement & l'aire du secteur
angulaire limité par l'arc IM. Cette aire est elle-méme inférieure a Iaire du

triangle OI P rectangle en [.

tan

sinx

ol ..
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Avec les notations de la figure, nous obtenons

Ol x MH OI*’xx OIxIP
2 < 2 < 2

Sachant que OI = 1, nous en déduisons

sin x
2

tan x
5

< =<

N8

Nous en concluons

vz €]0, g[, sinx < z < tanz.

2. Soit z €]0, g[ Nous avons

sinx

sinz < x < .
CcoS T

En divisant chaque membre de cette double inégalité par sinz > 0, pour

3 T
tout réel z €]0, 5[, nous en concluons

1

sinz  cosx’

1<

3. Size| - g 0, alors —z €]0, g[.

Ainsi nous pouvons appliquer la double inégalité ci-dessus en remplagant

x par —z, ce qui donne

_ 1
P

sin(—z) < cos(—x)’

La fonction sinus est impaire et la fonction cosinus est paire.
Nous en déduisons

—x 1
<

1< - .
—sinx  cosx

T
Par conséquent, pour tout = €] — 3 0[, nous obtenons & nouveau

x 1
<

sinz  cosx’

1<

Remarque.

Cette double inégalité permettra en classe de Premiére ou de Terminale de

L. . sin
préciser le comportement de la fonction x — ——, pour = proche de 0.
x
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Exercice 9. Une formule de trigonométrie

Quel est I’ensemble D des réels x tel que le réel 1 +

1 1
Pour x € D, justifier que 1 + —5— = —;
tan“ x sin“ x

5— soit défini ?

tan“ x

Solution

Le réel 1 + 5— est défini si et seulement si x # T + km, avec k € Z et
tan® x 2
tanz # 0.

Or nous avons
tanx =0 x = kw, avec k € Z .

T
Nous en déduisons que x € D si et seulement si z # 5 + km et x # km avec
ke Z.

Nous en concluons
D=R- {kg/k € Z}.
Pour tout réel x € D, nous avons

14 1 1+ tan?x 1 cos?x 1
= = X =
tan? z tan? x cos?xz ~ sin®x  sin?

-

Exercice 10. Calculs d’angles dans un cube

On donne le cube ABCDEFGH d’aréte a > 0. Les points I et J sont les
milieux respectifs des segments [AC| et [EG].

1. En admettant que les droites (EG) et (EA) sont perpendiculaires en E,
quelle est la nature du triangle AIJ ¢

2. En déduire que cos CAJ ne dépend pas du réel a > 0.

3. Donner une mesure en degré de l’angle 5A\J, arrondi au dizieme de
degré.

En déduire une mesure en degré de l’angle ZJ\C', arrondi au diziéme de
degré.

4. Déterminer une mesure en degré de l’angle C/'/E, arrondi au dixiéme de

degré.
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Solution

[ G
1 55
1
’
1 ’
1 J pd
! ¢
1 1 .
1 L N .
4
E i i 1 by 2 F
| 7 1 N
o 2 1 >
’ N
1 v 1 2N
1 1 ’ A
1 S 1 S,
’ ’ ~
1 7 l/ .
1 4 ~
f 4 5
1 5¢ ] }
1 ’ ’ 1 \‘
[ ’ 1 %
1 4 1 ~_ 4
Dy ¢ ’ 1 1€,
’ ’, 1 4 ~
‘,:_-/., ....... ] - b C
L 54 1 4--
VAR AI ' e
A T T, g
g Sa@l@ .-
A e
- s
- .
e | oo
~ou

1. Dans ce cube, le quadrilatére AEJI est un parallélogramme qui a un
angle droit, c’est donc un rectangle.
Il en résulte que le triangle AIJ est rectangle en I.

2. Dans ce triangle rectangle, nous avons

AJ = TAJ = —.
cosCAJ =cosTAJ VWi

Or [AC], de milieu I, est une diagonale du carré ABC'D, donc

av/2
-

Al =

De plus, en appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle AlJ,

nous obtenons

)2+a2:37a2‘

a\/§
2 2

AJ? = A2 +1J% = (

Nous en déduisons

AJ:aﬁza\—@.

N

Finalement nous obtenons

cosC’AJ:a—ﬁ X i:é
2 a6 3

Nous en concluons que le réel cos CAJ ne dépend pas du réel a > 0.

3. En utilisant une calculatrice, nous obtenons :

Trigonométrie
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—— 3
CAJ = cosl(\g) ~ 54,7°.
Le triangle AJC est isocéle en J. Nous en déduisons
AJC = 180° — 2CAJ ~ 180° — 2 x 54,7° ~ 70, 6°.

4. Le quadrilatére ACGE est un parallélogramme qui a un angle droit,
c’est donc un rectangle.
Nous en déduisons que le triangle ACG est rectangle en C'.

Il en résulte que

— AC
AG = —.
cos CAG G

Nous avons AC' = a+/2 et en appliquant le théoréme de Pythagore dans le

triangle AC'G, nous obtenons
AG? = AC? + CG? = (aV/2)? + a? = 3d2,
ce qui implique
AG = aV/3.

Par conséquent, nous obtenons

cosc@?a:m:g:

Nous en déduisons
— 6
CAG = cos_l(\gf) ~ 35, 3°.

Exercice 11. Résolutions d’équations trigonométriques

Résoudre dans R les équations qui suivent, puis placer sur le cercle trigo-
nométrique les solutions qui appartiennent a | — m, 7).
(1) sin3z = 1.
(2)|sin3z| = 1.
(3)4cos® x = cos .
(4)2cos?z = 3cosx — 1.
(5)

H)2cosxsinx —2cosx +sinx = 1.
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Solution

e Equation (1)

2
(1)@3x:g+k(2w)©x:%+k(§)
Nous en concluons
Sy =15 + k(3 /k € 2}
De plusnous obtenons
T T oT
Sl —m 7] ={-2, %, >}

e Equation (2).

(2) & sin3zx = lou sin 3z = —1,
(2) & 3z = g + k(27) ou 3z = —g + k(2m),
(2)<:>3:E:g+k:7r,

™ T
2) e =—+k—.

Nous en concluons
= { + k:( )k €L}.

De plus nous obtenons
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e Equation (3)

1
(3) & cosx(4cos’z — 1) =0« cosx = Oou cos? z = 7

1 1
(3) © cosz =0ou cosz = goucosz =—g.

Ainsi les solutions de 1'équation (3), sont les réels = tels que

2
x = g + kmoux = g + k(2m)oux = —g + k(2m)oux = ?ﬂ + k(2m) ou
2
xr = —% + k(27), aveck € Z.

L’ensemble des solutions dans l'intervalle | — m, 7| est

(Lmo.momomomoim,
37 27 332 37
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e Equation (4)

3 1
(4) < 2cos’z — 3cosx = —1 & cos? & — 5 COST = —5.

Posons X = cosz. Nous sommes ainsi amenés & résoudre 1’équation du

3 1
second degré notée (E), X% — §X =-3 11 vient

3 3 3 1
E)e X2 -29)X+ (52— (52 =—-=
(B) 0 X0 -2+ GF = GF = =
E X -2 =_
B (K==
E)eX-"=-ouX-"=_"
By e X—g=guX—1="71
(E) & X =1ouX = 3.
Nous en déduisons
1
(4)<:)cosx:10ucosx:§,
(4) & x=k(27)ouzx = g + k(2m)oux = _% + k(2m).

Nous en concluons
Suy = {k(2m)/k € Z} U {% +k(2m)/k € Z} U {—g + k(2m)/k € Z).

Dans l'intervalle | — 7, 7], nous avons

m 0

8(4)0] -, W] = {_ga 0, g}

LY
3

m
3
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e Equation (5)

(5) & 2cosz(sinz — 1) +sine —1 =0« (2cosz + 1)(sinz — 1) =0,

(5) < cosz = —Sousinz = 1.

Cela donne
2

2
(5) e x= 3 + k(2m)oux = 7% + k(2m)oux = g + k(27).

Pour conclure, nous obtenons
T 27 2T
S5) = {5 + k(2m)/keZ} U {? +k(2m)/keZ}U {—? + k(2m)/k € Z}.

Nous en déduisons

2r 7w 27

Sl —m = {-= 3. 3+

ST

Ting

Exercice 12. Une inéquation
1

Résoudre dans Uintervalle [0, 2m] l'inéquation < —.
cosz  sinx

Solution

Un réel z € [0, 27[ est solution de cette inéquation a condition que
cosz # 0 et sinx # 0.

Nous en déduisons que la résolution est autorisée pour les réels x tels que
™ 3T
x#Oetx#getx;&wetx#T.

Sous ces conditions, nous obtenons :
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1 1 1 /s tanz — 1
< N <“M—1><0<:>m<0.

cosx sinx sinz \cosz sin x
. . tanx — 1 .
Nous formons le tableau de signes du quotient ——— en utilisant le
sinz
cercle trigonométrique.
™
2
z
4
- 0
9 27
5T
4
3m
2
T 7 5T 3T
0 — — — — 2
v 1 2 i 1 2 g
tanz — 1 - 0 + || - - + | =
sin x 0 + + + 0 - - —
tanzx — 1
— =0+ 0 -0+ 0o - 1 + |
sin x

Nous en déduisons que ’ensemble S des solutions est
m U] 5T 377[

g T gt
Exercice 13. Un signal "triangulaire"

Représenter graphiquement la fonction f définie sur R, 2-périodique telle

que
Vo € [_1? 1]7 f(z) = ’LE“

Solution
La fonction f, restreinte a l'intervalle [—1, 1] est paire.
Pour z > 0, 'action successive de la translation de vecteur 2 - 7 restitue la

partie de Cy correspondant a x > 0.
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La symétrie par rapport a la droite des ordonnées fournit la courbe CY,

pour tout x € R.

Exercice 14. Sinus "redressé"

Soit f la fonction définie sur R par f(t) = |sin(wt)].
1. Quelle est la parité de la fonction f ?

2. Justifier que f est 1-périodique.

3. Représenter graphiquement la fonction f.
Solution

1. Soit ¢ € R. Nous avons

f(=t) = [sin(x(=1))| = [ = sin(nt)| = [sin(xt)| = [f(?).

Nous en concluons que la fonction f est paire.

2. Soit t € R. Nous avons
ft+1)=|sin(x(t+1))| = |sin(nt + )| = | — sin(wt)| = | sin(7t)| = f(¢),

ce qui justifie que f est 1-périodique.

3. Pour représenter graphiquement la fonction f, nous nous intéressons
d’abord & la restriction de f sur un intervalle de longueur une période, par
exemple sur l'intervalle [0, 1].

Par une translation de vecteur 7, nous obtenons Cy restreint a RT.

Sur R, la courbe Cf est obtenue par symétrie par rapport a la droite des

ordonnées.

!
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Exercice 15. Etude d’une fonction trigonométrique
2

cos(2z) +2°
1. Quel est l’ensemble de définition de cette fonction ?

On considere la fonction f: x +—

2. Etudier la parité de la fonction f.

En déduire que sa courbe représentative Cy admet un élément de symétrie.
3. Montrer que f est m-périodique.

4. Expliquez comment représenter graphiquement la fonction f ¢

5. Justifier que, pour tout réel x, ; < f(z) < 2.

6. Déterminer les coordonnées des points communs a la courbe Cy et a la

3

droite d’équation y = 2. Méme question avec la droite d’équation y = 3

7. Soit aaun réel tel que a > 2. Déterminer une période de la fonction
g:x— m.

Solution

1. La fonction f est définie a condition que cos(2z) + 2 # 0.

Pour tout réel x, cette condition est réalisée car I'équation cos(2x) = —2
n’a pas de solution.

Nous en concluons que Dy = R.

2. Pour tout réel x, puisque la fonction x — cosx est paire, nous avons

2 2

f(=z) = cos(—2x) + 2 a cos(2x) + 2 = f(@).

La fonction f est paire.
Nous en déduisons que la droite des ordonnées est un axe de symétrie pour
la courbe CY.

3. Puisque x — cosx est 27 périodique, nous obtenons

2 2 2

= = f(x),

Hot ) = BT m) 72 con@r +2m) 72 cos(2a) + 2

ce qui justifie que f est m-périodique.

4. Pour représenter graphiquement la fonction f, nous nous intéressons
d’abord & la restriction de f sur un intervalle de longueur une période, par
exemple sur U'intervalle [0, 7].

Par une translation de vecteur 7 - 7, nous obtenons C restreint a RT.

Enfin sur R, la courbe C'; est obtenue par symétrie par rapport a la droite

des ordonnées.
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5. Soit & un réel quelconque. Nous savons que
—1 < cos(2x) < 1, ce qui implique 1 < cos(2z) + 2 < 3.

La fonction inverse est décroissante strictement sur |0, +oc[. Il en résulte

e 1 o
3 7 cos(2x)+2

Nous en concluons
2
V.%'ER, ggf(l')§2

6. Les abscisses des points communs a la courbe Cy et a la droite d’équation

y = 2 sont les solutions de 'équation f(z) = 2. Ainsi nous avons
2

f@)=2< cos(2x) + 2

=2 & 2(cos(2x) +2) =2 < cos 2z = —1,
soit

cos2a::—1<:>2x:7r+k(27r)@x:g—i-kﬂ.

Nous en concluons que les points communs a la courbe Cy et a la droite
T
d’équation y = 2 ont pour coordonnées (5 + km, 2), avec k € Z.

De la méme fagon, les abscisses des points communs a la courbe Cy et a la

2
droite d’équation y = 3 sont les solutions de I'équation f(x) = 3 Il vient

2 2 2
- —  —_ =9 2 2) =6 & 20 =1
f(x) 37 s 12 3 (cos(2x) + 2) cos2r =1,

soit
cos2x =1 & 2z = k(27) & x = k.
Nous en concluons que les points communs a la courbe Cy et a la droite
d’équation y = ; ont pour coordonnées (km, %), avec k € 7.

Remarque
Nous observons sur la figure ci-dessus que les droites d’équations y = 2 et
2

y =  sont tangentes a la courbe Cy en une infinité de points.

7. Par analogie avec la question 3, pour tout réel x, nous avons :
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(@ + 271) a a a (2)
T _) = = = = xZ).
g a 27 a cos(ax +2m) +a  cos(ax)+a g

Nous en concluons que la fonction g est 2—7r—pé1riodique.
Exercice 16. Etude d’une fonction tr%gonométrique
1. Quel est I’ensemble de définition de la fonction f:x+— ——F—— ¢
1+ |sinz|

2. Quelle est la parité de la fonction f ?

3. Justifier que [ est m-périodique.

4. Montrer que, pour tout réel x, 1 < f(x) < 2.

5. Observer, a l'aide de votre calculatrice ou de Geogebra, la représentation
graphique de cette fonction.

Solution

1. La fonction f est définie si et seulement si 1 + |sin x| # 0.

Puisque pour tout réel z, |sinz| > 0, nous en déduisons
Ve R, 1+ |sinz| > 0.

Il en résulte que Dy = R.
2. Pour tout réel x, il vient
2 2 2

J(=2) = 1+ |sin(—2)| 1+t | — sinz| T 1+ | sin x| = /().
Ainsi la fonction f est paire.
3. Pour tout réel x, nous avons
2 2 2
flae+m) = f(x),

1+ |sin(z 4+ 7)| T 1+ | — sin x| 1y | sin z| -
ce qui signifie que la fonction f est m-périodique.
4. Soit x un réel.

Nous savons que |sinz| < 1, ce qui implique
0<1+4|sinz| <2

La fonction z — E est décroissante sur |0, +ool.
Il en résulte !
1
1+ |sinz|

—_

> —.
-2
Nous obtenons que f(x) > 1.

Pour justifier que f(z) < 2, nous calculons 2 — f(x).

Il vient :
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2 1 i
' _o(1 - oo ]sm‘x\ .
1+ |sinz] 1+ |sinz] 1+ |sinz|

2 f(x) =2
Nous en déduisons

2 — f(z) >0, soit f(z) < 2.
Nous en concluons

Ve e R, 1< f(x) <2.

Nous observons que connaissant C'y sur I'intervalle [0, 7], nous en déduisons
la courbe C sur [0, 400 par la translation de vecteur 7 - 7.

Par symétrie par rapport a la droite des ordonnées, nous obtenons la courbe
Cy sur Dy = R.

Exercice 17. Style premier Bac des années 1950

On consideére le demi-cercle de rayon 1 représenté ci-dessous.

Avec les données de la figure, nous supposons que M € T'J et M # 1.
1. Déterminer cos o tel que I'M = MH.

En déduire dans ce cas une valeur approchée de la mesure a de l’angle

—

OI'M. 5
2. Déterminer  tel que I'K + I'M = 7"
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Solution

1. Dans le triangle IM I’ rectangle en M, nous avons
I'M =1I' cosa = 2 cos a.
De plus il vient
MH=0K=0I'-TK=1-TK.
Dans le triangle I’ K M rectangle en K, nous avons
I'K = I'M cosa = 2 cos? a.
Il en résulte
MH =1-2cos®a.
Nous en déduisons
I'M = MH < 2cosa =1 —2cos? a.

En posant X = cos a, nous sommes amenés a résoudre ’équation du second

degré, notée (1)

2X24+2X —1=0.

Il vient
1 1 1 1 3
HNeX’+X=—-—oX+2) --=-& 2 ==
1 3 1 3 1 3 1 3
1 Xt+-=—ouX+-=-""-X=—+— =—— - —.
(1) & —1—2 5 Oou +2 2@ 5 5 ou 5 5
T
Nous observons que « € [Z, 5[, donc
2
0<cosa§£.
2
1 3
Par conséquent la solution, cosa = 5~ \2[, n’est pas retenue.

De plus on a

> 0.

+

ol ol

A

|
)
‘% Do | =

1
Il reste a vérifier que —3 +

Pour cela, nous avons :
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Il en résulte

\V)

R
V3

+ —— est 'unique valeur qui réalise

1 V3 V2
2
1
2 2

Nous en concluons que cosa = —
légalite I'M = MH.
> Votre calculatrice restitue une valeur approchée de « .

Nous obtenons

1 V3
— -1(_Z L
a=cos™ 2+2

) ~ 1,19 radians, soit o =~ 68, 5°.
2. Nous savons que

I'M =2cosa et I'K = 2cos? a.
Nous obtenons

3 3
I'K+1I'M= B & 2cos’a+ 2cosa = 7

En posant X = cos a, nous sommes amenés a résoudre I’équation du second
degré, notée (2)
3

2X2+2X—§:0.
Cela donne
3 1 1 3 1
NeX24X="aX+P2--=SasX+-)2=1

1 1 1

Nous savons que 0 < cosa < -
. . 3
Par suite, la solution cosa = —3 est exclue.

. 1 : :
Par conséquent la solution cosa = = est la seule qui convient.

Nous en concluons

3
I'K+I'M = B si et seulement si o = g
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Exercice 18. Etude d’une fonction ALCO

Soit f la fonction définie sur R par
T T

fz) = sin(gx) — 5

La représentation graphique de cette fonction est désignée par Cy.
1. Quelle est la parité de la fonction f 7
2. Justifier que, pour tout réel z, f(x +4) = f(x) — 2.
En déduire qu’il existe une translation t qui laisse globalement invariante

la courbe Cy, c’est-a-dire prouver que,
quel que soit le point M € Cy, M’ =t(M) € Cy.

En représentant graphiquement cette fonction, a l'aide de GeoGebra par
exemple, controler ce résultat.

3. Montrer que, quel que soit le réel x,
T T
—(1+ =)< <1-——.
I+35)sfl@)s1-3

Interpréter géométriquement cet encadrement.

4. Graphiquement, justifier que [’équation

2 sin(gx) =z,
admet une unique solution xg > 0.
Que peut-on dire du réel —xg ?
En utilisant ’algorithme de dichotomie, déterminer une valeur arrondie de
xo @ 1073 pres.
Solution
1. Pour tout réel z, nous avons

f(-x) = sin( (o)) - 2

ce qui établit que la fonction f est impaire.

= —sin(Sa) + 5 = /(@)

|

2. > Pour tout réel x, sachant que la fonction sin est 2w-périodique, nous

obtenons
4
Fla+4) = sin(5 (e +4) - 2=,
= sm(%x +27) — g -2,
T x
—sin(=z) — = —2
8111(23:) 5 ,
= fz) -2
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>> Le plan étant rapporté a un repére orthonormal (O ; 7, 7), nous considé-
rons la translation ¢ de vecteur 4t =4-7—2- 7.

Cette translation associe a chaque point M (z, y) du plan un unique point
M' (2, y') tel que

e =4 ‘=z 44
MM =g=4.7-2.J&{ & 570 S0 =oF
y—y=-2 y=y—2

Par conséquent, si M(x, y) € Cy, alors y = f(x), ce qui implique que les

coordonnées (z/, y') du point M" = t(M) satisfont a 'équation
y'=flx)-2=flz+4) = f(2).
Ainsi, pour tout point M, nous avons établi que
si M € Cy, alors M' = t(M) € Cy.

Nous en concluons que la courbe Cy est globalement invariante par la trans-
lation de vecteur 4 =4-7—2- 7.

> Controle graphique.

3. > Soit un réel z.
D’une part, puisque —1 < sin(%x) < —1, nous avons
Flx)+ 1+ g) - sin(g:v) - g +1+4 g = sin(ga@) +1>0,

ce qui justifie I'inégalité
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T
D’autre part, puisque —1 < sin(iac) < —1, nous obtenons

(1—£)—f(37) =1- E—sin(g:ﬁ)—i—g: 1—sin(g$) >0,

2 2

ce qui justifie la seconde inégalité
x
<1—-——.

Nous en concluons

N8

x
Ve eR, ~(1+5) < flz) <1~
> En considérant les deux droites paralléles d; et dy d’équations respectives
x x
=—(14+z)ety=1——,
y=-(1+3)ety 5
nous observons que la courbe Cy est incluse dans la bande de plan limitée par
ces deux droites.
4. > L’équation proposée est équivalente a
7r x
sin(=z) — - =0%& f(x) =0.
(Ca) -5 =0 [(2)
Nous en déduisons graphiquement que cette équation admet une unique
solution zg € [1, 2].
> Puisque f est impaire, il vient

f(=z0) = —f(20) = 0,

ce qui justifie que —xg est également une solution de I’équation proposée.

> Nous utilisons la fonction Python dicho (f,a,b,p)

from math import x
def f(x)
return sin ((pi/2)*x)—x/2
def dicho(f,a,b,p):
while b—a>10%x(—p):
m=(a+b)/2
if f(a)*f(m)<0:
b=m
else:
a=m

return (b)
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Nous obtenons
>>> dicho(f,1,2,3)
1.4736328125.

Nous en concluons qu’une valeur arrondie de xg & 1073 prés est 1,474.
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CHAPITRE 11
Probabilités

La notion de probabilité apparait dans la deuxiéme moitié du XVII® siécle
lors de la correspondance entre Pierre de Fermat et Blaise Pascal au sujet de
jeux de hasard. Ces derniers constituent d’ailleurs des problémes historiques.
Nous en aborderons quelques-uns dans la partie "Exercices corrigés" de ce
chapitre. Jusqu’a la fin du XIX¢ siécle, le calcul de probabilités concernait uni-
quement une quantification du hasard liée & des expériences aléatoires dont le
nombre d’issues est fini. La description de situations aléatoires dont I’ensemble
des issues est infini a conduit & la naissance de la théorie des probabilités.

C’est le mathématicien russe Kolmogorov qui, au début du XX¢ siécle, en
utilisant la théorie naissante des ensembles, proposa une axiomatique qui est le
fondement de I’étude théorique des probabilités. De nos jours c¢’est une branche
trés importante et féconde des mathématiques contemporaines.

Dans ce chapitre nous étudions diverses situations aléatoires dont les issues
sont en nombres finis. Nous proposons aussi une premiére utilisation du voca-
bulaire ensembliste qui autorise une plus grande rigueur dans la manipulation

de la notion d’événements aléatoires et du calcul de leurs probabilités.

11.1 Loi de probabilité - Probabilité d’un événement

11.1.1 Expérience aléatoire

Définition. Une expérience est aléatoire lorsqu’elle a plusieurs issues possibles
non prévisibles.

Pour n € N*, Q = {wq, wa, -+, wy} est ensemble des issues possibles.
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Exemples. Nous en proposons deux.

e Un piéce de monnaie est lancée. L’ensemble des issues possibles est
Q = {Pile, Face}, est Q ={P, F} .

e On jette un dé ayant six faces numérotées de 1 a 6. L’ensemble des issues
possibles est noté aussi 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Nous simulons le jet de ce dé cubique n fois de suite en utilisant la fonction

Python decub(n) qui suit.

from random import =

def decub(n)
L]
for i in range(l,n+1):
d=randint (1,6)
L.append(d)

return L

Par exemple, nous simulons vingt jets de ce dé, ce qui donne
>>> decub(20)
[5,3,6,5,3,6,5, 54,5 /5,5,2,1,1,6,5,5, 1, 5].

Définition. Le nombre d’éléments d’un ensemble fini ) est le cardinal de €2,
noté card(2).
11.1.2 Loi de probabilité

Définition. Soit Q = {wy, we, -+, wy} un ensemble d’issues possibles. Définir
une loi de probabilité sur Q, c¢’est associer a chaque issue w; un réel p; € [0, 1],

avec 1 <1 <mn, telle que
prtp2+---+pn=1
Le réel p; est la probabilité de l’issue w;.

Exemples. Nous en proposons trois.
e Jet d’un dé cubique équilibré. Nous savons que 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
La probabilité de chaque issue est é
La loi de probabilité de cette expérience aléatoire est résumée par le tableau

suivant :
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issues 1123|456
111|111

babilité — == =|=1=
probabilités clelslslels

e Jet d'une piéce équilibrée. Nous savons que Q = {P, F'}.
La probabilité de chaque issue est 5
Laloi de probabilité de cette expérience aléatoire est résumée par le tableau

suivant :

issues

probabilités

N = | g
N = | T

e Jet d’une piéce non équilibrée.
L’ensemble des issues possibles est & nouveau Q = {P, F'}.

La loi de probabilité de cette expérience aléatoire est résumée par le tableau

suivant :
issues P|F
1|2
probabilités | — | =
313

Remarque. Pour une expérience aléatoire donnée, la loi de probabilité n’est
pas unique. Sur un ensemble € d’issues possibles, on peut définir une infinité

de lois de probabilité.

Définition (loi uniforme ou équirépartie). Soient n > 2 un entier naturel et
Q un ensemble ayant n issues possibles.
Une loi de probabilité est équirépartie ou uniforme sur () si et seulement

1
si chaque issue possible a une probabilité égale a —.
n

Algorithme. Simulation d’une loi uniforme.
Nous simulons n lancers d’un dé tétraédrique et la fréquence d’apparition
de la face 1

Pour cela, nous définissons la fonction Python def simulationdetra(n).
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from random import =
def simulationdetra(n)
s=0
for i in range(l,n+1):
d=randint (1,4)
if d==1:
s=s+1
f=s/n

return f

Nous obtenons en prenant l'entier n suffisamment grand,

>>> simulationdetra(1000)

0.246.

Ceci corrobore la valeur théorique de 0,25 qui est la probabilité uniforme

d’obtenir I’as dans cette expérience aléatoire.

11.1.3 Probabilité d’un événement

Définition (d'un événement). Soit Q = {w1, wa, -+, wy} 'ensemble des is-
sues possibles d’une expérience aléatoire.
On appelle événement A toute partie de 2, (ou sous ensemble de ).

On note A C Q, (lire A est inclus dans Q).

Vocabulaire - Evénements particuliers.

e Soit a une issue appartenant a A : on dit que l'issue a réalise A. On note
a € A

e Un événement réduit & une seule issue (par exemple l'issue wy) est noté
{wr}.

e Un événement qu’aucune issue ne réalise est 1’événement impossible,
noté ), (ensemble vide).

o () est I’événement certain : toutes les issues le réalisent.

Définition (de la probabilité d'un événement). Soit Q = {wi, wa, ---, wy}
l’ensemble des issues possibles sur lequel est définie une loi de probabilité. Pour

tout événement A C Q, la probabilité de A, notée P(A), est la somme des

probabilités des issues réalisant A.
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Exemple. Jet d'un dé dé cubique équilibré ou non.
Un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 & 6 est jeté. Nous nous
intéressons a la probabilité de I’événement A : "obtenir un numéro pair" ?
L’événement A est réalisé par les issues 2, 4, 6.

> Le dé est équilibré, nous obtenons

1 1 1 1
PA) =-+-+-==
(4) 6 6 6 2
>> Le dé est non équilibré (truqué). Sa loi de probabilité est donnée par le
tableau
issues 1 1213|415 |6
1 111]1 1
Gites | L | L LD Ll
probabilités Glilelsl 212
Nous en déduisons
1 1 1 2
PA =-4+-+-=-.
(4) 4 + 6 + 4 3

Remarques. Nous en faisons trois.
e Avec les notations ci-dessus, si A = {w;}, on a P({w;}) = p;.

e Il résulte de la définition ci-dessus que
P(Q) =1et P(0) =0.
e Pour tout événement A, nous admettons et nous retiendrons que
0<P(A) <1

Proposition (cas d'une loi uniforme). Soit Q un ensemble fini d’issues pos-
sibles.
On suppose que la loi sur Q est uniforme (ou équirépartie).

Pour tout événement A, on a

P(A) = card(A)  nombred'issuesréalisant A
~card(Q)  nombred'issues possibles

Démonstration. Soit n € N* tel que card(2) = n, ce qui signifie que le
nombre d’issues possibles est n.
Soit m € N le nombre issues favorables & la réalisation de A.

Puisque la loi probabilité est uniforme sur €2, nous obtenons

11 1 1 card(A)
PA = =X = ()

m termes
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Exemple. Probabilité d’un événement a ’aide d’un arbre.

Une piéce équilibrée est lancée trois fois de suite. Nous observons une issue
possible sous la forme d’une suite ordonnée de Pile ou Face, notée par exemple
PPF.

e A I’aide de larbre qui suit, nous décrivons 'ensemble des issues possibles

de cette expérience aléatoire et nous en déduisons le nombre de ces issues.

5> I B> B

L’ensemble des chemins de cet arbre constitue I’ensemble Q2 des issues pos-

sibles.
Ainsi nous dénombrons 8 issues possibles.

e Soit k un entier tel que 0 < k < 3. Nous désignons par Ay I’événement
"obtenir k Piles exactement lors de ces trois lancers".

Pour 0 < k < 3, nous déterminons les probabilités P(Ay).
> Seule l'issue FIF'F est favorable & la réalisation de I’événement Agy. Il en

résulte que

>> Nous avons A; = {PFF, FPF, FFP}. Nous obtenons

> Nous avons Ay = {PPF, PFP, FPP}, ce qui donne :
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P4) = chf(f{?;)) -5

> Pour finir, seule 'issue PP P est favorable a la réalisation de I’événement

Asz. Il en résulte

card(43) 1

P(A3) = ———> = —.

(43) card(2) 8

> Nous vérifions
1 3 3 1
P(A()) +P(A1) +P(A2) +P(A3) = g + g + é + g =1.
11.2 Calculs de probabilités

Dans ce paragraphe Q = {w1, wa, -+, wyp} est un ensemble dont les élé-

ments sont les issues possibles d’une expérience aléatoire sur lequel on a défini

une loi de probabilité.

11.2.1 Evénements et opérations ensemblistes

Définition. Soient A et B deux événements inclus dans Q.

o [’événement AN B est 'ensemble des issues favorables a la réalisation
de A et B.

o [’événement AU B est l'ensemble des issues favorables a la réalisation
de A ou B.

o L’événement contraire A est l’ensemble des issues non favorables a la
réalisation de A.

o Lorsque ANB = ), on dit que les événements A et B sont incompatibles.

Exemple. Votre calculatrice peut générer des nombres entiers aléatoires com-

pris en 1 et 10. On considére les événements suivants :

A : "le nombre affiché est pair",

B : " le nombre affiché est inférieur strictement a 5".
Nous obtenons immédiatement
A=1{24,6,8,10} et B={1, 2, 3, 4},
ce qui donne :
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ANB ={2, 4},
AUB=1{1,2,3,4,6,8, 10},
A=1{1,3,579 et B=1{5,6,7,8,9, 10},
ANB=1{51,9},
AUB={517,9}

Remarques. e Nous en faisons deux.
Nous pouvons représenter les événements ANB et AUB par les diagrammes

ci-dessous, appelés diagramme de Venn ! :

ANB AUB

e Le "ou" est inclusif ce qui signifie que A U B est réalisé si et seulement
si A est réalisé ou B ou AN B.

Le "ou" exclusif est celui du raisonnement par disjonction 2.

11.2.2 Propriétés d’une probabilité

Proposition (propriété d’additivité). Soient A et B deux événements incom-

patibles (c¢’est-a-dire AN B =0). Nous disposons de l’égalité
P(AUB) = P(A) + P(B).

Démonstration. P(AUB) est la somme des probabilités des issues favorables
a la réalisation de A ou de B sachant que A et B ne contiennent pas d’issues
favorables a leurs réalisations simultanées d’out 'additivité de leur probabilité

respective.

Exemple. Dans 'exemple précédent, nous considérons les événements sui-

vants :

1. Mathématicien et logicien britannique : 1834-1923
2. Annexe § 5.4
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E : " le nombre affiché est divisible par 5 ",

F ;" le nombre affiché est divisible par 3".
Nous obtenons
E ={5,10}, F = {3, 6, 9}.
Il en résulte que
EnF=0et EUF ={3,5,6,9, 10}.

Nous vérifions que
) 1 2 3 1
PIEUF)=—=—-et P(E)+P(F)= —+ — = —.
(BUF) =15 =g et PE) T PI) =15+ 5= 3
Proposition (probabilité d'un événement contraire). Pour tout événement A

inclus dans 2, nous avons
P(A)=1-P(A).

Démonstration. Soit A C Q.

Nous avons, ANA=0et AUA = Q.

En utilisant la propriété d’additivité, nous obtenons
1=P(Q)=PAUA)=P(A) + P(A).
Nous en déduisons
P(A)=1-P(A).

Exemple. Tirages avec remise.

Une urne contient trois boules : une noire, un blanche et une rouge.

Un joueur préléve dans cette urne, au hasard, successivement et avec remise,
deux boules.

Nous décrivons cette expérience aléatoire par I'arbre suivant :
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B
= R

N

B

R
R

N

B

R
N

N

Nous dénombrons 9 tirages possibles de deux boules qui sont successifs et

sans remise.
> Nous déterminons la probabilité que les deux boules soient de la méme

couleur.
Désignons par C I'événement : "obtenir deux boules de la méme couleur".

Il y a 3 issues favorables a la réalisation de C'. Il en résulte

> Nous en déduisons la probabilité que les deux boules soient de couleurs

différentes.
C est 'événement : "obtenir deux boules de couleurs différentes", ce qui

donne
— 2
P(C)=1-P(C) = 3

Remarques. Nous en faisons deux.

e Lors de cette expérience aléatoire, le second tirage ne dépend pas du

premier.
e Nous observons que la probabilité de chaque issue possible est égale a
1 1 1
— ==X —.
9 3 3

Proposition (calcul de P(A U B), lorsque AN B # (). Soient A et B deux

événements quelconques, nous disposons de [’égalité

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB).
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Démonstration. Nous supposons que AN B # ().
Soit A; 'événement dont les issues sont favorables a la réalisation de A sans

étre favorables a la réalisation de AN B comme indiqué sur la figure ci-dessous.

Q

Nous avons, d’une part,
AN(ANB)=0et AAU(ANB) = A.
En appliquant la propriété d’additivité, nous obtenons
P(A1)+ P(ANnB)=P(A),
ce qui donne
P(A;)) = P(A) — P(AN B).
D’autre part, nous observons que
A1UB=AUB, avec AN B = 0.
A nouveau, par additivité, il vient
P(AUB)=P(A1UB) = P(A) + P(B),
ce qui donne
P(A;) = P(AUB) — P(B).
Des deux expressions de P(Aj), nous déduisons
P(A)—- P(AnB)=P(AUB) — P(B).
Nous en concluons

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
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Exemple. Un référendum.
Au cours d’un référendum, deux questions étaient posées :
e 65% des personnes ont répondu "oui" a la premicre question,
e 51% des personnes ont répondu "oui" a la seconde question,
e 46% des personnes ont répondu "oui" aux deux questions.

Nous considérons les deux événements suivants :

A : " une personne a répondu "oui" & la premiére question ",

B : " une personne a répondu "oui" a la seconde question ".

> Nous calculons la probabilité qu’une personne ait répondu "oui" a 'une
ou l'autre des deux questions.

Il s’agit de calculer P(A U B). 1l vient
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,65+ 0,31 — 0,46 = 0, 5.

Nous en concluons que 50% des personnes ont répondu "oui" a 'une ou
I'autre des deux questions.

> Nous remarquons que I'événement A U B est réalisé si et seulement si
une personne a répondu "non" aux deux questions.

Il en résulte

P(AUB)=1-P(AUB)=0,5.

Nous en concluons que 50% des personnes ont répondu "non" aux deux

questions.

Remarque. L’observation de I’événement A U B nous autorise & énoncer les
lois de De Morgan 3.

Pour tous les événements A et B, nous admettons

AUB
ANB

|
S/ Ies]

N
U

)

Une preuve des lois de De Morgan est proposée dans 'exercice corrigé 10

de ce chapitre.

3. Mathématicien britannique : 1806-1871
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11.3 Exercices corrigés

Exercice 1. Tirage sans remise
Une urne contient quatre boules numérotées de 1 a 4. On préléve au hasard
une boule dans l'urne, puis, sans la remettre, on tire une seconde boule. Une
1ssue est donc un couple de numéros distincts.
1. Dénombrer les issues possibles.
2. On désigne par :
o A 'événement : "le premier numéro est pair et le second impair".
e B [’événement : "le produit des deux numéros est un nombre impair”.
Déterminer les probabilités des événements AU B et AN B.
En déduire la probabilité de AU B.
Solution

1. Nous décrivons cette expérience aléatoire par I'arbre suivant :

Ainsi nous comptons 12 issues possibles.

2. > Par une lecture des branches de ’arbre, nous obtenons

A=1{(2,1),(2,3),(4,1),(4,3)},

Puisque AN B = (), par additivité, nous en déduisons :
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P(AUB) = P(A) + P(B) = - + = =

> De plus, nous avons
B =1{(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4), (4,1), (4,2), (4,3)}.

Nous observons que A C B.

Il en résulte que

ce qui donne

Nous savons que

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Puisque P(A N B) = P(A), nous en concluons

10 5

ALGO
Exercice 2. Jets de deux dés

1. On lance simultanément deux dés cubiques équilibrés dont les faces sont
numérotées de 1 a 6.

Quel est le nombre d’issues possibles ¢

2. A chaque lancer de ces deux dés, on associe I’écart entre les deux nombres
obtenus, c’est-a-dire la différence qui donne un résultat positif.

a. Donner un tableau a deux entrées qui restitue l’écart entre les deux
nombres obtenus.

b. Quelle est la probabilité de I’événement A : "obtenir un écart de 1" ¢

c. Donner la probabilité de I’événement B : "obtenir l’écart le plus grand ".

d. Quelle est la probabilité de I’événement C : "obtenir un écart strictement
inférieur a 2" ¢

e. Définir ’événement contraire C. En déduire sa probabilité.

3. Nous répétons n fois cette expérience aléatoire afin de la simuler. Que

restitue le script Python qui suit ¢
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trom random import *
def simulationin)
==0
for i in range(l,n+1}:
: a=randint(1,5)
b=randint({1,5)
if abs(a-b)==1:
; j s=5+1
return s/n

Modifier ce script pour simuler les événements B et C.

Solution

1. Le nombre d’issues possibles est le cardinal de I'ensemble des couples
(x, y) tels que x € {1,2,3,4,5,6} et y € {1,2,3,4,5,6} . Il y a donc 36 issues

possibles.
2. a.

1121314516
110123415
2111011234
3121101123
41312|1]0]1]|2
514131211 ]01
6|5|4[3[2|1]0

b. Un écart de 1 est réalisé & 10 reprises, ce qui donne

10 5
PA)=—=—.
36 18
c. L’écart le plus grand est de 5. Il est réalisé a 2 reprises. Nous obtenons
2 1
PB)=—=—.
(B) 36 18

d. Un écart strictement inférieur a 2 est réalisé & 16 reprises en prenant les

valeurs 0 ou 1. Il en résulte que
16 4
P(C)=—=-.
() 36 9
e. C est I'événement : "obtenir un écart supérieur ou égal a 2". Nous en

déduisons :
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P(@):l—P(C’):l—g:

3. > Ce script simule la réalisation de ’événemen

O ot

A.

—+

Par exemple, pour n = 10000, nous obtenons

>>> simulation(10000)

0.2782,

ce qui est proche du résultat théorique obtenu.

> Pour simuler I’événement B, nous remplacons le branchement condition-

nel
"if abs(b—a) ==1:" par "if abs(b—a) ==5:".

> Pour simuler I’événement C, nous remplagons le branchement condition-

nel
if "abs(b—a) ==1:" par "if abs(b —a) < 2:".

Exercice 3. Le probléme du chevalier de Méré*

Le chevalier de Méré posait la question suivante au philosophe et mathé-
maticien Blaise Pascal . " Qu’est-ce qui est le plus probable : obtenir au moins
un siz en quatre lancers d’un dé, ou obtenir au moins un double siz en langcant
vingt-quatre fois deux dés" ?

Solution

1°* cas : obtenir au moins un six en quatre lancers d’un dé.

Désignons par A I’événement : "obtenir au moins un six en quatre lancers
d’un dé".

Une issue possible est une suite constituée de quatre nombres, chacun de
ces nombres étant compris entre 1 et 6. Dans cette situation aléatoire nous ne
faisons pas appel & un arbre car le nombre d’issues est important. Un raison-
nement combinatoire va nous permettre d’aboutir.

En effet, nous disposons de 6 choix pour obtenir le premier nombre, puis
ce dernier étant acquis, nous lui associons & nouveau 6 choix pour le second
nombre.

Ce qui signifie quil y a 6 x 6 = 62 facons de choisir les deux premiers
nombres.

En réitérant ce processus multiplicatif pour le choix du troisiéme nombre
puis le quatriéme, nous dénombrons finalement 64 = 1296 issues possibles pour

cette expérience aléatoire.

4. Ecrivain et mathématicien amateur : 1607-1684
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L’événement A est I’événement : "n’obtenir aucun 6 lors des quatre lan-
cers".

Par conséquent, nous comptons 5 choix pour la réalisation du premier
nombre, puis 5 choix pour le second, le troisiéme et le quatriéme. Nous en
déduisons qu’il y a 5 issues favorables a la réalisation de A.

Cela donne

Nous en concluons
_ 54
P(A)=1-PA)=1- G ~ 0,518.

2¢ cas : obtenir au moins un double six en lancant vingt-quatre
fois deux dés.

Désignons par B I’événement : "obtenir au moins un double six en lancant
vingt-quatre fois deux dés".

Dans cette seconde situation, une issue possible est une suite de 24 couples
de nombres, chacun de ces nombres étant compris entre 1 et 6.

Nous adoptons & nouveau le principe multiplicatif explicité ci-dessus.

Nous avons 6 x 6 = 36 choix pour le premier couple. Nous en déduisons
qu’en lancant 24 fois les deux dés, nous dénombrons 3624 issues possibles.

Considérons 'événement B : "ne pas obtenir de double six".

Nous avons

- 3524
PB) = 31
Il en résulte
— 35 94

Nous en concluons qu’il est plus probable d’obtenir au moins un six en
quatre lancers d'un dé que d’obtenir au moins un double six en lancant vingt-
quatre fois deux dés.

Exercice 4. Probabilité et régionnement du plan

Le plan est muni d’un repére orthonormal. On choisit au hasard un point
M (z, y) a coordonnées entiéres comprises entre 1 et 6.

1. Quelle est la probabilité des événements suivants :

A : "le point M appartient & la droite d’équation y =x" ?
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B : "le point M appartient & la parabole d’équation y = 2" ?

C : "le point M appartient a la courbe d’équation y = \/x" ?

D : "le point M est tel que Jx <y < 22" ?

2. Quelle est la probabilité de BUC ?

3. Exprimer ’événement E : "le point M est tel que y < /T ouy > 22"
en fonction des événements B, C, D. En déduire la probabilité de E.

Solution

Nous visualisons ’ensemble des issues possibles dans le repére donné.

.7/7:1:2

6 . . . . . Yy=x
5 . . . . .
4 . . 13 .
3 . . . . . y-——ﬁ
2 . ° . .
1 . ® ® . .

1 2 3 4 5 6 7

L’événement A est réalisé par les 6 points & coordonnées entiéres qui ap-

partiennent a la droite d’équation y = x, ce qui donne

6 1

PA)=—=-.
(4) 36 6

L’événement B est réalisé par les 2 points & coordonnées entiéres qui ap-
partiennent & la parabole d’équation y = z2, ce qui donne

2 1

PB)=— = —.

36 18

L’événement C' est réalisé par les 2 points a coordonnées entiéres qui ap-
partiennent & la courbe d’équation y = \/z, ce qui donne

2 1
=% " 15

L’événement D est réalisé par les 19 points & coordonnées entiéres qui

P(B)

appartiennent & la partie du plan située, au sens strict, entre les deux courbes.

Ainsi nous obtenons

P(D) = .
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2. Nous avons

2 2 1 3 1
P(BuC)=P(B)+P(C)—P(BmC):%+%7%:%:E.

3. Il est clair que £ = BUC U D.

Nous en déduisons
P(E)=1-P(BUCUD,).

Puisque ) = (BUC) N D, par additivité, nous obtenons

3 19 14 7
P(E)=1-PBUC)—-PD)=1—-———=—=—.
(E) ( ) (D) 36 36 36 18

Ce résultat est vérifiable directement sur la figure.

Exercice 5. Probléme du Duc de Toscane ALCO

Trois dés sont lancés. On désigne par S la somme des points obtenue.

1. L’événement S = 10 est plus probable que S = 9. Pourquoi ¢

2. Proposer un programme Python qui dénombre le nombre d’issues favo-
rables a la réalisation des deux événements considérés.

Solution

1. Nous avons 6 x6x6 = 216 issues possibles dans cette expérience aléatoire.
Ainsi nous n’envisageons pas un arbre pour compter les issues favorables a la
réalisation de S' =9, puis de S = 10.

e Pour déterminer la probabilité P(S = 9), nous observons que le nombre

9 peut étre décomposé de 6 maniéres distinctes :

9=1+2+6,
9=1+3+5,
9=2+43+4,
9=1+4+4,
9=2+2+5,
9=3+3+3.

La décomposition 9 = 1 + 2 + 6 peut résulter de 6 triplets distincts :
(1,2,6), (1,6,2),(2,1,6), (2,6,1), (6,1,2), (6,2,1).

Il en est de méme des deux suivantes.

La décomposition 9 = 1 + 4 4 4 peut étre réalisée par 3 triplets distincts :
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(1,4,4), (4,1,4), (4,4,1).

Il en est de méme de 9 =2+ 2+ 5.
Enfin la décomposition 9 = 3 + 3 + 3 n’est obtenue que d’une seule fagon.

Nous en déduisons qu’il y a 6 x 34+ 3 x 2 + 1 = 25 issues favorables a la

réalisation de I’événement S = 9. Ainsi nous obtenons

25

e Pour déterminer P(S = 10), nous dénombrons les issues favorables a

I’événement S = 10.

Nous procédons comme ci-dessus. Le tableau qui suit résume ce comptage.

10=1+3+6 6 triplets
10=1+4+5 6 triplets
10=2+34+5 6 triplets
10=2+246 3 triplets
10=2+4+14 3 triplets
10=3+3+4 3 triplets
total 27 issues favorables a la réalisation de S = 10

27

Nous en déduisons : P(S = 10) = 216"

Nous en concluons

P(S =9) < P(S = 10).

Dans cette expérience aléatoire, I'événement S = 10 est plus probable que
S=9.

2. Dans ce script, s9 et s10 dénombrent le nombre de sommes de trois

entiers compris entre 1 et 6 qui sont égales a 9 ou a 10.
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s9,s10=0,0
for x in range(1,7):
for y in range(1,7):
for z in range(1,7):
S=X-+y-+7
if s==9 :
s9=s9-+1
elif s==10:
s10=s10+1
print ("s9=",s9)
print ("s10=",s10)

Nous obtenons

>>>
s9 = 25,
s10 = 27.

Ceci vérifie les résultats obtenus a la question 1.

ALGO
Exercice 6. Pair-Impair

1. Soit n un entier naturel supérieur ¢ 1. On pose
S=14+24+3+--+n=n+---+3+2+1.

En calculant 25, justifier que

n(n+1)
5 .
2. On considére une urne dans laquelle se trouvent :

S =

e une boule portant le numéro 1,

e deux boules portant le numéro 2,

e trois boules portant le numéro 3, ...

e n boules portant le numéro n.

Combien ['urne contient-elle de boules ¢

Une boule est tirée au hasard dans ['urne.

En distinguant les deux cas : n est un nombre pair ou n impair, (on pourra
poser n.=2p, avecp > 1 oun =2p—+ 1, avec p > 0), exprimer, en fonction de
n, les probabilités p, et q, que la boule tirée porte respectivement un numéro

PAIT, UN NUMETO TMPALT.
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3. Selon la parité de Uentier n > 1, comparer les probabilités p, et qy,.
Proposer un programme Python qui restitue ces deux probabilités, 'entier

n > 1 étant choisi par [utilisateur.

En exécutant ce programme pour des valeurs de n suffisamment grandes
qu’observez-vous ?
Solution

1. Soit » > 1 un entier naturel. Nous avons

S=1+42+3+-+n
S=n+(n—-1)---+3+2+1

En additionnant membres 4 membres ces deux égalités, il vient

2S=n+1)+(n+1)+---+(n+1)=n(n+1).

v

n t(;r‘rmes
Nous en déduisons
n(n+1)
S=———".
2
2. > L’urne contient 1 +2+3+---+n =5 = ——~= boules.

> Désignons par A I’événement : "la boule tirée porte un numéro pair".
1°* cas : n est pair, c’est-a-dire n = 2p, avec p > 1.
Nous avons

p(p+1)

card(A) =244+ +2p=214+2+---+p) =2 5

=plp+1).
Puisque p = 5 il vient

n(n +2)
4

Pour tout entier n > 1 pair, aprés simplification, nous obtenons

card(A) = g(% +1)=

B ~card(A) n+2
pn=P(A) =5 2+ 1)

Dans ce premier cas, A est I’événement :"obtenir un numéro impair". Il

vient
_ n—+ 2 n
Gn=PA) =1-PA) =1-50 5 = sy

2¢ cas : n est impair, c’est-a-dire n = 2p 4+ 1, avec p > 0.

De la méme fagon que ci-dessus, nous avons :

Chapitre 11



card(A) = p(p+1).

n—1

Puisque, dans ce cas, p = , hous obtenons
—1,n-1 -1 1
Card(A):n2 (”2 +1):W.

Ainsi, pour tout entier n > 1 impair, nous obtenons aprés simplification

pn = P(A) = card(A) _ n—l.

S 2n
Par suite nous avons
— n—1 n+1
=PA)=1—-P(A)=1- = .
3.
1°r cas : n est pair.
Nous avons
o on+2 n + r "
=0t " 21+l T aT
ce qui justifie que si n est pair, alors
Dn > Gn.-
2¢ cas : n est impair.
Dans ce cas , nous obtenons
n+1 n—1+2 n-1 1 1
an = = = +—=pn+ -,
2n 2n 2n n n

ce qui établit que si n est impair, alors

Pn < qn.

En distinguant la parité de l’entier n > 1 nous proposons le programme

Python qui suit.

n=int (input("n="))
if n%2==0:
Gn /(2% (n+1))
p—q+1/(n+1)
else:
p—(n—1)/(2¢n)
q=p+1/n
print ("pour",
print ("p=",p)
print("g=",q)
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Ainsi, en prenant n = 100, puis n = 101, nous obtenons

>>> pour n= 100

p= 0.504950495049505,

q= 0.49504950495049505.

>>> pour n= 101

p= 0.49504950495049505,

q= 0.504950495049505.

Nous observons que indépendamment de la parité de n, les probabilités p,,
et g, se rapprochent de 0,5 dés que n est suffisamment grand.

Exercice 7. Marche aléatoire sur une droite et notion de variable

aléatoire

Sur une droite graduée par un repére d’origine O, on place un pion en O.

On lance 4 fois de suite une piéce équilibrée.

Lorsque Pile est obtenu, le jeton est déplacé d’une unité vers la droite,
modélisée par +1, sinon le jeton est déplacé vers la gauche d’une unité (—1).
On désigne par X, l'abscisse du jeton aprés quatre lancers.

1. Quel est le nombre d’issues possibles et quelles sont les valeurs que X
peut atteindre lors de cette expérience aléatoire ?

2. Quelle est la probabilité que le jeton revienne en O aprés quatre lancers ¢

Quelle est la probabilité que le jeton se trouve a droite de O aprés quatre
lancers ¢

Proposer un programme Python qui simule cette expérience aléatoire.

3. La loi de l'abscisse X est, par définition, la donnée des probabilités des
événements : "X = k" lorsque k € {—4, =2, 0, 2, 4}.

Déterminer la loi de X .

Calculer l’espérance de X, notée E(X), qui est par définition la moyenne
des valeurs prises par X, chacune de ces valeurs étant pondérée par sa proba-
bilité. Comment interpréter le résultat obtenu ¢

4. Proposer un algorithme qui simule n fois de suite cette expérience aléa-

toire et qui restitue pour chacune la position atteinte par le jeton.
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Solution
1. Nous représentons les 16 issues possibles de cette expérience aléatoire

par 'arbre ci-aprés.

Grace a cette arborescence, nous obtenons que I’ensemble des valeurs prises

par X est
{—4, -2, 0, 2, 4}.

2. > L’événement : "le jeton revient en O aprés quatre lancers" peut étre
noté (X =0).
Nous avons

d(X =
p(X:()):Mzﬁzi
16 16 8
> L’événement : "le jeton se trouve & droite de O aprés quatre lancers" est
noté (X > 0).

Nous avons
(X >0)=(X=2)U(X =4),avec (X =2)N(X =4) =0.

Par additivité, nous obtenons

4 1 5
P(X =P X=2)+PX=4)=—+ —=—.
(X>0)=PX =2+ PX =4) = {5+ 75 = 15
> Préalablement, nous observons que la fonction affine f: z + 2z — 1 est
telle que f(0) = —1 et f(1) = 1. Par conséquent, f(randint(0,1)) autorise

I'obtention aléatoire de —1 ou de 1. Nous obtenons :
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from random import randint

L={]

x=0

for i in range(4):
r=2xrandint (0,1)—1
L.append(r)
X=X-+T

print (L)

print (x)

[’exécution de ce script simule cette expérience, ce qui donne par exemple
>>>
[—1,-1,-1,1]
—2.

3. > Nous déterminons la loi de X sous la forme du tableau suivant :

k 4| -210 ]2 |4

1] 4]6]4]1
PX=k|—=|—|—=|—=|—=
16 | 16 | 16 | 16 | 16

> En appliquant la définition de 1’énoncé, nous obtenons

1 4 6 4 1
E(X)=(-4) x — 4+ (-2) x — — 4+2x — +4x — =0.
(X)=( )x16+( )x16+0x16+ T RERET: 0

Ce résultat est justifié par le fait que X atteint des valeurs symétriques par
rapport a 0, les probabilités de ces derniéres étant égales.

4. Nous obtenons

from random import randint

n=int (input ("n="))

for k in range(1l,n+1):
x=0
for i in range(4):
r=2«xrandint (0,1)—1
X=X+T

print (x)

Par exemple, en simulant pour :
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>>>n =6,

0,—2,2,0,—4,0,

>>>n = 10,

—2,0,—4,-4,0,0,4,—-2,0,0.

Exercice 8. Tirages sans remise

Soit un entier naturel n > 1. Dans une urne il y a n — 1 boules noires et
n + 1 boules blanches.

On préleve, au hasard, successivement deux boules, avec remise dans ['urne
de la premiére boule prélevée.

On désigne par A l’événement : "les deux boules sont de la méme couleur”.

1. Calculer la probabilité p, de l’événement A.

2. Déterminer la probabilité q, de I’événement B : "les deux boules sont de
couleurs différentes”.

1
et g, < —.

3. Justifier que, pour tout entier n > 1, p, > 3 5

Solution

1. Soit €2 I’ensemble des tirages successifs de deux boules avec remise.

Il y a 2n choix pour la premiére boule.

Le tirage étant avec remise, il y a également 2n choix pour la seconde boule.

Nous en déduisons que
card(Q) = 2n x 2n = 4n?.

Désignons par :
Ny I'événement : "les deux boules sont noires",
By I'événement : "les deux boules sont blanches".

Nous avons
Ny U By = A, avec Ny N By = 0.

Par additivité, nous obtenons

card(N2) n card(Bz2)
card(Q) card(Q)

P(A) = P(N2) + P(Bz) =

Nous comptons n — 1 choix pour obtenir une boule noire au premier tirage
et & nouveau n — 1 choix pour obtenir une boule noire au second tirage.

Nous en déduisons
card(Np) = (n —1)2.
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De la méme facon, nous dénombrons (n 4 1)? issues favorables a la réalisa-
tion de Bs.
Il en résulte que, pour tout entier n > 1, nous avons
(n—12% (n+1)* n*+1 1 1

— P(A) = _ 4
pn = P(4) 2 T m2 2 ap2

2. Nous observons immédiatement que B = A.
Il en résulte que

1 1 1

:1— :1—7 )= - — —=&.
an Pr 5+ 5.2 =5~ 2.2

3. Soit un entier n > 1. Nous avons

11

— >0

R N
=5 = o2

Nous en concluons

1 1
Vn € N*, p, > §etq"< 5

ALGO
Exercice 9. Lancers d’un dé n fois de suite

On lance un dé cubique équilibré n fois de suite.

1. Déterminer, pour quelles valeurs de l’entier n > 1, la probabilité d’obtenir
au moins une fois l'as (la face 1) est supérieure a 0,99 ¢

On pourra utiliser une table de valeur d’une calculatrice ou proposer une
fonction Python qui restitue le premier entier qui réalise cet événement.

2. Proposer un script Python que simule la probabilité de réalisation de
I’événement "obtenir aucun as lors des n lancers”.

Solution

1. Nous désignons par A, 'événement : "obtenir au moins une fois I’as lors
de n lancers".

L’événement contraire A, est : "n’obtenir aucun as lors de n lancers".

Il s’agit de trouver & partir de quel entier n > 1, nous avons
P(A,) > 0,99,
ce qui donne

1—-P(A,) > 0,9 < P(A,) <0,01.
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Puisque P(4,)

n
= (6) , nous utilisons par exemple

> une table de valeur d’une calculatrice pour déterminer n.

) 5)
Nous obtenons que (6)25 ~ 0,0105 et (6)26 ~ 0,0009.

Par conséquent,

les entiers n > 26 conviennent.

> Nous pouvons aussi utiliser la fonction Python suivante :

Nous obtenons
>>> rang|()
26.

2. Pour simuler

suit.

def rang():
n—1
while (5/6)**n>=0.01:
n=n-+1

return n

cette probabilité, nous proposons la

fonction Python qui

from random import randint
def rep(n):
nl=0
for k in range(1l,n+1):
if randint(1,6)!=
nl=nl+1

return nl/n

Ceci donne par exemple :
>>> rep(100000)

0.8317

Exercice 10. Fonction indicatrice - Calculs sur les événements

Soit A un événement inclus dans un ensemble Q) d’issues possibles.

On définit Uindicatrice de A, noté 14, comme une fonction définie sur €,

a valeurs dans {0, 1} telle que, pour tout w € Q

1. Montrer que,

lsiwe A
14(w) = .
Aw) {OsiweA

pour tous les événements A et B,
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A=B & YweQ, 1a(w) =1p(w).

2. Pour tout w € Q, déterminer 1p(w) et 1g(w).

3. Justifier que, pour tous les événements A et B et tout w € 2,

1AmB(w) = 1A(w) X IB(w),
laup(w) =14(w) + 1p(w) — 14(w) x 1p(w).

4. En déduire que, pour tout w € 2, 15(w) =1 —14(w).
5. Lois de Morgan. En utilisant les propriétés ci-dessus, montrer que, pour

tous les événements A et B, nous disposons des deux égalités :

ANB
AUB

&l

U
N

SIS

6. Distributivité de N sur U, et réciproquement. Montrer que, pour tous les

événements A, B et C,

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
AU(BNC) =(AUB)N(AUC).

Solution

1. Soit w € Q. Si A = B, alors nous avons 14(w) = 1g(w).

Réciproquement, supposons que 14(w) = 1p(w).

Siw € A, alors 14(w) =1, donc 1p(w) = 1, ce qui prouve que w € B, par
suite nous obtenons A C B.

De la méme fagon si w € B, alors w € A, soit B C A.

La double inclusion A C B et B C A équivaut, par définition® a 1'égalité
A= B.

Nous en concluons
A=B & VweQ, 14(w) =1p(w).

2. Pour tout w € Q, nous avons w ¢ (). Il en résulte que 1p(w) = 0.

Pour tout w € Q, nous avons w € ), ce qui donne 1g(w) = 1.

3. Soit w € . Pour justifier la premiére égalité, nous distinguons, par
disjonction, 4 cas selon que w réalise ou non les événements A ou B.

Nous considérons le tableau suivant :

5. Annexe § 1.4
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1la(w) | 1p(w) | 1anp(w) | 1a(w).1p(w)
weAetwe B 1 1 1 1
we€ Aetw ¢ B 1 0 0 0
wé¢ Aetw e B 0 1 0 0
w¢ Aetw ¢ B 0 0 0 0

Les deux derniéres colonnes de ce tableau nous permettent de conclure que

Vw € Q, 1anp(w) = 14(w) X 1p(w).

Nous procédons de la méme fagon pour justifier la seconde égalité.

la(w) | 1p(w) | laup(w) | 1a(w) + 1p(w) — 1a(w).1p(w)
weAetwe B 1 1 1 1
we Aetw ¢ B 1 0 1 1
w¢ Aetw e B 0 1 1 1
w¢ Aetw ¢ B 0 0 0 0

Nous en concluons :
Vw e Q, 1aup(w) =1a(w) + 1p(w) — 1a(w) x 1p(w).
4. Nous savons que A U A = Q. Il en résulte que
Ly = la
Pour tout w € €2, nous en déduisons
La(w) + 15(w) = 1a(w) x 14(w) = 1.
Or nous avons
Ig(w) x 14(w) =1,z =1p =0,
ce qui permet de conclure par
Vw e Q, 15(w) =1 - 14(w).

5. Pour simplifier la rédaction, nous confondons, par abus de langage, 1 4(w)
avec 14.

Soient A et B deux événements. Nous avons d’une part,
].m:l—].AmB:l—].AX1B.
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D’autre part, nous obtenons
lLgqp=lg+lg—1lgxlg=1-1a+1-1p—(1-14)(1-1p) =1-14 x 1.
Nous en déduisons
1375 = laus:
Ainsi nous avons prouvé la premiére loi de Morgan
ANB=AUB.
Avec le méme abus de langage, nous obtenons

Ligg=1-lavp=1-(1a+1p—1ax1p)=(1—14) - 1p(1 - 14),
:(1—1A)<1—1B)=1Zx1§:120§

Nous en déduisons la seconde loi de Morgan
AUB=ANB.
6. Soient les événements A, B et C'. D’une part, nous avons
Lansucy = lalpuc = 1a(lp + 1¢ — 1ple) = 1alp + 1ale — lalple.
D’autre part, il vient
LianByuauo) = lans + lanc — lanplanc = 1alp + 1ale — 1alplale.
En remarquant que 1414 = 1404 = 14, nous obtenons
LanByuaue) == lalp + 1alc — 1algle.
Nous en déduisons
LanBuc) = LanB)uauo)-
La distributivité de N sur U est ainsi prouvée, c’est-a-dire
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

Pour justifier la distributivité de U sur N, nous utilisons les régles de calcul

dont nous disposons & présent sur les événements. Nous avons

AU(BNC)=ANn(BUC)=(ANB)U(ANC)=AUBUAUC,
AU(BNC)=(AUB)N(AUO).

En passant aux événements contraires, nous en concluons

AU(BNC) =(AUB)N(AUC).
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ALGO
Exercice 11. Méthode de Monte-Carlo

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, nous considérons un quart de
cercle I de centre origine O et de rayon 1 représenté ci-apres.

1. Justifier qu’un point M(x, y), avec 0 <z <1 et 0 <y <1 appartient a
I' si et seulement sty = V1 — 22,

En déduire que ce point appartient au quart de disque D ouvert de frontiére
I si et seulement siy < /1 — 22

2. Nous supposons que les coordonnées x € [0, 1] et y € [0, 1] du point M
sont aléatoires selon une loi uniforme et que le nombre n de tirages est grand,

par ezemple n = 5000. Nous donnons le programme Python.

import matplotlib.pyplot as plt
from math import *
from random import random
n=g
for i din range(5e88):
x=random()
y=random( )
AF y>(1-2**2)**8.5:
plt.plot([x].[¥],"k.")
else:
: n=n+1
. plt.plot([x],[y], "kx")
print(4*n/s686)
plt.axis("equal™)
plt.show()

En exécutant ce script qu’observez-vous ¢
Le modifier afin de disposer du nombre de points en entrée.
3. Nous considérons & présent Uarc de parabole P d’équation y = x2, avec

0<z<letO<y<1.

Modifier le programme précédent pour évaluer [’aire sous la courbe P lorsque
0<x<1.

Probabilités
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Solution
1. Soit un point M(z, y), avec 0 <z <let0 <y <1.

> Ce point appartient a I si et seulement si
2+t =1sy?=1-2?
ce qui équivaut a, puisque x € [0, 1] et y > 0,
y:m,avecogxgletOSygl.

> Nous en déduisons le régionnement attendu, illustré par la figure qui

suit.

2. > En exécutant ce script nous obtenons d’une part la figure ci-dessous,

104

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

et d’autre part la réponse numérique,
>>> 3.156.
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Ceci est une approximation du réel 7, c’est-a-dire quatre fois la probabilité

obtenue en faisant le rapport du nombre de points dans le quart de disque D

au nombre de tirages, ce quart de disque ayant une aire égale &

NE

> Modification du script en proposant en entrée le nombre de points.

from math import *
from random import random
p=int({input("nbrepoints™})
n=e
for i im range(p):
x=random( )
y=random( )
if y»(1-x**2)**@.5:

else:
n=n+1

priﬁt(4*nfpj
plt.axis("equal™)
plt.show()

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot({[x],[y],"k,")

plt.plot{[x],[y]., " kx"})

Ceci donne, en prenant par exemple "nbrepoints=20000",

>>> 3.1434.

Nous obtenons une approximation de 7w a 1072 prés.

3. En modifiant le branchement conditionnel et en remplagant la ligne

"print" par "print(n/p), nous obtenons

n=@

for 1 in range(p):
x=random( )
y=random( )
AF yrat*2:

else:
n=n+1

print{n/p)
plt.axis("equal)
plt.show()

import matplotlib.pyplot as plt
from random import random
p=int{input{“nbrepoints™})

plt.plot([x]. [¥], "k, ")

plt.plot([x], [y], "kx")

Ceci donne d’une part :

Probabilités
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1.0 A

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 4

et d’autre part la réponse numérique,
>>> 0.3322.

1
Nous obtenons est une valeur approchée de 3

1 )
On justifiera en Terminale que 3 est I’aire sous la courbe P lorsque
0<z<1.
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CHAPITRE 12

Annexe : Ensembles - Logique

A la fin du XIXe siécle et au début du XX¢ des mathématiciens tels que
G. Cantor ( 1845-1918) ou E. Zermelo (1871-1953) ont introduit le concept
d’ensemble qui fournit un cadre unificateur pour les diverses branches des ma-
thématiques.

Dans cette annexe, nous introduisons le vocabulaire de la théorie des en-
sembles et les opérations ensemblistes de base. Ces notions sont largement
utilisées dans le programme de Seconde (et les suivants), ainsi que dans ce
livre.

Nous abordons ensuite un exposé modeste concernant la logique mathé-
matique. L’objectif est de préciser les outils de raisonnement que nous avons
utilisés dans les différents chapitres de ce cours. Il s’agit donc d’approfondir les

non;

" "non", "im-

notions telles que celles de connecteurs logiques comme "et", "ou
plication", "équivalence", ainsi que sur les diverses argumentations qui nous
ont permis d’élaborer des démonstrations, comme la mise en place d’un contre-
exemple, d'une réciproque, d’un raisonnement par disjonction, par I'absurde,
par contraposition.

Le mot "logique" est d’origine grecque. La logique fut érigée en science par
le savant grec Aristote ( 384-382 av. J-C). C’est au début du XVIII® siécle que
Leibniz fait une tentative pour créer un systéme de logique formelle, mais ses
travaux & ce sujet ne seront pas publiés. Il faut attendre le XIX¢ siécle pour que
les mathématiciens anglais Augustus De Morgan et George Boole fondent une
logique mathématique en développant notamment le calcul des propositions.

En codant par 1 (vrai) ou 0 (faux) la valeur de vérité d’une proposition,

nous abordons un des fondements de 'informatique. Il s’agit du calcul binaire

Annexe : Ensembles - Logique
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mis en ceuvre dans le calcul des propositions.
Le XX¢ siécle est marqué par un essor trés important de la logique, conjoin-
tement & la théorie des ensembles. Les mathématiciens et logiciens contempo-

rains ont notamment travaillé sur les fondements des mathématiques.

12.1 Notions sur les ensembles

12.1.1 Des exemples rencontrés au collége

Au collége, les notions de nombres entiers et de nombres décimaux ont été
abordés.

Comme dans le chapitre 1, nous considérons ’ensemble des entiers naturels
noté N ou bien 'ensemble des entiers relatifs noté Z.

L’ensemble des nombres décimaux est noté D.

Nous décrivons N en donnant la liste infinie des ses éléments, ce qui se note
N={0,1,2,---,n,n+1---}.
De méme, nous avons
Z={--—-n—-1,-n,---,-2,-1,0,1,2,--- ;n,n+1---}

On dit que ces deux ensembles sont donnés en extension.

Par contre, pour I’ensemble D, nous ne savons pas expliciter la liste des ses
éléments.

Mais il est possible de décrire chaque élément de ID par une propriété gé-
nérique.

Ainsi D est ’ensemble des nombres de la forme %p, avec a € Z et p € N.

Une écriture ensembliste de cet ensemble est

a
]D):{— A }
10P/a€ peN

On dit que 'ensemble D est donné en compréhension.
L’ensemble des nombres rationnels Q peut étre aussi défini en compréhen-

sion
Q= {%/aEZ,bGN*}.

Mais I'ensemble des nombres réels R ne peut pas étre défini en extension

ou en compréhension.
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12.1.2 Plus généralement

En géométrie les points sont des objets du plan ou de ’espace. Nous par-
lerons de I’ensemble P des points du plan ou bien de ’ensemble £ des points
de 'espace.

Dans ces deux exemples il n’est pas possible de donner une description en
extension ou en compréhension.

Plus généralement on désigne par £ un ensemble quelconque. C’est un
terme générique. On dit aussi que la donnée de I'ensemble E est une notion
primitive.

Cet ensemble E peut représenter n’importe lequel des exemples cités ci-
dessus mais aussi une infinité d’autres situations.

Par exemple, en Seconde et aprés, nous rencontrons :

- ’ensemble des vecteurs du plan, noté souvent (?),

- ’'ensemble des issues possibles d’une expérience aléatoire, noté souvent €2,

- ensemble des fonctions numériques définies sur un intervalle de R...

12.1.3 Relation d’appartenance - Relation d’inclusion

Définition (relation d’appartenance). Lorsqu’un objet x est un élément d’un
ensemble E, on dit que x appartient & E. L’appartenance de x a E est notée
zekb.

Si & n'appartient pas a E, on note x ¢ E.

Exemples. Nous en donnons deux.

o —2cZ, mais —2 ¢ N.

e La médiatrice A d’un segment [AB] de milieu I est ’ensemble des points
M du plan tel que MA = MB.

Nous avons I € A, mais A ¢ A.

Définition (relation d’inclusion). Soient E et F' deuz ensembles. On dit que
F est inclus dans E si tout élément de F' appartient a E.
On note F C E.

En d’autres termes, nous retiendrons que

F C FE si et seulement si, quel que soit x, x € F implique x € F.
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Remarques. Nous en proposons trois.

e Ne pas confondre "C" qui met en relation deux ensembles avec "€" qui
met en relation un élément avec un ensemble.

e Lorsque F' C E, on dit aussi que F' est un sous-ensemble de E ou bien
que F' est contenu dans F.

e L’ensemble vide, noté (), ne contient aucun élément. C’est un sous-

ensemble de tout ensemble E.

Exemples. Nous en donnons trois.
e 7 CD.
En effet, si a € Z, alors on a a = %, ce qui justifie que a € D.
e Soit a € N*. L’ensemble, noté aN, des multiples de a, est défini

> en extension par
aN = {0, a, 2a, --- , na, (n+ 1)a, --- },
> en compréhension par
aN = {na/n € N} .

e Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Nous prouvons la propriété

suivante :
si b divise a, alors aN C bN.

On suppose que b divise a, ce qui signifie qu’il existe k € N tel que a = bx k.
Si z € aN, alors il existe n € N tel que z = a x n.

Nous en déduisons
x=(bxk)xn=>bx (kn).

En posant ¢ = kn € N, nous obtenons que x = b X ¢, ce qui prouve que
x € bN.
Nous en concluons que aN C bN.

12.1.4 Egalité ensembliste

Définition. Soient E et ' deuxr ensembles.

L’égalité ensembliste, notée =, est définie par

E=1F siet seulement si E CF et F C E.
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Remarques. Nous en faisons deux.

e Ne pas confondre z avec {x}.

En effet nous avons x € {x}, mais {z} # x.

e La notion d’égalité est diverse. Dans différents chapitres nous avons
rencontreé :

- 'égalité dans R (chapitre 1),

- 'égalité de deux fonctions (chapitre 5),

- 'égalité de deux vecteurs (chapitre 7),

- I'égalité dans R?(chapitre 9).

Exemple. Nous déterminons I'ensemble S des couples (z, y) d’entiers relatifs
satisfaisant & z(y + 1) = 1.
Nous étudions ensuite le cas ot (z, y) est un couple de nombres réels.

> Puisque z € Z et y € Z, si (z, y) € S, alors
r=lety+1l=1louz=—-lety+1=-1,
ce qui implique
r=1ety=00uz =—-lety = -2.

Ainsi, en posant 5" = {(1, 0); (—1, —2)}, nous avons justifié I'inclusion
Scs.

Réciproquement, si (z, y) € ', alors (x, y) = (1, 0) ou (z, y) = (-1, —2).

Nous vérifions que ces deux couples satisfont a ’équation z(y + 1) = 1.

Par conséquent nous obtenons l'inclusion S’ C S.

Nous disposons donc de la double inclusion S C S’ et S’ C S, ce qui prouve
S=58={(@1,0); (-1, =2)}.

>> Que peut-on dire des couples (x, y) de nombres réels qui sont solutions
de I'équation z(y +1) =17

Les réels x = 0 et y € R ne vérifient pas I’équation z(y + 1) = 1.

Pour = # 0, cette équation équivaut a y = l — 1.

Il en résulte que l’ensemble des solutions ge (y + 1) = 1 dans R?, est
représenté par ’ensemble des points M (z,y) appartenant a la représentation
graphique de la fonction f, définie sur R*, par f:z— — — 1.

Les solutions dans Z? sont les deux points A(1, 0) ef B(—1, =2) de Cy, a

coordonnées entiéres.
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12.2 Opérations ensemblistes

12.2.1 Intersection

Définition. Soient E et F' deux ensembles.
Lintersection de E et de F', notée E N F, est l’ensemble des x tels que
reFetxelF.

En d’autres termes, nous avons
ENF={z/rcEetxecF}.

Exemples. Nous en donnons trois.
e Si (D) et (D) sont deux droites du plan sécantes en un point A, alors
(D)1 (D') = {A}.
e Si[—1, 1] est un intervalle fermé de R, alors [-1, 1]NZ = {—1, 0, 1}.
e Sin et n+ 1 sont deux entiers naturels consécutifs, alors

n,n+1]NN={n, n+1}.
Définition. St ENF = (), alors on dit que E et F sont disjoints.

Exemple. Si (D) et (D') sont deux droites du plan strictement paralléles,
alors (D) N (D') = 0.

Proposition. Soient E, F' et G trois ensembles.
Nous disposons des propriétes suivantes :
e ENE=F.
e ENO=0.
e SiECF,alors ENF=EFE.
e FNF=FNE.
(ENF)NG=EN(FNG).
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Démonstration. Nous pouvons admettre ces propriétés. Cependant la preuve
de chacune d’elle est simple & mettre en ceuvre en utilisant la notion de fonction
indicatrice présentée dans le chapitre 11-exercice 10 du paragraphe "Exercices

corrigés".

12.2.2 Union

Définition. Soient E et F' deux ensembles.
L’union de E et de F', notée EUF, est [’ensemble des x tels que x € E ou
xzeF.

En d’autres termes, nous avons
EUF ={z/x € Eoux € F}.

Remarque. Le "ou" de 'union est inclusif, ce qui signifie que si z € EF U F
alors x appartient au moins a I’'un des deux ensembles, ainsi x peut appartenir
éventuellement a £ N F'.
Ce "ou" inclusif est moins restrictif que la conjonction "ou" du langage
courant qui a un sens exclusif. Par exemple : "une porte est ouverte ou fermée".
On utilise en mathématiques le "ou" exclusif lorsque E et F' sont disjoints.
C’est le "ou" exclusif qui est utilisé lors d’un raisonnement par disjonction des

cas.

Exemples. Nous en donnons deux.

e F est I'ensemble des entiers naturels pairs et F est ’ensemble des entiers
naturels impairs. Nous avons EU F = Net ENF = (.

e |—o0, 0[U]0, 400 = R*.

Proposition. Soient E, F' et G trois ensembles.
Nous disposons des propriétes suivantes :
e FUE=F.
e FUD)=E.
e SiECF,alors EUF =F.
e FUF=FUL.
e (FEUF)UG=EU(FUQG).

Démonstration. Nous pouvons admettre ces propriétés. La preuve de cha-
cune d’elle est simple & mettre en ceuvre en utilisant la notion de fonction

indicatrice.
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12.2.3 Distributivité

Proposition. L’opération N est distributive par rapport a lopération U et
réciproquement. En d’autres termes, pour tous les ensembles E, F' el G, nous

avons

EN(FUG)=(ENF)U(ENG).
EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Démonstration. La preuve de ces deux égalités peut étre également justifiée

en utilisant la notion de fonction indicatrice.

A ce sujet, voir la question 6 de I'exercice 10 du chapitre 11.

12.2.4 Complémentaire

Définition. Soit A un sous-ensemble d’un ensemble I. Le complémentaire de
A dans E, noté CpA, est Uensemble des = appartenant a E tel que x n’appar-
tienne pas a A.

En d’autres termes, nous avons
CeA={rcE/x¢A}.

Remarque. [z A peut étre aussi noté A° ou £ — A ou bien A.

Cette derniére est la notation probabiliste d’un événement contraire.

Proposition. Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E£. Nous dis-

posons des propriétés suivantes :

o A=A

e ANA=0et AUA=
e ANB=AUB.

e AUB=ANB.

Démonstration. La preuve de ces quatre égalités peut étre également justifiée
en utilisant la notion de fonction indicatrice.
Pour les deux derniers points (lois de Morgan), voir la question 5 de Iexer-

cice 10 du chapitre 11.
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12.3 Proposition - Connecteurs logiques

12.3.1 Proposition

Définition. En mathématiques une proposition p est un énoncé qui est vrai

ou faur.

Exemples. En voici deux :

e la proposition "6 est un nombre premier" est fausse,

e la proposition "Si A, B et C sont trois points non alignés du plan tels
que AB? + AC? = BC?, alors le triangle ABC' est rectangle en A" est vraie.

12.3.2 Négation

Définition. Soit p une proposition, la proposition contraire de p, notée non p,

est la négation de p.

Axiome (du tiers exclu). Soit p une proposition, p et non p ne peuvent pas

étre vraies ou fausses simultanément. Si l'une est vraie alors l'autre est fausse.

Exemples. Nous en proposons deux.
e La proposition "1 — /2 < 0" est vraie .
Sa négation "1 — V2 > 0" est fausse.
e La proposition ”é € 7" est fausse.

n

1
Sa négation 3 ¢ 7" est vraie.

Remarques. Nous en faisons trois, les deux premiéres seront utilisées abon-
damment dans la suite de ce chapitre.
e En utilisant le codage "vrai=V" ou "vrai= 1" et "faux =F"ou "faux=0",

nous pouvons résumer le principe du tiers exclu par la table de vérité suivante :

non p
0
0 1

e Lien avec la théorie des ensembles.
Soient E un ensemble, x € E et p(z) une proposition dont la valeur de

vérité dépend de z. Nous considérons le sous-ensemble A de E tel que
A = {x € E/p(x) vraie}.
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Nous obtenons
A ={z € E/p(x)fausse} = {x € E/non p(x) vraie} .

e La proposition non p est parfois notée (—p) ou bien p.

12.3.3 Le connecteur "et"

Définition. Soient p et q deuz propositions. La proposition (petq) est vraie
lorsque p, q sont simultanément vraies .

(p et q) a pour table de vérité

D | q|petq
1)1 1
110 0
01 0
0jo0| 0

Remarques. Nous en donnons deux.
e La proposition p et ¢ est souvent notée p A q.
e Lien avec la théorie des ensembles.
Soit F un ensemble. Nous considérons les sous-ensembles A et B de E

définis par
A ={x € E/p(x)vraie} et B = {x € E/q(x) vraie}.
Nous avons

ANB ={z € E/p(x)etq(z)vraies}.

12.3.4 Le connecteur "ou"

Définition. Soient p et q deuz propositions. La proposition (pouq) est vraie
lorsque l'une au moins des deux propositions p, q sont vraies.

(pougq) a pour table de vérité

p|q|poug
11| 1
10| 1
01| 1
0/0| o
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Remarques. Elles sont au nombre de trois.
e La proposition pou g est souvent notée pV q.
e Lien avec la théorie des ensembles.
Soit E un ensemble. Considérons les sous-ensembles A et B de E définis

par :
A= {z € BE/p(z)vraie} et B = {x € E/q(x) vraie}.
Nous avons
AUB = {z € E/p(z) oug(z) vraie}.

e Le connecteur "ou" est inclusif par opposition au "ou exclusif".

En mathématiques, le "ou" est soit inclusif soit exclusif suivant le contexte.

Par exemple, dans le langage courant , considérons les deux propositions :

"Boire ou conduire, il faut choisir" . Il s’agit d’un "ou" exclusif.

"Qu’il neige ou qu’il vente, je ne mettrai pas le nez dehors". Le "ou" est
ici inclusif.

En mathématiques, nous considérons les exemples suivants :

> "un entier naturel est pair ou impair". Le "ou" est exclusif.

> (0 <z <2)ou(—1<z<1)signifie que —1 <z < 2.

Le "ou" est ici inclusif.

En d’autres termes, nous avons

0, 2JU] — 1, 1[=] — 1, 2], avec [0, 2)n] — 1, 1[= [0, 1].

12.3.5 Le connecteur "implication"

Définition. Soient p et q deux propositions. La proposition (pimplique q), no-
tée (p = q), est fausse dans le cas ou p est vraie et q est fausse; elle est vraie

dans les trois autres cas.

En d’autres termes (p = q) a pour table de vérité

oclol~|r|
ol=lo|l~|x

—l=lol~|{
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Remarque. Nous apportons la précision suivante :

En mathématiques 'usage de 'implication est synonyme de "si...alors" ou
bien de "donc", ou encore de "par suite".

Cet usage induit le raisonnement par déduction, trés fréquent, car prouver
que la proposition (p = ¢q) est vraie, revient & démontrer que si la proposition
p est vraie, alors la proposition ¢ est vraie.

En fait nous raisonnons par déduction en restant sur la premiére ligne de

la table de vérité de (p = q).

Définition. Soient p et q deux propositions telles que (p = q) soit vraie.

On dit que :

e p est une condition suffisante pour q, c’est-a-dire il suffit que p soit
vrate pour que q soit vraie.

e ¢ est une condition nécessaire pour p, c’est-a-dire il faut que q soit

vrate pour que p Soit vraie.

Remarques. Nous en donnons trois.
e Les expressions "il suffit" ou "il faut" sont & employer avec précaution.
e Soient p et ¢ deux propositions vraies.
On retiendra que les six formulations suivantes sont synonymes de la pro-
position (p = q) .
1. p donc gq.
Si p, alors q.
11 suffit que p pour gq.
Il faut que ¢ pour p.

p est une condition suffisante pour q.

AR SN o

q est une condition nécessaire pour p.

e Lien avec la théorie des ensembles. Soit E' un ensemble. Considérons les

sous-ensembles A et B de E définis par

A= {x € E/p(x)vraie} et B = {x € E/q(x) vraie}.
A C B signifie que (p(z) = ¢(z)) est vraie.

Proposition. Les deux propositions (p = q) et (non p V q) ont les mémes

valeurs de vérité.
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Démonstration. Nous avons

p|q|nonp || (p=¢q) | nonpVgq
1[1] o0 1 1
10| o 0 0
01| 1 1 1
00| 1 1 1

12.3.6 Reéciproque

Définition. Soient p et q deux propositions. La réciproque de (p = q) est
(¢ = p).
La table de vérité de (¢ = p) est

Plq9|pP=4q|9=P
111 1 1
110 0 1
01 1 0
010 1 1

Remarque. Lorsque (p = q) est vraie, sa réciproque peut étre vraie ou fausse

comme l'indique la table de vérité ci-dessus.

Exemples. Nous en proposons deux.

e Si ABC est un triangle tel que BC? = AB? + AC?, alors ABC est
rectangle en A. C’est la réciproque du théoréme de Pythagore.

e Sia et bsont deux réels tels que a = b, alors a? = b?. Cette proposition
est vraie.

Sa réciproque est :

Si a et b sont deux réels tels que a? = b?, alors a = b.

Cette proposition est fausse. En effet on peut trouver deux réels a et b tels
que a® = b? et a # b. Par exemple a = 3 et b = —3 est un contre-exemple qui
prouve que cette réciproque est fausse.

Pour bien le comprendre, voir ci-aprés le paragraphe 12.3.8 "négation d’une

implication".
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12.3.7 Equivalence

Définition. Soient p et q deux propositions. La proposition (p équivalent a q),
notée (p < q), est vraie lorsque p et q sont simultanément vraies ou fausses.
Elle est fausse dans les deux autres cas.

(p < q) a pour table de vérité

plaglreq
1)1 1
1]0 0
01 0
0|0 1

Remarques. Nous en donnons deux.

e Comme pour (p = ¢), on raisonne avec (p < ¢) en restant, la plupart
du temps, sur la premiére ligne de la table de vérité.

e Plus généralement, on considére que deux propositions sont équivalentes
lorsqu’elles ont les mémes valeurs de vérité.

Ce principe permet d’établir des régles de calcul sur les propositions, régles
dont les utilisations sont fréquentes en mathématiques.

Nous illustrons cette remarque par la proposition suivante :

Proposition. Soient p et g deux propositions. Nous avons
e (p=q) < (nonpVyq).
e(peqg e (=9 (@=Dp).

Démonstration. (p = ¢q) < (nonp V q) est justifiée par la proposition du
paragraphe 12.3.5 .
Pour la seconde équivalence, nous formons simultanément la table de vérité

de chacune des deux propositions.

plalp=q|q=p| (p=9N(@=p) |peq
(1] 1 1 1 1
1{0]| 0 1 0 0
0/1] 1 0 0 0
0l0| 1 1 1 1

Remarques. Nous avons les points suivants :
e Nous retiendrons que les formulations qui suivent sont synonymes de la

proposition (p < q).
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1. p équivaut a q.
2. p si et seulement si q.
3. p est une condition nécessaire et suffisante de q.

e Lien avec la théorie des ensembles.

Soit E un ensemble. Nous considérons les sous-ensembles A et B de E

définis par

A ={z € E/p(x)vraie} et B = {x € E/q(z) vraie}.
A = B signifie que (p(z) < q(z)) est vraie.

Nous retiendrons que cette interprétation fait le lien entre la résolution
d’une équation ou inéquation par équivalence et ’obtention de I’ensemble des

solutions.

Exemple. Résolution dans R de I'équation 22 = 2, notée [1].

Nous avons
(1] & 2= —V2ouz = V2.
En désignant par S l'ensemble des solutions de [1], nous avons
S={zeR/z?=2}.

La résolution de [1] par équivalence justifie que S = {fﬁ, \/5}

12.3.8 Négation des connecteurs non, A, V, =

Proposition. Soient p et q¢ deux propositions. Nous disposons des équivalences
swwantes :

(nonp) &

2. non(p A q) & (nonp Vnong).

3. non(p V q) < (nonp Anongq).

4. mon(p = q) < (p Anong).

Démonstration. Nous justifions les trois premiéres propriétés a 'aide de

tables de vérité.
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p | nonp | non(nonp)

0 1
0 1 0
2.
p|lq|pAqg| non(pAgq) | nonp | nong || nonpVnongq
111 1 0 0 0 0
110 0 1 0 1 1
011 0 1 1 0 1
010 0 1 1 1 1
3.
plq|pVg| non(pVyg) || nonp | nong || nonp Anongq
111 1 0 0 0 0
110 1 0 0 1 0
011 1 0 1 0 0
010 0 1 1 1 1

4. En ce qui concerne cette derniére propriété, nous sommes en mesure, en
utilisant les propriétés ci-dessus, de faire un premier calcul de propositions
équivalentes.

Dans le paragraphe 12.3.7, nous avons justifié que (p = ¢) < (nonp V q).

Nous en déduisons les équivalences suivantes :

non(p = ¢q) < non(nonp V q),
non(p = ¢) < non(nonp) A nongq,
non(p = ¢q) < p Anong.

Remarques. Nous en faisons deux.
e Les propriétés 2. et 3. sont les lois de Morgan pour le calcul des propo-
sitions.

e La propriété 4. est utilisée pour prouver qu’une implication est fausse.
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12.4 Quantificateurs

12.4.1 Quantificateur universel

Définition. Soient E un ensemble, x € E et p(x) une proposition dont la
valeur de vérité dépend de x.

Si, quel que soit x € E, la proposition p(x) est vraie, alors on écrit
Vo € E, p(x).
Le symbole ¥ est le quantificateur universel.

Remarques. Nous en faisons deux.

e Vx € E peut se lire aussi, pour tout x élément de F/, ou bien pour chaque
x élément de F.

e La proposition

(Vz € E, p(x)) est soit vraie, soit fausse.

Nous illustrons cette situation dans les exemples qui suivent.

Exemples. Nous en donnons deux.

e Soit 2 un réel quelconque. Nous avons : (—z)% = (—z)(—z) = 22.

Nous pouvons donc en conclure que la proposition
(Vr € R, (—z)? = 22) est vraie.

e Considérons la proposition : Vo € R, 22 = 2 + 1.
Il est clair que pour = = 0, I’égalité n’est pas vérifiée.

Nous en concluons que la proposition
(Vr € R, 22 = 2 + 1) est fausse.

On dit que z = 0 est un contre-exemple prouvant que le quantificateur V

induit une égalité fausse. Plus précisément nous observons que la proposition
(il existe z € R, 2 # x + 1) est vraie.

Elle est la négation de la proposition initiale.
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12.4.2 Quantificateur existentiel

Définition. Soient E un ensemble, x € E et p(x) une proposition dont la
valeur de vérité dépend de x.
S’il existe au moins un élément x € E, tel que la proposition p(x) soit vraie,

alors on écrit
Jx € E, p(z).
Le symbole 3 est le quantificateur existentiel.

Remarques. Nous en proposons quatre.

e Lorsque des quantificateurs sont utilisés, la rédaction mathématique
est formalisée. Les propositions avec quantificateurs sont séparées du reste du
texte, en passant le plus souvent a la ligne.

En d’autres termes, V, 3 et les connecteurs logiques ne sont pas des abré-
viations mais sont régulés par des régles précises.

e Le quantificateur 9 induit une notion d’existence mais pas nécessairement
d’unicité. Lorsque nous disposons de 'existence et de 'unicité d’un élément x
d’un ensemble E, on note parfois 3!z € E .

e La notion de contre-exemple est importante.

On retiendra qu’elle est régie par le quantificateur 3.

e La notation V provient du renversement du A, premiére lettre du mot
anglais " All".

La notation 3 provient du renversement du E, premiére lettre du mot an-

glais "Exist".

12.4.3 Neégation et quantificateurs

Proposition. Soient E un ensemble, x € E et p(x) une proposition dont la
valeur de vérité dépend de x. Nous avons

e non(Vx € E, p(x)) < 3z € E, nonp(z).

e non(3xr € E, p(x)) & Vx € E, nonp(z).

Démonstration. Désignons par A = {z € E/p(z) vraie}.

Nous avons
(Vo € B, p(x)) & A= E.

Nous en déduisons :
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non(Vz € E, p(x)) & A# E.
Cela donne
non(Vz € E, p(z)) < Jx e E,z ¢ A.
Nous avons ainsi justifié que
non(Vz € E, p(r)) < Jx € E, nonp(z).
Nous procédons de la méme maniére pour la seconde négation.

Remarque. Nous retiendrons que lorsqu’une négation agit sur un quantifica-
teur universel, il se transforme en un quantificateur existentiel et vice-versa,

quel que soit le nombre de quantificateurs dans la proposition considérée.

Exemples. . Nous en donnons quatre.

e La proposition
Vz € R, (z +1)%2 = 22 + 22 + 1, est vraie.
e La proposition
Ve € R, Vy € R, \/3627—|—y2 = x + y, est fausse.
Sa négation

dr e R, Jy € R, /22 + y? # z + y, est vraie.

En effet x = 1 et y = 2 conviennent. C’est un contre-exemple qui justifie
que la proposition initiale est fausse.

e La proposition
Vn e N, dp € N, p > n, est vraie.

En effet, pour chaque n € N, p = n + 1 convient.
Dans ce cas, nous remarquons que p dépend de n.

Sa négation
dn e N, Vp € N, p <n, est fausse.

Cette négation signifie que tous les entiers naturels sont majorés par un
entier n fixé, ce qui est faux puisque N est infini. Nous remarquons ici que n
ne dépend pas de p.

e La définition formalisée de la croissance d’une fonction f sur un intervalle
I est :
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Vae I, Vbel, (a<b= f(a) < f(b)).
Puisque non(p = q) < (p Anong), la négation de cette définition est

Jael,bel, (a<bA fla)> f(D)).

12.5 Quelques méthodes usuelles de démonstration

12.5.1 Raisonnement par ’absurde

Principe. Soient p et ¢ deux propositions.
Nous nous proposons de montrer qu'une implication p = ¢ est vraie.
Pour cela nous supposons que p est vraie et non ¢ est vraie.
Nous parvenons par déduction & prouver que non p est vraie.
Il en résulte que la proposition p est fausse, ce qui est contradictoire avec
I’hypothése p vraie.
Par conséquent non q est fausse, donc ¢ est vraie.

Nous en concluons que p = ¢ est vraie.

Exemple. Nous prouvons que si a € N*, alors 0 ne divise pas a.
Supposons, par 'absurde, qu’il existe a # 0 et 0 divise a.
Dans ce cas, il existe ¢ € N tel que a = 0 x ¢ = 0, ce qui est contradictoire

avec a # 0.

12.5.2 Raisonnement par contraposition

Définition. Soient p et q deux propositions. La proposition (nong = nonp)

est la contraposée de (p = q).

Proposition. Soient p et q deux propositions. Une implication et sa contra-
posée ont les mémes valeurs de vérité.

En d’autres termes, p et q étant deux propositions, nous avons
(p = q) < (nonq = nonp).

Démonstration. Deux méthodes sont possibles, en utilisant une table de
vérité ou par le calcul des propositions. Nous choisissons la seconde méthode.

Il vient :
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(nong = nonp) < (non(nong) V nonp),
(non g = nonp) < non(nongq A p),
(nong = nonp) < non(p Anongq),

(non g = nonp) < non(non(p = q)),
(nong = nonp) < (p = q).

Remarque. Pour étudier la réciproque de p = ¢, la contraposée de g = p est
parfois utilisée, c’est-a-dire (nonp = nonq).

En effet nous savons que
(nonp = nongq) < (¢ = p).

Exemple. On rappelle que le carré d’'un nombre pair est un nombre pair et
que le carré d’un nombre impair est un nombre impair.

Réciproquement, nous montrons que si le carré d’'un nombre est pair, alors
ce nombre est pair.

Soit a un entier naturel. 1l s’agit de prouver la proposition
a® pair implique a pair.

Sa contraposée est

a impair implique a? impair.

Cette implication est vraie.
Cela prouve que "a? pair implique @ pair" est une proposition vraie.
12.5.3 Preuve par un contre-exemple

Principe. Pour prouver qu'une proposition de la forme (Vz € E, p(z)) est
fausse, nous justifions que sa négation (Jx € E,nonp(x)) est vraie.

Dans ce cas il suffit de mettre en évidence un exemple pour z = a tel que
p(a) est vrai.

C’est ce qui est nommé un contre-exemple.

Exemple. Est-il vrai que si n est un entier divisible par 5 et par 10, alors n
est divisible par 507

Cet énoncé est faux. Sa négation est
il existe n € N tel que 5 divise n et 10 divise n et 50 ne divise pas n.

En effet le contre-exemple n = 70 convient.
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12.5.4 Raisonnement par disjonction

Principe. Pour démontrer qu’une proposition p(x) est vraie pour tout élément
x d’un ensemble F, nous raisonnons par disjonction en prouvant que p(z) est
vraie pour les éléments x appartenant a des sous-ensembles non vides disjoints

deux & deux de E dont la réunion est E.

Remarque. L’ensemble des sous-ensembles non vides disjoints deux & deux

de E, dont la réunion est F, est une partition de FE.

Exemple. Nous montrons que, si a € Z, p € N et ¢ € N, alors le nombre

rationnel z = est un nombre décimal.

2P x 54
Par disjonction, nous distinguons 3 cas: p=qgoup < qgoup > q.
1¢* cas: p=gq.
Dans ce cas, nous obtenons

a a

TS T 100

ce qui prouve que = € D.
2¢ cas : p <gq.
Nous avons

a a x 297P

€r = —
2P=4 x 29 x 54 104

Puisque ¢ — p > 0, nous en déduisons, dans ce second cas, que x € D.
3¢ cas:p>gq.
Nous avons

a a x HP~4

T s x e 10p

Puisque p — ¢ > 0, nous en déduisons, dans ce troisiéme cas, que = € D.
Nous en concluons, par disjonction,

a

2P><5q€D

Va € Z,¥(p,q) € N?,
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Cette seconde édition s'adresse principalement aux éléves qui souhaitent
bien maitriser et approfondir les mathématiques quileur sont enseignées
en Seconde. |l est al'origine un cours donné au Lycée Louis-le-Grand a Paris.
Tout éleve de Seconde ayant une attente exigeante en mathématiques pourra
acquérir par son étude des bases solides afin de poursuivre dans de bonnes
conditions un cursus scientifique.

Ce cours développé est un choix pédagogique: en effet il ne s'agit plus de
s'enteniraillustrer par des exemples de nombreuses propriétés, notamment
algébriques, communément admises au College et parfois méme au Lycée,
mais d’en faire la preuve. Ainsi chaque résultat de ce cours est suivi d’'une
démonstration, toujours complétée par un ou plusieurs exemples.

Certains développements sont des compléments qui se situent a la marge
du programme spécifique de la classe Seconde. lls ont cependant toute leur
place dans la perspective d’approfondissement qui caractérise ce livre.

Au dernier paragraphe de chaque chapitre intitulé « Exercices corrigés » on
trouve de nombreux exercices et problemes d'approfondissement, exigeants
certes, originaux pour certains, mais toujours accessibles a ce niveau. Il y en
a en tout 176, accompagnés de corrigés trés détaillés. Ils ont été testés
par des éléves de Seconde du Lycée Louis-le-Grand, en classe ou en devoirs
a la maison.

Des programmes en Python illustrent également de facon significative de
nombreux résultats proposés dans ce livre.

Ce livre peut étre proposé pour assurer une bonne transition entre la classe de
Seconde et le choix de la spécialité mathématiques de la classe de Premiére,
voire de Terminale. Il est méme conseillé de le garder comme un outil de
référence a consulter pendant les trois années de scolarité du Lycée.

Il peut étre également efficace pour toute personne aspirant a une remise a
niveau de ses bases en mathématiques.
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